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DSNA lors de mon arrivée à l’ONERA de m’avoir accueilli au sein de son département. Avant
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jours amélioré l’état de mes travaux, pour sa grande connaissance scientifique, son encadrement
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avec certains ingénieurs. Je les remercie pour leur simplicité et leur décontraction coutumière.
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ce qui n’est pas vraiment une sinécure. Je lui en suis très reconnaissant et je ne la remercierai
jamais assez pour sa patience.

2



Table des matières

Introduction 11
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x/c = 0.17 (droit) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.48 Fluctuation de vitesse longitudinale à x/c = 0.09 (gauche), à x/c = 0.13 (centre)
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5.20 Comparaison des profils de l’énergie cinétique turbulente résolue obtenus avec la
DES et la SGE. En haut : x = −50 mm (gauche), x = 0 mm (centre) et x = 10
mm (droite). En bas x = 20 mm (gauche),x = 40 mm (centre) et x = 50 mm
(droite). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

5.21 Comparaison des profils des contraintes de Reynolds expérimentales et numériques
obtenues avec la DES et la SGE. En haut : x = −50 mm (gauche), x = 0 mm
(centre) et x = 10 mm (droite). En bas x = 20 mm (gauche), x = 40 mm (centre)
et x = 50 mm (droite). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

5.22 Spectre de pression sur la paroi arrière de la cavité à y = −10 mm . . . . . . . . 145
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Introduction

La Simulation des Grandes Échelles (SGE) est maintenant reconnue comme un outil pour
la compréhension et la prédiction des écoulements turbulents. Cette approche ouvre aujour-
d’hui la voie à des prévisions fiables dans des situations de plus en plus complexes qui sont
soit fondamentales soit rencontrées dans l’industrie. Cette technique est, en fait, un compromis
entre la simulation de toutes les échelles turbulentes présentes dans l’écoulement (Simulation
Numérique Directe, SND) et la modélisation de tous les effets de la turbulence (équations de
Navier-Stokes moyennés, RANS en anglais). La SGE prend en compte les instationnarités à grande
échelle de l’écoulement. Elle donne ainsi des résultats précis pour des écoulements présentant des
décollements, pour la prédiction des sources de bruit ou de la transition laminaire/turbulent, par
exemple. Par ailleurs, la SGE est de plus en plus utilisée sur des configurations caractérisées par
le couplage avec d’autres types de phénomènes (acoustique, transport de particules, d’espèces
réactives ...).

Nous nous concentrons ici sur un écoulement de géométrie simple : une cavité bidimension-
nelle qui met en jeu une physique relativement complexe. Cet écoulement a fait l’objet d’une
étude soignée à la fois d’un point de vue expérimental [34] et numérique [63, 62]. Étudié in-
tensément depuis les années 60, ce type d’écoulements se rencontre à la fois en aérodynamique
interne et externe. Ils peuvent être à l’origine de fortes fluctuations de pression qui donnent
naissance à des nuisances vibro-acoustiques et, suivant le nombre de Mach peut causer un risque
d’endommagement des structures. Ces écoulements de cavités sont par exemple rencontrés dans
les industries aéronautique civile (train d’atterrissage), ferroviaire (espace entre deux wagons)
et automobile (toit ouvrant). Pour l’aéronautique militaire, les problèmes de furtivité imposent
de placer les charges à l’intérieur de la cellule. Leur largage se fait par la présence de cavités
et ce à des vitesses aussi élevées que possible. Ceci pose d’importants problèmes structurels.
Ainsi, beaucoup d’écoulements présents dans des configurations industrielles peuvent présenter
localement des écoulements de cavité. La compréhension et le contrôle de ce type d’écoulements
s’avère donc essentiel pour les industriels.

D’un autre côté, les stratégies de contrôle sont actuellement en plein essor. Elles posent ce-
pendant des contraintes numériques nouvelles, notamment la prise en compte des actuateurs qui
sont, par construction, de taille réduite. Ceci implique une “raideur” numérique supplémentaire
qui nécessite une amélioration des schémas. Un tel travail est présenté ici. L’objectif est d’adap-
ter les techniques numériques sur un cas de contrôle que l’on sait performant. Le dispositif de
contrôle retenu pour cette étude consiste à placer un cylindre de taille réduite dans la couche
limite turbulente amont de la cavité, en régime haut-subsonique. Ceci s’avère être à la fois simple
et efficace [86]. Une étude expérimentale [47] a récemment été effectuée. Au cours de celle-ci, une
diminution sensible des modes de Rossiter a été obtenue sur différentes configurations, ce qui a
permis une meilleure compréhension de l’action d’un tel dispositif. Malgré cette étude, la raison
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de la réduction du bruit de cavité par la présence du barreau reste mal comprise. Cependant,
cette étude a permis d’obtenir une base de données pour la validation de la simulation instation-
naire de cette configuration que nous nous proposons d’effectuer ici. La Simulation des Grandes
Échelles se propose naturellement comme un candidat pour réaliser celle-ci. En effet, elle a per-
mis récemment à la fois de réaliser des simulations réalistes d’écoulements de cavité sans cylindre
[63, 62] et de prévoir l’écoulement autour d’un cylindre [58]. Il est donc important de vérifier si
cet outil numérique est capable de réaliser la simulation de l’écoulement de cavité en présence
de cylindre. Ceci permettrait également d’avancer dans la compréhension physique de l’efficacité
du barreau. Cependant, la configuration étudiée par Illy [47] est marquée par un fort caractère
multi-échelle. Ceci est dû au rapport d’aspect entre la taille de la cavité et celle du cylindre, d’un
facteur 20 dans l’expérience [47]. L’écoulement visé possède ainsi une grande disparité d’échelles
entre les petites structures liées à la présence du cylindre et les grandes structures présentes
dans la couche de mélange des écoulements traditionnels de cavité. Cette disparité d’échelles
rend la simulation d’un tel écoulement très coûteuse au point qu’il est actuellement impossible
de réaliser ce calcul. Pour effectuer une telle simulation, il est donc impératif de réaliser une
économie numérique importante. Ceci permettrait d’accrôıtre ainsi le champ d’application de la
SGE.

Pour réduire le temps de calcul de la SGE, trois techniques complémentaires existent. La
première concerne l’amélioration de la modélisation de la turbulence. Ceci peut être obtenu par
un travail sur la modélisation sous-maille ou par le développement de méthodes de couplage
RANS/SGE. Ces optimisations de la modélisation des effets de la turbulence permettent de
réduire le nombre de cellules de calcul pour un même cas d’étude. Concernant la modélisation
sous-maille, les progrès actuels ne sont pas aussi rapides que l’on aurait souhaité puisque la
partie à modéliser en SGE est moindre et plus universelle que celle à modéliser en RANS. Par
conséquent, le rôle de la modélisation sous-maille est moins crucial pour des applications in-
dustrielles. En ce qui concerne les méthodes de couplages RANS/SGE, elles sont habituellement
utilisées pour effectuer des calculs SGE de configurations rencontrées en industrie [92]. Ces tech-
niques sont donc largement utilisées au cours de ce travail. Cependant, pour pouvoir traiter la
configuration retenue ici, il est impératif de tenir compte des instationnarités de l’écoulement
dans une grande partie du domaine de calcul. Par conséquent, le domaine où la SGE est utilisée
prend une part plus grande du domaine de calcul, rendant ainsi le coût informatique exorbitant.
Ainsi, ces techniques de couplage ne permettent pas l’économie numérique visée. La deuxième
technique dont le but est de réduire le coût de la SGE est basée sur une bonne résolution spatiale
à moindre frais. Un raffinement local ou une adaptation de maillage peuvent être utilisés dans
ce but. Pour cette étude, un raffinement local de maillage est adopté pour prendre en compte les
petites échelles dynamiquement actives près des parois. Par contre, le surcoût de calcul dû à la
disparité d’échelles de l’écoulement considéré n’est pas réduit. En ce qui concerne l’adaptation
de maillage, cette technique est par définition adaptée aux problèmes multi-échelles. Cependant,
pour l’instant, d’une part, la validation en SGE ne concerne que des cas académiques (canal plan,
couche de mélange ...) et, d’autre part, cette technique entrâıne, pour le moment, un surcoût
de calcul [66]. Ces deux raisons nous poussent à ne pas retenir cette approche. Finalement,
la troisième technique visant à réduire de façon significative ce dernier consiste à optimiser
la méthode numérique. Ceci permet d’accélérer la résolution d’un pas de temps. Optimiser la
méthode numérique repose sur un travail sur la discrétisation spatiale et/ou l’intégration tempo-
relle. Concernant la discrétisation spatiale, comme cette étude porte sur l’utilisation de la SGE

sur des configurations industrielles, il est difficile de réaliser le compromis précision/robustesse.
C’est pourquoi des schémas d’ordre deux vont être retenus pour cette étude. En revanche, la
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technique d’intégration temporelle représente une source de gains potentiels intéressante.

Concernant ce point, deux types de méthodes d’intégration temporelle existent : les tech-
niques explicites et implicites en temps. L’emploi de schémas explicites est très adapté à la SGE

du fait de la très grande précision de ce type de schémas. Par ailleurs, lors de l’utilisation de
tels schémas, le pas de temps est limité par deux types de contraintes. Il s’agit, d’une part,
de contraintes numériques de stabilité de type CFL, et d’autre part, de contraintes physiques
liées aux échelles de temps caractéristiques de l’écoulement turbulent que l’on souhaite simuler.
Ce dernier type de contraintes doit être impérativement satisfait pour représenter correctement
la physique de l’écoulement considéré. Le type de contraintes numériques lié à la stabilité des
schémas explicites peut s’avérer très pénalisant. C’est le cas lorsque sont envisagées des confi-
gurations où le rapport de taille entre la plus petite et la plus grande maille du domaine de
calcul est grand. Par exemple, ceci est rencontré pour des calculs de couche limite où le premier
point du maillage doit être très près de la paroi. L’emploi de méthode d’intégration temporelle
implicite permet de s’affranchir de cette contrainte numérique. Ainsi, pour certaines applica-
tions où la contrainte numérique est sévère, les méthodes implicites sont plus attractives que les
méthodes explicites.

Les méthodes implicites ont, dans un premier temps été développées pour la recherche ef-
ficace d’une solution stationnaire. Elles ont ensuite été étendues aux problèmes instationnaires
laminaires, puis, depuis environ une quinzaine d’années, elles ont été utilisées pour des calculs
précis en temps d’écoulements turbulents. Par exemple, les schémas implicites ont permis d’ef-
fectuer des SND sur des cas “académiques” de couches limites turbulentes [103, 102, 78]. Ils ont
aussi été utilisés dans le cadre de l’interaction choc/couche limite [134], pour le développement
d’une couche limite sur une plaque plane [6] et pour le calcul de couches limites soumises à
des gradients adverses de pression, sur des surfaces courbées avec ou sans décollement [5]. Ces
méthodes d’intégration temporelle ont également permis d’effectuer des SGE de cas industriels
plus appliquées comme une couche limite transitionnelle sur un profil d’aile [140, 83], comme
l’écoulement autour des pales d’un générateur de tourbillon [23], de l’éclatement tourbillonnaire
derrière une aile delta [81], d’écoulements de turbine basse pression [106], d’écoulements de ca-
vités [62]. Les méthodes implicites ont même été utilisées pour simuler des écoulements à faible
nombre de Mach [71, 4].

Malgré ces succès, des progrès sont toujours nécessaires puisque ces méthodes ne permettent
pas d’effectuer la configuration retenue pour cette étude. La nouvelle difficulté liée à l’émergence
des dispositifs de contrôle est due à la simulation de phénomènes physiques multi-échelles qui
représente un formidable challenge numérique. Pour passer outre ces contraintes numériques,
des méthodes précises en temps permettent au pas de temps de varier localement [27]. Ces tech-
niques sont pour l’instant utilisées en conjonction avec des schémas explicites. Leur extension
avec l’emploi de schémas implicites implique un traitement spécifique au niveau des conditions
aux limites basé sur des interpolations et des extrapolations. Ceci peut engendrer des erreurs
numériques importantes. Par ailleurs, Tòth et al. [131] utilisent une méthode hybride expli-
cite/implicite. L’idée de base de cette technique est que le schéma d’avancement en temps peut
changer d’un bloc à un autre pour un pas de temps donné : un schéma explicite est utilisé où la
condition de stabilité locale n’est pas violée et un schéma implicite est utilisé dans les blocs où
le schéma explicite serait instable. Les deux méthodes précédemment citées sont certes adaptées
à la simulation de phénomènes physiques multi-échelles. Cependant, elles impliquent toutes les
deux l’emploi de schémas explicites.
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C’est la motivation première de cette étude. Elle consiste à proposer une technique numérique
adaptée aux grandes disparités d’échelles et basée sur l’intégration temporelle implicite. Ceci per-
mettrait de réaliser l’économie numérique nécessaire à la simulation du contrôle d’écoulement de
cavité par l’intermédiaire d’un cylindre, dans le but d’aider, à terme, à fournir une explication
de l’efficacité d’un tel dispositif de contrôle.

Tout d’abord, les équations de modélisation retenues sont exposées (chapitre 1), les choix
retenus y sont présentés. Par la suite, les aspects numériques inhérents à la SGE sont abordés
(chapitre 2). Par exemple, une motivation pour l’emploi de méthodes implicites pour un calcul de
type SND ou SGE est introduite. Une revue bibliographique des méthodes implicites rencontrées
dans la littérature pour ce type de calcul est effectuée. Puis, les méthodes numériques qui ont
servi de base à cette étude sont présentées (chapitre 3). En particulier, la méthode implicite
utilisée dans [83] et [62] qui a servi de point de départ à ce travail y est détaillée. La démarche
a ensuite consisté, dans un premier temps, à justifier l’emploi de cette méthode pour des calculs
SGE. Pour cela une évaluation théorique de cette méthode a tout d’abord été menée. Puis,
une évaluation numérique de cette dernière a également été effectuée. Un des objectifs de cette
évaluation numérique est notamment de savoir si la méthode implicite initiale était capable de
prédire correctement les phénomènes complexes (transition, décollement). Pour cela, le cas de
la couche limite transitionnelle [83] a été réutilisé. L’objectif a été de retrouver avec la méthode
implicite le champ moyen, les fluctuations de vitesse et les spectres de pression obtenus avec une
méthode de référence explicite (chapitre 4). Ensuite, au vu des résultats, plusieurs propositions
sont faites pour réduire le temps de calcul sans détériorer la précision des résultats (chapitre 4).
Certaines visaient à améliorer la précision de la méthode initiale, d’autres à accrôıtre l’efficacité
de celle-ci. La totalité de ces suggestions a été mise à l’épreuve à la fois sur un cas laminaire
(advection de tourbillon) et sur un cas turbulent réaliste (couche limite transitionnelle sur un
profil d’aile en incidence). Finalement, une nouvelle approche a été développée et validée sur ces
deux cas tests. Elle permet d’effectuer l’économie numérique suffisante pour réaliser la SGE d’un
écoulement de cavité contrôlé par la présence d’un cylindre dans la couche amont (chapitre 5).
Cette nouvelle simulation est validée par comparaison avec les mesures expérimentales de Illy
[47].
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Chapitre 1

La simulation des écoulements
turbulents par l’approche des
Grandes Échelles

L’objectif de ce chapitre est de présenter rapidement l’approche des Grandes Échelles. Cette
dernière permet de décrire plus précisément la structure de l’écoulement que l’approche moyennée
(RANS), mais elle reste inabordable dans l’optique de configuration de type avion complet.
Dans un premier temps, un bref rappel sur les écoulements turbulents est fait. Ensuite, le
principe de l’approche des Grandes Échelles basé sur la notion de séparation d’échelles ainsi
que la modélisation des petites échelles de l’écoulement est rappelé. Les équations utilisées
ainsi que le modèle choisi sont rapidement présentés. Pour plus de détails concernant ces deux
points, le lecteur pourra se reporter à [64]. Finalement, certaines limites de cette approche
instationnaire sont mises en avant. À partir de celles-ci, les méthodes hybrides permettant de
conserver la précision de l’approche des Grandes Échelles dans certaines régions de l’écoulement
tout en conservant les avantages des modèles RANS dans les régions où une description fine de
la turbulence n’est pas indispensable sont évoquées. Un regard attentif est porté sur la DES de
Spalart [124] puisque cette procédure a également été retenue pour effectuer une simulation de
l’écoulement de cavité en présence de cylindre.

1.1 Écoulements turbulents

Les écoulements turbulents sont présents et observables aussi bien dans la nature (océans,
fleuves, atmosphère, avalanches ...) que dans l’industrie (aéronautique, automobile, réacteurs ...).
Les effets de la turbulence sur l’écoulement peuvent être néfastes (augmentation de la trâınée,
diminution de la portance, augmentation du bruit aérodynamique) ou positifs (diffusion de la
pollution, amélioration du mélange et des transferts thermiques). La turbulence n’est pas une
propriété du fluide mais elle caractérise l’état d’agitation dans lequel se trouve ce dernier à un
instant donné.

Les phénomènes turbulents sont dans l’ensemble caractérisés par les éléments suivants :

– le nombre de Reynolds est suffisamment grand,

– la turbulence a un caractère aléatoire, imprévisible et non-reproductible,
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– les phénomènes infiniment petits peuvent avoir une grande importance (caractéristique des
systèmes chaotiques),

– des structures cohérentes appelées tourbillons existent,

– un écoulement turbulent est tridimensionnel et rotationnel,

– une large gamme de mouvements coexiste avec transformation (échange d’énergie) des gros
tourbillons en tourbillons plus petits.

Bien que la question de la définition précise et générale de la turbulence soit toujours ouverte,
nous allons nous intéresser ici à la simulation de celle-ci ou au moins de ses effets.

1.2 Équations de Navier-Stokes

On considère ici un fluide newtonien, compressible, non pesant en écoulement instation-
naire, vérifiant l’hypothèse de Stokes ainsi que les lois des gaz parfaits et de Fourier. Écrivons
les différentes équations de conservation de masse, de quantité de mouvement et d’énergie en
utilisant la convention d’Einstein sur les indices répétés :





∂tρ+ ∂xj (ρuj) = 0 masse

∂t (ρui) + ∂xj (ρuiuj + pδij − τij) = 0 quantité de mouvement

∂t (ρe) + ∂xj (ρeuj + puj − τjkuk + qj) = 0 énergie

(1.1)

où ρ est la masse volumique, ui sont les composantes de la vitesse de la particule fluide, e
l’énergie totale spécifique, p la pression.

La loi des gaz parfaits permet d’écrire :

p = ρ (γ − 1) ε avec ρe = ρε+
1

2
ρuiui et γ = 1.4

où γ est le rapport des chaleurs calorifiques et ε l’énergie interne spécifique.
Le tenseur des contraintes visqueuses τij est défini comme :

τij = −2

3
µ (∂xk

uk) δij + µ
(
∂xjui + ∂xiuj

)

La viscosité dynamique du fluide µ est reliée à la température T suivant la loi de Sutherland :

µ = µ0

(
T

T0

) 3

2 T + 110.4

T0 + 110.4

avec T0 = 273.16 K et µ0 = 1.711 × 10−5kg.m−1.s−1 les température et viscosité dynamique de
référence.

Le flux de chaleur qj est donné par la loi de Fourier :

qj = −κ (T ) ∂xjT avec κ (T ) =
µ (T )Cp

Pr

où Pr est le nombre de Prandtl, Pr = 0.72 et Cp est la chaleur calorifique à pression constante.
Rajoutons que la relation liant l’énergie interne spécifique et la température s’écrit : ε = CvT
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avec Cv est la chaleur calorifique à volume constant.

Les équations instationnaires de Navier-Stokes peuvent être résolues numériquement sans
ajout de termes additionnels de fermeture. Cette approche, appelée simulation numérique directe
SND (ou DNS en anglais pour Direct Numerical Simulation) nécessite de prendre en compte la
dynamique de toutes les échelles spatio-temporelles du mouvement. Ceci implique l’utilisation
de maillages très fins puisque la taille des mailles doit être de l’ordre de l’échelle de Kolmogorov.
De plus, les pas de temps utilisés doivent être très petits : inférieurs aux temps caractéristiques
des plus petites structures. Finalement, la méthode numérique doit répondre à certains critères :
elle doit être d’ordre élevé, ne doit ni dissiper ni diffuser afin de ne pas dégrader la dynamique
des petites structures de l’écoulement. Ces considérations numériques seront abordées plus en
détails dans le chapitre suivant.

En pratique la SND est limitée à des nombres de Reynolds relativement faibles sur des confi-
gurations simples. En effet, la gamme d’échelles à résoudre dépend grandement du nombre de
Reynolds. Le rapport entre la dimension caractéristique des plus grosses structures L et l’échelle

de Kolmogorov η se comporte comme
L

η
= Re

3/4
L en turbulence homogène isotrope (voir [10] par

exemple). Pour des applications dans le domaine aéronautique où les nombres de Reynolds sont
de l’ordre de 106-108, ce type de calcul nécessiterait l’utilisation de ressources informatiques qui
dépassent largement la capacité des super-calculateurs actuels. La SND est donc utilisée essen-
tiellement pour des études à caractères fondamentaux de la turbulence sur des cas académiques.
Elle permet néanmoins de comprendre la dynamique de la turbulence et aussi de valider les
modèles de turbulence : ces simulations constituent des expériences numériques de référence. Le
lecteur avisé pourra se reporter à [88] pour avoir un aperçu assez large de la SND en recherche.

L’idée de base de la simulation des grandes échelles SGE (ou LES en anglais pour Large-Eddy
Simulation) est de réduire le nombre de degrés de liberté, c’est-à-dire la gamme d’échelles à
résoudre numériquement. Pour cela, seule la dynamique des grandes échelles (les plus énergétiques,
responsables d’une part importante de quantité de mouvement et de chaleur) est calculée direc-
tement. Par ailleurs, un modèle dit de sous-maille est utilisé pour représenter les interactions
entre les échelles résolues et les échelles sous-maille non résolues. La séparation entre les échelles
résolues et non résolues se fera par l’intermédiaire d’un filtre passe-bas en fréquence ou en
nombre d’onde. De la même façon que la SND, la SGE sert de validation pour les modèles de
turbulence. Pour obtenir des grandeurs moyennées comparables aux résultats expérimentaux,
un traitement statistique est effectué indépendamment du calcul, contrairement aux approches
RANS. Le lecteur intéressé par une description détaillée de la SGE pourra se reporter aux travaux
[37, 69, 118].

1.3 Notion de filtrage

Le premier élément à définir est le filtrage qui permet de séparer les échelles qui sont résolues
explicitement, de celles qui doivent être modélisées. Le lecteur intéressé par ce point pourra se
reporter aux travaux [36, 118].

Soit une variable f (x, t) de l’écoulement avec (x, t) ∈ Ω × IR+ avec Ω ⊂ IR3. On peut lui
appliquer un filtre spatial passe-haut en échelle (passe-bas en fréquence et en nombre d’onde).
Ce filtre est défini dans l’espace physique comme un produit de convolution. Ainsi, la partie
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résolue f (x, t) de f (x, t) s’écrit :

f (x, t) =

∫

Ω
G∆ (x− ξ) f (ξ, t) dξ

noté symboliquement f = G∆ ∗ f où le noyau de convolution G∆ est caractéristique du filtre
utilisé et associé à une échelle de coupure en espace notée ∆. Notons qu’un filtrage en espace
induit un filtrage en temps puisque la dynamique des équations de Navier-Stokes permet d’as-
socier un temps caractéristique à chaque échelle de longueur caractéristique. On note f

′

(x, t) la
partie non résolue ou haute fréquence. Ainsi, on a :

f = f + f
′

On remarque que le filtre spatial ainsi défini n’est pas nécessairement idempotent comme peut

l’être l’opérateur de Reynolds pour l’approche RANS. Ainsi, on a a priori f 6= f et f
′ 6= 0.

Afin de pouvoir manier les équations de Navier-Stokes filtrées plus facilement, le filtre spatial
doit posséder les propriétés suivantes :

– conservation des constantes : ∀a ∈ IR a = a

– linéarité : f + g = f + g

– commutativité avec les dérivations : ∂αf = ∂αf avec α = t, xi.

Nous allons maintenant voir sous quelles conditions, ces propriétés sont vérifiées. La conservation
des constantes est équivalente à :

∀x ∈ Ω

∫

Ω
G∆ (x− ξ) dξ = 1

La linéarité est assurée puisqu’elle est déjà vérifiée par le produit de convolution. Par contre, la
commutation du filtre par rapport aux dérivées partielles (en espace) n’est vérifiée que lorsque
le domaine de filtrage est infini et lorsque le filtre est homogène. Par conséquent, la longueur de
coupure ∆ doit être une constante ne dépendant ni du temps, ni de l’espace.

La SGE est classiquement définie à l’aide d’un filtre spatial, comme cela vient d’être fait
ici. Cependant, une autre approche existe et est basée sur un filtrage temporel comme le font
Pruett et al. [98]. Dans ce cas, pour obtenir la commutation avec la dérivée partielle en temps,
il faut également considérer un temps de coupure τ constant ne dépendant ni du temps, ni de
la variable spatiale.

En théorie, pour effectuer une SGE, un filtre explicite devrait être utilisé. C’est ce qui est
fait dans [75] où le lecteur trouvera des informations concernant l’utilisation de filtres explicites.
Cependant, en pratique, dans un contexte industriel notamment, le filtrage est fait de façon
implicite à travers le maillage. Ceci implique forcément que la convergence en maillage n’est pas
atteinte au vu de la dépendance de la solution par rapport à ce dernier. Par contre, on remarque
que la SGE tend vers la SND lorsque le maillage est suffisamment fin, toutes les échelles spatiales
étant alors résolues. Par ailleurs, pour conserver la propriété de commutation avec la dérivée
spatiale, il est nécessaire que le maillage soit à pas d’espace constant. Or, pour la simulation
d’écoulements pariétaux, les cellules de calcul doivent diminuer près des parois pour capter les
plus petites échelles dynamiquement actives. Ainsi, le filtre considéré n’est pas homogène. Par
conséquent, il n’y a plus de commutation entre le filtre et les dérivées partielles en espace. Ghosal
et Moin [39] ont donc étendu la notion du filtrage aux filtres non homogènes. Ceci est fait par
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l’intermédiaire d’un changement de variable d’un domaine borné (ou non) a ≤ x ≤ b en un
domaine infini −∞ ≤ ξ ≤ +∞ via une fonction monotone ξ = g(x) telle que g(a) = −∞ et
g(b) = +∞. Dans l’espace relatif à ξ, il n’y a pas de limites ainsi la largeur du filtre est uniforme
∆. Par contre, dans l’espace relatif à x, la largeur ne l’est pas. Ghosal et Moin montrent que
l’erreur de commutation ainsi introduite est d’ordre deux :

∂xif = ∂xif +O(∆2)

lorsque le filtre (non homogène) est symétrique. Un filtre symétrique vérifie G∆ (−ξ) = G∆ (ξ)
ce qui implique

∫ +∞
−∞ ξG∆ (ξ) dξ = 0. On parle ainsi de filtres commutant du second ordre. Par

contre, lorsque le filtre n’est pas symétrique, l’erreur de commutation est d’ordre un (puisque∫ +∞
−∞ ξG∆ (ξ) dξ 6= 0). Il est cependant admis que ces erreurs sont négligeables [118]. Par ailleurs,

Vasilyev et al. [136] ont étendu la technique de Ghosal et Moin pour obtenir des filtres commutant
d’ordre plus élevé. En contrepartie, ces filtres doivent vérifier des propriétés supplémentaires afin
d’éliminer les termes d’ordre non élevé. Par ailleurs, comme le maillage n’est pas homogène, la
longueur de coupure varie en fonction de la direction considérée. Cependant, le filtrage fait le
plus souvent appel à une seule longueur de coupure par maille. Il faut donc la définir. Ceci est
fait classiquement comme suit :

∆ =

(
3∏

i=1

∆xi

)1/3

avec ∆xi la longueur de coupure du filtre dans la direction xi (i ∈ {1, 2, 3}).
L’application du filtre aux équations de Navier-Stokes en incompressible ne pose pas de

problème : seul un problème de fermeture apparâıt. En compressible ceci est plus délicat, voilà
pourquoi une pondération par la densité est utilisée en analogie avec ce qui se fait en RANS. On
utilise donc le changement de Favre :

f̃ =
ρf

ρ
f = f̃ + f

′′

Nous allons maintenant appliquer le filtre ∗ : f 7→ f aux équations de Navier-Stokes (1.1).

1.4 Équations constitutives de la SGE

En utilisant les propriétés de commutation entre le filtre et les dérivées partielles, de linéarité
et de conservation des constantes du filtre, le système des équations filtrées s’écrit :





∂tρ+ ∂xj (ρuj) = 0

∂t (ρui) + ∂xj (ρuiuj + pδij − τij) = 0

∂t (ρe) + ∂xj (ρeuj + puj − τjkuk + qj) = 0

avec
p = (γ − 1) ρε et ρe = ρε+ 1

2ρuiui

Comme la pondération par la masse volumique est utilisée, les variables accessibles sont (ρ, ũ i, p, T̃ ).
Les équations filtrées vont donc être exprimées en fonction de ces variables.

Pour l’équation de la conservation de masse, aucun problème n’apparâıt :

∂tρ+ ∂xj (ρũj) = 0 (1.2)
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L’équation filtrée de la quantité de mouvement s’écrit simplement :

∂t (ρũi) + ∂xj

(
ρũiũj + pδij − τ̃∗ij

)
= − ∂xj

[
ρ (ũiuj − ũiũj)

]

︸ ︷︷ ︸
A1

+ ∂xj

(
τij − τ̃∗ij

)

︸ ︷︷ ︸
A2

(1.3)

avec

p = ρ (γ − 1) ε̃ et τ̃∗ij = −2

3
µ
(
T̃
)

(∂xk
ũk) δij + µ

(
T̃
) (
∂xj ũi + ∂xi ũj

)

La relation liant ε̃ et T̃ s’écrit simplement :

ε̃ =
ρε

ρ
=
ρCvT

ρ
= Cv

ρT

ρ
= CvT̃

Le tenseur sous-maille τ̃L
ij = ρ (ũiuj − ũiũj) est ainsi introduit.

Par contre, pour l’équation filtrée de la conservation de l’énergie totale, plusieurs approches
existent. Le lecteur intéressé par une revue détaillée des celles-ci peut se reporter à [22]. L’énergie
totale filtrée s’écrit :

ρẽ = ρε̃+
1

2
ρũiũi +

1

2
ρ (ũiui − ũiũi) = ρε̃+

1

2
ρũiũi +

1

2
τ̃L
ii

Il apparâıt ainsi pour l’équation filtrée de l’énergie la trace du tenseur sous-maille dans la dérivée
temporelle. Une modélisation de 1

2 τ̃
L
ii a été utilisée par Yoshizawa [147] pour des applications

faiblement compressibles, mais son adéquation à des situations plus compressibles a été remise en
question par Speziale et al. [125]. Pour contrecarrer ce problème, une possibilité est d’incorporer
la trace du tenseur sous-maille dans l’énergie interne. Ceci a pour conséquence de modifier la
pression et la température résolues :

ρε̌ = ρε̃+
1

2
τ̃L
ii = ρCvŤ =

p̌

γ − 1

avec

p̌ = p+
γ − 1

2
τ̃L
ii et Ť =

p̌

ρCv(γ − 1)

La pression et la température résolues deviennent p̌ et Ť . Par conséquent, l’équation filtrée de
la quantité de mouvement devient :

∂t (ρũi) + ∂xj

(
ρũiũj + p̌δij − τ̃∗ij

)
= ∂xj

[
(p̌− p)δij

]
− ∂xj

(
τ̃L
ij

)
+ ∂xj

(
τij − τ̃∗ij

)

En notant σL
ij la partie déviatrice du tenseur sous-maille (σL

ij = τL
ij − 1

3τ
L
ll ), l’équation devient :

∂t (ρũi) + ∂xj

[
ρũiũj +

(
p̌+

5 − 3γ

6
τ̃L
ll

)
δij − τ̃∗ij

]
= −∂xj

(
σ̃L

ij

)
+ ∂xj

(
τij − τ̃∗ij

)

On remarque que pour un gaz monoatomique 5−3γ
6 τ̃L

ll = 0 car γ = 5/3. De plus, on a :

5 − 3γ

6

τ̃L
ll

p̌
=

5 − 3γ

3
γM2

sgs avec M2
sgs =

|τ̃L
ll |

2γp̌
=

|τ̃L
ll |

2ρč2

On constate que négliger le terme 5−3γ
6 τ̃L

ll par rapport à p̌ suppose que l’on a 5−3γ
3 γM2

sgs � 1.
L’approche qui vient d’être décrite est notamment utilisée par Lesieur et Comte [68]. Elle possède
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l’avantage d’être conservative et donc adaptée aux traitements des discontinuités. Une autre
approche existe et consiste à ne considérer que l’énergie filtrée calculable (notée par la suite ẽ∗).
Ainsi, une équation d’évolution de la trace du tenseur sous-maille est utilisée. Cette démarche a
été développée par Vreman et al. [138]. Suite au travail [64], c’est cette dernière qui est retenue
pour notre étude.

Ainsi, l’équation d’évolution de l’énergie filtrée calculable s’écrit :

∂t

(
ρẽ∗
)

+ ∂xj

(
ρẽ∗ũj + pũj − τ̃∗jkũk + q̃∗j

)
= − ∂xj

(
ρεuj − ρεũj

)

︸ ︷︷ ︸
B1

−
(
p∂xjuj − p∂xj ũj

)

︸ ︷︷ ︸
B2

− ∂xj

[
ρ (ũiuj − ũiũj) ũi

]

︸ ︷︷ ︸
B3

+ ρ
(
ũiuj − ũiũj

)
∂xj ũi

︸ ︷︷ ︸
B4

+
(
τjk∂xjuk − τjk∂xj ũk

)

︸ ︷︷ ︸
B5

+ ∂xj

(
τjkũk − τ̃∗jkũk

)

︸ ︷︷ ︸
B6

+ ∂xj

(
q̃∗j − qj

)

︸ ︷︷ ︸
B7

(1.4)

avec

ẽ∗ = ε̃+
1

2
ũiũi et q̃∗j = −κ

(
T̃
)
∂xj T̃

Cette méthode n’est pas conservative au vue de la présence des termes B2, B4 et B5.

1.5 Fermeture des équations

La résolution numérique du système d’équations formé par (1.2), (1.3) et (1.4) implique la
fermeture de celui-ci. Pour cela, il convient de modéliser, ou de négliger, les termes A1, A2 et
B1, ..., B7. Vreman et al. [138] dans le contexte de SND de couches de mélange bidimensionnelles
ont comparé le poids de chacun de ces termes. Finalement, ils prennent uniquement en compte
les termes A1 (pour l’équation de la quantité de mouvement), B1, B2 et B3 (pour l’équation
de l’énergie). La présence de B2 implique que l’équation liée à l’énergie n’est toujours pas
conservative. La modélisation des termes restants est classiquement basée sur le cadre théorique
de la turbulence homogène isotrope, les échelles sous-mailles étant supposées isotropes [69].

1.5.1 Fermeture de l’équation de conservation de quantité de mouvement

D’un point de vue physique

La simulation d’un écoulement rentre dans le cadre de la SGE lorsque l’écoulement considéré
est turbulent et lorsque celui-ci possède des structures tourbillonnaires dont l’échelle spatiale
caractéristique est inférieure à la taille de maille.

Les modèles sous-maille sont construits à partir de propriétés connues de la turbulence. La
plus grande partie des modèles sous-maille développés est basée sur des outils théoriques mis
au point dans le cadre de la turbulence homogène isotrope [67]. Toutes ces théories décrivent
le scénario suivant pour le transfert entre les différentes échelles présentes dans l’écoulement.
Les grands tourbillons (associés aux petits nombres d’onde) extraient de l’énergie cinétique à
l’écoulement moyen. Il y a un transfert énergétique direct des grandes échelles vers les plus
petites jusqu’à ce que la viscosité moléculaire dissipe l’énergie cinétique de ces dernières en
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E(k)

k

Production

Dissipation

Transfert

Fig. 1.1: Spectre de l’énergie turbulente : représentation de la cascade directe

énergie interne. Ainsi, le spectre d’énergie cinétique d’une turbulence homogène isotrope com-
prend d’abord une zone de production aux petits nombres d’onde, ensuite une zone de transfert
d’énergie cinétique des petits nombres d’onde vers les grands, et enfin une zone de dissipation
aux grands nombres d’onde. Ceci est représenté sur la figure (1.1). La zone de transfert appelée
aussi zone inertielle est caractérisée par une décroissance de la densité spectrale d’énergie suivant
la loi de Kolmogorov (pente en k−5/3 avec k le nombre d’onde). Il existe également un transfert
des petites échelles aux plus grandes qui est un phénomène de cascade inverse, mais ce transfert
est d’intensité plus faible que dans le sens direct, sauf pour les petits nombres d’onde.

Les modèles sous-maille sont construits en supposant que le nombre d’onde de coupure du
filtre (kc = 2π/∆) se trouve dans la zone inertielle et que les échelles plus petites que la longueur
de coupure associée ∆ sont isotropes. Sagaut [117] fixe un cadre pour le développement des
modèles sous-maille. Ceux-ci doivent respecter à la fois des contraintes physiques et numériques.
Concernant les contraintes physiques, les modèles sous-maille doivent :

– conserver les propriétés de l’équation initiale,

– être nuls lorsqu’il n’y a pas d’échelles sous-maille,

– avoir un effet de même nature (dispersif ou dissipatif) que les termes à modéliser,

– ne pas détruire la dynamique des échelles résolues.

Finalement, d’un point de vue numérique, on impose aux modèles sous-maille :

– d’avoir un coût algorithmique acceptable, et donc d’être local à la fois en temps et en
espace,

– de ne pas déstabiliser la simulation numérique,

– d’être réalisables de façon discrète, ce qui signifie que la discrétisation ne doit pas altérer
les effets du modèle.

La modélisation sous-maille retenue pour cette étude vise à reproduire le comportement
mécanique exercé par les petites échelles sur les grandes échelles. Il s’agit de la modélisation
fonctionnelle pour reprendre la classification de Sagaut [117]. Un terme additionnel est donc
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introduit pour avoir le même effet (dissipatif ou dispersif) sans avoir la même structure que les
termes sous-maille. Ainsi, la connaissance des mécanismes d’échange d’énergie entre les échelles
est nécessaire. Pour cela, la théorie de la turbulence homogène isotrope de Kolmogorov est utilisée
puisque les petites échelles sont supposées isotropes. Au vu de la cascade directe d’énergie, les
petites échelles jouent un rôle principalement dissipatif puisqu’elles captent l’énergie des gros
tourbillons. Ainsi, le but du modèle sous-maille est de dissiper l’énergie cinétique turbulente, les
petites échelles n’étant pas résolues par le calcul.

D’un point de vue pratique

Finalement, au vu des considérations évoquées précédemment, la modélisation du tenseur
sous-maille τ̃L

ij = ρ (ũiuj − ũiũj) se limite à une interprétation purement énergétique des effets
de ce tenseur, transférant l’énergie des échelles résolues vers les échelles sous-maille. C’est ce
qui motive l’idée d’introduire une viscosité sous-maille νt afin de modéliser le tenseur sous-
maille. Ce concept de viscosité sous-maille est tout à fait analogue à l’hypothèse de Boussinesq
utilisée pour les approches RANS. La modélisation par une viscosité turbulente semble donc
mieux justifiée que dans les modèles statistiques, car on peut espérer avoir une turbulence quasi-
isotrope pour les petites échelles. D’un point de vue numérique, introduire une dissipation permet
aussi d’accrôıtre la stabilité de la résolution numérique. Le tenseur sous-maille repose ainsi sur
la définition suivante :

τ̃L
ij = ρ (ũiuj − ũiũj) =

2

3
ρνL

t (∂xk
ũk) δij − ρνL

t

(
∂xj ũi + ∂xi ũj

)
+

1

3
τ̃L
ll δij (1.5)

avec νL
t la viscosité cinématique sous-maille. Comme Erlebacher et al. [32], τ̃ L

ll est supposée
négligeable devant la pression thermodynamique et est donc ignorée. Les auteurs montrent que
cette supposition implique γM 2

sgs � 1. On remarque que, pour l’air (γ = 1.4), cette approxima-

tion est 3.75 fois plus restrictive que celle de Lesieur et Comte [68] ( 5−3γ
3 γM2

sgs � 1). Finalement,
il ne reste donc plus qu’à évaluer la viscosité cinématique sous-maille introduite.

1.5.2 Le modèle d’échelles mixtes sélectives

Le modèle d’échelles mixtes

Le modèle de viscosité sous-maille choisi est le modèle d’échelles mixtes développé par Loc et
Sagaut [117]. Ce modèle est basé sur une combinaison non-linéaire entre la longueur de coupure
du filtre ∆, le taux de déformation de l’écoulement résolu S∗ et l’énergie cinétique turbulente
des échelles près de la coupure (plus petites échelles résolues) qc. Il s’écrit :

νL
t = fem

= Cm|S|1/2
(
q2c
)1/4

∆3/2
(1.6)

avec Cm = 0.06 obtenue à partir de considérations fondées sur l’étude de la turbulence homogène
isotrope et avec :

|S| =
√

2S̃∗
ijS̃

∗
ij

S∗
ij =

1

2

(
∂xj ũi + ∂xi ũj

)

∆ =
(
∆x∆y∆z

)1/3
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où ∆i représente la longueur de coupure dans la direction i. L’énergie cinétique turbulente des
échelles proches de la coupure qc est donnée par :

q2c =
1

2

(
ũk − ̂̃uk

)(
ũk − ̂̃uk

)

où la notation .̂ désigne l’application d’un filtre test dont la longueur de coupure notée ∆̂ est
supérieure à ∆.

Fonction de sélection

Afin de déterminer la présence ou non d’échelles sous-maille associées à une turbulence
pleinement développée, un senseur est utilisé. Celui-ci, proposé par David [26], est basé sur des
constatations issues de calculs SND selon lesquelles, pour une turbulence homogène isotrope, la
densité de probabilité des variations angulaires locales du vecteur vorticité est maximale aux
alentours de 20 degrés. Ainsi, l’angle θ formé entre le vecteur tourbillon instantané ~ω et un
vecteur tourbillon pseudo-moyen ~̃ω est calculé :

θ = arcsin

(
||~ω ∧ ~̃ω||
||~ω||||~̃ω||

)

Si θ est supérieur à 20◦, il est alors supposé que les plus petites échelles résolues présentent
les caractéristiques de la turbulence homogène isotrope. En conséquence, les hypothèses sur
lesquelles la modélisation sous-maille repose sont vérifiées, il est donc tout à fait légitime d’utiliser
le modèle présenté précédemment. Par contre, si θ est strictement inférieur à 20◦, on considère
qu’il n’existe pas d’échelles sous-maille au sens strictement turbulent du terme. On utilise donc
la fonction suivante :

f20 (θ) =

{
1 si θ ≥ 20◦

0 sinon

et la viscosité sous-maille est obtenue comme ceci :

νL
t = f20 (θ) fem (1.7)

Pour éviter les instabilités numériques dues à la forte discontinuité de f20, la formulation due à
Sagaut [118] est finalement utilisée :

f20 (θ) =

{
1 si θ ≥ 20◦

r (θ) sinon

avec r (θ) la fonction définie par :

r (θ) =
tan4 (θ/2)

tan4 (20◦/2)

On obtient ainsi le modèle d’échelles mixtes sélectives développé par Lenormand [65, 64]. Ce
modèle s’annule lorsque l’écoulement est correctement résolu ou laminaire, ce qui n’est pas le
cas du modèle initial de Smagorinsky [121] qui s’avère être trop dissipatif. Le modèle d’échelles
mixtes sélectives a été utilisé avec succès sur une grande gamme de configurations aéronautiques
complexes. On peut citer par exemple une transition avec décollement sur un profil d’aile [83],
un éclatement tourbillonnaire derrière une aile delta [81], des écoulements de cavité [63, 62] et
un étage d’aube de turbine [106].
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1.5.3 Fermeture de l’équation de conservation de l’énergie

Cette définition du tenseur sous-maille τ̃L
ij permet à la fois de modéliser le terme A1, mais

aussi le terme B3. Il reste alors donc à modéliser la contribution des termes B1 et B2. Le flux
de chaleur turbulent noté q̃tj

L est ainsi introduit en regroupant ces deux termes :

B1 +B2 = −∂xj q̃tj
L

L’expression de q̃tj
L est également obtenue à l’aide du concept de viscosité sous-maille introduit

précédemment. Ce flux de chaleur turbulent s’écrit :

q̃tj
L = −ρν

L
t Cp

PrL
t

∂xj T̃

avec PrL
t le nombre de Prandtl turbulent fixé ici à 0, 72 et Cp la chaleur calorifique à pression

constante.

1.5.4 Système fermé des équations de Navier-Stokes filtrées

Finalement, le système des équations filtrées fermées s’écrit :





∂tρ+ ∂xj (ρũj) = 0

∂t (ρũi) + ∂xj

(
ρũiũj + pδij − τ̃∗ij

)
= −∂xj τ̃

L
ij

∂t

(
ρẽ∗
)

+ ∂xj

(
ρẽ∗ũj + pũj − τ̃∗jkũk + q̃∗j

)
= −∂xj q̃tj

L − ∂xj

(
τ̃L
jkũk

)
(1.8)

avec

τ̃L
ij =

2

3
ρνL

t (∂xk
ũk) δij − ρνL

t

(
∂xj ũi + ∂xi ũj

)

q̃tj
L = −ρν

L
t Cp

PrL
t

∂xj T̃ et PrL
t = 0, 72

νL
t = f20 (θ) fem

Heuristiquement, ρνL
t est simplement rajouté à sa contrepartie moléculaire. Le système finale-

ment obtenu est conservatif et correspond à celui de Normand et Lesieur [94]. La seule différence
entre ces deux systèmes (fermés) vient de l’inégalité des valeurs respectives du nombre de Prandtl
turbulent PrL

t . Normand et Lesieur prennent la valeur donnée par la théorie EDQNM [67] :
PrL

t = 0.6. Par contre, pour cette étude, le nombre de Prandtl turbulent est égal au nombre de
Prandtl moléculaire.

L’approche des Grandes Échelles ne se limite pas au système fermé d’équations qui vient
d’être présenté et qui va être résolu numériquement. En effet, cette approche implique plusieurs
contraintes. Certaines sont liées à la méthode numérique utilisée pour résoudre les équations (1.8)
et vont être abordées dans le chapitre suivant. D’autres, au contraire, sont d’ordre technologique
et sont évoquées ici.
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1.6 Limitations de la SGE

L’approche des Grandes Échelles est limitée par son coût de calcul qui reste trop grand
pour pouvoir aborder des configurations complexes de type avion complet. Ainsi, elle a, dans
un premier temps, été employée sur des configurations plus académiques (canal plan, plaque
plane ...). Maintenant, grâce à l’augmentation des performances des moyens de calcul, elle est
de plus en plus utilisée sur des applications complexes rencontrées dans le contexte industriel.
Cependant, au vu de son potentiel, on souhaite l’exploiter sur des configurations toujours plus
ambitieuses et ainsi élargir son champ d’application. Un exemple est l’application de la SGE

pour l’étude du contrôle d’écoulements turbulents. Pour cela, une étude préliminaire est son
utilisation sur des dispositifs de contrôle passif que l’on sait efficaces. L’exemple retenu pour
cette étude est le dispositif de contrôle d’écoulements de cavité étudié expérimentalement par
Illy [47]. Le dispositif de contrôle considéré est un cylindre placé dans la couche limite amont de
la cavité. La SGE d’une telle configuration n’est pas possible au vu des capacités informatiques
actuelles. Ceci est dû au caractère multi-échelle du problème physique considéré. En effet, pour
effectuer une SGE réaliste de ce dernier, il est nécessaire de considérer à la fois les petites struc-
tures présentes dans le sillage du cylindre [58] et les grandes structures se développant dans la
cavité [62]. Cette grande disparité d’échelles rend le coût de calcul de la SGE de ce dispositif de
contrôle exorbitant. Pour le réduire, nous allons travailler ici sur la méthode numérique. Cela
permet de conserver le caractère instationnaire de la SGE dans la totalité du domaine de calcul.
Pour la configuration visée ici, il s’agit de la couche limite turbulente amont dans laquelle baigne
le cylindre, du sillage du cylindre et de la cavité.

Cependant, d’autres techniques permettent également de réduire le coût de calcul de la
SGE, il s’agit des méthodes hybrides RANS/SGE. Les approches statistiques RANS (pour Rey-
nolds Averaged Navier-Stokes) sont basées sur un moyennage temporel des équations régissant
l’écoulement. Elles permettent d’obtenir des résultats satisfaisants tant que l’écoulement ne
présente pas de phénomènes trop complexes (zone de recirculation, couplage avec d’autres
phénomènes : acoustique, combustion ...). Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter
à [10]. Afin de ne pas surcharger le manuscrit, l’approche statistique est présentée rapidement
dans l’annexe (A) où le modèle de Spalart et Allmaras [122], utilisé ici pour les calculs, est
évoqué. En revanche, la SGE permet de décrire plus finement la structure de l’écoulement que
les approches RANS puisque le caractère instationnaire est pris en compte. Les méthodes hy-
brides RANS/SGE ont donc pour but de conserver les avantages des modèles RANS et la précision
de la SGE dans certaines régions où la turbulence doit être décrite finement. Le lecteur avisé
pourra se reporter aux travaux suivants [119, 92] pour plus de détails concernant ces techniques.
Par définition, avec ce type de méthodes, le caractère instationnaire de la SGE n’est pas conservé
dans la totalité du domaine de calcul. Une de ces méthodes hybrides RANS/SGE est l’approche
DES (pour Detached Eddy Simulation) initialement proposée par Spalart et al. [124]. Elle a
été retenue pour réaliser la simulation du dispositif de contrôle visé. Comme la simulation de
l’écoulement turbulent autour du cylindre s’avère coûteuse, c’est celui-ci qui va être simulé à
l’aide de la DES. Le reste (comprenant le sillage du cylindre, la cavité ainsi que la partie aval)
de l’écoulement est simulé avec la SGE. Cette simulation hybride représente un premier résultat
numérique. Ce dernier va être comparé aux résultats de Illy [47] ainsi qu’à la SGE (complète) que
nous souhaitons effectuer. Cette comparaison est faite dans le chapitre (5). La suite du chapitre
est consacrée à une présentation sommaire de l’approche DES de Spalart.

Cette stratégie hybride entre une simulation RANS instationaire et une SGE profite de la
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ressemblance entre les deux systèmes d’équations filtrées (1.8) et moyennées (A.5). En effet, ce
modèle hybride varie continuellement du modèle RANS près de la paroi au modèle SGE. Cette
variation dépend de la distance à la paroi et de la taille des cellules de calcul. Ces calculs sont
effectués en 3D pour que le traitement SGE soit réaliste. Le modèle RANS retenu au cours de
cette étude est le modèle de Spalart et Allmaras [122]. Les structures “attachées” à la paroi sont
traitées en RANS, et celles étant “détachées” de la paroi sont simulées en SGE. Le modèle de
Spalart et Allmaras, avec une distance d dans le terme de destruction remplacée par une échelle
de longueur proportionnelle à la taille de maille ∆, peut être considérée comme un modèle sous-
maille à une équation de transport pour la viscosité sous-maille, relativement proche du modèle
de Smagorinsky [17]. La distance à la paroi d est ainsi remplacée par une distance modifiée d̃ :

d̃ = min(d,CDES∆)

Cette substitution fait que l’on a finalement un modèle unique qui agit comme le modèle RANS

de Spalart et Allmaras pour d << ∆ (en proche paroi) et comme un modèle sous-maille lorsque
d >> ∆ (cf. figure (1.2)). Les détails de la simulation de la cavité en présence de cylindre utili-

∆

LES

RANS

y

x

>>∆d

Fig. 1.2: Représentation schématique des différentes zones traitées par la DES dans le cas d’une
couche limite

sant cette approche seront détaillés dans le chapitre (5).

Ce chapitre a permis finalement de décrire l’approche des Grandes Échelles, en particulier le
principe sur lequel elle est basée, ses limites dues à son coût de calcul ainsi que la modélisation
des petites structures turbulentes de l’écoulement retenue pour les simulations présentées dans
cette étude. Cependant, les contraintes numériques liées à l’emploi de ce type de modélisation
n’ont pas été abordées. C’est ce qui est fait dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Aspects numériques de la SGE

Différents aspects numériques liés à l’emploi de la SGE sont présentés dans ce chapitre. En
effet, la méthode numérique utilisée pour discrétiser les équations présentées dans le chapitre
précédent doit vérifier plusieurs contraintes. Celles-ci sont exposées par la suite. Elles concernent
à la fois la discrétisation spatiale et l’intégration temporelle. À partir des contraintes liées à l’ap-
proximation temporelle, l’usage de schémas implicites en SGE ou en SND est introduit. Finale-
ment, les diverses méthodes numériques, mettant en jeu des schémas d’intégration temporelle
implicite dans le contexte de la SGE ou de la SND, rencontrées dans la littérature sont également
présentées.

2.1 Exigences numériques inhérentes à l’utilisation de la SGE

Concernant l’application de la SGE, plusieurs obligations d’un point de vue numérique
doivent être respectées. Tout d’abord, par définition, la SGE nécessite la résolution tridimen-
sionnelle et instationnaire d’équations de type Navier-Stokes, comme nous venons de le voir
dans le chapitre (1). C’est également le cas de la SND. Ces simulations instationnaires visent
à répondre à plusieurs objectifs physiques. Nous souhaitons, par exemple, réaliser des calculs
instationnaires d’écoulements turbulents, laminaires et/ou transitionnels. Par conséquent, des
objectifs numériques doivent être satisfaits. La méthode numérique utilisée pour effectuer ces
simulations doit donc être précise, mais elle doit également offrir un bon compromis entre ef-
ficacité et robustesse. De plus, que ce soit pour la SND ou la SGE, on s’attache à préserver
la dynamique des plus petites structures de l’écoulement, qu’elles soient modélisées (SGE) ou
simulées (SND). Ainsi, dans les deux cas, les contraintes numériques sont relativement proches.
Celles relatives aux discrétisations spatiale et temporelle sont présentées par la suite. Le lecteur
intéressé par ces considérations numériques pourra se reporter à l’ouvrage de Geurts [37] pour
plus de détails.

2.1.1 Concernant la discrétisation spatiale

Toute méthode numérique introduit une erreur de discrétisation. Cette erreur numérique est
généralement décomposée en deux parties : l’erreur de troncature et l’erreur de repliement (ou
aliasing en anglais). L’erreur de troncature résulte de l’approximation numérique et discrète
des dérivées partielles. En revanche, l’erreur de repliement découle de l’évaluation des termes
non-linéaires présents dans les équations de la SGE. Les effets des erreurs de troncature et de
repliement des méthodes différences finies et spectrales ont été étudiés par Kravchenko et Moin
[57]. Ils ont notamment montré que les erreurs de troncature des méthodes différences finies
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d’ordre faible pouvaient masquer l’influence du modèle sous-maille. Ainsi, il est habituellement
établi que la SGE implique l’utilisation d’un schéma de discrétisation en espace centré d’ordre
élevé. Ceci est indispensable afin d’utiliser le moins de dissipation et de diffusion numérique pos-
sible. Cela permet, en effet, de ne pas affecter la dynamique des petites structures de l’écoulement
considéré. Ceci est possible sur des cas académiques. Par contre, sur des cas plus appliqués tels
que ceux qui nous intéressent dans cette étude, les schémas d’ordre élevé ne sont pas couram-
ment utilisés pour des raisons de coût, mais aussi de robustesse. De plus, des études numériques
montrent que des résultats satisfaisants peuvent être obtenus avec des schémas précis d’ordre
deux en espace aussi bien en SND [146] qu’en SGE [55].

2.1.2 Concernant l’intégration temporelle

D’une part, pour des raisons similaires à ce que nous venons de voir dans la partie précédente,
la SGE et/ou la SND exigent des techniques d’intégration temporelle d’ordre élevé, au moins
d’ordre supérieur ou égal à deux. En effet, la SGE et la SND sont par nature instationnaires. La
précision temporelle de la méthode utilisée est donc importante.

La méthode des lignes mène à un grand système d’équations différentielles ordinaires de la
forme :

d

dt
U(t) +G(U) = 0 (2.1)

avec G(U) = GC(U) +Gν(U) contenant les termes discrets de convection et de diffusion.

Un problème non-linéaire compliqué apparâıt et la question principale est de savoir comment
l’intégrer en temps. Pour cela, deux types de méthodes existent : des méthodes explicites et
implicites. Les méthodes explicites peuvent s’écrire sous la forme :

Un+1 = F (Un)

où l’indice n représente le niveau temporel : tn = n∆t avec ∆t le pas de temps. Ces méthodes
sont soumises à des limitations sur le pas de temps dues aux contraintes imposées par la stabilité
(CFL : Courant-Friedrichs-Lewy). La valeur maximale du nombre généralisé (tenant compte à
la fois des termes de convection et de diffusion) CFLm sur le domaine considéré Ωm est définie
en 1D comme :

CFLm = max
i∈Ωm

(
CFL

loc
i

)
avec CFL

loc = ∆tmax

(
|u| + c

∆x
, 2γ

µ
Pr + ρ νt

Prt

ρ∆x2

)

et sera nommée par la suite CFL par simplicité. Les méthodes explicites peuvent également
fournir une précision d’ordre élevé, elles sont faciles à implémenter et nécessitent un faible coût
de calcul par pas de temps. Par opposition, les méthodes implicites qui s’écrivent sous la forme :

Un+1 = F
(
Un+1, Un, ...

)

permettent l’utilisation de pas de temps dont la taille peut être prise plus grande que celle auto-
risée par la stabilité. Cependant, elles sont beaucoup plus chères par pas de temps, spécialement
pour des écoulements tridimensionnels. De plus, ces méthodes induisent une perte de la précision
due à l’emploi de grands pas de temps, comme cela va être précisé par la suite.

La question la plus naturelle est donc de savoir quelle est l’approche la plus efficace d’un point
de vue informatique. Malheureusement, il est impossible de répondre à cette question dans un
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cadre général. En effet, la réponse dépend de l’application, comme nous allons le voir par la suite.

Cependant, une considération importante est la sélection d’une valeur appropriée du pas de
temps numérique utilisé pour la simulation. En effet, le temps CPU de la simulation est directe-
ment relié à la taille de ce dernier. En pratique, il faut être conforme à deux besoins différents.
D’une part, il faut respecter la physique de l’écoulement instationnaire que l’on souhaite simuler.
Ceci implique une limite supérieure du type :

∆t ≤ ∆tϕ

où ∆tϕ représente la valeur maximale autorisée par la physique de l’écoulement considéré. En
effet, Choi et Moin [19] ont montré sur la SND d’un canal plan incompressible que l’utilisation de
trop grands pas de temps pouvait entrâıner des “relaminarisations” numériques parasites. ∆tϕ
est à relier à la plus grande fréquence dynamiquement active de l’écoulement. Le pas de temps
numérique ∆t peut être vu comme un filtre temporel appliqué à la solution numérique. En effet,
∆t est associé à une fréquence notée f∆t. Utiliser ∆t pour un calcul revient à ne pas prendre en
compte les fréquences supérieures à f∆t. Ainsi, l’emploi de trop grands pas de temps implique
la dégradation des grandes fréquences temporelles, ce qui peut altérer la solution globale [88].
En effet, d’après l’hypothèse de Taylor, une altération de fréquences temporelles entrâıne une
altération de fréquences spatiales. De plus, comme l’ont montré Moin et Mahesh [88], l’emploi
de grands pas de temps implique un caractère dissipatif même si la discrétisation spatiale ne
l’est pas. Il est cependant difficile de spécifier ∆tϕ. Choi et Moin [19] ont conclu que le pas de
temps ne devait pas être beaucoup plus petit que l’échelle de temps de Kolmogorov pour leur
SND. Cependant, peu de choses sont connues sur le pas de temps maximal pour un calcul SGE

implicite. Le pas de temps doit être probablement plus petit que l’échelle de temps correspondant
au nombre d’onde de coupure comme le suggère Weber [139]. Finalement, le filtre réellement
utilisé lors des calculs résulte à la fois :

– du filtrage implicite lié au maillage,

– du filtrage induit par les erreurs du schéma numérique (discrétisations spatiale et tempo-
relle),

– du filtrage affilié à la taille du pas de temps.

D’autre part, il faut que la méthode numérique utilisée soit stable. Concernant ce point, la
notion de A-stabilité est introduite pour la suite de cette étude. Pour cela, nous allons nous placer
dans le cadre d’équations différentielles ordinaires du type du/dt = λu, où λ est un complexe. En
effet, l’analyse classique est à la fois linéaire et scalaire. Par conséquent, les définitions présentées
par la suite ne sont valables que dans ce cadre là. On note D (⊂ lC) le domaine de stabilité de
la méthode numérique utilisée. D est l’ensemble des valeurs z = λ∆t telles que la solution
numérique obtenue par la méthode soit toujours bornée.

Définition 2.1.1 Un schéma est dit A-stable [24] lorsque :

lC− ⊂ D

avec lC− = {z ∈ lC, Re(z) ≤ 0}.

Les schémas A-stables sont inconditionnellement stables, ce qui signifie que, théoriquement, le
pas de temps n’est pas limité en taille par des contraintes numériques. Par exemple, le schéma
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utilisé par Choi et Moin [19] est A-stable. Par contre, pour les schémas conditionnellement
stables comme les schémas explicites, la stabilité de la méthode implique également une limite
supérieure de type :

∆t ≤ ∆tnum

où ∆tnum représente la valeur du pas de temps donnée par la condition de stabilité de la méthode
d’intégration temporelle. Par exemple, les méthodes explicites sont stables si le pas de temps
est plus petit qu’une certaine limite supérieure (CFL . 1). Par contre, les méthodes implicites
peuvent être construites pour ne pas avoir une telle limitation.

La plupart des SND ou des SGE décrites dans la littérature ont été réalisées à l’aide de schémas
explicites. De plus, au vu des travaux de Choi et Moin [19], l’emploi de méthodes implicites en
temps en SND comme en SGE est très controversé. Cependant, comme cela va être montré par
la suite, dans certains cas de figure, les schémas implicites se sont avérés très efficaces. Une
motivation pour l’utilisation de schémas implicites en temps est présentée maintenant. Ensuite,
différentes méthodes d’intégration temporelle implicite pour des SGE ou SND compressibles
rencontrées dans la littérature vont être passées en revue.

2.2 Motivation pour l’intégration temporelle implicite

Lors de la simulation d’écoulements turbulents, le concept de l’échelle de temps ∆tϕ ca-
ractéristique de la physique des petites structures de l’écoulement considéré est important. Même
s’il est en général difficile de le définir précisément, on peut intuitivement supposer qu’une telle
échelle de temps existe pour une application donnée.

Si cette échelle de temps ∆tϕ est du même ordre de grandeur que le pas de temps ∆tnum

donné par la condition de stabilité CFL, alors une méthode d’intégration temporelle explicite
est efficace. En effet, avec une méthode implicite, la taille du pas de temps numérique ne devra
pas dépasser celle de ∆tϕ qui est à peu près la même que celle du pas de temps utilisé pour
la méthode explicite. Ainsi, comme le coût de calcul d’une itération en temps est beaucoup
plus élevé avec une méthode implicite, un calcul explicite sera plus attractif. Voilà pourquoi la
plupart des SGE rencontrées dans la littérature sont effectuées à l’aide de schémas explicites.

En revanche, il se peut que l’échelle de temps ∆tϕ soit beaucoup plus grande que le pas
de temps ∆tnum (∆tϕ >> ∆tnum). Dans ce cas, la méthode explicite nécessite plus de pas de
temps que nécessaire pour représenter correctement la physique de l’écoulement étudié. Ainsi,
l’utilisation d’une méthode implicite qui n’est pas limitée au niveau de la stabilité numérique
peut être plus efficace. À titre d’exemple, celui donné par Geurts [37] est rappelé ici. Il considère
l’équation de convection :

∂tu+ v∂xu = 0 avec v = cste pour (x, t) ∈ [0, 1] × IR+ (2.2)

avec comme condition initiale u(x, 0) = sin(x/a) et comme condition aux limites u(0, t) =
sin(−vt/a). La solution analytique est connue et elle s’écrit :

u(x, t) = sin

(
x− vt

a

)

L’échelle de temps caractéristique (liée à ∆tϕ) de la solution est a/v.
Par soucis de simplicité, une grille uniforme de pas d’espace ∆x et un schéma d’espace

décentré du premier ordre sont considérés pour résoudre ce problème. Si le schéma d’Euler

31



t

u

-10 -5 0 5 10
-1

-0.5

0

0.5

1 2Πa/v

t

u

-2 0

-1

-0.5

0

0.5

1

T

∆tϕ

∆texpl

Fig. 2.1: Représentation de la solution u(x, t)

explicite est utilisé pour intégrer en temps l’équation de convection linéaire (2.2), la condition
de stabilité s’écrit :

∆t ≤ ∆x

v

Ainsi, par temps caractéristique a/v,N = a
v∆t pas de temps sont nécessaires lorsque le schéma

d’Euler explicite est utilisé. Le théorème de Shannon laisse à supposer qu’il existe un nombre
optimal d’intervalles (M) divisant l’échelle de temps a/v permettant de capter précisément tous
les signaux associés à ce temps. La physique du problème considéré ici nécessite donc un pas de
temps égal à a

vM soit seulement M pas de temps par échelle de temps caractéristique a/v. Ainsi,
lorsque N >> M , le modeste coût par pas de temps du schéma d’Euler explicite est dépassé par
le très grand nombre de pas de temps requis pour capter correctement le signal. Un raffinement
de maille sera encore plus pénalisant pour la méthode explicite. La méthode implicite quant à
elle utilisera M pas de temps. Cet exemple présenté par Geurts [37] est également applicable
pour des problèmes plus généraux d’écoulements. En effet, la limitation de stabilité sur le pas de
temps peut être particulièrement sévère. C’est le cas lorsqu’on s’intéresse à des configurations
où le rapport entre la plus grande et la plus petite maille du domaine de calcul est élevé.
Par opposition, les méthodes implicites permettent de s’affranchir des limitations numériques
concernant le pas de temps. Ceci les rend plus efficaces dans ce type d’application.

Plusieurs auteurs ont notamment utilisé des méthodes implicites pour rendre réalisables des
SGE ou SND compressibles. À ce propos, certains travaux [139, 134, 37] nous seront des plus
utiles. Les méthodes implicites rencontrées dans la littérature vont maintenant être présentées.

2.3 État de l’art des méthodes implicites en SGE ou en SND

Les méthodes implicites précises en temps utilisées en SGE ou en SND compressibles et
rencontrées dans la littérature sont exposées ici. Pour cela, il s’agit de replacer chacune de ces
études dans le cadre général des schémas implicites.

2.3.1 Écriture générale de schémas implicites

Les schémas implicites en temps pour intégrer le système d’équations différentielles ordinaires
(2.1) peuvent se diviser en deux catégories suivant qu’ils utilisent une ou plusieurs étapes pour
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aller de la date tn à la date tn+1. Comme nous l’avons déjà dit auparavant, il faut que ces
schémas offrent un bon compromis entre précision temporelle et stabilité.

Schémas implicites à plusieurs étapes

Un exemple de schémas implicites à plusieurs étapes rencontré dans la littérature est les
schémas implicites de type Runge-Kutta. Ceux-ci ont été utilisés pour des calculs instationnaires
laminaires incompressibles [79] et compressibles [14, 54].

Un schéma de Runge-Kutta implicite à L étapes s’écrit :

U (l) = Un − ∆t
l∑

i=0

βliG
(
U (i)

)
∀l ∈ {1, L}

avec U (0) = Un et Un+1 = U (L)

(2.3)

Les coefficients βli sont par la suite calculés de façon à ce que la dérivée en temps soit ap-
proximée à l’ordre désiré. Ces schémas sont de type Runge-Kutta car ils sont caractérisés par
des évaluations successives de G à différents instants intermédiaires entre tn et tn+1. La précision
de ces schémas peut être facilement augmentée de la même façon que leurs contreparties expli-
cites. Ces schémas sont également A-stables. Les comparaisons entre les schémas implicites de
Runge-Kutta et les schémas de type Gear ou Crank-Nicolson (schémas à une étape présentés
par la suite) montrent en effet une meilleure précision des schémas implicites de Runge-Kutta
[79, 14]. Ainsi, récemment, ils ont été utilisés pour réaliser une SGE d’un écoulement bas-mach
dans un canal muni de perturbateurs [12]. Cependant, ces schémas nécessitent la résolution de
plusieurs problèmes non-linéaires par pas de temps : un par étape. Ceci n’est pas le cas pour les
schémas à une étape présentés dans la partie suivante où un seul problème non-linéaire doit être
résolu. Comme nous craignons que la résolution de plusieurs problèmes non-linéaires engendre
un temps de calcul trop important pour le calcul d’écoulements tridimensionnels, nous n’avons
pas retenu ce type de schémas pour cette étude.

Schémas implicites à une étape

La classe de schémas implicites présentée dans la partie précédente est à un seul pas de temps
et à plusieurs étapes pour obtenir l’ordre temporel désiré. Par opposition, les schémas implicites
à une étape nécessitent l’emploi de plusieurs pas de temps pour atteindre l’ordre souhaité. De
cette façon, ils peuvent s’écrire sous la forme suivante [43] :

1

∆t

n+1∑

j=n−k

αjU
j +

n+1∑

j=n−k

βjG(U j) = 0 (2.4)

αj et βj sont des constantes avec βn+1 6= 0. Il y a en effet une seule étape pour aller de la date
tn à la date tn+1 et k solutions précédentes sont utilisées pour approximer les dérivées spatiales
et temporelles. Par simplicité, le pas de temps est pris constant par rapport à la variable tem-
porelle. Toutefois, il est possible de considérer le pas de temps comme étant non constant, les
réels αl et βl deviennent alors des fonctions du temps.

Trois exemples de schémas implicites communément utilisés correspondant à l’écriture (2.4)
sont maintenant présentés. Tout d’abord, le schéma d’Euler rétrograde dont les coefficients sont
donnés dans le tableau (2.1) est un schéma d’ordre un en temps. Au vu des considérations
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Schémas k αn+1 αn αn−1 βn+1 βn βn−1 ordre

Euler rétrograde 0 1 -1 / 1 0 / O(∆t)

Crank-Nicolson 0 1 -1 / 1/2 1/2 / O(∆t2)

Gear 1 3/2 -2 1/2 1 0 0 O(∆t2)

Tab. 2.1: Coefficients et ordre de trois exemples de schémas implicites à une étape

évoquées sur les exigences numériques liées à l’utilisation de la SGE ou de la SND, ce schéma
n’est pas utilisé pour des simulations instationnaires.

Ensuite, le schéma de Crank-Nicolson, également présent dans le tableau (2.1), est précis
à l’ordre deux en temps. Il est aussi rencontré dans la littérature sous le nom de trapezoidal
scheme. Il a été utilisé dans le contexte instationnaire de la SND par van Buuren et al. [134] et
de la SGE par Weber et Ducros [140] ainsi que par Lessani et al. [71].

Finalement, le schéma de Gear ou BDF2 (Backward Differentiation Formula) défini dans
le tableau (2.1) est également d’ordre deux en temps et est, lui aussi, largement utilisé pour
des SND de couches limites turbulentes subsoniques et supersoniques [103, 102, 78] et des SGE

[4, 23, 110, 109, 71] compressibles.
Pino Martin et Candler [78] proposent un schéma modifié “d’ordre deux” en temps afin de

minimiser les erreurs de dispersion du schéma de Gear. Ce schéma possède les coefficients sui-
vants : αn+1 = 3/2, αn = −2, αn−1 = 1/2, βn+1 = 1/2 et βn = 1/2. Il semble, malheureusement,
que contrairement à ce qu’affirment les auteurs, ce schéma n’est que d’ordre un en temps. C’est
pourquoi ce schéma n’est pas retenu pour la suite.

L’avantage de tels schémas est le fait qu’ils soient A-stables (pour G linéaire), ce qui signi-
fie que leurs régions de stabilité contiennent en entier le demi-plan complexe de partie réelle
négative. Ainsi, le pas de temps numérique n’est théoriquement pas limité par des raisons de
stabilité.

Avec l’emploi de méthodes implicites à une étape pour intégrer le système d’équations
différentielles ordinaires (2.1), un problème non-linéaire à chaque itération temporelle apparâıt
sous la forme :

H
(
Un+1, Un, ..., Un−k

)
= 0 (2.5)

On peut décomposer H en une somme de trois termes :

H = HT + HC + Hν

avec HT , HC et Hν les contributions temporelle, convective et visqueuse respectivement.
Ainsi, ce problème non-linéaire (2.5) doit être résolu. Pour ce faire, les deux algorithmes les

plus répandus sont ceux de Picard et de Newton [20]. Ces deux méthodes itératives ont d’ailleurs
été rencontrées dans la littérature afin de réaliser des SGE et des SND compressibles. Ces travaux
vont être présentés en même temps que les deux techniques itératives.

2.3.2 Résolution du problème non-linéaire

Les deux algorithmes de Picard et de Newton largement employés pour la résolution du
problème non-linéaire (2.5) sont exposés. Pour cela, dans un premier temps, un problème non-
linéaire modèle est introduit. Ensuite, les travaux utilisant ces techniques pour des SND ou SGE

compressibles sont rappelés.

34



Itération de Picard et variantes

La méthode itérative de Picard est utilisée pour résoudre un problème non-linéaire de la
forme :

h(x) = 0 avec h : IR → IR

Celle-ci est équivalente à rechercher le point fixe d’une fonction f , en effet, en définissant
f(x) = x − ah(x) avec a ∈ IR. En effet, toutes les solutions de h(x) = 0 vérifient f(x) = x
et réciproquement. À partir d’une valeur initiale x0 que l’on se donne, on construit la suite (xn)
de la façon suivante :

xn+1 = f(xn)

ce qui revient à écrire xn+1 = xn − ah(xn).

Fig. 2.2: Exemple de solution convergente

Cette technique est rencontrée dans la littérature pour la résolution du problème non-linéaire
(2.5). Elle apparâıt lorsque la méthode de pas de temps dual ou de pseudo pas de temps est
utilisée en conjonction avec le schéma d’Euler explicite en temps dual. Voilà pourquoi, la méthode
de pas de temps dual ou de pseudo pas de temps est présentée maintenant.

Cette dernière initialement proposée par Jameson [50] consiste à rajouter une dérivée en
temps dual (ou pseudo-temps) :

dU

dτ
+ H

(
U,Un, ..., Un−k

)
= 0 (2.6)

où τ est le temps dual. Une solution stationnaire du système (2.6) est recherchée. Elle correspond
à la solution instationnaire désirée du système (2.5). Afin d’obtenir l’état stationnaire de ce type
de problème, la dérivée par rapport au temps dual doit être discrétisée. Ainsi, là encore se pose
le choix d’utiliser une méthode explicite ou implicite en temps dual. Le principal avantage de
cette procédure est que toutes les techniques d’accélération de convergence développées pour
des calculs stationnaires peuvent être utilisées pour la variable de temps dual τ . C’est le cas
par exemple, comme nous le verrons par la suite, de la méthode de pas de temps local ou de
l’approche multigrille. Ces techniques d’accélération sont utilisées uniquement pour le pas de
temps dual et n’ont ainsi aucun effet sur la précision temporelle de la solution instationnaire
désirée du système (2.5). Nous allons nous intéresser dans un premier temps à l’utilisation de
schémas explicites en temps dual pour intégrer l’équation (2.6) en pseudo-temps. En utilisant le
schéma explicite d’Euler, nous avons :

U (l+1) − U (l) + ∆τH
(
U (l), Un, ..., Un−k

)
= 0
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avec ∆τ le pas de temps dual. Cette équation peut être vue comme l’itération de Picard suivante :

U (l+1) = F
(
U (l)

)
avec F

(
U (l)

)
= U (l) − ∆τH

(
U (l), Un, ..., Un−k

)

Comme une solution stationnaire temps dual est recherchée, l’utilisation d’un schéma d’ordre un
en pseudo-temps n’affecte pas la précision temporelle de la solution numérique donnée par H.
L’itération de Picard ne demande aucun stockage mémoire. Par contre, pour pouvoir converger,
elle est soumise à une contrainte forte sur le pseudo pas de temps ∆τ de type CFL. De plus, le
processus peut diverger [20].

Pour éviter ce problème de stabilité, une variante de l’itération de Picard est utilisée. Ainsi, la
recherche de la solution stationnaire en temps dual τ est faite via l’utilisation d’un schéma expli-
cite de Runge-Kutta à plusieurs étapes. Un schéma de Runge-Kutta à L étapes pour l’équation
(2.6) s’écrit de la façon suivante :





U (0) = Un

U (l) = U (0) − θl∆τH
(
U (l−1), Un, ..., Un−k

)
avec l ∈ {1, ..., L}

Un+1 = U (L)

(2.7)

avec

H
(
U (l−1), Un, ..., Un−k

)
=
αn+1

∆t
U (l−1) + βn+1G

(
U (l−1)

)
+

1

∆t

n∑

j=n−k

αjU
j +

n∑

j=n−k

βjG(U j)

Or, Arnone et al. [7] montrent que ce schéma de Runge-Kutta est instable lorsque le pas de
temps physique ∆t est du même ordre que le pseudo pas de temps ∆τ ou plus petit. Ce résultat
a également été justifié par Melson et al. [87] qui ont montré que l’instabilité est causée par le
premier terme αn+1

∆t U qui devient l’expression dominante pour de petits pas de temps physiques
∆t. Ainsi, ils proposent de traiter ce terme implicitement, ce qui donne pour la lième étape :

(
1 + θlαn+1

∆τ

∆t

)
U (l) = U (0) − θl∆τH

(
U (l−1), Un, ..., Un−k

)
+ θlαn+1

∆τ

∆t
U (l−1) (2.8)

C’est exactement ce qu’ont utilisé Alkishriwi et al. [4]. En effet, pour effectuer leur SGE

d’écoulements à bas-mach, ils ont utilisé la méthode de pas de temps dual. Ils résolvent le
problème stationnaire en pseudo-temps avec un schéma explicite de Runge-Kutta à cinq pas
et utilisent la correction de Melson et al. [87] pour ne pas rencontrer les problèmes évoqués
précédemment. De plus, afin d’accélérer la convergence vers l’état stationnaire la méthode de
pas de temps local et l’approche multigrille sont utilisées dans ce travail.

De façon identique Arad et Martinelli [6] ont réalisé une SGE de couche limite de plaque plane
à l’aide d’une méthode du pas de temps dual en conjonction avec un schéma de Runge-Kutta à
cinq pas. Là encore, la correction de Meslon et al. [87] est utilisée pour ne pas voir apparâıtre
des problèmes de stabilité. Finalement, afin d’accélérer la convergence vers l’état stationnaire
en temps dual τ , les méthodes multigrille, de pas de temps local et de moyenne des résidus sont
combinées. Arad [5] a ensuite utilisé cette méthode pour la SGE de couches limites soumises à
des gradients adverses de pression, sur des surfaces courbées avec ou sans séparation.

De même, Lessani et al. [71] ont effectué des SGE d’écoulements bas-mach de cylindre et de
canal à l’aide de la méthode de pas de temps dual en conjonction avec un schéma explicite de
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Runge-Kutta à cinq pas tout en utilisant l’approche de Melson et al. pour des raisons de stabilité
et une méthode multigrille pour des raisons d’efficacité.

Conway et al. [23] ont eux aussi utilisé la méthode de pas de temps dual en conjonction
avec un schéma explicite de Runge-Kutta à quatre pas pour effectuer la SGE de l’écoulement à
travers les pales d’un générateur de tourbillons.

Afin d’éviter des restrictions de stabilité CFL trop restrictives sur le pas de temps dual, il est
également possible d’utiliser un schéma implicite en temps dual pour résoudre l’équation (2.6).
Pour cela, comme on ne s’intéresse qu’à l’état stationnaire de (2.6), une discrétisation d’ordre
un en temps dual τ est généralement utilisée. D’ailleurs, van Buuren et al. [133] ont montré que
le schéma implicite d’Euler rétrograde est plus efficace que l’emploi de schémas Runge-Kutta
pour la recherche de l’état stationnaire en temps dual. Ceci est tout à fait en accord avec Dailey
et Pletcher [25] qui ont comparé les deux techniques et qui trouvent l’utilisation du schéma
implicite d’Euler rétrograde plus efficace. C’est pour cela que les procédures mettant en jeu la
méthode de pas de temps dual avec un schéma explicite en pseudo-temps ne sont pas utilisées
au cours de ce travail. Nous allons donc maintenant nous focaliser sur la méthode du pas de
temps dual en conjonction avec un schéma implicite.

Méthode du pas de temps dual en conjonction avec un schéma implicite en pseudo-
temps

En appliquant le schéma d’Euler rétrograde pour intégrer l’équation (2.6), cela donne :

U (l+1) − U (l)

∆τ
+ H

(
U (l+1), Un, ..., Un−k

)
= 0 (2.9)

où l’indice (l) correspond au niveau de temps dual l∆τ . La précision d’ordre un de ce schéma
n’a pas d’effet sur la précision de la solution numérique U n+1, celle-ci étant donnée par (2.5).
Ensuite, classiquement pour les problèmes stationnaires, les termes non linéaires sont linéarisés
de la façon suivante :

H
(
U (l+1), Un, ..., Un−k

)
= H

(
U (l), Un, ..., Un−k

)
+ A(U (l))∆U (l) +O(∆τ2)

avec A(U (l)) = ∂UH
(
U (l), Un, ..., Un−k

)
la matrice Jacobienne associée à H et ∆U (l) = U (l+1)−

U (l), ce qui donne finalement :

(
1

∆τ
I + A(U (l))

)
∆U (l) = −H

(
U (l), Un, ..., Un−k

)
(2.10)

Explicitons cette équation lors de l’utilisation du schéma de Crank-Nicolson ou du schéma
de Gear :

1

∆t

[
(α+

∆t

∆τ
)I + β∆t∂UG(U (l))

]
∆U (l) = −H

(
U (l), Un, ..., Un−k

)
(2.11)

avec (α, β) = (1, 1/2) pour Crank-Nicolson et (α, β) = (3/2, 1) pour Gear.

Cette technique a d’ailleurs été utilisée par van Buuren et al. [134] pour effectuer une SND

d’interaction choc/couche limite. Comme nous allons le voir, cette technique est une variante de
la méthode de Newton.
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Méthode de Newton

Le méthode de Newton est une méthode de résolution de l’équation :

h(x) = 0 avec h : IR → IR

On construit la suite (xn) définie par x0 et par :

xn+1 = xn − h(xn)

h
′
(xn)

Si x0 est suffisamment proche de x, la convergence de la suite xn est quadratique.

h(x)

y

xx x x x310 2

Fig. 2.3: Exemple de solution convergente

Cette méthode de résolution peut se généraliser pour des systèmes non-linéaires de grandes
tailles. La méthode de Newton a été utilisée par Pulliam [99] afin d’étendre les schémas implicites
développés dans le cadre de calculs stationnaires au cadre instationnaire. Cette méthode est
obtenue à partir de la linéarisation de l’équation (2.5) :

H
(
U (l+1), Un, ..., Un−k

)
≈ H

(
U (l), Un, ..., Un−k

)
+ A(U (l))∆U (l)

Afin d’annuler H, U (l+1) est construit de la façon suivante :





A(U (l))∆U (l) = −H
(
U (l), Un, ..., Un−k

)

U (l+1) = U (l) + ∆U (l)

(2.12)

On remarque que chaque itération de cette procédure de Newton implique l’inversion du système

linéaire (2.12). Le second membre de l’équation −H
(
U (l), Un, ..., Un−k

)
est appelé résidu ex-

plicite ou résidu du Newton et le premier membre opérateur implicite. Ainsi, la matrice A doit
être inversée pour effectuer la mise à jour.

Ainsi, deux boucles itératives sont embôıtées l’une dans l’autre. La boucle “externe” permet
l’avancement en temps de la solution numérique : de la date tn à la date tn+1. Par contre, la
boucle “interne” dont l’itéré est (l) permet la convergence de la suite

(
U (l)

)
l
vers la solution du

problème non-linéaire (2.5). La méthode de Newton a largement été utilisée dans la littérature
pour effectuer des SND [103, 102, 78] et des SGE [140, 110, 109].
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Ce qui donne avec le schéma de Crank-Nicolson ou le schéma de Gear :

1

∆t

(
αI + β∆t∂UG(U (l))

)
∆U (l) = −H

(
U (l), Un, ..., Un−k

)
(2.13)

avec (α, β) = (1, 1/2) pour Crank-Nicolson et (α, β) = (3/2, 1) pour Gear.
Ainsi, la méthode de pas de temps dual avec un schéma implicite en temps dual ressemble

fort à la méthode de Newton, les itérations en pas de temps dual correspondant aux itérations
du processus de Newton. En comparant les équations (2.11) et (2.13) , la seule différence est le

rapport
∆t

∆τ
. Ainsi si ∆τ est grand par rapport à ∆t on retombe sur la méthode de Newton.

Cependant, comme nous l’avons déjà dit, le pas de temps physique ∆t est limité par la physique
de l’écoulement considéré, il doit donc être suffisamment petit. Par contre, il n’y a aucune limite
concernant le pas de temps dual ∆τ : aucune limite de type numérique car le schéma utilisé est
le schéma implicite d’Euler rétrograde et aucune limite de type physique puisqu’on recherche un
état stationnaire. Prendre un petit ∆τ accentue la dominance diagonale de l’opérateur implicite,
ce qui rend le système plus robuste mais cela entrâıne également une convergence plus lente.
Ainsi, il n’y a aucun intérêt à prendre ∆τ de l’ordre de ∆t ce qui fait que nous retombons sur
la méthode de Newton. Par ailleurs, des comparaisons entre la méthode de Newton et le pas de
temps dual ont été effectuées [137]. Finalement, la méthode de Newton s’avère être plus efficace,
c’est pour ça que c’est elle qui est retenue pour cette étude. Ainsi, seuls des schémas implicites
de type Newton seront utilisés ici.

2.3.3 Approximations de la Jacobienne et résolution du problème linéaire

Nous voulons obtenir la solution du problème non-linéaire (2.5) le plus précisément et le
plus rapidement possible. La méthode de Newton exacte est la plus apte à répondre à ce double
objectif du fait de sa convergence quadratique. Cette méthode implique le calcul exact de la
matrice Jacobienne A et la résolution exacte du système linéaire (2.12). De plus, le processus
itératif ne s’arrête qu’à l’obtention de la solution exacte U n+1 avec une précision de l’ordre du
zéro machine.

La méthode exacte de Newton permet d’obtenir la solution exacte du problème en temps
(2.5). Ainsi, aucune erreur numérique n’est introduite pour la résolution du problème non-
linéaire. Or, des erreurs numériques sont déjà présentes dans l’équation (2.1) du fait de la
discrétisation spatiale. L’extrême précision de la méthode exacte de Newton n’est donc pas
indispensable. Il est ainsi plus pertinent d’introduire des approximations engendrant des erreurs
du même ordre de grandeur que les erreurs spatiales. De plus, au vu des applications visées dans
cette étude, il se peut que la méthode exacte de Newton soit impossible à utiliser en pratique. Par
exemple, le calcul exact de la Jacobienne peut être très coûteux en temps de calcul et en mémoire.
En effet, comme des schémas d’ordre supérieur ou égal à deux en espace sont utilisés, linéariser de
façon exacte les flux numériques peut s’avérer être très complexe et nécessiter une grande place
mémoire. Il en est de même pour linéariser le modèle sous-maille utilisé en fonction des variables
conservatives. De la même façon, la résolution exacte du système linéaire implique l’inversion
d’une matrice de grande taille (13 × 5 × Nb, 13 car les schémas sont d’ordre deux, utilisent 5
points par direction et l’espace 3D, 5 est le nombre d’inconnues, Nb le nombre de points qui est
de l’ordre du million), mal conditionnée (comme nous venons juste de le voir) ce qui, là aussi,
peut avoir un coût de calcul exorbitant. Ces deux temps de calcul (calcul de A et inversion
de A) sont d’autant plus élevés du fait que l’on souhaite simuler des écoulements turbulents
qui nécessitent une résolution spatiale fine. De façon identique, pour ce type d’applications, la
précision machine n’est jamais cherchée. Ainsi, d’une part, des approximations sont introduites
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pour faciliter le calcul de la matrice A. Ensuite, d’autres le sont également pour simplifier la
résolution du problème linéaire. Ces deux types d’approximations sont liées dans le sens où si
la matrice A est approchée, il est inutile d’effectuer une résolution exacte (et donc coûteuse) du
système linéaire :

Aappr(U (l))∆U (l) = −H
(
U (l), Un, ..., Un−k

)
(2.14)

De la même façon, il est inutile de calculer exactement la matrice A si son inversion est approchée.
D’autre part, comme la précision machine n’est pas recherchée, la convergence complète du pro-
cessus itératif n’est pas désirée. Certains paramètres sont donc mis en place pour piloter l’arrêt
du processus itératif. Finalement, trois types d’erreurs sont introduits du fait des approximations
dont nous venons de parler. Ils sont causés par :

– les approximations de la Jacobienne (εja),

– la résolution approchée du problème linéaire (εre),

– le fait que la convergence complète n’est pas atteinte (εco).

Avant de présenter les différentes approximations utilisées par les auteurs, nous allons mettre
en avant les effets de ces trois sortes d’erreurs numériques introduites.

Des approximations de A sont donc utilisées. Cette matrice peut se décomposer en trois
matrices :

A = AT + AC + Aν

associées aux contributions temporelle, convective et visqueuse. AT est en général facile à obtenir
contrairement aux deux autres qui sont issues du calcul de ∂UG. Les approximations concernent
donc les opérateurs de convection et de diffusion ainsi que le traitement des conditions aux
limites dans l’opérateur implicite. Ces dernières n’altèrent pas la précision temporelle de la so-
lution numérique. En effet, les itérations du processus de Newton gomment les erreurs dues à
ces approximations [99]. Par conséquent, la précision temporelle est influencée uniquement par
les erreurs de convergence εco. Par contre, εja et εre agissent sur la vitesse de convergence du
processus itératif et donc sur le nombre d’itérations de Newton nécessaire à un niveau de conver-
gence suffisant. Nous allons maintenant présenter les différentes approximations utilisées pour
le calcul de la Jacobienne et la résolution du système linéaire rencontrées dans la littérature.
Celles-ci sont rangées des plus précises aux plus grossières.

Concernant la résolution du système linéaire, les méthodes de Krylov tels que GMRES [116]
(Generalized Minimal RESidual) sont les plus adaptées du fait de leurs convergences rapides.
Utiliser des méthodes de résolution aussi précises n’est pertinent que si des approximations
propres de la Jacobienne sont utilisées. Comme les méthodes de Krylov nécessitent un besoin
en mémoire important, certains auteurs utilisent en conjonction des techniques permettant de
réduire le stockage mémoire. Ainsi, beaucoup d’auteurs utilisent une approche sans-matrice
(matrix-free approach en anglais) [101, 77, 13] permettant de ne pas stocker et de ne pas cal-
culer la matrice Jacobienne à inverser. L’idée de cette approche est d’approximer le produit
de la Jacobienne et de l’incrément du vecteur d’inconnu par l’incrément du vecteur-flux. Afin
d’améliorer les performances du solveur linéaire GMRES, un préconditionnement est également
utilisé. Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter à [56] pour une revue détaillée. Les
méthodes de Krylov sont complexes et leur utilisation dans un algorithme multidomaine ou
parallèle n’est pas évidente. Des détériorations de leur convergence peuvent apparâıtre. Comme
des applications “ambitieuses” d’écoulements turbulents à l’aide d’un solveur multi-bloc sont
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visées, de telles méthodes ne sont pas considérées dans cette étude.

Ainsi, pour la réalisation de SGE ou de SND, les auteurs utilisent classiquement des approxi-
mations pour le calcul de la Jacobienne et pour la résolution du système linéaire.

Concernant l’estimation de l’opérateur implicite, certains auteurs [110, 109] utilisent des
différences centrées d’ordre deux pour les termes de convection et de diffusion en conjonction
avec les termes de dissipation non-linéaire de Jameson et al. [51] pour augmenter la stabilité.
Cependant, pour l’opérateur de convection, la plupart des auteurs utilisent des décentrements
d’ordre un [37]. Certains de ces décentrements font intervenir une matrice 5× 5 et ils sont donc
qualifiés de l’adjectif matriciel [103, 102, 134]. D’autres sont appelés scalaires [140, 78] car ils ne
font intervenir qu’un réel. Pour l’opérateur de diffusion, certains auteurs considèrent l’ensemble
des termes de cet opérateur Aν et utilisent une formulation scalaire d’ordre deux [140, 78].
Cependant, d’autres auteurs [103, 102], afin d’effectuer des SND de couches limites turbulentes
ne considèrent que les termes de Aν dans la direction normale à la paroi. Ceux-ci sont représentés
avec des formulations matricielles d’ordre deux. Une autre possibilité proposée par Geurts [37] est
de négliger la diffusion. Toutefois, lorsqu’on considère des écoulements visqueux, comme c’est le
cas dans cette étude, il semble plus pertinent de considérer l’ensemble des termes de diffusion afin,
d’une part, de renforcer la robustesse de l’algorithme, et, d’autre part, d’assurer une meilleure
consistance entre l’opérateur implicite et le résidu explicite. Cette meilleure consistance conduit
à une meilleure vitesse de convergence de la méthode itérative.

Des approximations supplémentaires sont également rencontrées dans la littérature. En effet,
afin de réduire le nombre d’itérations de Newton nécessaire à une convergence suffisante, une
extrapolation quadratique peut être utilisée pour l’initialisation du processus de Newton [140].

Afin de réduire le coût de calcul du processus itératif, la méthode de Semi-Newton peut être
utilisée [134]. Même si les auteurs utilisent cette dernière avec la technique de pas de temps
dual en conjonction avec le schéma d’Euler implicite, il est aisément possible de l’appliquer à
une méthode de Newton. La méthode de Semi-Newton consiste à ne calculer qu’une seule fois
la Jacobienne A par pas de temps physique. Ainsi, elle n’est pas mise à jour lors des itérations
de Newton. En utilisant cette approximation au système numérique (2.12), on obtient :

A∆U (l) = −H
(
U (l), Un, ..., Un−k

)

où A est maintenant une matrice fixée. Seul le second membre est mis à jour. D’une part, les
auteurs montrent que cette approximation supplémentaire n’a pas d’effet sur le taux de conver-
gence. D’autre part, le gain obtenu avec cette amélioration est d’environ 2.3 sur leur SND de
l’interaction choc/couche limite. On remarque que cette technique permet uniquement de faire
l’économie numérique de la mise à jour de la matrice Jacobienne. Par conséquent, si des ap-
proximations plus simples pour le calcul de A que celles employées par les auteurs sont utilisées,
le gain de réduction sera alors inférieur à 2.3.

Il reste désormais à inverser le système linéaire (2.14). Cette résolution a toutefois été sim-
plifiée par les approximations mentionnées auparavant. Pour ce faire, deux types de résolution
sont rencontrés dans la littérature : des factorisations approchées comme celle proposée par
Beam et Warming [11] et des méthodes de relaxation comme celle de Jameson et Yoon [53].
Ces méthodes ont été développées dans le cadre de calculs stationnaires où une résolution de
système linéaire est également présente.

La première factorisation rencontrée est la factorisation ADI (Alternating Direction Implicit)
proposée par Beam et Warming [11]. L’opérateur implicite tridimensionnel de l’équation (2.12)
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est alors remplacé par le produit de trois opérateurs unidimensionnels. Par conséquent, les termes
d’erreurs de factorisation introduits sont en O(∆t3) en 3D et en O(∆t2) en 2D. Cette technique
a, par exemple, été utilisée pour réaliser des SND de couches limites turbulentes subsonique [103]
et supersonique (M = 2.15) [102]. Elle a également été utilisée pour des SGE de l’écoulement
bas-mach autour d’un cylindre [110] et d’une couche limite supersonique [109].

Un autre type de résolution du système linéaire existe et est largement rencontré dans la
littérature. Il s’agit de la factorisation LU-SGS (Lower-Upper Symmetric Gauss-Seidel) proposée
par Jameson et Yoon [53]. Cette factorisation tient son nom du fait qu’elle soit basée sur une
factorisation LU approchée et sur une relaxation symétrique de type Gauss-Seidel. De plus,
elle permet d’éliminer la nécessité d’inverser des matrices de grande taille. Cette factorisation
nécessite la dominance diagonale de l’opérateur implicite. Elle est notamment utilisée par Weber
et Ducros [140] et également par van Buuren et al. [134].

De la même façon, Martin et Candler [78], pour une SND de couches limites turbulentes
subsonique et supersonique, utilisent la factorisation DP-LUR (Data-Parrallel Lower-Upper Re-
laxation) [15]. Cette factorisation est, en fait, une version parallèle de la factorisation LU-SGS.
En effet, les balayages de type Gauss-Seidel de la factorisation LU-SGS sont remplacés par une
série de pas de relaxation par point. De plus, les auteurs utilisent 4 pas de relaxation pour la
résolution du problème linéaire.

Contrairement aux approches de type ADI, la méthode LU-SGS ne présente pas d’instabi-
lités pour un système d’équations hyperbolique linéaire tridimensionnel [52]. De plus, les termes
en O(∆t3) peuvent réduire le taux de convergence [53]. Une comparaison directe entre les deux
méthodes [148] montre qu’en terme d’efficacité la méthode LU-SGS est supérieure. À ce pro-
pos, Weber [139] a prouvé le bien-fondé de l’utilisation de la méthode LU-SGS pour réaliser
des calculs SGE compressibles (développement d’ondes de Tollmien-Schlichting, couche limite de
plaque plane, écoulement transitionnel autour du profil A). Finalement, au cours de cette étude,
seuls des schémas implicites utilisant la méthode de Newton et la factorisation LU-SGS seront
considérés.

De plus, comme nous l’avons déjà dit, pour des raisons d’efficacité, le problème non-linéaire
(2.5) n’est pas résolu jusqu’à la précision machine. En effet, cela peut être très pénalisant en terme
de temps CPU. Ainsi, les auteurs utilisent plusieurs outils pour stopper le processus itératif. Par
exemple, Rai et Moin [103] utilisent entre deux et quatre itérations dans le processus de Newton
à chaque pas de temps pour obtenir un niveau de convergence suffisant. De la même façon,
Rizzetta et al. [110] et Rizzetta et Visbal [109] utilisent trois itérations par pas de temps. Rai et
al. [102] utilisent deux itérations internes par pas de temps. Par contre, pour Weber et Ducros
[140], les itérations du processus de Newton sont effectuées jusqu’à ce que la norme L2 du résidu
non-linéaire ait diminué de trois ordres de grandeur. Ce qui correspond à 60 itérations pour
leur SGE de couche limite transitionnelle subsonique autour d’un profil d’aile avec un fort angle
d’attaque. Enfin, Martin et Candler [78] utilisent deux paramètres comme critères d’arrêt du
processus de Newton. Tout d’abord, au maximum vingt itérations de Newton sont utilisées pour
limiter le coût de la méthode. Ensuite, ils fixent un paramètre d’erreur de tolérance. Ces diverses
techniques font intervenir des erreurs de convergence εco. Ce sont ces erreurs qui influencent la
précision temporelle de la solution numérique. Weber [139] a également utilisé une technique de
correction temporelle visant à réduire ces erreurs de convergence à chaque pas de temps.
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Chapitre 3

Méthodes numériques

L’outil numérique qui constitue le point de départ de cette étude est présenté ici. Pour cela,
les discrétisations spatiale et temporelle sont exposées et resituées par rapport aux considérations
évoquées dans le chapitre précédent, liées à l’utilisation de la SGE.

3.1 Problème continu

Comme cela a déjà été montré dans le chapitre (1), avec l’utilisation d’un filtre de séparation
d’échelles, le système (1.8) est obtenu. Celui-ci peut s’écrire sous la forme suivante :

∂tU + ∇.F (U) = ∇.F ν (U) dans D× IR+ (3.1)

où U est le vecteur des inconnues conservatives, F et F ν correspondent aux termes de convection
et de diffusion. D est un domaine de IR3. Lorsque l’approche RANS est utilisée, le système obtenu
(A.5) s’écrit de la même façon. Le lecteur intéressé par l’obtention du système (A.5) pourra se
reporter à l’annexe (A) où sont rappelés les fondements de l’approche statistique. En omettant
les f et les f̃ , on a immédiatement :

U =




ρ
ρui

ρe


 , F =




ρuj

ρuiuj + pδij
ρhuj


 et F ν =




0
τij

τjkuk + κ∂xjT


 (3.2)

Les définitions du tenseur τij et du réel κ diffèrent selon l’utilisation de la SGE ou de l’approche
RANS.

La procédure de discrétisation suit la méthode des lignes. Le système d’équations de conser-
vation (3.1) est ainsi résolu séparément en espace et en temps. Dans le contexte de recherche de
solution stationnaire, ceci est une façon pratique de rendre la solution indépendante de la taille
du pas de temps [53]. On présentera dans un premier temps la discrétisation spatiale et ensuite
l’intégration temporelle de la méthode numérique.

3.2 Discrétisation spatiale

3.2.1 Intégration sur un volume de contrôle

On suppose que l’on a un maillage structuré K du domaine D composé de volumes de
contrôle. Nous discrétisons le problème continu (3.1) par une approche de type volumes finis
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“cell-centered” sur le maillage K. Soit Ωijk une cellule, on a :

∫

Ωijk

∂tU (x, t) dx+

∫

Ωijk

∇.F (U (x, t)) dx =

∫

Ωijk

∇.F ν (U (x, t)) dx

avec (x, t) ∈ D × IR+ et Ωijk ∈ K.
(3.3)

En utilisant deux fois le théorème de la divergence, on obtient :

d

dt

∫

Ωijk

U (x, t) dx+

∫

∂Ωijk

F (U (θ, t)) .~n (θ) dθ =

∫

∂Ωijk

F ν (U (θ, t)) .~n (θ) dθ (3.4)

Or, d’une part, la moyenne de la solution sur chaque volume de contrôle Ωijk ∈ K est donnée
par :

Uijk(t) ≡
1

|Ωijk|

∫

Ωijk

U(x, t)dx (3.5)

où |Ωijk| est la mesure du volume Ωijk.
D’autre part, Ωijk a six faces, ce qui nous donne :

∫

∂Ωijk

F (U (θ, t)) .~n (θ) dθ =
6∑

l=1

∫

∂Ωijk,l

F (U (θ, t)) .~nijk,ldθ (3.6)

où ∂Ωijk,l représente la lième interface de la cellule Ωijk et ~nijk,l est le vecteur normal unitaire
sortant associé. Il y a évidemment deux interfaces par direction (i, j ou k). Pour terminer de

i

k

j

n

ijk

n
i+1/2i-1/2

Fig. 3.1: Notation pour une cellule volume fini Ωijk

définir la discrétisation en espace, il faut préciser la façon de calculer les flux approchés.

3.2.2 Fonction flux numérique

La fonction flux numérique qui est une approximation du flux physique doit être précisée :

Hχ±1/2(t) ≈ ±
∫

Sχ±1/2

H(U(θ, t)).~nχ±1/2dθ (3.7)

où χ est la direction i,j ou k. Sχ±1/2 est l’interface associée au flux considéré. ~nχ±1/2 est le
vecteur unitaire normal à cette interface dans la direction des χ croissants. Cette convention
explique la présence du ± devant l’intégrale surfacique.
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Les maillages considérés étant indéformables, on obtient :

|Ωijk|
d

dt
Uijk (t) +Rijk(U) = 0 (3.8)

Rijk contient tous les termes provenant de la discrétisation spatiale de ∇.F (U) −∇.F ν (U) :

Rijk =
(
Hi+1/2 − Hi−1/2

)
+
(
Hj+1/2 − Hj−1/2

)
+
(
Hk+1/2 − Hk−1/2

)
(3.9)

Il s’agit du bilan de flux numérique H.

Ce flux numérique H contient une composante convective et une composante visqueuse :

Hχ+1/2 = Fχ+1/2 − Fν
χ+1/2 (3.10)

avec Fχ+1/2 = Fχ+1/2|Sχ+1/2| où |Sχ+1/2| est la mesure de la surface Sχ+1/2.

Avant de s’intéresser immédiatement à l’intégration temporelle, la partie suivante présente
comment est discrétisée chacune des deux parties convective et visqueuse du flux numérique H.

3.2.3 Flux convectifs

Comme il est précisé dans le chapitre précédent (2), des schémas d’ordre élevé sont nécessaires
pour les termes d’advection. Cependant, des études numériques montrent que la SGE peut donner
de très bons résultats avec des méthodes d’ordre faible si le maillage est suffisamment fin. On
peux citer l’article de Wu et al. [146], par exemple. Ainsi, seulement des schémas d’ordre deux
sont considérés pour cette étude.

Le schéma utilisé a été proposé par Mary et Sagaut [83]. Il est basé sur une formulation ap-
prochée du schéma de type “Flux-Vector Splitting” (FVS) dit AUSM+(P) (“Advection Upstream
Splitting Method”) développé originellement par Edwards et Liou [30]. Cette approximation est
à la fois conservative et consistante. Ce flux dont la dissipation est proportionnelle à la vitesse
locale du fluide est bien adapté aux simulations de couche limite à bas nombre de Mach. Les
modifications introduites par Mary et Sagaut [83] permettent d’optimiser la précision et le coût
numérique. De plus, le schéma ainsi obtenu ne possède aucune propriété de capture de chocs.
Le lecteur intéressé par une étude du comportement de ce schéma pourra se reporter à [80].

Cette approximation des flux de convection joue un rôle essentiel dans la précision de la
SGE. Elle a d’ailleurs été validée sur une large palette de configurations réalistes : couche limite
transitionnelle sur un profil d’aile [83, 93], éclatement tourbillonnaire derrière une aile delta [81],
écoulements de cavité en haut régime subsonique [62, 63], écoulements de turbine basse pression
[106], par exemple. Il n’y a pas de présence de chocs dans ces écoulements ce qui n’est pas gênant
au vu de l’absence de propriétés de capture de chocs du schéma utilisé. Or, dans l’écoulement
de la cavité en présence du cylindre, des chocs apparaissent au niveau du barreau. Mais, ce n’est
pas gênant car, d’une part, les chocs présents ne sont pas sévères et, d’autre part, beaucoup de
cellules de calcul sont présentes autour du cylindre ce qui fait que le schéma AUSM+(P) modifié
se comporte bien, même sans propriétés de capture de chocs.

Le flux numérique utilisé à l’interface i+ 1/2 s’écrit :

Fi+1/2 =
1

2
[ui+1/2(WL +WR) − Ui+1/2(WR −WL) + P (UL, ~n) + P (UR, ~n)] (3.11)
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avec

ui+1/2 =
1

2
(ΘL + ΘR) − c2(pR − pL) où c2 = cste et Θ = ~V .~n

Ui+1/2 = Smax

(
1

2
|ΘL + ΘR|, c1

)
où c1 = cste

W =




ρ
ρui

ρh


 , P (U,~n) =




0
pni

0


 et ~V =



u1

u2

u3




Les indices L,R désignent les états gauche et droit, respectivement, provenant de l’inter-
polation MUSCL de Van Leer [135]. Cette phase de reconstruction des variables conservatives
permet d’augmenter l’ordre de la discrétisation spatiale. Ainsi, pour l’interface indicé i + 1/2

i−1/2 i+1/2 i+3/2x x x

i+1/2,Ri+1/2,LU U

Fig. 3.2: États droit et gauche de l’interface i+ 1/2

représentée sur la figure (3.2), les états droit et gauche sont donnés par :





Ui+1/2,L = Ui +
1

6

(
2(Ui+1 − Ui) + (Ui − Ui−1)

)

Ui+1/2,R = Ui+1 −
1

6

(
2(Ui+1 − Ui) + (Ui+2 − Ui+1)

)

Par ailleurs, ~n est le vecteur unitaire normal à l’interface considérée. On remarque que
les constantes c1 et c2 permettent d’ajuster la dissipation numérique du schéma. Ainsi, ces
constantes sont choisies les plus petites possibles. Cependant, elles ne peuvent être mises à
zéro pour des raisons de stabilité. En effet, afin d’assurer la robustesse de ce schéma dans des
configurations complexes, un minimum de dissipation numérique doit être présent. Des valeurs
optimisées pour un bon compromis précision/robustesse ont été proposées par Mary [80] :

c1 ≈ 0.04Uref et c2 ≈ 0.04

ρrefUref

En outre, S est un senseur binaire utilisé pour minimiser la dissipation numérique du schéma.
Ceci est, comme nous l’avons déjà vu, un des paramètres du succès pour la SGE. Le schéma ainsi
proposé est un schéma hybride centré/décentré. Le senseur S dépend uniquement de la régularité
des variables primitives Q = (ρ, uχ, p)

t. Par exemple dans la direction i, si aucune oscillation
parasite n’est détectée sur Q à la cellule ijk, S est nul. Sinon S est fixé à 1 aux interfaces i+1/2
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et i− 1/2. Pour détecter une oscillation parasite, les fonctions suivantes sont utilisées :

∆Q
i =

{
−1 si (Qi+2 −Qi+1) (Qi+1 −Qi) < 0
+1 sinon

ψQk
=

{
1 si ∆Q

i + ∆Q
i+1 < 0 ou ∆Q

i−1 + ∆Q
i < 0

0 sinon

S = max (ψQk
) pour k ∈ {1, ..., 5}

Remarque 3.2.1
Comme nous l’avons déjà dit, ce flux numérique n’a aucune propriété de capture de chocs. Ainsi,
ce schéma n’est pas TVD (Total Variation Diminishing). Les schémas TVD voient leur précision
se réduire au premier ordre dans la zone de la discontinuité et altèrent ainsi les structures
de petites échelles de l’écoulement. Ce type de schémas n’est pas désiré pour les écoulements
turbulents. Bien que n’étant pas TVD, ce schéma possède malgré tout une diffusion numérique
par l’intermédiaire du senseur. Ceci a pour effet d’accrôıtre la robustesse du schéma dans les
configurations complexes que nous étudions. En conjonction avec la grande quantité de points
autour du cylindre, cette diffusion permet également au schéma de bien se comporter face aux
chocs présents dans cette région de l’écoulement de cavité perturbé par un cylindre.

3.2.4 Flux visqueux

Les flux visqueux sont eux par nature dissipatifs. Ils sont donc classiquement discrétisés à
l’aide d’un schéma centré précis à l’ordre deux. Ce calcul nécessite la connaissance des quantités
suivantes : uχ (χ = i, j ou k), µ, νt et la dérivée de la vitesse et de la température aux interfaces
du volume de contrôle. Ces quantités sont obtenues par une moyenne arithmétique au centre
des cellules de part et d’autre des interfaces. Ensuite la dérivée de la variable ϑ (ϑ = uχ ou T )
au milieu de la cellule Ωijk peut être approximée en utilisant le théorème de Gauss :

(
∂xχϑ(x, t)

)
ijk

≈ 1

|Ωijk|

∫

Ωijk

∂xχϑ(x, t)dV

≈ 1

|Ωijk|

∫

∂Ωijk

ϑ(θ, t)nχ(θ)dθ

où nχ est la χième composante du vecteur normal à l’interface de la cellule et ∂Ωijk est la limite
du volume de contrôle Ωijk. Comme nous l’avons déjà vu, cette surface peut se décomposer en
six interfaces, c’est-à-dire deux par direction : χ± 1/2 avec χ = i, j ou k. Ainsi, on a :

(
∂xχϑ(x, t)

)
ijk

≈ 1

|Ωijk|

(∫

Sχ+1/2

ϑ(θ, t)dθ −
∫

Sχ−1/2

ϑ(θ, t)dθ

)

≈ 1

|Ωijk|
(
ϑχ+1/2|Sχ+1/2| − ϑχ−1/2|Sχ−1/2|

)

avec ϑχ+1/2 =
ϑχ + ϑχ+1

2
. Ainsi, une formule analogue aux différences finies centrées est obtenue.

Nous venons de montrer comment calculer les flux lorsqu’on a deux états UL et UR séparés
par une interface. Il est important maintenant de préciser ce qu’il faut faire lorsque l’un des
deux états n’existe pas, c’est à dire au bord du domaine de calcul.
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3.2.5 Conditions aux limites

Les conditions aux limites doivent être bien représentées pour espérer effectuer des simu-
lations réalistes. En effet, les conditions aux limites permettent de respecter la physique du
problème. Pour une méthode volumes finis “cell-centered”, les conditions sont traitées en impo-
sant le flux numérique à l’interface. Pour cela, l’emploi de cellules fictives est utilisé (cf Figure
(3.3)) : une rangée supplémentaire de cellules est rajoutée autour du domaine considéré.

Cellules réellesCellules fictives

Frontière du domaine

Fig. 3.3: Prise en compte des conditions aux limites : cellules fictives

Les conditions aux limites utilisées dans cette étude n’ont pas nécessité de modifications.
À ce titre, elles ne seront pas développées par la suite mais juste citées, le lecteur pourra se
reporter à Péchier [96] pour plus de détails. Ces conditions sont de trois types :

- concernant les frontières d’entrée-sortie : elles sont traitées à l’aide de la théorie des ca-
ractéristiques. Ceci est notamment détaillé dans la thèse de Lionel Larchevêque [61],

- concernant les parois matérielles : c’est le cas des conditions de type paroi (adiabatique ou
isotherme) où la condition d’adhérence doit être vérifiée,

- concernant les raccords entre domaines puisque le solveur est multi-bloc. Deux catégories
de raccords informatiques utilisés pour assurer la connection entre les différents domaines
sont employées. En effet, ils peuvent être :

+ “conformes” lorsque les deux domaines ont le même nombre de cellules dans le plan
du raccord, ce qui consiste en un simple report dans la cellule fictive des valeurs de
la cellule réelle avec laquelle s’effectue le raccord,

+ “non-conformes” lorsque les deux domaines ont un nombre différent de cellules dans le
plan du raccord.

Des raccords “non-conformes” sont rencontrés pour des raccords RANS/RANS (entre deux
domaines utilisant la modélisation RANS), RANS/SGE (entre un domaine RANS et un do-
maine SGE) ou SGE/SGE. Le remplissage des cellules fictives est, dans ce cas, plus complexe
que celui des raccords “conformes”. En effet, la discontinuité des longueurs caractéristiques du
maillage entre deux blocs entrâıne une discontinuité dans la représentation spectrale du champ
de l’écoulement pour la SGE [100]. Par conséquent, lorsqu’on passe du maillage fin au maillage
grossier, une procédure de restriction fréquentielle est nécessaire. De même, pour passer du
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maillage grossier au maillage fin, une procédure d’enrichissement fréquentiel doit être utilisée.
Pour plus de détails concernant ces deux procédures, le lecteur pourra se reporter à [81].

3.3 Intégration temporelle

Finalement, nous avons à résoudre un système d’équations (3.8) qui s’écrit sous la forme :

|Ωijk|
d

dt
Uijk (t) +Rijk(U) = 0

Rappelons que la fonction Rijk est connue et calculable, bien que son expression soit complexe.
Cette équation différentielle ordinaire est le point de départ de la résolution temporelle. On peut
en effet facilement, à partir de cette équation, utiliser une technique d’intégration temporelle
explicite ou implicite. Comme il s’agit d’effectuer des simulations de type SND ou SGE, le
contexte instationnaire est au centre de cette étude. Des méthodes numériques précises en temps
et d’ordre élevé sont donc indispensables comme nous l’avons déjà vu dans le chapitre précédent.

3.3.1 Méthode explicite : le schéma Runge-Kutta compact à trois pas

Les méthodes explicites sont bien adaptées aux simulations d’écoulements instationnaires.
En effet, il est aisément possible d’augmenter l’ordre de la précision temporelle de celles-ci. Ces
techniques ont, en plus, l’avantage d’être simples à mettre en oeuvre et de nécessiter un faible
coût de stockage mémoire.

La méthode explicite retenue est un schéma Runge-Kutta compact à trois pas d’ordre trois
en temps [144]. Ce dernier intègre l’équation (3.8) en prenant le bilan des flux numériques à
l’instant n. Ce schéma présente l’avantage d’offrir un bon compromis entre précision, coût de
stockage et coût de calcul. Les schémas de Runge-Kutta sont caractérisés par des évaluations
successives du bilan de flux numériques R à différents instants entre n et n + 1. Par souci de
simplicité, les indices ijk sont omis dans l’écriture du schéma retenu :

∀l ∈ {1, 2, 3} U (l) = U (l−1) − ∆tβ(l)R
(l−1)
modif (3.12)

avec ∆t le pas de temps, U (0) = Un et

R
(0)
modif = R(Un)

R
(l)
modif = R(U (l)) + α(l)R

(l−1)
modif l ∈ {1, 2}

Voici les valeurs de β(l) et α(l) retenues :





β(1) = 1/2

β(2) = 0.9106836

β(3) = 0.3660254

α(1) = −0.6830127

α(2) = −4/3

Ces valeurs ont été proposées par Lowery et Reynolds [74].
On pose ensuite Un+1 = U (3). Le schéma ainsi obtenu est formellement d’ordre trois. Comme
toutes les méthodes explicites, ce schéma est conditionnellement stable.
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Condition de stabilité

Afin d’assurer la stabilité du schéma, le pas de temps ∆t doit vérifier à la fois les contraintes
de stabilité convective et visqueuse. Ainsi, le pas de temps, supposé constant, est évalué par :

∆t = CFLmin (∆tc,∆tν) (3.13)

où ∆tc et ∆tν sont respectivement les pas de temps convectif et visqueux, et CFL est le nombre
généralisé de Courant-Friedrichs-Lewy. La limite de stabilité théorique pour une équation modèle
linéaire utilisant une discrétisation centrée du second ordre est donnée par :

CFL ≤
√

3

Le pas de temps convectif ∆tc est donné par :

∆tc =
min(∆x,∆y,∆z)

|~V .~n| + c

avec ∆x,∆y et ∆z les pas d’espace dans les trois directions,
|~V .~n| + c le rayon spectral de la Jacobienne des flux convectifs où ~V est le vecteur vitesse et c
la vitesse du son.
Le pas de temps visqueux s’exprime pour sa part de la manière suivante :

∆tν = ρ
min(∆x2,∆y2,∆z2)

2γ( µ
Pr + ρ νt

Prt
)

Lorsque la SGE est utilisée (νt = νL
t ), νt est la viscosité sous-maille donnée par l’équation (1.6).

Sinon, lorsque l’approche RANS est choisie (νt = νR
t ), νt est la viscosité turbulente dont l’équation

(A.4) décrit l’évolution de cette dernière. La définition de νt dépend ainsi de la modélisation de
la turbulence.

Ce schéma explicite a été utilisé avec succès dans le contexte de la SGE pour un écoulement
de canal plan par Lenormand et al. [65], une couche limite sur une plaque plane adiabatique
sans gradient de pression par Weber et al. [141] et un écoulement de cavité par Larchevêque et
al. [63], par exemple.

Utilisation pratique

Leur grande précision ainsi que la facilité de leur mise en oeuvre rendent les méthodes
explicites tout à fait adaptées à la simulation d’écoulements instationnaires.

Cependant, elles sont liées à une contrainte de stabilité qui peut s’avérer très contraignante
lorsqu’on s’intéresse à des configurations où le rapport de taille entre la plus petite et la plus
grande maille du domaine de calcul est grand. Ceci est, en effet, le cas pour le calcul de couches
limites turbulentes où le premier point du maillage est placé très près de la paroi. Cette contrainte
de stabilité (CFL) peut imposer par conséquent l’utilisation d’un pas de temps très inférieur à
l’échelle de temps caractéristique (∆tϕ) du phénomène physique que l’on cherche à simuler. Par
exemple, pour le calcul de couche limite transitionnelle autour d’un profil d’aile, le pas de temps
explicite est imposé par la taille des mailles se trouvant près du bord d’attaque, dans la zone où
la couche limite est laminaire. Le pas de temps utilisé s’avère donc inutilement trop petit pour
décrire la physique de l’écoulement turbulent sur le reste du profil.

Par ailleurs, beaucoup d’applications concernent des phénomènes basses fréquences, tel que
le défilement des sillages dans les turbomachines [105] par exemple. Ce type d’application rend
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les simulations explicites très coûteuses en temps CPU. En outre, les simulations de type SND

ou SGE nécessitent de longs temps d’intégration afin d’obtenir les statistiques turbulentes (fluc-
tuation de vitesses et de pression) convergées sur un long temps de calcul. L’emploi de méthodes
implicites permet de passer outre la contrainte numérique de stabilité. Le pas de temps est alors
uniquement limité par la physique de l’écoulement que l’on veut simuler.

Néanmoins, sur certaines applications où la contrainte CFL n’est pas trop restrictive, comme
c’est le cas, par exemple, lorsque le maillage est relativement régulier, les méthodes explicites
restent alors très attractives par rapport aux méthodes implicites.

3.3.2 Méthode implicite

Il s’agit ici de présenter la méthode d’intégration temporelle implicite originelle, une descrip-
tion plus exhaustive de celle-ci étant faite dans [96]. Ici, contrairement à la partie précédente,
le bilan des flux est évalué à l’instant n + 1. Cette méthode a été, tout d’abord, développée et
validée dans un contexte RANS instationnaire [97]. Cependant, elle a également été utilisée avec
succès dans le contexte de la SGE sur différents types d’applications : couche limite sur un profil
d’aile [83], éclatement tourbillonnaire derrière une aile delta [81], écoulement autour d’une aube
de turbine [106] et écoulement de cavité [62] par exemple.

Schéma de Gear pour l’intégration temporelle

On s’intéresse au contexte de la SGE, donc de simulations instationnaires. Ainsi, des schémas
précis en temps sont nécessaires. Le schéma retenu est le schéma proposé par Gear [35] car
il est précis à l’ordre deux en temps et A-stable (inconditionnellement stable pour l’équation
du/dt = λu avec λ ∈ lC de partie réelle négative). Cette propriété de A-stabilité permet d’affirmer
que le schéma est inconditionnellement stable lorsque la discrétisation spatiale l’est. En effet,
lors d’une analyse de stabilité au sens de von Neumann, la discrétisation des termes spatiaux
conduit à la résolution temporelle d’une équation de type : du/dt = λu avec λ ∈ lC. Si la
discrétisation spatiale est stable, la partie réelle de λ est alors négative. Le schéma de Gear
largement utilisé dans le contexte de simulations instationnaires d’écoulements turbulents de
type SND [103, 102, 78] et de type SGE [23, 110, 109, 71, 4] s’écrit pour l’équation (3.8) :

3Un+1
ijk − 4Un

ijk + Un−1
ijk

2∆t
|Ωijk| +Rn+1

ijk = 0 (3.14)

Analyse de l’erreur de troncature du schéma de Gear

Une brève analyse du schéma de Gear est exposée ici afin de comprendre le comportement
de celui-ci. Tout d’abord, pour déterminer son erreur de troncature, seul le problème
temporel est considéré. Ainsi, ce schéma est appliqué à l’équation modèle suivante :

du

dt
= f(u) avec f : IR → IR (3.15)

ce qui donne :
3un+1 − 4un + un−1

2∆t
= f

(
un+1

)

En utilisant les développements de Taylor de un et de un−1 autour du temps tn+1, on a :

dtu
n+1 = f

(
un+1

)
+

1

3
∆t2d3

tttu
n+1 +O

(
∆t3

)
(3.16)
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Ainsi, pour l’équation modèle (3.15), l’erreur de troncature du schéma de Gear est en
1

3
∆t2d3

tttu
n+1, ce qui montre l’ordre deux de ce schéma.

Analyse de la stabilité au sens de von Neumann

Nous allons maintenant utiliser la méthode de von Neumann pour analyser ses propriétés
d’amortissement. Cette méthode est appliquée à des équations linéaires avec des condi-
tions aux limites périodiques. Ainsi, il est vrai qu’avec cette étude, on est loin de trai-
ter des problèmes non-linéaires comme celui qui est au coeur de ce travail (équations de
Navier-Stokes). Par conséquent, des phénomènes tel que le repliement ne peuvent être
considérés. Cependant, la stabilité linéaire est une condition nécessaire pour les problèmes
non-linéaires [43]. De plus, cette étude va nous donner des informations sur le compor-
tement du schéma de Gear. Nous considérons ainsi, dans un premier temps, l’équation
d’advection linéaire suivante unidimensionnelle :

∂tu+ a∂xu = 0 avec a ∈ IR+ et (x, t) ∈ IR × IR+

On applique le schéma de Gear en conjonction avec une discrétisation spatiale centrée
d’ordre deux et donc non-dissipative à cette équation :

3un+1
i − 4un

i + un−1
i

2∆t
+ a

un+1
i+1 − un+1

i−1

2∆x
= 0, i ∈ ZZ

La méthode de von Neumann est basée sur la transformée de Fourier. On pose donc :

un
i = ûneJik∆x

où ûn est l’amplitude, J =
√
−1 et k∆x l’angle de phase associé au nombre d’onde k, le

schéma peut s’écrire sous la forme :

3

2
ûn+1 − 2ûn +

1

2
ûn−1 +

σ

2
ûn+1

(
eJk∆x − e−Jk∆x

)
= 0

avec σ = a∆t
∆x le nombre CFL lié à la convection. En introduisant le facteur d’amplification

h = ûn+1

ûn = ûn

ûn−1 , on a tout de suite le polynôme du second degré :

(
3 + 2Jσ sin(k∆x)

)
h2 − 4h+ 1 = 0

On montre que ce polynôme a deux racines complexes de la forme :

h± =
4 ± δ

2
(
3 + 2Jσ sin(k∆x)

) avec δ = α− J
4σ sin(k∆x)

α

où α =
√

2 + 2ζ et ζ =
√

1 + 4σ2 sin2(k∆x) Ces deux racines correspondent à la racine
physique et à un mode parasite. La racine physique vérifie la relation |h(k = 0)| = 1
qui concorde avec la consistance du schéma. Ainsi, on montre aisément que h = h+. Par
conséquent, on a :

|h|2 =

(
4 + α

)2
+ 16σ2 sin2(k∆x)

α2

4
(
9 + 4σ2 sin2(k∆x)

)
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Fig. 3.4: Facteur d’amplification |h| du schéma de Gear pour différents nombres CFL

La norme du facteur d’amplification est représentée sur la figure (3.4). On retrouve les
résultats de Weber [139] : l’amortissement des moyennes fréquences augmente avec le
nombre CFL. Pour de grands pas de temps, le schéma de Gear est donc dissipatif même si
la discrétisation spatiale ne l’est pas. Ce comportement est démontré pour le cadre d’une
équation d’advection linéaire scalaire.

Regardons maintenant son comportement sur une équation linéaire scalaire de convection-
diffusion :

∂tu+ a∂xu = ν∂2
x2u avec (a, ν) ∈ IR+ × IR+

En appliquant le schéma de Gear en conjonction avec des schémas centrés pour approximer
les dérivées spatiales, on a :

3un+1
i − 4un

i + un−1
i

2∆t
+ a

un+1
i+1 − un+1

i−1

2∆x
− ν

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

∆x2
= 0, i ∈ ZZ

Comme précédemment, on pose un
i = ûneJik∆x et on cherche l’équation vérifiée par le

facteur d’amplification h qui est :
[
3 − 4β

(
cos(k∆x) − 1

)
+ 2Jσ sin(k∆x)

]
h2 − 4h+ 1 = 0

avec σ = a∆t
∆x et β = ν∆t

∆x2 . Le nombre CFL généralisé est : CFL = max(σ, 2β). On fait

également intervenir le nombre de Reynolds de maille Re = σ/β = a∆x
ν .

On montre après quelques calculs que :

|h|2 =
(4 + α)2 + 16σ2 sin2(k∆x)

α2

4
(
3 − 4β(cos(k∆x) − 1)

)2
+ 16σ2 sin2(k∆x)

avec α =
√

2c+ 2
√
B où c = 1 + 4β(cos(k∆x) − 1) et B =

(
1 + 4β(cos(k∆x) − 1)

)2
+

4σ2 sin2(k∆x).

La norme du facteur d’amplification est donnée par la figure (3.5). Sur la figure de gauche,
l’influence du nombre de Reynolds de maille à nombre CFL fixé est représentée. On voit
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ainsi que la taille du domaine des fréquences amorties augmente en même temps que le
nombre de Reynolds diminue : le caractère diffusif de la solution devenant prépondérant.
Sur la figure de droite, l’effet du nombre CFL à nombre de Reynolds fixé sur l’amplitude
du facteur d’amplification est donné. Là encore, le schéma de Gear a un comportement

k∆x
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|
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Fig. 3.5: Facteur d’amplification |h| du schéma de Gear : pour différents Re à CFL=4 (gauche)
pour différents CFL à Re = 100 (droit)

dissipatif lorsque de grands pas de temps sont utilisés. Pour les applications visées, le
nombre de Reynolds de maille est de l’ordre de 100-1000.

Concernant les équations de Navier-Stokes tridimensionnelles, il est difficile de faire une
étude similaire à celle qui vient d’être présentée. Cependant, le comportement dissipatif
de ce schéma a été également observé pour des calculs de type Navier-Stokes. En effet,
Arad et Martinelli [6] observent sur le calcul SGE d’une couche limite sur une plaque plane
que le schéma de Gear possède de fortes propriétés d’amortissement sur le champ moyen.
Malgré cet effet indésirable, il reste un schéma populaire pour la simulation instationnaire
d’écoulements turbulents.

Méthode de Newton approchée

Il apparâıt que, dans l’équation (3.14), on a un problème non linéaire à résoudre à chaque
itération en temps de la forme :

F(Un+1) = 0 (3.17)

Avec pour le schéma de Gear, en omettant les indices ijk :

F(U) =
3U − 4Un + Un−1

2
+

∆t

|Ω|R(U)

Pour résoudre ce problème non-linéaire, une méthode de Newton-Raphson est utilisée comme
pour les calculs SND [103, 102, 78] et SGE [140, 110, 109] :





∂UF
(
U (l)

)
∆U (l) = −F

(
U (l)

)

U (l+1) = U (l) + ∆U (l)

(3.18)

Lorsque le processus de Newton converge, on a ∆U (l) = 0 et donc, U (l) = U (l+1) = Un+1.
Comme cela a déjà été dit, deux boucles sont imbriquées l’une dans l’autre : une boucle “externe”
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permettant l’avancement en temps de la solution numérique et une boucle “interne” permettant
la convergence de la suite

(
U (l)

)
l

vers la solution au pas de temps suivant avec la précision
désirées.

Itérer jusqu’à la convergence complète à chaque pas de temps peut s’avérer exorbitant en
terme de temps de calcul. Pour réduire l’effort informatique, le choix a été de limiter le nombre
d’itérations internes, ainsi le système n’est pas résolu jusqu’à la précision machine, mais avec
une précision raisonnable. Pour cela, le nombre d’itérations de Newton nécessaire à l’obtention
d’un niveau de précision suffisant est utilisé. Dans ce cas, il faut que l’erreur de convergence
introduite soit de l’ordre de grandeur de l’erreur de troncature du schéma. Pratiquement, le
nombre d’itérations N est fixé, comme le font Rai et Moin [103], Rai et al. [102] et Rizzetta et
al. [110, 109] qui utilisent tous entre deux et quatre itérations par pas de temps. Finalement,
l’indice l varie de 0 à N − 1. On pose :

U (0) = Un et Un+1 = U (N)

D’une part, ce nombre N affecte la précision de la solution numérique par l’intermédiaire de la
convergence incomplète du Newton. Il est cependant délicat de savoir théoriquement l’influence
de N sur l’ordre du schéma réellement utilisé. Cependant, afin d’avoir des éléments de réponse,
une étude détaillée sur l’influence de cette convergence incomplète est menée dans le chapitre
(4). Dans un premier temps, cette étude utilise le cadre théorique d’analyse de stabilité au sens
de von Neumann pour des équations linéaires. Ensuite, cette étude est effectuée dans un cadre
numérique plus appliqué sur un cas laminaire (advection de tourbillon) et sur un cas transitionnel
(couche limite sur un profil d’aile) pour les équations de type Navier-Stokes. D’autre part, il est
évident que ce nombre N dicte le temps de calcul de la simulation numérique. Le meilleur
compromis doit être trouvé pour obtenir une simulation précise et efficace.

Regardons, maintenant, l’expression de la Jacobienne ∂UF(U) pour le schéma de Gear :

∂UF(U) =
3

2
I5 +

∆t

|Ω|∂UR(U) (3.19)

avec I5 la matrice identité 5 × 5.
La méthode de Newton exacte n’est jamais utilisée malgré sa convergence quadratique car le

calcul de la Jacobienne exacte ∂UR est trop coûteux. Cependant la méthode de Newton converge
si des approximations appropriées sont utilisées.

La matrice Jacobienne utilisée dans (3.19) peut être décomposée comme une somme de trois
matrices : D représentant la diagonale principale, L la partie inférieure et G la partie supérieure
de celle-ci.

Pour la cellule Ωijk, les matrices blocs sont données par :

Dijk = DT
ijk +DC

ijk +Dν
ijk

Lijk = LC
ijk + Lν

ijk

Gijk = GC
ijk +Gν

ijk

(3.20)

où l’on distingue les contributions temporelle (T ), convective (C) et visqueuse (ν). On remarque
d’après (3.19) que :

DT
ijk =

3

2
I5 (3.21)

Nous allons maintenant montrer les différentes approximations utilisées pour connâıtre les
contributions convective et visqueuse de la matrice Jacobienne de la fonction à annuler à chaque
itération.

55



Approximations utilisées pour l’opérateur de convection

Par exemple pour la direction i, on note :

Ai = ∂U

(
F (Uijk).~ni|Si|

)
, Ai±1 = ∂U

(
F (Ui±1jk).~ni±1|Si±1|

)

et ceci pour toutes les directions χ (χ = i, j ou k) avec |Sχ| la moyenne arithmétique des sur-
faces des interfaces notées χ+ 1/2 et χ− 1/2 et ~nχ le vecteur arithmétique moyen des vecteurs
normaux aux interfaces notées χ+ 1/2 et χ− 1/2 orientés dans la direction χ.

Nous partons du décentrement du premier ordre proposé par Jameson et Yoon [53] déjà
utilisé pour des calculs SND [78] et SGE [140] :

F
n+1
i+1/2 ≈ Fn

i+1/2 +A+
i ∆Uijk +A−

i+1∆Ui+1jk (3.22)

avec A± =
1

2
(A± rAI5) où rA est le rayon spectral de la matrice A et ∆U = U n+1 − Un.

Cette décomposition des flux est utilisée pour obtenir la Jacobienne issue de l’opérateur de
convection et non pour le flux de convection explicite Fn

i+1/2, celui-ci étant obtenu en utilisant

le flux AUSM+(P) modifié présenté précédemment.
Ce qui nous donne finalement :

DC
ijk =

∆t

|Ωijk|
(
rAi + rAj + rAk

)
I5

LC
ijk = − ∆t

|Ωijk|
(
A+

i−1 +A+
j−1 +A+

k−1

)

GC
ijk =

∆t

|Ωijk|
(
A−

i+1 +A−
j+1 +A−

k+1

)

Approximations utilisées pour l’opérateur de diffusion

Pour les écoulements visqueux, la contribution des termes de diffusion est prise en compte.
Pour cela, l’extension tridimensionnelle de ce que Coakley propose dans le cas unidimensionnel
[21] est retenue. Ainsi, comme dans [140, 78], le vecteur flux de diffusion est linéarisé de la façon
suivante :

(Fν)n+1
i+1/2 − (Fν)ni+1/2 ≈ δi

ijk (∆Ui+1jk − ∆Uijk) (3.23)

le scalaire utilisé ici est :

δχ
ijk =

|Sχ|2
|Ωijk|

max

(
4

3
(ν + νt) , γ

ν + νt

Pr

)

ijk

La définition de νt dépend de l’approche retenue (SGE ou RANS).
Ce qui nous donne finalement les contributions visqueuses diagonale, inférieure et supérieure
suivantes :

Dν
ijk = 2

∆t

|Ωijk|
(
δi
ijk + δj

ijk + δk
ijk

)

Lν
ijk = − ∆t

|Ωijk|
(
δi
ijk + δj

ijk + δk
ijk

)

Gν
ijk = − ∆t

|Ωijk|
(
δi
ijk + δj

ijk + δk
ijk

)
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On remarque que le scalaire δ agit de la même façon que le rayon spectral des Jacobiennes
convectives, ce qui augmente la dominance diagonale du système linéaire. Ceci permet de rendre
le schéma plus robuste et ainsi d’accrôıtre sa stabilité.

Résolution du système linéaire

Finalement, en décomposant la Jacobienne comme une somme de trois matrices, nous avons
à résoudre à chaque itération du processus de Newton le système linéaire suivant :

(L+D +G) ∆U (l) = −F
(
U (l)

)
(3.24)

Ce qui s’écrit pour la cellule Ωijk en omettant les indices (l) du processus interne par souci
de lisibilité :

Dijk∆Uijk +
∆t

|Ωijk|
(

A−
i+1∆Ui+1jk −A+

i−1∆Ui−1jk +

A−
j+1∆Uij+1k −A+

j−1∆Uij−1k +

A−
k+1∆Uijk+1 −A+

k−1∆Uijk−1

)

− ∆t

|Ωijk|
(

δi
ijk∆Ui+1jk + δi

ijk∆Ui−1jk +

δj
ijk∆Uij+1k + δj

ijk∆Uij−1k +

δk
ijk∆Uijk+1 + δk

ijk∆Uijk−1

)

= −F(U)ijk

avec

Dijk =

[
3

2
+

∆t

|Ωijk|
(
rAi + rAj + rAk

+ 2δi
ijk + 2δj

ijk + 2δk
ijk

)]
I5

Pour résoudre le système (3.24), la factorisation LU-SGS (pour Lower-Upper Symmetric
Gauss-Seidel) proposée par Jameson & Yoon [53] est utilisée. L’avantage de celle-ci est son
faible coût informatique. De plus, un modeste stockage de mémoire est nécessaire ce qui est
particulièrement intéressant lorsqu’on s’intéresse à des géométries complexes. Cette technique a
d’ailleurs été utilisée dans [140, 134]. Ainsi, le système (3.24) est résolu de la façon suivante :





1 : (L+D)∆V (l) = −F
(
U (l)

)
Balayage inférieur

2 : D−1∆V ∗(l) = ∆V (l)

3 : (D +G)∆U (l) = ∆V ∗(l) Balayage supérieur

(3.25)

Nous résolvons finalement le système suivant :

(L+D)D−1(D +G)∆U (l) = −F
(
U (l)

)
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ce qui introduit une erreur en LD−1G∆U (l).
Le système (3.25) est inversé en balayant sur les mailles des plans obliques i+ j + k =cste.

Les termes L∆V (l) et G∆U (l) deviennent alors connus et sont ajoutés dans le terme de droite
ce qui conduit uniquement à des inversions scalaires. Ceci est singulièrement avantageux en
terme de temps de calcul. Une propriété importante pour le succès d’une telle factorisation est
la dominance diagonale du système à inverser [52].

Conditions aux limites

Au début de chaque résolution de système linéaire (3.25), on fixe ∆V (l) = 0 dans les cellules
fictives. Ceci correspond à une condition de Dirichlet : l’incrément temporel est en effet fixé à
zéro. Ainsi, toutes les conditions aux limites sont traitées de façon explicite, ce qui a l’avantage
d’être très peu coûteux informatiquement. Le rôle des itérations du processus interne de Newton,
en plus de gommer les erreurs dues à la linéarisation des flux et à la factorisation approchée, est
de supprimer celles dues au traitement explicite des conditions aux limites.

3.3.3 Remarques sur l’intégration temporelle implicite

Toutes les approximations utilisées dans le processus de Newton (linéarisation des flux,
résolution du système linéaire, conditions aux limites, ...) produisant un processus stable et
convergeant peuvent être utilisées. Elles n’affectent pas la précision de la solution numérique,
puisque le second terme F

(
U (l)

)
est mené à zéro avec une précision raisonnable. Par contre,

elles ont une influence importante sur la vitesse de convergence du processus itératif et donc sur
le taux de convergence du schéma.

Au vu de la méthode d’intégration temporelle implicite que nous venons de présenter, plu-
sieurs questions fondamentales apparaissent :

– Le processus approché de Newton est-il convergent ?

– À quelle précision le système non-linéaire doit-il être résolu ?

– Quelle est la sensitivité de la prédiction des différentes quantités de l’écoulement du taux
de convergence ?

– Est-il possible de résoudre le problème non-linéaire avec une précision arbitraire et ceci
pour toutes les tailles de pas de temps ?

– Quelle taille peut avoir le pas de temps choisi afin de résoudre précisément la solution
instationnaire ?

Il est difficile, voire impossible de répondre précisément à ces questions. Cependant, pour avoir
des éléments de réponse, nous allons effectuer dans le chapitre suivant une évaluation détaillée
de cette méthode.
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Chapitre 4

Évaluation et amélioration de la
méthode implicite

4.1 Préambule

L’évaluation de la méthode implicite présentée dans le chapitre (3) est exposée ici dans
le contexte de calculs instationnaires d’écoulements turbulents. Pour cela, deux cas tests de
SND/SGE compressibles sont considérés :

– l’advection d’un tourbillon : cas simple bidimensionnel laminaire non visqueux peu coûteux
en temps de calcul permettant, d’une part, l’évaluation de plusieurs propositions pour
améliorer la méthode implicite et, d’autre part, l’obtention d’un très bon taux de conver-
gence du processus interne sans trop d’effort informatique,

– la couche limite transitionnelle sur un profil d’aile en forte incidence : cas plus réaliste
présente beaucoup de régimes d’écoulement (laminaire, transition, turbulence pleinement
développée) dont la prédiction reste un des objectifs de la SGE. Un très bon taux de
convergence peut pour ce cas s’avérer excessivement coûteux : un compromis doit être
trouvé pour obtenir des simulations réalistes à moindre coût.

Cette évaluation permet d’une part d’identifier les paramètres pilotant la convergence du pro-
cessus de Newton, et d’autre part de comprendre le fonctionnement de cette méthode afin de
pouvoir proposer des améliorations. De plus, comme nous souhaitons pouvoir traiter une appli-
cation ambitieuse, nous allons vérifier par la même occasion si cette méthode numérique permet
de retrouver numériquement la prédiction de phénomènes aussi complexes que la transition par
exemple. En effet, dans l’étude de Mary et Sagaut [83], la solution numérique obtenue avec cette
méthode est comparée, avec succès, avec des mesures expérimentales dans la zone où la couche
limite est pleinement turbulente. Cependant, la zone où la transition laminaire/turbulent s’effec-
tue, n’est pas du tout étudiée. La simulation d’un tel phénomène s’avère discriminante pour la
méthode numérique. En effet, Raverdy [105] montre que la prédiction de la transition peut être
affectée par la précision de la méthode numérique ce qui justifie une étude fine de la technique
présentée sur ce type de simulation.

D’autre part, il est absolument nécessaire d’améliorer cette méthode numérique pour pou-
voir réaliser des études aussi coûteuses que celle visée ici. En effet, sans perfectionnement de la
méthode numérique, une telle simulation est impossible au vu des ressources informatiques ac-
tuelles. Ainsi, les différentes voies envisagées au cours de ce travail pour l’amélioration nécessaire
de cette méthode implicite sont également exposées dans ce chapitre. Pour bonifier celle-ci, nous
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pouvons travailler sur le schéma d’intégration temporelle proprement dit, sur les approximations
utilisées dans la méthode de Newton puisque nous nous limitons dans cette étude aux schémas
implicites de type Newton au vu des conclusions de Venkateswaran et Merkle [137]. Ces approxi-
mations portent sur la Jacobienne mais aussi sur la résolution du système linéaire. Comme cela
a déjà été dit auparavant, concernant la résolution du problème linéaire, nous nous limitons à
l’emploi de la factorisation LU-SGS au vu de sa popularité et du travail [148].

Les propositions effectuées dans ce travail sont classées suivant deux catégories concernant :

– le perfectionnement de la précision de la méthode numérique afin de pouvoir utiliser des pas
de temps plus grands que ceux permis par la méthode initiale pour des erreurs numériques
du même ordre de grandeur,

– l’amélioration de l’efficacité de l’algorithme afin de réduire son coût de calcul.

Dans une certaine mesure, ces deux besoins sont en opposition. En effet, améliorer la précision
se fait en général au détriment de l’efficacité et inversement. Comme cela a déjà été mentionné
précédemment, il est indispensable d’obtenir un bon compromis entre ces deux aspects afin de
recueillir l’économie numérique indispensable à la simulation réaliste envisagée dans ce travail.

Concernant la précision de la méthode numérique, au regard des erreurs induites par cette
dernière, trois axes de recherche ont été explorés :

– l’augmentation de l’ordre formel du schéma implicite utilisé pour les simulations,

– la réduction de l’erreur de troncature de la discrétisation temporelle,

– la diminution des erreurs de convergence du processus interne de Newton puisque ce sont
ces erreurs qui ont un effet sur la précision temporelle de la solution numérique.

Ensuite, concernant l’efficacité de la méthode numérique, deux idées se sont dégagées :

– l’accélération de la vitesse de convergence de la procédure de Newton,

– la réduction du coût de calcul d’une itération temporelle.

4.2 Évaluation de la méthode numérique

La méthode numérique présentée dans le chapitre précédent (3) a été utilisée avec un certain
succès pour des SGE dans différentes configurations [83, 81, 106, 62]. Certains désagréments
sont toutefois apparus. En effet, concernant, la simulation d’écoulements de cavité, il apparâıt
que les modes acoustiques transverses sont amplifiés par l’utilisation de l’intégration temporelle
implicite [61]. Cependant cette amplification disparâıt lorsque le nombre d’itérations internes est
augmenté. Afin de mieux comprendre le fonctionnement de la méthode d’intégration temporelle
implicite présentée précédemment et de pouvoir ainsi proposer plus facilement des améliorations,
cette dernière va être évaluée sur deux cas test de SND/SGE compressibles : une advection lami-
naire bidimensionnelle d’un tourbillon et une couche limite transitionnelle sur un profil d’aile.
Notre volonté est également de savoir si cette méthode implicite est capable de reproduire cor-
rectement des phénomènes complexes tels que la prédiction de la transition laminaire/turbulent
qui est un des objectifs principaux de la SGE ou de la SND. En outre, les différents paramètres
de convergence du processus de Newton vont être clairement identifiés.
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4.2.1 Analyse de stabilité au sens de von Neumann

L’analyse de stabilité effectuée lors du chapitre précédent concerne le schéma de Gear. Ce-
pendant finalement, comme nous l’avons vu, ce n’est pas exactement ce schéma qui est utilisé.
En effet, une procédure de Newton approchée est également employée. Pour connâıtre les ef-
fets de ces approximations, nous avons étendu l’étude faite au chapitre précédent au schéma
de Gear avec la méthode de Newton. Pour cela, nous considérons l’équation scalaire linéaire de
convection :

∂tu+ a∂xu = 0 avec a ∈ IR+

Le schéma de Gear en conjonction avec une discrétisation spatiale centrée d’ordre deux donne :

3un+1
i − 4un

i + un−1
i

2∆t
+ a

un+1
i+1 − un+1

i−1

2∆x
= 0

Pour résoudre ce problème, une méthode de Newton approchée est utilisée. Concernant la
linéarisation du flux de convection, nous utilisons un décentrement d’ordre un :

fn+1
i+1/2 ≈ fn

i+1/2 +
a+

∆x

(
un+1

i − un
i

)
+
a−

∆x

(
un+1

i+1 − un
i−1

)

avec a± = (a± |a|)/2. Comme a est positif, on a :

fn+1
i+1/2 ≈ fn

i+1/2 +
a

∆x

(
un+1

i − un
i

)

avec fn
i+1/2 = a

un
i+1−un

i−1

2∆x . Finalement, on obtient pour 0 ≤ l ≤ N − 1 :

[ 3

2∆t
+

a

∆x

] (
u

(l+1)
i − u

(l)
i

)
− a

∆x

(
u

(l+1)
i−1 − u

(l)
i−1

)
= −3u

(l)
i − 4un

i + un−1
i

2∆t
− a

u
(l)
i+1 − u

(l)
i−1

2∆x

avec u(0) = un et u(N) = un+1. On remarque que l’opérateur implicite est triangulaire inférieur.
Par conséquent, la factorisation LU-SGS revient à effectuer une résolution exacte du système
linéaire. Ainsi, pour cette équation de convection, les effets de la résolution approchée sont

transparents. Comme précédemment, on pose un
i = ûneJki∆x. De plus, on pose u

(l)
i = û(l)eJki∆x

avec û(0) = ûn et û(N) = ûn+1. On a donc :

[3
2

+ σ(1 − cos(k∆x)) + Jσ sin(k∆x)
] (
û(l+1) − û(l)

)
= −

[3
2

+ Jσ sin(k∆x)
]
û(l) + 2ûn − 1

2
ûn−1

avec σ = a∆t
∆x . On va maintenant considérer le facteur d’amplification d’une itération du Newton :

g(l) = û(l+1)/û(l). On remarque que :

h =
ûn+1

ûn
=
û(N)

û(0)
=

N−1∏

l=0

g(l)

On a donc :

[3
2

+ σ(1 − cos(k∆x)) + Jσ sin(k∆x)
]
g(l) = σ(1 − cos(k∆x)) +

(
2 − ûn−1

2ûn

)
ûn

û(l)
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Tout d’abord, on a 1/h = ûn−1/ûn. Ensuite, par simplicité pour la suite, on pose α = 3
2 +σ(1−

cos(k∆x)) + Jσ sin(k∆x), τ = σ(1 − cos(k∆x)) et γ = 2 − 1
2h . Par ailleurs, on remarque que :

ûn

û(0)
= 1 et ∀l ≥ 1

ûn

û(l)
=

1
l−1∏

k=0

g(k)

On montre par récurrence que ∀l ≥ 0 :

l∏

k=0

g(k) =
( τ
α

)l+1
+
γ

α

l∑

j=0

( τ
α

)j

Donc en particulier pour l = N − 1 :

h =
( τ
α

)N
+
γ

α

N−1∑

j=0

( τ
α

)j

En remplaçant γ par sa valeur, on obtient finalement le polynôme d’ordre deux suivant :

2h2 − 2
[ ( τ

α

)N
+

2

α

N−1∑

j=0

( τ
α

)j ]
h+

1

a

N−1∑

j=0

( τ
α

)j
= 0

qui possède deux racines. Là encore, la racine correcte vérifie |h(k = 0)| = 1 pour assurer la
consistance du schéma. La norme du facteur d’amplification et l’erreur de phase du schéma
sont données sur la figure (4.1). Ainsi, on évalue sur ces deux variables l’influence du taux de
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Fig. 4.1: Effet du taux de convergence du processus interne sur la norme du facteur d’amplifi-
cation |h| (gauche) et sur l’erreur de phase relative (droit) à CFL=4

convergence par rapport au schéma de Gear exact que l’on a déjà étudié. On remarque d’une
part que lorsque beaucoup d’itérations internes sont utilisées, on retombe sur les caractéristiques
du schéma de Gear, ce qui signifie que le processus de Newton a convergé. D’autre part, il
semble qu’un faible taux de convergence permet d’amoindrir l’effet de dissipation intrinsèque au
schéma de Gear. En effet, avec N = 2 ou N = 4, les moyennes fréquences sont clairement moins
atténuées. Par contre, on voit que l’erreur de phase relative est plus importante. Cependant, il
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est montré que lorsque peu d’itérations sont utilisées, il y a un bon accord avec le schéma de Gear
pour les faibles nombres d’ondes. Augmenter N revient à agrandir le domaine de concordance
entre les deux schémas : ce sont les plus grands nombres d’onde qui nécessitent un fort taux
de convergence. Or, au vu de l’ordre deux du schéma spatiale, ces grands nombres d’ondes sont
altérés par celui-ci (cf. figure (4.2)). Ainsi, une convergence complète du processus de Newton

k∆x

k’ ∆x

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

1

1.5

2

2.5

3 exact
ordre 2

Fig. 4.2: Comparaison entre le nombre d’onde exacte k et le nombre d’onde modifié obtenu avec
le schéma d’ordre deux k

′

peut être inutile. En effet, l’ordre deux en temps, et donc la concordance avec le schéma de
Gear exact, ne doit concerner que les nombres d’ondes bien représentés par la discrétisation
spatiale. Par conséquent, lorsque peu d’itérations sont utilisées, la décroissance du résidu est
faible. Ceci est du à l’erreur significative commise pour les grands nombres d’ondes au vu de la
figure (4.1). Pourtant, les nombres d’ondes visés sont bien représentés avec la précision désirée.
Par conséquent, une solution numérique précise peut être obtenue avec une faible décroissance
du résidu. Par contre, l’effet d’anti-dissipation (pour les moyens et hauts nombres d’onde) dû à
la convergence incomplète du processus de Newton peut être néfaste lors de l’emploi de schéma
non-dissipatif.

Nous allons maintenant effectuer la même analyse pour l’équation de convection-diffusion :

∂tu+ a∂xu = ν∂2
x2u

Le schéma de Gear en conjonction avec des schémas de discrétisation spatiale centrés donne :

3un+1
i − 4un

i + un−1
i

2∆t
+ a

un+1
i+1 − un+1

i−1

2∆x
− ν

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

∆x2
= 0

Ce schéma a déjà été étudié précédemment et le schéma réellement employé utilise les linéarisations
suivantes : 




fn+1
i+1/2 ≈ fn

i+1/2 +
a

∆x

(
un+1

i − un
i

)

fν,n+1
i+1/2 ≈ fν,n

i+1/2 +
ν

∆x2

(
un+1

i+1 − un
i+1 − un+1

i + un
i

)
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On a donc :

(
3

2
+ σ + 2β)

(
u

(l+1)
i − u

(l)
i

)
− (σ + β)

(
u

(l+1)
i−1 − u

(l)
i−1

)

− β
(
u

(l+1)
i+1 − u

(l)
i+1

)

= −3

2
u

(l)
i + 2un

i − 1

2
un−1

i − σ

2

(
u

(l)
i+1 − u

(l)
i−1

)

+β
(
u

(l)
i+1 − 2u

(l)
i + u

(l)
i−1

)

Pour déterminer le schéma exactement utilisé, il reste à écrire la factorisation LU-SGS. Pour
cette équation modèle, les erreurs de résolution auront également un effet. En utilisant les har-
moniques, on a tout de suite pour la première étape de factorisation :

θ
(
v̂(l+1) − v̂(l)

)
= 2ûn − 1

2
ûn−1 +

(
−3

2
+ 2β(cos(k∆x) − 1) − Jσ sin(k∆x)

)
û(l)

avec θ =

(
3

2
+ σ(1 − cos(k∆x)) + β(2 − cos(k∆x)) + J(σ + β) sin(k∆x)

)
. Concernant la deuxième

étape de la factorisation, on a :

v̂∗(l+1) − v̂∗(l) = (
3

2
+ σ + 2β)

(
v̂(l+1) − v̂(l)

)

Et pour la dernière étape on a :

α
(
û(l+1) − û(l)

)
= v̂∗(l+1) − v̂∗(l)

avec α =
3

2
+ σ + β(2 − cos(k∆x)) − Jβ sin(k∆x). Par soucis de simplicité, on pose D =

3
2 + σ + 2β

θ
. On a donc :

α
(
û(l+1) − û(l)

)
= D

(
2ûn − 1

2
ûn−1 +

(
−3

2
+ 2β(cos(k∆x) − 1) − Jσ sin(k∆x)

)
û(l)

)

Là encore, le facteur d’amplification d’une itération du processus interne intervient ce qui donne :

αg(l) = D

(
−3

2
+ 2β(cos(k∆x) − 1) − Jσ sin(k∆x)

)
+ α+D(2 − 1

2h
)
ûn

û(l)

En posant, τ = D(− 3
2 + 2β(cos(k∆x) − 1) − Jσ sin(k∆x)) + α et γ = D(2 − 1

2h), on montre de
la même façon que pour l’équation de convection que :

h =
( τ
α

)N
+
γ

α

N−1∑

j=0

( τ
α

)j

D’où

2h2 − 2
[ ( τ

α

)N
+

2D

α

N−1∑

j=0

( τ
α

)j ]
h+

D

a

N−1∑

j=0

( τ
α

)j
= 0
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Fig. 4.3: Effet du taux de convergence du processus interne sur la norme du facteur d’amplifi-
cation |h| à CFL=4 (gauche) et à CFL=8 (droit)

L’effet du taux de convergence du processus de Newton est représenté sur la figure (4.3). Les
observations sont similaires à l’étude faite sur la convection pure. En effet, avec un grand nombre
d’itérations internes, on retrouve les caractéristiques du schéma de Gear exact. On remarque
également que ce sont les hauts nombres d’onde qui nécessitent une forte demande numérique
de convergence du processus de Newton. De plus, pour un nombre d’onde donné, lorsque le
nombre CFL augmente, le nombre d’itérations nécessaire à la concordance entre le schéma de
Gear exact et le schéma utilisé doit augmenter également. Ceci montre que le nombre d’itérations
internes nécessaire à l’ordre deux pour l’intervalle de nombres d’ondes bien représentés par la
discrétisation spatiale augmente en fonction du nombre CFL. Or, l’augmentation du nombre CFL

peut être du à :

– une augmentation du pas de temps ∆t,

– une réduction du pas d’espace ∆x.

Pour la simulation d’écoulements visqueux pariétales, un raffinement de maillage est nécessaire
pour prendre en compte les effets visqueux. Par conséquent, le nombre CFL peut varier dans le
domaine de calcul.

Cette étude mets en avant des comportements de la méthode numérique qui est utilisée dans
[83, 81, 106, 62]. Cependant, elle se limite à des équations scalaires linéaires. La complexité
des équations de Navier-Stokes tridimensionnelles n’est certainement pas reproduite. Trouver
de façon théorique le nombre d’itérations internes optimale est très difficile, voire impossible.
Ceci dépends, comme nous venons de le voir, des discrétisations temporelle et spatiale, mais
également des erreurs provenant des conditions aux limites et de la modélisation de la tur-
bulence. Par ailleurs, le nombre N est fortement lié à l’erreur de convergence du processus
itératif. Comme le font remarquer Martin et Candler [78], cette erreur de convergence doit
être choisie séparativement d’un problème à un autre. C’est pourquoi il est impératif d’évaluer
numériquement cette méthode numérique dans un contexte plus complexe et réaliste. C’est ce
qui est fait par la suite. On s’attend, cependant, à ce que le comportement mis en évidence par
l’approche linéaire soit toujours vérifié même s’il doit être perturbé par des effets non-linéaires.
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4.2.2 Advection laminaire 2D d’un tourbillon

Ce cas test académique a été retenu afin de faciliter l’évaluation de la méthode implicite et
d’avoir des informations rapides sur la stabilité et la convergence de celle-ci. Dans un premier
temps, le cas test ainsi que le domaine de calcul utilisé sont exposés. Puis, l’impact de différents
paramètres sur la convergence et les erreurs numériques induites par les approximations utilisées
sont évalués, en particulier l’effet de la convergence incomplète du processus interne de Newton.

Présentation du cas test

Le cas test retenu est l’advection de tourbillon présentée par Hu et Shu [45]. Le champ initial
est constitué d’un écoulement laminaire uniforme 2 D défini par :





ρ0 = 1
u0 = 1
v0 = 0
p0 = 1

(4.1)

auquel on superpose un tourbillon. On perturbe la vitesse et la quantité T =
p

ρ
tout en conservant

une entropie constante S =
p

ργ
:





δu =
ε

2π
e0.5(1−r2)(yc − y)

δv =
ε

2π
e0.5(1−r2)(x− xc)

δT = −(γ − 1)ε2

8γπ2
e1−r2

δS = 0

(4.2)

avec ε = 5, r2 = (x− xc)
2 + (y − yc)

2 et (xc, yc) les coordonnées du centre du tourbillon.
La solution analytique de ce problème est connue et elle s’exprime sous la forme :





ρ = ρ0 + δρ
u = u0 + δu
v = v0 + δv
p = p0 + δp

(4.3)

où δu et δv sont connus. Afin d’obtenir δρ et δp, nous résolvons le système suivant :





T0 + δT =
p0 + δp

ρ0 + δρ

S0 = 1 =
p0 + δp

(ρ0 + δρ)γ

(4.4)

Ce qui nous donne finalement ρ = 1 + (1 + δT )
1

γ−1 et p = 1 + (1 + δT )
γ

γ−1 .
La solution exacte de ce problème de Cauchy est la simple advection du tourbillon par le

champ initial comme cela est montré sur la figure (4.4).
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Fig. 4.4: Représentation schématique de la translation laminaire du tourbillon 2D et du domaine
de calcul

Présentation du domaine de calcul

Nous nous plaçons dans un domaine 2 D de longueur L = 20 et de largeur l = 10. Nous
prenons les pas d’espace suivants : ∆x = ∆y = 1/24. Les conditions aux limites utilisées en x = 0,
x = 20, y = 0 et y = 10 sont des conditions de périodicité. Le pas de temps est fixé : ∆t = 0.1702,
ce qui correspond à un nombre CFL maximal de l’ordre de 12. Les résultats obtenus avec le schéma
de Runge-Kutta compact d’ordre trois et avec la méthode implicite précédemment présentée
sont comparés. L’objectif est ici de retrouver les résultats explicites avec la procédure implicite.
Comme l’intérêt de cette étude porte sur l’intégration temporelle, la référence considérée ici
en terme de précision n’est pas la solution analytique. L’écart entre les solutions explicites et
implicites ne concernent que l’intégration temporelle puisque le schéma en espace est le même.
La comparaison avec l’explicite permet ainsi de s’affranchir des erreurs spatiales. Pour ce cas
test le maillage est régulier, ainsi la condition de stabilité n’est pas discriminante. Le schéma
explicite est donc ici compétitif. D’ailleurs aucune comparaison en terme de temps de calcul ne
sera donnée puisque le schéma explicite est ici le plus attractif. Les comparaisons se feront en
terme de précision uniquement afin de connâıtre les sources d’erreurs de convergence introduites
et les paramètres qui pilotent le taux de convergence du processus de Newton. Pour cela, nous
allons regarder l’effet du taux de convergence sur la solution numérique, tout comme l’influence
du pas de temps ainsi que les erreurs induites par le traitement explicite des conditions aux
limites.

Effet du taux de convergence

Dans un premier temps, l’influence du nombre d’itérations internesN sur la solution numérique
est examinée. Pour cela, nous faisons varier N à CFL fixé (CFL=12). Les valeurs (xc, yc) =
(5, 5) sont choisies et le tourbillon est advecté vers le point (x, y) = (15, 5). Dans un pre-
mier temps, nous allons nous assurer que le processus itératif utilisé (méthode de Newton ap-
prochée) converge. Pour cela, nous cherchons à ce que la norme du résidu du processus de
Newton ε(l) = −F

(
U (l−1)

)
soit constante. Un calcul a été effectué avec N = 320. La conver-

gence de l’équation de continuité est représentée sur la figure (4.5). Il s’agit comme dans la suite
du mémoire d’une représentation de la décroissance du résidu pour un pas de temps donné. Le
comportement est pratiquement identique d’un pas de temps à un autre. Les autres variables
conservatives ont une convergence semblable. Il est notable de voir que le logarithme de la norme
L2 du résidu se comporte linéairement par rapport aux nombre d’itérations internes. On voit un
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Fig. 4.5: Convergence complète du processus de Newton approché pour l’équation de continuité
avec CFL=12

brusque changement de pente autour de 25-35 itérations internes. Il y a un ralentissement de
la convergence de la procédure de Newton. Cette vitesse de convergence est conservée jusqu’à
l’obtention de la solution exacte du problème non-linéaire vers N = 248. En pratique, pour
des raisons évidentes de coût de calcul, N est choisi dans la première partie (linéaire) de la
décroissance du résidu.

L’effet de la résolution incomplète du problème non-linéaire est donc maintenant étudié. Afin
d’avoir une solution numérique de référence en terme de précision, un calcul explicite a été mené
à l’aide du schéma de Runge-Kutta compact d’ordre trois présenté précédemment. Le tableau
(4.1) présente les valeurs de N utilisées pour les différentes calculs implicites présentés par la
suite. Les solutions numériques obtenues avec le schéma explicite (CFL = 1) sont comparées

CFL = 12

N = 6 12 20

Tab. 4.1: Valeurs de N choisies pour l’advection du tourbillon à CFL=12

avec celles obtenues avec la méthode implicite (CFL = 12) où 6, 12 et 20 itérations dans le
processus de Newton sont utilisées. Ces solutions numériques sont représentées sur la figure
(4.6). Seules les variables ρ et ρe sont représentées car les observations de ρu et ρv mènent
aux mêmes conclusions. Les profils en y = 5 en fonction de la direction de l’advection sont
étudiés. On voit ainsi que lorsque N est trop faible, c’est-à-dire lorsque le processus interne de
Newton n’est pas suffisamment convergé (le problème non-linéaire n’est pas bien résolu), il y a
une différence flagrante entre les solutions numériques obtenues avec la méthode implicite et la
référence explicite. D’une part, il y a un retard sur la position du centre du tourbillon. D’autre
part, une différence d’amplitude est également observée : elle est atténuée pour la variable ρ et
augmentée pour ρe. On voit aussi des oscillations sur la première moitié du domaine de calcul :
[0, 10]. Les erreurs de convergence peuvent ici être interprétées à la fois comme des erreurs de
dissipation (différence d’amplitude) et de dispersion (déphasage) numérique. Ce comportement
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Fig. 4.6: Effet du taux de convergence sur la précision solution numérique : comparaison entre
calculs explicite et implicites pour les profils de densité (gauche) et d’énergie volumique (droit)
à y = 5

a déjà été observé lors de l’analyse de stabilité au sens de von Neumann effectuée précédemment.
Augmenter N revient évidement à diminuer ces erreurs de convergence, mais ceci est fait bien
entendu au détriment du temps de calcul de la simulation. On voit, en effet, un meilleur accord
entre l’implicite et l’explicite lorsque 12 itérations sont utilisées. D’une part, l’amplitude des
oscillations est réduite. D’autre part, les différences de phase et d’amplitude sont elles-aussi
réduites. Cette tendance est également observée en utilisant 20 itérations dans le processus
interne. Cependant les différences entre les solutions implicites avec 12 et 20 itérations sont
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Fig. 4.7: Comparaison entre la solution donnée par le processus de Newton complètement
convergé et la solution obtenue avec 20 itérations internes

beaucoup moins visibles. Cela montre qu’une fois la précision suffisante atteinte, il n’est plus
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nécessaire d’augmenter N : le gain espéré en précision est largement dépassé par le surcoût
de calcul. À ce propos, il est à noter que les solutions implicites avec N = 20 et N = 320
représentées sur la figure (4.7) sont superposables alors qu’il y a un facteur 16 de réduction du
temps CPU entre les deux simulations implicites. Les différences sur la figure (4.7) entre les
calculs explicites et implicites sont uniquement dues au comportement du schéma de Gear déjà
mis en évidence dans l’analyse de von Neumann.

La convergence du processus de Newton pour l’équation de continuité est donnée par la figure
(4.8) pour une itération temporelle. La norme L2 (gauche) et la norme L∞ (droite) du résidu
de Newton ε(l) = −F

(
U (l−1)

)
sont représentées en échelle logarithmique . D’une part, on voit

que les trois simulations donnent la même vitesse de convergence. Seul le taux de convergence
diffère. Pour la simulation avec N = 20, l’erreur initiale est pratiquement divisée par 1000.
Pour N = 12, l’erreur initiale est divisée par 50. Ceci soutient également le bon accord entre
les résultats obtenus avec ces deux simulations et le résultat explicite de référence. Les taux de
convergence sont en effet tout à fait satisfaisants. En ce qui concerne le cas N = 6, l’erreur initiale
est seulement divisée par 6. Ce faible taux de convergence entrâıne une mauvaise précision de la
solution numérique qui est effectivement bien différente de celle donnée par la référence explicite.
Cependant, comme cela va être montré par la suite, il serait réducteur de penser que seul le taux
de convergence influence la précision de la solution numérique.
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Fig. 4.8: Convergence de la méthode de Newton pour une itération temporelle : décroissance du
résidu du Newton pour l’équation de continuité en norme L2 (gauche) et en norme L∞ (droit)

Effet du pas de temps numérique

Nous allons maintenant nous intéresser à l’effet de la taille du pas de temps numérique sur la
convergence du processus interne de Newton. La figure (4.9) représente les solutions numériques
obtenues avec la méthode implicite avec le rapport CFL/N constant. Les solutions numériques
obtenues avec un processus de Newton dont l’erreur initiale a été divisée par un facteur de 5-8
sont représentées sur la figure de gauche. On voit qu’il y a un bon accord entre celles-ci. Sur
la figure de droite, les solutions représentées sont obtenues avec un taux de convergence plus
grand que précédemment (le facteur de réduction de l’erreur initiale est de 50-85). Ces solutions
possèdent le même comportement en dehors du coeur du tourbillon et situent sa position au
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Fig. 4.9: Sensibilité de la solution numérique au pas de temps à convergence “fixe” du Newton

pour deux niveaux de convergence : insuffisant ||ε(N)
1 ||2/||ε(1)1 ||2 ≈ 6 − 8 (gauche) et suffisant

||ε(N)
1 ||2/||ε(1)1 ||2 ≈ 50 − 85 (droit)

même endroit. Cependant, on voit que plus le pas de temps augmente, plus l’amplitude du coeur
du tourbillon est dissipée. Les erreurs de convergence du processus de Newton étant très faibles
pour ces trois simulations, la raison d’une telle action provient du comportement du schéma de
Gear mis en évidence au chapitre précédent.

La convergence du processus de Newton pour l’équation de continuité est donnée sur la figure
(4.10). D’une part, on remarque que la taille du pas de temps dicte la vitesse de convergence. En

iterations
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Fig. 4.10: Effet de la taille du pas de temps sur la convergence de la méthode de Newton pour
une itération temporelle

effet, plus le pas de temps est grand, plus la convergence est lente. D’autre part, la figure montre
que le niveau de convergence est du même ordre de grandeur entre les trois simulations. En
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effet, pour (CFL, N) = (24, 24), l’erreur initiale est divisée par 87. Ceci implique une très bonne
convergence de la méthode de Newton malgré le mauvais accord entre la solution numérique
obtenue et la solution explicite. Pour le cas (CFL, N) = (18, 18), l’erreur initiale est divisée par 70.
Là encore, la taux de convergence est tout à fait correct. Finalement, pour (CFL, N) = (12, 12),
l’erreur est divisé par 50 et la solution numérique obtenue est beaucoup plus en accord avec la
référence. Ceci est dû au fait, d’une part que les erreurs de convergence sont négligeables par
rapport aux erreurs du schéma de Gear au vu du taux de convergence, et d’autre part que les
erreurs de diffusion du schéma de Gear sont grandes au vu des nombres CFL.

Erreurs induites par le traitement explicite des conditions aux limites

Les erreurs numériques induites par le traitement explicite des conditions aux limites présenté
dans le chapitre (3) sont mises en évidence dans cette section. Pour réaliser des calculs sur des

Fig. 4.11: Représentation du maillage du domaine de calcul constitué d’un seul domaine (gauche)
et de deux domaines (droit)

configurations complexes, des raccords entre domaines sont nécessaires avec l’emploi d’un solveur
multi-blocs. Ainsi, les erreurs soulignées ici sont donc toujours présentes sur les configurations
réalistes telles que celles des travaux déjà cités [83, 81, 106, 62]. Le domaine de calcul est donc ici
divisé en deux parties : [0, 10] × [10, 20] comme le montre la figure (4.11). Les valeurs (xc, yc) =
(5, 5) sont conservées, mais le tourbillon est advecté cette fois-ci vers le point (x, y) = (10, 5),
ce qui correspond à la frontière des deux sous-domaines. Pour mettre en évidence les erreurs
numériques induites par le traitement explicite des conditions aux limites, les calculs fait sur un
unique domaine (sans la condition aux limites à x = 10) et sur deux domaines (avec la condition
aux limites à x = 10) avec (CFL, N) = (12, 6) et (CFL, N) = (12, 12) sont comparés.

Les solutions numériques sont représentées sur la figure (4.12). Si, à première vue, celles-ci
sont en bon accord (figure de gauche). On observe sur la figure de droite que des différences
apparaissent entre les solutions “sans” la condition aux limites et celles “avec”. Un néfaste
changement de pente est présent et il s’accompagne d’une zone où les solutions sont différentes
dans le voisinage de la position de la frontière entre les deux domaines (x = 10). De plus, cette
zone diminue lorsque N augmente. Ceci est tout à fait naturel puisque les itérations internes
ont également le rôle de gommer les erreurs numériques introduites par ce traitement.

Le résidu du processus de Newton pour l’équation de continuité a été représenté pour la
simulation implicite avec N = 12 sur la figure (4.13). Il met également en évidence les erreurs de
conditions aux limites. En effet, une grande valeur du résidu apparâıt au niveau de la condition
aux limites des deux sous-domaines. Cela engendre une convergence irrégulière du processus
de Newton. Pour la dernière itération du processus interne, les erreurs numériques dues à la
condition aux limites sont grandement réduites.
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Fig. 4.12: Effet du traitement explicite des conditions aux limites sur la précision de la solution
numérique : profil de densité en fonction de la direction d’advection à y = 5 sur la totalité de la
longueur du domaine de calcul (gauche) et dans la région de raccord x = 10 (droit)
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Fig. 4.14: Sensibilité de ∇~V au traitement explicite de la condition aux limites

La figure (4.14) montre l’impact du traitement des conditions aux limites sur la divergence
du vecteur vitesse. Il apparâıt clairement que ce traitement a une influence marquante sur cette
variable. Par conséquent, ce dernier engendre un bruit numérique. Ces perturbations peuvent
ainsi fortement influencer sur le déclenchement de la transition laminaire/turbulent.

L’évaluation de cette méthode implicite se poursuit maintenant sur un cas réaliste de calcul
de couche limite. Ainsi, l’influence des paramètres de convergence (N,∆t) du processus interne
va être observée sur les fluctuations de vitesse et de pression ainsi que sur les spectres de pression.
Il est également impératif de savoir si cette méthode est capable de reproduire correctement des
phénomènes aussi complexes que la transition laminaire/turbulent.

4.2.3 Couche limite transitionnelle sur un profil d’aile

Présentation du cas test

Le second cas test retenu est le cas d’un couplage zonal RANS/SGE d’une couche limite
transitionnelle sur un profil d’aile proche du décrochage. Des études précédentes ont été menées
sur cette configuration [140, 83, 93]. La physique de ce cas test est donc bien connue. Le nombre
de Reynolds, basé sur la vitesse à l’infini (u∞ = 50 m.s−1) et sur la corde (c = 0.6 m) est de
2.1 × 106, tandis que l’angle d’attaque et le nombre de Mach de l’écoulement libre sont fixés
à 13.3◦ et 0.15. À cause du fort gradient de pression adverse, la transition s’effectue de façon
naturelle, sans forçage externe ou amont. La transition laminaire/turbulent se produit avec un
bulbe de séparation laminaire à x/c = 0.09 qui conduit à un réattachement turbulent de la
couche limite à x/c = 0.12. En effet, de par la présence du bulbe de séparation, le profil de
vitesse longitudinale est inflectionel. Par conséquent, il est fortement instable. Des structures
bidimensionnelles de type Kelvin-Helmoltz sont ainsi créées et amplifiées lors de leur advection
vers l’aval. Cette amplification suit, dans un premier temps, la théorie de stabilité linéaire.
Lorsque ces perturbations deviennent suffisamment significatives, des interactions non-linéaires
apparaissent. Ainsi, très rapidement, des structures tridimensionnelles sont engendrées. Ceci
est conforme avec le scénario décrit dans [108] où une comparaison entre un calcul SGE et la
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Fig. 4.15: Isosurface des fluctuations de pression tiré de [83]

théorie de stabilité linéaire est effectuée. Les isosurfaces des fluctuations de pression représentées
sur la figure (4.15) mettent en évidence l’apparition de structures bidimensionnelles devenant
rapidement tridimensionnelles.

Comme cela a déjà été mentionné auparavant, ce cas test est réaliste et représentatif des cas
ambitieux que l’on souhaite traiter en SGE. Il est notamment caractérisé par :

– des petites mailles à la paroi (de l’ordre de 1 à 2 microns dans la couche limite laminaire),

– un maillage 3D curviligne (pour prendre en compte la géométrie du profil),

– une physique complexe (transition avec décollement laminaire).

Par ailleurs, la simulation de cette configuration est très restrictive pour la méthode numérique
à cause de la taille des plus petites mailles. Ceci conduit à un pas de temps extrêmement petit
pour les méthodes explicites, ce qui rend ces simulations très coûteuses. De plus, Raverdy et al.
[106] ont montré que la prédiction de la transition laminaire/turbulent pouvait être modifiée par
l’intégration temporelle (explicite ou implicite) adoptée pour la simulation.

Présentation du domaine de calcul

Un détail du domaine de calcul centré sur le profil est présenté sur la figure (4.16). La
zone SGE (x/c ∈ [0.07; 0.2]) contient la totalité de la zone de transition et elle s’étend dans les
régions où la couche limite est laminaire et turbulente pleinement développée pour minimiser les
problèmes de raccord entre les régions RANS et SGE. Le lecteur trouvera dans la référence [93]
plus de détails concernant ce raccord. Cette zone SGE contient 6 × 105 cellules : 416 × 48 × 30
dans les directions longitudinale, normale à la paroi et transverse respectivement.

Un premier calcul explicite (avec un nombre CFL = 1.3) a été effectué afin d’obtenir un
résultat de référence. En effet, du fait de la taille du bulbe, des mesures expérimentales dans
la zone de transition ne sont pas à disposition. Ainsi, le résultat numérique obtenu avec la
méthode explicite est considéré ici comme une référence. L’objectif est donc de retrouver les
résultats explicites en utilisant la méthode implicite. En effet, des schémas Runge-Kutta d’ordre
trois sont couramment utilisés pour des études académiques de transition en SND [3]. Un des
objectifs de cette partie est de savoir si, avec cette méthode d’intégration implicite, la prédiction
d’une transition avec décollement est possible. L’évaluation est basée sur l’écoulement moyen,
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Fig. 4.16: Représentation du maillage utilisé pour les calculs tiré de [93]

les profils des tensions de Reynolds et les spectres de pression pariétale à différentes positions
longitudinales : dans les régions laminaire, de transition et turbulente pleinement développée.
La méthode numérique utilisée dans [83, 81, 106, 62] est ainsi évaluée sur un cas réaliste et
complexe.

Le tableau (4.2) résume l’exploration du plan de paramètres (CFL, N). Le calcul effectué

CFL = 17 CFL = 34 CFL = 68 CFL = 136

N = 4 8 12 8 16 16 32 32 64

Tab. 4.2: Paramètres (CFL,N) pour les calculs de couche limite

avec (CFL, N)=(17,4) est semblable à celui réalisé par Mary et Sagaut [83] où les résultats
numériques sont en très bon accord avec les résultats expérimentaux dans la zone pleinement
turbulente. Le pas de temps numérique utilisé pour ce calcul correspond à ∆t = 0.25µs. Dans
un premier temps, l’influence de N est examinée à un nombre maximal de CFL fixé à 17. Ainsi,
nous verrons l’influence du taux de convergence du processus interne de Newton sur le champ
moyen, les fluctuations de vitesses et de pression ainsi que celle du spectre de pression sur le taux
de convergence du processus interne de Newton. Nous verrons également avec quelle précision
le système non-linéaire doit être résolu sur ce cas pour obtenir des résultats en bon accord avec
ceux donnés par le calcul explicite. Ensuite, l’effet de la taille du pas de temps numérique est
étudié. Pour cela, les simulations sont refaites avec de plus grands pas de temps et donc de plus
grandes CFL. Nous verrons ainsi s’il est possible d’augmenter le pas de temps sans détériorer
la précision de la solution numérique. Comme cela a déjà été spécifié précédemment, utiliser de
grands pas de temps introduit de la dissipation numérique [88]. Nous verrons ainsi qu’elle en est
l’effet sur les fluctuations de vitesse et le spectre de pression.

Effet du taux de convergence

L’influence du niveau de convergence du processus de Newton sur la précision de la solution
numérique est tout d’abord évaluée. Ainsi, nous trouverons le nombre d’itérations optimal et
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donc le taux de convergence optimal pour pouvoir retrouver les résultats explicites concernant
les fluctuations de vitesse et le spectre de pression.
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Fig. 4.17: Sensibilité de la vitesse longitudinale moyenne en x/c = 0.09 (gauche), en x/c = 0.13
(centre) et en x/c = 0.17 (droit) sur le taux de convergence du processus interne

Dans un premier temps, l’écoulement moyen longitudinal en fonction de la distance à la
paroi est observé. Cette observation est faite à plusieurs positions longitudinales : x/c = 0.09
(dans la zone du décollement laminaire), x/c = 0.13 (dans la zone du recollement turbulent) et
x/c = 0.17 (dans la région où la turbulence est pleinement développée). Les solutions numériques
sont représentées sur la figure (4.17). Il apparâıt que l’écoulement moyen semble peu sensible
au taux de convergence. En effet, les trois simulations implicites donnent des solutions en bon
accord avec la référence explicite. On note quelques différences en x/c = 0.09 et x/c = 0.13 dans
la zone où la transition s’effectue entre la simulation avec N = 4 et les autres. Cependant ces
erreurs sont tout à fait acceptables puisque le comportement est bien représenté.
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Fig. 4.18: Sensibilité de la fluctuation de vitesse longitudinale en x/c = 0.09 (gauche), en
x/c = 0.13 (centre) et en x/c = 0.17 (droit) sur le taux de convergence du processus interne

Ensuite, nous nous intéressons aux fluctuations de vitesses représentatives de l’instationna-
rité de l’écoulement simulé. Ces variables sont mal représentées par des calculs RANS même
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instationnaires. Il est donc pertinent de voir la sensibilité de ces grandeurs sur le taux de conver-
gence du processus interne. Des différences notables sont observées dans la zone du décollement
laminaire (x/c = 0.09). Les erreurs de convergence ont ici un effet de diffusion conséquent
puisque les pics de la variable urms obtenus avec la méthode explicite sont très atténuées avec
le calcul implicite N = 4. Réduire les erreurs de convergence revient à réduire cette diffusion
numérique. Le triple pic de urms, caractéristique de la présence d’un bulbe de séparation [84],
témoigne d’une bonne prédiction du scénario de la transition. Le même phénomène de diffusion
numérique lié à la convergence incomplète du processus de Newton dans la zone du recollement
turbulent (x/c = 0.13) est observé. Les différences entre les solutions implicites sont cependant
moins marquées. Par contre, dans la zone où la turbulence est pleinement développée dans la
couche limite, l’accord entre les simulations explicite et implicites est tout à fait acceptable. On
voit tout de même l’effet de la dissipation où le second pic de urms est plus atténué avec N = 4
qu’avec N = 12. Mais les différences engendrées restent ici négligeables. Le profil de urms obtenu
à x/c = 0.17 est analogue à celui obtenu par Aubertine et Eaton [9] dans le cas d’une couche
limite turbulente soumise à un gradient de pression adverse.
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Fig. 4.19: Sensibilité des fluctuations de vitesse longitudinale et transverse (gauche) et de pres-
sion (droit) à y+ ≈ 30 sur le taux de convergence du processus interne

Ensuite, notre attention se porte sur l’évolution longitudinale des fluctuations de vitesse et
de pression représentée sur la figure (4.19). Il apparâıt clairement que c’est dans la zone de
transition (x/c ∈ [0.09, 0.15]) que l’influence du nombre d’itérations internes est le plus visible.
La valeur du pic de urms décrôıt avec N et sa position se déplace vers l’aval. Ceci est également
observé sur prms. Sur ces deux variables, on remarque que les erreurs de convergence ont un
effet dissipatif au vu de l’atténuation du pic et un effet dispersif au vu du déplacement du pic.
Le déplacement pour ces deux variables est d’ailleurs un retard. Il y a un décalage du point
de transition. Par contre, pour wrms, le comportement est totalement opposé. Les erreurs de
convergence ont un effet d’amplification du signal (anti-diffusion) mais impliquent également un
déplacement du pic vers l’aval (avance). Par conséquent, il semble qu’un faible taux de conver-
gence implique une plus rapide transformation des structures bidimensionnelles en structures
tridimensionnelles. Le niveau de la fluctuation longitudinale n’a donc pas le temps d’atteindre le
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niveau maximal donné par la référence et décrôıt plus vite. Cependant, dans la zone pleinement
turbulente x/c ≥ 0.17, les comportements asymptotiques des solutions numériques explicite et
implicites sont similaires même avec le taux de convergence le plus faible (N = 4). Cependant,
on observe que sur la variable wrms, la solution implicite avec N = 4 nécessite plus de temps
pour recoller avec le comportement asymptotique explicite. En fait, Mary et Sagaut [83] montrent
que cette solution a un comportement en accord avec les données expérimentales pour x/c ≥ 0.3.
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Fig. 4.20: Sensibilité du spectre de pression en x/c = 0.09 (gauche) et en x/c = 0.17 (droit) sur
le taux de convergence du processus interne

Finalement, le spectre de la pression est représenté sur la figure (4.20). Les pics du spectre
de pression sont liés aux instabilités de Kelvin-Helmotz qui se développent dans le bulbe lami-
naire où le profil de vitesse est inflectionel. Les plus grandes valeurs des pics sont obtenues avec
l’intégration explicite pour x=̧0.09. Avec N = 8, ces pics sont bien retrouvés. Par contre, avec
N = 4 tous les niveaux des pics sont atténués. La fréquence du mode fondamentale (7 000Hz)
correspond à environ 570 pas de temps à CFL=17. Là encore, les erreurs de convergence ont,
semble-t-il, un effet de dissipation. De plus, le deuxième à 14 000 Hz et le troisième à 21 000 Hz
harmoniques sont carrément supprimés. Les écarts entre les solutions implicites avec N = 8 et
N = 4 sont liés au fait que la transition ne se déroule pas de la même façon dans les deux simu-
lations. Du fait de la plus grande rapidité de la transformations des structures bidimensionnelles
en structures tridimensionnelles, le calcul avec N = 4 ne représente pas correctement les inter-
actions qui se produisent. Dans la zone où la turbulence est pleinement développée (x/c = 0.17),
les différences entre les spectres sont atténuées et la décroissance pour les hautes fréquences est
la même pour les calculs explicites et implicites.

Nous allons maintenant nous intéresser au taux de convergence du processus interne. La
norme L2 du résidu du Newton pour l’équation de la première composante de la quantité de
mouvement est donnée sur la figure (4.21). Comme pour le tourbillon, la vitesse de convergence
est pratiquement la même pour les trois simulations, seuls les taux de convergence diffèrent. La
norme de l’erreur initiale est divisée par 5.9 pour N = 4, par 18.2 pour N = 8 et par 40.7 pour
le cas N = 12. On voit que l’on est très loin du taux de convergence que l’on obtenait avec le
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Fig. 4.21: Convergence du processus de Newton sur l’équation de la première composante de la
quantité de mouvement

tourbillon. Ceci est du à la complexité du cas simulé. Cependant, on voit que l’on peut avoir des
résultats réalistes avec un faible taux de convergence. Obtenir un meilleur taux de convergence
est très cher au niveau du temps CPU. Les coûts de calcul des simulations implicites sont rap-

Explicite N=4 N=8 N=12

Temps CPU (%) 100 25 50 75

Tab. 4.3: Comparaison des temps CPU des simulations explicite et implicites à CFL=17

pelés sur le tableau suivant (4.3). Le facteur de réduction du temps de calcul par rapport à la
référence explicite est de 4 pour N = 4, 2 pour N = 8 et 3/4 pour N = 12.

En conclusion de toutes les observations menées ici, la valeur N = 4 qui est satisfaisante
dans [83], est ici insuffisante au vu de la sous-estimation des pics du spectre de pression dont la
prédiction est primordiale pour les études aéroacoustiques. Par contre, la valeur N = 8 permet de
retrouver ces pics : les positions ainsi que les valeurs sont en bon accord avec la référence explicite.
De plus, concernant les fluctuations de vitesse et de pression, le comportement asymptotique
explicite est retrouvé et la position du pic lié à la transition est relativement en bon accord avec
la référence.

Effet de la taille du pas de temps numérique

Comme cela a été dit pour le cas du tourbillon, le nombre d’itérations internes n’est pas
le seul élément influant sur la précision de la solution numérique. En effet, la taille du pas de
temps numérique a elle aussi un impact sur la vitesse de convergence du Newton. De plus,
comme dit précédemment, utiliser de trop grands pas de temps peut altérer la dynamique des
échelles responsables de la physique de l’écoulement que l’on veut simuler. Ainsi, il est possible
d’observer des relaminarisations parasites comme l’ont vu Choi et Moin [19] sur leur SND de
canal plan incompressible. De plus, comme un schéma implicite A-stable est utilisé, la taille du
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pas de temps n’est limitée théoriquement par aucune contrainte de stabilité numérique. Il est
naturel de vouloir savoir jusqu’à quelle taille de pas de temps, nous pouvons aller pour résoudre
précisément le problème instationnaire. Voilà, donc les raisons qui nous poussent à regarder
l’influence du pas de temps sur la précision de la solution numérique.

explicite implicite implicite

CFL 1.3 17 34 68 136 17 34 68 136

N / 8 16 32 64 4 8 16 32

CFL/N) / ≈ 2 ≈ 4

temps CPU (%) 100 50 25

Tab. 4.4: Efficacité informatique des simulations implicites comparées à la référence explicite

Nous considérons les couples de même coût informatique (CFL,N)=(17, 4), (34, 8), (68, 16)
et (136, 32) par rapport aux couples deux fois plus chers informatiquement (CFL, N) = (17, 8),
(34, 16), (68, 32) et (136, 64). Le tableau (4.4) résume le coût informatique des simulations im-
plicites par rapport à l’explicite. Par ailleurs, La fréquence du mode fondamentale (7 000Hz)
des instabilités correspond à environ 285 pas de temps à CFL=34, 142 pas de temps à CFL=68
et à 71 ∆t pour CFL=136.

La figure (4.22) montre que les fluctuations rms avec (CFL, N)=(17, 4), (34, 8) et (68, 16)
sont similaires. Les pics ont la même position, le même niveau et les comportements asympto-
tiques sont similaires. On remarque que les fluctuations obtenues avec (CFL, N)=(136,32) sont
légèrement différentes des autres. De plus, les spectres de pression dans la zone de transition et
dans la zone turbulente sont en bon accord entre les solutions implicites. Pour les fréquences
supérieures à 50 000Hz, ce qui correspond à 10 pas de temps lorsqu’on choisit CFL=136, on
observe des différences pour le spectre dans la zone turbulente. Ceci est probablement du à la
grande du taille du pas de temps pour CFL=136. Comme il a été vu dans le paragraphe précédent,
les différences avec la référence explicite sont notables du fait de la trop faible convergence du
processus interne.
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Fig. 4.22: Fluctuations de vitesse longitudinale et transverse à y+ ≈ 30
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Fig. 4.23: Spectre de pression à x/c = 0.09 (droit) et à x/c = 0.17 (gauche)

La figure (4.24) montre également un bon accord entre les cas (17, 8), (34, 16) et (68, 32).
Pour les fluctuations de vitesse urms et wrms à y+ ≈ 30, les pics ont la même position et la
même valeur. De plus le même comportement asymptotique est obtenu en faisant crôıtre x/c.
Par contre, les résultats obtenus avec (CFL, N) = (136, 64) ne sont pas en accord avec les autres.
Comme le taux de convergence est relativement proche des autres calculs implicites, ceci est dû à
la trop grande taille du pas de temps. Par ailleurs, la figure (4.24) montre le spectre de pression à
x/c = 0.09 et à x/c = 0.09. Les valeurs des pics et les fréquences sont assez proches non seulement
entre les solutions implicites mais aussi avec la référence explicite. On remarque cependant que
les principaux pics obtenus avec (CFL, N)=(34, 16) et (68, 32) sont significativement plus étroits
que ceux obtenus du calcul explicite et de la simulation avec (CFL, N)=(17, 8). Ceci montre une
perte d’information. On retrouve la dégradation du spectre pour des fréquences supérieures à
50 000Hz avec CFL=136 qui est liée à la “trop” grande taille du pas de temps.

Par conséquent, en contraste avec les simulations de canal plan incompressible de Choi &
Moin [19], il semble que de grands pas de temps et donc de grands nombres CFL peuvent être
utilisés sans détériorer l’accord avec la simulation explicite du moment que N soit suffisamment
grand. Le nombre CFL dans l’article de Choi et Moin est basé sur la convection (dont la vitesse
caractéristique est |u|+c). Dans notre étude, nous utilisons le nombre CFL généralisé qui prend en
compte la contrainte la plus restrictive entre celle liée à la convection et celle liée à la diffusion.
On montre sur le cas présent que que l’échelle de temps donnée par la condition de stabilité
numérique est très restrictive par rapport à l’échelle de temps physique puisque l’emploi de
grands nombres CFL ne détériore pas la solution numérique. Ceci justifie l’emploi de schémas
implicites sur ce cas. Comme N doit augmenter proportionnellement par rapport au nombre
CFL, aucun gain n’est obtenu. En fait comme cela a déjà été observé par Hahn & Choi [40]
sur un jet plan dans un écoulement laminaire incompressible, une convergence lente est obtenue
pour de plus grands nombres CFL (cf. figure (4.26)). Par conséquent, pour obtenir une précision
suffisante avec ces nombres CFL maximaux, un plus grand nombre d’itérations internes doit
être obtenus. La norme L2 de l’erreur initiale est divisée par 18.2 pour (CFL, N) = (17, 8),
par 24.5 pour (CFL, N) = (34, 16), par 25.7 pour le cas (CFL, N) = (68, 32) et par 28.8 pour
(CFL, N) = (136, 64). On retrouve ainsi que le taux de convergence du processus de Newton
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Fig. 4.26: Convergence du processus de Newton sur l’équation de la première composante de la
quantité de mouvement

n’est pas le seul à influer sur la qualité des résultats implicites.

La prédiction des statistiques dans la zone de transition montre une plus grande demande
numérique que celle dans la zone turbulente développée [83]. En fait, même si le rapport CFL/N ≈
17/4 permet une réduction du temps CPU par un facteur 4 comparativement à la référence
explicite. Cependant la différence entre les deux solutions numériques obtenues est significative.
Nous devons par conséquence doubler le nombre d’itérations N , ce qui permet de diviser par 2
le temps CPU du calcul explicite sans altérer la qualité des résultats. De plus, les simulations
effectuées avec des nombres CFL plus élevés mènent à des observations similaires : il y a un très
bon accord entre les solutions numériques si le rapport CFL/N est gardé constant.

Maintenant que la méthode numérique a été évaluée et que l’on a montré que cette méthode
implicite permettait de retrouver correctement une transition avec décollement laminaire, il faut
se concentrer sur l’amélioration nécessaire de cette dernière pour pouvoir réaliser la simulation
ambitieuse souhaitée.

4.3 Amélioration de la précision de la méthode numérique

Deux types d’erreurs détériorent la précision de la procédure qui vient d’être évaluée. Il
s’agit de l’erreur du schéma numérique (due aux discrétisations spatiale et temporelle décrites
dans le chapitre précédent) et de l’erreur de convergence du processus itératif. Concernant la
discrétisation spatiale, le choix a été de conserver le schéma de Mary et Sagaut puisqu’il offre
un bon compromis entre efficacité, précision et robustesse.

Par conséquent, la précision de la méthode numérique dépend à la fois du schéma d’intégration
temporelle retenu, mais également de la résolution du système non-linéaire. Pour des raisons
d’efficacité, le système non-linéaire n’est pas résolu jusqu’à la précision machine. Ainsi, pour
augmenter la précision de la méthode numérique, il est possible soit de changer le schéma
d’intégration temporelle, soit d’utiliser des techniques permettant de résoudre de façon plus
précise le problème non-linéaire.

On s’attend à ce que cela se fasse au détriment de l’efficacité soit par une augmentation du
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stockage de la mémoire, soit par des opérations supplémentaires, ce qui va se traduire par une
augmentation du temps de calcul. Il faudra ainsi toujours vérifier si l’efficacité n’est pas trop
dégradée par l’amélioration de la précision.

4.3.1 Augmentation de l’ordre formel du schéma de discrétisation temporelle

Afin d’améliorer la précision, l’idée la plus naturelle est d’accrôıtre l’ordre formel de la
discrétisation temporelle. Cela se fait en modifiant le schéma d’intégration temporelle. Par
exemple, plusieurs auteurs [6, 5] ont utilisé comme discrétisation temporelle une approxima-
tion d’ordre trois en temps pour remédier au caractère dissipatif du schéma de Gear. Le schéma
à une étape satisfaisant ces exigences est le schéma BDF3 (Backward Difference Formula) qui
s’écrit sous la forme suivante :

11Un+1
ijk − 18Un

ijk + 9Un−1
ijk − 2Un−2

ijk

6∆t
|Ωijk| +Rn+1

ijk = 0

Ce schéma nécessite un niveau de temps en plus par rapport au schéma de Gear, ce qui implique
un besoin en mémoire plus important pour le stockage de ce dernier. Le temps de calcul doit a
priori être du même ordre de grandeur du fait de la linéarisation de Rn+1

ijk .

Analyse de l’erreur de troncature du schéma BDF3

En appliquant ce schéma à l’équation modèle (3.15) et en utilisant les développements de
Taylor de un, de un−1 et de un−2 autour du temps tn+1, on a :

dtu
n+1 = f

(
un+1

)
+

1

4
∆t3d4

ttttu
n+1 +O

(
∆t4

)
(4.5)

Ceci confirme bien l’ordre trois du schéma en temps. D’autre part, pour l’équation modèle (3.15),

l’erreur de troncature du schéma BDF3 est en
1

4
∆t3d4

ttttu
n+1.

Mais, contrairement au schéma de Gear, il n’est pas A-stable ce qui signifie que pour cer-
tains schémas en espace et pour certains problèmes, il peut diverger. En effet, Dahlquist [24] a
montré que les méthodes numériques à coefficients constants et à plusieurs niveaux de temps
(par exemple, les schémas d’Euler explicite, d’Euler implicite, Gear, Crank-Nicolson, BDF3, ...)
ne pouvaient pas être A-stables si l’ordre de leur précision en temps était supérieur ou égal à
trois. Ainsi, un schéma linéaire à plusieurs niveaux de temps A-stable est au mieux d’ordre deux
en temps.

Résultats numériques

Le schéma BDF3 est maintenant évalué sur les deux cas tests présentés précédemment. Pour
cela, les solutions numériques obtenues avec les schémas de Gear et BDF3 sont comparées.
Pour effectuer cette comparaison, le même nombre d’itérations internes N est utilisé. Cette
comparaison va être représentative des comportements des deux schémas. La référence numérique
reste le calcul explicite (avec CFL = 1). Les solutions numériques sont représentées sur la figure
(4.27).

On voit que lorsque peu d’itérations sont utilisées (N = 6) de fortes oscillations apparaissent
ce qui montre d’éventuels problèmes de stabilité. Par contre, la position du coeur du tourbillon
obtenue avec le schéma BDF3 est meilleure que celle donnée par Gear. Lorsqu’on augmente le
nombre d’itérations N , d’une part les oscillations sont réduites et d’autre part la position du
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Fig. 4.27: Comparaison des schémas de Gear et BDF3 sur l’advection de tourbillon

coeur du tourbillon devient quasiment identique à celle donnée par la référence explicite. Les
différences entre Gear et BDF3 s’estompent également. En revanche, même lorsque beaucoup
d’itérations internes sont utilisées (N = 20), bien que fortement atténuées les oscillations sont
toujours présentes. Ceci vient du fait de la non A-stabilité du schéma BDF3, ce qui peut donc
poser des problèmes sur des configurations plus complexes.

À ce sujet, le calcul avec le couple de paramètres (CFL, N) = (17, 8) pour le second cas test
a été effectué avec le schéma BDF3. Comme cela a déjà été remarqué, le calcul avec ces deux
paramètres donne avec Gear des résultats implicites proches des résultats explicites. Par contre,
avec BDF3, ce calcul diverge.

Avec le schéma en espace que nous utilisons, on voit apparâıtre des problèmes de stabilité du
schéma BDF3. La propriété de A-stabilité est donc importante pour la simulation instationnaire
d’écoulements turbulents dans cette étude. Cependant, avec un autre schéma en espace, il est
tout à fait possible que le schéma BDF3 n’engendre pas de tels problèmes de robustesse. Ainsi,
dans cette étude, les schémas considérés sont à une étape et A-stables. Ils sont donc au mieux
d’ordre deux en temps [24].

4.3.2 Réduction de l’erreur de troncature de l’intégration temporelle

Dahlquist [24] a également montré que le schéma de Crank-Nicolson avait la plus faible er-
reur de troncature de tous les schémas linéaires à plusieurs niveaux de temps A-stables. Ainsi, ce
schéma possède les mêmes propriétés que le schéma de Gear (A-stabilité et précision d’ordre deux
en temps) tout en ayant une erreur de troncature plus faible. À ce propos, Marx [79] montre qu’il
est moins dissipatif et plus précis que le schéma de Gear dans le cadre d’écoulements instation-
naires laminaires. De plus, il a été utilisé avec succès dans le contexte instationnaire turbulent
de la SND d’interaction choc/couche limite [134], de la SGE de couche limite transitionnelle sur
un profil d’aile [140] et pour la SGE d’écoulements à bas-mach de canal et de cylindre [71]. Le
schéma de Crank-Nicolson appliqué à l’équation (3.8) s’écrit sous la forme :

Un+1
ijk − Un

ijk

∆t
|Ωijk| +

1

2

(
Rn+1

ijk +Rn
ijk

)
= 0

D’une part, ce schéma ne nécessite pas le stockage du niveau temporel n − 1 mais il exige le
stockage de Rn

ijk, ce qui revient exactement au même en terme de mémoire. De la même façon,

86



le coût de calcul de ce dernier doit être du même ordre de grandeur que celui de Gear du fait
de la linéarisation de Rn+1

ijk .

Analyse de l’erreur de troncature du schéma de Crank-Nicolson

Afin d’obtenir l’erreur de troncature de ce schéma, il faut se concentrer uniquement sur le
problème temporel. Ainsi nous l’appliquons à l’équation modèle (3.15), ce qui donne, en utilisant
le développement de Taylor de un autour du temps tn+1 :

dtu
n+1 = f

(
un+1

)
+

1

12
∆t2d3

tttu
n+1 +O

(
∆t3

)
(4.6)

On voit ainsi que le schéma de Crank-Nicolson approche l’équation (3.15) à l’ordre 2 en temps,

de plus, son erreur de troncature est en
1

12
∆t2d3

tttu
n+1. Cette erreur de troncature est plus faible

que celle du schéma de Gear en comparant les deux équations (3.16) et (4.6), ce qui est en accord
avec la littérature [24].

Analyse de la stabilité au sens de von Neumann

Pour effectuer cette analyse, nous considérons dans un premier temps l’équation d’advection
linéaire suivante :

∂tu+ a∂xu = 0 avec a ∈ IR+

En appliquant le schéma de Crank-Nicolson avec une discrétisation spatiale centrée d’ordre deux,
on obtient :

un+1
i − un

i

∆t
+

1

2

(
a
un+1

i+1 − un+1
i−1

2∆x
+ a

un
i+1 − un

i−1

2∆x

)
= 0, i ∈ ZZ

Tout comme cela a été fait pour le schéma de Gear, on introduit l’harmonique un
i = ûneJik∆x,

ce qui nous donne :

ûn+1 − ûn + ûn+1σ

4

(
eJk∆x − e−Jk∆x

)
+ ûnσ

4

(
eJk∆x − e−Jk∆x

)
= 0

avec σ = a∆t
∆x . On obtient donc le facteur d’amplification h = ûn+1

ûn suivant :

h =
2 − Jσ sin(k∆x)

2 + Jσ sin(k∆x)

On remarque donc que pour tout nombre d’onde k et pour tout pas de temps, on a :

|h| = 1

Cela prouve que ce schéma n’est pas dissipatif contrairement au schéma de Gear. Les erreurs in-
troduites par ce schéma sont dispersives et entrâınent donc un déphasage du signal sans atténuer
son amplitude.

Nous allons maintenant effectuer la même étude en considérant l’équation de convection-
diffusion :

∂tu+ a∂xu = ν∂2
x2u avec (a, ν) ∈ IR+ × IR+
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En appliquant le schéma de Crank-Nicolson en conjonction avec des schéma centrés pour ap-
proximer les dérivées spatiales, on a :

un+1
i − un

i

∆t
+

1

2

(
a
un+1

i+1 − un+1
i−1

2∆x
− ν

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

∆x2

)

+
1

2

(
a
un

i+1 − un
i−1

2∆x
− ν

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x2

)
= 0

Avec l’utilisation de l’harmonique un
i = ûneJik∆x, le facteur d’amplification est :

h =
2 + 2β

(
cos(k∆x) − 1

)
− Jσ sin(k∆x)

2 − 2β
(

cos(k∆x) − 1
)

+ Jσ sin(k∆x)

avec σ = a∆t/∆x et β = ν∆t/∆x2. On fait intervenir ici aussi le nombre de Reynolds de maille
Re = σ/β = a∆x/ν. On montre facilement que :

|h|2 =

[
2 + 2β

(
cos(k∆x) − 1

)]2
+ σ2 sin2(k∆x)

[
2 − 2β

(
cos(k∆x) − 1

)]2
+ σ2 sin2(k∆x)

La norme du facteur d’amplification est donnée par la figure (4.28). Sur la figure de gauche,
l’influence du nombre de Reynolds de maille à nombre CFL fixé est représentée. On voit ainsi
que lorsque la convection l’emporte sur la diffusion (Re ≥ 10), plus le nombre de Reynolds de
maille est grand, plus les hautes fréquences sont atténuées. Le domaine des fréquences atténuées
augmente également avec Re. Par contre, lorsque la diffusion devient significative (Re = 1),
les basses et moyennes fréquences sont fortement atténuées ce qui montre un caractère diffusif.
Sur la figure de droite, l’effet du nombre CFL à nombre de Reynolds fixé sur l’amplitude du
facteur d’amplification est donné. Plus le nombre CFL augmente, plus les hautes fréquences sont
atténuées. Par contre les basses et moyennes fréquences ne le sont pas. On voit là encore le
caractère non-diffusif du schéma de Crank-Nicolson contrairement au schéma de Gear. Ainsi,
seules des erreurs de dispersion sont créées par ce schéma. Marx [79] montre que ces erreurs
peuvent être très grandes lorsque le pas de temps est grand et que ceci peut déstabiliser la
simulation.

Par ailleurs, on remarque que lorsqu’on considère uniquement la diffusion (a = 0 et σ = 0),
on a lim

∆t→+∞
h = −1. On obtient donc une solution numérique oscillante en temps pour de trop

grands pas de temps. La monotonie du schéma (0 ≤ h ≤ 1) n’est plus respectée. De plus, comme
|h| tend vers 1, les erreurs ne sont pas atténuées. Cela avère ce que Marx [79] avait trouvé.

Cependant, le schéma utilisé n’est pas le schéma exact de Crank-Nicolson. Nous allons donc
étendre l’étude faite au schéma approché. Pour cela, l’équation de convection-diffusion suivante
∂tu+a∂xu = ν∂2

x2u est considérée. Comme précédemment, on utilise des discrétisations spatiales
centrées, une procédure de Newton associée à des approximations concernant la Jacobienne et

à une résolution approchée. En posant un
i = ûneJki∆x, u

(l)
i = û(l)eJki∆x avec û(0) = ûn et

û(N) = ûn+1, et en faisant intervenir le facteur d’amplification g(l) le facteur d’amplification
d’une itération du processus de Newton, on obtient :

αg(l) = τ + γ
ûn

û(l)
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Fig. 4.28: Facteur d’amplification |h| du schéma de Crank-Nicolson : pour différents Re à CFL=4
(gauche) pour différents CFL à Re = 100 (droit)

avec τ = D
[
− 1 + β(cos(k∆x) − 1) − J σ

2 sin(k∆x)
]

+ α, D =
1+ σ

2
+β

θ ,

θ = 1 + σ
2 (1 − cos(k∆x) + β

2 (2 − cos(k∆x) + J σ+β
2 sin(k∆x),

α = 1 + σ
2 + β

2 (2 − cos(k∆x) − J β
2 sin(k∆x) et γ = D

[
1 + β(cos(k∆x) − 1) − J σ

2 sin(k∆x)
]
.

On montre comme précédemment que :

h =
( τ
α

)N
+
γ

α

N−1∑

j=0

( τ
α

)j

L’effet de la convergence incomplète du processus de Newton est représenté sur la figure (4.29).
Comme cela a déjà été vu, avec un grand nombre d’itérations interne, on retombe sur le schéma
de Crank-Nicolson exact. Là encore, ce sont les hauts nombre d’onde qui réclament un bon
taux de convergence. Cependant, on remarque que les faibles taux de convergence ont un effet
d’anti-diffusion. Ce comportement rend instable le calcul au vu du caractère non-disspatif du
schéma de Crank-Nicolson. Ainsi, la robustesse du calcul nécessite une grande décroissance du
résidu du Newton avec l’emploi du schéma de Crank-Nicolson.

Résultats numériques

Le schéma de Crank-Nicolson est maintenant évalué sur les deux cas tests de SND/SGE com-
pressibles déjà abordés auparavant. Pour cela, les solutions numériques obtenues avec les schémas
de Gear et de Crank-Nicolson (CN) seront comparées en utilisant le même nombre d’itérations
internes N et le même pas de temps (et donc même CFL). Ces solutions sont représentées sur
la figure (4.30). On remarque que lorsque 12 itérations sont utilisées, la solution obtenue avec
le schéma de Crank-Nicolson est plus précise que celle produite par le schéma de Gear. En
effet, il n’y a pas d’oscillations dans la première moitié du domaine de calcul et la position
du coeur du tourbillon est en bon accord avec celle donnée par la référence explicite. L’am-
plitude se comporte également mieux. On retrouve ici ce que Marx avait déjà montré [79] : le
schéma de Crank-Nicolson est moins diffusif que le schéma de Gear. Ce qui est tout à fait en
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Fig. 4.29: Effet du taux de convergence du processus interne sur la norme du facteur d’amplifi-
cation |h| à CFL=8
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Fig. 4.30: Comparaison des schémas de Gear et de Crank-Nicolson sur l’advection de tourbillon
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accord avec Weber [139] qui trouve le schéma de Crank-Nicolson plus précis pour des calculs de
développement d’ondes de Tollmien-Schlichting et de couche limite de plaque plane. Lessani et
al. [71] trouvent la même chose pour un écoulement à bas-mach de canal turbulent.

De plus, la convergence du processus de Newton avec l’emploi de ces deux schémas d’intégration
temporelle implicite est représentée sur la figure (4.31). Le schéma de Crank-Nicolson permet à
la méthode de Newton de converger plus vite augmentant ainsi le taux de convergence lorsque
le même nombre d’itérations internes est utilisé. Ce résultat est en adéquation avec la meilleure
précision de la solution obtenue avec Crank-Nicolson. Avec l’utilisation du schéma de Crank-
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Fig. 4.31: Convergence du processus interne avec l’emploi des schémas de Gear ou de Crank-
Nicolson

Nisolson, la norme L2 de l’erreur initiale est divisée par 160 avec N = 12. Pour le schéma de
Gear, on a vu que ce facteur ne valait seulement que 50. Le schéma de Crank-Nicolson présente
finalement deux avantages par rapport au schéma de Gear. D’une part, il n’est pas dissipatif pour
de grands pas de temps (cf analyse de von Neumann du schéma exact de Crank-Nicolson). Pour
s’en convaincre, nous avons effectué comme pour le schéma de Gear des calculs en augmentant
le pas de temps. Les résultats sont montrés sur la figure (4.32). Il apparâıt clairement que les
solutions numériques sont en bon accord. L’amplitude du coeur du tourbillon n’est pas atténuée.
Par contre, avec un grand pas de temps, la position du centre du tourbillon est modifiée et des
oscillations apparaissent. Ceci signifie que les erreurs de dispersion augmentent avec le pas de
temps. Ceci est d’ailleurs la cause de la déstabilisation observée par Marx [79]. Par contre le
caractère non-dissipatif du schéma de Crank-Nicolson est encore avéré. Ceci signifie que si le
processus de Newton a bien convergé la solution numérique de Crank-Nicolson se comportera
mieux que celle de Gear. D’autre part, le schéma de Crank-Nicolson permet au processus de
Newton d’accélérer sa convergence. Ces deux raisons montrent toute l’attractivité de ce schéma.

Cependant, le calcul avec le schéma de Crank-Nicolson où 6 itérations sont utilisées, diverge.
Ceci est du à l’effet d’anti-dissipation que nous avons mis en lumière lors de l’étude de von
Neumann. En effet, cette anti-diffusion n’est pas compensée car le schéma de Crank-Nicolson
n’est pas diffusif. De la même façon, pour la couche limite transitionnelle des problèmes de
robustesses apparaissent. En particulier, le calcul avec (CFL, N) = (17, 8) diverge. Pour obtenir
un calcul ne divergeant pas, il faut utiliser 16 itérations internes. Les résultats sont donnés par
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Fig. 4.32: Sensibilité de la solution numérique du schéma de Crank-Nicolson (gauche) et du
schéma de Gear (droit) au pas de temps

la suite. L’écoulement moyen est représenté sur la figure (4.33). On voit qu’il y a une forte

u (m.s-1)

y
(m

)

0 20 40 60 80 100
0

0.0005

0.001

0.0015
explicite
Gear N=4 CFL=17
Gear N=8 CFL=17
CN N=16 CFL=17

u (m.s-1)

y
(m

)

0 20 40 60 80 100
0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

explicite
Gear N=4 CFL=17
Gear N=8 CFL=17
CN N=16 CFL=17

u (m.s-1)

y
(m

)

0 20 40 60 80
0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0.004

explicite
Gear N=4 CFL=17
Gear N=8 CFL=17
CN N=16 CFL=17

Fig. 4.33: Comparaison des résultats obtenus avec Gear et Crank-Nicolson pour la vitesse lon-
gitudinale moyenne en x/c = 0.09 (gauche), en x/c = 0.13 (centre) et en x/c = 0.17 (droit)

influence du comportement du schéma de Crank-Nicolson sur l’écoulement moyen dans la zone
du décollement. Par contre, dans la zone du recollement et dans la zone où la turbulence est
pleinement développée, les résultats obtenus par Crank-Nicolson et par Gear sont semblables.

Cette tendance est également confirmée par l’observation des fluctuations de vitesse (figure
4.34). Il semble que dans la zone de transition, le schéma de Crank-Nicolson amplifie les trois pics
de urms. En effet, le comportement général est identique à celui obtenu par le schéma explicite et
par le schéma de Gear. Les valeurs sont cependant augmentées. Ceci peut être lié au caractère
non-dissipatif du schéma de Crank-Nicolson. Par contre, plus loin sur le profil d’aile, les résultats
numériques sont en très bon accord.

L’évolution longitudinale des fluctuations de vitesse et de pression est représentée sur la figure
(4.35). Ceci corrobore tout à fait les conclusions émises précédemment. À savoir, dans la zone
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Fig. 4.34: Comparaison des résultats obtenus avec Gear et Crank-Nicolson pour la fluctuation
de vitesse longitudinale en x/c = 0.09 (gauche), en x/c = 0.13 (centre) et en x/c = 0.17 (droit)

de transition, pour x/c ∈ [0.09, 0.13], l’influence du schéma de Crank-Nicolson est notable. On
voit que cela se traduit par un déclenchement de la transition plus tôt. Par contre, dans la zone
où la transition est pleinement développée, les résultats numériques obtenus avec le schéma de
Crank-Nicolson sont en bon accord avec le schéma de Gear et le schéma explicite. Les résultats
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Fig. 4.35: Comparaison des résultats obtenus avec Gear et Crank-Nicolson pour les fluctuations
de vitesse longitudinale et transverse (gauche) et de pression (droit) à y+ ≈ 30 sur le taux de
convergence du processus interne

obtenus avec le schéma explicite et le schéma de Crank-Nicolson ont un comportement similaire.
L’erreur du schéma de Crank-Nicolson se traduit par une avance de phase plutôt que par un
amortissement des variables. On retrouve le fait que ce schéma induit des erreurs de dispersion
et non de dissipation comme Marx [79] le trouvait également.

L’évaluation du schéma de Crank-Nicolson se poursuit par l’exploitation des spectres de
pression dans la zone du décollement et dans la zone turbulente représentés sur la figure (4.36).
Le spectre dans la zone de transition à x/c = 0.09 obtenu par le schéma de Crank-Nicolson est
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très différent de celui obtenu avec le schéma de Gear et le schéma explicite. En effet, les pics sont
déplacés. Le mode fondamentale est de 7 000 Hz pour les schémas de Gear et de Runge-Kutta.
Pour Crank-Nicolson, il est de 6 415 Hz. Cette différence de fréquence est certainement à reliée à
la différence du profil moyen que nous avons mise en évidence. Le comportement général donné
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Fig. 4.36: Comparaison des résultats obtenus avec Gear et Crank-Nicolson pour le spectre de
pression en x/c = 0.09 (gauche) et en x/c = 0.17 (droit)

par le schéma explicite semble être tout de même retrouvé. Dans la zone turbulente à x/c = 0.17,
il existe toujours une différence de la fréquence du mode fondamental 7 000 Hz pour Gear et
Runge-Kutta et 6 415 Hz pour Crank-Nicoslon. Il y a cependant un très bon accord global entre
les diverses solutions numériques.

Comme cela a été fait pour le cas du tourbillon, nous avons également comparé le taux de
convergence des schémas implicites de Gear et de Crank-Nicolson sur le cas sensible de la couche
limite transitionnelle. Celui-ci est représenté sur la figure (4.37). On retrouve là encore, le fait
que le schéma de Crank-Nicolson implique une plus grande vitesse de convergence que le schéma
de Gear.

Le schéma de Crank-Nicolson a des propriétés intéressantes (bonne précision, non-diffusion,
meilleure convergence du processus interne). Cependant, lorsqu’on s’intéresse à des cas réalistes
où il est difficile d’obtenir des taux de convergence excellents, on voit apparâıtre des problèmes
de robustesse. Par ailleurs, sur le cas de la couche limite transitionnelle, ce schéma se montre
deux fois plus cher que Gear en donnant des fréquences différentes que celles obtenues par l’ex-
plicite (figure (4.36)). C’est pour cette raison que le schéma de Crank-Nicolson n’a pas été retenu
pour notre étude.

Les principaux résultats obtenus lors de la comparaison des trois schémas d’intégration tem-
porelle implicite sont donnés dans le tableau suivant (4.5). Le schéma retenu jusqu’à la fin
de l’étude est le schéma de Gear pour sa robustesse. En effet, comme nous l’avons déjà vu
précédemment, le type d’applications réalistes visé nous pousse à privilégier la robustesse de
l’algorithme à la précision de la méthode numérique puisque un très bon taux de convergence
du processus de Newton est difficile et cher à obtenir. De plus, le schéma de Gear s’avère moins
sensible aux erreurs de convergence par rapport aux problèmes de précision et de robustesse.
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Fig. 4.37: Convergence du processus de Newton sur l’équation de la première composante de la
quantité de mouvement avec les schémas de Gear et de Crank-Nicolson

Gear Crank-Nicolson BDF3

Ordre en temps 2 2 3

Tourbillon (CFL, N) = (12, 6) diverge

Profil (CFL, N) = (17, 8) en accord avec l’explicite diverge diverge

Tab. 4.5: Résultats de robustesse des trois schémas d’intégration temporelle

Cependant, la précision de la méthode numérique ne provient pas uniquement du schéma
d’intégration temporelle. En effet, celle-ci dépend également de la manière dont est résolu le
problème non linéaire qui résulte du schéma d’intégration temporelle. Pour des raisons d’effi-
cacité, celui-ci n’est pas résolu jusqu’à la convergence complète du processus de Newton. Des
erreurs de convergence sont donc introduites. La partie suivante expose deux moyens de les
réduire.

4.3.3 Minimisation des erreurs de convergence du processus interne

Réduire les erreurs issues de la convergence incomplète du processus interne de Newton
permet également d’améliorer la précision de la procédure numérique. Pour cela, dans un premier
temps, une initialisation plus précise du processus interne itératif déjà utilisée dans [140] va être
testée. Cette dernière doit réduire les erreurs commises dès le début de la méthode de Newton.
Puis une technique de correction des erreurs de convergence est également évaluée. Celle-ci a
également été utilisée dans [139, 71, 70].

Initialisation du processus interne

On se propose ici de chercher une meilleure initialisation pour la méthode de Newton. Ceci
permettrait de minimiser l’erreur commise lors de la première itération et ainsi de rappro-
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cher la solution initiale du processus de Newton à la solution du problème non-linéaire. Par
conséquent, les erreurs à corriger pour atteindre un taux de convergence suffisant sont réduites.
Le nombre d’itérations internes nécessaire est donc diminué. Techniquement, on recherche U (0)

plus proche de Un+1 que Un. Plusieurs extrapolations basées sur des développements de Tay-
lor sont possibles. Regardons dans un premier temps l’extrapolation à l’ordre un. À partir des
développements de Taylor suivants :





Un+1 = Un + ∆tdtU
n +O(∆t2)

Un−1 = Un − ∆tdtU
n +O(∆t2)

on a tout de suite : 



Un+1 − Un = ∆tdtU
n +O(∆t2)

Un − Un−1 = ∆tdtU
n +O(∆t2)

Ce qui donne :

Un+1 − Un = Un − Un−1 +O(∆t2)

D’où l’initialisation suivante :

U (0) = 2Un − Un−1 (4.7)

Cette extrapolation est à deux niveaux de temps et un seul pas de temps.

Intéressons nous maintenant à l’extrapolation d’ordre deux. De la même façon, à partir des
développements de Taylor suivants :





Un+1 = Un + ∆tdtU
n +

∆t2

2
d2

ttU
n +O(∆t3)

Un−1 = Un − ∆tdtU
n +

∆t2

2
d2

ttU
n +O(∆t3)

Un−2 = Un − 2∆tdtU
n + 2∆t2d2

ttU
n +O(∆t3)

on obtient immédiatement :




Un+1 − Un−1 = 2∆tdtU
n +O(∆t3)

3Un − 4Un−1 + Un−2 = 2∆tdtU
n +O(∆t3)

Ce qui donne :

Un+1 − Un−1 = 3Un − 4Un−1 + Un−2 +O(∆t3)

D’où l’initialisation suivante :

U (0) = 3Un − 3Un−1 + Un−2 (4.8)

Cette extrapolation est à trois niveaux de temps. Elle est d’ailleurs utilisée dans [140] pour la
SGE de l’écoulement turbulent sur un profil d’aile. Weber [139] montre sur le développement
d’ondes de Tollmien-Schlichting que cette extrapolation permet à la fois un calcul plus précis du
facteur d’amplification de ces ondes et une réduction sensible du coût de calcul.
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On remarque que les initialisations (4.7) et (4.8) sont des itérations de Picard. Elles peuvent
donc rencontrer des problèmes de robustesse. À ce propos, Péchier [96] a observé qu’une ini-
tialisation plus précise du processus de Newton pouvait engendrer une déstabilisation. Cette
observation a été retrouvée sur les calculs de l’advection du tourbillon. En effet, le calcul a di-
vergé avant que le tourbillon arrive à sa position finale. C’est pour cela que cette technique n’a
pas été retenue pour la suite de cette étude malgré son attractivité.

On remarque qu’il existe une sorte d’analogie entre cette extrapolation temporelle et l’extra-
polation MUSCL [135]. En effet, ces deux techniques ont pour but de renforcer la précision de la
méthode numérique, mais elles possèdent toutes les deux des effets déstabilisant. Pour conserver
l’avantage de l’extrapolation MUSCL tout en stabilisant la méthode numérique, des limiteurs
sont utilisés. De la même façon, un moyen de stabiliser l’emploi de l’extrapolation temporelle est
peut-être d’utiliser des limiteurs temporels afin d’avoir des schémas TVD en temps. Par faute
de temps, cette voie n’a pas été plus examinée.

Cependant, il existe une autre technique permettant la réduction des erreurs induites par la
convergence incomplète du processus de Newton.

Correction temporelle

La correction temporelle présentée ici a initialement été introduite par Hirt et Harlow [44].
Elle a ensuite été utilisée par Marx [79] pour des calculs instationnaires laminaires et dans [139,
71] pour des calculs instationnaires d’écoulements turbulents. À ce propos, Weber montre que
cette correction temporelle permet une amélioration de la précision de la solution. Cependant,
celle-ci s’avère pour lui moins efficace que l’extrapolation temporelle.

Comme nous l’avons vu auparavant, le système non-linéaire (3.17) n’est pas résolu jusqu’à la
précision machine. Supposons que l’on soit à la date tn où Un et Un−1 sont connues, on cherche
ainsi à trouver Un+1. Finalement, à la fin du processus itératif, nous obtenons :

F(U
n+1

) = ε

où U
n+1

= U (N) est une valeur approchée de Un+1 et ε est un petit paramètre de tolérance
puisque le système est résolu avec une précision suffisante. Ce qui donne lorsque le schéma de
Gear est utilisé :

3U
n+1

2
+

∆t

|Ω|R(U
n+1

) = Φn + ε

avec Φn =
4Un − Un−1

2
comme terme source

(4.9)

Le plus simple est de poser Un+1 = U
n+1

pour la mise à jour, c’est d’ailleurs ce qui est fait
actuellement. Cependant, une autre procédure permet d’éliminer l’erreur ε due à la convergence
incomplète du processus interne de Newton. Cette procédure consiste à calculer Ûn+1 à partir

du calcul de U
n+1

en écrivant l’itération de Picard suivante :

3Ûn+1

2
+

∆t

|Ω|R(U
n+1

) = Φn (4.10)

On pose ensuite Un+1 = Ûn+1 pour la mise à jour. On remarque que U
n+1 − Ûn+1 =

2ε

3
. Il est

donc bien naturel de considérer Ûn+1 comme une valeur approché de Un+1.
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Ainsi, pour le calcul du système au temps (n+2)∆t, on cherche U n+2 en résolvant le problème
non-linéaire suivant :

3Un+2

2
+

∆t

|Ω|R(Un+2) = Φn+1 (4.11)

avec

Φn+1 =





4U
n+1 − Un

2
pour la première procédure

4Ûn+1 − Un

2
pour la deuxième procédure

Ce qui donne en remplaçant U
n+1

et Ûn+1 par leurs expressions données dans les équations
(4.9) et (4.10), respectivement :

3Un+2

2
+

∆t

|Ω|R(Un+2) =





13Un − 4Un−1

6
+ α1 pour la première procédure

13Un − 4Un−1

6
+ α2 pour la deuxième procédure

avec 



α1 = − 4∆t

3|Ω|R(U
n+1

) +
4

3
ε pour la première procédure

α2 = − 4∆t

3|Ω|R(U
n+1

) pour la deuxième procédure

Si l’on compare ces deux expressions avec celle exacte du schéma de Gear :

3Un+2

2
+

∆t

|Ω|R(Un+2) =
13Un − 4Un−1

6
− 4∆t

3|Ω|R(Un+1)

il est clair que ces deux procédures sont des approximations de ce dernier. On remarque qu’avant
la résolution du problème non-linéaire (4.11), des erreurs numériques sont déjà introduites. Elles
sont issues de la résolution du problème non-linéaire à l’itération précédente (calcul de U n+1).
On peut observer qu’avec la première procédure, deux types d’erreurs sont introduites :

ε et
4∆t

3|Ω|
(
R(Un+1) −R(U

n+1
)
)

Par contre, avec la deuxième procédure, l’erreur de résolution ε est elle supprimée. Cette tech-
nique de correction temporelle permet de réduire l’accumulation d’erreurs lors de l’intégration
en temps, ce qui peux permettre l’emploi d’un taux de convergence moins contraignant et donc
moins d’itérations internes. Cependant, il est difficile de comparer les normes ||α1|| et ||α2|| et
donc de savoir si l’une des deux procédures est a priori plus efficace. Weber [139] montre que
l’emploi de cette correction améliore la précision de ses résultats. Cependant, l’itération explicite
(4.10) peut devenir instable pour de grands pas de temps [79].

Pour le cas test de l’advection du tourbillon, lorsque 12 itérations sont utilisées, le calcul
ne diverge pas et la correction améliore la précision du résultat comme nous pouvons le voir
sur la figure (4.38). En effet, les résultats numériques obtenus avec N = 12 et la correction
temporelle sont tout à fait comparables avec ceux obtenus avec N = 20 sans la correction en
terme de précision. Si on observe la convergence du processus de Newton sur la figure (4.39), on
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Fig. 4.38: Effet de la correction temporelle sur la solution numérique obtenue avec le schéma de
Gear
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remarque que la correction temporelle n’a pratiquement aucun effet sur celle-ci. Ceci est tout à
fait naturel puisque les approximations utilisées dans le processus interne sont identiques pour
les deux calculs.

Par contre pour N = 6, des problèmes de robustesse sont observés : le calcul diverge avant
que le tourbillon arrive à sa position finale. Il semble, donc que la correction soit efficace unique-
ment lorsque le nombre d’itérations internes soit suffisant pour obtenir de bons résultats. C’est
également ce qu’a observé Lessani [70] sur sa SGE de canal plan. Cependant, sur les configu-
rations complexes envisagées dans cette étude, il est difficile d’obtenir une solution ayant bien
convergé. Ceci est en effet trop coûteux en terme de temps de calcul. Comme la correction tem-
porelle possède des problèmes de robustesse dans ce cas, elle n’a pas été retenue pour la suite
de l’étude.

4.3.4 Conclusions

Finalement, pour améliorer la précision de la méthode implicite, nous avons tester plusieurs
schémas d’intégration temporelle différents. Le schéma de Crank-Nicolson se comporte mieux que
celui de Gear, lorsque le processus interne est bien convergé. Cependant, il présente toutefois
des problèmes de robustesse pour de faible taux de convergence. Ces problèmes font que ce
schéma n’est pas retenu. Deux techniques visant à réduire les erreurs de convergence interne ont
également été essayées. Là encore, des effets déstabilisant sont observés. Par conséquent, elles
ne sont pas non plus retenues.

Cependant, améliorer la méthode numérique n’implique pas seulement un perfectionnement
de sa précision. En effet, augmenter son efficacité sans détériorer sa précision est également une
possibilité. C’est ce que nous avons cherché à faire dans la suite de cette étude.

4.4 Amélioration de l’efficacité de la méthode numérique

L’efficacité de la méthode numérique dépend du compromis à faire entre la vitesse de conver-
gence du processus itératif (efficacité intrinsèque) et le coût de calcul d’une itération temporelle.
Nous avons, ainsi travaillé sur ces deux paramètres. Dans un premier temps, l’objectif a été
d’accélérer la vitesse de convergence du processus de Newton afin de nécessiter moins d’itérations
internes pour obtenir un taux de convergence suffisant. Pour cela, deux linéarisations différentes
des flux de convection ont été testées. La première est une extension matricielle du décentrement
“scalaire” présenté précédemment. La deuxième concerne la linéarisation plus précise du flux
explicite utilisé. Ensuite, nous avons travaillé sur la réduction du coût de calcul d’un pas de
temps en vérifiant que la précision n’était pas détériorée par celle-ci.

4.4.1 Accroissement de l’efficacité intrinsèque du processus interne

Comme cela a déjà été mentionné, toutes les approximations utilisées dans le processus de
Newton produisant un processus stable et convergeant peuvent être utilisées. Dans ce cas, afin
d’accélérer la vitesse de convergence du processus itératif, nous nous proposons de travailler sur
les différentes approximations qui ont été utilisées dans le processus interne. En effet, utiliser de
meilleures approximations pour la Jacobienne permettrait de sensibles variations de la vitesse
de convergence. Par exemple, une amélioration de la convergence a été observée dans le contexte
de calcul stationnaire [139].

Nous gardons toutefois à l’esprit que l’efficacité de la méthode proposée dépend du compromis
entre la vitesse de convergence du processus itératif (que l’on cherche ici à augmenter) et le
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coût d’une itération temporelle. Nous allons ici regarder de plus près deux approximations des
Jacobiennes issus des flux de convection.

Approche matricielle de type Flux-Vector Splitting

L’approche proposée par Jameson & Yoon [53] est basée sur une décomposition de type
Flux-Vector Splitting. Nous allons conserver cette idée mais en utilisant les travaux de Steger &
Warming [128] ce qui signifie en reprenant l’équation (3.22) :

F
n+1
i+1/2 ≈ Fn

i+1/2 +A+
i ∆Uijk +A−

i+1∆Ui+1jk (4.12)

avec A± =
1

2
(A± |A|).

Comme le système des équations d’Euler est hyperbolique, la matrice A est diagonalisable
dans IR. On peut ainsi écrire :

A = R−1ΛR

avec Λ = diag
(
~V .~n− c, ~V .~n, ~V .~n+ c

)
|S| où ~V est le vecteur vitesse, ~n le vecteur normal à la

surface considérée, |S| la mesure de celle-ci et c =

√
γ
p

ρ
la vitesse du son.

La valeur propre ~V .~n est triple. La matrice R correspond aux vecteurs propres à droite de A et
R−1 aux vecteurs propres à gauche. On pose :

|A| = R−1|Λ|R avec |Λ| = diag
(
|~V .~n− c|, |~V .~n|, |~V .~n+ c|

)
|S|

Pour plus de détails, le lecteur intéressé pourra se reporter à l’annexe (B).
Ainsi, par rapport à l’équation (3.22), le rayon spectral rAI5 est remplacé par la matrice va-

leur absolue |A|. On voit ainsi que cela implique beaucoup d’opérations supplémentaires : d’une
part le calcul de |A| (deux multiplications de matrices) pour chaque interface et d’autre part
l’inversion d’un système matriciel 5× 5. Le calcul de la Jacobienne est grandement complexifié,
mais on espère que la vitesse de convergence sera suffisamment augmentée pour compenser cela.

En outre, on remarque que le décentrement (4.12) est lié au signe des valeurs propres. Ceci
peut poser des problèmes de stabilité lorsqu’on s’intéresse à des écoulements tels que | ~V .~n| et c
sont du même ordre de grandeur. Ainsi, les valeurs propres ~V .~n ± c peuvent changer de signe
rapidement. Ceci peut être à l’origine d’instabilités numériques. C’est le cas lorsqu’on effectue
la simulation de l’advection du tourbillon présentée précédemment. Cependant, pour des appli-
cations subsoniques telle que la couche limite sur le profil d’aile, ces instabilités n’apparaissent
pas. Voilà pourquoi nous avons légèrement modifié le tourbillon du Hu et Shu [45] afin de ne pas
avoir les instabilités dues au nombre de Mach. Pour ce faire, nous conservons les formules (4.1)
et (4.2) en prenant u0 = 1/10 et ε = 1/2. Nous allons donc maintenant comparer l’approche
scalaire et l’approche matricielle du décentrement de Jameson et Yoon [53] à la fois en terme
de taux de convergence (efficacité intrinsèque) mais aussi en terme de coût de calcul (efficacité
globale). Pour cela, nous allons nous placer pour les deux approches au même pas de temps (et
donc même CFL) et même nombre d’itérations du Newton N . Nous nous plaçons donc toujours
à CFL = 12.

Le résidu du processus Newton obtenu avec les deux approches est représenté sur la figure
(4.40) pour les première et deuxième composantes de la quantité de mouvement. Il apparâıt

101



iterations

||ε
(N

) 2|
| 2/

||ε
(1

) 2|
| 2

1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

approche scalaire
approche matricielle (FVS)

iterations

||ε
(N

) 3|
| 2/

||ε
(1

) 3|
| 2

1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

approche scalaire
approche matricielle (FVS)

Fig. 4.40: Comparaison du taux de convergence entre les approches scalaire et matricielle

clairement que l’efficacité intrinsèque de la méthode est améliorée en utilisant des approximations
“plus propres” de la Jacobienne. En effet, le taux de convergence a augmenté avec l’utilisation
du décentrement matriciel. Par exemple, il suffit de 3 ou 4 itérations avec ce dernier pour obtenir
un taux de convergence semblable à celui atteint avec 6 itérations pour l’approche scalaire. Ceci
n’est pas suffisant pour conclure que cette nouvelle approximation est plus intéressante. Pour
cela, il faut que le coût d’une itération temporelle reste abordable. Voilà pourquoi, nous allons
maintenant comparer en terme de coût de calcul ces deux approximations dans le tableau (4.6)
avec (CFL, N) = (12, 6). Il y a ainsi un facteur 2.5 entre les coûts des deux approches. Ce

Approche scalaire Approche matricielle

Temps CPU (%) 100 249

Tab. 4.6: Coût informatique des deux approches scalaire et matricielle

facteur n’est pas compensé par la réduction du nombre d’itérations de Newton autorisée par
l’augmentation du taux de convergence. Ainsi, le calcul d’une itération du processus de Newton
devient beaucoup trop important avec l’approche matricielle. Par exemple, la première (descente)
et la troisième (montée) étapes de la factorisation LU-SGS voient leurs coûts multipliés par 4.
Le coût de la deuxième étape de la factorisation est multiplié par 9.

Ainsi, si l’approche matricielle de type Flux-Vector Splitting permet une augmentation sen-
sible du taux de convergence, celui-ci n’est pas suffisant pour contrebalancer le surcoût de calcul
d’une itération. Ceci rend finalement cette approximation matricielle inefficace et elle n’est donc
pas retenue pour la suite de cette étude. Cependant, l’augmentation du taux de convergence
reste un point positif. Pour que l’approche matricielle soit un succès, il faut soit réduire son
coût, soit encore augmenter le taux de convergence de celle-ci. Par la suite, nous avons cherché
à satisfaire le deuxième objectif.
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Linéarisation du schéma AUSM+(P) modifié

Afin d’approcher au mieux la Jacobienne du résidu explicite, nous avons décidé de linéariser
le plus précisément possible le flux convectif utilisé dans ce dernier. Ce flux proposé par Mary et
Sagaut [83] est basé sur la discrétisation AUSM+(P) mais comme nous nous intéressons à des
SGE, la dissipation numérique a été grandement diminuée, comme nous l’avons déjà vu.

Comme auparavant, nous considérons pour la linéarisation une version décentrée du flux de
convection :

Fi+1/2 = F(UL, UR)

où UL = Uijk et UR = Ui+1jk dans l’équation (3.11). Ainsi, nous avons :

F
n+1
i+1/2 ≈ F

n
i+1/2 +A1

i+1/2∆Uijk +A2
i+1/2∆Ui+1jk (4.13)

où
A1

i+1/2 = ∂Uijk
Fi+1/2 et A2

i+1/2 = ∂Ui+1jk
Fi+1/2

Pour plus de détails, le lecteur intéressé pourra se reporter à l’annexe (C).
Par rapport à l’équation (4.12), les matrices A+ sont remplacées par les matrices A1 et les

matrices A− par les matrices A2. Ainsi le calcul de la Jacobienne et son inversion restent toujours
aussi onéreux que pour l’approche FVS que nous venons de présenter. Par contre, en linéarisant
plus précisément le résidu explicite, on espère augmenter encore le taux de convergence de l’algo-
rithme pour pouvoir contrebalancer le surcoût de calcul d’une itération de Newton. Cependant,
il est à noté que le schéma linéarisé, utilisé dans l’équation (3.11) n’est pas TVD. Cela peut
impliquer certains désagréments. Ceci est du au fait qu’il existe un lien entre schéma TVD et
dominance diagonale. Avant de le montrer, nous allons faire un bref rappel sur les propriétés
d’un schéma TVD. Pour plus de détails, concernant ces schémas, le lecteur pourra se reporter
aux travaux de LeVeque [73] et de Hirsch [43].

Rappel sur les schémas TVD

Par souci de simplicité, nous allons nous intéresser à des schémas explicites à trois points
pour des problèmes unidirectionnels pour ces rappels. Nous pouvons utiliser plusieurs
écritures possibles du même schéma :

– l’écriture sous forme explicite :

un+1
i = G(un

i−1;u
n
i ;un

i+1)

– l’écriture sous forme conservative :

un+1
i = un

i − ∆t

∆xi
(fn

i+1/2 − fn
i−1/2)

– l’écriture sous forme incrémentale :

un+1
i = un

i + Ci+1/2

(
un

i+1 − un
i

)
−Di−1/2

(
un

i − un
i−1

)

Définition 4.4.1 Un schéma numérique est dit

– monotone s’il est défini explicitement par une fonction G qui est monotone croissante
par rapport à chacun de ses arguments.
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– préservant la monotonie si, quand on l’applique à une condition initiale monotone
(i.e. u0

i+1 ≥ u0
i pour une condition initiale monotone croissante) , il engendre une

solution numérique qui à tout pas de temps, est aussi monotone (i.e. ∀n un
i+1 ≥ un

i

pour une condition initiale monotone croissante).

L’intérêt de cette notion provient du fait que les schémas préservant la monotonie n’en-
trâınent pas d’oscillations au voisinage des discontinuités (par définition). De plus, les
schémas monotones préservent la monotonie. Les schémas monotones ont donc l’avantage
d’être très robustes au voisinage des discontinuités, mais ils ont un inconvénient majeur :

Théorème 4.4.2 Tout schéma monotone est d’ordre un (et est dissipatif)

La recherche de schémas ayant à la fois les propriétés de robustesse des schémas monotones
près des discontinuités et de précision des schémas d’ordre deux dans les zones de régularité
a fait l’objet de nombreuses études dans les années 70 et 80. Ces études ont d’ailleurs
conduit à introduire la notion de schémas TVD (pour Total Variation Diminishing) faisant
décrôıtre la variation totale de la solution. Pour cela on définit la variation totale d’une
fonction grille :

TV (un) =
∑

i

|un
i − un

i−1|

Définition 4.4.3 On dit qu’un schéma est TVD si pour tout n ≥ 0, on a :

TV
(
un+1

)
≤ TV (un) (4.14)

Une propriété essentielle des schémas TVD est énoncée par la suite :

Théorème 4.4.4 Tout schéma TVD préserve la monotonie.

Harten [41] a démontré une condition suffisante pour qu’un schéma soit TVD.

Théorème 4.4.5 On considère un schéma écrit sous forme incrémentale :

un+1
i = un

i + Ci+1/2

(
un

i+1 − un
i

)
−Di−1/2

(
un

i − un
i−1

)
(4.15)

Une condition suffisante pour que ce schéma soit TVD est que :

∀i Ci+1/2 ≥ 0

∀i Di−1/2 ≥ 0

∀i Ci+1/2 + Di+1/2 ≤ 1

Nous allons maintenant montrer le lien existant entre schéma TVD et dominance diagonale.
Pour cela, nous allons nous intéresser à une équation modèle simple : l’équation scalaire 1D
non-linéaire suivante :

∂tu+ ∂xf(u) = 0

On note a(u) = f
′

(u). En intégrant cette équation sur la maille Ii = [xi−1/2, xi+1/2], on a la
forme semi-discrète :

dui

dt
+

1

∆xi

(
fi+1/2 − fi−1/2

)
= 0

104



avec fi+1/2 le flux numérique. Cette forme semi-discrète est écrite sous sa forme conservative.
Sous sa forme incrémentale, on a :

dui

dt
= Ai+1/2 (ui+1 − ui) − Bi−1/2 (ui − ui−1) (4.16)

On remarque que Ai+1/2 = ∆tCi+1/2 et Bi−1/2 = ∆tDi−1/2 en comparant les équations (4.15) et
(4.16). En linéarisant le flux implicite et en utilisant le schéma d’Euler implicite, on a :

[1 + Ci+1/2 + Di−1/2]∆ui −Di−1/2∆ui−1 − Ci+1/2∆ui+1

= − ∆t

∆xi

(
fn

i+1/2 − fn
i−1/2

)

Afin de trouver la condition la plus restrictive concernant la dominance diagonale de l’opérateur
implicite, nous avons considéré le schéma d’Euler implicite. En effet, il possède, à la fois, la
plus faible contribution diagonale issue de l’opérateur d’intégration temporelle (1 pour Euler et
Crank-Nicolson, 3/2 pour Gear et 11/6 pour BDF3) et, le plus élevé facteur multiplicatif de
la Jacobienne des flux de convection et de diffusion (1 pour Euler, Gear et BDF3 et 1/2 pour
Crank-Nicolson).

Selon Chakravarthy [18], la condition pour avoir la dominance diagonale du système linéaire
écrit précédemment est que :

∀i Ci+1/2 ≥ 0 et Di−1/2 ≥ 0

Ces deux conditions font parties des trois conditions suffisantes énoncées par Harten pour avoir
un schéma TVD [41]. De plus, ces conditions sont exactement les conditions pour que le schéma
semi-discret soit TVD. On voit ainsi comment la propriété TVD du schéma assure la dominance
diagonale de l’opérateur implicite qui résulte de sa linéarisation. En outre, si un schéma n’est
pas TVD, il est tout à fait envisageable que la linéarisation de celui-ci entrâıne la perte de la
dominance diagonale de l’opérateur implicite ce qui peut être préjudiciable pour la stabilité
de l’algorithme au vu du besoin de la factorisation LU-SGS. À ce propos, pour l’advection du
tourbillon, des problèmes de robustesse discriminants sont observés. Pour empêcher cela, nous
pouvons considérer une autre résolution du système linéaire. Cependant, comme nous l’avons
déjà dit, nous nous limitons ici à l’utilisation de la factorisation LU-SGS. Pour contourner le
problème, un préconditionnement pourrait être mis en place. Mais, par faute de temps, nous
n’avons pas cherché plus en avant dans cette voie.

En parallèle, nous avons également effectué la linéarisation du flux de Roe [112] car ce
schéma est TVD. Pour ne pas avoir une inconsistance entre l’opérateur implicite et le résidu
explicite, le calcul de l’advection du tourbillon a été mené avec le flux de Roe comme schéma de
discrétisation spatiale. Dans ce cas, contrairement à l’utilisation du schéma AUSM+(P) modifié,
aucun problème de stabilité n’est observé. Ceci nous conforte dans l’idée que la déstabilisation ob-
servée provient bien du schéma AUSM+(P) modifié lui-même. Par ailleurs, Weber [139] propose
la linéarisation d’un schéma centré pour ses calculs instationnaires. Il montre par l’intermédiaire
d’une analyse de von Neumann et d’expériences numériques que les termes de dissipation artifi-
cielle de Jameson et al. [51] d’ordre 4 doivent être ajoutés à l’opérateur implicite pour stabiliser
son algorithme.

La méthode originelle présentée dans le chapitre précédent (3) possède finalement une vitesse
de convergence relativement modeste mais elle est très robuste. Sur les différentes tentatives pro-
posées dans cette partie, il est apparu qu’augmenter la vitesse de convergence de cette méthode
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entrâınait une détérioration de sa robustesse. De plus, Weber [139] a lui aussi testé des for-
mulations matricielles. Il trouve, dans le cas de la simulation du développement d’ondes de
Tollmien-Schlichting, que ces approches sont moins efficaces que celle (scalaire) proposée par
Jameson et Yoon [53]. Voilà pourquoi il retient cette dernière pour effectuer les SGE de couche
limite sur une plaque plane et sur un profil d’aile. Finalement, les approximations originelles ont
été conservées dans la suite de cette étude. Nous allons donc maintenant chercher à réduire le
coût de calcul d’une itération en temps sans détériorer la précision de la solution numérique.

4.4.2 Réduction du coût informatique d’une itération temporelle

Méthode de Semi-Newton

Cette technique utilisée dans [134] rend l’algorithme itératif plus efficace puisque la Jaco-
bienne n’est calculée qu’une seule fois à chaque itération en temps. Ainsi, au lieu de mettre à
jour la Jacobienne à chaque itération du processus interne comme c’est le cas dans (3.18), cette
matrice est figée pendant un pas de temps :





∂UF
(
U (0)

)
∆U (l) = −F

(
U (l)

)

U (l+1) = U (l) + ∆U (l)

Ceci permet de réduire le temps de calcul des simulations effectuées. Si la Jacobienne n’est
calculée qu’une seule fois par itération temporelle, l’inversion du système linéaire se fait toujours
à chaque itérations du processus interne. Il faut remarquer que cette réduction dépend, d’une
part, du nombre N d’itérations effectuées et, d’autre part, des approximations utilisées pour le
calcul de la Jacobienne. En effet, plus ce calcul est complexe, plus la réduction du temps CPU est
significative. Cependant, cette technique nécessite de stocker la Jacobienne, ce qui peut devenir
trop coûteux en mémoire pour des calculs tridimensionnels comportant un très grand nombre
de points.

Résultats numériques

La méthode de Newton a été comparée avec la méthode de Semi-Newton pour le cas de
l’advection du tourbillon. Les solutions numériques sont représentées sur la figure (4.41). Cette
nouvelle approximation de la Jacobienne ne détériore ni la précision de la solution, ni la conver-
gence du processus itératif. De plus, une réduction du temps de calcul de 16% environ est
obtenue. On est loin du facteur de réduction de van Buuren et al. [134] qui est de 2.5. Cette

Newton Semi-Newton

Temps CPU (%) 100 ≈ 84

Tab. 4.7: Temps CPU des deux méthodes itératives pour l’advection du tourbillon

différence doit être reliée au fait que nous utilisons des approximations scalaires alors que van
Buuren et ses coauteurs utilisent des approximations matricielles. Malgré son attractivité, cette
méthode n’a pas été retenue pour la suite de cette étude au vue de son surcoût en mémoire.

Une autre méthode permet de réduire le coût d’une itération temporelle. Elle consiste à
adapter localement les paramètres pilotant la convergence du processus de Newton que nous
avons identifiés précédemment. Cette technique est présentée dans la partie suivante.
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Fig. 4.41: Comparaison des méthodes de Newton et Semi-Newton pour l’advection de tourbillon :
sur la solution numérique (droite) et sur le taux de convergence du processus itératif (gauche)

4.4.3 Optimisation locale par blocs de la convergence du processus interne

Motivations

Le nombre d’itérations internes N optimal (nécessaire à un taux de convergence suffisant)
dépend de plusieurs paramètres comme la nature de l’écoulement,la grille de maillage, et le
choix du pas temps physique ∆t. Ainsi, comme nous l’avons déjà vu, à type d’écoulement
donné, ce nombre N est étroitement lié au nombre CFL. De cette façon, afin d’avoir un niveau
de convergence acceptable, plus le nombre CFL maximal est grand, plus le nombre N d’itérations
internes doit l’être. Pour une configuration réaliste d’écoulements, la taille des mailles couvrent
une très grande gamme d’échelles : des très petites mailles près de la paroi jusqu’aux très
grosses dans les zones où l’écoulement est quasiment uniforme. Comme le nombre CFL local
est directement lié à l’inverse de la taille de maille, N pour la totalité du domaine de calcul
(et donc le temps CPU de la simulation) est fixé par la valeur maximale du nombre CFL qui
peut ne concerner seulement que quelques mailles. Dans ce cas, il y a une sorte de problème de
“surrésolution” [31]. Dans la région où le nombre CFL local est bas, le problème non-linéaire est
résolu de façon très précise. Mais cela n’a aucun effet sur la précision globale qui est dictée par
le (plus faible) taux de convergence dans la zone où le nombre CFL local est élevé. On propose
donc, dans le but de diminuer le temps de calcul en réduisant le problème de surrésolution,
d’adapter localement (par blocs) le nombre d’itérations N dans le processus interne. Ceci permet
également d’utiliser le nombre d’itérations internes nécessaire à l’ordre deux pour la gamme de
nombres d’ondes bien représentés par la discrétisation spatiale. De cette façon, nous pensons
pouvoir augmenter significativement l’efficacité de la méthode lorsque le maillage utilisé pour la
simulation présente des tailles de mailles disparates.

Pour cela, on va, une fois encore, mettre à contribution la nature multi-bloc du solveur, déjà
utilisée pour prendre en compte des géométries complexes avec des mailles structurées et pour
adapter la modélisation de la turbulence à l’écoulement considéré afin d’obtenir des couplages
zonales RANS/SGE (voir [93] par exemple). Ici, par contre, il s’agit d’utiliser la nature multi-bloc
du solveur pour adapter la méthode numérique.
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Cette approche peut être considérée comme une extension aux problèmes instationnaires de
la méthode du pas de temps local. Cette dernière permet d’accélérer la convergence vers un état
stationnaire. Elle consiste à utiliser un pas de temps qui diffère selon la cellule de calcul. D’autres
extensions aux problèmes instationnaires existent dans la littérature. Ces méthodes permettent
à la taille du pas de temps de varier localement. Ainsi, elles permettent à chaque cellule de calcul
d’avancer en temps soit d’un pas de temps soit de M plus petits afin d’assurer la consistance
en temps. Ces techniques sont uniquement utilisées en conjonction avec des schémas explicites.
Osher et Sanders [95] ont notamment été les premiers à proposer une technique de pas de temps
variant spatialement pour des équations de conservation 1D. Récemment, Dawson et Kirby [27]
ont eux développé des méthodes décentrées pour la résolution de lois de conservation permettant
un raffinement local du pas temps couplé avec un raffinement local du pas d’espace. Ceci permet
d’obtenir des contraintes de stabilité identiques d’une maille à l’autre. Ces techniques sont basées
sur deux étapes :

– une étape de prédiction afin de calculer les solutions à chaque instants intermédiaires et
final,

– une étape de correction pour assurer la conservation des flux entre deux cellules avancant
en temps avec un pas de temps de taille différente.

Ces techniques n’ont pas été retenues car l’emploi de schémas explicites ne permets pas de nous
affranchir des sévères contraintes de stabilité mise en évidence précédemment. Par contre, au-
cune étude ne concerne l’utilisation de telles techniques avec des méthodes implicites précises
en temps. Afin d’utiliser une procédure de pas de temps local pour des solutions instationnaires,
la consistance temporelle doit être maintenue. Pour cela des interpolations et des extrapola-
tions doivent être utilisées pour représenter les solutions aux différents instants intermédiaires.
Ceci nous a paru introduire des erreurs au niveau du traitement des conditions aux limites
entre deux domaines où la taille du pas de temps diffère. C’est pourquoi nous n’avons pas re-
tenu cette voie. Une autre technique adaptée à la simulation de phénomène caractérisé par la
présence d’échelles spatiales et temporelles multiple existe. Il s’agit d’une méthode hybride expli-
cite/implicite développée par Tòth et al. [131] dans le contexte de la magnétohydrodynamique.
Cette technique permet également d’adapter la méthode numérique aux blocs de calcul. En effet,
pour un pas de temps donné, le bloc est résolu à l’aide d’un schéma explicite lorsque la condition
de stabilité est respecté. Dans le cas contraire, un schémas implicite est utilisé. L’inconvénient de
cette méthode est que plus de blocs utilisent un schéma d’avancement en temps explicite, plus la
méthode globale est efficace. C’est pourquoi, afin de pouvoir utiliser une méthode implicite dans
la totalité du domaine de calcul, nous nous sommes orientés dans une voie analogue. Ici, afin
d’assurer la consistance en temps de la simulation, le pas de temps est pris constant. Profitant
du fait que la vitesse de convergence du processus de Newton diffère selon le domaine, seul le
nombre d’itérations internes varie selon le domaine. Ainsi, un taux de convergence semblable est
obtenu dans les différents domaines considérés et ceci à moindre coût. En d’autres termes, la
tolérance de convergence est du même ordre de grandeur d’un domaine à l’autre. On remarque
que cette technique nécessite un découpage et par conséquent, les erreurs numériques liées au
traitement explicite des conditions aux limites sont présentes. Voilà pourquoi une implicitation
de cette dernière a également été proposée.

Présentation de la procédure

Considérons maintenant deux domaines adjacents notés D1 et D2 comme dans la figure
(4.42) tels que le nombre d’itérations internes diffère de l’un à l’autre. On note N1 et N2 le
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Domaine 1 Domaine 2

mailles réelles pour D1 et fictives pour D2

Fig. 4.42: Représentations de deux domaines adjacents dont les contraintes CFL sont différentes
du fait de la différence de discrétisation spatiale

nombre d’itérations utilisé dans D1 et D2, respectivement. Ensuite le nombre CFL maximal est
noté CFL1 et CFL2 dans D1 et D2, respectivement. On se place dans le cas où CFL1 ≥ CFL2 ce
qui est le cas par exemple pour le calcul de couches limites où le nombre CFL maximal se trouve
dans la région proche de la paroi à cause de la taille des cellules de calculs concernées. Ainsi,
on a N1 ≥ N2 au vu des nombres CFL maximaux dans les deux domaines. Par simplicité, on
suppose que :

N1 = mN2 avec m ∈ IN∗

Ainsi, il est clair que toutes les m itérations, D1 et D2 sont résolus tous les deux. Pour les autres
itérations, seul D1 est résolu. Ainsi, pendant qu’une itération interne est utilisée pour D1, m
itérations internes sont utilisées pour D2. Il y a donc une analogie entre cette adaptation locale
de N et les travaux de Dawson et Kirby [27]. En effet, ils considèrent une méthode explicite qui
permet au pas de temps de varier spatialement pour résoudre des problèmes nécessitant un fort
raffinement spatial local. Ainsi, leur schéma permet à chaque maille de prendre soit un pas de
temps en entier soit M pas plus petits. Il y a donc des similarités avec ce que nous proposons,
mais les contextes sont différents.

On note ld les itérations où les deux domaines sont résolus. On remarque facilement que :

ld+1 = ld +m

Comme on suppose que lors de la première itération du processus interne de Newton (qui cor-
respond à l = 0) les deux domaines sont résolus, on a tout de suite :

ld = md avec d ∈ {0, ..., N2 − 1}

Lorsqu’on considère deux domaines adjacents où le nombre d’itérations N diffère de l’un à
l’autre, le problème de la communication d’information d’un domaine à l’autre se pose. On veut
ici pouvoir assurer la meilleure connection possible entre ces deux domaines. Nous voulons que
la résolution des équations de conservation dans D2 prenne en compte l’évolution des variables
conservatives dans D1. Par conséquent, une implicitation de la condition au limite est proposée
pour réduire les erreurs numériques présentes dans la résolution de D2. Cette condition entre les
deux domaines intervient à deux niveaux pour chaque domaine :
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– le calcul de L(l) = −F
(
U (l)

)
, le second terme du processus de Newton dans l’équation

(3.18) où la connaissance des variables conservatives dans les deux domaines est nécessaire :

L(l)
p = L(l)

p

(
U

(l)
1 , U

(l)
2

)
avec p = 1 ou 2 (4.17)

où l’indice p représente le domaine correspondant,

– la factorisation LU-SGS dans l’équation (3.25) avec :

∆V
(l)
Gp

= β(l)
p avec p = 1 ou 2 (4.18)

où Gp est l’ensemble des mailles fictives du domaine Dp.

Lorsque la méthode implicite originale est utilisée, β
(l)
p est nul. Le choix que nous avons effectué

est de porter une attention particulière sur les mailles qui sont à la fois réelles pour D1, le
domaine où le plus d’itérations internes sont effectuées et à la fois fictives pour D2, où moins
d’itérations sont effectuées. On note Rp l’ensemble des mailles réelles du domaine Dp (p = 1 ou 2).

À la date tn, nous connaissons Un et Un−1 dans les deux domaines, le problème non-linéaire
doit être résolu :

* pour l = 0 :

U
(1)
ijk =





U
(0)
ijk + ∆U

(0)
ijk si Ωijk ∈ R1

U
(0)
ijk + ∆U

(0)
ijk si Ωijk ∈ R2

avec Rp l’ensemble des mailles réelles du domaine Dp.
Le calcul de ∆U (0) pour les deux domaines est exposé dans la suite :

+ sur D1 :

- calcul de L(0)
1

(
U

(0)
1 , U

(0)
2

)
comme dans l’équation (4.17) avec U (0) = Un.

- factorisation LU-SGS pour toutes les cellules réelles de D1 avec β
(0)
1 = 0 dans

l’équation (4.18) ce qui correspond aux conditions de Dirichlet.

On obtient donc ∆U
(0)
ijk avec Ωijk appartenant à R1.

+ sur D2 :

- calcul de L(0)
2

(
U

(0)
2 , U

(0)
1

)
comme dans l’équation (4.17) avec U (0) = Un.

- factorisation LU-SGS pour toutes les cellules réelles de D2 avec si les conditions

de Dirichlet sont utilisées β
(0)
2 = 0 dans l’équation (4.18).

* pour l où ld−1 < l < ld (d 6= 0) :

U
(l+1)
ijk =





U
(l)
ijk + ∆U

(l)
ijk si Ωijk ∈ R1

U
(ld−1+1)
ijk si Ωijk ∈ R2

+ sur D1 :

- calcul de L(l)
1

(
U

(l)
1 , U

(ld−1+1)
2

)
comme dans l’équation (4.17).
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- factorisation LU-SGS pour toutes les cellules réelles de D1 avec β
(0)
1 = 0 dans

l’équation (4.18).

On obtient donc ∆U
(l)
ijk avec Ωijk appartenant à R1.

+ sur D2 : rien, seulement D1 est résolu

* pour l = ld (d 6= 0) :

U
(l+1)
ijk =





U
(l)
ijk + ∆U

(l)
ijk si Ωijk ∈ R1

U
(ld−1+1)
ijk + ∆U

(l)
ijk si Ωijk ∈ R2

+ sur D1 :

- calcul de R(l)
1

(
U

(l)
1 , U

(ld−1+1)
2

)
comme dans l’équation (4.17)

- factorisation LU-SGS avec les conditions de Dirichlet : β
(l)
1 = 0 dans l’Éq.(4.18)

+ sur D2 :

- calcul de R(l)
2

(
U

(ld−1+1)
2 , U

(l)
1

)

- factorisation LU-SGS avec l’Éq.(4.18)

β
(l)
2 =





l∑

m=ld−1+1

∆U (m)
]
D1

sur G2 ∩R1 si l’implicitation est utilisée

0 sinon.

(4.19)
Pour les cellules qui sont à la fois fictives pour D2 et réelles pour D1, la somme
des incréments temporels calculés sur R1 ∩G2 entre les itérations ld−1 et ld.

Résultats numériques concernant l’advection du tourbillon

Cette adaptation locale de la convergence du processus de Newton a tout d’abord été évaluée
sur l’advection du tourbillon. Pour cela, le domaine de calcul initial [0, 20] × [0, 10] a été divisé
en deux sous-domaines : [0, 10]× [0, 10] et [10, 20]× [0, 10]. Afin d’avoir un nombre CFL maximal
différent d’un domaine à l’autre, la résolution spatiale diffère entre les deux domaines. Ainsi,
le pas d’espace est choisi comme ∆x = ∆y = 1/24 dans le domaine fin et ∆x = ∆y = 1/12
dans le domaine grossier comme la figure (4.43) le représente. Le pas de temps adimensionné
est toujours fixé à 0.1702 ce qui correspond à une nombre CFL de 12 dans le domaine fin et
de 6 dans le domaine grossier. La solution est simulée jusqu’à ce que la position du centre du
tourbillon soit en (x, y) = (15, 5). L’objectif est ici de savoir si l’optimisation du processus de
Newton peut affecter la précision de la solution numérique sur ce cas simple.

Ainsi, nous allons évaluer ici à la fois l’influence de l’optimisation locale de la convergence
mais aussi celle de l’implicitation de la condition aux limites entre les deux domaines. Au vue
des résultats concernant l’évaluation de la méthode implicite initiale sur l’advection du tour-
billon, 20 itérations internes permettent d’obtenir un résultat en bon accord avec la référence
explicite. Au vue de la différence du nombre CFL maximal entre les deux domaines, nous vou-
lons savoir, lorsque 10 itérations internes sont utilisées dans le second domaine, comment se
comporte la vitesse de convergence du processus de Newton et l’impact sur la précision de la so-
lution numérique. Le tableau (4.8) résume les caractéristiques des différentes simulations qui ont
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Fig. 4.43: Représentation de la résolution spatiale de la totalité du domaine de calcul : domaine
fin en rouge et domaine grossier en vert

Simulations S1 S2 S3 S4

Domaines D1 D2 D1 D2 D1 D2 D1 D2

N 20 20 10 10 20 10 20 10

Implicitation (condition aux limite) / / Non Oui

Facteur de réduction du résidu (ρ) 708 1905 24.5 102 562 199 708 301

Tab. 4.8: Paramètres de calcul pour les simulations de l’advection du tourbillon

été effectuées et qui sont présentées dans cette partie. Les calculs S1 et S2 utilisent la méthode
implicite initiale avec un nombre d’itérations fixé. Par contre, les calculs S3 et S4 emploient l’op-
timisation locale de la convergence du processus de Newton. Pour ces deux calculs, 20 itérations
internes sont utilisées dans le premier domaine et 10 dans le second. La simulation S4 utilise
l’implicitation de la condition aux limites (4.19) contrairement au calcul S3.

Sur la figure (4.44), les solutions obtenues avec N = 20, N = 10 dans le processus interne sont
représentées. Elles sont comparées avec celles obtenues avec les calculs S3 et S4. On remarque
ainsi que l’optimisation de la convergence permet d’obtenir une solution numérique en bon
accord avec la solution de la simulation implicite de référence S1. En effet, les résultats S1 et
S3 ou S4 sont similaires. Cependant, sur ce cas, il semble que l’implicitation de la condition aux
limites n’a pas beaucoup d’effet sur les résultats numériques.

La convergence de l’équation de continuité est donnée sur la figure (4.45) lorsque le centre
du tourbillon est dans la position x = 10 qui correspond à la frontière des deux domaines. Tout
d’abord, on retrouve une fois de plus que la vitesse de convergence est identique pour les deux
calculs S1 et S2 et ceci dans les deux domaines (fin et grossier). De plus, on retrouve également
que le taux de convergence dans le domaine grossier est supérieur à celui du domaine fin à cause
de la différence de la valeur CFL maximale entre les deux domaines. En effet, pour S1, l’erreur
initiale est divisée par 708 dans le domaine fin et 1905 dans le domaine grossier. Par contre,
pour S2, le facteur est de 102 dans le domaine grossier et de 24.5 dans le fin. On rappelle que
c’est cette observation (numérique et théorique) qui motive l’emploi de l’optimisation locale de
la convergence du processus de Newton afin d’obtenir des taux de convergence semblables entre
les deux domaines. Nous allons donc vérifier que l’objectif est bien atteint. Pour le domaine fin,
l’implicitation de la condition aux limites permet d’obtenir un taux de convergence identique à
celui obtenu avec N = 20. Cependant, les différences concernant le taux de convergence dans
le domaine fin entre S1, S3 et S4 sont négligeables. En effet, l’erreur initiale est divisée par 562
pour le calcul S3 et 708 pour S1 et S4. Par contre, l’influence de l’implicitation de la condition
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Fig. 4.44: Effet de l’optimisation locale du processus itératif de Newton pour l’advection du
tourbillon sur la densité : vue globale (gauche) et zoom (droit)
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Fig. 4.45: Norme L2 du résidu du processus de Newton pour l’équation de continuité dans le
domaine fin (gauche) et dans le domaine grossier (droit)
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aux limites est plus visible dans le domaine grossier : elle améliore le taux de convergence. En
effet, l’erreur initiale est divisée par 199 pour S3 et par 301 pour S4.

Les résultats obtenus sont très encourageants mais il est maintenant important de vérifier ce
potentiel sur un cas plus réaliste.

Résultats numériques concernant la couche limite transitionnelle

L’optimisation de la convergence du processus de Newton est maintenant utilisée pour la
simulation de la couche limite transitionnelle. Pour les calculs effectués dans cette partie, le
pas de temps est ici fixé à ∆t = 0.25µs ce qui correspond à CFL = 17. Comme cela a déjà été
remarqué précédemment lors de l’évaluation de la méthode implicite initiale, 8 itérations internes
doivent être utilisées avec cette valeur CFL maximale pour obtenir des résultats numériques en
bon accord avec ceux donnés par la référence explicite. Le calcul implicite avec (CFL, N) = (17, 8)
est donc considéré comme un calcul de référence pour ce cas. Par la suite, le label Ref caractérise
ce calcul. Les résultats obtenus avec l’optimisation locale de convergence vont être comparés
avec cette référence implicite. Ainsi, nous allons voir si l’amélioration de l’efficacité proposée est
préjudiciable pour la précision de la solution numérique.

Pour adapter localement le nombreN d’itérations internes, le domaine SGE doit être divisé en
plusieurs sous-domaines. Nous avons considéré ici deux types de découpages qui sont représentés
sur la figure (4.46).

Fig. 4.46: Découpage numérique (gauche) et transitionnel (droit)

– Le premier type de découpage est qualifié de “numérique” car le domaine SGE est divisé
en deux domaines selon un critère purement numérique prenant en compte la réduction de
la valeur maximale du nombre CFL entre les deux domaines. En pratique, la frontière entre
les deux sous-domaines est déterminée de telle façon que la valeur maximale du nombre
CFL soit divisée par 3 entre les deux domaines. Ainsi, le premier domaine proche de la
paroi contient contient 416 × 20 × 30 cellules dans la direction longitudinale, normale à la
paroi et transverse, respectivement. Le dernier domaine contient, par contre, 416×28×30
cellules de calcul. La frontière j = 20 entre les deux domaines correspond à y+ ≈ 70. La
valeur CFL maximale est divisée environ par un facteur 3 entre les deux domaines SGE.
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Par contre, le nombre d’itérations internes N est seulement divisé par 2. Il y a ici une sorte
de “sécurité numérique” par rapport au critère CFL/N =cste. Cette sécurité numérique
permet a priori l’obtention d’un niveau de convergence suffisant dans les deux domaines
SGE.

– Le deuxième type de découpage est qualifié de “transitionnel” car il tient compte de la
position de la zone de transition. Comme nous l’avons vu précédemment, cette zone est
sensible à la précision de la méthode numérique utilisée pour le calcul. Le reste du domaine
SGE, qui correspond à la zone pleinement turbulente, est divisé en deux domaines selon
un critère numérique comme ce qui est fait pour le premier type de découpage. Le premier
domaine contient 169× 48× 30 cellules dans la direction longitudinale, normale à la paroi
et transverse, respectivement. La frontière i = 169 séparant le premier domaine du reste
du domaine SGE correspond à la position x/c ≈ 0.12. À ce propos, le reste du domaine
SGE (x/c ∈ [0.12; 0.2]), contenu dans la région où la turbulence est pleinement développée,
est divisé en deux parties. Un paramètre jc est introduit pour représenter la position de
la frontière entre ces deux dernières. Trois valeurs de jc sont considérées pour évaluer
l’influence de la position de cette frontière. La valeur jc = 20 correspond à y+ ≈ 70,
jc = 15 cöıncinde avec y+ ≈ 45 et jc = 10 correspond à y+ ≈ 30. Via ces trois calculs,
le rapport des valeurs CFL dans les deux domaines SGE dans la région turbulente couvre
la gamme : CFL2/CFL3 ≈ 4 (tp1), CFL2/CFL3 ≈ 3 (tp2) et CFL2/CFL3 ≈ 2 (tp3). Pour
les deux calculs tp1 et tp2, il y a là encore une sécurité numérique puisque le rapport des
valeurs CFL maximales est inférieur ou égale au rapport des nombres d’itérations internes.

Les abréviations np, tp1, tp2 et tp3 représentent les calculs avec le découpage numérique, le
découpage transitionnel avec jc = 20, avec jc = 15 et avec jc = 10 respectivement. Le tableau
(4.9) résume le nombre de domaines SGE, la valeur CFL maximale et le nombre d’itérations
internes N dans chaque domaine, la position des frontières et le coût de calcul espéré en com-
paraison avec la référence implicite et ceci pour tous les calculs présentés ici.

Ref np tp1 tp2 tp3

Domaines SGE 1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3

CFLmax 17 17 5.5 17 12.9 3.5 17 12.9 4.7 17 12.9 6.6

N 8 8 4 8 8 4 8 8 4 8 8 4

frontière (y+, jc) / (70, 20) (70, 20) (45, 15) (30, 10)

CPU théor. (%) 100 70.8 82.7 79.6 76.5

Tab. 4.9: Paramètres numériques pour l’optimisation de la convergence

Pour le calcul tp1, la position de la frontière dans la zone turbulente est la même que celle
pour le calcul np. Ainsi, nous allons, dans un premier temps, comparer ces deux résultats par
rapport à la référence implicite (N = 8) et le calcul implicite N = 4 qui n’est pas satisfaisant
dans la zone de transition. Ceci va nous permettre de voir si la zone de transition doit être prise
en compte dans le découpage. Ensuite, l’effet de l’implicitation de la condition aux limites dans
le calcul tp1 est évalué. Finalement, la position de la frontière dans la zone turbulente est elle
aussi évaluée.
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Fig. 4.47: Vitesse moyenne longitudinale à x/c = 0.09 (gauche), à x/c = 0.13 (centre) et à
x/c = 0.17 (droit)

Nous pouvons remarquer sur la figure (4.47) l’excellent accord sur l’écoulement moyen entre
les solutions numériques de la méthode implicite initiale utilisant N = 8 et de l’optimisation
locale de convergence pour les calculs np et tp1. On retrouve comme précédemment que le profil
de l’écoulement moyen n’est pas sensible aux taux de convergence du processus interne. Ceci
explique le bon accord obtenu.
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Fig. 4.48: Fluctuation de vitesse longitudinale à x/c = 0.09 (gauche), à x/c = 0.13 (centre) et
à x/c = 0.17 (droit)

Ensuite, la fluctuation de vitesse longitudinale est représentée dans la figure (4.48). L’op-
timisation locale de convergence avec les deux découpages donne des résultats en accord avec
Ref à x/c = 0.09 contrairement à la méthode implicite avec N = 4. On remarque une légère
différence entre les courbes indicées Ref et tp1. Ceci est assez surprenant puisque dans la zone
x/c ∈ [0.07 − 0.12], 8 itérations internes sont utilisées pour ces deux calculs, ce qui devrait
conduire à un taux de convergence semblable du processus itératif. Cette différence est donc
dû à l’influence amont du traitement explicite de la condition aux limites entre le Domaine 1
et le Domaine 2 pour tp1. Ensuite, à x/c = 0.13 les résultats donnés par tp1 sont en meilleur
accord avec ceux de Ref que ceux de np. Ceci montre l’influence du traitement explicite de la
condition aux limites entre les domaines 1 et 2 n’a pas d’effet dans la zone turbulente pleine-
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ment développée. Comme cela a déjà été observé, les différences entre les solutions numériques
diminuent en augmentant x/c. Ainsi, à x/c = 0.17, toutes les solutions numériques sont proches
entre elles : les fluctuations cöıncident favorablement. Cependant, les résultats de tp1 ont un
meilleur comportement par rapport à ceux de Ref.

Concernant les fluctuations de vitesses transverse et longitudinale représentées sur la figure
(4.49), la transition se produit au même endroit pour la solution numérique obtenue avec la
référence implicite et celles avec l’optimisation locale. Ainsi, avec cette technique locale, au-
cune différence apparâıt pour la prédiction sensible de la position de la transition. Les résultats
obtenues avec tp1 et Ref sont superposables. Ensuite, comme pour urms et wrms, les solutions
numériques avec N = 8 et avec l’optimisation locale du processus de Newton ont le même com-
portement asymptotique en augmentant x/c. Cependant, on peux remarquer, d’une part, que la
valeur du pic de urms obtenue avec np est inférieure à celle donnée par les solutions Ref et tp1.
D’autre part, on remarque qu’il y a un petit écart pour la transition de wrms et que le maximum
de wrms est amplifié avec la technique locale sur le découpage “numérique”. L’observation de
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Fig. 4.49: Fluctuations de vitesse longitudinale et transverse (gauche) ; fluctuation de pression
(droit) à y+ ≈ 30

l’évolution longitudinale de la fluctuation de pression donne les mêmes conclusions. L’optimisa-
tion locale de convergence permet de retrouver la position de la transition de prms obtenue avec
Ref. Cependant, la valeur du pic de cette variable trouvée avec np est atténuée par rapport à
celle donnée par les autres méthodes conduisant à un taux de convergence satisfaisant.

Nous allons maintenant nous intéresser au spectre de pression représenté dans la figure (4.50).
Concernant le spectre de pression dans la zone proche du décollement (à x/c = 0.09), les valeurs
des pics et les fréquences obtenues avec l’optimisation locale de convergence sont proches de
celles obtenues avec la méthode implicite utilisant 8 itérations internes. Cette technique locale
est prometteuse puisqu’en l’utilisant la transition peut être retrouvée sur ce cas test réaliste. Ce-
pendant, on peut observer que np atténue (de 4 dB environ) la troisième harmonique (à environ
21000Hz) et ne prédit pas la quatrième harmonique (à environ 28000Hz). De la même façon, le
spectre dans la zone où la turbulence est pleinement développée (à x/c = 0.09), un bon accord
entre les résultats implicite de référence et ceux obtenus avec l’optimisation locale est trouvé.
On remarque cependant que np atténue légèrement (de 2 dB) le mode fondamentale à environ
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Fig. 4.50: Spectre de pression à x/c = 0.09 (gauche) et à x/c = 0.17 (droit)

7000Hz. Ainsi, au vu des résultats précédents et du bon accord entre les résultats donnés par Ref
et tp1, il est possible de réduire le nombre d’itérations internes dans la partie haute d’une couche
limite. De meilleurs résultats sont obtenus lorsque cette couche limite est turbulente pleinement
développée et pas transitionnelle.

Par conséquent, l’optimisation locale de convergence sur des découpages tenant compte de
la transition va être utilisée pour la suite de cette partie. Dans un premier temps, les effets de
l’implicitation de la condition aux limites vont être évalués comme cela a été fait sur l’advection
du tourbillon. Cette implicitation a été introduite dans le but d’assurer la meilleure connection
possible entre deux domaines où le nombre d’itérations internes diffère. Les résultats obtenus
avec ou sans cette implicitation sont comparés dans la figure (4.51). L’abbréviation tp1 ss mf
correspond au calcul effectué avec l’optimisation locale du processus de Newton et l’utilisation
du découpage “transitionnel” avec jc = 20 sans l’emploi de l’implicitation de la condition aux
limites entre les domaines SGE 2 et SGE 3. Les résultats tp1 ss mf et tp1 sont comparés à ceux
de la référence implicite. On remarque que la fluctuation de vitesse dans la région turbulente
(x/c = 0.17) n’est pas sensible à l’impact du traitement de la condition aux limites puisque
les profils sont relativement similaires. On remarque seulement que le maximum de urms est
très légèrement atténué lorsque l’implicitation de la condition aux limites n’est pas utilisée.
Les différences sont cependant minimes. Par contre, l’emploi de cette implicitation entrâıne un
meilleur comportement au raccord où les différences de pente sont minimisées. L’effet du trai-
tement de la condition aux limites est plus visible sur la fluctuation de la pression. En effet, le
traitement implicite permet de retrouver le maximum dans le domaine le plus bas avec seule-
ment 1.6% de temps CPU en plus. On voit donc un effet diffusif du traitement explicite de la
condition aux limites. Par conséquent, les erreurs crées par cette nouvelle condition aux limites
sont atténuées par le traitement implicite de la condition aux limites. Ce dernier a été introduit
pour réduire les erreurs numériques dans le domaine où le nombre d’itérations internes est le plus
petit. Voila pourquoi, il est assez surprenant de voir que les différences sont les plus visibles là
où plus d’itérations internes sont utilisées. Cependant, les différences ne sont pas significatives,
et le comportement au niveau du raccord est légèrement amélioré.
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Fig. 4.51: Fluctuation de pression à x/c = 0.17 (gauche) et fluctuation de vitesse longitudinale
à x/c = 0.17 (droit)

Nous allons maintenant évaluer l’influence de la position de la frontière des deux domaines
composant le domaine SGE tel que x/c ∈ [0.12; 0.2] pour les calculs effectués sur les maillages
”transitionnels”. Pour cela, des simulations ont été effectuées avec jc = 10 (y+ ≈ 30) et jc = 15
(y+ ≈ 45) et comparées à jc = 20. On s’attend bien évidemment à ce que la position de cette
frontière affecte à la fois la précision de la solution numérique et le coût de calcul de la simulation.

Dans un premier temps, l’influence de la position de cette interface est évaluée sur les profils
de vitesse longitudinale moyenne sur la figure (4.52). Il apparâıt que la frontière n’a pas d’effet
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Fig. 4.52: Sensibilité de la vitesse longitudinale moyenne en x/c = 0.09 (gauche), en x/c = 0.13
(centre) et en x/c = 0.17 (droit) sur la frontière

sur l’écoulement moyen et ceci quelque soit la position longitudinale : dans la région proche
du décollement (x/c = 0.09), du recollement (x/c = 0.13) et dans la région où la turbulence
est pleinement développée (x/c = 0.17). Concernant les fluctuations de vitesse longitudinale
représentées sur la figure (4.53), là encore, l’effet est négligeable. On remarque que dans la zone

119



urms (m.s-1)

y(
m

)

0 0.5 1 1.5 2
0

0.0005

0.001

0.0015

N=8 (Ref)
tp1
tp2
tp3

urms (m.s-1)
y(

m
)

0 2 4 6 8 10 12 14
0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

N=8 (Ref)
tp1
tp2
tp3

urms (m.s-1)

y(
m

)

0 2 4 6 8 10 12
0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0.004

N=8 (Ref)
tp1
tp2
tp3

Fig. 4.53: Sensibilité de la fluctuation de vitesse longitudinale en x/c = 0.09 (gauche), en
x/c = 0.13 (centre) et en x/c = 0.17 (droit) sur le taux de convergence du processus interne

proche où la turbulence est pleinement développée (x/c = 0.17), le maximum de urms n’est
pas retrouvé avec tp3. Par contre, la position de l’interface des deux blocs constituant la zone
turbulent semble avoir un impact pour l’évolution longitudinale des fluctuations de vitesses
longitudinale et transverse à y+ ≈ 30. En effet, urms est sous-estimée dans la région (x/c ≥ 0.15)
avec un faible jc (effet de dissipation) et cet effet s’accentue lorsque jc diminue. De la même
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Fig. 4.54: Sensibilité des fluctuations de vitesse longitudinale et transverse (gauche) et de pres-
sion (droit) à y+ ≈ 30 sur le taux de convergence du processus interne

façon, pour wrms, les différences entre les profils peuvent être remarquables dans la région où N
est adapté localement en fonction de la valeur du nombre CFL (x/c ≥ 0.12). La valeur de wrms

est surévaluée avec des petits jc. Ceci est lié au fait que la convergence incomplète du processus
de Newton amplifie cette variable. Concernant le spectre de pression représentée sur la figure
(4.55), l’interface n’a pas d’effet dans la zone du décollement. Par contre, on remarque que le
pic principal du spectre est atténuée avec une position basse de cette interface. Par contre, ce
pic est bien retrouvé avec le calcul tp 1.
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Fig. 4.55: Sensibilité des fluctuations de vitesse longitudinale et transverse (gauche) et de pres-
sion (droit) à y+ ≈ 30 sur le taux de convergence du processus interne

L’utilisation de l’optimisation locale du taux de convergence du processus de Newton per-
met de retrouver la précision de la méthode initiale. En effet, sur le cas sensible de transition,
les résultats implicites de référence eux-mêmes en bon accord avec le calcul explicite ont été
retrouvés. Ensuite, le traitement implicite de la condition aux limites permet d’obtenir une
précision suffisante dans la zone turbulente pleinement développée où N est adapté localement
selon la valeur CFL. Cependant, seulement une petite réduction du temps CPU est obtenue ici.
Ceci est due, d’une part, à la sécurité numérique que nous utilisons pour obtenir des résultats
corrects. Ainsi, le domaine où N est réduit est de petite taille. Mais, cette efficacité modeste de la
méthode sur le cas présent est également liée à la petite taille du domaine SGE initial représenté
sur la figure (4.16). En effet, pour ce cas test, ce domaine est adapté pour la transition lami-
naire/turbulent que nous voulons simuler. Par conséquent, la zone de transition représente une
grande part de ce domaine SGE mais une faible part de la couche limite sur le profil d’aile. La
vectorisation de l’algorithme se fait mal sur de petits domaines. Ceci explique donc la faible
réduction de temps obtenue. Cependant, les résultats sont encourageants puisque la précision
de la solution numérique n’est pas affectée. Pour que la réduction du temps de calcul soit plus
importante, il faut que le domaine SGE soit plus grand. C’est le cas pour des cas réels. Cette
méthode possède un vrai potentiel sur des cas plus ambitieux caractérisés par des échelles phy-
siques très disparates, ce qui va engendrer une large plage de nombre CFL local. C’est ce qui est
démontré dans le chapitre suivant.

4.5 Remarques de conclusion

Les différentes tentatives essayées au cours de cette étude concernent :

– le schéma d’intégration temporelle (le schéma Crank-Nicolson a un meilleur comportement
que celui de Gear, mais nécessite un bon taux de convergence),

– la réduction des erreurs de convergence (la technique d’initialisation a des effets déstabilisant
et la technique corrective nécessite un bon taux de convergence),
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– l’amélioration de la convergence du processus interne (l’approche matricielle de type FVS
qui le permet pour des applications bas-mach est trop coûteuse),

– la réduction du coût d’un pas de temps (réalisée à la fois par la fixation de la Jacobienne
et par l’adaptation locale du taux de convergence).

L’avantage de ces dernières est qu’elles peuvent se combiner. Ainsi, il est envisageable de
considérer l’emploi du schéma de Crank-Nicolson en conjonction avec la correction temporelle,
l’utilisation de la méthode de Semi-Newton avec des approximations de type FVS pour des ap-
plications bas-mach et avec l’optimisation locale du processus itératif. Ce schéma nécessite un
bon taux de convergence au vue des exigences du schéma de Crank-Nicolson et de la correction
temporelle. Ceci implique un grand nombre d’itérations internes qui peut être réduit par l’in-
termédiaire des approximations de type FVS. Ceci va nécessiter un grand coût de calcul qui sera
réduit par l’utilisation conjointe du Semi-Newton et de l’adaptation locale de convergence. Ces
deux dernière méthodes sont complémentaires. En effet, d’une part, l’adaptation du processus
de Newton permet de réduire le nombre d’itérations internes dans la partie du domaine de calcul
où cela est envisageable. D’autre part, la méthode de Semi-Newton réduit le coût informatique
proportionnellement au nombre d’itérations internes. Ainsi, le temps de résolution de la partie
où le plus d’itérations du processus de Newton sont utilisé est grandement réduit. Il est tout à
fait possible que le schéma utilisant toutes ces procédures soit plus efficace que la méthode im-
plicite initiale présentée dans le chapitre (3). Les comparaisons nécessaires à une telle conclusion
n’ont pas été faites puisque le but de cette étude est de trouver un moyen permettant l’économie
numérique nécessaire à la simulation de la réduction de bruit de cavité par l’intermédiaire d’un
cylindre. L’objectif du chapitre suivant est donc de montrer que via l’adaptation locale du taux
de convergence du processus de Newton, une simulation SGE réaliste peut être effectuée.
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Chapitre 5

Simulation d’un dispositif de
contrôle passif d’écoulements de
cavité

Une économie numérique est nécessaire pour effectuer la SGE d’un dispositif de contrôle
d’écoulements de cavité par l’intermédiaire d’un cylindre. Ce constat a déjà été rappelé aupara-
vant. L’optimisation locale du processus interne, présentée et validée dans le chapitre précédent,
permet, comme cela est montré dans ce chapitre, de réaliser cette économie. Une SGE est donc
effectuée sur la configuration ambitieuse du contrôle d’écoulements de cavité à l’aide d’un cy-
lindre. C’est ce qui est présenté dans ce chapitre. Dans un premier temps, un bref rappel est
fait concernant les écoulements de cavité. Les résultats rappelés montrent l’importance et la
nécessité du contrôle de tels écoulements pour certaines applications industrielles. Un cylindre
placé dans la couche limite amont de la cavité s’avère être très efficace pour cet objectif de
contrôle. Une simulation de type SGE est faite pour cette configuration. Concernant ce disposi-
tif, une étude expérimentale a été menée auparavant dans le cadre d’une thèse au Département
d’Aérodynamique Fondamentale et Expérimentale de l’ONERA par Hervé Illy [47, 48, 49]. Ces
données expérimentales nous permettent de valider la simulation présentée dans ce chapitre. Puis,
à partir des données numériques, une discussion relative à l’efficacité du cylindre est menée.

5.1 Introduction aux écoulements de cavité

5.1.1 Présentation générale

Les écoulements de cavités sont rencontrés dans beaucoup d’applications industrielles (fer-
roviaire, automobile, aéronautique civile et militaire ...) à la fois en aérodynamique interne et
externe. Ils peuvent entrâıner de fortes fluctuations de pression qui engendrent un bruit acous-
tique intense ainsi qu’un risque d’endommagement des structures. Bien que la configuration
géométrique soit relativement simple, la physique et l’acoustique d’écoulements de cavité sont
complexes. Au vu des nombreuses applications industrielles touchées, ces écoulements ont été
grandement étudiés de façon expérimentale mais également numérique. En effet, les techniques
de simulation fournissent à la fois une possibilité de gagner encore dans la compréhension et un
outil pour prédire non seulement les fréquences du bruit de cavité mais aussi leurs amplitudes.
Nous allons exposer rapidement ce qui est connu concernant les écoulements de cavité. Le lecteur
intéressé par un revue plus détaillée relatif à ce sujet pourra se reporter aux travaux [33, 61].
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Nous considérons dans cette étude une cavité rectangulaire comme le représente la figure
(5.1). On note L sa longueur, D sa profondeur et W sa largeur. À partir de ces dimensions

L

W

D

Fig. 5.1: Description schématique d’une cavité rectangulaire

géométriques, les écoulements de cavité peuvent être rangés en différentes catégories. Si L/D
est inférieur à 1, la cavité est dite “profonde” et “peu profonde” dans le cas contraire. Si L/W
est inférieur à 1, la cavité est considérée comme “bidimensionnelle”, et “tridimensionnelle” dans
le cas contraire. Par contre, l’écoulement de cavité est dans tous les cas tridimensionnel [85].
Une autre classification plus physique des écoulements de cavité existe. Elle est basée sur le
réattachement de la couche de mélange au fond de la cavité. Ainsi, une cavité est dite “fermée”
si le réattachement se produit, et “ouverte” dans le cas contraire. Par extension, la cavité est
qualifiée de “transitionnelle” lorsque le réattachement dépend du temps ou lorsque plusieurs
zones de recirculation successives existent sans réattachement. On peut remarquer qu’il est tout
à fait envisageable qu’une cavité profonde soit ouverte. D’autres classifications existent et le
lecteur intéressé par ces considérations peut se reporter à [33, 61], par exemple.

Les écoulements au-dessus de cavité sont responsables d’une émission acoustique intense qui
résulte d’un couplage entre l’aérodynamique et l’acoustique. L’apparition d’oscillations auto-
entretenues à des fréquences bien définies se manifeste par la présence de structures cohérentes
de grande taille dans la couche de mélange. Schématiquement, les oscillations de l’écoulement

Fig. 5.2: Description schématique de la boucle de couplage pour un écoulement de cavité tiré
de [61]

au-dessus d’une cavité sont la conséquence d’une boucle de rétroaction comme le représente la
figure (5.2). Tout d’abord, au vu de la géométrie, une couche de mélange est créée au bord
amont de la cavité. Le profil de vitesse est donc inflectionel ce qui le rend instable. Ainsi, des
instabilités de Kelvin-Helmholtz se développent dans la couche de mélange. Par conséquent, les
perturbations initiales sont convectées et amplifiées vers le bord aval, donnant naissance à de
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grosses structures tourbillonnaires visualisées sur la figure (5.3). Ces tourbillons impactent le
bord aval de la cavité, ce qui donne lieu à une rétroaction engendrant la naissance de nouvelles
perturbations dans le coin amont de la cavité.

Fig. 5.3: Écoulement de cavité obtenu par strioscopie tiré de [47]

Nature de la rétroaction

La rétroaction peut être de deux natures différentes : acoustique ou hydrodynamique. Ceci
dépend surtout de la vitesse de l’écoulement incident, de la longueur de la cavité L et de la nature
du fluide. Pour des écoulements incompressibles, la rétroaction est purement hydrodynamique.
Elle est assimilée à une transmission instantanée au bord amont par l’intermédiaire de la loi de
Biot et Savart. Le couplage est alors qualifié de couplage “fluide-fluide”.

Pour des écoulements compressibles comme celui qui est étudié ici, la longueur d’onde acous-
tique est de l’ordre de grandeur de la longueur de la cavité. Ainsi, la rétroaction est essentiel-
lement acoustique. Ce sont donc les ondes acoustiques créées par l’impact des tourbillons sur
le bord aval qui viennent exciter la couche de mélange produite par le bord amont comme le
montre la figure (5.4). On parle dans ce cas de couplage “fluide-acoustique” (cf. [111]). Nous

Fig. 5.4: Comparaison entre les photographies Schlieren de Krishnamurty [59] avec les contours
de gradients de densité de la SND de Rowley et al. [114] à M=0.8

allons maintenant nous intéresser aux mécanismes physiques qui sont à l’origine du passage de
l’une à l’autre des deux physiques : aérodynamique-acoustique.
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Transformation de l’acoustique en aérodynamique au bord amont de la cavité

L’onde acoustique remonte l’écoulement et vient exciter la couche de mélange au bord amont
de la cavité. Morkovin et Paranjape [90] ont étudié une couche de mélange excitée par des
perturbations de pression. Ils montrent que, sous l’influence d’un gradient de pression vertical
du à l’onde acoustique, un mouvement alternatif vertical se produit à proximité du point de
séparation. Ceci engendre des perturbations rotationelles (hydrodynamiques).

Transformation de l’aérodynamique en acoustique au bord aval de la cavité

La région aval de la cavité est caractérisée par un processus périodique d’entrée et sortie de
fluide. Ce processus est lié au battement de la couche de mélange. Lorsque le fluide entre dans
la cavité, une zone de compression se crée sur la paroi verticale aval et des ondes de pression
sont alors émises.

Boucle de rétroaction

À partir d’observations effectuées pour un écoulement de cavité supersonique, Heller et Bliss
[42] proposent un scénario pour la description de la boucle de rétroaction. Ce scénario est
représenté sur la figure (5.5) et peut se décomposer en six étapes :

A

B

C

F

E

D

Fig. 5.5: Schéma d’un cycle d’oscillation de cavité donné par Heller et Bliss [42] et repris dans
[33, 61]

* Étape (A) :

- Au bord amont : la couche de mélange est au dessus du coin amont. Une onde de
pression arrive au bord amont de la cavité.

- Au bord aval : Une onde réfléchie auparavant sur la paroi amont atteint la paroi aval.

* Étape (B) :
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- Au bord amont : L’onde de pression venant d’être réfléchie sur la paroi amont repart
vers l’aval. Cette réflection est accompagnée par un déplacement vers le haut de la
couche de mélange.

- Au bord aval : La hauteur de la couche de mélange au-dessus du bord aval diminue. Il
y a donc une entrée de masse créant ainsi une zone de compression.

* Étape (C) :

- Au bord amont : L’onde provenant de la paroi amont continue de se déplacer vers l’aval,
s’accompagnant d’un déplacement vers le haut de la couche de mélange.

- Au bord aval : La zone de compression s’intensifie et une nouvelle onde de pression est
émise.

* Étape (D) : Les ondes réfléchie de l’amont et émise de l’aval se croisent et interagissent.

* Étape (E) : L’onde émise de l’aval est déformée par la traversée de la couche de mélange.

* Étape (F) : La couche de mélange se déplace vers le haut créant ainsi une sortie de masse.
Les fronts d’ondes se déplacent vers les bords amont et aval, respectivement.

Modélisation

La plupart des modèles proposés pour la boucle de rétroaction prédisent uniquement la
fréquences des modes de cavité. Peu d’entre eux permettent de calculer leur amplitude.

Rossiter [113] est le premier à proposer une modélisation fréquentielle de la boucle de
rétroaction d’écoulements de cavité. Ce modèle est beaucoup employé. Il suppose que le mécanisme
est d’origine acoustique. Une représentation schématique de ce modèle est donnée sur la figure
(5.6).

λv

α

ma λaat’

a

mv λv

Uc t’

t = 0

L

λat = t’

Fig. 5.6: Représentation schématique de la modélisation de Rossiter tiré de [47]

La couche de mélange est représentée par une succession de tourbillons qui sont advectés à la
vitesse Uc vers l’aval. Lorsqu’un tourbillon atteint le bord aval de la cavité, une onde acoustique
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est émise et se propage vers l’amont à la vitesse a. Cette onde vient exciter la couche de mélange
créant ainsi un nouveau tourbillon. On pose λv la distance séparant deux tourbillons dans la
couche de mélange et λa la distance séparant deux ondes acoustiques. On suppose également
qu’à l’instant t = 0, une perturbation acoustique soit émise au bord aval de la cavité. Cette
dernière résulte de l’interaction entre un tourbillon et le bord aval. Ce tourbillon est maintenant
localisé à une distance α du bord aval. Par ailleurs, l’onde acoustique la plus proche du bord
aval est à une distance maλa (ma ∈ IN+) du bord aval. Cette dernière arrive au bord amont au
bout d’un temps que l’on note t

′

. Dans le même temps le tourbillon qui a généré l’onde émise
au bord aval s’est déplacé vers l’aval de la distance Uct

′

. La distance entre ces deux tourbillons
est mvλv (mv ∈ IN+). Par conséquent, on a le système suivant :





mvλv = L + α+ Uct
′

L = maλa + at
′

En éliminant t
′

dans les deux expressions, on a immédiatement l’expression suivante :

mvλv − L − α

Uc
=

L −maλa

a

On pose γR = α/λv une constante empirique. Comme la fréquence f est la même entre le lâcher
tourbillonnaire et l’émission des ondes acoustiques, on a λa = a/f et λv = Uc/f , ce qui donne :

f =
mv +ma − γR

L

(
1

Uc
+

1

a

)

La célérité du son a dans la cavité ne diffère que de 10% avec la célérité du son à l’extérieur
de la cavité pour les écoulements subsoniques. On peut donc poser a = c. On a M = U∞/a.
On note N = mc +ma (N ∈ IN+). On pose également κR = Uc/U∞ le rapport entre la vitesse
d’advection des tourbillons et la vitesse à l’infini amont. Ce rapport est la deuxième constante
empirique du modèle. Finalement, on obtient la formule donnée par Rossiter [113] :

fN =
U∞

L

N − γR

M +
1

κR

Le modèle obtenu est tributaire des deux constantes γR et κR. Rossiter propose les valeurs
reproduites dans le tableau (5.1). La réinterprétation physique du modèle conduit à considérer :

L/D 1 2 4 6 8 10

γR 0.25 0.25 0.25 0.38 0.54 0.58

κR 0.61 0.66 0.57 0.57 0.57 0.57

Tab. 5.1: Valeurs des constantes empiriques données par Rossiter [113]

– γR comme une distance adimensionnée liée au retard entre l’impact du tourbillon et
l’émission de l’onde acoustique (pas quantifiable),
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– κR comme une vitesse adimensionnée liée à la convection des structures dans la couche de
mélange (quantifiable).

À ce propos, pour Ahuja et Mendoza [2], la valeur de κR dépend de la taille des structures
présents dans l’écoulement : 0.6 pour les grosses structures et 0.66 pour les petites. D’une part,
si le modèle de Rossiter est efficace à la fois pour les écoulements subsonique et transsonique, ce
n’est pas le cas pour ceux en régime supersonique. Ceci provient de la non validité de l’égalité
des vitesses du son à l’intérieur et à l’extérieur de la cavité (a = c). Ainsi, il existe une ex-
tension du modèle de Rossiter qui tient compte du rapport estimé c/a. D’autre part, les deux
constantes liées au modèle de Rossiter ne sont pas universelles : elles doivent être ajustées pour
chaque configuration. Ainsi, il se peut que que des valeurs non physiques soient employées. Par
conséquent, de nombreux auteurs ont tenté de réduire l’empirisme de ce modèle. Pour une revue
détaillée de modèles plus élaborés, le lecteur pourra se reporter aux travaux [33, 61, 47]. Le
dispositif permettant la réduction du bruit de cavité retenu pour cette étude est présenté par la
suite.

5.2 Contrôle de l’écoulement de cavité par l’intermédiaire d’un

cylindre

Plusieurs dispositifs de contrôle actif ou passif sont rencontrés dans la littérature. Un dispo-
sitif de contrôle passif vient modifier la structure de l’écoulement sans ajout d’énergie extérieure,
contrairement à un dispositif de contrôle actif. Concernant ces diverses tentatives, des obstacles
rigides sont placés en amont de la cavité [42]. Par ailleurs, une paroi poreuse peut également
être placée à l’intérieur de la cavité [60]. Ces approches ne suppriment pas le phénomène : les
fréquences des modes de modes de cavité restent les mêmes, seules leurs amplitudes diminuent.

En ce qui concerne les dispositifs actifs, l’apport d’énergie se fait en général en manipulant
l’écoulement au niveau du bord amont, là où naissent les instabilités de la couche de mélange.
L’avantage de tels dispositifs est le fait de facilement s’adapter à des modifications géométriques.
On peux citer par exemple l’emploi de jets pulsés [120]. Cependant, ces techniques peuvent
conduire à l’excitation de nouvelles fréquences naturelles de cavité [115]. Pour une revue de
ces différents procédés, le lecteur pourra se reporter au travail [47]. Le dispositif retenu ici est
celui proposé par McGrath et Shaw [86]. Ils montrent qu’un cylindre placé dans la couche limite
turbulente amont d’une cavité permet de réduire sensiblement les modes de cavités. Ce dispositif
est relativement simple. Cependant, les raisons exactes de son efficacité sont mal connues. Trois
interprétations sont données dans la littérature :

– H1 : Stanek et al. [126] pensent que le cylindre impose un forçage à haute fréquence. Des
tourbillons sont générés dans le sillage du cylindre. Plus le diamètre d du cylindre est petit,
plus la fréquence de ce lâcher tourbillonnaire est élevée (St = fd/U ≈ 0.2). Lorsque cette
dernière est d’un ordre de grandeur plus grand que celui des modes de cavité, la turbulence
de la couche de mélange est modifiée. Les petites échelles, correspondant aux échelles du
forçage du cylindre, dissipent plus d’énergie cinétique. En supposant que la turbulence
est en équilibre, l’énergie cinétique alimentant la cascade turbulente selon le scénario de
Kolmogorov doit augmenter. Or, ce sont les grandes échelles qui produisent cette énergie
cinétique. Par conséquent, les grandes échelles, correspondant à celles de l’écoulement de
cavité, cèdent plus d’énergie sous l’effet du cylindre. Cette interprétation est à rapprocher
du travail de Wiltse et Glezer [145] qui utilisent des techniques similaires pour contrôler des
couches de mélange. Afin de vérifier cette hypothèse H1, Illy a fait varier la fréquence du

129



lâcher tourbillonnaire en modifiant le diamètre d. Ceci a pour conséquence que le rapport
entre le fréquence du lâcher tourbillonnaire et la fréquence du mode dominant est inférieur
à 10. Ainsi, on sort du domaine de validité de H1. Par contre, les effets observés sont
identiques : les bruits discret et large bande de cavité sont atténués. Il semblerait donc
qu’une manipulation de la turbulence de la couche de mélange due à la présence de cylindre
ne puisse être évoquée ici pour expliquer l’efficacité du cylindre.

– H2 : Stanek et al. [127] proposent une autre interprétation concernant le forçage haute
fréquence du cylindre. En effet, selon eux, ce forçage augmente la diffusion de la quantité
de mouvement. Par conséquent, le champ de vitesse dans la couche de mélange est modifié.
L’application des critères de stabilité les conduit à supposer que le profil devient stable
dans ce cas précis. Par contre, aucun calcul ne corrobore cette interprétation.

– H3 : Ukeiley et al. [132] pensent que le cylindre a pour effet de soulever la couche de
mélange et d’augmenter son épaisseur de vorticité. Ceci a pour conséquence de réduire le
niveau de cisaillement ce qui se traduit par une diminution du niveau des fluctuations de
pression.

Le dispositif de contrôle utilisé dans [47] va maintenant être présenté. Ensuite, la configuration
retenue pour effectuer le calcul de type SGE va être spécifiée. Ce choix va également être justifié.
Les résultats concernant l’écoulement autour de cette configuration sans présence de cylindre
vont être rappelés ainsi que ceux obtenus par Illy se rapportant au contrôle de cet écoulement.

5.2.1 Présentation du dispositif de réduction de bruit

Le dispositif représenté sur la figure (5.7) est exactement celui étudié par Illy et al. [48, 49, 47].
Un cylindre de diamètre d = 2.5 mm est placé transversalement à l’écoulement. Il est situé à
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δ
0

l
w

Fig. 5.7: Schéma du dispositif de réduction du bruit de cavité par l’intermédiaire d’un cylindre
tiré de [47]

une distance x = 5 mm en amont de la cavité. Cette distance est comptée à partir de l’axe de
symétrie du cylindre. La hauteur comprise entre le plancher de la soufflerie et le bas du cylindre
est notée z. On note également lW l’envergure du cylindre. Illy a étudié deux configurations
différentes :

– une cavité profonde caractérisée par le rapport L/D=0.42,

– une cavité peu profonde spécifiée par le rapport L/D=5.
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Ces deux maquettes ont été placées dans la soufflerie S8Ch du centre de Chalais-Meudon de
l’ONERA. Pour effectuer le calcul SGE qui va être présenté par la suite, la cavité profonde
dont le rapport L/D vaut 0.42 a été retenue. Les raisons de ce choix sont liées au fait que
cette configuration est la plus courte des deux cavités (L=100 mm pour la cavité peu profonde
et L=50 mm pour la cavité profonde). Par conséquent, le maillage utilisé pour la résolution
spatiale contient moins de points. D’autre part, les fréquences caractéristiques sont plus hautes.
Par exemple, la fréquence du mode fondamental est de 1 300 Hz pour la cavité peu profonde
et 1 928 Hz pour la cavité profonde. Par conséquent, le temps d’intégration nécessaire à la
convergence des statistiques turbulentes est plus court. Par conséquent, cette configuration est
la moins coûteuse numériquement des deux. À ce propos, dans le cas sans le cylindre, cette
propriété est également rencontrée [61].

La maquette est caractérisée par une longueur L=50 mm, une profondeur D=120 mm et une
largeur W=120 mm. Le rapport L/D=0.42 est inférieur à 1, ce qui conduit à classer la cavité dans
la catégorie “profonde”. De même, comme L/W est inférieur à 1, la cavité est bidimensionnelle.
Cette maquette a été réalisée par Deron et al. [29]. Cette configuration a auparavant été étudiée
à la fois expérimentalement par Forestier et al. [34] et numériquement par Larchevêque et al.
[63] sans la présence du cylindre. Les principaux résultats obtenus sont succinctement rappelés
dans la partie suivante.

5.2.2 Rappels des résultats sans le cylindre

Une étude expérimentale de cette maquette [33] a été menée grâce à la soufflerie S8b de
l’ONERA qui est alimentée par l’air ambiant soit Pi ≈ 105 Pa et Ti ≈ 293o K. Le col sonique en
aval de la veine d’essai contrôle le nombre de Mach de l’écoulement qui est fixé à M = 0.8. Ceci
correspond à U∞ = 260 m.s−1. Par conséquent, le nombre de Reynolds basé sur la longueur de
la cavité (ReL = U∞L/ν) vaut 8.6 × 105.

Synthèse des résultats

Cet écoulement de cavité est caractérisé par de fortes ondes de pression émises au niveau de
la cavité qui remonte l’écoulement subsonique amont. Ceci est à la fois observé numériquement
et expérimentalement comme le montre la figure (5.8). Les deux strioscopies montrent effecti-

“Fig. 5.8: Visualisation strioscopique tiré de [34] (gauche) ; pseudo-schlieren (||∇ρ||) tiré de [63]
(droit) de l’écoulement

vement le même comportement : des ondes remontent l’écoulement et réfléchissent sur la paroi
supérieure. Ceci fait apparâıtre des motifs en forme de losange.
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Concernant les structures cohérentes à l’intérieur de la couche de mélange, il existe trois
tourbillons comme le montre la figure (5.9). Ces trois structures tourbillonnaires ont des dyna-

S1S2S3

Fig. 5.9: Visualisation des structures cohérentes à l’aide de la strioscopie rapide [34] (gauche)
et du critère Q [63] (droit)

miques bien différentes. S1 traverse et rentre franchement dans la cavité. S2 impacte le coin aval,
puis est éjectée vers l’extérieur de la cavité. Enfin, S3 passe au dessus de la cavité.

Les spectres de pression numérique [63] et expérimental [34] sont représentés sur la figure
(5.10). Ces pics de pression sont caractéristiques du bruit de cavité. Là encore, un très bon
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Fig. 5.10: Comparaison des spectres de pression issus des mesures expérimentales de Forestier
[34] (gauche) et des calculs SGE de Larchevêque [63] (droit)

accord entre les résultats expérimentaux et les calculs de type SGE est trouvé. Les positions
et les niveaux des modes de cavités sont similaires. Le pic observé vers 95 000Hz observé en
expérience est du à la résonance de la membrane du capteur.

5.2.3 Synthèse des résultats expérimentaux avec le cylindre

Les principaux résultats expérimentaux obtenus par Illy sont rappelés dans cette partie. Le
lecteur intéressé par plus de détails concernant ceux-ci pourra se reporter à [47]. Ces résultats
vont nous servir de base de données expérimentales. Ceci va ainsi nous permettre de vérifier la
validité des calculs de type SGE que nous avons effectués. Les mesures expérimentales effectuées
concernent essentiellement :

– les fluctuations de pression mesurée par un capteur de type Kulite placé 10 mm en dessous
du plancher de la soufflerie,

– les champs moyen et fluctuant déterminés à l’aide de la vélocimétrie laser à frange (LDV).
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Comme le nombre de Mach varie beaucoup dans la veine d’essai, Illy prend pour référence le
nombre de Mach obtenu au bord amont de la cavité (c’est-à-dire x = 0 mm). Les résultats
rappelés ici ont été obtenus pour un nombre de Mach au bord amont de la cavité égal à M =
0.755. Ceci correspond à un nombre de Mach en amont de la veine d’essai (c’est à dire x = −140
mm) égal à M = 0.694. Le nombre de Reynolds basé sur le diamètre du cylindre (Red = Ud/ν)
est dans la fourchette 3× 104 − 4 × 104. Par conséquent, le sillage du cylindre est turbulent. De
la même façon, au vu du nombre de Reynolds basé sur le diamètre du cylindre, le régime du
sillage doit être subcritique. Cependant, dans le cas présent, l’écoulement impactant le cylindre
est une couche limite turbulente. Plus précisément, le cylindre est soumis à un cisaillement et
à un taux de turbulence important. Le régime du sillage de ce dernier peut en être affecté. De
plus, δ0 = 9.75 mm est l’épaisseur de couche limite turbulente au bord amont du cylindre.

Illy a étudié les effets des paramètres suivant z/d, δ0/d et lW /W . Il montre notamment
que z/d a un impact significatif sur l’efficacité du cylindre et que l’épaisseur de couche limite
a peu d’influence en régime transsonique, comme dans le cas présent. Afin de se placer dans
les conditions optimales pour la réduction du bruit de cavité, les valeurs z/d = 1.2 et lW = W
sont retenues pour la simulation. Les résultats obtenus avec ces paramètres sont présentés par
la suite.

Spectre et strioscopie

Les résultats expérimentaux sont représentés sur la figure (5.11). Tout d’abord, la modifica-
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Fig. 5.11: Strioscopie de l’écoulement (gauche) et spectre au bord aval (droit) tiré de [47]

tion du spectre est significative. D’une part, le mode fondamental de Rossiter à 2 kHz voit son
amplitude réduire de 30 dB. Les autres modes ont également disparu. D’autre part, un nouveau
pic apparâıt à 20 kHz. Cette fréquence correspond au nombre de Strouhal St = fd/U∞ ≈ 0.2.
Ceci est caractéristique de l’allée de von Kármán qui se développe derrière le cylindre. De plus,
le bruit de fond a diminué de 6 dB (spectre large bande). Par ailleurs, à l’aide de la strioscopie,
les grosses structures caractéristiques de l’écoulement de cavité sont beaucoup moins visibles
que dans le cas sans cylindre. Le sillage du cylindre est par contre bien apparent dans la zone
proche de ce dernier.

Champ moyen et champ fluctuant

Concernant les mesures de champs moyen et fluctuant, les résultats sont donnés sur la figure
(5.12) où sont comparés les résultats avec et sans le cylindre. La vitesse longitudinale moyenne
à l’intérieur de la cavité est significativement modifiée par la présence du cylindre (figure (5.12)
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Fig. 5.12: Comparaison des profils de vitesse moyenne (gauche), d’énergie cinétique normalisée
(centre) et des tensions de Reynolds normalisées (droit) entre le cas avec cylindre (trait épais)
et le cas sans cylindre (trait fin) tiré de [47]

gauche). En effet, une perte de vitesse liée au sillage du cylindre vient se superposer au profil de
couche de mélange. Les deux écoulements diffusent vers l’aval pour ne former plus qu’une zone
de cisaillement. L’étendue de cette dernière est plus grande que celle du cas sans cylindre. Par
contre dans la zone proche du cylindre (x = 0 mm et 5 mm), une survitesse est observée dans la
partie supérieure de l’écoulement. De plus, juste en aval du cylindre, des ondes de compression
sont observées sur la strioscopies de la figure (5.11). Ces ondes remontent l’aval de l’écoulement.
Illy pense qu’il est probable que des poches supersoniques existent dans cette zone. Cependant,
les sondages qu’il a effectués pour les positions x = 0 mm et 5 mm montrent que l’écoulement
reste en moyenne subsonique en aval du cylindre.

Concernant champ fluctuant, Illy s’est intéressé à l’énergie cinétique turbulente et aux ten-
sions de Reynolds (figure (5.12) centre et droit respectivement). Concernant ces deux quantités,
les conclusions sont identiques. En effet, dans la région proche du cylindre (x = 5 mm), une va-
leur élevée de l’énergie cinétique turbulente et des tensions de Reynolds est relevée. Cette valeur
est plus grande que celle du cas sans cylindre. Ceci est lié au lâcher tourbillonnaire très intense
derrière le cylindre. Par contre, dans la couche de mélange, il apparâıt que l’énergie cinétique
turbulente et les tensions de Reynolds sont plus faibles en présence du cylindre. Ceci est une
conséquence de la disparition des structures cohérentes de la couche de mélange.

5.3 Remarques préliminaire à la simulation

5.3.1 Considérations physiques

Malgré l’étude expérimentale détaillée de Illy, les raisons de l’efficacité du cylindre dans
la réduction du bruit d’écoulements de cavité restent mal comprises. L’apport de données
numériques obtenues à l’aide de la SGE pourrait permettre d’avancer dans la compréhension
de ce phénomène. C’est ce qui motive cette étude. La simulation de cette configuration nécessite
la prise en compte du cylindre. Par conséquence, de nouveaux problèmes physiques sont intro-
duits par rapport au cas sans barreau traité par Larchevêque [63, 61]. En effet, d’une part, le
cylindre est situé dans la couche limite turbulente amont. Par conséquent, les petites structures
présentes dans celle-ci peuvent avoir un impact plus significatif sur la dynamique globale de
l’écoulement que dans le cas sans cylindre. D’autre part, ce dernier implique la présence de très
petites échelles temporelles et spatiales par rapport aux échelles caractéristiques des écoulements
de cavité. Il est impératif, également, d’en tenir compte car elles sont dynamiquement actives.
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5.3.2 Considérations numériques

Modélisation de la turbulence retenue

Afin de représenter correctement les instationnarités de cet écoulement, c’est-à-dire de simu-
ler à la fois les fluctuations de pression tonales et large-bandes, la SGE ou la DES peuvent être
considérées comme des candidats potentiels intéressants. La DES est un modèle largement utilisé
actuellement pour des cas appliqués [28]. La SGE est théoriquement plus apte à la prédiction
de la turbulence dans une couche limite. Pour les écoulements massivement séparés tels que les
écoulements de cylindre ou de cavité, la DES [124] est bien adaptée. En effet, dans ce cas, de
fortes instabilités sont rapidement amplifiées du fait de la présence d’un point d’inflection dans
le profil de la couche de mélange. Cependant, dans le cas présent, le cylindre est positionné
dans une couche limite turbulente qui impacte ce dernier. La couche limite du cylindre est ainsi
fortement influencée par cette interaction. La bonne description nécessaire de la turbulence en
amont du cylindre rend ainsi la confiance en l’utilisation de la DES plus discutable contrairement
à l’emploi de la SGE. De plus, il a récemment été montré que la SGE est capable de simuler de
façon réaliste des écoulements non contrôlés de cavité, même à très haut nombre de Reynolds
(Re ≈ 106) [63, 62].

Comme dans [63], le domaine de calcul est divisé en domaines bidimensionnels (en bleu) et
en domaines tridimensionnels (en rouge et vert) dans les figures (5.13) et (5.14). Les effets de la
turbulence dans les domaines bleus (2D) sont pris en compte par une approche URANS utilisant
le modèle de Spalart et Allmaras [122] car ce modèle est capable de prédire correctement la tur-
bulence dans une couche limite. Le maillage concernant le calcul utilisant la SGE est représenté
sur la figure (5.13). Dans les zones rouges, la SGE est employée pour prédire les effets de la turbu-
lence. Une stratégie de recyclage de type Lund [76] est utilisée pour permettre un développement
correcte des fluctuations instationnaires de l’interface RANS/SGE située suffisamment en amont
du cylindre. Lorsque l’approche DES est utilisée, d’une part, la zone tridimensionnelle commence
alors juste devant le cylindre comme le montre la figure (5.14). D’autre part, la DES est unique-
ment utilisée pour calculer l’écoulement proche du cylindre dans les zones vertes. Pour le reste
du domaine 3D (zone rouge), l’approche SGE est utilisée. Par abus de langage, nous appellerons
cette approche hybride DES.

Exigences en maillage

Fig. 5.13: Vue du maillage dans le plan (x, y) pour la modélisation SGE : vue globale (gauche)
et zoom autour du cylindre (droit)
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Nous allons aborder plus précisément les exigences liées à la résolution spatiale. Le maillage
du domaine de calcul suit exactement la géométrie la soufflerie entourant la cavité. Par ailleurs,
comme nous l’avons déjà dit, de nouvelles exigences physiques doivent être considérées. Par
exemple, nous devons impérativement prendre en compte :

– la couche limite turbulente amont,

– le cylindre (plus précisément, la couche limite et le sillage de ce dernier),

– la couche de mélange au-dessus de la cavité.

Pour cela, d’une part, la maillage est raffiné par rapport à [63]. D’autre part, la taille de la partie
tridimensionnelle du domaine de calcul est agrandie. Par exemple, pour obtenir une résolution
spatiale suffisante de la couche limite turbulente amont dans laquelle est situé le cylindre, les
mailles autour de ce dernier doivent être au moins 100 fois plus petites que celles dans [63]. De

Fig. 5.14: Vue du maillage dans le plan (x, y) pour la modélisation DES : vue globale (gauche)
et zoom autour du cylindre (droit)

la même façon, afin de prendre en compte à la fois les couches limites amont de la veine et celle
du cylindre ainsi que le sillage de ce dernier, de très petites mailles sont localisées à la surface du
cylindre. En effet pour discrétiser les tourbillons anisotropes présents dans les couches limites
turbulentes, il est nécessaire d’adopter les résolutions suivantes pour obtenir des résultats fiables
avec la SGE : ∆x+ ≈ 50, ∆y+ ≈ 2 et ∆z+ ≈ 20. Environ 80 cellules sont localisées dans la
couche limite amont de la veine dans la direction normale à la paroi, une taille de première
maille de l’ordre de 5µm. Pour le cylindre, malgré une taille de première maille de l’ordre de
0.2µm, seulement 30 cellules sont placées dans la couche limite au niveau de la face avant, à
l’endroit où elle est est la plus mince.

Par ailleurs, dans la couche de mélange au-dessus de la cavité, 216 cellules sont utilisées dans
la direction longitudinale, ce qui corresponds à 8 ou 9 mailles par tourbillons dans le sillage du
cylindre. Cette résolution spatiale est utilisée afin de pouvoir prédire les fluctuations de pression
tonales et large-bandes sur la paroi arrière de la cavité. Concernant la direction transverse,
la taille du domaine est limité à 50 mm puisque Larchevêque et al. [63] ont montré sur la
configuration sans le cylindre que cette distance est suffisante pour permettre un développement
correct des tourbillons de grande taille caractéristiques des écoulements de cavité. Pour que cette
taille soit valable pour les calculs avec le cylindre, il est impératif de vérifier si cette longueur
est suffisante pour décrire la dynamique de l’écoulement autour d’un cylindre. Or, cette distance
transverse correspond à 20 diamètres du cylindre. Comme un domaine de taille transverse de
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4 diamètres de cylindre est habituellement préconisé pour obtenir des résultats corrects [58], la
largeur retenue est ainsi largement suffisante. Concernant la résolution spatiale transverse, 250
cellules sont utilisées pour le domaine de calcul. Cette résolution est suffisante à la fois pour
le cylindre [58] et pour la cavité [63]. D’autre part, le pas de temps numérique utilisé pour
la simulation est basé sur le pic du lâcher tourbillonnaire observé par l’expérience qui est un
phénomène haute-fréquence. Ainsi, le pas de temps considéré ∆t = 0.25 µs est bien inférieur
(d’un facteur 5.6) à celui utilisé dans le cas sans cylindre. D’autre part, la fréquence du lâcher
tourbillonnaire à 20 000 Hz correspond à 200 ∆t. De même, on a 2 000 pas de temps par mode
fondamental de Rossiter. Cette disparité au niveau fréquentiel impose de sévères contraintes
numériques. En effet, la fréquence du lâcher tourbillonnaire impose un petit pas de temps et la
fréquence du mode fondamentale de Rossiter un long temps d’intégration.

Raideur du problème numérique

Du fait que les cellules de calcul soient beaucoup plus petites (facteur 100 dans la couche
limite turbulente) et que le pas de temps soit également bien inférieur (facteur 5.6) que dans
le cas sans cylindre [63], il est évident que la simulation envisagée est beaucoup plus coûteuse
en ressources informatiques. Par exemple, il existe une grande disparité de la valeur CFL locale
comme le montre la figure (5.15). Au premier abord (figure (5.15) droit), il semble que la valeur
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Fig. 5.15: Isocontour de la valeur CFL locale : vue de la totalité du domaine de calcul (droit) et
zoom autour du cylindre (gauche)

CFL locale reste dans l’intervalle [0, 16] dans la totalité du domaine de calcul. Les calculs effectués
précédemment [83, 63, 81, 106, 62] avec la méthode présentée dans le chapitre (3) sont dans cette
configuration numérique. Or, lorsqu’on s’intéresse de plus près à la région qui entoure le cylindre,
le nombre local CFL atteint une valeur proche de 700. Ceci rend cette configuration ambitieuse
puisqu’on sort du cadre habituel de l’utilisation de la SGE. Pour le reste du domaine de calcul,
la valeur maximale CFL est inférieure à 16.
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Efficacité permise par l’optimisation locale de convergence du processus de Newton

Le tableau (5.2) résume l’ensemble des paramètres des calculs qui vont être présentés par
la suite. Le label SGE 1 représente le calcul implicite mené par Larchevêque [61]. Le label DES

Nombre de Cellules (×106) N ∆t(µs) CPU

CFL ≤ 16 16 < CFL ≤ 700 total CFL ≤ 16 16 < CFL ≤ 700

SGE 1 [61] 1.6 / 1.6 4 / 1.4 40

SGE 2 20 0.5 20.5 4 80 0.25 2200

DES 17 0.5 17.5 4 4 0.25 1316

Tab. 5.2: Maillage et paramètres de calcul pour les simulations de cavité

représente le calcul mené avec la DES sur le maillage qui vient d’être présenté. Avec cette tech-
nique, la couche limite proche de la paroi du cylindre est traitée à l’aide du modèle URANS, le
schéma est alors assez robuste : la viscosité turbulente provenant du modèle de Spalart-Allmaras
joue un rôle important dans la stabilisation du schéma. Par conséquent, 4 itérations internes
peuvent être utilisées par rapport à la valeur maximale de la CFL (≈ 700). Par contre, lorsque la
SGE est utilisée, au moins 80 itérations internes devraient être utilisées dans le processus itératif
d’après les conclusions du chapitre (4) afin d’obtenir une décroissance suffisante du résidu. Ce
nombre rend ainsi cette simulation impossible au vu de son fort coût de calcul. Cependant,
comme nous l’avons déjà remarqué, la valeur CFL locale est très disparate. Ceci rend l’optimi-
sation locale de la convergence du Newton présentée et validée numériquement dans le chapitre
précédent très attractive puisque peu de cellules du domaine de calcul sont concernées par la
valeur CFL maximale de 700. Cette technique va permettre d’utiliser 80 itérations internes seule-
ment sur les domaines concerner par les grandes valeurs CFL locales. Ces derniers ne représentent
qu’environ 2.5% de la totalité du domaine de calcul. Pour le reste, comme la valeur CFL reste
“standard” par rapport aux calculs précédents effectués avec la méthode implicite, seulement
4 itérations internes sont utilisées. La convergence du processus de Newton est illustrée sur la
figure (5.16), qui montre pour le calcul SGE 2 la norme L2 du résidu associé à la composante
longitudinale de la vitesse. Dans le domaine englobant la paroi du cylindre (CFL ≈ 700), les
80 itérations permettent de réduire le résidu d’un ordre de grandeur. Sur un domaine proche
du cylindre (CFL ≤ 16), correspondant au domaine rouge en forme de O sur la figure (5.17), 4
itérations suffisent pour réduire le résidu d’un ordre de grandeur également.

Avec l’utilisation de cette procédure, le facteur théorique de réduction du temps de calcul est
d’environ 13.7. La dernière colonne du tableau (5.2) donne le temps CPU nécessaire au NEX SX6
(dont la vitesse moyenne est de 4Gflops par processeur) pour intégrer un temps de 0.025s. Cette
durée corresponds à 50 périodes du mode fondamental de Rossiter. La comparaison entre le coût
du calcul sans cylindre et avec cylindre (facteur 33 entre les temps de calcul de la DES et de la
SGE de Larchevêque) montre clairement la difficulté de la simulation qui va être présentée. De
plus, via l’optimisation local du processus itératif, le coût informatique de la SGE est de l’ordre
de grandeur de celui de la DES (facteur 1,67 entre ces deux temps de calcul). Ceci permet donc
de réaliser ce calcul instationnaire.
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Fig. 5.16: Convergence du processus de Newton obtenue avec l’adaptation locale du nombre
d’itérations pour la première composante de la vitesse sur deux domaines proches du cylindre
(Calcul SGE 2)

Paramètres numériques des simulations

Le domaine de calcul représenté sur la figure (5.13) s’étend sur 0.25 m en aval de la cavité (5L)
et sur 0.15 m en amont de la cavité (3L). La longueur de la veine en aval de la cavité a été rallongée
par rapport aux simulations de Larchevêque [61, 63] (L) afin d’éloigner la condition d’entrée du
cylindre. Dans la direction z, des conditions de périodicité sont employées. Les conditions en
entrée et en sortie de domaine sont résolues à l’aide de la théorie des caractéristiques. En entrée,
un profil de vitesse en tangente hyperbolique est imposé. La forme du profil a été ajustée afin que
les profils de vitesse extrait en x = −0.05 m soient en bon accord avec les mesures expérimentales
de Illy. Pour le calcul SGE une condition d’entrée supplémentaire doit être définie à l’interface
entre les domaines RANS et SGE située dans la couche limite en amont du cylindre (voir figure
(5.13)). La technique de remise à l’échelle de Lund a été appliquée entre le plan d’entrée situé en
x = −0.03 m et un plan légèrement en amont du cylindre en x = −0.01 m. Cette remise à l’échelle
s’effectue sur les fluctuations du champ aérodynamique. Elles sont extraites du champ global
en soustrayant la moyenne transverse : φ

′

(x = −0.01, y, t) = 1
W

∫
φ(x = −0.01, y, z, t)dz où W

représente l’envergure du domaine de calcul. Ces fluctuations sont alors ajoutées aux variables
conservatives RANS à l’entrée du domaine en x = −0.03 m suivant la procédure décrite dans [92].
La distance entre le plan d’entrée et le plan de recyclage mesure 0.02 m, ce qui représente 4 fois
l’épaisseur de couche limite visuelle mesurée en x = −0.03 m. Cette longueur est donc suffisante
pour permettre à la turbulence de se développer. Il faut cependant noter que la technique de Lund
peut introduire une fréquence parasite dans le calcul du fait de la procédure de recyclage. Dans le
cas présent, cette fréquence serait de l’ordre de f ≈ (xplan entrée −xplan recyclé)/U∞ = 0.02/243 =
12 000Hz. Pour le calcul SGE, le domaine de calcul possède une envergure variable afin de limiter
le nombre de points de maillage comme cela est fait dans [82]. Dans la couche limite en amont
de la cavité, l’envergure est de 0.01 m jusqu’à l’aplomb de la cavité en x = 0 m. Cette largeur
représentant 4 diamètres du cylindre ou l’épaisseur de couche limite visuelle en x = −0.01 m,
est suffisante pour permettre un développement approprié des structures turbulentes dans la
couche limite [82]et dans le sillage proche du cylindre [58]. À partir de x = 0, l’envergure W du
domaine est fixée à 0.05 m (L). L’information issue de la couche limite amont est donc répliquée
5 fois, mais ce forçage transverse s’atténue rapidement quand on se déplace vers le bord aval de
la cavité, comme l’indique le critère Q instantané illustré sur la figure (5.18).
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Le temps d’intégration utilisé pour effectuer l’analyse est de 0.025 s (50 périodes du premier
mode de Rossiter). Avant cela, un transitoire d’environ 20 périodes doit être simuler pour at-
teindre un régime périodique bien établi. Ceci réclame environ 1300h (DES) et 2200h (SGE 2)
sur le supercalculateur vectoriel NEC SX6 (voir le tableau (5.2)). Afin d’utiliser simultanément
4 processeurs de ce calculateur, une version parallèle (OpenMP) du code a été utilisée. Ceci
permet de réduire le temps de restitution du calcul. Néanmoins, l’implicitation des conditions
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Fig. 5.17: Découpage de la région du cylindre pour répartir la charge de travail entre les différents
processeurs pour le calcul parallèle

de raccord dans la procédure d’adaptation du nombre d’itérations internes n’a pas été retenue.
En effet, les améliorations qu’elle procure ne sont pas flagrantes (voir chapitre (4)) ; par ailleurs,
son extension en calcul parallèle n’est pas triviale. Afin de répartir équitablement la charge
de travail sur 4 processeurs (load balancing), un traitement spécial a été effectué. La difficulté
réside dans le fait que certains domaines impliquent une plus grande charge de travail puisque le
nombre d’itérations internes est plus élevé pour ces derniers. Afin de diviser équitablement cette
surcharge, le domaine entourant le cylindre où 80 itérations internes sont utilisées est subdivisé
en 4 domaines de couleur bleue, orange, verte et jaune sur la figure (5.17). Chaque processeur
doit prendre en compte le même nombre de points nécessitant le même nombre d’itérations
internes. C’est ce qui a motivé le découpage représenté sur la figure (5.17). Au final, le domaine
de calcul est divisé en 19 domaines comportant un nombre de cellules très variable : de l’ordre
de 50 000 pour le domaine RANS discrétisant la veine à plus de 2.5 × 106 pour le domaine SGE

discrétisant la couche limite en amont du cylindre. Malgré cette forte disparité, le code s’exécute
à une vitesse comprise entre 14 et 15 Gflops, ce qui correspond parfaitement à l’accélération
linéaire attendu pour ce calcul multi-processeurs. Maintenant que la difficulté résidant dans la
réalisation d’un calcul SGE sur cette configuration a été clairement identifiée et contournée, il est
important de vérifier si les deux calculs instationnaires représentent bien l’efficacité du cylindre
dans la réduction du bruit de cavité.

5.4 Validation des résultats numériques

Nous avons à disposition, concernant la cavité contrôlée par l’intermédiaire du cylindre,
les résultats numériques obtenus avec la DES et la SGE ainsi que les données expérimentales
de Illy [47]. Le premier travail effectué est la comparaison entre les résultats numériques et
expérimentaux. Cette dernière va pouvoir nous informer sur la validité des simulations effectuées.
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Cette comparaison est basée sur le profil de la vitesse moyenne, de l’énergie cinétique turbu-
lente résolue et des tensions de Reynolds sur différentes positions longitudinales. Finalement,
le spectre de pression est également observé pour vérifier si la réduction de 30 dB du mode
fondamental de Rossiter du à l’effet de contrôle du cylindre est bien reproduite numériquement.

Avant de comparer les grandeurs statistiques des simulations avec celle des expériences de
Illy, les structures cohérentes de la SGE et de la DES sont représentées sur la figure (5.18) à l’aide
d’une isosurface positive du critère Q [46, 142]. Pour les deux calculs, une allée de von Kármán

Fig. 5.18: Isosurface du critère Q= 2 × U 2
∞/d

2 colorée par la composante longitudinale de la
vitesse : DES (gauche) SGE (droite)

peut être observée malgré le grand nombre de Reynolds. Ensuite, des tourbillons longitudinaux
se forment, ce qui mène à la création de structures tridimensionnelles de grande taille par rapport
au diamètre d du cylindre. Sur cette figure, il est difficile de dire si les fluctuations de la couche
de mélange responsables de l’émission de bruit, ont bien disparu grâce au cylindre. Pour le
calcul SGE, il apparâıt clairement que le cylindre est excité par la turbulence de la couche limite
amont. Pour la simulation DES, il est clair que la turbulence résolue par le maillage dans la zone
du cylindre n’apparâıt que dans le sillage de ce dernier. Cette différence au niveau du cylindre
se répercute en aval, puisqu’il semble que la turbulence à petite échelle soit moins présente
vers le bord aval de la cavité. Cette figure ne représente qu’un instantanée de la simulation. Si
aucune structure aberrante n’est observée, il est néanmoins impossible d’en tirer des conclusions
concernant la validité des simulations DES et SGE.

5.4.1 Champ moyen

La comparaison des profils de vitesse expérimentaux et numériques est présentée sur la figure
(5.19) en six positions différentes. Les positions x = 0 mm et x = 50 mm correspondent au début
et à la fin de la cavité. Les positions x = 10 mm , x = 20 mm et x = 40 mm sont situées à
l’intérieur de la cavité. Enfin, le profil en x = −50 mm se situe en amont du cylindre dans une
zone RANS aussi bien pour la DES que la SGE. Ce profil permet de vérifier que le profil de vitesse
imposé en x = −0.15 m est bien adapté, puisque les profils expérimentaux et numérique sont
en parfait accord en x = −50 mm. En aval du cylindre, les résultats numériques, globalement
satisfaisants, diffèrent sensiblement des mesures expérimentales de Illy. Les calculs SGE et DES

ont deux comportements distincts :
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Fig. 5.19: Comparaison des profils de vitesse longitudinal expérimentaux et numériques obtenus
avec la DES et la SGE. En haut : x = −50 mm (gauche), x = 0 mm (centre) et x = 10 mm
(droite). En bas x = 20 mm (gauche), x = 40 mm (centre) et x = 50 mm (droite).

– la DES prédit une zone de recirculation beaucoup trop grande. Ce point est très net en
x = 0, dont le profil exhibe toujours une zone de courant retour. La longueur de la zone
de recirculation, Lr, est environ égale à 2.3 fois le diamètre du cylindre. Cette dernière
est fortement liée au niveau de turbulence dans la couche limite du cylindre. Au vu du
nombre de Reynolds basé sur le diamètre du cylindre (Red = 4.3 × 104), Lr/d devrait
être beaucoup plus petit. D’après Williamson [143], ces valeurs de Lr/d sont obtenues
soit pour des écoulements stationnaires (Re ≤ 50), soit pour des valeurs du nombre de
Reynolds proche de 1 000. Le cas présent n’est pas canonique puisque la couche limite du
cylindre est située dans la couche limite de la veine d’essai. Il est donc soumis à un fort
taux de turbulence extérieur. Or d’après [129, 1], le forçage par une turbulence externe
agit sur le cylindre comme une augmentation du nombre de Reynolds. Compte tenu de ces
paramètres, Lr/d devrait être inférieur à 1. En aval du cylindre le sillage se diffuse trop
rapidement par rapport au mesures expérimentales. Grâce à des compensations d’erreurs
(recirculation trop grande et diffusion trop rapide), un bon accord calcul/expérience est
obtenu en x = 10 mm.

– La SGE prédit une zone de recirculation Lr/d proche de 0.64. Compte tenu de la remarque
précédente concernant l’influence de la turbulence amont sur ce paramètre, cette valeur
se situe dans une plage réaliste par rapport à la littérature. En x = 0 les profils SGE sont
en bon accord avec les mesures de Illy, même si le sillage est un peu épais, tandis que la
survitesse s’avère sous-estimée entre la paroi de la veine et celle du cylindre. En aval du
cylindre, il semble que la SGE prédise une diffusion trop lente du déficit de vitesse lié au
sillage du cylindre.
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5.4.2 Champ fluctuant

Concernant les profils de l’énergie cinétique turbulente résolue, les résultats numériques et
expérimentaux sont donnés sur la figure (5.20) aux mêmes positions longitudinales qu’aupa-
ravant. En x = −50 mm (zone RANS pour les calculs DES et SGE) l’énergie cinétique est
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Fig. 5.20: Comparaison des profils de l’énergie cinétique turbulente résolue obtenus avec la DES

et la SGE. En haut : x = −50 mm (gauche), x = 0 mm (centre) et x = 10 mm (droite). En bas
x = 20 mm (gauche),x = 40 mm (centre) et x = 50 mm (droite).

entièrement modélisée par le modèle RANS. L’énergie cinétique résolue est donc nulle dans les
deux calculs. En aval du cylindre, les résultats viennent corroborer les constats effectués pour le
champ moyen :

– En x = 0 la DES sous-estime d’un facteur 3 le pic de l’énergie cinétique turbulente lié au
lâcher tourbillonnaire très intense en aval du cylindre. Comme le sillage du cylindre est
traité par un modèle SGE (zone rouge sur la figure (5.14)), cette sous-estimation ne peut
pas être compensée dans cette zone par l’énergie modélisée. Elle correspond donc à une
faiblesse du calcul DES effectué ici. Ce défaut est inhérente à la zone grise ou à l’approche
zonale retenue ici pour le calcul DES. En aval du cylindre, l’énergie cinétique turbulente
est dissipée trop lentement par rapport aux mesures expérimentales. Ce phénomène se
voit particulièrement en x = 20 mm et x = 40 mm. Grâce aux compensations d’erreurs
(production trop faible et dissipation trop rapide), un bon accord calcul/expérience est
encore obtenu en x = 10 mm.

– La SGE prédit parfaitement la valeur du pic de l’énergie cinétique turbulente lié au lâcher
tourbillonnaire en x = 0 mm. Néanmoins la base du pic est un peu large et la rupture
de pente observée aux limites de la couche de mélange sur les mesures expérimentales
de Illy est absente de la simulation SGE. C’est également le cas pour la DES. On peut
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remarquer que Arunajatesan et al. [8] n’obtiennent pas un tel niveau dans leurs simulations
numériques même si la présence d’un tel pic lié au cylindre est bien présent. Contrairement
à eux, nous obtenons un important niveau d’énergie. En aval du cylindre, la décroissance
de l’énergie cinétique turbulente s’avère globalement en bon accord avec l’expérience.

Les tensions de Reynolds sont représentées sur la figure (5.21). Les résultats expérimentaux
et ceux obtenus par la SGE sont en bon accord : les deux pics sont correctement situés et les
niveaux sont semblables. Les résultats obtenus avec la DES sont moins satisfaisants. Entre x = 20
mm et x = 30 mm, la DES prédit même une augmentation du pic situé en y = 0. Par opposition,
la SGE et l’expérience prédisent une diminution de ce dernier.
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Fig. 5.21: Comparaison des profils des contraintes de Reynolds expérimentales et numériques
obtenues avec la DES et la SGE. En haut : x = −50 mm (gauche), x = 0 mm (centre) et x = 10
mm (droite). En bas x = 20 mm (gauche), x = 40 mm (centre) et x = 50 mm (droite).

5.4.3 Spectre de pression

Il semble d’après l’observation des champ moyen et fluctuant que la SGE représente mieux
l’effet du cylindre que la DES. En effet, les résultats expérimentaux sont dans l’ensemble en
accord satisfaisant avec les résultats de la SGE. Cette comparaison va maintenant s’étendre
sur une variable plus représentative de la physique et du bruit de l’écoulement simulé. Notre
attention se porte sur le signal de pression enregistré sur la paroi arrière de la cavité à y = −10
mm (y/L= −0.2). La figure (5.22) représente les spectres du signal temporel de la pression
exprimé en décibel pour :

– les résultats expérimentaux sans barreau obtenus par Forestier [33] où les modes de Rossiter
sont présents,
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– les résultats expérimentaux avec barreau obtenus par Illy [47] où l’effet du cylindre se
manifeste,

– les résultats numériques obtenues avec la DES,

– les résultats numériques obtenues avec la SGE,
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Fig. 5.22: Spectre de pression sur la paroi arrière de la cavité à y = −10 mm

L’analyse des spectres souligne un fois encore la différence entre les simulations SGE et DES

effectuées :

– le calcul DES reproduit très mal l’effet de contrôle du cylindre. À chaque fréquence liée
aux trois premiers modes de Rossiter, un pic apparâıt. Pour le mode fondamental à 2
000 Hz, la surestimation du pic par rapport aux mesures de Illy est de l’ordre de 15 dB.
Même si l’intensité prédite par le calcul DES (≈ 142 dB) est inférieure à celle mesurée dans
les expériences sans cylindre (≈ 162 dB), le calcul DES ne semble pas représentatif de la
physique observée expérimentalement au niveau du bruit de raies.

– Par opposition, le bruit tonale de la référence expérimentale est bien représenté par la SGE.
En particulier, la réduction de 30 dB du mode fondamental de Rossiter à la fréquence 2
000 Hz est bien retrouvée. Les harmoniques sont également inexistants dans le calcul SGE.
L’accord entre l’expérience de Illy et la simulation SGE est excellent entre 2 000 et 10
000 Hz. Cependant, la SGE ne prédit pas correctement le pic de pression dû au lâcher
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tourbillonnaire du cylindre. En effet, les données expérimentales trouvent un pic de base
assez large de 129 dB à environ 20 000Hz, tandis que la SGE atténue ce dernier (≈ 120
dB). Par contre, les positions du pic sont relativement proches. Cette atténuation peut
être liée à la dissipation numérique du schéma, le signal de pression étant récolté à 20
diamètres derrière le cylindre. Comme un filtre passe-bas de fréquence de coupure égale
à 30 000 Hz est appliqué au signal expérimental, le bruit large bande de la SGE ne peut
pas être comparé aux données expérimentales recueillies par Illy. On constate néanmoins
que le bruit large bande est plus intense dans le calcul SGE que dans celui de la DES. Ceci
confirme la première impression laissée par l’analyse du critère Q sur la figure (5.18). Le
fait que le bruit large bande soit sous-estimé et celui des pics de Rossiter surestimé pourrait
confirmer l’hypothèse H1 de Stanek présentée dans le paragraphe 5.2. De plus, il semble
également que la condition d’entrée de type recyclage de Lund ne parasite pas le calcul,
puisque aucun pic marquant n’émerge vers 12 000 Hz. Ceci provient sûrement du fait que
le champ RANS, auquel s’ajoutent les fluctuations issues du Lund, est instationnaire grâce
aux ondes acoustiques qui remontent la veine d’essai.

Au vu du bon accord global entre les données expérimentales et le calcul SGE, la physique
de l’écoulement est relativement bien reproduite par cette simulation (au niveau statistique et
instationnaire). Nous pouvons ainsi avoir relativement confiance dans les données numériques
obtenues par ce calcul. Le calcul DES effectué n’est pas représentatif de la physique. Ce résultat
doit néanmoins être nuancé. Les calculs SGE et DES montrent que l’efficacité du cylindre dépend
des caractéristiques de la turbulence dans la zone du cylindre. Sur le maillage retenu, la DES

ne permet pas d’obtenir la bonne dynamique et conduit à une mauvaise estimation du bruit
de cavité. Ce mauvais comportement pourrait sûrement se corriger en adaptant un maillage
spécifique DES autour du cylindre afin d’atténuer les problèmes de zone grise sur ce cas sensible
ou bien en adoptant les derniers développements proposés par Spalart et al. [123] pour corriger
cette faiblesse du modèle original.

5.5 Discussion

Comme le calcul SGE reproduit de manière satisfaisante la physique de l’écoulement, une
rapide discussion relative aux mécanismes physiques mis en jeu dans la réduction du bruit de
cavité à l’aide d’un cylindre est maintenant menée. Celle-ci concerne essentiellement l’écoulement
autour du cylindre. D’une part, il semble piloter la dynamique globale de l’écoulement. D’autre
part, les mesures expérimentales de Illy sont incomplètes dans cette zone principalement pour
des raisons métrologiques.

5.5.1 Dynamique dans la région proche du cylindre

Effort aérodynamique

L’évolution temporelle des efforts aérodynamiques exercés par le fluide sur le cylindre a été
enregistrée durant un laps de temps de 0.025 s. Un extrait de ces enregistrements est présenté
sur la figure (5.23), ainsi que les spectres associés à ces signaux. Pour la portance, la fréquence
associée au lâché tourbillonnaire domine le spectre au environ de 20 000 Hz. Pour la trâınée,
la fréquence de 40 000 Hz associée à l’échappement tourbillonnaire coexiste avec des fréquences
plus basses dans la gamme des modes de Rossiter. La valeur moyenne de la trâınée, égale à
0.48, indique que le régime de l’écoulement est supercritique [1]. Ceci confirme l’importance de
la turbulence amont, car compte tenu du nombre de Reynolds basé sur le diamètre de l’ordre
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de 43 000, la trâınée devrait être proche de 1.2. La valeur moyenne de la portance est égale à
0.003. Ceci est dû à la présence de la paroi basse de la veine qui disymétrise très légèrement
l’écoulement.
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Fig. 5.23: Spectre des efforts aérodynamiques sur le cylindre : trâınée (gauche), portance
(droite).

Ligne de courant

Une des hypothèses couramment avancée pour expliquer l’action du cylindre est qu’il dévie
la couche de mélange vers la haut. Ceci a pour effet de limiter l’impact des tourbillons sur la
bord aval de la cavité. Les lignes de courant et les isocontours du nombre de Mach moyen sont
représentés sur la figure (5.24) pour les calculs SGE, DES et celui réalisé par Larchevêque [61]
pour le cas sans barreau. Il est difficile de discerner de fortes différences pour les lignes de courant
issues du bord amont de la cavité pour le calcul SGE avec barreau et celui de Larchevêque sans
barreau. Dans les deux cas, ces lignes vont impacter le bord aval de la cavité. La différence
majeure au bord amont réside dans la présence d’un petite zone de recirculation dans la cas
sans barreau. Mais le calcul de Larchevêque est réalisé sur un maillage qui n’est pas capable de
représenter la dynamique de la couche limite amont. Aussi cette séparation au bord aval est plus
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certainement liée à un artefact numérique qu’à la dynamique de cavité en l’absence de cylindre.
C’est le calcul DES qui dévie le plus vers le haut les lignes de courant dans la partie amont de
la cavité. Or ce calcul ne conduit pas à une réduction significative du bruit, ce qui ne va pas
dans le sens de l’hypothèse mentionnée ci-dessus pour le mécanisme conduisant à la réduction
du bruit.

Présence de chocs

On voit sur la strioscopie de la figure (5.11) la présence d’ondes de pression qui remontent
l’aval au niveau du cylindre. Illy [47] pense que le nombre de Mach est supérieur à 1 dans cette
zone. Cependant, les sondages qu’il a effectués à x = 0 et 5 mm montrent que l’écoulement reste
subsonique en aval du cylindre. Par contre, le calcul SGE montre clairement la présence de chocs
juste à la verticale du cylindre sur la figure (5.24). Les survitesses provoquées par la présence du
cylindre créent en moyenne deux poches légèrement supersoniques, avec une valeur maximale du
nombre de Mach de l’ordre de 1.2. Si la valeur du nombre de Mach atteint des valeurs légèrement
supersoniques en moyenne, les effets instantanés de compressibilité s’avèrent beaucoup plus
importants à cause de l’échappement tourbillonnaire. Les figures (5.25-5.26) représentent des
isocontours du nombre de Mach instantané extrait du plan de calcul z = 0 pour différents
instants équirépartis sur la période T de battement du sillage. La ligne noire localise la ligne
sonique sur ces figures. Sur la face amont du cylindre, la position de celle-ci reste relativement
la même. Elle subit parfois des déformations liées au passage des tourbillons de la couche limite
amont. Au niveau du sillage, un choc oscille en fonction du lâché tourbillonnaire sur une distance
égale à environ un diamètre du cylindre. Quand le tourbillon créé par le cylindre arrive sur la
discontinuité, le nombre de Mach atteint des valeurs importantes proches de 1.8. Ces poches
supersoniques ne sont pas advectées sur des distances supérieures à 4d. Qualitativement, ces
résultats sont en accord avec les observations expérimentales de Nakagawa pour des cylindres
de section carrée [91]. Afin de mieux visualiser les structures tourbillonnaires dans cette zone,
des isosurfaces du critère Q et de |∂xρ||∇.U | = 1.3d2/(ρU∞) sont illustrées aux mêmes instants
de la période de battement sur les figures (5.27-5.28). L’arrière plan sombre correspond à une
vue de type Schlieren du gradient de densité. L’isosurface de |∂xρ||∇.U | = 1.3d2/(ρU∞) a été
retenue pour tenter de faire ressortir les chocs sur ces figures. Quand le tourbillon est éjecté dans
la partie haute du sillage (pour t = 3T/10, 4T/10, 5T/10), on peut clairement distinguer deux
systèmes tourbillonnaires qui coexistent sur une distance de 4 à 5d en aval du bord amont : celui
associé au cylindre et celui associé à la couche de mélange issue du bord amont de la cavité.
Par contre, quand le tourbillon est éjecté dans la partie basse du sillage (t = 8T/10, 9/T10,
T), le système tourbillonnaire associé à la couche de mélange semble s’apparier avec celui du
cylindre dès le début de la cavité. En comparant la turbulence en amont et en aval du cylindre,
il semble qu’un autre effet significatif du cylindre réside dans l’augmentation sensible de la taille
des tourbillons et de leur intensité.

5.5.2 Dynamique dans la région du plan affleurant de la cavité

Comme le calcul SGE semble reproduire assez fidèlement l’expérience de Illy, des données
instationnaires ont également été stockées au cœur de l’écoulement afin de mieux comprendre à
terme les mécanismes conduisant à la réduction de bruit. En guise de coup de sonde, deux types
de données sont exploitées dans cette section :

– les 5 variables conservatives dans le plan affleurant sont enregistrées dans toutes les cellules
de calcul du plan affleurant pour 3 périodes du mode fondamental de Rossiter (soit un
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Fig. 5.24: Isocontour du nombre de Mach moyen et ligne de courant : DES (haut), SGE (milieu),
SGE sans barreau [61] (bas)
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Fig. 5.25: Isocontour du nombre de Mach autour du cylindre dans le plan z = 0 à différents
instants de la période de battement du sillage : a) t = T/10, b) t = 2T/10, c) t = 3T/10, d) t =
4T/10, e) t = 5T/10
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Fig. 5.26: Isocontour du nombre de Mach autour du cylindre dans le plan z = 0 à différents
instants de la période de battement du sillage : a) t = 6T/10, b) t = 7T/10, c) t = 8T/10, d)
t = 9T/10, e) t = T
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Fig. 5.27: Isosurfaces du critère Q = 2×U 2
∞/d

2 colorées par la composante longitudinale du ro-
tationnel et de |∂xρ||∇.U | = 1.3d2/(ρU∞) en vert à différents instants de la période de battement
du sillage : a) t = T/10, b) t = 2T/10, c) t = 3T/10, d) t = 4T/10, e) t = 5T/10
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Fig. 5.28: Isosurfaces du critère Q = 2×U 2
∞/d

2 colorées par la composante longitudinale du ro-
tationnel et de |∂xρ||∇.U | = 1.3d2/(ρU∞) en vert à différents instants de la période de battement
du sillage : a) t = 6T/10, b) t = 7T/10, c) t = 8T/10, d) t = 9T/10, e) t = T
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temps de 0.0015 s) avec un enregistrement toutes les 0.5µs. Ceci a donc nécessité le stockage
216 × 250 cellules et de 3 000 pas de temps.

– les variables conservatives sont enregistrées sur 5 lignes de maillage correspondant aux
valeurs de y = −3 mm, y = 0 mm, y = 3 mm, y = 4 mm et y = 6 mm. Ces lignes de
maillage sont illustrées sur la figure (5.29). La même fréquence d’échantillonage est retenue.
Cette fois, la durée enregistrée est de 0.025 s, soit 50 périodes du mode fondamental de
Rossiter.
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Fig. 5.29: Localisation des lignes où sont enregistrées les variables conservatives

Quantité de mouvement verticale dans le plan affleurant

Comme la direction transverse z est une direction homogène dans le calcul SGE, il peut
être utile de moyenner les signaux dans cette direction afin d’isoler d’éventuelles structurations
bidimensionnelles associées au mode de Rossiter ou au cylindre. La moyenne transverse de la
composante verticale de la quantité de mouvement est représentée dans un diagramme espace-
temps sur la figure (5.30) pour le calcul SGE, mais aussi pour celui de Larchevêque [61] sur la
configuration sans barreau. Sans dispositif de contrôle, la quantité de mouvement subit de fortes
fluctuations centrées sur zéro de l’ordre de 0.35ρU∞. Vers le bord aval de la cavité (x = 0.04
m), on peut distinguer sur une période T du mode de Rossiter 3 alternances de vitesse positives
et négatives, qui correspondent au passage des trois tourbillons décrits dans [34]. Vers le bord
amont, l’intensité des fluctuations est moins marquée, mais le nombre d’alternances est de l’ordre
de la dizaine. Le nombre de tourbillons générés au bord amont est plus important, mais certains
s’apparient quand ils sont convectés en aval [34, 61]. Avec le cylindre, les résultats sont très
différents. D’une part, les fluctuations de la quantité de mouvement sont fortement atténuées
puisqu’elles ne représentent plus que 0.15ρU∞. Vers le bord amont, on distingue clairement le
passage d’une dizaine de tourbillons, sans qu’il soit possible de dire s’ils sont liés au cylindre
ou à la couche de mélange. Concernant la vitesse d’advection des structures identifiées, celle-ci
est environ deux fois plus faible dans le cas avec barreau (de l’ordre de 100m.s−1). Ceci est en
accord avec les mesures expérimentales de Illy [47] présentées sur la figure (5.12) qui montre une
forte diminution de la vitesse en y = 0 mm par rapport au cas sans barreau.

L’évolution temporelle de la composante verticale de la quantité de mouvement moyennée
sur le plan affleurant est illustrée sur la figure (5.31). Au cours de la période du premier mode
de Rossiter la cavité ”respire”. Pour le calcul sans barreau, l’intensité du phénomène atteint
0.06ρU∞ et le bilan sur une période est nul. Avec le cylindre, cette “respiration” est réduite par
6, mais le signal est davantage perturbé. Sur une période du Rossiter, le bilan n’est pas forcement
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nul, mais celui-ci s’équilibre sur des temps d’intégration plus long. Ce point a été vérifier sur le
champ statistique étudié dans la section 5.4.1.

Fig. 5.30: Diagramme espace-temps de la composante verticale de la quantité de mouvement
moyennée dans l’envergure z pour le plan affleurant (y = 0) : Cas sans barreau [61] (gauche).
Calcul SGE (droite).

Analyse spectrale des signaux de pression et de l’énergie cinétique

Au cours de la phase de validation du calcul SGE, le spectre de pression a été comparé avec
succès à celui de l’expérience de Illy en un point de la paroi aval de la cavité en y = −10 mm (voir
figure (5.22)). L’objectif de ce paragraphe est d’évaluer l’évolution spatiale de cette grandeur
suivant les lignes représentées sur la figure (5.29). Les lignes y = 3 mm et y = 6 mm sont situées
au niveau des couches de mélange du cylindre, tandis que y = 4 mm, correspond au plan de
symétrie de ce dernier. Le même traitement est réalisé dans le plan affleurant, ainsi que 3 mm
en dessous de celui-ci. Les résultats sont présentés sur les figures (5.32-5.33) avec les spectres
de pression à gauche et ceux de l’énergie cinétique turbulente k à droite. Les fréquences sont
représentées en échelle logarithmique (base 10). Le premier mode de Rossiter et l’échappement
tourbillonnaire du cylindre correspondent donc aux valeurs 3.3 et 4.3. Dans le sillage du cylindre,
la fréquence dominante dans la partie amont de la cavité (x/L ≤ 0.5) est celle de l’échappement
tourbillonnaire. Au niveau des couches de mélange issues du cylindre (y = 3 mm et y = 6 mm),
les spectres de pression et de k sont très bien corrélés. Dans ces zones, les fluctuations de pression
sont donc principalement dues aux tourbillons du sillage, et non à des ondes acoustiques. Au delà
de x/L = 0.5 (12d en aval du cylindre), l’influence du barreau devient moins prépondérante et le
mode de Rossiter devient dominant vers le bord aval de la cavité. Quand on regarde l’évolution
longitudinale de l’intensité du premier de mode de Rossiter, il semble qu’il existe une modulation
de l’intensité du mode en fonction de la position x. À l’intérieur de la cavité, cette modulation
est beaucoup plus accentuée. Sur la figure (5.33), on voit clairement la présence d’un nœud en
x/L = 0.5, environ 15 dB plus faible que pour les ventres au bord aval et amont de la cavité.
Ce type de structuration spatiale du premier mode de Rossiter a également été observé par
Larchevêque [61] pour une cavité plus longue (L/D=5) et tridimensionnelle (W/D=1). Pour le
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Fig. 5.31: Évolution temporelle de la composante verticale de la quantité de mouvement
moyennée sur le plan affleurant de la cavité (y = 0) : Cas sans barreau [61] (gauche). Cal-
cul SGE (droite).

lâché tourbillonnaire, l’intensité du mode en fonction de la position x est clairement visible en
y = −3 mm. On distingue 6 ventres sensiblement équirépartis suivant la longueur de la cavité,
qui correspondent à un mode propre acoustique longitudinal. En effet les modes propres de la

cavité peuvent être estimés par la formule suivante [130] : n =
2fL

c
avec c la vitesse du son et L

la longueur de la cavité. Pour la fréquence du lâché tourbillonnaire (20 000Hz), on obtient une
valeur de n égale à 6.2.
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Fig. 5.32: Spectre de pression (gauche) et de l’énergie cinétique turbulente (droit) mesurés pour
3 positions verticales en aval du cylindre : y = 6 mm (haut), y = 4 mm (milieu), y = 3 mm
(bas)
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Fig. 5.33: Spectre de pression (gauche) et de l’énergie cinétique turbulente (droit) mesurés pour
2 positions verticales à l’intérieur de la cavité : y = 0 mm (haut), y = −3 mm (bas)
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Conclusion

L’objectif de ce travail concerne l’extension du champ d’application de la SGE. Plus précisé-
ment, il s’agit de l’application de la SGE aux écoulements présentant une forte disparité d’échelles.
Pour cela, nous nous sommes concentrés ici sur celui de cavité contrôlé par l’intermédiaire d’un
barreau. Malgré l’étude expérimentale de Illy [47], les raisons de l’efficacité du cylindre dans la
réduction de bruit de cavité restent mal comprises. L’apport de la simulation peut permettre,
à terme, un avancement dans la compréhension de celle-ci. Ainsi, une Simulation des Grandes
Échelles réaliste d’une cavité de 50 mm de long avec un cylindre circulaire 20 fois plus petit
a été réalisée. Les résultats expérimentaux [47] effectués sur la même configuration ont été re-
trouvés par le calcul. La comparaison expérience/simulation s’est portée à la fois sur le champ
moyen, fluctuant ainsi que sur le spectre de pression. L’accord entre les résultats numériques
et expérimentaux est satisfaisant sur l’ensemble de ces variables. En particulier, la réduction de
30 dB du mode fondamental de Rossiter est bien prédite. Ainsi, pour la première fois, l’effet
de réduction du bruit de cavité par l’intermédiaire d’un cylindre est représenté numériquement
grâce à la SGE. De la même façon, la disparition des autres modes de Rossiter est également
retrouvée par le biais du calcul, tout comme le pic haute fréquence lié au lâcher tourbillonnaire
du cylindre. Concernant le spectre de pression, les fréquences des deux pics dominants (mode
fondamental de Rossiter et émission tourbillonnaire du cylindre) sont bien retrouvées. Seule la
valeur du pic liée au émission tourbillonnaier du cylindre est atténuée. Cela peut être lié au
caractère dissipatif du schéma utilisé pour le calcul. De plus, cette simulation a permis d’avan-
cer dans la compréhension de la dynamique de l’interaction entre le sillage du cylindre et les
tourbillons présents dans la couche de mélange. En particulier, nous avons porté une attention
marquée à la région proche du cylindre où les mesures expérimentales sont rares du fait de la
petite taille de ce dernier. Nous avons ainsi mis en évidence des zones supersoniques au dessus et
en dessous du barreau. Par ailleurs, nous avons également montré qu’il était nécessaire d’avoir
une description fine de la turbulence amont (ayant une influence plus significative que dans le
cas non-contrôlé) et autour du cylindre. En effet, un calcul DES de la zone amont du cylindre a
été effectué sur un maillage comparable. Ce dernier calcul conduit à une insuffisante réduction
des modes de Rossiter. Ce comportement non satisfaisant pourrait cependant se corriger en
adaptant un maillage spécifique autour du cylindre, par exemple.

L’écart d’échelle entre le diamètre du cylindre et la cavité aurait entrâıné un accroissement
du temps de calcul d’un facteur supérieur à 500 par rapport au cas non-contrôlé étudié par
Larchevêque [61] avec la même méthode numérique. Pour simuler l’écoulement visé, un travail
numérique a donc été effectué concernant l’intégration temporelle implicite. L’objectif est d’ob-
tenir la réduction du coût de calcul rendant la simulation visée abordable. Ce travail numérique
s’est traduit, dans un premier temps, par une étude théorique et numérique de la méthode utilisée
dans [61]. La précision de cette dernière s’est avérée très dépendante du schéma d’intégration et
de la convergence du processus interne. Les diverses stratégies proposées dans ce travail ont donc
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concerné ces deux aspects. Concernant le schéma d’intégration temporelle, d’autres schémas ont
été évalués. Ceci a conduit à retenir le schéma original au vu de ses propriétés de robustesse. De
la même façon, des techniques permettant de réduire les erreurs de convergence ou d’accélérer la
vitesse de convergence du processus interne ont été proposées. Cependant, pour la plupart, des
problèmes de stabilité ou de surcoût de calcul apparaissent. Après un examen détaillé des effets
de convergence, nous avons développé une stratégie d’optimisation de la convergence du proces-
sus de Newton. Cette stratégie consiste à adapter le nombre d’itérations internes d’un domaine
à un autre en fonction du nombre CFL, puisque ce dernier pilote la vitesse de convergence du
processus de Newton. Cette méthode permet ainsi de réduire le grand effort informatique par
pas de temps inhérent à l’utilisation de schémas implicites. Une implicitation de la condition
aux limites entre deux domaines utilisant un nombre d’itérations du processus interne différent
a également été proposée. Cependant, l’amélioration qu’elle procure n’est visible uniquement
que sur la réduction du résidu de convergence et pas sur la solution numérique. Cette méthode
a, dans un premier temps, été validée sur deux cas tests. Le premier est une advection bidimen-
sionnelle d’un tourbillon non visqueux. Ceci nous a permis d’évaluer rapidement la faisabilité et
la robustesse de la méthode sur un cas simple. Le deuxième cas test retenu est la prévision d’une
transition naturelle. Concrètement, une simulation d’une couche limite transitionnelle sur un
profil d’aile a été effectuée. Ce cas est très sensible aux erreurs numériques et donc extrêmement
restrictif sur les capacités de la technique proposée. Sur ces deux cas tests, l’optimisation de
convergence du processus interne ne détériore pas la précision de la solution numérique. Pour
l’écoulement de cavité contrôlé, un gain d’un facteur 10 en temps de calcul a ainsi été obtenu ren-
dant la simulation visée abordable. Ceci est dû au fait que cette technique est particulièrement
adaptée au caractère multi-échelle de cet écoulement. Par ailleurs, il est tout à fait envisageable
d’utiliser pour d’autres configurations l’optimisation de convergence du processus interne pro-
posée et validée ici. Par exemple, cette dernière a été adoptée par Richez [107] dans le but
d’obtenir une simulation SGE précise de référence. Le phénomène visé est une transition avec un
bulbe laminaire sur un profil à forte incidence. Concrètement, il s’agit de l’écoulement autour
du profil OA209 à Re = 1.8 × 106 proche du décrochage statique : l’angle d’incidence est 15◦.
Celui-ci possède également des échelles disparates. Au bord d’attaque, la transition se produit
avec un bulbe laminaire dont la taille est de l’ordre de 1% de la corde. Ensuite, le long du
profil se développe une couche limite turbulente. Enfin, dans le sillage du profil, des tourbillons
apparaissent. La couche limite sur l’extrados du profil et le sillage de ce dernier sont simulés à
l’aide de la SGE. La technique proposée ici permet d’adapter la convergence du processus interne
dans la zone de transition et dans le reste de la couche limite où la turbulence est pleinement
développée. Une réduction du temps CPU de l’ordre de 60% est ainsi obtenue. Ceci montre le
potentiel et l’adaptabilité de cette méthode.

De plus, cette procédure permet d’effectuer des simulations instationnaires de type SGE à
haut CFL lorsque celle-ci ne concerne qu’une partie réduite du domaine de calcul. Les applica-
tions présentant de fortes disparités d’échelles sont de plus en plus rencontrées, notamment pour
le contrôle d’écoulements turbulents instationnaires. Cette technique numérique développée pour
ce type de problèmes pourrait être utilisée pour d’autres stratégies de contrôle impliquant de
fortes contraintes en maillage. Ceci offrirait ainsi la possibilité de prendre en compte correcte-
ment ces obstacles de taille réduite (MEMS). Il serait tout à fait attrayant d’utiliser l’optimi-
sation locale de convergence pour faire du contrôle actif qui reste plus adapté lorsque la nature
de l’écoulement est fortement instationnaire. D’un côté plus numérique, il serait intéressant de
regarder une méthode numérique implicite en temps permettant au pas de temps de varier spa-
tialement en conjonction avec des raffinements locaux de maillage. Ce travail s’inscrit dans la
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continuité de ce qu’ont fait Dawson et Kirby [27]. Nous ne sommes pas partis dans cette voie à
cause des interpolations et des extrapolations nécessaires pour la connection entre les domaines.
Il nous semble, en effet, que ce traitement puisse introduire de sévères erreurs numériques. Le
traitement des conditions aux limites lors de l’emploi de méthodes implicites reste effectivement
un problème ouvert. Une extension implicite du travail de Dawson et Kirby pourrait s’avérer
forte intéressante car, par définition, adaptée à la simulation instationnaire d’écoulements tur-
bulents puisque ceux-ci possèdent une grande gamme d’échelles temporelles et spatiales. Au vu
des motivations de ce travail, il pourrait être attrayant de coupler ce travail sur l’intégration
temporelle (adaptation de la convergence du processus interne ou extension implicite du pas
de temps variant localement) avec de l’adaptation de maillage. Ces deux approches consistent
à traiter des grandes disparités d’échelles. Il serait ainsi intéressant de voir jusqu’où peut al-
ler la complémentarité de ces deux approches. D’un autre côté, l’amélioration de la précision
des schémas numériques par l’intermédiaire d’une montée en ordre de ceux-ci nous permettrait
de réduire le nombre de points nécessaire à la résolution spatiale. Là encore, l’utilisation de
schémas d’ordre élevé dans un contexte industriel où un compromis précision/robustesse doit
être trouvé reste un sujet de recherche ouvert. De plus, afin de réduire de façon optimale les
erreurs numériques crées, l’optimisation des schémas d’intégration temporelle doit prendre en
compte l’erreur de la discrétisation spatiale comme cela a été fait par Ramboer et al. [104] dans
le contexte de l’aéroacoustique numérique.

Concernant le contrôle de l’écoulement de cavité par l’intermédiaire d’un cylindre, une ex-
ploration plus détaillée des données numériques obtenues par la simulation effectuée dans ce
travail sera à considérer. Ceci permettrait une avancée dans la compréhension de l’efficacité
d’un tel dispositif de contrôle dans la réduction du bruit généré par un écoulement de cavité.
La complémentarité expérience/simulation déjà utilisée ici pour valider les résultats numériques
pourrait mener à un scénario explicatif. Ceci pourrait conduire à un travail d’expertise numérique
proche de ce qu’a fait Larchevêque [63] par rapport à l’expérience de Forestier [34] dans le cas non
contrôlé. Ceci permettrait de valider ou d’éliminer des hypothèses d’explication du phénomène.
À ce propos, une telle démarche est en cours de réalisation. Par ailleurs, à moyen terme, la SGE

sera appliquée à une configuration plus réaliste via la technique proposée ici. Cette configura-
tion a une géométrie de rapport L/D= 5. Il s’agit d’une configuration rencontrée en industrie
aéronautique militaire (soute à bombe) ce qui a un réel intérêt pour Dassault-Aviation, par
exemple. Afin d’être dans des conditions plus réalistes, cette simulation sera effectuée dans des
configurations représentatives des conditions de vol (Re, M , ...). Une première simulation de
type SGE a d’ailleurs été effectuée sur cette configuration par Levasseur et al. [72]. Cette si-
mulation apporte des informations qualitatives sur la réduction du bruit de cavité. Cependant,
l’atténuation des modes de cavité prédite n’est pas celle observée dans l’expérience. Ceci peut
être dû à la complexité de cet écoulement qui reste un challenge pour la simulation numérique
instationnaire.
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Annexe A

Approche moyennée au sens de
Reynolds RANS

Cette annexe a pour but de présenter l’approche statistique RANS. Cette approche consiste à
introduire une modélisation de toutes les échelles de la turbulence et est basée sur un moyennage
des équations de Navier-Stokes. La solution découlant de la résolution des équations issues des
méthodes RANS présente ainsi les caractéristiques moyennes de l’écoulement.

Afin de ne pas alourdir le manuscrit, seul le modèle retenu pour les calculs est présenté ici.
Dans un premier temps, l’approche statistique est introduite. Ensuite, les équations moyennées
sont décrites ainsi que le modèle présenté.

A.1 Introduction

Contrairement à la simulation numérique directe (SND) ou à la simulation des grandes
échelles (SGE), ces méthodes utilisent un traitement statistique avant la résolution numérique.
Ce type de méthode est largement utilisé par les industriels sur des configurations complexes.

L’application d’un opérateur de moyenne aux équations de Navier-Stokes et la décomposition
de Reynolds en grandeurs moyennes et fluctuantes mènent à un système ouvert d’équations
moyennées appelés RANS (pour Reynolds Averaged Navier-Stokes), ce qui traduit une perte
d’information par rapport au système initial.

Les méthodes au premier ordre utilisent des hypothèses de fermeture visant à modéliser les
termes inconnus issus de la non-linéarité advective. L’évaluation de ces termes est faite à l’aide
de modèles plus ou moins complexes, appelés modèles de turbulence. Les équations moyennées
sont fermées à l’aide d’une relation algébrique, ou par l’addition d’une ou deux équations et
inconnues supplémentaires. Ces méthodes sont largement utilisées dans l’industrie et donne des
résultats satisfaisants pour les besoins de l’ingénieur tant que l’écoulement ne présenta pas des
phénomènes trop complexes tel que le décollement par exemple.

La modélisation au second ordre se propose de résoudre les équations de transport des
contraintes de Reynolds, qui font intervenir de nouvelles inconnues (appelées moments d’ordre
3) à modéliser. Cette seconde approche, a priori plus précise, est inutilisable dans un contexte
industriel pour des raisons de coût de calcul. C’est pourquoi une modélisation du premier ordre
est retenue ici.
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A.2 Équations moyennées

L’approche présentée dans cette partie est basée sur une modélisation statistique de la tur-
bulence. Ceci consiste à moyenner les équations régissant l’écoulement. C’est ce qui est présentée
dans cette partie.

A.2.1 Moyennes de Favre et de Reynolds

Ce type de modélisation statistique, proposé par Reynolds, est basé sur une décomposition
du mouvement en valeurs moyennes et fluctuantes. Un champ ou une propriété f de l’écoulement
est ainsi décomposée comme une somme :

f = f + f
′

avec f ′ = 0

où f est la moyenne statistique ou d’ensemble et f
′

la fluctuation (ou écart à la moyenne)
centrée, ie de moyenne nulle.

Dans le cas d’écoulements incompressibles, cette décomposition est directement appliquée
aux équations de Navier-Stokes avant résolution. Cependant, dans le cas compressible, cette
décomposition de Reynolds implique l’apparition d’un terme source dans l’équation de conti-
nuité. Afin d’éviter cela, Favre a proposé une autre moyenne. Cette dernière est pondérée par la
densité, ce qui donne :

f̃ =
ρf

ρ
f = f̃ + f

′′

, f ′′ 6= 0, ρf ′′ = 0

La moyenne au sens de Reynolds vérifie sans conditions les propriétés de linéarité et de
commutativité avec les dérivations spatiales et temporelle. Ces propriétés sont également vérifiées
par l’opérateur de séparation d’échelles présenté dans le chapitre (1). Par conséquent, un système
identique au système constitué des équations (1.2,1.3,1.4) pour la SGE est obtenu. Cependant,
l’opérateur de moyenne possède deux propriétés supplémentaires :

ρfg = ρf̃ g̃ + ρf ′′g′′ avec ρf ′′g′′ = ρf̃ ′′g′′

f∂ξg = f∂ξ g̃ + f∂ξg
′′

Ainsi, le système obtenu ici est légèrement différent (en terme d’écriture) que le système d’équations
(1.2, 1.3,1.4). La partie suivante présente les équations qui servent de départ à la résolution
numérique.

A.2.2 Équations du mouvement moyen

Finalement, avec les deux propriétés énoncées précédemment, les équations de conservation
de masse et de quantité de mouvement de l’écoulement moyen donnent :

∂tρ+ ∂xj (ρũj) = 0

(A.1)

∂t (ρũi) + ∂xj

(
ρũiũj + pδij − τ̃∗ij

)
= − ∂xj

(
ρũ

′′

i u
′′

j

)

︸ ︷︷ ︸
α1

+ ∂xj

(
τij − τ̃∗ij

)

︸ ︷︷ ︸
α2
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avec
p = ρ(γ − 1)ε̃

τ̃∗ij = −2

3
µ
(
T̃
)

(∂xk
ũk) δij + µ

(
T̃
) (
∂xj ũi + ∂xi ũj

)

Concernant l’équation de conservation de l’énergie, contrairement à ce qui est fait pour l’ap-
proche des Grandes Échelles, nous ne cherchons pas l’évolution de l’énergie calculable ρẽ∗ =
ρε̃+ 1

2ρũi, mais la conservation de l’énergie totale :

ρẽ = ρẽ∗ + ρk = ρε̃+
1

2
ρũiũi +

1

2
ρũ

′′

i u
′′

i

On remarque que l’énergie cinétique est accrue de l’énergie cinétique turbulente du fait de
l’agitation turbulente. On part de l’équation de conservation suivante :

∂t (ρẽ) + ∂xj

(
ρẽũj + pũj − τ̃∗jkũk + q̃∗j

)
= ∂xj (ρẽũj − ρeuj) + ∂xj (pũj − puj)

−
(
τ̃∗jkũk − τjkuk

)
+ ∂xj

(
q̃∗j − qj

)

avec le flux de chaleur :
q̃∗j = −κ

(
T̃
)
∂xj T̃

En utilisant les trois relations suivantes obtenues à partir des propriétés de l’opérateur de
moyenne :

ρẽũj − ρeuj = −ρε′′u′′

j − ρũ
′′

ku
′′

j ũk − 1

2
ρu

′′

ku
′′

ku
′′

j

pũj − puj = −pu′′

j

τjkuk = τjkũk + τjku
′′

k

on obtient finalement l’équation de conservation de l’énergie suivante :

∂t (ρẽ) + ∂xj

(
ρẽũj + pũj − τ̃∗jkũk + q̃∗j

)
= − ∂xj

(
(ρε′′ + p)u

′′

j

)

︸ ︷︷ ︸
β1

− ∂xj

(
ρũ

′′

ku
′′

j ũk

)

︸ ︷︷ ︸
β2

+ ∂xj

(
τjku

′′

k

)

︸ ︷︷ ︸
β3

+ ∂xj

(
τjkũk − τ̃∗jkũk

)

︸ ︷︷ ︸
β4

(A.2)

+ ∂xj

(1

2
ρu

′′

ku
′′

ku
′′

j

)

︸ ︷︷ ︸
β5

+ ∂xj

(
q̃∗j − qj

)

︸ ︷︷ ︸
β6

Là encore, comme pour l’approche des Grandes Échelles, le système obtenu (A.1,A.2) n’est pas
fermé. Il reste, en effet à prendre en compte les effets de la turbulence. Cela va se faire par
l’intermédiaire d’un modèle qui est présenté dans la partie suivante.

A.3 Fermeture des équations

Pour pouvoir fermer le système d’équations de conservation (A.1, A.2), il convient de modéliser
ou de négliger les termes α1, α2, β1, ..., β6. Par soucis de simplicité, les termes α2, β4 et β6
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sont négligés. En effet, on considère que les différences α2 et β4 issues des fluctuations as-
sociées aux non-linéarité des termes de viscosité sont négligeables aux nombres de Reynolds
envisagés (≈ 106). Par ailleurs, en utilisant l’hypothèse proposée par Morkovin [89] concernant
la négligence des effets de la fluctuation de masse volumique sur la turbulence lorsque le nombre
de Mach est inférieur à 5, on néglige également la différence β6 concernant les fluctuations dues
à la non-linéarité du flux de chaleur. De la même façon, les termes β3 et β5 sont négligés.

Finalement pour assurer la fermeture des équations moyennées, il reste à modéliser les termes
suivants :

– le tenseur de Reynolds τ̃R
ij = ρũ

′′

i u
′′

j issue de la non-linéarité des termes de convection
(présent dans α1 et β2)

– le flux de chaleur turbulente (ρε′′ + p)u
′′

j (β1)

A.3.1 Fermeture de l’équation de conservation de quantité de mouvement

Le premier terme à modéliser est le tenseur de Reynolds. Le type de modélisation adopté
s’appuie sur l’hypothèse de viscosité tourbillonnaire introduite par Boussinesq, qui présente
l’avantage d’être plus simple que d’autres modélisations, telles que celles fondées sur la résolution
d’une équation d’évolution pour le tenseur de Reynolds. Cette hypothèse repose sur l’analogie
entre la dissipation due aux effets visqueux et la dissipation liée à la turbulence. Le tenseur
de Reynolds est relié au tenseur des taux de déformation moyenné par l’intermédiaire d’une
viscosité cinématique turbulente νR

t , fonction de l’écoulement et non pas intrinsèque au fluide :

−ρũ′′

i u
′′

j = ρνR
t

(
∂xj ũi + ∂xi ũj −

2

3
∂xk

ũkδij

)
− 2

3
ρk̃δij (A.3)

avec k̃ l’énergie cinétique moyenne du champ turbulent, définie par k̃ = 1
2 ũ

′′

i u
′′

i . Le rajout du
dernier terme dans (A.3) permet de conserver la trace du tenseur de Reynolds. Cependant, en
pratique, ce terme est souvent négligé.

La difficulté réside maintenant dans la modélisation correcte de νR
t , qui doit, selon les ca-

ractéristiques de l’écoulement, avoir un caractère plus ou moins dissipatif. Le modèle de tur-
bulence retenu ici pour le calcul de νR

t est celui proposé par Spalart et Allmaras [122]. Ce
dernier a été choisi car il représente un bon compromis entre efficacité et simplicité. Il est
basé sur la construction empirique d’une équation de transport pour la viscosité turbulente
νR

t . Cette équation est construite terme à terme afin de représenter des écoulements de plus
en plus complexes en ajoutant des termes correctifs. Finalement, les auteurs aboutissent à une
équation de type “convection=production+diffusion+destruction” pour la viscosité turbulente
νR

t . Cette équation est valable pour des écoulements incompressibles. Il existe cependant une
version compressible de ce modèle [16]. Ce qui donne finalement une équation du même type sur
la pseudo-viscosité dynamique ρν̃ :

∂t

(
ρν̃
)

+ ∂xj

(
ρν̃uj

)

︸ ︷︷ ︸
convection

= cb1S̃ρν̃︸ ︷︷ ︸
production

+
1

σ

[
∂xj

(
(µ+ ρν̃)∂xj ν̃

)
+ cb2∂xj ν̃∂xj (ρν̃)

]

︸ ︷︷ ︸
diffusion

− cw1fwρ
( ν̃
d

)2

︸ ︷︷ ︸
desctruction

(A.4)
avec la viscosité turbulente :

ρνR
t = ρfv1ν̃

cb1, σ, cb2 sont des constantes alors que fw et fv1 sont des fonctions de corrections qui dépendent
à la fois de l’écoulement et de la distance à la paroi d. Ce modèle a prouvé son efficacité et est
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couramment employé dans l’industrie. Il est robuste et donne de bons résultats sur une large
gamme d’applications aéronautiques. Il est en plus peu coûteux en terme de temps CPU et de
mémoire ce qui lui donne un avantage certain dans l’optique de réaliser des simulations insta-
tionnaires [17, 28].

A.3.2 Fermeture de l’équation de conservation d’énergie

Il reste cependant encore un autre terme non résolu à modéliser : le flux de chaleur turbulente

(ρε′′ + p)u
′′

j . Ce terme est uniquement présent dans l’équation de conservation de l’énergie (A.2).
Il est modélisé de la façon suivante :

−(ρε′′ + p)u
′′

j = q̃tj
R = −ρν

R
t Cp

PrR
t

∂xj T̃

où PrR
t désigne le nombre de Prandtl turbulent pour l’approche statistique qui est fixé à 0.9.

A.3.3 Système fermé des équations de Navier-Stokes moyennées

Finalement, le système des équations moyennées fermées s’écrit :





∂tρ+ ∂xj (ρũj) = 0

∂t (ρũi) + ∂xj

(
ρũiũj + pδij − τ̃∗ij

)
= −∂xj τ̃

R
ij

∂t

(
ρẽ∗
)

+ ∂xj

(
ρẽ∗ũj + pũj − τ̃∗jkũk + q̃∗j

)
= −∂xj q̃tj

R − ∂xj

(
τ̃R
jkũk

)
(A.5)

avec

τ̃R
ij =

2

3
ρνR

t (∂xk
ũk) δij − ρνR

t

(
∂xj ũi + ∂xi ũj

)

q̃tj
R = −ρν

R
t Cp

PrR
t

∂xj T̃ et PrR
t = 0, 9

La viscosité cinématique νR
t est donnée par l’équation (A.4). Concernant, la résolution numérique

de celle-ci, le lecteur pourra se reporter au travail [28].
Le système (A.5) ressemble beaucoup à celui obtenu pour la SGE (1.8), la différence venant

de la définition de la viscosité turbulente pour le RANS et de la viscosité sous-maille pour la
SGE.
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Annexe B

Approche matricielle de type
Flux-Vector Splitting

L’objectif de cette annexe est de montrer les détails de l’approche matricielle de type Flux-
Vector Splitting dans le prolongement de ce que Jameson et Yoon [53] ont proposé. Pour cela,
nous nous concentrons sur les flux issus de la convection. Voilà pourquoi seules les équations
d’Euler sont considérées dans cette annexe. Dans un premier temps, le cas unidimensionnel est
traité, et certaines propriétés sur la Jacobienne des flux d’Euler sont rappelées. Ceci facilite
ensuite l’extension tridimensionnelle qui est abordée en fin d’annexe.

B.1 Équations d’Euler 1D

Le système des équations d’Euler 1D s’écrit sous la forme :

∂tU + ∂xF (U) = 0 (B.1)

avec

U =



ρ
ρu
ρe


 et F (U) =




ρu
ρu2 + p

(ρe+ p)u


 (B.2)

U est le vecteur des variables conservatives, ρ la densité, u la composante de la vitesse et e
l’énergie totale spécifique.

F (U) est le vecteur-flux de convection et p = ρ(γ − 1)(e − 1

2
u2) est la pression donnée par

l’équation d’état.

B.1.1 Jacobienne du flux convectif

On note A =
∂F

∂U
la matrice Jacobienne du flux convectif F (U). Celle-ci est donnée par :

A =




0 1 0
1
2(γ − 3)u2 −(γ − 3)u γ − 1

−uh+ 1
2(γ − 1)u3 h− (γ − 1)u2 γu


 (B.3)

avec h = e+
p

ρ
l’enthalpie spécifique totale.
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Comme h =
c2

γ − 1
+

1

2
u2 avec c =

√
γ
p

ρ
la vitesse du son, la Jacobienne peut également

s’écrire sous la forme :

A =




0 1 0
1
2(γ − 3)u2 −(γ − 3)u γ − 1

− uc2

γ−1 + 1
2(γ − 2)u3 c2

γ−1 − (γ − 3
2)u2 γu


 (B.4)

Comme le système d’Euler est hyperbolique, la matrice A est diagonalisable dans IR. Les
valeurs et vecteurs propres de cette matrice sont présentés dans la partie suivante.

B.1.2 Éléments propres de la matrice Jacobienne

La matrice Jacobienne A du flux convectif des équations d’Euler possède trois valeurs propres
réelles. Leurs expressions ainsi que celles des vecteurs propres à gauche et à droite sont données
ici.

Valeurs propres

Notons λm les valeurs propres de A, on a :

λ1 = u− c ≤ λ2 = u ≤ λ3 = u+ c

On note Λ = diag(λ1, λ2, λ3) la matrice diagonale formée par ces trois valeurs propres. Les
matrices A et Λ sont semblables.

Vecteurs propres à droite

Notons rm les vecteurs propres à droite de A associés aux valeurs propres λm : Arm = λmr
m.

r1 =




1
u− c
h− uc


 r2 =




1
u

1
2u

2


 r3 =




1
u+ c
h+ uc




On introduit la matrice K =
[
r1, r2, r3

]
. Ainsi, par définition des vecteurs propres à droite,

on a AK = KΛ.

Vecteurs propres à gauche

On note (lm)T les vecteurs propres à gauche de la matrice A, ce sont les vecteurs qui vérifient
les deux propriétés suivantes :





(lm)TA = λm(lm)T : vecteurs propres à gauche

(lm)T rq = δmq : normalisation

Finalement, on a :

l1 =
γ − 1

2c2




1
2u

2 + 1
γ−1uc

−(u+ c
γ−1 )

1


 l2 = −γ − 1

c2



u2 − h
−u
1


 l3 =

γ − 1

2c2




1
2u

2 − 1
γ−1uc

−(u− c
γ−1 )

1




Alors on a K−1 = [l1, l2, l3]T . De plus, la Jacobienne A peut se décomposer comme suit :

A = KΛK−1
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B.1.3 Variables caractéristiques

On définit λ+
m = 1

2 (λm + |λm|) et λ−m = 1
2(λm − |λm|).

Ainsi on peut définir les matrices A+ et A− qui ont déjà été rencontrées dans la littérature [128]

A± =
1

2
(A± |A|) (B.5)

avec |A| = K|Λ|K−1 avec |Λ| = diag(|λ1|, |λ2|, |λ3|).
Comme on l’a vu plus haut, on a :

K =




1 1 1
u− c u u+ c
h− uc 1

2u
2 h+ uc


 (B.6)

et

K−1 =
γ − 1

c2




1
4u

2 + 1
2(γ−1)uc −(u

2 + c
2(γ−1) )

1
2

h− u2 u −1
1
4u

2 − 1
2(γ−1)uc −(u

2 − c
2(γ−1) )

1
2


 (B.7)

Ainsi, les valeurs propres positives ou nulles de la matrice A sont les valeurs propres de la
matrice A+. De même, les valeurs propres de la matrice A− sont les valeurs propres négatives
ou nulles de A.

B.1.4 Schéma implicite

Nous allons utiliser les matrices présentées précédemment pour la linéarisation des flux de
convection. Ceci peut être vu comme le prolongement matriciel de ce que Jameson & Yoon [53]
ont proposé. Comme, le schéma d’intégration temporelle n’est pas le sujet de notre intérêt ici,
nous avons utilisé, par soucis de simplicité, le schéma d’Euler implicite. Ce qui nous donne :

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆x

[
F n+1

i+1/2 − F n+1
i−1/2

]
= 0

La linéarisation du flux convectif se fait comme suit :

F n+1
i+1/2

≈ F n
i+1/2 +A+

i ∆Ui +A−
i+1∆Ui+1

avec les matrices A± défini par la relation (B.5) et ∆U = Un+1 − Un. Ce décentrement se fait
par le signe des valeurs propres de la matrice A. Ce qui donne :

∆Ui +
∆t

∆x

[
A+

i ∆Ui +A−
i+1∆Ui+1 −A+

i−1∆Ui−1 −A−
i ∆Ui

]
= Ri (B.8)

avec Ri = − ∆t

∆x

[
F n

i+1/2 − F n
i−1/2

]
. Finalement, on obtient :

Di∆Ui +
∆t

∆x

[
A−

i+1∆Ui+1 −A+
i−1∆Ui−1

]
= Ri (B.9)

avec

Di = I3 +
∆t

∆x
|Ai| (B.10)

Par rapport aux travaux de Jameson et Yoon, on voit que le scalaire rA est remplacé par la
matrice |A|, ce qui justifie le nom d’extension matricielle. Nous allons maintenant nous intéresser
au cas tridimensionnel à partir des constatations que nous venons de faire.
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B.2 Équations d’Euler 3D

Comme l’objectif est de réaliser des simulations tridimensionnelles, il est indispensable de
développer la méthode exposée au cas 3D. Le système des équations d’Euler 3D s’écrit :

∂tU + ∇.F (U) = 0 (B.11)

avec

U =




ρ
ρu
ρv
ρw
ρe




et F (U) =




ρu ρv ρw
ρu2 + p ρuv ρuw
ρuv ρv2 + p ρvw
ρuw ρvw ρw2 + p

(ρe+ p)u (ρe+ p)v (ρe+ p)w




(B.12)

U est le vecteur des variables conservatives, ρ la densité, u, v et w les composantes du vecteur
vitesse ~V et enfin e l’énergie totale spécifique.

F (U) est le vecteur-flux de convection et p = ρ(γ−1)
[
e− 1

2
(u2 +v2+w2)

]
est la pression donnée

par l’équation d’état.
Par soucis de simplification, on va noter ec l’énergie cinétique spécifique, on a ainsi p = ρ(γ −
1)(e − ec).

De même, h = e+
p

ρ
est l’enthalpie totale spécifique.

Soit ~n un vecteur unitaire, on a ~n = (nx, ny, nz)
T

Notons Θ = ~V .~n et explicitons le vecteur F (U).~n = F (U,~n) :

F (U,~n) =




ρΘ
ρuΘ + pnx

ρvΘ + pny

ρwΘ + pnz

(ρe+ p)Θ




(B.13)

B.2.1 Jacobienne du flux convectif

On note γ1 = γ − 1 et γ2 = γ − 2. Soit A(U,~n) =
∂F (U,~n)

∂U
, on a

A(U,~n) =




0 nx ny nz 0
−uΘ + γ1ecnx Θ − γ2unx uny − γ1vnx unz − γ1wnx γ1nx

−vΘ + γ1ecny vnx − γ1uny Θ − γ2vny vnz − γ1wny γ1ny

−wΘ + γ1ecnz wnx − γ1unz wny − γ1vnz Θ − γ2wnz γ1nz

(γ1ec − h)Θ −γ1uΘ + hnx −γ1vΘ + hny −γ1wΘ + hnz γΘ




Cette matrice est diagonalisable dans IR. Les valeurs et vecteurs propres de cette matrice
sont présentés dans la partie suivante.

B.2.2 Éléments propres de la matrice Jacobienne

La matrice A possède cinq valeurs propres réelles. Leur expressions ainsi que celles des
vecteurs propres à gauche et à droite sont données ici.
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Valeurs propres

Notons λm les valeurs propres de A, on a :

λ1 = ~V .~n− c ≤ λ2 = λ3 = λ4 = ~V .~n ≤ λ5 = ~V .~n+ c (B.14)

avec c =
√
γ p

ρ la vitesse du son.

On note Λ = diag(λ1, .., λ5) la matrice diagonale formée par ces cinq valeurs propres. Les matrices
A et Λ sont semblables.

Vecteurs propres à droite

Notons rm les vecteurs propres à droite de A associés aux valeurs propres λm : Arm = λmr
m.

r1 =




1
u− cnx

v − cny

w − cnz

h− cΘ




r2 =




1
u
v
w
ec




r3 =




0
Ω1x

Ω1y

Ω1z

~V . ~Ω1




r4 =




0
Ω2x

Ω2y

Ω2z

~V . ~Ω2




r5 =




1
u+ cnx

v + cny

w + cnz

h+ cΘ




Avec ~Ω1 =
~Π∧~n

||~Π∧~n||
et ~Ω1 = ~n∧ ~Ω1

||~n∧ ~Ω1||
les vecteurs formant la base orthonormale de l’hyperplan

orthogonal à ~n avec ~Π un vecteur non colinéaire à ~n. Pour plus de détails, le lecteur pourra se
reporter à [38].
On introduit la matrice K =

[
r1, ..., r5

]
. Ainsi on a : AK = KΛ.

On a :

K =




1 1 0 0 1
u− cnx u Ω1x Ω2x u+ cnx

v − cny v Ω1y Ω2y v + cny

w − cnz w Ω1z Ω2z w + cnz

h− cΘ ec ~V . ~Ω1
~V . ~Ω2 h+ cΘ




(B.15)

Vecteurs propres à gauche

On note (lm)T les vecteurs propres à gauche de la matrice A, ce sont les vecteurs qui vérifient :
(lm)TA = λm(lm)T et qui sont normalisés par : (lm)T rq = δmq. Alors on a K−1 = [l1, ..., l5]T .
On a :

K−1 =
1

2c2




γ1ec + cΘ −γ1u− cnx −γ1v − cny −γ1w − cnz γ1

γ1(2h− 4ec) 2γ1u 2γ1v 2γ1w −2γ1

−2~V . ~Ω1c
2 2Ω1xc

2 2Ω1yc
2 2Ω1zc

2 0

−2~V . ~Ω2c
2 2Ω2xc

2 2Ω2yc
2 2Ω2zc

2 0
γ1ec − cΘ −γ1u+ cnx −γ1v + cny −γ1w + cnz γ1




B.2.3 Variables caractéristiques

On définit λ+
m = 1

2 (λm + |λm|) et λ−m = 1
2(λm − |λm|).

Ainsi on peut définir les matrices A+ et A− :

A± =
1

2
(A± |A|) (B.16)
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avec |A| = K|Λ|K−1 avec |Λ| = diag(|λ1|, .., |λ5|).
Explicitons les matrices |A|, A+ et A− :

|A| = K|Λ|K−1 (B.17)

Or

K|Λ| = [|λ1|r1, ..., |λ5|r5] (B.18)

D’où

|A| = [|λ1|r1, ..., |λ5|r5]K−1 (B.19)

De même on a :

A± = [λ±1 r
1, ..., λ±5 r

5]K−1 (B.20)

B.2.4 Schéma implicite

Pour résoudre le système d’équations de conservation, nous utilisons une méthode volume
fini “cell-centered” : on intègre ainsi le système sur le volume de contrôle Ωijk.
Utilisons maintenant les Jacobiennes des vecteurs flux F (U, ~nχ)Sχ avec ~nχ le vecteur unitaire
dans le sens des χ croissant et Sχ la mesure de la surface associée. On note pour la direction i
par exemple

Ai = ∂U

(
F (Uijk, ~ni)Si

)
et Ai±1 = ∂U

(
F (Ui±1jk, ~ni±1)Si+1

)

C’est identique pour les direction j et k

On utilise le schéma proposé par Jameson et Yoon [53]. On a ainsi :

∆Uijk +
∆t

|Ωijk|
[
A+

i ∆Uijk +A−
i+1∆Ui+1jk −A+

i−1∆Ui−1jk −A−
i ∆Uijk

A+
j ∆Uijk +A−

j+1∆Uij+1k −A+
j−1∆Uij−1k −A−

j ∆Uijk

A+
k ∆Uijk +A−

k+1∆Uijk+1 −A+
k−1∆Uijk−1 −A−

k ∆Uijk

]

= Rijk

(B.21)

Ce qui donne :

Dijk∆Uijk +
∆t

|Ωijk|
[
A−

i+1∆Ui+1jk −A+
i−1∆Ui−1jk

+A−
j+1∆Uij+1k −A+

j−1∆Uij−1k

+A−
k+1∆Uijk+1 −A+

k−1∆Uijk−1

]
= Rijk

(B.22)

avec

Dijk = I5 +
∆t

|Ωijk|
[
|Ai| + |Aj| + |Ak|

]
(B.23)

où |Ωijk| est la mesure de la maille Ωijk.
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B.2.5 Factorisation LU-SGS

Afin de résoudre le système linéaire présenté dans le paragraphe suivant, nous adoptons là
aussi une factorisation LU-SGS [53] :





1 : Dijk∆
˜̃
U ijk − ∆t

|Ωijk|
[
A+

i−1∆
˜̃
U i−1jk +A+

j−1∆
˜̃
U ij−1k

+A+
k−1∆

˜̃
U ijk−1

]
= Rijk

2 : D−1
ijk∆Ũijk = ∆

˜̃
U ijk

3 : Dijk∆Uijk +
∆t

|Ωijk|
[
A−

i+1∆Ui+1jk +A−
j+1∆Uij+1k

+A−
k+1∆Uijk+1

]
= ∆Ũijk

(B.24)

B.2.6 Opérations supplémentaires

Nous allons maintenant tenter de quantifier les opérations supplémentaires dues à cette nou-
velle linéarisation des flux de convection. Tout d’abord, pour la première étape de la factorisation
LU-SGS, les matrices A+

i−1, A
+
j−1 et A+

k−1 doivent être mises en place. Cela implique pour chaque
direction (i, j ou k) le calcul des vecteurs propres à droite et à gauche, puis un produit de deux
matrices 5× 5. Ensuite il faut effectuer une méthode de Gauss pour résoudre le système linéaire
correspondant 5 × 5. Pour la troisième étape, le travail est identique.

Par contre, pour la deuxième étape, cette nouvelle approximation implique un produit entre
une matrice (de taille 5 × 5) et un vecteur (5). En ce qui concerne l’approximation “diagonale
scalaire”, seulement un produit entre un scalaire et un vecteur (5) est effectué.

Pour l’évaluation de la matrice Dijk, les vecteurs propres à droite et à gauche doivent être
évalués, puis le produit de deux matrices 5 × 5 pour chaque direction doit être effectué.

Nous allons maintenant tenter d’exprimer en terme de temps CPU ces opérations supplémentaires
sur la convection du tourbillon “faible Mach” car cette approximation pose des problèmes lors
d’écoulement transsonique [96].

1ère étape 2ème étape 3ème étape eval. de diag. temps total

Diag scal 12.5 s 0.2 s 12.2 s 2.4 s 62.6 s
FVS 49.1 s 0.7 s 47.7 s 22.9 s 155.8s

On voit ainsi que le coût de calcul d’une itération du processus de Newton est augmenté
d’un facteur 2.5 en utilisant la nouvelle linéarisation proposée. Ainsi pour que le coût global soit
du même ordre de grandeur, il faut que la vitesse de convergence soit suffisamment augmentée
pour balancer ce surcoût.
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Annexe C

Linéarisation du flux numérique
AUSM+(P) modifié

L’objectif de cette annexe est de présenter les détails de la linéarisation du schéma AUSM+(P)
modifié. Ce schéma a été proposé par Mary et Sagaut [83]. Nous proposons ici une linéarisation
de celui-ci afin d’augmenter la vitesse de convergence du processus interne de Newton. Ceci est
motivé par le fait que Weber [139] a de son côté utilisé une linéarisation précise du flux de Roe
et il a vu ainsi une nette amélioration de la vitesse de convergence pour le calcul d’états station-
naires. Nous espérons pouvoir en faire autant pour des calculs instationnaires. Pour présenter
cette linéarisation, nous allons nous concentrer sur les équations d’Euler. Le cas unidimensionnel
est traité dans un premier temps pour faciliter l’extension au cas tridimensionnel.

C.1 Équations d’Euler 1D

Par soucis de simplicité, la linéarisation du flux est présentée pour le système des équations
d’Euler 1D. Celui-ci s’écrit sous la forme

∂tU + ∂xF (U) = 0 (C.1)

avec

U =



ρ
ρu
ρe


 et F (U) =




ρu
ρu2 + p

(ρe+ p)u


 (C.2)

U est le vecteur des variables conservatives, ρ la densité, u la composante de la vitesse et e
l’énergie totale spécifique.
F (U) est le vecteur-flux de convection et p = ρ(γ − 1)(e − 1

2u
2) est la pression.

Un schéma explicite s’écrit :

∆Ui +
∆t

∆x
(F n

i+1/2 − F n
i−1/2) = 0 (C.3)

avec F n
i+1/2 = Φ(Un

i , U
n
i+1) pour un schéma du premier ordre.
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Une voie classique pour obtenir un schéma implicite est :

∆Ui +
∆t

∆x
(F n+1

i+1/2 − F n+1
i−1/2) = 0 (C.4)

avec F n+1
i+1/2 = Φ(Un+1

i , Un+1
i+1 ).

On linéarise ainsi le flux numérique en utilisant :

Φ(Un+1
i , Un+1

i+1 ) = Φ(Un
i , U

n
i+1) + ∂1Φ(Un

i , U
n
i+1)∆Ui

+∂2Φ(Un
i , U

n
i+1)∆Ui+1 +O(||∆U ||2)

(C.5)

On remarque que d’une part que l’erreur induite par cette linéarisation est en O(∆t2), ce qui
était déjà le cas pour pour celle de Jameson et Yoon [53] et celle de type Steger-Warming [128].
D’autre part, cette linéarisation fait intervenir deux Jacobiennes : les dérivées de la fonction Φ
par rapport à ces deux variables. Alors que les linéarisations précédentes ne faisaient intervenir
que la Jacobienne du flux physique. Il ne nous reste maintenant plus qu’à expliciter le flux
numérique Φ pour pouvoir exprimer les deux Jacobiennes. Pour cela, nous allons considérer
deux flux numériques. Le premier flux numérique considéré est le flux décentré proposé par Roe
[112], c’est un flux diffusif d’ordre un à capture de chocs. Ce flux est considéré ici car il a déjà
été linéarisé avec succès dans un contexte de calculs stationnaires [139]. Ensuite, le flux proposé
par Mary et Sagaut [83] sera linéarisé de la même façon, puisque ce schéma est adapté à la SGE.

C.1.1 Flux de Roe

Le flux numérique de Roe [112] peut s’écrire sous la forme :

Φ(UL, UR) =
1

2

[
F (UL) + F (UR) −ARoe

L,R(UR − UL)
]

(C.6)

avec
ARoe

L,R = |A| où |A| = K|∆|K−1
avec |∆| = diag(|λp|) (C.7)

avec UL, UR les états droit et gauche respectivement de l’interface considérée et ARoe
L,R la matrice

de Roe.
La construction de cette matrice de Roe utilise les moyennes suivantes :

ρ =
√
ρLρR

u =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

h =

√
ρLhL +

√
ρRhR√

ρL +
√
ρR

c2 = (γ − 1)
(
h− 1

2u
2
)

(C.8)

Une procédure classique pour évaluer les deux dérivées de Φ(UL, UR) est de considérer la matrice
de diffusion ARoe

L,R constante :

∂UL
Φ(UL, UR) =

1

2
[A(UL) +ARoe

L,R]

∂UR
Φ(UL, UR) =

1

2
[A(UR) −ARoe

L,R]
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On a donc :
F n+1

i+1/2 ≈ F n
i+1/2 +A1

i+1/2∆Ui +A2
i+1/2∆Ui+1 (C.9)

avec

A1
i+1/2 =

1

2

[
Ai +ARoe

i+1/2

]

A2
i+1/2 =

1

2

[
Ai+1 −ARoe

i+1/2

]

où ARoe
i+1/2 = |A(U i+1/2)|

(C.10)

Ce qui nous donne :

Di∆Ui +
∆t

∆x

[
A2

i+1/2∆Ui+1 −A1
i−1/2∆Ui−1

]
= Rn

i (C.11)

avec Rn
i = − ∆t

∆x

[
F n

i+1/2 − F n
i−1/2

]
et Di = I +

∆t

2∆x
(ARoe

i+1/2 +ARoe
i−1/2).

C.1.2 Flux AUSM+(P) modifié

Le flux AUSM+(P) modifié a été introduit par Mary et Sagaut [83]. Afin de pouvoir linéariser
ce flux numérique, nous écrivons la forme simplifiée suivante :

Φ(UL, UR) =
1

2

[
uL,R(WL +WR) − UL,R(WR −WL) + P (UL) + P (UR)

]
(C.12)

avec

uL,R =
1

2
(uL + uR) − c2(pR − pL) où c2 = cste

UL,R =
1

2
|uL + uR|

avec

W =



ρ
ρu
ρh


 et P (U) =




0
p
0




Notons A1 =
∂Φ(U1, U2)

∂U1
et A2 =

∂Φ(U1, U2)

∂U2
les deux matrices Jacobiennes de taille 3 × 3 qui

interviennent lors de la linéarisation du flux numérique.

F n+1
i+1/2 ≈ F n

i+1/2 +A1(Ui, Ui+1)∆Ui +A2(Ui, Ui+1)∆Ui+1 (C.13)

En notant A1
i+1/2 = A1(Ui, Ui+1) et A2

i+1/2 = A2(Ui, Ui+1), on a finalement :

Di∆Ui +
∆t

∆x

[
A2

i+1/2∆Ui+1 −A1
i−1/2∆Ui−1

]
= Rn

i (C.14)

avec

Di = I3 +
∆t

∆x

[
A1

i+1/2 −A2
i−1/2

]
(C.15)

Ainsi si l’on compare les deux expressions obtenues avec les deux flux numériques, on voit que
ces deux expressions sont identiques. Seules les expressions des matrices Jacobiennes A1 et A2

changent du fait de la différence de la fonction Φ. Ainsi les propriétés de robustesse, de stabilité et
d’accroissement de la vitesse de convergence du processus de Newton dépendront des propriétés
du flux numérique utilisé. L’extension au cas tridimensionnel est traitée dans la partie suivante.
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C.2 Équations d’Euler 3D

Cette étude concerne l’utilisation de la SGE. Il est donc nécessaire d’étendre ce qui vient
d’être présenté au cas tridimensionnel. Le système des équations d’Euler 3D qui s’écrit sous la
forme :

∂tU + ∇.F (U) = 0 (C.16)

avec

U =




ρ
ρu
ρv
ρw
ρe




et F (U) =




ρu ρv ρw
ρu2 + p ρuv ρuw
ρuv ρv2 + p ρvw
ρuw ρvw ρw2 + p

(ρe+ p)u (ρe+ p)v (ρe+ p)w




(C.17)

U est le vecteur des variables conservatives, ρ la densité, u, v et w les composantes du vecteur
vitesse ~V et enfin e l’énergie totale spécifique.

F (U) est le flux de convection et p = ρ(γ − 1)
[
e− 1

2(u2 + v2 + w2)
]

est la pression.

De même, on note H = ρh = ρe+ p l’enthalpie totale massique.

C.2.1 Schéma numérique

Nous discrétisons ces équations par une approche de type volumes finis “cell-centered”. On
intègre ainsi ce système d’équations de conservation sur le volume de contrôle Ωijk. En utilisant
le schéma d’Euler explicite, on a tout de suite :

∆Uijk +
∆t

|Ωijk|
[
F

n
i+1/2 − F

n
i−1/2

+ Fn
j+1/2 − Fn

j−1/2 + Fn
k+1/2 − Fn

k−1/2

]
= 0

(C.18)

où ∆t et |Ωijk| représentent le pas de temps et la mesure du volume Ωijk, respectivement. Comme

n

L R

Fig. C.1: Interface quelconque de la cellule de contrôle Ωijk

représenté sur la figure (C.1), chaque interface est caractérisée par un état gauche, noté UL, un
état droit UR, un vecteur ~n normal unitaire associé allant de l’état gauche vers l’état droit et
une surface associée dont la mesure sera notée SL,R. Ainsi, le flux numérique calculé à cette
interface peut s’écrire :

FL,R = Φ(UL, UR, ~n)SL,R (C.19)
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C.2.2 Flux de Roe

Soit ~n un vecteur unitaire, on a ~n = (nx, ny, nz)
T .On note F (U,~n) = F (U).~n le flux physique.

Le flux utilisé de Roe peut s’exprimer sous la forme :

Φ(UL, UR, ~n) =
1

2

[
F (UL, ~n) + F (UR, ~n) − |ARoe(UL,R, ~n)|(UR − UL)] (C.20)

Calculons A1(UL, UR, ~n) =
∂Φ

∂UL
(UL, UR, ~n) et A2(UL, UR, ~n) =

∂Φ

∂UR
(UL, UR, ~n) les deux jaco-

biennes du flux numérique présentes dans la linéarisation de ce dernier.

A1(UL, UR, ~n) =
1

2

[
A(UL, ~n) + |ARoe(UL,R, ~n)|

]

A2(UL, UR, ~n) =
1

2

[
A(UR, ~n) − |ARoe(UL,R, ~n)|

]

où

A(U,~n) =
∂F (U,~n)

∂U
est la matrice Jacobienne du flux physique.

C.2.3 Flux AUSM+(P) modifié

Nous explicitons ici l’approximation numérique du flux normal utilisée. Soit ~n un vecteur
unitaire, on a ~n = (nx, ny, nz)

T .
Le flux utilisé dans cette partie est une version simplifiée :

Φ(UL, UR, ~n) =
1

2
[uL,R(WL +WR) − UL,R(WR −WL) + P (UL, ~n) + P (UR, ~n)] (C.21)

avec

uL,R =
1

2
(ΘL + ΘR) − c2(pR − pL) où c2 = cste et Θ = ~V .~n

UL,R =
1

2
|ΘL + ΘR|

W =




ρ
ρu
ρv
ρw
ρh



, P (U,~n) =




0
pnx

pny

pnz

0




et ~V =



u
v
w




On note A1(UL, UR, ~n) =
∂Φ

∂UL
(UL, UR, ~n) et A2(UL, UR, ~n) =

∂Φ

∂UR
(UL, UR, ~n) les deux jaco-

biennes associées.

C.2.4 Schéma implicite

Le schéma implicite s’écrit simplement puisqu’il possède la même fonction flux numérique
que sa contrepartie explicite :

∆Uijk +
∆t

|Ωijk|
[
F

n+1
i+1/2 − F

n+1
i−1/2

+ F
n+1
j+1/2 − F

n+1
j−1/2 + F

n+1
k+1/2 − F

n+1
k−1/2

]
= 0

(C.22)
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avec le flux numérique
F

n+1
i+1/2 = Φ(Un+1

ijk , Un+1
i+1jk, ~ni+1/2)Si+1/2 (C.23)

où ~ni+1/2 est le vecteur unitaire dans la direction des i croissants, à l’interface i+ 1/2 et Si+1/2

la mesure de la surface associée.

Ainsi, on linéarise le flux numérique de cette façon :

F
n+1
i+1/2 ≈ Fn

i+1/2 +A1
i+1/2∆Uijk +A2

i+1/2∆Ui+1jk (C.24)

avec
Aα

i+1/2 = Aα(Un
ijk, U

n
i+1jk, ~ni+1/2)Si+1/2 (C.25)

avec α = 1 ou 2.
Ce qui nous donne finalement :

Dijk∆Uijk +
∆t

|Ωijk|
[
A2

i+1/2∆Ui+1jk −A1
i−1/2∆Ui−1jk

+A2
j+1/2∆Uij+1k −A1

j−1/2∆Uij−1k

+A2
k+1/2∆Uijk+1 −A1

k−1/2∆Uijk−1

]
= Rijk

(C.26)

avec

Dijk = I5 +
∆t

|Ωijk|
[
A1

i+1/2 −A2
i−1/2

+A1
j+1/2 −A2

j−1/2 +A1
k+1/2 −A2

k−1/2

] (C.27)

où |Ωijk| est la mesure de la maille Ωijk.

C.2.5 Factorisation LU-SGS

Afin de résoudre le système linéaire présenté dans le paragraphe suivant, nous adoptons là
aussi une factorisation LU-SGS [53] :





1 : Dijk∆
˜̃
U ijk − ∆t

|Ωijk|
[
A1

i−1/2∆
˜̃
U i−1jk +A1

j−1/2∆
˜̃
U ij−1k

+A1
k−1/2∆

˜̃
U ijk−1

]
= Rijk

2 : D−1
ijk∆Ũijk = ∆

˜̃
U ijk

3 : Dijk∆Uijk +
∆t

|Ωijk|
[
A2

i+1/2∆Ui+1jk +A2
j+1/2∆Uij+1k

+A2
k+1/2∆Uijk+1

]
= ∆Ũijk

(C.28)
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de lanceur. PhD thesis, Université d’Orléans, 2002.
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étage complet de turbine basse pression. PhD thesis, Université de Paris VI-Pierre et
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Méthode d'intégration temporelle implicite pour la Simulation des Grandes

Échelles : application à la réduction du bruit de cavité.

Un travail d'analyse de schémas implicites pour la Simulation des Grandes Échelles d'écoulements
compressibles est présenté. La finalité est d'augmenter l'efficacité des schémas en vue d'aborder des
problèmes multi-échelles en aérodynamique, notamment les écoulements contrôlés. Le travail se
décompose en trois parties :
- une analyse de l'influence des résidus de convergence et autres paramètres numériques sur la
qualité des résultats,
- le développement d'une stratégie efficace, sur la base d'un concept nouveau d'optimisation locale
par blocs,
- la démonstration du potentiel de la méthode dans le cas d'un écoulement de cavité transonique
contrôlé par un barreau transverse. La méthode a permis de gagner le facteur 10 nécessaire.

Mots-clés : ECOULEMENT TURBULENT ; BRUIT AERODYNAMIQUE ; EQUATION DIFFERENTIELLE

DIFFICILE ; INTEGRATION NUMERIQUE ; METHODE NEWTON

Implicit time integration method for Large-Eddy Simulation: application to the

cavity noise reduction.

A study concerning the analysis of implicit time integration methods for Large-Eddy Simulation of
compressible flows is presented. The objective is the increasement of the numerical efficiency of
schemes to tackle multiscale problems in aerodynamic like controlled flows. This work is divided into
three parts:
- an analysis of the influence of the convergence residual and numerical parameters on the accuracy
of the numerical solution,
- the developpement of an efficient strategy based on an new block local optimisation,
- the demonstration of the potentiability of the method proposed in the case of a transonic cavity flow
controlled by means a spanwise cylinder. The method makes it possible to reduce the computational
effort by a factor 10.

Keywords : TURBULENT FLOW ; AERODYNAMIC NOISE ; STIFF COMPUTATION ; NUMERICAL

INTEGRATION ; NEWTON METHOD
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