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Introduction

La géométrie de contact est une partie de la géométrie différentielle consacrée a 1’étude
de variétés dites de contact. Une variété de contact est la donnée d’une paire (Y, &)
ou Y est une variété de dimension impaire 2n + 1 et £ un champ d’hyperplans sur
Y completement non intégrable, appelé structure de contact sur Y. Localement, et
globalement si £ est coorientée, £ s’écrit comme le noyau d’une 1-forme différentielle
« satisfaisant o A (da)™ # 0. Cette condition donne la non-intégrabilité de £ mais elle
est en fait plus forte. En effet, elle implique que toute sous-variété de Y qui est tangente
a & en chaque point est de dimension au plus n. De telles sous-variétés de dimension
exactement n sont appelées sous-variétés legendriennes de Y.

Un certain nombre d’invariants algébriques de sous-variétés legendriennes ont vu
le jour dans un but de classification a isotopie pres, ou deux sous-variétés legendriennes
sont dites isotopes s’il existe une famille lisse a un parametre de plongements legen-
driens les reliant. Un des premiers invariants non-classiques a avoir été developpé, les
invariants classiques étant le type d’isotopie lisse, le nombre de Thurson-Bennequin et
I’indice de Maslov, est ’homologie de contact legendrienne. Cette derniere correspond
a une petite partie de la théorie des champs symplectiques developpée par Eliashberg,
Givental et Hofer ([EGHOO]). L’homologie de contact legendrienne en est une version
relative qui a été introduite par Eliashberg [Eli98]]. Simultanément, elle a été définie
de facon combinatoire par Chekanov [Che02]] pour les noeuds legendriens dans la va-
riété de contact standard (R?, dz — ydx), et grice a la théorie des courbes holomorphes
introduites par Gromov en géométrie symplectique ([Grog3]), elle a ensuite été géné-
ralisée au cas des sous-variétés legendriennes dans R*"! et P x R la contactisation
d’une variété de Liouville, par Ekholm, Etnyre et Sullivan [EESOSal, EESO7]].

Dans sa version combinatoire et généralisée en dimension supérieure, I’homologie
de contact legendrienne est une homologie de type Floer. Elle est définie en associant a
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

une sous-variété legendrienne A dans une variété de contact (Y = P xR, a = dz + f3)
une algebre différentielle graduée (DGA) appelée I’algebre de Chekanov de A et notée
(A(A), 0). Brievement, c’est une algebre sur Z, engendrée par les cordes de Reeb de
A et la différentielle O compte des courbes holomorphes dans P a bords sur I[1p(A), la
projection lagrangienne de A, et asymptotes a des points d’intersection de I1p(A) en
correspondance bijective avec les cordes de Reeb de A. L’homologie associée est notée
LCH,(A), c’est ’homologie de contact legendrienne de A. Il est aussi possible de la
définir sur Z[H;(A)] sous certaines conditions [ENS02| [EESO5c]. La version “théo-
rie des champs symplectiques” de 1’homologie de contact legendrienne est définie un
peu différemment mais est équivalente ([DR16b]). La différentielle ne compte pas des
courbes holomorphes a bord sur la projection lagrangienne de A mais des courbes holo-
morphes dans la symplectisation (R x Y, d(e’a)) de Y, a bords sur R x A et asymptotes
a des cordes de Reeb de A. L’ homologie de contact legendrienne étant généralement de
dimension infinie, Chekanov a introduit la notion d’augmentation de 1’algébre A(A),
donnée algébrique permettant de définir un invariant de dimension finie plus calcu-
lable. Une augmentation de A(A) est un morphisme de DGA ¢: (A(A),0) — (Z,0)
qui vérifie donc en particulier € o 9 = 0. Si I’algebre (A(A), J) posseéde une augmen-
tation &, il est possible de lui associer un complexe (C'(A), 0°), ou C(A) est I’espace-
vectoriel engendré par les cordes de Reeb de A et 0° est une application linéaire véri-
fiant (9°)* = 0. L’homologie de ce complexe est ’homologie de contact legendrienne
de A linéarisée par ¢, notée LC'HZ(A). L’ensemble des classes d’isomorphismes d’ho-
mologies de contact legendrienne linéarisées de A, pour toutes les augmentations de
A(A), est invariant par isotopie legendrienne de A. En particulier, ceci a permis a Che-
kanov d’exhiber deux noeuds legendriens ayant les mémes invariants classiques mais
n’étant pourtant pas isotopes.

Par ce processus de linéarisation de I’algebre de Chekanov, Civan, Koprowski, Et-
nyre, Sabloff et Walker ([CKET11]) ont associé a une sous-variété legendrienne une
algebre A... Ils ont alors prouvé que cette structure algébrique était un invariant plus
puissant que I’ensemble des homologies de contact linéarisées. En effet, ils ont par
exemple trouvé une famille infinie de noeuds legendriens qui ne sont pas isotopes a
leurs miroirs car ils n’ont pas les mémes ensembles d’anneaux de cohomologie de
contact legendrienne linéarisée alors qu’ils ont les mémes ensembles de groupes de
cohomologie de contact legendrienne linéarisée. Finalement, Bourgeois et Chantraine
vont encore plus loin en multi-linéarisant la différentielle de Chekanov par non pas
une seule augmentation mais plusieurs, conduisant a la catégorie d’augmentation de
A, Aug_(A). Cette catégorie est une catégorie A., dont les objets sont les augmen-
tations de A(A), I’espace des morphismes entre deux augmentations correspond au
complexe de la cohomologie de contact legendrienne bilinéarisée, et les opérations
A sont définies en comptant des courbes dans R x Y a bord sur R x A. Cette ca-
tégorie donne lieu & de nouveaux invariants de A a isotopie prés comme par exemple
I’ensemble des classes d’isomorphismes de (co)homologie de contact legendrienne
bilinéarisée par (£1,e9) pour tous les couples d’augmentations de .A(A), ou encore
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I’ensemble des classes d’équivalence d’augmentations de A(A). Une version unitaire
de cette catégorie d’augmentation a été¢ définie par Ng, Rutherford, Shende, Sivek et
Zaslow ([NRS™]), c’est la catégorie Aug, (A).

Les augmentations de .A(A) sont donc des objets qui contiennent un certain nombre
d’informations sur les sous-variétés legendriennes. Par la relation € o 9 = 0, chercher
des augmentations d’une DGA revient a résoudre un systeme d’équations, les aug-
mentations sont des objets algébriques. Toutefois, certaines augmentations ont une
interprétation trés géométrique. Un remplissage lagrangien exact de A est une sous-
variété lagrangienne exactes > dans R X Y, possedant un bout cylindrique en 400
du type (T, +00) x A et tel que X\ ((7,+00) x A) soit compact. Ekholm, Honda et
Kalman [EHK16]] ont montré qu’un remplissage lagrangien de A induit une augmen-
tation de A(A). Dans le cas ol ¢ est une augmentation géométrique, il existe alors
un lien fort entre la cohomologie de contact legendrienne de A linéarisée par ¢ et
la topologie du remplissage, donné par I’isomorphisme d’Ekholm-Seidel ([EkhOS]],
[DR16D]) : si X est un remplissage lagrangien de A qui induit une augmentation ey,
alors LOH}_(A) ~ H,(¥).

Plus généralement, on peut étudier une autre relation que celle d’isotopie legen-
drienne entre sous-variétés legendriennes, c’est la relation de cobordisme lagrangien
exact. Etant donné deux sous-variétés legendriennes A~ et AT, une sous-variété lagran-
gienne exacte X dans la symplectisation R x Y est un cobordisme lagrangien exact de
A~ vers AT si elle possede des bouts en —oo et +oo du type (—oo, —T) x A~ et
(T, +00) x A respectivement et que XN ([—7, 7] x Y est compact. Les remplissages
lagrangiens correspondent au cas A~ = (). Les cobordismes lagrangiens entre sous-
variétés legendriennes ont été beaucoup étudiés. Tout d’abord, cette relation a un lien
avec celle d’isotopie legendrienne. En effet, Eliashberg et Gromov ([EG98]]) et Chan-
traine ([ChalOl]) ont prouvé qu’entre deux noeuds legendriens isotopes il existe tou-
jours une concordance lagrangienne (cobordisme lagrangien exact difféomorphe a un
cylindre). D’autre part, Ekholm, Honda et Kalman ont défini la notion de cobordismes
élémentaires, cobordismes induit par des manipulations sur la projection lagrangienne
ou la projection de front d’un noeud legendrien. Cela permet notamment de construire
explicitement des cobordismes. En particulier, ils ont montré que les 5 augmentations
du trefle 75 5 sont géométriques, en construisant a la main 5 remplissages lagrangiens
de T273.

Les invariants associés aux sous-variétés legendriennes apportent souvent des obs-
tructions a I’existence de cobordismes lagrangiens. Entre autres, Chantraine a établi
un lien direct entre les invariants classiques de deux noeuds legendriens cobordants. Il
prouve par exemple que s’il existe un cobordisme ¥ entre deux noeuds legendriens A~
et AT, alors th(AT) — tb(A~) = —x(X) ol tb est le nombre de Thurston-Bennequin
et x(2) la caractéristique d’Euler de ¥. En particulier, si A admet un remplissage la-
grangien ¥ alors th(A) = 2¢(X) — 1 ou g(X) est le genre de la surface 3, donc si
un noeud legendrien a un nombre de Thurston-Bennequin strictement inférieur a —1,
il n’est pas remplissable (voir [ChalS]). Des résultats similaires ont ensuite été mon-
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trés pour des sous-variétés legendriennes dans R***! par Golovko ([Gol13]). L ho-
mologie de contact legendrienne est un invariant de sous-variétés legendriennes qui
apporte aussi des résultats d’obstruction a I’existence de cobordismes lagrangiens.
L’isomorphisme d’Ekholm-Seidel en est un premier exemple. Dans le cas d’un noeud
legendrien A, si la cohomologie de contact legendrienne linéarisée par une augmen-
tation € n’est pas isomorphe a I’homologie d’une surface a bord, alors cela signi-
fie que I’augmentation n’est pas géométrique. Plus généralement, un cobordisme la-
grangien > de A~ vers A" induit un morphisme de DGA ¢ : A(AT) — A(A7)
grice auquel on peut définir un A..-foncteur Gy, : Aug_ (A7) — Aug_(AT) (voir
[BC14]). Chantraine, Dimitroglou-Rizell, Ghiggini et Golovko ont ainsi montré que
si deux sous-variétés legendriennes A~ et A" sont concordantes et que A(A~) pos-
séde des augmentations €] et €, , alors I’application induite par Gi en homologie,
Gy, : LCH; (A7) — LC’H:_O¢76_O¢(A+), est un isomorphisme ([CDRGGI3]).
L’analogue de ce résultat dans le cas plus général d’un cobordisme a été démontré
par Yu Pan ([Pan17]]), en se basant sur la théorie de Floer pour les cobordismes la-
grangiens exacts développée par Chantraine, Dimitroglou-Rizell, Ghiggini et Golovko
(ICDRGG]). Elle prouve que si X est un cobordisme de A~ vers AT, alors I’homologie
linéarisée LC'HE °?(A™) est isomorphe & LC'HE (A™) sauf en degré 0 ou elle est iso-
morphe a la somme directe de LCH§ (A~) et de —x(X) copies de Z, (la raison pour
laquelle ce résultat porte sur I’homologie linéarisée plutot que la cohomologie est que
Yu Pan travaille avec la catégorie d’augmentation Aug, plutét que Aug_). D’autre
part, elle montre que le foncteur Gy, est injectif au niveau des classes d’équivalence
d’augmentations.

L’ensemble des résultats cités ci-dessus ne représente en aucun cas une liste ex-
haustive. Effectivement, d’autres approches ne faisant pas appel a ’homologie de
contact legendrienne mais a d’autres invariants de sous-variétés legendriennes que
nous n’avons pas évoqués permettent d’obtenir des obstructions a 1’existence de co-
bordismes lagrangiens. Par exemple, Corwell, Ng et Sivek ([CNS16]) trouvent des
obstructions a I’existence de concordances lagrangiennes en utilisant des décompo-
sitions du front (ruling) et ils redémontrent en particulier le fait que la relation de
concordance lagrangienne n’est pas symétrique, résultat obtenu par Chantraine dans
[ChalJl]. D’autre part, il y a aussi beaucoup de travaux en lien avec la théorie des fa-
milles génératrices, dont on ne parlera pas dans cette these. L’homologie des familles
génératrices est plus ou moins “parallele” a I’homologie de contact legendrienne li-
néarisé€e dans le sens qu’un certain nombre de résultats montrés du c6té homologie de
contact ont leur analogue du coté familles génératrices. Par exemple, Sabloft-Traynor
([ST13]) montrent des résultats similaires a ceux de Chantraine et Golovko dans le
cas des familles génératrices, et I’isomorphisme d’Ekholm-Seidel dans sa version fa-
milles génératrices. En fait, le lien entre homologie de contact legendrienne linéarisée
et homologie des familles génératrices est clairement établi en dimension 3 (voir par
exemple [FR11]]), mais il reste encore tres flou en dimension supérieure.

Dans cette these, nous nous intéressons plus particulicrement a la théorie de Floer
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pour cobordismes lagrangiens exacts, citée brievement ci-dessus, développée par Chan-
traine, Dimitroglou-Rizell, Ghiggini et Golovko dans [CDRGG]. L’idée principale
motivant ces travaux est de mieux comprendre la topologie d’un cobordisme a par-
tir des données des legendriennes au bord, ou autrement dit quelles restrictions sur
la topologie d’un cobordisme apportent les legendriennes au bord. Cette théorie de
Floer constiste a associer a une paire de cobordismes lagrangiens exacts transverses un
complexe : le complexe de Cthulhu. Plus précisément, considérons des sous-variétés
legendriennes AZ:-IE C P xR, pour 7 = 1,2, dans la contactisation d’une variété de
Liouville, et deux cobordismes lagrangiens exacts transverses ; et Yy de A7 a Af
et de A, a AJ respectivement. Supposons de plus que les algebres A(A; ) admettent
des augmentations ¢; . Le complexe de Cthulhu (Cth(X;, ¥9), 0. ,s;) est engendré par

les cordes de Reeb de A;r a A], les points d’intersection dans ¥; N 3, et les cordes
de Reeb de A, a A]. La différentielle est une application bilinéarisée qui compte des
courbes holomorphes rigides a bord sur les cobordismes et asymptotes a des généra-
teurs du complexe. Le complexe de Cthulhu possede un complexe quotient, le com-
plexe de Floer de la paire (31, X), engendré seulement par les points d’intersection
et les cordes de A; a A7, on le note (C'F_(X1,35),0_«). Dans cette these, nous
montrons qu’on peut définir une structure de produit sur les complexes de Floer. Plus
précisément, on a le théoreme suivant :

Théoréme 1 (Théoreme[14). Soient 1, Xy et 3 trois cobordismes lagrangiens exacts
transverses de A; vers A, pour i = 1,2,3, oit les A sont des sous-variétés legen-
driennes de P x R telles que les algébres A(\; ) admettent des augmentations. Alors,
pour tout choix d’augmentations €; de A(A;), pouri = 1,2,3, il existe une applica-
tion :

my: CF_OO(ZQ, 23) X CF_OO(E:[, 22) — CF_OO(E:[, 23)
qui satisfait : 0_ o Ma(—, —) + Ma(0—00, —) + Ma(—, 0_o) = 0.

Dans le cas ot A7 = (), si 3y et X3 sont de petites perturbations de ¥ telles
que les paires (1, ), (X2, X3) et (X1, X3) soient dirigées (voir section [5.3.3), alors
I’homologie des complexes C'F_ (31, 3s), CF_ (39, ¥3) et CF_ (31, X3) est iso-
morphe a la cohomologie singuliere de Y, relativement 2 A et le produit m, par cette
identification correspond au produit cup.

D’autre part, I’homologie de Cthulhu est invariante par isotopie hamiltonienne,
ce qui implique que le complexe de Cthulhu (Cth(3, 35), 051—’52—) est acyclique car
il est possible de déplacer les cobordismes dans R x Y de telle sorte que le com-
plexe n’ait plus de générateurs. Or, le complexe de Cthulhu est le cone d’une appli-
cation F': CF_(31,%,) — Loc, E;(Af, A7) qui se trouve alors étre un quasi-

isomorphisme. Nous montrerons dans cette these que 1’application induite par F* en

cohomologie préserve la structure produit. Autrement dit, elle transporte le produit

des complexes de Floer sur le produit u§+ de la catégorie d’augmentation associée a
1,2,3
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AT UAJ UAZ, ot ef, 5 est "augmentation diagonale définie a partir de 1, &5 et &5
(voir section 4.6.3)). Plus précisément, on a le théoréme :

Théoreme 2 (Théoréeme . Soient Y1, X5 et X3 trois cobordismes lagrangiens exacts
transverses de \; vers N, pour i = 1,2, 3, telles que les algébres A(\; ) admettent
des augmentations. Alors, pour tout choix d’augmentations ¢; de A(A; ), pour i =
1,2,3,0ona:

[N2+ (.Fl,f1> _ J—_'l Omg}

€1,2,3
c’est-a-dire que le morphisme F' préserve les structures produit en cohomologie.

On peut en fait aller plus loin et étendre la structure de produit sur les complexes
de Floer en une structure A.,. Ainsi, dans la section @ on construit des opérations
{mg}a>1 telles que la différentielle O_ . est ’opération d’ordre 1 et le produit my I’opé-
ration d’ordre 2. On montre alors le théoréme :

Théoréme 3 (Théoreme . Les opérations {my},>1 sont des opérations A, elles
satisfont pour tout d > 1 :

D> mg i (d* T em; ©id®") =0

1<j<d
0<n<d—j

On obtient immédiatement de ce théoréme que le produit m, est associatif en ho-
mologie.

Enfin, a une sous-variété legendrienne A nous associerons une catégorie de co-
bordismes lagrangiens notée Fuk_(A). Cette catégorie est une catégorie A, dont les
objets sont des triplets (X, A~,&7) tels que A~ est une sous-variété legendrienne, &~
une augmentation de A(A™) et ¥ un cobordisme lagrangien exact de A~ vers A. On
montrera que I’application ' s’étend en un foncteur A, :

Théoréme 4. 1] existe un A -foncteur F: Fuk_(A) — Aug_(A) cohomologique-
ment plein et fidele.

Nous donnons maintenant un apercu de I’organisation de la these.

Le chapitre 1 est consacré a quelques notions de géométrie de contact et de géo-
métrie symplectique. Nous rappelons principalement les définitions des objets avec les-
quels nous travaillerons tout au long de la these, ainsi qu’un certain nombre d’exemples.
En particulier, nous rappelons les définitions précises de sous-variétés legendriennes et
de cobordismes lagrangiens exacts.

Le chapitre 2 est plus technique, nous rappelons quelques définitions de base concer-
nant les catégories A, et le lien entre les relations A, et les polytopes de Stasheff.
Ensuite, nous introduisons les structures presque complexes qui sont nécessaires a la
définition des différents espaces de modules de courbes holomorphes apparaissant dans
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cette these. Nous conclurons ce chapitre par les résultats de compacité concernant ces
espaces de modules.

Le chapitre 3, est consacré a I’homologie de contact legendrienne. Nous donnons la
définition de I’homologie de contact legendrienne a coefficients dans Zs, ainsi que les
versions linéarisée et bilinéarisée. Puis, nous rappelons la construction de la catégorie
d’augmentations Aug_(A).

L’homologie de Cthulhu est décrite bricvement dans le chapitre 4. Nous rappelons
la construction du complexe et les différents types de perturbations hamiltoniennes
impliquées entre autres dans la preuve de 1’acyclicité du complexe.

Enfin dans le chapitre 5 nous démontrerons les résultats de cette these évoqués
ci-dessus. Dans une premiere section nous décrirons les applications qui définissent
le produit sur les complexes de Floer. Le théoreme [I] est démontré a la section [6.2.2]
en étudiant les dégénérescences de certains types de courbes holomorphes. La section
suivante contient le théoreme 2| et sa démonstration. Dans le reste du chapitre, nous
définissons la structure A, généralisant le produit (théoreme [3) et le foncteur F (théo-
reme [4)).






Géométries de contact et symplectique

2.1 Premieres définitions

Définition 1. Une variété de contact (Y"1 &) est la donnée d’une variété Y de di-
mension impaire 2n + 1 et d’une distribution d’hyperplans & sur Y appelée structure
de contact, qui localement s’écrit comme le noyau d’une 1-forme différentielle o sur
Y satisfaisant a A (da)™ # 0.

Cette condition sur « est une condition de maximale non-intégrabilité pour la dis-
tribution . La forme « est appelée forme de contact. Dans toute cette thése, on consi-
dérera des structures de contact £ coorientées c’est-a-dire qu’on peut les écrire globa-
lement comme le noyau d’une 1-forme différentielle & = ker . Dans ce cas, on notera
(Y, ) la variété de contact. Remarquons que pour toute fonction définie sur Y et a
valeurs strictement positives, la 1-forme f« est aussi une forme de contact pour (Y, €).

Deux variétés de contact (Y, «) et (Y, o) sont dites contactomorphes s’il existe un
difféomorphisme ¢: Y — Y et une fonction f: Y — R telles que "o’ = fa.

A une variété de contact (Y, ), on peut associer un champ de vecteurs particulier
appelé le champ de Reeb noté R,,.

Proposition 1. I/ existe un unique champ de vecteurs sur (Y, «), noté R,, satisfaisant
da(Ry,-) = 0 et a(R,) = 1, c’est le champ de Reeb de (Y, «). De plus, le flot du
champ de Reeb préserve .

Le flot du champ de Reeb R, est donc un contactomorphisme de (Y, «).

Exemple 1. R*"™! muni de la 1-forme différentielle ap = dz + >, y;dx;. On peut
vérifier que ag A (dag)” = nldz A dxy Adyy A -+ A dx, A dy, # 0, d’ol aq est

17
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bien une structure de contact sur R?"*! et le champ de Reeb associé est R., = 0..
C’est en fait la variété de contact standard, le théoréme de Darboux (voir par exemple
[Ge108]) affirme que dans toute variété de contact il existe des coordonnées locales
pour lesquelles la structure de contact est la structure standard, autrement dit, toute
variété de contact de dimension 2n + 1 est localement contactomorphe a (R*"*1, ay).

Exemple 2. Considérons la sphere S** ™1 = {(z1,y1,. .., Tn,Yn) / D, 22 4+y? =1} C
i=1
R?" munie de la forme o = > Tidy; — y;dx;. On peut calculer :

n

a A (da)" 1 =2""1(n - 1) Z (:(:idazldyl...ci:;i...dyn — yidxldyl...gy\i...dyn) #£0

i=1

Et alors (S*"~1 «) est une variété de contact. Afin de calculer le champ de Reeb as-
socié a cette structure de contact, on considere les coordonnées (71,61, ..., 7y, 0,), ol
(7,0;) sont les coordonnées polaires du plan (z;,%;), avec r?> = z? + y?2. Avec ces
coordonnées la forme de contact s’écrit « = Y. r?d; et le champ de Reeb est radial,

Roa=3", 0,

Exemple 3. Soit M une variété. Considérons 1’ensemble {(¢,H)/q € M,H C
T,M hyperplan} qui est ’ensemble des éléments de contact de M. Cet ensemble
s’identifie naturellement a la projectivisation du fibré cotangent de M : PT*M. En
effet, un hyperplan H C 7, M peut se décrire comme le noyau d’une forme linéaire
By € T*M et pour tout réél A # 0 on a aussi ker(\3,) = H.

Soit mp 2 PT*M — M la projection et 3, € PT*M. On définit I’hyperplan de
contact {5 C T PT* M de telle sorte que dg, 7 (&,) = ker(8,) C T,M. On peut
vérifier que la distribition ¢ définie de la sorte est une structure de contact sur P7™ M
(voir [[Gei108]).

Les structures de contact existent seulement sur des variétés de dimension impaire.
Les structures qui intéragissent naturellement avec les structures de contact et qui sont
définies sur des variétés de dimension paire sont les structures symplectiques.

Définition 2. Une variété symplectique (X?",w) est la donnée d’une variété X de
dimension paire 2n et d’une 2-forme différentielle w sur X fermée et non dégénérée,
autrement dit w" est une forme volume sur X.

La forme w étant antisymétrique, pour €tre non-dégénérée il faut nécessairement
que X soit de dimension paire, il n’existe donc pas de variété symplectique de dimen-
sion impaire. Si la 2-forme w est exacte, c’est-a-dire s’il existe une 1-forme [ sur X
satisfaisant w = df3, on dira que X est une variété symplectique exacte et on la notera

(X, 5).

Exemple 4. R?" muni de la 2-forme différentielle w = >, dx; A dy; est une variété
symplectique exacte.
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Exemple 5. Le fibré cotangent 7% M d’une variété M est naturellement muni d’une
forme symplectique exacte —d\ ou la 1-forme \ s’appelle forme de Liouville et est
définie de la fagon suivante. Si on note 7w: T*M — M la projection sur la base et
drm: TT*M — TM sa différentielle, alors A est définie par A(v,)) = n(dn(v,)), pour
tout n € T*M etwv, € T,T*M. Si on se donne des coordonnées (g;, p;) sur 7*M, ou
les ¢; sont les coordonnées sur la base M et les p; sont les coordonnées dans les fibres,
alors \ est la 1-forme ), p;dg;, et donc —d\ est une forme symplectique sur 7*)/. La
forme de Liouville est aussi enticrement caractérisée par le fait que pour toute 1-forme
~ sur M, elle satisfait y*\ = ~.

On peut construire une variété de contact a partir d’une variété symplectique exacte
et réciproquement obtenir une variété symplectique exacte a partir d’une variété de
contact. Si (X?7,3) est une variété symplectique exacte alors (X x R, dz + ) est
une variété de contact, ou z est la coordonnée réélle. En effet X x R est de dimension
impaire et (dz + 8) A (d(dz + B8))" = dz A (dB)" # 0. De plus le champ de Reeb est
.. On appelle (X x R, dz + 3) la contactisation de (X*", j3).

Exemple 6. La contactisation de la variété symplectique (7 M, —d\) est ’espace des
1-jets de M, noté J*(M).

Réciproquement, considérons une variété de contact (Y, «v) et construisons sa sym-
plectisation. Soit I’ensemble S¢Y = {(y,7), y € Y, v € T;Y tel que kery = &,}.
C’est un R*-fibré sur Y et la forme de contact « est une section globale de ce fibré. On
a donc une trivialisation :

o:R* XY = S.Y
(t,y) = (y,tay)

et ¢*\ = ta, ol \ est la forme de Liouville, d’out ¢*(d\)"™! = (d(ta))”Jrl =
(dt N a + tda)™™ = (n + 1)t"dt A a A (da)™ ce qui implique que —d\ est une
forme symplectique sur S¢Y" car « est une forme de contact sur Y. La variété S¢Y est
constituée de deux composantes connexes Sgr Y et S; Y, correspondant par ¢ aR% XY
et R* xY respectivement. On appelle symplectisation de (Y, £) la variété symplectique
(SY, —d)), qu’on peut voir aussi comme (R% x Y, d(ta)) ou plus souvent comme
(R x Y, d(e'a)).

Dans la suite, on travaillera essentiellement avec des variétés de contact obtenues
comme contactisation de variétés de Liouville, qui sont un type de variétés symplec-
tiques exactes.

Définition 3. Une variété symplectique compacte a bord (P*", w) est appelée variété
de Liouville 5’1l existe un champ de vecteur X sur P tel que :

o Lxw=w

e X est sortant le long de OP.
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ou Lx est la dérivée de Lie par rapport a X. Le champ de vecteurs X est alors appelé
champ de vecteurs de Liouville.

La condition £ xw = w se réécrit dexw = w car w est fermée et cela implique donc
qu’elle est exacte w = df avec § = txw. La 1-forme [ se restreint sur 0 P en une forme
de contact qu’on note « et on peut construire la complétion de (P,w), notée (P, o),
par P =PUyp [0,00) x OP et w est égale a la 2-forme d3 sur P, qu’on prolonge par
w = d(efa) sur [0, 00) x AP, avec t la coordonnée dans [0, c0). La complétion (P, &)
est toujours une variété symplectique exacte. De plus, on peut prolonger par le flot le
champ de vecteurs de Liouville X sur P tout entier.

Exemple 7. La boule unité B?" C R?" est une variété de Liouville munie de la forme
symplectique w = 2> r;dr; A df; = d(3,;rdb;) avec les coordonnées polaires
(r1,01,...,70,0,), 00 0 < 7; < 1, et du champ de vecteurs radial ) . Jy,. La com-
plétion associée est R*"*1 avec la forme symplectique w = 2, r;dr; A df; avec
r; € [0, 00) pour tout 1.

Exemple 8. On a vu a I’exemple[5|que le fibré cotangent d’une variété () est une variété
symplectique (7%, —d\). Si on munit () d’une métrique, elle induit une métrique sur
T*@ et on peut définir le fibré en disque DT*Q = {n € T*Q / (n,n) = 1}. La variété
(DT*Q, —d\) est une variété de Liouville dont le champ de vecteurs de Liouville est le
champ radial ) . p;0,,. Ce champ de vecteur est sortant le long du bord ST™*() qui est
une variété de contact avec comme forme de contact la restriction de A. La complétion
de (DT*Q, —d\) est le fibré cotangent tout entier, avec le méme champ de vecteurs de
Liouville.

Par la suite, quand on ne précisera pas la variété en question, on pensera a une
variété de Liouville P comme étant une variété ouverte obtenue comme complétion
d’une variété de Liouville compacte (P¢, df3).

2.2 Sous-variétés legendriennes.

Dans une variété de contact (Y, «), certaines sous-variétés sont particulierement in-
téressantes a étudier car elles apparaissent par exemple naturellement comme les fi-
brés conormaux unitaires de sous-variétés, ce sont les sous-variétés legendriennes. La
condition de non-intégrabilité de { = ker a implique que la dimension maximale d’une
sous-variété partout tangente a £ est n.

Définition 4. Une sous-variété A de dimension n est appelée legendrienne si ay = 0,
ou autrement dit pour tout z € A, T, A C &,.

Si K C M est une sous-variété d’une variété M, alors son fibré normal est défini
par :

Lig={(¢,p) €T°M /qec Ket(p,v)=0YvecT"K}
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c’est une sous-varié€té lagrangienne de 7™M (c’est-a-dire qu’elle satisfait dAz,. = 0).
Le fibré conormal unitaire de K est défini par A = L N .ST*M, et c’est une sous-
variété legendrienne de (ST*M, —d\).

Les cordes de Reeb d’une sous-variété legendrienne A sont les trajectoires du flot
de Reeb qui commencent et terminent sur A. Dans le cas par exemple ou Y = P x R
est la contactisation d’une variété symplectique exacte, les sous-variétés legendriennes
compactes n’ont génériquement qu'un nombre fini de cordes de Reeb. Ces dernieres
correspondent aux segments verticaux (car le champ de Reeb est 0,) qui commencent
et terminent sur A. Soient y une corde de Reeb de longueur / et d’extrémités z~ et
dans A et notons o} Ie flot de Reeb. Si d,- o} (T,- A) et T,.+ A s’intersectent transver-
salement, on dira que la corde de Reeb v est non-dégénérée et alors A est dite corde-
générique si toutes ses cordes de Reeb sont non dégénérées. On note R(A) I’ensemble
des cordes de Reeb de A. A partir de maintenant, on ne consideére que des sous-variétés
legendriennes qui sont corde-génériques.

Soient d sous-variétés legendriennes Ay, A, ..., A, et considérons I’entrelacs A U
-+ U Ay. Les cordes de Reeb de A; vers A; sont appelées des cordes pures et celles
qui relient deux legendriennes distinctes, c’est-a-dire les cordes de A; a A avec ¢ # 7,
sont appelées des cordes mixtes. On note R(A;, A;) les cordes de Reeb de A; vers A;.

A une sous-variété legendrienne A dans une variété de contact du type P x R on
peut associer sa projection lagrangienne I1p(A) ot IIp: P x R — P est la projection
sur P. Les cordes de Reeb de A sont alors en bijection avec les points d’intersecion de
IIp(A) (voir figure 2.1).

Dans le cas particulier ou la variété de contact est ’espace de 1-jets d’une va-
riété M (i.e. P = T*M), on peut aussi associer a A sa projection de front I1p(\)
ou Ip: JY(M) — M x R est la projection sur M x R. Dans ce cas les cordes de
Reeb sont en bijection avec les segments verticaux dans M X R qui commencent et
terminent sur I1z(A) en des points ¢~ et ¢™ respectivement, et tels que les espaces
tangents 7.~ I1p(A) et T.+I1r(A) soient égaux (voir figure 2.2).

Enfin, nous pouvons définir la relation d’isotopie entre sous-variétés legendriennes.

Définition 5. Deux sous-variétés legendriennes Ay et A; dans (Y, «) sont isotopes s’il
existe une application lisse F': [0,1] x A — Y telle que :

e F(t,A) C Y estlegendrienne pour tout ¢ € [0, 1]
® F(O, A) = AO
® F(l, A) = A1

Comprendre si deux sous-variétés legendriennes sont isotopes est un probleme dif-
ficile a résoudre. Il existe beaucoup d’invariants par isotopie legendrienne de sous-
variétés legendriennes. Les plus simples a définir sont les invariants classiques qui sont
le type d’isotopie lisse, I’invariant de Thurston-Bennequin et classe de rotation (voir
par exemple [Etnl], pour les noeuds legendriens et [EESOSb] en toutes dimensions). Un
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invariant plus élaboré est par exemple 1’homologie de contact legendrienne, nous la
définirons au chapitre 4}

FIGURE 2.1 — Projections lagrangiennes d’un noeud trivial (a gauche) et d’un noeud

de trefle (a droite).

FIGURE 2.2 — Projection de front d’un noeud legendrien trivial (2 gauche) et d’une
sphere legendrienne (a droite). Dans les deux cas on a représenté 1’unique corde de
Reeb a.

2.3 Cobordismes lagrangiens exacts.

Dans cette section, nous définissons une relation moins forte que 1’isotopie legen-
drienne entre deux sous-variétés legendriennes : les cobordismes lagrangiens exacts.
Ces objets ont déja été beaucoup étudiés, voir par exemple ([ChalO], [Chals], [Ekh12],
[EKhOS8], [EHK16], [CDRGG13], [CDRGG]). Soient A~ et A* deux sous-variétés le-
gendriennes dans (Y, «).

Définition 6. Une sous-variété > C R x Y est un cobordisme lagrangien exact de A~
vers AT, noté A~ <y AT si:

e il existe un réél 1" > 0 tel que :
— YN (=00, —T) xY = (=00, —T) x A~
— XN(T,00) xY = (T,00) x AT
— YN[-T,T] x Y est compact
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e il existe une fonction lisse f: ¥ — R telle que

1. BtO./‘TZ = df
2. fi(=o0,—T)xA~ €St constante

3. fi(T,00)xA+ €St constante

Remarque 1. La condition 1 dit par définition que X est une sous-variété lagrangienne
exacte de (R x Y, d(e'«r)). D’autre part, la condition 1 combinée avec le fait que 3 soit
un cylindre au dessus de A~ et A™ dans les bouts négatif et positif respectivement
impliquent que f est constante sur chaque composante connexe dans les bouts positifs
et négatifs de Y. Les conditions 2 et 3 imposent que f soit globalement constante dans
les bouts négatif et positif. Si les A* sont connexes, les conditions 2 et 3 sont donc
automatiquement vérifiées. De plus, il n’est pas nécessaire que la constante dans le
bout négatif soit la méme que celle dans le bout positif.

On note la partie compacte 3 := [T, 7] x ¥, et ses composantes de bord 9_3 =
{-T}yxSetd, X :={T}x .

Dans le cas ou X est difféomorphe a un cylindre on I’appelle concordance lagran-
gienne de A~ vers AT et on note simplement A~ < A™, et quand A~ = () alors X est
appelé remplissage lagrangien exact de A*. Par exemple, R x A est une concordance
lagrangienne de A vers elle-méme.

On ne sait pas encore aujourd’hui si la relation de concordance contient autant
d’information que celle d’isotopie legendrienne : une premiere différence fondamen-
tale a noter est que la relation d’isotopie legendrienne est symétrique alors que celle de
concordance ne I’est pas. En effet, Chantraine a montré dans [Chal5|] qu’il existe une
concordance du noeud legendrien trivial Ay avec tb(Ag) = —1 vers un représentant
legendrien A du noeud m(94¢) de la table de Rolfsen ([Rol76]]), mais qu’il n’y a pas de
concordance de A vers Ay (voir aussi [EG98]). D’autre part, dans [ChalQ], Chantraine
a prouvé que si deux noeuds legendriens A, et A; sont legendrien-isotopes, alors il
existe une concordance de Ay vers A; et une concordance de A; vers Ay, et Golovko
a généralisé la preuve du résultat pour des legendriennes dans R?"*! (voir [Gol13])).
Maintenant, si A, et A; sont telles qu’il existe des concordances Ag < A et Ay < Ay,
on peut se demander s’il existe une isotopie entre Ay et A;. C’est une question encore
ouverte aujourd’hui. Si deux telles concordances existent, cela implique que les inva-
riants classiques de Ag et A; sont les mémes, d’apres le théoréeme 1.2 de [Chal0Q] pour
le cas des noeuds legendriens (voir [Goll3]] pour I’invariant de Thurston-Bennequin
en toute dimension). De plus, dans le cas ou les legendriennes admettent des remplis-
sages lagrangiens ou plus généralement des augmentations, les homologies de contact
legendriennes linéarisées (voir chapitre [d]) doivent étre isomorphes, mais tout cela est
évidemment bien loin d’étre suffisant pour montrer que des sous-variétés legendriennes
sont isotopes.






Structure A, et espaces de modules

3.1 Définitions

Soit A un Zj-espace vectoriel et ® le produit tensoriel sur Z,. On note A®¢ :=
d

———
AR---®A.

Définition 7. Une algebre A, sur Zs est la donnée d’un Zs-espace vectoriel A gradué
et d’opérations my: A®? — A de degré 2 — d telles que pour tout d > 1 on ait :

d d-l
DY g (id® @my ©1d®) = 0 (3.1)

=1 n=0

La relation pour d = 1 donne m; o m; = 0 donc c’est une différentielle
et (A, my) est un complexe dont on note H,(A) I’homologie. Pour d = 2, on a
mo(id ®@my) + ma(my ® id) + my o my = 0 d’olt my induit un produit sur H,(A)
etpourd = 3,0ona

ms(id ® id ®@my) + ms(id @m; ® id) + ms(m; ® id ® id)
+ TI’ZQ(ld ®m2) + mg(mg X ld) +my o ms = 0

ce qui implique que le produit m, est associatif en homologie. Par exemple, une algebre
différentielle graduée sur Z est une algebre A, avec m; = 0 la différentielle et m; le
produit, puis m; = 0 pour tout d > 3. Pour d = 2 la relation [3.1| correspond a la regle
de Leibniz d(ab) = 9(a)b + ad(b). On peut généraliser cette notion d’algébre A, par
celle de catégorie A...

25
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Définition 8. Une catégorie A,, (sur Zy) A est la donnée d’un ensemble d’objets
Ob(A), d’un espace vectoriel gradué hom(.X;, X ;) pour toute paire d’objets X;, X; €
Ob(.A) et pour tout d > 1 et pour tout (d+ 1)-uplet d’objets Xy, . .., X4 une opération

mg: hom(Xy_ 1, X4) ® -+ - ® hom(Xy, X;) — hom(Xy, Xy)

De plus, ’ensemble de ces opérations {my} lorsqu’on peut les composer doivent sa-
tisfaire la relation A,

Un foncteur A, est un foncteur entre deux catégories A... Soient A, B deux caté-
gories Ao,

Définition 9. Un A -foncteur F de A vers B est une famille d’opérations {F?} >
avec F°: Ob(A) — Ob(B) et pour tout (d + 1)-uplet d’objets Xy, ..., X, dans
Ob(A),

Fé: hom(Xy_1, Xg) ® - - - ® hom(Xy, X;) — hom(F°X,, FOX,)

telles que pour tout d > 1 on ait

U

d —1
Z fd I+1 1d®d I— n®ml®1d®n +Z Z mS(FZS®®P1):0

=1 s=1 41+--+is=d

N
I
o

3.2 Polytopes de Stasheff

Les structures A, apparaissent naturellement dans un cadre géométrique : les poly-
topes de Stasheff. Ces derniers, notés . 1, sont des polytopes de dimension d — 2 dont
les sommets sont en bijection avec les arbres planaires enracinés stables a d feuilles et
d — 1 sommets intérieurs.

Rappelons qu’un arbre enraciné a d feuilles est un arbres qui a d + 1 sommets
de valence 1 dont I’'un d’entre eux est appelé la racine de 1’arbre et les autres sont
appelés les feuilles. Cette distinction des sommets de valence 1 permet de munir I’arbre
d’une orientation, c’est-a-dire d’orienter les arétes de 1’arbre de telle sorte que chaque
sommet intérieur (sommet qui n’est pas une feuille) possede une et une seule aréte
entrante, celle provenant de la racine, et les autres arétes sont sortantes. Un arbre est
dit stable si tout ses sommets intérieurs sont de valence au moins 3. Pour un arbre
enraciné 7', on note V'e(T") I’ensemble des sommets de 7 et |v| 1a valence d’un sommet
v, et on note Edmt(T) I’ensemble des arétes intérieures, celles reliant deux sommets
intérieurs.

Les faces de 4,1 de dimension 1 ou autrement dit les arétes reliant deux som-
mets de Ky41 sont en bijection avec les arbres planaires enracinés stables a d feuilles
et d — 2 sommets intérieurs. Plus généralement, les faces de K, ; de dimension %k sont
en bijection avec les arbres planaires enracinés stables a d feuilles et d — k — 1 som-
mets intérieurs. En particulier, les faces de dimension 0, c’est-a-dire les sommets du
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polytope, sont en bijection avec les arbres binaires enracinés. De plus, deux arbres 7T’
et 7" avec d — k — 1 sommets intérieurs (donc correspondant a des faces de dimension
k) sont sur le bord de la méme face de dimension &k + 1 si en contractant une aréte de
chaque arbre on obtient celui correspondant a la (k + 1)-face.

Loday ([Lod04]) a donné une description des polytopes de Stasheff ;. ;, pour
d > 2 par des polytopes convexes dans R?~!. Il associe 4 chaque arbre binaire enraciné
a d feuilles (chaque sommet de K4, 1) un point & coordonnées entiéres dans R%~!, et
montre que Ky, 1 correspond a I’enveloppe convexe de ces points.

FIGURE 3.1 — Polytopes de Stasheff X4 (a gauche) et K5 (a droite) et schématisation
des arbres planaires enracinés stables associés aux faces.

On peut alors observer la chose suivante. Si 7' désigne 1’arbre enraciné a d feuilles
l1,...,lg et un sommet v, notons u? 1’opération qui au d-uplet de feuilles associe la
racine r de I’arbre T, autrement dit my(ly, . . ., l;) = r. Larbre T}; correspond a la face
de dimension d — 2 du polytope K41, c’est-a-dire la face de dimension la plus grande.
Les faces de dimension d — 3 sont donc en bijection avec les arbres planaires stables
a d feuilles et 2 sommets intérieurs. A chaque sommet intérieur on peut associer un
sous arbre avec un seul sommet intérieur. Alors, la somme des composantes de bord
de K441 correspond a la somme :

U
<.

Md—j+1 (id®=7= ®m; ®id®")

<
[|

N
3
I

o

Le reste des compositions de 1’équation A, (3.1)) sont toutes celles qui impliquent
m;. Ces compositions correspondent au cas ou 1’aréte reliant les sommets intérieurs au
moins une des extrémités qui est un sommet v de valence |v| < 3.

Nous allons voir dans les sections qui suivent que les espaces de modules de
courbes holomorphes qui apparaissent tout au long de cette these sont des espaces
d’applications définies sur un disque privé de points sur le bord. Le domaine de ces
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applications s’identifie a un point de I’intérieur du polytope de Stasheff. D’apres les
résultats de compacité de Gromov, une famille a un parametre de courbes holomorphes
dégénere en un batiment holomorphe, ce dernier ayant pour domaine un point du bord
du polytope de Stasheff.

3.3 [Espace de Deligne et compactification

3.3.1 Courbe universelle

On note R = {(yo,...,va) /yi € S*ety; € (yi_1,vir1)}/Aut(D?) 'espace des
disques avec d + 1 points marqués sur le bord, ol y_; := Y, et Y11 = yo et ST 1a
courbe universelle au dessus de R**! qu’on peut voir comme

ST ={(z,90,...,y4) /2 € D* y; € S*ety; € (yi_1,Yir1)}/Aut(D?)

et on a une projection 7: ST — R donnée par 7(z,yo, ..., vd) = Yo,---,Yd)
ui est une fibration dont la fibre est isomorphe au disque. Pour tout r € R+ on note
S.=n"1(r)etS, =S \{vo,--,y1}

Pour chaque point marqué y;, ¢ > 1, sur le bord du disque, on peut trouver un
voisinage V; et un biholomorphisme ¢;: (0, +00) x [0, 1] — V;\{y;} et pour y, on peut
choisir un voisinage 1} et un biholomorphisme €q: (—00,0) x [0, 1] — Vo\{yo}. Ces
choix s’appellent des extrémités en ruban pour R+, Un choix universel d’extrémités
en ruban pour R+ correspond a des applications

et R x (—00,0) x [0,1] — S
et
e R % (0, 400) x [0,1] — S!

d+1
%

pour 1 < i < d, telles que pour tout r € R4, ¢
en ruban pour S,.

(r,-,-) soit un choix d’extrémités

3.3.2 Compactification

L’espace R+ se compactifie et en tant qu’ensemble, cette compactification peut s’ex-
primer par R = LI7RY union disjointe sur tous les arbres planaires stables enraci-
nés T a d feuilles, avec RT = UR!"! ot on fait la réunion sur tous les sommets de 7.
R4+ correspond a4 R7¢ ou T} est ’arbre enraciné a d feuilles avec un seul sommet.
Il existe des opérations de recollement sur les arbres qui permettent de donner une
topologie sur ﬁdﬂ, nous les décrivons maintenant.
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Soient 7" et 7" deux arbres enracinés a d feuilles. Si 7" s’obtient a partir de 7" en
enlevant une ou plusieurs arétes et en recollant les sommets de chaque aréte deux a
deux alors on peut définir une opération

AT RY X (—1,02 @) 5 RT

de la fagon suivante. Soit ¢ € Ed™(T) une aréte parmis celles a enlever de T' pour
obtenir 7”. Cette aréte relie deux sommets de 7" qu’on note v~ et v conformément a
I’orientation de e. A ces sommets intérieurs, on peut associer des disques r,- € RI""|
etr,+ € RV et I’opération de recollement consiste a recoller Sn,— et Sm . lelong de
I’aréte e. Pour cela, soient ¢ _ et €, les extrémités en ruban de 7, et r,+ pour les points
marqués reliés par e. On se donne un /. € (0, c0) et on réalise la somme connexe

Sr,-\e-((le, 00) x [0, 1) | S, \ew (=00, L) x [0,1])/ ~

ol on recolle de telle sorte que £_(s,t) ~ £, (l. — s,t). L’opération 477" consiste a
réaliser ce recollement au niveau de chaque aréte a enlever de 1" pour obtenir 7" avec
le paramétre p, = —e~ ™ € (—1,0]. On effectue les sommes connexes les unes apres
les autres. Dans le cas ou p. = 0, cela signifie qu’on ne modifie pas 1’aréte en question.

Supposons que S € S soit obtenu a partir des disques S,,, S,,, ... S, par re-
collement, alors S posséde une décomposition fine-épaisse. La partie fine S/ cor-
respond aux extrémités en ruban de S et aux parties de longueur /. correspondant a
I'identification des extrémités en ruban dans le recollement de deux disques r,, et 7y,
le long d’une aréte e. La partie épaisse est S\ S/,

Sir € R% ! est dans I'image de y7"7¢ alors il posséde deux ensembles d’extrémités
en ruban : celui provenant du choix universel sur R%*! et I’autre provenant du choix

universel sur les R!”! pour tous les v; € Ve(T) et du recollement. On dit qu’un choix

. i s p o .. —d+1
universel d’extrémités en ruban sur R4 est cohérent s’il existe un voisinage de OR

sur lequel les deux choix d’extrémités en ruban coincident.

Théoreme 5. [[SeiO8 Lemme 9.3] Il existe des choix universels cohérents d’extrémités
en ruban.

3.3.3 Etiquettes lagrangiennes

Les disques holomorphes que nous allons considérer auront des conditions lagran-
giennes au bord, c’est-a-dire que le bord des disques sera contenu dans des sous-
variétés lagrangiennes. Ces dernieres font partie d’un choix d’étiquettes lagrangiennes
sur les disques S,.. Le bord de S, est constitué de plusieurs composantes, on note 9;.S,
pour 1 < i < d+ 1 la composante de bord entre les points marqués y; 1 et y; et on
veut associer a cette composante une sous-variété lagrangienne.

Soit 7" un arbre enraciné a d feuilles et { L;} une famille finie de lagrangiennes.
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Définition 10. Un choix d’étiquettes lagrangiennes pour 7' est une application loca-
lement constante L: R*\T — {L;}, c’est-a-dire qu’on associe a chaque composante
connexe de R?\T une sous-variété lagrangienne dans {L;}.

Pour r € R, le choix d’étiquettes lagrangiennes sur S, est alors déterminé par
les étiquettes lagrangiennes sur 7. En effet, on associe a 9;.5, la sous-variété lagran-
gienne associée a la composante connexe de R?\ 7" qui contient 9;S,. Il nous arrivera
de noter par la suite L = (Ly,...,Lgy1) ce qui signifie que la lagrangienne asso-
ciée a 0,5, est L;. Pour pouvoir effectuer I’opération de recollement de disques munis
d’étiquettes lagrangiennes, il est nécessaire d’avoir une notion de compatibilité. Soit
r € R tel que r = T Ta({r,~,r,+},pe) Ol e est la seule aréte intérieure de T’
et relie v~ a v™, avec p, < 0. Notons y~ et y* les points marqués sur le bord §v—
et S,+ respectivement au niveau desquels on effectue la somme connexe S,-#.95,+
par I’opération de recollement. Si (L,= _, L,+ . ) correspondent aux étiquettes lagran-
giennes associées a S,- et S,+ autour des points 3y~ et y* respectivement (dans 1’ordre
anti-horaire), alors la condition de compatibilité nécessaire pour le recollement est que
Ly _ = Ly+etL, . = Ly _. Surla figure 3.2] on a schématisé le recollement
de deux disques avec la condition nécessaire sur les étiquettes lagrangiennes. Cette
condition s’étend récursivement au cas ou on recolle plus de deux disques.

T Ty

FIGURE 3.2 — Somme connexe de deux disques S; et Ss. Ici, S1#S; = S, our =
T,T¢
Y (T s Ty )5 Pe)-
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3.4 Structures presque complexes

3.4.1 Définitions

Définition 11. Une structure presque complexe sur une variété symplectique (X, w)
est une application J: TX — TX telle que J?> = —id. On dit que .J est compatible
avec w (ou w-compatible) si :

1. w(v, Jv) > 0 pour tout v € T'X tel que v # 0,
2. w(Ju, Jv) = w(u,v) pour tout z € X ettout u,v € T, X

Les conditions 1 et 2 sur J sont équivalentes & demander que w(-,.J-) soit une
métrique Riemannienne sur X . Dans la symplectisation d’une variété de contact (Y, «v),
il y a un type de structures presque complexes particulieres qui sont les structures
cylindriques.

Définition 12. Une structure presque complexe J sur (R x Y, d(ea)) est dite cylin-
drique si :

e J est d(e'a)-compatible

e J est invariante par translation le long du facteur de symplectisation
e J(0) = R,

o J(&) = £ c’est-a-dire que J préserve la structure de contact

On note 7' (R x Y") I’ensemble des structures presque complexes cylindriques sur
R x Y. Dans le cas ou Y = P x R, nous explicitons le type de structure presque com-
plexe que nous utiliserons dans les sections et chapitres suivants. Rappelons qu’une
variété de Liouville P est obtenue a partir d’une variété compacte a bord (P°, df), a
laquelle on a recollé une demi-symplectisation [0, co) x 9 P¢ le long du bord.

Définition 13. On dira qu’une structure presque complexe Jp sur P est admissible si
elle est cylindrique dans P\ P¢ en dehors d’un compact K C P\ P°.

Comme dans [[CDRGGI], on note J “dm(P) I’ensemble des structures presque com-
plexes admissibles sur P. Maintenant, si Jp € J%"(P)etmp: R x (P x R) — P
denote la projection sur P, alors on peut construire une unique structure presque com-
plexe cylindrique Jp sur R x (P x R) de telle sorte que 7 p soit holomorphe, ¢’est-a-dire
que dmp o Jp = Jp o drp. Une telle structure s’appelle relevé cylindrique de Jp et on
note J (R x Y') ’ensemble des structures presque complexes cylindriques sur R x Y’
qui sont des relevés de structures admissibles sur P.

Pour compter des courbes holomorphes dans R x Y a bord sur un ou des cobor-
dismes lagrangiens exacts, considérer une structure presque complexe cylindrique par-
tout dans R x Y est trop restrictif pour obtenir des résultats de transversalité, sauf si par
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exemple les cobordismes sont des cylindres triviaux, mais ce n’est pas le seul cas que
nous souhaitons étudier. Cependant, se donner une structure cylindrique permet d’évi-
ter que les courbes holomorphes s’échappent a I’infini, c’est-a-dire que la projection
sur P x R est compacte. On construit donc des structures presque complexes qui vont
garder cette propriété mais pour lesquelles les résultats de transversalité s’appliquent.

Soient J=,JT € J¥(R x Y) telles que J~ et J* coincident en dehors d’un
cylindre R X K ou K C Y est compact. Pour tout 7' > 0 on considere sur R x Y une
structure presque complexe J égale a J~ sur (—oo, —T) x Y, a J*" sur (T,00) X Y
et égale au relevé cylindrique d’une structure presque complexe admissible sur P sur
[T, T]x (Y\K). On note j}f?}+7T(R xY') ou méme jjfl?} (R xY) sion ne tient pas
compte du réél T I’ensemble de ces structures presque complexes et J*™(R x V) =

U jj’flTﬁ’T(R X Y).
T

3.4.2 Structure dépendante du domaine

Nous allons construire dans ce paragraphe une structure presque complexe sur X =
R x Y qui dépend de S,, pour r € R¥*!, de maniére a ce qu’elle soit compatible
(dans un sens que nous allons expliquer) avec les brisures d’espaces de modules que
nous définissons dans le paragraphe suivant. Ces structures presque complexes corres-
pondent a une partie des données de perturbations que considere Seidel dans [Se108]
(paragraphe 8e). On note jgrdm(X ) ’ensemble des structures presque complexes ad-
missibles sur X qui dépendent de S,.. Soit Ly, ..., Ly, une famille de lagrangiens
exacts transverses dans X telle que L = (L, ..., Ly 1) soit un choix d’étiquettes la-
grangiennes pour S;., et donnons nous aussi un choix universel d’extrémités en ruban.
Pour toute paire (L;, L;11), on considere un chemin JtL inbits pour ¢ € [0, 1], de struc-
tures presque complexes dans 7% (X), tel que ce chemin soit constant pres de ¢ = 0
et t = 1. Un choix universel de structures presque complexes dépendantes du domaine
est la donnée d’applications
j: Sd+1 N jadm(X> — I—'S,«jardm(X)

dep
pour tout d > 2 telles que J (¢4 (r, s, 1)) = J/""*' on e*! correspond au choix
d’extrémités en ruban dans un voisinage du point marqué y; € R4,

Soit 7 € R¥*! dans 1'image de I’application de recollement v7*74. 11 existe donc
{rv}oever), et {pe}eepaint(ry tels que r = y"Ti({r,},{p.}). Alors S, admet deux
types de structures presque complexes : le choix de structure universelle sur .S, et la
structure presque complexe provenant du choix universel sur les S, et de 1’opération
de recollement. Le choix universel de structure presque complexe est dit cohérent si :

e il existe un voisinage U C R+ de 9R¥*! (suffisamment petit pour que le choix
d’extrémités en ruban soit cohérent) tel que pour tout » € U les deux choix de
structures presque complexes ci-dessus coincident dans les parties fines de 5.
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: —d+1
e pour toute suite {r"},,cy dans R%+! convergeant vers un {r,} € R dans 9R" ",
il existe des familles {7} },eve(r) €t {p) fecpaint (1) telles que

=T o)

pour tout 7 € N. On demande alors que la structure presque complexe sur les
parties épaisses de S,» converge vers la structure presque complexe dans les
parties épaisses de S, (la convergence sur les parties fines est contrdlée par la
premiere condition).

Remarque 2. En fait la deuxieme condition est presque I’équivalent de la premiere
pour le comportement de la structure presque complexe dans les parties épaisses. La
différence est qu’on ne peut pas dire que dans un voisinage du bord de R%*! les struc-
tures dans les parties épaisses sont exactement les mémes car on n’en a méme pas fixé.
Le choix de structure presque complexe dans les parties épaisses ne fait pas partie du
choix universel de structures presque complexes, contrairement aux chemins JtLi’Li+1
qu’on fixe pour chaque paire de lagrangiennes.

Théoreme 6. [Sei08, lemme 9.5] Il existe des choix cohérents de structure presque
complexe.

3.5 Espaces de modules de courbes holomorphes

3.5.1 Définition

Dans cette section, nous allons définir les différents espaces de modules de courbes ho-
lomorphes qui vont apparaitre dans la suite. Nous allons nous intéresser en fait ici a des
disques holomorphes dans X a bord sur des cobordismes lagrangiens exacts. On pourra
trouver dans [MS12]] une définition plus générale et des propriétés des courbes holo-
morphes. Soient ¥ un choix d’étiquettes lagrangiennes a valeurs dans {¥q,..., %41}
tel que pour tout 4, ¥; soit un cobordisme lagrangien exact de A; vers A;". On sup-
pose que les cobordismes s’intersectent transversalement. On se donne alors un en-
semble d’asymptotes A(X) qui est composé des points d’intersection dans X; N X;
pour tout 1 < i # 7 < d + 1, des cordes de Reeb de Aj a A;r dont I’ensemble est
noté R(A;", A)), et celles de A; a A; (R(A;,A;)) pour tout 1 < i,j < d + 1. Soit
J une structure presque complexe sur X (éventuellement dépendant du domaine, on le
précisera pour chaque type d’espaces de modules lorsqu’on étudiera la transversalité),
et j la structure complexe standard sur le disque, qui donne par uniformisation une
structure complexe sur S, pour tout 7 € R+, qu’on note encore j.

Pour r € R et x,..., 7, des asymptotes dans A(X), on définit I’espace de
modules M, ;(wo; 71, . .., 74) comme étant I’ensemble des applications lisses :

w: (S, 7) = (X, J)

telles que :
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e pour tout z € S,\0S, on ait du(z) o j = J(2) o du(z)
® u(@ST) C L,L

e si z; est un point d’intersection alors lim u(z) = z;
Z2—=Y;
e si x( est une corde de Reeb et yy: [0,1] — ¢ une paramétrisation, alors pour
z € S, suffisamment proche de yo, z est dans le voisinage o ((—o0, 0) x [0, 1]) et
lim wu(eo(s,t)) = (—00,70(1 — t)). On dit que x( est une asymptote positive.
S§——00

e si x; pour i > 0 est une corde de Reeb et ~;: [0,1] — z; une paramétrisation,
alors soit lim wu(g;(s,t)) = (+00,70(t)) et alors z; est une asymptote positive,
S—+00

soit ligl u(gi(s,t)) = (400,7(1 — t)) et dans ce cas z; est une asymptote
S—+00

négative.

et dans les cas d = 0,1, on quotiente cet ensemble d’applications par 1’action des
difféomorphismes de S, qui préservent 1’orientation. La réunion de ces espaces de
modules pour tous les r € R¥*! se note alors

My j(zo; 21, - ., 20) = Up My 5 (20521, - -+, Tq)

Pour un espace de modules My, ;(zo; 1, . . ., zq), I’asymptote z, est appelée I’asymp-
tote entrante et les asymptotes 1, . . ., x4 sont appelées les asymptotes sortantes. Ces
termes proviennent du fait qu’une courbe u € My j(xo; 21, ...,24) a pour domaine
un disque S, pour r € R qui s’identifie avec un arbre planaire stable enraciné
a d feuilles et un sommet intérieur (section [3.2)). D’apres 1’orientation naturelle d’un
tel arbre, le sommet intérieur posseéde une aréte entrante provenant de la racine et les
autres arétes sont sortantes.

L’équation de Cauchy-Riemann satisfaite par les courbes dans les espaces de mo-
dules MY, (20321, ..., 2q) pour un r € R se rééerit dyu = 0 o 9, est une
section d’un certain fibré £, — Bs,. L’idée est de choisir ce fibré de telle sorte que
(05)710) = M5 ;(zo; 21, ..., xq), et d’appliquer le théordme des fonctions impli-
cites pour les espaces de Banach ([MS12]) pour montrer que (0,;)~!(0) est une variété
de dimension finie. Pour cela, la base Bg, du fibré doit donc étre un espace de Banach
contenant toutes les courbes holomorphes dans M, ;(zg; 21, ..., 7q). On considere

alors pour p > 2 I’espace de Banach Bg, := Wzl’p (Sy, X) qui est I’ensemble des
applications v : S, — X telles que :

u € Wi (S, X)

u(@zST) C El

lim,_,, u(z) = z;

ou on considére la limite au sens Wi’p. Soit &, le fibré sur B, de fibre (£s, ), =
Lr(S,, Q%(S,,u*T X)). L opérateur 0 défini par 0;(u) = d,(z) — J(2) o du(z) o j
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est une section de £, — Bg,. La linéarisation de 9 en un point u € (9;)7(0) est
I’opérateur :

DOy (u) : T,Bs, — Tiu0)Es,

et I’espace tangent 7{,,0)Es, se décompose sous la forme T(,,0)Es, = TuBs, ® (Es, )u-
En composant DO (u) avec la projection 7, : Tw,0)€s, — (Es, ). on obtient I’opéra-
teur :

Dy, : T.Bs. — (Es,)u (3.2)

Si les asymptotes g, x1, . . ., £4 sont toutes des points d’intersection et que les lagran-
giennes YJ; sont transverses, alors D, est un opérateur de Fredholm (voir [Flo88al).
D’autre part, pour un choix générique de structure presque complexe admissible dé-
pendant du domaine, I’opérateur D,, est surjectif (voir résultats de transversalité), on
dira dans ce cas que la structure presque complexe est réguliere. En appliquant le théo-
réme des fonctions implicites pour les espaces de Banach, on en déduit que (9)~1(0)
est une variété dont la dimension “proche de u” est ind(D,) = ker(D,). On dira
alors que u est une courbe holomorphe d’indice ind(D,,), autrement dit I’indice de u
est la dimension de I’espace de modules dans lequel vit la courbe u. Dans le cas ou
la courbe u admet des asymptotes qui sont des cordes de Reeb, pour montrer que la
linéarisation est un opérateur de Fredholm il est nécessaire de remplacer les espaces
Bs, par des espaces de Sobolev a poids Wéig(Sr, X) (voir par exemple [Flo88b]). En
effet, supposons par exemple que u converge en y, vers une corde de Reeb v, de A:{H
vers A] et notons c_ () et ¢ (7o) les extrémités de 7. Alors les sous-variétés lagran-
giennes Tic, (40).0)(Agy1 X R) = To, o) Agyy X R et dpp(Te, ) Agyy) X R ne sont
pas transverses donc I’opérateur D, n’est pas Fredholm. L’utilisation de Sobolev
a poids permet d’une certaine facon de perturber les lagrangiennes afin de rendre la
situation transverse, et on obtient alors un opérateur D, s qui est Fredholm. Mainte-
nant, pour récupérer les données de translation dans les bandes holomorphes 1a ot la
courbe converge vers une corde, on ajoute a cet opérateur [),, 5 un opérateur 7, para-
métrant ces translations et défini sur un espace de dimension finie R? 1 Ton T (resp
jT) est le nombre de corde négative (resp positive) asymptotes de u. Cet opérateur est
de Fredholm et d’indice j~ + 5. On obtient ainsi ’opérateur de Fredholm :

Du,5 + Ty - Tuwzlfs)(sr; X) X Rj_+j+ s L;((S)(Sr7 Qo’l(ST, U*TX>>

On peut généraliser le raisonnement ci-dessus en laissant varier le point r € R et
on obtient une section qu’on note encore d; d’un fibré plus général £ — B tel que la
fibre au dessus d’un point (7, u) est (s, ),. Cette fois ci, on trouve que (9;)~1(0) =
Ms (o5 215 - - -, 2q) = Up My j(@0; 71, ..., 4). La linéarisation de cette section en
un point (r,u) tel que d;(r,u) = 0 composé avec la projection verticale donnent
I’opérateur :

Dirays - TR x T Wg5(S,, X) x R 5 I2(S,, QNS ' TX))  (3.3)
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qui est encore un opérateur de Fredholm (en utilisant comme précédemment des es-
paces de Sobolev a poids pour définir B dans le cas ou la courbe est asymptote a des
cordes de Reeb) car c’est encore la somme d’un opérateur de Fredholm (D, s + 7,)
et d’un opérateur K, : T,R*™!' — L£(S,, Q% (S,,u*TX)) défini sur un espace de
dimension finie.

Il nous arrivera d’indiquer la dimension des espaces de modules par un exposant,
autrement dit on notera M?(xg; 1, ..., z4) 'espace de modules des courbes holo-
morphes d’indice ¢ a bord sur X et satisfaisant les conditions asymptotiques détaillées
ci-dessus.

Dans les sous-sections qui suivent, nous allons détailler certains types d’espaces de
modules ol on n’indique plus la structure presque complexe J pour ne pas surcharger
les notations.

3.5.2 Courbes a bord sur un cylindre trivial

Les espaces de modules de courbes a bord sur un cylindre trivial sont les espaces
de modules qui interviennent dans la définition d’homologie de contact legendrienne
(chapitre [d). La structure presque complexe J que 1’on considere ici est une structure
cylindrique sur X . Nous verrons au chaptired]les éventuelles conditions a ajouter sur .J
pour garantir la transversalité. Le choix d’étiquettes lagrangiennes est tres simple ici, il
est a valeurs dans un ensemble a un élément {R x A} pour A C Y legendrienne. L’en-
semble des asymptotes A(X) est ici réduit aux cordes de Reeb de A. Si vy, 71,...,74
sont des cordes de Reeb de A, on note alors

MRXA(’VJF; Y- 77d)

I’espace de modules des disques holomorphes a bord sur R x A et d’asymptotes
Vi, 7, - - -5 Ya- Les asymptotes positives sont des asymptotes vers lesquelles la courbes
converge dans le bout positif du cobordisme et les asymptotes négatives sont celles vers
lesquelles la courbes converge dans le bout négatif du cobordisme. De plus ici toutes
les asymptotes sont des cordes de Reeb, les asymptotes positives sont des cordes qu’on
“saute” dans le sens de 1’ orientation du champ de Reeb lorsqu’on parcourt le bord de la
courbe dans le sens anti-horaire, les asymptotes négatives sont celle qu’on saute dans
le sens inverse (voir figure [3.3)).

Iy a une action de R sur les espaces de modules Mgy (Y571, - - -, 7a), par trans-
lation le long du facteur de symplectisation. On note

MVRxA(VJr;%, cee >'7d) = MRxA(7+; Y1, - .- >’Yd)/R

le quotient par cette action.

3.5.3 Courbes a bord sur un cobordisme non trivial

De tels espaces de modules de courbes sont nécessaires pour définir entre autres le mor-
phisme d’algebres induit par un cobordisme entre deux legendriennes sur les algebres
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RxA

FIGURE 3.3 — Image d’une courbe holomorphe dans Mg, (7"; 71,72, 73) ot v est
une asymptote positive et 1, 7o et y3 sont négatives.

de Chekanov (chapitre [).

Soit A= <y A" un cobordisme lagrangien exact entre deux sous-variétés legen-
driennes. L’ensemble d’asymptotes que I’on considere ici sont les cordes de Reeb de
A~ etles cordes de Reebde A™. Siy" € R(AT)etvyy,...,74 € R(A™), on note

Ms(Y557, 0 7a)

I’espace de module de disques holomorphes a bord sur X et d’asymptotes v positive
et v1,...,74 négatives. Cette fois il n’y a pas d’action de R par translation car le
cobordisme considéré n’est pas trivial.

On peut enfin considérer des espaces de modules de disques holomorphes a bord
sur plusieurs cobordismes ¥, ..., X4, 1, ou A; <x. A Le choix d’étiquettes lagran-
giennes X est a valeurs dans I’ensemble {3, ..., ¥, 1} et dans ce cas les asymptotes
sont les cordes de Reeb de A; vers A; et de Aj vers A;r pourl <, 7 < d+ letles
points d’intersection dans £; N X pour 1 <7 # j <d+ 1.

Remarque 3. Afin de généraliser la convention de [CDRGG] pour la définition de
I’homologie de Cthulhu, si le choix d’étiquettes lagrangiennes est (31, 3, ..., Yg11),
on veut qu’un point d’intersection dans >; N X; qui est une asymptote entrante d’un
espace de module soit un saut de >; vers X2; pourz > 7, alors que si ¢’est une asymptote
sortante, on demande que ce soit un saut de >; vers ;.

Dans le cas ot d = 1, autrement dit quand on a deux cobordismes lagrangiens, les
espaces de modules que nous allons considérer sont ceux nécessaires a la définition du
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complexe de Cthulhu. Tout d’abord, il y a des espaces de modules de courbes a bord
sur les parties cylindriques des cobordismes. Les suivants correspondent a des espaces
de modules d’homologie de contact legendrienne :

MRxAi2<7;1; B f;,la B,) et MRxA;2 (727,1; 01, Cila ds)

pour v, &t € R(A,AT), v, ¢ € R(Ay,A]), et B, (resp. §;) un mot de cordes de
Reebde A} (resp. A;") pouri = 1, 2. Nous serons aussi amené 2 considérer des courbes
dans la partie cylindrique négative qui ont deux asymptotes positives, des bananes, les
espaces de modules correspondants sont

Meguar, (72,1501, V1.2, 02)

avec Y51 € R(Ay, A7) et v, € R(AT, Ay ), et les indices R x Af , signifient que le
choix d’étiquettes lagranglennes est (R x A, R x AY). Enfin, on considére des espaces
de modules de courbes qui intersectent les parties compactes des cobordismes :

leg(”@fl; 51761752), le,g(”@fﬁ 517C£1752)7
MELQ (ZE+, 51a q, 52)7 MELQ (.ZU+, 617 €2_,1) 52)

avec xt,q € 31 N Xy tels que 1 est un saut de X5 vers X; et ¢ est un saut de Xy vers
¥, et les indices ¥ , signifient que le choix d’étiquettes lagrangiennes est (X1, Xs).

Remarque 4. Par abus de notation, nous écrivons le choix d’étiquettes lagrangiennes
(31, 325) plutot que (X4, ..., %1, %, ..., 2s). En effet, d’aprés la définition a la section
3.3.3] a chaque composante du bord du disque S, on doit assigner une sous-variété
lagrangienne, or au passage d’une corde pure la lagrangienne ne change pas. Donc
dans la définition des espace de modules, on rappellera (sauf si c’est clair) quelles
sont les cordes pures et les asymptotes mixtes, afin de pouvoir écrire les étiquettes
lagrangiennes sous leur forme réduite, de telle sorte qu’on sache simplement dans quel
ordre on saute d’une lagrangienne a une autre par les asymptotes mixtes.

Placons-nous maintenant dans le cas d = 2, on considere donc trois cobordismes
lagrangiens exacts transverses X1, 2o et 23. Les espaces de modules que nous allons
décrire ici interviennent dans la définition du produit au chapitre [6| Encore une fois,
tout d’abord, on considérera des espaces de modules de courbes a bord sur les parties
cylindriques des cobordismes :

R><A (73,1;51,71,2752,72,3753)
AL, 3,(73,1; 01,721, 02,723, 03)
M]RXA ,5 (131501, 712, 02,732, 03)
Mponr, (131501, 72.1, 82, 73.2, 05)



3.6. BATIMENTS HOLOMORPHES 39

ou v,; € R(A;,A;) pour 1 < i # j < 3, et d; est un mot de cordes de Reeb
de A;, pour ¢ = 1,2,3, qui sont des asymptotes négatives. On peut remarquer que
pour les 4 types d’espaces de modules ci-dessus sauf le dernier, on considere des
courbes qui ont plusieurs asymptotes positives. Par exemple, les courbes dans 1’espace
/\/I]RX/\JQ’3 (73.1; 01, 71,2, 02, 72,3, O3) ont pour asymptotes positives 3 1, 71,2 et 72 3. En-
suite, on a des espaces de modules de courbes qui intersectent les parties compactes
des cobordismes :

le,z,s (CL’+; 01,21, 02, T2, 53)
M21,2,3<$+5 d1,71,02,73,2, 03)
M21,2,3 ($+§ 01,72,1, 02, T2, d03)
M21,2,3 ($+; 01, V2,15 02, 73,2, 53)

avec zT € Y1 N Y5 saut de Yg vers X1, £ € Yo N X5 saut de Xy vers Ys, 11 € X1 N Xy
saut de YJ; vers Xy. Ces espaces de modules n’ont qu’une seule asymptote positive, .
L’indice X5 2 3 indique que le choix d’étiquettes lagrangiennes pour les disques dans
ces espaces de modules est (31, X9, ¥3). Nous considérons enfin les espaces suivants,
espaces de modules de courbes intersectant les parties compactes des cobordismes
mais avec un choix d’étiquettes lagrangiennes différent :

MZS,LQ (x27 637 71,37 51; X1, 52)
MZS,l,z ('rQ; 637 71,35 517 V2,1, 52)
M22,3,1(5171§ 2, 73,25 03, 71,35 51)

Comme précédemment, la raison du changement d’étiquettes lagrangiennes est que
si on considere des espaces de modules de courbes ol x5 qui est un saut de X5 vers
Y3 est une asymptote entrante et x; qui est un saut de >J; vers Yo est une asymptote
sortante, alors pour respecter la convention dans [CDRGGI] on utilise les étiquettes
lagrangiennes (X3, 31, Xo) plutot que (X, 3, X3).

3.6 Batiments holomorphes

3.6.1 Action et énergie

Plagons-nous encore dans le cas ou on a d + 1 cobordismes lagrangiens exacts trans-
verses (X1, ..., Xq11). Rappelons que par définition, pour chaque cobordisme il existe
une fonction f;: >; — R primitive de la forme etoqgi, et cette fonction est constante
sur les bouts cylindriques de ;. On peut supposer que les constantes sur les bouts cy-
lindriques négatifs sont nulles et on note ¢; la constante que vaut f; sur le bout positif
de X;. Notons aussi 7" > 0 et € > 0 deux rééls positifs tels que les cobordismes ¥; sont
tous cylindriques en dehors de ¥; N ([-7" +¢,7 —¢] x Y).
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On peut définir une fonction action a: A(X) — R sur I’ensemble des asymptotes
A(X) de la fagon suivante. Si x est un point d’intersection de ¥; N ¥; avec ¢ > j, alors
on pose

a(z) = filz) — fi(z)
Pour une corde de Reeb ~y, on définit la longueur de v comme étant ¢(y) := f7 a et
alors I’action d’une corde de Reeb ;"; € R(A], A]) est définie par :
a(v) = e"l(yh) + e — ¢

et pour une corde 7; ; € R(A;, A;) on pose

a(v;;) =¢ l(v;)

Si u est une courbe holomorphe dans My (x; 21, . . ., x4) alors on peut définir une
quantité appelée énergie qui correspond a 1’analogue de 1’aire pour le cas de courbes
holomorphes dans une variété symplectique compacte. Soit x: R — R une fonction
telle que

x(t) =¢€t sit e [=T+¢€T —¢€

A X0 =
(t)

T
lim y e T
X'(t) >0

t——o0

On définit alors la d(x«)-énergie d’une courbe holomorphe u: S, — R x Y par

Eugeo0) = [ w'd(xa)

Lemme 1. Ey 0 (u) >0
Démonstration. On peut montrer que :

By (u) = % |dul® (3.4)
Sr
ou |[v|* = d(xa)(v, Jv) est une quantité strictement positive si v # 0. Ceci est d a la
d(e'a)-compatibilité de la structure presque complexe J qui implique la compatibilité
de la restriction de .J a la structure de contact £ munie de la forme symplectique (dov)je.
En considérant des coordonnées (s, ) sur S,, on a |du|? = |O,u|* + |9u|?. Or,

0 = |Osu + JOu|* = d(xa)(Osu + JOyu, J(Osu + JOwu))
= d(x)(0su, JOsu) + d(xa)(JOu, —Opu)
+ d(x)(0su, —0yu) + d(xa)(JOpu, JOsu)
= [0ul?® + |Oul* — 2d(xa)(Dsu, Opu)
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ol la premiére égalité est satisfaite car u est holomorphe. D’ou |du|? = [D,ul* +
|Opu)? = 2d(xa)(Osu, Oyu) = 2u*d(xa)(ds, O;), ce qui implique (3:4) et prouve ainsi
le lemme. Ce résultat est valable plus généralement pour toute forme symplectique w
sur X muni d’une structure presque complexe .JJ compatible avec w, et alors dans ce
cas |.|? est la norme de la métrique riemannienne induite par w et J. [

Maintenant, I’énergie d’une courbe holomorphe peut aussi s’exprimer en fonction
des actions des asymptotes.

Proposition 2. On a les relations suivantes :

1. Siu € Mrxa(Y5571, - 374)s Papey(u) = a(yt) — >, a(v), cette relation
étant vraie aussi dans le cas ot A = Ay U Ay et v" est une corde mixte.

2. Siue MZ<7+7 T, 77d)’ Ed(xa) (u) = Cl(’}/+) - Zz a(’%)
3. Siu € My, (151:61,7: 820, Euyey (1) = a(37) + a(37) — a(81) — a(2)

4. Siu € Msx,,(a;01,0,02), Eyya)(u) = a(a) — a(b) — a(d1) — a(d2) pour
a € {7{1,1‘*} etbe{q,(5,}

5. 8iue MRMD (73,1301, 71,2, 02, 72,3, 03),

3

Egiyey (1) = a(y3,1) + a(112) + a(723) — > _ a()

6. Siue MRXAI’Q’B (73,1; 51»’72,1, 527’72,3, 53),
Eixa)(u) = a(y31) — a(y21) + aly23) — Z a(d;)

7. Siu € MRX,\;2 (73,15 01,712, 02, 73,2, 03),

3

Eaixa)(u) = a(y3,1) + a(71,2) — a(y32) — Z a(d;)

i

8 Siue MRxA;2 (73,1501, 72,1, 032,72, 03),

3

Eapyey (1) = a(y31) — a(721) — a(ys2) — Y  a(d;)

9. Siu e MEl,Q,S <$+, 51, b, 52, C, 53),

Eatne(u) = a(2™) —a(b) —ale) = ) _a(4))

i

oub € {x, 7271} et c € {x, ’73,2}-



42 CHAPITRE 3. STRUCTURE A, ET ESPACES DE MODULES

10. Siu € Ms,,,(x2;85,73,01,b,82),

Eapyo)(w) = —a(z2) — a(y13) — a(b) = > _ a(4;)

onb e {r1,y21}.

11. Siu € Ms,, (21, 02,732, 05,713, 01),

Eaxey(u) = —a(21) — a(ys2) — a(y3) — > a(6;)

%

Démonstration. Montrons par exemple la relation 4 avec a = 7; , et b = g, en sup-
posant pour alléger les calculs que d; = §; sont des mots de une seule corde de Reeb,
pouri=1,2.0na:

Bty (1) = / wtd(xa) = / -
T O(u(Sr))

et en notant pour une corde de Reeb ; ;, c_(7; ;) le point de départ de la corde sur A;
et c4(:;) son point d’arrivée sur A;, ona:

c+(d1) +(62)
/ Xa:/ etoz—k/ +/ ea+/ ela
O(u(Sr)) cr(v31) C+(51 (61)
C+ ’YQ 1) C+('Y;r,1)
+/ e T +/ ela +/ ela
(02) c— (7;1)

= file+(01)) = filex(721) = (51)+f1(Q)—f1(07(51))+f2(0+(52))
— f2(@) — a(82) + fale- (7)) — fale-(02)) + €' (1)

Or, fi(c1(01)) = file-(01)) = fac1(02)) = fa(c-(02)) = O car on a supposé que
les constantes que valent f; et f, dans les bouts négatifs est nulle, et fi(c,(75,)) = ¢
et f(c—(73,)) = ¢2. En remplagant dans I’expression ci-dessus et par la définition de
I’action, on retrouve bien la relation 4. Les autres relations se montrent de la méme
facon. []

Le lemme I] et la proposition [2] ci-dessus impliquent que les courbes holomorphes
dans les espaces de modules que nous considérons doivent nécessairement avoir au
moins une corde de Reeb asymptote positive ou un point d’intersection d’action posi-
tive.
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3.6.2 Compacité

Les espaces de modules décrits ci-dessus ne sont pas nécessairement compacts. Ils
possedent toutefois des compactifications “naturelles” obtenues en ajoutant certaines
courbes brisées qu’on appelle aussi des batiments holomorphes. Ces résultats de com-
pacité découlent des résultats de Gromov ([Gro835]]) qui a été le premier a intoduire les
courbes holomorphes en géométrie symplectique. Les résultats de transversalité en-
suite donneront que les compactifications des espaces de modules sont des variétés a
bord (et méme a coins), dont les différentes composantes de bord correspondent aux
batiments holomorphes de certains types. Nous explicitons maintenant les éléments
qui sont dans le bord des compactifications des espaces de modules présentés dans les
sections précédentes.

Donnons-nous tout d’abord des étiquettes lagrangiennes X = (31, ..., X4.1) telles
que les A; <s, A soient des cobordismes lagrangiens exacts transverses. Nous dé-
finissons dans un premier temps les batiments holomorphes a bord sur les parties cy-
lindriques des cobordismes. Nous notons R x A* le choix d’étiquettes lagrangiennes
cylindriques (R x A7, ..., R x A7, ;).

Définition 14. Un batiment holomorphe de taille k dans R x Y 4 bord sur R x A* est
la donnée d’un nombre fini de paires (v;, p;) telles que v; est un disque holomorphe
asymptote a des cordes de Reeb et 1 < p; < £ un entier correspondant a “1’étage” tel
que chaque étage contient au moins un disque qui n’est pas trivial (un cylindre sur une

corde de Reeb). De plus, ces paires doivent satisfaire les conditions suivantes :

1. pour chaque paire (v;, p;), avec 1 < p; < k, il existe des disques v;“ 1y 77’{,:
dans I’étage p; + L etv;y,...,v;, dans I’€étage p; — 1 tels que chaque asymptote

positive (resp. négative) de v; est une asymptote négative (resp. positive) d’un ’Uj_]
(resp. v; ;), et les disques v:rj (resp. v; ;) peuvent aussi avoir d’autres asymptotes

négatives (resp. positives) que celles provenant de v;,

2. pour tout disque v; dans I’étage k£ (resp. 1), on demande que ses asymptotes
négatives (resp. positives) soient des asymptotes positives (resp. négatives) de
courbes dans I’étage k — 1 (resp. 2),

3. enfin si on identifie les asymptotes communes des disques, on demande que les
v; se “recollent” en une application v : D—-RxY,ouD correspond au disque
privés de points sur le bord, U(E)D) C R x A et v converge vers les asymptotes
positives des disques (v;, k) et les asymptotes négatives des (v;, 1).

On peut maintenant donner la définition de batiment holomorphe avec des condi-
tions au bord lagrangiennes avec des bouts cylindriques (voir [BEH™ 03] et [Abb14]).

Définition 15. Un batiment holomorphe de taille £~ |1|k™ dans R X Y a bord sur X est
la donnée d’un ensemble de disques holomorphes répartis en trois niveaux :
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1. Le niveau supérieur contient un batiment holomorphe de taille £* a bord sur
R x AT,

2. Le niveau inférieur contient un batiment holomorphe de taille £~ a bord sur
Rx A",

3. Le niveau central est un étage intermédiaire contenant des disques holomorphes
u; a bord sur X qui sont asymptotes a des cordes de Reeb ou des points d’inter-
section dans A(X) (voir[3.5.1) tels que :

(a) Deux disques distincts peuvent avoir une asymptote commune vers un point
d’intersection dans A(X),

(b) Chaque corde de Reeb qui est une asymptote négative pour un disque u;
est une asymptote positive d’une courbe dans le niveau inférieur, et inver-
sement chaque corde de Reeb qui est une asymptote positive d’une courbe
dans le niveau inférieur est une asymptote négative d’une courbe dans le
niveau central.

(c) Chaque corde de Reeb qui est une asymptote positive pour u; est une
asymptote négative d’une courbe dans le niveau supérieur, et inversement.

et tels que la condition suivante soit satisfaite : notons v (resp. v ™) 1’application re-
collée correspondant au batiment du niveau supérieur (resp. inférieur). Si on identifie
les asymptotes négatives de v et les asymptotes positives de v~ avec respectivement
les asymptotes positives et négatives des disques du niveau central, et si on identifie
les points d’intersection qui sont des asymptotes communes de composantes du niveau
central, on trouve une application u : D - RxY,telle que u(E)D) C X et u converge
vers les points d’intersection restants, les asymptotes positives de v et les asymptotes
négatives de v~ (voir figure[3.4).

La définition de batiment holomorphe pour des espaces de modules de courbes
holomorphes définies sur des surface compactes sans bord avec des points marqués
asymptotes a des orbites de Reeb est donnée dans [BEH 03] a la section 8. La version
que nous présentons ici, et qui correspond a celle qui est donnée dans [CDRGG] en est
un cas relatif.

Remarque 5. Les espaces de modules de courbes a bord sur R x AT présentés dans la
section [3.5.1) peuvent étre vus comme des batiments holomorphes de taille 1 4 bord sur
R x A* etles espaces de modules de courbes dont le bord intersecte la partie compacte
des cobordismes peuvent étre vus comme des batiments holomorphes de taille 0[1|0 a
bord sur 2.

L’ensemble de ces batiments holomorphes fournit alors une compactification des
espaces de modules de la section [3.5.1]

Par la compacité de Gromov, une famille a un parametre u; de courbes holo-
morphes dans M (z; x1, . .., x4) posseéde une sous-suite (qu’on note toujours us) qui
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FIGURE 3.4 — Exemple d’un batiment holomorphe de taille 1|1/2.

converge vers un batiment holomorphe & bord sur R x A* si les courbes u, sont a
bord sur R x AT, et a bord sur X si les courbes u, sont & bord sur X. Les batiments
holomorphes obtenus sont de deux types possibles :

1. Brisure stable : batiment holomorphe dont les composantes sont des courbes pos-
sédant au moins trois asymptotes mixtes, par exemple un batiment holomorphe
dans un produit de la forme

. ! ’.
M(l’o,l’l, vy Tim1, Ty Tigjit1, ...,lL’d) X M(l’i,l‘z‘, ...,[EH_]‘)
avecl <iet2<j7<d—1i—1.

2. Brisure instable : batiment holomorphe contenant une courbe qui a au plus deux
asymptotes. De telles courbes sont soit des demi-plans holomorphes (disque ho-
lomorphe avec une seule asymptote qui est alors nécéssairement une corde de
Reeb pure), soit des bandes holomorphes avec une seule asymptote positive, soit
des bandes holomorphes avec deux asymptotes positives, dans ce dernier cas les
asymptotes sont des cordes de Reeb et les courbes sont des bananes.

Dans le cas 1 ci-dessus si S, désigne le domaine des courbes u alors r converge vers
un point du bord de Rt (génériquement, r, converge vers un point sur une face de
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codimension 1 du polytope de Stasheff). Dans le cas de la brisure instable, la sous-
suite r, converge vers un point a I’intérieur du polytope de Stasheff (voir [BEH 03]
et [Abb14] pour les résultats de compacité pour les courbes holomorphes dans la sym-
plectisation a bord sur des lagrangiennes a bouts cylindriques et [Flo88a] pour le cas
de courbes a bord sur des lagrangiennes qui s’intersectent). Finalement, on obtient que
la réunion des batiments holomorphes

— 111kt
|_| Mg 1]k (1’0;[E1,...,Qfd)

k—,kt

est compacte.



Homologie de contact legendrienne.

L’homologie de contact legendrienne est un invariant puissant de sous-variétés legen-
driennes a isotopie legendrienne pres. Elle a tout d’abord été définie par Chekanov
dans [CheO2] pour les noeuds legendriens, puis étendue au cas des sous-variétés le-
gendriennes dans R?"! et dans la contactisation d’une variété de Liouville P x R par
Ekholm, Etnyre et Sullivan dans [EES0O5a] et [EESO7]. A partir de maintenant quand
on ne précisera pas, la variété de contact (Y, «) sera la contactisation d’une variété
de Liouville (P x R,dz + (). L’homologie de contact legendrienne est définie en
associant a une sous-variété legendrienne A C Y une algebre différentielle graduée
(DGA) (A(A),0). La différentielle O sur A(A) est une application de degré —1 dé-
finie en comptant des courbes holomorphes dans la symplectisation de Y a bord sur
la lagrangienne R x A. Nous commengons ce chapitre en définissant un degré qu’on
peut attribuer a chaque corde de Reeb de A, puis nous explicitons les espaces de mo-
dules de courbes holomorphes nécessaires a la définition de 1’homologie de contact
legendrienne.

4.1 Degré.

Soit A C (P?" x R, dz + [3) une sous-variété legendrienne connexe et ¢ une corde de
Reeb d’extrémités ¢~ et ¢'. La définition du degré d’une corde d’une sous-variété le-
gendrienne dans P x R est expliquée dans [EESO7], nous la rappelons ici. Considérons
un chemin ~.: [0, 1] — A dans de .(0) = ¢t av.(1) = ¢ tel que IIp(.) borde une
surface S dans P, et une structure presque complexe .Jp sur P compatible avec dS. On
peut donc voir 7'P comme un fibré complexe et donnons-nous alors une trivialisation
symplectique de 7'P le long de I1p(~.) induite par S. Cela permet de voir I1p (7, A)

47
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comme un chemin I'(¢) d’espaces lagrangiens dans R?". Ce chemin n’est pas fermé
car T,- A et T.+ A sont transverses d’ol I1p(7,-A) et [Ip(7.+A) le sont aussi. Pour
fermer le chemin, soit § € (0; 7] I’angle entre les sous-espaces lagrangiens I1p(7,- A)
et [Ip(T.+A) Ip(T-A) et I1p(T.+A) sont transverses et non orientés). On considere
alors le chemin 7: [0,1] — C" défini par n(t) = ¢“'11p(T,- A). L'indice de Conley-
Zehnder de c est alors défini comme étant 1’indice de Maslov du lacet de lagrangiens
I" % 7, et est noté v, (c). Finalement, on définit le degré de ¢ par |c| = v, (c) — 1.
Dans cette définition, on fait un certain nombre de choix :

1. le choix d’un chemin dans A reliant les deux extrémités de la corde c : cela
implique que le degré dépend de la classe de Maslov de A,

2. le choix d’une trivialisation de T'P : cela implique que le degré est bien défini
modulo 2¢; (P) ot ¢1(P) est la premiere classe de Chern du fibré complexe T P.

Si la premiere classe de Chern de P et la classe de Maslov de A sont nulles, alors
le degré des cordes est a valeurs dans Z.

Si A est une sous-variété legendrienne de J'(M) et que I1r(A) est sa projection
de front alors on peut calculer le degré des cordes de Reeb par la formule suivante.
Soit ¢ une corde de Reeb de A avec ¢~ et ¢* les points de IIz(A) qui correspondent
aux extrémités de c. Il existe des voisinages V'~ et V1 de ¢ et ¢* respectivement dans
M x R tels que IIp(A) NV~ soit le graphe d’une fonction définie sur un voisinage
de cpy = my(c™) = my(ct) € M et a valeurs réélles h™ et que I1x(A) N VT soit le
graphe d’une fonction du méme type h*, ot 7y : M xR — M.Sih = ht —h~, alors
¢y est un point critique de % et on peut donc définir la Hessienne d? - Le degré de la
corde c se calcule alors par :

le| = D(e) = U(e) +ind(dz, h) — 1 (4.1)
ol . est un chemin dans ITx(A) reliant les points ¢* a ¢, D(~,) correspond au nombre
de cusps par lesquels passe 7. en "descendant*, U(~,) correspond au nombre de cusps
par lesquels passe 7. en “montant” et ind est I’indice de la forme quadratique dth.

Exemple 9. On peut calculer que la corde a du noeud legendrien sur la figure est
de degré 1 alors que la corde a de la sphere legendrienne de la méme figure est de degré
2.

Remarque 6. Si A n’est pas connexe et que ¢ est une corde mixte d’extrémités ¢t €
At etc™ € A~, ol A* sont des composantes connexes de A, on choisit deux points
pT € AT et des chemins . et 4. reliant respectivement ¢t a p* et p~ a ¢~. Enfin,
on se donne un chemin ~, _ reliant p™ a p~ et alors le degré de c est défini par |c| =
Vo Uy Uns (¢) — 1, 0t v U~y — U~ représente la concaténation des trois chemins.
Le degré des cordes mixtes dépend du choix du chemin v, _ mais pour deux cordes

mixtes c1, co de A~ vers AT, la différence |c1| — |c2| ne dépend pas de 7.
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4.2 Espaces de modules, transversalité et recollement.

L approche initiale de Chekanov pour la définition de I’homologie de contact legen-
drienne en dimension 3 n’est pas de compter des courbes holomorphes dans la sym-
plectisation de R® mais est entierement combinatoire, il compte des polygones courbes
a bord sur la projection lagrangienne du noeud legendrien pour définir la différentielle
du complexe. Ekholm, Etnyre et Sullivan ont généralisé cette notion pour des legen-
driennes dans P x R en comptant des courbes holomorphes dans P a bord sur I1p(A),
oullp: PxR — P estlaprojection. Plus précisément, si .Jp est une structure presque
complexe sur P et a et by,...,b, des cordes de Reeb de A avec b = by - ... - by, ils
considerent des espaces de modules

Miip (), (a; b)
de courbes holomorphes u: (S,,7) — (P, Jp), telles que :
o u(0;S,) C lIp(A)
o lim, ., u(z) =Ip(a)etlim,,, u(z) = Ip(b;) pouri > 1
e u se releve sur 05, en une application u: 05, — A

e a est une asymptote positive et les b; des asymptotes négatives dans le sens ou si
on note a™ les extrémités de la corde a et b les extrémités de la corde b;, quand
on parcourt ﬁ(@DQ) dans le sens positif, on atteint ¢~ avant a™ et les b, avant
les b, pour tout 7 > 1.

D’un autre co6té, Eliashberg, Givental et Hofer ([EGHOQ]) introduisent la théorie
symplectique des champs, et Eliashberg dans [Eli98]] donne alors les idées de nou-
veaux invariants de sous-variétés legendriennes obtenus en comptant des courbes holo-
morphes dans la symplectisation de la variété€ de contact. Dans le cas de la dimension 3,
pour un noeud legendrien A, Etnyre, Ng, et Sabloff ([ENS02, Theorem 7.7]) montrent
que les espaces de modules de courbes a bord sur la projection lagrangienne de A
et asymptotes a des cordes de Reeb sont homéomorphes aux espaces de modules de
courbes a bord sur R x A dans la symplectisation de la variété de contact et asymptotes
a ces mémes cordes de Reeb. La généralisation de ce résultat en toute dimension est
faite dans [EESOSb] par Ekholm, Etnyre et Sullivan. Finalement, Dimitroglou-Rizell
a montré dans [DR16b] que si Jp satisfait certaines conditions techniques, alors les
deux approches, celle combinatoire (Chekanov) et celle de type théorie des champs
symplectiques (Eliashberg) sont équivalentes, autrement dit donnent le méme inva-
riant. Plus précisément, notons (A) la condition suivante : il existe un voisinage U
des points doubles de IIp(A) tel que dans ce voisinage Jp soit intégrable et I1p(A)
soit réél-analytique. Alors si Jp satisfait (A) et est réguliere, un relevé cylindrique
Jp de Jp par la projection I1p est aussi réguliere et il y a un difféomorphisme entre
Mega 7, (a;b) /R et M, (a), 7, (a; b) donné par I1p.
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Parmi les structures presque complexes sur P satisfaisant (A), il existe un ouvert
dense de telles structures Jp qui sont régulieres [EESO7, proposition 2.3], et donc alors
les espaces de modules My, (n), s, (a; b) sont des variétés dont la dimension s’exprime
en fonction du degré des asymptotes de la fagon suivante :

dimMHP(A)aJP(a; b) = |a| - Z |b1| —1

et donc on obtient aussi

dim My, 7,(a;b) = dim Mipa) s, (a;0) + 1T =la| = Y [bi]  4.2)

)

Remarque 7. Dans cette these, pour définir le produit sur I’homologie de Floer des
cobordismes lagrangiens et la structure A, nous allons compter des courbes holo-
morphes a bord sur les cobordismes. C’est pourquoi nous nous intéressons aussi plus
spécifiquement a la définition de I’homologie de contact legendrienne en comptant des
courbes dans la symplectisation de la variété de contact a bord sur le cylindre R x A,
plutdt que compter des courbes a bord sur la projection lagrangienne de A.

Remarque 8. Ci-dessus on a rappel€ que la transversalité¢ des espaces de modules
Mga.7,(@;b) (Jp régulitre) peut s’obtenir a partir de la transversalité des espaces
de courbes dans P, en utilisant le résultat de Dimitroglou-Rizell. Par un argument
d’injectivité, on peut aussi prouver qu’il existe un ouvert dense de structures presque
complexes compatibles sur R x Y qui sont régulieres pour les espaces de modules
Mg, AJp (a; b), cependant ces structures ne sont pas nécessairement cylindriques. Tou-
tefois, Dimitroglou-Rizell a aussi montré ([DR16a, proposition 3.15]) que générique-
ment les structures presque complexes cylindriques sur R x Y sont régulieres.

Dans ce chapitre, nous aurons aussi besoin de la transversalité des espaces de
modules Myx(y";71,...,74) de courbes a bord sur un cobordisme A~ <y AT et
d’asymptotes 7* € R(AT) et 11,...,74 € R(A7). Soit T > 0 tel que X\(Z N
[-T,T] x Y) soit cylindrique, alors pour un choix générique de structure presque
complexe dans J;- j+ (R x Y), les espaces de modules My (y";71,...,7q) sont
transverses (voir [EHK16, lemme 3.8] et [CDRGG!, proposition 4.7]). Etant donné que
I’intersection de propriétés génériques donne encore une propriété générique, on en
déduit qu’on peut trouver des structures presque complexes qui sont a la fois régu-
lieres pour les espaces de modules d’homologie de contact legendrienne de A* et les
espaces de modules Mx(~v"; 71, ..., 74). En effet, il suffit de considérer des structures
presque complexes J* € JU (R x Y') régulieres pour les espaces de modules de type
Megns = (a*; bF) avec a* € R(A*) asymptote positive et b= mot de cordes de Reeb
de A* asymptotes négatives.

D’apres les résultats de compacité, on sait qu’'une suite de courbes holomorphes
d’asymptotes 7o, 71, - - -, 74 dans un des espaces de modules ci-dessus possede une
sous-suite qui converge vers un batiment holomorphe approprié. Ceci implique que la
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compactification de I’espace de modules est incluse dans la réunion disjoints des bati-
ments holomorphes asymptotes a v, 71, - - - , Y4. Maintenant, il faut montrer 1’inclusion
inverse. De facon standard cela se montre par des résultats de recollement. Le résultat
principal correspondant dans le cadre de ’homologie de contact legendrienne pour des
legendriennes dans P x R est démontré par Ekholm, Etnyre et Sullivan dans [EESO7,
proposition 4.6]. Ce résultat s’applique aussi plus généralement pour des batiments
holomorphes a bord sur Y, cobordisme qui n’est pas nécessairement un cylindre. En
effet, les estimations nécessaires a la preuve du résultat de recollement sont locales :
lorsque deux courbes se recollent au niveau d’une corde de Reeb, on réalise dans un
premier temps un pré-recollement dans un petit voisinage de la corde en question, puis
dans un second temps, on établit un certain nombre d’estimations analytiques dans ce
voisinage sur la courbe pré-recollée, afin de trouver la courbe holomorphe qui est la
courbe recollée cherchée. Une des propriétés de la courbe recollée est que son indice
est égal a la somme des indices des courbes du batiment holomorphe dont elle est issue
(voir par exemple [EkhOS8) lemme B.6]).

4.3 Algebre de Chekanov

Nous pouvons a présent définir a proprement parler 1’homologie de contact legen-
drienne d’une sous-variété legendrienne A C (Y, «). Soit J une structure presque
complexe sur R x Y compatible avec d(e). Pour alléger les notations on n’indiquera
plus systématiquement le ““.J”” dans les espaces de modules. Notons C'(A) ’espace vec-
toriel sur Z, engendré par les cordes de Reeb de A, et A(A) = @ C(A)® I’algebre

tensorielle de C'(A). Les cordes de Reeb sont munies d’un degré défini au paragraphe
qui induit un degré sur A(A) : si b = by - - - by, est un mot de cordes de Reeb alors
|b| = >, |bi|. Si a est une corde de Reeb de A, alors on définit :

0a)=>_ Y #Mz.a(a;b) b
m>0 b=by---byy,
|bl=lal-1
ol a est une asymptote positive et les b; sont des asymptotes négatives, et quand m =
0 on pose b = 1. On étend la différentielle a toute I’algebre A(A) par la regle de
Leibniz 0(ab) = 0(a)b + ad(b) qui n’a pas de signe ici comme le corps de base
est Zo. Remarquons que les espaces de modules impliqués dans la définition de la
différentielle sont de dimension O par et comme ils sont compacts alors la somme
est bien finie. En effet, pour chaque mot de corde de Reeb b, MVRX Ala; b; J, p) est
un ensemble fini de points et la condition de corde-généricité sur A implique aussi
qu’il n’y a qu’un nombre fini de cordes. Chekanov puis Ehkolm, Etnyre et Sullivan
ont montré le théoréeme suivant, qu’on énonce avec la version SFT de la définition de
I’homologie de contact legendrienne :

Théoreme 7. Pour un choix générique de structure presque complexe J, on a :
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e 02 =0,

e L’homologie de contact legendrienne LCH,(A, J) est invariante par isotopie
legendrienne de A et ne dépend pas du choix générique de structure presque
complexe J.

Démonstration. Nous montrons seulement ici la premiere partie du théoreéme, c’est-a-
dire que O est une différentielle, car le raisonnement utilisé ici reviendra énormément
dans le reste de la these. Si a est une corde de Reeb on peut calculer directement :

000(a)=>" > #Mzuala;b)-0(b)

m>0 b=b1 b,
|b]=[a]-1

Or par la regle de Leibniz on a

O(b) = by bi10(bi)bisa - by,
=1
etpourtout 1 <v < m:
Z Z #M]RXA b17 c )
pi=0 ’—c c1
|t =1bi| -1

En notant by, (¢') le mot b auquel on enléve la corde b; qu”on remplace par le mot ¢/,
on obtient :

Z Z Z #MRXA(GSb)#ﬂRXAwi;Ci)'b{bi}(ci)

b=by by =1 gi=ci ..l
pl=lal=1
|et|=[bi]—1

Z Z Z #(MVRXA(G;b)XﬂRxA(bi;Ci))'b{bi}(Ci)

b= bl b'nL =1 C _Cl C
b|=|a|—

= > Z Z #aMRanb{b}( c')) - buy(c)

el T oA
a
=1

Or Mg (a; byy,1(c')) est une variété de dimension 1 et d’apres les résultats de type
compacité de Gromov (voir par exemple I’article [BEH™03] de Bourgeois, Eliashberg,
Hofer, Wysocki et Zehnder), elle se compactifie en ajoutant les courbes brisées obte-
nues en faisant dégénérer les courbes d’indice 2. Ces courbes brisées constituent le

bord de la compactification notée M de la variété, et c’est exactement ce que compte
0?. Etant donné que le bord d’une variété de dimension 1 est composé d’un nombre
pair de points, il s’en suit que le compte final dans 9%(a) vaut 0. O
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a a

€1 €2 by b3 by b b3

FIGURE 4.1 — Exemple de dégénérescence d’une courbe d’indice 2 dans
Mgya(a;ci, ca, by, b3). La courbe brisée a droite contribue a 9%(a).

Finissons ce paragraphe en donnant deux exemples de calcul de I’algebre de Che-
kanov.

Exemple 10. Commencgons par I’exemple le plus simple, nous allons calculer I’homo-
logie de contact legendrienne du noeud trivial Ay dans R3. La projection lagrangienne
de ce noeud est représenté sur la figure Ce noeud ne posseéde qu’une seule corde
de Reeb a et on a donc C'(Ag) = Zs(a), avec |a| = 1 € Z car rot(Ag) = 0. Il reste a
calculer d(a). Il y a deux disques holomorphes a bord sur ITg2(A() qui ont seulement a
comme asymptote et c’est une asymptote positive. Ces disques correspondent aux deux
composantes connexes compactes de R?\ITgz2(Ag). On obtient alors (a) =1+ 1 =0
etdonc LCH;(Ao) = Z, pour tout 7 > 1 o a” est un générateur de LC Hy,(Ay).

Exemple 11. Regardons maintenant le cas du noeud de trefle dans R? que nous notons
A et dont la projection lagrangienne est représentée sur la figure [2.1] 4 droite. Encore
une fois rot(A) = 0 donc I’algébre est graduée dans Z. Il y a cinq cordes de Reeb qui
ont pour degré |a;| = |as| = 1 et |b1] = |ba| = |bs| = 0. On sait déja que 9(b;) = 0
pour ¢ = 1,2, 3 car la différentielle est de degré —1 et il n’y a pas de corde de degré
—1. Maintenant, pour calculer d(a1), on cherche toutes les régions délimitées par ITg:
qui ont pour sommet a; positif puis éventuellement d’autres sommets négatifs, et on
fait de méme pour calculer d(az). On trouve :

8(@1) =1 + bl + b3 + blb2b3
(‘3(@2) =1 + bl + bg + bgbgbl
d(b;) =0pouri=1,2,3

Ces exemples mettent en évidence la complexité de I’homologie de contact le-
gendrienne. En effet, méme pour le noeud le plus simple qu’on puisse imaginer, le
noeud trivial, ’homologie est déja de dimension infinie. Ainsi, méme si I’homologie de
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contact est un invariant par isotopie legendrienne, il peut étre compliqué par exemple
de le calculer et de déterminer si les homologies associées a deux legendriennes dis-
tinctes sont isomorphes ou non, surtout si elles sont de dimension infinie. Dans les
sections [4.5] et nous verrons comment on peut extraire de 1’homologie de contact
legendrienne des invariants plus calculables comme en particulier les homologies de
contact legendrienne linéarisée et bilinéarisée.

4.4 Morphisme induit par un cobordisme

Avant de définir ’homologie linéarisée, nous allons nous intéresser au lien entre les ho-
mologies de contact legendriennes des bouts legendriens d’un cobordisme lagrangien
exact. Soient Y un cobordisme lagrangien exact de A~ vers A™. Il existe un morphisme
d’algebres différentielles graduées ¢ entre les algébres de Chekanov (A(AT),07) et
(A(A™),07), qui atout d’abord été suggéré par Chantraine dans [Chal0] dans le cas ou
> est une concordance lagrangienne, puis Ekholm, Honda et Kalman dans [EHK16]
ont défini ce morphisme dans le cas ou X est un cobordisme lagrangien exact quel-
conque. Le morphisme ¢ est défini en comptant des courbes holomorphes a bord sur
Y. de la fagon suivante : si vy € R(AT), alors

s = DY H#Ms(yTiyT) T
m>0
1 - YmER(AT)
Y=V Ym

et on étend ¢ en un morphisme d’algebre par ¢(7, v ) = ¢(7{ )é (5 ). Contrairement
a la définition de I’homologie de contact legendrienne, il n’y a plus d’action de R
par translation car on compte des courbes dans un cobordisme quelconque et pas un
cylindre trivial. Les espaces de modules impliqués dans la définition de ¢ ici sont de
dimension 0. Dans le cas ou X est un cylindre trivial, ¢ est I’identité.

Théoreme 8. [EHKI6, Théoréme 1.2] ¢ est un morphisme d’algebres différentielles
graduées : po 0t + 9~ o ¢ = 0.

Démonstration. On montre que ¢ est un morphisme de DGA de la méme facon que
I’on montre que 0 est une différentielle. On étudie les dégénérescences de courbes dans
des espaces de modules Mx(v";v;,...,7,,) de dimension 1. Nous représentons sur
la figure[d.2]les deux types différents de dégénérescences qu’on peut obtenir. Certaines
dégénérescences contribuent a ¢ o 97, les autres a 9~ o ¢. H

Le fait que ¢ soit un morphisme de DGA implique qu’il induit un morphisme en
homologie ®: LCH,(AT) — LCH.(A7).

Si A= = (), alors X est un remplissage lagrangien et ¢: A(AT) — Z, satisfait
¢ o 0" = 0, ou Zs est vu comme une DGA avec une différentielle nulle. Ce type
de morphisme s’appelle une augmentation de A(A™). Les augmentations associées a
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b
A+ A+
R x At 1 b 0
) 0 0 0 Rx A~ 1 0 0

FIGURE 4.2 — Exemple de deux types de dégénérescences d’une courbe d’indice 1.
A gauche : configurations brisées qui contribue a ¢ o 97 (y), a droite : configuration
brisée qui contribue 2 9~ o (7).

une sous-variété legendrienne donnent beaucoup de nouvelles informations sur cette
derniere et permettent notamment de définir I’homologie de contact legendrienne li-
néarisée.

4.5 Linéarisation

Soit A C Y une sous-variété legendrienne. Rappelons que I’algebre de Chekanov
associée a A est I’algebre tensorielle A(A) = @, C'(A)®". Selon cette décomposition
la différentielle restreinte a I’espace vectoriel C'(A) se réécrit 0 = ) .., 0;, ou 0; =
pr; 00: C(A) — C(A)®* avec pr, la projection sur C'(A)®?. Pour i = 0, J est a valeurs
dans Z.

Si 9y = 0, alors &> = 0 implique que 9? = 0 et donc (C(A), d;) est un complexe,
avec une différentielle linéaire. L’homologie de ce complexe est de dimension finie,
c’est I’homologie de contact legendrienne linéarisée de A.
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Etant donné une sous-variété legendrienne quelconque, la condition 9y = 0 n’est
pas toujours vérifiée, elle ne I’est pas par exemple pour le noeud de trefle (voir exemple
[11)). Pour obtenir tout de méme cette condition, on conjugue la différentielle O par un
isomorphisme d’algebres g. afin d’obtenir une nouvelle différentielle O° satisfaisant
05 = 0 et telle que les homologies des DGA (A(A), 0) et (A(A), 0°) soient isomorphes
(Chekanov a en fait montré que ces algebres ont le méme fype stable ce qui est encore
plus fort, nous renvoyons a [Che02]] pour la définition). L’ isomorphisme par lequel on
conjugue la différentielle est défini a partir d’une augmentation de A(A).

Définition 16. Une augmentation de (A(A), 0) (sur Zy) est un morphisme d’algebres
différentielles graduées €: A(A) — Z,. Autrement dit, ¢’est une application qui satis-
fait :

e c(a) =0si|a| #0,
o c(ab) = e(a)e(b),
e c00=0

Notons que € est un morphisme d’algebres unitaires donc en particulier il satisfait
e(1) =1.

Les augmentations provenant de remplissages lagrangiens (fin de la section précé-
dente) sont appelées géométriques.

Remarque 9. 11 existe beaucoup de sous-variétés legendriennes qui ne possedent pas
d’augmentations. C’est le cas par exemple des sous-variétés ldches définies par Mur-
phy dans [Mur].

Etant donné une augmentation ¢ de A(A), on définit le morphisme d’algébres
ge: A(A) — A(A) sur les cordes de Reeb par g.(a) = a + £(a). C’est un morphisme
de DGA car € o 0 = 0, et ¢’est méme un isomorphisme d’inverse g. comme on est sur
Zy. En notant &° = g-' 0 d o g. on peut vérifier que 95 = 0 et on a donc un complexe

(C(A),05) avec

Ola)= D > #Muaala;b)-e(bp,y(1) - b
b=by by, i=1
|bl=la|-1
L’homologie de ce complexe est [’homologie de contact legendrienne de A linéarisée
par ¢ et elle est notée LOCHE(A).

Théoreme 9. [Che02)] L’ensemble {LCHZ(A) /c}/ ~ des classes d’isomorphisme
des homologies de contact legendriennes linéarisées est invariant par isotopie legen-
drienne de A et ne dépend pas d’un choix générique de structure presque complexe.
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Cet invariant est plus calculable que I’homologie non linéarisée et a permis a Che-
kanov de donner un des premiers exemples de noeuds legendriens possédant les mémes
invariants classiques mais qui ne sont pourtant pas legendrien-isotopes. On peut encore
une fois regarder comment se comporte 1’homologie linéarisée dans les corbordismes.
Soit A= <y AT un cobordisme lagrangien exact et ¢: A(A1) — A(A7) le morphisme
de DGA induit par X. Si e~ est une augmentation de A(A~), alors e := ¢~ o ¢ est une
augmentation de A(A™), en effet ¢’est un morphisme d’algebres graduées de A(A™)
vers Zs et

ef0d" =c"0¢o0d =700 0p=0

ou la deuxieme égalité vient du fait que ¢ est un morphisme de DGA et la der-
niere est vraie car €~ est une augmentation. On peut linéariser ¢ par €~ pour obte-
nir ¢.-: C(A"T) — C(A7) qui est une application linéaire définie sur C'(A™) par
¢~ = (g © ¢ 0 g+ )1 ou plus précisément :

0O = D #Ms(T) e (v (D)

On peut monter que ¢.- est un morphisme de complexes en utilisant la méme méthode
que pour montrer que ¢ est un morphisme d’algebres, et donc ¢.- induit en homologie
une application d.- : LCH:" (AT) — LCHS (A™)

4.6 Une A, -catégorie : la catégorie d’augmentations

4.6.1 Cohomologie de contact legendrienne

La cohomologie de contact legendrienne linéarisée est définie de fagcon analogue a
I’homologie, elle est intéressante a considérer car en particulier la différentielle cor-
respond a I’opération d’ordre 1 d’une algeébre A, qu’on peut associer a A et qui a été
définie par Civan, Koprowski, Etnyre, Sabloff et Walker dans [CKE™11]].

Soit C*(A) I’espace vectoriel dual de C'(A), et pour simplifier les notations on
note de la méme fagon les cordes de Reeb et leur dual, et la plupart du temps on
notera donc C'(A) au lieu de C*(A). Soit € une augmentation de .A(A). Le complexe
de la cohomologie de contact legendrienne linéarisée est le complexe (C*(A), pl) ot
sibe C*(A),ona:

HOEEY Y #Mpsa(a;6,0,€) - e(6)2(€) - a
a€R(A) 8,6
|6]+[b|+|€]=]a] -1

ol § et € sont des mots de cordes de Reeb de A. L’application p! est en fait le dual de
05 définie dans la section précédente. On note LC'H*(A) I’homologie de ce complexe,
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qui est la cohomologie de contact legendrienne de A linéarisée par . Tout comme pour
I’homologie, I’ensemble des classes d’isomorphisme des cohomologies legendriennes
linéarisées par les augmentations de .A(A) est un invariant par isotopie legendrienne et
ne dépend pas d’un choix générique de structure presque complexe.

Ekholm, Etnyre et Sabloff dans [EES09] ont montré que la cohomologie de contact
legendrienne linéarisée de A est directement liée a I’homologie linéarisée et a 1’homo-
logie singuliere de A a coefficients dans Z, a travers une longue suite exacte de dualité :

oo = Hyy(A) = LCH " Y(A) = LCH{(A) — Hp(A) — ...
ou n est la dimension de A. D’autre part, si € est une augmentation géométrique de A

induite par un remplissage ) <x, A, alors Ekholm & montré dans [Ekh12]], en utilisant
la suite de dualité, que :

H.(X)~ LCH!*(A)
connu comme 1’isomorphisme d’Ekholm-Seidel. Ce résultat est un résultat d’obstruc-
tion a I’existence de remplissages lagrangiens pour une sous-variété legendrienne A.
En dimension 3, si A est un noeud legendrien tel que pour toute augmentation £ de
A(A), LCH?(A) n’est pas isomorphe a I’homologie singuliere a coefficients dans Z
d’une surface a bord, alors A n’est pas remplissable.

4.6.2 Une algebre A,

Pour obtenir une algebre A, notons u’: C(A)®" — C(A) le dual de I’application
0:: C(A) — C(N)®'. Larelation (0°)? = 0 s’exprime a I’aide des 0; par :
d d—-m
Z Z(id‘@d’m’” 205, @id®) 0 d5 ., =0
m=1 n=0
pour tout d > 1. Le dual de cette relation est :
d d-m
S0 (0 e 10 =
m=1 n=0

qui correspond exactement a la relation A, satisfaite par les opérations (1), (voir
B.1). L’ algebre tensorielle A(A) = €, C(A)®* munie des opérations (4.);>; est donc

une algébre A,. On peut donner une formule pour les opérations ¢ : si by, . . ., by sont
des cordes de Reeb de A alors on a :
p(ba - by) = > #Murxa(a;01,b1,02, ... ,ba,0441) - £(81...0441) - a
a€R(A)
81,e0a11

22 184 |+1bi|=lal -1
ou les d; sont des mots de cordes de Reeb de A.
On peut en fait aller plus loin et construire une catégorie A, associée a une sous-
variété legendrienne A, c’est la catégorie d’augmentations notée Aug_(A). Cette caté-
gorie a été définie par Bourgeois et Chantraine dans [BC14]].
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4.6.3 La catégorie d’augmentations

Bilinéarisation

Le processus de linéarisation de la différentielle de Chekanov est puissant car il permet
d’obtenir un invariant de sous-variétés legendriennes calculable. Cependant, lors de ce
processus beaucoup d’information se perd, en particulier la différentielle linéarisée ne
distingue plus la non-commutativité de la différentielle de Chekanov. Afin de garder
en mémoire cette non-commutativité, 1’1dée est de linéariser la différentielle a 1’aide
non pas d’une seule augmentation mais de deux, c’est la bilinéarisation.

Soient €1, €5 deux augmentations de A (A). La différentielle bilinéarisée par (1, £2)
est une application 9°*°2: C'(A) — C(A) définie de la fagon suivante :

5 (a) = Z Z #MRxA(CL; b) - e1(by...bi1)ea(biz1 .. by) - by

b=by- by, i=1
|b]=[a]-1

Théoreme 10 ([BC14]).

1. Pour toute paire d’augmentations (£1,¢3), (C(A), 0°°2) est un complexe (autre-
ment dit (0°"°2) = () et son homologie est I’homologie de contact legendrienne
bilinéarisée par (e1,€5) notée LC HEV2(A).

2. L’ensemble des classes d’isomorphismes { LCH®*2(\) / (1,€2)}/ ~ est inva-
riant par isotopie legendrienne de A\ et ne dépend pas d’un choix générique de
structure presque complexe

Nous démontrerons le point 1 du théoreme a la sous-section suivante et renvoyons
a [BC14] pour la démonstration du point 2.
Remarque 10. La différentielle de Chekanov bilinéarisée par (e, <) est la différentielle
linéarisée par 0°.

Maintenant, si on considere d + 1 augmentations (g1, ...,£441) de A(A), on peut
construire une opération

gt O(A) = C(A)™

définie par :

OF L fdtt (CL) = Z Z #MRXA(CL; b)gl(bl ... bi1_1>€2(bi1+1 c.. bi2_1)

b=by--by, 111 <-<ig<m
lbi=lal1

.. -8d+1(bid+1 . . bm) . bilbig .. 'bid

et donc un mot de cordes de Reeb b dans 0(a) contribue a 9°'*4+1(a) seulement s’il
est de longueur au moins d.
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On peut considérer les opérations analogues en cohomologie, on note

4.3)

d
'u5d+1:-~7€1

le dual de 9°t~“4+1 et dans le cas d = 1, le point 1 du théoréme [10] implique que
(1, ) = 0et (C(A),pl,.,) estle complexe de la cohomologie de contact legen-
drienne de A bilinéarisée par (g1, €3). Plus généralement, on peut montrer que les opé-
rations ugdﬂr__’gl satisfont la relation A., en montrant qu’elles correspondent a des
composantes de la différentielle linéarisée de la k-copie de A.

Dans la k-copie de A

Pour £ > 1 un entier, la k-copie de A notée A®) se construit de la fagon suivante.
Posons tout d’abord A; := A, et pour € > 0 petit on pose A; := @ﬁ(A) pour 2 < j <
k, ot o est le flot du champ de Reeb (qui est 0. ici). La sous-variété legendrienne
obtenue Ay UAyU - - - U Ay posséde une infinité de cordes de Reeb, on la perturbe donc
pour la rendre corde-générique. Pour cela, considérons f;: A — R pour2 < j < kdes
fonctions de Morse telles que les fonctions f; — f; soient aussi des fonctions de Morse.
On identifie un petit voisinage tubulaire de AN] a un voisinage de la O-section dans
JY(A), et on remplace A par le 1-jet de la fonction f; : 51(f;) = {(q, dgf;, f;(0))/ q €
A} C JY(A) qu on note alors A; C P x R. La k-copie A posséde plusieurs types de
cordes de Reeb :

1. les cordes pures qui sont les cordes des A;, et il y a une bijection entre R(A) et
R(A;) pour tout 2 < j < k, c’est-a-dire qu’a chaque corde de Reeb de A on
peut associer une corde de Reeb de A;.

2. les cordes de Morse qui sont des cordes mixtes issues de la perturbation par les
fonctions f;, ce sont donc des cordes qui correspondent aux points critiques des
fonctions f; et des fonctions f; — f;.

3. les petites cordes mixtes (pas de Morse) qui sont les cordes de A; a A pouri > j,
en bijection avec les cordes de A,

4. les longues cordes mixtes (pas de Morse) qui sont les cordes de A; a A; pour
1 > j correspondant aussi bijectivement aux cordes de A,

On note C*7 le Zy-espace vectoriel engendré par les cordes de Reeb de A; vers A,
qui correspondent a des cordes de A (donc pas des cordes de Morse), et on note C’Jl\j
I’espace vectoriel engendré par les cordes de Morse de A; a A;. On a donc finalement
la décomposition suivante :

cA®) =Pt @ o P (e

1<i<k 1<j#£i<k 1<j<i<k
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chaque terme de la somme correspondant dans 1’ordre aux cordes pures, aux cordes
de Morse, aux petites cordes mixtes et aux longues cordes mixtes. Pour une corde
pure a € R(A), on note a*’ la corde de Reeb correspondante dans C*7. Enfin, on
note A(A®) = @,C(A®)% I’algebre de Chekanov de A*) (algebre tensorielle de
C(A®)) et 9% 1a différentielle associée définie a la section

Soient (g1, ...,¢x) des augmentations de .A(A). On considere le morphisme d’al-
geébres £ : A(A®)) — 7Z, défini sur les cordes de Reeb par :

e® (@) = g;(a)
e®)(a"7) = 0 pour i # j

5(k)(cM) = 0 pour c,; corde de Morse
Lemme 2. %) est une augmentation de A(A®).

Démonstration. Commencgons tout d’abord par préciser que comme les perturbations
de Morse sont petites pour former la k-copie, la différentielle de Chekanov de A(A;)
est la méme que celle sur A(A) aprés identification des cordes de Reeb, et donc une
augmentation de A(A) est aussi une augmentation de A(A;) (voir [CDRGGI1S5, pro-
position 2.7]). Maintenant pour montrer le lemme il faut vérifier que ¢* o 9¥) = 0.
Pour i # j, chaque mot de cordes de Reeb dans 9*)(a*7) contient au moins une corde
mixte donc ) 0 9*) (a?7) = 0 car £*) n’augmente pas les cordes mixtes, et il se passe
la méme chose pour les cordes de Morse. Puis, pour les cordes pures, soit 9% (a’?)
contient des cordes mixtes et on se retrouve dans le cas précédent, soit seulement des
cordes pures de A; et donc ) 0 %) (a*") = £; 0 d(a) = 0 car &; est une augmentation

de A(A). N

Une fois que A(A®*)) est munie d’une telle augmentation qu’on appelle augmen-
tation diagonale, nous pouvons calculer ’homologie de contact legendrienne de A*)
linéarisée par cette augmentation. Le complexe correspondant est (C'(A®)), 95*) o
" = 9w 0 0M 0 gy : C(AW) — A(AW) se décompose en une somme " =
> =" telle que 67" : C(A®) — C(A®))® Comme 2 la section m le fait que
(6=™)2 implique que pour tout d > 1 :

d
SN @@ @id®) 0 955, = 0 (4.4)

m=1

U

3

S
Il
o

Concentrons-nous sur la composante suivante de la différentielle restreinte 2 C*! :

aka L Ck 1 @ Ck,ld ® Cldii-1 g ... g 012,1
a>1
1<ia, ... ig—<k
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le terme de droite pour d = 1 étant simplement C'*! par convention. Cette composante
de la différentielle se décompose en une somme

(k) ) )
T S (4.5)

d>1
1<ia,..ig<k

Le dual de 0°**2»a** correspond alors a I’application ,ugkﬁ
ragraphe précédent (voir (&.3)).

., ¢, définie au pa-
dﬂ"‘i 2

Remarque 11. Au paragraphe (4.3)), on a défini les M?kafid7~--75i2:51
courbes dans Mgy a(a; 1, b1, 04, ..., 0;,,b4,0;) et en augmentant les §; par les aug-
mentations €1, &;,,...,&;,,ck. 11 y a en fait une correspondance bijective entre ces
courbes et les courbes a bord sur R x A®*) dont les asymptotes sont les cordes de
AgaAj,de A, al,.,deA;, aA et de Ay a A;, qui correspondent bijectivement
éa,bl,...,bd.

en comptant des

id—1

D’autre part, les cordes de Morse forment un sous-complexe de (C(A®), o)
car la différentielle diminue I’action (paragraphe[3.6.1)) et comme les perturbations des
legendriennes pour former la k-copie sont trés petites, on peut supposer que les cordes
de Morse sont les cordes de plus petite longueur (voir [BC14]]). Ainsi, o (Cy) C
C, et donc la relation ((“)E(k))2 implique que ( féi),l)Q, ce qui par la décomposition
@.5) donne que pour tout 1 < is,...,i; < k:

d d—m
Z Z(id@d_m_n ®a€in+17“"5im+n+1 ® id®n) 0 Q1 fint 1 Fimpnt1 otk — () (4.6)
m=1 n=0
Remarquons que dans le cas d = 1, on obtient 9 o 9°1*¢ = () ce qui prouve

le point 1 du théoreme [I0] Maintenant, en dualisant (4.6)), on trouve que pour tout
1 <ig, ... ig<k:

d
d—m+1 s 1®d—m—1 m
Z /Jlsk,..., €1 (ld ®N6im+n+1"”’

E'L'm-&-n+1 757;n+1 e

®id®") =0

Cint1

qui correspond a la relation A.

Remarque 12. On peut remarquer que pour calculer les différentielles bilinéarisées il
suffit de considérer la 2-copie de A. Et pour obtenir les relations A, avec un nombre
d’augmentations plus grand que k, il suffit de faire le méme raisonnement en considé-
rant autant de copies de A que d’augmentations.

La catégorie Aug_(A)

On peut maintenant définir la catégorie d’augmentations de A.
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Définition 17. La catégorie d’augmentations Aug_(A) associée a A est une catégorie
A définie de la fagon suivante :

e Ob(Aug_(A)) : e augmentation de A(A)

b h0m<51,€2> - (C(A)7/’l’;1,€2)

e pour chaque d-uplet d’augmentations ¢1, . .., €441 les applications

., : hom(eq,€441) ® --- ® hom(ey, £2) — hom(ey, €q41)
définies par (4.3) sont les opérations A, de la catégorie.

Cette catégorie par contre n’est pas unitaire, et donc on ne peut pas parler d’équi-
valence de catégorie. Toutefois, Bourgeois et Chantraine ont défini une notion de
pseudo-équivalence pour les catégories A., non unitaires, et a partir de cette relation
ils montrent le théoréeme suivant :

Théoreme 11. Si A et A’ sont legendrienne-isotopes, alors les catégories Aug_(\) et
Aug_(N') sont pseudo-équivalentes.

Il y a un autre moyen de calculer les produits de la catégorie Aug_(A). Pour cal-
culer les ,ugh on peut considérer la (d + 1)-copie de A munie de I’augmentation

~€d41"
(@1 et compter des courbes holomorphes a bord sur R x A+ avec d asymptotes
mixtes ¥2,1,73.2, - - -, Ya+1,4 telles que ; ; est une corde de Reeb de A; vers A;, et des

asymptotes qui sont des cordes pures (augmentées ensuite). Dans ce cas, comme pour
I’autre facon de calculer la catégorie, on ne prend toujours pas en compte les cordes
de Morse qui sont des cordes de A; vers A pour tout 1 < ¢ < 7 < d + 1. Il existe
un analogue de la catégorie Aug_(A) pour A € J'(IR) appelée la catégorie Aug, (M),
dont les objets sont aussi les augmentations de A et les opérations A, ;. sont définies
en comptant des courbes holomorphes a bord sur R x A@+1) mais cette fois-ci avec
des asymptotes mixtes qui sont des cordes de A; vers A; 1 pour 1 < i < d + 1. Cette
catégorie a été définie par Ng, Rutherford, Shende, Sivek et Zehnder dans [NRS™]]. La
différence essentielle entre ces deux catégories est que dans la définition de Aug, (A)
on prend en compte les cordes de Morse, et ceci implique que la catégorie Aug, (A)
est unitaire.

Foncteur induit par un cobordisme

A la section on a vu que si ¥ est un cobordisme de A~ vers AT alors il induit
un morphisme ¢: A(A*) — A(A~). A partir de ce morphisme, on peut construire
un A-foncteur Gs: Aug_(A~) — Aug_(AT). Les différentes composantes de ce
foncteur sont les suivantes :

G Ob(Aug_(A7)) — Ob(Aug_(A™))

e et i=c" 009
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et pour tout (d 4 1)-uplet d’augmentations (¢ , ..., e, ) de A(A7),
Gi: hom(eg,eq,,) ® -~ @ hom(ey, e5) — hom(e], )
est défini par

gg}(bd7"'>bl) = Z #Mz(a;élabhé%"'7bd76d+1) -8;(51)...€;+1(6d+1) -a
a€R(AT)
lal=3_ [bi

1041

ou les 9; sont des mots de cordes pures de A (description du foncteur dans [BC14]).



Homologie de Floer de cobordismes
lagrangiens

Nous présentons dans ce chapitre une homologie de Floer développée par Chantraine,
Dimitroglou-Rizell, Ghiggini et Golovko dans pour les cobordismes lagran-
giens exacts.

Soient A} <sx, A} et A; <x, AJ deux cobordismes lagrangiens exacts transverses
avec Ay, A7, A;, AJ des sous-variétés legendriennes dans Y = P x R telles que
les algebres de Chekanov A(A]) et A(A;) admettent des augmentations ] et €,
respectivement. On note 5;*, 1 = 1,2, ’augmentation induite par le cobordisme >.; sur
A(A]). L'homologie de Cthulhu est I’homologie d’un complexe associé 2 la paire de
cobordismes (X1, ) et noté Cth(X;, ¥,). Les générateurs de ce complexe sont les
points d’intersection entre 3J; et X, et les cordes de Reeb de A, vers A et celles de
A vers AT, et la différentielle est définie en comptant des courbes holomorphes a
bord sur X2, et >J, et asymptotes a des points d’intersection et a des cordes de Reeb. On
rappelle qu’on note C'(A5", AS) le Z,-espace vectoriel engendré par les cordes de Reeb
de A7 a AT, et on note CF (X1, %s) le Zo-espace vectoriel engendré par les points
d’intersection entre > et Y.

5.1 Espaces de modules, transversalité et recollement

Pour associer un degré aux asymptotes, on suppose tout d’abord que 2¢;(P) = 0 et
que les classes de Maslov des lagrangiennes >, et Yo sont nulles, ce qui implique en
particulier que les classes de Maslov de AT et A3 sont nulles aussi. Le degré associé
aux cordes de Reeb est le méme que celui de I’homologie de contact legendrienne ;

65
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c’est-a-dire que si c est une corde dans C'(A5, AS), alors
el = va.(c) — 1

Ensuite, étant donné la paire ordonnée de cobordismes (X1, ¥s), le degré d’un point
d’intersection p € XM, est défini comme I’indice de Maslov d’un chemin de lagran-
giennes graduées de (1,%)% a (T,X2)* dans Gr# (T, X, w,), le revétement universel
de la Grassmanienne des sous-espaces lagrangiens de (7,X,w,) (voir [Sei08, section
11.j1, [CDRGGI). D’apres les hypothéses sur 2¢1(P) et les classes de Maslov, le degré
des asymptotes est a valeurs dans Z.

Maintenant, nous allons voir que dans le cas ou la structure presque complexe sur
R x Y est réguliere pour les espaces de modules de Cthulhu (section du chapitre
), on peut exprimer la dimension de ces espaces de modules (qui seront alors des
variétés), a partir du degré des asymptotes des courbes. Soit v une courbe holomorphe

dans un espace de module du type My, ,(xo; 21, ..., zq) tel que x, est soit une corde
de Reeb asymptote positive 7, soit un point d’intersection py dans ©; N 3y qui est
un saut de s vers ;. Les autres asymptotes x4, ...,z peuvent étre des cordes de

Reeb positives, des points d’intersection ou des cordes de Reeb négatives. On note
fyj+ pour 1 < j < j* les asymptotes de u qui sont des cordes de Reeb positives,
7; les asymptotes de u qui sont des cordes de Reeb négatives et gx, 1 < k < [
les asymptotes de u qui sont des points d’intersection dans >; N 25. On notera aussi
@ € {¥; — X,} si g, est un saut de ¥; vers X;. Si comme 2 la section on
note l~)(r7u)75 = K, + D, s + 7, I'opérateur de Cauchy-Riemann linéarisé (3.3), on a le
théoreme suivant, découlant du théoreme de Riemann-Roch ([MS12, appendice C]) et
du calcul d’indices de Maslov (voir [Sei08]], [CDRGGI) :

Théoreme 12. L’indice de I’opérateur de Fredholm E(W),g est donné par :

Ind(Di.a).5) ma+§jwﬂ—- Yoo ontl-lal- DY la

ge{S2—21} ge{X1—X2}

J
= i+ @=n)it =2, siw = po
k=1

Ind(D |%|+§:hﬂ—- > ntl—lal- > el
qr€{E2—21} RE{S1—32}

J
= I+ @=n)it 1 sizg =g

Ce théoreme implique que si les structures presque complexes sont régulieres pour
la définition des espaces de modules de Cthulhu, alors ces espaces de modules sont des
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variétés de dimension :

dim M, x5, (13 81 610 B2) = 1l + 16521 — 181 = 1Bal — 1
dim My, s~ (31501, Gy, 02) = [y | — |G| — 104] — [82] — 1

1,2

dim My, - (7915015712, 02) = [Va| + V12l = |01 = [d2] + 1 —n

,2

dim M, ,(751; 01,4, 02) = [72,] — lg| = [81] — [02] +1

)

(
dim My, , (75501, o1, 02) = |50 | — [Coa] — [01] — 02
dim My, 2( T:01,4q, dy) = ‘33+| —lq| = |01] = |02] =1

dim My, , (27501, G5y, 02) = |27 — [o| — |01] — [02] — 2

Afin d’utiliser ces formules, il reste a obtenir des résultats de transversalité : on
veut montrer qu’il existe un choix générique de structure presque complexe telle que
les espaces de modules considérés sont bien des variétés.

1. Espaces de modules d’homologie de contact legendrienne : ce cas est traité a la
section[4.2] les espaces de modules permettant de définir la différentielle de Chekanov
sont transverses pour un choix générique de structures presque complexes cylindriques
sur R X Y mais aussi pour un choix générique de structures presque complexes Jp €
JY (R xY) telles que Jp satisfait la condition technique (A) (section . En fait, ces
résultats de transversalité s’appliquent aussi pour les espaces de modules de bananes

MRXA;2 (7;17 517 7;27 52)

2. Espaces de modules Ms(v*;7;,...,7,) : ce cas est aussi traité a la section
ces espaces de modules sont transverses pour un choix générique de structures presque
complexes dans 779", (R x Y).

3. Espaces de modules My, ,(74,; 01, (5, 02) : Pour ces espaces 14, il existe un choix
générique de structures presque complexes régulieres dans J “d"}+ +(RxY’) (ICDRGG]).
Il est aussi possible de trouver un choix générique de structures presque complexes ré-
gulieres dépendant du domaine. Rappelons que le domaine des courbes holomorphes
ici est biholomorphe a la bande R x [0, 1] et la structure presque complexe doit étre in-
variante par translation le long du facteur réel, donc une structure presque complexe dé-
pendant du domaine est la donnée d’un chemin [0, 1] — J77, (R xY") ((CDRGGI).

4. Espaces de modules de courbes a bord sur >1 U Yo dont au moins une asymptote
est un point d’intersection : Pour ces espaces 13, il existe aussi un choix générique de
structures presque complexes régulieres dépendant du domaine.

Pour chacun des cas, les structures presque complexes régulieres forment un en-
semble qui est le complémentaire d’un ensemble maigre. Comme une intersection de
complémentaires d’ensembles maigres est encore le complémentaire d’un ensemble
maigre, les résultats de transversalité pour les espaces de modules peuvent étre satis-
faits simultanément. Ainsi, on peut trouver des structures presque complexes régulieres



68CHAPITRE 5. HOMOLOGIE DE FLOER DE COBORDISMES LAGRANGIENS

de la forme suivante : tout d’abord, soit 7' > 0 un réel tel que %\ (3; N [-71,T] x V)
soient cylindriques pour i = 1,2. Considérons des structures J* € J% (P x R)
régulieres pour Mg, a+ (7571, .. .,74) (espaces de modules d’homologie de contact
legendrienne) ainsi que pour les espaces de modules de bananes, et telles que les J +
soient égales a une structure presque complexe Jp € J%¥ (P x R) en dehors de R x K
avec K C Y compact, réguliere pour les espaces de modules /\/l;yll’22 (A A
de courbes a bord sur d’éventuelles parties cylindriques de 3, et X5 dans [T, 7] x Y
(ces espaces de modules sont vides si les cobordismes n’ont aucun “morceau cylin-
drique dans [—T,7T] x Y). Maintenant, on peut donc trouver une structure presque
complexe J;: [0,1] — J¢4™, (R x Y') dépendant du domaine qui soit réguliere pour
les espaces des types 3. et 4. ci-dessus.

Remarque 13. Le fait de trouver une structure presque complexe réguliere simulta-
nément pour tous les espaces de modules impliqués dans la définition du complexe de
Cthulhu permet aussi d’assurer la transversalité des batiments holomorphes apparais-
sant comme dégénérescences des courbes dans ces espaces.

Supposons maintenant qu’on se donne une structure presque complexe régulicre.
Comme dans le cadre de I’homologie de contact legendrienne, étant donné un certain
nombre d’asymptotes ordonnées xy, . . . , 4, on sait que la réunion de tous les batiments
holomorphes ayant ces mémes asymptotes est compacte, et ¢’est méme une variété
compacte a coins ([Sei08]]). D’autre part, d’apres la remarque [5] on a I’inclusion

k¥
M;<x0;x17"'7l‘d> - |_| Mg i ($0§$17--~>$d)

k= &+

des espaces de modules dans I’ensemble des batiments holomorphes ayant les mémes
asymptotes. Dans le cadre de I’homologie de Cthulhu, il reste donc a comprendre
pourquoi les variétés compactes que forment 1’ensemble des batiments holomorphes
pour un ensemble d’asymptotes données fournissent bien des compactifications des es-
paces de modules de courbes a bord sur >3; U )5 et ayant ces mémes asymptotes. Pour
cela, comme dans le cas de I’homologie de contact legendrienne, ce sont des résultats
de recollement qui permettent de conclure. Pour les types de batiments holomorphes
qui nous intéressent ici, deux composantes d’un batiment holomorphe peuvent éven-
tuellement se recoller soit sur des points d’intersection dans >:; N X5, soit sur des
cordes de Reeb. Tout d’abord, le recollement des batiments holomorphes a bord sur
R x (AFUAT) se passe de la méme facon que pour 1’homologie de contact legendrienne
(chapitre ). Le recollement étant une opération locale, pour un batiment holomorphe
de taille £~ |1|k™ on peut dans un premier temps recoller les composantes des niveaux
supérieur et inférieur, puis dans un second temps recoller sur les points d’intersection
un a un dans le niveau central. Ce recollement au niveau de point d’intersection est
du type de celui fait par Floer pour ’homologie de Floer lagrangienne ([Flo88al]), qui
généralise le recollement de trajectoires brisées de Morse au niveau de points critiques.
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Finalement, encore une fois comme pour le cas de I’homologie de contact legen-
drienne, I’indice d’une courbe recollée u s’exprime en fonction des indices des com-

posantes uyq, . . ., u; du batiment holomorphe dont elle provient de la fagon suivante :
k
ind(u) = v+ Z ind(u;) (5.1)
i=1

ou v est le nombre de points d’intersection sur lesquels des composantes se recollent
dans le niveau central du batiment holomorphe.

5.2 Complexe de Cthulhu

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour définir le complexe de Cthulhu.
Ona:

Cth(Z1, o) = C(A], A7) [2] @ CF(21, ) & C (A7, Ay)[1]

ou si |[y*] est le degré d’une corde vt € C(Af, AY), alors le degré de cette méme
corde vue dans C'(A], AJ)[2] est |yT] + 2, et de méme si y~ € C(A;, A;) alors son
degré dans C'(A, A;)[1] est |[y~| + 1. La différentielle sur ce complexe s’écrit sous
forme matricielle :

d++ d+0 d+*
aaf,a; — 0 doo do_
0 do d__

ou chaque composante est définie par un compte modulo 2 de courbes holomorphes
rigides de la facon suivante :

1. pour &, € R(AF,AY),

i (61) = 3 D #Mgnr, (06015 81,650 Bo)et (815 (B2) - 15,

25 BB

ou on fait la somme sur 7{ . € R(AF,A]) et B, mots de cordes de Reeb de

A pour i = 1,2. L’application d | est en fait la restriction a C(Af, AJ) de la

différentielle de la cohomologie de contact legendrienne de A{ UAJ bilinéarisée
+ af ot

pareq etey.
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2. pour &, € R(Ay,AY),

+— (&) Z Z #M&g(% 1;01, &30, 02)e1 (01)e5 (82) - 721

vy 8162
~(&1) Z Z #M(z* 101,851, 02)e1 (81)e5 (62) - @
zt 61,02
d——(&) Z Z HMerxry o (V2,15 01, €515 02)e7 (81)e5 (82) - 75,
72’1 51 52

3. pour g € Xy N X, saut de X3y vers Yo, on a

diolg) =) > #Ms,, (431 81,q,82)e7 (81)25 (82) - 75

7;1 61,02

doo(q Z Z FHM( %581, 4q, d2)ey (01)e5 (02) - x

zt 61,02

d_o(q) = bo &y (q)
= 2 D # M (685702 8) X My, (9215 81,712: 83)

7;2,751 61,02

- £7(0107)e5 (0505) - 75,

ol 6;%" est le dual de I’application d,>": C(A;, A7) — CF(35,%;) ol on a
inversé les étiquettes lagrangiennes, et b: C(A;, A7) — C(A], A5) est ’appli-
cation banane définie par

b(71,2) Z Z #MRXA (72 150,71, 2,0 5) - €1 (0107)e5 (8503) V2,1
Y21 01,62
Sur la figure[S.T)on a représenté des exemples de courbes comptées par les composantes
de la différentielle (sauf d . qui compte des courbes du méme type que d__ mais dans
le bout positif).

Remarque 14. Les autres composantes de la différentielle sont nulles pour des raisons
d’énergie. En effet, pour définir des applications dy, et d_, il faudrait compter des
courbes holomorphes sans asymptotes positives, ce qui est impossible (voir section

D’apres les expressions des dimensions des espaces de modules en fonction du
degré des asymptotes (12)), on remarque qu’en considérant les degrés translatés de la
définition du complexe de Cthulhu, les composantes de 0_- .- sont toutes des applica-
tions de degré 1. Sans la translation des degrés, on peut calculer que d est de degré
—1,d,_etd_gsontdedegré 0, d, ., dyetd__ sontdedegré 1 et dy_ estde degré 2.
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/\/\ /m\m/\

61 521 2 61 521 62 52 61

\ R x (AJUAY)
AWA f\/\

51 52_,1 52 5\1,1 0/2/51,2 5’1,3

FIGURE 5.1 — Courbes contribuant de gauche a droite a d (&5 ,), do—(§31), d——(&31),
d10(q), doo(q) et d_o(q), avec &§; = ¢; sont des mots de une corde pour i = 1,2 dans les
cing premiers cas et pour le dernier cas 8, = 85, 05 = 05, 8 = 9] 107,01 5 et 87 = 07.

Théoreme 13. (Cth(X;, %5),0

Ce théoreme se démontre en étudiant les dégénérescences de certaines courbes
d’indice 1 a bord sur >; U X5 et avec deux asymptotes mixtes. C’est exactement le
méme type de démonstration que nous utiliserons dans le chapitre suivant pour montrer
la relation de produit.

0. .- ) est un complexe, autrement dit (3~ .~ )* =0

Si on note 0_ ., (300 30 ) la sous-matrice de Daf o alors
-0 ——
, d2. kpo *yo
0=0..) = 0 o2 (5.2)

0

ou 410 = d++d+0 + d+0d00 + d+_d_0 et ko = d++d+_ + d+0d0_ + d+_d__, et donc
(C(AY,A3),d, ) est un sous-complexe du complexe de Cthulhu et

(CF_oo(21,55) := CF (31, %) @ C(A7,A7)[1], 0-)

est un complexe quotient du complexe de Cthulhu. La relation [5.2) implique aussi que
dyo+dy_: OF (31,33) — C(AT, AJ) est un morphisme de complexes et ainsi le
complexe de Cthulhu est le cone de d o + d;_. Montrer que (Cth(Xq, s, Dsf,€5> est
bien un complexe ou que d_g+d _ est un morphisme de complexes sont des assertions
équivalentes. A la section nous montrerons ainsi que d.y + d_ est un morphisme
de complexes.

5.3 Perturbations hamiltoniennes

Le complexe de Cthulhu est en fait acyclique. Ceci s’obtient en montrant qu’il est
invariant par un certain type d’isotopies hamiltoniennes qui permettent de déplacer
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le cobordisme dans la symplectisation. Le morphisme dy + d,_ est donc alors un
quasi-isomorphisme.

5.3.1 Définition

Etant donné un cobordisme A~ <y, AT dans (R x P xR, d(e*a)), nous allons considé-
rer un type particulier d’isotopies hamiltoniennes par lesquelles on veut déformer ;.
Plus précisément, nous utilisons des hamiltoniens qui ne dépendent que de la variable
t (variable réélle de symplectisation).

Soit H: R x P x R — R un hamiltonien défini par H (¢, p, z) = h(t),ou h: R —
R est une fonction lisse dépendant seulement de la variable ¢. Le flot hamiltonien
associé a H est par définition le flot du champ de vecteurs hamiltonien X défini par
txyd(eta) = —dH. On peut calculer que Xy (t,p,z) = e *h/(t)d. et donc le flot
associé @y est défini par :

O RXxPXxR—=-RxPxR
Oy (t,p,2) = (t,p, 2+ se' W (1))

Maintenant, comme 3 est un cobordisme lagrangien exact, ®%,(X) en est aussi un. En
effet, si fx, : ¥ — R est la primitive de la forme e’a sur 3, alors on a

e'ajas,) s = ()" (e'(dz + )

e'(d(z + se "W (1) + B)s
= e'(dz+ se ' (W' = B)dt + B) s
=c'ap + s(h" — b)dt)s,

D’ou
fas ) s(t,p, z) = fu(t,p,z) + s(h' — h)(t) (5.3)

Ce type d’isotopie hamiltonienne sert a enrouler les bouts cylindriques des cobor-
dismes. Dans les sections suivantes nous allons voir différents choix d’hamiltoniens
permettant d’enrouler de différentes facons en fonction du type de résultat qu’on sou-
haite obtenir.

5.3.2 Acyclicité du complexe

Le premier résultat qu’on peut obtenir en déplacant un cobordisme par une isotopie ha-
miltonienne comme ci-dessus est ’acyclicité du complexe de Cthulhu. Dans cette sec-
tion nous rappelons brievement comment obtenir ce résultat et renvoyons a [CDRGG]
pour tous les détails. Soient X1, 25 deux cobordismes lagrangiens exacts transverses,
etT > 0tel que X;\(3; N [T, T] x Y soient cylindriques pour i = 1, 2.
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On considere pour tout N > 0 une fonction py: R — R telle que

pn(t)=1pourt < —2—-T —Nett>2+T+ N,
(

pn(t) =0pourt € [-1—-T — N, 1+ T+ NJ,
J(t) <Opourt € [-2—T — N,—1—T — N,
p'(t)>0pourt € [1+T+ N,2+ T + N]|

et on définit alors un hamiltonien Ay sur R x P x R par hy(t,p, z) = e'py(t). Chan-
traine, Dimitroglou-Rizell, Ghiggini et Golovko obtiennent alors le résultat suivant
(proposition 8.2 dans [CDRGG13]) :

Proposition 3. Soit J € J7¢ adm + (RXY) une structure presque complexe réguliére telle

que J* = Jp € TV (R x Y) Alors on peut identifier de facon canonique les com-
plexes (Cth(3y,3),0.- ) et (Cth(®, (21), 2),0.- =) a condition que N, S > 0

? 5 ,E ? 6 ,E
soient suffisamment grands

L’avantage de cette identification est que dans Cth(@g}f (31), X2), les générateurs
sont réduits aux points d’intersection dans (13,75 (31) N Xo. En effet, I’enroulement des
bouts cylindriques “remplace” chaque corde de Reeb par un point d’intersection. Les
points d’intersection obtenus aprés perturbation se trouvent dans les tranches [—2 —
T—N,—1-T—N|xYet[l+T+ N,2+ T+ N] xY dela symplectisation (voir

figure[5.2).

Remarque 15. La raison pour laquelle on demande que NV soit suffisamment grand
est que cette proposition se prouve en considérant la concaténation de cobordismes.
Si A= <y Aet A <y AT sont deux cobordismes lagrangiens exacts tels que V' N
(—1,00) x Y et W N (—o0,1) x Y soient cylindriques, alors on peut construire le
cobordisme lagrangien exact :

VoyW=(VN(-o00,0)xY)U (ry(W)N(0,00) xY)

Dans ce cobordisme, il y a une partie cylindrique qui n’est pas un bout positif ou néga-
tif : VoyWnN([—1,14N]xY) = [-1, 14+ N]x A. Si on considere deux concaténation
Vi On Wy et Vo, Oy Wy, alors pour N suffisamment grand la différentielle du complexe
Cth(V; On W1, Vo ©n W3) s’obtient en comptant des batiments holomorphes dont
les différentes composantes sont soit dans les bouts cylindriques, soit des courbes a
bords sur Vi U V5, soit des courbes a bord sur W, U W,. D’autre part, pour N suffi-
samment grand les applications de transfert et co-transfer associées a la concaténation
cobordismes sont des morphismes de complexes. La condition S suffisamment grand
est nécessaire pour éliminer toutes les cordes de Reeb lors de I’enroulement des bouts
cylindriques. Plus précisément, on veut S > 2 max, £(c) pour ¢ € R(AF, AT).

Maintenant, il est possible de montrer que le complexe Cth(@;}f (331), X2) estinva-
riant par isotopie hamiltonienne a support compact en étudiant les différents types de
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bifurcations apparaissant au cours de I’isotopie. Et avec ces deux résultats on peut mon-
trer I’acyclicité du complexe de Cthulhu. En effet, tout d’abord on procede a 1’iden-
tification des complexes Cth(X;, ) et Cth(@;}f(ﬁ]l), ¥2) en utilisant une isotopie
hamiltonienne qui enroule les bouts de 3J;. Puis, par une isotopie hamiltonienne a sup-
portdans [-2—T — N,2+ T + N| x Y, on déplace (13,75(21) pour obtenir 3] de telle
sorte que Cth(X}, ¥2) n’a pas de générateurs.

T R s ]
leTend ——

v

’ I I
v

Loy =

o e .

v

FIGURE 5.2 — Schéma représentant un cobordisme > et la déformation (en rouge)
de ses bouts positifs et négatifs par 1’isotopie hamiltonienne @;5 . Le cobordismes X

est cylindrique pour ¢t € (—oo,—T") U (T, 00) alors que @;}f (X) est cylindrique pour
te(—o00,—2—-T—-N)U2+4+T+ N, ).

5.3.3 Perturbation dirigée et perturbation en \/

Les perturbations dirigées et perturbations en 1 sont deux autres types de perturbations
hamiltoniennes définies de la maniere suivante :
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Soit 7" > 0, on définit des fonctions hp, hy : R — R par:

e pourt < T —1

Ay pourt € [T, T]

el — Aypourt > T + 1

h'n(t) > 0pourt € [-T —1,-T|U [T, T + 1]

hp(t) =

et
( —etpourtg -T -1
— Bypourt e [-T,T]
hy(t)={ e — Bypourt > T +1
hi(t) <Opourt e [T —1,-T]
| Ay (t) > 0pourt € [T, T + 1]

ou Ay, As, By et B, sont des constantes positives. Comme a la section [5.3.1] on peut
alors définir des hamiltoniens Hp et Hy sur R x P x R dépendant seulement de la
variable ¢ a partir de hp et hy . Soit 21 un cobordisme lagrangien exact et considérons
®4, (31) pour € > 0 petit. Dans [T, T] x Y, les cobordismes X; et ®; (X;) sont
confondus, on note alors X5 la perturbation par une petite isotopie hamiltonienne a
support compact de ®4; (X;). L'isotopie utilisée ici est a support compact dans [—7" —
n, T +n] x Y avec 0 < n < 1 et pour ¢ dans les intervalles [-7" — n, =T + n] et
[T —n,T + n), elle est proportionnelle au flot de Reeb. Si I’isotopie est suffisamment
petite, alors les points d’intersection de 31 et X5 sont tous dans [—7', 7| X Y et d’apres
la formule (3.3)), les fonctions associées a X1 et Y5 satisfont, pour ¢t € [-T., T, fs, =
fs, —Aje. Ainsi, tous les points d’intersection dans C'F'(X, 35) sont d’action négative,
on dit que la paire (3, X5) est dirigée.

De facon analogue, on peut considérer Y5 une petite perturbation hamiltonienne
a support compact de ®; (X;) et d’apres la formule (5.3) on en déduit que tous les
points d’intersection dans C'F'(X1, 35) sont d’action positive. On dit alors que la paire
(31, X9) est une V-paire. Les perturbations précédentes sont telles qu’on a les résultats
suivants :

Proposition 4. [CDRGG|] Soit (31,3) une paire de cobordismes lagrangiens diri-
gée avec ¥y une petite perturbation de ®%; (X1) comme ci-dessus par une fonction de
Morse f sur X1, et considérons une structure presque complexe J sur R X Y dans
Jﬁf’}r (R x Y) dépendant du domaine et telle que J* soient dans JV' (R x Y).
Supposons de plus que A(A\]) admette des augmentations e e, qui induisent des
augmentations &f et 52+ de A(Af), alors :

1. 1l 'y a des isomorphismes canoniques d’algebres de Chekanov (A(A7),0;) ~
(A(A5),05) et (A(A]),0]) ~ (A(AS),05), et donc en particulier 7 et e5
sont aussi des augmentations de A(A¥),

2. LCH* (A7, A7) =~ LCH* _(A}),

€1 €9
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3. LCH;*,e; (AT A) ~ LCH:T@;(AT),

4. Si J est réguliere et induite par une métrique riemannienne g telle que (f,9)
est une p_aire Aﬁorse—Smale dans un voisinage de >, alors HF,(X1,%,) ~
Hn+1—*(21,a—21;22)-

Démonstration. Pour le point 1, d’apres les perturbations effectuées pour obtenir o,
A sont des translations de AT de ¢ dans la direction du champ de Reeb 0, donc AF
est legendrien-isotope 2 AT et alors le résultat découle de [EES05¢, lemme 4.13].

Pour les points 2 et 3, les identifications des complexes d’homologie de contact le-
gendrienne linéarisée sont faites dans [EESQ9]| dans le cas d’une 2-copie ou A, est une
“grande” translation de A; dans la direction du champ de Reeb, grande signifiant que
la coordonnée z pour tout point de A, est strictement plus grande que celle pour tout
point de A;. Cependant, il est possible de procéder aux mémes identifications dans le
cas ol A, est une (perturbation d’une) translation de A, de €, avec € < mingcr(a,) £(c).
L’identification des complexes bilinéarisés est similaire.

Pour le point 4, voir [DR16b, Théoreme 6.2] et [CDRGG, Théoreme 10.5]. Remar-
quons que dans ce cas C'F, (3, X2) est bien un complexe car pour tout ¢ € 31 N Yo, la
relation (0_..)? = 0 implique d3,(q) +do_ od_o(q) = 0,0r dy_od_o(q) = 0. En effet,
comme les points d’intersection sont tous d’action négative, dy_ = 0 car sinon cela
reviendrait a compter des courbes d’énergie négative. Le choix de la structure presque
complexe induite par une métrique riemannienne g telle que (f, g) soit Morse-Smale
permet d’identifier le complexe de Floer C'F (X, %;) au complexe de Morse de la
fonction f. En utilisant le théoreme de Weinstein, on identifie un voisinage de >; avec
un voisinage tubulaire de la section nulle 3¢ dans T*Y; et alors pour € assez petit 3
est dans le voisinage tubulaire de ©9. On identifie alors les points d’intersection dans
31 M Y5 aux points critiques de €f. ]

Sous les mémes hypotheses que pour la proposition précédente, mais dans le cas
ol Y, est une petite perturbation de @4, (¥1), les points 1 et 3 sont encore satisfaits
et le point 4 devient H F, (31, %) ~ H,11_.(3;Zs) avec les mémes hypotheses sur
J. En supposant de plus que A; peut se déplacer horizontalement, le point 2 devient
LCH: (AT,A;) ~ LCH: 2 (A7). On peut encore une fois trouver une preuve
de cette identification dans [EESQ9]. Elle repose sur 1’acyclicité du sous-complexe
engendré par les cordes mixtes (dont les cordes de Morse) de la 2-copie Ay U A,.



Structure produit

Pour définir le produit, nous considérons trois cobordismes lagrangiens exacts trans-
verses 1,2, et X3 de A; a Aj pour ¢ = 1,2, 3. Nous allons ensuite compter des
courbes holomorphes a bord sur les cobordismes, avec trois asymptotes mixtes et éven-
tuellement des asymptotes vers des cordes pures dans le bout négatif.

6.1 Espaces de modules

Les espaces de modules nécessaires a la définition du produit sont décrits a la section
[3.5.3] Rappelons que certains d’entre eux sont des espaces de modules de courbes a
bord dans les bouts cylindriques négatifs des cobordismes :

Mesng, (1315 01,71.2, 02, 72,3, 93)
Mesng, ,(131501,72,1, 02,723, 93)
MRXA_ o5 (181501, 71.2, 02,732, 03)
MRXA (73,1;51,72,1,52,73,2,53)

Dans ce cas, toutes les asymptotes sont des cordes de Reeb et en particulier il y a trois
asymptotes mixtes distinctes donc les arguments standards de transversalité impliquent
que ces espaces de modules sont des variétés pour une structure presque complexe
générique dans J (R x Y). En effet, s’il n’y avait pas d’asymptotes mixtes mais
plusieurs asymptotes positives et négatives, alors la courbe pourrait étre un revétement
multiple et alors il n’y aurait pas de point injectif (voir [EESOSal], [AD10, chapitre 8],
[MS12, chapitre 3]).

77
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Pour les espaces de modules de courbes a bord dans une partie éventuellement
non cylindrique des cobordismes, le méme argument est encore valable dés qu’on a
au moins une asymptote mixte qui est une corde de Reeb (voir [CDRGG]). Donc en
particulier les espaces de modules suivants

legg(ﬂﬂ 101,21, 02,732, 03)
leu(f 101,721, 02, 72, 63)
M2123(x 101,721, 02,732, 03)
M2312($ 03,71,3,01, 71, d2)
M23 1 2(I2, 53,71 3, 51,’72 1, 52)
My, (13 02,732, 03,713, 01)

sont tous des variétés pour une structure presque complexe générique dans 7% (R x
Y). Les seuls espaces de modules qui peuvent éventuellement poser probleme sont les
espaces de la forme My, ,,(z%; 01, 21, 82, 22, d3) ol les asymptotes mixtes sont seule-
ment des points d’intersection. En effet pour ce type de courbe rien ne dit qu’on peut
trouver un point injectif. On utilise donc une structure presque complexe dépendant du
domaine (voir section [3.4.2) comme fait par exemple Seidel ([Sei08]]). Il montre qu’il
est alors possible de perturber un peu la structure presque complexe pour la rendre
régulicre.

Remarque 16. Dans tout le chapitre, nous allons définir des applications en comp-
tant la cardinalité d’espaces de modules. Ce compte s’effectuera toujours modulo 2.
Et rappelons que nous notons M (zg; x1, ..., 24) les espaces de modules de courbes
d’indice 1.

6.2 Définition du produit

6.2.1 Définition

Nous supposons a partir de maintenant que les algebres de Chekanov A(A;") pour i =
1,2, 3, admettent des augmentations qu’on note €, . On veut définir une application :

my: CFjOO(ZQ, 23) X OFjoo<217 22) — OFjoo<217 23)
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avec my = m° + m~, ot m® est a valeurs dans C'F*(X,Y3) et m~ a valeurs dans

C*(A7, A3 ). Nous allons la définir terme a terme, il y en a huit :

m80 : CF* 22,23 ®CF*(21722) — CF*(El,Eg)

mg_ . * 22,23 ®C*

(A17A )—>CF*<21723)
Y, 23) @ C*(AT,Ay) = C*(AT,AY)

F( )

mey C’F*(ZZ,Eg) CF* (%1, %2) — C* (AL, A7)
F( )
(

my_ : CF* 3

m%, : C*(Ay,A3) ® CF*(X1,5,) — CF*(3,%3)
m_g: C*(Ay, A7) @ CF* (X1, %) — C*(A],A3)

m® _: C*(Ay,A3) ® C* (AT, Ay) = CF* (%1, %)

m__: C*"(Ay, A7) @ C*(AT,Ay) = C*(A[,A3)

On définit tout d’abord m° de la fagon suivante :

mig(x2,21) = Y #MY, (2% 81,21, 82,2, 85)e7 (81)e; (82)5 (83) -
at.5;

my_(z2,m) = Z #Mzm(iﬁ; 81,71, 09,22, 03)e1 (91)e5 (da)ez (3) - 2™
at.5;

o(72, 71) Z #Mzm (x5 81, 21, 82,7, d3)e1 (01)e, (02)e5 (03) - zt
at.5;

_(y2,m) Z H#MS, . (xF;81,71, 02,72, 83)e1 (81)e5 (82)e5 (83) - aF

zt,8;

ol les quatre sommes sont sur z* € 3; N Y3 et pour chaque i € {1,2,3}, §; est un mot
de cordes de Reeb de A; . Nous définissons m ™~ comme étant une composée d’applica-
tions que nous introduisons donc maintenant. On rappelle qu’il y a une identification
des complexes CF"t1*(%,,%,) = CF*(3,, %) et on note C.(A,, A;) le dual de
C*(A;, A, ). On considere une application :

f(2)

: CF_OO(EQ, 23) X CF_OO(EI, 22) — Cn_l_*<A3_, Al_)

définie sur chaque paire de générateurs par

@y, 21) =

f(Q)(xQ’ 71) =

f(Q)(fma xl)

f(2) (v2,711)

Z #Moz312<952; 03, 71,3, 01, 71, 02)€1 (01)€5 (02)e5 (83) - 71,3

1,3,04

Z H#MS, (22583, 713, 81,71, 82)e7 (81)e5 (82)e5 (83) - 71,3

71,3,04

= D #MY, (21582,72, 83,3, 61)er (81); (62)e5 (83) - s

71,3,05

=0
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ol zy € CF(X9,%3), 11 € CF(X1,%2), 72 € R(A;,Ay) ety € R(A;,A7). Cette
application généralise les applications :

002 CFrp1-4(22,5) = CF* (21, %) = Cro1 (A5, A7)
003 1 CFpp1-4(D3,55) = CF* (29, %3) = Cro1_. (A5, AY)

2)

au sens ot f(?) est une application analogue & 502_21 et 502_32 avec deux asymptotes

mixtes négatives plutdt qu'une seule. On rappelle que 5?31 est le dual de d?ﬁ’l :
C*2(A;, A7) = CF*(3, %), et de la méme fagon 0~ est le dual de d,**. Quand
la paire de cobordismes lagrangiens est claire en fonction du contexte ou des asymp-
totes, on notera (1) les applications 72" et 6722 qu’on étend 2 C'F_,, tout entier en
posant que c’est 1’identité sur les cordes de Reeb.

En notant €(A;, A}) = C* (A, Aj) © Cro1 (A, A7), on généralise ensuite 1’ap-
plication banane b rappelée a la sectionpar une application b :

b €(Ay, A7) ® C(AT, A7) — C* (AT, A7)

prenant en entrées deux cordes mixtes plutdt qu’une seule. Une telle application compte
donc des courbes holomorphes avec trois asymptotes mixtes. Pour des cordes v; ; €
R(A;,A;) et des mots de cordes de Reeb ; de A;, I'application b(®) est définie par :

b (23, 11.2) = Z #meA;23 (73,1501, 71,2, 02, 72,3, 03)e7 (01)e5 (92)e5 (3) - 3.1

v3,1,0;

b (23, 72.1) = Z #/f\/llexAl—% (73,1501, 72,1, 02,723, 03)e7 (01)e5 (82)e5 (3) - 131

v3,1,05

b (y32,712) = D #//\ZERXA;%(VSJ;&,71,2752,73,2,53)51_(51)52_(52)55(53) Y31

v3,1,04

b (Y50,721) = Y #MERXA;%(VSJ;517'72,1762a'73,2753)51_(51)52_(62)5?:(53) "3

v3,1,04

Et remarquons que b restreinte & C*(A;,A;) ® C*(A],A;) correspond au pro-
duit (restreint a ce sous-complexe) dans la catégorie d’augmentations de 1’entrelacs
Ay UA; U A3 muni de ’augmentation diagonale qu’on note ¢ , 5 définie a partir de
€1 ,€5 eteg (de la méme fagon qu’on a défini une augmentation de la k-copie de A a
partir de & augmentations de A a la section[4.6.3)). La figure[6. | schématise les courbes
holomorphes comptées par b). On peut alors définir la composante m~ du produit
par :

m~(az,a1) =bo fP(az, a1) + b® (fP(az), fM(ar))
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V3,1

71,2 V2,1 72,3 V1,2 V1,2 V3,1 V3.1
V3,2 V2,1 V3,2

FIGURE 6.1 — Courbes contribuant a b(712), b (723,712), b (732,712) et
b (’73,27 72,1)~

ol (ag, aq) est une paire d’asymptotes dans C'F_ (33, X3) @ CF_ (X1, X9). De fagon
plus précise, pour chaque type de paire d’asymptote, on a :

Mgy (2, 71) = bo f& (g, 21) + 0@ (6572 (22), 65 (1))
) =bo [ (w2, m) + b (65 (z2), 1)
m=o(y2, 1) = bo f®(ya, 1) + 0 (12, 657 (21))
m=_(y2,7) = b (72,m)

Remarque 17. Pour définir m ™, contrairement 2 m°, on compte donc des configura-
tions de courbes holomorphes a deux étages (dans le cas ou au moins une des entrées
est un point d’intersection), avec un étage composé d’une ou plusieurs courbes a bord
dans la partie compacte des cobordismes, et un autre étage avec une courbe a bord
dans la partie cylindrique négative. Ces configurations ressemblent a des batiments
holomorphes mais n’en sont pas tout a fait car elles ont un ou des étages incomplets.
En particulier la condition 3.(b) de la définition[I5|n’est pas satisfaite, ce qui implique
que de telles configurations sont rigides (on ne peut pas les recoller).

On introduit donc un nouveau type de configuration brisée :

Définition 18. On appellera bdtiment holomorphe incomplet un ensemble de courbes
holomorphes obtenues a partir d’un batiment holomorphe (Définitions [I4]et[I5)) auquel
on a 0té une ou plusieurs courbes holomorphes, dans un ou plusieurs étages, de telle
sorte que :

1. au moins une des courbes enlevées ne soit pas un cylindre trivial,

2. rajouter des cylindres triviaux ne soit pas suffisant pour obtenir un batiment ho-
lomorphe.

Lorsqu’on parlera de batiments holomorphes sans 1’adjectif “incomplets”, cela si-
gnifie qu’on se réfere a la définition [I5] (ou [I4] pour ceux a bord sur des cylindres), et
il nous arrivera parfois de les qualifier de complets. Sur la figure[6.2] on a schématisé
a gauche un exemple de courbes formant un batiment holomorphe incomplet, alors
que la courbe a droite n’en forment pas un car en rajoutant un cylindre trivial R x ~
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A A
\V/A\V/

FIGURE 6.2 — A gauche : exemple de bitiment holomorphe incomplet; a droite :
courbes qui ne forment pas un batiment holomorphe incomplet.

FIGURE 6.3 — A gauche : courbe contribuant & mQ,(x, ), a droite : courbes contri-
buant & mg,(x2, 7).

dans la partie cylindrique négative on obtient un batiment holomorphe complet. L’ ap-
plication m~ compte donc des batiments holomorphes incomplets, et les figures
6.4 [6.5]et [6.6] schématisent I’ensemble des types de courbes et batiments holomorphes
incomplets que compte mo.

Théoreme 14. Pour tout 31, Y5 et X3 cobordismes lagrangiens transverses de \; vers
A pouri = 1,2,3, avec A des sous-variétés legendriennes dans Y, et pour toutes
augmentations ¢; de A(A;) pour i = 1,2,3, Uapplication

my: CF,OO(EQ, 23) X CF*OO(217 EQ) — CF*OO(217 Eg)
satisfait
a—ooorn2(_7_) +m2<a—oo7_>+m2(_>a—oo) =0 (61)

Remarque 18. Dans le cas o A; = () pour tout i et que X5 et X3 sont de petites
perturbations hamiltonniennes de >} telles que les paires (X1, 33), (X2, 2X3) et (X1, Xs3)
soient dirigées, le produit my ci-dessus retrouve le produit cup sur la cohomologie des
remplissages. En effet rappelons en particulier que par le point 4 de la proposition 4{on
aalors HF, (X, %) ~ Hy 11— (X1,0_%,) ~ H*(X1,0.3,).
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xt To To

73,1

FIGURE 6.4 — A gauche : courbe contribuant & m{_(x,;), a droite : courbes contri-
buant a my_(x2,71)

11

R x A

FIGURE 6.5 — A gauche : courbe contribuant & m° (72, z1), & droite : courbes contri-
buant a m_,(s, 1)

6.2.2 Dégénérescences des courbes holomorphes.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que my satisfait bien la relation de produit
(6.1)). Pour cela, nous allons voir que la relation de produit est satisfaite quelle que
soit la paire d’asymptotes choisies. On obtient donc 8 relations a vérifier qui sont les
suivantes :

1. Pour la paire (x4, x1) € CF(35,%3) @ CF (X, %) :

o mgy(x2, doo(1)) + mpg(doo(22), 1) + doo © Mgy (2, 1)
+m (w2, d_o(x1)) +m°o(d_o(x2), 21) + do_ 0 mgy(22,21) =0 (6.2)
o mgy(doo(T2), 1) + Moy (w2, doo (1)) + mZo(d—o(72), 71)
( )

0
+ mo ZIZ’Q ( ) + d_ 0© moo(:cz, 513'1) + d__o moo(l'g, Il) =0 (63)
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al V2

R x A

[N

4! 72

FIGURE 6.6 — A gauche : courbe contribuant 2 m® _(2,71), & droite : courbe contri-
buant a m__ (72, 71).

2. Pour la paire (x4,71) € CF(X2,33) @ C(ATAy) :

o mgy(w2, do—(m)) + mg_(doo(2), 1) + doo © mg_(2,71)
+my_(za,d——(71)) + m®_(d-o(x2), 1) + do— o mg_(x2,71) =0 (6.4)
o Mgy (T2, do—(71)) + my_(doo(x2),11) + mg_(z2,d_—_(71))
+mZ_(d_o(x2), 1) + d_ogomg_(z9,y1) +d__omy_(x2,71) =0 (6.5)
3. Pour la paire (72, x1) € C(Ay,A;) @ CF(3q,%,) :

2), 1) + doo 0 Mm% (72, 1)
old——(72),71) + do— omZy(72,21) =0 (6.6)
2), x1) +m__(v2,d—o(21))

o m2(v2, doo(1)) + mgg(do- (v
+m?_(y2,d_o(x1)) + m?

* m_ (72,d00( 1)) + Mo (do- (v
“old——(2),21) +d_gom?(y2,21) + d_— omZy(y2,21) =0 (6.7)

(
4. Pour la paire (72,71) € C(A5, A7) @ C(A7,A3) :

o m°(v2,do_(71)) +my_(do_(72),71) + doo o m® _ (72, 1)
+m?_(y2,d——(71)) +m?_(d—_(72),71) + do— omZ_(72,7) =0 (6.8)
o mZ_(v2,d__(m))+mZ_(d__(v2),1) +d_—omZ_(y2,7) =0 (6.9)

Pour obtenir ces relations, nous étudions le type de batiments holomorphes que
comptent chaque terme apparaissant dans ces relations. Les composantes de ces ba-
timents holomorphes sont des courbes rigides car la différentielle de Cthulhu et le
produit sont définis en comptant des courbes holomorphes rigides, c’est-a-dire d’in-
dice 0 si les courbes sont a bord sur des cobordismes non cylindriques et d’indice 1
si les courbes sont a bord sur des cylindres. Les résultats de compacité et recollement
impliquent que ces courbes brisées sont en bijection avec les éléments du bord de la
compactification des espaces de modules correspondants. Rappelons ici plusieurs pro-
priétés que satisfont les batiments holomorphes que 1’on va considérer :
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1. chaque composante d’un batiment holomorphe doit avoir une asymptote positive
pour des raisons d’énergie (section [3.6.1)),

2. par régularité de la structure presque complexe, chaque composante a un indice
de Fredholm non négatif,

3. la relation (5.1)) doit étre satisfaite : si uy,. .., u; sont les composantes d’un tel
batiment holomorphe, I’indice de la courbe recollée u est donné par ind(u) =
v+, ind(w;).

Pour alléger un peu les notations par la suite, on ne réécrira pas toujours les étiquettes
lagrangiennes pour les espaces de modules.

RELATION (6.2) : Le premier terme de cette relation est mQ, (w2, doo(z1)). Pour tout
point d’intersection z7 € ¥; N X3, le terme (mQ, (w2, doo(z1)), ™) est défini en
comptant des batiments holomorphes composés de deux courbes d’indice 0 a bord sur
211 U 2y U Xg, qui se recollent au niveau d’un point d’intersection g. Une des courbes
contribue a {dy(1), ¢) et Pautre contribue a (md,(z2,q), z™) (voir figure |6.7 ol les
chiffres dans les courbes correspondent a 1I’indice de Fredholm de chaque courbe). En

rt

)

q

X1

FIGURE 6.7 — Batiments holomorphes comptés par mQ, (2, doo(z1)).

recollant ces deux courbes, on obtient une courbe d’indice 1 dans 1’espace de mo-
dules M12123 (x%; 871,21, 82, 22, d3). On en déduit que les batiments holomorphes que
comptent mQ, (2, doo(z1)) sont des éléments du bord de la compactification de cet
espace de modules. On peut de méme vérifier qu’en fait chaque terme de la relation
(6.2)) est défini en comptant des batiments holomorphes qui en se recollant donnent des
courbes dans /\/ll2123 (x%; 87,21, 82, 22, d3). On étudie donc toutes les dégénérescences
de courbes dans cet espace de modules afin de déterminer tous les éléments du bord
de la compactification de cet espace. Une courbe dans cet espace de modules peut se

briser :

1. au niveau d’un point d’intersection dans >; M Yo, ou g M X3, ou Xz M X,

2. au niveau de corde(s) de Reeb en un batiment holomorphe a deux étages, un
étage contenant des courbes d’indice 0 a bord sur la partie compacte des cobor-

dismes, I’autre étage contenant une courbe d’indice 1 a bord sur R x (A7 UA; U
A3).
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Remarque 19. Dans le deuxieme cas, si la brisure a lieu au niveau d’une corde pure
v € R(A;) pouruni € {1,2,3}, on 'appelle une O-brisure (voir figure[6.8). Algé-
briquement, une telle configuration brisée contribue a 8’(7), ou J° est la différentielle
de ’homologie de contact legendrienne de A; . Cependant, dans toutes les applica-
tions considérées qui sont définies par un compte d’espaces de modules, les cordes
pures des A, sont augmentées par les augmentations ¢, , et par définition d’une aug-
mentation €; o J" = 0, donc finalement la contribution des J-brisures est nulle. On

—0 L )
note [ J M (z", 81, 21, 82, 22, §3) la réunion de toutes les J-brisures obtenues comme
dégénérescences de courbes dans M3, (x1; 81, 21, 82, 22, d3).

1

.05 (25 1, 21, 82, 2, §3) se décompose alors

Le bord de la compactification de M
de la facon suivante :

3W2123(«75+; 01,1, 527352753) = Uﬂa(fr, 517371,52,552,53)
U M(x+;5/1,q,5'2/,x2,53) X MElQ(Q; 6,1/7‘%‘176,2)

geEX1NXg
6167=61,6564=0b2

U M(ZE+;617I1)6,27Q7 dg) X MEQB(Q; 6,2/7I275é)

qEYX2NY3
65,65 =082,6464=063

U M213(x+;5/1aq75g) X M(qa 6/1/755175%:52763)
qeEX1NE3

8,87=51,846=03

U M($+7 6/1’ §2,17 6/2//a Ta, 63) X MZQ (52,1; /1/7 51727 6,2/) X Mzm (:L‘lﬂ 6/27 gl,Za 6,1”)
UM($+;51,$1>5/2753,2, 03') X M, (3,25 05,823, 03) X My, (w9503, 6.3, 65)
UM213($+;5/1;§3,175§:/> X My (€313 07, €13, 05) X M(9; 0%, 13,07, 21, 02)
UM213 (:r+;5’1,§3,1,5§) x M(&1; 7, &1, 5/2/752,3, 3) X My, (71505, &19,07")

X My, (95 03, 823,03 )

ou les 8}, 47, 8;" sont des mots de cordes de Reeb de A; et ol les quatre dernieres

(2 (2 (2
réunions sont respectivement pour

hd 51,2 € R(Afy A;), 52,1 S ’R(A;, Af); 5,16/1/5/1” =0y, 5,26/2,6/2// =0,
o &1 E€R(A;,AY), &3 € R(AL,Ay), 61070) = 01, 630505 = 33
o &2 ER(A;,AY), L3 € R(A;,Ay), 65050, = s, 6350505 = 03
o &1 €R(A;LAY), Lo3 € R(AY, A7), §12 € R(ATLAL),

NI 1N IE

La figure [6.9] schématise les différentes configurations possibles décrites ci-dessus,
sans les O-brisures car on ne représente pas les cordes pures pour ne pas alourdir la
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.’L’+
xt o 0
1 ¥
M
1
1
0 0
Rx A~
"o oM
"o BB

FIGURE 6.8 — Exemple de O-brisure d’une courbe dans M (z™; 8y, 1, 8o, 19, 83).

AL

1

1 I+ T2 T

by

ARATATT
VYAV

1 1 1

FIGURE 6.9 — Courbes apparaissant dans le bord de la compactification de
MY (2587, 21,05, 29, 83).

figure. A partir de ces éléments dans le bord de la compactification, on peut retrouver
la relation algébrique (6.2)). En effet, le bord de la compactification de 1’espace de
modules de dimension 1 ci-dessus consiste en des courbes brisées dont les différentes
composantes sont d’indice 0 (ou 1 si dans la partie cylindrique) et qui sont comptées par
le produit ou la différentielle de Cthulhu. De plus, le bord d’une variété de dimension
1 est un ensemble de points, qui arrivent en nombre pair donc qui vaut 0 modulo 2. On
trouve donc la relation (6.2) :

mao(2, doo(21)) + Mgy (doo(w2), 1) + doo © migg (w2, 1)+
mo_ (w2, d—o(21)) +m?o(d-o(w2), 21) + do- 0 mgy(2, 21) = 0

ou chaque terme correspond dans 1’ordre a une courbe de la figure [6.9 sauf pour le
dernier terme do_ o mgy(z2, 1) qui compte deux types distincts de batiments holo-
morphes, les deux plus a droite de la figure[6.9]

RELATION (6.3) : Le premier terme de la relation (6.3]) est mgy(doo(z2), z1). Pour
toute corde v3; € R(A;, A7), le coefficient (mgy(doo(x2),x1),731) est défini en
comptant des batiments holomorphes incomplets de deux types différents comme on
I’a vu a la section pour la définition de m~. Ces courbes sont représentées sur
la figure [6.10} Ce sont des batiments holomorphes incomplets a deux niveaux dont le
niveau central est un batiment holomorphe (complet) qui donc se recolle. Les courbes
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dans le niveau central se recollent ainsi au niveau d’un point d’intersection pour obtenir
des batiments holomorphes incomplets respectivement dans les produits suivants :

° Mlz(xz;53771,3751,901,52) X M%{XA—(V3,1§€17’71,37€3)
i M12(372§537’72,3752) X M%(l‘l;ﬁza%,z;ﬁﬁ X M]%RXA*(’V?)J;C1771,27C2772,37CB)

Comme pour obtenir la relation précédente, nous allons donc étudier les dégénéres-

T2
T X9

V3.1 0 /A’Y&,l
\/ERAY Be

by

0

FIGURE 6.10 — Batiments holomorphes contribuant a (m,(doo(z2), 1), ¥3.1)-

cences de courbes dans ces produits 1a. Cependant, ce ne sont pas les seuls produits a
étudier. En effet, le second terme de la relation (6.3)) est mg, (2, doo(21)), et de fagon
analogue au premier terme, les batiments holomorphes incomplets contribuant au coef-
ficient (mg,(x2, doo(1)), v3,1) possedent un niveau central qui se recolle pour obtenir
des batiments holomorphes incomplets dans les produits suivants :

o Mg(a; 835,713, 01,21, 82) X Mp,a(13,1:€1, 71,3, €3)
o M (w2; 83,723, 02) X Msy(21; Ba, 112, B1) X Maiya(13.15 €15 V1.2, €2y V2.3, C5)

Considerons maintenant le troisiéme terme de la relation [6.3] qui s’écrit comme la
somme m_(d_o(22),71) = bo fP(d_g(z2), z1) +bP (d_o(z2), fV(z1)). Le premier
terme de cette somme compte des batiments holomorphes incomplets de taille 2|1]0
tels que les deux étages supérieurs forment un batiment holomorphe de taille 1|1|0.
Le terme b (d_o(z3), f™(21)) compte aussi des batiments incomplets de taille 2|10
mais cette fois dont les deux étages inférieurs forment un batiment holomorphe de
taille 2 a bord sur R x A~. En recollant ces batiments holomorphes, on obtient des
batiments incomplets dans les produits suivants (voir figure :

L4 M§($2;53,71,3,51,5E1,52) X M[1R><A(73,1§€17'71,37£3)
o MY(m2; 85,723, 02) X M (13 By, V1.2. 81) X Misa (V3,15 €15 71,25 Cas V2,3, C5)

De fagon analogue, le quatrieme terme de la relation (6.3), m_ (22, d_¢(z1)), compte
des batiments incomplets qui se recollent en des batiments incomplets dans des pro-
duits d’espaces de modules déja évoqués qui sont :

L4 Mlg($2;53,71,3751,951,52) X M]ﬁxz\(%,l;ﬁl,%,&&)
o M35 85,723, 02) X M (13 By, V1.2, 81) X Maa (V3,15 €15 71,2, Co0 V2,3, C5)
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T

To T2 T

(Vs oLp

%/ L/
A%\ A

[y
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juny

€1

To 1 D l I

’Y‘il /\ V3,1

FIGURE 6.11 — Batiments holomorphes contribuant a (m~,(d_o(z2), z1),73,1) et leurs
recollements.

Le cinquieéme terme est d_q o mJy (22, ¥1). Le niveau central des batiments incomplets
contribuant a ce terme est un batiment holomorphe complet composé de deux courbes
qui se recollent au niveau d’un point d’intersection. Apres recollement, on a des bati-
ments incomplets dans M&(x2; 83,713, 81, 21, 02) X My 2 (1315 €173, €5)-

Enfin, le sixieéme et dernier terme de la relation, d__ o my,(x2, z1), compte des
batiments incomplets de taille 2|1|0 de deux types, dont les deux étages inférieurs
forment des batiments holomorphes complets a bord sur R x A". En recollant les étages
complets des batiments, on obtient des batiments incomplets dans les produits :

M%(ﬁz; 537%,3751,%1752) X MI%RXA<73,1;£1771,3753>
L M%($2;53772,3,52) X M%(xl;/@2771,2w61) X M]%RXA(’Y&UC1771,2;C2>72,37C3)

Finalement, d’aprés ce que nous venons de voir, pour obtenir la relation [6.3] il nous
faut donc étudier le bord de la compactification de cinq types de produits d’espaces de
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modules qui sont les suivants :

M (223 83,713, 61,21, 62) X M (v315€1, 713, €3) (6.10)
Mo(iﬁ' 03, M 3,51,371,52) x M? (73 €57, 3,€3) (6.11)
M (33 83, 72,3, 02) X M (215 By, 712, 81) X M (13.15¢1, 1.2, 25723, C3) (6.12)
MO (3; 83, 72,3, 02) X M (215 By, 1.2, 81) X M (13.15C1, 1.2, €25 723, C3) (6.13)
MO (3; 83, 72,3, 02) X M (215 By, 712, 81) X MP(3.15C1, 7.2, €25 7258, C5) (6.14)

Dans ces produits, les espaces de modules de dimension 0 sont compacts, les espaces
de dimension 1 de courbes a bord sur la partie cylindrique négative des cobordismes,
une fois quotientés par 1’action des translations, sont compacts. Par contre, les espaces
de modules de courbes d’indice 1 a bord sur des parties non cylindriques des cobor-
dismes (c’est le cas des qu'une des asymptotes est un point d’intersection par exemple)
ne sont pas compacts. De méme, les espaces de modules de dimension 2 de courbes
a bord dans les bouts cylindriques, méme une fois quotientés par R ne sont pas com-
pacts non plus mais de dimension 1. Par les résultats de compacité et recollement, on
sait que ces espaces de modules de courbes de dimension 1 se compactifient et que le
bord des compactifications est en bijection avec les batiments holomorphes ayant les
mémes asymptotes et dont les composantes sont rigides. On décrit donc maintenant les
espaces suivants :

1. ./W 5172,53”71 3,61,1’1,52)
2. OM? 3, 1,517713753)
3. OM?T

4. 1 $1a/627’7127/61)

5. OM?2 V3,15 €1, 71,2 €25 72,3, €3)

ce qui permettra alors de décrire I’ensemble des courbes brisées apparaissant comme
dégénérescences de batiments incomplets dans les produits (6.10)), (6.11)), (6.12)), (6.13)
et (6.14), et donc le bord de la compactification de ces produits.

(
(
(23 83, 72,3, 62),
MY
(

T1 29

Y V¥ AniAY s

FIGURE 6.12 — Batiments holomorphes dans le bord de W(l’z; 05,71.3,01,%1,02).
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1. OM(x9;03,713,01,21,02) : Les batiments holomorphes dans cet espace se dé-
crivent de la facon suivante :

8W(ZU2; 5377173, 517351,52) = Uma(i@; 53,7173, 517551,52)
U M(@2:05.73.8),4.85) x M(q; 87, 21,8

geEX1NX2
Y
667,650

U M<x2;6g7QJ6/2/) X M(Q?‘Sga%,s,(sh%;(s/z)

qEY N3
!
05085 ,0508%

U M(I2;557q75/1,7$1,52) X ./\/l(q; 5;:771,3753)

geEX1NE3
67,851

U M (22;83,7.3,07,821,05) X M(E2,1507, €12, 05) X M(21; 85,12, 67)

£2,1,61,2
! 1! "
6;,07 0]

U M<$27 619,7 52,37 6/2”) X M(§2,3; 5,3/7 £3,27 6/2,) X M(‘rh 5/27 63,27 6g/7 V1,35 51)

£2,3,63,2
! 1! "
6;,07 0]

U M(9; 83, 13,07, 21, 82) X M(&13;05,71,3,07)

£1,3
! 1!
8.8

U M (9503, 693, 05') X M(21; 85, &1, 07) X M(Ea3, 03,713,071, 05)

! 1
£2,3,61,2,07,07

! 1 ! 1" "
83,05,05,05,05

Sur la figure [6.12] sont représentés les différents types de batiments holomorphes dans
le bord de la compactification de M*(z2; 83,713, 81, 1, 02).

2. OM?2(v31; €, 713, &) : les batiments holomorphes dans le bord de la compactifica-
tion d’un espace de modules de bananes sont de deux types :

am(%,l; §1,73:83) = UM8(73,1;€1a 71,3 &3)
U M (73,1 €1, 6.1, €5) X M(&31: €1, 713, €5)
63,1752752,
U M€l 605,85) x M1 €5, 615, €1)

€1,3.€1.87

avec &;; € R(A;, A} ), etles &, & sont des mots de cordes de Reeb de A} avec £;€] =
&,. La figure schématise les batiments qui en se recollant donnent des bananes.
Les points 1. et 2. permettent donc de connaitre tous les types de courbes brisées dans
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71,3 71,3 71,3 71,3

x (ATUAy)

o
fary

1 0

FIGURE 6.13 — Courbes dans le bord de la compactification de M?(v3 1; 81,713, 03).

le bord de la compactification des produits (6.10) et (6.11)). Sur la figure [6.14] on a
illustré les batiments holomorphes incomplets correspondants, les sept premiers sont
dans

OMI(22; 83,713, 61,1, 02) X M (v3.1:€1,71.3,€3) (6.15)
et les deux en bas a droite sont dans

MO($2;537’71,3,51,931,52) X aw(')’&l;gh’}/l,&ég) (6.16)

)
T
0 0 0 ’ 2 0 b
Y3,1 V3,1 0l 3,1 /\ é\ ﬁ)\ /\

-

73,1 V3,1
U U
1 1
T2 z1 T2

Yo Ve Ve
e N 1) 0
&/

v/ ¢\ R

FIGURE 6.14 — Batiments holomorphes incomplets dans les produits (6.13)) et (6.16).

Remarque 20. Dans le bas de la figure deux des batiments incomplets se com-
pensent : celui se trouvant le plus a gauche se compense avec celui qui est tout a droite.
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Le premier apparait en faisant dégénérer une courbe dans M (x5; 83,71 3, 01, 21, 62),
et le deuxieme en faisant dégénérer une banane dans M?(v3 1; &1, 713, €5). Ces deux
batiments incomplets correspondent donc a des configurations géométriques diffé-
rentes car I’un est dans le bord d’un certain produit d’espaces de modules (6.10)), et
I’autre dans le bord d’un autre produit d’espaces de modules (6.11). Toutefois, ce
sont deux configurations qui different seulement d’un cylindre trivial R x 73 ; donc
algébriquement elles se compensent (sur Z,), elles sont comptées par 1’application
bod__o f@(xy,11),0ud__ estledual ded__.

Afin de décrire I’ensemble des dégénérescences obtenues par une relation algé-
brique, nous introduisons une nouvelle application :

AP €, (A, AY) X €y (A AT) = Croyou(Ag, AY)

définie sur les paires de générateurs par :

AP (yo5,71,2) = Z # MO (72,3, 03,713, 01, 1.2, 02)eq (01)e5 (F2)ez (0s) - Yas

1,3

AP (y53,721) = Z # MO (2.3, 03, 1.3, 01, 72,1, 02)7 (81)e; (F2)e5 (3) - 13
71,3

AP (y55,712) = Z # MO (73.2; 83,713, 01, 1.2, 02)ey (01)e5 (F2)ez (05) - Y13
1,3

A@ (73,2:721) =0

Le compte modulo 2 de ’ensemble des batiments holomorphes incomplets apparais-
sant dans les produits (6.13) et (6.16) vaut 0. D’autre part, ces courbes brisées contri-
buent aussi a des composées d’applications qu’on a déja définies. On obtient alors la
relation algébrique :

bo fP(xg, doo(x1)) +bo fP (doo(x2), 21) + d_g 0 my (2, 1)
+bo f@ (z2,d_o(21)) +bo f(2)(d—0(332)> r1)+bo A(Q)(f(l)(l’z)a f(l)(xl))
+d__obo fH(xy,21) =0 (6.17)

3. 8@(@; 03,723, 02) : Les batiments holomorphes dans cet espace sont du type
suivant (figure [6.15)).

— —9
3/\41(%2;53772,3,52) = UMl ($2;53772,3,52)
U Ml@s;65,4,85) x M(g; 85,723, 65)

qEYaNXs
5:/ 60

U M($2;5§7§2,3,5/2/) X M(§2,335g772,375,2)

i 1!
£2,3,0;",07
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X2

Z2
N ®
72,3

Rx A~

72,3

FIGURE 6.15 — Batiments holomorphes dans M1 (2; 83, 2.3, 82).

4. OM(x1; By, 71,2, 81) : cet espace est exactement du méme type que le précédent.

5. 0M2(v31;¢1, 712, Cay V2.3, C5) ¢ les dégénérescences de bananes généralisées sont
décrites ci-dessous.

_ 0
8M2(73,1; Cla 71,2, C27 2,3, C3) = U M (73,1; Cla 71,2, C27 72,3, C3)

U M€t 62.¢5 792, ) X M(71.25 ¢, €12, ¢7)
£1,2,€7¢7

U M<73,1; Cla 71,27 C/27 52,37 Cg) X M(72,3; Cé? 62,37 C/ZI)
£2,3,6;¢7

U M(3,15€1, &1, €5) X M(E.15 €15 71,2, €20 72,3, €5)
£3,1,¢5¢Y

U Msa:¢h &0 €572, ) X M(71.25 €, €01, CY)
€2,1,¢3¢7

U M(s:¢1 720, € 62, €5) X M(72,35 €, €32, C5)
€3,2,€;C7

U M(73,15 €15 613, C5) X M(&135€15 71,25 €25 72,3, €3)
€1,3,¢5¢7

et les configurations brisées correspondantes sont représentées sur la figure [6.16] Par
les points 3.,4. et 5., on connait maintenant tous les types de batiments holomorphes

incomplets dans le bord de la compactification des produits (6.12)), (6.13) et (6.14])),
c’est-a-dire dans :

OM (25 83,723, 2) X M°(21; By, 1.2, 81) X M (Y315 ¢y, 71,2 o 723 Cs)
UMO(Iz; 83,723, 02) X IMI(21; By, 712, 81) X M (7315 €15 M2, C2s 728, C3)
MO (22; 85,723, 82) x MO(21 By, 712, 81) X OM (13,13 €1, 71,25 € 72,3, C)
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72,3 V1,2 V3,1

R A L AAY
AR AR CAY BAS/ANE/ AR\E) s

FIGURE 6.16 — Batiments holomorphes dans le bord de la compactification de
M2(73,1;51,’Yl,2752,72,3,53)-

M e
w \)1\/ w Rx A~

o\ 21 [o) . |
i ERYAYAES
VI W\ S e

FIGURE 6.17 — Batiments holomorphes incomplets dans le bord de la compactification

des produits (6.12)), (6.13) et (6.14).

o

Ils sont représentés sur la figure [6.17] : les deux premiers sont dans le bord de la
compactification de (6.12), les deux suivants dans le bord de la compactification de
(6.13), et enfin les six autres dans le bord de la compactification de (6.14). Comme
dans le cas précédent (Remarque [20), plusieurs batiments incomplets se compensent.
Deux d’entre eux, qui différent par un cylindre trivial au dessus de 3 ; contribuent
ab@(5__ o fD(zy), fM(x1)), et deux autres, différant aussi d’un cylindre trivial au
dessus de 3 ; contribuent a b (f(1) (25),6__ o f(M(z,)). On obtient donc cette fois-ci
la relation :

(N 0 doo(a), [V (1)) + 6P (F1 (), fO 0 doo(1))
+d o b (fN(ws), f (1)) + 0P (fV(wa), do(1)) + 0P (do(22), fP (1))
+ 0o AP (FD(zy), fV(z)) =0 (6.18)
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En regroupant les relations et (6.18), on trouve enfin la relation (6.3) :

Moo (doo(2), 1) + Mo (T2, doo (1)) + mZo(d-o(72), T1)

+my_(z2,d_o(z1)) +d_go mgo(xg, x1) +d__ omyy(xe,z1) =0

et le terme bo A (f()(z5), f)(z,)) apparait deux fois (donc s’annule modulo 2) car il
compte deux types de batiments holomorphes incomplets qui se compensent, I’un dans
le bord de la compactification de (6.10) et I’autre dans le bord de la compactification

de (6.14).

RELATION (6.4) : Cette relation est tres analogue a la relation (6.2) sauf qu’une des
trois asymptotes mixtes est une corde de Reeb. Chaque terme dans (6.4) compte des
batiments holomorphes qui se recollent en des courbes d’indice 1 dans I’espace de

modules M5, , (281,71, 82, 22, d3). Pour déterminer la relation, on étudie donc les

courbes dans le bord de la compactification de cet espace de modules. On a :

8W2123(9U+; 51,71,52,902,53) = Um8($+751;’71, 527352,53)
U M@™:8),q.05,22,85) x Ms,,(g; 87,71, 55)

qeEX 1N
6167=61,6564=62

U M(x+;61a7176/27Q75g) X M223(q; 6/2,7372’6{3.)

qEYX N3
65,85=082,046%=03

U MZ13(17+;5/1’Q> 6;’)/) X M(q; 5/1/7717527x2a6§3)
qeEX1NY3
8161=01,0365=03
UM($+;5/1,§2,1> 5 T, 03) X My, (€213 07,71, 05)
U./\/l(x+;51,’h, 5:E3,2, 045 ) X My, (€s,2: 05, &a3,05) X My, (22505, 63,05)
UM213<I+;6/17£3,175§/) X Ms,, (€315 07, €13, 05) X M(x9; 03, &1.3,07, 71, 62)

Uleg (; 5/1753,17 d3') X M(&1; o7, V2,15 5’2,52,3, 05) X My, (2; 53,52,37 d5)

Les différents types de courbes brisées sont représentés sur la figure [6.18] Chaque
configuration contribue dans I’ordre (de gauche a droite) aux différents termes de la
relation (6.4)), on obtient donc bien :

m80(x27 do— (1)) + mgf(doo(%% Y1) + doo © m8, (22,m)
+ mg_ (2, d—_(m)) + m®_(d_o(x2), 1) + do— 0 mg_(x2,71) =0

RELATION ({6.5) : Pour trouver la relation (6.5)) on raisonne de la méme maniére que
pour trouver la relation (6.3]). Remarquons tout d’abord que dans cette relation, il y a
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R ) zo a7t
W 0 zy at 0 A
0
0
L@ [

hf
“ N WY \U/

st 71 71

o

FIGURE 6.18 — Batiments holomorphes dans le bord de la compactification de
ME(LE+;61_771762_7'T276!;)'

un terme qui s’annule. Plus précisément, par définition on a :

Mmoo (2, do— (1)) = bo [P (wa, do—(11)) + b (fP (22), fP) 0 do— (1))

mais le terme b (f)(z5), fV) o dy_(71)) s’annule car une telle expression comp-
terait des batiments incomplets comme celui représenté sur la figure [6.19] mais ce
n’est pas possible pour des raisons d’énergie. En effet, s’il existe une courbe u &
MO(q; 81,721, 82) et une courbe v € M°(q; 5,712, ¢, ), alors les énergies (section
de ces courbes sont données par

Eiya) (1) = alq) — a(y2,1) — a(d1) — a(42)
Baya)(v) = —alq) — a(n2) — a(Cy) — a(Cy)

Comme 1’énergie d’une courbe holomorphe est toujours positive (ou nulle si la courbe
est constante mais ce n’est pas le cas ici), I’existence de la courbe v implique que ¢ est
un point d’intersection d’action strictement négative, mais cela contredit I’ existence de
la courbe u. Donc une telle configuration de courbes n’arrive jamais.

q
h)
V3,1 /‘\ m

VAV,

1 0 Rx A~

"

FIGURE 6.19 — Type de batiment holomorphe incomplet impossible.
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Les autres termes de la relation (6.5)) sont définis par des comptes de batiments ho-
lomorphes incomplets dont certains étages forment des batiments holomorphes com-
plets qui se recollent. Apres recollement, on obtient des batiments holomorphes in-
complets dans les produits d’espaces de modules suivants :

M (29; 83,713, 81,71, 62) X M (315 €1, 713, &3) (6.19)
MO (x9; 83,713, 81,71, 62) X M>(3.1; &1, 713, &3) (6.20)
MY )
MO )

2
2; 53,72,3, 52) X M1(73,1; C1771,C2772,3,C3 (6.21)
O(22; 83, 72,3, 02) X M?(73,15¢1, 7, €2, 723, Cs (6.22)

Xz

On cherche donc maintenant tous les éléments du bord de la compactification de ces
produits. Encore une fois, les espaces de dimension 1 a bord sur des parties non cylin-
driques des cobordismes se compactifient ainsi que les espaces de modules de bananes
et bananes généralisées de dimension 2. On a déja calculé 8@(73,1; €1,7.3,83) et
am(xg; 03,723, 02) car ces types de courbes brisées sont apparues pour trouver la
relation (6.3)). Il nous reste alors a étudier les espaces M (xo; 83,713, 01,71, 02) et
8./\7(73,1; C1:715 €95 72,3, €5). On a tout d’abord la décomposition suivante :

8W($2, 637 71,37 517 Y1, 62) = Umd(a:% 537 71,37 517 Y1, 52)
U M@ 83,m,3,81,0,85) x M(q; 87,71, )
qeEX1NX2

5,87
U M(x2; 83, q, 6) x M(q; 65,713, 02,71, 65)

U M2 85,713, 81, 621, 85) x M(&1; 87,71, 85)

€2,1,07,87

U M(22; 83, L2.3,05) X M(E231 05,713, 61,71, 0)
£2,3,07,07

U M($2;5§7€1,3,5/1/,71,52) X M(§1,3;5§,71,375/1)
€1,3,07,67

Enfin, les batiments holomorphes obtenus comme dégénérescences de bananes géné-
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ralisées sont les suivantes :

8W(’73,1; C1y71: €2, 72,3, €C3) = Uma(%&,l; €175 €2:72,3, Cs)

U M€t G1.¢5, 725, 65) x M(&1:¢1 7. ¢h)
€2,1,¢1,¢7

U M (73,15 €157, Co, €2,3, C3) X M(72,35 €5 62,3, o)
€2,3,¢1,¢7

U M (73,15 €157, €5, €3.2, €3) X M(72,35 €55 3.2,C5)
€3,2,¢1,¢7

U M(73,15€1, 63,1, €5) X M(E15 €11, €a,72,3, C5)
£3,1,¢5,¢7

U M(fy&l; Clla 51,37 Cg) X M(’}/Q,S; Cé’n 51,37 C/1/7 1, CQ)
gl,S:C;‘vC;/

99

et ces courbes brisées sont représentées sur la figure [0.20] Finalement on peut mainte-

o

Rx A~

ol [l P
)RR,

1 1 1 0 1 0 1

RxA™

NI A/ RN B

R x A~

V2,1

FIGURE 6.20 — Batiments holomorphes dans le bord de la compactification de

M2(73,1; 01, V2,15 02, 72,3, 53)-

nant décrire tous les batiments incomplets dans la compactification des produits [6.19]

[6.20] [6.21]et[6.22] c’est-a-dire dans :

OM(x9; 83,713, 01,71, 02) X M (315 &1, 713, &5
0(1’2; 03, 71,3, 01,71,02) X aw(%,lsfp’h,&gs

)
)
OM (295 3,723, 62) X Ml(%,ﬁ €1:71: €2, 72,3, C3)
Mo(xz; 03,72,3,02) X aW(’Y&l% C15715 €2, 72,3, C3)

(6.23)
(6.24)
(6.25)
(6.26)

Les différents types de batiments incomplets correspondants sont représentés sur la
figure [6.21] La partie du haut de la figure correspond aux batiments incomplets dans
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6.23] et [6.24] et pour alleéger la figure on n’a pas dessiné les deux d’entre eux qui se
compensent car different d’un cylindre trivial au dessus de 73 ;, la situation est ana-
logue a celle rencontrée pour la relation [6.3] (voir Remarque 20). La partie du bas de
la figure correspond aux batiments incomplets dans [6.25] et [6.26] (oi on a de nouveau
enlevé celles qui se compensent algébriquement). On remarque alors que deux autres
batiments holomorphes incomplets se compensent, I’une étant dans[6.23]et I’autre dans
6.26 IIs contribuent tous deux algébriquement & b o A (f()(z,),~,). En observant
maintenant toutes les opérations algébriques auxquelles contribuent chacun des bati-
ments incomplets restants au bord de variétés de dimension 1, on trouve bien la relation

(©.5) :

Moo (T2, do— (1)) +mg_(doo(72),71) +mg_ (22, d—_(71))
+mZ_(d_o(x2),71) + d—o o m_(x2, 1) + d—_ 0o my_(x2,71) =0

) X9

T AGE A LA
Y1 71 ga! m
\%/AA\/A\Y/ R | I AN N

M%MOM Rx A™

T2

X9 T2 T2

b
V3,1 g V3,1 @ V3,1 @ V3,1 K)\ 73,1 ()\

ALY A
U D :

" M 0 Rx A~

7 71 71 71

FIGURE 6.21 — Courbes brisées dans [6.23] [6.24] [6.25] et [6.26]

RELATIONS (6.6) ET (6.7) : Par symétrie, les relations (6.6) et (6.7) pour la paire
d’asymptotes (72, 21) s’ obtiennent exactement de la méme fagon que les relations (6.4)
et (6.5]) correspondant a la paire d’asymptotes (z2,71).

RELATION (6.8) : Finalement, encore une fois comme pour les relations (6.2)) et (6.4),
chaque terme de la relation (6.8) correspond a un compte de batiments holomorphes
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ot
$+ l'+
ot 2t
0 0
0 0 0 xt
: o [/ A
7 Y2 0N Y2 0N 72
1 L Rx A~
Y2 71 72

FIGURE 6.22 — Courbes brisées dans le bord de la compactification de
M1($+351,’71>52,72,53)~

1 0

o

71 V2 71

qui se recollent en des courbes holomorphes dans M (z1; 81,71, 82,72, 83). L'étude
du bord de la compactification de cet espace de modules donne :

aW(I+, 617 71, 627 Y2, 53) = UM6<I+7 617 71, 627 Y2, 63)
U MO(‘T—F;(S/I?(L ég) X MO(Qv 6/1/7717527’7%6&)
8,8
U MO(QZ+;5/17Q76/2/772763) X M0<q7 6/1/7’7176/2)
qeEY1NX2
8,6
U MO(I+;6177175/27q7 6g) X MO(Qa ;/772’62’,)

U MO (z*; 81, &31,85) x M°(E51; 07,71, 02,72, 65)
£3,1,0,,67

U MO(a":6), 61,8572, 85) x MO(&2.1: 87,71, 8%)
£2,1,0,,687

U Mo(x+;51771,5/2753,2,5g) X M0(53,2;5/2/>72,5§,)

1S
53,2:61'76,'

Les différents types de batiments holomorphes correspondants sont représentés sur la

figure[6.22]

RELATIONS (6.9) : Enfin, le produit de deux cordes de Reeb m__ est défini comme
le produit dans la catégorie d’augmentations Aug_(A; U Ay U A;), et dans ce cas
on rappelle que les différents types de brisures pour une famille de courbes dans
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M?(v31; 01,71, 02,72, 03) sont les suivantes (figure|6.23) :

OM2(31; 01,7, 82,72, 83) = Uﬂ8(73,1;517717 82,72, 03)
UM (951561, €51, 85) x M (€15 87,71, 62,72, 63)
M (13,1187, €01, 85,72, 85) x M (62,1187, 71, 6%)
UMl(”YS,n 81,71, 05, &3, 05) X M (€32 85,72, 05)

d’ou découle la relation (6.9) :

m-_ (Y2, d—(m)) + mZ_(d——(72),m) +d—om=_(72,m) =0

qui correspond bien la relation A, pour d = 2 (voir (3.1)) dans Aug_(A] UA; UAS)
mais avec d’autres notations.

V3,1 73,1
1 / " " Rx A~
() ()

/1\ 1 0 1 0 R % A—
4! Y2 4!

72 it 72

73,1

FIGURE 6.23 — Courbes brisées dans le bord de la compactification de
MGin (93,15 01,71, 02,72, 83)

Une fois ces huit relations établies, vérifions qu’on obtient bien la relation de pro-
duit pour my. On rappelle que la différentielle sur C'F_,(X;,3;) est une matrice
doo  d—o

O_n, =
> do— d__
(6.2)) et , on trouve :

et alors en additionnant et regroupant les termes des équations

(doot+d—o) (mgg(w2, 1)) + (d—_ + do_) (mgy (22, 21))
= (mO + m_) (ZEQ, (d()() + d_o)(l'l)) + (mo + m_) ((doo + d_0)<1'2), ZL‘l)

c’est-a-dire

8700 e} mg(xg, Il) = mz(ﬂig, 8700(371)) -+ mg(a,m(xg), .131)
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De méme, avec les équations (6.4) et (6.5]), on a :

00 © Ma(T2,71) = Ma(O-co(22), 1) + M2(22, O—cc(71))
et avec (6.6) et (6.7) :

O-o0 0 M2 (72, 1) = M2(0-c0(72), 21) + M2(72, O—c0(21))

Enfin, en regroupant les équations (6.8) et (6.9) on trouve

doo © m(l_(%a M)+ 0—cc om__(Y2,71) (6.27)
= m°(0-c(72), 1) + M° (Y2, O—ss (1)) + M _(d__(72),71) + m__(72,d—_ (1))

de plus les termes d_g o m® _(v2,71), m~o(72, do—(71)) et mgy_(do—(72),71) sont nuls
pour raisons d’énergie. Si on ajoute ces termes nuls a la relation (6.27) ci-dessus, on
obtient :

000 0 Ma(72,71) = Ma(0—0o(72),71) + M2 (72, 0o (1))

Et donc finalement on a bien montré que pour tout triplet de cobordismes lagrangiens
exacts transverses 1, Y9, 2.3, ’application my : C'F_ (X9, X3) ® CF_(321,3,) —
CF_« (X1, X3) satisfait la relation (6.1).

Nous allons maintenant calculer le degré de m,. Sur le complexe C'F_ (%, Zj) =
CF(%;,%;) @ C(A;, A;)[1], le produit m; est de degré 0. Ce degré se calcule a partir
de I’expression de la dimension des espaces de modules qui servent a définir my. Pour
cela, on applique le théoreme [12] aux espaces de modules correspondants. Commen-
cons par calculer le degré de m". Tout d’abord, mQ, (2, z;) compte des courbes dans
MO(z+: 81, 21, 89, 22, 83), ce qui donne :

0 = dim M°(27; 81, 21, 62, 22, 85) = || — [a1| — |a2| = D _|64]

ou le degré pour les cordes de Reeb est le degré sans compter le décalage de 1, c’est-
a-dire que si v € R(A5, A7) alors le degré de v dans C(A7, A;)[1] est |y| + 1. Donc
les degrés des asymptotes satisfont la relation :

@] = || + Jza] + ) 184]



104 CHAPITRE 6. STRUCTURE PRODUIT

et mQ, est bien de degré 0. De méme, on a :

dim M(z7"; 81,71, 82, 2, 85) = |27 — || — || = Y 6] — 1
dim M (2581, 21, 8,72, 85) = || — [aa] = |72] = D163 — 1

dimM($+;51,’Yl,52>’Yz,53) = ’fr’ - ”71\ — \72| — Z |51] -2

0

et encore une fois mJ_, m° , et m® _ comptent des courbes d’indice 0, d’ou les degrés

des asymptotes satisfont :

2t = (Il + 1) + |2 + > 164
2t = |21 ]+ (| + 1)+ 164

o] = (] + 1) + (el + 1) + Y 18]

et donc m" est bien de degré 0. Calculons maintenant le degré de m~. Rappelons
quion a myy (2, 71) = bo f®(zg, 1) + b (5552 (x2), 65> (1)) donc on vérifie sé-

parément que bo f@ et b® (5,%*, 5,>) sont de degré 0. Commengons par bo 2, on
regarde la dimension des espaces de modules définissant cette application, et on note
|-|312 le degré des asymptotes calculé en considérant le choix d’étiquettes lagrangiennes
(323, %4, X2). Si on ne précise pas, c’est le choix (X1, X9, ¥3) qu’on sous-entend. On

a:

0 = dim ./\/l%312(5132; 53,71,3, 01,71, 52) = \372’312 - \71,3’312 - \371’312 - Z ’6i|312 —1
i

0 = dim M'gya- (13,15 &1,71,3:&3) = [3.1] + (3] — Z &l —n+1

(2

On rappelle que C'F*(35, X3) = CF™17*(33, %), ce qui permet d’écrire :

0= dim/\/l%312(952;53,71,3,517371,52) = (n+1—l|zz]) = Insl = [z1] = Z 0;] — 1

puisque |71 3|312 = |71.3]s [T1]312 = |21], et |d;]s12 = |d;] pour i = 1,2, 3. Finalement

on obtient les relations :

n—1— gl = |za| + |21| + Y [6:] — 1 (6.28)

)

il =n—1— |yl + Y I& (6.29)
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et (6.28) montre en particulier que f® est de degré —1 et (6.29) que b est de degré
0. La composition est donc de degré —1 sans le décalage de degré pour les cordes de
Reeb. Avec le décalage, b o f(?) est de degré 0 car en combinant les relations (6.28)) et

(6.29)), on trouve
(|ys1] + 1) = |@o| + |o1] + Z |8;| + Z €]

Regardons maintenant 1’ application b(?) (602_3’2, 502_2’1). On rappelle que
b(Q)(”Yz,a,’h,z) = Z H#M (713,15 €15 71,2, €20 72,3, €3)E1 (€1)€2 (€2)e5 (C3) - 731

73,1,8;

et

0 = dim M" (73,15 €1, 71,2, €25 72,35 €3) = [v31] + [112] + 72,3 — Z ¢l —2n+3

d’ou
il = (n = 1= |mal) + (0= 1= |2 + Y [¢] - 1 (6.30)
Puis,
ot () = Y #MY, (w13 Ba, 710, Br)Er (Br)ez (Ba) - 712
71,2,8;
et

0 = dim MY, (z1; By, M2, B1) = |@1]a1 — 712021 — Z Bilor — 2
d’ot (n+1—|z1]) — |m12] — 2, 18:| —2 = 0etdonc
n—1—|ysl = |a:1|+2\5i] (6.31)
De méme pour I’espace de modules de courbes définissant 502_3’2, on trouve :
n—1—|yas| = |22] +Zyai| (6.32)

En injectant les relations (6.31)) et (6.32) dans (6.30), on obtient :
(sl + 1) = [a] + o] + D 1B+ D16+ Y 1<l (6.33)
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et donc b (6,22, 6.>") est de degré 0. Finalement, on a montré que mg, est de degré
0. Pour m,_, rappelons qu’on a

my_(22,71) = bof (372 ) + b(2)<f(1)(352)771))
= Z #(M%glg(iﬁz;53,’71,3,517’71752) X M1(73,1;€1,71,3753))57 * V3,1

71, 3773 1

l?’L

+ Z # $2;53,72,3,52) X Ml(%,l;C1771,C2,72,37C3))5_ "3

72,3,73,1

e

66 —9

avec fU)(z5) = 6,%%(x5) dans ce cas, et ol le indique qu’on augmente les mots
de cordes pures d; et &, avec les augmentations correspondantes. La dimension des
espaces de modules s’exprime par :

0 = dim M%m(xz; 03,713, 01,71, 02) = |T2[312 — 71,3312 — [71]312 — Z 10;]312 — 2

et on a déja vu pour les asymptotes de courbes dans les espaces de modules de bananes
quen —1— |yis| = |ys1| = >2; [&], d’on

(sl +1) = |zal + (Il + 1) + D18l + > I&l] (6.34)

et donc bo f(? est de degré 0. De méme, pour 1’espace de modules définissant b
a:

0 = dim M* (73,15 €1, 715 €2, 72,3, €3) = 73] + 12,3 — [n| — Z Gl +1—n

et en combinant cette relation avec la relation (6.32), on trouve

(sl + 1) = |wa| + (] +1 +Z\C!+Z!é!

ce qui donne que b (f(), —) est de degré 0. De la méme facon, on peut montrer
que m_, est de degré 0, en utilisant en plus les dimensions des espaces de modules
suivants :

dlm/\/lzm(m; 52,72,53,71,3, 51) = |!131|231 - |71,3|231 - |72|231 - Z |5¢|231 —2

%

=+ 1= far] = gl = | = 3 J8i] = 2

7

dim M (v3.1; €15 71,2, €25 V2, €3) = [131] + (12 — |72 — Z Gl +1—n
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Enfin, pour m__, on rappelle qu’'on a

——>

_(y2:m) Z #M RXAT, (73 1501, 71, 02,72, 83)e1 (01)e; (82)e5 (d3) - 731

v3,1,9;

et

0= dim/\/lleA;%(”YsJ;51,’71,52772753) = "73,1\ - ‘71’ - ”72| - Z |6z‘ -1
d’ou

aal + 1= (Il + 1) + (]| + 1 +Z|5 |

et donc m__ est bien de degré 0.

6.3 Un morphisme d’anneaux

Soient X1, Xy deux cobordismes lagrangiens exacts transverses de A7 a A] et de A;
a AJ respectivement. On suppose toujours que les algébres A(A; ) admettent des aug-
mentations €; qui induisent des augmentations ¢; de A(A;), i = 1,2. Nous com-
mengons cette section en rappelant que 1’application dyo + dy_: CF_(31,%,) —
C*(AT, AJ) (voir chapitre |5)) est bien un morphisme de complexes.

Tout d’abord, (C'(Af, AJ),d ) est bien un complexe. En effet, en étudiant le bord
de la compactifiaction des espaces de modules MR At (vt By, §§f 1,35), on trouve

que d3 , = 0. Ensuite, (CF_ (X1, %s), 0_o) est aussi un complexe car on a :

2 By +do-d_g  doodo_ + do_d__
0% =
d_odo +d__d_y d_odo +d*_

et chaque terme s’annule car compte des batiments holomorphes complets ou incom-
plets dans le bord de la compactifiaction d’espaces de modules de dimension 1, sauf
le terme d_ody— qui lui est nul pour des raisons d’énergie. Plus précisément, il faut
étudier le bord de la compactification des espaces suivants :

M212($ 01,q,02) (6.35)
Mz, ,(2501,7,1, 02) (6.36)
Mzgl(q 02,71, 2:51) X MRxA (72_,1§C1a71_,2>C2) (6.37)

221( 02,71, 2,51) X MRXA (7£13C177127C2) (6.38)

MRxAl,Q(Vz_J; 01, 52_,1, ) (6.39)
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FIGURE 6.24 — Schématisation des courbes dans le bord des compactifications des

espaces (6.35), (6.36), (6.37). (6.38) et (6.39).

Les courbes brisées correspondantes sont représentées sur la figure [6.24] sauf deux
batiments incomplets qui se compensent, 1’un dans le bord de (6.37), I’autre dans le

bord de (6.38).

Maintenant, montrons que d. o + d,_ : CF_(X1,%5) — C(Af,AJ) est un
morphisme de complexes, en étudiant les dégénérescences de courbes dans les es-
paces de modules M (~y*; 8y, x,8,) et MO(yF;8,,77,82), avec z € X1 N Xy et
vt e C(Af,Af). Ona:

am(7+7 617 x, 62) = Uma(,}ﬂr’ 517 Z, 52)
U M(F;65,4,8) x M(q; 67,2, 8)
q,85,87
U M(6"581.60.84) x M(E5,; 67,2, 85)
£5,,0;,87

U M(7+7 6/17 ££17 6/2//) X M(&th 5/1/7 5;27 5,2/) X M221 (I7 6/27 éiQa 6/1,/>

G éi
5,.57.81"

1771 (3

et
- ——=0
OMI(y"381,77,85) = [ J M (77 61,77, 62)
U M(6":60,9,85) x M(g; 67,7, 85)
3,07,07
U M(’Y—i_aé/laf;:l?(sg) X M(§I1a5¥77_75/2)
514007

U M(’7+a5,17€2_,175,2/> X M(££135¥’7_75I2>
€3,1:07,67
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avec 8}, 87, 8" des mots de cordes pures satisfaisant §;8; = &; et §.8,8, = &; en
fonction des cas.

1> R x (AfUAY) >1> R x (AfUAY)

y W o !
1 E]U EQ EluLz
0 1
U R x (AJUAS) > 1> R x (AfUA)

FIGURE 6.25 — Batiments holomorphes dans le bord de la compactification de
MY(y*: 81,2, 82) (2 gauche) et de M (yT;81,v7,82) (a droite).

D’apres les différentes possibilités de brisures pour les courbes dans les espaces
de modules M!(y"; 81,2, 85) et M(yT; 81,77, 82), on en déduit les relations sui-
vantes :

o digody(x)+ditodig(r)+di_od_og(x)=0
e dygody (v )+dyrodi (v )+dy_od (yv)=0
c’est-a-dire, en les additionnant :
(dso+di)00-cc+dyso(dig+di—)=0

d’olt d o+ d,_ est bien un morphisme de complexes. Rappelons que cela montre alors
que (Cth(3, X,), 05;7627) est un complexe car c’est le cone de d.o + d,_. A partir de
maintenant, nous noterons F' := d_o+d,_. Comme on 1’a déja mentionné au chapitre
le fait que le complexe de Cthulhu soit acyclique implique que F' est un quasi-
isomorphisme. Nous allons montrer que F' préserve plus de structures, autrement dit

ona:

Théoreme 15. Pour tout 3,3, 33 cobordismes lagrangiens exacts transverses de
A; vers A et pour toutes augmentations €; de A(A; ) pouri=1,2,3, ona

[Mibﬁ(}—l»}—l) =F' o my)]

c’est-a-dire que le morphisme F' préserve les structures produit en cohomologie.

Dans I’énoncé, ,u; est le produit dans la catégorie d’augmentation Aug_ (A] U
1,2,3

AF UAY) et ef, 5 'augmentation diagonale définie a partir de €7, &5 et 5.
Remarque 21. Dans le cas o A] = () et olt X5, 33 sont des petites perturbations
hamiltoniennes de ¥; telles que les paires (31, Xs), (2, 33) et (2, X3) soient diri-
gées, alors ce théoreme dit que I’isomorphisme d’Ekholm-Seidel est un isomorphisme
d’anneaux.
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Montrons ce théoreme. Considérons donc trois cobordismes >3y, >y et Y3 comme
dans le théoréeme. On introduit les espaces de modules de courbes holomorphes a bord

sur 3; U ¥y U X3 suivants (voir figure [6.26))

M2123(7;1;517$1,52,9€2,53 (6.40)

)
M2123(73+,1;51771; 02,7, 683) (6.41)
M2123(7;1;51,$1,52,727 d3) (6.42)
Mo (73+,1; 01,71, 02,72, 03) (6.43)
avec
o 51 € R(AT,AT), 11 € R(Ay, Ay) et 12 € R(A;, A7),

{L‘lézlng,l’gexgﬂzg,

les §, sont des mots de cordes de Reeb de A, pouri =1,2,3

Va1 v Va1 v
>
X
1 T2 2 T /\
4! Y2 it Y2

FIGURE 6.26 — Courbes dans des espaces de modules (6.40), (6.41), (6.42)), et (6.43)
respectivement.

On définit maintenant une nouvelle application sur C'F_ (39, ¥3) @ CF_(X1,3) a
partir de ces espaces de modules :

f22 CF_OO(ZQ, 23) X CF_(X,(El, 22) — C*(Af, A;)
définie sur chaque paire d’asymptotes par :

«/T_‘Q('x% .1'1) = Z #M()(fygfl? 617 L1, 527 T2, 53)€I (51)65 (52)83: (53) ’ 7;1

7;1751'

FA(w9,m) = Z #MO (V315 01,71, 0, 2, 83)e7 (81)e5 (82)e5 (03) - 75,
7;:1751'

F (g, 21) = Z #MO(%;H;51,$1,52,72753)51_(51)52_(52)55(53) : 7::1
7;1751-

F(v2,m) = Z #MO(%L; 01,71, 02,72,03)e7 (61)e5 (02)e5 (I3) - 7:;1

'Y;l:(si
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On étudie a nouveau les dégénérescences de courbes d’indice 1 dans les espaces de
modules [6.40] [6.41] [6.42] et [6.43] On trouve donc un certain nombre de batiments
holomorphes dont les composantes sont des courbes rigides. La figure schématise
les courbes brisées dans 6@(%}:1; 01,717,602, T9,03).

+ +
V3,1 V3,1

A
v oY

~F + + ~F
V3,1 V3,1 V3,1 V3,1

40 f A
/A Y/ A/ AN/

FIGURE 6.27 — Batiments holomorphes dans le bord de la compactification de
Ml(fy;)r,l? 617 xy, 627 X, 63)

Cela implique que F? satisfait la relation :
.F2<I2, dOO(Il)) + f2($2, do (%1)) + fz(doo(ﬂfg) .131) + ./_" ( ( ) )
d o 0 Mgy (w2, 1) + i 0 Mg (w2, 21) + oy © F2 (w2, 21)
il (dio(a2), dio(w1)) =0 (6.44)

De méme, les batiments holomorphes dans M, (V3 ; 01,71, 82, T2, §3) sont sché-
matisés sur la figure on trouve que F? satisfait :

F2($2, dof(%)) + ]:2(96’2, d——(’h)) + ]:2((100(332),71) + «7:2(61—0(1’2), ’Yl)
+dyoomy_(z2,m) + di— omy (22,7) + diy 0 F*(22,71)
+M§1+23(d—0($2)7 die(m)) =0 (6:45)

et la relation symétrique a celle-1a pour la paire d’asymptotes (72, 1) est aussi vérifiée.
Enfin, les batiments holomorphes dans OM !y ,. ('ygf 1;01,71, 02,72, d3) sont représen-
tés sur la figure[6.29 et on obient alors :
F (72, do— (1)) +f2(727d——(71)) + Fdo-(72), 1) + F2(d-—(72), 1)
+dyoom? _(ya,m) +dyomZ_(ya,m) +diy 0 FX(y2,m)
‘|‘#Ef23(d+—(’72)a dy—(11)) =0 (6.46)

Par les relations (6.44),(6.43) et (6.46) on en déduit que F? vérifie :
}—2(_’6_“) +‘7:2(a—°°’ -) +F omy +d 4 o F? +M + +(f1 ]:1) =0

€3 ,€9,€q

L application induite par 7' en homologie satisfait alors F' om, +/L€+ (FLFHY =0
1,2,3

et F! préserve donc bien le produit en cohomologie.
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Y

+ + + + Rt
V3,1 Y31 V31 V3,1

;r,l ’Y‘;»r,l
0 0
o
0 0 0 0 0 T2
z3 fo /T2 /)\ %2 T2 >
T2
ARNL AN L] fo)
VYRRV Ul e
0 1 1 0 1

04! 7 0!

FIGURE 6.28 — Batiments holomorphes dans le bord de la compactification de
M1(7;1§51771,52,I2,53)-

+ +
V3.1 73,1

+ + + + + + R AT
V3,1 V3,1 V3,1 V3,1 V3.1 V3,1
b
At V2 st 72 71 72 71 Y2 00N "2
Rx A~
71 V2 71 V2 71 Y2

FIGURE 6.29 — Batiments holomorphes dans le bord de la compactification de
M1<7;1;61771752772753>~

6.4 Un exemple

Nous donnons dans cette section un exemple de calcul simple du produit. Soit A, la
sphere de Whitney et A une sous-variété legendrienne construite de la fagon suivante.
Considérons un entrelacs de Hopf auquel on réalise deux mouvements de Reidemeister
de type [ sur une des composantes. On construit ensuite une sous-variété legendrienne
de dimension 2 en faisant tourner I’entrelacs sur lui-méme le long de 1’axe de symétrie
D (figure[6.30). On note A’ cette sous-variété legendrienne obtenue. On réalise ensuite
une chirurgie legendrienne d’indice 1 sur A’ (voir [DR164]) le long du disque (de
dimension 0) schématisé en rouge sur la figure pour obtenir A. Cette opération de
chirurgie donne lieu a un cobordisme lagrangien exact de A’ vers A. De plus, A’ étant
remplissable, il existe un cobordisme de Ay vers A’, et en concaténant ce dernier avec
le cobordisme de A’ vers A on trouve un cobordisme qu’on note 3 de Ag vers A.
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FIGURE 6.30 — Schématisation de la sous-variété legendrienne A.

€2 19

FIGURE 6.31 — Schématisation des cordes de Reeb de A.

Les cordes de Reeb de A sont schématisées sur la figure [6.31] On note ¢ la corde
provenant de la chirurgie legendrienne, et on suppose que son action est plus petite que
’action des autres cordes. Le degré des cordes qu’on peut calculer par la formule (4.1)
(chapitre [d)) est donné par :

1] = |eo| = |er2| =2
lear| =1

|é12| =0

|¢12| = 3

| =1

La différentielle de I’homologie de contact legendrienne se calcule en comptant des
arbres de Morse sur le front de la legendrienne (voir [EkhO7]] et [DR11]). Elle est
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donnée sur les générateurs par :

Ocy =C91C19 + ¢
862 2612021 +c

O0¢12=cC12 + CaC12 + 1201

et les autres termes sont nuls. L’algebre de Chekanov A(A) posseéde deux augmen-
tations €;: A(A) — Zy pour i = 0,1 : gy est ’augmentation nulle et £; augmente
seulement c;5. On peut calculer ! (c) = ¢1 + ¢ et pl (c12) = ¢19, d’olt la cohomo-
logie legendrienne linéarisée par €y de A est de dimension 3, et plus particulierement
ona LCHY (A) = Zy([¢12]), LCH (A) = Zsy([c1]), et LCHZ (A) = Zs([c1]), ol on
note entre crochets [-] la classe de cohomologie des cordes. Le produit en cohomologie
est alors :

On peut vérifier que la cohomologie LC'H? (A) est aussi de rang 3 et isomorphe a
LCH? (A). D’un autre c6té, A(A) est engendré par une seule corde de degré 2 qu’on
note a et possede une unique augmentation € qui est I’augmentation nulle. Pour des
raisons de degré p!(a) = 0 et donc la cohomologie de contact legendrienne de A est
de rang 1 et concentrée en degré 2 : LC'H?(Ag) = Zy{[a]). De plus, le produit dans
LCH?(Ap) est nul. Toutefois, on a :

Proposition 5. 1 existe [x1], [xs] € HF (X1, 3,) tels que [a] = ma([21], [22]).

Démonstration. Notons >; := X et A; := A, et considérons X5 une petite perturbation
hamiltonienne de >.;, par un hamiltonien dépendant uniquement de la coordonnée de
symplectisation et telle que la paire (X1, ¥2) soit dirigée (voir section . Alors X9
est un cobordisme lagrangien de A{, une petite perturbation de Ay qui est encore une
sphere de Withney, vers une petite perturbation de A, qu’on note A,. Si la perturba-
tion est suffisamment petite, les algebres A(A;) et A(A,) s’identifient canoniquement
et on appelle donc encore £ 1’unique augmentation de A(Az). De plus, il y a un iso-
morphisme canonique LCH? (Ay, Ay) ~ LCH} (A1) (proposition . Maintenant, on
sait que I’application

d+0 + d+_ : HFjoo(El, 22) — LCH:O (Al, AQ) (647)

est un isomorphisme, donc on peut trouver 1, xo € C'F(31,35) et B, 52 € C(Ag, Aj)
générateurs de I’homologie H F_ (31, ) tels que

[ca] = [dyo(z1)] + [di—(B1)]
[C12] = [dyo(z2)] + [dy—(Ba)]
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et comme d,q est de degré —1 et d, _ est de degré 0, alors cela implique que |z;| =
lea1] +1 = 2, |2a] = |¢12] +1 = Let |B1] = |caa| = 1et |5y = |é12] = 0. Or,
encore une fois si la perturbation est suffisamment petite, comme la paire (3, X5)
est dirigée, on a aussi un isomorphisme canonique LCH;(Ag, Aj) ~ LCHZ(Ay)
d’ou LCH?(Ao, Aj) est de rang 1 et concentrée en degré 2, et on note aussi a son
unique générateur, qui correspond sous 1’isomorphisme a I'unique corde de Reeb de
Ap. Donc il n’existe pas d’éléments [3; et 3, dans C'(Ag, Aj) de degré 1 ou 0. Comme
est un isomorphisme, cela implique donc I’existence des éléments x; et x5 dans
HF (X4, %) satisfaisant [co1] = [do(21)] et [¢12] = [dyo(22)]. D’apres le théoréme
10.5 de [CDRGG], ces générateurs de H F_ (31, X2) qui sont aussi des générateurs
de HF(Xq,35) (voir remarque correspondent a des points critiques (ou combi-
naisons linéaires de points critiques) d’indice 1 et 2 respectivement, qui correspondent
eux-mémes a des générateurs de I’homologie relative H,(X1,0_%1), de degré 1 et
2 respectivement (voir proposition [d). De plus, I’application d,_ envoie une classe

fondamentale sur une classe fondamentale, on a donc d,_([a]) = [c1], et comme
[e1] = p2 ([ca1], [¢12]) et que Iapplication est un isomorphisme d’anneaux, on
trouve que [a] est un produit de points d’intersection, [a] = my([x1], [x2]). O

Remarque 22. Si x est un cycle non trivial dans HF_ (34, %) alors :
1. 0_oo(z) = 0 ou autrement dit (doy + d_o)(x) =0

2. Pq, B tels que v = doo(q) + do_(B)

La premiere condition implique que dgo(x) = 0 et d_o(x) = 0 et la seconde condition
se réécrit simplement : “7 ¢ tel que x = dyo(q)” car comme la paire (X1, ¥) est dirigée,
les points d’intersection sont tous d’action négative et donc dy— = 0 (voir section
[5.3.3). D’ou on a en particulier :

1. doo(l’) =0
2. Bqtel que x = dyo(q)

ce qui implique que x est un cycle non trivial dans H F'(3;, ).

6.5 Associativité du produit et structure A

Le but de cette partie est de montrer qu’on peut étendre le produit en une structure
A sur des familles de cobordismes transverses. On cherche donc des opérations de
tout ordre qui vont satisfaire la relation A, (3.I)). Pour toute paire de cobordismes
lagrangiens exacts transverses (31, >s), I’opération d’ordre 1 est la différentielle 0_,
sur C'F_ (X1, 3s), on la note a présent m;. L’opération d’ordre 2 est le produit my
défini pour tout triplet de cobordismes transverses. Plus généralement, pour tout entier
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d > 3 et pour tout (d + 1)-uplet de cobordismes transverses Xi,..., X441, On va
construire une application

My: CF oo(Sa, Sap1) ® - ® OF oo (31, 55) = CF_oo(S1, Sapt)

de telle sorte que I’ensemble des applications {m,},>; satisfont pour tout d > 1 la
relation :

E Mg—j+1 (id®d7]7n X m; X ld®n) =0
1<j<d
0<n<d—j
Pour chaque entier d, on amy = mg +my ou mg est a valeurs dans C'F'(X1, X441) et
my estavaleurs dans C*(A7, Ay ;) eton va définir séparément ces deux composantes.

6.5.1 Définition des opérations

Soient ¥, ..., 2441, pour d > 2 des cobordismes lagrangiens transverses de A\, vers
Af pouri =1,...,d + 1 tels que les algebres A(A; ) admettent des augmentations
e; . Lopération m) est naturellement la généralisation de m et est ainsi définie en
comptant des courbes holomorphes avec d + 1 asymptotes mixtes et dont le bord est
en partie sur des morceaux non cylindriques des cobordismes. On définit donc :

my: CF* ($4,8q41) ® -+ @ CF*__(£1,53) = CF*(31, 441)
par

m?[(ad7"'7a1) = Z #MO($+;617GI,62,...,ad,6d+1) "€ 'I‘+ (648)

(E+62102d+1
61,0441

ou les d; sont des mots de cordes de Reeb des A; et on rappelle que le terme “c~” signi-
fie qu’on augmente toutes ces cordes pures par les augmentations correspondantes. Au-
trement dit, il faudrait remplacer dans la formule €~ par e, (81)e; (92) . .. €51 (dar1),
ce que nous ne faisons pas par souci de lisibilité. D’autre part, le choix d’étiquettes la-
grangiennes considéré pour les espaces de modules est (X4, ..., ¥441). Passons main-
tenant a la définition de m ;. Comme dans le cas d = 2, cette application va compter
soit des courbes a bord sur R x A~ (si toutes les asymptotes sont des cordes de Reeb),
soit des batiments holomorphes incomplets (si au moins une des asymptotes est un
point d’intersection) et on va ainsi la définir comme une composée d’applications.
Tout d’abord, soit

f(d) : CF—oo(Edy 2d—i—l) X ® CF—00<217 E2) — Cn—l—*( (;+1> Al_)

définie de la facon suivante. Soit (ag4,...,a;) un d-uplet d’asymptotes avec a; €
CF_o(X;,%i11) pour tout i = 1,...,d + 1 (par convention ¥,.o := ). Suppo-
sons que I’un des a; au moins soit un point d’intersection, c’est-a-dire une asymptote
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dans C'F(3;, ¥;41), et notons j I’indice le plus grand tel que a; soit justement un tel
point d’intersection. On pose alors :

d 0 .
f( )(ad7 A JCLl) = Z #M2j+1’j+2 d+1,1,..., 3 (a.]7 6.7“1'17 a]+17 e

Y1,d+1
01,0441

cee 7ad75d+1771,d+1761’a1a s 7aj—175j) “E - V1,d+1

Si le d-uplet d’asymptotes est maintenant un d-uplet de cordes de Reeb (vg4, ..., 1)
avec v; € C*(A;, A7), on pose f@(y4,...,7) = 0. Ces applications f@ sont les
généralisations des applications f(1) et f(2) définies au paragraphe qui corres-
pondent respectivement aux applications d’ordre 1 et 2. Rappelons par contre que pour
une corde de Reeb v, on a f()(y) = 7. Nous allons maintenant de méme généraliser
les bananes b") := b et b® par des opérations de tout ordre. Pour des entiers j > i,
rappelons qu’on note € (A;, A;) = 1. (A}, A7 )®C*(A;, A} ), et on définit alors
pourd > 3:

b(d): @*(A(;, AJ—I—I) Q- ® Q:*(AI7A5) — C*(Avat;rl)

par
b (g om) = Y H#M (Yar11501,71, 02, Ve Basr) € Yarna
Yd+1,1
81,sbit
ol le choix d’étiquettes lagrangiennes est (R x Aj,...,R x A_ ). Remarquons que
comme dans le cas d = 2, pour un d-uplet (74, ...,7:) de cordes v; € C*(A;, A ),
I’application b correspond a I’application ug_ dans la catégorie d’augmenta-

1,2,...,d+1

tion Aug_(A; U---U Ay ). Sur la figure sont représentés des exemples de
courbes que comptent 1’application banane.

Y41 V3,4 V2,3 1,2 V5,1 Y45 V3.4
VALVARV.

1

RxA™

)

Y2,1 V3.2

FIGURE 6.32 — A gauche une courbe contribuant ) (73.4,72.3, 71,2), & droite une
courbe contribuant & b™ (v45,73.4, V3.2, V2.1 )-

Enfin, pour tout d > 3, nous généralisons A1) := §__ et A (section [6.2.2)) par :
AD: (NG AG) ® - @ (AT AY) = Couormn(Agy AT
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définie de la facon suivante. Soit (74, .. .,71) un d-uplet de cordes de Reeb, s’il existe
un 1 <i < dtelquey,; € C,_1_.(Ai41, ), alors soit j I'indice le plus grand tel que
Y5 € Cno1-+(A; 1, A} ) alors on pose :

A(d)(%i, M) = Z M (V53 017415 -+ -5 Vs a1y Va1, 01,71, - -

Y1,d+1

cyYj=2:05-1,5-1,05) € - Vid1

ol le choix d’étiquettes lagrangiennes est (R x A7 ;... ,Rx Ay, [, Rx A, ..., RX
A7 ). Maintenant, si (yg, . . .,71) est un d-uplet de cordes v; € C*(A;, A;,;) on pose
A (4 ..., 91) = 0. On peut remarquer que les cordes de A; a A;;, qui sont des
asymptotes de courbes dans les espaces de modules intervenants dans la définition
de A@ sont des asymptotes positives, alors que les cordes de A ; a A; sont des
asymptotes négatives. Cette opération n’intervient pas directement dans la définition
des my mais apparaitra lors de I’étude de bords d’espaces de modules. On a schématisé

sur la figure des exemples de courbes contribuant & f(? et A4,

€3,4 €23

0 b

m V4,5 V3,4 V2,3
1,4 V2,1 U U

1

[

71,5 72,1

Rx A~

FIGURE 6.33 — A gauche : courbe contribuant a f(S) (3.4, 23,72,1); & droite : courbe
Contribuant 51 A(4) (’74,5, ’7374, ’}/273, ’)/2’1>.
On peut finalement maintenant définir m,, pour d > 3. On a
mg: CF (S84, Sae1) ® - © OF (£1,5s) — C°(A7, Az,
défini sur les d-uplets de générateurs par
my (g, ..,a1) = Z bi) (f(if)(ad, ooy Oy 1)s - - s f(il)(ail, e al)) (6.49)

1<j<d
’i1+~~+ij=d
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et on rappelle les conditions suivantes sur f dans la formule de m :

f(l) (az) = a; si Qi = Yi+1, (650)
FO Vit Viiety -+ s Vissisi1) =0 pour 1 <5< (6.51)

Les formules et dans le cas d = 2 correspondent bien au produit my. De
plus, le théoreme [[2]s’applique a nouveau et on peut donc calculer que le degré de my
est2 —d.

Sur la ﬁgure sont représentés des exemples de courbes comptées par m°, et sur
les figures [6.35] et [6.36] des exemples de batiments holomorphes incomplets comptés
par m~ pour différents types d’asymptotes. En fait, étant donné un d-uplet d’asymp-
totes (aq, . .., a1), ’application m; compte toutes les configurations rigides possibles
qui permettent d’associer a ces asymptotes une corde de Reeb vq41,1 € C*(A7, Ay, ;)
positive. En effet :

1. si (Ya,--.,71) est un d-uplet de cordes de Reeb, alors il y a un unique type de
courbe holomorphe rigide qui a Y4411, 71, - - -, 74 comme asymptotes : c’est le

méme type de courbes que celles que compte I’opération Mgf ) 1(ad, coe,an)
,,,,, +

qui est égal a b (ay, ..., a;) = bD(fV(aq),..., fD(a;)) ol cette égalité est
satisfaite par la convention (6.50). Ce dernier terme est dans I’expression de
my (Y, - --,71) et c’est en fait le seul a étre non nul par (6.51).

2. si (ag, - .., a1) est un d-uplet d’asymptotes comprenant au moins un point d’in-
tersection, pour associer a ce d-uplet une corde 7441 1, on n’a pas d’autre choix
que de compter des configurations a deux étages qui ne se recollent pas, autre-
ment dit des batiments incomplets. En effet, si une courbe holomorphe a une
asymptote qui est un point d’intersection, alors le bord de cette courbe est en
partie sur des morceaux non cylindriques des cobordismes. Mais, une courbe
dont le bord n’est pas enticrement sur des cylindres ne peut pas admettre vg; 3
comme asymptote positive. Il est dans ce cas nécéssaire d’ajouter une banane.
On est donc amené a compter des batiments holomorphes incomplets de taille
1]1]0 dont les composantes sont rigides. Les asymptotes communes aux com-
posantes du niveau inférieur et du niveau central sont des cordes qui ne sont
pas dans les complexes de Floer CF_,(%;,¥;) avec ¢ > j (ce sont des asymp-
totes positives de la banane). Les différentes configurations possibles a compter
s’obtiennent donc en partitionnant tout d’abord (ag, . . ., a;) en groupe d’asymp-
totes successives (il y a 297! facons de le faire). Pour chaque groupe du type
(Gsyk,---,as11), $’il y a au moins un point d’intersection alors ces asymptotes
font partie d’une courbe d’indice 0 a bord sur les parties compactes des cobor-
dismes, et qui a pour asymptotes Ysy1 s+k+1, As+1, - - - , A5+, dans cet ordre quand
on parcourt le bord de la courbe dans le sens anti-horaire, avec V541 s14+1 €
C(A7 1.1, Ay 1) Ce type de courbe contribue & f*)(agyy, ..., as1) par défini-
tion. En composant tout ces termes par la banane, on trouve les termes dans la
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définition de m~, en remarquant que si (@, - - ., as11) est un groupe de cordes
de Reeb (des complexes de Floer C'F_(%;, X;) avec ¢ > j), alors ces cordes
sont des asymptotes de la bananes.

.’l}+ x2.3 +

1,2

FIGURE 6.34 — A gauche : courbe contribuant & m3(x3 4, 23, 21.2), & droite : courbe
. N 0
contribuant a myg (-775,67 T4,5,74,3, 22,3, "}/271).

1 1 Rx A~

FIGURE 6.35 — Batiments holomorphes incomplets contribuant a m; (3 4, 2.3, £1,2)-

Théoreme 16. Les opérations {m,}q>1 sont des opérations A, elles satisfont pour
toutd >1:

d mya(d® T @ m; @id®") = 0 (6.52)
1<j<d
0<n<d—j

Corollaire 1. L’application induite par my en homologie est associative.

Démonstration. L’associativité de my en homologie découle de la relation A, pour
d=3. [

Pour montrer le théoréme, il faut raisonner de la méme facon que pour le produit
my et étudier les dégénéréscences de courbes holomorphes dans certains espaces de
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Z2;3 T34 Z23

)

5

FIGURE 6.36 — Batiments holomorphes incomplets contribuant a m; (234, 2,3, ¥2,1)-

modules. Nous voulons montrer que les applications m, satisfont la relation[6.52|qu’on
peut réécrire :

> My ([d*T @m; ©id™")
1<j<d
0<n<d—j
+ 3 my (AP e m ©1d®) =0
1<j<d
0<n<d—j

Nous allons montrer dans un premier temps que

> omh i (d* T e m; ©id®) =0 (6.53)
1<j<d
0<n<d—j

plliS nous montrerons que

> mg (d® T em; ®id®") =0 (6.54)

1<j<d
0<n<d—j

6.5.2 Preuve de (6.53).

Pour montrer cette relation, il nous faut comprendre quels sont les différents batiments
holomorphes qui contribuent aux termes dans cette somme. Pour un d-uplet d’asymp-
totes (aq, - - ., a1), les termes de sont tous de la forme

mg_j+1(ad, o ,mg(anﬂ, ey Qp1)y Gy e, Q1) (6.55)

ou

mg_j+1(ad, oM (@nggy e ey Qng)s Gy e ooy Q1) (6.56)
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Les batiments holomorphes contribuant a sont de taille 0[1|0 et le niveau cen-
tral contient deux composantes qui peuvent se recoller sur un point d’intersection. La
courbe recollée obtenue est dans I’espace de modules

MMzt 81, a1, 82, a9, ..., 84,04, 0411) (6.57)

D’autre part, tout batiment holomorphe contribuant a[6.56|est de taille 1]1|0 et ses com-
posantes se recollent en une courbe d’indice 1 dans I’espace de module[6.57a nouveau.
En effet, m™ compte des batiments incomplets a deux niveaux dont la courbe a bord
dans le bout cylindrique est une banane qui a pour sortie une corde positive V441 n+1-
L application m° appliquée aux asymptotes restantes et a la corde 7,4 j41,,+1 compte
ensuite une courbe holomorphe d’indice 0 dans le niveau central. Le batiment holo-
morphe incomplet contribuant 2 m ™~ se recolle a la courbe contribuant a2 m° au niveau
de la corde 7y, 441,41 €t on obtient alors une courbe d’indice 1 dans Afin d’éta-
blir 1a relation [6.53] on étudie donc le bord de la compactification de 1’espace de mo-
dule Considérons alors une courbe d’indice 1 dans cet espace de modules, avec
on le rappelle a; € CF_(%;,%;11) et ™ € CF(Xq,%4.1), et explicitons les diffé-
rentes dégénérescences possibles d’une telle courbe. Etant donné un sous-ensemble de
(ag,...,a1) de j asymptotes successives (@j, - .., ant1), si on “tend le cou” entre
ces asymptotes et les autres, la courbe peut se briser sur :

1. un point d’intersection ¢ € C'F (X, 11, ¥,+;+1) et on obtient deux courbes d’in-
dice 0 et d’asymptotes (¢, pt1, ..., anej) €t (27, 01,0, Qn, @, Anpjg, - -, Qa)
respectivement, dans cet ordre lorsque I’on parcourt le bord des courbes dans le
sens anti-horaire. Un tel batiment holomorphe contribue donc au terme :

mg_ﬁl(ad, . ,m?(anﬂ-, ey Qpg), Gpy e, )

2. deux cordes de Reeb vy, 1 j11n41 €t Yny1,ntj+1, S1 le cou tend vers les bouts né-
gatifs des cobordismes (ce type de brisure apparait si I’ensemble d’asymptotes
(an+j, ..., Qy41) contient au moins un point d’intersection). Dans ce cas, on ob-
tient un batiment holomorphe a deux niveaux, avec une banane dans le niveau
inférieur ayant pour entrée la corde vy, 41 5,441 €t pour sortie v, 4j4+1n+1. Un tel
batiment holomorphe contribue au terme :

mg_jﬂ(ad, bW o f(j)(anﬂ-, ey Q1) Gy e ey Q)

3. plusieurs cordes de Reeb du type v; 1, avec @ < k et une corde v, 1 j41,n41. Dans ce
cas, on obtient un batiment holomorphe a deux niveaux, avec une banane dans le
niveau inférieur telle que les cordes ; ,, sont des asymptotes positives et la corde
Yn+1,n+j+1 €stla sortie. Le niveau central est composé de plusieurs courbes, I’'une
d’elle a comme asymptotes mixtes 7, a1, . .., G, Yntjt1nt1s Gntjtls - - -5 Ad €t
est une courbe qui contribue 2 m’, et les autres composantes ont chacune une
asymptote commune avec la banane au niveau d’une corde +; ;, et sont donc des
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courbes comptées par les applications f(*). Ce type de configurations contribue

donc a
my (ag-, > W g, ) f ) @)
2<s<j
i1 tis=j

En regroupant les termes comptés par les courbes brisées des points 1., 2. et 3., et ceci
quel que soit le sous-ensemble d’asymptotes (@4, - - ., Gn+1), o0 en déduit la relation
6.53]

6.5.3 Preuve de (6.54).

La somme dans I’expression de appliqué a des asymptotes (ag, . . ., a1 ) se réécrit
comme la somme de :

— 0
Z mdfjJrl(ada"'7an+j+17mj(an+j7"'7an+1)7ana"'7a1) (658)

1<j<d
0<n<d—j

et

Z My i1(dy -y Qngjit; M (A o5 Qng)y Ay - - 1) (6.59)

1<j<d
0<n<d—j

Regardons par exemple dans un premier temps le terme
1 d—j+1 0
bW o =it (g, ... s (A o5 Qng1), Oy - - - Q1)

apparaissant dans 1’expression Si les asymptotes sont toutes des cordes de Reeb,
alors ce terme est nul pour raisons d’énergie (voir preuve de la Relation (6.5) et figure
6.37). Si au moins une des asymptotes aj, est un point d’intersection, ce terme compte
des batiments incomplets de taille 1|1|0 avec deux composantes dans le niveau central
qui ont une asymptote commune au niveau d’un point d’intersection. Ces composantes
se recollent et la courbe recollée est un batiment incomplet a deux étages dans le pro-
duit suivant (voir figure[6.37) :

1/, . 1 .
M (akvék-i-la'~7ada5d+1771,d+1a517a17~-7619) X M ('7d+1,1;€1a71,d+1a€d+1)

Prenons un autre terme de[6.58] par exemple :

b(2)(f(dij+1) (Cld, v 7an—|—j+1>7 f'(nJrl) (mg(an+j7 cee 70’n+1>7 Qp,y - - - al))

Ce terme compte encore des batiments incomplets de taille 1]1]0 avec :
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Rx A~

FIGURE 6.37 — En haut : exemple de batiment holomorphe incomplet contribuant a
b o fW (245, 234, T23,72.1) €t courbe recollée associée. En bas : type de courbe qui
ne peut pas apparaitre pour raisons d’énergie.

1. si ag,...,anyj41 sont toutes des cordes de Reeb : sin + j + 1 < d, alors
f4=+Y(ay, ... anyji1) = Oetsin+j+ 1 = dalors fV(ag) = ag et dans
ce cas on a un batiment holomorphe incomplet avec deux composantes dans le
niveau central qui ont comme asymptote commune un point d’intersection, et
une banane dans le niveau inférieur qui a comme asymptotes mixtes la sortie de
f (n+1) qui est une corde 7 4, la corde a, et une corde de sortie Y 41 1.

2. siag,...,Gn4 41 cONtient au moins un point d’intersection (supposons que c’est
an+j+1, on fait ce choix pour simplifier I’écriture des espaces de modules ci-
dessous), on a un batiment holomorphe incomplet avec trois composantes dans le
niveau central dont deux ont une asymptote commune en un point d’intersection
et I’autre a comme asymptotes mixtes ag, . . ., apyj4+1 €t une corde vy ji1,d+1-
Le niveau inférieur contient une banane d’asymptotes mixtes la sortie de f("+1),
la corde 7,4 j11,4+1 (sortie de f (d=7+1)) et comme sortie une corde Vdt1,1-

Dans chacun des cas, comme précédemment pour des raisons d’énergie, les configu-
rations brisées décrites ci-dessus n’ont de sens que si les asymptotes des courbes dans
le niveau central ne sont pas que des cordes de Reeb (voir figure [6.37). Supposons
donc par exemple que a; soit un point d’intersection. Alors les deux courbes du niveau
central qui ont une asymptote commune en un point d’intersection peuvent se recoller
et apres recollement la configuration brisée initiale devient un batiment holomorphe



6.5. ASSOCIATIVITE DU PRODUIT ET STRUCTURE A, 125

incomplet dans :

M a;8s, ... aq1, 84, 71,0, 01) X M (Var1,15 €1 1.0, €gr Ads Egy) (6.60)

pour le premier cas, et dans

1.
M (a1;02,. .., Gngj, Ongjr1, Yintjt1, 01)
0 .
x M (an+j+17 Cn+j+27 <oy Qd,y Cd-‘,—lu Tn4j+1,d+15 Cn+j+1) (6.61)
1 )
X M (Var1,15 €15 Vintjr 1 Ensjats Yntjttdits §ayr)

pour le second cas. De fagon générale, les termes dans sont tous de la forme
b(j)(f(ij) R ® f(is)(id@ﬂ? ®m2 ® id®7") R ® f(h))

avec p + q¢ + r = 15. Ainsi, de facon analogue aux deux cas particuliers que nous
venons de voir, les batiments holomorphes qui contribuent a[6.58] se recollent en des
batiments holomorphes dont les composantes sont une ou des courbes rigides dans
le niveau central, une courbe non rigide (d’indice 1) dans le niveau central, et une
banane rigide dans le niveau inférieur. Autrement dit, les termes dans comptent
des configurations brisées qui sont dans le bord de la compactification de produits
du type de (6.60) ou (6.61). Nous allons donc étudier le bord de la compactification
d’espaces de modules de courbes d’indice 1 dans le niveau central qui sont du type
de celles qui servent a définir les applications f(?). Avant cela, regardons tout d’abord
comment se recollent les configurations brisées que comptent les termes de Un
des termes apparaissant par exemple dans [6.59 est :

b o f(d_l)(ad, ..., a3, bW o f(2)(G2, ai))

ol on suppose que a; et ag sont des points d’intersection sinon le terme vaut 0. Un
tel terme compte des batiments holomorphes de taille 1|/1|0 qui se recollent en des
batiments holomorphes dans

M (a1; 82, aqy 8as1, 71,0415 01) X M (Va1 €1 Yart, €gin) (6.62)

(voir figure [6.38) ou le premier type d’espace de modules est un espace de courbes
d’indice 1 du méme type que les courbes comptées par I’application (% et le deuxieme
est un espace de modules de bananes rigides. Un autre terme apparaissant dans [6.59)
est:

b (P (ag, ... a3), fM obM o fP(ay,a1)) = b (fP(ag, ..., a3), b o fP(az,ay))

ou I’égalité est due a la convention [6.50} Les batiments holomorphes contribuant a ce
terme sont de taille 2|1|0 (en supposant encore que a; et az sont des points d’intersec-
tion par exemple), les deux niveaux inférieurs se recollent et on obtient un batiment
incomplet dans :

MO(CH; 02, az, 03, 1,35 51)><./\/l0(a3; 547 Qy4, ..., 0q, €d+17 3,d+15 53)
X M?(Yag1.15 €15 71,35 €30 V3,015 Can) (6.63)
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T4,5 T34
T1,2
0 0
V5,1 [\ m V5,1

&
UM\, )T

1 1 1

FIGURE 6.38 — Batiment holomorphe incomplet contribuant 2 b6V o f®) (x5, 73 4, b1 0
@ (v32,712)) et la courbe recollée correspondante.

Les deux premiers espaces de modules sont rigides, ils sont comptés par les applica-
tions f(@ alors que le troisiéme est un espace de bananes d’indice 2. De facon générale,
tous les termes non nuls de comptent des batiments holomorphes qui se recollent
en des configurations dans des produits du type (6.62) ou (6.63)). Cela amene alors a
étudier le bord de la compactification d’espace de modules de dimension 1 de courbes
du type de celles comptées par les f(@ ainsi que le bord de la compactification d’es-
paces de bananes d’indice 2.

A) am(ak; 6k+17 <oy Qg 5d+1> T1,d+15 01,a1, ... >5k) :

Considérons un d-uplet (ag, . ..,a;), pour d > 3 (on a déja étudié les cas d = 1 et
d = 2 dans la section [6.2.2)) contenant au moins un point d’intersection (par exemple
ay), et une courbe d’indice 1 dans M*(ay;ds, ..., adq, 84:1,71.441,01)- Si on tend le

cou entre deux sous-ensembles d’asymptotes successives, la courbe peut se briser sur
un point d’intersection (1) ou plusieurs cordes de Reeb (2), et dans ce deuxieme cas, la
courbe brisée obtenue est un batiment holomorphe a plusieurs niveaux. La corde 7y g1
correspondant 2 la sortie de f(9) dans le cas d’espaces de modules de dimension 0 est
une corde de Reeb qui dans un batiment holomorphe peut se trouver dans une courbe
dans le niveau central ou dans un niveau inférieur (ce qui n’était pas le cas pour m° car
la sortie était un point d’intersection donc seulement dans une courbe dans le niveau
central).

Donc, pour tout sous-ensemble d’asymptotes successives (a4 ;, - . ., Gn+1), On tend
le cou entre ces asymptotes et les autres. La courbe peut se briser sur :

1. un point d’intersection, alors la courbe brisée est un batiment holomorphe de
taille 0/1|0, composé de deux courbes d’indice 0 dans le niveau central qui se
recollent au niveau du point d’intersection. Pour des raisons d’indice il ne peut
pas y avoir d’autres composantes. Ce type de batiments holomorphes contribuent
a

A=+ (qy ,mg(anﬂ-, ey Q) Gy ey )

2. plusieurs cordes de Reeb, et il faut a nouveau distinguer deux cas : supposons
que dans la courbe brisée obtenue, la corde 7, 44; soit dans une composante du
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niveau central. Alors cette courbe brisée est un batiment holomorphe de taille
1/1|0 avec un certain nombre de courbes d’indice 0 dans le niveau central et une
banane d’indice 1 dans le niveau inférieur qui a pour sortie une corde vy, 41 n+1-
Cela revient a associer de toutes les facons possibles une corde 7,411 n4+1 aux
asymptotes (@,+;,- .., a,+1). Autrement dit, I’ensemble de ces configurations
contribuent a :

f(d7j+1)(ad, R 7ml;(an+ja S 7an+1)7 (n, - - - ,CL1>

Supposons maintenant que dans la courbe brisée, la corde 7 441 soit dans une
composante du niveau inférieur. Alors on a encore un batiment holomorphe de
taille 1|1|0, avec une ou plusieurs composantes d’indice 0 dans le niveau central
et une composante d’indice 1 dans le niveau inférieur qui est une courbe comp-
tée par 1’application A. Chaque composante du niveau central est une courbe
holomorphe avec des asymptotes des complexes de Floer et une asymptote qui
est une corde de Reeb du type v; . avec ¢ < k. En effet, si la brisure avait lieu
sur une corde d’un complexe, soit cela entrainerait I’apparition d’une banane,
soit d’un étage dans le niveau inférieur, donc 1’indice de la courbe recollée se-
rait trop grand. Chacune de ces courbes est donc comptée par une application f.
Finalement, tout ces types de batiments holomorphes contribuent a :

avec les conditions (6.50)) et (6.5T).

En regroupant toutes les possibilités de brisures, on trouve la relation :

Z f(dfjJrl) (id®dfjfn ®m(]3® 1d®n) + Z f(d*jJrl) (id®dfjfn ®m; ® 1d®n)

1<j<d 1<j<d—1
0<n<d—j 0<n<d—j
+ Z A®) (f(is) R ® f(il)) =0 (6.64)
1<s<d

toujours avec les conditions (6.50) et (6.51).

B) OM?(Va11,15 61,71, 02, - - a, Oa41) -

Etudions enfin les dégénérescences possibles de bananes d’indice 2. Considérons
une telle courbe ayant pour asymptotes Yq41,1,71, - - -, Va> avec y; € €(A;, A, ;). Elle
peut se briser en un batiment holomorphe, qui sera lui aussi entierement contenu dans
la partie cylindrique, donc en particulier chaque composante du batiment sera d’indice
au moins 1. Ainsi, une courbe d’indice 2 peut seulement se briser en deux courbes
d’indice 1, qui se recollent au niveau d’une corde de Reeb. Les dégénérescences ici
sont exactement du méme type que pour le cas d = 2 mais avec plus d’asymptotes.
Toutes les possibilités de brisures s’obtiennent alors de la fagon suivante : on choisit un
sous-ensemble (Y, j, ..., Vn41) d’asymptotes successives de la courbe puis on tend le
cou entre ces asymptotes et les autres. La courbe peut se briser sur :
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1. une corde de Reeb 7,41 n4;+1 qui n’est pas dans le complexe. On obtient alors
deux courbes dont la premiére a pour asymptotes Vpnin4j+1, Yntls---» Yntj
avec Yn+1,n+j+1 NEgative, ce type de courbe contribue donc a

<A(j)(7n+j7 . ,7n+1), 7n+1,n+j+1>

qui s’annule si (Y45, - - ., Yn+1) st un j-uplet de cordes des complexes de Floer,
par définition de A, car on se retrouverait a compter une courbe sans asymptote
positive. La seconde composante du batiment holomorphe a comme asymptotes

les cordes Ya+1,15 V15 - -+ s Yoo Yot 1ni+15 Vntjtls - - - s Vd AV€C Yn i1 nj+1 POSItive.
C’est une courbe qui contribue a

<b(d_j+1)(7d, <o Yntj+1 Vndln+i4+1 T - - 771)7 7d+1,1>

Donc au final, les batiments holomorphes obtenus par ce type de brisure contri-
buent aux termes dans

b(d*j+1) (’Yd? e A(]) (P)/n+]'7 Ce ,’}/n+1)7 IR 571)

2. une corde de Reeb 7,1 j+1 41 dans le complexe CF_ o (X,,11, X1 j+1), €t on ob-
tient encore un batiment holomorphe avec deux courbes qui ont respectivement
les mémes asymptotes que ci-dessus (avec V11,41 a la place de vy 41,n45+1),
mais ol 7,4jt+1n4+1 €St positive dans la premicre courbe et négative dans la
deuxieme. Ce type de brisure arrive quel que soit le j-uplet (Y4, ..., Vnt1)
choisi. Dans ce cas, ces deux courbes sont des bananes, les configurations bri-
sées contribuent donc a

DI (g 0 (Y Yae 1) Yo s M)

On a trouvé tous les types de batiments holomorphes dans le bord de I’espace de mo-

dules M2(7d+1,1; 01,71,902, . ..,%4, 04+1). On en déduit donc la relation suivante :
> AT () + AY) ©1d®") = 0 (6.65)
1<j<d
0<n<d—j

En combinant les relations (6.64) et (6.65]) obtenue, on peut déduire la relation suivante,
ou la somme des trois premiére lignes vaut 0 par (6.64) et la somme des deux derniéres

lignes vaut 0 par (6.65).
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Z ps) [f(is) ®...® f(ik+1) ® Z f(ik—j-l-l)(id@ik—n—j ®m? Q id®”) ®.® f(il):|

1<s<d 1< <ik

i14tis=d 0<n<ig—j
1<k<s
s 1s ir—J+1)(: i—n—7g — : n 7
+ Y W e e Y fETT (g J®mj®1d®)®...®f(1)}
1<s<d - 1<j<ip—1
i1t +is=d 0<n<ik—j
1<k<s

+ Y e e e Y A(j)(f<"j)®...®f(”1>)®...®f<i1>]

1<s<d - 1<j<ik
P14 Fis=d ni+-tnj=ig
1<k<s

+ Z Z b(S—j'H) |:f(ls) R..0 b(]) (f(”bn+]) R...® f(in+1)) R..Q f(ll):|

1<s<d 1<j<s
t1++is=d 0<n<s—j

+ > > bty [f(is) ® .0 AV (flnrd) @ @ flnr)) @ . ®f(“)} =0
1<s<d ~ 1<j<s
i1++is=d 0<n<s—j
Les sommes dans les troisieme et cinquieme lignes se simplifient. En effet, dans la
troisieme ligne on fixe une partition de d puis on partitionne a nouveau une des par-
ties. Dans la cinquieme ligne, on fixe une partition de d, puis on regroupe des parties
successives. On obtient alors finalement :

3 b(8>{f("s)®...® > f(i’“jﬂ)(id@ik”j®m?®id®")®~-'®f(m]

1<s<d 1<j<ix
i1+-+is=d 0<n<ix—j
1<k<s
()| #6s) ... Z (k=i +1) ({q®ik—n—J - ®id®" oo flin)
+ Y e f (id om; @id*") @ ® f
1<s<d 1<j<ip—1
i14+is=d 0<n<ip—j
1<k<s

LYY b(s—j+1>{f<z‘s>@...@bm(f(zm)®...®f<in+1))@...@f@n]:o
1<s<d 1<j<s
i1+ tis=d 0<n<s—j

La premiere somme correspond a

— s 1Rd—j—n 0 : 10N
E my . (id ®m; ®id™")
1<j<d
0<n<d—j

et les deux derniéres sommes a
— s 1Rd—j—n — : 18N
E md_j+1(1d ®@m; ®id )

1<j<d
0<n<d—j
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car dans la seconde somme il manque les termes du type
pls—i+1) f(is) R R f(in+j+1) ® mj— R ® f(il)

mais justement ces termes 1a sont ceux de la troisieme ligne, et donc la relation (6.54))
est bien satisfaite, ce qui termine la preuve du théoreme [16]

6.6 Foncteur A,

Tout comme on a prolongé la différentielle et le produit sur C'F_, en une structure
Ay, on peut prolonger F* et F2 en une famille d’applications {F?} >, satisfaisant la
relation de foncteur A, qui, rappelons-le, est la suivante. Pour tout d > 1 :

o P T emeid® )+ Y my(Fr @ F1) =0 (6.66)
1<5<d 1<s<d
0<n<d—j i1+ +is=d

Les applications F¢ pour d > 3 sont définies de maniére analogue a3 F* et F2, la seule
différence est qu’on compte des courbes qui ont plus d’asymptotes mixtes (voir figure

6.39). On définit donc
Fl OF_oo(34, Sas1) @ - @ CF_oo (31, 52) = C*(Af,ALL)

par
d - 0 +. S
Fag,...,a1) = E #Msy,, d+1(7 01,01, ...,00,04,0q41) €
THER(A Gy AT)
01,0441

(6.67)

ol les d, sont des mots de cordes de Reeb de A; et le terme £~ signifie encore une fois
que les 4, sont augmentées par les augmentations ¢; .

Pour montrer que la famille {F?},>; satisfait la relation (6.66)), on étudie les dé-
générescences de courbes dans 1’espace de modules M'(y™; 8y, a4, .., 84, aq, 8411).
Une telle courbe d’indice 1 peut dégénérer et se briser :

1. en un batiment holomorphe de taille 0|1|0 tel que le niveau central contienne
deux composantes d’indice 0 qui se recolle sur un point d’intersection. Ce sont
donc des configurations brisées qui contribuent a

<fdfj+1(id®dfjfn ®m;) ® id@n)7 ,y+>

2. en un batiment holomorphe de taille 1|1|0 avec éventuellement plusieurs com-
posantes d’indice O dans le niveau central et une composante d’indice 1 dans
le niveau inférieur (pour des raisons d’indice, ce niveau ne peut pas contenir
d’autres composantes non triviales). Ces configurations contribuent a

<J,—_-dfj+1 (id®dfjfn ®m]— ® id®n), ,_Y+>
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€1,2 T

73,2 V5,4
FIGURE 6.39 — Courbe contribuant & F* (s 4, 3.4, V3.2, T1.2)-

3. en un batiment holomorphe de taille 0|1|1 avec & nouveau éventuellement plu-
sieurs composantes d’indice 0 dans le niveau central et une composante d’indice
1 dans le niveau supérieur. Ces configurations contribuent enfin a

By (Fre---@F1),77")

La somme de ces contributions vaut 0 car correspond a 1’ensemble des éléments du
bord de la compactification de M'(y*;81,a4,...,084,a4,84.1). Ceci étant valable
quel que soit v € C(Af, A} ), on en déduit la relation (6.66).

6.7 Vers une catégorie A,

Dans cette derniere section, nous considérons le cas d’objets non transverses afin de
définir une catégorie A, de cobordismes lagrangiens Fuk_(A) associés a une sous-
variété legendrienne A C Y. Les objets de cette catégorie sont les triplets (X, A~,e7)
ol A~ C Y est une sous-variété legendrienne, £~ est une augmentation de A(A™),
et ¥ est un cobordisme lagrangien exact de A~ vers A. Etant donné deux tels cobor-
dismes (X1, A7, e7) et (X, A5, e, ), ils ne sont pas transverses car en particulier ils
ont le méme bout positif. Il faut donc les perturber afin d’obtenir une paire de lagran-
giennes transverses et de pouvoir ainsi calculer la différentielle m; : C'F_ (31, %5) —
CF_(31,3,) et I'application F' : CF_(31,32) — C(Af, A7) ou Af et AJ sont
des perturbations de A. Le méme probleme se pose pour calculer les produits m, et
les applications F¢ pour un (d + 1)-uplet de cobordismes non transverses deux a deux
Yy ey Xdg-

Soient alors X1, ..., %, un tel (d 4 1)-uplet de cobordismes non transverses et
soit T > 0 tel que ¥;\[—7', T| x Y N%; soient cylindriques. I est nécessaire de faire un
choix de perturbations pour définir les opérations m, et <. On les perturbe de la fagon
suivante. Pour 1 < i < d + 1, et € > 0 petit, notons X := @%;1)5(&) (voir section
[5.3.3). Les cobordismes apres perturbations sont donc transverses sauf éventuellement
dans [T, T] x Y. On considere alors les lagrangiennes compactes 'y, ..., /441 eton
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leur associe des données de Floer et des données de perturbations comme le fait Seidel
dans [Sei08]. Les opérations m, et Fy sur CF_ (X4, 3X411) @ -+ @ CF_ (31, 39)
compte alors des courbes holomorphes qui satisfont I’équation du(z)oj = J(z)odu(z)
dans les bouts cylindriques et 1’équation perturbée dans [—T',T] x Y, ¢’est-a-dire des
courbes holomorphes asymptotes a des trajectoires de flots hamiltoniens provenant
des données de Floer associées a chaque paire de lagrangienne (voir [Sei08, équation
8.9)D.

Remarquons cependant que la catégorie Fuk_(A) construite de cette fagcon dépend
des perturbations. Toutefois, remarquons aussi que le type de perturbations effectuées
sur une famille X1, ..., 341 € Ob(Fuk(A)) fait apparaitre la (d+ 1)-copie de A dans
chaque tranche {t} x Y pourt > T De plus, la catégorie d’augmentations ne dépend
pas (a pseudo-équivalence pres) du choix de perturbations sur la (d + 1)-copie, ainsi la
famille d’applications {F?} 4> définies par pourd > 1

F : Fuk_(A) = Aug_(A)

ou I’opération F° sur les objets est donnée simplement par F°(X,A",e7) = &~ o
®y,. Le foncteur F est cohomologiquement plein et fidele car pour tout >,y €
Ob(Fuk_(A)), opération F! : CF_(31,32) — C(A], AJ) est un isomorphisme
en homologie. L’existence de ce foncteur cohomologiquement plein et fidele F peut
laisser supposer que la catégorie Fuk_(A) ne va pas dépendre des perturbations, tout
comme Aug_(A) n’en dépend pas a pseudo-équivalence pres. Mais justement, comme
pour Aug_(A), la catégorie Fuk_(A) n’est pas unitaire donc on ne peut pas parler
d’équivalence de catégorie. En supposant que le type de perturbations faites pour cal-
culer la catégorie Aug, (A) puisse se généraliser en dimension plus grande que 3, on
pourrait alors perturber les cobordismes non transverses de telle sorte a obtenir une
catégorie Fuk (A) unitaire et un foncteur F : Fuk,(A) — Aug;(A) qui serait une
équivalence.
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Structures produits sur ’lhomologie de Floer des cobordismes lagrangiens

Product structures in Floer theory for Lagrangian cobordisms

Résumé

Dans cette thése, nous construisons un produit
sur le complexe de Floer associé a une paire de
cobordismes lagrangiens, ou ce complexe de
Floer est un complexe quotient du complexe de
Cthulhu défini par Chantraine, Dimitroglou-Rizell,
Ghiggini et Golovko. Plus précisément, pour tout
triplet de cobordismes lagrangiens exacts
transverses dans la symplectisation d’'une variété
de contact, nous définissons une application m»
en comptant des courbes holomorphes rigides a
bord sur les cobordismes et asymptotes a des
points d’intersection et a des cordes de Reeb
dans les bouts legendriens négatifs des
cobordismes. En étudiant les dégénérescences
de courbes holomorphes, on montre que m,
satisfait la relation de Leibniz sur les complexes
de Floer associés.

Plus généralement, a tout (d + 1)-uplet de
cobordismes lagrangiens transverses on associe
une opération m, définie aussi par un compte de
courbes holomorphes. Nous montrons que
'ensemble des opérations (m;),>; forme une
structure A..

Enfin, lisomorphisme d’Ekholm-Seidel entre
’homologie de Floer des cobordismes et
I’'hnomologie de contact legendrienne des
legendriennes dans les bouts positifs s’étend en
un morphisme A..

Mots clés

sous-variétés legendriennes, homologie de
contact legendrienne, cobordismes lagrangiens,
homologie de Floer, catégories A..

Abstract

We construct a product on the Floer complex
associated to a pair of Lagrangian cobordisms.
This complex is a quotient complex of the
Cthulhu complex defined by Chantraine,
Dimitroglou-Rizell, Ghiggini and Golovko. More
precisely, given three exact transverse
Lagrangian cobordisms in the symplectization of
a contact manifold, we define a map my by a
count of rigid holomorphic curves with boundary
on the cobordisms and asymptotic to intersection
points and Reeb chords in the negative
Legendrian ends of the cobordisms. By studying
breakings of holomorphic curves, we prove that
mo satisfy the Leibniz rule on Floer complexes.
More generally, to a (d + 1)-tuple of exact
transverse Lagrangian cobordisms we associate
a map my which is again defined by a count of
holomorphic curves. We show that the maps
(mg)a>1 are A, composition maps.

Finally, we extend the Ekholm-Seidel
isomorphism between Floer homology of the
cobordisms and Legendrian contact homology of
the Legendrian positive ends to an
Aoo-morphism.

Key Words

Legendrian submanifolds, Legendrian contact
homology, Lagrangian cobordisms, Floer
homology, A..-categories.
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