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Avant-propos.

Notre champ díinvestigation privilÈgiÈ est situÈ quelque part dans la jeune et dÈj‡ vaste contrÈe des
mathÈmatiques de líalÈatoire, le long du áeuve stochastique, sinueux et brumeux, parfois tumultueux,
sÈparant vaguement probabilitÈ et statistique thÈoriques.

Nous y menons líÈtude systÈmatique de quelques animaux ÈpurÈs, surprenantes entitÈs ÈtherÈes, que
nous appelons processus fondamentaux. Bien Ètrange est leur comportement, ‡ la fois imprÈvisible et
dÈterminÈ, rÈgulÈ et alÈatoire.

Pour dissÈquer cet alÈa et en dÈcouvrir quelques mÈcanismes nous zoomons toujours plus prËs, ajustant
díune main líhorloge logarithmique et cueillant avec líautre de mystÈrieuses constantes.

Cependant, notre humble rÙle consiste aussi ‡ leur faire traverser le áeuve, dans les deux sens, aÖn
quíils síalimentent sur chaque berge et enrichissent chaque territoire. Ainsi b‚tissons-nous des ponts,
conceptuels, ‡ líaide díoutils, mathÈmatiques, et de techniques, bien spÈciÖques.

Quíils soient empiriques, browniens ou poissoniens, ces ponts enjambent la brume. Puissent-ils relier
les temples et inviter au voyage leurs gardiens les moins sectaires !

Car les lois du hasard sont les mÍmes pour tou(te)s, l‡-bas, aux sources du áeuve.

A quoi bon, dËs lors, jurer par Theta ou par Omega ?

¿ mon Arc-En-Lune.
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1 ñ INTRODUCTION

Notre domaine de recherche est celui des thÈorËmes limites presque s˚rs en probabilitÈ et statistique.
Nos objets díÈtude favoris sont la mesure empirique, le mouvement brownien et les processus associÈs.
Ce document esquisse une synthËse homogËne de nos travaux terminÈs [1ñ17] et place en perspective
ceux en cours de Önalisation [18ñ25]. A ce jour [12ñ17] ne sont pas encore publiÈs, car dans notre plan
de recherche, global mais cohÈrent, nous avons menÈ de front un grand nombre de projets.

Nous mettons en lumiËre trois aspects de notre contribution scientiÖque, distincts et complÈmentaires.
LíÈtude Öne des áuctuations trajectorielles, les outils probabilistes attenants, et quelques consÈquences
statistiques. AÖn de prÈciser ce dÈcoupage nous Èvoquons par líexemple nos motivations en 1.1, situons
ces trois angles díÈclairage en 1.2 et formalisons notre approche systÈmatique en 1.3.

1.1 ñ Motivation

1.1.1 ñ AlÈa et dÈterminisme

Notre motivation profonde est tant mathÈmatique que philosophique. Elle concerne la recherche de
líordre dans le chaos, du dÈterminisme dans líalÈatoire. Aussi les objets dÈterministes, rigides, ne
nous intÈressent-ils que lorsquíils apparaissent ‡ la limite, par la force mÍme díun alÈa qui, pour ainsi
dire, leur donne vie. Aussi líalÈa ne nous intÈresse-t-il que lorsquíil síordonne inÈluctablement, tout en
oscillant inlassablement, sans se soumettre complËtement. Les phÈnomËnes ainsi rÈvÈlÈs sont autant de
caractËres du hasard pur. Bien quíils contrarient parfois notre perception trop cartÈsienne, ils donnent
le plus souvent un sens rigoureux ‡ líintuition frÈquentiste qui tend ‡ postuler de tels dÈterminismes.

Le contrÙle dÈterministe des áuctuations du hasard est une branche de la thÈorie des probabilitÈs qui
síest beaucoup dÈveloppÈe ces derniËres dÈcennies, notamment depuis [S]. Il joue naturellement un
rÙle primordial en thÈorie de la dÈcision statistique. Cíest ‡ líinterface de ces deux thÈories que nous
situons notre activitÈ de recherche et lui donnons sens. Par ailleurs cette problÈmatique níest pas sans
a¢nitÈ avec le point de vue dual, celui de la thÈorie ergodique, qui recherche le dÈsordre imprÈvisible
dans le dÈterminisme, des comportements typiquement probabilistes dans des systËmes dynamiques.
Approfondir cette dualitÈ est une perspective qui nous tient ‡ coeur, repoussÈe faute de temps.

Deux types díalÈas dÈterminÈs nous motivent particuliËrement, trajectoriel (1.1.2) et spatial (1.1.3).

En premier lieu, les phÈnomËnes probabilistes presque s˚rs liÈs aux oscillations de certains processus
stochastiques ÈlÈmentaires. Les techniques dÈveloppÈes síappliquent ‡ díautres trajectoires plus ‡ la
mode pourvu que les outils appropriÈs soient forgÈs. Car dans notre optique, líextravagance doit
rester improbable et il faut Èvaluer des probabilitÈs díÈvÈnements rares de nature variÈe, souvent non
disponibles. Au degrÈ de prÈcision recherchÈ, ces contrÙles doivent se faire de faÁon non asymptotique,
ce qui est trËs exigeant. Cíest une des justiÖcations de notre dÈmarche, qui níest pas seulement dÈdiÈe
‡ líasymptotique puisque la plupart de nos thÈorËmes limites presque s˚rs admettent en puissance une
version ‡ distance Önie, sous la forme díune borne explicite de la probabilitÈ díun ÈvÈnement díintÈrÍt.

En second lieu, les phÈnomËnes statistiques presque s˚rs liÈs ‡ la rÈpartition díun grand nombre n de
donnÈes. La problÈmatique concerne tout ce qui arrivera au statisticien immortel, n!1. Les objets
ÈtudiÈs sont ici moins ÈpurÈs. Notre approche consiste alors ‡ se ramener aux processus fondamentaux
qui gouvernent la partie purement stochastique de certaines statistiques, les termes de dÈviation et
non de biais, tout en contenant les quantitÈs et les transformations secondaires. De nouveau, pour
traiter líasymptotique, nous produisons des bornes ‡ distance Önie assez puissantes pour dÈvoiler, en
corollaire, des probabilitÈs díerreur, des rÈgions de conÖance ou des convergences en loi.

1.1.2 ñ PremiËre droite de Kolmogorov

PrÈcisons la notion de comportement trajectoriel dÈterministe via líexemple universel de la marche
alÈatoire sur R qui du reste, ne sera pas repris ensuite. Comment en e§et ne pas Èvoquer la loi forte
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des grands nombres de Kolmogorov ? Additionner indÈpendamment du hasard pur síavËre, vu de trop
prËs, bien chaotique. Pourtant, vu de líinÖni, nous obtenons ‡ chaque fois une unique et mÍme droite.
Chacun reconnaissant líÈquivalence presque s˚re

P
inXi  nEX avec Xi indÈpendantes et de mÍme

loi que X 2 L1, díespÈrance EX 6= 0. Par le simple fait des axiomes de probabilitÈ, EX est bien la
limite dÈterministe de la moyenne empirique

P
inXi=n, en accord avec líintuition objectiviste.

Question 1.1. Vu de plus prËs, mais pas trop, dans quelle mesure la marche alÈatoire est-elle
dÈterminÈe ‡ quitter la droite nEX ?

(i) …voquons quelques rÈponses prÈcises ‡ la grande Èchelle de temps [0; n]. Si X 2 L2 les mÍmes
axiomes rËglent le comportement de Sn =

P
inXi  nEX et la loi du logarithme itÈrÈ atteste que

lim sup
n!1

maxmn Smp
2n log log n

= lim inf
n!1

minmn Smp
2n log log n

= 1 p:s:

ConsidÈrons alors le processus díÈcart ‡ la droite de Kolmogorov, qui níest presque jamais nul,

Sn(t) = S[nt] + (nt [nt]) (X[nt]+1  EX):

La loi fonctionnelle et le principe díinvariance de Strassen [S] dÈterminent líensemble S1 des fonctions
presque s˚rement adhÈrentes de la suite de trajectoires fSn(t)=

p
2n log log n : t 2 [0; 1]g. Depuis lors,

un grand nombre de thÈorËmes limites ont dÈcrit Sn(t) plus prÈcisÈment, y compris si X est ‡ valeurs
dans un espace de Banach sÈparable. Par exemple, appliquons ‡ Sn(t) quelques rÈsultats Öns sur
le mouvement brownien via [KMT]. DíaprËs [S], Sn(t)=

p
2n log log n ressemble inÖniment souvent ‡

t1=2+" 2 S1 si " 2 ]0; 1=2] et jj  " =
p
2"=(1=2+"). Lorsque X 2 L,  > 2, les vitesses díapproche

en mÈtrique uniforme ne dÈpendent que de " et  car nous tirons facilement de [A2,Cs,Cs2],

lim inf
n!1

(log log n) sup
t2[0;1]


Sn(t)p

2n log log n
 t1=2+"

 =


4
p
1 2=2"

p:s: (jj < ")

lim inf
n!1

(log log n)2=3 sup
t2[0;1]


Sn(t)p

2n log log n
 t
 =


2

32

1=3
p:s: (" = 1=2;  = 1=2)

et de [6], pour un C" explicite (voir 3.1.4. avec  = 1=2 + ") et une puissance entre 2=3 et 1,

lim inf
n!1

(log log n)(1+2")=(1+4") sup
t2[0;1]


Sn(t)p

2n log log n
 "t

1=2+"

 = C" p:s:

DíaprËs [Gr,T] Sn(t)=
p
2n log log n se maintient, en topologie uniforme, ‡ distanceOp:s:(1=(log log n)2=3)

de S1. Ainsi, dans le domaine díattraction gaussien, les áuctuations autour de la droite de Kolmogorov
‡ líÈchelle [0; n] sont asymptotiquement trËs bien dÈcrites. Une littÈrature moins dense explore les cas
frontiËres, comme [EM], ou les domaines díattraction -stables en topologie adaptÈe, comme [W].

(ii) Pour dÈcouvrir díautres organisations prÈvisibles nous zoomons localement sur la trajectoire Sn
aux Èchelles [t; t+An] intermÈdiaires entre le court terme oscillant et le long terme rÈgulÈ comme ci-
dessus. Bien que seul le Corollaire 2.10 soit formellement Ècrit, nos thÈorËmes de la partie 2 admettent
une version pour Sn, sans changement si E esX < 1, s 2 ]s0; s0[. Ces rÈsultats dÈcrivent trËs
prÈcisÈment les oscillations locales de longueur An telle que An  log n, An  n, dÈÖnies par

Sn(t; An) = fSn(t+An) Sn(t) :  2 [0; 1]g

que produit nÈcessairement le processus Sn. Líensemble fSn(t; An)=
p
2AnLn : t 2 [0; n  An]g de

ces áuctuations trajectorielles normalisÈes par Ln = log(n=An) + log log n est relativement compact
dans diverses topologies, díensembles limites dÈterministes, avec probabilitÈ un. Les dÈviations locales
‡ la droite de Kolmogorov sont donc trËs structurÈes. Nous produisons en outre, au second ordre,
les vitesses de convergence vers ces structures adhÈrentes ou limites, les vitesses de concentration et
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de recouvrement des ensembles limites et fournissons divers complÈments, liÈs au renforcement de la
mÈtrique, aux temps díattente díÈvÈnements, aux sous-ensembles etc. Par exemple, díaprËs 2.1.1, si
An níest pas trop lente alors, pour  assez grand, les oscillations locales de Sn se concentrent ‡ vitesse

P

 
9 n0 : sup

t2[0;nAn]
inf
f2S1

sup
2[0;1]


Sn(t; An)()p

2AnLn
 f()

 


L
2=3
n

; n > n0

!
= 1:

Nos conditions su¢santes sur An síadaptent si E'(X) < 1 pour ' sous-exponentielle et rÈguliËre.
…tablir des outils de dÈviation dans le cas des An trop rapides est líune de nos directions rÈcentes de
recherche, de mÍme que la description de quelques cas X =2 L2 comme dans [23], ainsi que les vitesses
dans la loi díErdˆs-RÈnyi pour X 2 Rd avec moment exponentiel [22] et X dans un espace de Banach.

1.1.3 ñ Seconde droite de Kolmogorov

PrÈcisons la notion de rÈpartition spatiale dÈterministe via un autre exemple universel, celui de la
mesure empirique sur R, qui sera intensÈment repris en partie 2. Si F (t) = P (X  t) est continue en
t alors avec probabilitÈ un, la fonction de rÈpartition empirique uniforme

Fn(t) =
1

n

X

1in

IfF (Xi)tg; t 2 [0; 1]

converge uniformÈment vers líidentitÈ de [0; 1]. Divers tests díadÈquation ‡ F exploitent ce fait.

Question 1.2. Vu de plus prËs, dans quelle mesure Fn est-elle dÈterminÈe ‡ quitter la droite t ?

QualiÖons t de seconde droite de Kolmogorov et dÈÖnissons le processus díÈcart n(t) =
p
n(Fn(t)t).

Kolmogorov a en e§et obtenu la convergence faible de supt2[0;1] jn(t)j, Smirnov la loi du logarithme
itÈrÈ et Donsker la convergence faible de n vers le pont brownien B, ‡ une cÈlËbre correction
topologique prËs. Depuis lors, le processus fondamental n, son inverse n ou leurs gÈnÈralisations
ont ÈtÈ intensÈment ÈtudiÈs et utilisÈs, voir les rÈfÈrences de [CH,CS,Du,GS,GZ,SW,VW].

Dans [1,2,3,8,9,14,17,19,20,24] nous Ètudions le comportement de n, n et B sur des intervalles
[t; t+ an], t 2 Tn, ‡ di§Èrentes Èchelles an ! 0. Nos rÈsultats dÈcrivent ainsi divers phÈnomËnes
autour de la seconde droite de Kolmogorov et quantiÖent ‡ quel point la distribution des variables
uniformes F (Xi) est nÈcessairement non uniforme et bien organisÈe ‡ la fois, donc n ou n di§Èrents
et proches de toute suite approximante de ponts browniens Bn. Bien loin de la prÈcision extrÍme du
cas rÈel, les rÈsultats de [11,25] síappliquent ‡ la mesure empirique sur un espace quelconque. Cíest
ce cadre gÈnÈral, ÈvoquÈ en 1.3.1, 2.3.4, 2.4.5, 3.4 et 4.4.2, qui nous a occupÈ rÈcemment.

La di§Èrence essentielle entre n et Sn est que n e§ectue des sauts dÈterministes ‡ des instants
alÈatoires, ‡ líinverse littÈral de Sn. Ceci pose di§Èrents problËmes, comme la mesurabilitÈ, mais leurs
oscillations sont similaires aux Èchelles gaussiennes. Ces deux processus renvoient alors au mouvement
et au pont browniens, dío˘ la nÈcessitÈ de dÈvelopper des principes díinvariance et des outils prÈcis de
contrÙle des dÈviations et des trajectoires browniennes. Cíest líobjet en particulier de [4,5,6,7,13,16,18].

Au plan statistique notre comprÈhension Öne de líÈcart ‡ la seconde droite de Kolmogorov est exploitÈe
dans [1,10,12,15,21], des corollaires de nos thÈorËmes pour n ou n et quelques rÈsultats latents.

1.2 ñ Plan

(i) Nos travaux portent sur les rÈponses prÈcises aux questions de type 1.1 ou 1.2 et leurs implications
statistiques. Dío˘ líorganisation de ce document en trois catÈgories de rÈsultats intimement liÈes.

La premiËre catÈgorie rassemble des thÈorËmes dÈcrivant la convergence díensembles de processus
díaccroissement locaux, sous la forme de lois fonctionnelles du logarithme, itÈrÈ ou non, avec vitesses
de recouvrement et de concentration exactes, changement de topologie et quelques autres ra¢nements.
Nous nous limitons au cas de processus rÈels, les rÈsultats Ètant les plus prÈcis. Sont concernÈs les
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processus empiriques, de quantile, browniens, poissoniens et de sommes partielles, que nous qualiÖons,
pour faire court, de fondamentaux. Cette partie 2 Ètant la plus longue, nous níÈvoquons pas, ou si
peu, les variations autour de notre thËme principal, telles que la dÈpendance faible, le cas multivariÈ,
les domaines díattraction non gaussiens, les extensions trop spÈciÖques.

La seconde catÈgorie concerne les outils probabilistes indispensables, qui ont un intÈrÍt en eux-mÍmes et
relËvent de trois domaines clairement identiÖÈs. Il síagit des grandes dÈviations, et de la concentration
de la mesure ; des petites dÈviations, et des probabilitÈs de petites boules ; des principes díinvariance
faibles et forts. Dans cette partie 3 nous a¢chons quelques contributions ‡ chacun de ces domaines.

La troisiËme catÈgorie rassemble en partie 4 des thÈorËmes limites en statistique, principalement en
estimation non paramÈtrique de la densitÈ, de son maximum ou de ses singularitÈs. Bien que ces
rÈsultats soient des consÈquences des lois fonctionnelles ou des outils prÈcÈdents, leur dÈduction níest
pas directe et demande de bien comprendre les phÈnomËnes sous-jacents pour inventer les preuves.
Certains ont díailleurs demandÈ de dÈvelopper des rÈsultats spÈciÖques Ögurant en partie 2 et 3.

(ii) Ce plan ne reáËte aucune relation díordre, car notre dÈmarche scientiÖque níest rÈsolument pas ‡
sens unique, chacun des trois aspects se nourissant des deux autres. En e§et, il est satisfaisant pour
le probabiliste de dÈployer les consÈquences de ses rÈsultats les plus Öns jusquí‡ obtenir des thÈorËmes
limites inÈdits en statistique mathÈmatique, et de motiver ainsi líÈtude Öne de ses processus favoris.
Par exemple, une partie de nos rÈsultats et outils concernent le mouvement brownien, processus
fondamental par excellence, et omniprÈsent ‡ la limite. Certes, mais il níest pas moins satisfaisant
pour le statisticien de dÈcouvrir comment un problËme classique est dirigÈ par certains processus
fondamentaux, ou un objet síy rapportant, qui peuvent Ítre traitÈs en eux-mÍmes et donner lieu ‡ des
rÈsultats originaux, tant en probabilitÈ que dans le champ statistique initial. Par exemple, nous avons
d˚ poser ‡ la trajectoire brownienne des questions nouvelles, et ra¢ner les lois fonctionnelles sur le
processus empirique pour pouvoir les utiliser rÈellement.

Or ce comment est díune complexitÈ dÈsarÁonnante qui fait la richesse et la saveur des statistiques
mathÈmatiques. TraÁons nÈanmoins notre ligne directrice, en partant du problËme fondateur, et pour
nous central, des áuctuations díÈchantillonnage. Líessentiel de nos axes de recherche síy rattachent.

1.3 ñ Ligne directrice

1.3.1ñ Approche gÈnÈrale

Soit X;X1; :::; Xn des variables alÈatoires dÈÖnies sur un espace de probabilitÈ (; T ;P), ‡ valeur dans
un espace mesurable (X ;A), indÈpendantes et identiquement distribuÈes, de loi P = PX . ConsidÈrons
une statistique díintÈrÍt sous la forme díune variable alÈatoire Yn = 'n(X1; :::; Xn) ‡ valeur dans un
espace de Banach sÈparable (Y; kk) muni de ses borÈliens B.

(i) Quelle que soit la problÈmatique statistique initiale menant ‡ Yn les deux questions incontournables
concernent la loi de Yn et le contrÙle de YnEYn. Pour y rÈpondre il faut Èvaluer, en Èludant ici tout
problËme de mesurabilitÈ, des probabilitÈs de grande dÈviation du type

P

inf
y2B


Yn
cn
 y
 > "n



et des probabilitÈs de petite dÈviation du type

P (kYn  cnyk < "n)

avec y 2 B 2 B, cn ! 1 et "n ! 0. AÖn díÈviter de traiter les Yn un par un, une approche plus
intrinsËque consiste ‡ rÈduire le problËme ‡ líaction díun processus ÈlÈmentaire et de voir en quoi líalÈa
díune famille de tels Yn est guidÈ par les oscillations de cet unique processus sous-jacent.

Or Yn est díautant plus ÈloignÈ de ses valeurs typiques que les X1; :::; Xn sont mal rÈpartis dans X par
rapport ‡ P . Appelons ce phÈnomËne inÈvitable les áuctuations díÈchantillonnage. Il constitue notre
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prÈoccupation majeure, bien plus, en gÈnÈral, que les valeurs typiques EYn, qui relËvent de chaque
situation particuliËre et souvent díarguments dÈterministes. Ces Ècarts incompressibles, et parfois
extrÍmes, ‡ la rÈpartition idÈale inconnue P sont liÈs au comportement du processus empirique

n =
p
n(Pn  P ); Pn =

1

n

X

in

Xi

o˘ X(A) = IX2A pour A 2 A. Regardons n comme indexÈ par une classe díensembles C  A ou de
fonctions F  L2(P ) en posant f = IC si C 2 C puis, si f 2 F ,

Pnf =
1

n

X

in

f(Xi); Pf = Ef(X):

Le fait que n(f) síÈloigne de 0 signiÖe que les Xi sont si mal rÈpartis que les moyennes empiriques
Png estiment au plus mal les espÈrances Pg díune inÖnitÈ de g voisins de f .

Question 1.3. Notre problËme gÈnÈral consiste ‡ mesurer ‡ quel point, et de traduire en quoi, la
mesure alÈatoire Pn peut et doit Ítre une mauvaise approximation de P en terme de Yn  EYn.

(ii) Pour contrÙler les variations de Yn par celles de n, associons ‡ Yn une classe F et  n opËrant sur
L1(F) tels quíen notant Zn =  n(n), la quantitÈ kYn  Znk soit stochastiquement nÈgligeable. Dans
cette optique, quantiÖer les oscillations du P -processus empirique n autour de 0 donne une clef pour
Ètudier simultanÈment un grand nombre de Zn donc de Yn. Soit h 2 H  L1(F) et khkF = supF jhj.
Les probabilitÈs de dÈviations du type

P

inf
h2H


n
cn
 h

F
> "n


; P (kn  cnhkF < "n)

sont alors ‡ Èvaluer une fois pour toutes, de mÍme que líamplitude du module de continuitÈ,

P(!n("n) > cn
p
"n); !n(") = sup

(f;g)<"
jn(f) n(g)j

pour une distance  sur F . En toute gÈnÈralitÈ ceci níest pas possible avec prÈcision car tout dÈpend de
P et F . NÈanmoins, bien que des hypothËses síimposent sur P , F et  n cette dÈmarche est gÈnÈrique,
requiert des outils utiles par ailleurs et fait appel ‡ líÈtude díautres processus dignes díintÈrÍt.

Les thÈorËmes limites pour n obtenus hors contexte donnent accËs, aprËs plus ou moins díe§orts
selon la nature de  n, ‡ la loi forte des grands nombres et au thÈorËme limite central pour Zn, donc
Yn, avec parfois les vitesses associÈes, presque s˚res ou en loi. Nous ne prÈsentons que des rÈsultats
presque s˚rs avec vitesses exactes, les convergences en loi síen dÈduisant en rectiÖant les preuves.

(iii) A ce stade, une technique avantageuse consiste ‡ substituer un P -pont brownien Gn ‡ n pour ap-
procher Zn par Gn =  n(Gn). Cíest utiliser un outil puissant, le principe díinvariance fort qui, lorsquíil
est disponible, stipule líexistence sur un mÍme (; T ;P) de versions de (Gn; X1; :::; Xn) vÈriÖant

P (kn GnkF > n)  n

avec n ! 0 et n ! 0 explicites, voir ‡ ce propos 3.4 et 2.1.5. Lorsque X = Rd et Y = R cette
Ètape díapproximation forte est dÈj‡ intÈgrÈe dans la preuve des rÈsultats sur n prÈsentÈs en partie 2.
Cependant, il convient parfois de se ramener díemblÈe au processus gaussien Gn par invariance forte,
comme en 4.2 et 4.3 o˘ líÈvÈnement clef est plus facile ‡ Èvaluer dans le cas brownien gr‚ce ‡ 3.3.

1.3.2 ñ Approche spÈciÖque

(i) Supposons que X = Y = R, de sorte que F = fI(1;t] : t 2 Rg. Notre rÈponse ‡ la question 1.3
concerne les Yn sensibles aux áuctuations locales díÈchantillonnage, dÈcrites par les incrÈments de n

n(an; t) = fn(t+ an) n(t) :  2 [0; 1]g
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avec an ! 0 dÈterminÈ. Plus n(an; t) reste proche de 0, plus les Xi 2 [t; t+ an] sont bien rÈpartis
par rapport ‡ P , au sens de líÈvaluation simultanÈe des espÈrances de


I[t;t+an] :  2 [0; 1]


. Posons

j;n =


n(an; t)

bn
: t 2 Tj;n



avec bn > 0. Supposons que jYn  Znj est stochastiquement nÈgligeable avec

Zn = (1;n) + (2;n)

o˘ T1;n dÈsigne les localisations sensibles et T2;n tout ou partie des localisations en jeu. En partie 2
nous prÈsentons des thÈorËmes de relative compacitÈ presque s˚re avec vitesse pour j;n dont líun des
intÈrÍts est de permettre de contrÙler trËs prÈcisÈment de tels Zn. En partie 4 nous avons typiquement
besoin de T1;n petit ou alÈatoire dans le terme oscillant principal (1;n) et de T2;n grand dans le
terme díerreur (2;n). Par nos arguments nous pouvons aussi traiter díautres types díensembles
alÈatoires de trajectoires que les accroissements 1;n et 2;n díun mÍme processus, voir 2.2.1.

(ii) MÍme dans la situation de Zn ci-dessus, trËs simpliÖÈe en apparence, de nombreux problËmes
se posent. Díune part, n níest pas ‡ accroissements indÈpendants, et nous devons approcher n ou
n(an; t) par des processus ponctuels de Poisson puis si possible, par des processus gaussiens, comme
un pont ou un accroissement brownien. Certaines circonstances peuvent demander díintroduire une
marche alÈatoire. Díautre part,  et  peuvent síavÈrer si dÈlicats que les ensembles alÈatoires j;n
doivent síÈtudier ‡ travers des variantes spÈciÖques, en topologie forte ou avec des Tj;n exotiques,
comme en 4.3. EnÖn, le terme principal (1;n) peut exiger des thÈorËmes de dÈviations particuliers,
comme en 4.2. Ces besoins relËvent des parties 2 et 3.

Une intuition typique de notre approche est la suivante. Imaginons que Zn =  n(n) = (1;n) 2 Rd

síÈloigne díautant plus de EZn que n prÈsente une certaine structure localen(an; t)=bn  g critique
au voisinage díau moins une localisation t 2 T1;n, critique au sens de . Alors un thÈorËme limite
trËs utile consiste ‡ dÈterminer ‡ quelle vitesse presque s˚re 1;n approche la cible g. Cíest líobjet en
particulier de 2.1.2, 2.1.5, 2.1.6, 2.2.4 et 2.3.3. Si au contraire  dÈvie lorsquíun ÈlÈment au moins de
1;n síÈloigne sensiblement de la structure dÈterministe limite S alors la vitesse de concentration de
1;n dans S est cruciale. Cíest líobjet notamment de 2.1.1, 2.1.6, 2.2.5 et 2.3.3.

Ainsi la partie 2 rÈsume-t-elle notre connaissance du comportement dÈterministe des áuctuations
díÈchantillonnage sur R. Elle va bien au del‡ puisque nos mÈthodes et rÈsultats se transposent ‡
díautres processus, mais nous focalisons sur le domaine díattraction brownien.

(iii) …videmment, il y a autant de problËmes en statistique que díespaces X , Y et les variables díintÈrÍt
Yn sont formidablement variÈes. Dío˘ la richesse des questionnements ÈvoquÈe plus haut. Cependant il
níy a quíun seul processus empirique n sous-jacent et son P -pont brownien associÈ, et leur utilisation
systÈmatique a portÈ des fruits uniques en leur genre depuis une quarantaine díannÈes. En outre,
mÍme si le passage de n ‡ Yn reste un problËme en soi, la comprÈhension Öne des processus associÈs
‡ n, de leurs oscillations et des outils appropriÈs est bÈnÈÖque. La partie 4 síen veut líillustration.

Pour conclure cette entrÈe en matiËre, revenons sur notre motivation 1.1 sous un angle statistique.
Un dÈterminisme omniprÈsent en statistique asymptotique est le comportement limite gaussien tant
recherchÈ. A tel point que nombre díutilisateurs, ‡ la fois bien et mal instruits, ne soupÁonnent
pas quíil existe des phÈnomËnes non gaussiens, et ce díautant moins lorsquíils sont engendrÈs par
des processus presque gaussiens. Dans une partie de nos travaux nous dÈployons des e§orts pour
dÈterminer les Èchelles auxquelles en e§et líaspect gaussien prÈvaut pour tout P . A líinverse, un alÈa
persistant et non gaussien se manifeste dËs que líasymptotique níest pas de mise ou que les Èchelles
critiques entrent en jeu. Une autre partie de nos travaux explore cette frontiËre de non invariance et
les di§Èrences structurelles avec les phÈnomËnes gaussiens. Ainsi les Ècarts aux droites de Kolmogorov
se comportent-ils de faÁon gaussienne ou rÈvÈlatrice de la loi sous-jacente, selon líÈchelle díobservation,
mais dans les deux cas nous nous attachons avant tout ‡ dÈcrire líinÈluctable.
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2 ñ CONVERGENCE DES INCR…MENTS :
LOIS FONCTIONNELLES DU LOGARITHME

La statistique mathÈmatique síinterroge sur la rÈpartition de variables alÈatoires (v.a.) Xn dans leur
espace (X ;A; P ) : quíen dÈduire sur P ? Les objets ÈlÈmentaires sont donc les mesures alÈatoires, telles
que PnP , qui sont indexÈes par A ou A  A, et les processus privilÈgiÈs sont fonction de líespace et
non díun temps. NÈanmoins, sur X = R, en identiÖant les intervalles [0; t] ‡ un temps t, les deux alÈas
ÈvoquÈs en 1.1.1 coÔncident de faÁon trompeuse mais fructueuse, et nous avons intensivement explorÈ
líaspect trajectoriel de cette situation singuliËre. Dío˘ líusage díarguments de type martingale, temps
díarrÍt, franchissement de frontiËre, dÈviation trajectorielle, temps díoccupation, tension etc.

Dans le cas de v.a. rÈelles X1; :::; Xn indÈpendantes et indentiquement distribuÈes (i.i.d.) nous nous
ramenons, par la transformation des quantiles, ‡ líÈtude de v.a. U1; :::; Un i.i.d. de loi uniforme sur
]0; 1]. Soit I líidentitÈ de [0; 1] et B líespace de Banach des fonctions rÈelles bornÈes sur [0; 1], nulles
en 0, muni de la norme kfk = sup[0;1] jf j. Notons B0 = ff : kfk < 1g sa boule unitÈ. ConsidÈrons
le processus empirique uniforme, dont líÈtude approfondie est le leitmotive de la littÈrature classique
[CS,GS,SW,V] et le guide de ses multiples gÈnÈralisations [CH,Du,DP,G,GZ,VW],

n =
1
p
n

nX

i=1


IfUiIg  I


2 B:

Son incrÈment local en t 2 [0; 1], de longueur a > 0 est dÈÖni par n(a; t) = n(t+ aI) n(t) 2 B.
Dans cette partie nous prÈsentons nos rÈsultats dÈcrivant le comportement limite presque s˚r, et
notamment les vitesses de convergence, des suites díensembles alÈatoires du type

n =


n(an; t)p
2anLn

: t 2 Tn


avec an > 0, Ln > 0, Tn  [0; 1] en gÈnÈral dÈterministes. Lorsque les ensembles limites de n ne sont
pas dÈgÈnÈrÈs, n dÈcrit prÈcisÈment la rÈpartition des Ui dans [0; 1], qui est bien loin díÍtre uniforme.
Plus kn(an; t)k est dÈtachÈ de 0 moins les Ui síÈqui-rÈpartissent dans [t; t+ an]. Comprendre cette
non uniformitÈ structurelle, purement stochastique mais asymptotiquement bien organisÈe, cíest se
donner les moyens de contrÙler les áuctuations díÈchantillonnage de X1; :::; Xn et les dÈviations de
Yn = 'n(X1; :::; Xn) pour certains 'n, notamment ceux de la forme 1.3.2. et de la partie 4.

En 2.1 ([2,7,8,9,18,20]) nous prÈsentons nos thÈorËmes limites Öns en topologie uniforme pour n avec
Tn grand, ainsi que pour les incrÈments de processus associÈs, notamment le mouvement brownien, et
en tirons quelques enseignements, comme la vitesse optimale díapproximation gaussienne.

En 2.2 ([3,5,13,17]) nous dÈcrivons nos rÈsultats en topologie de type hˆldÈrienne pour n ou díautres
ensembles de trajectoires, en mettant líaccent sur notre remËde unique en son genre ‡ líimpossibilitÈ
de contrÙler le processus de saut n en mÈtrique renforcÈe : nous Èvaluons convergence et vitesses de
n le long díune suite díespaces mÈtriques rÈglÈs pour que n imite le mouvement brownien.

En 2.3 ([14,16]) nous exposons quelques extensions des rÈsultats prÈcÈdents lorsque Tn est petit, en
dÈtaillant en particulier líextrapolation qui síensuit entre les versions fonctionnelles de deux rÈsultats
de LÈvy, sur les modules global et local díoscillation brownienne.

En 2.4 ([19,22,23,24]) nous Èvoquons briËvement nos autres recherches en cours sur les oscillations des
trajectoires stochastiques, notamment des marches alÈatoires, et les points exceptionnels.

2.1 ñ Recouvrement de Strassen en topologie uniforme

Tailles díincrÈment. Posons cn = jlog anj = log log n, dn = nan= log n et imposons que

an  1; an # 0; nan " 1; cn ! c; dn ! d (1)
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avec c 2 [0;1] et d 2 [0;1]. Nous parlons díincrÈments trËs grands si jlog anj  log log log n, grands
si c < 1, moyens si c = 1 et nan  (log n)3, petits si nan = O((log n)3) et d = 1, trËs petits si
d <1. Dans ce document nous laissons de cÙtÈ les trËs grands et les trËs petits incrÈments.

Fonctions limites. Si f est absolument continue par rapport ‡ la mesure de Lebesgues  sur [0; 1]
notons f

0
une version de sa dÈrivÈe et J (f) =

R
[0;1] f

02d. Sinon, posons J (f) = 1. Lorsque d = 1
les ensembles limites naturels de n sont les boules de Strassen [S]

S = ff 2 B : J (f)  g : (2)

Les intÈrieurs S et les frontiËres S
vb
 [S

vli
 , non topologiques, jouent un rÙle important et sont dÈÖnis

en 3.1.1. Soit h(x) = x log x  x + 1. Dans le cas des petits incrÈments síopËre une transition entre
S1 et la boule díOrlicz Od = f(g  dI)=

p
2d : g ", d

R
[0;1] h(g

0
=d)  1g liÈe ‡ une loi de type [ERÈ],

voir [DM,D]. Líune de nos perspectives tenaces est de dÈcrire complËtement cette transition, comme
amorÁÈ dans [1,8] et ÈvoquÈ en 2.1.3 et 3.5.3(ii-iii).

Tailles díensemble. Nous parlons de lois locales ou globales selon que n se comporte comme si
Tn = f0g ou Tn = [0; 1  an]. Nos lois intermÈdiaires 2.3 interpolent entre ces deux situations. La
loi locale de [M2] atteste que si Tn = f0g la suite n(an; 0)=

p
2an log log n adhËre presque s˚rement

‡ S1. DíaprËs les lois globales de [DM,D2], pour Tn = [0; 1  an] et Ln = jlog anj + log log n la
suite díensembles n est presque s˚rement relativement compacte dans B avec, si d = 1, les points
adhÈrents S1 et les points limites Sc=(1+c) ou, si d 2 ]0;1[, les points limites Od.

Dans cette section 2.1 nous prÈcisons les vitesses de recouvrement et les similitudes ou di§Èrences
avec les ensembles de trajectoires gaussiennes. Nos vitesses exactes sont les premiËres jamais obtenues
dans des thÈorËmes de convergence díensembles de processus. Nous avons ainsi dÈveloppÈ nos propres
techniques et astuces de blocage, la prÈcision recherchÈe demandant non seulement des ingrÈdients
puissants du type 3.1 mais aussi une certaine dextÈritÈ dans la manipulation des ÈvÈnements.

2.1.1 ñ Vitesses de concentration

Supposons que Tn = [0; 1 an] et Ln = jlog anj+ log log n. Rappelons le phÈnomËne de concentration
et de recouvrement de [DM,D2], inspirÈ de [R], qui synthÈtise ÈlÈgamment diverses assertions.

ThÈorËme 2A. Sous (1), S1 et Sc=(1+c) sont le plus petit et le plus grand compacts de B tels que pour
tout " > 0, P


9 n0 : Sc=(1+c)  n + "B0  S1 + 2"B0; n > n0


= 1 et P


Sc=(1+c)  n + "B0


! 1.

(i) Dans [1,2] nous avons obtenu les vitesses de concentration autour des ensembles limites. Elles sont
lentes et non sans rapport avec les vitesses díapproche des fonctions les plus inaccessibles, voir 2.1.2
et 2.1.6(i). Outre líaspect trËs technique des preuves, líargument Önal repose sur un outil plus prÈcis
que le principe de grandes dÈviations, líinÈgalitÈ isopÈrimÈtrique de [T] et ses variantes de type [Le].

ThÈorËme 2.1. Il existe une constante universelle 1 2 ]0;1[ telle que si (1), nan=(log n)7=3 ! 1
et Ln = jlog anj+ log log n nous avons, pour tout  > 1,

P

 
9 n0 : n  S1 +



L
2=3
n

B0; n > n0

!
= 1:

Cette vitesse est optimale car en mÍlant líargumentation de la rÈciproque de [T] ‡ notre technique de
preuve nous avons exhibÈ depuis [1,2] une constante universelle 0 < 1 telle que si  < 0

P

 
9 nk " 1 : nk 6 S1 +



L
2=3
nk

B0; k  1

!
= 1:

La preuve de líinÈgalitÈ isopÈrimÈtrique gaussienne repose sur líidentiÖcation de S1, pour la mesure de
Wiener, ‡ la boule unitÈ de líespace auto-reproduisant associÈ au produit inÖni de gaussiennes sur `2,
et sur le contÙle de B0 par un cube inclus dans son image par líisomorphisme de [Ci2]. Le passage
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díune dilatation par boule sur la base de Haar-Schauder ‡ une dilatation par cube inÖni dans `2 gÈnËre
une petite perte gÈomÈtrique qui nous empÍche de combler le trou entre 0 et 1.

Application. ConsidÈrons deux statistiques dÈpendant de la pire áuctuation díÈchantillonnage. Soit
' su¢samment rÈguliËre de B dans R et Yn = supg2n '(g)  Zn = infg2n '(g). DíaprËs le ThÈorËme
2.1, avec probabilitÈ un il se produit, pour un ' > 0 dÈterministe et lorsque n!1,

inf
f2S1

'(f)
'

L
2=3
n

< Zn  Yn < sup
f2S1

'(f) +
'

L
2=3
n

:

De mÍme, en utilisant les modules de continuitÈ n = supkfgk<I j'n(f) 'n(g)j díune suite de
fonctionnelles 'n uniformÈment continues sur B nous avons presque s˚rement, si  > 1 et n!1,

inf
f2S1

'n(f) n

 


L
2=3
n

!
< inf
t2Tn

'n


n(an; t)p
2anLn


 sup
t2Tn

'n


n(an; t)p
2anLn


< sup
f2S1

'n(f) + n

 


L
2=3
n

!
:

(ii) Pour des petits incrÈments, tels que d =1 et nan=(log n)7=3 ! 0, la contrainte díapproximation
forte interdit de conclure ‡ une vitesse optimale, et nous níavons pas encore trouvÈ díalternative ‡
líisopÈrimÈtrie gaussienne. La concentration prouvÈe peut alors síavÈrer arbitrairement lente.

ThÈorËme 2.2. Il existe une constante universelle 2 2 ]0;1[ telle que si (1), nan < d0(log n)
7=3,

d =1 et Ln = log n nous avons, pour tout  > 2,

P

9 n0 : n  S1 + 

p
dnB0; n > n0


= 1:

Cependant les rÈsultats de 2.1.5 nous font conjecturer que cette vitesse díinclusion est la bonne et
quantiÖe la transition vers líensemble limite díErdˆs-RÈnyi Od pour la loi de Poisson centrÈe, appropriÈ
au cas dn ! d. Cette question est ‡ líÈtude, sous la forme díun principe de concentration mÍlant des
termes gaussiens et poissoniens en compÈtition selon líintensitÈ de la partie poissonienne.

(iii) Du point de vue de la convergence faible nous obtenons, sous les conditions du ThÈorËme 2.1,

P

 
Sc=(1+c)  n +



L
2=3
n

B0

!
!

1
0
si  > 1;
si  < 0:

De mÍme, pour la concentration rÈcurrente nous produisons des vitesses qui síappliquent ‡ chaque
suite nj dont nous extrayons une sous-suite nk ‡ vitesse díinclusion optimale. Sous (1) avec c <1
il vient, pour tout b 2 ]c=(1 + c); 1],

P

 
9 nk " 1 : nk  Sb +



L
2=3
nk

B0; nk 6 Sb; k  1

!
= 1

et nous pouvons encore croiser avec des ÈvÈnements de type petite dÈviation du 2.1.2 ci-aprËs.

(iv) ConsidÈrons enÖn les grands incrÈments tels que (1), c = 0 et an  1=(log log n) pour tout
 > 1. Si Ln = log log n et jlog anj  (log log log n)3 il vient, pour tout  > 1

P

 
9 nk " 1 : nk 

p
cnk S1 +


p
log log nk jlog ank j

1=6
B0; k  1

!
= 1:

Si Ln = log log n et log log log n jlog anj = O((log log log n)3) et  assez grand,

P

 
9 nk " 1 : nk 

p
cnk S1 +

 log log log nkp
log log nk jlog ank j

B0; k  1

!
= 1:

La concentration des trËs grands incrÈments est plus dÈlicate ‡ dÈcrire car les n(an; t)=
p
2anLn ne

síorganisent pas autour de 0 selon S1 et un dÈsordre persiste, voir [1]. Une version fonctionnelle de
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[CsR,Sh] pour le processus de Wiener est ‡ líÈtude dans [18] et síapplique intÈgralement ici, avec une
renormalisation en Ln = jlog anj  log log log n.

(v) Principe de dÈmonstration. Au ThÈorËme 2.1 nous mettons au point une technique de blocage
encadrant le phÈnomËne le long díune suite ank en distinguant di§Èrentes situations, par exemple c <1
et c =1. Un des arguments permettant de maÓtriser simultanÈment lesn pour n 2 ]nk; nk+1] consiste
‡ regrouper les incrÈments voisins et contrÙler leurs Ècarts uniforme par une variante de [St,DEMR]
a¢rmant que si an # 0 vÈriÖe lim#1 limk!1 a

k+1
=a
k
= 1 et nan  log n si n!1 alors

lim sup
n!1

sup0<t1an kn(an; t)kp
2an(jlog anj+ log log n)

 1 p:s:

mais si dn = nan= log n! d <1 et jlog anj  log n il vient au contraire, pour d explicite,

lim sup
n!1

p
n jlog dnj
log n

sup
0<t1an

kn(an; t)k  d <1 p:s:

Parmi les autres outils nous utilisons la poissonisation de [DM], le principe díinvariance fort [KMT]
et des bornes exponentielles telles que [MSW] qui garantit, pour a 2 (0; 1=2], c > 0,  > 0 et  > 0,

P


sup
0<t1a

kn(a; t)k  
p
a



c
a
exp




na

1 + 
h


1 +


p
na


:

Mais surtout, lorsque  ! 1, " ! 0 et " ! 1, en repondÈrant [T,Le] via 1=p + 1=q = 1 la
concentration autour de

S
>0 S de la mesure de Wiener w sur B est bien contrÙlÈe par

1 w(S1 + "B0)  2 exp

q21
4"2


"

q

2

2


: 

2.1.2 ñ Vitesses díapproche ponctuelles

Notons d(f; S) = infg2S kf  gk. La loi de Kuelbs-Chung-Mogulskíii [Ch,K,Mo]

lim inf
n!1

p
log log n knk =


p
8

p:s:

signiÖe que les Ui ne peuvent pas síÈqui-rÈpartir exactement dans [0; 1], puisque knk níatteint jamais
0. Cette loi quantiÖe donc une forme de dÈsordre incompressible et se rÈÈcrit, en posant an = 1,
Tn = f0g et Ln = log log n dans n,

lim inf
n!1

(log log n) d(0;n) =


4
p:s:

Signalons au passage que la structure des Ui reste mal comprise quand knk < (1 + ")=
p
8 log log n.

Lorsque an ! 0 donnons le rÈsultat local valable pour Tn Öni, tirÈ de [M2].

ThÈorËme 2B. Si Tn = ftg, an # 0, nan " 1, nan  log log n; Ln = log log n et f 2 B alors

d(f;S1) = lim inf
n!1

d(f;n)  lim sup
n!1

d(f;n) = sup
g2S1

d(f; g) p:s:

Plus prÈcisÈment, les points adhÈrents de d(f;n) sont

d(f;S1); supg2S1 d(f; g)


. A líinverse, lorsque

Tn est grand, certains f sont Èternellement visitÈs par les incrÈments, díaprËs [DM,D2].

ThÈorËme 2C. Sous (1), Ln = jlog anj+ log log n, d =1 et jlog (Tn)j  Ln avec T1  T2  ::: ou
T1  T2  :::, tout f 2 B vÈriÖe

d(f;S1) = lim inf
n!1

d(f;n)  lim sup
n!1

d(f;n) = d(f;Sc=(1+c)) p:s:
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Par consÈquent, si Tn = [0; 1 an] chaque f 2 S1 est presque s˚rement valeur díadhÈrence díune suite
fn 2 n et chaque f 2 Sc=(1+c) point limite díune suite fn 2 n. En f = 0 il síensuit

inf
t2Tn

kn (an; t)k 
p
2anLn p:s:

Se pose alors la question díune version locale et uniforme de la loi de Chung-Mogulskíii donnant les
vitesses exactes dans 2B, 2C et pour inft2Tn kn (an; t)k. Ceci aÖn de contrÙler de faÁon dÈterministe
les schÈmas de rÈpartition presque s˚rs des Ui dans Tn + [0; an] et de prÈciser le dÈsordre.

(i) Tout díabord, un rÈsultat local obtenu dans [9] si f 2 Svb1 [ Svli1 et [D3] pour f 2 S1 . Pour les
nan  log log n plus petits voir [Sm]. Les fonctions rf et f sont dÈcrites en 3.1.3.

ThÈorËme 2.3. Si f 2 S1 , Tn = ftg, Ln = log log n, (1) et nan  (log log n)r2f (log log n) alors

lim inf
n!1

rf (log log n) d(f;n) = f (1) p:s:

Application. Si Yn = '(n(an; t)=
p
2an log log n) avec ' assez contrastÈe en f0 = argminS1 ' 2 S1

et f1 = argmaxS1 ' 2 S1 il vient presque s˚rement, pour ' > 0 et n assez grand,

'(f0)
'

rf0(log log n)
< Yn < '(f1) +

'
rf1(log log n)

mais aussi, pour deux suites alÈatoires n0;k !1 et n1;k !1,

Yn0;k < '(f0) +
'

rf0(log log n0;k)
; '(f1)

'
rf1(log log n1;k)

< Yn1;k :

(ii) Les versions globales du ThÈorËme 2.3 sont prouvÈes dans [7,9] et demandent de distinguer les
longueurs díincrÈments an. Les dÈmonstrations sont longues et techniques, voir (v) ci-aprËs.

Il est instructif de caractÈriser au passage les Tn se comportant comme [0; 1 an] ‡ líaide de conditions
su¢santes minimales, au sens o˘ nous savons construire des Tn les vÈriÖant îpresqueî mais pour
lesquels nos thÈorËmes sont faux. Soit n le plus petit entier tel que Tn 

S
jn [tj;n; tj;n + an] avec

tj;n 2 Tn et tj;n  tj1;n  an pour j = 2; :::; n. Si an est moyen ou petit (c =1) nous imposons une
condition identique ‡ celle sur (Tn) en 2C lorsque f 2 S1 , et un peu plus forte sinon, ‡ savoir

s

1
log n
jlog anj


rf (jlog anj)
jlog anj

:

ThÈorËme 2.4. Soit f 2 S1 . Supposons vÈriÖÈs la condition ci-dessus, (1), c =1, dn  r2f (log n),
et ou bien nan > (log n)3+" ou bien nan < (log n)k, k > 0. De plus, si f 2 Svli1 [ Svb1 , renforÁons
c =1 en r2f (jlog anj) jlog anj log2 n. Alors, pour Ln = jlog anj+ log log n ou Ln = jlog anj il vient

lim
n!1

rf (jlog anj) d(f;n) = f (1) p:s:

Nos arguments montrant aussi que si f 2 S1nS1 la vitesse est plus rapide que jlog anj
2=3, les vitesses

díapproche síÈchelonnent entre jlog anj et jlog anj2=3 avec des points lents Svb1 et des points rapides S1 .

Remarque. Bien que les deux normalisations fonctionnent, les preuves di§Ërent. En e§et, f ne peut
pas Ítre approchÈe simultanÈment par les deux types díincrÈments au mÍme t car


n(an; t)p
2an jlog anj


n(an; t)p

2an jlog anj (1 + 1=cn)



est de líordre de 1=cn qui ne rÈsiste pas ‡ rf (jlog anj). Les changements de normalisations Èquivalentes
sont donc trËs sensibles, et nous pouvons fournir pour nos incrÈments des critËres de type [Bu,BL].
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Du ThÈorËme 2.4 appliquÈ ‡ f = 0 nous tirons le module exact de non-di§ÈrentiabilitÈ de n, par
analogie avec celui du mouvement brownien [CR2],

lim
n!1

p
an jlog anj inf

0t1an
sup

jtsjan

jn(t) n(s)j
an

=

p
8

p:s:

InterprÈtation. Ceci mesure le dÈsordre persistant. Líoscillation la plus plate, cíest-‡-dire l‡ o˘ les
Ui se rÈpartissent le mieux, est toujours díamplitude supÈrieure ‡ (log n)=

p
n alors que, par dÈÖnition,

le minimum possible est 1=2
p
n. LíuniformitÈ ne síatteint toujours pas, mÍme localement.

Le rapport entre les oscillations maximale et minimale est donc, en comparant [St] au ThÈorËme 2.4,

sup0t1an supjtsjan jn(t) n(s)j
inf0t1an supjtsjan jn(t) n(s)j


4


jlog anj p:s:

Au dÈl‡ des Tn dÈterministes nous avons obtenu des extensions o˘ des tnj alÈatoires dÈpendent peu de
fUi : i  ng\ [tnj ; t

n
j + an]. En particulier, le ThÈorËme 2.4 reste vrai pour certains sous-ensembles des

statistiques díordre, tels que par exemple fUi : i  ng \ Tn avec Tn ci-dessus. Ceci sert en 2.1.4.

Application. Si an 2

1=nb; 1=na


avec 0 < a < b < 1, Yn = supg2n '(g) et Zn = infg2n '(g)

avec ' su¢samment contrastÈe en f0 = argminS1 ' 2 S1 et f1 = argmaxS1 ' 2 S

1 le ThÈorËme 2.4

implique, pour 0 < 0 < 1 <1, (0;n; 1;n) 2 [0; 1]
2 et presque s˚rement en n!1,

jZn  '(f0)j 
0;n

rf0(log n)
; jYn  '(f1)j 

1;n
rf1(log n)

:

(iii) Pour les grands incrÈments nous utilisons Ln = jlog anj+ log log n. La condition sur Tn síÈcrit
s

1
log n
jlog anj


rf (log log n)p
jlog anj log log n

o˘ jlog anj est de líordre de log log n si c 2 (0;1) et nÈgligeable si c = 0, auquel cas la condition est
vide pour f 2 S1 . Pour des an trop grands la structure de pont de n rÈapparaÓt. ConsidÈrons la
lim inf pour an = O(1=(log log n)) avec  > f 2 [4=3; 2] et la lim sup pour c > 0.

ThÈorËme 2.5. Sous (1), c <1, an  1=r2f (log log n) et líhypothËse ci-dessus il vient, si f 2 S

1

lim inf
n!1

rf ((1 + c) log log n) d(f;n) = f (1) p:s:

La condition díentropie sur Tn contrÙlant la minoration de la lim sup devient sensible ‡ cn
s

log n
jlog anj


1 + 1=cn
1 + 1=c

+

rf (log log n)
log log n

o˘ (x)+ = max(0; x), ce qui est vide si cn  c et limite la taille de Tn si cn dÈcroÓt lentement. Pour
nk =


exp(k)


,  2 ]0; 1=2[ supposons Rk =

T
nkn<nk+1 Tn de ank+1-entropie k telle que

s
1 + 1=cnk
1 + 1=c


log k
jlog ank j

+

rf (log log nk)
log log nk

:

ThÈorËme 2.6. Sous (1), c 2 ]0;1[, f 2 Sc=(1+c) et les deux conditions prÈcÈdentes,

lim sup
n!1

rf ((1 + c) log log n) d(f;n) = f


c

1 + c


p:s:

Au besoin, nos conditions sur Tn peuvent síamÈliorer ‡ la marge mais elles sont quasiment nÈcessaires,
au sens o˘ les vitesses ou normalisations changent pour certains Tn rÈguliers ne les vÈriÖant pas, soit
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trop petits soit trop grands, selon cn. Les ThÈorËmes 2.5 et 2.6 appliquÈs ‡ f = 0 montrent quíavec
probabilitÈ un, pour tout " > 0 il existe n" alÈatoire tel que pour tout n > n",

(  ")p
8 (1 + c) log log n

< inf
0t1an

sup
jtsjan

jn(t) n(s)jp
an

<
( + ")

p
8c log log n

:

Le cas c = 0 síavËre dÈlicat car plusieurs phÈnomËnes apparaissent selon líÈchelle de normalisation.
Nous obtenons dans [18] des points limites S1 lorsque Ln = log log n, avec des vitesses lentes mais
explicites si jlog anj  log log log n. La description exacte pose problËme si an est plus grande, en
rapport avec le phÈnomËne de [CsR] ÈvoquÈ en Ön de 2.1.1.

Application. Si an = (log n)c les statistiques Yn et Zn ci-avant vÈriÖent presque s˚rement, pourvu
que f0 2 Sc=(1+c) et f1 2 S


1 , pour tout n assez grand,

0
rf0(log log n)

< jZn  '(f0)j <
1

rf0(log log n)
;

0
rf1(log log n)

< jYn  '(f1)j

et jYnk  '(f1)j < 1=rf1(log log nk) pour une suite nk que nous pouvons en fait choisir dÈterministe
díaprËs la preuve du ThÈorËme 2.5.

(iv) Principe de dÈmonstration. Pour la borne supÈrieure du ThÈorËme 2.4, par passage ‡ un
processus de Poisson f(t) : t  0g et un mouvement brownien fW (t) : t  0g couplÈs nous obtenons

1

2
P

0

@
\

jn


n(an; tj;n)p

2anLn
 f

 > "n

1

A
1=n

 P

(nanI) nanI W (nanI)p

2nanLn

 >
"n
p


+ P


W (nanI)p
2nanLn

 f
 >

"n
q



avec 1=p+1=q = 1 bien choisis et "n la vitesse dilatÈe de 1+". Conclure par Borel-Cantelli via [KMT]
pour  = (  I)=

p
 et le Lemme 3.3 pour W = W (I)=

p
 ‡ líaide des hypothËses sur an et

Tn. Pour la borne infÈrieure du ThÈorËme 2.4, un bon choix de  dans nk = bexp(k)c assure, par un
ra¢nement de [St] pour les petits accroissements,

max
nk1<nnk

sup
t2Tn


n(an; t)p
2anLn


r

n

nk

n(ank ; t)p
2ankLnk

 "nk p:s:

puis, quand k !1 et k ! 0, nous Ètablissons sÈparÈment chacune des majorations

1

2
P

0

@
nk[

n=1+nk1

[

t2Tn

(

r
n

nk

n(ank ; t)p
2ankLnk

 f

 < "nk1

)1

A

 P

0

@
[

t2Tnk1+1[:::[Tnk

(
nk(ank ; t)p
2ankLnk

 f

 < p "nk1

)1

A


2

k
P

 
nk(ank ; 0)p

2ankLnk
 f

 < p1 p2 "nk1

!
+ P

 
sup

jtsjk

jnk(t) nk(s)jp
2ankLnk


p1 p2
2q2

"nk1

!

avant de poissoniser le premier terme, lui appliquer [KMT] et le Lemme 3.3, dÈterminer un k qui
laisse tout juste sommable le second terme de grande dÈviation rËglÈ par [MSW]. Ici "n est la vitesse
optimale contractÈe par 1 " et chaque Ètape induit des contraintes contradictoires sur nk donc .

Pour les ThÈorËmes 2.5 et 2.6 il y a quatre types de preuve, avec diverses techniques de blocage, divers
nk et des choix dÈlicats de paramËtres intermÈdiaires. Voir les nombreux lemmes de [9]. 
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2.1.3 ñ Vitesses pour les oscillations browniennes

(i) Dans [9] nous approfondissons aussi les rÈsultats de [CR,BS,CR2,R] et la vitesse gÈnÈrale de [B,GK].
Soit fW (t) : t  0g un mouvement brownien rÈel standard issu de 0 et AT > 0 une fonction telle que

AT " 1;
AT
T
# 0; CT =

log(T=AT )

log log T
! c (3)

si T ! 1. ConsidÈrons une collection díensembles TT  [0; T AT ] díentropie T par rapport ‡ AT
et notons k líentropie de

T
nkT<nk+1 TT pour les rÈels nk = exp(k),  2 ]0; 1=2[. Les ensembles

díincrÈments browniens W (A; t) =W (t+AI)W (t) normalisÈs sont notÈs

T =


W (AT ; t)p
2ATLT

: t 2 TT

:

ThÈorËme 2.8. Soit f 2 S1 et LT = log(T=AT ) + log log T . Supposons (3) et, lorsque c = 1 et
f 2 Svli1 [ Svb1 , r

2
f (log(T=AT )) log(T=AT ) log log T . Si

s

1
log T

log(T=AT )

rf (LT )
LT

nous avons
lim inf
T!1

rf (LT ) d(f;T ) = f (1) p:s:

et cette lim inf est une limite si, et seulement si, c =1. Si c 2 ]0;1[, f 2 Sc=(1+c) et

Lnk
rf (Lnk)

s
1 + 1=Cnk
1 + 1=c


log k

log(nk=Ank)

+
! 0;

BT
rf (BT )

s
log1 T

log1(T=AT )

1 + 1=CT
1 + 1=c

+
! 0

nous avons

lim sup
T!1

rf (LT ) d(f;T ) = f


c

1 + c


p:s:

Par rapport ‡ 2.1.2 des conditions ont disparu car líunique trajectoire directrice W níest pas un pont,
ce qui Èlimine quelques contraintes dans les preuves.

(ii) Dans [8] nous montrons un rÈsultat similaire se comparant mieux ‡ ceux de 2.1.2 et 2.1.5. Pour
une suite quelconque de ponts browniens Bn considÈrons Bn(an; t) = Bn(t+ anI)Bn(t) et

n =

(
Bn(an; t)p
2an jlog anj

: t 2 [0; 1 an]

)
:

Un cas particulier important est donnÈ par BWn = (W (nI)W (n)I)=
p
n. Omettons les f 2 Svli1 .

Proposition 2.9. Supposons que an vÈriÖe (1) avec c = d = 1 et f 2 S1 avec V (f
0
) < 1. Pour

toute suite Bn de ponts browniens, nous avons, si J(f) < 1

lim sup
n!1

jlog anj d (f;n) 


4
p
1 J(f)

p:s:

et, si J(f) = 1
lim sup
n!1

jlog anj2=3 d (f;n)  f p:s:

Pour Bn = BWn il y a ÈgalitÈ et de vraies limites dans les deux cas.
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2.1.4 ñ Autres processus

Les rÈsultats de la partie 2 síÈtendent ‡ tout processus rÈel pouvant síapproximer par n, Bn,  ou
W . Prenons comme dans [7,9] líexemple des quantiles et de la marche alÈatoire.

(i) Tout díabord, le processus empirique uniforme des quantiles n =
p
n(F1n I) associÈ ‡ U1; :::; Un

via F1n = sup fs 2 [0; 1] : Fn(s) < Ig sur ]0; 1]. Le processus n est, par nature, plus oscillant que
n. Pour dÈcrire ses incrÈments nous devons nous ramener ‡ ceux de n par la reprÈsentation de
Bahadur-Kiefer [Ki], et cela en des positions alÈatoires. Cet alÈa supplÈmentaire ne perturbe pas si

an  r2f (log n)
p
log log n
p
n log n

mais pour les an plus petits nous avons d˚, dans [9], restreindre Tn ‡ Ítre un intervalle. Cíest pourquoi
une statistique dirigÈe par n est plus dÈlicate ‡ maÓtriser, voir 4.2 et 4.3 pour une autre illustration.

Les rÈsultats [M] sur le module de continuitÈ de n se gÈnÈralisent comme en 2.2 au module díoscillation
fonctionnel d(f;n) o˘

n =


n(an; t)p
2anLn

: t 2 Tn

; n(an; t) = n(t+ anI) n(t):

Corollaire 2.10. Soit f 2 S1 , Ln = jlog anj + log log n et Tn vÈriÖant la contrainte ci-dessus et
celles des ThÈorËmes 2.4, 2.5 et 2.6 selon que c = 1 ou c 2 ]0;1[. Sous (1), dn  r4f (log n),
an  1=r2f (log log n) et ou bien nan > (log n)

3+" ou bien nan < (log n)k, avec " > 0 et k > 0,

lim inf
n!1

rf (Ln) d(f;n) = f (1) p:s:

Si de plus f 2 Sc=(1+c) alors

lim sup
n!1

rf (Ln) d(f;n) = f


c

1 + c


p:s:

Si f 2 S1 , d =1 dans (1), nan = O((log n)5), Tn est un intervalle et log (Tn)  jlog anj,

lim sup
n!1

d1=4n d(f;n)  21=4 p:s:

Nous ne savons pas si le d1=4n est optimal, mais le ThÈorËme 2.13 plaide en faveur díune vitesse de ce
type pour certains f au moins. Trouver lesquelles donnerait une borne infÈrieure ‡ [KMT] pour n.

(ii) Reformulons les rÈsultats de 2.1.2 pour la marche alÈatoire Sn de 1.1.2 et les fonctions de Strassen
non frontiËres. Soit Sn(t; an) =

P
[nt]<i[n(t+anI)]Xi + (nt+ nanI  [nt+ nanI)])X[n(t+anI)]+1 avec

Xi des v.a. rÈelles i.i.d. de mÍme loi que X, EX = 0 et E etX < 1 pour t 2 ]s; s[. Diminuer la
condition de moments en E jXj2+" <1 restreint le choix des plus petits an ‡ an > 1=na, a < "=(2+").

Corollaire 2.11. Supposons que an vÈriÖe (1), c > 0, nan > (log n)3+" et Tn = [0; 1 an]. Si donc
J(f) < 1 et Ln = jlog anj+ log log n nous avons

lim inf
n!1

Ln inf
t2Tn


Sn(t; an)p
2nanLn

 f
 =



4
p
1 J(f)

p:s:

et, si de plus J(f) < c=(1 + c),

lim sup
n!1

Ln inf
t2Tn


Sn(t; an)p
2nanLn

 f
 =



4
p
c=(1 + c) J(f)

p:s:

En particulier, si f = 0, Tn = [0; 1 an], an = b=na, b > 0 et a 2 ]0; 1[ nous obtenons que la plus petite
oscillation locale autour de la premiËre droite de Kolmogorov, sur une portion de longueur bn1a, est
presque s˚rement Èquivalente ‡ 

p
bn1a=

p
8a log n.

Cíest une nÈcessitÈ incompressible du hasard que de dÈsobÈir ainsi, et partout, ‡ líespÈrance.
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2.1.5 ñ Vitesses poissoniennes et principe díinvariance

DíaprËs [KMT] il existe, sur un espace (; T ;P) commun, une version de la suite fUng et une suite de
ponts browniens Bn tels que kn Bnk = Op:s:((log n)=

p
n) mais pour líapproximation par un unique

processus de Kiefer K(n; I) la vitesse devient (log n)2=
p
n. Par líargument de poissonisation de nos

preuves, la borne exponentielle utilisÈe agit au Önal comme si nous avions Op:s:((log n)=
p
n).

(i) Cependant, en zoomant trop prËs sur les trajectoires empiriques et browniennes, leurs di§Èrences
structurelles apparaissent. Les mÈthodes utilisant la construction hongroise nous conduisent dans [1,8]
au cas limite suivant, avec des vitesses moins bonnes quí‡ la Proposition 2.9 pour BWn .

Proposition 2.12. Soit Tn tel que log n  log n, Ln = jlog anj et an vÈriÖant (1) avec d = 1. Si
f 2 S1n f0g et dn = nan= log n = O(r2f (log n)) ou f 2 S1nS


1 et dn = O((log n)4=3) il vient

lim sup
n!1

p
dn d(f;n) <1 p:s:

Si f = 0 nous avons

lim sup
n!1

n1=6

a
1=3
n

inf
t2Tn

kn(t; an)k <1 p:s:

La vitesse
p
dn est arbitrairement lente si an est proche de (log n)=n. Dans la preuve, ces bornes sont

contraintes ‡ la fois par [KMT] et le contrÙle du module de continuitÈ. Dío˘ líinterrogation suivante,
puisque [KMT] est optimal. Est-ce bien une di§Èrence trajectorielle entre n et Bn qui se manifeste
‡ ce niveau de zoom critique ? Pour rÈpondre il a fallu contourner líapproximation gaussienne.

Dans [1], líidÈe donnÈe page 126 et líoutil esquissÈ page 362 Ètaient basÈs sur la perturbation des
dÈviations gaussiennes et un dÈveloppement opposant termes gaussiens et poissoniens Ètait conjecturÈ.
Puis [DL2,Sm] ont justiÖÈ ce dÈveloppement et obtenu une borne exponentielle presquíexacte pour
les petites boules centrÈes en f telle que f

0 2 VB, du processus de Poisson en haute intensitÈ. Ceci
permet de sía§ranchir des gaussiens sur Svb1 et, en retravaillant le changement de mesure de Poisson
comme signalÈ en 3.5.1, sur une partie de Svli1 .

(ii) Dans [8] nous obtenons les vitesses exactes dans la Proposition 2.12. Soit

f =

Z

[0;1]
f
03d; f =

Z

[0;1]
f
04d; cf = jf

0
(1)j+ V ar(f

0
):

La constante cf est typique des petites dÈviations gaussiennes, f et f sont typiques du comportement
poissonien. Pour distinguer les an trop petits posons  et + la lim inf et la lim sup de nan=(log n)7=3.
La condition suplÈmentaire sur log dn est sans importance.

ThÈorËme 2.13. Soit f 2 S1 telle que V ar(f
0
) < 1 et an tel que (1), d = 1 et nan < d0(log n)

3.
Si J(f) < 1 alors d(f;n)  =(4

p
1 J(f) log n) p:s: Si J(f) = 1 et  = 1 alors d(f;n) 

f=(log n)
2=3 p:s: Si J(f) = 1 et + = 0 alors nous avons, lorsque f < 0

lim
n!1

p
dn d(f;n) =

jf j
3
p
2 cf

p:s:

et, lorsque f > 0 et, ou bien dn > (log n)" ou bien log dn  log dexp(logn)1+jo(1)j,

lim
n!1

log n

d
1=4
n

d(f;n) =


29=4

s
3

f
p:s:

De faÁon assez inattendue, la vitesse de 2.12 ([9]) Ètait parfois optimale. De plus, la premiËre vitesse
du ThÈorËme 2.13 est toujours plus lente que le 1=(log n)2=3 de la Proposition 2.9 appliquÈe ‡ BWn et
la seconde toujours plus rapide. Nous avons ainsi identiÖÈ un dÈterminisme trajectoriel qui distingue
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les ponts brownien et empirique dans le domaine díinvariance. Il est en outre surprenant de constater
que certaines fonctions de Strassen sont approchÈes plus rapidement par un processus non gaussien.

InterprÈtation. Il est plus facile pour le processus de saut n de suivre une fonction extrÈmale
majoritairement croissante, f > 0 que pour un acroissement brownien BWn . A líinverse, la structure
de dÈcroissance linÈaire de n entre ces sauts trop espacÈs líempÍche de suivre aussi facilement que
BWn une fonction díÈnergie maximale et majoritairement dÈcroissante, f < 0.

Nous apprenons donc quí‡ petite Èchelle, les accroissements de n ne sont pas symÈtriques. Nous
interprÈtons cela comme la transition, au second ordre, vers la non-invariance au sens de [Sb].

Exemple. Soit n et BWn de 2.1.3(ii). Pour líaccroissement maximum, ‡ savoir líidentitÈ, il vient


p
3

29=4
d
1=4
n

log n
 d(I;n) d(I;n) 

2=3

4(log n)2=3
p:s:

1

6
p
2

1
p
dn

 d(I;n) d(I;n) 
2=3

4(log n)2=3
p:s:

Exemple. Pour la fonction triangulaire h
0

a = I[0;a]  I(a;1] nous obtenons, avec probabilitÈ un



29=4

r
3

2a 1
d
1=4
n

log n
 d(ha;n) d(ha;n) 

ha
(log n)2=3

si a >
1

2
;

1 2a
12
p
2

1
p
dn

 d(ha;n) d(ha;n) 
ha

(log n)2=3
si a <

1

2
:

EnÖn, le ThÈorËme 2.13 nous informe Ègalement sur le comportement des espacements locaux, quíils
soient maximums, minimums ou moyens, et non globaux comme [Dv]. Ce serait long ‡ dÈvelopper.

(iii) De ce type de considÈrations particuliËres issues de la comparaison des vitesses 2.9 et 2.13 nous
dÈduisons dans [8] une borne infÈrieure au principe díinvariance fort, de plusieures faÁons di§Èrentes.

Corollaire 2.14. Soit Un des v.a. uniformes i.i.d. et Bn des ponts browniens sur (; T ;P). Il vient

lim inf
n!1

p
n

log n
kn Bnk 

1

6
p:s:

Nous fournissons ainsi líexplication trajectorielle de [KMT] qui nous hantait depuis [1] et les vitesses
de type

p
dn. Comme dÈmontrÈ dans [BM] la construction hongroise permet de coupler (n; Bn) de

sorte que kn Bnk  12(log n)=
p
n mais nous ne savons pas construire de suites atteignant la liminf

1=6. Nous obtenons cette constante, entre autres Ècritures, comme

1

6
= sup

(
jf j
6 cf

: J(f) = 1; cf = jf
0
(1)j+ V ar(f

0
) <1; f =

Z

[0;1]
f
03d 6= 0

)
:

(iv) Lorsque J(f) = 1, V ar(f
0
) < 1 et f 6= 0 nous montrons dans [8] quí‡ líÈchelle transitoire o˘

 2 ]0;1[ les valeurs díadhÈrence de (log n)2=3 d(f;n) sont presque s˚rement incluses dans [C;D]
avec 0 < C < D <1 solutions de certaines Èquations fonction de , cf et f .

Lorsque f = 0 notons f =
R
[0;1] f

04d  1 et   + la lim inf et la lim sup de nan=(log n)5=3.

Proposition 2.15. Supposons J(f) = 1, V ar(f
0
) < 1, f = 0, (1), d = 1 et nan < d0(log n)

3. Si
0 <  < + <1 alors (log n)2=3 d(f;n) adhËre presque s˚rement dans [C;D] avec 0 < C < D <1
solutions de certaines Èquations fonction de , cf et f . Si 

 =1 alors (log n)2=3 d(f;n) adhËre
presque s˚rement dans (2=32cf )1=3 [1; 3]. Si + = 0 alors

lim
n!1

dn d(f;n) =
f
6 cf

p:s:
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Ainsi pour les fonctions telles que
R
[0;1] f

02d = 1 et
R
[0;1] f

03d = 0 les vitesses rapides se dÈgradent
et les lentes síamÈliorent mais toutes sont moins bonnes que dans le cas gaussien.

Exemple. Pour h
0

1=2 = I[0;1=2]  I(1=2;1] et an = a0(log n)
=n avec  2 ]1; 5=3[ nous avons

1

24a0(log n)1
 d(h1=2;n) d(h1=2;n) 

2=3

27=3(log n)2=3
p:s:

(v) Principe de dÈmonstration. Il síagit de pousser nos techniques de blocages ‡ leur extrÍme
limite en utilisant des nk implicites, de les adapter aux di§Èrents cas et díintroduire des astuces pour
contrÙler le module de continuitÈ ‡ des Èchelles sur-critiques an telles que na


n  log n. Pour le choix

des paramËtres et des sous-suites la contrainte de dÈviation gaussienne est remplacÈe par la version
poissonienne suivante, due ‡ [Sm] et basÈe sur [DL2,Mo]. Soit  > 0 et  = ((I)  I)=

p
 la

version standardisÈe díun processus de Poisson f(t) : t 2 [0; ]g díintensitÈ 1. Si f 2 Svb1 ,  2 [0; 1[ et
!1, !1, "! 0, 2"2 !1, =2 !1 alors

exp



2

2
J(f)

2 + o(1)

82"2(1 )2
+ 2"(2  1)(cf + o(1)) +

3

6
p

(f + o(1))



 P



2 f + "B



 exp



2

2
J(f)

2 + o(1)

82"2
+ 2"(cf + o(1)) +

3

6
p

(f + o(1))



avec des o(1) en  fois un polynÙme en =
p
 de terme dominant 4f=12 = o(3=

p
): 

Depuis [8] nous retravaillons [Sm] par la mÈthode [6] pour dÈmontrer les versions du ThÈorËme 2.13
prÈcisant vitesse et constante dans la Proposition 2.12 pour certains f 2 Svli1 , voir 3.5.1.

2.1.6 ñ Recouvrement complet et temps díatteinte

(i) A la suite de [14,16] nous avons calculÈ les vitesses de recouvrement complet de Sc=(1+c) par des
suites díensembles díincrÈments. Il ne síagit pas díune consÈquence des vitesses ponctuelles 2.1.2 car
les fonctions du "n-recouvrement optimal de S1 changent avec n.

ThÈorËme 2.16. Sous les hypothËses du ThÈorËme 2.1 il vient, pour  > I

P

 
9 n0 : S1  n +



L
2=3
n

B0; n > n0

!
= 1:

Soit dH(A;B) = max(supf2A d(f;B); supg2B d(g;A)) la distance de Hausdor§. Quand c = 1 les
ThÈorËmes 2.1 et 2.16 entraÓnent le comportement dÈterministe prÈcis

0 < lim inf
n!1

jlog anj2=3 dH(n;S1)  lim sup
n!1

jlog anj2=3 dH(n;S1) <1 p:s:

qui constitue la premiËre vitesse optimale de recouvrement complet obtenue dans des lois fonctionnelles
du logarithme. De mÍme, si 0 < c <1 alors il existe 0 < 3 < 4 <1 tels que

P

9 nk " 1 : dH(nk ;Sc=(1+c)) <

4

(log log nk)2=3
; k  1



= P

9 n0 : dH(n;Sc=(1+c)) >

3

(log log n)2=3
; n  n0


= 1:

Principe de dÈmonstration. Il convient de se placer sur un ("n=M)-recouvrement optimal de S1
par des boules centrÈes en des f 2 S1, qui est de taille 2 exp(M="n) puis, en chacun des centres f ,
díappliquer les bornes exactes de petite dÈviation menant au Lemme 3.3. Líargument clef est alors
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une minoration universelle de líÈconomie díÈnergie qui permet de nous ramener aux vitesses les plus
lentes, et de conclure par Borel-Cantelli en faisant n!1 puis M !1. Pour an trop lent, combiner
‡ une technique de blocage classique qui complique la preuve. 
(ii) Dans [E,ER] les temps díattente entre deux violations de la loi du logarithme itÈrÈ pour W sont
ÈvaluÈs, puis [R3] Èvalue de mÍme les inter-temps de concentration de T autour de Sc=(1+c). Dans
[20] nous explorons les versions fonctionnelles de [E,ER] en tenant compte des vitesses díapproche,
les Ètendons ‡ n et ses accroissements, et approfondissons [R3]. Il síagit de dÈterminer les temps
díattente de divers ÈvÈnements extrÍmes ou rares, liÈs au recouvrement des boules de [S] ou [F]. Dans
le cas díÈvÈnements du type d(f;n)  (1 + ")"n nous parlons de temps díatteinte presque s˚rs.

Notre rÈsultat de base Èvalue le temps nÈcessaire ‡ la formation díune conÖguration díÈchantillonnage
donnÈe, sans vitesse "n. DíaprËs [F], n est presque s˚rement relativement compacte dans B de points
adhÈrents F1 = S1 \ ff : f(1) = 0g. Combien de temps met n ‡ rencontrer f 2 F1 ? Soit " > 0,
J(f; ") = infkhfk<" J(h) et

N1(f; "; n) = inf


m > n : d


f;

mp
2 log logm


< "


:

De mÍme, si f 2 S1n f0g, combien de temps met n(an; 0) ‡ rencontrer f ? Posons

N2(f; "; n) = inf


m > n : d


f;

m(am; 0)p
2am log logm


< "


:

Proposition 2.17. Si f 2 F1n f0g et " < kfk alors

lim sup
n!1

log log (N1(f; "; n)=n)

log log n
= J(f; ") p:s:

Si f 2 S1n f0g et " < kfk alors

lim sup
n!1

log log (N2(f; "; n)=n)

log log n
= J(f; ") p:s:

En díautres termes, si  > 0 nous avons avec probabilitÈ un, pour tout n assez grand,

n  N2(f; "; n) < n exp

(log n)J(f;")+



et pour une suite nk; " 1,

N2(f; "; nk;) > nk; exp

(log nk;)

J(f;")

:

Exemple. Comme J(I; ") = 1 2"+ "2 nous apprenons, par comparaison avec líadaptation de [ER]
pour n(an; 0), quíil est toujours plus long pour n(an; 0) díapprocher I que de franchir líenveloppep
I. Mais le pire temps mis pour entrer dans I + ("=2)B0 est comparable au pire temps mis pour

franchir (1  ")
p
I. Comme le premier ÈvÈnement implique le second ceci montre que si n(an; 0)

franchit (1  ")
p
I le plus tard possible aprËs n cíest nÈcessairement en Ètant presque linÈaire, donc

avec les nan + (1 ")
p
2nan log log n variables Ui 2 [0; an] presque Èqui-rÈparties.

Nous considÈrons de mÍme des temps díatteinte de type N3(f; "; n) = inf fm > n : d(f;m) < "g, qui
se comporte comme N2 pourvu que Tn soit su¢samment stable et petit. Puis nous tenons compte des
vitesses, N4(A; "; n) = inf fm > n : d(A;m) < (1 + ")"mg pour A = ffg ou A = S1.

Nous recherchons aussi, dans [20], de tels temps díattente conditionnels ‡ un ÈvÈnement de dÈpart
fonction de n lui-mÍme. Des changements de topologie de type 2.2 et le cadre intermÈdiaire 2.3.2 et
2.3.3 sont ‡ la portÈe de nos techniques de preuve, avec un asymptotique di§Èrent. Des applications
en estimation non paramÈtrique sont envisagÈes, comme expliquÈ en 4.4.4.
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2.2 ñ Lois et vitesses en topologie de type HˆldÈrienne

Nous avons gÈnÈralisÈ les rÈsultats du 2.1 dans un cadre topologique renforcÈ, et nous prÈsentons le
cas des mÈtriques de type HˆldÈriennes. Le but est de mieux comprendre la structure des incrÈments
locaux de n et W , leurs propres sous-structures oscillantes.

Soit  2 [0; 1=2[,  = 1=2  et B líespace de Banach B muni de la norme -HˆldÈrienne

kfk = sup
0<jtsj1

jf(t) f(s)j
jt sj

; f 2 B:

Notons les distances d(f; S) = infg2S kf  gk et les voisinages ouverts V(S; ") = ff : d(f; S) < "g.
Introduisons les modules de rÈgularitÈ -HˆldÈriens

!;f () = sup
0<jtsj

jf(t) f(s)j
jt sj

; !+;f () = sup
jtsj>

jf(t) f(s)j
jt sj

; f 2 B; 0 <   1:

Líespace H = ff 2 B : kfk <1g níest pas d-sÈparable mais C = ff 2 H : lim!0 !;f () = 0g
líest, voir [Ci]. Les modules se comparent via !f = !0;f  !;f  kfk  max (kfk0 =I

; !;f ) o˘
kfk0 = !f (1) est líamplitude de f .

Líensemble
S
>0 S  H est de fermeture C dans B et líinjection canonique de H dans C est

compacte. La fonctionnelle J est semi-continue infÈrieurement de B dans R et S est compact
díintÈrieur vide dans B. Il est de ce fait naturel de tenter díÈtendre les rÈsultats de 2.1 de B ‡ B.

Remarque. Notre observation initiale est que pour certaines classes de fonctions, donc de processus,
d est contrÙlÈe par !+;f () quand  ! 0, donc par la mÈtrique uniforme d. Si jf(t) f(s)j  '(jt sj)
alors !;f ()  sup(0;]('=I) et kfk  k'=I

k. En particulier ' = kfk I
 pour f 2 H et  > .

Puisque S1  H1=2 les fonctions de Strassen ont aussi un petit module de -rÈgularitÈ,

!f  !;f  min(kfk ;
p
I); f 2 S:

Clairement, dans ces deux cas, pour contrÙler kfk = max(!;f ; !
+
;f ) il su¢t de considÈrer !

+
;f ()

en  assez petit. OpÈrer un contrÙle similaire pour nos processus díintÈrÍt, mais en probabilitÈ et en
maÓtrisant  = n ! 0, est líun des arguments clef de nos preuves.

Ce travail est initiÈ dans [1,3] puis les dÈveloppements ont abouti ‡ [5,13,17]. En 2.2.1 nous dÈcrivons le
comportement de suites díensembles de mouvement browniens en topologie forte. En 2.2.2 les vitesses
de la section 2.1 sont gÈnÈralisÈes de d ‡ d pour les incrÈments browniens T . Comme n =2 H nous
avons d˚ approcher B par une suite díespaces mÈtriques Bn; aÖn díobtenir des lois fonctionnelles
similaires pour n. Les notions adÈquates sont introduites en 2.2.3. et les rÈsultats pour n sont
ÈnoncÈs en 2.2.4 le long de Bn; avec le mÍme degrÈ de prÈcision que pour T .

2.2.1 ñ Ensembles de trajectoires browniennes

Les travaux de [LS] et, plus gÈnÈralement, [DR] concernent les ensembles de trajectoires browniennes,
en nombre croissant, pouvant par exemple reprÈsenter des particules dans le sillage díune fusÈe. En
quoi líallure de ce sillage est-elle dÈterminÈe ? Il síagit, ‡ chaque instant t, de

DRt =

(
Wi( tI)p

2 t(log t + log log  t)
: i = 1; 2; :::; [t]

)

o˘ les fWi(t) : t  0g sont des mouvements browniens standards,  t > 0 et t  1 sont croissantes.
Nous cherchons ‡ ra¢ner le rÈsultat principal de [DR], qui síÈnonce comme suit.

ThÈorËme 2D. Supposons que " > 0 et, si t!1, log t= log log  t ! c 2 [0;1], max(t;  t)!1.
Alors P(DRt  Sc=(1+c) + "B0) ! 1 et, si de plus  t=t # ou (log t)= t # lorsque c = 1, il vient
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P(9 t0 : DRt  S1+"B0; t > t0) = 1. Si les Wi sont indÈpendants alors P(Sc=(1+c)  DRt+"B0)! 1
et, sous líhypothËse ci-dessus lorsque c =1, S1 et Sc=(1+c) sont le plus grand et le plus petit compacts
de C0 tels que P(9 t0 : Sc=(1+c)  DRt + "B0  S1 + 2"B0; t > t0) = 1.

Cet ÈnoncÈ recouvre, entre autres, [S] quand  t = t et t = 1, [La] quand  t = 1 et t = t, [AK] et
[LS] quand  t = t et t est lent. Supposons alors que  t ! 1 est continue et strictement croissante.
En prenant  t comme rÈfÈrence de temps, substituons t ‡  t et t = 1(t) ‡ t pour Ètudier

t = DR1(t) =


Wi(tI)

vt
: i = 1; :::; [t]


; vt =

p
2t(log t + log log t)

avec t  1 croissante. PrÈcisons enÖn notre triple problÈmatique.

A quelles conditions sur t la suite t est-elle presque s˚rement relativement compacte dans B ?
Avec quelles vitesses ? Quels rÈsultats supplÈmentaires entraÓne líindÈpendance des Wi ?

(i) La taille t níÈtant pas limitÈe comme en 2.1 par le nombre 1=an díincrÈments disjoints nous sommes
ici confrontÈs ‡ des ensembles plus grands et plus diversiÖÈs que n. Dans [5] nous aboutissons aux
conditions ci-aprËs. Pour les traduire en terme de DRt il su¢t de substituer ( t; t) ‡ (t; t).

H1 : t " et ou bien (i)
t
ta
" ou bien (ii)

log t
ta

# pour un a > 0:

H2 :
log t
log log t

! c 2 [0;1] :

H3 : lim sup
t!1

log log t
log log t

= s <1:

H4 : ou bien (i) lim inf
t!1

log log t
log log log t

> 3 2 ou bien (ii) lim sup
t!1

log log t
log log log t

<1:

Les quatre conditions H1;4(i; ii) ne sont pas exclusives líune de líautre, sauf H1(i) et H4(ii). Si t est
‡ variation rÈguliËre alors H3 contient H1(ii). Nous disons que t est trËs grand si H1(i) est vraie, ce
qui implique H4(i) et s 2 [1;1]. Nous disons que t est grand sous H1(ii), H3 et H4(i). Dans ces
deux situations, c = 1. Ainsi t est petit lorsquíil vÈriÖe H1(ii), H4(ii) et donc H3 avec s = 0. En
particulier il su¢t díavoir H1(ii) et H2 avec c <1.

DíaprËs le ThÈorËme 2D, H1;2 avec a = 1 implique que t admet Sc=(1+c) comme limite faible et
(Sc=(1+c);S1) comme limite forte, ‡ vitesse inconnue, dans C0. DíaprËs [5] ceci reste vrai dans C.

Proposition 2.16. Sous H1;2 la famille t est presque s˚rement relativement compacte dans C avec
un ensemble de fonctions adhÈrentes A  S1 et un ensemble de fonctions limites L  Sc=(1+c). Si les
processus Wi sont indÈpendants nous avons L = Sc=(1+c)  S1 = A.

LíÈnoncÈ complet est identique ‡ 2D. Par consÈquent, quelle que soit sa vitesse de croissance, qui doit
Ítre rÈguliËre, líensemble des trajectoires correctement normalisÈes se concentre dans un ensemble non
alÈatoire et en recouvre complËtement un sous-ensemble. Cíest un dÈterminisme, au premier ordre.

En outre, dans [5] nous montrons que des vitesses díinclusion et de recouvrement sont garanties par
la rÈgularitÈ H1;2;3;4. MÍme pour  = 0 elles apportent une information nouvelle.

(ii) Soit () = (1 )=(3=2 ), qui varie dans ]1=2; 2=3], et  une certaine constante universelle.

ThÈorËme 2.17. Sous H1(i) ou bien H1;3;4 nous avons, pour tout  > ,

P

9 t0 : t  V


S1;



(log t + log log t)()


; t > t0


= 1:

Ainsi, plus líensemble t est grand, plus il se concentre vite, en partie ‡ cause de vt. Quand H1(i)
níest pas de mise, la taille de t est contrainte et les vitesses sont au mieux de líordre de 1=(log t)

24



avec  > 0 et au pire de líordre de 1=(log log t)(). Si t = 1 et  = 0 le ThÈorËme 2.17 correspond ‡
[T], qui est optimal, et caractÈrise les t !1 pour lesquels la vitesse 1=(log log t)() reste inchangÈe.

Si les Wi sont indÈpendants nous savons dÈmontrer que notre vitesse díinclusion est optimale, comme
au ThÈorËme 2.1. Il est par ailleurs Èvident quíune forte dÈpendance produit une concentration dans
un sous-ensemble de S1. Par exemple, aprËs t trajectoires indÈpendantes, injectons +t rÈpliques de
W1 dans t et supposons que le ThÈorËme 2.17 síapplique ‡ t. Dans ce cas, lorsque t!1 il vient

t 

s
log t

log(t + 
+
t )

V


S1;



(log t)()



et t peut alors síenfermer dans une boule arbitrairement petite si log +t  log t.

(iii) Pour t " 1 sans autre contrainte asymptotique il se produit une concentration rÈcurrente de


0

t =


Wi(tI)p
2t log t

: i = 1; 2; :::; [t]


:

Proposition 2.18. Si t !1 et  > , 
0

t se concentre faiblement dans V(S1; =(log t)()) et

P

9 tk " 1 : 

0

tk
 V


S1;



(log tk)
()


; k  1


= 1:

En rÈalitÈ, avec probabilitÈ un, de toute suite tn " 1 nous pouvons extraire une sous-suite tnk vÈriÖant
la concentration asymptotique ‡ cette vitesse. Sous H2 avec c 2 (0;1) il síensuit

P

 
9 tk " 1 : tk  V

 
(1 + tk)Sc=(1+c);

(c=(1 + c))1=2()

(log tk + log log tk)
()

!
; k  1

!
= 1

avec t  (log t=c log log t  1)=2(1 + c) pouvant perturber la vitesse de concentration rÈcurrente
autour de Sc=(1+c). Si c = 0 il ressort que t se concentre dans une petite boule topologique ou de
Strassen selon la vitesse dans H2. Si c = 0 et t = (log log log t)=2 log t ! 0 nous montrons alors que


00

t =

(
Wi(tI)p

2t(log t  log log log t)
: i = 1; 2; :::; [t]

)

se concentre inÖniment souvent dans S1 + V(tS1; =(log t)()). Ceci est une version fonctionnelle
du phÈnomËne exhibÈ dans [CsR] pour le plus grand increment de longueur t=t du processus de
Wiener dans B. Si log t   log log log t avec  > 1 nous obtenons des inclusions 

00

t  (1+ ")S=(1)
au lieu de (1 + ")B0 comme espÈrÈ. Ces rÈsultats incomplets pour les trop petits ensembles, tout
comme ceux de taille log log log n (c = 0) de 2.1, seront a¢nÈs ‡ la lumiËre de [18].

(iv) Dans [5] nous apprenons aussi que la dÈpendance des Wi ne peut quíÍtre nÈfaste aux vitesses de
convergence ponctuelle, ‡ líinverse de la concentration (ii) ci-dessus. Cíest un phÈnomËne gÈnÈral, la
corrÈlation rÈduit la variÈtÈ. Soit C > 0 la constante universelle de 2.2.2 et  = 1=2 .

ThÈorËme 2.19. Supposons H1(i) ou H1;2;3. Si J(f) < 1 nous avons

lim inf
t!1

(log t + log log t)
1 d(f;t) 

1
p
2


C

1 J(f)


p:s:

et, si de plus c > 0 et J(f) < c=(1 + c),

lim sup
t!1

(log t + log log t)
1 d(f;t) 

1
p
2


C

c=(1 + c) J(f)


p:s:

Si les processus Wi sont indÈpendants, les deux inÈgalitÈs sont des ÈgalitÈs.
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Lorsque c =1 nous prouvons de mÍme, aprËs renormalisation et en cas díindÈpendance des Wi,

inf
it


Wi(tI)p
2t log t

 f




1
p
2


C

1 J(f)

 1

(log t)1
p:s:

(v) Principe de dÈmonstation. Au ThÈorËme 2.17 nous exploitons la rÈgularitÈ HˆldÈrienne de W
et S1 dans le contrÙle des ÈvÈnements par blocs de temps T 2 ]tn; tn+1] en vu díappliquer líinÈgalitÈ
de concentration suivante, issue de la mÈthode [Le] en calculant les seconds ordres,

P (W1 =2 V(S1; "))  D"(1+)=2 exp


q2

4"1=

"

p

2

2


"2

2p2



o˘ 1=p + 1=q = 1, D > 0 et  > 0. Les conditions H1;3;4 peuvent sía§aiblir pour tenir compte des
irrÈgularitÈs de croissance de t. Sous líhypothËse H1(ii) díensembles pas trop grands il su¢t quíil
existe une suite n " 1 telle que, pour C > 0 et L1 la fonction inverse de L(t) = log t + log log t,

n


L1(n)

L1(n1)
 1
=()

! 0;
1X

n=1

1

logL1(n)
exp


C1()n


<1:

Par exemple, sous H4(ii) la suite n = log exp(n=(logn)) + log n   log log n, avec  grand, convient.
Au ThÈorËme 2.19 nous tirons proÖt des petites dÈviations de [BR] et pouvons aussi a§aiblir H1;2;3.
Sous H1(ii), H2 avec c =1 et 1(x) = inf ft : t = xg il su¢t de trouver n " 1 telle que

n


1(exp(n))

1(exp(n1))
 1
()=(1)

! 0;

1X

n=1

exp(Cn) <1:

Par exemple H3 autorise n = log exp(n) avec  petit et H1(i) autorise n = n. 

2.2.2 ñ IncrÈments browniens

Les rÈsultats prÈcÈdents síappliquent aux ensembles díincrÈments browniens T de 2.1.3 comme si
seuls les T  T=AT incrÈments disjoints comptaient. Le problËme dans les preuves consiste dËs lors
‡ contrÙler les incrÈments voisins dans C. Une borne exponentielle síappliquant directement aux
dÈviations du module de rÈgularitÈ HˆldÈrien !;W () est ‡ líÈtude mais nous parvenons dans [13] ‡
nous en passer par diverses astuces exploitant le fait que P (W 2 C) = 1,  <  < 1=2.

(i) Nos ÈnoncÈs sont valables pour LT = log(T=AT ) + log log T et TT = [0; T AT ] ou sous certaines
conditions sur líentropie T de TT par rapport ‡ AT , la moins exigeante Ètant log T  log(T=AT ).

Proposition 2.20. Supposons (3) et " > 0. Alors P(T  V

Sc=(1+c); "


 V(T ; 2")) ! 1 et

P(9 T0 : T  V(S1; ") ; T > T0) = 1. De plus S1 et Sc=(1+c) sont le plus grand et le plus petit
compacts de C tels que pour tout " > 0, P(9 T0 : Sc=(1+c)  V(T ; ")  V(S1; 2") ; T > T0) = 1.

(ii) Les vitesses de recouvrement correspondent ‡ celles des petits ensembles de 2.2.1 et sont de
nouveau parfaitement dÈterminÈes par quelques principes fondamentaux du hasard.

ThÈorËme 2.21. Supposons (3), LT = log(T=AT ) + log log T et TT = [0; T AT ]. Si f 2 S1 alors

lim inf
T!1

L1T d(f;T ) =
1
p
2


C

1 J(f)


p:s:

et, si f 2 Sc=(1+c),

lim sup
T!1

L1T d(f;T ) =
1
p
2


C

c=(1 + c) J(f)


p:s:
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Si f 2 Sc=(1+c) alors, pour () = (1 )=(3=2 ),

lim sup
T!1

L
()
T d(f;T ) <1 p:s:

Si  >  et c > 0,

P

 
9 T0 : T  V

 
S1;



L
()
T

!
; T > T0

!
= 1;

P

 
9 Tk " 1 : Tk  V

 
Sc=(1+c);



L
()
Tk

!
; k  1

!
= 1:

(iii) Principe de dÈmonstration. Par exemple, pour Èvaluer d(f;T ) dans 2.21 nous utilisons
la rÈgularitÈ HˆldÈrienne de W1 = fW (t) : t 2 [0; 1]g et S1 pour contrÙler les ÈvÈnements par blocs
T 2 ]Tk; Tk+1] et appliquer de faÁon optimale le principe de petite dÈviation [BR] a¢rmant que

lim
!1

1

2
logP


W1


 f





r

2(1)


= 

C

r1=

J(f)

2

pour tout f 2 S et r > 0, o˘ C est la constante inconnue de la probabilitÈ de petite boule de [KL],

lim
!1

1

1=
logP


kW1k 

1




= C: 

2.2.3 ñ CompacitÈ relative et espaces prÈ-HˆldÈriens

LíincompatibilitÈ entre mesurabilitÈ et topologie posÈe par la convergence faible de n vers le pont
brownien B a trouvÈ di§Èrents paliatifs : a§aiblissement de la topologie, de type Skorohod, ajustement
des dÈÖnitions de convergence, recours aux mesures extÈrieures. Dans ce type de problËme o˘ les
processus courants et limite ne vivent pas dans le mÍme espace fonctionnel, líapproche suivante est
originale. Nous rÈglons la convergence le long díune suite díespaces. La di¢cultÈ initiale reste la mÍme,
les points de saut de n sont alÈatoires et n =2 H incontrÙlable dans C alors que P (B 2 C) = 1.

(i) A toute suite dÈterministe n # 0 associons la suite B;n des espaces de Banach B ÈquipÈs de

kfk;n = !+;f (n) = sup
n<jtsj1

jf(t) f(s)j
jt sj

<1

que nous qualiÖons de norme prÈ-hˆldÈrienne. Si f 2 C et n!1 alors kfk;n " kfk.

Notons V;n les voisinages et d;n(S;A) = inf f" > 0 : S  V;n(A; ")g la distance par inclusion.

Remarque. Appliquer 3.4.5 ‡ la mÈtrique tronquÈe d;n montre que n vÈriÖe un principe díinvariance
fort le long de B;n, non optimal, mais nous exploitons [KMT] pour ne pas contraindre an de (1).

Notre problËme se formule ainsi. Comment utiliser les rÈsultats gaussiens sur B et empiriques sur B0
pour rËgler n de sorte que n oscille dans B;n comme un mouvement brownien dans B ?

DÈÖnitions. Nous disons que n est presque s˚rement relativement compacte le long de B;n si, avec
probabilitÈ un, il existe un ensemble compact, Èventuellement alÈatoire,  de B tel que d;n(n;)!
0. Dans ce cas, Ècrivons n  B;n


;


p:s: et disons que n a un ensemble limite extÈrieur  et

intÈrieur  si  6= ; et  sont deux compacts dÈterminÈs dans B tels quíavec probabilitÈ un,

 =
\

">0

[

m>0

\

n>m

V;n(n; ")   =
\

">0

\

m>0

[

n>m

V;n(n; ") :
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Lemme 2.22. Soit ,  6= ; deux compacts de B. Il y a Èquivalence entre n  B;n

;


p:s: et

(Con) P

9 n0  1 : n  V;n


; "


; n  n0


= 1; " > 0:

(Out) P (9 nk " 1 : f 2 V;nk(nk ; ") ; k  1) = 1; f 2 ; " > 0:

(Cov) P (9 n0  1 :   V;n(n; ") ; n  n0) = 1; " > 0:

(In) P (9 nk " 1 : f =2 V;nk(nk ; ") ; k  1) = 1; f =2 ; un " > 0:

La nÈcessitÈ de (Con) níest pas immÈdiate et requiert un procÈdÈ diagonal. Nous disons que n
recouvre faiblement e le long de B;n si e est le plus petit compact tel que

(Wk) IP

9 nk " 1 : nk  V;nk


e; "

; k  1


= 1; " > 0:

Clairement   e   et en cas díÈgalitÈs nous Ècrivons n  B;n  p:s: et ceci Èquivaut ‡ exiger
(Con) et (Cov) de .

Nous avons les inÈgalitÈs kfk;n  kfk;n+1  kfk = max(!;f (n); kfk;n) et, si n < 1= (2 + 2
)1=,

max(kfk ; kfk0;n)  kfk;n  kfk0;n =

n  kfk0 =


n  2 kfk =n. A líaide de contre exemples il

síensuit que V(f; ")  V;n(f; ")  V (f; ")  V;n(f; 2"=

n). En prenant soin de travailler sur B+"

pour contrÙler fonctions et processus, ceci nous permet de raccorder la topologie uniforme de B;n ‡
la topologie forte de B. Les raisonnements dÈj‡ longs des preuves de type 2.1 se corsent encore.

LíÈnergie de A  B est J(A) = infA J . Il est clair que J(V (f; "))  J(V;n(f; "))  J(V(f; ")) < J(f)
si " > 0,n  1 et 0 < J(f)  . Si 0 < J(A) <1 il vient, en notant V + la fermeture de V dans B,
J (V(A; 2")) < J(A) A(") < J (V + (A; "))  J (V(A; ")) < J(A) avec A(")! 0 quand "! 0.

(ii) Líanalogue de [DM] obtenu dans [3,17] síÈnonce ainsi, avec Ln = jlog anj et n comme en 2.1.2.

Proposition 2.23. Sous (1) avec c = d =1 et log n  jlog anj, si n 

(log n)2=nan jlog anj

1=2

alors S1 vÈriÖe (Cov). Si de plus n (nan)1=2 " 1, lim supn!1 log(nan)= log log n = 1 + d0 > 1 et
n  1=(log n),  < d0=4 alors S1 vÈriÖe (Con). Ces conditions impliquent donc n  B;n S1 p:s:

Il ressort que la concentration est plus exigeante que le recouvrement, le long de Bn;. Dans le premier
cas n doit Ítre une puissance de log n, ce qui síamÈliore en exp((log n)),  < 1 quand d0 = 1.
Dans le second, n = 1=n est autorisÈ si an le permet et cela su¢t ‡ approcher tout S1 dans B;n.

(iii) Dans [3,17] notre analogue de [D2] síÈnonce de faÁon similaire, avec Ln = jlog anj+log log n. Soit
k la ank -capacitÈ de

T
nk<nnk+1 Tn pour  assez petit et nk =


exp k


.

Proposition 2.24. Sous (1) avec 0 < c < 1, si log k  jlog ank j et n > 1=(log n),  < 1 alors
Sc=(1+c) vÈriÖe (Cov) et (Wk). Si  < 1=2 et n (nan)

1=2 " 1 alors Sc=(1+c) et S1 vÈriÖent
(In) et (Out) respectivement. Sous n (nan)

1=2 " 1 et n > 1=(log log n),  < 1=2 alors S1
vÈriÖe (Con). Les conditions prÈcÈdentes impliquent donc n  B;n (Sc=(1+c);S1) p:s:

La concentration demande cette fois que n soit une puissance de log log n et le recouvrement autorise
une puissance de log n. La petite condition de monotonie semble pouvoir se contourner.

Dans les Propositions 2.23 et 2.24 les modules prÈ-hˆldÈriens de non-di§ÈrenciabilitÈ et de continuitÈ

!;n = inf
t2Tn

kn(an; t)k;n  !;n = sup
t2Tn

kn(an; t)k;n

vÈriÖent donc, pour Ln = jlog anj+ log log n et avec probabilitÈ un,

!;n 
p
anLn et lim inf

n!1

!;np
2anLn

=

r
c

1 + c
 lim sup

n!1

!;np
2anLn

= 1:
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(iv) Principe de dÈmonstration. Nous mettons au point une technique de preuve pour chaque
condition du Lemme 2.22 et líadaptons selon c. Quand un blocage est nÈcessaire, circuler entre les
topologies nous permet de contrÙler le module de rÈgularitÈ de n via [MSW] sur B0, si nan2n !1,

P

!n(nan)  " n

p
an




C
nan

exp




"2

2 + 

1

2n



pour Önalement obtenir, suite au dÈcoupage usuel en trois termes,

max
nk<nnk+1

sup
0t1an


nk+1(ank+1 ; t)p
2ank+1Lnk+1


n(an; t)p
2anLn


;n

! 0 p:s:

AprËs les arguments de poissonisation, díapproximation forte et de contrÙle par les propriÈtÈs de S1 et
B pour  > , nous utilisons la continuitÈ des Ènergies et le principe de grande dÈviations de [BBK]
qui atteste que si A  C est díintÈrieur A et de fermeture A+ dans B alors

J

A

= lim inf

!1

1

2
logP


W1p
2
2 A


 lim sup

!1

1

2
logP


W1p
2
2 A


= J


A+

: 

2.2.4 ñ Vitesses extÈrieures le long de Bn;

(i) Dans [1] nous remarquons quíen appliquant les propriÈtÈs de B;n et la concentration [T],

P (9 n0 : n  V;n(S1; "n) ; n > n0) = 1

pourvu que (1) soit satisfaite avec c = d = 1, Ln = jlog anj et L
2=3
n "n


n ! 1. Par suite, lorsque

n  1= jlog anj1 avec 1 < 2=3 la vitesse induite est au mieux en 1= jlog anj
2=31 . Autrement dit,

pour les trËs lents n nous sommes assurÈs díune vitesse en puissance 2=3 de type 2.1, dans B0.

Ce constat est incomplet. Que se passe-t-il si la mÈtrique est plus proche de B ?

(ii) Dans [17] nous amÈliorons notablement líargument (i) pour 1 grand. Une constante  > 0
apparaÓt, fonction de , qui dÈcide des n pour lesquels la vitesse est de type uniforme ou hˆldÈrienne.

ThÈorËme 2.25. Supposons (1) avec c = d = 1, Ln = jlog anj, log(nan)  log log n, n # 0 et
n < 1= jlog anj1 avec 1 2 ];1[ alors il vient, pour () = (1 ) = (3=2 ) et  assez grand,

P

 
9 n0 : n  V;n

 
S1;



L
()
n

!
; n > n0

!
= 1:

Par comparaison avec le ThÈorËme 2.21 nous voyons que la vitesse est aussi bonne le long de B;n
pour n que dans B pour W pourvu que B;n síÈloigne assez rapidement de B0. Nous conjecturons
líoptimalitÈ de cette vitesse, ainsi quíune vitesse de recouvrement d;n(S1;n) = Op:s:(1= jlog anj

()).
Concernant n la contrainte de concentration est renforÁÈe par rapport ‡ la Proposition 2.23 en d0 =1
puisque seules les grandes puissances de log n sont autorisÈes pour garantir la vitesse de type B.

Ceci síÈtend aux grands incrÈments, c < 1, et dans ce cas n < 1=(log log n)1 . Le rÈglage de n
síapparente au choix díune suite de paramËtres dans une collection díespaces emboitÈs de type [MS].

Application. Si Yn = supg2n '(g) et Zn = infg2n '(g) o˘ ' est continue de B;n dans R de module
supkfgk;n" j'(f) '(g)j  n("). Sous les hypothËses du ThÈorËme 2.25 nous avons

P

 
9 n0 : inf

f2S1
'(f) n

 


L
()
n

!
< Zn  Yn < sup

f2S1
'(f) + n

 


L
()
n

!
; n > n0

!
= 1:

(iii) Principe de dÈmonstration. Nous nous ramenons ‡ la concentration brownienne ÈvoquÈe en
2.2.1(v) par invariance en circulant entre les trois mÈtriques, en contrÙlant W et S1 dans B+", en
jouant sur les comparaisons de module et en adaptatant la technique de preuve du ThÈorËme 2.1. 
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2.2.5 ñ Vitesses intÈrieures le long de Bn;

(i) ConsidÈrons le module díoscillation fonctionnel prÈ-hˆldÈrien de n centrÈ en f 2 S1, cíest-‡-dire
d;n(f;n). Soit C la constante des probabilitÈs de petites boules dans B de [BR,KL].

ThÈorËme 2.26. Sous (1) avec c =1, log n  Ln = jlog anj, n # 0,

lim inf
n!1

log(nan)

log log n
=  >

3 4
1 2

et

1 +
1

1 2
< lim inf

n!1

jlog nj
log jlog anj

= 1  lim sup
n!1

jlog nj
log jlog anj

= 2 < 1 +
  3
2

il vient, pour f 2 S1 ,

lim
n!1

jlog anj1 d;n(f;n) =
1
p
2


C

1 J(f)


p:s:

et, si J(f) = 1 et () = (1 ) = (3=2 ),

lim sup
n!1

jlog anj() d;n(f;n) <1 p:s:

En f = 0 nous obtenons la non-di§ÈrentiabilitÈ !;n  C
p
an= jlog anj et un rapport des modules

!;n
!;n


p
2

C
jlog anj1 p:s:

moins important que dans B0. La vitesse optimale jlog anj1 correspond ‡ celle du cas brownien dans
B, ce qui Ètait notre but. De mÍme, la jonction avec le cas  = 0 ÈtudiÈ en 2.1.2 est satisfaisante,
notamment la contrainte  > 3. Les n autorisÈs sont des puissances de log n particuliËres.

Líinterdiction des trop grands n et la condition 2  1 síexpliquent par le fait que les limites

0 = lim
n!1

jlog anj1 d(f;n)  lim
n!1

jlog anj1 d;n(f;n)  lim
n!1

2 jlog anj
n jlog anj

 d(f;n)

sont toutes nulles si n jlog anj ! 1. Ainsi nos hypothËses sur n assurent que B;n est assez proche
de B pour le contrÙle des petites dÈviations et assez proche de B0 pour le contrÙle des oscillations.

Le ThÈorËme 2.26 dÈcrit la convergence des incrÈments moyens. Celle des grands incrÈments síobtient
de faÁon similaire, avec le cortËge usuel de di¢cultÈs et díhypothËses supplÈmentaires.

(ii) Application. Si an 2

1=nb; 1=na


avec 0 < a < b < 1, n = 1=(log n)1 , Yn = supg2n 'n(g) et

Zn = infg2n 'n(g) avec 'n continue de B;n dans R de module supkfgk;n" j'n(f) 'n(g)j  n(")

alors le ThÈorËme 2.26 et la conjecture 2.2.4 impliquent, pour un  > 0 et presque s˚rement en n!1,
Zn  sup

f2S1
'n(f)

  n




(log n)()


;

Yn  sup
f2S1

'n(f)

  n




(log n)()


:

Il síagit díune interpolation entre le cas exigeant 'n = ' uniformÈment continue et le cas peu exigeant
'n = ' -Hˆlder continue, ce dernier rendant incontrÙlables les statistiques Yn et Zn. Ceci reste vrai
sans la conjecture de recouvrement si

T
n0 arg inff2S1 'n(f) 6= ; et

T
n0 arg supf2S1 'n(f) 6= ;.

(iii) Principe de dÈmonstration. Nous pouvons tirer proÖt des techniques mises au point pour
les ThÈorËmes 2.4, 2.5 et 2.6 en naviguant entre B0, B;n, B et B+" selon les besoins, pour exploiter
kfk = max(!;f (n); kfk;n) et les outils disponibles sur B0 et B tels que [MSW,St,BR]. 
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2.3 ñ Lois fonctionnelles intermÈdiaires

Les rÈsultats de 2.1 portent sur les lois fonctionnelles locales, Tn = ftg et surtout globales, avec la
recherche des conditions pour que tout se passe comme si Tn = [0; 1 an]. Se pose alors la question
des Tn quelconques. Comment normaliser les incrÈments pour en dÈterminer la forme asymptotique
lorsquíils sont moins nombreux ? Comment stabiliser des ensembles de trajectoires pour en contrÙler
les excËs, grands et petits ? Cíest líobjet de [14,16]. Líimportance de ces questions est apparue, au
plan technique, en Ètudiant des estimateurs non paramÈtriques dans [10,15,21].

Nous Èvoquons tout díabord le cas díune trajectoire unique et ÖxÈe, ce qui inverse notre problÈmatique
usuelle sur les incrÈments mais rÈvËle un principe important dans le mÈcanisme de normalisation.
Ensuite nous transposons ce principe pour rÈpondre au problËme initialement posÈ.

2.3.1 ñ Interpolation entre deux rÈsultats de P. LÈvy

(i) Soit fW (t) : t 2 [0; 1]g un mouvement brownien standard. Pour 0 < a < 1 et T  [0; 1 a] notons

!T (a) = sup
t2T

sup
tst+a

jW (t)W (s)j

son module de continuitÈ restreint ‡ T . Les lois du logarithme, locale et globale, de [LÈ]

lim sup
a!0

!ftg(a)p
2a log jlog aj

= lim
a!0

![0;1a](a)p
2a jlog aj

= 1 p:s:

ont ÈtÈ gÈnÈralisÈes sous forme fonctionnelle dans [S] et [A] respectivement. Tout ensemble Öni T peut
remplacer ftg et tout intervalle T 6= ; peut remplacer [0; 1 a]. Dans [16] nous laissons varier T = Ta
avec a! 0 et dÈcrivons la trajectoire brownienne observÈe en des petits Ta 6= [0; 1 a].

Que voyons nous en promenant ainsi un zoom en peu de points le long du brownien ÖgÈ ?

Ceci nía ÈtÈ explorÈ que par [Mu] et seulement du point de vue des valeurs díadhÈrence. Noter quíen
2.3 une vitesse de zoom AT =T est imposÈe et la trajectoire de rÈfÈrence WT varie, ce qui renouvelle
progressivement les incrÈments. Ici nous avons a! 0 et la variÈtÈ provient uniquement des points Ta
et de líautosimilaritÈ, sans renouvellement trajectoriel, dío˘ des phÈnomËnes díune autre nature.

Motivation. Díune part, nous souhaitons croiser les deux points de vue, an imposÈ et Tn petit dans
n, voir 2.3.2. Díautre part, de nombreux modËles probabilistes dÈpendent díune seule trajectoire W .
Par exemple, dans une Èquation di§Èrentielle stochastique le comportement localisÈ de W peut jouer
un rÙle dans le contrÙle Ön du processus solution, via les schÈmas de discrÈtisation et díapproximation,
faibles ou forts, qui promËnent des points le long de W . Dío˘ líintÈrÍt de savoir ce qui peut ou doit
síy passer. Une perspective díapplication concerne les propriÈtÈs trajectorielles des di§usions.

(ii) Soit ](T; a) le plus petit nombre díintervalles de longueur a nÈcessaires au recouvrement de T .
Il est Èvident que Ta et ](T; a) ne doivent pas varier trop brutalement, et líune de nos principales
di¢cultÈs consiste ‡ exhiber des conditions su¢santes minimales. Pour un intervalle A  [0; 1] posons

TA =
\

a2A

Ta  T+A =
[

a2A

Ta; ]a = ](Ta; a); ]A = ](TA ; inf A); ]+A = ](T+A ; inf A):

La stabilitÈ ÈlÈmentaire exige líexistence díune suite an et An = ]an+1; an] telle que, lorsque n!1

(H) an 2 ]0; 1[ ; an # 0; an  an+1; sup
a2An

log ]a  log ]An !1

(H+) an 2 ]0; 1[ ; an # 0; an  an+1; inf
a2An

log ]a  log ]+An !1:

Notons (H
 ) líexistence de an vÈriÖant (H

) et (i) an = O(exp

n


) ou bien (ii) n=(1) = O (]an).

Notre condition fondamentale de rÈgularitÈ (C1) correspond ‡ (C1 ) et (C
+
1 ) o˘

(C1 ) pour un 0 < 1 et tout  2 ]0; 1[, (H
 ) est vraie.
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Concernant la taille de Ta la condition (C2) que log ]a= log jlog aj ! c 2 [0;1] joue un rÙle similaire ‡
celui de c en 2.1. Si Ta est trop petit Sc=(1+c) apparaÓt, ce qui níÈtait pas attendu et absent de [Mu].

Remarque. En e§et, nous avons une unique trajectoire W alors quíen 2.1.3 le renouvellement de
la suite WT impose, par la loi de Chung, que WT est plat inÖniment souvent, donc tous ces grands
incrÈments aussi. Nous pouvions alors penser que les ThÈorËmes 2.2, 2.5, 2.6 Ètaient dus ‡ la taille
des incrÈments ou au renouvellement de WT . Mais líapparition de Sc=(1+c) pour W ÖxÈ prouve que
líunique raison expliquant le comportement des grands incrÈments est leur trop petit nombre.

Les trop petits ensembles requiËrent, dans le contexte du phÈnomËne de [CsR,Sh], la condition (C3)
que ou bien (i) log ]a  log log jlog aj ou bien (ii) ]a  log jlog aj et Ta =

S
j]a [ta;j ; ta;j + a].

(iii) Dans [16] nous Ètendons [LÈ] avec une condition minimale pour chaque borne, non prÈcisÈe ici.

Proposition 2.27. Si ]a !1 alors lim infa!0 !Ta(a)=
p
2a log ]a  1 p:s: Sous (C1) et (C2) il vient

lim inf
a!0

!Ta(a)p
2a(log ]a + log jlog aj)

=

r
c

1 + c
 lim sup

a!0

!Ta(a)p
2a(log ]a + log jlog aj)

= 1 p:s:

Sous (C2) avec c = 0, (C3) et un (H
 ) avec ]an  ]An il vient

lim inf
a!0

!Ta(a)p
2a(log ]a  log log jlog aj)

= 1 p:s:

Si c > 0 la premiËre liminf vaut 1. Sous c = 0 et (C3)(i) elle peut prendre toutes les valeurs de [0; 1].

(iv) La version fonctionnelle de la Proposition 2.27 montre quíavec probabilitÈ un, la collection

Ia =

W (a; t)
p
2aLa

: t 2 Ta

; W (a; t) =W (t+ aI)W (t); La = log ]a + log jlog aj

est relativement compacte dans B, díensembles limites Sc=(1+c) et S1.

ThÈorËme 2.28. Sous (C1) et (C2) nous avons, pour tout " > 0

P

 
[

0<b<1

\

0<a<b

fIa  S1 + "B0g

!
= 1

et P

Ia  Sc=(1+c) + "B0


! 1 si a! 0, alors que tout f 2 S1 vÈriÖe

P

 
\

0<b<1

[

0<a<b

ff 2 Ia + "B0g

!
= 1:

Si de plus ]a !1, Sc=(1+c) est le plus grand sous-ensemble de B tel que

P

 
[

0<b<1

\

0<a<b


Sc=(1+c)  Ia + "B0


!
= 1:

Par consÈquent, d(f;S1) = lim infa!0 d(f; Ia)  lim supa!0 d(f; Ia) = d(f;Sc=(1+c)) p:s: si f 2 B.
Lorsque c =1, le recouvrement est complet, dH(Ia;S1)! 0 p:s: et si c <1 il y a une concentration
rÈcurrente, lim infa!0 dH(Ia;Sc=(1+c)) = 0 p:s. avec dH la distance de Hausdor§.

(v) CritËres. Si Ta est monotone pour líinclusion quand a ! 0 alors (H) est rÈduite ‡ an  an+1
et log ]an  log ]an+1 . Si Ta est monotone et log ]a ‡ variation lente quand a! 0 alors (C1) est vraie.
La condition (C1 ) est impliquÈe par líexistence de an vÈriÖant (H

) et log ]an  log n. Sous (C2)
avec c =1, líexistence de an < exp


n


vÈriÖant (H) pour un  > 0 implique (C1 ). Sous (C2) et

c = 0, líexistence de an vÈriÖant (H) et ]an > n1= pour un  > 0 implique (C1 ). Sous (C2) et (H

 )

avec 1 < c <1 et 1=c <  < 1, (C1 ) est vraie.
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Les exemples typiques de tels Ta sont des intervalles mobiles [ta; ta + a]a] de longueur a]a ! 0.

(vi) Principe de dÈmonstration. Concernant le module de continuitÈ restreint il est facile díÈtablir
que si 0 < a < 1, T  [0; 1] et  2 (0; 1) nous avons, pour tout x > 0,

P

!T (a)p

a
 x



64

2
exp



1

2
(1 )2 x2 + log ](T; a) log x


:

CombinÈe aux propriÈtÈs de dÈviation de W via des techniques de blocage díÈvÈnements indicÈs par
a 2 An les exigences sur an apparaissent naturellement, notamment (i) et (ii) dans (H

 ). La di¢cultÈ
nouvelle est que les parties de W visitÈes par Tan et

S
k>n Tak empÍchent díappliquer Borel-Cantelli

‡ des ÈvÈnements indÈpendants, mÍme aprËs le blocage. Nous devons alors contrÙler les W (a; t)
prÈsents amputÈs des W (b; t) futurs en veillant ‡ ce que cela induise le rÈsultat escomptÈ. Cette
Èlimination du futur alourdit drastiquement le cas des petits ensembles Ia, c <1. 

2.3.2 ñ Quelques vitesses browniennes intermÈdiaires

(i) Dans [16] le contrÙle des vitesses demande plus de rÈgularitÈ ‡ ]An . Nous remplaÁons (C1) par
líexigence (C4), pour une fonction r ‡ prÈciser, quíil existe an = exp(n= (n)) telle que an # 0 et

lim sup
n!1

Lan log (n)

r2(Lan)
< ;

 
1

log ]An
log ]+An

!
r(Lan)! 0;


1

an1
an


r2(Lan)! 0:

Nous utilisons les fonctions r = rf de 3.1.3. Comme 1I2=3 < r < 2I la suite rÈgularisante an doit
Ítre sous-gÈomÈtrique mais pas trop lente. Les situations typique utilisent  (n) = (log n),  > 0 ou
 (n) = n1,  2 ]0; 1[. …tant donnÈ Ta les contraintes explicites de (C4) sont donc faciles ‡ traduire.

Exemple. Si Ta = [0; a exp(jlog aj)] avec 0 <   1 il vient La  jlog aj et (H
 ), (C1), (C2), c =1

sont vÈriÖÈes, ainsi que (C4) avec  (n) = (log n) et  assez grand.

(ii) En zoomant sur W en su¢samment de positions Ta et en normalisant par
p
2a log ]a toute forme

limite f 2 S1 est visitÈe ‡ la vitesse rf (log ]a). De nouveau le hasard síordonne de faÁon prÈvisible.

ThÈorËme 2.29. Soit f 2 S1 et La = log ]a. Sous (C2), c =1 et (C4) avec r = rf nous avons

lim
a!0

rf (log ]a) d(f; Ia) = f (1) p:s:

Si de plus rf (log ]a)
p
(log ]a) log jlog aj alors ceci reste vrai avec La = log ]a + log jlog aj dans Ia:

En f = 0 nous obtenons le module de non-di§ÈrentiabilitÈ restreint exact de W ,

lim
a!0

r
log ]a
a

inf
t2Ta

sup
jtsja

jW (t)W (s)j =

p
8

p:s:

qui Ètend le cas Ta = [0; 1 a] de [CR2]. En comparant ‡ la Proposition 2.27 il vient

inf
t2Ta

sup
jtsja

jW (t)W (s)j 


4 log ]a
sup
t2Ta

sup
jtsja

jW (t)W (s)j p:s:

(iii) La vitesse de concentration des observations trajectorielles de [16] reprend les constantes de 2.1.1.

ThÈorËme 2.30. Sous (C2), c =1 et (C4) avec r = I2=3 alors, si La = log ]a et  > 1,

P

 
[

0<b<1

\

0<a<b


Ia  S1 +



(log ]a)2=3
B0

!
= 1

et, si  < 0,

P

 
\

0<b<1

[

0<a<b


Ia * S1 +



(log ]a)2=3
B0

!
= 1:
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EnÖn, sous les hypothËses (C2), c = 1 et (C4) avec r = I2=3 et r = I nous obtenons la vitesse de
recouvrement complet, pour  > I = 2=3=25=3,

P

 
[

0<b<1

\

0<a<b


S1  Ia +



(log ]a)2=3
B0

!
= 1:

Nous en dÈduisons líordre de grandeur asymptotique de la distance de Hausdor§,

0  lim inf
a!0

L2=3a dH(Ia;S1)  lim sup
a!0

L2=3a dH(Ia;S1)  1 _ I p:s:

(iv) Pour les petits ensembles nous exigeons que ca = log ]a= log jlog aj ! c assez vite. Les situations
se diversiÖent mais le principal enseignement est que la raretÈ stabilisÈe rÈduit les limites ‡ Sc=(1+c).

ThÈorËme 2.31. Soit f 2 S1 et La = log ]a + log jlog aj. Sous (C2), c <1 et (C4) avec r = rf

lim inf
a!0

rf (La) d(f; Ia) = f (1) p:s:

et, si de plus f 2 Sc=(1+c) et
q
(ca  c)  rf (log jlog aj)= log jlog aj,

lim sup
a!0

rf (La) d(f; Ia) = f


c

1 + c


p:s:

Les hypothËses prÈcÈdentes entraÓnent aussi la concentration rÈcurrente

P

 
\

0<b<1

[

0<a<b


Ia  Sc=(1+c) +



(log ]a + log jlog aj)2=3
B0

!
= 1:

(v) Principe de dÈmonstration. Les ingrÈdients briËvement ÈvoquÈs en section 2.1 restent les
mÍmes et des techniques de blocage sont rendues possibles par les hypothËses sur Ta mais avec une
di¢cultÈ supplÈmentaire lourde, induite par le non renouvellement de W . En e§et nous travaillons les
chaÓnes díÈvÈnements par des coupes dans W pour Èliminer líináuence des blocs díincrÈments futurs,
localisÈs en Tb, b > a, et appliquons nos outils ‡ des trajectoires browniennes reconstruites. 

2.3.3 ñ Processus empirique rÈel

Dans [14] les rÈsultats de 2.1 pour n sont Ètendus aux situations o˘ Tn  [0; 1 an] est petit.
Les principes ci-avant díentropie et de normalisation, qui rÈsultent de [16], rËglent le conáit entre
ÈvÈnements rares et nombre de tentatives garanti. Nous les adaptons ‡ des contraintes di§Èrentes.

(i) Pour une suite díentiers nk posons Nk = fnk + 1; :::; nk+1g et Tk =
T
n2Nk Tn  T+k =

S
n2Nk Tn.

Les nombres díentropie de 2.1.2 síÈcrivent

n = ](Tn; an); k = ](Tk ; ank); +k = ](T+k ; ank+1)

avec ](T; a) = inffm : T 
S
1jm [tj ; tj + a[ pour tj 2 T , tj+1  tj + ag: DÈsignons par (H)

les hypothËses que log nk  log nk+1  log k quand k ! 1 et (H) les deux. Lorsque (H) est
vÈriÖÈe pour une suite telle que nk+1  nk et log 


k  log k nous Ècrivons (H

G ) pour grand ensemble.
Lorsque (H) est vÈriÖÈe pour chaque m et nk = '(k;m) tel que

lim
m!1

lim
k!1

'(k + 1;m)

'(k;m)
= 1; lim

m!1
lim inf
k!1

log log'(k;m)

log k
= 1

nous Ècrivons (H
P ) pour petit ensemble. Nous avons des critËres et des formulations alternatives.

(ii) La premiËre Ètape de [14] consiste ‡ Ètendre [St] au module restreint !n(a; T ) = supt2T kn(a; t)k.
Le phÈnomËne de 2.3.1 rÈapparaÓt de nouveau pour les petits ensembles, c <1, et chacune des bornes,
infÈrieure ou supÈrieure, demande en fait une seule hypothËse minimale sur Tn.
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Proposition 2.32. Soit Ln = log n + log log n, n !1, an # 0, nan " 1, nan log n  (log n)2 et
(log n)= log log n! c: Alors

lim inf
n!1

!n(an; Tn)p
2an log n

 1  lim sup
n!1

!n(an; Tn)p
2anLn

p:s:

et, sous (H+
G ) ou (H

+
P ),

lim sup
n!1

!n(an; Tn)p
2anLn

 1 p:s:

alors que sous (H
G ) ou (H


P ),

lim inf
n!1

!n(an; Tn)p
2anLn

=

r
c

1 + c
p:s:

Exemple. Le cas Tn = [0; tn], nan " 1, tn=an " 1, nan= log log n!1 et jlog (tn=an)j = log log n! c
restitue [Ho]. Il est clair que la taille an ne gouverne plus seule le comportement du module restreint.

Ainsi la frontiËre du domaine díinvariance bouge et tous les an  (log n)=n ne sont pas autorisÈs.
Lorsque c = 0 et n= log jlog anj ! 1, et si n est aussi la mesure de boÓte de Tn, le rÈsultat devient

lim inf
n!1

!n(an; Tn)p
2an(log n  log log jlog anj)

= 1 p:s:

Principe de dÈmonstration. En adaptant la borne de dÈviation du module de n [MSW,SW] il
vient, en posant (x) = 2 ((1 + x) log(1 + x) x) =x2, pour tout n, a <   1=2 et tout x > 0,

P

sup
t2T

sup
tst+a

jn(s) n(t)jp
a

 x



20

3
exp



x2

2
(1 )4


x
p
na


+ log ](T; a)


:

Nous appliquons le lemme de Borel-Cantelli ‡ des suites díÈvÈnements par blocs en surveillant les
áuctuations de Tn et en privant les incrÈments futurs des points de líÈchantillon du bloc prÈsent, par
renouvellement trajectoriel. Les contraintes induites varient selon an et imposent la stabilitÈ de Tn. 
(iii) Rappelons que dH(A;B) = max(supf2A d(f;B); supg2B d(g;A)) dÈsigne la distance de Hausdor§.
Bien que la vitesse [KMT] díapproximation gaussienne suggËre la condition minimale nan= log n !1
nous utilisons dans [14] les hypothËses

an # 0; nan " 1;
log n
log log n

! c;
nan log n
(log n)2

!1 (4)

Nous gÈnÈralisons alors le recouvrement complet de [DM,D2] rappelÈ au ThÈorËme 2A, c =1. Cette
loi intermÈdiaire concerne les ensembles moyens díincrÈments moyens ou petits.

ThÈorËme 2.33. Posons Ln = log n dans n et choisissons an et Tn vÈriÖant (4) avec c = 1 et
(HP ) ou (HG). Alors, avec probabilitÈ un, dH(n;S1)! 0.

(iv) Une seconde version fonctionnelle de la Proposition 2.32 est la loi intermÈdiaire pour les petits
ensembles díincrÈments, eux-mÍmes grands, moyens ou petits. Nous omettons quelques assertions.

ThÈorËme 2.34. Soit Ln = log n + log log n dans n et (an; Tn) vÈriÖant (4) avec c <1 et (HP )
ou (HG). Alors S1 et Sc=(1+c) sont le plus petit et le plus grand compacts de B tels que pour tout
" > 0, P


9 n0 : Sc=(1+c)  n + "B0  S1 + 2"B0; n > n0


= 1 et P


Sc=(1+c)  n + "B0


! 1.

Cette extension du ThÈorËme 2A admet des versions pour les processus de 2.1.3 et 2.1.4.

Application. Soit Tn = [t tn + "n ; t+ tn + "+n ], t 2 ]0; 1[, nan " 1, tn=an " 1, nan= log log n!1
et jlog (tn=an)j = log log n! c avec "n alÈatoires mais tels que lim supn!1 j"n j =tn < 1 p:s: ConsidÈrons
une statistique basÈe sur les Ui 2 Tn, par exemple Yn = supg2n '(g) avec ' continue de B dans R.
Alors lim infn!1 Yn = supSc=(1+c) '  lim supn!1 Yn = supS1 ' p:s:, en vertu de 2.33 et 2.34.
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La version du ThÈorËme 2.34 pour les processus de Kiefer K(n; t) et de quantile n sert en 4.2 et 4.3.

(v) Nous produisons Ègalement dans [14] des conditions su¢santes minimales sur an et Tn, outre
(HP ), (HG) et (4), garantissant les vitesses du type suivant. Sous (4) avec c =1, en normalisant par
Ln = log n ou Ln = log n + log log n il vient, si  est assez grand,

P

9 n0 : n  S1 +



(log n)2=3
B0; n > n0


= 1:

et, pour f 2 S1 ,
lim
n!1

rf (log n) d(f;n) = f (1) p:s:

Par consÈquent, le module de non-di§ÈrentiabilitÈ restreint inft2Tn supjtsjan jn(t) n(s)j =an de
n Èquivaut presque s˚rement ‡ =

p
8an log n et, en comparant ‡ la Proposition 2.32,

supt2Tn supjtsjan jn(t) n(s)j
inft2Tn supjtsjan jn(t) n(s)j


4


log n p:s:

Au contraire, si c <1 líentropie ináuence la normalisation Ln = log n+log log n et les vitesses, mais
uniquement au niveau des constantes puisque

lim inf
n!1

rf (log log n) d(f;n) = f (1) p:s:

lim sup
n!1

rf (log log n) d(f;n) = f


c

1 + c


p:s:

Pour Tn trËs petit nous retrouvons les rÈsultats locaux avec vitesses, qui renforcent [B,EM,M,M2].

Exemple. Soit Tn =

tn; tn + an exp((log n)

2)

avec  < 1=2 et tn ne bougeant pas trop vite. Si

an = n ,  < 1,  2 ]1=2; 1[ et c est la constante de líexemple suivant le Corollaire 3.4, alors pour
la fonction cible f = (

p
2 1=)I 2 Svli1 nous obtenons la normalisation et la vitesse atypiques

lim
n!1

(log n)4=(41) inf
t2Tn


n(an; t)p
2an(log n)

 f

 = c p:s:

La statistique Yn = supg2n '(g) est fonction des áuctuations díÈchantillonnage dans ce Tn et, si '
est assez rÈguliËre et f = argminS1 ' unique, il síensuit jYn  '(f)j = Op:s:(1=(log n)

4=(41)).

2.3.4 ñ Processus empirique multivariÈ

(i) Soit Xn une suite i.i.d. de vecteurs alÈatoires dans Rp de densitÈ fX par rapport ‡ la mesure de
Lebesgue p. Dans [M3] le ThÈorËme 2A est gÈnÈralisÈ au cas multivariÈ en indexant les incrÈments
locaux par des fonctions. Soit F une famille de fonctions borÈliennes de Rp dans R, uniformÈment
bornÈes parM > 0, ayant leur support inclus dans le cube unitÈ centrÈ p = [1=2; 1=2]p. Líincrement
local n(an; x) de volume an, observÈ en x et indexÈ par F est la fonction alÈatoire

n(an; x)(f) =
1
p
n

nX

i=1

 
f

 
Xi  x

a
1=p
n

!
 Ef

 
Xi  x

a
1=p
n

!!

qui mesure sur la classe F les dÈviations de la densitÈ empirique locale. Pour p = 1 et Xi = Ui de loi
uniforme sur [0; 1] nous avons n(an; t  an=2)(I[0;I]) = n(an; t) en notation 2.1. Supposons que
infV+"Bp fX > 0 avec V  Rp et Bp la boule unitÈ fermÈe de Rp. Pour Vn  V posons

n(F) =

(
n(an; x)()p
2fX(x)anLn

: x 2 Vn

)
:
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Soit H le sous-espace de Hilbert de L2(p) engendrÈ par F et

Sp; =

'h : h 2 H;

Z

p
h2 dp  



les boules de líespace auto-reproduisant S de H. Chaque h 2 H est donc associÈ ‡ 'h 2 L1(F) dÈÖnie
par 'h(f) =

R
p fhdp et


'h; 'g


=
R
p ghdp. Soit B1 = f' : supf2F j'(f)j < 1g.

(ii) Si Vn = fxg la loi fonctionnelle locale gÈnÈralisant [M] est obtenue dans [EM,EM2] avec un
thÈorËme limite central et un rÈsultat díapproximation forte locale.

ThÈorËme 2E. Si Vn = fxg, Ln = log log n et an vÈriÖe les hypothËses du ThÈorËme 2B, la suite
n(F) admet presque s˚rement Sp;1 comme ensemble de points adhÈrents dans L1(F).

La loi globale de [M3] gÈnÈralise le ThÈorËme 2A pris en c =1, et síÈnonce ainsi.

ThÈorËme 2F. Si Vn = V est compact, infV+"Bp fX > 0, Ln = jlog anj + log log n et an vÈriÖe (1)
avec c = d =1, les ensembles n(F) recouvrent complËtement Sp;1 dans L1(F) avec probabilitÈ un.

(iii) Comme en 2.3.3 nous interpolons entre 2E et 2F ‡ líaide des ingrÈdients [Ar,GG,GMZ,T2,Z] et
de leur alchimie inventÈe dans [M3], couplÈe ‡ la stratÈgie de contrÙle des localisations futures de [14].
Pour cela nous considÈrons des petits ensembles Vn  V et leurs nombres díentropie cubiques. Pour
toute suite de blocs Nk = fnk + 1; :::; nk+1g introduisons V k =

T
n2Nk Vn  V +k =

S
n2Nk Vn et

n = ]p(Vn; an); k = ]p(V

k ; ank); +k = ]p(V

+
k ; ank+1)

avec ]p(V; a) = inffm : V 
S
1jm(tj + a1=pp)g. La preuve change de nature, et sía§ranchit de

tout recours aux processus gaussiens, mais au Önal les conditions su¢santes sont prÈservÈes.

ThÈorËme 2.35. Soit Ln = log n+log log n dans n(F) et (an; Vn) vÈriÖant (4) et (HP ) ou (HG).
Alors Sp;1 et Sp;c=(1+c) sont le plus petit et le plus grand compacts de L1(F) tels que pour tout " > 0,
P

9 n0 : Sp;c=(1+c)  n + "B1  Sp;1 + 2"B1; n > n0


= 1 et P


Sp;c=(1+c)  n + "B1


! 1.

Cette loi intermÈdiaire fournit aussi la version de la loi globale [M3] pour les grands incrÈments, en
n = 1=an et an de líordre de 1=(log n)c. Líarticle associÈ ‡ 2.3.4 est en prÈparation. La recherche de
nouveaux outils donnant accËs ‡ des vitesses fait líobjet díune thËse sous notre direction (3.5.1(ii)).

(iii) Líauteur de [M3] a aussi transposÈ le ThÈorËme 2F dans le cadre des processus gaussiens en
interchangeants les outils de thÈorie des processus empiriques et ceux díanalyse gaussienne. Il en va
donc de mÍme pour le ThÈorËme 2.35 et dans ce cadre, les principes díinvariance 3.4 sont trËs utiles.

2.4 ñ Autres axes de recherche

2.4.1 ñ IncrÈments retardÈs

Dans [CKL,HR,LL] des incrÈments browniens díun type di§Èrent de [CR] et 2.1.3 sont considÈrÈs, ainsi
que les incrÈments dits retardÈs, de la marche alÈatoire. Nos techniques de 2.1 nous permettent dans
[19] de produire des versions fonctionnelles et des vitesses de recouvrement dans ce cadre, puisquíil
síagit encore díensembles de trajectoires browniennes, et nous líÈtendons ‡ n dans deux directions.

(i) Díune part, nous dÈcrivons la convergence presque s˚re díensembles du type, pour W ,

1;T =

(
W (A; tA)p

2ALT;A
: A  T; t 2 [A; T ]

)
; 2;T =

(
W (A; T A)p

2ALT;A
: A  T

)

avec LT;A = log(T=A) + log jlogAj et du type, pour le processus empirique uniforme n,

1;n =

(
n(a; t)p

2a(jlog aj+ log jlog naj)
: an  a  1; t  1 a

)
:
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(ii) Díautre part, nous explorons dans [19] une situation de retard utile pour les applications en
statistique adaptative. Il síagit díÈtudier le comportement joint de n et mn avec mn < n un
dÈcallage de temps, en dÈcrivant la convergence des ensembles de couples de processus du type

2;n =

( 
n(a

+
n ; t)p

2a+nL
+
n

;
mn(a


n ; t)p

2anL

n

!
: t 2


0; 1 a+n


)

o˘ an  a+n , L
+
n = jlog a+n j+ log log n et Ln = jlog an j+ log logmn.

2.4.2 ñ Ensembles fractals alÈatoires

Les dimensions fractales presque s˚res díensembles de points exceptionnels, alÈatoires, engendrÈs par
les trajectoires de WT et n sont calculÈes dans [OT,DM2] respectivement. Dans [24] nous avons
entrepris de faire de mÍme en considÈrant les points t 2 [0; 1] tels quíinÖniment souvent (i.s.)


n(an; t)p
2anLn

 f
  n

avec, typiquement, n = (1 + ")"n. Il síagit donc díÈvaluer la dimension fractale de tels ensembles de
points, disons-les chanceux, et de montrer quíils sont partout denses dans [0; 1]. Leur dimension de
Hausdor§ dimH , ou celle de Hausdor§-Besicovich lorsque dimH = 0, est fonction de la vitesse n ! 0,
de c dans (1), de J(f) et de rf donc du type de la fonction de Strassen f considÈrÈe. Nos preuves
deviennent díautant plus techniques quíelles entremÍlent les longues dÈmonstrations de [9,DM2].

Par exemple, le long díune grille Tn = ftn;k = kn : k < 1=ng avec n > an posons tn(t) = tn;k = kn
le voisin de t 2 [tn;k; tn;k+1) et considÈrons pour f 2 S1 et " > 0 ÖxÈs les ensembles alÈatoires

L(f) =

(
t 2 [0; 1] : lim inf

n!1


n(an; tn(t))p
2an jlog nj

 f

 = 0
)

L"(f) =

(
t 2 [0; 1] : lim inf

n!1


n(an; tn(t))p
2an jlog nj

 f

 jlog nj 
(1 + ")

4
p
1 J(f)

)
 L(f):

ThÈorËme 2.36. Si n_an # 0; nan " 1; jlog nj = log log n!1 et nan jlog nj =(log n)4 !1 alors,
avec probabilitÈ un, dimH L(f) = 1 J(f) et dimH(L"(f)) = (1 J(f))


1 (1 + ")2


.

Les points de [0; 1] nL(f) voient leur voisin visitÈ par f un nombre Öni de fois. Nos rÈsultats pour
f 2 Svb1 [ Svli1 explicitent la rupture díHausdor§-Besicovich. Les Tn de 2.3.3 sont aussi considÈrÈs.

Ces phÈnomËnes ont une incidence en statistique. En particulier, les points de forte oscillation des
estimateurs ‡ noyau de la densitÈ correspondent ‡ une oscillation de n proche díun f fonction du
moyau. Nous montrons alors que le noyau I[1=2;1=2] de Rosenblatt gÈnËre le moins de points o˘ la
dÈviation de líestimateur approche inÖniment souvent sa borne supÈrieure díun facteur (1 ").

Dans le cadre 2.3.4 des incrÈments du processus empirique multivariÈ, indexÈs par F , choisissons une
cible 'h 2 Sd et considÈrons dans le compact V  Rp les points

L(h) =

(
x 2 V : lim inf

n!1


n(an; x)p

2fX(x)an jlog anj
 'h


F

= 0

)

visitÈs inÖniment souvent par un incrÈment mimant sur F la conÖguration 'h(f) =
R
p fhdd.

ThÈorËme 2.37. Sous les conditions du ThÈorËme 2F, dimH(L(h)) = d
R
p h

2dd presque s˚rement

et dimH
S

'h2H0
L(h)


= d inf'h2H0\Sd

R
p h

2dd:
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2.4.3 ñ Convergences ensemblistes dans la loi díErdˆs-RÈnyi-Shepp

(i) Soit Xn une suite i.i.d. de vecteurs alÈatoires centrÈs ‡ valeurs dans un espace de Banach sÈparable
X de dual X , tels que E (exp(t kXk)) <1 pour t 2 R si X est de dimension inÖnie et t au voisinage
de 0 sinon. Pour  2 ]0;1[ et An = [ log n] considÈrons les moyennes mobiles de Sn =

P
inXi,

Fn =


Si+An  Si

An
: i  n


 En =


Si+j  Si

An
: i  n; j  An


:

Soit BX la boule unitÈ de X . En notant (') = E (exp'(X)), ' 2 X , la transformÈe de Laplace de
PX , et h(x) = sup'2X  ('(x) log(')), x 2 X , sa transformÈe de Cr·mer-Cherno§, les ensembles
K = fx 2 X : h(x)  1=g sont convexes et compacts.

Les lois du logarithme itÈrÈ sont bien ÈtudiÈes sur X , voir [LT,EK], les lois du logarithme beaucoup
moins. Reformulons la gÈnÈralisation de la loi dí[ERÈ,Sp] obtenue dans [AK] de la faÁon suivante.

ThÈorËme 2F. Les suites En et Fn sont presque s˚rement relativement compactes dans X díensemble
limite K . De plus, P (9 n0 : En  K + "BX  Fn + 2"BX ; n > n0) = 1 pour tout " > 0.

La motivation initiale de [22] est de rechercher les vitesses de convergence dans 2F ‡ líaide díoutils de
dÈviations modÈrÈes tels que [EK2], dans la perspective Ègalement du calcul des vitesses de [AK2].

(ii) Or le cas X = X  = Rd níest pas rÈsolu, pas mÍme pour des vecteurs gaussiensXn. Notre intention
dans [22] est donc de gÈnÈraliser ‡ Rd la vitesse obtenue sur R pour [ERÈ,Sp] dans [DD,DDL],

lim sup
n!1

An
log log n


maxEn m+




= lim sup

n!1

An
log log n


maxFn m+




=

1

2'm+


p:s:

avec m+
 = max fx : h (x) = 1=g. Les lim inf centrÈes en m

 = min fx : h (x) = 1=g sont Ègales ‡
1=2'm


. Le vecteur 'x 2 Rd est líunique solution de

grad (') = (') x:

Dans [N] la formule de reprÈsentation de P (Sn 2 nK) pour tout convexe K 63 0d de Rd fait apparaÓtre
le point dominant x = argminK h 2 @K ainsi que la direction 'x de líÈnergie.

Pour mesurer la vitesse de recouvrement deK par En nous cherchons les suites dÈterministes Cn  Rd,
proches de K , de la classe supÈrieure P (9 n0 : En  Cn; n > n0) = 1, de la classe inf-supÈrieure
P (9 nk " 1 : Enk  Cnk ; k  1) = 1, de la classe sup-infÈrieure P (9 nk " 1 : Enk 6 Cnk ; k  1) = 1
et de la classe infÈrieure P (9 n0 : En 6 Cn; n > n0) = 1. Ces notions ensemblistes gÈnÈralisent les
classes de LÈvy pour les processus rÈels. Posons  = infx2@K k'xkRd , 

+
 = supx2@K

k'xkRd et

"+n =
d

2

log log n

log n
 "n =

d

2+

log log n

log n
:

Dans les cas rÈguliers nous obtenons, pour tout " > 0, queK+(1+")"
+
nBX est dans la classe supÈrieure

de Fn alors que K+(1")"nBX est dans la classe sup-infÈrieure. Ceci gÈnÈralise [DD,DDL] ci-dessus
puisquíalors, par convexitÈ de h,  = 'm


et K =


m
 ;m

+



. Díautres rÈsultats sont en cours.

2.4.4 ñ Loi universelle pour la marche dans un domaine díattraction stable

Dans [23] nous Ètudions líextension de [W] dans le cadre des an-incrÈments du processus de somme
partielle de v.a.r. X1; :::; Xn i.i.d. de loi PX telle que E(etXIX>0) < E(X2IX<0) = 1 pour un t > 0
et XIX<0 est dans le domaine díattraction díune loi -stable. En travaillant dans líespace de [W],
cíest-‡-dire en topologie M1 de Skorokhod ‡ une transformation prËs pour Èliminer les sauts inÖnis,
nous recherchons une normalisation universelle des incrÈments aÖn díobtenir en un seul rÈsultat la loi
des grands nombres, la loi du logarithme itÈrÈ de [W] et les lois du logarithme de type [CS] et [ERÈ],
dans líoptique de [Fr]. En notant h la transformÈe de Cr·mer-Cherno§ de XIX>0 la normalisation
est du type bn = anh

1(Ln=an) avec Ln = jlog anj + log log n. Ces lois fonctionnelles sont ardues et
demandent de dÈvelopper un nouveau principe de grandes dÈviations, dans líesprit de [LyS,Ar].
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2.4.5 ñ Perspectives

(i) Nous avons obtenu, ou sommes en mesure de le faire, une version fonctionnelle, des vitesses et des
applications ‡ la plupart des lois du logarithme des livres [LL,R2] et des chapitres concernÈs dans [SW].
Nous rÈdigeons une telle compilation, en deux volumes, dont le prÈsent texte constitue le squelette.

(ii) Les rÈsultats de 2.1.5 dÈcrivent en partie la transition de líadhÈrence den ‡ S1 lorsque (log n)=n
an  (log n)3=n vers líadhÈrence ‡ líensemble de type Erdˆs-RÈnyi Od lorsque an = d(log n)=n. La
description complËte de ce passage vers la structure poissonienne díOd manque encore ‡ líÈdiÖce 2.1.
Nous recherchons pour cela des inÈgalitÈs de concentration et de grandes dÈviations fonctionnelles,
au seconde ordre prËs, directement pour le processus de Poisson standardisÈ (  )=

p
 en grande

intensitÈ !1 ‡ líimage de [Sm], en exploitant [Ar] et le principe de perturbation suggÈrÈ dans [1].

(iii) Dans líapproche de [14,16] relatÈe en 2.3 nous avons commencÈ ‡ explorer des hypothËses du type
intÈgrale comme dans [Mu], bien adaptÈes ‡ la recherche de points adhÈrents. Il síagit de caractÈriser
les points limites sous cet angle. De plus nous avons rencontrÈ une compÈtition entre an et n pouvant
interfÈrer dans les lois de type Erdˆs-RÈnyi pour an petit, il faudrait approfondir ce phÈnomËne.

(iv) Des lois fonctionnelles prÈcises restent ‡ Ètablir pour diverses variantes de n utiles en statistique
non paramÈtrique : processus empirique pondÈrÈ avec loi des poids non bornÈe, processus empirique
issu du bootstrap ou de ses itÈrations, Ètude des incrÈments avec longueur an alÈatoire ou fonction de
la position, Ètude conjointe des ensembles díincrÈments utilisant plusieurs tailles a1;n; :::; ak(n);n. Nous
avons quelques piËces de ce puzzle mais díautres restent largement ouvertes aux bonnes idÈes.

(v) Pour la version fonctionnelle de [Ws], comment mesurer la rÈpartition des oscillations dans n ?

(vi) Nous pouvons tirer de [17] des conditions gÈnÈrales sur une mÈtrique tronquÈe ou une suite de
mÈtriques assurant des rÈsultats du type 2.2.3. En particulier nous avons une partie des rÈsultats pour
la norme uniforme pondÈrÈe tronquÈe, en lien direct avec 3.2. Plus gÈnÈralement, dans líesprit de [DL]
il est possible de produire des conditions su¢santes sur une semi-mÈtrique pour exprimer nos vitesses
de convergence en fonction des vitesses de petites et grandes dÈviations dans la topologie associÈe.

(vii) Le cas des variables Xn dÈpendantes, sous des conditions de mÈlange, peut síaborder avec des
outils comparables, quand ils sont disponibles. Les techniques de blocage sont tout aussi e¢caces pour
renouveller la trajectoire empirique ‡ longues Èchelles de temps mais la dÈpendance gÍne le contrÙle
du module de continuitÈ, qui doit alors síapprÈhender par des inÈgalitÈs de moment et de couplage.
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3 ñ OUTILS : PETITES ET GRANDES D…VIATIONS,
APPROXIMATION FORTE

Le dÈveloppement des lois fonctionnelles de la partie 2 ainsi que leur application dans la partie 4
nÈcessitent de nouveaux outils qui ont aussi, et avant tout, un grand intÈrÍt en eux-mÍmes.

En 3.1 ([6]) nous Èvaluons prÈcisÈment la propension du mouvement brownien ‡ visiter les fonctions
localement ‡ variation inÖnie de la frontiËre de líensemble de Strassen. Ceci rÈsoud une partie díun
problËme de petites dÈviations bien connu, sinon le plus connu, qui rÈsiste depuis plus de vingt ans.

En 3.2 ([4]) nous abordons un autre problËme de petites dÈviations, celui des petites boules browniennes
en mÈtrique uniforme pondÈrÈe. Le rÈsultat principal a diverses applications intÈressantes, notamment
líÈvaluation de la mesure de Wiener de faisceaux de trajectoires non symÈtriques. Ceci participe ‡
la preuve de 3.1 et nous permet, en puissance, díÈtendre certains rÈsultats de la partie 2.1 ‡ cette
topologie forte, de la mÍme faÁon que nous líavons fait pour la topologie hˆldÈrienne en 2.2.

En 3.3 ([10,15]) nous rÈsolvons un problËme de grandes dÈviations qui constitue líingrÈdient nÈcessaire
et dÈcisif de la nouvelle mÈthode 4.2-4.3 pour contrÙler líargmax empirique díune densitÈ. Il síagit díun
principe de grande dÈviation pour líargmin díun mouvement brownien avec forte dÈrive positive. La
vitesse qui apparaÓt est atypique et fonction de la dÈrive. Notre mÈthode síÈtend ‡ díautres processus.

En 3.4 ([11,25]) nous prÈsentons une sÈrie de rÈsultats dans le domaine di¢cile de líapproximation
gaussienne des processus empiriques. Ils fournissent des vitesses dans les principes díinvariance faible
et fort pour les mesures empiriques indexÈes par des fonctions, sous des conditions díentropie gÈnÈrales
ou des conditions gÈomÈtriques plus fortes. Les mÈthodes mises en place sont inÈdites, tirent proÖt
díinÈgalitÈs rÈcentes et montrent la puissance díun outil jusquíici nÈgligÈ. Cíest une porte ouverte ‡
la modernisation et la simpliÖcation des rÈsultats fort techniques des annÈes quatre-vingt, y compris
sur líapproximation des sommes de v.a. ‡ valeurs dans des espaces de Banach.

Dans chaque cas il a fallu inventer de nouvelles mÈthodes, sans rapport les unes avec les autres, et
síimmerger dans une littÈrature trËs dense, car les trois domaines en question sont trois branches
distinctes de la thÈorie des probabilitÈs, avec des listes díauteurs bien di§Èrentes.

3.1 ñ Petites dÈviations browniennes

Soit I líidentitÈ de [0; 1]. ConsidÈrons un processus de Wiener fW (t) : t  0g et la trajectoire

WT =
W (TI)

p
2T log log T

qui, díaprËs le thÈorËme de Strassen [S], est presque s˚rement relativement compacte dans B díensemble
limite S1 de (2). Comme S1 est fermÈ dans B ceci prouve que

lim inf
T!1

kWT  fk

= 0 si f 2 S1
> 0 si f =2 S1

p:s:

Dans cette section nous Èvoquons le problËme de la vitesse pour f 2 S1. Il se rÈsout en Èvaluant trËs
exactement les probabilitÈs de petite dÈviation. Les bornes ainsi calculÈes servent en section 2.1. Les
thÈorËmes de 3.1.2 restent vrais pour le processus Sn=

p
n de líintroduction 1.12, avec X 2 L2.

3.1.1 ñ FrontiËre de Strassen

(i) Soit VB líensemble des fonctions g ‡ variation V ar(g) <1. DÈcomposons la frontiËre, ÈnergÈtique
mais non topologique, de la boule de Strassen S en posant S = S


 [ S

vb
 [ Svli  S 

p
B0 avec

B0 = ff : kfk < 1g ; S = ff : J(f) < g ; Svb =
n
f : J(f) = ; f

0
2 VB

o
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et Svli líensemble des f 2 S telles que J(f) =  et f
0
est ‡ variation localement inÖnie, au sens o˘

pour certains x1; :::; xk dans [0; 1] il vient, pour tout  > 0 et A =
S
jk [xi  ; xi + ],

V ar(f
0
I[0;1]nA) < V ar(f

0
I[0;1]\A) =1:

Notons que ff : J(f) = g n(Svb [S
vli
 ) 6= ;. Pour Ítre exact, ‡ f 2 S

vb
 il convient díassocier ‡ f

0
une

mesure signÈe f ‡ variation bornÈe telle que f = 
R I
0 f ([x; 1])dx. Ceci permet díutiliser líintÈgration

par parties
R I
0 f

0
dW =Wf

0 
R I
0Wdf dans la formule de Cameron-Martin-Girsanov pour W . Dans

les cas o˘ f 2 Svli nous nous y ramenons par líastuce principale de [6], car sans ce calcul prÈcis, les
petites dÈviations ne sont plus optimales. Pour f 2 S ce passage níest pas critique.

(ii) Fixons  = 1. LíÈnergie J(f) quantiÖe au premier ordre líe§ort que fournit WT pour ressembler
‡ f , comme líatteste le principe de grande dÈviation usuel [DS] sur (C; kk) avec bonne fonction de
taux J=2 et le principe de petite dÈviation de [A2].

La loi de Chung [Ch], qui correspond ‡ f = 0, a ÈtÈ gÈnÈralisÈe dans [Cs,A2] comme suit.

Proposition 3A. Si f 2 S1 alors

lim inf
T!1

(log log T ) kWT  fk =


4
p
1 J(f)

p:s:

Inversement, si J(f) = 1 il est montrÈ dans [GK] que

lim inf
T!1

(log log T )2=3 kWT  fk = f <1 p:s:

La vitesse dans cette lim inf est liÈe ‡ la fonction cruciale 'f (") = 1  infkgfk" J(g) díÈconomie
díÈnergie globale de f , líinÖmum Ètant pris parmi les g absolument continues. Noter que 'f est aussi
en rapport avec la longueur et la rÈgularitÈ de f . La constante f ci-dessus vÈriÖe

df = lim
"!0

'f (")

"


2 [2;1[ si f > 0
=1 si f = 0;

o˘ df existe toujours, díaprËs [KLT], et dÈtermine f . DíaprËs [Gr2] il y a Èquivalence entre f > 0
et f 2 Svb1 . Dans [Cs2] les valeurs de f sont ÈvaluÈes pour f linÈaire par morceaux ou quadratique
puis la mÈthode a ÈtÈ Ètendue par [GL] et f caractÈrisÈe pour tout f 2 Svb1 comme unique solution
díune Èquation. EnÖn, [Gr2] montre que si f 2 ff : J(f) = 1; V ar(f 0) =1g alors

lim inf
T!1

kWT  fk
"(T )

2 [1; 2] p:s: (5)

o˘ "(T ) est líunique solution de 'f (") = (=4" log log T )
2: Ainsi, lorsque T !1 nous avons "(T ) # 0,

"(T )  1= log log T et "(T )  1=(log log T )2=3, cíest-‡-dire des vitesses intermÈdiaires. LíÈquation en
'h reste valable sur S


1 avec une constante limite Ègale ‡ 1. Elle reste aussi valable pour f 2 S

bv
1 mais

la constante limite níest plus 1, car (16df=2)1=3 6= f pour certains f 2 Svb1 .

3.1.2 ñ Vitesse ‡ la frontiËre irrÈguliËre de Strassen

(i) Au bilan, si J(f) = 1 et V ar(f
0
) = 1 la constante de (5) rÈsiste depuis des annÈes, y compris

pour la fonction puissance f1(x) = bx. Elle dÈpend nÈcessairement des rectiÖcations de f

Rf (") =

f" : f" 2 S1; kf"  fk  "; J(f") = 1 'f (")



qui sont proches de f mais de moindre longueur. LíÈtude directe de Rf níest pas envisageable car
il níy a pas de mÈthode analytique pour comprendre 'f . Intuitivement, il est díautant plus di¢cile
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pour la trajectoire irrÈguliËre WT de produire líe§ort de ressembler ‡ f díÈnergie J(f) = 1 maximale
si f est en outre rÈguliËre. Supposons que f 2 Svli1 , de sorte que líirrÈgularitÈ ‡ imiter est locale.

Dans [6] nous parvenons ‡ calculer la probabilitÈ de petite boule P(jjWT  f jj < ") en la minorant par
des probabilitÈs du type P(WT 2 D(f; ")) o˘ D(f; ") níest quíune partie de la boule uniforme centrÈe
en f . Il ne síagit pas díune boule mais díun faisceau de trajectoires guidÈes dans un petit tube trËs
resserrÈ aux points critiques de f et rel‚chÈ ailleurs. Notre astuce est donc de nature gÈomÈtrique.

(ii) Pour un borÈlien A  [0; 1] et f absolument continue posons kfkA = supA jf j, J(f;A) =
R
A f

02d

et V ar(f
0
; A) la variation totale de f

0
sur A. Introduisons la fonction díÈconomie díÈnergie locale

'f (";A) = J(f;A) inf
kfgk"

J(g;A)

qui joue un rÙle essentiel dans notre problËme. Ainsi 'f ("; [0; 1]) = 'f ("). ConsidÈrons le cas o˘
líÈnergie de f 2 Svli1 doit Ítre ÈconomisÈe en 0. La vitesse "(T ) correspond ‡ rf (log log T ) de 3.1.3.

ThÈorËme 3.1. Soit f vÈriÖant J(f) = 1 et V ar(f
0
; [x; 1]) < V ar(f

0
; [0; x]) =1 pour tout x 2 ]0; 1[.

Nous avons alors 'f ("; [0; x])  'f (") lorsque "! 0 et

lim inf
T!1

kWT  fk
"(T )

= 1 p:s:

o˘ "(T ) est líunique solution en " de 'f (") = (=4" log log T )
2.

Par consÈquent, il su¢t de trouver un Èquivalent ‡ 'f ("; [0; x]) plutÙt que 'f (") et la rectiÖcation
optimale níest pas requise. Des exemples simples Ögurent en 3.1.4.

Illustrons le lien entre Rf (") et le fait que le point ‡ rectiÖer soit 0.

Exemple. Supposons que f du ThÈorËme 3.1 soit ou bien (i) concave sur [0; x0] avec f
0
(0) = 1 ou

bien (ii) convexe sur [0; x0] avec f
0
(0) = 1. Soit " la plus petite solution de (i) f()  " + f

0
()

ou (ii) f()  " + f
0
() de sorte que " # 0 si " ! 0. Alors pour tout " > 0 assez petit il existe

f" 2 Rf (") et x 2 ]0; x0[ tel que I[";x]f
0

" = I[";x]f
0
presque partout. Dans ce cas nous avons aussi

'f (") = J(f; [0; "]) (jf(")j  ")2=" +O(").

(iii) La prÈsence de plusieurs points critiques occasionne des di¢cultÈs techniques dans la preuve de
[6] mais le rÈsultat reste le mÍme, les Èconomies díÈnergie síadditionnent dans 'f (").

ThÈorËme 3.2. Si f 2 Svli1 alors, pour tout  > 0 ÖxÈ nous avons 'f (";A)  'f (") quand "! 0,
avec A =

S
jk [xi  ; xi + ], et la conclusion du ThÈorËme 3.1 reste vraie.

Clairement, les points x1; :::; xk ne jouent pas tous le mÍme rÙle. Si xi est sous-critique, au sens o˘
'f ("; [xi  ; xi + ]) 'f (") quand "! 0 pour un  > 0 assez petit, alors il níináuence pas la vitesse
"(T ), du moins asymptotiquement, et peut donc Ítre ignorÈ.

Nous apprenons aussi que la position du point le plus critique xi peut ináuencer la constante dans
"(T ) mais pas líordre de sa vitesse, au sens de la permutation de morceaux de f et notamment díun
voisinage de xi. En particulier, placer ce point critique en x1 = 0 gÈnËre un "(T ) plus grand puisque
f(0) = 0 ne peut pas Ítre rectiÖÈ en f(0) = " donc fait passer de 'f ("; [0; ]) ‡ 'f (2"; [xi; xi + ]).

(iv) Principe de dÈmonstration. Nous Ètablissons en premier lieu que

'f (";A) "; 'f ("; [0; 1] nA) = O("); 'f (")  'f (";A)  (1 f ("))'f (")

avec f (") > 0 et f (")! 0 si "! 0. Le passage clef consiste alors ‡ se recentrer en une combinaison
de bonnes rectiÖcations locales fc;";i de f pour forcer le mouvement brownien W ‡ passer par certains
points díÈconomie díÈnergie aux bords de la petite boule initiale. Si " est assez petit, pour i  1 et
jcj  " il existe fc;";i 2 S1 telle que

fc;";i(xi  ) = f(xi  ) + c; kfc;";i  fkA;i  "; J(fc;";i; A;i)  J(f;A;i) (1 i)'f (";A;i):

La formule de translation des boules browniennes fait ensuite apparaÓtre, par changement de mesure,
un produit díespÈrances conditionnelles et nous concluons en majorant les exponentielles gr‚ce aux
rectiÖcations fc;";i et aux relations entre les intÈgrales reprÈsentant leurs Ènergies. 
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3.1.3 ñ Un lemme de petites dÈviations

(i) Fixons  > 0. Nous avons synthÈtisÈ les di§Èrents sous-rÈsultats de la section 2.1.5 gr‚ce aux
notations suivantes. Les vitesses rf (L) et les constantes f () sont dÈÖnies par

si f 2 S , rf (L) = L et f () =


4
p
  J(f)

si f 2 Svli , rf (L) est líunique solution de (6) et f () = 1

si f 2 Svb , rf (L) = L2=3 et f () = f :

Le rÈel f > 0 est la solution de líÈquation (3.1) de [GL]. Lorsque f 2 Svli , rf (L) est la solution en
r de líÈquation

  inf
kgfk1=r

J(g) =
2r2

16L2
(6)

Dans ce cas nous avons L2=3  rf (L)  L lorsque L ! 1. Des exemples rf (L) = cL
 avec

 2 (2=3; 1) sont donnÈs en 3.1.4. Nous montrons, en analysant (6), que rf ((1 + o(1))L)  rf (L) si
L!1 et rf (L)  rf (L)  rf (L) pour tout   1 et tout L assez grand.

(ii) Dans [9] nous condensons líensemble de ces connaissances dans un lemme de petites dÈviations,
en retravaillant les bornes manquantes et en compilant les rÈsultats de [Cs,A2,GL,BL].

Lemme 3.3. Soit fW (t) : t 2 [0; 1]g un mouvement brownien standard,  > 0 et f 2 S . Pour tout
 > 0 su¢sament petit, il existe  = (; f; ) 2 ]0;1[ tel que, si  est assez grand

P


W


 f

 
(1 + )f ()

rf (2=2)


 exp

 

2

2
+ +

r2f (
2=2)

2

!

P


W


 f

 
(1 )f ()
rf (2=2)


 exp

 

2

2
 

r2f (
2=2)

2

!
:

Ces deux bornes sont extrÍmement prÈcises car si  ! 0 nous avons (; f; )! 0 dans chacune des
six preuves incluses dans líÈnoncÈ, selon que f 2 S , f 2 S

vb
 ou f 2 Svli .

Sur la frontiËre trËs irrÈguliËre f 2 SnS nous avons la mÍme borne supÈrieure mais, via [Gr2], la
borne infÈrieure hÈrite díun facteur 1=2 au second terme dans líexponentielle.

3.1.4 ñ Exemples de constantes explicites

(i) Pour illustrer 3.1.2 et 2.1.5 par des vitesses et constantes explicites, considÈrons quelques fonctions
de Svli1 localemenent Hˆlderiennes díincide  2 ]1=2; 1[. Elles vÈriÖent toutes 'f (") = O("(21)=)
avec des constantes exactes calculÈes par des arguments díoptimisation et les propriÈtÈs de J(f; ") bien
connues. Posons  = 2(1 )(1)==(2 1) et Öxons " aussi petit que nÈcessaire.

Exemple. La fonction f1(x) = bx = 
p
2 1x= vÈriÖe 'f1(") = 2 jbj1="(21)= avec le

facteur constant dans ]1; 2[. La fonction f2(x) = cx + ax, 0 < c2 < c2 = (2  1)=(1  )2,
a = c(1

p
1=c2  1=c2) vÈriÖe 'f2(") = 2 jcj

1="
(21)= + 2a":

PlaÁons ‡ prÈsent le point critique en y 2 ]0; 1[ avec un petit intervalle ‡ gauche de y (resp. ‡ droite)
de longueur l 2 ]0; y] (resp. l+ 2 ]0; 1 y]). Noter que y et l ne jouent aucun rÙle.

Exemple. La fonction f3 = I[0;y[f3 + I[y;y+l+[f3 + I[y+l+;1]f3+ avec f3(x) = f3(y) + b(x  y),

b 6= 0 et f 03 ‡ variation bornÈe, vÈriÖe 'f3(") = 2
(31)= jbj1="(21)= +O(").

Exemple. La fonction f4 = I[0;yl]f4 + I]yl;y[f + I[y;y+l+[f+ + I[y+l+;1]f4+ avec a2 < y,
b 6= 0, f(x) = a + b jy  xj et f

0

4 ‡ variation bornÈe est doublement Hˆlder en y et vÈriÖe

díune part, si bb+ > 0, 'f4(") = 2(31)=(jbj1= + jb+j1=)"(21)= + O(") et díautre part, si
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bb+ < 0, 'f4(") = 2(31)=(jbj1=(1) + jb+j1=(1))(1)="(21)= + O(") auquel cas moins
díÈnergie síÈconomise.

Exemple. La fonction f5 =
Pn
i=1 I[xi;xi+li]f5;i + II0f5;0 avec, pour i = 0; :::; k, i 2 ]1=2; 1[, bi 6= 0,

xi 2 ]0; 1[, xi < xi+1, li 2 ]0; xi+1  xi], f5;i(x) = ai + bi(x xi)
i , I0 = [0; 1]n

Sk
i=1 [xi; xi + li] et f

0

5;0

‡ variation bornÈe vÈriÖe, pour  = mini i, 'f5(") = 2
(31)=P

i:i=
jbij1="(21)= +O("):

(ii) En particularisant le ThÈorËme 3.2 comme suit, il síapplique aux fonctions fj avec  = 2 1=.

Corollaire 3.4. Si f 2 Svli1 et 'f (")  " avec  < 1 et  2 ]0;1[ alors

lim inf
T!1

(log log T )2=(+2) kWT  fk =

2

16

1=(+2)
p:s:

Exemple. Pour f1 nous obtenons

lim inf
T!1

(log log T )2=(41)
WT 

p
2 1


I
 =

(2=32)=(41)(2 1)(21)=(82)

(21)=(41)(1 )(1)=(41)
p:s:

La puissance 2=(41) interpole entre 2=3 et 1. Si ! 1=2 la constante est de limite =4, en accord
avec la loi de Chung pour f = 0. Et dans ce cas f1 et W dÈpensent leur Ènergie en 0 puis stationnent
dans une bande ["; "]. MÍme commentaire pour f3 si f

0

3 = 0 mais avec une constante limite plus
petite que =4. A líinverse, si  ! 1 la constante limite converge vers (2=32)1=3 ce qui correspond
bien ‡ la vitesse exacte pour f = I obtenue dans [Cs2].

3.2 ñ Petites dÈviations browniennes en norme sup pondÈrÈe

3.2.1 ñ ProbabilitÈ de petite boule pondÈrÈe

(i) Le problËme des grandes dÈviations díun processus X concerne líÈvaluation de logP(kXk > )
lorsque  ! 1 et celui de ses petites dÈviations líÈvaluation de logP(kXk < ") lorsque " ! 0.
Dans le premier cas, la mÈtrique kk nía que peu díinsidence sur la nature du problËme car il síagit
principalement de maÓtriser la queue de distribution de X loin de sa trajectoire moyenne et une thÈorie
uniÖÈe a pu se dÈvelopper [DS]. A líinverse, dans le cas de la probabilitÈ díune petite boule centrÈe
fkxk < "g il est clair que beaucoup dÈpend de la topologie et aucune thÈorie gÈnÈrale nía pu Ítre
dÈveloppÈe. MÍme dans le cas des processus gaussiens cíest sans espoir, comme le montre [KL2,LLi].

Pour une suite de processus Xt indicÈe par un temps t et Xt avec une propriÈtÈ de changement
díespace-temps vers X, les deux problËmes deviennent respectivement líÈvaluation de

logP(Xt 2 tA)

avec E(Xt) =2 tA, t !1 et celle de

logP(kXt  txk < "t)

avec tx 6= E(Xt), "t ! 0. Le second type de probabilitÈ est dite de petites boules translatÈes et se
ramËne souvent ‡ líÈvaluation des petites boules centrÈes. La di§Èrence de contexte est patente car
dans un cas nous regardons typiquement la probabilitÈ díatteindre un demi espace qui se translate
vers líinÖni (grande dÈviation) et dans líautre, celle díatteindre une petite boule qui se translate vers
líinÖni mais dont le rayon tend vers 0 (petite dÈviation). Lorsque le demi-espace se recourbe plus
progressivement, cíest le champ des dÈviations modÈrÈes.

(ii) Soit fW (t) : t 2 [0; 1]g un mouvement brownien rÈel standard. Nous avons

logP(kWk < ")  
c

"b
; "! 0
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avec b = 2 et c = 2=8 en norme sup [Ch], b = 2 et c = 1=8 en norme L2 [CM], b = 2=(1  2) et
c = C de 2.2 en norme HˆldÈrienne díindice  < 1=2 [BR], b = 2 et c = cp en norme Lp díindice
p  1 [DV], b contrÙlÈe et c inconnue en norme de type BÈsov ou Sobolev [Sz].

Dans [4] nous recherchons b et c en mÈtrique uniforme pondÈrÈe. Ceci a un lien avec líÈvaluation
du temps local de certains processus, voir [DV,Shi], nous permet díenvisager des lois fonctionnelles
prÈcises dans cette topologie forte, ‡ líimage de 2.2 dans le cadre HˆldÈrien, et síavËre utile dans líÈtude
de certains thÈorËmes limites en probabilitÈ et statistique [CH]. Pour '  0 notons

kWk' = sup
[0;1]

jW j
'
.

Les deux rÈsultats [Mo,Shi] antÈrieurs ‡ [4] síÈnoncent respectivement comme suit.

Proposition 3B. Si ' est continue, linÈaire par morceaux et inf [0;1] ' > 0 alors

lim
"!0

"2 logP(kWk' < ") = 
2

8

Z

[0;1]

1

'2
:

Proposition 3C. Si ' = I avec  < 1=2 alors

lim
"!0

"2 logP(kWk' < ") = 
2

8(1 2)
:

Dans ces deux situations, b = 2 et c = 2
R
[0;1] 1=8'

2. Est-ce le cas gÈnÈral, quand inf [0;1] ' = 0 ?

(iii) Pour que kWk' soit dÈÖnie il faut díune part que pour tout " > 0,

inf
[";1]

' > 0

et díautre part, que

lim sup
t!0

jW (t)j
'(t)

<1 p:s:

Pour les fonctions ' croissantes au voisinage de 0 cette derniËre condition, par un test intÈgral bien
connu, voir [CH], est Èquivalente au fait que pour un  > 0

Z

[0;1]

1

t
exp




'2(t)

t


dt <1:

Le cas '(t) = 
p
t log jlog tj est la frontiËre de validitÈ naturelle du fait mÍme de la loi du logarithme

itÈrÈ [LÈ]. Dans la suite nous ne considÈrons que des fonctions de poids vÈriÖant ces deux conditions.

(iv) Le rÈsultat principal de [4] gÈnÈralise les Propositions 3B et 3C en supprimant la contrainte de
continuitÈ par morceaux et surtout en caractÈrisant les fonctions de poids pour lesquelles b = 2.

ThÈorËme 3.5. Soit '  0. Si inf [0;1] ' > 0 ou si ' est croissante au voisinage de 0 alors

lim
"!0

"2 logP(kWk' < ") = 
2

8

Z

[0;1]

1

'2
:

Nous ne savons pas dans quelle mesure la monotonie de ' en 0 est une nÈcessitÈ mais nous líimposons
pour vÈriÖer le test intÈgral, dont la validitÈ en dehors du cas croissant reste un problËme ouvert.

En consÈquence, dans le problËme de petite boule pondÈrÈe, nous avons b = 2 si, et seulement si,
Z

[0;1]

1

'2
<1:
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Cíest le cas de '(t) =
p
t jlog tj pour  > 1=2, ce qui prolonge la Proposition 3C ‡ líordre  = 1=2.

Cependant, des cas critiques subsistent, tels que '(t) = 
p
t log jlog tj, pour lesquels b 6= 2 ou bien la

log-probabilitÈ níest pas polynomiale. Notre preuve donne en fait líÈvaluation incomplËte suivante.

Proposition 3.6. Soit '  0 croissante au voisinage de 0. Si
R
[0;1] 1='

2 =1 alors

lim sup
"!0

"2

'(")
logP(kWk' < ")  

2

8

o˘

'(") =

Z

[";1]

1

'2
:

Si de plus '(t) > 
p
t nos arguments montrent que '(") peut Ítre remplacÈ par

R
["2;1] 1='

2. En
particulier la Proposition 3.6 donne

lim sup
"!0

"2 log jlog "j
jlog "j

logP

 
sup
[0;1]

jW jp
I log jlog Ij

< "

!
< 0:

Certaines lim sup de 3.6 laissent un Ècart avec les lim inf. Par exemple, en '(t) =
p
t jlog tj nous

obtenons

lim sup
"!0

"2

log jlog "j
logP

 
sup
[0;1]

jW jp
I jlog Ij

< "

!
 

2

8

mais, en retournant nos arguments,

lim inf
"!0

"2

jlog "j
logP

 
sup
[0;1]

jW jp
I jlog Ij

< "

!
> 1:

(v) Dans [L] notre technique est optimisÈe pour rÈsoudre en partie les cas critiques.

ThÈorËme 3D. Pour '  0 croissante sur [0; a] soit N(") = max(n : tn > 0) o˘ tn+1 = tn"2'2(tn).
Síil existe ci > 0 tels que c1N(")  N("=2)  c2N(") alors il existe des constantes Ci > 0 telles que
C2N(")  logP(sup[0;a] jW j =' < ")  C1N(").

Ainsi, dans le cas '(t) =
p
t jlog tj ci-dessus, la vitesse est bien de líordre de jlog "j ="2.

(vi) Principe de dÈmonstration. Pour la partie facile, la borne supÈrieure, nous dÈcoupons le
temps en blocs ]tk;n; tk+1;n] et bornons la probabilitÈ de líintersection des Èvenements par un produit
de probabilitÈs conditionnelles, chaque ÈvÈnement conditionnel successif faisant apparaÓtre une borne
en '(tk;n) puis líÈvaluation de petite boule uniforme síappliquant, nous majorons ce produit par une
borne exponentielle avec la sÈrie des (tk+1;n  tk;n)='2(tk;n) qui reconstruit líintÈgrale.

La borne infÈrieure est bien plus dÈlicate et rÈvËle la contrainte de gaussianitÈ. DËs líÈtape initiale,
qui concerne le cas inf [0;1] ' > 0 sans hypothËse de continuitÈ, líargument de dÈpart crucial est la
minoration donnÈe par [Kh] qui a¢rme que pour des vecteurs gaussiens Z1; :::; Zn et des rÈels ak > 0,

P

 
n\

k=1

fjZkj < akg

!


nY

k=1

P (jZkj < ak) : 

3.2.2 ñ Applications et constantes explicites

(i) Soit fM(t) : t 2 [0; 1]g un processus de Markov gaussien rÈel centrÈ. Si E(M(s)M(t)) 6= 0 pour
0 < s  t < 1 alors il existe deux fonctions L > 0 et H > 0 telles que

E(M(s)M(t)) = L(s)H(t); 0 < s  t < 1

et L=H est croissante sur ]0; 1[. Ces fonctions sont uniques ‡ une constante multiplicative prËs.
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Corollaire 3.7. Supposons que L et H sont absolument continues et L=H strictement croissante. Si
sup[0;1]H > 0 ou si H est croissante au voisinage de 0 alors

lim
"!0

"2 logP(kMk < ") = 
2

8

Z

[0;1]
(L

0
H  LH

0
):

Pour obtenir ce rÈsultat il su¢t díÈcrire, comme dans [L], la preuve de [4] en remplaÁant W (t) par
M(t) = H(t)W (L(t)=H(t)) et de remarquer que la norme sup kMk de M est la norme sup pondÈrÈe
kW  (L=H)k1=H de W changÈ de temps par la transformation croissante L=H.

Exemple. Un processus gaussien ‡ accroissements indÈpendants a la constante c = 2(L(1)L(0))=8.

Exemple. Pour un brownien changÈ díÈchelle, M(t) = W (t)=t ou M(t) = B(t)=t nous avons les
covariances s1t et s1t(1 t) pour s < t donc la mÍme constante c = 2=8(1 2).

Exemple. Pour un processus de Markov gaussien stationnaire ou le processus díOrnstein-Uhlenbeck
la covariance est 2 exp(t+ s) et la constante devient c = 22=4.

(ii) Du ThÈorËme 3.5 nous tirons classiquement, par la formule de translation [CM] et les arguments
de [DM2], la loi fonctionnelle de type Chung pour W en temps long.

Corollaire 3.8. Si inf [0;1] ' > 0 ou si ' est croissante au voisinage de 0 et
R
[0;1] 1='

2 < 1 alors
pour tout f 2 S1

lim inf
T!1

(log log T )


W (TI)

p
2T log log T

 f

'

=


4

qR
[0;1] 1='

2

p
1 J(f)

p:s:

Le ThÈorËme 3.5 est líune des clefs de líextension ‡ kk' du ThÈorËme 2.8 sur les incrÈments browniens
T et des rÈsultats de 2.2 sur les incrÈments empiriques n, en rapport avec [Ja,CCHM,EjM,CH]. La
seconde clef, dont nous avons commencÈ líÈtude, est une nouvelle borne exponentielle de type grandes
dÈviations contrÙlant sous kk' le module de continuitÈ de ces trajectoires.

(iii) Soit fWd(t) : t 2 [0; 1]g un mouvement brownien standard sur Rd muni de sa norme euclidienne
kkRd , d  1. Líanalogue du ThÈorËme 3.5 se prouve de la mÍme faÁon. Noter que j1=2 = =2.

ThÈorËme 3.9. Si inf [0;1] ' > 0 ou si ' est croissante au voisinage de 0 alors

lim
"!0

"2 logP

 
sup
[0;1]

kWdkRd
'

< "

!
= 

j2(d2)=2

2

Z

[0;1]

1

'2

avec j2(d2)=2 la plus petite racine positive de la fonction de Bessel J(d2)=2.

(iv) ConsidÈrons un pont Brownien fBd(t) : t 2 [0; 1]g sur Rd, qui est líapproximation naturelle du
processus empirique uniforme multivariÈ n construit ‡ partir des d composantes díun Èchantillon de
vecteurs alÈatoires de Rd. Une mÈthode standard permet de transformer le ThÈorËme 3.9 comme suit.

Corollaire 3.10. Si inf [s;t] ' > 0 pour tout 0 < s  t < 1 et si ' et '  (1  I) sont croissantes au
voisinage de 0 alors

lim
"!0

"2 logP

 
sup
[0;1]

kBdkRd
'

< "

!
= 

j2(d2)=2

2

Z

[0;1]

1

'2

avec j2(d2)=2 la plus petite racine positive de la fonction de Bessel J(d2)=2.

Ce rÈsultat síapplique donc aux processus empiriques pondÈrÈs via [CH] et 3.4.5(iv).

(v) Une autre consÈquence importante du ThÈorËme 3.5 concerne les probabilitÈs de franchissement
de frontiËre, dans la lignÈe de [Mo]. Il permet díÈvaluer la mesure de Wiener de petits ensembles de
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trajectoires qui ne sont pas des boules, comme des faisceaux issus de 0. Soit '1  '2 deux fonctions
rÈelles mesurables dÈÖnies sur [0; 1]. ConsidÈrons líÈvÈnement

" = f"'1(t) W (t)  "'2(t) : t 2 [0; 1]g

quand "! 0 et autorisons le cas dÈlicat '1(0) = '2(0) = 0, contrairement ‡ [Mo]. Puisque

" =
n
kW  "fk' < "

o

avec f = ('1 + '2)=2 et ' = ('2  '1)=2 nous pouvons combiner le ThÈorËme 3.5 ‡ la formule de
[CM] pour obtenir la proposition suivante.

Proposition 3.11. Supposons que inf [0;1]('2  '1) > 0 ou bien que '2  '1  0 est croissante au
voisinage de 0. Si de plus '1 + '2 est absolument continue et de dÈrivÈe de Lebesgue dans L2 alors

lim
"!0

"2 logP (") = 
2

2

Z

[0;1]

1

('2  '1)2
:

Le cas '1 = '2 fonctionne toujours, en convenant que log(0) = 1. Remarquons líimpossibilitÈ
díavoir '1  0 ou '2  0 pour une limite Önie. En e§et, '2  '1 doit Ítre rapide en 0 et '2 + '1
lent, et cette double contrainte entraÓne que min('1; '2) 

p
I log jlog Ij en 0. Nous utilisons la

Proposition 3.11 dans un passage technique de la preuve du ThÈorËme 3.1 ([6]).

3.3 ñ Grandes dÈviations de líargmin

3.3.1 ñ Brownien avec dÈrive polynomiale

(i) Soit fW (t) : t 2 Rg un mouvement brownien rÈel issu de W (0) = 0 et d > 0. Dans [Gn] la densitÈ
de Y = argmaxt2R


W (t) dt2


est calculÈe et Èquivaut en jyj ! 1 ‡

f(y) 
1

2a
(4d)4=3 jyj exp



2

3
d2 jyj3 (1 + o(1))



o˘ a  0:7022 est reliÈ aux "Airy functions". Dío˘ la queue de distribution

C1 exp



2

3
d2T 3(1 + "T )


 P

argmax
t2R


W (t) dt2

 > T


= C1 exp



2

3
d2T 3(1 "T )



avec "T ! 0 si T !1. Cette estimation trËs prÈcise implique le rÈsultat de grande dÈviation suivant.

Proposition 3E. Pour tout d > 0;

lim
T!1

1

T 3
logP

argmax
t2R


W (t) dt2

 > T



= lim
T!1

1

T 3
logP

argmin
t2R


W (t) + dt2

 > T


= 

2

3
d2:

(ii) LíÈtude de [Gn] est trËs complËte mais propre ‡ la dÈrive quadratique. Or, dans [10,15], líargument
Önal repose sur un contrÙle de líargmin díun processus empirique avec dÈrive, obtenu comme di§Èrence
de paires díincrÈments locaux du processus de quantile et approximÈ par

argmin
jtj<Tn

fWn(t) + dn(!; t) jtj + "n(!; t)g

avecWn un processus distribuÈ comme un mouvement brownien et deux suites de v.a. dn(!; t) et "n(!)
telles que supjtj<Tn jdn(!; t) dj = op:s:(1) et supjtj<Tn j"n(!; t)j = Op:s:("n) o˘ Tn ! 1 et "n ! 0
sont deux suites dÈterministes. Dío˘ le besoin de gÈnÈraliser la Proposition 3E au cas  6= 2.
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(iii) Dans [10] nous mettons au point une mÈthode díÈvaluation des grandes dÈviations de

argmin
t2R

fW (t) + dn jtj + "ng

avec dn ! d > 0 et "n ! 0. Nous ne cherchons pas ‡ calculer la loi jointe du min et de líargmin
comme dans [Gn], qui tire proÖt des spÈciÖcitÈs du cas parabolique. Nous visons plutÙt la classique
Èvaluation logarithmique, par une mÈthode probabiliste originale et gÈnÈralisable.

ThÈorËme 3.12. Soit  > 1 et di des fonctions rÈelles dÈterministes telles que di(T ) ! d > 0 si
T !1. Alors, si T !1 il vient

P

min
jtjT

(W (t) + d1(T ) jtj)  min
jtj>T

(W (t) + d2(T ) jtj) + o(T)

= exp



d22(1 + o(1))

2(2 1)
T 21


:

Nous en dÈduisons le rÈsultat de grandes dÈviations suivant, qui contient bien la Proposition 3E.

Corollaire 3.13. Si  > 1 et d > 0 alors

lim
T!1

1

T 21
logP


argmin
t2R

(W (t) + d jtj) =2 [T; T ]

= 

2d2

2(2 1)
:

Ce principe pour W se gÈnÈralise aux processus rÈels ‡ accroissements indÈpendants pour lesquels les
ingrÈdients suivants sont disponibles. Dío˘ un rÈsultat analogue pour les marches alÈatoires.

(iv) Principe de dÈmonstration. La mÈthode de preuve inventÈe dans [10] est technique mais fort
instructive quant au traitement des argmin de processus. Elle repose sur une manipulation astucieuse
des principes de grande et petite dÈviations browniennes bien connus.

Pour la minoration nous conditionnons par un passage de W le long díune petite boule longeant d jtj

et appliquons [Ac2]. Cíest la situation de dÈviation de líargmin la plus probable au vu de ce qui suit.

Pour la majoration nous conditionnons par les faisceaux de trajectoires possibles en Öxant une grille
de points de passage W (T ) et de points de dÈpassement pour comparer les min sur fW (t) : t 2 ]0; T [g,
fW (t) : t 2 ]T; (T )[g et fW (t) : t > (T )g avec (T ) convenable. Le choix des paramËtres est fait de
sorte que chaque sous-ÈvÈnement, aprËs changement díÈchelle et de temps dans le faisceau, soit contrÙlÈ
par des probabilitÈs de type P (W1 =2 v(T )A) avec v(T ) ! 1 et A  B un ensemble de trajectoires
dont nous savons calculer le point dominant donc J(A) = infA J . En appliquant les bornes usuelles
de grandes dÈviations [DS] ‡ un nombre Öni de tels ÈvÈnements, les moins probables sont ÈliminÈs.

EnÖn, le produit de dÈconditionnement des ÈvÈnements rares les plus probables rÈvËle la plus grande
borne exponentielle en faisant apparaÓtre une Èquation non linÈaire quíil faut miniser pour majorer
le tout. Au Önal, les constantes issues des petites et grandes dÈviations, la minoration simple et la
majoration complexe, coÔncident exactement. 

3.3.2 ñ Brownien avec dÈrive rÈguliËre

(i) Avec une dÈrive en jtj,  2 ]1=2; 1], la trajectoire type de W assurant la grande dÈviation est
linÈaire et non plus puissance. Nous ne savons pas traiter le cas   1=2 car le problËme revient ‡
dÈcrire ce qui se passe dans une petite boule brownienne et change totalement de nature. En adaptant
la preuve du ThÈorËme 3.12 nous obtenons un rÈsultat utile pour le travail en cours 4.4.1.

Proposition 3.14. Si  2 ]1=2; 1] et d > 0 alors

lim
T!1

1

T 21
logP


argmin
t2R

(W (t) + d jtj) =2 ]T; T [

= 

d2

2
:

(ii) Perturbons un peu le drift. Soit '(t) une fonction ‡ variation rÈguliËre díordre  en +1 et 1,
au sens o˘ limjtj!1 '(t)='(t) =  pour tout  > 0. Nos arguments montrent que si  di§Ëre en +1
et 1 seule la plus petite valeur compte. DíaprËs [SÈ], '(t) = t exp((t) +

R
(m;1) (t)=t) o˘ (t) est
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mesurable bornÈe, (t)!  si t!1 et (t) est Ck pourvu que m > mk soit assez grand. En outre la
convergence vers  est uniforme en  2 [a; b], ce qui síavËre essentiel dans nos changements de temps.

La gÈnÈralisation suivante vise ‡ Ètendre [15] et 4.3 dans les directions dÈcrites en 4.4.1, et sera publiÈe
‡ cette occasion avec la proposition 3.14 en corollaire.

ThÈorËme 3.15. Si ' est telle que limjtj!1 '(t)='(t) =  pour tout  > 0, avec  > 1=2, alors

lim
T!1

T

'2(T )
logP


argmin
t2R

(W (t) + '(t)) =2 [T; T ]

= 

1

2


I1 +

2

2 1
I>1


:

A la lumiËre de [LS] líÈtude des temps lents de sortie díun mouvement brownien plan díun domaine
f(x; y) : y > g(x)g, notamment parabolique, síappuie sur la compÈtition entre W (t) et une fonction
'(t). Dans ce contexte la mÈthode de preuve du ThÈorËme 3.15 peut aider.

(iii) Principe de dÈmonstration. Les propriÈtÈs de ' rappelÈes ci-dessus permettent díajuster
les dÈcoupages et les changements díÈchelle opÈrÈs dans la preuve par conditionnements exhaustifs
de la borne supÈrieure du ThÈorËme 3.12. Finalement, líÈquation ‡ minimiser pour identiÖer le plus
probable faisceau rÈalisant la grande dÈviation absorbe la perturbation. Il y a cependant une di¢cultÈ
supplÈmentaire ‡ rËgler au dÈpart des trajectoire lorsque ' níest ni convexe ni concave. 

3.4 ñ Approximation forte du processus empirique indexÈ par des fonctions

3.4.1 ñ ProblËme de líapproximation gaussienne

Soit n  1 et X;X1; :::; Xn des v.a. i.i.d. dÈÖnies sur líespace de probabilitÈ (; T ;P) ‡ valeurs dans un
espace mesurable (X ;A). Notons E líespÈrance sous P des v.a. rÈelles construites sur (; T ), P = PX

etM líensemble des fonctions mesurables de (X ;A) dans (R;B(R)), o˘ B(R) est la tribu borÈlienne.
Soit F M une classe de fonctions. Le P -processus empirique indexÈ par F est

n(f) =
1
p
n

nX

i=1

ff(Xi) E (f(X))g ; f 2 F :

Le P -pont brownien G indexÈ par F est le processus gaussien centrÈ de mÍme covariance que n,

hf; hi = cov(G(f);G(h)) = E (f(X)h(X)) E(f(X))E(h(X)); (f; g) 2 F2:

Sous nos hypothËses G admet une version sÈparable, presque s˚rement continue pour la semi-metrique

dP (f; h) =

q
E (f(X) h(X))2; (f; g) 2 F2

donc nous incluons la dP -continuitÈ dans la dÈÖnition de G.
Le principe díinvariance faible stipule, pour certains F et P , que n converge en loi vers G dans
L1(F), au sens des mesures extÈrieures. Une telle classe F est dite P -Donsker [Po,Du,Du3,V,VW].

(i) Le problËme de líapproximation gaussienne est de construire une version de X1; : : : ; Xn et G sur
(; T ;P) supposÈ assez riche, de telle sorte quíavec grande probabilitÈ

kn GkF = sup
f2F

jn(f)G(f)j

soit le plus petit possible. Un tel principe díinvariance, dit fort, induit le principe díinvariance faible
et en prÈcise la vitesse. RÈaliser cela en toute gÈnÈralitÈ est trËs utile en vue des applications.

Application. Pour une statistique de la forme Yn = (n) avec  de L1(F) dans R supposÈe rÈguliËre
ou contrÙlable, líapproximation forte permet díencadrer P (Yn 2 A) par P


G 2 1(A)


 vn, vn ! 0,

ce qui est valable n par n donc peut síavÈrer bien plus satisfaisant que la convergence en loi.

Le meilleur couplage connu de ce type est celui de la construction hongroise [KMT,CR3,BM,CL,MZ],
une technique trËs Öne valable sur X = R et F = fI[0;t] : t 2 [0; 1]g. Le ra¢nement et líexploitation
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fructueuse de cette approche ont fait líobjet de nombreux travaux depuis trente ans. Les extensions
concernent le passage ‡ Rd, qui reste toujours sans vitesse optimale, le passage ‡ la dÈpendance faible,
et la recherche des structures de F permettant díutiliser [KMT] via des bases de fonctions.

(ii) Il y a deux maniËres díattaquer le problËme de líapproximation gaussienne. Díune part, pour
obtenir des vitesses optimales, ou du moins assez pertinentes, il convient de bien spÈciÖer la gÈomÈtrie
de F par rapport ‡ P , cíest líusage courant. Díautre part, pour obtenir des vitesses en toute gÈnÈralitÈ
il convient de spÈciÖer uniquement la taille de F , qui seule rÈgule le principe díinvariance faible.
La seconde direction, peu explorÈe depuis [DP], fait líobjet de [11] et du travail [25] en cours díÈcriture.
Nos vitesses et nos conditions gÈnÈrales sur F et P sont donnÈes en 3.4.2 et 3.4.3, qui sont des extensions
de [11], puis commentÈes en 3.4.5. Le rÈsultat principal de [11] Ögure en 3.4.4 et rÈpond ‡ líexigence
plus forte, comme dans [DP], díapprocher 1; :::; n par les sommes partielles díune suite de processus
G indÈpendants. En 3.4.6 nous contribuons ‡ la premiËre optique par des nouvelles vitesses.
Dans [11,25] nous exploitons, entre autres outils, un couplage dÈrivÈ de [Z,Z2], mÈconnu mais puissant.

(iii) Par commoditÈ nous Èvitons líusage des mesures extÈrieures en rendant les normes sup mesurables
par líhypothËse quíil existe une sous-classe dÈnombrable F1  F telle quí‡ tout f 2 F correspond
une suite ffmg 2 F1 telle que limm!1 fm(x) = f(x) pour tout x 2 X .
Pour des raisons bien comprises, notamment líexistence de certaines intÈgrales clef, il est nÈcessaire
díimposer que kfkX = supx2X jf (x)j < M pour tout f 2 F .
Pour traiter des classes non uniformÈment bornÈes, notre point de vue devient asymptotique et nous
imposons que F admette une enveloppe F  supf2F jf j, F 2 L2(P ). Nos rÈsultats concernent alors
Fn = ff 2 F : kfkX < Mng avec Mn ! 1. Ceci donne accËs ‡ líapproximation en mÈtrique forte
tronquÈe, voir 3.4.5, et prend en compte des classes de type F =

S
n1 Gn. Dans le cas bornÈ, F =M .

3.4.2 ñ Vitesse sous condition díentropie uniforme

(i) ConsidÈrons des classes F dites polynomiales, en rÈfÈrence ‡ [VC,Po]. A toute probabilitÈ Q sur
(X ;A) associons d2Q(f; h) =

R
X (f  h)2dQ et Q(F 2) =

R
X F

2dQ, avec F líenveloppe de F . Soit
N(";F ; dQ) le nombre minimum de boules de dQ-rayon " > 0 nÈcessaires au recouvrement de F . Le
nombre díentropie uniforme de F est

NF (";F) = sup
Q
N

"
p
Q(F 2);F ; dQ



avec un supremum pris parmi les probabilitÈs Q sur (X ;A) telles que 0 < Q(F 2) <1.

Faisons líhypothËse que pour c0 > 0 et v0 > 0,

(V C) NF (";F) 
c0
"v0
, " 2 ]0; 1[ .

…tant donnÈ F , nous montrons dans [11] que ceci garantit un principe díinvariance fort pour tout P .
Cette uniformitÈ apporte une information inÈdite, comme le montrent les exemples 3.4.5.

Proposition 3.16. Sous (V C) il existe (; T ;P) sur lequel nous pouvons construire, pour tout  > 1
et un  > 0 associÈ, une version de G et X1; :::; Xn telle que, pour 0 = (4 + 50)=(4 + 100),

P

(
kn GkF > 


1

n

1=(2+50)
(log n)0

)

1

n
:

Par Borel-Cantelli il síensuit líexistence díune suite de P -ponts browniens Gn indexÈs par F telle que

kn GnkF = Op:s:


(log n)0

n1=(2+50)


:
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Nous en dÈduisons la mÍme vitesse pour la distance de Levy-Prohorov entre les lois de n et Gn. Par
suite, F est universellement P -Donsker et P -Glivenko-Cantelli, avec cette vitesse de convergence.

(ii) …voquons une extension aux classes non bornÈes. Ici (; T ;P) est le produit des espaces de 3.16.

Proposition 3.17. Sous (V C) et limn!1Mn

p
(log n)=n = 0 nous pouvons construire sur (; T ;P)

une suite de v.a. Xn i.i.d. de loi P = PX et une suite Gn de P -ponts browniens tels que

kn GnkFn = OP

 
M2
n

n

1=(2+50)
(log n)0

!
:

De plus Op:s: peut remplacer OP si lim supn!1(logMn)= log n < 1=2.

(iii) Dans [25] nous Ètendons ces rÈsultats ‡ des classes de Donsker plus grandes ou plus petites, en
utilisant ce que nous appelons líintÈgrale de Dudley, voir [Du2]. Pour  > 1 sur [0; 1] dÈÖnissons

J(") =

Z

[0;"]

p
log (s) ds; (") =

"

5=2(")
; " 2 ]0; 1[ :

Supposons quíil existe une fonction croissante  telle que J(1) <1, lim"!0 (") =1 et

(V C 0) NF (";F)  (") <1, " 2 ]0; 1[ .

Puisque P (F 2) < 1, (V C 0) assure que F est P -Donsker, voir [VW]. La fonction J  1 dÈcroit
rapidement en 0 si F a un petit nombre díentropie NF (";F). Du point de vue asymptotique il
su¢t díÈtudier J(")  "

p
log (") mais pour n Öni J apparaÓt elle-mÍme dans le contrÙle exact des

probabilitÈs de dÈviation de kn GnkFn dans notre preuve.
ThÈorËme 3.18. Sous (V C 0) et lim supn!1(logMn)= log n < 1=2 il existe sur un espace (; T ;P)
une suite de v.a. Xn i.i.d. de loi P = PX et une suite Gn de P -ponts browniens tels que

kn GnkFn = Op:s:

 
J 1

 
Mn

r
log n

n

!!
:

Nous apprenons ainsi que la vitesse de dÈcroissance de líintÈgrale de Dudley en 0 est intrinsËquement
liÈe ‡ la pire vitesse, donc ‡ la pire loi P , dans le thÈorËme de Donsker pour F . Pour les plus grands
F autorisÈs la vitesse est arbitrairement lente et pour les plus petits F elle síapproche de

p
(log n)=n.

Notons que plus F est petite, plus la troncature Mn a un impact important sur la vitesse, voir 3.4.3.

Heuristiquement, J rÈgule le module de continuitÈ de G et n donc mÍme une loi P dÈfavorable ne
su¢t pas ‡ les faire osciller exagÈrÈment.

(iv) Principe de dÈmonstration. Nous combinons des outils díanalyse gaussienne [Bo,Du2,Du3,Lf],
de thÈorie des processus empiriques [EM3,T2,VW] et le couplage de [Z] sur Rd pour Èvaluer chaque
terme de la dÈcomposition

P (kn GkF > An (") +  (") +  + (A+ 1) t)  P

 
sup

(f;f 0)2F(")

G(f)G(f 0)
 > t+  (")

!

+P

 
sup

(f;f 0)2F(")


1
p
n

nX

i=1


f  f 0


(Xi)

 > An (") +At

!
+ P


max
h2H(")

jn (h)G(h)j > 



avec F (") =

(f; f 0) 2 F2 : dP (f; f 0) < "


les incrÈments, H (") = fhi : 1  i  N(";F ; dP )g la grille

de recouvrement et, pour des poids i.i.d. i de Rademacher P (i = 1) = 1=2 indÈpendantes des Xi,

n (") = E

 
1
p
n

sup
(f;f 0)2F(")



nX

i=1

i

f  f 0


(Xi)



!
;  (") = E

 
sup

(f;f 0)2F(")

G(f)G(f 0)

!
:
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Par exemple, le second terme est bornÈ via [T2] donc nous devons contrÙler le processus n symÈtrisÈ
en gÈnÈralisant ‡ (VCí) la borne de moment prouvÈe dans [EM3] sous (VC). Dío˘ le Lemme 3.19,
prouvÈ en partie ‡ líaide de [JM,GZ], qui síapplique ‡ G = F ("). Puis [BP] permet díÈtendre G ‡
F en aggrandissant le  de [Z] de sorte que [Bo,Du2] soient vÈriÖÈs par le processus couplÈ G ainsi
reconstruit. La vitesse Èmerge en optimisant les bornes supÈrieures, par choix des paramËtres dans les
sommes díexponentielles. 
Lemme 3.19. Soit G díenveloppe G 2 L2(P ) et 3, 8, 0 et 0 des constantes universelles.
Si 0 <   0 < 0   < 1 et E(G2(X))  2, NG(";G)  ("), supg2G E(g2(X))  2 et
supg2G kgkX  8

p
n= log (=3) alors pour un A2 dÈpendant seulement de  il vient

E

0

@

1
p
n

nX

i=1

ig(Xi)


G

1

A  A2 J







:

3.4.3 ñ Vitesse sous condition díentropie ‡ crochet

Une autre mesure usuelle de la taille de F compte les L2(P )-crochets plutÙt que les boules, cíest-‡-dire
les ff 2 F : l  f  ug avec l  u mesurables telles que dP (l; u) < ". Soit N[ ](";F ; dP ) le nombre
minimum de "-crochets recouvrant F , de sorte que N(";F ; dP )  N[ ]("=2;F ; dP ).
(i) ConsidÈrons des classes de taille exponentielle, satisfaisant pour b0 > 0 et r0 2 ]0; 1[,

(BR) logN[ ] (";F ; dP ) 
b20
"2r0

; " 2 ]0; 1[ .

Proposition 3.20. Sous (BR) il existe un espace (; T ;P) sur lequel nous pouvons construire, pour
tout  > 1 et un  > 0 associÈ, une version de G et X1; :::; Xn telle que

P

kn GkF >


(log n)(1r0)=2r0



1

n
:

Comme  est indÈpendant de n, il existe sur un espace (; T ;P) assez gros une suite i.i.d. Xn et Gn
de P -ponts browniens telles que kn GnkF = Op:s:


1=(log n)(1r0)=2r0


.

(ii) La vitesse universelle dans le principe díinvariance semble contrÙlÈe par líintÈgrale de Dudley

J['](") =

Z

[0;"]

p
'(s) ds; ['](") = " exp



5

2
'(")


:

Dans [25] nous Ètendons la Proposition 3.20 ‡ la condition

(BR0) logN[ ](";F ; dP )  '(") <1, " 2 ]0; 1[

avec ' > 0 dÈcroissante, J['](1) <1 et lim"!0 '(") =1. DíaprËs [Du3,VW], F est P -Donsker.

ThÈorËme 3.21. Sous (BR0), Mn > M > 0 et limn!1Mn

p
(log n)=n = 0 il existe sur (; T ;P)

assez riche une suite de v.a. Xn i.i.d. de loi P = PX et une suite Gn de P -ponts browniens tels que

kn GnkFn = Op:s:

 
J['] 1[']

 
Mn

r
log n

n

!!
:

Si J['] est lente, J['] 1['] aussi donc líapproximation est díautant meilleure que ' est petite.

Exemple. Pour Mn = M et ' trËs lente en " ! 0 la vitesse approche
p
(log n)=n qui est meilleure

que [KMT] mais síadresse ‡ des F plus petites.

Exemple. Si '(") = 1="22(") avec (")! 0 ‡ variation lente quand "! 0 alors J['](")  1=(") et
1['](x) 

p
5=2 jlog xj=(

p
jlog xj) en x ! 0 donc la vitesse peut Ítre arbitrairement lente. Prendre

Mn =M et (") = jlog "j donne une vitesse Op:s:(1=(log log n)).
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Exemple. Si '(") = 1="2r0 nous obtenons Op:s:(1=(log(
p
n=Mn

p
log n))

(1r0)=2r0 ) qui est la version de
3.20 avec la troncature Mn prise en compte. Pour une entropie aussi grande, la vitesse de Mn ! 1
importe peu et nía§ecte que les constantes, sauf si Mn est de líordre de

p
n.

Exemple. Si '(") = 0 log(c0=") et lim supn!1 logMn= log n < 1=2 nous obtenons comme en 3.17,
Op:s:((Mn

p
log n=

p
n)1=(1+50=2)

p
log n). Dans ce cas líapproximation est trËs sensible ‡ Mn !1.

Exemple. Si '(") = (log(1="))2 la vitesse du ThÈorËme 3.21 vaut, si  > 1=2,

exp

 



5

2
+ o(1)


log n

1=2!

alors que si  < 1=2 elle síavËre plus rapide et trËs dÈpendante de Mn,

Mnp
n
(log n)+1=2 exp


5

2
(log n)2


:

3.4.4 ñ Deux rÈsultats de Dudley et Philipp revisitÈs

Le but de [11] est de rÈvÈler líimportance et la portÈe de [Z] comme outil díapproximation en thÈorie
gÈnÈrale des processus empiriques. Nous montrons comment la technique menant aux Propositions
3.16 et 3.20 gr‚ce ‡ [BP,Bo,Du2,EM3,T2,VW,Z] complÈtÈs par [DP,Ms,P] permet au Önal díactualiser
et de simpliÖer les rÈsultats historiquement trËs importants de [DP]. Il síagit de coupler n ‡ une
somme de processus Gn indÈpendants, ce qui est plus exigeant que le principe díinvariance.
(i) Ainsi le ThÈorËme 7.4 de [DP], qui reposait sur un principe gÈnÈral de dÈconvolution [Y,De], síÈtend
aux classes de fonctions gr‚ce ‡ la Proposition 3.16 qui entraÓne líapproximation forte suivante.

ThÈorËme 3.22. Soit  = 1=(2 + 50). Sous (V C) il existe (; T ;P) sur lequel nous pouvons
construire, pour tout  > 1,  2 ]1=2 ; 1= [ et ; > 0 associÈ, une suite i.i.d. X1; X2; ::: de loi P et
une suite de copies indÈpendantes G1;G2; ::: de G vÈriÖant

P

(
max
1mn


p
mm 

mX

i=1

Gi


F

>
; (log n)

0

n()1=2

)

1

n

avec () = (  1=2)=(1 + ) et

max
1mn


p
mm 

mX

i=1

Gi


F

= Op:s:


(log n)0

n()1=2


:

Par croissance de () le (log n)0 peut disparaÓtre de la vitesse presque s˚re. Ici  est un produit inÖni
díespaces de type 3.16, construits comme dans [BP,DP]. Puisque () < =(2+2) et

Pm
i=1Gi=

p
m est

distibuÈ comme G, la vitesse est moins bonne quí‡ la Proposition 3.16, en consÈquence de líuniformitÈ
en m 2 [1; n]. Du ThÈorËme 3.18 nous tirons aussi la version du ThÈorËme 3.22 sous (V C 0).
(ii) De la mÍme faÁon, nous gÈnÈralisons le ThÈorËme 7.1 de [DP].

ThÈorËme 3.23. Sous (BR) avec r0 2 ]1=2; 1[ donc 0 = (1  r0)=2r0 < 1=2 il existe (; T ;P) sur
lequel nous pouvons construire, pour tout h > 0 et  < 0(1=2 0) avec h; > 0 associÈ, une suite
i.i.d. X1; X2; ::: de loi P et une suite de copies indÈpendantes G1;G2; ::: de G vÈriÖant

P

(
max
1mn


p
mm 

mX

i=1

Gi


F

>
h;

p
n

(log n)

)


1

(log n)h

et

max
1mn


p
mm 

mX

i=1

Gi


F

= Op:s:

 p
n

(log n)


:
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(iii) Principe de dÈmonstration. Il síagit de dÈcouper les max1mn en blocs mk < m  mk+1

de taille convenable nk en contrÙlant le maximum global par les mk
, les dÈviations intra-blocs et

les dÈviations inter-blocs via líinÈgalitÈ maximale [Ms]. Comme les
p
mk+1mk+1


p
mkmk

sont
indÈpendants de loi

p
nknk nous les approximons via les Propositions 3.16 et 3.20 par des ponts

browniens G(k) qui ensuite peuvent se reprÈsenter, díaprËs [BP,P], comme
Pmk+1

i=mk+1
Gi=

p
nk quitte ‡

redÈÖnir líespace . La vitesse Önale apparaÓt sous la forme díune sÈrie convergente de vitesses, qui
doit Ítre optimisÈe, dío˘ nous tirons () et . 

3.4.5 ñ Quelques consÈquences

(i) Sur le cube Xd = [0; 1]d les meilleures vitesses connues concernent la loi uniforme P = Ud et les
classes Fd = fI]0;t] : t 2 Xdg  Fd = fI]s;t] : s  t; (s; t) 2 X 2d g. Si d = 1; 2 la vitesse optimale est
(log n)d=

p
n, díaprËs [KMT,Tu,BM,CL]. Pour d > 2 il níest toujours pas conjecturÈ de vitesse mais la

borne infÈrieure (log n)(d1)=2=
p
n est obtenue par [Be] et [Ri] obtient un ordre sans dimension 1=n1=12

que nous amÈliorons en 1=n1=10 en 3.4.6. Lorsque P 6= Ud la Proposition 3.16 implique

kn GnkFd  2
d kn GnkFd = Op:s:

 
(log n)(2+5d)=(2+10d)

n1=(2+10d)

!

et cette borne universelle ne dÈpend que de d. En e§et Fd est une VC-classe díindice d + 1 au sens
de [VC] donc vÈriÖe (VC) avec 0 = 2d, voir [VW].

(ii) Soit Sd = fIB(s;") : s 2 Xd; " < 1g la classe des sphËres euclidiennes B(s; ") de centre s et rayon ".
DíaprËs [Be], si P = PX est absolument continue la vitesse est au mieux Op:s:(n1=2d) et pour P = Ud
[Ma] obtient Op:s:((log n)3=2=n1=2d). Comme Sd a un VC-indice d + 2 la Proposition 3.16 appliquÈe
avec 0 = 2d+ 2 donne, pour tout P , une vitesse universelle en (log n)m=n1=(12+10d).

(iii) Soit P = Ud et Cd une famille de borÈliens de Xd telle que F(Cd) = fIC : C 2 Cdg vÈriÖe (BR)
avec r0 < 1=2. Si les C 2 Cd ont une frontiËre rÈguliËre au sens de Minkowski, [Ma] produit une vitesse
Op:s:


1=(log n)(12r0)=2d


que la Proposition 3.20 amÈliore en Op:s:((log n)(1r0)=2r0). Si les C 2 Cd

ont une frontiËre di§Èrentiable ‡ líordre  > d1, (BR) est vraie avec r0 = (d1)=2 et notre vitesse

kn GnkF(Cd) = Op:s:


1

(log n)=(d1)1=2



devient díautant meilleure que  ! 1. Le cas particulier F(Cd) = Sd montre que cette vitesse peut
passer en puissance de n si  =1.
(iv) ConsidÈrons une fonction ! > 0 sur Xd = [0; 1]d telle que

inf
Xd

! = 0;

Z

Xd

1

!2
dP <1:

Les hypothËses 3.4.1 sont vÈriÖÈes par la classe F!;d =

I[0;t]=!(t) : t 2 Xd


avec F = 1=!. Les graphes

de F!;d Ètant inclus dans les quadrants de Xd  R+ il síagit díune VC-classe díindice au plus d + 2
et 3.17 síapplique avec 0 = 2d + 2. Soit Tn une suite croissante de sous-ensembles de Xd telle que
Mn = k1=!kTn ! 1 et infTn !

2 > (log n)=n. Posons F!;n;d =

I[0;t]=!(t) : t 2 Tn


. Les processus

empirique et brownien multivariÈs, 0n(t) = n(I[0;t]) et G0n(t) = Gn(I[0;t]) vÈriÖent donc, par 3.17

0n G0n

!


Tn

= kn GnkF!;n;d = OP

 
M2
n

n

1=(12+10d)
(log n)(7+5d)=(12+10d)

!

pour tout P = PX . Ceci consitue un principe díinvariance en norme uniforme pondÈrÈe. La meilleure
disponible, celle de jCH], concerne P = U1 sur X = R et ! = I(1 I) avec  < 1=2. Elle implique


0n G0n
!


Tc;n

= OP


1

n1=2


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pour tout P de fonction de rÈpartition F , ! = F(1  F ) et Tc;n =

F1(c=n); F1(1 c=n)


,

c > 0. Cíest plus rapide que notre Op:s:((log n)6=11=n(1=2)=11) obtenu pour Mn = (n=c)
 mais cette

situation est singuliËre puisquí‡ la fois le domaine Tc;n et la fonction de poids ! dÈpendent de P .

3.4.6 ñ ChaÓnage fort

Dans [25] nous calculons aussi une vitesse díapproximation forte via un contrÙle uniforme des f 2 F
par chaÓnage, en fonction de la longueur des chaÓnes, du nombre de couches de maillons et de la qualitÈ
de reprÈsentation sur L2(P ). Cela nÈcessite de prÈciser la gÈomÈtrie de F dans L1(P ), L2(P ) et L1.
(i) Faisons les deux hypothËses suivantes. Díune part, il existe Fn avec na0  card(Fn) = cn <1 et
 > 1 tels que F1 =

S
n1F


n et chaque f 2 F est approchÈe par n(f) 2 Fn de telle sorte que

P (kn  n  nkF  %n) 
1

n
; P (kGG  nkF  %n) 

1

n
:

Díautre part, il existe ffj;k : k  k(j)g, kfj;kkX = 1 et F

j  ff =

Pk(j)
k=1 bj;k(f)fj;k : bj;k(f) 2 Rg avec

supf2Fj

Pk(j)
k=1 b

2
j;k(f) <1, tels que tout f 2 F1 síapproche par

m (f) 2 F(m) =
n
f1 + :::+ fm : fj 2 Fj

o

de telle sorte que
d2P (f; 


m (f))  h(m) # 0:

Pour cn, k(j), %n et h(m) assez grands ces conditions sont remplies. Le problËme est de diminuer ces
quantitÈs. Le chaÓnage consiste ‡ passer de f 2 F ‡ n(f) 2 Fn puis ‡ 


m  


n(f) 2 F(m).

La dimension intrinsËque du problËme díapproximation gaussienne se cache dans (m) dÈÖni par

bm = sup
f2F

mX

j=1

k(j)X

k=1

b2j;k(f); dm =

mX

j=1

k(j); Sm =

mX

j=1

k(j) max
kk(j)

E2(Ifj;k 6=0(X));

r(j) = sup
x2X

k(j)X

k=1

Ifj;k 6=0(x); Rm =
mX

j=1

r(j); (m) =
h(m)

bm(Rm + Sm)d4m(log dm)
2
# 0:

ThÈorËme 3.24. Nous pouvons constuire sur un mÍme espace (; T ;P) une suite de v.a. Xn i.i.d.
de loi P = PX et une suite de P -ponts browniens Gn telles que

kn GnkF = Op:s:(vn); vn = max

 
%n;

log cnp
n
;

s

h 1

(log n)2

n log cn


log cn

!
:

Comme h1  I en 0, il vient vn  (log n)=
p
n. Nous prouvons que P fkn GkF > vng  1=n

pour  > 0. Typiquement la chaÓne Fj est gÈnÈrÈe par une base de fonctions contrÙlÈe par P .

Exemple. Soit H =
S
j0Hj une base de Haar de L2(P ) avec Hj = f2j=2fj;k : k = 0; :::; 2j  1g,

fj;k = ICj+1;2kICj+1;2k+1 , P(Cj;k) = 1=2
j et Cj+1;2k[Cj+1;2k+1 = Cj;k les partitions emboÓtÈes. Notons

aj;k(f) les coordonnÈes de f 2 L2(P ) sur H, k(j) = 2j et Fj = f
Pk(j)
k=1 aj;k2

j=2fj;k : jaj;kj  ajg avec
aj ! 0 si j !1. Alors 2m  dm  2m+1, Rm = m, Sm  1, bm =

Pm
j=0 a

2
j . En supposant aj = 2

j ,

 > 1=2, nous avons (m) = 1=m
32(4+)m et la classe

F =

f : jaj;k(f)j 

1

2j
; k  2j ; j  0



de [Ko] vÈriÖe le principe díinvariance fort avec un ordre principal 1=n(1=2)=(7+2).
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(ii) Si F = fIC : C 2 Cg avec C  A une classe díensembles, nos conditions síÈcrivent ainsi. Il existe
na0  card(Cn) = cn <1 et n : C ! Cn telle que

P (kn  n  nkF  %n) 
1

n
; P (kGG  nkF  %n) 

1

n
:

Il existe des partitions de X Önies Pj = fCj;k : k  k(j)g  C1, j  m, telles quí‡ tout ensemble
C 2 Cn correspond 


n (C) 2 C(m) = fC1 [ ::: [ Cm : Cj 2 Pj ; Cj \ Cj0 = ; si j 6= j0g vÈriÖant

P(Cnn (C))  h(m) # 0:

Dans ce cas fj;k = ICj;k , Rm = bm = m et souvent Sm  a1m. Dío˘ une expression simple de la
fonction clef donnant la vitesse dans le ThÈorËme 3.24 en fonction de líapproximation L1(P ) de F ,

(m) =
h(m)

m2d4m(log dm)
2
# 0:

Exemple. Soit Fd la classe des cubes de Xd = [0; 1]d et P = PX admettant une densitÈ par rapport
‡ Ud bornÈe et dÈtachÈe de 0. La partition dyadique de [Ri] remplit les conditions avec %(n) = log n,
cn  (2n)d, supm Sm <1, dm  2m(m+d)d1, h(m) = c

0

0m
d1=2m donc, en notant log2 le logarithme

en base 2, (m) = 1=25m+5(d1) log2m et h

1 (y) + 1


= O(y1=5 jlog2 yj

d1) si y ! 0. Le ThÈorËme
3.24 donne alors kn GnkF = Op:s:((log n)

d1=2=n1=10) qui amÈliore líordre 1=n1=12 de [Ri].

(iii) Dans (i,ii) la classe F est uniformÈment bornÈe. Pour intÈgrer le fait que líapproximation par
couche se dÈgrade ou síamÈliore lorsque F = Fn varie avec n et explorer líinteraction entre la qualitÈ
de reprÈsentation de Fn sur L2(P ) et L1, supposons que

d2P (f; 

m (f))  hn(m); kf  m (f)kX  n(m)

o˘, pour n ÖxÈ, hn  2n, hn # 0, n # et 2n=hn " lorsque m!1. Les fonctions de m

h;n =

p
hn

; ;n =

n

; ;h;n =

np
hn
=
;n
h;n

; (m) =
p
bm(Rm + Sm)d

2
m log dm;

servent ‡ Èquilibrer la qualitÈ díapproximation de Fn et la dimension de la chaÓne. Si bm < 1 nous
pouvons coupler sur (; T ;P) la suite de ponts empiriques n ‡ une suite de ponts browniens Gn díune
telle faÁon que, pour C > 0,

kn GnkFn = Oa:s: (max (%(n); vn))

avec %(n) le terme de module de continuitÈ de (i) et vn dÈÖnie comme suit. Si cn > ea0n, a0 > 0,

vn = n 1;n

 
C log np
n log(ncn)

!
p
log(ncn)

ce qui níest pertinent que pour des classes Fn extrÍmement bien approximÈes dans L1 par la chaÓne
Fj , j  1, pour lesquelles n dÈcroÓt trËs rapidement avec m. Si cn < ea0n, a0 > 0,

vn =
p
hn 1h;n

 
C log np
n log(ncn)

!
p
log(ncn)

+I
1h;n


C lognp
n log(ncn)


>1;h;n

q
Cn

log(ncn)

n 1;n


C log n

log(ncn)


log(ncn)p

n

o˘ le premier terme d˚ ‡ la qualitÈ díapproximation dans L2(P ) est pÈnalisÈ lorsque líapproximation
dans L1 níest pas de qualitÈ su¢sante. Ceci autorise la classe Fn de 3.4.1, uniformÈment bornÈe par
des constantes n =Mn !1 mais avec un second termeMn log(ncn)=

p
n tendant vers 0 uniquement

si cn < eo(
p
n=Mn) et Mn(log n)=

p
n ! 0. Comme n  1;n  I et hn  1h;n  I en 0 nous avons

vn  (log n)=
p
n. Ici nous exploitons au mieux les inÈgalitÈs de Hoe§ding, Bennett, Bernstein.

(iv) Cette approche par chaÓnage analytique ou gÈomÈtrique, permet de construire explicitement de
nouvelles classes de Donsker ‡ partir de couches de fonctions, ou díensembles, ÈlÈmentaires.
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3.5 ñ Autres axes de recherche

3.5.1 ñ Petites dÈviations poissoniennes et empiriques

En 2.1.5 nous avons vu quí‡ líÈchelle mÍme du principe díinvariance les oscillations du processus
empirique rÈel n sont Ètroitement liÈes aux petites dÈviations du processus de Poisson centrÈ.

(i) Depuis [8] nous avons entrepris líextension de la borne de [DL2,Sm] aux f 2 S1 avec f
0
‡ variation

non bornÈe, en couplant la technique de [6] exposÈe en 3.1 au changement de mesure de Poisson. La
di¢cultÈ nouvelle consiste ‡ maÓtriser líÈconomie díÈnergie poissonienne et non plus gaussienne. En
corollaire, les rÈsultats de [8] sont prolongÈs pour certaines fonctions de Svli1 .
Par exemple, supposons que V ar(f

0
; [x; 1]) < V ar(f

0
; [0; x]) = 1 pour tout x > 0 et f 2 S concave

croissante (sf = 1) ou convexe dÈcroissante (sf = 1) sur ]0; x0[ avec x0 > 0. Soit

p" =
f  sf"

I
; x" = inf


x :

p"(x)

f 0(x)
 1

; k" = p"(x");

et les paramËtres díÈconomie díÈnergie gaussienne et de vitesse de fuite du terme poissonien,

Jf;" =

Z

[0;x"]
f
02  k2"x"; f;" =

Z

[x";1]
f
03:

Lemme 3.25. Soit  un processus de Poisson sur [0; ] et  = ((I) I)=
p
. Si

!1; !1; "! 0; 2"2 !1;
2k2"


! 0

il vient, pour tout  2 [0; 1[,

exp



2

2
(1 Jf;")

2 + o(1)

822"2
+ sf

3(k3"x" + f;")

(6 + o(1))
p

 (2 + o(1))2"k"



 P



2 f + (1 + )"B



 exp


2

2
(1 Jf;")

2 + o(1)

822"2
+ sf

3(k3"x" + f;")

(6 + o(1))
p

+ (2 + o(1))2"k"


:

Si f  c0I
 sur V (0) nous avons Jf;"  c0"

21=, k3"x"+f;"  c2"
32= et "k"  c3"

21=. Dans ce cas
la mÈthode de preuve du 2.1.5 montre que la vitesse presque s˚re au ThÈorËme 2.13 pour d(f;n) est
gaussienne lorsque nan  (log n)3=(41), de líordre de (1= log n)2=(41), et cela sans utiliser [KMT].
Sinon, lorsque c0 > 0 le Lemme 3.25 admet une version pour 2k2"= ! 1 avec un premier terme
poissonien dominant qui montre que d(f;n) est de líordre de ((log n)=nan)=2(1).

(ii) Une direction de recherche vierge concerne les petites dÈviations de n indexÈ par des fonctions et,
plus gÈnÈralement, des processus indexÈs par un espace mÈtrique. Nous avons entrepris díapprofondir
les relations mises en Èvidence dans [KL] entre le problËme des petites dÈviations et líaction de PX sur
F pour les rÈpercuter sur n par approximation poissonienne ou gaussienne. Le premier objectif est
díexhiber des vitesses dans 2.3.4 quand X 2 Rd et les incrÈments de n sont indexÈs par des ensembles.
A terme il síagit de traiter les incrÈments de type [G].

Pour Èvaluer des probabilitÈs de petite boule pour G vu comme une mesure sur L1(F) nous devons,
díaprËs [KL], relier líentropie et la gÈomÈtrie de F ‡ líentropie de la boule unitÈ HF de líespace de
Hilbert auto-reproduisant associÈ ‡ G. Dans 2.3.4 le transfert ‡ n síenvisage par poissonisation,
changement de mesure de Poisson pour translater les boules fc'+"HFg, c!1, "! 0 et application
de 3.4 pour rÈcupÈrer líÈvaluation gaussienne en gÈnÈralisant líoutil de [Mo] conduisant ‡ [Sm]. Dans
le cas gÈnÈral une stratÈgie consiste ‡ combiner les outils sous-jacents ‡ 3.4 avec un principe de grandes
dÈviations de type [Ar]. Ce travail fait líobjet díune thËse sous notre direction.
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(iii) Pour traiter directement les petites dÈviations P (kn  cnhkF  "n) ÈvoquÈes en 1.3.1(ii) une
autre approche consiste ‡ a¢ner les techniques de chaÓnage dans F en introduisant de nouveaux
nombres de recouvrement, avec une contrainte sur les boules ou partitions liÈe ‡ la fonctionnelle h
via PX . Il est aussi envisageable díÈtudier les processus de Poisson indexÈs par un espace quelconque
et quitter líapproche par trajectoires pour líapproche par mesure. Le but est ici de dÈtecter des
di§Èrences avec les petites dÈviations gaussiennes pour produire une borne infÈrieure dans les principes
díinvariance 3.4, comme en 2.1.5, au moins dans des cas particuliers.

3.5.2 ñ Petites dÈviations pour les processus composÈs

(i) En vue des applications il serait utile díÈtendre les rÈsultats de la partie 2 au cas o˘ la mesure
empirique Pn est construite en a§ectant un poids alÈatoire Yi > 0 ‡ chaque Xi. Quand les poids
Y1; :::; Yn sont i.i.d. PY et indÈpendants des X1; :::; Xn nous parlons de processus empirique composÈ.
Or chaque ingrÈdient des preuves de 2.1 requiert un nouvel outil pour n composÈ. Ceci ne pose pas
de problËme si P( jYij < M) = 1. Sinon, une technique de dÈcoupage doit faire intervenir les grandes
dÈviations de PY rapportÈes ‡ líintensitÈ courante des sauts, et demande que E(Y 2) <1.
(ii) En particulier, le problËme des petites boules pour le processus de Poisson composÈ en haute
intensitÈ, ou plus gÈnÈralement des processus de LÈvy stables, se traite ‡ líaide díune mÈthode de
troncature des sauts et en supposant la mesure díintensitÈ dans L2. La borne de type [Sm] voit alors
apparaÓtre un terme perturbateur liÈ ‡ la queue de distribution de la mesure de LÈvy. Des lois de type
Chung (2.1.2, 2.1.5) se dÈduisent de sa confrontation avec les termes gaussiens et poissoniens, via le
niveau  de troncature, fonction du temps, et ‡ líautosimilaritÈ. La description des lois fonctionnelles
de type Chung et Strassen pour les processus de LÈvy -stables X

<(t)(t) privÈs des sauts au dessus
de (t) est en cours, avec vitesses et normalisations fonction de (t). Ceci fait le lien entre le domaine
gaussien et purement stable, o˘ les thÈorËmes limites usuels Èchouent.

3.5.3 ñ Perspectives

(i) Au vu des ThÈorËmes 3.18, 3.21 et de nos commentaires, les vitesses des Propositions 3.16 et 3.18
nous semblent porteuses de sens. Cíest pourquoi nous conjecturons quíil est possible de construire une
loi PX dÈfavorable ‡ F pour laquelle la vitesse díapproximation síapproche de la borne donnÈe par la
mÈthode de [11,25]. Une piste consiste ‡ exploiter les lois vectorielles les moins "gaussiennes" dans
le couplage [Z]. Si líargumentation fait intervenir la structure de F , il faudra dans un premier temps
construire F simultanÈment ‡ la pire loi PX . Ce problËme est entiËrement ouvert.

(ii) Dans [EM2] les moyennes mobiles Sn(t; an)=nan de la marche alÈatoire Sn sur R de 1.1.2 sont
observÈes aux Èchelles qui rÈvËlent un comportement non gaussien, de type nan = (log n) avec 
fonction des hypothËses de moment sur PX . Ce phÈnomËne de petites dÈviations, non fonctionnelles
dans [EM2], correspond ‡ la frontiËre entre les domaines díinvariance et de non-invariance [Sb]. Il
serait intÈressant díen donner une version fonctionnelle, comme dans [8], aÖn díexpliquer la vitesse
optimale díapproximation forte gaussienne [KMT,CR3] par des di§Èrences trajectorielles prÈcises.
Dío˘ la perspective motivante díun analogue de 2.1.5 pour Sn lorsque nan  (log n)p ou lÈgËrement
plus large, et E(etY ) < 1 avec s 2 ]s0; s1[ et Y = jXj1=p signe(X). Les dÈviations exactes de Sn
sont Ègalement en rapport avec la normalisation universelle de 2.4.4. Plus gÈnÈralement, les petites
dÈviations non gaussiennes restent ‡ explorer dans le cas Rd de 2.4.3 et le cas banachique de [AK].

(iii) Dans (ii) le cas particulier o˘ EesX < 1 doit Ítre traitÈ comme en 2.1.5 car líÈcart au cas
gaussien est tÈnu. LíÈchelle critique est  = 1 du fait de la loi díErdˆs-RÈnyi-Shepp [D,ERÈ,Sp] pour
nan = [d log n] et líensemble limite S1 devient la boule de Orlicz associÈe ‡ la transformÈe de Cr·mer
de PX , du type Od. DíaprËs [8] ce comportement non gaussien est encore palpable aux Èchelles  > 1.
Comment dÈcrire cette di§Èrence, et la transition entre les ensembles limites ?

Il convient pour cela de ra¢ner les propriÈtÈs de petites et grandes dÈviations de Sn ‡ ces petites
Èchelles, ce qui suppose de dÈcouvrir les deux outils suivants. Tout dîabord, líanalogue de [DL2,Sm]
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et du Lemme 3.3 mÍlant la loi gaussienne au premier ordre ‡ la loi PX de X au second ordre selon
líintensitÈ dÈterministe de líÈchelle de temps. Ensuite, la borne de grandes dÈviations de Sn au del‡
du premier ordre logarithmique gaussien, en prouvant la conjecture de concentration de [1].

(iv) Les techniques de 3.4 demandent ‡ Ítre adaptÈes au cas des sommes de v.a. ‡ valeurs dans un
espaces de Banach, dont les bornes díapproximation sont sans progrËs depuis plus de vingt ans.

(v) LíÈtude des systËmes dynamiques conduit, en thÈorie ergodique, ‡ des rÈsultats de type thÈorËme
limite central et principe díinvariance faible. Il est donc envisageable de dÈcouvrir des principes
díinvariance forts. Le lien avec nos travaux se fait en considÈrant une suite Xn faiblement ou fortement
mÈlangeante. La technologie de 3.4 basÈe sur [Z] peut servir aux cÙtÈs des outils de dÈcouplage [DG],
de ceux de thÈorie ergodique et des inÈgalitÈs de moments sous conditions de mÈlange.
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4 ñ UTILISATION EN STATISTIQUE NON PARAM…TRIQUE

Dans cette partie nous entrons dans le domaine proliÖque de líestimation non paramÈtrique díune
densitÈ f sur R et de ses points particuliers, tels que les extrÍma locaux. Nos rÈsultats síadaptent au
cadre conditionnel de líestimation de la rÈgression. Nous adoptons le point de vue de la convergence
presque s˚re et du contrÙle dÈterministe des pires Ècarts possibles. En fait, vu sous cet angle le
domaine paraÓt bien plus petit car la plupart des auteurs proposent des mÈthodes en síappuyant au
mieux sur un thÈorËme de convergence en loi, au pire sur une loi des grands nombres sans vitesse, et
le plus souvent sur une borne du risque. En e§et, les critËres usuels de comparaison díestimateurs
portent sur líerreur moyenne plutÙt que sur líerreur elle-mÍme et son comportement asymptotique.

Notre contribution consiste ‡ prÈciser ‡ quelle vitesse líerreur va dÈvier de son espÈrance, donnant
ainsi la clef probabiliste dans líÈquilibre entre le biais et líalÈa. Pour comprendre les oscillations nous
devons Ètudier la statistique ou la mÈthode en question avec líarsenal des parties 2 et 3, comme
expliquÈ en 1.3.2. Mais líhorizon ‡ explorer est vaste et ÈtoilÈ díhypothËses had-hoc, en gÈnÈral faites
pour contrÙler les valeurs moyennes, le biais, bref la partie analytique. Ceci tend ‡ dissimuler ou
parasiter ce qui gouverne la partie purement alÈatoire du problËme, qui principalement nous intÈresse.

Un exemple áagrent est donnÈ en 4.2 et 4.3 o˘ depuis longtemps les hypothËses en estimation de

argmin
(s;t)


t s :

Z t

s
f = q



et
argmax

R
f

portent sur f elle-mÍme et non sur la fonction de quantile F1 alors que le processus fondamental
pilotant le phÈnomËne oscillatoire sous-jacent est ici le processus de quantile n =

p
n(F1n  F1).

Et dans ce cas, trop de rÈgularitÈ sur f dÈnature et appauvrit le problËme alors quíil est si riche. Pour
dÈvelopper ce point nous dÈtaillons quelques exemples en 4.3

Dans nos travaux en statistique asymptotique nous faisons systÈmatiquement appel aux processus
empiriques et browniens pour produire des thÈorËmes limites. Cíest aussi le point de vue de [SW] qui
aborde de cette faÁon un grand nombre de problËmes non paramÈtriques. Deux dÈcennies aprËs, les
outils disponibles sont plus a§˚tÈs, ‡ líimage des parties 2 et 3. Cíest pourquoi, en 4.1, 4.2 et 4.3
nous rÈsolvons entre autre des problËmes ouverts de [SW] et Èvoquons en 4.4 des projets de ce type.
Líapproche par processus empiriques nÈcessite de dÈvelopper de nouvelles mÈthodes et de nouveaux
outils mais nous sommes convaincus quíelle donnera bien díautres rÈsultats.

4.1 ñ Estimation de la densitÈ par delta-suites

Dans [1,12,21] nous utilisons les lois fonctionnelles prÈsentÈes en 2.1 pour contrÙler le terme alÈatoire
associÈ aux estimateurs non paramÈtriques de la densitÈ basÈs sur des delta-suites. Ceci produit des
lois du logarithme pour une classe díestimateurs assez large et gÈnÈralise des rÈsultats classiques basÈs
sur [St]. En outre nous amÈliorons les conditions su¢santes, prÈcisons les seconds ordres et relaxons la
contrainte díestimation sur un compact. Ces rÈsultats valent en particulier pour les suites de noyaux
et les delta-fonctions convergeant vers un ou plusieurs noyaux, comme les sÈries trigonomÈtriques.

4.1.1 ñ Delta-suites de fonctions

Soit ‡ estimer une densitÈ f > 0, continue sur supp f = [m;M ] avec 1  m < M  1, au vu díune
suite X1; X2; ::: de v.a.r. rÈelles i.i.d. de loi absolument continue par rapport ‡ , de densitÈ f .

(i) Nous considÈrons líestimateur de f sur R dÈÖni par

fn (x) =
1

n

nX

i=1

n (Xi  x)
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avec n une delta-suite de fonctions au sens des conditions A suivantes, introduites dans [LW].

A(i) lim sup
n!1

knkL1 <1:

A(ii)

Z

R
n(x) dx = 1:

A(iii) sup
jxj>

jn (x)j ! 0;  > 0:

A(iv)

Z

jxj>
jn(x)j dx! 0;  > 0:

Ainsi n est une suite díapproximations de 0 la masse de Dirac en 0 et fn est une suite de densitÈs
alÈatoires, dirigÈes ‡ la fois par n et par X1; :::; Xn donc Pn.
Exemple. Les estimateurs ‡ noyau [P,Rb,Pr,Dv2,BLc] correspondent ‡ n(x) = K(x=hn)=hn o˘
hn ! 0 et K vÈriÖe A(i; iv) si K 2 L1, A(ii) si

R
RK = 0 et A(iii) si xK(x)! 0 quand jxj ! 1.

Exemple. Certains estimateurs par projection orthogonale sont A-admissibles.

(ii) La dÈÖnition plus gÈnÈrale de [BW] concerne les delta-familles n de fonctions mesurables bornÈes
sur un ouvert O de R2 telles que

R
y:(x;y)2O 


n (x0; y) g (y) dy ! g (x0) pour tout (x0; y0) 2 O et g

continue en x0. Cíest bien le cas de n (x; y) = n (y  x) sous les conditions A ou des estimateurs par
projection. La convergence des critËres de performance usuels [BR] síÈtudie, dans le cadre de cette
gÈnÈralisation, par des techniques reposant sur la rÈgularitÈ des courbes n (x0; ) et 


n (; y0), qui ont

pris un essort particulier dans le cas des ondelettes [HKPT]. En imposant de la rÈgularitÈ ‡ f , souvent
de type BÈsov ou Sobolev [BW,CL,Wa], il síagit díÈvaluer les risques sous di§Èrentes normes, le risque
minimax associÈ, et de localiser les maxisets de densitÈs f atteignant des vitesses donnÈes.

Le point de vue non paramÈtrique strict refuse au contraire ces hypothËses sur f . Pour comprendre
ce ‡ quoi síexpose le statisticien face ‡ f continue, nous adoptons un point de vue stochastique plutÙt
quíanalytique, celui des mÈcanismes intrinsËques díoscillation de fn autour de Efn.
(iii) Les rÈsultats de [1,12,21] et leurs prolongements concernent fnEfn et gÈnÈralisent [BL,DM,St2].
Nous níÈtudions pas Efn  f , qui nÈcessite des conditions sur f dÈpendant de chaque n.
Notre problËme est de caractÈriser le comportement asymptotique pour Jn  ]m;M [ de

Dn = sup
Jn

jfn  Efnjp
f

; D
n = sup

Jn


fn  Efnp

f

pour f > 0 continue. Nous cherchons díune part ‡ caractÈriser les formes admissibles des n. Nous
explorons díautre part les cas atypiques de líestimation sur Jn ! R ou au contraire de Jn # trËs petit.
Les dÈviations de fn (x) =

Pn
i=1 


n (x;Xi) =n se traitent sous des conditions similaires, via les lois

fonctionnelles pour n rÈel, et díautant mieux si n (x; y) = 1;n (x) 2;n (y  x). Ceci fait partie de
nos travaux non rÈdigÈs. LíÈtude de

sup
Jn

jfn  Efnj

se conduit ‡ travers les mÍmes preuves mais apporte une information non relative donc un peu moins
pertinente quand f < 1. Si Jn = [a; b] alors il apparaÓt mÈcaniquement un facteur sup[a;b]

p
f dans les

constantes limites de 4.1.3. Si Jn est au contraire de petite entropie, tout dÈpend de Jn et les rÈsultats
adÈquats sont ‡ líÈtude en prolongement de [21].

(iv) Les propriÈtÈs ÈlÈmentaires de fn Ètablies dans [LW] montrent líimportance de

2n =

Z

R
2n:
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Sous A(ii; iii; iv) le fait que n 2 L2, n  1 Èquivaut ‡ A(i). Si n 2 L2, n  1 alors n !1, la suite
2n=

2
n est A-admissible et V(fn(x))  f(x)n=n.

ThÈorËme 4A. Si n 2 L2+ est A-admissible, n  n
R
R jnj

2+,  > 0 et x 2 ]m;M [ = R alors
la suite

p
n=f(x)n(fn(x) Efn(x)) converge en loi vers une loi normale standard.

Ceci reste vrai si et sup jnj < Cn  n. En 4.1.2 nous adjoignons ‡ n un autre paramËtre n, dans
le but de gÈnÈraliser le rÈsultat suivant, d˚ ‡ [St2,DM]. Dans la suite D

n dÈsigne Dn, D
+
n et D


n .

ThÈorËme 4B. Si K est une densitÈ bornÈe, ‡ support compact et ‡ variation bornÈe et si hn vÈriÖe
(1) avec c = d =1 alors pour fn (x) =

Pn
i=1K((Xi  x) =hn)=nhn et Jn = [a; b]  ]m;M [ il vient

lim
n!1

s
nhn

2 jlog hnj
D
n = kKkL2 p:s:

Si hn vÈriÖe (1) avec c < d =1 alors, avec probabilitÈ un, les trois suites
s

nhn
2 log log n

D
n

admettent
p
c kKkL2 ;

p
1 + c kKkL2


comme ensemble de valeurs díadhÈrence.

4.1.2 ñ Forme des delta-fonctions

(i) AÖn de mesurer líimpact des áuctuations díÈchantillonnage sur D
n nos hypothËses portent sur la

maniËre et la vitesse avec lesquelles n ! 0. QuantiÖons líaspect Dirac de n par un rayon díaction
e§ectif n # 0 et une surface balayÈe ‡ líorigine

2n =

Z

[n;n]
2n  2n =

Z

]mM;Mm[
2n:

Il síagit de garder un Èquilibre entre n # 0 et 2n " 1 tout en donnant une dÈÖnition implicite ‡ n.
Sous les conditions B nos vitesses sont de líordre

p
22nLn=n avec Ln = jlog nj+ log log n.

B(i)

p
log log n

n
p
Ln

sup
jxj>n

jn (x)j ! 0:

B(ii)

p
log log n

n
p
Ln

Z

jxj>n
jdnj ! 0:

B(iii) lim sup
n!1

p
n
n

Z

[n;n]
jdnj <1:

Les conditions B(i; ii) renforcent A(iii; iv) et signiÖent que la queue relative de n est nÈgligeable et
peu oscillante. La condition B(iii) garantit la formation du pic sur [n; n] au sens o˘ la valeur
moyenne 2n=n de 

2
n est comparable au carrÈ de la variation de n. Sous les conditions A il existe

n su¢samment lente pour que B(i; ii) soient satisfaites mais líexigence B(iii) est antagoniste.

Exemple. Si K est un noyau tel que suppK  [k; k], 2 =
R
RK

2 <1 et
R
R jdKj <1 alors n =

khn est B-admissible pour n(x) = K(x=hn)=hn puisque 2n = 2=hn et
R
[n;n] jdnj =

R
R jdKj =hn

donc les suites de B(i; ii) sont nulles et celle de B(iii) constante.

Exemple. Si Kn est une suite de noyaux tels que suppKn  [kn; kn], 2n =
R
RK

2
n < 1 et

n =
R
R jdKnj < 1 alors n = knhn est B-admissible pour n(x) = Kn(x=hn)=hn si knhn ! 0 et

kn
2
n < C2n. Ceci limite les oscillations dans le pic relativement ‡ sa surface. Si Kn est le triangle de

base [kn; kn] il vient C = 1=6 mais si K2
n est le triangle de base [kn; kn] alors la suite des sommets

doit Ítre bornÈe.
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Contre-exemple. Aucun noyau K ‡ support non compact níest B-admissible, dío˘ (iii) ci-aprËs.

Les meilleurs rÈsultats sont atteints síil existe  2 L2 tel que

B(iv) sup
x2R

jnn(nx) (x)j ! 0:

(ii) Reformulons les conditions B ‡ líaide de

K;n(x) = nn(nx) I]m;M [


x

n


; 2;n =

Z

[1;1]
K2
;n <1

donc 2n  2;n=n. Sous cet angle, B(i) devient supjxj1 jK;n(x)j  ;n
p
nLn=

p
log log n, B(ii)

devient
R
jxj>1 jdK;n(x)j  ;n

p
nLn=

p
log log n et B(iii) síÈcrit

R
jxj1 jdK;n(x)j < C;n, ce qui

illustre bien comment B(iii) exprime la contrainte de formation du pic relatif.

De mÍme B(iv) devient supR jK;n Kj ! 0 et díautres conditions recouvrent des cas dignes
díintÈrÍt, par exemple les suivantes.

B(v) sup
t2[0;1=2]

Z

[1;2t+1]
jK;n Kj ! 0:

B(vi) K;n est adhÈrent ‡ fK1; :::;Kmg en norme sup:

(iii) Les cas intÈressants nonB-admissibles incitent ‡ fournir des conditions su¢santes díapproximation.
Pour Ítre C-admissible il faut quíil existe pour tout " > 0 une suite (";n; ";n) satisfaisant ‡ la fois
aux conditions B et C suivantes. Soit 2";n =

R
[";n;";n] 

2
";n et L";n = jlog ";nj+ log log n.

C(i) kn  ";nkL2 <
p
"";n:

C(ii)
";n

p
L";n kn  ";nkp

n kn  ";nkL2
! 0:

C(iii)

";n
p
L";n

Z

R
jd(n  ";n)j

p
n kn  ";nkL2

! 0:

Exemple (noyaux, cas gÈnÈral). Soit Kn une suite de noyaux tels que 2n =
R
RK

2
n < 1 etR

R jdKnj <1. Les supports sont quelconques. Si hn ! 0, nhn=2n log n!1 et

lim
k!1

lim sup
n!1

1

2n

Z

jxj>k
K2
n(x)dx = lim

k!1
lim sup
n!1

Z

jxj>k
jdKn(x)j = 0

alors n(x) = Kn(x=hn)=hn est C-admissible. Car il est possible de choisir des noyaux approximants

";n(x) = K";n


x

hn


; ";n = k"hn

avec K";n de support [k"; k"],
R
R(Kn K";n)

2 < " et k" !1 si "! 0.

Exemple (Fourier). Les conditions C sont vÈriÖÈes par les noyaux de Dirichlet et de FejÈr,

Dn (x) =
sin((2jn + 1)x=2)

2 sin(x=2)
; Fn (x) =

sin2((jn + 1)x=2)

4(jn + 1) sin
2(x=2)

obtenus en conservant jn !1 coe¢cients dans les sÈries trigonomÈtriques associÈes [Wt,Wi].

Exemple. Les estimateurs associÈs aux fonctions de Hermite [Wl] sont C-admissibles, tout comme
certains estimateurs associÈs ‡ des polynÙmes orthogonaux [BLc].
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4.1.3 ñ DÈviations stochastiques exactes

(i) Le rÈsultat principal de [12] síÈnonce ainsi.
ThÈorËme 4.1. Si Jn = [a; b]  ]m;M [ et (n; n) est B-admissible et n vÈriÖe (1) avec d = 1
alors pour 2n =

R
[n;n] 

2
n et Ln = jlog nj+ log log n nous avons

lim sup
n!1

r
n

22nLn
D
n  lim sup

n!1

r
n

22nLn
Dn  1 p:s:

et

lim inf
n!1

r
n

22nLn
D
n = lim inf

n!1

r
n

22nLn
Dn =

r
c

1 + c
p:s:

Le ThÈorËme 4.1 fournit une bande de conÖance exacte pour Efn. Si donc c =1 alors

D
n 

r
22n jlog nj

n
p:s:

donc, en supposant que le biais vÈriÖe simplement sup[a;b] jf  Efnj ! 0, nous avons avec probabilitÈ
un, pour tout " > 0 et tout n assez grand, uniformÈment sur [a; b]

fn 

r
(2 + ")fn2n jlog nj

n
< Efn < fn +

r
(2 + ")fn2n jlog nj

n
:

Utilisation. Pour estimer sup[a;b] jfn  f j il reste ‡ considÈrer sup[a;b] jf  Efnj sans plus díhypothËse
sur f . En pratique, nous disposons pour cela de mÈthodes su¢samment performantes. Par exemple,
en procÈdant par simulation de N Èchantillons Yj;1; :::; Yj;n de n v.a. i.i.d. de densitÈ fXn alors la
v.a. sup[a;b] jf  Efnj síestime par sup[a;b]

gXn  fXn
 avec gXn = (

PN
j=1 f

Y
y;n)=N  Efn o˘ fYy;n et

fXn = E(fYy;n jX1; :::; Xn)  f sont líestimateur fn appliquÈ respectivement aux Yi simulÈs et aux Xi
initiaux. En e§et le biais est bien plus facile ‡ estimer par bootstrap et Monte-Carlo que la dÈviation
stochastique ne le serait si elle níÈtait pas donnÈe prÈcisÈment au ThÈorËme 4.1. Le thÈorËme limite
associÈ, prÈcisant ce bootstrap de la densitÈ, est líune de nos perspectives dans ce domaine (4.4.4(iii)).

De simples adaptations de nos preuves donnent accËs ‡ diverses variantes et extensions. Par exemple,
si c =1 alors toute fonction de poids ' > 0 telle que 0 < inf [a;b] ' < sup[a;b] ' <1 vÈriÖe

lim
n!1

r
n

22nLn
sup
[a;b]


fn  Efn

'
= sup

[a;b]

p
f

'
p:s:

De mÍme, les vitesses au second ordre sont en Op:s:(1=L
2=3
n ), dans la lim sup et la lim inf.

Si la forme de n se stabilise, la lim sup du ThÈorËme 4.1 síidentiÖe ‡ 1.

Proposition 4.2. Sous les conditions du ThÈorËme 4.1 en c <1 et sous B(iv) ou B(vi), líintervalle
[
p
c=(1 + c); 1] est presque s˚rement líensemble des valeurs díadhÈrence des suites

p
n=22nLnD


n.

Concernant les delta-suites lentes il vient, lorsque c = 0 et jlog nj >  log log log n pour  > 0,

lim sup
n!1

p
n D

np
22n log log n

 1 p:s:

et

lim inf
n!1

p
n D

np
22n(jlog nj  log log log n)

= 1 p:s:

En n(x) = K(x=hn)=hn les rÈsultats 4.1 et 4.2 restituent bien le ThÈorËme 4B.

Principe de dÈmonstration. AprËs dÈcoupage de [a; b] nous avons, pour x 2 [xk; xk + "],

p
n (fn(x) Efn(x)) =

Z

[n;n]
n(y)d

X
n (x+ y) +

Z

Rn[n;n]
n(y)d

X
n (x+ y)
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avec Xn =
p
n(Fn  F ) et Fn la fonction de rÈpartition empirique de X1; :::; Xn. AprËs plusieurs

intÈgrations par parties, une application des lois du logarithme sous les conditions B montre que le
second terme est presque s˚rement nÈgligeable. Comme le premier terme est dirigÈ par les incrÈments
Xn (2n; x  n) nous sommes rÈduits ‡ considÈrer les incrÈments uniformes n(2f(xk)n; t) de
k;n  n considÈrÈs aux points t 2 Tk;n = [F (xk) f(xk)n; F (xk) + f(xk)(" n)]. A ce stade
nous disposons de tous les rÈsultats de la partie 2 et nous aboutissons ‡ une situation de type 1.3.2.

Il síagit alors de bien Èvaluer les termes díerreurs stochastiques dans les intÈgrales et díidentiÖer la pire
oscillation. Celle-ci se produit dËs lors que d(fn;k;n) < " o˘ fn 2 S1 maximise líintÈgrale dominanteR
[1;1]K;ndf


n((1+x)=2). Cette fonction f


n est explicite et dÈpend uniquement díune primitive de n

donc nous pouvons appliquer les thÈorËmes de 2.1.1 et 2.1.2. Typiquement, fn 2 Svb1 . Si c =1 alors
d(fn;k;n)! 0 avec probabilitÈ un et sinon, comme J(fn) = 1, il est nÈcessaire de mieux localiser f


n

pour contrÙler la lim inf, ce qui est possible sous B(iv) ou B(vi). 
(ii) Le cadre plus gÈnÈral des delta-suites approximables Ètablit la vitesse de consistence forte pour
une famille bien plus large díestimateurs.

Proposition 4.3. Si Jn = [a; b]  ]m;M [ et n est C-admissible avec (";n; ";n) telles que chaque
";n vÈriÖe (1) avec d =1 et un c unique alors pour tout " > 0,

lim sup
n!1

r
n

22";nL";n
D
n  1 + " p:s:

lim inf
n!1

r
n

22";nL";n
D
n 2

r
c

1 + c
 ";

r
c

1 + c
+ "


p:s:

Par consÈquent une delta-suite C-admissible n vÈriÖe le ThÈorËme 4.1 si ";n  n et L";n  Ln pour
tout " > 0 et une suite de rÈfÈrence (n; Ln), ce qui est le cas dans nos exemples de 4.1.4.

Principe de dÈmonstration. Il síagit de mÍler la mÈthode ci-dessus de rÈduction aux incrÈments
de n ‡ une extension de la technique díapproximation de [H3]. 
(iii) Le cas des Jn grands se traite de di§Èrentes faÁons en cours díÈtude, la plus simple reposant sur
un contrÙle de f . Si infJn f  1=L

4=3
n alors les rÈsultats prÈcÈdents restent valides.

Le cas des Jn petits fait appel dans [21] aux lois intermÈdiaires de 2.3. Prenons líexemple simple díune
grille de points a+ k"n o˘ f est estimÈe, k = 0; 1; :::; [(b a)="n].
Proposition 4.4. Si (n; n) est B-admissible avec n ! 0, nn ! 1, "n ! 0, "n=n ! 1 et
jlog "nj = log log n ! c alors les conclusions du ThÈorËme 4.1 valent pour Ln = jlog "nj + log log n et
Jn = fa+ k"n : k  (b a)="ng.
Le cas c = 0 se dÈveloppe plus avant. Si jlog "nj  jlog nj les dÈviations de fn ne diminuent pas. Par
contre, pour un estimateur ‡ noyau de fenÍtre hn = 1=n et une grille en "n = 1=n avec  <  la
dÈviation presque s˚re est contractÈe díun facteur

p
=.

Si Jn est un intervalle, dÈterministe ou alÈatoire, respectant certaines conditions alors nous pouvons
aussi contrÙler D

n. Prenons le cas le plus simple.

Proposition 4.5. Si (n; n) est B-admissible avec n ! 0, nn ! 1, "n ! 0, "n=n ! 1 et
jlog("n=n)j = log log n ! c alors les conclusions du ThÈorËme 4.1 valent pour Ln = jlog("n=n)j +
log log n et Jn = [a; a+ "n].

Plus gÈnÈralement, sous des conditions sur Jn, bn = bn(Jn; n) et ' il existe C = C(f; fJng; ') tel que

lim sup
n!1

r
n

22n(log bn + log log n)
sup
Jn


fn  Efn

'
= C p:s:

(iv) Nous avons des rÈsultats similaires pour líestimation de la dÈrivÈe p-iËme de f 2 Cp par

f (p)n (x) =
(1)p

n

nX

i=1

(p)n (Xi  x)
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avec n 2 Cp, ce qui gÈnÈralise [Si,Pr]. Soit 2p;;n =
R
[1;1](K

(p)
;n)

2 pour K;n de 4.1.2(ii). Si n est

B-admissible pour f (p)n et vÈriÖe (1) avec c =1 alors le ThÈorËme 4.1 devient

lim
n!1

p
n

p+1=2
nq

22p;;nLn
sup
[a;b]


f
(p)
n  Ef (p)np

f
= 1 p:s:

(v) Dans les rÈsultats prÈcÈdents, si c < 1 nous savons estimer le temps díattente de la prochaine
dÈviation maximale. Sous les hypothËses de la Proposition 4.2 nous avons, pour tout " > 0 et un
" > 0 ne dÈpendant que de  dans B(iv) ou des fK1; :::;K2g dans B(vi),

lim sup
n!1

1

log log n
log log


1

n
inf
n
m > n : D

m >
p
2(1 ")2mLm=m

o
= " p:s:

La constante " est en rapport avec le problËme des petites dÈviations browniennes 3.1 pour la primitive
de K ou des Ki.

4.1.4 ñ Quelques vitesses explicites

(i) Nous gÈnÈralisons donc [H3] ‡ une suite de noyaux, par des ÈnoncÈs du type suivant.
Corollaire 4.6. (Noyaux, cas gÈnÈral.) Soit Kn une suite de noyaux vÈriÖant les conditions de
líexemple 4.1.2(iii), B(vi) et hn vÈriÖant (1). Alors, avec probabilitÈ un, la suite

s
nhn

22n(jlog hnj+ log log n)
sup
[a;b]

jfn  Efnjp
f

est relativement compacte dans R díensemble de valeurs díadhÈrence [
p
c=(1 + c); 1]. Si de plus "n !

0, "n=hn !1 et jlog "nj = log log n! c0 alors la suite
s

nhn
22n(jlog "nj+ log log n)

sup
[a;b]\fa+k"ng

jfn  Efnjp
f

est relativement compacte díensemble de valeurs díadhÈrence [
p
c0=(1 + c0); 1] et la suite

s
nhn

22nf(a)(jlog hnj  jlog "nj+ log log n)
sup

[a;a+"n]
jfn  Efnj

est de limite 1 si c0 =1 et díensemble limite [
p
(c c0)=(1 + c c0); 1] sinon.

(ii) Nous obtenons la loi du logarithme pour les estimateurs basÈs sur les sÈries de Fourier [Wt,Wi].
Supposons que [m;M ] = [; ]. Les coe¢cients de Fourier empiriques sont dÈÖnis par

bcj;n =
1

n

nX

i=1

cos(jXi); bsj;n =
1

n

nX

i=1

sin(jXi):

Soit  < a < b < . ConsidÈrons les jn premiers coe¢cients, avec

jn !1;
jn
n
! 0;

log jn
log log n

! c 2 [0;1] : (7)

Corollaire 4.7. (Dirichlet.) Soit c2D =
R
[;] sin

2(x)=x2dx. Sous (7),

fDn (x) =
1

2
+
1



jnX

j=1

(bcj;n cos(jx) + bsj;n sin(jx))
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est tel quíavec probabilitÈ un, la suite

sup
x2[a;b]


p
n

fDn (x) EfDn (x)


p
jnf(x)(log jn + log log n)

est relativement compacte dans R et adhËre ‡ [cD
p
2c=

p
1 + c; cD

p
2=].

Corollaire 4.8. (FejÈr.) Soit c2F =
R
[;] sin

4(x)=x4dx. Sous (7),

fFn (x) =
1

2
+
1



jnX

j=1


1

j

jn + 1


(bcj;n cos(jx) + bsj;n sin(jx))

est tel quíavec probabilitÈ un, la suite

sup
x2[a;b]


p
n

fFn (x) EfFn (x)


p
jnf(x)(log jn + log log n)

est relativement compacte dans R et adhËre ‡ [cF
p
2c=

p
1 + c; cF

p
2=].

(iii) Nos rÈsultats peuvent servir ‡ calibrer des procÈdures díestimation adaptatives. ConsidÈrons
des delta-suites g;n paramÈtrÈes par g 2 G comme ÈvoquÈ en 4.4.4(ii). En comparant les vitesses
du ThÈorËme 4.1 ‡ une estimation de sup[a;b] jf  Efg;nj par simulation basÈe sur chaque fg;n ou une
sous-famille Önie approximante, il su¢t díajuster les paramËtres g pour rÈaliser líÈquilibre entre biais
estimÈ et dÈviation presque s˚re exacte, aprËs quelques itÈrations dans líadaptation de g;n. De cette
faÁon nous sÈlectionnons le g;n le mieux adaptÈ parmi les autorisÈs et contrÙlons sup[a;b] jfg;n  f j. Le
prix ‡ payer rÈside dans la perte de prÈcision due ‡ líestimation du terme de biais.

Ainsi, Ètant donnÈ les g;n nos rÈsultats fournissent le comportement exact de sup[a;b] jfg;n  Efg;nj
qui est di¢cilement estimable et de nombreuses stratÈgies adaptatives, par bootstrap ou autre, basÈes
sur une estimation du biais, peuvent choisir g et rÈvÈler la meilleure vitesse presque s˚re exacte de
sup[a;b] jfg;n  f j. Ceci síapplique en particulier ‡ la sÈlection automatique de fenÍtre hn et de noyau
dans líestimation ‡ noyau, mais sans hypothËse spÈciÖque sur f pour dÈterminer díavance une borne
de biais supG sup[a;b] jf  Efg;nj.
Ce point de vue, qui consiste ‡ dÈterminer une fois pour toutes la dÈviation stochastique inÈvitable
pour autoriser di§Èrents types díinduction pour sÈlectionner automatiquement la meilleure vitesse de
convergence, est aussi celui de 4.2 et 4.3.

4.2 ñ Estimation du shorth

4.2.1 ñ HypothËses et notations

Soit fXng une suite i.i.d. de v.a. rÈelles de fonction de rÈpartition F et de densitÈ f par rapport ‡
. Dans [10] nous considÈrons le problËme de la localisation presque s˚re du plus petit intervalle de
masse q 2 ]0; 1[ ÖxÈe, appelÈ q-shorth. Pour en apprÈhender le mÈcanisme díoscillation nous avons mis
au point une technique tirant proÖt des rÈsultats Öns sur les processus empiriques et browniens.

(i) Nous faisons sur f les hypothËses peu restrictives suivantes. Il existe un unique couple

(x; x+)


= argmin

(x;y)
fy  x : F (y) = F (x) + qg :

Il existe des intervalles ouverts A et A+ contenant x et x+ respectivement tels que sur A = A[A+,
F est di§Èrentiable de dÈrivÈe f et infx2A f(x) > 0. La fonction f est continue en x et x+. EnÖn, la
fonction de quantile F1 = inf fx : F (x)  Ig est continue sur ]0; 1[. Notons ses incrÈments

d(t) = F1(t+ q) F1(t); t 2 [0; 1 q] :
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Posons m = f(x) et p = F (x), de sorte que p + q = F (x+). Appelons p la hauteur du shorth et
d = x+  x sa longueur. Ainsi d(t) atteint son unique minimum d(p) = d en p et y est dÈrivable, de
dÈrivÈe d0(p) = 0. De plus, sur un voisinage B  F (A) de p, d(t) = o(jt pj). Au contraire, pour
un  > 0 et t =2 F (A) il vient d(t)  d+ .

(ii) Soit (X(1); :::; X(n)) la statistique díordre de X1; :::; Xn et dn;j = X(j+[nq]) X(j) les espacements.
Les estimateurs non paramÈtriques naturels de d et p sont respectivement

bdn = min
1jn[nq]

dn;j

et
bpn =

1

n
min

n
j : dn;j = bdn

o
:

Le comportement local de F1 en x dÈtermine le comportement asymptotique de bdn et bpn, comme
observÈ initialement dans [JN], dont nous reprenons les hypothËses.

Pour contrÙler bdn nous demandons líexistence de  > 0 tel que

(Hd) lim inf
t!p

d(t) d
jt pj1+

> 0:

Pour contrÙler bpn nous demandons, plus prÈcisÈment, que pour tout j"j assez petit,

(H
p ) F1(p+ ") x =

"

m
 (r + g(")) j"j1+

(H+
p ) F1(p+ q + ") x+ =

"

m
+ (r+ + g+(")) j"j1++

avec  > 1=2, r  0, r + r+ > 0 et g continues telles que lim"!0 g(") = 0. Dans (H
p )

nous pouvons aussi laisser  et r
 dÈpendre du signe de " mais ceci alourdit les notations. Posons

 = min(; +), r = r + r+ si  = +, r = r si  < + et r = r+ si + < .

4.2.2 ñ Lois du logarithme itÈrÈ

(i) La convergence faible de (bdn; bpn) est obtenue dans [JN] en approximant les quantiles empiriques par
des sommes de v.a. exponentielles, contrÙlant les grandes dÈviations de ces sommes et reconstruisant
le processus limite par Donsker. Soit fW (t) : t 2 Rg un mouvement brownien standard.
ThÈorËme 4C. Sous (Hd) la suite

p
n(bdn  d) a pour limite en loi la v.a. gaussienne centrÈe de

variance q(1 q)=m2. Sous (H
p ) et (H

+
p ) la suite n

1=(2+1)(bpn  p) converge en loi vers

argmin
t2R


W (t) +

rm
p
2
jtj1+


:

Ces deux suites alÈatoires sont asymptotiquement indÈpendantes.

Sous des conditions plus restrictives sur f , [Gb] explore la convergence forte de bdn et [Lc] de bpn.
(ii) La mÈthode [10] clariÖe et approfondit [JN,Lc] en se ramenant aux processus fondamentaux,
comme expliquÈ en 4.2.3. Ceci fournit des bornes de dÈviation plus prÈcises, la loi du logarithme itÈrÈ
avec constante exacte et, accessoirement, une preuve alternative du ThÈorËme 4C.

ThÈorËme 4.9. Sous (Hd) nous avons

lim sup
n!1


p
n(bdn  d)p
log log n

=

p
2q(1 q)
m

p:s:

Sous (H
p ) et (H

+
p ) il vient

lim sup
n!1




n

log log n

1=(2+1)
(bpn  p) = cF;q =


4(2 + 1)

r2( + 1)2m2

1=(2+1)
p:s:
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Lorsque f 2 C1 est symÈtrique, donc  = 1, nous retrouvons [Lc]. Pour des cas o˘ f est irrÈguliËre,
les exemples de 4.3 fournis pour le mode síadaptent ici. Donnons deux applications du ThÈorËme 4.9.

(iii) Supposons observÈs X1; :::; Xn i.i.d. de fonction de rÈpartition F = F (  ) avec  2 R un
paramËtre de localisation ‡ estimer et F vÈriÖant les hypothËses prÈcÈdentes, dont (H

p ) et (H
+
p ). Si

seul le q-shorth x de F est connu alors celui de F vaut x +  et il est naturel díinvoquer

bn = X([nbpn])  x:

Par la transformation des quantiles, la loi du logarithme itÈrÈ pour F1 et le ThÈorËme 4.9 il vient

X([npn]) = F1

p+ (bpn  p) + (U([nbpn])  bpn)


= x +

bpn  p
m

+ op:s:


v1=(2+1)n


+Op:s: (

p
vn)

o˘ vn = (log log n)=n et U(1)  :::  U(n) est un Èchantillon i.i.d. ordonnÈ de loi uniforme sur [0; 1].

Corollaire 4.10. Avec probabilitÈ un,

lim sup
n!1




n

log log n

1=(2+1)
(bn  ) =

cF;q
m

:

(iv) Supposons que f vÈriÖe toutes les hypothËses prÈcÈdentes et possËde un mode  dont seul líindice
de position  dans le q-shorth est connu, au sens o˘  = x + d = (1 )x + x+ avec (x; x+; d)
inconnus. Le ThÈorËme 4.9 permet de contrÙler comme ci-dessus líestimateur non paramÈtrique

b0;n = X([nbpn]) + 
bdn:

Corollaire 4.11. Avec probabilitÈ un,

lim sup
n!1




n

log log n

1=(2+1)
(b0;n  ) =

cF;q
m

:

Le cas o˘ f 2 C2 est symÈtrique par rapport ‡  est ÈtudiÈ dans [A+,SW] sans vitesse de convergence
presque s˚re, et ce problËme laissÈ ouvert. Or nos hypothËses sont vÈriÖÈes, avec  = 1, et b0;n =
(X([nbpn]+[nq]) + X([nbpn]))=2 est plus simple que líestimateur e0;n de [A+]. Le Corollaire 4.11 fournit
pour b0;n la vitesse ((log log n)=n)1=3 et la constante cF;q=m = (3m=s2)1=3 avec s = jf (1)(x)j. La
mÍme vitesse et une autre constante síen dÈduisent pour e0;n via la transformation utilisÈe dans [SW].
De plus, vitesse et constante pour b0;n restent inchangÈes si f níest ni symÈtrique ni C2 pourvu que
f 2 C1 et f(x+ ") = m s"+ g(") avec g(") rÈguliËre puisquíalors (H

p ) et (H
+
p ) sont identiques.

4.2.3 ñ Une nouvelle mÈthode

La preuve des ThÈorËmes 4.9 et 4.12 est fastidieuse mais innovante et trËs prometteuse, voir 4.4.1. Elle
nous a longtemps rÈsistÈ donc beaucoup appris sur le mÈcanisme oscillatoire au coeur de ce problËme.

(i) Líargument rÈglant
p
n(bdnd) et

p
n(bn) provient directement des lois fonctionnelles de type

2.1 pour n couplÈes ‡ une adaptation des bornes de grandes dÈviations de [JN]. En travaillant plus
nous avons accËs au second ordre de convergence, en tenant compte de nos vitesses 2.1, et au temps
díattente presque s˚r de la prochaine dÈviation maximum, en tenant compte de 2.1.6(ii).

(ii) La di¢cultÈ provient de bpn et bxn . Contrairement ‡ líusage nous ne cherchons pas ‡ appliquer un
thÈorËme díargmax, argument confus quand tout est alÈatoire et imprÈcis quant aux vitesses, mais ‡
contrÙler directement une v.a. de type argmax plus simple que bpn.
PrÈsentons briËvement cette manipulation, en posant pn = p, qn = q et rn = r pour le q-shorth.
Soit vn =


r2nn
1=(2+1) et t 2 In = vn ]pn; 1 pn  q[ : Par hypothËse, In ! R. Nous cherchons ‡

localiser líentier bj =

n(pn + bt=vn)


= nbpn qui atteint le minimum en j, nÈgatif, de

bn;j  bn;[npn] = X(j+[nqn]) X(j) 

X([npn]+[nqn]) X([npn])


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o˘, en notant n =
p
n(F1n  F1) le processus de quantile uniforme et Xj = F1(Uj),

X(j) = F1(U(j)) = F1

n(pn + t=vn)p

n
+ pn +

t

vn


:

La premiËre Ètape consiste ‡ utiliser la reprÈsentation locale de F1, líapproximation forte de n via
[KMT] et un changement díÈchelle de temps pour montrer que bt minimise

K(t; n)

nf(xn )
+ jtj1+ + (t; n)

o˘K(t; n) est la di§Èrence de deux incrÈments díun processus de Kiefer, líun voisin de pn, líautre prËs
de pn + qn, et (t; n) est le processus de somme des erreurs successives díapproximation (analytiques,
stochastique, espacements, loi du logarithme itÈrÈ). Un point crucial est que le contenu exact de (t; n)
change selon les t. LíÈvÈnement considÈrÈ est alors la grande dÈviation de líargmin díun mouvement
brownien avec dÈrive alÈatoire dÈpendante. Nous dÈcoupons ce processus selon des zones dÈterministes
I;n bien choisies et comparons deux ‡ deux les variables

min
t2I;n


K(t; n)

nf(xn )
+ jtj1+ + (t; n)



o˘ les termes dominants dans la dÈrive  dÈpendent de la zone  = 1; 2; 3, etc. Par exemple, dÈcrivons
informellement la zone critique. Avec grande probabilitÈ, si jtj  1= (log log n)1=(2+1) alors

j(t; n)j  jtj1+ 

K(t; n)

nf(xn )



et, si jtj  1= (log log n)1=(2+1) et jtj < tn alors

j(t; n)j 

K(t; n)

nf(xn )

 jtj1+

donc, en rechangeant líÈchelle de temps via vn, líÈvÈnement rare le plus probable est distribuÈ comme
la dÈviation de argminjtj<tn(W + jtj1+), o˘ W est un mouvement brownien. Dío˘ la nÈcessitÈ du
principe de grande dÈviation 3.3.1. Les changements díespace-temps imposent líordre de grandeur de
vn, du fait de la probabilitÈ de comparaison des deux mint2I;n les plus proches,  = 1; 2.

Pour les t plus ÈloignÈs de 0, jtj  tn, les probabilitÈs de dÈviations se contrÙlent par les bornes de
type [JN]. Le second sÈparateur de zones Ètant tn = 1= (log n)1=(2+1) la convergence de la sÈrie des
probabilitÈs secondaires nÈcessite des arguments de blocage en temps n 2 [nk; nk+1[. Or ceci requiert
un contrÙle en espace-temps de tous les processus en jeu, donc líÈvaluation des dÈviations de

sup
n2[nknk+1[

sup
t2I;n

jK(t; n)K(t; nk)j ; sup
n2[nknk+1[

sup
t2I;n

j(t; n)j

avec K(t; n) de longueur hn. Cíest líusage dans toutes nos techniques, mais ici survient une di¢cultÈ
inattendue. Il faut disposer, pour le blocage en espace, díun thÈorËme de convergence uniforme des
incrÈments du processus de Kiefer ou, de faÁon alternative, de n, localisÈs dans une suite díunions de
trËs petits intervalles Tn ! fp; p+ qg ou Tn ! fg et normalisÈs par

p
2anLn avec Ln = log log n et

non pas Ln = log n comme au ThÈorËme 2B. Dío˘ le besoin impÈrieux, pour rÈsoudre cette di¢cultÈ
technique profonde, díune loi du logarithme intermÈdiaire sur les oscillations, le ThÈorËme 2.34.

Une organisation judicieuse des ÈvÈnements permet enÖn de conclure par Borel-Cantelli cette preuve
de la borne supÈrieure. La borne infÈrieure est moins dÈlicate, il su¢t de considÈrer sans blocage les
ÈvÈnements le long díune suite nk assez rapide pour se ramener par renouvellement ‡ des ÈvÈnements
indÈpendants, en maÓtrisant de nouveau les Ècarts induits via les lois fonctionnelles sur les incrÈments
des processus en jeu, et en concluant par le ThÈorËme 3.12. 
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4.3 ñ Estimation du mode

4.3.1 ñ Position du problËme

Soit fXng une suite i.i.d. de v.a. rÈelles de loi absolument continue P = PX , de fonction de rÈpartition
F . Supposons que la densitÈ f est continue sur un voisinage de son mode, supposÈ unique,

 = argmax f:

Le mode est un paramËtre de localisation usuel [A+] qui síestime ‡ des vitesses atypiques [KP].

(i) Les estimateurs de type b = argmax bf o˘ bf est un estimateur de la densitÈ f sont les plus
populaires. Dans le cas díestimateurs ‡ noyau [Ed,Ro], f est supposÈe trËs rÈguliËre pour contrÙler
uniformÈment E bf f mais seules des bornes supÈrieures de type jbj = Op:s:(1=n

) sont accessibles,
avec  fonction de la rÈgularitÈ de f . Cette approche est donc restrictive pour P et níest pas adaptÈe ‡
líestimation díun mode prononcÈ. En outre, calculer bf puis rechercher argmax bf au degrÈ de prÈcision
souhaitÈ est un algorithme de calcul gourmand. Les estimateurs que nous Ètudions sont plus simples,
font aussi bien dans les cas rÈguliers, ont des vitesses exactes et recouvrent des situations irrÈguliËres.

(ii) Dans [15] nous Ètudions des estimateurs de  basÈs sur le plus court intervalle de mesure empirique
qn ! 0, appelÈ qn-shorth. A partir des accroissements de la fonction de quantile inconnue F1,

n;s = F1(s+ qn) F1(s); s 2 ]0; 1 qn[

nous dÈÖnissons la hauteur du plus court intervalle de P -masse qn,

pn = argmin
s2]0;1qn[

n;s

ses bornes
F1(pn) = xn < x+n = F1(pn + qn)

et sa longueur
n = min

s2]0;1qn[
n;s = x+n  x


n :

Ainsi pn ! F (), xn !  et n ! 0 lorsque qn ! 0. Introduisons les estimateurs naturels de ces
quantitÈs. Soit (X(1); :::; X(n)) la statistique díordre de (X1; :::; Xn). Les espacements

bn;j = X(j+[nqn]) X(j); j = 1; :::; n [nqn]

determinent líintervalle le plus court de Pn-masse qn via sa longueur

bn = min
1jn[nqn]

bn;j

puis sa hauteur

bpn =
1

n
min

n
j : bn;j = bn

o

et sa localisation
X(nbpn) = bx


n < bx+n = bxn + bn = X(nbpn+[nqn]):

Il su¢t de considÈrer (bn; bxn ) puisque bxn = F1n (bpn)  bpn=f(). Les temps de calcul sont dÈrisoires
par rapport ‡ ceux díun estimateur de f sur un large intervalle. Cependant líestimateur bf dit des
nqn-voisins est liÈ au qn-shorth par (bxn + bx+n )=2 = b = argmax bf et oscille comme bxn . Mais il níest
pertinent que si f est localement symÈtrique par rapport ‡ , voir 4.3.4.

(iii) Les travaux sur le qn-shorth sont peu nombreux, sa dÈÖnition par minimisation rendant di¢cile
son Ètude. Dans [15] et des extensions en cours nous abordons les trois problËmes suivants.
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Une premiËre question concerne les hypothËses sur P et notamment les conditions de rÈgularitÈ sur f .
Contrairement ‡ la plupart des travaux en estimation de la densitÈ et du mode nous ne demandons
‡ f ni di§ÈrentiabilitÈ ni dÈveloppement limitÈ sur V(). Nos conditions prennent en compte les
singularitÈs en , par exemple f (1)(")  f (1)(+")  1. ConformÈment ‡ líintuition, les vitesses
de convergence vers  sont díautant plus rapides que f est pointue en . Líexigence que qn doit Ítre
lent quand f est plate en  et rapide en cas de pic en  est quantiÖÈe en 4.3.2.

Notre second problËme, et principale di¢cultÈ, consiste ‡ dÈterminer le comportement presque s˚r
exact de bxn et bn Ètant donnÈe la suite dÈterministe qn ! 0. Pour cela nous avons d˚ ra¢ner nos
rÈsultats sur le comportement oscillatoire de n =

p
n(F1n  F1) et du mouvement brownien dans

des petites zones alÈatoires. Cíest le prix de la dÈÖnition implicite du qn-shorth. Notre travail se
scinde en deux, car dans les cas plats bxn oscille avec plus grande amplitude que bn et dans les cas
pointus bn est plus incertain que bxn . Cette cassure dÈpend de qn et F , voir 4.2.3, 4.3.3 et 4.4.1.
La troisiËme interrogation, et principale motivation, concerne le choix de qn et le comportement
limite díestimateurs bn = 'n(bn; bxn ) de , que ce soient ceux proposÈs dans la littÈrature ou ceux
suggÈrÈs par notre comprÈhension des áuctuations. Il síagit díidentiÖer dans chaque cas ce qui, dans
les hypothËses, permet de localiser le mode dans líintervalle [bxn ; bx+n ]. Ceci aÖn de dÈterminer le biais
Ebn  et de le comparer ‡ la dÈviation stochastique due ‡ bn et bxn . Líoptimisation des deux termes
identiÖe qn, voir 4.3.4. Ainsi notre contrÙle stochastique exact de [bxn ; bx+n ] ouvre un champ aussi large
quíil y a de jeux díhypothËses sur PX et díestimateurs de type bn = '(bx1 ; bx

+
1 ; :::; bxn ; bx+n ), voir 4.3.4.

4.3.2 ñ ReprÈsentation quantile

Notre approche fait naturellement porter la rÈgularitÈ ‡ F1 plutÙt quí‡ f , ce qui autorise des f
irrÈguliËres. Les hypothËses usuelles sur f impliquent les nÙtres sur F1.

(i) Supposons f continue et monotone sur

; +


3  et posons

f(x) = f() '(  x); x 2

; 



f(x) = f() '+(x ); x 2

; +


:

Par dÈÖnition, les xn síexpriment en fonction de qn via les deux Èquations du qn-shorth,

'(  xn ) = '+(x+n  )

et

qn = f()n 
Z

[0;xn ]
' 

Z

[0;x+n ]
'+:

(ii) Notre reprÈsentation de base demande líexistence de  > 1=2 et 0 < rn = O(
p
n= log log n) tels

que pour "n  min(qn; (r

n )
1=

) et supj"j<"n g

n (")! 0 il vient

F1(pn + ") xn =
"

f(xn )
 rn j"j

1+ (1 + gn (")); j"j < "n

F1(pn + qn + ") x+n =
"

f(xn )
+ r+n j"j

1++ (1 + g+n (")); j"j < "n:

En injectant (i) dans (ii) il est possible díexhiber une fonction explicite  telle que rn  (qn). Si
le mode est prononcÈ alors rn ! 1 et (qn) = O(

p
n= log log n) impose ‡ qn de dominer une masse

critique qn ! 0. Si le mode est plat alors rn ! 0 et cette contrainte disparaÓt, qn = 0.

Le rÙle de  est essentiel dans la rÈgularisation du problËme du fait de 3.3.1, mais une gÈnÈralisation
‡ díautres reprÈsentations est envisagÈe. De mÍme, la contrainte sur rn sía§aiblit selon 

.

La plupart des auteurs supposent f symÈtrique par rapport ‡ , ou f 2 Ck donc quasiment symÈtrique.

79



Exemple. Dans le cas, symÈtrique ou non, o˘ f =2 C1(

; +


) mais f 2 C1(


; 


) [ C1(


; +


) etf (1)(xn )

 = O(
p
n= log log n) nos hypothËses sont vÈriÖÈes avec

 = + = 1; rn =
f (1)(xn )

2f3()
:

Exemple. Si f 2 Ck(

; +


), f (k)() 6= 0 = f (m)() pour m < k et f (k)(xn ) = O(

p
n= log log n),

 = + = k; rn =
f (k)(xn )

(k + 1)!f2+k()
:

4.3.3 ñ Oscillations exactes

(i) Posons  = min(; +), rn = rn + r
+
n si 

 = +, rn = rn si 
 < + et rn = r+n si 

+ < .

ThÈorËme 4.12. Sous les hypothËses ci-dessus,

lim sup
n!1


p
n(bn n)p
2qn log log n

=
1

f()
p:s:

et, si qn  max(qn;
p
log log n=

p
n;

(log log n)=nr2n

1=(2+1)
),

lim sup
n!1




n r2n
log log n

1=(2+1)
(bxn  xn ) = m =


4(2 + 1)

( + 1)2f2+3()

1=(2+1)
p:s:

Le mÍme rÈsultat vaut pour bx+n  x+n .
Principe de dÈmonstration. Ce thÈorËme et ses variantes utilisent la technique rÈsumÈe en 4.2.3.
Il síagit de contrÙler soigneusement les reprÈsentations en utilisant notamment les lois intermÈdiaires
de 1.3 pour dÈbusquer le processus qui oscille le plus et lui appliquer 3.3, ce qui dÈtermine vitesses
et constantes. En concluant di§Èremment la preuve nous obtenons aussi la convergence en loi dep
n(bn n) vers une limite gaussienne et celle de (n r2n)1=(2+1)(bxn  xn ) vers une limite de type

argmint2R(W (t)+c jtj1+). Si besoin, nos arguments permettent de borner prÈcisÈment les probabilitÈs
de dÈvier par des sommes de termes exponentiels. 
Ces vitesses exactes quantiÖent le comportement oscillatoire incompressible de la suite [bxn ; bx+n ]. Si rn
est bornÈ, donc pour un mode plat, les statistiques oscillant selon bxn ont plus díamplitude que 1=

p
n.

Dans le cas contraire, le ThÈorËme 4.12 autorise jusquí‡ des vitesses 1=n1".

InterprÈtation. Cíest un phÈnomËne typiquement non paramÈtrique. En e§et, si f est entiËrement
dÈterminÈe par (; ; ; f()) ou un  2 Rd líordre de grandeur paramÈtrique 1=

p
n est atteint car

chaque Xi apporte la mÍme quantitÈ díinformation sur f donc son mode. A líinverse, au ThÈorËme
4.12 f níest spÈciÖÈe que localement et dÈterminÈe ni par (; ; ; f(); rn) ni par  2 Rd, dío˘ la
dimension intrinsËquement inÖnie du problËme posÈ. Ici, de nombreux Xi ne renseignent que peu sur
, n ou xn puisquíils ne participent ‡ la dÈÖnition des estimateurs quíen permettant de localiser les
Xi proches de , plus riches en information que dans le cas paramÈtrique mais en proportion qn ! 0.
Cette proportion est plus ou moins grande et permet de localiser le qn-shorth plus ou moins vite selon
que le mode est prononcÈ ou non, dío˘ la variÈtÈ des vitesses, meilleures ou pires que 1=

p
n.

Exemple. Si f 2 C1(

; 


)[C1(


; +


) níest pas dÈrivable en  et

p
(log log n)=nq3n 

f (1)(xn )
 =

O(
p
n= log log n) alors

lim sup
n!1



 
n

f (1)(xn )

2

log log n

!1=3
(bxn  xn ) = (3f())

1=3 p:s:
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Exemple. Si f 2 Ck+1(]; +[), f (m)() = 0 6= f (k)(), m < k,
f (k)(xn )

 = O(
p
n= log log n) et

qn  ((log log n)=n)1=(2k+1) alors

lim sup
n!1




n

log log n

1=(2k+1)
(bxn  xn ) =

 
(2k + 1)((k + 1)!)2f()

(k + 1)2

f (k)()

2

!1=(2k+1)
p:s:

(ii) Illustrons líinterprÈtation prÈcÈdente ‡ líaide díun cas facile ‡ visualiser. Pour  > 0 et a > 0,

f(x) = f() a jx j (1 + o(1)); x 2

; +


:

Les Èquations du qn-shorth impliquent jxn  j  qn=2f() et justiÖent la reprÈsentation 4.3.2 avec

 = 1; rn =
aq1n

21f2+()
:

Distinguons alors deux situations.

Corollaire 4.13 (mode non prononcÈ). Si  > 1=2 et qn  ((log log n)=n)1=(2+1),

lim sup
n!1

 (qn)2(1)=3


n

log log n

1=3
(bxn  xn ) =


3f21()

41a22

1=3
p:s:

Lorsque  2 ]1=2; 1[ les petits qn atteignent des vitesses 1=n1=(2+1) avec 1= (2+ 1) 2 ]1=3; 1=2[. Si
 = 1 alors tous les qn autorisÈs approchent la vitesse ((log log n)=n)

1=3. Si  > 1, qn doit Ítre au
contraire aussi grand que possible et la vitesse ralentie díautant. Le cas lent limite, cíest-‡-dire qn = q,
est consistant avec le ThÈorËme 4.9.

Corollaire 4.14 (mode prononcÈ). Si   1=2 et qn 
p
(log log n)=n,

lim sup
n!1



1

qn

2(1)=3 n

log log n

1=3
(bxn  xn ) =


3f21()

41a22

1=3
p:s:

Pour qn proche de sa borne infÈrieure la vitesse est en 1=n(2)=3 avec (2 ) =3 2 [1=2; 2=3[.
Notre reprÈsentation níest pas adaptÈe ‡ des modes trop prononcÈs. Dans le cas díun pic exponentiel,
qui sort de nos conditions, [Sa] a montrÈ que des trËs petits qn atteignent des vitesses 1=n1". Dío˘
le projet de recherche 4.4.1(ii).

4.3.4 ñ Convergence díestimateurs du mode

Le ThÈorËme 4.12 concentre en un unique ÈnoncÈ de quoi contrÙler e¢cacement divers estimateurs du
mode  basÈs sur (bxn ; bn). Par la mÈthode suivante, des vitesses connues sont prouvÈes optimales ou
amÈliorÈes, et des estimateurs inÈdits fournis avec vitesse exacte. Nous pouvons en particulier trancher
parmi des bn 2 [bxn ; bx+n ] concurrents ou montrer trËs simplement quíils sont Èquivalents.
MÈthode. Les Èquations de 4.3.2 et les hypothËses courantes sur f permettent díÈvaluer ou identiÖer
les fonctions  = 'n (x


n ;n). Il convient alors díÈtudier le biais "n = E'n(bxn ; bn)   en fonction

de qn, ses corrections Èventuelles et les contraintes induites sur qn. La comparaison de "n ‡ la vitesse
du ThÈorËme 4.12 sous les di§Èrentes contraintes permet díoptimiser qn dans bn = 'n(bxn ; bn). Si
les paramËtres du qn optimal sont inconnus il faut soit en contrÙler líestimation et tenir compte des
nouvelles contraintes sur qn soit opter pour un qn garantissant une vitesse non optimale mais explicite.

Le qn optimal ainsi obtenu minimise la suite dÈterministe vn bornant presque s˚rement jbn  j donc
en fait, il minimise la probabilitÈ de dÈvier pour n grand. Appliquons cette mÈthode.

(i) Supposons quíil existe  2 ]0; 1[ tel que  = xn + n+ "n. Sous les hypothËses du ThÈorËme 4.12
pour qn les estimateurs X(nbpn+qn) et bxn +  bn = (1 ) bxn + bx+n oscillent comme bxn = X(nbpn). Si

nous disposons díestimateurs bn convergeant assez vite vers  et si "n est su¢samment lent,

bxn + bn bn   = Op:s:

 
log log n

n r2n

1=(2+1)!
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Mais en gÈnÈral, bn reste ‡ construire et le biais "n est fonction de qn selon que f est plus ou moins
nÈfaste ‡ la localisation dans le qn-shorth. En prÈcisant le modËle, des solutions tombent.

(ii) IdentiÖons le qn optimal dans líexemple historique de [Ve] o˘, comme suggÈrÈ dans [Ch],

f(x) = f() a (x )2 + b (x )k (1 + o(1)); x 2

; +



avec k > 2 un entier impair, a > 0 et b 6= 0. La symÈtrie autour de  suggËre líestimateur naÔf
b1;n = bxn + bn=2 ou bien la mÈdiane empirique de [bxn ; bx+n ], qui oscillent ici tous deux comme bxn avec
un biais "n comparable. Les Èquations du shorth donnent

n 
qn
f()

;  =
1

2
; "n =   xn 

n
2
=

bnq
k2
n

4a (2f())k2

donc b1;n   = bxn  xn + (
bn  n)=2  qk1n (b + o(1))=4a (2f())k1 alors que le ThÈorËme 4.12

implique lim supn!1(nq2n= log log n)1=3(bxn  xn ) = (3=a2)1=3f() p:s: LíÈquilibre entre ces deux
dÈviations contradictoires, dÈterministe et alÈatoire, dÈvoile la vitesse optimale.

Corollaire 4.15. Si qn =  ((log log n)=n)1=(3k1) nous avons, avec probabilitÈ un,

lim sup
n!1


n

log log n

 k1
3k1 b1;n  

 =


3

2a2

1=3
f() +

bk1

4a (2f())k1
:

Pour le statisticien, tout dÈpend de k, qui dÈtermine líordre de grandeur optimal de qn. Si (k; f(); a; b)
sont connus, líestimateur dÈbiaisÈ b2;n = b1;n + bqk1n =4a (2f())k1 permet díapprocher  ‡ la vitesse
((log log n)=n)1=3 pour qn lent. Dans b2;n un estimateur usuel de f() peut síy substituer sans perte.
Curieusement, dËs que a ou b est inconnu la meilleure vitesse accessible est ((log log n)=n)(k1)=(3k1).
En líignorance de k  3 le fait que "n = O(q2n) montre que le choix minimax qn = ((log log n)=n)

1=8

assure une vitesse Op:s:((log log n)=n)1=4). Tout ceci recouvre et prÈcise [Ch,Ve,Lc].

Nous rÈsolvons avec la mÍme facilitÈ le cas plus gÈnÈral o˘ f()  a jx j + b jx j ,  <  sont
non entiers et (a; b; ; ) di§Ërent selon que x <  ou x > .

(iii) Recherchons le qn optimal dans un cas non symÈtrique. Pour a > 0, b > 0 et 1=2 <  < 

f(x) = f() a (  x) (1 + o(1)); x 2

; 



f(x) = f() b (x ) (1 + o(1)); x 2

; +



de sorte que (; f()) est un point bien visible de la densitÈ. Estimons  par b3;n = bx+n . Puisque

 = 1; "n = 
a
b

1=  qn
f()

=

le ThÈorËme 4.12 donne lim supn!1q
2(1)=3
n (n= log log n)1=3(bx+n  x+n ) = (3=b2)1=3f() p:s:

Corollaire 4.16. Si  = 3= + 2(  1) et qn = ((log log n)=n)1= il vient, avec probabilitÈ un,

lim sup
n!1


n

log log n

 
3+2(1) b3;n  

 2 ]0;1[ :

Si (a; b; ; ) sont connus, la vitesse
p
(log log n)=n est approchable pour qn du mÍme ordre et b3;n+"n.

Si un paramËtre au moins est inconnu líordre =(3+2(1)) est indÈpassable et non guaranti. Cet
ordre est quasi paramÈtrique si ! 1=2 et au mieux 1=3 si !1. Lorsque seul  est connu, comme
"n = O(qn) la meilleure vitesse garantie est Op:s:((1=n)1=(2+1)) et síobtient pour qn = (1=n)1=+ o˘
+ = 2( 1) + 3. Si  est inconnu, líestimer en síinspirant de 4.3.4(v).

(iv) Puisque b1;n ou b3;n peuvent servir ‡ Ètudier des estimateurs de  basÈs sur un estimateur ‡
noyau de f , le ThÈorËme 4.12 donne accËs ‡ la loi du logarithme itÈrÈ dans [We,Ed,Ro]. Par exemple
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líestimateur de [Ch] est le milieu e1;n de líintervalle de longueur 2hn ! 0 contenant le plus de Xi.
Si f 2 C2(


; +


) alors e1;n avec 2hn est contrÙlÈ par b1;n avec qn = 2hnf() et nous obtenons les

vitesses ÈvoquÈes ci-dessus en  = 1,  = 2. Le Corollaire 4.14 prÈcise la convergence forte de [We],
sa version faible restitue la convergence en loi en n1=3h2=3n de [Ch], et cela mÍme si f =2 C2(


; +


).

(v) Notre approche conduit naturellement ‡ de nouveaux estimateurs, sous les hypothËses sur F
appropriÈes. En particulier nous pouvons Èvaluer la perte de vitesse induite par líestimation de
paramËtres inconnus dans la reprÈsentation locale de F . Prenons líexemple du crucial  = 1=(1 + )
ci-dessus et supposons que pour des rÈels  > 1 et a 6= b,

f(x) = f() a (  x) (1 + o(1)); x 2

; 



f(x) = f() b (x ) (1 + o(1)); x 2

; +


:

Soit m = m(n) une suite telle que m " 1 et m=n! 0. Les Èquations du qn-shorth impliquent

 =
a
b

1=
=
x+n  
  xn

=
x+m  x+n
xn  xm

;  = xn +
n
1 + 

et le ThÈorËme 4.12 donne accËs au contrÙle asymptotique exact des estimateurs

bn =
bx+m  bx+n
bxn  bxm

; bn = bxn +
bn

1 + bn
:

En posant m(n) = n=kn la vitesse de bn   est en ((kn log log n)=(n q22n


qn=kn=qn

2+1
))1=3. Au

lieu de comparer sÈquentiellement le passÈ et le prÈsent nous pouvons utiliser q1;n  q2;n, considÈrer

bn =
x+n (q2;n) x+n (q1;n)
xn (q1;n) xn (q2;n)

et choisir q2;n pour le contrÙle optimal de bn = bx1;n+ b1;n=(1+bn) via la comparaison au biais. EnÖn,
pour estimer  il est envisageable de contrÙler, via une estimation de la densitÈ et le ThÈorËme 4.12,

n =
log

bf(bn) bf(bxn )



log

bn  bxn

 ; bn = bxn +
bn

1 + bn
:

Des procÈdures adaptatives dÈcoulent de ces considÈrations.

4.4 ñ Autres axes de recherche

4.4.1 ñ DÈtection de singularitÈs

(i) Au ThÈorËme 4.9 les cas  = 1=2 et  < 1=2 sont ‡ la portÈe de la mÈthode 4.2.3. De nouvelles
vitesses Èmergent car des termes alÈatoires liÈs aux espacements et jusquíici secondaires dirigent ‡
prÈsent les dÈviations, induisent une renormalisation et changent la nature des processus gaussiens
limites. Une fois maÓtrisÈ, le cas   1=2 devra Ítre adaptÈ au ThÈorËme 4.12 et combinÈ ‡ (ii).
(ii) A la suite de [15] et au vu du Corollaire 4.14 nous explorons plus spÈciÖquement les modes trËs
prononcÈs, qui requiËrent une nouvelle reprÈsentation de F1 fusionnant les rÙles de  et rn. Ce
faisant, dans la preuve du ThÈorËme 4.12, ‡ líÈchelle qn < qn un nouveau comportement prend le pas
et les incrÈments locaux des quantiles empiriques jouent un rÙle di§Èrent.

(iii) Les deux cas extrÍmes ci-dessus correspondent ‡ la dÈtection de pics de f . Nous envisageons
díadapter nos arguments au contrÙle díestimateurs non paramÈtriques díautres types de singularitÈs
de f . Par exemple une discontinuitÈ, une ináexion, un tronÁon de forme donnÈe ou un minimum local.
Parfois en se basant sur le qn-shorth, parfois en combinant deux qn-shorth dans deux domaines sÈparÈs
et en recherchant le meilleur sÈparateur, parfois en utilisant un triplet (xn; yn; zn) maximisant le ratio
(yn  xn)=(zn  yn) sous la contrainte que [xn; yn] et [yn; zn] sont de masse qn.
(iv) EnÖn, la procÈdure consistant ‡ itÈrer le qn-shorth plusieurs fois dans lui-mÍme peut síadapter
dans chacun des cas ci-avant. Cíest un autre dÈÖ ‡ la comprÈhension des áuctuations díÈchantillonnage.
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4.4.2 ñ SÈlection de modËles

(i) Les thÈories de líapprentissage statistique, voir [BBL], de la reconnaissance de formes, voir [DGL],
de la classiÖcation et de la sÈlection de modËles, voir [MNÈ], sont trËs liÈes ‡ celle du processus
empirique indexÈ par Rd, des ensembles ou des fonctions. Prenons líexemple de la classiÖcation.
La problÈmatique centrale concerne la recherche de bornes de dÈviation prÈcises sur líÈcart entre le
meilleur choix possible et le modËle sÈlectionnÈ f 2 F par minimisation de Pnf modulo des fonctions
de co˚t et de pÈnalitÈ. Or les outils usuels sont basÈs sur des comportement moyens, comme le contÙle
de E knkF , plutÙt que presques s˚rs. Ainsi n joue un rÙle crucial mais il est rarement utilisÈ en tant
que processus, et jamais approchÈ par un processus gaussien, ce qui serait utile pour faire des tests.

Cíest pourquoi nous commenÁons une recherche visant ‡ exporter nos savoirs du type 3.4 et 2.3.4 dans
ce cadre. Líobjectif est día¢ner les bornes, díobtenir des limites gaussiennes via les ThÈorËmes 3.18 ‡
3.23 et díÈtudier le comportement presque s˚r de certaines stratÈgies de sÈlection, comme le bootstrap,
la validation croisÈe ou le risque empirique. Par exemple, [MNÈ] síÈtend aux classes de 3.18 et 3.21.

(ii) Plus prÈcisÈment, considÈrons une v.a. (X;Y ) ‡ valeurs dans (X ;A) [0; 1] et la mesure empirique
Pn associÈe ‡ un Èchantillon (Xi; Yi) i.i.d. de loi P = P(X;Y ). Soit F une classe de modËles y = f(x)
o˘ f 2 F est mesurable de (X ;A) dans [0; 1]. Le meilleur modËle f pour une perte g mesurable de
FX[0; 1] dans R+ minimise le risque r(f) = E(g(f; (X;Y ))) qui est fonction de P(X;Y ) donc inconnu.
Le cas g0((f; (X;Y ))) = (y  f(x))2 correspond au cadre usuel de la rÈgression non-paramÈtrique, o˘
f(x) = E(Y jX = x). Le cas Y 2 f0; 1g et g1((f; (X;Y ))) = IY 6=f(x) correspond au cadre usuel de la
classiÖcation binaire, o˘ f(x) = P(Y = 1 jX = x).

Pour prÈvoir la rÈponse Y en fonction de la variable explicative X il est naturel de sÈlectionner fn 2 F
minimisant le risque empirique rn(f) = Pn(g(f; (X;Y ))) Èventuellement pÈnalisÈ par une quantitÈ
p(f)  0 liÈe ‡ la complexitÈ de f , par exemple sa dimension. Le prÈdicteur de Yn+1 est alors
fn(Xn+1). Or (rn  r)(f) = n(f)=

p
n est le P -processus empirique indexÈ par G = fg(f; ) : f 2 Fg.

Pour g0, G est une classe de fonctions et pour g1, G est une classe díensembles. Si G vÈriÖe la condition
(V C) du 3.4.2 il síensuit par la Proposition 3.16 que fn minimise en f le processus

rn(f) =
Gn(g(f; ))p

n
+ r(f) + "n(f); f 2 F ; k"nkF = Op:s:


(log n)0

n1=2+1=(2+50)



donc gn = g(fn; ) converge en loi vers líargmin díun P -pont brownien indexÈ par G avec dÈrive le
risque r. Dans cette version gÈnÈralisÈe de 4.2 et 4.3 nous Ètudions les oscillations de gn  g avec
g = g(f; ) en attaquant la question des incrÈments locaux de Gn. Pour un risque r rÈgulier, ceci
rÈalise le contrÙle presque s˚r de r(fn) r(f) et donne accËs ‡ des bornes de dÈviations gaussiennes.
Il est intÈressant de constater que selon la taille de G líerreur k"nkF issue de líapproximation forte varie,
díaprËs 3.4, entre (log n)=n et 1=

p
n et interfËre ou non avec le contrÙle classique de E(r(fn) r(f)).

(iii) En estimation non ou semi paramÈtrique de la densitÈ, une mÈthode Èmergente consiste ‡ choisir
la densitÈ dans un grand ensemble F de candidates par minimisation díun critËre basÈ sur Pn, comme
par exemple fn = arg infF supC2C

Pn(C)
R
C f
, et díappliquer les bornes du type (i), voir [DvL].

Nous commenÁons ‡ Ètudier ce type díapproche sous líangle plus intrinsËque du processus empirique,
la bonne connaissance des áuctuations stochastiques pouvant síintÈgrer aux critËres et suggÈrer des
mÈthodes bien contrÙlÈes. Ceci pourra rÈvÈler des besoins exotiques en bornes de dÈviation, et les
recherches de type 3.5.1 seront probablement utiles dans ce contexte.

4.4.3 ñ RÈgression et mode conditionnel

(i) En statistique infÈrentielle, les modËles avec variables explicatives se placent naturellement dans
un cadre conditionnel. Supposons observÈs des vecteurs alÈatoires (X1; Y1); :::; (Xn; Yn) i.i.d. de mÍme
loi que (X;Y ) 2 RpR. Un grand nombre de travaux, thÈoriques ou mÈthodologiques, síintÈressent ‡
líestimation de la fonction de rÈgression '(x) = E(Y jX = x), la densitÈ conditionnelle fx = fY jX=x
et de son mode x = argmax fx par des mÈthodes non paramÈtriques. Proches de notre optique, des
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articles tels que [St3,EM4] Ètudient la convergence presque s˚re díestimateurs de fx. Nos rÈsultats de
4.1 sur les delta-suites peuvent se prolonger dans ce sens.

(ii) Concernant x nous envisageons díÈtendre le ThÈorËme 4.12 au qn-shorth conditionnel naÔvement
dÈÖni comme suit. Soit Pn = fAk : k  kng une suite de partitions du support de PX . Pour chaque
k  kn notons Y

(k)
(1)  :::  Y

(k)
(nk)

la statistique díordre des nk =
Pn
i=1 IXi2Ak valeurs Y

(k)
j des Yi tels

que Xi 2 Ak. En considÈrant pour k  kn les espacements conditionnels ‡ Ak

bn;k(j) = Y
(k)

(j+[nkqnk ])
 Y (k)(j) ; j = 1; :::; Nn;k 


Nn;kqNn;k



posons
bjn;k = argmin

1jNn;k
h
Nn;kqNn;k

i

n
bn;k(j)

o
:

La longueur et la position des kn shorth conditionnels sont ainsi donnÈes par

bn;k = bn;k(bjn;k); byn;k = Y
(k)

(bjn;k)
; k  kn:

A líaide de la mÈthode 4.2-4.3 nous cherchons ‡ dÈgager un thÈorËme limite contrÙlant uniformÈment
en k les dÈviations de ces qn-shorths. Notre but est de construire des estimateurs du mode x de type
bn(x) = 'n(bn;k; byn;k) pour x 2 Ak tels que supx jbn(x)xj = Op:s:(vn) avec une vitesse dÈterministe
vn trËs prÈcise, dans líesprit des rÈsultats de 4.3.3. Une di¢cultÈ supplÈmentaire rÈside dans le fait
que les Nn;k sont alÈatoires, la partition Pn bouge et dans líexigence de contrÙle uniforme des Ak,
dont le choix síavËre crucial et requiert de nouvelles hypothËses sur la variation en x des fonctions de
quantile conditionnelles F1x o˘ Fx(y) = P(Y  y jX = x).

4.4.4 ñ Perspectives

(i) Dans la partie 4 nous avons eu accËs ‡ des rÈsultats via líapproche 1.3.2. Ils peuvent encore Ítre
renforcÈs ‡ líaide de nos raÖnements, notamment ceux de [20]. Par exemple, dans le ThÈorËme 4.9
nous pouvons montrer, ‡ líaide du ThÈorËme 2.17, que pour tout " > 0 et un " > 0 explicite,

lim sup
n!1

1

log log n
log log

 
1

n
inf

(
k > n : bdk > d+

p
2(1 ")q(1 q)

m

r
log log k

k

)!
= " p:s:

Ceci contrÙle le temps díattente de la plus mauvaise estimation de d. Pour bm de 4.3 cela semble
Ègalement possible. Mieux, nous pensons pouvoir dÈcrire la gamme des temps díattentes du type

N+
n = inf

n
k > n : bdk > d+ k

o
ou N

n = inf
n
k > n :

 bdk  d
 > k

o

avec k plus ou moins rapide donc N
n plus ou moins petit. Nous visons des rÈsultats analogues dans

le cadre de 4.1 avec des grandes fenÍtres hn ou trop peu de points díestimation, comme en [21].

LíÈvaluation presque s˚re des temps díattente des pires dÈviations est donc une direction nouvelle qui
mÈrite díÍtre explorÈe plus avant. Cíest un critËre de compaison des estimateurs non paramÈtriques
typiquement dans notre optique de contrÙle dÈterministe du stochastique.

(ii) En 4.1 nous envisageons de considÈrer des classes de delta-suites de fonctions g;n indexÈes par
des fonctions g 2 G qui modËlent leur forme et díutiliser n indexÈ par G, dans líesprit de [EM4] pour
les noyaux et la rÈgression et de [M3] pour les incrÈments. Il conviendrait díinclure simultanÈment
la reformulation rÈcente uniforme en an 2 [an ; a+n ] des lois fonctionnelles de la partie 2. Ainsi nous
obtiendrions, par exemple pour deux suites n de rÈfÈrence vÈriÖant (1) avec c = d =1, n < +n , et
une collection fg;n : g 2 G; n  1g de delta-suites de fonctions telles que pour tout g 2 G la suite g;n
est B ou C-admissible avec n 2


n ; 

+
n


, un contrÙle uniforme de ces estimateurs,

lim
n!1

sup
g2G

p
nq

22g;nLg;n
sup
[a;b]


fg;n  Efg;np

f
= cG p:s:
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(iii) La littÈrature en estimation non paramÈtrique de la densitÈ et de la rÈgression propose une
multitude de procÈdures : adaptativitÈ, bootstrap, multifenÍtrage, plug-in itÈrÈ, validation croisÈe,
apprentissage etc. Cependant, relativement peu de thÈorËmes limites sont disponibles. En principe
ces procÈdures peuvent síanalyser prÈcisÈment en se ramenant aux processus sous-jacents mais tout
ce travail reste ‡ faire. En particulier, il semble possible de prolonger 4.1 pour donner des vitesses ‡
[MNo]. De mÍme, la comprÈhension de líimpact des áuctuations de líÈchantillon initial sur les mÈthodes
de rÈ-Èchantillonnage devrait permettre de dÈvelopper de nouveaux thÈorËmes limites, curieusement
assez rares dans le domaine du bootstrap, pourtant riche en applications.
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5 ñ CONCLUSION

Avant de souligner partialement notre apport dans nos di§Èrents domaines de recherche, Èvoquons
notre travail en tant quíactivitÈ humaine. Comme tout chercheur, nous sommes avant tout redevable
‡ nos prÈdÈcesseurs et ‡ líensemble de la communautÈ au sein de laquelle nous cultivons notre propre
originalitÈ et sans laquelle nous, et nos dÈcouvertes, sommes insigniÖants. Les idÈes mathÈmatiques
se transmettent, se transforment, murissent, avant de síincarner en des rÈsultats pertinents et revÍtir
ainsi une apparence durable et riche de sens. Cette alchimie de la connaissance nait de la rencontre
des bons outils, de la bonne facette du problËme, de la recette e¢cace et de líhabiletÈ mathÈmatique.
Elle se rÈalise parfois par chance ou par gÈnie, le plus souvent par un savant dosage entre persÈvÈrance,
perspicacitÈ, prÈcieuses mÈprises et large culture pour multiplier les pistes malgrÈ les doutes. Mais un
tel travail ne serait que bien peu crÈatif sans les touches essentielles que sont la curiositÈ intellectuelle,
líimagination et líintuition. Que de qualitÈs universelles, en rien propres aux mathÈmaticiens !

Pour clore ce document de synthËse, rÈsumons nos principales contributions, toutes liÈes ‡ la maÓtrise
dÈterministe des áuctuations du hasard. Les processus empiriques ou browniens Ètant ÈtudiÈs depuis
longtemps, contribuer ‡ leur comprÈhension nÈcessite ‡ chaque fois díinventer des outils plus Öns et
des mÈthodes plus poussÈes. Cíest pourquoi nous posons le plus souvent des questions di¢ciles ‡ des
processus simples, nos travaux sont donc trËs techniques.

Concernant les lois fonctionnelles du logarithme (partie 2).

Notre premiËre contribution est díavoir approfondi les ingrÈdients et les technologies de preuves au
point díobtenir, en topologie uniforme, les vitesses exactes dans la convergence de suites díensembles de
processus, notamment díincrÈments locaux, empiriques ou browniens (voir 2.1). Si nos changements
de topologie pour les trajectoires browniennes rÈsultent naturellement de cette comprÈhension Öne
des mÈcanismes en jeu, la compÈtition entre la mÈtrique prÈ-hˆldÈrienne et les vitesses browniennes
orchestrÈe pour le processus empirique constitue un second apport inÈdit, qui a demandÈ des inventions
spÈciÖques (voir 2.2). Notre troisiËme contribution marquante rÈside en líutilisation aux petites Èchelles
des petites dÈviations poissoniennes pour distinguer les oscillations browniennes et empiriques aÖn díen
dÈduire une borne infÈrieure trajectorielle dans le principe díinvariance fort (voir 2.1.5), ce qui ouvre
la voie ‡ une gÈnÈralisation de ce raisonnement. Nos lois intermÈdiaires forment un quatriËme apport
bien identiÖÈ (voir 2.3), en rÈponse ‡ une problÈmatique de notre cru, et garantir ainsi des points
limites aux petits ensembles de trajectoires est exploitable en statistique non paramÈtrique.

Nos directions rÈcentes dans les ra¢nements techniques, de type temps díatteinte presque s˚r ou
comportement joint des incrÈments passÈs et futur pour le processus empirique, síorganisent autour
de besoins ressentis en statistique asymptotique. A líinverse, cíest notre connaissance des phÈnomËnes
oscillatoires stochastiques qui oriente notre recherche des normalisations universelles et des topologies
adaptÈes aux áuctuations de sommes de variables dans un domaine -stable, ou multidimensionnelles,
et guide notre Ètude trajectorielle des processus empiriques et gaussiens indexÈs par des fonctions.

Concernant les outils probabilistes (partie 3).

En probabilitÈs de petites dÈviations, la comprÈhension des rectiÖcations de la trajectoire brownienne
contrainte ‡ passer dans un tube avec des singularitÈs a rÈglÈ une question pointue sur la vitesse
díapproche de la frontiËre de Strassen (voir 3.1). Nous rÈutilisons actuellement líargument gÈomÈtrique
clef dans le cas du processus de Poisson, simple ou composÈ. Líobtention de la probabilitÈ de petites
boules browniennes en norme uniforme pondÈrÈe (voir 3.2) nous permet ‡ prÈsent de contrÙler Önement
les oscillations empiriques directement dans cette topologie forte. Notre principe de grandes dÈviations
pour les argmin de processus est un apport mÈthodologique qui dÈpasse le seul cas du mouvement
brownien (voir 3.3), mÍme si nous líutilisons et lía¢nons dans ce cas. EnÖn, notre Ètude des vitesses
de convergence universelles dans le principe díinvariance pour le processus empirique indexÈ par une
classe de Donsker (voir 3.4) est prometteuse, avec de nombreux prolongements et un fort potentiel
díapplications. Notre apport ici est díavoir rÈuni les inÈgalitÈs rÈcentes pour Èlaborer un principe de

88



dÈmonstration simple, gÈnÈral et e¢cace, dans un domaine dÈlicat et propice aux complications. Nous
recherchons ‡ prÈsent les pires situations, atteignant nos vitesses, et líextension de notre technique au
cas voisin de líapproximation gausienne des sommes, indÈpendantes ou non, de variables alÈatoires ‡
valeurs dans un espace de Banach.

Concernant les applications en statistique non paramÈtrique (partie 4).

Nous avons dÈcrit les áuctuations presque s˚res díestimateurs de la densitÈ gr‚ce aux lois fonctionnelles
sur les incrÈments empiriques qui nous ont notamment permis díajuster les hypothËses gÈnÈrales rËglant
la dÈviation stochastique des estimateurs par delta-suites (voir 4.1). Notre apport ici est díavoir reliÈ la
forme des delta-fonctions au phÈnomËne oscillatoire occasionnÈ par la mesure empirique, et dÈgagÈ des
vitesses pour des estimateurs ‡ noyau perturbÈs ou par projection. RÈciproquement, ce domaine de
líestimation fonctionnelle est une source díinspiration pour les ra¢nements des lois sur les incrÈments
locaux (voir 2.6, 2.3.3). En estimation du shorth nous avons introduit une mÈthode complËte, originale
et intrinsËque (voir 4.2) pouvant aussi síadapter pour rÈsoudre des problËmes connexes (voir 4.4).
Notre contribution est díavoir dissÈquÈ le problËme de la localisation díun argmin par une approche
gÈnÈrique et des outils appropriÈs, construits pour líoccasion. Cette mÈthode se prolonge dans le cadre
de líestimation du mode, ou díautres singularitÈs locales. Nous avons ainsi caractÈrisÈ les dÈviations
du mode empirique par un unique rÈsultat (4.3), assez gÈnÈral pour englober les situations usuelles et
bien au del‡, assez prÈcis pour induire les vitesses optimales par Èquilibre entre biais et variance. La
comprÈhension des oscillations de líargmin permet de construire de nouvelles procÈdures díestimation.
Dans le domaine de la statistique asymptotique notre approche rÈsolument axÈe sur un contrÙle prÈcis
des processus sous-jacent a donc portÈ ses fruits, et devrait en fournir díautres (voir 4.4).

Bilan.

Au Önal, comprendre toujours mieux les processus fondamentaux ouvre des perspectives díapplication
mais le chemin inverse qui consiste ‡ extraire díun besoin de comprÈhension en statistique une nouvelle
question sur un processus stochastique est particuliËrement motivant. Cíest celui que nous privilÈgions
dorÈnavant, et nos aspirations rÈcentes nous poussent ‡ poser des questions plus simples ‡ des processus
plus complexes, en tirant proÖt de notre spÈcialisation dans les áuctuations díÈchantillonnage.

Concluons en manifestant notre satisfaction díavoir rÈpondu ‡ des questions qui nous prÈoccupent
depuis longtemps. Díune part, celle du rapport entre les propriÈtÈs trajectorielles sur R et le principe
díinvariance. Díautre part, trois problËmes soulevÈs en congrËs international par des spÈcialistes de
renom il y a quelques annÈes : celui de la rectiÖcation brownienne, celui des vitesses dÈconcertantes
en estimation du mode, celui de líapproximation gaussienne dans le cas indexÈ par des fonctions.
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