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Introduction

Un système distribué est un ensemble d’entités pouvant communiquer entre elles.
Ces entités peuvent être des puces, des machines multi-processeurs, des stations de
travail, des réseaux locaux, etc. Elles sont indépendantes ou semi-indépendantes,
certaines entités pouvant nécessiter une coordination.

La nature d’un système distribué, la coordination entre ses différentes entités
ou bien encore la résolution d’un problème général génèrent différents types de pro-
blèmes : partage des ressources, tolérance aux pannes, disponibilité, centralisation
de certaines informations, détection de la terminaison, routage, etc.

Des difficultés apparaissent liées à l’asynchronisme, à la connaissance locale des
machines et aux pannes.

Des solutions peuvent être apportées par des modèles permettant de comprendre
ces problèmes, de concevoir des solutions et de les analyser. Deux exemples de ces
modèles sont les monoïdes de commutation et les calculs locaux.

Les algorithmes probabilistes permettent de fournir des solutions parfois plus
“efficaces” que les solutions déterministes, ou encore des solutions pour des problèmes
qui n’admettent pas de solution déterministe.

Plusieurs livres traitent de ces problèmes et fournissent de bons “états de l’art”
sur ce que l’on sait faire tels que les livres [73] de G. Tel et [40] de C. Lavault pour
l’algorithmique distribuée et du livre [55] de R. Motwani et P. Raghavan pour les
algorithmes probabilistes.

Préférer un système distribué à un système séquentiel peut être motivé, entre
autres, par les raisons suivantes :

— échanger les informations : plusieurs machines peuvent échanger des informa-
tions,

— partager les ressources : plusieurs machines ont accès aux ressources critiques,
— augmenter les performances : une tâche peut être partagée en plusieurs sous-

tâches indépendantes, celles-ci peuvent être exécutées chacune sur une ma-
chine réduisant ainsi le temps nécessaire pour réaliser cette tâche.

Soit T une tâche à réaliser et soit S un système distribué, un algorithme distribué
A pour la tâche T est un algorithme capable de faire collaborer tous, ou partie, des
processeurs du système S afin de réaliser T .

1



2 INTRODUCTION

Nous abordons dans cette contribution certains aspects des thèmes suivants en
liaison avec des algorithmes distribués et des problèmes de synchronisation :

Degré de parallélisme dans les monoïdes de commutation : Les monoïdes de com-
mutation permettent de modéliser les exécutions d’algorithmes distribués. La forme
normale de Foata permet d’obtenir le temps “optimal” d’exécution d’un algorithme
si celui-ci est exécuté dans un système distribué. Le degré de parallélisme d’un mot
est défini comme le rapport entre ce temps optimal et le temps d’une exécution
séquentielle. Ces investigations interviennent dans une comparaison quantitative et
aussi en physique statistique. Nous fournissons quelques méthodes pour calculer ce
degré basées sur une approche probabiliste.

Synchronisations locales probabilistes : Pour implémenter un algorithme distri-
bué, les processeurs d’un système distribué doivent réaliser des calculs locaux. Ces
calculs nécessitent des échanges d’informations entre les processeurs voisins, lesquels
nécessitent des synchronisations locales. Or, sous certaines hypothèses sur le réseau,
ces synchronisations ne peuvent se faire que par des algorithmes probabilistes.

Problèmes d’élection dans les arbres : Le problème d’élection est un paradigme
de l’algorithmique distribuée. Élire dans un système distribué revient à choisir “équi-
tablement” une entité du système pour réaliser une tâche. Cette tâche pouvant être
la centralisation des informations, la relance d’une procédure de réinitialisation du
système, ou encore l’accès à une ressource critique telle qu’une imprimante. Nous
analysons un algorithme d’élection pour les réseaux en arbre, ou plus généralement,
pour les réseaux où un arbre couvrant est disponible.

Routage compact et adaptatif : On s’intéresse à l’étude de la taille mémoire re-
quise pour router efficacement des messages dans un réseau de processeurs. Si de
nombreuses solutions à ce problème ont été proposées dans le cadre du routage dé-
terministe, très peu l’ont été dans un cadre adaptatif, c’est-à-dire lorsque plusieurs
chemins peuvent être utilisés en fonction de la charge du réseau ou de tout autre
paramètre. Parmi les méthodes de routage compact déterministe, le routage par in-
tervalles consiste à numéroter chacun des n noeuds du réseau par un unique entier
compris entre 1 et n, et à affecter à chacun des liens un intervalle de destinations.
L’algorithme de routage étant : si le noeud x reçoit ou veut transmettre un message
à y alors il choisit le lien associé à l’intervalle contenant le numéro de y. L’intérêt
d’une telle méthode est que peu d’information doit être stockée au niveau de chaque
noeud (les intervalles). Nous proposons une généralisation de la méthode décrite
ci-dessus à un routage adaptatif.
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Cette thèse est organisée comme suit :

Partie I : Degré de parallélisme dans les monoïdes de commutation
Cette partie est consacrée aux monoïdes de commutation et aux méthodes de

calcul du degré de parallélisme dans ces monoïdes. Les résultats de cette partie ont
été obtenus en collaboration avec Nasser Saheb [67]. Elle est organisée en deux cha-
pitres :

Chapitre 1 : Ce chapitre est une introduction à la problématique qui nous in-
téresse. La section 1.1 est une introduction générale au problème. La section 1.2
présente de manière formelle les monoïdes de commutation et la notion de graphe
de conflit. Dans la section 1.3, nous donnons le degré de parallélisme tel qu’il a
été défini par N. Saheb dans [65], ainsi que la forme normale de Foata d’un mot
quelconque. Nous présentons aussi quelques propriétés de ce paramètre déjà établies
dans des travaux ultérieurs.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous présentons quelques méthodes pour calculer
le degré de parallélisme. Nous commençons par quelques exemples simples, puis
dans la section 2.3 nous présentons une méthode dite de diagonalisation pouvant
être utilisée dans des cas particuliers tels que le cas où il y a une lettre qui ne
commute avec aucune autre lettre de l’alphabet.

Dans la section 2.4, nous exploitons la modélisation du processus de factorisation
par une chaîne de Markov, on verra comment l’espace des états de la chaîne peut
être réduit, permettant ainsi de calculer la distribution stationnaire de probabilités
et d’en déduire le degré de parallélisme.

Les sections 2.5 et 2.6 fournissent deux approches pour obtenir une approxima-
tion du degré. La première est fondée sur les marches aléatoires et la seconde sur
des constructions successives.

Enfin, la section 2.7 donne une relation entre le degré étudié et une conjecture
de la physique statistique.

Partie II : Synchronisations locales probabilistes
Dans cette partie, on considère un réseau asynchrone de processeurs anonymes

à communication par échange de messages en mode asynchrone. On s’intéresse à
l’implémentation d’algorithmes distribués dans de tels réseaux, en fournissant des
procédures probabilistes pour synchroniser des processeurs entre eux. Les résultats
de cette partie ont été obtenus en collaboration avec Yves Métivier et Nasser Saheb
[51]. Cette partie est organisée en trois chapitres :

Chapitre 3 : Nous commençons ce chapitre par la section 3.1 dans laquelle
nous présentons les modèles utilisés et nous rappelons quelques notions de réseau
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synchrone, asynchrone, et anonyme, d’échange de message en mode asynchrone et
synchrone.

Dans la section 3.3, on présente les hypothèses et les objectifs de notre étude, et
dans la section 3.4, on donne quelques exemples d’algorithmes distribués classiques
nécessitant des synchronisations locales pour être implémentés.

Dans la section 3.2, on présente des algorithmes probabilistes pour implémenter
ces algorithmes. Le premier algorithme permet de synchroniser un processeur avec
un de ses voisins, le deuxième permet de synchroniser un processeur avec tous ses
voisins et le dernier de synchroniser un processeur avec tous les sommets à distance
inférieure ou égale à 2 de ce processeur.

Chapitre 4 : Dans ce chapitre, nous analysons les algorithmes du chapitre pré-
cèdent. La section 4.1 est dédiée à l’étude de l’algorithme permettant de synchroniser
un processeur avec un de ses voisins. Nous y étudions un certain nombre de para-
mètres liés à cet algorithme concernant les comportements probabilistes du nombre
de synchronisations.

Dans la section 4.2 (resp. section 4.3), nous analysons l’algorithme permettant
de synchroniser un processeur avec tous ses voisins, (resp. avec tous les processeurs
à une distance inférieure ou égale à 2).

Chapitre 5 : Dans ce chapitre nous introduisons et étudions une mesure d’effi-
cacité des algorithmes probabilistes présentés dans le chapitre précédent. L’objectif
étant de fournir une mesure commune à tout algorithme probabiliste de synchroni-
sation.

Partie III : Élection dans les arbres

Dans cette partie, nous analysons le problème d’élection dans un système distri-
bué ayant la topologie d’arbre. Les résultats qui y sont présentés ont été obtenus en
collaboration avec Yves Métivier et Nasser Saheb. Elle est organisée en deux cha-
pitres :

Chapitre 6 : Dans ce chapitre, nous commençons par la section 6.1 où nous rap-
pelons des notions fondamentales de l’algorithmique distribuée. Nous y rappelons
les définitions et modèles utilisés dans cette partie, notamment les algorithmes en
vagues et les systèmes de réécriture de graphes. Dans la section 6.2, nous présen-
tons le problème d’élection et nous rappelons quelques algorithmes connus pour le
résoudre. La dernière section est dédiée à la présentation de l’algorithme, nous mon-
trons, en particulier, que c’est un algorithme en vagues qui peut être codé par un
système de réécriture de graphes.
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Chapitre 7 : Dans ce chapitre, nous effectuons une analyse probabiliste de l’al-
gorithme proposé. Différentes considérations sont étudiées, le but étant de répondre
à la question : quel est le sommet (de l’arbre représentant le réseau) qui a la plus
grande probabilité d’être élu. Différentes techniques sont alors mises en œuvre, no-
tamment les monoïdes de commutation et les chaînes de Markov. Nous terminons
le chapitre par la section 7.2.3 où nous donnons quelques implémentations possibles
de l’algorithme.

Partie IV : Routage compact et adaptatif
Dans cette partie, on s’intéresse à l’étude de la taille mémoire nécessaire pour

coder les tables de routage adaptatives dans un réseau de processeurs. Les résultats
qui y sont présentés ont été obtenus en collaboration avec Cyril Gavoille [32]. Elle
est organisée en deux chapitre :

Chapitre 8 : Dans ce chapitre, nous présentons le problème de routage et nous
rappelons le principe de la technique de routage par intervalles, ainsi que les princi-
pales notations et définitions formelles utilisées dans cette partie.

Chapitre 9 : Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’adaptativité du routages
par intervalles et à sa compacité. Le théorème 15 de la section 9.1 permet de montrer
que tout graphe supporte un routage par intervalles α-adaptatif dont la compacité
est optimale, c’est-à-dire égale à 1. Dans la section 9.2, nous nous intéressons au
routage par intervalles de plus court chemin, nous imposons alors qu’au moins un
des chemins fournis par les tables permet de router en utilisant le plus court chemin.
Le résultat principal de cette section est le théorème 17 selon lequel la différence
entre la compacité dans le cas déterministe et la compacité dans le cas adaptatif
peut être très grande.
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Notions de la théorie des graphes

Dans notre étude, nous nous servons des graphes pour modéliser les réseaux de
communications. Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions fondamentales
de la théorie des graphes. Les définitions sont empruntées au livre de C. Berge [6]
et à [63].

Définitions élémentaires

Un graphe non orienté simple est un couple (V,E), où E est un ensemble de
paires d’éléments distincts de V , appelés arêtes.

Si e = {v, v′} ∈ E, on dit que e est incident à v et v′ et que v et v′ sont deux
sommets voisins. Soit N(v) l’ensemble des voisins de v. Le degré du sommet v, noté
d(v), est le cardinal de N(v).

Le nombre de sommets d’un graphe G est appelé taille de G.
Soit G = (V,E) un graphe quelconque. Un sous-graphe du graphe G est un

graphe H = (V ′, E ′) dont l’ensemble des sommets V ′ (respectivement l’ensemble
des arêtes E ′) est un sous-ensemble de V (respectivement de E) tel que pour toute
arête e = {u, v} de E ′, les deux sommets u et v appartiennent à V ′.

Un sous-graphe couvrant du graphe G est un sous-graphe de G qui contient tous
les sommets de G.

Le graphe résultant de la suppression d’une arête e d’un graphe G = (V,E) est
le graphe G privé de l’arête e.

La suppression d’un sommet v d’un graphe G = (V,E) est l’opération consistant
à supprimer le sommet v et toutes les arêtes incidentes à v.

Deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) sont dits sommets disjoints si
V1 ∩ V2 = Ø. Ils sont dits arêtes disjoints si E1 ∩ E2 = Ø.

Un chemin P de v1 à vi dans G est une suite P = v1, e1, v2, e2, ..., ei−1, vi de
sommets et d’arêtes, telle que, pour 1 6 j < i, ej est incidente à vj et vj+1 ; i − 1

est la longueur de P . Si v1 = vi, alors P est un cycle. Deux sommets v et v′ sont
dits connectés ou liés, s’il existe un chemin de v à v′. Un graphe est connexe si deux
sommets quelconques u et v sont connectés.

7
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Remarque. Les définitions que nous donnons ici sont relatives aux graphes non
orientés. La plupart d’entre elles restent les mêmes pour les graphes orientés.

Arbres et forêts
Un arbre T est un graphe connexe sans cycle. Un arbre T ′ est un facteur d’un

arbre T , si soit T ′ = T , soit T ′ est un facteur d’un arbre obtenu par la suppression
d’une feuille de T .

Une composante connexe du graphe G est un sous-graphe connexe maximal du
graphe G.

Un arbre couvrant d’un graphe G est un sous-graphe couvrant de G qui est un
arbre.

Une forêt est un graphe dont les composantes connexes sont des arbres. Une forêt
couvrante d’un graphe G est une forêt qui contient l’ensemble des sommets de G.

Classes particulières de graphes

Un graphe est complet si pour toute paire de sommets {u, v}, l’arête {u, v} existe.
On note Kn le graphe complet de taille n (ce graphe possède donc (n× (n − 1))/2

arêtes).
Un graphe G est biparti si V peut être partitionné en deux classes disjointes V1

et V2 telles que aucune arête de E ne relie deux sommets de V1 ou deux sommets
de V2. Le graphe G est biparti complet si tout sommet de V1 est adjacent à tout
sommet de V2. On note Kn,m le graphe non orienté biparti complet tel que |V1| = n

et |V2| = m.
Une étoile de taille n est le graphe K1,n−1.
Pour un entier positif r et un sommet v de G, la boule B(v, r), de centre v et de

rayon r est définie par induction sur r comme suit :

B(v, 0) = {v}, et B(v, r + 1) = B(v, r) ∪
⋃

w∈B(v,r)
N(w).

Distances sur un graphe

Soit G = (V,E) un graphe connexe quelconque. La distance entre deux sommets
quelconques u et v, notée d(u, v), est la longueur du plus court chemin de u à v. Le
diamètre du graphe G est la distance maximale entre deux de ses sommets :

D(G) = max
u,v∈V

{d(u, v)}.

L’excentricité d’un sommet v, notée e(v), d’un graphe connexe G est la distance
maximale entre v et les autres sommets de G. Le rayon du graphe G, noté r(G), est
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alors l’excentricité minimum sur tous ses sommets :

e(u) = max
v∈V
{d(u, v)} et r(G) = min

u∈V
e(u).

Un sommet v est un centre d’un graphe connexe G si c’est un élément de l’en-
semble des sommets d’excentricité minimum, c’est-à-dire de l’ensemble :

c(G) = {v | e(v) = min
w∈V

e(w)}.

Soit G un graphe quelconque, et soit k un entier positif. On définit la k-densité
de G par le rapport :

Dk(G) =

∑

v∈V d(v)
k

|V | .

Soit T = (V,E) un arbre, pour un sommet v, on définit Dist(v, T ) par :

Dist(v, T ) =
∑

w∈V
D(v, w).

Un sommet de V est un sommet médian, si c’est un élément du sous-ensemble
m(T ), défini par :

m(T ) = {v | Dist(v, T ) = min
w∈V

Dist(w, T )}.
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Chapitre 1

Degré de parallélisme dans les

monoïdes de commutation

On représente une suite d’opérations par un mot sur l’alphabet des actions. Si
les actions a et b agissent sur des ensembles disjoints, les exécutions séquentielles
ab et ba produisent le même effet. Cette propriété est modélisée mathématiquement
par la commutation de a et b : ab ≃ ba. Dans un contexte distribué cela implique
que a et b peuvent être exécutées en parallèle.

Une exécution distribuée n’est donc plus un mot mais une classe d’équivalence
pour la congruence engendrée par les relations de commutation. Cette classe d’équi-
valence est appelée trace, elle peut être identifiée au graphe d’une relation d’ordre
partiel. L’ensemble des traces forme le monoïde de commutation. Mazurkiewicz pro-
pose les monoïdes des traces pour modéliser les processus parallèles [46].

Nous rappelons brièvement dans ce chapitre quelques concepts et résultats de
[65]. Le chapitre suivant porte sur de nouvelles techniques de calcul de degré de
parallélisme pour lequel aucune formule exacte n’est connue sauf dans des cas très
particuliers, voir [27].

Un système de commutation est un alphabet d’actions A muni d’une relation
binaire θ. Lorsque (a, b) ∈ θ, les actions a et b ne sont pas causallement liées et,
donc, peuvent être exécutées en parallèle. Ainsi, les éléments de θ sont les paires de
lettres (ou d’actions) qui peuvent être exécutées parallèlement.

La forme normale de Foata permet de maximiser le taux de simultanéité pour
un mot de A∗ (ou une suite d’actions). Dans [65], N. Saheb définit le degré de
parallélisme pour un mot non vide comme le rapport entre la longueur du mot et le
nombre de facteurs une fois le mot écrit sous sa forme normale de Foata.

Il est montré que chaque monoïde de commutation a un degré de parallélisme
commun à presque tous ses mots infinis. Or, même s’il existe des caractérisations de

13
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ce degré, il n’y a pas de méthode effective connue pour le calculer. Ici, nous intro-
duisons quelques nouvelles méthodes pour une évaluation exacte de ce paramètre
dans des cas particuliers, et une méthode pour son approximation en général.

1.1 Introduction

Les monoïdes de trace ont été introduits par Mazurkiewicz pour permettre une
étude algébrique du parallélisme [46], (voir [2, 13, 24, 25, 49, 59] pour les résultats
obtenus dans ce cadre).

Arquès et Françon ont proposé une mesure de parallélisme, pour les processus
concurrents fondée sur la possibilité de mélanger des mots représentants le com-
portement des processus. L’approche permet quelques comparaisons pour différents
algorithmes de synchronisation, sans pour autant fournir une étude générale de me-
sure de parallélisme.

N. Saheb a introduit le degré de parallélisme pour les monoïdes de commutation,
voir [65]. Ce degré se définit pour un mot comme le rapport entre la longueur du mot
et son nombre de facteurs. Intuitivement ce degré est le rapport entre le temps d’exé-
cution séquentielle et celui d’exécution parallèle de la suite d’instructions associée
au mot.

Il est prouvé que si tous les mots de longueur n ont la même probabilité d’être
tirés, quand n→∞, avec probabilité 1, le degré du mot choisi tend vers une limite
fixée qui est complètement déterminée par le système.

Un système de commutation peut être caractérisé par son graphe de conflit, c’est-
à-dire, le graphe dont les sommets sont les actions et les arêtes les paires de lettres
qui ne commutent pas ; c’est le graphe complémentaire du graphe de commutation.
Si le graphe de conflit est connexe, il a été montré que le degré est l’inverse de la
distribution stationnaire de la probabilité d’incrémentation de la profondeur (c’est-
à-dire, le nombre de facteurs de Foata), voir [65].

Dans [65], le processus de factorisation est considéré comme un processus aléa-
toire, où à chaque étape, une lettre est insérée. Toutes les lettres de l’alphabet
d’actions ont la même chance d’être tirées. Si le graphe de conflit est connexe, le
processus aléatoire admet une distribution limite et le degré de parallélisme s’écrit
facilement en fonction de certains paramètres de cette distribution.

Si le graphe de conflit est non connexe, alors chaque composante forme un sys-
tème de commutation et le degré de parallélisme de tout le système peut alors être
calculé en fonction des degrés de parallélisme des systèmes représentés par les com-
posantes connexes. Il suffit alors de chercher des méthodes pour calculer le degré de
parallélisme dans le cas où le graphe de conflit est connexe.
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1.2 Monoïde de commutation

1.2.1 Définitions et notations

A est un alphabet (d’actions) de cardinalité N . Un monoïde ou système de com-
mutation est l’alphabet A muni d’une relation binaire θ ⊂ A × A symétrique et
irréflexible. Si (a, b) ∈ θ, on dit que a et b commutent ou a et b sont concurrentes,
et l’on note ab ≃ ba.

Intuitivement, quand a et b commutent, le résultat d’exécution ne change pas
si on exécute ab ou bien ba. On est alors autorisé à considérer que a et b sont
concurrentes, en effet, si l’exécution de a n’affecte en rien celle de b et vice versa,
a et b peuvent être exécutées simultanément. L’irréflexivité de θ est imposée par le
fait que deux actions identiques ne peuvent être exécutées de manière concurrente.

Le mot vide est noté 1. A∗, A+, et Aω désignent respectivement l’ensemble de
mots, l’ensemble de mots non vides, et l’ensemble des mots infinis sur A. Pour tout
w ∈ A∗, |w| est la longueur de w. Enfin, si B ⊂ A, alors (w)B est le mot obtenu de
w en supprimant les lettres n’appartenant pas à B, et |w|B est alors la longueur du
mot (w)B, (si B est réduit à une seule lettre a, |w|a est le nombre d’occurrences de
la lettre a dans w).

La relation θ engendre une congruence (voir [13, 14, 46]). Si deux mots w1 et w2

sont équivalents par cette congruence, on écrit w1 ≃ w2 ; ce qui veut dire que w1 et
w2 sont opérationnellement équivalentes.

1.2.2 Graphe de conflit

Considérons un système de commutation S = (A, θ). Le graphe de conflit de S
est le graphe G dont les sommets sont les éléments de A et pour tout couple de
sommets différents (a, b) de A, on met une arête entre a et b si (a, b) ∈ θ.

Exemple 1.1 Soit A = {a, b, c, d}, où a, b, c, d représentent les instructions sui-
vantes :























(a) : x← x ∗ cos(y)
(b) : y ← y + t/2

(c) : t← (u+ v)/2

(d) : u← x ∗ ln(v)

(1.1)

Il est clair que dans une suite d’actions a et b doivent être exécutées dans l’ordre
imposé, de même pour les instructions {a, d}, et {c, d} ; par contre, toute occurrence
de ac peut être remplacée par une occurrence de ca, et toute occurrence de bd peut
être remplacée par une occurrence de db.
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Le graphe de conflit correspondant à ce système est alors représenté par le graphe
de la figure 1.1.

d c

ba

Figure 1.1 – Graphe de conflit de l’exemple 1.1.

1.3 Degré de parallélisme dans les monoïdes de com-

mutation

1.3.1 Introduction

Soit w un mot de An. À w correspond un graphe d’ordonnancement Gw défini
comme suit.
Soit w = x1x2 . . . xn avec xi ∈ A, ∀i = 1, . . . , n. Le graphe Gw a n sommets étique-
tés 1, 2, . . . , n, et pour toute paire de sommets (i, j), il y a un arc de i vers j si et
seulement si i < j et xi ne commute pas avec xj .

Exemple 1.2 Soit A = {a, b, c, d} et θ le relation définie par ab ≃ ba, ac ≃ ca, bc ≃
cb, ad ≃ da. Considérons le mot w = dcabadbac, le graphe Gw correspondant est
donné par le figure 1.2, (pour la simplicité, nous supprimons des arcs qui peuvent
être obtenus par transitivité).

1 3

4

5 6

7

9

8

2

Figure 1.2 – Graphe d’ordonnancement de l’exemple 1.2.
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Définition 1 Soit w un mot de An. La profondeur de w, notée dep(w), est définie
comme étant le nombre de sommets sur le plus long chemin du graphe Gw.

Sur l’exemple précédent, le plus long chemin est de longueur 4, la profondeur du
mot w est donc dep(w) = 4.

Définition 2 Soit w un mot de An. Le degré de parallélisme de w noté d(w) est la
quantité

d(w) =
|w|

dep(w)
.(1.2)

Dans l’exemple précédent, d(w) = 9
4
. Intuitivement, cette quantité illustre le fait

que dans un temps nécessaire pour exécuter 4 actions, on peut en exécuter 9. Donc,
en moyenne, 9

4
actions peuvent être exécutées simultanément.

Le graphe Gw est une manière simple de montrer dans quel ordre les actions
formant le mot w doivent être exécutées (tri topologique). Mais une autre caractéri-
sation de dep(w) semble plus appropriée à notre étude. Cette caractérisation utilise
la forme normale de Foata [10].
Un mot de A∗ est sous forme normale de Foata s’il est factorisé en u1u2 · · ·uk, k > 0,
tel que :

(i) Tout ui est un mot non vide et est produit de lettres qui commutent deux à
deux.

(ii) Si a est une lettre dans uj+1 n’apparaissant pas dans uj, alors il existe une
lettre de uj qui ne commute pas avec a.

Chaque ui est alors appelé facteur. Un facteur est un mot non vide u dont les
lettres commutent deux à deux. Une lettre sera dite commuter avec un facteur u si
elle commute avec toutes les lettres de u. La profondeur d’un mot w, dep(w), n’est
autre que le nombre des facteurs de w écrit sous forme normale de Foata.

La forme normale de Foata d’un mot w est obtenue récursivement comme suit :

— si w est une lettre, alors sa forme normale de Foata est w lui même.
— si la forme normale de Foata de w est u1u2 · · ·uk, alors la forme normale de

Foata de wa, a ∈ A, est u1u2 · · ·uka si a ne commute pas avec uk ou bien
u1u2 · · ·u′i · · ·uk avec u′i = uia, où i est tel que a commute avec uk, uk−1, · · · , ui
mais pas avec ui−1.

Dans l’exemple 1.2, on a w ≃ (da)(cba)(da)(bc). Les actions au sein d’un même
facteur peuvent être exécutées dans un ordre quelconque, mais aucun changement
d’ordre entre les facteurs n’est possible. Il est à remarquer que dep(w) = 4, ce qu’on
a obtenu avec le graphe Gw.



18 CHAPITRE 1. DEGRÉ DE PARALLÉLISME

1.3.1.1 Propriétés

La proposition suivante fournit quelques propriétés du degré de parallélisme, voir
[65].

Proposition 1 Pour tous w1, w2, · · · , wk ∈ A+, les propriétés suivantes sont véri-
fiées :

(i) 1 6 d(w) 6 N , (N = card(A)),
(ii) d(w1w2 · · ·wk) =

∑k
i=1

dep(wi)d(wi)
dep(w1w2···wk)

,
(iii) d(w1w2 · · ·wk) est minoré par la moyenne de d(w1), d(w2) · · · , d(wk) pondé-

rés par les coefficients dep(w1), dep(w2), · · · , dep(wk) respectivement.
(iv) d(w1 · · ·wk) > min{d(w1), · · · , d(wk)}.

Preuve.

(i) Il est facile de voir que si le mot w est formé par des lettres ne commuttant
pas entre elles, sa forme normale est donc lui même. On en déduit alors que
dep(w) 6 |w|. Si toutes les lettres du mot commutent, sa forme normale est
de longueur au moins |w|

N
. On en déduit donc que

|w|
N

6 dep(w) 6 |w|.

D’où le résultat.

(ii) On a |w1w2 · · ·wk| = |w1|+ |w2|+ · · ·+ |wk|.
Donc, d(w1w2 · · ·wk) =

∑

i=1 k|wi|/dep(w1w2 · · ·wk).
Le résultat en découle.

(iii) On a

d(w1w2 · · ·wk) =
1

dep(w1w2 · · ·wk)

k
∑

i=1

|wi|.

Or
dep(w1w2 · · ·wk) 6 dep(w1) + dep(w2) + · · ·+ dep(wk).

Donc

d(w1w2 · · ·wk) >
1

dep(w1) + dep(w2) + · · ·+ dep(wk)

k
∑

i=1

dep(wi)d(wi).

(iv) Application directe de (iii).

✷
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1.3.1.2 Degré moyen et degré moyen relatif de parallélisme

Définition 3 Pour tout entier positif n, le degré moyen de parallélisme des mots de
longueur n, est défini par :

d(n) =
n

Nn

∑

w∈An

1

dep(w)
.(1.3)

C’est l’espérance mathématique du degré de parallélisme si tous les mots de longueur
n ont la même probabilité d’être choisis.

Définition 4 Pour tout entier positif n, la profondeur moyenne relative des mots
de longueur n est définie par :

l(n) =
1

nNn

∑

w∈An

dep(w).(1.4)

C’est l’espérance mathématique de dep(w)/n si tous les mots de longueur n ont la
même probabilité d’être choisis.

On obtient

1 6 d(n) 6 N(1.5)

et

1

n
6 l(n) 6 1.(1.6)

Nous avons aussi :

Proposition 2 Soient n1, n2, · · · , nk des entiers positifs quelconques ; nous avons
(i) l(

∑

16n6k ni) est majorée par la moyenne de l(n1), · · · , l(nk) pondérés par
n1, n2, · · · , nk respectivement ; autrement dit, l est une fonction convexe,

(ii) l(kn) 6 l(n),
(iii) d(n) > l(n).

Preuve.

(i) Soient w1, w2, · · · , wk des mots de longueurs n1, n2, · · · , nk respectivement.
Posons n =

∑k
i=1 ni, on a alors

1

n
dep(w1w2 · · ·wk) 6

1

n

k
∑

i=1

dep(wi).
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En passant à l’espérance mathématique, et en utilisant sa linéarité, nous
obtiendrons :

l(n) 6
1

n

k
∑

i=1

nil(ni).

Le résultat en découle.

(ii) Il suffit d’appliquer (i) à n1 = n2 = · · · = nk = n.

(iii) La fonction f définie par f(x) = 1
x

est convexe. En vertu de l’inégalité de
Jensen ([17],pp. 153-154), nous avons

d(n) = E(
1

dep(w)
) >

1

E(dep(w))
= l(n).

✷

Exemple 1.3 Soit A = {a, b} avec ab ≃ ba. Le monoïde est alors commutatif et
dep(w) = max{|w|a, |w|b}. Par conséquent :

d(n) =
n

2n

n
∑

i=0

(

n

i

)

/max{i, n− i},(1.7)

et

l(n) =
1

n2n

∑

06i6n

(

n
i

)

max{i, n− i} .(1.8)

Le calcul de l(n) donne :

l(n) =
1

2
+

(

n− 1

⌊1
2
n⌋

)

/2n.(1.9)

Quand n tend vers l’infini, le second terme tend vers 0. D’où,

lim
n→∞

l(n) =
1

2
.(1.10)

Par ailleurs, d(n) étant majoré par 2, et minoré par 1
l(n)

, tend vers 2, lorsque n→∞.

Cet exemple montre la difficulté de trouver l’expression exacte du degré moyen.
Il serait donc souhaitable de développer une méthode pour trouver sa valeur asymp-
totique.
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1.4 Comportement asymptotique

Avant de développer cette section, reconsidérons le système de l’exemple précé-
dent. Peut-on généraliser la définition de la notion de degré de parallélisme pour les
mots infinis ? Considérons la suite {wn} de mots définis par la table suivante :

n 1 2 3 4 5 · · ·
wn ab aba2 aba2b2 aba2b2a6 aba2b2a6b6 · · ·
d(wn) 2 4/3 2 4/3 2 · · ·

Si n est impair, alors d(wn) = 2 et l’on pose wn+1 = wna
k, où k est tel que |wna

k|a =
3|wn|b. Alors d(wn+1) =

4
3
. Si n est pair, alors d(wn) =

4
3

et l’on pose wn+1 = wnb
k′,

où k′ est tel que |wnb
k′ |b = 3|wn|n. Ainsi d(wn+1) = 2.

Cet exemple simple montre la difficulté de définir une notion de degré de paral-
lélisme pour les mots infinis en général, vue que si {wn} est la suite définie ci-dessus,
d(wn) prend les valeurs 2 et 4

3
, donc ne peut converger quand n tend vers l’infini.

Cependant, si l’on suppose que a et b ont la même probabilité d’apparaître dans
un mot infini w , utilisant la loi faible des grands nombres ([17],chap. X), on a, avec
probabilité 1, :

|w|a/|w| →
1

2
et |w|b/|w| →

1

2
quand |w| → ∞,(1.11)

et donc avec probabilité 1 :

d(w) = |w|/dep(w)
= 1/max{|w|a/|w|, |w|b/|w|}
→ 2.

(1.12)

Remarque. Notons que nous avons supposé que a et b ont la même probabilité
d’apparaître dans le mot. Cependant, si on suppose que a et b apparaissent respec-
tivement avec probabilités α et β, alors avec probabilité 1, :

max{|w|a/|w|, |w|b/|w|} → max{α, β},(1.13)

ainsi

d(w)→ 1/max{α, β}.(1.14)

Le parallélisme est alors maximal si α = β = 1/2.
Cette convergence est intéressante. Dans la suite, on verra que, avec probabilité

1, le degré de parallélisme existe et tend vers une limite qui ne dépend que du
monoïde de commutation avec probabilité 1, [65].
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1.4.1 Modélisation stochastique

Le processus de factorisation de la section 1.3 peut être vu comme un processus
aléatoire : à la nieme étape, l’état de la forme normale du mot est u1u2 · · ·uk. Une
lettre a est insérée avec la probabilité 1/N , l’état deviendra :

(i) u1u2 · · ·uka si a ne commute pas avec uk, ou bien
(ii) u1u2 · · ·u′i · · ·uk si a ne commute pas avec u′i.
C’est une chaîne de Markov dont l’ensemble des états est l’ensemble infini, mais

dénombrable, de toutes les factorisations possibles. Nous nous intéressons alors au
nombre de facteurs, sa valeur est k à la nième étape et il passe à k + 1 (cas (i)) ou
bien reste k, (cas (ii)).

Désignons par νn la probabilité que la nième insertion incrémente la profondeur
du mot. Alors, on peut démontrer que si le graphe de conflit est connexe, la chaîne
de Markov est érgodique et νn converge vers une limite ν, (voir [65]).

Proposition 3 Si le monoïde de commutation a un graphe de conflit connexe, alors
le processus de factorisation admet une distribution de probabilité stationnaire ν pour
l’incrémentation de la profondeur. Le degré de parallélisme est alors 1/ν.

Exemple 1.4 Soit S = ({a, b, c, d}, {ab ≃ ba}). Sachant que le graphe de conflit
est connexe, on peut utiliser la proposition 3 pour obtenir le degré de parallélisme.
Il suffit de calculer la limite de νn quand n tend vers l’infini. Il faut donc calculer
la probabilité d’incrémentation de la profondeur à la nième insertion. On obtient
facilement

νn = 1/3 + 1/3 + (1/3)
∑

16i6(n−1)/2

(2/3)2i
(

2i

i

)

(1/2)2i.(1.15)

Ainsi,

ν = lim
n→∞

νn

= 2/3 + (1/9)
∑

i>0

(

2i
i

)

(1/9)i

= 2/3 + (1/9)(1− 4/9)−1/2

= 2/3 + 1/(3
√
5),

(1.16)

Il en résulte que le degré de parallélisme du système est égal à 3/(2 + (1/
√
5)).

Remarque. La méthode ci-dessus peut être appliquée pour tout monoïde de com-
mutation ; l’expression (1/n)

∑

16i6n νi (ou bien νn si limn→∞ νn existe) donne une
bonne approximation pour l’inverse du degré de parallélisme. Cependant, il n’est pas
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toujours facile de l’appliquer pour des cas plus compliqué que l’exemple ci-dessus.

On reviendra sur ce calcul dans la section 2.4 du chapitre suivant en donnant
plus d’outils en termes de chaînes de Markov.

1.4.2 Facteurs saturés et théorie de renouvellement

Revenons sur la modélisation par un processus stochastique présentée dans la
section 1.3. On peut voir que quand la factorisation se termine avec un facteur uk,
son évolution future ne dépend pas seulement de uk mais des facteurs précédents
en général. Cependant, il y a des cas qui font exception. Il y a des facteurs qui
renouvellent le processus de factorisation.

Définition 5 Un facteur u est dit saturé s’il est maximal pour l’inclusion. Ainsi, u
est saturé si et seulement si

(i) x, y ∈ u, x 6= y ⇒ xy ≃ yx,
(ii) x ∈ A, y 6∈ u⇒ xy 6≃ yx.

On dit que le processus de factorisation arrive à une saturation si son dernier facteur
est saturé.

Remarque.
(i) Si A est commutatif, alors le seul facteur saturé est A lui même. Si θ = Ø,

alors les facteurs saturés sont les singletons.
(ii) Un facteur saturé est une clique maximale dans le graphe de commutation.
(iii) Quand le processus rencontre une saturation, il est regénéré, c’est-à-dire que

son futur ne dépend alors pas de ce qui s’est passé dans le passé.

Rappelons quelques résultats de [65] qui nous seront utiles dans le chapitre sui-
vant.

Lemme 1 Si le graphe de conflit G du système de commutation S est connexe, alors
l’événement récurrent est apériodique et persistant et admet un temps d’attente à es-
pérance mathématique finie.

La proposition suivante montre comment ce lemme peut être utilisé pour étudier
le degré de parallélisme d’un système de commutation quelconque.

Proposition 4 Soit R un événement récurrent et persistant avec une espérance
mathématique du temps d’attente finie µ. Soit h l’espérance mathématique de la
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profondeur dans une intervalle. Si le mot wn est choisi au hasard de An, alors
quand n→∞,

d(wn)→ µ/h(1.17)

avec probabilité 1.

On finit cette partie par un théorème central.

Théorème 1 On suppose que le graphe de conflit G du système de commutation
S = (A, θ) a k composantes connexes G1 = (A1, E1), · · · , Gk = (Ak, Ek). Soit αi =

card(Ai)/N pour i = 1, · · · , k. Soit wn un mot de longueur n choisi au hasard. On
a avec probabilité 1

d(wn)→ DEG(G), quand n→∞,(1.18)

où DEG(G) = DEG(S) est défini par

DEG(G) = min{DEG(G1)/α1, · · · , DEG(Gk)/αk}.(1.19)

Ainsi, l’étude du degré de parallélisme de tout monoïde de commutation se ra-
mène à l’étude de celle des monoïdes de commutation dont le graphe de conflit est
connexe.



Chapitre 2

Méthodes pour calculer le degré de

parallélisme dans les monoïdes de

commutation

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux comportements asymptotiques du
degré moyen d(n). Cette étude permet le calcul exact de degré dans des cas par-
ticuliers. Rappelons que, d’après le chapitre précédent, si les lettres sont tirées au
hasard avec la même probabilité 1

N
, où N est la cardinalité de l’alphabet A, c’est-à-

dire toutes les lettres apparaissent avec la même probabilité 1/N , alors

lim
n→∞

d(n) = DEG.(2.1)

DEG est complètement déterminé par le système de commutation.

2.1 Profondeur moyenne et degré de parallélisme

Revenons à la profondeur moyenne relative des mots de longueur n l(n), intro-
duite dans le chapitre précédent (définition 4). Avec l(n) ainsi définie, l’espérance
mathématique du nombre de facteurs (ou de la profondeur) des mots de longueur n
est nl(n).

Soit νi la probabilité que la iième lettre insérée ne commute pas avec le dernier
facteur. νi est donc la probabilité pour la profondeur d’être incrémentée à la iième

insertion. On a

nl(n) =
∑

16i6n

νi, n = 1, 2, 3, · · ·(2.2)

25
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Nous avons le théorème suivant :

Théorème 2 Pour tout système de commutation S = (A, θ), on a

lim
n→∞

l(n) =
1

DEG
.(2.3)

Preuve. Par la propriété de convergence, on a

d(wn)→ DEG avec probabilité 1 , quand n→∞.

Donc, quand n→∞, avec probabilité 1

dep(wn)/n→ 1/DEG.

Par ailleurs, l(n) étant l’espérance mathématique de la variable aléatoire dep(wn)/n,
cette v.a. converge avec probabilité 1 vers l(n). D’où le théorème, voir Feller [17]. ✷

2.2 Exemples

Les exemples présentés dans cette section sont relativement simples. L’objectif
étant d’illustrer l’application des propositions et théorèmes ci-dessus pour calculer
le degré de parallélisme.

Exemple 2.1 Soit A = {a, b, c} et soit θ la relation de commutation définie par
ac ≃ ca, bc ≃ cb. Le graphe de conflit de ce système est donné par la figure 2.1. Il
est formé de deux composantes connexes , et le degré de parallélisme de chacune est
1. Donc par le théorème 1, le degré de parallélisme de tout le système est 3

2
.

ba

c

Figure 2.1 –

Exemple 2.2 Soit A = {a, b, c} et θ définie par ab ≃ ba. Le graphe de conflit
est donné par le figure 2.2. Le facteur c est saturé ; l’événement de la rencontre
d’une occurrence de c est un événement récurrent qui est persistant positif. Donc en
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c

a b

Figure 2.2 –

vertue de la proposition 3, il suffit d’étudier les paramètres qui nous intéressent dans
un intervalle entre deux occurrences de c (la première occurrence est exclue et la
dernière est incluse). SoitM la longueur d’un tel intervalle. Il admet une distribution
géométrique

P (M = m) =
1

3

(

2

3

)m−1

, m = 1, 2, 3, · · ·
avec

µ = E(M) = 3.

Il reste à calculer l’espérance mathématique de la profondeur dans un intervalle.
Pour un intervalle de longueur fixée, nous somme dans la situation de l’exemple
1.3, et la formule 1.9 permet d’écrire l’espérance conditionnelle (conditionnée par la
longueur de l’intervalle égale à m) de dep :

(2.4) Dm =
1

2
(m+ 1) + (m− 1)

(

m− 2

⌊1
2
(m− 1)⌋

)

2m−1
, m = 1, 2, ...

ou en termes de séries génératrices :

(2.5) D(z) =
∑

m>1

Dmz
m =

z

1− z +
z2

2(1− z)2 + z
∑

m>1

m

(

m− 1

⌊1
2
m⌋

)

(
z

2
)m.

Et nous aurons

(2.6) h =
∑

m>1

1

3
(
2

3
)m−1Dm =

1

2
D(

2

3
).

La somme du second membre de 2.5 est de la forme A(z) +B(z), avec

(2.7) A(z) =
∑

n>1

(2n)!

n!(n− 1)!
(
z2

4
)n

et

(2.8) B(z) = z
∑

n>0

(2n+ 1)!

n!n!
(
z2

4
)n.
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Ces fonctions se calculent facilement à l’aide des opérations élémentaires sur la série
génératrice des nombres de Catalan C(z) = 1−

√
1−4z2

2z2
. Un calcul simple permet

d’obtenir

(2.9) A(z) =
1

2
z2(1− z2)−3/2

et

(2.10) B(z) =
1

2
z(1 − z2)−1/2 +

1

2
z3(1− z2)−3/2.

Nous obtiendrons finalement de 2.4, 2.7 et 2.8 :

(2.11) h = 2 +
1√
5
,

et donc

(2.12) DEG =
3

2 + 1/
√
5
= 1, 225884003552664....

Exemple 2.3 Comparons, comme un dernier exemple de cette section, les deux
systèmes de commutation S1 et S2 donnés par leurs graphes de conflit G1 et G2 des
figures 2.3 et 2.4.

a

b

c

d

G1 =

Figure 2.3 – Graphes de conflit de S1 de l’exemple 2.3

a

b

c

d

G =
2

Figure 2.4 – Graphes de conflit de S2 de l’exemple 2.3

Pour S1, nous aurons, par le théorème 1 du chapitre précédent et le calcul de
l’exemple précédent,

(2.13) DEG1 = min{4, 4
3

3

2 + 1/
√
5
} = 4

2 + 1/
√
5
= 1.63451200473...
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Chacune des composantes de G2 correspond à un monoïde non commutatif et
est donc de degré 1. On en déduit alors par le théorème 1 du chacune précédent,

(2.14) DEG2 = 2.

Par conséquent S2 est nettement “plus parallèle” que S1.

2.3 Méthode de diagonalisation

Cette section exploite la proposition 4. Supposons qu’il existe une lettre a qui
ne commute avec aucune autre lettre. L’événement “rencontrer a dans le processus
de factorisation” constitue un événement renouvelant d’espérance mathématique de
durée d’attente µ = N . Pour appliquer la proposition 4, on doit calculer h qui est
l’espérance mathématique de la profondeur dans un intervalle. Il y a des cas où le
nombre de facteurs peut être exprimé comme la répétition maximale de m événe-
ments. Si la distribution des m événements est connue par une fonction génératrice à
m variables, la méthode de diagonalistation des séries permet de calculer la distribu-
tion du nombre maximal d’occurrences d’une lettre dans un intervalle conditionnée
par la longueur d’un intervalle.

Rappelons d’abord la diagonalistation d’une série, pour plus de détails, voir [25].
Étudions l’exemple suivant, ce qui nous permettra de clarifier les circonstances dans
lesquelles la méthode peut être appliquée.

Considérons une série formelle à m variables à des coefficients sur l’ensemble des
nombres complexes :

(2.15) f(x1, x2, · · · , xn) =
∑

ni>0

an1n2···nmx
n1
1 x

n2
2 · · ·xnm

m

La diagonale de f , notée Df , est une série formelle à une variable définie par :

Df(t) =
∑

ann···nt
n.(2.16)

Pour m = 2, on a

Df(t) = (1/2πi)

∫

|ζ|=ε

f(ζ, t/ζ)dζ/ζ,(2.17)

où ε et |t| sont suffisamment petits pour que f(z, x) soit régulière lorsque |z| < ε et
|x| < t/ε. Comme dans [25], notons que si f est rationnelle, alors Df est une fonction
algébrique. Pour f rationnelle et m > 3, l’intégration sur plusieurs contours de la
forme ci-dessus aboutit en général à une fonction transcendante.
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d

c

a b

Figure 2.5 – Graphe de conflit de l’exemple 2.4.

Exemple 2.4 Soit S = (A, θ) le monoïde de commutation représenté par le graphe
de conflit de la figure 2.5.

On a µ = 4. Pour calculer h, soit w un mot de longueur n sur l’alphabet {b, c, d}.
La profondeur de w est max{|w|b, |w|{c,d}}. On a

g(x, y) =
∑

Pr(|w|b = α, |w|{c,d} = β)xαyβ

= 1/4
1−(3/4)(x/3+2y/3)

(2.18)

La fonction génératrice correspondant aux probabilités cumulées est

f(x, y) =
∑

Pr(|w|b 6 α, |w|{c,d} 6 β)xαyβ

= 1
(1−x)(1−y)(4−(x+2y))

.
(2.19)

Ainsi,

q(t) =
∑

Pr(max{|w|b, |w|{c,d}} 6 n)tn

= 1
2πi

∫

|ζ|=ε
f(ζ, t/ζ)dζ

ζ
,

(2.20)

où ε et t satisfont les conditions énoncées ci-dessus. Un calcul standard permet de
trouver

q(t) =
1

(1− t)(2− t) +
(2− r)

2(r − 1)(2− t− t)r ,(2.21)

avec r =
√
4− 2t.

On en déduit le nombre moyen de facteurs entre deux occurrences de a,

h = 1 + d
dt
[(1− t)q(t)]t=1

= 5+
√
2

2
.

(2.22)

Donc

DEG = µ/h =
8

5 +
√
2
.(2.23)
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2.4 Chaînes de Markov et degré de parallélisme

Si le graphe de conflit est connexe, le processus de factorisation peut être mo-
délisé par une chaîne de Markov érgodique. La probabilité νn d’incrémentation de
la profondeur admet une probabilité stationnaire ν. Le degré de parallélisme étant
l’inverse de la probabilité stationnaire d’incrémentation de la profondeur, il suffit
alors de calculer cette probabilité.

Cependant, ν n’est pas toujours facile à calculer. Mais, il est possible dans cer-
tains cas de réduire l’ensemble des états possibles du processus, afin d’obtenir une
marche aléatoire simple.

Considérons l’exemple suivant :

Exemple 2.5 Soit S = ({a, b, c, d, }, θ), où θ est représentée par le graphe de la
figure 2.6.

a b

cd

Figure 2.6 – Graphe de conflit de l’exemple 2.5

On identifie l’ensemble des états de la chaîne avec l’ensemble des entiers Z.
Par définition, l’état actuel de la chaîne est k, si on peut insérer exactement k
occurrences consécutives de b sans créer de nouveau facteur ; il sera −k, si on peut
insérer exactement k occurrences consécutives de d sans créer de nouveau facteur.
Le premier état correspond au fait que le processus de factorisation se termine par
exactement k occurrences du facteur (d) et le second au fait que le processus se
termine par exactement k occurrences de (b).

Les facteurs (a) et (c) sont deux facteurs saturés et donc, une insertion de l’un
de ces facteurs remet le processus à l’état 0. On obtient la marche aléatoire dont le
graphe de transitions est donné par la figure 2.7.

Ainsi, la matrice de transition est :
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0 1 2 3−1−2−3

1/2

1/4

3/4

1/41/41/4

3/4 1/2
1/21/2

1/2
1/4 1/4

Figure 2.7 – La marche aléatoire sur Z correspondant à l’exemple 2.5
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...
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...
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...2

1

0

-1

-2

Il est clair qu’il n’y a pas besoin de créer un nouveau facteur à l’état k si et
seulement si ou bien la lettre insérée est b et k < 0 ou bien d et k > 0. On a donc

ν =
1

4
+

3

4
π0,(2.24)

où π0 est la probabilité stationnaire de l’état 0. On obtient facilement π0 = 1/
√
3 et

par conséquent

ν =
1 +
√
3

4
.(2.25)

Donc le degré de parallélisme recherché est

DEG = 2
√
3− 2.(2.26)

Exemple 2.6 La même méthode peut être appliquée pour l’exemple 1.1. On identi-
fie les états de la chaîne de Markov avec le nombre des derniers facteurs qui peuvent
absorber une lettre donnée dans le processus de factorisation. Ainsi, l’état Sn est
l’état du processus se terminant avec (a)n, (b)n, (c)n et (a)n, appelés facteurs domi-
nants, tel que le facteur situé à gauche de ces n facteurs ne commute avec aucune
lettre qui commute avec les facteurs.

Par symétrie de la structure de commutation, on peut identifier les états de ces
facteurs. Le prochain facteur dominant sera :

(i) (a)n+1 si la lettre insérée est a,
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(ii) (b) si la lettre insérée est b, sachant que tout ce qui commute avec b ne
commute pas avec a,

(iii) (a)n−1 si la lettre insérée est c, ou encore
(iv) (d) si la lettre insérée est d, sachant que tout ce qui commute avec d ne

commute pas avec a,
Ainsi, pour tout n > 1, les probabilités de transition sont

pn,n+1 = 1/4, pn,n−1, pn,1 = 1/2.(2.27)

Pour n = 0, la troisième close échoue et (a)n−1 doit être remplacé par (c).
Donc :

p0,1 = 1.(2.28)

La matrice de transition est alors

S0 S1 S2 S3 S4 · · ·

S0

S1

S2

S3

S4

...

























0 1 0 0 0 · · ·
1/4 1/2 1/4 0 0 · · ·
0 3/4 0 1/4 0 · · ·
0 1/2 1/4 0 1/4 · · ·
0 1/2 0 1/4 0 · · ·
...

...
...

...
...

...

























D’autre part, il est facile de voir que la lettre insérée est absorbée par un facteur
déjà existant dans le cas (iii), mais la création d’un nouveau facteur est nécessaire
dans tous les autres cas. Ainsi, la probabilité stationnaire d’incrémentation de la
profondeur ν est donnée par

ν =
3

4
+

1

4
π0,(2.29)

où π0 est la probabilité stationnaire de S0. On obtient facilement

π0 = (1/
√
3)(2−

√
3),(2.30)

et par conséquent

ν = 1/2 + 1/(2
√
3).(2.31)

Ainsi, le degré de parallélisme recherché est

DEG = 2/(1 + 1/
√
3).(2.32)
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La méthode utilisée dans ces deux exemples peut être généralisée pour l’étude
du cas suivant. Soit S = (A, θ) le système de commutation dont le graphe de conflit
G est défini comme suit : soit K1 et K2 deux graphes complets et soit G l’union
disjointe de K1 et K2, comme représenté dans la figure 2.8. Dans ce graphe, les
lettres représentées par les sommets blancs ne commutent avec aucune autre lettre,
mais celles en gris commutent avec les lettres de même couleur mais pas avec les
autres.

K1
K2

Figure 2.8 –

Formellement, on a deux graphes complets K1 = (V1, E1) et K2 = (V2, E2), tels
que V1 = V 1

1 ∪ V 2
1 , V2 = V 1

2 ∪ V 2
2 et ∀(a, b) ∈ V1 × V2, (a, b) ∈ θ si et seulement si

a ∈ V 1
1 et b ∈ V 1

2 .

Soient p =
|V 1

1 |
|V1|+ |V2|

, q =
|V 1

2 |
|V1|+ |V2|

, et r =
|V 2

1 |+ |V 2
2

|V1|+ |V2|
, (p+ q + r = 1).

Considérons la chaîne de Markov dont les états sont les éléments de Z. Le pro-
cessus est à l’état k > 0 si k lettres de V 2

1 peuvent être insérées sans avoir à créer
un nouveau facteur. C’est le cas si la factorisation se termine avec exactement k
facteurs, chacun étant réduit à une lettre de V 2

2 . Le processus est à l’état k < 0 si
k lettres de V 2

2 peuvent être insérées sans avoir à créer un nouveau facteur. C’est le
cas si la factorisation se termine avec exactement k facteurs, chacun étant réduit à
une lettre de V 1

2 . On obtient une marche aléatoire similaire à celle de l’exemple 2.5,
avec la matrice de transition suivante.
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Un calcul simple similaire à celui des exemples précédents donne π0 = rx2/(x2−
2p), où x1 et x2 sont les racines réelles de l’équation qx2−x+ p = 0, (rappelons que
r > 0 et donc 1− 4pq > 0), c’est-à-dire

x1 =
1−√1− 4pq

2q
et x2 =

1 +
√
1− 4pq

2q
.(2.33)

D’autre part, il est facile de voir qu’une nouvelle lettre insérée n’est pas absorbée
par un facteur déjà existant si la marche aléatoire va de n à n+ 1 ou 0 si n > 0, ou
bien de n à n− 1 ou 0 si n < 0. Ainsi

ν = π0 +
∑

n>0

(1− q)πn +
∑

n<0

(1− p)πn,(2.34)

où πn est la probabilité stationnaire de l’état n. Ainsi, le degré de parallélisme du
système est

DEG =
r

r + ((1− r)qx1 − 2pq)π0
.(2.35)

Les exemples étudiés dans cette section montrent comment l’ensemble des états
de la chaîne peut se réduire à des marches aléatoires unidimensionnelles sur Z.
Comme on verra dans la prochaine section, il est toujours possible de construire une
marche aléatoire sur N

N , simulant le comportement du processus de factorisation
pour tout système de commutation.

2.5 Approche utilisant les marches aléatoires

Dans cette section, nous donnons une méthode générale pour une approximation
du degré de parallélisme. Soit M = (A, θ) un monoïde de commutation. Les lettres
de A sont notées a1, a2, ..., aN . Au processus de factorisation correspond une marche
aléatoire sur NN comme suit : A chaque étape de la factorisation, l’état est déterminé
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par un N−vecteur x = (x1, ..., xN), de N
N , où au moins une composante est nulle.

L’état (x1, x2, · · · , xN ) correspond au fait que le processus peut absorber exactement
xi occurrences de la lettre ai, sans avoir à créer un nouveau facteur. L’état initial
est (0, ..., 0). Si une nouvelle lettre ai est à insérer, le nouvel état sera calculé par
l’algorithme 1.

Algorithme 1: L’algorithme pour obtenir le nouvel état de la marche aléatoire.
début

si xi > 0 alors
xi ← xi − 1;
pour j de 1 à N faire

si aj ne commute pas avec ai alors xj ← min{xj , xi};

sinon
pour j de 1 à N faire

si aj commute avec ai alors xj ← xj + 1;
sinon xj ← 0;

fin

On a alors la proposition suivante :

Proposition 5 La marche aléatoire ci-dessus simule une étape d’insertion dans
le processus de factorisation du système S = (A, θ). Si le graphe de conflit de S

est connexe, alors la chaîne de Markov obtenue en affectant une probabilité 1/N à
chaque occurrence de ai, i = 1, 2, .., N , à chaque étape de la factorisation, admet une
distribution limite (qui est la distribution stationnaire). Le degré de parallélisme est
alors 1/ν, où ν est l’espérance mathématique du nombre de composantes égales à 0

par rapport à la distribution stationnaire.

Preuve. Premièrement, on remarque qu’à chaque étape, x = (x1, ..., xN) contient
toutes les informations dans la mesure où chacun des xi compte le nombre de ai
successifs que le processus peut absorber sans avoir à créer un nouveau facteur. Soit
ai la lettre insérée à une étape donnée.

(i) Si xi > 0, alors xi doit être réduit à xi − 1. Et pour toute autre composante
xj , si aj commute avec ai, le même xj reste valide et, si aj ne commute
pas avec ai, xj ne peut dépasser xi − 1 car la lettre insérée ai, introduit une
barrière gauche pour une aj absorption et, ainsi, la nouvelle valeur de la jième

composante sera min{xi, xj}.
(ii) Si xi = 0, alors un nouveau facteur (ai) doit être crée. L’introduction de ce

facteur augmente toute jieme composante pour qui aj commute avec ai, les
autres composantes sont réduites à 0.
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Donc, l’évolution du processus de factorisation correspond à la description algo-
rithmique ci-dessus. Un argument similaire à celui du lemme 1 dans [65] montre
que si le graphe de conflit est connexe, alors la chaîne admet une distribution de
probabilité stationnaire. On a à créer un nouveau facteur dans (ii). Donc, la pro-
babilité stationnaire d’incrémentation de la longueur est la même que l’espérance
mathématique du nombre de composantes nulles dans le vecteur x. ✷

Remarque. La méthode permet d’écrire le degré de parallélisme d’un système
de commutation comme une distribution de probabilité stationnaire qui elle même
est solution d’un système fini d’équations. Des méthodes très connues de l’analyse
numérique donnent une bonne approximation.

2.6 Une méthode d’approximation

Dans cette section, nous proposons une méthode fondée sur la notion de gain et
de réduction pour approcher le degré de parallélisme dans les monoïdes de commu-
tation.

Soit S = (A, θ) un monoïde de commutation, et G = (V,E) son graphe de conflit.
Si w et w′ sont deux mots donnés de An, (n > 0) le gain sur w et w′ est défini comme
étant

g(w,w′) = dep(w) + dep(w′)− dep(ww′).(2.36)

À présent, étant donné un entier positif n, on définit la réduction par rapport à n
comme étant :

red(n) =
1

2nN2n

∑

w,w′∈An

g(w,w′).(2.37)

Il est alors clair que la réduction ainsi définie correspond à l’espérance mathématique
de g(w,w′)

2n
.

Proposition 6 Pour tout entier positif n :
(i) red(n) = l(n)− l(2n).

(ii)
n
∑

i=0

red(2i) = 1 + l(2n+1).

Preuve.
(i) Se déduit directement de la définition.
(ii) Résulte de (i).



38 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE CALCUL

✷

On a alors le théorème suivant :

Théorème 3 On a

1

DEG
= 1−

∑

n>0

red(2n).(2.38)

Preuve. La relation se déduit de (ii) de la proposition 6, et de la relation suivante.

lim
n→∞

l(2n+1) =
1

DEG
.(2.39)

✷

Le théorème 3 donne un algorithme approximatif pour le calcul du degré de
parallélisme d’un système de commutation. L’algorithme a à l’entrée le graphe de
conflit, il simule alors un certain nombre de pas. Les étapes suivantes de l’algorithme
sont fondées sur la construction d’un graphe Gn = (Vn, En) comme suit :

— Vn = {w ∈ An}, c’est-à-dire, chaque sommet correspond à un mot de longueur
n. Il est clair que |Vn| = Nn.

— En est défini comme suit. Étant donné deux mots w et w′ de An, Il y a un
arc orienté de w vers w′ si g(w,w′) 6= 0, on étiquette cet arc avec g(w,w′).

La construction correspondant au système S = (A, θ), avec A = {a, b, c} et
θ = {(b, c)} est illustrée dans la figure 2.9. Si on applique la méthode à ce cas
particulier, on obtient après juste deux itérations

DEG > 1.1654676.(2.40)

Par ailleurs, un calcul exact du degré de parallélisme de ce système [65] donne

DEG = 1.225884003552664...(2.41)

Cela montre que dans cet exemple, l’algorithme fournit une suite qui converge
rapidement vers la valeur exacte du degré recherché. Cette confirmation reste à
prouver dans le cas général et pourra être l’objet de nouvelles investigations.

2.7 Relation avec la physique statistique

Les investigations menées dans les chapitres 1 et 2 peuvent être utiles dans la
conception d’algorithmes de synchronisation ; elles permettent en effet de faire une
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Figure 2.9 – La construction pour n = 1 et n = 2.

étude comparative de ces algorithmes. Il existe d’autres applications dans le domaine
de la physique statistique. Ce lien est fort bien expliqué dans les travaux de Viennot
sur les tas de pièces, [76].

À titre d’exemple, considérons le cas particulier du tas de pièces. On va montrer
comment notre méthode peut être utilisée pour étudier ce problème. Dans [12, 15], A.
Comtet et S. Nechaev s’intéressent au problème suivant. Considérons n colonnes, une
particule tombe verticalement dans une colonne choisie au hasard, avec la contrainte
que si deux particules tombent dans deux colonnes adjacentes, alors elles ne peuvent
pas se trouver au même niveau. Le paramètre d’intérêt est la valeur moyenne de la
hauteur maximale du tas résultant.

Ce problème peut être modélisé par le monoïde de commutation suivant. À
chaque colonne i, on associe une lettre ai, ce qui définit l’alphabet A. Le fait que
deux particules tombant dans deux colonnes voisines ne peuvent pas être au même
niveau est illustré par aiai+1 6≃ ai+1ai, ∀i = 1, · · · , n− 1. On a donc un monoïde de
commutation (A, θ), où θ contient tout couple (ai, aj), i 6= j, sauf ceux de la forme
(ai, ai+1); i = 1, 2, · · · , n−1 (le graphe de conflit est donc une chaîne à n sommets).

Le paramètre auquel on s’intéresse est la valeur de la hauteur maximale, Hmax,
si N particules sont tombées (à noter que les auteurs utilisent N pour la longueur
des mots et n pour la taille de l’alphabet). La hauteur du tas est le nombre de
facteurs de Foata si le mot est écrit sous sa forme normale de Foata. Dans une
communication privée avec X. Viennot, les auteurs conjecturent le comportement
asymptotique suivant de la valeur moyenne de la hauteur maximale, < Hmax > :
< Hmax >∼ N

n
4, quand n et N tendent vers l’infini. La hauteur maximale n’étant

autre que le nombre de facteurs si le mot est en sa F.N.F et nous avons montré que
le rapport entre ce nombre et N tend vers une valeur fixée déterminée par le système
de commutation. Cependant, plus d’investigations sont nécessaires pour calculer ν
introduite dans la marche aléatoire présentée dans la section 2.6. Et ainsi, pouvoir
vérifier la conjecture.
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2.8 Conclusion et perspectives

Soit S = (A, θ) un système de commutation. Si le graphe de conflit de S est
connexe, le processus de factorisation (sous la forme normale de Foata) peut être
modélisé par une chaîne de Markov (section 2.4). Le degré de parallélisme étant
l’inverse de la probabilité stationnaire d’incrémenter la profondeur (proposition 3),
nous avons pu, pour des cas particuliers où l’ensemble des états de la chaîne de
Markov peut être réduit, calculer cette probabilité, et par conséquent calculer le
degré de parallélisme.

Néanmoins, il est toujours possible d’écrire le degré de parallélisme en fonction
de la distribution stationnaire de probabilités d’une marche aléatoire généralisée
sur le treillis N

N , (proposition 6 de la section 2.5). Elle permet ainsi d’écrire le
degré de parallélisme en fonction d’une distribution stationnaire de probabilités, elle
même solution d’un système fini d’équations. En utilisant des méthodes de l’analyse
numérique, on peut alors obtenir une bonne approximation.

Le théorème 3 de la section 2.6 donne un algorithme, fondé sur la notion de gain et
de réduction, pour faire une approximation du degré de parallélisme, cet algorithme
est fondé sur des constructions successives. Sur des exemples simples, l’algorithme
fournit une suite qui converge rapidement vers la valeur exacte du degré recherché.
Cependant, cette affirmation reste à prouver dans le cas général.

Enfin, la section 2.7 établit un lien étroit entre le degré étudié et un problème
classique de la physique statistique. La vérification de la conjecture sur la valeur
moyenne de la hauteur maximale du tas de pièces nécessite plus d’investigations
pour calculer la distribution introduite dans la marche aléatoire de la section 2.5.
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Chapitre 3

Synchronisations locales dans les

réseaux anonymes

Dans cette partie, on considère un réseau asynchrone de processeurs anonymes
communiquant par échange de messages en mode asynchrone. Nous proposons et
analysons des algorithmes probabilistes pour synchroniser des sommets voisins et
permettant d’implémenter des calculs locaux dans un graphe.

3.1 Modèles et Définitions

Nous considérons le modèle standard des réseaux de communications point-
à-point. Un réseau est décrit par un graphe orienté, symétrique, connexe et fini
G = (V,E). Les sommets représentent les nœuds ou les processeurs du réseau, les
arcs représentent les liens de communications entre les processeurs. Le graphe étant
supposé orienté symétrique, on le représentera sous la forme d’un graphe non orienté.
Un sommet ne peut communiquer directement qu’avec ses voisins.

Rappelons quelques définitions ; plus de détails peuvent être trouvés dans [73].

Réseau synchrone, réseau asynchrone
Un réseau synchrone est un réseau ayant une horloge globale. Le temps est divisé

en un nombre infini 0, 1, 2, · · · d’unités de temps. Les processeurs commencent une
exécution à l’instant t = 0. À chaque unité de temps t, un processeur p lit un
message qui lui a été envoyé par un de ses voisins à l’instant t− 1, si un tel message
existe, il change alors d’état (c’est-à-dire, effectue un calcul quelconque) et envoie
éventuellement au plus un message à l’un de ses voisins. Le nouvel état du processeur
p et le message envoyé dépendent de son état à l’instant t− 1 et du message qu’il a

43
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reçu.
Un réseau asynchrone est un réseau sans horloge globale, chaque processeur a sa

propre horloge, et peut évoluer dans le temps indépendamment de l’évolution des
autres processeurs.

Réseau anonyme
Un réseau de processeurs est dit anonyme si les processeurs ne connaissent pas

leurs identités.

Échange de messages en mode synchrone
Un réseau est à communication par échange de messages en mode synchrone si

l’échange des messages entre deux processeurs voisins se fait après l’obtention d’un
rendez-vous. L’émetteur est prêt à émettre et le récepteur est prêt à recevoir.

Échange de messages en mode asynchrone
Un réseau est dit à communication par échange de messages en mode asynchrone

si :
— un processeur envoie un message à un autre processeur en le déposant dans

le canal correspondant,
— il n’y a pas de borne supérieure sur le temps que met un message pour être

délivré.

L’existence d’algorithmes permettant de résoudre certains problèmes dépend des
hypothèses faites sur le réseau ou la connaissance qu’a chaque processeur sur le
réseau, par exemple : réseau synchrone ou asynchrone, réseau anonyme ou non,
connaissance de la topologie, de la taille.

3.2 Généralités sur les algorithmes probabilistes

Les algorithmes probabilistes sont des algorithmes qui utilisent des tirages de
type pile ou face ou des générateurs de nombres aléatoires.

À la différence des algorithmes déterministes, le hasard joue un rôle fondamental
dans l’évolution de tels algorithmes.

Les algorithmes probabilistes sont utilisés pour “accroître” la rapidité de la réso-
lution du problème posé ou encore, tout simplement, pour résoudre des problèmes
n’admettant pas de solution déterministe. Par exemple, on a le théorème suivant dû
à Angluin [1] et Itai et al [38] :

Théorème 4 Sur un anneau anonyme de taille n, aucun protocole déterministe ne
peut résoudre le problème de l’élection sans connaissance de la valeur de n par les
processeurs.
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Cependant, étant donné un paramètre ε > 0 quelconque et quelque soit la taille n
de l’anneau, il est possible de déterminer exactement n avec une probabilité d’erreur
inférieure à ε grâce à un algorithme probabiliste se terminant par messages (sans
détection de la terminaison).

Bien sûr, à cause du “hasard”, de tels algorithmes peuvent fournir de fausses so-
lutions ou encore ne pas se terminer du tout, cependant, si la probabilité que de tels
événements se produisent est faible, il suffit d’exécuter l’algorithme plusieurs fois et
on est “presque” sûr d’obtenir le “bon” résultat en un temps “réduit”. Ce qui amène
à distinguer deux catégories d’algorithmes probabilistes :

— Algorithmes de type Las Vegas : ce sont des algorithmes probabilistes qui
— se terminent en un temps dont l’espérance mathématique est bornée et
— retournent une solution correcte.

— Algorithmes de type Monte Carlo : ce sont des algorithmes probabilistes qui
— se terminent en un temps fini et
— retournent une solution correcte avec probabilité > 1/3.

3.3 Hypothèses et objectifs de l’étude

On considère un réseau asynchrone de processeurs anonymes, communiquant
par échange de messages en mode asynchrone. Le réseau est modélisé par un graphe
G = (V,E).

L’objectif de cette étude est de fournir des outils pour implémenter des algo-
rithmes classiques de l’algorithmique distribuée.

Un algorithme distribué est un ensemble de transitions locales correspondant
à des calculs locaux effectués par les processeurs du réseau. Ces calculs sont exé-
cutés de manière séquentielle par chaque processeur. Cet algorithme peut être vu
comme une collection d’exécutions sur des processeurs qui, par échange d’informa-
tions, contribuent à la réalisation d’une tâche commune.

Nous nous intéressons à l’implémentation de trois types de calculs locaux :
— Calcul local de type LC0 : dans ce type de calcul, un processeur échange des

informations avec un de ses voisins et effectue une transition.
— Calcul local de type LC1 : dans ce type de calcul, l’échange d’informations

se fait entre un processeur et tous ses voisins, sa transition est fonction des
informations qu’il a collecté. Deux calculs de ce type ne peuvent avoir lieu en
parallèle que s’ils se produisent sur deux étoiles arêtes disjointes.

— Calcul local de type LC2 : dans ce type de calcul, tous les processeurs d’une
même étoile échangent des informations et effectuent une transition. Deux
calculs de ce type ne peuvent avoir lieu en même temps que s’ils se produisent
sur deux étoiles sommets disjointes.
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Deux processeurs ne peuvent communiquer que s’ils sont voisins et s’ils sont tous
les deux prêts à communiquer, on parle alors de rendez-vous. Or, dans [1], Angluin
a prouvé qu’il n’existe pas d’algorithme déterministe pour implémenter un passage
de messages en mode synchrone dans un réseau anonyme qui passe les messages en
mode asynchrone.

On est donc amené à introduire des solutions probabilistes pour implémenter le
rendez-vous, c’est-à-dire la synchronisation d’un processeur avec un de ses voisins,
d’un processeur avec tous ses voisins, ou plus généralement, d’un processeur avec
tous les processeurs à une distance k > 1.

Pour pouvoir implémenter les trois types de calculs locaux décrits ci-dessus, on
a besoin d’algorithmes permettant de réaliser des synchronisations d’un processeur
avec un de ses voisins, avec tous ses voisins, ou avec tous les processeurs à une
distance inférieure ou égale à 2 de ce processeur. On distingue naturellement trois
types de synchronisations : les synchronisations LS0 ou rendez−vous qui permettent
de synchroniser un processeur avec un voisin afin de réaliser un calcul local de type
LC0, les synchronisations LS1 pour synchroniser un processeur avec tous ses voisins
et réaliser un calcul local de type LC1 et enfin les synchronisations LS2 implémentant
les calculs locaux de type LC2.

3.4 Exemples de calculs locaux

Dans cette section, on présente des exemples d’algorithmes distribués codés par
des calculs locaux. Les exemples traités sont issus de [72, 46, 47]. Ils illustrent les
trois cas vus précédemment.

3.4.1 Calcul distribué d’un arbre couvrant

Dans cette section, on considère un algorithme distribué calculant un arbre cou-
vrant d’un graphe connexe.

On suppose que l’on dispose d’un processeur dans un état “actif” (codé par l’éti-
quette A), les autres processeurs sont supposés être dans un état “neutre” (étiquette
N) et les liens sont dans un état “passif” (étiquette 0).

Initialement, l’arbre contient le seul sommet actif. À chaque étape de calcul, un
sommet actif active un de ses voisins neutres et change l’étiquette du lien qui le relie
à ce voisin en 1. Le calcul s’arrête dès que tous les processeurs ont été activés. La
figure 3.1 représente l’exécution de l’algorithme sur un graphe simple.

Une étape de l’algorithme peut être décrite par une réécriture utilisant la règle
de réécriture R suivante :

R : t

A 0 t

N
t

A 1 t

A
✲
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Figure 3.1 – Calcul d’un arbre couvrant.

Une application de cette règle de réécriture dans un graphe (ou un réseau) donné
consiste en :

1. trouver dans le graphe un sous-graphe isomorphe à la partie gauche de la
règle (appelé occurrence de la règle),

2. modifier les étiquettes comme décrit par la partie droite de la règle.

Pour implémenter cet algorithme dans un système distribué, avec les hypothèses
ci-dessus, chaque sommet doit exécuter les actions suivantes : il obtient un rendez-
vous avec l’un de ses voisins, ils échangent alors leurs états, s’ils réalisent une oc-
currence de la règle R, ils changent leurs états en appliquant cette règle, sinon ils
recommencent.

3.4.2 Un algorithme pour détecter des propriétés stables

Dans cette section, nous décrivons l’algorithme de Szymanski, Shi et Prywes
(algorithme SSP) [72].

Considérons un système (S) d’équations à résoudre dans un système distribué
représenté par un graphe G = (V,E). Chaque processeur dispose d’une équation du
système (S) et s’emploie à la résoudre. Il s’agit de détecter la fin des calculs dans le
réseau.

À chaque nœud v est associé un prédicat P (v) (qui indique si l’équation a été
résolue ou pas) et un entier a(v) (qui indique la distance au delà de laquelle v ne
sait pas si les processeurs ont fini leurs calculs ou non).
Initialement, P (v) est faux et a(v) est égal à -1. Les transformations des valeurs de
a(v) sont définies par les règles suivantes.



48 CHAPITRE 3. SYNCHRONISATIONS LOCALES

Soit v0 un sommet, chaque calcul local agit sur l’entier a(v0) associé au som-
met v0 ; la nouvelle valeur de a(v0) dépend des valeurs associées aux sommets de
B(v0, 1), boule de centre v0 et de rayon 1. Plus précisément, soit v0 un sommet et
soit {v1, ..., vd} l’ensemble de ses voisins.

— Si P (v0) = faux alors a(v0) = −1;
— si P (v0) = vrai alors a(v0) = 1 +Min{a(vk) | 0 6 k 6 d}.
Pour chaque sommet v, la valeur de P (v) peut devenir vrai (l’équation est réso-

lue), et elle le reste pour toujours.
L’algorithme SSP permet à un sommet v de savoir qu’un prédicat P est vrai pour

chaque sommet de la boule de rayon a(v). Dans [72], il est montré que le diamètre
du graphe est une valeur seuil atteinte par un sommet dès que tous les prédicats de
tous les sommets sont vrais.

Pour implémenter cet algorithme dans un réseau asynchrone, anonyme, à com-
munication par passage asynchrone de messages, un sommet peut se synchroniser
avec tous ses sommets voisins, collecter leurs états, et se réécrire en fonction de son
état et de l’état de ses voisins.

3.4.3 Un algorithme d’énumération de Mazurkiewicz

C’est un algorithme pour énumérer les nœuds dans un graphe minimal pour les
revêtements anonyme si on connaît sa taille [48].

Un homomorphisme entre deux graphesG = (V (G), E(G)) etH = (V (H), E(H))

est une application γ : V (G) → V (H) telle que si (u, v) est une arête de G, alors
(γ(u), γ(v)) est une arête de H .
γ est un homomorphisme surjectif si γ est surjectif pour les sommets et les arêtes.
C’est un isomorphisme si il est bijectif pour les sommets et les arêtes. Enfin, γ est
localement bijectif si pour tout sommet v de V (G), la restriction de γ à l’ensemble
NG(v) des voisins de v est une bijection vers NH(γ(v)).

Un graphe G est un revêtement d’un graphe H si il existe un homomorphisme
surjectif de G sur H qui est localement bijectif. Un graphe G est minimal pour les
revêtements s’il n’existe pas de graphe H tel que G est un revêtement de H et H
est non isomorphe à G.

Description de l’algorithme
Une application d’une règle de transformation est faite sur un sous-graphe défini

par un sommet v et les sommets voisins de v ; l’application d’une règle :
— dépend de l’étiquette de v et des étiquettes des sommets voisins de v,
— change l’étiquette de v et les étiquettes des nœuds voisins de v.
Soit G un graphe, à chaque nœud est associé un triplet (p,N,M) où :
— p est un entier positif,
— N est un ensemble fini d’entiers positifs,
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— M est un ensemble de couples ordonnées de la forme (p,N).
Soit (p,N,M) le triplet associé au sommet v. L’ensemble K(v) dénote l’ensemble

des entiers utilisés dans le graphe et connus par v ; plus précisément :

K(v) = {p} ∪N ∪ {pi|(pi, Ni) ∈M} ∪
⋃

(pi,Ni)∈M
Ni.(3.1)

On a besoin de la relation d’ordre suivante. Soient N1 et N2 deux ensembles finis
d’entiers positifs :

N1 ≺ N2 si Max(N1 \N2) < Max(N2 \N1).

Initialement, chaque triplet associé à un sommet de G est égal à (0,Ø,Ø). Chaque
calcul local agit sur un sommet et les sommets voisins de ce sommet. Soit v0 un
sommet et soit {v1, ..., vd} l’ensemble des sommets voisins de v. Soit (pi, Ni,Mi) le
triplet associé au nœud vi.

1. S’il existe i, j tels que 0 6 i < j 6 d et Mi 6=Mj alors soit :

M =
k=d
⋃

k=0

Mk

pour tout 0 6 i 6 d Mi :=M.

2. Supposons que pour tous i, j tels que 0 6 i < j 6 d : Mi =Mj =M,

si (v0 = 0) ou s’il existe (p,N) ∈M tel que p0 = p et N0 ≺ N

alors soit :

k =Max(
i=d
⋃

i=0

K(vi))

pour tout 0 6 i 6 d, ajouter (k + 1, N0) à Mi, et pour tout 0 < i 6 d,
remplacer p0 par k + 1 dans Ni et enfin, remplacer p0 par k + 1 dans la
première coordonnée du triplet associé à v0.

Mazurkiewicz a prouvé qu’après une exécution de cet algorithme dans un graphe
minimal pour les revêtements G, il y a une bijection entre les nœuds et les entiers
de [1, n] (où n est la taille de G).

Pour implémenter cet algorithme dans un réseau asynchrone, anonyme, commu-
niquant par échange asynchrone de messages, un sommet v doit se synchroniser avec
tous les sommets à une distance 6 2 de v.

3.5 Algorithmes probabilistes pour l’implémentation

des calculs locaux

Les algorithmes de la section précédente permettent de calculer des paramètres
du réseau. Chaque processeur effectue un calcul local et le résultat global dépend de
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la collection des calculs locaux.
Ces calculs ne peuvent se faire de manière déterministe dans un réseau asyn-

chrone de processeurs anonymes communiquant par échange de messages en mode
asynchrone [1], on est donc amené à proposer des solutions probabilistes.

Dans cette section, nous proposons trois algorithmes permettant de réaliser des
synchronisations locales afin d’implémenter les calculs locaux de types LC0, LC1 et
LC2. Le premier algorithme permet de réaliser des synchronisations de type rendez-
vous, c’est-à-dire d’un processeur avec un de ses voisins, ce qui permet d’implémenter
l’algorithme de calcul d’arbre couvrant. Le deuxième algorithme permet de synchro-
niser un processeur avec tous ses voisins, ce qui permet d’implémenter l’algorithme
SSP, et le dernier permet de synchroniser un processeur avec tous les processeurs
à une distance 6 2, ce qui permet d’implémenter l’algorithme de Mazurkiewicz. Si
on utilise les systèmes de réécriture de graphes, on peut voir qu’un algorithme est
codé par des réétiquetages locaux : les étiquettes des sommets sont changées loca-
lement ; dans des sous-graphes isomorphes à une étoile ou bien au graphe complet
K2. Les trois types de calculs locaux décrits ci-dessus peuvent être interprétés dans
la réécriture de graphes par :

— RV : dans une étape du calcul, les étiquettes attachées aux sommets de K2

sont modifiées par application d’une règle en fonction des étiquettes dans K2.
— LC1 : dans une étape du calcul, l’étiquette attachée au centre de l’étoile est

modifiée en fonction des étiquettes des sommets de l’étoile, les étiquettes des
feuilles de l’étoile ne sont pas modifiées.

— LC2 : dans une étape du calcul, les étiquettes attachées au centre et aux
feuilles de l’étoile peuvent être modifiées en fonction des étiquettes des som-
mets des sommets de l’étoile.

Dans la figure 3.2, (a) représente une synchronisation entre les deux sommets 1
et 2 permettant de réaliser une étape de calcul de type RV , dans (b), les sommets
3 et 5 sont centres de synchronisations permettant de réaliser une étape de calcul
de type LC1, et finalement dans (c), le sommet 3 est centre d’une synchronisation
permettant d’implémenter une étape de calcul de type LC2. On peut remarquer que
dans ce cas, et pour ce graphe particulier, à un instant donné il ne peut y avoir
qu’une seule synchronisation de type LC2.

Implémentation du rendez-vous RV
Pour implémenter des calculs de type RV , nous proposons la procédure proba-

biliste suivante de l’algorithme 2, exécutée de manière distribuée.
Intuitivement, chaque sommet choisit un de ses voisins au hasard, les choix étant

équiprobables, (tous de probabilité 1
d(v)

si d(v) est le degré du sommet v). Un rendez-
vous a lieu entre deux sommets voisins u et v si et seulement si u et v se choisissent
mutuellement.
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1 2

3

45

6

1 12 2

3 36 6

4 45 5

(b) (c)(a)

Figure 3.2 – Un graphe, et des synchronisations (a) RV , (b) LS1 et (c) LS2.

Algorithme 2: Procédure Rdv pour obtenir un rendez-vous
Chaque sommet v exécute indéfiniment les actions suivantes :
début

le sommet v choisit un de ses voisins c(v) au hasard et uniformément
parmi ses voisins;
le sommet v envoie 1 à c(v);
le sommet v envoie 0 à ses voisins différents de c(v);
le sommet v reçoit les messages de tous ses voisins;
(* il y a rendez-vous entre v et c(v) si v reçoit 1 de c(v) *)

fin

Implémentation de LC1

Si un sommet est synchronisé avec tous ses voisins, cette synchronisation sera dite
faible ou de type LS1 s’il n’y a que le sommet centre qui change d’état en fonction
des états de ses voisins, ce qui correspond à une implémentation d’un calcul de type
LC1.

La procédure de l’algorithme 3 permet de réaliser une telle synchronisation.
Chaque processeur tire un entier entre 1 et une constante C et l’envoie à tous ses
voisins. Les sommets de l’étoile centrée en v, notée Sv, sont synchronisés si pour
toute feuille w de Sv : rand(v) > rand(w) ; Cette synchronisation sera dite une LS1-
synchronisation. Dans ce cas, une étape de calcul dans Sv est possible : le centre de
l’étoile collecte les étiquettes des feuilles et calcule sa nouvelle étiquette en fonction.

Implémentation de LC2

Si un sommet est synchronisé avec tous ses voisins, cette synchronisation sera
dite forte ou de type LS2 si tous les sommets de l’étoile changent d’état en fonction
de leurs états actuels, ce qui correspond à une implémentation d’un calcul de type
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Algorithme 3: Procédure pour obtenir une LS1-synchronisation
Chaque sommet v exécute indéfiniment les actions suivantes :
début

le sommet v choisit un entier rand(v) au hasard;
le sommet v envoie rand(v) à ses voisins;
le sommet v reçoit les messages de tous ses voisins;
(* il y a une synchronisation LS1 centrée en v si rand(v) est strictement
plus grand que tous les entiers reçus par v ; dans ce cas, une étape de
calcul peut se faire en Sv.*)

fin

LC2.
La procédure de l’algorithme 4 permet de réaliser une telle synchronisation.

Comme la précédente procédure, elle est basée sur le tirage de nombres entiers
entre 1 et une constante C, suffisamment grande, chaque processeur v tire un entier
rand(v) au hasard dans l’ensemble {1, · · · , C}. Il l’envoie à tous ses voisins. Les som-
mets de l’étoile Sv centrée en v, sont synchronisés si pour toute feuille w de Sv et pour
tout sommet wi voisin de w et différent de v : rand(v) > rand(w), et rand(v) >
rand(wi) ; Cette synchronisation sera dite une LS2-synchronisation. Dans ce cas,
une étape de calcul dans Sv est possible : tous les sommets de l’étoile changent
d’étiquettes en fonction de leurs étiquettes et de celles de leurs voisins.

Algorithme 4: Procédure pour obtenir une LS2-synchronisation
Chaque sommet v exécute indéfiniment les actions suivantes :
début

le sommet v choisit un entier rand(v) au hasard;
le sommet v envoie rand(v) à ses voisins;
le sommet v reçoit les messages de tous ses voisins;
Pour tout voisin w, soit mv,w le max des entiers que v a reçu des sommets
différents de w ; le sommet v envoie mv,w à w;
le sommet v reçoit les messages de tous ses voisins;
(* Il y a une synchronisation LS2 centrée en v si rand(v) est strictement
plus grand que tous les entiers reçus par v ; dans ce cas, une étape de
calcul peut se faire en Sv.*)

fin



Chapitre 4

Analyse des algorithmes

Dans ce chapitre, nous analysons les algorithmes présentés dans le chapitre pré-
cèdent. On commence par une étude de la procédure permettant d’implémenter le
rendez-vous, puis celles permettant d’implémenter les synchronisations LS1 et LS2.

Notre analyse est basée sur la considération de rounds : pour mesurer la perfor-
mance des algorithmes en terme de nombre de rendez-vous, de synchronisations LS1

ou de synchronisations LS2 qui ont lieu, on suppose que, à un instant donné, chaque
nœud envoie puis reçoit les messages. Ainsi, le paramètre qui nous intéresse, qui est
le nombre de synchronisations réalisées, est le nombre maximum (sous l’hypothèse
que tous les sommets sont actifs) autorisé par l’algorithme.

4.1 Le rendez-vous

4.1.1 Introduction

On s’intéresse tout d’abord au nombre moyen de rendez-vous, et à la probabilité
d’obtenir au moins un rendez-vous dans le graphe, on montre en particulier que
cette probabilité est minorée par 1 − e−1/2, ce qui montre que l’algorithme est un
algorithme de type Las Vegas.

Des bornes inférieures plus fines sont données pour des classes particulières de
graphes, notamment pour la classe des graphes à degré borné.

Comme conséquence directe des définitions, nous calculerons facilement la proba-
bilité de rendez-vous pour les sommets. On en déduira alors le temps moyen d’attente
pour un sommet avant d’obtenir un rendez-vous. Des calculs simples donnent aussi
le temps d’attente entre deux rendez-vous sur une arête.

On étudie aussi l’impact du rajout de nouvelles arêtes sur le comportement du
nombre moyen de rendez-vous. On verra que ce comportement n’est pas monotone,

53
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la même remarque est vraie pour le comportement de la probabilité d’obtenir au
moins un rendez-vous.

On étudiera aussi le comportement asymptotique de la distribution du nombre
de rendez-vous dans des cas particuliers, à savoir, le cas du graphe complet et du
cycle.

4.1.2 Premiers résultats

4.1.2.1 Définition et caractérisation d’un appel

Définition 6 Soit G = (V,E) un graphe. Un appel sur G est une fonction c de V
dans V qui associe à chaque sommet un de ses voisins.

Exemple 4.1 La figure 4.1 représente un graphe et un appel sur ce graphe.

1 2

3

45

c : 1→ 2

3→ 2
4→ 5
5→ 1

2→ 3

Figure 4.1 – Un graphe et un appel sur ce graphe.

Soit c un appel, par définition, un rendez-vous dans le graphe G est un couple
de sommets (v, w) tels que c(v) = w et c(w) = v.

Un appel c sur G est un succès, s’il contient au moins un rendez-vous, sinon, ce
sera un échec.

On peut représenter un appel sur un graphe G par le graphe orienté Gc = (V,A),
où A est tel que pour tout {v, w} ∈ E, l’arc {v, w} appartient à A si et seulement
si w = c(v), voir la figure 4.2.

1 2

3

45

Figure 4.2 – Le graphe Gc correspondant au graphe et à l’appel de la figure 4.1.

Clairement, Gc est un graphe orienté, sans cycle de longueur 1 dont tous les
sommets sont de degré sortant 1. Il possède donc n = |V | arcs. De plus, il est facile
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de voir que :

Lemme 2 Soit c un appel sur le graphe G, c est un échec si et seulement si Gc est
sans cycle de longueur 2.

Lemme 3 Si G est un arbre, alors tout appel sur G est un succès.

Preuve. Pour tout appel c sur G, le graphe orienté Gc a n = |V | arcs. Chaque arc
correspond à une arête de E, pour laquelle une orientation a été choisie. Comme G
a n−1 arêtes, nécessairement au moins une arête a été orientée dans les deux sens. ✷

Un quasi-arbre τ est un graphe connexe contenant exactement un seul cycle. Une
quasi-forêt est un graphe dont les composantes connexes sont des quasi-arbres.

Soit G un graphe quelconque, c un appel sur G, et Gc le graphe orienté corres-
pondant. Soit G′

c le graphe non orienté associé à Gc. Alors, G′
c est une quasi-forêt

couvrante de G. Inversement, soit φ une quasi-forêt couvrante de G, soit τ un quasi-
arbre de φ, on choisit une orientation de l’unique cycle de φ, ce qui induit une
orientation de chaque arête du cycle ; les autres arêtes de τ sont orientées de façon à
ce que pour tout couple de sommets (u, v) de τ , il y a un chemin traversant le cycle
et reliant u à v. On obtient un graphe orienté correspondant à un échec.

Si on considère le cas du graphe complet Kn de taille n, un appel correspond à
une endofonction [7].

Soit U un ensemble, une endofonction ψ de U est définie par un sous-ensemble
γ de U × U vérifiant :

∀x ∈ U ∃!y ∈ U tel que (x, y) ∈ γ.(4.1)

Il y a une bijection entre les appels sur Kn et l’ensemble des endofonctions sur
les entiers de [1 · · ·n] sans point fixe. Un appel est un succès (resp. un échec) si et
seulement si il correspond à une endofonction sans point fixe contenant au moins un
cycle de longueur 2 (resp. sans cycle de longueur 2).

Exemple 4.2 Soit V = {a, b, · · · , q}, et soit G le graphe complet sur V . La figure
4.3 représente le graphe Gc pour l’appel c sur G avec c(a) = b, c(b) = f, c(f) = a,

c(g) = f, c(h) = i, c(i) = h, etc.
Pour cet appel, il y a deux rendez-vous : le premier entre les sommets h et i et

le deuxième entre les sommets l et m.
Si on considère le graphe non orienté correspondant à Gc, il contient une quasi-

forêt définie par les sommets a, b, c, ... g.
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a

b

c

d e

f

g

h i

j

k

l m

n

o

p

q

Figure 4.3 –

4.1.2.2 Probabilité d’obtenir au moins un rendez-vous

On suppose que tous les sommets adjacents à v ont la même probabilité 1
d(v)

d’être choisis, où d(v) est le degré du sommet v. Ainsi, chaque arête e = {v, w} ∈ E
a une probabilité 1

d(v)d(w)
d’être un lien sur lequel a lieu un rendez-vous entre v

et w. Dans la suite de ce chapitre, on suppose que chaque sommet se comporte
indépendamment des autres et sans se rappeler de ses choix précédents.

Chaque sommet v a d(v) choix possibles, considérons maintenant la mesure de
probabilité, qui associe à chaque appel sur G la probabilité α(G) donnée par :

α(G) =
∏

v∈V

1

d(v)
.(4.2)

Soit s(G) la probabilité de succès et f(G) celle d’échec. Du lemme 2, on déduit
que :

Lemme 4 On a

f(G) = α(G)N(G)(4.3)

et

s(G) = 1− α(G)N(G),(4.4)

où N(G) est le nombre d’appels c sur G pour lesquels Gc n’a pas de cycle de longueur
2.

La probabilité f(G) peut être obtenue en utilisant les quasi-forêts. Soit F (G)
l’ensemble des quasi-forêts couvrantes de G, si φ est une quasi-forêt couvrante de G,
alors |φ| dénote le nombre de quasi-arbres de φ. Avec ces notations, et en utilisant
la caractérisation des échecs par des quasi-forêts, on obtient :
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f(G) =
∏

v∈V

1

d(v)





∑

φ∈F (G)

2|φ|



 .(4.5)

Pour obtenir une expression exacte de la distribution de probabilité du nombre
de rendez-vous pour un appel aléatoire, on considère les couplages.

Un couplage sur G = (V,E) est un sous-ensemble M de E tel que pour toute
paire d’arêtes e et e′ de M , e ∩ e′ = Ø. On associe à un couplage M le rendez-vous
correspondant aux rendez-vous entre les extrémités des arêtes du couplage.

Soit e = {v, w} une arête, soit e(1) l’événement correspondant à un rendez-vous
sur e, et e(0) son complémentaire. La probabilité d’un rendez-vous sur e est

Pr(e(1)) = Pr({v, w}(1)) = 1

d(v)d(w)
.(4.6)

SoitM = {e1, ..., ek} un couplage, de la même façon, la probabilité Pr(M) d’avoir
des rendez-vous sur M est

Pr(M) = Pr(e
(1)
1 ∧ e(1)2 ∧ ... ∧ e(1)k ) =

∏

{v,w}∈M

1

d(v)d(w)
=
∏

e∈M
Pr(e(1)).(4.7)

Pour un entier k, un k-couplage sur G est un couplage de taille k. Soit Mk

l’ensemble des k-couplages.
Soit

qk =
∑

M∈Mk

Pr(M), k = 0, 1, ..., ⌊n/2⌋.(4.8)

Avec cette définition, on peut noter que q0 = 1. Par une application directe du
principe d’inclusion-exclusion, on obtient :

Proposition 7 Soit la suite qk, k = 0, 1, ..., ⌊n/2⌋ comme définie ci-dessus pour un
graphe connexe G de taille n. Alors, pour tout entier l entre 1 et ⌊n/2⌋, la probabilité
d’obtenir au moins l rendez-vous sur G est :

Pl =
∑

06i6⌊n/2⌋−l

(−1)iql+i.(4.9)

En particulier, la probabilité de succès est :

s(G) = P1 =
∑

06i6⌊n/2⌋−1

(−1)iqi+1.(4.10)



58 CHAPITRE 4. ANALYSE DES ALGORITHMES

Il est aussi possible de dériver des expressions simples pour la probabilité de suc-
cès s(G) et l’espérance mathématique du nombre d’appels nécessaires pour obtenir
un rendez-vous dans des classes spéciales de graphes. En effet :

Exemple 4.3 Soit G un graphe anneau (cycle) de taille n > 2. Le nombre N(G),
introduit dans le lemme 4, est égal à 2. Ainsi :

f(G) =
1

2n−1
(4.11)

et

s(G) = 1− 1

2n−1
.(4.12)

Le nombre moyen d’appels nécessaires pour obtenir un succès est donc :

(1− 1

2n−1
) + 2

1

2n−1
(1− 1

2n−1
) + 3(

1

2n−1
)2(1− 1

2n−1
) + ...(4.13)

c’est-à-dire :

2n−1

2n−1 − 1
.(4.14)

Il est intéressant de voir l’impact de l’addition d’une nouvelle arête au graphe
sur le comportement de la probabilité de succès. En effet, ce comportement n’est
pas monotone :

— Si on ajoute une arête à un arbre, la probabilité d’avoir au moins un rendez-
vous ne peut que diminuer.

— Le graphe G de la figure 4.4 dû à H. Austinat et V. Diekert [4], montre que
l’ajout d’une arête peut augmenter cette probabilité. En effet, pour ce graphe,
on a s(G) = 1156/1600 = 0.7225. Soit G′ le graphe obtenu à partir de G en
rajoutant l’arête {1, 2}. On a s(G′) = 4742/6400 = 0.7409....

4.1.2.3 Espérance mathématique du temps d’attente entre deux rendez-

vous successifs pour un sommet et pour une arête

Pour un sommet v, la probabilité p(v) que v obtienne un rendez-vous peut être
calculée facilement en utilisant l’indépendance des choix des sommets et le fait que
les événements associés aux rendez-vous sur les arêtes incidentes sont disjoints :

p(v) =
∑

e incident avec v

Pr(e(1))(4.15)
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6

7

5

21

43

Figure 4.4 – Un exemple où l’ajout d’une arête augmente la probabilité d’obtenir
au moins un rendez-vous.

c’est-à-dire

p(v) =
1

d(v)

∑

w adjacent à v

1

d(w)
.(4.16)

De cette formule, il est clair que p(v) = 1 si et seulement si tous les sommets
adjacents à v sont des feuilles.

Si on considère les appels successifs, on peut définir l’espérance du temps d’at-
tente entre deux rendez-vous successifs pour un sommet ou pour une arête.

Partant des relations ci-dessus, on peut voir que le temps moyen d’attente entre
deux rendez-vous successifs pour un sommet v est :

d(v)
1

∑

w adjacent à v

1

d(w)

.(4.17)

Ainsi, pour un graphe de degré maximum d, le temps moyen d’attente entre deux
rendez-vous successifs pour un sommet est majoré par d.

Le temps moyen d’attente entre deux rendez-vous sur une arête e = {v, w} est
d(v)d(w). Encore une fois, si on considère un graphe à degré borné par d, cette valeur
est majorée par d2.

4.1.2.4 Nombre moyen de rendez-vous

Soit X le nombre de rendez-vous pour un appel sur G, le nombre moyen de
rendez-vous sur G, noté M(G), est E(X) : c’est l’espérance mathématique de X. Ce
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paramètre peut être considéré comme une mesure du degré de parallélisme réalisé
par l’algorithme de rendez-vous.

Pour tout arête e ∈ E, on définit χe par :

χe =

{

1 s’il y a rendez-vous sur e,

0 sinon.
(4.18)

On a

X =
∑

e∈E
χe.(4.19)

En appliquant le principe de la linéarité de l’espérance mathématique, on a :

E(X) =
∑

e∈E
E(χe).(4.20)

Or

E(χ{v,w}) =
1

d(v)d(w)
,(4.21)

donc :

E(X) =
∑

{v,w}∈E

1

d(v)d(w)
,(4.22)

et finalement :

Proposition 8 Le nombre moyen de rendez-vous sur G est :

M(G) =
∑

{v,w}∈E

1

d(v)d(w)
.(4.23)

Considérons les cas particuliers suivants :

Exemple 4.4 Si G est le graphe complet de taille n > 2, alors

M(G) =

(

n

2

)

1

(n− 1)2
=

n

2(n− 1)
.(4.24)

Exemple 4.5 Si G est le cycle de taille n > 3, alors

M(G) =
n

4
.(4.25)



4.1. LE RENDEZ-VOUS 61

Exemple 4.6 Si G = (V,E) est de degré borné par d, alors

M(G) >
|E|
d2
.(4.26)

Si on considère le cas d’un arbre T de taille n et de degré borné par d, on obtient :

M(T ) >
n− 1

d2
.(4.27)

Dans le cas des graphes réguliers de degré d, on obtient :

M(G) =
n

2d
,(4.28)

où n est la taille du graphe.
On va s’intéresser maintenant à l’impact de l’addition d’une nouvelle arête sur

le comportement de M(G). Les exemples suivants illustrent le fait que le nombre
d’arêtes ne favorise pas nécessairement les rendez-vous. En effet, les figures 4.5 et
4.6 montrent que le nombre moyen de rendez-vous n’est pas monotone en fonction
du nombre d’arêtes.

1/4

1/2 1/2

1/4

1/4

1/4 1/4 1/4

1/4

1/4

1/4

M(G) = 7/4 M(G) = 3/2

Figure 4.5 – Un exemple où le nombre moyen de rendez-vous diminue si on rajoute
une arête.

La proposition 9 donne un minorant du nombre moyen de rendez-vous.

Proposition 9 Pour un entier positif fixé n, le graphe complet Kn minimise le
nombre moyen de rendez-vous sur les graphes de taille n. La valeur moyenne mini-
male réalisée par Kn est n

2(n−1)
.

Preuve. Soit G = (V,E) un graphe, et M(G) le nombre moyen de rendez-vous sur
G, on a

M(G) =
1

2

∑

v∈V
p(v),(4.29)
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1/4

1/20

1/5

1/4

1/4

1/4

1/5

1/5

1/5

1/5

1/5

1/5

1/20

1/4

1/4

1/8 1/10

M(G) = 13/8M(G) = 8/5

Figure 4.6 – Un exemple où le nombre moyen de rendez-vous augmente si on
rajoute une arête.

où p(v) est comme définie dans la section 4.1.2.3. Sachant que :

p(v) =
1

d(v)

∑

{w,v}∈E

1

d(w)
,(4.30)

et que d(w) 6 n−1, on a p(v) > 1
n−1

. En sommant sur tous les sommets, on obtient

M(G) >
n

2(n− 1)
.(4.31)

Or, on sait que si G est le graphe complet de taille n, alors

M(G) =
n

2(n− 1)
.(4.32)

La proposition en résulte. ✷

4.1.2.5 Nombre moyen de rendez-vous dans les arbres

Dans les sections précédentes, on a vu que les arbres maximisent la probabilité de
succès, puisqu’elle est égale à 1. Dans cette section, nous étudions le nombre moyen
de rendez-vous dans un arbre.

Proposition 10 Soit T = (V,E) un arbre et T ′ = (V ′, E ′) l’arbre obtenu à partir
de T par ajout d’une nouvelle feuille. Si M(T ′) est le nombre moyen de rendez-vous
sur T ′ et M(T ) celui de T , alors M(T ′) >M(T ).

Preuve. Soit a la feuille ajoutée et v le sommet attaché à a. Soit d le degré de v
dans T . On a :

M(T ′) =M(T ) +
1

d+ 1



1− 1

d

∑

w adjacent à v

1

d(w)



 ,(4.33)
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puisque
∑

w adjacent à v

1

d(w)
6 d, il en résulte que M(T ′) >M(T ). ✷

Corollaire 1 Soit T un arbre dont le degré maximum est k et dont le diamètre est
D. Alors

M(T ) 6M(T (k,
D

2
)),(4.34)

où T (k, h) représente l’arbre k-aire dont la hauteur est h.

Preuve. Par des applications successives de la proposition 10. ✷

4.1.3 Probabilité de succès pour des cas particuliers

Dans cette section, on s’intéresse en détail à la probabilité d’obtenir au moins
un rendez-vous dans le graphe. Soit e une arête, rappelons que e(1) est l’événement
un rendez-vous sur e et e(0) son événement complémentaire.

4.1.3.1 Graphes à degrés bornés

On commence par le cas où G = (V,E) est un graphe de degré au plus d. La
proposition suivante donne une borne inférieure pour la probabilité d’échec.

Proposition 11 Soit G = (V,E) un graphe à degré d-borné, et s(G) sa probabilité
de succès. Alors

s(G) > 1−
(

1− 1

d2

)|E|
.(4.35)

Preuve. Si E = {e1, e2, . . . , em}, on a

f(G) = Pr(e
(0)
1 ∧ e

(0)
2 ∧ · · · ∧ e

(0)
m )

= Pr(e
(0)
1 )Pr(e

(0)
2 | e

(0)
1 )Pr(e

(0)
3 | e

(0)
1 ∧ e

(0)
2 ) . . . P r(e

(0)
m | e(0)1 ∧ e

(0)
2 ∧ · · · ∧ e

(0)
m−1).

Un simple calcul montre que la probabilité conditionnelle Pr(e(0)i | e(0)i1
∧ e(0)i2

∧ · · · ∧
e
(0)
ik
), i 6= i1, i2, · · · , ik, est égale à la probabilité Pr(e(0)i ) si ei n’est incidente à aucune

des arêtes ei1 , · · · , eik et elle est supérieure à Pr(e(0)i ), si elle est incidente à l’une

des arêtes au moins. Pour s’en apercevoir, considérons une arête e = {v, w}. Soient
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e1, ..., ek les arêtes incidentes à v et f1, ..., fl les arêtes incidentes à w différentes de

e. On a clairement :

Pr(e(1)) =
1

d(v)d(w)
6

1

(d(v) − k)(d(w) − l)
= Pr(e(1) | e(0)1 ∧ · · · ∧ e

(0)
k ∧ f

(0)
1 ∧ · · · ∧ f

(0)
l ).

Ainsi, pour tout e ∈ E

∀j = 2, . . . , m; Pr(e
(0)
j | e(0)1 ∧ e(0)2 ∧ · · · ∧ e(0)j−1) 6 Pr(e

(0)
j )(4.36)

et alors

f(G) 6 Pr(e(0))|E|.(4.37)

Sachant que Pr(e(0)) 6 (1− 1
d2
), on a

f(G) 6

(

1− 1

d2

)|E|
.(4.38)

La proposition en résulte. ✷

Le majorant ci-dessus devient très intéressant si le rapport |E| sur d est impor-
tant. En effet, la formule ci-dessus montre que

f(G) 6 e
−|E|

d2 .(4.39)

En particulier, dans le cas des graphes d-réguliers, on a |E| = nd
2

et finalement :

Corollaire 2 Soit G un graphe d−régulier, la probabilité d’échec f(G) vérifie :

f(G) 6 e
−n
2d .(4.40)

4.1.3.2 Graphes complets

Pour cette classe de graphes, on a :

Proposition 12 Soit Kn le graphe complet de taille n, alors :
— s(Kn) =

∑

k>1(−1)k+1 n!
k!2k(n−2k)!

1
(n−1)2k

,

— s(Kn) est asymptotiquement 1− e−1/2,

— et le nombre moyen d’appels nécessaires pour obtenir un succès vaut asymp-
totiquement

√
e√

e−1
.
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Preuve. Pour k fixé, les k-couplages de Kn sont tous de même probabilité

qk =
1

(n− 1)2k
.(4.41)

D’autre part, un calcul simple donne leur nombre n!
k!2k(n−2k)!

.
On a alors :

s(Kn) =
∑

k>1

(−1)k+1 n!

k!2k(n− 2k)!

1

(n− 1)2k
.(4.42)

Le nombre moyen d’appels nécessaires pour obtenir un succès est 1
s(Kn)

, où s(Kn) est
donné par l’expression ci-dessus. Cette expression n’est pas facile à calculer, néan-
moins, si on utilise un raisonnement combinatoire, on peut en faire une estimation
asymptotique.

D’après le lemme 2 de la section 4.1.2.1, un appel c sur G est un échec, si Gc est
sans cycle de longueur 1 ou 2. Les objets combinatoires représentant de tels objets
peuvent être exprimés par la grammaire suivante :

échec = ensemble(quasi − arbre);

quasi− arbre = cycle>3(arbre);

arbre = nœud ∗ ensemble(arbre);
nœud = z;

(4.43)

Notons alors F (z) la série génératrice exponentielle (SGE) des échecs, c(z) celle
des cycles de longueur > 3 et enfin t(z) celle des arbres. Une traduction des spécifi-
cations des types ci-dessus en SGE donne :

F (z) = c(t(z)),

c(z) = 1
1−z

e−z−z2/2,

t(z) = zet(z).

(4.44)

L’unique singularité de F (z) = c(t(z)) est z0 = 1/e, en effet t(z0) = 1 si et
seulement si z0 = 1/e.

Dans [19, 69], les auteurs montrent que

t(z) ∼ 1− 21/2
√
1− ez.(4.45)

Ainsi

F (z) ∼ 1√
2e3

(1− ez)−1/2.(4.46)
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On en déduit alors que

[zn]F (z) ∼ 1√
2e3

en
1√
πn

.(4.47)

Ce qui donne le nombre d’échecs N(Kn) dans le graphe complet Kn. Pour obtenir
la probabilité d’échec sur Kn, il suffit de diviser N(Kn) par (n−1)n qui est le nombre
total d’appels sur Kn. En utilisant la formule de Stirling, on obtient

f(Kn) ∼ e−1/2,(4.48)

ou

s(Kn) ∼ 1− e−1/2.(4.49)

Et le nombre moyen d’appels nécessaires pour obtenir un succès est asymptotique-
ment

√
e√

e− 1
.(4.50)

✷

4.1.4 Une borne uniforme pour la probabilité de succès

La proposition 11 donne une borne inférieure pour la probabilité de succès si le
graphe est à degré borné par d. Le corollaire 2 montre combien cette borne est im-
portante si d est suffisamment petit par rapport à n = |V |. Cependant, cette borne
devient trop large si d est trop grand et si |E| n’est pas suffisamment grand. Il est
donc intéressant de trouver une borne uniforme ne dépendant ni de d, ni de |E|. Cette
section a pour objectif de donner un tel minorant. En effet, on a le théorème suivant :

Théorème 5 La probabilité s(G) de succès dans un appel sur tout graphe G =

(V,E) est minorée par 1 − e−M(G), où M(G) est le nombre moyen de rendez-vous
dans G.

Preuve. Par un même raisonnement que pour la proposition 11, on a

f(G) = Pr(e
(0)
1 ∧ e

(0)
2 ∧ · · · ∧ e

(0)
m )

= Pr(e
(0)
1 )Pr(e

(0)
2 | e

(0)
1 )Pr(e

(0)
3 | e

(0)
1 ∧ e

(0)
2 ) . . . P r(e

(0)
m | e(0)1 ∧ e

(0)
2 ∧ · · · ∧ e

(0)
m−1),

avec la même notation que pour la preuve de la proposition, on a

f(G) 6
m
∏

i=1

(1− Pr(e(1)i )).(4.51)
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Or, d’après la proposition 8, on a

m
∑

i=1

Pr(e
(1)
i ) =M(G).(4.52)

Ainsi, f(G) est maximisée lorsque

Pr(e
(1)
i ) =

M(G)

m
, ∀i = 1, . . . , m.(4.53)

Donc,

f(G) 6

m
∏

i=1

(1− M(G)

m
) = (1− M(G)

m
)m 6 e−M(G).(4.54)

Le théorème en résulte. ✷

En utilisant le théorème 5 et la proposition 9, on obtient :

Corollaire 3 1 La probabilité s(G) d’un succès sur tout graphe G = (V,E) est mi-
norée par 1− e−1/2.

Et par conséquent :

Corollaire 4 Le nombre moyen d’appels nécessaires pour obtenir un succès est ma-
joré par

√
e√

e−1
.

Remarque. En dépit de ce corollaire et de la proposition 12, qui affirme que
f(Kn) 6 e−1/2, on ne sait pas si le graphe complet Kn minimise la probabilité de
succès pour les graphes de taille n.

Remarque. Le corollaire ci-dessus montre que l’algorithme est de type Las Vegas.

4.1.5 Distribution du nombre de rendez-vous

Dans cette section, on s’intéresse à la distribution asymptotique du nombre de
rendez-vous pour quelques classes de graphes. Essentiellement, on étudie le compor-
tement asymptotique de ce nombre pour des classes particulières de graphes de taille
très grande. Si le graphe est une étoile, ce nombre est toujours égal à 1. Si c’est un

1. Une preuve directe de ce résultat a été donnée par M. Robson [62]
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cycle de taille n, cette variable prend ses valeurs dans l’intervalle [0, n
2
] et son espé-

rance mathématique est n+1
4

. Dans le cas des graphes complets, ses valeurs possibles
sont dans l’intervalle [0, n

2
], et son espérance mathématique est asymptotiquement

1
2
. Cependant, même si, en principe, le calcul de la distribution est possible, il n’y a

pas de technique facile et simple, et une application naïve de la technique classique
basée sur l’énumération est assez compliquée.

Nous effectuons le calcul de la distribution asymptotique du nombre de rendez-
vous dans les deux cas extrêmes, le cas du cycle et le cas du graphe complet. On
verra que dans le cas du graphe complet, quand n tend vers l’infini, la valeur de ce
nombre reste un entier fini dont la distribution sera calculée, alors que pour le cas
du cycle, cette variable a un comportement différent, le nombre moyen tend vers
l’infini, mais la distribution normalisée, tend vers la loi gaussienne.

4.1.5.1 Cas des anneaux et des chaînes

Nous commençons par le cas de la chaîne pour laquelle le calcul de la distribu-
tion est assez facile. On montrera ensuite comment la distribution du nombre de
rendez-vous dans le cas du cycle peut s’obtenir à partir du cas de la chaîne. Soit
G = (V,E) une chaîne de taille n et Xn la variable aléatoire qui compte le nombre
de rendez-vous dans G. Dans cette section, nous nous intéressons à la distribution
asymptotique de cette variable aléatoire. Rappelons que l’on suppose que tous les
sommets sont actifs. On commence par prouver le lemme suivant qui donne une ex-
pression exacte de la probabilité d’obtenir exactement k rendez-vous dans la chaîne
de taille n.

Lemme 5 Pour tout entier k, la probabilité d’obtenir exactement k rendez-vous est

Pr(Xn = k) =
1

2n−2

(

n− 1

2k − 1

)

.(4.55)

Preuve. Soit φn(x) la série génératrice ordinaire de la variable aléatoire Xn, c’est-
à-dire φn(x) =

∑∞
k=0 Pr(Xn = k)xk. Considérons aussi la série génératrice ψn−1(x)

d’une autre variable aléatoire qui compte le nombre de rendez-vous dans la chaîne
si les deux extrémités de la chaîne sont passives. Un raisonnement combinatoire
conduit à l’élaboration du système suivant :

{

φn(x) = 1
2
φn−1(x) +

1
2
xψn−1(x), ∀n > 2

ψn(x) = 1
2
ψn−1(x) +

1
2
φn−1(x), ∀n > 2

(4.56)

avec φ1(x) = ψ1(x) = 1.
Après application des techniques usuelles de résolution de tels systèmes, on obtient :



4.1. LE RENDEZ-VOUS 69

φn(x) =
2
√
x

1 +
√
x

(

1 +
√
x

2

)n

− 2
√
x

1−√x

(

1−√x
2

)n

,(4.57)

on en déduit alors que

[xk]φn(x) =
1

2n−2

(

n− 1

2k − 1

)

.(4.58)

Le lemme en découle. ✷

La série génératrice ainsi établie permet aussi d’obtenir des paramètres intéres-
sants pour Xn. En particulier, on a :

Corollaire 5 La variance de la variable aléatoire Xn est égale à n−1
16

.

D’autre part, la fonction génératrice φn(x) peut être utilisée pour montrer que
le comportement asymptotique de la variable aléatoire Xn est normal. En effet, on
a le théorème suivant :

Théorème 6 La variable normalisée définie par

Yn =
4Xn − n√

n
,(4.59)

admet une distribution qui tend vers une distribution normale N (0, 1), c’est-à-dire
que pour tout intervalle de réels [a, b],

Pr(a < Yn 6 b)→ 1√
2π

∫ b

a

e−x2/2dx.(4.60)

Preuve. Pour tout entier k, soit j = 2k − 1, et l = n− 2k + 1. Le lemme 5 montre
que

Pr(Xn = k) =
1

2

n!

j!l!

(

1

2

)j(
1

2

)l

.(4.61)

En appliquant la formule de Stirling, on obtient

Pr(Xn = k) ∼ 1

2

√

n

2πjl

(

n

2j

)j
( n

2l

)l

,(4.62)
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et

jl

n
∼ (
√
nx+ n)(n−√nx)

4n
∼ 4

n
, où x =

4k − n√
n

.(4.63)

Ainsi

Pr(Xn = k) =
1√
2πn

(

n

2j

)j
( n

2l

)l

(4.64)

et

ln

(

n

2j

)j
( n

2l

)l

∼ −x
2

2
.(4.65)

Le théorème est alors prouvé par un raisonnement similaire a celui de ([44], pp. 22).
Le théorème peut être prouvé aussi par une transformation de la fonction gé-

nératrice φn(x) en fonction caractéristique en effectuant le changement de variable
x = eit. En effet, on peut facilement montrer que la fonction caractéristique de la
variable aléatoire Yn définie dans le théorème tend vers e−

1
2
t2 , quand n tend vers

l’infini, or cette dernière fonction n’est autre que la fonction caractéristique de la
distribution normale. Il en découle alors que la variable aléatoire Yn converge en loi
vers la variable aléatoire normale. ✷

Considérons maintenant la variable aléatoire Zn comptant le nombre de rendez-
vous dans un cycle de taille n. On a vu que son espérance mathématique est
E(Zn) = n/2. De plus, on a :

Théorème 7 Définissons la variable aléatoire normalisée par Vn = 4Zn−n√
n

. Alors, si
n tend vers l’infini :

Pr(a < Vn 6 b)→ 1√
2π

∫ b

a

e−x2/2dx(4.66)

pour tout intervalle de réels [a, b].

Preuve. Considérons une chaîne dont les sommets sont étiquetés 1, 2, ..., n et les
arêtes {i, i + 1}, 1 6 i 6 n − 1. Le nombre de rendez-vous sur la chaîne peut alors
être écrit sous forme de la somme Xn =

∑n−1
i=1 Ri, où la variable aléatoire Ri est

définie par

Ri =

{

1 s’il y a un rendez-vous sur {i, i+ 1},
0 sinon.

(4.67)
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On a alors

n−2
∑

i=2

Ri 6 Xn 6

n−2
∑

i=2

Ri + 2.(4.68)

Considérons maintenant un cycle dont les sommets sont étiquettes 1, 2, ..., n et
les arêtes {i, i+1}, 1 6 i 6 n−1, {n, 1}. De la même façon, on peut écrire le nombre
de rendez-vous sur ce cycle sous forme de la somme Yn =

∑n
i=1 Si, où la variable

aléatoire Si est définie par :

Si =

{

1 s’il y a un rendez-vous sur {i, i+ 1},
0 sinon.

(4.69)

On a alors

n−2
∑

i=2

Si 6 Zn 6

n−2
∑

i=2

Si + 3.(4.70)

Or

n−2
∑

i=2

Ri =

n−2
∑

i=2

Si,(4.71)

donc

|Zn −Xn| 6 3.(4.72)

D’où

|Vn − Yn| 6
12√
n
.(4.73)

Ainsi, si n tend vers l’infini, la différence entre les deux variables normalisées tend
vers 0. Le théorème en découle. ✷

4.1.5.2 Nombre de rendez-vous dans le graphe complet

Dans cette section, on s’intéresse au comportement asymptotique du nombre de
rendez-vous dans les graphes complets. Dans la suite, on considère que Kn = (V,E)

est un graphe complet, et Xn la variable aléatoire qui compte le nombre de rendez-
vous dans Kn.

On commence par le lemme suivant :
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Lemme 6 Soit m un entier positif. Si n→∞, alors la probabilité d’avoir au moins
m rendez-vous sur Kn, Pr(Xn > m) tend vers

∑

k>m(−1)k+m 1
k!2k

.

Preuve. D’après la proposition 7, et en utilisant un raisonnement similaire à celui
de la preuve du premier point de la proposition 12, la probabilité d’avoir au moins
m rendez-vous sur Kn est

Pr(Xn > m) =
∑

k>m

(−1)k+m n!

k!2k(n− 2k)!

1

(n− 1)2k
.(4.74)

En utilisant la formule de Stirling, on obtient facilement le lemme. ✷

On en déduit alors une caractérisation simple de la distribution asymptotique :

Théorème 8 Pour tout entier positif m, la probabilité pour Xn d’être égal à m est
donnée par

Pr(Xn = m) −→ 2
(−1)m√

e
− 1

m!2m
− 2(−1)m

∑

k<m

(−1)k 1

k!2k
(4.75)

et

Pr(Xn = 0) −→ 1√
e
,(4.76)

quand n→∞.

Preuve. Posons X = lim
n→∞

Xn. Alors

Pr(X = m) = Pr(X > m)− Pr(X > m+ 1).(4.77)

Le théorème est alors une conséquence du lemme 6. ✷

4.1.6 Graphes avec sommets passifs

Dans les sections précédentes, nous avons étudié la probabilité de succès sous
l’hypothèse que tous les sommets sont actifs. Nous avons alors obtenu une borne
inférieure uniforme pour la probabilité de succès. Dans cette section, on va omettre
cette hypothèse, on supposera que des sommets A ⊂ V sont actifs, les autres som-
mets seront autorisés à être passifs, on verra que la borne dans le cas où tous les
sommets sont actifs reste valide.
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On considère donc qu’il y a rendez-vous entre deux sommets voisins si et seule-
ment si un sommet actif envoie 1 à un de ses voisins c(x) et que c(x) est soit passif,
soit envoie 1 à x.

Le résultat suivant généralise celui donné dans le corollaire 3 où A = V .

Proposition 13 Soit G = (V,E) un graphe avec un ensemble A ⊆ V de sommets
actifs ; on suppose que A 6= Ø. Alors la probabilité s(G,A) de succès dans un appel
sur G où les sommets de A sont actifs (les autres sont supposés être passifs) est
minorée par 1− e−1/2.

Preuve. Soient G1 = (V1, E1), ..., Gk = (Vk, Ek), A = ∪16i6kVi les composantes
connexes du sous-graphe induit par A. Il est facile de voir qu’un appel sur G est un
échec si et seulement si sa restriction à chacune des composantes Gi est un échec
(c’est-à-dire qu’il n’y a pas de rendez-vous sur ces composantes). Alors, la proba-
bilité d’échec sur G est bornée par la probabilité d’échec sur Gi, 1 6 i 6 k comme
composante de G. D’autre part, la probabilité qu’un échec sur G soit dû à un échec
sur Gi est bornée par la probabilité d’échec sur Gi considéré comme un graphe indé-
pendant où tous les sommets sont actifs. En effet, les événements aboutissant à des
échecs sont les mêmes dans les deux cas, cependant, le degré d’un sommet considéré
comme actif dans Gi est supérieure ou égal au degré du même sommet dans Gi

considéré comme passif. Par conséquent, puisque la probabilité associée est l’inverse
du produit des degré, la probabilité qu’un appel sur G soit un échec est bornée par
f(Gi), 1 6 i 6 k, où f(G) est la probabilité d’échec dans un graphe G, où tous les
sommets sont actifs. À présent, en utilisant le corollaire 3, on a f(Gi) 6 e−1/2 et
f(G,A) 6 e−1/2, et s(G,A) > 1− e−1/2. ✷

Remarque. La proposition ci-dessus donne une borne uniforme pour la proba-
bilité d’échec. Dans plusieurs cas, il est possible de donner une bien meilleure borne.
Considérons les composantes connexes introduites ci-dessus, il est clair, d’après le
lemme 3, que la probabilité de succès est 1 si et seulement si au moins une des
composantes est un arbre (c’est-à-dire sans cycle).

Soit k le nombre des composantes connexes. La preuve ci-dessus donne une
meilleure borne pour la probabilité d’échec en général. En effet, on a f(G,A) 6

e−k/2.

4.1.7 Résultats expérimentaux

Cette section présente quelques résultats expérimentaux obtenus dans [70]. En
plus des simulations de l’algorithme présenté ci-dessus, l’intérêt principal était de
répondre à une question importante :

Quel est le graphe qui maximise le nombre moyen de rendez-vous ?
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Dans un premier temps, il peut apparaître normal de conjecturer que les chaînes
permettent de maximiser ce nombre. En effet, jusqu’à n = 6, cette conjecture est
vérifiée, à partir de n = 7, on voit apparaître les arbres de la figure 4.7 comme étant
les arbres maximisant ce nombre.

n = 7, M(G) = 2 n = 8, M(G) = 9/4 n = 9, M(G) = 5/2

Figure 4.7 – Les graphes maximisant M(G), pour n = 7, 8, et 9.

En poussant les calculs un peu plus loin, une autre classe d’arbres paraît être
candidate pour maximiser le nombre moyen de rendez-vous (figure 4.8).

n = 10, M(G) = 25/9.

n = 14, M(G) = 61/16.

n = 12, M(G) = 79/24. n = 13, M(G) = 32/9.

n = 11, M(G) = 109/36.

n = 15, M(G) = 49/12. n = 16, M(G) = 13/3.

Figure 4.8 – Les graphes maximisant M(G), pour n ∈ [10, 16].
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4.2 LS1-Synchronisation

Soit G = (V,E) un graphe, et B(v, 1) une boule de centre v et de rayon 1. Une
LS1-synchronisation de centre v est une synchronisation permettant d’implémenter
un calcul local de type LC1, c’est-à-dire un calcul permettant au sommet v d’effectuer
une transition en fonction des informations collectées sur les sommets de la boule
B(v, 1). L’algorithme 3 du chapitre précédent permet d’obtenir de telles synchroni-
sations. Dans cette section, on s’intéresse aux mêmes questions que pour le rendez-
vous, c’est-à-dire, la probabilité d’obtenir au moins une LS1-synchronisation dans
le graphe, la probabilité pour un sommet d’être centre d’une LS1-synchronisation
ainsi qu’au nombre moyen des LS1-synchronisations réalisées par l’algorithme.

On suppose que le tirage se fait dans un ensemble d’entiers très grand, il est as-
similé à un tirage dans un ensemble de réels, donc la probabilité pour deux sommets
de tirer le même nombre tend vers 0.
On a donc le fait suivant :

Fait 1 La probabilité d’obtenir au moins une LS1-synchronisation est égale à 1.

Remarque. Un sommet peut savoir si un sommet voisin a tiré le même entier.
On commence par l’étude de la probabilité pour un sommet d’être centre d’une

synchronisation LS1, on en déduira la probabilité pour un sommet de participer à
une telle synchronisation. Puis comme dans la section précédente, on s’intéressera
au nombre moyen de synchronisations réalisées par l’algorithme.

Dans cette section, on supposera que tous les graphes sont connexes.

4.2.1 Probabilité de synchronisation sur un sommet

Soit G = (V,E) un graphe quelconque. Chaque sommet v ∈ V tire aléatoirement
et uniformément un nombre rand(v) de l’ensemble {1, · · · , N}. Il y a une LS1-
synchronisation centrée en v si pour tout sommet w ∈ B(v, 1)\{v}, on a rand(w) <
rand(v).

Soit X ⊆ V un ensemble de sommets contenant un sommet donné v, et soit
|X| = K. Alors :

Pr (rand(v) > rand(w), ∀w ∈ X \ {v}) = 1

N

N
∑

i=2

(

i− 1

N

)K−1

.(4.78)

N étant considéré très grand, on a la proposition suivante :

Proposition 14 La probabilité pour un sommet v d’être centre d’une LS1-synchronisation
est donnée par :

p1(v) =
1

d(v) + 1
.(4.79)



76 CHAPITRE 4. ANALYSE DES ALGORITHMES

Rappelons que d(v) + 1 est le cardinal de B(v, 1).

Preuve. En prenant X = B(v, 1), on a

p1(v) = Pr (rand(v) > rand(w), ∀w ∈ B(1, v) \ {v}) = 1

N

N
∑

i=2

(

i− 1

N

)K−1

.

Ainsi,

p1(v) =
∑N

i=1
1
N

(

i
N

)d(v)
= 1

N

(

(

1
N

)d(v)
+
(

2
N

)d(v)
+ · · ·+

(

N−1
N

)d(v)
)

=
∑N−1

k=1
1
D
f(a+ k (b−a)

N
)

où a = 0, b = 1 et f(x) = xN2(v)−1.
En utilisant la formule de Darboux, on obtient :

p1(v) =

∫ 1

0

xd(v)dx =
1

d(v) + 1
.(4.80)

La proposition en résulte. ✷

De cette proposition, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 6 Soit v un sommet de G, le temps moyen d’attente entre deux LS1-
synchronisations sur le sommet v est égale à d(v) + 1.

Considérons maintenant des classes simples de graphes :

Exemple 4.7 Si G est le graphe cycle de taille n > 2, alors, pour tout sommet v,
on a :

p1(v) =
1

3
.(4.81)

Exemple 4.8 Si G est le graphe complet de taille n > 1, alors, pour tout sommet
v, on a :

p1(v) =
1

n
.(4.82)
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4.2.2 Nombre moyen de LS1-synchronisations

Dans cette section, on s’intéresse au nombre moyen de LS1-synchronisations
réalisées par la procédure. Notons alors M1(G) le nombre moyen de ces synchroni-
sations. Ce paramètre peut être interprété comme le degré de parallélisme autorisé
par l’algorithme. Il est facile de voir que si on pose, pour tout sommet v,

Xv =

{

1 si v est centre d’une LS1-synchronisation,

0 sinon,
(4.83)

alors

M1(G) =
∑

v∈V
Pr(Xv = 1) =

∑

v∈V
p1(v),(4.84)

on en déduit :

Proposition 15 Le nombre moyen de LS1-synchronisations réalisées par la procé-
dure est

M1(G) =
∑

v∈V

1

d(v) + 1
.(4.85)

Reconsidérons les exemples ci-dessus :

Exemple 4.9 Si G est le cycle de taille n > 2, alors

M1(G) =
n

3
.(4.86)

Exemple 4.10 Si G est le graphe complet de taille n > 1, alors

M1(G) = 1.(4.87)

Revenons à la k-densité définie dans le chapitre des notions sur la théorie des
graphes, pour k = 1, on a

D1(G) =

∑

v∈V d(v)

|V | = 2
|E|
|V | .(4.88)

On voit bien que la 1-densité d’un graphe G est deux fois le rapport entre le nombre
d’arêtes du graphe et celui de ses sommets.

On termine cette section en donnant quelques résultats afin de minorer le nombre
moyen de LS1-synchronisations dans un graphe quelconque.
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Théorème 9 Soit G = (V,E) un graphe connexe de taille n > 2 avec m = |E|
arêtes. On a :

M1(G) >
n

D1(G) + 1
=

n2

2m+ n
.(4.89)

Preuve. Pour un graphe donné G = (V,E), un calcul simple donne :
∑

v∈V
[d(v) + 1] = nD1(G) + n.(4.90)

Ainsi,

1

n

∑

v∈V
[d(v) + 1] = D1(G) + 1.(4.91)

Cependant, on a

1

n

∑

v∈V
[d(v) + 1] >

(

∏

v∈V
[d(v) + 1]

) 1
n

,(4.92)

et alors,

(

∏

v∈V

1

d(v) + 1

)
1
n

>
1

D1(G) + 1
.(4.93)

Or,

(

∏

v∈V

1

(d(v) + 1)

)
1
n

6
1

n

∑

v∈V

1

(d(v) + 1)
,(4.94)

et ainsi,

M1(G) =
1

n

∑

v∈V

1

(d(v) + 1)
>

1

D1(G) + 1
.(4.95)

Ce qui prouve le théorème. ✷

Si G est un graphe à degré borné par Θ, du théorème on déduit immédiatement :

Corollaire 7 Soit G un graphe dont les sommets sont tous de degrés inférieurs ou
égal à Θ. Alors,

M1(G) >
n

Θ+ 1
.(4.96)
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D’autre part, dans le cas des arbres, l’expression du théorème devient :

Corollaire 8 Soit T un arbre de taille n > 2. On a

M1(T ) >
n2

3n− 2
>
n

3
.(4.97)

4.3 LS2-Synchronisation

Soit G = (V,E) un graphe, et B(v, 2) une boule de centre v et de rayon 2. Une
LS2-synchronisation de centre v est une synchronisation permettant d’implémenter
un calcul local de type LC2, c’est-à-dire un calcul permettant à tous les sommets de la
boule B(v, 1) d’effectuer une transition en fonction des informations échangés par les
sommets de la boule B(v, 1). L’algorithme 4 du chapitre précédent permet d’obtenir
de telles synchronisations. Remarquons que l’on peut détecter les coïncidences dans
une boule de rayon 2, c’est-à-dire que l’on peut savoir si deux sommets ont tiré le
même nombre.

De la même façon que pour la section précédente, on peut voir que la probabilité
d’obtenir au moins une LS2-synchronisation est égale à 1.

4.3.1 Probabilité d’une LS2-synchronisation sur un sommet

Soit G = (V,E) un graphe connexe. Chaque sommet v tire aléatoirement et
uniformément un nombre rand(v) entre 1 et N , un sommet v est alors centre d’une
LS2-synchronisation si et seulement si pour tout sommet w de la boule B(v, 2), on
a rand(v) > rand(w).

La formule 4.78 appliquée à X = B(v, 2) donne :

Pr(rand(v) > rand(w), ∀w ∈ B(v, 2) \ {v}) = 1

N

∑

i=2

N

(

i− 1

N

)N2(v)

,

où N2(v) est le nombre de sommets dans la boule B(v, 2).
La même technique que pour la preuve de la proposition 14, permet de montrer

que

Proposition 16 La probabilité pour un sommet v d’être centre d’une LS2-synchronisation
est

p2(v) =
1

N2(v)
.(4.98)

De cette proposition, on déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 9 Soit v un sommet de G, le temps moyen d’attente entre deux LS2-
synchronisations centrées sur le sommet v est égale à N2(v).

Si on reconsidère les exemples de la section précédente, on a :

Exemple 4.11 Si G est le graphe cycle de taille n > 2, alors, pour tout sommet v,
on a :

p2(v) =
1

5
.(4.99)

Exemple 4.12 Si G est le graphe complet de taille n > 1, alors, pour tout sommet
v, on a :

p1(v) =
1

n
.(4.100)

4.3.2 Nombre moyen de LS2-synchronisations

Soit G = (V,E) un graphe connexe, M2(G) désigne le nombre moyen de LS2-
synchronisations sur le graphe G, un raisonnement analogue à celui de la section
4.2.2, permet de montrer que :

Proposition 17 Le nombre moyen de LS2-synchronisations réalisées par la procé-
dure est

M2(G) =
∑

v∈V

1

N2(v)
.(4.101)

Exemple 4.13 Si G est le cycle de taille n > 2, alors

M2(G) =
n

5
.(4.102)

Exemple 4.14 Si G est le graphe complet de taille n > 1, alors

M2(G) = 1.(4.103)

Pour minorer M2(G), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 7 Soit G = (V,E) un graphe connexe. On a
—
∑

v∈V N2(v) 6
∑

v∈V d(v)
2 + |V |.

— En plus, si G est un arbre, alors cette inégalité devient une égalité.
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Preuve. Soit G un graphe. Commençons par prouver la deuxième affirmation du
lemme. Soit G un arbre. On fait une induction sur la taille n. Pour n = 2, une
simple vérification donne le résultat. Supposons le résultat vrai pour n > 2. Soit
T = (V,E) un arbre de taille n + 1 et u une feuille de T et T ′ = (V ′, E ′) l’arbre
obtenu à partir de T par suppression de u et l’unique arête qui le rattache à l’arbre.
Soit δ le degré du sommet père de u dans T ′. Si on dénote par N2(v) le nombre de
sommets à distance inférieure ou égale à 2 de v, on a

∑

v∈V N2(v) =
∑

v∈V ′ N ′
2(v) + 2δ + 3

=
∑

v∈V ′ d(v)2 − 2(δ + 1) + n+ 2δ + 3

=
∑

v∈V d(v)
2 + n+ 1.

(4.104)

Si G n’est pas un arbre, on raisonne par récurrence sur le nombre m d’arêtes de
E. Étant donné que l’affirmation est valide sur l’arbre couvrant de G, il suffit de
montrer que si l’on rajoute une arête non existante {u, v}, sa contribution totale à
la somme S1 =

∑

v∈V N2(v) n’est pas plus grande que sa contribution à la somme
S2 =

∑

v∈V d(v)
2.

Pour S1, on a facilement que S1 6 2d(u) + 2d(w) + 2. Pour S2, on peut écrire
que S2 = 2d(u) + 1 + 2d(w) + 1.

Ce qui finit la preuve du lemme. ✷

Retournant au nombre moyen de LS2-synchronisations, en utilisant le lemme, il
vient :

Théorème 10 Soit G = (V,E) un graphe connexe, de taille n > 2 à m = |E|
arêtes. On a

M2(G) >
n

D2(G) + 1
.(4.105)

Preuve. Par le lemme 7, et la définition de D2(G), on obtient

1

n

∑

v∈V
N2(v) 6 D2(G) + 1.(4.106)

Étant donné que

1

n

∑

v∈V
N2(v) >

(

∏

v∈V
N2(v)

)
1
n

(4.107)

on a

D2(G) + 1 >

(

∏

v∈V
N2(v)

) 1
n

,(4.108)
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et ainsi,

(

∏

v∈V

1

N2(v)

)
1
n

>
1

D2(G) + 1
.(4.109)

Encore une fois, en utilisant le fait que

1

n

∑

v∈V

1

N2(v)
>

(

∏

v∈V

1

N2(v)

)
1
n

,(4.110)

on obtient le résultat. ✷

Si on considère le cas des graphes à degrés bornés, le théorème ci-dessus permet
de montrer que :

Corollaire 10 Soit G un graphe dont les sommets sont tous de degré inférieur ou
égal à Θ. Alors,

M2(G) >
n

Θ2 + 2θ + 1
.(4.111)

4.4 Généralisation et remarques

Il est possible d’étendre les algorithmes étudiés ci-dessus pour obtenir des
k-synchronisations centrées en des sommets pour tout entier positif k. Un algorithme
pour une LSk-synchronisation est décrit comme suit : chaque sommet v tire unifor-
mément et aléatoirement un entier rand(v) de l’ensemble {1, · · · , N}, où N est un
entier suffisamment grand. Il y a une k-synchronisation centrée en un sommet v si et
seulement si rand(v) > rand(w), pour tout w ∈ B(v, k)\{v}. On peut alors montrer
que le nombre moyen des LSk-synchronisations réalisées par un tel algorithme est
minoré par

(4.112)
n

∑

v∈V Nk(v)
, où Nk(v) est le cardinal de B(v, k).

Soit G = (V,E) un graphe quelconque. Supposons que chaque sommet v choisit
un entier aléatoire. Sur une distance inférieure ou égale à 2, on peut détecter une
coïncidence, c’est-à-dire si deux sommets ont tiré le même nombre. Cette affirmation
n’est pas vraie pour une distance k > 2, en effet, nous avons :

Proposition 18 Il n’existe pas d’algorithme déterministe pour détecter les coïnci-
dences dans une boules B(v, k) de centre v et de rayon k > 3.
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Preuve. Par l’absurde, supposons qu’un tel algorithme existe. Considérons un hexa-
gone G et un triangle H dont les sommets sont étiquetés comme indiqué dans la
figure 4.9. Soit φ le morphisme de G vers H qui associe au sommet de G étiqueté x,
(x = a, b, c), le sommet portant la même étiquette x dans H . Supposons que chaque

c, 3

a, 2

c, 3

a, 2

a, 2b, 2

b, 2 c, 3

b, 2

a, 2

L’exagone G Le triangle H

Figure 4.9 – Le graphe G est un revêtement du graphe H .

sommet choisit un entier comme indiqué sur la figure 4.9. Donc, chaque entier ap-
paraît deux fois dans G (il y a coïncidence) et une fois dans H (il n’y a pas de
coïncidence).

On définit sur G et sur H deux suites de pas (Gi)i>0 et (Hi)i>0 vérifiant la
propriété R suivante : les états des sommets étiquetés x = a, b, c dans Gi sont les
mêmes que ceux des sommets étiquetés x = a, b, c dans Hi.
Les graphes sont anonymes et initialement, tous les sommets dans G et H sont dans
un même état q0 . Soient G0 et H0 les graphes G et H dans cet état initial. Il est
aisé de voir que G0 et H0 vérifient la propriété R.

Soient (Gi)i>0 et (Hi)i>0 les graphes G et H avec des états vérifiant R, et soit P
une étape dans Hi.

— Si P est une communication sur l’arête e, alors la communication est possible
sur les deux arêtes de φ−1(e). On exécute la communication dans Gi, on
obtient Gi+1 et Hi+1 vérifiant la propriété R.

— Si dans P le sommet x (x ∈ {a, b, c}) dans Hi change son état (le nouvel état
de x est q) alors les sommets dans φ−1(x) changent leurs états de q. Ainsi,
on obtient Gi+1 et Hi+1 qui vérifient la propriété R.

À présent, si un sommet v de H est dans un état qui indique qu’il n’y pas de
coïncidence, les sommets de φ−1(v) seront étiquetés par un état qui leur indiquera
qu’il n’y a pas de coïncidence. On obtient ainsi une contradiction et la proposition
est prouvée. ✷
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Chapitre 5

Efficacité des algorithmes de

synchronisations

L’objectif de ce chapitre est de fournir une mesure du degré d’efficacité des
algorithmes probabilistes permettant de résoudre des problèmes de synchronisations
locales. Intuitivement, la performance de tels algorithmes sera définie comme le
rapport entre ce qu’ils réalisent en moyenne et ce qui serait réalisé dans un cadre
idéal. La définition prend tout son intérêt, quand on sait que le cas idéal est assez
souvent NP-difficile voir irréalisable.

5.1 Efficacité de l’algorithme du rendez-vous

Comme première application, de cette notion, on va s’intéresser à l’algorithme
du rendez-vous. On verra que cette procédure réalise une bonne performance dans
le cas des graphes connexes peu denses (arbres), et une performance médiocre pour
les graphes denses.

Considérons, pour commencer, les exemples suivants :

Exemple 5.1 Si G est le graphe complet de taille n > 2, alors

M(G) =

(

n

2

)

1

(n− 1)2
=

n

2(n− 1)
.(5.1)

Exemple 5.2 Si G est une étoile de taille n > 2, alors,

M(G) = (n− 1)
1

n− 1
= 1.(5.2)

85
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Dans les deux cas, le nombre moyen de rendez-vous est très faible. En effet, dans
les cas des graphes complets, le couplage maximal est de taille ⌊n/2⌋, ce qui est très
grand comparé au nombre moyen de rendez-vous, si n est suffisamment grand. Dans
le deuxième exemple, l’algorithme donne un nombre moyen qui est le même que la
taille du couplage maximal. Ces remarques donnent lieu à la définition suivante :

Définition 7 Soit A un algorithme probabiliste pour les synchronisations de type
rendez-vous fonctionnant sur les graphes. Son efficacité sur un graphe quelconque G
est le rapport :

∆A(G) =
MA(G)

K(G)
,(5.3)

où MA(G) est le nombre moyen de rendez-vous une fois l’algorithme A appliqué à
G et K(G) est la taille d’un couplage maximal de G.

L’objectif de cette section n’est pas d’étudier l’efficacité de l’algorithme pour
des classes de graphes, mais plutôt de fournir une mesure universelle de l’efficacité
pour des algorithmes similaires applicables pour des problèmes n’admettant pas de
solution déterministe.

Une conséquence immédiate de la définition est que l’algorithme proposé n’est
pas efficace pour la classe des graphes complets. Une déduction “logique” de ce fait
est que l’algorithme n’est pas efficace pour les graphes denses, cependant, il semble
que l’on ne puisse pas faire mieux si l’on se restreint aux messages à un seul bit.

Jusqu’ici on a considéré deux cas extrêmes, quelle l’efficacité pour des classes
intermédiaires de graphes ? on n’a pas de réponse générale. Une classe de graphes
pas trop denses est celle des arbres. Le reste de la section a pour objectif de fournir
une borne inférieure de l’efficacité de l’algorithme sur les arbres.

Soit G = (V,E) un graphe avec |V | = n et |E| = m, et soit M sa matrice d’inci-
dence, [63]. Pour une énumération des sommets v1, · · · , vn, et des arêtes e1, · · · , em,
elle est définie par :

M [i, j] =

{

0 si vi n’est pas extrémité de ej

1 si vi est une extrémité de ej ,
(5.4)

pour 0 6 i 6 n and 0 6 j 6 m.
Un sous-ensemble F de E est un couplage de G si et seulement si son indicateur,

le m-vecteur colonne x

x[j] =

{

0 si xj ∈ F
1 si xj 6∈ F,

(5.5)
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pour 0 6 j 6 m, satisfait Mx 6 1n, x ∈ {0, 1}m, où 1n est le n-vecteur colonne
(1, ..., 1)T .

Donc la taille maximale d’un couplage de G, K(G) est la valeur optimale de la
fonction objective du programme linéaire entier suivant [63] :

maximiser : < 1m, x >

sous les contraintes : Mx 6 1n

x ∈ {0, 1}m.
(5.6)

Ainsi, la valeur de K(G) ne peut être plus grande que la valeur de la fonction
objective du même programme si on enlève la contrainte x ∈ {0, 1}m. Cependant,
cette valeur est bornée par la valeur de la fonction objective pour toute solution
réalisable du problème dual suivant (théorème faible de la dualité [63]).

minimiser : < 1n, y >

sous les contraintes : MT y > 1m

y ∈ R
n, y > 0

(5.7)

À présent, si on rajoute la contrainte y ∈ {0, 1}n, la solution optimale sera la
sommet-couverture minimale de G, voir [63]. Il en résulte que K(G) est borné par
la taille de toute sommet-couverture de G.

On va maintenant énoncer le théorème principal de cette section :

Théorème 11 L’efficacité ∆RV (T ) de l’algorithme probabiliste RV proposé sur tout
arbre T est strictement supérieure à 1

3
.

Preuve. Par comparaison avec la valeur de la fonction objective du programme dual,
il suffit de montrer que l’arbre T admet une sommet-couverture de taille inférieure
à 3M(T ). Par induction sur la taille n de l’arbre, on suppose que c’est vrai pour
tout arbre de taille inférieure à n, et on va montrer que c’est vrai pour un arbre T
de taille n. D’autre part, sachant que le théorème est vérifié pour tout graphe étoile,
on supposera que le diamètre de T est supérieur à 2. On doit alors montrer que T
admet une sommet-couverture de taille inférieure à 3M(T ).

On suppose que l’arbre est enraciné en l’un de ses centres. Or le diamètre est
supérieur à 2, donc il existe deux sommets a et a′ tels que a′ est le père de a, tous
les sommets voisins de a sont des feuilles et a n’est pas une feuille de T . Soient d et
d′ leurs degrés respectifs.

Soit T ′ l’arbre induit par suppression de a et de ses fils de l’arbre enraciné T .
Une sommet-couverture de T peut être obtenue par ajout de a à une sommet-
couverture de T ′. Ainsi, si le théorème est vérifié pour T ′, on doit prouver que
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M(T )−M(T ′) > 1
3
.

un calcul simple permet d’obtenir la différence. En effet, on a

M(T )−M(T ′) =
d− 1

d
+

1

dd′
−

d′−1
∑

i=1

[
1

(d′ − 1)δi
− 1

d′δi
],(5.8)

où les δi sont les degrés des sommets voisins de a.
Or, on peut voir que

d′−1
∑

i=1

[
1

(d′ − 1)δi
− 1

d′δi
] <

1

d′
(5.9)

ainsi,

M(T )−M(T ′) >
d− 1

d
+

1

dd′
− 1

d′
= (1− 1

d
)(1− 1

d′
).(5.10)

À présent, si au moins un des deux degrés d et d′ est supérieur à 2, la différence
sera au moins égale à 1

3
. Sinon d = d′ = 1, et la différence (1) se réduit à

1

2
+

1

4
− 1

2δ
(5.11)

où δ est le degré de l’unique sommet voisin de a′ différent de a. Si δ > 2, la différence
est alors supérieure ou égale à 1

2
et la preuve est finie, sinon, l’arbre T se réduit à 4

sommet et une simple vérification prouve le théorème. ✷

Remarque. Pour le graphe de la figure 5.1, l’efficacité est inférieure à 1
2
. On

ne connaît pas de borne plus grande que 1
3
.

1/2 1/2

1/61/6 1/9 1/9

1/91/9
1/3

1/3 1/3

1/3 1/3

Figure 5.1 – Un graphe G tel que M(G) = 31/9 < K(G)/2 = 7/2.

5.2 Efficacité de l’algorithme des LS1-synchronisations

Soit G = (V,E) un graphe connexe. Soit α(G) la taille d’un ensemble de sommets
indépendants contenus dans G, voir [63]. Le calcul de ce nombre dans des graphes
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quelconques est NP-difficile. C’est le nombre d’étoiles sommets-disjointes, et c’est
en même temps le nombre maximal de LS1-synchronisations que l’on puisse réaliser,
sachant que deux LS1-synchronisations peuvent avoir lieu en parallèle si et seulement
si elles ont lieu sur deux étoiles arêtes disjointes.

De le même façon, on définit l’efficacité d’un algorithme probabiliste pour réali-
ser des LS1-synchronisations :

Définition 8 Soit A un algorithme probabiliste quelconque permettant de réaliser
des LS1-synchronisations. Son efficacité ∆A(G) sur un graphe G est le rapport :

∆A(G) =
M 1A(G)

α(G)
,(5.12)

où M1A(G) est le nombre moyen de LS1-synchronisations réalisées par A.

Comme pour les RV -synchronisations, c’est le rapport entre le nombre moyen
réalisé par l’algorithme A et le nombre réalisé par un algorithme “idéal” (lequel ne
peut être conçu de manière distribuée).

On énonce alors le théorème principal de la section :

Théorème 12 L’efficacité de l’algorithme des LS1-synchronisations sur un arbre
quelconque T est strictement supérieur à 1

3
.

Preuve. D’après le corollaire 8, et comme T est un arbre, on a

M 1A(T ) >
n

3
,(5.13)

cependant, il est clair que α(T ) < n, ce qui finit la preuve. ✷

Remarque. Dans le cas général, l’algorithme peut avoir une efficacité très faible.
En effet, soit ε > 0, il existe un graphe Gε tel que ∆A(G) < ε. Considérons le graphe
Gn à 2n sommets v1, ..., vn, u1, ..., un construits comme suit. L’ensemble {u1, ..., un}
forme une clique dans Gn, et il y a une arête {ui, vj} pour tout 1 6 i 6 n et tout
1 6 j 6 n. Ainsi v1, ..., vn sont indépendants et α(Gn) = n. D’un autre coté,

M1(Gn) =
n

2n
+

n

n+ 1
.(5.14)

Quand n→∞,

∆LC1(Gn)→ 0,(5.15)

et ne peut être minoré par un réel positif uniforme pour tous les graphes.
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5.3 Efficacité de l’algorithme des LS2-synchronisations

SoitG = (V,E) un graphe connexe. Soit β(G) la taille d’une couverture maximale
du graphe G par des étoiles sommets disjointes, c’est le nombre maximal de boules
disjointes de rayon 1 couvrant le graphe. C’est aussi le nombre maximum de LS2-
synchronisations réalisables sur le graphe, sachant que deux LS2-synchronisations
peuvent avoir lieu en parallèle sur deux sommets disjoints v et v′ si et seulement
si la distance entre v et v′ est supérieure ou égale à 3. On définit alors l’efficacité
d’un algorithme probabiliste B permettant de réaliser des LS2-synchronisations par :

Définition 9 Soit A un algorithme probabiliste quelconque permettant de réaliser
des LS2-synchronisations. Son efficacité ΛB(G) sur un graphe G est définie par le
rapport :

ΛB(G) =
M2B(G)

β(G)
,(5.16)

où M2B(G) est le nombre moyen de LS2-synchronisations réalisées par B.

La borne inférieure de cette efficacité est différente des bornes pour les deux
autres algorithmes. En effet :

Théorème 13 L’efficacité de l’algorithme des LS2-synchronisations sur un arbre
quelconque T est strictement supérieur à 1

4
.

Preuve. Pour prouver le théorème, on doit montrer que M2(T ) >
1
4
β(T ). On va

donc utiliser une technique similaire à celle de la preuve du théorème 12.
On utilise une induction sur la taille de T . Le théorème est vrai pour les étoiles.

Nous supposons que c’est vrai pour les arbres de taille inférieure à n. Supposons que
T est un arbre de taille n. Supposons aussi que T ne soit pas une étoile, et que T
soit enraciné en l’un de ses sommets.

Soit a un sommet de T de degré d > 2. Soit S l’arbre obtenu à partir de T par
suppression de a et toutes les feuilles voisines et arêtes incidentes.

Par induction, on a M2(S) >
1
4
β(S) et β(T ) 6 β(S) + 1, il suffit de prouver que

M2(T )−M2(S) >
1
4
.

Un calcul simple de l’effet de l’ajout de a et ses fils à la somme définissant M2,
permet d’obtenir une borne inférieure de M2(T )−M2(S).

En effet, on a

M2(T )−M2(S) >
d− 1

d+ 1
+

1

d+ d′
− 1

(d′ + 1)(d+ d′ + 1)
− d′ − 1

d′(d′ + 1)
.(5.17)
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En prenant en compte le fait que d > 2 et d′ > 2, si on développe la dernière
expression, un calcul permet de montrer que

M2(T )−M2(S)−
1

4
> 0.(5.18)

Le théorème en résulte. ✷

Remarque. Le théorème précédent montre que la borne inférieure est 1
4
; cepen-

dant, on ne connaît pas d’arbre T pour lequel l’efficacité soit inférieure à 1
3
.

5.4 Conclusion et perspectives

Dans cette partie, nous avons proposé et analysé différents algorithmes proba-
bilistes pour synchroniser des sommets voisins et permettre l’implémentation des
calculs locaux dans les graphes. Pour chacun des algorithmes proposés, nous avons
établi un certain nombre de propriétés et de résultats :
Pour l’algorithme du rendez-vous, nous avons vu que c’est un algorithme de type
Las Vegas en établissant que la probabilité de succès (au moins un rendez-vous dans
le graphe) est minorée par 1 − e−1/2. Pour le nombre moyen de rendez-vous dans
le graphe, nous avons établi que c’est le graphe complet qui minimise ce nombre,
et dans l’étude asymptotique, nous avons vu que la probabilité de succès pour le
graphe complet vaut 1−e−1/2. Il reste à prouver ou à rejeter la conjecture suivante :

Conjecture 1 Si n est fixe, alors sur tous les graphes connexes de taille n, c’est le
graphes complet qui minimise la probabilité de succès.

Pour prouver cette conjecture, nous pensons qu’il suffit de partir d’un graphe
connexe quelconque de taille n, et de trouver une “bonne” stratégie de rajout de
nouvelles arêtes de manière à ne pas augmenter la probabilité de succès. En effet, on
ne connaît qu’un seul graphe (figure 4.4 de H. Austinat et V. Diekert) pour lequel
le rajout d’une nouvelle arête est susceptible d’augmenter la probabilité de succès,
et dans ce graphe, la seule fois où cette augmentation peut arriver est lorsque l’on
rajoute l’arête entre les deux sommets 1 et 2.

Les résultats expérimentaux de la section 4.1.7 montrent que ce n’est pas les
arbres chaînes qui maximisent le nombre moyen de rendez-vous mais une autre
classe d’arbres ; Il faudrait donc arriver à caractériser cette classe d’arbres.

Pour les algorithmes des LS1- et LS2-synchronisations, nous avons vu que la
probabilité d’au moins une synchronisation de ce type dans le graphe est égale à 1.
Nous avons aussi établi des bornes inférieures pour le nombre moyen des LS1- et
LS2-synchronisations.
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Le dernier chapitre de cette partie, introduit une nouvelle mesure de l’effica-
cité pour les algorithmes probabilistes autorisant des synchronisations locales. Cette
mesure est le rapport entre le nombre moyen de synchronisations réalisées par l’al-
gorithme et le nombre de synchronisations que réalise un algorithme idéal.

Pour l’algorithme de rendez-vous et celui de LS1-synchronisation, nous savons
que dans le cas des arbres, cette efficacité est minorée par 1/3. Pour l’algorithme de
LS2-synchronisation, nous avons établi que, toujours dans le cas des arbres, cette
efficacité est minorée par 1/4. Cependant, nous ne connaissons pas d’arbre tel que
l’efficacité de cet algorithme soit inférieure à 1/3. Nous pensons donc que :

Conjecture 2 L’efficacité de l’algorithme de LS2-synchronisation sur un arbre quel-
conque T est supérieure à 1/3.



Troisième partie
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Chapitre 6

Problème d’élection

Dans cette partie, nous nous intéressons au problème d’élection dans les arbres.
Certains résultats préliminaires à cette étude ont été abordés dans [56].

Le problème d’élection est un paradigme de l’algorithmique distribuée. L’élection
dans un système distribué se caractérise par une suite de transformations du système
le faisant passer d’une configuration initiale où tous les processus sont dans l’état
candidat, à une configuration finale où un seul processus est dans l’état élu et tous
les autres dans l’état battu [40].

6.1 Définitions

Rappelons d’abord quelques définitions. La plupart des notions utilisées sont
issues du livre de G. Tel [73], ainsi que de [42].

Le modèle utilisé est le modèle standard d’un réseau de communication point-
à-point représenté par un graphe. Le réseau est un réseau de processeurs ou d’ordi-
nateurs. Dans la suite, on utilisera le terme processeur pour désigner un nœud du
réseau.

Algorithmes en vagues
On considère un réseau de processeurs asynchrones. L’ensemble des processeurs

est noté P. Un calcul C dans un tel réseau est une collection d’événements par-
tiellement ordonnés, par une relation de précédence �. Chaque processeur p ∈ P

a son propre ensemble d’événements Cp ⊂ C correspondant au calcul qu’il effec-
tue. Chaque calcul C contient un événement spécial lui permettant de prendre une
décision, on notera cet événement décision.

Un algorithme en vagues échange un nombre fini de messages et prend alors une
décision, qui dépend de certains événements propres à chaque processeur. Formel-
lement, un algorithme en vagues est un algorithme distribué satisfaisant les trois

95
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conditions suivantes :
— Terminaison : chaque calcul est fini, c’est-à-dire, ∀C, |C| <∞.
— Décision : chaque calcul contient au moins un événement décision, c’est-à-

dire, ∀C, ∃e ∈ C tel que e soit un événement décision.
— Dépendance : dans chaque calcul, chaque événement décision est précédé d’un

événement local à chaque processeur, c’est-à-dire,

∀C, ∀e ∈ C, (e est un événement décision )⇒ ∀q ∈ P, ∃f ∈ Cq tel que f � e.

Dans l’ensemble des processeurs, on distingue les initiateurs des non-initiateurs.
Un initiateur est un processeur capable de lancer spontanément l’exécution de l’algo-
rithme en fonction d’un ensemble de conditions internes. Un non-initiateur ne peut
commencer l’exécution de l’algorithme que s’il reçoit un message.

Plus d’informations sur les algorithmes en vagues peuvent être trouvées dans [73].

Réécriture de graphes et algorithmes distribués
Un système distribué peut être codé par un graphe étiqueté : les sommets cor-

respondent aux processeurs, les arêtes aux liens de communication et les étiquettes
associées codent l’état du processeur ou du lien de communication.

Une règle de calcul dans le système s’exprime alors sous la forme d’une modifi-
cation locale des étiquettes (réécriture). Ce formalisme offre des outils pour prouver
certaines propriétés des algorithmes distribués [8, 57], pour comprendre ce que l’on
peut faire ou les limites de ces calculs.

L’exemple 3.1 du chapitre 3 réalise le codage d’un algorithme calculant un arbre
couvrant.

Les systèmes de réécriture ont été introduits par Billaud, Lafon, Métivier et
Sopena dans [8], et ont été étudiés dans [42, 43]. Suivant [8, 42, 43], un système
de réécriture de graphe (GRS) est un triplet R = (L, I,P) où L est un ensemble
d’étiquettes, I un sous-ensemble de L qui est l’ensemble des étiquettes initiales et P
un ensemble de règles de réécritures.

Une application d’une règle de réécriture dans un graphe (ou un réseau) donné
consiste en :

1. trouver dans le graphe un sous-graphe isomorphe à la partie gauche de la
règle (appelé occurrence de la règle),

2. modifier les étiquettes comme décrit par la partie droite de la règle.

Le graphe est dit irréductible si on ne trouve aucun sous-graphe isomorphe à une
partie gauche d’une des règles.

Exemple 6.1 L’algorithme donné dans l’exemple 3.1 du chapitre 3 peut être codé
par le système de réécritureR1 = (L1, I1,P1) avec L1 = {N,A, 0, 1}, I1 = {N,A, 0},
et P1 = {R}, où R est la règle suivante :
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R : t

A 0 t

N
t

A 1 t

A
✲

Une règle avec contexte interdit est une règle de réécriture de la forme :

R : G D✲ , I1,I2,· · · ,Ik
telle que G peut être réécrit en D si G n’est pas un dans un des contextes I1,I2,· · · ,Ik.

Un système de réécriture avec contexte interdit (FCGRS) est un GRS R =

(L, I,P) où P est une ensemble de règles avec contexte interdit.

Exemple 6.2 Soit R2 = (L2, I2,P2) le FCGRS défini par L2 = {N,A,M, F, 0, 1},
I2 = {N,A, 0}, P2 = {R1, R2, R3} où R1, R2 et R3 sont les règles de réécriture avec
contexte interdit suivantes :

R1 : t

A 0 t

N
t

A 1 t

M
✲ , Ø

R2 : t

M 0 t

N
t

M 1 t

M
✲ , Ø

R3 : t

M
t

F
✲ , t

M

0
t

N

t

M
❆
❆
❆
❆

1

✁
✁
✁

✁
1

t

M
t

M

t

M
❆
❆
❆
❆

1

✁
✁

✁
✁

1
t

A
t

M

Les règles R1 et R2 n’ont pas de contextes interdits alors que la règle R3 signifie
qu’un sommet étiqueté M peut être réétiqueté F s’il n’a pas de voisin étiqueté N et
au plus un voisin étiqueté A ou M.

Soit alors G = (V,E) un graphe quelconque, avec un seul sommet étiqueté A,
les autres étiquetés N et les arêtes 0. Le système de réécriture R2 calcule un arbre
couvrant de G de manière distribuée.
Lorsque le graphe est irréductible, l’ensemble des arêtes marquées 1 forme un arbre
couvrant du graphe [42].

La figure 6.1 donne un exemple d’exécution de ce système sur un graphe.

Un résumé sur les systèmes de réécriture de graphes et leur usage pour le codage
et l’étude des algorithmes distribués peut être trouvé dans [42].

6.2 Problème d’élection

Le problème d’élection a été introduit pour la première fois par LeLann [41]. Dans
une configuration initiale du réseau, tous les processeurs sont dans un état candidat ;
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Figure 6.1 – Une application du système R2.

après un certain nombre de transformations, on obtient une configuration finale où
un processeur, et un seul, est dans l’état élu (ou leader) et les autres processeurs
dans l’état battu (ou non-leader), [40].

Ce problème est classique dans le domaine des algorithmes distribués ; l’existence
d’une solution et sa complexité dépendent des hypothèses faites sur le système,
[1, 26, 47, 43]. Dans la section suivante, on donne quelques exemples d’algorithmes.

6.2.1 Quelques algorithmes d’élection

Élection dans un réseau anneau
Le problème de l’élection dans les réseaux en anneau a été beaucoup étudié et

plusieurs solutions ont été proposées [41, 11, 37, 60, 16]. Ici nous présentons un
algorithme dû à Chang et Roberts 1[11].

L’anneau est supposé être unidirectionnel, asynchrone, les processeurs n’ont au-
cune connaissance globale sur le réseau, chaque processeur a une identité unique et
l’ensemble des identités est totalement ordonné.

L’algorithme se déroule en trois étapes :
1) chaque processeur Pi envoie un jeton contenant son identité idi à son suivant.

Si un processeur Pj reçoit un jeton contenant une identité idi telle que idj > idi,

1. L’algorithme a été initialement proposé par Le Lanne dans [41]. La version que nous présen-
tons ici est une version améliorée de cet algorithme, version due à Chang et Roberts [11].
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alors il supprime ce jeton de l’anneau. Ainsi, tous les jetons qui transitent dans
l’anneau sont supprimés à l’exception du jeton de plus grande identité.

2) le processeur qui reçoit son propre jeton sait qu’il est le processeur élu. En
effet, seul le processeur d’identité maximale est dans ce cas, puisque les autres ont
été supprimés.

3) le processeur élu envoie un message contenant son identité et une indication
de fin de l’élection. Après n − 1 messages, les autres processeurs savent quel est le
processeur élu.

L’étude de l’algorithme et la preuve de sa validité peuvent être trouvées dans [61].

Élection dans un réseau à topologie quelconque
Dans un réseau à topologie quelconque, le problème d’élection et le problème de

recherche d’arbre couvrant sont équivalents. L’algorithme que nous décrivons dans
ce paragraphe est emprunté au livre [3] de H. Attiya et J. Welch et illustre bien ce
propos. Chaque processeur génére un jeton dans lequel il met son identité et com-
mence un calcul d’arbre couvrant du réseau en utilisant un parcours en profondeur.
Quand deux arbres se rencontrent en un processeur, celui-ci se joint à l’arbre cou-
vrant dont l’identité (contenue dans le jeton) est la plus grande. Le processeur ayant
réussi à calculer son propre arbre couvrant (dont il est la racine) est le sommet élu.
Il envoie, via cet arbre, un message à tous les autres processeurs afin de les informer
du résultat.

La spécification, ainsi que l’étude de cet algorithme peuvent être trouvées dans
[3].

6.2.2 L’algorithme d’élection étudié

Dans cette section, nous présentons un algorithme d’élection pour les réseaux
anonymes. C’est un algorithme qui peut être utilisé si la topologie du réseau est un
arbre ou plus généralement, dans tout réseau où un arbre couvrant est disponible.
C’est un algorithme en vagues, il peut être codé par un système de réécriture de
graphes.

Nous commençons par rappeler un algorithme dit algorithmme d’arbre présenté
dans [73].C’est un algorithme en vagues dont les initialisateurs sont les feuilles de
l’arbre. Si un processeur reçoit un message via chacun des ports le reliant à ses voi-
sins sauf un, il envoie un message à travers le lien restant. Si un processeur reçoit
un message à travers tous les liens, alors il prend une décision (voir l’algorithme 5).

Remarque. Dans l’algorithme 5, seuls deux sommets (voisins) arrivent à l’étape
de décision, les autres sommets attendent la réception d’un message et s’arrêtent au
point x de l’algorithme, [73].
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Algorithme 5: L’algorithme arbre
var recp[q] : booléen pour tout q ∈ voisinsp (* initialisé à faux *);
début

tant que #{q : ¬recp[q]} > 1 faire
début

recevoir(jeton) de q;
recp[q]← vrai;

fin
(* Maintenant, il y a un q0 tel que recp[q0] est faux *)
envoyer(jeton) à q0 dont ¬recp[q0];
x :recevoir(jeton) de q0;
recp[q0]← vrai;
décider;

fin

À la fin de l’exécution de l’algorithme les deux sommets restants doivent décider.
Cette décision peut être implémentée de manière à réaliser une élection. En effet, il
suffit d’implémenter l’événement décider comme exprimé dans l’algorithme 6.

Algorithme 6: Une implémentation de l’événement décider pour obtenir une
élection

début
ap ←aléatoire() (* tirer un nombre aléatoire *);
envoyer(ap) à q0;
recevoir(aq0);
si ap > aq0 alors étatp ← Élu;
sinon étatp ← Perdant;

fin

Les deux sommets atteignant le point x tirent chacun un nombre aléatoire, ils
échangent les nombres qu’ils ont tiré et celui qui a tiré la plus grande valeur est
le sommet élu. Le tirage est supposé se faire dans un ensemble suffisamment grand
pour que la probabilité que les deux sommets tirent deux valeurs identiques soit nulle.

L’algorithme peut être décrit par un système de réécriture de graphe avec contexte
interdit FCGRS R = (L, I,P), avec L = {C, Perdant,Élu}, I = {C} et P =

{R1, R2}, où les deux règles R1 et R2 sont définies comme suit :

R1 : un sommet x, étiqueté C, qui est adjacent à exactement un sommet éti-
queté C, peut être réétiqueté avec Perdant,

R2 : si un sommet étiqueté C n’a aucun sommet étiqueté C dans son voisinage,
alors il peut être réétiqueté avec Élu.



6.2. PROBLÈME D’ÉLECTION 101

Ou encore plus formellement :

R1 : t

C
t

C
t

Perdant
t

C
✲ , t

C

t

C

t

C

R2 : t

C
t

Élu✲ , t

C

t

C
Proposition 19 Si le système R est appliqué à un arbre ayant n sommets, initiale-
ment étiquetés C, alors, après n pas de réécriture, on obtient un graphe irréductible
avec un sommet unique étiqueté Élu, les autres sommets étant étiquetés Perdant.

Preuve. Pour prouver la proposition, il suffit de montrer la terminaison du système
de réécriture ainsi que sa validité. Chaque réécriture supprime une étiquette C et
la remplace par un étiquette Perdant, donc après au plus n applications des règles
R1 ou R2, le graphe est irréductible.

Pour prouver sa validité, il suffit de montrer l’invariant suivant : à chaque ap-
plication de la règle R1, l’ensemble des sommets étiquetés C est un arbre, et à la
fin, on a un sommet étiqueté Élu. Cette propriété est vérifiée au début et tant que
l’arbre résiduel contient au moins deux sommets, on applique la règle R1. Cepen-
dant, l’application de cette règle ne se fait que sur des feuilles de l’arbre, c’est-à-dire
qu’à chaque réécriture, les sommets supprimés sont des feuilles de l’arbre, donc la
propriété est conservée. Enfin, une fois l’arbre réduit à un seul sommet, on applique
la règle R2, et ce sommet est le sommet élu. ✷

Il est facile de voir que l’algorithme ainsi décrit est un algorithme en vagues
dont les initiateurs sont les feuilles de l’arbre. En effet, la proposition 19 assure la
terminaison en un temps fini de l’algorithme. L’existence d’un sommet étiqueté Élu
à la fin de l’algorithme est l’événement de décision. Quand l’algorithme fournit un
sommet étiqueté Élu, c’est-à-dire l’événement de décision, tous les sommets ont fait
au moins un calcul local, d’où la dépendance.

L’objectif de cette étude est de calculer la probabilité d’élection pour chaque
sommet d’un arbre donné. Nous démontrons en particulier, que sous certaines hy-
pothèses, les sommets médians sont les sommets qui ont la probabilité la plus élevée
d’être élus.

Nous fournissons aussi des implémentations possibles de cet algorithme suivant
différentes considérations.
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Chapitre 7

Analyse de l’algorithme

Dans ce chapitre, on considère un arbre T = (V,E) de taille n. D’après la pro-
position 19, si le système de réécriture R est appliqué à T , (tous les sommets sont
initialement étiquetés C), après n applications de la règle de réécriture, on obtient
un arbre irréductible dont un seul sommet est étiqueté Élu. Le processus d’appli-
cation des règles de réécriture peut alors être vu comme une suite de suppressions
successives des feuilles de l’arbre, la dernière feuille restante étant le sommet élu.

À chaque étape, il y a au moins deux possibilités, si l’on suppose n > 2. L’objectif
est ici d’évaluer la probabilité d’être élu pour chaque sommet, lorsqu’on affecte des
probabilités aux choix non déterministes. Comme dans les investigations similaires,
on peut développer plusieurs points de vue, tous justifiables suivant la méthode
choisie pour l’implémentation particulière de l’algorithme. À titre d’exemple, on
peut considérer les hypothèses de suppressions suivantes :

(i) Toutes les suites d’enlèvements sont de même probabilité.

(ii) À chaque étape, toutes les feuilles ont la même chance d’être supprimées, et
cela indépendamment de tous les événements précédents.

On note alors pour chaque sommet x de l’arbre T , px(T ) la probabilité pour x d’être
élu selon la première considération (i), et qx(T ) la probabilité pour x d’être élu selon
la deuxième considération (ii).

7.1 Analyse suivant la considération (i)

Soit x un sommet quelconque de V , la probabilité px(T ) (ou simplement px)
d’être élu pour x est le rapport du nombre de suites se terminant sur x sur le
nombre total de suites.

Soit e(T ) le nombre de suites de suppressions successives aboutissant à une élec-
tion dans T , et soit ex(T ) le nombre de suites de suppressions aboutissant à l’élection

103
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de x. On a alors

px(T ) =

{

1 si T est réduit au sommet x
∑

T ′
e(T ′)
e(T )

px(T
′) sinon.

(7.1)

7.1.1 Ordre partiel des facteurs

Pour un arbre donné T de taille n, l’ensemble T des arbres facteurs de T , muni
de la relation binaire ⊑, “ facteur de “, est un ensemble (partiellement) ordonné. On
voit aisément que (T ,⊑) est un treillis gradué (voir [71], chap. 3).
Soit Cv

u le nombre de facteurs saturés de u à v, pour u, v ∈ T , c’est-à-dire le nombre
de suites d’enlèvements de feuilles qui, appliqués au facteur u, le réduisent au facteur
v.

En utilisant cette notation, la probabilité d’élection pour x, selon le premier point
de vue, se transcrit de la manière suivante :

px(T ) =
Cx

T

CØ
T

.(7.2)

Par ailleurs, on peut utiliser la fonction ζ sur l’algèbre d’incidence T sur R pour
calculer Cv

u (voir [71]). La fonction ζ est donnée par :

ζ(u, v) =

{

1 si u ⊑ v

0 sinon.
(7.3)

La probabilité px(T ) devient :

(7.4) px(T ) =
(ζ − 1)n−1(x, T )

(ζ − 1)n(Ø, T )
.

Exemple 7.1 Soit T l’arbre de la figure 7.1, (T ,⊆) peut être représenté par son
diagramme de Hasse de la figure 7.2. Ce diagramme permet de compter les chaînes
saturées entre deux sommets du diagramme. Nous avons :

(7.5) C1
T = 2, C2

T = 8, C3
T = 12, C4

T = C5
T = 3, CØ

T = 28.

D’où :

(7.6) p1 =
1

14
, p2 =

2

7
, p3 =

3

7
, p4 = p5 =

3

28
.
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1 2 3

4

5

Figure 7.1 – Arbre de l’exemple.

{1,2,3,4,5}

{1,2,3,4} {1,2,3,5} {2,3,4,5}

{1,2,3} {2,3,4} {2,3,5} {3,4,5}

{3,5}{3,4}{2,3}{1,2}

{1} {2} {3} {4} {5}

Figure 7.2 – Diagramme de Hasse de l’exemple.

7.1.2 Forme matricielle

Il est aisé d’introduire la matrice carrée A dont les lignes et les colonnes sont
identifiées avec les facteurs de T . Soient u et v deux facteurs de T ; l’élément Av

u,
dans la uième ligne et vième colonne de A est donné par :

Av
u =

{

1 si v ❁ v

0 sinon.
(7.7)

Il est clair que le nombre de chaînes de longueur k d’un facteur v à un facteur u
est (Ak)vu. Nous avons en particulier :

(7.8) px(T ) =
(An−1)xT

(An)ØT
.
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7.1.3 Relation avec les monoïdes de commutation

Soit T un arbre de taille n, dont les sommets sont identifiés avec les entiers
1, 2, ..., n. On peut faire correspondre à T un monoïde de commutation S = (V, θ)

comme suit. L’alphabet V est l’ensemble {1, 2, ..., n} et (i, j) ∈ θ, i, j ∈ V, i 6= j, si
et seulement si i et j ne sont pas adjacents. L’arbre T est donc le graphe de conflit
de S (voir le chapitre 1).

À chaque suite d’enlèvements de feuilles, aboutissant à l’élection du sommet
x ∈ V , correspond un mot w = i1i2...in−1x ∈ V n, où ik est la kième feuille enlevée.
Appelons, dans ce qui suit, ce mot représentation. La représentation d’une élection
est donc un mot w = i1, i2...in−1in de longueur n sur V , ayant exactement une
occurrence de chaque lettre, tel que, pour tout k = 1, ..., n, le mot ik...in corresponde
à un arbre facteur de T . Soit W (x) l’ensemble des représentations qui aboutissent à
l’élection de x.

La proposition suivante fournit une méthode de comptage en terme de cardina-
lité de traces dans un système de commutation voir [13, 14]. On peut donc écrire
px(T ) en termes de cardinalités des traces dans le monoïde de commutation.

Proposition 20 W (x) est une trace dans le système de commutation S. Le nombre
de suites, aboutissant à l’élection de x est la cardinalité de la trace dans laquelle se
trouve le mot w, w étant la représentation d’une suite pour l’élection de x.

Preuve. Pour un sommet x donné, soit w = i1i2...in−1x ∈ V n la représentation
d’une suite pour l’élection de x. Nous avons à démontrer que la trace [w] contient
toutes les représentations correspondant à l’élection de x et uniquement celles-ci.

(i) Considérons un mot u = j1j2...jn−1x, représentant une suite pour l’élection
de x. Pour prouver que u ∈ [w], il suffit de montrer que, pour tout couple (k, l)
de sommets adjacents dans T , π{k,l}(u) = π{k,l}(w), où π{k,l} est la projection
sur l’alphabet{k, l}, voir [14] pour la preuve. Les lettres k et l doivent avoir
les mêmes positions relatives dans u et v, sinon soient w = w1kw2lw3x et
u = u1lu2ku3x. Mais cela impliquerait qu’il existe un chemin de l à x, sans
passer par k, et un chemin de k à x sans passer par l. Ceci est impossible,
puisque, k et l étant adjacents, on déduirait qu’il y a deux chemins de k à x
dans T .

(ii) Soit, par ailleurs, u un mot congruent à w. Nous allons prouver que u ∈
W (x), c’est-à-dire u représente aussi une suite correspondant à l’élection de
x. Nous pouvons postuler que u est obtenu de w en permutant des lettres
qui ne sont pas adjacentes dans T . Puisque x est précédée d’une lettre qui ne
commute pas avec elle dans w, u doit se terminer aussi par une occurrence de
x. Soient maintenant w = w1klw2x et u = w1lkw2x, avec k et l non adjacents.
Le sommet k est une feuille dans le facteur klw2x et le sommet l dans lw2x.
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Puisque k et l ne sont pas adjacents, il en résulte que l est une feuille dans
lkw2x et k dans kw2x. Par conséquent, u est aussi la représentation d’une
suite pour l’élection de x.

✷

7.1.4 Une propriété combinatoire

Dans cette section, nous présentons une propriété combinatoire des probabilités
d’élection dans un arbre selon la considération (i).

Soit T = (V,E) un arbre quelconque, T étant biparti, il admet une bi-coloration,
c’est-à-dire que ses sommets peuvent être coloriés utilisant deux couleurs et de ma-
nière à ce que deux sommets voisins dans T n’ait pas la même couleur. La proposition
suivante affirme que si l’on dispose d’une bi-coloration de T , alors pour la considé-
ration (i), le sommet élu a la même probabilité d’être d’une couleur ou de l’autre.

Proposition 21 Soit T = (V,E) un arbre de taille n > 2. Étant donnée une bi-
coloration V = VNoir ∪ VBlanc, on a

(7.9)
∑

x∈VNoir

px(T ) =
∑

x∈VBlanc

px(T ).

Preuve. Par induction sur la taille n de l’arbre T , notons e(T ) le nombre de suites
de suppressions aboutissant à une élection dans T . La distributions vérifie la relation
de récurrence suivante :
si n = 2 alors

∑

x∈VBlanc

px(T ) =
∑

x∈VNoir

px(T ) = 1/2

sinon

(7.10) px(T ) =
∑

T ′

e(T ′)

e(T )
px(T

′).

La somme étant faite sur tous les sous arbres de T obtenus par suppression d’une
feuille.

On suppose la proposition vraie pour tout arbre de taille n et on considère un
arbre T de taille n+ 1. On a :

∑

x∈VNoir
px(T ) =

∑

x∈VNoir

∑

T ′
e(T ′)
e(T )

px(T
′)

=
∑

T ′
e(T ′)
e(T )

∑

x∈VNoir
px(T

′)

=
∑

T ′
e(T ′)
e(T )

∑

x∈VBlanc
px(T

′)

=
∑

x∈VBlanc

∑

T ′
e(T ′)
e(T )

px(T
′)

=
∑

x∈VBlanc
px(T )
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✷

7.1.5 Calcul effectif de p

Nous introduisons ici une méthode simple pour calculer la distribution p. Elle
est fondée sur la comparaison des probabilités d’élection pour deux sommets voisins.
Ces comparaisons, par ailleurs, aboutissent à une caractérisation simple d’un ou de
deux sommets ayant la probabilité la plus élevée d’être élu(s).

Dans cette section T = (V,E) est un arbre fixé de taille n > 2.
Pour un couple (x, y) de sommets adjacents, désignons par Nx(x, y) la cardinalité

de la composante connexe dans laquelle se trouve x, lorsqu’on supprime l’arête
xy ; c’est le nombre de sommets qui se trouvent du côté de x par rapport à son
voisin y. Un sommet x est dit dominant, si pour tout sommet adjacent y, on a
Nx(x, y) > Ny(x, y). Il est facile de voir que tout arbre possède un ou deux sommets
dominants.

Dans la figure suivante (figure 7.3), on a Nx(x, y) = 5 et Ny(x, y) = 3.

x y

Figure 7.3 –

L’algorithme (séquentiel) ci-dessous (algorithme 7) détermine un sommet do-
minant dans un arbre. On associe à tout sommet un poids initialement égal à 1.
L’algorithme supprime de proche en proche une feuille de poids minimal, en aug-
mentant le poids du père du poids du sommet supprimé. Le dernier sommet est
un sommet dominant. Le sommet dominant dans l’exemple de la figure 7.5 est le
sommet 3.

Un autre algorithme distribué cette fois-ci peut être utilisé pour déterminer le
sommet dominant (qui permet à un sommet de se rendre compte qu’il est le sommet
dominant). C’est un algorithme en vague et il est donné par l’algorithme 8.

Lemme 8 Pour tout couple (x, y) de sommets adjacents dans T , nous avons :

(7.11)
Cxy

T

Cy
T

=
Nx(xy)

n− 1

Preuve. La suppression de l’arête xy divise T en deux composantes connexes Tx et
Ty de tailles Nx(xy) et Ny(xy) respectivement.
Puisque chaque sommet différent de x dans Tx commute avec tout sommet différent
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Algorithme 7: Un algorithme séquentiel pour déterminer le sommet médian
début

pour tout x ∈ V faire
poids(x) := 1;

tant que Card(V ) > 1 faire
choisir une feuille a de poids minimal;
V := V \ {a};
pour le sommet b adjacent à a faire

poids(b) := poids(b) + poids(a);
E := E \ {ab};

fin

de y dans Ty, le numérateur du premier membre de 7.11 (en vertu d’une légère
généralisation de la proposition 20) est le nombre de mots, finissant avec xy, obtenus
par un shuffle d’un mot w1 ∈ W1(x) et un mot w2 ∈ W2(y), où W1(x) (resp. W2(y))
est l’ensemble des mots représentant l’élection de x (resp. y) dans Tx (resp. Ty).
Le dénominateur est le nombre des mêmes mots sujets à la condition de se terminer
par une occurrence de y (au lieu de xy).

Nous avons donc :

(7.12) Cxy
T = Card(W1(x))Card(W2(y))

(n− 2)!

(Nx(xy)− 1)!(Ny(xy)− 1)!

et

(7.13) Cy
T = Card(W1(x))Card(W2(y))

(n− 1)!

Nx(xy)!(Ny(xy)− 1)!
.

Le lemme se déduit facilement de 7.12 et 7.13. ✷

La proposition suivante fournit une technique simple pour le calcul de la distri-
bution p en comparant les probabilités d’élection pour les sommets voisins.

Proposition 22 Pour tout couple (x, y) de sommets adjacents, nous avons :

(7.14)
px
py

=
Nx(xy)

Ny(xy)
.

Preuve. Le lemme 8 calcule Cy
T (et de façon similaire Cx

T ) en fonction de Cxy
T et

Nx(xy). Par ailleurs, le rapport px
py

est le même que Cx
T

Cy
T
, d’où la proposition. ✷

On déduit facilement de cette proposition :
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Algorithme 8: Un algorithme distribué pour calculer le sommet médian.
var recp[q] : booléen pour tout q ∈ voisinsp (* initialisé à faux *);

wp : poids de p (* initialisé à 1 *);
poidsp[q] : entier pour tout q ∈ voisinsp (* initialisé à 0 *);

début
tant que #{q : ¬recp[q]} > 1 faire

début
recevoir(wq) de q ; recp[q]← vrai ; wp ← wp + wq ;
poidsp[q]← wq;

fin
(* Maintenant, il y a un q0 tel que recp[q0] est faux *)
envoyer(wp) à q0 dont ¬recp[q0];
x :recevoir(wq0) de q0 ; recp[q0]← vrai;
(* décider *)
si wp > 2max{poidsp[q]} alors Se déclarer médian;
sinon envoyer(wp) à q0 tel que poidsp[q0] = max{poidsp[q]};

fin

Corollaire 11 Dans tout arbre, les sommets dominants ont la probabilité p la plus
élevée d’être élus.

Il existe de nombreuses caractérisations des sommets médians [34, 39, 54, 77].
Ici nous utilisons la suivante [77] :

Proposition 23 Soit T = (V,E) un arbre ; un sommet v est médian, si et seulement
si, pour tous ses voisins w, on a Nw(vw) 6

1
2
Card(V ).

On en déduit :

Proposition 24 Dans un arbre, ce sont les sommets médians qui ont la probabilité
p la plus élevée d’être élus.

Preuve. Dans l’algorithme donné ci-dessus, on supprime d’abord les voisins du
sommet dominant puis celui-ci. Par conséquent, lorsqu’un sommet est supprimé,
son poids est inférieur à 1

2
n = 1

2
Card(V ).

Réciproquement, un sommet médian ne peut être supprimé avant l’un des ses voi-
sins b non médian, sinon on aurait Na(ab) <

1
2
n et Nb(ab) >

1
2
n. On en déduit alors

qu’un sommet est médian si et seulement si, il est dominant. La proposition est alors
une conséquence du corollaire 11. ✷

La proposition 22 permet de donner une expression explicite des probabilités px.



7.1. ANALYSE SUIVANT LA CONSIDÉRATION (I) 111

Soit x un sommet quelconque de l’arbre T . Pour toute arête e, posons :

(7.15) θx(e) =
n−Nx(e)

Nx(e)
.

θx(e) est donc le rapport entre les tailles des composantes connexes engendrées par
la suppression de e, le numérateur étant la taille de la composante dans laquelle se
trouve x et le dénominateur celle de l’autre composante. Nous avons :

Proposition 25 Pour tout sommet x de T , px s’écrit :

(7.16) px =





∑

y∈V

∏

e∈c(x,y)
θx(e)





−1

,

c(x, y) étant le chemin unique liant x à y dans T .

Preuve. Soit y un sommet quelconque. Il existe un chemin unique x0 = x, x1, ..., xk =

y, k > 0, de x à y. La proposition 25 permet d’exprimer successivement px1 , ..., pxk

en fonction de px. Nous avons :

(7.17) py = px
∏

e∈{x0,...,xk}
θx(e).

La proposition est alors établie par le fait que la somme des probabilités vaut 1. ✷

7.1.6 Algorithme d’élection et chaînes de Markov

Soit T = (V,E) un arbre de taille n > 2. Nous introduisons deux chaînes de
Markov X(t) et Y (t) sur V , considéré comme l’ensemble des états. Elles sont données
par les matrices de transitions P et Q, comme suit.
Soient x et y deux sommets quelconques de V . On pose :

(7.18) P y
x =

{

Ny(xy)

n−1
si x et y sont adjacents

0 sinon,

et

(7.19) Qy
x =















Ny(xy)
n

si x et y sont adjacents
1
n

si x = y

0 sinon.
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Il est clair que P et Q sont des matrices stochastiques.
Ces deux matrices, pour l’arbre donné dans la figure 7.5 sont :

(7.20) P =



















0 1 0 0 0

1/4 0 3/4 0 0

0 1/2 0 1/4 1/4

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0



















.

(7.21) Q =



















1/5 4/5 0 0 0

1/5 1/5 3/5 0 0

0 2/5 1/5 1/5 1/5

0 0 4/5 1/5 0

0 0 4/5 0 1/5



















Proposition 26 Dans tout arbre T = (V,E), le vecteur p = (px, x ∈ V ) de distri-
bution de probabilités d’élection est le vecteur propre de P par rapport à la valeur
propre 1, c’est-à-dire p est la distribution stationnaire de X(t).

Preuve. Nous avons :

(7.22) Cx
T =

∑

y adjacent à x

Cxy
T .

En utilisant le lemme 8 pour calculer Cxy
T , nous obtenons :

(7.23) Cx
T =

∑

y adjacent à x

Ny(xy)

n− 1
Cy

T ;

ce qui montre que p est la distribution stationnaire pour la chaîne de Markov X(t).
✷

Proposition 27 Pour tout arbre T , le vecteur p est le vecteur propre de Q par rap-
port à la valeur propre 1, c’est-à-dire que p est la distribution stationnaire de Y (t).

Preuve. Il suffit de multiplier les membres de 7.23 par (n − 1) et de les diviser
ensuite par n. ✷
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On remarque que les chaînes X(t) et Y (t) sont irréductibles, la seconde ayant
l’avantage d’être aussi apériodique. On a alors, en vertu de la proposition 27, le
théorème suivant :

Théorème 14 Supposons qu’une particule se déplace, aux instants t = 1, 2, ..., d’un
sommet de l’arbre à un autre sommet voisin (ou à ce même sommet) avec une
probabilité donnée par la matrice Q. La probabilité pour que la particule se trouve
sur un sommet donné x, à l’instant t, lorsque t → ∞, est égale à la probabilité px
d’élection pour ce sommet, et ceci, quelque soit la position initiale de la particule.

7.2 Analyse suivant la considération (ii)

Soit T = (V,E) un arbre quelconque et x un sommet de V . Selon la considération
(ii), à chaque étape, toutes les feuilles ont la même chance d’être supprimées, et cela
indépendamment de tous les événements précédents. Par conséquent, la probabilité
qx(t) (ou simplement qx) d’être élu pour un sommet x est donnée par :

qx(T ) =

{

1 si T est réduit au sommet x
∑

T ′
1
k
qx(T

′) sinon,
(7.24)

k étant le nombre de feuilles dans T . La somme s’étend à tous les arbres T ′

facteurs de T obtenus en supprimant une feuille y 6= x.

Exemple 7.2 Reconsidérons l’exemple de la figure 7.1, la distribution qi(T ), i =

1, ..., 5, se calcule inductivement, ou en évaluant les transitions dans le diagramme
de Hasse (figure 7.4).

On obtient une distribution tout à fait différente de la distribution obtenue avec
la considération (i) :

(7.25) q1 =
1

12
, q2 =

11

36
, q3 =

5

12
, q4 = q5 =

7

72
.

Soient u, v ∈ T , et soit s une suite d’enlèvements de feuilles s1, s2, · · · , sk, qui,
appliquées au facteur u, le réduisent au facteur v, on définit le poids de s, et on note
w(s) la quantité :

w(s) =
1

fS(s1)fS(s2) · · ·fS(sk)
,
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1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2 1/3 1/3
1/3

1/2
1/21/21/21/21/21/21/2

1/3 1/3
1/3

{2} {3} {4} {5}{1}

{1, 2} {2, 3} {3, 4} {3, 5}

{3, 4, 5}{2, 3, 5}{2, 3, 4}{1, 2, 3}

{1, 2, 3, 4} {1, 2, 3, 5} {2, 3, 4, 5}

{1, 2, 3, 4, 5}

Figure 7.4 – Diagramme de Hasse valué de l’exemple.

où fS(si) est le nombre de feuilles de l’arbre si, pour tout i, S étant l’arbre résiduel ;
S(u, v) désigne l’ensemble des enlèvements, on a :

qx(T ) =
∑

s∈S(T,x)
w(s).(7.26)

Remarque. La proposition 24 devient fausse pour la distribution q. Considérons
en effet l’arbre de la figure 7.5.

On calcule pour cet arbre la distribution de probabilité q inductivement. Nous ob-
tenons en particulier q4 = 697553

2160000
= 0, 322941203... et q5 = 18971

72000
= 0, 2634866111....

1 2 3 4
5

9
8

7
6

Figure 7.5 – Un arbre dans lequel le sommet dominant n’a pas la probabilité q la
plus élevée d’être élu.

Le sommet étiqueté 5 est le sommet dominant, sa probabilité q d’être élu est
cependant, inférieure à celle du sommet étiqueté 4. Nous ne savons pas s’il y a une
caractérisation simple du sommet ayant la plus grande probabilité d’être élu, par
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rapport à la distribution q.

7.2.1 Forme matricielle

Pour calculer la probabilité qx(T ) suivant la considération (ii), on peut introduire
aussi la matrice B dont les lignes et les colonnes sont identifiées par les facteurs de
T . Si u et v sont deux facteurs de T , alors l’élément Bv

u, dans la uième ligne et vième

colonne de B est donné par :

Bv
u =

{

1
f(u)

si v est obtenu de u par suppression d’une feuille

0 sinon.
(7.27)

où f(u) est le nombre de feuilles dans u.
Il est alors aisé de voir que la probabilité pour un sommet x d’être élu selon la

considération (ii) est donnée par :

(7.28) qx(T ) = (Bn−1)xT .

7.2.2 Une propriété combinatoire

Dans cette section, nous allons voir que la propriété combinatoire déjà établie
pour la distribution p (proposition 21) est aussi valide pour la distribution q.

Soit T = (V,E) un arbre quelconque. Supposons que l’on dispose d’une bi-
coloration de T , alors pour la considération (ii), le sommet élu a la même probabilité
d’être d’une couleur ou de l’autre.

Proposition 28 Soit T = (V,E) un arbre de taille n > 2. Étant donnée une bi-
coloration V = VNoir ∪ VBlanc, on a

(7.29)
∑

x∈VNoir

qx(T ) =
∑

x∈VBlanc

qx(T ).

Preuve. Par induction sur la taille n de l’arbre T , notons par f(T ) le nombre
de feuilles de l’arbre T et remarquons que la distribution q vérifie la relation de
récurrence suivante :
si n = 2 alors

∑

x∈VBlanc

qx(T ) =
∑

x∈VNoir

qx(T ) = 1/2

sinon

(7.30) qx(T ) =
∑

T ′

1

f(T )
qx(T

′)
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La somme étant faite sur tous les sous arbres de T obtenus par suppression d’une
feuille.

On suppose la proposition vraie pour tout arbre de taille n et on considère un
arbre T de taille n+ 1. On a :

∑

x∈VNoir
qx(T ) =

∑

x∈VNoir

∑

T ′
1

f(T )
qx(T

′)

=
∑

T ′
1

f(T )

∑

x∈VNoir
qx(T

′)

=
∑

T ′
1

f(T )

∑

x∈VBlanc
qx(T

′)

=
∑

x∈VBlanc

∑

T ′
1

f(T )
qx(T

′)

=
∑

x∈VBlanc
qx(T )

✷

7.2.3 Une implémentation de l’algorithme

Cette implémentation est fondée sur un tirage aléatoire. Soit x un sommet quel-
conque de l’arbre T . Si x est une feuille, alors elle tire une valeur entière finie
représentant sa durée de vie : on suppose que le tirage se fait suivant une loi expo-
nentielle.

À chaque étape, c’est-à-dire à chaque top de l’horloge locale, cette valeur est di-
minuée de 1. Lorsqu’elle devient égale à 0, la feuille change son étiquette en Perdant

et envoie un message à son père.
Initialement, chaque sommet p dispose d’un couple (étatp,vp) initialisé à (N, I).

La variable étatp correspond à l’état de p : supprimé (étiquette Perdant) ou non
(étiquette N) ou encore élu (étiquette Élu) ; la variable vp représente la durée de
vie de p, initialement indéfinie (égale à I).

L’évolution du couple (étatp,vp) est décrite par l’algorithme 9. La fonction uni-
forme() est une fonction aléatoire permettant de faire un tirage uniforme et indé-
pendant d’un nombre réel de l’intervalle [0, 1].
La fonction aléatoire() est implémentée de façon à retourner un nombre réel suivant
une loi exponentielle. Elle peut être implémentée en utilisant la fonction uniforme()
comme indiqué par l’algorithme 10 qui est une variante d’un algorithme dû à Von
Neumann-Knuth-Yao, [40].
Cet algorithme est une adaptation de l’algorithme arbre de la section 6.2.2 du cha-
pitre précédent. C’est un algorithme en vague dont les initiateurs sont les feuilles.
Un sommet p qui est une feuille #{q : ¬recp[q]} = 1 se génère une durée de vie
vp =aléatoire(), à chaque top horloge du sommet, cette durée est réduite, quand
vp = 0, p change son étatp en Perdant et envoie un message à son père (le seul
sommet q tel que recp[q] = faux).
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Algorithme 9: Algorithme exécuté par chaque processeur
var recp[q] : booléen pour tout q ∈ voisinsp (* initialisé à faux *);

vp : entier (* initialisé à I *);
étatp : (N,Perdant,Élu) (* initialisé à N *);

début
tant que #{q : ¬recp[q]} > 1 faire

début
recevoir(jeton) de q;
recp[q]← vrai;

fin
tant que vp 6= 0 faire

si vp =I alors vp ← aléatoire();

(* Maintenant, il y a un q0 tel que recp[q0] est faux *)
étatp ←Perdant;
envoyer(jeton) à q0 dont ¬recp[q0];
x :recevoir(jeton) de q0;
recp[q0]← vrai;
(* décider *)
xp ← uniforme();
envoyer(xp) à q0;
recevoir(xq0) de q0;
si xp > xq0 alors étatp ← Élu;
sinon étatp ← Perdant

fin

Un sommet interne #{q : ¬recp[q]} > 1 commence par recevoir les messages
envoyés par les feuilles dont il est le père et qui ont changé d’état ; une fois devenu
feuille (il n’y plus qu’un sommet q0 tel que recp[q0] = faux), il initialise l’algorithme
d’élection.
D’après la discussion sur l’algorithme d’arbre, il y a juste deux sommets de l’arbre qui
franchissent le point x, donc qui arrivent à la phase de décision. Les deux sommets
sont voisins, chacun tire alors un nombre réel et l’envoie à son voisin, et celui des
deux qui a tiré la plus grande valeur est Élu, l’autre est Perdant.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 29 Si l’algorithme 9 est exécuté par les sommets d’un arbre T , alors
la probabilité pour un sommet quelconque d’être élu est donnée par la distribution q.

Preuve. Il suffit de montrer qu’à chaque étape, toutes les feuilles de l’arbre ont la
même probabilité d’être réétiquetées en Perdant, (ce qui correspond à la suppression
des feuilles dans la considération (ii) représentant la distribution q).
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Algorithme 10: Fonction aléatoire(0,1)
début

var T, n : entier;
u, v,X, Y : réel;

T ← 0;
répéter

T ← T + 1; n← 1;
u← uniforme(0, 1); v ← uniforme(0, 1);
Y ← u;
tant que u > v faire

u← v;
v ← uniforme(0, 1);
n← n + 1;

jusqu’à n impair ;
X ← T − 1 + Y ;
retourner(X);

fin

Or, on a la propriété suivante : si X est une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle, alors

(7.31) ∀t, t0, P r(X > t + t0|X > t0) = Pr(X > t) = e−t.

La durée de vie pour chaque feuille étant une variable aléatoire suivant une loi ex-
ponentielle, toutes les feuilles ont la même probabilité d’être supprimées à chaque
instant. Ce qui montre la propriété. ✷

Une autre implémentation :
Cette implémentation est basée sur un tirage de type pile ou face. Soit x un

sommet quelconque de l’arbre T . Si x est une feuille alors il tire une valeur de
l’intervalle [0, 1] ; si cette valeur est inférieure à 1

2
alors il change son étiquette en

Perdant, sinon il garde son étiquette.
L’algorithme est exécuté par chaque sommet et à chaque étape, 0, 1 ou plusieurs

feuilles peuvent changer d’étiquettes en même temps. Dans la suite, on verra que le
temps moyen pour obtenir une élection est n. Cependant, son analyse probabiliste,
notamment la réponse à la question : quel est le sommet qui a la probabilité la plus
élevée d’être élu est un problème ouvert.

Chaque processeur p dispose d’un couple (étatp, vp), où étatp est une variable pre-
nant ses valeurs dans l’ensemble d’étiquettes {N,Perdant,Élu}, et vp une variable
prenant ses valeurs dans l’intervalle [0, 1].

Initialement, les variables étatp et vp sont respectivement égales à N et I (indé-
fini). Leur évolution est décrite par l’algorithme 11.
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Algorithme 11: Algorithme exécuté par chaque processeur
var recp[q] : booléen pour tout q ∈ voisinsp (* initialisé à faux *);

vp : entier (* initialisé à I *);
étatp : (N,Perdant,Élu) (* initialisé à N *);

début
tant que #{q : ¬recp[q]} > 1 faire

début
recevoir(jeton) de q;
recp[q]← vrai;

fin
vp ← uniforme();
tant que vp < 1/2 faire

vp ← uniforme();

(* Maintenant, il y a un q0 tel que recp[q0] est faux *)
étatp ←Perdant;
envoyer(jeton) à q0 dont ¬recp[q0];
x :recevoir(jeton) de q0;
recp[q0]← vrai;
(* décider *)
xp ← uniforme();
envoyer(xp) à q0;
recevoir(xq0) de q0;
si xp > xq0 alors étatp ← Élu;
sinon étatp ← Perdant

fin

L’algorithme est une adaptation de l’algorithme arbre de la section 6.2.2. C’est
un algorithme en vagues dont les initiateurs sont les feuilles.

Une feuille tire un nombre aléatoire de l’intervalle [0, 1]. Si ce nombre est supé-
rieur à 1/2, elle change son étiquette en Perdant, sinon elle recommence. Quand
elle est réétiquetée Perdant, la feuille envoie un jeton à son père.

Un sommet interne reçoit les messages des feuilles qui lui sont rattachées, et
quand il ne reste qu’un seul sommet duquel il n’a pas reçu de message, il devient
une feuille et continue l’algorithme.

À la fin de l’algorithme, deux sommets ont franchi le point x, et accèdent à
l’étape de décision.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 30 L’espérance mathématique du temps d’attente pour obtenir une
élection dans un arbre de taille n est n.
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Preuve. Soit T = (V,E) un arbre de taille n et pour tout i, notons par Ni (resp.
fi) le nombre de sommets (resp. de feuilles) de l’arbre à l’étape i. On a alors

E(Ni+1|Ni) = 1
2fi

∑fi
k=0

(

fi
k

)

(Ni − k)
= 1

2fi
Ni

∑fi
k=0

(

fi
k

)

− 1
2fi

∑fi
k=0

(

fi
k

)

k

= Ni − 1
2fi

∑fi
k=0

(

fi
k

)

k

= Ni − fi
2
.

Or, un arbre de taille > 2 a toujours au moins deux feuilles, donc

E(Ni+1|Ni) 6 Ni − 1,

et, pour tout k, on a :

E(Nk|N0) 6 n− k.( car N0 = n).

Après k = n− 2 étapes d’exécution de l’algorithme, on obtient

E(Nn−2) 6 2.

On en déduit alors qu’en moyenne, après n− 1 étapes, on obtient une élection dans
l’arbre. ✷

7.3 Conclusion et perspectives

L’algorithme proposé dans cette partie permet de réaliser une élection dans un
arbre ou dans tout graphe où un arbre couvrant est disponible. Son étude a donné
lieu à différentes considérations autant sur le plan de l’analyse probabiliste que sur
le plan de l’implémentation.

Pour l’analyse probabiliste, nous avons vu qu’il y a deux façons de considérer le
problème :
(i) Toutes les suites de suppressions de feuilles ont la même probabilité (distribu-
tion p). Nous avons pu établir quelques propriétés de cette distribution, nous avons
notamment pu montrer que c’est le (ou les) sommet(s) médian(s) qui a (ont) la
probabilité la plus élevée d’être élu(s). Cependant nous n’avons pas pu fournir une
implémentation distribuée de cette distribution de probabilité.
(ii) À chaque étape, toutes les feuilles ont la même probabilité d’être supprimées
(distribution q). La relation de récurrence que vérifie cette distribution nous a permis
d’obtenir quelques propriétés de cette distribution sans pour autant nous permettre
de répondre à la question : quel est le sommet qui a la probabilité q la plus élevée
d’être élu ?. Cette question reste donc un problème ouvert.
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Cependant, en utilisant un algorithme de tirage aléatoire d’une variable suivant
une loi exponentielle, nous avons pu donner une implémentation distribuée de cette
distribution.

Pour les deux distributions, et suite à des calculs empiriques, nous avons observé
que la différence entre les deux distributions est négligeable par rapport à 1/n, n
étant le nombre de sommets de l’arbre considéré. Cette propriété reste à prouver,
ce qui donnerait un algorithme approchant la distribution p.

Enfin, observant qu’à chaque étape, dans la considération (ii), une seule feuille
à la fois disparaît, nous avons proposé une autre considération implémentée par l’al-
gorithme 11. À chaque étape, alors 0,1, ou plusieurs feuilles peuvent être supprimées
mais l’analyse de cet algorithme est encore un problème ouvert.
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Quatrième partie

Routage compact et adaptatif

123





Chapitre 8

Routage par intervalles

Le routage dans les réseaux de processeurs est un problème classique des systèmes
distribués. Pour chaque couple source-destination, il s’agit de donner un chemin
entre la source et la destination. Dans un cadre distribué, une façon de coder de
tels chemins est de stocker une table locale à chaque routeur lui permettant ainsi
d’acheminer tout message lui parvenant.

8.1 Routage et tables de routage

Dans un système parallèle ou distribué, la communication entre les processeurs
est assurée par un réseau d’interconnexion qui constitue l’ensemble des liens phy-
siques. Sur chaque processeur est installé un routeur, qui peut être vu comme un
co-processeur chargé d’acheminer les messages entre les processeurs. Les routeurs
mettent en œuvre de façon distribuée un algorithme de routage qui spécifie le che-
min à suivre pour se rendre d’un processeur à un autre. Il est décrit par une fonction
de routage.

Recevant un message sur un de ses ports, un routeur doit être capable de décider
vers quel port réémettre le message. Une décision qu’il doit prendre en fonction
des informations concernant le destinataire, contenues en général dans l’en-tête du
message, et des informations locales au routeur, contenues dans sa mémoire. Cette
mémoire est organisée sous forme de table de routage qui est stockée localement
sur chaque routeur. C’est une table qui doit contenir, pour chaque processeur du
réseau, un numéro de port via lequel un message qui lui est destiné pourrait être
acheminé. Une façon simple d’organiser une table est d’associer à chaque numéro
de processeur le numéro du port qui peut le desservir. Ainsi, sur l’exemple de la
figure 8.1, est représenté un réseau dont les routeurs, et les ports sont numérotés.
Chaque routeur détient une table locale de routage. Sur cette table, sont représentés
les numéros des autres routeurs et les numéros des ports qui peuvent les desservir.

125
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Par exemple, un message envoyé par le routeur 6 en destination du routeur 2 est
d’abord routé via le port 3, puis une fois sur le routeur 1, il est routé via le port 1.

1

23

1

2

1
2

3

1

21

23

1

2
1 1 1 2 2 2

3 3 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1 1 1 3

1 1 2 2 1 1

3 2

3 3 2 1 1 2

3 1 1 3 2 2

1 3 4 5 6 7 1 2 4 5 6 7

1 2 3 5 6 7

1 2 3 4 6 71 2 3 4 5 7

2 3 4 5 6 7

1

2 3

4

56

7

1 2 3 4 5 6

Figure 8.1 – Tables de routage pour un réseau.

Cependant, une telle méthode est beaucoup trop coûteuse en espace mémoire.
Elle nécessite pour chaque processeur x ayant d voisins, et se trouvant dans un
réseau à n processeurs, O(n log d) bits pour stocker la table de routage. Pour les
réseaux de très grande taille, ou de taille variable et grandissant comme dans les
réseaux dynamiques, cette méthode n’est pas envisageable. D’où l’intérêt de recourir
à d’autres méthodes pour réduire la taille mémoire nécessaire à chaque routeur.

Plusieurs méthodes ont été introduites pour réduire la taille mémoire du routeur,
dont le routage par préfixe [5], le routage booléen [21], et le routage par intervalles
technique à laquelle nous allons nous intéresser ici.

Le routage par intervalles a été introduit pour la première fois par Santoro et
Khatib dans [68]. Depuis, de nombreux travaux ont été menés pour étudier cette
méthode et de nombreux résultats ont vu le jour.

Cependant, tous les travaux qui ont été menés sur cette méthode ont été fait
dans un cadre déterministe 1, et peu de chose a été dit dans le cadre adaptatif, d’où
l’intérêt de ce travail.

Il consiste à étudier la possibilité d’étendre cette technique au cas adaptatif,
c’est-à-dire lorsque plusieurs chemins peuvent être utilisés en fonction de la charge
du réseau ou de tout autre paramètre.

1. Ici, le mot déterministe n’a pas la même signification que dans les parties précédentes, en
effet, le non déterminisme ici signifie avoir le choix entre plusieurs possibilités et non pas l’absence
du hasard.
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8.2 Routage par intervalles

Tous les réseaux de processeurs ou d’ordinateurs considérés dans la suite sont
modélisés par un graphe fini et connexe G = (V,E), V étant l’ensemble des som-
mets qui représentent les processeurs ou les routeurs, et E l’ensemble des arêtes
représentant les liens physiques entre les processeurs.

Notons, pour tout x ∈ V , out(x) l’ensemble des arêtes d’origine x dans G et par
deg(x) le cardinal de cet ensemble, c’est-à-dire le degré de x. Finalement, on note
par δ(G) le degré minimum de G, ainsi, δ(G) = min{deg(u) | u ∈ V }.

Nous avons vu que le routage par intervalles fût introduit pour réduire la taille
des tables de routage. A chaque arête de out(x) est associé un ensemble de destina-
tions codé par un ou plusieurs intervalles d’entiers consécutifs, chaque destination
ne pouvant appartenir qu’à un seul lien. Déterminer le port par lequel un message
doit être routé revient à déterminer l’intervalle auquel le numéro de son destina-
taire appartient. Dans la figure 8.2, nous avons représenté le codage du routage par
intervalles pour l’exemple de la figure 8.1.
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Figure 8.2 – Routage par intervalles dans un réseau.

Pour router un message du routeur 6 à destination du routeur 2, on voit que 2
appartient à l’intervalle [1, 3], donc le message sera routé via le port numéro 3, une
fois au routeur 1, on voit que 2 appartient à l’intervalle [2, 4], le message sera donc
routé via le port numéro 1.

Dans les travaux portant sur le routage par intervalles, il a été montré que
O(kd logn/k) bits suffisent pour coder localement la table de routage, n étant l’ordre
du graphe G, d son degré maximum et k le nombre maximum d’intervalles affectés
à chacune des arêtes de G.

Les travaux qui ont été effectués sur cette méthode de routage ont consisté à
essayer de trouver la valeur minimale de k pour obtenir un routage suivant les plus
courts chemins, étant donné que n et d sont en général fixés.

Ces travaux furent menés dans un cadre déterministe : pour chaque paire source-
destination, il n’existe qu’un seul chemin possible. Le chemin de routage est donc
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entièrement déterminé par ces seuls intervalles.

8.3 Tables de routage adaptatives

L’étude des routages par intervalles adaptatifs (ou non déterministes) a été sug-
gérée dans [74]. Les fonctions de routage dites adaptatives permettent de faire varier
le chemin de routage. Une destination peut se trouver maintenant dans plusieurs
intervalles.

Soit α un entier > 1 quelconque. On définit une table de routage α-adaptative
comme étant une table de routage dans laquelle chaque destination apparaît dans
exactement α sortie distinctes.

Un étiquetage α-adaptatif à k intervalles, ou k-ILSα, est une table de routage
α-adaptative telle que pour chaque port, l’ensemble des étiquettes des destinations
pouvant être atteintes en utilisant ce port peut être regroupé dans au plus k inter-
valles.
Un ILSα est valide si pour tout couple (u, v) de source-destination u 6= v, il existe
dans u (et tous les autres sommets intermédiaires) au moins un port parmi les α pos-
sibles qui construit un chemin vers v. Un ILSα valide est dit routage par intervalles
α-adaptatif, on le notera alors IRSα.

Dans la figure 8.3, nous avons représenté un routage 2-adaptatif sur le réseau de
la figure 8.1. À chaque routeur, on peut vérifier que l’on a deux ports possibles pour
atteindre toute destination. En plus, pour chaque couple source-destination, on a au
moins un chemin valide pour aller de la source à la destination.
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Figure 8.3 – Routage par intervalles 2-adaptatif dans un réseau.

La définition implique l’adaptativité d’un routage vue que à chaque étape, le
routeur peut sélectionner la prochaine arête du chemin parmi les α possibilités. Ceci
donne plusieurs chemins de routage, mais non nécessairement des chemins disjoints,
ce qui aurait nécessité une condition supplémentaire sur la connéctivité du graphe. Le
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routeur sait que au moins un chemin le connecte à la destination. Les autres chemins,
dits de déflection, sont utilisés en fonction de la charge du réseau ou dépend de tout
autre paramètre. Le cas α = 1 correspond au cas classique : le cas déterministe.

Bien sûr, dans la pratique, pour une réelle implémentation du protocole de rou-
tage, une fonction de sélection choisit un port parmi l’ensemble valide. L’adaptativité
implique la nécessité de stocker dans chaque routeur un total de O(kd log(n/k))+|S|
bits pour l’information de routage, où |S| est le nombre de bits nécessaires pour co-
der la fonction de sélection S. Par exemple, une méthode de sélection peut être le
choix aléatoire parmi toutes les permutations des chemins possibles retournés par le
routeur si plusieurs messages arrivent en même temps sur le routeur.

8.4 Définitions formelles et notations

Un intervalle [a, b] de l’ensemble {1, · · · , n} est l’ensemble des entiers consécutifs
(modulo n) compris entre a et b. Par exemple, l’intervalle [7, 2] de {1, 2, · · · , 9} est
l’ensemble {7, 8, 9, 1, 2}. Si a 6 b, on dira que [a, b] est un intervalle linéaire, et sinon
que [a, b] est cyclique.

Une fonction de routage dans un graphe G = (V,E) est une fonction qui, pour
chaque paire source-destination, fournit un ou plusieurs chemins (suites d’arcs de
G), pour aller de la source à la destination.

L’approche étant une approche distribuée, chaque routeur a sa propre fonction
locale, de telle sorte que pour chaque sommet intermidiare v, (source incluse), et
pour chaque destination w, on ne peut fournir que le prochain arc à utiliser pour
router de u à w. Chaque arête incidente à un sommet v porte un numéro local
(numéro de port), de 1 à deg(v). En v, pour chaque destination w, on spécifie un
(ou plusieurs) numéro d’arc. De la même façon, on peut inverser la représentation
en listant l’ensemble de sommets qui utilisent le même arc (ou même numéro d’arc).

Dans cette approche, une table de routage dans un graphe à n sommets est une
paire (L, I) de fonctions dans laquelle : L : V → {1, . . . , n} est un étiquetage des
sommets et I : E → 2L(V ) un étiquetage des arcs tel que pour tout arc (u, v) ∈ E,
L(w) ∈ I(u, v) ⊂ {1, . . . , n} si et seulement si le chemin de u vers w utilise l’arc
(u, v).

En plus, étant donné un entier α > 1, une paire (L, I) est un étiquetage par
intervalles α-adaptatif, ILSα, si pour tous u, w ∈ V , w 6= u, l’ensemble {(u, v) ∈ E |
L(w) ∈ I(u, v)} est de cardinalité α. Un ILSα valide est appelé IRSα (schéma de
routage par intervalles α-adaptatif) et répond à la condition de connéctivité : pour
tous u, w ∈ V , w 6= u, il existe une suite ρ = (v1, . . . , vt) de sommets telle que v1 = u

et vt = w, et pour chaque i ∈ {1, . . . , t − 1}, L(w) ∈ I(vi, vi+1). La suite ρ est un
chemin de routage de u à w, et peut ne pas être un chemin simple de G.

Un IRSα de plus court chemin est un IRSα dans lequel, pour chaque paire (u, w),
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il existe un chemin ρ reliant u à w qui est un plus court chemin dans G.
Rappelons que l’on n’impose que l’existence d’au moins un plus court chemin ρ,

même si plusieurs chemins sont représentés par l’étiquetage.
Les étiquetages représentant plusieurs ou tous les plus courts chemins sont ap-

pelés respectivement multi-path et overall IRS, et ont été étudiés dans [22, 20, 64].

Remarque. Une conséquence directe de la définition ci-dessus, est que seuls les
graphes dont le degré minimum est au moins α supportent un ILSα et ainsi un
IRSα. Une variante de la définition précédente pour remédier à ce problème consiste
à imposer |{(u, v) ∈ E | L(w) ∈ I(u, v)}| = min{α, deg(u)}. Même si tous les
résultats que nous présentons sont valides pour les deux définitions, pour simplifier,
seule la première définition sera considérée dans la suite.

Définition 10 (Compacité) La compacité d’un ILSα (L, I) est le plus petit en-
tier k tel que tout ensemble I(u, v) peut être représenté comme l’union d’au plus k
intervalles d’entiers consécutifs de {1, . . . , n}, (1 et n étant considérés comme consé-
cutifs). De tels ILSα et IRSα sont notés respectivement k-ILSα et k-IRSα.

Remarque. Pour α = 1, les définitions correspondent aux définitions standards
ILS/IRS introduites par [68, 75]. Pour simplifier, on notera IRS pour IRS1. Les
étiquetages que l’on considère dans ce chapitre sont supposés être stricts : on impose
que L(u) /∈ I(u, v), pour tout (u, v) ∈ E.



Chapitre 9

Routage par intervalles adaptatif

Dans ce chapitre, on ne s’intéresse pas au codage de la fonction de sélection S,
mais plutôt au paramètre k. En effet, le codage de la fonction de sélection peut
dépendre de la stratégie choisie pour optimiser le trafic : les liens peuvent être
choisis de manière aléatoire, ou sélectionnés en fonction d’un historique dépendant
de la charge du réseau, ou encore prédits à partir d’une quelconque autre stratégie
arbitraire.

9.1 Un schéma d’étiquetage général

Dans cette section, nous montrons que tout graphe G supporte un 1-IRSα pour
tout α 6 δ(G). Ce résultat peut être vu comme une généralisation du schéma d’éti-
quetage de [68] (tout graphe admet un 1-IRS), et sera l’outil principal pour le reste
du chapitre.
Pour cela, nous avons besoin du théorème qui affirme que chaque k-IRSα peut être
transformé en un k-IRSα+1 du moment que le degré minimal du graphe est supérieur
à α + 1. De plus, la transformation conserve tous les chemins représentés dans le
k-IRSα d’origine.

Théorème 15 Soit (L, IA) un k-IRSα quelconque dans un graphe G = (V,E) de
taille n, avec δ(G) > α+1, et soit Y ⊆ E tel que tout sommet x a au plus un voisin
y de sorte que (x, y) ∈ Y . Alors, (L, IA) peut être transformé en un k-IRSα+1 dans
G, (L, IB), de sorte que tous les chemins représentés par (L, IA) sont préservés dans
(L, IB), et pour tout (x, y) ∈ Y , IB(x, y) = [1, n] \ {L(x)}.

Preuve. Définissons la procédure suivante qui prend en entrées (L, IA) et Y , et
retourne (L, IB). La figure 9.1 représente une application de cette procédure à un
sommet du graphe.

131
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x
[3, 4] ∪ [6, 8]

[5]

[1, 2] [1, 4]

x
[9, 2] [3, 8]

[5, 11]

[9, n]

α = 1 α = 2

Figure 9.1 – Une application de la transformation R à un sommet : au départ
chaque destination apparaît 1 fois (α = 2). À l’arrivée, chaque destination apparaît
2 fois (α = 2).

Pour tout sommet x faire (en parallèle si possible) :

1. Pour tout (x, y) ∈ E, poser IB(x, y) = IA(x, y).
2. Poser R = [1, n] \ {L(x)}.
3. Soit (x, y) l’unique arc de Y (si y n’existe pas aller en 4),

Poser IB(x, y) = R, et mettre à jour R = R \ IA(x, y).
4. Tant que R 6= Ø faire :

(a) Trouver y et z tels que (x, y) ∈ E, z − 1 (mod n) ∈ IB(x, y), et z ∈
R \ IB(x, y).

(b) Trouver y′ 6= y tel que (x, y′) ∈ E, et z ∈ IB(x, y′). Soit [a, b] le plus grand
intervalle tel que [a, b] ⊆ IB(x, y′) et z ∈ [a, b].

(c) Mettre à jour R = R \ ([a, b] \ IB(x, y)).
(d) Mettre à jour IB(x, y) = IB(x, y) ∪ [a, b].

Soit x un sommet quelconque. Montrons que pour tout i, à la iime instruction 4,
pour tout z 6= L(x), l’ensemble R vérifie la propriété :

Pi : R contient au plus n− i étiquettes, et si z ∈ R alors soit z apparaît dans α
ensembles IB, soit il apparaît dans α + 1 ensembles IB,

c’est-à-dire que à la ime itération, R correspond à l’ensemble des étiquettes qui n’ont
pas encore été traitées.

Par induction sur i : à la première exécution, dans l’instruction 4, R est l’en-
semble de toutes les étiquettes (excepté L(x)),et IB est initialisé à IA. Ainsi, P1 est
vraie. À présent, supposons que la propriété est vraie pour les premières i itérations.
Pour montrer que Pi+1 est vraie, montrons d’abord que l’instruction 4a est fai-
sable, c’est à dire que le couple (y, z) existe : premièrement, si i = 1, c’est-à-dire,
R = [1, n] \ {L(x)}, alors, il suffit de choisir un y tel que IA(x, y) 6= R (Il existe, car
sinon, toute étiquette 6= L(x) doit apparaître dans au moins δ(G) > α+1 ensembles
IA), et de choisir un z /∈ IA(x, y) (ainsi z ∈ R) de sorte que z−1 ( mod n) ∈ IA(x, y).
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Pour i > 1, un couple (y, z) existe sinon, z et z − 1 (mod n) doivent apparaître
dans le même nombre d’ensembles IB, ce qui est impossible pour tout z ∈ R avec
0 < |R| 6 n − i < n − 1 vue que à ce point R vérifie la propriété Pi. Donc, pour
tout i, l’instruction 4a est faisable.
Les instructions 4b, 4c, et 4d sont faisables aussi. On remarque que, dans l’instruc-
tion 4c, |R| diminue par au moins un élément : [a, b] contient au moins z. Ainsi, Pi+1

est vérifiée.
Donc, à la fin de la dernière itération ℓ, R est vide et par la propriété Pℓ, toutes

les étiquettes apparaissent dans α + 1 ensembles IB. En prenant l’union dans l’ins-
truction 4d, on peut garantir que IB(x, y) ⊆ IA(x, y), et préserver ainsi les chemins.
Il en résulte que (L, IB) est un ILSα+1 valide. En plus, dans l’instruction 4c, puisque
z − 1 et z sont consécutives, le nombre minimum d’intervalles nécessaires pour re-
présenter IB(x, y) est au plus celui de IA(x, y). Donc, (L, IB) a une compacité au
plus k, et par l’instruction 3, tous les arcs de Y ont l’intervalle [1, n]\{L(x)}, ce qui
termine la preuve. ✷

Remarque. On ne précise pas la complexité temps de l’algorithme ci-dessus, car
il dépend de la structure de données du ILS (celui qui donne la plus faible com-
plexité en temps ne donne pas nécessairement la meilleure complexité en espace).
Néanmoins, utilisant une représentation naïve du codage des intervalles du ILS,
(c’est-à-dire avec O(kd logn) bits), ce temps est inférieur à O(n4), mais peut facile-
ment être réduit à O(|E|kα) en utilisant des structures de données plus efficaces.

Soit G un graphe quelconque et T un arbre couvrant de G. Santoro et Khatib
dans [68] donnent une construction d’un 1-IRS1 basé sur un parcours en profondeur
de T . Appliquant le théorème 15 inductivement sur α, on obtient :

Corollaire 12 Tout graphe G tel que δ(G) > α, supporte un 1-IRSα.

Pour α = 1, tout graphe supporte un k-IRS avec k 6 n/2. Pour α > 1 nous
montrons que k 6 n/α. Plus précisement :

Théorème 16 Soit (L, I) un k-IRS1 quelconque sur un graphe G de taille n, et
soit α 6 δ(G). Alors, G supporte un k′-IRSα tel que tous les chemins de (L, I) sont
préservés, et tel que k′ 6 min{k, n/α}.

Preuve. Le théorème est trivial pour α = 1.
Supposons que α > 2. On construit un ensemble Y composé des arcs ayant le plus
grand nombre d’intervalles, pour chaque sommet. Après une première application
du théorème 15, on obtient un k-IRS2 pour G, avec le même ensemble de chemins,
et où le nombre d’intervalles affectés aux arcs de Y est réduit à 1.
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On peut réappliquer le théorème 15 avec un nouvel ensemble Y encore composé des
arcs ayant le plus grand nombre d’intervalles, qui est donc au plus le second plus
grand dans (L, I). Enfin, après un total de α − 1 applications du théorème 15 (ce
qui est faisable puisque α 6 δ(G)), on obtient un k′-IRSα avec le même ensemble de
chemins et où le nombre maximum k′, d’intervalles assignés aux arcs est borné par
k et aussi par le αime plus grand nombre d’intervalles affectés à un arc dans (L, I).

Soit x un sommet de degré d dans G, et soient k1, . . . , kd les nombres d’inter-
valles des ensembles I(x, y) (le k-IRS1 définit dans G) pour tous les voisins y de
x. En plus, supposons que k1 > · · · > kd. Pour tout k-IRS1, on a

∑α
i=1 ki 6 n, et

ainsi le plus petit terme de la somme, kα, est au plus n/α. Comme affirmé avant,
k′ 6 min{k, kα}, ce qui finit la preuve. ✷

Remarque. Le théorème 16 peut être légèrement amélioré à k′ 6 min{k, (n −
δ(G))/α + 1} si tous les arcs incidents à chaque sommet sont étiquetés avec des
étiquettes non vides (dans ce cas on a

∑α
i=1 ki 6 n− (δ(G)− α)). Cette affirmation

a lieu dans le cas des tables de routage de plus courts chemins.

9.2 Étiquetage de plus courts chemins

Dans cette section, on s’intéresse aux IRSα pour lesquels il existe au moins un
plus court chemin pour chaque couple de sommets. D’après le théorème 15, plusieurs
graphes peuvent être identifiés comme supportant un k-IRSα de plus court chemin.
Par exemple, les grilles, l’hypercube, le graphe complet, le cycle, les arbres, les
graphes planaires, les graphes d’intervalles, etc., ont un 1-IRS de plus court chemin,
et ainsi des 1-IRSα de plus court chemin. Les familles de graphes ayant des O(1)-IRS
de plus court chemin incluent les tores, les k-arbres avec une constante k, les graphes
planaires dont le nombre de faces est constant, etc. (Voir [28] pour un état de l’art
complet).

Pour tout graphe G, on note IRSα(G) la α-compacité de G qui est :

IRSα(G) = min{k | G a un k-IRSα de plus court chemin }.

9.2.1 Comparaison entre IRS et IRSα

Grâce au théorème 15, on a IRSα+1(G) 6 IRSα(G) 6 · · · 6 IRS1(G). Il n’est
pas difficile de vérifier qu’il existe des graphes qui supportent un 1-IRS2 de plus
court chemin, comme le graphe de Petersen, ou les wheel-graphes mais qui n’ont pas
de 1 − IRS1 de plus courts chemins. Le prochain résultat montre que la différence
entre la 1- et α-compacité d’un graphe peut être arbitrairement grande, et suggère
que la classe des graphes avec une α-compacité bornée, avec α > 1, est assez grande.
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Théorème 17 Pour tout entier δ > 0, il existe un graphe G à 2δ+3 sommets tels
que IRS1(G) > 2δ et IRS2(G) 6 2δ + 4.

Preuve. On utilise la construction donnée par Gavoille-Guévremont dans [29] qui
montre que IRS1(G) > n/8 pour quelques graphes de taille n avec n puissance de
deux.

On rappelle ici la construction :

Pour une p × q matrice booléenne M = (Mi,j), soit GM = (VM , EM) le graphe
tel que :

1) VM = {v1, . . . , vp} ∪ {a1, . . . , aq} ∪ {b1, . . . , bq} ;

2) {x, y} ∈ EM si et seulement si (x = aj et y = bj), (x = bj et y = vi et
Mi,j = 1), ou (x = aj et y = vi et Mi,j = 0).

Nous avons n = |VM | = p+2q. Intuitivement, GM est un graphe à deux niveaux.
Le premier niveau est composé des arêtes de type {aj , bj}, et le second en des vi
(stable) qui sont connectés à aj ou bj selon que Mi,j = 0 ou 1.

Pour toute matrice booléenne M , on note par M la matrice M avec chaque bit
complimenté. En plus, si M = (X Y ), où X et Y sont deux matrices de même
dimension, on note χ(M) = ( Y X ), c’est-à-dire, la matrice obtenue de M en échan-
geant les colonnes de X avec celles de Y . On considère une matrice spécifique Mδ,
δ > 0, définie par induction. La construction de Mδ est résumées par l’équation 9.1.

(9.1) M0 =













0 0

0 1

1 1

1 0













χ(M0) =













0 0

1 0

1 1

0 1













Mδ+1 =

(

Mδ Mδ

χ(Mδ) χ(Mδ)

)

La figure 9.2 représente la matrice M0 ainsi que le graphe GM0 lui correspondant.
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Figure 9.2 –

Il est montré dans [29] que IRS(GMδ
) > 2δ (intuitivement, quelque soit l’étique-

tage des sommets vi, l’ensemble I(aj , bj) doit contenir seulement un sous-ensemble
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particulier des vi qui est fabriqué pour être difficile à représenter avec un petit
nombre d’intervalles). Dans ce cas, p = 2δ+2 et q = 2δ+1, ainsi n = 2δ+3, ce qui
prouve la première partie du théorème 17.

Montrons que IRS2(GMδ
) 6 2δ + 4 pour tout δ > 0. Pour cela, il suffit de

définir un 1-IRS1 de plus court chemin dans GMδ
, (L, I), tel que pour tous les arcs

(u, v) /∈ {(aj , bj), (bj , aj)}, |I(u, v)| 6 2δ + 4. En effet, par le théorème 15, un tel
étiquetage peut être transformé en un IRS2 avec le même ensemble de chemins tel
que les arêtes {aj , bj} consistent en un seul intervalle. Par conséquent, ça prouvera
que IRS2(GMδ

) 6 2δ + 4.

Dans cette preuve, nous n’optimisons pas l’étiquetage des sommets. Choisissons
un étiquetage arbitraire L. Vu que nous nous soucions pas du nombre d’intervalles
sur les arêtes {aj, bj}, définissons BMδ

comme étant le graphe GMδ
où toutes les

arêtes {aj, bj} ont été supprimées. En premier, remarquons que BMδ
est un graphe

bipartite 2δ+1-régulier. Clairement, BM est isomorphe à tout graphe BM ′, où M ′

est obtenu en complimentant quelques colonnes de M (ce morphisme échange les
règles appliquées par quelques arêtes aj et bj), ou en permutant quelques colonnes
(ce morphisme permute quelques arêtes {aj, bj}). Ainsi, pour simplifier, considérons
Bδ le graphe commun isomorphe à BMδ

, Bχ(Mδ), etc., et soit V1(Bδ) l’ensemble de la
première partition de sommets de Bδ, les aj et bj , et V2(Bδ) comme les sommets vi
de Bδ.

Définissons par induction sur δ un étiquetage (L, I) sur Bδ. Bδ+1 consiste en deux
copies de Bδ, B1 et B2, avec quelques arêtes en plus connectant V1(B1) à V2(B2),
et quelques arêtes connectant V1(B2) à V2(B1). Soit ψ le morphisme entre V (B1) et
V (B2), et soit φi le morphisme entre Vi(B1) et Vi(B2) pour i = 1, 2. Pour δ = 0,
on vérifie que l’on peut trouver I tel que |I(u, v)| 6 4 pour tous les arcs (u, v)

de B0 (pour un étiquetage arbitraire L). Soit k = max |I(u, v)|, sur tous les arcs
(u, v) de Bδ. Sachant que l’on ne se soucie pas de L, on considère I(u, v) comme un
sous-ensemble de sommets au lieu d’un sous-ensemble d’étiquettes.

On commence par regarder à chaque sommet v ∈ V2(B1). Par induction, |I(v, a)| 6
k pour tous (v, a) ∈ E(B1). On remarque que si (v, a) ∈ E(B1), alors (v, φ1(a)) ∈
E(Bδ+1) \ E(B1). Posant I(v, φ1(a)) = ψ(I(v, a)) pour tout (v, a) ∈ E(B1), on est
capable de router de v ∈ V2(B1) vers tous les sommets de V (Bδ+1) \ {φ2(v)}. On
rajoute φ2(v) à tout arc incident à v conduisant à φ2(v) par un plus court chemin.
On peut vérifier que tous les chemins sont encore les plus courts, et vue que les arêtes
(v, a) et (v, φ1(a)) sont distinctes, |I(v, a)| 6 k + 1 pour tous (v, a) ∈ E(Bδ+1).

Pour chaque sommet a ∈ V1(B1). Avec un argument similaire , on peut mettre
I(a, φ2(v)) = ψ(I(a, v)) pour tous (v, a) ∈ E(B1). On est capable de router de
a ∈ V1(B1) à V (Bδ+1) \ {φ1(v), φ1(a)}, où a est l’unique sommet de V1(B1) tel que
{a, a} est une arête de E(GMδ

). On ajoute φ1(a) et φ1(a) à chaque arc incident à
a permettant un plus court chemin de a. Ainsi, |I(a, v)| 6 k + 2 pou tous(a, v) ∈
E(Bδ+1).
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Le routage de tout v ∈ V2(B2) et de tout V1(B2) est définie de manière similaire
vue que le graphe Bδ+1 est le même si B1 et B2 sont échangés. En total, pour tout
arc (u, v) ∈ E(Bδ+1), nous avons |I(u, v)| 6 k + 2, qui est au plus 2δ + 4 pour Bδ.

On finit la preuve avec le théorème 15 appliqué aux arêtes {aj , bj}. ✷

9.2.2 Une borne inférieure pour la α-compacité

Dans cette section, nous montrons que la α-compacité d’un graphe quelconque
de taille n n’est pas bornée pour α > 1. Notons que pour α = 1, une borne fine
existe.
Dans [30], Gavoille et Peleg ont montré que pour tout graphe G, IRS(G) 6 n/4 +

o(n), et qu’il existe un graphe extrême G0 avec IRS(G0) > n/4− o(n).
On commence par présenter une borne supérieure générale :

Théorème 18 Pour tout graphe G de taille n et tout α 6 δ(G),

IRSα(G) 6
1

α
(n− δ(G)) + 1 .

Preuve. Il suffit de considérer un k-IRS1 de plus court chemin quelconque sur G
(prenons k 6 n/4 + o(n)), et d’appliquer le théorème 16 tout en remarquant que
tous les arcs ont des étiquettes non vides. ✷

Nous allons montrer qu’il existe des graphes extrêmes avec une α-compacité au
moins n/αO(1). On obtient donc une borne inférieure asymptotique optimale pour
la compacité du IRSα de plus court chemin avec α constant.
Notons que il est assez compliqué de construire “à la main” un graphe G de petite
taille avec IRS2(G) > 1. En effet, on a besoin de montrer pour un tel graphe G,
que pour tout étiquetage des sommets, pour tous les choix possibles de plus courts
chemins, et principalement, pour tous les chemins de déflection, on ne peut pas coder
la table de routage en utilisant un seul intervalle. Le premier contre exemple avec
IRS2(G) > 1 que l’on est capable de construire est un graphe à 105 sommets.

Pour la suite, nous avons besoin du résultat important suivant :

Lemme 9 (Gavoille-Perennes [31]) Pour tout ε tel que 0 < ε < 1, pour tout
entier n assez grand, et pour tout entier d tel que 3 6 d 6 εn, il existe un graphe
G0 de taille n de degré maximum d tel que toute table de routage de plus court
chemin sur G0 a une taille Ω(n log d) bits/sommet, nécessaire simultanément en
Θ(n) sommets.
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En réalité, on peut adapter leur construction pour transformer G0 en un nouveau
graphe H0 de telle sorte que H0 soit d-régulier, ait n+O(εn) sommets, et tel que le
lemme 9 reste valide pour H0.

Théorème 19 Il existe une constante c > 1 telle que pour tout entier α > 2, et
pour tout entier n assez grand, il existe un graphe ⌈αc⌉-régulier H0 avec au plus n
sommets tel que

IRSα(H0) >
1

4cαc
n .

Preuve. Soit H0 le graphe extrême de degré maximum d = ⌈αc⌉, c étant une
constante > 0 adéquate, pour laquelle toute table de routage de plus court chemin
nécessite c1n log d bits à chaque sommet, (c1 constante > 0 dépendant du lemme 9).
Soit x un tel sommet. On suppose que H0 a été déjà transformé en un graphe d-
régulier avec au plus n sommets (réduisant éventuellement d’un facteur constant la
valeur de c1). Ainsi, deg(x) = d.

Considérons dans H0 un k-IRSα de plus court chemin quelconque, (L, I). Cet
IRS α-adaptatif est une implémentation dans x d’une table de routage α-adaptative
avec plus court chemin. Cette implémentation peut être faite en x avec au plus
d
⌈

log
(

n
2k

)⌉

bits. En effet, pour les d = deg(x) ports de x il suffit de stocker au plus
k intervalles d’étiquettes. Il y a au plus

(

n
2k

)

façons de choisir k sous-intervalles de
[1, n]. Donc, un total de d

⌈

log
(

n
2k

)⌉

bits pour x.
À présent, il est facile de transformer toute table de routage α-adaptative de

plus court chemin en une table de routage 1-adaptative de plus court chemin, c’est-
à-dire, une table de routage standard, en rajoutant n ⌈logα⌉ extra bits/sommet :
pour chaque étiquette de destination, on spécifie le port à utiliser pour avoir un plus
court chemin, et il y a exactement α ports possibles ; voir la figure 9.3.

Ainsi, H0 a une table de routage avec plus court chemin de taille au plus

d

⌈

log

(

n

2k

)⌉

+ n ⌈logα⌉

utilisant une implémentation de le version déterministe de (L, I). De la borne infé-
rieure universelle, on obtient :

d

⌈

log

(

n

2k

)⌉

+ n ⌈logα⌉ > c1n log d .(9.2)

Sachant que d = ⌈αc⌉ < αc+1, et puisque
(

n
2k

)

6
(

n
2k

)2k
< 2n, l’équation 9.2 devient

(αc + 1)

(

log

(

n

2k

)

+ 1

)

+ n (logα + 1) > c1c n logα

⇒ αc 2k log
( n

2k

)

+ n logα + 3n > c1c n logα .
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+

(i ∈ {1, 2, ...α})
d log

(

n

2k

)

bits

(il y a au plus
(

n

2k

)

façons de choisir k intervalles de {1, ..., n})
1 link

T + T ′ 6 dk logn/k + n logα bits

...
...

...
...

...

α

...
...

...

n logα bits

n

...
...

y i

...

...

y lαyl1y l2y · · ·

n

Si liy est le plus court chemin

k-IRSα

1

1 l1
1

l2
1

lα
1

· · · 1

T ′ =T =

n

Figure 9.3 – Transformation d’une table α-adaptative de plus court chemin en une
table de routage 1-adaptative de plus court chemin.

Définissons t tel que 2k = n/t. On a

αc · log t
t

>

(

c1c− 1− 3

logα

)

logα .(9.3)

Soit c2 = c1c − 1 − 3/ logα. Puisque α > 2, c2 > c1c − 4, il suffit alors de choisir
c > 1 tel que c > 5/c1 pour avoir c2 logα > logα. On obtient

(9.3) ⇒ αc
>

t logα

log t
(9.4)

⇒ c logα > log (t logα)− log log t .(9.5)

Si t 6 4, alors k > n/8 et alors le résultat est vérifié pour tout α > 2. En plus, pour
tout t > 4, log t− log log t > 1

2
log t. Ainsi, log(t logα) > 1

2
log t, puisque logα > 1.

Ainsi (9.5) devient c logα >
1
2
log t. Et (9.4) devient

αc
>

t logα

2c logα
⇒ t 6 2cαc .

Il s’en suit que k > n/(4cαc), ce qui finit la preuve. ✷

9.3 Conclusion et perspectives

Dans cette dernière partie, consacrée au routage compact et adaptatif, nous avons
proposé une extension de la technique de routage par intervalles très étudiée dans le
cadre déterministe, au cas adaptatif ; la fonction de routage devant alors retourner
pour tout couple source-destination, plusieurs chemins de routage.
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Le définition que nous avons adoptée, pour une fonction de routage valide, est
celle qui consiste à imposer l’existence, pour tout couple de sommets (u, v) d’un
chemin pour aller de u à v, les autres chemins étant des chemins de deflection. En
effet, cette définition n’impose pas plus de contraintes sur la connectivité du graphe.

Nous avons alors établi le corollaire 12 de la section 9.1 qui montre que tout
graphe à degré minimum δ(G) > α supporte un routage par intervalles α-adaptatif
dont la compacité est k = 1.

La même remarque pour le routage de plus court chemin, nous avons étudier le
cas où la fonction de codage code au moins un plus court chemin. Nous avons vu que
la différence entre la 1- et la α-compacité peut être arbitrairement grande (théorème
17).

Enfin, les deux derniers théorèmes du chapitre 9, établissent une borne inférieure
et une borne supérieure pour la α-compacité en général.

Comme perspectives de cette étude, il serait intéressant d’étudier tous ces para-
mètres pour des classes particulières de graphes telles que les graphes planaires, les
hypercubes, les tores, etc.

Une autre perspective serait de changer les définitions des fonctions de routage
par intervalles α-adaptatives, en codant cette fois-ci au moins β plus courts chemins.
La formulation du problème serait alors : étant donné n, deux entiers positifs α et
β, trouver la valeur minimum de la compacité k = fα,β(n), c’est-à-dire, trouver le
nombre minimum d’intervalles assignés aux arêtes afin de coder des fonctions de
routage α-adaptatives codant au moins β plus courts chemins.
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Contribution à l’analyse d’algorithmes distribués

Résumé : La première partie de cette thèse est consacrée à l’étude du degré de parallé-
lisme des monoïdes de commutation modélisant les exécutions distribuées des algorithmes.
Après une présentation du modèle et des différents résultats déjà établis, nous donnons des
méthodes pour calculer ce degré, l’outil principal utilisé étant les marches aléatoires et les
chaînes de Markov. La deuxième partie s’intéresse au problème des synchronisations dans
les réseaux anonymes. Des travaux ultérieurs ont montré que sous quelques hypothèses, on
ne peut résoudre ce problème de manière déterministe, nous proposons donc et analysons
des algorithmes probabilistes résolvant ce problème, nous étudions également leur effica-
cité. La troisième partie est consacrée à l’étude d’un algorithme d’élection dans un réseau
en arbre ou dans tout réseau où un arbre couvrant est disponible. Nous montrons que sous
quelques hypothèses, le(s) sommet(s) médian(a) a (ont) la probabilité la plus élevée d’être
élu(s), et nous donnons quelques implémentations possibles de cet algorithme. Dans la der-
nière partie, nous nous intéressons à l’étude de la taille mémoire nécessaire pour coder les
tables de routage adaptatives dans un réseau de processeurs. Les principaux résultats de
cette partie concernent la compacité de ces tables. En effet, nous montrons que tout réseau
supporte un routage par intervalle α-adaptatif de compacité 1. Si on impose au moins un
plus court chemin, nous donnons une borne inférieure pour la compacité et, enfin, nous
montrons que la différence entre la compacité dans le cas déterministe et la compacité dans
le cas adaptatif peut être très grande.

Mots-clés : algorithmes distribués, monoïdes de commutations, réseaux anonymes, syn-
chronisations, algorithmes probabilistes, élection, routage par intervalles.

Contribution to the analysis of distributed algorithms

Abstract : The first part of this thesis is devoted to the study of the concurrency degree
of commutation monoids, which model the distributed execution of algorithms. We start
by the presentation of the model and recall some known results, and we give methods to
compute this quantity. The main tools are random walks and Markov chains. In the second
part, we study the synchronzations problem in anonymous networks. By previous works,
we know that, under the assumption of some hypotheses, we can not solve the problem
using determinstic algorithms, thus we have no choice but to use probabilistic ones. We
propose and analyse probabilistic algorithms which allow us to solve this problem, and we
study their efficiency. In the third part, we present and analyse a probabilistic algorithm
for election in tree networks or networks where a spanning tree is available. We show that
under the assumption of some hypotheses, the median(s) vertex (vertices) have the highest
probabilty to be elected, and we give some possible implementations for this algorithm. In
the last part, we are interested on the space complexity necessary to code adaptive routing
tables in a network of processors. The main results of this part concern the compactness
of such tables, indeed, we show that any network supports an α-adaptive interval routing
scheme of compactness 1. If we add the constraint that at least one shortest path is coded,
we give a lower bound of this compactness, and we show that the difference between the
compactness in the deterministic case and adaptive case can be too large.

Keywords : distributed algorithms, commutation monoids, anonymous networks, syn-
chronizations, probabilistic algorithms, election, interval routing.

Thèse en informatique, préparée au LaBRI (Université Bordeaux I, 351 cours de la Libéra-
tion, 33405 Talence).


