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Introduction

Les formes modulaires et les fonctions L automorphes sont des objets pertinents a étu-
dier en théorie des nombres. Dans le cadre de leur étude, ’analyse, 1’algebre, la géométrie et
I’arithmétique se croisent d’une maniére naturelle et surprenante. La preuve du grand théo-
réme de Fermat par A. Wiles est un trés bel exemple. Selon le programme de Langlands,
on conjecture que les fonctions L automorphes vérifient une équation fonctionnelle (déja
résolue dans certains cas, par exemple, la fonction ¢ de Riemann). Aprés une procédure de
normalisation, ces fonctions sont « symétriques » par rapport a la droite critique Res = 1

2
et toutes les mystéres de ces fonctions se passent dans la bande critique :
{seC:0< Res < 1}

La distribution des valeurs des fonctions L automorphes dans la bande critique est loin
d’avoir révélé toutes ses facettes et de nombreux phénoménes analytiques méritent que 1’on
y porte une attention propre, au dela de leur seule signification arithmétique. Autour de
ces derniéres se sont élaborées de nombreuses conjectures ouvertes, telles que I'hypothése de
Riemann (HR) et ’hypothése de Lindelof (HL).

Cette thése se compose de trois chapitres. Le premier chapitre contient un survol rapide de
la théorie des formes modulaires et des fonctions L automorphes qui nous seront nécessaires
par la suite. Les chapitres 2 et 3 sont deux parties essentielles de la thése dans lesquelles
nous voulons étudier les deux problémes ci-dessous par des méthodes de théorie analytique
des nombres :

A. Moments des valeurs centrales (ou valeurs sur la droite critique) des fonctions de

Hecke sur les petits intervalles ;

B. Répartition des valeurs au bord de la bande critique des fonctions automorphes de

puissances symétriques sur une famille donnée.

Soient k& > 2 un entier pair et N > 1 un entier sans facteurs carrés. Désignons par 3} (NN)
I’ensemble des formes primitives holomorphes de poids k& et de niveau N. Il est bien connu
que

kE—1

H(N)| = ———
3GV =

p(N) + O((kN)*?), (L1)
ol p(n) est la fonction d’Euler et la constante impliquée est absolue. Pour chaque f € 3} (N)
et entier m > 1, on note L(s,sym™ f) la fonction de la m-iéme puissance symétrique associée
a f. En particulier on écrit L(s, f) = L(s,sym'f) (la fonction de Hecke associéee a f).



2 TABLE DES MATIERES

A. Moments des valeurs centrales sur les petits intervalles

Dans le cas de la fonction ¢ de Riemann, 'hypothése de Lindel6f énonce que pour tout
€ > 0, on ait
(A +ir) <. (7] +1)F (T €R).

Bien que cette conjecture reste encore ouverte aujourd’hui, une vérification en moyenne est
suffisante dans la plupart des applications arithmétiques. Cela pose un des problémes cen-
traux en théorie analytique des nombres : chercher des bonnes estimations pour les moments

de ¢(5 +i7) de type
T+H

MW H: )= [ 6+ i)r (12

T
pour 7 > 0et 1 < H <T. On a conjecturé que

M(T,T;¢) ~ C.T(logT)” (T — o), (1.3)

ou C, est une constante positive dépendant de r (voir [45, 10, 9]). Hardy & Littlewood [25]
et Ingham [34] ont démontré (1.3) pour r = 1 et r = 2, respectivement. Heath-Brown [32] a
établi la minoration

M(T,T;¢) >, T(logT)" (1.4)

pour tout nombre rationnel » > 0. Ramachandra |73] a montré que cette minoration a lieu
pour tout nombre réel r > 0 sous I'HR. Heath-Brown [32]| a aussi montré que

M(T,T;¢) <, T(log T)"™

pour 7 = 1/n avec n € N* et pour 0 < r < 2 sous 'hypothése de Riemann. Radziwiltt [72]
a étendu le domaine 0 < r < 2 a 0 < r < 2,181. Dans la publication [85], Soundararajan a
fait un grand progrés en montrant que pour tout » > 0 et tout € > 0 ’'HR implique

M (T, T;¢) <pe T(log T)"** (L5)

pour tous 7' > 2. Il a introduit une nouvelle idée dans les travaux de Selberg [83, 84] :
Approcher log |(( % +17)| par un polynéme de Dirichlet de longueur z en le point % + 10;;\35 +ir
au lieu de % + i1, ol x est un parameétre dépendant de T et A\ est une constante convenable.
Ceci lui permet de montrer que effet des zéros de ((s) trés proches % +i7 est en fait bénin
et d’établir (I.5). Récemment, Harper [28] a réussi & supprimer ¢ en raffinant la méthode
de Soundararajan. Il a introduit un découpage trés délicat et établi un lemme similaire a
celui de Radziwitl [72] (voir Lemme 2.2.5 ci-dessous) pour traiter I'intégrale d'un produit de
cos(7 log p) sur des nombres premiers. Ainsi il peut estimer les fréquences de grandes valeurs
tres efficacement et démontrer sa borne supérieure conditionnelle.

Pour le cas de petits intervalles, la formule asymptotique de Heath-Brown [31] pour

My(T,T;¢) implique que pour tout € > 0 on a

M2(T7 H; C) <<5 HH—a

uniformément pour 7 > 1 et T7/® < H < T. Dans [36], Iwaniec a réduit I'exposant % a

wirno
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Dans le Chapitre 2, nous voulons considérer les moments des valeurs centrales de L(s, f)
sur les petits intervalles, i.e., 'analogue de (I.2) pour L(s, f). Puisque nous nous intéressons
seulement en l'aspect de 7 = Sm s, nous pouvons prendre N = 1 pour la simplicité de
notation. écrivons Hj := H;(1). Pour f € H;, r > 0et 1 < H < T, on définit

T+H
MW f)i= [ L +in P
T

Gréace a Conrey et al. [9, Conjecture 2.5.4|, il existe une conjecture similaire a (I.3) pour
M,(T,T; f). Pour le cas de petits intervalles, il semble naturel de conjecturer que pour tous
fed;, r>0ete>0,on ait

M(T, H; f) <frc HlogT)" (1.6)

uniformément pour T'— oo et T < H < T'. Ici, on écrit Ax Bsi BK ALK B.
L’étude de M,.(T, H; f) a été initialisée par Good [18, 20|. En particulier dans [20], il a
établi la formule asymptotique

M(T,T; f) = AT log T + AT + Of (T log T)*?)

pour tout T > 2, ou les constantes A;, A et la constante impliquée ne dépendent que de f.
Ceci implique immédiatement

M(T,H; f) <y HlogT

pour T > 3 et T*?(logT)"'/3 < H < T (voir aussi [40, 41, 97, 98]). Sun et Lii [86] ont
prouvé que

>, T(logT)” sir=2<

N |

’

M(T,T; f) {

3= 33

< T(log T)r2 si 7 = & avec m pair (sous 'HRG pour L(s, f)).

Trés récemment, Pi [70] et Milinovich & Turnage-Butterbaugh [63] ont considéré les moments
de fonctions L de GL,,. Un cas particulier de leurs résultats implique que la minoration ci-
dessous

T(logT)" <jp Mo(T,T; f) s T(log T)" < (L.7)

a lieu pour tous nombres rationnels r > 0 inconditionnellement, et pour tous nombres réels
r > 0 sous ’hypothése de Riemann généralisée (HRG) pour L(s, f). La majoration ci-dessus
est vraie sous I'HRG pour L(s, f), respectivement.

Le but principal du Chapitre 2 est de démontrer la conjecture (1.6) sous 'HRG pour
L(s, f). Plus précisement nous avons le résultat suivant.

Théoréme (A). Soient f € H;, r > 0 et € > 0. Sous Uhypothése de Riemann généralisée
pour L(s, f), on a
M (T, H; f) =y. H(logT)"”

uniformément pour T > Ty(f,r,e) et T® < H < T, ot la constante To(f,r,€) et les constantes
impliquées ne dépendent que de f, r et €. De plus la minoration ci-dessus a lieu pour tout
nombre rationnel r > 0 inconditionnellement.
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En prenant H = T dans le Théoréme (A), nous obtenons une généralisation exacte de la
majoration de Harper dans le cas des fonctions L de Hecke, en améliorant la borne supérieure
de Milinovich & Turnage-Butterbaugh dans le cas de la fonction de Hecke. Il est & noter que
notre résultat est aussi valable pour les petits intervalles.

Notre approche est une adaptation des méthodes de Soundararajan-Harper et de Heath-
Brown. Pour la borne supérieure, si nous suivons les arguments de [85, 28|, nous devons
supposer 'HR pour ((s) et 'HRG pour L(s,sym?f) aussi. Afin de surmonter cette difficulté,
nous introduisons une nouvelle idée pour traiter le membre secondaire dans I'approximation
de log |L(5 + ir, f)| (voir (2.2.6) ci-dessous). Au lieu d’estimer ce terme individuellement
comme dans [28], nous traitons les deux premiers membres simultanément. Ainsi nous pou-
vons réaliser une deuxiéme optimisation qui est un des points clés dans notre démonstration.

Il semble que notre méthode puisse étre généralisée a améliorer le résultat de Milinovich
& Turnage-Butterbaugh [63, Theorem 1.1]. Pour prouver la borne inférieure dans le Théo-
réme(A), nous utilisons la méthode de Heath-Brown [32] en la combinant avec la théorie de
Rankin-Selberg.

B. Valeurs en s = 1 des fonctions L de puissances symétriques

L’étude sur la distribution des valeur de fonctions L de Dirichlet associée au caractére
quadratique x4 en s = 1 a une longue histoire. On note (désormais) par log; l'itération j
fois de la fonction. En 1927, Littlewood [58] a montré que sous I’hypothése de Riemann
généralisée pour L(s, xq), on a

{% " o<1>} %)M <LLxa) < 2+ oM} logyldl (] —o0),  (I8)

et il existe une infinité de discriminants fondamentaux |d| tels que, pour |d| — oo,

L(1, {> {1+ o(1)}e7log, |d],
TS+ (1)} (e o, [d]),

respectivement. Le résultat dernier de Littlewood est établi inconditionnellement plus tard
par Chowla [6]. En 1999, Montgomery et Vaughan [65] ont proposé trois conjectures concer-
nant la répartition des valeurs extrémes de L(1, x4). Leur premiére conjecture sénonce de la
fagon suivante.

Conjecture (Montgomery-Vaughan 1). Il existe trois constantes positives C, ¢ et xq telles
que l’on ait

efC log z/ log, E 1< efclogx/ logy (19>
dl<z
L(1,xa)>e" log, |d|

1
= Hldl <=}

pour x = xy. Le méme encadrement reste valable si l’on remplace L(1,x4) = €7 log, |d| par
L(1, xa) < ¢(2)/(e” log, [d]).

Dans l'article [23|, Granville et Soundararajan ont réussi a résoudre cette conjecture.
Leur outil principal est une estimation de la somme courte des caractéres de module friable
de Graham-Ringrose [22].
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Dans le Chapitre 3, nous nous intéressons a la répartition des valeurs des fonctions L de

puissance symétrique en s = 1 en 'aspect de niveau-poids et celle des valeurs propres de
Hecke.

1. Encadrement de L(1,sym™f) et leurs valeurs extrémes

La distribution des valeurs des fonctions L de puissance symétrique en s = 1 a attiré
'attention de nombreux auteurs ces derniéres vingtaines années [33, 61, 78, 79, 24, 80, 7, 52,
53, 59]. Divers outils et techniques ont été développés et de nombreux résultats intéressants
a l'aspect de niveau ou de poids ont été obtenus.

Soient f € H;(N) et m = 1,2, Hoffstein et Lockhart [33] ont montré que pour tout
N e Nt

(log(kN))™' < L(1,sym™f) < log(kN), (1.10)

ol les constantes impliquées sont absolues. Motivé par un probléme de décomposition spec-
trale, Luo [61] a considéré la répartition des valeurs de fonctions L de carré symétrique des
formes de Maass. Soient {f;(z)} une base orthonormale de Hecke de I'espace L3(T'\ H) et
}l + t? (t; > 0) la valeur propre du Laplacien de f;(2). Il a montré que

lim — > 1=F()

T—>oo|{jtJ<T}| 4<T
L(l,smefj)gt

en tout point de continuité d'une fonction de répartition F(t) en calculant les moments

entiers positifs
1
lim ————— L(1,sym?f;))~t = M!_, (I.11)
T—>oo‘{jtJ<T}’tjz<; J Y

ou M;me est une constante positive dépendant de r vérifiant log MsTme < rlog, r. La diffi-
culté principale est que le produit eulérien de L(s,sym?f;) est de degré 3 dont les coefficients
de Dirichlet ne forment pas une fonction complétement multiplicative. La perte de la multi-
plicativité compléte complique ’analyse combinatoire des moments.

Dans 78], Royer a considéré le cas des formes holomorphes. On dénote par P~ (n) le plus
petit facteur premier de n avec la convention que P~ (1) = oco. Soit wy le poids harmonique
dans la formule des traces de Petersson. Il a établi 'analogue de la relation (I.11) :

: 1 2 p\NEr +r
]\}eréo TE] Z wrL(1,sym”f)=" = M1, (I.12)
P~ (N)>N¢ JFEMHE(N)

pour tous les entiers r > 1 et tout € > 0, et montré que log M » = 3rlog, r+0(r) (r — 00).

S,

Des interprétations combinatoires pour Mg ym (m = 1,2) et M7 .. (m = 1) peuvent étre
trouvées dans |79 et [24], respectivement. De plus, & 'aide de ces interprétations combina-
toires, les auteurs de ces deux articles ont trouvé les formules asymptotiques de log MZ"

sym™
pour m = 1, 2. Ceci leur permet de déduire que ’ensemble
{L(Lsym2f)*!  f € 3G(N))

n’est pas borné lorsque N — oo avec P~(N) > N°-.
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Pour obtenir une version quantitative de cette affirmation, Royer et Wu [80] ont analysé
la dépendance des parameétres N et r. Ceci demande un changement de techniques utilisées
dans [78]. Leur résultat énonce comme le suivant : Soit & un nombre entier pair fixé. Il existe
une constante absolue c telle que I'on a

> wrL(Lsym?f)F = M {1+ O((logy N) ™) } + Oy (N1/1BervIes@N ter®y (1 13)

sym?
FEHL(N)

uniformément pour tous r € N et N € N avec P~(N) > log N, ou la constante impliquée
dépend de k. D’ou ils ont déduit qu'il existe fr € FH; (V) telles que

L(1,sym®f-) < (logy N)™',  L(1,sym®f1) > (logy N)°. (L.14)
De plus, ils ont aussi montré que
(log, N) ™' < L(1,sym*f) < (logy, N)? (I.15)

pour tout N € N avec P~(N) > log N sous I'hypothése de Riemann généralisée pour
L(s,sym?f). Par conséquence, (I1.14) est optimal concernant l'ordre de magnitude. Pour
expliquer la nécessité de la condition de type P~(N) > log N dans (1.12) et (1.13), ils ont
montré que
{L(1,sym? /)™« f € FG(N))}

est borné lorsque j — oo, ol p; est le j-iéme nombre premier et N; = p; - - - p;. Cependant,
les idées de combinatoire de Royer et al. semblent difficilles & généraliser pour étudier les mo-
ments complexes de L(1,sym™ f) avec m > 3. Pour surmonter cette difficulté, une approche
plus conceptuelle a été introduite par Cogdell et Michel |7]. En fournissant une interpréta-
tion probabiliste naturelle, ils ont interprété les moments complexes pour les fonctions L de
puissance symétrique par I'espérance d’un produit eulérien défini sur I’espace probabilité :

My = H %/0 H (1 — ei(m_Qj)ap_l)z sin? 6dé. (1.16)
p J=0

Gréace a cette nouvelle méthode, Codgell et Michel ont généralisé et amélioré (1.15) et (1.14)
de Royer et Wu : Soient N un nombre premier, f € H5(N) et m = 1,2,3,4. Sous ’hypotheése
de Riemann généralisée pour L(s,sym™f), on a

{1+ 0(1)}(2B,,logy N)™ < L(1,sym™ f) < {1+ 0(1) }(2B}, log, N)*" (L.17)

pour N — oo, ou AL et BE sont des constantes positives définies en (3.4.5) ci-dessous. De
plus, ils ont montré qu'’il existe f£ € F;(N) telles que

L(1,sym™ f£) Z {1 + o(1)}(B log, N)*=, (L18)

pour N — oo. Les analogues de (1.17) et (I.18) en I’aspect du poids ont été obtenus par Lau
et Wu (voir [52, Théorém 2 et 3]).

Nous nous intéressons a la répartition des L(1,sym™ f) en 'aspect de niveau-poids lorsque
f parcourt sur H;(N). Pour décrire précisément la relation entre les valeurs extrémes de
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L(1,sym™ f) en I’aspect de niveau-poids et les propriétés arithmétiques de N, nous introdui-
sons un ensemble de niveaux : pour une constante positive = > 0 et un entier pair k > 2, on
pose

Ny(E) :={NeN: pu(N)*=1 et P (N)=Elog(kN)log,(kN)},

ou pu(n) est la fonction de Mobius. En raffinant les méthodes de [80, 7, 52|, nous pouvons
démontrer le résultat suivant.

Théoréme (B). Soient = une constante positive et m = 1,2, 3,4.
(i) Pour f € H;(N), en supposant ’HRG pour L(s,sym™f), on a

{1+ o(1)} (2B logy (kN)) ™" < L(1,sym™ f) < {1 + o(1)} (2B}, logy(kN)) ™ (1.19)

pour kN — oo avec 2 | k et N € Ni(Z).
(ii) I existe f= € H;(N) telles que

L1, sym™ f£) Z {1+ o(1)}(BE logy (kN)) ="

(1.20)
pour kN — oo avec 2 | k et N € Ni(2).

Ici A et BE sont définis par (3.1.13) (voir aussi (3.4.5) ci-dessous) et les constantes
impliquées ne dépendent que de =.

2. Premiére conjecture de Montgomery-Vaughan

Les trois conjectures de Montgomery-Vaughan décrivent précisément les comportements
de la fonction de répartition de L(1, x4) autour de leurs valeurs extrémes [64|. Dans le cas
de L(1,sym™ f), nous pouvons définir la fonction de répartition par

1
FEy(tsym™) = ———— Z L.
’ R
L(Lsym™ f)Z (BEt)*An

(1.21)

Au vu du Théoréme (B), 'analogue de la premiére conjecture de Montgomery-Vaughan peut
étre déclaré de la maniére suivante.

Conjecture (C). Pour toute constante = > 0 fizée et m € N*, il existe trois constantes
positives co > ¢ > ¢g > 0 dépendant de = et de m telles que

—c2(log(kN)/ loga(kN) F,fN(logQ(kN),symm) < e~ log(kN))/logy (kN) (I.22)
pour kN > ¢ avec 2 | k et N € Ni(Z).

Ce probléme a été étudié par Lau et Wu [53]. Ils ont prouvé la majoration dans (1.22)
pour N=1letl<m<4:

F,fl (log, k, sym™) < e~c1(logk)/log2 k (1.23)
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pour tout entier pair k > ¢o. Pour la minoration dans (1.22), Liu, Royer et Wu [59] ont obtenu
un résultat un peu plus faible pour m =1 et N = 1 : Il existe trois constantes absolues cs,
¢y et cs telles que

log(kN)
Ff i (logy k — 5logg k —log, k — ¢z, sym') > exp( —cy (log, )7 Tog, k) (1.24)

pour k > cs.
Nous avons le résultat suivant.

Théoréme (D). Soient = une constante positive et m = 1,2,3, 4.
(i) Pour tout € > 0, il existe deux constantes positives cg et c; dépendant de ¢ et = telles

que l’on a
m log(kN)
Fiiy (logy(kN) + ¢, sym™) < eXP( —co(|o] + 1)m)

pour kN > c7 avec 2 | k et N € Ni(E) et loge < ¢ < 9logy(kN).
(i) 1l existe trois constantes positives cs, cg et c1g dépendant de = telles que l'on a

colog(kN) )
logZ(kN) logy (V)

Fiy (logy (EN) — logy (EN) — logy (EN) — e, sym™) > exp( _

pour kN > ci9 avec 2 | k et N € Ni(2).

Nos résultats généralisent et améliorent (1.23) et (1.24) ci-dessus. Pour démontrer le Théo-
réme (D), nous combinerons les méthodes de Lau-Wu [53] et de Liu-Royer-Wu [59] avec celle
de Lamzouri [50].

3. Fonctions de répartition pondérées

Motivés par les travaux de Granville-Soundararajan [23| et de Cogdell-Michel [7] et en
tenant compte de la formule de trace de Petersson, Liu, Royer et Wu [59] ont introduit les
fonctions de répartition pondérées :

1
Tyt sym™) := Z wy. (1.25)

Z wr FEHL(N)
FEIGN)  L(1sym™ f)Z(BE)*Am

En utilisant la méthode du col, ils ont évalué (1.25) pour N = m = 1 : il existe trois constantes
positives Ja/ft et C' telles que pour kK — oo, on a

FE(t,sym") = {1+ o(1)} exp ( - et_fli {1 + o(%) }) (1.26)

uniformément pour ¢ < log, k — glog3 k —log, k — C, ot la constante impliquée est absolue.

Dans [50], Lamzouri a étudié¢ une classe de produits eulériens aléatoires et établi un
résultat général [50, Théoréme 1]. Comme un corollaire, pour tout m > 1 (1 < m < 4
inconditionnellement et m > 5 sous HypothA“se sym™(N) de Cogdell et Michel) avec le
signe +, k = 2 et N premier il a obtenu l’évaluation de (I1.25) suivante :

Fi et sym™) = {1+ o(1)} exp ( _ et_:q {1 + o(%) }> (1.27)
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valable uniformément pour tout nombre premier N et t < log, N —logs N —2log, N, ot la
constante <7t dépendant de m. La domaine de validité de ¢ est un peu plus large que celui
de (1.26), mais le terme d’erreur est un peu plus faible.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme (E). Soient = une constante positive et m = 1,2,3,4. Alors, il existe une
constante ¢, dépendant de = telle que 'on a

Tyt sym™) = {1+ o(1)} exp ( - et_:{% {1 + O(%) })

uniformément pour kN — oo avec 2 | k et N € Ni(Z2) et

< logy(kN) — logy(kN) — log,(kN) — cx1.

ou @ sont des constantes ne dépendant que de m définies comme dans le Lemme 3.7.2
ci-dessous, et les constantes impliquées ne dépendent que de =

D’une part, le Théoréme (E) généralise (1.26) de Liu-Royer-Wu et élargie leur domaine
de validité. D’autre part, il compléte (1.27) de Lamzouri en montrant un résultat similaire
pour le cas du signe « — » et améliore son terme d’erreur.

4. Distribution des valeurs propres de Hecke

Pour chaque f € 3;(NV), désignons par A¢(n) la n-iéme valeur propre de Hecke de f
normalisée. D’aprés Deligne, il est bien connu que |A¢(p)| < 2 pour tous les nombres premiers
p. Grace a Mikio Sato et John Tate [87], il existe deux conjectures bien connues concernant
la répartition des valeurs propres de Hecke des formes primitives holomorphes.

Conjecture (Version horizontale de la conjecture de Sato-Tate). Soit f € H;(N). Pour
tout [u,v] C [-2,2], on a

Z 1~/\/Tt2 (x — 00).

p<z,pIN
u</\f( )

( )

Cette conjecture de Sato-Tate a été démontrée par Barnet-Lamb, Geraghty, Harris et
Taylor [4] en 2011.

Conjecture (Version verticale de la conjecture de Sato-Tate). Soit p4 N un nombre premier
fizé. Alors pour tout [u,v] C [-2,2], on a

1 dt
Z 1N/ 7 i Vi-£2— (kN = o0).

—1/2)2 _ 42
E}C* +p1/2)2 —t 27

IW

Cette conjecture a été prouvée par Conrey, Duke & Farmer (1997) et par Serre (1997),
indépendamment.
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En 2006, Lau et Wu [52] ont démontré qu’il n’existe pas de version « diagonale » de la
conjecture de Sato-Tate (i.e., p et kN tendent vers 'infinie en méme temps). En fait ils ont
montré que pour tout A > 0, il existe trois formes primitives f; € 3 (i = 1,2, 3) telles que
presque tous {Ay,(p)}p<ogk)a s€ trouve autour de —2,0,2, respectivement, lorsque k& — oo.
Un résultat similaire en I'aspect de niveau a été obtenu par Royer et Wu [81] en 2007.

Comme une application de 'assertion (ii) du Théoréme (B), nous pouvons généraliser ces
résultats en 'aspect de niveau-poids et obtenir un nouveau point d’accumulation a ’aide de
la valeur minimale de L(1,sym?f). Précisement nous avons le résultat suivant.

Théoréme (F). Soit §(t)t—> oo une fonction vérifiant {(t) < loggt. Soit = > 0 une
— 00
constante. Alors il existe des formes fi,g,h € H;(N) telles que pour tout A >0 on a

> ]% = logy(kN) {1 +Oaz (ﬁ) } :

p<(log(kN))4, pIN
[Ary (P)F2|<E(EN)/ logs (EN)

> % = logs(kN) {1 +Oaz (@) } :

p<(log(kN))*, ptN
I\g (p)|<{E(kN)/ logs (kN)}'/2

> ]1) = logy(kN) {1 +Oaz (ﬁ) } ,

p<(log(kN))#, ptN
[An(p)2—2|<{€(kN)/logg(kN)}1/2

pour kN — oo avec 2 | k et N € Ni(Z).

Pour de telles formes f=, on peut prouver que presque tous les {\ s=(p)} se rassemblent
autour quelques points mais pas de facon équi-distribués pour p < (log(kN))* lorsque kN —
oo. Nos résultats montrent que, pour x = (log(kN))4, la Conjecture de Sato-Tate ne se vérifie
pas lorsque kN — oo.



Chapitre 1

Formes modulaires et fonctions L
automorphes

1.1 Formes modulaires

Le but des sections suivantes est de rappeler les résultats connus concernant les formes
modulaires dont nous aurons besoin dans la suite. La présentation qui est donnée ici peut
étre trouvée dans [37], [38] et [55].

1.1.1 Espace de formes modulaires

Dans tout ce rapport, H désigne le demi-plan complexe de Poincaré
H:={ze€C:Imz > 0}.

Comme d’habitude, on note GL(2,R) le groupe des matrices a coefficients entiers d’ordre
2 x 2 inversibles et on note SL(2,Z) C GL(2,7Z) le sous-groupe dont les déterminants sont
égaux a 1. Pour chaque entier positif N, on note I'o(N) le sous-groupe de congruence de

SL(2,7) défini par
To(N) = {( Z Z ) € SL(2Z) : N|c}.

Avec cette convention, I'g(1) = SL(2,Z), et I'indice de I'¢(/N) dans le groupe modulaire est
1
() = [0a(1) s 1o = N (14,

et la fonction v est multiplicative. La groupe I'o(/V) agit sur H par

_az+b _(ab

VST d) € L'o(N).

On appelle domaine fondamental de I'o(N) tout ouvert Dy(N) connexe de H tel que :
— pour tout z dans H, il existe v dans I'g(N) tel que vz soit dans Dy(V),

11
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— ¢'il existe v dans T'o(IV) tel que 2’ = vz avec 2’ et z dans Dy(N) alors z = 2.

Pour g = ( Ccl Z ) € GL(2,R), on introduit la fonction

jol2) = ez +d.
Il satisfait & la régle en chaine

Jon(2) = Jg(hz)jn(2).
Pour k € N et g € GL(2,R), l'opérateur ‘slash’ |g est défini sur les fonctions f : H — C par

(flg)(z) = (det 9)*?jy(2)~* f(gz).

Définition 1.1.1. Soient k£ > 2 un entier, N > 1 un entier positif et v : Z — C un caractére
de Dirichlet. On appelle forme modulaire de poids k, de niveau N et de caractére v, toute
fonction f holomorphe sur H vérifiant la relation suivante

fin(2) = p(a) f(2)

a b
d

2+ (Im 2)¥/2f(2) est bornée sur le demi-plan de Poincaré H.

-1 0
0 -1

pour tout élément v = ) € I'o(NN). De plus on dit que f est parabolique si la fonction

Remarque 1. En appliquant v = ( ) € I'o(N) a la définition de la forme modu-

laire, on obtient
(=D f(2) = 2(=1)f(2).

Alors, on peut supposer désormais

v(—1) = (=1)*.
En particulier, on peut choisir £ un nombre pair lorsque v est un caractére trivial.

D’ores et déja, pour a € C, on note e(a) = e?™. Chaque forme modulaire f est une
fonction 1-périodique et holomorphe sur H. a ce titre, il admet un développement de Fourier
de la forme

f(z) =Y Fn'T e(n2).

~

De plus, si f est une forme parabolique, on a f(0) = 0.

On désigne alors par Si(N,v) 'ensemble des formes paraboliques de poids k, de niveau
N et de caractére v. Il s’agit d’un espace vectoriel de dimension finie sur lequel on définit un
produit hermitien, appelé produit scalaire de Petersson, en posant

_ —— xdrdy
(. g)w = / PRCrEre

avec z = x + 1y,

ot Dy(NV) désigne un domaine fondamental de I'y(N). La condition de modularité et I'inva-
riance de la mesure dzdy/y? par homographie permettent de vérifier que cette intégrale ne
dépend pas du choix du domaine fondamental.
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Soit ¢* le conducteur du caractére v. On prend les entiers positifs ¢ et ¢ tels que ¢* | ¢
et {qg | N et on désigne par ' (modgq) le caractére de Dirichlet induit par v. Alors pour
toute forme f € Si(q,v'), il est facile de vérifier que la fonction z — f(¢z) est une forme
parabolique de poids k, de niveau N et de caractére v, c’est-a-dire que f(¢z) € Si(N,v).
De telles formes s’appellent des formes anciennes de poids k, de niveau N et de caractére
v. L’espace engendré par de telles formes est appelé 'espace des formes anciennes, noté
par SZ(N ,v). Son orthogonal pour le produit scalaire de Petersson est I’espace des formes
nouvelles, noté par S,E(N ,v). Ainsi nous avons la décomposition

Sk(N,v) = 85(N,v) @ SN, v).

1.1.2 Opérateurs de Hecke et d’Atkin-Lehner-Li

Pour tout entier n strictement positif, on définit ['opérateur de Hecke T, : Sp(N,v) —

Sk(N,v) par 1 )
B =1 X vt T f(E).

ad=n bmod d

Les opérateurs de Hecke vérifient les propriétés fondamentales suivantes :

i) Les opérateurs de Hecke commutent deux & deux :
T, T, =TT,

pour tous entiers m,n > 1.

ii) Les opérateurs de Hecke vérifient la relation de multiplicativé :

ToTo= Y v(d)d* T (1.1.1)

d|(m,n)
pour tous entiers m,n > 1. En particulier, on a
7.1, =Ty, si (m,n)=1.
iii) Pour (n, N) =1, Padjoint de T}, est T* = v(n)T,, :

(Tnf,9) = v(n)(f, Tng),

pour tous f,g € Sp(NV,v).

iv) Le sous-espace S(N,v) (resp. S ,i(N ,V)) est stable par rapport aux opérateurs 7,, avec
(n,N)=1.

Soit @ un diviseur de N tel que @ || N. On écrit v = vguy/g ol vg,Vn/qg sont ca-
ractéres modulo @), N/Q respectivement. On définit L’opérateur d’Atkin-Lehner-Li Wy :
Sk(N, VQVN/Q) — Sk(N7 DQVN/Q) par

[ Qa b
I%_(NC@J
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avec a,b,c,d € Z, a = 1mod N/Q, b = 1mod Q et det Wy = Q. 1l est facile de voir qu'un
tel triplet (a,b,d) existe et la définition de Wy est indépendante du choix de (a, b, d). Ces
opérateurs sont multiplicatifs : si Q; || N, Q2 || N et (Q1,Q2) = 1, alors

WQ1Q2 = WQ1 WQQ'

Proposition 1.1.2. Soit f € Sp(N,v). Q, Q" sont diviseurs de N tels que (Q, N/Q) =1 et
(Q',QN/Q") = 1. Soit p un nombre premier non divisant N. Alors on a

L flWq € Sk(N,vqunyq) et fIWoWo = vo(=1)vnq(Q)f
2. fITp\Wo = vo(p) fIWelT,.
3. fIWoWo = vg(Q) fIWaq et en particulier filWo|Wo = vg/(Q)vo(Q') fIWo |[Wo.

Démonstration. La proposition peut étre vérifié par un calcul direct. O

L’involution de Fricke W définie par

“’:(N _1)

W[ = (flw)(z) = N"227Ff(=1/N>z),
appartient & la classe dans quel sens des opérateurs d’Atkin-Lehner (voir [1]) et est isomé-
trique, i.e. on a l'égalité

(cf. [1]), i.e.

WfWg)=(fg)

pour f,g € Sp(N,r). De maniére a ramener le caractére v a v, on compose W avec l'opérateur
conjugaison complexe K définie par

(Kf)(z) = f(=2).
Nous définissons
W =KW.
On montre que les fonctions propres de Hecke f € Sy(N,v), sont de méme des fonctions
propres de l'opérateur d’involution W et les valeurs propres associées sont des nombres

complexes de module 1.
Enfin, on définit les opérateurs By et U, par

Byf = d~*?f|By,
Udf _ dk/Qflf’ Z Ud; (112)
umodd

pour un entier positif d et ot on a écrit By et Uy les matrices

d 0 1
Bd:(o 1)’ Ud:(o 3)

Proposition 1.1.3. Soit M un nombre entier. Si QM N et (Q, MN/Q) = 1, alors pour
f € Sk(N,vgrng), on a
(M) fIWqo|Bu si (M, Q) =1,
fIBuWq = o |
M*2550(M) fiWou  si M|Q.
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1.1.3 Formes primitives et coeflicients de Fourier

On appelle formes primitives les fonctions propres de tous les opérateurs de Hecke T, dans
I’espace des formes nouvelles S E(N ,v). En effet, grace a la propriété iv de 'opérateur de Hecke
dans la section derniére, les deux espaces Si(N,v) et SE(N ,v) ont une base orthonormale
se composant des fonctions propres des opérateurs de Hecke T, avec (n, N) = 1. Les formes
primitives sont celle de ’espace SE(N ,v). Gréace au principe ‘multiplicity-one’, on peut oter
la restriction (n, N) = 1. On note H;(N,v) (resp. H;(NN)) 'ensemble des formes primitives
de poids k, de niveau N et de caractére v (resp. de caractére trivial).

Par commodité, on dit que deux formes paraboliques sont équivalentes s’ils sont fonctions
propres des opérateurs de Hecke T, avec les mémes valeurs propres pour presque tous les
nombres premiers p.

Une forme primitive quelconque f € Hj(N,v) est une fonction 1-périodique et holo-
morphe sur le demi-plan complexe H et donc admet un développement en série de Fourier
de la forme R -

f(2) =) Fn)n' 2 e(nz),
n>1

~ k—1

et pour laquelle on note f(n)n 2 la valeur propre associée a 'opérateur T,.
Pour (n,N)=1et f,g € H;(N,v), on a

(T f,9) = v(n){f, Tng)-

En posant f = g, on obtiens
Ar(n) = v(n)As(n), (n,N) = 1.

En particulier, lorsque v est un caractére trivial, As(n) € R pour tout (n, N) = 1.
On déduit que pour tout entier n non nul,

fn) = A () F(1).

Alors on peut normaliser f en posant f(1) = 1. Grace a I’équation (1.1.1), pour tous entiers
m,n > 1,ona

AmAsn) = 3 v(d)) (%) , (1.1.3)

d|(m,n)
ou de maniére équivalente
Ap(mn) = 3 v(d)u(d)d" Ay (m/d)As(n/d).
d|(m,n)
En particulier la fonction n — Af(n) est multiplicative :
Ar(m)Af(n) = Ap(mn) si (m,n) = 1.

Par ailleurs, les opérateurs d’Atkin-Lehner-Li préservent les formes primitives de niveau

N, c’est a dire que pour chaque diviseur @) || N et une forme primive normalisée f €
H;(N,v), on a

fWa =2a(f)f (1.1.4)
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ot f' € H;(N,vqunyq) et la constante Ag(f) est un nombre complexe de module 1. En
particulier, on a f’ = f lorsque N = (). Faisant rappel & la Proposition 1.1.2, on a

Aa(NA(f) = vo(=1)7n0(Q).
Et pour toute forme primitive f € I} (N, v), il existe un nombre complexe 7y tel que

Wf=nsf avec |n;=1. (1.1.5)

k—1
Proposition 1.1.4 (cf.[1, 54]). Soient f(2) = > ., As(n)n 2 e(nz) une forme primitive
normalisée de poids k, de niweau N et de caractére v et ¢ un nombre premier divisant N.

On a
i) |Af(q)] =1 st v n’est pas un caractére modulo N/q ;

i) siv est un caractére modulo N/q, A\¢(q)? = v(q)q™" lorsque ¢* 1 N et A\¢(q) = 0 sinon.

Proposition 1.1.5 (Deligne(1974)). Si f € H;(N,v), alors pour chaque nombre premier
p1 N, il existe deux nombres complezes ap(p) et Br(p) vérifiant

lag(p)l = |Bs(p)| = 1

et
ay(p)Bs(p) = v(p)

tels que pour tout nombre entier r > 0

Apr(p") = ayp(p)” + ap(p) ' Br(p) + - - - + Br(p)" (1.1.6)

En particulier, pour toutn > 1 on a
IAr(n)] < 7(n) (l’inégalité de Deligne), (1.1.7)
ot 7(n) est la fonction « nombre de diviseurs ».

Pour la valeur moyenne de A¢(n), on a 'orthogonalité de Selberg (voir e.g. [77], voir aussi

[14]) 2
2. Aoy logyz+0O(1) (z=3). (1.1.8)

p<zT

1.1.4 Formule de trace

Les formules de traces évaluent des sommes des valeurs propres d’opérateur de Hecke.
Elles jouent un role important dans les applications. Elles annoncent les relations ‘d’ortho-
gonalité’ entre ces valeurs.

On définit le facteur harmonique par

T(k—1)
(4m)E=H| FII

~

wf:
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et le symbole diagonal §(m,n) par

1 sim=mn,
d(m,n) =
0 sim #n.

La formule de Peterson affirme

Théoréme 1.1.6. Soient k > 2, N > 1 et v un caractére modulo N. Soit By(N,v) une
base orthogonale quelconque des formes paraboliques Sy(N,v). Pour des entiers strictement
positifs m,n on a

ST fm)Fn) = d(men) 422 S LS, (momi )y (4W\/W)’

c
JeBk(Nv) =0 mod N

ot §(m,n) dénote le symbole diagonal. Ici, S,(m,n;c) est la somme de Kloosterman avec
caractére v définie par

c

d+nd
S.mns) = Y wlage (")
dmod ¢
(d,e)=1
avec dd = 1modc et Jy_q est la fonction de Bessel d’ordre k — 1 définie par

a;) k—1+2¢

= [
I =3 (3

Remarque 2.

1. On doit prendre une base orthogonale de toutes les formes de Sy(N, v) et pas unique-
ment des formes nouvelles. On peut également choisir une base orthogonale composée
par les fonctions propres des opérateurs de Hecke.

2. La preuve repose sur le fait qu’on peut exprimer les coefficients de Fourier de f
en fonction du produit de Petersson de f contre des séries dites de Poincaré qui
engendrent Si(N,v). On trouve les détails dans [37, Section 3.3].

Dans la plupart des cas, nous avons besoin de la somme des coefficients sur les formes
primitives. En appliquant Théoréme 1.1.6 en cas de v trivial, Iwaniec, Luo et Sarnak [39]
montrent

Théoréme 1.1.7 (Iwaniec-Luo-Sarnak). Soient N un entier sans facteurs carrés. Soit m et
n deux entiers strictement positifs tels que (m, N) =1 et (n, N?) | N. Alors

> wdp(m)As(n) = 6(m,n)

FEI(N)
+ O(k5/%(mn)Y4o(N) "X (n, N)"272(N)73((m, n)) log 2mnN),

o N . T(k-DN
1= o T @I (11.9)

et T et 3 sont les fonctions diviseurs et la constante impliquée est absolue.
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Remarque 3.

1. En fait, lorsque f est une forme primitive de poids k et de niveau N (sans facteurs
carrés) et de caractére trivial, on peut exprimer || f||3 par

(47) =T (k)N

IR =

o L(s,sym?f) est la fonction L symétrique définie dans la section 1.2.2. Alors, il
s’ensuit que
272

(k= 1)e(N)L(1, sym>f)

2. En appliquant le Théoréme (A) avec m = n = 1, on obtient

Wy = (1.1.10)

Y wp=1+0k59(N)"'r*(N)log2N).
FEHL(N)

Ils montrent aussi

Théoréme 1.1.8. Soient N un entier sans facteurs carrés et n un entier strictement positif
tel que (n, N?) | N. Alors

1g0 _
> o P 500 s Ol(m, )2 (k%)
pry Vin

ot le terme 5(Dn,N):1 =1 sin est un nombre carré et (n,N) =1 et 6(5717]\,):1 =1 sinon. Ici, la
constante impliquée est absolue.

D’out on déduit une formule asymptotique pour le nombre des formes primitives.

Corollaire 1.1.9. Soient N un entier sans facteurs carrés et k un nombre pair. Alors

3GV = T o(N) + O((RN ).

1.1.5 Polynémes de Tchebychev

Les polynémes de Tchebychev sont définis par la relation récurrence pour n € N
Us(x) = 1, Uy(x) = 2z,

20U, (z) = Up—1(x) + Ups1(2).

Lorsque x € [—1, 1], nous pouvons aussi définir les polyndémes de Tchebychev par les relations

trigonométriques

sin(n + 1)
sin

Upn(cos ) = : 6 € [0, 7.
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On a en particulier pour les U, la série génératrice
D Un(@)y” = (1—2zy +¢°) "
n=0

Les polynome de Tchebychev U, (x) forme une base orthogonale de 1'espace £2([0, 7], psr)
muni par la mesure Sato-Tate
pst = 27 *(sin 0)2d6.

Pour f € H(N), en faisant appel a (1.1.3) et posant Af(p) = 2cosé pour p { N et

6 € [0, 7], on obtient
n A¢(p sin(n + 1)0
M (") = U, (—f2( )) = —(sin6 )9 (1.1.11)

1.2 Fonctions L

Dans cette deuxiéme section on rappelle les résultats connus concernant les fonctions L de
formes modulaires dont on aura besoin. Le présentation donnée ici correspond au Chapitre
5 de [38].

Dans toute la suite, f € H(V,v) désigne une forme primitive normalisée de poids k, de
niveau N et de caractére v avec Af(1) = 1.

1.2.1 Fonctions L automorphes

La fonction L automorphe associ¢e a f € H; (N, v) est définie par

L(s, f) := ZAfn_(S”)’ Rs > 1.

Elle admet un produit eulérien

L(s, f) = [Tt = A(@)a) " TI(@ = ap(p)p™) 7' (1 = Br(p)p™)

qlN PN

ou p et g désignent les nombres premiers. Il s’agit d’une fonction L de degré 2 qui se prolonge
en une fonction entiére et dont la fonction complétée est donnée par

e kot g4 kil
o= () o (25 (22 s

(&) (5) (et

grace a la formule de duplication de la fonction gamma.

ou de la forme
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Cette fonction peut étre prolongée analytiquement sur C et vérifie I’équation fonction-
nelle :

A(s, f) =¢esA(1 -5, f) (s e C) (1.2.1)

ou |ef| = 1. On peut calculer € par la relation
Ef = ikﬁf,

ot 7); est la valeur propre de l'opérateur d’involution W définie par (1.1.5).
En particulier, si x est un caractére réel, une forme primitive f a des coefficients de
Fourier réels et est une fonction propre de W, autrement dit

Wf = +i'f,
puis I’équation fonctionnelle (1.2.1) devient

A(s, f) = £A(1 — s, f). (1.2.2)

Il apparait que la fonction L(s, f) s’annule pour tous les nombres de la forme —n — %,
(n=0,1,2,---). Ces zéros sont appelés les zéros triviauz. On appelle bande critique la région
du plan complexe définie par {s € C: 0 < Rs < 1}. Il existe donc une infinité de zéros dans
la bande critique mais, actuellement, on ne sait pas exactement ou. I’hypothése de Riemann
généralisée (HRG) affirme qu’ils sont tous de partie réelle 1/2. Bien que ne sachant pas les
situer précisément, le principe de 'argument nous permet de les compter. On désigne par
N(T, f) le nombre de zéros de L(s, f) dans la bande critique et de partie imaginaire comprise

entre 0 et T.

Théoréme 1.2.1. Soit f € H;(N,v). Tous les zéros p de A(s, f) sont dans la bande critique
0 <Rs < 1. Pour tout € >0, on a

D ol < oo

p

Théoréme 1.2.2. Soit f € H;(N,v). Il existe deux constantes A = A(f) et B = B(f)

telles que
A(s, f) = eATPs (1 = f) e*/P.

ot p parcourt tous les zéros de A(s, f). Alors,

_E(S’f) =log VN — log(27) + E(S+ %) _B— Z < 1 + %) (1.2.3)

L r 5—p

Démonstration. La premiére expression est juste une application de Théoréme Factorisation
de Hadamard pour les fonctions entiéres d’ordre fini. L’expression (1.2.3) découle en faisant
une dérivation logarithme. O

Théoréme 1.2.3. Soit f € H;(N,v). On dénote p = [+ iy des zéros de A(s, f).
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i) Le nombre des zéros vérifiant |y — T| < 1, noté par m(T, f), satisfait
m(T, f) < log N(|T| + k)

avec une constante impliquée absolue.

ii) Pour tout s = o + it dans la bande verticale —% <o<2 o0na

L 1
— log(N k+3)+ —_—
T (5. f) <log(Nlr[+k+3)+ ) - — + > st
|s— p\<1 [s+rj]<1
avec Kj = %, 7 = 1,2 et une constante impliquée absolue.

iii)
2

N(T.f) = Slog s

ot la constante impliquée est absolue.

+ O(log N(|IT'| + k + 3)),

En utilisant (1.2.1) et la principe de Lindel6f-Phragmén, on peut facilement obtenir la
borne de convezité suivante.

Théoréme 1.2.4. Soit f € H;(N,v). Pour tout e >0, on a
Lo +i7, f) e (RN (|7[* + ))medo2ome (o > 0),

ot la constante impliquée ne dépend que de €.

1.2.2 Fonctions L de puissances symétriques

La construction des fonctions L de puissance symétrique permet d’obtenir des fonctions
L de n’importe quel degré d > 2 a partir d’une forme primitive.

Soit m un entier strictement positif. Soit f une forme primitive de poids k, de niveau N
et de caractére v. On rappel ay(p) et B¢(p) sont définis comme & (1.1.6) pour p t N. Et on
pose ar(p) = Ag(p) et Br(p) = 0 pour p | N. Alors, la fonction L de puissance symétrique
d’ordre m associée a f est définie par

L(s,sym™f) == [ 1] (0 —er®@)™ 8¢ 0)p") ", (1.2.4)

p 0<g<m

pour Rs > 1. Le produit sur les nombres premiers admet une séries de Dirichlet : pour
Rs > 1,

L(s,sym™f) = Z)\Symm r(n)n*,

Ol Asymm £(1) est une fonction multiplicative. Et grace aux définitions des af(n) et 5¢(n), on
apourn =1,

|/\symmf<n)| < dm—l—l(n)v (125)
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ol d,,11(n) est la fonction diviseur dont la série de Dirichlet associée est ((s)™! (¢(s) est
la fonction zéta de Riemann). Lorsque m = 1, c’est l'inégalité de Deligne (1.1.7).
Grace a |7, Section 3.21], les facteurs gamma de L(s,sym™ f) sont

(ﬁFC(SJr(qu%)(k—l)) sim=2n+1,

u=0

Loo(s,sym™f) :=

n

I'r(s 4 dopn) H Fe(s+u(k—1)) sim=2n,

\ u=1
ou
Tr(s) := 7 */*T(s/2), Tc(s) := 2(21) ~*T'(s) (1.2.6)
et
1 si2fn,
5%':{0 si 2 | n.

Pour m = 1,2,3,4 (voir [37] pour m = 1, [17| pour m = 2 et [46, 47, 48] pour m = 3,4), la
fonction complété

A(s,sym™ f) := N™/? Lo (s, sym™ f ) L(s, sym™ )
se prouve étre entiére et satisfaire I’équation fonctionnelle
A(s,sym™ f) = egymm fA(1 — s, sym™ f) (1.2.7)

avec |egymm | = 1.

Alors L(s,sym™f) est une fonction L de degré m + 1. Pour de plus grandes valeurs de
m, nous ne disposons que de résultats partiels.

al’aide de I’équation fonctionnelle (1.2.7), on peut évaluer la borne de convexité suivante.

Proposition 1.2.5. Soient m =1,2,3,4 et f € H;(N,v). Pour0 <o <1lete>0, ona

m(1l

N2 (k4 |r]) (/2D (=0)+e si 24 m,
m(l—o
N= 5 (1 4+ 7))k |7 m/A0=o)te 59 | m,
ot la constante impliquée ne dépend que €. [-] désigne la fonction partie entiére.

D’aprés (1.2.4), on écrit la série Dirichlet de dérivée logarithmique

L/ m > As mm f{1
—f(s,sym )= Z y—sf() (1.2.9)
n=1 n
pour Rs =0 > 1, ol
ar(p)™ logp sin=p”etp]|N,
Asymmp(n) = S [y ()™ + ap(p) ™" + -+ ay(p) ™ ]logp sin=p” et ptN,
0 autrement.

(1.2.10)
Il est clair que [Agymm(n)| < (m 4+ 1)logn pour n > 1.
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1.3 Formes primitives tordues par des caractéres

Soit f une forme primitive de poids k, de niveau N et de caractére v. Soit y un caractére
primitive de conducteur M. On définit un ‘twist’ de f par

Fel2) =) Af(n)x(n)n%e(nz), zeH.

n>1

Est-ce que f, est une forme primitive? Si M et N sont premiers entre eux, f, est une forme
primitive de poids k, de niveau NM? et de caractére vy?. Mais ce n'est pas vrai toujours
lorsque M n’est pas premier avec N. C’est une question intéressante. Weil [94], Atkin et
Lehner [1], et Winnie Li |2, 55] ont fait des études sur ce probléme.

Soit ¢ un nombre premier. On dit que () est g-primaire si () est une puissance de ¢. Si
f € H;(N,v) n’est pas un twist d’'une forme primitive de niveau N’ < N par un caractére
de conducteur ¢g-primaire, on dit que f est g-primitive.

évidemment, f est g-primitive pour tout ¢t N. Si ¢ | N et Af(q) # 0, f est g-primitive.
De plus, si f est ¢g-primitive de niveau N, ¢ | N et A¢(¢q) = 0, tous les twists f, de f par les
caractéres y de conducteurs ¢-primaire sont des formes primitives de niveau au moins V.

On note Sy = ( ]\04 ]\14 ) la translation de 1/M et on définit

R(M)= Y x(u)sj.

Lorsque x est un charactére de conducteur M, on a

f’Rx = f|Rx(M> = Q(X)fm

ot g(x) est la somme de Gauss de y définie par
M
9(0) =Y _ x(@)emeM.
a=1

Atkin et Li [2]| ont fait les études des twists et montré les théorémes suivants.

Théoréme 1.3.1. Soit g|N un nombre premier et Q||N un facteur g-primaire. On écrit
N =QM. Soit f € Hj(N,v) avec condvg = q%, o = 0. Soit x un caractére de conducteur
¢®, B> 1. On pose Q' = max(Q, ¢°*?, ¢**). Alors,
— Pour chaque ¢' | M, f, n'est pas de niveau Q'M/q .
— Le niveau exact de f, est Q"M a condition que (i) max(q®*?,¢*) < Q si Q' = Q, ou
(ii) cond vgx = max(q®, ¢°) si Q' > Q.

Théoréme 1.3.2. Soit ¢ | N un nombre premier et Q||N un facteur q-primaire. écrit N =
QM. Soit x un caractére de conducteur égal a une puissance de q. Soit f € H;(N,v). Alors,
il existe une forme primitive g € Hi(Q'M,vx?), ot Q' est une puissance de q, telle que

fx:g_g’Uq‘BtI'

Ici, U, et B, sont définis par (1.1.2).
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Corollaire 1.3.3. f, est une forme primitive si et seulement si condvgx® < Q" et ¢* | Q'

Le twist f, est étroitement lié¢ & la coefficient Af(q). En faisant rappel a la Proposition
1.1.4, pour Af(q) # 0, on a les théorémes suivants.

Théoréme 1.3.4. Soit f € Hi(N,v), g | N un nombre premier et Q||N est un facteur
q-primaire. On écrit N = QM. Soit x un caractére non trivial de conducteur q-primaire. Si
Q = q et vq est trivial. Alors, f, est une forme primitive de niveau Q\ M, ou

@', = max(Q, (cond vg)(cond x), (cond x)?).

Théoréme 1.3.5. Soit f € H(N,v), ¢ | N un nombre premier et Q||N est un facteur q-
primaire. écrit N = QM. Soit x un caractére de conducteur q-primaire Q)" . Si condvg = Q
et Q" < Q. Alors, f, est une forme primitive de poids k, de niveau NQ" et de caractere vx?.

Pour le cas Af(q) = 0, il est important d’étudier si f est g-primitive. Lorsque f est
une forme g-primitive avec A\r(¢) = 0, la représentation locale admissible irréductible m,(f)
correspondante & f & la place ¢ est supercuspidale. Et réciproquement, si m,(f) est super-
cuspidale, f est un twist d’une forme primitive normalisée.

Théoréme 1.3.6. Si condvg = ¢* > /Q et \f(q) =0, f nest pas q-primitive. De plus, il
existe un caracere x de conducteur Q/q* et G € H;(q¢“M,vx?) tels que f = G,,.

Corollaire 1.3.7. Si f est g-primitive et A¢(q) =0, on a condvg < Q.

Théoréme 1.3.8. Si Q n’est pas un carré et condvg < /Q, [ est g-primitive.

1.4 Fonctions L de Rankin-Selberg

On fixe deux formes primitives normalisées

de poids k;, de niveaux /N, et de caractéres v;. Dénote € = 1415, qui est un caractére modulo
N, le plus petit commun multiple de Ny et Ny, autrement dit, N = [Ny, No].

En accord avec la théorie de Rankin-Selberg, on considére les séries L convolutées asso-
ciées a f et g de Rankin-Selberg :

L(s, fi X f2) = L(25,€) Y _ Ap, (n)Ap, (n)n ™", (1.4.1)

n>1

ou L(s,¢€) est la fonction L de Dirichlet définie par

L(s,e) = Zs(n)n_s Rs > 1.

n=1
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On écrit N = MM'M"” ou M est le conducteur de ¢, g | M’ si et seulement si g | M
t (M",MM') = 1. On dénote par v;4,v; n,/q, les caractéres de module @Q;, N/Q; respec-
tivement tels que v; = v Vs n,/Q,- Alors, V14 # Vogsiq | M'; v1 g = vag siq | M. Dans
le deuxiéme cas, on dénote le caractére commun par v,. Pour ¢ | N, soit @), @', Q1, Q2 les
facteurs g-primaires de N, M’, N, N, respectivement.

De plus, on suppose que f; et fy satisfont les conditions suivantes :

A. Siq| M" tel que Q1 = Q2 et Af,(q¢) = Ap,(¢) =0, alors fi et fy sont ¢-primitives.

B. Suppose ¢ | M'. Si ]?Z-, 1 = 1,2 sont des formes primitives de niveaux ﬁz qui sont
équivalentes (voir la section 1.1.3) & f;, pour un caractére y d'un conducteur g¢-
primaire, puis [N’l, ]\72] > N.

C. Si q divise Q1, Q2 et M’ tel que Ay, (q) = Ap,(¢) = 0, puis il n’existe aucune forme
primitive normalisée ﬁ, 1 = 1,2, de niveaux N; satisfaisant les conditions suivantes
en méme temps :

L. [N17N2] =N;
2. fi= ﬁx pour un caractére y d'un conducteur g-primaire.

3. ¢ ne divise pas un de Ny, Ns; ou ¢ divise a la fois Ny et N, et au moins un de
g-iéme Fourier coefficients de f; est non nul.

Le théoréeme suivant explique la raison pour les suppositions mentionnées au-dessus.

Théoréme 1.4.1. Soit f!, i = 1,2 deuz formes primitives normalisées. Il existe deuz formes
primitives normalisées f;, i = 1,2 satisfaisant les conditions A-C, et un caractére x tels que

L(s, f1 X f3) = L(s, fix X fax)-

Remarque 4. a. Soit S le conducteur du caractére y au-dessus. En écrivant sous la
forme d’une produit eulérien

L(s, fi X f2) HL i x o),

on a

L(s, f{ % f3) = L(s, fix X fox) = L(s, fi X fo) [ [ La(s, fr % fo) ™"

qlS

Ainsi, I’équation fonctionnelle de L(s, f] x f}) peut étre déduite facilement par celle

de L(S, f1 X f2)
b. Voir [55] pour l'explication représentation-théorétique des supposition A-C et du
Théoréme 1.4.1.

1.4.1 Prolongement des fonctions L de Rankin-Selberg

On pose k = (k1 + ko)/2 et k' = (k1 — ko)/2. Soit z = = + iy. Et pour deux formes
modulaires f, g de poids kq, ko, on définit

5(f.9) = f(2)g(2)y**dzdy.
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Ainsi, si a est une matrice 2 x 2 avec déterminant positif, on a

Comme d’habitude, soit

Iy (N) = { (i b) € SL(2,7)

On dénote par D;(N) le domaine fondamental pour I'; (V) dans la bande |z| < 1/2.
Comme [68] et [76], on écrit

azdzlmodN,czOmodN}.

(4m) DD (s + k — 1) ZAfl n) g, (n) :/| / Yo 3(f1, fa). (1.4.2)
z|<1/2

n=1

En posant, pour un entier d premier a N,

h(z,s,d) = hi(z,5,d) = 0" Z y*(mNz + n)_(s_k/)(mN2+ n)_(s%l)7

(mN,n)=1
n=dmod N

{1/2 siN=1,2,
0= .

1 sinon,

ou

on peut écrire le membre de droite de (1.4.2) sous la forme
1
o) = o [ S Y cdbesd. (143)
Lgm ©(N) Jp, ) dn%;N
De plus, on peut écrire

0 'N°L(2s,6) > e(d)h(z,s,d)

dmod N

= > V) Nz +n) T Nz 4 )
(m,n)#(0,0)

— Z ﬂ(d)s’(d) Z 5’(n)(Ny) (mNz+ nd) (mNz + nd) (s+k")

djm" (m,n)#(0,0)

=Y u(d)e'(d)dE(Nz/d,s,),

dlM/l

(1.4.4)

ou p est la fonction Mobius, € est le caractére primitif induisant e, et

E(Z’ 8, 6/) = Ek’(Z> S, 6,) = Z 8,(n)y5(mz + n)_(s_k,)(mg + n)—(S-Hc’)
(m,n)#£(0,0)
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est la série d’Eisenstein analytique réelle. En combinant (1.4.2)-(1.4.4), on obtient
®p, p(5) = (N/m)*(dm)"CHD0(s — K)D(s + k = 1)L(s, fi X f2)
_ —1__—s / / —S /
= 0p(N) T = ) Y @) [ S BV )
d‘M” Dl(N)
Gréce aux travaux de Petersson [69], Rankin [76] et Selberg [83], on a la continuation
analytique de la Série d’Eisenstein ci-dessous.
Proposition 1.4.2. On pose
E(z,s,¢) = Z ' (m)y®(mz +n) ") (mz + n) =+,
(m,n)#(0,0)
Ainsi définies, les séries d’Eisenstein convergent absolument pour Rs > 1, ont des prolon-
gement analytiques sur C excepté pour k' =0 et € le caractére trivial. Dans le dernier cas,
E(z,s,e') = E(z,s,€') est méromorphe avec un unique pdle simple de résidu m en s = 1. En
outre, pour tout d|M", E(Nz/d,s,c") vérifie l’équation fonctionnelle
M*n—T(s — K)E(Nz/d, s,e') = g(")7*'T(1 — s — K)E(M'M"z/d,1 — s,"),
ot la somme de Gauss g(e') =1 lorsque M = 1.

Ainsi, la continuation de L(s, f; X f) en découle immédiatement.

Théoréme 1.4.3 (Rankin). La Série L convolutée

L(s, fi x fo) = 2352)‘1‘1 n)Ap,(n)

est
— entiere si f1 # f.

— méromorphe avec un pole stmple en s = 1 avec résidu
Qle724kﬂ.k+1
I'(k)
si fi = fo (ainsi k = k1 = ko), ot (f1, fo) = fDl d(f1, f2) est le produit scalaire de
Petersson de fy et fo et D1(N) le domaine fondamental pour I'1(N).

(f1, f2)

1.4.2 L’équation Fonctionnelle

Définition 1.4.4. On dit que f; est n(q)-proche de fo en g si 1) Q1 = Qa, et 2) n(q) est le
plus grand nombre entier m tel que

/\q(fl,x)/\q(flx>_1 = )‘q(fl)/\q(f2>_1 (1-4~5)

pour tous caractéres x de conducteurs divisant ¢, ott Ay(fi.y), A¢(f;) sont définis par (1.1.4).

(On dénote Ag(fi) (rep. Aq(fix)) par Aq(fi) (rep. Aq(fix)))-
Si la formule (1.4.5) se vérifie pour tous caractéres x des conducteurs g-primaires, on dit

que f; est co-proche de f5 en gq.
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Pour un entier m > 0, on pose

Sym. fu, fo) = — ZA (fro) e (fo); (1.4.6)

ou x parcourt tous les caractéres de conducteurs g™ tels que les niveaux N;, des f;, ont les
facteurs ¢-primaires égaux.

Pour chaque nombre premier ¢ divisant Ny et Ny tel que Q1 = Q2 et f; (i = 1,2)
sont g¢-primitives avec Af,(q) = 0, on suppose que f; est n(g)-proche a f,. On suppose
que f; = fiw, OU fin (2) = D ons1 Ai(n)e(nz) sont formes primitives normalisées de niveaux
N; qui sont g-primitives pour tout nombre premier ¢, et w; sont des caractéres. On écrit
N/M = M'M" = qu”(q) tel que Q =¢" @ siq| M et Q =q"Dsiq| M.

Pour un nombre premier ¢ | M”, on définit

min(n(q), [7(9)/2]) si Q1 = @s et Ap(q) = M) =0,

0 autrement.

m(q) =

On définit aussi
O4(s) = 04(s, f1, J2)
(1—2 (@A (DAp(9)g" ™ si Q1 = Qs = q et vy, trivial,
1= (@A (DA (@) si Q1 = Qy = cond vy,
(9)
(9)

-2 . , (1.4.7)
B si m(g) = [r(g)/2] et r(g) pair,

1—¢(q)"*q si m(q) = [r(q)/2] > 0 et r(¢q) impair,

(1 autrement,

ou £ est le caractére primitif modulo M se déduisant € = 11 et € (p)'/? est la racine carrée

de £'(p) telle que \,(f1) = €(q)"D/2)\,(f2) pour le cas 7(q) impair et m(q) = [r(q)/2] > 0.
On pose

P={q|M:Q1=Q et A (@)Ar,(q) # 0}
et pour g € P
Ag(fis f2) = An (@A (@A (f)A(fo)-

On introduit aussi la constante A,(fi, f2) et le nombre entier Q pour chaque nombre
premier g | M’ et ¢ ¢ P selon les cas variés suivants :
I) Q@ =Q1=Q: et f; sont g-primitives avec Ay, (¢) = 0. On définit

((r(@)+1)/2
Z Sq(m, f1, fa) sin(q) = [r(q)/2],
Aq(flan) = m=0
Sq(r(q) —n(q), f1, f2) sinon, (1.4.8)
FTOD) i r(q) — n(g) > Lord,Qs
Q —

Q sinon,
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ot Sy(m, f1, f2) est définie par (1.4.6).
IT) ¢ divise Ny et N, tel que \;(¢) = 0 et I) se ne vérifie pas. Alors Q' > +/Q. On pose

Aq(fla f2) = Sq(T(Q)a f1, f2),

1.4.9
Q — (Q,)Q- ( )
Remarque 5. a. Sous les suppositions A-C au début de la section, on explique les cas
ou Af,(q) =0,7=1,2de la facon I et IL.
b. SiQ=0Q; et Q =@y 0na
Ag(f1, f2) = vag (=D n/@(Q)E n/0(Q)9(E) Ay (f1) Mg fr00,) R/ Q
(cf. |56, Théoréme C et D|).
II) Q = Q1> Q2> ¢, A, (q) =0 et Ap,(q) #0; ou Q2 = 1. On pose
Ag(f1s f2) =v1,0(=D)11v/0(Q) 5/ (@) () A (F1) Ag(f1.5,)(Q/Q) X
A (Q2/QN)(Q2/Q')” 2 6 Q< Qo
sinon, (1.4.10)
(Q)? siQ > \/_,
Q=
Q sinon.
IV)Q=Q2> Q1 >¢q, A\r,(¢) =0et A, (¢) #0; ou @ = 1. On pose
Aq(frs f2) =v2g(=1)P2,n/0(Q) /(@) 9(0) Ag (f2) Aq (fo.1,, ) (Q/ Q) X
X A (@1/QN)(Q1/Q) V2 siQ < @,
1 sinon, (1.4.11)
Q _ { (Q/)2 Si Q, > \/@7
Q sinon.

Finalement, pour ¢ | M,qt M’, on pose

Ag(f1, f2) = A (Q/Q2)An(Q/Q1(Q/Q2)2(Q/Qu) ™A (f1) Ay (fo)- (1.4.12)

Théoréme 1.4.5 (Wen-Ch’ing Winnie Li). Soit fi, fo des formes primitives normalisées
satisfaisant les suppositions A-C au début de la section et 8,(s) est définie par (1.4.7). En
supposant ki < kg, on pose

() = 0 (= B3 (s PR ) T o0 2 ik 2

a|M”

ot L(s, fi X fo) est définie par (1.4.1). Alors, L(s, f1 X fa) se prolonge sur le plan compleze
qui est entiere si fi # fo ou entiére a ’exception des poles simples en s =0 et s =1 lorsque
fi = fa. De plus, L(s, f1 X fa) satisfait [’équation fonctionnelle

Uy p(8) = A(s)¥y 7 (1 —s),
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ou
Als) = [T E@a ) @@ [T () Ag(f1, )R (Q)els0(Q/Q)
qlM"” €l
X HQ Ag(fr1, 12)(Q/Q )1 Q- €N/Q<QQ/Q/)
gl M’
q¢ P
X H g(e flva)Ql "Q1°Q5 1 N/Q(QQl)VzN/Q(QQz)
q‘?'MMf
= e(f1 x fo)Cond(fy, f2)"/*~,
avec

Cond(fy, fo) = [[ 2O @ [T *@) " [] Q@/@)* ] @@:Q-
q|M” qep Z\é\/fp’ ;IAJ\;

et [e(fi x f2)| = 1.
Nous allons énumérer quelque exemples suivants, qui sont les cas dont nous avons besoins.

Example 1. Soit f; = f3 ¢-primitive pour tout ¢q. Alors, Ny = Ny = N = M" = H q"D, et
pour q | N

1—q 2 siA(q) =0 et r(q) est pair,
0y(s) = . .
1—q° sinon.

De plus,
5) = [ g2l @0/,

qlN

Example 2. Soit 14 et vy deux caractéres triviaux. N = l.c.m(Ny, Ny). Alors,

A(s) = gy,

qlN

et
Cond(f1, fo) = Hq

qlN

De plus, si nous supposons en méme temps que les N; sont les nombres entiers sans facteurs
carrés. Puis, m(q) = 0 et Cond(f1, f2) = N2 Il est facile de voir que 6,(s) = 1 — c,q* avec

Cq = /\f1(q))‘f1 (Q)q = =£1,

qui est en accord avec |68, Théoréme 6].
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1.4.3 Fonction L de Rankin-Selberg de sym™ f et sym™yg

Pour m € N et f,g € H;(N), la fonction L de Rankin-Selberg de sym™ f et sym™g est
définie par

L(s,sym™f x sym™g) .= [[ [ (1= as(p)" " B;(p) ag(p)™ 7 By(pYp) 7",

p 0<i,j<m

avec la série Dirichlet (on peut écrire)

Z Asym™ f xsymm g (n)n*,

n=1

pour Rs = o assez grand. Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec un pole
éventuel en s = 0,1 si et seulement si f = g. De plus, on a

Asym fxsymmg (D) = Asymm £ (P) Asymmg (D),

pour p{ N. Le conducteur de la fonction L de Rankin-Selberg de sym™ f et sym™g noté par
Cond(sym™f x sym™g) satisfait (voir [5])

Cond(sym™f x sym™g) < (Cond(sym™ f)Cond(sym™g))™ = NZm(m+D)
Selon [52], le facteur a la place infinie est
Loo(s,sym™f x sym™yg)
= Tg(s)% ()20 T T (s + v(k — 1))+,
v=1
ol Oajp, := 1 — o, et T'r(s), I'c(s) sont définis par (1.2.6). La fonction L complétée
A(s,sym™f x sym™g)
= Cond(sym™f x sym™g)*?Loo(s,sym™ f x sym™g)L(s, sym™f x sym™g)
satisfait 1’équation fonctionnelle
A(s,sym™ f x sym™g) = egpmm pxsymmgA(1 — s, sym™ f x sym™g)

avec
€Symmf><symmg = 41.
Une fonction L spéciale de Rankin-Selberg est définie par
L(s,sym™f x sym™g) := Z Asymm £ (1) Agymmg (n)N" . (1.4.13)

n>1

On a les bornes de convexité pour les fonctions L de Rankin-Selberg.
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Lemme 1.4.6. Soit 1 < m < 4, 2 | k, N sans facteurs carrés et f,g € H;(N). Pour
0<o<Llete>0,0na

L(S,Symmf w Symmg) < Nm(m+1)(1—a)+6(1 + |7_|)(m+1)(1—0)/2(k + |T|)m(m+1)(1—a)/2+s
(1.4.14)

L(s,symmf % Symmg) < Nm(m+1)(1—a)+8(1 + |7_|)(m+1)(1—0)/2(k + |T|)m(m+1)(1—a)/2+5
(1.4.15)

ou les constantes impliquées ne dépendent que de €.



Chapitre 2

Moments des valeurs centrales sur les
petits intervalles

2.1 énoncé du probléme et du résultat

L’étude des valeurs centrales des fonctions L est un des problémes les plus importants
en théorie des nombres. L’hypothése de Lindel6f est un exemple typique. Dans beaucoup
d’applications arithmétiques, on ne demande que leurs valeurs en moyennes. Un exemple le
plus simple est le 2r-iéme moment de la fonction ¢ de Riemann :

M.(T;¢) = /T |C(% +i7) > dr (2.1.1)

pour r >0et T > 1.

Hardy et Littlewood [25] ont établi un premier résultat avec la transformation de Mellin et
puis, cinq ans plus tard, ont donné une preuve alternative basée sur ’équation fonctionnelle
approchée dans [26]. Leur résultat énonce que

M(T5¢) ~TlogT.

La formule de 1’équation fonctionnelle approchée est utile et a une domination pendant
soixante ans. Littlewood [57] a établi une formule asymptotique plus précise de M (7T () :

M(T;¢) =TlogT — (1 +log2m — 2v)T' + E(T),

avec E(T) <. T%**¢ pour tout £ > 0. Ce résultat a été amélioré a E(T) < TY?logT et a
E(T) < T%*?1og? T par Ingham [34] et Titchmarsh [89], respectivement. L’étude du terme
d’erreur E(T) suscite un grand intérét (voir |3, 29, 35, 92]).

Ingham [34] a étudié la quatriéme moment et a démontré

My(T;¢) = #T(log T)'+O(T(ogT)?),

a I'aide de I’équation fonctionnelle approchée de ((s)? die a Hardy-Littlewood [27]. Heath-
Brown [31] a introduit une équation fonctionnelle approchée nouvelle et a démontré qu'’il

33
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existe des constantes ai, as, az, ay = (27%)~! telles que pour tout € > 0, on a

4
My(T;0) =T ajlog’ T+ O (T7/5).

=0
L’article de Heat-Brown [30] déduit I'estimation pour le douziéme moment
M (T5 ) < T2(log 7)™, (2.12)

d’une estimation du moment carré pour |((3 + it)| sur un petit intervalle en combinant la
méthode de van der Corput avec l'inégalité de Haldsz-Montgomery. Ramachandra [75] a
prouvé

M,(T;¢) < T(log T)" (2.1.3)

inconditionnellement pour r = 5 et sous I'HR pour 0 < r < 2. Heath-Brown [32] a montré
que la majoration (2.1.3) reste vrai pour r = 1/n avec entier n > 1. Le domaine de validité
de Ramachandra a été étendu a 0 < r < 2,181 par Radziwitl |72].

Dans 'autre direction, Titchmarsh (voir [91, Theorem 7.19|) a montré que pour tout
entier r > 0 on a

/00 IC(E +ir)|*e ™ Tdr > T(log Ty
0
uniformément pour 7' > 1. Ramachandra |74] a renforcé ce résultat pour
M,(T;¢) >, T(log T, (2.1.4)
lorsque 2r est un nombre entier positif. Ramachandra [73| a montré aussi que

M(T;¢) > T(log T)" (logy T) ™"

pour tous les réels r > % avec une constante #, dépendant de r au plus, et de plus, sous
I'hypothése de Riemann, 6, = 0 pour tout réel » > 0. Heath-Brown [32] a montré la minora-
tion(2.1.4) pour tout nombre rationnel r > 0.

Dans [85], Soundararajan a montré que pour tout r > 0 et ¢ > 0 'HR implique
M(T;¢) <pe T(logT)" 5, T > 2.

Récemment Harper [28] a réussi a enlever ¢ en raffinant la méthode de Soundararajan : sous
I’'HR, on a
M,(T;¢) <, T(logT)". (2.1.5)

On conjecture qu’il existe une constante positive C). telle que
M(T;¢) ~ C,T(logT)”, T — oo (2.1.6)

Une valeur précise de C,. est conjecturée par Keating et Snaith [45] basée sur la considération
des matrices aléatoires. Ensuite, Goldfeld et Hoffstein [10] ont proposé la méme conjecture
selon une autre approche basée sur la série multiple de Dirichlet. Récemment Conrey et al.
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[9] fournissent une conjecture plus précise en identifiant les termes de 'ordre inférieur par
une expansion asymptotique pour M, (T’; ().
Pour le moment sur les petits intervalles, la méthode de Heath-Brown [31] implique

T+H
[ g mpar < e
T

pour H = T7/%, Twaniec [36] a amélioré ce résultat & H = T?/3. La méthode de Iwaniec est
la premiére application de la formule de trace Kuznetsov dans ce probléme et a été suivie
par de nombreux travaux de Zavorotnyi, Motohashi, Ivi¢, Jutila et d’autres dans l’étude
du quatriéme moment. Jutila [42] a aussi montré le résultat de Iwaniec avec une méthode
alternative.

Il est naturel de considérer ’analogue de M,.(T'; ¢) pour les fonctions L automorphes. Par
souci de simplicité, pour chaque entier pair £ > 2, on dénote par H; ’ensemble des formes
primitives de poids k pour le groupe modulaire SLy(7Z).

Toute forme primitive f € H} a un développement de Fourier en oo :

flz) = Z A j(n)nk=1)/2g2minz (Im z > 0),

n=1

oll Ag(n) est le n-ieme coefficient de Fourier normalisé de f avec Af(1) = 1. La fonction L
automorphe associée a f est définie par

L(s, f) =Y M(mn™ (0 >1).

n>1
On écrit implicitement s = o + it. La fonction L(s, f) vérifie I’équation fonctionnelle :
@2m) T (s + 3(k — 1)) L(s, f) =¥ 2m) T (1 — s+ L(k — 1)) L(1 — s, f). (2.1.7)

Comme (2.1.1), pour f € H} et r > 0, on définit

2T
M (T f) = /T L(L + ir, f)Prdr. (2.1.8)

Le cas ou 7 = 1 a été étudié premiérement par Good [18|. En adaptant la méthode de
Titchmarsh [88], il a montré la formule asymptotique

My(T; f) ~2kAgT logT lorsque T — oo

ol Ay est une constante absolue. De plus, griace a ’équation fonctionnelle approchée qu’il a
établi et en utilisant la théorie spectrale, il a précisé dans [19] la formule sous la forme

M (T f) = 2kAgT log T + AT + E(T, f)

oil A; est une constante absolue et E(T, f) < T%61og"% T'. Et puis dans [20], il a développé
sa méthode plus loin, et amélioré le terme d’erreur en

E(T, f) < (Tlog T)*3. (2.1.9)
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D’ou il en déduit la borne de sous-convexité en 'aspect de 7 :
L (3 +ir,f) = O(|r["*(log|7])*/°).

Le terme d’erreur (2.1.9) implique le moment carré sur les petits intervalles

T+H
/ IL(X +ir, f)]Pdr <. H'F®
T

pour H = T?/3 (voir aussi les travaux de Jutila [40] et [41]).
Comme un analogue de l'estimation (2.1.2), la majoration pour le sixiéme moment

T
/ [L(5 +ir, )| dr <50 T (2.1.10)
0

a été établi par Jutila [40] (une preuve alternative est donnée dans [43]).
Avec la méthode de Heath-Brown [32], Sun et Li [86] ont considéré les moments de
puissance fractionnaire et prouvé que

M,(T; f) > T(log T)",

pour tout r = § < % avec entiers positifs p et ¢, et de plus

M,(T; f) < T(log T)""

pour un entier positif pair ¢ sous I'hypothése de Riemann généralisée (HRG) pour L(s, f).
Pour plus informations sur les moments des fonctions L, on peut consulter le rapport [62].

En considérant les moments décalés associés, Conrey et al. (voir |9, Conjecture 2.5.4])
ont fournit la conjecture sur M, (T f), d’ou on peut déduire la conjecture suivante sans
considération des coefficients exacts.

Conjecture 1. Soient f € Hj etr > 0. On a
7.2
M(T5 f) =g T(logT)"™,
ot la constante impliquée dépend de f et r.

Ici, on considére un probléme plus général, i.c., les moment positifs de L(3 + i, f) sur
les petits intervalles :

T+H

M(T, H; f) :== /T |L(L +ir, f)["dr. (2.1.11)

Par conséquent, M,.(T; f) = M,.(T, T f).
Pour ce probléme, on démontre le théoréme suivant.
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Théoréme 2.1.1. Soient f € H;, r > 0 et ¢ un nombre positif arbitrairement petit. Suppo-
sant ’HRG pour L(s, f), on a

H(logT)” < M.(T, H; f) < H(logT)" (2.1.12)

uniformément pour T > Ty(f,r,e) et T < H < T, ot la constante To(f,r,€) et les constantes
impliquées dépendent de f, r et c.

Plus précisément, la borne inférieure ci-dessus reste valide pour tout nombre rationnel
r > 0 sans conditions.

Le cas particulier de Théoréme 2.1.1 montre que ’analogue de la borne supérieure de
Harper (28] et la borne inférieure de Heath-Brown [32] sur M,.(T; () continue de se vérifier
pour M,.(T'; f).

Notre approche est une adaptation de [85, 28| pour la borne supérieure et de [32] pour la
borne inférieure. Dans [85], Soundararajan a partie de travail de Selberg sur la distribution
de log ¢ (% +i7). Il a enlevé les effets des zéros proches de % +i7 en trouvant une inégalité et
obtenu une borne supérieure pour log {(3 + ir) (voir [85, Proposition|). En choisissant une
longueur appropriée pour le polynéme de Dirichlet, il a étudié la fréquence avec laquelle les
grandes valeurs de log [¢ (% + i7)| peuvent se produire et puis déduit une estimation pour le
moment de la fonction zéta.

Dans [28], Harper a amélioré la méthode de Soundararajan. Il divise le polynéome de
Dirichlet en petits intervalles, choisit une longueur plus longue pour le polynéme et découpe
I'intégrale en morceaux selon les grandes valeurs de ces polyndémes sur petits intervalles.
Avec ce délicat découpage, nous pouvons profiter davantage des informations sur les grandes
valeurs. En outre, il n’évalue pas la fréquence des grandes valeurs, mais étudie a travers des
objets de type moment. Enfin, en établisant un lemme concernant le produit des cos(7 log p)
sur des nombres premiers, il a sauvé le facteur (log T')°.

Nous réussissons a étendre la méthode de Soundararajan et Harper pour les moments
des fonctions L automorphes dans les petits intervalles. La différence est que : si nous sui-
vons leurs méthodes, nous devons supposer I'HR pour ((s) et 'HRG pour L(s,sym?f) en
méme temps. Différent de Harper, notre argument ne tronque pas la deuxiéme sommation
dans (2.2.6) par log T', mais la considére avec la premiére sommation directement. La contri-
bution de cette partie est également négligeable avec notre méthode. Ceux-ci nous permet
d’éviter HR pour ((s) et 'HRG pour L(s,sym?f) et des simplifications pour la méthode de
Soundararajan-Harper.

De plus, dans la derniére partie, nous utilisons la méthode de Heath-Brown et appliquons
la fonction L de Rankin-Selberg pour prouver la borne inférieure exacte.

Le moment pour les fonctions L automorphes d’ordre plus haut a été étudié par Fomenko
[15] et Pi [70]. Dans [15], Fomenko fait les études sur le moment de la fonction L automorphe
de carré symétrique

2T

M, (T;sym?f) := / |L(3 + ir,sym® f)[*dr.
T

Basé sur la méthode de Heath-Bown [32], il montre que pour tout r > 0 rationnel (pour tout
r > 0 réel sous 'HRG pour L(} + ir, sym?f))

M,(T;sym?f) > T(log T)"".
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Il montre aussi que, pour tout 0 < r < %, la majoration
M, (T;sym?f) < T(logT)"”

se vérifie sous PHRG pour L(s,sym?f).

Ye [96] a fait I'étude du quatriéme moment de L(% + it, g) sur un petit intervalle pour
les formes automorphes holomorphes également formes de maass g pour I'o(N). Soit x un
caractére mod Q avec N | Q. Il montre que

T+H
/ |L(3 +im, g @ x)[*dT <. g (TH)'
T

pour H = T103/135+ et tout ¢ > 0. Puis, dans [51] Lau, Liu et Ye ont amélioré le résultat en
obtenant H = T'/3+¢.

Soit 7 une représentation irréductible cuspidale automorphe sur GL,,(Ag), m > 2 et
L(s, ) la fonction L attachée. Pi [70] considére le moment

o7
M (T;7) = / |L( +ir,m)["dr,
T

et montre que sous la conjecture de Ramanujan généralisée (CRG)
M,.(T; ) > T(log T)"

pour tout 7 € Q (r € R sous 'HRG pour L(s,7)). Dans une autre direction, il montre sous
CRG et 'HRG

M,(T;7) < T(logT)"™,

pour tout 0 < r < 2/m — € et tout £ > 0.

Notre méthode est applicable pour les fonctions L automorphes d’ordre supérieur en
supposant GRC de plus (GRC pour les fonctions L automorphes de puissance symétrique
définies par (1.2.4) se vérifie). La conjecture de orthogonalité de Selberg (voir [84], [60]) est
essentielle pour la démonstration.

2.2 Lemmes auxiliaires

Soit f € H;. L(s, f) admet un produit eulérien :

L(s, /) = [[(0 = as@p~) (1= Bep)p~*) " (0>1),

p

ot as(p) et Bf(p) sont définis dans la Proposition 1.1.5. Soient 7 > 0. Pour L(s, f) # 0, on
définit L(s, f)" par
L(s, )" = exp(rlog L(s, [)),

ou log L(s, f) = log |L(s, f)| + arg L(s, f) avec —m < arg L(s, f) < 7.
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Comme indiqué déja, 'objectif principal de cette section est de prouver la Proposition
2.2.1 ci-dessous. On commence par citer quelques propriétés sur la dérivée logarithmique de
L(s, f) qui seront nécessaires a la preuve de la Proposition 2.2.1. Nous définissons d’abord
bg(n) par la formule :

Loy = M,

ns
n=1

ot A(n) est la fonction de von Mongodt et bs(n) est supportée sur les puissances des nombres
premiers tel que

by (p”) = ay(p)” + Br(p)” (2.2.1)

pour tout nombre premier p et tout entier v > 1. En particulier, bs(p) = A¢(p).

e Compte tenu de I’équation fonctionnelle (2.1.7), la dérivée logarithmique %(s, f) ades
‘singularités triviales’ en points s = —n — —(k —1) pourn=0,1,2,....

e En faisant appel au Théoréme 1.2.3, pour tout s dans la bande verticale —% <o <2

on a
I

L
f( f) < log(|7| +3) + | Z<1—p
s—p

ou p désigne les zéros non-triviaux de L(s, f). En écrivant s = o + iv, le nombre des zéros
p avec |v — Imp| < 1 est < log(|Jv] + 3). D’ot, en faisant varier v de fagon bornée, nous
pouvons assurer que

lv — Im p| > log™'(|v] + 3). (2.2.2)
Avec de tels v, on a pour —% <o<?2

/

(o +iv, f) < log(ju] +3) + > log(|v] +3)
[v—Im p|<1 (223)

< log(|v] + 3).

e Grace a l'équation fonctionnelle (2.1.7) et la formule de Stirling |90, 4.42| on a pour

o< -1
—E(s,f):z(l—s—l—u) +E<S+E) + Of(1)

T 2 (2.2.4)

< log(|s] + 3).

Le résultat principal de cette section est la proposition suivante, qui est le point de départ
de la preuve de la borne supérieure dans le Théoréme 2.1.1.

Proposition 2.2.1. Soit f € H; et wy = 0.4912... est unique nombre réel positif satisfaisant
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I’équation e~ = gy + %w%. En supposant ’HRG pour L(s, f), on a

n)log(z/n) logT

log |L(5 + i, /)l Z 1/2+w'/10g$+”(10gn) log = @+ log @ +0 log = (225)

n<x

p)log(z/p) 1 by (p*) log(z/p*)

log |L( + 17_ f Z 1/2+w/10gz+17’ 10g$ + 5% Z p1+2w/log:p+127- 1ng (226)

P<x P<VT

log T
1 O(1
+ (w + )logx +O(1)

pour T'>2, T <7<L2T,2< 2 <T? et w > wy, ol les constantes impliquées dépendent de

f.

Démonstration. On pose ¢ := max(1,2 — o). Sous 'HRG, on désigne par p = % +i7 les zéros
non-triviaux de L(s, f). Par la formule de Perron, on peut écrire

1 c+iv

Z—A(n)bsf(n) log (%) == [[//(erw f) dw +O<—$01Og2x)7

: 2
o~ n 271 J o v

ol s = o +ir avec o > % et T < 7 < 2T et v > 3 est un paramétre tendant vers l'infini,
mais satisfaisant (2.2.2).

On déplace le segment de l'intégrale sur le chemin € consistant en les lignes droites
joignant les points ¢ — iv, —v — v, —v +iv et ¢ + iv.

—1)

N | H

B

En rencontrant un poéle d’ordre 2 en w = 0, des poles simples triviaux en w = n + (k —
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)/2+ s et des poles simples non-triviaux en w = p— s, grace au théoréme résidus, on déduit

/ /

3 g (2) -~ s s - (o)

n<x
I—n—(k—l)/2—s P
> - 5= X L (227)
n+(k—1)/2+o<v <n + <k 1)/2 + S) |[y—7|<v <p S)

z¢log? :v)
. .

! L/(s—i—w f)—dw+0<

2mi Jo L

On applique (2.2.4) et (2.2.3) pour estimer les intégrales sur les segments horizontaux de —v

a —% et de —% a ¢, respectivement. La contribution de cette partie est

log(s| +v) | ¢ log*(T +v)
v3y/rlogx v?

Celle des intégrales des segments verticaux est

< 7" log(|s| + v).

En insérant les estimations dans (2.2.7), lorsque v — o0, on a

A(n)bg(n)log(z/n) 1 [ '
Z nsf log © + log (f(s’f))

n<x
P8 1 x—n—(k—l)/Z—s

1
* log:c; (p—s)? +loga:; (n+(k—1)/2+s)?

_Z<S> f) =

En prenant les parties réelles des deux cotés et en intégrant par rapport a o sur oy > =

a 00, on obtient
B A(n)bs(n) log(z/n) 1
(2.2.8)

S [ e o

ou sy = 0p + it et la constante impliquée est absolue.
Pour s = o + it avec o > % et T'< 7 < 2T, on définit

log x

Selon (1.2.3), on a
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ou )
_ R(=
>
Ainsi pour s = o + i avec 0 > 3 Let T<7<2T,0na
L/
—%f(s, f)=logT — F(s) + Ok(1), (2.2.9)

ol on a évalué

r

par la formule de Stirling. Puisque

Z/O:O(p

p

I —1
= (3 + kT) =logT + O(1)

1/2 o

<3 o
1/2 o0 1/2—0’0F(80)
Z lp— so?logz (09— 3)logz’

et des égalités (2.2.8) et (2.2.9), on déduit que

n) log(z/n)
log | L( <R
og |L(so, f Z nso logn log =
s 2.2.10
N logT — F(sg) + O(1) N 22700 F(50) ( )
log © (o0 — 3)(logz)?’

En intégrant (2.2.9) par rapport & o de 5 & og (> 1), on obtient
oo
log |L(L + ir, )] — log |L(s0, /)| = {log T + O(1)} (05 — 1) — / F(o +ir)do.
1/2
D’apres 'inégalité
log(1 +12%) > 2?/(1 +2?),
on peux minorer l'intégral de F' par

i 1 (00 — 1/2)? 1
[, Floinds Zk’g (= 1”) 5 oy yar (r P 2l )

1/2 p—

Alors, il s’ensuit que
log|L(3 + i, f)| —log |L(s0, )| < {log T — 3F(s0) + O(1)}ao — 3)-

En combinant la majoration (2.2.10), on peut écrire

n) log(z/n) 1 log T
log |L —2)1 1
og|L(5 +ir. /) Z nsologn log x + (o0 = ) log + )logx

nx

+ F(s9)(00 — —) Ylogz)~ 2G((00 — %) logx) + O((logx)_1 + 09 — %)
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ot G(w) := ¢ —w — 3w?. On pose gg = 1
G(w) est décroissante et G(wy) = 0. Lorsque F(sg) > 0, on a F(s9)G(w) < 0 pour w > w
et donc ce terme peut étre omis. Puis (2.2.5) en découle.

L’inégalité (2.2.6) est une conséquence simple de (2.2.5) parce que la contribution de p”

avec v > 3 a la somme sur le coté droit de (2.2.5) est

bs(p”) log(x/p") 1
Z pz//2+1/i7-+l/wo/log Ty log T < Z W <L

pr<z,v=3 pY<z,v=3

Cela achéve la démonstration. O

Enfin, on cite quelques théorémes de valeur moyenne et un lemme élémentaire, qui seront
utiles plus tard. Le premier est une légére variante de [85, Lemma 3|. La preuve est analogue.

Lemme 2.2.2. Soit € un nombre positif arbitrairement petit. Pour tous nombres complexes

a(p), on a
e 3 a(p) | 3 la(@)*\"

p<x p<zx
uniformément pourr € N, T > 2, T* < H< T et2 <z < (H/log H)l/r, ou la constante
impliquée dépendent de €.

Démonstration. On écrit

(T2) - s

p<T n<z”

ol a,, = 0 sauf que n est un produit de r nombres premiers inférieurs & = (pas nécessairement
. . P o l ;
distincts). Dans ce cas, si on écrit n = [[,_, pi",

az(n) = (Oq, T 7()@) ﬁa(m)ai

Alors, en séparant les termes diagonaux m = n et les termes non-diagonaux m # n, on a

/TT+H pg & — Z Uz (%W /TT-l-H(%)it "

a(p) |

pl/2+it

m,n<x”

|a7’:c | |ar.(m arm(n)|
> O\ 2 ~aTlogimo)] |

m,n<x” mn<z”
m;én

Puisqu’on a 2" < H/log H et

2|an$(m)anx(n)| < |a7_,$(m)|2 i |ar,x(n)|2

vmn = m n ’
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les termes non-diagonales donne une contribution

|arm(n)|2 |amr(n)|2 |a7”:v(n)|2
< — ——— < 2" log(a") — < H —
g n mngzr |log(m/n)] g n r;ﬂ n

m#n
Le lemme se découle de la majoration

Sy ety () e

n<e” s’ p1<--<pr o, =1 P1 T
al+-tap=r

DD ( M )|a<p1)|221"'|62£p7,)|2ar

pr1<-<p a1 P r
a1+-tog=r

(Z “)

Le second lemme est [64, Corollary 3].

Lemme 2.2.3. Pour toute suite de nombres complexes {an yn>1 vérifiant Y-, - nla,|* < oo,

/)Zan -ir dT—Z|an|2{T+O(n)}

n>1 n>=1

uniformément pour T = 2, ou la constante impliquée est absolue.
Le lemme suivant est un corollaire de [16, Theorem 2].

Lemme 2.2.4. Soit F(s) une fonction régulicre dans la bande verticale o < o < [ et
continue pour o < o < . On suppose F(s) — 0 lorsque |T| — oo uniformément pour
a <o < B Alors, pour a < v < B et tout q>0 on a

(B=7)/(B (v—a)/(B—c)
/ Py + ir)|tdr < </ |F(a+ir)|qd7> (/ I 5+1T)\Qd7) .
R R

Le lemme suivant est une généralisation simple de |28, Proposition 2].

Lemme 2.2.5. Soit M =p{*---pkr et N =q{" - ¢, ol pj, g, sont des nombres premiers
distincts, pj, v, sont des entiers positifs et r,t sont des entiers non négatifs. On a

T+H
/ H (cos(271 logp;))H H (cos(Tlogq,))dr = HO(MN) + O(M?*N), (2.2.11)
T 1<5<r 1<u<t
uniformément pour 2 < H < T, ou
1 i 1 v,
O(MN) := — J — v,
o= 1 g (%) T 5 (,00)
1<g<r 1<ut

Ici par convention, (V’;Q) ((u/z)v)2 st v est pair et ( /2) =0 st v est imparr.
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Remarque 6.
1. En prenant M =1 et H = T, on obtient la Proposition 2 de Harper [28|.

2. L’idée principal est d’exprimer la fonction cosinus par la fonction exponentielle des
nombres complexes (voir (2.2.12)) et de développer la puissance. Le premier terme
provient du terme diagonal.

Démonstration. On peut écrire

v o (eia’r B e_iaT)V - 1 v I (v i(v—20)ar
(cos(ar))” = 5 AV + Z 5\ )¢ . (2.2.12)

0y, b#v )2

Ainsi, l'intégrale sur le coté gauche de (2.2.11) égale HO(MN) + R avec

T+H N o |
o / Z H H 2M+V“ ( ) (Zu) elTl‘)g(pl Leprr gl ) )dT

T (L1117 21, lt) 1S 1Sust

avec ¢j 1= f1;—20y; et dy, 1= 1, —209,. 1ci 0 < £1; < pj et 0 < ly, < 1y, tels que Zj C§+Zu d? +
0.
Puisque p;, ¢, sont distincts et |¢;| < p; et |dy| < vy, on a

Pl gt =1 > MTENTE

Alors
|log (pi* - - pierg - gf) [ > M 2N

et

V. T+H i log (21 p2er g1 g
ne S T g (0)(2) [ et iar

(L11,.. 010 €21 .., 02¢) 1SS ISust

< > IT 11 %m( )(Zju)‘log(m_. 1207 g™

(1110 l1p b1 o o) 1<G<r L<uSE g’

< M?N Z H H 2#J+Vu( )(Zu)

(L11,-. 01 €21, 02¢) 1SGST ISUSE

<aew T TS50 (1) S (02

1<]<T‘ 1<u<t él

< M?N.

Le résultat en découle. O
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2.3 Borne supérieure

2.3.1 Meéthode de grand valeur et une estimation faible

En suivant la méthode mise en ceuvre par Soundarajan dans le cas de la fonction ¢ de
Riemann, on déduit une estimation faible pour M,.(T, H; f).

Proposition 2.3.1. Soit f € H(;, r > 0 et soit ¢ un nombre positif arbitrairement petit. On
suppose 'HRG pour L(s, f). Il existe une constante co(r,e) telle que

M(T, H; f) e Hlog T)©"o)
se vérifie uniformément pour T > 2 et T < H < T.
Démonstration. Pour T'> 2, T° < H < T et v € R, définit la mesure de Lebesgue
) = |{r € [I,T + H] :log |L(3 +ir, )| = v}|.

On peut écrire

w(r i) - - |

" d S g (v) = QT/eQWYT’H(v)dU. (2.3.1)
R

R

On définit x := T4 et z := T%®8T) En bornant la seconde somme & droite de (2.2.6)
dans la Proposition 2.2.1 trivialement, et en prenant w = %, on a

log |L(3 +i7, )| < S1(1) 4+ Sa2(7) + 50 + O(logs T)

pour v = 10log, T" et T' = Ty(f,r,€), ou

bs(p) log(x/p)
S = i
1(7—) ;pl/Q—kl/(Zlogaﬁ)—i—lT logq; ’
et
- br(p)  log(z/p)
52(7—) T Z p1/2+1/(210gz)+iﬂ' loggj )

2<p<x
Lorsque log [L(5 +i7, f)| = v, on a

Sl (7') 2

oo|w

v =1 ou  Sy(T) = v =: .

0|

Gréce au Lemme 2.2.2 , on peut déduire, pour tout entier positif ¢ < log(H/log H)/ log z,

S

p<z

‘{’7‘ e[, T+ H]:S(r) = vl}|

N
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En faisant appel a I’équation (1.1.8) et la formule de Stirling n! ~ v27wn(n/e)" (n — o0),
on a

Clog, T\ "
|{Te[T,T+H]:51(T)>v1}\<<ﬂ¢z( Zig )
i

puisque log, < log, T'.

En posant ¢ = [v}/log, T] si v < 5(log, T')? et £ = [10v] si v > £(log, T')?, on obtient

ﬂe*%ﬂ/(ﬁ‘llogz T & v< £ (log, T)?,
{r € [T, T+ H]:Si(r) =0} < { V6T (2.3.2)
He=4vlogv si v > £(log, T)*.

De méme, on a

T+H 20

832(7’)

v

|{7’ €T, T+ H|:Sy(r) > Ug}‘ < /

T v?

y4
dr < HV? (—W log, T) .

En posant ¢ = [ve/4 — 1] et en utilisant Lemme 2.2.2, on obtient
1
{7 € [T, T + H] : S3(7) > tv}| < Hexp {Elogﬁ + {(log 64 + log ¢ + logy T' — 2logv)}

< H exp {—%vlog ’U}

en posant v > log, 7. Avec la majoration (2.3.2), on obtient

Hv
yT,H (U) < \/ 10g2 T

He 33vlogy si v > 1(log, T)logy T'.

e /0410 T) i 10log, T < v < (log, T) logs T,

Donc, pour log, T' <V < %log2 Tlogs T, on a

/log2T10g3T/2 g U o (_ 912 )dv

logy T \/m 64 log, T'
\/log, T'logy T/2

/ Vogy T

2

eIV VIoe T/ exp (—96%) \/1og, T'dV

< Hlog, T log, Tlog%TZJrE T/

\/log, T'logs T'/2 (3
exp | —
\/logy, T'

2
%/ — 8r4/log, T) ) dVv

< Hlog, T log, Tlog%TQJrE T.
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De méme, pour V > %log2 Tlogs T, on a

logT e
/ e*™ H exp(—==V1og V)dV
log, T'logs T'/2 33
logT c
=H exp(—ﬁv logV +2rV)dV

logy T'logs T'/2
<HlogT.

En utilisant la borne triviale .77 y(v) < H pour v < 10log, T', on déduit, pour 104/log, T' <
V <log, T,

log, T'
/ ?HAV < Hlog” T.
104/log, T'

En combinant ces majorations avec (2.3.1), on peut obtenir I'inégalité souhaitée. O

Remarque 7. — Ce résultat peux étre amélioré en remplagant la puissance ¢q(r, €) par
72 + € avec cette méthode et un calcul plus délicat. Quand méme, il suffit pour notre
usage plus tard.

— Nous avons raffiner ce résultat lors de la sous-section suivante avec la méthode de
Harper [28].

2.3.2 Idée de la preuve de la borne supérieure

Cette section contient la preuve de la borne supérieure de (2.1.12). Les preuves des
Proposition 2.3.2 et Proposition 2.3.3 serons données dans la section prochaine.

Soit f € H;. Soit € un nombre positif arbitrairement petit, 7 > 0, T > 100 et soit c(¢)
une constante positive grande dépendante de e. On définit la suite {¢; };>0 et le nombre entier
I par

20i—1
= = (1 21), 2.3.

wo 07 w’b (10g2 T)2 (2 ) ( 3 3)
I=1I,7p:=1+max{i:; <e ) < (2/log20)log,T. (2.3.4)

On définit 'ensemble J = 7, p i par
T ={r e[, T+H]: |F(r)| <¢;* (1<i<D}, (2.3.5)

ou1 < H<LT et
_ As(p) log (T /p)

Ei(7) =R Z pl/2+1/(rlog T)+iT [og TYr (2.3.6)

TYi-1 <p<Ti

Pour 1 <7 < j < I, on définit

og (T
Giy(r) :ace( 3 As(p) log(T" /p) ) (2.3.7)

p1/2+1/ (5108 T)HT o0 T

TVi-1<p<TYi
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Et pour 0 < 7 < I — 1, on définit

= {1 €[, T+ H]: |Gio(r)| <" (1<i<jeti<l<I)

oy (2.3.8)
mais |Gj41,4(7)] > ;1" pour un certain j+1< ¢ <1}
Ainsi définis, 7 et les .} sont disjoints et satisfont
[T+ H] =7V (ogjglﬂyj)'
Donc, on peut écrire
MAT,H; f) =L+ Lo+ L1+ -+ L1, (2.3.9)

ou

e = / IL(3 +ir, A)I7dr, L= / |L(5 +ir, f)Idr.
T 7

Proposition 2.3.2. Soit f € J;, r > 0 et € un nombre positif arbitrairement petit. Avec
les notations précédentes, on a

As(p)log(T¥" /p) 1 bs(p?) r?
/y exXp {27”‘%( Z P og TV HT g T T3 Z plHar dr < H(logT)",

p<TVI p<TV1/?

uniformément pour T' > 100 et T* < H < T, ou la constante impliquée dépend de f, r et ¢.

Proposition 2.3.3. Soit f € H;, r > 0 et soit € un nombre premier arbitrairement petit.

On a
As(p) log (T /p) 1 by (p?)
L eXP{ZT%( ) pl/2+1/ (5 log T)+iT |60 T T3 2 plrAT 4

7 p<TYi p<TYi/?

7"2 6
< H(logT)™ exp <— ¢]+1 log w]+1>

102

uniformément pour T' > 100, T°* < H < T et 1 < j < I —1, ou la constante impliquée
dépend de f, r et e.

On suppose 'HRG pour L(s, f).
D’aprés le théoréme des nombres premiers, on a trivialement

T by(p*)logp” | _
p1+2/ log z+2it log x ~
p</T p</T

En combinant avec (2.2.6) et en posant @ = 1, on a, pour (log7)!" < z < T?,

. p)log(z/p) 1 br(p®) | logT

1

log |L(5 +i7, f)] § : 1/2+1/logr+17 log = T 5% E: pltizr T 21ng +0;(1), (2:3.10)
p<x pg\/g
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ol pour la deuxiéme sommation on a utilisé la relation
pr/logm — efZIng/loga: =14+ O(lng/ IOg l'),

dont le terme erreur nous donne O(1).
Premiérement, en appliquant (2.3.10) avec z = T¥! et avec la Proposition 2.3.2, on déduit
immédiatement
£ < H(logT)". (2.3.11)

Deuxiémement, 'inégalité de Cauchy-Schwarz, le Lemme 2.3.5 (donné plus tard) et la
Proposition 2.3.1 impliquent

1/2 1/2
(|5ﬂo| / Ltir, f) |4Td7) < (He‘“og?T)2/10H(10gT)CO(”)> < H. (2.3.12)

Finalement, pour 1 < j < I — 1 I'inégalité (2.3.10) avec x = T% implique que

As(p) log(T% /p) 1 b)Y\ | 2
log |L( +ir, f)] < ( Z PL/2H1/ (W log T)HiT o TV + 5 Z priaT + w— +O(1).
p<TVi/? !

p<TVi
Grace a la Proposition 2.3.3, il s’ensuit que
£; < H(log T)T2 exp ( — 1?5 ]H log @/JJH + 4ryp; )
En résumant les 1 < j < I — 1, on déduit que
S+ + &1 < H(logT)". (2.3.13)
Enfin, en combinant (2.3.11), (2.3.12) et (2.3.13), on obtient la borne supérieure dans le

Théoréme 2.1.1.

2.3.3 Raffinement de la méthode d’Harper

La méthode de Harper est un raffinement de celle de Soundararajan. A partir de (2.2.6),
Harper a découpé la premiére somme & gauche et considéré la contribution de la deuxiéme.
On suit la méthode de Harper pour la premiére somme. Le traitement pour la deuxiéme
est un peu différent : on ne tronque pas la somme par log7" (il demande les suppositions
additionnelles de I'HR pour ((s) et de 'HRG pour L(s,sym?f)), mais la considére avec la
premiére en choisissant les bons parameétres.

Lemme 2.3.4. Soit f € H;, r > 0 et € un nombre positif arbitrairement petit. Soit T
Uensemble défini par (2.3.5). On a

p) log(T*" /p) 2
/ exp (27’§R Z 1/2+1/ WIOgT T log T dr < H(logT)", (2.3.14)

<TUJI

uniformément pour T' > 100 et T° < H < T, ou la constante impliquée dépend de f, r et ¢.
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Démonstration. On désigne par J l'intégrale a gauche de (2.3.14), on peut écrire

[ I1 (ep{rF(n)})dr

€7 1<i<l

ou F;(7) est défini par (2.3.6).
La fonction exponentielle s’écrit sous la forme

=) t—+0( I (2.3.15)

|
0<y<d J:
uniformément pour J > 0 et |t| < %J , ot on a appliqué la formule de Stirling pour écrire

DI e

]>J >J

(e2/9)
J/e\/_ ;\Z«l

D’aprés la définition de 7, on a |Fj(1)| < wi_3/4 pour 7 € 7 et 1 < i < I. En appliquant
(2.3.15) sous la forme

et ={14+0(e™) Z t7 /4!

0<i<J

avec J = [1007"1#;3/4] et t = rF;(7), on obtient

[ I ol (T

NN 0<j<100ry; /4
e (TF.(T;)], \ (2.3.16)
«[TO( ¥ ")
T 1D ™ ogjic100ryp; 3/ I
ou on a utilisé ’estimation suivante :
-3/ —i
S e = N e (0 = 20741007 (log, T)Y2, b= 209/4)
1<t 1<i<I
I+1 ,
</ At (u = ab~t, df = —du/(ulogh)) (2.3.17)
1
1 a/b —u
10g b 100b—1r¢,;3/4 Uu

En développant le carré et puis (rF;(7))’, on peut déduire que

I Y OJupq/T+H 1T ( [T cos (rlogpi(m)) cos (71og gi(n )))d, (2.3.18)

j,u,p,q 1<i<I M 1<m<y;
1<n<u;

ou
j = (j17j27"'aj1)’ u.= (UI’UZ"”7UI)
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avec 0 < 7;, u; < 100rw;3/4, et

p:= (p(1), - pi()ipa(1), - p2(2)s s pr(1), - pi(dr)

q:=(q(1),...,q(u)ig2(1), - q2(u2)i- - 3qr(1), - qr(ur))
avec les nombres premiers p;(m) et ¢;(n) vérifiant

v <pi(1), (G a(1), - gi(uy) < T (I<i<I),
et

Ciupa= ][ ric 11 Ar(pi(m)) log(T*" /pi(m)) As(gi(n)) log(T*" /qi(n))
P Jilu; i (m)1/2+1/(¢1 log T) log TYr i (n)1/2+1/(¢1 log T') log TYr )°
1<t 1<sm<i

1<n<u;

Grace au Lemme 2.2.5 avec M =1, on a

J < HIy + Ts, (2.3.19)
ol
Ji= Z iupa (H 11 pi(m)qi(n)>,
ju 1<i<I 1<m<j;
1<n<u;
32 = Z J u,p,q H pl
Ju,p,q i<l 1<m<y;
1<n<u;
avec .
D ._ rli [As(pi(m))As(gi(n))]
1<icr T N\ gy, pi(m)qi(n)
1<n<u;
Comme ‘ »
II Il wman) < JT 700 < I 720 <1/,
1<i<I 1<m< 1<i<I 1<i<t
1<n<uy;
on a

e [[{x n( x by

ISisE ™ o< <100y, 3/ TYi=1<p<TVi

i\ 2
< TE/10 H Tzoompg/“ < Z ﬁ) (2.3.20)

|
1<i<I 3/4 7"

0<j <1007,
< T2e/1062rl Lo T36/10'

Pour le premier terme & droite de (2.3.19), on a

Oy )Nt (p1) -+ At (P
7, H Z Z 'u' Z (p Pm) | As(P1) £(Pm)|

pl o« e . pm
1SSt o<me200ry; 3/ J;FZ>6” TYi-1<py,....pm <T¥i

m2m

O(py - pu)INe(p1) - - N (p
<11 3 = 3 (1 Pm)[Ar(P1) - Ar (P |

. , ' . D1+ Pm
1SIST g<m<200ry; 3/ TYi=1<py, ..., pm<TVi
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Selon la définition de O(-) dans Lemme 2.2.5, on peut assumer m = 2n. Alors,

J, < H Z <2T)2n Z |/\f(p1) e /\f(pn>|2q)(pl7 o pn)’ (2'3'21)

o) .
ISIST 0100, 3/ (2n) TVi-1<py, ..., pp<T%i pre-p
o It ) )
q1, -y 92n) 41 Gon = P71 "Dy,
®(p1, -y Pa) = O(0; - 1p) (2.3.22)
! ' (a1, - @) i@ G =1 Pl
avec les nombres premiers TV < g1, ..., qan < TY. On écrit p}---p2 = p2' - p2t avec
(Pn;s Pn;) = 1 pour i # j. Le calcul direct donne
1 (2v;)!
Opi 1) = 55 ;
n n N2’
2 \Siee (v;!)
(2n)!
(fllu-"aQQn)ZQI"'(]%:(])I"'pn)2 =T o\
H H H1<]<€(2’/j)'
n!
(g1, - @) i g =p1-pu}| =

[Ti<j<evs! '
On en déduit immédiatement

(2n)! < (2n)!
22! [T cjee vi! 22l

q)(pb "'7pn) -

En combinant (2.3.21), on peut écrire

NI )

1T 9<n<100rg, TVi=1 <p<TVi

Slen(s X O

1<t TVi-1<p<TVi
_ L)
exp ( PR
En rappelant l'orthogonalité de Selberg (1.1.8), on a la majoration
3y ey (logT). (2.3.23)
La borne souhaitée découle de (2.3.19), (2.3.20) et (2.3.23). O
On consideére de plus I'intégrale sur .7 ensemble avec la seconde sommation.
Preuve de la Proposition 2.3.2. Pour 0 < m < My = [t;logT/log4] (2™ < T¥1/?), on
définit

i =n(y 3 )

2m <p<2m+l

P(m) = {T € T+ |Pu(r)] > 271 mais |Py(r)| <279/ (m+1<j< MT)}.
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Si 7 n’appartient a aucun de ces ensembles, |P;(7)| < 27 /10 pour tout My et
J <

On désigne par

J= Ar(p) log(T¥" /p) 1 bs(p?)
J= /{7 GXp{2T§R( Z p1/2+1/(1/1]10gT)+17— 10gT¢I + 5 Z W d7—7

p<TYI p<T¥1/2

La contribution de 7 ¢ P,,(7) pour tout m a J est < T¢(logT)"" grace au Lemme 2.3.4.
Soit J,, l'intégrale de la méme intégrande sur &?(m). Alors

I HQogT)™ + 3o+ + Jnr- (2.3.24)

Puisque |P,,(7)] = 27™/1° pour 7 € Z(m), et en appliquant le Lemme 2.2.5 avec N = 1,
on a

T+H ,
|22 (m)| :/ dr </ (2m/10Pm(7')) "dr
P (m)

T

mn/5 bf pz e
—9 Z H cos(27 log p;)dr
1<z<2n

2mL<py, .., P2 2L 1<i<2n

—emt oy (] b’;pz){H@ 1)+ O((pr- )}

I <pr, a2l N1<i<on P

n = n(m) = [23m/1]  si 2™ < log T, (2.3.25)
B " e(e,r) si 27 >logT. o

ou

Ici c(e,7) est une constante positive assez grande et c(e,7) € [6r% + 2r, "¢ /700]. Ainsi, il
est facile de montrer que la contribution du terme d’erreur O((p; - - - p2,)?) & |2 (m)| est

< 2mn/525mn < Ts/lO’

puisque |b;(p?)| < 2.

Pour le terme principal, d’aprés la définition de O(-), on peut supposer p;---pa, =
q? -+ ¢2. Comme auparavant, on peut borner la contribution du terme principal & Z(m) et
écrire, avec la notation (2.3.22),

Edl Fromn/5 br(a?)® 1/10

oM<y, qu<2mtl N<isn 10
<H2mn/5( 3 i)n@”)! T (2.3.26)
= 2 2n |

2m<q<2m+1q 2°7n!

<<H2 (4/5)mn n+H1/10
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On utilise I'inégalité de Cauchy, le Lemme 2.3.4 et (2.3.26), puis on a

. p) log(T¥ /p) g
Im K {/ exp (47’§R Z 1/2+1/ ¢IlogT)+1T log T91 dr/y(m)(logT) dr

<T¢I
4r2 —(4/5)mn,_n 1/10 2r 1/2 (2327)
< (H(logT)"" x (H2 n"+ H'")(log T)
< H(log T)> +ro=@/5)mnyn/2 | f3/5,
Deés lors, en appliquant la définition de n (2.3.25), on obtient
>, m
(logy T)2<2m T Y1/2
< H(logT>2r2+r( Z 2—(1/40)mn + Z 2—(2/5)mn> +H9/10
(logy T)2<2™m<log T log T<2m<T¥1/2
< H<lOgT)2r2+r (e—(log2T)3/2/30 + (lOgT) c(e,r) /10) H9/10
< H(logT)"™
(2.3.28)

On va majorer J,, lorsque 2™ < (log, T')%. D’aprés la définition de &(m), on a

As(p) log(T! /p) 1 by (p?) L1 >
§R( Z p1/2+1/(7/1110gT)+i710gT1/)I+§ Z p1+217- < Z \/_ P +1 c2

p<2m+l p<T¥1/2 p<2m+l

pour 7 € Z(m), o ¢ > 0 est une constante positive absolue. On introduit la notation

B As(p) log(T¥1 /p)
F(r) =% Z pl/2+1/(rlog D)+t [oo Tor
2m+1 < p< TV

Gréce a la définition de 7 et & (m), et comme (2.3.16), on a

Jm <<ecr2m/2/ exp{2rF(7)}dr
P(m)
)
er2™/2 gmn /5 2n (TE(T))]
<oty [ e[ TR e
7 i 0 <100 o
SVA 7’%

ot F;(7) est définie par (2.3.6). Puisque les nombres premiers p dans P,,(7) sont différents
de ceux de F(7), le Lemme 2.2.5 est applicable avec M (produit des nombres premiers de
P,.(7)) et N (produit des nombres premiers de F'(7)). Alors, on peut écrire

Im K MA+ ER,
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ot le terme principal

22n

2M <Py P2, P2 2T

N O(py-- - pon
< Hecr2 /22mn/5 Z (pl D2 ) % 31
D1 Pon

m 1 be(p?)---br(p2 )OOy - - Pan
MA = Hecr2 /22mn/5 Z ‘ f(p1> ;(pZn;l (pl P2 ) x 3
17" P2n

2M<p1,p2, 7p2n<2m+1

et le terme d’erreur

m/2 1 by (P2) - -+ by (3,)|(P1 - - P2n)?
ER = ech / 2mn/5_ f\P1 2n n % 3
22n Z pl...an 2

2M<p1,p2, P2 <2M L

cr2™/2 omn ~
< 2" gmn/5 Z (p1 -+ Pan) X J2

2M<p1,p2, P2 <2mtL

puisque |bs(p?)| < 2 et J1, Jo sont définis dans (2.3.19).
Pour 2™ < (log, T)? et n = [2°™/4], on a

2" 2gmn/5 exp (cr(log2 T) x %(log2 T)3/2 logs T) < T/,

et
2n
> (p1---pon) = ( > p) < 27t < 0,
2M <Py P2, P2 <2M L 2m < pg2mtl
Nous obtenons ainsi

ER < H3/'

au vu de la majoration (2.3.20).

Un argument similaire a (2.3.21) et (2.3.23) nous donne, pour 2™ < (log, T)? et n =
[23m/4]7

~ cr2™/2 omn/5 2 ’)\f(p)|2 @(pl “ p2n) 3/10
Jom < He™"'72 /exp(r — —— +H
> 2 Thhm

2m+l < p< TV 2MLp1, ey p2r <2Mm L
r2_er2™/2 gmn/5 (Qn)' 1 " 3/10
< H(logT)" e 2" oy Z | +H
2°n)| o pgmer P
< H(log T)r2ecr2m/2_23m/4’
(2.3.29)
qui implique que
S Gu<HQogT)" Y e < Hlog ) (2.3.30)
2m<(logy T)? 2m<(logy T)?
En insérant (2.3.28) et (2.3.30) dans (2.3.24), on en déduit I'inégalité souhaitée. O

De la méme fagon que le Lemme 2.3.4, on a le lemme suivant.
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Lemme 2.3.5. Soit f € Hj, r > 0 et soit € un nombre positif arbitrairement petit. Soit .7
Uensemble défini par (2.3.8). On a

1og(T¢J /p) r?

T“’J

uniformément pour T' > 100, T°* < H < T et1 < j < I —1, ou la constante impliquée
dépend de f, r et e. De plus, on a

|y0| < Hef(log2T)2/10.

Démonstration. Puisque la preuve est similaire & celle du Lemme 2.3.4, on esquisse la preuve
ici. Pour 1 < 7 < u, on définit

S = {1 € [I,T + H) : |Gij(7)] <7 °* (1< < ), mais | Gyau(r)] > 471},

ou G;;(7) est défini par (2.3.7). On dénote par K; 'intégrale & borner et par &;, 'intégrale
correspondante sur .%;,,. Ainsi

ﬁj < ﬁj7]’+1 + ﬁj}j+2 + -+ ﬁj,[ (2.3.31)

et avec la notation £, := [¢/(10t);41)]

Ry / [T (eplrGiy(n)})dr

J“1<z<]
2/,3/4 2¢e
< o mpean TT (explrGustr)* (@G () ar
Gogl<w 1L (2.3.32)
(1<i<y) 'S
2
. (Guur))"
<o [T (X MO
ISIST~ o<n<i00ry; */4 '

Dans l'inégalité derniére, on a utilisé un argument similaire que celui pour la premiére
inégalité de (2.3.18). On développe le carré et la puissance n et 2/, et suit la preuve du
Lemme 2.3.4 et de la Proposition 2.3.2 pour estimer la derniére intégrale. Puis on obtient

(3/2)¢= |)\f j+11 |)\f(p)|2 N 4/5
it fa (¢ £ PO (G x Y]

p<TYi TV <p<TVi+1

pour j + 1 < u < [. En insérant dans (2.3.31), il résulte que

R < H(I — j)pPx

R

p<T ¥ TVi <p<T¥i+1
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Pour j = 0, la partie gauche de (2.3.33) vaut |.#%| qui est
HI (3/2)[e/(10¢1)] ﬁ —[e/(10%1)] H—1/5 H —e(log, T)2/10
< HI, {(55) + } < He :

grace a (1.1.8) et puisque I < logy T et 1y = (log, T) 2.
Pour 1 < j < I — 1, la contribution de H~'/° & droite de (2.3.33) a &; est

~(3/2)[e/(104; B -
< ([ _j)qvb](‘-i-/l)[a/( ¢]+1)]H4/5 < HeXp ( — % j—&}l ]ngj_:l)

—1
puisque I < logs T'. En remarquant que I — j = log(v;/v;)/ log 20 < loi;p%l’ et
Ar(p))? 1
T [As(p)] <1 Y lew
;i ¥ ¥ vy P
TV <p<LT¥i+1 TV <p<T¥i+1
la contribution du premier terme a droite de (2.3.33) a & est
r? — —
< H(logT)" exp (=5} logv7s)
d’apres (1.1.8). Cela achéve la démonstration. O

De la méme maniére que pour la Proposition 2.3.2, en remplagant le Lemme 2.3.4 par
Lemme 2.3.5, on peut déduire la Proposition 2.3.3.

Preuve de la Proposition 2.3.3. Pour 0 < m < Mjp = [t;logT/log4] (2™ < T¥i/?), on
définit

) =r(; > UE)

2m < pL2mTtl

et

2(m) i= {7 € 7+ [Qu(r)] > 27" mais |Q;(r)] <279 (m+1<j < Myr)}.

Si 7 n’appartient a aucun de ces ensembles, |Q;(7)| < 277/1° pour tout j < My et

1 by (p®)
%(5 Z pl+2ir <L

p<TVi/?

On dénote par J; l'intégrale a estimer. La contribution de cette partie de 7 & J; est <
T(log T)"" grace au Lemme 2.3.4. Soit J;,, l'intégrale de la méme intégrande sur 2(m).
Alors

J; < HogT)™ +J0 + -+ Jjnaype (2.3.34)
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Puisque |Q,,,(7)| = 27"/1° pour 7 € 2(m), et en appliquant le Lemme 2.2.5 avec N = 1,

on a

T

|2(m)| = /,2 ( )dfg / o (27/1°Q,,,(7)) " dr

_ gmn/5 > ( 1T %ﬁ?) /T o [ cos(2rlogp)dr

2M <Py, ., pan 2L N 1SIS20 1<i<2n

=5 (T D) (00 pan) + O ),

1 i 2pi
2m<p1’~~~’p2n<2m+ 1<i<2n

ou
[23m/4] si 2™ < log T,
n=n(m):= (2.3.35)
cle,r) st 2™ >logT.

Ici c(e,7) est une constante positive assez grande et c(e,7) € [6r% + 2r, "¢ /700]. Ainsi, il
est facile de trouver que la contribution du terme d’erreur O((p; - - - p2,)?) & |2(m)] est

< 2mn/525mn < Ta/lO’

puisque |b;(p?)| < 2.

Pour le terme principal, d’aprés la définition de ©O(-), on peut assumer pi---ps, =
q? -+ ¢>. Comme auparavant, on peut borner la contribution du terme principal & |2(m)| et
écrire, avec la notation (2.3.22),

b(q?)?
[2(m)| < H2™E N (H f<q;))<1><ql,...,qn>+ﬂl/l°
1

2M Ly, .., g2t N IKI<n 4g;
1\"(2n)!
< H2m”/5( > _2) % 1 /0 (2.3.36)
2m<q<2m+1 q n:

< H2—(4/5)mnnn+Hl/10‘

On utilise I'inégalité de Cauchy, le Lemme 2.3.5 et (2.3.36), puis on a

. As(p) log(T% /p) S
Jjm K {/y eXp (47"3(E Z P2 los T+ 1o TV; dr g(m)(IOgT) dr

J pgTwI

1/2
< (H(log T)4r2 exp <—%@Z)J_+11 log %111) X (HZ_(4/5)m"n” + Hl/lo)(log T)2T>

< H(log T)>"**" exp (— Vi log zb]-jrll) 9= (2/B)mnyn/2 o [r3/5,

€
102
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Deés lors, en appliquant la définition de n (2.3.35), on obtient

S
(log, T)2<2m<T¥i/?
< H(log T)Qr exp ( 102%“ log w]+1)
y < Z o—(1/40)mn Z 2*(2/5)mn) + [o/1o

(logy T)2<2m<log T log T<2m<TVi/?

rer —o / —c(e,r
< H(lOg T)2 + exp < 10277/)]+1 log 1/)]+1> (e (log, T)3/2 /30 + (10g T) (e, )/10) + H9/10

7'2 €
< H(logT)™ exp <— 102%“ log 1/’;+1)

(2.3.37)
On majore J;,, lorsque 2™ < (log, T')?. D’aprés la définition de 2(m), on a

At (p)log (T4 /p) 1 by (p°)
§R( Z pl/2+1/ (@ log T)+iT o0 T + 2 Z pl+2ir

p<2m+1 pgij/2

< Z ( )—1—1 < 2m?

p<2m+1

pour 7 € Z(m), ot ¢ > 0 est une constante positive absolue. On introduit la notation

. As(p) log(T¥ /p)
Fi(t) =% Z pL/2+1 /(s los D)+ o T
2m+l<p<T¢j

Gréace a la définition de .7} et Z2(m), et comme (2.3.32), on a

Jim K o2 / eXp{Qer(T)}dT
2(m)

m/2 2 ’I“GZ‘]'T w2
<<ecr2 /an/5/¢y‘ Qm(T) n H < Z ( ;u'( )) ) dr

ISIST ™ o<usg100ry,

ou G, ;(7) est définie par (2.3.7). Lorsque les nombres premiers p dans Q,,(7) sont différentes
de ceux de F(7), le Lemme 2.2.5 est applicable avec M (produit des nombres premiers de
Qm(7)) et N (produit des nombres premiers de G, ;(7)).
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Un argument similaire & (2.3.33) nous donne, pour 2™ < (log, 7)? et n = [23™/4],

m A 2
Fim <H(I - j)w§:j!12)ésecr2 /22mn/5{ exp (7,2 Z | f(p)| ) %

2m+1<p<T¢j p
-1 o\ Le
o <€ j+1 Z |)\f(p)| ) Z @(pl .. -an) 4 H_l/lo}
20 | p . L PP
ij<p<T¢]+1 2 <P1,~--,p2n<2 +
. r2 1 (3/2)l _cr2m/2 gmn (2”)' 1 "
<H(I —37)(logT) wj(-Jr/l e /52771! Z =

2m<p<2m+1

CH(I = )(log T)"uyP e =21,

qui implique que
S G HO g TI U e
2m < (log, T)2 2m<(logy T)? (2338)
. 2 g _ _
< H(I = j)(log )" exp (—3o5¥ 7 log vl )
En insérant (2.3.37) et (2.3.38) dans (2.3.34), on en déduit 'inégalité souhaitée. O

2.4 Borne inférieure

Dans cette section, en suivant la méthode mise en cevre par Heath-Brown [32], on prouve
la borne inférieure dans le Théoréme 2.1.1.

Comme indiqué dans 'introduction, pour obtenir I'ordre correct de M,.(T, H; f), on ap-
plique la théorie de Rankin-Selberg.

On définit Af,(n) par la formule

L(s, f)" =Y Ape(m)n™  (o>1). (2.4.1)

n=>1

Il est facile de voir que Af,(n) est multiplicative, et pour tous entiers positifs j et n on a

Mri() = Y Ape(m)Apa(na) -+ Apa(ny). (2.4.2)
N=ning-n;
En particulier, on a

Arr(p) = 1Af(p) et  Ve>0:A,(n) <K, n’ (2.4.3)

pour tous nombres premiers p et entiers n.
Par la suite, on écrit r = w/v. Ici, v = 1 et w est un nombre réel positif arbitraire si
I'HRG se vérifie pour L(s, f); sinon, u et v sont des entiers positifs premiers entre eux.
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2.4.1 Estimations de la borne convexité

Pour%éa<%et2<H<T,ondéﬁnit

(o) = /R L(o + 7, f)[Zwn g (7)dr

avec

Ao )
U)TjH(T) = / 672r(77t) dt,

Ay

ot Ay =T+ HY et Ay =T+ H — HY4
A partir du Lemme 2.2.4, on peut prouver la convexité suivante.

Lemme 2.4.1. Soient f € H;, r > 0 et ¢ > 0. Alors, on a
Jru(3) < T V(o) + e T2 (2.4.4)
et
Jru(o) < HJ_l/QJT,H(%)3/2_U (2.4.5)

uniformément pour % <o < %, T>2etT<H<KT, oula constante impliquée dépend de
f,rete.

Démonstration. Gréace a I’équation fonctionnelle (2.1.7) et la formule de Stirling, on a
IL(1 = o +ir, f)| <¢ |Lo +ir, /I(L+ |7])*7

On pose F(s) = L(s, f)els=0* Alors il s’ensuit que
F(l—o+in)|*dr < L(o +ir, f)|* (1 + |7])2r@-De-2r(r=0%q 1
| ,
R R

Au vu de la borne convexité pour L(o+ir, f), pour Ay < t < Ay, la contribution des parties
(—o0,t/2] U [3t/2,00) a la derniére intégrale est

t/2 00
< (/ +/ ><1 FT)Te Ty « (TP e,
—00 3t/2
Des lors, il vient
/ |F(1 — 0+ iT)|2TdT <K e—rt2/3 + t27"(20—1) / |L(O’ + 17_7 f)|2re—27"(’r—t)2d7_.
R R

En appliquant le Lemme 2.2.4 a la fonction F(s) avec (a,v,8) = (1 — 0,3,0) et ¢ = 2r ou
t > 2 est un parameétre, et en utilisant 'inégalité précédente, on obtient

/ |L(% _’_17_7 f)|2re—2'r(7'—t)2d7_ < e—rt2/8 +tr(20—1)/ |L(O’ + iT, f)|2Te_2r(T_t)2d7'.
R R
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Par conséquent, on peut en déduire (2.4.4) en intégrant sur Ay <t < Ao.
De la méme maniére, on a

3/2—0o o—1/2
/|F o+ iT) |2Td7' </ \F +i7) |2Td7'> (/ |F(%+i7’)|2”d7>
R
) 3/2—0c
< (/ |L(% + 1T, f)|27’e_2r(7_t) dT) ,
R

comme [p |F(2+i7)[*"d7 < 1. Enfin, en intégrant sur Ay < ¢ < A, et en utilisant 'inégalité

de Hélder, on obtient (2.4.5). O
Pour N > 2, r = u/v et 0 > 3, on définit
Sra(siN) ==Y Apa(mn™,  grp(s;N) i= L(s, /)" = Sge(s;N)”, (2.4.6)

n<N

ol As,(n) est défini par (2.4.1). On définit ensuite

KTHN /|gfr O'+17' N)| wTH( )d

Lemme 2.4.2. Soit f € H;, r > 0 et € un nombre positif arbitrairement petit. On a
KT,H,N(O') <<f,r,a KT7H7N(%)3/2—0‘(HN—2/’U+8)0’—1/2
uniformément pour £+ <o <3, T>22, T°<H<LT et T/ < N < H.

4}

Démonstration. En appliquant le Lemme 2.2.4 & la fonction F(s) = gy, (s; N)e“(sfit)2 avec
(o,7,B) = (%,0’, %) et ¢ =2/v out > 2 est un parameétre, on a pour % <o < %,

3/2—0 o—1/2
/R\F(a—i—iT)P/”dTg (/R|F(%+i7')\2/”d7'> (/R|F(%+i7')\2/”d7') )

En intégrant sur A; <t < Ay et en utilisant 'inégalité de Holder, on obtient
Kpan(o) < KT,H,N(%)WQ*OKT,H,N(%)Uil/Q- (2.4.7)

En notant Sy, (s; N) < N < T¢ pour 3 <o <2, 7€Ret L(2 +ir, f) <1 (7 €R), on
conclut g7, (3 +ir; N) < T (7 € R). Dés lors

THH g, (2 +ir; N[/ Az =t T*drdt
3 7o
KT7H,N(§) < / / eQr T—t)2 drdt +A (/ \/TJFH) e2r(t— t)?
1 —o0

T+H )
<</ / g (2 4173 N)[P/0e 200 drd 4 7

T+3H ]
<</ |9f,r(% +17; N)|2/va,H(T)dT+e_TT .

T—3H
(2.4.8)
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Comme v est un entier toujours positif, d’aprés (2.4.2), on peut écrire

Grr(s;N) = L(s, f)™ — Sf.(s;N)? = Z anpn”*® (0 >1),
n>N
ol a, <€ nf (n > 1) pour tout € > 0 grace a (2.4.3). Ainsi, le Lemme 2.2.3 implique que
T+3H
/ 97, (2 +ir; N)Pdr < H Z |an|?n 2 + Z |a,|’n* < HN 7t
T—-3H n=N n>N
puisque N < H. Donc on a
T+3H T+3H 1/v
/ 197.-(3 + ir; N)[7Pdr < </ 970 (3 +iT;N)\2dT> g
T—3H T—3H
< (HNfQJrE)l/lefl/v < HN72/U+E.

En insérant dans (2.4.8) et puis dans (2.4.7), et en notant que le terme e "T* peut étre

intégré par le terme HN~-2/v*¢ on peut déduire I'inégalité souhaitée. O

2.4.2 Compagnon de Jr (o) et Krgy(o)

On applique la théorie de Rankin-Selberg pour prouver le Lemme 2.4.3 suivant, qui
consistera ’outil principal dans cette partie.
Pour f € Hj, la fonction L de Rankin-Selberg est définie par

Lis, f x ) =] (L =as@lp™) (1= B0 ) " (1=p7) " (0>1), (249)

ot ar(p) et B¢(p) sont les parameétres locaux de f.
Gréce a la théorie de Rankin-Selberg, il est bien connu que L(s, f X f) a un pole simple
en s = 1 (voir e.g. [37]). Alors, il existe deux constantes positives Ay et By telles que

Ar<(s—DL(s, fx f) < By (1<s<2). (2.4.10)

Lemme 2.4.3. Soit f € 3 et r > 0. Il existe deuzx constantes positives C, et Ny, telles
que

S;,(20N) =Y Ap(n)Pn ¥ < (0 - 1) (2.4.11)
n<N
uniformément pour
N>N t 1 Cir <o<l1
Z Mg g logN 75

De plus, pour N > N¢, on a
SJ’E’,,(l; N) = (logN)". (2.4.12)

Ici, les constantes impliquées dépendent de f et r.



2.4. BORNE INFERIEURE 65

Démonstration. On écrit o = § + & avec 6 > 0. On désigne par p(n) la fonction de Mébius.
Donc

S5,205N) 2 " Ap(n)?pu(n)’n '
n>=1
> Y Ae(n)’p(n)*n™ {1 — (n/N)}
n=1

= G(1+20) — N7°G4(1+9),

ou

Ar(n)?p(n)? r2As(p)?
G = —_— = 1+ — - 24.1
o) im0 A" 1 P a1
n>1 p
pour les réels s > 1 aprés (2.4.3).
On écrit Hy(s) := L(s, f x f)™"G(s). Comme H(s) > 0 pour s > 1, on peut définir
h¢(s) :=log H¢(s) pour cette partie de s. En utilisant (2.4.9) et (2.4.13), pour s > 1 on a

hs(s) = 3 (log (1 4+ 72X (0)") — 1o { (1 = as(0)") (1~ Bs(0)p ") (1 )} ).

p

Puisque ay(p)* + B(p)* + 2 = A\p(p)?, la série a droite est convergente absolument pour
s > 3. Ainsi, Hy(s) # 0 pour 3 < s < 2. Donc, grace a (2.4.10) et au vu de la continuité de

H(s) sur (3,2], il existe deux constantes positives C, et Dy, telles que

Ensuite, on a
Si,(20:N) = (A/20)"Cy, — N7(By/6)" Dy, = L(Ap/2)" Cp 6™,

a condition que C7 . est assez grand tel que N°® > % > 2(2B;/Af)” Dy, /Cy.e. Tl en résulte
la borne inférieure de (2.4.11).

Comme Af,(n) est multiplicative et Af,.(n) < n®, on a

S}, (20, N ZAfT )2n =%
H {1+ A0(0)*p > + O(p™77)}

(20, Fx ) Hp2o) [ {1+ 0 ")}

p

Puis la borne supérieure de (2.4.11) découle de (2.4.10) et (2.4.14). On prend o = 5 + ©

log N
n (2.4.11) et on a n™2? < n~! pour 1 < n < N. Puis (2.4.12) découle immédiatement de
(2.4.11). O
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Soit Sy, (s; N) défini en (2.4.6) et 0 < ¢ < % Pour % <o < %, T>2T°<H<KTet
T/2 < N < H'"¢, on définit

Lran(o) = / 1S5 (0 + 73 N) P (7)dr.
R

Puisque wy (1) > 1 pour A+ $HY* <7< Ay — $HY*, on peut appliquer le Lemme 2.2.3
pour écrire

Ap—L1HY/A

Lrax(o) > / 1S;.1(c + ir; N)Pdr

Ar+LiHY/A
> Z Arr(n)?n"2{H + O(n)}
n<N
> H Y Apa(n)’n™ + O(N'F).

n<N

Par ailleurs, on a wr (1) < 1 pour tout 7 et wr () < exp{—r(T? + 72)/19} pour
T< A — %Hl/‘l out > Ay + %H1/4. Il implique que

A2+%H1/4

Lran(o) <</ [S1r(0 + 173 N)[Pdr + O(1)

A—L1H1/M4

< Y A () {H + O(n)} + O(1)

n<N

< HY  App(n)’n™ + O(N'F),

n<N

Par conséquent, d’aprés (2.4.11) du Lemme 2.4.3, on obtient

Lran(0) <pre Ho —3)7" (2.4.15)
pour
T>T(fre), TP<SHST, TP N<H et b+ o5 <o <2
Et d’aprés (2.4.12) du Lemme 2.4.3, on a
Lrn(3) <pre HlogT)", (2.4.16)

pour
T >Ty(f,re), T°<HLTet T < N<H"™.

2.4.3 Fin de la démonstration de la borne inférieure

Trivialement, on a

S (s N[ = |L(s, f)* = gpr(ss N)IP < |L(s, [P+ |gg (s NP/
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Il s’ensuit que

Lryn(o) < Jru(o) + Krun(o). (2.4.17)
Similairement,
Jru(o) < Lrpn(o) + Krpn(o) (2.4.18)
et
Krun(3) < Lran() + Jru(3) (2.4.19)
pour
<0<} T>T(fire), TT<HLTet T? <N KT,
oul<e< % et To(f,r,€) est une constante dépendant de f,r,e.
Si Krun(3) < H, (2.4.16) et (2.4.17) impliquent que
Jru(3) > H(log )", (2.4.20)
Si KT7H7N(%) > H, le Lemme 2.4.2 donne
Krn(0) < Ky gy (3)N-@vmele=1/2), (2.4.21)
On prend N = T2 et 0 = 0y := —|— 102 ==, ou (7}, . est une constante large dépendant de

f,rete. Puis (2.4.17), (2.4.21) et (2 4.19) fournissent
Ly un(0o) <5 Jru(og) + (LTHN( )+ Jr H( ))T_a(l/v_g)(ao_l/z)

o Trnlo0) + (R i O Ly (1o 0o,
Par ailleurs, a partir de (2.4.16) et (2.4.15), il existe une constante Cy(f,r, ) telle que
LT,H,N(%)G_2CfTE(1/U_€)€ < Co(f,m, 5)6_20;’"5(1/1)_6)6]{(10% T)TQa

Ly (00) = Co(f,r,€)(2C;,.) ™" H(log T)"
En combinant avec I'inégalité précédente, on peut déduire que
Ly un(oo) < Jru(og) + JTyH(%)6_20;1’“5(1/1)_5)5.
En combinant Lemme 2.4.1 et (2.4.15) encore, on a
H(logT)” < Lr.pn(00) < Jr (322770 + Jrp(3) < Jru(3),
(2

ou la constante impliquée dépend de f, r et €. Ainsi, on peut conclure que (2.4.20) se vérifie

peu importe KTHN( ) < T. Puisque wr,y(7) < 1 pour tout 7, on a

JT,H(%)<<M (T, H; f) + (/ /T+H> wr g (T

< M(T, H; f) + O(1)

Deés lors, la borne inférieure découle de (2.4.20).
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Chapitre 3

Valeurs de fonctions L de puissances
symétriques en s = 1 et applications

3.1 Introduction

Les valeurs des fonctions L au bord de la bande critique contiennent des informations
arithmétiques intéressantes. Dans le cas de la fonction ¢ de Riemann, il est bien connu que le
théoréme des nombres premiers est équivalent a la non annulation de (1 + i) pour 7 € R.
L’étude sur la distribution des valeurs des fonctions L de Dirichlet associées aux caracteres
quadratiques x4 en s = 1 a une longue et riche histoire. On se reporte au travail excellent
de Granville et Soundararajan [23] pour une description historique détaillée. En particulier,
ils |23, Theorem 1| ont prouvé une conjecture profonde de Montgomery et Vaughan concer-
nant la distribution des valeurs extrémes de L(1, x4) (voir [64, Conjecture 1]) a I'aide d’une
estimation de Graham-Ringrose pour la somme courte des caractéres de module friable [22].

Dans ce chapitre, on note H; (V) I'ensemble des formes primitives normalisées de poids
k pair, de niveau N sans facteurs carrés. Pour f € H;(V), on note L(s,sym™f) la fonction
L de la m-éme puissance symétrique associée a f et {\s(n)} la suite de ses coeflicients de
Fourier normalisés. Le but de ce chapitre est d’étudier la distribution des valeurs L(1, sym™ f)
lorsque f parcourt H;(NN) et de considérer quelques applications pour As(p).

3.1.1 Encadrement de L(1,sym” f) et leurs valeurs extrémes

La distribution des valeurs des fonctions L de puissance symétrique en s = 1 a attiré
'attention de nombreux auteurs depuis vingt ans [33, 61, 78, 79, 24, 80, 7, 52, 53, 59]. Divers
outils et techniques ont été développés et des grands progrés grand ont été accomplis.

Soient f € Hi(N) et m = 1,2, Hoffstein et Lockhart [33] ont montré que

(log(kN))™' < L(1,sym™f) < log(kN), (3.1.1)

ou la constante impliquée est absolue.
Luo [61] a considéré le cas des formes de Maass. Soit {f;(z)} une base de Hecke ortho-
normale de L§(T' \ H) et 1 +¢2 (t; > 0) la valeur propre du laplacien de f;(z). Il a montré

69
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que
1
lim ——————— Y L(1,sym®f;)"' = M] . (3.1.2)
T—>oo\{]:tj§T}|t;F J y

pour tous nombres entiers r > 1, ou .MSTym2 est une constante positive dépendant de r et
vérifiant log M7 . < rlog,r (Voir (3.4.8) ci-dessous pour une expression explicite pour

Ms’”ymz). Comme une conséquence immédiate de (3.1.2), il a énoncé la corollaire ci-dessous :

lm > 1=F() (3.1.3)

T—>oo‘{j:tj gT}’ t<T
L(l,smefj)ét

en chaque point de continuité d'une fonction de répartition F'(t).

Dans [78|, Royer a considéré le cas des formes holomorphes. On désigne par P~(n) le
plus petit facteur premier de n avec la convention P~ (1) = co. Soit wy le poids harmonique
se produisant dans la formule des traces de Petersson défini par (1.1.9) et (1.1.10). Il a établi
I'analogue de (3.1.2) pour les formes primitives :

1
lim  — ———— Z wa(l,smef)j”":]\4;;;2 (3.1.4)

p o TGN | 2
=l1og eg{k(N)

pour tout entier r > 1, et montré que

log M o =3rlog,r+O(r) (r— +4o00).

sym?

Une interprétation combinatoire pour Mg pm et Mg . (m = 1,2) peut étre trouvée dans [79)
et [24], respectivement. De plus, les auteurs des articles ont montré, a 1’aide de 'interprétation

combinatoire, que

log M 1w = 2rlogy r + 2(y — 2log ¢(2))r + O(r/logr), (3.1.5)
log Mo = rlogyr + (v — 2log((2))r + O(r/logr), (3.1.6)
log My m = (m + 1)rlogyr + (m + 1)yr + O(r/logr) (m=1,2), (3.1.7)

pour 7 — 00, ou v est la constante d’Euler. On peut déduire immédiatement de (3.1.4),
(3.1.6) et (3.1.7) avec m = 2 que ’ensemble

{L(1,sym? f), L(Lsym?f) ™" : f € 3(N)}

n’est pas borné lorsque N — oo avec P~(N) > log N.

Pour obtenir une version quantitative pour cette assertion, Royer et Wu [80] ont analysé
la dépendance des paramétres N et r. Cette analyse demande un changement de technique
utilisé dans [78]. Ils ont affiné (3.1.4) comme suit : Soit k£ un nombre entier pair fixé. Il existe
une constante absolue c¢ telle que

> wrL(1sym? ) = ME {1+ O0((logy N)™') } + Oy (N~ 1Beervios@GN)ter®y (37 g)
JEX(N)
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uniformément pour tous r € N et N € N avec P~(N) > log N, ou la constante impliquée
dépend de k.
a partir d’ici, on peut déduire facilement qu’il existe une fi € H;(N) telle que

L(1,sym?*f-) < (logy N)™',  L(L,sym®f) >y (logy N)° (3.1.9)
pour tout N € N avec P~(N) > log N. De plus, ils montrent également que
(logy N) ' < L(1,sym*f) < (log, N)? (3.1.10)

pour tout N € Navec P~(N) > log N et f € H}.(N) sous I'hypothése de Riemann généralisée
pour L(s,sym?f). Par conséquence, (3.1.9) est optimal concernant 'ordre de grandeur. En
outre, ils ont montré que ’ensemble

{L(1,sym*f), L(1,sym*f)~" : f € H(N;)}

est borné lorsque j — oo, ot p; est le j-iéme nombre premier et N; = p; ---p;. Dés lors, la
condition de type P~(N) > log N est indispensable.

Dans 7], Cogdell et Michel ont introduit une approche plus conceptuelle. En fournissant
une interprétation probabiliste naturelle, ils ont interprété les moments complexes pour les
fonctions L de puissance symétrique par I'espérance d’un produit eulérien défini sur ’espace
probabilité :

z 2 " i(m—217 —1\% .
Mz :1;[;/0 Ho(l—e< 209p=1)" sin? 0. (3.1.11)

La nouvelle méthode a deux avantages : d’une part, on peut calculer les moments complexes
de L(1,sym™f) pour tout nombre entier m > 1 (inconditionnellement pour 1 < m < 4
et sous leur hypothése sym™(N) pour m > 5 : pour tout f € H;(N), L(s,sym™f) est
automorphe) ; d’autre part, a I'aide de la formule (3.1.11), on peut évaluer M .. aisément
pour tout nombre réel r (en évitant 'analyse combinatoire compliquée dans [79, 24]). Grace
a cette nouvelle méthode, Codgell et Michel ont généralisé et amélioré les résultats de Royer
et Wu (3.1.9) et (3.1.10) : Soit N un nombre premier et f € Hj(N). Sous 'hypothése de
Riemann généralisée pour L(s,sym™ f), on a

{1+ o(1)}(2B; log, N) ™ < L(1,sym™f) < {1 + o(1)}(2B;} log, N)*" (3.1.12)

pour N — oo, out AE et BE sont constantes positives définies par (3.4.5) ci-dessous. On a

At =m+1, Bl =¢" (m € N),
A- = 1 B- =¢e7¢(2)7! 2

Ay =1, By =¢e7((2)7,

Ay =3, B, =¢'B,,

et By, est une constante absolue donnée dans [52, Théoréme 3|. De plus, ils ont montré qu’il
existe f= € H3(N) telle que

{1+ 0o(1)}(B,, log, N)”’_”, (3.1.14)
{1+0(1)}(B;, log, N) =",

L1 sym™f,}) >
L(1,sym™f,,) <
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pour tout nombre premier N — oo.

Lau et Wu ont obtenu I’analogue de (3.1.12) et (3.1.14) en I'aspect du poids (voir [52,
Théorém 2 et 3]). Pour prouver ces résultats, ils ont montré que pour f, g € H; (1), le facteur
gamma de la fonction L Rankin-Selberg L(s,sym™f x sym™g) est

Loo(s,sym™f x sym™g) = FR(S)‘sz‘ch(s)[m/Q]”Q*m H I'c (s +v(k — 1))m—u+1
1<vsm
et établi un théoréme de densité des zéros de L(s,sym™f) en Iaspect du poids (voir |52,
Proposition 2.1 et Théoréme 1]).

Dans cette section, on étudie la distribution de L(1,sym™f) en l’aspect de niveau-poids
en raffinant les méthodes de [80, 7, 52|. L’énoncé de nos résultats est restreint aux premiére,
deuxiéme, troisiéme et quatriéme puissances symétriques qui sont prouvées étre automorphes
et cuspidales (pour les niveaux N sans facteurs carrés et les caractéres triviaux). Cependant,
la méthode est applicable pour les puissances plus hautes pour lesquelles les automorphies
et cuspidalités seront connues. Parce qu’on considére les aspects de niveau et de poids simul-
tanément, la situation sera plus compliquée. Pour décrire précisément la relation entre les
valeurs extréme de L(1,sym™ f) en 'aspect de niveau-poids et les propriétés arithmétiques
de N, pour un entier positif Z > 0 et un entier pair k£ > 2, on pose un ensemble de niveaux :

Nx(E):={NeN: u(N)*>=1 et P~(N) = Elog(kN)log,(kN)}, (3.1.15)

ot u(n) est la fonction de Mébius.
Notre premier résultat est comme suit.

Théoréme 3.1.1. Soit = une constante positive et m = 1,2, 3, 4.
(i) Pour f € H;(N), en supposant HRG pour L(s,sym™f), on a
{1+ o(1)} (2B logy (kN)) ™" < L(1,sym™ f) < {1 + o(1)} (2B}, logy(kN))™  (3.1.16)
pour kN — oo avec 2 | k et N € Ni(Z).
(ii) I existe f£ € H;(N) telles que
L(1,sym™ f0) Z {1+ 0(1)}(B;, logy(kN))

pour kN — oo avec 2 | k et N € Ni(Z).
Ici AX et BE sont définis par (3.1.13) (voir aussi (3.4.5) ci-dessous) et les constantes
impliquées ne dépendent que de =.

+AE

(3.1.17)

Remarque 8.

1. En posant k£ = 2 dans le Théoréme 3.1.1, on obtient une généralisation des résultats de
Codgell-Michel (3.1.12) et (3.1.14), puisque Ny (=) contient tous les nombres premiers
pour quelque constante positive appropriée.

2. En posant N = 1 dans le Théoréme 3.1.1, on peut obtenir les résultats correspondants
de Lau-Wu (voir [52, Théorémes 2 et 3]), puisque 1 € Ni(Z) pour tous entiers pairs
k > 2 et tous les constantes =.

3. Comme dans le |52, Théoréme 3(i)|, on peut prouver que les bornes

(log,(kN)) ™" < L(1,sym™f) < (logy(kN))*" (3.1.18)

se vérifient inconditionnellement pour presque tout f € Hi(N) et 1 < m < 4.
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3.1.2 Premiére conjecture de Montgomery-Vaughan

Les trois conjectures de Montgomery-Vaughan décrivent précisément les comportements
des fonctions de distribution de L(1, ) autour de leurs valeurs extrémes [64]. Dans cette
sous-section, on considére ’analogue de la premiére conjecture de Montgomery-Vaughan pour
L(1,sym™f). Pour un entier m fixé, on considére la fonction de répartition

1

Fiy(tsym™) = ———— L.
o |36, (N))] f%m) (3.1.19)

+
L(1sym™ f)Z(Biht)EAm

Au vu du Théoréme 3.1.1, I'analogue de la premiére conjecture de Montgomery-Vaughan
pour les fonctions L automorphes de puissance symétrique peut étre énoncé comme suit :
Pour toute constante = > 0 fizée, il existe des constantes positives co > ¢y et cg > 0 dépendant
de = telles que

o~ c2(log(kN)/ logy (k) < F,j:N(logQ(k‘N),symm) < e—c1(log(kN))/ logy (k) (3.1.20)

pour kN > ¢y avec 2 | k et N € Ni(E).
Ce probléme a été étudié par Lau et Wu [53]. Ils ont prouvé la part de la borne supérieure
de (3.1.20) lorsque N =1et 1 <m < 4:

Fify (logy i, sym™) < eme1(osk)/ loeak (3.1.21)

pour tout entier pair £ > c¢g. Il est remarquable que, malgré les difficultés pour traiter
les formes modulaires, le résultat est aussi bon que celui de Granville et Soundararajan
[23] (de plus, ils ont utilisé une méthode différente en points cruciaux, ot 'outil comme la
borne Graham-Ringrose pour les sommations courtes des caractéres de module extrémement
composé est indisponible). L’outil principal est leur inégalité du grand crible (voir |53, Théo-
réme 1| ou Lemme 3.6.1 ci-dessous). Pour la part de la borne inférieure de la conjecture de
Montgomery-Vaughan (3.1.20), Liu, Royer et Wu [59] ont obtenu un résultat un peu faible
pour m =1 et N =1 : il existe trois constantes absolues c3, ¢4 et c5 telles que

log(kN)
117,}’1(10,53;2 k— 2logsk —log, k — ¢z, sym') > exp< - (log, k)72 log, k;) (3.1.22)

pour k > cs.

On généralise (3.1.21) et (3.1.22) comme suit.

Théoréme 3.1.2. Soit = une constante positive et m = 1,2, 3, 4.
(i) Pour tout € > 0, il existe deux constantes positives cg et c; dépendant de € et = telles

que
log(kN
o (logy 1)+ dnsy®) < exp( —cuo] + D20 )
2

pour kN = c7 avec 2 | k et N € Ni(E) et loge < ¢ < 9logy(kN).
(ii) 1l existe trois constantes positives cs, cg et c1g dépendant de = telles que

cglog(kN) )
logZ(EN) logy (V)

i (1oga(V) ~ logy () = og (k) — s, sym™) > exp ~

pour kN > c19 avec 2 | k et N € Ni(2).
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Remarque 9.

1. Posant ¢ = 0 dans le Théoréme 3.1.2(i), on obtient la part de la borne supérieure de
la premiére conjecture de Montgomery-Vaughan (3.1.20) en 'aspect de niveau-poids.

2. Le Théoréme 3.1.2(ii) peut étre regardé comme une version faible de la part de la
borne inférieure de la premiére conjecture de Montgomery-Vaughan (3.1.20).

3. Puisque 1 € Ni(Z) pour tout entier pair k > 2 et pour tout constante positive =, il
est aisé de voir que le Théoréme 3.1.2(i) et (ii) généralisent et améliorent (3.1.21) de
Lau-Wu et /ou (3.1.22) de Liu-Royer-Wu, respectivement.

3.1.3 Fonctions de répartition pondérées

Motivé par les travaux de Granville-Soundararajan [23| et de Cogdell-Michel [7] et au
vu de la formule de trace de Petersson, Liu, Royer et Wu [59] ont introduit les fonctions
pondérées de distribution :

f,fN(t,symm) =

> wy. (3.1.23)

1
Z Wy FEHL(N)
FEH(N) L(l,sym’"f)E(B?,it)iATin

En utilisant la méthode de point col, ils ont évalué (3.1.23) pour N =m =1 : il existe trois
constantes positives 7= et C telles que pour k& — oo, on a

FE (1, sym?) = {1 4 o(1)} exp < e {1 v o(%) }) (3.1.24)

t

uniformément pour ¢ < log, k — glog3 k —log, k — C, ot la constante impliquée est absolue.
Comme ils ont noté, la méthode est applicable pour les fonctions L de puissance symétrique.
Dans [50], Lamzouri a étudié une classe grande des produits eulériens aléatoires et trouvé un
résultat général [50, Théoréme 1]. Comme un corollaire, il a obtenu ’évaluation de (3.1.23)
avec signe + et k = 2 en 'aspect niwveau premier :

F et sym™) = {1+ o(1)} exp ( - etf”t {1 + o(%) }) (3.1.25)

uniformément pour tout nombre premier N et t < log, N —logs N — 2log, N. On voit que
le domaine de validité de ¢ est un peu plus large que celui de (3.1.24), mais le terme d’erreur
est un peu moins bon.

En raffinant la méthode de Lamzouri [50], on montre le résultat suivant.

Théoréme 3.1.3. Soit = une constante positive et m = 1,2,3,4. Alors, il existe une
constante c11 dépendant de = telle que

FiEn(tsym™) = {1+ o(1)} exp ( — et_:ﬁ {1 + O(%) })
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uniformément pour kN — oo avec 2 | k et N € Ni(2) et
t <logy(kN) —logs(EN) —log,(kN) — ¢4,

o T sont des constantes ne dépendant que de m définies comme dans le Lemme 3.7.2
ci-dessous. Ici, la constante impliquée ne dépend que de =.

Remarque 10.

1. Le Théoréeme 3.1.3 généralise et améliore (3.1.24) de Liu-Royer-Wu et (3.1.25) de
Lamzouri.

2. Le Théoréme 3.1.3 également compléte (3.1.25) de Lamzouri en montrant un résultat
similaire pour le cas du signe « — ».

3.1.4 Distribution des valeurs propres de Hecke

Pour chaque f € Jj(N), désignons par As(n) la n-éme valeur propre de Hecke de f
normalisée. D’apreés Deligne, il est bien connu que |Af(p)| < 2 pour tous les nombres premiers
p. Grace a Mikio Sato et John Tate [87], il existe deux conjectures bien connues concernant
la répartition des valeurs propres de Hecke des formes primitives holomorphes.

Conjecture (Version horizontale de la conjecture de Sato-Tate). Soit f € H;(N). Pour
tout [u,v] C [-2,2], on a

O e ]

p<:v MN

( )

Cette conjecture de Sato-Tate a été démontrée par Barnet-Lamb, Geraghty, Harris et
Taylor 4] en 2011.

Conjecture (Version verticale de la conjecture de Sato-Tate). Soit p{ N un nombre premier
fixé. Alors pour tout [u,v] C [—2,2], on a

1
Z /1/2 Pt viced v o),

—1/2)2 _ 42
fereN +pt2)? -t 2
u<)\f()

I-‘H*(

Cette conjecture a été prouvée par Conrey, Duke & Farmer (1997) et par Serre (1997),
indépendamment.

En 2006, Lau et Wu [52] ont démontré qu’il n’existe pas une version « diagonale » de la
conjecture de Sato-Tate (i.e., p et kN tendent vers l'infinie en méme temps). En fait ils ont
montré que pour tout A > 0, il existe trois formes primitives f; € 3} (i = 1,2, 3) telles que
presque tous { Ay, (p)}p<ogk)a S€ trouve autour de —2, 0,2, respectivement, lorsque k — oo.
Un résultat similaire en I'aspect de niveau a été obtenu par Royer et Wu [81] en 2007.

Comme une application du Théoréme 3.1.1(ii), nous pouvons généraliser ces résultats en
I’aspect de niveau-poids et obtenir un nouveau point d’accumulation a 1’aide de la valeur
minimale de L(1,sym*f). Précisement nous avons le résultat suivant.
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Théoréme 3.1.4. Soient f(t)t—> oo une fonction vérifiant £(t) < logst et = > 0 une
—00
constante. Alors il existe des formes fi,g,h € H;(N) telles que pour tout A >0 on a

1
> = =logg(kN) {14 Oaz (&(kN)™)}, (3.1.26)
pelog(tN)A, piN
Apy (p)Z£2FE(kN)/ logs(kN)

1
> = logg(kN) {1+ Oaz (£(kN)™) 1, (3.1.27)
p<(log(kN))*, ptN
IAg(p)|<{E(EN)/logs (kN)}'/?

> % = logz(kN) {1+ Oaz (E(kN)Y)}, (3.1.28)

p<(log(kN))#, piN
[An(p)2—2|<{&(kN)/logg(kN)}1/2

pour kN — oo avec 2 | k et N € Ny (Z).

Remarque 11.

1. Pour de telles formes £, on peut trouver que presque tous les { = (p)} se rassemblent
autour quelques points mais pas de facon équi-distribués pour p < (log(kN))4 lorsque
kN — oo.

2. Nos résultats montrent que, pour x = (log(kN))4, la Conjecture de Sato-Tate ne se
vérifie pas lorsque kN — oo.

3.1.5 Théoréme de densité en ’aspect de niveau-poids

Dans les méthodes de [80, 7, 52|, le théoréme de densité des zéros joue un rdle important.
Un théoréme de densité général pour les fonctions L automorphes en 'aspect niveau est
établi par Kowalski et Michel [49, Théoréme 2| et utilisé dans [80, 7|. Un théoréme de
densité similaire en l'aspect du poids a été obtenu par Lau et Wu [52, Théoréme 1|. Pour
prouver notre Théoréme 3.1.1, on a besoin d’établir un théoréeme de densité en ’aspect de
niveau-poids. On dénote N(«,T,sym™ f) le nombre des zéros p =  + iy de L(s,sym™f)
avec f > a et 0 < v < T. Notre théoréme de densité est comme suit.

Théoréme 3.1.5. Soit a > 2, 6> 0,1 <m <4, r>0, Ep, = (m+1)(m+7)+8 et
B, =(2m+r)(m+1)+m+12. Alors, on a

Z N(Oé, T, symmf) Lo r[vl+1/rk:Emm(1—cv)/(3—2o¢)—‘,-cej\[E;n,,,.(1—0()/(3—20()4-67
JEHZ(N)

uniformément pour 2 | k, N sans facteurs carrés et T = 2, ot la constante impliquée ne
dépendant que de o, € et r.

Notre théoréme de densité montre que, en moyenne, il y a peu de forme primitive qui
posséde des zéros dans la région critique avec la partie réelle proche de ligne s = 1. Le
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théoréme est utile seulement si a est proche de 1 et 'aspect T est essentiellement hors de
propos. Pour n € (0, %), on définit

FGE(Nsm,m) == {f € HG(N) : L(s,sym™f) # 0,5 € 8},

_ . n (3.1.29)
Hie (N5n,m) = F(N)\ H (N3, m),
ou
§:={s:1-n<o<1|r|<100(kN)"}U{s:0 > 1}.
En utilisant le Théoréme 3.1.5 avec r = 1, on a
Hy (Nig,m) < > N(1—n,100(kN)", sym™ f)
JEH, (Nsm,m)
P (3.1.30)
< > N(L—n,100(kN)", sym™ f) <, (kN)%".
FEIGLN)
Pour n < %, on a
|G (N3, m)| ~ |HG(N)]. (3.1.31)

Puisque H; (N;n,m) est presque de la méme taille que 3}(NV), on peut remplacer Hj(N)
par J; (N;n,m) dans les applications et le théoréme de densité joue partiellement le role de
I’'HRG.

3.2 Bornes des fonctions L de puissance symétrique

L’objet de cette partie est d’introduire des propositions nécessaires pour les bornes des
fonctions L de puissance symétrique.

Lemme 3.2.1. Pour 1 < m <4, 2|k, N sans facteurs carré et f € H;(N), on a
L(s,sym™ f) < log"™ ! (N (k + |s| + 2))
uniformément pour s > 1 — 1/log(N(k + |s| +2)).

Démonstration. Il suffit de considérer 2 > Rs > 1—1/log(N (k+|s|+2)). Grace a la formule
de Perron, et (1.2.8), on a pour € > 0,

)\s m" — 1
§ s (1), n/Y:_./ L(u+ s, sym™ )Y T (u) du
@

ns 2mi
n=1

1
2mi (%*?RS)
= L(s,sym™f) + O(Nm/4+€(’8| + k)(m+1)/4+syl/27§)%s).

En posant Y = N™/21(|s| + k)mTD/2+1 et en utilisant (1.2.5), on déduit le résultat de la
borne de la fonction zéta prés de la droite s = 1. O
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Pour f € H; (N;n,m), oun € (0,3), on obtient le logarithme log L(s,sym™f) de I'inté-
grale de la dérivée logarithmique (1.2.9) puisqu’il est holomorphe et n’a aucun zéro dans la
région § définie dans (3.1.29),

o0

Asymm ()

log L ") = >1). 3.2.1
o Lisayu"f) =3 2ELE (0> 1) (32.1)
Immeédiatement, on a la borne simple pour log L(s,sym™ f),
| log L(s, sym™ )| < (m + 1)((0) < (0 — 1)~ (0 >1). (3.2.2)

On écrit 09 = 1 —n. Au vu de la borne de convexité, on a pour 0 < o < g9 et |7| <
100(kN)"
Rlog L(s, sym™ ) = log |L(s,sym™ f)| < C log(kN),

pour certaine constante C' > 0.

On considére les cercles avec le centre 2+ it et les rayon r := 2 — 0 < R := 2 — 0. Alors,
grace au théoréeme de Borel-Carathéodory et au vu du Lemme 3.2.1, on a pour ¢ > oy et
|7] < 100(kN)",

2 R
log L(s,sym™ f) < I ﬁ . ‘Zénggf:Rifﬁlog L(s,sym™f) + I t :| log L(2 + it, x)|
1
< log(kN) + :
g — 0y 0O — 0y
Alors, on a la majoration
log(kN)

log L(s,sym™ f) < (3.2.3)

0O — 0y

Sous 'HRG, on majore log L(s,sym™f) de la maniére suivante.

Lemme 3.2.2. Soit 1 < m < 4, 2|k, N sans facteurs carrés et f € Hi(N). Sous ’HRG
pour L(s,sym™f), on a poure >0 et o > %,

log L(s,sym™ f) <e.q [log(N(k + |s| 4 3))]21-o)+=
uniformément pour a < o <1 et 7€ R.

Démonstration. On pose F(s) := log L(s,sym™ f). Sous 'HRG pour L(s,sym™f), F(s) est
holomorphe pour Rs > % Avec la borne de convexité de (1.2.8), on a

Rlog L(s,sym™ f) < C'log(N(k + ||+ 3)) (o0 >3).

~

En appliquant le théoréme Borel-Carathéodory, on prend s’ = 2+ir, R’ = g— %5 et r’ = %—5 ,
ou 0 < ¢ < 1 sera donné plus tard. Ensuite, on a

2 / R/_I_ /
max |F(s)| < T max RF(s) + . :/

|s—s'|=r' h R — 7" |s—s'|=R'
< (6/6 —4)ClogN(k+|7|+3)+(6/5 —3)C
< O Hog(N(k + |7| + 3)).

|F(s)]




3.2. BORNES DES FONCTIONS L DE PUISSANCE SYMETRIQUE 79
Puis pour § + % <Rs < % — J, on obtient

|F(s)| < C6 Mog(N(k + |7] + 3)). (3.2.4)
On note M (r) := ‘SE?éT |F'(s)].

En appliquant le théoréme des trois cercles de Hadamard avec le centre sg = o7 +i7 (1 <
o1 < Nk+|r|+3)etri=0,—1—-6, =01 — 0, 7"3201—%—5, on a

 log(ra/71)

M(r2) < M(ro)™*M(rs)® avee a= -0y

=2(1—0)4+ 0+ 1/01).

Grace a (3.2.4), on a M(r3) < Co'log(N(k + || + 3)) et M(r1) < C6~'. Donc on obtient
|log L(s,sym™ f)| < (05_1)1% (Co " log(N(k+ |7|+3)))".
En posant o1 = 3 = log, N(k + |7]| + 3), on déduit notre résultat. O
Pour f € 3 (N;n,m), on a la borne comme suit.

Lemme 3.2.3. Soit n € (0, %) fixzé, oo =1—n,1<m <4,2|ketN sans facteurs carrés.
On a pour f € H}(N;n,m),

o

log L(s,sym™ f) = Z

n=1

Asymm (1)
n®logn

e T+ R (3.2.5)
uniformément pour 3 < T < (kN)", 09 <0 <3/2 et |7| < T, ou
R <, T~=)2(log(kN)) /(0 — 00)?. (3.2.6)

De plus, pour 0 < € < % et % < «a < 1, sous ’HRG pour L(s,sym™f) ou f € H;(N), la
formule (3.2.5) se vérifie uniformément pour a < o < % etT > 1, avec

R <<€’a T*(ofa) (log(kN>>2(1fa)+€'

Démonstration. Partant de la relation

> A.S m7"/ 1 2+im
Z y—f(n)e’"/T = — / [(z — s)log L(z,sym™ f)T%* dz,
~ n logn 271 Jo_ieo

et en déplacant la droite d’intégration en € consistant en lignes droites joignant
k—ioco, k—2T, oy—2T, o+2T, k+2T, K+ ioco,

otk =1+1/logT et o4 = (0 + 0p)/2, on obtient

oo

Agyum _ 1 _
E y—f(n)e /T —og L(s,sym™f) + — /F(z — s)log L(z,sym™ f)T*7*dz.
n*logn 27 Jo

n=2
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D’apreés (3.2.2) et (3.2.3), la derniére intégrale est
177177 log(kN
< og(kN)

[ Ire—o+iiay
ly|<3T

0O — 0y
log(kN) [*
;. log(kN) / Tz — 0 +i(T — )| dz + Tl‘”’LE/ Dk — o +iy)| dy.
o — 0y o1 ly|=T

On peut déduire (3.2.5) et (3.2.6) de la formule de Stirling de la forme : pour des constantes
fixées ¢; > 0, (i =1,2,3),

ID(o +ir)| = V2r|r|7 2 ™"2(1 + O(|7| ™)) (3.2.7)

pour —¢; < 0 < g et 7 = 3. [T(w)| < |w|™! lorsque —1/2 < Rw < ¢ et [Sw| < e3
Sous 'HRG, on utilise la méme méthode et on déplace la droite d’intégration en Rz =

o =a—¢ >1oue =1imin(s,a — 3). La derniére intégrale donne
1 o/ +ico . L
R = e I'(z — s)log L(z,sym™ )T ° dz
1 o —ico

+oo
<Lz o Ta’g/ ’F(O/ — o+ iy)](logN(k + ‘yl + 3))2(170/)+5 dy

<<€,a Tf(afa) (log(k,N))Q(lfa)JrZs,
grace au Lemme 3.2.2. O

Lemme 3.2.4. Soit n € (0,3) fixé, 1 <m <4, 2|k et N sans facteurs carrés. Pour tout
f €3 (N;n,m), on a

(log(kN))™/1 — 1
alog,(EN)

log L(s, sym™ f) <, 1 logy (10N,

uniformément pour o > 1—a >1—1n et |7| < (log(kN))¥/".

Démonstration. On pose T = (log(kN))*" dans le Lemme 3.2.3. Ainsi, le terme d’erreur est
O(1). Pour la sommation, on a la majoration

1
< ZW +0(1)
p

On sépare la sommation en deux part

2t TS Y
p p<T p>Tp

Pour la premiére somme, on a la majoration

lo,gz;(k:]\f))‘m/77 -1
alogy(kN)

+ logs (10kN).

p<T
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Ici, on a utilisé le fait que pour 1/2 <o < lety >3

—0

1
— < 41 :
Z l—cr logyjL 082y

:n<y
Pour 'autre sommation, on a

Z p"elp/T < / t/Td<Zpig>

p>T p<t
Tlfo- -1 1 00 tlfo -1
——— 4 log, T+ = T~ T og, t |dt
< (1—0)logT+ 0Bz +T/T (e (1—0)logt+e ©82

(log (k) 2/ — 1
T alogy(kN)

+ logs (10kN).

D’on on déduit notre résultat. O

Partant de la borne ci-dessus, on écrit la logarithme des fonctions L de puissance symé-
trique sous la forme de série Dirichlet suivante.

Lemme 3.2.5. Soit n € (0, 615) 1 <m < 4,2 |k et N sans facteurs carrés. On pose

z = exp{+/log(kN)/7(m +4)}. Alors, on a

log L(1, sym™ Z Z log (1 — ay )m*ijfl)f1

p<Lx O<] <m
N

1 (3.2.8)
+) log (1—ay(p)"p™")" + O(log™*(kN)),

p<T
pIN

pour f € 3 (N;n,m). La constante impliquée dépend que 1 et m.

Démonstration. On pose T = (log(kN))*". Au vu de (3.2.1), la formule de Perron nous
donne

A . 1 1/log z+iT s 1 T 1
Z Lf(”):_/ logL(s+1,symmf)%d3+0<Og( x)+_>'

o, nlogn 271 )1 ) 1og a—iT T x

Déplacant la droite d’intégration en o = ——77 et en estimant log L(s, sym™ f) par le Lemme
3.2.4 (avec v = 17), on obtient

Agymm log(kNT log(kN)logT
Z Yy f(n) — 10gL(1, symmf) + O Og( f]f) + Og( ) 0g
,~~  nlogn T /4

(3.2.9)
= log L(1,sym™ f) + O((log(kN))_4/”+1).
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D’autre part, (1.2.10) nous donne

smm Asmm v
T D

2<n<z p<z v<logz/logp p Ing
_ O‘f( ay(p)" )
SIDIEET- D DD DS
p<z v<logz/logp p<z v<log z/ logp 0<j<m
pIN ptN
mY\ —1L 1
N )}
o P x3/2log x
pIN

T3 () o))

p<z O<] <m
ptN

On déduit notre résultat de (3.2.9) grace au théoréme des nombres premiers. O

3.3 Démonstration du Théoréme 3.1.5

Comme dans [52, Theorem 1], on va suivre la méthode de Montgomery [66]. D’abord, on
donne une factorisation de la fonction L de puissance symétrique. On fixe un parameétre réel
z > 1 (choisi explicitement plus tard). On note P(2) =[], p-

Lemme 3.3.1. Soit f € H;(N),m € N et z > (m+ 1)% Pour o > 1, on a la factorisation

L(s,sym™ )" = G(s)L’(s,sym™[)

avec

L(s,sym™f) == Z Asymm () p(n)n =,
2))=

(n, 1

ot G¢(s) est holomorphe et elle n’a ni zéro ni pole lorsque o > % et G¢(s) <. 1 uniformé-
ment pour o > % +e€.

Démonstration. On peut écrire L’(s,sym™f) de la forme

L(s,sym™f) = [[(1 = Agurs(p)p™*) o> 1.

p>z

Par (1.2.5), on a
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Alors, 1 — Agymm ¢(p)p~° # 0 pour o > % et p > z. Ainsi, on a

~TIT10 -t 27

<11 ((1 e T[0 - af<p>m—2jp—s>).

Lorsque p > z, le facteur local en p de G¢(s) est de la forme 1+ O(p~27), d’ou on obtient le
résultat. O

Le deuxiéme lemme est une égalité du grand crible sur des valeurs propres de Hecke
dans ’aspect niveau-poids. Les résultats similaires dans ’aspect niveau et ’aspect poids ont
été obtenus par Duke et Kowalski [13| et Lau et Wu [52], respectivement. La démonstra-
tion est trés similaire. La différence unique est de remplacer la borne de sous-convexité de
L(s,sym™f x sym™g) dans I’aspect niveau ou l’aspect poids par notre borne de convexité
en I'aspect de niveau-poids (dans le Lemme 1.4.6).

Lemme 3.3.2. Soient 1 <m <4, L > 1 et {as}i<p une suite de nombres complexes. Alors
pour tout € > 0, on a

Z ) ZafAsymmf ’ <. (kN)a (L + (kNQ)DT'LL1/2+8> Z |6Lg|2,

FEIE(N) (<L <L
ot Dy =m(m+1)/44 1 et la constante impliquée ne dépend que de ¢.

Démonstration. 11 suffit de prouver

Dol D bAgums(l)

(<L fexr(N)

<<E (EN)* (L + (kN?)PmLV24e) N ?
feHE(N)

pour toute suite complexes {by} res

<y

21

) La somme de gauche est

S b (0

FEIG(N)

ot/L

qui s’écrit de la forme

D> b > Agmm (D) Aqymmg (O " (3.3.1)

F,9€T;(N) 21

Au vu de la formule

1
— [ T(w)yy*dw=e""  pourc>0,
2mi (c)
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on a
1
g Asymm f (€) Asymm g (£)e ™ F = 2—/ L(s,sym™f x sym™g)T'(s)L* ds, (3.3.2)
i
1 (2)

ou L(s,sym™f x sym™g) est définie par (1.4.13).
On déplace alors la droite d’intégration en Rs = 1/2 + € en croisant un poéle simple en
s = 0 si et seulement si f = g avec le résidu

R_elsﬁ(s, sym™ f x sym™g)l'(s)L* = lim(s — 1)L (s, sym™ f x sym™g)['(s)L*.

s—1
Grace a la borne de convexité, on a
R_elsL(s,symmf x sym™g) <. (kN)®.
Alors, la contribution du résidu en s =1

< 37, (VL.

1 sif=yg,
5f7g 2:{

0 sinon.

avec

En utilisant la borne de convexité (Lemme 1.4.6) et la formule de Stirling pour la fonction
Gamma, l'intégrale sur la droite Rs = 1/2 + ¢ donne une contribution

< Nm(m+1)/2+€km(m+l)/4+€Ll/2+€'

Il en découle que l'intégrale dans (3.3.2) est

< (kN)E(ngL + Nm(m+1)/2+ak5m(m+1)/4+8L1/2+8

3.3.3
< (kN)E((SﬁgL—{— (kNQ)m(m+l)/4Ll/2+€). ( )
En insérant la majoration (3.3.3) dans (3.3.1), on obtient
2
ST b (O)] e < (RN (L4 (NP ST b2
(<L fex(N) FEHL(N)
Notre résultat découle d’un principale de dualité. O

On va calculer le nombre des zéros de la fonction L de puissance symétrique. D’abord,
par le Théoréme 1.2.3, on a

N(%,j,sym™f) — N(3,j — 1,sym™f) < log(kN7j).

Donc le Théoréme 3.1.5 découle immeédiatement lorsque 7' > (kN)". On peut déduire aussi
la majoration pour 1 < T < log®(kN). Alors, on suppose

log®(kN) < T < (EN)".
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On coupe le retangle @ < o < 1 et 0 < 7 < T en boites de la longeur 2 logQ(kN). Ilyaau
plus O(log®(kN)) zéros dans chaque boite o < o < 1 et 20(log kN)? < 7 < 2(£+1)(log kN )?
avec 1 < £ < T/2(logT)?. On désigne ngymm le nombre des boites qui contient au moins un
zéro p de L(s,sym™f). Alors

N(a, T,sym™f) < ngymm ¢ log® (kN). (3.3.4)
Donc il suffit de montrer

S Ny Koo Thrr(m0)/(3=20)42 N B (10 /(3=20) 4
FEHGN)

Soient a > 5 + 2e, x,y € [1, (kN)20m*(147)] et on définit

My(s,s9m™ ) = Gyls) 3 Ay p(mpalm)n™,
n<x
(n,P(2))=1
ou Gy(s) et P(z) sont définis dans le Lemme 3.3.1.
On note p = S +iyavec B 2 a (> 1 +¢),0 <~y
k=1/log(kN), ki =1= 4k (>0), ko =3 — B+ (<0). Alors
1

2mi

1
+5— L(p 4 w,sym™ f) M, (p + w,sym™ f)I'(w)y" dw.
(k1)

Le zéro de L(s,sym™ f) annule le pole de I'(w) en w = 0. Donc on peut déplacer la ligne
d’intégration de la seconde intégrale en Rw = ko. Ainsi on a

1
e MY = 2—/ (1= L(p+w,sym™ f)) My (p + w,sym™, f)T'(w)y" dw
1 (/11)
1 (3.3.5)
+ 5 L(p + w,sym™ f)M(p + w,sym™ f)I'(w)y" dw.
(k2)

Pour Rw = Ky = 5 — f + ¢, la borne de convexité (1.2.8), (1.2.5) et le Lemme 3.3.1
impliquent

L(,O + w, Symmf) < Nm/4+a(k, + T+ | Imw|)(m+2)/4+‘5,
Mm(p + w, Symmf) < 1'1/2+€,

Ainsi, la contribution de | Imw| > log®(kN) & la seconde intégrale de (3.3.5) est

< x1/2+5y1/2a/ N™4e(k + T + | Tmw|) ™24 D (w) || dw|
|Imw\2log2(/€N)

<. I1/2+ey1/2—aNm/4+€(k + T)(m+2)/4+se—10g2(kN) e %’
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avec T < (EN)".

D’apres (1.2.5), on a L(s,sym™f) < ((s)™™ pour Rs > 1. Donc pour Rw = r; =
1—0F+k,ona

1= L(p+w,sym™ f)My(p + w,sym™ f)

(1) Asymm 1 () .
= L(p+w,sym™ f)Gs(p +w) E p——” < (EN)®.
(n,P(z))=1

Ainsi la contribution de | Imw| > log?(kN) & la premiére intégrale de (3.3.5) est

< kNa l1—a+k —log (EN) <
= (kN) * kN’

Pour a > 0, b > 0 et ¢ > 1 satisfaisant 1 < C(a +b), on a 1 < 4C%*(a® + b) (il suffit de
prouver le cas a < 1 et b < 1).
D’ot on obtient

1 <. (k,N)EyQ(lfa)

log®(kN)
x/ 1 —L(1+k+i(y+v),sym™f)M,(1+ K +i(y + v), symmf)\de
—log?(kN)

log”(kN)
+ytfte / 2(kN) IL(3 + & +i(y +v),sym™ f) My (5 4 £ +i(y + v), sym™ f)| do.
—log“ (kN

On sépare les boites en deux groupes selon la parité de £. Ainsi, deux zéros du méme groupe
ont une distance 2log®(kN) au moins. En sommant l'intégrale sur les zéros de deux groupes
respectivement, on obtient

Neymm g < (KN)*y*0 0L 4! /270 0, (3.3.6)

ol
2T
I = / 1= L(1+ & +iv,sym™ f) M, (1 +  + iv, sym™ f) > dv,
0
2T
I ;:/ |L(%+5+iv,symmf)Mx(%—|—€+iU,Symmf)|dU-
0
Pour "< (kN)", on a

2T
]2 <<5/ NTI’L/4+E(k,+U)(m+1)/4+ax1/2+g dv
’ (3.3.7)

<. Tx1/2+ek7“(m+1)/4+rsN(mr+m+r)/4+'ra.
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Pour I, on a

1-L(1 + k +iv,sym™ f)M,(1 4+ K + iv, sym™ f)

() Asymem y () I ) (3.3.8)
< 2. S| T (RN)E D
z<n<X n>X
(n,P(2))=1

oil X = o (M),
La seconde somme de (3.3.8) est < (kN)™!
Avec le Lemme 3.3.2, la contribution de la premiére somme dans (3.3.8) est

> |y M )
nl—l—n—i—w

* L <2L

A =l

2

< (]{ZN)é‘(L + (k’N2)DmL1/2+€)L_1_2“.

Séparant x < n < X en intervalles dyadiques, on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

2

FEFE(N)

2
< (kNQ)Dm+E$_1/2+5 + 1.

Z N(”))‘symmf (n)

nl+f§+iv

r<n<X

(n7P(z)):1

Ainsi on a

2
Z :u Symmf( ) dU 4 T

n1+n+1v

X (3.3.9)

> 11<< kN) /2T >

FEIHE(N FEFHE(N)

< (EN?)°T ((kN?)Pma= 124 1) .
Grace a (3.3.6), (3.3.7) et (3.3.9), on obtient

D Ny Kpe T2 (kN)?
FEILN)

% [y2(1fa)(1 + (sz)Dmx—lm) + yl/Zfaxl/Zk,r(erl)/MrlN(mr+m+r)/4+1] .

Z Ngymm f Ly TkEm,r(lfa)/(372a)+sNE‘{n’T(lfa)/(BfZa).
FEHL(N)

Ce qui implique le Théoréme 3.1.5 par (3.3.4).

3.4 Moments complexes de L(1,sym™ f)

L’objet de cette section est de compter les moments complexes de L(1,sym™ f) en 1’aspect
de niveau-poids.
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3.4.1 Notations et résultat

D’abord on introduit des notations qui sont un peu lourdes mais effectuent 'interprétation
dans la théorie de la représentation. On peut trouver les détails dans |7]. Pour § € R, m € N,
|z] <1 et z € C, on note

g(0) := diag [eig, e’w} ,

Symm [9(9)] _ dlag[ im0 1(m—2)9, o ’e—imQ]’

(3.4.1)
D, sym™[g(6)]) := det (I — - sym™[g(6)]) " = Hm (1= em=20) ",
Et pour z € C, m € N et v > 0, on définit A" [g(6)] par\
Dl sy lgO)° = SN, (] < 1)
Ainsi on a .
M (0)] = trlsym o (0))) = T DL .

log D(z,sym™[g(0)]) = tr(sym™[g(0)])x + O(z*) (|| < 1).
Selon la Proposition 1.1.5, pour p{ N, on peut écrir as(p) = €% ®) o 64(p) € [0, «1]. Alors

o) = UL syl 6 0)) = b6 ) (343

Par (1.2.4), on a

L(s,sym™ f)* = [ [ (1 = eF(p)p~ ) H D(p~*,sym™[g(0;(p))])",

p|N

et ce qui permet d’écrit la séries de Dirichlet

Adymm y (1)

/rLS

L(s,sym™f)* =

n>1

(0 >1).

Donc A%, m f( n) est multiplicative et on a pour un entier positif v

M lg(0r(p))] sipt N,
(p”) = ,
d.(p")\s(p™) sip|N,

ol d,(n) est une fonction multiplicative définie par >~ d.(n)n™* = {(s)* pour Rs > 1.
On pose aussi

Af = max Ltx(sym™[g(6)]) = +tr(sym™[g(6;,)]),

B = exp {mo+ (A45) 1Y (£ log Dp~ sym™[g(6% ) — Ap") }.

p

)\Z

sym™ f

(3.4.4)

(3.4.5)
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Ici wq est défini par la relation

1 1
Z— =logyt + @y + O (ﬁ)
vt P 0g

et 6. , € [0, 7] définis par

D(p~', sym™[g(6;5,)]) = max D(p~",sym™[g(0)])

D(p™,sym™[g(0;,,,)]) = min D(p~", sym™[g(9)])

(3.4.6)

sont calculés dans [52].

Pour n € N, nous écrivons n = nyn™) avec p | ny = p | N et (ny,n™)) = 1. Nous
posons
z DN(nm)dZ<n) 2 " — m Z :
M (N) = ZWH; i D(p L sym [9(9)]) sin? 6 dé, (3.4.7)
n>1 pJ(N

ot Oy (n) est défini par

> On(n 1
3 n( ) = u(2s) =i

n=1 pIN

On pose aussi

2 [T z .
M = MG m (1) = H ;/o D(p~",sym™[g(0)])" sin* 6 df. (3.4.8)
P

Sur les moments complexes de L(1,sym™f), on a le résultat suivant, qui joue un role
important dans les démonstrations des Théorémes 3.1.1 et 3.1.3.

Proposition 3.4.1. Soient n € (0,%) fixe, 1 < m < 4,2 | k et N sans facteurs carrés.
Alors il y a deux constantes positives § = 6(n) et ¢ = c(n) telles que

ST W L(Lsym™ ) = M (N) + O, (e 108/ a3

feHE(Nmm)

uniformément pour |z| < clog(kN)/logy(10kN)logs(10kN).

3.4.2 Lemmes intermédiaires
Lemme 3.4.2. Soient 2 | k et N sans facteurs carrés, m € N et z € C. Pour f € H;(N),

pt N et un entier v >0, on a

Smmp (P7) = Mi}fyﬁf(p”/), (3.4.9)

o</ <mv
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ol
2 s
M = — / A5 [g(60)] sin[(1 + 1)0] sin 0 d6.
b 7r O

De plus, on a
i, = wmy) (0< Y <m),

] < doniniz(p7) (0 < <mw), (3.4.10)
> sl < dimgny (07),
o</ <mv
ot 6(a,b) est 1 sia=>b et0 sinon.
Démonstration. La démonstration est semblable & [52, Lemma 6.1] et (3.4.10) suit [81, Pro-
position 2. O
Lemme 3.4.3. Soient 2 | k et N sans factuer carré, m,n € N et z € C. On a
D WA () = N (n) + Oy (KON o™ log(2n)r7, (n)) (3.4.11)
FEHL(N)

0t NZym (1) est la fonction multiplicative définie par

) {Mf{:o sipf N,
sym™ p = v my .
d.(p")B(™)/vp™ sip|N.

Ici O(n) =1 sin est carré, et O(n) =0 sinon, et rZ,(n) est la fonction multiplicative définie
par
dim+1)2(p7)  sipt N,

T (p) = { , (3.4.12)
dp- (") /p™"* sip| N.
Up U]

Démonstration. On écrit n = ¢;*---q,"py* -~ -p? ot ¢; | N pour 1 < i < h et p; { N pour
1< j<r. Daprés (3.4.9), on a

Z WAy p () = dx(qy" - Z ZT (HMZVJ )

FEILN) vi=0
XY widp(gl” gy ).
FEHL(N)
Si on écrit ¢;""' -+ - ;""" = g°q, par la Proposition 1.1.4 et en utilisant la formule des traces

du Théoréme 1.1.7, on peut obtenir le terme principal A7, = (n), et le terme d’erreur est

e s \ () (gptt - P )YAT2(N) log (2qp’t - - pi N)
<3 (I )

gk5/5q12(N)
<N~ 1+6k, 5/6 m/410g(2n) HZ| Z,Vj |

j= 11/_
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qui implique (3.4.11) immédiatement par (3.4.10). O
On définit ()
= )\g m™ —n/x
Wy () 1= Z %e /e

n=1

Lemme 3.4.4. Soient 2 | k, N sans facteurs carrés, m € N, x > 3 et z € C. Pour tout
e>0,o0na

o >\Z m
Z WyWeymm () = Z L() T4 Oy (KT SN (2, + 1) log 7))
FEIC(N) =1

ol 2z = (Mm+1)]z] + 1.

Démonstration. Par la définition de wg, () et (3.4.11), on a

Z WfWgmm p (T Z WA Symm (1)

FEHE(N) n=1 FEHE(N)

o0

_ Z SYmm —n/x + O<k—5/6N—1+5 Z nm/4—1 log(2n)e—n/xr;(n)> )
n=1

Selon (3.4.12), on a r,(n) < dimt1)z/(n). De plus on a la propriété de d;(n),

5 dgT(ln) . (Z %)Z < (log 3X)".

n<X n<X

Donc la somme dans le terme d’erreur est

= / 10g(2t)tm/4e_t/xd<ern(n)n_1> L 2™ [(2 + 1) log 2]

1 n<t
Ceci termine la démonstration. O
On peut trouver la démonstration du lemme suivant dans [52].

Lemme 3.4.5. Soient m € N, z € C et on définit 2/, := (m + 1)|z| + 3. Alors il existe une
constante ¢ = c¢(m) > 0 telle que

\? . 1 (1—0)/o 1
Z ’ sym ( )| < exp 10g2 Z + Zm
iyl ne (1 —-0)logz,
pour tout o € (%, 1]. De plus, on a

S Al ] = /OWD(p—l,sym’"[gwﬂ)zsmwd@-

(n,N)=1 " pIN
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Lemme 3.4.6. Soient m € N, 0 € [0,1/3), x > 3 et z € C. Il existe une constante ¢ = c¢(m)

telle que
N m(n
Z Sym ( )e—n/z — Mszymm
n=1 n

La constante impliquée ne dépend que de m.

Démonstration. Au vu de la définition de )\?
(™), N) = 1. Ainsi on a

(N)+ O <x_" exp {cz;n (log2 2y, +

sym™

L o/(=0) _ 4

)}

(n), on écrit n = nyn™), ot ny | N et

olog 2,

i": —) o/ f: Aoymm (M) Z Az g (R en ™) /o
n=1 ny=1 (n(N)JV):l
_ i dz(n)DN(nm) Z )\gymm (n( ) —nnn® /2
- nm/2+1 n®) :
On écrit
/\g mm(n( ) —nanY) /e /\g mm(n(N))
Z = n(N) N / - Z Y ’[’L(N) + O(Rl + R2)7
(ntN),N)=1 (n() N)=1
ou
N ()] A ()] ()
. m _ m —nynN)/z
Rl - Z n(N) ) RQ — Z n(N) ‘e N 1
(ntVN) N)=1 (n™) N)=1
M >z/ny N <e/ny
Pour tout o € [0,3), on a
1 sin > x,
(n/a)" >
le™® — 1] sin <.

Donc d’apreés le Lemme 3.4.5, on a

X ()] (ryn?
Ri+Ry< ) N .
(n(V) N)=1
. ) (o/1=0) _q
< (n—N> exp {0221<10g2 Z + >}
x olog 2!,
et

= )\smm(n) —n/x = danNnm 2 N _ m z .
ZYTe / :Z%[H;/{) D(p~",sym™[g(0)])" sin* 6 df
n=1 n=1 ptN

+ O((%V)Uexp {cz,’n<

log, 2] + —2

(3.4.13)
L o/(-0) _ 4

Bl

olog 2!,
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Par la définition de d,(n), on a

o0

dZ (n)DN(nm) = dZ(”) c|z|
Z nm/2+1—o < Z nm/2+1—o <e :
n=1 n=1

On compléte la démonstration en rapportant cette majoration dans (3.4.13). ]

Lemme 3.4.7. Soient n € (0,6—15) fixzé, 1 < m < 4, 2 | k, N sans facteurs carrés et f €
FHE(N;n,m). Alors on a

sym™ f

L(l, Symmf)z — W (l’) + O((x_l/bgz(kN) + xc|z\e— log2(k:N))ec\z|log3(lOkN)>

uniformément pour x > 3 et z € C, ou la constante ¢ = c(n) et la constante impliquée ne
dépendent que de 7.

Démonstration. On commence la démonstration par 1’égalité
z 1 m z S
Wy () = 7 " L(s+ 1,sym™f)*T'(s)z* ds.

On déplace 'intégrale sur le chemin € qui consiste aux lignes droites passant les points
ky —ioco, Ky —iT, —ko—1T, —ko+iT, k1 +iT, K1+ ico,
ot k1 = 1/logz, kg = 1/logy(EN) et T = log*(kN). Alors on a
1
() = L(Lsym™ )7+ o [ Do L sy PP,
D’aprés (3.2.2) et la Proposition 3.2.4 on a

1
e L(s+1,sym™f)*T'(s)2° ds <, 12 cl2llogz (10kN) / IT(1 — ko + iy)| dy+
™ Je lyI<T

K1

+ ec\z| logs(10kN) /

—K2

(14 a+iT)|do + e”“ogx/ (1 + k1 +iy)| dy

ly|>T

< <x—1/log2(kN) n xc|z|e—1og2(kN)> el log (10kN).

grace a la formule de Stirling. m

3.4.3 Démonstration de la Proposition 3.4.1

Par le Lemme 3.4.7, on a

> wiL(Lsym™f) = Y Wi (@) + Oy(Ry), (3.4.14)

feH (Nm,m) e (Ninm)
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ou
R, = Z (,uf(:L‘_l/IOgQ(kN) + mc|z|e—log2(kN))ec|z\10g3(10kN)‘
fFEHE(Nmm)

Alors par la formule des traces du Théoréme 1.1.7, on a

R < (x—l/logQ(kN) +:L,c\z|e—log2(kN))ec|z\log3(10kN)‘

Pour € > 0 qui est une constante donnée plus tard et f € H;(N), on a

1

W ¢ (T) = 2—/ L(s + 1,sym™f)*T(s)z* ds < ¢(1 4 g)m+DIR=lge,
1 (e)

Alors en considérant la somme sur H, (N;n,m) et avec 'estimation
(log(kN))™ < L(1,sym*f) < log(kN),

on obtient
Z wfwgymmf(x) <<77 g(]_ + 5)(m+1 ‘%Z‘ (kN)6577 1
FEH; (Nm,m)

Avec (3.4.14), on a

Z wa(]' Sym f Z wfwsymmf )+ OU(RQ)u

FEXE (Nmm) FEFHG(N)
ol
R2 Rl + C(l + 6)(m+1)|§Rz| (kN)65T]71.
Avec les Lemmes 3.4.4 et 3.4.6, on obtient
Y wrL(Lsym™ )" = My (N) + Oy(Ry),
fesct (Nmm)
ol

L o/(i-0) _

1
Ry=ua"" exp{cz;n (10g2 Zp, + ) } + kYO NI e gm A () + 1) log 2]

ologz!,

+( —1/logy(kN) +£EC| z| ,—log? (k:N)) c|z|logs(10kN) +C(1 _|_€)(m+1 \%z\ (k,N)6577 1

1
En prenant € = =t—, = (kN)10m et 0 =

7, on obtient les constantes positives ¢ et
0 dépendant de 7 telles que

1
log(]z|+8

Ry < e 0log(kN)/logy (kN)

uniformément pour |z| < ¢glog(kN)/log,(10kN)logs(10kN).
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3.5 Démonstration du Théoréme 3.1.1

3.5.1 Démonstration du Théoréme 3.1.1(i)
Dans le Lemme 3.2.3, lorsque s = 1, T = log""(kN) et f € H;F(N;n,m), on peut obtenir

o0

A m (n) _ 1
loo L(1 m — sym™ f n/T )
og L(1, sym™f) ; nlogn ¢ O (log(k:N))

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a
S ) iy
= Ing

pour kN — oo avec 2 | k et N € Ni(Z). Donc on a

o0

As mmf s, mmf —p¥
221 ;logn Z; py logp e
n= p v
_ symmf —vp/T
zp:; o logp P/IT 4 o(1).

Comme P~ (N) — oo lorsque N — o0, on a

Z Z Agymm ¢ (p ovp/T _ o(1) (N — o0).

el logp

Ainsi on obtient

00 m—2j)

e e LD D) D) DI e EY
n=1

pIN v=1 0<j<m

SIDI(E p)";) o)

PN 0<j<m

= log D (¢ p " sym™[g(05(p))]) + o(1),

d’aprés (3.4.1) avec 6 € [0, 7] et as(p) = €% P, Par (3.4.2) et (3.4.5), on a

‘ > logD(e"’/Tp‘l,symm[g(9f(p))])‘ <Y et < (logT) ™t =0,

(p{);)Tzl -
et
Dle Ty sym™[g(6(p)) et .
> o (2D o) )‘<<Z < llogT) =0

p<T
(p,N)=1
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Donc on a
log L(1,sym™f) = log D(p~",sym™[g(0¢(p))]) + o(1). (3.5.1)

p<T
(p.N)=1

D’apreés (3.5.1) et la notation dans (3.4.6), on a

Y log D(p~",sym™[g(6;:,,)]) + o(1) > log L(L,sym™ f)

p<T

(p,N)=1
(3.5.2)
> Y logD(p~',sym™[g(6,,,)]) + o(1).
p<T
(p,N)=1
D’une part, d’aprés (3.4.2) et (3.4.5), on obtient
D(p~t, sym™[g(6= +AE — ¢ m(g(0E 1
D(p~*, sym™[g(0 ,)]) p p
AL T tr(sym™[g(6F 1
L AT o (1)
p p
D’autre part, A% F tr(sym™[g(6%; )]) > 0, on a
AL T tr(sym™|[g(6F 1
s almrl0,)) 1
p p
D’aprés la relation
_ m m _ 1
log D(p~*, sym™[g(6;, ,)]) — tr(sym™[g(6;, ))p~" < =
et avec (3.4.2), on a
—1 m + Ai 1
+log D(p~, sym™[g(0y, ,)]) — o Sz (3.5.3)
Par conséquent
> (s Dot sy la(oz,)) - 22 ) <« L
’ P D TlogT
p>T
(p,N)=1
Puis on voit
1 + < 1 m + Aitn
Z IOgD - Sym [g(em,p)] > :tz ilogD(—,sym [g(em,p)b -
<T p p
P p
(p,T)=
P 1 1 1 (3.5.4)
£ +0 = > )
= P P (V) P TlogT =P
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Par (3.4.5), on a

+
(108 DG, sy 63,0 ~ ) = log 4555 — =)

(]

p

Lorsque N € Ni(Z), on a la majoration pour le terme d’erreur

1 1 1
> 72 <<P—(N) S Tog (k) Togy (kN)’

p=P~(N)

1
Z << logQN’

p<T
pIN

ot w(V) est la fonction de nombre de facteurs premiers distincts vérifiant
w(N) < log N/log, N

pour N sans facteurs carrés.

De plus, on a
E — = A" (logy, T+ @y + O
P log T gT
p<T

D’ou on déduit
Z log D (p, symm[g(inp)D § + A7 log (B, logT) + o(1).
p<T
(p,1)=1

Au vu de la relation (3.5.2), la borne (3.1.18) en découle.
Sous I'hypothése de Riemann généralisée, on pose s = 1,0 = 3 et T = (log(kN))?"20%,
alors on peut obtenir (3.1.16) de la méme fagon.

3.5.2 Démonstration du Théoréme 3.1.1(ii)

On utilise la Proposition 3.4.1 pour prouver le Théoréme 3.1.1(ii). Gréace a la proposition,
pour kN suffisament grand avec

2|k, N € N(E) et r < log(kN)/log,(10kN) logs(10kN),

on a 1
Do L sy )F > SMELL(N).
fert (Nmm)
Comme
> Z wf =1+ Ok */°N~1F),
fEJ{: (N;n,m) FeF(

il existe f= € H}(N;n,m) telles que
L(1,sym™fi)*" > LMCr . (N).

sym™
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Lemme 3.5.1. Pour N € Ni(E) et r < log2(1011(1)§§]fé\éi(1ok1v)a on a
+r r
Mbymm (N) Mymm eXp {O <log—3r> } . (355)

Démonstration. Selon la définition de M, ..(N) dans (3.4.7), on a

sym™
-1

O » .
MErm(N) = M > Nn1+m/2 / D(p~t, sym™[g(6)])" sin? 6 df

n>1

Et par les définitions de Oy (-) et d,.(-), on a

SR T (- ) = e |03 o)

nzl1 pIN pIN
Grace au Lemme 3.4.2, on peut obtenir
,M #7",2
/ D" sym™g(O)]) sin?0d = 10 g 4 o (o)
V>0 jus P

Comme |1| < 72, on a

2

+r r r
Msymm (N> Mymm eXp O (Z W + _2)

pIN P
Donc lorsque N € Ni(Z), le terme O en découle. O
- clog(kN
Par [81], lorsque N € Ni(Z) et r < 10g2(10kNg)(10g3)(10kN), on a
+r + + + r
log M1 m = AL rlog(B,, log(A;,r)) + O (logr) ; (3.5.6)

ot A et BE sont les constantes positives définiées dans (3.4.5) ci-dessus.
En posant r = clog(kN)/log,(10kN)log;(10kN), on obtient (3.1.17).

3.6 Inégalité du grand crible et preuve du Théoréme 3.1.2

3.6.1 Inégalité du grand crible et ’application

L’inégalité du grand crible suivante est due a Lau et Wu [53, Theorem 1|, qui joue un
role important dans la démonstration du Théoréeme 3.1.2.
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Lemme 3.6.1. Soit v > 1 un entier fixé. On a

2 |2 # < k() (96<V—H)2j)j +(kN)O/m (M)gj

e | Parea Plog P log P
ptN

uniformément pour
Jj=1, 2|k, N (sans facteurs carrés), 2< P <Q<2P

Ici la constante impliquée ne dépend que de v.

Démonstration. 11 suffit de prendre le choix b, = 1 pour tout p dans le Théoréme 1 dans
[53]. O

Lemme 3.6.2. Soient v € N, 2 | k et N un entier sans facteurs carrés.
(i) Désignons

- o Ar(pY) 10(v + 1)
PLP,Q) = {feﬂ{k(N). P;Q . ’> (1og(kzv))(1ogp)}' (3.6.1)
pIN
Alors on a
B (P, Q)| <, (kN)! /@50,
pour

log"’(EN) < P < Q < 2P < exp{+/log(kN)}. (3.6.2)

La constante impliquée ne dépend que de v.
(i) Soit 0 < e < 1 une constante arbitraire. Désignons

> #‘ > (%)UQ}. (3.6.3)

P<p<Q
ptN

PP, Q:2) = {f € HI(N) :

Alors on a

' log(kN) 2z
PP, Q: 2)| <o kN exp {—CO@ YN ogy (i) 8 (slog(kN)) } |

pour une constante positive co(e,v) et

elog(kN) <z < P < Q < 2P < log'(kN). (3.6.4)
La constante impliquée dépend de € et v.
Démonstration. Dans le Lemme 3.6.1, on choisit j = [11005/(%?13] et j = [ﬁ%} respecti-

vement dans les démonstrations de (i) et (ii). Par la définition de L (P, Q), on a

log(kN))log P\ % M e(p¥
(log( ))g> Y ()

10(v + 1) pto P
pIN

2j

PUPQ)| < (

FEH(N)
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Alors par I'inégalité du grand crible dans le Lemme 3.6.1 et (3.6.2), on obtient

kp(N) (M)j+ (k)L (M>2j

log(kN)log P\ %
Plog P log P

pLP.Q) < (T

j(log P)log*(kN)\’ = Q>
< kN(( 5 ) +—(kN)1/11>

< (k’N)l_l/QE)OV.

De méme, on a

Plog2(kN)\’ 96(v + 1)27\’ 10Q¥/10 2j
BP.Qi2)| < (%) [k:(p(N) (%) + (kN)O/m (W)

o (25 )

<o -t ()}

pour log P > 11log,(kN) et z > logj(kN). O

3.6.2 Démonstration du Théoréme 3.1.2(i)

Pour prouver le Théoréme 3.1.2(i), on demande une variante du Lemme 3.2.5.

Lemme 3.6.3. Soient 1 < m < 4, 2 | k, N un entier sans facteurs carrés et 0 < € < 1.
Alors pour elog(kN) < z < log'(kN), il existe une constante cy = cy(<), telle que

L(1,sym™f) :H (1_#>_1H H <1_M)_1{1+0<m)}

Pz p<z 0<y<m p
pIN PN

pour toutes, sauf O, ((kN)}-colosl2/(=log(kN))/log2(kN)) “jes formes primitives f € H;(N). La
constante impliquée est absolue.

Démonstration. Nous posons

log(EN
T = exp( %) y1 = log(kN), y2 = elog(kN).

On sépare la sommation dans (3.2.8) en trois parties : p <z, 2 <p <y et y1 <p < x. Au
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vue de la Proposition 1.1.5, la contribution de la derniére partie nous donne

L= Y log(l—M>_l+ > log(l—M>_l

y1<p<z 0<j<m p Yy1<p<T p
N p|N

_ Z Af(pm)+ Z Af(}i?m)+0(yl—1)

Y1<pseT p Y1<psT
N p|N

= 131 + [32 + O(y;l)

Par la méthode dyadique, on peut écrire

In= ) > MM

—1 Y4
L<t< log(z/y1) 2 y1<]\1;<2 Y1

= log2
Désignons
;”BO = j‘f_(N‘ n m) U U&Bl (24713/1 zgyl) pour (< M
m k s I - m 5 logZ :
ou Pl (P, Q) est défini par (3.6.1). Alors le Lemme 3.6.2 implique
|q321| < (kN)%n - Z |q311n(2€_lyl7 2@1”
¢
Donc pour 7 € (0, 155, on a
PO | < (kNI 250m)te
Puisque f € H;(N) \ PO, par la définition de B! (P, Q), on a
)\ m
I3 < Z Z f(}]: )
1@3% 2“19;?]5@@1
10(m + 1 log, (kN
> (m )L1 0g,(kN)
oty 108(ENV)) log(271y1) — log(kN)
1<€§W

Nous pouvons estimer I35 directement de la maniére

Ar(0™) 1 1
= ), T,0 < 2 < log? (k)

Yy1<p<T p Yy1<p<zT
pIN p|N

par la Proposition 1.1.4. Donc on a

logy (kN

I .
3 log(kN)

(3.6.5)
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On dénote I, la contribution de z < p < y;. Comme précédemment, on peut écrire

Ar( _
I, = Z + Z (™) (z7Y) = In+ In+0(z").
2<p<y1 ZSP<Y1
pIN pIN
Pour Iy, par la méthode dyadique, on peut écrire

Iy = Z Z Ar(p™)p~t.

Lcplo81/2) 287 a<p<2ts
ST og 2 PIN

Désignons

(< log(y1/2)

Py (2) = PBo, U Lﬁj‘ﬁi@“z, 2z;2)  pour log 2

ot B2 (P, Q; z) est défini par (3.6.3). Alors le Lemme 3.6.2 implique

log(kN) 2z
log, (kN) 1Og(&?log(/~<:N))}

B (2)] <o (kN)YEIm) L og (KN)EN exp {—Co(g’ m)
&Ko (kN)'—ertlog(2z/elog(kN))}/ loga (kN)

ol ¢; = ¢1(g,m) est une constante positive dépendante de € et m. Donc lorsque f € H;(N)\
Bl (2), par la définition de P2(P, Q; 2), on a

vz <1
log,(kN) - V2617 logy(kN)’

/ R —
29 << \/_ << 1 2(]{;]\])

121 <K

ZE<PLY1
p|N

Donc on a I, < log, ' (kN). Avec (3.6.5), on obtient

log L(Lsym™f) = > > log (1— o (p)"” 2]) B

p<z O<j<m
N

D) o)

Pz
p|N

U

pour f € F(N)\ B, (2). Il implique le résultat immédiatement.

On va prouver le Théoréme 3.1.2(i). D’aprés le Lemme 3.6.3, il y a des constantes ¢y =
co(e), ko = ko(e) et Ny = Ny(e), telles que pour k > ko, N > Ny et elog(kN) < z <
log'’(kN), on peut trouver un sous-ensemble Py (2) CHG(N), avec

2 log(kN
[Bin(2)] < BN exp {_CO log (510g(zk:N)) loogg;(k:l\f)) } 7
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tel que pour toute f € H;(N) \ By y(2), le Lemme 3.6.3 se vérifie.
Pour f € H;(N) \ *B; y(2), lorsque N € Ni(Z), on a

1+0(10g2 kN))} T (1_Af(§)m)l 1 (1_%)@“)

p<z,p|N p<z,piN

<
{1+ (log2 kN)) }{1+O (5(5\2)) }(eﬂogz)mﬂ

< (B (logz—l—Co)) ,

L(1,sym™ f

ol w(N) < log(2N)/logy(3N) est le nombre des facteurs premiers de N.
On a similairement

L(Lsym™f) = {1+0(log;"(kN))} [ ] (1

)m—?j

)71

p<z, ptN 0<j<m p
1 1 _ i A, A
P {1 + O(m)}e?{p{ - EPZ; ( - logD(p l,sym [g(em,p)]) - 7) - pZ; ?}

> (B, (log z + Cy)) ™=

Donc, en posant z = exp{log,(kN) +r — Cy}, on peut complA@©ter la démonstration du
Théoréme 3.1.2(i).

3.6.3 Démonstration du Théoréme 3.1.2(ii)

Gréce a (3.1.1), il est facile de voir que
L%fN(t, sym™)/log(kN) < FlfN(t, sym™) < L%fN(t, sym™)log(kN) (3.6.6)

pour tout entier pair k > 2, entier N sans facteurs carrés et tout nombre ¢ > 0, ou les
constantes impliquées sont absolues. a partir du Théoréme 3.1.3, on déduit immédiatement
le Théoréme 3.1.2(ii).

3.7 Démonstration du Théoréme 3.1.3

Dans cette section, on va affiner 'argument de Lamzouri [50] et appliquer un peu plus
techniques de [59] a la démonstration du Théoréme 3.1.3. On considére le cas du signe —,
et on peut traiter I'autre cas de la méme facon. D’abord, il faut améliorer I’estimation de
(3.5.6) en donnant un terme d’erreur plus précis. Alors le lemme suivant est un analogue de
[50, Lemma 1.1].
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Lemme 3.7.1. On pose

log <2 /07r exp <_tr(symm[g(9)])x> sin? 9d9) siz <1,

b (2) P m+1
xXr) .=
m 2 T t m 2] A*
log (—/ exp (— r(sym™lg( )Dx> sin29d9) —Lm oy siz> 1.
T Jo m+1 m+1

Alors nous avons

-

m

(@) = {0(962) (z < 1),
| O@ogz +1) (x> 1).

Démonstration. La démonstration est presque la méme que [50, Lemma 1.1]. Lorsque x < 1,

exp (_tr(symm[g(e)])QE) _1_ tr(symm[g(e)]):c + O(z?).

m+1 m+1

En notant le fait que

2 /07r tr(sym™[g(6)]) sin? 0 d6 = 0

™

et que
log(1 + O(2?)) = O(2?),

on peut obtenir 'estimation pour le premier cas aisément. Lorsque x > 1, étant donnée
I’égalité suivante

tr(sym™[g(0)]) = —A,, + cn(0 — 6,,)* + O((0 - 6,,)%)

pour une constante positive ¢, et 0 est définiées par (3.4.5), on a

ho(z) = log (% /0 " exp (_tr(symm[g(e)]) x) sin20d9> _ An,

m—+1 m—+1
2 [T en(0 =0, +0((0-6,)°) \
= log (;/0 exp (— o x | sin 9d0) (3.7.1)
Om+e m9_6—2 O 9—9_3
> log (2/ exp <—C ( m)” (( ) )x> sin2(9d9)
s 05— m + ].

oll € = i Ainsi, on en déduit la deuxiéme estimation immédiatement.

Le lemme suivant est une amélioraion de (3.5.6).

Lemme 3.7.2. Soient m un entier positif et MZE" .. défini par (3.4.8). Alors on a

sym™

log Mgrm = A,,rlog(B,; 1o (Air))+—’4$r a1y P o
& Msymm = HAml 08\ B 108 log(AEr) m log Atr (logr)?
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lorsque r — oo, ot AL et BE sont des constantes définies par (3.4.5) ci-dessus, <, et B,
sont donnés par (3.7.2) et (3.7.3) et

m+1 _ m+1
o, =9, +log e B, =X ——(log e )

m m

Ici, 9., %, sont définis par (3.7.6).

Démonstration. Pour +r, une petit variante de la démonstration de [50, Proposition 1.2]

donne b (1 ot
& t)—t
%,,J{zl—i—/ ()dt+/ Ldt (3.7.2)
o 12 1 t2
Lt () —t
Bl = / m2< ) log ¢ dt +/ I (1) = ¢ log ¢ dt (3.7.3)
o t 1 t2
ou

2 [T S
ht(t) = log (—/ exp ( E cos(f(m — 2j )) sinQQdH) :
T Jo
=

Pour —r, nous rappelons que
—_r 2 T _ m -r . —r
M = H ;/0 D(p ! sym [g(@)]) sin® 0 df =: Hé"p )
p p

Pour p < /(m +1)r, [0 — 0, | <d, nous écrivons
D(p~",sym™[g(0)]) = D(p~",sym™[9(6;, ,)])
1D (p ! sym™g(0;,,)]) (0 — 65,,)2 + O((6 — 6,,)7).
ou 0 est un petit paramétre choisi plus tard. Alors

&, "D(p~",sym™[g(0;,,)])"
p

2 [fmat / D(p~tsym™[g(®)]) \ 7 .,
2%4 (mrwWWM%MQ S0 do

mypia

- 9 [Omptd D”(p_l,symm[g<6_ )]) I —r i
_;/emyp_g {1+2D(p_1,symm[g(9— )])(9 O p)” +O((0 = 0,,,) )} sin? 0 df.

Puisque D (p~!,sym™[g(6)]) > (1 —l—p‘l)*(mﬂ) et
2

- 1 d o
gz e D(p~ sym™[g(6))) < o 35 108 D™ sym™[g(0,,.,)]) = 0,

on peut écrire

1 62 3 T2 [Omatd 2
&, "D(p~",sym™[g(6,,,)]) 2{1+O<5+5>} —/ sin® 6 dé.

T J0m =5
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2 9»;1,;7-%5
log (—/ sin 9d9) ‘ —logd +1,

T Jom ,—5

Comme

on choisit § < p/r¢ pour une constante ¢ > 0 assez grande, alors on a
log &, " = —rlog D(p~t, sym™ [9(6,,,)]) + O (log ). (3.7.4)

Pour p > /(m+ 1)r, on a

” 2cos(m —27)0 1\
D(p~",sym™[g =11 ( cos(m — )% —2>
i P p

— exp {_Ttr(syrr;m[g(@]) Lo, (1%) }

() 1. 3))

étant donné (3.5.3) et (3.7.4), on a

log Msy”mm = —r Z log D(p_l, Symm[g(e;z,pm

p<(m~+1)r

+ > halm+D)r/p) + Op(r'?) = 81 + S+ O(r'/?).
p>+4/ (m+1)r

D’abord on évalue S;. D’aprés (3.5.3) et (3.4.5), nous pouvons écrire

Si=r 3 (—log D sym"g(0,,)) ~ A 1 D0 Ay

(3.7.5)

p<(mA+1)r e
= Arlog(By, log(Ar) + Am“"i;(&f ri)/Am)
_ Anr(log(Ay/(m + 1)) .
2(log(A;,r))? 0 ( (log T):a) :

Par la méthode de Lamzouri (voir [50, 1.5-1.9]) avec un peu plus d’effort pour préciser le
coefficient du terme 1/log?r, on peut obtenir

A-r K 1
So=—" |9 —1 m @)
> = Tog(A7) ( n o etan (1og2<Am))’

@m:1+/ h;“g“ du, A /
0 u

On peut compléter la démonstration pour —r en rapportant ces deux égalités dans (3.7.5).
]

ou

log udu. (3.7.6)
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Remarque 12. Nous écrivons .&/= — 1 pour la commodité seulement plus tard.

Maintenant nous prouvons le Théoréme 3.1.3.
Pour 1 < m < 4. On pose

Sin(t) = > wy, Fpa(t) = > wy.

e FEIGE (Nim,m)
L(1,sym™ f)Z (B t)=4m L(1sym™ f)Z(BE )= 4m
Par (1.1.10) et (3.1.30), on a
Fin(t) =Fim(t) + O((kN)/?). (3.7.7)
Nous considérons le cas du signe — seulement. D’abord nous écrivons
A / Sttt = A r / AT > wy dt
‘ ‘ FEIE (Nsm,m)

L(1,syr:r1mf)<(B;Lt)’AT71

= (B) A" Z wyL(1,sym™f)™".

FEHE (N mm)

Avec la Proposition 3.4.1, uniformément pour |r| < clog(kN)/log,(10kN)logs(10kN), on a
A;LT' / %];j\k[ (t)tAfnrfldt — (B;L)fA,;rMsrymm (N) + o) (eicl log(kN)/logQ(kN)) ]
0
Grace a (3.5.5) et le Lemme 3.7.2, on peut déduire

Ar / Fon Ottt de
0

_ A-r B 1
— (loc A~ Anpr m | m .
(log )" exp (1og<Am {”m Tlog AL O (<1ogr>2) })

Soient w un petit paramétre choisi plus tard, 7 = log(A, r) + <7 et R = re®. Alors en
substituant R a r dans (3.7.8) , on a

AmT’/ %’];R‘[(t)tA;zrfldt < (7_ + w)Am(r‘R)/ S;I;y;[(t)tA;Rfldt
T+w 0

AR B~ 1
-7 _ Amit -_1 m _
=P (1og<AmR> {”m TiogAr TO (<1ogr>2) }) ’

(3.7.8)

ol
_ o _ ,Q{_ AR
T =(1+ w)Am(r*R)(log A;R)AmR = (log(A,,r) + <, + w)Am’” (1 . m )
T+w™
T Anr 731 — e®)
_ — Anr m — o w o) m
=(log(A,,r))"™" exp {—log(Amr) {(%m +w—e“d) loa(A=r)

n 27w, — 2w, — w> L0 1
2log(A;,r) (logr)? '
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D’autre part, on a aussi

AR Ajre®  Ajre” | ® o w?
log(A-R) log(A;r)+w log(Ar) log A r (logr)? ) |
En rapportant les formules & l'inégalité précédente et lorsque w = ¢/log A, r pour une
constante ¢ assez grande, on a

A [ e

T+w 7
- A-r B 1
< (log(A;, 7)) Mo —e” -
(log(A,r)) eXp{log(A;nr)[ m W +logr+0((10g7“)2)]}7
qui implique (pour grande c)

Aoy Foomttmrde < (/ SN () dt) exp (—L) : 3.7.9

o kv (1) ) kv (t) (log r)3 ( )

Similairement, on peut obtenir

Ao [ o< ( | et dt) exp (—(—) @)
0 0

)

(3.7.11)

Ainsi, on peut déduire a partir de (3.7.8)-(3.7.10) que

Tw - - Ar
— — % Apr—1 — — NAn,r m -
Aor /Tw Srn(t)t dt = (log A, 7)™ exp (—log(A;Zr) {ﬂ%m 1+0 <

1
logr
Comme §, v (t) est une fonction non croissante, on a
_ T+ B
3;;’;,(7' + w)TAmr exp {O(WT/T)} < / g;;(t)t/xmrfldt‘
D’autre part, on a

T+
/ S,;’;,(t)tA*_”T_ldt < 3,;;,(7' — )74 exp {O(?IJ’/’/T)}.

étant donné les deux inégalités avec (3.7.11), on obtient

T— A

S+ ) <o (- {14 0@ ) < il - ),

-
pour kN — oo, N € Ni(E) et 7 < logy(kN) — logs(kN) — logy(kN) — 1ciy, ou ¢y =
2(—log(cA; ) — o) est une constante positive.

m
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Pour tout t < logy(kN) —logs(kN) —log,(kN) — ¢q1, on utilise la relation au-dessus avec
71 =t —w et 79 =1+ w pour écrire

. . et—W1—<Qf7; et—(!%r;
Sen(t) =T n(m+ @) < eXP(—ﬁ{l +O(w1)}) = exp(— o O O(w1)}),
. . et+1ZQ7427»,; etfﬁf»,;
Sen(t) =Fpn(n — @) 2 eXP(—m{l +O(w2)}) = exp(— ; {1+ 0(wy)}).
Il s’ensuit
. el=m 1
Sk”N(t) = exp ( - {1 + O(?) })
Avec (3.7.7) et Iégalité suivante
Y wp=1+40(kPNT),
FEHE(N)
on peut obtenir I'estimation de 7, (¢,sym™) .
3.8 Démonstration du Théoréme 3.1.4
En posant s = 1 et T' = (log(kN))*" dans le (3.5.1), on obtient
log L(1,sym™f) = > log D(p~", sym™[g(6(p))]) + o(1) (3.8.1)
(p{)lff)ll
pour toute f € H; (N;n,m). De (3.4.2) et (3.4.3), on peut déduire
AL1[g(6
log L(1,sym™f) = Z M + 0,(1)
N - ’
p,N)=1
(3.8.2)
)\ m
=Y AP L o).
p<T p
(p,N)=1

D’aprés le Théoreme 3.1.1(ii), il existe f = f,, € H; (N;n,m) telle que

Z w =log L(1,sym™ f,,) + O(1) < —A,, logz(kN) + O(1).

p<T
(p,N)=1

Alors on a
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puisque A7, + A~ (p™) = 0 grice a (3.4.3) et (3.4.5). D’owi, pour toute fonction {(kN) — oo
quand kN — oo satisfaisant £(kN) < logg(kN), on a

3 1 _ logy(kN) 3 A+ A2 (0™ logy(kN)
p<T, (p,N)=1 P §(kN) p<T p E(kN)
A— (P™)2—An+E(kN)/ logs (kN) (p,N)=1

fm
Ainsi,
1 1 1
2 b2 2 p

p<T, (p,N)=1 p<T p<T, (p,N)=1
A= (P™) <= A +£(kN) / logs (kN) (P-N)=1 (P™)<Am—E(kN)/ logg (kN)

logs(kN) )
§(kN) )

A
= log;(EN) + O, (

ol nous avons déja utilisé la condition N € Ni(Z) pour estimer

Zl < w(N) < 1

p  P(N) = log,(kN)log, N
pi@

P

En tenant compte de la relation (1.1.11) et en utilisant le fait

> e,

T<p<(log kN)A p

il suit que

p<(log kN)A, ptN p f( )

)\f'r;, (p™)<—Ap+E(EN)/logs(EN)

En prenant m = 1, on obtient (3.1.26) avec le signe « — ».
En prenant m = 2 et en remarquant que A (p)? =\ i (p?) + 1 et A, = 1, on voit que
(3.8.3) avec m = 2 est équivalent a (3.1.27).
En prenant m = 4 et en remarquant que
2 3\2 _ 2 1\2 212 2 1) 4 -
()‘f;(p) - 5) = ()‘f;(p ) — 5) - {/\f;(P ) — /\f;(p ) + z} = )‘f;(p )+ Ay,

la formule asymptotique (3.1.28) découle imméditement de (3.8.3) avec m = 4.
Le cas avec le signe « + » peut étre traité similairement. Cela achéve la démonstration.
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