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INTRODUCTION

Motivations. Dans cette thése, nous étudions certains aspects des domaines bornés
symétriques réels. Ces espaces sont obtenus a partir de domaines bornés hermitiens symé-
triques comme suit : soit D¢ = G¢ /K¢ un domaine hermitien symétrique dans un espace
vectoriel complexe VC de dimension finie et V' une forme réelle de V¢ la forme réelle
D := DcNV de D¢ est appelée domaine borné symétrique réel (DBSR) si et seulement si
la conjugaison de V© relative & V stabilise D¢ et dans ce cas, D est un espace riemannien
symétrique D = G/ K pour la métrique induite par celle de D¢ ([Loo77]).

Les aspects géométriques développés dans ce manuscrit font suite aux articles [CKO7|
et [CO01]. Dans le premier, les auteurs étudient, entre autre, Paction du groupe G¢ d’'un
domaine hermitien symétrique de type tube De = G¢/Kc sur ensemble § x S, ou S
désigne la frontiere de Shilov du domaine D¢. Cette action posséde alors un nombre
fini d’orbites, parmi lesquelles nous trouvons [’espace symétrique de type Cayley ST2 (cf
[Kou94|), correspondant & 'unique Gc-orbite ouverte dans S x S, formée des couples
d’éléments transverses de S. Dans le second, les auteurs définissent ["indice de Maslov
d'un élément de S? (ensemble des triplets d’éléments de S deux a deux transverses)
aprés avoir caractérisé les Ge-orbites dans Sf. La question posée était alors la suivante :
existe-t-il des résultats analogues pour les DBSR ?

Le probléme analytique abordé dans ce mémoire porte sur des équations de Hua. Dans
[JK80], il est question de caractériser la transformée de Poisson des fonctions continues
sur S (toujours dans le cas tube). Les auteurs prouvent qu’une fonction f sur D¢ est
transformée de Poisson d’une fonction continue sur § si et seulement si Hf = 0, H
désignant 1'opérateur de Hua du second ordre. La condition nécessaire repose sur le fait
que HP(z,u) = 0,00 P : Dc xS — C est le noyau de Poisson sur D¢. Une généralisation
de ce résultat est donnée dans [Shi96], article dans lequel sont définis les noyaux de Poisson
généralisés P,, qui donnent lieu & de nouvelles équations de Hua & paramétre o € C. Dans
le cas des domaines réels, il n’existe pas de littérature abordant ce genre de problémes.

En somme, le but de ce travail était de «généralisery aux DBSR (de type tube) certains
résultats géométriques et analytiques connus pour les domaines hermitiens symétriques
de type tube.

Voici maintenant un bref résumé du contenu de ce mémoire.

Systémes triples de Jordan positifs. Les DBSR sont en correspondance bijective
avec les systemes triples de Jordan réels positifs (STJP). L’étude locale des DBSR consiste
alors en I'étude des STJP. Le manque de littérature inhérente aux DBSR (la référence
principale étant le livre [Loo77] de O. Loos) nous a poussé a établir un état des lieu des
connaissances sur les STJP.




Dans un premier temps, nous faisons une étude systématique des STJP, étude qui met
en exergue un certain nombre d’invariants (dont le rang réel noté r) qui caractérisent
complétement le STJP (Proposition 1.3.21). Dans cette partie du travail, nous mettons
en évidence certains caractéres du STJP qui nous permettront de distinguer cinq classes
de STJP simples (et donc de DBSR irréductibles) notées dans la suite A,, B,, C,, BC,
et D,. Parmi elles, figurent les classes dites type tube réduit (types A, et D,) et type
tube non réduit (type C,.). Les domaines de type tube correspondent aux cas ou le STJP
V' posséde des éléments inversibles. Chaque tripotent inversible confére alors a V' une
deuxiéme structure algébrique, celle d’algebre de Jordan semi-simple réelle involutive.

Un autre fait remarquable concernant les STJP simples est la décomposition en strates,
une strate V() (0 < ¢ <r) correspondant a l’ensemble des éléments de rang ¢ ([Kan98|).
Dans le cas tube, la strate V(1) des éléments de plus haut rang est constituée des éléments
inversibles de V' (Corollaire 1.3.27). La stratification sera trés utilisée dans la résolution
des problémes posés.

Enfin, nous parlerons de compactification projective des STJP, notion qui fait le lien
entre DBSR et R-espace symétrique (cf |[Nag65|, [Loo71, Loo77, Loo85|, [BN04, BNO05|),
et nous donnerons la classification des STJP simples (cf [Loo77] et [Neh80, Neh81]).

Domaines bornés symétriques. Nous commencerons par une bréve synthése des dé-
finitions et résultats portant sur les domaines hermitiens symétriques (DHS). Les princi-
pales références utilisées sont [Helg62, Helg78|, [Loo77], [Sat80] et [FK94|. Précisons que
le point de vue que nous avons adopté est cependant celui de O. Loos, qui utilise dans
[Loo77| le langage des systémes triples de Jordan hermitiens positifs (STJHP).

Nous abordons ensuite les transformations de Cayley partielles qui donnent lieu a des
réalisations non bornées des DHS considérés, appelées domaines de Siegel. Les domaines
de Siegel sont trés utiles en particulier dans le cas tube (une trés jolie présentation est
donnée dans [FK94]). Nous avons fait le choix de traiter les transformations de Cayley
ainsi que les domaines de Siegel dans le langage de Jordan, qui était selon nous le mieux
adapté au contexte.

Pour finir, nous définissons les DBSR D = GG/ K et en donnons la classification. Cette
derniére repose sur la classification des STJP simples et sur celle des espaces symétriques
non compacts de M. Berger (|Bergh7]).

Principauzx résultats obtenus. Nous nous intéresserons ensuite plus particuliérement
aux DBSR de type tube et c¢’est dans ce cadre qu’apparaitra la «généralisation» attendue,
et donc 'essentiel de notre contribution.

Dans la suite, D = G/K désigne un DBSR irréductible de type C,. ou D, dans un
espace vectoriel réel V' de dimension finie (donc V' = TyD est muni d’une structure de
STJP simple notée (V,{})). Fixons-nous un tripotent mazimal e dans (V,{}), ¢’est-a-dire
vérifiant {e, e, e} = e et tel que V(©) (= V muni du produit 2y = {, e, y}) soit une algébre
de Jordan semi-simple réelle avec élément neutre e. Considérons de plus 'involution de
Cartan x* = Q(e)x = {e,x,e} sur V et V* ses espaces propres. Alors V* sont deux
sous-STJP et la sous-algébre de Jordan de V() dont I’espace vectoriel sous-jacent est V+
est une algebre de Jordan euclidienne. De plus, nous avons nécessairement V'~ # {0}.




Frontiére de Shilov — L’objet géométrique auquel nous allons nous intéresser
maintenant est la K-orbite § := S, := K - e. C’est un espace riemannien symétrique
compact et V'~ est espace tangent 4 S en e (Proposition 3.4.3). Aussi, S est la composante
connexe de e dans l'ensemble ¥ des tripotents maximaux de (V,{}). Par opposition au
cas hermitien, ¥ n’est pas nécessairement connexe (Théoréme 3.2.8) :

— Y est connexe si D est C).;

— Y posséde deux composantes connexes si D est D,.

Comme S est dans la frontiére topologique du domaine D, nous ’appellerons une frontiere
de Shilov de D, par analogie au cas complexe. Enfin, nous prouvons que S est une G-orbite
G/ P, avec P un sous-groupe parabolique maximal, et par conséquent S est un R-espace
symétrique. Plus précisément, S est isomorphe a la compactification projective du STJP
V= (Proposition 3.4.6).

Domaine tube dans V — Considérons maintenant la transformation de Cayley
partielle v, définie sur {z € V®|e — x est inversible} par

Ye(r) = (e +z)(e — )"

et
Y (D) =Qa V™

le domaine de Siegel associé & D et e, ou 'on a noté () le cone symétrique des carrés
inversibles de l'algébre de Jordan euclidienne V. Le groupe de Lie L := v, 0 G o, !
opére transitivement sur le «tube» 7.(D). Nous montrons que L est engendré par G(€2), 7
et T (Théoréme 3.3.6) ou j: x — x~ ! est I'application inversion de Ve et

G(Q) = {g € GL(V)|gQ = Q,9Q(e) = Q(e)g},

T'={z—z+ovjveV }

Indice de transversalité — Pour z,y € V, on définit 'entier

M(x7y> :I‘g(ZE—y) S {0,1,...,’/’}

ou rg(u) désigne le rang de I'élément u € V', c’est-a-dire le nombre de valeurs propres non
nulles dans sa décomposition spectrale. Nous montrons (Proposition 3.5.1) que si z et y
sont deux éléments dans V', et si g est un élément du groupe L défini en x et y, alors

gz, gy) = pu(z,y).

De plus, pour z,y dans S, 'information suivante (Proposition 3.2.10)
e (VD) ={2€Xfu(ze) =r} CS_c = K - (—¢)

nous permet d’assurer existence d’un élément k dans K vérifiant u(—kz, e) = u(—ky, e) =
r (Corollaire 3.2.12). Ceci entraine que v.(—kz) et v.(—ky) sont dans V'~ et

NJ('T’ y) = “(’Ve(_kx)v ’76(_ky))'




L’identité G = 7, ! o L o v, fournit alors

wlgx, gy) = p(x,y) Ve,y €S, Vged.

Pour (z,y) € §x 8§, le nombre u(x,y) est appelé l'indice de transversalité du couple (x,y).
L’indice de transversalité est donc un invariant pour l'action de G sur S x S (Proposition
3.5.3).

G-orbites dans S xS — Si wuy, vy, us,v9 sont dans V'~ et satisfont a 1'égalité
p(ug, ug) = p(vy, va), alors il existe h € L tel que

Uj = hUj

(Corollaire 3.5.5).
Nous obtenons le résultat suivant (Théoréme 3.5.6) :

THEOREME. Soit D = G/K un domaine borné symétrique réel irréductible de type C.,
ou D, et soit S = K - e la frontiere de Shilov de D associée au tripotent mazrimal e du
STJPV = TyD. L’indice de transversalité caractérise les orbites de ['action de G sur
S x S8 :si(x,2) et (y,y) sont deux éléments de S x S, alors p(x, ') = p(y,y') si et
seulement si il existe g € G tel que gr =y et gx' = y'. En particulier, ces orbites sont
au nombre de s + 1, ot s est le rang réel du STJP V™.

G-orbites dans ST3 —  Considérons 'ensemble
S? = {(1’1,1'2,1'3) eSS xS x S|xl TZ; Vi 7é j}

Nous allons nous intéresser aux G-orbites dans S?. Nous distinguons deux cas :
(i) D est de type D, avec r impair : alors 87 est vide (cf 3.5.2);

(ii) D est C, ou Dy, : dans ce cas, 8¢ # ) et donc nous pouvons regarder les G-orbites
dans S?.

Supposons désormais que D est un DBSR irréductible de type C ou Ds,. Alors nécessai-
rement le STJP est de type As ou bien Cy ou bien D, (Propositions 3.4.8 et 3.4.13). De
nouveau, le STJP V™ joue un réle essentiel dans notre étude, comme l'indique le résultat
suivant (Théoréme 3.5.11) :

THEOREME. (i) Si V™ est de type A, alors il existe exactement s + 1 orbites de S:
sous 'action de G.

(i1) Si 'V~ est de type Dy, il y a deux orbites de S? sous G.
(iii) Si V~ est de type Cy alors Sf est homogéne sous G.




Transformations de Poisson et opérateur de Hua — La définition que nous
allons donner est basée sur la définition originale (cf. [JK80]). L’ opérateur de Hua H sur
D est défini formellement sur C*°(D, R) par

0 0
Hi)i= (Ba)y o i o) (f€C¥(DR), 2 € D)
ot 'on identifie a% au gradient. Si {e,} est une base orthonormée de V' alors # s’écrit
sous la forme
Hf(z) = Z(B(w, z)euney)0.0,f(x),
v

ot 'on a posé 9, := 0,,. Cette écriture ne dépend pas de la base (cf. [JK80]). On définit
de plus le noyau de Poisson de D comme la fonction

P: DxS —R

(l', U) — ( h(z,x) )%

h(z,u)?

ot n~ est la dimension de V7, r¢ le rang réel de D¢ et h est la norme générique de
De (ou VE) (voir par exemple [FK-+00]). On définit enfin la transformée de Poisson (de
paramétre o) d’une fonction continue ¢ : S — R comme la fonction P, : D — R donnée
par

Pro(x) :/SP(x,u)”gp(u)du.

Alors (Théoréme 4.2.4) :

THEOREME. Pour tout o € R et pour toute fonction continue ¢ : S — R, nous avons

HP,o(x) = (%)20—(0 )Py p(a)ld.







CHAPITRE 1

SYSTEMES TRIPLES DE JORDAN REELS POSITIFS

Les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre seront supposés de dimension finie,
méme si certains faits ne requiérent pas cette hypothése. On se restreint de méme au
corps R des nombres réels puisque ce qui nous intéresse dans la suite ce sont les domaines
bornés symétriques réels.

1.1 Généralités

1.1.1 Définitions

Soit V' un espace vectoriel sur R muni d’une application

VXVxV=V.
(z,y,2) = {z,y, 2}
Le couple (V,{}) (ou plus simplement V') est un systéme triple de Jordan réel si les
conditions suivantes sont vérifiées :
i) {} est R-trilinéaire;
ii) {} est symétrique en (z,2) : {z,y,2} = {z,y,2} (JT1);
i) {} satisfait a U'identité de Jordan

{u,’u, {xa Y, Z}} = {{U,U,Z‘}, Y, Z} - {xa {Ua u>y}> Z} + {xa Y, {ua U, Z}} (‘]TQ)'

Dans tout ce chapitre, nous considérerons un systéme triple de Jordan (STJ) (V,{})
sur R.




Opérateurs particuliers. Pour z,y dans V, on définit deux applications R-linéaires
sur V .

de sorte que

roy(2) = Q(z, 2)y = {z,y, 2}.

L’application @ : (z,z) — Q(x, z) est R-bilinéaire donc @ donne lieu a une application
quadratique (encore notée Q) telle que Q(x) = Q(x, x). Alors

Q) = QU +9) ~ Q) —~ Q).

Il existe une multitude d’identités liant xoy et Q(z,w) (voir par exemple [Loo77]).
Citons quelques unes d’entre elles :

[zoy,uov] = (zoy(u))ov —uo(yoz(v)) (1.1)
Qr, Q)y) = 2z on)Q(w, 2) — Q) (y o) (1.2)
(z0y)Q(z) = Qz, Qr)y) = Q()(y o) (1.3)
(Q@)y) oy = 2(zoy)* - Q)Q(y) = zo(Q(y)) (1.4)

ot le crochet est le crochet usuel de l'algébre associative End(V'). Sans oublier la formule
dite «fondamentale»

Q(Q(x)y) = Q(z)Q(y)Q(x) (1.5)

qui par linéarisation fournit

Q(Q(z)y, Qx)z) = Q(x)Q(y, 2)Q(x). (1.6)

Pour z,y € V, on définit enfin 1'opérateur de Bergman B(x,y) par

B(z,y) :=Idy — 220y + Q(z)Q(y).

Les B(z,y) sont des endomorphismes de V' qui satisfont un certain nombre d’identités
(cf. |LooT7b, Loo77]), dont voici quelques exemples :

B(z,y)Q(z) = Q(z — Q(x)y) = Q(x)B(y, v) (L.7)
B(Q(z)y,y) = 2B(z,y)B(z, —y) = B(z, Q(y)) 1.8
).

Q(B(x,y)z) = B(z,y)Q(2)B(y, (1.9)

Les opérateurs de Bergman sont trés étroitement liés & la métrique de Bergman d’un
domaine borné symétrique.




Complexification. Soit V est un STJ sur R. On note V' 'espace vectoriel complexifié
de V:VE =C®gV =V ®iV. En prolongeant de maniére C-anti-linéaire a VC les
opérateurs Q(z,y), on définit un produit triple sur V' par

{x,y,2} :=x0y(z) = Q(x,2)y (x,y,z¢€ V")

ol Q désigne alors la représentation quadratique sur VC, donnée par

Q(z +1y) = Q(z) +2iQ(z,y) — Qy) (v,y V).

Les Q(x,z) sont donc C-anti-linéaires. De plus, un calcul simple mais fastidieux prouve
que les opérateurs x oy satisfont la formule (1.1) et donc le produit triple ainsi défini sur
VC vérifie I'identité de Jordan.

En conclusion, si V est un STJ réel alors VC est naturellement muni d’une structure
de STJ hermitien, c’est-a-dire que 'espace vectoriel complexe VC est muni d’un produit
triple {} : (x,y,2) — {x,y,2z} C-linéaire en les variables extrémes (x,z), C-anti-linéaire
en la variable y, et vérifiant (JT'1) et (J12).

1.1.2 STJ et algébres de Jordan

Soit (V,{}) un STJ réel. Pour a € V, notons V(@ I'espace vectoriel V muni du produit
o, défini par
zoqy = Q(z,y)a.

Alors V(@ est une algébre commutative et si 'on note L,(z) := zoa les opérateurs de
multiplication dans V() par z € V, et 22 = L,(z)z = Q(z)a, on a facilement

[La(@), La(2*)] = 0,

ce qui veut dire que V(@ est une algébre de Jordan réelle. La représentation quadratique
P, de V(@ est donnée par

P, : 2+ (Py(z) := 2L4(x)* — Lo(2?)).

On vérifie aisément & 1'aide de (1.4) que l'on a la relation

et posant
Pa(x7 y) = _(Pa(x + y) - Pa(x) - Pa(y))
on obtient
Q(z,y)Q(a) = Fu(z,y) = La(2)La(y) + La(y) La(z) — Lo(2 00 y)
et




Remarquons que la formule fondamentale de (V, {}) se traduit dans V(@ par

Po(Pa(2)y) = Pa(@) Pu(y) Pu(),

ce qui n’est autre que 'identité fondamentale caractérisant la représentation quadratique
d’une algébre de Jordan (voir par exemple [FK94, 11.3.3]).
On définit enfin les opérateurs de Bergman B, (z) sur V(@ par

B,(x) := B(z,a) =1d — 2L,(x) + P,(z).

Inversement, étant donnée une algébre de Jordan J sur R, on peut toujours munir J
d’une structure de STJ réel, comme suit. Soit x un automorphisme linéaire et involutif de
J, i.e.

(zy)" = 2"y, (27)" ==, (z,y € J)
et pour A € R,
(Ax)* = ™,

ol zy désigne le produit de x et y dans J. Munissons J du produit triple

{zy, 2} = (zy")2 + (2y7)x — (22)y" .

Le produit triple ainsi défini est R-trilinéaire et symétrique en x et z, et un simple calcul
montre qu'il vérifie 'identité de Jordan. Donc (J,{}) est un STJ réel. La représentation
quadratique @ du STJ (J,{}) s’exprime a laide de la représentation quadratique P de
Ialgébre de Jordan J, comme suit :

Q(z) : z+— P(x)z".

On a de plus
voy = L(zy") + [L(z), L(y")] -

1.1.3 Décompositions de Peirce

On consideére toujours un STJ réel V.

Décomposition de Peirce associée a un tripotent. Pour x € V, on définit les
puissances impaires de x dans V' par

W =g
P = Q(2)x®™Y = Q(xz)Px (p > 1 entier).
Les puissances impaires de x dans V' sont précisément les puissances de x dans ’algebre

de Jordan V@ _ie.
) 9191 (raaps (e )
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Soit z € V tel que 2 = Az (A € R). L'identité (1.4) implique
Moz =2roz)? — Q(x)? (1.10)

et donc
Mzoz)? =2(zoz)® — (zo2)Q(x)?.

D’aprés (1.3), on a (zox)Q(x) = Q(z, Q(z)x) = AQ(x) et par suite
Mzor)? =2(xoz)® — A\Q(z)>.
On en déduit que 'on a
Mrzoz —3\Nzoz)? +2(rox)® =0.
D’ou

LEMME 1.1.1. Si un élément x de V vérifie ) = Az avec A € R, alors le polynome
manimal de "opérateur xox a pour racines 0, % et .

DEFINITION 1.1.2.
On appelle tripotent de V tout élément e de V tel que e = e.

Si e est un tripotent de V alors 'endomorphisme eoe de V' est diagonalisable et ses
valeurs propres sont 0,% et 1. Pour a = 0,1, 2, on pose

Vo(e) :=={x € V]eoe(x) = %x}

DEFINITION 1.1.3.
Soit e un tripotent de V. La décomposition spectrale

V ="Vy(e) @ Vi(e) @ Va(e)

est appelée décomposition de Peirce de V' associée a e.

PROPOSITION 1.1.4 (|[Loo75, Loo77]). SiV = Vy(e)®Vi(e)®Va(e) est la décomposition
de Peirce associée au tripotent e alors :

11



(i) les opérateurs Ble,e),2(ene — Q(e)?) et Q(e)? sont les projecteurs spectrauz de V
sur Vo(e), Vi(e) et Va(e) respectivement ;

(ii) pour i,j, k € {0,1,2}, on a {Vi(e),Vi(e),Vi(e)} C Vi_jix(e) done, en particulier,
Vo(e), Vi(e) et Va(e) sont des sous-systemes triples de Jordan de V' ;

(i) on a {Vo(e), Va(e), V} = {Va(e), Vo(e), V} = {0}.

REMARQUE 1.1.5:  Si e est un tripotent de V" alors le sous-systéme triple V5(e) muni
du produit

zy ==1z0.y = {z,e,y}
est une algébre de Jordan réelle unitaire, dont le neutre est e. De plus, la restriction a

Va(e) de Q(e) (que 'on note encore Q(e)) est une involution linéaire de V5(e). Aussi, pour
x € Vi(e), on a

et donc Q(e) est un automorphisme de l'algébre de Jordan V;(e). Par conséquent, si ’'on

pose
VE(e) := {z € Va(e)|Q(e)z = £a},

alors
VE(eE) o, VE(e) Cc VT(e), VT(e)o, V() =V (e)o, VT(e) TV (e).

En particulier, V*(e) est une sous-algeébre de Jordan unitaire de V;(e), d’élément neutre
e.

Tripotents orthogonaux et décomposition de Peirce simultanée. Deux tripo-
tents e et f de V sont dits orthogonaux s’ils satisfont a I'une des conditions équivalentes
suivantes :

(i) enf=0
(i) foe=0
(iii) {e,e,f} =0
(iv) {f,f.e}=0

(voir par exemple [Loo77, 3.9]). Si e et f sont deux tripotents orthogonaux alors ece et
fof commutent et e + f est encore un tripotent.

Soient e, f deux tripotents de V. On dit que e est plus grand que f et on note f <e
s’il existe un tripotent ¢ orthogonal a f tel que e = f + ¢; e est dit strictement plus
grand que f et on note f < esi f <eeteF# f; < définit alors une relation d’ordre sur
I’ensemble des tripotents de V.
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DEFINITION 1.1.6.

Un tripotent non nul e est dit primitif s’il est minimal pour 'ordre < et e est dit maximal
s’il est maximal pour cet ordre.

Considérons maintenant une famille (eq,...,e,) de tripotents deux a deux orthogo-
naux. Alors (e;0e;);1,.n est une famille d’opérateurs diagonalisables qui commutent deux
a deux et on peut donc les diagonaliser simultanément. De plus, si e = e; + ...+ e,, alors
(é1,...,e,) est une famille d’idempotents orthogonaux deux a deux de I'algébre de Jordan
V) e e? =e;etsii# g, e;e; = 0 dans V(€. De plus, les opérateurs de multiplication
par e; dans V() sont les L(e;) = e;0e = e;oe;. Un théoréme de Loos s’applique :

THEOREME 1.1.7 (|[Loo75|, 5.14). Soient ey, ..., e, des tripotents orthogonaur deuz a
deur deV ete=e;+...+e,. Alors

V= V(e
0<i<j<n

o
Vii(e) :== Va(e;), i=1,....n

(e) := Vji := Vi(es) N Vi(ey), 1<i<j<n
= Vi ::%(ei)ﬂﬂ#i%(e]—), i=1,...,n
Voo(e) = (iz, Vole:)

Les sous espaces Vi; = V;;(e) sont appelés les sous-espaces de Peirce de V' relativement a
e=e +...+e,. Sil C{l,....,n} et sief =) . € alors les sous-espaces de Peirce de
er sont donnés par

Valer) = P Vi, Vile) = @ Vi Valer) = P Vi,

ijel iel,jel i,5¢1
En particulier,
Vale)= €D Vi, Vile) = Vi, Vale) = Vo
1<i<j<n i=1
On a en outre les régles de calculs («régles de Peircey) suivantes
{Vij, Vik, Via} C Vi

et les autres produits sont nuls.

Comme conséquence de 1.1.4 et 1.1.7 nous avons le
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COROLLAIRE 1.1.8. Si1<:<j<netsix e Vy aveck <1, alors

Qe ej)x =0 sauf si (k,1) = (4, 7).

De plus, Q(e;)? et 4Q(e;,e5)* (avec i # j) sont les projecteurs spectrauz de V. sur Vi; et
Vi; respectivement.

Soient (eq,...,e,) un systéme de tripotents orthogonaux deux a deux de V et z =
Yoo Aie; avee \; € R. L’orthogonalité des e; donne

n n
ror = E )\i)\jemej: E )\?eimei,
=1

ij=1

et

n

Q) =D NQ(e)+2 Y MNQ(eie)

i—1 1<i<j<n
donc pour y;; € Vi; (0<i<j<n),ona
1

2()\? + A

z Dx(yij) =
et
Q(x)yij = 2A0Q(es, €j)yi; = AN ;jQ(e)y;

oul'on anotée=e; +...4+e, et A\g:=0. On obtient de plus
Q(x)yiy = (Ni)))*yis
et puisque B(z,z) =1d — 2rox + Q(z)?, on a aussi

B(%@?Jz’j = (1 - )\?)(1 - /\?)%j-

COROLLAIRE 1.1.9. Soient (e1,...,e,) un systéme de tripotents orthogonauxr deuz d
deur de V et x ="  Ne; avec \; € R. 8§i0<1i<j<mnetsiy; € Vi alors

(i) zox(y;) = 5(A7 + A3)yij 5
(it) Q(x)yi; = 2AN;Q(ei,€j)yi; = MiNjQ(e)yij ot e=e1+ ...+ ey
(iii) Q(«'E)zyzj = (/\z'>\j)2%j ;
(iv) B(z,x)yy; = (1= A)(1 = AJ)yi; ;
ot Ao := 0.
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1.2 STJ positifs et théorie spectrale

1.2.1 STJP et produits associatifs

Soit V un STJ réel. On considére la forme bilinéaire

B: VxV = R
(x,y) +— Tr(xoy) "

DEFINITION 1.2.1.
On dit que le STJ V' est positif si pour tout x # 0, 5(x,z) > 0. On abrégera en notant
STJP.

Un produit scalaire euclidien (-|-) sur V' est dit associatif s’il satisfait a la condition

{z,y,u}lv) = (ul{y, z,0})  (2,y,2,u,0€ V).

REMARQUE 1.2.2:  Les sous-espaces de Peirce V;;, associés a une famille (e;);—;,., de
tripotents deux a deux orthogonaux, sont orthogonaux par rapport a tout produit scalaire
associatif sur V.

Si V' est positif alors 5 est une forme non-dégénérée et si 'on prend la trace dans
I'identité de Jordan
[xoy,uov] = (zoy(u))ov —uo(yoz(v))
alors
B(zoy)u,v) = B(u, (yoz)v).

On en déduit que si V est positif, la forme S est un produit scalaire associatif sur V' et
(xoy)*=yox (z,y€V)

ot A* désigne I'adjoint d’'un endomorphisme A de V par rapport & 5. Un calcul simple
utilisant I'associativité de 8 et la symétrie en les variables extrémales du produit triple
donne

(Q)QW)" = QY)Qx) (r,yeV)
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et par conséquent
B(z,y)" = B(y,x) (z,y€V).

Pour z € V, les opérateurs zox, Q(x)? et B(x, ) sont donc auto-adjoints par rapport a

3.

1.2.2 Sous-espaces plats et décomposition spectrale

DEFINITION 1.2.3.
Un sous-espace W de V est appelé sous-espace plat si

(W, W W CW et {z,y,2} = {y,z, 2} (z,y,2 € W).

Pour tout x dans V, notons (x) le sous-espace vectoriel réel de V' engendré par les
) = Q(a)x (p > 0), Le.
() = Ra+),

p>0

C’est un sous-espace plat de V. Cela est une conséquence du fait que la formule fonda-
mentale fournit, pour tous m,n,p € N,

{Q@)"z, Q(2)"z, Q(z)'z} = Q(x)" "

(cf.[Loo77, 3.3]) ; (z) est alors le plus petit sous-espace plat de V' contenant x, on 'appelle
le sous-espace plat engendré par x.

Un autre exemple de sous-espace plat est le sous-espace W = @, ..., Re; ot (eq, ..., €,)
désigne une famille de tripotents orthogonaux deux a deuxde V. Siz = > zie;, v = > yies
et z =) z;e; alors, par orthogonalité des e;, on a

{35, Y, Z} = Z TiYiZiC;

et W est bien sous-espace plat de V.
Nous allons voir que tout sous-espace plat de V est de cette forme, si V' est positif.

LEMME 1.2.4. Soit V un STJ positif. Si x est un élément non nul de V tel que ® = Az
alors A > 0.

Démonstration. En vertu de 1.1.1, x ox est diagonalisable et ses valeurs propres sont 0, %
et A\. Donc

Bx,x) = /\(% dim V%(x) + dim V) (x))
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ou V,(z) désigne 'espace propre de 2z oz pour la valeur propre a. Comme x € V) (x),
f(x,x) est un multiple strictement positif de A, et la positivité de § donne A > 0. ]

REMARQUE 1.2.5: On dit qu’un élément z de V est nilpotent si (1) = 0 pour un
certain p entier. Une conséquence de la positivité d’'un STJP V est alors la non existence
d’éléments nilpotents non nuls.

Soit V' un STJ qui satisfait a la propriété
Ve € V\{0}, (z® = Xz = X > 0) (1.11)

et soit W un sous-espace plat de V. Il existe un produit scalaire euclidien sur V' tel que les
zox (x € V) soient autoadjoints (|[Loo77, 3.4]), donc diagonalisables. Notons S le sous-
espace de Endg (W) engendré par les zoxz, z € W. Remarquons que pour z,y,z € W,

voy(s) = (@ +9)oe+y) — z0z — yoy)()

donc les restrictions & W de xoy sont dans S. De plus, S est une famille commutative
puisque

[zoz,yoy] = (zoa(y))oy —yo(roxz(y)) =0
donc les éléments de S sont simultanément diagonalisables, c’est-a-dire qu’il existe une
base (eq,...,e,) de W telle que

Vi=1,...,n,VA € S Ju(A) € R, Ae; = u;(A)e;.

En particulier e; oe;(e;) = p;(e;o0e;)e; et la propriété (1.11) donne \; := u;(e;oe;) > 0. En
1

remplagant chaque e; par A, 2e;, on obtient une base de tripotents de W. Ils sont deux
a deux orthogonaux car e;oe;(e;) = ejoe;(e;) € Re; NMRe; = {0}. Sic =) pe; est un
tripotent de W, alors ¢® = 3~ pde; et par conséquent p; € {0, —1,1}. Soient ¢ = 3 pe;
et ¢ =) ple; deux tripotents de W. Comme

n
"o 2 1
{Cv C,C} - E Mg ;€44
i=1

c et ¢ sont orthogonaux si et seulement si p?u; = 0 pour tout 7. Ceci entraine que les
tripotents ey, ..., e, sont uniques a l'ordre et au signe prés. On a obtenu les résultats
suivants :
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THEOREME 1.2.6. Soient V' un STJ réel satisfaisant la propriété (1.11) et W un sous-
espace plat de V. Alors il existe des tripotents e, ..., e, orthogonaur deur & deuz, uni-
quement déterminés a ordre et au signe prés, tels que

W =Re; ®...PRe,.

Inversement, tout sous-espace de cette forme est plat.

COROLLAIRE 1.2.7. Soient V un STJ réel satisfaisant la propriété (1.11) et soit x € V.
Il existe une unique famille (eq,. .., e,) de tripotents orthogonauz deux & deux telle que

(x) =Re1 & ... d Re,

et
r=Me;+ ...+ ey (1.12)

avec 0 < A\ < ... < \,. L'écriture (1.12) de x s’appelle la décomposition spectrale de x
et les \; sont ses valeurs propres.

COROLLAIRE 1.2.8. (i) Un STJV est positif si et seulement si il vérifie la propriété
(1.11).

(i) Si'V # {0} est positif alors il existe des tripotents non nuls dans V.

Démonstration. (i) Supposons que V satisfasse a la condition (1.11) et soit x # 0. Alors
1.2.7 donne x = > \;e; avec A\; > 0 pour tout i et par conséquent

Tr(zoz) = Z MTr(e;oe;) > 0.

La réciproque a été vue en 1.2.4.
(i) Le sous-espace plat (x) pour z # 0 dans V (supposé positif) posséde des généra-
teurs tripotents d’aprés 1.2.7. O

DEFINITION 1.2.9.
On appelle repére de Jordan tout systéme maximal de tripotents primitifs et orthogonaux
deux a deux.

Au vu de ce qui précéde, on obtient le résultat suivant :
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COROLLAIRE 1.2.10. Soit (ey, ..., e,) un systéme de tripotents orthogonauzx deuz & deu.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (e1,...,e.) est un repére de Jordan ;
1) Chaque e; est primitif et e = e; + ...+ e, est maximal ;
J

(iii) Rey + ...+ Re, est un sous-espace plat mazimal de V.

1.2.3 Décomposition de Cartan

Considérons encore un STJP V et soit e un tripotent non nul de V. Rappelons que le
sous-espace de Peirce V5(e) est muni d’une structure d’algébre de Jordan réelle unitaire
(de neutre e) et involutive :

Va(e) =V*H(e)® V(e (1.13)

ol

VE(e) ;== {z € Va(e)|Q(e)x = £x}.

Rappelons aussi que les opérateurs quadratiques P.(x) dans V,(e) sont donnés par

et que 'on a
w0y = Le(zy™) + [Le(x), Le(y)]  (2,y € Va(e)), (1.14)

ot les L.(z) désignent les opérateurs de multiplications par z dans Vs (e), et ot y* := Q(e)y.
La forme bilinéaire symétrique

de 1 Va(e) x Vole) — R
(z,y) = Trle(azy)

est associative (|[FK94, 11.4.3]), i.e.
Oc(Le(2)y, 2) = 0c(y, Le(x)2) - (2,9, 2 € Va(e))
et est non-dégénérée puisque 'on a
Bla,y) = 0c(x,y")  (2,y € Va(e)).

On en déduit que V5 (e) est une algébre de Jordan semi-simple et que J. est définie positive
sur V' (e) et définie négative sur V'~ (e). En particulier, V' (e) est une algébre de Jordan
euclidienne (|[FK94, 111.1.5]). La décomposition (1.13) est appelée décomposition de Cartan
de l'algébre de Jordan semi-simple V5(e).

PROPOSITION 1.2.11. Un tripotent e d’un STJP V est primitif si et seulement si
V*(e) = Re; e est un tripotent mazimal si et seulement si Vo(e) = {0}.
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Démonstration. Supposons e primitif. Si ¢ est un idempotent de V*(e) alors ¢ est un
tripotent de V' et donc ¢ et e — ¢ sont deux tripotents orthogonaux dont la somme vaut

e. Nécessairement ¢ = 0 ou e — ¢ = 0. On en déduit que 'unique idempotent non nul de
V*(e) est e et le théoréme spectral dans V' (e) (|[FK94, II1.1.2]) fournit alors V*(e) = Re.
Réciproquement, si e = ¢+ d avec c et d deux tripotents orthogonaux alors

Qe)e = Q(c+d)e=Q(c)c+2{c,c,d} + Q(d)c = Q(c)c = ¢

et de méme Q(e)d = d. Donc ¢ et d sont dans V*(e), qui ne peut alors pas étre de
dimension 1.

Le tripotent ¢ est orthogonal & e si et seulement si {e, e, c} = 0, donc si et seulement
si ¢ € Vp(e). Ainsi, les tripotents orthogonaux a e sont exactement les tripotents du
sous-systéme triple positif (Vy(e), {}). Utilisant 1.2.8, on obtient Vj(e) = {0}. O

REMARQUE 1.2.12:  Dans l'algébre de Jordan V;(e), pour un tripotent non nul e =
e1 + ...+ e, de V, les opérateurs L.(e;) = e;oe (i = 1,...,n) commutent entre eux et
sont donc simultanément diagonalisables. On obtient ainsi la décomposition

Vale) = P Vile)
1<i<j<n
ou
Vi = Vii(e) = Va(e;, 2), i=1,...,n
Vij = Vij(e) = Vji(e) = Va(e;, 1) N Va(ej,1), 1<i<ji<n
avec Va(er, a) = {z € Va(e) | Le(ex)r = Sx}. Les sous-espaces Vij(e) (1 < i < j < n))
coincident avec ceux définis en 1.1.7. On obtient les régles de calculs suivantes :
Vij - Vij C Vi + Vi
Vij Vik CVip Vi # k
Soit Va(e) = VT (e) @ V~(e) la décomposition de Cartan Vi(e) relative & Q(e) comme

vu précédemment. Pour 1 < i < j < n on pose

Vi =Vii(e) = Vile)nVi(e), Vi :=Vi(e):=Vy(e)NV~(e).

l; : 1)
Alors
_ e -
Vij - sz ® Vij
est la décomposition de Cartan de Vj; associée & Q)(e) et
Vi = D Vi V= D vy
1<i<j<n 1<i<j<n

Pour 1 <1 <n,
Vi=Vii @ Vi =Re; @ V.
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1.2.4 Automorphismes et dérivations

DEFINITION 1.2.13.
Un automorphisme g : V — V d’un STJ V est un isomorphisme linéaire de V' qui vérifie

glz,y. 2} = {gz,9y.92} (29,2 €V).
Les automorphismes de V' forment un sous-groupe fermé de GL(V') noté Aut(V). En

particulier, Aut(V') est un groupe de Lie. On notera K la composante connexe neutre de
Aut(V). L’algébre de Lie € de Aut(V') et de K est 'algébre Der(V') des dérivations de V :

Der(V) ={f € End(V)|f{z,y,z} = {fz.y. 2} +{=z, fy. 2} + {2y, f2} Vo,y,2 € V'}.
Comme l'identité de Jordan peut s’écrire
zoy({u,v,w}) = {zoy(u),v,w} —{u,yoz(v), w} +{u,v,zoy(w)} ,

les oy — yox sont dans Der(V), z,y € V. Ces dérivations sont dites intérieures.

On peut réécrire Aut(V') sous la forme
Aut(V) = {g € GL(V)|Q(gx) = 9Q(z)g™" Yz € V},

de sorte que Aut (V') opére sur 'ensemble des tripotents de V. De plus, si ¢ est un tripotent
de V et si g € Aut(V) alors, pour « = 0,1,2, on a

Va(ge) = gVal(c).

et VE(gc) = gV*(c). On déduit de 1.2.11 que si V est positif, alors Aut(V) opére sur
I’ensemble des tripotents primitifs et sur ’ensemble des tripotents maximaux.

Aussi, nous pouvons décrire Aut(V) comme suit :
Aut(V) = {g € GL(V)|(gz) o(gy) = g(zoy)g™" Yo,y € V}.

Si V est un STJP alors Aut(V) est un groupe de Lie compact, comme sous-groupe fermé
de O(V, 3), groupe orthogonal de V par rapport a /5. En effet, si g € Aut(V) etsiz,y € V,

Blgz, gy) = Tr((gz) olgy)) = Tr(g(zoy)g™) = Bz, y).
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1.2.5 Norme spectrale

Soit V un STJP et
T=MNel+ ...+ e,

la décomposition spectrale d'un élément z # 0 de V, avec 0 < A\; < ... < A,. On pose
|z| ;== \,. D’aprés 1.1.9, on a
o] = ||z o]l

ou || - || désigne la norme d’opérateur induite par le produit scalaire 5 de V.

PrRoOPOSITION 1.2.14 (|Loo77|, 3.17). L’application x — |z| est une norme Aut(V)-
mvariante sur V' appelée norme spectrale. Cette norme posséde les propriétés suivantes :

(i) pour tout x €V, [a] = [|Q(x)[|? ;
(i3) pour tous x,y € V et pour tout p € N, |z2PH| = |z2P*L et |Q(2)y| < |z|?|y];

(1ii) si W est un sous-systéme triple positif de V' alors, pour x dans W, les normes
spectrales de x dans V' et dans W sont les mémes.

A tout STJP V est alors associé le domaine
D:={zeV]|z| <1},

c’est-a-dire la boule unité ouverte pour la norme spectrale de V. On a facilement :

ProproSITION 1.2.15 (|[FK+00]|, VI.4). Le domaine D coincide avec chacun des en-
semble suivants :

(i) Uensemble des x dont les valeurs propres sont strictement plus petites que 1;
(ii) U’ensemble des x tels que ||vox|| < 1;

(11i) la composante conneze de O dans 'ensemble des x tels que B(z, ) soit défini positif.

1.2.6 Rang réel d’un STJP

THEOREME 1.2.16. Si V' est un STJP, alors K = Aut(V), opére transitivement sur
l'ensemble des sous-espaces plats mazimauz de V. En particulier, st W est un sous-espace
plat mazimal de V' alors

V=[]

keK
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Démonstration. Soient et W, W' deux sous-espaces plats maximaux de V. Notons W =
Re; @ ... @ Re, comme dans 1.2.6. D’aprés 1.2.10, les tripotents e; sont primitifs et
e = e+ ...+ e est maximal. Soit x un élément de W tel que W = (). Ecrivons
r=MAey +... e avec 0 < A\; < ... < A.. Soit enfin 2’ dans W’ tel que W' = (2} et soit

p: K — R
k-~ Bk x) "

Puisque ¢ est continue et que K est compact, ¢ atteint son maximum, disons en g. Nous
allons montrer que y := ga’ est dans W. Cela entrainera que gWW’ C W et par maximalité,
que gW' =W.

Par définition de g, pour toute dérivation A € Der(V) = Lie(K), la fonction @a () :=
Blexp(tA)gz’, x) est définie et dérivable sur tout intervalle ouvert contenant 0, et atteint
son maximum en ¢ = 0 donc ¢/, (0) =0, i.e.

== Blexp(tA)gz’, x) = B(Ay, x).
|t=0

Pour A = uov —vowu, on a donc en particulier

Bluov(y),z) = B(vou(y),r) = By, uov(r)),

d’ou T'on tire
B(u,roy(v)) = B(u,yox(v)) Yu,veV.

Il vient x oy = yox. Soit y = > y;; Pécriture de y dans la décomposition de Peirce de V' =
P Vi, associée au repére de Jordan (ey,...,e,). D’aprés 1.2.11, comme e :=¢; + ...+ e,
est maximal, Voo = Vy(e) = {0} et V,I = Re; pour tout i = 1,...,r. Maintenant,

Q(z)y = zoy(r) =yoz(zr) =zox(y) ,

donc en vertu de 1.1.9, on trouve, pour tous 0 <i < j <r (A :=0),

1
AidQ(e)yij = 5()\12 + A?)yzj-
Ainsi
0:)\?in sil<i<r,
Q(e)yii = Yi sil<i<m,

20N Q)i = (N + Ny sil<i<j<r.

Il vient déja yo; = 0 et y;; € V. = Re; pour 1 < i < r. Si lon écrit y;; = y;; +y,; €
Vao(e) = VT(e) ®V~(e), la derniére égalité donne
200 Q(e)ys; = (A + X))yh

—200Q(e)y = (A7 + XNy
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ce qui prouve que yzﬁ =y; = 0pour 1 <i < j <r (car \; # £);). D'ott

y:iyii € éRGiZW
i=1 i=1

DEFINITION 1.2.17.

On définit le rang réel r d’'un STJP V comme étant la dimension commune des sous-
espaces plats maximaux de V. Si z € V, on définit son rang rg(x) comme étant le nombre
de valeurs propres de z, i.e. rg(x) = dim(x).

EXEMPLE 1.2.18: Siey,...,e, sont des tripotents primitifs orthogonaux deux a deux
alors 1" | e; est de rang n. En particulier, un tripotent de V' est primitif si et seulement
si il est de rang 1 et est maximal si et seulement si il est de rang r.

COROLLAIRE 1.2.19. Soient (e1,...,e.) et (€},...,€e.) deux repéres de Jordan d’un

»r

STJP V. Alors il existe k € K = Aut(V),, une permutation o de {1,...,r} et ¢, € {£1}
tels que pour tout 1 = 1,...,r, ke = €e,(;).

Démonstration. Conséquence immeédiate de 1.2.6 et 1.2.16. O

COROLLAIRE 1.2.20. Si e et f sont deux tripotents mazimauxr d'un STJP V alors il
eziste k € K = Aut(V), tel que fof = k(eoe)k™. En particulier, pour o € {0,1,2} on
a Vo(f) = kVale).

Démonstration. D’aprés 1.2.10 et 1.2.19, il existe k € K = Aut(V),, une permutation o
de {1,...,r} et ¢ € {£1} tels que f =k > ., €eq(). Alnsi

r T

fof= k‘(z €i€q(i) D Z Ejeg(j))/{_l = k(z (i) O 60(1))76_1 = k(e o e)k:_l.
=1

i=1 j=1
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1.3 Systémes triples de Jordan simples

1.3.1 STJ semi-simples

Soit V un STJ réel. Un idéal I de V est un sous-espace vectoriel de V' tel que
{,LV,V}cCI, {V,1,V} C .

Un idéal est donc en particulier un sous-systéme triple. Par exemple, {0} et V sont des
idéaux de V. Un idéal de V est dit propre s’il est non nul et différent de V.

DEFINITION 1.3.1.
Un STJ V est dit simple si V # {0} et si V ne contient pas d’idéal propre. On dit que V
est semi-simple si V' se décompose sous la forme

V=Vie...eV,

ou chaque Vj est un idéal simple de V.

REMARQUE 1.3.2 ([FK+00], VI.1):  Si V est semi-simple et si V=V, & ... ®V,, ol
chaque V; est un idéal simple de V/, alors le produit triple dans V' est donné par

{wy, 2y = Awjy.5) (@95, €Vij=1,....n).
=1

Silon suppose V positif, la définition d’idéal et 'associativité de 3 entrainent ([FK+00,
VIL.1]) que orthogonal I+ (par rapport au produit scalaire 3) d’un idéal I de V est encore
un idéal de V. De proche en proche, on obtient alors une décomposition de V' en somme
directe d’idéaux simples.

ProPOSITION 1.3.3 (|[FK+00], VI.1). SiV est un STJP alors V se décompose sous la
forme
V=Vie...eoV,

ot chaque V; est un idéal simple de V' (dans le sens défini plus haut). Cette décomposition
est unique a lordre des facteurs prés. Autrement dit, tout STJP est semi-simple.
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REMARQUE 1.3.4: Cette notion de semi-simplicité coincide avec la notion usuelle,
cette derniére étant la suivante : un STJ V' est semi-simple si son radical nilpotent Nil(V)
est nul, ou

Nil(V) = {x € V|z est nilpotent dans chaque algébre de Jordan V¥ y € V1.

Utilisant la formule
) = Q(y)at
(cf|LooT75, 3.8]), on obtient

Nil(V) = {x € V| Dalgébre de Jordan V' est nilpotente}.

Si V est positif alors la condition z*+1*) = x(2r+1) = () entraine x = 0 et donc Nil(V) =

{0}.

1.3.2 STJP simples

On se donne ici un STJP V.

PROPOSITION 1.3.5. Supposons V' simple et soit e un tripotent maximal. Alors ’algébre
de Jordan réelle Vy(e) est simple et VT (e) est, ou bien simple, ou bien somme de deux
idéaux simples. Dans ce dernier cas, il existe f dans V't (e) tel que :

(i) f*=e, et donc il existe un idempotent ¢ de V' (e) tel que f =2c—e;
(1)) Qe) = Pe(f) #1d et
V*(e) = Valc,0) @ Va(c, 2), V= (e) = Va(e, 1)
ot Va(c,a) = {w € Va(e) | Le(c)x = S} ;
(iii) Les sous-espaces de Peirce de f el e coincident et f est un tripotent maximal ;
(iv) L’algebre de Jordan Va(f) est euclidienne.

Démonstration. La simplicité de V5(e) est montrée dans[Loo75, 10.14|. L’existence d’un
f vérifiant les points (i), (i1) découlent de [Hel69, Satz 2.3]. Puisque

fr=Qle)f=PNHf==Ff=f"
on a
fof =Le(ff") = Le(e) = ene.
En particulier, fo f(f) =enoe(f) = f et Vo(f) = {0}. Aussi,
Q(f) = P.(/)Q(e) = Q(e)* = 1d
et donc Vao(f) = VT (f) est euclidienne. O
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REMARQUE 1.3.6: Si V est un STJP simple de rang réel 1 alors V*(e) = Re est
simple pour tout tripotent maximal e.

LEMME 1.3.7. Soient V un JTSP de rang réel r > 1 et (ey, ..., e,) un repére de Jordan.
Alors :

(i) pour tous 1 <i < j <r et pour tout a € Vi\{O}, il existe X\ > 0 tel que
a® = +\(e; +¢;);
(i1) pour tout 1 <i <r et pour tout a € V;; \{0} il existe A < 0 tel que
a® = le;;

les produits étant pris dans Va(e), e =e1 + ...+ e,.

Démonstration. Soit a € V;;y\{0}. Alors a> € Vi @ V7 = Re; ® Re; et donc il existe

i, Aj € R tels que a® = \je; + \jej. Mais injectant v = e; — e; dans l'identité a?(av) =
a(a®v), on obtient

0= ()\161 + )\jej)(aei — ae]-) =a (()\161 —+ )\jej)(ei — €j)>

= CL()\Z‘GZ' — /\jej) = (Az — )\j)a.

1

2

Il suit que \; = A; et par suite , a> = A(e; + ¢;) avec A € R. Maintenant,
Se(a,a) = 6.(e,a®) = NTrL.(e; + ¢;)

et comme TrL.(e; +e;) = B(e; +e;,e;+¢e;) > 0, on déduit que A et 6.(a, a) sont de méme
signe.
Sia € V;\{0} alors a® € V] = Re; et donc a® = e; avec A € R. On obtient

de(a,a) = (e, az) = NTrL.(e;) = A\B(es, €)

_ be(a,a)
et A = Telo(er) < 0. O
PROPOSITION 1.3.8. Supposons V' simple et soit (eq,...,e.) un repére de Jordan de
V. Alors pour toute permutation o de {1,...,r}, il existe k € K := Aut(V), tel que
ke, = ey pour tout i. En particulier, si (€],...,e.) est un autre repére de Jordan, il

eriste g € K tel que ge, = Le;, pour tout i =1,...,r.

27



Démonstration. Le résultat est évident si » = 1. Supposons alors r > 2 et soient e =
e1+ ...+ e et Vole) = VT(e) @ V7~ (e). D’aprés 1.3.5 on peut supposer VT (e) simple
(sinon on remplace e par f et V5(f) est euclidienne simple). Ainsi, les V;"(e) sont tous
non nuls (cf [FK94, IV.2.4(i)]) et donc d’aprés 1.3.7 il existe a € V7 (e) avec i # j tel que
a® = e; + e;. Soit

A=aoe; —e;na €t =Lie(K).

Comme e;,a € VT (e), (1.14) donne
A = 2[Lc(a), Le(es)]

et donc
1 1 ) .
Ale;) = 5% Alej) = —5% Aa) =e; —e;, Aley) =0 pour i # k # j.
Pour ¢ > 0 entier on a

A" (e;) = (1) Ales)

et pour ¢ > 1,
A%(GZ‘) = (_1)4_1A2(6i)-

Il vient
exp(mA)e; = e; — (cosm — 1)A%(e;) + (sinm)A(e;) = e;.

On prouve de méme que exp(mA)e; = e; et exp(mA)e, = e pour i # k # j, d’ot le
résultat. La deuxiéme assertion découle de la premiére et de 1.2.19. O

1.3.3 STJP réduits et STJP de type tube

On considére toujours un STJP V. Soit ¢ un tripotent primitif de V. On sait que
V*(c) = Re et par conséquent,

Vo(c) = Red V7~ (e).

Les produits considérés dans la suite sont pris dans V5 (c). Supposons V= (¢) # {0}. Comme
(Q(c) est un automorphisme de 1'algébre de Jordan V5(c), on a

Q(c)(uv) = (Q(c)u)(Q(c)v) = uv Yu,v € V7 (c)

et par suite, pour tous u,v dans V'~ (¢), il existe a(u,v) € R tel que uv = a(u,v)c. L’ap-
plication « : (u,v) — a(u,v) est clairement bilinéaire et symétrique. De plus, a(u,u) = 0
entraine que u est nilpotent donc, par semi-simplicité de V5(c), on a nécessairement u = 0.
Alors Vy(c) est isomorphe a I’algébre de Jordan (de rang 2) R x V= (¢), V™ (¢) muni de la
forme «. En effet,

0:Valc) > R x V7 (c), (Ae+u)— (\u)
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est un isomorphisme d’algébres puisque

(Ac+u)(pe +v) = Auc + uv + Av + pu
— (i 0, 0))e+ (o -+ )

entraine que

o((Ae+u)(pe +v)) = A+ a(u,v), \v + pu)
= (Avu) ) ([L,’U)
= p(Ac+u) - p(uc+v).

Pour x = Ac+ u, on a
22 = (A2 + afu,u))e + 2 u = 20z — (A\? — au, u))c

donc
tre = 2, detz = \? — a(u,u)
et si detz # 0,
. z—trz  Ac—u  Qo)x
T detz  detz  detz
(pour les définitions de la trace tr et du déterminent det dans une algébre de Jordan, nous

renvoyons par exemple & [FK94|). Comme la forme (z,y) — TrL.(zy) est définie négative
sur V= (c), pour u € V~(¢)\{0}, il vient

0 > TrL.(u?) = a(u,u)TrLc(c)

et donc a(u,u) < 0 pour tout u € V~(¢)\{0}. On déduit que detz = 0 si et seulement
si x = 0, ce qui veut dire que tout élément non nul de 'algébre de Jordan V;(c) est
inversible.

Pour x = Ac +u et y = pc + v, posons

o(x,y) = A — a(u,v).

Alors o est bilinéaire symétrique, est définie positive et

1Y = U(Cu l’)y + O'(C, y)l’ - 0'(137 y)C
Puisque
2? —20(c,x) + o(z,x)c =0

on retrouve que Va(c) est une algébre de Jordan de rang 2, que trx = 20(c,x), detz =
o(x,z) et donc que tout élément non nul est inversible. On a prouvé le résultat suivant :

PROPOSITION 1.3.9. 5ic est un tripotent primitif d’un STJPV alors ’algébre de Jordan
Vo(c) = Re @ V= (c) est une algébre a divisions et il n’y a que deux possibilités :

(i) ou bien V~(c) = {0}, et donc Va(c) = Re est de rang 1,
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(ii) ou bien V~(c) # {0}, entrainant que V5(c) est de rang 2 et isomorphe ¢ R x V= (c),
V=(c) muni de la forme bilinéaire symétrique définie négative c.

En vertu de 1.3.8, si V est simple alors la classe d’isomorphismes de I'algébre V5(c) est
indépendante du choix de ¢, elle est en fait déterminée par la dimension de V5(c).

DEFINITION 1.3.10.
On dit qu'un JTSP V est réduit si Va(c) = Re (i.e. si V7~ (¢) = {0}) pour tout tripotent
primitif ¢ de V.

REMARQUE 1.3.11:  Soient V un STJP simple de rang réel r > 2 et

V= P vy

0<i<j<r

la décomposition de Peirce associée a un repére de Jordan (ey,...,e,). Pour tous 1 <
i,j < r, il existe d’aprés 1.3.8 un élément k& de K = Aut(V), tel que e; = ke;. On en
déduit que V,(e;) = kV,(e:) (a € {0,1,2}) et VE(e;) = kVE(e;). Alors

dimV;; =dimVy; (i = ) ,

(¢
dimV,; =dimV}; (i =

(¢

(¢

dim V;; = dim Vo (¢
dim Vf = dim V5
dim V;; = dim Vi, (4
dim V; = dim Vi, (i =

7

\H\\H\\H\
)—‘MMQ,_;}_\
—_ — —

P T N e N e N N

\_/

On pose alors
b:=dimVy, c:=dimVi;.

Ainsi, V' est réduit si et seulement si ¢ = 1. Si V' n’est pas réduit alors V;; # {0} pour
tout 7. Aussi, d’aprés 1.1.7, si b = 0 alors V' = V,(e) posséde une structure d’algébre de
Jordan unitaire semi-simple réelle, et si on a de plus V'~ (e) = {0}, alors V' est muni d’une
structure d’algebre de Jordan euclidienne unitaire semi-simple.

DEFINITION 1.3.12.

On dit quun STJP V est de type tube si V = V,(e) pour un certain tripotent e (néces-
sairement maximal). On dit qu'un STJP V est de type euclidien si V' = V*(e) pour un
certain tripotent e.
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REMARQUE 1.3.13: (i) Soit V un STJP simple de type tube. Si V est non euclidien,
alors 1.3.5 nous permet d’affirmer que pour tout tripotent maximal e de V', V*(e)
est simple.

(ii) Un STJP V de type tube réduit et de rang réel 1 est nécessairement isomorphe
a lalgébre de Jordan euclidienne R, V' est donc de type euclidien. En effet, par
hypothése on a V = VT (e) & V~(e) pour un tripotent maximal e de V', et puisque
V est réduit et de rang réel 1, e est minimal et V™~ (e) = {0}, i.e. V =V (e) = Re.

PROPOSITION 1.3.14. Soit V un STJP simple. Si V n’est pas réduit ou si V n’est pas
de type tube, alors pour tout repére de Jordan (ey,...,e,) de V et pour tout i =0,...,r,
il existe k; € K = Aut(V), tel que kie; = —e; et kie; = e; pour j # i.

Démonstration. Supposons d’abord V' non réduit. Alors pour tout 7, V;; = Re, @V, est la
décomposition de Cartan de Vj; relativement a Q(e) et V,; # {0}. On peut alors trouver
r €V, tel que 2?2 = —¢; (1.3.7). Posons e = e; + ...+ e,. L’application A = zoe —eox
est dans € = Lie(K) et d’aprés (1.14),

roe—enx = Le(x) — L.(z*) = 2L.(2)
donc A = 2xoe. Maintenant,
A(e;) =2xoe(e;) =2xoe(e;) = 2e;0e;(r) = 2z,

A(z) =2z 0e(z) = 222 = —2¢; , Aej) =0Vj # 1.

Pour ¢ > 0 entier, on a
A2(e;) = (—1) 2% e, AZHL(e) = (—1)2% .
Ainsi, k; := exp(5A) € K vérifie kje; = e;sij #i et
ki(e;) = (cosm)e; + (sinm)x = —e;.

Supposons maintenant que V' ne soit pas de type tube. Alors Vg # {0} est un systéme
triple de Jordan positif pour tout ¢ = 1, ..., r. Il existe donc un tripotent non nul ¢; dans
Vio, et I'on a nécessairement {c;,c;,e;} # 0 puisque {e;, e;,¢;} = %ci # 0. D’aprés les
régles de calcul sur les espaces de Peirce, on a {¢;, ¢;, e;} € Vj; et puisque Q(e){c;, ¢, e;} =
Qe){ci,ciyei} = {ci, ¢y e}, on obtient {¢;, ¢;, e;} € VT (e)NV;; = Re;. Utilisant le fait que
Q(ci)e; € Voo = {0} et que pour tout tripotent ¢ on a Q(c)* = 2(coc)? — coc (cf (1.10)),
on obtient {¢;, ¢;, e;} = %ei. Choisissons alors = v/2¢; dans Vo, z vérifiant {z,z,e;} = e,
et soit

A=zoe—ecox e t=Lie(K).
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De nouveau, les régles de Peirce fournissent

Afe)) = 5o, Alr) = —es et Aley) =0 pour j #

et pour £ > 0 entier,

A%(ei) _ (_21) e, A2£+1(ei) _ (_1)

En posant k; := exp(v/27A), on obtient

sin 7

kie; = (cosm)e; +

et pour j # i, kie; = e;. O

COROLLAIRE 1.3.15. Soit V un STJP simple. Si V n’est pas réduit ou si V n’est pas
de type tube, alors K opére transitivement sur les repéres de Jordan et l’ensemble des
tripotents maximaux de V est connexe.

Démonstration. Conséquence directe de 1.3.8 et de 1.3.14. O

1.3.4 Invariants numériques dans les STJP

LEMME 1.3.16. Soit (eq,...,e.) un repére de Jordan d’un STJV et pour1 <i<j<r,
soit y;; € Vij. Alors

V(k’, l) 7é (Z7Z>a (j7j)u (27]>> \V/Zkl S Vkl; Pe(yij)zkl =0

one:=e+ ...+ e,

Démonstration. Cela résulte du fait que Va(e) = @19’@9 Vij et que Va(e;+e;) = Po(e; +
e;)Va(e) = Vi @ Vj; @ Vi;. En effet, il existe y € Va(e) tel que y;; = Pe(e; + e;)y et donc

Pe(yij)zkl = Pe(ei + ej)Pe(y)Pe(ei + ej)zkl = 0.
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PROPOSITION 1.3.17. Soient V un JTSP simple de rang réel r > 2, e =e1 + ... + e,
un tripotent mazimal de Vet @, ,c;c, Vij la décomposition de Peirce de Va(e) associce
ae.
(i) SiV est non réduit ou siV n’est pas de type tube, alors V' (e) est simple et dim V| =
dimVy > 1 (i 4 j);
(i) SiV =Va(e) = V*T(e) @V~ (e) est de type tube réduit non euclidien (i.e. V~(e) #
{0}) avec r > 3, alors V*(e) est simple et dim V; = dimV;; > 1 (i # j).

Démonstration. (i) D’abord, si V' est non réduit ou si V' n’est pas de type tube, alors
tout tripotent maximal est de la forme ke avec k € K (1.3.15) et ainsi V*(ke) = kV*(e).
On déduit de 1.3.5 que, ou bien V' (e) = V;(e) est simple, ou bien V= (¢') # {0} pour
tout tripotent maximal e’ et V' (e) est simple. La simplicité de V¥ (e) entraine que I'on a
V.5 # {0} pour tous i # j ([FK94, IV.2.4(i)]). Soit maintenant k; € K tel que k;e; = —e;
et k;e; = e; pour j # i (1.3.14). L’élément k; vérifie k;V;; = Vi; pour j # 4. On a de plus

Q(f) = Qe) =4 Qleire))
Ji

oit lon a noté f := ke = e — 2¢;. On en déduit que k;Q(e)k; 'yi; = Q(f)vi; = —Q(e)yi;
pour tout y;; € V;; avec j # 4 (1.1.9(ii)) et k; VS = V7. Do 'égalité dim V) = dim V.

(ii) Supposons maintenant V' = V;(e) de type tube réduit non euclidien avec r > 3.
D’apres 1.3.13, V' (e) est simple, ce qui entraine que V;j # {0} pour tous i # j. De plus,
V réduit et V*(e) # V donnent V;; = Re; pour tout ¢ = 1,...,7 et V,; # {0} pour tous
k # 1. En vertu de 1.3.7 on peut trouver z;; € V;; tel que xfj = —(e; + €;) et donc, pour
1 < k < g, lapplication

Vie = Vi, y = Le(zi)y

est bijective. En effet, 1.3.16 donne P.(z;;)y = 0, i.e.

1
2Le(wiy)?y = Le(w)y = —(ei + )y = =3 v,

D’outl dim sz = dim Vk; =dimV,, . ]

REMARQUE 1.3.18:  Si V est de type tube réduit non euclidien, la condition r» > 3 est
nécessaire pour obtenir les égalités dim VJ =dimV;; > 1. En effet, pour 2 <p < [p%],
I'espace RP™? muni de la forme bilinéaire non dégénérée standard de signature (p,q) est
un STJP simple de type tube réduit non euclidien, de rang réel 2, et dim V5 = dim V},
si et seulement si p = ¢. Néanmoins, la simplicité de V' = R persiste. La classification
des STJP simples (présentée plus loin) montre cependant que cet exemple est la seule
exception a la proposition précédente.
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PROPOSITION 1.3.19. Soient V un JTSP simple de rang réelr > 1, p le rang de ’algébre
de Jordan simple Vs(e), pour un tripotent mazimal e. Il n’ y a que quatre possibilités :

(1) V. =V7(e) est une algébre de Jordan euclidienne simple (i.e. V de type euclidien) :
alors V' est réduit et p =1 ;

(it)) V#V7T(e) (i.e. V= (e) #{0}) :
(a) si V*t(e) n'est pas simple alors V' est une mutation d’algébre de Jordan eucli-
dienne, i.e. V est de type euclidien (donc réduit) ;

(b) si'V est réduit et V*(e) simple alors p=r;
(c) si V n'est pas réduit alors V' (e) est simple et p = 2r.

Démonstration. Le point (i) est évident, (a) est une conséquence de 1.3.5, (b) résulte de
(a) et 1.3.9, et (c) découle 1.3.9 et 1.3.17. O

REMARQUE 1.3.20: D’aprés ce qui précede, V est réduit si et seulement si le rang
réel 7 de V' coincide avec le rang (absolu) RgVa(e) de Va(e) pour tout tripotent maximal
e, et n'est pas réduit si et seulement si Rgls(e) = 2r. Notant r¢ le rang du STJHP
VC =V @iV, cela revient & écrire :
(V est réduit) <= rc =1 ;
(V' est non réduit) <= rc = 2r .

PRrRopPoOSITION 1.3.21. Soit V un JTSP simple de rang réel r > 1 ete =e1+ ... + e,
un tripotent mazimal de V. Sir =1, on pose a =0, b =dim Vi(e;) et ¢ = dim Va(ey). Si
r > 2, posons

a=dimV} (i #j), b=dimVp (i=1,...,r), c=dimV; (i=1,...,r)

ou les Vi; (0 <1 < j < r) sont les espaces de Peirce associés au repére de Jordan
(e1,...,€).

(1) SiV =V7(e) alors
1
dimV =r+ 57’(7“ —1a;

(11) si'V est non réduit ou si V n’est pas de type tube, ou bien si V = Va(e) = V7T (e) ®
V= (e) est de type tube réduit non euclidien (i.e. V'~ (e) # {0} ) avec r > 3, alors

dimV =r(r—1)a+rb+rc,
dimVy(e) =r(r— 1)a+re, dimVi(e) =7b,
1 1
dimV*t(e) =r+ §T<T —1)a, dimV (e)=r(c—1)+ ET(T — 1)a.
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Démonstration. Conséquence de 1.1.7, 1.2.12 et 1.3.17. O]

REMARQUE 1.3.22: (i) On déduit de la proposition précédente que le rang réel de

1.3.5

V coincide avec le rang de I’algébre de Jordan euclidienne simple V' (e).
V' est de type tube si et seulement si b = 0.

V' est réduit si et seulement si ¢ = 1. Sous les hypothéses de 1.3.21(ii), V est réduit
si et seulement si

dimV*(e) — dimV~(e)
r

=1.

Les systémes triples de Jordan hermitiens positifs simples (considérés comme réels)
sont alors des exemples de systémes triples de Jordan positifs simples non réduits
puisque ce sont les cas particuliers ou V= (e) = iV ' (e), Q(e) apparaissant comme
la conjugaison de Va(e) = VT (e) @ iV T (e) par rapport a la forme réelle V*(e) de
Va(e).

Stratifications

LEMME 1.3.23. Soit V un STJ réel.

(i)

(ii)

St x est un tripotent de V' alors

Q(z)? =2(roz)? —row.

Si ey, ...,e, sont des tripotents primitifs orthogonauzr deux & deux alors
EOSEES SN ot
=1 1<i<j<n
ot les Vi; (1 < i< j<mn)sontles sous-espaces de Peirce de V associé d ey, ..., e,.

Démonstration. Le premier point est une conséquence de (1.10). Maintenant, on peut

écrire

n

Qz; z:eZ Ze] Ze, ZBJ—QZGZDGI) Zeiuei

=1
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et puisque les e;oe; et e;ne; commutent, il vient

n n n
(E eine)’ = g e;oe; oe;joe; = g (e;oe;)? +2 E e;o0e; 0ej0e;.
i=1 ij=1 i=1 1<i<j<n
On obtient
n n
Q( E 61')2 = E (2(€Z‘D6i)2—62‘D6i>+4 E €;0€;0¢e;0€;
i=1 i=1 1<i<j<n
n
_ 2
= E Qe;)” +4 E e;0€;0ejoe;.
i=1 1<i<j<n

Finalement, les opérateurs Q(e;)? et de;oe; o ejoe; sont les projecteurs respectifs sur Vj;
et Vi; (i < j), d’ou le résultat. O

ProproOSITION 1.3.24. Si V' est un STJP simple et si eq,...,e, sont des tripotents
primitifs orthogonauzr deux & deuzx, alors

- -1
RgQ(Z e;) =ndimVj; + % dim Vi,.

=1

On a en particulier

RgQ(D _e) =RgQ() _e) <= n=m.
i=1 i=1
Démonstration. Conséquence de 1.3.23, (1.15) et (1.17). O
Soient (eq,...,e,) un systéme de tripotents primitifs orthogonaux deux a deux de V

et ¢ € {1}, 1 <i <n. Ce qui précéde donne

n

n n n n
Q(Z 61'6@')2 = Q(Z €;€6; 0 Z Ejej)Q — Z €;€; 0 Z €€
=1 i=1 j=1 =1 j=1

n

n
2 2 2
:2(E €;eine;)” — g €;eioe;
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En particulier,
n n

RgQ() eie) = RgQ() ).

i=1 =1

Dans la suite, on notera e,  (p,q > 0,p + ¢ < n) les tripotents définis par

p p+q
€pg ‘= E €; — E €;.
=1 j=p+1

En vertu de ce qui précéde,

RgQ (eth) = RgQ (ep+q,0> .

Soit V un STJP. Notons O(V') := O(V, 3) le groupe [-orthogonal de V| i.e.
OV)={geGLV)lg"" =g},
et Str(V) le groupe de structure du systéme triple (V,{}), défini par

St(V) = {9 € GL(V)|Q(9r) = 9Q(x)g" Y € V}
= {9 € GL(V)|(g92)c(g"'y) = g(zoy)g" Yz € V}.

ol g* désigne l'adjoint de g relativement & 5. On remarque que
Aut(V) =Str(V)nO(V).
Notons ste(V') algébre de Lie de Str(V'); d’aprés [Sat80, 7.3, p.29)],
ste(V)=VoV

ot VoV est le sous-espace de End(V) engendré par les xoy avec z,y € V.

PROPOSITION 1.3.25. Soit V' un STJP simple de rang réel r > 1 et (e, ..

repére de Jordan de V. Notons V(0) := {0} et pour 1 < ¢ <,

ou Str(V), désigne la composante neutre du groupe de structure de V. Alors

V= |_| V(o).
£=0

En particulier, V() est ’ensemble des éléments de rang {.

(1.21)

S, €) un
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Démonstration. Soit x € V. D’aprés 1.2.16, x est conjugué sous K = Aut(V), C Str(V),
a un élément de la forme Zle Aie; avec \; # 0 pour tout i. Notons p (respectivement q)
le nombre de \; positifs (respectivement négatifs). En vertu de 1.3.8, on peut supposer
que \; >0 pouri=1,...,pet \; <Opour j=p+1,...,p+q, de sorte que

l p p+q
E ey = g i€ — E [Ajlej.
=1 i1 J—l

Le groupe exp(}_;_, Re;oe;) C Str(V), opére diagonalement sur V = @ V;; avec valeurs
propres strictement positives. Grace a cette action, on voit que z € K exp(d>_;_, Re;oe;)ep
En particulier,

RegQ(z) = RgQ(ep,q)-

SizeV(l)eta € V({) avec { # ¢, alors RgQ(x) = RgQ(ero) et RgQ(z") = RgQ(er o)
et donc V(£) NV (') = 0. O

Il existe en fait un résultat plus précis da a S. Kaneyuki :

PROPOSITION 1.3.26 (|Kan98|). Soit V un STJP simple de rang réelr > 1 et (eq, ..., e,)
un repere de Jordan de V. Voici des représentants des orbites de V' sous ['action de
Str(V), :

(1) siV est de type euclidien :

{epqlp,a > 0,p+q <r};

en particulier,

(ii) si'V est de type tube non euclidien :
{eol0 <€ <r—1}U{eo, €11}

en particulier

V(r) =8Str(V), - €0 UStr(V), - €-11;
(111) si' V' est non réduit ou si V n’est pas de type tube :
{ewo|0 <O <1}y

en particulier,
V(r) = Str(V), - erp.
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COROLLAIRE 1.3.27. Soit V un STJP simple de rang réelr > 1 ete=e;1+...+ e, un
tripotent maximal de V. Pour tout £ > 0,

V(l) = {z € VIRgQ(z) = RgQ(ero)} -
Si 'V est de type tube alors
V(l) ={z € VIRgP.(z) = RgP.(eso)}

et en particulier,
V(r) = {z € Va(e)|DetFe () # 0} = V5" (e)

ot Vy*(e) désigne l'ensemble des éléments inversibles de Va(e).

Démonstration. Le premier point est une conséquence de 1.3.25 et (1.21). Si V est de type
tube alors Q(e) est inversible et P.(e) = Idy. Le second point découle alors de I'égalité

Fe(z) = Q(x)Q(e). O

D’aprés ce qui précéde, un élément x d’'un STJP simple V' est de rang ¢ si et seulement

0 —1)
2

si

RegQ(z) = (dim Vi, + dim Vis.

EXEMPLE 1.3.28: Si x et y sont deux tripotents de V tels que xox = yoy alors
rg(z) = rg(y) (c’est une conséquence de 1.3.23 et 1.3.27).

1.4 Compactification

1.4.1 Quasi-inverses

Quasi-inversibilité dans une algébre de Jordan réelle. Soit J une algébre de
Jordan sur R, avec élément neutre e. Rappelons qu’on définit les puissances a* de z € J
par récurrence sur k € N : 20 := e et pour k > 1, 2% := 22"~ = 2F 1z, L’algébre J est
alors & puissance associative (|[FK94, 11.1.2]), i.e.

2P2? = 2P (x € J,p,q € N).
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Notons R[T] I'algébre des polynomes & une indéterminée a coefficients dans R et soit
p(T) =S, T* € R[T]. Pour z € J, 'élément

p(z) = e + gz + ...+ apa™

est bien défini. Posons alors

Rlz] = {p(z)|p € R[T]}.
C’est la sous-algébre de J engendrée par x et e, elle est associative et commutative. Un
¢lément x dans J est dit inversible sil existe y € R[z] tel que xy = e. Dans ce cas, un tel
y dans R[x] est unique (c’est 'associativité de I'algébre de R[z] qui donne I'unicité), on
I'appelle 1'inverse de = et on le note x71. Il est connu qu'un élément x de J est inversible
si et seulement si P(z) l'est (|[FK94, 11.3.1]) et dans ce cas

v =Plx) 'z,

P désignant la représentation quadratique de J. Supposons maintenant que .J ne posséde
pas d’élément neutre et notons J 'algébre J étendue par adjonction d’un élément neutre,

i.e. 'espace
J—R@J—{A@x— @) ]AER,er}

Aoz)(pDy) =MD (\y + px + xy).

muni du produit

L’algébre J est commutative et posséde un élément neutre e = 14 0. De plus, J s’identifie
a la sous-algébre 0 ® J de J, qui est en fait un idéal de J. Notons L()\ @ x) les opérateurs
de multiplication dans J. Ecrivons les opérateurs L()\ @ z) sous forme matricielle dans la
base de J relative a la décomposition J=R&.J. Ona

L) = (i Ad, 2 L(x)) ’

)\2 0
e = (2/\x +22 Ad; +2\L(x) + L<x>2) ’

- ) A2 0
LA o)) = <2)\x +a2? Ad;+2AL(2) + L(:ﬁ)) ’

LA @2), L(A @ 2)*)] = (8 [L(x),OL($2)]> '

La derniére expression montre que J est une algébre de Jordan. Si P désigne la représen-
tation quadratique de .J, alors

)\2 0
P()\ S )= (2/\x + 2% Ndjy + 2A\L(z) + P(@)

et en particulier,

P(l®—z) = (—2x1+ 22 B?I)) |
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ot B(z) =1d; —2L(z)+ P(z). L’élément 1@ —z est donc inversible dans J si et seulement
si l'opérateur de Bergman B(z) de J est inversible. Comme

= -1 ]. 0
PA®—z)" = (B(x)l(Zx —z?%) B(x)1> ’
Pinverse de 1@ —x dans J est P(A & —2) (A @ —z) = 1 & 2 avec

z = B(x) 'z —2%) = (Id; — 2L(z) + P(z)) ' (z — 2?).

DEFINITION 1.4.1. B

Un élément x de J est dit quasi-inversible si 1 @& —x est inversible dans J. Dans ce cas,
I’élément z de J tel que 16 2z soit 'inverse de 1@ —x dans J est appelé le quasi-inverse de
x dans J. D’apreés ce qui précéde, x € J est quasi-inversible si et seulement si 'opérateur
de Bergman B(x) est inversible et son quasi-inverse est alors

z = B(x) ' (z — 2?).

REMARQUE 1.4.2: (i) Si J posséde un élément neutre e, on définit de méme la
quasi-inversibilité sur J : x € J est quasi-inversible si e — x est inversible et le
quasi-inverse de z est I'unique élément z de J vérifiant égalité (e —z) ' = e+ z et
on vérifie de plus que x est quasi-inversible si et seulement si B(x) est inversible et
dans ce cas z = B(z) }(z — 2?).

(ii) Puisque lapplication x — DetB(z) est polynomiale en les coordonnées de x, I'en-
semble des éléments quasi-inverses dans J est un Zariski ouvert dense dans J.

Quasi-inversibilité dans un STJ. Reprenons les notations introduites dans la section
1.1.2.

DEFINITION 1.4.3.

Un couple (z,y) d’éléments du STJ V' est dit quasi-inversible si et seulement si x est
quasi-inversible dans l’algébre de Jordan V). Le quasi-inverse de = dans V¥ est noté
xY.

En reprenant ce qui a été fait dans le paragraphe précédent avec J = V¥ on obtient :
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PROPOSITION 1.4.4 ([Loo75|, 3.2). Un couple (x,y) d’éléments du STJ V est quasi-
inversible si et seulement si Uopérateur de Bergman B(x,y) est inversible et dans ce cas,

2 = B(x,y) " (x — Qz)y).

REMARQUE 1.4.5: (i) La encore, I’ensemble des couples (x,y) quasi-inversibles est
un Zariski ouvert dense dans V' x V.

(ii) Pour tout A € R, (A\z,y) est quasi-inversible si et seulement si (z, A\y) l'est et dans

(Az)Y = A(x). (1.22)

Retenons de plus le résultat suivant, qui lie la quasi-inversibilité des couples (x,y) et
(v, ).

PROPOSITION 1.4.6 (|[Loo75], 3.3). Un couple (z,y) € V X V est quasi-inversible si et
seulement si (y,x) est quasi-inversible et dans ce cas, les quasi-inverses x¥ et y* sont liés
par la relation

Yy’ =y +Qy)a.

Il existe enfin plusieurs identités pour les quasi-inverses (cf. [Loo75, Loo77]), en voici
quelques-unes :

B(z,y)Q(2") = Q(z) = Q(«")B(y, ) ; (1.23)
B(a,~y) = Ba,y)"" = B(=x,y") ; (1.24)
/oy — Qy)r) = voy = (v — Q(z)y)oy” ; (1.25)
2oy =xo0y"; (1.26)
B(z,y)(2Y0z) =z0z — Q(2)Q(y, 2) ; (1.27)
(zo2¥)B(y,x) = zox — Q(y, 2)Q(z) . (1.28)

Ou encore, si (x,y) est quasi-inversible alors (x,y + 2) est quasi-inversible si et seulement

si (xY,z) lest et dans ce cas
¥ = (2¥)* (1.29)

et (r + z,y) est quasi-inversible si et seulement si (z, y*) l'est et alors

(4 2)Y = 2¥ + B(z,y) 2", (1.30)
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1.4.2 Compactification projective

La description qui suit est basée sur [Loo77, 7.6]. Soit V un STJP. On définit une
relation binaire ~ sur V' x V par

(z,y) ~ (¢',9) <= ((z,y — y/) est quasi-inversible et 2’ = z¥~¥).

Cette relation est clairement réflexive puisque (z,0) est quasi-inversible pour tout z dans
V, de quasi-inverse 2° = x. De plus, en utilisant (1.29), on obtient (z,y) ~ (2,y’) si et
seulement si (x,y) et (2',y') sont quasi-inversibles et

! /

= @) = (@) = @) =a

Donc ~ est symétrique. Maintenant, si (z,y) ~ (2/,y') ~ (z”,y") alors (2’ = ¥V, —")
est quasi-inversible, (z,y — y”) aussi et

! 1
i Ny Y 1 — " "
v = (a7 =YY ="

ce qui veut dire que (z,y) ~ (2”,y"). Donc ~ est transitive. On a montré que la relation
~ définissait une relation d’équivalence sur V' x V. On pose

X:=X(V)=VxV/~

et on notera (z : y) la classe d’équivalence du couple (z,y). Pour v € V fixé, on pose
X, = {(z:v)|lr € V} C X et on définit

op: X, — V
(x:v) — x

Alors les ¢, sont des bijections. Elles sont clairement surjectives et l'injectivité découle

du fait que si (2’ : v) = (x : v) alors par définition de ~, on a 2/ = 2v7% = 2° = 1.

THEOREME 1.4.7 ([Loo77|, 7.7). Il existe une unique structure de variété (algébrique)
projective sur X telle que pour tout v € V, X, en soit une sous-variété affine, isomorphe
a V. En particulier, X est compacte, (X, dy)vev est un atlas de cartes de X et V = Xy
est un Zariski ouvert dense de X.

DEFINITION 1.4.8.
On appelle X' la compactification projective de V.

Notons Aut(X) le groupe des automorphismes de la variété X'; c’est un groupe de
Lie réel dont 'algebre de Lie s’identifie aux champs de vecteurs complets sur X' (|Loo77,
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8.3]). Comme V est ouvert et dense dans X, on peut identifier Aut(X’) & un sous-groupe
du groupe des transformations birationnelles de V. Par restriction a V', I'algeébre de Lie
de Aut(X) apparait comme algébre de Lie de champs de vecteurs sur V.

Rappelons que Str(V) désigne le groupe de structure du systéme triple de Jordan
(V,{}), qui est défini par

Str(V) = {g € GL(V)|Q(gx) = gQ(x)g" Vx € V'}
= {9 € GL(V)|(g92)c(g"'y) = g(zoy)g ' Yz € V}.

ol g* désigne I'adjoint de g relativement au produit scalaire f3.

LEMME 1.4.9. Le groupe de structure opére sur l’ensemble des couples (x,y) quasi-
mverses de V- x 'V par
g-(x,y) = (92,9""'y)

*—1

et on a (gr)9" ¥ = g(av).

Démonstration. Soient (x,y) € V x V un élément quasi-inversible et g € Str(V). Comme
B(gz,g* 'y) = gB(x,y)g™", (97, 9" 'y) est quasi-inversible si et seulement si (z,y) l'est
et dans ce cas,

*—1 *— _ *—
(92)“" ¥ = Blgz,g"'y) (g7 — Qg2)(g"'y))
= gB(z,y) "' (9x — 9Q(x)g*g"'y)
= g(z¥).
Aussi, la formule g - (z,y) = (g, g* 'y) définit bien une action de Str(V) sur 'ensemble
des couples (z,y) quasi-inverses de V' x V. m

On déduit du lemme précédent que Str(V') opére sur X’ par

1

g-(x:y)=1(97:9"y).

De plus, puisque (gz : g* 'y) ~ (2, y) si et seulement si g(2¥) = (gz)@ % = 2, on déduit
que cette action est effective. On identifie alors Str(V') & un sous-groupe de Aut(X).
Pour v € V', on définit les transformations t, et t, sur X par

to(z:y) = (xr+v:y),

to(z:y) = (z:y+v).
On voit que ¢, agit sur V = A&} par translation puisque

ty(x:0)=(z+wv:0)
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et que to(z : 0) € V = Xy si et seulement si (z,v) est quasi-inversible et dans ce cas,
ty(z :0) = (2" : 0). Posons

U ={t,lveV}, U':={tJveV}].

Alors Ut et U~ opérent de maniére effective sur X'. C’est en effet évident pour U™ et
pour U~, cela découle du fait que si t, = Idy, alors on a en particulier (v : 0) = (v : v).
Ceci entraine que v = v¥ et donc que Q(v)v = 0. Par positivité de V', on trouve v = 0. Les
groupes U™ et U~ s’identifient donc a des sous-groupes de la composante connexe neutre
G(X) de Aut(X), et sont tous les deux isomorphes au groupe de Lie additif V.

LEMME 1.4.10. La variété X est homogéne sous l'action de G(X).

Démonstration. En effet, pour tout (v : y) € X, ona (z : y) = t,(x : 0) = t,0t,(0:0). O

Notons H la composante connexe neutre de Str(V) dans Aut(X) et u*, b et g(X) les
algébres de Lie respectives de UF, H et G(X), vues comme algébres de Lie de champs
de vecteurs sur V. Pour v € V| g,(z) = = + tv définit un sous-groupe & un paramétre
d’automorphismes de U™' dont le champ de vecteurs associé est constant égal & v. Aussi,
fi(z) = x' définit un sous-groupe a un paramétre de U~ et puisque d’aprés (1.4.6) et
(1.22) on a

2 = 2 + Q) (t)" = 7 + Q).

le champ de vecteurs noté v, associé a f;, est quadratique et est donné par v(z) = Q(z)v.
Finalement,

ut={vjveV}, h=VaV, u ={dlveV}

sont des algeébres de Lie de champs polyndmiaux de degré 0, 1,2 respectivement.
Un calcul direct montre que H normalise U*. Plus précisément, pour h € Hetv € V,

hoty,oh™ =t,,, h oty,oh !t = tNh*_lv.

Ceci entraine que pour h € h et v € V, nous avons

—_—

[h,v] = ho, [h, 7] = h* o,
ce qui prouve que [h,u*] C u*. Maintenant, si u et v sont dans V, on a
[u,0)(x) = Dy@yu(x) — Dyo(z) = =2Q(x,u)v = —2unv(x)

donc [ut,u~] C h et vu que h = VoV, nous avons méme 'égalité [u™, u~| = h. Ainsi,
I’algébre de Lie
uwaheu

est 3-graduée.
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PROPOSITION 1.4.11 ([Loo77|, 8.7). Le groupe G(X) est un groupe de Lie semi-simple
réel de centre trivial, il est engendré par Ut et U™, et Uon a g(X) =ut ®hpu.

Notons G(X)° le stabilisateur de 0 € V' C X sous Paction de G(X). Notons de plus
P~ := HU™ et p~ son algébre de Lie. Comme p~ = h & u~ et puisque les champs de
vecteurs de b @ u~ s’annulent en 0, on a P~ = G(X)° et

X~ G(X)/P.

Le plongement de V' dans X comme ouvert dense est alors donné par £ : v — t,P~ (cf
IBNO4, 1.12]).
On définit deux automorphismes involutifs o et 6 de G(X') comme suit :

o(h)=h"=0(h) (heH),
o(expu) = exp(—u) (u€u'),
O(expu) = exp(u) (u € u't);

ces involutions commutent et 06 = 6o n’est autre que la conjugaison par —Id. On peut
remarquer que les points fixes de o et 6 dans H sont les éléments de K = Aut(V'),. Notons
respectivement G(X)? et G(X)? les composantes neutres des sous-groupes des points fixes
de o et § dans G(X), g(X)? et g(X)? leurs algébres de Lie respectives. On a

g(X) =top, g¥) ' =tem
ou t = Der(V) = Lie(K) et
p={u—tueu}, m={u+uluecut}

([Loo77, 11.15]). En particulier, u* @ u~ = p @ m. De plus, G(X)? est compact, agit
transitivement sur X' et le stabilisateur de 0 dans G(X)? est K (|[Loo77, 9.9]). On en
déduit que

X =2GX)/P=GX)/K

est un R-espace symétrique. Rappelons qu'un R-espace symétrique M est un espace com-
pact qui est a la fois une variété de drapeaux (réelle) et un espace riemannien symétrique.
On sait qu’il y a une bijection entre ’ensemble des classes d’isomorphismes de systémes
triples de Jordan réels positifs et I’ensemble des R-espaces symétriques (voir par exemple
[Loo71]). Cette correspondance fait appel a 'algébre de Kantor-Koecher-Tits (KKT) du
systéme triple (cf. annexe A), qui apparait comme étant I’algeébre de Lie du «gros» groupe
de transformations du R-espace. Le gros groupe de transformations de M est celui qui
munit M d’une structure de variété de drapeaux. Ici, KKT (V) = g(X). Le quotient

Xt = G(X) K

est alors le dual non-compact du R-espace X, qui se réalise comme domaine borné symé-
trique réel dans p = V via le plongement

E:p—=> X, v (expv)P™
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c’est-a-dire que D := £1(X*) est un domaine borné symétrique réel (voir [Nag65, Tak65,
Loo71]).

1.5 Classification des STJP simples

La classification des STJP est bien connue. Nous la trouvons par exemple dans|[Loo77|
ou [Neh80, Neh81]. Pour les systémes triples exceptionnels, on se référe principalement a
[R0092|. Les notations employées ci-dessous sont néanmoins celles de Loos.

On suppose ici que (V,{}) est un JTSP simple. On distingue alors deux cas : notant
VC le STJ hermitien positif (STJHP) hermitifié de V', ou bien VC est simple, ou bien V©
n’est pas simple. Le deuxiéme cas est celui ot V' est un JTS complexe, considéré comme
réel.

Rappelons la liste des STJ hermitiens simples. On distingue d’abord quatre séries
classiques :

Type I.g: VE = M(r,s,C)
Type 11, : VE = Asym(n,C)
Type III,: VC=Sym(r,C)
pour ces types, la structure triple est donnée par
Loy t
{x7y7z} = i(x yz+z yCU) )

ol 'y est la transposée-conjuguée de y, relativement a la conjugaison standard de C;

Type IV,: VE=C"

avec structure triple

{z,y,2} = q(x,9)z + q(2,9)x — q(x, 2)7 ,

~Y

ou q(u,v) = > ww; et ou — désigne la conjugaison usuelle de C". Notons que IV, =
IV; x IV n’est pas simple.

Poursuivons avec les deux cas exceptionnels :

Type VI: V€ =%Herm(3,0¢),
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ol Oc = Cor 0O = 0610 est I'algébre de dimension complexe 8 des octonions complexes
de Cayley, O étant 1'algébre de Cayley des octonions réels. Rappelons que Q¢ est munit
de la forme C-bilinéaire symétrique non-dégénérée

1 » ~
4\ p) = 5 (M + pA),

et que la forme quadratique associée q(A) := q(A, A) vérifie g(Ap) = g(A)g(p) pour tous
A\ i € Oc, ~ désignant la conjugaison (C-linéaire) canonique de O¢. Tout élément x de
VC est de la forme

a1 T3 %2
53 Qg I
Ty T1 Qg

avec a;; € C et z; € Oc. On écrira

3 3
x = g aje; + E fi(z;).

=1 =1
On définit une deuxiéme involution sur VC comme suit :

3
v T =) @+ ) fi(T)

ou I'on a noté @; le nombre complexe conjugué de o, et 7; le conjugué de z; € O¢ par
rapport a la forme réelle O de O¢. La conjugaison — de O¢ est C-anti-linéaire et commute
a ", On définit de plus une application quadratique sur V® par

w2t =) (agnagee = a(ag))e; + ) fi(wmiee — asT;)
ot j+ 1 et 7+ 2 sont pris modulo 3 dans {1,2,3} et E(m) := f;(Z) (la matrice 2* joue
le méme role que la comatrice dans M(n, C)). Cette application donne lieu & un produit
bilinéaire symétrique noté x, défini comme suit :
zxy = (z+y)f -zt -y

On munit finalement V' du produit non-dégénéré

(xly) =B +2Y_ aqlz;,y;)

avec v =y ajej+y fi(z;) et y =" Bie;+> fi(y;). Lastructure triple est alors donnée
par

((z[y)z + (z[g)z — (z x 2) x 7).

DO | —

{.T, Y, Z} =
(|R0092, p.61].)
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Type V: VE&=M(2,1,0¢).

L’espace VC peut étre vu comme le sous-espace de Herm(3,Q¢) constitué des matrices
r = fo(xs) + f3(x3), i.e. des matrices

0 xT3 %2
i, 0 0],
i) 0 0

que 'on munit de la méme structure triple que sur Herm(3, O¢).

L’isomorphisme linéaire x — ‘x de M(r,s,C) sur M(s,r,C) induit un isomorphisme
entre les classes I, s et I . Aussi, on observe les isomorphismes suivants en petite dimen-
sion :

L. =1L, =100, =1V, =C,
Lis=1l;,
0L, = IV
I, =1Vy,
I, =1V .
Notons que tous les STJHP (vus comme STJP) sont non réduits et les STJHP de type

tube sont
L. I, III, IV,, VI.

Dans le cas out VC est simple, on dira que V est absolument simple. Voici maintenant
la liste des STJP absolument simples.

Type I7: V = M(r,s,R)
Type If,: V = Herm(r,C)

Type IHZ-HI',ZS : V= M<T7 S, H)

Type TIE: V = Asym(n,R)
Type 115 : V = Herm(r,H)

Type TIIE: V = Sym(r,R)

Type I : V= Aherm(r, H)
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Pour ces types, la structure triple est donnée par

1, _
{I’,y,Z} - 5(3:75:{/2 + Ztyx) )

ol '7 est la transposée-conjuguée de y, relativement a la conjugaison standard des algébres
scalaires R, C, H.

Type IVEP .V =Rpa.= Rpte

p+q
avec structure triple

{I‘,y,Z} = (I,y)Z + (Z,y)l’ - (I, Iqu)Ipqy ’

ou (.,.) désigne le produit scalaire euclidien usuel de RP*9 et

1 0
L,=1|"7? )
W= (05
Remarquons ici que IVI2R’2 n’est pas absolument simple et que IV]2R’1 i IV]iM X IVJIR’1
n’est pas simple.

Type VIO : V = Herm(3,0)

Type VI%: V =Herm(3,0,)

Ici, O est I'algébre réelle des octonions de Cayley et O, ’algébre réelle de Cayley déployée.
L’espace V = Herm(3,0) est une forme réelle euclidienne de V¢ = Herm(3,0¢) et par
conséquent, en reprenant les notations introduites plus haut, le produit triple de Jordan
de Herm(3,0) est

1
{z,y,2} = 5 ((@ly)z + (ly)e — (@ x 2) x y).
L’algébre réelle des octonions de Cayley déployée O, C O¢ est isomorphe a H & ¢H et si

I'on pose (ug +iug)* := uy —iug (uq,us € H), alors le produit triple de Jordan de la forme
réelle (non euclidienne) Herm(3,0;) de Herm(3,Oc) est donné par

{2,9,2) = 5 (aly)z + Gly)a — (2 x 2) x )

ott 'on a (si on note y = > aje; + > f;(y;) avec a; € R et y; € Oy),

v=D e+ 1))

Type VO V=M(1,2,0)

Type V% : V=M(1,2,0,)
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Les types VO et VO «s’injectent» dans VI? et VI®s respectivement (comme V dans VI)
et par suite le produit triple est induit par celui de VI? et de VI%s respectivement.

Les STJP de type tube sont
Ir, IS, Ih,, IO, IIj, I, III;, IV,F, VI® VI
les types non réduits sont
Lo I, IVE™ VO
et la dimension de V3(e) pour tout tripotent primitif e est respectivement 4,3, n, 8.
En outre, il y a des isomorphismes :
Iy, > I
B, = T,
IV, = VS,
et d’autres en petites dimensions :
I, = I~ ~If, I =1V =R

IvVy? = C=1IV,

B, = If

12

114 vy?

12

II1% vy!

~ R,
Iﬂzﬂz = IV, !

)

15, = Ivy!
Iy, = Iv,?
;= 1vg?l
my = vyt
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REMARQUE 1.5.1: Le type IVEfq avec 2 < p < [’%] est la seule exception a la

proposition 1.3.21. Dans ce cas, V = RP? est de type tube réduit, non euclidien et de rang
2. Sil’'on pose

1 1 1

0 0 0

I Il . .
6125 N 6225 : , e=e +e=|: )

0 0 0

1 —1 0

alors V=V*(e)®V~(e) = Vi1 ® Var & V5 ® V5 avec
Vie) 2R xR, V (e) =R, Vi=Re, VH=RT', Vo=V ()R,

On voit que VT (e) est simple. De plus, dim V;§ = dim V{5 si et seulement si p = q.

Dans le tableau qui suit, nous avons rassemblé les différents STJP simples (absolument
simples et STJHP) avec le quadruplet (r,a, b, ¢). La notation n/d signifie «non défini»,
elle ne concerne que le type décrit a I'instant.
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Type (notation de O. Loos) Vv (rya,b,c) dimg V/
If, (1<5s) M(1, s, R) (1,0,s —1,1) s
¥, (2<7r<s) M(r, s, R) (r,1,s —r1) rs
I, (r>2 Herm(r,C) (r,2,0,1) r?
I3, (2<5) M(1,s,H) (1,0,4(s — 1),4) 4s
I, 2<r<s) M(r, s, H) (r,4,4(s —1),4) 4rs
I, (r>2e€{0,1}) | Asym(2r +¢,R) (r,2,2¢,1) r(2(r+e)—1)
I (r > 3) Herm(r, H) (r,4,0,1) r(2r —1)
IIE (r > 2) Sym(r,R) (r,1,0,1) sr(r+1)
I (r > 2) Aherm(r, H) (r,2,0,3) r(2r+1)
IVER (n > 3) R™ (1,0,0,n) n
IVEL (n > 5) Rl (2,n —2,0,1) n
IVEfq (2<p< 1)) RP4 (2,n/d,0,1) p+q
VO M(1,2,0) (1,0,8,8) 16
VO M(1,2,0;) (2,3,4,1) 16
VIO Herm(3,0) (3,8,0,1) 27
VIO Herm(3,0;) (3,4,0,1) 27
Iis (1<5) M(1,s,C) (1,0,2(s — 1),2) 2s
Ls(2<r<s) M(r,s,C) (r,2,2(s —1),2) 2rs
Ilopie (r>3—€e€{0,1}) | Asym(2r +¢,C) (r,4,4e€,2) 2r(2(r +¢€) — 1)
I, (r > 2) Sym(r,C) (r,1,0,2) r(r+1)
IV, (n >5) cr (2,n—2,0,2) 2n
\% M(1,2,0¢) (2,6,8,2) 32
VI Herm(3,O¢) (3,8,0,2) 57

TABLE 1.1 — JTSP simples
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CHAPITRE 2

DOMAINES BORNES SYMETRIQUES

2.1 Domaines bornés hermitiens symétriques

Considérons un domaine (i.e. ouvert connexe) borné D¢ d'un C-espace vectoriel V'
de dimension finie n. Notons p la mesure de Lebesgue sur VC et H?(D¢) l'espace des
fonctions holomorphes sur D¢ de carré p-intégrable. Alors H?(Dc) est fermé dans L?(De)
et par conséquent, c’est un espace de Hilbert ([Helg62, VIII 3.2|).

2.1.1 Noyau de Bergman, métrique de Bergman

Puisque P'évaluation au point z € D¢ est une forme linéaire continue sur H?(Dc), il
existe k, € H?(Dc) vérifiant

f(z) = | flw)kz(w)dp(w).

D¢

Pour z,w € D¢, on pose k(z,w) = k,(w) de sorte que

fz) = | flw)s(z,w)du(w);

D¢

#(z,w) est un noyau reproduisant sur H?(D¢) vérifiant k(z,w) = k(w, z), on lappelle le
noyau de Bergman ([Helg62, VIIT 3.3]). Si ¢ est un diffeomorphisme holomorphe de D¢
alors

K(z,w) = J(p, 2)k(p(2), p(w))J (o, w) (2.1)
ou J(y, z) désigne le déterminant de la matrice jacobienne de ¢ en z ([Loo77, 1.1]). Pour
tout z € D¢, on a k(z,2z) > 0 et la formule

h.(u,v) = Z 9;0; log k(2, 2)u;v;

1<i j<n

définit une métrique hermitienne sur D¢ appelée métrique de Bergman (|[Helg62, VIII
3.4]). L’identité (2.1) entraine que tout difféomorphisme holomorphe de D¢ est une iso-
métrie pour la métrique de Bergman. Autrement dit, si I'on note Hol(Dc) le groupe des
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diffeomorphismes holomorphes de D¢, Hol(Dc¢) est un sous-groupe fermé du groupe des
isométries de (D¢, h), donc c¢’est est un groupe de Lie.

2.1.2 Définition et premiéres propriétés

Le domaine D¢ est dit symétrique si en tout point z, il existe un difféomorphisme
holomorphe s, de D¢ vérifiant s> = Id et dont z est un point fixe isolé. D’apres (2.1),
on voit que s, laisse invariante la métrique de Bergman en z. Ceci entraine que s, est la
symétrie géodésique en z pour la métrique de Bergman et donc (D¢, h) est un espace her-
mitien symétrique non compact (|[Helg62, VIIT 7.1(i)]). En particulier, D¢ est simplement
connexe.

La métrique de Bergman est compléte puisque toute géodésique peut se prolonger
indéfiniment par une suite d’arcs géodésiques définis par des symétries s,. Deux points de
D¢ peuvent donc étre joints par un segment de courbe géodésique et la symétrie géodésique
en le milieu de ces deux points permet alors d’envoyer 'un sur 'autre. Par suite, D¢ est
homogeéne sous Hol(Dg).

Un domaine est dit cerclé s’il contient l'origine et s’il est stable par multiplication
par les nombres complexes de module 1. On montre (voir par exemple [Helg62, VIII 6.1
et 7.1(ii)]) que tout domaine borné symétrique est biholomorphiquement équivalant a un
domaine borné cerclé. Aussi, ce dernier est unique & isomorphisme linéaire prés de V©
(|[Loo77, 1.5]). Dans la suite on considére le domaine D¢ dans sa réalisation cerclée.

Notons Hol(Dc)° le stabilisateur de 0 dans Hol(Dc¢). Tout élément de Hol(De)? est
linéaire (|[Loo77, 1.5]) donc Hol(Dc)® est un sous-groupe du groupe des isométries linéaires
de V€ munit la métrique de Bergman en 0 et par conséquent, Hol(D¢)? est un sous-groupe
compact de GL(V®). Soient G la composante neutre de Hol(Dc) et K¢ le stabilisateur de
0 dans G¢. Le groupe K¢ contient le groupe des e?’Id donc en particulier sy = e'"Id € K.
Le centralisateur de sy dans G¢ est clairement K¢ et donc le centre de G¢ est contenu
dans Kc. De plus, 'action de G¢ est effective et ainsi, le centre de G¢ est trivial.

Pour tout z € D¢ et tout g € Hol(Dc) tels que g.0 = z, on a s, = gspg . Or les auto-
morphismes intérieurs préservent la composante neutre donc s, € G¢ et D¢ est homogéne
sous G¢. Alors Dg est diffeomorphe a G¢/ K¢ (au sens des variétés analytiques réelles).

2.1.3 Construction d’un STJHP

Pour g € G, on pose T(g) = Sogso; T est un automorphisme involutif de G¢ dont
les points fixes sont les éléments de Kc. Notons encore 7 sa différentielle en Id € G¢
et gc = Lie(Gc). Alors 72 = Id,. et gc = €c @ pc ou Ec et pe sont respectivement les
sous-espaces propres de gc pour les valeurs propres +1 et —1 de 7. Aussi, ¢c = Lie(K¢)
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et
[Ec, Ec] C ¢, [tc, pe] C pe, [pc, pc] C Ee.

L’algebre de Lie gc s’identifie aux champs de vecteurs complets sur D¢ : pour X € g,
on définit le champ de vecteurs X sur D¢ en un point z par

d
X(z) = %(exp tX)2)1=0-

L’application ainsi définie est surjective car tout champ de vecteurs complet s’intégre
par définition en un sous-groupe a un paramétre d’automorphismes de D¢, et I’élément
de 'algébre de Lie correspondant est ’antécédent. C’est de plus un anti-homomorphisme
d’algébres de Lie.

Considérons alors I'application

gc — ToDc, X — X(0).

Son noyau est £c donc elle induit un isomorphisme de pc sur VC (TyDe = ge/€c). Pour
v € VC, il existe alors un unique champ de vecteurs complet &, sur D¢ (induit par un
¢élément de pc) tel que &,(0) = v.

PROPOSITION 2.1.1 (|Loo77|, 2.3). L’application (v, z) — v — &,(2) est quadratique en
z et C-anti-linéaire en v.

Pour tout z € VC, il existe ainsi un endomorphisme Q(z) : V¢ — VC C-anti-linéaire
tel que pour tout v € VC, £,(2) = v — Q(2)v, et 'application

Q: V¢ — Hom(VC, VO
est quadratique, ou VC désigne l'espace conjugué de V. On pose

1

Qz,w) = 5(Qz + w) = Q2) = Qw)) 5

Iapplication (2, w) — Q(z,w) est C-bilinéaire symétrique sur VC x VC et vérifie Q(z, 2) =
Q(z). On définit alors un produit triple sur VC par

{z,v,w} = Q(z,w)v.

Le produit triple {-,-, -} est C-linéaire en z, w, et C-anti-linéaire en v. On définit enfin
I’endomorphisme zov par

zov(w) := Q(z,w)v = {z,v,w}.

PROPOSITION 2.1.2 (|Loo77|, 2.6). Nous avons les formules suivantes :
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(i) [€u, &) =2(uov —vou);
(ii) [[£u:&o)s €w] = Eoquwwi—20v,uw) 5
(iii) {u,v,{z,y, 2}} = {{u,v, 2}, 9, 2} = {z, {v, w9}, 2} +{a,y, {u, v, 23} 5
(111)’ [uov,zoy] = (uov)rxoy —xo(vou)y;
(iv) ho({u,v,w}, z) = ho(w,{v,u, z});
(iv)” (wov)* =vou ot * désigne l’adjoint par rapport & hy.

Le produit triple {-, -, -} satisfait aux conditions :
{u, W, w} = Mu,v,w} (A € C)
(JT1) {u,v,w} = {w, v, u}

(JTQ) {u7v> {LE, Y, Z}} = {{u? U>$}v Y, Z} - {x> {U>ua y}> Z} + {x, Y, {uv U, Z}}

ce qui signifie que (V€ {}) est un systéme triple de Jordan hermitien.

On munit V® du produit hermitien (-,-) induit par la métrique de Bergman en 0.
Le produit (-,-) est associatif d’aprés (iv). De plus, le groupe K¢ est un sous-groupe
du groupe unitaire associé a (-,-) et les éléments de €c se réalisent alors comme des
applications linéaires antihermitiennes.

Finalement, si v € V© est non nul et si A\ € C, alors I'égalité {v,v,v} = \v entraine
A > 0 (|[Loo77, 2.7]). En conséquence, (VE, {}) est un systéme triple de Jordan hermitien
positif (STJHP).

2.1.4 Correspondance

Faisons maintenant le lien entre la structure géométrique du domaine borné D¢ et la
structure triple de Jordan de VC = pe.

THEOREME 2.1.3 (|Loo77|, 2.10). (i) Le groupe K¢ opére par automorphismes de la
structure triple, i.e.

{ka,ky kz} = k{z,y,2} (k€ Kc,z,y,2€ V°);
(1) Pour xz,y € D¢ et g € G¢, on a
B(g-x,9-y) = (Deg) o B(x,y) o (Dyg)*

ot les B(x,y) désignent les opérateurs de Bergman ;

(iii) Le noyau de Bergman de D¢ est

Kz, y) = DetB(x,y)™" ;

1
#(Dc)
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(iv) La métrique de Bergman en 0 est
ho(u,v) = Tr(uow)
et en tout point x € D¢, on a
he(u,v) = ho(B(z,2)  u,v) ;
(v) Le produit triple est donné par la dérivée logarithmique quatriéme de k(z,z) en 0 :
ho({u,v,w}, ) = 0,0,0,0, log k(z, 2)12=0
(vi) Le tenseur de courbure de la métrique de Bergman en 0 est

Ro(u,v)w = —{u,v,w} + {v, u, w}.

Le résultat qui suit fait la correspondance entre domaines bornés symétriques (cerclés)
et systémes triples de Jordan hermitiens positifs.

THEOREME 2.1.4 (|[Loo77|, 4.1). Si (VE,{}) est le STJHP associé o un domaine borné
symétrique cerclé Dc alors De est la boule unité pour la norme spectrale de (VC, {}).
Inversement, si (VC,{}) est un STJHP, alors la boule unité pour la norme spectrale est
un domaine borné symétrique dont le systéme triple associé est (VC,{}). En particulier,
tout domaine borné symétrique cerclé est convexe.

COROLLAIRE 2.1.5 (|[Loo77], 4.9). Le groupe Aut(VC) des automorphismes du STJHP
VC est le stabilisateur de 0 dans Hol(Dc) et K¢ est la composante connexe neutre de
Aut(VE), ie.

Hol(De)? = Aut(VE), Ke = Aut(VE),, tc = Der(V®).

Posons enfin
A(D¢) = {fonctions continues sur D¢ et holomorphes sur Dc}.

On définit alors la frontiere de Shilov de D¢, que 1'on note S, comme le plus petit sous-
ensemble fermé de 0D sur lequel le principe du maximum s’applique, i.e. vérifiant

v f € A(De), max|[f(z)] = max|f(z)].

2€D¢ z€S
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THEOREME 2.1.6 (|Loo77|, 6.5). La frontiére de Shilov S de D¢ coincide avec chacun
des ensembles sutvants :

(i) Uensemble des tripotents mazimauz de VC ;
(ii) Densemble des éléments extrémauz du convere Dc ;
(iii) Uensemble des points de D¢ de norme euclidienne mazimale.

En particulier, S est une sous-variété compacte et conneze de VC sur laquelle K¢ agit
transitivement.

2.2 Reéalisations non bornées : domaines de Siegel

Considérons un domaine borné symétrique D¢ dans un espace vectoriel complexe VC de
dimension finie. Nous reprenons ici les notations des sections précédentes. En particulier,
X = G(X)/P~ désigne la compactification projective de VC, G(X) := Aut(X), est
engendré par Ut = expu, et U~ =expu_, ol

ut = {olveV®, u = {olve Vvt

et
g(X) :=Lie(G(X)) =u, Dhdu_

avec h = VCoVC = Lie(Str(V°)).

2.2.1 Transformations de Cayley

Soit e un tripotent de V. Pour \ € C,
Ble,(1—=Xe) =1d —2(1 — Neoe + (1 — \)?Q(e)?
donc pour v; € ‘/}C(e), j =0,1,2, on obtient
B(e, (1 = Ne)v; = vaj.
On en déduit que si A # 0 alors B(e, (1 — \)e) est inversible et B(e, (1 — \)e) € Str(VC).

De plus, si A € R\{0} alors B(e, (1 — \)e) = B((1 — Ne, e) € Aut(VE).

LEMME 2.2.1 (|[Loo77|, 9.7). Soit e un tripotent de V. Alors il existe un unique mor-
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phisme de groupe ®. : SL(2,C) — G(X) tel que
1 A

v (5 )
1 0 ~

®, (_)\ 1) =1txe ()\ € C),

@(82):B@KL—M@ (x € C\{0}).

) =t (ANeC),

Ce morphisme induit le morphisme d’algébre de Lie ¢ : s1(2,C) — g(X) donné par

01
¢e(0 O):ea

Identifions e a un élément de u . L’application
T
Ve 1= exp( (e +€)) € G(X)

est appelée transformation de Cayley partielle associée & e. On déduit du lemme précédent

que 'on a
™ (0 1 1 1 1
R CHEIECIER)]
11 1y (1 1\ (V2 0\/1 0
V2\-1 1) 0 1)\ 0 Z)\-11
on obtient que la transformation 7, est donnée explicitement par

Ye =te o Ble, (1 - V2)e) ote.

Du fait que

Utilisant ®,, on a facilement :

PROPOSITION 2.2.2. (i) ¥>=t,ot,ot,=t.0t. ot,;
(ii) 72 = Be, 2e) ;
(iii) v& =1d;

Puisque B(e,2e) = (—1)7 sur Vj(e) (j =0,1,2), on déduit que v =1d si et seulement
st Vi(e) ={0}.
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fi0) 771 = 7o = —Tdo 0 (~1d)
(v) pour tout k € Aut(VC), ype = ko, 0k™t;

(vi) sie et f sont deuz tripotents orthogonauz alors Ve © Yf = Yeif-

Soit x = zo+x1+79 € VE = V,L(e) ®VE(e) DV (e). Alors v.(x) € VC si et seulement,
si (z,e) est quasi-inversible, si et seulement si (x9,€) 'est d’aprés (1.30), et

te(Ig + 1+ 1’0) = l’; + B(l’g, 6)_1(1’1 + L’E())egc2
Or, (z2,€) est quasi-inversible si et seulement si e — x5 est inversible et dans ce cas
w5 =(e—x2)"  —e € Vy(e),

ou l'inverse est pris dans I'algébre de Jordan semi-simple V5(e). Aussi, en vertu de 1.4.6,
on a

e = e+ Q(e)zs = (e — Qe)r2) ™" € Vi (e).
Maintenant, observons que x; + xy est un élément nilpotent de 1’algebre de Jordan
(VC)(e *) En effet, |
(xl + xo)(Lew) — 2, + 7o

et les régles de Peirce donnent
(21 + xo)(z’ew) = Q(z1 + x0)e™ = Q(11)e™

et
(w1 + xo)(g’ew) = {z1 + 70, Q(21)e™ } = 0.

On déduit de [Loo75, 3.8] que

(1 + $0>612 = 2(551 + 1’0)(”’612)

n>1
=21 + 29 + Q(z1)e™
= 11+ 20+ Q(z1)(e — Q(e)m2) ™" € Vi¥(e) & Vi (e).

Enfin, utilisant (1.24), on a

B(xy,e) ' = B(z5, —¢) = B((e —z2) ' — ¢, —¢)
=1d +2(e — x9) 'oe —2eoe + Q(z5)Q(e)

et donc B(zy,e)~! opére sur VF(e) par lidentité et par 2(e — z2) L oe sur V,C(e). Il vient
B(ws, €)™ (w1 +20)"" = 2{(e — 22) 7', e, 01} + w0 + Q1) (e — Q(e)a2) ™"

D’ou
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LEMME 2.2.3. Si e est un tripotent de VC, alors pour v = 9 + 2, + 19 € V® =
ViL(e) @ ViE(e) @ ViL(e) tel que (z,e) soit quasi-inversible, on a

to(z) = (e —22) ' — e ®2Lc(z1)(e — 22) ' D o + Po(z1)(e — x9) .

PROPOSITION 2.2.4. Soit v = 29+ 11 +x9 € VE = VL (e) DV E(e) @V (e). Alors ye(x)
est dans V' si et seulement si e — 1y est inversible dans V,C(e) et dans ce cas

Ye(r) = (e + x2) (e — 22) ' @ 2\/§Le(x1)(e —29) ' ® (zo + Pu(x1)(e — 22) 7).

En particulier, Q(e)*v.(z) € Vi (e) est inversible. Dans le cas tube, v.(xr) € VC si et
seulement si e — x est inversible, et dans ce cas

Ye(z) =(e+x)(e—2)  =e+2zx(e—2)"' = —e+2(e—a)""

Démonstration. Nous avons vu plus haut que B(e, (1—+v/2)e) = V2 sur VE(e) (=0,1,2)
donc le lemme précédent donne

Ble, (1-v2)e)ote(x) = 2(e—x2) "' —2e@2V2{(e—2) ', ¢, 21 } Do+ Q(21) (e — Q(e)5) !
et

Ye(z) = 2(e — 23) "  — e ®2vV2{(e — x2) L, e, 11} B o + Qa1) (e — Q(e)aa) .
Finalement, un simple calcul fournit

20€e—x9) P —e=(et+a)e—a) =e+2w(e—2)"

2.2.2 Domaines de Siegel

On considére toujours le STJHP (VC, {}) associé & D et VE = VF(e) @V E(e) VL (e)
la décomposition de Peirce associée & un tripotent e. On rappelle que V,"(e) est une al-
gébre de Jordan semi-simple complexe et que la restriction de Q(e) a V,F(e) définit une
conjugaison notée * et VT (e) désigne la forme réelle euclidienne de V,°(e) par rapport
a *. On note enfin Q(e) le cone symétrique des carrés inversibles de I'algébre de Jordan
euclidienne V7 (e).

Rappelons que §2(e) coincide avec les ensembles suivants (|[FK94, I11.2.1]) :
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(i) T'ensemble des 2z € V' (e) tels que L.(x) est défini positif;
(i)
)
)

(iii
(iv) T'image de V' (e) par 'application exponentielle exp, de I’algébre de Jordan unitaire
Vy(e) : Q(e) = exp, V*(e).

I'ensemble des x € V' (e) dont toutes les valeurs propres sont strictement positives ;

la composante connexe de e dans ’ensemble des éléments inversibles de V™ (e);

Considérons l'application

Fo: V(@) xVE(e) —  Vi(e)
(u,v) — {u,v, e}’

Alors (1.2) avec z = y = e et = v donne Q(e)(eov) = (2ene — Id)Q(v,e) et par
conséquent,
F.(u,v)" = F.(v,u).

En particulier, pour tout u € V,(e), F.(u,u) € V*(e). Pour a € Q(e),
Oe(Fe(u, u),a) = B(Fe(u,u),a) = B({e,u,u}, a) = B(u,{u, e, a}) = B(u, Le(a)u)

donc, comme L.(a) est un opérateur défini positif et comme €2(e) est auto-adjoint, on a
nécessairement d.(Fe(u,u),a) > 0 i.e. F.(u,u) € Q(e), et si F.(u,u) =0 alors u = 0. On
en déduit que Fi(u,u) € Q(e) si et seulement si u # 0.

Pour z € V,<(e), on définit un endomorphisme C-antilinéaire ¢.(z) de V|°(e) par
we(2) 1v— 2{e,v, 2} = Qe+ 2z)v .
Notons D¢(e) le domaine borné symétrique associé a V= (e) :
Dele) = ViE(e) N De = ViE(e) N {w € VE|Ja] < 1} = {z € VE(©)lJa] < 1}.
Pour zy € Dc¢(e), opérateur R-linéaire
te(wo) = (Idyg(e) + @e(20))

de V5(e) est inversible (|Loo77, 6.7]).

DEFINITION 2.2.5.
Le quintuplet (V*(e),Q(e), Fe, pe, Dc(e)) définit un domaine de Siegel de type IIT dans
V€ donné par

Se = {(9527951,550) € VQC(G) X Vl(c(e) x De(e) ‘pV+(e) (22 — Fo(z1, Ye(w0)T1)) € Q(e)} )

z+ z*

ol pv+(e)(z) = 5

64



Si ViC(e) = {0}, i.e. si e est un tripotent maximal alors
8c = {2+ x1 € Vi (e) ® VI (€) | pv+ (o) (w2) — Fular, 1) € Qe) }

est appelé domaine de Siegel de type II. Si de plus VC(e) = {0}, i.e. si (VE,{}) est de
type tube, alors

8 ={z e VE=Vy(e) |pv+(e(z) €Qe)} = Qe) ®iV*(e)

est le domaine tube associé a ((e), appelé domaine de Siegel de type I. En particulier,
tout élément . (x) de S, (x € D¢) est inversible et

Ye(2)" = Ye(—1).

THEOREME 2.2.6 (|[Loo77|, 10.8, 10.12). Le domaine de Siegel 8. est une réalisation
non bornée de D¢ :

VE(D(C) - Se‘

De plus, la symétrie géodésique s, en e = 7.(0) dans S, est donnée par
se = e o (—Id) oyt =1 o (-1d).
Plus précisément, pour & = x3 4+ x1 4+ xo € 8¢ (x; € VF(e) N8, j =0,1,2),
se(Ty + 21 +30) = 25" @ 2Le(11)25t @ P2y — 20 .

En particulier, si VC est de type tube et si e est mazimal, alors s, est simplement linversion
dans lalgebre de Jordan Vi (e).

2.3 Domaines bornés symétriques réels

2.3.1 Définition

Les domaines bornés symétriques réels, définis en [Loo77, 11], sont les espaces rieman-
niens symétriques D, de type non-compact, qui apparaissent comme formes réelles des
domaines bornés hermitiens symétriques Dc = G¢ /K¢ définis précédemment. Considé-
rons le STJHP (VC, {}) associé a D¢ et soit V une forme réelle de I'espace vectoriel VC.
Si 1 désigne la conjugaison de VC relative a V, alors (D) = D si et seulement si V' est
un sous-systéme triple de VC ([Loo77, 11.1]). Dans ce cas, (V,{}) est un STJP et

D:=VNDec={z€D¢|n(z) =z} ={z € V]|z| < 1}.

65



De plus, n définit une involution de G¢ par g — n o g on donc si 'on pose
G(D) :={g € Geln(gz) = gn(z) Vz € De} = {g € GelgD = D,

alors D = G/ K est un espace riemannien symétrique non-compact homogéne sous l’action
du groupe de Lie connexe G := G(D),, ol

K:=G"=GnNKc=Aut(V), .
Remarquons que le stabilisateur de 0 dans G(D) est
G(D)? := G(D) N K¢ = Aut(V).

La métrique riemannienne de D est induite par la métrique de Bergman de D¢. Les do-
maines bornés symétriques réels sont donc en correspondance bijective avec les systémes
triples de Jordan réels positifs et se réalisent en particulier comme boules unités pour la
norme spectrale (cf. 2.1.4 et 1.2.15).

2.3.2 Domaines de Siegel

Notons que les domaines bornés symétriques réels admettent aussi des réalisations non
bornées. Les transformations de Cayley partielles se définissent de la méme facon que dans
le cas complexe et les domaines de Siegel correspondant s’écrivent de maniére identique, il
faut néanmoins remplacer iV " (e) par V~(e) (toutes les démonstrations de O. Loos dans

|[Loo77| utilisant la théorie des STJHP se réécrivent quasi mot pour mot dans le cas des
STJP).

Nous nous intéresserons dans la suite au cas particulier des domaines de type tube
D, i.e. lorsque V est de type tube. La terminologie provient du fait que, comme dans
le cas des domaines hermitiens symétriques, lorsque le STJP V' posséde une structure
d’algébre de Jordan semi-simple V5(e) pour un certain tripotent maximal e de V', alors la
transformation de Cayley partielle 4. envoie D sur le «domaine tube»

TQ Z:Q@V_

ou V7™ :=V"(e) et ou  désigne le cone symétrique des carrés inversibles de I'algébre de
Jordan euclidienne V7' := V7 (e).

2.3.3 Systémes de racines et classification

Etudions maintenant le systéme de racines associé au domaine borné réel. L’involution
7:g+ (=Id)ogo(—Id) de G¢ restreinte & G définit une involution de G dont les points
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fixes sont les éléments de K. La différentielle de 7 (encore notée 7) en Id € G donne la
décomposition g = € @ p de g := Lie(G) on ¢ := Lie(K) = Der(V). Comme dans le cas
complexe, les espaces vectoriels V' et p sont isomorphes via ’application

Vov—§& ep,

ou &, est le champ de vecteur complet sur D qui & z associe v — Q(z)v. Considérons un
sous-espace abélien maximal s de p, A le systéme de racines (restreintes) de g associé a s
et g% les espaces radiciels correspondant, o € s*\{0} :

¢ ={X €g|[H,X] =a(H)X VY H € s}.

Notons finalement m le centralisateur de s dans € : m = {X € ¢|[X,s] = {0}}. Alors

g:m@ﬁ@@go‘

aEA
et
p=s® >y p°
acA
ol

pe={X -7(X)[X € g}
={Y epl|[[Y,H],H) = a(H)*Y V H € 5}.

Remarquons que I'on a dimg g* = dimg p* et comme 7(g*) = g~ ¢, il vient p* = p~“.
L’application trilinéaire de p x p X p dans p définie par

XYZ] = [[X,Y],Z]

confére a p une structure de systéme triple de Lie. Maintenant, ’espace vectoriel V' muni
du produit triple
[.I'yZ] = 2{1‘, Y, Z} - 2{y7 xz, Z}

est aussi un systéme triple de Lie et I'application
V _> p 7v H 51] )

est alors un isomorphisme de systémes triples de Lie. Ceci est une conséquence de la
formule

nga gv]v gw] = gQ{u,v,w}—Q{v,u,w}

(2.1.2). 1l en résulte que tout sous-espace abélien de p correspond dans V' & un sous-espace
plat et par conséquent que sous l'isomorphisme ci-dessus, nous avons

pour un certain repére de Jordan (eq,...,e,) de V.

. . P T , :
Pour 1 < j < r, notons w; la forme linéaire sur s = D,_, RE,, définie par w;(&,) = d;.
La forme linéaire correspondante sur W := > | Re; étant la j-iéme coordonnée.

67



PROPOSITION 2.3.1. Soient de plus Va(e) = VF(e) DV~ (e) et Vij = Vi @V les
décompositions de Cartan de Vi(e) et Vi; respectivement, relatives a Q(e), ot e == ey +
...+ e.. Alors

A C {fw;, £2w;, fw; £ wjhi<icj<r

et sous lisomorphisme vu plus haut, on a

P Vg, pR VL et =V

wi—wj ~v 17+
e PV

Démonstration. Soient v =Y., \e; € W =>""_ Re;, Ao :=0 et y;; € V;;. Alors

lijea] = 2({yij, v, 2} — {2, yij, 2}) = 2(w o 2(yi;) — Q(2)yij)-
Or d’apres 1.1.9, on a
1
et
Q(2)yi; = 2X0,Q(€i, €5)yi5 = NiAjQ(e)yi;-
On en déduit que

[yijra] = 2(%0\? + Ay — Qe)yig) = (A + X)wij — 200, Q(e)y;

et

lyijax] = (N = \j) i vy € Vi (1
i) = (N 4+ )i i € Viy (1
[yiozx] = Alyio ,yio € Vio.

IA A

J
J

VARIVAN

<i
<i

COROLLAIRE 2.3.2. Soient V un STJP simple de rang réel r, D = G/K le domaine
borné symétrique irréductible associé a V et A = A(g, V') le systéme de racines restreintes
associé a la décomposition g = € ® V, o g := Lie(G) et ¢ := Lie(K). Il n’y a que cing
possibilités :

(A) A= {:I:(wz — wj)}1§i<j§r est de type AT Iy

(B) A = {£w;, fw; £ w; hi<icj<, est de type B, ;

(C) A = {+2w;, fw; £ w; h<icj<, est de type C, ;

(BC) A = {£w;, £2w;, w; £ w; h<icj<, est de type BC, ;
(D) A = {Fw; £ w; h<icj<r est de type D,.
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Démonstration. On distingue exactement cing cas :
(i) type euclidien (donc tube réduit) (A);

(ii) types non euclidiens : non tube réduit (B) (b > 0,c = 1), tube non réduit (C) (b
0,¢ > 1), non tube non réduit (BC) (b > 0,¢ > 1) et tube réduit (D) (b=0,c=

Le résultat découle alors de la proposition précédente et de 1.3.11.

1).

|

REMARQUE 2.3.3: En vertu de 1.3.13, les STJP simples de type tube réduit et de
rang réel 1 sont nécessairement euclidiens. On en déduit que le systéme de racines (D,.)
n’existe que pour r > 2.
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Type (notation de O. Loos) G/K A \% (r,a,b,c) dimg V
F,(2<9) S0,(1,5)/SO(s) By M(1,s,R) (1,0,s — 1,1) s
me 2<r<s) SO0(r,8)/SO(r) x SO(s) B, M(r, s, R) (r,1,s —m1) rs
IE, (r>2) SO, (r,7)/SO(r) x SO(r) D, M(r,r,R) (r,1,0,1) r?
IE, (r>2) GL(r,C)/U(r) Ay Herm(r,C) (r,2,0,1) r2
m 2s (2 < 5) Sp(1,s)/Sp(1) x Sp(s) BC M(1, s, H) (1,0,4(s — 1),4) 4s
m« mm 2<r<s) Sp(r, s)/Sp(r) x Sp(s) BC, M(r, s, H) (r,4,4(s —r),4) drs
5o (r>2) Sp(r,7)/Sp(r) x Sp(r) Cr M(r, 7, H) (r,4,0,4) 4r2
g, (r>2) SO(2r,C)/SO(2r) D, Asym(2r,R) (r,2,0,1) r(2r —1)
m.., (r>2) SO(2r +1,C)/SO(2r + 1) B, | Asym(2r + 1,R) (r,2,2,1) r(2r +1)
g (r>2) GL(r,H)/Sp(r) Ay Herm(r, H) (r,4,0,1) r(2r —1)
IR (r > 2) GLT(r,R)/SO(r) Ar Sym(r,R) (r,1,0,1) wiﬁ +1)
g, (r >2) Sp(2r,C)/Sp(r) Cr Aherm(r, H) (r,2,0,3) r(2r 4+ 1)
vt S0,(1,1) Ay R (1,0,0,1) 1
IVE™® (n > 3) 50,(1,n)/50(n) 4 R™ (1,0,0,n) n
VBl (n > 4) S0,(1,1) x SOx(1,n —1)/SO(n—1) | As RLn-1 (2,mn —2,0,1) n
IVEP (2<p< Tﬁif S00(p, 1) x SOo(1,q)/SO(p) x SO(q) | D RP: (2,n/d,0,1) p+aq
Vo Fy(_20)/50(9) BC M(1,2,0) (1,0,8,8) 16
VOs Sp(2,2)/Sp(2) x Sp(2) By M(1,2,05) (2,3,4,1) 16
VIO Eg(_26) X SO(2)/Fy As Herm(3,0) (3,8,0,1) 27
VIOs GL(4,H)/Sp(4) D3 Herm(3,05) (3,4,0,1) 27
Iis (2<5s) SU(1,s)/SU(s) BCy M(1,s,C) (1,0,2(s — 1),2) 2s
Ls (2<r<s) SU(r,s)/SU(r) x SU(s) BC, M(r,s,C) (r,2,2(s —1),2) 2rs
Ly (r>2) SU(r,7)/SU(r) x SU(r) Cr M(r,r,C) (r,2,0,2) 272
Iz (r > 2) SO*(4r)/U(2r) Cr Asym(2r, C) (r,4,0,2) 2r(2r — 1)
Il2r+1 (r>2) S0*(4r +2)/U(2r + 1) BC, | Asym(2r +1,C) (r,4,4,2) 2r(2r +1)
IIL,. (r > 2) Sp(r,R)/U(r) Cr Sym(r,C) (r,1,0,2) r(r+1)
IV, 50,(1,2)/50(2) ol C (1,0,0,2) 2
IV, (n > 3) S0,(n,2)/SO(n) x SO(2) Co cn (2,m—2,0,2) 2n
\% Eg(-14)/SO(10) x T BC» M(1,2,0¢) (2,6,8,2) 32
VI Er(_25)/Ee x T Cs Herm(3,0¢) (3,8,0,2) 54

TABLE 2.1 — Domaines bornés

symétriques réels irréductibles
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CHAPITRE 3

DOMAINES BORNES REELS DE TYPE TUBE

Dans tout ce chapitre, nous considérerons un domaine borné symétrique réel de type
tube D = G/ K dans un espace vectoriel réel V' de dimension finie. Rappelons que V' = TyD
est muni d’une structure de STJP notée (V, {}) et qu’il existe un tripotent maximal e dans
V' (dorénavant fixé) tel que V' = V;(e) soit une algébre de Jordan unitaire réelle semi-
simple. Pour distinguer les structures, on notera V5 la structure d’algébre de Jordan de V'
relative & e. Tous les produits, inverses, opérateurs de multiplication (L(x)) ou quadra-
tiques (P(z) = Q(x)Q(e)) seront considérés dans 1’algébre de Jordan V, = Vs(e).

Rappelons également la décomposition de Cartan
Vo=VTeV: (VF:i=V*(e)
relative a I'involution x — z* := Q(e)z de V3, et que pour z et y dans V =V, on a
zoy = L(zy") + [L(x), L(y")]. (3.1)

Remarquons que la formule fondamentale prouve que Q(e) est un automorphisme de la
structure triple de V, et comme Q(e)e = e, Q(e) est aussi un automorphisme pour la
structure d’algébre de Jordan V5. Les espaces V* sont donc des sous-systémes triples
de Jordan positifs de V' et l'involution @(e) est un opérateur orthogonal par rapport a
B:(z,y) — Tr(zxoy) et & de : (z,y) — TrL(zy) = Bz, y*) :

B(x*,y*) = B(x,y), 5€($*,y*) - 5e<x7y) (x,y S V)

Enfin, v, envoie bijectivement D sur I’espace symétrique tube Tq := Q& V ~, homogéne
sous G(T) := 7.0G(D)ov, !, ol Q est le cone symétrique des carrés inversibles de algebre
de Jordan euclidienne V. Pour x € D, e — x et e + z sont inversibles dans V5,

Ye(z) = (e +a)(e—2)" (3.2)
est inversible et v.(z) ™! = v.(—x), i.e.
JOYe ="e© (_Id) (33>

ot y: x +— ! = P(x)"'z est 'inversion dans V. L’application j est alors un automor-
phisme involutif de T, ayant pour seul point fixe e, c’est la symétrie géodésique autour
de e (2.2.6).
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L’objectif de ce chapitre est d’étendre aux domaines bornés symétriques réels de type
tube certains résultats géométriques connus pour les domaines hermitiens symeétriques
de type tube. L’objet géométrique considéré est une frontiére distinguée S du domaine
(appelée plus tard «uney frontiére de Shilov) sur laquelle G agit transitivement. S’ensuivra
I’étude de l'action de G sur § x § et I'étude de 'action de G sur les triplets d’éléments
de S deux a deux transverses.

3.1 Préliminaires

3.1.1 Conjugaison de Cartan

Dans cette section, nous rassemblons quelques propriétés élémentaires liées a I'involu-
tion

End(V) — End(V) .
g g =Q(e)ogoQ(e)

que 'on appelle conjugaison de Cartan.

LEMME 3.1.1. (i) Pour g et h deuz endomorphismes de V,
(gh)" = g"h”.

(i) Sige GL(V),

(iii) Pour z,y €V,

(a) (zoy)* =a"oy*
(b) L(z)" = L(z*)

(¢) Qx)" = Q(z*)
(d) P(z)* = P(z*)

(iv) Si x est inversible alors x* ’est aussi et
(x—l)* — (x*)—l

(v) sur Uensemble {x € Vale — x inversible}, on a v := Q(e) o Y. 0 Q(e) = e.
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Démonstration. Les points (i),(ii) et (iii) sont évidents au vu des définitions. Soit x inver-
sible. Alors P(x) est inversible et d’aprés (iii),

donc x* est inversible. Il vient, utilisant (ii),
() = P) e = Pt = (Pl o) = (@)

Le dernier point est une conséquence de (3.2), de (iv) et du fait que Q(e) soit un auto-
morphisme de ’algebre de Jordan V5. [

La forme bilinéaire symétrique d0.(x,y) = [(x,y*) sur V; est non dégénérée. Notons
alors ’f I'adjoint d’un endomorphisme f de V relativement a 8. Alors (“f)* est ’adjoint
de f par rapport a .

LEMME 3.1.2. (i) Pour un endomorphisme f de V on a
=00
(i) Pour z,y €V,
(a) 'L(x) = L(x)

(b) (xoy) =y*oa* = (yoz)*
(¢) zoe=eox* donc en particulier,

ane—eoa=0, 2L(0b)=boe—cobeDer(V) (acVTbeV).

Démonstration. Soit f € End(V). On a

Oe(fra,y) = 0c((f2*)",y) = 6e(fa*,y") = 0™, 'fy") = bela, ('f)"y).
I’égalité "L(z) = L(z) est une conséquence de 'associativité de d, et

(woy) = (Llay") + [L(2), L") = Llzy*) + [Ly"), L(2)] = y* o™,

Maintenant,
T
xoe= "(xoe)=e"ox* =enzx”
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3.1.2 Groupe de structure et algébre de structure

Soit Str(V2) le groupe de structure de Palgébre de Jordan V5 :
Str(V3) = {g € GL(V) | P(g9x) = gP(2) g Yz € V}.
Pour g € Str(V4), on a en particulier

Tg = g7'P(ge).

LEMME 3.1.3. On a l’égalité
Str(Va) = Str(V).

Démonstration. Les identités P(gr) = Q(gz)Q(e) et gP(x)g = gQ(2)Q(e)’g donnent
Str(Va) = {g € GL(V) | Q(gx) = 9Q(2) g" Vo € V} = Str(V).
[

Nous présentons dans la suite des propriétés générales de Str(Vs) et d’autres plus
particuliéres au cadre qui nous intéresse, c’est-a-dire a la double structure de notre espace
vectoriel V.

LEMME 3.1.4. Le groupe de structure est stable par T et par *.

Démonstration. Soit g € Str(V); g* € Str(V) car
Qg*r) = Q((92*)*") = Qyz*)* = (9Q(2*)'g")* = ¢"Q(z*)*"g = ¢*Q(x)"y.
Comme
T(xmy) =y ox¥,

on tire

g2 (")) = (g7 (xoy)g)
i.e.

(Tgy") (g '2*) = Tg(y" na*) g

Donc finalement, pour z,y quelconques, on trouve

-1

(ga) olgy) = Yg(woy) g !

i.e. g € Str(V). O
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On continue par des faits généraux (voir par exemple [FK94, Chapter VIII|).

LEMME 3.1.5. Si pour g € GL(V) il existe h € GL(V) tel que pour tout x € V on ait
P(gx) = gP(z)h

alors g € Str(V) et h=Tg.

Démonstration. La condition P(gz) = gP(x)h est équivalente a

9 Y(gzoy)g = zo(hy) = zo(hy™)" (z,y V).

Donc
B(gz,z*) = B(z, (hz)*) Vr,zeV
et
de(gx, z) = 0c(x, hz).
Par conséquent h = g et g € Str(V). O

PROPOSITION 3.1.6. (i) Si x est inversible alors P(z) et Q(z) sont dans Str(V') et

(ii) Soit Aut(Va) le groupe des automorphismes de l’algébre de Jordan V. Alors Aut(V3)
est un sous-groupe de Str(V') et g € Str(V) est dans Aut(Va) si et seulement si
ge = e. En particulier, si g € Aut(Vs) alors g = g=1.

Démonstration. Soit x € V inversible. Alors P(x) et Q(z) = P(x)Q(e) sont dans GL(V)
et pour tout y € V on a

P(P(z)y) = P(x)P(y)P(z), Q(Q(r)y) = Qx)Q(y)Q().

Le lemme précédent donne que P(z), Q(z) € Str(V) et "P(z) = P(z), 'Q(z)* = Q(z).
Si g € Aut(V3) alors
P(gy) = gP(y)g™"
donc d’aprés le lemme qui précede, g € Str(V) et Tg = g71.
Soit g € Str(V). Si ge = e alors P(gy)e = gP(y)e donc g € Aut(V3). Réciproquement,
si g € Aut(Vs) on a gy = g(ye) = (gy)(ge) et donc ge = e. O
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PROPOSITION 3.1.7. Soit g € Str(V'). Si x est inversible alors gz aussi et

_ T _ _
(gz)~' =g ta™".

Réciproquement, si g € GL(V') est tel qu’il existe h € GL(V') vérifiant

(g2)~" = ha™
pour tout x inversible alors g € Str(V') et h = Tg_l. Autrement dit,

Str(V) ={9g € GL(V)|jogoye GL(V)} .

Démonstration. Soit g € Str(V). Si x est inversible, P(gz) = gP(z)%g l'est aussi. Par
suite gx est inversible et

_ _ _ T _ _ _ T _ _
(9z)' = P(gz) "9z = (¢P(x)"g) "9z = ¢ 'P(z) g gz = g a7

Supposons maintenant
(gz)~' = ha™t.

En différentiant cette égalité par rapport a x, on obtient
—P(gz) " gy = —hP(x)"y,

c’est-a-dire
P(gz)h = gP(z).

Cette égalité est alors vraie pour x inversible. Par densité, cette identité reste vraie pour
tout x € V. Appliquant le lemme 3.1.5, on obtient que g € Str(V) et h~! = Tg. O

Poursuivons maintenant par des résultats qui font le lien entre le groupe de structure,
le groupe des automorphismes de la structure triple et le groupe des automorphismes de
la structure d’algébre.

LEMME 3.1.8. Supposons V simple. Si x € V est tel que P(x) =1d alors © = +e.

Démonstration. Soit = tel que P(x) = Id. Alors 22 = e et L(x)* = Id. Différentiant
I'identité [L(y), L(y?)] = 0 dans la direction de z, on obtient

[L(2), L(y*)] + 2[L(y), L(y=)] = 0.
On en déduit que [L(x), L(zz)] = 0 pour tout z. Ainsi, pour tous y,z € V, on a

v((x2)y) = (v2)(zy) <= L(z)L(y)L(x)z = L(zy)L(x)z
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et comme L(z) est inversible, on obtient L(x)L(y) = L(xy). L’identité
[L(x), L(zy)] = 0

donne de plus
L(zy) = L(z)L(zy)L(z) = L(y)L(z)

donc L(x)L(y)z = L(y)L(x). Notons maintenant L(x)* les sous-espaces propres de L(z)
pour les valeurs propres 1. Pour 2z € L(z)* et y € V, ce qui précéde fournit

L(z)L(y)z = L(y)L(z)z = £L(y)=

ce qui prouve que L(z)* sont deux idéaux de V5. Par simplicité de V' (et donc de V5), on
a nécessairement L(z)™ = {0} ou bien L(z)~ = {0}, c’est-a-dire x = +e. O

PROPOSITION 3.1.9. Si V est simple alors
{gesStr(V)| g =g} = £Aut(V),

c’est-a-dire que le sous-groupe de Str(V') formé des éléments orthogonaux par rapport

de est Aut(V3).

Démonstration. En vertu de 3.1.6, il suffit de prouver que si un élément g de Str(V') vérifie
Tg = g71 alors ge = +e. Soit g € Str(V) un tel élément. Alors P(ge) = Id et le lemme
précédent donne ge = +e. O]

Rappelons que O(V') désigne le groupe S-orthogonal de V' :
O(V)=0(V.f) ={g € GL(V)|g~" = "g"} ;
et que
Str(V)NO(V) ={g € GL(V) | Q(gz) = gQ(x)g~" Vo € V} = Aut(V).
Utilisant 3.1.6, on a
Aut(V)" = Aut(Va) N O(V) = {g € Aut(Va)lg" = g},

c’est-a-dire
{g € Aut(Vy)|g* = g} = Aut(V) N Aut(V2) = Aut(V)°. (3.4)

COROLLAIRE 3.1.10. S5iV est simple alors

{g € Aut(V)| g* = g} = £Aut(V)°.
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Démonstration. En effet, 3.1.9 fournit alors

{geAut(V)|g" =g} ={geSte(V)|Tg=g"" ¢" =g}
= +{g € Aut(Va)| g" = g}
= +Aut(V)“.

Intéressons-nous finalement a l’algébre de Lie de Str(V'). L’application

*_1 —
0:g9"g" =Q(e)gP(g " e)Qle)
est une involution de Str(V') dont les points fixes sont les éléments de Aut(V'). Notant o
la différentielle de 6 en I'identité, on a
91 ste(V) 3 X > X* — 2L(Xe)* = X* — 2L(X*e)

ou ste(V) := Lie(Str(V)) = Lie(Str(Va)) =: ste(V3). On sait (voir par exemple [FK94,
Proposition VIII.2.6]) qu’une transformation linéaire X est dans ste(V5) si et seulement
si
2P(Xw,r) = XP(z) + P(z)'X (z € V). (3.5)
Aussi,
ste(V3) = Der(Va) @ L(V3)

ot Der(V3) = Lie(Aut(V3)) est l'algébre des dérivations de 1'algébre de Jordan V53, et les
assertions suivantes sont équivalentes

(i) X € Der(V2);
(i) X = —X;
(iii) Xe = 0.
Le crochet de Lie y est défini comme suit, pour D, D’ € Der(V3), v, € Vs,
[D + L(v), D'+ L(v')] = ([D, D] + [L(v), L(v)]) + L(Dv' — D'v).

Les points fixes de 9 sont les éléments de Lie(Aut(V)) = Lie(K) = £ Posant X =
Dx + L(vx) € ste(V3), on obtient

Dy =D
ﬁ(X):X<:>{ o
v} = —Ux
et
D% =-D
ﬁ(X):—X<:>{ X X
vy = Ux

Dong, si q désigne 1'espace propre de ste(V3) pour la valeur propre —1 de 9, on trouve

¢={D e Der(Vy)| D" = D}y & L(V), (3.6)
q = {D € Der(Vy) | D* = =D} & L(V*). (3.7)
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3.1.3 Description de ’algébre de Lie g

Rappelons que 7 désigne Pautomorphisme involutif de g = Lie(G) donnant la décom-
position g = £ @ p, et que le sous-espace p de g est isomorphe & V' via ’application

V—=p, v—=E&,

oué, : z = v—Q(2)v est 'unique champ de vecteurs quadratique sur D vérifiant £,(0) = v.
Rappelons également que pour u,v € V, X € £ = Der(V), on a

[Smgv] :2(UDU_UDU)7 [Xagv] = &Exv

et que par conséquent,

e.e]ce [tp]Cp, [pplCE.
En utilisant (3.6), on a
g=te(VteVv)=FfaLlV )a(VteV)

avec

¢ .= {D € Dex(V3) | D* = D} = {X € ¢ X* = X}.

Si o désigne 'automorphisme involutif de g donné par
X=X &—és (Xetvel),
alors ¢ commute clairement a 7 et la décomposition de g sous o est
g=EoVHo(L(V ) V).
Considérons 1'élément 2 = %ée de V* C p. Pour v € V~, nous avons
[Z,&) =eov—voe=—2voe =—2L(v)

et
[Z’ [27 gv]] = _[gea L(U)] = &-
Par conséquent, nous avons (angW_)2 =Idy-, L(V")=[Z,V ] et

g=CEoVHe (V- alZ V).

LEMME 3.1.11. On a
(i) [, €] C ¢,
(i) VT, VT C e,
(iii) [V—,V~] C ¢,
(w) [[Z,V~),[Z, V]| C &,
(v) [, VT CVT;
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(vi) [€5, V" ]cv—
[Z

(vii) [¢¢,[Z, V]| C[Z,V~];
(i) [V~,[Z, ]]CV*

[
[
(viii) [V*,[Z, V7] C V™
[
[

(¢) V*, VoI ClZ, V7.

Démonstration. Les six premiéres inclusions ainsi que les inclusions (viii) et (ix) découlent
de la définition du crochet, du fait que les éléments de £ stabilisent V* et V'~ (vus dans
V), de 3.1.1 et de I'égalité L(V~) = [Z,V~]. Pour D € £, on a [D, Z] = 0 donc 'identité
de Jacobi nous donne

[D,12,&]] = 12, [D,&l] = [2,8pe] € [2,V7], (beVT)
d’ou (vit). Utilisant U'identité (3.1), poura € VT et b€V, on a
(€0, &) = 2(anb—boa) = —4L(ab) = 2[Z,&w) € [Z,V ],

d’ou (). O

Posons pour la suite
go ‘= te D V+7 g+1 = {gv + [Zv €U]|U € V_}
Remarquons que d’aprés (3.6) et (3.7), on a

go =2 {X e ste(V)| X" = X}.

LEMME 3.1.12. (i) go est une sous-algébre de Lie de g : c’est le centralisateur de Z
dans g ; de plus,
go 2 ste(Vh) @ ste(V7)
ot ste(V*) désigne lalgebre de Lie du groupe de structure du sous-STJP V*;

(ii) g_1 et g1 sont deux sous-algébres abéliennes de g qui vérifient dim gy, = dim V'~ et
g1 Ng-1 = {0}

Démonstration. Par définition, gy est la sous-algébre de g formée des points fixes de
I'automorphisme involutif o. De plus, on a bien [Z, go] = {0} et on vérifie facilement que
I'égalité [Z, X] =0 pour X € V~ @ [Z, V] entraine X = 0. Comme

(X € ste(V)|X* = X} C End(V*) @ Bnd(V™)
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et puisque les restrictions a V* des éléments de {X € ste(V)|X* = X} apparaissent
comme éléments de ste(VE), on obtient I'inclusion

{X este(V)|X* = X} Cste(VT) @ste(V7).
Les égalités ste(VE) = VEoVE et uov = £(L(ww) +[L(u), L(v)]) pour u,v € V* donnent
ste(VE) c L(VY) @t = {X e ste(V) | X* = X},
d’ou I'égalité
{X este(V)|X* = X} =ste(VT) @ste(V7).
Pour u,v € V7, on a
S £ 12, 6], & £ 12,6]] = [, &) £ ([, [2. 6] + 12, &), &) + (2,64l [Z, 6]

L’identité de Jacobi fournit

[fw [Za Sv]] + [[Zv Su]vév} = [Z’ [5@7&)]]

et puisque [£,,&,] € ¢, on trouve [Z, [£,,&]] = 0. De plus,
12, &), [Z, &) = 4[L(u), L(v)]
et I'identité (3.1) nous donne
2[L(u), L(v)] =vou—uow.

Par suite,
[[27 5?1]7 [Z’ fu“ = Q(UDU - UDU) = [fvagu}a
d’ou l'on tire
[u £ [Z,8u, & £[Z,6]] = 0.

Soit vy, ve, ..., v, une base de V. Alors &, + [Z,&,,], &0, £ [Z, &0, -+, &0, £ 12, &0,,] €5t
une base de g4y, donc dimgy; = dim V™.
Soit enfin X € gy Ng_1. On peut écrire X =&, +[Z,&,] = & — [Z, &) avec u et v dans
V~. Alors
bu = [Z 6] €V N LIV = {0}

doncv—u=u+v=0,ie.u=v=0. Doug Ng_, = {0} O

PROPOSITION 3.1.13. (i) g1 ®g 1=V D[Z,V ] etg=9g-1Dgo® 91
(ii) (adgZ)yq, = j1dg,  (j = =1,0,1);

(iii) (91 © 91,01 © g-1] C go;

(i) [go, 9+1] C g1 5
(v) 7(g;) =9-; (=-1,0,1).
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Démonstration. Comme g4y C V- @ [Z,V ],onag ©&g1 C V- @ [Z, V| Mais
dim(g; ® g-1) =2dim V" =dim(V~- @ [Z,V 7))

donc g1 @ g1 =V~ @ [Z,V~]. Le deuxiéme point est une conséquence du fait que go soit
le centralisateur de Z dans g, des définitions de g et de I’égalité (angW_)2 = Idy-.
Montrons que [go, g+1] C g+1. Soit X € g et soit Y € gu. L’identité de Jacobi donne

[Z7 [X,Y]] = [X7 [Z>YH + [[ZvXLY]

et comme [Z,Y] ==xY et [Z, X] =0, on obtient [Z, [X,Y]] = £][X,Y] € g4;. L’inclusion
[91 D g_1,01 D g_1] C go est une conséquence de I'égalité g1 g1 =V~ @ [Z,V ] et de
3.1.11. On en déduit que l'on a [g;, g;] C gi+; pour tous ¢,j € {—1,0,1}, ot guo := {0}.

Montrons enfin le dernier point. L’automorphisme 7 de g envoie tout élément X + Y
de ¢ @ VT = go sur X — Y, donc 74, est une bijection de go, i.e. 7(go) = go. Maintenant,
pour tout X € V~, on a

(X +[2,X])=7(X)+7([2,X]) = -X +[Z,X].

Il suit que 7(g1) C g—1. De plus, 7(X + [Z, X]) = 0 si et seulement si X = 0, donc 7
induit une bijection de g; sur g_1, i.e. 7(g;) = g_1. On obtient de plus que g, = 7%(g;) =
7(g-1). O

LEMME 3.1.14. Si V'~ = {0} alors Ualgébre de Lie g; munie du produit triple

(X2} = —5[X 7012 = 5N 6. 2) (XYiZeq)  (53)

est un STJP isomorphe au STJP (V~ {}).

Démonstration. Pour u,v,w € V7, nous avons

€0, §ul = 4[L(u), L(v)],  [6u, [Z, 6]l = 280, [Suvy §u] = 2[Z, g(uv)w]
donc
[fu + [Z, fu], _gv + [Z, fv” = 2[51)7 fu] + 2[5117 [Z> gv]] = 8[L(u), L(U)} + 4£uv-
Soient X =&, + [Z,&.),Y =& +[Z,&] et Z =&, +[Z,&,] dans g;. Comme

[éuw [27 ng = 2€L(uv)w7 [&wa fw] = 2[27 gL(uU)w]a

on obtient

82



_8[[X7T(Y)] ] [ [ ( )7L( )] +4§uva§w [Z Sw“
8( [L(u (v) [Z 5 L(u),L(v)] w]) + 4[£uv7 gw] + 4[51“)7 [Za fw]]
8( (v) [Z 5 u),L(v)] w] + §L(uv)w + [Z> SL(uv)wD'

Puisque d’aprés (3.1) on a 'égalité uov = —L(uv) — [L(u), L(v)], on trouve
HXv T(Y)]v Z] = g{u,v,w} + [Z, g{u,v,w}] )
ce qui veut dire que (gi,{}) est un STJ. L application
Vi — g1, Vi gv + [ngv]

devient un isomorphisme de systémes triples de Jordan et par conséquent, le STJ g, est
positif. O

REMARQUE 3.1.15:  Durant la preuve précédente, on a obtenu le fait suivant : si I'on
identifie V' C p & L(V™") via I'application &, — 2L(a), alors

g-1,01] =V oV =ste(V7).
En effet, cela découle du fait que pour u,v € V~, on a

[gv - [Zv gfu}vgu + [Z7 gu“ = 8[L(u) L('U)] + 4€uv

Supposons que V'~ # {0} et notons By la forme de Killing de g. Si X, X’ € gy, l'identité
(3.8) donne
—8X o X' =ad,X oad,7(X")

et ainsi,
By(X,7(X")) = =8Tr(X o X').

Comme g; est un STJP, on a en particulier
By(X,7(X)) < 0.

En utilisant les régles de graduation de g, on montre facilement que pour X, X| € g; et
Xo € go, les opérateurs

ady X7 oady, X7, ady7(X;)oad,7(X]), adyX;oad,Xo, ady7(X;)oadyX
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sont tous nilpotents. On en déduit que pour X = X ;1 + Xo+ X1, X' = X' | + X[+ X]
dans g =g 1 ®© go D g1, on a

BE(X7 X/) = BE(X(%X(I)) + BE(leX,—I) + BQ(X—le{)'

En identifiant g1; a V™~ via §, £ [Z,§,] — v, on s’apercoit que ady X, opére par X sur g;
et par — "Xy sur g_;. On en déduit que 7(Xo) = — "X et que ady, X, o ady X}, opére par
restriction a g_; par T(X(’)XO), et par restriction a g; par XoX|. Il vient

Bqy(Xo, Xg) = 2Tr(XoXg) + Bgy (Xo, Xo)

et
BE<X7 X/) = 2Tr(X0X6> + BEO(X07 X(/)) + Bg(Xh XLl) + BE(Xflv X{)v

ou By, désigne la forme de Killing de go. En vertu de ce qui préceéde, pour tout élément
non nul X =X |+ Xo+ X; dans g =g_1 & go ® g1, on obtient

By(X,7(X)) = —2Tr(X,"Xo) — By (Xo, Xo) — 8Tr(X;10X;) — 8Tr(X_ 10X ;) <0.

Nous avons obtenu le résultat suivant :

PropoOSITION 3.1.16. (i) Si V— = {0} alors
g=go =ste(V7)
est une algébre de Lie réductive.
(i) SiV— # {0} alors
(a) g est une algébre de Lie semi-simple 3-graduée ;

(b) g =tDyp est une décomposition de Cartan de g ;

(c) g=ste(VH D KKT(V™) ou KKT(V™)=g_1®ste(V") ® gy est algebre de
Lie de Kantor-Koecher-Tits du STJP V= (cf. annexe A).

3.2 L’ensemble des tripotents maximaux

Dans cette section, nous étudions ’ensemble des tripotents maximaux de V. Plus
exactement, nous nous intéressons a ses composantes connexes, car contrairement au cas
des domaines bornés hermitiens symétriques, cet ensemble n’est en général pas connexe.
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3.2.1 Caractérisation des tripotents maximaux

En vertu de 1.2.20, pour tout tripotent maximal f, il existe k € K = Aut(V), tel que
Vo(f) = kVa(e). On en déduit que V' = Vao(f) pour tout tripotent maximal f de V. En
particulier, Q(f)? = Idy et Q(f) € GL(V). L’égalité P(f) = Q(f)Q(e) prouve alors qu’un
tripotent est maximal si et seulement si il est inversible (dans V3). Notons V;* 'ensemble
des éléments inversibles de V5 et soit

Yo={r eV, |z =a""}.

PROPOSITION 3.2.1. X est ['ensemble des tripotents maximaux de V, c’est une sous-
variété compacte de V et T, =V .

Démonstration. Un élément x de V est un tripotent si et seulement si x = Q(x)x = P(x)z*

et est inversible si et seulement si P(z) I'est et dans ce cas v~ = P(z)~'z. Par conséquent,
Y est 'ensemble des tripotents inversibles de V', et donc des tripotents maximaux.

Aussi, 3 = ¢ 1 ({0}) ou ¢ : V¥ — Vo, @ — x* — 27! En tout z € X, ¢ est une
submersion puisque D, = Q(e) — P(x)™! = Q(e)(Idy — Q(z)). Donc ¥ est une sous-
variété de Vo = V. De plus, on a |z|> = |z| pour tout x € 3, donc |z| < 1 et X est borné,
d’ou la compacité.

Maintenant, lapplication ¢ : x — z® — x est identiquement nulle sur ¥ donc T.¢ :
T.% — {0}, ou T, X désigne I’espace tangent de 3 en e. Pour tout x € X, la différentielle
D,¢ de ¢ en x est donnée par

D,¢=Q(x) +2zoz — Idy.

Il vient, pour v € V =15,
Dep(v) = Q(e)v +v.
Comme Q(e)v + v = 0 si et seulement si v € V', on déduit que

I.XxCV™.

Réciproquement, soit v € V=~ et A = 2(uoe — eou) € € = Lie(Aut(V)), ou l'on a
posé u = jv. Alors y(t) := exp(tA) - e est une courbe dans X telle que v(0) = e et
v (0) = Ae =2(eoe(u) — Q(e)u) = v et donc V— C T.3. O

REMARQUE 3.2.2: Notons det la fonction déterminant de l'algébre de Jordan V5.
Comme Q(e) € Aut(V2), on a det(z*) = det x et par conséquent,

Y C{zr e Vy|detx = +1}.
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PROPOSITION 3.2.3. Pour x =a+0b dansV aveca € VT et b€ V", sont équivalents :
(i) x€X;
(ii) [L(z), L(z*)] =0 et xza* =¢;
(iii) [L(a),L(b)] =0 et a®> —b* =¢;
(iv) zox =Idy.

Démonstration. (i) = (ii) : 7' = 2* entraine que z* € R[z] et z2* = e. Mais V; est une
algebre de puissance associative donc z* € R[z| implique [L(x), L(z*)] = 0.

(i1) = (114) : découle des égalités a® — b* = zx* et [L(z ) L(x*)] = 2[L(b), L(a)].

(¢ii) = (iv) : on utilise I'identité (a + b) o(a + b) = L(a® — b?) — 2[L(a), L(D)]

(tv) = (i) : si xox = Id alors x est un tripotent tel que Vy(z) = {0}, donc = est
maximal et par le lemme précédent, x € .. ]

3.2.2 Composantes connexes de X

Soit exp 'application exponentielle de I’algébre de Jordan V,(e). Puisque I'involution
Q(e) est un automorphisme de I'algébre de Jordan de V5(e), on a clairement Q(e) oexp =
expo Q(e). Cette application de V,(e) permet de caractériser la composante connexe de
e dans I’ensemble des tripotents maximaux de V', comme l'indique le résultat suivant :

PROPOSITION 3.2.4. On a
expV~ = {2*|z € T}

En particulier, S := exp V™ est la composante connexe de e dans X, c’est une variété
compacte et T,S =V .

Démonstration. Soit v € V—. Alors (expv)* = exp(v*) = exp(—v) = (expv)~! donc
exp V™~ C X. De plus, expv = (exp ¥)* donc exp V™~ C {2?|z € X}

Soit x € . L’algébre de Jordan réelle unitaire et associative R[z]| engendrée par e et x
est stable par Q(e) et il existe un systéme complet d’idempotents orthogonaux (cy, ..., ¢)
de R[z] tel que

l
= @ RC]'.
j=1
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Par conséquent, x = Z§=1 Ajcj avec \; € R pour tout j et comme x est inversible, les A;

sont tous non nuls. Ainsi
¢ )
2 2.
7= E Aicj —eXp(E [icj)
j=1 j=1

avec p; = log A7, et 'égalité 2* = 27! entraine alors que 25:1 pic; € V. O

Nous allons maintenant voir que la notion d’inverse est indépendante du choix du
tripotent maximal fixé.

Soit f € 3; ¢’est un tripotent maximal de V' donc Q(f) est un automorphisme involutif
de l'algebre de Jordan Va(f) et

V=W(f)=V oV (f),

Notons Py la représentation quadratique de V5(f), exp; I'application exponentielle de
I'algébre de Jordan V5(f) et

Yp={r e V|IQ(f)r = Pf(:c)’lx}.

LEMME 3.2.5. Soit f € ¥. Un élément x de V' est inversible dans Va(f) si el seulement
st 1l est dans Va. En particulier, on a Xy = X.

Démonstration. Pour tout x € V,

et
Qe)r = P(x) 'z <= P(f)Q(e)r = P(f)P(x) 'z = (P(x)P(f)") "=
< Q(f)x = Py(x) 'z
[
REMARQUE 3.2.6: (i) Si l'on note j; la fonction inverse de l'algébre de Jordan

Ve(f) alors
95 =P(f)o.

(ii) Sy := exp; V7 (f) est la composante connexe de X contenant f, c’est une variété
compacte et TyX = TSy = V= (f).
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Pour v € V=, on a
2v0e

P(expv) =e

et 3.1.2(iv)(c) donne
2uoe=voe—env € Der(V) =t

donc pour x dans exp V'~ P(x) est dans K. Pour tout f € ¥, on a de méme

{Ps(z)|r € exp, V7 (f)} C K.

PROPOSITION 3.2.7. La variété S = exp V'~ est homogéne sous K. Ainsi, le groupe K
opére transitivement sur chaque composante connexe de Y.

Démonstration. Soit © = expv avec v € V. Alors x = (exp 3)*> = P(exp 3)e et donc
S C Ke. Comme S et Ke sont connexes on obtient 1’égalité. Puisque chaque composante
connexe de X est de la forme Sy = exp, V= (f) pour f € X, un raisonnement analogue au
précédent montre que K opére de maniére transitive sur chacune d’entre-elles. O]

Nous avons vu en 1.3.15 que si V' (simple) n’est pas de type tube ou si V' n’est pas
réduit (types B,, C, et BC,.), alors ¥ est connexe et homogéne sous K. Si V est de type C.
(i.e. tube non réduit) on appelle 3 la frontiére de Shilov de D (par analogie aux domaines
hermitiens symétriques de type tube). Nous allons voir que dans le cas tube réduit (types
A, et D,), ¥ n'est pas connexe. Toutefois, on est capable de déterminer le nombre de
composante connexes de .

THEOREME 3.2.8. Soit V un STJP simple de type tube réduit, et soit r son rang réel.

(1) Si'V est de type A, (i.e. V.= V7T (e) pour un certain tripotent mazimal e de V),
alors Uensemble des tripotents mazimauz de V est {x € V |z = j.(x)} et posséde
r 4+ 1 composantes connexes, toutes homogenes sous K.

(1) Si 'V est de type D, (i.e. V. = Va(e) = VT(e) @ V~(e) pour un certain tripotent
mazimal e = e; + ...+ e, avec VT (e) simple et V~(e) # {0}) alors ¥ posséde deux
composantes connexes sur lesquelles K est transitif. Plus précisément,

(a) sir est pair alors la composante conneze différente de S est Sy ou f = e—2e, ;
(b) sir est impair alors la composante connezxe différente de S est =S = S_..

Dans ces cas, on appelle S la frontiére de Shilov associée au tripotent maximal e.

Démonstration. SiV = V™ (e) pour un certain tripotent maximal e, alors z — $(z+e) est
une bijection continue de ¥ sur 'ensemble des idempotents de V' (e). Le résultat provient
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alors du fait que I’ensemble des idempotents d’une algébre de Jordan euclidienne de rang
r posséde r + 1 composantes connexes (voir par exemple [FK94, Proposition IV.3.1]).
Le second point est di & Helwig (cf [Hel70, Satz 5.3, (B1), (B2)])- O

EXEMPLES 3.2.9: D = SO,(r,r)/SO(r) x SO(r) est de type D, (V = M(r,R)) et
Y. =0(r). Sie=1, alors S, = SO(r).

3.2.3 Transversalité

Achevons cette section en donnant le lien qui existe entre V'~ et S_., et exhibons la
notion de transversalité qui en découle.

PROPOSITION 3.2.10. On «
(V) ={r €X|det(e —x) #0} C S_..

En particulier, v (V™) est un ouvert connexe non vide et dense de S_..

Démonstration. Soit v € 771 (V™), z=e—2(v+e)™' = (v—-e)(v+e)~! pour un certain
v e V™. Alors z et e — x sont inversibles et

s t=@w+e) v—e)t=—(v+e)le—v)!
=@w—e]llvt+e) ] =a"

Soit x € 3 tel que e — x soit inversible. Alors

Ye(x)" = 7e(2*) = —e 4+ 2(e — 2*) !
=—e+2e—a ) =—-e—22(c—2)"

= —e(z)
et donc v.(z) € V—. D’ou
71 (V) = {r € 2| det(e — x) # 0}.

En particulier, 721 (V™) est ouvert dans X, et est connexe comme image continue d’un
connexe. Finalement, 7, '(V ™) contient —e, d’ou le résultat. O
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DEFINITION 3.2.11.
Pour z,y € V5, on on dit que x et y sont transverses et on note x Ty si

det(z —y) # 0.

Pour z € X, notons z; := {y € X |z 7y}. D’aprés 3.2.10, e; = 7,1 (V") C S_.. Soit
xr €8 ;de 3.2.7, on tire 'existence d’un k£ € K tel que z = ke et donc, pour y € 3,

det(z —y) # 0 <= det(e — k™ 'y) #0 <= k™ 'y €. (V7).

On en déduit que
. =ky,'(V)CS . =8,

est un ouvert non vide et dense de S_.. Par conséquent, pour tous z,y € S on a z;Ny; # 0.

COROLLAIRE 3.2.12. Pour tout x,y € S, on peut trouver k € K tel que —k(z) T e et
—k(y) Te.

Démonstration. Soient x,y € S. D’aprés ce qui précéde, il existe z € S_, tel que x T 2
et y T z. Par homogénéité de S_. sous K, il existe k € K vérifiant k(z) = —e. Les deux
éléments —k(z) et —k(y) sont alors transverses a e. O

3.3 Groupe des automorphismes du domaine tube et son
algébre de Lie

Nous nous intéresserons dans cette section au groupe G(Tg). Les résultats énoncés ici
sont une généralisation de ceux obtenus dans [FK94, X.5|. Précisons tout de méme que
les preuves sont inspirées pour une grande part de [FK94, X.5].

Rappelons que G(Tg) est le groupe des automorphismes du domaine symétrique Ty, =
Q@ V™ =~.(D) et que par conséquent,

G(Ta) =7." 0 G(D) o .
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3.3.1 Factorisation

Soit
G(Q) :={g € GL(V)|g2 =Q,g" = g}.

Le cone 2 est homogéne sous G(2). En effet, pour tout élément z de V', on a P(z)* =
P(x) et donc, si x est inversible, la restriction de P(z) & V't est un élément de GL(V™).
Aussi, P(z)e = 22 € Q donc P(z)Q) est la composante connexe de x? dans I’ensemble
(VT)* des éléments inversibles de V', qui n’est autre que 2. D’otl

Q= {2z € (VT)*} = {P(x)e|lr € (VT)*} C G(Q)e C Q.

LEMME 3.3.1. Pour tout g € G(Q), il existey € (V*1)* et k € G(Q)° tels que g = P(y)k,
ot G(Q)° désigne le stabilisateur de e dans G(2).

Démonstration. Tl existe y € (V1)* tel que ge = P(y)e et donc P(y)~'g € G(Q)°. O

Le groupe G(£2) opére naturellement sur T par z — gz donc G(2) s’identifie & un
sous-groupe de G(Ty). On note t, : x — x+v les translations de vecteur v € V. L’ensemble
Nt :={t,Jv € V~} est alors un sous-groupe abélien de G(Tg), isomorphe a V.

LEMME 3.3.2. On a
G(To) = NTG(Q)G(To),

o G(Tq)¢ désigne le stabilisateur de e dans G(Tg).

Démonstration. Soient g € G(Tq) et ge .=z +y € Qd V. Alors il existe h € G(2) tel
que x = he et donc
ge =t, 0 h(e).

L’éléement g’ :=h~' ot o g de G(Tq) vérifie g'e = e donc ¢’ € G(Tq)° et

g=tyohog.
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3.3.2 Transformations affines

Nous allons maintenant nous intéresser aux applications affines de V' qui préservent Tg,.

D’aprés (3.3), tout élément de Ty est inversible donc 5 € G(Tq)¢, et on sait que
G(Ta)* =70 G(D)" o, ! = 7.0 Aut(V) o,
Soient g € G(T)¢ et h € Aut(V) tels que g = . o h ot Alors
jogoj=joy.ohony oy
=70 (=Id)oho(~Id) o
=% ohoy =g

Aussi, un élément g dans G(Tg) vérifiant yo g = g o j est dans G(Tq)°. En effet, un tel
élément satisfait a 'égalité (ge)™' = ge et comme e est 'unique point fixe de j dans Ty,
on déduit que ge = e. D’ou

G(Ta)* ={9 € G(Ta)lyogoy=g}.
En vertu de 3.1.7 et de 3.1.6, on obtient
G(Ta)*NGL(V) C Str(V)° = Aut(Vs).

Soit maintenant g € G(Tq)* N GL(V) et soit h := v, ' o go . € Aut(V). Comme

Ye = Ve, Ol A

*—1

9" =(eohor ') =9 oh o

=ye0 hton!

=7Y.ohoP(h™le)o, .
La linéarité de g fournit

0= g(0) = 7ehy."(0)
donc
Ye 1 (0) =~y H(0).

Puisque 7, (0) = —e, on obtient h(e) = e et g* = g. En utilisant (3.4), on trouve

G(To)*NGL(V) C {M € Aut(V3)|M* = M} = Aut(V)".

Réciproquement, on a Aut(V)¢ C Aut(V:) donc tout élément g de Aut(V)¢ satisfait
Yeogot =g, ce qui veut dire que

Aut(V)e = vy, 0 Aut(V) oy, C G(Ty)".

11 vient
G(To)*NGL(V) = Aut(V)".
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Enfin, nous avons 'égalité Aut(V)® = G(Q)°. En effet, G(Q)¢ C G(Tu)* N GL(V) =
Aut(V)¢. Réciproquement, soient g € Aut(V)¢ = {M € Aut(Va)|M* = M} et z € Q.
Alors z = y? pour un certain y € (V)% et

gz = (gy)* € Q

donc Aut(V)¢ C G(Q2)°. On a obtenu le résultat suivant :

LEMME 3.3.3. Nous avons la suite d’égalités suivante :

G(To)* NGL(V) = Aut(V) = G(Q)°.

COROLLAIRE 3.3.4. Soit M € GL(V) et v € V. La transformation affine
x— Mz +v

est dans G(Tq) si et seulement si M € G(QQ) et v € V~. Autrement dit, le groupe des
transformations affines de Tq est le produit semi-direct G(2) x NT.

Démonstration. Si M € G(2) et v € V~ alors © — Mz + v est dans G(Tg). Abordons la
réciproque. Pour cela, considérons les projections vy de v sur V*. Puisque ¢, est dans
G(Tq), 'application x — Mz +v est un élément de G(T5) si et seulement si ¢,, o M DPest.
D’aprés 3.3.2, il existe w € V—, h € G(Q) et g € G(Tn)° tels que t,, oM =t, 0hog.
Alinsi,

M =ho thfl(w—u) og

et la linéarité de h=! o M entraine celle de th-1(w—vy) © g- Par suite, g est I'application
affine z — ¢’z +u avec ¢ = h™' oM € GL(V) et u = h™'(vy —w) € V. Maintenant,
sachant que g = jg), pour tout € > 0 on a

eg'e +u = g(ce) = jg7(ce) = e(g'e + eu) ™.
Par continuité, on obtient u = 0. Ainsi w = v, = 0 et g € GL(V). Le résultat découle

alors de 3.3.3. []

Ce résultat est essentiel pour la suite car il va nous permettre d’exhiber des générateurs
du groupe G(Tq).
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3.3.3 Générateurs

PROPOSITION 3.3.5. Soit g € G(Tq)¢ et h == v, 'gv. € Aut(V). Si h™le T e alors
g€ N*G(Q)N*.

Démonstration. D’aprés 3.2.10, la condition det(e — h™'e) # 0 assure Pexistence d’un
éléement v € V'~ tel que hle = v, (v). Soit z € Ty. Alors

9(z) = ve(hy; ' (z)) = —e+2(e — hy, H(x))
= —e+2(h(v. ' (v) — 7. N (2)) "

Mais h € Aut(V) = Str(V) N O(V) donc

(h(ve ' () =7 (@) = Th (v () = 7 (@)™
=" (7 (w) =72 (@)~

Alinsi,
g9(x) = —e+ 20" (7. (v) =7 (@)
=—e—h*((e+v)" —(eta))
Utilisant I'identité de Hua suivante (cf [McC78, p.618])
al—(a+b)'=(a+Pla) )
avec a = e+ v et b= — v, on obtient

g(z) = —e—h*(e+v+ Ple +v)(z —v)™)
= —e—h*(e+v) —hPle+v)(z—v)"
= —h*Ple+v)(yot_,(z)) —e—h*(e+v).

La proposition 3.3.4 donne que got, 07€ NTG(Q) et donc g € NTG(Q)yN ™. O]

THEOREME 3.3.6. La composante neutre L de G(Tq) est engendrée par N*, G(Q) et
par l'tnversion ).

Démonstration. En vertu de 3.3.2 et de 3.3.5, il suffit de montrer que tout élément g
dans L¢ := L N G(Tq)¢ vérifiant det(e — h™'e) = 0 est engendré par N*,G(Q) et 7, ou
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h = . 'g7. est un élément de v, ' L%y, = G° = K. Soit g un tel élément. D’aprés 3.2.12,
il existe k € K tel que

det(e + k7 'h7le) #0 et det(e+k'e) #0.
Utilisant 3.3.5, il vient déja
g:="e0(=k)oy ' € NFG(Q)NT.
De plus, il existe v € V™ vérifiant (—hk) 'e =, !(v). Soit maintenant z € Ty. On a

g9(x) = 7e(hy. H(2)) = —e +2(e — Iy H ()™
= —e+2(=hky ' (v) = bt (x) ™
= —e+2(—hk(y, ' (v) + k' (@)

= —e =20k (77 (v) + KTy (@)

= —e— 20"k (7, (v) =, g (=)

)
-
e )"

Reprenant les calculs effectués dans la démonstration de 3.3.5, on obtient que g o g est
dans NTG(Q)yN* et donc g est bien dans le groupe engendré par N*, G(Q) et par . [

3.3.4 Relation entre les groupes G(f2) et Str(V)

Faisons finalement le lien entre les groupes Str(V') et G(£2), dans le cas out V' est simple.

LEMME 3.3.7. Si V' est simple alors un élément x de VT est dans QU (—Q) si et
seulement si P(x) > 0.

Démonstration. Soit x € QU (—Q); z = +y? avec y € (V) et donc
P(z) = P(£P(y)e) = P(y)* > 0.

Abordons la réciproque. D’abord, pour x € V*, P(z)* = P(z) donc P(x)y+ € GL(V™).
De plus, il existe un repére de Jordan {c;} de V't et des nombres réels {);} tels que
x =3 Nc. StV =@,V désigne la décomposition de Peirce de V* relative a {c;},
alors la simplicité de V* donne V7 # {0} pour i # j ([FK94, IV.1.2 et IV.2.3]). Si
P(z) > 0 alors P(z)y+ > 0 et puisque P(x)y+ vaut \;\; sur V;F, on a nécessairement
AiAj > 0 pour tous 7,j. Il vient A; > 0 ou bien \; < 0 pour tout i et par conséquent
r € QU (—Q). O
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La proposition qui suit généralise un résultat connu pour les algeébres de Jordan eucli-
diennes (voir par exemple [FK94, VIIL.2.8]).

PROPOSITION 3.3.8. Supposons V' simple. Si V. =V (e) est de type A,, ou bien si V
est C. ou D,., alors

{g e Str(V)|g" = g} = £G(Q).

En particulier, G(Q2) est stable par conjugaison par j, i.e.

Démonstration. On déduit de 1.3.5 et 1.3.13 que dans les cas considérés, VT = V7T (e) est
une algébre de Jordan euclidienne simple. Soit g € Str(V') tel que g* = g et soit z € Q.
Alors gz € V7T et

P(gx) = gP(x)"g >0

donc 3.3.7 donne gz € QU (—Q). Comme (2 est connexe, on obtient g2 C Q ou bien
gQ C —Q. 1l en est de méme pour g~! donc g =  ou bien gQ = —Q. Par conséquent,

{g € Str(V)|g* = g} C £G(QQ).

Soit maintenant g € G(2). On écrit g = P(y)k avec y € (V) et k € G(Q)° (3.3.1).
Comme P(y) € Str(V) est tel que P(y)* = P(y), et comme d’aprés 3.3.3 et 3.1.10 on a

+G(Q)° = £Aut(V)° = {g € Aut(V)|g* = ¢}

on trouve que £G(2) C {g € Str(V)|g* = g}. La deuxiéme assertion résulte de 3.1.7 et
du fait que Q(e) o jo Q(e) =y sur V;* d’aprés 3.1.1(iv). O

3.3.5 L’algébre de Lie de G(1y)

Notons g(7y) 'algebre de Lie de G(Ty) et g(Q2) celle de G(2). Soit K€ le sous-groupe
d’isotropie de e dans K. Alors d’aprés (3.4), on a

K¢ =KnAut(V)* = K N Aut(Vs)

et 3.3.3 donne
K¢ =KnG(Q)~.

Utilisant (3.6), il vient

Lie(K®) = {D € Der(V3)|D* = D} = t*.
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Au vu de 3.3.1, (3.6) et (3.7), on obtient
g Q) =@ LV ={X este(V)|X* =X} =ste(V) @ste(V7).

Si X € g(Tq), on note X le champ de vecteurs complet sur T, correspondant a X, qui
est défini par

X(z) = %lt-o(exp(tX)z) .

ol gy := exp(tX) est le sous-groupe a un paramétre associé¢ a X.

Pour u € V7, ¢:(z) = z + tu définit un sous-groupe a un paramétre de N dont le
champ de vecteurs sur T associé est le champ de vecteurs constant

~ d
X(z2) = — ——
(2) 7 ‘tio(z +tu) =u

Notons N~ := jN*j; N~ est un groupe de Lie abélien isomorphe & V~. Pour v € V
g(2) = (z7t +tv)™!

définit un sous-groupe & un paramétre de N~ dont le champ de vecteurs associé est
quadratique, donné par

~ d
X(z)=—
(=) dt =0

=—P(z)v .

(z7" 4+ t)™!

On notera dans la suite p, le champ z — P(z)v. Avec cette notation, pour A € R on a
Pro = APy
Pour A € g(2),
g1(z) = exp(tA)z

définit un sous-groupe a un paramétre de G(£2) dont le champ associé est linéaire :

X(z2) = %|t20(exp(tA)z) = Az .

Notons [ 'ensemble des champs de vecteurs X sur T de la forme

X(z) =u+ Az — py(2)

avec u,v € V~ et A € g(Q); [ est une algébre de Lie de dimension finie pour le crochet
usuel

[X,Y](z) = Dy, X (2) = Dg, Y (=) -

(2)
Notons [ (respectivement [;) la sous-algébre de Lie abélienne de [ correspondant aux
champs de vecteurs constants u € V'~ sur Tq (respectivement quadratiques p, avec v €
V), et posons [y = g(€2).

97



LEMME 3.3.9. L’algébre de Lie | =1_1 @ ly D [y est 3-graduée, i.e. pouri,j € {—1,0,1}
on a
[, ] C Gy

ot l'on pose [_y =l = {0}.

Démonstration. D’abord, [_; = Lie(N") et [; = Lie(N~) sont deux sous-algébres abé-

liennes de [ donc
4, 14] = [k, 4] ={0}.
Aussi, [y = Lie(G(£2)) est une sous-algébre de [ donc [ly, [p] C lh. On distingue ensuite
trois cas :
(i) si X(2) = u, Y(2) = Az alors

(X, Y](2) = =Dx,)Y(2) = —Au

done [I_y, 1] C I_y;

(i) si X(2) =u, Y(2) = pu(2) = P(2)v alors
[X,Y](2) = =Dg(,,)Y(2) = =2P(z,u)v = 2Q(z, u)v = 2(uov)(z)

donc [I_,1] C lo;

(iii) si X(z) = Az, Y(2) = pu(z) = P(2)v alors
[X,Y](z) = AP(z)v — 2P(z, A2)v .
Utilisant le fait que A € ste(V) = str(V3), on a d’aprés (3.5) identité
2P(x, Ar) = AP(z) + P(z)"A (Vz € %),

ce qui fournit
[X,Y](2) = —P(2)"Av = p_3,(2).

D’ou [[0, [1] C [1.

Le but de ce qui suit est de montrer que 'on a 'égalité [ = g(Tg).

Si D € ¢ = tNnDer(V4), exp(tD) € Aut(V3) donc v, oexp(tD) o7, = exp(tD) définit
un sous-groupe a un parameétre de U := L¢ =, 0 K o+, !. Si v € V—, 'application

X =8 Gees(tL) ()

= Dexp(tL(U))7;1(2)7€ oD, (exp(tLO}))’Ye_l)‘t:O
= D,ygl(z)’Ye(L(U)'Ve_l(z))
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définit un champ de vecteurs sur Ty. Mais écrivant v.(x) = —e + 2j(e — x), on obtient
Dy = 2P(e — w) ™! et par suite

X(z) =2P(e — 7. (2)) ' L(v)1. ()
= 2 Ple+ 2L (2)
= S Ple+ L0 ()0)
Utilisant I'identité [FK94, 11.1.1, (iii)|, pour x,y dans R[z] on obtient
P(z)L(y) = P(xy,x) .
Puisque e + z et v, (z) sont dans P'algebre de Jordan associative R|z], il vient

P(e+2)L(7. " (2)) = P((e + 2)7. ' (2), e + 2)
P(z—ee+2)
P(z) —1d.

Le champ de vecteurs associé au sous-groupe a un paramétre 7y, o exp(tL(v)) oy, ! de U
est alors

() = 5(P() ~ 1)),

On en déduit que le champ de vecteurs X associé au sous-groupe a un parameétre 7y, o
exp(t(D + L(v))) oy, ! de U, avec D + L(v) € &, s’écrit

1 1
X(z) = —5v + Dz + §P(z)v.

D’ou :

PROPOSITION 3.3.10. Soit ki(2) = exp(tA)z un sous-groupe & un paramétre de K, avec
A=D+L(v)et=pL(V™). Alors g; = yeok;ovy, ' est un sous-groupe a un paramétre
de U et le champ de vecteurs sur Tq associ€ est donné par

1
X(z) = —5Y + Dz —p_%v(z).

En particulier,
u:="Lie(U)={v+ D —p,lve V™, D € ¢}.

COROLLAIRE 3.3.11. L’algébre de Lie g(Tq) de G(Tq) s’identifie a [’ensemble des champs
de vecteurs sur Tq de la forme

)z(z) =u+ Az —p,(z) (u,ve V7, A€ g(Q),

i.e. [=g(Tq).
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Démonstration. On a clairement [ C g(75). Reste & prouver U'inclusion inverse. Soit & un

sous-groupe a un parametre de L. D’aprés 3.3.2, on peut écrire

& =mntohiog,

avec ny € N, hy € G(Q), et g € U, dans le sens ou 'application R — N x G(Q), x U
est lisse. La dérivée en 0 de t +— M (respectivement t +— hy, t — g;) est un champ de
vecteurs X; (respectivement X, X;3) dans I algébre de Lie de N (respectivement G(€2),

U), et le champ de vecteurs associé a & est X = X1 + X2 + Xg el

Soit 7 I'automorphisme involutif de [ définie comme suit :

[L12u —p,
T:{h3A —~-TA.
[19]71, — v

On note
F={X ellrX =+X}

les sous-espaces propres de 7 pour les valeurs propres +1. On vérifie que
"={u+D—-p,ellueV ,Det}=u

et
m={v+La)+p, €veV ,aeV}=m.

Aussi, T renverse la graduation, i.e.

et pour x,y,z € V~, on a la relation

(9,2} = glle, 7). 7] = 5o, ) 2]

]

(3.9)

la derniére égalité découlant de I'identité de Jacobi. En particulier, [_; posséde une struc-
ture de STJP. Soient maintenant By la forme de Killing de [ et ad; la représentation

adjointe de [. L’identité (3.9) se réécrit
1
roy = §ad[x oadi(7(y)),

ce qui fournit légalité
By(x,p,) = 28(z,y) (z,y €V).

Si 'on identifie [; & V'~ via 'isomorphisme p, — v, on voit que ad(A opére sur V'~ par
—TA. Ainsi, ad(A o adA’ opére par restriction a [_; par AA’, et par restriction & [; par
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"(A’A). On montre ainsi (comme dans 3.1.16) que si X = u+ A — p, est un élément non
nul de [, alors

B(X,7X) = =By (A, TA) — 2Tr(ATA) — Bi(u, p,) — Bi(v, po)
= — By, (A, TA) — 2Tr(ATA) — 28(u,u) — 2B8(v,v) < 0
ou By, désigne la forme de Killing de [,. Par conséquent, [ est une algébre de Lie semi-
simple et 7 est une involution de Cartan de [. En particulier, u est une sous-algébre de
Lie compacte maximale de [ et donc U est un sous-groupe de Lie compact maximal de L.
Enfin, on vérifie facilement que [[_1, ;] = V= oV~ = ste(V ) et égalité [; = ste(V )
ste(V~) donne alors

9(To) =ste(VH el oste(V) L Zste(VH)  KKT(V ™).

3.4 La frontiére de Shilov S

3.4.1 Type A,

Supposons dans un premier temps que V = V' (e) est un STJP simple de type A,.
Alors Q(e) = Idy et d’aprés 3.1.10

Aut(V) = £Aut(V)° = £Aut(1a), K = Aut(V), = Aut(V2),.

Aussi,
G(Q) ={g € GL(V)|gQ2 = Q}
et 3.3.8 donne
Str(V) = £G(9).
Le théoréme 3.2.8 fournit .
Y= |_| K- €or—0-
£=0

En effet, K est transitif sur Pensemble des idempotents de rang ¢ de V5 = V*(e) pour
tout £ =0,...,r ([FK94, IV.2.7]), et notant eg = 0 et ey = €1 + ...+ e, pour £ > 1, les g4
sont des représentants des orbites de l'action de K sur ’ensemble I des idempotents de
V5. Mais puisque chaque €, est en correspondance avec eg,_, via la bijection

I =3 c—2c—e,
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les e; ¢ forment un systéme de représentants des orbites de K sur X. En particulier,

S ={e}, S .={—e}.

3.4.2 Types C, ou D, : compactification projective du STJP V'~

Nous supposerons maintenant que V est un STJP simple de type C. ou D,. Ce qui
nous intéresse ici c¢’est le R-espace symétrique correspondant au STIJP (V—,{}).

L'élément E := —L(e) € y vérifie ad;(E) = jId;, pour j = —1,0,1 et 7(E) = —F, ce
qui veut dire que F est I'opérateur d’Euler de 1’algébre de Lie semi-simple réelle 3-graduée
L.

LEMME 3.4.1. La sous-algébre lo & Iy de | est parabolique maximale. En particulier,
P :=G(Q)N~ est un sous-groupe parabolique mazximal de L.

Démonstration. On se donne un sous-espace abélien maximal a de m qui contient F, [* les
sous-espaces radiciels associés et A le systéme de racines restreintes associé. Soit de plus
c(a) le centralisateur de a dans [. Alors d’aprés|KA88, Lemme 1.1],ona A = A_j LA UA,
avec A; = {a € Ala(E) = j} et

lh=c(a) ® 1,

aElg

[, = @ [,

CMGA:H

D’ou le résultat. [

L’application qui vaut 1 sur [y et —1 sur [_; @ [; définit un automorphisme involutif o
de [ qui commute & 7 et £ = Lie(K°) est la sous-algebre des points fixes de la restriction
a u de o, de sorte que (u,0),) est une paire orthogonale symétrique. L’automorphisme o
n’est rien d’autre que ’application X — X™.

PROPOSITION 3.4.2. L’espace M := L/P = U/K* est un R-espace symétrique, c’est la
compactification projective du STJ positif V—. En conséquence, V~ se plonge dans M via
Uapplication v — t,P, et son image est un ouvert dense.
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Démonstration. Cela résulte de ce qui précéde et du fait que PNU = G(Q)NU = K°¢
(cf. annexe A). O

Rappelons maintenant que ’'on a
K¢ C Aut(V)* ={g € Aut(V3)|g* = g}.

Ainsi, K¢ est contenu dans le sous-groupe de K formé des points fixes de l'involution
g — g*. D’ou

PROPOSITION 3.4.3. L’ espace homogéne
S=expV =2 K/K*

est un espace riemannien symétrique compact dont l’espace tangent au point e est V.

COROLLAIRE 3.4.4. Soit K la composante neutre de K¢ ; K opére transitivement sur
lensemble des sous-espaces plats mazimauz du systéme triple de Jordan positif (V—,{}).

Démonstration. Comme V'~ est 'espace tangent au point e de 'espace symétrique com-
pact K/K¢, [Loo69, Part II, VI.1.2 (b)] donne que K¢ est transitif sur I'ensemble des
sous-espaces abéliens maximaux de V'~ (vu dans ). Aussi, tout sous-espace abélien maxi-
mal de V'~ est isomorphe & un sous-espace plat maximal de (V—,{}) (cf 2.3.3). O

En prolongeant par continuité 'action de L & V~, on peut définir le stabilisateur L°
de 0 € V™ sous L. On obtient immédiatement que

L°=P

Ensuite, on définit une action de G sur 7, (V™) C S_. via Paction de L sur V™ et via la
transformation de Cayley partielle ~.. Puis, utilisant 3.2.10, on étend par continuité cette
action a S_, tout entier. Comme K C G, 'action de G sur S_, est transitive. On montre
de la méme maniére que GG opére transitivement sur chaque composante connexe de .

PROPOSITION 3.4.5. Les stabilisateurs de —e et e sous G sont respectivement G—¢ =
Ve Pre et G¢ = 'G(QN ..

Démonstration. Puisque v.(—e) = 0, le stabilisateur de —e dans G est v, *L%y.. Mainte-
nant, le stabilisateur de e est

G°=(-Id) oG o (~Id) = (—Id) o7, '"G(Q)N . o (—Id)
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et utilisant les identités v, o (—Id) = yo . et N~ = 3N*j, on obtient

G¢ =7, 19G(Q)IN Ty, = v TG (Q)N ..

PROPOSITION 3.4.6. S est un R-espace symétrique :
S=G/G°= K/K".

De plus, S s’identifie a la compactification projective du STJP V™.

Démonstration. On montre comme dans 3.4.1 que G(Q)N* est un sous-groupe parabo-
lique maximal de L. Les égalités G¢ = 7. 'G(Q)N T, et K =+, U+, donnent

G NK =7 (GOQNTNU)ye =7, K = K°

et puisque la paire (K, K¢) est symétrique, S est alors un R-espace symétrique. Finalement
S s’identifie via la transformation de Cayley partielle v, au R-espace L/P = U/K¢, d’ou
la deuxiéme assertion. O

EXEMPLE 3.4.7: (i) V = M(r,H) avec e = 1, : alors o* = 'Z, V¥ = Herm(r, H),
V= = Aherm(r,H) et S = Sp(r);

(i) V = M(r,R) avec e = 1, : alors 2* = 'z, VT = Sym(r,R), V- = Asym(r,R) et
S = 50(r).

(ili) V = M(r,C) avec e = 1, : alors 2* = 'T, V' = Herm(r,C), V- =iVt et S = U(r).

3.4.3 Le STJP V—

Cas non réduit. Supposons que V soit simple et de type C,. Alors V7 # {0} pour
tout i =1,...,r. Soit v; € V,; tel que v} = —e; comme dans 1.3.7. Alors

v, 0V; = L(BZ) = €;0€;

104



et v; est un tripotent de V. De plus, 1.3.28 entraine que v; est un tripotent primitif de V,
et donc aussi de (V' ~,{}). Maintenant, pour tout j # i, on a

{vi,vi,v;} = e;oe;(v;) =0

donc v; et v; sont orthogonaux. On en déduit que (v, ..., v,) est un repére de Jordan de
(V. {}) et de (V—,{}). On a prouvé le résultat suivant :

PROPOSITION 3.4.8. 5i V est simple et de type C.,, alors le sous-systeme triple réel
positif (V—,{}) est de méme rang réel r que (V,{}). En particulier, S est un espace
symétrique de rang r. De plus, (V~,{}) est de type tube (i.e. A, ou C,. ou D,) et si 3~
désigne l'ensemble des tripotents mazimauz de (V= ,{}), alors ¥~ =V~ NX.

REMARQUE 3.4.9: En utilisant la classification des STJP V de type C,, on constate
que V™ est A, si et seulement si V' est un STJHP considéré comme réel, et V'~ est C, si
et seulement si V' est absolument simple. Par conséquent,

(Vest C.) = (V™ est A, ou C,).

EXEMPLE 3.4.10: (i) V.= M(r,C) avec e = 1, : V est C, et V— = iHerm(r,C)
est A, ;

(i) V= M(r,H) avec e =1, : V est C, et V— = Aherm(r,H) est C,.

COROLLAIRE 3.4.11. 5@V est simple et de type C, alors pour tout v € X~ =V"NX,
on a \%(e:l:v) € X et v.(v) =w.

Démonstration. On a
(e+v)oletv)=ecoex(eov+wvoe)+vov
et utilisant 3.2.3 et 3.1.2 on trouve
(e£v)oletwv)=2Id

et de nouveau 3.2.3 donne \%(e +v) € . On obtient en particulier (e £v)* =2(e £v)™!
et donc
Ye(v) = —e+2(e —v) ' = —e+ (e —v)* = 0.
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Cas réduit non euclidien. Nous supposerons ici que V' est simple et de type D, (donc
V= #{0}). Alors r > 2. En effet, tout STJP simple de rang réel 1 et de type tube réduit
est nécessairement isomorphe a I’algébre de Jordan euclidienne R (cf. 1.3.13).

Sir =2alors V2 RP avec 2 < p < [EX4] (cf section 1.5). De plus, V;; =V~ = R
et VT = R x R? est simple. Si » > 3 alors 1.3.17 entraine que VT est simple et
dim V;; = dim V;] > 1. Dans tous les cas, V;; # {0} pour tous i # j.

En vertu de 1.3.7, pour tous i # j, il existe v;; € V,; vérifiant vfj = —(e; +¢€j). On a

ainsi

Uz'jDUij = L(GZ +€j) = e;0¢e; + €jEI6j
donc v;; est un tripotent et

Va(vij) = Vales + €5) = Vi @ Vi @ V5.
Soit = € Va(vy;) NV~ =V,;. On a

Q(vyy)r = P(vy)a* = —P(vy)xr = —(2L(vy;)x + L(e; + ¢;)z)
et comme vz € Vi @ V[ = Re; @ Rej, on obtient vz = Xe; + pe; et
Qvij)r = —((A+ p)vij + ).

D’ot, (V7)*(vi;) = VT(vi;) NV~ = Ruy; et v est un tripotent primitif de (V—,{}).
Soient maintenant k # [ tels que {i,j} N {k, 1} = 0. Alors v;; et vy sont orthogonaux
puisque les régles de Peirce donnent

{vij, vij, v} = e;oei(vn) + ejoej(v) = 0.
Finalement :

, 5, on se donne v; un élément de Vi, ., vérifiant

tripotents primitifs vy,...,vz de V7 (e), orthogonaux

1) Si r est pair : pour ¢ = 1,...
v? = —(eg_1 + €3). On obtient

r
z 2
z

deux & deux, et I'élément v = > 2, v; vérifie

r r
2 2

vov = E V;0V; = E V; 0V;
i=1

ij=1
T
2

%
= Z L(egi—1 +ea) = 2(62171 O€gi—1 + €2;0€9;)
i=1

i=1
r
= Z€iD€i = ecoe
=1
= Idy.

En vertu de 3.2.3, v est un tripotent maximal de (V,{}) et de (V—,{}). On en déduit que
le systéme triple de Jordan réel positif (V' =, {}) est de type tube et de rang réel 7.
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2) Sir est impair : comme pour le cas pair, on choisit % tripotents primitifs vy, . . . yUr1

orthogonaux deux a deux de V'~ (e) tels que v; € Vy;_, 5, et v? = —(e9;_1+€9;); le tripotent
r—1
v=>,% v; vérifie alors

r—1
2

vov = 5 (€9i—1 D691 + €2;0€9)
=1
r—1
= E €, o0¢e;
=1
=enoe—e,0€,

=Idy —e,oe,.
Soit x € V—; I'égalité vov = Idy — e, oe, donne
vov(x) =0<=x € Va(e,) NV =V ={0}.

On en déduit que (V7)o(v) = {0}, ¢’est-a-dire que v est un tripotent maximal de (V =, {})
(cf 1.2.11). Donc (V,{}) est un systéme triple de Jordan réel positif de rang réel 5.
De plus, V™ n’est pas de type tube. En effet, si V= était de type tube alors I’égalité
vov = Idy —e, oe, entrainerait e, oe,(x) = 0 pour tout élément x de V~i.e. V= C Vy(e,).
Puisque pour tout j on peut construire comme précédemment un tripotent maximal v(75)
de V'~ vérifiant v(j)ov(j) = Idy — ejoe;, on obtiendrait V= C Vi(e;) pour tout j =
1,...,r, et par conséquent on aurait

V- C ﬂ Vo(ej) = Vi(e) = {0},

d’ou la contradiction.

REMARQUE 3.4.12: L’élément v+e, est un tripotent maximal de V' puisque les régles
de Peirce donne voe, = e,.ov =0 et donc

(v+e)o(v+e)=vov+e.ne =Idy.

On a prouvé le résultat suivant :

PROPOSITION 3.4.13. 5@V est un STJP simple de type D, alors r > 2 et le sous-STJP
(V7. {}) est de rang réel s = [5]. En particulier, S est un espace symétrique de rang s.
De plus, V~ est de type tube (i.e. As ou bien Cy ou bien D) si et seulement si r est pair
et dans ce cas, ['ensemble des tripotents mazimaur de V~ est X~ =X NV ™.
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EXEMPLE 3.4.14: (i) V=M(2s,R), e =19, : Vest Dys et V- = Asym(2s,R) est
Dy ;
(i) V=RPlavec2 < p < [E9]: Vst Dyet V- = RP!est Ay sip=2ouCsip>3.

COROLLAIRE 3.4.15. Supposons V simple et de type D,.
(i) Siue V™ alors rg(u) est pair.
(i1) Sir est pair alors pour tout v € ¥, on a \/Li(e +v) €X et Y (v) =v.

Démonstration. Un élément u de V™~ est conjugué sous K¢ a Zle Aiv; pour certains réels
non nuls \;, ot les v; désignent les tripotents primitifs de (V' =, {}) construits plus haut.
Donc

rg(u) = rg(z Aiv;) = rg(z v;).

- ¢ 20 .
Puisque 'on a ) ,_, v;o0v; = >, e;0¢;, on obtient

(27)- (%) -Breneen= () (£4)

et 1.3.28 donne finalement rg(u) = rg(327, e;) = 2C.
La preuve du second point est identique a celle de 3.4.11. O

PROPOSITION 3.4.16. Supposons encore V simple et de type D, et considérons de nou-
veau Y~ = X N V™. Sont équivalents :

(i) S~ #0;

(ii) V-NV(r) #0;
(1ii) r est pair;
(iv) —e € S.

Sous l'une de ces conditions, on a ¥~ C (+e); C S.

Démonstration. (i) = (i) : Evident car V(1) est 'ensemble des éléments inversibles de
V' (cf 1.3.27).
(17) = (uii) : S’il existe v € V™ tel que detv # 0 alors nécessairement 7 est pair
puisque
detv = det(v*) = det(—v) = (—1)"det v.
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(7i1) = (iv) : Les régles de Peirce font que le tripotent maximal v = Z§=1 v; construit
plus haut vérifie v2 = —e et donc —e € S d’aprés 3.2.4.

(iv) = (i) : D’aprés 3.2.4, il existe # € X tel que 2 = —e. Par unicité de I'inverse, on
trouve —x = 7! = 2*.

Soit v € X7 ; d’apres 3.4.15, ez est inversible d’inverse 1(exv)*, et donc v € (Fe); C

3.5 Actions de (G

Dans cette section, V' est supposé simple et de type C, ou D,. On va s’intéresser a
I'action diagonale de G sur § x S et sur les triplets d’éléments de S transverses deux a
deux. Dans |[CKO07|, les auteurs utilisent de maniére cruciale la théorie des algébres de
Jordan euclidiennes. Le travail qui suit développe des idées fortement inspirées de [CKO07|
mais adaptées au cadre plus général des STJP.

3.5.1 Indice de transversalité

Pour u,v € V, on pose
i, v) = rg(u —v).
En vertu de 1.3.27,

p(u,v) = pu',v') <= rgP(u —v) = rgP(u’ — ') (3.10)
donc le nombre p(u,v) est invariant sous l'action de Str(V), i.e.

p(gu, gv) = p(u,v)  (u,v € V,g € Str(V)).

PROPOSITION 3.5.1. Soient u,v € V™ et g € L tels que gu et gv soient définis. Alors

1(gu, gv) = p(u,v).

Démonstration. On utilise la décomposition L = NTG(Q)U. Clairement, la restriction a
V= x V™~ de p est invariante sous Nt et G(€2) C Str(V). Soit g € U définie en u et v dans
V™ et soit k € K tel que g = 7.ky. . On a

gu—gv="e(ky." () = ve(k7 (1) = 2((e — by (@) 7" = (e = ky ' (1) )
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donc
pu(gu, gv) = p((e — ky (@)™ (e — kv H(y) 7).

Utilisant la formule
P(afl —y ) = P(x)*lP(x — y)P(y)*1

pour z et y inversibles [FK94, X.4.4.], et 1.3.27, on obtient
plle =k (@) (e = kvt (1)) 1) = mlkys (), kv ' ()
et puisque k € K C Str(V), il vient finalement
wlgu, gv) = p(v: " (2), 7. () = pl(e +2) 7' (e +y)7") = plu,v).
O

Pour z,y € S, il existe k € K tel que —kx, —ky € 7,1 (V™) = e;. Alors v (—kx), v.(—ky)
sont dans V'~ et
n(ve(=kx), ve(=ky)) = p(z,y).
En effet,
Ye(—kx) —ve(—ky) = 2((e + kz) ™" — (e + ky) ")
et les calculs effectués dans la preuve de 3.5.1 montrent que 1'on a

p((e+ k)™ (e + ky) ') = plkx, ky) = p(x,y).

Le nombre pu(v.(—kzx),v.(—ky)) est alors indépendant de I’élément & choisi.

DEFINITION 3.5.2.
Le nombre u(x,y) est appelé indice de transversalité de la paire (z,y) € S X S.

PROPOSITION 3.5.3. Pour x,y € S, Uindice p(x,y) est invariant sous laction de G,
i.e.
nlgz, gy) = w(x,y) Vg eG.

Démonstration. Soient k, k" € K tels que —k'gx Te, —k'gy Te, —kx Te et —ky T e. Alors
—k'gr = h(—kx), —kKgy=h(—ky)
avec h =k o (=Id)ogo (—Id) o k7! € G. 1l vient
gz, gy) = p(veh(—kz), veh(—ky)) = p((vehye )ve(—ko), (vehye ) ve(—ky))

et puisque Y.hy, !t € 7.Gy. !t = L, le résultat découle alors de 3.5.1. O
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On va voir dans la suite que l'indice de transversalité est un invariant numeérique qui
permet de caractériser les orbites de ’action de G sur & x S.

3.5.2 GG-orbites dans S x S

On notera dans la suite s le rang réel du STJP V~. Rappelons que 'on a

r st VestC,
s = .
[5] siVestD,

PROPOSITION 3.5.4. Soient v,v" € V'~ tels que rgv = rgv’. Alors il existe h € P =
G(Q)N~ tel que v = h(v').

Démonstration. Supposons d’abord V' de type C, et notons ¢ le rang commun a v et v'.
Il existe deux tripotents maximaux ¢ =Y, ¢ et ¢ =Y ¢ de V™ (et de V') et des
réels non nuls A, ..., A, AJ, ..., A} tels que

¢ ¢
v = E Nici, v = E ich.
=1 i=1

Solent € > 0 fixé et

Posons enfin

Ai—1
Uy 1= Z G € Vo NnVvTe).

Je = P(c)y étant Papplication inverse de l'algébre de Jordan Va(c). De plus,

4 s
Jeotu, 0Je(v:) =Y cite Y a
=1

i=0+1

Par continuité, on obtient

l
Je O tu, OJC(U) = Zci-
=1
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Puisque P(c)y = 7P(c)™! et
P(c)  uy, = P(c)*u, = Q(e)Q(c)uy = —uy,
il vient

JeOty, 03. = P(c)ojyot,, oP(c)oy
=joP(c)" oty 0 P(c)oy
:jotp(c)fluv 09
=jgot_y,09€ N".

Donc on peut envoyer v sur le tripotent Zle ¢; € V7 al'aide d’un élément de N~. De
plus, en vertu de 3.4.4, il existe k € K C G(Q) et €y,...,¢ € {£1} tels que

s s
E C; = k E EiC;.
i=1 =1

En outre, si 'on pose
¢

g —1 B
Uy = E eV
, A,
=1
et
S
A /
V=0 t+¢€ E Ci s
i=0+1
les calculs précédemment effectués donnent
¢ s
!/ / /
got_y, og(vi) = E €C,+¢€ E ¢
i=1 =041

et de nouveau par continuité,

¢
got_u, o)) = ed.
=1

Finalement,
v=jgot, 0g0kojyot_,, o 7(v").

L’¢lément h = jot,, 0jokojot_, 6 ojconvient.
Supposons maintenant V' de type D, et donnons-nous u et v’ deux éléments de V'~

de méme rang 2¢ (cf. 3.4.15). Il existe encore deux tripotents maximaux ¢ =, , ¢;, ¢ =
Yr ¢ de Vet des réels non nuls Ay, ..., Ag, AL, ..., ) tels que

¢ ¢
u= g Nici, U = E Aich.
i=1 =1

Quitte a remplacer ¢ et ¢ par des tripotents maximaux de V' (cf. 3.4.12), on peut supposer
r pair. On obtient le résultat en reprenant la preuve du cas non réduit. O]
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COROLLAIRE 3.5.5. Soient uy,us,vi,v3 € V7. Si p(uy,v1) = p(ug, ve) alors il existe
g € NTP tel que
uy = g(ur),  wvo = g(vr).

Démonstration. La condition u(uy,us) = p(vy,va) est équivalente a rg(uy —vy) = rg(us —
v9). D’aprés 3.5.4, on peut trouver h € P tel que

Ug — Vo = h(u1 — 1)1).

Alors lélément g = t,, o hot_,, de NTG(Q)N~ vérifie les conditions désirées puisque
heP=L [

THEOREME 3.5.6. Soit D = G /K un domaine borné symétrique réel irréductible de type
C, ou D, et soit S = K - e la frontiére de Shilov de D associée au tripotent maximal e
du STJPV =TyD. Lindice de transversalité caractérise les orbites de G sur & x § : si
(x,2") et (y,y') sont deuzr éléments de S X S, alors p(x,z') = p(y,y') si et seulement si
il existe g € G tel que gr =y el gx' = y'. En particulier, ces orbites sont au nombre de
s+ 1, ou s est le rang réel du STJP V~(e).

Démonstration. Comme l'indice de transversalité est invariant sous ’action de GG, on peut
supposer que ' = 3/ = e. Reste & prouver l'existence d’un g € G vérifiant gx = y et ge = e.
En vertu de 3.2.12, il existe z € S_, tel que z 72, 2Ty et zTe. Il existe de plus un élément
k dans K tel que e = —kz, donc tel que —kx, —ky et —ke soient dans e; = (V7).
Ainsi, posant u = v.(—kx), v = Y.(—ky) et w = v.(—ke), la condition u(x,e) = u(y,e)
s'écrit p(u, z) = p(v,w). Le corollaire 3.5.5 donne 'existence d’un h dans NTG(Q)N~ tel
que v = hu et w = hw. L’élément

g:=(=k)loy lohoyo(~k)=kT" oy ogohojoy oke
satisfait alors gr = y et ge = e. O

Attachons-nous maintenant a décrire les orbites de 'action de G sur S x S. 1l faut
distinguer les cas réduit et non réduit.

Type C,. Notons &, :=e,_g0 pour £ =0,...,r. Alors rg(e — &) = ¢ et donc les couples
(e,ep) forment un systéme complet de représentants des orbites de S x S sous G :

Sx8=| |G (ez).

=0
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Considérons I'unique orbite ouverte
2. _ _ —
ST T {(ﬁ,y) €S X Sley} =G- (6,{:}) =G (67_6)'
Si G(©~¢) désigne le stabilisateur de (e, —e) sous G, alors
G =G NG =710 G(Q) o7e.

En effet, si 7.1 919t 77 = 72 1gatu,Ve avec gi, g2 € G(),v1, v, € V7, alors got,, fixe 0 et
par suite v, = 0; puis nécessairement t,, = 79; ‘927 € G() et donc v; = 0. Maintenant,
G(¢=¢) est contenu dans le sous-groupe des points fixes de G pour l'involution ¢ — g*
donc

ST GG = L)G(Q)
est un espace symétrique connexe. De tels espaces sont des espaces para-hermitiens sy-
métriques introduits par S. Kaneyuki (|[KanK85, Kan85, Kan00]).

EXEMPLE 3.5.7: D = Sp(r,r)/Sp(r) x Sp(r), V= M(r,H), e; := E;, S = Sp(r) et
S22 Sp(r,r)/GL(r,H).

Type D,. Soit £ € {1,...,s} fixé. Pour tout j =0,...,s— 1, il existe b; € V" p, | o
tel que
b? = —(er—gj_1 + €r_2;)

et pour j =0,...,s — ¢, il existe a; € VTJQQ( tel que

l+5)—1,r—2(€+j5)
2
A = €r_2(¢4j)—1 t Er—2(0+j)-

Alors les a; et b; ainsi définis sont des tripotents de V' orthogonaux deux a deux et

s—{ /—1
x = Zaj —|—ij + (r —2s)ey
5=0 5=0
est un tripotent maximal de V. En effet, les des régles de Peirce donnent
s—{ l—1
rTox = Zajmaj + ijmbj + (r —2s)%e1oey
§=0 §=0
s—{
= Z(eer(ﬁJrj)fl 0 €r—2(t45)—1 + r—2(04+§) O €r—2(t+5))
§=0

¢
+ (€r—2j—10€r_9j—1 + €r_2j0€r_2;)

1

Il
=)

+ (r—2s)ejoey

N

= GjDGj :Id
1

J
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De plus, on a

s—¢ /-1
2% = (r —2s)e; + Za? + ijz
=0 =0

s—{ /—1
= (r—2s)e1+ > _(er—a(erj—1 + €raiery) — D _(€rajm1 + €r_3;)
§=0 §=0
r—20 r
SO S
j=1 j=r—20+1
On déduit alors de 3.2.4 que pour tout £ =0,1,...,s, le tripotent maximal €y := e,_2p9¢

est dans S. Comme rg(e — g/) = 2/, on obtient donc
Sx8=| |G (ez).
=0

On sait d’aprés 3.4.16 que —e est dans S si et seulement si r est pair. Ceci entraine que
que si r est impair, deux éléments de S sont toujours non transverses, i.e.

S2={(x,y) €S x Slz 1y} = 0.

Si r pair, alors —e € S et
S2=G-(e,—¢) 2 L/G(Q)

est un espace para-hermitien symétrique connexe.

EXEMPLE 3.5.8: D = 50,(2s,25)/S0(2s) x SO(2s), V = M(2s,R), e¢; .= E;;, e =
Tos, S = SO(25) et
S? = 50,(2s,2s)/GL(2s,R).

T

3.5.3 G-orbites dans Sf

Posons
S.lz_)’ = {(l’l,l'g,l'g) €S xS x S|xl TZ; Vi 7é j}

Au vu de ce qui a été dit précédemment sur STZ, Sf est vide si V' est de type D, avec r
impair. Si V est C)., ou bien si V est D, avec r pair, alors le groupe G opére diagonalement
sur Sf. Pour étudier les orbites de cette action, nous allons utiliser la classification des
STJP V de type Cs et Dy,. Nous aurons aussi besoin des groupes de structure des STJP
non exceptionnels (nous nous référerons a [Neh80| et [BerO0b]).
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Décomposition de Cartan des STJP simples de type tube. On distingue trois
catégories :

(1) les types (D,) :

v v V-
M(r,R) (r > 2) Sym(r,R) | Asym(r,R)
Asym(2r,R) (r > 2) Herm(r,C) | Asym(r,C)

RP2 (2 <p< [%} T =2) R4 RP—1
Herm(3,Q5) (r = 3) Herm(3,H) | M(1,3,H)

(2) les types (C,) absolument simples :

1% v V-

M(r,H) (r > 1) Herm(r,H) | Aherm(r, H)
Aherm(r,H) (r > 1) | Herm(r,C) | Sym(r,C)
R" (n>3,r=1) R R7-1

(3) les STJHP de type tube :

v vt V-

M(r,C) (r>1) Herm(r,C) | iHerm(r,C)
Asym(2r,C) (r > 1) | Herm(r,H) | iHerm(r, H)
Sym(r C) (r>1) Sym(r,R) | iSym(r,R)
( 7& 2 r = 2) Rl,n—l ’iRl’n_l
Herm(3,0¢) (r=3) | Herm(3,0) | iHerm(3,0)

REMARQUE 3.5.9: On constate que si V est simple alors V
agréable d’avoir une preuve abstraite.

est simple. Il serait

G(Q),-orbites dans V~. Nous allons maintenant nous intéresser aux orbites de 'ac-
tion de G(2), sur V~. Nous procédons au cas par cas. Cependant, nous ne traiterons pas
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le cas exceptionnel Herm(3,0;) de rang trois (puisque dans ce cas I’ensemble S? est vide).

(i) Le cas V = M(r,R). L’élément e := 1, vérifie ene = Idy donc c¢’est un tripotent

maximal de V. L’involution Q(e) est donnée par Q(e)z = 'z. Ainsi
VT =Sym(r,R), V™ = Asym(r,R).

Pour a,d € GL(r,R), notons [a, d] 'application V' — V, z + axd~'. Ainsi, le groupe
GL(r,R) x GL(r,R) agit sur V mais comme [a,d| = [—a, —d], cette action n’est pas
effective. On notera [GL(r,R) x GL(r,R)] le groupe effectif pour cette action et,
par abus de notation, [a, d] les éléments de ce groupe. Alors Str(V') est engendré par
[GL(r,R) x GL(r,R)| et par la transposition :

Str(V) = ([GL(r,R) x GL(r,R)], Q(e))

Pour [a,d] € Str(V), on a
la,d]* = ['d™", "a™"]

et donc {g € Str(V)|g* = g} est essentiellement
{£[a,’a”"] € [GL(r,R) x GL(r,R)]} .
Alinsi,
G(Q) ={la,'a "]la € GL(r,R)} = GL(r,R)

et donc G(Q) opére par restriction & VT (respectivement V) par GL(r,R) =
Str(V) (respectivement GL(r,R) = Str(V7)).

Des calculs quasi identiques donnent que dans le cas V = M(r,H), on a
G(Q), = GL(r,H),

ce qui permet de dire que G(2) opére sur V- = Aherm(r,H) par GL(r,H) =
Str(V7),.

Le cas V = Asym(2r,R). Tout élément = de V s’écrira

[ a b
T\ d
avec a,d € Asym(r,R) et b € M(r,R).
0 1,

-1, O
z € V, donc e est maximal. La représentation quadratique est donnée par

Soit e = ; c’est un tripotent qui vérifie I'égalité ene(z) = z pour tout

Qa)y = —ayz.
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tbd’

= Qe)r = —exe = (_db ;b> :

()

b
m(r,R) & iSym(r,R)
rm(r, C)

1 )

=~ Asym(r,R) & Asym(r,R)
Asym(r, C).

Pour u € GL(2r,R)/{£1}, notons [u] Papplication M(2r,R) — M(2r,R), z
uztu et [GL(2r,R)] le groupe formé de ces [u]. Alors [GL(2r,R)] opére sur V et

- b
En particulier, pour x = (_a )

Alinsi,

a € Asym(r,R),b € Sym(r, R)}

12

L

I

a,b e Asym(r,R) }

~

Str(V) = £[GL(2r,R)].
Soient [u] € [GL(2r,R)] et z € V. On a
[u]*z = e(u(exe)'u)e = (eue)z' (eue) = [eue]x

donc
[u]* = [eue].

Il vient
(g €Ste(V)|g" = g} = + { (Z _ba> € GL(2r, R)} ~ +GL(r,C)

et par suite

G(Q), =2 GL(r,C).
Dans ce cas encore, G(2), opére sur V— = Asym(r,C) par GL(r,C) = Str(V7),.

Nous pouvons traiter de la méme maniére le cas V' = Aherm(r, H) pour obtenir une
fois de plus que G(R2), = GL(r,C) opére sur V— = Sym(r, C) par Str(V™),.

(i) Le cas V = RP4. Soit V = RP? := RP™? avec structure triple

{z,y,2} = (z,9) 2 + (z,y)x — <$aIqu>Ipqy )
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ou (.,.) désigne le produit scalaire euclidien de RP™? et

1 0
Ipq = (Op —]lq) .

Soit e le premier vecteur de la base canonique de RP*4. Puisque l'on a eoe(z) = z
pour tout z € V, e est un tripotent maximal de V. La représentation quadratique
de V est donnée par

Q(x)y = 2(z,y)x — (T, Ipgr) Lpgy
et donc
Q(e)y = 2{e,y)e — Ipqgy.

Les égalités

1 0 0
Q(e) = Ipghiprg—1 = liprg-1lpg =0 =11 0
0 0 1,

donnent alors
VT >R xR, Vo = RPL

Considérons le groupe de structure de V'
Str(V) = O(p,q) x R

opérant par (f,\) - x = Afx, et soit f € O(p, q) tel que f* = f. Comme

1= NprgrDpaf TogTipra1 = Tipra1 T Tipraon,
on a f* = f si et seulement si f € O(1,p+ ¢ —1). On en déduit que
{feSt()|f*=f}=(0OmaNOl,p+q—1) xR =0(1,¢9) x O(p— 1) x R*
et
G(), = (SOu(1.q) x SO(p— 1)) x K.

Ainsi le groupe G(2), opére sur V'~ par SO(p — 1) x RY = Str(V™),. C’est le cas
de RP? avec 2 < p < [1’—;‘1] (type D3) et de R™ (p =n,q = 0) avec n > 3 (type C1).

Les STIJHP de type tube. C'est le casou V =Vt @iV T (V- =4V ). Alors on
a

{g € Str(V)|g* = g} = Str(V?),

ce qui donne 'égalité G(Q2), = Str(V'),. De nouveau, G(2), opére sur V'~ par
Str(V™) = Str(V).

Enoncons le résultat obtenu :
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LEMME 3.5.10. 57V est un STJP absolument simple non exceptionnel de type C, ou
D,, ou bien si V est un STJHP considéré comme réel, alors le groupe G(2), opére sur

V= par Str(V7),.

G-orbites dans Sf. Rappelons que si V est de type C, ou Do, alors V'~ est de type
tube (i.e. A; ou bien Cy ou bien Dy) et si I'on note ¥~ I’ensemble des tripotents maximaux
de V-,ona¥ =YX¥NV~ CS (3.4.8 et 3.4.13). Rappelons également que V' (r) désigne
I’ensemble des éléments de rang maximum r dans V', c’est-a-dire ’ensemble des éléments
inversibles dans V. De méme, V'~ (s) est 'ensemble des éléments inversibles dans V.

Soit v = > 7_, v; un tripotent maximal de V= et v,, = > 7, v; — ?;‘fﬂ v;. En vertu
de 1.3.26, de 3.4.15 et du lemme précédent, si V' est de type C, (donc V~ est C; avec
s =r) ou D, avec r = 2s, alors

Vv =Vo(s)= [ Ste(V)e-vpe= | G(Qo - vy

p+qg=s ptq=s
Pour ¢ =0,...,s, posons
Wy 1= Vs—g -
THEOREME 3.5.11. Soit (1,29, 23) € Sf. Il existe un entier { € {0,...,s} tel que

(21, 29, x3) soit conjugué a (e, —e,wy) sous l'action de G. Plus précisément :

(1) Si V™~ est de type As alors il existe exactement s+ 1 orbites de S? sous l'action de
G dont les (e,—e,wy), L =0,...,s, forment un systéme complet de représentants.

(i) Si V'~ est de type Dy, il y a deux orbites de S$ sous G, et (e, —e,wp), (e, —e,wy) en
sont des représentants.

(iii) Si V™ est de type C; alors S est homogene sous G et
S3 =G - (e, —e,wp).

T

Démonstration. Comme G est transitif sur STQ, on peut supposer que r; = e et ro = —e.
Ainsi, z3 est un élément de e; = .1 (V™) et on obtient y.(x3) € V- NV(r). Il existe alors
un entier £ € {0,...,s} tel que v.(x3) € G(Q), - wy et Pégalitée v, (wy) = wy (cf. 3.4.11
et 3.4.15) prouve finalement que I'on peut envoyer x3 sur wy, au moyen d’un élément de
71 o G(Q) 0y, = G~ Enfin, le résultat 1.3.26 di & Kaneyuki nous force a distinguer
le type de V'~ et nous permet en outre de caractériser précisément les orbites, comme
énoncé. O
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REMARQUE 3.5.12:  Utilisant de nouveau la classification des STJP V de type C; et
Dy, on constate les faits suivants :
— V7~ est A, si et seulement si V est un STJHP considéré comme réel ou bien V = R?4
avec q > 2,
— V7~ est Dy si et seulement si V = M(2s,R),
— V'~ est C, dans tous les autres cas.
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CHAPITRE 4

TRANSFORMATIONS DE POISSON ET EQUATIONS
DE HUA

Nous allons nous intéresser au systéme de Hua d’un domaine borné symétrique réel de
type tube. Le point de vue adopté reste celui des systémes triples de Jordan (voir [FK94]).

Dans la suite, on se donne D¢ = G¢/ K¢ un domaine hermitien symétrique irréductible
dans un espace vectoriel complexe V® de dimension finie n. On considére de plus un
domaine borné symétrique réel irréductible D = G/K dans un espace vectoriel réel V|
construit & partir de D¢ (comme défini au paragraphe 2.3.1). En particulier, les domaines
complexes vus comme réels ne seront pas considérés. Nous conserverons les notations
introduites et utilisées jusque maintenant.

4.1 Préliminaires

4.1.1 Genres de D¢ et D

En vertu de 1.3.8, pour tous tripotents primitifs ¢, d dans le STJP simple V, il existe
k € K tel que dod = k(coc)k™! et par conséquent Tr(coc) = Tr(dod). Sie =e;+...+e,
est un tripotent maximal de V alors

1
dimg Va(e) + 5 dimg Vi(e) = Tr(eoe) = rTr(e;oey).

Notons respectivement ny et n; les dimensions (sur R) de Va(e) et Vi(e). Le nombre
o 2n9 4+ 1
B 2r

est appelé le genre de D (ou encore le genre de (V, {})). Ainsi, pour tout tripotent primitif
cdans V, on a

5(67 C) =g
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On définit de méme le genre gc du domaine D¢ (ou de V) par

o 2n9 + Ny
gc = T
Nous obtenons en particulier
g _ "
g rc

Utilisant la remarque 1.3.20, il vient

~Jg  siDest de type A, ou bien B, ou bien D,
8c = %g si D est de type BC, ou bien C, '

REMARQUE 4.1.1:  Le genre d’'un domaine hermitien symétrique irréductible (ou d’un
STJHP simple) est habituellement défini comme étant le nombre 2g¢ (voir par exemple
[FK+00]). Ce facteur 2 est conséquence d’une normalisation différente du produit triple de
Jordan. La représentation quadratique est la méme mais les opérateurs Q(x,y) différent
d’un facteur 2 (cf. [Loo77]).

Pour z,y € V, on pose
1 1
<l’, y> = —TI‘(SL’Dy) = _B(xv y)
g g
Nous définissons ainsi un produit scalaire euclidien sur V' tel que chaque tripotent primitif

soit de norme 1. Les notions d’orthogonalité et de dualité utilisées dans la suite seront
relatives a ce produit scalaire.

4.1.2 Norme générique

Soit h(x,y) la norme génériqgue du STJHP VC, c’est-a-dire 'unique polynéme irré-
ductible défini sur V€ x VC qui est Kc-invariant, i.e.

h(kx, ky) = h(x,y) Vx,y € VE, Vk € K,

et qui est uniquement déterminé par 1’égalité

TC

2
h(x,x) = [[(1 =23
j=1
pour x = ) ¢, \je; dans le sous-espace plat (B2, Re; de VE ou (ey,...,e,) est un
repére de Jordan de V. La fonction h est holomorphe en x, anti-holomorphe en y et
satisfait 1’égalité

h(x,y) = h(y, x).
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De plus, h est reliée aux opérateurs de Bergman B(x,y) = Id — 2x0y + Q(x)Q(y) sur
VC par I'égalité
DetcB(x,y) = h(x,y)%¢ Vvx,y € VE.

En particulier, nous avons h(0,y) = 1 pour tout y € VC. Enfin, pour tous (z,w) €
Dc x D et tout g € G¢, nous avons la relation

h(g 2.9 W) = Jy(2) % h(z, w).Jy(w) e (4.1)

olt Jy(x) désigne le jacobien de g au point x. Par conséquent, la fonction h ne s’annule
pas sur D¢ X D¢. Pour plus amples détails relatifs a la fonction h, nous renvoyons par
exemple a [FK+00].

Si xz,y € V, la restriction & V' de lopérateur de Bergman B(z,y) est simplement
l'opérateur de Bergman B(z,y) = Id — 2z o0y + Q(x)Q(y) sur V. On en déduit les égalités

DetcB(x,y) = Detg B(z,y) Vz,y eV

et
h(z,y)?° = DetgB(z,y) Va,y € V. (4.2)

Donc la restriction a V' x V de la fonction h est une fonction a valeurs réelles. En vertu
de ce qui précéde, la restriction de h & D x D est une fonction a valeurs dans R\{0} qui
vérifie h(0,y) = 1. Par continuité de h, nous obtenons

h(z,y) >0 Vz,y e D.

Il s’ensuit que pour tous z,y € D et pour tout nombre complexe o, la quantité h(x,y)?
est bien définie. Si de plus D est de type tube, alors la restriction de h a D x ¥ est une
fonction strictement positive. En effet, pour u € ¥ et x € V, B(z,u) est inversible si et
seulement si v — x est inversible dans V5(u) (1.4.4) et puisque u — z est inversible pour
tout u € X et tout x € D, nous obtenons

Detg B(z,u) #0 VY(x,u) € D x X

et
h(z,u) #0 V(z,u) € D x .

Enfin, I'égalité h(0,u) = 1 et la continuité de h sur chaque composante connexe de D x X
fournissent
h(z,u) >0 V(r,u) € Dx X.

Ainsi, pour tout o € C et tout (z,u) € D x ¥, la quantité h(z, u)? est bien définie.

125



4.2 Opérateurs de Hua et équations de Hua dans le cas tube

Supposons D de type tube (i.e. A,, C, ou D,), et fixons-nous un tripotent maximal
e de V. Soit § := K - e la frontiére de Shilov de D associée & e = e; + ... + e, et
V =Va(e) = VT @ V™~ la décomposition de Cartan de V relative a Q(e). De nouveau,
les produits, les opérateurs de multiplication (L(z)) ou quadratiques (P(z) = Q(z)Q(e))
seront considérés dans lalgebre de Jordan V5 = V,(e). Notons enfin n* les dimensions de
V*, de sorte que
_dimV  nt4n”
o

g

4.2.1 Opérateur de Hua

On définit formellement sur C*°(D,R) lopérateur de Hua sur D par

Hf(z) = (B(x,x)(%) m% - f(x) (feC®(D,R), z€D)

ol I'on identifie 8% au gradient, i.e.

Daf(w) = { 3 fla)ou).

Cette définition est similaire a celle de I'opérateur de Hua d’un domaine hermitien sy-
métrique de type tube donnée dans [JK80]. Remarquons que si g est une application
différentiable de V dans V/, alors en posant y = gz on trouve

ou (D,g)* est I'adjoint de D,g relativement & § = g(-,-). Cela provient de la régle de
dérivation des fonctions composées suivante

Dy(fog) = Dgof o Dyg.
Si {e,} est une base orthonormée de V' alors H s’écrit sous la forme
Hf(z) = (B(x,x)e,06,)0,0,f(x),
w,v

ot l'on a posé d,, := 0, . Cette écriture ne dépend pas de la base (cf. [JK80]). L’opérateur
de Hua posséde la propriété d’invariance suivante :

PROPOSITION 4.2.1. Pour f € C*(D,R), g € G et x € D, nous avons

H(fog)(x) = (D.g) " o Hf(gz) o (Dyg).

126



Démonstration. D’abord, pour g dans G il existe h € L = 7.0 G o ! tel que g =
v tohor, € G donc
D:pg = Dhowe(w)7;1 o D'yp(:p)h % D:p’)/e'

Maintenant, pour x € Det z € To =Q® V™ =.(D), on a
Dyye =2P(e — )t € Str(V), D,y ' =2P(e+2)"' € Str(V).
De plus, comme L est engendré par G(Q) C Str(V), N* et 3, et puisque
Dit,=1d (veV™), D, A=A(AcG)), D,j=-P2) !,

on déduit que D,h € Str(V) pour tout h € L. Par conséquent, D,g est un élément de
Str(V'). Finalement, en posant y = gz et en utilisant 'égalité B(gz, gx) = (D,g)B(z,z)(D.g)*
(cf 2.1.3) on trouve

]

Nous allons dans la suite nous intéresser a certaines solutions f € C*(D,R) d’un
systéme différentiel du type
Hf(x) = Af(2)ld, (4.3)

ol 'on a noté Id I'opérateur identité. Ces systémes différentiels seront appelés équations
de Hua.

4.2.2 Transformations de Poisson et équations de Hua

On définit le noyau de Poisson de D comme la fonction

P: DxS —R.

h(z,z) % _ h(z,) 7;;
({L‘,U) — (h(m,u)h(u,:}c)) S = <h(37:“)2) ’

Le noyau de Poisson satisfait & la propriété de covariance suivante :
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LEMME 4.2.2. Pour tout 0 € R, tout (x,u) € D x S et tout g € G, nous avons [’égalité

on_

Pgz, gu)’ = |Jy(u)|” = Pz, u)’.

Démonstration. 11 suffit de montrer I'égalité avec o = 1. Utilisant I'identité (4.1), on
trouve

— 2n—
2n 1 -

h(ge, gu) ¥ = (1, ()% h(w, ) Jy(w)| 5 )

= [Jy(x)[Ereh(z, u) e | Jy(u)|Ere

= Jg(@)| " bz, w) e |y (w)| .

On trouve de méme

d’ou le résultat. O

REMARQUE 4.2.3: Puisque K est un sous-groupe du groupe (-orthogonal de V|
chaque élément k de K vérifie |Jx(z)| = |Detk| = 1 pour tout z € V. Par conséquent,
pour (z,u) € D x §, il existe k € K tel que

P(z,u) = Pk~ z,e).

Pour o € R, on note &,(D) I'ensemble des solutions lisses f : D — R de I'équation de
Hua

Hf(z) = (2”—_)20(0 — 1) f(2)Id.

r

Au vu des travaux effectués dans le cadre des domaines bornés hermitiens symétriques de
type tube (cf. [Shi96]), nous pouvons penser que, sous certaines hypothéses sur le nombre
0, NOUS avons

&:(D) = {Poplp € C°(S,R)}

ol Py : D — R désigne la transformée de Poisson de parametre o de ¢, définie par
Pop(x) = /SP(x, w)?(u)du.

Dans la suite, nous allons nous attacher a établir I'inclusion
{Poyle € CU(S,R)} C & (D),

pour tout o, que nous pouvons énoncer ainsi :
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THEOREME 4.2.4. Pour toute fonction continue v : S — R, la transformée de Poisson
de parametre o de ¢ est solution de l'équation de Hua (4.3) avec X = (22=)?0(c — 1), i.e.

2n~

HP,p(z) = (T)Q (0 — 1)Pyp(x)Id.

4.2.3 Preuve du théoréme 4.2.4

Pour démontrer le théoréme 4.2.4, il suffit de prouver que pour o € R et u € S fixés,
la fonction

Pouw: D —R.
r = Pz, u)
vérifie )
2n~
HP,u(x) = (T) (o — 1)Pyu(x)ld. (4.4)

Choix d’une bonne base. On sait d’aprés 1.3.7 que :
(i) pour tout z € VE on a zox = +L(2?) ,
(ii) si z € V;; alors a? = —pe; avec p > 0,
(ili) six € sz[ alors 2% = +p(e; + ¢;) avec p >0,
donc
(1) si z = pe; € Re; alors xox = L(2?) = p?L(e;) = p*e;oe;
(2) sixz € V,; alors il existe p > 0 tel que zox = pL(e;) = pe;oe;
(3) siz e Vl;t alors il existe p > 0 tel que zox = pL(e; +¢;) = ple;oe; +ejoe;) .

On peut alors choisir une base orthonormée {e,} de V telle que
— ey,oe, = e;ne; pour tout p tel que e, € VE

i

— eyoe, = 3(e;0e; + e;0¢;) pour tout 4 tel que e, € sz :

Nous fixons dorénavant une telle base. Rappelons maintenant que I'on a

1<i<j<r 1<i<j<r

v=@Dvie D Vi
=1

1<i<j<r
dim V;; =: ¢, dimV,; =c—1, dimV; =:a,
0 si V est de type A,

dim Vw_ =<a si V est de type C, ou D, avec r > 3
p—1 siV=RPavec2<p< [’%] (type Dy,a=q—1)
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LEMME 4.2.5. Nous avons les égalités suivantes :
(i) >, ence, =gldy ,

(i) 32, (Qe)ey) me, = =" Tdy.

Démonstration. Montrons les égalités dans le cas C,. ou D, avec r > 3 en utilisant 1.3.21
(les cas A, et Dy se traitent de maniére identique). Dans ces cas, nous avons

1 1
nt=r+ 57’(7" — 1a, n~=r(c—1)+ 57’(7" —1)a

et alors
Zeuue“ = Z e,oe, + Z e,0e,
M ey €VE ey €V
. 1
= Zeiuei—i— 5@ Z (6i56i+6jD€j)+
i=1 1<i<y<r
: 1
+ (¢ — 1)Zemei+ ia Z (eioe; +ejoe;)
i=1 1<i<j<r
= cZeimei +a Z (eioe; +ejoe;)
i=1 1<i<j<r
= cZeimei +a(r — 1)Z€zﬂ€¢
i=1 i=1
= (c+a(r—1))dy
dimV
_ dim Iy
’
et

YQEeoen= 3 woeu— Y e

iz ey €VE e €V

- 1
:izleimei+§a Z (GiD€i+€jD6]’)+

1<i<j<r

g 1
—<C—1)Z€i\1€i—§a Z (eiDei+ejD€j)
i=1

1<i<j<r

+ _
= (2 — C)Idv = %Idv
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Norme générique et quasi-inverses. Soit o € R. Par abus de notation, pour x € D,
posons
h?(x) :=h(z, x)°

et pour u € S fixé, définissons la fonction hy : D — R par
h?(z) := h(z,u)°.

Rappelons enfin qu’un élément © € V est quasi-inversible dans V®) si et seulement si
I'opérateur de Bergman B(x,y) est inversible et dans ce cas le quasi-inverse de x dans
V@) est ’élément

v = B(x,y)~ (z — Q(z)y).

PROPOSITION 4.2.6. Pour (z,u) € D x S, nous avons les égalités suivantes :

(i)

0 . i 27“@ o r 27‘@ ooz .
%h (x) = —Tah (x)x® = —Tah(x,x) x®
(i)
9] rc rc
—he — —“5h° z _ _ 'L o, T .
D g a) = "ot () = ~"Soh(e,uuc

(iii)

(iv)

Démonstration. Pour les deux premiers points, il suffit de faire les calculs avec o = 1.
Nous partons de I'identité (4.2) et nous allons utiliser la dérivée logarithmique. D’abord,

2gc logh(x) = log DetB(x, =)

donc nous allons calculer dans un premier temps la dérivée logarithmique de DetB(z, ).
Soitt€e RetveV.Ona

Bz +tv,x +tv) =Idy — 2(zoz +trov + tvox + t*vov) + (Q(z) + 2tQ(z,y) + ?°Q(v))?
= B(z,x) = 2t(xov — Q(x)Q(z,v) + vor — Q(z,v)Q(x)) + o(t)

et utilisant les identités (1.27) et (1.28), on obtient

B(z +tv,x +tv) = B(x,z) — 2t(B(z,z)(x" ov) + (vox®)B(z,x)) + o(t)
= B(z,2)(Idy — 2t(x" 0v + B(z,2) '(voz®)B(z, x)) + o(t).
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Alinsi,
log Det B(z+tv, x+tv)—log Det B(z, ) = log Det(Idy —2t(z* cv+B(z, ) (voz®)B(x, z)+o(t))
et

D, (logDetB(z,x))(v) = ilogDetB T+ tv,x + tv)—
dt |

= —2Tr(2" 0v + B(z,v) (voa®)B(z, x))
= 2Tr(z"cv+voz®)

= —46(z",v)
= —4g (z",v).

On en déduit que 'on a
Da(logh(@))(v) = =2-> (a”,v)

et que par conséquent,
rc rc
D,h(v) = —2"Ch(z) (27, v) = <—27h(3:)xx,v> .
r
Le second point se montre de la méme maniére : on obtient les égalités
B(z+tv,u) = Bz, u)—2t(vou—Q(x,v)Qu))+t?Q(v)Q(u) = B(x,uw)(Idy—2tvou”+o(t))

qui donnent

d
D, (log DetB(z,u))(v) = — log Det B(x + tv, u) =0

dt
= —2Tr(vou®)
= _2g <U$, U) )
d’ou o
D, (loghy(z))(v) = == (u”,v)
gc
et

D,y (v) = —%Chu(a:) (u®,v).

Montrons les deux derniers points. D’abord,
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et
0y B(u,z) = 0,(Idy — 2uoz + Q(u)Q(x))

= —2uov+2Q(u)Q(x,v)

= —2B(u,z)(u” ov)
donc

Dp(u”) = 2u” ov(u®) — B(u, ) Q(u)v = 2Q(u*) — B(u, ) Q(u)v.
Finalement, I'identité (1.23) donne B(u,z) 'Q(u) = Q(u®) et ainsi
Dq(u”) = Q(u”).

De méme, nous avons

Dy(2") = Do(B(z,2) " (z — Q(z)z))

= —B(z,2) " Y(D,B(z,7))B(z,z) " (z — Q(x)x) + B(x,2) *(D.(z — Q(x)x))
= —B(x,2) " Y(D,B(z,2))z" + B(z,z) " (D,(z — Q(z)x))
Aussi,
Da(e — Q(a)a) = Wy — 270w — Q(x) = B(x, 1) — Q(a)* — Q(x)
donc

B(z, )" (Do(z — Q(2)2)) = Idy — B(z,2)"'Q(2)* — B(z,2) "' Q(x)
et de nouveau 'identité (1.23) fournit

B(z,2) ' (Dy(x — Q(x)r)) = Idy — B(z,2)'Q(2)* — Q(z").

Maintenant
8,B(z,7) = 0,(Idy — 2z 02 + Q(z)?)
= 2(zov+vor—Qx)Q(x,v) + Q(x,v)Q(x)
= —2(B(z,z)(z"ov) + (voz®)B(z, x))
donc

—B(z,2) " (0,B(z,2)) = 22" 0v + 2B(z,2) ' (vox”)B(x, z).
En observant que 'on a
(voz®)B(z,x)z” =voz®(z — Q(z)z) = (x — Q(x)x) oz®(v) = xoz(v),
la dernié¢re égalité découlant de U'identité (1.25), on obtient
—B(z,2) Y (D,B(z,2))z" = 2Q(2") + B(z,z) ' (2z02)
=2Q(2") + B(z,2) '(Idy + Q(x)* — B(z,))
=2Q(z") + B(z, )" + B(z,2) 'Q(z)* — Idy.

En rassemblant tous les éléments obtenus, nous pouvons écrire

Dy(a") = 2Q(2") + B(z,2)™" + B(z,2)"'Q(2)* — Idy + Idy — B(z,2)"'Q(2)* — Q(a")

= Q(z") + B(z,z)".

]
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Démonstration de I’égalité (4.4). Commencons par calculer 2P, ,(z). On obtient
d’aprés 4.2.6

0 9 omm | 2

—Ppule) = 5o (0 (@) by (1)
= HC T S @y (2)— S (‘W_) b C (@) 0 ()
T rc T rc
_ B (@) — ).
.
Ensuite,

20n~ 20n~

D2P, . (v,w) = ( ) Pou(2)[u” —2"]@[u”—2"| (v, w)+ Pou(x) (Dyp(u® — 2%)v, w)

,
ou [u® — z*] désigne la forme linéaire y — (u* — 2%, y). Or, d’aprés 4.2.6, nous avons
Dy(u” = 2%) = Q(u”) = Q(z") — B(x,x)™"

donc nous pouvons écrire

PP, (0,10) = Py(a) ((2"”)2 (1" — 2%, 0) (u® — 2%, w)

r

20n~

(QF) - Q(a*) ~ B(I,x)_l)v,w>) |
Par conséquent,

HPou(x) = (B(2,7)e,06,)0,0, o)

= Pra(a) ((2"”)2 Do (u—atie,) (u =" e,) (Blrx)e,ne,)

r
2l

14
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et finalement

2o0m

r

HPou(x) = Pou(z) (( )2 (B(z,z)(u® — %)) o(u” — x%)

r

n 20m~ Z(B(.I,ﬁ)Q(um) _ Q(Q;) — Id)eljl:’ey> .

v

L’invariance de H entraine que pour montrer (4.4), il suffit de le prouver pour x = 0. En
utilisant de nouveau les propriétés d’invariance de P et de H, nous pouvons supposer que
u = e. Alors

HPye(0) = Poe(0) ((20:_) eoce+ 20-:_ Z(Q(e) - Id)eu‘:‘eu>

m

et 4.2.5 donne enfin
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ANNEXE A

R-ESPACES SYMETRIQUES

Nous reprenons ici les notations introduites au chapitre 1.

A.1 Algébres de Kantor-Koecher-Tits

Soit V' est un STJP, b := Lie(Str(V)) = VoV et V := {T|v € V}. L'espace b opére
naturellement sur V et V par

X-v=Xw), X -v=-X"(0) (Xehvel)

ol X* désigne 'adjoint de I'endomorphisme X de V' par rapport au produit scalaire
B (x,y) — Tr(xoy). On a le résultat suivant :

THEOREME A.1.1 (|Loo71|, Theorem 1). (i) L'espace | :=V &bV est muni d’une
structure d’algébre de Lie semi-simple réelle sans centre, comme suit :

X, Y]=XoY -YoX (X,Y €b)
(X,u)=—[u,X]=X-u (X ehueVuV)
[0,0'] = =[v/,0] = 2v' 0w (v,0" € V)

et
[V, V] =[V,V] = {0}.

(i) Pour X € b et v €V, Uapplication

X = -=-X*
TV =T
X))

est une involution de Cartan de |.
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(iii) E := —1dy est dans b, vérifie (ad(E)? = ad(E el les sous-espaces propres de ad(Z
pour les valeurs propres —1, 0 et 1 sont respectivement V', by et V. L’élément £ € b
est appelé opérateur d’Euler.

(iv) L’application qui vaut 1 sur b et —1 surV & 1% définit un automorphisme involutif
o de |l qui commute a T.

L’algebre de Lie ainsi définie est appelée algébre de Kantor-Koecher-Tits du STJP V
et est notée KKT (V).

On déduit de ce théoréme que pour tout STJP (V,{}), il existe une algébre de Lie
semi-simple rélle [ := K KT (V') et un vecteur E dans [ vérifiant :

(i) On a la décomposition N
[=VahaV

ouV, het V sont les sous-espaces propres respectifs de ad(E pour les valeurs propres —1,
Oet1;

(i7) On a
V.Vl = [V.V] = {0}, .ol o, [V.V] <o, bVIcV, [bV]cV
ce qui veut dire que [ est 3-graduée;
(7ii) 11 existe une involution de Cartan 7 de [ telle que 7h = b, 7V = V et
ey} = 3L, by, 2]

(iv) Si o désigne I'automorphisme involutif de [ qui vaut 1 sur h et —1 sur V P v,
alors 70 = oT.

A.2 R-espaces symétriques

Soit L un groupe de Lie réel semi-simple connexe et P un sous-groupe parabolique de
L. Alors L opére naturellement et de maniére transitive sur la variété de drapeaux L/P.
Il existe un sous-groupe compact maximal U de L tel que L = U P donc le groupe U C L
opére aussi transitivement sur L/P, de sorte que

U/K=L/P
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soit compact, ou K = PNU.

DEFINITION A.2.1.
On dit que U/K = L/P est un R-espace symétrique si le couple (U, K) est une paire
symétrique.

Par un résultat de Loos présenté dans [Loo71] et démontré dans [Loo85], les R-espaces
symétriques sont, a isomorphisme prés, en correspondance bijective avec les systémes
triples de Jordan réels positifs :

THEOREME A.2.2 (|Loo71|, Theorem 2). Il existe une bijection entre l’'ensemble des
classes d’isomorphismes de STJP et l'ensemble des R-espaces symétriques.

Voici quelques éléments de preuve. Soient V un STJP et [ = KKT(V) (on reprend les
notations de la section précédente).

Soit L le groupe de Lie réel connexe semi-simple et d’algébre de Lie [, et [ = u®m
la décomposition de Cartan de [ relative a 7, u étant la sous-algébre compacte maximale
de [ correspondante. On note H le centralisateur de E dans L, U le sous-groupe compact
maximal de L d’algebre de Lie u, et K =UNH. On a

H={g e L|AdL(9)Z = Z},

et b est l'algébre de Lie de H. Alors le couple (U, K) est une paire riemannienne symé-
trique associée a I’algeébre de Lie orthogonale symétrique (u,0|,). En effet, puisque 7 et o
commutent, la décomposition

u=unhaun(VaV)

est la décomposition de Cartan de u relative a o},, involution de Cartan de u dont I'en-
semble des points fixes est uN . De plus, K est un sous-groupe compact de U d’algébre
de Lie unb, contenu dans H. Le L-normalisateur P de V' est un sous-groupe parabolique
de L et on a alors U/K = L/P. Ainsi, M = U/K est un R-espace symétrique.

Réciproquement, reprenons Pargumentation de T. Nagano dans [Nag65]. Supposons
que M = U/K soit un espace riemannien symétrique compact, associé a une algébre de
Lie orthogonale symétrique (u, o), tel qu’il existe un groupe de Lie L semi-simple opérant
transitivement sur M dont U est un sous-groupe de Lie de dimension strictement infé-
rieure. Notons [ 'algébre de Lie de L. Alors il existe une involution de Cartan 7 de [ telle
que :
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(i) u est une sous-algébre compacte maximale de [ et [ = u @ m est la décomposition
de Cartan de [ relative a 7;

(ii) Il existe un élément £ non nul dans m tel que [E,uy] = {0} et vérifiant (aLd[Z)2|u_1 =
Id,_,, ot u = u; @ u_; est la décomposition de u en sous-espaces propres de o pour
les valeurs propres £1.

On montre que o se prolonge en un automorphisme involutif de [ (encore noté o) tel
que o7 = 70 et tel que

weg={XeloX =X}, u ®[Euy={XecloX=—X}

ou q désigne le complément orthogonal de [E,u_;] dans m par rapport a la forme de
Killing de [. En posant

[Ozul@q, [ilz{Xﬂ:[E,X] ]XEu,l},
on obtient [=[_1 Pl D[ et
ad[E“j = de[, [[j [k] C [j+k;’ U|[j = (—1)j1d[j, T([j) = [,j (], k e {0, :|:1})

ou lyy := {0}. Alors, 'application trilinéaire

{zyz} = % [z, [y, z]] (z,y,2 € 14),

munit [_; d’une structure de STJP.
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LISTE DES NOTATIONS

Sym(n, K)
Asym(n, K)

A
Herm(n, K)
Aherm(n, K)

RgA
DetA
TrA
A>0

End(V)
GL(V)

D,f
D:f
o, f
Ji(z)
T, M

GJE

NOTATIONS GENERALES

partie entiére du réel A

espace des matrices de taille n x m & coefficients dans K

= M(n,n,K)

les E;; (1 <i<mn,1<j<m)forment la base canonique de M(n,m,K)

1= )iy Ejj, matrice identité de M(n, K)

= {A € M(n,K)|'A = A}
= {A € M(n,K)|'A = —A}

matrice conjuguée de A relativement a la conjugaison standard de K

= {Ae Mn,K)|A=A}
={Ae MnK)|A=—A}

rang de Iapplication linéaire A

déterminant de I’endomorphisme linéaire A

trace de 'endomorphisme linéaire A

signifie que 'endomorphisme linéaire A est défini positif

espace des endomorphismes linéaires de 1'espace vectoriel V'
groupe linéaire de I'espace vectoriel V

u %f(x + tu) =0, différentielle de I'application f au point x
différentielle seconde de 'application f au point z

x+— D, f(v), dérivée partielle de f dans la direction de v

= Detg D, f, jacobien de ’application f au point x

espace tangent au point x de la variété différentiable M

composante connexe neutre du groupe topologique GG
stabilisateur du point = sous l'action du groupe G
algébre de Lie du groupe de Lie GG

crochet de Lie

représentation adjointe de I'algeébre de Lie g

forme de Killing de I'algébre de Lie g
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AUTRES NOTATIONS

Vou (V,{})  systéme triple de Jordan réel (STJ) p.7

Ve =V @&V, STJ hermitien complexifié¢ de V' p.9
xoy opérateur z — {x,y, 2} p.8
Q(z, 2) opérateur y — {x,y, z} p.8
Q) ~ Qs ) P8
B(z,y) =1d — 2z0y + Q(x)Q(y), opérateur de Bergman p.8

T 04y := Q(z,y)a, produit de Jordan défini par a p.9
V(@) V muni du produit de Jordan z o,y p.9
L,(z) = xoa, opérateur de multiplication par z dans V(@ p.9

P, représentation quadratique de V@, z +— P,(z) = Q(2)Q(a) p.9
Po(z,y) = Q(z,y)Q(a) p.-9
B,(z) := B(z,a), opérateur de Bergman dans V(@ p.10
Val(e) (a =0, 1,2) sous-espaces de Peirce associés au tripotent e p.11
Vij (e) (0 < i < j < n) sous-espaces de Peirce associés a e =e1+...+e, p.13,20
x* := Q(e)z, involution de Cartan de V,(e) p.12,71
VE(e) = {z € Va(e)|z* = £z} p.12
Vi (e) =Vii(e)NVF(e) 1<i<j<n p.20
(x) sous-espace plat engendré par x p.16
|| norme spectrale de z p.22
rg(z) rang de x p.24
V() ensemble des éléments de rang ¢ p.37
B(x,y) = Tr(zoy) p.15
de(x,y) :=TrL.(x o, y) p.19
Aut(V) groupe des automorphismes de (V,{}) p.21

t := Der(V) Lie(Aut(V)), algébre des dérivations de (V,{}) p.21
Str(V) groupe de structure de (V,{}) .37,
ste(V) Lie(Str(V)) p.37,78
O(V, ) groupe [-orthogonal de V p.37,77
Aut(13) groupe des automorphismes de l'algébre de Jordan Vs := Vi(e) p.75
Der(V3) Lie(Aut(V3), algébre des dérivations de l'algebre de Jordan Vo p.78
xY quasi-inverse de = dans V) p.41

X :=X(V) compagctification projective du STJP V p.43
KKT(V) algebre de Lie de Kantor-Koecher-Tits associée a (V,{}) p.138
D¢ domaine borné hermitien symétrique dans V' p.b6
Hol(Dc) groupe des diffeomorphismes holomorphes de D¢ p.56
Ge composante connexe neutre du groupe de Lie réel Hol(Dc) p.56
K¢ = Aut(V®),, stabilisateur de 0 dans G¢ p.56
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g-1Dg0Dm
4
Ee

Ve

G(Tq)

L

G(Q)

N+

N-

U

9(Ta) =1
LDl
9(2)

e

Lie(G@)
Lle(Kc)
champ de vecteurs z — v — Q(z)v

= Dc NV, domaine borné symétrique réel dans V'
= {g € Gc|gD = D}

composante connexe neutre de G(D)

= Aut(V),, stabilisateur de 0 dans G
stabilisateur de e dans K

composante connexe neutre de K°¢

Lie(G)

3-graduation de g

Lie(K)

Lie(K°)

transformation de Cayley partielle associé au tripotent e
inversion x +— z~! dans Palgebre de Jordan V3 := Vi (e)
ensemble des éléments inversibles dans V5

cone symétrique des carrés inversibles de V'

= Q@ V™, domaine tube dans Vo = VT @V~

groupe des automorphismes du domaine symétrique T
composante connexe neutre de G(Tg)

={g € GL(V)|gQ = Q,g" = g}
={r—ar+vjveV}

:=j70N*toy

stabilisateur de e dans L

Lie(G(Th))

3-graduation de [

Lie(G(Q))

Lie(U)

:=Q(e) o goQ(e), conjugaison de Cartan dans End(V)
adjoint de ’endomorphisme g relativement a o,
ensemble des tripotents maximaux de V, := V5 (e)
ensemble des tripotents maximaux de V'~

application exponentielle de I’algébre de Jordan V5, := V5(e)

fonction déterminant de V5,

composante connexe de e dans

relation de transversalité

ensemble des éléments de X transverses a ©

rang de x — y

0. _ Pta
i=1 6 j=p+1
rang réel du STJ V'~
couples d’éléments transverses de S

triplets d’éléments de S deux a deux transverses

€

p.o6
p.56
p.57.67

p.65
p.b5
p.65
p.21,65
p.96
p.108
p.67
p.80
p.21,67
p.79,96

p.61
p. 71,87
p.85
p.66
p.66,71
p.71
p-94
p.91
p.91
p.97
p.98
p.96,99
p.98
p.96
p.99

p.72

p. 78
p.85,87
p.105
p.86,87
p.85
p.86,87
p.90
p.90

p.109
p.37
p.111

p.114
p.115
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= dimg V = dim¢ V©

genre de D

genre de D¢

rang réel de D¢

= éTr(a,j D y)

norme générique

fonction z +— h(z,z)?, 0 € R
fonction z +— h(z,u)?, 0 € R
= dim V*

opérateur de Hua

gradient

noyau de Poisson

fonction z — P(z,u)?, 0 € R

p.123
p.123
p.128
p.128
p.124
p.124
p.131
p.131
p.126
p.126
p.126
p. 127
p.129
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Quelques aspects géométriques et analytiques des domaines
bornés symétriques réels

Dans cette thése, nous étudions quelques problémes géométriques liés aux domaines
bornés symétriques réels. Ces espaces sont des espaces D = GG/ K riemanniens symétriques
non compacts, obtenus a partir de domaines bornés hermitiens symétriques.

Lorsque le domaine D = G/ K est de type C,. ou D,., G opére transitivement sur chaque
composante connexe de ’ensemble X des {ripotents maximauzx du systéme triple de Jordan
réel positif TyD. Dans le cas complexe, cet ensemble est connexe et est appelé frontiére
de Shilov du domaine. Dans le cas réel, > n’est en général pas connexe. Nous fixons donc
une composante connexe S de Y. Alors l'action de G sur § x S posséde un nombre fini
d’orbites et nous donnons un systéme explicite de représentants. Si le domaine est de type
C, ou Dy, alors parmi ces orbites, il y a celle des couples d’éléments transverses. Sous ces
hypothéses, nous pouvons alors définir 'ensemble des triplets d’éléments de S transverses
deux a deux, sur lequel G opére. La encore, nous déterminons les orbites de cette action.

Enfin, nous nous intéressons a un probléme analytique concernant un systéme de Hua.
Nous montrons que pour toute fonction continue ¢ sur S, la transformée de poisson f =
Pop =[5 P(-,u)7¢(u)du est solution du systéme de Hua H f(z) = (2-)%c (0 — 1) f(2)Id,
ou P(-,-) est le noyau de Poisson sur D x S et ou n~ désigne la dimension de V.

Some geometric and analytic aspects of real bounded symmetric
domains

In this thesis, we are interested in geometric problems related with real bounded sym-
metric domains. These spaces are Riemannian symmetric spaces D = G/ K of noncompact
type, constructed from hermitian bounded symmetric domains.

When D = G/K is of type C, or D,, we prove that G acts transitively on each
connected component of the set ¥ of mazximal tripotents in the compact Jordan triple
system TyD. In the hermitian case, this set is connected and is called the Shilov boundary.
In the real case, X is not necessarily connected, thus we choose a connected component
S of 3. Then the action of G in § X § as a finite number of orbits for wich we give
representative elements. If D is of type C, or Dy, then the set of couples of transversal
elements of & is a G-orbit in & x §. Under these assumptions, G acts on the set of
transversal triples in & x 8 X § and we determine the orbits for this action.

Finally, we are interested in Hua differential systems. We prove that for any continuous
function ¢ on S, the Poisson transform f = P, := [ P(-,u)¢(u)du is a solution of the
Hua system H f(z) = (#-)%c(0 — 1) f(2)Id, where P(-,-) is the Poisson kernel on D x §
and n~ is the dimension of V.

Mots-clés : systéemes triples de Jordan, algébres de Jordan, domaines bornés symétriques,
R-espaces symétriques, frontiére de Shilov, transformations de Cayley, domaines de Siegel,
noyaux de Poisson, équations de Hua.



	Introduction
	1 Systèmes triples de Jordan réels positifs
	1.1 Généralités
	1.1.1 Définitions
	1.1.2 STJ et algèbres de Jordan
	1.1.3 Décompositions de Peirce

	1.2 STJ positifs et théorie spectrale
	1.2.1 STJP et produits associatifs
	1.2.2 Sous-espaces plats et décomposition spectrale
	1.2.3 Décomposition de Cartan
	1.2.4 Automorphismes et dérivations
	1.2.5 Norme spectrale
	1.2.6 Rang réel d'un STJP

	1.3 Systèmes triples de Jordan simples
	1.3.1 STJ semi-simples
	1.3.2 STJP simples
	1.3.3 STJP réduits et STJP de type tube
	1.3.4 Invariants numériques dans les STJP
	1.3.5 Stratifications

	1.4 Compactification
	1.4.1 Quasi-inverses
	1.4.2 Compactification projective

	1.5 Classification des STJP simples

	2 Domaines bornés symétriques
	2.1 Domaines bornés hermitiens symétriques
	2.1.1 Noyau de Bergman, métrique de Bergman
	2.1.2 Définition et premières propriétés
	2.1.3 Construction d'un STJHP
	2.1.4 Correspondance

	2.2 Réalisations non bornées : domaines de Siegel
	2.2.1 Transformations de Cayley
	2.2.2 Domaines de Siegel

	2.3 Domaines bornés symétriques réels
	2.3.1 Définition
	2.3.2 Domaines de Siegel
	2.3.3 Systèmes de racines et classification


	3 Domaines bornés réels de type tube
	3.1 Préliminaires
	3.1.1 Conjugaison de Cartan
	3.1.2 Groupe de structure et algèbre de structure
	3.1.3 Description de l'algèbre de Lie g

	3.2 L'ensemble des tripotents maximaux
	3.2.1 Caractérisation des tripotents maximaux
	3.2.2 Composantes connexes de Σ
	3.2.3 Transversalité

	3.3 Groupe des automorphismes du domaine tube et son algèbre de Lie
	3.3.1 Factorisation
	3.3.2 Transformations affines
	3.3.3 Générateurs
	3.3.4 Relation entre les groupes G(Ω) et Str(V)
	3.3.5 L'algèbre de Lie de G(T_Ω)

	3.4 La frontière de Shilov S
	3.4.1 Type A_r
	3.4.2 Types C_r ou D_r : compactification projective du STJP V^-
	3.4.3 Le STJP V^-

	3.5 Actions de G
	3.5.1 Indice de transversalité
	3.5.2 G-orbites S×S
	3.5.3 G-orbites dans S×S×S


	4 Transformations de Poisson et équations de Hua
	4.1 Préliminaires
	4.1.1 Genres de D_C et D
	4.1.2 Norme générique

	4.2 Opérateurs de Hua et équations de Hua dans le cas tube
	4.2.1 Opérateur de Hua
	4.2.2 Transformations de Poisson et équations de Hua
	4.2.3 Preuve du théorème 4.2.4


	A R-espaces symétriques
	A.1 Algèbres de Kantor-Koecher-Tits
	A.2 R-espaces symétriques

	Liste des notations
	Références

