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Ce travail est essentiellement centré sur la notion de mesure (positive
finie) et se décline en deux parties.

La première partie porte sur les mesures de Young, qui sont à la fois des
mesures paramétrées et des mesures définies sur un espace produit. On y
étudie diverses topologies (topologies stables, topologie de la convergence en
mesure) et on en tire quelques applications en théorie des probabilités.

La deuxième partie est consacrée à la notion de moyenne : étude du bary-
centre au sens de Herer d’une probabilité sur un espace métrique à courbure
négative, loi des grands nombres pour cette notion de barycentre, puis loi des
grands nombres pour des variables Pettis intégrables d’un espace localement
convexe.

Une part importante de ce travail a consisté à mettre en relation les
propriétés topologiques ou géométriques de l’espace sous-jacent avec l’étude
des propriétés des mesures ou des espaces de mesures sur cet espace.

v



Chapitre 1

Mesures de Young

La présentation qui suit est tirée essentiellement de [CRdFV04, chapitres
1,2,3,4,9] et de [RdF03, CRdF04]. Les applications stochastiques de la section
1.6.1 proviennent de [JKRdF05].

1.1 Introduction

Les mesures de Young ont été inventées plusieurs fois en calcul des varia-
tions, en théorie du contrôle ou en probabilités, et sous des noms différents :
contrôles relaxés, règles, variables aléatoires floues, mesures paramétrées. . .
Elles généralisent les fonctions d’une autre manière que les distributions. Un
de leurs principaux attraits est qu’on peut les munir d’une topologie pour
laquelle on dispose de critères de compacité ne nécessitant que des conditions
très faibles et particulièrement simples à vérifier. Ainsi, une suite de fonctions
admet “souvent” une limite au sens des mesures de Young.

Commençons par présenter les mesures de Young dans un cas particu-
lier. Soit (fn) une suite de fonctions mesurables à valeurs dans Rd et définies
sur un espace mesuré (Ω,F , λ), où λ est une mesure finie. On dit que (fn)
converge de manière stable si, pour tout A ∈ F et pour toute fonction conti-
nue bornée ϕ : Rd → R, la suite (

∫
A
ϕ ◦ fn dλ)n converge. La limite de (fn)

est l’application (A,ϕ) 7→ limn

∫
A
ϕ◦ fn dλ. Il se trouve que cette application

peut être identifiée à une mesure µ sur Ω× Rd, définie par

∫

Ω×Rd
1lA ⊗ ϕdµ = lim

n

∫

A

ϕ ◦ fn dλ

pour tout A et tout ϕ comme ci-dessus (on note 1lA la fonction indicatrice de
A et g ⊗ h désigne l’application (ω, x) 7→ g(ω)h(x)). Il est à remarquer que
la marge de µ sur Ω est exactement λ. Dans cette convergence, chaque fn
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peut également être identifié à une mesure δfn sur Ω× Rd, plus précisément
δfn =

∫
Ω
δω ⊗ δfn(ω) dλ(ω), où δx désigne la masse de Dirac en x. Autrement

dit, la mesure δfn est portée par le graphe de fn et sa marge sur Ω est λ. On
a alors, pour tout A et tout ϕ,

∫

Ω×Rd
1lA ⊗ ϕdδfn =

∫

A

ϕ ◦ fn dλ.

Ainsi, la convergence stable de (fn)n vers µ peut être exprimée par

lim
n

∫

Ω×Rd
1lA ⊗ ϕdδfn =

∫

Ω×Rd
1lA ⊗ ϕdµ

pour tout A et tout ϕ. Dans cet exemple, la convergence stable peut être
vue comme une convergence dans l’espace des mesures sur Ω × Rd qui ont
pour marge commune λ sur Ω. Ce sont bien sûr ces mesures qui sont ap-
pelées mesures de Young, ou contrôles relaxés, etc. Ainsi, la convergence
stable donne des limites “relaxées” à des suites de fonctions, c’est-à-dire
des limites qui ne sont pas nécessairement des fonctions, mais peuvent être
des mesures. Par exemple, la convergence stable convergence fournit des so-
lutions généralisées à des problèmes variationnels ou à des problèmes de
contrôle [Rou97], ou bien ce que les probabilistes appellent des solutions
faibles d’équations différentielles stochastiques [Pel81b, JKRdF05], on en
verra un exemple dans la section 1.6.1 page 29. La convergence stable sert
aussi dans les théorèmes de limite en probabilité [Jac97, Let98], comme on
le verra dans la section 1.6.2.

Pour illustrer le rôle de la compacité, supposons maintenant que (fn) soit
une suite faiblement convergente dans L1(Ω,F , λ;Rd). Alors on montre que
(fn)n est séquentiellement relativement compacte pour la topologie stable ;
si de plus (fn) n’est pas fortement convergente, alors il existe une sous-suite
(f ′n) qui converge de manière stable vers une mesure de Young non associée
à une fonction, qui décrit les oscillations de (f ′n)n autour de sa limite faible
dans L1(Ω,F , λ;Rd) [Val94, Val99].

1.2 Mesures de Young et convergence stable

Notations générales Pour tout espace topologique T, on note B (T) la
tribu borélienne de T, G (T) l’ensemble des parties ouvertes de T, F (T) l’en-
semble des parties fermées de T et K (T) l’ensemble des parties compactes de
T. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté, on simplifie les notations en écrivant par
exemple G au lieu de G(T). Par mesure, on entendra “mesure positive finie”.
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Si (T,F) est un espace mesuré, on note M(T,F) l’ensemble des mesures po-
sitives finies sur (T,F) et P(T,F) l’ensemble des mesures de probabilité sur
(T,F). Si T est topologique, les notations M(T) et P(T) signifieront respecti-
vement M(T,B (T)) et P(T,B (T)). L’espace M(T) est muni, soit de la topo-
logie faible, engendrée par les applications µ 7→ µ(ϕ), où ϕ décrit l’ensemble
Cb (T) des applications continues bornées de T dans R, soit de la topologie
étroite, qui est la topologie la plus faible rendant semicontinues inférieurement
les applications µ 7→ ϕ(µ), où ϕ décrit l’ensemble des applications semicon-
tinues inférieurement et bornées de T dans R. Une mesure µ ∈ M(T) est dite
de Radon si, pour tout B ∈ B (T), on a µ(B) = sup{µ(K); K ∈ K, K ⊂ B}.
L’espace T est dit de Radon si toute mesure sur T est de Radon. Le lec-
teur pourra consulter [Top70b, GP84, Bog98] pour des compléments sur les
mesures boréliennes.

Dans tout ce qui suit, (Ω,F ,P) est un espace probabilisé et T un espace
topologique. On note respectivement πΩ et πT les projections canoniques de
Ω× T sur Ω et T. Si µ ∈ M(Ω× T), on note (πΩ)] (µ) la mesure µ(. × T)
image de µ par πΩ. De même, (πT)] (µ) désigne la mesure µ(Ω× .) ∈ M(T).

Mesures de Young On appelle mesures de Young (de base P) les mesures
de probabilité sur Ω × T de marge P sur Ω, c’est–à–dire les éléments de
l’ensemble

Y(Ω,F ,P;T) := {µ ∈ P(Ω× T); ∀A ∈ F , µ(A× T) = P(A)} .

Lorsque aucune ambigüıté n’est à craindre, on n’écrira qu’une partie des
informations : Y(T) ou même simplement Y .

Les mesures de Young généralisent les probabilités aléatoires et les va-
riables aléatoires. Examinons quelques sous-ensembles particuliers :
• Yd(T) : c’est l’ensembles des mesures de Young désintégrables, c’est–à–

dire de la forme

µ(A×B) =

∫

A

µω(B) dP(ω)

pour une application mesurable ω 7→ µω de Ω dans P(T) (muni de la
topologie étroite), à laquelle on peut identifier µ (la probabilité P étant
fixée). Si T est un espace de Radon et si (Ω,F ,P) est complet, alors
on a Yd = Y d’après le théorème de désintégration (voir [HJ71, Val72,
Val73]).
• L0(T) : si X : (Ω,F) → (T,B (T)) est une application mesurable, on

appelle élément aléatoire de T (défini sur Ω) la classe d’équivalence de
X modulo l’égalité P–p.s. Cette classe est encore notée X. L’ensemble
des éléments aléatoires de T est noté L0(T). À chaque élément aléatoire
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X de T défini sur Ω, on peut associer la mesure de Young dégénérée δX :
ω 7→ δX(ω). Ainsi L0(T) peut être vu comme un sous-ensemble de Yd(T).
Contrairement aux distributions, qui voient les fonctions de Ω dans T
comme des mesures vectorielles absolument continues par rapport à la
mesure de Lebesgue (ce qui suppose Ω = RN et T vectoriel), ici les
mêmes fonctions sont identifiées à des mesures de probabilité de marge
P particulières sur Ω× T.
• P(T) : L’ensemble P(T) peut être vu comme un sous-ensemble de Yd en

associant à chaque ν ∈ P(T) la probabilité aléatoire constante ω 7→ ν.
La mesure de Young correspondante est µ = P⊗ν.

Topologies stables On définit des topologies dites stables1 sur Y(T) de
manière similaire à celle employée pour définir les topologies faible ou étroite
sur P(T), en remplaçant l’ensemble test de fonctions continues ou semicon-
tinues par un ensemble d’intégrandes sur Ω × T, c’est–à–dire de fonctions
mesurables de Ω × T dans [−∞,+∞]. Précisons d’abord qu’un intégrande
f sur Ω × T est dit continu ou de Carathéodory si f(ω, .) est continu pour
tout ω ∈ Ω. De même, l’intégrande f est dit semicontinu supérieurement
(resp. inférieurement) si f(ω, .) est semicontinu supérieurement (resp. infé-
rieurement) pour tout ω ∈ Ω. On obtient naturellement quatre topologies
stables.
• τ S
Y est la topologie la moins fine qui rende semicontinues supérieurement

les applications µ 7→ µ(f), où f décrit l’ensemble des intégrandes bornés
semicontinus supérieurement. Autrement dit, une suite généralisée (µα)
dans Y converge vers une limite µ ∈ Y pour τ S

Y si et seulement si
lim supα µ

α(f) ≤ µ∞(f) pour tout intégrande f borné semicontinu
supérieurement.
• τM
Y est la topologie la moins fine qui rende continues les applications
µ 7→ µ(f), où f décrit l’ensemble des intégrandes de Carathéodory
bornés sur Ω× T.
• τN
Y est la topologie la moins fine qui rende semicontinues supérieurement

les applications µ 7→ µ(f), où f décrit l’ensemble des intégrandes de la
forme f(ω, x) = 1lA(ω)×g(x), où A ∈ F et g : T→ R est une fonction
bornée semicontinue supérieurement.
• τW
Y est la topologie la moins fine qui rende semicontinues supérieurement

les applications µ 7→ µ(f), où f décrit l’ensemble des intégrandes de la

1Cette terminologie provient de Rényi [Rén63, RR58], qui a observé que la convergence
dans cette topologie ressemble à la convergence étroite mais possède en plus d’agréables
propriétés de stabilité (voir par exemple [CRdFV04, Proposition 9.2.2]). Ce n’est pas une
terminologie standard (il n’y en a pas pour l’instant), mais elle est moins ambiguë que les
autres utilisées.
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forme f(ω, x) = 1lA(ω)×g(x), où A ∈ F et g : T→ R est une fonction
bornée continue.

Si une suite généralisée (µα) dans Y converge vers une limite µ ∈ Y pour τ×Y ,
× = S,M,N,W, on dit que (µα) converge de manière ×-stable vers la mesure

µ et on écrit µα
×-stable−−−−→ µ∞.

Les topologies stables sont donc ordonnées comme ci-dessous, où les flèches
représentent des implications.

τ S
Y–convergence −−−→ τM

Y –convergencey
y

τN
Y–convergence −−−→ τW

Y –convergence

(pour se souvenir des symboles, le lecteur pourra retenir que M et N représen-
tent des topologies intermédiaires, et que la topologie N-stable est construite
comme la topologie étroite, en anglais “narrow”). Le problème qui se pose
immédiatement (et dont la solution a des conséquences pratiques impor-
tantes) est de savoir dans quels cas les implications réciproques sont vraies.
Un premier résultat est donné par le théorème “portmanteau” ci-dessous
(c’est une sorte de version paramétrée du célèbre théorème du même nom
pour les mesures sur un espace topologique).

Une caractérisation de la topologie τ S
Y fait appel à la notion d’ensemble

aléatoire, c’est–à–dire d’élément de F⊗B (T). Si G est un ensemble aléatoire
et ω ∈ Ω, on note G(ω) la section de G en ω. On appelle ensemble aléatoire
ouvert (resp. fermé, compact) tout ensemble aléatoire G vérifiant G(ω) ∈ G

(resp. G(ω) ∈ F, G(ω) ∈ K) pour tout ω ∈ Ω. On note respectivement
G (resp. F, K) l’ensemble des ensembles aléatoires ouverts (resp. fermés,
compacts).

Rappelons qu’un espace topologique séparé T est dit souslinien s’il existe
un espace polonais S et une surjection continue de S dans T. Si, de plus,
cette surjection peut être choisie bijective, on dit que T est lusinien. Les
propriétés des espaces sousliniens que nous utiliserons sont démontrées dans
[Sch73]. De nombreux espaces usuels de l’analyse sont lusiniens : outre bien
sûr tous les espaces de Banach séparables, il y a aussi par exemple les es-
paces de distributions E ′, S ′, D′, l’espace H(C) des fonctions holomorphes,
ou le dual d’un espace de Banach séparable, muni de la topologie faible∗

(voir [Sch73, pages 112–117] pour de nombreux autres exemples). L’espace
T est dit cosmique (“Continuous-image Of Separable Metric”, [Mic66]) s’il
existe un espace métrique séparable S et une application continue surjective
de S dans T. La classe des espaces cosmiques contient donc à la fois celle des
espaces sousliniens et celle des espaces métriques séparables. Le lecteur trou-
vera des caractérisations des espaces cosmiques dans [Mic66, Cal82, Cal84].
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Tout espace cosmique régulier est complétement régulier. Signalons que tous
les résultats de convergence de mesure de Young que nous donnons dans le
cas où T est cosmique restent vrais également si T est un espace métrique
non nécessairement séparable, en supposant tout de même que la mesure de
Young limite vérifie µ(Ω× T0) = 1 pour une partie séparable T0 de T.

Le théorème ci-dessous est une extension du théorème “portmanteau”
classique pour les mesures boréliennes sur un espace topologique (voir par
exemple [Top70b]).

Théorème 1.2.1 (théorème “portmanteau”) Soit (µα) une suite généralisée
dans Y et soit µ ∈ Y.

A) Les affirmations A1, A2 et A3 ci-dessous sont équivalentes.

A1. µα
S-stable−−−−→ µ.

A2. lim infα µ
α(f) ≥ µ(f) pour tout intégrande semicontinu inférieurement

f à valeurs dans [0,+∞].

A3. lim infα µ
α(G) ≥ µ(G) pour tout G ∈ G.

B) Soit C un ensemble de fonctions positives bornées F–mesurables, stable
pour la multiplication de deux éléments, contenant la fonction 1 engen-
drant F (e.g. C peut consister en l’ensemble des fonctions indicatrices
d’un π–système contenant Ω qui engendre F . Les affirmations B1 et B2
ci-dessous sont équivalentes. De plus, si T est cosmique régulier (donc
complétement régulier), et si D est une famille filtrante croissante de se-
midistances sur T qui induit la topologie de T, alors les affirmations B1,
B2 et B3 sont équivalentes.

B1. µα
W-stable−−−−→ µ.

B2. lim infα µ
α(g ⊗ 1lG) ≥ µ(g ⊗ 1lG) pour tout g ∈ C et tout G ∈ G.

B3. limα µ
α(g ⊗ f) = µ(g ⊗ f) pour tout g ∈ C, pour tout d ∈ D et pour

toute application f : T→ [0, 1] lipschitzienne par rapport à d.

(Pour g : Ω → R et f : T → R, on note g ⊗ f l’application (ω, x) 7→
g(ω)f(x).)

C) Supposons de plus que T soit un espace souslinien métrisable. Soit d une
distance compatible avec la topologie de T. Alors les affirmations A1 à
B3 sont toutes équivalentes à l’affirmation C1 ci-dessous.

C1. limα µ
α(f ⊗ g) = µ(f ⊗ g) pour tout f ∈ C et pour toute fonction

bornée g : T→ R qui est lipschitzienne par rapport à d.

En particulier, dans ce cas, les topologies stables τ×Y (× = S,M,N,W)
cöıncident.
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L’implication B1⇒ A2 est parfois appelée théorème de semicontinuité. Sous
des hypothèses plus générales que dans la partie C, on peut donner des
résultats partiels d’équivalence entre les topologies stables τ ×Y . Par exemple,
si T est complètement régulier et si la marge de µ sur T est τ -régulière, alors

on a µα
W-stable−−−−→ µ ⇒ µα

N-stable−−−−→ µ. Mais le problème de la généralisation du

théorème de semicontinuité, c’est–à–dire

le problème de savoir si τW
Y cöıncide avec τ S

Y dans des espaces plus
généraux que les espaces sousliniens métrisables (par exemple les
sousliniens réguliers) est toujours ouvert.

Une autre approche consiste étudier les compacts de τ S
Y (voir la section 1.3),

car, sur ces compacts, les topologies τW
Y et τ S

Y cöıncident. On trouvera dans
le tableau 1 page 17 une liste de résultats sur le théorème de semicontinuité.

Signalons encore un cas où l’on peut, sans compacité, obtenir sous l’hy-
pothèse de convergence W-stable la convergence d’intégrales de fonctions qui
ne sont pas de la forme f⊗g. Il nous faut d’abord introduire de nouvelles no-
tations. Soit d une semidistance continue sur T. On note BL1(T, d) l’ensemble
des fonctions f : T→ [−1, 1] lipschitziennes pour d de module de Lipschitz

inférieur ou égal à 1 (c’est–à–dire ‖f‖L (d) := supd(x,y)>0
|f(x)−f(y)|
d(x.y)

≤ 1). On

note BL1(Ω,T, d) l’espace des intégrandes f tels que f(ω, .) ∈ BL1(T, d) pour
tout ω ∈ Ω et BL′1(Ω,T, d) l’ensemble des éléments f de BL1(Ω,T, d) qui sont
de la forme f =

∑n
i=1 1lAi ⊗ gi, où (Ai)1≤i≤n est une partition mesurable de

Ω (qui dépend de f).

Proposition 1.2.2 (convergence W-stable et intégrandes lipschit-
ziens) Soit d une semidistance continue sur T. Soit (µα)α∈A une suite gé-
néralisée dans Y qui converge de manière W-stable vers une limite µ ∈ Y.
On suppose qu’il existe une partie séparable T0 de T telle que µ(Ω×T0) = 1.
Alors on a

lim
α
µα(ϕ ◦ f) = µ∞(ϕ ◦ f)

pour tout intégrande f ∈ BL1(Ω,T, d) et pour toute fonction continue ϕ :
[−1, 1]→ R.

Autres topologies stables, mesures de Young d’ordre p On obtient
des variantes intéressantes et naturelles des topologies stables en remplaçant
la condition de bornitude des intégrandes test par une condition de crois-
sance. Par exemple, si p ∈ [1,+∞[ et si D est une famille de semidistances
sur T qui définit la topologie de T, on peut considérer les intégrandes f
tels qu’il existe d ∈ D pour lequel on ait |f(ω, .)| ≤ 1 + d(x0, .)

p, où x0

est un élément fixé de T (la définition ne dépend pas du choix de x0). On
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obtient ainsi, avec des notations évidentes, les topologies stables τ ×,pY,D, pour
× = S,M,N,W. Le cadre naturel d’étude de τ×,pY,D est le sous-espace

YpD = {µ ∈ Y ; (∀d ∈ D)

∫

Ω×T
d(x0, .)

p dµ <∞}

des mesures de Young d’ordre p (ou mesures de Young p-intégrables) relati-
vement à D. Dans le cas où T ⊂ Rn et D a pour unique élément la distance
associée à la norme, l’espace (YpD, τ×,pY,D) est considéré dans des travaux aussi
différents que (notamment) [Bal89b, KP94, PV95, Rou97, DM02, AP03].

Introduisons maintenant une notion d’intégrabilité uniforme qui nous ser-
vira pour caractériser la τ×,pY,D-convergence. On dit qu’une partie Y ⊂ YpD est
uniformément p-intégrable si, pour tout d ∈ D,

lim
R→+∞

sup
µ∈Y

∫

Ω×{d(a,.)>R}
d(a, x)p dµ(ω, x) = 0

pour un a ∈ T (et donc pour tout a ∈ T). On dit qu’une suite généralisée
(µα)α∈A dans YpD est asymptotiquement uniformément p-intégrable si, pour
tout d ∈ D,

lim
R→+∞

lim sup
α

∫

Ω×{d(a,.)>R}
d(a, x)p dµα(ω, x) = 0

pour un a ∈ T (donc pour tout a ∈ T). Si A = N, la suite (µα)α∈A est
asymptotiquement uniformément p-intégrable si et seulement si elle est uni-
formément p–integrable.

Proposition 1.2.3 (Caractérisations de la convergence pour τ ×,pY,D) On
suppose que T est complètement régulier et que sa topologie est définie par
une famille D de semidistances. Soient p ≥ 1, (µα)α∈A une suite généralisée
dans YpD et µ ∈ YpD. On suppose qu’il existe une partie séparable T0 de T telle
que µ(Ω× T0) = 1. Fixons un é lément a de T. Alors, pour × = S,M,N,W,
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. (µα)α∈A converge vers µ pour τ×,pY,D.

2. µα
×-stable−−−−→ µ et limα

∫
Ω×T d(a, x)p dµα(x, ω) =

∫
Ω×T d(a, x)p dµ(x, ω) pour

tout d ∈ D.

3. µα
×-stable−−−−→ µ et (µα)α∈A est asymptotiquement uniformément p–integrable.

À l’aide du théorème 1.2.1, on en déduit le résultat suivant.
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Corollaire 1.2.4 Si T est métrisable souslinien, les topologies τ×,pY,D cöıncident
(× = S,M,N,W).

Si T = E est un espace vectoriel normé séparable et si D ne contient que
la distance associée à la norme de E, alors Lp(T,D) := YpD∩L0(Ω,F ,P;T) n’est

rien d’autre que l’espace Lp(Ω,F ,P;E) des fonctions Bochner intégrables de
(Ω,F ,P) dans E. On verra plus loin (corollaire 1.5.7 page 24) que la trace sur
Lp(Ω,F ,P;E) de la topologie τ×,pY,D est la topologie forte de Lp(Ω,F ,P;E).

On retrouve de même les espaces d’Orlicz en remplaçant dans ce qui
précède d(x0, .)

p par ϕ(d(x0, .)), où ϕ est une fonction de Young [AP04].

Densité des fonctions dans les mesures de Young C’est l’une des
propiétés les plus importantes des topologies stables, et en fait les mesures
de Young ont été historiquement construites comme limites de fonctions.
Le résultat ci-dessous a donc une longue histoire, de [You37] à [Bal84b]. Il
est légèrement généralisé ici, l’espace considéré n’étant pas nécessairement
régulier.

Théorème 1.2.5 (théorème de densité) Supposons que T soit un espace
de Radon dont les parties compactes T sont métrisables (par exemple, T est
un espace souslinien). Supposons de plus la probabilité P sans atome. Alors
L0 est dense dans Y pour τ×Y , × = S,M,N,W.

Après une réduction au cas métrisable compact, la preuve dans [CRdFV04]
consiste à approcher toute mesure de Young non dégénérée par une suite de
fonctions qui oscille sur des parties mesurables de plus en plus petites.

Une autre approche utilisant le théorème de convergence des martingales
est présentée dans [RdFZ02].

On obtient une version analogue pour les mesures de Young p-intégrables.

Corollaire 1.2.6 On suppose que T est un espace de Radon à compacts
métrisables (par exemple T est un espace souslinien régulier), et que P n’a
pas d’atome. Soit D une famille de semidistances qui définit la topologie T.
Alors, pour tout p ≥ 1, Lp(T,D) est dense dans YpD pour la topologie τ×,pY,D,
× = S,M,N,W.

Comme pour le théorème 1.2.5, on se ramène au cas métrisable compact.
Dans ce cas, on a YpD = Y , Lp(T,D) = L0 et τ×,pY,D = τ S

Y . Le théorème 1.2.5 donne
alors le résultat.
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Généralisation aux mesures sur Ω × T La définition des topologies
stables n’utilise ni le fait que les éléments de Y(Ω,F ,P;T) ont pour masse 1,
ni qu’ils ont même marge P. On peut donc étendre ces topologies à M(Ω× T)
en remplaçant Y par M(Ω× T) dans les définitions. Les topologies corres-
pondantes sont notées τ×M, × = S,M,N,W. C’est le cadre retenu dans les
études [Bal01] (qui porte sur τW

M) et [RdF03] (qui étudie la compacité pour
τ S

M).
Le théorème “portmanteau” (théorème 1.2.1) admet encore une formu-

lation dans ce cadre général ([RdF03] et [CRdFV04, Remark 2.1.5]) : il suf-
fit d’ajouter, dans les affirmations A3 et B2, que l’on a limα µα(Ω× T) =
µ(Ω× T) et, dans les parties B et C, que l’ensemble C contient toutes les
fonctions 1lA, A ∈ F .2 En particulier, la topologie τ S

M peut être définie comme
la topologie la moins fine qui rende semicontinues inférieurement les applica-
tions µ 7→ µ(G) (G ∈ G) et qui rende continue l’application µ 7→ µ(Ω× T).
Ainsi, τ S

M est un cas particulier de la w-topologie définie de manière abstraite
par F. Topsøe [Top70a].

Remarquons que la trace sur M(T) de τ×M est la topologie étroite si × ∈
{S,N} et la topologie faible si × ∈ {M,W}. D’autre part, la trace sur M(Ω)
de τ×M est la s-topologie [Top70a], c’est–à–dire la topologie la moins fine telle
que, pour chaque A ∈ F , l’application µ 7→ µ(A) soit continue.

Nous reprendrons ce cadre général page 11 dans la présentation des critères
de compacité pour les topologies stables.

1.3 Critères de compacité

Comme cela a été annoncé dans l’introduction, il existe des conditions
suffisantes simples à vérifier pour qu’une partie de Y soit compacte pour τ ×Y .
Nous nous contenterons de caractériser les compacts pour τ S

Y , puisqu’ils sont
en même temps compacts pour τ×Y , × = M,N,W. Par ailleurs, les critères
de compacité pour τ×,pY,D se déduisent facilement de ceux pour τ×Y , d’après la
proposition 1.3.1 ci-dessous.

Rappelons qu’un sous-ensemble K d’un espace topologique T est com-
pact pour les suites généralisées dans T si toute suite généralisée d’éléments
de K admet une sous-suite généralisée qui converge dans T. De manière
équivalente, K est compact pour les suites généralisées si toute suite généra-
lisée universelle d’éléments de K converge (voir [Kel55] pour les définitions et
propriétés des sous-suites généralisées et des suites généralisées universelles).

2On peut [RdF03, Theorem 3.2] remplacer cette condition sur C par l’hypothèse que
l’emsemble {(πΩ)] (µα) ; α ∈ A} est équicontinu (voir la définition page 13)
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On dit que K est relativement compact s’il est contenu dans une partie com-
pacte de T. Donc toute partie relativement compacte de T est compacte pour
les suites généralisées. L’implication réciproque est vraie si T est régulier (voir
la démonstration dans [PV95] ou dans [OW98]).

Le résultat suivant se déduit facilement de la proposition 1.2.3.

Proposition 1.3.1 (Parties compactes de Y pD) On suppose que T est
complètement régulier. Soit D une famille de semidistances qui définit la
topologie de T. Soient p ≥ 1 et Y ⊂ YpD. Les assertions suivantes sont
équivalentes, pour × = S,M,N,W.

1. L’ensemble Y est compact pour les suites généralisées dans (Y pD, τ×,pY,D).

2. L’ensemble Y est compact pour les suites généralisées dans (Y pD, τ×Y ) et
uniformément p–intégrable par rapport à D.

Le résultat ci-dessous est très utile pour les applications. On dit qu’une
partie K d’un espace topologique T est séquentiellement relativement com-
pacte si toute suite d’éléments de K admet une sous-suite qui converge dans
T (cette terminologie n’est pas tout à fait cohérente avec celle que nous avons
introduite plus haut, mais elle est conforme à l’usage établi).

Lemme 1.3.2 (quand la compacité entrâıne la compacité séquen-
tielle) Soit M une partie relativement compacte de Y pour τ S

Y . Supposons
qu’il existe une topologie séparable métrisable moins fine que la topologie de
T mais qui possède les mêmes boréliens que cette topologie (c’est le cas si,
par exemple, T est souslinien régulier). Alors M est séquentiellement relati-
vement compact.

Un autre résultat très utile lié à la compacité séquentielle est la version
pour les mesures de Young du théorème de Komlós, due à Balder [Bal89a,
Bal90]. Nous ne la présentons pas ici, mais nous l’utiliserons page 33, pour
démontrer qu’un certain processus à valeurs mesures, obtenu comme limite
stable de processus adaptés, est adapté.

Critères de Topsøe et de Jacod et Mémin

Nous nous plaçons ici dans le cadre général de l’espace (M(Ω× T), τ S
M).

Nous donnons d’abord une condition nécessaire et suffisante de compacité
pour les suites généralisées (critère de Topsøe), dont nous déduisons d’autres
critères dans des cas particuliers.

On appelle pavage sur Ω×T tout ensemble non vide de parties de Ω×T.
Énumérons maintenant les propriétés des pavages G(T) et K(T) dont nous

11



aurons besoin. La présentation ci-dessous suit celle de [Top70a], pour faci-
liter la comparaison. On dit que T est sous-métrisable s’il existe sur T une
topologie métrisable moins fine. Cela revient à dire qu’il existe une famille
dénombrable de fonctions continues à valeurs réelles sur T qui sépare les
points de T.

Lemme 1.3.3 (Propriétés des pavages G et K) On suppose que T est
souslinien sous-métrisable et que (Ω,F) est universellement complet.

I. K contient ∅ et est stable par réunion finie et par intersection dénombrable.
II. G contient ∅ et est stable par union finie et par intersection finie (en

fait, G est également stable par union dénombrable, mais nous n’en aurons
pas besoin).

III. K \G ∈ K pour tout K ∈ K et pour tout G ∈ G,
IV. G sépare les ensembles dans K, c’est–à–dire que, pour toute paire

{K1, K2} d’éléments disjoints de K, on peut trouver une paire {G1, G2} d’élé-
ments disjoints de G telle que K1 ⊂ G1 et K2 ⊂ G2.

V’. Soit M une partie de M(Ω× T) telle que (πΩ)] (M) soit relative-
ment compact pour la s-topologie sur M(Ω). Alors M est uniformément σ–
régulier sur G au point ∅ par rapport à K, c’est–à–dire que, pour toute famille
dénombrable (Ki)i∈I d’éléments de K filtrante décroissante vers ∅, on a

inf
i∈I

sup
µ∈M

inf
G∈G, G⊃Ki

µ(G) = 0

(on dit que (Ki)i∈I est filtrante décroissante vers ∅ si ∩i∈IKi = ∅ et si, pour
tout i ∈ I et pour tout j ∈ I, il existe k ∈ I tel que Kk ⊂ Ki ∩Kj).

Remarque 1.3.4 Le pavage K ne vérifie pas la propriété V de [Top70a],
c’est–à–dire que K n’est pas semi-compact (un pavage C est dit semi–compact
si, pour toute famille dénombrable d’éléments de C ayant une intersection
vide, il existe une sous-famille fanie ayant la même intersection). Toutefois
la propriété plus faible V’ suffit pour obtenir un résultat analogue à [Top70a,
Theorem 4].

Avant de déduire du lemme 1.3.3 une adaptation du critère de compacité
de Topsøe, il nous faut introduire encore quelques définitions.

On appelle complétion universelle de F la tribu F ∗ = ∩µ∈M(Ω)Fµ, où Fµ
est la tribu µ–complétée de F , c’est–à–dire la tribu engendrée par F et les
ensembles µ-négligeables. Des notations telles que G∗ ou τ S

M
∗ signifient que

l’on a remplacé F par F ∗ dans les définitions de G et de τ S
M.

Si C et E sont deux pavages sur Ω × T, on dit que E domine C si tout
élément de C est contenu dans un élément de E .

On déduit du lemme 1.3.3 le critère suivant [RdF03], adapté de celui de
Topsøe ([Top70a, Corollary 2], voir aussi [Top74, OW98]).
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Théorème 1.3.5 (critère de Topsøe) On suppose que T est souslinien
sous-métrisable. Une partie M de M(Ω× T) est compacte pour les suites gé-
néralisées dans (M(Ω× T), τ S

M
∗) si et seulement si les conditions (i) et (ii)

ci-dessous sont vérifıées :
(i) L’ensemble (πΩ)] (M) est compact pour les suites généralisées dans

M(Ω) muni de la s-topologie.
(ii) Pour toute sous-famille G′ de G∗ qui domine K et pour tout ε > 0, il

existe une sous-famille finie G′′ de G′ telle que, pour tout µ ∈ M, on
puisse trouver G ∈ G′′ vérifiant µ(Gc) < ε.

Des critères de compacité pour les suites généralisées dans M(Ω) muni de
la s-topologie ont été donnés dans [Top70a, Gän71, AGK76]. En particulier, si
une partie M de M(Ω) est relativement compacte, elle est équicontinue, c’est–
à–dire que, pour toute suite décroissante (An) dans F telle que ∩nAn = ∅,
on a limn supµ∈M µ(An) = 0 [Gän71].

Idée de la preuve du théorème 1.3.5. La partie directe est exactement
comme dans [Top74]. Supposons M compact pour les suites généralisées dans
(M(Ω× T), τ S

M
∗). La propriété (i) est trivialement vérifiée. Supposons que (ii)

ne le soit pas : il existe une famille G′ = (GK)K∈K d’éléments de G telle que
GK ⊃ K pour chaque K ∈ K et que, pour toute sous-famille finie G′′ de G′,
il existe µ ∈M vérifiant min{µ(Gc); G ∈ G′′} > ε. Mais alors la famille

(OGK )K∈K := ({µ ∈ M(Ω× T); µ(Gc
K) < ε})K∈K

est un recouvrement ouvert de M(Ω× T). D’après [OW98, Proposition 1],
on peut en extraire un sous-recouvrement fini de M, ce qui conduit à une
contradiction.

Réciproquement, supposons que M vérifie (i) et (ii). Soit (µα)α∈A une
suite généralisée universelle dans M. D’après (i), on a supµ∈M µ(Ω × T) <
+∞. L’application ν : G→ [0,+∞[ définie par

(∀G ∈ G) ν(G) = lim
α
µα(G)

est bornée d’après (i). La propriété V’ du lemme 1.3.3 et l’hypothèse (i) en-
trâınent que, pour toute famille dénombrable (Ki)i∈I d’éléments de K filtrante
décroissante vers ∅, on a

inf
i∈I

inf
G∈G, G⊃Ki

ν(G) ≤ inf
i∈I

sup
µ∈M

inf
G∈G, G⊃Ki

µ(G) = 0 = ν(∅).

c’est–à–dire que l’application ν est σ–régulière en ∅ par rapport à K. Il
découle alors de [Top70a, Theorem 2] et des propriétés I à IV du lemme 1.3.3
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que l’application µ : F ⊗B (T)→ [0,+∞[ définie par

(∀B ∈ F ⊗B (T)) µ(B) = sup
K⊂B,K∈K

inf
G∈G, G⊃K

ν(G)

est une mesure sur F ⊗B (T). De plus, on a évidemment

(∀G ∈ G) µ(G) ≤ lim inf
α

µα(G).

Pour montrer que (µα)α converge vers µ, il ne reste plus qu’à vérifier que

µ(Ω× T) = lim
α
µα(Ω× T).

Supposons le contraire : il existe ε > 0 et, pour chaque K ∈ K, un élément
GK de G tel que GK ⊃ K et limα µ

α(GK) + 2ε ≤ limα µ
α(Ω×T). On obtient

alors une contradiction avec (ii) en prenant G′ = {GK ; K ∈ K}.
On déduit du théorème 1.3.5 des généralisations du critère de compacité

de Prokhorov pour les mesures boréliennes. Définissons d’abord des notions
de tension pour les mesures de Young.

On dit qu’une partie M de M(Ω) est souplement tendue si, pour tout
ε > 0, on peut trouver un compact aléatoire K ∈ K tel que supµ∈M µ(Kc) < ε.
On dit que M est strictement tendue si, pour tout ε > 0, on peut trouver un
compact K ∈ K tel que supµ∈M µ(Ω×Kc) < ε. Donc M est strictement tendu
si et seulement si (πT)] (M) est tendu au sens usuel. Une autre formulation
de ces notions de tension a été introduite par Balder [Bal84a] et fait appel
aux intégrandes inf-compacts.

Le théorème 1.3.5 nous donne immédiatement le résultat suivant, qui
généralise [Bal01, Theorem 5.2] dans la mesure où T n’est pas supposé régulier
et où la compacité obtenue l’est pour une topologie a priori plus fine que la
“ws–topology” τW

M .

Proposition 1.3.6 (critère de Prokhorov)

A) Supposons que T soit souslinien sous-metrisable. Soit M une partie sou-
plement tendue de M(Ω × T) telle que (πΩ)] (M) soit compact pour les
suites généralisées dans M(Ω) muni de la s-topologie. Alors M est com-
pact pour les suites généralisées dans (M(Ω× T), τ S

M
∗) (et donc aussi dans

(M(Ω× T), τ S
M)).

B) Supposons maintenant seulement que les compacts de T soient métrisables.
Soit M une partie strictement tendue de M(Ω×T) telle que (πΩ)] (M) soit
compact pour les suites généralisées dans M(Ω) muni de la s-topologie.
Alors M est compact pour les suites généralisées dans (M(Ω× T), τ S

M
∗)

(et donc aussi dans (M(Ω× T), τ S
M)).

14



Rappelons qu’une mesure µ ∈ M(T) est dite τ -régulière si, pour toute
suite filtrante décroissante (Fα) de fermés de T, on a µ(∩αFα) = infα µ(Fα).
Toute mesure de Radon est τ -régulière. L’espace T est dit de Prokhorov si
toute ensemble étroitement compact de mesures τ -régulières est tendu (voir
par exemple [Bog98]). Les espaces polonais sont des espaces de Prokhorov,
d’autres exemples sont donnés dans [Top74, Whe83]. La caractérisation la
plus générale des espaces de Prokhorov est donnée dans [Bou02].

Le critère de Prokhorov prend une forme particulièrement agréable dans
le cas où T est un espace de Prokhorov. Le résultat ci-dessous généralise
un critère de Jacod et Mémin ([JM81a, Théorème 2.8], voir aussi [Sch75,
Theorem 3.10] et [Bal01, Theorem 5.2]), qui était connu dans le cas où T est
polonais.

Corollaire 1.3.7 (critère de Jacod et Mémin) On suppose T souslinien
sous-métrisable et de Prokhorov. Une partie M de M(Ω× T) est compacte
pour les suites généralisées dans (M(Ω× T), τ S

M) si et seulement si les condi-
tions (a) et (b) ci-dessous sont vérifiées.

(a) (πΩ)] (M) est compact pour les suites généralisées dans M(Ω) muni
de la s-topologie.

(b) (πT)] (M) est compact pour les suites généralisées dans M(T) muni
de la topologie étroite.

Application aux mesures de Young Les critères précédents admettent
des versions triviales dans (Y , τ S

Y), puisque la projection sur M(Ω) de toute
partie de Y est {P}, donc toujours compacte. On a en particulier le résultat
suivant.

Théorème 1.3.8 (critères de compacité pour les mesures de Young)
On suppose que T est souslinien sous-métrisable.

1. Toute partie souplement tendue de Y est compacte pour les suites gé-
néralisées dans la topologie τ S

Y .

2. Si T est un espace de Prokhorov, une partie M de Y est compacte pour
les suites généralisées dans la topologie τ S

Y si et seulement si (πT)] (M)
est compact pour les suites généralisées dans la topologie étroite.

3. Toute partie relativement compacte de (Y , τ S
Y) est séquentiellement rela-

tivement compacte.

On en déduit immédiatement un résultat bien connu dans le cas polonais
([Bal84a, page 573], [Jaw84, théorème 2.4]) :
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Corollaire 1.3.9 (équivalence des notions de tension) Supposons que
T soit un espace de Prokhorov souslinien sous-métrisable. Alors toute partie
souplement tendue de Y est strictement tendue.

On obtient une variante utile du corollaire 1.3.9, par une méthode diffé-
rente [CRdFV04, Theorem 4.3.14], inspirée d’une idée de Valadier [Jaw84,
théorème 2.4]. On dit que T admet une suite cofinale de compacts métrisables
s’il existe une suite (Kn) de compacts métrisables de T telle que tout compact
de T soit contenu dans l’un des Kn. C’est le cas si, par exemple, T est le dual
∗-faible d’un espace de Banach séparable ; or un tel espace n’est de Prokhorov
que s’il est de dimension finie [Fer94].

Proposition 1.3.10 Supposons que T admette une suite cofinale de com-
pacts métrisables. Alors toute partie souplement tendue de Y est strictement
tendue.

Idée de la preuve. On munit l’ensemble K de la topologie de Vietoris,
c’est–à–dire de la topologie engendrée par les ensembles

U− = {F ∈ F; F ∩ U 6= ∅}

et
U+ = {F ∈ F; F ⊂ U},

où U décrit G. D’après une caractérisation due à Michael [Mic51, Theo-
rem 2.5.2] (pour la condition suffisante) et Christensen [Chr74, Theorem 3.1]
(pour la condition nécessaire), une partie C de K est relativement compacte si
et seulement s’il existe K ∈ K tel que l’on ait C ⊂ K pour tout C ∈ C. Sous
les hypothèses de la proposition, on montre que K est un espace de Radon
[CRdFV04, Theorem 4.3.14].

Soit M une partie souplement tendue de Y et soit ε > 0. Il existe K ∈ K

tel que supµ∈M µ(K) ≥ 1 − ε/2. Or K peut être vu comme un élément
aléatoire de K, dont la loi est donc tendue puisque K est un espace de Radon.
D’après le résultat de Michael, il existe donc un compact K ∈ K tel que l’on
ait P{K(ω) ⊂ K} ≥ 1− ε. On en déduit immédiatement supµ∈M µ(Ω×K) ≥
1− ε, donc M est strictement tendu.
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1.4 Tableaux de résultats sur les convergences

stables

On rassemble dans cette partie des résultats qui précisent ceux des sec-
tions précédentes.

Tableau 1: theorème de semicontinuité

µα
W-stable−−−−→ µ∞ ⇒ µα

S-stable−−−−→ µ∞

Condition suffisante Preuve dans [CRdFV04]

T est souslinien métrisable Portmanteau Theorem
(Theorem 2.1.3-G page 25)

(µα)α est strictement tendu
et Pτ (T) = P(T) (e.g. T est de Ra-
don ou héréditairement Lindelöf)
et T est complètement régulier et
les parties compactes de T sont
métrisables

ou

(µα)α est souplement tendu
et T est souslinien régulier

Theorem 4.3.8 page 94

(µα)α est une suite et T est un es-
pace séquentiellement de Prohorov
tel que Pt(T) = Pτ (T) = P(T)
(e.g. T est un espace métrique ou
un espace kω sous-métrisable)

Theorem 4.5.1 page 104

17



Tableau 2: critères de relative compacité séquentielle

K ⊂ Y est τ S
Y–séquentiellement relativement compact

Condition suffisante Preuve dans [CRdFV04]

K est strictement tendu
et les parties compactes de T sont
métrisables
ou
K est souplement tendu
et T est souslinien sous-métrisable

Theorem 4.3.5 (Prohorov Crite-
rion) page 92

K est souplement tendu
et T est souslinien et K(T) est de
Radon (e.g. T a une suite cofinale
de parties compactes métrisables)

Theorem 4.3.5 (Prohorov Criterion)
page 92 et
Theorem 4.3.13 page 97 (voir aussi
Theorem 4.3.14)

K est τ S
Y–séquentiellement relativement compact⇒ K est τ S

Y–relatively compact
Condition suffisante Preuve dans [CRdFV04]

T est souslinien métrisable et
F est essentiellement dénombra-
blement engendré (donc τ S

Y est
métrisable)

Remark 4.5.3 page 105

T est un espace polonais ou bien un
espace séquentiellement de Proho-
rov possédant une suite cofinale de
compacts métrisables (e.g. T est un
espace kω sous-métrisable)

Proposition 4.5.2 page 105

K est τ S
Y–relativement compact ⇒ K est τ S

Y–séquentiellement relativement compact
Condition suffisante Preuve dans [CRdFV04]

T est souslinien sous-métrisable Lemma 4.1.1 page 84
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1.5 Convergence en probabilité ou en moyenne

d’ordre p

Dans toute cette partie, on suppose pour simplifier que T est un espace
cosmique régulier (donc complétement régulier) dont la topologie est définie
par un ensemble D de semidistances.

1.5.1 Convergence en probabilité de mesures de Young

Convergence en probabilité d’éléments aléatoires

Soit (Xα) une suite généralisée dans L0 (T) et soit X ∈ L0 (T). On dit
que (Xα) converge en probabilité vers X, et on note

Xα
probabilité−−−−→ X

si on a

(1.5.1) (∀d ∈ D) (∀ε > 0) lim
α

P {d(Xα, X) > ε} = 0.

Un calcul classique et facile montre que (1.5.1) équivaut à

(1.5.2) (∀d ∈ D) lim
α

∫

Ω

min(d(Xα, X), 1) dP = 0.

J. Hoffmann-Jørgensen a donné une définition de la convergence en probabi-
lité qui ne dépend que de la topologie de T et non de la structure uniforme
associée à D : plus précisément, soit C (T, [0, 1]) l’espace des fonctions conti-
nues de T dans [0, 1]. Alors (1.5.1) et (1.5.2) équivalent à

(1.5.3) (∀ϕ ∈ C (T, [0, 1])) lim
α

∫

Ω

|ϕ(Xα)− ϕ(X)| dP = 0.

([HJ91, Theorem 7.4] et [HJ98, Corollary 4.7]). (Cette définition a aussi
l’avantage de conserver un sens même si T n’est pas complétement régulier.)
D’autre part, pour toute variable aléatoire réelle définie sur Ω, on a

(1.5.4)

∫

Ω

|Y | dP ≥ sup
A∈F

∣∣∣∣
∫

A

Y dP

∣∣∣∣ ≥
1

2

∫

Ω

|Y | dP,

donc (1.5.3) revient à

(1.5.5) (∀ϕ ∈ C (T, [0, 1])) lim
α

sup
A∈F

∫

A

(ϕ(Xα)− ϕ(X∞)) dP = 0.
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On voit donc que l’on a en particulier, en enlevant le supremum et en tra-
duisant (1.5.5) dans le langage des mesures de Young,

(1.5.6) (∀A ∈ F) (∀ϕ ∈ C (T, [0, 1])) lim
α
δXα( 1lA ⊗ ϕ) = δX( 1lA ⊗ ϕ).

Donc, si (Xα) converge en probabilité versX, (1.5.6) montre que δXα converge
de manière W-stable vers δX . Réciproquement, supposons que δXα converge
de manière W-stable vers δX . Soit d ∈ D et soit g ∈ BL1(Ω,T, d) l’intégrande
défini par

g(ω, x) = d(x,X(ω)).

D’après la proposition 1.2.2, on a

lim
α

∫
d(Xα, X) dP = lim

α

∫
g dδXα =

∫
g dδX = 0,

donc (Xα)α∈A converge in probabilité vers X. Ainsi, la topologie de la conver-
gence en probabilité sur L0 coincide avec la trace sur L0 de la convergence
W-stable. Cela signifie que l’on peut supprimer le supremum dans (1.5.5) et
exiger seulement que la convergence ait lieu pour chaque A ∈ F . On verra
un résultat plus fort dans le théorème 1.5.4.

Si d est une semidistance sur T, on note ∆
(d)
prob la semidistance sur L0

définie par
∆

(d)
prob(X,Y ) = E (min (d(X,Y ), 1)) .

La convergence en probabilité est donc la convergence pour la topologie τ prob

L0

induite par les semidistances ∆
(d)
prob (d ∈ D). On remarque aussi que, si d est

une distance sur T, alors ∆
(d)
prob est une distance sur L0(T), et si d induit la

topologie de T, alors ∆
(d)
prob induit τprob

L0 .

Convergence en probabilité de mesures de Young

On définit naturellement la topologie τ prob
Yd de la convergence en probabi-

lité sur le sous-espace Yd des mesures de Young désintégrables, vues comme
des éléments aléatoires de l’espace P(T) muni de la topologie faible. L’espace
T étant supposé cosmique régulier, P(T) est également cosmique régulier
pour la topologie faible [CRdFV04, Proposition 1.3.2], donc le cadre décrit
plus haut s’applique parfaitement. On verra plus loin que la topologie τ prob

Yd
a un prolongement naturel à Y .

Parmi les ensembles de semidistances qui induisent la topologie faible de
P(T), il en est deux particulièrement intéressants. Le premier est donné par
la définition : c’est celui des semidistances d(f) : (µ, ν) 7→ |µ(f)− ν(f)|, où f
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décrit C (T, [0, 1]). Ainsi, la topologie τ prob
Yd est induite par les semidistances

∆
(d(f))
prob (f ∈ C (T, [0, 1])) définies par

∆
(d(f))
prob (µ, ν) =

∫

Ω

|µω(f)− νω(f)| dP(ω).

D’après (1.5.4), on voit que les semidistances ∆
(d(f))
prob sont équivalentes aux

semidistances ∆̃
(f)
prob définies par

(1.5.7) ∆̃
(f)
prob(µ, ν) = sup

A∈F
|µ( 1lA ⊗ f)− ν( 1lA ⊗ f)| .

L’intérêt de l’égalité (1.5.7) est qu’elle conserve un sens même si µ et ν ne
sont pas désintégrables. On obtient donc une extension naturelle de τ prob

Yd à

Y : la topologie de la convergence en probabilité τ prob
Y sur Y est la topologie

induite par les semidistances ∆̃
(d(f))
prob (f ∈ C (T, [0, 1])) étendues à Y .

Le second ensemble de semidistances qui induit la topologie faible de P(T)

est celui des semidistances de Dudley ∆
(d)
BL (d ∈ D)

∆
(d)
BL(µ, ν) = sup

f∈BL1(T,d)

|µ(f)− ν(f)|

(voir [Dud66]). La topologie τ prob
Y est donc induite par les semidistances ∆

(d)
BL

(d ∈ D) définies par

∆
(d)
BL(µ, ν) =

∫

Ω

∆
(d)
BL(µω, νω) dP(ω).

On appelle ∆
(d)
BL la semidistance de Dudley paramétrée associée à d.

Théorème 1.5.1 On suppose que D est filtrant croissant. La topologie τ prob
Yd

est induite par la famille
(

∆
(d)
BL

)
d∈D

et on a, pour tout d ∈ D et tout µ, ν ∈ Y,

(1.5.8) ∆
(d)
BL(µ, ν) = sup

f∈BL1(Ω,T,d)

(µ(f)− ν(f)) = sup
f∈BL′1(Ω,T,d)

(µ(f)− ν(f)) .

Si d est une distance, alors ∆
(d)
BL est une distance sur Y.

On obtient donc deux définitions de ∆
(d)
BL(µ, ν) qui conservent un sens

même si µ et ν ne sont pas désintégrables.
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Théorème 1.5.2 (semidistances de Dudley paramétrées sur Y) On
suppose que D est filtrant croissant. Pour chaque d ∈ D et pour tout µ, ν ∈ Y,
la deuxième égalité dans (1.5.8) reste vraie µ si ν ne sont pas désintégrables,
c’est–à–dire qu’on a

sup
f∈BL1(Ω,T,d)

(µ(f)− ν(f)) = sup
f∈BL′1(Ω,T,d)

(µ(f)− ν(f)) .

On peut donc prendre (1.5.8) comme définition des semidistances ∆
(d)
BL sur

l’espace Y tout entier. De plus, la topologie τ prob
Y de la convergence en proba-

bilité sur Y est induite par les semidistances ∆
(d)
BL (d ∈ D).

Remarque 1.5.3 (comparaison des caractérisations de τW
Y et τprob

Y )

La première définition de τ prob
Y a montré que la différence entre les topo-

logies τprob
Y et τW

Y tient au terme supA∈F dans (1.5.7). De même, d’après

le théorème 1.5.2, si D est filtrant croissant, alors τ prob
Y est la topologie de

la convergence uniforme sur les ensembles BL1(Ω,T, d) (d ∈ D), tandis que,
d’après le théorème 1.2.1 (condition B3) τW

Y est la topologie de la convergence
simple sur ∪d∈DBL1(Ω,T, d).

Théorème 1.5.4 (comparaison de τ prob
Y avec τW

Y )

1. La topologie τprob
Y est plus fine que τW

Y .

2. τprob
Y est strictement plus fine que τW

Y si et seulement si T a au moins deux
éléments et (Ω,F ,P) a une partie non atomique.

3. Ces deux topologies coincident sur L0(T). De plus, si (µα)α∈A est une suite
généralisée dans Yd et si X ∈ L0, alors (µα)α∈A converge de manière W-
stable vers µ∞ = δX si et seulement si (µα)α∈A converge en probabilité
vers δX .

4. L0(T) est fermé pour τ prob
Y dans L0 (P(T)) = Yd.

5. Si T est polonais ou si T admet une suite cofinale de compacts métrisables,
alors (Y , τprob

Y ) et (Y , τW
Y ) ont les mêmes parties convexes séquentiellement

fermées.

Remarque 1.5.5 Supposons que T soit souslinien (régulier) et que P soit
sans atome. D’après le théorème 1.2.5, L0 est dense dans Yd = Y muni de τW

Y ,

alors qu’il est fermé dans Y pour la topologie τ prob
Y et que ces deux topologies

coincident sur L0.
On retrouve la même situation avec le sous espace C de l’espace de Sko-

rokhod D (voir page 36) : C est dense dans D pour la topologie J1, alors
qu’il est fermé dans D pour la convergence uniforme sur les compacts et que
ces deux topologies coincident sur C.
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1.5.2 Convergence en moyenne de mesures de Young

Soit p ≥ 1 fixé. Nous allons définir sur YpD une topologie τ pY,D plus fine

que τprob
Y et qui induit sur Lp(T,D) := YpD ∩ L0(Ω,F ,P;T) la même topologie

que τ×,pY,D. On verra ensuite dans le corollaire 1.5.7 que, lorsque T = E est
un espace normé la trace sur Lp(T,D) de τ pY,D est la topologie forte usuelle de

Lp(Ω,F ,P;E).
Pour tout µ et tout ν dans P(T), on note

D(µ, ν) = {π ∈ P(T× T); π(.× T) = µ et π(T× .) = ν}.

Si c : T×T→ [0,+∞] est une fonction mesurable, on définit la fonctionnelle

de Kantorovich ∆
(c)
KR : P(T)× P(T)→ [0,+∞] associée à c par

∆
(c)
KR(µ, ν) := inf

π∈D(µ,ν)

∫

T×T
c(x, y) dπ(x, y).

Pour tout d ∈ D, on definit une semidistance ∆
(p,d)
KR : P(T) × P(T) →

[0,+∞] en posant

∆
(p,d)
KR (µ, ν) :=

(
∆

(dp)
KR

)1/p

= inf
π∈D(µ,ν)

(∫

T×T
d(x, y)p dπ(x, y)

)1/p

.

On appelle cette semidistance la semidistance de Wasserštein associée à d.
Cette semidistance est bien sûr à valeurs finies sur

Pp
d(T) :=

{
µ ∈ P(T);

∫

T
d(x0, .)

p dµ <∞
}
.

C’est une distance sur Pp
d(T) si et seulement si d est une distance. On montre

que la topologie induite par la famille (∆
(p,d)
KR (µ, ν))d∈D induit une topologie

plus fine que la convergence faible, et qui coincide avec celle-ci si les éléments
de D sont bornés. Le lecteur pourra consulter [Rac91] sur le sujet des dis-
tances de Wasserštein.

Définissons maintenant des distances de Wasserštein paramétrées. Pour
tout µ et tout ν dans Y (Ω,F ,P;T), on note

D(µ, ν) = {π ∈ Y(Ω,F ,P;T× T); π(.× .× T) = µ et π(.× T× .) = ν}.

Pour c : T× T→ [0,+∞] mesurable et µ, ν ∈ Y , on pose alors

∆
(c)
KR(µ, ν) = inf

π∈D(µ,ν)

∫

Ω×T×T
c(x, y) dπ(ω, x, y).
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Pour chaque d ∈ D, on appelle semidistance de Wasserštein paramétrée
associée à d la semidistance sur Y (à valeurs finies sur Y pD) définie par

∆
(p,d)
KR (µ, ν) :=

(
∆

(dp)
KR

)1/p

= inf
π∈D(µ,ν)

(∫

T×T
d(x, y)p dπ(x, y)

)1/p

.

On définit alors la topologie τ pY,D de la convergence en moyenne d’ordre p sur

YpD comme étant la topologie induite par les semidistances ∆
(p,d)
KR (d ∈ D).

On peut donner diverses caractérisations de la convergence en moyenne
d’ordre p, dans le même esprit que la proposition 1.2.3 page 8.

Théorème 1.5.6 Soient p ≥ 1, (µα)α∈A une suite généralisée dans YpD et
µ ∈ YpD. Soit d ∈ D et x0 ∈ T fixés. Les affirmations suivantes sont
équivalentes.

1. µα
τ
p
Y,D−−−−→ µ.

2. µα
probabilité−−−−→ µ et limα

∫
Ω×T d(a, x)p dµα(ω, x) =

∫
Ω×T d(a, x)p dµ(ω, x) pour

tout d ∈ D.

3. µα
probabilité−−−−→ µ et (µα)α∈A est asymptotiquement uniformément p–integrable.

4. limα supA∈F |µα( 1lA ⊗ f)− µ( 1lA ⊗ f)| = 0 pour tout f : T→ [0,+∞[ tel
que f ≤ 1 + d(x0, .)

p.

En comparant la condition 3 du théorème 1.5.6 avec l’affirmation 3 du
théorème 1.5.4, on obtient immédiatement le résultat ci-dessous.

Corollaire 1.5.7 Les topologies τ×,pY,D et τ pY,D coincident sur Lp(T,D).
En particulier, si T est un espace vectoriel normé séparable et si D a

pour unique élément la distance associée à la norme de E, la trace sur
Lp(E,‖.‖) = Lp(Ω,F ,P;E) de la topologie τ×,pY,D est la topologie forte usuelle

de Lp(Ω,F ,P;E).

La preuve du théorème 1.5.6 fait appel au lemme ci-dessous, dont la
démonstration se trouve dans [DPRdF].

Lemme 1.5.8 On suppose que T est souslinien. Soit c : T × T → [0,+∞]
une fonction semicontinue inférieurement. Alors, pour tout µ et tout ν dans
Y, l’application ω 7→ ∆

(c)
KR(µω, νω) est F∗-mesurable et il existe une mesure

de Young λ ∈ Y(Ω,F ∗,P;T× T) telle que

∆
(c)
KR(µω, νω) =

∫

T×T
c(x, y) dλω(x, y) P-p.s.
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De plus, on a

∆
(c)
KR(µ, ν) =

∫

Ω×T×T
c(x, y) dλ(ω, x, y) =

∫

Ω

∆
(c)
KR(µω, νω) dP(ω).

Idée de la preuve du théorème 1.5.6.
1 ⇒ 2. On commence par un passage au quotient T/d comme dans

[CRdF00, pages 125–126] ou dans [CRdFV04, Theorem 4.1]. On se ramène
ainsi au cas où (T, d) est un espace métrique séparable. On peut de plus,
comme dans [CRdF00, page 126], raisonner dans le complété de (T, d) (noté
encore (T, d)). On suppose donc sans perdre en généralité que (T, d) est un
espace métrique séparable complet. En particulier, T est souslinien et on peut
appliquer le lemme 1.5.8 avec c = dp : on a donc limα

∫
Ω

∆
(p,d)
KR (µαω, µω) dP = 0.

On en déduit

lim
α

∫

Ω

∆
(1,min(d,1))
KR (µαω, µω) dP = 0.

Comme ∆
(1,min(d,1))
KR est une distance bornée sur P(T) qui induit la topologie

faible, la suite (µα) converge donc en probabilité vers µ. La preuve de la
p-intégrabilité uniforme est semblable à [CRdF00, page 125].

2⇔ 3. Très facile et peut également se déduire de l’équivalence analogue
dans la proposition 1.2.3.

3 ⇒ 1. Comme dans la preuve de 1 ⇒ 2, on suppose sans perdre en
généralité que (T, d) est un espace métrique séparable complet. Pour tout
R > 0, notons dR la distance min (d,R). Comme (µα) converge en probabilité
vers µ, on a

(1.5.9) lim
α

∆
(1,dR)
KR (µα, µ) = lim

α

∫

Ω

∆
(1,dR)
KR (µαω, µω) dP(ω)

puisque la distance ∆
(1,dR)
KR est bornée et induit la convergence faible sur

P(T, d). Soit ε > 0 et choisissons R > 0 tel que

lim sup
α

∫

Ω×{d(x0,.)>R}
d(x0, x)p dµα(ω, x) ≤ ε

et

∫

Ω×{d(x0,.)>R}
d(x0, x)p dµ(ω, x) ≤ ε.

Pour chaque indice α, soit λα la mesure de Young donnée par le lemme 1.5.8
avec c = dp et λR,α celle obtenue pour c = dpR. On a alors, en notant B la
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boule fermée de centre x0 et de rayon R, on a
(

∆
(p,d)
KR (µα, µ)

)p

=

∫

Ω×T×T
d(x, y)p dλα(ω, x, y) ≤

∫

Ω×T×T
d(x, y)p dλR,α(ω, x, y)

d’où(
∆

(p,d)
KR (µα, µ)

)p

≤
∫

Ω×T×T
dR(x, y)p dλR,α(ω, x, y) +

∫

Ω×B×Bc
d(x, y)p dλR,α(ω, x, y)

+

∫

Ω×Bc×B
d(x, y)p dλR,α(ω, x, y) +

∫

Ω×Bc×Bc
d(x, y)p dλR,α(ω, x, y)

≤ Rp−1

∫

Ω×T×T
dR(x, y) dλR,α(ω, x, y)

+ 2p
∫

Ω×B×Bc
d(x0, y)p dλR,α(ω, x, y) + 2p

∫

Ω×Bc×B
d(x, x0)p dλR,α(ω, x, y)

+ 2p−1

∫

Ω×Bc×Bc
(d(x0, y)p + d(x, x0)p) dλR,α(ω, x, y)

≤ ∆
(1,dR)
KR (µα, µ)

+ 2p+1

∫

Ω×Bc
d(x0, y)p dµ(ω, y) + 2p+1

∫

Ω×Bc
d(x0, x)p dµα(ω, x)

≤ ∆
(1,dR)
KR (µα, µ) + 2p+2ε.

On en déduit l’implication voulue d’après (1.5.9).

3⇒ 4. Immédiat par troncation.

4⇒ 2. Il suffit d’appliquer 4 avec f(x) = d(x0, .)
p.

Mesures de Young d’ordre 1 et distance de Wasserštein paramétrée

Dans le cas p = 1, le théorème de dualité de Kantorovich–Rubinštein per-
met une autre expression des semidistances ∆

(p,d)
KR (µ, ν) (d ∈ D). Rappelons

d’abord un résultat célèbre, sous une forme légèrement moins générale que
celle donnée par Levin [Lev84] (voir aussi [RR98, Theorem 4.6.6]).

Théorème (théorème de dualité de Kantorovich–Rubinštein) On
suppose que T est souslinien régulier. Soit c : T×T→ [0,+∞] une applica-
tion mesurable. Pour (µ, ν) ∈ P(T)× P(T), on note

∆
(c)
L (µ, ν) := sup

f∈Lip
(c)
T

(µ(f)− ν(f))
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où
Lip

(c)
T = {u ∈ Cb (T) ; (∀x, y ∈ T) |u(x)− u(y)| ≤ c(x, y)} .

Alors ∆
(c)
KR(µ, ν) = ∆

(c)
L (µ, ν) pour tout µ, ν ∈ P(T) si et seulement si

(1.5.10) (∀x, y ∈ T) c(x, y) = sup
u∈Lip

(c)
T

|u(x)− u(y)| .

Toute fonction c : T × T → [0,+∞] vérifiant (1.5.10) est semiconti-
nue inférieurement, puisque elle est le supremum d’un ensemble de fonctions
continues. Toute semidistance continue c sur T vérifie (1.5.10) [RR98, Corol-
lary 4.5.7]. Si T est compact, toute semidistance semicontinue inférieurement
c sur T vérifie (1.5.10) [RR98, Remark 4.5.6].

Le résultat ci-dessous provient de [DPRdF]. On note

Y1
c (Ω,F ,P;T) = {µ ∈ Y ;

∫

Ω×T
c(x, x0) dµ(ω, x) < +∞}

où x0 est un élément fixé de T (d’après (1.5.10) cette définition ne dépend
pas du choix de x0). On note également Lip(c) l’ensemble des intégrandes

mesurables f : Ω × T → R vérifiant f(ω, .) ∈ Lip
(c)
T pour tout ω ∈ Ω. On

pose enfin, pour µ, ν ∈ Y1
c ,

∆
(c)
L (µ, ν) = sup

f∈Lip(c)

(µ(f)− ν(f)) .

Théorème 1.5.9 (théorème de Kantorovich–Rubinštein paramétré)
On suppose que T est souslinien régulier. Soit c : T×T→ [0,+∞[ vérifiant
(1.5.10). Soient µ, ν ∈ Y1

c . Soit λ ∈ Y(Ω,F∗,P;T×T) comme dans le lemme
1.5.8. On a

∆
(c)
KR(µ, ν) =

∫

Ω×T×T
c(x, y) dλ(ω, x, y) = ∆

(c)
L (µ, ν).

En particulier, si F = F ∗, on a λ ∈ D(µ, ν), donc l’infimum dans la

définition de ∆
(c)
KR(µ, ν) est atteint.

Ce théorème a des applications en dehors du cas où c est une semidis-
tance continue : on trouvera par exemple dans [DPRdF] une application au
couplage de variables aléatoires, dans laquelle c est la distance discrète.

Corollaire 1.5.10 Si T est souslinien régulier, la topologie τ pY,D de la conver-

gence en moyenne est induite par les semidistances ∆
(d)
L (d ∈ D).
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1.5.3 Produit fibré de mesures de Young

Soient S et T des espaces cosmiques réguliers et soient µ ∈ Yd(Ω,S)
et ν ∈ Yd(Ω,T). On appelle produit fibré de µ et ν la mesure de Young
µ ⊗ ν ∈ Yd(Ω,F ,P;S× T) définie par

(µ ⊗ ν)ω = µω ⊗ νω

pour tout ω ∈ Ω. Cette définition est cohérente car, d’après l’hypothèse sur
S et T, on a B (S)⊗B (T) = B (S× T).

Le théorème suivant a une longue histoire et de nombreuses applications
[Fis70, Bal88, Val90, Val94, Tat02]. On en verra une application dans la sec-
tion 1.6.2. Dans tous les articles cités ci-dessus (sauf [Tat02]), (να)α converge
de manière W-stable vers une mesure de Young degénérée. Mais, d’après la
partie 3 du théorème 1.5.4, cette hypothèse est contenue dans l’hypothèse 1b
ci-dessous.

Théorème 1.5.11 (théorème du produit fibré)

1. Soient S et T des espaces cosmiques. Soient (µα)α∈A et (να)α∈A des suites
généralisées dans Yd(S) et Yd(T) respectivement (avec les mêmes indices).
Supposons que

1a. (µα)α∈A converge de manière W-stable vers µ ∈ Yd(S),

1b. (να)α∈A converge en probabilité vers ν ∈ Yd(T).

Alors (µα ⊗ να)α∈A converge de manière W-stable vers µ ⊗ ν.

2. Si de plus (µα)α converge en probabilité, alors (µα ⊗ να)α converge en
probabilité vers µ ⊗ ν.

3. Soit p ≥ 1. On suppose D filtrant croissant. La topologie de T × T est
donc définie par la famille D̃ de semidistances d̃((x, x′), (y, y′)) = d(x, y)+
d(x′, y′) (d ∈ D). Si (µα) converge pour τW,p

Y,D (resp. pour τ pY,D) vers µ et si

(να) converge pour τ pY,D vers ν, alors (µα ⊗ να) converge pour τW,p
Y,D (resp.

pour τ pY,D) τ pY, eD vers µ ⊗ ν.

La démonstration des parties 1 et 2 est donnée dans [CRdFV04] et repose sur
les caractérisations des convergences pour τW

Y et τprob
Y à l’aide des intégrandes

lipschitziens : théorème 1.2.1, proposition 1.2.2 et théorème 1.5.1. La partie
3 s’en déduit immédiatement, en vérifiant que (µα ⊗ να)α est asymptotique-
ment uniformément p–integrable.
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1.6 Applications en théorie des probabilités

Deux applications des mesures de Young sont présentées ici. La première
utilise le critère de compacité de Prokhorov pour définir une solution faible
pour une inclusion différentielle stochastique. La deuxième fait appel au
théorème du produit fibré pour démontrer un théorème de la limite centrale
pour un nombre aléatoire de vecteurs aléatoires.

1.6.1 Solutions faibles d’inclusions d’évolution stochas-
tiques

Les mesures de Young fournissent un moyen assez naturel de construire
des solutions “faibles” (au sens probabiliste) d’équations différentielles sto-
chastiques. C’est en gros l’idée qui est à l’œuvre dans la notion de solution-
mesure chez Jacod et Mémin [JM81b], et les mesures de Young ont été ré-
inventées dans ce contexte par Pellaumail [Pel81b, Pel81a] sous le nom de
règles. Voici un exemple, tiré de [JKRdF05].

Dans ce qui suit, T ∈ ]0,+∞[ est un horizon fixé et F = (Ω,F , (Ft)0≤t≤T ,P)
est une base stochastique vérifiant les conditions habituelles. On se donne
deux espaces de Hilbert séparables H et U et un (Ft)–mouvement brownien
W (éventuellement cylindrique) U. Soit L l’espace des opérateurs de Hilbert–
Schmidt de U dans H. On considère le problème de Cauchy

(1.6.1)

{
dXt ∈ AXt + F (t,Xt) dt+G(t,Xt) dW (t)
X(0) = ξ

où X est à valeurs dans H, A est un opérateur linéaire sur H et F et G sont
des applications mesurables à valeurs convexes compactes, respectivement
dans H et dans L. On se donne une fois pour toutes un nombre p > 2.
Pour tout t ∈ [0, T ], N p

c (F, [0, t];H) désigne l’espace des processus continus
(Ft)–adaptés X à valeurs dans H tels que

‖X‖pN pc (F,[0,t];H)
:= E

(
sup

0≤s≤t
‖X(s)‖pH

)
< +∞.

Si E est un espace de Banach, on note K∗c (E) l’ensemble des compacts
convexes non vides de E, et HausdE la distance de Hausdorff sur K∗c (E)
(la définition de cette distance est rappelée page 40). On se donne également
les hypothèses suivantes.

(HS) A engendre un semigroupe (S(t))t≥0 de classe C0. En particulier, il
existe M > 0 et β ∈ ]−∞,+∞[ tels que, pour tout t ≥ 0,

(1.6.2) ‖S(t)‖ ≤Meβt.
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Pour t ∈ [0, T ], on note Mt = sup0≤s≤tMeβs.

(HFG) F : [0, T ] × H → K∗c(H) et G : [0, T ] × H → K∗c(L) sont des
applications mesurables vérifiant les conditions (i) et (ii) ci-dessous.

(i) Il existe une constante Ccroiss > 0 telle que, pour tout (t, x) ∈
[0, T ]×H,

HausdH(0, F (t, x)) ≤ Ccroiss(1 + ‖x‖),
HausdL(0, G(t, x)) ≤ Ccroiss(1 + ‖x‖).

(ii) Pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]×H×H,

(HausdH(F (t, x), F (t, y)))p ≤ L(t, ‖x− y‖p),
(HausdL(G(t, x), G(t, y)))p ≤ L(t, ‖x− y‖p),

où L : [0, T ] × [0,+∞] → [0,+∞] est une fonction continue
donnée telle que

(a) pour tout t ∈ [0, T ], l’application L(t, .) est croissante et
concave,

(b) pour toute application mesurable z : [0, T ] → [0,+∞] et
pour toute constante K > 0, l’implication suivante est
vraie :
(1.6.3)[

(∀t ∈ [0, T ]) z(t) ≤ K

∫ t

0

L(s, z(s)) ds

]
⇒ z = 0.

En particulier, on a L(t, 0) = 0 pour tout t ∈ [0, T ], donc
(HFG)-(ii) entrâıne que, pour tout t ∈ [0, T ], les applica-
tions F (t, .) et G(t, .) sont continues. Ce type de fonction L
est considéré dans, par exemple, [Yam81, Rod84, Man90,
AKP+92, Tan92, Bar98, BB02]. On peut en trouver des
exemple concrets dans [Har73, Section 6 du Chapitre 3].

(HI) ξ ∈ Lp(Ω,F0,P F0
).

Rappelons (voir [DPZ92a, DPZ92b]) que, sous l’hypothèse (HS), il existe une
constante CConv telle que, pour tout processus prévisible Z ∈ Lp(Ω×[0, T ];L),
on ait
(1.6.4)

E

[
sup
s≤t

∥∥∥∥
∫ s

0

S(s− r)Z(r) dW (r)

∥∥∥∥
p]
≤ CConv t

(p/2)−1 E

∫ t

0

‖Z(s)‖pL ds.
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Définition 1.6.1 On dit qu’un processus X ∈ N p
c (F, [0, T ];H) est une solu-

tion d’évolution (forte) de (1.6.1) s’il existe des processus prévisibles f et g
définis sur F tels que l’on ait

(1.6.5)





X(t) ∈ S(t)ξ +

∫ t

0

S(t− s)f(s) ds+

∫ t

0

S(t− s)g(s) dW (s)

f(s) ∈ F (s,X(s)) P-p.p.

g(s) ∈ G(s,X(s)) P-p.p..

On dit qu’un processus X est une solution d’évolution faible ou solution-
mesure d’évolution de (1.6.1) s’il existe une base stochastique F = (Ω,F ,
(F t)t,µ) telle que

1. Ω est de la forme Ω = Ω × Ω′, F = F ⊗ F ′ pour une tribu F ′ sur Ω′,
F t = Ft ⊗ F ′t pour une filtration continue à droite (F ′t) sur (Ω′,F ′) et
la probabilité µ vérifie µ(A× Ω′) = P(A) pour tout A ∈ F ,

2. le processus W est un mouvement brownien sur F (on identifie ici toute
variable aléatoire X définie sur Ω avec la variable aléatoire (ω, ω ′) 7→
X(ω) définie sur Ω),

3. X ∈ N p
c (F, [0, T ];T) et il existe des processus prévisibles f et g définis

sur F vérifiant (1.6.5).

Les qualificatifs “fort” et “faible” sont donc à prendre au sens probabiliste. La
terminologie solution-mesure est celle de Jacod et Mémin [JM81b]. Si F ′ est
la tribu borélienne d’une topologie sur Ω′, on peut voir une solution-mesure
comme une mesure de Young : c’est le point de vue adopté par Pellaumail
[Pel81b, Pel81a].

Théorème 1.6.2 Sous les hypothèses (HS), (HFG) et (HI), l’inclusion (1.6.1)
admet une solution d’évolution faible.

Dans le cas où H et U sont de dimension finie, une adaptation facile de
la preuve de ce théorème et l’utilisation du point de Steiner montrent que
(1.6.1) admet une solution d’évolution forte.

Idée de la preuve du théorème 1.6.2. On note Φ l’application qui, à tout
processus adaptéX à trajectoires continues dansH tel que E

∫ T
0
‖X(s)‖p ds <

+∞, associe l’ensemble des processus de la forme

S(t)ξ +

∫ t

0

S(t− s)f(s) ds+

∫ t

0

S(t− s)g(s) dW (s),

où f et g sont des sélections prévisibles de (ω, t) 7→ F (t,X(ω, t)) et (ω, t) 7→
G(t,X(ω, t)) respectivement. Soit C([0, T ];H) l’espace des applications conti-
nues de [0, T ] dansH. La preuve du théorème 1.6.2 repose sur les deux lemmes
qui suivent.
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Lemme 1.6.3 Soit Λ un ensemble de processus continus (Ft)–adaptés sur
H. On suppose que chaque élément de Λ appartient à Lp(Ω× [0, T ];H) et que
Λ, en tant qu’ensemble de variables aléatoires à valeurs dans C([0, T ];H),
est tendu. On suppose de plus que G vérifie (HFG)-(i). Alors Φ(Λ) est un
ensemble tendu d’e’léments aléatoires de C([0, T ];H).

Si (E, d) est un espace métrique et Λ ⊂ E, on dit qu’une partie Λ′ de E est
un ε–réseau de Λ si on a infX∈Λ d(X,Λ′) ≤ ε (donc Λ′ n’est pas nécessairement
contenu dans Λ). Soit Λ une partie de N p

c (F, [0, T ];H). Pour tout s ∈ [0, T ],
soit Λs ⊂ N p

c (F, [0, s];H) l’ensemble des restrictions à [0, s] d’éléments de Λ.
On note

Ψ(Λ)(s) := inf {ε > 0; Λs has a tight ε–net in N p
c (F, [0, s];H)} .

L’ensemble Λ est donc tendu si et seulement si Ψ(Λ)(T ) = 0. On note

Ψ(Λ) := (Ψ(X)(s))0≤s≤T .

La famille (Ψ(X)(s))0≤s≤T est appelée mesure de non compacité de Λ (sur le
sujet des mesures de non compacité, on peut consulter [AKP+92, KOZ01]).

La preuve du lemme ci-dessous s’inspire de [AKP+92, Lemma 4.2.6] et
fait appel au lemme 1.6.3.

Lemme 1.6.4 Soit Λ une partie bornée de N p
c (F, [0, T ];H). On suppose que

l’hypothèse (HFG) est vérifiée. Alors on a

Ψ
p(Φ ◦ Λ)(t) ≤ k

∫ t

0

L (s,Ψ
p(Λ)) (s) ds

pour une constante k qui ne dépend que de T , p, MT et CConv.

Première étape de la preuve du théorème 1.6.2 On commence par cons-
truire suivant le schéma de Tonelli une suite tendue (Xn) de solutions ap-

prochées : pour chaque entier n ≥ 1, on définit un processus X̃n sur [−1, T ]

par en posant X̃n(t) = 0 si t ≤ 0 et, pour tout t ≥ 0,

X̃n(t) = S(t)ξ +

∫ t

0

S(t− (s− 1

n
))fn(s) ds+

∫ t

0

S(t− (s− 1

n
))gn(s) dW (s),

où fn : Ω× [0, T ]→ H et gn : Ω× [0, T ]→ L sont des processus prévisibles
et

fn(s) ∈ F (s, X̃n(s− 1/n)) P-p.s. et gn(s) ∈ G(s, X̃n(s− 1/n)) P-p.s.
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On pose alors Xn(t) = ξ pour t ≤ 1/n et, pour t ∈ [1/n, T ],

Xn(t) = X̃n(t− 1/n)

= S(t− 1/n)ξ +

∫ t−1/n

0

S(t− s)fn(s) ds+

∫ t−1/n

0

S(t− s)gn(s) dW (s).

Un calcul faisant appel à (1.6.2), (1.6.4) et au lemme de Gronwall montre
que (Xn) est borné dans Lp(Ω× [0, T ];H). Ensuite, à l’aide du lemme 1.6.4,
on obtient

(Ψ(∪n{Xn})(t))p ≤Mp
T Ψ (∪nΦ(Xn)(t))p ≤Mp

T k

∫ t

0

L (s,Ψ
p(∪n{Xn})(s)) ds.

On conclut en utilisant (1.6.3) que (Xn) est un ensemble tendu d’éléments
aléatoires de C([0, T ];H).

Deuxième étape de la preuve du théorème 1.6.2 On construit maintenant
une solution faible d’évolution de (1.6.1).

D’après le critère de compacité Prokhorov pour les mesures de Young
(proposition 1.3.6 et lemme 1.3.2), on peut extraire une sous-suite de (Xn)
qui converge de manière S-stable vers une mesure de Young µ ∈ Y(Ω,F ,P;
C([0, T ];H)). Pour simplifier l’ecriture, on note encore (Xn) cette sous-suite.

Il est commode de représenter la mesure de Young limite µ par une
variable aléatoire définie sur un espace probabilisé étendu. Soit C la tribu
borélienne de C([0, T ];H). Pour chaque t ∈ [0, T ], soit Ct la sous-tribu de C
engendrée par C([0, t];H). On définit une base stochastique (Ω,F , (F t)t, µ)
par

Ω = Ω×C([0, T ];H), F = F ⊗ C F t = Ft ⊗ Ct
et on définit X∞ sur Ω par X∞(ω, u) = u. Il est immédiat que µ a pour
marge L (X∞) sur H et que X∞ est (F t)–adapté. Les variables aléatoires Xn

peuvent être considérées comme définies sur Ω, en notant Xn(ω, u) := Xn(ω)
(n ∈ N). De plus, Xn est (F t)–adapté pour chaque n, et W est (F t)–adapté.
D’après une version du théorème de Komlós pour les mesures de Young due
à Balder [Bal89a, Bal90], on peut extraire de toute sous-suite de (Xn) une
sous-suite (X ′n) qui K-converge vers µ, c’est–à–dire que l’on a, pour toute
sous-suite (X ′′n) de (X ′n),

1

n

n∑

i=1

δX′′n(ω)
étroitement−−−−→ µω p.s.

(où ω 7→ µω est la désintégration de µ). Ceci entrâıne que, pour tout A ∈ Ct,
l’application ω 7→ µω(A) est Ft–mesurable. On en déduit facilement que, sous
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la probabilité µ, W est à accroissements indépendants et donc que W est un
processus (F t)–brownien.

Pour obtenir (1.6.5), on choisit des solutions particulières fn et gn. D’après
un résultat de Kucia [Kuc98], on peut trouver des sélections mesurables f et
g de F et G respectivement telles que f(t, .) et g(t, .) soient continues pour

chaque t ∈ [0, T ]. On note N̂ = N ∪ {∞} et on pose, pour chaque n ∈ N̂ et
chaque t ∈ [0, T ],

fn(t) = f(t,Xn(t)), gn(t) = g(t,Xn(t)),

Zn(t) = −Xn(t)+S(t)ξ+

∫ t−1/n

0

S(t−s)fn(s) ds+

∫ t−1/n

0

S(t−s)gn(s) dW (s)

(avec 1/∞ := 0). La suite (Xn,W, fn, gn) converge en loi vers (X∞,W, f∞, g∞)
dans C([0, T ];H)×C([0, T ];U)×Lp([0, T ];H)×Lp([0, T ];L). En utilisant l’hy-
pothèse p > 2, on montre que, pour chaque t ∈ [0, T ], la suite (Zn(t)) converge
en loi vers Z∞(t). Mais d’autre part il découle de (HFG)-(i) et du fait que
la suite (Xn) est bornée dans Lp(Ω× [0, T ];H) que Zn(t) converge vers 0 en
probabilité. Pour tout t ∈ [0, T ], on a donc Z∞(t) = 0 p.s. Comme Z∞ est à
trajectoires continues, cela entrâıne que Z∞ = 0 p.s. Donc X est une solution
faible d’évolution de (1.6.1).

Une solution d’évolution forte de (1.6.1) a été obtenue par Da Prato
et Frankowska [DPF94] dans le cas où F et G vérifient une condition de
Lipschitz par rapport à la deuxième variable. Cette condition est nettement
affaiblie dans le théorème 1.6.2 présenté ici. En revanche, nous avons supposé
les applications F et G déterministes et à valeurs convexes compactes, alors
que dans [DPF94] elles sont aléatoires et à valeurs fermées non nécessairement
bornées.

1.6.2 Un théorème de la limite centrale

Dans cette partie, E est un espace vectoriel topologique localement con-
vexe. On suppose de plus que E est lusinien, c’est–à–dire qu’il existe une
topologie polonaise sur E plus fine que la topologie de E. On se donne une
suite (Xn)n de vecteurs aléatoires de E. Pour tout n ≥ 1, on note Sn =∑n

i=1 Xi. On se donne également une suite (Cn)n dans ]0,+∞[ vérifiant

(1.6.6) lim
n
Cn = +∞ et lim

n

(
1− Cn−m

Cn

)
= 0 pour tout m fixé.

Par exemple, Cn =
1

nα
convient pour α > 0.
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Pour tout n ≥ 1, on pose Zn =
Sn
Cn

. On dit que (Xn) vérifie le théorème

de la limite centrale (TLC) (pour la suite Cn) s’il existe une probabilité ν
sur E telle que (L (Zn)) converge faiblement vers ν. On dit que (Xn) vérifie
le théorème de la limite centrale stable (TLC stable) (pour la suite Cn) s’il
existe une mesure de Young µ ∈ Y telle que (δZn) converge vers µ pour τW

Y . Le
TLC stable entrâıne donc le TLC, mais par ailleurs on peut souvent déduire
un TLC stable d’un TLC : supposons par exemple que (Xn) soit une suite
α-mélangeante et que, pour tous n et p, Sn ait la même loi Sp+n−Sp. Alors,
si (L (Zn)) converge faiblement vers une probabilité ν, on montre facilement
que (δZn) converge vers P⊗ν pour τW

Y .
Nous nous intéressons ici au TCL pour un nombre aléatoire de vecteurs

aléatoires, c’est–à–dire à la convergence stable ou en loi de (Zηn), où (ηn) est
une suite d’entiers qui converge en probabilité vers +∞. Nous allons prouver
un résultat de ce type pour une version plus forte du TCL, appelée TCL
fonctionnel. Dans ce cadre, le théorème 1.5.11 sur le produit fibré permet
de réinterpréter dans un cadre topologique général les idées de Billingsley
[Bil68, Section 17], développées par Fischler [Fis76] puis Aldous [Ald78].

Auparavant, quelques nouvelles définitions sont nécessaires. On appelle
espace de Skorokhod et on note D(R+;E) (ou simplement D) l’ensemble des
applications de R+ dans E qui sont continues à droite et ont en chaque
point une limite à gauche. On munit D(R+;E) d’une topologie séparable
complètement régulière appelée J1 que l’on peut définir de la manière sui-
vante. Soit D une famille de semidistances qui définissent la topologie de E.
On associe à chaque d ∈ D une semidistance d̃ sur D(R+;E) de sorte que

1. la topologie J1 sur D est définie par l’ensemble de semidistances D̃ =
{d̃; d ∈ D},

2. pour toute suite (Fn)n∈N dans D et pour tout d ∈ D la suite (Fn)n∈N
converge dans (D, d̃) vers une limite F ∈ D si et seulement s’il existe
une suite (un)n de bijections continues de R+ dans R+ qui converge uni-
formément sur les parties bornées de R+ vers l’application identique IdR+

et telle que (Fn ◦ un) converge vers F d–uniformément sur les parties
bornées de R+.

Cette topologie est une variante, due à Lindvall dans le cas E = R, de la
topologie J1 de Skorokhod ([Lin73], voir aussi [Jac85]). La généralisation à
un espace complètement régulier E est due à Mitoma [Mit83] et Jakubowski
[Jak86]. On montre [CRdFV04, Lemma 9.4.4] que, comme E est lusinien,
l’espace D est souslinien.

Un sous-espace intéressant de D(R+;E) est l’espace C(R+;E) (ou sim-
plement C s’il n’y a pas d’ambigüıté) des applications continues de R+ dans
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E. La trace de J1 sur C est la topologie de la convergence uniforme sur les
parties bornées de R+. Toutefois, C est dense dans D pour J1, alors que c’est
un sous-espace fermé de D muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées de R+. On retrouve ainsi une situation semblable à
celle du sous espace L0 de Yd, qui est dense dans Yd pour la topologie stable
mais fermé pour la topologie de la convergence en mesure, alors que ces deux
topologies ont la même trace sur L0 (voir la remarque 1.5.5 page 22).

Avec les notations (Xn), (Sn), (Cn) et (Zn) précédentes, on définit une
suite (Gn) d’éléments aléatoires de D en posant, pour tout n ≥ 1, tout ω ∈ Ω
et tout t ∈ R+,

Gn(ω, t) = Gn(ω)(t) =
S[nt](ω)

Cn
,

où [nt] désigne la partie entière de nt. On dit alors que (Xn) vérifie le principe
d’invariance ou théorème de la limite centrale fonctionnel (pour la suite Cn)
si (Gn)n converge en loi dans D(R+;E) vers une probabilité ν ∈ P(D(R+;E)).
On a donc alors L (Zn) = L (Gn(., 1)) → ν1, où ν1 est l’image de ν par la
projection F 7→ F (1) de D sur E.

Si de plus la convergence de (Gn) vers ν est stable, c’est–à–dire s’il existe
µ ∈ Y(Ω,F ,P; D(R+;E)) tel que

δGn
W-stable−−−−→ µ,

on dit alors que (Xn) vérifie le principe d’invariance stable ou théorème de
la limite centrale fonctionnel stable (pour la suite Cn).

Théorème 1.6.5 (TCL fonctionnel stable pour un nombre aléatoire
de vecteurs aléatoires) Avec les notations (Xn), (Sn), (Cn), (Zn) et (Gn)
précédentes, et en supposant toujours que E est lusinien, soit α > 0 et sup-
posons que Cn = nα pour chaque n ≥ 1. Soient θ une variable alátoire réelle
telle θ > 0 p.s., (an)n une suite de nombres dans ]0,+∞[ convergeant vers
+∞ et (ηn) une suite de variables aléatoires à valeurs dans ]0,+∞[. On
suppose de plus que

(a) (Xn)n≥1 vérifie un TLC fonctionnel stable : il existe γ ∈ Y (D(R+;E))
tel que l’on ait

Gn
W-stable−−−−→ γ,

(b)
ηn
an

probabilité−−−−→ θ.

On a alors
Gηn

W-stable−−−−→ γ.
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La preuve est très simple dans le cas où (ηn) est indépendant de (Xn), et

dans ce cas l’hypothèse (b) peut être remplacée par ηn
probabilité−−−−→ +∞.

Idée de la preuve. Posons, pour chaque (ω, t) ∈ Ω × R+ et pour chaque
n ≥ 1,

θn(ω) =
ηn(ω)

an
et Fn(ω, t) = Fn(ω)(t) = θn(ω) t.

On remarque que chaque Fn prend ses valeurs dans la partie C∞0 de C formée
des bijections continues de R+ dans R+.

Donnons nous une suite (kn)n dans N∗ telle que limn kn/an = 1. On a

Gηn(ω)(t) =
S[ηn(ω)t](ω)

ηnα(ω)

D∼
S[ ηn(ω)

an
knt](ω)(

ηn(ω)
an

)α
kαn

= Γ(Fn(ω), Gkn(ω), 1/θαn(ω)),

où Γ est l’application

{
C∞0 ×D× R → D
(F,G, ρ) 7→ ρG ◦ F.

On vérifie [CRdFV04, Lemma 9.4.7] que l’application Γ ainsi définie est conti-
nue.3 Or la suite (θn)n converge en probabilité vers θ et (Fn)n converge en
probabilité vers l’élément aléatoire F de C∞0 ⊂ D(R+,R+) défini par

F (ω, t) = θ(ω)t.

On en déduit, à l’aide du théorème du produit fibré (théorème 1.5.11), que
la suite (Γ(Fn, Gkn, 1/θ

α
n))n≥1 converge de manière W-stable vers la mesure

de Young γ ′ ∈ Y(Ω,F ,P; D) telle que, pour presque tout ω ∈ Ω,

γ′ω = Γ](δF (ω) ⊗ γω ⊗ δθ−α(ω)) =
(
Γθ(ω)

)
]
(γω) ,

où, pour tout ρ > 0, Γρ : D→ D est l’application définie par

Γρ(G)(t) =
1

ρα
G(ρt)

tout G ∈ D et tout t ∈ R+.

3 L’intérêt de se limiter à C∞0 pour première variable est que, sur cet espace, la topologie
de la convergence uniforme sur les parties bornées de R+ (donc la topologie J1) cöıncide
avec la topologie de la convergence simple [CRdFV04, Lemma 9.4.6]. De plus, si une
suite (Fn) converge dans C∞0 vers une limite F ∈ C∞0 , la suite (F−1

n ) des applications
réciproques converge vers F−1 dans C∞0 .
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Pour prouver le théorème, il reste seulement à démontrer que l’on a
γ′ = γ. Ceci provient [CRdFV04, Lemma 9.4.8] de la forme particulière
des coefficients normalisateurs Cn = nα. En effet, soit Fρ ∈ C∞0 défini
par Fρ(t) = ρt pour tout t ∈ R+. Avec les notations précédentes, on a
Γρ(G) = Γ(Fρ, G, 1/ρ

α) pour tout G ∈ D. Donc Γρ est une application conti-
nue. Soit

Γρ :

{
Ω×D → Ω×D
(ω,G) 7→ (ω,Γρ(G)).

L’application
(
Γρ
)
]

: Y(Ω,F ,P; D)→ Y(Ω,F ,P; D) est donc continue pour

la convergence W-stable. Supposons que ρ = N soit un entier. On a, pour
tout (ω, t) ∈ Ω× R+ et pour tout n ∈ N,

ΓN (Gn(ω))(t) =
1

Nα

S[nNt](ω)

nα
= GNn(ω)(t).

Donc

γ = lim
n
δGn = lim

n
δGNn = lim

n
(ΓN )]

(
δGn
)

= (ΓN )] (γ) .

où les convergences ont lieu dans la convergence W-stable. On a donc, lorsque
ρ ∈ N∗,

(1.6.7) (Γρ)] (γω) = γω p.s.

Il reste à montrer que (1.6.7) reste vrai si l’on prend ρ quelconque dans
]0,+∞[. On le vérifie d’abord pour ρ = 1/N avec N ∈ N∗, puis pour pour ρ
rationnel, puis on obtient le cas général par continuité de ρ 7→ Γρ(G) pour
tout G ∈ D.
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Chapitre 2

Autour de la loi forte des
grands nombres

Dans l’étude des mesures de Young, les seules intégrales que nous avons
envisagées étaient les intégrales de fonctions à valeurs réelles. Nous nous
intéressons ici, à travers l’étude de la loi des grands nombres, à des intégrales
plus exotiques : intégrale de fonctions à valeurs dans un espace métrique
(section 2.1), puis intégrale de Pettis pour des fonctions à valeurs dans un
espace vectoriel topologique localement convexe (section 2.2).

2.1 Moyenne et loi des grands nombres dans

un espace métrique

Barycentre au sens de Herer

Plusieurs définitions ont été proposées pour l’espérance d’une variable
aléatoire à valeurs dans un espace métriqueM : Fréchet [Fré48] en 1948, Doss
[Dos49] en 1949, (voir aussi [Dos62], [Ben62], [Her83], [Her91] et [BHL93]),
Herer [Her88] en 1988 pour les espaces dits “à courbure négative” (voir
aussi [Her] et [Her92]), plus récemment Heinich et Essahib [ESH99] puis
K. T. Sturm [Stu02]. Une espérance pour des variables aléatoires à valeurs
dans une variété différentielle V munie d’une connexion a été définie par
Émery et Mokobodzki [EM91], puis une autre par Picard [Pic94]. Dans ces
définitions (sauf [Pic94, ESH99, Stu02]), l’espérance d’un élément aléatoire
est un fermé de M ou de V, non nécessairement réduit à un point.

Lorsque l’on sort du cadre habituel des espaces vectoriels, on peut se
demander quelles propriétés doit vérifier un objet mathématique associé à
une classe d’élements aléatoires d’un espace métrique M pour “mériter” le
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nom d’“espérance mathématique”. Une condition que l’on pourrait exiger est
certainement que cet objet cöıncide avec l’espérance mathématique usuelle
(disons, de Bochner) lorsqueM est un espace vectoriel normé. D’autres condi-
tions intéressantes sont que cet objet vérifie le théorème de convergence do-
minée, le théorème de Fubini ou la loi des grands nombres. Toutes les notions
de barycentre évoquées plus haut vérifient la première condition. La situation
est plus compliquée au regard des autres conditions. Le problème de savoir
si l’espérance de Doss vérifie la loi des grands nombres est toujours ouvert.

Nous nous intéressons ici à l’espérance de Herer et à la loi des grands
nombres. Commençons par la construction de cet objet. La présentation qui
suit est un peu différente de celle de Herer [Her88, Her92] et de celle de
[RdF97]. Dans ce qui suit, M est un espace métrique, et on notera d(x, y) =
[x, y] la distance entre deux points x et y de M. Si A et B sont deux parties
de M, on notera également [A,B] la distance de Hausdorff entre A et B,
c’est–à–dire

[A,B] = max

{
sup
x∈A

d(x,B), sup
y∈B

d(y,A)

}

= sup
z∈M
|d(z, A)− d(z,B)|

([Cor73], § 2, déf. 1.1. et prop. 1.2.).
Habituellement, la construction de l’espérance mathématique d’une va-

riable aléatoire (disons, comme intégrale de Riemann, ou de Lebesgue ou de
Bochner) se fait en deux étapes :

– une étape algébrique, où l’on définit l’espérance d’une variable ne pre-
nant qu’un nombre fini de valeurs,

– une étape topologique, c’est–à–dire un passage à la limite.
Dans le cas d’un espace métrique sans structure vectorielle, l’idée de Herer
[Her88, Her92] suit grosso modo ce schéma. La première étape est réalisée
d’une manière itérative très naturelle et suppose peu d’hypothèses sur la
structure géométrique de M : il suffit que, pour tous points a et b de M
et pour tout t ∈ [0, 1], on puisse trouver c ∈ M tel que [b, c] = t[a, b] et
[a, c] = (1− t)[a, b], on dit alors que M est convexe. C’est la deuxième étape
qui fera appel à la condition géométrique de “courbure négative”.

Première étape Commençons par définir la notion de combinaison con-
vexe. Pour tous x et y dans M, et pour tous p1 et p2 dans [0, 1], tels que
p1 + p2 = 1, on appelle combinaison convexe ([Her88], def.1) de x et y de
poids p1 et p2 l’ensemble (éventuellement vide)

{z ∈M; [z, x] = p2[x, y] et [z, y] = p1[x, y]},
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que l’on notera p1x+p2y. Cette définition s’étend par récurrence à un système
de n éléments (distincts ou non) x1, . . . , xn de M (n ∈ N, n ≥ 2) et de n poids
p1, . . . , pn positifs ou nuls tels que

∑
1≤i≤n pi = 1 : on écrira z ∈∑1≤i≤n pixi

s’il existe une partition (I1, I2) de {1, . . . , n} telle que

z ∈
(∑

i∈I1
pi

)∑

j∈I1

pj∑
i∈I1

pi
xj +

(∑

i∈I2
pi

)∑

j∈I2

pj∑
i∈I2

pi
xj.

Ainsi, dans la figure 2.1, la combinaison convexe de (x, p1), (y, p2) et (z, p3)
est formée des points

x′ = p1x+ (1− p1)(
p2

1− p1

y +
p3

1− p1

z),

y′ = p2y + (1− p2)(
p1

1− p2

x+
p3

1− p2

z),

z′ = p3z + (1− p3)(
p1

1− p3

x+
p2

1− p3

y)

(on a supposé dans la figure que la combinaison convexe de deux éléments
est toujours réduite à un seul point).

x

y

z

p1x+ p2y

z′

x′
p2y + p3z

y′

p1x+ p3z

Fig. 2.1 – combinaison convexe de (x, p1), (y, p2) et (z, p3)

On voit que l’on a, par exemple,

p1

2
x+

p1

2
x+ p2y + p3z ⊃ p1x+ p2y + p3z.

On appelle barycentre du système de points pondérés (xi, pi)1≤i≤n et on note∑∗
1≤i≤n pixi l’adhérence dans M de la réunion de toutes les combinaisons
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convexes de la forme
∑

i∈I qjyj où J est un ensemble fini, yj prend ses valeurs
dans {x1, . . . , xn} et, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ∑yj=xi

qj = pi. Si µ est la

probabilité
∑

1≤i≤n piδxi (où δxi désigne la masse de Dirac en xi),
∑∗

1≤i≤n pixi
est appelé le barycentre de µ, ce qui s’écrit

barµ =
∑∗

1≤i≤n
pixi.

67

68

69

70

71

108 110 112 114 116

Fig. 2.2 – barycentre au sens de Herer de trois points du plan hyperbolique

La figure 2.2 donne un exemple de calcul approché de l’isobarycentre
des points x = (100, 10), y = (100, 200) et z = (200, 100) dans le modèle
de Poincaré (demi-plan supérieur) du plan hyperbolique. Les sommets du
triangle hyperbolique bleu sont les trois éléments de la combinaison convexe
de (x, 1/3), (y, 1/3) et (z, 1/3). Les points rouges sont les éléments de la
combinaison convexe

1

9
x+

1

9
x+

1

9
x+

1

9
y +

1

9
y +

1

9
y +

1

9
z +

1

9
z +

1

9
z.

Cette combinaison convexe contient 8483 points : chaque point est associé à
un arbre à 9 feuilles, mais de nombreux arbres sont associés au même point,
car le barycentre de deux points est commutatif et, de plus, le barycentre de
(x, α) et de (x, β) vaut x.
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Comme le barycentre est un espace convexe pour la métrique induite,
il serait intéressant de pouvoir déterminer ses points frontière ou ses points
extrêmaux pour diminuer la taille des calculs.

Deuxième étape Il reste à étendre cette notion de barycentre aux me-
sures diffuses sur M. On dit que l’espace métrique convexe M est à courbure
négative ([Her88], [Her92], voir aussi les définitions de Busemann [Bus48],
[Bus55] et de Gromov [Gro75, Gro99]) si pour tous x, y, x′, y′ ∈M, p ∈ [0, 1],
z ∈ px+ (1− p)y et z′ ∈ px′ + (1− p)y′, on a

(2.1.1) [z, z′] ≤ p[x, x′] + (1− p)[y, y′].

On vérifie facilement que la région simplement connexe du plan représentée
sur la figure 2.3, munie de la distance géodésique est un espace à courbure
négative (rappelons que la distance géodésique entre deux points d’une partie
B du plan euclidien est égale à la longueur pour la distance euclidienne du
plus court chemin contenu dans B reliant ces deux points) .

Fig. 2.3 – un espace à courbure négative

Busemann [Bus48] a prouvé en 1948 que les variétés riemanniennes sim-
plement connexes, munies de leur distance géodésique, sont des espaces mé-
triques à courbure négative (au sens de la définition ci-dessus) si et seulement
si leur courbure sectionnelle est négative. D’autre part, les espaces de Ba-
nach strictement convexes sont également des espaces métriques à courbure
négative. Or, d’après un résultat de Clarkson [Cla36], tout espace de Banach
séparable peut être muni d’une norme équivalente qui le rend strictement
convexe. De plus, dans un espace de Banach strictement convexe, la com-
binaison convexe (au sens défini ci-dessus)

∑
i∈I pixi a pour unique élément
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la combinaison linéaire habituelle (au sens algébrique) des xi avec les coeffi-
cients pi, qui, elle, ne dépend pas de la norme. Il s’ensuit que les résultats que
nous présentons ici pour les espaces métriques séparables complets à cour-
bure négative généralisent les résultats analogues pour les espaces de Banach
séparables, obtenus en prenant (par exemple) a = 0 et en remplaçant, pour
tout x ∈M, la distance [a, x] par la norme ‖x‖.

On supposera désormais que M est à courbure négative. Cette propriété
permet de prolonger par densité la définition du barycentre. On remarque
d’abord que, si (xi)i∈I et (x′i)i∈I sont deux familles finies de points de M et
si (pi)i∈I est une famille d’éléments de [0, 1] telle que

∑
i∈I pi = 1, alors

(2.1.2)

[∑

i∈I
pixi,

∑

i∈I
pix
′
i

]
≤
∑

i∈I
pi[xi, x

′
i].

Pour µ, ν ∈ P(M), rappelons (voir page 23) que l’on note

D(µ, ν) = {π ∈ P(M×M); π(.×M) = µ et π(M× .) = ν}.

Appelons probabilité intégrable sur M toute mesure de probabilité µ ∈ P(M)
vérifiant ∫

M
[a, .] dµ < +∞

pour un a ∈ M (ou, ce qui revient au même, pour tout a ∈ M). On notera
P1(M) l’ensembles des probabilités intégrables sur M. On munit P1(M) de
la distance de Wasserštein définie par

∆W(µ, ν) = inf
π∈D(µ,ν)

∫

M×M
[x, y] dπ(x, y).

Notons Pe(M) les éléments de P(M) qui sont des combinaisons convexes d’un
nombre fini de masses de Dirac. On a donc Pe(M) ⊂ P1(M), et de plus Pe(M)
est dense dans P1(M) pour ∆W. Or on déduit facilement de la formule (2.1.2)
que

(∀µ, ν ∈ Pe(M)) [barµ, bar ν] ≤ ∆W(µ, ν).

L’application µ 7→ barµ définie sur Pe(M) étant lipschitzienne pour ∆W et
la distance de Hausdorff, on peut donc la prolonger par continuité à P1(M).
C’est ce prolongement que l’on appellera barycentre (au sens de Herer). On
obtient ainsi immédiatement la propriété fondamentale

(2.1.3)
(
∀µ, ν ∈ P1(M)

)
[barµ, bar ν] ≤ ∆W(µ, ν).
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Lois des grands nombres dans un espace métrique

Loi forte des grands nombres à la Cuesta et Matrán Cuesta et
Matrán ont prouvé de deux manières différentes, dans [CM88] et [CM92],
une loi forte des grands nombres très générale pour des éléments aléatoires
d’un espace de Banach séparable. Chacune de leurs deux méthodes s’adapte
au cas de points aléatoires de M, moyennant quelques changements mineurs,
dont le principal est le remplacement de ‖x‖ par [a, x]... La première méthode
utilise une généralisation par Blackwell et Dubins [BD83] du théorème de
Skorokhod1, tandis que la deuxième fait appel aux propriétés de la distance
de Wasserštein. On obtient ainsi le théorème très général ci-dessous.

Théorème 2.1.1 (Loi des grands nombres à la Cuesta et Matrán)
Soit (Xn)n≥1 une suite de points aléatoires intégrables de M. On se donne ar-
bitrairement un point a de M et on suppose que les trois conditions suivantes
sont réalisées.

(i) La suite

( ∑

1≤i≤n

1

n
L (Xi)

)

n

est tendue (on note L (X) la loi d’une va-

riable aléatoire X) ;

(ii) la suite ([a,Xn])n vérifie la loi forte des grands nombres :

p.s.
∑

1≤i≤n

1

n
[a,Xi(ω)] −−−−−−→

n→∞
0;

(iii) l’application x 7−→ [a, x] est uniformément intégrable par rapport à( ∑

1≤i≤n

1

n
L (Xi)

)

n

, c’est–à–dire

lim
α→+∞

sup
n

∫

{[a,.]>α}
[a, x] d

( ∑

1≤i≤n

1

n
L (Xi)

)
(x) = 0

(ce qui revient à lim
α→+∞

sup
n

∫

{[a,Xi]>α}
[a,Xi] dP = 0).

1La démontration de [BD83] comporte une faille, remarquée par P.A. Meyer, voir
[RdF97]. Toutefois le résultat effectivement démontré par Blackwell et Dubins suffit aux
besoins de la méthode de Cuesta et Matrán. Par ailleurs, une preuve complète du résultat
annoncé dans [BD83] a été apportée par Fernique [Fer88] par une méthode complètement
différente.
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Alors

p.s.

[ ∑

1≤i≤n

∗ 1

n
Xi(ω) , bar

( ∑

1≤i≤n

1

n
L (Xi)

)]
−−−−−−→

n→∞
0.

Il est à noter que ce théorème contient la plupart des lois des grands
nombres connues pour des vecteurs aléatoires Bochner intégrables d’un es-
pace de Banach séparable (sans condition géométrique sur l’espace), en par-
ticulier la loi des grands nombres d’Etemadi pour des vecteurs aléatoires
équidistribués deux à deux indépendants.

La démonstration du théorème 2.1.1 se fait en deux étapes. La première
repose sur une version du lemme de Glivenko Cantelli [CM88, Theorem 2],
dont la forme la plus générale (ci-dessous) est donnée dans [CRdF00]. On dit
que deux suites (xn) et (yn) d’un espace topologique T sont (topologiquement)
équivalentes si, pour toute sous-suite (xnk) qui converge dans T vers une
limite x, la sous-suite (ynk) ayant les mêmes indices converge vers x et si,
pour toute sous-suite (ynk) qui converge dans T vers une limite y, la sous-
suite (xnk) converge vers y. On dira en particulier que deux suites (Pn) et
(Qn) dans P(T) sont faiblement équivalentes si elles sont équivalentes pour
la topologie faible sur P(T). De même, deux suites (Pn) et (Qn) dans P1(M)
sont dites ∆W-équivalentes si (Pn) et (Qn) si elles sont équivalentes pour la
topologie induite par la distance ∆W de Wasserštein.

Lemme 2.1.2 (Glivenko–Cantelli) Soit T un espace topologique tel qu’il
existe un ensemble dénombrable H de fonctions continues bornées de T dans
R qui sépare les points de T (c’est le cas si, par exemple, T est un espace
cosmique régulier). Soit (Xn) une suite d’éléments aléatoires deux à deux
indépendants de T définis sur (Ω,F ,P). On suppose que la suite (Pn)n =
(1/n

∑n
i=1 L (Xi))n est tendue. Alors, P–presque sûrement, la suite (Qω

n)n =
(1/n

∑n
i=1 δXi(ω))n est tendue et (Pn)n et (Qω

n)n sont faiblement équivalentes.

C’est en fait la seule étape probabiliste. Dans la démonstration du lemme
2.1.2 intervient la loi des grands nombres pour des variables réelles (celle
d’Etemadi [Ete83] ou celle de Csörgő–Tandori–Totik [CTT83]), appliquée à
des fonctions indicatrices de compacts.

La deuxième étape utilise une caractérisation bien connue [Rac82] de la
convergence pour la distance de Wasserštein : on sait qu’une suite (Pn) dans
P1(M) converge pour la distance ∆W vers une probabilité P si et seulement
si (Pn) converge faiblement vers P et, pour un point a ∈ M (ou pour tout
point a ∈ M), la fonction [a, .] est uniformément intégrable par rapport
à (Pn). D’après les hypothèses (ii) et (iii) du théorème 2.1.1, la fonction

46



[a, .] est uniformément intégrable par rapport à (Pn)n = (1/n
∑n

i=1 L (Xi))n,
et presque sûrement uniformément intégrable par rapport à (Qω

n)n = (1/n∑n
i=1 δXi(ω))n. On en déduit que (Pn) et (Qω

n) sont presque sûrement ∆W-
équivalentes. Le théorème en découle immédiatement par application de la
propriété fondamentale (2.1.3).

Autre approche : transport dans un espace de type `1 Pour démon-
trer des lois fortes des grands nombres, on peut également commencer par
approcher de manière uniforme les points aléatoires de M par des points
aléatoires d’une partie dénombrable dense D = {e0, . . . , ek, . . .} de M : on
construit facilement pour tout entier N ≥ 1 une application ψN : M → D
telle que [ψN (x), x] ≤ 1/N pour tout x ∈M. D’autre part, toute probabilité
µ ∈ P(D) s’identifie à un élément de l’espace

S = {(pk) ∈ (R+)N;
∞∑

k=0

pk = 1}

via la bijection ϕ : P(D) → S définie par ϕ(µ) = (µ(ek))k. Donnons nous
une fois pour toutes un point a de M , que l’on supposera pour simplifier dans
M \ D. Pour toute suite (pk) ∈ RN, on note

‖(pk)‖a =
∑

k∈N
|pk|[a, ek].

Soit `1
a l’ensemble des suites (pk) telles que ‖(pk)‖a < +∞. Comme a 6∈ D,

l’espace `1
a est un espace de Banach pour la norme ‖.‖a. De plus, on a

P1(D) = ϕ(`1
a ∩ S).

On montre que l’espace `1
a ∩ S ainsi que sa topologie induite par `1

a sont
indépendants du choix de a 6∈ D [RdF97, Proposition 2.1 et Remarque 2.1].

L’application ϕ permet de transporter sur P1(D) la métrique de `1
a : pour

µ =
∑

k pkδek et ν =
∑

k p
′
kδek , on pose

[µ, ν]a = ‖(pk − p′k)‖a =
∑

k

|pk − p′k| [a, ek].

Le lemme ci-dessous montre que le barycentre est une application lipschit-
zienne sur P1(D) pour [., .]a.

Lemme 2.1.3 Soient (pk)k et (p′k)k deux éléments de S et soit a un point
de M. On a

[∑

k

∗
pkek,

∑

k

∗
p′kek

]
≤
∑

k

|pk − p′k| [a, ek].
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Montrons sur un exemple comment on peut prouver dans notre cadre
métrique, à l’aide des applications ψN et ϕ une loi forte des grands nombres
connue dans le cadre des espaces de Banach séparables (celle ci-dessous pro-
vient de [BG70]).

Théorème 2.1.4 (lois fortes des grands nombres à la Beck et Giesy)
Soit (Xn)n≥1 une suite indépendante de points aléatoires intégrables de M
vérifiant l’une des conditions suivantes :

(i) lim
n→∞

1

n

∑

1≤i≤n
(Var[a,Xi])

1/2 = 0 et
∑

n≥1

Var[a,Xn]

n2
< +∞

(où, pour une variable aléatoire réelle intégrable f , Var f = E(f −E f)2),

(ii) lim
n→∞

1

n

∑

1≤i≤n
ess sup[a,Xi] = 0.

Alors

p.s.

[ ∑

1≤i≤n

∗ 1

n
Xi(ω) , bar

( ∑

1≤i≤n

1

n
L (Xi)

)]
−−−−−−→

n→∞
0.

Idée de la preuve.
Première étape : on suppose les Xn à valeurs dans D. Pour tout ω ∈ Ω,

tout n ∈ N∗ et tout k ∈ N on note

Yn,k(ω) = δek(Xn(ω)) (i.e. Yn,k(ω) = 1 si Xn(ω) = ek, 0 sinon),

Zn,k(ω) =
1

n

n∑

i=1

Yi,k(ω) =
1

n
card{i ∈ {1, . . . , n}/Xi(ω) = ek},

puis, pour tout ω ∈ Ω et tout n ∈ N∗,

Yn(ω) = (Yn,k(ω))k ∈ `1
a ∩ S

Zn(ω) = (Zn,k(ω))k =
1

n

n∑

i=1

Yi(ω) ∈ `1
a ∩ S.

Notons encore, pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ N,

pn,k = P(Xn = ek) = EYn,k,
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qn,k = E

( ∑

1≤i≤n

1

n
Yi,k

)
= E

(
1

n
card{i ∈ {1, . . . , n}/Xi = ek}

)
,

et, pour tout n ∈ N∗,

pn = (pn,k)k = ϕ(L (Xn)) et qn = (qn,k)k = ϕ(
∑

1≤i≤n

1

n
L (Xi)) = EZn.

On vérifie alors que (Yn) satisfait la loi des grands nombres de Beck et Giesy
[BG70], c’est–à–dire

p.s. ‖Zn − qn‖a −−−−−−→
n→∞

0.

Or, d’après le lemme 2.1.3, on a
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1

n
Xi(ω) , b (

∑

1≤i≤n

1

n
L (Xi))

]
=

[∑

k∈N

∗
Zn,k(ω)ek ,

∑

k∈N

∗
qn,kek

]

≤ ‖Zn − qn‖a,

d’où le résultat.
Deuxième étape : cas général. On montre que la suite (Xn

n )n = (ψn(Xn))n
vérifie les hypothèses du théorème. D’après la première étape, on a donc

p.s.

[ ∑

1≤i≤n

∗ 1

n
X i
i (ω) , bar

( ∑

1≤i≤n

1

n
L
(
X i
i

)
)]
−−−−−−→

n→∞
0.

Or on a
[ ∑

1≤i≤n

∗ 1

n
Xi(ω) ,

∑

1≤i≤n

∗ 1

n
X i
i (ω)

]

≤
∑

1≤i≤n

1

n

[
Xi(ω), X i

i (ω)
]
≤ 1

n

∑

1≤i≤n

1

i
−−−−−−→

n→∞
0

et
[

bar

( ∑

1≤i≤n

1

n
L
(
X i
i

)
)
, bar

( ∑

1≤i≤n

1

n
L (Xi)

)]

≤
∑

1≤i≤n

1

n
E
[
X i
i , Xi

]
≤ 1

n

∑

1≤i≤n

1

i
−−−−−−→

n→∞
0,

d’où l’on déduit immédiatement le résultat.
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Loi forte des grands nombres i.i.d. et théorème ergodique Dans
le cas de variables aléatoires équidistribuées, la méthode précédente permet
d’obtenir un résultat faisant intervenir les combinaisons convexes

∑
1≤i≤n

1
n
Xi(ω)

au lieu des barycentres
∑

1≤i≤n
∗ 1
n
Xi(ω). L’intérêt pratique dans les calculs

est évident, voir page 42.
Nous utiliserons également une notion de convergence plus faible : on

dira qu’une suite (Fn) de fermés de M converge au sens de Wijsman vers
F ∈ F (M) si, pour tout a ∈M,

lim
n→∞

|d(a, Fn)− d(a, F )| = 0.

On écrira alors
Fn

WIJSMAN−−−−−−→
n→∞

F

(voir [Bee94] ou [Cor73] pour les propriétés de cette convergence). Écrivons
également

Fn
HAUSDORFF−−−−−−−→

n→∞
F

si (Fn) converge vers F pour la distance de Hausdorff.

Théorème 2.1.5 (théorème ergodique) Soit (Xn) une suite stationnaire
de points aléatoires intégrables de M. Soit I la tribu des événements inva-
riants par (Xn). Alors

p.s.
∑

1≤i≤n

∗ 1

n
Xi(ω)

HAUSDORFF−−−−−−−→
n→∞

bar (L (X1/I) (ω)) ,

p.s.
∑

1≤i≤n

1

n
Xi(ω)

WIJSMAN−−−−−−→
n→∞

bar (L (X1/I) (ω)) .

Si, de plus, M est à boules fermées compactes,

p.s.
∑

1≤i≤n

1

n
Xi(ω)

HAUSDORFF−−−−−−−→
n→∞

bar (L (X1/I) (ω)) .

Le dernier résultat, pour M à boules fermées compactes, a été obtenu par
Herer [Her92] dans le cas où (Xn) est i.i.d. (dans ce cas la limite est bien sûr
bar L (X1)).

La preuve du théorème 2.1.5 repose sur un raffinement de la méthode
précédemment décrite d’approximation uniforme sur D (par les applications
ψN ) et transport dans `1

a (par l’application ϕ).
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2.2 Loi des grands nombres pour des fonc-

tions Pettis intégrables

Il est bien connu qu’une suite indépendante équidistribuée (Xn)n de vec-
teurs aléatoires d’un espace de Banach vérifie la loi des grands nombres si
et seulement si les Xn sont Bochner intégrables. Pour une suite (Xn)n non
nécessairement équidistribuée, la plupart des lois fortes des grands nombres
connues supposent également l’intégrabilité au sens de Bochner des Xn. La
loi des grands nombres présentée dans cette section [CRdF00] échappe à
cette règle, puisque la condition d’intégrabilité exigée est celle plus faible au
sens de Pettis. Il s’agit d’une généralisation de la loi des grands nombres de
Cuesta et Matrán [CM88], dont nous avons donné plus haut une version pour
les espaces métriques à courbure négative (théorème 2.1.1 page 45).

Énonçons dans le théorème ci-dessous un résultat équivalent à la loi des
grands nombres de Cuesta et Matrán, sous une forme qui nous sera commode
pour mener à bien une généralisation aux variables Pettis intégrables.

Théorème ([CM88]) Soit (Xn)n une suite de vecteurs aléatoires deux à
deux indépendants Bochner intégrables d’un espace de Banach séparable E,
définis sur un espace probabilisé (Ω,F ,P), tels que

(i) la suite (Pn)n = (1/n
∑n

i=1 L (Xi))n est tendue (on note L (X) la loi
d’une variable aléatoire X),

(ii) la fonction ‖.‖ est uniformément intégrable par rapport à (Pn)n,
c’est–à–dire

lim
a→+∞

sup
n∈N∗

∫

{‖.‖>a}
‖x‖ dPn(x) = 0,

(iii) pour presque tout ω ∈ Ω, ‖.‖ est uniformément intégrable par rapport
à la suite de lois empiriques (1/n

∑n
i=1 δXi(ω))n (où δx désigne la masse

de Dirac au point x),
Alors (Xn)n vérifie la loi des grands nombres, c’est–à–dire

lim
n→+∞

1

n

n∑

i=1

(Xi − EXi) = 0 p.s.

Première généralisation Les conditions (ii) et (iii) sont du type

‖.‖ est uniformément intégrable par rapport à (Qn)

pour une certaine suite (Qn) de probabilités sur E, c’est–à–dire

lim
a→+∞

sup
n∈N

∫

E
sup
x′∈E′
‖x′‖≤1

|〈x, x′〉| 1l{‖.‖>a}(x) dQn(x) = 0.
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On obtient une condition plus faible en permutant le deuxième supremum
avec l’intégrale :

lim
a→+∞

sup
n∈N

sup
x′∈E′
‖x′‖≤1

∫

E
|〈x, x′〉| 1l{|〈x′,.〉|>a}(x) dQn(x) = 0,

ce qui revient à

(2.2.1) BE′(0, 1) est uniformément intégrable par rapport à (Qn),

où BE′(0, 1) désigne la boule unité du dual E′ de E. Lorsque les Qn sont
les lois des Xn (ou des combinaisons convexes de ces lois, comme dans la
condition (ii)), on voit que la nouvelle condition (2.2.1) ne nécessite plus que
les Xn soient Bochner intégrables : cette condition peut être réalisée si les
Xn sont seulement scalairement intégrables. En fait, l’intégrabilité scalaire
et la condition d’uniforme intégrabilité de BE′(0, 1) par rapport à chaque
P(Xn) entrâıne que chaque Xn est Pettis intégrable, c’est–à–dire que, pour
tout A ∈ F , il existe un élément de E, noté

∫
A
Xn dP, tel que, pour tout

x′ ∈ E′,
〈x′,

∫

A

Xn dP 〉 =

∫

A

〈x′, Xn〉 dP .

(voir [Mus87, Mus91]). On note alors EX =
∫

Ω
X dP. Si E est de dimension

infinie (et si F est suffisamment riche), on peut toujours définir un vecteur
aléatoire Pettis intégrable non Bochner intégrable de E. En effet, d’après un
théorème de Dvoretzky et Rogers [DR50], il existe dans tout espace de Banach
E de dimension infinie une série

∑
n xn qui converge inconditionnellement

(c’est–à–dire indépendamment de l’ordre des termes) mais pas absolument
(c’est–à–dire

∑
n ‖xn‖ = +∞). Par exemple, si E est un espace de Hilbert

et (en) un système orthonormé, il suffit de poser xn = 1
n
en. Soit alors (pn)

une suite de nombres réels tels que pn > 0 pour tout n et
∑

n pn = 1. Il
suffit de construire X tel que X(ω) = 1

pn
xn avec probabilité pn. On montre

d’ailleurs [Mus91, Theorem 5.1] que tout vecteur aléatoire Pettis intégrable
non Bochner intégrable U est de la forme U = X + Y , avec X de la forme
ci-dessus et Y borné.

Deuxième généralisation On suppose désormais que E est un espace vec-
toriel topologique localement convexe séparable. Soit S l’ensemble des parties
équicontinues de E′. On sait que la topologie de E est celle de la convergence
uniforme sur les éléments de S, déterminée par les seminormes

NA(x) = sup
x′∈A
|〈x′, x〉| (A ∈ S).
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Pour définir la topologie de E, on peut bien entendu restreindre S : par
exemple, si E est un espace de Banach, il suffit de prendre S = {BE′(0, 1)}.
Ainsi, on généralise naturellement (2.2.1) en remplaçant BE′(0, 1) par les
éléments de S. On dira qu’un ensemble M de probabilités sur E est S–uni-
formément scalairement intégrable si chaque élément de S est uniformément
intégrable par rapport à M. Nous obtenons la loi des grands nombres sui-
vante.

Théorème 2.2.1 (loi des grands nombres pour des vecteurs Pettis
intégrables) On suppose qu’il existe une suite de fonctions continues de
E dans [0, 1] qui sépare les points de E. Soit (Xn)n une suite de vecteurs
aléatoires de E deux à deux indépendants et Pettis integrables, définis sur
l’espace probabilisé (Ω,F ,P). On suppose que

(i) la suite (1/n
∑n

i=1 L (Xi))n est tendue,
(ii) la suite (Pn)n = (1/n

∑n
i=1 L (Xi))n est S–uniformément scalaire-

ment intégrable.
(iii) pour presque tout ω ∈ T, la suite (Qω

n)n = (1/n
∑n

i=1 δXi(ω))n est
S–uniformément scalairement intégrable.

Alors (Xn)n vérifie la loi forte des grands nombres, c’est–à–dire

p.s. lim
n→+∞

1

n

n∑

i=1

(Xi − EXi) = 0.

La preuve du théorème 2.2.1 repose sur lemme 2.1.2 (Glivenko-Cantelli)
déjà rencontré, ainsi que sur le lemme suivant.

Lemme 2.2.2 (convergence faible et uniforme intégrabilité)
1. Soit T un espace topologique séparable. Soit (Pα)α∈A une suite généralisée
de probabilités sur T, convergeant faiblement vers une probabilité P ∈ P(T).
Soit H un ensemble de fonctions continues de T dans R et supposons que H
est uniformément intégrable par rapport à (Pα)α. Alors H est uniformément
intégrable par rapport à P et on a, pour tout f ∈ H,

(2.2.2) Pα(f)
faiblement−−−−→ P (f).

2. Si de plus H est équicontinu, la convergence dans (2.2.2) est uniforme par
rapport à H.

Preuve du théorème 2.2.1. D’après (i) et le lemme 2.1.2, il existe un
ensemble presque sûr Ω0 ⊂ Ω tel que, pour tout ω ∈ Ω0, les suites (Pn) et
(Qω

n) soient presque faiblement équivalentes.
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Fixons ω ∈ Ω0 et A ∈ S. D’après (ii), (iii) et le lemme 2.2.2, on a, en
raisonnant sur les sous-suites de (Pn) et (Qω

n) qui convergent vers une même
limite,

p.s. sup
x′∈A

∣∣∣∣
∫

E
〈x′, x〉 dPn(x)−

∫

E
〈x′, x〉 dQω

n(x)

∣∣∣∣→ 0,

c’est–à–dire

p.s. NA

(
1

n

n∑

i=1

EXi −
1

n

n∑

i=1

Xi(ω)

)
→ 0.

On donne dans [CRdF00, Example 1] un exemple qui prouve que le
théorème 2.2.1 peut s’appliquer à des vecteurs aléatoires Pettis intégrables
non Bochner intégrables.

Donnons quelques exemples d’application du théorème 2.2.1.
Soit E un espace de Banach séparable et soit E′c son dual muni de la

topologie τc de la convergence uniforme sur les parties compactes de E. On
montre facilement [CRdF00] que E′c est lusinien et qu’un vecteur aléatoire
de E′c est Pettis intégrable si et seulement si il est scalairement intégrable.
On note L1

E′ [E] l’ensemble des vecteurs aléatoires Pettis intégrables X de E′c
définis sur (Ω,F ,P) tels que

∫
Ω
‖X‖ dP < +∞ (X n’est pas nécessairement

mesurable pour la topologie forte sur E′, mais la mesurabilité de ‖X‖ provient
de la mesurabilité scalaire de X et de la séparabilité de E). L’espace L1

E′ [E]
est étudié dans [ITIT69].

Le corollaire ci-dessous contient la loi forte des grands nombres pour des
éléments deux à deux indépendants équidistribués de L1

E′ [E].

Corollaire 2.2.3 (loi des grands nombres pour des éléments de L1
E′ [E])

Soit E un espace de Banach séparable. Soit (Xn)n une suite d’éléments deux
à deux indépendants de L1

E′ [E]. On suppose que
(i) la suite (Pn)n = (1/n

∑n
i=1 L (Xi))n est tendue dans P(E′c),

(ii)′ la fonction ‖.‖ est uniformément intégrable par rapport à la suite
(1/n

∑n
i=1 L (Xi))n,

(iii)′ la suite de variables aléatoires réelles (‖Xn‖)n vérifie la loi forte
des grands nombres :

p.s. lim
n→+∞

1

n

n∑

i=1

(‖Xi‖ − E ‖Xi‖) = 0.

Alors (Xn)n vérifie la loi forte des grands nombres dans E′c, c’est–à–dire qu’il
existe Ω0 ∈ F tel que P(Ω0) = 1 et que, pour tout ω ∈ Ω0 et toute partie
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compacte K de E, on a

lim
n→+∞

sup
x∈K

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

〈x,Xi(ω)− EXi〉
∣∣∣∣∣ = 0.

Dans le cas d’un espace de Banach muni de sa topologie faible, on peut
affaiblir légèrement la condition de tension des lois.

Corollaire 2.2.4 (loi forte des grands nombres dans la topologie
σ(F,F′) d’un espace de Banach F) Soit F un espace de Banach séparable
et posons E = (F, σ(F,F′)) (dans ce cas E et F ont les mêmes parties bornées,
les mêmes boréliens et les mêmes vecteurs aléatoires Pettis intégrables). Soit
(Xn)n une suite de vecteurs aléatoires Pettis intégrables deux à deux indé-
pendants de E, définis sur l’espace probabilisé (Ω,F ,P). On suppose que

(i) la suite (Pn)n = (1/n
∑n

i=1 L (Xi))n est tendue par rapport aux parties
bornées, c’est–à–dire que, pour tout ε > 0, il existe une partie bornée
M de E telle que, pour tout entier n ≥ 1, on ait Pn(M) > 1− ε,

(ii) chaque élément de E′ = F′ est uniformément intégrable par rapport
à la suite (Pn)n,

(iii) pour presque tout ω ∈ Ω, chaque élément de E′ = F′ est uni-
formément intégrable par rapport à la suite (1/n

∑n
i=1 δXi(ω))n.

Alors (Xn)n vérifie la loi forte des grands nombres dans E, c’est–à–dire

p.s. (∀x′ ∈ E′) lim
n→+∞

〈x′, 1

n

n∑

i=1

(Xi(ω)− EXi)〉 = 0.

La démonstration consiste à appliquer le théorème 2.2.1 dans l’espace sous-
linien (F′′, σ(F′′,F′)).

2.3 La loi des grands nombres comme résul-

tat de compacité

La topologie ](S) sur MU1
E Comme on l’a vu dans la démonstration du

théorème 2.1.1, la loi des grands nombres de Cuesta et Matrán repose sur
l’inégalité fondamentale (2.1.3) qui montre que le barycentre est une appli-
cation lipschitzienne relativement à la distance de Wasserštein. On va voir
que cette propriété et la condition de tension sur les lois permettent d’in-
terpréter la loi des grands nombres de Cuesta et Matrán comme un résultat
de compacité séquentielle dans une topologie appropriée.
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Cette approche s’étend également à la loi des grands nombres pour des
vecteurs Pettis intégrables (théorème 2.2.1). Nous allons d’abord définir une
distance de Wasserštein généralisée.

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé. On
note MU1

E l’ensemble des probabilités P de Radon sur E qui sont S–uni-
formément scalairement intégrable, c’est–à–dire telles que chaque A ∈ S

est uniformément intégrable par rapport à P . On note MP1
E l’ensemble des

probabilités de Radon sur E qui sont Pettis intégrables, c’est–à–dire les pro-
babilités P sur E qui sont S–uniformément scalairement intégrable et telles
que, pour tout B ∈ B (E), il existe un élément de E, noté

∫
B
x dP (x), tel

que, pour tout x′ ∈ E′, on ait

〈x′,
∫

B

x dP (x)〉 =

∫

B

〈x′, x〉 dP (x)

(si X est un vecteur aléatoire Pettis intégrable, on a donc L (X) ∈ MP1
E, la

réciproque est vraie lorsque E est quasi-complet, voir [CRdF00, page 101]).
Rappellons que, pour P,Q ∈ P(E), on note

D(P,Q) = {π ∈ P(M×M); π(.×M) = P et π(M× .) = Q}.

Soit S comme dans la section précédente. On pose, pour P,Q ∈ MU1
E et

A ∈ S,

dA(P,Q) = inf
π∈D(P,Q)

sup
x′∈A

∫

E×E
|〈x′, x− y〉| dπ(x, y).

On montre facilement que l’infimum dans la définition de dA(P,Q) est tou-
jours atteint et que dA est une semidistance (de Wasserštein généralisée) sur
MU1

E. De plus, sur le sous-espace MP1
E, on a l’inégalité fondamentale

(2.3.1)
(
∀P,Q ∈ MP1

E
)
NA

(∫

E
x dP (x),

∫

E
x dQ(x)

)
≤ dA(P,Q).

La différence principale entre la topologie définie par les semidistances dA
(appelons la provisoirement τWP) et celle définie par la distance usuelle de
Wasserštein (disons, dans le cas où E est un espace de Banach) est que cette
dernière est plus fine que la trace sur P1(E) de la topologie faible (voir page
46 la deuxième étape de la démonstration du théorème 2.1.1), tandis que l’on
peut trouver des suites dans MU1

E convergeant pour la topologie faible mais
pas pour τWP, ou bien pour τWP mais pas pour la topologie faible [CRdF00,
Example 2 et Example 3]. Notons [(S) la topologie faible sur MU1

E. Pour
retrouver le schéma de la preuve du théorème 2.1.1, on est ainsi amené à
considérer sur MU1

E la topologie ](S), supremum des topologies τWP et [(S),
qui permet la caractérisation ci-dessous.
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Théorème 2.3.1 Une partie M de MU1
E est séquentiellement relativement

compacte pour ](S) si et seulement si M est S–uniformément scalairement
intégrable et séquentiellement relativement compacte pour [(S).

À l’aide de ce théorème, il est facile de réécrire la preuve du théorème 2.2.1
comme une légère variante de celle du théorème 2.1.1.

Un principe général Soit T un espace uniforme vérifiant les hypothèses
du lemme 2.1.2, c’est–à–dire qu’il existe un ensemble dénombrable H de
fonctions continues bornées de T dans R qui sépare les points de T. Soit
(dα)α∈U une famille de semidistances qui définit la structure uniforme de T.
On définit la structure uniforme de Hausdorff sur F (T) à l’aide des écarts

[A,B]α = max

{
sup
x∈A

dα(x,B), sup
y∈B

dα(y,A)

}

(cette structure uniforme est indépendante du choix des écarts dα pour définir
la structure uniforme de T, voir [CV77, Chapter II]).

On se donne une partie convexe M de P(T) contenant les masses de Dirac
δx (x ∈ T), une application

bar :

{
M → F (T)
P 7→ barP

(que l’on appellera barycentre) et une topologie τM sur M telles que

(H) si (Pn)n∈N et (Qn)n∈N sont deux suites faiblement équivalentes dans
M telles que {Pn; n ∈ N} et {Qn; n ∈ N} sont séquentiellement rela-
tivement compact pour τM, alors les suites (barPn) et (barQn) sont
équivalentes pour la structure uniforme de Hausdorff, c’est–à–dire

(∀α ∈ U) lim
n→+∞

[barPn, barQn]α = 0.

L’hypothèse (H) est vérifiée en particulier si on a

(H’) τM provient d’une structure uniforme uM et si l’application bar est
uniformément continue pour uM et la structure uniforme de Hausdorff
sur F(T).

Dans les lois exemples précédents (théorèmes 2.1.1 et 2.2.1), la propriété
(H’) est assurée par les inégalités (2.1.3) et (2.3.1).

Théorème 2.3.2 Soient T, bar : T→ F (T) et τM comme ci-dessus, vérifiant
l’hypothèse (H). Soit (Xn)n∈N∗ une suite d’éléments aléatoires deux à deux
indépendants de T, tels que L (Xn) ∈ M pour tout n ∈ N∗. On note Pn =
1/n

∑n
i=1 L (Xi) et Qω

n = 1/n
∑n

i=1 δXi (n ∈ N∗, ω ∈ Ω). On suppose que
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(i) la suite (Pn)n est tendue,
(ii) l’ensemble {Pn; n ∈ N∗} est une partie séquentiellement relativement

compacte de (M, τM),
(iii) pour presque tout ω ∈ Ω, l’ensemble {Qω

n; n ∈ N∗} est une partie
séquentiellement relativement compacte de (M, τM).

Alors (Xn) vérifie la loi forte des grands nombres, c’est–à–dire

p.s. (∀α ∈ U) lim
n→+∞

[barQω
n, barPn]α = 0.

Preuve. D’après le lemme 2.1.2, il existe Ω0 ∈ F tel que P(Ω0) = 1 et que,
pour tout ω ∈ Ω0, la suite (Qω

n)n soit tendue et faiblement équivalente à
(Pn)n. D’après (ii) et (iii), on peut supposer de plus que, pour tout ω ∈ Ω0,
les ensembles {Pn; n ∈ N∗} et {Qω

n; n ∈ N∗} sont séquentiellement relative-
ment compacts dans (M, τM). La conclusion découle alors de (H).

On remarquera que la partie probabiliste de la preuve du théorème 2.3.2
réside dans le lemme 2.1.2 (Glivenko-Cantelli), qui fait appel à une loi forte
des grands nombres pour des variables aléatoires réelles. Le reste de la dé-
monstration utilise la compacité séquentielle relative de (Pn) et (Qω

n) pour τM
ainsi que la continuité de l’application bar pour τM. La compacité séquentielle
pour τM dans les théorèmes 2.1.1 et 2.2.1 provient de la compacité séquentielle
pour la topologie faible et d’une condition d’uniforme intégrabilité.
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Amer Bešlagić) et sur un théorème d’Hurewicz. Pub. Math.
Univ. Pierre et Marie Curie, Sémin. Initiation Anal. 23ème
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en loi. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I, vol. 306, 1988, pp. 335–338.

[Fer94] Fernique (Xavier). – Une caractérisation des espaces de Fréchet
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XXXI, éd. par Azéma (Jacques), Emery (Michel) et Yor (Marc).
pp. 232–246. – Berlin, 1997.

[Jak86] Jakubowski (Adam). – On the Skorokhod topology. Ann. Inst.
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[JM81a] Jacod (Jean) et Mémin (Jean). – Sur un type de convergence
intermédiaire entre la convergence en loi et la convergence en

64

http://arxiv.org/pdf/math.PR/0407512
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[RR58] Rényi (A.) et Révész (P.). – On mixing sequences of random
variables. Acta Math. Acad. Sci. Hungar., vol. 9, 1958, pp. 389–
393.
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Index des définitions

élément aléatoire, 3

barycentre, 41, 44, 57

combinaison convexe, 40
compact

pour les suites généralisées, 10
relativement, 11
séquentiellement relativement,

11, 18
complétion universelle, 12
convergence

au sens de Wijsman, 50
en probabilité, 19
stable, voir topologie stable

convexe (espace), voir espace mé-
trique convexe

courbure négative, voir espace à cour-
bure négative

distance ou semidistance
de Hausdorff, 40
de Wasserštein, 23, 44
de Wasserštein généralisée, 56
de Wasserštein paramétrée, 24
géodésique, 43

distance ou semidistance de Dud-
ley, 21

paramétrée, 21
domine

(pour des pavages), 12

ε–réseau, 32
ensemble aléatoire, 5
équicontinu

(ensemble de mesures), 13
équivalentes

∆W-équivalentes (pour des suites
de probabilités), 46

faiblement équivalentes (pour des
suites de probabilités)̃, 46

topologiquement, 46
uniformément, 57

espace
à courbure négative, 43
cosmique, 5
de Prokhorov, 15
de Radon, 3
de Skorokhod, 35
lusinien, 5
métrique convexe, 40
sous-métrisable, 12
souslinien, 5

intégrable
(pour une probabilité), voir pro-

babilité intégrable
au sens de Pettis, 52
au sens de Pettis (pour une me-

sure), 56
intégrande, 4

continu ou de Carathéodory, 4
semicontinu supérieurement, infé-

rieurement, 4

mesure, 2
de Radon, 3
τ -régulière, 15

mesure de non compacité, 32
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mesure de Young, 3
d’ordre p, 8
dégénérée, 4
désintégrable, 3
p-intégrable, 8

pavage, 11
principe d’invariance, voir théorème

de la limite centrale fonc-
tionnel

probabilité intégrable, 44
produit fibré (de mesures de Young),

28

règle, 29

semidistance, voir distance ou se-
midistance

solution d’évolution
faible, ou solution-mesure, 31
forte, 31

structure uniforme de Hausdorff, 57
suite cofinale de compacts, 16

tendu
souplement, 14
strictement, 14

théorème
de Kantorovich–Rubinštein, 26
de Kantorovich–Rubinštein avec

paramètre, 27
de Komlós (pour les mesures de

Young), 11, 33
de la limite centrale, 34–35
de la limite centrale fonction-

nel, 35–36
de semicontinuité, 7, 17
du produit fibré, 28
“portmanteau”, 6

TLC, voir théorème de la limite cen-
trale

topologie

étroite, 3
de la convergence en moyenne

d’ordre p (sur YpD), 24
de la convergence en probabi-

lité (sur Y), 21
faible (sur M(T)), 3
J1 de Skorokhod, 35
s-topologie, 10
stable, 4
w-topologie, 10

uniformément intégrable
S-uniformément scalairement in-

tégrable, 53
S-uniformément scalairement in-

tégrable (pour une mesure),
56

asymptotiquement uniformément
p-intégrable, 8

par rapport à une famille de
mesures, 45

uniformément p-intégrable, 8

70



Index des notations

B (T), 2
G (T), 2
F (T), 2
K (T), 2
M(T,F), 3
P(T,F), 3
πΩ, πT, 3
(πΩ)] (µ), (πT)] (µ), 3
Y(T), 3
Yd(T), 3
L0(T), 3
δX , 4
τ×Y , (× = S,M,N,W), 4–5
G, 5
F, 5
K, 5
g ⊗ f , 6
BL1(T, d), 7
BL1(Ω,T, d), 7
BL′1(Ω,T, d), 7
τ×,pY,D, (× = S,M,N,W), 8
YpD, 8
Lp(T,D), 9

τ×M, (× = S,M,N,W), 10

F∗, 12
Fµ, 12
G∗, 12
τ S

M
∗, 12

C (T, [0, 1]), 19

∆
(d)
prob, 20

τprob

L0 , 20

τprob
Yd , 20–21

∆
(d(f))
prob , 21

∆̃
(f)
prob(µ, ν), 21

τprob
Y , 21–22

∆
(d)
BL(µ, ν), 21–22

D(µ, ν), 23, 44, 56

∆
(c)
KR(µ, ν), 23

∆
(p,d)
KR (µ, ν), 23

D(µ, ν), 23

∆
(c)
KR(µ, ν), 23

∆
(p,d)
KR (µ, ν), 24

τ pY,D, 24

∆
(c)
L (µ, ν), 26

Lip
(c)
T , 27

Y1
c , 27

∆
(c)
L (µ, ν), 27

µ ⊗ ν, 28

T , 29
F, (Ω,F , (Ft)0≤t≤T ,P), 29
H, 29
U, 29
L, 29
N p
c (F, [0, t];H), 29

K∗c (E), 29
HausdE, 29
(S(t))t≥0, 29
Ccroiss, 30
L, 30
CConv, 30
Φ, 31
C([0, T ];H), 31
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Ψ(Λ), 32

(Xn), (Sn), (Cn), (Zn), 34
D(R+;E), 35–36
IdR+ , 35
C(R+;E), 35–36
Gn(ω, t), 36

M, 40, 44
[x, y], [A,B], 40∑∗

1≤i≤n pixi, 41
barµ, 42, 57
P1(M), 44
∆W(µ, ν), 44
Pe(M), 44
L (X), 45
D, 47
S, 47
ψN , 47
ϕ, 47
‖(pk)‖a, 47
`1
a, 47

[µ, ν]a, 47

Fn
WIJSMAN−−−−−−→
n→∞

F , 50

Fn
HAUSDORFF−−−−−−−→

n→∞
F , 50

BE′(0, 1), 52
EX, 52
S, 52
NA(x), 52
L1
E′ [E], 54

MU1
E, 56

MP1
E, 56

dA(P,Q), 56
τWP, 56
[(S), 56
](S), 56
[A,B]α, 57
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