N

N

Développement, analyse et implémentation d’un modele
financier continu en temps.
Tarik Chakkour

» To cite this version:

Tarik Chakkour. Développement, analyse et implémentation d’un modéle financier continu en temps..
Equations aux dérivées partielles [math.AP]. UBS, 2017. Frangais. NNT: . tel-01707639

HAL Id: tel-01707639
https://hal.science/tel-01707639
Submitted on 12 Feb 2018

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/tel-01707639
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE

BRETAGNE

THESE / Université de Bretagne-Sud présentée par

sous le sceau de I'Université de Bretagne Loire Tan k C h akko ur

pour obtenir le titre de

DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE BRETAGNE-sUD  Laboratoire de Mathématiques de Bretagne

Mention : Mathématiques et interactions des mathématiques

Ecole doctorale sicMA  Atlantique (UMR 6205 du CNRS)

Développement, analyse et implémentation
d'un modéle financier continu en temps.

Thése soutenue le 16 Novembre 2017
devant le jury composé de :

Emmanuel Frénod
Professeur (Université de Bretagne-Sud), directeur de thése

Raymond Brummelhuis

Professeur (Birkbeck Université de London, rapporteur

Jacques Printemps

Maitre de conférence (Université de Paris-Est créteil), rapporeur
Liu Quansheng

Professeur (Université de Bretagne-Sud), examinateur

Béatrice Vedel

Maitresse de conférence (Université de Bretagne-Sud), examinateur
Diaraf Seck

Professeur (Université Cheikn Anta Diop de Dakar)




Résumé

SOFI est un outil logiciel commercialisé
par la société MGDIS. Il est destiné aux ins-
titutions publiques comme des collectivités
locales pour élaborer un budget plurian-
nuel. SOFI est basé sur une modélisation
financiere discréte. Par conséquent, le défaut
de SOFI est qu’il utilise des tableaux de
type Excel. Dans ce travail, nous avons
cong¢u un nouveau modele utilisant un autre
paradigme. Ce nouveau modele se base
sur une modélisation en temps continu et
utilise des outils mathématiques de types
convolution, intégration, etc.

Le modele financier continu en temps
s’appuie sur la théorie de la mesure. Nous
avons créé des mesures et des champs, nous
les avons utilisés dans notre modélisation
pour montrer la cohérence de ce modele.
Nous avons montré dans cette modélisation
comment certains aspects du fonctionne-
ment d’un emprunt & taux fixe peuvent étre
insérés dans un modele continu en temps.
Nous avons construit un modele financier
a taux variable qui permet de modéliser
un taux d’emprunt fixe défini & la date
d’emprunt

Nous établissons la densité de dépense
algébrique o en fonction de la densité
d’emprunt kg par un opérateur mathé-
matique. Cet opérateur n’est pas toujours
inversible. Nous étudions ce probléme in-
verse du modele financier sur I'espace des
fonctions de carré intégrable définies sur un
compact, et sur ’espace de mesure de Radon.

Nous avons développé deux librairies
industrielles pour implémenter des mesures
et des champs pour le modele financier
continu en temps. Nous les avons appelées
LemfAN (Library Embedded Finance And
Numerical Analysis) et Lemf (Library
Embedded Finance). L’intégration et la
validation de ces deux librairies dans SOFI
ont été effectuées avec succes.

Abstract

SOFI is a software tool marketed by
the company MGDIS. It is designed to the
public institutions such local communities to
set out multiyear budgets. SOFI is based on
a discrete financial modeling. Consequently,
the default of SOFI is using tables of
type Excel. In this thesis, we build a new
model with using an other paradigm. This
new model is based on continuous-in-time
modeling and uses the mathematical tools
such convolution and integration, etc.

The continuous-in-time financial model
relies on measure theory. We created mea-
sures and fields and we used them in our
modeling in order to show the consistency
of the model. We have showed in this
modeling how some aspects of functionning
of loan with constant rate could be inserted
in continuous-in-time model. We build a
financial model with variable rate which
allows model a rate of constant loan which
is defined at borrowed time.

We set the algebraic spending density
o in terms of the loan density kg by a
mathematical operator. This operator is
not always invertible. We study this inverse
problem of the financial model on the space
of square-integrable functions defined on a
compact, and on radon measure space.

We have developed two industrials li-
braries to implement measures and fields for
the continuous-in-time financial model. We
called them LemfAN (Library Embedded
Finance And Numerical Analysis) and Lemf
(Library Embedded Finance). The integra-
tion and the validation of these libraries in
SOFT are succefully made.
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Résumé. Nous allons décrire dans ce chapitre le logiciel SOFI défini comme étant
un outil logiciel permettant de planifier et d’optimiser un budget pluriannuel d’une
collectivité territoriale. Ce qui nous permettra d’exposer la problématique industrielle
et scientifique de cette theése. En effet, comme les modeles financiers utilisés dans le
logiciel SOFT sont assez flexibles, il était nécessaire de concevoir des modeles utilisant un
autre paradigme. Ces nouveaux modéles se basent sur une modélisation en temps continu.

Nous terminons notre chapitre par une description d’un scénario de construction d’une
cantine. Ce scénario nous montre comment un tel projet est géré par une collectivité
territoriale. Cet exemple a pour objectif d’établir un équilibre financier de ce projet dans
SOFT.

I.1 Description du logiciel SOFI

SOFT est un outil logiciel commercialisé par la société MGDIS. Cet outil logiciel est destiné aux
institutions publiques comme des collectivités territoriales et des centres hospitaliers pour élaborer
un budget pluriannuel. Le logiciel SOFI de programmation financiére permet d’analyser la situa-
tion financiére actuelle, de définir la stratégie d’une collectivité territoriale. En effet, comme les élus
disposent de toutes les informations nécessaires pour décider, piloter et communiquer clairement
la stratégie financiere de la collectivité, SOFT est utilisé pour satisfaire la cohérence des objectifs
financiers avec le plan stratégique de la collectivité.

Nous allons maintenant donner un exemple d’utilisation du logiciel SOFI dans un projet d’une
collectivité. Dans cet exemple, SOFI est utilisé pour planifier un budget pluriannuel d’un projet
de construction d’une route. Cette planification a pour objectif de simuler et ajuster le budget
pour construire cette route. En effet, les élus utilisent SOFI pour planifier en années les crédits de
paiement, tandis que le service technique de la collectivité utilise SOFI pour planifier en mois les
opérations de construction.

Nous rappelons que SOFI est un outil d’aide a la communication pour les élus. En effet, les élus
sont toujours a la recherche d’un équilibre financier de leurs budgets en temps réel. Cet équilibre
est déterminé par un autofinancement ou une capacité dynamique de désendettement. Cela donne
aux élus une capacité financiere pour investir. Par conséquent, SOFI offre une vision claire et syn-
thétique de la politique d’investissement de la collectivité.

Le logiciel SOFI se présente dans la Figure 1.1 sous la forme d’un tableau de saisie de type Excel
ou le client intégre ses données budgétaires passées et inclut différents projets d’investissements.

Une vue graphique discréte des tendances annuelles peut étre obtenue dans la Figure 1.2. Ainsi
un diagramme de Gantt permettant de visualiser 'impact temporel des investissements dans la
Figure 1.3 et d’en dégager les marges de manceuvre.
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FIGURE 1.1 — Illustration de la saisie des données et de la vision par tableau dans

le logiciel SOFT.
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F1GURE 1.3 — Illustration du diagramme de Gantt permettant d’observer I'impact des investisse-
ments au cours du temps dans le logiciel SOFI.

Nous allons maintenant donner un exemple pour montrer comment nous pouvons établir un
équilibre financier d’un projet dans SOFI. Ce projet est la construction d’un centre hospitalier.
Pour cela, nous allons définir le budget de fonctionnement et d’investissement.

Le budget de fonctionnement est une enveloppe budgétaire attribuée par un établissement public
ou privé a une collectivité pour un exercice financier. Cette enveloppe permet a la collectivité de
répondre aux besoins propres & son plan d’organisation, d’assurer le bon fonctionnement de ses
activités et de pourvoir a la prestation adéquate des services qu’il est appelé a fournir. Le budget
de fonctionnement peut prendre la forme de subventions, comme des aides des allocations familiales.

Le budget d’investissement retrace les programmes d’investissements en cours ou a venir. Il
y a plusieurs sources d’investissements comme les emprunts qui sont financées par les ressources
propres de la collectivité. Le budget d’investissement a pour objectif de développer le patrimoine
de la collectivité.

Revenons & notre exemple. Etablir un équilibre financier dans le projet de construction d’un
centre hospitalier consiste & planifier les dépenses et les recettes de fagon a obtenir un équilibre.
Dans ce projet, la planification financiére porte sur son budget de fonctionnement ainsi que sur le
budget d’investissement de sa construction. Le budget de fonctionnement est équilibré en tenant
compte des dépenses liées & sa construction.
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I.2 Problématique

Nous rappelons que nous avons défini SOFI comme un outil logiciel permettant de planifier
et d’optimiser un budget dans la section I.1. Par conséquent, afin d’exposer la problématique de
la these, nous allons montrer que les modeles financiers utilisés dans le logiciel SOFI sont assez
flexibles. Nous allons prouver que les objets mathématiques utilisés dans ceux-ci sont des suites et
des séries.

1.2.1 Problématique industrielle

Actuellement, les modeles financiers utilisés dans le logiciel SOFI sont & temps discret. Nous ap-
pelons ces modeles des "modeéles discrets". La période de temps (annuelle, semestrielle, trimestrielle,
mensuelle) d’un modele est choisie lors d’une étape préliminaire & sa construction. Cette fagon de
procéder est conforme aux standards de la comptabilité publique et a 1’état de ’art des finances
des collectivités territoriales et des hopitaux.

La modélisation discrete représente le temps par une succession de périodes de longueur iden-
tique. Cette modélisation utilise deux échelles de temps : une échelle avec des périodes annuelles
et une autre avec des périodes mensuelles. Nous précisons que la modélisation discrete impose de
choisir la périodicité avant de modéliser.

Nous allons maintenant justifier pourquoi la modélisation discrete n’utilise pas une échelle avec
des périodes de temps plus petites qu'un mois. Une telle échelle n’est pas possible puisqu’elle a be-
soin d’un cofit de calcul plus élevé. En effet, un modele discret utilise un tableau dont les lignes sont
des variables fianciéres et les colonnes sont des périodes de temps. Plus les périodes sont fines, plus
le nombre de colonnes croit, et par conséquent plus le colit de calcul sera plus élevé. En conclusion,
la modélisation discrete est fortement liée a la périodicité choisie pour exprimer les modeles.

Nous venons de montrer que la modélisation discrete ne permet pas d’utiliser des périodes plus
petites qu'un mois pour des raisons de performances. En plus, la modélisation discrete ne permet
pas un passage d’une variable annuelle vers une variable mensuelle. En revanche, le passage d’une
variable mensuelle vers une variable annuelle dans la modélisation discréte est possible. En effet,
nous sommons les valeurs de la variable mensuelle sur chaque mois pendant une année pour obtenir
la valeur annuelle de notre variable.

L’efficience de la modélisation discrete n’est pas a remettre en cause. Cependant, elle peut po-
ser quelques difficultés marginales, encore rarement rencontrées a I’heure actuelle, mais qu’il serait
souhaitable de lever. Par exemple, le couplage de deux modeles définis & des périodes différentes
est fastidieux. Il faut en effet développer des techniques d’agrégation-redistribution temporelle pour
pouvoir échanger les données entre les deux modeles. D’autre part, il est également fastidieux de
construire une instantiation d’'un modele déja existant, mais & une autre période.

Nous avons montré que la modélisation discrete pose probléme, puisque le choix des périodes
est dépendant de la modélisation. Ainsi, une gestion particuliere dans le modele est nécessaire pour
que les périodes soient indépendantes de la modélisation discréete.

La modélisation discrete est traduite par des tableaux qui apportent peu de visiblité et néces-
sitent une attention approfondie pour en extraire les informations pertinentes.
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En conclusion, la modélisation discréte n’est pas flexible puisqu’elle est restreinte sur un ensemble
fini de valeurs, car les variables financiéres comme ’emprunt ou le remboursement sont liées & cet
ensemble de valeurs. Cette modélisation permet une approximation moins bonne sur ’espace temps.
Par conséquent, cette modélisation apporte moins d’informations financiéres sur les variables de ce
modele.

I[.2.2 Objets mathématiques utilisés dans la modélisation discrete

Actuellement, les objets mathématiques impliqués dans les modeles discrets sont les suites et les
séries. En simplifiant a I'extréme, & un instant n, I’état du systéme modélisé est représenté par un
vecteur U,, de dimension p a priori grande. L’état a l'instant n + 1 est donné par une relation de
récurrence du type

Un+1 = F(Un), (I.1)

Un+1 = F(Up, Un-1,..., Vo). (1.2)

Nous précisons que tous ces objets sont de méme nature. Par conséquent, certains objets peuvent
étre calculés par des formules du type

W, = amUnm. (1.3)

1.3 Solution a la problématique : la modélisation financiere
continue en temps

Dans la perspective de ’évolution des marchés, et pour la conquéte de nouveaux segments de
marché, il est pertinent de développer un outil de modélisation plus souple, n’impliquant pas la
définition de la période en phase préliminaire. Par conséquent, il était nécessaire de concevoir un
modele performant permettant de pouvoir répondre a un besoin du marché. Nous appelons ce
modeéle "le modéle continu'.

L’idée générale pour arriver & de tels objectifs est de développer une version continue des modeéles
financiers existants, puis de développer des méthodes de discrétisation temporelle de ces modeles.
Les méthodes de discrétisation a explorer sont celles inspirées de 'analyse numérique des équations
différentielles ordinaires, qui permettent de choisir un pas de temps presque quelconque.

La modélisation continue permet de réaliser une modélisation plus proche de la réalité en levant
les contraintes de périodicité. Par conséquent, les variables d’'une modélisation continue peuvent étre
évaluées selon n’importe quelle périodicité. En plus, la modélisation continue permet un passage
d’une variable annuelle vers une variable mensuelle. La modélisation continue apporterait une réelle
souplesse, puisqu’il serait possible d’utiliser des périodes plus petites qu'un mois, par exemple une
semaine, un jour, une heure, etc.

La modélisation continue des données apporterait une vision par graphiques qui serait plus
confortable et source de plus de souplesse pour le client.
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Discrétisation au mois

Discrétisation a la semaine,
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Discrétisation a 'année

2013 2014 2015

F1GURE 1.4 — Hlustration des possibilités de discrétisation qu’offre la modélisation continue.

1.3.1 Les taches a effectuer pour construire un modeéle financier continu
en temps

Nous établissons plusieurs taches pour construire un modele financier continu en temps et ses
instantiations a temps discret :

1. La premiere tache consiste a établir les objets mathématiques qui seront utilisés dans la
modélisation continue.

2. La deuxiéme tache consiste a concevoir des niveaux des objets. Nous répartissons nos ob-
jets en deux niveaux. Nous appelons le premier niveau 'le haut niveau" et nous appelons le
deuxieme niveau "le bas niveau". Nous avons construit le haut niveau pour une raison pure-
ment commercial. Ce qui signifie que les sommes des variables financieres du modele continu
sont accessibles directement par les utilisateurs de SOFI. Nous avons construit le bas niveau
pour qu’il soit utilisé par celui de haut niveau et qu’il soit encapsulé par les utilisateurs de
SOFT.

Nous instantions a temps continu nos objets du haut niveau et nous instantions a temps
discret nos objets du bas niveau. Par conséquent, les objets du haut niveau peuvent utiliser
ou pas ceux du bas niveau en fonction de la nature de ces objets. Par exemple, si nous
voulons faire le produit de deux mesures dans le haut niveau, nous créons le méme produit
discret dans le bas niveau et nous le remontons dans le haut niveau afin qu’il soit utilisé. En
revanche, les objets du bas niveau n’utilisent jamais ceux du haut niveau.

3. La troisieme tache consiste a choisir la durée d’observation minimale du modele définie par
la durée de la résolution temporelle minimale du modele. Toutes les quantités financieres
du modele seront moyennées sur une durée supérieure a cette durée d’observation minimale.
Ainsi, les phénomenes ayant une durée inférieure a cette durée d’observation minimale ne
pourront étre ni distingués clairement ni observés finement. Seules leurs résultantes sur un
intervalle de temps de longueur au moins égale a la durée de periodicité seront observables.

En conséquence, cette durée d’observation minimale devra étre sensiblement plus petite que
la plus petite échelle a laquelle le modéle sera observé ou, dit autrement, sensiblement plus
petite que la plus petite période & laquelle le modele sera finalement instantié. (a priori, si le
modele doit étre instantié a une période hebdomadaire, choisir le jour comme durée semble
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raisonnable.)

4. La quatriéme tache consiste a répartir ces objets sur 1’échelle associée a la durée. En effet,
certains objets financiers ont une période définie : par exemple, un crédit peut étre a rem-
boursement mensuel ou annuel.

5. La cinquieme tache consiste a écrire les relations liant les quantités en jeu dans le modele.
Elles seront la traduction des relations déja implémentées dans le modélisateur de SOFI.

6. La derniere tache consiste a concevoir les méthodes de discrétisation temporelle du modele
continu qui aura été construit.

I.4 Un scénario de construction d’une cantine

Cette section est une partie commune avec le mansucrit de theése [1]. En effet, nous avons écrit ce
scénario de construction d’une cantine en collaboration avec MGDIS. Cette section relate ’histoire
d’une municipalité fictive qui planifie le budget d’une restauration scolaire. De nouveaux quartiers
résidentiels sont prévus dans la ville, les infrastructures doivent donc étre adaptées a ’accrois-
sement de la population. Une cantine pouvant accueillir plus d’éleves est nécessaire. La cantine
actuelle étant éloignée des établissements scolaires, une nouvelle cantine doit étre construite.

La planification de la restauration scolaire est réalisée par trois acteurs qui ont chacun une
perspective différente. Les élus prennent des décisions politiques en tenant compte du budget. Le
service scolaire planifie le budget de fonctionnement de la cantine. La direction des services tech-
niques planifie le budget d’investissement de la construction de la nouvelle cantine.

La figure ci-dessous présente une vue d’ensemble du modele utilisé au cours de ce scénario. Les
fleches symbolisent I'impact du budget de construction sur le budget de fonctionnement.

1.4.1 La planification de l’investissement

La municipalité décide de la construction d’une nouvelle cantine pour remplacer ’existante. Le
conseil municipal est réuni afin de décider de I’emplacement et de la capacité de la cantine. Les élus
qui font partie du conseil municipal, demandent au service technique de leur proposer un budget
d’investissement pour cette construction.

La planification du budget d’investissement de la construction d’une nouvelle cantine permet
d’estimer les ressources nécessaires et I'impact sur le budget de fonctionnement du service de res-
tauration communale.

1.4.1.1 L’établissement de la fiche d’opérations

La premiere étape de la planification de I'investissement consiste a établir la fiche des opérations
en déterminant le coiit de chaque opération de la construction. Les entreprises qui participent a
la construction ne sont pas choisies directement. La collectivité passe par un appel d’offres afin de
respecter la loi sur les marchés publics. La rédaction de 'appel d’offres est réalisée en collaboration
avec un architecte et un maitre d’ceuvre. Les entreprises sont amenées a proposer plusieurs offres
en fonction de l'efficacité énergétique visée.
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FIGURE 1.5 — La vue d’ensemble du budget d’investissement et de fonctionnement.

Apres la date limite de soumission des offres, qui sont présentées aux élus décidant lesquelles retenir
en concertation avec la direction des services techniques.

1.4.1.2 La recherche de subventions

Une fois le coiit total des opérations connu, le service des finances commence la recherche de
subventions. Il envoie des demandes de subventions pour la construction de la cantine a la Caisse
d’Allocations Familiales, au conseil régional et au conseil départemental. Apres négociations entre
le maire et le département, le conseil départemental promet de subventionner 30% du cofit de
construction avec un plafond fixé & 100 000 €.

1.4.1.3 La recherche d’emprunt

Le conseil municipal délibére afin de déterminer le montant et la durée de 'emprunt. La durée
de 'emprunt dépend de la durée d’amortissement de la construction de la cantine. Généralement,
un batiment est amorti en 20 ou 30 ans (voir [2]). Le service des finances contacte plusieurs banques
et retient la banque qui propose la meilleure offre.

1.4.1.4 La planification physique

La planification physique consiste a placer dans le temps les opérations de construction. La
durée de chaque opération est définie dans les réponses aux appels d’offres. Le service technique et
celui des finances se concertent pour planifier les dates des opérations.

I.4.1.5 Le choix de l’'investissement de construction de la nouvelle cantine

1.4.1.5.1 Les deux solutions a départager

Le conseil municipal se réunit afin de décider de I’appel d’offres a retenir. Les réponses au lot
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de lisolation ainsi que celui du chauffage ciblent plusieurs catégories d’efficacité énergétique. Pour
chacun de ces lots, deux réponses sont plus intéressantes que les autres sans qu’il soit possible de
les départager facilement, car 'une nécessite un investissement financier moindre alors que 'autre
possede une efficacité énergétique plus importante. L’électorat de la municipalité n’étant dans notre
cas d’étude pas particulierement préoccupé par ’écologie, seul ’aspect financier jouera sur la déci-
sion de retenir 'une des deux solutions (en fonction ou non d’un retour sur investissement démontré
d’une meilleure efficacité énergétique).

Construire une cantine possédant une meilleure efficacité énergétique permettrait de réduire les
dépenses de consommation d’énergie. Cependant, le cotit de la construction serait plus élevé et ceci
entrainerait une augmentation de 'amortissement et des intéréts. Les dépenses de consommation
énergétique, ’amortissement ainsi que les intéréts font partie des dépenses de fonctionnement. La
réduction d’une dépense entraine 'augmentation d’une autre, et inversement. C’est pourquoi il n’est
pas évident d’estimer laquelle des deux solutions est au final la plus avantageuse financiérement.

1.4.1.5.2 La recherche des équilibres

Le service financier apporte son expertise du domaine de la planification financiére afin de per-
mettre au conseil municipal de faire un choix. L’objectif est d’établir un équilibre financier pour
les deux réponses d’appel d’offres. Pour réaliser ’équilibre du budget de fonctionnement, le conseil
municipal peut décider d’augmenter sa participation financiére au fonctionnement de la cantine.
Cependant, il existe d’autres leviers qui permettent aux élus de réaliser 1’équilibre : le prix des
tickets de cantine ainsi que la durée d’amortissement.

Le prix des tickets de cantine peut étre augmenté dans 'objectif de générer davantage de re-
cettes. Néanmoins, I'augmentation du prix des tickets peut réduire la fréquentation des éléves et
atténuer 'effet bénéfique sur 1’équilibre. La durée d’amortissement est choisie en fonction de la du-
rée de vie du batiment. Une estimation optimale de la durée de vie du batiment permet de réduire
la valeur annuelle de ’amortissement. Par contre, plus I’amortissement est long, plus ’emprunt sera
long également, et plus les intéréts augmentent. Une fois 'amortissement déclaré, la durée d’amor-
tissement ne peut pas étre reprogrammée.

Les dépenses liées aux opérations de construction du budget d’investissement sont amorties sur
le budget de fonctionnement. De plus, 'emprunt contracté pour financer ces dépenses génere des
intéréts qui font partie des dépenses de fonctionnement. Le budget de fonctionnement doit étre
équilibré en prenant en compte I'amortissement des opérations ainsi que le paiement des intéréts.

I1.4.1.5.3 La décision du conseil

Deux planifications financieres sont réalisées : I'une pour la solution a faible investissement et
I’autre pour la solution & forte efficacité énergétique. Leurs budgets de fonctionnement sont ajus-
tés au niveau des leviers présentés dans les paragraphes précédents jusqu’a ce qu’un compromis
satisfaisant soit atteint avec un budget équilibré. Ces deux planifications financiéres montrent que
la solution a forte efficacité énergétique est plus intéressante financierement a partir de dix ans de
fonctionnement.

Le conseil municipal décide d’augmenter sa participation financiére les premiéres années afin de

réduire la participation globale sur plusieurs dizaines d’années. Cette décision est en adéquation
avec le plan de réduction des dépenses publiques promis lors des précédentes élections municipales.

1.4.1.5.4 La nécessité d’une aide a la décision
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Comme cela a été vu dans les paragraphes précédents, les choix de construction concernant
lefficacité énergétique du batiment impactent la programmation physique et donc le budget d’in-
vestissement de la construction de la cantine au niveau des dépenses des opérations, de leur amortis-
sement ainsi que de ’emprunt. L’amortissement et les intéréts de ’emprunt font partie des dépenses
dans le budget de fonctionnement. L’augmentation de ces dépenses est nuancée par rapport aux
économies réalisées sur les dépenses de consommation énergétique.

L’impact des choix concernant les opérations de construction doit étre évalué sur le budget afin
de pouvoir prendre une décision. Cette évaluation doit étre rapide afin d’aboutir a une solution la
plus avantageuse possible par rapport aux objectifs de la municipalité. En effet, plus les options
envisagées sont nombreuses, moins il y a de risques de passer a co6té d’une solution intéressante.

1.4.2 Le suivi du budget d’investissement

I.4.2.1 La construction du batiment

Nous nous référons le document [3] pour cette sous-sous-section. La construction du batiment
de la nouvelle cantine est prévue pour se dérouler entre le 1°¥ octobre 2015 et le 1°* mars 2016. La
construction du batiment est décomposée en plusieurs opérations. Pour simplifier le cas d’étude, ces
opérations sont limitées a la magonnerie, a I'isolation, au chauffage. Chacune de ces 3 opérations
est amortie indépendamment & la fin de sa réalisation. L’opération de maconnerie est prévue entre
le 1°" octobre 2015 et le 1°" janvier 2016. L’échelonnage du paiement est prévu en trois paiements :

— paiement du premier tiers de la construction du batiment le 1°¥ novembre 2015
— paiement du deuxieme tiers de la construction du batiment le 1°* décembre 2015

— paiement du dernier tiers de la construction du batiment le 1°* janvier 2016

L’opération d’isolation est prévue entre le 1°* janvier 2016 et le 15 février 2016. Elle est payée en
deux fois :

— paiement de la premiere moitié de la construction du batiment le 8 février 2016
— paiement de la deuxiéme moitié de la construction du batiment le 15 février 2016

L’opération de chauffage est prévue entre 15 février 2016 et 1°* mars 2016. Elle est payée a la fin
des travaux.

1.4.2.1.1 Le retard dans la construction du batiment pour cause d’intempéries

Le 6 novembre 2015, le maitre d’ceuvre prévient le service financier que la construction du
batiment va étre retardée de 15 jours pour cause d’intempéries. Les tranches de la programma-
tion physique doivent étre décalées pour prendre en compte ce retard. Ceci impacte également la
programmation financiere, et ce aussi bien au niveau de 'investissement que du fonctionnement.
En effet, les subventions, les paiements des travaux et les amortissements sont décalés en consé-
quence. Il est possible que cela entraine un report de l'ouverture de la cantine. La direction du
service technique, le service scolaire ainsi que les élus se concertent donc pour prendre en compte
cet imprévu.
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1.4.2.1.2 Le retard dans la construction du batiment ne respectant pas le contrat

La construction du batiment prend trois mois de retard pour des raisons injustifiées. Le contrat
permet jusqu’a deux mois de retard avec des pénalités. La municipalité hésite a engager des pour-
suites. Un proces cofite cher. Elle doit étre stire d’avoir assez de trésorerie pour le mener a terme.
Le budget futur doit étre connu avant de prendre une décision, or cet imprévu nécessite de revoir
celui-ci. La municipalité a donc besoin d’obtenir rapidement une nouvelle prévision dans laquelle
elle peut avoir confiance.

1.4.2.2 Les subventions

Le conseil départemental subventionne la construction de la cantine en trois versements :
— a4 20% de l'avancement des travaux qui est prévu le 14 novembre 2015
— 4 40% de I'avancement des travaux qui est prévu le 13 décembre 2015

— & 60% de l'avancement des travaux qui est prévu le 15 janvier 2016

Le deuxiéme versement de la subvention de la construction de la cantine par le conseil dépar-
temental qui devait avoir lieu en fin d’année n’est pas regu a la date prévue. Le service financier
estime que ce versement devrait avoir lieu le mois suivant. Le service des finances négocie une ligne
de trésorerie avec la banque.

L’emprunt génere des intéréts a rembourser qui s’ajoutent aux dépenses de fonctionnement. Le
budget de fonctionnement doit étre équilibré afin de compenser cette nouvelle dépense. Afin de
rétablir I’équilibre du budget de fonctionnement, des économies sont réalisées sur les repas servis
au cours du mois.

1.4.3 Le suivi du budget de fonctionnement

1.4.3.1 Le paiement par les familles

Le paiement des repas est effectué par la vente de tickets. Les parents n’ont pas tous la méme
stratégie pour acheter les tickets de cantine. Certains acheétent beaucoup de tickets a 'avance alors
que d’autres achétent les billets plus fréquemment. La répartition des achats de tickets est a peu
preés similaire d’une année sur l'autre. Dans notre exemple, cette répartition possede un pic en
début d’année scolaire, puis est répartie en fonction de ’affluence. Les tickets achetés en début
d’année représentent un surplus de trésorerie important. Ce surplus permet de réduire les emprunts
contractés pour la construction.

1.4.3.2 La gestion des repas

Les dépenses liées a I'achat d’aliments varient au cours de ’année pour plusieurs raisons :
— le prix des fruits et des légumes varie en fonction des saisons,
— les commandes sont interrompues pendant les vacances,

— les commandes sont réduites les semaines contenant un ou plusieurs jours fériés.
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De plus, une incertitude s’ajoute concernant le paiement des fournisseurs au niveau du délai d’en-
caissement des cheques. Le Grenelle de ’environnement recommande aux restaurations collectives
de composer leurs repas avec 20% d’aliments biologiques. Comme le respect des directives du Gre-
nelle de ’environnement fait partie des promesses électorales du maire, le gestionnaire de la cantine
tient compte de cette contrainte. Partant du constat que les aliments biologiques sont moins chers
le printemps que ’hiver, il décide de servir des repas sans aliments biologiques I’hiver et de com-
penser en proposant davantage d’aliments biologiques au printemps. Nous nous référons ’exemple
de répartition du bio dans [4]. Par conséquent, le gestionnaire de la cantine choisit cette répartition :

— de septembre a décembre, aucune composante bio ;
— de décembre & mars, deux composantes bio ;

— de mars a juin, une seule composante bio.

1.4.3.3 Les subventions de la CAF au fonctionnement

Chaque mois, la CAF subventionne la cantine d’un montant de 4 000 €.

1.4.3.4 Le bilan financier

Le bilan financier est établi a la fin de chaque année. Dans le cas ou le suivi n’a pas été réalisé
correctement, les événements imprévus ont entrainé des cofits supplémentaires qui n’ont pas été
équilibrés par des mesures de réduction de dépenses. Le gestionnaire de la cantine doit demander
une participation supplémentaire a la mairie pour équilibrer son budget.

1.4.3.5 Ouverture de la nouvelle cantine

Le 27 mars 2016, la nouvelle cantine est ouverte. Cette nouvelle cantine a une efficacité énergé-
tique plus avantageuse que l'ancienne. Son ouverture permet de réduire les dépenses de fonctionne-
ment. Ainsi, la participation de la municipalité peut étre réduite.
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Résumé. Nous rappelons dans ce chapitre certains éléments de la théorie de la mesure
et certains résultats concernant les mesures qui sont nécessaires dans la modélisation
continue. Ensuite, nous établissons les objets mathématiques de plusieurs natures qui
sont des mesures et des champs. Nous précisons que parmi ces mesures, nous avons
une mesure & densité dont la densité est une fonction continue par morceaux a support
compact avec un nombre fini de morceaux et une mesure de Dirac.

Nous avons créé le modele financier continu en temps qui s’appuie sur la théorie de
la mesure. C’est-a-dire, nous avons créé des mesures et des champs. Pour cela, nous
allons expliquer leurs utilisations dans notre modélisation. Nous allons exposer les choix
numériques sur la mesure de Dirac afin de montrer la cohérence du modele financier
continu en temps. Nous applelons ces choix numériques nos objectifs du modele.

I1.1 Rappel mathématique

II.1.1 Rappel de la définition d’une mesure

Nous allons maintenant rappeler le sens mathématique précis de la notion de mesure pour justi-
fier pourquoi des quantités financieres comme 'emprunt et le remboursement sont représentées par
des mesures. Dans tout ce chapitre, nous considérons un espace F¥ muni d’une tribu £ qui est définie
par un ensemble de parties de F vérifiant : £ n’est pas vide, £ est stable par union dénombrable et
par passage au complémentaire.

On appelle espace mesurable le couple (E, &), sur cet espace mesurable. Si (E, £) est un espace
mesurable, on appelle une application o-additive, une application p définie sur £, a valeurs dans
Ry U {+oo} vérifiant : si (Ag)ren est une famille dénombrable de parties de FE appartenant a &,
et si ces parties sont deux-a-deux disjointes (i.e. A, N A, = (0 si n # m), alors 'application u de
I'union de toutes les parties (Ag)ren est égale & la somme des applications p des parties (Ag)ken :

N( U Ak) = u(Ap). (IL.1)

keN keN

Nous allons maintenant définir une mesure v sur l’espace mesurable (E, ). Une application v dé-
finie sur &, & valeurs dans R U {400}, est appelée "mesure" lorsque les deux propriétés suivantes
sont satisfaites : la mesure v de ’ensemble vide est nulle, v est o-additive.

On appelle "mesure finie", une mesure u sur £ telle que p(F) < co. Cela permet de définir une
mesure signée m comme la différence de deux mesures finies : m = pu — p_.

Une mesure peut avoir une valeur non finie. En effet, le fait que pu(A) puisse étre infinie pour cer-
tains A € £ est indispensable pour les applications. On cite, parmi ces applications, le fait d’intégrer
des fonctions sur des ensembles de mesure infinie ou d’intégrer des fonctions pouvant naturellement
prendre une valeur infinie en certains points. Par exemple, si E = R et si u représente la mesure de
longueur, pu(R) (qui est la "longueur totale" de R) vaut +oo.

La notion de mesure permet de construire une théorie de l'intégration. La notion de o-additive
est essentielle pour cette construction afin de permettre de définir une notion satisfaisante d’inté-
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grale par rapport a ces mesures o-additives.

On rappelle la définition d’un sous-ensemble des mesures qui s’appelle mesures o-finies. Soit
(E, £) un espace mesurable. Une mesure u sur (E, £) est dite o-finie, lorsqu’il existe un recouvrement
dénombrable de F par des sous-ensembles de mesure finie, c¢’est-a-dire lorsqu’il existe une suite
(En)nen C € telle que :

E= | En,Vn €N, u(E,) < . (I1.2)
neN

11.1.2 Rappels de certains résultats concernant les mesures

Nous avons rappelé, dans la sous-section précédente, certains éléments de la théorie de la me-
sure. Nous allons rappeler dans cette sous-section certains résultats concernant les mesures (voir
[1], [2], [3], [4]) qui sont nécessaires pour justifier nos objectifs, que nous allons développer dans la
section I1.3. Nous allons justifier notre objectif concernant la mesure de Dirac. Pour cela, nous allons
rappeler la notion de mesure de Radon (voir section 2.D dans [2]), ensuite, nous allons rappeler
qu’une mesure de Radon agit sur ’ensemble des fonctions continues. En outre, nous allons justifier
notre objectif concernant les mesures absolument continues qui font parties des mesures de notre
modélisation. Pour cela, nous allons rappeler la définition d’une mesure a densité et la définition
d’une mesure absolument continue, et rappeler le Théoreme RADON-NIKODYM (voir [1], [3], [4]).

Si X est un intervalle fermé et borné de R, nous définissons C.(X) I'espace vectoriel des fonctions

continues & valeurs réelles et & support inclus dans X. Nous munissons 'espace C.(X) de la norme
L°° définie par

V¢ € Ce(X), |19l oo (x) = sup ()], (IL.3)

afin que cet espace C.(X) soit un espace de Banach. On appelle "mesure de Radon" toute forme
linéaire continue T sur C.(X). En d’autres termes, T : C.(X) — R est linéaire et s’il existe une
constante C' € R telle que

Vo € Co(X), |Tr(9) < C @l L (x) - (IL.4)

On appelle "mesure de Radon positive" sur X une forme linéaire Tx sur C.(X) qui satisfait la
relation de positivité

¢ €Ce(X), > 0= Tgr(¢) > 0. (IL5)

Nous rappelons qu’une mesure de Radon positive est une mesure de Radon, et nous allons montrer ce
résultat. Pour cela, il faut considérer une fonction ¢ € C.(X). On introduit les fonctions suivantes :

V1= 9l e x) = & %2 = [0l oo (x) + ¢- (IL.6)

Par définition (IL.3) de la norme L™

Vo € Ce(X), || < [[@l oo (x) 5 (IL7)

ce qui montre que les fonctions 1 et 1o sont positives
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1 > 0,19 > 0. (IL.8)

A partir de I'inégalité (I1.8), on utilise la relation (II.5) pour obtenir Tr(11) > 0 et Tr(12) > 0.
Ensuite, on applique la forme linéaire Tk aux fonctions 11 et o pour obtenir :

Tr(9) < 6]l ) » — 9L ) < Tr(9). (IL9)

Par conséquent, on a :

I Tr(O)] < 1€l L (x) - (I1.10)

Ce qui prouve que T est une "mesure de Radon" d’apres la définition (IL.4).

O

On note M(X) lespace vectoriel des mesures de Radon sur X. C’est un espace de Banach lorsqu’il
est muni de la norme duale

T
ITrllmx) = sup {'R((ﬁ)'} (I1.11)
o#0,6ec.(x) U@l (x)

On rappelle que lespace M(X) est le dual de 'espace C.(X). Pour insister sur ces aspects de
dualité, et pour simplifier les notations de ce chapitre, le crochet de dualité < p, f > sera utilisé
pour représenter l'intégration d’une fonction continue f € C.(X) par une mesure de Radon p sur
le domaine X. Le crochet de dualité est donné par application de M(X) x C.(X)

(0 f) =< A, f >= /X (@) dA\(x). (1112)

La norme duale donnée dans la relation (I1.11) permet de munir I'espace M(X) d’une topologie
forte. Cette topologie forte engendre une notion de convergence forte qui consiste a dire qu’une
suite de mesures de Radon (u,,) converge fortement vers p si

[t = pllmxy = 0. (11.13)

L’espace M(X) est muni aussi de la topologie faible-x. Cette topologie faible-x est définie comme
la topologie la moins fine sur I'espace M(X) rendant les applications y —< p, f > continues, pour
toute fonction f dans lespace C.(X). Par conséquent, le fait de munir 'espace M(X) de la topo-
logie forte nous permet d’avoir aussi la topologie faible-x.

Pour rappeler le contenu du Théoreme de RADON-NIKODYM, nous avons besoin de rappeler
les deux définitions suivantes pour deux mesures v et u définies sur (F, ). La premiere définition
consiste a dire qu'une mesure v est absolument continue par rapport a la mesure p, et on note
v << p,si

VA€ E p(A)=0= v(A)=0. (I1.14)

La deuxieéme définition est la définition d’une mesure a densité. On définit une nouvelle mesure v
a densité par rapport a u, s’il existe une fonction mesurable positive g telle que la mesure v s’écrit
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sous la forme g.pu.

On rappelle maintenant le contenu du Théoréme de RADON-NIKODYM (voir le théoréme F'.1
de [4]) qui établit un lien entre la notion d’une mesure absolument continue et une mesure & densité.
Soient v et p deux mesures sur (E,£). Si v et u sont o-finies, et si v << p, alors v est une mesure

a densité par rapport a u. Il existe alors une fonction mesurable positive g appelée la densité de
RADON-NIKODYM de v par rapport & p vérifiant v = g.p.

Nous allons rappeler la définition d’une tribu Borélienne pour rappeler la définition de quelques
mesures sur cette tribu, qui sont la mesure de Dirac et celle de Lebesgue. Soit Y un espace topo-
logique. On appelle tribu Borélienne la tribu engendrée par les ouverts (ou les fermés) de Y, on la
note By . On munit Y de sa tribu Borélienne By . Si Y = R, la tribu Borélienne By est engendrée par
les intervalles, car tout ouvert de R est une union dénombrable d’intervalles ouverts. Une mesure
Borélienne de Y est la donnée d’une application p : By — R, qui est o-additive.

Le modele financier continu en temps possede des mesures absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue. Pour des questions de modélisation, nous rappelons la définition de la
mesure de Lebesgue. Il existe une unique mesure sur la tribu Borélienne Bg, appelée la mesure de
Lebesgue notée Apebesgue vérifiant pour tout a,b € R tels que a < b

ALebesgue([a, b]) =b—a. (1115)

Dans notre modélisation, nous n’avons pas pris de restriction sur les mesures absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue que nous disposons.

11.1.3 Enveloppe convexe du support d’'une mesure

La notion de support d’une mesure est importante en particulier pour les mesures a support
compact. Nous avons besoin de calculer I’enveloppe convexe du support d’une mesure pour extraire
Iinformation utile de cette mesure. Cette information nous permet de calculer numériquement le
produit de convolution. En effet, pour que le produit de convolution de deux mesures soit calculé
rapidement au moyen de la transformée de Fourier rapide, cela nécessite que ces deux mesures soient
a support compact.

I1.1.3.1  Support d’une mesure

Pour rappeler la définition d’enveloppe convexe du support d’une fonction, on rappelle la défini-
tion de support d’une fonction. Soit f une fonction continue a valeurs réelles, définie sur un espace
topologique I. Le support de la fonction f noté Supp(f) est I'adhérence de I’ensemble des points
en lesquels la fonction f ne s’annule pas :

Supp(f) = {z € I, f(x) # 0}. (11.16)

On peut étendre la définition précédente du support d’une fonction pour définir de fagon générale le
support d’une mesure quelconque. On considére une mesure f définie sur Uespace mesurable (E,E).
Le support de la mesure f noté Supp( f ) est le complémentaire dans E du plus grand ouvert w de F
tel que la restriction de f & w soit nulle : ﬁw = 0. Il y a cohérence entre la notion de support établie
par la théorie des fonctions et celle issue de la théorie des mesures. Soit a € R, a titre d’exemple le
support d’une mesure de Dirac d, au point a de masse 1 est le singleton {a} :

Supp(d,) = {a}. (I1.17)
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11.1.3.2 Enveloppe convexe du support d’une mesure

Rappelons maintenant la notion d’enveloppe convexe d’un sous-ensemble de R. L’enveloppe
convexe d’un sous-ensemble S de R, notée EC(S), est le plus petit sous-ensemble convexe de R
qui contienne S. Par conséquent, ’enveloppe convexe du support d’une mesure est le plus petit
intervalle fermé qui contient le support.

Nous allons développer un exemple pour valider le résultat de ’enveloppe convexe du support
de certaines mesures dans quelques exemples de notre modélisation. Cet exemple consiste a calculer
I’enveloppe convexe du support d’une mesure f , quand le support de la mesure f est une union
finie d’intervalle fermé ([a;, b;])o<i<n qui sont disjoints deux-a-deux, ott n est un entier. On précise
que chaque intervalle [a;, b;] peut se réduire & un singleton non vide

Supp(f U{x € [a;, bi],a; < by, f(z) # 0}, (I1.18)

alors 'enveloppe convexe du support de la mesure f est donnée par la relation suivante :

EC(Supp(f)) = [ min a;, max bi] (I1.19)

Par hypothése (I1.18) du support de la mesure f, nous allons montrer Pégalité (I1.19). Nous rap-
pelons que Ienveloppe convexe d’'un ensemble de points S est la frontiere du plus petit domaine
convexe contenant tous les points de 'ensemble S. Par hypothese (I1.18), les frontiéres du domaine
Supp(f) sont I<nlIl {a;} et OIEaX {b;} qui regroupent 'ensemble des points du domaine Supp(f). Ce

qui prouve 'égalité (I1.19).

Nous allons donner deux exemples avec pour objectif de déterminer I’enveloppe convexe du sup-
port d'une mesure :

11.1.3.2.1 Premier exemple

Notre premier exemple consiste & déterminer 'enveloppe convexe du support d’une mesure f &
densité dont la densité f est une fonction dans ’espace C.(X). Nous définissons le point a de X, le
point qui est associé a la valeur minimale ou la fonction f ne s’annule pas. Nous définissons le point
b de X, le point qui est associé a la valeur maximale ou la fonction f ne s’annule pas. L’enveloppe
convexe EC(Supp(f)) est lintervalle [a, b).

11.1.3.2.2 Deuxiéme exemple

Soient m; et mo deux réels et soient p; et ps deux décimaux avec p; < po. Nous considérons
deux mesures M; et M. La premiere mesure M; = m;0,, est une mesure de Dirac au point p; de
masse m;. La deuxieme mesure My = ma6,, est une mesure de Dirac au point p, de masse ms. Le
2¢ exemple consiste & déterminer Ienveloppe convexe du support d’une mesure f qui est la somme
des deux mesures de Dirac M7 et My y

f =M+ M.

Nous distinguons 4 cas possibles pour déterminer le support Supp( f ) de la mesure f et I’enveloppe
convexe du support EC(Supp(f)) de la mesure f en fonction des réels m; et mg :
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M1 M2

e p1 P2 oo

FIGURE II.1 — La mesure f est la somme de deux mesures de Dirac M7 et Ms.

1" cas : m1 =0,mgy =0

Si les deux masses m; et mo sont nulles, la mesure f _est la mesure nulle. Par conséquent, le
support et I’enveloppe convexe du support de la mesure f est I’ensemble vide

Supp(f) = EC(Supp(f)) = 0. (11.20)

2¢cas:my #0, ma #0

Si les deux masses mj et mo sont non nulles, le support de la mesure f est 'union de support
des deux mesures My et M. Par conséquent, I’enveloppe convexe du support de la mesure f est
I'intervalle [p1, po] en utilisant la relation (IL.19)

Supp(f) = {p1} U {p2}, EC(Supp(f)) = [p1, po]- (I1.21)

3¢ cas:m; =0, mg #0

Si la masse m; est nulle, la mesure f est égale & la mesure de Dirac Mj. Par conséquent, le
support et 'enveloppe convexe du support de la mesure f est le singleton {ps}

Supp(f) = EC(Supp(f)) = {p2} (11.22)

4°cas:mq #0, my =0

Si la masse mo est nulle, la mesure f est égale a la mesure de Dirac M;. Par conséquent, le
support et 'enveloppe convexe du support de la mesure f est le singleton {p;}

Supp(f) = EC(Supp(f)) = {p1}- (IL.23)

I1.2 Les objets mathématiques qui seront utilisés dans la
modélisation continue

Le premier travail de réflexion a mener sera d’établir la liste des objets financiers & manipuler et,
selon leur nature intrinseque, de choisir la nature des objets mathématiques qui les représenteront
le mieux.

Nous allons expliquer maintenant pourquoi des variables financiéres de notre modele continu
sont représentées par des mesures. D’une maniere générale, la notion de mesure est une extension
naturelle des concepts de longueur, de surface et de volume. Pour associer des grandeurs financieres
aux sommes sur un intervalle de temps, nous faisons correspondre une mesure a cet intervalle de
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temps. Cette mesure doit vérifier des propriétés mathématiques que nous avons décrit dans la sous-
section II.1.1.

Si p est une mesure sur un intervalle de temps [¢;,1f], la valeur de la mesure p([t;,ts]) est une
somme. Plus précisément, nous avons utilisé des mesures comme la mesure d’emprunt pour calculer
la somme empruntée pendant un intervalle de temps. Pour cela, nous allons donner un exemple
pour montrer cette utilisation d’une mesure d’emprunt Zg. Cet exemple a pour objectif de montrer
que la mesure d’emprunt K est associée & une somme par la mesure p sur Uintervalle [t;,¢7]. Nous
pouvons présenter la valeur de la mesure p sur U'intervalle [t;,tf] par la quantité

p([ti t¢]) =/tff%E, (I1.24)

i

qui est la somme empruntée pendant la période [t;,¢;]. En effet, si nous intégrons la mesure d’em-
prunt &g sur l'intervalle [t;, %], nous obtenons la somme empruntée pendant cette période [¢t;,tf].

Nous allons expliquer pourquoi des variables financiéres de notre modele sont représentées par
des mesures de Dirac. Comme nous disposons par exemple d’'une somme empruntée a un instant
donné, nous avons créé un objet de type mesure de Dirac pour représenter une grandeur financiere
comme un emprunt dont la somme empruntée I’est & un instant donné. Si p est un point réel, nous
définissons une mesure de Dirac d, localisée au point p, de masse M sur une tribu Borélienne Bg
par

M sipeA,

0 si p ¢ A. (IT.25)

VA € By, 0,(A) = {

ou By est la tribu Borélienne définie dans la sous-section II.1.2. Cette définition nous montre que
sip € [t;, tr[, la somme empruntée pendant la période de temps [t;, [ est la masse M

ty
/ 8, = M. (11.26)
ti

1

Sip ¢ [ti,ts], la somme empruntée pendant la période de temps [t;,tf] est nulle

ty
/ oy = 0. (I1.27)
t

i

Nous allons expliquer dans la section II.3 pourquoi I'intervalle de temps [t;,t¢[ doit étre ouvert du
point ¢; pour satisfaire la relation (II.26).

Parmi les mesures, nous avons créé des mesures a densité dont la densité est une fonction continue
par morceaux a support compact avec un nombre fini de morceaux pour représenter des gran-
deurs financiéres comme des emprunts. Soit une fonction f constante sur un intervalle [a, b] et nulle
ailleurs, et soit une mesure d’emprunt a densité f dont la densité est la fonction f. Nous allons
expliquer maintenant l'utilisation de la mesure & densité f dans notre modélisation. La mesure f
signifie que nous n’avons pas commencé d’emprunter avant I'instant a, que nous avons emprunté
uniformément pendant l'intervalle de temps [a, ], et que nous avons fini d’emprunter a partir de
I'instant b. La somme empruntée pendant la période de temps [t;,tf] C [a,b] est la quantité

ty
/ f(.]?) d)\Lebesguea (1128)
t .

i
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Ol ALebesgue €5t la mesure de Lebesgue Arepesgue définie dans la relation (II.15).

Nous allons expliquer maintenant pourquoi des variables financiéres de notre modele sont représen-
tées par des champs. En effet, nous avons défini un champ dans notre modélisation pour associer
aux instants de nos variables financieres, des sommes.

Un champ dans notre modélisation est défini par une fonction continue par morceaux, continue
par valeur supérieure. Nous rappelons que le capital restant dii est la somme du capital restant a
rembourser par un emprunteur a son créancier. Pour cela, nous avons utilisé des champs comme le
capital restant dii pour calculer la somme du capital restant a rembourser a un instant donné.

En conclusion, le taux d’un emprunt, le capital restant dii ou un capital sont des champs. Une
mensualité ou une annuité a rembourser dans le cadre d’un emprunt est associée a une densité. Cette
densité est la somme de la densité d’intéréts et de 'opposé de la vitesse de variation du capital
restant dii dans le cadre de 'emprunt. La mensualité ou 'annuité en tant que telle est calculée en
intégrant cette densité sur une période d’un mois ou d’un an.

II.3 Choix numériques du modele financier continu en temps

Nous avons rappelé, dans le chapitre I, le modele financier existant qui est le modeéle financier
discret pour montrer ce que nous avons créé afin de passer au modele financier continu en temps. Un
outil logiciel basé sur un modele financier discret de planification financiere pluriannuelle est congu
et commercialisé par la société MGDIS. Cet outil logiciel est destiné aux institutions publiques
comme des collectivités territoriales et permet d’élaborer un budget pluriannuel. Le défaut de cet
outil logiciel est qu’il utilise des tableaux. Par conséquent, il n’est pas flexible et est restreint sur
un ensemble fini de valeurs.

Il était nécessaire de concevoir un modele performant permettant de pouvoir répondre a un
besoin du marché. Nous appelons ce modele "le modeéle financier continu en temps".

Le modele financier continu en temps s’appuie sur la théorie de la mesure. Nous avons créé des
mesures et des champs. Pour cela, nous allons expliquer leurs utilisations dans notre modélisation
afin de montrer la cohérence du modele financier continu en temps.

Nous allons maintenant exposer nos objectifs concernant la mesure de Dirac, qui sont néces-
saires pour notre modélisation. Si ¢ est une fonction réguliére, continue en un point donné p, alors
la mesure de Dirac d, de masse 1 au point p agit sur la fonction ¢. La valeur de cette action est
¢(p). On rappelle qu'une mesure de Dirac est un objet agissant de maniére linéaire et continue sur
I’ensemble des fonctions réguliéres a support compact. Nous allons exposer nos objectifs dans cette
section concernant la mesure de Dirac. Notre 1°* objectif est de maintenir cette action dans notre
modélisation. Plus précisément, notre objectif est de faire agir une mesure de Dirac sur ’ensemble
des champs.

Nous allons maintenant expliquer le choix que nous avons fait afin de réaliser notre 1°* objectif
dans la théorie de la mesure. Pour cela, nous précisons que la valeur de ’action de la mesure de
Dirac 4, sur des fonctions 1)_ ;] et 1, o qui sont des champs, n’est pas définie. Pour définir la
valeur de cette action de maniére consistante dans notre modélisation, nous prenons un choix sur
la mesure de Dirac d, défini par

<dp, 0 >= lim ¢(z). (11.29)
z—pt
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Pour des raisons opérationnelles, nous prenons certaine liberté sur la mesure de Dirac d,. Cette
liberté est exprimée par notre choix sur la mesure de Dirac é, dans la relation (II.29). Notre choix
nous permet de vérifier que la valeur de I’action de la mesure de Dirac §, sur la fonction ¢ qui est
continue par valeur supérieure est définie. Nous avons fait ce choix pour la raison qu’il est difficile
de décrire le dual de I'espace vectoriel des fonctions réelles continues par morceaux avec un nombre
fini de morceaux, continues par valeurs supérieures.

Notre choix sur la mesure de Dirac J, exprimé et justifié dans la relation (II.29) a pour objectif
de faire agir la mesure de Dirac ¢, sur I’ensemble des champs. Nous allons maintenant montrer la
consistance de ce choix. En effet, si nous faisons ce choix, alors, la valeur de I'action de la mesure
de Dirac 6, sur le champ 1;_ ) est nulle et la valeur de P'action de la mesure de Dirac ¢, sur le
champ 1, ;o[ est la masse 1. Par conséquent, la valeur de I'action de la mesure de Dirac 9, sur les
champs 1j_ ) et 1, oo est définie.

Nous disposons dans notre modélisation du produit d’une mesure par un champ. Par exemple, la
mesure de paiement d’intéréts est calculée en multipliant la mesure de taux d’emprunt par le capital
restant dii. Nous avons besoin de multiplier une mesure de Dirac par un champ. Par conséquent,
notre 2° objectif est de multiplier la mesure de Dirac , par un champ. Pour cela, nous remarquons
que le produit de la mesure de Dirac ¢, par les champs 1j_ ;] et 1, 4| n'est pas défini. Pour
définir ce produit de maniere consistante dans notre modélisation, nous prenons notre choix sur la
mesure de Dirac §, exprimé dans la relation (II.29) pour réaliser notre 2° objectif.

Nous allons maintenant expliquer et justifier notre choix pour réaliser notre 2¢ objectif. En effet,
supposons que nous faisons le choix exprimé dans la relation (I1.29), alors, le produit de la mesure
de Dirac d,, par le champ 1j_, ;] est une mesure nulle et le produit de la mesure de Dirac J, par
le champ 1, | o[ est une mesure de Dirac de masse 1 au point p. Par conséquent, le produit de la
mesure de Dirac §, par les champs 1, o[ et 1j_o ;) est bien défini.

Nous voulons montrer avec un exemple que la théorie de I'intégration d’une fonction continue
par morceaux par rapport a la mesure de Dirac est tres complexe et est méme mal définie. Cet
exemple consiste a intégrer la fonction continue par morceaux 1]700,1)] ou ]l[p’Jroo[ par rapport a la
mesure de Dirac d,

+oo +oo
/ ]l]_oo,l,] dép(x) ou / ]l[p7+oo[ dép(x), (11.30)

—0o0 — 00

qui présente une quantité mal définie, car nous ne pouvons pas la calculer. En revanche, nous savons
calculer fj;: ddp(z), qui vaut la masse 1. Nous rappelons, que dans la section II1.2, nous avons défini
un champ par une fonction par morceaux continue par valeur supérieure. Ce qui nous permet de
rappeler que notre objectif est de faire agir une mesure de Dirac sur ’ensemble des champs. Pour
cette raison, nous avons pris un choix de restriction sur le support des fonctions qui approchent la
mesure de Dirac §,.
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Résumé. Nous allons décrire dans ce chapitre le modele financier a taux fixe. Ce modele
est défini lorsque le taux d’emprunt est constante. Comme ’espace du modele financier
est I’espace de mesure de Radon, nous donnons une définition mathématique et financiere
des variables financiéres (mesure d’emprunt, mesure de remboursement, ...) qui font
parties de cet espace, et la relation entre eux.

Nous allons justifier 'opérateur de convolution qui lie la mesure de remboursement et
la mesure d’emprunt par des simulations numériques. Nous adoptons des justifications
mathématiques et financieres. Finalement, nous allons valider le modele financier a taux
fixe par des simulations numériques pour montrer qu’il reflete une réalité financiere.

III.1 L’espace du modele financier

Nous avons rappelé, dans la sous-section II.1.2, certains éléments de la théorie de la mesure.
Ces éléments concernent I’espace C¢([t1, Omax|) défini par I'espace vectoriel des fonctions continues
a valeurs réelles et & support inclus dans [t1, Omax]. Nous munissons l'espace Cq([t1, Omax|) de la
norme L°° définie par

V6 € Colltr, Oman)): 1] o0 sup  [é(a)], (ITL1)

TE[t1,Omax]

max]) =

afin que cet espace C.([t1, Omax]) s0it un espace de Banach. Nous avons rappelé, dans la méme sous-
section I1.1.2 la définition d’une mesure de Radon. Nous notons M ([tr, O max]) 'espace du modele
financier. L'espace M ([t1, Omax]) est 'espace vectoriel des mesures de Radon sur [t1, Omax] muni
de la norme duale

, ¢
lillasomay = sUD {'“”} (111.2)

$€Ce([tr,Omax]) 670 LN Bl Loo ([tr,0max))

Nous avons aussi rappelé la mesure de Lebesgue définie par la relation (I1.15). En effet, I'espace
M([t1, Omax]) posséde des mesures absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue, et
des mesures concentrées comme la mesure de Dirac.

Si nous avons une mesure p absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, alors

nous l'appelons dans notre modélisation une mesure a densité. C’est-a-dire qu’elle s’écrit sous la
forme : = f(t)dt, olt f est la densité de la mesure u, et ol ¢ est la variable temporelle.

I11.2 Les variables financiéres

La premieére quantité est la mesure d’emprunt de capital K. Elle est définie de sorte que la
somme empruntée entre les instants t1 et t5 est :

ta
/ fig. (I11.3)
ty
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Nous définissons le capital total de Pemprunt /C,,,4, par la somme des sommes empruntées. Par
conséquent, la mesure d’emprunt de capital est liée a la valeur KC,,4, par

+oo
/ Fp = Kmas - (I11.4)

—00

La deuxiéme quantité est la mesure de remboursement de capital gi. Elle est définie de sorte
que ce qui, en terme de capital, doit étre remboursé entre les instants t; et to est :

to
/ prc . (IIL.5)
t1

La mesure d’emprunt de capital kg et la mesure de remboursement de capital px sont reliées
par un opérateur de convolution :
,51C =RE % ’N)/, (IIIG)

ol 4 est la mesure de pattern de remboursement, qui est une mesure a support dans R,
d’intégrale égale a 1, i.e :

+oo
/ 5=1. (111.7)

La mesure de pattern de remboursement 4 décrit comment rembourser la somme 1 empruntée a
Iinstant 0. Nous allons maintenant donner quelques exemples des mesures 4 qui sont des mesures
a densité de densité ~ :

Premier exemple

La densité de pattern de remboursement -y présentée dans la Figure IIT est une fonction constante
sur U'intervalle [S, S + ©,], et nulle ailleurs. Cette densité ~ vérifie que I'écart entre I'instant ol une
somme est empruntée et I'instant ol son remboursement commence est S. La durée du rembourse-
ment d’'une somme empruntée est ©,. Par conséquent, I'expression de +y est :

0 sit< S,
y(t) = 9% siS<t<S+0,, (IIL.8)
0 sit>S8+06,.

Si nous souhaitons commencer & rembourser apres un instant S, et que nous voulons rembourser
uniformément pendant une durée ©,. La durée avant le début du remboursement est définie par :

S = inf{t € [tr, Omax] tel que y(¢) # 0}. (I11.9)
La durée de la fin du remboursement est définie par :

S+ O, =sup{t € [t1, Omax| tel que y(t) # 0}. (I11.10)
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Densité de pattern de remboursement

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps t

Fi1GURE III.1 — La mesure de pattern de remboursement 7 est une mesure a densité dont la densité
est une fonction constante sur l'intervalle [2,6] de constante i, et nulle ailleurs. Cette densité v est
obtenue avec S = 2 et ©,, = 4 dans I'équation (II.8).

Deuxiéme exemple

La densité de pattern de remboursement y présentée dans la Figure I11.2 est une fonction affine
sur lintervalle [0,©,], et nulle ailleurs. Cette densité y satisfait que l'instant ol une somme est
empruntée et I'instant ol son remboursement commence est le méme. La durée du remboursement
de la somme empruntée est ©,. Nous concluons que I'expression de «y s’écrit sous la forme :

0 sit <0,
y(t) = @2—% si0<t<0O,, (I11.11)
0 sit>0,.

Troisiéme exemple

La densité de pattern de remboursement vy (présentée dans la Figure I11.3) est une fonction par

morceaux, constante sur 'intervalle [0, %] de constante %, linéaire sur 'intervalle [S+ %, S+0,]
Y

de pente &, et nulle ailleurs. L’expression de «y s’écrit sous la forme :
Y

0 sit <O,
B si0<t< S
) =4 0 si e <t<s5+ S, (I11.12)

=5 siS+ 2 <t<S5+0,
sit>S5+06,.
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Densité de pattern de remboursement

Yo.25F

Temps t

FI1GURE II1.2 — La mesure de pattern de remboursement 4 est une mesure a densité dont la densité
est une fonction linéaire sur I'intervalle [0, 4] de pente %, et nulle ailleurs. Cette densité y est obtenue
avec ©, = 4 dans I’équation (IIL.11).

Densité de pattern de remboursement

0.5
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0.2\

0.1
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F1GURE III.3 — La mesure de pattern de remboursement 7 est une mesure a densité dont la densité
est une fonction par morceaux, constante sur l'intervalle [0,2] de constante 1—56, linéaire de pente
75 sur lintervalle [4, 6], et nulle ailleurs. Cette densité ~ est obtenue avec ©., =4 et S = 2 dans
léquation (I11.12).
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Pour un réel strictement positif ©, tel que ©, < Opax — t1, la mesure de pattern de rembour-
sement 4 définie dans la relation (II1.7) doit avoir un support compact contenu dans 'intervalle
[0,0,] :

5 e M([0,0,). (I11.13)

Afin que la mesure de remboursement g possede un support contenu dans U'intervalle [t1, Omax],
nous choisissons une mesure d’emprunt £ a support dans l'intervalle [t1, Omax — ©,]. En effet, le
support de la convolution des deux mesures ig et 7 a support compact est inclus dans la somme
de leurs supports

Supp(kg *7) C Supp(kg) + Supp(7). (II1.14)

Si, la mesure d’emprunt Ag est une mesure a densité dont la densité est une fonction kg, i.e.
ke = kp(t)dt, et si la mesure de pattern de remboursement 4 est une mesure & densité dont la
densité est une fonction v, i.e. ¥ = y(t)dt, alors la convolution Zg * ¥ est une mesure & densité dont
la densité est une fonction kg % v, i.e. kg x5 = (kg *x7v)(t)dt, ou

+oo
pe(®) = ke xn(0) = [ rplyn(e—y) dy (I1L15)

— 00

Nous allons montrer que la relation (III.6) est consistante en unité monétaire. Pour cela, nous
allons montrer que la relation (II1.15) lest.

Il est important de noter que la grandeur des mesures kg et px s’exprime en unité monétaire.
Nous rappelons également que la grandeur dt est 1'unité de temps. Lorsque les mesures kg et px
sont des mesures a densité, la grandeur de leurs densités kg et px s’exprime en unité monétaire sur
l'unité de temps. Par conséquent, la relation (II1.15) exprime que la densité v a donc la dimension
physique de 'inverse de temps. Ce dernier résultat est cohérent en utilisant la définition (II1.7) de
pattern de rembousement 7, qui montre qu’elle n’a pas de dimension physique.

La troisieme quantité est le capital restant dit zrp qui est la somme du capital restant a rem-
bourser par un emprunteur & son créancier.

La quatriéme quantité est la mesure de remboursement de la dette courante pr. qui décrit
comment rembourser la somme du capital restant dii a I'instant initial ¢;. Nous appelons la mesure
px le schéma de remboursement, qui satisfait I’égalite suivante :

+oo
/ Pk = Krp(t1), (I11.16)

tr

ou Krp(tr) est la valeur du capital restant dii Krp & U'instant initial ¢;. Le capital restant dii Krp
est lié a la mesure d’emprunt de capital g, a la mesure de remboursement de capital pi, et a la
mesure de remboursement de la dette courante gy par 1'équation différentielle ordinaire suivante :

dKrp

D (0) — pelt) — k(). (I1L.17)

La solution peut s’exprimer par :
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t t t
KRD<t) :’CRD(tI)+/ INQE—/ ﬁ]c—/ p~;IC (11118)
tr tr t1

Comme la valeur rp(tr) du capital restant di & l'instant ¢; exprimée dans la relation (III.16) est
connue, nous l'injectons dans ’égalité (I11.18) pour obtenir :

t t +oo
ko) = [ we— [ oo+ [ ok (11L19)
tr t1 t

Comme le taux d’emprunt « est fixe, la mesure de paiement d’intéréts pz est une mesure a densité
dont la densité pz est liée au capital restant dii gp par la relation de proportionnalité suivante :

pz(t) = aKgp(t). (I11.20)

Nous utilisons I'expression de la mesure de remboursement g définie dans la relation (II1.6) en
fonction de la mesure d’emprunt ig pour que l'expression de la densité de paiement d’intéréts pz
devient :

t t +oo
pz(t) zoz/ F@E—a/ RE*’y—Fa/ Prc- (I11.21)

tr tr t

Lorsque la mesure de pattern de remboursement 7, la mesure d’emprunt Kg, et la mesure de
remboursement de la dette courante jy- sont des mesures a densité, nous exprimons la densité de
paiement d’intéréts pz sous la forme suivante :

t t 400

pz(t) = a/ kE(s) ds — a/ ke *v(s) ds+ a/ pr(s) ds. (I11.22)
tr t1 t

Comme la mesure de remboursement de la dette courante gy posséde un support contenu dans

Iintervalle [t1, Omax], la relation (I11.22) devient :

t t Omax

pz(t) = a/ kE(s) ds — a/ kp*v(s) ds + a/ pr(s) ds. (I11.23)
tr t1 t

Nous voulons maintenant exprimer la mesure de paiement d’intéréts pz. Pour cela, nous rappelons

que la mesure de paiement d’intéréts pr = pz(t)dt est une mesure & densité dans le modele financier

a taux fixe. La relation (II1.23) devient pour la mesure de paiement d’intéréts pr :

i — a<,z;E - 11Ht1,t[>dt n a<[),lc, n‘[t,@m[>dt. (I11.24)

Nous allons maintenant montrer que la grandeur du taux d’emprunt « est l'inverse du temps. Pour
cela, nous supposons que si le capital restant dit Kgrp reste le méme (et égal & K) sur une période
[t1,t1 + lan], nous avons :

ti1+1lan
/ pz(t) dt = 7K, (I11.25)

tr

ot T est le taux fixe annuel de I'emprunt. La relation (II1.25) exprime que les intéréts payés sur
lannée [t1,tr + lan] sont calculés en multipliant le taux 7 par la valeur du capital restant dit K.
D’apres la relation (II1.20), et comme le capital restant dit Krp reste le méme, nous avons :
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pz(t) = aK. (I11.26)
La relation (II1.25) devient :
(lan)aK = 7K. (I11.27)
Par conséquent
.
_ _ IIL.28
“ (lan) ( )

Nous allons maintenant montrer que 7 n’a pas de dimension physique (car il lie des grandeurs
qui s’expriment toutes les deux en unité monétaire). Plus précisément, comme la grandeur de
L?Han pz(t) dt et du capital restant dit K est 'unité monétaire, nous utilisons la relation (II1.25)
pour déduire que 7 n’a pas de dimension physique. Par conséquent, la relation (II11.28) montre que

la grandeur du taux a est 'inverse du temps.
Nous allons maintenant définir la suite des variables financieres qui sont :

— La mesure de dépense algébrique & est la différence entre les recettes et les dépenses usuelles.
Nous définissons ces dépenses usuelles par toutes dépenses qui ne sont pas liées a la réalisation
du projet. La somme nécessaire pour satisfaire le besoin de financement entre les instants ¢

et ty est définie par :
12
/ . (I11.29)
ty

— La mesure de dépense isolée 3 est liée & la notion du projet. Nous considérons dans un bud-
get modélisé via un modele continu que certaines dépenses peuvent étre assemblées parce
qu’elles contribuent toutes & un objectif commun. Nous appelons cet assemblage un projet
et nous appelons 3 le schéma de dépenses lié A sa réalisation.

— La mesure de dépense courante &, est le schéma associé aux dépenses indépendamment au
projet définie par :

Gy =5 —p. (ITL.30)

Afin d’établir un équilibre financier d’un budget en temps réel entre les dépenses et les recettes,
nous imposons que la mesure d’emprunt kg est égale a la somme de la mesure de dépense algébrique
& et les mesures associées aux variables de paiement et de repaiements. Cet équilibre est exprimé
par ’équation suivante :

kp =6+ px + pr + pr- (I11.31)

Tout ce qui n’est pas alloué aux dépenses usuelles I'est a la réalisation du projet. L’équilibre ponctuel
défini par la relation (I11.31) du budget imposé ici est critiquable et pourrait étre judicieusement
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remplacé par un équilibre sur une période de temps qui reste a définir. Cependant 1’équilibre ponc-
tuel semblait étre plus simple pour une premiere approche. Nous précisons que cet équilibre est
déterminé par un autofinancement ou une capacité dynamique de désendettement dans notre mo-
délisation.

Nous allons maintenant utiliser I’équation d’équilibre définie dans la relation (II1.31) pour expri-
mer la mesure de dépense algébrique & en fonction des mesures i, ¥ et pi.. En effet, nous utilisons
lexpression de la mesure de remboursement définie dans la relation (I11.6) pour que la relation
(IT1.31) devient :

G =Fp—FRE*Y—pr— p. (111.32)

Cet équation d’équilibre devient pour des mesures a densité :

0 =Kgp—Kg*xY—pr— Pr- (I11.33)

Ensuite, nous utilisons I’expression de la mesure de paiement d’intéréts pz définie dans la relation
(II1.24) pour que la relation (II1.32) devient :

5=FRp—Rp*y— oz</%E 7 ]1Ht1,t[>dt — a<ﬁ,1<;, ]l|[t,@max[>dt . (I11.34)

Lorsque la mesure d’emprunt £, la mesure de pattern de remboursement, et la mesure de rembour-
sement de la dette pi- sont des mesures & densité, nous utilisons la relation (II1.33) et 'expression
de la densité de paiement d’intéréts pz définie dans la relation (II11.22) pour obtenir :

t Omax
a(t):/{E(t)—nE*v(t)—a/ (kg — kg *Y)(9) ds—a/ prc(8) ds — pi(t). (I11.35)

tr t

II1.3 Justifications mathématique et financiére de la convo-
lution

Nous avons exprimé dans la relation (II1.6) la mesure de remboursement g par la convolution
de la mesure d’emprunt Kg, et de la mesure de pattern de remboursement 5. Nous allons justifier
dans cette section cet opérateur de convolution avec des argumentations mathématiques et finan-
cieres. Pour cela, nous effectuons des simulations numériques pour montrer sa cohérence.

Nous voulons montrer & travers de ces simulations définies par des figures comment mesurer
des quantités financiéres sur des intervalles de temps. Lorsque, nous considérons des mesures a
densité, nous supposons que ’abscisse des figures est en années, et ’ordonnée est en unité monétaire
arbitraire (par exemple en Euro) par année. Lorsque ces mesures sont des mesures concentrées, nous
supposons que P'abscisse des figures est en années, et ’ordonnée est en unité monétaire (par exemple
en Euro).

I11.3.1 Convolution des mesures a densité

Soient 4 et &g deux mesures & densité de densités respectives v et kg. La densité de pattern
de remboursement 7 est une fonction constante sur la période de temps [2,6] de constante i, et
nulle ailleurs. Nous rappelons que la densité v décrit comment rembourser la somme 1 empruntée
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a l'instant 0. La densité d’emprunt kg est une fonction constante sur la période de temps [3,4] de
constante 2, et nulle ailleurs. Cette densité d’emprunt g signifie que nous n’avons pas commencé
d’emprunter avant I'instant 3, que nous avons emprunté uniformément la somme 2 pendant la pé-
riode de temps [3,4], et que nous avons fini d’emprunter & partir de I'instant 4. Nous présentons les
densités v et kg respectivement dans le diagramme du haut et du milieu de la Figure II1.4.

Nous allons maintenant expliquer comment représenter l'action de la mesure 4 sur la mesure
Fg. Nous utilisons la relation (ITI.6) pour calculer le résultat de cet action étant la mesure de
remboursement px. Cette mesure px est une mesure a densité dont la densité est la fonction px
présentée dans le diagramme du bas de la Figure II1.4. L’interprétation financiére de la densité de
remboursement px peut se justifier comme suit. Nous remboursons d’une maniere croissante sur la
période de temps [5, 6], uniformément sur la période de temps [6,9], et d’une maniére décroissante
sur la période de temps [9, 10].

Nous allons maintenant justifier ce résultat de la densité de remboursement px en utilisant la
relation (II1.15). Pour cela, nous présentons un cadre théorique de la convolution de deux fonctions
constantes de constantes C; et Co définies sur les intervalles respectifs [a, b] et [c, d], et nulles ailleurs.
Cette convolution est définie par :

—+00
Ci1g 4 * Cole g () = C1C2 X / L) (W) Le,aq)(z — y) dy. (I11.36)

— 00

Comme z — y € [c,d], nous avons y € [x — d,z — ¢]. La relation (VIIL.37) devient :

Ol]l[a,b] * Cg]l[c)d] (x) = (105 % / dy (11137)

la,b]N[z—d,x—c]

Nous distinguons quatre cas possibles pour calculer la convolution définie dans la relation
(I11.37) :

— Lorsque max {b+c,a+d} <z <b+d, nous avons a < z —d < b < x — ¢. Par conséquent,
Pintersection des deux intervalles [a,b] et [z — d,x — ¢] est U'intervalle [x — d, b]. La relation
(I11.37) devient :

Cl]l[a,b] * CQ]I[C,d] (Ji) =C105 x (b +d— x)]l[max{bJrc)aer}’ber] (x) (11138)

— Lorsque b+c¢ < x < a+d, nous avons x —d < a et b < x — c. Par conséquent, 'intersection
des deux intervalles [a,b] et [z — d, 2 — ] est I'intervalle [a,b]. A partir de la relation (I11.37)
nous obtenons :

Clﬂ[a7b] * Cgl[c7d] (SL’) = 01C2 X (b — a)]l[b+cﬁa+d] (CL’) (III?)Q)

— Lorsque a+d <x <b+c, nous avons a < x —d et z —c < b. Comme l'intersection des deux
intervalles [a,b] et [z — d, z — ¢] est intervalle [x — d, z — ¢], la relation (II1.37) devient :

Cl]l[a,b] * C2]l[c)d] (:L‘) = 0102 X (d — C)]l[a+d,b+c] (3;‘) (111.40)

— Lorsque a + ¢ <z < min{a + d,b+ ¢}, nous avons ¢ —d < a < z — ¢ < b. Par conséquent,
Pintersection des deux intervalles [a,b] et [z — d,x — ] est Uintervalle [a,x — ¢]. La relation
(I11.37) devient :

Cl]l[a,b] * Cg]l[c’d] (Z‘) = (10 % (x — (CL + C))]l[a+c’min {a+d,b+c}] (Z‘) (11141)
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FiGureE II1.4 — Résultat de la convolution 4 et £ définie par la mesure a densité pi. La densité
de pattern de remboursement ~ est présentée dans le haut, la densité d’emprunt kg est présentée
dans le milieu et la densité de remboursement px est présentée dans le bas.
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Revenons a notre exemple, nous prenons [a,b] = [2,6], [c,d] = [3,4], C1 = 1 et C3 = 2. Nous
allons utiliser les relations (II1.38), (II1.40) et (II1.42) pour exprimer la densité de remboursement
pxc présentée dans le diagramme du bas de la Figure I11.4. Nous distinguons trois cas pour 1’expri-

mer :

— Lorsque 5 < z < 6, nous utilisons la relation (I11.41) pour montrer que la densité de rem-
boursement px s’écrit sous la forme suivante :

prc(z) == x (& — 5)]1[5,6] (). (IT1.42)

N =

La densité de remboursement px est une fonction affine de pente % sur la période de temps
[5, 6]. Par conséquent, elle est croissante sur cette période.

— Lorsque 6 < x < 9, nous utilisons la relation (I11.40) pour affirmer que la densité de rem-
boursement pi est une fonction constante de constante % sur la période de temps [6, 9].

— Lorsque 9 < z < 10, nous utilisons la relation (II1.38) pour montrer que la densité de
remboursement pi s’écrit sous la forme suivante :

pd@:%x(m—xﬂ&m@) (111.43)

La densité de remboursement pi est une fonction affine de pente —% sur la période de temps
[9,10]. Par conséquent, elle est décroissante sur cette période.

Nous concluons que 'expression de la densité de remboursement pi est définie par :

0 sit <5,
z=5 si 5<t<6,
pc(z) =% 3 si6<t<9, (I11.44)
10—z si 9 <t <10,
0 si t > 10.

I11.3.2 Convolution d’une mesure a densité et d’une mesure de Dirac

Nous voulons dans cette sous-section simuler la convolution d’une mesure a densité et d’une
mesure de Dirac. Pour cela, nous considérons que la mesure de pattern de remboursement 7 est
une mesure a densité dont la densité v est une fonction constante de constante % sur la période de
temps [2, 6], et nulle ailleurs. Nous présentons la densité v dans le diagramme en haut de la Figure
I11.5.

0 sit <2,
v(t) =< 1 si2<t<6, (I11.45)
0 sit>6.
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Nous définissons la mesure d’emprunt &g (voir le diagramme présenté au milieu de la Figure
II1.5) par la mesure de Dirac localisée & l'instant 1, de masse 20. C’est-a-dire :

fip =20 X 8. (I11.46)

La mesure Fg signifie que nous empruntons la somme 20 a Uinstant 1. L’action de la mesure §
sur la mesure kg définie une mesure de remboursement px qui est une mesure a densité de densité
prc- Nous présentons la densité px dans le diagramme en bas de la Figure II1.5. Cette densité
prc est une fonction constante de constante 5 sur la période de temps [3,7], et nulle ailleurs. Elle
signifie que nous n’avons pas commencé de rembourser avant I'instant 3, que nous avons remboursé
uniformément la somme 5 pendant la période de temps [3, 7], et que nous avons fini de rembourser
a partir de l'instant 7.

0 sit <3,
pr(t) = 5 si3<t<7, (I11.47)
0 sit>"7.

Le résultat de cet action peut se justifier par la propriété de la convolution. En effet, la densité
px est la translaté de la densité 20 x v par la valeur 1.

Nous allons maintenant réaliser ’action d’une mesure de pattern de remboursement 4 étant une
mesure de Dirac localisée a I'instant 1, de masse 20 définie par :

5 =20 X d=1, (I11.48)

sur une mesure d’emprunt Kg. Cette mesure d’emprunt ig est une mesure a densité de densité

kg. Cette densité kg est une fonction constante de constante % sur la période de temps [2, 6], et
nulle ailleurs. Plus formellement :

0 sit <2,
kp(t)=q 1 si2<t<6, (I11.49)
0 si t > 6.

Nous présentons la mesure 7 et la densité kg respectivement dans le diagramme en haut et en
bas de la Figure II1.6. L’interprétation financiere de la densité kg peut se donner comme suit. Elle
signifie que nous n’avons pas commencé d’emprunter avant l'instant 2, que nous avons emprunté
uniformément la somme i pendant la période de temps [2, 6], et que nous avons fini d’emprunter a
partir de I'instant 6.

Le résultat de cet action est définie par une mesure de remboursement px étant une mesure a
densité de densité px. Nous présentons la densité px dans le diagramme du milieu de la Figure
IIL.6. La densité px est une fonction constante de constante 5 sur la période de temps [3, 7], et nulle
ailleurs.

Nous pouvons justifier le résultat de la densité px par la propriété de commutativité de la
convolution. En effet, nous obtenons la méme densité de remboursement définie dans la relation
(IT1.47) car elle est la translaté de la densité 20 x kg par la valeur 1.
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F1GURE IIL.5 — La convolution de la mesure & densité 7, et de la mesure concentrée i est définie
par la mesure a densité px. La densité de pattern de remboursement v est présentée en haut, la
mesure d’emprunt g est présentée au milieu et la densité de remboursement px est présentée en

bas.
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FIGURE III.6 — La convolution de la mesure concentrée 7, et de la mesure & densité Zg est définie
par la mesure a densité px. La mesure de pattern de remboursement 7 est présentée en haut, la
densité d’emprunt kg est présentée au milieu, et la densité de remboursement py est présentée en

bas.
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I11.3.3 Convolution des mesures de Dirac

Nous rappelons que nous avons effectué la convolution d’une mesure a densité et d’une mesure
concentrée dans la sous-section II1.3.2. Nous avons retenu que le résultat de cet action est une
mesure & densité. Par ailleurs, comme la convolution est un opérateur commutatif, la convolution
d’une mesure concentrée et d’'une mesure a densité est une mesure a densité.

Nous voulons maintenant réaliser des simulations numériques pour montrer la cohérence de
I'opérateur de convolution sur des mesures concentrées. Nous allons y donner une interprétation
financiere et mathématique.

Nous définissons la mesure de pattern de remboursement 4 (voir le diagramme présenté en haut

de la Figure II1.7) par une combinaison de sept mesures de Dirac, les trois mesures de Dirac sont

localisées aux points 0.3, 0.4, 0.5, de masse =, les quatre mesures de Dirac sont localisées aux points

19>
0.25, 0.35, 0.45, 0.55, de masse 1—19. La mesure 7 s’écrit sous la forme :

- 5 1

T=19 % (0t=0.3 + 0t—0.4 + 04—0.5) + ITRe (0t=0.25 + 0t=0.35 + 0t—0.45 + d¢—0.55)- (I11.50)

Nous rappelons que la mesure 4 décrit comment rembourser la somme 1 empruntée a 'instant
0. Pour cette raison, la mesure 4 vérifie la relation (IIL.7).

Ensuite, nous définissons la mesure d’emprunt ig (voir le diagramme présenté au milieu de
la Figure III.7) par une mesure concentrée, concentrée aux instants 0.1 et 0.17, de masse 20, et
concentrée aux instants 0.07, 0.13 et 0.2, de masse 10. Plus formellement :

fp = 20 X (0t=0.1 + 0t=0.17) + 10 X (Jt=0.07 + 0¢=0.13 + dt=0.2)- (IT1.51)

La mesure d’emprunt kg définie dans la relation (II1.51) signifie que nous avons emprunté la
somme 20 aux instants 0.1 et 0.17, et que nous avons emprunté la somme 10 aux instants 0.07, 0.13
et 0.2.

Nous allons maintenant donner une interprétation financiére de cette simulation. En effet, la
Figure II1.7 montre I'action de la mesure de pattern de remboursement 4 sur la mesure d’emprunt
Fg. Le résultat de cet action est la mesure de remboursement pi étant calculée en utilisant la rela-
tion (IIL.6). En effet, le plan de remboursement associé a la mesure d’emprunt Kg selon le pattern
de remboursement 74 est constitué de quatre parties qui sont définies par :

— La premiere partie est le remboursement de la somme % localisée aux instants 0.4, 0.47,

0.5, 0.57, 0.6 et 0.67.

— La deuxieme partie est le remboursement de la somme %

0.45, 0.52, 0.55, 0.62, 0.65 et 0.72.

localisée aux instants 0.35, 0.42,

— La troisiéme partie est le remboursement de la somme 22 localisée aux instants 0.37, 0.43,

19
0.47, 0.5, 0.53, 0.57, 0.6, 0.63 et 0.7.

— La quatrieme partie est le remboursement de la somme %— localisée aux instants 0.32, 0.38,
0.42, 0.45, 0.48, 0.52, 0.55, 0.58, 0.62, 0.65, 0.68 et 0.75.
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F1cUure II1.7 — La convolution des deux mesures concentrées 4 et ig est définie par la mesure
concentrée px. La mesure de pattern de remboursement 7 est présentée en haut, la mesure d’emprunt
R g est présentée au milieu, et la mesure de remboursement px est présentée en bas.
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Nous voulons maintenant calculer le remboursement total sur la période de temps [0,1]. Le
remboursement total est constitué de quatre parties définies par :

— La premiére partie du remboursement total est constituée de six fois la somme % qui est

19
/ 5 600
égale a T

— La deuxiéme partie du remboursement total est constituée de huit fois la somme % qui est
, 5 160
égale & .

50

— La troisitme partie du remboursement total est constituée de neuf fois la somme 73
4 s 450
égale a .

qui est

— La quatrieme partie du remboursement total est constituée de douze fois la somme 2 qui

19
oy L 120
est égale & 7.

Le remboursement total sur la période de temps [0, 1] est la somme de ces quatres rembour-

sements. Par conséquent, le remboursement total est la somme %{3’0. Nous concluons que cette
simulation illustre que la relation (II1.6) modeélise correctement la maniére de calculer le rembour-

sement en fonction de I'emprunt.

Nous allons maintenant donner une expression mathématique de la mesure de remboursement
prc. Comme nous pouvons calculer explicitement la convolution de deux mesures de Dirac, la mesure
pic peut s’exprimer en utilisant la relation (II1.6) sous la forme suivante :

K = % X (0t=0.4 + 6t=0.47 + Ot=0.5 + 0t=0.57 + St=0.6 + dt=0.67)
+ % X (0t=0.35 + 0t=0.42 + 04=0.45 + 0t=0.52 + 0t=0.55 + dt=0.62 + d¢=0.65 + Ot=0.72)
+ % X (64=0.37 + 0t=0.43 + 6t=0.47 + 0t=0.5 + 0¢=0.53 + Ot=0.57 + d¢=0.6 + d¢=0.63 + Jt=0.7)
+ % X (6¢=0.32 + 0t=0.38 + 0t=0.42 + 0t=0.45 + S¢=0.48 + 0t=0.52 + O¢=0.55 + Ot=0.58 + d¢=0.62

+ 01—0.65 + 01—0.68 + 01=0.75)-
(I11.52)

Nous pouvons constater que la mesure de remboursement px définie dans la relation (I11.52) est
exactement la méme mesure convolée résultante présentée dans la Figure II1.7. Nous en déduisons
une cohérence de 'opérateur de convolution puisque le résultat calculé explicitement correspond au
résultat numérique.

II1.4 Validation du modele financier par des simulations nu-
mériques

Nous voulons montrer que le modele financier a taux fixe reflete une réalité financiere. Pour cela,
nous allons le valider par des simulations numériques définies dans les Figures I11.8 et II1.9. Dans un
premier temps, nous détaillons la simulation numérique I11.8. Pour cela, nous définissons la mesure
de pattern de remboursement 4 par la mesure a densité dont la densité est une fonction constante
sur lintervalle [2,6] de constante égale i, et nulle ailleurs. Nous précisons que cette densité ~y est
obtenue avec S = 2 et ©., = 4 dans I’équation (III.8). Nous avons présenté cette densité v dans la
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Figure III et nous la présentons dans le diagramme en haut de la Figure III.8.

Ensuite, nous définissons la mesure d’emprunt £ (voir le deuxieme diagramme du haut présenté
dans la Figure I11.8) par une mesure concentrée, concentrée a I'instant 1.25 de masse 1, et concentrée
a l'instant 2.25 de masse 2. La mesure d’emprunt kg signifie que nous empruntons la somme 1 a
Iinstant 1.25, et que nous empruntons la somme 2 a I'instant 2.25. Plus formellement :

RE = 0t—=1.95 + 2 X 04—2.95. (11153)

Nous rappelons que nous avons justifié comment calculer la convolution d’une mesure a densité
et d’une mesure de Dirac dans la sous-section II1.3.2. Nous voulons maintenant justifier comment
calculer la mesure convolée px de la mesure 4 étant une mesure a densité, et de la mesure i étant
une somme de deux mesures de Dirac. La mesure de remboursement px est une mesure a densité
dont la densité px est présentée dans le troisieme diagramme de la Figure II1.8.

La mesure de remboursement px est définie par 'action de la mesure 4 sur la mesure Zg. Cet
action est définie par deux actions. La premiere action de la mesure de pattern de remboursement
7 sur la premiere mesure de Dirac d;—1 25 est une mesure a densité ﬁ,lc de densité p,lc. Cette densité
pk est la translaté de la densité v par la valeur 1.25 définie par :

0 si t < 3.25,
) =< 31 si 3.25 <t < 7.25, (I11.54)
0 si t > 7.25.

La deuxiéme action de la mesure de pattern de remboursement 4 sur la deuxiéme mesure de
Dirac 2 x §;—2 25 est une mesure a densité ﬁQ,C de densité p,2c. Cette densité p2,C est la translaté de la
densité 2 x  par la valeur 2.25 définie par :

0 si t < 4.25,
prt) =< % si 4.25 <t < 8.25, (IIL.55)
0 si t > 8.25.

La mesure de remboursement gx est une mesure a densité de densité px puisqu’elle est la
mesure convolée de la mesure a densité 7 et de la mesure concentrée Aig. Cette densité px est la
somme des deux densités pk et p définies respectivement dans les relations (I11.54) et (IIL.55). Par
conséquent, la mesure de remboursement pi est une fonction constante par morceaux de constante i
sur la période de temps [3.25,4.25[, de constante % sur la période de temps [4.25,7.25], de constante
% sur la période de temps ]7.25, 8.25], et nulle ailleurs. Elle signifie que nous n’avons pas commencé
de rembourser avant linstant 3.25. Elle signifie aussi que nous avons remboursé uniformément :
la somme % pendant la période de temps [3.25,4.25], la somme % pendant la période de temps
[4.25,7.25], et la somme i pendant la période de temps ]7.25,8.25]. Elle signifie aussi que nous

avons fini de rembourser a partir de I'instant 8.25. Plus formellement :

0 si t < 3.25,
3 si 3.25 <t < 4.25,

pct)=¢ 3 si 4.25 <t < 7.25, (I11.56)
: si 7.25 <t < 8.25,

0 si t > 8.25.
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Nous considérons dans cette simulation que la mesure de remboursement de la dette courante pi-
est nulle, que le capital restant dit Krp a 'instant initial 0 est nul, et que le taux d’emprunt « est
de constante 0.1, i.e. px- = Kgp(0) = 0, @ = 0.1. Nous utilisons la relation (II1.18) pour calculer
le capital restant dii gp présenté dans le quatrieme diagramme du haut de la Figure II1.8 défini
par :

0 sit <1.25,
1 si 1.25 < t < 2.25,
3 si 2.25 < t < 3.25,

Krp(t) =< 3— 1(t—3.25) si 3.25 < t < 4.25, (IIL.57)
3—3(t—4.25) si 4.25 <t < 7.25,
3—1(t—1.25) si 7.25 <t < 8.25,
0 si t > 8.25.

Nous constatons que le capital restant di gp est un capital constant de constante 1 sur la période
de temps ]1.25, 2.25], et de constante 3 sur la période de temps ]2.25, 3.25]. Ensuite, le capital restant
di Krp décroit linéairement a partir de I'instant 3.25 pour s’annuler a partir de I'instant 8.25.

Nous présentons dans le cinquieme diagramme de la Figure I11.8 la densité px +pz de ce qu’il y a
a payer a ’établissement financier définie par la somme de deux densités. La premiere est la densité
de remboursement px présentée dans le troisieme diagramme de la Figure II1.8. La deuxieme est la
densité de paiement d’intéréts pz. La densité pr est calculée en multipliant le taux d’emprunt o qui
égale 0.1 par le capital restant dii rp. Nous pouvons donner une signification financiere de cette
densité px 4+ pz comme suit. Elle signifie que le paiement est uniforme sur les périodes de temps
]1.25,2.25] et ]2.25,3.25], que le paiement est pratiquement uniforme sur les périodes de temps
13.25,4.25] et ]7.25,8.25], et que le paiement est décroissante sur la période de temps ]4.25,7.25].
Le remboursement total plus les intéréts sur la période de temps [0, 10] est constitué de cinque
remboursements définis par :

— Le premier remboursement sur la période de temps ]1.25,2.25] est égal a la somme 0.1.

— Le deuxiéme remboursement sur la période de temps ]2.25,3.25] est égal & la somme 0.3.

— Le troisitme remboursement sur la période de temps ]3.25,4.25] est égal & la somme %3

puisque c’est une accumulation de la densité + + 0.1 x (3 — 1(t — 3.25)) sur cette période.

w

— Le quatriéme remboursement sur la période de temps ]4.25,7.25] est égal & la somme %
puisque c’est une accumulation de la densité 2 + 0.1 x (3 — 2(t — 4.25)) sur cette période.

w
o
py

— Le cinquiéme remboursement sur la période de temps |7.25,8.25] est égal & la somme
puisque c’est une accumulation de la densité 1 +0.1 x (3 — 3(t —7.25) — 2) sur cette pério

o

Le remboursement total sur la période de temps [0, 10] est la somme de ces cinques rembourse-

ments. Par conséquent, il est égal a la somme %.
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Nous présentons dans le sixieme diagramme de la Figure I11.8 'instanciation de ce qu’il a a payer
a I’établissement financier avec des intéréts mensuels. C’est-a-dire, si nous considérons qu’il y a Ny
mois de paiement, 'instantiation de la densité px + pz sur la période de temps [0, Nyi] est définie
par Ny sommes mensuelles (SM(5))1<;j<n, - Pour tout entier j compris entre 1 et Ny, chaque j°
paiement mensuel SM (j) est défini par U'intégration de la densité px + pz sur la période de temps
qui commence le début du (j — 1)¢ mois, et qui se termine le début du j° mois. Plus formellement :

Début du j° mois

Vj € [1; Nu], SM(j) = / (P + pz)(s) ds. (I11.58)
Début du (j — 1)° mois

Nous voulons maintenant instantier la densité px + pr sur la période de temps [0, Na] qui est
définie par Na sommes annuelles (SA(j))1<;j<n, . Nous présentons dans le septieme diagramme de
la Figure II1.8 le résultat de cet instantiation. Si j est un entier compris entre 1 et Ny, la quantité
SA(j) est définie par I'intégration de la densité px + pr sur la période de temps qui commence le
début de la (j — 1)° année, et qui se termine le début de la j° année pour tout entier j compris
entre 1 et Na. Plus formellement :

Début du j° année

Vj € [1: Na], SA(j) = / (pxc + pz)(s) ds. (ITL.59)

Début du (j — 1)® année

Nous allons maintenant détailler la simulation définie dans la Figure II1.9 pour montrer la cohé-
rence du modele financier a taux fixe. Nous allons justifier avec des argumentations mathématiques
et financieres cette simulation numérique.

Nous définissons la mesure de pattern de remboursement 4 par la somme de deux mesures. La
premiére mesure est une mesure a densité dont la densité est une fonction linéaire de pente 3—12 sur la

période de temps [2, 6] prenant la valeur % a l'instant t = 2, et nulle ailleurs. La deuxieme mesure
est une mesure de Dirac localisée a 'instant 6.5, de masse % Nous présentons la mesure 4 dans le

diagramme en haut de la Figure I11.9, et nous ’exprimons sous la forme suivante :

5= 312]1[2?6] (t)dt + %@:6.5. (ITL.60)
Nous rappelons que la mesure de pattern de remboursement 4 définie dans la relation (II1.60) ex-
prime comment rembourser la somme 1 a I'instant 0. Ensuite, nous définissons la mesure d’emprunt
kg par la somme d’une mesure a densité dont la densité est la fonction 2+sin(g 2 3], et d’une mesure
concentrée a l'instant 1.5, de masse 1. Nous présentons la mesure i dans le deuxieme diagramme
du haut de la Figure II1.9. Plus formellement :

kp = (2+sin(t))1jg.,3 (t)dt + d¢=1.5- (I11.61)

La mesure d’emprunt g définie dans la relation (II1.61) signifie que nous n’avons pas commencé
d’emprunter avant I'instant 0.2, que nous avons effectué un emprunt sinusoidal pendant la période
de temps [0.2, 3], que nous avons emprunté la somme 1 & I'instant 1.5, et que nous avons fini d’em-
prunter & partir de I'instant 3.

Comme la mesure de remboursement pix est définie par I'action de la mesure 4 définie dans la
relation (II1.60) sur la mesure kg définie dans la relation (II1.61), nous allons utiliser la relation
(IT1.6) pour la calculer. En effet, la mesure pi est définie par la somme de deux mesures. La premiére
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mesure est une mesure de Dirac localisée a l'instant ¢ = 8, de masse % La deuxiéme mesure est une
mesure a densité définie par la somme de la translaté de la fonction ¢ — 3%11[276] (t) par la valeur
1.5, de la translaté de la fonction 1 + %Sin‘[o_lg] par la valeur 6.5, et de la densité définie par :

1

— (t — z)(2 +sin(z)) dz. (I11.62)
32 Ji0.2,3)n[t—6.1—2)

Nous présentons la mesure de remboursement px dans le troisieme diagramme de la Figure II1.9.
Nous constatons que nous remboursons d’une maniére croissante sur la période de temps [2.2,6.7],
que nous remboursons uniformément sur la période de temps [6.7,7.5], et que nous remboursons
d’une maniére décroissante sur la période de temps [7.5,9.5]. Plus particuliérement, nous rembour-
sons ponctuellement la somme % a l'instant 8.

Nous considérons dans cette simulation que la mesure de remboursement de la dette courante
px est nulle, que le capital restant dii Krp a l'instant initial 0 est nul, et que le taux d’emprunt a
est fixé & 0.07. Nous utilisons la relation (ITI.18) pour calculer le capital restant diit rp présenté
dans le quatrieme diagramme du haut de la Figure II1.9. En effet, la valeur du capital restant di
Kgrp alinstant ¢ est la différence de deux accumulations. La premiere accumulation est définie par
I’accumulation de la mesure d’emprunt ig entre l'instant initial 0 et 'instant ¢. La deuxiéme accu-
mulation est définie par 'accumulation de la mesure de remboursement px entre l'instant initial 0
et I'instant t. Nous terminons de rembourser le reste du capital a partir de 'instant 9.5.

Nous présentons dans le cinquiéme diagramme de la Figure I11.9 la densité de paiement d’inté-
réts qui est calculée en multipliant le taux d’emprunt « égale 0.07 par le capital restant di Krp
présenté dans le quatrieme diagramme.

Nous présentons dans le sixieme diagramme de la Figure I11.9 la mesure gx + pz qui est définie
par la somme de la mesure de remboursement px présentée dans le troisieme diagramme, et de la
mesure de paiement d’intéréts pz dont la densité pz est présentée dans le cinquiéme diagramme. La
mesure px + pr définie la mesure de ce qu’il y a a payer a I’établissement financier. Comme nous
commengons de rembourser a partir de 'instant 2.2, et comme nous commencons de rembourser le
restant du capital & partir de 'instant 0.2, le paiement & 1’établissement financier est trés important
sur la période de temps [0.2,6.7]. Par ailleurs, le paiement a 1’établissement financier est uniforme
sur la période de temps [6.7,7.5]. Comme nous remboursons le capital d’'une maniére décroissante
sur la période de temps [7.5,9.5], et comme les intéréts sont faibles pendant cette période, le paie-
ment a I’établissement financier décroit pendant cette période.

Nous présentons dans le septieme diagramme de la Figure II1.9 l'instanciation de la mesure
px + pz sur la période de temps [0, Ny définie par Ny sommes mensuelles (SM(5))1<i<ny :

Début du j5° mois

i € [t Nl SM) = [ P+ . (ITL63)

Début du (j — 1)® mois

Nous présentons dans le dernier diagramme de la Figure II1.9 'instanciation de la mesure g+ pz
sur la période de temps [0, Na| définie par Na sommes annuelles (SA(j))i<j<n, :

Début du j¢ année

vj € [ Nal54G) = [ b+ . (111.64)

Début du (j — 1)° année
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F1GURE II1.8 — Premiere simulation numérique pour valider le modele financier. La densité de
pattern de remboursement v est présentée dans le premier diagramme du haut, la mesure d’emprunt
R g est présentée dans le deuxiéme diagramme, la densité de remboursement pi est présentée dans
le troisieme diagramme, le capital restant di JCrp est présenté dans le quatrieme diagramme, la
densité px + pr est présentée dans le cinquieme diagramme, l'instantiation de la densité px + pz sur
une périodicité mensuelle est présentée dans le sixieme diagramme, et 'instantiation de la densité
px + pz sur une périodicité annuelle est présentée dans le septieme diagramme.
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Mesure de pattern de remboursement

0.4
0.2
0 | ! | | | ! ! ! !

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Mesure d’emprunt de capital

3

2

1£ |

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Mesure de remboursement de capital

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Capital restant d

OoOrN
T

CONROO
TT 1T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Densité de paiement d’intéréts

000
onvho

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Densité de remboursement plus les intéréts

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Somme de paiement mensuel

N
T

ok , e eerpeeccopcge e OOy

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Somme de paiement annuel

OI—I\I\IJOO
1

Hl

HE

HE
HE
HE—
HE—
HE—

: . L=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FI1GURE II1.9 — Deuxiéme simulation numérique pour valider le modele financier. La mesure de
pattern de remboursement 7 est présentée dans le premier diagramme du haut, la mesure d’emprunt
R g est présentée dans le deuxiéme diagramme, la mesure de remboursement g est présentée dans
le troisieme diagramme, le capital restant di Crp est présenté dans le quatrieme diagramme, la
densité de paiement d’intéréts pz est présentée dans le cinquieme diagramme, la mesure px + pz
est présentée dans le sixieme diagramme, l'instantiation de la mesure px + pr sur une périodicité
mensuelle est présentée dans le septieme diagramme, et 'instantiation de la mesure pi + pz sur
une périodicité annuelle est présentée dans le huitieme diagramme.
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Résumé. Nous avons construit le modele financier a taux fixe dans le chapitre ITI. Ce
modele est caractérisé par un taux d’intérét « fixe. Dans ce chapitre, nous construisons
plusieurs modeles financiers. Ces nouveaux modeles utilisent un autre paradigme
impliquant la modélisation en temps continu. Pour cela, nous utilisons des outils
mathématiques de type d’intégration et de crochet de dualité. Il y a le modéle financier
a taux variable (qui est une évolution simple du celui & taux fixe). Il y a aussi le modele
financier a taux variable qui permet de modéliser un taux d’emprunt fixe défini a la date
d’emprunt. Nous généralisons ce dernier modele sur un taux d’intérét o qui dépend de
la date d’emprunt. Nous finalisons notre chapitre en décrivant le modele financier au
pattern de remboursement variable.

Nous donnons dans chaque modele financier I’équation différentielle ordinaire pour
caractériser ’évolution du capital restant dii kgp au cours du temps. Par ailleurs, nous
donnons aussi les expressions de certaines variables financiéres comme la mesure de dé-
pense algébrique . Plus précisément, nous donnons ces expressions pour des mesures et
pour des densités.

IV.1 Introduction

La théorie de la finance fournit un nombre important de modeles dont la structure dépend du
taux d’intérét. On peut, par exemple, classer les modeéles en fonction du nombre de variables fi-
nancieres qui interviennent dans le modeéle. Dans notre modele financier continu en temps, nous
classons nos modeles en fonction du caractére déterministe du taux d’intérét. Dans [1], nous mon-
trons qu’un modele financier repose le plus souvent sur une représentation formalisée des prix des
actifs financiers ou des taux d’intérét. Une telle représentation abstraite peut étre recherchée dans
une perspective pour améliorer la gestion financiére.

Nous construirons le modele financier a taux variable pour donner & ’emprunteur la possibilité
de modifier en cours de route le montant de son emprunt pour s’engager a rembourser le capital
emprunté ainsi que des intéréts selon des modalités et les régles de la finance publique. Ceci per-
met notamment de mettre a disposition des particuliers des produits comme des emprunts a taux
variable, que les établissements bancaires synthétisent a partir de refinancements a taux variable.

Des taux d’intérét élevés signalent que les organismes publics exigent un dédommagement élevé
de la part des emprunteurs. Ce qui conduit les emprunteurs a éviter de consommer au moment
présent et a reporter cette consommation a plus tard. Le taux d’intérét est gouverné par l'offre et la
demande, et reflete la politique monétaire. Le taux d’intérét engendre un risque que 'emprunteur
fasse défaut, et soit donc dans I'impossibilité de rembourser sa dette.

IV.2 Le modéle financier a taux variable

Nous rappelons que nous avons construit le modele financier a taux fixe dans le chapitre III. Ce
modele est caractérisé par un taux d’intérét « fixe. C’est-a-dire qu’il est constant au cours du temps.
Si nous considérons maintenant que la variable « varie au cours du temps t, le modele devient un
modele financier a taux variable. Ce qui signifie que le nouveau taux d’intérét o dépend du temps
t, et nous le notons «(t).
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La mesure de paiement d’intéréts pz est une mesure a densité dont la densité pr est liée au
capital restant di Crp par la relation de proportionnalité suivante :

pz(t) = a(t)Krp(t). (IV.1)

Comme DPévolution du capital restant dit Krp est définie dans la relation (IIL.17) par ’équation
différentielle ordinaire dont la solution est exprimée dans la relation (II1.19), la relation (IV.1)
devient :

pr(t) = aft) /t R — a(t) /t Fx A+ alt) /ﬂo AL (IV.2)

tr t1 t

Par ailleurs, comme la densité de dépense algébrique o est définie dans la relation (III1.35) pour le
modeéle financier & taux fixe, nous pouvons l'exprimer dans le modeéle financier & taux variable en
échangeant la variable a par «(t) :

t +oo
o(t) =kg(t) — kg xvy(t) — a(t)/ (kg — kg *7)(s) ds — a(t)/ ok (8) ds — pi(t). (IV.3)

tr t

IV.3 Le modele financier a taux variable, fixé aux instants
de emprunt

Dans la réalité financiere, le taux fixe associé a un emprunt n’est pas identique au cours du
temps. En effet, il est défini a 'instant de I’emprunt. L’objectif dans cette section est d’enrichir
le modéle construit dans la section IV.2 afin de tenir compte de cette réalité. Nous appelons ce
nouveau modele le modele financier a taux constant fixé aux instants de 'emprunt. Nous allons le
construire pour des mesures a densité. Ensuite, nous le généralisons pour des mesures quelconques.

IV.3.1 Résultats sur des densités

Nous définissons krp(t, s) par la densité de capital restant dii a l'instant ¢ associée a la somme
empruntée & l'instant s. Nous précisons que krp(t,s) est une densité par rapport & la variable s.
Autrement dit, la somme du capital restant a payer a I'instant ¢ associée a des sommes empruntées
entre les deux instants s; et sy est définie par :

/82 kRD (t, S) ds. (IV4)

S1

Nous allons maintenant montrer que le capital restant dii krp est lié a la densité d’emprunt de
capital kg, et a la densité de pattern de remboursement vy par l’équation différentielle ordinaire
suivante :

dkRD(t, S)

o = —(t — s)kp(s), (IV.5)

dont la condition initiale est donnée par la relation suivante :

krp(s,s) = kg(s), (IV.6)
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qui exprime que la valeur du capital restant dii krp a 'instant s est la somme empruntée au méme
instant s.

Pour justifier I’équation différentielle ordinaire définie dans la relation (IV.5), nous rappelons
que la densité de pattern de remboursement v décrit comment rembourser la somme 1 empruntée a
Pinstant 0. Ce qui implique que lorsque A représente une somme empruntée a 'instant s, y(t—s) x A
représente le remboursement a l'instant ¢ de la somme empruntée A. Par conséquent, étant donné
une densité d’emprunt kg, v(t — s)kg(s) représente la densité de ce qui est remboursé a 'instant
t associée a ce qui est emprunté a l'instant s. Par ailleurs, le signe — impliqué dans la relation
(IV.5) signifie un remboursement négatif de (¢ — s)kg(s). Nous concluons que nous avons justifié
la relation (IV.5).

La solution de I’équation différentielle ordinaire définie dans la relation (IV.5) peut s’exprimer
par :

krp(t,s) = knp (s, s) — / (= 8)kn(s) dy. (IV.7)

Nous remplagons la condition (IV.6) dans la relation (IV.7) pour obtenir I'expression du capital
restant dii krp sous la forme suivante :

knp(t,s) = ri(s) - / Yy — $)rp(s) dy. (IV.8)

Nous rappelons que nous avons défini 'expression du capital restant dii rp dans la relation
(IT1.18). Nous allons maintenant montrer que la définition (IV.8) du capital restant dit krp est
consistante par rapport a la définition du capital restant dit zp du modele financier a taux fixe.
Pour cela, nous allons exprimer le capital restant dit Kgrp en fonction de celui krp. C’est-a-dire
que nous allons montrer 1’égalité suivante :

Krp(t) = Krp(t1) + /t krp(t,s) ds — /t pic(s) ds. (IV.9)

tr tr

Nous rappelons que nous avons défini la densité de remboursement px dans la relation (III.15) par
I’égalité suivante :

+oo
oY) = Rz x(y) = / Wy — $)mi(s) ds. (IV.10)

— 00

Comme la densité de pattern de remboursement v a un support compact dans ’ensemble R, alors
elle est nulle sur R* . Nous obtenons s < y pour les variables s et y définies dans la relation (IV.10).
Par ailleurs, comme nous choisissons une densité d’emprunt kg a support compact dans l'intervalle
[t1, Omax — ©,], nous obtenons ¢; < s. Par conséquent, la relation (IV.10) devient :

pc(y) = ke xy(y) = /y Y(y — 8)kg(s) ds. (IV.11)

tr

Nous utilisons la relation (III.18) pour exprimer le capital restant dt rp en fonction de la den-
sité d’emprunt de capital kg, de la densité de pattern de remboursement -, et de la densité de
remboursement de la dette courante py-
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t t t
Krp(t) = Krp(t) + / ke(y) dy — / pr(y) dy — / pic(y) dy. (Iv.12)
tr tr tr
En utilisant la relation (IV.11), la relation (IV.12) devient :
t t y t
Knp(t) = Knp(ts) + [ wuts)ds— [ ([ aw=ome(s)ds | dy~ [ pk(s)ds. vy
tr tr tr tr
Nous voulons maintenant montrer ’égalité suivante :
t y t t
/ </ v(y — 8)kg(s) ds> dy :/ </ Yy — 8)kE(s) dy) ds. (IV.14)
tr tr tr s
Pour cela, nous allons montrer 1’égalité d’ensemble suivante :
{(s,y9) eER*t; <s<y,tr <y <ty={(s,9) ER*/t; < s<t,s <y <t} (IV.15)

Considérons qu'un couple (v,w) € R? est dans l'ensemble {(s,y) € R?/t; < s < y,t; <y < t}.
Nous avons : t; < v < w et t;1 < w < t. Par conséquent, nous avons t1 < v < tet v <w < t. Nous

obtenons l'inclusion suivante :

{(s,9) ER?Jt; <s<y,t; <y <t} C{(s,y) ER*/t; < s <t s <y<t}

(IV.16)

Supposons quun couple (v, w) € R? est dans 'ensemble {(s,y) € R?/t; < s <t,s <y < t}. Nous
avons t1 < v < tet v < w < t. Par conséquent, nous avons t1 < v < w et t; < w < t. D’ou

I’inclusion réciproque :

{(s,y) eR¥Jt; <s<t,s<y<t}C{(s,y) ER*/t: < s <y, t; <y <t}

|
|
|
!
!
|
|
t1 4 s

(IvV.17)

FIGURE IV.1 — Présentation graphique de ’égalité des domaines définie dans la relation (IV.15)
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Nous concluons que les inclusions définies dans les relations (IV.16) et (IV.17) impliquent ’égalité
(IV.15). Ensuite, nous utilisons le théoréme de Fubini-Tonelli en tenant compte de 1’égalité (IV.15)
pour obtenir 1’égalité (IV.14). Cette égalité (IV.14) est injectée dans la relation (IV.13) pour obtenir :

Knp(t) = Knp(ts) + [ () ds - / t ( / - s)rs(s) dy) as— [ D (s) ds,

tr tr tr

ICRD(tI)+/t (I{E(s)/:’y(ys)m;(s) dy> ds/t:pllc(s) ds.

t1

(IV.18)

Nous injectons I'expression (IV.8) de la densité krp dans la relation (IV.18) pour obtenir la relation
suivante :

Kan(t) = Krp () + /t krp(t, s) ds — /t pL(s) ds. (IV.19)

La relation (IV.19) exprime que la valeur du capital restant dit Krp a l'instant ¢ est la somme de
deux quantités moins le remboursement de la dette courante pendant la période de temps [t1,¢].
La premiére quantité est la valeur Krp(t1) du capital restant dii & instant initial ¢;. La deuxiéme
quantité est la somme du capital restant a payer a U'instant t associée a des sommes empruntées
entre les deux instants ¢1 et t.

Nous définissons la densité (¢, s) par rapport aux variables ¢ et s par la densité de paiement
d’intéréts a 'instant ¢ liée a la somme empruntée a 'instant s. La densité de paiement d’intéréts r;
est liée au capital restant dii krp par la relation de proportionnalité suivante :

r7(t,8) = asan(s) krp(t, s), (IV.20)

Ol asap(5) est la valeur du taux de emprunt & I'instant s. A Paide de la relation (IV.8) du capital
restant dit krp, la relation (IV.20) devient :

12(t, 8) = asan(8)kE(S) — aSAB(s)/ Yy — 8)kg(s) dy. (Iv.21)

Nous allons maintenant montrer que la densité de paiement d’intéréts r; définie dans la relation
(IV.21) est consistante par rapport & expression de la densité de paiement d’intéréts pz du modele
financier & taux fixe, définie dans la relation (III1.22). Pour cela, nous allons calculer la densité de
paiement d’intéréts pz en fonction de la densité r;. En effet, comme la variable s exprime 'instant
de Pemprunt, nous intégrons la densité de paiement d’intéréts (¢, s) par rapport a la variable s
pour exprimer la densité pz sous la forme :

pz(t) = / 72 (t,8) ds + pk(t), (IV.22)

tr

ol p% est une densité donnée, c’est la densité de paiement d’intéréts associée au capital restant di
Krp(tr) & Uinstant initial ¢;. En effet, comme la valeur Kgp(t1) et la densité de remboursement de
la dette courante py- sont données, alors la densité p% est connue. Les relations (IV.21) et (IV.22)
impliquent que la densité de paiement d’intéréts pz s’écrit sous la forme :
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pr(t) = / : onn (3)(5) ds — / j aSAB<s>( / Sy )ms(s) dy) ds+p5(t).  (IV.23)

Lorsque le taux d’emprunt ag,p & Uinstant s est constante, nous avons as,s(s) = a pour n’importe
quel instant d’emprunt s. La relation (IV.23) devient :

prlt)=a [ : ees) ds—a [ : ( / )R dy> ds + P (1), (1v.24)

qui est exactement la méme expression de la densité de paiement d’intéréts pz définie dans la
relation (I11.22) par

pr(t) = [ j e(s) ds—a [ : ( / - 9)Rs() dy) ds+a | ks (vas)

ou la densité pI est définie par :

+oo
px(t) = a/t px(s) ds. (IV.26)

En permutant la variable s par la variable y dans le terme :

/t: asan(s) ( /st Y(y — s)kE(s) dy) ds, (IV.27)

nous obtenons le terme suivant :

/t : ( /t Iy asan(8)y(y — s)kE(s) ds) dy. (IV.28)

En effet, nous avons utilisé le théoréme de Fubini-Tonelli en tenant compte de I’égalité d’ensemble
définie dans la relation (IV.15). Finalement, nous obtenons ’égalité suivante :

/t j asAB(s)( / tv(y — 8)kE(s) dy> ds = /t It ( /t Iy san(8)y(y — 8)kp(s) ds> dy. (IV.29)

En utilisant la relation (IV.29), I'expression (IV.24) de la densité de paiement d’intéréts pz se met
sous la forme suivante :

prlt) = [ : aons(s)(s) ds — | : ([ aunstonty = omate) s )ay+ 0. vz

Nous voulons maintenant exprimer la densité de dépense algébrique o7 du modele financier a taux
variable qui est une densité par rapport aux variables t et s. Pour cela, nous remplagons I’expression
(I11.17) de la variation du capital restant dt Krp dans ’équation d’équilibre (I111.33) pour exprimer
la densité de dépense algébrique o du modele financier a taux fixe sous la forme suivante :

o(t) = d’czif(t) — oz(b). (IV.31)
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Nous allons nous reposer sur Uexpression de la densité o définie dans la relation (IV.31) pour
exprimer la densité de dépense algébrique oz. La densité o7 est définie par la variation du capital
restant di krp par rapport a la variable temporelle ¢ > s, plus la méme variation lorsque t = s
moins deux quantités. La premiére quantité 74 est la densité de remboursement de la dette courante
a l'instant ¢ associée a un emprunt effectué a l'instant s. La deuxiéme quantité r; est la densité de
paiement d’intéréts définie dans la relation (IV.21). Plus formellement :

_ dkRD(t, 5) T dkRD(S,S)

dt ds
Nous précisons que la variable s signifie 'instant de 'emprunt. Pour montrer la cohérence de I’égalité
définie dans la relation (IV.32), nous intégrons la densité de dépense algébrique oz par rapport a
la variable s pour exprimer la densité o sous la forme suivante :

— i (t,8) — r2(t, 8). (IV.32)

oz(t, s)

o(t) = /t oz(t,s) ds+a'(t), (IV.33)

oll 0! est une densité & déterminer, c’est la densité de dépense algébrique associée au capital restant
dit Krp(tr) a instant initial ¢;.
t t t t
o(t) = —/ v(t = 8)kE(s) ds —I—/ drg —/ T (t,s) ds —/ 1 (t,s) ds + o' (t). (IV.34)
tr tr tr tr
Nous utilisons la relation (IV.11) pour remplacer le premier terme de I’égalité (IV.34) par 'opposé

de la densité de remboursement —kg * . Ensuite, nous utilisons I'expression (IV.21) de la densité
de paiement d’intéréts r; pour que la relation (IV.34) devienne :

o(t) = kg(t) — kg *xy(t) — ke(ts) — /t ri(t,s) ds — /t asan(8)kE(s) ds
& b (IV.35)

+ /t: san(s) < /: Y(y — s)kEe(s) dy) ds+ o' (t).

Lorsque nous intégrons la densité de remboursement de la dette courante rx par rapport a la
variable d’emprunt s, nous obtenons :

pxc(t) = /t rr(t, 8) ds + pi(t1). (IV.36)

Lorsque le taux d’emprunt ag,p & linstant s est constante, nous utilisons la relation (IV.36) pour
simplifier la densité ¢ sous la forme suivante :

o(t) = kg(t) — kg *¥(t) — kE(t1) —/t ri(t, s) ds — oz/t kE(s) ds

*“/t: (/:wy—s)ms) dy)ds+af<t),

— klt) = kp* (1) — pE(1) — a / j (ms) - / Wy — )re(s) ds) dy

- IiE(tI) + p;IC(tI) + Ul(t),

(IV.37)

— kp(t) — kp At — a / (k5 — K % 7)(s) ds — pk(t) — Kk(tr) + pk(tr) + 7 (2).
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Nous obtenons exactement la méme expression de la densité de dépense algébrique o définie dans
la relation (IIL.35), ott la densité o! est définie par :

Omax
ol (t) = kp(ty) — px(t1) — a/t pr(s) ds. (IV.38)

Nous pouvons justifier la consistance de la densité o définie dans la relation (IV.38) comme suit.
Nous utilisons la relation (IV.37) pour obtenir la valeur de la densité o a l'instant ¢; sous la forme
suivante :

o(ty) = —kp *y(tr) + o (t1). (Iv.39)

En conséquence, nous utilisons la relation (IV.38) pour obtenir 1’égalité suivante :

Omax
o(t1) = kp(ts) — ke *xY(tr) — pr(ts) — a/ px(s) ds. (IV.40)

tr

La relation (IV.40) exprime la densité o définie dans la relation (IT1.35) & l'instant initial ¢7. D’otl
la consistance de la densité o!.

IV.3.2 Résultats sur ’espace de mesure de Radon M([t;, O.y])

Nous rappelons que nous avons exprimé la densité de paiement d’intéréts pz définie dans la
relation (IV.30) pour des mesures & densité. Nous allons généraliser 'expression de la densité pr
pour des mesures qui ne sont pas nécessairement des mesures a densité. Supposons que les mesures
Kp et 4 sont respectivement dans ’espace de mesure de Radon M ([t1, Omax — ©,]) et M([0,0,]).
La densité pz se met sous la forme suivante :

pz(t) = <7€E, aSAB|[tI,t[> - <7* (QsanRE)|[try]; 1[t1,t[> + pz(t). (IV.41)

Nous voulons maintenant montrer que les crochets de dualité exprimés par la relation (IV.41) sont
bien définis. Pour cela, nous rappelons dans la section II.3 que nous avons exposé nos objectifs
concernant la mesure de Dirac, qui sont nécessaires pour notre modélisation. Ces objectifs per-
mettent que la valeur de 'action d’une mesure quelconque sur un champ soit définie. En effet,
lorsque kg et 4+ (as AB/%E)chy[ sont des mesures concentrées, la valeur de ’action de la mesure
d’emprunt ig sur le champ QsaB|[t;,¢] € la valeur de l’action de la mesure 7 (OZSABFEE)\[tI,y[ sur le
champ 1, , sont définies. Les valeurs de ces actions sont définies en utilisant la relation (II.29).
Par conséquent, la mesure de paiement d’intéréts pz peut se mettre sous la forme suivante :

pr = <F6E, OéSAB|[tI,t[>dt - <5’ * (QsaBRE)|[t;,y[s ]l[tl,t[>dt + Pes (IV.42)

ou <RE, aSAB|[tI’t[>dt est une mesure a densité dont la densité est la fonction

t— <RE7QSAB‘[tI,t[>7 (IV43)

et ol <’y * (QsapRE)| [ty ]l[tl,t[>dt est une mesure a densité dont la densité est la fonction
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t— <’~Y*(OZSAB'%E)\[tI,y[a]1[t1,t[>- (IV44)

Nous allons maintenant donner un exemple pour montrer comment nous avons calculé la mesure de
paiement d’intéréts pz pour des mesures concentrées. Plus précisément, lorsque kg est une mesure
de Dirac localisée a l'instant ¢, i.e. kg = ¢, la valeur de I'action de la mesure d’emprunt Zg sur le
champ Qsap|[i;,¢ €t limg_y i+ Qsap |y, NOtEC asap(tT). De méme, lorsque 5 * (sapfE)|[t,y] €St Une
mesure de Dirac localisée & I'instant ¢, la valeur de I'action de la mesure 4 * (asasRp)|[t,y[ SUT le
champ 1, 4 est nulle. Nous concluons que la mesure pz s’exprime comme :

1 = Qsan(tT)o; + pr. (IV.45)

IV.4 Le modeéle financier a taux variable aux instants de
Pemprunt

IV.4.1 Résultats sur des densités

Nous pouvons généraliser le modele financier défini dans la section IV.3 en considérant que la
valeur du taux ag,p de 'emprunt est variable. Pour cela, si nous considérons que la variable s
est I'instant de 'emprunt et que la variable ¢ est I'instant courant, alors le taux agas(t, s) dépend
des deux variables s et t. Si nous définissons as,p par le taux a l'instant ¢ associé a une somme
empruntée a l'instant s, la densité de paiement d’intéréts r; est liée au capital restant di kgrp par
la relation de proportionnalité suivante :

177(t,8) = Qsan (t7 5) krp (t7 s). (IV.46)

Comme le capital restant dit krp est défini dans la relation (IV.8), la relation (IV.46) devient :

rr(t,8) = asan(t, $)kE(s) — asas(t, s)/ vy — s)kgr(s) dy. (Iv.47)

Nous obtenons la densité de paiement d’intéréts pz définie dans la relation (IV.30) sous la forme
suivante :

t t y
pz(t) = / asap(t, 8)kE(s) ds —/ (/ asap(t, $)Y(y — s)kg(s) ds) dy + p= (), (IV.48)
t1 tr tr
ol la densité pL est définie dans la relation (IV.26).

IV.4.2 Résultats sur ’espace de mesure de Radon M([t1, ©ay])

Nous rappelons que nous avons défini la mesure de paiement d’intéréts pz dans la relation
(IV.45). Nous pouvons généraliser son expression pour un taux agsg(t,s) qui dépend des deux
variables s et ¢ sous la forme suivante :

pr = <f~-€E7 asas(t .)|[t1,t[>dt - <7* (asan(t, ®)FE)|(t:,y); 1[t1,t[>dt + P (Iv.49)
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IV.5 Le modele financier au pattern de remboursement va-
riable

Nous voulons enrichir nos modeles financiers en tenant compte d’un pattern de remboursement

~ variable. Pour cela, nous considérons que la variable s est 'instant de ’emprunt et que la variable

t est I'instant courant. Dans ce contexte, la densité de pattern de remboursement ~ signifie qu’elle

est dépendante des variables s et ¢. Afin d’assurer que la somme empruntée a tout instant s sera
remboursée, la fonction (s, e) doit satisfaire I’égalité suivante :

+oo
/ ~v(s,y) dy = 1. (IV.50)

— 00

La densité d’emprunt de capital kg et la densité de remboursement de capital px sont liées par la
relation suivante :

+oo
pc(t) = / v(s,t — s)kg(s) ds. (IV.51)

— 00

Gréce a la relation (IV.50), nous allons montrer la relation suivante :

/ T et) dt = / T () dt. (IV.52)

— 00 — 00

En effet, nous utilisons la relation (IV.51) pour obtenir :

/_:O prc(t) dt = /_:O (/_:O v(s,t — s)kp(s) ds> dt. (IV.53)

Ensuite, nous permutons les variables s et ¢ pour obtenir :

/_:o pic(t) di = /_:O n-E(s)</:c v(s,t —s) dt) ds. (IV.54)

Nous utilisons la relation (IV.50) pour obtenir I’égalité suivante :

+oo
/ v(s,t —s) dt = 1. (IV.55)
— 00

Ce qui achéve la preuve de la relation (IV.52). Nous voulons tenir en compte d’un variable pattern de
remboursement. Pour cela, nous allons nous focaliser sur I’équation (IV.5), dont le second membre
est

=t = s)kp(s), (IV.56)

qui représente la variation temporelle, a I'instant ¢, de la densité de capital restant dii associée a la
somme empruntée a I'instant s. Nous considérons que cette variation a I'instant ¢ dépend de l'instant
s ou la somme est empruntée. Ce qui signifie que nous considérons des patterns de remboursement
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qui peuvent s’écrire sous la forme suivante : (s, t). Pour cela, nous allons montrer que ’évolution du
capital restant di kgp au cours du temps est décrite par I’équation différentielle ordinaire suivante :

dk‘RD(t, 8)

I = —(s,t — s)kp(s). (IV.57)

La densité de pattern de remboursement (s, t) décrit comment rembourser la somme 1 empruntée
a l'instant s en utilisant la définition (IV.51). Ce qui implique que lorsque A représente une somme
empruntée & U'instant s, v(s,t — s) X A représente le remboursement & U'instant ¢ de la somme A. Si
nous considérons une densité d’emprunt kg, alors la quantité (¢t — s)kg(s) représente la densité de
ce qui est remboursé a I'instant ¢ associée a ce qui est emprunté a I'instant s. Le signe négatif de la re-

lation (IV.51) signifie un remboursement négatif de y(t—s)kg(s). Ce qui justifie la relation (IV.51) .

Pour exprimer que la valeur du capital restant di kgp a l'instant s est la somme empruntée a
Iinstant s, nous imposons la condition initiale suivante :

krp(s,s) = kg(s). (IV.58)

La solution de ’équation différentielle ordinaire définie dans la relation (IV.57) peut s’exprimer
par :

krp(t,s) = krp(s,s) — / v(s,y — $)kgr(s) dy. (IV.59)

Ensuite, nous tenons compte de la condition (IV.58), pour que la solution (IV.8) devienne :

krp(t,s) = kp(s) —/ v(s,y — 8)kg(s) dy. (IV.60)

La densité de paiement d’intéréts r, a l'instant ¢ liée a la somme empruntée a l'instant s peut
s’exprimer comme :

(L, 8) = asan(S)kE(s) — aSAB(s)/ v(s,y — s)kge(s) dy. (IV.61)

D’apres la relation (IV.30), la densité de paiement d’intéréts pr peut s’exprimer sous la forme
suivante :

pr(t) = / : tsnn(8)rip(s) ds — / : ( / Iy oo (8)1(5,5 — )8 (5) ds) dy+ph(t).  (IV.62)
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Résumé. Nous rappelons que nous avons exprimé dans la relation (II1.35) la densité
de dépense algébrique o en fonction de la densité d’emprunt kg par un calcul direct.
Ce calcul est défini par un opérateur mathématique. L’inversion de cet opérateur n’est
pas forcément évidente du point de vue numérique. Nous traitons dans ce chapitre ce
probléme inverse du modéle financier sur différents espaces.

Nous étudions ce probléeme inverse sur I'espace L?([t1, Omax]) des fonctions de carré
intégrable définies sur lintervalle [t1, Omax]. Plus précisément, nous étudions 'existence
et 'unicité de la solution sous certaines hypotheses. Cette approche permet d’exprimer la
densité kg en fonction de la densité o. Ensuite, nous étendons notre étude du probleme
inverse sur l’espace de mesure de Radon M([t1,Omax]) afin de déterminer la mesure
d’emprunt kg en fonction de la mesure de dépense algébrique &.

Nous exploitons cette étude du probleme inverse pour montrer comment utiliser notre
modele financier pour élaborer un plan de stratégie financiere. Nous l’illustons par des si-
mulations numériques pour montrer qu’il refléte une réalité en matiere d’aide a la décision
financiere.

V.1 Généralités

Soient H et K deux espaces de Hilbert. Formellement, un probléme inverse s’exprime sous la
forme d’une équation

Af =g, (V.1)

ou A : H — K représente un opérateur linéaire. On cherche a exprimer f en fonction de g sous
la forme suivante : f = A~ 'g. Cette approche est beaucoup plus délicate que le cas direct ot I'on
cherche simplement & calculer g & partir de f. En effet, méme en supposant que g et A sont connus,
résoudre Af = g nécessite I'inversion d’un opérateur. Cette opération n’est pas forcément évidente
d’un point de vue numérique. Par ailleurs, de nombreux probléemes se posent concernant 1’existence,
I'unicité ou la continuité de la solution par rapport a la donnée g. Ces propriétés ont été mises en
évidence par J. Hadamard et sont au coeur de la théorie des problemes inverses. Si elles sont satis-
faites, c’est-a-dire si la solution de I’équation (V.1) existe, est unique, et dépend contintiment de g,
on dira alors que le probléme est bien posé.

Nous disons que le probléme inverse défini par I’équation (V.1) est bien posé si les deux condi-
tions suivantes sont satisfaites :

— lopérateur A est bijectif,
— Dopérateur inverse A~! : K — H est continu.

Nous disons que le probléme inverse défini par I’équation (V.1) est mal posé si une des trois
conditions suivantes n’est pas satisfaite :

— la solution existe,
— la solution est unique,
— Topérateur A~! est continu.
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La non-existence d’'une solution correspond & la situation ou 'opérateur A n’est pas surjectif
dans K. En supposant qu’une solution existe, le probleme d’unicité se pose alors : 'opérateur A
peut ne pas étre injectif. Dans ce cas, il faut réfléchir a quelle solution parmi celles existantes sera
privilégiée. Enfin, le dernier cas, et non des moindres, concerne la non-continuité de 1’opérateur
inverse A~!' : K — H. Dans cette situation, de petites perturbations dans la donnée g peuvent
mener a des solutions f radicalement différentes.

Dans cette thése, nous ne considérerons que des problemes inverses mal posés au sens ou ’'opé-
rateur n’est pas continiment inversible. Deux données initiales proches en norme peuvent conduire
a des solutions radicalement différentes. Nous travaillerons essentiellement avec des opérateurs com-
pacts.

Nous rappelons qu'un opérateur linéaire A : H — K est compact si I'image par A de chaque
ensemble borné dans H est relativement compact dans K.

V.2 Probléme inverse dans ’espace L?([t1, Oa.])

Nous définissons A : L?([t1, Omax — ©4]) — L?([t1, Omax]) par Popérateur qui agit sur la densité
d’emprunt kg pour exprimer la densité de dépense algébrique o sous la forme suivante :

o(t) = Alkg](t). (V.2)

La relation (II1.35) permet de définir 'opérateur A sous la forme :

t Omax
As)(t) = re(®) = rp 230 = [ (op =g s ds—a [ k() ds =k (V3)

tr

L’opérateur A n’est pas toujours inversible. Nous allons poser le probléme dans cette section concer-
nant ’existence, 'unicité ou la continuité de la solution par rapport a la densité o. Nous allons
montrer que ce probléme est bien posé sous certaines hypotheses. Pour un réel strictement positif
©,, vérifiant 'inégalité suivante :

0, < Opax — 11, (V.4)
nous fixons la densité de pattern de remboursement 7 telle que :

v € L*([0,05)). (V.5)
Nous rappelons que nous avons justifié dans la section III.2 ce choix de la densité v afin que la
relation (II1.14) soit satisfaite.
V.2.1 Définition des opérateurs

Nous définissons £ : L2([t1, Omax — 0-]) = L?([tr, Omax]) par Popérateur qui agit sur la densité
d’emprunt kg, et qui s’écrit sous la forme :

Llke|(t) = (kg — kp*v)(t) — a/ (kg — kg *7)(s) ds, (V.6)

tr
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et nous définissons D : L?([tr, Omax]) — L?([tr, Omax]) par Popérateur qui agit sur la densité de
remboursement de la dette courante py., et qui s’écrit sous la forme :

Omax
DRI =~ [ pk(s) ds = k(0. (v.7)

Nous rappelons que nous avons établi ’expression de la densité de dépense algébrique o dans la
relation (II1.35). De cette relation, la densité o se décompose sous la forme d’une somme des deux
opérateurs £ et D définis respectivement dans les relations (V.6) et (V.7) :

o = Llrg] + Dok (V.8)

V.2.2 Compacité d’opérateur

La principale difficulté d’étudier la compacité d’opérateur en dimension infinie est que les boules
fermées ne sont jamais compacte. Deux approches peuvent étre envisagée pour surmonter cette dif-
ficulté. La premiere est de relaxer la topologie, et de chercher des ensembles compacts pour une
topologie plus faible, associée a une notion de convergence faible. La deuxiéme est la plus directe
qui consiste a chercher des critéres de compacité. C’est par exemple le cas du théoreéme d’Ascoli, qui
caractérise les sous-ensembles compact de ’ensemble des fonctions continues. Nous nous référons
les documents [1, 2, 3] ou on illustre leurs applications : d’une part, le calcul des variations, ou
de l'optimisation ; d’autre part ’analyse des opérateurs linéaires compacts, qui partagent de nom-
breuses similitudes avec les applications linéaires en dimension finie. Nous envisageons de choisir la
deuxiéme approche pour entamer notre étude.

Nous allons maintenant montrer que 'opérateur L est bien défini. Pour cela, nous allons montrer
que lorsque kg est dans L2([t1, Omax — ©]), la fonction L]k ] est de carré intégrable sur I'intervalle
[t1, Omax]. C’est-a-dire, il suffit de montrer pour toute densité g dans L2 ([tr, O pax — ©,]) que nous
avons l'inégalité suivante :

ILIEEIL2 (tr,0max]) < (1+ | @ [ (Omax — 1)) (1 + [VlIL1 (0,0, )) 18 E IL2 (61,0 max—0-1) - (V.9)

D’abord, nous appliquons I'inégalité triangulaire & 'opérateur £ défini par la relation (V.6) pour
obtenir I'inégalité suivante :

ILIEE] L2 (ftr,0man)) < KB = KB * VL2t 00 T | @ | XCE, (V.10)
ou la quantité Cg est définie, et ensuite est majorée par :

Cg =

)

Lz([tl aemaX])

Omax t 2
= / / kp(s) — ke xvy(s)ds | dt,
t tr
V @max —tr X ||I€E — KE *r}/HLl([tIg@max])'

Ensuite, nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwarz afin d’obtenir :

/ i(s) = xy(s) ds

tr

(V.11)

IA



V.2.2 — Compacité d’opérateur 83

Gmax
I = ke 5ot = [ 1% Ke() — ki 1(5) | ds,
t1
Omax
< / 12 ds.
(V.12)

=\ /.
O 2
/ ke(s) — ke xv(s) | ds,
tr
< VOmax =t X |KE — KB * VI[12([tr,0max]) -

En utilisant les relations (V.11) et (V.12), nous avons :

CE < (Gmax — tI) X ||I€E — RE *’YHL2([t11®max])' (V13)

Nous utilisons les relations (V.10) et (V.13) pour obtenir 'inégalité (V.9).

ILIEEIL2 ((tr,0max])) < (1+ [ @ [ (Omax — t1))|6E — KB * VI|L2 ([tr,Omax]) - (V.14)

Les inégalités triangulaire et de Young impliquent :

ke — 5B *VllL2([tr,0max))
< 6Bz (1t 0max—0,1) F 155 * VIIL2(ftr,0 ma])»
1% ll2 e D) ([t2,@max]) (V.15)

< BEL2 ([t Omax—04)) T IEEIL2 ([tr,0max—0,]) 1V]IL1([0,0,])
< (A + vl o, I ElIL2 (1tr,0max 1) -

Nous utilisons les relations (V.14) et (V.15) pour obtenir I'inégalité (V.9). Ce qui achéve la preuve

de la continuité de 'opérateur £. Par ailleurs, comme la densité v vérifie la relation (V.5), alors

v € L1([0,0,]). Nous en déduisons que cette inégalité a un sens. Nous décomposons 'opérateur £

défini par la relation (V.6) sous la forme suivante :

Llkp]+ VIEE] = Idiz((t;,00 -6 12 ([tr.0mu]) (V.16)

ot Popérateur V : L2([tr, Omax — O4]) — L2([tr, Omax]) est défini par I'opérateur qui agit sur la
densité d’emprunt kg, s’écrivant sous la forme suivante :

Vkg](t) = kg (1) +a/t (kp — kg *7)(8) ds, (V.17)

et ot 'opérateur Idpz ([t;,0,..—©,])—L2([tr,0max]) €St 'injection canonique définie de I’espace L2([t1, Omax—
©,]) dans Pespace L?([tr, Omax]) :

Tdy2((t;,0 max— 0 ]) = L2([t1.0max)) [KE] (1) = [KE](2). (V.18)

L’objectif de cette décomposition est de montrer par absurde que 'opérateur £ n’est pas compact.
Pour émerger une contradiction, il suffit pour la suite de montrer que I'opérateur )V est compact
dans L2 ([t1, Omax))- En effet, si nous le montrerons, et comme nous savons que la somme de deux
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opérateurs compacts est compact, nous obtenons que 'opérateur Idp2((t; € ux—0-]) L2 ([tr,0max]) 1€-
finie dans la relation (V.16) est un opérateur compact. Nous obtenons une contradiction puisque
I'identité n’est pas un opérateur compact.

Nous rappelons que nous avons défini dans la sous-section I1.1.2 C.([t1,Omax]) par lespace
vectoriel des fonctions continues & valeurs réelles et & support inclus dans Uintervalle [t1, Omax]-
Nous avons muni 'espace C.([t1, Omax]) de la norme L définie par :

V¢ € Ce([tr, Omax]), ||¢HL°°([tI,(~) = sup [¢(x)]. (V.19)

maX]) xe[th@max]

Dans un premier temps, nous allons montrer que 'opérateur V' : L2([t1, Omax—064]) = Ce([t1, Omax])
défini par le méme opérateur V considéré comme opérateur de L?([t1, Omax—0-]) dans Ce([t1, Omax])
est un opérateur compact. Pour cela, nous définissons les boules ouverts de rayon r respectivement
dans les espaces L?([tr, Omax — O-]) et Ce([t1, Omax]) par les ensembles suivants :

B, = {e € L*([tz, Omax — ©4]) : llell2(tr,0mum—041) <77 (V.20)

B, ={e € C.([t1,Omax]) : ”e”L“([tI,@max]) <r} (V.21)
Nous allons montrer que pour toute densité d’emprunt kg dans la boule unité By, I’ensemble
E=V(By), (V.22)

est un sous-ensemble relativement compact dans C.([t1, Omax]). Pour cela, nous allons vérifier les
critéeres de compacité du théoréeme d’Ascoli afin de montrer que F est relativement compact dans
Ce([t1, Omax]) pour la norme L définie par la relation (V.19). En effet, les parties bornées et équi-
continues de C.([t1, Omax]) sont relativement compactes. C’est-a-dire, nous allons montrer les deux
conditions suivantes :

1. Pensemble E est une partie bornée de Cc([t1, Omax]),

2. Pensemble E est équicontinu en tout point de [t1, Omax]-

Nous précisons que 'opérateur V est visiblement linéaire, et est bien a valeurs dans C.([t1, Omax])
car I'intégrale d’une fonction localement intégrable est une fonction continue. Nous allons montrer
le premier point qui consiste & montrer que 'ensemble E défini par la relation (V.22) est une partie
bornée de C.([t1, Omax))- D’abord, nous appliquons I'inégalité triangulaire & I'opérateur V défini par
la relation (V.17) pour obtenir 'inégalité suivante :

VIkel®)] < |k * (1) + o ;

/t(KJE — ke *x7)(s) ds

tr

(V.23)

(kg — kE*7)(s)| ds,

t
< k% (8)] + |a|/
tr

<lep x| +lelllke = ke % VIIL (.0 mx)-

Ensuite, nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwarz afin d’obtenir :
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ke (t)] = ,

/ : A(t— S)R(s) ds

- /tIGmax
< /e (1t — 5))? ds\/ /tlemws))? ds.

Comme les densités kg et v sont respectivement & support dans les intervalles [t1, Omax — ©,] et
[0,0,], nous avons pour tout réel ¢ dans l'intervalle [t1, Omax], kg * Y(t) est définie et bornée sur
cet intervalle. L’inégalité (V.24) se met sous la forme suivante :

V(t = s)kp(s)| ds, (V.24)

ke * ()] < [VlL2o,0,) [FEIL2([tr,0max—04)- (V.25)

Nous utilisons les inégalités (V.12), (V.15), (V.23) et (V.25) pour obtenir 'inégalité suivante :

VIkg](t)] < <||’Y|1L2([0,67]) + |afv/Omax — tr x (1 + ||71L1([0,67]>)> [BllL2((tr,0max—04)) - (V.26)

Nous utilisons la norme L définie par la relation (V.19) pour que l'inégalité (V.26) implique :

IVIEEN L~ (120

max

DS <||7|1L2([o,@7]) + |/ Omax —tr x (1 + ||’Y|]L1([0,®W]))> |5 ElIL2((t1,0max—04])-
(V.27)

Comme la densité kg est dans la boule unité By, et puisque la densité v satisfait la relation (V.5),
alors nous utilisons l'inégalité (V.27) pour montrer qu'’il existe une constante réelle Cy strictement
positive définie par :

C1 = |Vllez(o.0.)) + 0]V Omax — tr x (1 + [¥]lLi(o.0.))s (V.28)
telle que nous avons :
IVIEE Lo ((tr,0ma)) < C1- (V.29)

L’inégalité (V.29) traduit que la partie F est contenue dans la boule fermée de centre 0, et de rayon

Ci,ie. E C B'Cl. Par conséquent, 'ensemble E défini par la relation (V.22) est une partie bornée
de C.([t1, Omax])-

Nous allons maintenant montrer le deuxiéme point qui consiste & montrer que l’ensemble F
défini par la relation (V.22) est une partie équicontinue de C.([t1, Omax]). Soit une densité kg dans
la boule unité By, nous avons pour tous réels x et y dans [t1, Omax], 'inégalité suivante :

Viksl(y) — Vis) ()] < /yw—s)w(s) ds| + |af /ymE—mexs) dsl. (V.30)

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :
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[t =m0 ds>.

(V.31)

+ lal

Vike](y) = Vikel(2)] < vy — =] x <

/ "t - s)p(s)? ds

Comme les réels z et y sont dans U'intervalle [t1, Omax], 'inégalité (V.31) implique :

Omax Omax
Vikgl () - Vise)@)] < Iy — 2] x <\/ / (2t — 8w (5))? ds + |a|¢ / (ki — i % 7)(5))? ds),

<Vly— x| x (lfﬁE * VL2 ((t1,0max]) T lOll6E — KE *’7||L2([t1,@max])>~
(V.32)

Ensuite, nous utilisons la norme de la convolution des deux densités x g et v dans espace L2 ([t1, Omax]),
et I'inégalité (V.15) pour obtenir I'inégalité suivante :

VIrg|(y) — Vke](@)] < /|y — 2] x <||7||IL1([0,@7]) + laf(1 + ||'Y|]L1([O,@7]))> |5 ElIL2([t1,0max—04])-
(V.33)
Comme par hypothése kg € By, 'inégalité (V.33) implique :

Vike](y) = Vikel(2)] < |y — [ x <7||L1([o,ew]) + laf(1+ ||7||]Ll([0,®7]))>' (V.34)

Etant donné € > 0, on peut donc fixer

2
€
n= , (V.35)
<|’Y||]L1([O,G)ﬂ,]) + [a(1 + ||7||L1([o,ev]))>

de sorte que pour tous éléments x et y dans [t1, Omax], €t pour toute densité kg dans la boule unité
Bj, on a 'implication suivante :

[z =yl <n= Vrel(y) - VIrel(z)] <e (V.36)

Nous en déduisons que 'ensemble E défini par la relation (V.22) est une partie équicontinue de
Ce([tr, Omax]). D’aprés le théoréme d’Ascoli, V est un opérateur compact. Par ailleurs, par défini-
tion des opérateurs V et V, nous avons ¥V = i oV, ol i est l'injection canonique de Ce([t1, Omax])
dans L2 ([t1, Omax). Par conséquent, 'opérateur Y reste compact puisqu’il est la composé de deux
opérateurs compacts.

Nous allons maintenant montrer que l'opérateur D défini par la relation (V.7) est bien défini.
Pour cela, nous allons montrer que lorsque la densité de remboursement de la dette courante pi- est
dans L2([tr, Omax]), la fonction D[pk] est de carré intégrable sur 'intervalle [t1, Omax]. C'est-a-dire,
il suffit de montrer pour toute densité pk dans L?([t1, Omax]) l'inégalité suivante :
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ID[ox L2 (tr,0man]) < (| @] (Omax — t1) + 1)l ok IL2([tr,0man)) - (V.37)

Nous appliquons I'inégalité triangulaire & 'opérateur D défini dans la relation (V.7) pour obtenir
I'inégalité suivante :

+ 1ok 12 (161, © ) - (V.38)
LQ([tIxGmaX])

emax
ID[ox ]2 ((tr,0man)) <I @ | H/t pi(s) ds

Comme nous avons < (Omax — t1) | Pk [[L2([tr,01max]) » ROUS Obtenons I'in-

L2 ([tr,Omax])
égalité (V.37) qui achéve la continuité de 'opérateur D dans l'espace L2 ([t1, Omax])-

De la méme maniére, nous utilisons le raisonnement par I’absurde pour montrer que I'opérateur
D n’est pas compact. Pour cela, nous le décomposons sous la forme suivante :

Dlpk] + Wipk] = Idi2(jt;,0,0) (V.39)

ol Vopérateur W : L2([t1, Omax]) = L?([t1, Omax]) est défini par I'opérateur qui agit sur la densité
de remboursement de la dette courante p-, s’écrivant sous la forme suivante :

~ @Inax
WIpL](t) = a / P (s) ds. (V.40)

Nous allons montrer que I'opérateur W : L2([t1, Omax]) — Ce([t1, Omax]) défini par le méme opéra-
teur W considéré comme opérateur de L2 ([t1, Omax]) dans Ce([tr, Omax]) est un opérateur compact.
Pour cela, nous allons montrer que ’ensemble défini par 'image de la boule unité par ’opérateur

w
F= W(B1), (V'41)
est un sous-ensemble relativement compact dans C.([t1, Omax]). Montrons que I'ensemble F défini

par la relation (V.41) est une partie bornée de C.([t1, Omax]). D’abord, nous utilisons I'inégalité de
Cauchy-Schwarz afin d’obtenir 'inégalité suivante :

(Wlpkl(®)] < 1oV Omax — trllpkllLz ((t2,0man)) - (V.42)

Ensuite, nous utilisons la norme L définie par la relation (V.19) pour que l'inégalité (V.42)
implique :

) < o]V Omax — trllpkclIL2(1t2,0 ma) - (V.43)

Comme la densité p,IC est dans la boule unité By, alors il existe une constante réelle Co strictement
positive définie par :

[IWlpk] ||L°°([t1,®

max]

Cy = |a|v/Omax — t1, (V.44)
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telle que nous avons :

|HW[’€E]||L<>0([7517@ ) < (. (V.45)

max

L’inégalité (V.45) signifie que la partie F' est contenue dans la boule fermée de centre 0, et de rayon
Cy,ie. F C B'CQ. En conséquence, I’ensemble F' est une partie bornée de C.([t1, Omax])- Nous allons
maintenant montrer que l'ensemble F' défini par la relation (V.41) est une partie équicontinue de
Ce([t1, Omax]). Soit une densité kg dans la boule unité Bj, nous avons pour tous réels x et y dans
[t1, Omax], 'inégalité suivante :

WIkI) - Wikl )| = lal| [ pk(s) ds|. (V.40)
y
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons & partir de I’égalité (V.46) :
WIkI) ~ Wisk))| < lalv/Ty =21, | [ (k)2 ds]. v
v .

< a1y — =l ok L2 (tr,0man))-

2
n= <|;|) : (V.48)

tel que pour tous éléments z et y dans [t1, Omax|, €t pour toute densité pk- dans la boule unité By,
ona:

Etant donné € > 0, on peut donc fixer

|z =y <n = Wlpkl(y) - Wlpkl(@)| < e (V.49)

Nous en déduisons que ’ensemble F défini par la relation (V.41) est une partie équicontinue de
Cc([t1, Omax]). Par ailleurs, comme F est une partie bornée et équicontinue de C.([t1, Omax]), d’apres
le théoréme d’Ascoli, W est un opérateur compact. Par définition des opérateurs W et W, nous
avons W = i o W, ot i est I'injection canonique de Ce([t1, Omax]) dans L2([tr, Omax — ©,]). Nous
déduisons que I'opérateur W est compact puisqu’il est la composé de deux opérateurs compacts.

Montrons par absurde que 'opérateur D n’est pas compact. Supposons qu’il l'est, d’apres la
relation (V.39), nous obtenons que I'identité Idp2((:,,e,,..]) est un opérateur compact puisqu'il est la
somme de deux opérateurs compacts. Ce qui est contradictoire puisque I'identité Idpz((t; e,.,,]) n'est
pas un opérateur compact dans L2([tr, Omayx]). Par conséquent, 'opérateur D n’est pas compact.

V.2.3 Calcul d’opérateur adjoint

Nous allons calculer I'opérateur adjoint £* de l'opérateur L. Pour cela, nous allons calculer
le produit scalaire <£[/1E], /€F> pour toutes densités kg et kg appartenant aux espaces respectifs
L2([tr, Omax — ©4]) et L2([tr, Omax]). Ce produit est défini par :
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<£[/€E],/€F> = /tlgmx Llkg|(z)cp(z) dz,

Omax Omax
= /t kp(z)kp(x) de — /t (kp *7)(x)kr(z) do

—a / 19“"“ ( / f k() dy> kp(@) de +a / 6 ( / f % (y) dy> k(@) do.

(V.50)
Nous allons maintenant exprimer le produit scalaire <£[n Bl HF> défini par la relation (V.50) en

etnax
fonction de quatres termes. Comme le premier terme / ke(z)kr(z) dr est déja simplifié, nous
t

I
simplifions le deuxiéme terme en introduisant la fonction indicatrice 1y,<,y, et en utilisant le
théoreme de Fubini-Tonelli :

Omax Omax T
[ ety o= [ ( | = ne) dy> ki(z) de,
tr tr t
Omax e
J
emﬂx emax
= / ke (y) / V(= y)kr(z) dz | dy.
tr Yy
Ensuite, nous simplifions de la méme maniere le troisieme terme :
Omax z Omax Omax
[ [ e an|r@yae= [ [ ke e dy | rea) de,
tr tr tr t1
Omax Omax
_ / k() / wr(z) de | dy.
t1 Y
Le dernier terme est simplifié sous la forme suivante :
Omax x Omax x Y
[ [ rerawan)we@ao= [ [ [ o tme)dt ) dy Jreta) o
tr tr tr tr tr
Omax Oumax Omax
:/ / Tiy<ay / v(y — t)/@E(t)]l{tSy} dt | dy | kp(x) dx,
tr tr t1
Omax Oumax Omax
= / / ke ()L <ay / V(Y = )lji<y<ay dy | dt |kp(x) dz,
tr tr t1
Omax Omax Omax
= / / ke (2) 1 <a) / Yy — ) i<y<azy dy | dx |kp(t) dt.
tr tr tr

Nous utilisons les relations (V.51), (V.52) et (V.53) pour que l'expression (V.50) du produit scalaire

t

/ T e = s )y dy) kp(z)dz,  (V.51)

(V.52)

(V.53)

<£[/<;E], liF> se mette sous la forme suivante :
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(etsstone) = [ wetw <HF<y> -/ T e de o [ () de

Y

(V.54)
emax xT
+a/ HF(.I)(/ v(z — ) dz) dx) dy.
y y
Comme l'opérateur adjoint L£* vérifie la propriété suivante :
Vi € L2([tr, Omax — O4]), Veir € L2([tz, Omax]): <L[KE},,@F> - <RE,L*[5F}>, (V.55)

nous utilisons la relation (V.54) pour obtenir 'expression de loperateur £* sous la forme suivante :

+a /jmx kp(z) (/j Yz —y) dZ> dz, (V.56)

T

Omax
— kr(y) - / o (2) (wx —y)ta-a

Y

S~

v(z—y) dz) dx.

Une intégration par parties implique que le produit scalaire <D[p,lc], /@F> est calculé pour toutes

densités pk et xp dans L?([t1, Omax]) sous la forme suivante :

(Pkl.nr) = [ @ Dipk](x)rr (x) de,
o / e ( / " k) dy) (o) do — / 9 P (@) da,
a o pic () o wp(y) dy | dz+a o Pk (y) dy o wr(y) dy

Omax
- / PL(2)kp (x) dr,
tr

®mﬂx emax ®mﬂx
= / pic(x) (a/ kr(y) dy + a/ kr(y) dy — fiF(@) da.
t1 x tr

Nous déduisons que 'opérateur D* est défini par :

(V.57)

Omax

D ferl(o) =a |

x

Omax
kp(y) dy +a / kr(y) dy — k(). (V.58)

Nous rappelons que nous avons construit dans le chapitre IV les modeles financiers a taux variable.
Si nous considérons maintenant que la variable « varie au cours du temps t, les opérateurs L£* et
D* sont définis par :
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Omax z
Lrkrl(y) = wr(y) - / k() <7($ —y) +a(z) - az) / V(z—y) dZ> de. (V.59)

Y

Omax Omax
D*[i)(z) = o(x) / k() dy + ofz) / k() dy — mp (). (V.60)

Lemme 1. Si la densité de pattern de remboursement vy est définie par :

=1 (x) sia=0
6, 10,04] ’
) = Y ax . V61
(@) { efgﬁ]l[o’@w](x), sinon ( )
alors lorthogonal de limage de l'opérateur L est [’ensemble nul :
Im(£)* = {0}. (V.62)

Démonstration. Pour montrer ce lemme, nous allons montrer que le noyau de l'opérateur L£* se
réduit & I’ensemble nul en utilisant la propriété suivante :
Im(£)" = Ker(L£"). (V.63)

Lorsque la densité kg est nulle, la valeur de la densité kg par I'opérateur L* est nulle. C’est-a-dire
que nous avons l'inclusion suivante :

{0} C Ker(L"). (V.64)
Nous allons maintenant montrer 1’inclusion réciproque. Pour cela, nous supposons que la densité kg
est dans Ker(L£*), et nous allons montrer que la densité kp est nulle. C’est-a-dire que nous allons
prouver l'inclusion réciproque suivante :

Ker(L£*) C {0}. (V.65)

Nous considérons dans cette preuve que kp(t1) est définie par la valeur de la densité kr & droite en
t1, et que y(0) est définie par la valeur de la densité v & droite en 0. Nous supposons également que
la densité kp est dérivable sur son support inclus dans [t1, ©pmax]. Nous avons & l'aide de la relation
(V.56) I'égalité suivante :

Omax T
kr(y) —/ kp(x) (’y(z—y)—l—a—a/ v(z —y) dz) dx = 0. (V.66)

L’équation intégrale (V.66) est équivalente a :

Omax Omax x
”F(y)—(a‘FV(O))/ Kr(x) d$+/ (—v(w—y)—i—v(O)—Fa/ v(z —y) dz) dx = 0.

I (y) I (y)
(V.67)
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Soit la fonction Iy définie par la forme suivante :

v(y)
Ir(y) =/( ) f(z,y) dz, (V.68)
u(y

ou les foncions u, v et f sont définies comme suit :

u(y) = y,v(Y) = Omax, f(2,y) = —v(z —y) +7(0) + « /I v(z —y) dz. (V.69)

Nous rappelons que la dérivée de la fonction Is est définie par :

v(y)

L(y) = v'(y) f(v(y),y) — ' (y) f(uly), y) +/ Oy f(x,y) dy. (V.70)

u(y)

Comme la fonction v est constante, sa dérivée est nulle, la dérivée de la fonction Iy se réduit a :

Omax
Ly) = —fly.y) + / Oy f(z,y) dy. (V.71)

En remplacant = par y dans I’expression de la fonction f, nous obtenons :

f05) = =20) +50) +a | ) d, (V.72)

qui est la fonction nulle. Par conséquent, la fonction I5 se réduit a :

Omax
I(y) = / (W (z —y) - a(z —y)) dy (V.73)

Nous précisons que U'intégrale de la densité v définie par la relation (V.61) sur Pensemble réel est
égale a 1. Dans le cas ou le taux d’emprunt « est non nul, la densité v vérifie I’équation différentielle
ordinaire suivante :

Y (z—y) —ay(z—y) =0. (V.74)

Comme l'intégrale d’une fonction nulle est nulle, la fonction I est constante puisque sa dérivée est
nulle. De méme, lorsque le taux d’emprunt « est nul, la densité v est constante, et donc sa dérivée
est nulle, en s’appuyant sur 1’égalité (V.73), la dérivée I; est nulle dans ce cas. En conséquence, la
fonction I est égale a une constante réelle C' a déterminer :

Yy € [t1, Omax), I2(y) = C. (V.75)
Nous remplagons y par Onax dans 1'égalité définie par la relation (V.75) pour montrer que la
constante C' est nulle. Nous concluons que I’égalité (V.75) implique :

Vy € [tr, Omax], L2(y) = 0. (V.76)

L’équation définie par la relation (V.67) est couplée avec 1’équation (V.76) pour obtenir I’équation
suivante :
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Yy € [t1, Omax], [1(y) = 0. (V.17)

Lorsque nous avons a = —v(0), nous obtenons a partir de ’équation (V.77) que la valeur de
la densité xp est nulle. Dans ce cas, nous avons l'inclusion (V.63). Dans la suite de la preuve,
nous considérons que « # —v(0). Ensuite, nous dérivons ’équation intégrale (V.77) pour obtenir
I’équation différentielle ordinaire suivante :

K (y) — (a4 7(0)kr(y) = 0. (V.78)

La solution de ’équation différentielle ordinaire définie dans la relation (V.78) peut s’exprimer par :

kp(y) = ,QF(tI)ef(aJrv(O))(yftx)’ (V.79)

dont la condition initiale kr(t1) signifie la valeur de la densité kp & U'instant inital ¢;. Nous allons
montrer que toute solution kg s’écrivant sous la forme (V.79), et qui est solution de 1’équation
I (y) = 0 est nulle. Nous remplagons la densité xkp définie par la relation (V.79) dans le premier
terme I de I’équation (V.67) pour obtenir I’égalité suivante :

Omax
L(y) = rr(y) — (@ +7(0)) / () d,

(V.80)
_ 20K (0t y(0)(Oman—tr).
a+v(0)
Les relations (V.77) et (V.80) impliquent 1’égalité suivante :
—Ep(t) —(aty(0)) (@max—tr) _ . (V.81)

a+v(0)

Comme la fonction exponentielle définie dans I’égalité (V.81) est strictement positive, nous distin-
guons deux possibilités :

— Lorsque kp(t1) est nulle, nous utilisons la relation (V.79) pour obtenir que la densité xr est
nulle. Dans ce cas, nous avons U'inclusion (V.63).

— Lorsque le taux d’empunt « est nul, nous utilisons la relation (V.66) pour obtenir I’égalité
suivante :

Omax
kr(y) — / kp(z)y(x —y) de =0, (V.82)

ou l'expression de la densité kp est déterminée en utilisant la relation (V.79) :

kp(y) =k (tr)e 1 OWH), (V.83)

Dans ce cas, nous injectons I'expression (V.83) de la densité kg dans I’équation définie par
la relation (V.82) pour obtenir :
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ernax @I[lax
kr(y) — / kp(z)y(x —y) de = kp(ts) (eW(O)(ytI) — / 677(0)(17“)7(93 ) dz) .

Yy Yy
Is(y)
(V.84)
Les deux égalités (V.82) et (V.84) impliquent 1’égalité suivante :
HF(tI) X Ig(y) =0. (V85)
Nous précisons que la fonction I3 est constante, puisque sa dérivée est nulle :
I (y) = —~(0)e— (O (y—t1) 0)e— (0 (y—t1)
=0.
Par conséquent, nous avons :
I Yy) = I3(Omax 3
(1) = Ts(Ona) s

— 677(0)(@max7t1) .

Nous remplagons U'expression I3 définie par la relation (V.87) dans ’équation (V.85) pour
obtenir 1’égalité suivante :

kp(ty) x e 7O Omax—t) — (V.88)

Comme la fonction exponentielle définie dans la relation (V.88) est strictement positive, nous
obtenons que la valeur kg (t1) est nulle. Comme la densité kp est exprimée en fonction de
kp(tr) par la relation (V.79), nous obtenons que la densité kg est nulle. D’ou I'inclusion
(V.63).

L’étude de ces deux cas montre que le noyau de l'opérateur L£* s’identifie & 1’ensemble nul.

Ensuite, nous utilisons la relation (V.63) pour achever 'égalité (V.62) du lemme.

O

V.2.4 Opérateurs de non Fredholm

Soient E et F' deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire de E dans F. On dit que T

est un opérateur de Fredholm si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

— limage de T est fermée;
— le noyau de T est de dimension finie;
— l’image de T est de codimension finie.

Nous définissons Ind(T") par 'indice de l'opérateur T :



V.2.4 — Opérateurs de non Fredholm 95

Ind(T) = dim(ker(T')) — codim(Im(T)). (V.89)

Nous allons maintenant annoncer le théoréme d’Alternative de Fredholm comme suit. Si K est un
opérateur compact de E dans F, et si 'opérateur T' s’écrit sous la forme :

T =Idg - K, (V.90)

alors T est un opérateur de Fredholm et Ind(7T") = 0. Nous nous référons les documents [4] (voir
section 4) et [5] pour ce théoréme.

Nous ne pouvons pas appliquer le théoréme d’Alternative de Fredholm sur l'opérateur £ défini
par la relation (V.6) puisque le théoréme est vrai que lorsque I'ensemble de départ et d’arrivé est
le méme. En effet, 'opérateur £ se décompose sous la forme suivante :

Llkp](x) = TdL2(t;,0 mux—641) L2 (tr,0max]) [ E] () — V[RE](2), (V.91)

qui n’est pas la forme définie par la relation (V.90), ot les opérateurs V et TdL2 (17,0 max— 0 ]) L2 ([t1,0max])
sont définis respectivement par les relations (V.17) et (V.18). Par conséquent, nous ne pouvons pas
utiliser le théoreme d’Alternative de Fredholm.

Pour montrer que I'opérateur £ n’est pas un opérateur de Fredholm, nous allons utiliser la
propriété suivante. Etant donné E et F deux espaces de Banach, F : E — F un opérateur de
Fredholm, et C : F — F un opérateur compact. Alors F 4 C est un opérateur de Fredholm, et nous
avons Ind(F + C) = Ind(F).

Nous allons maintenant montrer que 'opérateur Idp2((t;,0,,.—©.]) L2 ([t1,Omax]) 1'€St Pas un opé-
rateur de Fredholm. Pour cela, il nous suffit de montrer que son image est de codimension infinie. Par
définition de 'opérateur Idp2([t;,0,0—6,]) L2 ([t:,0max])» SON image est 'espace L2([t1, Omax — ©4])-
Plus formellement :

T (T2 (1,0 10— 0, ) L2 (1.0 ma])) = L ([t1: Omax — ©4])- (V.92)

Le complémentaire de l'image Tm(/dp2 (1,00, —©.,])—L2([tr,0max])) dans 'espace L2([t1, Omax]) est
défini par I’ensemble suivant :

L2([tla 9max])\Im(Id]Lz([tI,GmaX—G,Y])—)]Lz([tl,@max])) = L2([tIv @max])\L2([tla @max - 67}) (V93)

Comme il existe une infinité de fonctions dans L?([t1, Omax]), €t qui ne sont pas dans l'espace
L2([tr, Omax — ©4]), nous en déduisons que le complémentaire de Im(Zdp2 ([t;,0max—©-1)—L2([tr,Omax]))
est de dimension infinie. Par conséquent, 'image Im(Idp2([t;,0,,..—6.,])—L2 ([t:,0max])) €5t de codimen-
sion infinie. D’ot 'opérateur Jdpz2((t;,0 0. —©.])L2([t,Omayx]) 1 €St Pas un opérateur de Fredholm.

Nous allons utiliser la décomposition définie par la relation (V.16) afin de montrer par absurde
que l'opérateur £ n’est pas un opérateur de Fredholm. Pour émerger une contradiction, nous al-
lons utiliser la propriété évoquée précédemment. Supposons que 'opérateur £ est un opérateur
de Fredholm. Nous rappelons que nous avons montré dans la sous-section V.2.2 que l'opérateur
V est compact. Nous obtenons que 'opérateur T dL2 ([t1,0max —0-])—L2([t:,0max]) €St UN Opérateur de
Fredholm. Ce qui est contradictoire puisque nous avons montré précédemment qu’il ne I’est pas.
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V.2.5 Théoréme d’inversion

Le théoréme d’inversion du modeéle financier continu consiste a construire une densité d’emprunt
kg afin de parvenir a une densité de dépense algébrique souhaitée o. Nous définissons I'application
F par l'opérateur de transformée de Fourier. Nous allons démontrer dans cette section le théoreme
suivant :

Théoréme 2. Soit v une densité de pattern de remboursement vérifiant la relation (V.5) tel qu’il
existe un réel € strictement positif vérifiant la relation suivante :

1

1 € L*(R). (V.94)
L= F(7) =0, —e[Ue, +00]

Soit

(o~ Dl +a [ (o(s) = Dpk]()) e+ ds)
1—-F(v)

une fonction analytique sur C telle qu’il existe un entier N et une certaine constante positive C
vérifiant, pour tout & € C l'inégalité suivante :

F:

(V.95)

[F(&)] < C(1 + |¢])N e Omax=Onllel, (V.96)

Si la mesure de remboursement de la dette courante pk est dans L?([tr, Omax]), pour toute mesure
de dépense algébrique o € L2([t1, Omax]) qui satisfait la relation suivante :

Omax Yy
/ (cr(y) =Dl +a [ ols) - DIpEs)e ) ds) =0 (Vo7

tr

il existe une unique dans L2([tr, Omax — ©,]), qui peut s’exprimer par la formule suivante :

tr

1= F(v)

F (o= DIk +a [ (o(6) = DlpfI(s)) e+ )
kp=F 1 ( ) (V.98)

L’hypothese (V.96) signifie que la fonction F' est a décroissance rapide. Nous utilisons le théoréme
de Paley-Wiener-Schwartz qui donne une condition nécessaire et suffisante sur la décroissance a
Iinfini de la transformée de Fourier holomorphe, pour que la densité kg soit a support compact
dans [t1, Omax — ©,]. Ce théoreéme relie les propriétés de décroissance a U'infini de la fonction F' avec
I’analyticité de sa transformée de Fourier inverse, qui est en occurence la densité k.

V.2.5.1 Points de singularité

Nous allons déterminer les points £ € R ot la fonction £ — 1 — F()(&) s’annule lorsque la den-
sité de pattern de remboursement -y est une fonction constante et une fonction affine sur 'intervalle
[0,0,] :
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— Lorsque la densité de pattern de remboursement ~ est une fonction constante définie par :
v = @L]l[o,@w]» nous avons :
S

1

V§€R*a1—}—(7)(§):1—@

(797 —1). (V.99)

La relation (V.99) implique :

VE e R 1—-F(7)(§) = 0= O, =sin(£0,) et cos(£0,) =1,
= (€0, +1=1, (V.100)
=£0, =0.

Comme le réel ©., est strictement positif, nous en déduisons que la fonction § — 1 — F(y)(€)
ne s’annule pas sur R*. Réciproquement, si le réel £ est nul, la fonction & — 1 — F(7)(&)
s’annule. En effet, la transformée de Fourier de n’importe quelle densité v & 'origine est
définie par :

“+oo
F(4)(0) = / (1) dt. (V.101)
Nous utilisons la propriété (II1.7) de la densité v pour que la relation (V.101) implique :

F()(0) = 1. (V.102)

— Lorsque la densité de pattern de remboursement v est une fonction affine définie par : v(t) =
(& + ﬁ)ﬂ[o,ew](ﬂ, nous obtenons par une intégration par parties ’égalité suivante :
¥ vy

(€0,)7 " 2¢0, co,

Comme la fonction 1 — F(y) s’annule en les points de singularité, nous obtenons, en séparant
sa partie réelle et sa partie imaginaire, le systéme d’équations suivant :

VEE R, 1 — F(y)(€) =1— (1 b >(e—ifev —1)— L e-itoy (V.103)

(COS(S@V) — 1) 4 30, SiH(ﬁ@W) — (59027
{ — Sin(€0,) + €0, cos(€0,) + 22 (cos(£0,) — 1) = 0. (V.104)

Le systéme d’équations défini dans la relation (V.104) implique ’équation suivante :

£0, <1 + W) - (1 + 9(54@7)2> sin(£©,) = 0. (V.105)

Nous concluons que ’équation définie dans la relation (V.105) n’a pas de solution dans R*
en s’appuyant sur la Figure V.1. Par conséquent, la fonction £ — 1 — F(v)(£) ne s’annule
pas sur R*. Réciproquement, si le réel £ est nul, nous avons :

“+o0
1-FO=1- [ s,
1 (% 1 [ (V.106)
:1——/ tdt—i‘/ dt,
02 Jo 20, Jo

Nous avons montré que la fonction 1 — F(7) s’annule qu’en 0.



98 Chapitre V — Probléme inverse du modéle financier

Nous allons maintenant étendre ce résultat pour n’importe quelle fonction affine définie par
Y(t) = (c2t + c1)Lg,0,1(t), olt les coefficients c; et cy vérifient I'égalité suivante :

CQ(—)’Y 1
= —. V.107
c1 + 5 o, ( )
Nous utilisons une intégration par parties pour obtenir 1’égalité suivante :
—i£0, _ 1 1e) —i£O, . —i£0, _ 1
V{eR*71—F(7)(£):1—02<6 = + 2 ”ef )—wl(e ; ) 0. (v.0s)

Comme la fonction 1 — F(v) s’annule, nous obtenons, en séparant sa partie réelle et sa partie
imaginaire le systeme d’équations suivant :

1— Co (COS(ng)l + ©y Sinf(ge’v)> _a Sing(f@’y) — 07
(V.109)

s ( _ sin(‘gz@w) + o, coz(f@ﬂ) + Cl(COS(fg@w)—l) —0.

€8+ 22 (14 22 )i gp)

— L L L L L L L L L
—-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 —0.01 o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

FIGURE V.1 — Graphe de la fonction €6, — £O, (1 + 3(562”)2> - (1 + W) sin(£©,) montrant

que zéro est 'unique point ou elle s’annule.
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Nous pouvons justifier la cohérence du systéme d’équations défini dans la relation (V.109) comme
suit. Lorsque les coefficients ¢; et ¢y sont égaux respectivement aux valeurs 2(}) et é, nous obtenons
R Y

légalité définie dans la relation (V.105). Ensuite, en supposant que ¢ est non nul, nous remplagons
I'expression de la fonction cos(£©) définie dans la premiere ligne du systeme (V.109) dans celle du
deuxiéme pour obtenir I’équation suivante :

C1 (82@7 + Cl)
C2

CQ@—Y g _
—e O+ _<

C2

52 + @7(02@7 + 01) +

) sin(€0,). (V.110)

150
100

50

-504 i

-100] . \‘\4\

-5 -20

c002
0293,"1‘(5@«/)2(14‘@"" 4’7

sur lintervalle [—20,20] x [—2,20] montrant que zéro est 'unique point ou elle s’annule.

202+(60,)*(3+—L7)
FIGURE V.2 — Graphe de la fonction (£O., 02@,%) — sin(0,) — €6, el
)

Nous utilisons la relation (V.107) pour obtenir & partir de la relation (V.110) :

CQ?” +£0, + % = (gi +2+ i) sin(£0©,). (V.111)
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Nous pouvons justifier la consistance de la relation (V.111) comme suit. Lorsque les coefficients ¢;

et co sont égaux respectivement aux valeurs ﬁ et (_)%, nous obtenons 1’équation définie dans la
v ¥

relation (V.105). Par ailleurs, nous pouvons mettre 1’égalité (V.111) sous la forme suivante :

202 + (€0,)2(1 + c;@)) Ly (V.112)

in(€0,) — €6 -
sm(g w) 3 7( 02@%_'_(5@”2(2_,_%)

Nous multiplions I’équation définie dans la relation (V.107) par %, et nous utilisons la méme relation
pour obtenir :

2 2
ct 1 203
- =-14+— V.113
Co + CQ@?Y + 4 ( )
Ensuite, nous divisons I’équation définie dans la relation (V.107) par c¢2©, pour obtenir :
C1 1 1
= - = V.114
CQ@’Y CQ@,% 2 ( )
Les deux équations (V.113) et (V.114) définissent le systéme d’équations suivant :
o2 202
A =14+ 45 + 22,
T (V.115)
20, T 202 2°
Nous injectons les deux égalités du systéme (V.115) dans la relation (V.112) pour obtenir :
203 +(£0,)°(3 + zer)
sin(€0.,) —5@7< ! e ) =0 (V.116)
202 + (£0,)2(1 + 57 + =)
Comme nous avons :
in(£O
ve e re, |SEOD | (V.117)
€0,
nous obtenons a partir de ’équation (V.116) 'inégalité suivante :
1 1 1 62@2
- <1 g V.118
2+62@,2y_ +62@,2y+ 4 ( )
Nous simplifions I'inégalité (V.118) pour obtenir :
2 <02, (V.119)

La Figure V.2 montre que ’équation définie dans la relation (V.116) dont le parameétre co @3/ satisfait
la relation (V.119) n’a pas de solution dans R*. En effet, les lignes de contour ne se croisent pas
a Dorigine. Par conséquent, nous avons montré que la fonction 1 — F() s’annule qu’en 0 pour
n’importe quelle densité affine ~.
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V.2.5.2 Existence et unicité

Lemme 3. Sila densité d’emprunt kg est dans L?([t1, Omax — ©,4]), €t si la densité de pattern de
remboursement v satisfait la relation (V.5), nous avons l'égalité suivante :

(1=F)F(kp) = .F(ﬁ[KJE] + a/t. E[/{E](s)ea('_s) ds), (V.120)

ou

F( ] Llmels)enc=) ds) (V.121)

signifie la transformée de Fourier de la fonction

t
tl—>/ L[kg](s)et=%) ds. (V.122)
tr

Démonstration. En appliquant la formule d’intégration par parties, nous obtenons :

t s
/ (/ (kg — ke *7)(y) dy) x aet=9) g
tr \ Jtz
t t
= / (kg — ke *7)(s) x e*t=%) ds — / (kg — ke *7)(s)ds. (V.123)
tr tr

La relation (V.123) entraine 1’égalité suivante :

[ tre o s ds= | (w ke e ~a [ (o = res)0) dy) x =) ds
(V.124)

En utilisant la définition (V.6) de lopérateur £, nous multiplions I’égalité (V.124) par « pour
obtenir I’égalité suivante :

a/ (kp — ke *7)(s)ds =a | L[kg)(s)e* ) ds. (V.125)

tr

En remplacant le terme ozf;I (kg — kg *7)(s) ds défini dans la relation (V.125) par la quantité
(kg — kg *)(t) — L[kE](t), nous obtenons 1’égalité suivante :

kp—kp*y=Llrpl+a [ Llkg)(s)e***) ds. (V.126)

t1

Nous appliquons la transformée de Fourier sur ’égalité définie dans la relation (V.126) pour obtenir
Pégalité (V.120), ce qui prouve ce lemme.

O

Lemme 4. Si la densité de pattern de remboursement ~y satisfait la relation (V.5), Uopérateur
linéaire L défini dans la relation (V.6) est injectif.
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Démonstration. Supposons que la densité d’emprunt kg est dans le noyau Ker(£), nous obtenons,
en utilisant la relation (V.126), I’égalité suivante :

kg —kgp*vy=0. (V.127)

Par conséquent, nous avons I'inclusion suivante :

Ker(£) C {kp € L*([t1, Omax — O,]), kg — kg *v = 0}. (V.128)

Supposons maintenant que la densité d’emprunt kg satisfait ’équation (V.127), alors elle est dans
le noyau Ker(£). Nous obtenons I'inclusion suivante :

{kp € L*([t1, Omax — ©,]), kg — kg *y = 0} C Ker(L). (V.129)

Nous concluons 1’égalité suivante :

Ker(£) = {/{E € L2([t1, Omax — O,]),kE —KE*v = 0}. (V.130)
Pour montrer l'injectivité de 'opérateur £, nous allons traiter deux méthodes :
1°* méthode

Nous allons résoudre dans I'espace L?([t1, Omax — ©,]) pour toute densité de pattern de rembour-
sement v qui satisfait ’hypothese (V.5) équation suivante :

kg —kgp*xvy=0. (V.131)

Ensuite, nous appliquons I'opérateur de la transformée de Fourier directe sur les termes de I’égalité
(V.131) afin d’obtenir 1’égalité suivante :

F(kg) x (1—F(v)) =0. (V.132)
Nous allons deux situations qui se présentent :

— La premiére situation est lorsque F(v) est différente de 1. Dans ce cas, la fonction F(kg)
est nulle. Par conséquent, la densité kg est nulle.

La deuxiéme situation est lorsque F(7v) est égale a 1. Nous allons montrer en utilisant un

raisonnement par absurde que cette situation ne peut pas se produire. En effet, il n’existe
aucune fonction v € L?([0,0,]) telle que :

Ve € R, F(7)(€) = 1. (V.133)

Dans ce cas, supposons qu’il existe v € L2([0, ©,]) tel que :

F(y)=1. (V.134)

En dérivant cette égalité, nous obtenons :
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F'(y) =0. (V.135)

Sous I'hypothese que & — zy(x) est une fonction intégrable sur [0, ©,], la condition d’ana-
lycité est :

z — zy(z) € L'([0,0,]). (V.136)

Ensuite, nous utilisons la propriété de la transformée de Fourier :

F'(v) = F(—ixy(x)). (V.137)

Par conséquent, nous obtenons :

F(=ay(z)) =0. (V.138)

Comme l'opérateur de la transformée de Fourier est une isométrie dans l'espace L2([0, ©,]),
nous obtenons :

x = 0ou~y(x)=0. (V.139)

Or, la densité nulle v ne répond pas & la définition F(vy) = 1.

g¢me méthode

Etant donné un entier naturel n, nous définissons V,, par l'espace vectoriel des fonctions poly-
nomiales de degré n restreintes sur l'intervalle |1, Omax — ©4[. Par ailleurs, comme 'espace V,,, est
dense dans lespace L?([t1, Omax — ©+]) pour tout entier naturel m, nous avons pour toute fonction
de carré intégrable sur un compact contenu dans l'intervalle |¢1, Omax — O], elle est approchée
uniformément par des polynémes sur ce compact. Nous allons montrer pour toute densité v € V,,
s’écrivant sous la forme suivante :

Z Oziti
v(t) = <ml=091+1> x 1pe,(), (V.140)
Oy
— tt 1
que nous avons :
Ker(£)NV,, = {0}. (V.141)

Pour montrer la relation (V.141), nous allons montrer que les coefficients de la densité g sont
nuls pour toute densité kg € Ker(£) N'V,,. Autrement dit, les coefficients (c;)o<;<n de la fonction
polynomiale kg sont nuls pour toute densité kg € Ker(£) N'V,, s’écrivant sous la forme :

kp(z) = (Zciz’) X Lty 0man—0,](2). (V.142)

=0
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Comme expression de la densité ~ est définie dans la relation (V.140), 'expression kg x v est
simplifiée en utilisant la relation (V.142)

k() = m 3 e e, / G-yl dy.  (V143)

i=0  j=0 [t1,Omax—O,]N[z—O ,x]
il

Puisque nous avons :

(@—yy =) Clay P(~y), (V.144)

Pexpression (V.143) se met sous la forme suivante :

kg *y(T) = ————= X ¢y CP(=1)P(z)?7P x / Yt dy | |.
Clas Z 2|20 [t1,Omax—O+ N[z =0 2]

(V.145)

Nous allons maintenant montrer que les coefficients (¢;)<;<,, sont nuls dans les deux situations
suivantes :

— Lorsque t; + 0, < Oax — O, nous supposons que la variable x est choisie a I'extérieur du
support de la densité d’emprunt kg telle que t1 + ©4 < Opax — O < T < Opax. Alors la
densité kg est nulle. Par conséquent, l'intersection des deux intervalles [t1, Omax — ©4] et
[ — ©,, ] est I'intervalle [z — O, Opax —©,]. Comme la densité kg est nulle, nous utilisons
les relations (V.127) et (V.145) pour obtenir I’égalité suivante :

e ey e e

ZCZ]ZO% >

p=0

X ((@max —0,) P (g — @Q”P“)] =0. (V.146)

Nous obtenons un polynéme nul sur Uintervalle |Omax — O, Omax[ en utilisant la relation
(V.146).

— Lorsque Opax — O, < t1 + O, nous supposons que la variable x est choisie & I'extérieur du
support de la densité d’emprunt kg telle que Opax — O < t1 + 0, < T < Opayx. Alors la
densité kg est nulle. Par conséquent, I'intersection des deux intervalles [t1, Omax — @7] et
[z — O, z] est 'intervalle [z — O, Omax — ©,]. Nous obtenons le méme polynéme défini dans
la relation (V.146). Ce polynéme est nul sur lintervalle |©pnax — O+, Omax|.

Ces deux situations montrent que les coeflicients (¢;)o<i<n sont nuls. Ce qui achéve la preuve
du lemme.

¢

Apres avoir montré que lopérateur linéaire £ défini dans la relation (V.6) est injectif pour toute

densité v qui satisfait la relation (V.5), nous allons maintenant vérifier que 'opérateur £ est injectif

lorsque la densité ~y est égale a @i sur 'intervalle [0, ©,], et nulle ailleurs, i.e. v = @Lﬂ[o,ew Pour
Y ad
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cela, nous allons montrer que les coefficients (¢;)o<i<n de la fonction polynomiale kg sont nuls pour
toute densité kg € Ker(£) N'V,, définie dans la relation (V.142). Par ailleurs, la densité kg x v se
simplifie comme suit :

1 O ,
(kg *7)(z) = o Z ¢ y' dy. (V.147)
7 i=0

/[tla®max_®»y]m[$—®7,x]

Pour montrer que les coefficients (¢;)o<i<n sont nuls, nous allons montrer que nous obtenons un
polynéme nul en distinguant deux cas :

— Lorsque t1 + ©, < Opax — O, nous supposons que la variable x est choisie & 'extérieur du
support de la densité d’emprunt xg telle que t;1 + 0, < Opax — Oy < T < Opax. Ensuite,
nous utilisons les relations (V.127) et (V.145) pour obtenir 1’égalité suivante :

i=n
C;
i+ 1
=0 +

X [(@max - 97)i+1 - ((E - 67)i+1] =0, (V148)

puisque la densité kg est nulle et l'intersection des deux intervalles [tr,Omax — ©4] et
[ — ©4,z] est l'intervalle [x — O, Omax — ©4]. Nous obtenons un polynéme nul sur 'in-
tervalle |Omax — O, Omax|.

— Lorsque Onax — ©, < t1 + ©,, nous supposons que la variable x est choisie a I'extérieur
du support de la densité d’emprunt kg telle que Opax — 0, < t1 + 0, < T < Opax. Par
conséquent, nous obtenons le méme polynéme défini dans la relation (V.148).

Nous concluons que nous avons montré que les coefficients (¢;)o<i<n sont nuls dans les deux

situations t;1 + 0, < Opax — O €t Opax — O, <t + 06,

Lemme 5. Si la densité de pattern de remboursement v satisfait ’hypothése suivante :

e’Y
/O yy(y) dy # 0, (V.149)

et si Uopérateur L défini dans la relation (V.6) satisfait l’égalité suivante :

/tlemax (g[@](y) +a /t Iy Llkg)(s)e? =) ds) dy =0, (V.150)

alors, F(kg) € L>(R) tel que :

9 [Omax

{H_}r% F(kr)() = CH ; y X (E[RE](y) + a/: Llkp](s)ev=) ds) dy. (V.151)

Si Vopérateur L ne satisfait pas Uégalité (V.150), F(kg) posséde une limite infinie en 0.
Démonstration. Nous rappelons que l'opérateur £ est bien défini de l'espace L?([t1, Omax — O-])

dans l'espace L2([t1, ©max]). Pour cela, nous allons montrer la relation suivante :

Llkg| + a ) L[kg](s)e**™%) ds € L2([t1, Omax))- (V.152)

tr

En effet, nous avons :



106 Chapitre V — Probléme inverse du modéle financier

puisque nous avons t < Opay. Comme s € [tr, Opax], NOUS avons | e*(Omax—s) |< el (Omax—t1) g
la relation (V.153), nous obtenons :

Ensuite, nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour montrer 'inégalité suivante :

Omax t 2
= / ( Llkg](s)ext=3) ds) dt,
t t:

@Inax
Vo —tx| [ Llwel(e)er @)
t1

/. L[rg](s)e**=*) ds

L2([t1,@max]) (V.153)

IN

)

< V/Opax — t1 X e|a\(®max—t1) X ||E[/€E]||]L1([th@max]). (V154)

L2([tla®max})

/. L[kp](s)e**=%) ds

IE[RE L (.0 ma)) < V Omax = tr X [ LIKE][|L2 (t1.0max])- (V.155)

Finalement, nous utilisons les relations (V.154) et (V.155) pour avoir :

Ce qui prouve la relation (V.152).

Llkg]+a | Llke](s)e**™) ds

tr

< (1+ | @ | (Omax — tr)e! ") L[k p] L2 (0
L2 ([t1,®Omax])

mFLX]) :

(V.156)

Nous utilisons maintenant le développement de Taylor au point 0 d’ordre 1 de la fonction
exponentielle £ — e~¢ pour obtenir :

e WE =1 — iyt + O(&?). (V.157)

La définition de la transformée de Fourier de la fonction F(L[kg| + aft: L[kg](s)e**=*) ds) im-
plique :

f(g[@] ta /t:c[@](s)ea@—@ ds) (€) = /t@ (c[@](w ta /t:c[@](s)ea<y—s> ds)e—iyé dy.
(V.158)

Ensuite, nous utilisons la relation (V.157) pour effectuer le développement de Taylor au point 0
d’ordre 1 de la fonction F(L[sg] + « ft: L[k g](s)e**=*) ds) pour obtenir :

F(ctwe) +a [ : Clrelse =) ds ) (€)= [ I@W (ﬁ[@]@) ra f :, Cli)(s)en @) ds> dy

Omax Y
—iﬁ/t y X (ﬁ[fw](y) +oz/t Llkg)(s)e*v=*) ds) dy + O(&?).
(V.159)
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Comme Popérateur £ satisfait 1’égalité (V.150), la relation (V.159) devient :

Kg| + ) kpl(s)e®(*) ds
F (el + [ el a )©
Omax y
— it /f Y x (C[m;](y) ta /t Llip](5)e2 W) ds) dy +O(E2). (V.160)

Comme la densité ~ satisfait la relation (V.5), nous effectuons le développement de Taylor au point
0 d’ordre 1 de la fonction 1 — F(vy) pour obtenir :

e, o
1-F()(&) = ié/o () dy + O(&%) = i€ + O(&?), (V.161)

Nous injectons les deux développements de Taylor définis dans les relations (V.160) et (V.161) dans
Pégalité (V.120) afin d’obtenir I’égalité (V.151). En utilisant la relation (V.120), F(kg) est une
quantité finie sur R*. Par ailleurs, F(kg) posséde une limite finie en 0 sous I'hypothese (V.150).
Nous concluons que F(xg) € L®(R).

Supposons maintenant que 1'égalité (V.150) n’est pas satisfaite. Nous utilisons les relations
(V.120), (V.159) et (V.161) pour montrer que le développement de Taylor au point 0 d’ordre 1 de
la fonction F(kg) s’écrit sous la forme :

Omax Y
Fle)(©) = ez | (c[ﬁEuy)m [ ety ds) @y

) o (V.162)

Yy
o y X (L’[/@E](y) —I-a/ Llkg](s)e*@=) ds) dy + O(€2).
v Jir tr
Nous concluons & partir de la relation (V.162) que la quantité F(kg) posséde une limite infinie
en 0. Ce qui acheve la preuve du lemme.

O

Soit v une densité de pattern de remboursement fixée, qui satisfait la relation (V.5). Nous allons
maintenant montrer la surjectivité de 'opérateur L. C’est-a-dire, nous allons montrer pour tout élé-
ment kg de L?([t1, Omax]), qu'il existe au moins une densité d’emprunt kg de L?([t1, Omax — 0,])
tel que ﬁ[HE] = k@G-

L’égalité définie par la relation (V.120) est équivalente & :

f(nc +a ft: ra(s)e(®=s) ds)

Flee) = 1—F(v)

(V.163)

Comme P'opérateur £ est bien défini de 'espace L2([t1, Omax — ©4]) dans 'espace L2 ([tr, Omax)), la
relation (V.152) permet de fournir :

kg + oz/ I’ig(S)ea(.is) ds € ]LQ([tI, Omax))- (V.164)
t1
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Nous précisons que le produit d’une densité dans LZ?([tr, Omax]) par une densité dans L°(] —
o0, —€[U]e, +00]) est une densité dans I'espace L%(] — 0o, —€[U]e, +00[) pour tout € strictement posi-
tif. Lhypothése (V.94) sur la densité v permet d’obtenir & partir de la relation (V.163), que F(xg)
est une fonction de carré intégrable & support inclus dans | — oo, —€[U]e, +oo]. Par ailleurs, comme
Popérateur L satisfait ’équation intégrale définie par la relation (V.150), nous obtenons le carré
intégrabilité de la fonction analytique F(rkg) sur Uintervalle [—e, €]. En effet, la transformée de
Fourier F(kg)(€) tend vers une quantité finie lorsque ¢ tend vers le point de singularité 0 (résultat
du lemme 5). Ce qui veut dire que la fonction F(kg) est de carré intégrable sur un voisinage de
0, typiquement sur un intervalle [—e, €] contenant ce point de singularité. Nous concluons que la
fonction F(kg) est de carré intégrable sur ’ensemble des réels. Etant donnée kg de L2([t1, Omax)),
sous I’hypothese de I’équation d’équilibre définie par :

Omax Yy
/ <ﬁg(y) + a/ kG (s)e® W) ds dy) =0, (V.165)
tr tr
nous obtenons au voisinage de 0, le résultat suivant :

f(/i(; +a ff: kg (s)e(*=) ds)
1= F(v)

€ L?([—¢,€)), (V.166)

. I , . , N . 0 , .
pour tout € strictement positif. Le résultat est vrai lorsque & est égale a 0, puisque ¢ est définie. Le

résultat du lemme 5 est tres important dans cette démonstration de la surjectivité de 'opérateur
L. Sous les hypotheses évoquées au cours de cette preuve, nous avons montré que :

f(ﬁc +a ft: ka(s)e(®=9) ds) )
G= =70 € L*(R). (V.167)

G est une fonction analytique sur C telle qu’il existe un entier N et une certaine constante positive
C vérifiant, pour tout £ € C I'inégalité suivante :

G(&)] < C(1 + [¢[)N I Omax=Onlic], (V.168)

Nous utilisons le théoreme de Paley-Wiener-Schwartz qui donne une condition nécessaire et suffi-
sante sur la décroissance a 'infini de la transformée de Fourier holomorphe, pour que la densité kg
soit & support compact dans [t1, Omax — O,]. Par conséquent, toute densité kg de L2([t1, Omax]) &
au moins un antécédent kg de I[P([tl7 Omax — @ﬂ,]) qui peut se déterminer sous la forme suivante :

. f(ng + ft: ra(s)e(®=s) ds)
= F- . V.169
RE F 1— ]'-(’V) ( )
Au cours de cette preuve, nous avons montré :
Vig € L?([tr, Omax)), Ice € L?([tr, Omax — ©4]), LkE] = kg - (V.170)

Nous en déduisons que l'opérateur £ est surjectif. Comme nous avons montré que l'opérateur
est injectif, ensuite il est surjectif, il existe une unique densité d’emprunt kg vérifiant la relation
suivante :
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F (o) = DI + o [ (o(6) - Dlgk)(s)) 2 ds)
> . (V.171)

kp(t) = f—1< - 5200

V.2.5.3 Stabilité de la solution

Nous rappelons que nous avons montré I'existence et I'unicité de la densité d’emprunt kg définie
dans la relation (V.171). Nous voulons maintenant montrer la stabilité de notre solution kg. Si
nous supposons que notre perturbation définie par I'erreur entre la deuxiéme densité de dépense
algébrique modifiée ol et la premiere densité de dépense algébrique modifiée of est petite au sens
de la norme L2([t1, Omax]), i-e. [|04 = 01 lL2(jts,0mee)) < 0, la variation entre la deuxiéme densité
d’emprunt kg, et la premiere densité d’emprunt kg, correspond a la variation infinitésimale de la
valeur ||od — of L2 ([t1,0max])- NOUs précisons que dans ce probleme, il coexiste une relation entre la
densité de dépense algébrique modifiée of et la densité de dépense algébrique o7.

Autrement dit, pour toutes densités d’emprunt rg, et kg, dans L2([tr, Omax — O,]), il existe
une constante positive C' telle que : ||kg, — KR, [|L2([t1,0ma—0,)) < C X 0.

Nous ne pouvons pas traiter ce probleme de stabilité numérique dans le sens ou la borne su-
périeure de la fonction & — m n’est pas atteinte sur R*. Par exemple, lorsque la densité

de pattern de remboursement est définie par : v = @i]l[o,ev], la borne supérieure de la fonction
Y

& — W n’est pas atteinte. D’abord, nous avons :

1 € @7|

= . (V.172)
1-F ‘ .
O] o, —sin(0,)) + (cos(c0,) — 1)?
Comme cette fonction est paire sur R*, nous la tragons sur R’ , et nous la présentons dans la Figure
V.3.

Nous pouvons justifier notre étude comme suit, la limite de F(+)(§) tend vers 1 quand £ tend
vers 0, donc celle de la fonction % est plus infinie, et donc la borne supérieure est plus infinie.

La densité de pattern de remboursement vy ne peut pas vérifier la relation suivante :

1

—— ¢ L*R). (V.173)
| 1=F()(©) |
Par conséquent, il n’existe pas une constante positive C telle que :
’ N <cC (V.174)
T=FOO 1|

Nous avons testé deux exemples de v qui ne satisfont pas ’hypotheése (V.173). Dans le cas ou la
densité est affine, définie par : y(t) = 1, 5 (t), nous avons :

2
1

[ 1=F()(©) |

1

2 2
L2(R) <(1 + L) _ (COS(\Q/ié) + \/Esin(\/ﬁé))> + (sin(gQ/i&) _ ﬁcoz(ﬁf))

&2 3 3
(V.175)
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10

os(¢0)-1)*

(&f-sin(&)*+(cc
IN
I

. . . . . . . . . J
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
€0

[N
V/ (€6, —sin(€0,))?+(cos(¢€0,)—1)2

FIGURE V.3 — Graphe de la fonction {6, — sur R% montrant qu’il

n’admet pas de borne supérieure.

Nous allons tester a travers Matlab si la fonction définie par la relation (V.175) est intégrable,
Matlab nous fournit que l'intégrale diverge. Par conséquent, la densité - ne satisfait pas I’hypothese
(V.173).

fun = Q(x) 1./ ( ( (1.41./(x.72

x)./x) ).72 +(sin(sqrt(2).x
sqrt (2) .xcos(sqrt(2).%x)./x).72
q = integral (fun,—Inf, Inf)

((coAs(sqrt (2) .%xx)./(x.72) + sqrt(2).+sin(sqrt(2).x%

))—
x)./ 2) -
DE

De méme pour la densité de pattern de remboursement - définie par : vy = @L]}.[O,@W% nous avons
Y
a laide de la relation (V.172) :

1
1—=F)(©)

Matlab nous fournit que I'intégrale de cette fonction diverge :

_ (€0,)?
B (€0, — sin(é‘@v)f + (cos(€0,) — 1)2' (V.176)
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fun = @Q(x) (x.72)./((x—sin(x)).724+(cos(x)—-1).72);
q = integral (fun,0,Inf)

Nous supposons qu'il existe une fonction ¢ € L2([t1, Omax]) avec F(¢)(0) = 0 telle que :

F(9)(©)
1—

o €L (R), (V.177)

Par conséquent, il existe une constante positive C’ tel que :

F(¢)(€)

T—F® <. (V.178)

L2(R)

Par hypothése, les relations qui coexistent entre les deux densités o1 et of, et entre les deux densités
o9 et ob est la suivante :

o1 = 0] % p, 00 = 04 * ¢. (V.179)
Nous allons montrer dans la suite qu’il existe un probleme inverse entre les densités d’emprunts et
les densités of et ol puisqu’il n’existe pas un probléme inverse direct entre ces densités d’emprunts

et les densités de dépenses algébriques o1 et os.

Sous I'hypothese du théoreme 2, pour toutes densités de dépense algébrique o1 et oo qui satisfont
la relation (V.97), il existe deux uniques densités d’emprunts kg, et kg, vérifiant la relation :

(V.180)

.7-'(02 —o1+ a/t.(og —o1)(s)e(*7) dS)
1-F() )

—1
RE, — RE; =F (

Comme la transformée de Fourier inverse F~! conserve la norme de I'espace L?(R) dans I’espace
L2 ([t1, Omax]), nous obtenons, & partir de la relation (V.180), 'égalité de norme suivante :

f(O'Q — 01 + Oé/ (0'2 - 0'1)(5) eo‘(ks) dS)
tr

168; = KB, L2 ([t Omax—05]) = H 7 o ‘F‘(]_(?) )

?) D2t 0

(V.181)
Dans la suite de I’égalité (V.181), nous obtenons :
]:(02 —o1+ a/ (o9 — 01)(s) e(*= ds)

168, = KB L2 (.0 max—0,1) < : F %

(¢) Lol =T |2 s

F(og—o1) + a}'(/ (o9 — 01)(s) e¥(*=) ds)
< C/ t1
) .

(V.182)



112 Chapitre V — Probléme inverse du modéle financier

Nous allons maintenant utiliser 'expression des densités of et o définies par la relation (V.179)
afin d’obtenir :

A (0~ ol) » 8)(s) et ds>

Nous avons :

t o t Omax
‘]—'(/tI </tI (05 - U{)(S —y)o(y) dy) eo(t—s) ds) €3] /tI </tI (05 — a{)(s —1)0(y) dy) e(t=3) g
Omax Omax
/t (/t (03 — a1)(s — y)o(y) dy) ds

<

]Ll ([tI 7ema:

S sup {elo“(@maxfs)}
SE[t1,Omax]

)

]Ll([tl v@maX])

Omax [ [Omax 4 4
< sup  {cll@ms9) / ( / <aé—a{><s—y)e“ﬁ%(y)e-@dy) ds ,
oCltr Omas] " " Lt ([tr,Omax])
@xnax ®I[laX @Inax . )
< sup  {cll@ms9) / / / (o] — o) (s — y)e g (y)e SV dy | ds| dt,
SE[t1,Omax] tr tr tr

IN

(("‘)max — t]:) sup {e|a‘(@max75)}
S$E€[t1,Omax]

7

Omax Omax ) .
/ ( / (od — ol)(s — e SV(y)eiey dy> ds
tr t1

Omax [ [Omax _
/ ( / b(y)e i€ dy) ds
tr t1

Ormax ,
/ b(y)e™ " dy
i1

< (Omax —t1)  sup  {el©m= (5] — oD)e Y| w0
SE[t1,Omax]

max]) ’

Orma
< (Omax —t1)  sup  {ell®ma=y| (5] — Uf)e“":y\lhw([tl,em])/ ds,
tr

SE[t1,Omax]

< (Omax —tr)* sup  {elOm I [(05 — o) || (1,0
$€[t1,Omax]

Omax 4
/ b(y)e™ " dy
tr

< (Omax — t1)? Sup ]{e'“'(@‘“"‘*’s)}If(sb)(&)\IIJ§*Ufllmw([tl,emax])-
SE[t1,Omax

maXD )

(V.184)

Nous supposons également sur les densités of et ol la relation suivante :

Omax t Omax
/t ( /t ( /t (05 = o1)(s = y)e(y) dy) o= ds> dt = 0. (V.185)

L’inégalité (V.184) est homogeéne puisque les termes de gauche et de droite dépendent de &, nous
obtenons finalement,
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< <@max - tI)Q sup {e|0‘\(9max—s)}
SE[tr,Omax]

Ho—é - O—{ H]Loo([th@max]) :
(V.186)

Afin de trouver un résultat de stabilité consistant, nous devons imposer sur la densité o — o/, la
relation suivante :

103 = 01 Lo (ftr,0max)) < 1103 = 01 L2tz 0 max)) - (V.187)

Les relations (V.186) et (V.187) fournissent I'inégalité suivante :

H ]—'( /t: </:),n‘*x(oé —al)(s —y)b(y) dy> ea(t=s) ds)

< (Omax — tl)z sup {e|a\(@max75)}
Se[tly@max]

F(9)

Leo(R)

105 = o1 L2tz @ man)) -
(V.188)

Concernant le premier terme, d’apres la définition (V.179) des densités o2 et of nous avons :

F(o2 —01) I I
< || F(oz — Ul)”JLOO(]R)a
H F@) e (V.189)
< llog = ol (1t2,0ma))-
Nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz afin d’obtenir :
03 = 1l (1t2,0max)) < VOmax =t X 03 = 1 |2 (111, 01mar))- (V.190)

Par conséquent, nous obtenons :

ey = KE L2 ([, 0mar—0,)) < C (V Omax — 1 + || (Omax — t1)*  sup {ela(@m‘“s)}>

SE[t1,Omax]

105 = o1 L2tz @ man)) -

(V.191)
V.2.5.4 Un exemple d’inversion
Nous voulons montrer que la densité de pattern de remboursement, définie par :
1
Y= @7]].[07@”{], (V192)
y

satisfait Uhypothese (V.94) du théoréme 2. C’est-a~dire, nous allons montrer que :
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1
S € L®(R). (V.193)
<1 —f(V))noo,%f[uJ%f,m[

Par définition de la transformée de Fourier de la densité v définie dans la relation (V.192), nous
avons :

o,
f(v)(f)z(; /0 e " da. (V.194)

Par intégration de la fonction exponentielle, nous obtenons :

i(e”®¢ — 1)

F = V.195
(7€) N ( )
Nous calculons le carré du module de la fonction complexe #(’v) comme suit :
1 ? 0,)?
= - (62 1) 5 (V.196)
1—F()(&) (€0, —sin(£0,))” + (cos(£0,) — 1)

Comme la quantité (cos(£0,) — 1)* est positive, nous obtenons, a partir de la relation (V.196),
I’inégalité suivante :

2 2
1 €O
< . : V.197
1=F()() (ﬁ@’y —Sln({@ﬁ) ( )
2
Nous voulons montrer que la fonction définie par £ — 2 — <m> est positive sur inter-

valle | — oo, —%[u} 25—:@, +o0[. Pour cela, nous allons montrer qu’elle est positive sur I'intervalle

]Qg—ﬁ, +oo][ puisque c’est une fonction paire :
N

)

£6, —sin(¢0,) | (€6, —sin(¢0,))”
o (\/5(567 —sin(£6,)) — £6,) x (\@(567 —sin(£0,)) +£6,)
(€0, —sin(¢0,))*

2 . 2 2
2_< €0, ) _2(¢0, — sin(€0,))° — €6,

(V.198)

Comme nous avons :

V¢ € Ry, sin(€0,) < €O, (V.199)

parce que nous avons O, > 0, alors la fonction définie par & — /2(£0, — sin(£€0,)) + £O, est

25‘/5, +oo[. D’un autre cdté, comme nous avons £ > 25\6
Y Y

I'inégalité suivante : % x {0, > 1. Par ailleurs, comme la fonction sinus est minorée par la

positive sur l'intervalle ]

, nous obtenons



V.8 — Probléme inverse dans l’espace M([t1, Omax]) 115

valeur 1, nous obtenons l'inégalité ‘/\E/gl x €0, > sin(£0,). Par conséquent, la fonction définie

par & — V/2(£0, — sin(£€0,)) — €O, est strictement positive sur lintervalle ]—2gﬁ,+oo[. Plus
v
formellement, nous avons montré :

2442
®’Y

2412
6’7

, T00

€0, :
U : (667 - Sm@@y)) <2 (V.200)

Nous utilisons les relations (V.197) et (V.200) pour obtenir I'inégalité suivante :

Vﬁe] — 00,

2

2442
6’)’

1

| =7 V200

U

Ce qui acheve la preuve de la relation (V.193).

V{G] ,— o,

242 [
b Oo’

V.3 Probléme inverse dans ’espace M([t1, Opax])

Nous voulons que la convolution des deux mesures #g et 4 posséde un support contenu dans
I'intervalle [t1, ©max]. Pour cela, nous considérons pour tout réel strictement positif ©, vérifiant la
relation (V.4), que la mesure de pattern de remboursement 7 est définie telle que :

5 € M([0,05)). (V.202)

V.3.1 Définition des opérateurs

Nous définissons £1 : M([t1, Omax 