
HAL Id: tel-01674477
https://hal.science/tel-01674477

Submitted on 2 Jan 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Des équations de contrainte en gravité modifiée
Xavier Lachaume

To cite this version:
Xavier Lachaume. Des équations de contrainte en gravité modifiée. Physique mathématique [math-
ph]. Université François-Rabelais, Tours, 2017. Français. �NNT : �. �tel-01674477�

https://hal.science/tel-01674477
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNIVERSITÉ FRANÇOIS-RABELAIS
DE TOURS

École Doctorale Miptis

Laboratoire de Mathématiques et de Physique Théorique

Thèse présentée par :

Xavier Lachaume

soutenue le : 15 décembre 2017

pour obtenir le grade de : Docteur de l’université François-Rabelais de Tours

Discipline : Mathématiques

Des équations de contrainte

en gravité modifiée
Des théories de Lovelock à un nouveau problème de σk-Yamabe

THÈSE dirigée par :
Humbert Emmanuel Professeur, université de Tours
Villain Loïc Maître de conférences, université de Tours

RAPPORTEURS :
Le Floch Philippe Directeur de recherche CNRS, université Paris 6
Nicolas Jean-Philippe Professeur, université de Brest

JURY :
Deffayet Cédric Directeur de recherche CNRS, IAP – Président du jury
Delay Erwann Maître de conférences, université d’Avignon
Humbert Emmanuel Professeur, université de Tours
Lecouvey Cédric Professeur, université de Tours
Nicolas Jean-Philippe Professeur, université de Brest
Villain Loïc Maître de conférences, université de Tours





La préoccupation de l’homme lui-même et de sa destinée
doit toujours constituer la principale motivation de tous
les efforts techniques.
Ne l’oubliez jamais au milieu de vos diagrammes et de
vos équations.

Albert Einstein,
discours au California Institute of Technology,
New York Times, 17 février 1931

Concern for the man himself and his fate must always
form the chief interest of all technical endeavors.
Never forget this in the midst of your diagrams and equa-
tions.

Albert Einstein,
speech at the California Institute of Technology,
The New York Times, February 17, 1931
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Résumé

Cette thèse est consacrée au problème d’évolution des théories de gravité modifiée. Après
avoir rappelé ce qu’il en est pour la Relativité Générale (RG), nous exposons le formalisme
n+1 des théories f(R), Brans-Dicke et tenseur-scalaire et redémontrons un résultat connu :
le problème de Cauchy est bien posé pour ces théories, et les équations de contrainte se
réduisent à celles de la RG avec un champ de matière.

Puis nous effectuons la même décomposition n+ 1 pour les théories de Lovelock et, ce
qui est nouveau, f(Lovelock). Nous étudions ensuite les équations de contrainte des théo-
ries de Lovelock et montrons qu’elles sont, dans le cas conformément plat et symétrique en
temps, la prescription d’une somme de σk-courbures. Afin de résoudre cette équation de
prescription, nous introduisons une nouvelle famille de polynômes semi-symétriques homo-
gènes et développons des résultats de concavité pour ces polynômes. Nous énonçons une
conjecture qui, si elle était avérée, nous permettrait de résoudre l’équation de prescription
dans de nombreux cas : ∀ P,Q ∈ R[X], avec degP = degQ = n,

P et Q sont scindés =⇒
n∑
k=0

P (k)Q(n−k) est scindé.

Mots clés : Relativité Générale, équations de contrainte, problème de Cauchy, f(R),
tenseur-scalaire, Lovelock, f(Lovelock), σk-Yamabe, polynômes symétriques élémentaires,
concavité.
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Abstract

This thesis is devoted to the evolution problem for modified gravity theories. After having
explained this problem for General Relativity (GR), we present the n + 1 formalism for
f(R) theories, Brans-Dicke and scalar-tensor theories. We recall a known result: the Cauchy
problem for these theories is well-posed, and the constraint equations are reduced to those
of GR with a matter field.

Then we proceed to the same n+1 decomposition for Lovelock and f(Lovelock) theories,
the latter being an original result. We show that in the locally conformally flat time-
symmetric case, they can be written as the prescription of a sum of σk-curvatures. In
order to solve the prescription equation, we introduce a new family of homogeneous semi-
symmetric polynomials and prove some concavity results for those polynomials. We express
the following conjecture: if this is true, we are able to solve the prescription equation in
many cases. ∀ P,Q ∈ R[X], with degP = degQ = n,

P and Q are real-rooted =⇒
n∑
k=0

P (k)Q(n−k) is real-rooted.

Keywords: General Relativity, constraint equations, Cauchy problem, f(R), scalar-ten-
sor, Lovelock, f(Lovelock), σk-Yamabe, elementary symmetric polynomials, concavity.
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Introduction

Dès 1905, la théorie de la Relativité Restreinte (RR) apporta avec elle une idée profon-
dément originale : faire du temps une dimension commensurable à l’espace.

Auparavant, vers 1865, les lois de Maxwell avaient fait de la lumière une onde se pro-
pageant dans l’éther à une vitesse constante c. La mécanique de Newton prédisait que
lors d’un changement de référentiel inertiel, cette vitesse se transformait sous l’action du
groupe de Galilée ; elle était donc variable. Cependant, les expériences de Michelson et
Morley échouèrent à mettre en évidence cette variabilité. Au contraire, la vitesse de la
lumière semblait constante quel que fût le référentiel dans lequel elle était observée. Afin
de résoudre cette incompatibilité, la solution la plus simple était de modifier les lois de
Maxwell, plus récentes et moins éprouvées que celles de Newton ; c’est ce que firent par
exemple Lorentz et Poincaré.

Le saut conceptuel opéré par Einstein consista à faire l’inverse : conserver Maxwell et
modifier Newton. Donner à c un caractère absolu, et en priver du même coup le temps et
l’espace qui devenaient interchangeables. Une équation physique correcte ne devait donc
plus faire apparaître explicitement de coordonnées spatiales ou temporelles, mais être in-
variante sous les changements de référentiel spatio-temporel inertiels. Ces transformations
linéaires forment le groupe de Lorentz, qui joue ainsi pour la RR le rôle du groupe de
Galilée pour la mécanique de Newton.

Ce qui avait été montré pour des changements de référentiel inertiels dans le cadre
de la RR fut étendu à tous les changements de référentiel en 1915, par la théorie de la
Relativité Générale (RG). L’espace-temps plat fut considéré comme une variété lorent-
zienne plate, l’espace de Minkowski. Le groupe de Lorentz fut remplacé par le groupe des
difféomorphismes de cette variété. Mais plus encore, la RG permettait l’introduction de
la gravitation dans cette théorie, en lui donnant comme effet de courber l’espace-temps.
La variété plate fut remplacée par une variété lorentzienne quelconque. L’invariance re-
quise pour les expressions ayant un sens physique devenait une propriété géométrique : la
covariance, c’est-à-dire l’invariance sous l’action du groupe des difféomorphismes.

Les expressions covariantes rendent compte du fait qu’il n’existe pas de référentiel
privilégié dans la RG. Si l’on change de référentiel, l’expression est transformée et s’adapte
au nouveau référentiel. Elles sont donc la garantie d’un principe fondamental de la physique
du vingtième siècle, le principe de relativité. Cependant, elles ne permettent pas de réaliser
que la RG, comme la plupart des théories physiques, prescrit une évolution des quantités
physiques. Pour qu’il y ait évolution, il faut en effet qu’il y ait un temps par rapport auquel
évoluer.
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Un référentiel temporel, c’est-à-dire une famille d’horloges en chaque point de l’espace,
ne peut être choisi de façon unique. Il peut néanmoins être choisi. En gardant à l’esprit
que ce choix est arbitraire, on peut feuilleter la variété spatio-temporelle en une succession
de variétés spatiales, une fibration. Les équations de champ de la RG, qui sont un système
d’équations aux dérivées partielles (EDP), peuvent se décomposer sur cette fibration : il
s’agit du formalisme 3 + 1 de la RG. Dans la suite nous considérerons un espace-temps
de dimension quelconque, n+ 1.

Les équations projetées se divisent en deux parties : des équations de contrainte,
qui sont une condition nécessaire portant sur chaque hypersurface spatiale de dimension n
pour être compatible avec les équations de champ de l’espace-temps de dimension n + 1 ;
et des équations dynamiques, qui décrivent l’évolution des quantités physiques selon le
choix de référentiels temporels effectué. Deux questions se posent alors, que nous appelons
problème d’évolution.

? Peut-on résoudre les équations de contrainte ? Est-il possible d’imposer ces équations
à une hypersurface spatiale ?

? Ces équations, qui sont une condition nécessaire, sont-elles également suffisantes ?
Autrement dit, une fois donnée une hypersurface spatiale, peut-on la prolonger vers
le passé et le futur en un espace-temps vérifiant les équations de champ de la RG? De
façon unique ? Il s’agit du problème de Cauchy, ou problème des données initiales.

Il a été montré en 1952 par Y. Choquet-Bruhat [27] que dans le vide, le problème de
Cauchy pour la RG est bien posé. Cela a ensuite été étendu à d’autres sortes de champs
de matière.

Le fait d’avoir un problème de Cauchy bien posé est loin d’être la seule qualité de la
RG. Depuis sa découverte, la RG a fait preuve de nombreuses qualités, de par ses propriétés
théoriques comme sa cohérence avec les observations astronomiques. La détection récente
d’ondes gravitationnelles scelle la concordance entre cette théorie et presque toutes les
mesures qui ont pu être effectuées avec les outils dont l’humanité dispose.

Pourtant, dès ses débuts, la RG a subi de nombreuses tentatives de modifications, de
généralisations, d’extensions. L’une des raisons, et non la moindre, étant sans doute la
curiosité scientifique. Mais il existe des motivations plus précises, des questions qui sont
encore ouvertes aujourd’hui.

Venant du monde de l’observation, il reste à expliquer la nature de ce qui a été baptisé
matière noire et énergie sombre. La matière noire a été introduite pour rendre compte du
décalage entre la répartition de matière et d’énergie visibles calculée à partir des observa-
tions de l’univers à grande échelle, et celle prédite par la RG. L’énergie sombre, quant à
elle, est la densité d’énergie qui semble baigner l’ensemble de l’univers et provoquer une ac-
célération de son expansion. Le modèle standard de la cosmologie, qui intègre ces obscures
quantités, ne dit rien quant à leur nature.

En ce qui concerne le monde de la théorie, une théorie quantique de la gravitation qui
la rende compatible avec la théorie quantique des champs est encore à écrire.

À l’heure actuelle, la RG résiste étonnamment bien à toutes les tentatives de dépasse-
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ment. Dès qu’une théorie s’avère plus générale en un sens, rend compte d’une observation
ou présente une propriété théorique supplémentaire, elle pèche toujours par ailleurs – la
quête vaut cependant pour elle-même, car chacune de ces tentatives nous en apprend da-
vantage sur les propriétés de la RG et sur celles que l’on attend d’une « bonne » théorie
physique. Pour cette raison, la RG a succédé à la théorie de Newton et reste depuis un
siècle une référence indétrônée, la théorie canonique parmi les théories de la gravitation. Les
autres théories forment donc l’ensemble des théories de gravité modifiée par rapport à
la RG.

Contenu de la thèse

Cette thèse se veut une exploration de quelques familles de gravité modifiée. Loin d’être
exhaustif, j’ai observé pour chacune de ces familles sa décomposition n+1, son problème de
Cauchy et la résolution de ses équations de contrainte. La plupart des premiers résultats
étaient déjà dans la littérature. Les résultats originaux qui seront présentés ici ont été
rassemblés dans trois articles, [46], [48], [47], en cours de soumission.

Le nombre limité de lettres dans les alphabets latin et grecs, ainsi que les usages cano-
niques pour nommer des vecteurs, des lagrangiens, des dérivées de Lie et autre tenseurs,
rendent très difficile, pour ne pas dire impossible, de n’avoir aucune ambiguïté dans les
notations dès lors que l’on étudie différents aspects mathématiques de différentes théories
physiques. J’ai tenté de restreindre les inévitables conflits aux variables pour lesquelles les
possibilités de confusion sont faibles, et sollicite l’indulgence du lecteur pour ceux qui ont
échappé à ma vigilance. . . Dans la mesure du possible, les variables seront introduites au
fur et à mesure de leur utilisation.

La première famille de théories étudiées s’appuie sur l’écriture lagrangienne de la RG et
la généralise en aveugle, en remplaçant la courbure scalaire R par une fonction arbitraire
f de cette courbure, donnant naissance aux théories f(R).

Les équations de champ de f(R) peuvent être rendues équivalentes à celles d’une fa-
mille de théories plus large : Brans-Dicke. Dans ces théories, la constante de gravita-
tion universelle n’est plus constante, mais devient un champ scalaire pouvant varier dans
l’espace-temps.

La troisième famille est encore une extension de Brans-Dicke : la dynamique du champ
scalaire et le couplage avec la courbure scalaire y sont arbitraires. Il s’agit des théories
tenseur-scalaire (STT).

Dans le deuxième chapitre, nous exposons les résultats présents dans la littérature sur
le problème d’évolution de ces familles de théories. Nous nous appuyons en grande partie
sur l’article de revue de T. Sotiriou et V. Faraoni [85] en 2010 consacré aux théories f(R),
lui-même reprenant les travaux de M. Salgado des années 2000 sur les STT.

À partir du troisième chapitre, nous nous concentrons sur une autre famille : celle des
théories de Lovelock, et leur extension f(Lovelock). Ces théories introduites dans les an-
nées 1970 par D. Lovelock [55], [56] présentent un degré de généralité intéressant en grande
dimension, ce qui est le cas par exemple pour les théories des cordes ou la correspon-
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dance AdS/CFT. Par ailleurs, elles contiennent des termes aux propriétés géométriques
fascinantes : les intégrandes de Gauss-Bonnet-Chern. Elles n’ont encore été que peu
étudiées mathématiquement.

Le formalisme n + 1 était inconnu pour les théories f(Lovelock) ; il est dérivé au qua-
trième chapitre, qui partage le contenu de l’article [46]. Ensuite, nous mettons de côté le
problème de Cauchy et tentons la résolution mathématique des équations de contrainte
des théories de Lovelock. Les deux derniers chapitres sont consacrés à cette résolution.
Ces équations étaient connues depuis les années 1980, avec les articles de C. Teitelboim,
J. Zanelli [87] et Y. Choquet-Bruhat [15], mais n’avaient jamais été étudiées dans leur
signification géométrique.

En effet, dans la mesure où les équations de champ font intervenir la courbure de
l’espace-temps, les équations de contrainte font intervenir la courbure de l’hypersurface
spatiale. Plus exactement, elles sont une prescription de cette courbure, étant donnée la
répartition d’énergie et de quantité de mouvement. Dans le cas de la RG, la courbure
prescrite est tout simplement la courbure scalaire ; la recherche d’une solution dans une
classe conforme donnée lie donc les équations de contrainte au problème de Yamabe. Ce
problème consiste à chercher une solution conforme à une prescription de courbure. Pour
les théories de Lovelock, la courbure prescrite est une combinaison linéaire de σk-courbures ;
il s’agit donc d’une extension du problème de σk-Yamabe.

Le problème de σk-Yamabe n’est étudié que depuis l’article originel de J. Viaclovsky
[90] dans les années 2000. Pour résoudre son extension à une combinaison linéaire, nous
utilisons un théorème de A. Li et Y. Y. Li [51] qui nécessite la concavité de la fonction
prescrite. Ceci nous amène, dans le cinquième chapitre, à établir un certain nombre de
propriétés de concavité et de conjectures pour les polynômes symétriques élémentaires σk ;
ces travaux sont ceux de l’article [47]. Nous appliquons au sixième chapitre ces résultats
aux équations de contrainte des théories de Lovelock, puis utilisons un autre raisonnement
basé sur un théorème de fonctions implicites, pour les résoudre dans certains cas. L’article
[48] présente ce lien entre l’origine physique du problème de σk-Yamabe généralisé et sa
résolution.

En guise de conclusion, nous avons rassemblé les résultats originaux et certaines des
nombreuses questions encore ouvertes sur ce sujet.

Mais avant d’étudier le problème d’évolution pour les théories de gravité modifiée,
commençons par l’expliciter pour la RG. Il s’agit de notre premier chapitre.
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Chapitre 1

Le formalisme n + 1

de la Relativité Générale
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1.1. LES ÉQUATIONS DE CHAMP DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

1.1 Les équations de champ de la Relativité Générale

Afin d’exposer le formalisme n + 1 de la RG, nous reprenons en partie les termes de
l’article de R. Bartnik et J. Isenberg [5], et les notations de T. Torii et H. Shinkai [88]. Les
autres énoncés invoqués dans ce chapitre sont des résultats connus de géométrie.

1.1.1 Notations

Nous représentons l’espace-temps par une variété sans bord (V, g) de dimension n+ 1,
n ∈ N correspondant à la dimension spatiale. La métrique g est supposée lorentzienne,
c’est-à-dire ayant pour signature (−1,+n). Nous choisissons des coordonnées locales (ξµ),
et nous écrivons

∂µ =
∂

∂ξµ
le champ de vecteurs associé à ξµ,

gµν les coefficients de la métrique g,
gµν les coefficients de son inverse g−1,
δνµ = gνµ le symbole de Kronecker,
|g| = det gµν le déterminant de (gµν),

L la dérivée de Lie sur V,
D[g] la dérivée covariante, ou connexion de Levi-Civita de g,

Γ[g]σµν le symbole de Christoffel de g,
‖ · ‖g la norme associée à g,

R[g]µνρσ le tenseur de Riemann de g,
R[g]µν le tenseur de Ricci de g,

R[g] la courbure scalaire de g,
G[g]µν le tenseur d’Einstein de g,
�[g] = D[g]µD[g]µ le d’alembertien de g,
dvg =

√
−|g|dn+1ξ l’élément de volume de (V, g).

Nous utilisons la convention d’Einstein de sommation des indices répétés. Les coeffi-
cients des tenseurs sont écrits par rapport aux coordonnées locales (ξµ). La dépendance
en g est omise en l’absence d’ambiguïté. Nous choisissons pour le tenseur de Riemann la
convention de signe opposée à celle de [5].

La notation [g] désigne les fonctionnelles, qui peuvent dépendre de g, de ses intégrations
et de ses dérivées. Les fonctions simples sont notées entre parenthèses.

À l’exception des métriques et des champs de vecteurs, un tenseur

T = T β1...
α1... dξα1 ⊗ . . .⊗ ∂β1 ⊗ . . .

sera préférablement désigné par ses coordonnées T β1...
α1... lorsque les coordonnées locales

(ξµ) sont clairement fixées. T désignera alors sa trace scalaire.

La dérivée covariante selon ξµ d’un tenseur T β1...
α1... sera notée indifféremment

DµT
β1...

α1... =: T β1...
α1... |µ.
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La dérivée simple sera notée avec une virgule :

∂µT
β1...

α1... =: T β1...
α1... ,µ.

La dérivée totale d’une fonctionnelle L[g] par rapport à gµν sera écrite

δL

δgµν
.

Nous notons

c la vitesse de la lumière dans le vide,
G la constante universelle de gravitation,

κ =
8πG
c4

la constante d’Einstein,
Λ la constante cosmologique.

Le cas physique classique correspond à n = 3. Nous choisissons la convention c = 1, de
sorte que le temps et l’espace ont la même dimension physique.

Dans la mécanique classique, un lagrangien a la dimension d’une énergie ; une ac-
tion est l’intégrale le long d’un intervalle de temps d’un lagrangien. Lorsque l’on écrit
une action comme une intégrale sur un espace-temps, l’intégrande est alors une densité
lagrangienne. Le principe de moindre action appliqué à une action S stipule que les tra-
jectoires classiques minimisent S, ou de façon plus générale en sont des points critiques.
Cette approche faisant le lien entre les solutions d’un problème physique et les variations
d’une action S vue comme une fonctionnelle est dite variationnelle.

C’est par cette approche que nous aborderons les théories de gravitation.

1.1.2 Action d’Einstein-Hilbert

Définition 1.1.1. La RG dans le vide peut être représentée de façon concise par l’action
d’Einstein-Hilbert :

SEH[g] :=
1

2κ

∫
V

R[g] dvg. (1.1)

Introduisons une variation infinitésimale δgµν de l’inverse de la métrique, et calculons
la variation de la fonctionnelle δSEH qui s’ensuit :

δSEH =
1

2κ

∫
V
δ(R[g]

√
−|g|) dn+1ξ.

Nous devons rappeler les relations classiques suivantes :

gµν(δRµν) = Dµ (gρσD
µ(δgρσ)−Dν(δgµν)) , (1.2)

δ(
√
−|g|) = −1

2

√
−|g|gµνδgµν . (1.3)
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Alors,

δSEH =
1

2κ

∫
V
δ(gµνRµν

√
−|g|) dn+1ξ

=
1

2κ

∫
V

[
gµν(δRµν)

√
−|g|+ (δgµν)Rµν

√
−|g|+ R(δ

√
−|g|)

]
dn+1ξ

=
1

2κ

∫
V

[
Dµ

(
gρσD

µ(δgρσ)−Dν(δgµν)
)√
−|g|

+ (δgµν)Rµν

√
−|g| − 1

2
R
√
−|g|gµνδgµν

]
dn+1ξ.

Le premier terme peut s’écrire∫
V
Dµ

(
gρσD

µ(δgρσ)−Dν(δgµν)
)

dvg,

qui est l’intégrale d’une divergence et se réduit donc à un terme de bord. Si nous choisissons
la variation δgµν à support compact, ce terme s’annule et nous obtenons

δSEH =
1

2κ

∫
V

[
Rµν −

1

2
Rgµν

]
δgµν dv

=

(
1

2κ

∫
V
Gµν dv

)
δgµν .

Or g est un point critique, ou point stationnaire, de SEH si et seulement si δSEH[g] s’annule
pour toute variation δgµν . SEH est une fonctionnelle ne dépendant que du germe de g en
chaque point, donc on peut se restreindre aux variations à support compact. On obtient
les équations de la RG dans le vide.

Proposition 1.1.2. g est un point critique de SEH si et seulement si elle est solution des
équations de champ d’Einstein dans le vide :

Gµν = 0. (1.4)

1.1.3 Matière et énergie

La matière et l’énergie peuvent être ajoutées à cette action sous la forme d’une autre
fonctionnelle :

Smat[g,Ψ] =

∫
V
Lmat[g,Ψ] dn+1ξ,

où Ψ représente l’ensemble des champs de matière et d’énergie. Nous posons

Tµν := − 2√
−|g|

δLmat

δgµν
. (1.5)

Il s’agit du tenseur d’énergie-impulsion associé à Smat[g,Ψ]. En considérant la nouvelle
action :

SRG[g,Ψ] := SEH[g] + Smat[g,Ψ], (1.6)

nous pouvons procéder à la même dérivation que pour les équations dans le vide et trouver
que :
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Proposition 1.1.3. g est un point critique de SRG si et seulement si elle obéit aux équa-
tions d’Einstein en présence de matière, ou équations de la Relativité Générale :

Gµν = κTµν . (1.7)

1.1.4 Champ scalaire

Comme premier exemple de champ de matière, nous pouvons considérer un champ
scalaire φ, dont la dynamique est définie par l’action

Ssf[g, φ] :=

∫
V
Lsf[g, φ] dn+1ξ =

∫
V
−
[

1

2
gµνDµφDνφ+ V (φ)

]√
−|g| dn+1ξ, (1.8)

où V (φ) est la fonction de potentiel dont dépend la dynamique du champ scalaire en
fonction des modèles : Klein-Gordon, φ4, sinus-Gordon. . .

Lemme 1.1.4. Le tenseur d’énergie-impulsion associé à Ssf est

Tµν = − 2√
−|g|

δLsf

δgµν

=
2√
−|g|

[
1

2
DµφDνφ

√
−|g| − 1

2

(
1

2
gαβDαφDβφ+ V (φ)

)
gµν
√
−|g|

]
= DµφDνφ−

(
1

2
gαβDαφDβφ+ V (φ)

)
gµν . (1.9)

1.1.5 Constante cosmologique

Un autre exemple de champ extrêmement répandu parmi les modèles cosmologiques
est celui de la constante cosmologique Λ : un champ d’énergie constant en tout point.

SCC[g] :=
1

2κ

∫
V

(−2Λ) dvg.

Proposition 1.1.5. En ajoutant cette action à SRG, nous obtenons les équations de champ
suivantes :

Gµν + Λgµν = κTµν . (1.10)

Dans la suite nous absorberons SCC dans Smat.

1.2 Décomposition n+ 1 de la Relativité Générale

Comme expliqué en introduction, notre objectif est maintenant de mettre ces équations
de champ sous la forme d’équations d’évolution ; c’est le cas par exemple quand on passe
d’une formulation lagrangienne à une formulation hamiltonienne.
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1.2.1 Notations

Précisons quelques définitions.

Définition 1.2.1. Soit m ∈ V. Un vecteur v ∈ TmV tangent à V en m est dit :

? de genre temps si g(v, v) < 0 ;

? de genre lumière si g(v, v) = 0 ;

? de genre espace si g(v, v) > 0.

En chaque point m de V, le cône isotrope de g est appelé cône de lumière. Il enveloppe
la réunion de deux cônes convexes d’origine m. Nous supposerons que l’on peut choisir l’un
de ces deux cônes continûment sur V : on dit alors que V est temporellement orientable.
Ce choix de cône convexe, arbitraire, partitionne les cônes convexes de g et les vecteurs de
genre temps qu’ils contiennent selon deux ensembles baptisés passé et futur.

Définition 1.2.2. Une hypersurface de V est une sous-variétéM⊂ V de codimension 1.
Elle est dite de genre espace, ou spatiale, si la métrique induite γ := i∗g (où i :M ↪→ V)
est riemannienne, ie. définie positive.

Pour une fonction f : V → R, on appelle hypersurfaces de niveau de f les hypersurfaces
f−1({x}), x ∈ R.

On peut alors montrer que

Proposition 1.2.3. M ⊂ V est de genre espace si et seulement si pour tout m ∈ M, il
existe un vecteur unitaire u ∈ TmV normal àM et de genre temps.

L’une des caractéristiques de la formulation lagrangienne de la RG vue précédemment
est d’être n + 1-covariante, ie. d’être invariante sous les difféomorphismes préservant la
géométrie lorentzienne de V. Ce sont les changements de référentiel spatio-temporel, sous
lesquels le genre d’un vecteur est conservé.

Une formulation hamiltonienne décrit en revanche une évolution de chaque point selon
un référentiel temporel fixé. Elle peut être n-covariante en espace, mais pas en temps, et
nécessite le choix a priori de cette famille de référentiels temporels. Ce choix correspond à
celui d’une fonction temps t ∈ C1(V → R) qui vérifie les deux conditions suivantes :

? ∂t, le gradient de t, est en tout point de genre temps et dirigé vers le futur ;

? les hypersurfaces de niveau de t forment une fibration de V.

Ces hypersurfaces sont alors transverses à ∂t, donc de genre espace. On peut les munir de
coordonnées locales xi ; en rebaptisant x0 := t, on obtient des coordonnées locales pour V :
(x0, xi).

27



1.2. DÉCOMPOSITION N + 1 DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

Figure 1.1 – Plongement deM dans V, transverse au cône de lumière.

Soit t0 ∈ R un temps fixé. Nous écrivons

M = t−1({t0}) l’hypersurface de niveau de t0,
i :M ↪→ V l’injection deM dans V,
γ = i∗g la métrique riemannienne induite par g surM,

(t =: x0, xi) les coordonnées locales sur V,

γij les coefficients de la métrique γ,
∇[γ] la connexion de Levi-Civita de γ,

Γ[γ]kij le symbole de Christoffel de γ,
‖ · ‖γ la norme associée à γ,

R[γ]ijkl le tenseur de Riemann de γ,
R[γ]ij le tenseur de Ricci de γ,

R[γ] la courbure scalaire de γ,
∆[γ] = ∇[γ]i∇[γ]i le laplacien de γ,
dvγ =

√
|γ|dnx l’élément de volume de (M, γ).

Les indices latins parcourent 1 à n, les indices grecs 0 à n. Les coefficients des tenseurs
sont écrits dans les coordonnées locales (xi). La dépendance en γ est omise si elle n’est pas
nécessaire.

Nous écrivons

uµ le champ de vecteurs unitaire normal àM,
de genre temps, pointant vers le futur,

uµ =:
1

N

(
1,−Xi

)
les coordonnées de uµ dans la base (∂t, ∂i),

N est alors nommé le lapse,
Xi est alors nommé le shift .

ε = uµuµ = ±1 Ici, uµ est de genre temps, donc ε = −1.
Si uµ était de genre espace, nous aurions ε = +1.

uµ = (εN, 0) la 1-forme associée à uµ par g.
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Figure 1.2 – Système binaire de trous noirs en rotation. La surface colorée représente le plan orbital,
sa hauteur la courbure de l’espace, sa couleur la dilatation du temps (le lapse), ses flèches l’entraînement
de l’espace (le shift).

Crédits : SpEC simulation, Harald Pfeiffer (CITA) et Caltech/Cornell.

L’intérêt de garder ε à la place de −1 est de garder visible l’origine géométrique des nom-
breux −1 qui apparaîtront dans les équations suivantes. Nous empruntons cette notation
à [88].

Introduisons

γνµ := gνµ − εuµuν le projecteur orthogonal de TV sur TM.
En particulier,

γνµu
µ = 0, γνµγ

µ
ρ = γνρ , γνi = gνi = δνi .

γνµ peut être utilisé pour relier D[g] à ∇[γ] : si
T α1...
β1...

est un tenseur, on a

∇[γ]µT
β1...

α1... = γνµγ
µ1
α1
. . . γβ1ν1 . . . D[g]νT

ν1...
µ1... .

Kµν := ∇µuν = γαµγ
β
νDαuβ la seconde forme fondamentale deM.

Également appelée courbure extrinsèque, il s’agit
d’une 2-forme symétrique.

Il existe d’autres définitions équivalentes pour Kµν , par exemple :

Proposition 1.2.4.

Kµν =
1

2
Luγµν . (1.11)

Démonstration. La preuve est un résultat classique de géométrie différentielle. D est la
connexion de Levi-Civita de g, donc pour tous champs de vecteurs U, V,W ∈ TV, on a

(LW g)(U, V ) = g(DUW,V ) + g(U,DVW ). (1.12)
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Ainsi

2Dµuν = Dµuν +Dνuµ = (Lug)(∂µ, ∂ν)

= u.gµν − g([u, ∂µ], ∂ν)− g(∂µ, [u, ∂ν ])

=
1

N
[(∂t −X).gµν − g([∂t −X, ∂µ], ∂ν)− g(∂µ, [∂t −X, ∂ν ])]

=
1

N
[∂t.gµν − (X.gµν − g([X, ∂µ], ∂ν)− g(∂µ, [X, ∂ν ]))]

=
1

N

[
∂t.gµν − (LXg)µν

]
= (Lug)µν

= (Luγ)µν + εuµ (Luu)ν + εuν (Luu)µ .

On projette sur TM :

2Kµν = 2γαµγ
β
νDαuβ

= γαµγ
β
ν

[
(Luγ)αβ + εuα (Luu)β + εuβ (Luu)α

]
= γαµγ

β
ν (Luγ)αβ

= (Luγ)µν

car γ étant la métrique induite surM, orthogonale à uµ, on a Luγ ⊥ u.

1.2.2 Formalisme ADM

Nous pouvons maintenant écrire la décomposition n+1, ou formalisme Arnowitt-Deser-
Misner (ADM) de la RG. Elle consiste à projeter les équations de champ (1.7) sur M et
uµ. Il nous faut encore introduire :

E := Tαβu
αuβ la densité d’énergie,

Jµ := εγαµTαβu
β la densité de moment, ou de

quantité de mouvement,

Sµν := γαµγ
β
ν Tαβ la densité du tenseur des contraintes.

De sorte que
Tµν = Sµν + Jµuν + Jνuµ + Euµuν . (1.13)

La même décomposition peut être effectuée sur R[g]µνρσ, en utilisant :

l’équation de Gauss : γµαγ
ν
βγ

ρ
γγ

σ
δ R[g]µνρσ = R[γ]αβγδ − ε (KαγKβδ −KαδKβγ)

=: Mαβγδ, (1.14)

l’identité de Codazzi : εγµαγ
ν
βγ

ρ
γR[g]µνρσu

σ = ε (∇[γ]αKβγ −∇[γ]βKαγ)

=: Nαβγ , (1.15)
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l’équation de Mainardi : γµαγ
ρ
γR[g]µνρσu

νuσ = −LuKαγ +KατK
τ
γ − ε

∇[γ]α∇[γ]γN

N
=: Oαγ . (1.16)

Nous reprenons pour M et N les notations de [88] et les avons étendues à O.
Remarquons que Nαβγ est antisymétrique en α↔ β, tandis que Oαγ est symétrique en

α↔ γ.
Nous écrivons :

Mγδ
αβ := M γδ

αβ = Mγδ
αβ, Nγ

αβ := N γ
αβ ,

Oβ
α := O β

α = Oβ
α, Nαβ

γ := Nαβ
γ .

Enfin, nous posons :

Nµνρσ := Nµνρuσ + Nνµσuρ + Nρσµuν + Nσρνuµ,

Oµνρσ := Oµρuνuσ −Oµσuνuρ −Oνρuµuσ + Oνσuµuρ.

Nous obtenons alors
R[g]µνρσ = Mµνρσ + Nµνρσ + Oµνρσ, (1.17)

où Mαβγδ, Nαβγδ et Oαβγδ ont les symétries de Rαβγδ. Calculons maintenant les contractions
de ces tenseurs par rapport à gµν :

Mµρ := gνσMµνρσ = γνσMµνρσ = R[γ]µρ − ε
(
KKµρ −KµτK

τ
ρ

)
,

M := gµρMµρ = R[γ]− ε
(
K2 −KαβK

αβ
)
,

Nν := gµρNµνρ = ε (DτK
τ
ν −DνK) ,

Nµρ := gνσNµνρσ = Nµuρ + Nρuµ,

N := gµρNµρ = 0,

O := gµρOµρ = −LuK −Kν
µK

µ
ν − ε

∆N

N
,

Oµρ := gνσOµνρσ = εOµρ + Ouµuρ,

O := gµρOµρ = 2εO.

Précisons pour finir les relations suivantes :

uµNµνρσ = εNσρν ,

uµNµρ = εNρ,

uµOµνρσ = −εOνρuσ + εOνσuρ,

uµOµρ = εOuρ.

Nous pouvons alors décomposer le tenseur d’Einstein Gµν selon (1.17) :

Gαβ = R[g]αβ −
1

2
R[g]gαβ

= Mαβ −
1

2
Mgαβ + Nαβ −

1

2
Ngαβ + Oαβ −

1

2
Ogαβ,
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et calculer

Gαβu
αuβ = −ε

2
M, (1.18)

εγαµGαβu
β = Nµ, (1.19)

γαµγ
β
νGαβ = Mµν −

1

2
Mγµν + ε (Oµν −Oγµν) . (1.20)

Ainsi les équations de champ (1.7) sont équivalentes à

Gαβu
αuβ = κE,

εγαµGαβu
β = κJµ,

γαµγ
β
νGαβ = κSµν ,

ie.

R[γ]− ε
(
K2 −KijK

ij
)

= −2εκE, (contrainte hamiltonienne) (1.21)

ε
(
∇[γ]jK

j
i −∇[γ]iK

)
= κJi, (contraintes de moment) (1.22)

Gij = κSij . (équations dynamiques) (1.23)

Les deux premières lignes sont appelées équations de contrainte. Elles sont une condition
nécessaire portant sur une hypersurface spatiale munie de sa métrique et de sa courbure
extrinsèque (M, γij ,Kij), ie. de ses deux formes fondamentales, pour être la restriction sur
une tranche d’un espace-temps (V, gµν) vérifiant les équations d’Einstein (1.7).

La troisième ligne (1.23) est un système nommé équations dynamiques, dans la
mesure où elle décrit l’évolution de (γij ,Kij) selon uµ, et donc selon ∂t.

1.3 Le problème de Cauchy

1.3.1 Problème bien posé

Les conditions (1.21, 1.22) sont-elles également suffisantes ? Cette question est appelée
le problème de Cauchy pour la RG. Donnons-en une définition plus précise.

Définition 1.3.1 (cf. [5] et [16]). Une donnée initiale est un triplet (M, γij ,Kij) oùM
est une variété de dimension n, γij sa métrique riemannienne etKij un 2-tenseur symétrique
surM.

Un développement d’une donnée initiale est un espace-temps (V, gµν) tel que

i :M ↪→ V, γ = i∗g, Kij est la seconde forme fondamentale de i(M) ⊂ V.

Le problème de Cauchy pour la RG est dit bien posé si pour tout choix d’une donnée
initiale suffisamment régulière vérifiant les équations de contrainte (1.21, 1.22), il existe
un développement qui vérifie les équations de la RG (1.7), et si l’application associant la
donnée à son développement est continue.
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Remarque 1. Un problème bien posé assure l’existence locale d’une solution autour de
la donnée initiale. Montrer l’existence d’une solution globale est un travail autrement plus
difficile, que nous n’aborderons pas ici.

Ainsi, maintenant que la décomposition n + 1 est faite, le problème d’évolution de la
RG se divise en deux parties.

? La détermination d’une donnée initiale, c’est-à-dire la résolution des équations de
contrainte (1.21, 1.22). Ces équations forment un système couplé d’EDP non linéaires,
que l’on tâche de mettre sous forme elliptique pour le résoudre. Ce sera l’objet de la
section 1.4.

? La propagation de cette donnée initiale en un espace-temps vérifiant les équations
d’Einstein (1.7). L’objectif est d’écrire les équations dynamiques (1.23) sous forme
hyperbolique, afin d’obtenir un problème de Cauchy bien posé. C’est ce que nous
allons étudier maintenant.

Le résultat fondamental suivant a été montré en 1952 par Y. Choquet-Bruhat.

Théorème 1.3.2 ([27]). Le problème de Cauchy pour les équations d’Einstein dans le vide
(1.4) est bien posé.

Idée de la démonstration. Nous ne donnons qu’une idée rapide de la démonstration
que l’on peut trouver dans [5].

Dans le vide, Tµν = 0, les équations de la RG se ramènent à Gµν = 0, soit

R[g]µν = 0. (1.24)

Ce système est linéaire en les dérivées de la métrique g, mais pas hyperbolique. On peut
le rendre hyperbolique en lui ajoutant la dérivée de Lie de g selon un champ de vecteurs
Wµ à choisir convenablement. En posant

ρ[g]µν := R[g]µν +
1

2
LW gµν ,

on peut choisir W de sorte que ρ[g]µν = 0 soit hyperbolique. Cependant, les solutions de
ρ[g]µν = 0 ne sont pas celles de R[g]µν = 0. On introduit alors des coordonnées vérifiant
�xµ = 0 ; on les appelle coordonnées harmoniques. En définissant Wµ à partir de ces
coordonnées, il est possible de lui imposer de valoir 0 en t = t0 tout en vérifiant le système
hyperbolique

�W ν + Rν
µW

µ = 0

qui se déduit en quelques lignes de ρ[g]µν = 0, et qui garantit que Wµ reste nul en tout
temps. Cette valeur initiale de Wµ s’obtient par un choix judicieux de ∂tg0ν en t = t0.

Remarque 2. Dans cette construction, les valeurs initiales du lapse et du shift, g0ν(t0),
peuvent être choisies arbitrairement ; contrairement à leurs valeurs aux temps t 6= t0 qui
sont déterminées par les équations d’évolution.

Il est toutefois possible de montrer que les développements issus de la même donnée
initiale (M, γij ,Kij) pour des valeurs différentes de lapse et de shift sont isométriques dans
un voisinage deM, ce qui garantit l’unicité du développement.
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Depuis, il a été montré que le problème de Cauchy de la RG est bien posé pour certains
types de matière, en fonction de la nature de Tµν . Cela a également été prouvé pour
certaines théories de gravitation autre que la RG, comme nous le verrons dans le chapitre
2.

1.3.2 Problème bien formulé

Une autre façon de montrer qu’un problème d’évolution est bien posé est de le mettre
sous une forme canonique. Nous reprenons ici un vocabulaire classique d’EDP que l’on
peut trouver dans [42], [82], ou encore [79].

Définition 1.3.3. Un problème est dit bien formulé s’il peut se mettre sous la forme
d’un système d’EDP quasi-linéaire du premier ordre, ie. d’équations du premier ordre en
les dérivées spatiale et temporelles des variables. Cela revient à écrire le problème sous la
forme

∂t
−→u +M iDi

−→u =
−→
S (−→u ). (1.25)

LesM i sont appeléesmatrices caractéristiques du système.
−→
S (−→u ) représente les termes

sources : il s’agit d’une fonction, qui ne dépend que des valeurs des variables en un point,
et non d’une fonctionnelle, qui pourrait éventuellement dépendre de leurs dérivées.

Lorsque les matrices M i vérifient :

(i) pour tout vecteur si, la matrice siM i est à valeurs propres réelles mais n’est pas
diagonalisable ;

(ii) pour tout vecteur si, la matrice siM i est à valeurs propres réelles, diagonalisable, et
respecte certaines bornes (cf. [79]) ;

(iii) les M i sont symétriques réelles ;

le système est alors dit

(i) faiblement hyperbolique ;

(ii) fortement hyperbolique ;

(iii) symétrique hyperbolique.

Dans les deux derniers cas, on peut résoudre le problème par propagation de la donnée
initiale :

Proposition 1.3.4 ([50]). Un problème qui peut se mettre sous la forme d’un système
fortement hyperbolique ou symétrique hyperbolique est bien posé.

Mettre un problème sous forme bien posée revient surtout à éliminer les dérivées d’ordre
supérieur à deux, et à choisir des variables qui vérifient un système d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre qui soient linéaires en ces dérivées.

Nous allons voir dans quelle mesure cette méthode s’applique à la RG.
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1.3.3 Dynamique de γij et Kij

Commençons par réécrire les équations dynamiques (1.23) en des équations du premier
ordre en temps sur γij et Kij .

Proposition 1.3.5. Si (M, γij ,Kij) est une hypersurface de genre espace d’un espace-
temps (V, gµν), on a

∂

∂t
γij = 2NKij + LXγij , (1.26)

∂

∂t
Kij = LXKij − ε∇[γ]2ijN − εN

(
R[g]ij − R[γ]ij − 2εKk

i Kkj + εKKij

)
. (1.27)

Démonstration. Il s’agit d’un résultat classique, que l’on peut par exemple trouver dans
[5].

La première équation est simplement une réécriture de la proposition 1.2.4 :

Kµν =
1

2
Luγµν ,

en se rappelant que dans la base (∂xµ), uµ a par définition pour coordonnées

uµ =
1

N

(
1,−Xi

)
.

La deuxième équation se déduit de l’équation de Mainardi (1.16) :

γµαγ
ρ
γR[g]µνρσu

νuσ = −LuKαγ +KατK
τ
γ − ε

∇[γ]α∇[γ]γN

N
.

On a en effet, en utilisant également l’équation de Gauss (1.14),

γµαγ
ρ
γR[g]µνρσu

νuσ = γµαγ
ρ
γR[g]µνρσε (gνσ − γνσ)

= εγµαγ
ρ
γR[g]µρ − εγµαγργγνβγσδ R[g]µνρσγ

βδ

= εγµαγ
ρ
γR[g]µρ − ε

[
R[γ]αβγδ − ε (KαγKβδ −KαδKβγ)

]
γβδ

= εγµαγ
ρ
γR[g]µρ − εR[γ]αγ +

(
KKαγ −Kβ

αKβγ

)
.

Ainsi, (1.16) devient

NLuKij = −N
[
εR[g]ij − εR[γ]ij +

(
KKij −Kk

i Kkj

)]
+NKk

i Kkj − ε∇[γ]2ijN

= −ε∇[γ]2ijN − εN
[
R[g]ij − R[γ]ij − 2εKk

i Kkj + εKKij

]
.

Nous pouvons assez facilement aller plus loin dans cette formulation en explicitant
presque toutes les dérivées premières en espace ; le système obtenu s’applique alors aux
variables (γij ,Kij ,K).
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Proposition 1.3.6.

∂tγij −X l∂lγij =

2NKij + γil∂jX
l + γlj∂iX

l, (1.28)

∂tKij −X l∂lKij + ε∇[γ]2ijN − εNR[γ]ij =

Kil∂jX
l +Klj∂iX

l (1.29)

+N
(

2Kk
i Kkj −KKij

)
− εN

([
κSij −

κ

n− 1
(S + εE) γij

])
,

∂tK −X l∂lK + ε∆[γ]N +NKijK
ij =

εN
κ

n− 1
[S − ε(n− 2)E] . (1.30)

Démonstration. Partons de la proposition 1.3.5.

? γij : L’équation (1.12) permet d’écrire

LXγij = ∇[γ]iXj +∇[γ]jXi, (1.31)

donc (1.26) s’écrit

∂

∂t
γij = 2NKij +∇[γ]iXj +∇[γ]jXi. (1.32)

Cependant, cette expression utilise des dérivées covariantes ∇[γ] qui dépendent de
γij . Nous allons donc plutôt développer la dérivée de Lie de γij :

LXγij = X.γ(∂i, ∂j)− γ(∂i,LX∂j)− γ(LX∂i, ∂j)
= X(γij)− γil(LX∂j)l − γlj(LX∂i)l

= X l∂lγij + γil∂jX
l + γlj∂iX

l, (1.33)

en utilisant le fait que
LX∂k = −

(
∂kX

l
)
∂l.

On obtient donc

∂

∂t
γij = 2NKij +X l∂lγij + γil∂jX

l + γlj∂iX
l. (1.34)

? Kij : Prenons la trace des équations d’Einstein (1.7) pour calculer R[g]ij .

G[g]µν = R[g]µν −
1

2
R[g]gµν = κTµν ,

−n− 1

2
R[g] = κT,
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d’où
R[g]µν = κTµν +

1

2
R[g]gµν = κTµν −

κ

n− 1
Tgµν .

Projetons sur TM :

γµi γ
ν
j R[g]µν = κγµi γ

ν
j

(
Tµν −

1

n− 1
Tgµν

)
= κSij −

κ

n− 1
Tγij .

Nous avions décomposé Tµν en (1.13) selon

Tµν = Sµν + Jµuν + Jνuµ + Euµuν ,

donc
T = S + εE. (1.35)

Ainsi,
γµi γ

ν
j R[g]µν = κSij −

κ

n− 1
(S + εE) γij . (1.36)

Nous pouvons utiliser le même calcul qu’en (1.33) pour développer la dérivée de Lie
de Kij :

LXKij = X l∂lKij +Kil∂jX
l +Klj∂iX

l, (1.37)

et réécrire ensuite l’équation (1.27) de la dynamique de Kij .

∂

∂t
Kij = LXKij − ε∇[γ]2ijN − εN

(
R[g]ij − R[γ]ij − 2εKk

i Kkj + εKKij

)
= X l∂lKij +Kil∂jX

l +Klj∂iX
l − ε∇[γ]2ijN (1.38)

− εN
([
κSij −

κ

n− 1
(S + εE) γij

]
− R[γ]ij − 2εKk

i Kkj + εKKij

)
.

? K : Écrivons la dynamique de K :

∂

∂t
K =

∂

∂t

(
Kijγ

ij
)

= (∂tKij) γ
ij +Kij

(
∂tγ

ij
)

=

[
LXKij − ε∇[γ]2ijN

− εN
([
κSij −

κ

n− 1
(S + εE) γij

]
− R[γ]ij − 2εKk

i Kkj + εKKij

)]
γij

−Kijγ
iaγjb

∂

∂t
γab

= γijLXKij −Kab (2NKab + LXγab)

− ε∆[γ]N − εN
(

κ

n− 1
[−S − εnE]− R[γ]− 2εKk

i K
i
k + εK2

)
= γijLXKij +KijLXγij

− ε∆[γ]N − εN
(

κ

n− 1
[−S − εnE]− R[γ] + εK2

)
.
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Or, la contrainte hamiltonienne (1.21) donne

R[γ] = ε
(
K2 −KijK

ij
)
− 2εκE,

d’où

∂

∂t
K = LXK − ε∆[γ]N − εN

(
κ

n− 1
[−S + ε(n− 2)E] + εKijK

ij

)
= X l∂lK − ε∆[γ]N −NKijK

ij + ε
κ

n− 1
N [S − ε(n− 2)E] . (1.39)

Ce système contient encore des dérivées spatiales du second ordre : en ∇[γ]2ijN et
R[γ]ij . Nous avons cependant pris la peine de l’écrire car il en sera fait usage pour l’étude
des théories tenseur-scalaire dans le prochain chapitre.

Il est possible d’aller encore plus loin en introduisant de nouvelles variables correspon-
dant aux dérivées premières de γ et d’écrire l’ensemble des équations dynamiques de la RG
comme un système du premier ordre de la forme (1.25). On montre ainsi que le problème
d’évolution est bien formulé en général. Selon la nature de la matière présente en S et E,
on peut ensuite montrer que le problème est bien posé. Ce travail est effectué par exemple
dans [42] et [82].

Bien que le caractère bien posé du problème de Cauchy de la RG ait déjà été établi
depuis les années 1950, les formulations du premier ordre suscitent un intérêt nouveau
depuis les années 1990-2000. Elles s’avèrent en effet bien adaptées aux schémas numériques
de modélisation de la RG.

Après avoir abordé la propagation d’une donnée initiale par les équations de la RG,
penchons-nous sur la construction de cette donnée initiale.

1.4 Résolution des équations de contrainte

Les équations de contrainte (1.21, 1.22) sont des conditions nécessaires que doit remplir
une donnée initiale (M, γij ,Kij) pour pouvoir donner lieu à un développement vérifiant
les équations d’Einstein. Lorsque le problème de Cauchy est bien posé, nous avons vu
que ces conditions sont également suffisantes. Ainsi, la construction d’une donnée initiale
compatible avec la RG est synonyme de résolution des équations de contrainte.

Ces équations sont sous-déterminées. Elles consistent en n+ 1 équations pour n(n+ 1)
inconnues : les coordonnées des tenseurs symétriques γij et Kij . L’idée alors est de séparer
les variables en deux groupes : des données déterminées, et des données libres. On réécrit
les équations de contrainte en un système portant sur les données déterminées ; puis on fixe
arbitrairement les données libres, et on cherche à résoudre le système.

La méthode principalement utilisée pour résoudre les équations de contrainte est la
méthode conforme : la métrique que l’on souhaite obtenir, γ, sera recherchée dans la
classe conforme d’une métrique choisie arbitrairement. L’intérêt est d’obtenir une EDP
elliptique sur le facteur conforme et de restreindre ainsi le problème.
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Nous allons présenter cette méthode, en reprenant les notations de [5] pour la méthode
conforme A, ou semi-decoupling split. D’autres approches existent.

1.4.1 Formulaire et notations

Commençons par introduire les notations et rappeler quelques formules classiques de
changement de métrique conforme.

Définition 1.4.1. Soit η ∈ S2
++ (T ∗M⊗ T ∗M) une métrique surM. Nous écrivons

2∗ =
2n

n− 2
l’exposant critique dans le

problème de Yamabe,

C(η) =
{
η̃ = Ω2η

∣∣∣ Ω ∈ C∞(M),Ω 6= 0
}

la classe conforme de η.

Nous définissons également deux opérateurs différentiels au comportement utile sous
les changements conformes. Pour tout champ de vecteurs V i ∈ TM, nous écrirons

L[η]Vij := ∇[η]iVj +∇[η]jVi −
2

n
∇[η]kV

kηij l’opérateur de Killing conforme,
∇[η]iL[η]Vij l’opérateur de Lamé de η,

Y[η] := R[η]− (2∗ + 2)∆[η] l’opérateur de Yamabe de η.

Proposition 1.4.2. Soient γ et η deux métriques conformes, reliées par le facteur scalaire
Ω2 :

γ = Ω2η.

(i) Les symboles de Christoffel se transforment alors selon

Γ[γ]hij = Γ[η]hij + Ω−1(δhj ∂iΩ + δhi ∂jΩ− ηhkηij∂kΩ). (1.40)

(ii) Pour tout 2-tenseur T ji ,

∇[γ]iT
k
j = ∇[η]iT

k
j +

1

Ω

[
∂lΩT

l
jδ
k
i − ∂jΩT ki − ∂mΩ

(
ηkmηilT

l
j − ηlmηijT kl

)]
. (1.41)

(iii) Pour toute fonction f ∈ C∞(M),

∆[γ]f = Ω−2

(
∆[η]f + (n− 2)ηij

∂iΩ

Ω
∂jf

)
. (1.42)

(iv) Enfin,

Ω2R[γ]− R[η] = −2(n− 1)
∆[η]Ω

Ω
− (n− 4)(n− 1)

ηij∂iΩ∂jΩ

Ω2
. (1.43)

Lorsque Ω = ϕ
2

n−2 , cette formule devient

R[γ]ϕ
n+2
n−2 = R[η]ϕ− 4(n− 1)

n− 2
∆[η]ϕ. (1.44)
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Démonstration. (i) Pour les symboles de Christoffel,

Γ[γ]hij =
1

2
γhk (∂iγkj + ∂jγik − ∂kγij)

=
1

2
Ω−2ηhk

[
(∂iηkj + ∂jηik − ∂kηij) Ω2 + 2Ω ((∂iΩ)ηkj + (∂jΩ)ηik − (∂kΩ)ηij)

]
= Γ[η]hij + Ω−1(δhj ∂iΩ + δhi ∂jΩ− ηhkηij∂kΩ).

(ii) On en déduit que, pour tout 2-tenseur T ji ,

∇[γ]iT
k
j = ∂iT

k
j + Γ[γ]kilT

l
j − Γ[γ]lijT

k
l

= ∇[η]iT
k
j +

1

Ω

[
(��

�
∂iΩδ

k
l + ∂lΩδ

k
i − ∂mΩηkmηil)T

l
j

− (��
�∂iΩδ
l
j + ∂jΩδ

l
i − ∂mΩηlmηij)T

k
l )
]

= ∇[η]iT
k
j +

1

Ω

[
∂lΩT

l
jδ
k
i − ∂jΩT ki − ∂mΩ

(
ηkmηilT

l
j − ηlmηijT kl

)]
.

(iii) De même, pour toute fonction f ,

∆[γ]f = ∇[γ]i∇[γ]if = γij
(
∂i∂jy − Γ[γ]kij∂ky

)
= Ω−2ηij

(
∂i∂jf − Γ[η]kij∂kf −

1

Ω

[
∂iΩ∂jf + ∂jΩ∂if − ηklηij∂kΩ∂lf

])
= Ω−2

(
∆[η]f − 1

Ω

[
2ηij∂iΩ∂jf − nηkl∂kΩ∂lf

])
= Ω−2

(
∆[η]f + (n− 2)ηij

∂iΩ

Ω
∂jf

)
.

(iv) La formule donnant la transformation de la courbure scalaire est plus calculatoire.
On peut par exemple en trouver les détails dans [16], p. 188.

Introduisons enfin les deux types de données utilisées pour la méthode conforme.

Données libres nombres de paramètres
indépendants

ηij une métrique riemannienne surM,
définie à un facteur conforme près, n(n+1)

2 − 1

σij un 2-tenseur transverse (∇[η]iσij = 0)
et sans trace (ηijσij = 0), n(n+1)

2 − n− 1

τ un champ scalaire. 1

Données déterminées

ϕ > 0 un champ scalaire, 1

W i un champ de vecteurs. n
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On a bien (n+ 1)(n− 1) paramètres libres et n+ 1 paramètres déterminés.
Nous pouvons maintenant exposer la méthode conforme.

1.4.2 Méthode conforme dans le vide

Plaçons-nous dans le vide. Les équations de contrainte (1.21, 1.22) s’écrivent alors :

R[γ]− ε
(
K2 −KijK

ij
)

= 0, (1.45)

ε
(
∇[γ]jK

j
i −∇[γ]iK

)
= 0. (1.46)

Elles portent sur (γij ,Kij).

Théorème 1.4.3. Redéfinissons γij et Kij à partir des données libres et déterminées dé-
finies précédemment :

γij = ϕ2∗−2ηij , (1.47)

Kij = ϕ−2 (σij + L[η]Wij) +
1

n
ϕ2∗−2τηij . (1.48)

Alors les équations de contrainte de la RG dans le vide (1.45, 1.46) sont équivalentes à

Y[η]ϕ = ε
n− 1

n
τ2ϕ2∗−1 − ε (σik + L[η]Wik) (σjl + L[η]Wjl) η

ijηklϕ−2∗−1,

∇[η]jL[η]W j
i =

n− 1

n
ϕ2∗∇[η]iτ.

Ce système faisant intervenir la seule métrique η, il peut être écrit de façon plus concise
ainsi :

Yϕ = εϕ2∗−1n− 1

n
τ2 − εϕ−2∗−1 ‖σ + LW‖2 , (1.49)

∇jLW j
i = ϕ2∗ n− 1

n
∂iτ. (1.50)

Ce sont les équations de contrainte conformes dans le vide.

Démonstration. Il s’agit essentiellement d’un jeu d’écriture utilisant les formules de
changement conforme de la proposition 1.4.2.

γ = ϕ2∗−2η = ϕ
4

n−2 η,

on pose donc
Ω = ϕ

2
n−2 .

? Commençons par la contrainte hamiltonienne. (1.44) donne

R[γ] = ϕ−
n+2
n−2

(
R[η]ϕ− 4(n− 1)

n− 2
∆[η]ϕ

)
.
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En outre,
K = γijKij = τ. (1.51)

De plus,

KijK
ij =γikγjlKijKkl

=γikγjl
(
ϕ−2 [σij + L[η]Wij ] +

1

n
ϕ2∗−2ηijτ

)
×
(
ϕ−2 [σkl + L[η]Wkl] +

1

n
ϕ2∗−2ηklτ

)
=γikγjl

[
ϕ−4 (σij + L[η]Wij) (σkl + L[η]Wkl) +

1

n
ϕ2∗−4 (((((

(((σij + L[η]Wij) ηklτ

+
1

n
ϕ2∗−4 (((((

(((σkl + L[η]Wkl) ηijτ +
1

n2
ϕ2(2∗−2)ηijηklτ

2

]
=ϕ−2(2∗−2)−4ηikηjl (σij + LηWij) (σkl + LηWkl) +

1

n
τ2

=ϕ−2×2∗ ‖σ + L[η]W‖2η +
1

n
τ2.

En fin de compte,

R[γ]− ε
(
K2 −KijK

ij
)

= ϕ−
n+2
n−2

(
R[η]ϕ− 4(n− 1)

n− 2
∆[η]ϕ

)
− ε

[
τ2 −

(
ϕ−2×2∗ ‖σ + L[η]W‖2η +

1

n
τ2

)]
= ϕ−

n+2
n−2

[
R[η]ϕ− 4(n− 1)

n− 2
∆[η]ϕ

− εn− 1

n
τ2ϕ

n+2
n−2 + εϕ

n+2
n−2
−2×2∗ ‖σ + L[η]W‖2η

]
.

Donc (1.45) est équivalente à

R[η]ϕ− 4(n− 1)

n− 2
∆[η]ϕ = ε

n− 1

n
τ2ϕ

n+2
n−2 − εϕ−2∗−1 ‖σ + L[η]W‖2η .

? Traitons maintenant les contraintes moment. Dans (1.45), l’indice de Kj
i est monté

avec la métrique γ ; dans (1.50), les indices de σij et L[η]Wij le sont avec la métrique
η :

Kj
i = γjkKik = ϕ−(2∗−2)ηjkKik

= ϕ−(2∗−2)ηjk
[
ϕ−2(σik + L[η]Wik) +

1

n
ϕ2∗−2ηikτ

]
= ϕ−2∗

(
σji + L[η]W j

i

)
+

1

n
τδji .
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Alors, en utilisant (1.41),

∇[γ]jK
j
i =∇[η]jK

j
i + Ω−1

[
∂lΩK

l
iδ
j
j − ∂iΩK

j
j − ∂mΩ

(
��

���ηjmηjlK
l
i −���

��ηlmηjiK
j
l

)]
=∇[η]jK

j
i + Ω−1

[
n∂lΩK

l
i − ∂iΩτ

]
=∇[η]j

[
ϕ−2∗

(
σji + L[η]W j

i

)
+

1

n
τδji

]
+ n

∂lΩ

Ω

[
ϕ−2∗

(
σli + L[η]W l

i

)
+
�
�
�1

n
τδli

]
−
�
�
�∂iΩ

Ω
τ

=∇[η]j

(
ϕ−2∗

) [
σji + L[η]W j

i

]
+ ϕ−2∗∇[η]j

(
�
�σji + L[η]W j

i

)
+

1

n
∇[η]iτ

+ n
2

n− 2

∂lϕ

ϕ
ϕ−2∗

(
σli + L[η]W l

i

)
=−

((((
((((

(((
(((

2∗ϕ−2∗−1∂jϕ
[
σji + L[η]W j

i

]
+ ϕ−2∗∇[η]jL[η]W j

i +
1

n
∇[η]iτ

+
((((

((((
(((

(((
2∗ϕ−2∗−1∂lϕ

(
σli + L[η]W l

i

)
,

puis

∇[γ]jK
j
i −∇[γ]iK = ϕ−2∗∇[η]jL[η]W j

i +
1

n
∂iτ − ∂iτ

= ϕ−2∗∇[η]jL[η]W j
i −

n− 1

n
∂iτ.

Remarque 3. L’équation (1.51) montre que τ = K. C’est la raison pour laquelle τ est
appelée courbure moyenne.

La première équation (1.45) est appelée équation de Lichnerowicz, la seconde (1.46)
équation vecteur. Ce système est étudié depuis les années 1950, mais est encore loin d’être
entièrement compris. Par exemple, la plupart des résultats ne valent que pour une variété
M compacte, ce qui restreint les cas physiques auxquels ils peuvent s’appliquer. En effet,
l’existence de solutions est intimement liée à la structure conforme de la variété (M, η), de
par un invariant conforme très particulier, sa constante de Yamabe :

Y[η] := inf
f∈C∞(M)

f 6=0

∫
M

(
4(n−1)
n−2 ‖∇[η]f‖2η + R[η]f2

)
dvη

‖f‖2
L2∗ (M,η)

= inf
η̃∈C(η)

∫
MR[η̃] dvη̃∫
M 1 dvη̃

.

Alors, si l’on considère (1.49) indépendamment de (1.50), l’existence et l’unicité d’une
solution dépendent du signe de Y(η), que l’on appelle la classe de Yamabe de (M, η) ;
et de si ‖σ + LW‖ et τ s’annulent ou non.

? Si la courbure moyenne τ est constante, (1.49) et (1.50) sont effectivement découplées.
Il s’agit du cas de courbure moyenne constante, ou constant mean curvature
(CMC), largement étudié depuis les années 1970, et résolu de façon systématique par
J. Isenberg en 1995 [40].
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? Le cas near-CMC, lorsque dτ/τ est petit, est encore ouvert ; [41] et [61] sont des
articles de références à ce sujet.

? Le cas far-from-CMC, lorsqu’aucune hypothèse n’est faite sur dτ/τ , est a fortiori
toujours à explorer. Aujourd’hui, deux méthodes existent pour le traiter. D’une part,
l’existence d’une solution à (1.49, 1.50) a été prouvée en 2009 par D. Maxwell [62] si
Y[η] > 0 et σij est suffisamment petit.

D’autre part, en 2010, il a été montré par M. Dahl, R. Gicquaud et E. Humbert [21]
que l’existence de solutions est équivalente à la non-existence d’une solution W i à
l’équation

∇jLW j
i = α

√
n− 1

n
‖LW‖ ∂iτ

τ

pour un certain α ∈ ]0, 1]. Ces résultats ont été étendus récemment par T. C. Nguyen
dans [12]. [13] est consacré à des résultats de non-existence et de non-unicité de
solutions.

On peut trouver en [36] une revue très complète de la question.

1.4.3 Méthode conforme avec matière

Malgré cette complexité, le système des équations de contrainte de la RG dans le vide
(1.49, 1.50) correspond en fait à un modèle de gravitation simple, qui se réduit à :

R[g]µν = 0. (1.24)

Revenons aux équations de contrainte dans le cas général, en présence de matière :

R− ε
(
K2 −KijK

ij
)

= −2εκE, (1.21)

ε
(
∇jKj

i −∇iK
)

= κJi. (1.22)

Proposition 1.4.4. Si l’on opère le même changement de variable conforme qu’au para-
graphe 1.4.2 :

γij = ϕ2∗−2ηij ,

Kij = ϕ−2(σij + L[η]Wij) +
1

n
ϕ2∗−2τηij ,

alors le système (1.21, 1.22) est équivalent aux équations de contrainte conformes

Yϕ = εϕ2∗−1

(
n− 1

n
τ2 − 2κE

)
− εϕ−2∗−1 ‖σ + LW‖2 , (1.52)

∇jLW j
i = ϕ2∗

(
n− 1

n
∂iτ + εκJi

)
. (1.53)

Dans le cas découplé, ie. si n−1
n ∂iτ + εκJi ≡ 0, l’existence d’une solution à l’équation

de Lichnerowicz (1.52) dépend du signe de ε
(
n−1
n τ2 − 2κE

)
.
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? Lorsque ε
(
n−1
n τ2 − 2κE

)
≤ 0, il s’agit du cas défocalisant, ou defocusing, étudié

pour la première fois en 1995 par J. Isenberg [40]. Il est proche du cas du vide (1.49).

? Lorsque ε
(
n−1
n τ2 − 2κE

)
> 0, il s’agit du cas focalisant, ou focusing, plus compli-

qué. De très récents résultats peuvent être trouvés dans les travaux de B. Premoselli,
par exemple [74].

Dans le cas couplé, une hypothèse sur la petite taille de n−1
n ∂iτ + εκJi est suffisante

pour appliquer les travaux du near-CMC et obtenir de rapides résultats d’existence. Pour
des résultats plus fins en revanche, ou si l’on ne suppose pas cette petitesse, la dépendance
précise entre n−1

n ∂iτ + εκJi et ε
(
n−1
n τ2 − 2κE

)
doit être connue.

1.4.4 Méthode conforme avec un champ de matière scalaire

Comme exemple de champ de matière, nous pouvons comme dans le paragraphe 1.1.4
considérer un champ scalaire φ dont la dynamique est définie par l’action

Ssf[g, φ] = −
∫
V

[
1

2
gµνDµφDνφ+ V (φ)

]√
−|g| dn+1x, (1.8)

qui correspond au tenseur d’énergie-impulsion

Tµν = DµφDνφ−
(

1

2
gαβDαφDβφ+ V (φ)

)
gµν . (1.9)

Afin de calculer les projections de Tµν , nous devons introduire

Qµ := ∇µφ = γαµDαφ le gradient spatial de φ,

Π := Luφ = u(φ) = uµDµφ la quadri-impulsion de φ, ie.
sa dérivée de Lie le long de uµ.

On a alors

Proposition 1.4.5. Si Tµν est défini comme en (1.9), alors

E = Tαβu
αuβ =

1

2

(
Π2 − ε ‖Q‖2γ

)
− εV (φ),

Jµ = εγαµTαβu
β = εΠQµ.

Les équations (1.21, 1.22) deviennent les équations de contrainte d’Einstein avec
champ scalaire, exprimées avec la métrique γ :

R− ε
(
K2 −KijK

ij
)

= κ
[
−εΠ2 + ∂iφ∂

iφ+ 2V (φ)
]
, (1.54)

ε
(
∇jKj

i −∇iK
)

= κεΠ∂iφ. (1.55)

Les équations de contrainte conformes, exprimées avec la métrique η, deviennent :

Yϕ = εϕ2∗−1

(
n− 1

n
τ2 − κ

[
Π2 − εϕ−2∗+2∂iφ∂

iφ− 2εV (φ)
])

− εϕ−2∗−1 ‖σ + LW‖2 , (1.56)

∇jLW j
i = ϕ2∗

(
n− 1

n
∂iτ + κΠ∂iφ

)
. (1.57)
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Démonstration. Pour le calcul de E, il suffit d’écrire :

E = Tαβu
αuβ = Π2 − ε

(
1

2

[
γαβ + εuαuβ

]
DαφDβφ+ V (φ)

)
= Π2 − ε

(
1

2

[
γαβQαQβ + εΠ2

]
+ V (φ)

)
=

1

2

(
Π2 − εγαβQαQβ

)
− εV (φ).

Le calcul de Jµ se déduit immédiatement de l’orthogonalité entre γαµ et uµ.
Les équations (1.54, 1.55) et (1.56, 1.57) s’obtiennent en injectant ces valeurs de E et Jµ

dans les équations du cas général avec matière, celles du paragraphe 1.4.3, et en remplaçant
Qi par ∂iφ.

Si maintenant nous posons

φ̄ := φ
√
κ,

Π̄ := ϕ2∗Π
√
κ = ϕ2∗Luφ̄,

V̄
(
φ̄
)

:= κV
(

φ̄√
κ

)
,

nous obtenons une autre version des équations de contrainte conformes pour un champ
scalaire, dans lesquelles la dépendance en κ a disparu, et qui nous sera utile dans le chapitre
2 : (

Y− ∂iφ̄∂iφ̄
)
ϕ = εϕ2∗−1

(
n− 1

n
τ2 + 2εV̄

)
− εϕ−2∗−1

(
‖σ + LW‖2 + Π̄2

)
, (1.58)

∇jLW j
i = ϕ2∗ n− 1

n
∂iτ + Π̄∂iφ̄. (1.59)

Ici aussi, les travaux de B. Premoselli eg. [74], [75] et de C. T. Nguyen [31] apportent des
résultats récents d’existence et d’unicité en fonction d’hypothèses sur la classe de Yamabe
deM, le signe εn−1

n τ2 + 2V̄ ou la petitesse de σij et Π̄.
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Chapitre 2

Le formalisme n + 1

pour les théories f (R), Brans-Dicke,

tenseur-scalaire
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2.1. INTRODUCTION

2.1 Introduction

Comme nous l’avons dit en introduction, la RG ne parvient pas à expliquer plusieurs
faits astronomiques ou théoriques, et, comme toute théorie physique, a vocation à être
fondue dans une théorie plus vaste et plus précise.

Nous avons choisi dans ce chapitre d’étudier trois familles d’extensions progressives de
la RG : f(R), Brans-Dicke et tenseur-scalaire. Nous répéterons la même procédure qu’au
premier chapitre pour en dériver les équations de contrainte et dynamiques, afin de les
comparer avec celles de la RG. Nous leur appliquerons les méthodes utilisées pour résoudre
le problème d’évolution de la RG, et constaterons que leurs structures sont en fin de compte
identiques.

Nous nous appuyons principalement sur [85], lui-même reprenant [79] sur certains
points. Ma contribution personnelle se résume au diagramme commutatif de la dernière
section.

2.1.1 Les théories f(R)

L’une des façons les plus simples de généraliser la RG est de partir de sa représentation
variationnelle, l’action d’Einstein-Hilbert :

SEH =
1

2κ

∫
V

R dv, (1.1)

et de considérer la théorie obtenue en remplaçant la courbure scalaire R par une fonction
arbitraire f ∈ C1(R→ R) de R :

Sf0 [g] :=

∫
V
f(R[g]) dvg. (2.1)

Cette famille d’actions, dépendant de f , donne naissance aux théories f(R). On peut
rajouter une action décrivant les champs de matière et d’énergie :

Sf [g,Ψ] := Sf0 [g] + Smat[g,Ψ]. (2.2)

La RG correspond au cas f(R) = R/2κ. Pour des fonctions f autres qu’affines, il y a
au moins trois moyens de dériver des équations de champ de cette action.

? Le premier est le formalisme métrique. De même que pour la RG, on considère
qu’une seule métrique engendre la géométrie de l’espace-temps et la courbure R. C’est
par rapport aux variations de cette métrique que l’on calcule les variations de Sf .

? Le second est le formalisme de Palatini-f(R), en référence au formalisme de Pa-
latini pour la RG. Dans cette approche, la connexion D à partir de laquelle sont
calculés les tenseurs de Riemann, de Ricci, et de courbure scalaire, est indépendante
de la métrique g. Le tenseur de matière Smat[g,Ψ], en revanche, dépend de g et des
champs auxiliaires Ψ, mais pas de la connexion indépendante.
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2.1. INTRODUCTION

? Le troisième est le formalisme métrique-affine. Il y est assumé que le tenseur de
matière dépend également de la connexion indépendante.

Ces trois approches, présentées par ordre croissant de généralité, sont amplement dé-
crites dans l’article de revue des théories f(R) de T. Sotiriou et V. Faraoni [85]. Dans la
suite de ce chapitre, nous ne nous pencherons que sur le cas des théories f(R) métriques.
La connexion engendrant Rµνρσ, Rµν et R est donc la connexion de Levi-Civita associée à
g, de dérivée covariante D[g].

Déterminons maintenant les équations de champ de cette théorie.

Proposition 2.1.1. g est un point critique de Sf si et seulement si elle vérifie les équa-
tions de champ des théories f(R) avec matière :

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν − (DµDν − gµν�) f ′(R) = 2Tµν . (2.3)

Démonstration. Commençons par calculer la variation de Sf0 par rapport à δgµν .

δSf0 =

∫
V
δ
(
f(R)

√
−|g|

)
dn+1x

=

∫
V

[
f ′(R)(δR)

√
−|g|+ f(R)δ(

√
−|g|)

]
dn+1x

=

∫
V

[
f ′(R)

(
Rµνδg

µν +Dµ

[
gρσD

µ(δgρσ)−Dν(δgµν)
])

+ f(R)

(
−1

2
gµνδg

µν

)]
dv

=

∫
V

[
f ′(R)Rµνδg

µν +
(
gρσDµD

µf ′(R)δgρσ −DµDνf
′(R)δgµν

)
− 1

2
f(R)gµνδg

µν

]
dv

=

∫
V

[
f ′(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν −

(
DµDν − gµν�

)
f ′(R)

]
δgµν dv,

où nous avons intégré deux fois par partie et enlevé les termes de surfaces apparaissant,
comme au chapitre 1. En ajoutant l’action Smat, nous obtenons bien l’équation (2.3).

2.1.2 Transformée de Legendre et champ scalaire

La différence entre ces équations de champ et celles de la RG réside seulement dans le
terme f ′(R), qui n’est désormais plus constant. Nous allons nous concentrer sur ce terme,
en suivant une procédure classique qui permet de réécrire les théories f(R) sous une forme
plus générale.

Introduisons la transformée de Legendre de f :

V (φ(R)) := Rφ(R)− f(R),

où
φ := f ′(R)

est la variable conjuguée de R. Si f ′′ ne s’annule pas, alors f ′ est bijective, et la convexité
de f est constante : la transformée de Legendre conserve l’information entre f et V . On

49
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peut alors exprimer l’une à partir de l’autre de façon bijective 1 par rapport aux variables
R et φ, qui sont bijectivement conjuguées par f ′:

V (φ) = R(φ)φ− f(R(φ))⇐⇒ f(R) = Rφ(R)− V (φ(R)),

et
V ′(φ) = R′(φ)φ+ R(φ)− R′(φ)f ′(R(φ)) = R′(φ)φ+ R(φ)− R′(φ)φ,

donc
φ = f ′(R)⇐⇒ R = V ′(φ).

Alors l’action (2.2) devient

Sf [g,Ψ] =

∫
V

(Rφ(R)− V (φ(R))) dv + Smat[g,Ψ], (2.4)

et les équations de champ (2.3) peuvent être réécrites en fonction de φ :

φRµν −
1

2
(Rφ− V (φ)) gµν − (DµDν − gµν�)φ = 2Tµν ,

c’est-à-dire :
φGµν = −1

2
V (φ)gµν + (DµDν − gµν�)φ+ 2Tµν .

En prenant la trace de cette équation, nous obtenons

−φn− 1

2
R = −n+ 1

2
V + (�− (n+ 1)�)φ+ 2T,

où T := Tµµ , puis

�φ+
n+ 1

2n
V (φ)− φn− 1

2n
V ′(φ) =

2

n
T. (2.5)

Il s’agit d’une équation dynamique sur φ, où la matière, représentée par le scalaire T , joue
un rôle de terme source.

Ceci conduit à l’idée d’oublier que la dépendance de φ en R, et de le considérer comme
un champ indépendant qui suit sa propre dynamique. Dans cette perspective, φ devient
un nouveau degré de liberté, qui obéit à φ = f ′(R) le long des trajectoires classiques (cf.
[92] pour plus de détails). On rejoint ainsi la famille des théories de la gravitation qui font
intervenir dans l’action d’Einstein-Hilbert, outre la métrique g et les champs de matière et
d’énergie, un champ scalaire φ. Elles sont nommées théories tenseur-scalaire.

Dans le paragraphe suivant, nous allons présenter en quelques mots les origines des
théories tenseur-scalaire, en nous appuyant sur l’article historique de C. Brans [8].

1. En réalité, il est suffisant de supposer f ′ continue et bijective, et pas nécessairement f ′′ 6= 0, pour
avoir cette équivalence, cf. [69].
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2.1.3 Théories de Brans-Dicke et tenseur-scalaire

La première introduction de ces théories fut motivée dans les années 1920 par T. Kaluza
et O. Klein, qui cherchaient à considérer l’espace-temps comme une sous-variété d’une
variété à n+ 2 dimensions, avec n = 3. La n+ 2-métrique générale s’écrivait alors(

V 2 V 2Aν
V 2Aµ gµν + V 2AµAν

)
,

et faisait ainsi intervenir un champ scalaire V et un n + 1-vecteur Aµ, qui rappellent le
lapse et shift de la décomposition n + 1 de la RG vue dans le chapitre 1. Les équations
de champ qui en dérivaient étaient formées d’une équation sur V et ses dérivées, et des
équations

Rµν −
1

2
Rgµν =

V 2

2
(FµαF

α
ν +

1

n+ 1
FαβF

αβgµν)− 1

V
(DµDν − gµν�)V,

où
Fµν := DµAν −DνAµ

est le tenseur de Faraday dérivant du champ Aµ, vu comme un n+1-potentiel vecteur, par
analogie avec le formalisme covariant de l’électromagnétisme.

Si V était un champ constant, ces équations seraient les équations d’Einstein usuelles
(1.7), avec comme source un tenseur d’énergie-impulsion électromagnétique. V 2 serait alors
proportionnel à G. Nous trouvons ici une première raison d’imaginer que la constante de
gravitation universelle puisse varier : être, en fait, un champ scalaire.

C’est ce que firent en parallèle P. Jordan, en Allemagne, et A. Einstein et P. Bergmann
aux États-Unis dans les années 1930. La deuxième raison qui les animait était l’hypothèse
des grands nombres de P. Dirac : celui-ci avait constaté que, bien que colossaux, les ordres
de grandeurs de la constante de gravitation, et de la répartition de masse dans l’univers
étaient étrangement proches :

1

κ
' Mu

Ru
, (2.6)

Mu étant l’échelle de masse de l’univers et Ru = cTu son échelle de taille ou d’âge. R.
Dicke et C. Brans précisèrent cette idée dans les années 1960 en reformulant le principe
de Mach, selon lequel l’inertie des objets matériels serait induite par l’ensemble des autres
masses présentes dans l’univers. D’après Dicke, le moyen de cette influence serait alors la
variation, locale, de la constante de gravitation G, ou de façon équivalente, de κ.

Or (2.6) peut se lire

�
1

κ
' ρ,

ρ étant quelque chose comme une répartition de masse. Il devenait donc naturel d’introduire
un champ scalaire, φ, qui jouerait le rôle de 1/κ, et dont la dynamique suivrait une équation
de la forme �φ = ρ. Ce champ ayant sa propre dynamique, il devait apporter avec lui dans
l’action d’Einstein-Hilbert sa propre densité lagrangienne, Lφ.

S[g,Ψ] =

∫
V

1

2κ
R[g] dvg + Smat[g,Ψ]
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devient alors
S[g, φ,Ψ] =

∫
V

(φR[g] + Lφ) dvg + Smat[g,Ψ],

où φ remplace 1/2κ.
Remarquons que cette idée de coupler la gravité à un champ massif se retrouve dès les

années 1930 avec la théorie de la gravité massive de Fierz-Pauli, dans laquelle la particule
portant l’interaction gravitationnelle est munie d’une masse non nulle.

L’équation souhaitée pour l’évolution dynamique de φ est de la forme

�φ = source[g,Ψ].

Le lagrangien le plus simple qui y parvient tout en n’ajoutant qu’une constante sans di-
mension, ω0, est

Lφ = −ω0

φ
DµφD

µφ.

La division par φ est nécessaire pour que la constante ω0 soit sans dimension. L’objectif
de Brans et Dicke est en effet de réduire le nombre de constantes physiques fondamentales
en ôtant ce statut à κ, pas pour aussitôt après en introduire une nouvelle. Pour rendre ce
lagrangien plus général, il a été augmenté d’un terme de potentiel qui ne dépend que de
φ :

Lφ := −ω0

φ
DµφD

µφ− V (φ).

On obtient ainsi une nouvelle famille d’actions.

Définition 2.1.2. Les théories décrites par les actions

SBD =

∫
V

(
φR− ω0

φ
DµφD

µφ− V (φ)

)
dv + Smat[g,Ψ], (2.7)

indexées par le paramètre ω0 ∈ R et le potentiel V ∈ C1(R → R), sont appelées théories
de Brans-Dicke.

Un rapide coup d’œil à (2.4) nous montre que les théories f(R) métriques, lorsque f ′′

ne s’annule pas, sont équivalentes à la théorie Brans-Dicke pour ω0 = 0. L’information
contenue dans f a été déplacée dans le potentiel, V .

Il existe une famille d’actions encore plus générale, obtenue en remplaçant φ et ω0 par
des fonctions arbitraires. Nous la décrirons en utilisant les notations de [79] et [85].

Définition 2.1.3. On appelle théories tenseur-scalaire, ou scalar-tensor theories (STT)
les théories décrites par les actions de la forme suivante.

SSTT[g, φ,Ψ] =

∫
V

(
ψ(φ)R− ω(φ)

2
DµφD

µφ− V (φ)

)
dv + Smat[g,Ψ] (2.8)

où ψ et ω sont des fonctions arbitraires de φ.
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Les théories de Brans-Dicke correspondent aux cas particuliers

ψ(φ) = φ, ω(φ) =
2ω0

φ
.

Les théories f(R) sont représentées par

ψ(φ) = φ = f ′(R), ω(φ) = 0,

Quant à la RG avec un champ scalaire de matière φ non couplé à R, elle correspond à

ψ(φ) =
1

2κ
, ω(φ) = 1.

Dans la suite, nous nous concentrerons donc sur l’action SSTT. f(R) et Brans-Dicke seront
seulement des restrictions de ce cas très général. Nous déterminerons ses équations de
champ dans la section 2.2, puis dans la section 2.3 sa décomposition n+ 1.

2.2 Les équations de champ des théories tenseur-scalaire

Partons donc de l’action SSTT définie en (2.8).

Proposition 2.2.1. À φ et Ψ fixés, g est un point critique de SSTT si et seulement si

ψGµν = ψ′′
(
DνφDµφ−DαφD

αφgµν
)

+ ψ′
(
DνDµφ−�φgµν

)
(2.9)

+
1

2

[
ω

(
DνφDµφ−

1

2
DαφD

αφgµν

)
− V gµν + Tµν

]
.

Ce sont les premières équations de champ des théories tenseur-scalaire, dues à la dépen-
dance de SSTT en g.

Démonstration. Introduisons comme d’habitude une variation à support compact de
l’inverse de la métrique δgµν . Le premier terme de δSSTT est le suivant :

δ(ψR
√
−|g|) = ψR

(
−1

2
gµνδg

µν
√
−|g|

)
+ ψδ(gµνRµν)

√
−|g|

= −1

2
ψRgµνδg

µν
√
−|g|+ ψ(δgµν)Rµν

√
−|g|

− ψDµ

(
Dν(δgµν)− gρσDµ(δgρσ)

)√
−|g|

=

(
−1

2
gµνR + Rµν

)
ψδgµν

√
−|g|

−
(
(DνDµψ)δgµν − (DµDµψ)gρσδg

ρσ
)√
−|g|,

en utilisant deux fois la formule de Stokes et en retirant les termes de bord ; la variation
étant à support compact, les termes de bord en effet s’annulent. ψ désigne ψ(φ), de sorte
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que

Dµψ = ψ′Dµφ,

DνDµψ = (Dνψ′)(Dµφ) + ψ′DνDµφ

= ψ′′DνφDµφ+ ψ′DνDµφ.

Donc

δ(ψR
√
−g) = ψGµνδg

µν√−g

+
[(
ψ′′DαφD

αφ+ ψ′�φ
)
gµν −

(
ψ′′DνφDµφ+ ψ′DνDµφ

)]
δgµν

√
−|g|.

Maintenant, le second terme :

δ(ωgµνDµφDνφ
√
−|g|) = −1

2
ωgρσ(δgρσ)gµνDµφDνφ

√
−|g|+ ω(δgµν)DµφDνφ

√
−|g|.

Quant au troisième :

δ(V
√
−|g|) = V δ(

√
−|g|) = −1

2
V gµν(δgµν)

√
−|g|.

Ainsi,

δSSTT =

∫
V

[(
ψGµν + (ψ′′DαφD

αφ+ ψ′�φ)gµν − (ψ′′DνφDµφ+ ψ′DνDµφ)
)

− ω

2

(
− 1

2
gµνDαφD

αφ+DµφDνφ
)
−
(
− 1

2
gµνV

)]
δgµν dv + δSmat,

avec
δSmat =

∫
V

(
−1

2
Tµν

)
δgµν dv.

Imposer que δSSTT = 0 pour tout δgµν est donc équivalent à (2.9).

Lorsque ψ = 0, ces équations dégénèrent. Dans la suite, nous supposerons donc que
ψ > 0.

Définition 2.2.2. Les équations de champ (2.9) peuvent être mises sous une forme ana-
logue à (1.7) :

Gµν = T (eff)
µν , (2.10)

avec
T (eff)
µν :=

1

2ψ(φ)

(
T (ψ)
µν + T (φ)

µν + T (m)
µν

)
, (2.11)

où
T

(ψ)
µν := 2ψ′′(φ)

(
DµφDνφ−DαφD

αφgµν
)

+ 2ψ′(φ)
(
DµDνφ−�φgµν

)
,

T
(φ)
µν := ω(φ)

(
DµφDνφ−

1

2
DαφD

αφgµν

)
− V (φ)gµν ,

T
(m)
µν := Tµν .

T
(eff)
µν est le tenseur d’énergie-impulsion effectif des STT.
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Proposition 2.2.3. À g et Ψ fixés, φ est un point critique de SSTT si et seulement si

ω�φ+ ψ′R− V ′ + ω′

2
DαφD

αφ = 0. (2.12)

Ce sont les secondes équations de champ des théories tenseur-scalaire, dues à la dépendance
de SSTT en φ.

Démonstration. Introduisons une petite variation de φ à support compact, δφ, et ob-
servons les variations de l’action SSTT par rapport à elle. On peut écrire SSTT comme
l’intégrale d’une densité lagrangienne :

SSTT[g, φ,Ψ] =

∫
V
LSTT[g, φ] dvg + Smat[g,Ψ],

avec
LSTT[φ] := ψ(φ)R− ω(φ)

2
DµφD

µφ− V (φ).

Alors

δSSTT =

∫
V
δLSTT

√
−|g|dn+1x + ���δSmat

=

∫
V

[
∂LSTT

∂φ
δφ+

∂LSTT

∂Dαφ
δ (Dαφ)

]
dv

=

∫
V

[
∂LSTT

∂φ
δφ+

∂LSTT

∂Dαφ
Dα (δφ)

]
dv

=

∫
V

[
∂LSTT

∂φ
δφ−Dα

(
∂LSTT

∂Dαφ

)
δφ

]
dv

=

∫
V

[
∂LSTT

∂φ
−Dα

(
∂LSTT

∂Dαφ

)]
δφdv,

où nous avons utilisé la formule de Stokes. Ainsi, δSSTT = 0 pour tout δφ impose que

∂LSTT

∂φ
= Dα

(
∂LSTT

∂Dαφ

)
.

Il s’agit de l’équation d’Euler-Lagrange de LSTT associée à φ, que nous venons de
redémontrer. D’une part,

∂LSTT

∂φ
= ψ′(φ)R− ω′(φ)

2
DµφD

µφ− V ′(φ).

D’autre part,

∂LSTT

∂Dαφ
= 0− ω(φ)

2

∂ (gµνDµφDνφ)

∂Dαφ
− 0

= −ω(φ)

2
2gαµDµφ

= −ω(φ)Dαφ,
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d’où
Dα

(
∂LSTT

∂Dαφ

)
= −ω(φ)DαD

αφ− ω′(φ)DαφD
αφ.

L’équation d’Euler-Lagrange devient donc

Rψ′(φ)− ω′(φ)

2
DµφD

µφ− V ′(φ) = −ω(φ)�φ− ω′(φ)DαφD
αφ,

soit
ω�φ+ ψ′R− V ′ + ω′

2
DαφD

αφ = 0.

Proposition 2.2.4. En utilisant (2.9) et (2.12), nous pouvons exprimer �φ en fonction
de dérivées du premier ordre de φ :

�φ =

ψ′

n− 1
T (m) − n+ 1

n− 1
ψ′V + ψV ′ −

(
1

2
[ωψ′ + ψω′] +

2n

n− 1
ψ′ψ′′

)
DαφD

αφ

ψ

[
ω +

2n

n− 1

ψ′2

ψ

] . (2.13)

Cette équation nous sera utile pour étudier le problème de Cauchy des STT dans la
section 2.4.

Démonstration. Prenons la trace de l’équation (2.10) :

−n− 1

2
R = T (eff),

où

T (eff) =
1

2ψ

(
T (ψ) + T (φ) + T (m)

)
,

T (ψ) = 2ψ′′
(
DαφD

αφ− (n+ 1)DαφD
αφ
)

+ 2ψ′
(
�φ− (n+ 1)�φ

)
= −2n

(
ψ′′DαφD

αφ+ ψ′�φ
)
,

T (φ) = ω

(
DαφD

αφ− n+ 1

2
DαφD

αφ

)
− (n+ 1)V

= −ωn− 1

2
DαφD

αφ− (n+ 1)V,

T (m) = T.

En injectant ceci dans (2.12), on obtient

ω�φ+ ψ′
(
− 2

n− 1

1

2ψ

[
− 2n

(
ψ′′DαφD

αφ+ ψ′�φ
)

− ωn− 1

2
DαφD

αφ− (n+ 1)V + T (m)

])
− V ′ + ω′

2
DαφD

αφ = 0,
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soit

�φ

(
ω +

2n

n− 1

ψ′2

ψ

)
+DαφD

αφ

(
2n

n− 1

ψ′ψ′′

ψ
+
ω

2

ψ′

ψ
+
ω′

2

)
+
n+ 1

n− 1

ψ′

ψ
V − V ′ − ψ′

(n− 1)ψ
T (m) = 0,

c’est-à-dire, à condition que ω +
2n

n− 1

ψ′2

ψ
6= 0,

�φ =

ψ′

n− 1
T (m) − n+ 1

n− 1
ψ′V + ψV ′ −

(
1

2
[ωψ′ + ψω′] +

2n

n− 1
ψ′ψ′′

)
DαφD

αφ

ψ

[
ω +

2n

n− 1

ψ′2

ψ

] .

Remarque 4. Les équations de champ obtenues par une approche variationnelle à partir
d’une action sont toujours les équations d’Euler-Lagrange du lagrangien. Cependant, ces
équations ne sont pas nécessairement le moyen le plus simple de calculer les équations de
champ. Dans la proposition 2.2.3, la densité lagrangienne LSTT[φ] ne dépend que de φ et
Dφ ; l’équation d’Euler-Lagrange est alors assez simple, et permet d’obtenir rapidement
l’équation (2.12).

Dans la proposition 2.2.1 en revanche, la densité lagrangienne dépend de g, ∂g et
∂2g. Des dérivées simples d’ordre 2, et pas des dérivées covariantes d’ordre 1, la dérivée
covariante de g étant en effet nulle. L’équation d’Euler-Lagrange est inutilisable en pratique,
et il est donc nécessaire d’exprimer directement les variations de la densité lagrangienne
en fonction de celles de g pour déterminer les équations (2.9).

Procédons maintenant à la décomposition n+ 1 des équations de champ (2.9, 2.12) que
nous venons d’obtenir.

2.3 Décomposition n+ 1 des théories tenseur-scalaire

2.3.1 Décomposition du tenseur effectif

Le tenseur T (eff)
µν d’énergie-impulsion effectif des STT peut être projeté de la même

façon que Tµν dans la section 1.2 :

E(eff) := T
(eff)
αβ uαuβ,

J
(eff)
µ := εγαµT

(eff)
αβ uβ,

S
(eff)
µν := γαµγ

β
ν T

(eff)
αβ ,

De sorte que
T (eff)
µν = S(eff)

µν + J (eff)
µ uν + J (eff)

ν uµ + E(eff)uµuν . (2.14)
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Comme dans le paragraphe 1.4.4, nous posons

Qµ := ∇µφ = γαµDαφ le gradient spatial de φ,

Π := Luφ = uµDµφ la quadri-impulsion de φ.

Il nous sera utile dans la suite d’avoir écrit les relations suivantes.

Lemme 2.3.1.

γαµγ
β
νDαDβφ = γαµγ

β
ν φ|αβ = ∇µ∇νφ+ εΠKµν , (2.15)

γαµu
βDαDβφ = γαµu

βφ|αβ = ∇µΠ−Kλ
µ∇λφ, (2.16)

uαuβDαDβφ = uαuβφ|αβ = ε (�φ−∆φ)−ΠK (2.17)

= ∂2
ttφ−ΠK.

Démonstration. La première et la troisième identité s’obtiennent en écrivant

∇µ∇νφ = γαµγ
β
νDα∇βφ

= γαµγ
β
νDα

[
γτβDτφ

]
= γαµγ

β
νDα

[(
gτβ − εuβuτ

)
Dτφ

]
= γαµγ

β
νDαDβφ− εγαµγβνDα [uβu

τDτφ]

= γαµγ
β
νDαDβφ− εγαµγβν [(Dαuβ) Π + uβ (DαΠ)]

= γαµγ
β
νDαDβφ− εKµνΠ

=
(
gαµ − εuµuα

) (
gβν − εuνuβ

)
DαDβφ− εKµνΠ

= DµDνφ− εuµuαDαDνφ− εuνuβDµDβφ+ uµu
αuνu

βDαDβφ− εΠKµν .

Donc

DαDβφ = ∇α∇βφ+ εuαu
µDµDβφ+ εuβu

νDαDνφ− uαuµuβuνDµDνφ+ εΠKαβ. (2.18)

Pour obtenir la première identité, on projette deux fois (2.18) sur TM avec γνµ, en
utilisant l’orthogonalité entre uµ et γνµ :

γαµγ
β
νDαDβφ = ∇µ∇νφ+ εΠKµν .

Pour la troisième identité, on prend la trace de (2.18) en la multipliant par gαβ :

�φ = ∇β∇βφ+ εuβuµDµDβφ+ ε((((
(((uαuνDαDνφ− ε(((((

((
uµuνDµDνφ+ εΠK

= ∆φ+ εuβuµDµDβφ+ εΠK,

d’où
uβuµDµDβφ = ε (�φ−∆φ)−ΠK.
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La deuxième identité ne peut pas s’obtenir directement en projetant (2.18) : ceci n’abou-
tit qu’à des tautologies. En revanche, on peut écrire directement

γαµu
βDαDβφ = γαµ

[
Dα(uβDβφ)− (Dαu

β)Dβφ
]

= ∇µ(uβDβφ)− γαµgβν (Dαu
ν)Dβφ

= ∇µΠ− γαµ (γβν + εuνu
β)(Dαu

ν)Dβφ

= ∇µΠ− γαµγλν γ
β
λ (Dαu

ν)Dβφ− εγαµuβuν(Dαu
ν)Dβφ

= ∇µΠ−Kλ
µ∇λφ− εγαµuβ���

��(uνDαu
ν)Dβφ,

car uν est de norme constante, donc

0 = Dα (uνu
ν)

= uνDαu
ν + uνDαuν

= 2uνDαu
ν .

Il nous faut préciser encore une égalité utile.

Lemme 2.3.2.
DµφD

µφ = QµQ
µ + εΠ2. (2.19)

Démonstration. Il suffit d’écrire

QµQµ = ∇µφ∇µφ = γµαγ
β
µD

αφDβφ

= (Dµφ− εuµuαDαφ)(Dµφ− εuµuβDβφ)

= DµφDµφ−���εΠ2 − εΠ2 +���εΠ2.

Nous pouvons maintenant écrire les décompositions de E(eff), J (eff)
µ et S(eff)

µν de la même
façon qu’en (2.11) :

Proposition 2.3.3. Dans les STT, la densité d’énergie se décompose selon

E(ψ) := uµuνT (ψ)
µν

= −2ε
[
ψ′′(φ)QµQ

µ + ψ′(φ) (∇µQµ + εKΠ)
]
, (2.20)

E(φ) := uµuνT (φ)
µν

=
ω(φ)

2

[
Π2 − εQµQµ

]
− εV (φ), (2.21)

E(m) := uµuνT (m)
µν . (2.22)
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La densité de moment se décompose selon

J (ψ)
µ := εγαµu

βT
(ψ)
αβ

= 2ε
[
ψ′′(φ)ΠQµ + ψ′(φ)

(
∇µΠ−Kλ

µQλ

)]
, (2.23)

J (φ)
µ := εγαµu

βT
(φ)
αβ

= εω(φ)ΠQµ, (2.24)

J (m)
µ := εγαµn

βT
(m)
αβ . (2.25)

Le tenseur de contrainte se décompose selon

S(ψ)
µν := γαµγ

β
ν T

(ψ)
αβ

= 2ψ′′(φ)
(
QµQν −

[
QλQ

λ + εΠ2
]
γµν

)
+ 2ψ′(φ) (∇µ∇νφ+ εΠKµν −�φγµν) , (2.26)

S(φ)
µν := γαµγ

β
ν T

(φ)
αβ

= ω(φ)QµQν −
[
ω(φ)

2
(QλQ

λ + εΠ2) + V (φ)

]
γµν , (2.27)

S(m)
µν := γαµγ

β
ν T

(m)
αβ , (2.28)

de traces

S(ψ) = −2ψ′′(φ)
(
(n− 1)QµQ

µ + εnΠ2
)

+ 2ψ′(φ) (∆φ+ εΠK − n�φ) , (2.29)

S(φ) = −ω(φ)
n− 2

2
QµQ

µ − εω(φ)
n

2
Π2 − nV (φ), (2.30)

S(m) = T (m). (2.31)

Démonstration.

(ψ) : Rappelons que

T (ψ)
µν = 2ψ′′(φ)

(
DµφDνφ−DαφD

αφgµν
)

+ 2ψ′(φ)
(
DµDνφ−�φgµν

)
et calculons ses trois projections.

E(ψ) : La projection de l’énergie vaut

E(ψ) = uµuνT (ψ)
µν

= 2ψ′′
(
uµDµφu

νDνφ−DαφD
αφgµνu

µuν
)

+ 2ψ′
(
uµuνDµDνφ−�φgµνu

µuν
)

= 2ψ′′
(
Π2 − εDαφD

αφ
)

+ 2ψ′
(
uµuνDµDνφ− ε�φ

)
.
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D’une part, nous savons par (2.19) que

Π2 − εDαφD
αφ = −εQµQµ.

D’autre part, nous avons vu en (2.15) que

γαµγ
β
νDαDβφ = ∇µ∇νφ+ εKµνΠ,

et on en déduit

uµuνDµDνφ− ε�φ = uµuνDµDνφ− εgµνDµDνφ

= −εγµνDµDνφ

= −ε (∇µQµ + εKΠ) ,

puis
E(ψ) = −2ε

[
ψ′′QµQ

µ + ψ′ (∇µQµ + εKΠ)
]
. (2.20)

J
(ψ)
µ : La projection du moment vaut

J (ψ)
µ := εγαµT

(ψ)
αβ u

β

= 2εψ′′γαµ

(
DαφDβφ−DλφD

λφgαβ

)
uβ

+ 2εψ′γαµ (DαDβφ−�φgαβ)uβ

= 2ε
[
ψ′′ΠQµ + ψ′γαµu

βDαDβφ
]
.

Nous reconnaissons le dernier terme, déjà calculé en (2.16) :

γαµu
βDαDβφ = ∇µΠ−Kλ

µQλ,

d’où
J (ψ)
µ = 2ε

[
ψ′′ΠQµ + ψ′

(
∇µΠ−Kλ

µQλ

)]
. (2.23)

S
(ψ)
µν : La projection du tenseur de contraintes vaut

S(ψ)
µν = γαµγ

β
ν T

(ψ)
αβ

= γαµγ
β
ν

[
2ψ′′

(
DαφDβφ−DλφD

λφgαβ

)
+ 2ψ′ (DαDβφ−�φgαβ)

]
= 2ψ′′

(
(γαµDαφ)(γβνDβφ)−DλφD

λφγµν

)
+ 2ψ′

(
γαµγ

β
νDαDβφ−�φγµν

)
.

Rappelons-nous les équations (2.19) :

DλφD
λφ = QµQ

µ + εΠ2,

et (2.15) :
γαµγ

β
νDαDβφ = ∇µ∇νφ+ εKµνΠ.

Nous obtenons alors

S(ψ)
µν = 2ψ′′

(
QµQν −

[
QλQ

λ + εΠ2
]
γµν

)
+ 2ψ′ (∇µ∇νφ+ εΠKµν −�φγµν) . (2.26)
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(φ) : Recommençons ce procédé avec

T (φ)
µν = ω(φ)

(
DµφDνφ−

1

2
DαφD

αφgµν

)
− V (φ)gµν .

E(φ) : Projetons l’énergie :

E(φ) = uµuνT (φ)
µν

= uµuν
[
ω

(
DµφDνφ−

1

2
DαφD

αφgµν

)
− V gµν

]
= ω

(
(uµDµφ) (uνDνφ)− 1

2
εDαφD

αφ

)
− εV

= ω

(
Π2 − 1

2
ε
(
QµQ

µ + εΠ2
))
− εV,

en utilisant (2.19). On a donc

E(φ) =
ω

2

(
Π2 − εQµQµ

)
− εV. (2.21)

J
(φ)
µ : Le moment :

J (φ)
µ = εγαµu

βT
(φ)
αβ

= εγαµu
β

[
ω

(
DαφDβφ−

1

2
DλφD

λφgαβ

)
− V gαβ

]
= εω

(
γαµDαφ

) (
uβDβφ

)
= εω∇µφΠ.

On a donc
J (φ)
µ = εωΠQµ. (2.24)

S
(φ)
µν : Le tenseur de contraintes :

S(φ)
µν = γαµγ

β
ν T

(φ)
αβ

= γαµγ
β
ν

[
ω

(
DαφDβφ−

1

2
DλφD

λφgαβ

)
− V gαβ

]
= ω

(
QµQν −

1

2
DλφD

λφγαβ

)
− V γαβ

= ω

(
QµQν −

1

2

[
QλQ

λ + εΠ2
]
γαβ

)
− V γαβ,

soit
S(φ)
µν = ωQµQν −

[ω
2

(
QλQ

λ + εΠ2
)

+ V
]
γµν . (2.27)

(m) : Les termes de matière se projettent trivialement en (2.22), (2.25) et (2.28).
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2.3.2 Formalisme ADM des théories tenseur-scalaire

Nous pouvons maintenant réécrire les équations de champ des STT selon la même
décomposition n+ 1 que pour la RG.

Proposition 2.3.4. Les équations de champ des STT

Gµν = T (eff)
µν (2.10)

sont équivalentes au système

Gαβu
αuβ = E(eff) =

1

2ψ(φ)

(
E(ψ) + E(φ) + E(m)

)
, (2.32)

εγαµGαβu
β = J(eff)µ =

1

2ψ(φ)

(
J (ψ)
µ + J (φ)

µ + J (m)
µ

)
, (2.33)

γαµγ
β
νGαβ = S(eff)

µν =
1

2ψ(φ)

(
S(ψ)
µν + S(φ)

µν + S(m)
µν

)
, (2.34)

lui-même équivalent à

R[γ]− ε
(
K2 −KijK

ij
)

= −2εE(eff) (2.35)

=
2

ψ

[
ψ′′QiQ

i + ψ′
(
∇iQi + εKΠ

)]
− ε

ψ

(ω
2

[
Π2 − εQiQi

]
− εV + E(m)

)
,

ε
(
∇jKj

i −∇iK
)

= J
(eff)
i (2.36)

=
ε

ψ

[
ψ′′ΠQi + ψ′

(
∇iΠ−Kj

iQj

)]
+

ε

2ψ
ωΠQi +

1

2ψ
J

(m)
i ,

Gij = S
(eff)
ij (2.37)

=
ψ′′

ψ

(
QiQj −

[
QaQ

a + εΠ2
]
γij
)

+
ψ′

ψ
(∇i∇jφ+ εΠKij −�φγij)

+
1

2ψ

(
ωQiQj −

[ω
2

(
QaQ

a + εΠ2
)

+ V
]
γij + S

(m)
ij

)
Les équations (2.35) et (2.36) sont les équations de contrainte des STT, les analogues

de (1.21, 1.22) pour la RG.
Le système d’équations (2.37) constitue les équations dynamiques des STT, l’analogue

de (1.23) pour la RG.

2.4 Le problème de Cauchy

Dans cette section, nous étudions le problème de Cauchy des STT. Il a été montré par
M. Salgado en 2006 [79] que ce problème était bien formulé. Nous reprenons ici sa preuve,

63



2.4. LE PROBLÈME DE CAUCHY

résumée dans [85], en détaillant les calculs qui ne paraissent pas dans la plupart des articles
traitant du sujet.

2.4.1 Équations d’évolution

Il nous faut pour commencer établir de façon plus précise la dynamique des STT, et
reprendre pour cela les expressions de la proposition 1.3.6 ainsi que la formulation n + 1
des STT que nous venons d’obtenir dans la section 2.3.

Proposition 2.4.1.

∂tKij −X l∂lKij −Kil∂jX
l −Klj∂iX

l

+ ε∇2
ijN − εNR[γ]ij +NKKij − 2NKk

i Kkj (2.38)

= −εN
ψ

[
ψ′′
(
QiQj +

1

n− 1

[
QkQ

k + εΠ2
]
γij

)
+ ψ′

(
∇iQj + εΠKij +

1

n− 1
�φγij

)]
− ε N

2ψ

[
ωQiQj +

2

n− 1
V γij

]
− ε N

2ψ

[
S

(m)
ij −

1

n− 1

(
S(m) + εE(m)

)
γij

]
,

∂tK −X l∂lK + ε∆N +NKijK
ij (2.39)

= ε
N

n− 1

1

ψ

[
−ψ′′

(
QkQ

k + εnΠ2
)

+ ψ′(n− 1)
(
∇kQk + εΠK

)
− ψ′n�φ

]
− ε N

n− 1

1

2ψ

[
εω(n− 1)Π2 + 2V

]
+ ε

N

n− 1

1

2ψ

[
S(m) − ε(n− 2)E(m)

]
.

Démonstration. Il s’agit là d’une conséquence de la nouvelle équation dynamique (2.37).
Il nous suffit de reprendre l’équation (1.29) de la dynamique de Kij , et de remplacer les
valeurs de E et Sij acquises précédemment pour les STT :

∂tKij −X l∂lKij −Kil∂jX
l −Klj∂iX

l

+ ε∇2
ijN − εNR[γ]ij +NKKij − 2NKk

i Kkj

= −εN
[
S
(eff)
ij − 1

n− 1

(
S(eff) + εE(eff)

)
γij

]
= −ε N

2ψ

[
S

(ψ)
ij −

1

n− 1

(
S(ψ) + εE(ψ)

)
γij

]
− ε N

2ψ

[
S

(φ)
ij −

1

n− 1

(
S(φ) + εE(φ)

)
γij

]
− ε N

2ψ

[
S

(m)
ij −

1

n− 1

(
S(m) + εE(m)

)
γij

]
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= −ε N
2ψ

[(
2ψ′′

[
QiQj −

(
QkQ

k + εΠ2
)
γij

]
+ 2ψ′ [∇iQj + εΠKij −�φγij ]

)
− 1

n− 1

(
− 2nψ′′

[
QkQ

k + εΠ2
]
− 2nψ′�φ

)
γij

]
− ε N

2ψ

[(
ωQiQj −

[ω
2

(
���

���
�

QkQ
k + εΠ2

)
+ V

]
γij

)
− 1

n− 1

(
−ωn− 1

2

[
��

���
��

QkQ
k + εΠ2

]
− (n+ 1)V

)
γij

]
− ε N

2ψ

[
S

(m)
ij −

1

n− 1

(
S(m) + εE(m)

)
γij

]
= −εN

ψ

[
ψ′′QiQj + ψ′ [∇iQj + εΠKij ]

+
1

n− 1

(
ψ′′
[
QkQ

k + εΠ2
]

+ ψ′�φ
)
γij

]
− ε N

2ψ

(
ωQiQj +

2

n− 1
V γij

)
− ε N

2ψ

[
S

(m)
ij −

1

n− 1

(
S(m) + εE(m)

)
γij

]
.

Procédons de même avec (1.30) pour la dynamique de K.

∂tK −X l∂lK + ε∆N +NKijK
ij

= ε
N

n− 1

[
S(eff) − ε(n− 2)E(eff)

]
= ε

N

n− 1

1

2ψ

[
S(ψ) − ε(n− 2)E(ψ)

]
+ ε

N

n− 1

1

2ψ

[
S(φ) − ε(n− 2)E(φ)

]
+ ε

N

n− 1

1

2ψ

[
S(m) − ε(n− 2)E(m)

]
= ε

N

n− 1

1

2ψ

[
− 2ψ′′

(
(n− 1)QkQ

k + εnΠ2
)

+ 2ψ′
(
∇kQk + εΠK − n�φ

)
+ 2(n− 2)

(
ψ′′QkQ

k + ψ′
[
∇kQk + εΠK

]) ]
+ ε

N

n− 1

1

2ψ

[
− ωn− 2

2 ��
�

QkQ
k − εωn

2
Π2 − nV

− ε(n− 2)
(ω

2

[
Π2 − ε��

�
QkQ

k
]
− εV

)]
+ ε

N

n− 1

1

2ψ

[
S(m) − ε(n− 2)E(m)

]
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= ε
N

n− 1

1

ψ

[
−ψ′′

(
QkQ

k + εnΠ2
)

+ ψ′(n− 1)
(
∇kQk + εΠK

)
− ψ′n�φ

]
+ ε

N

n− 1

1

2ψ

[
−εω(n− 1)Π2 − 2V

]
+ ε

N

n− 1

1

2ψ

[
S(m) − ε(n− 2)E(m)

]
.

Écrivons à présent deux autres équations dynamiques qui se déduisent directement des
définitions.

Proposition 2.4.2.

Π =
1

N
(∂tφ−XiQi), (2.40)

∇i(NΠ) = ∂tQi −Xj∂iQj −Qj∂iXj . (2.41)

Démonstration. Il n’y a qu’à écrire :

Π = uµDµφ =
1

N
(∂tφ−XiDiφ)

=
1

N
(∂tφ−XiQi),

∇i(NΠ) = ∂i(NΠ) = N∂iΠ + Π∂iN

= N
1

N
∂i(∂tφ−XjQj) +N

(
−∇iN
N2

)
(∂tφ−XjQj) + Π∂iN

= ∂i∂tφ− ∂i(XjQj)−���Π∂iN +���Π∂iN

= ∂tQi −Xj∂iQj −Qj∂iXj .

Avant d’exprimer la dernière équation dynamique, nous aurons besoin du lemme sui-
vant.

Lemme 2.4.3.
uνDνuµ = −ε∇µ lnN (2.42)

Démonstration. Il s’agit d’une formule classique, mais la démonstration n’en est que
rarement donnée. Le fait que le lapseN apparaisse rend nécessaire d’écrire cette égalité dans
les coordonnées. Rappelons que uµ = (εN, 0). Nous écrirons (∗) pour (2.42), et reformulons
cette équation ainsi :

(∗)⇐⇒ uνDνuµ = −ε∇µ lnN

⇐⇒ uν
(
∂νuµ − Γανµuα

)
= − ε

N
∇µN

⇐⇒ uν
(
∂νuµ − εΓ0

νµN
)

= − ε

N
(∂µN − ε(uν∂νN)uµ) .

Distinguons maintenant les cas.
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µ = 0

(∗0)⇐⇒ uν
(
∂νu0 − εΓ0

ν0N
)

= − ε

N
(∂0N − ε(uν∂νN)u0)

⇐⇒ uν
(
��

��∂ν(εN)− εΓ0
ν0N

)
= − ε

N

(
∂0N −���

���N(uν∂νN)
)

⇐⇒ Γ0
00 − Γ0

k0X
k =

1

N
∂0N.

Pour continuer, nous avons besoin d’expliciter les symboles de Christoffel Γ de D, et
donc de revenir à la métrique g. Rappelons que

∂t = Nu+X,

donc

g00 = g(∂t, ∂t) = g(Nu+X,Nu+X)

= N2g(u, u) + g(X,X) = N2ε+XiX
i, (2.43)

g0i = g(∂t, ∂i) = g(Nu+X, ∂i)

= g(X, ∂i) = Xi, (2.44)
gij = g(∂i, ∂j) = γ(∂i, ∂j)

= γij . (2.45)

Ainsi g se décompose de la façon suivante :

g =


εN2 +XlX

l Xj

Xi γij

 , (2.46)

et le calcul de l’inverse de g donne :

g−1 =
ε

N2


1 −Xj

−Xi εN2γij +XiXj

 . (2.47)

Rappelons enfin la formule qui donne les symboles de Christoffel :

Γρµν =
1

2
gρλ (∂µgλν + ∂νgµλ − ∂λgµν) .

Alors,

Γ0
00 =

1

2
g00 (∂0g00 +���∂0g00 −���∂0g00) +

1

2
g0i (∂0gi0 + ∂0gi0 − ∂ig00)

=
1

2

( ε

N2

)
∂tg00 +

1

2

(
− ε

N2
Xi
)

(2∂tXi − ∂ig00) ,
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et

Γ0
k0 =

1

2
g00 (���∂0g0k + ∂kg00 −���∂0gk0) +

1

2
g0i (∂0gik + ∂kgi0 − ∂igk0)

=
1

2

( ε

N2

)
∂kg00 +

1

2

(
− ε

N2
Xi
)

(∂tγik + ∂kXi − ∂iXk) .

Mis ensemble, on obtient

Γ0
00 −XkΓ0

k0 =
ε

2N2

[ (
∂tg00 − 2Xi∂tXi +���

�
Xi∂ig00

)
−Xk

(
���∂kg00 −Xi(∂tγik +��

�∂kXi −��
�∂iXk

) ]
=

ε

2N2

[
∂t

(
εN2 +XlX

l
)
− 2Xi∂tXi +XkXi∂tγik

]
=

ε

2N2

[
2εN∂tN + ∂t

(
XkXiγik

)
− 2Xi∂t

(
Xkγik

)
+XkXi∂tγik

]
=

ε

2N2

[
2εN∂tN +

(
���

��
��

Xi∂t

(
Xkγik

)
+Xkγik∂tX

i
)

− �2Xi∂t

(
Xkγik

)
+XkXi∂tγik

]
=

ε

2N2

[
2εN∂tN +���

���Xkγik∂tX
i

−
(
���

���XiXk∂tγik +���
���Xiγik∂tX

k
)

+���
���XkXi∂tγik

]
=

1

N
∂tN,

c’est-à-dire (∗0). Procédons de même pour µ = 1..n :

µ = i On a cette fois-ci

(∗i)⇐⇒ uν
(
∂ν0− εΓ0

νiN
)

= − ε

N
(∂iN − ε(uν∂νN)× 0)

⇐⇒ uνΓ0
νiN =

1

N
∂iN

⇐⇒ Γ0
0i − Γ0

kiX
k =

1

N
∂iN.

Reprenons nos symboles de Christoffel :

Γ0
ki =

1

2
g00 (∂kgi0 + ∂igk0 − ∂0gik) +

1

2
g0j (∂kgij + ∂igkj − ∂jgik)

=
1

2

( ε

N2

)
(∂kXi + ∂iXk − ∂tγik) +

1

2

(
− ε

N2
Xj
)

(∂kγij + ∂iγjk − ∂jγik) .
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Donc

Γ0
0i − Γ0

kiX
k =

ε

2N2

[(
∂ig00 −X l(��

�∂tγli + ∂iXl −���∂lXi)
)

−Xk
([
�
��∂kXi + ∂iXk −��

�∂tγik
]
−Xj [��

�∂kγij + ∂iγjk −��
�∂jγik]
) ]

=
ε

2N2

[
∂i

(
εN2 +XjXkγjk

)
− 2Xk∂i

(
Xjγjk

)
+XkXj∂iγjk

]
=

ε

2N2

[
2εN∂iN +

(
���

���XkXj∂iγjk +���
���Xkγjk∂iX

j +���
���Xjγjk∂iX

k
)

− 2
(
���

���XkXj∂iγjk +���
���Xkγjk∂iX

j
)

+���
���XkXj∂iγjk

]
=

1

N
∂iN,

c’est-à-dire (∗i).

Nous venons bien de montrer (∗) :

uνDνuµ = −ε∇µ lnN.

Nous pouvons déduire de ce lemme une expression de �φ en fonction de dérivées du
premier ordre.

Proposition 2.4.4.

�φ = ∇µQµ + εKΠ + εLuΠ +Qµ∇µ lnN. (2.48)

Démonstration. Nous utilisons le lemme 2.42, et le fait que uµDνuµ = 0. Calculons tout
d’abord

LuΠ = uνDν(uµDµφ)

= (uνDνu
µ)Dµφ+ uνuµDνDµφ,

ΠK = (uµDµφ)(Dνu
ν),

Qµ∇µ lnN = −ε(∇µφ)(uνDνuµ)

= −ε(Dµφ− εuµuαDαφ)(uνDνuµ)

= −ε [(Dµφ) (uνDνuµ)− ε (uαDαφ)uν���
��uµDνuµ]

= −ε (Dµφ) (uνDνuµ) ,

donc

uνuµDνDµφ = LuΠ− (uνDνu
µ)Dµφ

= LuΠ + εQµ∇µ lnN,
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puis

∇µQµ = γαµγ
µ
βDαQ

β = γαβDα

(
γβλD

λφ
)

=
(
gαβ − εuβuα

)
Dα

([
gβλ − εuλu

β
]
Dλφ

)
= DβD

βφ− εDβ

(
uλu

βDλφ
)

− εuβuαDαD
βφ+ uβu

αDα

(
uλu

βDλφ
)

= �φ− ε
[(
Dβu

β
)(

uλD
λφ
)

+ uβDβ

(
uλD

λφ
)]

− εuβuαDαDβφ+ uα (���
��

uβDαu
β)
(
uλD

λφ
)

+ εuαDα

(
uλD

λφ
)

= �φ− ε [KΠ +��
�LuΠ]− εuβuαDαDβφ+ ε��

�LuΠ

= �φ− εKΠ− ε (LuΠ + εQµ∇µ lnN) .

2.4.2 Problème bien formulé

Les propositions précédentes nous étaient nécessaires pour déduire le théorème suivant.

Théorème 2.4.5 ([79]). Le problème de Cauchy des théories tenseur-scalaire est bien
formulé.

Démonstration. L’objectif est d’introduire assez de variables pour que les équations de
la formulation n+1 des STT ne contiennent que des dérivées du premier ordre. En partant
des équations de la proposition 2.3.4, et en leur adjoignant celles des propositions 1.3.5,
2.2.4, 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.4, nous venons de prouver que les équations de champ des STT
sont équivalentes au système suivant, portant sur les variables (γij ,Kij , φ,Π, Qi) définies
sur la variétéM :

? des équations de contrainte,

R[γ]− ε
(
K2 −KijK

ij
)

=
2

ψ

[
ψ′′QiQ

i + ψ′
(
∇iQi + εKΠ

)]
(2.35)

− ε

ψ

(ω
2

[
Π2 − εQiQi

]
− εV + E(m)

)
,

ε
(
∇jKj

i −∇iK
)

=
ε

ψ

[
ψ′′ΠQi + ψ′

(
∇iΠ−Kj

iQj

)]
(2.36)

+
ε

2ψ
ωΠQi +

1

2ψ
J

(m)
i ,

Qi = ∇iφ, (2.49)
∇iQj = ∇jQi, (2.50)
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? et des équations d’évolution,

Kij =
1

2N
(∂tγij −∇iXj −∇jXi) , (1.32)

Π =
1

N
(∂tφ−XiQi), (2.40)

∇i(NΠ) = ∂tQi −Xj∂iQj −Qj∂iXj , (2.41)

∂tKij −X l∂lKij −Kil∂jX
l −Klj∂iX

l (2.38)

+ ε∇2
ijN − εNR[γ]ij +NKKij − 2NKk

i Kkj

= −εN
ψ

[
ψ′′
(
QiQj +

1

n− 1

[
QkQ

k + εΠ2
]
γij

)
+ ψ′

(
∇iQj + εΠKij +

1

n− 1
�φγij

)]
− ε N

2ψ

[
ωQiQj +

2

n− 1
V γij

]
− ε N

2ψ

[
S

(m)
ij −

1

n− 1

(
S(m) + εE(m)

)
γij

]
,

LuΠ + ΠK + εQµ∇µ lnN + ε∇µQµ = ε�φ (2.48)

= ε

[
ψ′

n− 1
T (m) − n+ 1

n− 1
ψ′V + ψV ′ (2.13)

−
(

1

2
[ωψ′ + ψω′] +

2n

n− 1
ψ′ψ′′

)(
QkQ

k + εΠ2
) ]

ψ

[
ω +

2n

n− 1

ψ′2

ψ

] .

En admettant que le problème de Cauchy de la RG est bien formulé, comme nous l’avons
évoqué au paragraphe 1.3.3, nous pouvons ne pas tenir compte des dérivées secondes pré-
sentes en ∇2

ijN et Rij . Le système que nous venons d’obtenir ne contient que des dérivées
du premier ordre en temps et en espace, et est linéaire en ces dérivées ; le problème de
Cauchy est donc bien formulé.

2.4.3 Problème bien posé

Dans [79], il est également montré, par une autre approche utilisant comme pour la
RG des coordonnées harmoniques, que ce problème est également bien posé en absence de
matière.

Il est établi dans [80] et [81] plusieurs autres cas pour lesquels les STT peuvent être
mises sous la forme d’un système fortement hyperbolique, et donc pour lesquels le problème
de Cauchy est bien posé.

À partir de maintenant, nous ne considérerons plus le problème de Cauchy et nous
concentrerons sur les équations de contrainte des STT (2.35) et (2.36). Nous continuerons
à supposer ψ > 0 pour éviter toute dégénérescence.
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2.5 Résolution des équations de contrainte

Dans cette section, nous nous interrogerons sur la seconde partie du problème d’évo-
lution des STT : la résolution des équations de contrainte. La méthode conforme, utilisée
pour la RG, fonctionne-t-elle également dans ce cas ? Il me semble être le premier à adapter
directement la méthode conforme aux équations de contrainte des STT ; les équations de
cette section sont donc inédites. Cependant, leur apport physique et mathématique est très
relatif, comme nous le verrons dans le paragraphe 2.5.3.

2.5.1 Recherche des facteurs conformes

Réécrivons ici les équations de contrainte (2.35, 2.36), et faisons disparaître Qi en le
remplaçant par sa valeur ∇iφ :

R[γ]− ε (KijKkl −KikKjl) γ
ijγkl =

2

ψ

[
ψ′′γij∇iφ∇jφ+ ψ′ (∆[γ]φ+ εKΠ)

]
(2.51)

− ε

ψ

(ω
2

[
Π2 − εγij∇iφ∇jφ

]
− εV + E(m)

)
,

ε
(
∇[γ]jK

j
i −∇[γ]iK

)
=
ε

ψ

[
ψ′′Π∇iφ+ ψ′

(
∇iΠ−Kj

i∇jφ
)]

(2.52)

+
ε

2ψ
ωΠ∇iφ+

1

2ψ
J

(m)
i .

Ces n+1 équations sont internes àM, et ne dépendent pas du lapse N ni du shift Xi. Elles
s’appliquent aux n(n+ 1) + 2 variables (γij ,Kij , φ,Π), dans lesquelles nous reconnaissons
la structure hamiltonienne de la décomposition ADM :

Kij =
1

2
Luγij , Π = Luφ =

1

N

(
∂tφ−Xi∂iφ

)
.

Π dépend bien sûr de φ, mais nous pouvons considérer que φ|M et Π sont des variables
indépendantes. Ce ne sera qu’une fois le système des équations de contrainte résolu que le
choix arbitraire du lapse et du shift donnera ∂tφ à partir de φ|M et Π.

Nous allons procéder à un changement de variables conforme semblable à ceux utilisés
aux paragraphes 1.4.2, 1.4.3 et 1.4.4, afin de mettre ce système sous une forme déjà traitée.

Définition 2.5.1. Posons

γij = Ω2ηij ,

Kij = α(σij + L[η]Wij) +
1

n
Ω2τηij .

L’enjeu est alors de choisir Ω et α convenablement pour obtenir un système conforme
de la forme (1.58, 1.59).

Théorème 2.5.2. Posons

Ω = ψ(φ)
−1
n−1ϕ

2
n−2 , α = ψ(φ)

−1
n−1ϕ−2. (2.53)
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Alors (2.51) est équivalente à(
Y−

[
n

n− 1

ψ′2

ψ2
+

ω

2ψ

]
∂iφ∂

iφ

)
ϕ

= εϕ2∗−1ψ
−2
n−1

(
n− 1

n
τ2 + 2τ

ψ′

ψ
Π− 1

ψ

[ω
2

Π2 − εV + E(m)
])

(2.54)

− εϕ−2∗−1 ‖σ + LW‖2 ,

et (2.52) est équivalente à

∇jLW j
i = ϕ2∗ψ

−n
n−1

(
n− 1

n
ψ∂iτ + ∂i

(
Πψ′

)
− 1

n
ψ′τ∂iφ+

1

2

[
ωΠ∂iφ+ εJ

(m)
i

])
, (2.55)

la seule métrique mentionnée étant η.

Démonstration. Réécrivons les équations de contrainte (2.51, 2.52) en fonction des va-
riables conformes.

R[γ]− ε
(
KijKkl −KikK

jl
)
γijγkl =

Ω−2

(
R[η]− 2(n− 1)

∆[η]Ω

Ω
− (n− 4)(n− 1)

ηij∂iΩ∂jΩ

Ω2

)
− εn− 1

n
τ2 + εα2Ω−4(σik + L[η]Wik)(σjl + L[η]Wjl)η

ijηkl,

ψ′′γij∇iφ∇jφ+ ψ′ [∆[γ]φ+ εKΠ] =

Ω−2

(
ψ′′ηij∂iφ∂jφ+ ψ′

[
∆[η]φ+ (n− 2)

∂iΩ

Ω
∂jφη

ij + εΩ2τΠ

])
,

donc (2.51) devient

Ω−2

(
R[η]− 2(n− 1)

∆[η]Ω

Ω
− (n− 4)(n− 1)

ηij∂iΩ∂jΩ

Ω2

)
− εn− 1

n
τ2 + εα2Ω−4(σik + L[η]Wik)(σjl + L[η]Wjl)η

ijηkl

=
2

ψ
Ω−2

(
ψ′′ηij∂iφ∂jφ+ ψ′

[
∆[η]φ+ (n− 2)

∂iΩ

Ω
∂jφη

ij + εΩ2τΠ

])
(2.56)

− ε

ψ

(ω
2

[
Π2 − εΩ−2ηij∂iφ∂jφ

]
− εV + E(m)

)
,

puis

R[η]− 2(n− 1)
∆[η]Ω

Ω
− (n− 4)(n− 1)

ηij∂iΩ∂jΩ

Ω2
− 2

ψ′′

ψ
ηij∂iφ∂jφ

− 2
ψ′

ψ
∆[η]φ− 2(n− 2)

ψ′

ψ
ηij∂jφ

∂iΩ

Ω
− ω

2ψ
ηij∂iφ∂jφ

= ε
n− 1

n
Ω2τ2 − εα2Ω−2 ‖σ + L[η]W‖2η + 2ε

ψ′

ψ
Ω2τΠ (2.57)

− ε

ψ
Ω2
(ω

2
Π2 − εV + E(m)

)
.

73



2.5. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE CONTRAINTE

Dans la méthode conforme de la RG, l’opérateur de Yamabe Y[η]ϕ = R[η]ϕ−(2∗+2)∆[η]ϕ
apparaît. Ceci suggère d’exprimer ϕ, Ω et ψ de sorte que la première ligne de l’équation
(2.57) se simplifie en un seul laplacien. Imposons une expression de la forme

ϕ = Ωaψb,

et cherchons à déterminer a et b. Nous avons alors

∇iϕ = aΩa−1ψb∇iΩ + bΩaψb−1∇iψ,
∆ϕ = ∇i∇iϕ

= a(a− 1)Ωa−2∇iΩψb∇iΩ + abΩa−1ψb−1∇iψ∇iΩ + aΩa−1ψb∇i∇iΩ
+ baΩa−1∇iΩψb−1∇iψ + b(b− 1)Ωaψb−2∇iψ + bΩaψb−1∇i∇iψ,

∆ϕ

ϕ
= a(a− 1)

∇iΩ∇iΩ
Ω2

+ 2ab
∇iΩ∇iψ

Ωψ
+ b(b− 1)

∇iψ∇iψ
ψ2

+ a
∆Ω

Ω
+ b

∆ψ

ψ
.

ψ est une fonction de φ, donc

∇iψ = ψ′∇iφ,
∆ψ = ∇i

(
ψ′∇iφ

)
= ψ′′∆φ+ ψ′2∇iφ∇iφ.

Comparons les facteurs devant ∆Ω/Ω et ∆ψ/ψ avec (2.57). L’analogie donne

a(2∗ + 2) = 2(n− 1), b (2∗ + 2) = 2,

a =
2(n− 1)

4(n− 1)/(n− 2)
b =

2

4(n− 1)/(n− 2)

=
n− 2

2
, =

n− 2

2(n− 1)
.

Avec ces valeurs,

(2∗ + 2)
∆ϕ

ϕ
= (n− 1)(n− 4)

∇iΩ∇iΩ
Ω2

+ 2(n− 2)
∇iΩ∇iψ

Ωψ
− n

n− 1

∇iψ∇iψ
ψ2

+ 2(n− 1)
∆Ω

Ω
+ 2

∆ψ

ψ
,

et

R[η]− 2(n− 1)
∆[η]Ω

Ω
− (n− 4)(n− 1)

ηij∂iΩ∂jΩ

Ω2
− 2

ψ′′

ψ
ηij∂iφ∂jφ

− 2
ψ′

ψ
∆[η]φ− 2(n− 2)

ψ′

ψ
ηij∂jφ

∂iΩ

Ω
− ω

2ψ
ηij∂iφ∂jφ

= R− (2∗ + 2)
∆ϕ

ϕ
− n

n− 1

∇iψ∇iψ
ψ2

− ω

2ψ
ηij∂iφ∂jφ.
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(2.57) devient alors

R− (2∗ + 2)
∆ϕ

ϕ
− n

n− 1

∇iψ∇iψ
ψ2

− ω

2ψ
ηij∂iφ∂jφ

= ε
n− 1

n
Ω2τ2 − εα2Ω−2 ‖σ + LW‖2 + 2ε

ψ′

ψ
Ω2τΠ (2.58)

− ε

ψ
Ω2
(ω

2
Π2 − εV + E(m)

)
,

soit (
Y−

[
n

n− 1

ψ′2

ψ2
+

ω

2ψ

]
∂iφ∂

iφ

)
ϕ

= εΩ2ϕ

(
n− 1

n
τ2 + 2τ

ψ′

ψ
Π− 1

ψ

[ω
2

Π2 − εV + E(m)
])

(2.59)

− εϕα2Ω−2 ‖σ + LW‖2

avec
Ω = ψ

−1
n−1ϕ

2
n−2 .

De l’autre côté,

∇[γ]jK
j
i −∇[γ]iK

=
[
∂j
(
Ω−2α

)
+ nαΩ−3∂jΩ

] [
σji + L[η]W j

i

]
+ Ω−2α∇[η]jL[η]W j

i −
n− 1

n
∂iτ,

ψ′′Π∇iφ+ ψ′
(
∇iΠ−Kj

i∇jφ
)

= ψ′′Π∂iφ+ ψ′
(
∂iΠ− Ω−2α

[
σji + L[η]W j

i

]
∂jφ−

1

n
τ∂iφ

)
,

donc (2.52) devient

ε
[
∂j
(
Ω−2α

)
+ nαΩ−3∂jΩ

] [
σji + L[η]W j

i

]
+ εΩ−2α∇[η]jL[η]W j

i − ε
n− 1

n
∂iτ

=
ε

ψ

[
ψ′′Π∂iφ+ ψ′

(
∂iΠ− Ω−2α

[
σji + L[η]W j

i

]
∂jφ−

1

n
τ∂iφ

)]
(2.60)

+
ε

2ψ
ωΠ∂iφ+

1

2ψ
J

(m)
i ,
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puis [
∂j
(
Ω−2α

)
+ nαΩ−3∂jΩ + Ω−2α

ψ′

ψ
∂jφ

] [
σji + L[η]W j

i

]
+ Ω−2α∇[η]jL[η]W j

i

=
n− 1

n
∂iτ +

1

ψ

[
ψ′′Π∂iφ+ ψ′∂iΠ−

1

n
τψ′∂iφ

]
(2.61)

+
1

2ψ
ωΠ∂iφ+

ε

2ψ
J

(m)
i .

Il serait judicieux de choisir Ω et α tels que

∂j
(
Ω−2α

)
+ nαΩ−3∂jΩ + Ω−2α

ψ′

ψ
∂jφ = 0,

c’est-à-dire

0 =
∂j
(
Ω−2α

)
Ω−2α

+ n
∂jΩ

Ω
+
∂jψ

ψ

= ∂j
[
ln
(
Ω−2α

)
+ n ln (Ω) + ln (ψ)

]
= ∂j ln

(
Ωn−2αψ

)
,

ie. Ωn−2αψ est constante. Nous choisissons cette constate égale à 1, de sorte que

Ωn−2αψ = 1,

et
α = Ω−(n−2)ψ−1 = ψ

−1
n−1ϕ−2.

Pour cette valeur de α, (2.61) s’écrit alors

ψΩ−2α∇jLW j
i =

n− 1

n
ψ∂iτ + ∂i

(
Πψ′

)
− 1

n
τψ′∂iφ+

1

2

[
ωΠ∂iφ+ εJ

(m)
i

]
, (2.62)

qui est équivalente à (2.55). Quant à (2.59), cette valeur de α la rend bien équivalente à
(2.54).

Comme dans le paragraphe 1.4.2, le facteur conforme ϕ est devenu l’une des inconnues
du nouveau système d’équations de contrainte.
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2.5.2 Application de la méthode conforme

Écrivons maintenant

ψ̄(φ) :=

∫ √
n

n− 1

ψ′2(φ)

ψ2(φ)
+

ω(φ)

2ψ(φ)
dφ,

Π̄ := ψ
−1
n−1ϕ2∗Π

√
n

n− 1

ψ′2

ψ2
+

ω

2ψ

= ψ
−1
n−1ϕ2∗Luψ̄,

τ̄ := ψ
−1
n−1 τ +

n

n− 1
ψ
−n
n−1ψ′Π,

V̄
(
ψ̄(φ)

)
:= ψ(φ)

−2
n−1

(
1

2ψ(φ)
V (φ)

)
,

Ē(m) := ψ
−2
n−1

(
1

2ψ
E(m)

)
,

J̄i
(m)

:= ψ
−1
n−1

(
1

2ψ
J

(m)
i

)
,

Proposition 2.5.3. Le système (2.54, 2.55) est équivalent à(
Y− ∂iψ̄∂iψ̄

)
ϕ = εϕ2∗−1

(
n− 1

n
τ̄2 + 2

[
εV̄ − Ē(m)

])
(2.63)

− εϕ−2∗−1
(
‖σ + LW‖2 + Π̄2

)
,

∇jLW j
i = ϕ2∗

(
n− 1

n
∂iτ̄ + εJ̄i

(m)
)

+ Π̄∂iψ̄. (2.64)

Ces équations rappellent (1.52) et (1.53), ou encore (1.58) et (1.59). En réalité, il ne
s’agit pas seulement d’une ressemblance : ce système est précisément le système de
contrainte conforme de la RG avec deux champs de matière, un champ de matière sca-
laire

(
ψ̄, Π̄

)
et un champ de matière quelconque

(
εV̄ − Ē(m), J̄i

(m)
)
, auxquels s’ajoutent

des contraintes supplémentaires. Ainsi, tous les résultats évoqués aux paragraphes 1.4.3 et
1.4.4 sont valables.

2.5.3 Repères d’Einstein et de Jordan

Même si l’approche que nous venons de voir est inédite, sa contribution aux études des
théories tenseur-scalaire est faible. En effet, l’équivalence entre les théories STT et la RG
avec certains champs de matière est connue depuis longtemps : il n’est donc pas étonnant
de retrouver cette équivalence dans les équations de contrainte qui sont une restriction de
ces théories.

Il existe en fait deux repères dans lesquels écrire l’action des STT.

? Le premier est le repère de Jordan, ou Jordan frame. C’est celui que nous avons
obtenu à partir des théories f(R) et Brans-Dicke, et que nous avons utilisé jusqu’à
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présent :

SSTT, J[g, φ,Ψ] =

∫
V

(
ψ(φ)R− ω(φ)

2
DµφD

µφ− V (φ)

)
dv + Smat[g,Ψ]. (2.8)

? Le second est le repère d’Einstein, ou Einstein frame. Il est dérivé du repère de
Jordan par le changement de métrique conforme

gµν → g̃µν = ψ
2

n−1 gµν .

Pour n = 3, cela correspond à g̃ = ψg. En adaptant (1.44) à une variété de dimension
n+ 1, ce changement de métrique conduit à√

−|g̃| = ψ
n+1
n−1

√
−|g|,

ψ
2

n−1 R[g̃] = R[g]− 2
n

n− 1

�[g]ψ

ψ
+

n

n− 1
gµν

D[g]µψD[g]νψ

ψ2
,

soit

R[g̃]
√
−|g̃| =

(
ψR[g]− 2

n

n− 1
�[g]ψ +

n

n− 1
gµν

D[g]µψD[g]νψ

ψ

)√
−|g|.

On peut donc écrire(
R[g̃]−

[
n

n− 1

ψ′2

ψ2
+

ω

2ψ

]
g̃µνD[g̃]µφD[g̃]νφ

)√
−|g̃|

=

(
ψR[g]− 2

n

n− 1
�[g]ψ − ω

2
gµνD[g]µφD[g]νφ

)√
−|g|.

Le �ψ
√
−|g| est une divergence et n’intervient donc pas dans les équations de champ.

Posons donc

ψ̃(φ) :=

∫ √
n

n− 1

ψ′2(φ)

ψ2(φ)
+

ω(φ)

2ψ(φ)
dφ,

Ṽ
(
ψ̃(φ)

)
:= ψ(φ)

−2
n−1

(
1

2ψ(φ)
V (φ)

)
,

qui coïncident avec ψ̄ and V̄ du paragraphe précédent. C’est ainsi que nous obtenons
l’action des STT écrite dans le repère d’Einstein :

SSTT, E
[
g̃, ψ̃(φ),Ψ

]
:= SSTT, J

[
ψ
−2
n−1 g̃, φ,Ψ

]
=

∫
V

(
R[g̃]− g̃µνDµψ̃Dνψ̃ − 2Ṽ

)
dṽ + Smat

[
ψ
−2
n−1 g̃,Ψ

]
=

∫
V

R[g̃] dṽ + 2Ssf
[
g̃, ψ̃

]
+ Smat

[
ψ
−2
n−1 g̃,Ψ

]
. (2.65)

Ainsi ψ̃ joue le rôle d’un champ scalaire dans la RG (le 2 en facteur est dû au choix de
normalisation de SEH avec 2κ). Sa dynamique est celle d’un champ scalaire ; toutefois,
il est couplé à la matière par Smat. La détermination des équations de contrainte de
cette action peut se faire de la même façon qu’au paragraphe 1.4.4, et conduit à
(2.54) et (2.55).
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Le changement de repère entre Jordan et Einstein est connu depuis les années 1930 et
les travaux de ces deux auteurs sur les théories de gravitation faisant intervenir un champ
scalaire. Les deux repères peuvent être vus comme deux représentations particulières, parmi
d’autres, de la même théorie physique. Dans le repère de Jordan (2.8), le champ scalaire φ
est couplé de façon minimale avec la matière Smat, mais pas avec la courbure scalaire R,
ni donc avec la métrique. Dans le repère d’Einstein (2.65), φ est couplé de façon minimale
avec la métrique, et non plus avec la matière.

On trouve un autre point de vue dans cet article [86] de N. Straumann :

? Dans le repère d’Einstein, la matière subit une « cinquième force » fondamentale due
au gradient de φ. La physique des particules varie localement à cause de cette force,
alors que la constante de Newton G (ou φ) est réellement constante et uniforme.

? Dans le repère de Jordan, les lois de la physique dans un référentiel inertiel sont
partout identiques, mais la constante de Newton G (ou φ) devient dépendante de
l’espace et du temps.

En réalité, la question de l’équivalence entre les deux repères est débattue depuis long-
temps et l’est encore aujourd’hui. L’une des difficultés consiste à définir proprement ce que
l’on entend par « équivalent ». Dans [24], N. Deruelle, Y. Sendouda et A. Youssef montrent
que les formulations hamiltoniennes des deux repères ont leur variables liées par des trans-
formations canoniques : ceci implique que les théories sont classiquement équivalentes.
En revanche, elles ne le sont probablement pas au point de vue quantique.

Ainsi, un changement conforme de repère, suivi de la décomposition ADM, puis d’un
autre changement conforme, met en évidence le fait que les équations de contrainte con-
formes des STT sont les mêmes que celles de la RG avec un champ scalaire. Dans le
paragraphe précédent cependant, nous avions obtenu le même résultat plus directement en
effectuant d’abord la décomposition ADM, puis un changement conforme. En effet, nous
pouvons remarquer que le changement η → γ = Ω2η de (2.53) avec

Ω = ψ(φ)
−1
n−1ϕ

2
n−2

est la combinaison du changement Einstein → Jordan, g̃ → g = ψ
−2
n−1 g̃, suivi du change-

ment conforme de la méthode conforme classique vue au paragraphe 1.4.2.
Somme toute, le travail de la présente section a consisté à montrer que la nature

conforme du changement de repère Einstein-Jordan est agréablement compatible avec la
méthode conforme (MC) de résolution des équations de contrainte, et avec la nature linéaire
de la projection ADM.

Pour le résumer en un diagramme, nous venons d’effectuer les deux chemins de

g

ψ
2

n−1 J→E
��

ADM
// γ

ψ
2

n−1 J→E
��

g̃
ADM // γ̃

ϕ
−4
n−2

MC // η
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qui commutent. Nous avons désigné par « J→ E » pour la variété spatialeM la projection
de la transformation J → E de V, et non l’équivalent en dimension n de la transformation
J → E, qui consisterait à multiplier par un facteur conforme ψ

2
n−2 .

Nous pourrions également définir η comme une métrique intermédiaire issue de la mé-
thode conforme appliquée à γ, avant le changement de repère Einstein-Jordan ; ce qui
mènerait au diagramme suivant :

g

ψ
2

n−1 J→E
��

ADM
// γ

ψ
2

n−1 J→E
��

ϕ
−4
n−2

MC
// η

ψ
2

n−1J→E
��

g̃
ADM // γ̃

ϕ
−4
n−2

MC // η̃

Toutes ces transformations commutent.
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Chapitre 3

Les théories de Lovelock

et f (Lovelock)
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3.1 Introduction

Après avoir étudié les théories f(R), Brans-Dicke, et leur généralisation tenseur-scalaire,
penchons-nous désormais sur une autre famille de théories de gravité modifiée : les théories
de Lovelock. Elles trouvent leur origine en deux théorèmes démontrés au début des années
1970 par D. Lovelock (cf. [55], [56], [57]). Dans ce chapitre, nous présenterons ces théories, et
dériverons les équations de champ d’une de leurs généralisations : les théories f(Lovelock).

Nous aurons besoin d’un certain nombre de nouvelles notations.

3.1.1 Notations

Reprenons notre espace-temps (V, g) de dimension n+ 1, muni de sa métrique lorent-
zienne. La seule métrique utilisée dans ce chapitre sera g, aussi omettrons-nous de préciser
la dépendance [g].

Remarquons que dans sa forme deux fois covariante et deux fois contravariante, les
symétries du tenseur de Riemann permettent d’écrire

Rαβ
γδ = R αβ

γδ = Rαβ
γδ.

Définition 3.1.1. Nous notons pn =

⌊
n+ 1

2

⌋
, b·c désignant la partie entière, et

δν1ν2...νkµ1µ2...µk
:= det

δ
ν1
µ1 . . . δνkµ1
...

...
δν1µk . . . δνkµk


le symbole de Kronecker généralisé. Nous écrivons

Rp =
1

2p
δ
γ1δ1γ2δ2···γpδp
α1β1α2β2···αpβpR

α1β1
γ1δ1

Rα2β2
γ2δ2

. . .R
αpβp
γpδp

le p-ième produit de Lovelock,

R0 = 1,
R1 = R la courbure scalaire,
R2 = R2 − 4Rγ

αRα
γ + Rγδ

αβRαβ
γδ le terme de Gauss-Bonnet en

dimension 4,
R3 = R3 + 2Rγδ

αβRεη
γδR

αβ
εη + 3RRγδ

αβRαβ
γδ

+8Rγη
αβRεβ

γδR
αδ
εη − 12RRβ

αRα
β + 16Rβ

αRγ
βRα

γ

−24Rβ
αRαε

γδR
γδ
βε + 24Rβ

αRδ
γRαγ

βδ

Rp = 0 pour p > pn, à cause des antisymétries de Rγδ
αβ .

Introduisons de la même façon des tenseurs d’ordre 2 et 4 :
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Ṙ ν
(p)µ :=

1

2p
δ
νγ1δ1...γpδp
µα1β1...αpβp

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αpβp
γpδp

,

Ṙ ν
(0)µ = δνµ,

Ṙ ν
(1)µ = Rδνµ − 2Rν

µ,

Ṙ ν
(2)µ =

(
R2 − 4Rγ

αRα
γ + Rγδ

αβRαβ
γδ

)
δνµ

−4
(

RRν
µ − 2Rα

µRν
α − 2Rβ

αRνα
µβ + Rβγ

µαRνα
βγ

)
,

et

R̈ γδ
(p)αβ :=

1

2p
δ
γδγ1δ1...γpδp
αβα1β1...αpβp

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αpβp
γpδp

,

R̈ γδ
(0)αβ = δγαδ

δ
β − δδαδ

γ
β ,

R̈ γδ
(1)αβ = 2R

(
δγαδ

δ
β − δδαδ

γ
β

)
− 4

(
Rγ
αδ

δ
β + Rδ

βδ
γ
α − Rδ

αδ
γ
β − Rγ

βδ
δ
α

)
+ 4Rγδ

αβ .

3.1.2 Les théorèmes de Lovelock

La question à l’origine de la réflexion de Lovelock était simple : pourquoi les équations
d’Einstein pour la Relativité Générale (RG) ont-elles cette forme ?

Gµν = κTµν (1.7)

Le tenseur d’énergie-impulsion Tµν provient des propriétés de la matière, mais pourquoi
la structure de l’espace-temps apparaît-elle à travers le tenseur d’Einstein Gµν = Rµν −
1
2Rgµν ? Y aurait-il d’autres façons de coder les propriétés géométriques de l’espace-temps
en un 2-tenseur ? Nous verrons qu’en dimension n+ 1 = 4, sous des hypothèses physiques
raisonnables, la réponse est simple : non. Le tenseur d’Einstein, à une constante cosmolo-
gique près, est le tenseur géométrique le plus général pouvant apparaître dans une formule
comme (1.7). En dimension supérieure cependant, ce tenseur général a une forme plus
compliquée.

Afin de préciser cet énoncé, nous devons définir les propriétés requises par un tenseur
Aµν , représentant la géométrie de l’espace-temps, pour pouvoir apparaître dans une formule
de la forme

Aµν ∝ Tµν ,
∝ désignant la proportionnalité.

Définition 3.1.2. Voici les hypothèses physiques les plus raisonnables.

(i) Aµν est symétrique :
Aµν = Aνµ.

Ceci est une conséquence de Tµν := − 2√
−|g|

δLmat
δgµν , g étant symétrique. C’est également

dû au fait que la connexion D de l’espace-temps à partir de laquelle sont construites
les courbures est la connexion de Levi-Civita de g.

Cette hypothèse peut être levée si l’on autorise la connexion à avoir une torsion,
comme dans la théorie d’Einstein-Cartan.
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(ii) La divergence de Aµν est nulle :

DµAµν = 0.

Ceci rend compte de la conservation de l’énergie.

(iii) Aµν est une fonction de la métrique g et de ses deux premières dérivées :

Aµν(g, ∂g, ∂2g).

Le fait que Aµν [g] soit une fonctionnelle de g est naturel, dans la mesure où l’on
souhaite que Aµν représente la géométrie de l’espace-temps. La concomitance, c’est-
à-dire le fait que la valeur de Aµν en un point ne dépende que des valeurs de g et de
ses dérivées en ce point, vient de ce que la théorie souhaitée est locale.

La limite dans l’ordre des dérivées est un moyen d’obtenir une dynamique du second
ordre en temps ; la théorie souhaitée est n + 1-covariante, donc l’ordre maximal des
dérivées de la métrique doit être le même que celui des dérivées en temps, comme en
espace.

Si la dynamique doit être du second ordre en temps, c’est essentiellement à cause
de l’instabilité d’Ostrogradski qui apparaît dans les équations différentielles d’ordre
en temps strictement supérieur à 2. Cette instabilité est la raison principale pour
laquelle la mécanique classique obéit à des équations de mouvement de second ordre
en temps. À l’échelle quantique, elle empêche les théories d’ordre supérieur d’être
renormalisables, violant ainsi l’unitarité de ces théories, et mène à des ghosts qui ne
peuvent être enlevés dans la seconde quantification de la théorie.

Nous pouvons à présent énoncer le premier théorème de Lovelock.

Théorème 3.1.3 (Lovelock, [55]). Dans un espace-temps de dimension n+1, si un tenseur
Aµν vérifie (i,) (ii) et (iii), il existe des constantes λp ∈ R telles que

Aνµ =
+∞∑
p=0

λpṘ
ν

(p)µ. (3.1)

La seconde question dérive naturellement de la première : de quelle densité lagrangienne
peut dériver un tel Aµν ?

La réponse n’est pas unique, mais le second théorème de Lovelock apporte un candidat
qui convient.

Théorème 3.1.4 (Lovelock, [56]).

Ṙ(p)µν =
−2√
−|g|

δ
(
Rp
√
−|g|

)
δgµν

. (3.2)

Dit autrement, l’équation Aµν = 0 est l’équation d’Euler-Lagrange de la densité lagran-
gienne

LLov := (−2)

+∞∑
p=0

λpRp
√
−|g|.
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Relevons quelques particularités de LLov.
Premièrement, la somme est finie. En effet, les symétries de δ impliquent que

k > n+ 1 =⇒ δν1ν2...νkµ1µ2...µk
= 0,

donc

LLov = (−2)

pn∑
p=0

λpRp
√
−|g|.

Deuxièmement, LLov est une fonction de g, ∂g et ∂2g. Ce point n’est pas surprenant,
dans la mesure où ce terme a été obtenu en intégrant deux fois Aνµ, qui est lui-même un
concomitant de g, ∂g et ∂2g. En revanche, la particularité de LLov apparaît lorsqu’il est
comparé à d’autres densités lagrangiennes de la forme :

L(g, ∂g, ∂2g).

En effet, le tenseur dérivant d’une telle densité,

1√
−g

δL

δgµν
=

∂L

∂gµν
− ∂ρ

∂L

∂gµν,ρ
+ ∂σ∂ρ

∂L

∂gµν,ρσ
,

satisfait évidemment (i). H. Rund a montré en [78] que (ii) est de même automatiquement
vérifiée. Mais rien ne garantit que (iii) le soit : le tenseur pourrait dépendre des dérivées de
g jusqu’à l’ordre 4. Ainsi la propriété remarquable des Lp, bien qu’ils ne soient pas les seuls
à l’avoir, est d’être du second ordre en g et d’avoir une dérivée totale A(p)µν par rapport
à g qui le soit également.

La troisième remarque que nous formulerons à propos de LLov relie les théorèmes de
Lovelock à un résultat fondamental de géométrie, le théorème de Gauss-Bonnet-Chern.

3.1.3 Le théorème de Gauss-Bonnet-Chern

Lorsque n+ 1 est pair, nous pouvons constater que

Ṙ ν
(pn)µ = 0. (3.3)

En effet, le symbole de Kronecker est de taille 2p+ 1 dans Ṙ ν
(p)µ, et s’annule pour p = pn.

Cela signifie que
δ
(
Rpn
√
−|g|

)
δgµν = 0 pour toute métrique g, ie.

δ

(∫
V
Rpn dv

)
= 0.

En d’autres termes, Rpn est un invariant topologique, et ne contribue pas à l’action que
l’on pourrait réécrire

SLov =

∫
V
LLov dn+1x

:=

pn−1∑
p=0

(−2λp)

∫
V

Rp dv.
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Nous aurions pu déduire ce résultat du théorème de Gauss-Bonnet-Chern. Il s’agit d’une
généralisation pour toute dimension du théorème de Gauss-Bonnet, valable pour R2. Cette
généralisation s’énonce ainsi :∫

V
Rpn dv =

(
πpn22pnpn!

)
χ(V),

où χ(V) est la caractéristique d’Euler de V. En effet, Rpn n’est rien d’autre que le scalaire
de Gauss-Bonnet en dimension n + 1. Cependant, l’équation (3.3) n’est pas une preuve
de ce théorème fondamental de géométrie. La part la plus difficile dans le théorème de
Gauss-Bonnet-Chern est de prouver que Rpn est l’intégrand de la caractéristique d’Euler,
et pas seulement un invariant topologique.

Jusqu’à présent, la nature du lien profond entre les hypothèses physiques sur Aνµ (sy-
métrique, de divergence nulle, dérivées de second ordre en la métrique) et le résultat géo-
métrique (théorème de Gauss-Bonnet-Chern) reste inconnue. Selon D. Lovelock, que j’ai
contacté à ce sujet, S. S. Chern lui-même n’avait pas la réponse à cette question. Ce pro-
blème encore ouvert serait sans doute intéressant à explorer.

Lorsque n + 1 est impair, Ṙ ν
(pn)µ ne s’annule pas trivialement, et l’action SLov reste

inchangée. Nous garderons donc pour la suite sa forme générale, c’est-à-dire une somme
allant de 0 à pn.

En dimension 1 + 1, il n’y a pas de terme non trivial, et donc pas de RG. Pour les cas
2 + 1 et 3 + 1, la densité lagrangienne peut se réduire à

LLov = −2 (λ0 + λ1R)
√
−|g|.

C’est la RG avec une constante cosmologique, avec λ0 = Λ/2κ et λ1 = −1/4κ. Les théo-
rèmes de Lovelock prouvent donc qu’en dimension 4, la RG est unique parmi les théories
vérifiant les hypothèses physiques (i, ii, iii).

3.1.4 Les théories de Lovelock

À partir des années 2000, les produits de Lovelock ont suscité un intérêt nouveau et
donné naissance à une littérature florissante. Les théories des cordes etM , ainsi que la cor-
respondance AdS/CFT, décrivent un espace-temps de grande dimension. Elles rappellent la
question originelle posée par D. Lovelock et les généralisations du tenseur d’Einstein pour
n > 3. Dans ces théories, des termes de courbure de degré supérieur apparaissent naturel-
lement (cf. [88]), comme le terme de Gauss-Bonnet-Chern pour la dimension 4, c’est-à-dire
le terme de Gauss-Bonnet R2. Comme nous l’avons dit ce terme n’est plus un invariant
topologique pour n+ 1 > 4, et joue donc un rôle non trivial dans les équations de champ.
Dans ce cadre, les produits de Lovelock pourraient avoir des implications cosmologiques et
être liés au problème de l’énergie sombre : l’expansion de l’univers pourrait en effet être
expliquée par la présence d’un terme de Gauss-Bonnet dans l’action (cf. [68], [66], [67],
[17]).

Les théories engendrées par une telle action, contenant les produits de Lovelock de
degré p ≤ 2, sont appelées gravité de Gauss-Bonnet. Leur généralisation qui contient une
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combinaison linéaire arbitraire de produits de Lovelock forme la famille des théories de
Lovelock.

Définition 3.1.5. On appelle théories de Lovelock les théories dérivant de la famille
d’actions

SLov0 :=

pn∑
p=0

αp

∫
V
Rp dv, (3.4)

où les αp ∈ R sont des constantes. Dans le cas particulier où αp = 0 pour p > 2, les théories
sont appelées gravité de Gauss-Bonnet :

SGB0 :=

∫
V

(α0 + α1R) dv. (3.5)

Remarque 5. Les αp sont liés aux λp des théorèmes de Lovelock par

αp = −2λp.

Nous connaissons déjà les équations de champ de cette action, qui étaient en fait notre
point de départ :

Aµν =

pn∑
p=0

−αp
2
Ṙ(p)µν = 0. (3.6)

Définition 3.1.6. En ajoutant un terme de matière dans l’action, nous obtenons les théo-
ries de Lovelock avec matière :

SLov[g,Ψ] := SLov0 [g] + Smat[g,Ψ]. (3.7)

Proposition 3.1.7. En écrivant comme d’habitude

Tµν := − 2√
−|g|

δLmat

δgµν
, (1.5)

nous trouvons les équations de champ de Lovelock avec matière :

Aµν =
1

2
Tµν . (3.8)

La RG correspond alors à

α0 =
−2Λ

2κ
, α1 =

1

2κ
, αp = 0 pour p ≥ 2.

Avant de poursuivre notre étude des théories de Lovelock, penchons-nous sur chacun
des produits Rp.
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3.2. SUR LA FORME DÉVELOPPÉE DES PRODUITS DE LOVELOCK

3.2 Sur la forme développée des produits de Lovelock

Rappelons les valeurs des premiers produits de Lovelock :

Rp =
1

2p
δ
γ1δ1γ2δ2···γpδp
α1β1α2β2···αpβpR

α1β1
γ1δ1

Rα2β2
γ2δ2

. . .R
αpβp
γpδp

R0 = 1,
R1 = R,

R2 = R2 − 4Rγ
αRα

γ + Rγδ
αβRαβ

γδ ,

R3 = R3 + 2Rγδ
αβRεη

γδR
αβ
εη + 3RRγδ

αβRαβ
γδ

+8Rγη
αβRεβ

γδR
αδ
εη − 12RRβ

αRα
β + 16Rβ

αRγ
βRα

γ

−24Rβ
αRαε

γδR
γδ
βε + 24Rβ

αRδ
γRαγ

βδ ,

Rp = 0 pour p > pn.

Habituellement, les produits de Lovelock sont écrits sous forme de produit, et sont
manipulés sous cette forme. Le produit n’est développé que pour les petits degrés, comme ici
pour p = 1, 2 voire 3. La complexité surprenante du développement pour p = 3, comparé à
p = 1 et 2, décourage de poursuivre le développement pour les degrés supérieurs. Pourtant,
la question mérite d’être posée : quelle est la formule explicite du développement du produit
Lovelock de degré général p ? Les seuls tenseurs apparaissant dans ce développement sont
le tenseur de Riemann, le tenseur de Ricci et la courbure scalaire de l’espace-temps. Mais
en combien d’exemplaires sont-ils présents ? Comment sont-ils combinés ?

C’est l’objet de cette section. Nous ne résolvons pas entièrement le problème, mais
donnons un élément de réponse à l’une des questions : le nombre de scalaires indépendants
qui apparaissent dans le développement du p-ième produit de Lovelock.

La réponse que nous apportons est en fait déduite d’un article vieux de vingt-cinq
ans de S. A. Fulling, R. C. King, B. G. Wybourne et C. J. Cummins [28]. Le champ de
recherche correspondant ne porte pas a priori sur les théories de gravité modifiée ; mais il
trouve ses origines dans les aspects calculatoires du noyau de la chaleur, dans le contexte
de la théorie quantique des champs et de la gravitation. Des algorithmes pour simplifier
le calcul tensoriel étaient développés, comme le Computer Algebra System (CAS) REDUCE
(cf. [6]) ou des extensions de Mathematica (cf. [7]).

À ce qu’il me semble, je suis le premier à utiliser ces résultats pour les théories de
Lovelock.

3.2.1 Diagrammes de Young

Avant tout, quels sont les termes qui apparaissent dans le développement d’un produit
de Lovelock ? Si l’on écrit Sk le groupe symétrique d’un ensemble à k éléments, nous avons

Rp =
1

2p
δ
γ1δ1...γpδp
α1β1...αpβp

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αpβp
γpδp

=
1

2p

∑
σ∈S2p

ε(σ)R
µσ(1)µσ(2)
µ1 µ2 . . .R

µσ(2p−1)µσ(2p)
µ2p−1 µ2p .
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Il s’agit d’une somme de (2p)! termes, qui ne sont pas linéairement indépendants. L’extrac-
tion d’une base parmi ces termes est un problème qui a été résolu dans [28], en utilisant
des outils de la théorie des représentations de groupe que nous allons maintenant présenter
brièvement.

Pour tout k ≥ 1, à chaque k-tenseur Ta1...ak on peut associer une représentation de Sk.
De même que cette représentation peut être décomposée en représentations irréductibles
de Sk, encodées par des diagrammes de Young de taille k, de même le tenseur Ta1...ak peut
être décomposé sur une base Tk de k-tenseurs correspondant aux diagrammes de Young
de taille k. Plus précisément, les tenseurs de Tk ont des symétries particulières qui sont
représentées par les tableaux de Young standards de taille k. Nous écrivons ←→ cette
correspondance.

Voici comment procéder à cette décomposition : pour chaque tableau standard de taille
k, prenez Ta1...ak , symétrisez sur les indices se trouvant dans chaque ligne du tableau, puis
antisymétrisez sur les indices se trouvant dans chaque colonne. Par exemple,

1 3
2 · Tabc :=

1

3
([Tabc + Tcba]− [Tbac + Tcab]) ,

1
2
3
· Tabc :=

1

6
(Tabc + Tbca + Tcab − Tbac − Tacb − Tcba) ,

où les facteurs combinatoires 1
3 = 2

6 et 1
6 sont les nombres, normalisés, de tableaux de Young

standards différents pour un diagramme de Young donné. La constante de normalisation est
la somme, pour un diagramme, des carrés du nombre de tableaux standards correspondant
à ce diagramme, qui se trouve être k!.

Ainsi, pour k = 4, nous avons cinq diagrammes de Young et dix tableaux standards :

Diagrammes Tableaux

1 2 3 4

1 2 3
4

1 2 4
3

1 3 4
2

1 2
3 4

1 3
2 4

1 2
3
4

1 3
2
4

1 4
2
3

1
2
3
4

12 + 32 + 22 + 32 + 12 = 4!
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Pour k = 3, trois diagrammes de Young et quatre tableaux standards :

Diagrammes Tableaux

1 2 3

1 2
3

1 3
2

1
2
3

12 + 22 + 12 = 3!

Ainsi, tout 3-tenseur peut être décomposé selon

Tabc =

(
+ +

)
· Tabc =

(
1 2 3 + 1 2

3 + 1 3
2 +

1
2
3

)
· Tabc.

Le produit de deux tenseurs Ua1...ak ∈ Tk et U ′b1...bl ∈ Tl, dont les symétries corres-
pondent à des tableaux de diagrammes U et U′, correspond lui-même au produit extérieur
de U et U′, que nous écrivons U · U′. Ce produit peut à son tour être décomposé sur les
représentations irréductibles de Sk+l, en suivant la règle de Littlewood-Richardson. Par
exemple, si Uabc et U ′abc sont des 3-tenseurs représentés par

Uabc ←→ 1 3
2 et U ′abc ←→ 1 2

3 ,

alors U = U′ = , et

UabcU
′
def =

(
·

)
· UabcU ′def

=

(
+ + + 2 + + +

)
· UabcU ′def .

Un théorème prouvé dans [28] établit que parmi ces représentations irréductibles de Sk+l,
celles dont toutes les lignes ont une longueur paire sont invariantes sous l’action du groupe
orthogonal O(k+ l). De plus, elles forment une base de ces représentations invariantes. En
termes de tenseurs sur une variété, les représentations invariantes sous l’action de O(k+ l)
correspondent aux scalaires construits à partir des contractions de Ua1...ak et U ′b1...bl . Ainsi,
l’espace des scalaires construits à partir des contractions de Ua1...ak et U ′b1...bl a la même
dimension que l’espace des représentations irréductibles de Sk+l qui sont invariantes sous
l’action de O(k+ l) et qui apparaissent dans la décomposition de U ·U′. Et donc, une base
de scalaires indépendants aura le même cardinal que le nombre de diagrammes à longueurs
de ligne paires dans la décomposition de U · U′.

Intuitivement, contracter une paire d’indices sur les tenseurs peut être considéré comme
retirer une paire de cellules du diagramme de Young. Si les deux cellules se trouvent dans
des lignes différentes, le résultat s’annule à cause de l’antisymétrisation entre les lignes. Si
les deux cellules se trouvent dans la même ligne, la contraction n’est pas triviale. Ainsi,
toutes les lignes doivent être de longueur paire pour que le diagramme vide qui en résulte
corresponde à un scalaire non trivial.
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Cependant, l’égalité entre les dimensions n’implique pas une bijection canonique entre
les diagrammes à longueurs de ligne paires et les scalaires indépendants : la plupart du
temps, une telle correspondance n’existe pas. En gardant notre exemple, nous avons deux
représentations à longueurs de ligne paires :

et ,

et deux scalaires indépendants construits à partir des contractions de Ua1...ak et U ′b1...bl :

U a
ab U

′ cb
c et UabcU

′cab,

mais pas de bijection simple entre les uns et les autres.
Dans le cas où Ua1...ak = U ′b1...bl , la liste de représentations irréductibles est restreinte

par les symétries sous l’échange entre les deux tenseurs : ce n’est plus un produit extérieur,
mais une nouvelle opération ⊗, appelée pléthysme. Il s’agit du cas qui nous intéresse.

3.2.2 Pléthysmes du tenseur de Riemann

En effet, notre but est de déterminer une base de scalaires sur laquelle les Rp peuvent
être décomposés. Toutefois, chaque Rp est une somme sur toutes les contractions possibles
de p tenseurs de Riemann. Nous pouvons remarquer que les symétries du tenseur de Rie-
mann vérifient

Rµ3µ4
µ1µ2 ←→

1 3
2 4 ,

et en conclure qu’il nous faut étudier la décomposition de

⊗ ⊗ . . .⊗ =: ⊗p

sur les représentations irréductibles. Dans cette décomposition, le nombre de diagrammes
aux longueurs de ligne paires sera le nombre de scalaires indépendants que l’on peut obtenir
par des contractions de p copies de Rρσ

µν . Par exemple, en ne gardant que les diagrammes à
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longueurs de ligne paires, nous avons

R1 ←→ ⊗1 =

↓
R

R2 ←→ ⊗2 = + +

↓ ↓ ↓
R2 RαβRαβ Rγδ

αβRαβ
γδ

R3 ←→ ⊗3 =
+

+

+ +

+ +

+︸ ︷︷ ︸
↓ ↓ ↓

R3 RRβ
αRα

β Rγδ
αβRεη

γδR
αβ
εη RRγδ

αβRαβ
γδ

Rβ
αRγ

βRα
γ Rγη

αβRεβ
γδR

αδ
εη Rβ

αRαε
γδR

γδ
βε

Rβ
αRδ

γRαγ
βδ

Comme nous l’avons expliqué, il n’y a pas de correspondance bijective entre les diagrammes
et les scalaires. Cependant, il est possible de les ranger en trois ensembles qui sont, eux, en
bijection, comme nous venons de le faire dans le tableau ci-dessus. Si le diagramme contient

? deux lignes, il représente un scalaire n’impliquant que la courbure scalaire R ;

? trois lignes, il représente un scalaire impliquant R et le tenseur de Ricci Rµν ;

? quatre lignes ou plus, il représente un scalaire impliquant R, Rµν et le tenseur de
Riemann Rρσ

µν .

Certaines tables, calculées dans [28], nous permettent de compter le nombre de scalaires
intervenant dans les premiers Rp :

Degré Nombre de lignes Total

2 3 ≥ 4

R1 1 0 0 1
R2 1 1 1 3
R3 1 2 5 8
R4 1 3 22 26
R5 1 4 85 90
R6 1 6 402 409
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Malheureusement, ces nombres ont été calculés par un ordinateur : il n’y a pas de formule
explicite pour les déterminer. De même pour la forme explicite des scalaires.

A fortiori pour le calcul de Rp. Après avoir sommé sur toutes les permutations de S2p :∑
σ∈S2p

ε(σ)R
µσ(1)µσ(2)
µ1 µ2 . . .R

µσ(2p−1)µσ(2p)
µ2p−1 µ2p ,

il n’existe actuellement pas de formule explicite pour les facteurs devant chacun de ces
scalaires. Tout ce que nous savons est que leur somme est (2p)!, et que les symétries
garantissent que chaque préfacteur peut être divisé par 2p.

Pour le reste, il n’y a pas de formule. Mais il existe des algorithmes capables d’effectuer
le calcul. On peut trouver de tels algorithmes et des applications pour Maple dans [71],
[72], [73], [58]. Des algorithmes existent également pour le langage REDUCE, [39], ou Java,
[38]. Des algorithmes pour la simplification de tenseurs par Mathematica (package Tools of
Tensor Calculus) peuvent être trouvés dans [2], [3]. Le programme Cadabra peut également
être utilisé.

Je remercie le professeur Stephen Fulling pour sa disponibilité et pour les références
précieuses qu’il m’a données.

3.2.3 Ce que l’on sait et ce qui reste à découvrir

En somme, nous venons d’établir le résultat suivant.

Théorème 3.2.1 ([28]). Le nombre de scalaires indépendants dans le développement du
p-ième produit de Lovelock est égal au nombre de diagrammes de Young dont toutes les
lignes ont une longueur paire dans la décomposition du p-ième pléthysme du diagramme de
Young (2, 2) :

⊗p.

Ce pléthysme encode en effet les symétries du tenseur de Riemann.
Les questions suivantes sont encore ouvertes : peut-on trouver une formule explicite

pour ce nombre ? Ensuite, combien de ces scalaires apparaissent dans le développement

δ
γ1δ1...γpδp
α1β1...αpβp

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αpβp
γpδp

?

Nous savons seulement que leur somme est (2p)!, et que chacun est divisible par 2p. En
petite dimension, ce n’est pas vraiment un problème. Pour les théories de dimension su-
périeure, en revanche, eg. une théorie des cordes avec n + 1 = 26, le nombre de scalaires
indépendants ainsi que leurs préfacteurs explosent.

3.3 Les équations de champ des théories f(Lovelock)

Les résultats de cette section et du chapitre 4 sont ceux de [46].
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Après ces considérations sur l’origine et certaines propriétés des Rp, revenons aux théo-
ries de gravité de Lovelock :

SLov0 [g] =

pn∑
p=0

αp

∫
V
Rp dv,

avec αp = −2λp.
Nous pouvons généraliser facilement cette action.

3.3.1 Les théories f(Lovelock)

Deux raisons suggèrent cette généralisation. La première est géométrique : comme nous
l’avons vu dans le paragraphe 3.1.3, les produits de Lovelock ont par le théorème de Gauss-
Bonnet-Chern un étonnant écho en géométrie, et méritent donc d’être étudiés pour eux-
mêmes.

La deuxième raison provient de la physique. Même pour n+1 = 4, bien que le terme de
Gauss-Bonnet soit l’intégrand d’un invariant topologique, ce n’est plus le cas lorsqu’il est
couplé avec un champ scalaire : l’application d’une approche tenseur-scalaire à la Brans-
Dicke aux théories de Gauss-Bonnet donne des résultats physiquement différents (cf. [93]).

De ce fait, les termes de courbure de degré supérieur ainsi que les degrés de liberté
supplémentaires venant des champs scalaires d’une théorie de Lovelock-tenseur-scalaire
donnent d’intéressants résultats lorsqu’elle est prise comme modèle réduit dans le contexte
de l’holographie de la théorie conforme des champs, ou conformal field theory (CFT) (cf.
[9]). Ceci donne l’idée de généraliser encore davantage les théories de Lovelock, en appli-
quant la même procédure que pour construire les théories f(R) à partir de la RG : en
écrivant les produits de Lovelock comme arguments d’une fonction arbitraire f . La famille
de théories obtenue s’appelle f(Lovelock). En réalité, elles sont un cas particulier de ce qui
peut être nommé les théories de Lovelock-tenseur-scalaire, de même que les f(R) sont un
cas particulier des STT. En effet, comme nous le verrons dans la suite, une transformée de
Legendre peut rendre les f(Lovelock) équivalentes au couplage, dans l’action, de chaque
produit de Lovelock avec un champ scalaire.

En faisant ainsi, nous gagnons d’un côté en généralité, mais y perdons d’un autre : les
équations de champ des théories f(Lovelock) vérifient (i) et (ii), mais sont du quatrième
ordre en les dérivées de g.

En effet, la remarquable propriété des Rp – être du second ordre en les dérivées de g et
avoir une dérivée totale du second ordre – est perdue lorsqu’ils sont couplés à des champs
scalaires. La densité lagrangienne obtenue est d’ordre 2 en g, donc sa dérivée totale est
d’ordre 4. De même pour les équations de champ qu’elle engendre ; et nous avons déjà
expliqué plus haut en quoi des équations de champ du second ordre sont intéressantes.

Le tenseur le plus général qui soit concomitant de (g, ∂g, ∂2g), de champs scalaires
et de leurs dérivées (φ, ∂φ, ∂2φ, . . .) est décrit par les théories de Horndeski (cf. l’article
fondateur [37]). Elles sont plus complexes et contiennent davantage de termes de couplage
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entre la courbure et le champ scalaire. Si l’on lève la limite sur l’ordre des dérivées de g,
tout en continuant à se prémunir contre l’instabilité d’Ostrograski, on peut trouver une
famille plus large encore de théories, appelées beyond Horndeski. L’article [49] présente par
exemple une méthode de construction et une classification de certaines de ces théories.

J’ai choisi de ne pas étudier les théories de Horndeski, mais de me concentrer sur
l’action de f(Lovelock), déjà intéressante en elle-même : c’est l’action la plus générale que
l’on puisse construire à partir des produits de Lovelock, dont le lien avec le théorème de
Gauss-Bonnet-Chern promet des implications géométriques intéressantes.

Dans la suite de cette section, nous allons dériver les équations de champ de ces théories
après avoir précisé nos notations.

3.3.2 Notations

Définition 3.3.1. Soit f ∈ C1
(
Rpn+1 → R

)
. Nous écrivons

Sf(Lov)0 =

∫
V
f (R0,R1, . . . ,Rpn) dv. (3.9)

La famille de théories résultant de cette action est appelée théories f(Lovelock) dans le
vide.

Pour en dériver les équations de champ, nous allons suivre la même procédure qu’au
paragraphe 2.1.2, où nous avions considéré les théories f(R) : nous avions introduit la
transformée de Legendre de f pour écrire leur action Sf comme l’action d’une théorie
tenseur-scalaire. De même, nous allons introduire des champs auxiliaires correspondant
aux ∂f

∂Rp . Les dérivées de g d’ordre supérieur à 2 seront portées par ces champs.

Sous l’hypothèse que chaque Rp 7−→ ∂f
∂Rp est bijective 1, nous posons :

φp :=
∂f (R0, . . . ,Rpn)

∂Rp
,

V (φ0, . . . , φpn) :=

pn∑
p=0

φpRp(φp)− f
(
R0(φ0), . . . ,Rpn(φpn)

)
,

de sorte que

Sf(Lov)0 [g] =

∫
V

 pn∑
p=0

φp(Rp)Rp − V
(
φ0(R0), . . . , φpn(Rpn)

)dv.

Notre objectif dans le chapitre suivant sera d’effectuer la décomposition ADM des équa-
tions de champ de cette action. Pour cela, nous pouvons comme pour le cas f(R) considérer
les φp comme des champs indépendants. Ces nouveaux degrés de liberté plongent l’espace-
temps V dans un espace des phases plus vaste, et les trajectoires classiques correspondent
aux pn + 1 équations : φp = ∂f

∂Rp
. Ainsi, l’action devient

1. Ce qui peut être exprimé en terme d’inversibilité de la hessienne
(

∂2f
∂Rp∂Rq

)
0≤p,q≤pn

, cf. [9].
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Définition 3.3.2.

Sf(Lov)0 [g, φ0, . . . , φpn ] :=

∫
V

 pn∑
p=0

φpRp − V (φ0, . . . , φpn)

dv. (3.10)

Remarque 6. Le cas des théories de Lovelock correspond à φp = αp = −2λp constants et
V = 0.

Définition 3.3.3. Nous posons

Lp := φpRp
√
−|g|, Lp := Rp

√
−|g|,

E µν
(p) :=

δLp
δgµν

, E
µν

(p) :=
δLp
δgµν

,

Λαβ,γδ(p) :=
∂Lp

∂gαβ,γδ
,

Rappelons que

R̈ γδ
(p)αβ :=

1

2p
δ
γδγ1δ1...γpδp
αβα1β1...αpβp

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αpβp
γpδp

.

Nous définissons alors

Pαβγδ(p) :=
1

2p
δ
γ1δ1...γp−1δp−1 α β
α1β1...αp−1βp−1αpβp

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αp−1βp−1

γp−1δp−1
gαpγgβpδ

=
1

2
R̈ αβ

(p−1)µν g
µγgνδ,

(3.11)

qui est tel que
Rp = Pαβγδ(p) Rαβγδ.

Par homogénéité (cf. [70]), Pαβγδ(p) aurait également pu être défini par

Pαβγδ(p) =
1

p

∂Rp
∂Rαβγδ

.

Remarque 7. Les égalités entre tenseurs covariants et contravariants peuvent se déduire
les unes des autres à partir de

δL

δgµν
= −gµαgνβ δL

δgαβ
.

Définition 3.3.4. Ajoutons enfin un terme de matière à l’action :

Sf(Lov)[g, φ0, . . . , φpn ,Ψ] := Sf(Lov)0 [g, φ0, . . . , φpn ] + Smat[g,Ψ] (3.12)

=

∫
V

 pn∑
p=0

Lp − V
√
−|g|+ Lmat

dn+1x.

Nous définissons comme d’habitude

Tµν := − 2√
−|g|

δLmat

δgµν

le tenseur d’énergie-impulsion associé à Lmat[g,Ψ].
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Pour finir, nous aurons besoin du théorème suivant démontré par H. Rund dans [78].

Théorème 3.3.5 ([78]). Soit L[g] = L(g, ∂g, ∂2g) une densité lagrangienne. On définit sa
dérivée totale par rapport à gµν par

Eµν :=
δL

δgµν

=
∂L

∂gµν
− ∂ρ

∂L

∂gµν,ρ
+ ∂σ∂ρ

∂L

∂gµν,ρσ
.

Alors cette dérivée est donnée par

Eµν = Λµν,ρσ|ρσ +
1

2
Lgµν − 2

3
R ν
σ τρΛ

ρσ,µτ ,

à des dérivées totales près, avec

Λαβ,γδ :=
∂L

∂gαβ,γδ
.

Nous sommes maintenant prêts à calculer les équations de champ.

3.3.3 Dérivation des équations de champ

Ces équations étaient déjà présentes dans l’article [9] de P. Bueno et al., mais sans
démonstration. Nous expliquons ici comment les obtenir.

Proposition 3.3.6.

E µν
(p) =

φp
2
Ṙµν(p)

√
−|g|+ p

(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p)

)
φp|ρσ

√
−|g|. (3.13)

Démonstration. En appliquant le théorème 3.3.5 de Rund à Lp, nous avons

E µν
(p) =

δLp
δgµν

=
δ (φpLp)

δgµν

=
(
φpΛ

µν,ρσ
(p)

)
|ρσ

+
1

2
φpLpg

µν − 2

3
R ν
σ τρφpΛ

ρσ,µτ
(p)

= φpE
µν

(p) + Λµν,ρσ(p) φp|ρσ + Λµν,ρσ(p) |σφp|ρ + Λµν,ρσ(p) |ρφp|σ.

Or, il est montré dans [56], avec les identités de Bianchi, que

Λµν,ρσ(p) |σ = Λµν,ρσ(p) |ρ = 0.

De plus, le second théorème 3.1.4 de Lovelock établit que

E
ν

(p)µ =
1

2
Ṙ ν

(p)µ

√
−|g|.
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Ensuite, en prenant la valeur de Λµν,ρσ(p) donnée en [56], nous pouvons montrer que

Λµν,ρσ(p) =
1

2
p
√
−|g|

(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p) + P νρσµ(p) + P νσρµ(p)

)
= p
√
−|g|

(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p)

)
.

Nous obtenons bien (3.13).

Théorème 3.3.7. Posons

Aµν :=

pn∑
p=0

Aµν(p), (3.14)

Aµν(p) := φpṘµν(p) + 2p
(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p)

)
φp|ρσ. (3.15)

Alors les équations de champ engendrées par Sf(Lov) pour g sont

Aµν = V gµν − Tµν . (3.16)

Les équations de champ pour chaque φp sont

Rp =
∂

∂φp
V (φ0, φ1, . . . , φpn). (3.17)

Démonstration. Considérons une petite variation de la métrique, δgµν . Alors

δSf(Lov)[g, φ0, . . . , φpn ,Ψ] = δ

∫
V

 pn∑
p=0

Lp − V
√
−|g|+ Lmat

dn+1x

=

∫
V

[
pn∑
p=0

(
φp
2
Ṙµν(p) + p

(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p)

)
φp|ρσ

)

− 1

2
V gµν +

1

2
Tµν

]√
−|g|δgµν dn+1x

=
1

2

∫
V

[Aµν − V gµν + Tµν ]
√
−|g|δgµν dn+1x.

Donc gµν est un point critique de Sf(Lov) si et seulement si

Aµν = V gµν − Tµν . (3.16)

Pour compléter le système d’équations, nous devons encore calculer les équations
d’Euler-Lagrange par rapport aux φp :

∂

∂φp

 pn∑
p=0

Lp − V
√
−|g|+ Lmat

 = Dα

 ∂

∂Dαφp

 pn∑
p=0

Lp − V
√
−|g|+ Lmat

 , (3.18)
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ie.
Rp =

∂

∂φp
V (φ0, φ1, . . . , φpn). (3.17)

Maintenant que nous sommes en possession de ces équations de champ, nous pouvons
aborder le chapitre suivant, consacré à leur formalisme n+ 1.
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Chapitre 4

Le formalisme n + 1

des théories f (Lovelock)
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4.1. DÉCOMPOSITION N + 1 DES THÉORIES F (LOVELOCK)

Dans ce chapitre, nous calculerons la décomposition n+1 des théories f(Lovelock). Ces
théories étant encore jeunes, leur décomposition hamiltonienne n’était pas encore connue,
et je suis le premier à l’établir.

Le formalisme hamiltonien des théories de Lovelock était déjà établi depuis le travail
de C. Teitelboim et J. Zanelli en 1987 [87], mais ce résultat n’avait pas encore été étendu
à la gravité f(Lovelock). En effet, seules les équations de champ de f(Lovelock) ont été
calculées en 2016 par P. Bueno et al. [9], mais sans décomposition ADM.

Nous nous intéresserons au cas non-dégénéré, lorsque la hessienne de f est inversible.
Nous pouvons donc utiliser la transformée de Legendre du chapitre précédent, identifier
les dérivées partielles de f à des champs scalaires indépendants, et considérer les théories
f(Lovelock) comme des théories de Lovelock-tenseur-scalaire. Les équations de champ ont
été dérivées au chapitre précédent :

Aµν = V gµν − Tµν , (3.16)

Rp =
∂

∂φp
V (φ0, φ1, . . . , φpn). (3.17)

Seules les premières équations de champ (3.16) sont concernées par la formulation hamil-
tonienne ; les secondes équations (3.17) ne font que rappeler la dépendance réelle des φp
en Rp. Il s’agira donc de projeter (3.16) selon une décomposition n+ 1. Nous obtiendrons
un système original d’équations de contrainte et d’équations dynamiques pour les théories
f(Lovelock), avec des formules explicites pour le cas f(R,Gauss-Bonnet).

4.1 Décomposition n+ 1 des théories f(Lovelock)

4.1.1 Notations

Reprenons le formalisme n + 1 de la RG défini dans la section 1.2. Ce formalisme
requerra d’introduire pour chaque p un nouveau champ scalaire correspondant à la dérivée
de Lie selon uµ de φp. Il s’agit d’une généralisation des notations du paragraphe 1.4.4 :

Πp := Luφp = u(φp) = uµDµφp la quadri-impulsion de φp.

Nous pouvons alors appliquer le lemme 2.3.1 et écrire

γαµγ
β
νDαDβφp = γαµγ

β
ν φp|αβ = ∇µ∇νφp + εΠpKµν , (4.1)

γαµu
βDαDβφp = γαµu

βφp|αβ = ∇µΠp −Kλ
µ∇λφp, (4.2)

uαuβDαDβφp = uαuβφp|αβ = ε (�φp −∆φp)−ΠpK (4.3)

= ∂2
ttφp −ΠpK.

Nous pouvons maintenant écrire les trois projections de (3.16) surM⊕ u :

Aµνuµuν = εV − E, (contrainte hamiltonienne) (4.4)
Aµνγiµuν = −εJi, (contraintes de moment) (4.5)
Aµνγiµγjν = V γij − Sij . (équations dynamiques) (4.6)
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Comme pour la RG, les deux premières lignes sont des conditions nécessaires pour une
hypersurface (M, γij), sa courbure extrinsèqueKij , et des champs scalaires φp|M, pour être
une sous-variété de codimension 1 d’un espace-temps (V, gµν) muni de champs scalaires φp
vérifiant les équations de champ de f(Lovelock) (3.16, 3.17). Elles ne font pas apparaître
explicitement le lapse N ni le shift Xi, mais seulement des quantités restreintes à M :
(γij ,Kij , φp,Πp). De même qu’au paragraphe 2.5.1, le mouvement « sortant », c’est-à-dire
la dépendance en temps, est contenue dans

Kµν =
1

2
Luγµν et Πp = Luφp.

(γij ,Kij , φp,Πp) sont donc des variables hamiltoniennes canoniques (q, p) surM.
La troisième ligne, l’ensemble des équations dynamiques, décrit l’évolution de (γij ,Kij ,

φp,Πp) le long de uµ, donc le long de ∂t. Elles contiennent nécessairement une mention
explicite du lapse N . Elles peuvent être vues comme des équations du premier ordre en
temps sur (γij ,Kij , φp,Πp), ou bien du second ordre en temps sur (γij , φp), par la présence
de �φp pour φp et LuKµν pour γµν .

La décomposition ADM consiste à mettre en évidence ces dépendances. Nous devons
réécrire (4.4) et (4.5) sans mention explicite du temps, et donc faire disparaître tous les uµ.
De même, les dépendances en temps dans (4.6) doivent être confinées à �φp (ou ∂2

ttφp) et
LuKµν . Pour ce faire, nous introduisons :
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Définition 4.1.1.

M̈ γδ
(p)αβ :=

1

2p
δ
γ1δ1....γpδpγ δ
α1β1...αpβpαβ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αpβp
γpδp

,

Ṁ γ
(p)α :=

1

2p
δ
γ1δ1....γpδpγ
α1β1...αpβpα

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αpβp
γpδp

,

M(p) :=
1

2p
δ
γ1δ1...γpδp
α1β1...αpβp

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αpβp
γpδp

,

Mαβ
γδ = R[γ]αβγδ − ε

(
Kα
γK

β
δ −K

α
δ K

β
γ

)
,

N̈ γδ
(p)µαβ :=

1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γpδpγδ
α1β1...αp−1βp−1αpµαβ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αp
γpδp

,

Ṅ γ
(p)µα :=

1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γpδpγ
α1β1...αp−1βp−1αpµα

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αp
γpδp

,

N(p)µ :=
1

2p
δ
γ1δ1...γp−1δp−1γpδp
α1β1...αp−1βp−1αpµ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αp
γpδp

,

Nα
γδ = ε

(
∇γKα

δ −∇δKα
γ

)
,

N̈ νγδ
(p) αβ :=

1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γp ν γ δ
α1β1...αp−1βp−1αpβpαβ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αpβp
γp ,

Ṅ νγ
(p) α :=

1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γp ν γ
α1β1...αp−1βp−1αpβpα

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αpβp
γp ,

N ν
(p) :=

1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γp ν
α1β1...αp−1βp−1αpβp

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αpβp
γp ,

Nαβ
γ = ε

(
∇αKβ

γ −∇βKα
γ

)
,

N̈N γδ
(p)αβ :=

1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γp δp γp+1γ δ
α1β1...αp−1βp−1αpαp+1βp+1αβ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αp
γpδp

N
αp+1βp+1
γp+1 ,

ṄN γ
(p)α :=

1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γp δp γp+1γ
α1β1...αp−1βp−1αpαp+1βp+1α

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αp
γpδp

N
αp+1βp+1
γp+1 ,

NN(p) :=
1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γp δp γp+1

α1β1...αp−1βp−1αpαp+1βp+1
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
N
αp
γpδp

N
αp+1βp+1
γp+1 ,

Ö γδ
(p)αβ :=

1

2p
δ
γ1δ1....γpδpγp+1γδ
α1β1...αpβpαp+1αβ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αpβp
γpδp

O
αp+1
γp+1 ,

Ȯ γ
(p)α :=

1

2p
δ
γ1δ1....γpδpγp+1γ
α1β1...αpβpαp+1α

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αpβp
γpδp

O
αp+1
γp+1 ,

O(p) :=
1

2p
δ
γ1δ1....γpδpγp+1

α1β1...αpβpαp+1
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αpβp
γpδp

O
αp+1
γp+1 ,

Oγ
α = −LuKγ

α −KατK
τγ − ε∇α∇

γN

N
.

Tous ces tenseurs sont définis surM, donc invariants sous l’action de γνµ, et s’annulent
sous le produit avec uµ. Lorsque gνµ agit sur M, ie. lorsque les indices sont latins, nous
écrirons indifféremment δji = γji = gji .

Déterminons maintenant les diverses projections de

Aµν =

pn∑
p=0

Aµν(p)

=

pn∑
p=0

(
φpṘµν(p) + 2p

(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p)

)
φp|ρσ

)
.

103



4.1. DÉCOMPOSITION N + 1 DES THÉORIES F (LOVELOCK)

4.1.2 Formalisme n+ 1 des théories f(Lovelock)

Nous avons préféré exposer directement ici les résultats, et rassembler les calculs dans
la section suivante. Comme nous l’avons dit plus haut, ces formules sont inédites.

Théorème 4.1.2. Voici le formalisme n+ 1 des théories f(Lovelock).
La contrainte hamiltonienne (4.4) s’écrit

εV − E =

pn∑
p=0

Aµν(p)uµuν

=

pn∑
p=0

ε
[
φpM(p) − 2p

(
M(p−1)γ

a
b − (p− 1)M̈ ij

(p−2)kbM
ka
ij

)(
∇a∇bφp + εΠpK

b
a

)]
.

(4.7)

Les contraintes de moment (4.5) sont

−εJ i =

pn∑
p=0

Aµν(p)γ
i
µuν

=

pn∑
p=0

φp

(
−ε2pN i

(p)

)
+ 2εp2

[
2N i

(p−1) γ
a
b − 2N a

(p−1) γ
i
b

+ M̈ ia
(p−2)klN

kl
b − 2(p− 2)N̈ ija

(p−2) klM
kl
jb

](
∇a∇bφp + εΠpK

b
a

)
+ 2pṀ i

(p−1)b

(
∇bΠp −Kab∇aφp

)
. (4.8)

Quant aux équations dynamiques (4.6),

V γij − Sij =

pn∑
p=0

Aµν(p)γ
i
µγjν

=

pn∑
p=0

[
Ṁ i

(p)j + ε2p(p− 1)ṄN i
(p−1)j + ε2pȮ i

(p−1)j

]
φp

− p
[
M̈ ai

(p−1)bj + 2ε(p− 1)(p− 2)N̈N ai
(p−2)bj + 2ε(p− 1)Ö ai

(p−2)bj

](
∇a∇bφp + εΠpK

b
a

)
+ 2p(p− 1)

[
−N i

(p−1) δ
a
j + M̈ ki

(p−2)ljNl a
k + (p− 2)N̈ icd

(p−2) kjM
ka
cd

] (
∇aΠp −Kb

a∇bφp
)

+ 2p(p− 1)
[
−N(p−1)jδ

i
b + M̈ ki

(p−2)ljNl
kb + (p− 2)N̈ ki

(p−2)jcdM
cd
kb

] (
∇bΠp −Kb

a∇aφp
)

− εpṀ i
(p−1)j

(
ε (�φp −∆φp)−ΠpK

)
. (4.9)

La preuve se trouve dans la section 4.2.
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4.1.3 Applications

Considérons les petites valeurs de p, afin de retrouver les cas connus.

Corollaire 4.1.3.

M(−1) = 0 N(−1)i = 0

M(0) = 1 N(0)i = 0

M(1) = M N(1)i = Ni

M(2) = M2 − 4MijM
ij + Mkl

ijM
ij
kl N(2)i = MNi − 2Mj

iNj

−2Mk
jN

j
ki + Mjk

li Nl
jk

Ṁ i
(−1)j = 0 Ṁ i

(1)j = Mδij − 2Mi
j

Ṁ i
(0)j = δij Ṁ i

(2)j = M(2)δ
i
j

−8
(

MMi
j − 2Ml

kM
ki
lj

)
M̈ cd

(−2)ab = 0 N̈ cd
(−2)iab = 0

M̈ cd
(−1)ab = 0 N̈ cd

(−1)iab = 0

M̈ cd
(0)ab = δcaδ

d
b − δdaδcb N̈ cd

(0)iab = 0

M̈ cd
(1)ab = M

(
δcaδ

d
b − δdaδcb

)
N̈ cd

(1)iab = Ni

(
δcaδ

d
b − δdaδcb

)
+2Mcd

ab −Na

(
δci δ

d
b − δdi δcb

)
−2
(
Mc
aδ
d
b + Md

bδ
c
a

)
+Nb

(
δci δ

d
a − δdi δca

)
+2
(
Md
aδ
c
b + Mc

bδ
d
a

)
+Nc

abδ
d
i −Nd

abδ
c
i

−
(
Nc
aiδ

d
b + Nd

biδ
c
a

)
+
(
Nd
aiδ

c
b + Nc

biδ
d
a

)
Ȯ i

(−1)j = 0 ṄN i
(−1)j = 0

Ȯ i
(0)j = Oδij −Oi

j ṄN i
(0)j = 0

Ȯ i
(1)j =

(
MO− 2Ml

kO
k
l

)
δij ṄN i

(1)j = −
(
Nc
abN

ab
c + 2NaN

a
)
δij

−
(

MOi
j − 2Mi

jO
)

+NaN
ia
j + 2Ni

abN
ab
j

+2
(

Mi
kO

k
j + Mk

jO
i
k + Mli

kjO
k
l

)
+2
(

NjN
i −Nc

ajN
ai
c + Ni

jaN
a
)

Ö cd
(−2)ab = 0 N̈N cd

(−2)ab = 0

Ö cd
(−1)ab = 0 N̈N cd

(−1)ab = 0

Ö cd
(0)ab = O

(
δcaδ

d
b − δdaδcb

)
N̈N cd

(0)ab = 0

−
(
Oc
aδ
d
b + Od

bδ
c
a −Oc

bδ
d
a −Od

aδ
c
b

)
Pour obtenir ces expressions, nous avons utilisé des formules comme

M̈ cd
(p)ab =

(
Ṁ c

(p)aδ
d
b − Ṁ d

(p)aδ
c
b

)
+ p

(
M̈ kc

(p−1)ij Mij
kbδ

d
a − 2pM̈ kc

(p−1)iaMid
kb

)
, (4.10)

qui se déduisent de développements successifs le long de lignes ou de colonnes.
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Alors pour p = 0, nous avons

Aµν(0)uµuν = εφ0, (4.11)

Aµν(0)γ
i
µuν = 0, (4.12)

Aµν(0)γ
i
µγjν = φ0δ

i
j . (4.13)

Pour p = 1, nous obtenons

Aµν(1)uµuν = ε [φ1M− 2 (∆φ1 + εΠ1K)] , (4.14)

Aµν(1)γ
i
µuν = −2εφ1Ni, (4.15)

Aµν(1)γ
i
µγjν = φ1

[(
Mδij − 2Mi

j

)
+ 2ε

(
Oδij −Oi

j

)]
− δij�φ1 +∇j∇iφ1 + εΠ1K

i
j . (4.16)

Cela correspond aux théories f(R) sous leur forme tenseur-scalaire, vues dans la section
2.3 (on pourra aussi se référer à [85]). Si φ1 ≡ 1, ce n’est rien d’autre que la RG.

Pour p = 2, nous avons

Aµν(2)uµuν = εφ2

(
M2 − 4MijM

ij + Mkl
ijM

ij
kl

)
(4.17)

− 4ε (Mδab − 2Ma
b )
(
∇a∇bφ2 + εΠ2K

b
a

)
,

Aµν(2)γ
i
µuν = −4εφ2

(
MNi − 2Mi

jN
j − 2Mk

jN
ji
k + Mli

jkN
jk
l

)
(4.18)

+ 16ε
(
Niδab −Naδib −Nai

b

) (
∇a∇bφ2 + εΠ2K

b
a

)
+ 4

(
Mδib − 2Mi

b

) (
∇bΠ2 −Kab∇aφ2

)
,

Aµν(2)γ
i
µγjν = φ2

[((
M2 − 4MijM

ij + Mkl
ijM

ij
kl

)
δij − 8

(
MMi

j − 2Ml
kM

ki
lj

))
(4.19)

+ 4ε
(
−
(

Nc
abN

ab
c + 2NaN

a
)
δij + NaN

ia
j + 2Ni

abN
ab
j

+ 2
(
NjN

i −Nc
ajN

ai
c + Ni

jaN
a
) )

+ 4ε
((

MO− 2Ml
kO

k
l

)
δij −

(
MOi

j − 2Mi
jO
)

+ 2
(

Mi
kO

k
j + Mk

jO
i
k + Mli

kjO
k
l

))]
− 2

[
Mδij − 2Mi

j

]
�φ2

+ 2

[
Mδaj δ

i
b − 2Ma

j δ
i
b − 2Mi

bδ
a
j + 2Ma

bδ
i
j − 2Mia

jb

− 2ε
(
O
(
δab δ

i
j − δibδaj

)
−
(
Oa
bδ
i
j + Oi

jδ
a
b −Oi

bδ
a
j −Oa

j δ
i
b

)) ] (
∇a∇bφ2 + εΠ2K

b
a

)
+ 4

[
−Niδaj + Naδij −Nia

j

] (
∇aΠ2 −Kb

a∇bφ2

)
+ 4

[
−Njδ

i
b + Nbδ

i
j −Ni

jb

] (
∇bΠ2 −Kb

a∇aφ2

)
.

Lorsque φ2 est constant, nous retrouvons la gravité de Gauss-Bonnet, déjà explicitée sous
cette forme en [88]. Les équations pour un φ2 non constant ne me semblaient pas connues
auparavant.

106



4.2. DÉCOMPOSITION N + 1 DES THÉORIES F (LOVELOCK) : CALCULS

Plus généralement, les cas p ≤ 1 et ∀ p, φp = cst. étaient déjà traités, par exemple dans
[87] et [15], mais pas le cas général (4.7, 4.8, 4.9).

4.2 Décomposition n+ 1 des théories f(Lovelock) : calculs

Nous détaillons ici les calculs aboutissant au théorème 4.1.2.

4.2.1 Contrainte hamiltonienne

Ṙµν(p)uµuν = Ṙ ν
(p)µu

µuν =
1

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

Rα1β1
γ1δ1

Rα2β2
γ2δ2

. . .R
αpβp
γpδp

uµuν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

(
Mα1β1
γ1δ1

+ N
α1β1
γ1δ1 + O

α1β1
γ1δ1

)
· · ·(

M
αpβp
γpδp

+ N
αpβp
γpδp + O

αpβp
γpδp

)
uµuν .

Lorsque nous développons ce produit, nous trouvons des termes contenant un nombre
arbitraire de Mαβ

γδ , Nα
γδu

β , Nαβ
γ uδ, et Oα

γu
βuδ. Mais deux phénomènes majeurs se produisent

alors, qui en annulent la plupart :

? quand un terme contient strictement plus d’un uα ou uα, à cause des antisymétries
du déterminant ;

? quand un terme contient une contraction de uα ou uγ avec Mαβ
γδ , Nα

γδ, O
α
γ , qui sont

par définition orthogonaux à uα et uγ .

En fin de compte, nous nous retrouvons avec le seul terme dans lequel uµ rencontre uν ,
c’est-à-dire

Ṙµν(p)uµuν =
1

2p
δ
γ1δ1...γpδpν
α1β1...αpβpµ

Mα1β1
γ1δ1

Mα2β2
γ2δ2

. . .M
αpβp
γpδp

uµuν .

Développons ce déterminant le long de la dernière colonne. Tous les termes s’annulent,
excepté

Ṙµν(p)uµuν =
1

2p
δ
γ1δ1...γpδp
α1β1...αpβp

δνµMα1β1
γ1δ1

Mα2β2
γ2δ2

. . .M
αpβp
γpδp

uµuν

= ε

[
1

2p
δ
γ1δ1...γpδp
α1β1...αpβp

Mα1β1
γ1δ1

Mα2β2
γ2δ2

. . .M
αpβp
γpδp

]
= εM(p). (4.20)

La seconde projection à calculer est, d’après la définition (3.11),

Pµαβν(p) φp|αβuµuν =
1

2
R̈ µα

(p−1)στ g
σβgτνφp|αβuµuν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1µα
α1β1...αp−1βp−1στ

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αp−1βp−1

γp−1δp−1
gσβgτνφp|αβuµuν

= − 1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αp−1βp−1

γp−1δp−1
φ
|β
p|αuµu

ν .
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Comme précédemment, la présence de uµ et de uν annule tous les termes contenant au
moins un terme parmi Nα

γδu
β , Nαβ

γ uδ, ou Oα
γu

βuδ. Ainsi,

Pµαβν(p) φp|αβuµuν = − 1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
φ
|β
p|αuµu

ν . (4.21)

Nous développons ensuite par rapport à la dernière ligne :

Pµαβν(p) φp|αβuµuν

= − 1

2p

[
δ
γ1δ1....γp−1δp−1α
α1β1...αp−1βp−1β

δµνMα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
uµu

ν

− δγ1δ1....γp−1δp−1µ
α1β1...αp−1βp−1β

δαν Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
uµu

ν

]
φ
|β
p|α

= − 1

2p

[
εδ
γ1δ1....γp−1δp−1α
α1β1...αp−1βp−1β

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1

− δγ1δ1....γp−1δp−1

α1β1...αp−1βp−1
δµβMα1β1

γ1δ1
. . .M

αp−1βp−1

γp−1δp−1
uµu

α

]
φ
|β
p|α

= − 1

2p

[
δ
γ1δ1....γp−1δp−1

α1β1...αp−1βp−1
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1

(
εδαβ − uβuα

)
− ε2(p− 1)δ

γ1δ1....γp−1δp−1

α1β1...αp−1β
δαβp−1

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1

]
φ
|β
p|α

=

[
− ε

2
M(p−1)γ

α
β

+
ε(p− 1)

2

(
1

2p−2
δ
γ1δ1....γp−2δp−2ij
α1β1...αp−2βp−2kβ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2

)
Mkα
ij

]
φ
|β
p|α

=

[
− ε

2
M(p−1)γ

α
β +

ε(p− 1)

2
M̈ ij

(p−2)kβMkα
ij

]
φ
|β
p|α

=

[
− ε

2
M(p−1)γ

a
b +

ε(p− 1)

2
M̈ ij

(p−2)kbM
ka
ij

](
γαa γ

b
βφ
|β
p|α

)
. (4.22)

Donc,

Aµν(p)uµuν =
[
φpṘµν(p) + 2p

(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p)

)
φp|ρσ

]
uµuν

= ε
[
φpM(p) − 2p

(
M(p−1)γ

a
b − (p− 1)M̈ ij

(p−2)kbM
km
ij

)(
γαa γ

b
βφ
|β
p|α

)]
= ε

[
φpM(p) − 2p

(
M(p−1)γ

a
b − (p− 1)M̈ ij

(p−2)kbM
ka
ij

)(
∇a∇bφp + εΠpK

b
a

)]
,

(4.23)

en utilisant (2.15).
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4.2.2 Contraintes de moment

Ṙµν(p)γiµuν = Ṙ ν
(p)µγ

µ
i uν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

Rα1β1
γ1δ1

Rα2β2
γ2δ2

. . .R
αpβp
γpδp

γµi uν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

(
Mα1β1
γ1δ1

+ N
α1β1
γ1δ1 + O

α1β1
γ1δ1

)
· · ·(

M
αpβp
γpδp

+ N
αpβp
γpδp + O

αpβp
γpδp

)
γµi uν .

Dans le développement de ce produit, les termes contenant au moins un Oα
γuδu

β ou un
Nαβ
γ uδ disparaissent, à cause de la présence de uν . La même antisymétrie annule les termes

contenant strictement plus d’un Nα
γδu

β , et l’orthogonalité de uν avec γµi et Mαβ
γδ annule le

terme qui ne contient que des Mαβ
γδ . Nous pouvons donc ne garder que

Ṙµν(p)γiµuν =
2p

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

Mα1β1
γ1δ1

Mα2β2
γ2δ2

. . .N
αp
γpδp

uβpγµi uν

= −2p

2p
δ
γ1δ1....γpδp
α1β1...αpµ

δνβpM
α1β1
γ1δ1

Mα2β2
γ2δ2

. . .N
αp
γpδp

uβpγµi uν

= −ε2p

2p
δ
γ1δ1...γpδp
α1β1...αpµ

Mα1β1
γ1δ1

Mα2β2
γ2δ2

. . .N
αp
γpδp

γµi

= −ε2pN(p)i. (4.24)

Maintenant la seconde projection :

Pµαβν(p) φp|αβγiµuν =
1

2
R̈ µα

(p−1)στ g
σβgτνφp|αβγiµuν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1µα
α1β1...αp−1βp−1στ

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αp−1βp−1

γp−1δp−1
gσβgτνφp|αβγiµuν

= − 1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αp−1βp−1

γp−1δp−1
φ
|β
p|αγiµu

ν

= − 1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

(
Mα1β1
γ1δ1

+ N
α1β1
γ1δ1 + O

α1β1
γ1δ1

)
. . .
(

M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
+ N

αp−1βp−1

γp−1δp−1
+ O

αp−1βp−1

γp−1δp−1

)
φ
|β
p|αγiµu

ν . (4.25)

Les seuls termes restants sont ceux avec un seul Nαβ
γ uδ, pour les mêmes raisons que ci-

dessus ; plus le terme contenant seulement des Mαβ
γδ , qui ne disparaît pas ici :

Pµαβν(p) φp|αβγiµuν = − 1

2p

[
2pδ

γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

ν

+δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
γiµu

ν

]
φ
|β
p|α

(4.26)
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En développant le long de la dernière ligne, le premier terme devient

δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

ν

= δ
γ1δ1....γp−1δp−1α
α1β1...αp−1βp−1β

δµνMα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

ν

− δγ1δ1....γp−1δp−1µ
α1β1...αp−1βp−1β

δαν Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

ν

+ δ
γ1δ1....γp−1α µ
α1β1...αp−1βp−1β

δ
δp−1
ν Mα1β1

γ1δ1
. . .M

αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

ν

− δγ1δ1....δp−1α µ
α1β1...αp−1βp−1β

δ
γp−1
ν Mα1β1

γ1δ1
. . .M

αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

ν

+ δ
γ1δ1....γp−2γp−1δp−1α µ
α1β1...αp−2βp−2αp−1βp−1β

δ
δp−2
ν Mα1β1

γ1δ1
. . .M

αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

ν

− . . .

Toutes les lignes sauf la deuxième et la troisième s’annulent. Nous permutons deux indices
dans le second déterminant et le développons le long de sa dernière ligne :

δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

ν

= δ
γ1δ1....γp−1µ δp−1

α1β1...αp−1βp−1β
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

α

+ εδ
γ1δ1....γp−1α µ
α1β1...αp−1βp−1β

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 γiµ

= δ
γ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1βp−1

δ
δp−1

β Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1γiµu

α

− εδγ1δ1....γp−1µ α
α1β1...αp−1βp−1β

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 γiµ

= δ
γ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1βp−1

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 γiµu

αuβ

− ε
[
δ
γ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1βp−1

δαβMα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1

− δγ1δ1....γp−1α
α1β1...αp−1βp−1

δµβMα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1

+ δ
γ1δ1....µ α
α1β1...αp−1βp−1

δ
γp−1

β Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1

− 2(p− 2)δ
γ1δ1....γp−2γp−1µ α
α1β1...αp−2βp−2αp−1βp−1

δ
δp−2

β Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1

]
γiµ

= δ
γ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1βp−1

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 γiµ

(
uαuβ − εδαβ

)
+ εδ

γ1δ1....γp−1α
α1β1...αp−1βp−1

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 γiβ

− εδγ1δ1....µ α
α1β1...αp−1βp−1

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1

β γiµ

+ 2ε(p− 2)δ
γ1δ1....γp−1µ γp−2α
α1β1...αp−1βp−1αp−2βp−2

Mα1β1
γ1δ1

. . .N
αp−1βp−1
γp−1 M

αp−2βp−2

γp−2β
γiµ

= 2p−1N µ
(p−1) γiµ

(
−εγαβ

)
+ ε2p−1N α

(p−1) γiβ

− ε2p−2M̈ µα
(p−2)kl Nkl

β γiµ + ε(p− 2)2p−1N̈ µjα
(p−2) kl Mkl

jβγiµ. (4.27)
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Pendant ce temps, le second terme est

δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
γiµu

ν

= −δγ1δ1....γp−1δp−1µ
α1β1...αp−1βp−1β

δαν Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
γiµu

ν

= −δγ1δ1....γp−1δp−1µ
α1β1...αp−1βp−1β

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
γiµu

α

= −2p−1Ṁ µ
(p−1)βγiµu

α. (4.28)

En rassemblant (4.27) et (4.28), nous obtenons

Pµαβν(p) φp|αβγiµuν =
1

2

[
εp
(

2N(p−1)iγ
α
β − 2N α

(p−1) γiβ + M̈ µα
(p−2)kl Nkl

β γiµ

− 2(p− 2)N̈ µjα
(p−2) kl Mkl

jβγiµ

)
+ Ṁ µ

(p−1)βγiµu
α

]
φ
|β
p|α

=
1

2

[
εp
(

2N(p−1)iγ
a
b − 2N a

(p−1) γib + M̈ ma
(p−2)kl Nkl

b γim

− 2(p− 2)N̈ mja
(p−2) klM

kl
jbγim

)(
γαa γ

b
βφ
|β
p|α

)
+ Ṁ m

(p−1)b γim

(
γbβu

αφ
|β
p|α

)]
.

Avec (2.15) et (2.16), nous pouvons réécrire

Pµαβν(p) φp|αβγiµuν =
1

2

[
εp
(

2N m
(p−1) γab − 2N a

(p−1) γ
m
b + M̈ ma

(p−2)kl Nkl
b

− 2(p− 2)N̈ mja
(p−2) klM

kl
jb

)(
∇a∇bφp + εΠpK

b
a

)
+ Ṁ m

(p−1)b

(
∇bΠp −Kab∇aφp

)]
γim. (4.29)

Ainsi,

Aµν(p)γiµuν =
[
φpṘµν(p) + 2p

(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p)

)
φp|ρσ

]
γiµuν

= φp
(
−ε2pN(p)i

)
+ 2εp2

(
2N m

(p−1) γab − 2N a
(p−1) γ

m
b

+ M̈ ma
(p−2)kl Nkl

b − 2(p− 2)N̈ mja
(p−2) klM

kl
jb

)(
∇a∇bφp + εΠpK

b
a

)
γim

+ 2pṀ m
(p−1)b

(
∇bΠp −Kab∇aφp

)
γim. (4.30)
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4.2.3 Équations dynamiques

De semblables arguments d’orthogonalité aboutissent à

Ṙµν(p)γiµγjν = Ṙ ν
(p)µγ

µ
i γjν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

Rα1β1
γ1δ1

Rα2β2
γ2δ2

. . .R
αpβp
γpδp

γµi γjν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

(
Mα1β1
γ1δ1

+ N
α1β1
γ1δ1 + O

α1β1
γ1δ1

)
· · ·(

M
αpβp
γpδp

+ N
αpβp
γpδp + O

αpβp
γpδp

)
γµi γjν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

(
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αpβp
γpδp

+ 4p(p− 1)Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1

γp−1δp−1
uβp−1N

αpβp
γp uδp

+ 4pMα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
O
αp
γp u

βpuδp

)
γµi γjν . (4.31)

Le premier terme est égal à

1

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αpβp
γpδp

γµi γjν = Ṁ ν
(p)µγ

µ
i γjν

= Ṁ(p)ij . (4.32)

Le second terme, en développant le long d’une ligne, est égal à

4p(p− 1)

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1

γp−1δp−1
uβp−1N

αpβp
γp uδpγ

µ
i γjν

=
4p(p− 1)

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γpν
α1β1...αp−1αp βpµ

δ
δp
βp−1

Mα1β1
γ1δ1

. . .

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1

γp−1δp−1
uβp−1N

αpβp
γp uδpγ

µ
i γjν

= ε
4p(p− 1)

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1γpν
α1β1...αp−1αp βpµ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1

γp−1δp−1
N
αpβp
γp γµi γjν

= ε
4p(p− 1)

2
ṄN ν

(p−1)µγ
µ
i γjν

= ε2p(p− 1)ṄN(p−1)ij . (4.33)

Finalement, le troisième terme est égal à

4p

2p
δ
γ1δ1....γpδpν
α1β1...αpβpµ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
O
αp
γp u

βpuδpγ
µ
i γjν

=
4p

2p
δ
γ1δ1....γpν
α1β1...αpµ

δ
δp
βp

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
O
αp
γp u

βpuδpγ
µ
i γjν

= ε
2p

2p−1
δ
γ1δ1....γpν
α1β1...αpµ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
O
αp
γp γ

µ
i γjν

= ε2pȮ ν
(p−1)µγ

µ
i γjν

= ε2pȮ(p−1)ij . (4.34)
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Donc (4.31) peut s’écrire comme la somme de (4.32), (4.33) et (4.34) :

Ṙµν(p)γiµγjν = Ṁ(p)ij + ε2p(p− 1)ṄN(p−1)ij + ε2pȮ(p−1)ij . (4.35)

Maintenant, la seconde projection :

Pµαβν(p) φp|αβγiµγjν =
1

2
R̈ µα

(p−1)στ g
σβgτνφp|αβγiµγjν

=
1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1µα
α1β1...αp−1βp−1στ

Rα1β1
γ1δ1

. . .R
αp−1βp−1

γp−1δp−1
gσβgτνφp|αβγiµγjν

= − 1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1µα
α1β1...αp−1βp−1νβ

(
Mα1β1
γ1δ1

+ N
α1β1
γ1δ1 + O

α1β1
γ1δ1

)
. . .
(

M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
+ N

αp−1βp−1

γp−1δp−1
+ O

αp−1βp−1

γp−1δp−1

)
φ
|β
p|αγiµγ

ν
j (4.36)

qui peut s’écrire, après suppression des termes orthogonaux,

Pµαβν(p) φp|αβγiµγjν =

− 1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1µα
α1β1...αp−1βp−1νβ

(
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
(4.37)

+2(p− 1)Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1 (4.38)

+2(p− 1)Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1

γp−1δp−1
uβp−1 (4.39)

+4(p− 1)Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
O
αp−1
γp−1 u

βp−1uδp−1 (4.40)

+4(p− 1)(p− 2)Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−3βp−3

γp−3δp−3
N
αp−2

γp−2δp−2
uβp−2N

αp−1βp−1
γp−1 uδp−1

)
φ
|β
p|αγiµγ

ν
j .

(4.41)

En utilisant le fait que

δβα = γβα + εuαu
β

= γaαγ
β
b δ

b
a + εuαu

β, (4.42)
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nous obtenons pour la première ligne (4.37)

− 1

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1µα
α1β1...αp−1βp−1νβ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
φ
|β
p|αγiµγ

ν
j

= − 1

2p

(
+δ

γ1δ1....γp−1δp−1µ
α1β1...αp−1βp−1ν

δαβ

−δγ1δ1....γp−1δp−1α
α1β1...αp−1βp−1ν

δµβ

+2(p− 1)δ
γ1δ1....γp−1µ α
α1β1...αp−1βp−1ν

δ
δp−1

β

)
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
φ
|β
p|αγiµγ

ν
j

= − 1

2p

(
+δ

γ1δ1....γp−1δp−1µ
α1β1...αp−1βp−1ν

(
δab γ

α
a γ

b
β + εuβu

α
)

−δγ1δ1....γp−1δp−1a
α1β1...αp−1βp−1ν

δµb γ
α
a γ

b
β

+2(p− 1)δ
γ1δ1....γp−1µ a
α1β1...αp−1βp−1ν

δ
δp−1

b γαa γ
b
β

)
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
φ
|β
p|αγiµγ

ν
j

= − 1

2p

(
+δ

γ1δ1....γp−1δp−1µa
α1β1...αp−1βp−1νb

γαa γ
b
β

+εδ
γ1δ1....γp−1δp−1µ
α1β1...αp−1βp−1ν

uβu
α

)
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
M
αp−1βp−1

γp−1δp−1
φ
|β
p|αγiµγ

ν
j

= −1

2

(
+M̈ ma

(p−1)nb

(
φ
|β
p|αγ

α
a γ

b
β

)
+ εṀ m

(p−1)n

(
φ
|β
p|αuβu

α
))

γimγ
n
j . (4.43)

La seconde ligne (4.38) est

−2(p− 1)

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1φ

|β
p|αγiµγ

ν
j

= −2(p− 1)

2p

(
+δ

γ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1βp−1

δ
δp−1

β δαν

−δγ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1ν

δ
δp−1

β δαβp−1

+δ
γ1δ1....γp−1µ
α1β1...βp−1ν

δ
δp−1

β δααp−1

−2(p− 2)δ
γ1δ1....γp−2δp−2γp−1µ
α1β1...αp−2αp−1βp−1ν

δ
δp−1

β δαβp−2

)
Mα1β1
γ1δ1

. . .

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1βp−1
γp−1 uδp−1φ

|β
p|αγiµγ

ν
j

= −2(p− 1)

2p

(
+2p−1N µ

(p−1) δ
α
ν

−2p−2M̈ γp−1µ

(p−2)αp−1ν
N
αp−1α
γp−1

+2p−2M̈ γp−1µ

(p−2)βp−1ν
N
βp−1α
γp−1

−2(p− 2)×2p−2N̈ µγp−2δp−2

(p−2) αp−2ν
M
αp−2α
γp−2δp−2

)
uβφ

|β
p|αγiµγ

ν
j

= (p− 1)

(
−N m

(p−1) δan + M̈ km
(p−2)ln Nl a

k + (p− 2)N̈ mcd
(p−2) knMka

cd

)(
γαa uβφ

|β
p|α

)
γimγ

n
j .

(4.44)
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La troisième ligne (4.39) lui est semblable :

−2(p− 1)

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
N
αp−1

γp−1δp−1
uβp−1φ

|β
p|αγiµγ

ν
j

= (p− 1)

(
−N(p−1)nδ

m
b + M̈ km

(p−2)ln Nl
kb + (p− 2)N̈ km

(p−2)ncd Mcd
kb

)(
γbβu

αφ
|β
p|α

)
γimγ

n
j .

(4.45)

La quatrième ligne (4.40), quant à elle, vaut

−4(p− 1)

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
O
αp−1
γp−1 u

βp−1uδp−1φ
|β
p|αγiµγ

ν
j

= −4(p− 1)

2p

(
+δ

γ1δ1....γp−1αµ
α1β1...αp−1βν

δ
δp−1

βp−1

−δγ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1ν

δαβp−1
δ
δp−1

β

)
Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
O
αp−1
γp−1 u

βp−1uδp−1φ
|β
p|αγiµγ

ν
j

= −4(p− 1)

2p

(
+ε2p−2Ö αµ

(p−2)βν − 2p−2Ȯ µ
(p−2)νu

αuβ

)
φ
|β
p|αγiµγ

ν
j .

Nous pouvons utiliser à nouveau l’astuce (4.42) :

2p−2Ö αµ
(p−2)βν γiµγ

ν
j = δ

γ1δ1....γp−1µα
α1β1...αp−1νβ

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
O
αp−1
γp−1 γiµγ

ν
j

= +δ
γ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1ν

δαβMα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
O
αp−1
γp−1 γiµγ

ν
j

+ . . .

= +δ
γ1δ1....γp−1µ
α1β1...αp−1ν

(
γαa γ

b
βδ
a
b + εuβu

α
)

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
O
αp−1
γp−1 γiµγ

ν
j

+ . . .

= 2p−2
(
Ö µa

(p−2)νb γ
α
a γ

b
β + εȮ µ

(p−2)νuβu
α
)
γiµγ

ν
j ,

et la quatrième ligne (4.40) devient

−4(p− 1)

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .M
αp−2βp−2

γp−2δp−2
O
αp−1
γp−1 u

βp−1uδp−1φ
|β
p|αγiµγ

ν
j

= −ε(p− 1)Ö am
(p−2)bn

(
φ
|β
p|αγ

α
a γ

b
β

)
γimγ

n
j . (4.46)
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Pour finir, on peut appliquer à la cinquième ligne (4.41) le même calcul :

−4(p− 1)(p− 2)

2p
δ
γ1δ1....γp−1δp−1αµ
α1β1...αp−1βp−1βν

Mα1β1
γ1δ1

. . .

. . .M
αp−3βp−3

γp−3δp−3
N
αp−2

γp−2δp−2
uβp−2N

αp−1βp−1
γp−1 uδp−1φ

|β
p|αγiµγ

ν
j

= −4(p− 1)(p− 2)

2p

(
+δ

γ1δ1....γp−2δp−2γp−1αµ
α1β1...αp−2αp−1βp−1βν

δ
δp−1

βp−2

−δγ1δ1....γp−2δp−2γp−1µ
α1β1...αp−2αp−1βp−1ν

δ
δp−1

β δαβp−2

)
Mα1β1
γ1δ1

. . .

. . .M
αp−3βp−3

γp−3δp−3
N
αp−2

γp−2δp−2
uβp−2N

αp−1βp−1
γp−1 uδp−1φ

|β
p|αγiµγ

ν
j

= −4(p− 1)(p− 2)

2p

(
+ε2p−2N̈N αµ

(p−2)βν − 2p−2ṄN µ
(p−2)νuβu

α

)
φ
|β
p|αγiµγ

ν
j

= −ε(p− 1)(p− 2)N̈N am
(p−2)bn

(
φ
|β
p|αγ

α
a γ

b
β

)
γimγ

n
j . (4.47)

Nous rassemblons (4.43), (4.44), (4.45), (4.46) et (4.47), et obtenons

Pµαβν(p) φp|αβγiµγjν

= −1

2

(
+M̈ ma

(p−1)nb

(
φ
|β
p|αγ

α
a γ

b
β

)
+ εṀ m

(p−1)n

(
φ
|β
p|αuβu

α
))

γimγ
n
j (4.48)

+(p− 1)

(
−N m

(p−1) δan + M̈ km
(p−2)ln Nl a

k + (p− 2)N̈ mcd
(p−2) knMka

cd

)(
γαa uβφ

|β
p|α

)
γimγ

n
j

+(p− 1)

(
−N(p−1)nδ

m
b + M̈ km

(p−2)ln Nl
kb + (p− 2)N̈ km

(p−2)ncd Mcd
kb

)(
γbβu

αφ
|β
p|α

)
γimγ

n
j

−ε(p− 1)

(
Ö am

(p−2)bn + (p− 2)N̈N am
(p−2)bn

)(
γαa γ

b
βφ
|β
p|α

)
γimγ

n
j

= −1

2

(
+M̈ am

(p−1)bn + 2ε(p− 1)
[
Ö am

(p−2)bn + (p− 2)N̈N am
(p−2)bn

])
(
∇a∇bφp + εΠpK

b
a

)
γimγ

n
j (4.49)

+(p− 1)

(
−N m

(p−1) δan + M̈ km
(p−2)ln Nl a

k + (p− 2)N̈ mcd
(p−2) knMka

cd

)
(
∇aΠp −Kb

a∇bφp
)
γimγ

n
j

+(p− 1)

(
−N(p−1)nδ

m
b + M̈ km

(p−2)ln Nl
kb + (p− 2)N̈ km

(p−2)ncd Mcd
kb

)
(
∇bΠp −Kb

a∇aφp
)
γimγ

n
j .

−1

2
εṀ m

(p−1)n

(
ε (�φp −∆φp)−ΠpK

)
γimγ

n
j .
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Ainsi,

Aµν(p)γiµγjν =
[
φpṘµν(p) + 2p

(
Pµρσν(p) + Pµσρν(p)

)
φp|ρσ

]
γiµγjν

=

(
Ṁ(p)ij + ε2p(p− 1)ṄN(p−1)ij + ε2pȮ(p−1)ij

)
φp

− p
(
M̈ am

(p−1)bn + 2ε(p− 1)(p− 2)N̈N am
(p−2)bn + 2ε(p− 1)Ö am

(p−2)bn

)
(
∇a∇bφp + εΠpK

b
a

)
γimγ

n
j

+ 2p(p− 1)

(
− N m

(p−1) δan + M̈ km
(p−2)ln Nl a

k + (p− 2)N̈ mcd
(p−2) knMka

cd

)
(
∇aΠp −Kb

a∇bφp
)
γimγ

n
j

+ 2p(p− 1)

(
− N(p−1)nδ

m
b + M̈ km

(p−2)ln Nl
kb + (p− 2)N̈ km

(p−2)ncd Mcd
kb

)
(
∇bΠp −Kb

a∇aφp
)
γimγ

n
j

− εpṀ m
(p−1)n

(
ε (�φp −∆φp)−ΠpK

)
γimγ

n
j . (4.50)

4.3 Le problème de Cauchy

Comme pour la Relativité Générale (RG), le problème d’évolution des théories f(Love-
lock) se divise en deux parties. La détermination d’une donnée initiale, c’est-à-dire la
résolution des équations de contrainte (4.7, 4.8) ; puis la propagation de cette donnée initiale
selon les équations dynamiques (4.9), c’est-à-dire l’étude du problème de Cauchy.

Commençons par quelques mots sur ce problème.

4.3.1 Le problème de Cauchy pour les théories de Lovelock

Comme nous l’avons dit au début de ce chapitre, le premier article consacré à la for-
mulation hamiltonienne des théories de Lovelock est écrit en 1987 par C. Teitelboim et
J. Zanelli [87]. Mais il n’indique pas si le problème de Cauchy est bien posé ou non. Sur
ce point, le travail originel date de 1988, par Y. Choquet-Bruhat [15] (repris en [16], aux
pages 692-693). Le théorème de Cauchy-Kowalewski y est utilisé pour montrer que le pro-
blème de Cauchy est bien posé pour des données analytiques suffisamment petites, à lapse
et shift arbitrairement donnés. Une différence de taille apparaît toutefois par rapport à la
RG, en ce qui concerne les surfaces caractéristiques : ce sont des cônes, mais pas de genre
lumière, contrairement à ceux de la RG. Ainsi, la gravité peut se propager plus vite ou plus
lentement que la lumière.

Dans [22], N. Deruelle et L. Fariña-Busto ont montré que les modèles cosmologiques
de gravité de Lovelock peuvent présenter des comportements problématiques, comme un
univers provenant de nulle part ou disparaissant en un temps fini sans explosion de la
courbure. Ces résultats ont été rassemblés sous un point de vue plus général en [23]. Il
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y est établi que la quasi-linéarité en ∂2g des équations dynamiques est à l’origine de la
pathologie.

Les recherches actuelles sont consacrées, d’une part, à l’hyperbolicité globale des théo-
ries de Lovelock. H. S. Reall, N. Tanahashi et B. Way ont étudié dans le détail la nature
des hypersurfaces caractéristiques ; ils prouvent dans [76] que chaque horizon de Killing est
caractéristique, et se prononcent sur l’hyperbolicité de certains cas de théorie de Lovelock.
Dans [77], ils établissent que l’équation de transport le long des hypersurfaces caractéris-
tiques est non linéaire, contrairement à celle de la RG, et que cette non linéarité peut former
des chocs. Enfin, la question de la stabilité non linéaire de l’espace-temps de Minkowski
semble trouver une réponse positive, mais ceci n’est pas encore prouvé.

D’autre part, S. Willison exprime dans [94] et [95] une reformulation quasi-linéaire des
théories de Lovelock pour étudier le caractère localement bien posé du problème de Cauchy
par rapport à des métriques de trous noirs.

4.3.2 Le problème de Cauchy pour les théories f(Lovelock)

Quant au problème de Cauchy pour les théories f(Lovelock), tout est encore à faire.
Nous venons d’effectuer la première étape, la décomposition des équations de champ en
un formalisme hamiltonien. Mais le caractère bien posé du problème de Cauchy dépendra
d’une étude approfondie des équations dynamiques et du terme Aµνγµi γνj ; la question est
donc entièrement ouverte.

Penchons-nous maintenant sur l’autre partie du problème d’évolution.

4.4 Résolution des équations de contrainte

4.4.1 L’échec de la méthode conforme

Les équations de contrainte de la RG constituent un champ fertile de recherche ma-
thématique, et il est légitime de se demander si les résultats qui s’appliquent à elles valent
aussi bien pour les théories f(Lovelock). À l’heure actuelle, les équations de contrainte
des théories f(Lovelock) viennent d’être rendues explicites, et n’ont donc pas encore été
étudiées. Leur résolution mathématique est entièrement ouverte.

Étonnamment, il en était de même pour les équations de contrainte des théories de
Lovelock, jusqu’à présent. Les travaux menés par mes directeurs de thèse et moi-même
semblent novateurs sur ce sujet. La suite de cette thèse est le compte-rendu de ces travaux.

Nous allons donc laisser de côté les équations dynamiques (4.9) et étudier le système des
équations de contrainte (4.7, 4.8). Nous nous restreindrons au cas de Lovelock, c’est-à-dire

∀ p, φp = αp = cst., donc Πp = 0.
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Les équations de contrainte deviennent alors

pn∑
k=0

αkM(k) = V − εE, (contrainte hamiltonienne) (4.51)

pn∑
k=0

2kαkN
i

(k) = J i. (contraintes de moment) (4.52)

Les équations de contrainte (4.51, 4.52) sont tout aussi sous-déterminées que celles de
la RG. Il est naturel de tenter de leur appliquer la même méthode conforme, exposée dans
la section 1.4. C’est-à-dire de lever la sous-détermination en imposant une classe conforme
arbitraire et d’y chercher une métrique solution. Cependant, le bon exposant qui apparaît
sur le facteur conforme dépend de k (cf. [88]) : il n’existe pas d’exposant universel qui
puisse transformer tous les M(k) et les N(k) d’une façon semblable à celle de la méthode
conforme.

Pour traiter ce problème, nous serons malheureusement amenés à faire trois hypothèses
restrictives.

4.4.2 Notations et hypothèses

Commençons par introduire de nouvelles notations.

Définition 4.4.1.

Pour 0 ≤ k ≤ n,
σk(λ) =

∑
1≤i1<...<ik≤n

λi1 . . . λik le k-ième polynôme symétrique

élémentaire de λ ∈ Rn,
Γk =

{
λ ∈ Rn

∣∣ ∀ 0 ≤ j ≤ k, σj(λ) > 0
}

le k-ième cône de Gårding,

S[γ]ij =
1

n− 2

[
R[γ]ij −

R[γ]

2(n− 1)
γij

]
le tenseur de Schouten de γ,

S[γ] =
R[γ]

2(n− 1)
la trace de S[γ]ij ,

λ(γ) les valeurs propres de S[γ]ij ,
σk(λ(γ)) la σk-courbure de γ, ie. le k-ième

polynôme symétrique élémentaire
des valeurs propres de S[γ]ij ,

W[γ]ijkl le tenseur de Weyl de γ,
Sn(R) l’ensemble des matrices symétriques

réelles de taille n.

Pour −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ Rp+1, nous écrirons

f−→a = a0 + a1σ1 + . . .+ apσp ∈ R[X1, . . . , Xn],
P−→a = a0 + a1X + . . .+ apX

p ∈ R[X].
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Remarque 8. Les cônes Γk furent introduits par L. Gårding dans sa recherche sur les
polynômes hyperboliques. On peut sur ce sujet se référer à [29]. Ils satisfont les inclusions
suivantes :

Γ1 ⊃ Γ2 ⊃ . . . ⊃ Γn−1 ⊃ Γn =
(
R∗+
)n
.

Une métrique γ dont le spectre λ(γ) ∈ Γk est nommée k-admissible.

Restreignons maintenant le problème qui nous intéresse.

1. Nous étudierons le cas symétrique en temps, ou time-symmetric, c’est-à-dire que
nous supposerons que Kij = 0. Ceci correspondrait, par exemple, dans un univers
s’étendant puis se contractant, à l’instant de basculement entre les deux régimes.
Dans ce cas,

M(k) =
1

2k
δa1b1...akbkc1d1...ckdk

R[γ]c1d1a1b1
. . .R[γ]ckdkakbk

= R[γ]k,

N i
(k) =

1

2k
δa1b1...akic1d1...ckdk

R[γ]c1d1a1b1
. . .R[γ]

ck−1dk−1

ak−1bk−1
Nckdk
ak

= 0.

Les équations de contrainte deviennent alors

pn∑
k=0

αkRk = V − εE, (4.53)

0 = J i, (4.54)

(4.54) est une condition physique nécessaire, portant sur le tenseur d’énergie-impul-
sion Tµν , pour qu’une décomposition symétrique en temps puisse exister. En revanche,
(4.53) est une nouvelle équation géométrique.

Nous appellerons polynôme de Lovelock l’expression
∑

k αkRk. Il s’agit d’un po-
lynôme en les produits de Lovelock, donc en des courbures de degrés croissants.

2. Nous supposerons queM est localement conformément plate. En effet, en géné-
ral, le tenseur de Riemann peut se décomposer selon

R[γ]cdab = W[γ]cdab +
(

S[γ]caδ
d
b + S[γ]dbδ

c
a − S[γ]daδ

c
b − S[γ]cbδ

d
a

)
Le fait queM soit localement conformément plate est équivalent à ce que son tenseur
de Weyl s’annule. Et lorsque Wcd

ab = 0, il peut être montré (par exemple dans [30])
que pour tout 0 ≤ k ≤ pn,

Rk = 2kk!
(n− k)!

(n− 2k)!
σk(λ(γ)).

Dans ce cas, (4.53) devient

pn∑
k=0

αk2
kk!

(n− k)!

(n− 2k)!
σk(λ(γ)) = V − εE. (4.55)
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Nous posons donc

E := V − εE, (4.56)

ak := αk2
kk!

(n− k)!

(n− 2k)!
, (4.57)

qui a le même signe que αk.

3. Nous considérerons que l’hypersurface spatialeM est compacte. Une variété de vo-
lume fini est en effet une hypothèse nécessaire dans l’ensemble des travaux que nous
invoquerons.

Remarque 9. Une petite mise en garde s’impose : la nouvelle équation hamiltonienne
(4.53) ne concerne pas le polynôme de Lovelock présent dans l’action (3.4) des théories
de Lovelock, mais la projection de ce polynôme sur une hypersurface spatiale M. Le
polynôme de Lovelock est construit sur les courbures de la métrique spatio-temporelle de
V, lorentzienne, g, tandis que (4.53) est construite à partir de la métrique spatiale deM,
riemannienne, γ. Le fait que cette projection en ait la même structure est dû à la forme de
Mcd
ab et à l’hypothèse de symétrie en temps.

4.4.3 Interprétation physique des coefficients

Dans l’équation (4.53), les αk sont des coefficients réels qui portent une dimension
physique. Chaque Rk a la dimension d’une longueur−2k, et les produits αkRk ont tous la
dimension d’une énergie. La RG correspond à

α0 =
−2Λ

2κ
, α1 =

1

2κ
,

n = 3, αk = 0 for k ≥ 2.

Nous avons déjà choisi la convention c = 1. Dans la suite nous éliminerons la dimension
physique restante en prenant κ = 1/2, afin que la RG devienne

α0 = −2Λ, α1 = 1, (4.58)
αk = 0 for k ≥ 2.

La forme générale des théories de Lovelock ne contient pas de restriction sur Λ, ni sur aucun
αk. Toutefois – bien qu’il existe des recherches sur une constante cosmologique strictement
négative – la plupart des modèles cosmologiques considèrent Λ petite, mais strictement
positive :

0 < Λ� 1.

Nous garderons cette hypothèse sur Λ. Dans les deux prochains chapitres, nous ferons
successivement deux hypothèses sur les autres coefficients.

Dans le chapitre 5 et les sections 6.1 et 6.2, nous supposerons que αk ≥ 0 pour k ≥ 1.
Ceci nous permet, dans certains cas, d’obtenir un système elliptique en restreignant les
valeurs propres du tenseur de Ricci au cône positif, ce qui implique une courbure scalaire
de M strictement positive. De plus, cette hypothèse est courante dans les travaux de
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physique. Il y a certes des exceptions : dans [20] par exemple, la thermodynamique des
trous noirs est étudiée avec α2 < 0 ; et dans [43] ou [65], l’existence d’un trou de ver
traversable implique le même α2 < 0.

Dans la section 6.3, nous supposerons l’opposé : que la courbure scalaire de la variété
spatiale est strictement négative. Nous ferons en outre l’hypothèse que |αk| � 1 pour
k ≥ 2. Ceci correspond à la RG vue comme limite des théories de Lovelock et rend possible
l’usage d’un théorème des fonctions implicites.

4.4.4 Vers un nouveau problème de σk-Yamabe

Récapitulons notre problème : nous supposons que (M, γij) est une variété spatiale
localement conformément plate et compacte, plongée de façon symétrique en temps dans
un espace-temps ; ceci implique que (4.54) est vraie. Alors les équations de contrainte des
théories de Lovelock se réduisent à

pn∑
k=0

akσk(λ(γ)) = E , (4.59)

qui peut encore s’écrire
f−→a (λ(γ)) = E .

Lorsque tous les αk sauf un sont nuls, (4.53) est une équation de prescription d’une σk-
courbure. Même si la méthode conforme de la RG ne s’applique pas telle quelle, ce problème
est largement sous-déterminé, et la recherche d’une solution dans une classe conforme
donnée s’avère fructueuse. Il s’agit du problème de σk-Yamabe, une généralisation du
problème de Yamabe qui commença à être étudié à l’aube du siècle présent.

Pour k = 1, σ1(λ(γ)) est la courbure scalaire de γ, donc nous retrouvons le célèbre
problème de Yamabe.

Pour k = n, bien que nous ne soyons pas concernés par ce cas, σn(λ(γ)) est le détermi-
nant du tenseur de Schouten, donc nous obtenons une équation à la Monge-Ampère, qui a
donné naissance à une littérature abondante.

Les autres cas sont une interpolation entre ces deux extrêmes. Nous reprendrons ici
un récapitulatif de M. L. Labbi [45] de cas pour lesquels une solution au problème de
σk-Yamabe a été trouvée ces dernières années.

? 2000, travail originel de J. A. Viaclovsky [90], [91] ;

? 2003, pour une variété localement conformément plate, P. Guan et G. Wang [33] ;

? 2003, pour une variété localement conformément plate, A. Li et Y. Li [52], [53], étendu
dans [51] ;

? 2007, pour une variété avec une frontière non vide, B. Guan [32] ;

? 2007, n/2 < k, pour une métrique admissible, M. Gursky et J. Viaclovsky [34] ;

? 2007, 2 ≤ k ≤ n/2, pour une métrique admissible et un problème variationnel, W.
Sheng, N. Trudinger et X. Wang [83].
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Depuis la revue de [45], on peut relever les résultats suivants.

? 2010, 1 ≤ k < n/2, pour une σk-courbure égale à
(
n
k

)
/2k avec des techniques de

somme connexe, L. Mazzieri, G. Catino et A. Segatti, [14], [63].

Le lien entre les théories de Lovelock et les σk-courbures semble avoir été fait pour la
première fois dans [45], sans recherche cependant sur les équations de contrainte.

Cela dit, l’équation (4.59) n’est pas la prescription d’une seule σk-courbure, mais d’une
combinaison linéaire arbitraire de différentes σk-courbures. Il s’agit d’un nouveau problème
de σk-Yamabe, et c’est ce problème que nous allons étudier.

Dans la suite nous lèverons la contrainte sur pn, et considérerons (4.59) comme un cas
particulier de l’équation de prescription suivante.

Définition 4.4.2. Pour −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ Rp+1, on appelle (4.60,−→a , E) le problème
suivant : trouver γ̂ ∈ C[γ] une solution conforme de

f−→a (λ(γ̂)) = E . (4.60)

4.4.5 À la recherche de concavité

La plupart des solutions existantes au problème de σk-Yamabe utilisent le fait que dans
le cas localement conformément plat, ce problème est variationnel, de même que le problème
de Yamabe classique. Cette propriété est définie dans le théorème suivant, démontré par
J. Viaclovsky.

Théorème 4.4.3 ([90]). Soit γ̂ ∈ C[γ], tel que vol(γ̂) = 1. Alors pour tout k 6= n/2, γ̂
satisfait

σk(λ(γ̂)) = constant (4.61)

si et seulement si γ̂ est un point critique de la fonctionnelle

g 7−→
∫
M
σk(λ(g)) dvg.

Cependant, notre nouveau problème (4.60,−→a , E) n’est plus variationnel. Nous devons
donc utiliser un résultat plus général, comme le théorème de A. Li et Y. Y. Li.

Théorème 4.4.4 ([51]). Soient Γ ⊂ Rn et f ∈ C∞(Γ) ∩ C0(Γ) tels que

1. (a) Γ est un cône convexe ouvert dont le sommet est à l’origine,

(b) Γn ⊂ Γ ⊂ Γ1,

(c) Γ est symétrique en les λi ;

2. (a) f est concave et symétrique en les λi,

(b) f = 0 sur ∂Γ,

(c) ∀ 1 ≤ i ≤ n, ∂if > 0 dans Γ,

123



4.4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE CONTRAINTE

(d) ∀ λ ∈ Γ, lim
s→∞

f(sλ) =∞.

Puis, soit (M, γ) une variété compacte, localement conformément plate, sans frontière,
telle que

λ(γ) ∈ Γ surM.

Alors il existe u ∈ C∞(M), u > 0, tel que γ̂ := u
4

n−2γ ∈ C[γ] satisfait

f(λ(γ̂)) = 1 et (4.62)
λ(γ̂) ∈ Γ surM. (4.63)

Remarque 10. L’hypothèse sur les cônes de Gårding (1b) est un critère d’admissibilité qui
garantit l’ellipticité de l’équation (4.62). Elle impose que σ1(λ(γ)) > 0, ie. que la courbure
scalaire deM soit strictement positive.

Remarque 11. Pour la prescription d’une σk-courbure arbitraire, les résultats actuels se
servent de la nature variationnelle du problème de σk-Yamabe. Le théorème de A. Li et
Y. Y. Li, plus général, ne requiert pas de problème variationnel, mais perd l’opportunité
d’une prescription arbitraire. Il permet seulement de contraindre f à être constante.

Remarque 12. L’hypothèse la plus lourde de ce théorème est (2a), la concavité de f . Elle
trouve son origine dans l’étonnante propriété de concavité de σ1/k

k ; une preuve de cette
propriété peut être trouvée dans [59] avec des arguments algébriques, ou dans [11] avec les
outils de la théorie des polynômes hyperboliques de L. Gårding.

Théorème 4.4.5 (1957, [59], 1985, [11]). Soient λ, µ ∈ Γk, 1 ≤ k ≤ n. Alors

σ
1/k
k (λ+ µ) ≥ σ1/k

k (λ) + σ
1/k
k (µ),

avec égalité si et seulement si λ//µ (ou k = 1).

L’homogénéité de σ1/k
k mène ensuite à la concavité sur Γk, et autorise à prendre f = σ

1/k
k

dans le théorème 4.4.4.
En est-il de même pour f−→a ? La réponse, bien sûr, dépend des coefficients ak.

124



Chapitre 5

Sur la concavité

d’une somme de σk
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5.1. INTRODUCTION

Ce chapitre reprend le contenu de [47] ; il est consacré à la concavité de f−→a .
Quand une combinaison linéaire de σk est-elle concave ? Cette question ne porte que

sur les coefficients de cette combinaison linéaire. Ce n’est pas une question de gravita-
tion, de physique théorique, de géométrie ou d’EDP, mais uniquement d’algèbre. Nous lui
chercherons donc des réponses algébriques.

5.1 Introduction

5.1.1 Notations et conjectures

Lorsque nous considérerons des quantités vivant dans Rn, qui est un espace plat, nous
écrirons indifféremment les coordonnées en indice ou en exposant. Dans ce cas, nous utili-
serons les notations suivantes.

Définition 5.1.1. Soient n ≥ 1, et Ω un ouvert de Rn. Pour f, g ∈ C2(Ω → R), A,B ∈
Mn(R), x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, 0 ≤ k ≤ n, nous écrivons

fi = ∂xif,
fij = ∂xi∂xjf,

D(f) = (fi)1≤i≤n ∈ C1(Ω→ Rn) le gradient de f,
H(f) = (fij)1≤i,j≤n ∈ C0(Ω→ Sn(R)) la hessienne de f,

g ≡ f ⇐⇒ si f et g ont le même signe sur Ω,
A ≡ B ⇐⇒ s’il existe λ > 0 tel que A = λB.

Nous assimilons les polynômes réels à leur fonction polynomiale sur R.
Pour x, y ∈ Rn, nous écrivons

tx le vecteur transposé de x,
(x|y) =txy =tyx =

∑
i xiyi le produit scalaire de x et y,

x⊗ y = (xiyj)ij ∈Mn(R) le produit tensoriel de x et y,
x′i = (x1, . . . ,��xi, . . . , xn) ∈ Rn−1 le vecteur x privé de sa i-ième coordonnée,

(ei)1≤i≤n la base canonique de Rn.

I = (1, . . . , 1) ∈ Rn,

Id =

1 0
. . .

0 1

 ∈Mn(R),

En l’absence d’ambiguïté, I désignera toujours (1, . . . , 1) quelle que soit la dimension.
Nous notons ∆∗+ et appelons diagonale le demi-axe diagonal ouvert positif :

∆∗+ = R∗+ · I = {(t, . . . , t) ∈ Rn | t > 0} ⊂ Γn.
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Nous écrivons, en reprenant les notations du paragraphe 4.4.2,

f−→a = a0 + a1σ1 + . . .+ apσp ∈ R[X1, . . . , Xn],
P−→a = a0 + a1X + . . .+ apX

p ∈ R[X],

f̄−→a = f−→a (X, . . . ,X) = a0

(
n

0

)
+ a1

(
n

1

)
X + . . .+ ap

(
n

p

)
Xp ∈ R[X],

P̃−→a = XpP−→a

(
1

X

)
= ap + ap−1X + . . .+ a0X

p ∈ R[X].

Nous omettrons l’indice −→a en l’absence d’ambiguïté.
Enfin, introduisons les trois ensembles que nous tâcherons de déterminer.

Kpn =
{−→a ∈ Rp+1

∣∣ f
1/p
−→a est concave sur Γn

}
X pn =

{−→a ∈ Rp+1
∣∣ f̄

1/p
−→a est concave sur R∗+

}
Ξpn =

{−→a ∈ Rp+1
∣∣ f̄−→a est scindé

}
Définition 5.1.2. Soient Ω un ouvert de Rn, u une fonction C0(Ω→ R∗+), et µ > 0. Nous
disons que u est µ-concave lorsque uµ est concave.

Évidemment, Kpn ⊂ X pn . L’autre inclusion est-elle vraie ? Il s’agit de notre première
conjecture : la 1

p - concavité de f−→a sur la diagonale est une condition nécessaire et suffisante
à sa 1

p -concavité dans tout Γn.

Conjecture 1. Soient p ∈ N∗, −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ (R+)p+1. Alors

f−→a est
1

p
-concave sur Γn ⇐⇒ f−→a est

1

p
-concave sur ∆∗+

⇐⇒ f̄−→a est
1

p
-concave sur R∗+.

Autrement dit,
Kpn = X pn .

Nous n’avons pas encore de preuve de cette conjecture, mais pouvons démontrer cette
équivalence pour quelques cas qui seront présentés dans la section 5.4.

Une version plus faible de cette conjecture peut être exprimée en fonction des racines
de f̄−→a .

Conjecture 2. Soient p ∈ N∗, −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ (R+)p+1. Alors

f−→a est
1

p
-concave sur Γn ⇐= f̄−→a est scindé sur R.

C’est-à-dire,
Ξpn ⊂ Kpn.

En effet, comme le montrera la proposition 5.2.2, Ξpn ⊂ X pn .
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5.1.2 Lemmes de concavité

Présentons ici deux lemmes.

Lemme 5.1.3. Soient Ω un domaine ouvert de Rn, u une fonction de C2(Ω → R∗+), et
µ > 0. Alors

H (uµ) ≡ uH(u) + (µ− 1)D(u)⊗D(u).

u étant de classe C2, nous obtenons l’équivalence suivante :

u est µ-concave sur Ω ⇐⇒ uH(u) + (µ− 1)D(u)⊗D(u) est négative sur Ω.

Démonstration. Cela vient directement du calcul de la hessienne :

H (uµ) = µuµ−2 [uH(u) + (µ− 1)D(u)⊗D(u)] . (5.1)

Lemme 5.1.4. Soient Ω un domaine ouvert de Rn, a, b ∈ C2(Ω → R∗+), et α, β > 0 tels
que a est α-concave et b est β-concave.

Alors (ab) est γ-concave, avec
1

γ
:=

1

α
+

1

β
.

Démonstration. Les fonctions sont C2, donc elles sont concaves si et seulement si leur
hessienne est négative. En utilisant le lemme 5.1.3, nous pouvons calculer la hessienne de
(ab)γ :

H ((ab)γ) ≡ abH(ab) + (γ − 1)D(ab)⊗D(ab)

= ab [H(a)b+D(a)⊗D(b) +D(b)⊗D(a) + aH(b)]

+ (γ − 1) (aD(b) +D(a)b)⊗ (aD(b) +D(a)b)

= b2 [aH(a) + (α− 1)D(a)⊗D(a)] + (γ − α)b2D(a)⊗D(a)

+ a2 [bH(b) + (β − 1)D(b)⊗D(b)] + (γ − β)a2D(b)⊗D(b)

+ abγ [D(a)⊗D(b) +D(b)⊗D(a)]

= b2 [aH(a) + (α− 1)D(a)⊗D(a)] + a2 [bH(b) + (β − 1)D(b)⊗D(b)]

− 1

α+ β
(bαD(a)− aβD(b))⊗ (bαD(a)− aβD(b))

qui est la somme de trois matrices négatives.

Remarque 13. Ce lemme bref, qui ne me semble pas formulé de cette façon dans la
littérature, est analogue à l’inégalité de Hölder. Il permet parfois de se passer de l’inégalité
de Hölder, comme dans la preuve du théorème 5.5.2 dans la section 5.5.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous devons présenter certaines propriétés des
polynômes réels qui nous seront utiles par la suite. Mis à part la proposition 5.2.3 et le
théorème 5.2.4, ce sont des résultats déjà connus.
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5.2 Polynômes réels et concavité

Définition 5.2.1. Soit P ∈ R+[X] un polynôme à coefficients positifs, de degré degP = n.
Nous disons que P vérifie

(P1) lorsque P est scindé sur R (et donc à racines négatives) ;

(P2) lorsque PP ′′ +
(

1
n − 1

)
P ′2 ≤ 0 sur R ;

(P3) lorsque P est 1
n -concave sur R∗+.

Proposition 5.2.2.

(P1) =⇒ (P2) =⇒ (P3).

Démonstration. La seconde implication provient directement du lemme 5.1.3.
Quant à la première, nous présentons ici une preuve classique s’appuyant sur l’inégalité

de Cauchy-Schwarz. Supposons que P = c(X + µ1) . . . (X + µn). Dans un premier temps,
nous calculons que

P ′

P
=

n∑
k=1

1

X + µk
,

et (
P ′

P

)′
=
PP ′′ − P ′2

P 2
= −

n∑
k=1

1

(X + µk)2
.

Puis,

PP ′′ +

(
1

n
− 1

)
P ′2 ≡ nPP

′′ − P ′2

P 2
+

(
P ′

P

)2

= −n
n∑
k=1

1

(X + µk)2
+

(
n∑
k=1

1

X + µk

)2

≤ 0 sur R,

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, et donc (P2).

Démonstration. Voici une autre façon de prouver directement (P1) =⇒ (P3), en utili-
sant notre lemme 5.1.4.

Il existe c, µ1, . . . , µn ∈ R+ tels que

P = c(X + µ1) . . . (X + µn).

Nous raisonnons par récurrence sur le degré de P .

? Pour n = 1, P = c(X + µ1) est une fonction affine, donc concave sur R∗+.
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? Pour n ≥ 2, le polynôme c(X+µ1) . . . (X+µn−1) est scindé sur R, donc par hypothèse
de récurrence

[c(X + µ1) . . . (X + µn−1)]1/n−1 est concave sur R∗+.

La fonction X +µn est concave sur R∗+, donc nous pouvons appliquer le lemme 5.1.4
et

(c(X + µ1) . . . (X + µn−1)(X + µn))γ est concave,

avec γ = 1
1

1/(n−1)
+ 1

1

= 1
n .

Il me semble que (P2) =⇒ (P1), mais je n’ai pas réussi à la prouver. Il s’agit donc
d’une conjecture.

Conjecture 3. Soit P ∈ R+[X] un polynôme à coefficients positifs, degP = n. Alors

P est scindé sur R ⇐= PP ′′ +

(
1

n
− 1

)
P ′2 ≤ 0 sur R.

L’un des indices pour cette conjecture est l’énoncé suivant.

Proposition 5.2.3. Soit P ∈ R[X], degP = n, et soit P̃ := XnP

(
1

X

)
. Alors

(P 1/n)′′ ≡ (P̃ 1/n)′′.

Cela implique que P est 1
n -concave sur R∗+ si et seulement si P̃ l’est.

Démonstration. Il s’agit d’un simple calcul :

P̃ ′ = nXn−1P

(
1

X

)
−Xn−2P ′

(
1

X

)
,

P̃ ′′ = n(n− 1)Xn−2P

(
1

X

)
− 2(n− 1)Xn−3P ′

(
1

X

)
+Xn−4P ′′

(
1

X

)
,

donc
P̃ P̃ ′′ +

(
1

n
− 1

)
P̃ ′2 = X2(n−2)

[
PP ′′ +

(
1

n
− 1

)
P ′2
]
.

Nous savons que P est scindé sur R si et seulement si P̃ l’est, donc il ne serait pas
surprenant que les deux équivalences, entre la 1

n -concavité des polynômes et la réalité de
leurs racines, soient liées l’une à l’autre.

Malgré tout, nous sommes capables de prouver cette conjecture pour degP ≤ 3.
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Théorème 5.2.4. Soit P ∈ R+[X], degP ≤ 2. Alors

(P1) ⇐⇒ (P2) ⇐⇒ (P3).

Soit P ∈ R+[X], degP = 3. Alors

(P1) ⇐⇒ (P2).

Démonstration. ? Pour n = 1, (P1), (P2) et (P3) sont toujours vrais.

? Pour n = 2, soient P = a0 + a1X + a2X
2, et ∆P := a2

1 − 4a0a2 son discriminant.
Alors

P ′ = a1 + 2a2X,

P ′′ = 2a2,

PP ′′ +

(
1

2
− 1

)
P ′2 = −∆P

2
.

Ainsi,
(P1) ⇐⇒ ∆P ≥ 0 ⇐⇒ (P2) ⇐⇒ (P3).

? Pour n = 3, soit P = a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3. Nous appliquons la méthode de
Cardan, en posant

Y := X +
a2

3a3
,

Q := Y 3 + pY + q,

avec

p :=
a1

a3
− a2

2

3a2
3

, q :=
a0

a3
− a1a2

3a2
3

+
2a3

2

27a3
3

,

et

∆Q := −(4p3 + 27q2)

= a2
1a

2
2 + 18a0a1a2a3 − 27a2

0a
2
3 − 4a3

1a3 − 4a3
2a0

le discriminant de Q.

Alors P (X) = a3Q

(
X +

a2

3a3

)
, donc P est scindé sur R si et seulement si Q l’est.

Donc
(P1) ⇐⇒ (Q1) ⇐⇒ ∆Q ≥ 0.

De plus,[
PP ′′ +

(
1

3
− 1

)
P ′2
]

(X) = a2
3

[
QQ′′ +

(
1

3
− 1

)
Q′2
](

X +
a2

3a3

)
,

d’où
(P2) ⇐⇒ (Q2).
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Nous avons

Q′ = 3Y 2 + p,

Q′′ = 6Y,

QQ′′ +

(
1

3
− 1

)
Q′2 = 2pY 2 + 6qY − 2

3
p2.

Calculons le discriminant de ce polynôme de degré 2 :

δQ = 36q2 +
16

3
p3 = −4

3
∆Q.

Supposons que (Q2) est vraie, ie. 2pY 2 +6qY − 2
3p

2 ≤ 0 sur R. Nécessairement, p ≤ 0
et δQ ≤ 0, donc ∆Q ≥ 0, et (Q1).

Remarque 14. La réciproque (P3) =⇒ (P2) n’est plus vraie à partir de degP = 3. En
effet, soit

P = X3 +X2 +
1

3
X.

Alors P = X

(
X2 +X +

1

3

)
n’est pas scindé. Or,

PP ′′ +

(
1

3
− 1

)
P ′2 = − 2

27
(3X + 1).

Donc
(
P 1/3

)′′ ≡ − 2

27
(3X + 1) < 0 sur R∗+.

5.3 Polynômes scindés sur R

5.3.1 Nombre de racines réelles

Pour prouver que P est scindé sur R, nous avons utilisé la propriété très pratique des
polynômes de petit degré : le fait qu’ils soient scindés sur R est équivalent à la positivité
d’une seule quantité, le discriminant. Cet outil, simple, ne peut plus être utilisé pour
degP ≥ 4. Il est toujours possible de définir un discriminant, et sa positivité reste une
condition nécessaire, mais non plus suffisante. Le discriminant est une expression algébrique
en les coefficients du polynôme, qui est strictement positive lorsque le polynôme est scindé
sur R à racines simples, s’annule quand deux racines au moins sont égales, et change de signe
quand une paire de racines réelles devient strictement complexe ou inversement. Ainsi, le
signe du discriminant ne donne qu’une information sur le nombre de racines réelles modulo
4.

La détermination complète du nombre de racines réelles nécessite un système de dis-
crimination plus complexe ; on peut en trouver dans [96], [97], [54] par exemple.

Avant ces résultats plus calculatoires, il existait des théorèmes classiques pour détermi-
ner le nombre de racines réelles d’un polynôme. Le théorème de Sturm (1829), l’un des plus
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anciens, donne le nombre de racines dans un intervalle donné, à partir d’arguments analy-
tiques. J’ai choisi de présenter ici deux autres théorèmes, sans restriction à un intervalle,
qui s’appuient sur des arguments algébriques.

5.3.2 Caractérisations algébriques

Théorème 5.3.1 (1968, [19], [25]). Soient P ∈ R[X], degP = n, et

L(P,X, Y ) :=
P (X)P ′(Y )− P (Y )P ′(X)

X − Y
∈ R[X,Y ].

Ce polynôme est symétrique en (X,Y ), de coefficients

L(P,X, Y ) =:
n∑

i,j=1

lijX
i−1Y j−1.

Introduisons la forme quadratique suivante, appliquée au vecteur v = (v1, . . . , vn),

Q(P, v) :=

n∑
i,j=1

lijvivj .

Soit (s, t) la signature de Q. Alors le nombre de racines réelles distinctes de P est s− t, et
le nombre de racines complexes distinctes s+ t.

Ainsi, P est scindé sur R si et seulement si la signature de Q est (s, 0).

Dans le cas que nous étudierons, tous les coefficients de P sont supposés positifs, donc
toutes les racines réelles devront être négatives. Avec cette restriction, un autre théorème
s’applique.

Définition 5.3.2. Une suite (a0, a1, a2, . . .) ∈ RN est dite totalement positive, ou une
suite de fréquence de Pólya, si et seulement si tous les mineurs de la matrice infinie

a0 0 0 . . .
a1 a0 0 . . .
a2 a1 a0 . . .
...

...
...

. . .


sont positifs.

Théorème 5.3.3 (1951, [1]). Soit P = a0 + a1X + . . . + anX
n ∈ R+[X], avec a0 6= 0.

Alors P est scindé sur R si et seulement si la suite (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) est totalement
positive.

5.3.3 Log-concavité

Nous évoquons ici un critère nécessaire pour qu’un polynôme soit scindé sur R. Il est
basé sur les inégalités de Newton.
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Définition 5.3.4. Une suite (a0, a1, a2 . . .) ∈ RN est dite log-concave lorsque, pour tout
1 ≤ k,

ak−1ak+1 ≤ a2
k.

Un polynôme P = a0 + a1X + . . . + anX
n ∈ R[X] est dit log-concave lorsque la suite

(a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) est log-concave.

Théorème 5.3.5 (1707, Newton). Soient µ = (µ1, µ2, . . . , µn) ∈ Rn+, et σk := σk(µ) pour
tout 0 ≤ k ≤ n. Alors pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1,

σk−1(
n
k−1

) σk+1(
n
k+1

) ≤ ( σk(
n
k

))2

.

Ceci implique une inégalité plus faible :

σk−1σk+1 ≤ (σk)
2 .

Corollaire 5.3.6. Soit P ∈ R+[X]. Si P est scindé, alors P est log-concave.

5.3.4 Critère de Kurtz

La log-concavité, toutefois, n’est pas suffisante pour qu’un polynôme soit scindé. Mais
il existe des conditions suffisantes, telles que le critère de Kurtz, qui est une sorte de log-
concavité plus forte.

Théorème 5.3.7 (1992, [44]). Soit P = a0 + a1X + . . . + anX
n ∈ R+[X]. Si pour tout

1 ≤ k ≤ n− 1
4ak−1ak+1 < a2

k,

alors toutes les racines de P sont réelles et distinctes.

D’un autre côté il n’existe pas de condition plus faible, de la forme d’un log-concavité,
qui fonctionne.

Théorème 5.3.8 (1992, [44]). Pour tout ε > 0, et n ≤ 2, il existe un polynôme P =
a0 + a1X + . . .+ anX

n ∈ R+[X] qui vérifie

(4− ε)ak−1ak+1 < a2
k

pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1 et qui a pourtant des racines strictement complexes.

Nous pouvons maintenant revenir à notre problème principal, à savoir la concavité des
f−→a .
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5.4 Concavité et déterminant

L’exemple d’un seul σαk , α > 0, nous enseigne que la fonction est « moins concave »
sur la diagonale ∆∗+. Pour être plus précis, rappelons le théorème 4.4.5 de M. Marcus et L.
Lopes :

σk est
1

k
-concave sur Γk.

D’après le lemme 5.1.3,

H (σαk ) ≡ σ1/k
k H

(
σ

1/k
k

)
+ (kα− 1)D

(
σ

1/k
k

)
⊗D

(
σ

1/k
k

)
,

qui est négative lorsque α < 1/k. Réciproquement, si α > 1/k, σαk ne peut être concave
sur ∆∗+ où il se réduit à t 7→

(
n
k

)α
tkα.

Je pense que ce résultat vaut aussi bien en général pour f−→a .

Conjecture 1. Soient p ∈ N∗, −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ (R+)p+1. Alors

f−→a est
1

p
-concave sur Γn ⇐⇒ f−→a est

1

p
-concave sur ∆∗+

⇐⇒ f̄−→a est
1

p
-concave sur R∗+.

Autrement dit,
Kpn = X pn .

À l’heure actuelle, je n’ai pu prouver cette conjecture que pour certains cas particuliers.
Une première façon d’étudier la concavité de f1/p

−→a est de calculer le déterminant de sa
hessienne.

5.4.1 p = 2

Dans ce paragraphe, nous le ferons pour p = 2 et prouverons la conjecture 1 dans ce
cas.

Nous aurons besoin d’un lemme calculatoire.

Lemme 5.4.1. Soient Ω un ouvert de Rn, f ∈ C2(Ω→ R∗+), α > 0. Alors

detH(fα) ≡ f detH + (α− 1)tD (comH)D. (5.2)

Démonstration. Nous savons que

H(fα) ≡ fH(f) + (α− 1)D(f)⊗D(f).

Nous posons

H := H(f) =

 H1 . . . Hn

 , Hj :=

f1j
...
fnj

 , D := D(f) =

f1
...
fn

 .
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Alors

detH(fα) ≡ det [fH + (α− 1)D ⊗D]

= det [fH1 + (α− 1)f1D | . . . | fHn + (α− 1)fnD]

= fn detH + fn−1(α− 1)
n∑
j=1

det [H1 | . . . | fjD | . . . | Hn] .

Déterminons chacun des n termes de cette somme, en développant le long de la j-ième
ligne :

det [H1 | . . . | fjD | . . . | Hn] = fj

n∑
i=1

(−1)i+jfi det


f11 . . . ��f1j . . . f1n
...

...
...

��fi1 . . .
��
fij . . . ��fin

...
...

...
fn1 . . . ��fnj . . . fnn


= fj

n∑
i=1

(−1)i+jfiH̄ij ,

où H̄ij est le mineur de H. Alors

n∑
j=1

det [H1 | . . . | fjD | . . . | Hn] =

n∑
j=1

n∑
i=1

fjfi(−1)i+jH̄ij

=tD (comH)D,

ce qui donne l’expression attendue.

Cette formule engendre le résultat suivant.

Théorème 5.4.2. Soit −→a = (a0, a1, a2) ∈ (R+)3. On pose

f−→a := a0 + a1σ1 + a2σ2 ∈ R+[X1, . . . , Xn],

et
f̄−→a (X) := f−→a (X, . . . ,X) = a0

(
n

0

)
+ a1

(
n

1

)
X + a2

(
n

2

)
X2 ∈ R+[X].

Alors
−→a ∈ K2

n ⇐⇒ f̄−→a est scindé sur R.

En d’autres termes,
√
a0 + a1σ1 + a2σ2 est concave sur Γn ⇐⇒ na2

1 − 2(n− 1)a0a2 ≥ 0.

Remarque 15. À cause du théorème 5.2.4, ceci montre la conjecture 1 pour p = 2.
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Démonstration. Si a2 = 0, f−→a est affine et toutes les assertions sont vraies.
Supposons que a2 > 0. En utilisant le lemme 5.4.1 et en prenant f = f−→a , Ω = Γn, nous

obtenons

D(x) =

a1 + a2(σ1(x)− x1)
...

a1 + a2(σ1(x)− xn)

 = (a1 + a2σ1(x))I− a2x,

H(x) = a2


0 1 . . . 1

1 0
...

...
. . . 1

1 . . . 1 0


et

detH(fα) ≡ f detH + (α− 1)tD(comH)D.

Il s’agit d’un résultat classique que H(x) peut être diagonalisée dans une base ortho-
normée en

a2


n− 1 0 . . . 0

0 −1
...

...
. . . 0

0 . . . 0 −1

 .

Ainsi detH(x) = an2 (−1)n−1(n− 1). De plus, on peut vérifier que

H(x)−1 =
1

(n− 1)a2
(I⊗ I− (n− 1)Id) .

Donc

tD(comH)D =t D(tcomH)D

=t D(detH)H−1D

=t D
[
(−a2)n−1

(
ItI− (n− 1)Id

)]
D

= (−a2)n−1
[(
tID
)2 − (n− 1)tDD

]
= (−a2)n−1

( n∑
i=1

fi

)2

− (n− 1)
n∑
i=1

f2
i

 .
Alors,

detH(fα) ≡ (−a2)n−1

(n− 1)a2f + (α− 1)

( n∑
i=1

fi

)2

− (n− 1)
n∑
i=1

f2
i

 .
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Or fi(x) = a1 + a2σ1(x)− a2xi, donc

n∑
i=1

fi(x)2 = a2
1 + (n− 1)(a1 + a2σ1(x))2 − 2a2

2σ2(x),

(
n∑
i=1

fi(x)

)2

= (na1 + (n− 1)a2σ1(x))2

= n2a2
1 + 2n(n− 1)a1a2σ1(x) + (n− 1)2a2

2σ1(x)2,(
n∑
i=1

fi(x)

)2

− (n− 1)

n∑
i=1

fi(x)2 = na2
1 + 2(n− 1)a1a2σ1(x) + 2(n− 1)a2

2σ2(x).

Finalement, si nous prenons α = 1/2,

detH(f1/2)(x) ≡ (−a2)n−1

(
(n− 1)a2(a0 + a1σ1(x) + a2σ2(x))

− 1

2

[
na2

1 + 2(n− 1)a1a2σ1(x) + 2(n− 1)a2
2σ2(x)

])
=

1

2
(−a2)n−1

[
2(n− 1)a0a2 − na2

1

]
.

Ainsi, si na2
1−2(n−1)a0a2 > 0, detH(f1/2) a un signe strict constant, qui est la parité

de n. Ses valeurs propres ne s’annulent pas sur Γn, qui est un ensemble connexe, donc la
concavité stricte de f1/2 est constante. Pour t > 0,

H(f1/2)(t · I) ≡ f(t)H(f)(t)− 1

2
D(f)(t)⊗D(f)(t)

=

(
a0 + a1nt+ a2

n(n− 1)

2
t2
)
a2H(t · I)− 1

2
(a1 + a2(n− 1)t)2I⊗ I

∼
t→∞

a2
2

2
(n− 1) [n(I⊗ I− Id)− (n− 1)I⊗ I] t2

≡ I⊗ I− nId.

Soit u = (u1, . . . , un) ∈ Rn. Calculons

tu(I⊗ I− nId)u = (u|I)2 − (I|I)(u|u)

≤ 0

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi H(f1/2) est une matrice négative en t · I pour
t suffisamment grand ; et donc négative partout sur Γn.

À l’inverse, si na2
1 − 2(n − 1)a0a2 < 0, detH(f1/2) a un signe strict constant, qui est

l’opposé de la parité de n. Les valeurs propres de H(f1/2) ne peuvent être toutes négatives,
et f1/2 ne peut pas être concave sur Γn.

Le cas na2
1 − 2(n− 1)a0a2 = 0 s’obtient par passage à la limite, les fonctions concaves

formant un ensemble fermé.
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Il n’existe pas encore de formule utilisable pour le déterminant de la hessienne du cas
général f1/p

−→a . Je suis parvenu à calculer ce déterminant pour deux autres cas. Dans le
premier cas, p = 3, la complexité du résultat obtenu ne permet pas de conclure sur la
concavité de f1/3

−→a .

5.4.2 p = 3

Nous suivons le même raisonnement que celui du théorème 5.4.2 et calculons le déter-
minant de la hessienne pour p = 3.

Proposition 5.4.3. Soit −→a = (a0, a1, a2, a3) ∈ (R+)4. Posons

f := f−→a = a0 + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3 ∈ R+[X1, . . . , Xn].

Alors

detH(f1/3)(x) ≡ −1

6
(−2f(x))n−1

[
σn(y)

σ1(y)

(
σ1(y)

∑
i

fi(x)

yi
− (n− 2)σ1(D(f)(x))

)2

+
(
(n− 2)2σn(y)− σ1(y)σn−1(y)

)(∑
i

fi(x)2

yi
− σ1(D(f)(x))

σ1(y)
+ 3f(x)

)]
,

où
y =

a2 + a3σ1(x)

2
I− a3x,

Démonstration. Nous reprenons les notations du lemme 5.4.1. Nous avons

Hii(x) = 0, Hi 6=j(x) = a2 + a3(σ1(x)− xi − xj).

Nous posons yi = a2+a3σ1(x)
2 − a3xi, de sorte que Hi 6=j(x) = yi + yj , ie.

H(x) =


0 y1 + y2 . . . y1 + yn

y2 + y1 0
...

...
. . . yn−1 + yn

yn + y1 . . . yn + yn−1 0

 = y ⊗ I + I⊗ y − 2 Diag(y1, . . . , yn).

Ainsi

detH(x) = det[y1I + y − 2y1e1 | . . . | ynI + y − 2ynen]

= det[−2y1e1 | . . . | − 2ynen]

+
∑
j

det[−2y1e1 | . . . | y | . . . | − 2ynen]

+
∑
j

det[−2y1e1 | . . . | yjI | . . . | − 2ynen]

+
∑
i 6=j

det[−2y1e1 | . . . | yiI | . . . | y | . . . | − 2ynen]
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detH(x) =(−2)ny1 . . . yn + 2
∑
j

(−2)n−1y1 . . . yn

+
∑
i 6=j

(−2)n−2y1 . . . yi−1(yiyj − y2
i )yi+1 . . . yj−1yj+1 . . . yn

=y1 . . . yn

(−2)n + 2n(−2)n−1 + n(n− 1)(−2)n−2 − (−2)n−2
∑
i 6=j

yi
yj


=(−2)n−2

[
(n− 2)2σn(y)− σ1(y)σn−1(y)

]
.

Nous avons à calculer la comatrice de H(x). Commençons par i = 1, j = n. Nous
obtenons

H̄1n(x) = det



y2 + y1 0 y2 + y3 . . . y2 + yn−1

y3 + y1 y3 + y2 0 . . .
...

y4 + y3
. . . yn−2 + yn−1

...
... 0

yn + y1 yn + y2 . . . yn + yn−2 yn + yn−1


= det[y′1 + y1I | y′1 + y2I− 2y2e1 | . . . | y′1 + yn−1I− 2yn−1en−2]

= det[y′1 | − 2y2e1 | . . . | − 2yn−1en−2]

+
n−1∑
j=2

det[y′1 | − 2y2e1 | . . . | yjI | . . . | − 2yn−1en−2]

+

n−1∑
j=2

det[y1I | − 2y2e1 | . . . | y′1 | . . . | − 2yn−1en−2]

+ det[y1I | − 2y2e1 | . . . | − 2yn−1en−2]

=(−1)nyn(−2y1) . . . (−2yn−1)

+
n−1∑
j=2

(−2y2)(−1)1+2(−2y3)(−1)1+2 . . . (y2
j − ynyj) . . . (−2yn−1)(−1)1+2

+ (−1)

n−1∑
j=2

(−2y2)(−1)1+2(−2y3)(−1)1+2 . . . (yjy1 − yny1) . . . (−2yn−1)(−1)1+2

+ (−1)ny1(−2y2) . . . (−2yn−1)

=2n−2y2 . . . yn + 2n−2y1 . . . yn−1

+ 2n−3
n−1∑
j=2

y2 . . . yn−1(yj − yn)

(
1− y1

yj

)

=2n−3y2 . . . yn−1

2yn + 2y1 +

n−1∑
j=2

(
yj − yn − y1 +

y1yn
yj

)
=2n−3

[
σn(y)σ1(y)

y1yn
− (n− 2)σn(y)

(
1

y1
+

1

yn

)
+ σn−1(y)

]
.
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Des calculs semblables valent pour tous i 6= j :

H̄ij(x) = (−1)i+j(−2)n−3

[
σn(y)σ1(y)

yiyj
− (n− 2)σn(y)

(
1

yi
+

1

yj

)
+ σn−1(y)

]
,

alors que pour i = j nous retrouvons la même forme que pour le déterminant de H :

H̄ii(x) = (−2)n−3
[
(n− 3)2σn−1(y′i)− σ1(y′i)σn−2(y′i)

]
.

Nous avons vu en (5.2) que

detH(fα) ≡ f detH + (α− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

fifj(−1)i+jH̄ij .

Nous calculons donc
n∑
i=1

n∑
j=1

fi(x)fj(x)(−1)i+jH̄ij(x)

=
n∑
i=1

fi(x)

[∑
j 6=i

(−1)i+j
(
fj(x)(−1)i+j(−2)n−3

×
[
σn(y)σ1(y)

yiyj
− (n− 2)σn(y)

(
1

yi
+

1

yj

)
+ σn−1(y)

])
+ (−1)i+ifi(x)(−1)i+i(−2)n−3

[
(n− 3)2σn−1(y′i)− σ1(y′i)σn−2(y′i)

] ]

=

n∑
i=1

(−2)n−3fi(x)

[∑
j 6=i

fj(x)

yj

(σn(y)σ1(y)

yi
− (n− 2)σn(y)

)

+

∑
j 6=i

fj(x)

(σn−1(y)− (n− 2)
σn(y)

yi

)

+ fi(x)
[
(n− 3)2σn−1(y′i)− σ1(y′i)σn−2(y′i)

] ]

= (−2)n−3
n∑
i=1

fi(x)

[∑
j

fj(x)

yj
− fi(x)

yi

(σn(y)σ1(y)

yi
− (n− 2)σn(y)

)

+ (σ1(D(f)(x))− fi(x))

(
σn−1(y)− (n− 2)

σn(y)

yi

)
+ fi(x)

[
(n− 3)2σn−1(y′i)− (σ1(y)− yi)

σn−1(y)− σn−1(y′i)

yi

]]

141



5.4. CONCAVITÉ ET DÉTERMINANT

= (−2)n−3

(
σn(y)σ1(y)

(∑
i

fi(x)

yi

)2

−
�
�
�
�
��∑

i

fi(x)2

y2
i


− (n− 2)σ1(D(f)(x))σn(y)

∑
j

fj(x)

yj

+ (n− 2)σn(y)
∑
i

fi(x)2

yi
− (n− 2)σn(y)

(
σ1(D(f)(x))

∑
i

fi(x)

yi
−
∑
i

fi(x)2

yi

)

+ σ1(D(f)(x))2σn−1(y)− σn−1(y)
�
��

��
∑
i

fi(x)2 + (n− 3)2σn(y)
∑
i

fi(x)2

yi

−
(
σ1(y)σn−1(y)

∑
i

fi(x)2

yi
− σ1(y)σn(y)

�
�
�
�
��∑

i

fi(x)2

y2
i

− σn−1(y)
��

��
�∑

i

fi(x)2 + σn(y)
∑
i

fi(x)2

yi

))

= (−2)n−3

[
σn(y)σ1(y)

(∑
i

fi(x)

yi

)2

− 2(n− 2)

(∑
i

fi(x)

yi

)
σn(y)σ1(D(f)(x)) + σn−1(y)σ1(D(f)(x))2

+
(
(n− 2)2σn(y)− σ1(y)σn−1(y)

)∑
i

fi(x)2

yi

]

= (−2)n−3

[
σn(y)

σ1(y)

(
σ1(y)

∑
i

fi(x)

yi
− (n− 2)σ1(D(f)(x))

)2

+
(
(n− 2)2σn(y)− σ1(y)σn−1(y)

) [∑
i

f2
i

yi
− σ1(D(f)(x))2

σ1(y)

]]
.
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En ajoutant detH, nous obtenons

detH(fα)(x) ≡ f(x)n detH(x) + (α− 1)f(x)n−1
n∑
i=1

n∑
j=1

fi(x)fj(x)(−1)i+jH̄ij(x)

= f(x)n(−2)n−2
[
(n− 2)2σn(y)− σ1(y)σn−1(y)

]
+ (α− 1)f(x)n−1(−2)n−3

[
σn(y)

σ1(y)

(
σ1(y)

∑
i

fi(x)

yi
− (n− 2)σ1(D(f)(x))

)2

+
(
(n− 2)2σn(y)− σ1(y)σn−1(y)

) [∑
i

fi(x)2

yi
− σ1(D(f)(x))2

σ1(y)

]]

= (−2f(x))n−1α− 1

4

[
σn(y)

σ1(y)

(
σ1(y)

∑
i

fi(x)

yi
− (n− 2)σ1(D(f)(x))

)2

+
(
(n− 2)2σn(y)− σ1(y)σn−1(y)

) [∑
i

fi(x)2

yi
− σ1(D(f)(x))2

σ1(y)
− 2

α− 1
f(x)

]]
,

et

detH(f1/3)(x) ≡ −1

6
(−2f(x))n−1

[
σn(y)

σ1(y)

∑
j

yj
∑
i

fi(x)

yi
− (n− 2)

∑
i

fi(x)

2

+
(
(n− 2)2σn(y)− σ1(y)σn−1(y)

)∑
i

fi(x)2

yi
−

(∑
j fj(x)

)2∑
i yi

+ 3f(x)

].

5.4.3 p = n

Un autre déterminant calculable est celui du cas p = n, et ak = 0 pour 1 < k < n.
Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 5.4.4. Soient µ, ν ∈ R, et

Λ =


λ1 0 . . . 0

0 λ2
...

...
. . . 0

0 . . . 0 λn

 ∈Mn(R), U =

u1
...
un

 ∈ Rn, V =

v1
...
vn

 ∈ Rn.

Alors

det [Λ + µU ⊗ U + νV ⊗ V ] = (det Λ)
[
1 + µtUΛ−1U + νtV Λ−1V

+ µν
((

tUΛ−1U
) (

tV Λ−1V
)
−
(
tUΛ−1V

)2) ]
.
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Démonstration. Il suffit de développer le déterminant :

det
(
Λ + µU ⊗ U+νV ⊗ V

)
= det [λ1e1 + µu1U + νv1V | . . . | λnen + µunU + νvnV ]

= det [λ1e1 | . . . | λnen]

+ µ
n∑
j=1

det [λ1e1 | . . . | ujU | . . . | λnen]

+ ν

n∑
j=1

det [λ1e1 | . . . | vjV | . . . | λnen]

+ µν
∑
i 6=j

det [λ1e1 | . . . | uiU | . . . | vjV | . . . | λnen]

=λ1 . . . λn

1 + µ
∑
j

u2
j

λj
+ ν

∑
j

v2
j

λj
+ µν

∑
i 6=j

u2
i v

2
j − uiujvivj
λiλj

 .

Proposition 5.4.5. Soient n ≥ 3 et −→a = (a0, a1, an) ∈ (R+)3. On pose

f := f−→a = a0 + a1σ1 + anσn ∈ R+[X1, . . . , Xn].

Alors

detH(f1/n)(x) ≡ (−1)n

σn(x)2

(∑
i

zi

)2

− (n− 1)
∑
i

z2
i

− nf(x)anσn(x)

 ,
avec

zi = a1xi + anσn.

Démonstration. Nous avons

detH(f1/n) ≡ det

[
fH +

(
1

n
− 1

)
D ⊗D

]
avec

H(x) := H(f)(x) = anσn(x)


0 1/x1x2 . . . 1/x1xn

1/x2x1 0
...

...
. . . 1/xn−1xn

1/xnx1 . . . 1/xnxn−1 0


= anσn(x) [V ⊗ V − T ] ,

V :=

1/x1
...

1/xn

 , T :=

1/x2
1 0

. . .
0 1/x2

n

 ,

D(x) := D(f)(x) =

a1 + anσn(x)/x1
...

a1 + anσn(x)/xn

 = a1I + anσn(x)V.

144



5.5. AUTRES ARGUMENTS DE CONCAVITÉ

Ainsi

detH(f1/n)(x) ≡ det

[
f(x)anσn(x) (V ⊗ V − T ) +

(
1

n
− 1

)
D ⊗D

]
≡ (−1)n det [T + µD ⊗D − V ⊗ V ]

où µ = 1−1/n
f(x)anσn(x) . En utilisant le lemme 5.4.4, nous avons

det
[
T + µD ⊗D−V ⊗ V

]
= detT

[
1 + µtDT−1D −tV T−1V

− µ
((

tDT−1D
) (

tV Λ−1V
)
−
(
tDT−1V

)2) ]
= detT

1 + µ
∑
i

z2
i − n− µ

n∑
i

z2
i −

(∑
i

zi

)2


= (n− 1) detT

 1

nf(x)anσn(x)

(∑
i

zi

)2

− (n− 1)
∑
i

z2
i

− 1

 .

Remarque 16. En fait, nous n’avions pas besoin de ce déterminant pour apprendre quelque
chose sur la concavité f1/n

−→a . En effet, sa restriction à ∆∗+ n’est jamais concave, a fortiori
f

1/n
−→a sur Γn non plus :

f̄−→a = a0 + na1X + anX
n,

donc (
f̄

1/n
−→a

)′′
≡ n(n− 1)

[
−a2

1 + a0a2X
n−2 + (n− 1)a1a2X

n−1
]
,

qui change de signe entre 0 et +∞.

Toutefois on peut constater que f̄−→a est compatible avec la conjecture 3 :
(
f̄

1/n
−→a

)′
=

na1 +nanX
n−1 n’est jamais scindé pour n ≥ 3, et d’après le lemme de Rolle f̄1/n

−→a non plus.

5.5 Autres arguments de concavité

5.5.1 σk+1/σk

Dans ce paragraphe, nous expliciterons un cas particulier de −→a appartenant à Kpn, en
utilisant un autre résultat de concavité de M. Marcus et L. Lopes :

Théorème 5.5.1 (1957, [59]). Soit 0 ≤ k ≤ n− 1. Alors
σk+1

σk
est concave sur Γn.

Ce résultat a été étendu aux couples (k, k + l) par J. B. MacLeod puis P. Bullen, M.
Marcus :

Théorème 5.5.2 (1959, [64], 1961, [10]). Soit 0 ≤ l ≤ n, 0 ≤ k ≤ n − l. Alors σk+l

σk
est

1
l -concave sur Γn.
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Démonstration. La preuve originale de [64] est assez compliquée. La preuve de [10] est
plus courte, et invoque l’inégalité de Hölder. Je présente ici une preuve encore plus courte
qui utilise le lemme 5.1.4 :

σk+l

σk
=

σk+l

σk+l−1

σk+l−1

σk+l−2
. . .

σk+1

σk
,

et chacun des l facteurs de ce produit est 1-concave, donc le produit est 1
l -concave.

Nous n’utiliserons cependant que le premier théorème, pour déduire :

Théorème 5.5.3. Soient 0 ≤ k ≤ n− 1, ak, ak+1 ∈ R∗+. Alors

akσk + ak+1σk+1 est
1

k + 1
-concave sur Γn.

Remarque 17. f̄−→a = ak
(
n
k

)
Xk + ak+1

(
n
k+1

)
Xk+1 est toujours scindé, donc ceci est com-

patible avec les conjectures 1 et 2.

Démonstration. Nous écrivons

akσk + ak+1σk+1 = akσk

(
1 +

ak+1

ak

σk+1

σk

)
.

Or σk est 1
k -concave sur Γn d’après le théorème 4.4.5, et σk+1/σk est 1-concave d’après le

théorème 5.5.1 ; de même pour 1 + ak+1σk+1/akσk.
Ainsi, avec le lemme 5.1.4, nous en déduisons que akσk(1 + ak+1σk+1/akσk) est 1

k+1 -
concave.

5.5.2 Racines et σk

Nous utilisons maintenant le lien entre les racines d’un polynôme et les polynômes
symétriques élémentaires. Nous avons besoin d’une formule :

Lemme 5.5.4. Soient λ ∈ Rl, µ ∈ Rm, k ∈ N. Alors

σk(λ, µ) = σk(λ)σ0(µ) + σk−1(λ)σ1(µ) + . . .+ σ1(λ)σk−1(µ) + σ0(λ)σk(µ). (5.3)

Démonstration. La preuve est immédiate, par double récurrence sur k et l par exemple,
ou par un argument combinatoire.

Théorème 5.5.5. Soit −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ (R+)p+1. S’il existe m ∈ N, R ∈ R+[X] ∩
Rm−1[X] tels que

Q := XmP−→a +R

est scindé sur R, alors f1/p
−→a est concave sur Γn.

De façon équivalente : s’il existe m ∈ N, λ ∈ (R+)m+p tels que
ak
ap

= σp−k(λ), 0 ≤ k ≤ p,

alors a0 + a1σ1 + . . .+ apσp est 1
p -concave sur Γn.
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Remarque 18. Ce théorème implique le théorème 5.5.3.

Démonstration. En fait nous pouvons montrer quelque chose de plus fort. Soit λ =
(λ1, . . . , λm+p) ∈ Rm+p

+ tel que −λ est l’ensemble des racines de Q. Alors

Q = ap(X + λ1) . . . (X + λm+p)

= ap
[
σ0(λ)Xm+p + σ1(λ)Xm+p−1 + . . .+ σp(λ)Xm + . . .+ σm+p(λ)X0

]
.

Or,
Q = XmP−→a +R = apX

m+p + ap−1X
m+p−1 + . . .+ a0X

m +R,

d’où
apσk(λ) = ap−k, 0 ≤ k ≤ p.

Ainsi,

f−→a (x) = a0σ0(x) + a1σ1(x) + . . .+ apσp(x)

= ap [σp(λ)σ0(x) + σp−1(λ)σ1(x) + . . .+ σ0(λ)σp(x)]

= apσp(λ, x)

d’après (5.3). Nous savons par le théorème 4.4.5 que (µ, x) ∈
(
R∗+
)m+p+n 7−→ σp(µ, x) est

une fonction 1
p -concave sur

(
R∗+
)m+p+n, a fortiori sa restriction : x ∈ Γn 7−→ σp(λ, x), qui

est proportionnelle à f−→a .

Ainsi, étant donné −→a ∈ Rp+1
+ , nous pouvons utiliser les critères pour qu’un polynôme

soit scindé de la section 5.3 pour étudier P−→a , et conclure sur la concavité de f1/p
−→a . Par

exemple, la log-concavité de la suite (a0, a1, . . . , ap) est une condition nécessaire sur tout
polynôme de la forme XmP−→a +R pour être scindé.

Remarque 19. Néanmoins, l’existence d’un polynôme scindé de la forme XmP−→a +R est
trop forte pour être une condition nécessaire à la concavité de f1/p

−→a . Par exemple, prenons
n = 2, −→a = (1, p, q) ∈ R3

+. Alors

f−→a (x1, x2) = 1 + p(x1 + x2) + qx1x2,

H
(
f

1/2
−→a

)
(x) ≡ −1

2

(
(p+ qx2)2 (p+ qx1)(p+ qx2)− 2qf−→a (x)

(p+ qx1)(p+ qx2)− 2qf−→a (x) (p+ qx1)2

)
,

detH
(
f

1/2
−→a

)
≡ p2 − q,

P−→a = 1 + pX + qX2,

(XmP−→a )(m) = m!

((
m

0

)
+ p

(
m+ 1

1

)
X + q

(
m+ 2

2

)
X2

)
.

Donc le discriminant de (XmP−→a )(m) est proportionnel à p2−2q
(

1 + 1
m+1

)
, qui est inférieur

à p2 − 2q.

Choisissons p = 2 et q = 3. Alors f1/2
−→a est concave. Cependant (XmP−→a )(m) n’est pas

scindé, donc aucun polynôme de la forme XmP−→a +R ne peut être scindé non plus, d’après
le lemme de Rolle.
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Figure 5.1 – Q = X(X − 1)(X − 2)(X − 4)(X − 5)(X − 6) et l’une de ses primitives.

Remarque 20. Soit P ∈ R[X], m ∈ N. Le lemme de Rolle garantit l’assertion suivante :

Il existe un certain R ∈ Rm−1[X] tel que XmP +R est scindé.

=⇒ (XmP )(m) est scindé.

Mais la réciproque n’est pas vraie. Prenons Q = X(X − 1)(X − 2)(X − 4)(X − 5)(X − 6).
Comme on peut le voir sur la figure 5.1, Q est scindé, mais aucune de ses primitives ne
l’est. Posons S =

∫ X
0 Q. S est un polynôme qui s’annule en 0, donc il existe P ∈ R[X]

tel que S = XP . Alors (XP )′ = Q est scindé, mais il n’existe pas de r ∈ R tel que
XP + r = r +

∫ X
0 Q soit scindé.

L’hypothèse du théorème 5.5.5 est forte : elle revient à supposer que f−→a est la restriction
d’un certain σp. En réalité, ce n’est pas la seule façon d’être 1

p -concave. Dans la section
suivante, nous développerons une nouvelle conjecture basée sur la proposition 5.2.2. Cette
conjecture est plus faible que la conjecture 1.

5.6 Polynômes homogènes

Conjecture 2. Soient p ∈ N∗, −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ (R+)p+1. Alors

f̄−→a est scindé sur R =⇒ f−→a est
1

p
-concave sur Γn.

Autrement dit,
Ξpn ⊂ Kpn.

Ou encore : s’il existe λ ∈ (R+)p tel que

ak
ap

=

(
n
p

)(
n
k

)σp−k(λ), 0 ≤ k ≤ p,
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alors a0 + a1σ1 + . . .+ apσp est 1
p -concave sur Γn.

Je n’ai réussi à montrer cette conjecture que pour p = 2, cas pour lequel le théo-
rème 5.2.4 la rend équivalente à la conjecture 1. Cependant, les outils sont différents et
prometteurs pour une résolution complète de la conjecture.

Nous devons tout d’abord introduire des éléments de la théorie des polynômes hyper-
boliques, inaugurée par L. Gårding.

5.6.1 Polynômes hyperboliques

Nous reprenons ici des résultats qui peuvent se trouver dans l’article originel [29], ou
dans des résumés comme [11] ou [35].

Définition 5.6.1. Soient v ∈ Rn, P ∈ R[X1, . . . , Xn]. P est dit v-hyperbolique si

(i) P est homogène,

(ii) P (v) > 0,

(iii) pour tout x ∈ Rn, le polynôme P (x+X · v) ∈ R[X] est scindé.

Nous écrivons Γv :=
{
x ∈ Rn

∣∣ P (x) > 0
}
. Γv est appelé le cône de Gårding de P .

Proposition 5.6.2 (1959, [29]). Soit P un polynôme v-hyperbolique. Alors Γv est un cône
convexe dont le sommet est l’origine, et P est w-hyperbolique pour tout w ∈ Γv.

De plus, P est 1
degP -concave sur Γv.

Ceci est indirectement montré dans [29], et une formulation explicite se trouve dans
[11] et [35].

Établissons maintenant cette propriété pour les fonctions σk.

Lemme 5.6.3. Soient λ ∈ Rl, k ∈ N. Alors

σk(λ+X · I) =
1

(l − k)!
σl(λ+X · I)(l−k) (5.4)

=

(
l − k

0

)
σk(λ)X0 +

(
l − k + 1

1

)
σk−1(λ)X1 + . . . (5.5)

. . .+

(
l − 1

k − 1

)
σ1(λ)Xk−1 +

(
l

k

)
σ0(λ)Xk.

Démonstration. (5.4) vient du fait que pour tout x ∈ Rl,

∂xiσk+1(x) = σk(x
′
i).

Or, un comptage de chaque terme mène à

l∑
i=1

σk(x
′
i) = (l − k)σk(x),
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d’où

σk+1(λ+X · I)′ =
l∑

i=1

∂xiσk+1(λ+X · I)

= (l − k)σk(λ+X · I).

(5.5) quant à lui peut se démontrer par double récurrence sur k et l :

σk(λ+X · I) = (λ1 +X)σk−1(λ′1 +X · I′1) + σk(λ
′
1 +X · I′1)

= (λ1 +X)
k−1∑
i=0

(
(l − 1)− (k − 1) + i

i

)
σk−1−i(λ

′
1)Xi

+
k∑
j=0

(
(l − 1)− k + j

j

)
σk−j(λ

′
1)Xj par hypothèse de récurrence,

=
k−1∑
i=0

[(
l − k + i

i

)
σk−1−i(λ

′
1)λ1 +

(
l − 1− k + i

i

)
σk−i(λ

′
1)

]
Xi

+

k−1∑
i=0

(
l − k + i

i

)
σk−1−i(λ

′
1)Xi+1 +

(
l − 1− k + k

k

)
σk−k(λ

′
1)Xk

=

[(
l − k + 0

0

)
σk−1−0(λ′1)λ1 +

(
l − 1− k + 0

0

)
σk−0(λ′1)

]
X0

+
k−1∑
i=1

[(
l − k + i

i

)
σk−1−i(λ

′
1)λ1 +

(
l − 1− k + i

i

)
σk−i(λ

′
1)

+

(
l − k + i− 1

i− 1

)
σk−i(λ

′
1)

]
Xi

+

(
l − k + k − 1

k − 1

)
σk−k(λ

′
1)Xk +

(
l − 1− k + k

k

)
σk−k(λ

′
1)Xk

= σk(λ)X0 +

k−1∑
i=1

(
l − k + i

i

)
σk−i(λ)Xi +

(
l

k

)
Xk

=
k∑
i=0

(
l − k + i

i

)
σk−i(λ)Xi.

Nous aurions aussi pu le dériver directement de (5.4) : soit 0 ≤ p ≤ l.

σl(λ+X · I)(p) = [(X + λ1) . . . (X + λl)]
(p)

=
[
σl(λ)X0 + σl−1(λ)X1 + . . .+ σ0(λ)X l

](p)

= 0 + 0 + . . .+ p(p− 1) . . . .2.1σl−p(λ)X0 + . . .

. . .+ l(l − 1) . . . (l − p+ 1)σ0(λ)X l−p

= p!

[(
p

0

)
σl−p(λ)X0 + . . .+

(
l

l − p

)
σ0(λ)X l−p

]
.
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Nous pouvons déduire de ce lemme le théorème suivant.

Théorème 5.6.4 (1959, [29]). Pour 0 ≤ k ≤ n, σk est I-hyperbolique.

Démonstration. Il s’agit tout simplement de (5.4) avec le lemme de Rolle.

Remarque 21. Le même raisonnement peut être tenu pour un polynôme hyperbolique
général : pour v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn et P un polynôme v-hyperbolique, Q =

∑
i vi∂xiP est

également v-hyperbolique.

Corollaire 5.6.5. Pour tous x ∈ Rn, 0 ≤ k ≤ n, il existe µ ∈ Rk tel que pour tout
0 ≤ l ≤ k,

σl(x) =

(
n
k

)(
n−l
k−l
)σl(µ).

Démonstration. Soient x ∈ Rn et 0 ≤ k ≤ n. D’après le théorème 5.6.4, σk(x + X · I)
est scindé, donc il existe α ∈ R, µ ∈ Rn tels que

σk(x+X · I) = α(X + µ1) . . . (X + µk)

= α
[
σk(µ)X0 + . . .+ σ0(µ)Xk

]
.

Par ailleurs, (5.5) donne

σk(x+X · I) =

(
n− k
k − k

)
σk(x)X0 +

(
n− k + 1

k − k + 1

)
σk−1(x)X1 + . . .

. . .+

(
n− 1

k − 1

)
σ1(x)Xk−1 +

(
n

k

)
σ0(x)Xk.

En identifiant les coefficients, nous obtenons que α =
(
n
k

)
, et pour tout 0 ≤ l ≤ k,(

n− l
k − l

)
σl(x) =

(
n

k

)
σl(µ).

Revenons maintenant à notre problème principal. Une façon de montrer que f−→a est 1
p -

concave serait de prouver que c’est un polynôme hyperbolique. Cependant, f−→a ne satisfait
pas la première propriété, essentielle, des polynômes hyperboliques : il n’est pas homogène.
Dans le théorème 5.5.5, nous avions introduit de nouvelles variables qui rendaient f−→a
homogène en supposant que P−→a était scindé. Dans le paragraphe suivant, nous supposerons
quelque chose de plus faible : que c’est f̄−→a qui est scindé.
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5.6.2 Polynômes semi-symétriques

Lemme 5.6.6. Soit −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ Rp+1
+ . Supposons que

f̄−→a =

(
n

0

)
a0 +

(
n

1

)
a1X + . . .+

(
n

p

)
apX

p

est scindé. Alors il existe λ = (λ1, . . . , λp) ∈ Rp+ tel que(
n
k

)
ak(

n
p

)
ap

= σp−k(λ), 0 ≤ k ≤ p.

Ainsi,

f−→a (x) = a0 + a1σ1(x) + . . .+ apσp(x)

=

(
n

p

)
ap

[
σ0(x)σp−0(λ)(

n
0

) +
σ1(x)σp−1(λ)(

n
1

) + . . .+
σp(x)σp−p(λ)(

n
p

) ]
.

Nous introduisons de nouvelles fonctions.

Définition 5.6.7. Soient n, p ∈ N. Nous appelons polynômes semi-symétriques les
polynômes

sn,p : (x, λ) ∈ Rn × Rp 7−→
p∑

k=0

σk(x)σp−k(λ)(
n
k

) .

sn,p ∈ R[X1, . . . , Xn, Xn+1, . . . , Xn+p] est p-homogène, symétrique en les coefficients de x
et ceux de λ, mais pas entre eux.

Pour µ, λ ∈ Rp, nous définissons

πp(µ, λ) = sp,p(µ+X · I, λ+X · I) ∈ R[X].

Alors la conjecture 2 est un cas particulier de l’affirmation suivante, plus large :

Conjecture 4. sn,p est un polynôme I-hyperbolique.

Avec un tel résultat, sn,p serait 1
p -concave, ainsi que sa restriction à Γn, ie. f−→a .

Théorème 5.6.8. La conjecture 4 est équivalente à montrer que sp,p est un polynôme
I-hyperbolique, ou encore que πp(µ, λ) est scindé pour tous λ, µ ∈ Rp.

De plus,

πp(µ, λ) =

p∑
l=0

(
p−l∑
i=0

(p− i)!(l + i)!

p!l!
σp−l−i(µ)σi(λ)

)
(2X)l.
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Démonstration. Soient x ∈ Rn, λ ∈ Rp. Alors

sn,p(x+X · I, λ+X · I) =

p∑
k=0

σk(x+X · I)σp−k(λ+X · I)(
n
k

)
=

p∑
k=0

(
n

k

)−1
(

k∑
i=0

(
n− k + i

i

)
σk−i(x)Xi

)

×

p−k∑
j=0

(
p− (p− k) + j

j

)
σ(p−k)−j(λ)Xj


=

p∑
k=0

k∑
i=0

p−k∑
j=0

(n− k + i)!(k + j)!

n!i!j!
σk−i(x)σ(p−k)−j(λ)Xi+j .

Nous avons fait usage de (5.5). Nous faisons le changement de variable l = i+ j et utilisons
le fait que σk−i(x) = 0 quand i > k :

sn,p(x+X · I, λ+X · I) =

p∑
k=0

p∑
l=0

min(k,l)∑
i=0

(n− k + i)!(k + l − i)!
n!i!(l − i)!

σk−i(x)σp−k−l+i(λ)X l

=

p∑
k=0

p∑
l=0

l∑
i=0

(n− k + i)!(k + l − i)!
n!i!(l − i)!

σk−i(x)σp−k−l+i(λ)X l.

En posant m = p− k − l + i, nous obtenons

sn,p(x+X · I, λ+X · I) =

p∑
l=0

l∑
i=0

p−l+i∑
m=−l+i

(n+m− p+ l)!(p−m)!

n!i!(l − i)!
σp−l−m(x)σm(λ)X l

=

p∑
l=0

l∑
i=0

p−l∑
m=0

(n+m− p+ l)!(p−m)!

n!i!(l − i)!
σp−l−m(x)σm(λ)X l

=

p∑
l=0

p−l∑
m=0

(
l∑

i=0

1

i!(l − i)!

)
(n+m− p+ l)!(p−m)!

n!
σp−l−m(x)σm(λ)X l

=

p∑
l=0

p−l∑
m=0

(
2l

l!

)
(n+m− p+ l)!(p−m)!

n!
σp−l−m(x)σm(λ)X l

=

p∑
l=0

p−l∑
m=0

(n+m− p+ l)!(p−m)!

n!l!
σp−l−m(x)σm(λ)(2X)l.

En appliquant le corollaire 5.6.5, nous trouvons qu’il existe µ ∈ Rp tel que pour tout
0 ≤ i ≤ p,

σi(x) =

(
n
p

)(
n−i
p−i
)σi(µ).
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Ainsi

sn,p(x+X · I, λ+X · I)

=

p∑
l=0

p−l∑
m=0

(n+m− p+ l)!(p−m)!

n!l!

(
n
p

)(n−(p−l−m)
p−(p−l−m)

)σp−l−m(µ)σm(λ)(2X)l

=

p∑
l=0

p−l∑
m=0

(p−m)!(m+ l)!

l!p!
σp−l−m(µ)σm(λ)(2X)l

= sp,p(µ+X · I, λ+X · I).

Si sp,p est un polynôme hyperbolique, alors sp,p(µ + X · I, λ + X · I) = πp(µ, λ) =
sn,p(x+X · I, λ+X · I) est scindé, et sn,p est également hyperbolique.

Remarque 22. En invoquant le corollaire 5.6.5, nous aurions pu remplacer x ∈ Rn par
µ ∈ Rp depuis la définition de sn,p : étant donné x ∈ Rn, il existe µ ∈ Rp tel que pour tout

0 ≤ k ≤ p, σk(x) =
(np)

(n−kp−k)
σk(µ). Alors

sn,p(x, λ) =

p∑
k=0

σk(x)σp−k(λ)(
n
k

) =

p∑
k=0

σk(µ)σp−k(λ)(
p
k

) .

Toutefois, cela ne nous aurait pas donné l’équivalence entre l’hyperbolicité de sn,p et celle
de sp,p.

5.6.3 Une nouvelle conjecture

J’ai trouvé une autre formulation, équivalente, à la conjecture 4.

Théorème 5.6.9. La conjecture 4 est équivalente à l’assertion suivante.
Pour tous P,Q ∈ R[X] avec degP = degQ = p, si P et Q sont scindés, alors

p∑
k=0

P (k)Q(p−k)

est également scindé.

Démonstration. Nous savons par le théorème 5.6.8 que la conjecture 4 est équivalente
au fait que πp(µ, λ) soit scindé pour tous µ, λ ∈ Rp. Or, par (5.4),

πp(µ, λ) = sp,p(µ+X · I, λ+X · I)

=

p∑
k=0

σk(µ+X · I)σp−k(λ+X · I)(
p
k

)
=

p∑
k=0

σp(µ+X · I)(p−k)σp(λ+X · I)(k)

(p− k)!
(
p
k

)
k!

=
1

p!

p∑
k=0

[(X + µ1) . . . (X + µp)]
(p−k) [(X + λ1) . . . (X + λp)]

(k) ,
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et (X+µ1) . . . (X+µp) et (X+λ1) . . . (X+λp) sont la forme la plus générale de polynômes
scindés sur R de degré p.

Cette assertion ressemble au lemme de Rolle, et est susceptible d’avoir une généralisa-
tion à la Gauss-Lucas, comme

Conjecture 5. Pour tous P,Q ∈ C[X] avec degP = degQ = p, les racines de

p∑
k=0

P (k)Q(p−k)

se trouvent dans l’enveloppe convexe de celles de P et Q.

Proposition 5.6.10. La conjecture 4 est vraie pour p = 2.

Démonstration. Soient µ1, µ2, λ1, λ2 ∈ R, P = (X+λ1)(X+λ2), Q = (X+µ1)(X+µ2).
Alors

P ′ = 2X + λ1 + λ2,

Q′ = 2X + µ1 + µ2,

P ′′ = Q′′ = 2,

PQ′′ + P ′Q′ + P ′′Q = 8X2 + 4(λ1 + λ2 + µ1 + µ2)X

+ 2λ1λ2 + 2µ1µ2 + (λ1 + λ2)(µ1 + µ2).

Le discriminant de PQ′′ + P ′Q′ + P ′′Q est

∆PQ′′+P ′Q′+P ′′Q = 16
[
(λ1 − λ2)2 + (µ1 − µ2)2

]
≥ 0,

donc PQ′′ + P ′Q′ + P ′′Q est scindé sur R. De plus, ses racines sont

x± = −λ1 + λ2 + µ1 + µ2

4
±
√

(λ1 − λ2)2 + (µ1 − µ2)2

4
.

Remarque 23. Il s’agit d’une autre façon de montrer la conjecture 2 pour p = 2.

Pour le dire rapidement, le corollaire 5.3.6 signifie que « plus » un polynôme est log-
concave, plus il est susceptible d’être scindé. Un exemple immédiat de suite log-concave

est la suite des coefficients binomiaux :
(
n

k

)
est log-concave, et

(
n

0

)
+

(
n

1

)
X + . . .+

(
n

n− 1

)
Xn−1 +

(
n

n

)
Xn = (1 +X)n

est scindé. De plus, multiplier par la suite binomiale préserve le fait d’être scindé : cela
rend le polynôme « plus » log-concave. Il s’agit d’un résultat classique de la théorie des
polynômes réels scindés, que l’on peut par exemple trouver au chapitre 7 de [26].
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Théorème 5.6.11 ([26]). Soit P = a0 + a1X + . . . + apX
p ∈ R+[X], n ∈ N∗. Si P est

scindé sur R, alors(
n

0

)
a0 +

(
n

p

)
a1X + . . .+

(
n

p

)
apX

p est également scindé sur R.

Ici, nous faisons le contraire : nous divisons par la suite binomiale, donc rendons le
polynôme « moins » log-concave, et moins susceptible d’être scindé. Nous avons déjà vu
que

p∑
k=0

σk(µ)σp−k(λ) = σp(µ, λ)

est hyperbolique, et donc
p∑

k=0

σk(µ+X · I)σp−k(λ+X · I) est scindé. En termes des poly-

nômes P et Q du théorème 5.6.9, cela s’écrit simplement

p∑
k=0

(
p

k

)
Q(p−k)P (k) = (QP )(p),

dont on prouve qu’il est scindé en appliquant p fois le lemme de Rolle. Si notre conjecture
est vraie et

p∑
k=0

σk(µ+X · I)σp−k(λ+X · I)(
p
k

) =

p∑
k=0

Q(p−k)P (k)

est scindé, cela impliquera que les polynômes semi-symétriques sont scindés bien que « peu »
log-concaves. La proposition 5.6.10 suggère même qu’ils pourraient être optimaux, en un
sens à préciser, parmi les polynômes scindés sur R.

Forts de ces résultats, revenons à l’équation de contrainte de Lovelock (4.59) et au
problème (4.60,−→a , E).
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Chapitre 6

Un nouveau problème

de σk-Yamabe

157



6.1. ARGUMENTS ALGÉBRIQUES DE CONCAVITÉ

Ce chapitre contient l’application du chapitre 5 au nouveau problème de σk-Yamabe,
ainsi que la suite de la résolution de ce problème. Les résultats sont issus de [48].

6.1 Arguments algébriques de concavité

6.1.1 Lorsque f̄−→a est scindé

Notre objectif, dans cette section, sera d’utiliser les résultats du chapitre précédent sur
Kpn afin d’appliquer le théorème 4.4.4 à

(Γ, f) =
(

Γn, (f−→a )1/p
)
.

Deux remarques préliminaires s’imposent.

? Premièrement, les résultats de concavité du chapitre précédent s’appliquent à des
polynômes aux coefficients positifs. Or, comme nous l’avons vu, le cas physique le
plus répandu correspond à

α0 = a0 = −2Λ < 0.

Nous effectuerons donc le changement de variable

a0 −→ a0 + 2Λ, (6.1)

et étudierons le problème (4.60,−→a , E + 2Λ).

Nous laisserons le nouveau a0 varier, afin de présenter des résultats plus généraux ;
ceci permet par exemple de considérer une constante cosmologique négative.

? Le théorème 4.4.4 ne permet que de prescrire une courbure constante. Nous suppo-
serons donc que E ≥ 0 est constante – ce qui est par exemple le cas dans le vide où
E = 0 – et changerons la normalisation des coefficients : pour tout 0 ≤ k ≤ p,

ak −→
ak

E + 2Λ
. (6.2)

Nous nous ramenons ainsi au problème (4.60,−→a , 1).

Théorème 6.1.1. (4.60,−→a , 1) est équivalent à

(f−→a (λ(γ)))1/p = 1. (6.3)

Par la suite, si

? −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ Kpn et

? λ(γ) ∈ Γn,

alors il existe u ∈ C∞(M), u > 0, tel que γ̂ := u
4

n−2γ ∈ C[γ] vérifie(
p∑

k=0

akσk(λ(γ̂))

)1/p

= 1 et (6.4)

λ(γ̂) ∈ Γn surM, (6.5)

en somme (4.60,−→a , 1) est résolu.
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Corollaire 6.1.2. Si

? (0, a1, . . . , apn) ∈ Kpnn et

? λ(γ) ∈ Γn,

alors l’équation de contrainte hamiltonienne de la théorie de Lovelock dans la vide (4.59)
a une solution.

Les différents résultats du chapitre précédent peuvent être rassemblés dans ce théorème.

Théorème 6.1.3 (chapitre 5). Soit n ∈ N.

a) Pour a0, a1, a2 ≥ 0,

(a0, a1, a2) ∈ K2
n ⇐⇒ a0 + a1

(
n

1

)
X + a2

(
n

2

)
X2 est scindé sur R

⇐⇒ na2
1 − 2(n− 1)a0a2 ≥ 0.

b) Pour a0, a1, . . . , ap ≥ 0,

a0, a1, . . . , ap sont les coefficients de plus haut degré d’un polynôme scindé sur R
=⇒ (a0, a1, . . . , ap) ∈ Kpn.

c) (Critère de Kurtz) Pour a0, a1, . . . , ap ≥ 0,

4ak−1ak+1 < a2
k ∀ 1 ≤ k ≤ p− 1 =⇒ (a0, a1, . . . , ap) ∈ Kpn.

Corollaire 6.1.4. Soit −→a = (0, a1, . . . , apn) ∈ (R+)pn+1.

a) Supposons que ak = 0 pour 3 ≤ k ≤ pn. Cela correspond aux théories de gravité de
Gauss-Bonnet. Alors

(0, a1, a2) ∈ K2
n,

donc le théorème 4.4.4 s’applique à

(Γ, f) =
(
Γn,
√
a1σ1 + a2σ2

)
et il existe une solution à (4.60,−→a , 1).

b) Supposons qu’il existe m ≥ 0 et R ∈ R+[X], degR ≤ m − 1, tels que R + a1X
m+1 +

. . . + apnX
m+pn soit scindé sur R. Autrement dit, supposons que (a1, . . . , apn) soient

les coefficients de plus haut degré d’un polynôme scindé sur R. Alors le théorème 4.4.4
s’applique à

(Γ, f) =
(

Γn, (a1σ1 + . . .+ apnσpn)1/pn
)

et il existe une solution à (4.60,−→a , 1).
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c) Supposons que pour tout 1 ≤ k ≤ pn − 1, 4ak−1ak+1 < a2
k. Alors le théorème 4.4.4

s’applique à
(Γ, f) =

(
Γn, (a1σ1 + . . .+ apnσpn)1/pn

)
et il existe une solution à (4.60,−→a , 1).

Dans tous ces cas, l’équation de contrainte hamiltonienne dans le vide (4.59) a une solution.

Dans le chapitre précédent, nous avons émis la conjecture suivante.

Conjecture 2. Pour a0, a1, . . . , ap ≥ 0,

f̄−→a = a0

(
n

0

)
+ a1

(
n

1

)
X + . . .+ ap

(
n

p

)
Xp est scindé =⇒ (a0, a1, . . . , ap) ∈ Kpn.

Si cette conjecture est vraie, elle peut encore élargir l’ensemble des coefficients pour
lesquels le théorème 4.4.4 s’applique.

6.1.2 Interprétation physique des racines réelles

J’ai mis en évidence un lien surprenant entre cette conjecture et l’origine physique de
l’équation de contrainte hamiltonienne (4.59).

Théorème 6.1.5. Soient −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ Rp+1 et αk,Rk définis comme en (4.53),
(4.57). Alors

f̄−→a = a0

(
n

0

)
+ a1

(
n

1

)
X + . . .+ ap

(
n

p

)
Xp

est scindé si et seulement si le polynôme de Lovelock projeté peut être factorisé en un
produit réel, ie. si et seulement s’il existe ν ∈ Rp tel que :

p∑
k=0

αkRk ∝
1

2p
δ
c1d1c2d2···cpdp
a1b1a2b2···apbp

(
Ra1b1
c1d1

+ ν1δ
a1b1
c1d1

)(
Ra2b2
c2d2

+ ν2δ
a2b2
c2d2

)
. . .
(

R
apbp
cpdp

+ νpδ
apbp
cpdp

)
.

Démonstration. Soit −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ Rp+1. f̄−→a ∈ C[X] peut toujours être facto-
risé dans C : soit µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Cp tel que

f̄−→a = a0

(
n

0

)
+ a1

(
n

1

)
X + . . .+ ap

(
n

p

)
Xp = ap

(
n

p

)
(X + µ1) . . . (X + µp).

Alors pour 0 ≤ k ≤ p,

ak

(
n

k

)
= ap

(
n

p

)
σp−k(µ),

ie.
ak = ap

k!(n− k)!

p!(n− p)!
σp−k(µ). (6.6)
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Or, rappelons (4.57) :

αk = ak
(n− 2k)!

2kk!(n− k)!

= ap
k!(n− k)!

p!(n− p)!
σp−k(µ)

(n− 2k)!

2kk!(n− k)!

=
ap

p!(n− p)!
σp−k(µ)

(n− 2k)!

2k

=
ap

p!(n− p)!
σp−k(2µ)

(n− 2k)!

2p
.

En parallèle, prenons ν ∈ Cp. Il peut être montré par des développements consécutifs
le long de lignes que pour 1 ≤ k ≤ p,

1

2p
δ
c1d1c2d2···cpdp
a1b1a2b2···apbpR

a1b1
c1d1

Ra2b2
c2d2

. . .Rakbk
ckdk

δ
ak+1bk+1

ck+1dk+1
. . . δ

apbp
cpdp

= (n− 2k)(n− 2k − 1) . . . (n− 2p+ 2)(n− 2p+ 1)Rk. (6.7)

Ainsi, si nous développons le produit suivant, nous obtenons

1

2p
δ
c1d1c2d2···cpdp
a1b1a2b2···apbp

(
Ra1b1
c1d1

+ ν1δ
a1b1
c1d1

)(
Ra2b2
c2d2

+ ν2δ
a2b2
c2d2

)
. . .
(

R
apbp
cpdp

+ νpδ
apbp
cpdp

)
=

p∑
k=0

σp−k(ν)(n− 2k)(n− 2k − 1) . . . (n− 2p+ 2)(n− 2p+ 1)Rk (6.8)

=
1

(n− 2p)!

p∑
k=0

σp−k(ν)(n− 2k)! Rk. (6.9)

Donc,

f−→a (λ(γ)) =

p∑
k=0

akσk(λ(γ)) (6.10)

=

p∑
k=0

αkRk (6.11)

=
ap

2pp!(n− p)!

p∑
k=0

σp−k(2µ)(n− 2k)! Rk (6.12)

=
ap(n− 2p)!

2pp!(n− p)!
× 1

2p
δ
c1d1c2d2···cpdp
a1b1a2b2···apbp

(
Ra1b1
c1d1

+ 2µ1δ
a1b1
c1d1

)
. . . (6.13)

. . .
(

R
apbp
cpdp

+ 2µpδ
apbp
cpdp

)
.

En somme, les racines de la forme factorisée du polynôme de Lovelock projeté sont le
double des racines de f̄−→a .

Remarque 24. La forme factorisée du polynôme de Lovelock fut introduite dans les an-
nées 1990 dans [60], où elle est considérée comme un produit de tenseurs de courbure
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concirculaires. Il s’agit des tenseurs de la forme

Rcd
ab + ρδcdab,

ρ étant une échelle de courbure, donc de longueur carrée inverse. On peut trouver des
références sur les courbures concirculaires en [4], [98] et [99] par exemple. Chaque Rakbk

ckdk
+

2µkδ
akbk
ckdk

est de cette forme, et les µk représentent p différentes échelles de courbure. Les µk
sont tous réels et positifs si et seulement si les échelles de longueur qui leur sont associées
sont réelles.

Si la conjecture 2 est vraie, il en découlera que

toutes les échelles de longueur concirculaires
du polynôme de Lovelock projeté sont réelles (6.14)

=⇒ l’équation de contrainte hamiltonienne (4.59) a une solution.

Il serait intéressant de chercher ce que cela signifie, géométriquement et physiquement,
pour une variétéM, d’avoir des échelles de longueur concirculaires réelles.
Remarque 25. Dans le cas où n est impair, p = pn et toutes les racines sont égales, avec

ρ := 2µ1 = . . . = 2µpn

leur valeur commune, nous avons
pn∑
k=0

αkRk ∝
1

2pn
δ
c1d1c2d2···cpndpn
a1b1a2b2···apnbpn

(
Ra1b1
c1d1

+ ρδa1b1c1d1

)(
Ra2b2
c2d2

+ ρδa2b2c2d2

)
. . .
(

R
apnbpn
cpndpn

+ ρδ
apnbpn
cpndpn

)
∝ Pf

(
Ωab +

1

l2
eaeb

)
,

où Ωab est la 2-forme de courbure, ea la 1-forme de vielbein de (M, γ) dans le formalisme
de la tétrade, et l2 = ρ−1 le carré d’une longueur. Cette écriture, en utilisant le pfaffien
d’une forme de courbure modifiée, rappelle le lagrangien de Born-Infeld, qui est une
source d’intérêt physique et mathématique très importante (cf. par exemple [60], [4], [89],
[18], [100]).

Une fois encore, nous devons rester prudents : le lagrangien de Born-Infeld vit norma-
lement dans un espace-temps lorentzien de dimension n + 1. Ici, nous avons projeté les
équations de champ de Lovelock sur un espace riemannien de dimension n et considéré
uniquement la contrainte hamiltonienne. Les situations sont semblables, mais pas égales à
proprement parler.

6.2 Arguments analytiques de concavité

6.2.1 Fonctions concavifiantes

Demander que
(∑p

k=0 akσk
)1/p soit concave est en fait la plus forte hypothèse de conca-

vité qui puisse être faite. En effet, si ap 6= 0, nous avons pour z → +∞(
p∑

k=0

akσk(z, . . . , z)

)α
=

(
p∑

k=0

ak

(
n

k

)
zk

)α
∼
(
ap

(
n

p

))α
zαp
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qui ne peut être concave si α > 1/p. Pour le dire grossièrement : en partant de 1/p, plus α
est petit, plus

(∑p
k=0 akσk

)α est susceptible d’être concave.
Précisons ce point. Considérons une application P ∈ C2(Γn → R∗+) et une fonction

strictement croissante F ∈ C2(R∗+ → R). Alors

H (F ◦ P ) =
F ′ ◦ P
P

[
PH(P ) +

(
F ′′ ◦ P
F ′ ◦ P

P

)
D(P )⊗D(P )

]
. (6.15)

F ◦ P est concave sur Γn si et seulement si H (F ◦ P ) est négative en tout point.

Définition 6.2.1. On dit que F est une fonction concavifiante de P lorsque F ◦ P est
concave.

Par exemple, l’exponentiation à un petit nombre revient à prendre F (u) = uα, α > 0,
et donc

H (Pα) = αPα−2 [PH(P ) + (α− 1)D(P )⊗D(P )] . (6.16)

D(P )⊗D(P ) étant positive, u 7→ uα est plus susceptible de concavifier P si α est petit. La
limite α → 0 correspond à lnP . Mais ce n’est qu’une façon parmi d’autres de concavifier
une fonction. En ce qui nous concerne, toute fonction concavifiante conviendra.

Lemme 6.2.2. Soit (a0, a1, . . . , ap) ∈ Rp+1. Supposons qu’il existe une fonction F : R∗+ →
R telle que

(i) F ∈ C2(R∗+ → R) ;

(ii) F est strictement croissante ;

(iii) lim
t→+∞

F (t) = +∞ ;

(iv) lim
t→a0

F (t) = 0 ;

(v) x ∈ Γn 7−→ F (a0 + a1σ1(x) + . . .+ apσp(x)) est concave.

Alors le théorème 4.4.4 s’applique à

(Γ, f) = (Γn, F ◦ (a0 + a1σ1 + . . .+ apσp)) .

Démonstration. Il est facile de vérifier que toutes les hypothèses du théorème 4.4.4 sont
remplies.

Remarque 26. En particulier, si (0, a1, a2, . . . , apn) est tel qu’une fonction F remplissant
(i− v) existe, alors (4.59) a une solution.

En observant (6.16), l’on pourrait croire qu’il suffit de prendre α� 0 pour finalement
avoir H (Pα) négative. Cependant, cette façon de procéder ne fonctionne pas. En effet, être
« trop » concave empêche de remplir la condition (iii) :
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Proposition 6.2.3. Soient P ∈ C2(Γn → R∗+) avec P (∞) = ∞, et une fonction stricte-
ment croissante F ∈ C2(R∗+ → R) telles que

H(F ◦ P ) ≡ PH(P ) +

(
F ′′ ◦ P
F ′ ◦ P

P

)
D(P )⊗D(P )

est négative. S’il existe un certain τ > 1 tel que, uniformément,

F ′′ ◦ P
F ′ ◦ P

P ≤ −τ, (6.17)

alors F est majorée.

Démonstration. Il suffit d’intégrer deux fois.

(6.17) =⇒ F ′′(t)

F ′(t)
t ≤ −τ ∀ t ∈ R∗+

⇐⇒ F ′′(t)

F ′(t)
≤ −τ

t
∀ t ∈ R∗+

⇐⇒ ln(F ′(t))− ln(F ′(1)) ≤ −τ ln t ∀ t ∈ R∗+

⇐⇒ F ′(t) ≤ F ′(1)

tτ
∀ t ∈ R∗+

⇐⇒ F (t) ≤ F (1) +
F ′(1)

τ − 1

(
1− 1

tτ−1

)
∀ t ∈ R∗+

=⇒ F (t) ≤ F (1) +
F ′(1)

τ − 1
∀ t ∈ R∗+

Ainsi une fonction F qui soit à la fois concavifiante tout en laissant F ◦ P diverger à
l’infini doit avoir −F ′′(t)t/F ′(t) proche de 1 à un endroit. Lorsqu’un logarithme ne suffit
pas, il est naturel de penser à plusieurs itérations successives du logarithme.

Définition 6.2.4. Pour k ∈ N, nous écrivons

ln[0] = Id,

ln[k] =

k︷ ︸︸ ︷
ln ◦ . . . ◦ ln . (6.18)

Proposition 6.2.5. Pour x ∈ R suffisamment grand, on peut montrer par récurrence que

ln[k]′ =
1

ln[k − 1]× . . .× ln[2]× ln[1]× ln[0]
, (6.19)

ln[k]′′ = −1 + ln[k − 1](1 + . . . (1 + ln[3](1 + ln[2](1 + ln[1]))) . . .)

(ln[k − 1]× . . .× ln[2]× ln[1]× ln[0])2 , (6.20)

− ln[k]′′(x)

ln[k]′(x)
x = 1 +

1 + ln[k − 1](1 + . . . (1 + ln[3](1 + ln[2])) . . .)

ln[k − 1]× . . .× ln[2]× ln[1]
(x). (6.21)
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À des constantes additives près qui permettent à toutes ces fonctions d’être bien définies,
ces ln[k] pourraient constituer une famille de fonctions fortement concavifiantes.

J’ai utilisé l’une d’entre elles pour résoudre entièrement le cas p = 2.

6.2.2 p = 2

Soit −→a = (a0, a1, a2) ∈ (R+)3. Si (a0, a1, a2) /∈ K2
n, nous ne pouvons pas utiliser le

corollaire 6.1.4 pour résoudre (4.60,−→a , 1). Toutefois, il existe dans tous les cas une fonction
concavifiante de f−→a .

Théorème 6.2.6. Soient a, b, c ∈ R+, s ∈ R, tels que a > 0 et s+ ln a > 0. Alors

x ∈ Γn 7−→ ln(s+ ln(a+ bσ1(x) + cσ2(x))) est concave.

Démonstration. Si c = 0, a + bσ1 est une fonction affine, donc concave. (6.15) montre
que le logarithme d’une fonction concave est également concave, donc cette propriété est
héritée par ln ◦(a+ bσ1) puis par ln ◦(s+ ln ◦(a+ bσ1)).

On supposera donc que c > 0. Soient

g : x ∈ Γn 7−→ a+ bσ1(x) + cσ2(x),

F : t ∈ ]a,+∞[ 7−→ ln(s+ ln t),

τ : t ∈ ]a,+∞[ 7−→ −F
′′(t)

F ′(t)
t,

f := F ◦ g.

Alors

H(f) =
F ′ ◦ g
g

[
gH(g) +

(
F ′′ ◦ g
F ′ ◦ g

g

)
D(g)⊗D(g)

]
≡ gH(g)− (τ ◦ g)D(g)⊗D(g).

Calculons le déterminant de cette matrice. Pour x ∈ Γn, nous avons

H =

 H1 . . . Hn

 := H(g)(x) = c


0 1 . . . 1

1 0
...

...
. . . 1

1 . . . 1 0

 = c (I⊗ I− Id) ,

D := D(g)(x) =

g1(x)
...

gn(x)

 =

b+ c(σ1(x)− x1)
...

b+ c(σ1(x)− xn)

 = (b+ cσ1(x))I− cx,

F ′(t) :=
1/t

s+ ln t
,

F ′′(t) = − 1

t2
× s+ ln t+ 1

(s+ ln t)2
,

τ(t) := −F
′′(t)

F ′(t)
t = 1 +

1

s+ ln t
.

165



6.2. ARGUMENTS ANALYTIQUES DE CONCAVITÉ

Donc,

detH(f)(x) ≡ det [g(x)H(g)(x)− τ(g(x))D(g)(x)⊗D(g)(x)]

= det [g(x)H1 − τ(g(x))g1(x)D | . . . | g(x)Hn − τ(g(x))gn(x)D] .

Faisons le même raisonnement que lors de la preuve du lemme 5.4.1. En utilisant la mul-
tilinéarité du déterminant, nous avons

detH(f)(x) ≡ g(x)n detH − τ(g(x))g(x)n−1
n∑
j=1

det [H1 | . . . | gj(x)D | . . . | Hn] .

Puis nous développons le long de la j-ième colonne, et écrivons H̄ij les mineurs de H. Nous
obtenons alors

n∑
j=1

det [H1 | . . . | gj(x)D | . . . | Hn] =
n∑
j=1

gj(x)
n∑
i=1

(−1)i+jgi(x)H̄ij ,

=tD comHD

=tDtcomHD

=tD(detH)H−1D.

Nous avons déjà vu dans la preuve du théorème 5.4.2 que

detH = (n− 1)(−1)n−1cn,

et
H−1 =

1

(n− 1)c
(I⊗ I− (n− 1)Id) .

Ainsi,

tD(detH)H−1D =tD
[
(−c)n−1

(
ItI− (n− 1)Id

)]
D

= (−c)n−1
[(
tID
)2 − (n− 1)tDD

]
.

Déterminons chacun des termes :(
tID
)2

= (nb+ (n− 1)cσ1(x))2

= n2b2 + 2n(n− 1)bcσ1(x) + (n− 1)2c2σ1(x)2,
tDD = (b+ cσ1(x))2 tII− 2(b+ cσ1(x))ctIx+ c2 txx

= nb2 + 2(n− 1)bcσ1(x) + (n− 2)c2σ1(x)2 + c2
(
σ1(x)2 − 2σ2(x)

)
.

En les regroupant,

tD(detH)H−1D = (−c)n−1
[
nb2 + 2(n− 1)bcσ1(x) + 2(n− 1)c2σ2(x)

]
= (−c)n−1

[
nb2 + 2(n− 1)c(g(x)− a)

]
.

166



6.2. ARGUMENTS ANALYTIQUES DE CONCAVITÉ

Et finalement,

detH(f)(x) ≡ det [g(x)H(g)(x)− τ(g(x))D(g)(x)⊗D(g)(x)]

≡ g(x) detH − τ(g(x))tD(detH)H−1D

= (−c)n−1
[
(n− 1)cg(x)− τ(g(x))

(
nb2 + 2(n− 1)c(g(x)− a)

)]
= (−c)n−1

[
(n− 1)cg(x) (1− 2τ(g(x)))− τ(g(x))

(
nb2 − 2(n− 1)ac

)]
.

La dernière expression n’est pas sans signification : elle représente le discriminant de la
restriction de g à ∆∗+, vue comme un polynôme, ie.

ḡ = g(X, . . . ,X) = a+ nbX +
n(n− 1)

2
cX2.

Nous avions en effet déjà vu cette quantité dans la preuve du théorème 5.4.2. Pour cette
raison, nous posons

∆ḡ := nb2 − 2(n− 1)ac,

et nous pouvons écrire

detH(f)(x) ≡ (−c)n−1

[
(n− 1)cg(x)

(
−1− 2

s+ ln(g(x))

)
−
(

1 +
1

s+ ln(g(x))

)
∆ḡ

]
≡ −(−c)n−1 [(n− 1)cg(x) (s+ 2 + ln(g(x))) + (s+ 1 + ln(g(x))) ∆ḡ]

= −(−c)n−1ϕ(g(x)),

avec
ϕ : t ∈ ]a,+∞[ 7−→ (n− 1)ct(s+ 2 + ln t) + (s+ 1 + ln t)∆ḡ.

Nous voulons maintenant montrer que ϕ > 0. Ceci prouvera que le signe de detH(f) est
constant et vaut la parité de n, donc que la concavité de f est constante sur Γn.

Supposons que ∆ḡ ≥ 0. Nous avons choisi s tel que s+ln a > 0, donc ϕ > 0 sur ]a,+∞[.
Supposons que ∆ḡ < 0. Déterminons le signe du maximum de ϕ. Soit t ∈ ]a,+∞[.

ϕ′(t) = (n− 1)c(s+ 3 + ln t) +
∆ḡ

t
,

ϕ′(t) > 0 ⇐⇒ t(s+ 3 + ln t) > − ∆ḡ

(n− 1)c
> 0.

Or t 7→ t(s+ 3 + ln t) est strictement croissante, avec

lim
t→0

t(s+ 3 + ln t) = 0,

lim
t→+∞

t(s+ 3 + ln t) = +∞.

Il existe donc un unique t∗ ∈ ]0,+∞[ tel que

t∗(s+ 3 + ln t∗) = − ∆ḡ

(n− 1)c
.
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Du côté droit,

− ∆ḡ

(n− 1)c
= 2a− nb2

(n− 1)c
< 2a.

Du côté gauche, en t = a,
a(s+ 3 + ln a) > 3a.

Ainsi t∗ < a. Donc ϕ′(t) > 0 pour tout t ∈ ]a,+∞[, et ϕ atteint un minimum global en
t = a. Déterminons la valeur de ce minimum.

ϕ(a) = (n− 1)ac(s+ 2 + ln a) + (s+ 1 + ln a)∆ḡ

> 2(n− 1)ac+ ∆ḡ = b2

≥ 0.

Donc ϕ > 0 sur ]a,+∞[, et detH(f) a un signe constant sur Γn. Ceci entraîne que les
valeurs propres de H(f) ne s’annulent nulle part dans Γn, qui est un ensemble connexe.
La concavité stricte de f est donc constante sur Γn : si l’on parvient à montrer que f est
concave en un point, alors elle le sera partout. Faisons-le sur la diagonale.

Rappelons l’équation (6.15) :

H(f) ≡ gH(g)− τ(g)D(g)⊗D(g).

Soient u ∈ Rn\{0}, z ∈ R∗+. Nous avons

tuH(f)(z · I)u ≡ g(z · I)tuH(g)(z · I)u− τ(g(z · I))
(
tuD(g)(z · I)

)2
=

(
a+ nbz +

n(n− 1)

2
cz2

)
tuc (I⊗ I− Id)u

−

1 +
1

s+ ln
(
a+ nbz + n(n−1)

2 cz2
)
(tu [(b+ c(n− 1)z)I]

)2
∼

z→+∞
c2z2

(
n(n− 1)

2

[
(u|I)2 − (u|u)

]
− (n− 1)2(u|I)2

)
= c2z2 (n− 1)

2

(
−(n− 2)(u|I)2 − n(u|u)

)
< 0 pour n ≥ 2.

Ainsi H(f)(z · I) est une matrice négative pour z suffisamment grand ; et f est partout
concave.

Corollaire 6.2.7. Pour tout −→a = (a0, a1, a2) ∈ (R+)3, il existe une solution à (4.60,−→a , 1).

Démonstration. Les cas a0 = 0 et a2 = 0 ont déjà été traités dans les paragraphes a) et
b) du corollaire 6.1.4.

Supposons que a0 > 0. On pose s = 1 − ln a0. Alors le théorème 6.2.6 entraîne que
ln ◦(s+ ln ◦(a0 + a1σ1 + a2σ2)) est concave. Ainsi le théorème 4.4.4 s’applique à

(Γ, f) = ((Γn, ln ◦(s+ ln ◦(a0 + a1σ1 + a2σ2))) .
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Remarque 27. Nous avons établi la concavité de f en la montrant sur la diagonale ∆∗+,
après avoir prouvé que c’était suffisant. Nous avions tenu le même raisonnement avec le
même succès dans le chapitre 5. Ceci m’incite à formuler la conjecture suivante.

Conjecture 6. Soient −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ (R+)p+1, et F ∈ C2(R∗+ → R). Posons

f := F ◦ (a0 + a1σ1 + . . .+ apσp) .

Alors
f est concave sur Γn ⇐⇒ f est concave sur la diagonale ∆∗+.

Il me semble qu’il est toujours possible de trouver des fonctions suffisamment concavi-
fiantes, comme la famille (6.18), et donc d’étendre le théorème 6.2.6, mais je n’ai pas été
capable de le prouver.

Conjecture 7. Pour tout −→a = (a0, a1, . . . , ap) ∈ (R+)p+1, il existe F ∈ C2(R∗+ → R) tel
que

F ◦ f−→a est concave sur Γn.

6.3 Théorème des fonctions implicites

Dans cette section, nous ne supposerons plus que les coefficients ak sont positifs. Nous
supposerons seulement que pour k ≥ 2, les ak sont négligeables devant 1 : c’est la limite
des théories de Lovelock vers la RG. Plus précisément, nous allons appliquer un théo-
rème des fonctions implicites. Dans ce but, nous allons considérer l’équation de contrainte
hamiltonienne (4.60) dans les espaces de Sobolev.

Toujours dans l’optique des problèmes de Yamabe et σk-Yamabe, et de la méthode
conforme pour les équations de contrainte de la RG, nous chercherons une solution de
(4.60) dans une classe conforme donnée.

Rappelons que

2∗ =
2n

n− 2
, 2∗ − 1 =

n+ 2

n− 2
, 2∗ − 2 =

4

n− 2
, 2∗ + 2 =

4(n− 1)

n− 2
, (6.22)

et
S[γ]ij =

1

n− 2

[
R[γ]ij −

R[γ]

2(n− 1)
γij

]
, S[γ] =

R[γ]

2(n− 1)
. (6.23)

Les formules suivantes proviennent du calcul conforme classique. On peut par exemple
les trouver dans [84] :

Lemme 6.3.1. Soient u ∈ C∞(M), u > 0, et γ̃ = u
4

n−2γ. Alors

S[γ̃]ij = S[γ]ij +
2

(n− 2)u

(
−∇[γ]i∇[γ]ju (6.24)

+
n

n− 2

∇[γ]iu∇[γ]ju

u
− ∇[γ]ku∇[γ]luγ

kl

u

γij
n− 2

)
,
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donc

σ1 (λ (γ̃)) = S[γ̃]

= S[γ̃]ij γ̃
ij

= S[γ̃]iju
−2∗+2γij

=
2u−2∗+1

n− 2
(−∆[γ]u) + S[γ]u−2∗+2,

et
S[γ̃]u2∗−1 = − 2

n− 2
∆[γ]u+ S[γ]u. (6.25)

En termes de courbure scalaire, cela s’écrit

R
[
u2∗−2γ

]
u2∗−1 = − (2∗ + 2) ∆[γ]u+ R[γ]u. (6.26)

Corollaire 6.3.2. Soit ε > 0. Alors, pour a0, . . . , ap ∈ Rp+1, u :M→ R∗+,

u ∈W 2+ε,2(M) =⇒
p∑

k=0

akσk

(
λ
(
u

4
n−2γ

))
∈W ε,2(M).

Démonstration. Soit u ∈W 2+ε,2(M). À cause de (6.24), S[γ̃]ij ∈W ε,2 (M→ Sn(R)).
Soit 0 ≤ k ≤ p. Pour tout M ∈ Sn(R), si λ(M) dénote l’ensemble des valeurs propres

de M , alors σk(λ(M)) coïncide avec le k-ième coefficient du polynôme caractéristique de
M , en partant du plus haut degré. Ainsi σk(λ(M)) est un polynôme en les coefficients de
M , et (

Sn(R) −→ R
M 7−→ σk(λ(M))

)
∈ C∞(Sn(R)→ R).

Par composition, on en déduit la régularité de
∑

k akσk.

Ainsi, nous pouvons définir l’application suivante.

Définition 6.3.3. Soit ε > 0. Introduisons

T [γ] :

W 2+ε,2(M)× Rp+1 −→ W ε,2(M)

(u,−→a ) 7−→
p∑

k=0

akσk

(
λ
(
u

4
n−2γ

))
.

Nous sommes désormais prêts à énoncer le résultat principal de cette section :

Théorème 6.3.4. Supposons que R[γ] < 0.
Soient a0, a1 ∈ R, a1 6= 0 ; écrivons −→α = (a0, a1, 0, . . . , 0). Prenons u = 1. Alors T [γ]

est C1 et
∂T [γ]

∂u
(1,−→α ) est inversible.
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Démonstration. La preuve s’inspire de celle du problème de Yamabe.
Soient u ∈ W 2+ε,2(M), u > 0, et a0, a1 ∈ R, a1 6= 0. Nous pouvons par exemple

supposer que a1 > 0 sans perte de généralité. Soit h ∈W 2+ε,2(M). Alors

∂T [γ]

∂u
(u, a0, a1, 0, . . . , 0)(h) =

∂

∂t

∣∣∣
t=0

T [γ](u+ th, a0, a1, 0, . . . , 0)

=
∂

∂t

∣∣∣
t=0

(
a0 + a1S

[
(u+ th)

4
n−2γ

]
+ 0 + . . .+ 0

)
= a1

∂

∂t

∣∣∣
t=0

(
− 2
n−2∆[γ](u+ th) + S[γ](u+ th)

(u+ th)2∗−1

)

≡
[
∂

∂t

(
− 2

n− 2
∆[γ](u+ th) + S[γ](u+ th)

)
(u+ th)2∗−1

−
(
− 2

n− 2
∆[γ](u+ th) + S[γ](u+ th)

)
∂

∂t
(u+ th)2∗−1

]∣∣∣∣
t=0

=

(
− 2

n− 2
∆[γ]h+ S[γ]h

)
u2∗−1 −

(
− 2

n− 2
∆[γ]u+ S[γ]u

)
(2∗ − 1)hu2∗−2

≡
(
− 2

n− 2
∆[γ]h+ S[γ]h

)
u−

(
− 2

n− 2
∆[γ]u+ S[γ]u

)
(2∗ − 1)h.

Prenons maintenant u constant, égal à 1. Nous obtenons

∂T [γ]

∂u
(1,−→α )(h) ≡ − 2

n− 2
∆[γ]h+ S[γ]h− (2∗ − 1) S[γ]h

= − 2

n− 2
∆[γ]h− (2∗ − 2) S[γ]h

≡ − (∆[γ]h+ 2S[γ]h) .

Fixons la métrique γ. On pose

c := −2S[γ]. (6.27)

R[γ] < 0 par hypothèse, donc c > 0 d’après (6.23). Nous définissons alors

L :
W 2+ε,2(M) −→ W ε,2(M)

h 7−→ −∆h+ ch,
(6.28)

et nous allons prouver que cet opérateur est inversible.

? Injectivité : Soit h ∈W 2+ε,2(M) tel que L(h) = 0. Alors

0 =

∫
M
hL(h) dv

=

∫
M

(
|∇h|2 + ch2

)
dv.

c > 0, donc
|∇h|2 + ch2 = 0

partout surM, et h = 0.
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? Surjectivité : Soit w ∈W ε,2(M). Définissons

I :
W 1,2(M) −→ R

h 7−→
∫
M

(
|∇h|2 + ch2

)
dv

, (6.29)

ν := inf
h ∈W 1,2(M)∫

wh 6= 0

I(h)(∫
M
whdv

)2 = inf
h ∈W 1,2(M)∫

wh = 1

I(h). (6.30)

Nous allons montrer que cet infimum est atteint en un point h, et que ce point a pour
image w.

Il existe une suite minimisante (hn) dans W 1,2(M) telle que∫
M
whn dv = 1 et

∫
M

(
|∇hn|2 + ch2

n

)
dv −−−→

n→∞
ν.

(hn) est bornée dans W 1,2(M), qui est un espace réflexif, donc (hn) est faiblement
compacte dans W 1,2(M). Quitte à en extraire une sous-suite, il existe un h∞ ∈
W 1,2(M) tel que

hn
W 1,2

−−−⇀
n→∞

h∞.

Or l’injection de Sobolev
W 1,2(M) ↪→ Lq(M)

est compacte pour q < 2∗, et en particulier pour q = 2. Il existe donc h′∞ ∈ L2(M)
tel que, à une sous-suite près,

hn
L2

−−−→
n→∞

h′∞.

Pour tout ϕ ∈ C∞(M),

0 =

∫
M

(hn − hn)ϕdv −−−→
n→∞

∫
M
h∞ϕdv −

∫
M
h′∞ϕdv,

la première convergence ayant lieu dans L2 et la seconde dans W 1,2-faible. Ainsi
h∞ = h′∞.

? hn
L2

−−−→
n→∞

h∞, donc

1 =

∫
M
whn dv −−−→

n→∞

∫
M
wh∞ dv. (6.31)

? hn
L2

−−−→
n→∞

h∞, donc ∫
M
h2
n dv −−−→

n→∞

∫
M
h2
∞ dv. (6.32)
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? Par ailleurs,∫
M
|∇ (hn − h∞)|2 dv =

∫
M
|∇hn|2 dv − 2

∫
M
∇ihn∇ih∞ dv +

∫
M
|∇h∞|2 dv

≥ 0.

Or ∫
M
∇ihn∇ih∞ dv −−−→

n→∞

∫
M
∇ih∞∇ih∞ dv

à cause de la convergence faible de hn dans W 1,2. Donc∫
M
|∇h∞|2 dv ≤ lim inf

n→∞

∫
M
|∇hn|2 dv. (6.33)

En assemblant (6.32) et (6.33), nous obtenons

ν = lim
n→∞

∫
M

(
|∇hn|2 + ch2

n

)
dv ≥

∫
M

(
|∇h∞|2 + ch2

∞

)
dv = I(h∞). (6.34)

Autrement dit, h∞ minimise I dans W 1,2(M). En utilisant (6.31), nous avons

1 =

∫
M
wh∞ dv, (6.35)

donc ν ≤ I(h∞). Ainsi
ν = I(h∞). (6.36)∫

wh∞ = 1, donc h∞ 6= 0 et ν > 0.

Maintenant, plaçons-nous en h∞ et étudions les variations de I : soit ϕ ∈ C∞(M) ⊂
W 1,2(M). Puisque h∞ minimise I(h)/

(∫
wh
)2 et à cause de (6.35), nous obtenons

0 =
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

I(h∞ + tϕ)(∫
Mw(h∞ + tϕ) dv

)2
=

∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

∫
M

(
|∇h∞ + t∇ϕ|2 + c |h∞ + tϕ|2

)
dv(∫

M
w (h∞ + tϕ) dv

)2

=

(∫
M

2
[
∇ih∞∇iϕ+ ch∞ϕ

]
dv

)(∫
M
wh∞ dv

)
(∫
M
wh∞ dv

)4

−

(∫
M

[
|∇h∞|2 + c |h∞|2

]
dv

)
2

(∫
M
wh∞ dv

)(∫
M
wϕdv

)
(∫
M
wh∞ dv

)4

= 2

∫
M

[
∇ih∞∇iϕ+ ch∞ϕ

]
dv − 2I(h∞)

∫
M
wϕdv

= 2

∫
M

[
∇ih∞∇iϕ+ ch∞ϕ

]
dv − 2ν

∫
M
wϕdv.
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On pose

h̃∞ :=
h∞
ν
.

Alors, pour tout ϕ ∈ C∞(M),∫
M

[
∇ih̃∞∇iϕ+ ch̃∞ϕ

]
dv =

∫
M
wϕdv.

C’est-à-dire,
−∆h̃∞ + ch̃∞ = w au sens d’Aubin.

Il nous faut ici invoquer le résultat suivant, dû à T. Aubin :

Théorème 6.3.5 (Aubin). Soient c > 0, η ≥ 0, q ≥ 1.

Soient h,w tels que

−∆h+ ch = w au sens d’Aubin.

Alors
w ∈W η,q =⇒ h ∈W 2+η,q.

Ainsi h̃∞ ∈W 2+ε,2(M) et

L(h̃∞) = −∆h̃∞ + ch̃∞ = w surM,

donc L est surjective.

Nous venons de prouver que L = ∂T [γ]
∂u (1,−→α ) est inversible.

Remarque 28. La stricte négativité de R[γ] est nécessaire pour que ∂T [γ]
∂u (1,−→α ) soit in-

versible : si R[γ] ≥ 0, nous perdons l’injectivité, et T [γ] peut avoir un noyau.

Théorème 6.3.6. Soient a0, a1 ∈ R tels que a1(a0 − 1) > 0.
Soient ε > 0 et γ tels que R[γ] < 0. On pose

−→α = (a0, a1, 0, . . . , 0) ∈ Rp+1.

Alors il existe η > 0 tel que pour tout −→a = (a0, a1, a2, . . . , ap) ∈ Rp+1,

‖−→a −−→α ‖ < η =⇒ il existe u−→a ∈W 2+ε,2(M) tel que
p∑

k=0

akσk

(
λ

(
u

4
n−2
−→a γ

))
= 1.

De plus, −→a 7−→ u−→a est de classe C1.
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Démonstration. Soient a0, a1 ∈ R vérifiant a1(a0 − 1) > 0, et ε > 0.
Nous supposons que R[γ] < 0. D’après le théorème de Yamabe, il existe v ∈ C∞(M),

v > 0, tel que R
[
v

4
n−2γ

]
est constante et strictement négative. S

[
v

4
n−2γ

]
est de même

constante et négative, à cause de (6.23). Pour tout k > 0, (6.25) implique que

S
[
kv

4
n−2γ

]
k = S

[
v

4
n−2γ

]
.

Fixons la valeur de k à
k :=

a1

1− a0
S
[
v

4
n−2γ

]
> 0.

Alors

a0 + a1S
[
kv

4
n−2γ

]
= a0 +

a1

k
S
[
v

4
n−2γ

]
= 1.

Posons

γ̃ := kv
4

n−2γ, −→α := (a0, a1, 0, . . . , 0).

En appliquant le théorème 6.3.4 à T [γ̃], nous déduisons que ∂T [γ̃]
∂u (1,−→α ) est inversible. Il

est alors possible d’utiliser le théorème des fonctions implicites sur T [γ̃] : W 2+ε,2(M) ×
Rp+1 −→ W ε,2(M). Nous obtenons l’existence de η > 0 tel que pour tout −→a = (a0, a1,
a2, . . . , ap) ∈ Rp+1,

‖−→a −−→α ‖ < η =⇒ il existe w−→a ∈W 2+ε,2(M) tel que (6.37)
T [γ̃] (w−→a ,

−→a ) = T [γ̃] (1,−→α ).

De plus, −→a 7−→ w−→a est C1.
(6.37) signifie que

p∑
k=0

akσk

(
λ

(
w

4
n−2
−→a γ̃

))
= T [γ̃] (w−→a ,

−→a )

= T [γ̃] (1,−→α )

= a0 + a1S [γ̃]

= 1. (6.38)

On pose alors
u−→a := k

n−2
4 vw−→a .

u−→a ∈W 2+ε,2(M), u−→a > 0, et

p∑
k=0

akσk

(
λ

(
u

4
n−2
−→a γ

))
=

p∑
k=0

akσk

(
λ

(
w

4
n−2
−→a γ̃

))
= 1.

Avec, en prime, −→a 7−→ u−→a de classe C1 : c’est bien l’énoncé du théorème 6.3.6.
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6.3. THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES

Remarque 29. Si a1(a0 − 1) < 0, il n’existe pas de solution conforme égale à 1 pour une
courbure scalaire strictement négative.

L’hypothèse sur la stricte négativité de R nous éloigne malheureusement du cas physique
classique : si a1 ≈ 1, l’hypothèse a1(a0 − 1) > 0 implique que a0 > 1. Il s’agit donc d’une
constante cosmologique strictement négative, ce qui ne correspond pas aux observations
actuelles de l’univers qui indiquent une accélération de son expansion.

Le théorème 6.3.6 peut être directement interprété dans les termes de l’équation (4.60) :

Corollaire 6.3.7. Soient a0, a1 ∈ R tels que a1(a0 − 1) > 0.
Soient ε > 0 et γ tels que R[γ] < 0. On pose

−→α = (a0, a1, 0, . . . , 0) ∈ Rp+1.

Alors il existe η > 0 tel que pour tout −→a = (a0, a1, a2, . . . , ap) ∈ Rp+1,

‖−→a −−→α ‖ < η =⇒ il existe u−→a ∈W 2+ε,2(M) tel que

f−→a

(
λ

(
u

4
n−2
−→a γ

))
= 1.

Autrement dit, (4.60,−→a , 1) est résolu dans W 2+ε,2(M).
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Conclusion et principaux résultats

Nous rassemblons ici les résultats originaux de cette thèse, marqués par un astérisque
?, et les questions encore ouvertes, marquées par un cercle ◦. Les conjectures, relevant à la
fois du résultat et de la question ouverte, seront signifiées par les deux symboles ?◦.

Au long de ces pages, nous avons exploré quelques aspects des équations de contrainte.
Ces équations sont la conséquence géométrique de la rupture de covariance entre une formu-
lation lagrangienne d’une théorie physique, d’une part ; et une formulation hamiltonienne,
qui implique une évolution et donc un choix de temps, d’autre part. Elles sont les contraintes
que doit respecter la construction d’une donnée initiale, et en ce sens constituent la première
partie du problème d’évolution.

La deuxième partie du problème d’évolution correspond au problème de Cauchy : une
fois la donnée initiale fixée, existe-t-il, de façon unique, un développement de cette donnée
dans le temps ?

Nous étudions des problèmes d’évolution qui reposent sur une structure n+1 : l’espace-
temps est feuilleté selon une fibration d’hypersurfaces spatiales, transverse aux gradients
d’une fonction temps.

Premier chapitre

Le problème de Cauchy et les équations de contrainte de la Relativité Générale (RG)
ont été étudiés en profondeur depuis les années 1950, en particulier par Y. Choquet-Bruhat.
Dans notre premier chapitre, nous rappelons que ce problème est bien posé dans le vide
et pour des champs de de matière raisonnables. Puis nous exposons la méthode la plus
utilisée pour résoudre les équations de contrainte, la méthode conforme.

Deuxième chapitre

Dans le deuxième chapitre, nous étendons ces résultats à des familles de théories mo-
difiées de la gravitation : en partant des théories f(R), nous montrons qu’elles se fondent
dans les cadres plus généraux des théories de Brans-Dicke, puis tenseur-scalaire (STT).
En détaillant la preuve de M. Salgado datant des années 2000, nous montrons que le pro-
blème de Cauchy de ces théories est bien formulé, ce dont découle, dans certains cas, qu’il
est également bien posé. Puis nous étudions la méthode conforme pour les équations de
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contrainte des STT et expliquons en quoi elle peut se réduire, à travers le changement de
repère Einstein-Jordan, à la méthode conforme de la RG avec matière.

? Si l’équivalence des propriétés classiques – à l’inverse des propriétés quantiques – entre
les repères de Jordan et d’Einstein est déjà connue et étudiée par les physiciens depuis
des décennies, elle n’est que rarement évoquée par les mathématiciens qui étudient les
équations de contrainte ; il m’a donc semblé important de détailler au paragraphe 2.5.3
comment cette équivalence se traduit dans le formalisme des équations de contrainte,
ce qui n’avait pas été fait auparavant.

g

ψ
2

n−1 J→E
��

ADM
// γ

ψ
2

n−1 J→E
��

g̃
ADM // γ̃

ϕ
−4
n−2

MC // η

On peut donc dire que la structure du problème de Cauchy et des équations de contrainte
de f(R), Brans-Dicke et STT est essentiellement la même que celle de la RG. Mathémati-
quement, il n’y a rien de plus à dire.

Troisième chapitre

La suite de cette thèse est consacrée à une autre famille de théories de gravitation : les
théories de Lovelock, issues des théorèmes de D. Lovelock datant des années 1970, et leur
extension f(Lovelock). Dans le troisième chapitre, nous exposons l’origine et le détail de
ces théories. Nous soulevons une question toujours irrésolue depuis les années 1970 :

◦ Quelle est la nature du lien entre les hypothèses physiques (symétrie, divergence nulle,
dérivées du second ordre) sur le tenseur de Lovelock, et la forme si spécifique (théo-
rème géométrique fondamental de Gauss-Bonnet-Chern) de la densité lagrangienne
qui lui est associée ?

Nous rappelons ensuite deux questions encore ouvertes quant à la forme développée des
produits de Lovelock Rp :

◦ De combien de scalaires indépendants les produits de Lovelock sont-ils la somme ?

◦ Quels sont les facteurs devant chacun de ces scalaires ?

En utilisant un article de S. A. Fulling et al. datant de 1992 [28], nous donnons une réponse
théorique – une réponse explicite étant toujours à trouver – à la première question :

? Il y a autant de scalaires indépendants dans la forme développée du p-ième produit
de Lovelock que de diagrammes de Young dont toutes les lignes ont une longueur
paire, apparaissant dans la décomposition du pléthysme ⊗p.
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Ensuite, nous démontrons comment obtenir les équations de champ des théories f(Love-
lock). Ces équations étaient déjà données dans l’article de P. Bueno et al. [9], mais sans les
détails de la preuve. Il s’agit d’écrire l’action sous une forme tenseur-scalaire grâce à une
transformée de Legendre, dans le cas où la hessienne de f est inversible ; on introduit alors
des champs scalaires φp correspondant aux dérivées partielles de f par rapport aux Rp. Puis
d’utiliser un théorème de H. Rund qui donne la dérivée totale d’une densité lagrangienne
en fonction de la métrique.

Quatrième chapitre

Une fois ces équations obtenues, nous les projetons sur une décomposition n + 1 de
l’espace-temps et obtenons comme pour la RG une contrainte hamiltonienne, des con-
traintes de moment et des équations dynamiques. C’est l’objet du quatrième chapitre. Les
équations de champ contiennent des termes de degrés arbitrairement élevés, mais les pro-
priétés du déterminant nous permettent de les développer le long de lignes ou de colonnes.
La plupart des termes, issus de la décomposition n+ 1 du tenseur de Riemann, s’annulent
alors pour des raisons d’antisymétrie ou d’orthogonalité.

? Ceci nous permet de donner la décomposition n + 1 des équations de champ de
f(Lovelock) uniquement en termes de données sur l’hypersurface spatiale et de leurs
dérivées. C’est le système (4.7, 4.8, 4.9).

Il fait intervenir (M, Ṁ, M̈,N, N̈, ṄN, N̈N, Ȯ, Ö), qui sont seulement des produits des projec-
tions (Mkl

ij ,N
kl
ij ,O

kl
ij ) du tenseur de Riemann, qui s’expriment à partir de la métrique γij

et de sa dérivée temporelle Kij ; avec les champs scalaires φp et leurs dérivées temporelles
Πp. On retrouve ainsi la même structure hamiltonienne de variables que pour la RG.

Nous testons nos formules pour p ≤ 1 et retrouvons le cas connu de la décomposition
n+1 de la gravité f(R). Pour p = 2 et φ2 constant, nous récupérons les résultats explicites
de [88]. Pour un p arbitraire et φp constant, nous retrouvons les résultats des années 1980
de [87] et [15].

Tous les autres cas, en revanche, semblaient inconnus auparavant, et les expressions pré-
sentées sont donc originales. Une première application, pour p = 2, donne la décomposition
n+ 1 explicite de la gravité f(R,Gauss-Bonnet), à savoir : (4.17, 4.18, 4.19).

À partir de cette décomposition, les deux aspects du problème d’évolution peuvent
être étudiés. Contrairement aux théories f(R), Brans-Dicke et STT, leur structure est
radicalement différente de celle de la RG.

◦ Le problème de Cauchy pour les théories f(Lovelock) générales est entièrement ou-
vert.

◦ La résolution mathématique des équations de contrainte pour les théories f(Lovelock)
générales est entièrement ouverte.

Nous nous sommes plutôt concentrés sur les équations de contrainte des théories de Lo-
velock. Dans le cas d’une variété localement conformément plate, il est connu depuis le
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milieu des années 2000 (cf. [45] et [30]) que les produits de Lovelock sont proportionnels
aux σk-courbures de la variété : Rk ∝ σk.

? Nous nous sommes restreints au cas d’une décomposition n+ 1 symétrique en temps,
ie. Kij = 0, et d’une variété spatiale localement conformément plate. Les contraintes
de moment perdent alors leur signification géométrique, et la contrainte hamilto-
nienne devient la prescription d’une somme de σk-courbures (4.59).

Pour résoudre cette contrainte hamiltonienne, nous avons utilisé les travaux consacrés à
la prescription d’un seul σk, ie. le problème de σk-Yamabe, datant des années 2000. Nous
avons en particulier appliqué un théorème d’A. Li et Y. Y. Li [51] qui nécessite que la
somme de σk-courbures soit rendue concave.

Cinquième chapitre

Dans la mesure où σk est 1
k -concave, nous nous demandons pour quels coefficients la

fonction

f−→a : x ∈ Γn 7−→
p∑

k=0

akσk(x),

est 1
p -concave. Nous écrivons Kpn l’ensemble de ces coefficients. Le cinquième chapitre est

consacré à l’étude de Kpn.
Nous émettons les deux conjectures suivantes.

?◦ Conjecture 1.

f−→a est
1

p
-concave sur Γn ⇐⇒ f−→a est

1

p
-concave sur ∆∗+

⇐⇒ f̄−→a est
1

p
-concave sur R∗+.

?◦ Conjecture 2.

f−→a est
1

p
-concave sur Γn ⇐= f̄−→a est scindé sur R.

La théorie des polynômes hyperboliques développée par L. Gårding dans les années
1950 nous a donné l’idée d’introduire une famille de polynômes homogènes, les polynômes
semi-symétriques :

sn,p : (x, λ) ∈ Rn × Rp 7−→
p∑

k=0

σk(x)σp−k(λ)(
n
k

) .

Nous conjecturons alors que

?◦ Conjecture 4. sn,p est un polynôme I-hyperbolique.
Ou, de façon équivalente,
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?◦ Conjecture 4. sp,p est un polynôme I-hyperbolique.
Ou encore, de façon équivalente,

?◦ Conjecture 4. Pour tous P,Q ∈ R[X] avec degP = degQ = p, si P et Q sont
scindés sur R, alors

p∑
k=0

P (k)Q(p−k)

l’est également.

C’est la conjecture principale de cette thèse. On peut en formuler une généralisation
naturelle, semblable au théorème de Gauss-Lucas :

?◦ Conjecture 5. Pour tous P,Q ∈ C[X] avec degP = degQ = p, les racines de∑p
k=0 P

(k)Q(p−k) se trouvent dans l’enveloppe convexe de celles de P et de Q.

? Nous montrons que
5 =⇒ 4 =⇒ 2 =⇒ 1,

? et nous prouvons les conjectures 4, 2 et 1 pour p = 2, ie.

K2
n =

{−→a = (a0, a1, a2) ∈ (R+)3
∣∣ f̄−→a est scindé

}
=
{−→a = (a0, a1, a2) ∈ (R+)3

∣∣ na2
1 − 2(n− 1)a0a2 ≥ 0

}
.

Ainsi la nature des coefficients pour lesquels f1/p
−→a est concave dépend du caractère scindé

de certains polynômes. Nous avons donc rappelé certains critères algébriques indiquant
lorsque des polynômes réels sont scindés sur R, et avons émis à ce sujet une nouvelle
conjecture.

?◦ Conjecture 3. Soit P ∈ R+[X],degP = n. Alors

P est scindé sur R ⇐= PP ′′ +

(
1

n
− 1

)
P ′2 ≤ 0 sur R.

? La conjecture 3 est vraie pour degP = 2 ou 3.

Pour p ≥ 3, nous ne sommes pas parvenus à une description complète de Kpn, mais en
avons déterminé des sous-ensembles assez vastes.

? Par exemple,−→a ∈ (R+)p+1

∣∣∣∣∣ (a0, a1, . . . , ap)
sont les premiers coefficients
d’un polynôme dont toutes les
racines sont réelles et négatives

 ⊂ Kpn.
? En utilisant le critère de Kurtz,{−→a ∈ (R+)p+1

∣∣ ∀ 1 ≤ k ≤ n− 1, 4ak−1ak+1 < a2
k

}
⊂ Kpn.

Ces cinq conjectures mettent à la lumière de nouvelles propriétés des polynômes symé-
triques élémentaires, et promettent d’intéressantes recherches à venir.
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Sixième chapitre

Dans le sixième et dernier chapitre, nous revenons à la résolution de l’équation de
contrainte hamiltonienne et utilisons les résultats du cinquième chapitre sur Kpn. Nous y
montrons que :

? Lorsque −→a ∈ Kpn, il existe une solution conforme à l’équation de contrainte hamilto-
nienne de la théorie de Lovelock, pour une énergie prescrite constante – par exemple
dans le vide.

? C’est le cas pour toutes les théories de Gauss-Bonnet dans le vide avec une constante
cosmologique positive.

Nous mettons en évidence un lien surprenant entre le fait que f̄−→a soit scindé et la
physique du problème.

? f̄−→a est scindé sur R si et seulement si le polynôme de Lovelock projeté sur l’hyper-
surface spatiale peut être factorisé en un produit de courbures concirculaires dont les
longueurs sont réelles.

Si la conjecture 2 est vraie, cela impliquerait le critère suivant.

?◦ Si le polynôme de Lovelock projeté peut être factorisé en un produit de courbures
concirculaires dont les longueurs sont réelles, alors l’équation de contrainte dans le
vide a une solution conforme.

◦ Quelles sont les significations géométrique et physique du fait que les échelles de
longueur concirculaires soient réelles ?

Nous étendons ensuite ces résultats en cherchant des fonctions concavifiantes plus gé-
nérales que la racine p-ième.

? Pour p = 2, nous montrons que pour tout ensemble de coefficients a0, a1, a2 ≥ 0, il
existe une fonction suffisamment concavifiante qui permet de résoudre l’équation de
contrainte hamiltonienne.

?◦ Conjecture 6. Pour toute application F , la concavité de F ◦ f−→a dans le cône de
Gårding Γn est équivalente à sa concavité sur la diagonale ∆∗+.

?◦ Conjecture 7. Pour tout −→a ∈ (R+)p+1, une fonction concavifiante existe.

Ces critères ne valent que pour des coefficients ak positifs, et se restreignent au cône
de Gårding : ils impliquent que la courbure scalaire de la variété soit strictement positive.
Dans le cas où la courbure scalaire est strictement négative, nous avons utilisé les outils
du problème de Yamabe et montré que :

? Le théorème des fonctions implicites s’applique à f−→a pris en une métrique – de facteur
conforme u – de courbure scalaire constante. Ceci nous donne, dans un voisinage de
u, une famille de solutions conformes pour la prescription de f−→a .
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Pour aller plus loin

Enfin, il y aurait de nombreuses façons de poursuivre ce travail.

◦ Peut-on relâcher l’une des nombreuses hypothèses faites sur la variété spatiale M :
dans le vide, compacte, localement conformément plate, sans frontière, symétrique
en temps ?

◦ Peut-on appliquer la méthode conforme à d’autres théories de gravité modifiée,
comme la gravité massive, ou les théories de Horndeski ?
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Résumé : Cette thèse est consacrée au problème d’évolution des théories de gravité mo-
difiée. Après avoir rappelé ce qu’il en est pour la Relativité Générale (RG), nous exposons
le formalisme n+ 1 des théories f(R), Brans-Dicke et tenseur-scalaire et redémontrons un
résultat connu : le problème de Cauchy est bien posé pour ces théories, et les équations de
contrainte se réduisent à celles de la RG avec un champ de matière.

Puis nous effectuons la même décomposition n+ 1 pour les théories de Lovelock et, ce
qui est nouveau, f(Lovelock). Nous étudions ensuite les équations de contrainte des théo-
ries de Lovelock et montrons qu’elles sont, dans le cas conformément plat et symétrique en
temps, la prescription d’une somme de σk-courbures. Afin de résoudre cette équation de
prescription, nous introduisons une nouvelle famille de polynômes semi-symétriques homo-
gènes et développons des résultats de concavité pour ces polynômes. Nous énonçons une
conjecture qui, si elle était avérée, nous permettrait de résoudre l’équation de prescription
dans de nombreux cas : ∀ P,Q ∈ R[X], avec degP = degQ = n,

P et Q sont scindés =⇒
n∑
k=0

P (k)Q(n−k) est scindé.

Mots clés : Relativité Générale, équations de contrainte, problème de Cauchy, f(R),
tenseur-scalaire, Lovelock, f(Lovelock), σk-Yamabe, polynômes symétriques élémentaires,
concavité.

Abstract: This thesis is devoted to the evolution problem for modified gravity theories.
After having explained this problem for General Relativity (GR), we present the n + 1
formalism for f(R) theories, Brans-Dicke and scalar-tensor theories. We recall a known
result: the Cauchy problem for these theories is well-posed, and the constraint equations
are reduced to those of GR with a matter field.

Then we proceed to the same n+1 decomposition for Lovelock and f(Lovelock) theories,
the latter being an original result. We show that in the locally conformally flat time-
symmetric case, they can be written as the prescription of a sum of σk-curvatures. In
order to solve the prescription equation, we introduce a new family of homogeneous semi-
symmetric polynomials and prove some concavity results for those polynomials. We express
the following conjecture: if this is true, we are able to solve the prescription equation in
many cases. ∀ P,Q ∈ R[X], with degP = degQ = n,

P and Q are real-rooted =⇒
n∑
k=0

P (k)Q(n−k) is real-rooted.

Keywords: General Relativity, constraint equations, Cauchy problem, f(R), scalar-tensor,
Lovelock, f(Lovelock), σk-Yamabe, elementary symmetric polynomials, concavity.
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