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La préoccupation de I’homme lui-méme et de sa destinée
doit toujours constituer la principale motivation de tous
les efforts techniques.

Ne loubliez jamais au milieu de vos diagrammes et de
V0S8 équations.

Albert Einstein,
discours au California Institute of Technology,
New York Times, 17 février 1931

Concern for the man himself and his fate must always
form the chief interest of all technical endeavors.
Newver forget this in the midst of your diagrams and equa-
tions.

Albert Einstein,
speech at the California Institute of Technology,
The New York Times, February 17, 1931
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Résumé

Cette thése est consacrée au probléme d’évolution des théories de gravité modifiée. Aprés
avoir rappelé ce qu'il en est pour la Relativité Générale (RG), nous exposons le formalisme
n+1 des théories f(R), Brans-Dicke et tenseur-scalaire et redémontrons un résultat connu :
le probléme de Cauchy est bien posé pour ces théories, et les équations de contrainte se
réduisent a celles de la RG avec un champ de matiére.

Puis nous effectuons la méme décomposition n + 1 pour les théories de Lovelock et, ce
qui est nouveau, f(Lovelock). Nous étudions ensuite les équations de contrainte des théo-
ries de Lovelock et montrons qu’elles sont, dans le cas conformément plat et symétrique en
temps, la prescription d’une somme de op-courbures. Afin de résoudre cette équation de
prescription, nous introduisons une nouvelle famille de polynémes semi-symétriques homo-
génes et développons des résultats de concavité pour ces polynémes. Nous énongons une
conjecture qui, si elle était avérée, nous permettrait de résoudre I’équation de prescription
dans de nombreux cas : V P, @ € R[X], avec deg P = deg Q) = n,

n
P et @ sont scindés — Z P(k)Q("_k) est scindé.
k=0

Mots clés : Relativité Générale, équations de contrainte, probléme de Cauchy, f(R),
tenseur-scalaire, Lovelock, f(Lovelock), ox-Yamabe, polyndémes symétriques élémentaires,
concavité.
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Abstract

This thesis is devoted to the evolution problem for modified gravity theories. After having
explained this problem for General Relativity (GR), we present the n 4+ 1 formalism for
f(R) theories, Brans-Dicke and scalar-tensor theories. We recall a known result: the Cauchy
problem for these theories is well-posed, and the constraint equations are reduced to those
of GR with a matter field.

Then we proceed to the same n+1 decomposition for Lovelock and f(Lovelock) theories,
the latter being an original result. We show that in the locally conformally flat time-
symmetric case, they can be written as the prescription of a sum of oj-curvatures. In
order to solve the prescription equation, we introduce a new family of homogeneous semi-
symmetric polynomials and prove some concavity results for those polynomials. We express
the following conjecture: if this is true, we are able to solve the prescription equation in
many cases. V P,Q € R[X], with deg P = deg Q = n,

P and Q are real-rooted — Z P(k)Q(”*k) is real-rooted.
k=0

Keywords: General Relativity, constraint equations, Cauchy problem, f(R), scalar-ten-
sor, Lovelock, f(Lovelock), ox-Yamabe, elementary symmetric polynomials, concavity.
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Introduction

Dés 1905, la théorie de la Relativité Restreinte (RR) apporta avec elle une idée profon-
dément originale : faire du temps une dimension commensurable a 1’espace.

Auparavant, vers 1865, les lois de Maxwell avaient fait de la lumiére une onde se pro-
pageant dans ’éther & une vitesse constante c. La mécanique de Newton prédisait que
lors d’un changement de référentiel inertiel, cette vitesse se transformait sous 'action du
groupe de Galilée; elle était donc variable. Cependant, les expériences de Michelson et
Morley échouérent a mettre en évidence cette variabilité. Au contraire, la vitesse de la
lumiére semblait constante quel que fit le référentiel dans lequel elle était observée. Afin
de résoudre cette incompatibilité, la solution la plus simple était de modifier les lois de
Maxwell, plus récentes et moins éprouvées que celles de Newton; c’est ce que firent par
exemple Lorentz et Poincaré.

Le saut conceptuel opéré par Einstein consista a faire I'inverse : conserver Maxwell et
modifier Newton. Donner & ¢ un caractére absolu, et en priver du méme coup le temps et
I’espace qui devenaient interchangeables. Une équation physique correcte ne devait donc
plus faire apparaitre explicitement de coordonnées spatiales ou temporelles, mais étre in-
variante sous les changements de référentiel spatio-temporel inertiels. Ces transformations
linéaires forment le groupe de Lorentz, qui joue ainsi pour la RR le réle du groupe de
Galilée pour la mécanique de Newton.

Ce qui avait été montré pour des changements de référentiel inertiels dans le cadre
de la RR fut étendu a tous les changements de référentiel en 1915, par la théorie de la
Relativité Générale (RG). L’espace-temps plat fut considéré comme une variété lorent-
zienne plate, ’espace de Minkowski. Le groupe de Lorentz fut remplacé par le groupe des
difféeomorphismes de cette variété. Mais plus encore, la RG permettait 'introduction de
la gravitation dans cette théorie, en lui donnant comme effet de courber 1'espace-temps.
La variété plate fut remplacée par une variété lorentzienne quelconque. L’invariance re-
quise pour les expressions ayant un sens physique devenait une propriété géométrique : la
covariance, c’est-a-dire I'invariance sous ’action du groupe des difféomorphismes.

Les expressions covariantes rendent compte du fait qu’il n’existe pas de référentiel
privilégié dans la RG. Sil’on change de référentiel, I’'expression est transformée et s’adapte
au nouveau référentiel. Elles sont donc la garantie d’un principe fondamental de la physique
du vingtiéme siécle, le principe de relativité. Cependant, elles ne permettent pas de réaliser
que la RG, comme la plupart des théories physiques, prescrit une évolution des quantités
physiques. Pour qu’il y ait évolution, il faut en effet qu’il y ait un temps par rapport auquel
évoluer.
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Un référentiel temporel, c’est-a-dire une famille d’horloges en chaque point de 'espace,
ne peut étre choisi de fagon unique. Il peut néanmoins étre choisi. En gardant a I'esprit
que ce choix est arbitraire, on peut feuilleter la variété spatio-temporelle en une succession
de variétés spatiales, une fibration. Les équations de champ de la RG, qui sont un systéme
d’équations aux dérivées partielles (EDP), peuvent se décomposer sur cette fibration : il
s’agit du formalisme 3 + 1 de la RG. Dans la suite nous considérerons un espace-temps
de dimension quelconque, n + 1.

Les équations projetées se divisent en deux parties : des équations de contrainte,
qui sont une condition nécessaire portant sur chaque hypersurface spatiale de dimension n
pour étre compatible avec les équations de champ de ’espace-temps de dimension n + 1;
et des équations dynamiques, qui décrivent ’évolution des quantités physiques selon le
choix de référentiels temporels effectué. Deux questions se posent alors, que nous appelons
probléme d’évolution.

* Peut-on résoudre les équations de contrainte 7 Est-il possible d’imposer ces équations
a une hypersurface spatiale ?

* Ces équations, qui sont une condition nécessaire, sont-elles également suffisantes?
Autrement dit, une fois donnée une hypersurface spatiale, peut-on la prolonger vers
le passé et le futur en un espace-temps vérifiant les équations de champ de la RG 7 De
fagon unique 7 Il s’agit du probléme de Cauchy, ou probléme des données initiales.

Il a été montré en 1952 par Y. Choquet-Bruhat [27] que dans le vide, le probléme de
Cauchy pour la RG est bien posé. Cela a ensuite été étendu & d’autres sortes de champs
de matiére.

Le fait d’avoir un probléme de Cauchy bien posé est loin d’étre la seule qualité de la
RG. Depuis sa découverte, la RG a fait preuve de nombreuses qualités, de par ses propriétés
théoriques comme sa cohérence avec les observations astronomiques. La détection récente
d’ondes gravitationnelles scelle la concordance entre cette théorie et presque toutes les
mesures qui ont pu étre effectuées avec les outils dont ’humanité dispose.

Pourtant, dés ses débuts, la RG a subi de nombreuses tentatives de modifications, de
généralisations, d’extensions. L’une des raisons, et non la moindre, étant sans doute la
curiosité scientifique. Mais il existe des motivations plus précises, des questions qui sont
encore ouvertes aujourd’hui.

Venant du monde de I'observation, il reste & expliquer la nature de ce qui a été baptisé
matiére noire et énergie sombre. La matiére noire a été introduite pour rendre compte du
décalage entre la répartition de matiére et d’énergie visibles calculée & partir des observa-
tions de I'univers & grande échelle, et celle prédite par la RG. L’énergie sombre, quant a
elle, est la densité d’énergie qui semble baigner I’ensemble de 'univers et provoquer une ac-
célération de son expansion. Le modéle standard de la cosmologie, qui intégre ces obscures
quantités, ne dit rien quant a leur nature.

En ce qui concerne le monde de la théorie, une théorie quantique de la gravitation qui
la rende compatible avec la théorie quantique des champs est encore a écrire.

A Theure actuelle, la RG résiste étonnamment bien a toutes les tentatives de dépasse-
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ment. Dés qu'une théorie s’avére plus générale en un sens, rend compte d’une observation
ou présente une propriété théorique supplémentaire, elle péche toujours par ailleurs — la
quéte vaut cependant pour elle-méme, car chacune de ces tentatives nous en apprend da-
vantage sur les propriétés de la RG et sur celles que 'on attend d’une « bonne » théorie
physique. Pour cette raison, la RG a succédé a la théorie de Newton et reste depuis un
siécle une référence indétrénée, la théorie canonique parmi les théories de la gravitation. Les
autres théories forment donc I’ensemble des théories de gravité modifiée par rapport a
la RG.

Contenu de la thése

Cette thése se veut une exploration de quelques familles de gravité modifiée. Loin d’étre
exhaustif, j’ai observé pour chacune de ces familles sa décomposition n+1, son probléme de
Cauchy et la résolution de ses équations de contrainte. La plupart des premiers résultats
étaient déja dans la littérature. Les résultats originaux qui seront présentés ici ont été
rassemblés dans trois articles, [46], [48], [47], en cours de soumission.

Le nombre limité de lettres dans les alphabets latin et grecs, ainsi que les usages cano-
niques pour nommer des vecteurs, des lagrangiens, des dérivées de Lie et autre tenseurs,
rendent trés difficile, pour ne pas dire impossible, de n’avoir aucune ambiguité dans les
notations dés lors que 'on étudie différents aspects mathématiques de différentes théories
physiques. J’ai tenté de restreindre les inévitables conflits aux variables pour lesquelles les
possibilités de confusion sont faibles, et sollicite I'indulgence du lecteur pour ceux qui ont
échappé & ma vigilance. .. Dans la mesure du possible, les variables seront introduites au
fur et & mesure de leur utilisation.

La premiére famille de théories étudiées s’appuie sur ’écriture lagrangienne de la RG et
la généralise en aveugle, en remplacant la courbure scalaire R par une fonction arbitraire
f de cette courbure, donnant naissance aux théories f(R).

Les équations de champ de f(R) peuvent étre rendues équivalentes a celles d’'une fa-
mille de théories plus large : Brans-Dicke. Dans ces théories, la constante de gravita-
tion universelle n’est plus constante, mais devient un champ scalaire pouvant varier dans
I’espace-temps.

La troisiéme famille est encore une extension de Brans-Dicke : la dynamique du champ
scalaire et le couplage avec la courbure scalaire y sont arbitraires. Il s’agit des théories
tenseur-scalaire (STT).

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposons les résultats présents dans la littérature sur
le probléme d’évolution de ces familles de théories. Nous nous appuyons en grande partie
sur Particle de revue de T. Sotiriou et V. Faraoni [85] en 2010 consacré aux théories f(R),
lui-méme reprenant les travaux de M. Salgado des années 2000 sur les STT.

A partir du troisiéme chapitre, nous nous concentrons sur une autre famille : celle des
théories de Lovelock, et leur extension f(Lovelock). Ces théories introduites dans les an-
nées 1970 par D. Lovelock [55], [56] présentent un degré de généralité intéressant en grande
dimension, ce qui est le cas par exemple pour les théories des cordes ou la correspon-

20



INTRODUCTION

dance AdS/CFT. Par ailleurs, elles contiennent des termes aux propriétés géométriques
fascinantes : les intégrandes de Gauss-Bonnet-Chern. Elles n’ont encore été que peu
étudiées mathématiquement.

Le formalisme n 4 1 était inconnu pour les théories f(Lovelock); il est dérivé au qua-
trieme chapitre, qui partage le contenu de article [46]. Ensuite, nous mettons de coté le
probléme de Cauchy et tentons la résolution mathématique des équations de contrainte
des théories de Lovelock. Les deux derniers chapitres sont consacrés & cette résolution.
Ces équations étaient connues depuis les années 1980, avec les articles de C. Teitelboim,
J. Zanelli [87] et Y. Choquet-Bruhat [15], mais n’avaient jamais été étudiées dans leur
signification géométrique.

En effet, dans la mesure ou les équations de champ font intervenir la courbure de
Iespace-temps, les équations de contrainte font intervenir la courbure de I'hypersurface
spatiale. Plus exactement, elles sont une prescription de cette courbure, étant donnée la
répartition d’énergie et de quantité de mouvement. Dans le cas de la RG, la courbure
prescrite est tout simplement la courbure scalaire; la recherche d’une solution dans une
classe conforme donnée lie donc les équations de contrainte au probléme de Yamabe. Ce
probléme consiste & chercher une solution conforme & une prescription de courbure. Pour
les théories de Lovelock, la courbure prescrite est une combinaison linéaire de og-courbures;
il s’agit donc d’une extension du probléme de or-Yamabe.

Le probléme de op-Yamabe n’est étudié que depuis 'article originel de J. Viaclovsky
[90] dans les années 2000. Pour résoudre son extension a une combinaison linéaire, nous
utilisons un théoréme de A. Li et Y. Y. Li [51] qui nécessite la concavité de la fonction
prescrite. Ceci nous améne, dans le cinquiéme chapitre, & établir un certain nombre de
propriétés de concavité et de conjectures pour les polynémes symétriques élémentaires oy, ;
ces travaux sont ceux de l'article [47]. Nous appliquons au sixiéme chapitre ces résultats
aux équations de contrainte des théories de Lovelock, puis utilisons un autre raisonnement
basé sur un théoréme de fonctions implicites, pour les résoudre dans certains cas. L’article
[48] présente ce lien entre l'origine physique du probléme de oi-Yamabe généralisé et sa
résolution.

En guise de conclusion, nous avons rassemblé les résultats originaux et certaines des
nombreuses questions encore ouvertes sur ce sujet.

Mais avant d’étudier le probléme d’évolution pour les théories de gravité modifiée,
commengons par 'expliciter pour la RG. Il s’agit de notre premier chapitre.
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Chapitre 1

Le formalisme n + 1

de la Relativité Générale
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1.1. LES EQUATIONS DE CHAMP DE LA RELATIVITE GENERALE

1.1 Les équations de champ de la Relativité Générale

Afin d’exposer le formalisme n + 1 de la RG, nous reprenons en partie les termes de
I'article de R. Bartnik et J. Isenberg [5], et les notations de T. Torii et H. Shinkai [88]. Les
autres énoncés invoqués dans ce chapitre sont des résultats connus de géométrie.

1.1.1 Notations

Nous représentons 1’espace-temps par une variété sans bord (V, g) de dimension n + 1,
n € N correspondant & la dimension spatiale. La métrique g est supposée lorentzienne,
c’est-a-dire ayant pour signature (—1,+n). Nous choisissons des coordonnées locales (),
et nous écrivons

Oy = @ le champ de vecteurs associé a &V,
v les coefficients de la métrique g,
gt les coefficients de son inverse g~ !,

&, =y, le symbole de Kronecker,

lg| = detgu le déterminant de (gu.),

L la dérivée de Lie sur V,

Dlg] la dérivée covariante, ou connexion de Levi-Civita de g,
Llg]g, le symbole de Christoffel de g,

- 1lq la norme associée a g,

R{9] v po le tenseur de Riemann de g,

Rlg]uw le tenseur de Ricci de g,

R[g] la courbure scalaire de g,
Glglw le tenseur d’Einstein de g,

Olg] = Dlg],Dlg]* le d’alembertien de g,
dvg, = md"“ﬁ I’élément de volume de (V, g).

Nous utilisons la convention d’Einstein de sommation des indices répétés. Les coefhi-
cients des tenseurs sont écrits par rapport aux coordonnées locales (£#). La dépendance
en g est omise en 'absence d’ambiguité. Nous choisissons pour le tenseur de Riemann la
convention de signe opposée a celle de [5].

La notation [g] désigne les fonctionnelles, qui peuvent dépendre de g, de ses intégrations
et de ses dérivées. Les fonctions simples sont notées entre parenthéses.

A D'exception des métriques et des champs de vecteurs, un tenseur

T=T, " d"®.. .00 ...

Ar. lorsque les coordonnées locales

sera préférablement désigné par ses coordonnées Ty, ...
(&) sont clairement fixées. T' désignera alors sa trace scalaire.

Br...

La dérivée covariante selon £# d’un tenseur Ty, ... sera notée indifféremment

Bio. _. Bi...
D#Tal.“ b= Toq... ' |w*
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1.1. LES EQUATIONS DE CHAMP DE LA RELATIVITE GENERALE

La dérivée simple sera notée avec une virgule :

0T,y P =T, P

... NS
La dérivée totale d'une fonctionnelle L[g] par rapport & g, sera écrite

oL
SGu

Nous notons

c la vitesse de la lumiére dans le vide,
g la constante universelle de gravitation,
8 . .
K = Tg la constante d’Einstein,
c
A la constante cosmologique.

Le cas physique classique correspond a n = 3. Nous choisissons la convention ¢ = 1, de
sorte que le temps et I'espace ont la méme dimension physique.

Dans la mécanique classique, un lagrangien a la dimension d’une énergie; une ac-
tion est l'intégrale le long d’un intervalle de temps d’un lagrangien. Lorsque l'on écrit
une action comme une intégrale sur un espace-temps, l'intégrande est alors une densité
lagrangienne. Le principe de moindre action appliqué & une action S stipule que les tra-
jectoires classiques minimisent S, ou de fagon plus générale en sont des points critiques.
Cette approche faisant le lien entre les solutions d’un probléme physique et les variations
d’une action S vue comme une fonctionnelle est dite variationnelle.

C’est par cette approche que nous aborderons les théories de gravitation.

1.1.2 Action d’Einstein-Hilbert

Définition 1.1.1. La RG dans le vide peut étre représentée de fagon concise par ’action

d’Einstein-Hilbert : .
Senlg) = 5 | Rlalduy. (11)
KJy

Introduisons une variation infinitésimale dg*” de I'inverse de la métrique, et calculons
la variation de la fonctionnelle dSgy qui s’ensuit :

1
Sen = o [ S(Rlgly/Tgh e
K Jy
Nous devons rappeler les relations classiques suivantes :

QW((SRW> =Dy (ngDM(‘Sng) — Dy (69")), (1.2)

6(v—lgl) = —%\/—Ig!guuég“”- (1.3)
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Alors,

1
e = 5 /V 5(g" Ry /—Tg]) A" e

= i g [g#’/((;R/W) —lgl + (59“1’)RNVW+R(5W>] d"'Hf
- i . [D,u(gpoDu(égpa) — Dy(dg“”))m

1
+ (09" )Ry v/ =19l = SRV —!g!g,wég“”} antie.

Le premier terme peut s’écrire

/v D, (9,0 D" (59°°) — Dy(59™)) du,,

qui est 'intégrale d’une divergence et se réduit donc & un terme de bord. Si nous choisissons
variation A support com rm nnu nou non
la variation dg*¥ a support compact, ce terme s’annule et nous obtenons

1

1
= — — — Hv
01 = 5 /v [RW 2ng,] §gM dv

1
<2/{/VGde> oghv.

Or g est un point critique, ou point stationnaire, de Sgy si et seulement si 6Sgy[g] s’annule
pour toute variation dgi”. Sgp est une fonctionnelle ne dépendant que du germe de g en
chaque point, donc on peut se restreindre aux variations & support compact. On obtient
les équations de la RG dans le vide.

Proposition 1.1.2. g est un point critique de Sgyy si et seulement si elle est solution des
équations de champ d’FEinstein dans le vide :

G = 0. (1.4)

1.1.3 Matiére et énergie

La matiére et I’énergie peuvent étre ajoutées & cette action sous la forme d’une autre
fonctionnelle :

Sunsl9. ) = [ Ll W16
%
ot ¥ représente ’ensemble des champs de matiére et d’énergie. Nous posons
2 0Ly
Ty = 2 (1.5)

/—g] 09"

Il s’agit du tenseur d’énergie-impulsion associé & Spat[g, U]. En considérant la nouvelle

action :
Sralg, V] := Senlg] + Smatlg, Y1, (1.6)

nous pouvons procéder & la méme dérivation que pour les équations dans le vide et trouver
que :
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1.2. DECOMPOSITION N + 1 DE LA RELATIVITE GENERALE

Proposition 1.1.3. g est un point critique de Spg si et seulement si elle obéit auxr équa-
tions d’Einstein en présence de matiére, ou équations de la Relativité Générale :

G = KTy (1.7)

1.1.4 Champ scalaire

Comme premier exemple de champ de matiére, nous pouvons considérer un champ
scalaire ¢, dont la dynamique est définie par I'action

Salgvdl = [ L.l = [ - [SovD.op.0+ vio)| Ve )

o V(¢) est la fonction de potentiel dont dépend la dynamique du champ scalaire en
fonction des modéles : Klein-Gordon, ¢?, sinus-Gordon. . .

Lemme 1.1.4. Le tenseur d’énergie-impulsion associé a St est

o2 oLy
py =
N
2 1 1/1
=2 13200yl - 5 ((58°DaoDi0 + V(@) 9/ T

—lg
1
=DupDy,¢ — <2gaﬁDa¢Dﬁ¢ + V(¢)> Guv- (1.9)

1.1.5 Constante cosmologique

Un autre exemple de champ extrémement répandu parmi les modéles cosmologiques
est celui de la constante cosmologique A : un champ d’énergie constant en tout point.

Scclg) = ;/V(—QA) dvy.

K

Proposition 1.1.5. En ajoutant cette action ¢ Srg, nous obtenons les équations de champ
sutvantes :
G + Aguw = KT, (1.10)

Dans la suite nous absorberons Scc dans Spat-

1.2 Décomposition n + 1 de la Relativité Générale
Comme expliqué en introduction, notre objectif est maintenant de mettre ces équations

de champ sous la forme d’équations d’évolution ; c’est le cas par exemple quand on passe
d’une formulation lagrangienne & une formulation hamiltonienne.
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1.2. DECOMPOSITION N + 1 DE LA RELATIVITE GENERALE

1.2.1 Notations
Précisons quelques définitions.

Définition 1.2.1. Soit m € V. Un vecteur v € T,,,)V tangent a V en m est dit :

* de genre temps si g(v,v) < 0;
* de genre lumiére si g(v,v) =0;
* de genre espace si g(v,v) > 0.

En chaque point m de V), le cone isotrope de g est appelé cone de lumiére. Il enveloppe
la réunion de deux coénes convexes d’origine m. Nous supposerons que ’on peut choisir I'un
de ces deux cones contintiment sur V : on dit alors que V est temporellement orientable.
Ce choix de cone convexe, arbitraire, partitionne les cones convexes de g et les vecteurs de
genre temps qu’ils contiennent selon deux ensembles baptisés passé et futur.

Définition 1.2.2. Une hypersurface de V est une sous-variété M C V de codimension 1.
Elle est dite de genre espace, ou spatiale, si la métrique induite v := i*g (oni: M <= V)
est riemannienne, ie. définie positive.

Pour une fonction f : ¥V — R, on appelle hypersurfaces de niveau de f les hypersurfaces

ft{z}), z €R.

On peut alors montrer que

Proposition 1.2.3. M C V est de genre espace si et seulement si pour tout m € M, il
existe un vecteur unitaire u € T,,Y normal a M et de genre temps.

L’une des caractéristiques de la formulation lagrangienne de la RG vue précédemment
est d’étre n 4+ l-covariante, ie. d’étre invariante sous les difféomorphismes préservant la
géométrie lorentzienne de V. Ce sont les changements de référentiel spatio-temporel, sous
lesquels le genre d’un vecteur est conservé.

Une formulation hamiltonienne décrit en revanche une évolution de chaque point selon
un référentiel temporel fixé. Elle peut étre n-covariante en espace, mais pas en temps, et
nécessite le choix a priori de cette famille de référentiels temporels. Ce choix correspond a
celui d’une fonction temps t € C!(V — R) qui vérifie les deux conditions suivantes :

* O, le gradient de £, est en tout point de genre temps et dirigé vers le futur;

* les hypersurfaces de niveau de ¢ forment une fibration de V.

Ces hypersurfaces sont alors transverses a 9y, donc de genre espace. On peut les munir de
coordonnées locales 2° ; en rebaptisant 2° := ¢, on obtient des coordonnées locales pour V :

(20, ).
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1.2. DECOMPOSITION N + 1 DE LA RELATIVITE GENERALE

cone de
lumiére

FIGURE 1.1 — Plongement de M dans V, transverse au cone de lumiére.

Soit tg € R un temps fixé. Nous écrivons

M =t"1{ty}) Thypersurface de niveau de to,
i M=V Pinjection de M dans V,
v =1i'g la métrique riemannienne induite par g sur M,
(t =: 20, 2%) les coordonnées locales sur V,
Yij les coefficients de la métrique -y,
V[y] la connexion de Levi-Civita de 7,
F[fy]fj le symbole de Christoffel de ~,
-1y la norme associée a -,
R[’y]ijkl le tenseur de Riemann de -,
R[7]s; le tenseur de Ricci de 7,
R[v] la courbure scalaire de ~,
Aly] =V[]iV[y] le laplacien de 7,
dv, =/]y[d"z Délément de volume de (M,7).

Les indices latins parcourent 1 a n, les indices grecs 0 a n. Les coefficients des tenseurs
sont écrits dans les coordonnées locales (z*). La dépendance en ~y est omise si elle n’est pas

nécessaire.

Nous écrivons

ut le champ de vecteurs unitaire normal a M,
de genre temps, pointant vers le futur,
1 .
ut = N (1, —XZ) les coordonnées de u* dans la base (9, 0;),
N est alors nommeé le lapse,
X' est alors nommé le shift.
e =uwulu, ==x1 Ici, u* est de genre temps, donc € = —1.
Si u* était de genre espace, nous aurions £ = +1.
u, = (eN,0) la 1-forme associée & u* par g.
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1.2. DECOMPOSITION N + 1 DE LA RELATIVITE GENERALE

FIGURE 1.2 — Systéme binaire de trous noirs en rotation. La surface colorée représente le plan orbital,
sa hauteur la courbure de 'espace, sa couleur la dilatation du temps (le lapse), ses fleches I’entrainement
de T'espace (le shift).

Crédits : SpEC simulation, Harald Pfeiffer (CITA) et Caltech/Cornell.

L’intérét de garder € a la place de —1 est de garder visible l'origine géométrique des nom-
breux —1 qui apparaitront dans les équations suivantes. Nous empruntons cette notation

A [89).

Introduisons

v v o_

Yy, =g, — €uuu”  le projecteur orthogonal de T'V sur T'M.
En particulier,

yut =0, VYo =Yg Vi =90 =96

7;, peut étre utilis¢ pour relier D[g] a V[y] : si

a7...
TB1 ! est un tenseur, on a

VT, = bt -t - Dlgl T,

K,, =V,u, = 'yﬁ"yf Dyug la seconde forme fondamentale de M.
Egalement appelée courbure extrinséque, il s’agit
d’une 2-forme symétrique.

Il existe d’autres définitions équivalentes pour K, par exemple :

Proposition 1.2.4.

1
K, = §£uv,w. (1.11)

DEMONSTRATION. La preuve est un résultat classique de géométrie différentielle. D est la
connexion de Levi-Civita de g, donc pour tous champs de vecteurs U, V,W € TV, on a

(Lwg)(U,V) = g(DuW,V) + g(U, DyW). (1.12)
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1.2. DECOMPOSITION N + 1 DE LA RELATIVITE GENERALE

Ainsi

2D, u, = Dyuy, + Dyuy = (L£49) (0, 0y)
= U.Guv — g([ua 8#]7 81/) - g(auv [u7 al/])

= % [(at - X)-g;w - g([at - X, 8#]781/) - g(@u, [at - X, 81/])]
= % [8t-9;w - (X-g;w - g([X, au]» dy) — g(@u, (X, 0.]))]
= % at-g,uu - (ﬁX.g);u/

= (Lu9)
= (Lu)  + eup (Luu), +euy (Lyu), -
On projette sur TM
2K, = 2737§Dau5
= 58 | (LuY)ap + SUa (Lutt) 5 + cup (Low),
=709 (L) ag

car « étant la métrique induite sur M, orthogonale & u*, on a L,y 1 u. O

1.2.2 Formalisme ADM

Nous pouvons maintenant écrire la décomposition n+ 1, ou formalisme Arnowitt-Deser-
Misner (ADM) de la RG. Elle consiste a projeter les équations de champ ((1.7) sur M et
u”. Il nous faut encore introduire :

E = Taﬁuo‘uﬁ la densité d’énergie,
Jy = s’yijagu'B la densité de moment, ou de
quantité de mouvement,
Sw = 'yﬁ"yf Twp la densité du tenseur des contraintes.
De sorte que
Ty = Suw + Juuy + Jyuy + Euyu,. (1.13)

La méme décomposition peut étre effectuée sur R[g|,up0, en utilisant :

I’équation de Gauss : ygygygrng[g]WU =R[Y]agys — € (KayKps — KasKpy)

=: Magns, (1.14)
'identité de Codazzi :  evA V5V RG] uwpot” = € (V[V]a Ky — V[v]pKay)
=: Nogy, (1.15)
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1.2. DECOMPOSITION N + 1 DE LA RELATIVITE GENERALE

I'équation de Mainardi : YA R[g]wpot’u” = =Ly Koy + Kar K —e—————
=: Oas. (1.16)

Nous reprenons pour M et N les notations de [88] et les avons étendues a O.

Remarquons que Ngg, est antisymétrique en « <+ 3, tandis que O, est symétrique en
a .

Nous écrivons :

6 0 0
M’oyzﬁ = Maﬁv =M’ af’ NZY,B = Naﬁw’

0f:=0,/=0", No# = N
Enfin, nous posons :

Nuupo = Nuvpts + Nupottp + Npgptty + Nopuy,

Guypg = Opptptic — Opotiytty — Oppuytic + Oy,

Nous obtenons alors B o
R[g]uupa = M;,LV,OO’ + Nul/pa + O;,LV,OO’7 (117)

ou Mygy6, Nag,yg et Gag,ﬂ; ont les symétries de Ropg44. Calculons maintenant les contractions
de ces tenseurs par rapport a g, :

My = ¢""Muvpoe = 7" Muvpoe = R[Y]yp — € (KKHP - KNTK;) )
M :=¢""M,, =R[y] —¢ (K2 - KaﬁKaﬁ) )
N, = g“pNWp =e¢(D;K] - D/K),
Nup = gVUN#VPU = Nuu, + Npuy,
N:=¢g"N,, =0,

O :=¢"0y, = —L,K — KZK[} — 5ATN,
6#,) = g”"@ul,po = e0,, + Ouyuy,
0O :=¢""0,, = 2:0.
Précisons pour finir les relations suivantes :
W Nywps = ENgpu,
uN,, = eN,,
'O pe = =0t + £O0y0u,,

Oy = €0uyp.
Nous pouvons alors décomposer le tenseur d’Einstein G, selon (1.17) :

1
Gaﬁ = R[Q]aﬁ - 5

1 — 1— — 1—
= MCV,B — §M9aﬁ + Naﬁ — iNgaﬂ + Oag — §Oga5,

R[g]gaﬁ
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1.3. LE PROBLEME DE CAUCHY

et calculer

Gagu®u’ = *%M, (1.18)

573Ga6u/8 = Nuy (1.19)
1

2 Gap =My — 5 M +€ (O — Or) (1.20)

Ainsi les équations de champ ((1.7)) sont équivalentes a
Gaguo‘uﬁ =kE,
syﬁGaﬁuﬂ =Ky,

V25 Gap = KSpuw,

ie.
R[] —¢ (K2 — Ky KY) = —2exE, (contrainte hamiltonienne) (1.21)
€ (V[’y]jKij - V[fy]J() =rJ; (contraintes de moment) (1.22)
Gij = KSij. (équations dynamiques) (1.23)

Les deux premiéres lignes sont appelées équations de contrainte. Elles sont une condition
nécessaire portant sur une hypersurface spatiale munie de sa métrique et de sa courbure
extrinséque (M, v;;, Kij;), ie. de ses deux formes fondamentales, pour étre la restriction sur
une tranche d'un espace-temps (V, g,,,) vérifiant les équations d’Einstein ([1.7]).

La troisiéme ligne ([1.23) est un systéme nommé équations dynamiques, dans la
mesure ot elle décrit I'évolution de (7,5, K;;) selon u#, et donc selon 0;.

1.3 Le probléme de Cauchy

1.3.1 Probléme bien posé

Les conditions ([1.21}1.22)) sont-elles également suffisantes ? Cette question est appelée
le probléme de Cauchy pour la RG. Donnons-en une définition plus précise.

Définition 1.3.1 (cf. [5] et [16]). Une donnée initiale est un triplet (M, ~;;, K;;) o M
est une variété de dimension n, 7;; sa métrique riemannienne et K;; un 2-tenseur symétrique

sur M.

Un développement d’une donnée initiale est un espace-temps (V, g,.) tel que

it M=V, v=1"g, K;j est la seconde forme fondamentale de i(M) C V.

Le probléme de Cauchy pour la RG est dit bien posé si pour tout choix d’une donnée
initiale suffisamment réguliére vérifiant les équations de contrainte , il existe
un développement qui vérifie les équations de la RG ([1.7)), et si 'application associant la
donnée a son développement est continue.
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1.3. LE PROBLEME DE CAUCHY

REMARQUE 1. Un probléme bien posé assure ’existence locale d’une solution autour de
la donnée initiale. Montrer I’existence d’une solution globale est un travail autrement plus
difficile, que nous n’aborderons pas ici.

Ainsi, maintenant que la décomposition n + 1 est faite, le probléme d’évolution de la
RG se divise en deux parties.

* La détermination d’une donnée initiale, c’est-a-dire la résolution des équations de
contrainte (1.21]J1.22)). Ces équations forment un systéme couplé d’EDP non linéaires,
que 'on tache de mettre sous forme elliptique pour le résoudre. Ce sera ’objet de la

section [1.4]

* La propagation de cette donnée initiale en un espace-temps vérifiant les équations
d’Einstein . L’objectif est d’écrire les équations dynamiques (|1.23]) sous forme
hyperbolique, afin d’obtenir un probléme de Cauchy bien posé. C’est ce que nous
allons étudier maintenant.

Le résultat fondamental suivant a été montré en 1952 par Y. Choquet-Bruhat.

Théoréme 1.3.2 ([27]). Le probleme de Cauchy pour les équations d’Einstein dans le vide
(1.4) est bien posé.

IDEE DE LA DEMONSTRATION. Nous ne donnons qu’une idée rapide de la démonstration
que l'on peut trouver dans [5].

Dans le vide, T},, = 0, les équations de la RG se raménent a G, = 0, soit
Rlg]w = 0. (1.24)

Ce systéme est linéaire en les dérivées de la métrique g, mais pas hyperbolique. On peut
le rendre hyperbolique en lui ajoutant la dérivée de Lie de g selon un champ de vecteurs
WH & choisir convenablement. En posant

1
p[g],m/ = R[g]wj + iﬁwgmx,

on peut choisir W de sorte que p[g]u., = 0 soit hyperbolique. Cependant, les solutions de
plgluw = 0 ne sont pas celles de R[g|,, = 0. On introduit alors des coordonnées vérifiant
Oz* = 0; on les appelle coordonnées harmoniques. En définissant W# & partir de ces
coordonnées, il est possible de lui imposer de valoir 0 en ¢t = ¢y tout en vérifiant le systéme
hyperbolique
Ow” + R, WH =0

qui se déduit en quelques lignes de plg],, = 0, et qui garantit que W reste nul en tout
temps. Cette valeur initiale de W# s’obtient par un choix judicieux de O0:go, en t = tg. 0O

REMARQUE 2. Dans cette construction, les valeurs initiales du lapse et du shift, go,(to),
peuvent étre choisies arbitrairement ; contrairement & leurs valeurs aux temps t # ty qui
sont déterminées par les équations d’évolution.

Il est toutefois possible de montrer que les développements issus de la méme donnée
initiale (M, 5, K;) pour des valeurs différentes de lapse et de shift sont isométriques dans
un voisinage de M, ce qui garantit I'unicité du développement.
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1.3. LE PROBLEME DE CAUCHY

Depuis, il a été montré que le probléme de Cauchy de la RG est bien posé pour certains
types de matiére, en fonction de la nature de T),,. Cela a également été prouvé pour
certaines théories de gravitation autre que la RG, comme nous le verrons dans le chapitre

2l

1.3.2 Probléme bien formulé

Une autre facon de montrer qu’un probléme d’évolution est bien posé est de le mettre
sous une forme canonique. Nous reprenons ici un vocabulaire classique d’EDP que 'on
peut trouver dans [42], [82], ou encore [79].

Définition 1.3.3. Un probléme est dit bien formulé s’il peut se mettre sous la forme
d’un systéme d’EDP quasi-linéaire du premier ordre, ie. d’équations du premier ordre en
les dérivées spatiale et temporelles des variables. Cela revient & écrire le probléme sous la
forme

8l + MD;id = S (). (1.25)

Les M"* sont appelées matrices caractéristiques du systéme. ?(7) représente les termes
sources : il s’agit d’une fonction, qui ne dépend que des valeurs des variables en un point,
et non d’une fonctionnelle, qui pourrait éventuellement dépendre de leurs dérivées.

Lorsque les matrices M* vérifient :

(i) pour tout vecteur s’, la matrice s;M" est a valeurs propres réelles mais n’est pas
diagonalisable ;

(ii) pour tout vecteur s¢, la matrice s; M est & valeurs propres réelles, diagonalisable, et
respecte certaines bornes (cf. [79)]) ;

(iii) les M’ sont symétriques réelles ;
le systéeme est alors dit

(i) faiblement hyperbolique;
(ii) fortement hyperbolique;
(iii) symétrique hyperbolique.

Dans les deux derniers cas, on peut résoudre le probléme par propagation de la donnée
initiale :
Proposition 1.3.4 ([50]). Un probléme qui peut se mettre sous la forme d’un systéme

fortement hyperbolique ou symétrique hyperbolique est bien posé.

Mettre un probléme sous forme bien posée revient surtout & éliminer les dérivées d’ordre
supérieur & deux, et & choisir des variables qui vérifient un systéme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre qui soient linéaires en ces dérivées.

Nous allons voir dans quelle mesure cette méthode s’applique a la RG.
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1.3. LE PROBLEME DE CAUCHY

1.3.3 Dynamique de v;; et Kj;

Commengons par réécrire les équations dynamiques (|1.23]) en des équations du premier
ordre en temps sur 7;; et Kj;.

Proposition 1.3.5. Si (M, ;;, K;j) est une hypersurface de genre espace d’un espace-

temps (V, ), on a

0
a’yij = 2NKZJ + EX'Yij, (126)

0
fKij = ﬁsz — EV[’Y]

ot 2N —eN (R[g]ij — R[")/]ij — QEKZkKkj + EKK@) . (1.27)

]

DEMONSTRATION. Il s’agit d’un résultat classique, que I’on peut par exemple trouver dans
[5].

La premiére équation est simplement une réécriture de la proposition [1.2.4]:

1
K;w = iﬁu%ﬁw

en se rappelant que dans la base (0x*), u* a par définition pour coordonnées

w = = (1,-XY).

La deuxiéme équation se déduit de I’équation de Mainardi ((1.16)) :

VeVl N

VAV RGN wpot 07 = = LuKon + Kor KT — =55

On a en effet, en utilisant également 1’équation de Gauss ((1.14)),
Yoy RIGwpo v’ u” = YEVIRIGuwpoe (977 —777)

= eV VPRIl up — eV VERIG rpoy

= eVhR[glup — € [Rh]aw — & (Kay Kps — KaéKB’y)}’Yﬁ °

— e72R gl — R[]y + (KKM - KgKm) .
Ainsi, devient
NLuKy = =N [Rlgl; — Ryl + (K Ky — KK )|
+ NK Ky —eVQIHN
= —=VR N — N [Rlgly — Riy)y — 2eKF Ky + K5
O

Nous pouvons assez facilement aller plus loin dans cette formulation en explicitant
presque toutes les dérivées premiéres en espace; le systéme obtenu s’applique alors aux
variables (’Yija Kiju K)
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Proposition 1.3.6.

Orvij — X' Orvij =

ONKij + 0 X' + ;0 X", (1.28)
8,5Kij — ch’)lKij + EV[’}/]%J-N — €NR[’7]Z‘]‘ =
Ky9; X' + K0, X! (1.29)

+N (2Kkaj - KK])

K
—eN <|:/€S7;j — (S-l—EE)’Yij]) )
WK — X' K + eAy]N + NK;; K" =
EN% 1S — e(n— 2)E]. (1.30)

DEMONSTRATION. Partons de la proposition [1.3.5

* 7;; + L'équation (1.12) permet d’écrire

Lxvij = VIiX; + V[, (1.31)
donc (|1.26]) s’écrit
5 = 2N EKij + VIiXj + Vi) Xa. (1.32)

Cependant, cette expression utilise des dérivées covariantes V[v] qui dépendent de
7ij- Nous allons donc plutét développer la dérivée de Lie de ;5 :

Lxij = X.v(0;,05) —v(0;, Lx05) — v(Lx0;, 05)

= X (vij) = ar(Lx05)" = i (Lx ;)

= Xlal%'j + %‘lanl + wjain, (1.33)
en utilisant le fait que

Ly = — (akxl) a.
On obtient donc
0

a’yzj = QNKZJ + Xlal"yij + ’yilanl + %jain. (134)
* Kj; : Prenons la trace des équations d’Einstein (|1.7)) pour calculer R[g];;.

1
G[g]#’/ = R[g]#l’ o iR[g]gm/ = ﬁTum
n—1
2

Rlg] = KT,
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d’ou

1 K
Rlgluw = 6T + SRIglgu = 6T —

1Tgl“,.

Projetons sur T M
1
VfV;R[g]uu = KZ")/;L’Y; (Tuu - n_ng/u/>
K

= KSZ" - 771 — 1T'y,~j.

Nous avions décomposé T}, en ([1.13) selon
Ty = S + Juuy + Jyuy, + Euyu,,
donc
T =5+¢E. (1.35)

Ainsi,

R

’Y;uqéjR[g],ul/ = H/Sij - (S + EE) Vi - (136)

n—1

Nous pouvons utiliser le méme calcul qu’en (|1.33]) pour développer la dérivée de Lie

de Kij .
LxKij = X'0K;j + Ky0; X' + Ki;0,X", (1.37)
et réécrire ensuite I’équation ((1.27) de la dynamique de Kj;.
0

Kz‘j = ﬁxKij — 8V[’Y]%N —eN (R[g]” — R["}/]i]‘ — 2€KikKkj + €KKZ']‘)
= X'9, K + K30, X' + Kj;0,X' —eV[y];;N (1.38)

ot

—eN ([KJSZ‘]' - % (S + EE) ’yij] - R[’Y]ij - QEKZZCK]{J' + €KKij> .

x K : Ecrivons la dynamique de K :
0 0 .
K= — (K;~9
oK = o (Ko v ') )
= (atKZ'j) ’y” + Kz'j (675’)/”)

= [ﬁxKi]’ — €V[’y]%jN

—eN <|:/€Sij — 771 i 1 (S + EE) 7ij:| — R[’Y]ij — QEKikKkj + €KKZ-]~> :|'7ij

9
- ij')/w’)/jba’}’ab

= VILxKij — K (2NKap + LxVab)

KI .
—eA[y]N —eN ( [-S — enE] — R[y] — 2eKFK} + 5K2)

n—1
=V Lx Kij + K Lxvij

~ . [-S —enE] — R[y] +€K2> .

n —

— eA[y|N —eN (
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Or, la contrainte hamiltonienne (1.21)) donne
R[y] = e (K? — K;;K") — 2exE,
d’ott

;K = LxK —eA[y]N —eN (”1 [~S +e(n—2)E] + aK,-jKU>

= X'9K — eAy|N — NK;; KV 4 e— N [S —e(n—2)E]. (1.39)

n_
O

Ce systéme contient encore des dérivées spatiales du second ordre : en V[’y]?j]\f et
R[7]ij. Nous avons cependant pris la peine de I’écrire car il en sera fait usage pour I’étude
des théories tenseur-scalaire dans le prochain chapitre.

Il est possible d’aller encore plus loin en introduisant de nouvelles variables correspon-
dant aux dérivées premiéres de v et d’écrire I’ensemble des équations dynamiques de la RG
comme un systéme du premier ordre de la forme . On montre ainsi que le probléme
d’évolution est bien formulé en général. Selon la nature de la matiére présente en S et F,
on peut ensuite montrer que le probléme est bien posé. Ce travail est effectué par exemple
dans [42] et [82].

Bien que le caractére bien posé du probléme de Cauchy de la RG ait déja été établi
depuis les années 1950, les formulations du premier ordre suscitent un intérét nouveau
depuis les années 1990-2000. Elles s’avérent en effet bien adaptées aux schémas numériques
de modélisation de la RG.

Apres avoir abordé la propagation d’une donnée initiale par les équations de la RG,
penchons-nous sur la construction de cette donnée initiale.

1.4 Résolution des équations de contrainte

Les équations de contrainte sont des conditions nécessaires que doit remplir
une donnée initiale (M, ~;;, K;;) pour pouvoir donner lieu a un développement vérifiant
les équations d’Einstein. Lorsque le probléme de Cauchy est bien posé, nous avons vu
que ces conditions sont également suffisantes. Ainsi, la construction d’une donnée initiale
compatible avec la RG est synonyme de résolution des équations de contrainte.

Ces équations sont sous-déterminées. Elles consistent en n + 1 équations pour n(n+ 1)
inconnues : les coordonnées des tenseurs symétriques v;; et K;;. L’idée alors est de séparer
les variables en deux groupes : des données déterminées, et des données libres. On réécrit
les équations de contrainte en un systéme portant sur les données déterminées ; puis on fixe
arbitrairement les données libres, et on cherche a résoudre le systéme.

La méthode principalement utilisée pour résoudre les équations de contrainte est la
méthode conforme : la métrique que I'on souhaite obtenir, -, sera recherchée dans la
classe conforme d’une métrique choisie arbitrairement. L’intérét est d’obtenir une EDP
elliptique sur le facteur conforme et de restreindre ainsi le probléme.
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Nous allons présenter cette méthode, en reprenant les notations de [5] pour la méthode
conforme A, ou semi-decoupling split. D’autres approches existent.

1.4.1 Formulaire et notations

Commengons par introduire les notations et rappeler quelques formules classiques de
changement de métrique conforme.

Définition 1.4.1. Soit n € 82 (T*M ® T* M) une métrique sur M. Nous écrivons

2n
2% = 5 I’exposant critique dans le
n —_—

probléme de Yamabe,

Cn) = {77 = Q% ’ QeC®M),Q+# 0} la classe conforme de 7.

Nous définissons également deux opérateurs différentiels au comportement utile sous
les changements conformes. Pour tout champ de vecteurs V* € T'M, nous écrirons

2
LinVij .= Vnl:V; +Vin;Vi — EV[n]kamj l'opérateur de Killing conforme,
Vn'L[nVi; l'opérateur de Lamé de 7,
Y[n := Rn] — (2* +2)A[n] l'opérateur de Yamabe de 7.

Proposition 1.4.2. Soient v et n deux métriques conformes, reliées par le facteur scalaire
0%
v =%
(i) Les symboles de Christoffel se transforment alors selon
Tl = Tl + Q718092 + 610,22 — i), (1.40)

(i) Pour tout 2-tenseur Tij,

1 m m
VTS = VinliTy + a [3197}455 — 90T} — 0,02 (Uk naT) —n' Uijﬂk)} . (1.41)

(iii) Pour toute fonction f € C*°(M),

Ablf =97 (Apf + (- 27 0y ) (142)
(iv) Enfin,
Q’R[y] - R[n] = —2(n — 1)A[g]Q —(n—4)(n — 1)77”8;2%. (1.43)

2
Lorsque Q) = on—2 cette formule devient

————Alle. (1.44)
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DEMONSTRATION. (i) Pour les symboles de Christoffel,

1
Tyl = §7hk (Oivkj + O5vik — Orvij)
1
= §Q 277hk [(&'Ukj + 8j772'k — 8}&7@]') 02 + 2Q2 ((8i9)77kj + (8]'9)77@'16 - (8169)771']')}
=Tl + Q1 (0"0,Q + 619;Q — 1 n;;0,2).
(ii) On en déduit que, pour tout 2-tenseur Tij ,
VTS = 0Ty + THINT — Tl T
1
= VILT) + (0405 + 0% — 00" n) T
— (0928 + 0;26; — 5anlmmj)Tzk)}

= VnliT} + % [alQT]l'(Sf — QT — 0,2 (kamlT} - nlmijzkﬂ :
(iii) De méme, pour toute fonction f,
AR = VRIS =47 (809 - Thlkow)
— Q2 (aiaj f=Tlkonf — % [aiﬂaj F+ 0,90, — 1"ni;0000; fD

=0 (807 + (- 27 0y )

(iv) La formule donnant la transformation de la courbure scalaire est plus calculatoire.
On peut par exemple en trouver les détails dans [16], p. 188.

O

Introduisons enfin les deux types de données utilisées pour la méthode conforme.

Données libres nombres de paramétres
indépendants
i une métrique riemannienne sur M,
PP X 1
définie & un facteur conforme pres, % -1
Oij un 2-tenseur transverse (V[n]'o;; = 0)
. — n(n+1)
et sans trace (n”o;; = 0), 5= -n—1
T un champ scalaire. 1
Données déterminées
@ >0 un champ scalaire, 1
wt un champ de vecteurs. n
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1.4. RESOLUTION DES EQUATIONS DE CONTRAINTE

On a bien (n + 1)(n — 1) parameétres libres et n + 1 paramétres déterminés.

Nous pouvons maintenant exposer la méthode conforme.

1.4.2 Meéthode conforme dans le vide
Plagons-nous dans le vide. Les équations de contrainte ([1.21}1.22)) s’écrivent alors :
R[] — e (K* — K;;K"7) = 0, (1.45)
e (ViKY - VIliK) =o. (1.46)

Elles portent sur (v;;, K;;).

Théoréme 1.4.3. Redéfinissons v;; et K;j a partir des données libres et déterminées dé-
finies précédemment :

*

i =90 i, (1.47)
_ 1 o
Kij=¢ 2 (Uij + L[n]Wij) + ;cp2 27'77ij- (1.48)

Alors les équations de contrainte de la RG dans le vide (1.45)|1.46|) sont équivalentes a

n—1 ._ . ok
Ynle = 6772902 Y — e (o + LIn)Wik) (o0 + Lin]Wy) nnMe 1,

n—1 o5«
0> Vnit.

Ce systeme faisant intervenir la seule métrique n, il peut étre écrit de fagon plus concise
ainst :
Yo = =1 o gy 2
p=¢€p TS —¢ep |lo+LW|~, (1.49)
n

on—1
20 (1.50)

Vj]LWij =
Ce sont les équations de contrainte conformes dans le vide.

DEMONSTRATION. Il s’agit essentiellement d’un jeu d’écriture utilisant les formules de
changement conforme de la proposition [T.4.2}
2% _9 _4
T=® n=en-2n,
on pose donc
Q = Spn72 .

* Commengons par la contrainte hamiltonienne. (|1.44) donne

_n+2

Ryl = 2 (R[nkp _Hn—l)

— A[n]w) :
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1.4. RESOLUTION DES EQUATIONS DE CONTRAINTE

En outre, -
K= ’)/UKij =T. (151)

De plus,
Ky K9 ="y K Ky
= (7 oy + LW + 2% 2 )
X <90_2 [ow + L{n|Whi] + i@Q*_%IW)
=Kyl [904 (oij + L[n|Wi;) (or + Lin)|Wi) + S 0¥ (04 =Tt Vi))
1 0* T (op =W miT + i</? @ )nijnkﬂ'?}
290_2(2*_2) ikt (o1 + LyWij) (0 + LyWig) + —
=™ o + LW |2 + - 72

En fin de compte,

R[] — e (K% — KK7) = g ne (R[n]cp - wA[n]@>
—e = (0P o+ LW+ 27
— 4 Rl - = Hapy
-t B o g |
Donc est équivalente &
Rl — wA[n]cp S R A Lt LigW |2

* Traitons maintenant les contraintes moment. Dans ((1.45)), I'indice de Kf est monté
avec la métrique «y; dans (1.50)), les indices de o;; et L[n]W;; le sont avec la métrique

77 .
Kl =y Ky = o=@k Eg,
—(2* — 1 *
= = (Dt [90 (oir + Ln|Wi )+5902 2NikT

L . 1 .
=2 (Uf -1—]L[77]VV{) + 5755.
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1.4. RESOLUTION DES EQUATIONS DE CONTRAINTE

Alors, en utilisant (1.41)),

VLK =Vl K] + Q7 [AQK(5 — 0,0K] — 0, (] — oK) |

=V[n); K + Q! [na,m(g _ a,-m}

=l [ (o +Lw?) + Lol

- [n1j(so—2*)[o§'+m[n1w}+so Vi (4 +LEIW] ) + - Vgler

222 (ol 4 i)

n
n—2 g

puis

O]

REMARQUE 3. L’équation (1.51)) montre que 7 = K. C’est la raison pour laquelle 7 est
appelée courbure moyenne.

La premiére équation est appelée équation de Lichnerowicz, la seconde
équation vecteur. Ce systéme est étudié depuis les années 1950, mais est encore loin d’étre
entiérement compris. Par exemple, la plupart des résultats ne valent que pour une variété
M compacte, ce qui restreint les cas physiques auxquels ils peuvent s’appliquer. En effet,
Pexistence de solutions est intimement liée & la structure conforme de la variété (M, n), de
par un invariant conforme trés particulier, sa constante de Yamabe :

Sl (Sl + R  doy - Ridg
N = 1n = .
feCf‘:;gM) HfHLQ* (M) nec fMldv,7

Alors, si l'on considére (1.49)) indépendamment de (1.50)), I'existence et l'unicité d’une
solution dépendent du signe de Y(n), que l'on appelle la classe de Yamabe de (M,7);
et de si ||jo + LW|| et 7 s’annulent ou non.

* Sila courbure moyenne 7 est constante, et sont effectivement découplées.
Il s’agit du cas de courbure moyenne constante, ou constant mean curvature
(CMC), largement étudié depuis les années 1970, et résolu de fagon systématique par
J. Isenberg en 1995 [40].
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1.4. RESOLUTION DES EQUATIONS DE CONTRAINTE

* Le cas near-CMC, lorsque d7/7 est petit, est encore ouvert; [41] et [61] sont des
articles de références a ce sujet.

*x Le cas far-from-CMC, lorsqu’aucune hypothése n’est faite sur dr/7, est a fortiori
toujours & explorer. Aujourd’hui, deux méthodes existent pour le traiter. D’une part,
I'existence d'une solution a a été prouvée en 2009 par D. Maxwell [62] si
Y[n] > 0 et 0;; est suffisamment petit.

D’autre part, en 2010, il a été montré par M. Dahl, R. Gicquaud et E. Humbert [21]
que Dexistence de solutions est équivalente & la non-existence d’une solution W* a

VLW = ay/ 2= 1 ILW| Oir
n T

pour un certain « € ]0, 1]. Ces résultats ont été étendus récemment par T. C. Nguyen
dans [12]. [13] est consacré a des résultats de non-existence et de non-unicité de

I’équation

solutions.

On peut trouver en [36] une revue trés compléte de la question.

1.4.3 Meéthode conforme avec matiére

Malgré cette complexité, le systéme des équations de contrainte de la RG dans le vide
(1.491.50]) correspond en fait & un modéle de gravitation simple, qui se réduit a :

R[], = 0. (29

Revenons aux équations de contrainte dans le cas général, en présence de matiére :
R—e(K?— K;KY) = —2exE, (T:21)
e (VK] = ViK) = i (T22)

Proposition 1.4.4. Si l’on opére le méme changement de variable conforme qu’au para-
graphe :
Vij = <P2*_2?7ij7
_ 1 g
Kij = ¢ *(oi; + L[n]Wi;) + ;PQ 205,
alors le systeme (1.21]1.22)) est équivalent aur équations de contrainte conformes
_ o1 (n—1, —2%_1 2
Yo =cep — 71" —2kE | —ep |lo +LW|~, (1.52)
n
5 % n—1
V,LW; = ¢ Taﬂ'—i-éliji . (1.53)

Dans le cas découplé, ie. si 2=19;7 + erJ; = 0, Pexistence d’une solution a I’équation
) n ’

de Lichnerowicz (1.52]) dépend du signe de € ("7717'2 — 2/<;E).
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1.4. RESOLUTION DES EQUATIONS DE CONTRAINTE

* Lorsque ¢ (”7717'2 — 2/<;E) < 0, il s’agit du cas défocalisant, ou defocusing, étudié
pour la premiére fois en 1995 par J. Isenberg [40]. Il est proche du cas du vide (1.49)).

* Lorsque & (”7_17'2 — 2f<cE) > 0, il s’agit du cas focalisant, ou focusing, plus compli-
qué. De trés récents résultats peuvent étre trouvés dans les travaux de B. Premoselli,
par exemple [74].

Dans le cas couplé, une hypothése sur la petite taille de ”771&7 + erJ; est suffisante
pour appliquer les travaux du near-CMC et obtenir de rapides résultats d’existence. Pour
des résultats plus fins en revanche, ou si I’on ne suppose pas cette petitesse, la dépendance
précise entre "T_lﬁﬂ +erd; et e (”7_172 — 2/<aE) doit étre connue.

1.4.4 Meéthode conforme avec un champ de matiére scalaire

Comme exemple de champ de matiére, nous pouvons comme dans le paragraphe
considérer un champ scalaire ¢ dont la dynamique est définie par I'action

1 v n
Silo.o) = = [ |30 DuoDso+ V)] VoI 3
qui correspond au tenseur d’énergie-impulsion
1
T = D,0D,6 —  36°"Dab D6 +V(6)) g )

Afin de calculer les projections de 7}, nous devons introduire

Qu =Vup=71Dud le gradient spatial de ¢,

II :=Ly¢=u(¢)=u"D,¢ la quadri-impulsion de ¢, ie.
sa dérivée de Lie le long de u*.

On a alors
Proposition 1.4.5. Si T, est défini comme en (1.9), alors

o 1
B = Togu®u’ = 5 (12 =< |QI12) — eV (9),

Jy = E’yﬁTaﬁuﬂ = ellQ,,.

Les équations (1.21)1.22)) deviennent les équations de contrainte d’Einstein avec
champ scalaire, exprimées avec la métrique v :

R—c(K? - KjKV) = k[l + 0;00'¢ + 2V (¢)] , (1.54)
e (ijg ~ Vi) = relloio. (1.55)
Les équations de contrainte conformes, exprimées avec la métrique n, deviennent :
Yo = ep? 1 <7”L;172 o [Hz ey T 29,000 — 25V(¢)D
—ep ¥ o+ LW, (1.56)
VLW = o (";1@-7 + /iﬂam) . (1.57)
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1.4. RESOLUTION DES EQUATIONS DE CONTRAINTE

DEMONSTRATION. Pour le calcul de F, il suffit d’écrire :
1
B = Typuu’ =112 — ¢ (2 [y“ﬁ n euauﬁ] DaéDso + V(¢)>

—T (; 177QaQs + I + V(¢)>

= 5 (- 977Qu@s) ~ eV (9).

Le calcul de J), se déduit immédiatement de l'orthogonalité entre vy et u/.

Les équations ([1.54}f1.55)) et (1.56} 1.57]) s’obtiennent en injectant ces valeurs de E et J,
dans les équations du cas général avec matiére, celles du paragraphe[I.4.3] et en remplagant

Q; par 0;¢. O

Si maintenant nous posons

nous obtenons une autre version des équations de contrainte conformes pour un champ
scalaire, dans lesquelles la dépendance en k a disparu, et qui nous sera utile dans le chapitre

:
— i * —1 — * —
(Y — 0:60') ¢ = ep? ! (”72 + 2€V) ¥l (Ha LW+ H2) . (1.58)
n
VjLWZ- = T&-T+H&¢. (1.59)
Ici aussi, les travaux de B. Premoselli eg. [74], [75] et de C. T. Nguyen [31] apportent des

résultats récents d’existence et d’unicité en fonction d’hypotheéses sur la classe de Yamabe
de M, le signe e2=172 4+ 2V ou la petitesse de o;; et 1L

n
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Chapitre 2

Le formalisme n + 1
pour les théories f(R), Brans-Dicke,

tenseur-scalaire
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2.1. INTRODUCTION

2.1 Introduction

Comme nous 'avons dit en introduction, la RG ne parvient pas a expliquer plusieurs
faits astronomiques ou théoriques, et, comme toute théorie physique, a vocation & étre
fondue dans une théorie plus vaste et plus précise.

Nous avons choisi dans ce chapitre d’étudier trois familles d’extensions progressives de
la RG : f(R), Brans-Dicke et tenseur-scalaire. Nous répéterons la méme procédure qu’au
premier chapitre pour en dériver les équations de contrainte et dynamiques, afin de les
comparer avec celles de la RG. Nous leur appliquerons les méthodes utilisées pour résoudre
le probléme d’évolution de la RG, et constaterons que leurs structures sont en fin de compte
identiques.

Nous nous appuyons principalement sur [85], lui-méme reprenant [79] sur certains
points. Ma contribution personnelle se résume au diagramme commutatif de la derniére
section.

2.1.1 Les théories f(R)

L’une des fagons les plus simples de généraliser la RG est de partir de sa représentation
variationnelle, 'action d’Einstein-Hilbert :

1
= — d 1.1
SEH 2/1/VR v, (1.1)

et de considérer la théorie obtenue en remplagant la courbure scalaire R par une fonction
arbitraire f € C}(R — R) de R :

Splg) = /V f(Rlg]) du,. (2.1)

Cette famille d’actions, dépendant de f, donne naissance aux théories f(R). On peut
rajouter une action décrivant les champs de matiére et d’énergie :

Sf[97 \Il] = Sfo [g} + Smat[ga \Ij] (2.2)

La RG correspond au cas f(R) = R/2k. Pour des fonctions f autres qu’affines, il y a
au moins trois moyens de dériver des équations de champ de cette action.

* Le premier est le formalisme métrique. De méme que pour la RG, on considére
qu’une seule métrique engendre la géométrie de ’espace-temps et la courbure R. C’est
par rapport aux variations de cette métrique que l'on calcule les variations de &;.

* Le second est le formalisme de Palatini-f(R), en référence au formalisme de Pa-
latini pour la RG. Dans cette approche, la connexion D & partir de laquelle sont
calculés les tenseurs de Riemann, de Ricci, et de courbure scalaire, est indépendante
de la métrique g. Le tenseur de matiére Spatlg, ¥], en revanche, dépend de g et des
champs auxiliaires ¥, mais pas de la connexion indépendante.
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2.1. INTRODUCTION

* Le troisiéme est le formalisme métrique-affine. Il y est assumé que le tenseur de
matiére dépend également de la connexion indépendante.

Ces trois approches, présentées par ordre croissant de généralité, sont amplement dé-
crites dans l'article de revue des théories f(R) de T. Sotiriou et V. Faraoni [85]. Dans la
suite de ce chapitre, nous ne nous pencherons que sur le cas des théories f(R) métriques.
La connexion engendrant R,,,0, Ry et R est donc la connexion de Levi-Civita associée a
g, de dérivée covariante D[g].

Déterminons maintenant les équations de champ de cette théorie.

Proposition 2.1.1. g est un point critique de Sy si et seulement si elle vérifie les équa-
tions de champ des théories f(R) avec matiére :

£ R)R g = 3 F(R) g~ (DD = ) f'(R) = T 2.3
DEMONSTRATION. Commencons par calculer la variation de Sy, par rapport a dgh”.
38}, = /va (f(R)m) dmtly
= [ [F®ER)=lal + rR)3/Tal)] 4
= [ 00 (Ruwda?” + Dl D 007%) = Dutag™)] ) + R (50080 ) | o

= | |7 ®IRube + (0,00, D" ' (R)3g" DD, (R)3g™) - ;f(R)gwég"”} dv

= [ [0 = 1R — (DD, 90 £ R g o,

ol nous avons intégré deux fois par partie et enlevé les termes de surfaces apparaissant,
comme au chapitre |1} En ajoutant action Spyat, nous obtenons bien 'équation (2.3). O

2.1.2 Transformée de Legendre et champ scalaire

La différence entre ces équations de champ et celles de la RG réside seulement dans le
terme f’(R), qui n’est désormais plus constant. Nous allons nous concentrer sur ce terme,
en suivant une procédure classique qui permet de réécrire les théories f(R) sous une forme
plus générale.

Introduisons la transformée de Legendre de f :

V(¢(R)) := Ro(R) — f(R),

ol
¢:= f'(R)

est la variable conjuguée de R. Si f” ne s’annule pas, alors f’ est bijective, et la convexité
de f est constante : la transformée de Legendre conserve l'information entre f et V. On
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2.1. INTRODUCTION

peut alors exprimer 'une a partir de 'autre de fagon bijectivelﬂ par rapport aux variables
R et ¢, qui sont bijectivement conjuguées par f':

V(¢) = R(9)¢ — f(R(9)) <= f(R) = Ro(R) — V(4(R)),

et
V'(¢) =R'(¢)¢ + R(¢) —R'(¢) ' (R(¢)) = R'(¢)¢ + R(¢) — R'(¢)9,

donc
¢=f(R) <= R=V(¢).

Alors 'action ([2.2)) devient
710 ) = [ (RO(R) = V(6(R))) o+ Syl 9] (24)
et les équations de champ (2.3) peuvent étre réécrites en fonction de ¢ :

1
¢Ruu - 5 (qu - V(¢)) uv — (D;LDV - gw/D) o= 2T,ul/7

c’est-a-dire : 1
PG = _§V(¢)9MV + (DpDy — g,0) ¢ + 2T},

En prenant la trace de cette équation, nous obtenons

—1 1
o™ R:—”; V4 (O- (n+1)D)¢ + 2T,
ou T := T}/, puis
n+1 n—1_, 2
Il - =-T. 2.
¢+ on V(o) —¢ on V(o) - (2.5)

Il s’agit d’une équation dynamique sur ¢, ot la matiére, représentée par le scalaire T', joue
un réle de terme source.

Ceci conduit a I'idée d’oublier que la dépendance de ¢ en R, et de le considérer comme
un champ indépendant qui suit sa propre dynamique. Dans cette perspective, ¢ devient
un nouveau degré de liberté, qui obéit & ¢ = f'(R) le long des trajectoires classiques (cf.
[92] pour plus de détails). On rejoint ainsi la famille des théories de la gravitation qui font
intervenir dans I'action d’Einstein-Hilbert, outre la métrique g et les champs de matiére et
d’énergie, un champ scalaire ¢. Elles sont nommeées théories tenseur-scalaire.

Dans le paragraphe suivant, nous allons présenter en quelques mots les origines des
théories tenseur-scalaire, en nous appuyant sur Particle historique de C. Brans [§].

1. En réalité, il est suffisant de supposer f’ continue et bijective, et pas nécessairement f” # 0, pour
avoir cette équivalence, cf. [69].
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2.1.3 Théories de Brans-Dicke et tenseur-scalaire

La premiére introduction de ces théories fut motivée dans les années 1920 par T. Kaluza
et O. Klein, qui cherchaient a considérer I'espace-temps comme une sous-variété d’une
variété a n + 2 dimensions, avec n = 3. La n + 2-métrique générale s’écrivait alors

V2 VZ2A,
<V2Au Guv + VQA#AI,) ’
et faisait ainsi intervenir un champ scalaire V' et un n + 1-vecteur A,, qui rappellent le
lapse et shift de la décomposition n + 1 de la RG vue dans le chapitre [I} Les équations
de champ qui en dérivaient étaient formées d’une équation sur V et ses dérivées, et des
équations

V2 1

1 1
R,uu - iRg,LLI/ = ?(FHQFQV + - =

lFa,BFaﬁg/iV) Vv (DuDu - guuD)V,

n +

F, =D,A, - D,A,

est le tenseur de Faraday dérivant du champ A, vu comme un n + 1-potentiel vecteur, par
analogie avec le formalisme covariant de 1’électromagnétisme.

Si V était un champ constant, ces équations seraient les équations d’Einstein usuelles
(1.7)), avec comme source un tenseur d’énergie-impulsion électromagnétique. V2 serait alors
proportionnel & G. Nous trouvons ici une premiére raison d’imaginer que la constante de
gravitation universelle puisse varier : étre, en fait, un champ scalaire.

C’est ce que firent en paralléle P. Jordan, en Allemagne, et A. Einstein et P. Bergmann

aux Etats-Unis dans les années 1930. La deuxiéme raison qui les animait était ’hypothése
des grands nombres de P. Dirac : celui-ci avait constaté que, bien que colossaux, les ordres
de grandeurs de la constante de gravitation, et de la répartition de masse dans 'univers
étaient étrangement proches :
M,
R,’
M, étant I’échelle de masse de l'univers et R, = cT;, son échelle de taille ou d’age. R.
Dicke et C. Brans précisérent cette idée dans les années 1960 en reformulant le principe
de Mach, selon lequel I'inertie des objets matériels serait induite par ’ensemble des autres
masses présentes dans 'univers. D’aprés Dicke, le moyen de cette influence serait alors la
variation, locale, de la constante de gravitation G, ou de fagon équivalente, de k.

Or (2.6 peut se lire

% ~ (2.6)

1
- ~ p,
K

p étant quelque chose comme une répartition de masse. Il devenait donc naturel d’introduire
un champ scalaire, ¢, qui jouerait le role de 1/k, et dont la dynamique suivrait une équation
de la forme (¢ = p. Ce champ ayant sa propre dynamique, il devait apporter avec lui dans
I'action d’Einstein-Hilbert sa propre densité lagrangienne, L.

1
Sl ¥) = [ 5-Rlldu, + Smalg, W
y <R
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devient alors

Slg, 6. V] = /v (6Rlg] + Lo) vy +  Swmarlg, V),

ol ¢ remplace 1/2k.

Remarquons que cette idée de coupler la gravité & un champ massif se retrouve dés les
années 1930 avec la théorie de la gravité massive de Fierz-Pauli, dans laquelle la particule
portant I'interaction gravitationnelle est munie d’une masse non nulle.

L’équation souhaitée pour I’évolution dynamique de ¢ est de la forme
O¢ = sourcelg, V].

Le lagrangien le plus simple qui y parvient tout en n’ajoutant qu’une constante sans di-
mension, wy, est

Ly=—-2D,¢D"

¢ = _E p¢ D" .

La division par ¢ est nécessaire pour que la constante wg soit sans dimension. L’objectif
de Brans et Dicke est en effet de réduire le nombre de constantes physiques fondamentales
en Otant ce statut a x, pas pour aussitot aprés en introduire une nouvelle. Pour rendre ce
lagrangien plus général, il a été augmenté d’un terme de potentiel qui ne dépend que de
¢ :

. _wo n

Ly := —EDung o — V().

On obtient ainsi une nouvelle famille d’actions.

Définition 2.1.2. Les théories décrites par les actions

Sip = /V (¢R - %D,@D“q& - V(¢)> dv  +  Smatlg, V], (2.7)

indexées par le paramétre wy € R et le potentiel V € C1(R — R), sont appelées théories
de Brans-Dicke.

Un rapide coup d’eil & (2.4) nous montre que les théories f(R) métriques, lorsque f”
ne s’annule pas, sont équivalentes a la théorie Brans-Dicke pour wy = 0. L’information
contenue dans f a été déplacée dans le potentiel, V.

Il existe une famille d’actions encore plus générale, obtenue en remplacant ¢ et wg par
des fonctions arbitraires. Nous la décrirons en utilisant les notations de [79] et [85].

Définition 2.1.3. On appelle théories tenseur-scalaire, ou scalar-tensor theories (STT)
les théories décrites par les actions de la forme suivante.

Seralg. .91 = [ (vom- D000 vio) ) a + Swula¥]  (28)

ol ¥ et w sont des fonctions arbitraires de ¢.
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Les théories de Brans-Dicke correspondent aux cas particuliers

Les théories f(R) sont représentées par

b(@)=0=f(R), w(¢)=0,

Dans la suite, nous nous concentrerons donc sur 'action Sgpr. f(R) et Brans-Dicke seront
seulement des restrictions de ce cas trés général. Nous déterminerons ses équations de
champ dans la section puis dans la section sa décomposition n + 1.

2.2 Les équations de champ des théories tenseur-scalaire

Partons donc de l'action St définie en (2.8)).

Proposition 2.2.1. A ¢ et ¥ fizés, g est un point critique de Sspr si et seulement si

VG = ¢/,(D,,¢)D#¢) - Da¢Da¢guu)

+¢'(DyDp¢ — Ddgu) (2.9)
1 1
+ 5 [w (Dl,gszngS — 2DQ¢DO‘¢QW> —Vguw + Tw’} .

Ce sont les premiéres équations de champ des théories tenseur-scalaire, dues a la dépen-
dance de Sgpr en g.

DEMONSTRATION. Introduisons comme d’habitude une variation & support compact de
I'inverse de la métrique dg*¥. Le premier terme de dSgpT est le suivant :

1
SRy Ta) = 0T (500" /7T ) + 0306 Ry ) /T
YW N R W
U DL(DU) — 530 D(697)) V]
= <_;guuR + R;U/> ¢59W\/m
— (D Dy)3g"" — (D" Dyt)good9™) /= lgl.

en utilisant deux fois la formule de Stokes et en retirant les termes de bord ; la variation
étant a support compact, les termes de bord en effet s’annulent. ¢ désigne ¥ (¢), de sorte
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que
Dy = o' D9,
DDty = (D*y')(D*$) + ' D¥ D¢
= 0/ D"¢D"¢ + ' D’ DV,
Donc

0(YRV=g) = ¥Gdg"'v/—g
+ [(¥"Dad D" +9'00) guv — (" Dy¢pDpudp +¢'DyDyud) | 69" /=19l

Maintenant, le second terme :

1
S(wg" Dy Dypr/—g|) = _§W9p0(59p0)ngu¢Du¢ —lgl + w(6g") DyudDydr/ —|g|-

Quant au troisiéme :

1
(VV/=lgl) = Vo(v/=lgl) = =5V (69")v/~al.
Ainsi,
5SSTT = A |:(wG/JV + (w//Da(ﬁDa¢ + WD@QW - (wﬂDV¢D/L¢ + "WDVD/A?))

~ 9~ S0 DadD"6 + DD, — (- 1gWV)} 09" dv 4 OSmat,

2 2 2
avec .
O0Smat = / (—2TW> ogh” dw.
%
Imposer que 0SgTT = 0 pour tout dg*” est donc équivalent a (12.9). O

Lorsque ¥ = 0, ces équations dégénérent. Dans la suite, nous supposerons donc que
¥ > 0.

Définition 2.2.2. Les équations de champ ([2.9) peuvent étre mises sous une forme ana-

logue a (|1.7) : -
Guv = TS, (2.10)
avec 1
(effy . _ =~  (p(¥) (#) (m)
TP = 55 (TW +TO + T ) (2.11)
ol

Ti' = 20"(6)(DudDud — DadDégu) + 20/ (8) (DD — gy,
1

Ti = w(9) (DmDm - 2Da¢Da¢gW) = V(@)

T =T,

T,E,E;H) est le tenseur d’énergie-impulsion effectif des STT.
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Proposition 2.2.3. A g et U fizés, ¢ est un point critique de Sspr si et seulement si
/
wp + 'R — V' + %Daw% —0. (2.12)

Ce sont les secondes équations de champ des théories tenseur-scalaire, dues a la dépendance
de Sgpr en ¢.

DEMONSTRATION. Introduisons une petite variation de ¢ & support compact, §¢, et ob-
servons les variations de l’action Sgpr par rapport a elle. On peut écrire Sgpr comme
I'intégrale d’une densité lagrangienne :

Ssrrlg, 6, ] = /V Lortlg, dldv, +  Smatlgs U,

avec

Lsrr[¢] := ¥ (9)R — w(f)DucbD”¢ - V(9).

Alors

5SSTT—/5LSTT\/—\9\d"+1x +  OSmat
v

oL L
_ / OLstr g, | O STT(S(Dan))] dv
Vi

0o 0D, ¢
_ / 5L(;ET5¢+ ‘gL;T; Da (&;s)] v
VY L o
- [OLsT1 OLsTT
_/V 59~ De (aDa(b)éqﬁ] dv

[OLgr < OLgrT > }
= - D, d¢ dw,
/v_ 96 9Das )| °*

ol nous avons utilisé la formule de Stokes. Ainsi, dSgpT = 0 pour tout d¢ impose que

OLgTT - D OLsTT
¢ “\dDao )

Il s’agit de ’équation d’Euler-Lagrange de LgpT associée & ¢, que nous venons de
redémontrer. D’une part,

P (R - L D,00 — V(0)
D’autre part,
OLstr __ w(9)0(g"DudDys) _
9Dt 2 0Dao
= —w(;b)?ga“Dm
= —w(é)D",
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d’ott 3L
STT\ _ a1 Iy
Da ( s ¢) = w($)DaD6 — ! ($)Dab D",
L’équation d’Euler-Lagrange devient donc
R/(69) ~ L1 D,0D"0 — V/(¢) = ~(6)06 ' (6) DadD",
soit

/
wlo + 'R — V' + %Daw% —0.
0

Proposition 2.2.4. En utilisant (2.9)) et (2.12]), nous pouvons exprimer (¢ en fonction
de dérivées du premier ordre de ¢ :

Y e Py Ly (1 Wt + '] + 2”1//1//’> Da¢ D%
n—1 n—1 2 n—1
O¢ = o 1//2 . (2.13)
n—17

Cette équation nous sera utile pour étudier le probléme de Cauchy des STT dans la

section [2.4]
DEMONSTRATION. Prenons la trace de ’équation (2.10)) :

n—1
_ — eff)
5 R ,

ou

pleft) _ 22 (T«p) L) T<m>) 7

TW) = 2¢" (Do D¢ — (n + 1) DapD*¢) + 2¢' (D¢ — (n + 1)0)
= —2n(¢" Da¢ D¢ + ¢'0),
7@ = <Da¢>D°‘¢ - ”glpaw%) —(n+ 1)V

n—1

2

=—w DopD¢ — (n+ 1)V,
7™ =T

En injectant ceci dans (2.12]), on obtient

2 1
wle + W( Th—i2g [ —2n(¢y" D¢ D¢ + ¢'00)
Wl g 1Da¢Da¢ —(n+ 1)V + T<m>D -V + L;,Dango‘gb =0,
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soit
m ,¢I2 N ?,Z)Q,Z)” W’lﬁl
D¢(w+n_w)+Da¢D <z>< L +2¢+2>
n—f—l'lﬂ/ r wl (m)_
+n—1¢ -V (n—1)wT -
2
c’est-a-dire, & condition quew—l—ilj#()
P Tim) _ TH_l?l)’V—HJJV’ <1 [ww/_{_d}w/}_{_ 2n w/w//> DD
n—1 2 n—1
Ho = 2n 1)’ '
¢|:w+n_1w:|

O

REMARQUE 4. Les équations de champ obtenues par une approche variationnelle & partir
d’une action sont toujours les équations d’Euler-Lagrange du lagrangien. Cependant, ces
équations ne sont pas nécessairement le moyen le plus simple de calculer les équations de
champ. Dans la proposition la densité lagrangienne LgrT[¢] ne dépend que de ¢ et
D¢ ; Véquation d’Euler-Lagrange est alors assez simple, et permet d’obtenir rapidement
I’équation ([2.12)).

Dans la proposition [2.2.1] en revanche, la densité lagrangienne dépend de g, Jg et
0?%g. Des dérivées simples d’ordre 2, et pas des dérivées covariantes d’ordre 1, la dérivée
covariante de g étant en effet nulle. L’équation d’Euler-Lagrange est inutilisable en pratique,
et il est donc nécessaire d’exprimer directement les variations de la densité lagrangienne
en fonction de celles de g pour déterminer les équations .

Procédons maintenant & la décomposition n+ 1 des équations de champ (2.92.12)) que
nous venons d’obtenir.

2.3 Décomposition n + 1 des théories tenseur-scalaire

2.3.1 Décomposition du tenseur effectif

)

Le tenseur T,SE; d’énergie-impulsion effectif des STT peut étre projeté de la méme
fagon que T}, dans la section :

Eleff) . Té%ﬁ)uauﬁ

J ,Seﬁ) 57 T(eﬁ) uﬁ

ff iy
SA(L?/ )= VM'YVTOE% )’
De sorte que
T[ff) = S}(ﬁ,ﬁ) + Jﬁeﬁ)uy + Jﬁef%u + E(eﬂ)uuuy. (2.14)
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Comme dans le paragraphe [[.4.4] nous posons

Q. =Vup= YuDa¢ le gradient spatial de ¢,
II :=Lyp=u"D,¢p laquadri-impulsion de ¢.

Il nous sera utile dans la suite d’avoir écrit les relations suivantes.

Lemme 2.3.1.
Yo DaDpd = Vi1, Sap = ViVt + ellK ), (2.15)
YouP DaDgp = Y5 ¢op = VI — KV, (2.16)
uuDoDsd = uu’ ¢ = € (Op — Ag) — IK (2.17)
=024 — [IK.

DEMONSTRATION. La premiére et la troisiéme identité s’obtiennent en écrivant
ViVt =37 DaV 50
=7 Da [15D+¢)]
= 7% Da [(95 = ugu”) Dy
= 1395 DaDgp — ev335 Do [ugu” Dy ]
=995 DaDpop — ev3y) [(Daus) T+ ug (DoIT)]
= 1995 DaDpop — e K, 11

= (g% — euuu®) (QE - guyuﬁ) DoDpgop — €K, 11
= D, Dy¢ — euyu® Do Dy — euyu’ Dy D + wyu®uyu’ Do Dgp — 11K .
Donc

DoDgp = Vo Vgp+ cuqu’ D, Do + eugu” Do Dy — ugutugu” D, D, ¢ + eIl K 5. (2.18)

Pour obtenir la premiére identité, on projette deux fois (2.18) sur TM avec v, en
utilisant I'orthogonalité entre u” et v,

V29 DaDgd = V, Vo + €Il .
Pour la troisiéme identité, on prend la trace de (2.18) en la multipliant par g7 :

O¢ = VPV ¢ + cuPut D, Do + cus’ Dy — eu'u’ Dpbyg + elIK
= A¢ + ev’u' D, D¢ + €IIK,

d’ou
uW$u'D,Dpp = e (Op — A¢) — TIK.
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La deuxiéme identité ne peut pas s’obtenir directement en projetant (2.18]) : ceci n’abou-
tit qu’a des tautologies. En revanche, on peut écrire directement
V0’ DaDd = 5 | Dalu”D3e) — (Dat®) Dgo)|
= V(v Dgg) — 195 (Dot ) Dy
= VIl =5 (%) + eup”) (Dau”) Dy
=V, - ’yﬁ"yi"yf(Dau”)Dggb - sfyﬁ‘uﬁuy(Dau”)ngb
= VI - K)V¢ — evou’ (w,Dgu”)Dso,

car u” est de norme constante, donc

0 = Dg (uyu”)
=u,Dyu” +1u”Dyu,

= 2u, D u”.

Il nous faut préciser encore une égalité utile.

Lemme 2.3.2.
D,¢pD! ¢ = Q,Q" + TI%. (2.19)

DEMONSTRATION. Il suffit d’écrire

Q"Qpu = V"9V ¢ = Yy D*¢Dpo
= (D"¢ — cu'uq D*¢) (D — cuu® Dpgh)
= D'¢D, ¢ — 07 — cIT? + sH2.

O
Nous pouvons maintenant écrire les décompositions de E(©f) Jl(fﬁ) et Sﬁ,ﬂ) de la méme
fagon qu’en (2.11])) :
Proposition 2.3.3. Dans les STT, la densité d’énergie se décompose selon
EW .= u“u”T;%)
= —2¢ [¥"(9)QuQ" +¢'(0) (V,.Q" + eKII)] (2.20)
E©®) .= u“u”T;Sf)

= 0,0 - V(o). (2.21)
EM .= u“u”Tl(“’T’). (2.22)
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La densité de moment se décompose selon

¥) uP ()
J;S ) = EYp U 1,5

= 2¢ w/ (qﬁ)HQH + ¢/(¢) (V#H — KSQ)\)} )
I = eru BT;¢>

Le tenseur de contrainte se décompose selon

S = ey
= 20(9) (QMQV — | @@ +=1? 5,
+ 2¢/(¢) (vuvu¢ +ellK, — DQWW’) )
S,(fﬁ) = 'YETO(éﬁ)
— w010,2, - | “P (@@ + 1)+ V(0)]
S = yan BT,
de traces
= —2¢"(¢) ((n — 1)Q,Q" + enIl?)
+ 24 (¢) (A¢ + ellK — nlg),
59 = —w(6)" 52 Qu@ — ew(9)§ T — nV (6),
g(m) — (m)
DEMONSTRATION.

Rappelons que

T = 2¢"(¢) (D¢ Dyd — DadD¢gy) + 20 () (DyuDyd — Ddgyu)

et calculons ses trois projections.

EW) . La projection de I'énergie vaut
EW) — U“UVT,%)
= 2¢" (u"Dydu” Dy — Do D pgputu”)
+ Qw/(u“u”DuDygi) — Dgf)gwju“u”)

= 2¢" (II* — eDa¢pD*¢) + 2¢/ (w'u” D, Dy — £01g).
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2.3. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES TENSEUR-SCALAIRE

D’une part, nous savons par ([2.19)) que
12 — eDapD ¢ = —cQ Q..
D’autre part, nous avons vu en (2.15) que
V995 DaDpp = V.V, + e K 11,
et on en déduit
w'u"D,D,¢ —el¢ = v'u’D,D,¢ — eg"" D, Dy
=—ey"'D,D,¢
= —e(V,Q" +eKII),

o EW = —2¢ ["QQ" + ¢/ (V,Q" + eKTI)] . [-20)
ﬁ : La projection du moment vaut
Jﬁw) = 5V3T§g)uﬁ
= 2207} (Da6Dgd — Dr6D bgas ) v
+ 269/ (DaDpép — Odpgap) u”
— 92 [z//’HQM + Ib/’yﬁuﬁDaDggb] .
Nous reconnaissons le dernier terme, déja calculé en :
vou’ DaDagp = V, 11— K Qy,
d’ou
T = 2¢ [w”HQ“ o (vun . Kij)} . 2.23)
S,(fﬁ) : La projection du tenseur de contraintes vaut

_ a. Bp)
SL(L’LIZ}/) - ’YIJ,FYVTO[/B
=9l [20" (Dad D36 — Dr6D bgas) + 20" (DaDigtd — Dgas)|
= 20/ (4 Dad)(1 Ds6) = Dr6D ¢ )
+ 24 (vfhf DoDg¢ — Dmuu) :
Rappelons-nous les équations (|2.19)) :
DD = QuQ" + eI1?,

et (2.15)) :
Vel DaDsd = V.V + e K 11

Nous obtenons alors
S = 20" (QuQu — Q" + 112 7, )
+ 29/ (VuVyo +ellK,,, — Odyu) - (12.26))
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Recommencons ce procédé avec
T = w(®) (sz?yczs - ;Daw%gw) = V(@)gu-
E@ . Projetons I’énergie
E@ — u“uyTﬁ)
=i [ (D,0D,0 ~ {Da0D 00, ) ~ V)
—w ((uﬂDm (u"Dy¢) — ;stD%) —eV
=w <H2 - %5 (QMQ“ + EHQ)) — £V,
en utilisant (2.19). On a donc
E® — % (I2 — £Q,Q") — £V. @.21)
ﬁ: Le moment :
IO = e’ T
= eygu’ [cu (DaqﬁDﬁqﬁ - ;Dmmgbgaﬁ) — Vgaﬁ]

=cw (Wﬁ‘Daqﬁ) (uﬁng))
= ewV oIl

On a donc
IO = ewllQ,. -24)

S,%) : Le tenseur de contraintes :

S0 =l Teg
1
=W [w (Dawm - 2DA¢>DA¢ga5> - Vgaﬂ]
1
=w (QuQV - QowDAmﬁ) — Vg

=w <QMQV - % [Q)\Q)\ + €H2] ’Yaﬁ) - V'Yaﬁy

soit

S0 = wQuQy — [5 (@@ +e112) + V] . 277)

Les termes de matiére se projettent trivialement en (2.22)), (2.25)) et (2.28]).
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2.3.2 Formalisme ADM des théories tenseur-scalaire

Nous pouvons maintenant réécrire les équations de champ des STT selon la méme
décomposition n + 1 que pour la RG.

Proposition 2.3.4. Les équations de champ des STT

G = T [2-10)
sont équivalentes au systéme
1
a, B _ pleff) — (¥) (¢) (m)

Gapu®t? = E e (E +E® 1R ) (2.32)

(0% € 1 m
€7MGQBU6 = Jlf ) = ) (J/Sw + Jﬁ‘b) + Jﬁ )> , (2.33)

o € 1 m
1292Gap = 85 = 57 (S + 58 + 550), (2.34)

lui-méme équivalent a

Rpy| — ¢ (K? - KijKV) = —2¢B(<) (2.35)

= 2 [1'Q@Q + ¥/ (ViQ' + <KTI)
- % (% [II* — eQ;Q'] — eV + E(m)> :
o(VK] - ViK ) = J{T (2.36)

€

[vmQ; + v/ (vill - K/Q; )|

b
+ iani + Q;Jt]z‘(m)?
Gy = S,-jeﬁ) (2.37)
+ Q’Z (ViV;o + ell Ky — Oorysj)
+ 21/} <sz’Qj - [% (QuQ" +eIl?) + V} Yij + Sl(yl))

Les équations ([2.35)) et (2.36]) sont les équations de contrainte des STT, les analogues

de (1.21}j1.22)) pour la RG.
Le systéme d’équations (2.37)) constitue les équations dynamiques des STT, ’analogue

de (1.23)) pour la RG.

2.4 Le probléme de Cauchy

Dans cette section, nous étudions le probléme de Cauchy des STT. Il a été montré par
M. Salgado en 2006 [79] que ce probléme était bien formulé. Nous reprenons ici sa preuve,
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résumée dans [85], en détaillant les calculs qui ne paraissent pas dans la plupart des articles
traitant du sujet.
2.4.1 Equations d’évolution

Il nous faut pour commencer établir de fagon plus précise la dynamique des STT, et
reprendre pour cela les expressions de la proposition [1.3.6] ainsi que la formulation n + 1
des STT que nous venons d’obtenir dans la section 2.3

Proposition 2.4.1.

0K — X'0K;j — Ky9; X' — K0, X!

+eVEN — eNR[)yj + NKK; — 2NKF Ky, (2.38)
— N /" . . 71 k 2 ]
=<3 [w <QzQJ+n_1 QN + <1 5y

1
+ qp/ (VlQ] + EHKZ'j + n—lDd)%]) :|

N 2
— .Q; Vi
€ [WQQJ—Fn_l ’yj]

2¢
- 52]:; [Si(;-n) - % (S(m) + EE(m)> %,j] ,
WK — X'OK + AN + NK;; K" (2.39)
_ gn]fl; [~ (@u@* +entl?) 44/ (n — 1) (Vi@ + £TIK ) — wnlg)
- En]if 1 21¢ [ew(n — I + 2V]
+ en]f - 22 [SW —e(n— 2)E<m>] .

DEMONSTRATION. Il s’agit 1a d’une conséquence de la nouvelle équation dynamique (2.37]).
Il nous suffit de reprendre I’équation (1.29) de la dynamique de Kjj, et de remplacer les
valeurs de E et S;; acquises précédemment pour les STT :
K — X'0K;; — Kyd; X' — K0, X!
+eVN —eNR[y]i; + NKK;j — 2NK[Ky,;

eff 1 e e
= —eN [Sz(] ) — 71 (S( ff) +€E( ff)) ’yij:|

—
_ N aw 1 () @) .
oy [S”' n—1 (S ek )%ﬂ
N o (g0 @\ -
52¢ [Sij n—1<S +cF )7”
N dem L o) (m)Y -,
52 [Sij — <S +ceFE )fy”
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—e—

N
o1
N 1
6n—lﬁ
N 1

+e€

N 1

+e

N 1
“n—12¢

+2(n —

N 1

+€n_1@

—e—

N
767

N
_87

2y

n—l@_

n—l@_

2]1 [(w” |QiQ; — (Qu@" +e11?) vy

+ 2¢" [V;Q; + ellKy; — Ogry,j) )

(= 200" [QuQ" + 11| — 209/00) %j]

n—1

ol (500 =[5 (@) 4 V] )

n—1

2

1
—w
n—1

{50%) !

b -1

[Q,@M] —(n+ 1)V> ’Yz‘y}

(S(m) + EE(m)) 'yz-]}

> |:7/),/Q2'Qj + ' [ViQj + eIl K]
1
+ n—1

2
(sz‘Qj + n_lv%'j>
{ (m) _ _1

(0" [@u@* +e1?] + /D) %j]

g o 1

p— (S(m) + eE(m)> %]} .

Procédons de méme avec (|1.30]) pour la dynamique de K.
WK — X'OK +eAN + NK;; K
[s<eff> —e(n— 2)E<eﬁ”>]

[3@) —e(n—2) Ew)}
5@ _e(n —2) E(aﬁ)}

5m) g(n — 2)E(m)}

oy ((n ~D)QLQ" + 5nH2> + 2y (kak +ellK — anZ))

2) (w”QkQ’“ + [WQ’“ + EHKD ]

-

-2
n2 M—sngQ—nV

—6(n—2)(%[ﬂ2— M}ev)]

N 1

+€n—1ﬁ

{S(m) —e(n— 2)E(m)}
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= ;[ W (Qka+enH2> Fo(n—1) (Vka+sHK) f@D’nDd)}
+e Jj 1¢[ w(n — II* - 2V]
e N ;}[S(W—s(n—mﬁ;( >]

O]

Ecrivons a présent deux autres équations dynamiques qui se déduisent directement des
définitions.

Proposition 2.4.2.
= (00— X'Q0), (240)
Vi(NT) = 8,Q; — X?0:Q; — Q;0,X7. (2.41)
DEMONSTRATION. Il n’y a qu’a écrire :
I = 0 Dyé = (06— X' Dig)

1 .
- N(at¢ - XZQi)v
Vi(NTI) = 8(NTI) = NO,IT + [19; N

V,N A
= ) (06 — X7Q;) + 1IN

= 0,010 — 0i(X?Q;) — NN + ILON
= 0,Q; — X70,Q; — Q0 X7.

- N%@i(&ggb - X/Q;)+ N <—

O
Avant d’exprimer la derniére équation dynamique, nous aurons besoin du lemme sui-
vant.
Lemme 2.4.3.
u’'Dyuy, = —eV,In N (2.42)

DEMONSTRATION. Il s’agit d’'une formule classique, mais la démonstration n’en est que
rarement donnée. Le fait que le lapse N apparaisse rend nécessaire d’écrire cette égalité dans
les coordonnées. Rappelons que u,, = (¢N,0). Nous écrirons (x) pour (2.42)), et reformulons
cette équation ainsi :

(x) <= u'Dyu, = —eV,In N
14 (64 €
“—u (&,u# - qua) = _NV”N
v € v
— v’ (Oyu, — aFBMN) ==~ (OuN — e(u”0,N)uy,) .

Distinguons maintenant les cas.
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2.4. LE PROBLEME DE CAUCHY

p=0

(%0) <= u” (Oyuo — eIV N) = (OoN — e(u”d, N )ugp)

_c
N
= u” (DA — eLDGN) = —— (0N — N(u3;V))

1
=TI, - TXF = 0.

Pour continuer, nous avons besoin d’expliciter les symboles de Christoffel I" de D, et

donc de revenir & la métrique g. Rappelons que
0= Nu—+ X,
donc

goo = 9(0:,0¢) = g(Nu+ X, Nu + X)
= N2g(u,u) + g(X, X) = N2 + X, X,
g0i = 9(0, 0;) = g(Nu + X, ;)

=g9(X,0;) = Xi,
9ij = 9(0;,0;) = (0, 05)
= Yij-

Ainsi g se décompose de la fagon suivante :

eN? + X, X! X;

7= X Vij ’

et le calcul de l'inverse de g donne :

1 ¢

I =Nz | —xi| eNZyU 4 xiXI

Rappelons enfin la formule qui donne les symboles de Christoffel :

1
FZV = igp)\ (aug)\u =+ augu)\ - aAg;w) .

Alors,
0o _ 1 oo L oi
oo = 59 (B0g00 +Jegos — Jogo) + 59° (Jogio + dogio — Digoo)

— % (%) drgoo + % (—%XZ) (20; X — 0igoo) ,
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et

1 1 .
I = *900 (Osgok + Okgoo — Jegro) + 5901 (Oogik. + Orgio — Oigro)
1 1 € i
<N2> Okgoo + 5 5 <_WX ) (Orvik + Ok Xi — 0i Xy) .

Mis ensemble, on obtient
Do = X*Tfo = 505 | (Gugoo — 2X°0,X, + X'65g50)
—Xk(akgf—Xi at'Yik"‘Qsz‘/_Qi)(k)}
= N2 [at (5N2 + XZXZ) —2X19,X; + XF X at%k}
N2 [25N6tN + (X XZ%,C) —2X', (X’f%-k) + X’inamk}
_ 2N2 [QEN@N n W n X’wikatxi)
— 2X°0, (Xt ) + XX D
— # [%N&tN + Xk X
 (Xk O+ XeOX) + XEXe07]
low
c’est-a-dire (%p). Procédons de méme pour p = 1..n :
On a cette fois-ci
(+i) <= u” (8,0 — eTYN) = —% (N — £(u’8,N) x 0)
— u'TYN = %aﬂv
=TI -TLXF = %&»N.

Reprenons nos symboles de Christoffel :

1 1 4,
Iy = 5900 (Orgio + Oigro — Oogir) + 59()] (Okgij + Oigrj — 0j9:r)

1 1
(NQ) (O Xi + 0: Xy, — Opyir) + 3 <_WX ) (Okvij + Oivir — O5ik) -
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Donc

g — M X" = 2;2 [ (@'900 — X' (0 + 0: X, —M)>
— X" [0k + 0: X3 — O —XjM-I-@mk—%)}
__°
- 2N?
:;m[2EN8iN+(X/k%+W+Xj ; )
—2<Xk 'i’ij-i-W)—i-Xk 'ﬂjk]

1

[al- <5N2 + Xijvjk) —2XF0; (XP~) + X kaai’ij}

c’est-a-dire (x;).
Nous venons bien de montrer () :
u’'Dyuy, = —eV,InN.
O

Nous pouvons déduire de ce lemme une expression de (¢ en fonction de dérivées du
premier ordre.

Proposition 2.4.4.
O¢ = V,Q" +eKIl + L, I+ Q"V, InN. (2.48)

DEMONSTRATION. Nous utilisons le lemme et le fait que u*D,u, = 0. Calculons tout
d’abord

L] =u"D,(u"D,¢)
= (v"Dyu") D¢ + u”u' D, D, ¢,
K = (u"D,6)(Dyut)
Q'V,InN = —(VH¢)(u”Dyuy,)
= —e(D'¢p — eut'u*Dy¢)(u” Dyuy,)
— = [(D"9) (u Dyruy) — & (4 Dos) u'ss" D]
= —&(D"¢) (u"Dyuy) ,

donc

uu'D,D,¢ = L, — (u”Dyut) D,
= £, +2Q"V,In N,
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puis
VuQ* =275 Da@” = 7§ Do (va%)
— (95 — cugu®) Da (|9F — cure’| DY)
= DgD"¢ — =D (wnu’ Do)
— cugu® Do D + ugu Do (uxu’ Do)
By P [(Dﬂuﬁ) (uADA<b> +uPDy <u>\D)‘qﬁ)]
— etPuDoDyé + u® (usDa) (uADAqS) +eu® Dy (uADAqS)

=0¢ — e [KT + LA — eu’u®DyDpg + eLAT
=0¢ — KM — ¢ (L,J1+eQ*V,In N).

2.4.2 Probléme bien formulé
Les propositions précédentes nous étaient nécessaires pour déduire le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.5 ([79]). Le probléme de Cauchy des théories tenseur-scalaire est bien
formulé.

DEMONSTRATION. L’objectif est d’introduire assez de variables pour que les équations de
la formulation n+ 1 des STT ne contiennent que des dérivées du premier ordre. En partant
des équations de la proposition [2.34] et en leur adjoignant celles des propositions [1.3.5]
[2.2.4] [2.4.1] |2.4.2] et [2.4.4] nous venons de prouver que les équations de champ des STT
sont équivalentes au systéme suivant, portant sur les variables (v;;, Kjj;, ¢,11, Q;) définies
sur la variété M :

* des équations de contrainte,

Riy] — e (K* - K;; K7) = z (" Q:Q" + ¢ (ViQ' + eKTI)] (2-35)
- % (% 1% - eQ,Q'] — eV + E<m>) ,
e(ijg' - VZ-K> - % [w”HQi o (vin - Kng)} ©.36)

3 1 (m)
ETIQ; + —J
+2ww Qz+2¢JZ ,

Qi = vl¢7
ViQ; = V;Q;,

—~
NG
S
S ©
S~— ~—
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* et des équations d’évolution,

Kij = 557 (Oevij = ViXj = VjiXi),

1 .
II=— - X' i)
N(5t¢ . Qi) |
Vi(NII) = 0,Q; — X7 0;Q; — Q;0; X,
K — X'0K;j — Kyd; X' — Ki;0,X!
+¢eViN —eNR[y]i; + NKKjj — 2NK[ Ky

N[, 1
=~ [¢ <Qin t— [Qka + €H2} %j)

1
+ wl (vin + 5HKij + 7l_1|j¢7ij> :|

SIENE
=~ I W
= & &3

o
w
£,

N 2
- 5@ [WQin + n_lv%;j]

N e L om) m) -

LI+ TIK +eQ"V, In N +eV,Q" = c[¢ [2-48)

!
:a[ V) Ly ey B13)
n—1 n—1

1 2
- (2 ! + ] + n_”lww"> (Qu@t +<Ir?) }

m w/?
n—lw}

vl

En admettant que le probléme de Cauchy de la RG est bien formulé, comme nous I’avons
évoqué au paragraphe m nous pouvons ne pas tenir compte des dérivées secondes pré-
sentes en V?jN et R;;. Le systéme que nous venons d’obtenir ne contient que des dérivées
du premier ordre en temps et en espace, et est linéaire en ces dérivées; le probléme de
Cauchy est donc bien formulé. O

2.4.3 Probléme bien posé

Dans [79], il est également montré, par une autre approche utilisant comme pour la
RG des coordonnées harmoniques, que ce probléme est également bien posé en absence de
matiere.

Il est établi dans [80] et [8I] plusieurs autres cas pour lesquels les STT peuvent étre
mises sous la forme d’un systéme fortement hyperbolique, et donc pour lesquels le probléme
de Cauchy est bien posé.

A partir de maintenant, nous ne considérerons plus le probléme de Cauchy et nous
concentrerons sur les équations de contrainte des STT ([2.35]) et (2.36). Nous continuerons
a supposer ¥ > 0 pour éviter toute dégénérescence.

71



2.5. RESOLUTION DES EQUATIONS DE CONTRAINTE

2.5 Résolution des équations de contrainte

Dans cette section, nous nous interrogerons sur la seconde partie du probléme d’évo-
lution des STT : la résolution des équations de contrainte. La méthode conforme, utilisée
pour la RG, fonctionne-t-elle également dans ce cas ? Il me semble étre le premier a adapter
directement la méthode conforme aux équations de contrainte des STT; les équations de
cette section sont donc inédites. Cependant, leur apport physique et mathématique est trés
relatif, comme nous le verrons dans le paragraphe [2.5.3]

2.5.1 Recherche des facteurs conformes

Réécrivons ici les équations de contrainte (2.35§2.36f), et faisons disparaitre @; en le
remplagant par sa valeur V;¢ :

R[] — & (Kij Ky — KipKj0) v/~ = i (W'Y ¢+ 0 (A[y]g +eKID)]  (2.51)

- % (g 1% = eIV;6V,¢] -V + E<m>) ,
e(VIlK! = VK = i [0V + ¢! (Vill - K7V;9)] (2.52)
+ iwnvm + ;ﬂz—(m)-

Ces n+1 équations sont internes a M, et ne dépendent pas du lapse N ni du shift X*. Elles
s’appliquent aux n(n + 1) 4 2 variables (v;;, Kij, ¢, II), dans lesquelles nous reconnaissons
la structure hamiltonienne de la décomposition ADM :

1 1 .
Kij = §£u’7ij, II= »Cu¢ = N (atqb — ch%b) .

IT dépend bien stir de ¢, mais nous pouvons considérer que ¢|r¢ et IT sont des variables
indépendantes. Ce ne sera qu'une fois le systéme des équations de contrainte résolu que le
choix arbitraire du lapse et du shift donnera d;¢ a partir de ¢|q et II.

Nous allons procéder a un changement de variables conforme semblable a ceux utilisés
aux paragraphes|(1.4.2] [1.4.3]et[1.4.4] afin de mettre ce systéme sous une forme déja traitée.

Définition 2.5.1. Posons
Yij = Q%nij,
1
Kij = a(oy; + Ln|Wi;) + 592777@'-
L’enjeu est alors de choisir €2 et v convenablement pour obtenir un systéme conforme
de la forme (|1.58}]1.59)).

Théoréme 2.5.2. Posons

2 -1

Q=p(¢)miprz,  a=1(@)T e (2.53)
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Alors (2.51)) est équivalente a

2 )
(0[5 + 5y 0te)

g (r e, WV Lwe (m)
— 21y (n 2197 o w[2H2 VA4E ]) (2.54)

—ep P o LW,

et (2.52) est équivalente a

VLW = o2 g (” (1Y) — %z//rap n % [wnaiqs n anm)D . (2.55)

la seule métrique mentionnée étant 1.

DEMONSTRATION. Réécrivons les équations de contrainte (2.51)2.52)) en fonction des va-
riables conformes.

R[y] —€ (Kinkl — KikKjl> 7ijym _

o+ (R[”] SECEE U 1)7@2&3(%9)

n—1 _ ij
—c 72+ ea®Q (o4 + L[| Wig) (o0 + L{n|Wj)n“n*

W'V i+ 0 [A[Y]g + e K] =

- (w”niﬂ' 0;60;0 + ' | Aln]p + (n — 2) a;ZQ djn” + EQQTH] ) :
donc devient
Aln)Q2 i1 9,00,Q
Q2 <R[n] —2(n — 1)[3] —(n—4)(n— 1)"QQJ>
"L 4 0P (o + Lin] W) (o1 + Llal W)
— isﬂ <¢/’n"jai¢aj¢ + ¢ [A[n]qﬁ + (n—2) 8;29 9;m" + €Q2TH] ) (2.56)
- % (% 112 — eQ 29 0,60;6] — £V + E<m>) :
puis
A)Q i19,00,Q 4
R~ 200 - )2 2E () - 1>”TJ 2L o60y0
/ wl ; i
- 25A[n]¢ —2(n—2)— o 383 21/] 1 060,
— 5”T_1Q2T2 —ea®Q7? |0 + IL,[n]WHf7 + 257’2927{1 (2.57)
o (Ym (m)
50 (2 12— eV + B ) .
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Dans la méthode conforme de la RG, 'opérateur de Yamabe Y[n]e = R[n]e—(2*+2)Aln]e
apparait. Ceci suggére d’exprimer ¢, ) et ¢ de sorte que la premiére ligne de I’équation
(2.57) se simplifie en un seul laplacien. Imposons une expression de la forme

@ = QP
et cherchons & déterminer a et b. Nous avons alors
Vip = aQ® WPv,Q + Q=1 0,
Ap = V'V;p
= ala — DQ72VIOVQ + abQO P TI VI V0 4 a0 VIVQ
+ baQ VPPV + b(b — 1) 2V + 009 TIVIV, e,

Ap ViQVv0 ViQV ViV ap
o ala 1)792 + 2ab79w + b(b 1)71?2
AQ Ay
1) est une fonction de ¢, donc
Vz¢ = ¢/vi¢7

Ay = V' (Y'Vig)
=y"A¢ + V¢V,

Comparons les facteurs devant AQ/Q et A/ avec (2.57). L’analogie donne

a(2*+2) =2(n—1), b(2"+2) =2,
21 - 2
4(n—-1)/(n—2) 4(n—-1)/(n—2)
n—2 n—2
T2 T 2n-1)

Avec ces valeurs,

Lo Ae VIOV VIOV o VRV
(2 +2)? =(n-1)(n 4)7Q2 +2(n—2) 0 P R
AQ A
et
Al B900,0 "
Rl — 20— D2 — (0 - )0 - )T - 2060,
’ o 20 y
~ 2 Ao — 2= 2) 10,055 - 0,000
_R- (2 42y VUVIY @ g 06

¢ n—1 2 21)
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(2.57) devient alors
Ay n VViy  w
— (242 —L - —— T iy,
o /
— 5”T19272 —ed®Q72 o+ LW|* + 251/;92{1 (2.58)
_fo2 (Y2 _ (m)
50 (211 VA+E )
soit
y— | £+£ 8,006
n—19¢2 29| 4
2ol o Yy LW (m)
=0 go( e w[2H eV +E ] (2.59)

— Q72 o + LW
avec I
Q=qpn-1pnz,
De Pautre coté,

VK] = Vil
= [9; (Q_2a) + naQ_gﬁjQ] |:Ug + L[n]W.J}

o on—1
+Q 2V Linw? - =

(2

8@'7_7
WTIVig 4+ (Vill = K7V,
= w”l‘[@iqb + @bl (&H — 0 2% |:Uf + ]L[??]WZJ} (%(ﬁ — iT@ﬂﬁ) ,
donc devient

e [0; (Q_Qoz) + naQ_38jQ] [Uzj + L[n]VVZj]
4+ eQ 20V [ Lig W — "

2

81' T

— % [wnnaiqb + <ain — 02 [af + L[n]wg} Bj¢p — ifam)] (2.60)

€ oL m)
+2¢wH8Z¢+2¢Ji ,
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puis

9; (Q7%a) +nat30;Q + Q—Qaﬁ,ajqﬁ] [ag' - meg}
+Q2aV [n); L)W}
- 16¢T + l wlIHaﬂb + wlaiH — l7'1/1/ 1(1)] (2.61)

n P n

€ 1(m)
w 8’L¢ + wjz

Ll
2¢

Il serait judicieux de choisir €2 et « tels que
,l)b/
9; (97%a) + na™0;Q + Q—%ﬁaﬂ =0,

c’est-a-dire

9: (02 0 .
]f(l—Qaa) T na;l * 8]1[)1/)

=0; [In (2 %a) + nln (Q) + In (v)]

=0;In (" %ay),

0=

ie. 2" 21 est constante. Nous choisissons cette constate égale a 1, de sorte que

Q" 2y =1,
et .
o= Q_(n_2)¢_1 — ¢ﬁ¢—2.
Pour cette valeur de a, (2.61)) s’écrit alors
_9 j n—1 , 1, 1 (m)

Y aV, LW = ST+ 0; (1) — —79/06 + 5 [wl’[@i(b—i—sJi . (2.62)
qui est équivalente & (2.55). Quant a (2.59)), cette valeur de « la rend bien équivalente a
©5a). 0

Comme dans le paragraphe le facteur conforme ¢ est devenu I'une des inconnues
du nouveau systéme d’équations de contrainte.
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2.5.2 Application de la méthode conforme

n 929)  w(9)
/\/n—lw2 * 2500) ¥

_ . 2
II ::¢M¢2H\/ ﬁ id +i

Ecrivons maintenant

192 " 29

_ -2 1
V(06) =@ (50579,
F(m — i m
By 2#E< ))7
m)y _ o=t (1 m)
Ji (0 2¢Ji >,

Proposition 2.5.3. Le systéme ([2.5412.55)) est équivalent a
_ X -1
(Y — 0p0') o = ep® ! < 72 42 [gv E(W)D (2.63)
n
— 2727 (llo + LW + 112),

Vj]LWZ-j = (pQ* <n;16ﬂ_'+€Jz(m)> + 1:[81@5 (2.64)

Ces équations rappellent (1.52) et (1.53]), ou encore ) et ( - En réalité, il ne

s’agit pas seulement d’une ressemblance : ce systéme est prec1sement le systéme de
contrainte conforme de la RG avec deux champs de matiére, un champ de matiére sca-
m)

laire (1;,1_1) et un champ de matiére quelconque (d_/ — Em), ji( ), auxquels s’ajoutent

des contraintes supplémentaires. Ainsi, tous les résultats évoqués aux paragraphes [1.4.3] et
[[.4.4] sont valables.

2.5.3 Repéres d’Einstein et de Jordan

Méme si I'approche que nous venons de voir est inédite, sa contribution aux études des
théories tenseur-scalaire est faible. En effet, ’équivalence entre les théories STT et la RG
avec certains champs de matiére est connue depuis longtemps : il n’est donc pas étonnant
de retrouver cette équivalence dans les équations de contrainte qui sont une restriction de
ces théories.

1l existe en fait deux repéres dans lesquels écrire 'action des STT.

* Le premier est le repére de Jordan, ou Jordan frame. C’est celui que nous avons
obtenu a partir des théories f(R) et Brans-Dicke, et que nous avons utilisé jusqu’a
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présent :

Sernalo.6.9] = [ (R = “PD,00" V(o) Jav + Smls. V. @D

* Le second est le repére d’Einstein, ou Finstein frame. Il est dérivé du repére de
Jordan par le changement de métrique conforme

~ 2
Guv — Guv = 1/1"—19;”

Pour n = 3, cela correspond a g = 1g. En adaptant ((1.44]) & une variété de dimension
n + 1, ce changement de métrique conduit &

V=il = v/,
n Olgly | n gWD[g]mD[g]uw

v IRl = Rlg] - 215 =0 ¢ T TR

soit

RIgly/~T71 = (WRls] — 2" Olalo + g DD ) /g

On peut donc écrire

(v - [ - + 5| DL oDl ) VT
— (wRla] — 2. Ololw — 5" Dlal,6Dll.0) /T

Le O/ —|g| est une divergence et n’intervient donc pas dans les équations de champ.

Posons donc
V2(¢) | w(o)
d
/\/n—lw " 256) ¥

V(W)) —w@s)n( V(¢)>

2¢(¢)

qui coincident avec 1) and V' du paragraphe précédent. Cest ainsi que nous obtenons
I’action des STT écrite dans le repére d’Einstein :

=2 _
Ssrr, 5 |3, 0(0), 9] i= Serr, s [¥71G,0, 9]
= / (R[g] - ng;ﬂ;Drﬂﬁ - 2‘7) df] + Smat [1#”%21@ \I/]
y
~1 1~ - 7 -2
— [ Rig)ao + 25 [3.9] + S [0 W] (209
v
Ainsi ¢ joue le role d’un champ scalaire dans la RG (le 2 en facteur est di au choix de
normalisation de Sgyy avec 2k). Sa dynamique est celle d’un champ scalaire ; toutefois,

il est couplé a la matiére par Spat. La détermination des équations de contrainte de
cette action peut se faire de la méme fagon qu’au paragraphe [1.4.4] et conduit a

5D ot (59
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Le changement de repére entre Jordan et Einstein est connu depuis les années 1930 et
les travaux de ces deux auteurs sur les théories de gravitation faisant intervenir un champ
scalaire. Les deux repéres peuvent étre vus comme deux représentations particuliéres, parmi
d’autres, de la méme théorie physique. Dans le repére de Jordan , le champ scalaire ¢
est couplé de fagcon minimale avec la matiére Spat, mais pas avec la courbure scalaire R,
ni donc avec la métrique. Dans le repére d’Einstein , ¢ est couplé de fagon minimale
avec la métrique, et non plus avec la matiére.

On trouve un autre point de vue dans cet article [86] de N. Straumann :

* Dans le repére d’Einstein, la matiére subit une « cinquiéme force » fondamentale due
au gradient de ¢. La physique des particules varie localement & cause de cette force,
alors que la constante de Newton G (ou ¢) est réellement constante et uniforme.

* Dans le repére de Jordan, les lois de la physique dans un référentiel inertiel sont
partout identiques, mais la constante de Newton G (ou ¢) devient dépendante de
I’espace et du temps.

En réalité, la question de I’équivalence entre les deux repéres est débattue depuis long-
temps et I'est encore aujourd’hui. L’une des difficultés consiste & définir proprement ce que
I'on entend par « équivalent ». Dans [24], N. Deruelle, Y. Sendouda et A. Youssef montrent
que les formulations hamiltoniennes des deux repéres ont leur variables liées par des trans-
formations canoniques : ceci implique que les théories sont classiquement équivalentes.
En revanche, elles ne le sont probablement pas au point de vue quantique.

Ainsi, un changement conforme de repére, suivi de la décomposition ADM, puis d’'un
autre changement conforme, met en évidence le fait que les équations de contrainte con-
formes des STT sont les mémes que celles de la RG avec un champ scalaire. Dans le
paragraphe précédent cependant, nous avions obtenu le méme résultat plus directement en
effectuant d’abord la décomposition ADM, puis un changement conforme. En effet, nous
pouvons remarquer que le changement n — v = Q21 de avec

0 = Y(9) T

-2
est la combinaison du changement Einstein — Jordan, § — g = ¥ »-1g, suivi du change-
ment conforme de la méthode conforme classique vue au paragraphe

Somme toute, le travail de la présente section a consisté & montrer que la nature
conforme du changement de repére Einstein-Jordan est agréablement compatible avec la
méthode conforme (MC) de résolution des équations de contrainte, et avec la nature linéaire
de la projection ADM.

Pour le résumer en un diagramme, nous venons d’effectuer les deux chemins de

9—om Y
o Wl
9 v

MC
—a n

@FZ
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qui commutent. Nous avons désigné par « J — E » pour la variété spatiale M la projection
de la transformation J — E de V, et non 'équivalent en dimension n de la transformation

2
J — E, qui consisterait & multiplier par un facteur conforme 1»-2.

Nous pourrions également définir 7 comme une métrique intermédiaire issue de la mé-
thode conforme appliquée a v, avant le changement de repére Einstein-Jordan; ce qui
meénerait au diagramme suivant :

90"72
97" aom 7 MC n
YT iJ—>E T lJ—>E J—)Eid,an
Y ADM v MC Y
g v ———1
me

Toutes ces transformations commutent.
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Chapitre 3

Les théories de Lovelock

et f(Lovelock)
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3.1. INTRODUCTION

3.1 Introduction

Aprés avoir étudié les théories f(R), Brans-Dicke, et leur généralisation tenseur-scalaire,
penchons-nous désormais sur une autre famille de théories de gravité modifiée : les théories
de Lovelock. Elles trouvent leur origine en deux théorémes démontrés au début des années
1970 par D. Lovelock (cf. [55], [56], [57]). Dans ce chapitre, nous présenterons ces théories, et
dériverons les équations de champ d’une de leurs généralisations : les théories f(Lovelock).

Nous aurons besoin d’un certain nombre de nouvelles notations.

3.1.1 Notations

Reprenons notre espace-temps (V, g) de dimension n + 1, muni de sa métrique lorent-
zienne. La seule métrique utilisée dans ce chapitre sera g, aussi omettrons-nous de préciser
la dépendance [g].

Remarquons que dans sa forme deux fois covariante et deux fois contravariante, les
symétries du tenseur de Riemann permettent d’écrire

aB _ aB _ pob
Ri; =R, =R",
n+1
Définition 3.1.1. Nous notons p, = { —;— J, |-| désignant la partie entiére, et

ot .. Gk

1 1

e

R

le symbole de Kronecker généralisé. Nous écrivons

L 161728276 a1 BipazfB apf ‘s .
R, = » a161a262m2p%p W11511R722522 o 756: le p-iéme produit de Lovelock,
Ry =1,
R; =R la courbure scalaire,
Ry =R2-— 4RZRS; + RZ;;R%g le terme de Gauss-Bonnet en

dimension 4,
B 5 3 s pop
Ry =R’ +2R ;RIIRS + 3RR]GRTS
+8R)IRZIRAS — 12RRARS + 16RGRYRS
—24RIRGRY + 24RIRIRG]

€
R, =0 pour p > py, a cause des antisymétries de Rl%.

Introduisons de la méme facon des tenseurs d’ordre 2 et 4 :
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v e l vy161..9p0p ya1P1 apfBp
(Pp T op poafi.opBpT iy T T plp

R
oy =

R, =R& 2R,

> Vo 2 «a dpab\ sv
R,y = (R*—4RJRS +RIGRS)) o)

()
5 8
~4 (R, — 2RGRY — 2RERYS + RIARYS ),
et

R i ¥07161--70p paifi apfp

(P)aB T 9p aBoifi..opBpTyidL T T Yplp
R I ) 5 5y
Ro1, = 8205 - 635),
R, =2R (9205 — 630)) — 4 (R35} + RG0L — RS} — RUAD ) +4R)),.

3.1.2 Les théorémes de Lovelock

La question a l'origine de la réflexion de Lovelock était simple : pourquoi les équations
d’Einstein pour la Relativité Générale (RG) ont-elles cette forme ?

G = K1, (L.7)

Le tenseur d’énergie-impulsion T}, provient des propriétés de la matiére, mais pourquoi
la structure de I'espace-temps apparait-elle a travers le tenseur d’Einstein G, = Ry, —
%Rg#y 7Y aurait-il d’autres fagons de coder les propriétés géométriques de I'espace-temps
en un 2-tenseur ? Nous verrons qu’en dimension n + 1 = 4, sous des hypothéses physiques
raisonnables, la réponse est simple : non. Le tenseur d’Einstein, & une constante cosmolo-
gique prés, est le tenseur géométrique le plus général pouvant apparaitre dans une formule
comme . En dimension supérieure cependant, ce tenseur général a une forme plus
compliquée.

Afin de préciser cet énoncé, nous devons définir les propriétés requises par un tenseur
A, représentant la géométrie de 'espace-temps, pour pouvoir apparaitre dans une formule
de la forme

A;w X Tul/»

o désignant la proportionnalité.

Définition 3.1.2. Voici les hypotheéses physiques les plus raisonnables.

(i) Ay est symétrique :

A = Ay
Ceci est une conséquence de T}, := — \/ETH ‘Sé‘;lit , g étant symétrique. C’est également

dii au fait que la connexion D de 'espace-temps & partir de laquelle sont construites
les courbures est la connexion de Levi-Civita de g.

Cette hypothése peut étre levée si I'on autorise la connexion & avoir une torsion,
comme dans la théorie d’Einstein-Cartan.
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(ii) La divergence de A, est nulle :
DMA,, = 0.
Ceci rend compte de la conservation de ’énergie.

(ili) A,y est une fonction de la métrique g et de ses deux premiéres dérivées :
AMV(.Q? 897 829)

Le fait que A, [g] soit une fonctionnelle de g est naturel, dans la mesure ou I'on
souhaite que A, représente la géométrie de '’espace-temps. La concomitance, c’est-
a-dire le fait que la valeur de A, en un point ne dépende que des valeurs de g et de
ses dérivées en ce point, vient de ce que la théorie souhaitée est locale.

La limite dans 'ordre des dérivées est un moyen d’obtenir une dynamique du second
ordre en temps; la théorie souhaitée est n + 1-covariante, donc ’ordre maximal des
dérivées de la métrique doit étre le méme que celui des dérivées en temps, comme en
espace.

Si la dynamique doit étre du second ordre en temps, c’est essentiellement a cause
de l'instabilité d’Ostrogradski qui apparait dans les équations différentielles d’ordre
en temps strictement supérieur & 2. Cette instabilité est la raison principale pour
laquelle la mécanique classique obéit a des équations de mouvement de second ordre
en temps. A D'échelle quantique, elle empéche les théories d’ordre supérieur d’étre
renormalisables, violant ainsi 'unitarité de ces théories, et méne & des ghosts qui ne
peuvent étre enlevés dans la seconde quantification de la théorie.

Nous pouvons & présent énoncer le premier théoréme de Lovelock.

Théoréme 3.1.3 (Lovelock, [55]). Dans un espace-temps de dimension n+1, si un tenseur
A, vérifie @) et , il existe des constantes A\, € R telles que

+oo
Al = Z;] MR (3.1)
p:

La seconde question dérive naturellement de la premiére : de quelle densité lagrangienne
peut dériver un tel A,, 7

La réponse n’est pas unique, mais le second théoréme de Lovelock apporte un candidat
qui convient.

Théoréme 3.1.4 (Lovelock, [56]).

-2 5<va_’9’> 3.9
puv — \/m 5gW . ( . )
Dit autrement, I’équation A,, = 0 est I’équation d’Euler-Lagrange de la densité lagran-
gienne

R

+00
Loy :=(—2) Z ApRp/ =gl
p=0
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Relevons quelques particularités de Loy

Premiérement, la somme est finie. En effet, les symétries de § impliquent que

V9.V
k>n+1 — 5#1#24& =0,

donc

Pn
Lioy = (_2) Z /\pRp V _‘g"
p=0

Deuxiémement, Ly, est une fonction de g, dg et 9%g. Ce point n’est pas surprenant,
dans la mesure ou ce terme a été obtenu en intégrant deux fois A}, qui est lui-méme un
concomitant de g, dg et 0%g. En revanche, la particularité de Ly, apparait lorsqu’il est
comparé & d’autres densités lagrangiennes de la forme :

L(g,0g,9%9).
En effet, le tenseur dérivant d’une telle densité,
1 0L oL oL oL
= -0 + 0,0, ——,
Vo'l (59'1“/ 8g,uu pag;w,p P ag,uu,po

satisfait évidemment . H. Rund a montré en [78] que est de méme automatiquement
vérifiée. Mais rien ne garantit que le soit : le tenseur pourrait dépendre des dérivées de
g jusqu’a 'ordre 4. Ainsi la propriété remarquable des L,,, bien qu’ils ne soient pas les seuls
a l'avoir, est d’étre du second ordre en g et d’avoir une dérivée totale Ay, par rapport
a g qui le soit également.

La troisiéme remarque que nous formulerons & propos de Liq, relie les théorémes de
Lovelock a un résultat fondamental de géométrie, le théoréme de Gauss-Bonnet-Chern.

3.1.3 Le théoréme de Gauss-Bonnet-Chern

Lorsque n + 1 est pair, nous pouvons constater que

R, " =0. (3.3)

En effet, le symbole de Kronecker est de taille 2p + 1 dans R(p) , et s’annule pour p = p,,.

=) '

Cela signifie que 5gi

= 0 pour toute métrique g, ie.

5</‘)an<1@> —0.

En d’autres termes, R, est un invariant topologique, et ne contribue pas a l’action que
I’on pourrait réécrire

_ +1
SLOV_/LLOVdn €
%
pn_l

= Z(—2Ap)/dev.

p=0 v
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Nous aurions pu déduire ce résultat du théoréme de Gauss-Bonnet-Chern. Il s’agit d’une
généralisation pour toute dimension du théoréme de Gauss-Bonnet, valable pour Ry. Cette
généralisation s’énonce ainsi :

/ Ry, dv = (Wp"22p"pn!) x(V),
%

ott x(V) est la caractéristique d’Euler de V. En effet, R, n’est rien d’autre que le scalaire
de Gauss-Bonnet en dimension n 4+ 1. Cependant, 1’équation n’est pas une preuve
de ce théoréme fondamental de géométrie. La part la plus difficile dans le théoréme de
Gauss-Bonnet-Chern est de prouver que R, est I'intégrand de la caractéristique d’Euler,
et pas seulement un invariant topologique.

Jusqu’a présent, la nature du lien profond entre les hypothéses physiques sur AZ (sy-
métrique, de divergence nulle, dérivées de second ordre en la métrique) et le résultat géo-
métrique (théoréme de Gauss-Bonnet-Chern) reste inconnue. Selon D. Lovelock, que j’ai
contacté & ce sujet, S. S. Chern lui-méme n’avait pas la réponse a cette question. Ce pro-
bléme encore ouvert serait sans doute intéressant a explorer.

Lorsque n + 1 est impair, R(p )Z ne s’annule pas trivialement, et 'action Sto, reste
n
inchangée. Nous garderons donc pour la suite sa forme générale, c’est-a-dire une somme
allant de 0 & py,.

En dimension 1+ 1, il n’y a pas de terme non trivial, et donc pas de RG. Pour les cas
241 et 3+ 1, la densité lagrangienne peut se réduire a

LLOV = -2 ()‘0 + )\IR) \% _’g’

C’est la RG avec une constante cosmologique, avec \g = A/2k et \; = —1/4k. Les théo-
rémes de Lovelock prouvent donc qu’en dimension 4, la RG est unique parmi les théories

vérifiant les hypothéses physiques ()l izl 727)).

3.1.4 Les théories de Lovelock

A partir des années 2000, les produits de Lovelock ont suscité un intérét nouveau et
donné naissance & une littérature florissante. Les théories des cordes et M, ainsi que la cor-
respondance AdS/CFT, décrivent un espace-temps de grande dimension. Elles rappellent la
question originelle posée par D. Lovelock et les généralisations du tenseur d’Einstein pour
n > 3. Dans ces théories, des termes de courbure de degré supérieur apparaissent naturel-
lement (cf. [88]), comme le terme de Gauss-Bonnet-Chern pour la dimension 4, c¢’est-a-dire
le terme de Gauss-Bonnet Rs. Comme nous 'avons dit ce terme n’est plus un invariant
topologique pour n + 1 > 4, et joue donc un réle non trivial dans les équations de champ.
Dans ce cadre, les produits de Lovelock pourraient avoir des implications cosmologiques et
étre liés au probléme de I’énergie sombre : I'expansion de 'univers pourrait en effet étre
expliquée par la présence d’'un terme de Gauss-Bonnet dans 'action (cf. [68], [66], [67],
7).

Les théories engendrées par une telle action, contenant les produits de Lovelock de
degré p < 2, sont appelées gravité de Gauss-Bonnet. Leur généralisation qui contient une
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combinaison linéaire arbitraire de produits de Lovelock forme la famille des théories de
Lovelock.

Définition 3.1.5. On appelle théories de Lovelock les théories dérivant de la famille
d’actions

Pn
SLovy = Zap/ R, dv, (3.4)
p=0 |4

ot les o, € R sont des constantes. Dans le cas particulier ot a, = 0 pour p > 2, les théories
sont appelées gravité de Gauss-Bonnet :

Sa, = / (ap + a1 R) dv. (3.5)
%

REMARQUE 5. Les o, sont liés aux A, des théorémes de Lovelock par
ap = —2A,.

Nous connaissons déja les équations de champ de cette action, qui étaient en fait notre

point de départ :
P

Oy -
A=) fng(p)W =0. (3.6)
p=0

Définition 3.1.6. En ajoutant un terme de matiére dans ’action, nous obtenons les théo-
ries de Lovelock avec matiére :

Stov(9, ¥] := SLovo 9] + Smatlg, ¥]. (3.7)
Proposition 3.1.7. En écrivant comme d’habitude

2 5Lmat
Ty = ——— 0 (T.5)
It /;_|g| 59‘“/ -

nous trouvons les équations de champ de Lovelock avec matiére :

1
Ap = iTW' (3.8)
La RG correspond alors a
—2A 1
aoz—zli, alzﬂ, ap =0 pourp>2.

Avant de poursuivre notre étude des théories de Lovelock, penchons-nous sur chacun
des produits R,,.
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3.2 Sur la forme développée des produits de Lovelock

Rappelons les valeurs des premiers produits de Lovelock :

R, = 1 617282 9p0p parpipazbe apfp
P 7 gp aifiaafaapBpy161 T yade T T pdy

Ry =1,

Rl = Rv

Ry =R?—4RIRS +RIRYY,

Ry =R®+2R}R7IRE + 3RR)ORYY
+SRYIRIIREY — 12RRORG + 16RAR)RS
—24RGRR], + 24RARIRG,

R, =0 pourp> p,.

Habituellement, les produits de Lovelock sont écrits sous forme de produit, et sont
manipulés sous cette forme. Le produit n’est développé que pour les petits degrés, comme ici
pour p = 1,2 voire 3. La complexité surprenante du développement pour p = 3, comparé a
p = 1 et 2, décourage de poursuivre le développement pour les degrés supérieurs. Pourtant,
la question mérite d’étre posée : quelle est la formule explicite du développement du produit
Lovelock de degré général p? Les seuls tenseurs apparaissant dans ce développement sont
le tenseur de Riemann, le tenseur de Ricci et la courbure scalaire de ’espace-temps. Mais
en combien d’exemplaires sont-ils présents 7 Comment sont-ils combinés ?

C’est I'objet de cette section. Nous ne résolvons pas entiérement le probléme, mais
donnons un élément de réponse a I'une des questions : le nombre de scalaires indépendants
qui apparaissent dans le développement du p-iéme produit de Lovelock.

La réponse que nous apportons est en fait déduite d’un article vieux de vingt-cing
ans de S. A. Fulling, R. C. King, B. G. Wybourne et C. J. Cummins [28]. Le champ de
recherche correspondant ne porte pas a priori sur les théories de gravité modifiée ; mais il
trouve ses origines dans les aspects calculatoires du noyau de la chaleur, dans le contexte
de la théorie quantique des champs et de la gravitation. Des algorithmes pour simplifier
le calcul tensoriel étaient développés, comme le Computer Algebra System (CAS) REDUCE
(cf. [6]) ou des extensions de Mathematica (cf. [7]).

A ce qu’il me semble, je suis le premier a utiliser ces résultats pour les théories de
Lovelock.

3.2.1 Diagrammes de Young

Avant tout, quels sont les termes qui apparaissent dans le développement d’un produit
de Lovelock 7 Si l'on écrit Sg le groupe symétrique d’un ensemble a &k éléments, nous avons

R, — i5’7151~~’7p5p a1B1 apBp
P 2D a1Bi..apBp” 1161 T T Yplp
1 n
_ o(1)Ha(2) Ho(2p—1)Ho(2p)
~ e(o)Rys p2 o e R’Uprpl Hap "

O'ESQp
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Il s’agit d’une somme de (2p)! termes, qui ne sont pas linéairement indépendants. L’extrac-
tion d’une base parmi ces termes est un probléme qui a été résolu dans [28], en utilisant
des outils de la théorie des représentations de groupe que nous allons maintenant présenter
briévement.

Pour tout k£ > 1, a chaque k-tenseur T}, ,, on peut associer une représentation de S.
De méme que cette représentation peut étre décomposée en représentations irréductibles
de S, encodées par des diagrammes de Young de taille k, de méme le tenseur 7}, ,, peut
étre décomposé sur une base T; de k-tenseurs correspondant aux diagrammes de Young
de taille k. Plus précisément, les tenseurs de 7 ont des symétries particuliéres qui sont
représentées par les tableaux de Young standards de taille k. Nous écrivons <— cette
correspondance.

Voici comment procéder & cette décomposition : pour chaque tableau standard de taille
k, prenez Ty, . q,, symétrisez sur les indices se trouvant dans chaque ligne du tableau, puis
antisymétrisez sur les indices se trouvant dans chaque colonne. Par exemple,

1
% 3‘ Tape == g ([Tabc + cha] - [Tbac + Tcab]) 5

1 1
%' Tabc = 6 (Tabc + Tbca + Tcab - Tbac - Tacb - cha) )

ot les facteurs combinatoires % = % et % sont les nombres, normalisés, de tableaux de Young

standards différents pour un diagramme de Young donné. La constante de normalisation est
la somme, pour un diagramme, des carrés du nombre de tableaux standards correspondant
a ce diagramme, qui se trouve étre k!.

Ainsi, pour k = 4, nous avons cinq diagrammes de Young et dix tableaux standards :

Diagrammes Tableaux

L[] [11213]4]
[ ] 11213] [1]2]4] [1]3]4]

L] 4] 3] 2
1712] [1]3
3[4] [2]4 1243249224324 12 =4
112] [1[3] [1]4]

] sl 20 2]

L] 4] 4] [

[] 1

L 2]

| 3

L] 4]
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Pour k = 3, trois diagrammes de Young et quatre tableaux standards :

Diagrammes Tableaux

LI T[]
2] [1]3]

12 +22 + 12 =3

[eelnd—] |4

Ainsi, tout 3-tenseur peut étre décomposé selon

2]

Tabc = <D:\:| + ‘ + @) : Tabc = ( + +

3‘ + ) : Tabc'

‘OJ»—A
=

Le produit de deux tenseurs Uy, 4, € Tj et Uél-nbl € 7;, dont les symétries corres-
pondent a des tableaux de diagrammes U et ', correspond lui-méme au produit extérieur
de U et Y, que nous écrivons i - ', Ce produit peut & son tour étre décomposé sur les
représentations irréductibles de Sy4;, en suivant la régle de Littlewood-Richardson. Par
exemple, si Uype et U}, sont des 3-tenseurs représentés par

Uabe % 3l et ébc :13 2 ‘a

alors Y = ' = ‘, et

UabcUgey = ( . ‘) UabeUge s

— (Eﬂ+ﬁﬁ+@+2@j+§j+@+ﬁﬂ> UabeUge -

Un théoréme prouvé dans [28] établit que parmi ces représentations irréductibles de Sk,
celles dont toutes les lignes ont une longueur paire sont invariantes sous ’action du groupe
orthogonal O(k +1). De plus, elles forment une base de ces représentations invariantes. En
termes de tenseurs sur une variété, les représentations invariantes sous 'action de O(k +1)
correspondent aux scalaires construits a partir des contractions de Uy, 4, et Uélmbl' Ainsi,
I'espace des scalaires construits a partir des contractions de Uy, . q, et Ul;l...bl a la méme
dimension que l'espace des représentations irréductibles de Si4; qui sont invariantes sous
laction de O(k +1) et qui apparaissent dans la décomposition de - ', Et donc, une base
de scalaires indépendants aura le méme cardinal que le nombre de diagrammes a longueurs
de ligne paires dans la décomposition de & - £l

Intuitivement, contracter une paire d’indices sur les tenseurs peut étre considéré comme
retirer une paire de cellules du diagramme de Young. Si les deux cellules se trouvent dans
des lignes différentes, le résultat s’annule a cause de I'antisymétrisation entre les lignes. Si
les deux cellules se trouvent dans la méme ligne, la contraction n’est pas triviale. Ainsi,
toutes les lignes doivent étre de longueur paire pour que le diagramme vide qui en résulte
corresponde & un scalaire non trivial.
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Cependant, 1’égalité entre les dimensions n’implique pas une bijection canonique entre
les diagrammes a longueurs de ligne paires et les scalaires indépendants : la plupart du
temps, une telle correspondance n’existe pas. En gardant notre exemple, nous avons deux
représentations a longueurs de ligne paires :

I :

et deux scalaires indépendants construits a partir des contractions de Uy, . q, et Uélmbl :

b b
U, U " et U™,

a

mais pas de bijection simple entre les uns et les autres.

Dans le cas out Uy, ..q, = Ulglmbl’ la liste de représentations irréductibles est restreinte
par les symétries sous I’échange entre les deux tenseurs : ce n’est plus un produit extérieur,
mais une nouvelle opération ®, appelée pléthysme. Il s’agit du cas qui nous intéresse.

3.2.2 Pléthysmes du tenseur de Riemann

En effet, notre but est de déterminer une base de scalaires sur laquelle les R, peuvent
étre décomposés. Toutefois, chaque R, est une somme sur toutes les contractions possibles
de p tenseurs de Riemann. Nous pouvons remarquer que les symétries du tenseur de Rie-
mann vérifient

173
Ry e

et en conclure qu’il nous faut étudier la décomposition de

® ®...0 =: @p

sur les représentations irréductibles. Dans cette décomposition, le nombre de diagrammes
aux longueurs de ligne paires sera le nombre de scalaires indépendants que ’on peut obtenir

. . po . N
par des contractions de p copies de Rj;,. Par exemple, en ne gardant que les diagrammes a
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longueurs de ligne paires, nous avons

Ry ®1 _

R
R, 2= g + [T + H

i 1
R?  RaRY RIGRCY
+ {7 O+ B
+ HE

Rs %3 = g + @9+ %ﬂj

+ A +%

! 1

R®  RRAR§  RJORIIRE RRIGRYY

RQRgRg RgngyﬁRgg RQRggjo
RARORS;

Comme nous l'avons expliqué, il n’y a pas de correspondance bijective entre les diagrammes
et les scalaires. Cependant, il est possible de les ranger en trois ensembles qui sont, eux, en
bijection, comme nous venons de le faire dans le tableau ci-dessus. Si le diagramme contient

* deux lignes, il représente un scalaire n’impliquant que la courbure scalaire R ;

x trois lignes, il représente un scalaire impliquant R et le tenseur de Ricci Ry ;

* quatre lignes ou plus, il représente un scalaire impliquant R, Ry, et le tenseur de

Riemann RfJ.

Certaines tables, calculées dans [28], nous permettent de compter le nombre de scalaires

intervenant dans les premiers R, :

Degré Nombre de lignes Total
2 3 >4
R, 10 0 1
Ro 11 1 3
Rs 1 2 5 8
Ry 1 3 22 26
Rs 1 4 85 90
Rg 1 6 402 409
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Malheureusement, ces nombres ont été calculés par un ordinateur : il n’y a pas de formule
explicite pour les déterminer. De méme pour la forme explicite des scalaires.

A fortiori pour le calcul de R,,. Aprés avoir sommé sur toutes les permutations de S, :

Ho(1)Ho(2) Ko (2p—1)Ho(2p)
Z 5(O->R,u1 H2 "'R#2p—1 H2p >
UESQP

il n’existe actuellement pas de formule explicite pour les facteurs devant chacun de ces
scalaires. Tout ce que nous savons est que leur somme est (2p)!, et que les symétries
garantissent que chaque préfacteur peut étre divisé par 2P.

Pour le reste, il n’y a pas de formule. Mais il existe des algorithmes capables d’effectuer
le calcul. On peut trouver de tels algorithmes et des applications pour Maple dans [71],
[72], [73], [58]. Des algorithmes existent également pour le langage REDUCE, [39], ou Java,
[38]. Des algorithmes pour la simplification de tenseurs par Mathematica (package Tools of
Tensor Calculus) peuvent étre trouvés dans [2], [3]. Le programme Cadabra peut également
étre utilisé.

Je remercie le professeur Stephen Fulling pour sa disponibilité et pour les références
précieuses qu’il m’a données.

3.2.3 Ce que 'on sait et ce qui reste a découvrir

FEn somme, nous venons d’établir le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1 ([28]). Le nombre de scalaires indépendants dans le développement du
p-téme produit de Lovelock est égal au nombre de diagrammes de Young dont toutes les
lignes ont une longueur paire dans la décomposition du p-iéeme pléthysme du diagramme de
Young (2,2) :

Xp

Ce pléthysme encode en effet les symétries du tenseur de Riemann.

Les questions suivantes sont encore ouvertes : peut-on trouver une formule explicite
pour ce nombre ? Ensuite, combien de ces scalaires apparaissent dans le développement

Y101--79p0p o B apBp o
5a151~~~01p5p Y161 "'R’Yp5p )

Nous savons seulement que leur somme est (2p)!, et que chacun est divisible par 2P. En
petite dimension, ce n’est pas vraiment un probléme. Pour les théories de dimension su-
périeure, en revanche, eg. une théorie des cordes avec n 4+ 1 = 26, le nombre de scalaires
indépendants ainsi que leurs préfacteurs explosent.

3.3 Les équations de champ des théories f(Lovelock)

Les résultats de cette section et du chapitre [4] sont ceux de [46].
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3.3. LES EQUATIONS DE CHAMP DES THEORIES F(LOVELOCK)

Apreés ces considérations sur 'origine et certaines propriétés des Ry, revenons aux théo-
ries de gravité de Lovelock :

Pn
SLovo [g] = Zap/ Rp d’U,
p=0 v

avec oy = —2X\p.

Nous pouvons généraliser facilement cette action.

3.3.1 Les théories f(Lovelock)

Deux raisons suggérent cette généralisation. La premiére est géométrique : comme nous
I’avons vu dans le paragraphe les produits de Lovelock ont par le théoréme de Gauss-
Bonnet-Chern un étonnant écho en géométrie, et méritent donc d’étre étudiés pour eux-
mémes.

La deuxiéme raison provient de la physique. Méme pour n+1 = 4, bien que le terme de
Gauss-Bonnet soit 'intégrand d’un invariant topologique, ce n’est plus le cas lorsqu’il est
couplé avec un champ scalaire : ’application d’une approche tenseur-scalaire & la Brans-
Dicke aux théories de Gauss-Bonnet donne des résultats physiquement différents (cf. [93]).

De ce fait, les termes de courbure de degré supérieur ainsi que les degrés de liberté
supplémentaires venant des champs scalaires d’une théorie de Lovelock-tenseur-scalaire
donnent d’intéressants résultats lorsqu’elle est prise comme modéle réduit dans le contexte
de I'holographie de la théorie conforme des champs, ou conformal field theory (CFT) (cf.
[9]). Ceci donne l'idée de généraliser encore davantage les théories de Lovelock, en appli-
quant la méme procédure que pour construire les théories f(R) a partir de la RG : en
écrivant les produits de Lovelock comme arguments d’une fonction arbitraire f. La famille
de théories obtenue s’appelle f(Lovelock). En réalité, elles sont un cas particulier de ce qui
peut étre nommé les théories de Lovelock-tenseur-scalaire, de méme que les f(R) sont un
cas particulier des STT. En effet, comme nous le verrons dans la suite, une transformée de
Legendre peut rendre les f(Lovelock) équivalentes au couplage, dans l'action, de chaque
produit de Lovelock avec un champ scalaire.

En faisant ainsi, nous gagnons d’un cété en généralité, mais y perdons d’un autre : les
équations de champ des théories f(Lovelock) vérifient et (fi7)), mais sont du quatriéme
ordre en les dérivées de g.

En effet, la remarquable propriété des R, — étre du second ordre en les dérivées de g et
avoir une dérivée totale du second ordre — est perdue lorsqu’ils sont couplés & des champs
scalaires. La densité lagrangienne obtenue est d’ordre 2 en g, donc sa dérivée totale est
d’ordre 4. De méme pour les équations de champ qu’elle engendre; et nous avons déja
expliqué plus haut en quoi des équations de champ du second ordre sont intéressantes.

Le tenseur le plus général qui soit concomitant de (g,dg,d%g), de champs scalaires
et de leurs dérivées (¢, D¢, 0%, ...) est décrit par les théories de Horndeski (cf. I'article
fondateur [37]). Elles sont plus complexes et contiennent davantage de termes de couplage
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entre la courbure et le champ scalaire. Si l'on léve la limite sur l'ordre des dérivées de g,
tout en continuant & se prémunir contre l'instabilité d’Ostrograski, on peut trouver une
famille plus large encore de théories, appelées beyond Horndeski. L’article [49] présente par
exemple une méthode de construction et une classification de certaines de ces théories.

J’ai choisi de ne pas étudier les théories de Horndeski, mais de me concentrer sur
l'action de f(Lovelock), déja intéressante en elle-méme : c’est 'action la plus générale que
I’on puisse construire a partir des produits de Lovelock, dont le lien avec le théoréme de
Gauss-Bonnet-Chern promet des implications géométriques intéressantes.

Dans la suite de cette section, nous allons dériver les équations de champ de ces théories
apres avoir précisé nos notations.

3.3.2 Notations

Définition 3.3.1. Soit f € C' (RP»*! — R). Nous écrivons

Sf(Lov)o = /Vf (R0> Ry, ... ?an) do. (39)

La famille de théories résultant de cette action est appelée théories f(Lovelock) dans le
vide.

Pour en dériver les équations de champ, nous allons suivre la méme procédure qu’au
paragraphe , ol nous avions considéré les théories f(R) : nous avions introduit la
transformée de Legendre de f pour écrire leur action Sy comme l'action d'une théorie
tenseur-scalaire. De méme, nous allons introduire des champs auxiliaires correspondant
aux ngp. Les dérivées de g d’ordre supérieur & 2 seront portées par ces champs.

Sous I’hypothése que chaque R, — a%, est bijective nous posons :

_ 0f (Ro,..,Ry,)

V (G0 bp) = 3 GpRo(Sp) — F(Rol60): -+ R (6)),
p=0

de sorte que
P
Spttonnla) = [ |30 ¢RI = V(G0lBo.... 65, (Ry,) | v
p=0

Notre objectif dans le chapitre suivant sera d’effectuer la décomposition ADM des équa-
tions de champ de cette action. Pour cela, nous pouvons comme pour le cas f(R) considérer
les ¢, comme des champs indépendants. Ces nouveaux degrés de liberté plongent ’espace-
temps V dans un espace des phases plus vaste, et les trajectoires classiques correspondent
aux py, + 1 équations : ¢, = aaipi;' Ainsi, 'action devient

2

1. Ce qui peut étre exprimé en terme d’inversibilité de la hessienne (ﬁ , cf. [9].

)OSP;QSPH
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Définition 3.3.2.

Pn
StLov)o[9: P05 - - -, Pp,] ::/V > opRy =V (0, ..., dp,) | du. (3.10)
p=0
REMARQUE 6. Le cas des théories de Lovelock correspond & ¢, = a, = —2),, constants et

V=0

Définition 3.3.3. Nous posons

Ly, = opRpv/—lyl, L, =Rp\/—lgl,

s o 0Ly E W 0Ly
(») 59#” ’ (p) (59“11 ’
posas . 0Ly
(») 8gaﬂ,’y(5,
Rappelons que
R ¥ _ i5757151~--’7p5p a1B apfBp
(p)aB "~ 9p afonPr..apBpv101 T T pdp
Nous définissons alors
aBys i Y161 Vp—16p—1 & B paiPi ap—1Bp-1 i)

O iYW RPN iy AR MY M (3.11)

1 .. aﬂ 6
= 3R 99"

qui est tel que
6
R, = P Ragys.

Par homogénéité (cf. [70]), P(OI‘? ’;3 7 aurait également pu étre défini par

apys _ 1 OR,
(p) D 8Ra5’y5

REMARQUE 7. Les égalités entre tenseurs covariants et contravariants peuvent se déduire

les unes des autres a partir de
5L _ s OL
5QMV 59a5

Définition 3.3.4. Ajoutons enfin un terme de matiére a I'action :

Sf(LOV) [97 P05 - - s ¢pn7 \Il} = Sf(Lov)Q [97 b0, -, ¢pn] + Smat[gu \IJ] (312>

pn
:/ > Ly =V /gl + Lunar | ",
% p=0

Nous définissons comme d’habitude
L 2 5Lmat

T = ————
/gl d9

le tenseur d’énergie-impulsion associé & Lyat[g, V).
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Pour finir, nous aurons besoin du théoréme suivant démontré par H. Rund dans [7§].

Théoréme 3.3.5 ([78]). Soit L[g] = L(g,dg,8%g) une densité lagrangienne. On définit sa
dérivée totale par rapport a g, par

. oL
OGuv
oL oL oL
= -0 + 0y 0p—.
o g OGuw,p g Gy, po

Alors cette dérivée est donnée par

EHY — AMV,PU + %Lgm/ _ *R v Apml“',

Ipor 30

a des dérivées totales prés, avec
oL

ABA = .
09apys

Nous sommes maintenant préts a calculer les équations de champ.

3.3.3 Dérivation des équations de champ

Ces équations étaient déja présentes dans l'article [9] de P. Bueno et al., mais sans
démonstration. Nous expliquons ici comment les obtenir.

Proposition 3.3.6.
v_ ¢
E = LR/ ~lgl + p (P + PLS™ ) Gpipo /<ol (3.13)

DEMONSTRATION. En appliquant le théoréme de Rund & £, nous avons

o w_ 0Ly _ 5(BLy)
() 59;“/ 6g,uzx
2

g 1 v ag,UT
(¢p APSP >|p +*¢pr9M 3 R, rp¢pAp .

j— 4 v, v, v,
¢pE + Au pa¢p|p0 + AM pU|o¢p\p + Aup palﬂ¢p|0

Or, il est montré dans [56], avec les identités de Bianchi, que

N Ay VU —

(P o () lp
De plus, le second théoréme de Lovelock établit que

v 1 v /
B :iR(P)u ~lal.

(P)p
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Ensuite, en prenant la valeur de A%’p ? donnée en [56], nous pouvons montrer que

1
pvpo LS HpoV po pv vpop vopp
Aw) _2p o (P + PL5 + PO + P
ppoV Ko py
ol (P57 + P )
Nous obtenons bien (|3.13)). ]

Théoréme 3.3.7. Posons

Pn

AW — ZA?pV)’ (3.14)
p=0

A = Gy +2p (PL™ 4+ P ) dyipo- (3.15)

Alors les équations de champ engendrées par Sy (1o pour g sont
AW = Vgt —TH, (3.16)

Les équations de champ pour chaque ¢, sont

Ry = 5=V (¢o, 91, -, bp,)- (3.17)

8¢p

DEMONSTRATION. Considérons une petite variation de la métrique, dg,,,. Alors

Pn
5Sf(Lov) [97 b0 - - ¢pn7 \Il] = 5/]} Zﬁp - V\/ —\g| + Lat dn+1x

¢ v loa % g prv
- /V[z( i+ (U4 P by

p=0

1 1
I VN Ly 1%
579 T3

/_’g‘égw/ dn'Hx
1

=5 [ 1A =V T Tglag 4,
Donc g, est un point critique de Sy g0y si et seulement si

AW = Y g T (3-16)

Pour compléter le systéme d’équations, nous devons encore calculer les équations
d’Euler-Lagrange par rapport aux ¢, :

pn
;]ﬁp—vx/—|g|+Lmat = D, aD . Zz —V/~lg| + Lmat | |, (3.18)
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ie.

IRp: %V(¢07¢17"'7¢pn)' (3-17)

Maintenant que nous sommes en possession de ces équations de champ, nous pouvons
aborder le chapitre suivant, consacré a leur formalisme n + 1.
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Chapitre 4

Le formalisme n + 1

des théories f(Lovelock)
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4.1. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES F(LOVELOCK)

Dans ce chapitre, nous calculerons la décomposition n+ 1 des théories f(Lovelock). Ces
théories étant encore jeunes, leur décomposition hamiltonienne n’était pas encore connue,
et je suis le premier a ’établir.

Le formalisme hamiltonien des théories de Lovelock était déja établi depuis le travail
de C. Teitelboim et J. Zanelli en 1987 [87], mais ce résultat n’avait pas encore été étendu
a la gravité f(Lovelock). En effet, seules les équations de champ de f(Lovelock) ont été
calculées en 2016 par P. Bueno et al. [9], mais sans décomposition ADM.

Nous nous intéresserons au cas non-dégénéré, lorsque la hessienne de f est inversible.
Nous pouvons donc utiliser la transformée de Legendre du chapitre précédent, identifier
les dérivées partielles de f & des champs scalaires indépendants, et considérer les théories
f(Lovelock) comme des théories de Lovelock-tenseur-scalaire. Les équations de champ ont
été dérivées au chapitre précédent :

AR — g B.10)

0
R,=—V .. . 3.17]
P 8¢p (¢07 ¢17 ) ¢pn) ‘ ’

Seules les premiéres équations de champ sont concernées par la formulation hamil-
tonienne; les secondes équations (3.17) ne font que rappeler la dépendance réelle des ¢,
en R,. Il s’agira donc de projeter (3.16|) selon une décomposition n + 1. Nous obtiendrons
un systéme original d’équations de contrainte et d’équations dynamiques pour les théories
f(Lovelock), avec des formules explicites pour le cas f(R, Gauss-Bonnet).

4.1 Décomposition n + 1 des théories f(Lovelock)

4.1.1 Notations

Reprenons le formalisme n + 1 de la RG défini dans la section Ce formalisme
requerra d’introduire pour chaque p un nouveau champ scalaire correspondant & la dérivée
de Lie selon u* de ¢,. Il s’agit d’une généralisation des notations du paragraphe :

I, :=Lypp=u(pp) =u"D,¢, la quadri-impulsion de ¢,,.

Nous pouvons alors appliquer le lemme [2.3.1] et écrire

Vv DaDsdp = 1 bplas = VuVudp + el K, (4.1)
YouP Do Dgy = Yol dpjas = VI, — KV by, (4.2)
uu’DoDgdy = uuPdpap = € (Op — Agy) — I, K

- at2t¢p -, K.

Nous pouvons maintenant écrire les trois projections de (3.16]) sur M @ w :

A, =€V — E, (contrainte hamiltonienne) (4.4)
A"y, = —ed; (contraintes de moment) (4.5
A" v = Vvig — Sij. (équations dynamiques)
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4.1. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES F(LOVELOCK)

Comme pour la RG, les deux premiéres lignes sont des conditions nécessaires pour une
hypersurface (M, v;;), sa courbure extrinséque K;;, et des champs scalaires ¢p| ¢, pour étre
une sous-variété de codimension 1 d’un espace-temps (V, g,,,) muni de champs scalaires ¢,
vérifiant les équations de champ de f(Lovelock) (3.16/3.17)). Elles ne font pas apparaitre
explicitement le lapse N ni le shift X*, mais seulement des quantités restreintes a M :
(vij» Kij, ¢p,11,). De méme qu’au paragraphe le mouvement « sortant », c’est-a-dire
la dépendance en temps, est contenue dans

1
K, = iﬁiﬂ’m/ et I, = Ly¢p.

(vij» Kij, ¢p, 11,) sont donc des variables hamiltoniennes canoniques (g, p) sur M.

La troisiéme ligne, I’ensemble des équations dynamiques, décrit I’évolution de (75, K5,
¢p,11,) le long de u*, donc le long de 0;. Elles contiennent nécessairement une mention
explicite du lapse N. Elles peuvent étre vues comme des équations du premier ordre en
temps sur (i, Kij, ¢p, II,), ou bien du second ordre en temps sur (7;;, ¢p), par la présence
de Ogy, pour ¢, et L, K, pour 7y,,.

La décomposition ADM consiste & mettre en évidence ces dépendances. Nous devons
réécrire (4.4]) et sans mention explicite du temps, et donc faire disparaitre tous les u*.
De méme, les dépendances en temps dans doivent étre confinées a O¢, (ou 02¢,) et
LK. Pour ce faire, nous introduisons :
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S F(LOVELOCK)

Définition 4.1.1.

Mo . L 876 iy apBp
(p)ap P a1Br...apBpaB Y101 T T yplp
M Y — l Y161 YpOpY p ra1B1 apPp
(p)o op caPi..apBpayidL T ypbp
M _ i Y101...7p0p a1 81 apBp
(p) 2p alﬁl...ap,@p "/151 T "/p(sp7
af _ af a B a 1B
M =R - e (KoK - KK,
N vé — l Y161 Yp—16p—1Vp0p7Y6 \ rv1 B Qp—18p—17yp
(P)naB op " a1f1.ap_1Bp—10ppaT Y181 T T p_18p-1 T Ypdp)
N, 7 _ l Y101 Yp—10p—1YpOpYy 1 B1 ap—1B8p—1770p
(P 2p a1f1-.ap_1fBp_1appua Y161 T T T yp—10p—1 = Ypdp’
N o i 7161--~'Yp—16p—1’Yp6p a1 1 Oép—lﬁp—l Qyp
Q7 T oop aafrap1Bp-10oppT 101 T T p—10p—1 T Yplp?
%5 =e(V,K§ — VsKS),
N vyd — i Y101 Yp—10p—17p VY8 4 a1 B ap—1Bp—1 7y Bp
(p) aB op a1fi..ap_1fp_10pBpaBT bl T yp_16p1 TR 0
N, V7 _ i Y101 Yp—10p—1Yp VY § ra11 ap—1Bp—1\70pPp
(r) a o le 1B Qp—1B8p—10pBpa Y181 T yp_18p—1 TP 0
N, Y - = Y101 Vp—10p—17p V 3 ya1P1 ap—1Bp—177pPp
(p) op eaPr..ap_1fp-1apfpT b T T p1bp1 TP 0
Naﬁ —¢ (vaKﬁ _ VBKa)
v Y v ]
w0 _i Y101 Yp—10p—1Yp Op  Vp+17 0 3 ro1B1 ap—18p—17Q \Cp+18p+1
NN =
(p)aB 2{’ a1B1...ap_18p—10p0pi1Bpr1afT Y101 T T yp_16p_1 T ypbp YL ’
NN, _ L M0 p—10p—17p Op Yp+1Y e fi ap—1Bp—17go% N\Op+1Bp+1
(p) op o1Pir..ap_1Bp-10papi1fBprro Y16l T T p_10p—1 T ypbp T TP FL ’
NN — l Y101 Yp—16p—17p Op  Vp+1 a1 ap—1Bp—17\g% Nap+1ﬂp+1
(») P 01B1..0p—1Pp—10p0p+1Ppt1- Y101 " T Yp—10p—1 = Yplp Ip+1 ’
@ Y6 _ l5’7151~~-7p5p7p+1V5 a1B1 apfBp ~p+1
(p)aB T op a1fi..apfpapriafTTyib T oy TP ELY
N Y _ i Y101 ApOpYpt1Y  rea B apBp \Op+1
(o) = M_PsPO
(p)a op a1fi...apBpopiia v181 T T ypdp Y Vel
O — i Y161 YppYpt1 p\ re1 B apPBp p+1
(p) P o1B1..0pBpapr1 101 T T T yplp T IpH1D
VoV'N
0} =L, K] - KK —e—2_——.

N

Tous ces tenseurs sont définis sur M, donc invariants sous 'action de +¥, et s’annulent
) ,U/’

sous le produit avec u*. Lorsque g;; agit sur M

P . T Y I R |
écrirons indifféremment §; =7, = g;.

, ie. lorsque les indices sont latins, nous

Déterminons maintenant les diverses projections de

p’n
e =S
p=0
Pn
_ Z;) (%R’é”) +2p (P(*;j;
p:
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4.1. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES F(LOVELOCK)

4.1.2 Formalisme n + 1 des théories f(Lovelock)

Nous avons préféré exposer directement ici les résultats, et rassembler les calculs dans
la section suivante. Comme nous ’avons dit plus haut, ces formules sont inédites.

Théoréme 4.1.2. Voici le formalisme n + 1 des théories f(Lovelock).

La contrainte hamiltonienne (4.4) s’écrit

Pn

_ v
eV —-F = Z A(p)uuuy
p=0

= Zn e |:¢pM(p) - 2p (M(p_l)’)’g - (p - 1)M(p 2)ZJkaa> (Vaqubp + EHPK(I;)] .
p=0
(4.7)

Les contraintes de moment (4.5)) sont
—eJl = Z A“ " ’yLul,

- Zcbp( e2pN,)’)

+ 2ep? [2N(p1)i’yg — 2N(p71)a’yé
M, o

+ 2pM(p71)f} (V”Hp — K“"Vaqﬁp) : (4.8)

aNE () 2)1‘\\1@2;;;1\4;4 (Va¥"6, + <1, K2)

Quant aux équations dynamiques (4.6)),
. . pn .
Vs = 85 =) Al
p=0
P . i . ;
Z [ + e2p(p — 1NN(_1); + 5279@@—1)3} Pp

[ v+ 260 = 1) (p — 2NN,y +2e(p — DO _y 1" (Vav”gbp + sHng)

+2p(p—1) {—N 00+ M, PN 4 (p — 2N, 2)chle } (v“HP - ngb%)

(p=1) 7y (p—2)lj
+2p(p—1) [_N(p 1)3519 + M(p 2)l]N w+ (P — Q)N(p Q)JCdM (vbﬂp - nga¢p)

—epM,_y); (e (O — Agy) — T K). (4.9)

La preuve se trouve dans la section 1.2
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4.1. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES F(LOVELOCK)

4.1.3 Applications

Considérons les petites valeurs de p, afin de retrouver les cas connus.

Corollaire 4.1.3.

M) 0 N1y =0
M) =M - N1y =N; ‘
M) = M?—4M;MY + MM N = MN; —2M)N
—2MENy, + MyNG,
Mi_p; =0 Mpy; = Mo; —2M;
Mgy =9 M, = M9)0;
~s (M — 2Mi M)
\/ cd 3 cd
M(—2)ag =0 Iﬁ(-z)ms =0
M(q)ab =0 N(q)iiab =0
\/ ¢ _ scsd dsc X c o
M(O)ag = 00 — 940 S(O)iag =0
Mg, =M (0567 — 040F) Noyey = Ni (6507 — 0465)
+2MG N, (5¢5¢ — 546¢)
—2 (Mgog + Mog) +N, (6564 — 626%)
+2 (Mgd; + Mog) +Ngy0ff — NG, of
— (NG;0p + Np05)
+ (Ng;d + N§05)
©(—1‘)j - 0 NN(_l)J - 0
Opy  =09-05 NNy =0
Oy = (MO -2M0f) 5 NNy = — (NGNE + 2NaN7) 65
) ) ia ) ab
- (MO} - 2Mm;0) +NGN 4 2N, N
+2 (MO + M5O, + MY Of ) +2 (N;N' = Ng,Nei + NE, N )
e d - cd
©(—2)Zb =0 NN(—2)a3 =0
A cd - c
O =0 NM-pa =0
A ocd c c = c
©(O)ab =0 (5a51§l - 5Zi5b) NNy =

— (0587 + 005 — Ofdq — 0367)

Pour obtenir ces expressions, nous avons utilisé des formules comme

W, oo = (W08 — W, 205 +p (B

(p)ab —

(p—1)i

M50 2pM(p_1)i:M}€%> , (4.10)

qui se déduisent de développements successifs le long de lignes ou de colonnes.

105
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Alors pour p = 0, nous avons

A’(%')uuul, = ¢y, (4.11)
AlgyYuuw =0, (4.12)
AloyTuiv = 6065 (4.13)
Pour p = 1, nous obtenons

Al upuy = € [$1M — 2 (A¢y + eIL K] (4.14)
A?S’yﬂuu = —2e¢ N, (4.15)

AL = 61 (M — 2115 + 22 (05} — O))]
— 0;0¢1 + V;V'g + ell 1 K. (4.16)

Cela correspond aux théories f(R) sous leur forme tenseur-scalaire, vues dans la section
2.3| (on pourra aussi se référer a [85]). Si ¢1 = 1, ce n’est rien d’autre que la RG.

Pour p = 2, nous avons

Al untty = e <M2 — AM;; MY + MZZM?I) (4.17)
4 (Mg — 2M9) (vaqusg + stKg) ,

Ay = —dzgy (MN' — 2MN7 — 2MIN]' + MINT) (4.18)
+ 162 (N'5P — N6} — Ng) (vav%g + 5H2K2)
+ 4 (M3} — 2M}) (VT = KV,65)

Al e = b2 [ ((M2 — 4M; MY + Mf}lM?x) 5 -8 (MM; - ZMZM?J?)) (4.19)

e — (NENE + 2NN ) 6] + NaNi* 4 2N;, N2

+2 (N;N' = Ng;N&#+ Ni,N¢) )
+ 42 (MO — 2M{,0F) 8% — (MOj — 2M}0) + 2 (MO} + MFO} + M0 )) ]
— 2 [Mg} — 2M5] O
+2 [Magag — 2MY4j, — 2M} 0§ + 2MyS; — 2MY%
—2¢ (O (0365 — 630%) — (O 8% + 0% — 0405 — 0464)) ] (vavb@ + 5H2K2>
A [N 4 NG~ NI (Tl — K2V, )

+ 4[N, + Nyh = N3] (VPTI; — KLV%65)

Lorsque ¢9 est constant, nous retrouvons la gravité de Gauss-Bonnet, déja explicitée sous
cette forme en [88]. Les équations pour un ¢9 non constant ne me semblaient pas connues
auparavant.
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4.2. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES F(LOVELOCK) : CALCULS

Plus généralement, les cas p < 1 et Vp, ¢, = cst. étaient déja traités, par exemple dans

[87] et [15], mais pas le cas général (4.7)/4.8][4.9)).

4.2 Décomposition n + 1 des théories f(Lovelock) : calculs

Nous détaillons ici les calculs aboutissant au théoréme [.1.21

4.2.1 Contrainte hamiltonienne

i(;%lsl----%‘spV a1f1pazfe Rapﬁp

i e v
R(p)u"u” - R(p) uth pdp

u T 9p onfi..apfppt iyl Tiyedy

L yiiypdpr a1 ~a1B1 | /o1fr
~ o 504151 aiﬁiu <M711611 +Nys + 0506 )

<M‘1pﬁp+NO‘pﬁp+OO‘pﬁp) #Uz/-

Lorsque nous développons ce produit, nous trouvons des termes contenant un nombre
arbitraire de M:& , No‘éu N ug, et Oo‘uﬂ ug. Mais deux phénomeénes majeurs se produisent
alors, qui en annulent la plupart

* quand un terme contient strictement plus d’un u® ou ug, & cause des antisymétries
du déterminant ;

* quand un terme contient une contraction de u, ou w7 avec M'y 55 OF, qui sont

par définition orthogonaux a u, et u”.

75’

En fin de compte, nous nous retrouvons avec le seul terme dans lequel u* rencontre u,,
c’est-a-dire

57151 ApOpV o1 B1g\ o282 Mapﬁp

R v, u,, =
(p) “"HV a1f1..apBpp” 181 T y2d2 T T ypdp

Développons ce déterminant le long de la derniére colonne. Tous les termes s’annulent,
excepté

: I 161790
pv _ 7101 Yp0p s\ 1 P11\ f¥252 apBp u
R(P)u“ul’ ~ op o1pBi..opbp HM'y161 Mvzég T Mvpdp U=y
_ (5“/151 Yplp al’BlMQQﬁQ apfp
T T 9p aif. apﬁp Y161 “y2da Y ypdp
= eMp). (4.20)

La seconde projection a calculer est, d’aprés la définition (3.11)),

1 g
P(u ¢p\a6“uuv = §R(p 1)0—79 ’ 9" Dplaplipty
1

Y101 Vp—10p—1 i a1 B ap—1Bp—1 _of Tv
2p O‘lﬁl---ap—lﬁp—laTR'Ylél e R'Yp 16p 1 g g ¢P|a5uﬂu1’
— 1 Y101 Yp—1p—10ppai P ap—lﬁp—1¢ 13

14
op " a1f1..op_1Bp—1BV b1 T T p_10p—1 platnth -
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4.2. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES F(LOVELOCK) : CALCULS

Comme précédemment, la présence de u, et de u” annule tous les termes contenant au
moins un terme parmi N%uﬁ, Ng‘ﬁu(;, ou Ofy‘uﬁu(g. Ainsi,

Te%e% _ L yi61.p16p_1ap a1B1 ap_1Bp-1 , |B
P(p) PplapUipty = _275a161...a271ﬁl;715uM7151 .. .M'Y;)flépp—l gzﬁp'auuu”. (4.21)

Nous développons ensuite par rapport & la derniére ligne :

Yo%
Py PplapUptin
1 5 5
_ L smlieap1bpoia gp ra1fr ap—16p-1 v
~ 9p 6a151~~~ap—15p—156VM7151 e .M’Ypflépfl Uyt
_ Y101 Yp—10p—11 cap roa B ap—1Bp-1 v 2]
a1ﬁ1-.~ap—1ﬁp—156VM7151 T yp_10p— pt d)p\oé
_ _i 657151-~-~’Yp—15p—101 MAtP ap—16p—1
T~ 9p a1Bi..op—1B8p—18""1101 " T T Yp—16p—1
 M101Yp—10p—1 gy ra1B1 ap—10p—1 a |8
041,81~~~ap716p7165M7151 T yp—10p—1 Upth ¢p\a
1[5 5
L smbiyp—10p_1 g ra1fr ap—18p—1 a a
ST R RS .Y by Y s (6§ — upu®)

7151....7 _15 —1 ¢ 041,81 o —1ﬂ -1 |/3)
- 62(p - 1)5041,31...0427151) 66;)—11\/'[’)/1(51 T M75,15PP,1 :| ¢p|a

[ e
= |~ sMp-175

e(p—1) 1 vib1p26p_2ij 4 ra1B ap—28p—2 ka |8
+ 9 <2p—2 501151-‘.042—251;—2&31\/[’7151 “.M'Y;—Qapp—Q M’ij ¢p|a

¢ eV i yhal 18
=~ QM(Z’—D’YE + 9 M(p—Z)k,BMZ'Jq ¢p|a

[ € a €(p - 1) Y 17\ rka a b, 1B
= |- iM(pfl)’yb + TM(p_Q)kaMij (’Ya 75¢p|a) . (4.22)

Donc,

[6pMy — 20 (M1t = (0 — DV, M5 (v3950,05 ) |

=& [0M) — 20 (My138 = (0 — DN, 5 ZME) (VaVP0y + T KL |
(1.23)

pv _ % [pov piopy
Ay Ut = [%R@) +2p (P w T ) %M Upatly
g

en utilisant ([2.15).
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4.2. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES F(LOVELOCK) : CALCULS

4.2.2 Contraintes de moment

T

_ i Y101 VpOpl a1 f1 a2 Rocp,é’p Fo,
9p a1B1..apBpp Y101 T y202 T Tl Vi U

1 Y101 YpOpV a1 ~a1f1 | ~o1f
- 27’60‘151...0;;5211 (M’711511 +Nys, + 0506 )

ap,Bp 70‘2)617 70‘;01817 M
<M’Yp5p T N’Yp‘sp T O’Yp5p ) Vi -
Dans le développement de ce produit, les termes contenant au moins un O?Y‘u(;uﬁ ou un
N?;ﬁ ug disparaissent, a cause de la présence de u,. La méme antisymétrie annule les termes
contenant strictement plus d’un N%uﬁ, et l'orthogonalité de u, avec 7' et M%ﬁ annule le
terme qui ne contient que des Mf;? . Nous pouvons donc ne garder que

; 2p s 5
v 2P (7101 YpOpV o rat iy razB2 ap  Bp M
R(:’?)%“uy ) 5a151---0¢pﬁpuM“/151 M7252 o 'N%‘spu "

2p 6 §
_ AP o101 9p0p cu p r0a By po2f2 Qp | Bp M
= 2p5a1,6’14..app, 5BPM’7151 M’V252 ...prépu p'}/i Uy

2D 1610
AP v101.p0py\ ro1 B f2 82 ap [
521) 5a161...apuM7151 M’7252 e 'N’Ypf;p%

= —€2pN(p)i. (4.24)

Maintenant la seconde projection :

yite7617 o 1. Jre’
Ploy  Pplasint = iR(pfl)UTgaﬁgw‘bp\aﬁ’ﬂn“v
L y161pe16p—1pa a1 By ap—18p—1 _of
- % a151..-ai—151;—107 v11 " 7;_15:_1 90 QTV¢p|a5%“uy
L b1 p18p-10p 018 ap—1Pp-1 , |B v
- _2717504151-.@;)—1,3;;—1/31/ Y101 " T yp—10p-1 ¢p|a%“u

1 Y101 Yp—10p—1QUL a1 1 =11 =ai161
- _271960‘151---0;—152—151/ <M7151 + N’Y151 + O’Y151 )

' <Map_1ﬁp—1 +Nap—1ﬁp—l +6ap—1ﬁp—1) ¢p|57iuul’_ (425)

Yp—10p—1 Yp—10p—1 Yp—10p—1 e

es seuls termes restants sont ceux avec un seul N%u;, pour les mémes raisons que ci-
L Is t tants sont 1 NS us,
dessus; plus le terme contenant seulement des Miﬁ , qui ne disparait pas ici :

1 5 5
pafr ) _ = Y101 Yp—10p—10piy ra1 Ba ap—2Bp—27\7Qp—1Pp—1 v
P(p) ¢p|0‘6%“u” ~ op PO01B1...ap—1Bp—18v 7161 ."Mﬁ/p726p72 NVP% Us, 1 Vipt
Y101 Yp—10p—10ty ra 1 ap—2B8p—2q rQp—1Bp-1_, v 1B
+5a151--~ap—15p—15V Y101 " T yp—20p—2 T Yp—10p—_1 Yipt ¢p|o¢
(4.26)
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En développant le long de la derniére ligne, le premier terme devient

Y101 Yp—10p—10Qp ro1 fB1 op—2Bp—27n70p—1Bp—1 v
(5 P P M P P N P P U5p71’yiuu

a1B1...ap_1fp—1Br 1 " Yp—20p—2 = Vp—1
_ M1 Yp—1p1a g ran i ap—2fp—27\jp—18p—1 oV
- a1,314~.ap715p71ﬁ51’M7151 e VS Y NVl’*l U1 Vip U

Y101 Yp—10p—14 cary 10151 ap—2B8p—2\70p—1B8p—1 v
- 6a1ﬁ1.~ap715p7155'/ MV151 " .M7p726p72 Nﬁfl WS, VipU

01 Yp— Op_ _ _ _ _
4 gL pmra p O VB AP 208p NP 18p 1U5,,_1’Ymuy

a1B1...ap—1B8p—18 y101 T T T yp—20p—2 © -1
_osmbip1a peYp—1q ronfi ap—2Bp—27\1¥p—18p—1 Y
611151“-041)—1517—155” M7151 T g 202 T Pl Ug, 1 Vipt
Y161 Yp—2Yp—10p—1& i Op_2 rav1 By ap—2Bp—2\1p—1Bp—1 v
+ 5alﬁl~-'0¢p—2/3p—204p—1/8p—1,3 v M’Yl51 T T yp_20p—2 N'Ypfl Us, 1 Vip¥

Toutes les lignes sauf la deuxiéme et la troisiéme s’annulent. Nous permutons deux indices
dans le second déterminant et le développons le long de sa derniére ligne :

Y101 Ap—10p—1apy ra B ap—20p—2 ap—pr—lu 7
Q1fB1...op_1Bp—1Bv 181 T T yp_2p_a T Pl op—17Vip
oM Yp—1it Sp—1q ran B ap—2Bp—27\j0p—18p—1 e
- 50‘161---04;771517716 M'YI(SI T 20y 2 Noy o Usp—1 Vipt
+ 667151-..-’}/17—10( 1% 041/31 Oép_Qﬁp_Q ap_lﬂp_lfy.
a1Br..ap—1B8p—1B8"""v161 " T yp—20p—2 = Tp—1 gz
_ smbipoip dp—19\ ro1 B1 ap—28p—27;0p—18p—1 e
~ Ya1Br.op1Bp17B M7161 R VNP SN I\ Y Ug, 1 Yipt
_6(5“/151----7;771/1 ay raiBi ap—2Bp—2n\j¥p—1Bp—1 .
a1Bi..ap_1Bp—187 7101 T T Typ—20p—2 ~ Tp—1 Vi
_ MO Y1 a1 ap—2Bp—277p—1Bp—1 e’
T Ya1Breap_1Bp—17 b1 T yp—20p—2 ~ Tp—1 Yipl U
_ Y101 Yp—14 an a1 b1 ap—2Bp—2n1p—18p—1
€ 5041/81“'%_1/3?_156MM§1 M N

_ 67161...,71,_104 5gMa161 ' Map_zﬁp—zNap_lﬁp—1

a1Br...ap—18p-1 Y161 © Yp—20p—2 ~ Vp—1

+ 57161----11 « 5[;/;)71 Malﬂl Map72ﬂp72 Napflﬂpfl

a1B1..ap—18p—1 7101 T T T yp—20p—2 © -1

_ 2(p o 2)5’7151“..%72%71}1 o 5gp72Ma151 Map,gﬁp,gNap,lﬁp,l Yin

a1B1...ap—2Bp—20ap—1Pp—1 7101 T T yp—20p_2 T Vp—1

01 Yp— _ _ _ _
— 571 1. Yp—1H Ma161 Map 26;: 2ATOp lﬁp 17iy, (UaUﬂ —Eég)

a1f1..0ap_1Pp—1"" 7161 " yp—20p—2 = Tp—1
Y101 Yp-1x 1B ap—2Bp—27g0p—18p—1
+ 66051/81~~-ap—1ﬁp—1 Y101 " T T yp—20p—2 T Tp—1 Vip
_osnbe.p aif ap—2Bp—2n\j2—1Pp-1
650&151---Ozp—1,3p—11\/[’7151 T T yp—28p—2 N,B Vip

’yl51....’yp_1;,t Vp—20& 01/31 Oép—l/Bp—l ap—Q/Bp—Q i
+2e(p — 2)5a151...ap—lﬁp—mp—zﬁp—zM7151 - Noygty MWp—zﬁ Yin

-1 -1
=2P N(pfl)uf)/iu (—8’}/3) + 2P N(p,l)a')’iﬁ

— e2P7 M,y NE v+ e(p — 2)207'N o F My (4.27)
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Pendant ce temps, le second terme est

Y101+ Yp—16p—10Qfty ra B1 ap—2fp—2qrap-1Bp-1_ v
504151---041;715;;—15” Y101 *° .M’Yp726p72 Yp—10p—1 Yipt
— _s10ip—10p1p car raa B ap—1Bp-1_ v
- 56%1[31...04;771,3;7—1,35'/ M7151 T T yp—1dp-a Yipt
N p—18p_1p g rar B ap-1Bp-1,_ u®
- a1f1..ap—1Bp—1B8" 7161 T T T yp—10p—1 Yip
_ —1q 1 «
= -2P M(p_1)57iu“ . (4.28)

En rassemblant (4.27)) et (4.28), nous obtenons

6 B 1 . kl
Pl PplasYinty = 5 {Ep(2N(p—1)i7§ = 2Ngy i + M, s N5 i

—2p - 2)N(p—2)#ﬁ!M%%“) + M(p—l)g%“ua} ¢p}§
- % {gp (2N<p71)z‘7? = 2Ny M NG o
= 2(p— 2N, "M i ) (18750, )
+ M(p—l)?:n%m (Vgua p}fc) ] :
Avec (2.15)) et , nous pouvons réécrire

1 .
B _ m a mantkl
P(F;«;z V¢p|a5%ﬂ“l’ =3 [5})(21\1(1)_1) Yo — 2N(p_1) "+ M(p—Q)kl Ny

—2(p = 2N, "ME) (VaV'0, + T, L)
+M, (Vpr - KabVa¢p> } Yim- (4.29)
Ainsi,
A = [05RG + 20 (PGS + P 6| vt
= ¢p (—e2pN(y),)

+ 2ep? <2N(p1)m’yg — 2N(p71)a'yl’,”

+ M, g N§' = 2(p — 2)N(p2)m?c?M?é> (Vavb% + fprKZ) Yim
+2pM, )7 (vbr{p - K“bvaqsp) i (4.30)
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4.2.3 Equations dynamiques
De semblables arguments d’orthogonalité aboutissent a
Ry Vi = Rpy, 03w

op a1Bi..apBpp 101 Ty2de T T pdp Vi Vjv

_ 1 Y161 YpOpV a1 f1p 22 Rapﬂp M

1 V161 e YpOpl a1 —a1f1  =~a1B1
= 2?50c161~-a§51;lt (M711511 + N“/151 + O’Yl51 )

(M + Ny + 0587 2t

Ypp
— 1 6'7151....’7p5pl/ alﬁl Otpﬂp
2P a1f1...apBpi Y161 " T Ypdp

+dp(p — DMOS MO-2BraNeet Ny

y101 T ’Yp—26p—2 ’Yp—l(sp—l P
1By
+ 4pM311§11 e M:;_llépp_llO%uﬂpu(;p)vl-u'yjy. (4.31)
Le premier terme est égal a
L yi61ppr a1 apBp o VAM
20 ‘)‘151---0‘:81;/1‘ Y01 ’Yﬁtipp% Tiv = M(P)#% Vv

Le second terme, en développant le long d’une ligne, est égal a

Ap(P — 1) 3161 pdpv
< YpOp a1 ap—2Bp—27\1Qp—1 Bp—1 apfBp 1
2p 5‘1151“@1251)#1\/[’7151 e M’Yp72§1772 N’Ypfl‘spflu N'yp sy Vs Vjv
_ 4]?(1? - 1)5W151~~~~7p—15p—17p1’ dp a1
P aifi..ap—10p  Bpp Bp—17 61
ap725p72 Qp—1

ﬁpfl aPBP M.
tre ’yp_glsp_g 'yp_lép_lu N'YP uépfyi 7.71/

_ €4p(p B 1)67151--~-’Yp—16p—1'7p1/ Moq,Bl Map—Q/Bp—QNOCp—l Nap,Bp M

- 9P a1Br...ap_10p  Bpp o y1d1 T T Yp—20p—2 T Yp—10p_1~ /P i Viv
Ap(p — 1) ; v

=517 7w

= e2p(p — NN, _1y;5- (4.33)

Finalement, le troisiéme terme est égal a

4D 1610
P ¢7101.YpOpl o\ ra f1 ap—18p—1 o B, Ha .
20 alﬂl...apﬁpuM'ylél T yp_10p—1 O"/pu u‘;pfyi Vv
4p yis 5
_ P ¢7101.9pY g0p o\ ray B1 ap—18p—1~p B Ho,
= 2p5a161map“5 pMm&l ...M%il(;pi1 Onp uPus,v; Viv
2p s
_ Y101V a1 B ap-1Bp-1~p,_ p,
- €2p 1 5&161...OLPMM’Yl(51 te 'yp_lép_l Tp ryz ,7.71/

- 5217@(]3_1):1’75%':/

112



4.2. DECOMPOSITION N + 1 DES THEORIES F(LOVELOCK) : CALCULS

Donc (4.31)) peut s’écrire comme la somme de (4.32), (4.33) et (4.34)) :

R Yiuvjv = Mipyij + €2p(p — YNNG, 155 + €290, 1)5-
Maintenant, la seconde projection :

1
P/;)ﬂy%laﬁ%u%"/ - §R(p71)Z39069w¢p|0</3%u7jv
i Y101 Yp—10p—1pa a1 B1 ap—1Bp—1 0,3
9p o1fi..ap_18p_10T 161 T T Y16, 1 9

L i61ypo16p-1pa a1f1 | gerB a1/
~ 590181 ap-1 118 (wasl + Ny +Owsl>

_ B —ap—108p—
(R O

’Yp—l(sp—l Yp—10p—1

Ty¢p|a67w'7]u

ui peut s’écrire, aprés suppression des termes orthogonaux
) )

By _
Py PplasVipiv =
1 Y161 Yp—10p—1px 04151 Map72ﬁp72 ap—1Bp-1
~op e1fr.ap_1Pp_1vB 7151 T yp_20p—2 T Yp—10p—1
( 1 alﬁl ap—QBp—Q C“p—lﬁp—l
Y101 " T T yp—20p—2 © Tp—1

) ufspfl
( 1) 04161 Map—Qﬁp—Q Qp—1 uﬁp71
- 1M

Y181 T T Yp—20p—2 T Yp—16p—1

041,31 Map 2Bp— 20

,Bpfl
Y101 T yp—2bpa T TP S Uop—1

+4(p—1)(p — 2)ij§; .. .Mj:§£P33Nj§j5p2uﬁp—2N§“;;;5P1u5p_1> ?,
En utilisant le fait que

08 =48 + eugu’®

= '7@717553 + Euauﬁa
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nous obtenons pour la premiére ligne (4.37))

_i Y101 Yp—10p—1 i ra1 B ap—28p-2 apflﬁpflgb 8, v
9p o1fr..ap_1Bp1vBT 61 T T yp_20p2 T yp-10p—1 p\a%“’yJ

|+ Y101 Vp—10p—114 sar
T 9p aifi...ap_1fBp_1v°B

_57161....’yp_16p_104 5“
a1B1...ap_1Bp_1v" f

V101 Yp—1ft O Op1 a1 ap—2Bp—2 rap—1Bp-1 , 1B v
+2(p - 1)5a1ﬁ1...a271ﬁp,11/6,3p )M’y1§1 te M’yﬁfzappfz M7p715p71 ¢p‘a72H7j

1 81 Yp—16p—
— g5 (o2 (sl + )

Y101 Yp—10p—10@ cp_ o b
5alﬁl~-~ap—15p—1v bTa1B

+2(p — 1)5’7151~-~~’Yp—1ﬂ ‘155;1—1,)/37%) M*P Map—2ﬁp—2MO‘p—15p—1¢ lﬁ'}’iu’)/;

alﬁl---apflﬁpfly b Y161 'Yp726p72 'Ypflépfl p|oc

1 Y161-...Yp—10p—1p10 b
- <+5a1[31...a21ﬂi,1ub7375

o
N1 1Bt o1 ap-2Bp-2ygop 1oty 1B, v
+€5a151~-'a2—152—11/u ua>M711611 o ‘MV:—zzSpp—z M"Y;—ﬁpp_l ¢p|a%;ﬁj
1 V ma (|8 _a. b y m 1B« n
= o\ Mepm (¢p|a7ﬂﬁ> +eMg gy, (¢p|auw ) Vim Yy - (4.43)
La seconde ligne (4.38) est
2(p - 1) 7151....’)/ 715 —1au o B . 72B oY 715 1 ‘B y
_Téa151...az;flﬁz;—lﬁl/M’Ylléll te M—y:725:72 N'yg,l P Uus, p\cﬂi;ﬁj
2(p—1)

— V101 Yp—1 4 Sp—1 sx

T w (Malﬁl---ap—lﬁp_l% oy
Y181 Yp— 14 Op—1 cav

_6‘)‘151~-~0‘p—11/55 551771

_}_57151-~-’Yp—lllégp—1 5&77

Oélﬂl---ﬁpflV 1

_2(p . 2)5"/151-...7};—251;72"/;)71# 52;;71 524172) Malﬁl o

a1B1...ap—20p—1Bp—1V Y101
ap—2Bp—2\1Qp—1B8p— |8
M N T s, @0 Yin VS
2(p — 1) p—1 Hso
=== +2 N(pq) o,

__op—23/ Tp—1H \f®¥p—1C&
2 M(pr)ap_luNwal

—27 Tp—1un\Bp—12
+2P M(p_2)6‘;ij7§_1

—2R] HYp—20p—29 rOp—20x |8
—2(p — 2)x2° N(1072) ai—éup 2M7:225p2>u5¢pla%“7;
=(p—1)( =N, _ ™62+ N, "N+ (p—2)N_ " ME ) (@ugg 7)) iy
- (p ) (p—1) nt (p—2)in 'k + (p ) (p—2) kn"'cd Ya u5¢p|o¢ Yimj -
(4.44)
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La troisiéme ligne (4.39) lui est semblable :

2(]9 - 1) Y101 Yp—10p—1Qftp roe 1 ap—2Bp—2n1Qp—1 Bp— 18 v
o 0‘151"'0‘2—16};—16” Mo T 75—25;—2 N75—15p—1u ! 1gbplozryil/yj
. k l .. k d b ﬂ
= (p - 1) <_N(P1)H5Z7n + M(p72)l7:nNkb + (p o Q)N(pQ)nc;nMib> (75ua p}a) Vlm,’y]n
(4.45)
La quatriéme ligne (4.40)), quant a elle, vaut
4(p— 1) Y1010 Yp—10p—10fty rovy B ap—2B8p—2 NOp—1, B,_ |8 v
T op 50{151-..042—151;—151/ ’}’1151l T M’Y;—Qf;pp—Q 075*1 u"e 1u‘sp—1¢p|a%”’7j
4(p - 1) Y101 Yp—1Qpt Op—1
- P + alﬁlu-af;—lBV(S,BZ—l
7161....7 —1M Op—1 e% ﬁ (6% —25 —2"\Qp—1 _ |ﬁ
_661161...(1;;711/5[03;—1561) )M"/ll(sll T M"/;,LQé‘pp,g O’YII:—I uﬂp 1u6p71 p|a7ili7;
d(p-1) 245 ap 20 1 |6
=== (T2 0 zp, = 270y, u"us | Bl in 5
Nous pouvons utiliser & nouveau 'astuce (4.42) :
2P—2(j) ap v _ 57151----7;;71#& o181 ap*?/BprOapfl AV
(pr)ﬁuFYWpy] T a1fr.ap_1vBT 181 T T yp—20p—2 T p—1 PY”WFY]
. Y101 Yp—1 4 a1 B ap—28p—2 ~NOp—1
- +5a161...o¢z_11/5§M’y;511 T M’y;)_gépp_g O’Yszl ’71'//)/}/
+ ...
MOl Y1 b B ap—2Bp—2 ~op— v
— +50111511--~a2—111 (73755;; + euﬁua) MU Mv;_japp_;o"g*ll%“%
+...
-2 (A pa b - 7
=2 (©(p—2)11b Ya Vg T E©(p—2)yu5ua> ViuVj
et la quatriéme ligne (4.40) devient
4(]0_ 1) Y101 Yp—10p—1Qftq ro ap—2Pp—2 \Op-1_ B,_ |8
o P 501151--@;—1/31;—151’ 711511 T 75—25:—2 075*1 ur 1“‘517*1 p|o¢%//7;
a B b
= —e(p— 10y g (%Iﬂé‘m) Yim V- (4.46)
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Pour finir, on peut appliquer a la cinquiéme ligne (4.41)) le méme calcul :

_wéﬁﬁl.~-.’yp_15p_1a,uMa1ﬁ1
P a1By...op_1Bp—1Bv- 7161 T

Qp—3Bp—3\j0p—2 Bp—anNOp—18p—1 |8 v
’Yp735p73 N’yp,QLSP,QU N’Ypfl 'LL(Sp 1 p| 72#7]

_4(]7 - 1)(]9 - 2) (+5’y151....'yp_zép_zvp_lau 661)_1

op a1fB1...ap_20ap_1Bp_1Bv" Bp_2

57151 ~Yp—20p—27p— 1“5 p— 155 )Ma151
p—2

a1B1...ap_20ap_18p—1v Y161 "
~30p— - - ~1Bp- B v
s NG NG plavmj
4(]7 — 1)(p - 2) . ap 9. "
= (e N ys, — 27NNy ugu B ol Vin VY
= —e(p = D(p — DN oy (/27895 ) Yo (4.47)
Nous rassemblons (4.43)), (4.44), (4.45)), (4.46) et (4.47), et obtenons
P&?ﬂu¢p|aﬁ7iu7ju
1 +M e gblﬂo‘b +eM, <Z>‘Bu u® mYy (4.48)
2 (p—1)nb \PplaTa T8 -1)n \Pplas YimVj :

a kmnsla X med § rka a |8 n
< N, e +M(p oy Nk T (p— Z)N(p_g) ancd> (% u5¢p|a) YimYj
km km a
( N 617 +M(p 2)in Nkb + (p_ 2)N(p 2)ned M ) (’yﬂu ¢p|a) ")/,lm"}/j
\) am a b |8 n
e(p—1) <@ (p— z)bn +(p— 2)NN(p72)bn > (’Ya ’Yﬁ%‘a) YimY;
1 am A am
(v Voo, + eI, K )%myy (4.49)
a km la - d + rka
< N 5 +M(p 2)in Nk (p_2)N(p—2)mancd>
(v I, — K2V, ) i
km km
( Nepimdi" + M, "Ny + (p — 2),_y Fng )
(V11 = KLV°6,) vim)-
Lo

2= (p—1)n ( e (Oop — A(bp)_HpK)’Yim'Y]T'L'
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Ainsi,
Ao = [ 90805420 (PG PU5) o] i

= <M(p)ij + €2p(p — 1)NN(p,1)ij + 52p©(p1)ij> d)p

- p(M@l)ZZL +2e(p—1)(p— Q)NN(pr)ZZL +2e(p - 1)(@(?2)2;”)

(vav%p + 51'[ng) Yom V"

m cq v kmaqrla med o\ rka
+2p(p—1) ( —Ny_1) 0n+M, o, N+ (0= 2)N, o anCd>

(Vaﬂp — ngbcbp) YimYVj

m v km km re
+ 2p(p - 1) < - N(p—l)n‘sb + M(p_z)zn Ni:b + (p - Q)N(p_z)ncd Mk%)

(V1L = K2V6,) vim )
—epM,_y' (€ (O¢p — Ady) — I K) yim 7 (4.50)

4.3 Le probléme de Cauchy

Comme pour la Relativité Générale (RG), le probléme d’évolution des théories f(Love-
lock) se divise en deux parties. La détermination d’'une donnée initiale, c’est-a-dire la
résolution des équations de contrainte ; puis la propagation de cette donnée initiale
selon les équations dynamiques , c’est-a-dire ’étude du probléme de Cauchy.

Commencgons par quelques mots sur ce probléme.

4.3.1 Le probléme de Cauchy pour les théories de Lovelock

Comme nous 'avons dit au début de ce chapitre, le premier article consacré a la for-
mulation hamiltonienne des théories de Lovelock est écrit en 1987 par C. Teitelboim et
J. Zanelli [87]. Mais il n’indique pas si le probléme de Cauchy est bien posé ou non. Sur
ce point, le travail originel date de 1988, par Y. Choquet-Bruhat [I5] (repris en [16], aux
pages 692-693). Le théoréme de Cauchy-Kowalewski y est utilisé pour montrer que le pro-
bléme de Cauchy est bien posé pour des données analytiques suffisamment petites, a lapse
et shift arbitrairement donnés. Une différence de taille apparait toutefois par rapport a la
RG, en ce qui concerne les surfaces caractéristiques : ce sont des cones, mais pas de genre
lumiére, contrairement a ceux de la RG. Ainsi, la gravité peut se propager plus vite ou plus
lentement que la lumiére.

Dans [22], N. Deruelle et L. Farina-Busto ont montré que les modéles cosmologiques
de gravité de Lovelock peuvent présenter des comportements problématiques, comme un
univers provenant de nulle part ou disparaissant en un temps fini sans explosion de la
courbure. Ces résultats ont été rassemblés sous un point de vue plus général en [23]. 11
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4.4. RESOLUTION DES EQUATIONS DE CONTRAINTE

y est établi que la quasi-linéarité en 0%g des équations dynamiques est & lorigine de la
pathologie.

Les recherches actuelles sont consacrées, d’une part, & I’hyperbolicité globale des théo-
ries de Lovelock. H. S. Reall, N. Tanahashi et B. Way ont étudié dans le détail la nature
des hypersurfaces caractéristiques ; ils prouvent dans [76] que chaque horizon de Killing est
caractéristique, et se prononcent sur ’hyperbolicité de certains cas de théorie de Lovelock.
Dans [77], ils établissent que I’équation de transport le long des hypersurfaces caractéris-
tiques est non linéaire, contrairement & celle de la RG, et que cette non linéarité peut former
des chocs. Enfin, la question de la stabilité non linéaire de I'espace-temps de Minkowski
semble trouver une réponse positive, mais ceci n’est pas encore prouvé.

D’autre part, S. Willison exprime dans [94] et [95] une reformulation quasi-linéaire des
théories de Lovelock pour étudier le caractére localement bien posé du probléme de Cauchy
par rapport a des métriques de trous noirs.

4.3.2 Le probléme de Cauchy pour les théories f(Lovelock)

Quant au probléme de Cauchy pour les théories f(Lovelock), tout est encore a faire.
Nous venons d’effectuer la premiére étape, la décomposition des équations de champ en
un formalisme hamiltonien. Mais le caractére bien posé du probléme de Cauchy dépendra
d’une étude approfondie des équations dynamiques et du terme A, ! 75 ; la question est
donc entiérement ouverte.

Penchons-nous maintenant sur ’autre partie du probléme d’évolution.

4.4 Résolution des équations de contrainte

4.4.1 L’échec de la méthode conforme

Les équations de contrainte de la RG constituent un champ fertile de recherche ma-
thématique, et il est légitime de se demander si les résultats qui s’appliquent a elles valent
aussi bien pour les théories f(Lovelock). A I'heure actuelle, les équations de contrainte
des théories f(Lovelock) viennent d’étre rendues explicites, et n’ont donc pas encore été
étudiées. Leur résolution mathématique est entiérement ouverte.

Etonnamment, il en était de méme pour les équations de contrainte des théories de
Lovelock, jusqu’a présent. Les travaux menés par mes directeurs de thése et moi-méme
semblent novateurs sur ce sujet. La suite de cette thése est le compte-rendu de ces travaux.

Nous allons donc laisser de c6té les équations dynamiques (4.9)) et étudier le systéme des
équations de contrainte (4.7}]4.8)). Nous nous restreindrons au cas de Lovelock, c’est-a-dire

Vp, ¢p = = cst., donc I, = 0.
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Les équations de contrainte deviennent alors

Pn
Z My =V —€E, (contrainte hamiltonienne) (4.51)
k=0

Pn

Z ZkzakN(k)z =J (contraintes de moment) (4.52)

k=0

Les équations de contrainte sont tout aussi sous-déterminées que celles de
la RG. Il est naturel de tenter de leur appliquer la méme méthode conforme, exposée dans
la section C’est-a-dire de lever la sous-détermination en imposant une classe conforme
arbitraire et d’y chercher une métrique solution. Cependant, le bon exposant qui apparait
sur le facteur conforme dépend de k (cf. [88]) : il n’existe pas d’exposant universel qui
puisse transformer tous les M) et les N(;) d’une fagon semblable a celle de la méthode
conforme.

Pour traiter ce probléme, nous serons malheureusement amenés a faire trois hypothéses
restrictives.

4.4.2 Notations et hypothéses

Commengons par introduire de nouvelles notations.

Définition 4.4.1.

Pour 0<k <n,
or(A) = Z YT YN le k-iéme polynéme symétrique
1< <...<ig<n
élémentaire de A € R™,
Iy ={A€eR"|VO0<j<k, o;(A) >0} lek-iéme cone de Garding,

1 R
Sl = — [R[fy]ij - 2(71[3]1)%7, le tenseur de Schouten de ~,
R[] :
S[y] = 1) la trace de S[v]},
A7) les valeurs propres de S[fy]?,
(A (7)) la og-courbure de v, ie. le k-iéme
polynoéme symétrique élémentaire
des valeurs propres de S[’y]},
W vlijki le tenseur de Weyl de 7,
Sn(R) I’ensemble des matrices symétriques
réelles de taille n.
Pour @ = (ag,a1,...,a,) € RPTL nous écrirons

fz =a+ao1+...+apop €RXy, ..., X;],
Po =ap+a X +...+a,XP €R[X].
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REMARQUE 8. Les cones I'y furent introduits par L. Garding dans sa recherche sur les
polynémes hyperboliques. On peut sur ce sujet se référer a [29]. Ils satisfont les inclusions

suivantes :
[ DI D...00 1 DT, = (R})".

Une métrique v dont le spectre A(y) € I'y, est nommeée k-admissible.

Restreignons maintenant le probléme qui nous intéresse.

1. Nous étudierons le cas symétrique en temps, ou time-symmetric, c’est-a-dire que
nous supposerons que K;; = 0. Ceci correspondrait, par exemple, dans un univers
s’étendant puis se contractant, & l'instant de basculement entre les deux régimes.
Dans ce cas,

1 by...arb d d
M) = ?6311di-..ca:d:R‘[rY]gllbi RIS = R,
i 1 carbragi d eh1dy_ J
Ny = gi0edsora, RO - ROTG 5 N = 0.

Les équations de contrainte deviennent alors

Pn
> apRy =V —¢E, (4.53)
k=0

0=J", (4.54)

(4.54)) est une condition physique nécessaire, portant sur le tenseur d’énergie-impul-
sion 1},,,, pour qu'une décomposition symétrique en temps puisse exister. En revanche,
(4.53)) est une nouvelle équation géométrique.

Nous appellerons polynéme de Lovelock l'expression ), a;Ry. Il s’agit d'un po-
lynéme en les produits de Lovelock, donc en des courbures de degrés croissants.

2. Nous supposerons que M est localement conformément plate. En effet, en géné-
ral, le tenseur de Riemann peut se décomposer selon

RYJe = Wt + (SBsof + Shlies — Shiess — Shsde)

Le fait que M soit localement conformément plate est équivalent & ce que son tenseur
de Weyl s’annule. Et lorsque W< = 0, il peut étre montré (par exemple dans [30])
que pour tout 0 < k < p,,

n—=k)!
Dans ce cas, (4.53)) devient
&N e (n— k)

k=0
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Nous posons donc

£:=V —¢E, (4.56)
(n—k)!

TSt (4.57)

ap = 2"k

qui a le méme signe que qy.

3. Nous considérerons que I'hypersurface spatiale M est compacte. Une variété de vo-
lume fini est en effet une hypothése nécessaire dans ’ensemble des travaux que nous
invoquerons.

REMARQUE 9. Une petite mise en garde s’impose : la nouvelle équation hamiltonienne
ne concerne pas le polynéme de Lovelock présent dans 'action des théories
de Lovelock, mais la projection de ce polynéme sur une hypersurface spatiale M. Le
polyndome de Lovelock est construit sur les courbures de la métrique spatio-temporelle de
V, lorentzienne, g, tandis que (4.53|) est construite a partir de la métrique spatiale de M,
riemannienne, . Le fait que cette projection en ait la méme structure est da a la forme de
Mgcbl et & 'hypothése de symétrie en temps.

4.4.3 Interprétation physique des coefficients

Dans I'équation (4.53)), les ay sont des coefficients réels qui portent une dimension
physique. Chaque Ry, a la dimension d’une longueur=2*, et les produits oz Ry ont tous la
dimension d’une énergie. La RG correspond &

—2A 1
Q) = —( -, « = )
2K K

n =3, ar, =0 fork>2.

Nous avons déja choisi la convention ¢ = 1. Dans la suite nous éliminerons la dimension
physique restante en prenant k = 1/2, afin que la RG devienne

ap = —2A, o =1, (4.58)
ap =0 for k> 2.

La forme générale des théories de Lovelock ne contient pas de restriction sur A, ni sur aucun
ay.. Toutefois — bien qu’il existe des recherches sur une constante cosmologique strictement
négative — la plupart des modéles cosmologiques considérent A petite, mais strictement
positive :

0<AKL

Nous garderons cette hypothése sur A. Dans les deux prochains chapitres, nous ferons
successivement deux hypothéses sur les autres coefficients.

Dans le chapitre |5| et les sections et nous supposerons que oy > 0 pour k > 1.
Ceci nous permet, dans certains cas, d’obtenir un systéme elliptique en restreignant les
valeurs propres du tenseur de Ricci au cone positif, ce qui implique une courbure scalaire
de M strictement positive. De plus, cette hypothése est courante dans les travaux de
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physique. Il y a certes des exceptions : dans [20] par exemple, la thermodynamique des
trous noirs est étudiée avec ay < 0; et dans [43] ou [65], l'existence d’un trou de ver
traversable implique le méme a9 < 0.

Dans la section [6.3] nous supposerons l'opposé : que la courbure scalaire de la variété
spatiale est strictement négative. Nous ferons en outre 'hypothése que |ag| < 1 pour
k > 2. Ceci correspond a la RG vue comme limite des théories de Lovelock et rend possible
I'usage d’un théoréme des fonctions implicites.

4.4.4 Vers un nouveau probléme de o;,-Yamabe

Récapitulons notre probléme : nous supposons que (M, ~;;) est une variété spatiale
localement conformément plate et compacte, plongée de fagon symétrique en temps dans
un espace-temps; ceci implique que est vraie. Alors les équations de contrainte des
théories de Lovelock se réduisent a

Pn

S aon(A()) = €. (4.59)
k=0

qui peut encore s’écrire

fa(A(y) =¢€.

Lorsque tous les ay, sauf un sont nuls, est une équation de prescription d’une o-
courbure. Méme si la méthode conforme de la RG ne s’applique pas telle quelle, ce probléme
est largement sous-déterminé, et la recherche d’une solution dans une classe conforme
donnée s’avére fructueuse. Il s’agit du probléme de o;-Yamabe, une généralisation du
probléme de Yamabe qui commenca a étre étudié a 'aube du siécle présent.

Pour k = 1, o1(\(7)) est la courbure scalaire de 7, donc nous retrouvons le célébre
probléme de Yamabe.

Pour k& = n, bien que nous ne soyons pas concernés par ce cas, o, (A(7)) est le détermi-
nant du tenseur de Schouten, donc nous obtenons une équation a la Monge-Ampére, qui a
donné naissance a une littérature abondante.

Les autres cas sont une interpolation entre ces deux extrémes. Nous reprendrons ici
un récapitulatif de M. L. Labbi [45] de cas pour lesquels une solution au probléme de
or-Yamabe a été trouvée ces derniéres années.

* 2000, travail originel de J. A. Viaclovsky [90], [91] ;

* 2003, pour une variété localement conformément plate, P. Guan et G. Wang [33] ;

* 2003, pour une variété localement conformément plate, A. Liet Y. Li [52], [53], étendu
dans [51];
* 2007, pour une variété avec une frontiére non vide, B. Guan [32] ;

%

2007, n/2 < k, pour une métrique admissible, M. Gursky et J. Viaclovsky [34] ;

*

2007, 2 < k < n/2, pour une métrique admissible et un probléme variationnel, W.
Sheng, N. Trudinger et X. Wang [83].
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Depuis la revue de [45], on peut relever les résultats suivants.

* 2010, 1 < k < n/2, pour une og-courbure égale a (Z) /2% avec des techniques de
somme connexe, L. Mazzieri, G. Catino et A. Segatti, [14], [63].

Le lien entre les théories de Lovelock et les oj-courbures semble avoir été fait pour la
premiére fois dans [45], sans recherche cependant sur les équations de contrainte.

Cela dit, I’équation (4.59)) n’est pas la prescription d’une seule oi-courbure, mais d’une
combinaison linéaire arbitraire de différentes op-courbures. Il s’agit d’un nouveau probléme
de o;-Yamabe, et c’est ce probléme que nous allons étudier.

Dans la suite nous léverons la contrainte sur p,, et considérerons (4.59)) comme un cas
particulier de I’équation de prescription suivante.

Définition 4.4.2. Pour @ = (ag,a1,...,a,) € RPt! on appelle [4.60, @, &) le probleme
suivant : trouver 4 € C[vy] une solution conforme de

fa(A\(#) =€. (4.60)

4.4.5 A la recherche de concavité

La plupart des solutions existantes au probléme de o;-Yamabe utilisent le fait que dans
le cas localement conformément plat, ce probléme est variationnel, de méme que le probléme
de Yamabe classique. Cette propriété est définie dans le théoréme suivant, démontré par
J. Viaclovsky.

Théoréme 4.4.3 (|90]). Soit 4 € C[y], tel que vol(¥) = 1. Alors pour tout k # n/2, 4
satisfait
(M%) = constant (4.61)

si et seulement si 4 est un point critique de la fonctionnelle
g %/ o1(A(9)) du,.
M
Cependant, notre nouveau probléme (4.60} E),S) n’est plus variationnel. Nous devons

donc utiliser un résultat plus général, comme le théoréme de A. Liet Y. Y. Li.
Théoréme 4.4.4 ([51]). Soient T C R™ et f € C°(T')NC(T) tels que
1. (a) T est un cone convexe ouvert dont le sommet est a l'origine,

(b) 'y, T CTy,

(c) T' est symétrique en les \; ;

2. (a) f est concave et symétrique en les \;,
(b) f=0 surdl,
(c)V1<i<n,dif >0 dans T,
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(d) VeT, li}m f(sA) = oo.

Puis, soit (M,~y) une variété compacte, localement conformément plate, sans frontiére,
telle que
Ay) el sur M.

Alors il existe u € C*°(M), u > 0, tel que ¥ := uﬁfy € C[y| satisfait

FA@) =1 et (4.62)
A7) el sur M. (4.63)

REMARQUE 10. L’hypothése sur les cones de Garding est un critére d’admissibilité qui
garantit Dellipticité de ’équation (4.62)). Elle impose que o1(\(7)) > 0, ie. que la courbure
scalaire de M soit strictement positive.

REMARQUE 11. Pour la prescription d’une o;-courbure arbitraire, les résultats actuels se
servent de la nature variationnelle du probléme de op-Yamabe. Le théoréme de A. Li et
Y. Y. Li, plus général, ne requiert pas de probléme variationnel, mais perd 'opportunité
d’une prescription arbitraire. Il permet seulement de contraindre f a étre constante.

REMARQUE 12. L’hypothése la plus lourde de ce théoréme est , la concavité de f. Elle
1/k

trouve son origine dans I’étonnante propriété de concavité de o, ; une preuve de cette
propriété peut étre trouvée dans [59] avec des arguments algébriques, ou dans [I1] avec les
outils de la théorie des polynémes hyperboliques de L. Gérding.

Théoréme 4.4.5 (1957, [59], 1985, [I1]). Soient A\, un € Ty, 1 < k < n. Alors
1/k 1/k 1/k
o "+ ) = 0t O) + 0 (),
avec éqalité si et seulement si A\j/p (ou k =1).
L’homogénéité de a,i/ k
dans le théoréme [£.4.4]

En est-il de méme pour f5 7 La réponse, bien siir, dépend des coefficients ay.

1/k

mene ensuite a la concavité sur I'y, et autorise a prendre f = o,
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Chapitre 5

Sur la concavité

d’une somme de o},
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5.1. INTRODUCTION

Ce chapitre reprend le contenu de [47] ; il est consacré a la concavité de f-.

Quand une combinaison linéaire de o est-elle concave ? Cette question ne porte que
sur les coefficients de cette combinaison linéaire. Ce n’est pas une question de gravita-
tion, de physique théorique, de géométrie ou d’EDP, mais uniquement d’algébre. Nous lui
chercherons donc des réponses algébriques.

5.1 Introduction

5.1.1 Notations et conjectures

Lorsque nous considérerons des quantités vivant dans R, qui est un espace plat, nous
écrirons indifféremment les coordonnées en indice ou en exposant. Dans ce cas, nous utili-
serons les notations suivantes.

Définition 5.1.1. Soient n > 1, et Q un ouvert de R”. Pour f,g € C?*(Q2 — R), A,B €

M, (R), z = (x1,...,2,) € R", 0 < k < n, nous écrivons
fi = 8:1)-“}(‘)
fl_] = 0$¢8£ij7
D(f) = (fi)ici<n € CH(2 = R") le gradient de f,
H(f) = (fij)i<ij<n € C°(Q — S,(R)) la hessienne de f,

f <= si f et g ont le méme signe sur (),
B <« ¢l existe A > 0 tel que A = \B.

Nous assimilons les polynomes réels a leur fonction polynomiale sur R.

Pour z,y € R™, nous écrivons

tz  le vecteur transposé de z,

(zly) =tzy ='yz = >, ziy;  le produit scalaire de z et y,
r®y = (2;y5)ij € Mnp(R) le produit tensoriel de z et y,
zh = (z1,.. ., %5, ...,Tn) € R le vecteur x privé de sa i-iéme coordonnée,

(ei)i<i<n la base canonique de R".

I =(1,...,1) eR",

1 0
0 1
En Pabsence d’ambiguité, I désignera toujours (1,...,1) quelle que soit la dimension.

Nous notons A% et appelons diagonale le demi-axe diagonal ouvert positif :

A =R -T={(t,....t) eR" |t >0} C T,
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Nous écrivons, en reprenant les notations du paragraphe

fe =ao+aio1+...+ayop € R[Xy,..., X,
Py =ap+a X +...+apXP € R[X],

fo =fa(X,...,X) :ao<g>+a1<T>X+...+ap<Z>XP € R[X],

) =ap+ap1 X +...+apX? € R[X].

Nous omettrons l'indice @ en I’absence d’ambiguité.

Enfin, introduisons les trois ensembles que nous tacherons de déterminer.

Kk ={14d e RPH! ‘ fla{p est concave sur I‘n}
XP ={4q eRrrt! ‘ fia{p est concave sur ]Ri}
2k =17q eRrH! | fﬁ est scindé}

Définition 5.1.2. Soient 2 un ouvert de R", u une fonction C%(£2 — R%), et 1 > 0. Nous
disons que u est p-concave lorsque u* est concave.

videmmen " £ utre inclusion est- vraie ? s’agit de notre premiére
Evide t, Kb c XE. L’autre inclusio t-elle vraie? Il s’agit de not é
conjecture : la %— concavité de f- sur la diagonale est une condition nécessaire et suffisante
a sa %—concavité dans tout I',,.

Conjecture 1. Soient p € N*, @ = (ag, a1, ...,a,) € (Ry)PTL. Alors
1 1 "
fw est —-concave sur T, <= f5 est —-concave sur A%
p p
- 1
< fg est —-concave sur R7.
p

Autrement dit,
KP = XP.

n

Nous n’avons pas encore de preuve de cette conjecture, mais pouvons démontrer cette
équivalence pour quelques cas qui seront présentés dans la section

Une version plus faible de cette conjecture peut étre exprimée en fonction des racines
de f—.

Conjecture 2. Soient p € N*, @ = (ag,a1,...,ap) € (Ry)PTL. Alors
1 _
fo est —-concave surI'y, <= fz est scindé sur R.
p

C’est-a-dire,
=P /4
=P CKP.

En effet, comme le montrera la proposition =h c L.
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5.1.2 Lemmes de concavité
Présentons ici deux lemmes.

Lemme 5.1.3. Soient Q un domaine ouwvert de R™, u une fonction de C2(Q2 — R%), et
w>0. Alors
Huw") =uH(u)+ (p — 1)D(u) ® D(u).

u étant de classe C?, nous obtenons l’équivalence suivante :
u est p-concave sur §) = uH (u) + (u— 1)D(u) ® D(u) est négative sur €Q.
DEMONSTRATION. Cela vient directement du calcul de la hessienne :
H (u") = pu =2 [uH (u) + (n — 1)D(u) @ D(u)]. (5.1)
O

Lemme 5.1.4. Soient Q un domaine ouvert de R", a,b € C?(Q — R%), et o, 8 > 0 tels
que a est a-concave et b est B-concave.

Alors (ab) est y-concave, avec

DEMONSTRATION. Les fonctions sont C2, donc elles sont concaves si et seulement si leur
hessienne est négative. En utilisant le lemme [5.1.3] nous pouvons calculer la hessienne de

(ab)?

H ((ab)7) = abH(ab) + (v — 1)D(ab) ® D(ab)

=ab[H(a)b+ D(a) ® D(b) + D(b) ® D(a) + aH (b)]
+ (v = 1) (aD(b) + D(a)b) © (aD(b) + D(a)b)
= b*[aH (a) + (o — 1)D(a) (a) @ D(a)

® D(a)] + (v — a)b’D
a® [bH (b) + (8 — 1)D(b) ® D(b)] + (v — B)a’D(b) ® D(b)
+ aby [D(a) ® D(b) + D(b) ® D(a)]

)

=b*[aH(a) + (o — 1)D(a) @ D(a)] + a® [bH(b) + (8 — 1)D(b) @ D(b)]
1
“ais (baD(a) —afD(b)) ® (baD(a) — aBD(b))
qui est la somme de trois matrices négatives. O

REMARQUE 13. Ce lemme bref, qui ne me semble pas formulé de cette facon dans la
littérature, est analogue a I'inégalité de Holder. Il permet parfois de se passer de I'inégalité
de Holder, comme dans la preuve du théoréme dans la section [5.5]

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous devons présenter certaines propriétés des
polynémes réels qui nous seront utiles par la suite. Mis & part la proposition et le
théoréme [5.2.4] ce sont des résultats déja connus.
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5.2 Polynomes réels et concavité

Définition 5.2.1. Soit P € R4 [X] un polynome a coefficients positifs, de degré deg P = n.

Nous disons que P vérifie
(P1) lorsque P est scindé sur R (et donc a racines négatives) ;
(P2) lorsque PP" + (1 —1) P2 <0 sur R;
(P3) lorsque P est %—concave sur R .

Proposition 5.2.2.
(A1) = (H2) = (F3)-

DEMONSTRATION. La seconde implication provient directement du lemme [5.1.3]

Quant & la premiére, nous présentons ici une preuve classique s’appuyant sur I'inégalité
de Cauchy-Schwarz. Supposons que P = ¢(X + 1) ... (X + py,). Dans un premier temps,
nous calculons que

/ n 1

t
¢ P / PP — P/2 n 1
(F) - "% Xurar
Puis,
1 ppP"—P? (P\?
PP+ (- —1)P?= —
* <n > TP P
2
n n
1 1
=-n +
;(XJF/%)Q (;XﬂLuk)
<0 surR,
d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, et donc (F2)). O

DEMONSTRATION. Voici une autre fagon de prouver directement ( == (, en utili-
sant notre lemme [5.1.4

1l existe c, p1, ..., un € Ry tels que
P=cX+p1)...( X+ pun).
Nous raisonnons par récurrence sur le degré de P.

*x Pour n =1, P = ¢(X + 1) est une fonction affine, donc concave sur R*..
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* Pour n > 2, le polynéome ¢(X +p1) ... (X +pun—1) est scindé sur R, donc par hypothése
de récurrence

[e(X 4 1) .. (X + pin—1)]Y/"7! est concave sur R7.

La fonction X + p, est concave sur R’ , donc nous pouvons appliquer le lemme

et
(e(X +p1) .o (X + pn—1)(X + pn))” est concave,
1 1
avec y = ——1 = -.
veer 1/(54)*% m

O]

II me semble que (H2) = (, mais je n’ai pas réussi a la prouver. Il s’agit donc
d’une conjecture.

Conjecture 3. Soit P € R [X] un polynéme a coefficients positifs, deg P = n. Alors

1
P est scindé sur R — PP’ + < — 1> P? <0 surR.
n

L’un des indices pour cette conjecture est I’énoncé suivant.

~ 1
Proposition 5.2.3. Soit P € R[X], deg P = n, et soit P := X"P <X> Alors

(Pl/n)// = (Pl/n)l/
Cela implique que P est %—conccwe sur R si et seulement si P lest.

DEMONSTRATION. Il s’agit d’un simple calcul :

- 1 1
P/ — anlp o . XTL*QP/ -
e () (7).

~ 1 1 1
P/I — -1 Xn72P — ) —-92 -1 an?)P/ - Xn74PH -
n(n—1) (X) (n=1) x) " X))

donc

n n

]5]3//_|_ (1 _ 1) P? = X2(n—2) [PP//—i— <1 . 1> Pl2:| '
Ul

Nous savons que P est scindé sur R si et seulement si P l'est, donc il ne serait pas
surprenant que les deux équivalences, entre la %—concavité des polyndmes et la réalité de
leurs racines, soient liées I'une a 'autre.

Malgré tout, nous sommes capables de prouver cette conjecture pour deg P < 3.

130



5.2. POLYNOMES REELS ET CONCAVITE

Théoréme 5.2.4. Soit P € R [X], deg P < 2. Alors
(H1) = (PR) — (P3).
Soit P € Ry [X], deg P = 3. Alors
H) = ).
DEMONSTRATION. * Pour n =1, (H)), (F2) et (H3) sont toujours vrais.

* Pour n = 2, soient P = ag + a1 X + asX?, et Ap := a% — 4agpag son discriminant.

Alors
P = a1 + 2a9 X,
P,/ = 2&2,
1 A
PP+ (=—1)pP?=-2F
2 2
Ainsi,

(H) <= Ap>0 = (H) <= ).

* Pour n = 3, soit P = ag + a1X + a2 X? + a3 X3. Nous appliquons la méthode de
Cardan, en posant
V=X 4+ 22
3CL3
Q:=Y’+pY +q,

avec
al a% ag  ajas 2a§
pi=— =5 q:=—- 3
ag  3a3’ ag  3a3  27a3’
et

Ag = —(4p® +274%)

= a2d? + 18apaiazasz — 27a(2)a§ —dadaz — 4adag
le discriminant de Q.

Alors P(X) = as@ <X + ;2), donc P est scindé sur R si et seulement si @) Uest.

as
Donc
(Al) <= (@) <= Ag>0.
De plus,
PP’ + 1_1 P2 (X):a2 QQ”‘F 1_1 Q/2 X—{—ﬂ
3 s 3 3a3)’
d’ott

(A <= (&)

131



5.3. POLYNOMES SCINDES SUR R

Nous avons

Q' =3Y%+p,
Q// — 6Y,
1 2
QQ" + <3 - 1> Q% = 2pY* + 6V — 2p”.

Calculons le discriminant de ce polynéme de degré 2 :

16 4
6g = 36¢° + —p® = —-Ag.
Q ¢+ 5P 3°Q
Supposons que ( est vraie, ie. 2pY 2 +6¢Y — §p2 < 0 sur R. Nécessairement, p < 0
et 99 <0, donc Ag >0, et (
O

REMARQUE 14. La réciproque ( = ( n’est plus vraie a partir de deg P = 3. En
effet, soit

1
P:X3+X2+§X.

1
Alors P =X <X2 + X + 3) n’est pas scindé. Or,

1 2
PP + (3 — 1> P? = —5-(3X +1).

2
Donc (Pl/g)ll = —ﬁ(BX +1) < 0sur RY.

5.3 Polyndomes scindés sur R

5.3.1 Nombre de racines réelles

Pour prouver que P est scindé sur R, nous avons utilisé la propriété trés pratique des
polyndmes de petit degré : le fait qu’ils soient scindés sur R est équivalent & la positivité
d’une seule quantité, le discriminant. Cet outil, simple, ne peut plus étre utilisé pour
deg P > 4. Il est toujours possible de définir un discriminant, et sa positivité reste une
condition nécessaire, mais non plus suffisante. Le discriminant est une expression algébrique
en les coefficients du polynéme, qui est strictement positive lorsque le polynéme est scindé
sur R a racines simples, s’annule quand deux racines au moins sont égales, et change de signe
quand une paire de racines réelles devient strictement complexe ou inversement. Ainsi, le
signe du discriminant ne donne qu’une information sur le nombre de racines réelles modulo
4.

La détermination compléte du nombre de racines réelles nécessite un systéme de dis-
crimination plus complexe; on peut en trouver dans [96], [97], [54] par exemple.

Avant ces résultats plus calculatoires, il existait des théorémes classiques pour détermi-
ner le nombre de racines réelles d’un polynome. Le théoréme de Sturm (1829), I'un des plus

132



5.3. POLYNOMES SCINDES SUR R

anciens, donne le nombre de racines dans un intervalle donné, a partir d’arguments analy-
tiques. J’ai choisi de présenter ici deux autres théorémes, sans restriction & un intervalle,
qui s’appuient sur des arguments algébriques.

5.3.2 Caractérisations algébriques

Théoréme 5.3.1 (1968, [19], [25]). Soient P € R[X], deg P =n, et

P(X)P'(Y) — P(Y)P'(X)
XV

L(P,X)Y) = € R[X,Y].

Ce polynome est symétrique en (X,Y), de coefficients

n
L(P,X,Y)= > I;X" 'y !,
ij=1

Introduisons la forme quadratique suivante, appliquée au vecteur v = (v1,...,Up),

Q(P,v) = Z lijviv;.

ij=1
Soit (s,t) la signature de Q. Alors le nombre de racines réelles distinctes de P est s —t, et

le nombre de racines complexes distinctes s + t.

Ainsi, P est scindé sur R si et seulement si la signature de @Q est (s,0).

Dans le cas que nous étudierons, tous les coefficients de P sont supposés positifs, donc
toutes les racines réelles devront étre négatives. Avec cette restriction, un autre théoréme
s’applique.

Définition 5.3.2. Une suite (ag, a1, as,...) € RY est dite totalement positive, ou une
suite de fréquence de Pdlya, si et seulement si tous les mineurs de la matrice infinie

ag 0 0
ar ag O
a2 ai ap

sont positifs.

Théoréme 5.3.3 (1951, [1]). Soit P = ap + a1 X + ... + ap, X" € R4 [X], avec ag # 0.
Alors P est scindé sur R si et seulement si la suite (ag,ai,...,an,0,0,...) est totalement
positive.

5.3.3 Log-concavité

Nous évoquons ici un critére nécessaire pour qu’'un polyndéme soit scindé sur R. Il est
basé sur les inégalités de Newton.
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Définition 5.3.4. Une suite (ag, a1, as...) € RY est dite log-concave lorsque, pour tout
1<k,
p—10+1 < ai.

Un polynéme P = ag + a1 X + ...+ a, X" € R[X] est dit log-concave lorsque la suite
(ag,aq,...,an,0,0,...) est log-concave.

Théoréme 5.3.5 (1707, Newton). Soient p = (p1, pi2, - - -, in) € R, et oy := op(p) pour
tout 0 < k <mn. Alors pour tout 1 < k <n—1,

ras (B

Ceci tmplique une inégalité plus faible :

Oh_10p1 < (o%)2.

Corollaire 5.3.6. Soit P € Ry [X]. Si P est scindé, alors P est log-concave.

5.3.4 Critére de Kurtz

La log-concavité, toutefois, n’est pas suffisante pour qu’un polynéme soit scindé. Mais
il existe des conditions suffisantes, telles que le critére de Kurtz, qui est une sorte de log-
concavité plus forte.

Théoréme 5.3.7 (1992, [44]). Soit P = ag + a1 X + ... + a, X" € R4 [X]. Si pour tout
1<k<n-1
dap_1ax+1 < ag,

alors toutes les racines de P sont réelles et distinctes.

D’un autre c6té il n’existe pas de condition plus faible, de la forme d’un log-concavité,
qui fonctionne.

Théoréme 5.3.8 (1992, [44]). Pour tout € > 0, et n < 2, il existe un polynéme P =
ap + a1 X + ...+ ap, X" € Ry[X] qui vérifie

(4 — €)ag_1ap41 < az
pour tout 1 < k <n —1 et qui a pourtant des racines strictement complexes.

Nous pouvons maintenant revenir & notre probléme principal, & savoir la concavité des

Ia
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5.4 Concavité et déterminant

L’exemple d’'un seul o7, > 0, nous enseigne que la fonction est « moins concave »
sur la diagonale A% . Pour étre plus précis, rappelons le théoréme de M. Marcus et L.
Lopes :

1
oy, est E—concave sur I';.

D’aprés le lemme [5.1.3
H (o}) = U;/kH <a,i/k> + (ka—1)D <a;/k> ® D (U;/k> ,

qui est négative lorsque a < 1/k. Réciproquement, si o > 1/k, of ne peut étre concave
sur A% ou il se réduit a ¢t — (Z)atko‘.

Je pense que ce résultat vaut aussi bien en général pour f-.

Conjecture 1. Soient p € N*, @ = (ag, a1, ...,a,) € (Ry)PTL. Alors
1 1 .
[z est —-concave sur I'y, <= f3 est —-concave sur A’y
p p
= 1
< fg est —-concave sur R .

Autrement dit,
Kb = XP.

A T’heure actuelle, je n’ai pu prouver cette conjecture que pour certains cas particuliers.

Une premiére facon d’étudier la concavité de fia(p est de calculer le déterminant de sa
hessienne.

54.1 p=2

Dans ce paragraphe, nous le ferons pour p = 2 et prouverons la conjecture (1| dans ce
cas.

Nous aurons besoin d’un lemme calculatoire.

Lemme 5.4.1. Soient 2 un ouwvert de R", f € C*(Q — R*), a > 0. Alors
det H(f*) = fdet H + (o — 1)'D (com H) D. (5.2)
DEMONSTRATION. Nous savons que

H(f*) = FH(f) + (@ = 1) D(f) @ D(f).

Nous posons

H:=H(f)=| Hi|...| H, |, Hj=| 11, D:=D(f) =
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Alors

det H(f“) =det[fH + (a« — 1)D ® D]
=det[fH1 +(a—=1)AD | ... | fHp+ (a—1)fnD]

= frdetH + f" Yo —1)> det[Hy | ... | ;D | ... | Hy].
j=1

Déterminons chacun des n termes de cette somme, en développant le long de la j-iéme
ligne :

fll % fln
det[Hy | .. | ;D | o | Ho = 5 (-0 fidet | g5 oo 6 oo bt

i=1 :
fat oo e fun

n
= £ > (-1 fHy,
i=1
ol Efij est le mineur de H. Alors

S det[Hy | ... | fD | | Hol =) > fifi(=1)H;,
j=1

j=1 i=1
='D (com H) D,

ce qui donne 'expression attendue. ]

Cette formule engendre le résultat suivant.

Théoréme 5.4.2. Soit @ = (ap,a1,az) € (Ry)>. On pose

fﬁ) ‘=ag+a101 + ax02 € R+[X17 v 7X’rl]7
et
. n n n
f2(X) = f2(X,...,X) =ag (o) +ay <1>X + a2<2)X2 c R, [X].
Alors ~
@ ek = fw est scindé sur R.
En d’autres termes,
Vag + a1o1 + asos est concave sur Ty, = na% —2(n — 1)agaz > 0.

REMARQUE 15. A cause du théoréme ceci montre la conjecture || pour p = 2.
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DEMONSTRATION. Si az =0, f5 est affine et toutes les assertions sont vraies.

Supposons que as > 0. En utilisant le lemme et en prenant f = f=, Q =T, nous
obtenons

a1 + 6@(0’1(1’) — .731)

D(x) = = (a1 + agal(a:))]l — asx,
a1 + az(o1(z) — )
o 1 ... 1
H(z) =ay 1o
o
1 1 0

et
det H(f*) = fdet H + (o — 1)*D(com H)D.

Il s’agit d’un résultat classique que H(z) peut étre diagonalisée dans une base ortho-
normeée en

Ainsi det H(x) = a%(—1)""!(n — 1). De plus, on peut vérifier que

o1 i
H(z) ' = T I®I—(n—1)Id).
Donc
*D(com H)D =" D(*com H)D
= D(det HYH™'D
=' D [(—a2)" ' (I'l = (n— 1)Id)] D
— (—ag)""} [(’fﬂD)2 (- 1)tDD}
n 2 n
= (—az)"! (Z fi) —(n=1Y_f?
=1 i=1
Alors,

n 2 n
det H(f*) = (—a2)" ™" [ (n — Daaf + (@ — 1) <Z fi) —(n=1)>_ f}
=1 =1
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Or fi(z) = a1 + az01(x) — azx;, donc

> filx)? =ai + (n— 1)(a1 + azo(x))® — 2a305(x),
=1

n 2
(Z fi(fb‘)) = (na1 + (n — 1)azoy(z))”
=1
2

=n?%a? 4 2n(n — 1)ayazo; (z) + (n — 1)%d30(2)?,
n 2 n
(Z fi(:J:)) —(n—=1)>_ fi(x)> = nai +2(n — )araz01(x) + 2(n — 1)ajoa(x).
i=1 i=1
Finalement, si nous prenons « = 1/2,

det H(fY?)(z) = (—ag)" ! ((n — Daz(ap + a101(x) + az02(x))
_ % [nai + 2(n — 1)aiasor (z) + 2(n — 1)ajos(z)] >

= %(—ag)”_l [2(n — 1)agas — naﬂ .

Ainsi, si na? —2(n—1)agas > 0, det H(f'/?) a un signe strict constant, qui est la parité

de n. Ses valeurs propres ne s’annulent pas sur I';,, qui est un ensemble connexe, donc la
concavité stricte de f1/2 est constante. Pour ¢t > 0,

H(Y2)(t 1) = F(O)H(F)(1) — ~D(F)(t) © D(f)(8)

2
-1 1
= <a0 + aint + a2n(n2)t2> axH(t- 1) — §(a1 +as(n — 1))’ 1T
“5( D [pnI®I-1d) — (n— DI ]2
o5 (1 n n
=I®I-nld.
Soit u = (uq,...,u,) € R™. Calculons

I T —nld)u = (u|)? — (IT)(u|u)
<0

d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi H(f 1/ 2) est une matrice négative en ¢ - I pour
t suffisamment grand ; et donc négative partout sur I';,.

A Dinverse, si na? — 2(n — 1)agas < 0, det H(f'/?) a un signe strict constant, qui est
I'opposé de la parité de n. Les valeurs propres de H(f 1/ 2) ne peuvent étre toutes négatives,
et f 1/2 ne peut pas étre concave sur I'),.

Le cas na% —2(n — 1)apaz = 0 s’obtient par passage a la limite, les fonctions concaves
formant un ensemble fermé. O
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Il n’existe pas encore de formule utilisable pour le déterminant de la hessienne du cas

. 1 . . , .
général fE(p . Je suis parvenu & calculer ce déterminant pour deux autres cas. Dans le

premier cas, p = 3, la complexité du résultat obtenu ne permet pas de conclure sur la

" 1/3
concavité de fﬁ/ .

542 p=3

Nous suivons le méme raisonnement que celui du théoréme et calculons le déter-
minant de la hessienne pour p = 3.

Proposition 5.4.3. Soit d = (ag,a1,a2,a3) € (Ry)*. Posons
f = fz =ap+ ai01 + agog + agos € Ry [Xq,..., X,].

Alors

det H(9)(2) = 5 (~2f(a))"* [jjg (my) S - 2)01(D(f)(w))>

i

i\ 2 g Xz
+ ((n—2)%0n(y) — 01(y)Tn-1(y)) <Z flgﬁ) - 1(51({;)( ) + 3f(3:)> ] ;

ou

DEMONSTRATION. Nous reprenons les notations du lemme [5.4.1} Nous avons

Hz(l') =0, ng](x) :a2+a3(0'1(l')—$i—a7j).

Nous posons y; = %‘”("B) — azx;, de sorte que Hix;(x) = y; + y;, ie.
0 Y1+ Y2 oy Y1+ Yn
0 : :
H(z) = yQ".Fyl . =y®I+I1®y—2Diag(y1,.--,Yn)-
: ’ Yn—1 1 Un
Yntyr oo Yn T Yn-1 0
Ainsi
det H(z) =det[yil+y — 2y1e1 | ... | ynl +y — 2ynen]
=det[—2yie1 | ... | — 2ynen)
+> det[-2yrer | ... |y | ..o | = 2ymen]
J
+> det[-2yrer | ... |yl | | = 2ynen
J
+> det[-2yrer | .. | yd| [yl | — 2ymen]
i#]
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det H(z) =(=2)"y1 ... yn + 2 Z(—Q)"_lyl e Un

) 2"y g Wil — Y)Y - Y18 - Un
i

=y1.Yn | (=2)" +2n(=2)""" +n(n — 1)(=2)""2 — (—2)" 2 Z Yi
i Y
:(_Q)n_2 [(n - 2)20n(y) - 01(y)0n_1(y)] .

Nous avons a calculer la comatrice de H(xz). Commengons par i« = 1, j = n. Nous
obtenons

Y2 + Y1 0 Y2 + Y3 Y2 + Yn—1
ys+ 1 Yz + 2 0 ;
Hip, (l‘) =det Y4 + Y3 B Yn—2 + Yn—1
: : 0
Yn T Y1 Yn T Y2 Yn + Yn—2 Yn + Yn—1
=detly; + 11l | yi + 2l — 2y2e1 | ... | Y1 + yn1l — 2y,_1€5_2]
:det[yll ’ —2y261 ’ ’ —2yn_16n_2]
n—1
+ ) detly) | —2yser | o [yl | = 2yn-1en2)
j=2
n—1
+ > detfyil | —2goer | oo [ Y5 ] | = 2001602
=2
+ det[yﬂl ‘ — 2y2€1 ‘ . ‘ — 2yn_1en_2]
=(=1)"yn(-2y1) - - . (—2yn-1)
n—1
+) (=20 (D)2 (=2y3) (1) (] = yny) - (—20n1) (1)1
=2

n—1

~D)H(=2y) (1) (g — yayn) - (< 200-1) (1)
:2

+ (=1)"y1(—2y2) - - . (—2Yn—1)
:271—2 y _|_ 27’7,—2 . yn—l

+2"3§:m Yn—1(y yw<1—w>

.

Yj
n—1 Y1y
:2”*3y2...yn—1 2yn + 21 —I-Z (y] —Yn— Y1+ 1 n)
J=2 b
o o 1 1
=on—3 [n(y)l(y) —(n—2)on(y) ( + ) - 0n—1(y)] :
Y1Yn Al Yn
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Des calculs semblables valent pour tous ¢ # j :

Hiy(x) = (1) (2 ‘W (0 - 2oul) (yl i yl) B an_1<y>] ,

alors que pour ¢ = j nous retrouvons la méme forme que pour le déterminant de H :

Hii(z) = (=2)" 3 [(n — 3)%0p-1(¥) — o1(y))on—2(y))] -

Nous avons vu en (5.2)) que

det H(f*) = fdet H + (. — 1) ZZfoJ DI Hy;.

i=1 j=1

Nous calculons donc

ZZfZ 1) Hyj(x)

i=1 j=1
- Zf’ [Z 1) <fg (2)(— 1)1 (—2)n=3
J#i
x [W — (n —2)on(y) (yl + yl]> + Un_l(y)] )

+ (=)™ fi(@) (=) (=2)""? [(n = 3)%00-1(4i) — 01(yi)on-2(y})] ]

i=1 it Y Yi
( o —(n— on(y)
+(;fg( >)(n1<y> (n-27)

+ fi(@) [(n = 3)on_1(y;) — 01(yi)on—2(y})] ]

Y e [(ij >)< TCLIC Y
i=1 j !

+ (o(D(f)(@) - fil2) (Unl(w -2 an(y)>

+ fi() [(n —3)2001()) — (o1 (y) — yi)onq(y) ;ian_l(yg)] ]
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— ot ()Y ke + () Y 24D ))
2
= (-2 [an@) ) (Z ! iyf”)
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5.4. CONCAVITE ET DETERMINANT

En ajoutant det H, nous obtenons

detH(f*)(x) = f(x)"det H(z) + (o — 1) f ()"~ 1221} 1) Hyj(x)

i=1 j=1

= f(2)"(=2)" % [(n — 2)%0n(y) — o1(y)on-1(y)]
2
+ (o= 1) f(z)" 1 (=2)"? lon ( Z fz (n—2 Ul(D(f)(l’))>

(y)

+ (0= 220u(y) - 1)1y [Zfz o Dgf)(:v))2”

o1(y)

Y) (Ul(y) Z fi(?) —(n— 2)o—1(D(f>(w)>>

2
+ ((n — 2)2%(9) - 01 Un 1 [Z fZ 01 Dif)(x)) - 2 f(l‘)] ] )

no1—1[op(
= (—-2f()) 14[

o1(y) a—1
et
2
det H (/) (x) %(—Qf(z))"*l [Z’l‘((z; (Zyjzf Zfz )
(0 > fi@)
+ ((n = 2)%0n(y) — o1(y)on-1(y)) {Z flg/l) ( jzjyz ) f(a?)] ]
54.3 p=n

Un autre déterminant calculable est celui du cas p =n, et ap = 0 pour 1 < k < n.

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 5.4.4. Soient p,v € R, et

MO .0
. Ui V1
A= |0 Nemamw, v=|:ler, v=|:|ern
: N Un U
0 ... 0 A

Alors
det[A + pU ® U + vV @ V] = (det A) [1 + ptUAU + VATV

+ v ((UAT'0) (VATIV) = (UATV)?) .
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DEMONSTRATION. Il suffit de développer le déterminant :

det (A+MU® U+V ® V) =det [Are; + pu U +vor V| ... | Men + punU + vo, V)
=det [/\161 ’ ’ /\nen]
-l—uZdet[)\lel | oo iU | oo | Anen)
j=1
+u) det[Mer | . |y V | L | Anen]
j=1
Y dethrer | o [wU | oV ]| Ane]
i#]
u? v2 u2v? — ujuivv;
=M1 |1 = 2 A
1 +“;AJ+VZJ:A]-+W; "y

Proposition 5.4.5. Soient n >3 et d = (ag,a1,a,) € (Ry)3. On pose
[i=fg=a0+ai01+ano, € Ry[Xq,..., Xp]
Alors
nH" ’
et H(f/) () = LD (zyo ~n-) Y22 | i @anoalo)]|

on(x)

i
avec
Zi = a1T; + Qp0op,.

DEMONSTRATION. Nous avons

det H(f'/™) = det [fH + (:L — 1> D® D]

avec
0 1/z129 1/z2,
H(r) = H()(@) = anon(e) | /7270
: 1/ zp—17y
1/xpx 1/xnTn_1 0
= apon(z)[VRV -T],
1/ 1/z? 0
V= : , T:= . ,
1/, 0 1/z2
a1 + anon(x) /1
D(z):=D(f)(x) = : = a1l + apon(x)V.

ai + CLnO'n(l')/IEn

144



5.5. AUTRES ARGUMENTS DE CONCAVITE

Ainsi
det H(fY/™)(z) = det {f(x)anan(:z) VoV -T)+ (i - 1) D® D]

=(-1)"det[T+puD®D -V ®V]

ol = _=ln gy utilisant le lemme [5.4.4) nous avons
f(@)anon(x)

det [T+ uD @ D~V @ V] = det T|1 + 4/ DT™'D ~'VT 'V

B )
=detT 1+MZZZ2 S nZzZ?_ (ZZl)z

2
:(n—l)detT W (Z%) —(n—l)zzg -1

O]

REMARQUE 16. En fait, nous n’avions pas besoin de ce déterminant pour apprendre quelque

.. opl/n c . N . . ..
chose sur la concavité fﬁ/ . En effet, sa restriction & A’ n’est jamais concave, a fortiori

1
7/" sur I';, non plus :

= =ap+naX +a, X",

donc S , B B
(f7 ) =n(n—1) [—af + apaa X" + (n — Dajas X" '],

qui change de signe entre 0 et 4oc0.
— _ !/
Toutefois on peut constater que fz est compatible avec la conjecture [3| : ( ia{n) =

nai +na, X" ! n’est jamais scindé pour n > 3, et d’aprés le lemme de Rolle f%/ " non plus.

5.5 Autres arguments de concavité

5.5.1 Uk+1/0k

Dans ce paragraphe, nous expliciterons un cas particulier de a appartenant a Kb, en
utilisant un autre résultat de concavité de M. Marcus et L. Lopes :
Ok+1
O

Théoréme 5.5.1 (1957, [59]). Soit 0 < k <n —1. Alors est concave sur T'y,.

Ce résultat a été étendu aux couples (k, k + 1) par J. B. MacLeod puis P. Bullen, M.
Marcus :

Théoréme 5.5.2 (1959, [64], 1961, [10]). Soit 0 <1 <n, 0 <k <n —1. Alors Thtl oo
Ok
%—concave sur I'y.
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DEMONSTRATION. La preuve originale de [64] est assez compliquée. La preuve de [10] est
plus courte, et invoque 'inégalité de Holder. Je présente ici une preuve encore plus courte
qui utilise le lemme [5.1.4] :

Ok+l  Ok+l Ok+il-1 Ok+1
= . ,
Ok Ok+1—1 Ok+1-2 Ok
et chacun des [ facteurs de ce produit est 1-concave, donc le produit est %—concave. ]

Nous n’utiliserons cependant que le premier théoréme, pour déduire :

Théoréme 5.5.3. Soient 0 < k <n —1, ai,ary1 € RY. Alors

ax0k + Qk4+10k41 €st -concave sur I'y,.

1
k+1
REMARQUE 17. fo = a;x(}) X* + ap (kil)X’“+1 est toujours scindé, donc ceci est com-
patible avec les conjectures [I] et [2|

DEMONSTRATION. Nous écrivons

Q41 O’k+1>

Aok + Qg+10k4+1 = QkOE <1 +
ar Ok

Or oy, est %—concave sur I';, d’aprés le théoréme et og11/0x est 1-concave d’aprés le
théoréme |5.5.1|; de méme pour 1+ ap410k+1/ak0%.

. L 1
Ainsi, avec le lemme nous en déduisons que apok(l + axy10k4+1/ax0)) est =i
concave. ]

5.5.2 Racines et oy,

Nous utilisons maintenant le lien entre les racines d’un polynéme et les polynémes
symétriques élémentaires. Nous avons besoin d’une formule :

Lemme 5.5.4. Soient A € RY, € R™, k € N. Alors
or(A, 1) = ox(Noo(p) + or—1(AN)or () + ... + o1(A)ok—1 (1) + oo (M) ow(p). (5.3)

DEMONSTRATION. La preuve est immédiate, par double récurrence sur k et [ par exemple,
ou par un argument combinatoire. O

Théoréme 5.5.5. Soit @ = (ag, ay, . .. ,ap) € (Ry)PT. SVl existe m € N, R € Ry [X] N
Ry—1[X] tels que
Q:=X"Pz+R
est scindé sur R, alors fia{p est concave sur I'y,.
De facon équivalente : s’il existe m € N, X\ € (Ry.)™ P tels que
% oy k(N), 0<k<p,
ap

alors ap + aro1 + ... + apop, est %—concave sur I'y,.
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REMARQUE 18. Ce théoréme implique le théoréme [5.5.

DEMONSTRATION. En fait nous pouvons montrer quelque chose de plus fort. Soit A =
(A, Amgp) € RTJFP tel que —\ est I'ensemble des racines de @. Alors

Q=ap(X +X1) ... (X + Atp)
= ap [oo(N)X™P + oy (N X 4+ oy (NXT + L+ (N XY

Or,
Q=X"Pyp+R=0ap, X" +a, | X™P 4 £agX™+R,
d’out
apoi(N) = ap_p, 0<k<p.
Ainsi,

fz () = apoo(z) + aro1(z) + ... + apop(x)
= ap [op(N)o0(2) + op-1(A)o1(z) + ... 4 00(A)op(2)]

= a,0p(A, )

d’apres (5.3)). Nous savons par le théoréme que (p,x) € (Ri)mﬂwn — op(p, x) est
une fonction %—COHC&VG sur (Ri)m+p+n, a fortiori sa restriction : x € I';, — op,(A, x), qui

est proportionnelle & f—. ]

. P . 1 .. [N A
Ainsi, étant donné q e Rl_fr , nous pouvons utiliser les critéres pour qu'un polynéme

soit scindé de la section pour étudier P, et conclure sur la concavité de fia{p . Par
exemple, la log-concavité de la suite (ag, a1, ...,ap) est une condition nécessaire sur tout
polynome de la forme X" Pz + R pour étre scindé.

REMARQUE 19. Néanmoins, ’existence d’un polynoéme scindé de la forme X" Pz + R est

trop forte pour étre une condition nécessaire & la concavité de fia{p . Par exemple, prenons
n=2d=(1,p,q) € R3. Alors

Ja(x1,22) = 1+ p(x1 + 22) + qr122,

2y, 1 (p + qa2)? (p + q1)(p + qz2) — 24f (x)
H (f7 ) ()= =3 <(p+qx1)(p+ qr2) — 2qf7(x) (p + qu1)? ) ’
det H (flﬁ/2 Ep2 —q,
Py =1+4pX +¢X?,

e o (2 o o))

Donc le discriminant de (X mP?)(m) est proportionnel a p? —2¢ (1 + %ﬂ) , qui est inférieur
ap?—2q.

Choisissons p = 2 et ¢ = 3. Alors fia>/2 est concave. Cependant (XmPg)(m) n’est pas
scindé, donc aucun polynome de la forme X" P + R ne peut étre scindé non plus, d’aprés
le lemme de Rolle.
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FIGURE 5.1 — Q = X(X — 1)(X — 2)(X — 4)(X — 5)(X — 6) et 'une de ses primitives.

REMARQUE 20. Soit P € R[X], m € N. Le lemme de Rolle garantit 1’assertion suivante :

Il existe un certain R € R,,_1[X] tel que X™P + R est scindé.
= (X™P)™ est scindé.
Mais la réciproque n’est pas vraie. Prenons @ = X (X —1)(X —2)(X —4)(X —5)(X —6).
Comme on peut le voir sur la figure @ est scindé, mais aucune de ses primitives ne
lest. Posons S = fOX Q. S est un polynéme qui s’annule en 0, donc il existe P € R[X]

tel que S = XP. Alors (XP)" = Q est scindé, mais il n’existe pas de r € R tel que
XP+r=r+ fOX () soit scindé.

L’hypothése du théoréme est forte : elle revient & supposer que f est la restriction
d’un certain o,. En réalité, ce n’est pas la seule facon d’étre %—concave. Dans la section
suivante, nous développerons une nouvelle conjecture basée sur la proposition Cette
conjecture est plus faible que la conjecture [T}

5.6 Polynémes homogénes
Conjecture 2. Soient p € N*, @ = (ag,ay,...,a,) € (Ry)PT. Alors
_ o 1
fw est scindé surR = f3 est —-concave sur I'y,.
p

Autrement dit,
=P C KP.
Ou encore : s’il existe A € (Ry)P tel que
n
a _ ()
- = %Up—k()‘% 0< k < D,
o (})
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alors ap + aro1 + ... + apop, est %—concave sur I'y,.

Je n’ai réussi & montrer cette conjecture que pour p = 2, cas pour lequel le théo-
réeme la rend équivalente & la conjecture [1} Cependant, les outils sont différents et
prometteurs pour une résolution compléte de la conjecture.

Nous devons tout d’abord introduire des éléments de la théorie des polynémes hyper-
boliques, inaugurée par L. Garding.

5.6.1 Polynomes hyperboliques

Nous reprenons ici des résultats qui peuvent se trouver dans l’article originel [29], ou
dans des résumés comme [11] ou [35].

Définition 5.6.1. Soient v € R", P € R[X1,...,X,]. P est dit v-hyperbolique si
(i) P est homogene,
(ii) P(v) >0,
(ili) pour tout z € R™, le polynéme P(z + X - v) € R[X] est scindé.
Nous écrivons T, := {z € R" ‘ P(z) > 0}. ', est appelé le cone de Garding de P.

Proposition 5.6.2 (1959, [29]). Soit P un polynéme v-hyperbolique. Alors T, est un cone
convexe dont le sommet est 'origine, et P est w-hyperbolique pour tout w € I'y.

1
De plus, P est Jeg P-CONCAVE SUT r,.

Ceci est indirectement montré dans [29)], et une formulation explicite se trouve dans
[11] et [35].
Etablissons maintenant cette propriété pour les fonctions oy.

Lemme 5.6.3. Soient A € R, k € N. Alors

1
1K)

- (l B k) or(N) X" + (l —k 1) o1 (N)X 4+ (5.5)

oA+ X 1) = oA+ X -T)(=R) (5.4)

1
# ()t (e

DEMONSTRATION. (5.4) vient du fait que pour tout = € R,
Bxiakﬂ (a;) = O'k(.CC;)

Or, un comptage de chaque terme méne &
!
> ow(z}) = (1 - k)og(x),
i=1
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d’ou
l
OprtA+ X I =Y Opop (A + X )
=1
= (l—k)or(A\+ X -T).

(5.5) quant a lui peut se démontrer par double récurrence sur k et [ :

oA+ X -T) =M+ X)op_1 (AN + X -T)) + op(A + X - T)
k—1 .
= (M + X) Z <(l -b- (.k -+ Z> op—1-i(AD) X"

X 1
=0

k
-1 k i
+ § <( ) —k+ ‘7) Ok j()\’) X7 par hypothése de récurrence,
J

ki I—1—k+i i
. )Uk—l—i()‘ll))‘l + ( . )Uk—i(kﬁ)} X

(4 7

I~ ki L (1=1—k+k
. )Ukli(/\ll)X e < i )Ukko‘,l)Xk
0 [l—1—-k+0
)%—1—0()\/1))\1 + < 0 >%—0(>\’1)} X
l—k—+1 l—1—-k+1
[< ; )(Tk_l_i()\ll))\l + < ; >Uk—i()‘,1)
—k+i-1
’L _ 1 >0'k—z(>\/1):|X
—k+k— l—-1—-k+k
Jk,k()\/l)Xk + Jk,k()\ll)X
k—1 k
k . l
( +Z>ahﬂ(ALXl+-<k>xﬁ
_k .
__jgj < *‘l>(7k_i(A))(%

Nous aurions aussi pu le dériver directement de (5.4)) : soit 0 < p <.

<.
I
o

Il
El
Il |
o =
| — |
7N\
o~

.

e

+
R

-
I

I
| —

-
|

- o X o
_l_

e

+
i

_|_

+
/\/\N

%
+
Pﬂ

a(A+ X -DP = [(X + 1) ... (X + )@

::PKMXD+0FKMX1+“.+0MMqu
=0+0+...+pp—1)....210_,(N)X+ ...
AUl =1) . (I=p+ Dog(N) X

:@[@>nﬁmxﬁau+cf£%mmfp]
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O
Nous pouvons déduire de ce lemme le théoréme suivant.
Théoréme 5.6.4 (1959, [29]). Pour 0 < k <mn, o est I-hyperbolique.
DEMONSTRATION. Il s’agit tout simplement de avec le lemme de Rolle. O

REMARQUE 21. Le méme raisonnement peut étre tenu pour un polynéme hyperbolique
général : pour v = (v1,...,v,) € R" et P un polynéme v-hyperbolique, @ = )", v;0,, P est
également v-hyperbolique.

Corollaire 5.6.5. Pour tous z € R", 0 < k < n, il existe p € RF tel que pour tout
0<I<k,

n

(&)

o) = WUZ(M)-

k—l

DEMONSTRATION. Soient z € R" et 0 < k < n. D’apreés le théoréme [5.6.4] oy (z + X - I
est scindé, donc il existe « € R, p € R" tels que

oz + X -I)=a(X 4+ p1) ... (X + ug)
=« [ak(u)XO +...+ Go(M)Xk:| )

Par ailleurs, (5.5) donne

n—k n—k+1
op(zr+ X -I) = (kk)Uk(fC)X0+ (kk:+1

L+ (Z:Dal(x)xk—l + (Z) oo(z) X*.

En identifiant les coefficients, nous obtenons que o = (Z), et pour tout 0 <[ < k,
" o) = ()
k1 oi\r) = L a(u).

Revenons maintenant & notre probléme principal. Une fagon de montrer que fz est %—
concave serait de prouver que c’est un polynome hyperbolique. Cependant, f- ne satisfait
pas la premiére propriété, essentielle, des polyndémes hyperboliques : il n’est pas homogéne.
Dans le théoréme nous avions introduit de nouvelles variables qui rendaient f—
homogéne en supposant que Py était scindé. Dans le paragraphe suivant, nous supposerons
quelque chose de plus faible : que c’est f qui est scindé.

>0k_1($)X1+...

O]
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5.6.2 Polyndémes semi-symétriques

Lemme 5.6.6. Soit @ = (ag,a1,...,a) € ]Rﬁ“. Supposons que

_ n n n
= = <0>CL0+ (1)0,1X++ (p)apo

est scindé. Alors il existe X = (M,...,\p) € RE tel que

() ax
(Z) ap

= op—k(N), 0<k<p.
Ainsi,

Jz (@) =ao+ aio1(z) + ...+ apop(x)
_ <n> . [ao(x)ap_ou) L i@ (Y)

op(z)op—p(A)

(»)

+...+

n n
p (0) (1)
Nous introduisons de nouvelles fonctions.

Définition 5.6.7. Soient n,p € N. Nous appelons polyndmes semi-symétriques les
polynomes

p
_k(A
Sn,pi(w,A)eRanPHZM'

= K

snp € RIX1, ..., X, Xnt1, ..., Xngp) est p-homogene, symétrique en les coefficients de x
et ceux de A, mais pas entre eux.

Pour p, A € RP, nous définissons
7Tp('u, )‘) = 8p7p(/j/ + X -LA+X- ]I) € R[X]

Alors la conjecture [2] est un cas particulier de I'affirmation suivante, plus large :

Conjecture 4. s, , est un polynome I-hyperbolique.

Avec un tel résultat, s, , serait L_concave, ainsi que sa restriction a I'y,, ie. f.
; P

Théoréme 5.6.8. La conjecture |4| est équivalente a montrer que s, , est un polynome
I-hyperbolique, ou encore que (1, \) est scindé pour tous A, i € RP.

De plus,
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DEMONSTRATION. Soient x € R™, A € RP. Alors

Snp(x+ X LA+ X -T) =

i op(z+ X - ]I)O'p_k()\ +X 1)

= (%)

£6) (57 o)

p—Fk .
" ( <p —(p - k) + ]>O_(pk)j()\)Xj

J

(n—k+i)i(k+))!
nlilj!

Uk,i(:v)a(p,k),j(/\)XiJrj.

Nous avons fait usage de (5.5)). Nous faisons le changement de variable | = i+ j et utilisons
le fait que of_;(x) =0 quand ¢ > k :

mm(k,l .
(n—k+i)l(k+1—1) !
; il l— Al Ok—i(®)0p—k—14i(A) X

i

Spplx+X LA+ X -T)

~

n—k+i)l(k+1—1)!
nlil(l —0)!

Ok—i (ac)ap,k,lﬂ-()\)Xl.
k=0 1=0 =0

En posant m = p — k — [ 4+ ¢, nous obtenons
p—i+i

l
(et X LALX-T) _iz Z (n+m—p+0)l(p—m)! (2) ()\)Xl
onp( _l . 2 nlil(l — i)! Tp—tomiEOm
=0 =0 m=—I1+1

- ;; (E; i m) ot m _p; D= @)X
_ lz; Z:l <2|l ) (om = p D= m
S P e Rt L R

En appliquant le corollaire [5.6.5, nous trouvons qu’il existe pu € RP tel que pour tout
0<i<p,
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Ainsi

sn,p(x+X-]I,)\+X I)
-l

:Z (n+m— pn—'kl'l) (p —m)! n_(sz?_ o A ()om(V)(2X)]
=0 m=0 o (p—(p—l—m))

S mmlma Dl oy
Lo L l'p' Op—l-m(H)Om

= spplp+ X LA+ X ).

Si spp est un polynome hyperbolique, alors sp,(u + X - LA+ X - I) = mp(p,A) =
Spp(x+ X - I, A+ X -I) est scindé, et s, est également hyperbolique. O

REMARQUE 22. En invoquant le corollaire nous aurions pu remplacer x € R” par
w1 € RP depuis la définition de s, : étant donné x € R, il existe p € R tel que pour tout

0<Ek<p,or(x)= (Sg%) or(p). Alors

5o 0) = Zp: (@) op- k() _ Zp: O‘k(/,L)o'p_k()\)'

rer 09 = ®

Toutefois, cela ne nous aurait pas donné I’équivalence entre I’hyperbolicité de s, , et celle
de spp.

5.6.3 Une nouvelle conjecture

J’al trouvé une autre formulation, équivalente, a la conjecture [

Théoréme 5.6.9. La conjecture[§) est équivalente a l'assertion suivante.
Pour tous P,Q € R[X] avec deg P = deg@Q = p, si P et Q sont scindés, alors

p
3 pRQEH
k=0

est également scindé.

DEMONSTRATION. Nous savons par le théoréme que la conjecture {4 est équivalente
au fait que mp(p, A) soit scindé pour tous p, A € RP. Or, par (5.4),

7-(17(/%)‘) = SP,P(M+X LA+ X ]I)
B zp: or(p+ X -Dop (A + X - 1)

k=0 (%)
_ 3 Up(ﬂ‘f‘X']I)(p_k)op(/\+X.]1)(k)
—Z;) (p— k)RR

—

=3 STUX + ) (X + )] PP+ A0) (X + 4]
" k=0
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et (X+p)...(X+pp) et (X+A1)...(X+A,) sont la forme la plus générale de polynémes
scindés sur R de degré p. O

Cette assertion ressemble au lemme de Rolle, et est susceptible d’avoir une généralisa-
tion & la Gauss-Lucas, comme

Conjecture 5. Pour tous P,Q € C[X] avec deg P = deg Q) = p, les racines de

3 pRQEH

p
k=0
se trouvent dans ’enveloppe convexe de celles de P et Q).

Proposition 5.6.10. La conjecture [f] est vraie pour p = 2.

DEMONSTRATION. Soient g1, fi2, A1, A2 € R, P = (X +A1)(X+X\2), Q = (X +p1) (X +p2).
Alors

P/:2X+)\1+)\2,
Q' =2X + 1 + po,
P// — Q/l — 2’
PQ"+PQ +P'Q=8X>+4(\ + X+ p1 + p2)X
+ 2X1 A2 + 2p1 2 + (A1 + A2)(p1 + pe).

Le discriminant de PQ"” + P'Q’ + P"Q est
Apgripigaprg = 16 [(A1 — X2)? + (11 — p2)?] >0,
donc PQ" + P'Q" + P"Q est scindé sur R. De plus, ses racines sont

AL+ Ao+ o n VO = A2)2 + (11 — p2)?
4 4 ’

T4+ =

REMARQUE 23. Il s’agit d’une autre fagon de montrer la conjecture [2] pour p = 2.

Pour le dire rapidement, le corollaire [5.3.6] signifie que « plus » un polyndéme est log-
concave, plus il est susceptible d’étre scindé. Un exemple immédiat de suite log-concave

est la suite des coefficients binomiaux : f est log-concave, et

<Z> + <71L>X+...+ <n7zl>X”1 + (Z)X” =(1+X)"

est scindé. De plus, multiplier par la suite binomiale préserve le fait d’étre scindé : cela
rend le polynéme « plus » log-concave. Il s’agit d’un résultat classique de la théorie des
polynémes réels scindés, que 'on peut par exemple trouver au chapitre 7 de [26].
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Théoréme 5.6.11 ([26]). Soit P = ag + a1 X + ... + ap,XP € Ry [X], n € N*. Si P est
scindé sur R, alors

(g) ag + <n> a X +...+ <n> ap X? est également scindé sur R.
p p

Ici, nous faisons le contraire : nous divisons par la suite binomiale, donc rendons le
polyndéme « moins » log-concave, et moins susceptible d’étre scindé. Nous avons déja vu

que
P

> o) pi(N) = 11, )

k=0

P
est hyperbolique, et donc Z orp(p+ X -Dop_k(A+ X - I) est scindé. En termes des poly-

nomes P et @ du théoréme [5.6.9] cela s’écrit simplement

p

3 </€> QPR p®) — (QP)®),

k=0

dont on prouve qu’il est scindé en appliquant p fois le lemme de Rolle. Si notre conjecture
est vraie et

p p
E :E QPr-kp
o (%) ot

est scindé, cela impliquera que les polynémes semi-symétriques sont scindés bien que « peu »
log-concaves. La proposition [5.6.10| suggére méme qu’ils pourraient étre optimaux, en un
sens & préciser, parmi les polyndémes scindés sur R.

Forts de ces résultats, revenons a l’équation de contrainte de Lovelock (4.59) et au
probleme ([4.60, @, £).
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Chapitre 6

Un nouveau probléme

de o1-Yamabe
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6.1. ARGUMENTS ALGEBRIQUES DE CONCAVITE

Ce chapitre contient ’application du chapitre [5| au nouveau probléme de oi-Yamabe,
ainsi que la suite de la résolution de ce probléme. Les résultats sont issus de [4§].

6.1 Arguments algébriques de concavité

6.1.1 Lorsque f» est scindé

Notre objectif, dans cette section, sera d’utiliser les résultats du chapitre précédent sur
Kb afin d’appliquer le théoréme a

.0 = (T, (F2)77)
Deux remarques préliminaires s’imposent.

* Premiérement, les résultats de concavité du chapitre précédent s’appliquent & des
polynémes aux coefficients positifs. Or, comme nous ’avons vu, le cas physique le
plus répandu correspond &

apg = ag = —2A < 0.
Nous effectuerons donc le changement de variable
ap — ag + 2A, (6.1)

et étudierons le probleme (460, @, & + 2A).

Nous laisserons le nouveau aq varier, afin de présenter des résultats plus généraux ;
ceci permet par exemple de considérer une constante cosmologique négative.

* Le théoréeme ne permet que de prescrire une courbure constante. Nous suppo-

serons donc que £ > 0 est constante — ce qui est par exemple le cas dans le vide o

€ = 0 — et changerons la normalisation des coefficients : pour tout 0 < k < p,
ag

_—. 6.2
ar — 1 2A (6.2)
Nous nous ramenons ainsi au probleme (.60, @, 1).
Théoréme 6.1.1. (£.60, @, 1) est équivalent
1
(Fa (AP =1. (6.3)
Par la suite, si
* @ = (ag,a1,...,a,) € Kh et
* A(V) € FTZ;

alors il existe u € C°(M), u > 0, tel que ¥ := uﬁy € C[y| vérifie

p 1/p
(Z akak(x(fm) =1 et (6.4)
k=0
A#H) ey, sur M, (6.5)
en somme (460, @, 1) est résolu.
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Corollaire 6.1.2. S

*x (0,a1,...,ap,) € Kh" et

* )\(7) 6 F’ﬂ7

alors I’équation de contrainte hamiltonienne de la théorie de Lovelock dans la vide (4.59))
a une solution.

Les différents résultats du chapitre précédent peuvent étre rassemblés dans ce théoréme.

Théoréme 6.1.3 (chapitre [5]). Soit n € N.

a) Pour ap,ai,az >0,

(ag,a1,az) € IC,21 — qp+ta (?)X + as (Z) X? est scindé sur R

— na?—2(n—1)agaz > 0.
b) Pour ag,ai,...,a, >0,
ap, a1, ..., a, sont les coefficients de plus haut degré d’un polynome scindé sur R

= (ag,ai,...,ap) € KP.
c¢) (Critére de Kurtz) Pour ag, a1, ...,a, > 0,
dag_10p+1 < az Vi<k<p—-1 = (ao,a1,...,ap) € KP.
Corollaire 6.1.4. Soit @ = (0,a1,...,a,,) € (Ry)PH.

a) Supposons que ap, = 0 pour 3 < k < py,. Cela correspond auz théories de gravité de
Gauss-Bonnet. Alors
(0)(11)(12) S ’Cza

donc le théoréeme [[.4.4) s applique a
(T, f) = (P, Varo1 + az02)
et il existe une solution o [4.60, @, 1).

b) Supposons qu’il existe m > 0 et R € Ry[X], degR < m — 1, tels que R+ a1 X™ ! +
oot oap, XMTPr soit scindé sur R. Autrement dit, supposons que (a1, ...,ap,) soient
les coefficients de plus haut degré d’un polynome scindé sur R. Alors le théoreme [{.4.4)
s’applique a

(I, f) = (Fm (o1 + ...+ apnapn)l/pn)

et il existe une solution o [A.60, @, 1).
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c) Supposons que pour tout 1 < k < p, — 1, dag_jap1 < a%. Alors le théoréme m
s’applique a

(I, f)= (Fn, (@101 + ...+ apngpn)l/pn)

et il existe une solution & ([4.60, @, 1).

Dans tous ces cas, l’équation de contrainte hamiltonienne dans le vide (4.59) a une solution.

Dans le chapitre précédent, nous avons émis la conjecture suivante.

Conjecture 2. Pour agp,a1,...,a, >0,

_7:ao<g>+a1(T>X+...+ap<Z>Xp est scindé = (ap,a1,...,ap) € KP.

Si cette conjecture est vraie, elle peut encore élargir I’ensemble des coefficients pour
lesquels le théoréme [1.4.4] s’applique.

6.1.2 Interprétation physique des racines réelles

J’ai mis en évidence un lien surprenant entre cette conjecture et ’origine physique de
I’équation de contrainte hamiltonienne (4.59)).

Théoréme 6.1.5. Soient @ = (ag,a1,...,a,) € RPTL et ap, Ry définis comme en (4.53),

{4.57). Alors
_ n n n
=z = a0<0) —|—a1<1>X—1——|—ap<p)Xp

est scindé si et seulement si le polynome de Lovelock projeté peut étre factorisé en un
produit réel, ie. si et seulement s’il existe v € RP tel que :

P ai1brazba---apby c1d1 c1di codo cads

p
1 dicodo-cd b b
E apRy oc —§crorerdzerdy (Ra1b1 + V15a1b1> (Ra2b2 + V25a2b2> (Rzpdp + l/pézpdp> .
pPHp pPYp
k=0

DEMONSTRATION. Soit @ = (ag,ay,...,a,) € RPTL. f € C[X] peut toujours étre facto-
risé dans C : soit p = (p1,. .., 1p) € CP tel que

mag) v (xe e ()=o)

Alors pour 0 < k < p,
n n
Qg L) ap P op—k (),

o = ay =y () (6.6)

ie.
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Or, rappelons (4.57)) :

(n — 2k)!
o = g 2L
e
B p!(rﬁp)!%k(?u)m;fk)!'

En parallele, prenons v € CP. 1l peut étre montré par des développements consécutifs
le long de lignes que pour 1 < k < p,

i C1d1C2d2"'depRa1b1Ra2b2 Rakbk(sak+lbk+1 5apbp

o arbragba--apby = Vc1dr Veade T TVegdy T cpp1di41 T T cpdp

=n—-2k)n—2k—-1)...(n —2p+2)(n —2p+ 1)Ry. (6.7)

Ainsi, si nous développons le produit suivant, nous obtenons

1
7501d162d2 cpdp (Ra1b1 + Vléalbl) (Ra2b2 + 1/2(5(121)2) o (R(clﬁsz + Vpég;)gz)

9P a1brazbz---apbyp c1d1 cidi cods codo

= op k() (n—2k)(n—2k—1)...(n—2p+2)(n—2p+ 1Ry (6.8)
k=0

1 p
L — _ — 2k)! Ry 6.9
(n_zp)!kzzoap k(v)(n — 2k)! Ry (6.9)
Donc,
p
F2(A) = aroe(A(%)) (6.10)
k=0
p
_ ZakRk (6.11)
k=0
Y
P
=2 N"6 . (2u)(n—2k)! Ry (6.12)
| —n)! p
2vpl(n —p)! =
_ ap(n - 2]9)! I cid cada-cpdp aib aib
= i 1 * e (Rclld; + 2#15;@&) . (6.13)

apb apb
. (RC;’ B+ Q,Lpécjd;’) .
En somme, les racines de la forme factorisée du polyndéme de Lovelock projeté sont le

double des racines de f. O

REMARQUE 24. La forme factorisée du polynéme de Lovelock fut introduite dans les an-
nées 1990 dans [60], ou elle est considérée comme un produit de tenseurs de courbure
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concirculaires. Il s’agit des tenseurs de la forme

R 4 pocd,
p étant une échelle de courbure, donc de longueur carrée inverse. On peut trouver des
références sur les courbures concirculaires en [4], [98] et [99] par exemple. Chaque Ra’“bk +

2,uk<3a’“b’C est de cette forme, et les py, représentent p différentes échelles de courbure. Les Lk
sont tous réels et positifs si et seulement si les échelles de longueur qui leur sont associées
sont réelles.

Si la conjecture [2] est vraie, il en découlera que

toutes les échelles de longueur concirculaires
du polynome de Lovelock projeté sont réelles (6.14)
= [’équation de contrainte hamiltonienne (4.59) a une solution.

Il serait intéressant de chercher ce que cela signifie, géométriquement et physiquement,
pour une variété M, d’avoir des échelles de longueur concirculaires réelles.

REMARQUE 25. Dans le cas ou n est impair, p = p, et toutes les racines sont égales, avec
pi=2u1 =...=2u,
leur valeur commune, nous avons

Zak‘Rk o o c1d102d2...0pndpn (Ra1b1 +p5a1b1> (Ra2b2 +p5a2bg) o (Rapnbpn p(sapn Pn)

a1 biasba---ap, bp, c1d1 c1dy coda cado Cpn dpn Cpndpp

1
o Pf <Qab peaeb> ,

oit Q% est la 2-forme de courbure, e la 1-forme de vielbein de (M, ) dans le formalisme
de la tétrade, et [> = p~! le carré d’une longueur. Cette écriture, en utilisant le pfaffien
d’une forme de courbure modifiée, rappelle le lagrangien de Born-Infeld, qui est une
source d’intérét physique et mathématique trés importante (cf. par exemple [60], [4], [89],
[18], [100]).

Une fois encore, nous devons rester prudents : le lagrangien de Born-Infeld vit norma-
lement dans un espace-temps lorentzien de dimension n + 1. Ici, nous avons projeté les
équations de champ de Lovelock sur un espace riemannien de dimension n et considéré
uniquement la contrainte hamiltonienne. Les situations sont semblables, mais pas égales a
proprement parler.

6.2 Arguments analytiques de concavité

6.2.1 Fonctions concavifiantes

Demander que (Zizo akak) L/p soit concave est en fait la plus forte hypothése de conca-
vité qui puisse étre faite. En effet, si a, # 0, nous avons pour z — +00

(Brocera) = (E+0)) -0 =
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qui ne peut étre concave si a > 1/p. Pour le dire grossiérement : en partant de 1/p, plus «
est petit, plus (Zizo akak)a est susceptible d’étre concave.

Précisons ce point. Considérons une application P € C*(T,, — R*) et une fonction
strictement croissante F' € C*(R% — R). Alors

F'oP

e (epr) pwepel. e

H(FoP)=

F o P est concave sur '), si et seulement si H (F o P) est négative en tout point.

Définition 6.2.1. On dit que F' est une fonction concavifiante de P lorsque F o P est
concave.

Par exemple, 'exponentiation & un petit nombre revient a prendre F'(u) = u®, a > 0,
et donc

H (P*) = aP*?[PH(P) + (a — 1)D(P) ® D(P)]. (6.16)

D(P)® D(P) étant positive, u — u® est plus susceptible de concavifier P si « est petit. La
limite o — 0 correspond & In P. Mais ce n’est qu’une facon parmi d’autres de concavifier
une fonction. En ce qui nous concerne, toute fonction concavifiante conviendra.

Lemme 6.2.2. Soit (ag,a1,...,ap) € RPFL. Supposons qu’il existe une fonction F R% —
R telle que

(i) F € C*(R% —» R);
(ii) F est strictement croissante ;
(111) tl}inooF(t) = +4o00;

(iv) lim F(t) =0;

t—ag

(v) x €Ty — F(ag+aro1(x) + ...+ apop(z)) est concave.
Alors le théoréeme[].].4] s’applique a
(I, f) = Tn,Fo(ag+aior+ ...+ apop)).

DEMONSTRATION. Il est facile de vérifier que toutes les hypothéses du théoréme sont
remplies. ]

REMARQUE 26. En particulier, si (0, a1, as,...,ap,) est tel qu'une fonction F' remplissant

existe, alors (4.59) a une solution.

En observant ([6.16)), ’on pourrait croire qu’il suffit de prendre ov < 0 pour finalement
avoir H (P“) négative. Cependant, cette fagon de procéder ne fonctionne pas. En effet, étre
« trop » concave empéche de remplir la condition :
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Proposition 6.2.3. Soient P € C*(I',, — R*) avec P(c0) = 0o, et une fonction stricte-
ment croissante F' € C*(R% — R) telles que

F'oP

H(FoP)=PH(P)+ <F,OP

P) D(P)® D(P)
est négative. S’il existe un certain T > 1 tel que, uniformément,

F"oP
F,izpp < -7, (6.17)

alors F est majorée.

DEMONSTRATION. Il suffit d’intégrer deux fois.

(¢
617 = Wy« ViteR,

F(t)
F"(t) T
< R*
Fr(t) = ¢ viER:
< In(F'(t)) —In(F'(1)) < —7Int VteRL
F'(1
— F'(t) < t(T) ViteRy
F(1) 1
< o *
<:>F(t)_F(1)+T_1(1 tf1> VteRL
/!
:>F(t)§F(1)+F(11) VteR:L
r_

O

Ainsi une fonction F' qui soit & la fois concavifiante tout en laissant F' o P diverger a
I'infini doit avoir —F”(t)t/F’(t) proche de 1 a un endroit. Lorsqu'un logarithme ne suffit
pas, il est naturel de penser & plusieurs itérations successives du logarithme.

Définition 6.2.4. Pour k € N, nous écrivons

In[0] = Id,
k
——
In[k] =Ino...oln. (6.18)

Proposition 6.2.5. Pour z € R suffisamment grand, on peut montrer par récurrence que

1

k]’ = In[k — 1] x ... x In[2] x In[1] x In[0]’ (6.19)
Wk = —LF Infk — 1)(1+ ... (1 +m[3](1 + W[2)(1 +n[1])))...) (6.20)
(In[k — 1] x ... x In[2] x In[1] x In[0])? , )
Infk]”(x) . 1+Ink—11+...(1+Wn3)(1+Wn[2])...)
T Y Mk — 1] x ... x n]2]  In[1] (). (6.21)
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A des constantes additives prés qui permettent & toutes ces fonctions d’étre bien définies,
ces In[k] pourraient constituer une famille de fonctions fortement concavifiantes.

J’ai utilisé 'une d’entre elles pour résoudre entiérement le cas p = 2.

6.2.2 p=2

Soit @ = (ag,a1,a2) € (Ry)>. Si (ag,a1,az) ¢ K2, nous ne pouvons pas utiliser le
corollaire pour résoudre (£.60, @, 1). Toutefois, il existe dans tous les cas une fonction
concavifiante de f-.

Théoréme 6.2.6. Soient a,b,c € Ry, s € R, tels que a > 0 et s+1na > 0. Alors

x € Iy, — In(s + In(a + boy () + coa(x)))  est concave.

DEMONSTRATION. Si ¢ = 0, a + bo; est une fonction affine, donc concave. (6.15) montre
que le logarithme d’une fonction concave est également concave, donc cette propriété est
héritée par Ino(a + boy) puis par Ino(s + Ino(a + boy)).

On supposera donc que ¢ > 0. Soient
g:x €y — a+boyi(z)+ coa(z),
F:te€la,+oo] — In(s +Int),

T:t€ |a,+oo[ —> —I;/,((f))t,
fi=Fog.
Alors
H(f)= F/gog [gH(g) + (?H gg) D(g) ®D(g)]

/Og
=gH(g) — (t0g) D(9) ® D(g).

Calculons le déterminant de cette matrice. Pour « € I';,, nous avons

o 1 ... 1
H=|m|. . o | =8@@=c|' ° o caei-a),
. ..' 1
1 0
g1(x) b+ c(o(z) —x1)
Di=Di)a)=| : |= z — (b+ coy (@) — cx,
gn(x) b+ c(o1(x) — xp)
F(t) = ; Jlr/lilt’
o F//(t) B
()= - F'(t) = e
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Donc,

det H(f)(z) = det [g(x)H (9)(z) — 7(g(x))D(g)(x) @ D(g)(x)]
= det [g(x)H1 = 7(9(x))g1(x)D | ... | g(x)Hn = 7(9(2))gn(2) D]

Faisons le méme raisonnement que lors de la preuve du lemme [5.4.1] En utilisant la mul-
tilinéarité du déterminant, nous avons

det H(f)(z) = g(z)" det H — 7(g(z))g(x)" ! Zdet [Hi| ... |gj(x)D | ... | Hy].
j=1

Puis nous développons le long de la j-iéme colonne, et écrivons H;; les mineurs de H. Nous
obtenons alors

n

S det[Hy | ... | gi(@)D | .| Ho = gi() > (~1)Hgi(a) Hy,
j=1 j=1

=1
='Dcom HD
='Dtcom HD
='D(det H)YH'D.

Nous avons déja vu dans la preuve du théoréme [5.4.2] que
det H = (n — 1)(=1)""1c",

et
H' =

1
e el (= D).

Ainsi,
'D(det HYH'D ='D [(—¢)"* (I'l - (n — 1)1d)] D
~ (="~ |(1D)* = (n - 1)'DD).
Déterminons chacun des termes :

(“ID)* = (nb + (n — 1)coy (z))?
= n?b* + 2n(n — Dbcoy (z) + (n — 1)%c?oq ()2,
tDD = (b + coy(z))? I — 2(b + coy(x))cl e + ¢ tox
= nb® + 2(n — 1)beoi (z) + (n — 2)c?o1(2)? + ¢ (01(2)? — 202(2)) .

En les regroupant,

‘D(det HYH'D

(=)™ ! [nb* + 2(n — 1)beoi (z) + 2(n — 1)cPoa())
= (=¢)" ! [nb* + 2(n — 1)c(g(z) — a)] .
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Et finalement,

det H(f)(x) = det [g(z)H (g)(x) — 7(g(x))D(g)(z) ® D(g)(x)]
= g(z)det H — 7(g(x))'D(det H)H D
—¢)" ! [(n = Deg(@) = 7(g(x)) (nb* +2(n — 1)e(g(x) — a))]
) Jeg(@) (1= 27(g(x))) — 7(g(x)) (nb* — 2(n — 1)ac)] .

La derniére expression n’est pas sans signification : elle représente le discriminant de la
restriction de g & A* , vue comme un polyndme, ie.

n(n —1)
2

g=9(X,...,X)=a+nbX + cX?.

Nous avions en effet déja vu cette quantité dans la preuve du théoréme Pour cette
raison, nous posons
Ag = nb? —2(n — 1)ac

et nous pouvons écrire

n 1
det L)) = = 1{”‘“9 (- )~ (e >
= (=0 [(n — Deg(e) (5 + 2+ In(g(a))) + (5 + 1 + In(g(z))) Ag)
- —<—c>" Lo(g(e)),

p:t€la,4oo[— (n—1)ct(s+2+1nt) + (s +1+1nt)Ag.

Nous voulons maintenant montrer que ¢ > 0. Ceci prouvera que le signe de det H(f) est
constant et vaut la parité de n, donc que la concavité de f est constante sur I';,.

Supposons que Ag > 0. Nous avons choisi s tel que s+Ina > 0, donc ¢ > 0 sur ]a, +00].

Supposons que Az < 0. Déterminons le signe du maximum de ¢. Soit t € Ja, +o00].

A
O(t)=(n—1)e(s+3+1nt) + 79,

Pt)>0 < t(s+3+1Int)>—

Or t — t(s+ 3+ Int) est strictement croissante, avec
limt(s 4+ 3 +1nt) =0,
t—0

lim ¢(s+3+1Int) = 4oc.
t—+o00

Il existe donc un unique t* € ]0, 4o00[ tel que

Ag
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Du cété droit,
Ag b?
LBy,
(n—1)c (n—1)c
Du c6té gauche, en t = a,
a(s+3+1Ina) > 3a.
Ainsi t* < a. Donc ¢/(t) > 0 pour tout t € |a,+o0[, et ¢ atteint un minimum global en
t = a. Déterminons la valeur de ce minimum.
pla) = (n—1ac(s+2+1Ina)+ (s+1+1na)Ag
> 2(n — 1)ac+ Az = b
> 0.
Donc ¢ > 0 sur Ja,+o0[, et det H(f) a un signe constant sur I';,. Ceci entraine que les
valeurs propres de H(f) ne s’annulent nulle part dans I',,, qui est un ensemble connexe.

La concavité stricte de f est donc constante sur I'j, : si 'on parvient & montrer que f est
concave en un point, alors elle le sera partout. Faisons-le sur la diagonale.

Rappelons ’équation :
H(f) = gH(g) —7(9)D(g9) ® D(g).
Soient u € R™\{0}, z € R%.. Nous avons
"uH (f)(z-Du= I)'uH (g)(z - Du — (g(z - 1)) (‘uD(g)(z - 1))

-1
n2 )022) fuc(I@1 —1d)u

9
(a—l—nbz +

1
s+ln(a+nbz+ (n Ue )

n(n—1)
(2 [(ulD)? = (ufu)] — (n — 1>2<um>2)

. (‘u[(b+ c(n —1)2)1)°

Z—+00

= c2z2(”2_1) (—(n —2)(uD)? - n(ulu))
<0 pourn > 2.

Ainsi H(f)(z - I) est une matrice négative pour z suffisamment grand; et f est partout
concave. O

Corollaire 6.2.7. Pour tout @ = (ag,a1,a3) € (Ry)?, il existe une solution o (4.60, @, 1).

DEMONSTRATION. Les cas ag = 0 et ag = 0 ont déja été traités dans les paragraphes E[) et

du corollaire [6.1.4]

Supposons que ag > 0. On pose s = 1 — Inag. Alors le théoréme [6.2.6] entraine que
Ino(s + Ino(ag + a1o1 + a202)) est concave. Ainsi le théoréme s’applique a

(F, f) = ((Fn, In O(S + In O(ao + a101 + GQO'Q))) .
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REMARQUE 27. Nous avons établi la concavité de f en la montrant sur la diagonale A%,
aprés avoir prouvé que c’était suffisant. Nous avions tenu le méme raisonnement avec le
méme succés dans le chapitre 5] Ceci m’incite a formuler la conjecture suivante.

Conjecture 6. Soient @ = (ag,a,...,a,) € (Ry)P!, et F € C3(R% — R). Posons
fi=Fo(ap+aio1+...+apop).

Alors
[ est concave sur I',, <= f est concave sur la diagonale A’ .

Il me semble qu’il est toujours possible de trouver des fonctions suffisamment concavi-
fiantes, comme la famille (6.18)), et donc d’étendre le théoréme mais je n’ai pas été
capable de le prouver.

Conjecture 7. Pour tout @ = (ap,a1,...,a,) € (Ry)PT il existe F € C*(R%. — R) tel
que
F o f4 est concave sur I'y,.

6.3 Théoréme des fonctions implicites

Dans cette section, nous ne supposerons plus que les coefficients a; sont positifs. Nous
supposerons seulement que pour k > 2, les a; sont négligeables devant 1 : c’est la limite
des théories de Lovelock vers la RG. Plus précisément, nous allons appliquer un théo-
réme des fonctions implicites. Dans ce but, nous allons considérer I’équation de contrainte

hamiltonienne (4.60|) dans les espaces de Sobolev.

Toujours dans l'optique des problémes de Yamabe et oi-Yamabe, et de la méthode
conforme pour les équations de contrainte de la RG, nous chercherons une solution de

(4.60) dans une classe conforme donnée.
Rappelons que

2n n+2 4 4(n—1)

2*:n_2’ 2"‘—1:n_27 2*_2:n_2’ 2*+2:ﬁ7 (622)
et
Shlij = i 5 [R[V]z‘j = 2(1;[1]1)%]} . Shl= 2(5[1]1) (6.23)

Les formules suivantes proviennent du calcul conforme classique. On peut par exemple
les trouver dans [84] :

Lemme 6.3.1. Soient u € C*°(M), u >0, et ¥ = uﬁ’y. Alors

S[5ks = Sl + g~ VLYl (6:24)
. n ' Vh]muv[v]ju _ V[’Y]WZ[V]W’V“ nyijg)’
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donc
o1 (A (7)) =S[Y]
= S[7li 7"
= S[Fiju > T2
22 +1 .
= = (—Ahu) + Sl
et 5
SHu? ! = —EAMU + S[v]u. (6.25)
En termes de courbure scalaire, cela s’écrit
R [uQ*_Q’y} w7t = — (2* 4+ 2) A[yJu + R[Y]u. (6.26)

Corollaire 6.3.2. Soit € > 0. Alors, pour ag,...,a, € RPHL 4 M — RY,

u € W22 (M) = Z axok <>\ (uﬁ7>> c We2(M).

p
k=0

DEMONSTRATION. Soit u € W2+2(M). A cause de (6.24), S[7]ij € W2 (M — S,,(R)).

Soit 0 < k < p. Pour tout M € S, (R), si A(M) dénote '’ensemble des valeurs propres
de M, alors o1 (A(M)) coincide avec le k-iéme coefficient du polynoéme caractéristique de
M, en partant du plus haut degré. Ainsi o (A(M)) est un polyndéme en les coefficients de
M, et

(Sn(R) — R
M op(A(M))

> € C¥Sn(R) — R).
Par composition, on en déduit la régularité de ), ayoy. ]

Ainsi, nous pouvons définir 'application suivante.
Définition 6.3.3. Soit € > 0. Introduisons

WEHE2(M) x RPHD — We2(M)
T[] : (u, ﬁ) — Zakak (/\ (uﬁ’y)>
k=0

Nous sommes désormais préts a énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme 6.3.4. Supposons que R[y] < 0.

Soient ag,a1 € R, a1 # 0; écrivons @ = (ag,a1,0,...,0). Prenons u = 1. Alors T[]
est Ct et o7
al (1,a) est inversible.
ou
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DEMONSTRATION. La preuve s’inspire de celle du probléme de Yamabe.
Soient u € W2*t2(M), u > 0, et ag,a; € R, a; # 0. Nous pouvons par exemple
supposer que a; > 0 sans perte de généralité. Soit h € W2+52(M). Alors

Ty
ou

](u,ao,al,O,...,O)( |(w + th,ag,a1,0,...,0)

at‘t—
= gt‘t:o (ao+a18 [(u—i—th)mﬂ —i—O—l—...—i—O)

P — 25 A[y](u + th) + S[y](u + th)
5ilico EE

- {8875 <_n32AM(u+th)+S[’Y](u+th)) (u+th)> !

-—<—ni2AhKu+HU+ShKu+HU>§3u+tmy_ﬂ

t=0

:<—n22Ahw+ShM>f“4—(—n22AhW+ShW>@*—Uhﬁ“Q

E<—n32AhM+Shm>u—(—n32AMu+ShW>@*—Dh

Prenons maintenant u constant, égal a 1. Nous obtenons

oT'[v]

S0, ) () =~ A+ Sl — (2 = )Shlk
=~ ApJh - (2 - DSkl

= — (A[y]h + 2S[v]h) .

Fixons la métrique . On pose
c = —2S[y]. (6.27)
R[v] < 0 par hypothése, donc ¢ > 0 d’apreés (/6.23). Nous définissons alors

WZHEAM) — WE2(M)

L: h s —Ah+ch,

(6.28)
et nous allons prouver que cet opérateur est inversible.

» Injectivité : Soit h € W2T52(M) tel que L(h) = 0. Alors

[;hL
LAAOVh+cMQd

IVA? 4+ ch? =0

¢ >0, donc

partout sur M, et h = 0.
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x Surjectivité : Soit w € W&2(M). Définissons

WhH2(M) — R
L A / (1992 +e?) dv (6.29)
M
_ inf _m inf I(h).  (6.30)
h e Wh2(M) (/ whdv) he Wh2(M)
Jwh #0 M Jwh =1

Nous allons montrer que cet infimum est atteint en un point A, et que ce point a pour
image w.

Il existe une suite minimisante (h,) dans W2(M) telle que

/ why dv =1 et / (|th|2 + chi) dv —— v
M M n—oo
(hy) est bornée dans WH2(M), qui est un espace réflexif, donc (hy,) est faiblement
compacte dans W12(M). Quitte & en extraire une sous-suite, il existe un ho, €
WLH2(M) tel que

W1’2

n—oo

(e o)

Or l'injection de Sobolev

WA (M) — LI(M)

est compacte pour ¢ < 2*, et en particulier pour ¢ = 2. Il existe donc h’, € L?*(M)
tel que, & une sous-suite prés,

L? ’
hp —— h.
n—oo

Pour tout ¢ € C*(M),

0:/ (hp — hp) pdv —— hoocpdv—/ h. o dv,

la premiére convergence ayant lieu dans L? et la seconde dans W'2-faible. Ainsi

hoo = hl,.
L2
* h, —— h, donc
n—o0
1= / why, dv —— wheo dv. (6.31)
M n—oo M
L2
* hy, —— he, donc
n—oo
/ h2dv —— [ h2 do. (6.32)
M n—oo M
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* Par ailleurs,
/ |V(hnhoo)|2dv:/ |th|2dv2/ Vihnvihoodv+/ [Vhoo|? dv
M M M M
> 0.
Or
/ VihnViheo dv —— [ VihooViheo dv
M

n—oo M

a cause de la convergence faible de h,, dans W12, Donc
/ [Vhoo|? dv < liminf/ IVh,|? do. (6.33)
M n—oo M

En assemblant (6.32) et (6.33), nous obtenons
v = lim (|th\2 +ch2) do > / (19heel® + chio) dv = I(hs).  (6.34)
M M

n—oo

Autrement dit, hs, minimise I dans W12(M). En utilisant (6.31]), nous avons

1:/ wheo dv, (6.35)
M

donc v < I(heo). Ainsi
v = I(hs). (6.36)

Jwheo =1, donc ho # 0 et v > 0.

Maintenant, plagons-nous en ho et étudions les variations de I : soit ¢ € C*°(M) C
Wh2(M). Puisque hoo minimise I(h)/ ([ wh)2 et a cause de (6.35]), nous obtenons

_ 9 I(hoo + tp)
Itli—o (fo wlhoo + tep) dv)2

P / (\Vhoo+tV<p|2+c\hoo+tcp\2> dv
M

e o)
( /M 2 [Vihoo Vi + choop] dv) ( /M wheo dv)
(e
(et senw)s (o) (fove)
([ wos]

= 2/ [Vihooviga + choocp] dv — QI(hOO)/ we dv
M
[

0

M

2/ Vihoo Vip + choogo] dv — 21// w dv.
M M
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On pose

Alors, pour tout ¢ € C*°(M),
/ [Vifzoovigo + ciLoogo} dv = / we dv.
M M
C’est-a-dire,

—Ailoo + CFLOO =w au sens d’Aubin.

Il nous faut ici invoquer le résultat suivant, dt 4 T. Aubin :

Théoréme 6.3.5 (Aubin). Soient ¢ > 0,7 >0, ¢> 1.

Sotent h,w tels que
—Ah+ch=w au sens d’Aubin.

Alors
we W = h e W24,

Ainsi by, € W2He2(M) et

L(hso) = ~Aheo + chey = w sur M,
donc L est surjective.

Nous venons de prouver que L = 85—1[7](1, 3) est inversible. ]

REMARQUE 28. La stricte négativité de R[y] est nécessaire pour que 85—7{7](1, 3) soit in-

versible : si R[y] > 0, nous perdons 'injectivité, et T'[y] peut avoir un noyau.

Théoréme 6.3.6. Soient ap,a; € R tels que ay(ag — 1) > 0.
Soient € > 0 et v tels que R[y] < 0. On pose

3 = (ao,al,O,...,O) ERP+1.
Alors il existe n > 0 tel que pour tout @ = (ag, a1, as, . . . ,ap) € RPFL
@ -2 <n = il existe um € W2TS2(M) tel que

p 4
Z aio ()\ <u%27>> =1.
k=0

De plus, @ — u est de classe C'.
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DEMONSTRATION. Soient ag,a; € R vérifiant aq(ag — 1) > 0, et € > 0.
Nous supposons que R[y] < 0. D’aprés le théoréme de Yamabe, il existe v € C*°(M),
v > 0, tel que R vﬁfy est constante et strictement négative. S [vﬁ’y} est de méme
constante et négative, & cause de . Pour tout k£ > 0, implique que
S {k:vﬁ’y] k=S [vﬁv} .

Fixons la valeur de k£ a

k=21 [vﬁv} > 0.
1— agp
Alors
4 a1 4
ap + alS |:k’l}"*2’y:| = ap _.I_ ?S |:/Un,2,.yi|
=1.
Posons
g = kvﬁ’y, o = (ag,a1,0,...,0).

En appliquant le théoréme a T [¥], nous déduisons que 8:‘;—1[7](1, 3) est inversible. Il
est alors possible d’utiliser le théoréme des fonctions implicites sur T [§] : W2T52(M) x
RPHL — We2(M). Nous obtenons l'existence de > 0 tel que pour tout qd = (ap, a1,
ag,...,a,) € RPTL
& —al <7 = il existe wy € W2T52(M) tel que (6.37)
T ) (e, @) =TI (1, ).
De plus, d — w— est CL.

(6.37) signifie que
p 4
> (A (w573)) =Tl w0z @)
k=0

=T[H(1d)
= ao + a1S [7]
=1. (6.38)
On pose alors
n—2
ug =k 1 vwy.
uz € W2E2(M), up > 0, et
P p 4
S (o) B (0457
k=0 k=0
=1.
Avec, en prime, d— u— de classe C! : c’est bien 1’énoncé du théoréme m O
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REMARQUE 29. Si aj(ap — 1) < 0, il n’existe pas de solution conforme égale & 1 pour une
courbure scalaire strictement négative.

L’hypothése sur la stricte négativité de R nous éloigne malheureusement du cas physique
classique : si a; = 1, 'hypothése a;(ag — 1) > 0 implique que ag > 1. Il s’agit donc d’une
constante cosmologique strictement négative, ce qui ne correspond pas aux observations
actuelles de 'univers qui indiquent une accélération de son expansion.

Le théoréme mpeut étre directement interprété dans les termes de I’équation (4.60)) :

Corollaire 6.3.7. Soient ag,a; € R tels que aj(ag — 1) > 0.
Soient e > 0 et 7 tels que R[y] < 0. On pose

a = (ag,a1,0,...,0) € RPHL,
Alors il existe n > 0 tel que pour tout d = (ap,ar,az,...,ap) € RPFL
@ — <) <n = il existe um € W2T52(M) tel que

e

Autrement dit, (4.60, @, 1) est résolu dans W2t52(M).
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Conclusion et principaux résultats

Nous rassemblons ici les résultats originaux de cette thése, marqués par un astérisque
*, et les questions encore ouvertes, marquées par un cercle o. Les conjectures, relevant a la
fois du résultat et de la question ouverte, seront signifiées par les deux symboles %o.

Au long de ces pages, nous avons exploré quelques aspects des équations de contrainte.
Ces équations sont la conséquence géométrique de la rupture de covariance entre une formu-
lation lagrangienne d’une théorie physique, d’une part ; et une formulation hamiltonienne,
qui implique une évolution et donc un choix de temps, d’autre part. Elles sont les contraintes
que doit respecter la construction d’une donnée initiale, et en ce sens constituent la premiére
partie du probléme d’évolution.

La deuxiéme partie du probléme d’évolution correspond au probléme de Cauchy : une
fois la donnée initiale fixée, existe-t-il, de facon unique, un développement de cette donnée
dans le temps ?

Nous étudions des problémes d’évolution qui reposent sur une structure n+1 : ’espace-
temps est feuilleté selon une fibration d’hypersurfaces spatiales, transverse aux gradients
d’une fonction temps.

Premier chapitre

Le probléme de Cauchy et les équations de contrainte de la Relativité Générale (RG)
ont été étudiés en profondeur depuis les années 1950, en particulier par Y. Choquet-Bruhat.
Dans notre premier chapitre, nous rappelons que ce probléme est bien posé dans le vide
et pour des champs de de matiére raisonnables. Puis nous exposons la méthode la plus
utilisée pour résoudre les équations de contrainte, la méthode conforme.

Deuxiéme chapitre

Dans le deuxiéme chapitre, nous étendons ces résultats a des familles de théories mo-
difiées de la gravitation : en partant des théories f(R), nous montrons qu’elles se fondent
dans les cadres plus généraux des théories de Brans-Dicke, puis tenseur-scalaire (STT).
En détaillant la preuve de M. Salgado datant des années 2000, nous montrons que le pro-
bléeme de Cauchy de ces théories est bien formulé, ce dont découle, dans certains cas, qu’il
est également bien posé. Puis nous étudions la méthode conforme pour les équations de
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contrainte des STT et expliquons en quoi elle peut se réduire, & travers le changement de
repére Einstein-Jordan, a la méthode conforme de la RG avec matiére.

* Sil’équivalence des propriétés classiques — a I'inverse des propriétés quantiques — entre
les repéres de Jordan et d’Einstein est déja connue et étudiée par les physiciens depuis
des décennies, elle n’est que rarement évoquée par les mathématiciens qui étudient les
équations de contrainte ; il m’a donc semblé important de détailler au paragraphe[2.5.3)
comment cette équivalence se traduit dans le formalisme des équations de contrainte,
ce qui n’avait pas été fait auparavant.

9~ apm 7
T lJ—)E T iJ—>E
Y apm ! MC
g v —1)
(pnTZ

On peut donc dire que la structure du probléme de Cauchy et des équations de contrainte
de f(R), Brans-Dicke et STT est essentiellement la méme que celle de la RG. Mathémati-
quement, il n’y a rien de plus a dire.

Troisiéme chapitre

La suite de cette thése est consacrée & une autre famille de théories de gravitation : les
théories de Lovelock, issues des théorémes de D. Lovelock datant des années 1970, et leur
extension f(Lovelock). Dans le troisiéme chapitre, nous exposons 'origine et le détail de
ces théories. Nous soulevons une question toujours irrésolue depuis les années 1970 :

o Quelle est la nature du lien entre les hypothéses physiques (symeétrie, divergence nulle,
dérivées du second ordre) sur le tenseur de Lovelock, et la forme si spécifique (théo-
réme géométrique fondamental de Gauss-Bonnet-Chern) de la densité lagrangienne
qui lui est associée ?

Nous rappelons ensuite deux questions encore ouvertes quant & la forme développée des
produits de Lovelock R,, :

o De combien de scalaires indépendants les produits de Lovelock sont-ils la somme ?

o Quels sont les facteurs devant chacun de ces scalaires ?

En utilisant un article de S. A. Fulling et al. datant de 1992 [28], nous donnons une réponse
théorique — une réponse explicite étant toujours a trouver — & la premiére question :

* Il y a autant de scalaires indépendants dans la forme développée du p-iéme produit

de Lovelock que de diagrammes de Young dont toutes les lignes ont une longueur
®p

paire, apparaissant dans la décomposition du pléthysme
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Ensuite, nous démontrons comment obtenir les équations de champ des théories f(Love-
lock). Ces équations étaient déja données dans I'article de P. Bueno et al. [9], mais sans les
détails de la preuve. Il s’agit d’écrire ’action sous une forme tenseur-scalaire grace a une
transformée de Legendre, dans le cas ot la hessienne de f est inversible ; on introduit alors
des champs scalaires ¢, correspondant aux dérivées partielles de f par rapport aux R,. Puis
d’utiliser un théoréme de H. Rund qui donne la dérivée totale d’une densité lagrangienne
en fonction de la métrique.

Quatriéme chapitre

Une fois ces équations obtenues, nous les projetons sur une décomposition n + 1 de
I’espace-temps et obtenons comme pour la RG une contrainte hamiltonienne, des con-
traintes de moment et des équations dynamiques. C’est 'objet du quatriéme chapitre. Les
équations de champ contiennent des termes de degrés arbitrairement élevés, mais les pro-
priétés du déterminant nous permettent de les développer le long de lignes ou de colonnes.
La plupart des termes, issus de la décomposition n + 1 du tenseur de Riemann, s’annulent
alors pour des raisons d’antisymétrie ou d’orthogonalité.

* Ceci nous permet de donner la décomposition n + 1 des équations de champ de
f(Lovelock) uniquement en termes de données sur ’hypersurface spatiale et de leurs

dérivées. C’est le systéme (4.7} 14.9)).

I1 fait intervenir (M, M, M, N, N, NN, NN, O, (O)), qui sont seulement des produits des projec-
tions (ijl, Nf]l , ijl) du tenseur de Riemann, qui s’expriment & partir de la métrique ~;;
et de sa dérivée temporelle K;; ; avec les champs scalaires ¢, et leurs dérivées temporelles

IL,. On retrouve ainsi la méme structure hamiltonienne de variables que pour la RG.

Nous testons nos formules pour p < 1 et retrouvons le cas connu de la décomposition
n—+1 de la gravité f(R). Pour p = 2 et ¢ constant, nous récupérons les résultats explicites
de [88]. Pour un p arbitraire et ¢, constant, nous retrouvons les résultats des années 1980
de [87] et [15].

Tous les autres cas, en revanche, semblaient inconnus auparavant, et les expressions pré-
sentées sont donc originales. Une premiére application, pour p = 2, donne la décomposition
n + 1 explicite de la gravité f(R, Gauss-Bonnet), a savoir : (4.174.18[/4.19)).

A partir de cette décomposition, les deux aspects du probléme d’évolution peuvent
étre étudiés. Contrairement aux théories f(R), Brans-Dicke et STT, leur structure est
radicalement différente de celle de la RG.

o Le probléme de Cauchy pour les théories f(Lovelock) générales est entiérement ou-
vert.

o La résolution mathématique des équations de contrainte pour les théories f(Lovelock)
générales est entiérement ouverte.

Nous nous sommes plutdt concentrés sur les équations de contrainte des théories de Lo-
velock. Dans le cas d’une variété localement conformément plate, il est connu depuis le
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milieu des années 2000 (cf. [45] et [30]) que les produits de Lovelock sont proportionnels
aux oj-courbures de la variété : Ry o< 0.

* Nous nous sommes restreints au cas d’une décomposition n+ 1 symétrique en temps,
ie. K;; = 0, et d’'une variété spatiale localement conformément plate. Les contraintes
de moment perdent alors leur signification géométrique, et la contrainte hamilto-
nienne devient la prescription d’une somme de oj-courbures .

Pour résoudre cette contrainte hamiltonienne, nous avons utilisé les travaux consacrés a
la prescription d’un seul oy, ie. le probléme de o;-Yamabe, datant des années 2000. Nous
avons en particulier appliqué un théoréme d’A. Li et Y. Y. Li [5I] qui nécessite que la
somme de op-courbures soit rendue concave.

Cinquiéme chapitre

Dans la mesure ou o est %—concave, nous nous demandons pour quels coefficients la

fonction
P

fea v elyr— Zakak(az),
k=0

est %—COHC&VG. Nous écrivons K5 ’ensemble de ces coefficients. Le cinquiéme chapitre est
consacré a I'étude de KPB.

Nous émettons les deux conjectures suivantes.

xo Conjecture
1 1 .
Jz est —-concave sur I';, <= f3 est —-concave sur A%
p p

= 1
< fz est ];—concave sur RY .

xo Conjecture

1 _
f< est 5—concave sur I, <= f5 est scindé sur R.

La théorie des polyndémes hyperboliques développée par L. Garding dans les années
1950 nous a donné 'idée d’introduire une famille de polyndémes homogénes, les polynémes
semi-symétriques :

p
g (0,0) € R x RO 30 PO,

k=0 (2)

Nous conjecturons alors que

xo Conjecture 4, s, , est un polynéme [-hyperbolique.

Ou, de fagon équivalente,
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xo Conjecture 4] s, , est un polynéme [-hyperbolique.

Ou encore, de fagon équivalente,

*xo0 Conjecture 4} Pour tous P,Q € R[X] avec deg P = deg@ = p, si P et ) sont
scindés sur R, alors

p
3 pQE-h
k=0

Pest également.

C’est la conjecture principale de cette thése. On peut en formuler une généralisation
naturelle, semblable au théoréme de Gauss-Lucas :

xo Conjecture Pour tous P,Q € C[X] avec deg P = deg@ = p, les racines de
Zi:o PO QW=k) ge trouvent dans I’enveloppe convexe de celles de P et de Q.

* Nous montrons que
B — @A — 2 — O
* et nous prouvons les conjectures [ [2] et [T] pour p = 2, ie.
K2 = {7 = (ag,a1,az) € (Ry)? | fa est scindé}
= {E) = (ag, a1, az) € (Ry)3 ‘ na? — 2(n — 1)agas > O} .

Ainsi la nature des coefficients pour lesquels fE{p est concave dépend du caractére scindé
de certains polyndémes. Nous avons donc rappelé certains critéres algébriques indiquant

N

lorsque des polynémes réels sont scindés sur R, et avons émis & ce sujet une nouvelle
conjecture.

*xo Conjecture (3l Soit P € R [X], deg P = n. Alors

1
P est scindé sur R — PP" + < — 1) P? <0 sur R.

n
* La conjecture |3| est vraie pour deg P = 2 ou 3.

Pour p > 3, nous ne sommes pas parvenus a une description compléte de K5, mais en
avons déterminé des sous-ensembles assez vastes.

* Par exemple,

sont les premiers coeflicients
@ e (Ry)PH (ap,a1,...,a,) d'un polynéme dont toutes les C KP.
racines sont réelles et négatives

* En utilisant le critére de Kurtz,

{E) e®Ry)PT | V1<k<n-—1, dap_iaps1 <ai} C KD

Ces cinq conjectures mettent a la lumiére de nouvelles propriétés des polynémes symé-
triques élémentaires, et promettent d’intéressantes recherches a venir.
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Sixiéme chapitre

Dans le sixiéme et dernier chapitre, nous revenons & la résolution de 1’équation de
contrainte hamiltonienne et utilisons les résultats du cinquiéme chapitre sur K5. Nous y
montrons que :

* Lorsque @ € K%, il existe une solution conforme 2 I’équation de contrainte hamilto-
nienne de la théorie de Lovelock, pour une énergie prescrite constante — par exemple
dans le vide.

* C’est le cas pour toutes les théories de Gauss-Bonnet dans le vide avec une constante
cosmologique positive.

Nous mettons en évidence un lien surprenant entre le fait que fﬁ soit scindé et la
physique du probléme.

* f= est scindé sur R si et seulement si le polynome de Lovelock projeté sur ’hyper-
surface spatiale peut étre factorisé en un produit de courbures concirculaires dont les
longueurs sont réelles.

Si la conjecture 2 est vraie, cela impliquerait le critére suivant.

*0 Si le polyndéme de Lovelock projeté peut étre factorisé en un produit de courbures
concirculaires dont les longueurs sont réelles, alors I’équation de contrainte dans le
vide a une solution conforme.

o Quelles sont les significations géométrique et physique du fait que les échelles de
longueur concirculaires soient réelles 7

Nous étendons ensuite ces résultats en cherchant des fonctions concavifiantes plus gé-
nérales que la racine p-iéme.

* Pour p = 2, nous montrons que pour tout ensemble de coefficients ag, ay,as > 0, il
existe une fonction suffisamment concavifiante qui permet de résoudre 1’équation de
contrainte hamiltonienne.

xo Conjecture [6} Pour toute application F, la concavité de F o fz dans le cone de
Garding I';, est équivalente a sa concavité sur la diagonale A% .

xo Conjecture (7l Pour tout @ € (R, )”™, une fonction concavifiante existe.

Ces critéres ne valent que pour des coefficients aj positifs, et se restreignent au céne
de Garding : ils impliquent que la courbure scalaire de la variété soit strictement positive.
Dans le cas ol la courbure scalaire est strictement négative, nous avons utilisé les outils
du probléme de Yamabe et montré que :

* Le théoréme des fonctions implicites s’applique & f— pris en une métrique — de facteur
conforme u — de courbure scalaire constante. Ceci nous donne, dans un voisinage de
u, une famille de solutions conformes pour la prescription de f-.
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Pour aller plus loin

Enfin, il y aurait de nombreuses fagons de poursuivre ce travail.

o Peut-on relacher I'une des nombreuses hypothéses faites sur la variété spatiale M :
dans le vide, compacte, localement conformément plate, sans frontiére, symétrique
en temps?

o Peut-on appliquer la méthode conforme & d’autres théories de gravité modifiée,
comme la gravité massive, ou les théories de Horndeski ?
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Résumé : Cette thése est consacrée au probléme d’évolution des théories de gravité mo-
difiée. Aprés avoir rappelé ce qu’il en est pour la Relativité Générale (RG), nous exposons
le formalisme n + 1 des théories f(R), Brans-Dicke et tenseur-scalaire et redémontrons un
résultat connu : le probléme de Cauchy est bien posé pour ces théories, et les équations de
contrainte se réduisent a celles de la RG avec un champ de matiére.

Puis nous effectuons la méme décomposition n + 1 pour les théories de Lovelock et, ce
qui est nouveau, f(Lovelock). Nous étudions ensuite les équations de contrainte des théo-
ries de Lovelock et montrons qu’elles sont, dans le cas conformément plat et symétrique en
temps, la prescription d’'une somme de oj-courbures. Afin de résoudre cette équation de
prescription, nous introduisons une nouvelle famille de polyndémes semi-symétriques homo-
génes et développons des résultats de concavité pour ces polynémes. Nous énongons une
conjecture qui, si elle était avérée, nous permettrait de résoudre I’équation de prescription
dans de nombreux cas : V P,Q € R[X], avec deg P = deg Q@ = n,

n
P et @Q sont scindés — Z PRQM=F) et scindé.
k=0

Mots clés : Relativité Générale, équations de contrainte, probléme de Cauchy, f(R),
tenseur-scalaire, Lovelock, f(Lovelock), ox-Yamabe, polyndémes symétriques élémentaires,
concavité.

L Laboratoire de
EEN RIS d
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Denis Poisson
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Abstract: This thesis is devoted to the evolution problem for modified gravity theories.
After having explained this problem for General Relativity (GR), we present the n + 1
formalism for f(R) theories, Brans-Dicke and scalar-tensor theories. We recall a known
result: the Cauchy problem for these theories is well-posed, and the constraint equations
are reduced to those of GR with a matter field.

Then we proceed to the same n+1 decomposition for Lovelock and f(Lovelock) theories,
the latter being an original result. We show that in the locally conformally flat time-
symmetric case, they can be written as the prescription of a sum of oj-curvatures. In
order to solve the prescription equation, we introduce a new family of homogeneous semi-
symmetric polynomials and prove some concavity results for those polynomials. We express
the following conjecture: if this is true, we are able to solve the prescription equation in
many cases. V P, Q € R[X], with deg P = deg Q = n,

P and @Q are real-rooted — Z P(k)Q("_k) is real-rooted.
k=0

Keywords: General Relativity, constraint equations, Cauchy problem, f(R), scalar-tensor,
Lovelock, f(Lovelock), ox-Yamabe, elementary symmetric polynomials, concavity.
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