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2. Introduction

Les fonctions presque-périodiques ne sont pas des perturbations de fonctions pério-
diques, mais sont des superpositions de fonctions périodiques qui n’ont pas de période
commune. Elles formalisent des oscillations dont les fréquences ne peuvent se réduire a
une seule fréquence de base. Les fonctions presque-périodiques au sens de Bohr sont les
limites uniformes sur toute la droite réelle de polynémes trigonométriques de la forme

ou 'ensemble des fréquences {\,, ; n € Z} est une suite numérique quelconque. Par exemple
la fonction numérique f définie par f(t) = cos(t) + cos(27t) est presque-périodique sans
étre périodique (les périodes 27 et 1 sont en rapport irrationnel). Parmi la classe des
fonctions presque-périodiques, les fonctions quasi-périodiques qui ont été introduites par
I'astronome Ernest Esclangon [77], sont les fonctions dont le module des fréquences est

de type fini, c’est-a-dire qu’il existe une base fréquentielle w = (wy,--- ,w,) ou les fré-
p

quences sont réduites a A\, = Zm?wj avec (mf, .- ,m’;) € Z*. Elles sont aussi appelées
j=1

par certains auteurs "fonctions multi-fréquentielles" pour insister sur la différence avec
les fonctions T-périodiques qui ne sont que mono-fréquentielles, c¢’est-a-dire que le module
des fréquences est réduit a {nT; n € N}. Le terme "presque" apparaissant dans le nom
de ces fonctions traduit le fait qu’elles possédent de nombreuses presque-périodes. Pour
une fonction continue f : R — R, I'ensemble des presque-périodes associé a £ > 0 est
I’ensemble défini par

P.={TeR;VteR, |f(t+T)— f(t)]<e}.

Une autre définition équivalente des fonctions presque-périodiques au sens de Bohr est celle
qui traduit qu’elles ont de nombreuses presque-périodes. Une fonction continue f : R — R
est presque-périodique, si pour tout € > 0, ’ensemble P. est relativement dense, c’est-a-
dire il existe £ > 0 tel que tout intervalle de longueur ¢ contienne au moins un point de
P..

Les solutions presque-périodiques apparaissent dans les équations d’évolution dés qu’il
y a une superposition de solutions périodiques avec des périodes indépendantes.

Pour une équation différentielle ordinaire linéaire autonome a coefficients constants en
dimension finie, dés que deux valeurs propres ont une partie réelle nulle, si le rapport
de leurs parties imaginaires n’est pas rationnel, on obtient une solution sous forme d’un
polyndéme trigonométrique non périodique qui est presque-périodique. Pour ces équations
toutes les solutions bornées sont presque-périodiques. Cette situation intervient lorsque
I'on couple deux oscillateurs harmoniques (systéme masse-ressort, oscillateur électrique
LC). En mécanique classique, pour un systéme masse-ressort soumis a une force extérieure
périodique, le mouvement de ce dernier est presque-périodique si la période propre du
systéme est indépendante de celle de la force extérieure.
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En mécanique céleste, méme si on considére que le mouvement de chaque planéte est
périodique, le systéme solaire est presque-périodique dans son ensemble car il n’y a bien
slir aucune raison que les périodes des différentes planétes soient en rapports rationnels.

Dans le cadre des équations aux dérivées partielles de type hyperbolique, Sobolev a
établi que la solution générale de certaines équations des ondes linéaires est presque-
périodique [131]-[133].

Une théorie importante impliquant les fonctions presque-périodiques est la théorie
KAM. L’enjeu initial de cette théorie, initiée par Kolmogorov en 1954, puis dévelop-
pée, quelques années plus tard par Arnold et Moser, est ’étude de la conservation sous
perturbation des tores invariants d’un systéme hamiltonien sur lesquels la dynamique est
quasi-périodique.

L’une des propriétés importantes des fonctions presque-périodiques au sens de Bohr est
d’admettre un développement en série de Fourier généralisé :

f ~ Z anei)\nt

ol les coefficients de Fourier-Bohr vérifient la relation : Z |a,|” < +o00. Contrairement

nez
au cas périodique, le module des fréquences {\, ; n € Z} peut avoir 0 comme point d’ac-

cumulation, c’est ce que 'on appelle le probléme des petits diviseurs.

L’extension au cas presque-périodique des résultats connus pour I’existence de solutions
périodiques d’équations différentielles n’est pas uniquement une généralisation obtenue par
la résolution de difficultés techniques importantes dues a la manipulation d’une définition
plus compliquée.

La différence entre le cas périodique et le cas presque-périodique se manifeste déja dans
le probléme simple de la primitivation. Alors qu’une fonction périodique a une primitive
périodique si et seulement si elle est de valeur moyenne nulle, il est facile de construire une
fonction presque-périodique de moyenne nulle (au sens des fonctions presque-périodiques)
et dont aucune primitive n’est presque-périodique. C’est une des manifestations les plus
élémentaires du probléme des petits diviseurs.

Il est aussi possible de construire une fonction continiiment dérivable et presque-périodi-
que, dont la dérivée n’est pas presque-périodique. Par contre, si une fonction f est conti-
ntment dérivable et T-périodique, alors sa dérivée est T-périodique et vérifie

- o 2m oom 2
fN§ :ane'mTt ’ f/N E fln?anelnTt et 2 :TlQ‘CLn‘ < +00;

nel neZ nez

et on obtient 'inégalité de Poincaré :

47T2 2 471'2 2
T2 Hf“L2(O,T) -7 Z |an|” < TZ

nez ne”

2

2m 2 2
|an|” = Hf/HLQ(O,T) < +00.

m?

Sans restreindre trés fortement la classe des fonctions presque-périodiques étudiée, il n’est
pas possible de généraliser cette inégalité de Poincaré, ce qui est encore une conséquence
du probléme des petits diviseurs.
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En fait, les méthodes d’analyse fonctionnelle non linéaire (analytiques, topologiques
ou variationnelles) qui sont efficaces pour des problémes périodiques ne se généralisent
pas simplement ou ne réussissent qu’au prix de difficultés considérables lorsqu’on veut les
appliquer a des problémes presque-périodiques. Par exemple, Rafael Ortega a déterminé
des classes d’équations différentielles sur lesquelles les méthodes de continuation utilisant
le degré de Lauray-Schauder sont efficaces pour obtenir des solutions périodiques, mais
ne peuvent pas s’appliquer dans le cas presque-périodique (cf. [116]).

Les différentes caractérisations ou propriétés des fonctions presque-périodiques utilisent
la convergence uniforme sur toute la droite réelle, tandis que le théoréme d’Ascoli-Arzela
fournit des conditions de compacité seulement pour la topologie de la convergence com-
pacte, ce qui rend son utilisation délicate. L’analogue du théoréme d’Ascoli-Arzela dans
I’espace des fonctions presque-périodiques au sens de Bohr est le théoreme de Lusternik
([103], p. 7) dont la condition d’équi-presque périodicité est difficile a vérifier.

La préhistoire de la notion de presque-périodicité débute pour la premiére fois dans
des travaux de Piers Bohl et d’Ernest Esclangon [56], [77]. Le papier d’Esclangon aux
Annales de I’Observatoire de Bordeaux de 1905 introduit une notion qui reléve de la
presque-périodicité pour rendre compte du mouvement des planétes [78|. Cette notion est
aujourd’hui appelée la quasi-périodicité.

L’histoire des fonctions presque-périodiques commence en 1925-1926 avec Harald Bohr
(successeur de Hilbert a la chaire d’Analyse de Gottingen) qui introduit la notion de
fonctions presque-périodiques et aussi une théorie des séries de Fourier généralisées pour
ces fonctions [57]-[60].

A partir de 1928, Jean Favard établit des résultats sur les solutions presque-périodiques
au sens de Bohr d’équations différentielles ordinaires linéaires [80]-[82]. Ces résultats, qui
ont été généralisés a des équations aux dérivées partielles non linéaires, sont la base de ce
qu’on appelle aujourd’hui la "théorie de Favard".

Toujours dans les mémes années, Abram Besicovitch introduit une généralisation de
la notion de Bohr pour obtenir la synthése harmonique des séries de Fourier-Bohr [44].
Pour cela, il a construit des espaces de Hilbert contenant les fonctions presque-périodiques
au sens de Bohr. Cette notion est aujourd’hui appelée la presque-périodicité au sens de
Besicovitch.

Aprés cette premiére phase, il y a eut des contributions fondamentales de Salomon
Bochner [53, 54]. Notamment il a donné une caractérisation de la presque-périodicité au
sens de Bohr beaucoup plus maniable mathématiquement, en terme de compacité de sous-
ensembles de I'espace des fonctions continues et bornées. Bochner a aussi créé les fonctions
presque-automorphes qui sont une généralisation des fonctions presque-périodiques.

Une autre généralisation des fonctions presque-périodiques est due a Maurice Fréchet,
ce sont les fonctions asymptotiquement presque-périodiques [85].

D’autres généralisations sont dues a John von Neumann : extension de la presque-
périodicité aux fonctions définies sur des groupes topologiques [55], [135], & Lev Pontrya-
gin : connexion entre les séries de Fourier-Bohr et la dualité dans les groupes topologiques
[119], a Shizuo Kakutani, avec Anzai : définition du compacifié de Bohr [40, 41|, & André
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Weil une autre définition du compacifi¢ de Bohr [136], & Laurent Schwartz : définition des
distributions presque-périodiques [127], et beaucoup d’autres ...

Pour les solutions des équations différentielles ordinaires, il existe beaucoup de travaux
sur les solutions presque-périodiques. Une synthése importante est un livre de Fink [84]
dans les années 1970. Pour les équations aux dérivées partielles, une importante contribu-
tion est notamment due & Amerio [33], Prouse [120, 121], Biroli [46], Haraux [93|, Pankov
[117], Ishii [95] et Dafermos |72].

Les développements de la notion de presque-périodicité ou de ses généralisations peuvent
se trouver dans les livres d’Amerio-Prouse [39], de Cheban [69], de Corduneanu [70, 71|, de
Diagana [73, 74|, de Hino-Naito-Minh-Shin [94], de Levitan-Zhikov [103], de N’Guérékata
[109, 110], de Pankov [117], de Yoshizawa [139], de Zaidman [140] et de Zhang [144].

Dans ce mémoire, j’ai présenté ’ensemble de mes articles depuis ma thése de doctorat
jusqu’a ceux publiés avant le début de la rédaction de ce mémoire.

Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire sont consacrés a 1’étude des so-
lutions presque-périodiques d’équations différentielles ou intégrales non autonomes. Les
généralisations de ces solutions : asymptotiquement presque-périodiques, pseudo presque-
périodiques, presque-automorphes et pseudo presque-automorphes ont été aussi consi-
dérées. Ces travaux portent sur I'existence de solutions presque-périodiques, sur la dé-
pendance continue ou différentiable de ces solutions par rapport a un paramétre et sur
I’étude qualitative de ces solutions. Cette étude qualitative est essentiellement la descrip-
tion de I'ensemble des solutions presque-périodiques, ’étude de la presque-périodicité de
certaines solutions bornées ou le comportement asymptotique des solutions bornées. Des
résultats sur les propriétés des opérateurs de superposition entre divers espaces de fonc-
tions presque-périodiques ont été aussi développés, ce qui a permis d’obtenir des résultats
d’existence ou de dépendance par rapport & un parameétre.

Les équations étudiées sont premiérement des équations différentielles ordinaires : des
systémes gradient, des équations d’Euler-Lagrange ou des équations du second ordre, no-
tamment des équations de Liénard ; deuxiémement des équations aux dérivées partielles
du type équation de la chaleur ou équation des ondes non linéaires soumises a des oscil-
lations presque-périodiques; et troisiemement des équations intégrales ou différentielles
avec un retard, issues de modéles épidémiologiques.

Les outils mathématiques utilisés relévent d’une part de la théorie des fonctions presque-
périodiques et de leurs généralisations, des équations différentielles presque-périodiques
et, d’autre part, de I'analyse fonctionnelle appliquée : analyse convexe, théorémes de
continuation, théorie des points fixes sur des espaces de Banach ordonnés par des cones,
théorie des semi-groupes ou des opérateurs maximaux monotones.

Ce mémoire est divisé en quatre parties.

La premiére partie est consacrée a 1’étude des opérateurs de superposition entre divers
espaces de fonctions presque-périodiques, puis & ’application de ces résultats pour obtenir
des conditions d’existence, de dépendance continue ou différentiable des solutions presque-
périodiques d’équations d’évolution dépendant d’un paramétre.
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Dans la deuxiéme partie, nous étudions les solutions presque-périodiques d’équations
différentielles ordinaires non linéaires et forcées par des oscillations presque-périodiques.
Les équations considérées sont des systémes gradient, des équations d’Euler-Lagrange et
des équations du second ordre, notamment des équations de Liénard. Cette étude porte
sur la description des solutions bornées ou presque-périodiques, et sur le comportement
asymptotique des solutions bornées, notamment nous établissons des résultats d’existence
de solutions presque-périodiques.

Les résultats de la troisiéme partie sont essentiellement des conditions suffisantes pour
I'existence de solutions presque-automorphes ou pseudo presque-automorphes. Pour les
solutions presque-automorphes des équations différentielles ordinaires ou des équations
aux dérivées partielles de type équation de la chaleur ou équation des ondes, la principale
condition suffisante est l'existence et 1'unicité d’une solution & valeurs dans un compact
qui minimise une fonctionnelle. Ces résultats ne pouvant s’étendre aux solutions pseudo
presque-automorphes, nous avons utilisé une autre approche pour obtenir des résultats
d’existence et d’unicité.

Enfin, la quatriéme partie est consacrée a ’existence de solutions positives et presque-
périodiques d’équations intégrales ou différentielles avec un retard issue de modéles épi-
démiologiques. Les solutions asymptotiquement presque-périodiques, faiblement presque-
périodiques, pseudo presque-périodiques, presque-automorphes et pseudo presque-auto-
morphes ont été aussi étudiés.
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Premiére partie 1. Opérateurs de superposition et applications

Nous décrivons les principaux résultats des articles [9, 14, 20, 21]. Lorsqu’une équa-
tion d’évolution dépend d’'un paramétre, sa solution presque-périodique (si elle existe)
dépend aussi de ce paramétre. Cette partie répond a la question de savoir a quelles condi-
tions les solutions dépendent contintiment de ce parameétre et a quelles autres conditions
cette dépendance est différentiable. Pour cela nous avons développé une étude sur les
opérateurs de Nemytskii (appelé aussi opérateur de superposition) entre divers espaces
de fonctions presque-périodiques. Ces résultats sur les opérateurs de Nemytskii ont aussi
permis d’établir 'existence de solutions presque-périodiques d’équation d’évolution.

Dans cette partie X et Y sont deux espaces de Banach. Soit f : Rx X — Y une applica-
tion. Désignons par F(R, X) (resp. F(R,Y")) 'espace des fonctions presque-périodiques,
presque-automorphes, pseudo presque-périodiques ou pseudo presque-automorphes a va-
leurs dans X (resp. Y') muni de la norme de la convergence uniforme sur R. L’opérateur

Np: FR,X) = F(R,Y)

défini par
Ni(w) = [t = f(t u(t))]

est appelé 'opérateur de Nemytskii de f. Nous étudions ces opérateurs de Nemytskii,
notamment nous répondons a ces questions : quelles hypothéses doit vérifier f pour que

1- Popérateur de Nemytskii Ny soit bien défini, c’est-a-dire que
[t — f(t,u(t))] € F(R,Y), pour tout u € F(R, X) (résultat de composition),

2- lopérateur de Nemytskii Ny soit continu, différentiable ?

Ensuite, nous utilisons cette étude pour établir des résultats d’existence de solutions
d’équations d’évolution.

Dans la littérature, pour I'étude de l'existence et de 'unicité d’une solution presque-
périodique (ou un autre type de solution) d’une équation d’évolution, les auteurs ont
souvent recours au théoréme de Banach (point fixe de contraction), ce qui implicitement
utilise le fait qu’un opérateur de Nemytskii N est lipschitzien, lorsque f est lipschitzienne
par rapport & x € X, uniformément par rapport a t € R. Ce dernier fait est évident, par
contre les résultats de continuité des opérateurs de Nemytskii sont plus délicats & établir.
Ensuite, nous donnerons des exemples sur des équations d’évolution ot les opérateurs de
Nemytskii sont continus, sans étre lipschitzien.

L’étude des propriétés des opérateurs de Nemytskii est faite dans l'article [14], écrit
en collaboration avec J. Blot, G.M. N'’Guérékata et D. Pennequin, sur divers espaces de
fonctions presque-périodiques ou de leurs généralisations. Dans ce document, nous pré-
sentons uniquement ’étude sur les espaces de fonctions presque-périodiques et presque-
automorphes. Dans l'article [21] écrit en collaboration avec J. Blot et G.M. N’Guérékata,
nous utilisons ces derniéres propriétés des opérateurs de Nemytskii pour étudier la dé-
pendance (continue ou différentiable) de la solution presque-périodique d’une équation
d’évolution en fonction d’un paramétre. L’étude de cette dépendance est aussi faite sur
d’autres espaces. Dans I'article [20] écrit en collaboration avec S. Fatajou et G.M. N’Guéré-
kata, nous étudions les propriétés des opérateurs de Nemytskii sur les espaces de fonctions
pseudo presque-périodiques et sur les espaces de fonctions pseudo presque-automorphes,
puis nous appliquons ces résultats a une équation de la chaleur.
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Dans le dernier paragraphe, nous présentons les résultats de l'article [9] qui sont des
conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence et l'unicité d’une solution bornée
ou presque-périodique d’un systéme gradient convexe. Contrairement aux autres para-
graphes, les opérateurs de Nemytskii n’apparaissent qu’implicitement.

3. FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES

Nous commengons par rappeler la définition d’une fonction presque-périodique due a
Bohr [60].

Définition 3.1. Une application continue u : R — X est dite presque-périodique (p.p.)
au sens de Bohr, si pour tout € > 0, il existe | > 0 tel que pour tout o € R, il existe
T € [a, a0+ 1] tels que

sup |lu(t+7) —u(t)|| < e.

teR

L’ensemble des fonctions p.p. a valeurs dans X est noté AP(X).

Remarque 3.2. L’ensemble des valeurs d’une fonction p.p. est relativement compact,
donc cette fonction est bornée.

La définition suivante est due a Yoshizawa cf. (Definition 2.1, p. 5, [139]).

Définition 3.3. Une application continue f : Rx X — Y est dite p.p. en t uniformément
par rapport a x € X, st pour tout compact K de X et pour tout € > 0, il existe [ > 0 tel
que pour tout o € R, il existe T € [, a + 1] tels que

supsup || f(t +7,2) — f(t,z)]| <e.
teR xeX

L’ensemble des fonctions p.p. en t uniformément par rapport a x € X est noté

APy (R x X,Y).

La notion de presque-périodicité en t uniformément par rapport a x € X peut-étre
caractérisée par la notion de presque-périodicité (sans paramétre) au sens de la définition
3.1. Pour f € C(R x X,Y) et K un compact de X, notons par X, I'application définie
par :

R = C(K,Y) avec f5(t) = f(t,).
L’espace C'(K,Y) muni de la norme de la convergence uniforme sur K est un espace de
Banach.

Lemme 3.4 (Lemma 3.3, [14]). Soit f € C(R x X,Y). Alors f € APy(R x X,Y) si et
seulement si pour tout compact K de X, f& € AP(C(K,Y)).

Cette caractérisation permet d’établir des propriétés sur les fonctions p.p. en t unifor-
mément par rapport & x € X en utilisant celles des fonctions p.p. (sans parameétre). Pour
définir 'opérateur de Nemytskii de f, il nécessaire de donner un théoréme de composition.

Théoréme 3.5 (Lemma 3.4, [14]). Siu € AP(X) et f € APy(R x X,Y), alors
[t — f(t,u(t))] € AP(Y).

Remarque 3.6. Le théoréeme 3.5 a été démontré par Yoshizawa (Theorem 2.7, p. 16,
[139]) lorsque X et Y sont des espaces de dimension finie. Cette derniére démonstration
ne peut pas étre étendue a des espaces de Banach généraux, puisque un argument de
séparabilité sur X a été utilisé par Yoshizawa.
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La caractérisation du lemme 3.4 permet de fournir une démonstration simple du théo-
réme 3.5 en utilisant un résultat connu de composition de fonctions p.p. dans des espaces
de Banach généraux. Commencons par citer ce résultat que ’on peut trouver par exemple
dans le livre d’Amerio-Prouse (IX, p. 10, [39]).

Lemme 3.7. Soit D une partie de X. Si g € C(D,Y) et v € AP(X) tel que v(R) C D,
alors gov € AP(Y).

Nous donnons ici le plan de la démonstration du théoréme 3.5. Soit u € AP(X). Notons
K = u(R), K est donc un compact. On obtient le résultat en appliquant le lemme 3.7 aux
applications

v:R = C(K,Y) x X avec v(t) = (f*(t),u(t)),
g:C(K,Y)x K =Y avec g(w,z) = w(x).
En effet le lemme 3.4 permet d’affirmer que 'application v est p.p. (au sens de la définition
3.1). De plus v(R) € C(K,Y) x K et g est continue, donc gov € AP(Y) avec gowv(t) =
f(t,u(t)), d’ou la conclusion.

Ainsi pour f € APy (R x X,Y), 'opérateur de Nemytskii
(3.1) N;: AP(X) — AP(Y) avec Ny(u) = f(-,u(-))

est bien défini. Les espaces AP(X) et AP(Y) sont munis de la norme de la convergence
uniforme sur R ; ainsi ce sont des espaces de Banach. Avant d’étudier les propriétés de
I'opérateur de Nemytskii, nous donnons une autre caractérisation des fonctions p.p. en ¢
uniformément par rapport & z € X.

Théoréme 3.8 (Opial, [113]). Soit f: R x X — Y une application. Alors
f e AP;(R x XY si et seulement si les deuz conditions suivantes sont vérifiées :
i)Ve e X, f(,x) € AP(Y),

i) pour tout compact K de X, f est uniformément continue sur R x K.

Pour la suite, nous avons besoin d'une caractérisation plus fine, plus précisément affai-
blir la condition ii) du théoréme 3.8.

Proposition 3.9 (Lemma 2.6, [20]). Soit f : R x X — Y wune application. Alors
f e APy(R x X,|Y) si et seulement si les deuz conditions suivantes sont vérifiées :
i)Ve e X, f(,z) € AP(Y),
i) pour tout compact K de X, Ve >0, 30 >0, Vt € R, Va1, 29 € K,

|21 =22l 0 = [[f(t,z1) — f(t,22)]| <e.

Remarque 3.10. La démonstration de la réciproque de la proposition 3.9 se trouve aussi
dans la démonstration de (Theorem 3.12, [14]).

Remarque 3.11. Soit f : R x X — Y wune application. La condition i) de la proposition
3.9 implique que application

(3.2) ®: X — AP(Y) avec ®(x) = f(-, x)

est bien définie et la condition ii) signifie que la restriction de ® a tout compact K de X
est uniformément continue, ce qui est équivalent a dire que ® est continue sur X. Ainsi
la proposition 3.9 peut aussi s’écrire : f € APy(R x X,Y) si et seulement si l'application
® est bien définie et continue sur X.
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Théoréme 3.12 (Theorem 3.5, [14]). Si f € APy(R x X,Y), alors l'opérateur de Ne-
mytskii de f défini par (3.1) est continu.

Dans [14], il a été donné trois démonstrations du théoréme 3.12. Nous allons donner
I’idée de celle qui utilise le lemme de Schwartz.

Lemme 3.13 (Schwartz, Théoreme T.2,IX, 5; 1, p. 109, [128])). Considérons E et F deux
espaces de Banach et K un compact de EE. SiT : E — F est une application continue,
alors Ve >0, 30 > 0, Vax; € X, Vo, € K,

[ = 22 <6 = [T (21) = T(a2)[| <e.

Le lemme de Schwartz est tres utile pour le calcul des variations en dimension infinie.
La démonstration de ce lemme est trés proche de celle du résultat classique de Heine
sur la continuité uniforme (une application continue sur un compact est uniformément
continue). Revenons a la démonstration du théoréme 3.12. Pour montrer la continuité de
l'opérateur de Nemytskii Ny en un point u € AP(X), on applique le lemme de Schwartz
a la restriction de l'application ® définie par (3.2) a ’ensemble compact u(RR).

Nous allons donner la réciproque du théoréme 3.12 qui montre que la notion de presque-
périodicité choisie par Yoshizawa (définition 3.3) est le bon choix.

Théoréme 3.14 (Theorem 3.12, [14]). Soit f : Rx X — Y une application. Si l'opérateur
de Nemytskii de f défini par (3.1) est continu, alors f € APy(R x X,Y).

Pour obtenir ce dernier résultat, nous considérons 'application ¢ qui identifie un élé-
ment de X a 'application constante correspondante ¢ : X — AP(X) avec c(z)(t) = x.
L’application ¢ est continue, donc I’application Ny oc: X — AP(Y) est aussi continue.
En remarquant que Ny oc = ® ot ® est application définie par (3.2) et en utilisant la
remarque 3.11, nous obtenons le résultat : f € APy(R x X,Y).

Maintenant, nous donnons un résultat sur la différentiabilité de 'opérateur de Nemyts-
kii, puis nous appliquons ces résultats de continuité et de différentiabilité.

Théoréme 3.15 (Theorem 5.1, [14]). Soit f € APy(R x X,Y). Si pour tout t € R,
Uapplication f(t,-) est de classe C' et D,f € APy (R x X, L(X,Y)), alors l'opérateur de
Nemytskii de f défini par (3.1) est de classe C* et

Yu, Vh € AP(X),  DNj(u)-h= [t — Do f(t, u(t)) - h(2)].

Application 1. L’étude précédente sur la continuité des opérateurs de Nemytskii sur
les espaces de fonctions p.p. a permis d’améliorer un résultat d’Aulbach et Van Minh (Co-
rollary 2, [42]) sur Pexistence d'une solution p.p. d’une équation d’évolution. L’équation
considérée est la suivante :

(3.3) a'(t) = Az(t) + f(t, x(t)),

ou X est un espace de Banach, f : R x X — X est une application continue et A :
D(A) C X — X est un opérateur linéaire non-borné. Nous supposons que 'opérateur A
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (7'(t)):>o fortement continu dans X. La
notion de solution utilisée est celle qui correspond a la formule de variation des constantes
(mild solution en anglais).



16 PuiLippE CIEUTAT

Définition 3.16. Nous dirons que
i) x est une solution de (3.3) sur [tg,+00) (to € R) si z € C%([tg, +00), X) et si x
verifie
t
x(t) =Tt —to)x(ty) + / T(t—o)f(o,z(0))do, pourt > ty;
to
ii) x est une solution de (3.3) sur R, si x € C(R, X) et si sa restriction a n’importe

quel intervalle [tg, +00) est une solution de de (3.3), ce qui est équivalent & dire que
z € C(R, X) et vérifie

x(t) =Tt — s)x(s) + / T(t —o)f(o,z(0))do, pour toust > s.

Formulons les hypothéses suivantes :
(H1) fe APy(R x X, X).
(H2) 11 existe v € R tel que f — ~[ soit dissipative, c¢’est-a-dire
VA> 0, Ve, 20 € X,VE >0, (1= M) [|lzr — 2| < ||z — 22+ A(f(t,210) — f(t,22)]| -

Théoréme 3.17 (Theorem 4.1, [14]). Supposons que les hypotheses (H1) et (H2) soient
vérifiées. Si le semi-groupe (T(t))i>o est de type w : (w € R et [|T(t)]| < e pourt >0)
et si w+ v <0, alors Iéquation (3.3) admet une unique solution p.p..

Remarque 3.18. En utilisant une hypothése supplémentaire, ce résultat a été démontré
par Aulbach et Van Minh (Corollary 2, |42]). Avec nos notations, cette hypothese est la
sutvante :

(H2-bis) Pour tout x € AP(X), Uapplication t — f(t,x(t)) est aussi dans AP(X); et
Uopérateur de Nemytskii Ny de f est continue sur AP(X).

Cette hypothése n’est plus utile, puisque d’apres nos résultats sur les opérateurs de
Nemytskii, (H2-bis) est vérifiée dés que f € APy(R x X, X).

Pour montrer de quelle maniére interviennent nos résultats sur les opérateurs de Ne-
mytskii dans la démonstration de Aulbach et Van Minh, nous en donnant le plan. Les au-
teurs construisent un semi-groupe (7)o fortement continu d’opérateurs (non linéaires)
dans l'espace de Banach AP(X). Pour cela, ils considérent le semi-groupe (S");,>o forte-
ment continu d’opérateurs linéaires dans AP(X) définis par

Shu(t) = T(h)u(t — h), pour h > 0,u € AP(X),t € R,

ot (T'(t))i>0 désigne le semi-groupe engendré par l'opérateur linéaire A. Pour définir le
semi-groupe (7")s>0, les auteurs utilisent la théorie des semi-groupes de contractions
(non linéaires) associés a une équation dissipative autonome. Pour chaque v € AP(X), le
probléme de Cauchy autonome dans AP(X) considéré est

v'(h) = Av(h) + Ny(v(h)) pour h > 0,
(3.4)
v(0) =u

ou Ny désigne l'opérateur de Nemytskii de f et A le générateur infinitésimal de semi-
groupe (S8")>0. L'opérateur (T"),>o est défini par T"u = v(h), ol v est la solution du
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probléme de Cauchy (3.4) au sens suivant : v € C%([0, +00), AP(X)) et si v vérifie

h
v(h) = S"u +/ SN (v(0)) do, pour h > 0.
0

Avec ces notations, le probléme de 'existence d’une solution p.p. se raméne a ’étude de
I’existence d’un point fixe commun d’une famille d’opérateurs, puisque u est une solution
p.p. de (3.3) si et seulement si u € AP(X) et T"u = u pour tout A > 0. La continuité
du Nemytskii de f intervient essentiellement pour montrer que la famille d’opérateurs
(T")n>0 est un semi-groupe fortement continu dans AP(X).

Application 2. Nous appliquons les propriétés de continuité et de différentiabilité des
opérateurs de Nemytskii sur I’équation d’évolution suivante :

(3.5) 2'(t) = A(t)z(t) + f(t x(t), u(t)),

ol X et U sont deux espaces de Banach, u : R — U est une application p.p. donnée,
f:Rx X xU — X est une application continue et pour tout ¢ € R,

At) : DA(t) € X = X

est un opérateur linéaire non-borné. Nous formulons des hypothéses sur I’équation (3.5)
pour qu’elle admette une et une seule solution z(u) € AP(X), pour tout u € AP(U).
Dans ce cas nous étudions la continuité et la différentiabilité de l'application u +— z(u)
sur AP(U). Pour simplifier 'exposé, dans un premier temps, nous considérons le cas o
I'opérateur linéaire A(t) est indépendant du temps. L’équation (3.5) devient

(3.6) (1) = Ax(t) + f(t, x(t), u(t)),

o A: D(A) C X — X est un opérateur linéaire non-borné. Nous supposons que 1'opéra-
teur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (7(¢))¢>o fortement continu dans
X.

La notion de solution utilisée est I’analogue de celle de la définition 3.16, nous dirons
que x est une solution de (3.6) sur [tg, +00) (to € R) si z € C°([tg, +00), X) et si z vérifie

x(t) =Tt —to)x(to) + /t T(t—o0)f(o,z(0),u(o))do, pour t > to;

et x est une solution de (3.6) sur R, si z € C(R, X)) et si sa restriction & n’importe quel
intervalle [tg, +00) est une solution de (3.6).

Sous I'hypotheése suivante, nous utilisons un résultat d’existence et d’unicité de la solu-
tion p.p. de I'équation linéaire associée a (3.6).

(H3) Le semi-groupe (7'(t)):>0 est exponentiellement stable, c’est-a-dire qu’il existe
deux constantes M et w > 0 telles que || 7(¢)|| < M exp(—wt), pour tout ¢t > 0.

Lemme 3.19 (Lemma 3.3, [21])). Si lhypothése (H3) est vérifiée, alors pour tout
e € AP(X), ’équation linéaire

(3.7) 2'(t) = Az(t) + e(t)

admet une unique solution x. € AP(X). De plus cette solution vérifie

M
lzelloe < — Nlelluc -
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Ce lemme permet de définir I’application
(3.8) L:AP(X)— AP(X) avec Le = x,
ol z, est 'unique solution p.p. de I’équation linéaire (3.7). L’application L est linéaire et
) M
verifie [|LI| < = |le]..
w
Pour revenir a I’équation (3.6), nous formulons les hypothéses suivantes :
(H4) f e APy(Rx (X x U), X).

(H5) Il existe ¢ € (0, %) tel que
Vry, 7y € X, Vu e U, VE € R, [|f(t,21,u) = f(E, 72, u)|| < cllzy — 2o -

Pour obtenir un résultat de continuité de l'application u — x(u) sur AP(U),
ou z(u) € AP(X) désigne la solution I’équation (3.6), nous avons utilisé un théoréme de
point fixe de contraction dépendant d’un paramétre.

Théoréme 3.20 (Théoréme T.2, XII, 1; 2, p. 143, [128])). Considérons E un espace de
Banach, F un espace topologique et T : E x F — E une application. Si application
partielle f — T(e, f) est continue sur F', pour tout e € E, et s’il existe k € (0,1) tel que

Ve, € B, Ve, € B, VfEF,  |T(erf)—Tlea ) <kller - esl],

alors pour tout f € F, il existe une unique solution e(f) de
ecEetT(ef)=e.

De plus Uapplication f — e(f) est continue.

En appliquant ce théoréme a 1’application
(3.9) U:AP(X)x AP(U)=AP(X xU) = AP(X) avec ¥(x,u) = (L o Ny) (x,u),

ou L est I'application linéaire définie par (3.8) et Ny I'opérateur de Nemytskii associé a
l'application (t, (z,u)) — f(t,x,u), nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 3.21 (Theorem 4.4, [21]). Supposons que les hypothéses (H3)-(H5) soient
vérifiées. Alors pour tout uw € AP(U), l’équation (3.6) admet une unique solution x(u) €
AP(X). De plus lapplication u — z(u) est continue sur AP(U).

Remarquons que dans ce dernier résultat, 'application partielle u — f(¢, z,u), n’est
pas supposée lipschitzienne, mais seulement continue, c’est le résultat sur la continuité
de l'opérateur de Nemytskii (théoréme 3.12) qui permet de conclure. Pour obtenir un
résultat de différentiabilité, nous utilisons le théoréeme des fonctions implicites appliqué a
la fonction définie par (3.9).

(H6) f € APy(R x (X x U), X), I'application partielle (z,u) — f(t,z,u) est différen-
tiable, pour tout t € R, Dof € APy(R x (X x U),L(X, X)) et D3f € APy(R x (X X
U), L(U, X)).

Théoréme 3.22 (Theorem 5.4, [21]). Supposons que Uhypothése (H6) soit vérifice. Soit
ug € AP(U). Supposons que pour u = uy, ’équation (3.6) admette une solution

xg € AP(X) vérifiant
w
sup || Dz f (¢, 20(t), wo(t)) | < -
teR
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Alors il existe un voisinage ouvert U de ug dans AP(U), un voisinage ouvert X de x
dans AP(X) et une application de classe C' u — x(u) de U dans X tels que, pour tout
u € U, x(u) est une solution p.p. de (3.6). De plus x(u) est l'unique solution de (3.6)
dans X et en particulier, nous avons x(ug) = xo.

Pour revenir a I’équation générale (3.5), nous supposons que la famille d’opérateurs
(A(t)); satisfait les conditions dites d’Acquistapace-Terrini (cf. [31]) : il existe Ay € R,
0 € (5,m), K, L>0cetp, ve (01 avec u+ v > 1 tels que pour tous ¢, s € R,

AE Sy = {/\E(C; |arg)‘§9|}7

So U {0} C p(A(t) — o), [R(A; A(E) = Aol < 1 j(w
et
1AW = 20RO A() = ) [RO0; A(1)) = RO; A(s))]]| < L%

(p(A(t)) designe la résolvante de A(t) et R(A(t); \) = (M — A(t))~! pour X € p(A(t)).
Sous les conditions d’Acquistapace-Terrini, la famille d’opérateurs (A(t)); engendre une
famille d’évolution (E(t,s)):>s dans L(X), c'est-a-dire : E(t,s)E(s,r) = E(t,r), pour
t>s>r, E(tt) =1, pour t € R et Iapplication (t,s) — E(t,s) € L(X) est continue
sur t > s. Cette famille d’évolution (E(t,s));>s satisfait, pour tout s € R et pour tout

xo € D(A(s)), la fonction t — E(t,s)xy est continue en t = s et c’est I'unique solution
dans C([s, +00), X) N C*((s,+00), X) du probléme de Cauchy :

{ 2'(t) = A(t)x(t), pourt > s,
x(s) = xo.

Ce qui précéde permet de donner une notion de solution analogue au cas ou A(t) est
indépendant de ¢, pour 1’équation (3.5). Nous dirons que x est une solution de (3.5) sur
[to, +00) (to € R) si z € C°([tg, +00), X) et si z vérifie

t
x(t) = E(t, to)x(to) + / E(t,o)f(o,z(0),u(0))do, pour t > to;
to

et x est une solution de (3.5) sur R, si z € C(R, X) et si sa restriction & n’importe quel
intervalle [tg, +00) est une solution de (3.5).

D’une maniére analogue aux théoréemes 3.21 et 3.22, nous obtenons les résultats sui-
vants de continuité et de différentiabilité de la solution par rapport au parameétre u pour
I'équation (3.5). Pour cela, nous utilisons les hypothéses suivantes :

(H7) (A(t)), satisfait les conditions d’Acquistapace-Terrini et I'application
t — R(Xo, A(t)) est p.p..
(H8) La famille d’évolution (E(t, s)):>s est exponentiellement stable, c¢’est-a-dire qu’il

existe deux constantes M et w > 0 telles que ||E(¢,s)|| < M exp(—w(t — s)), pour tous
t > s.

Théoréme 3.23 (Theorem 4.2, [21]). Supposons que les hypothéses (H4), (H5), (HT)
et (H8) soient vérifices. Alors pour tout u € AP(U), l’équation (3.5) admet une unique
solution x(u) € AP(X). De plus lapplication u — z(u) est continue sur AP(U).
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Théoréme 3.24 (Theorem 5.1, [21]). Supposons que les hypotheses (H6) et (HT) soient
vérifiées. Soit ug € AP(U). Supposons que pour u = ug, ’équation (3.5) admette une
solution xo € AP(X) vérifiant
w

sup | D f (¢, o(t), uo (1))l < -

teR M
Alors il existe un voisinage ouvert U de uy dans AP(U), un voisinage ouvert X de x
dans AP(X) et une application de classe C' u — x(u) de U dans X tels que, pour tout
u € U, x(u) est une solution p.p. de (3.5). De plus z(u) est l'unique solution de (3.5)
dans X et en particulier, nous avons x(ug) = .

Remarque 3.25. Dans le cas ot l'opérateur A(t) est indépendant de t, la condition
d’Acquistapace-Terrini implique que le semi-groupe engendré par 'opérateur A est analy-
tique, par conséquent le théoréme 3.21 (resp. 3.22) n’est pas une conséquence du théoréme
3.23 (resp. 3.24).

4. FONCTIONS PRESQUE-AUTOMORPHES

La notion de presque-automorphie est une généralisation de celle de la presque-périodici-
té. Les fonctions presque-automorphes ont été introduites en 1962 par Bochner [54|. Pour
un exposé complet de ces fonctions, nous renvoyons aux livres de N’Guérékata [109, 110],
qui traitent aussi de I’étude des solutions p.p. d’équations d’évolution.

Définition 4.1. Une application continue u : R — X est dite presque-automorphe (p.a.)
si pour toute suite numérique (t)),, il existe une application v : R — X et une sous-suite
de (t),, notée (t,), vérifiant pour toutt € R :

lim w(t +t,) =o(t) et lim v(t —t,) = u(t).
n—o0 n—o0
L’ensemble des fonctions p.a. a valeurs dans X est noté AA(X).

Remarque 4.2. i) L’ensemble des valeurs d’une fonction p.a. est relativement compact,
donc cette fonction est bornée.

it) La fonction v de la définition 4.1 n'est pas en général continue, mais seulement
bornée (v € L*(R, X)).

Dans la littérature, plusieurs définitions de la presque-automorphie en ¢ uniformément
par rapport & z € X ont été données. Evidemment la définition choisie doit permettre
d’obtenir un résultat de composition de fonctions p.a., ¢’est-a-dire ’analogue du théoréme
3.5, p. 13. Commencons par énoncer le dernier résultat connu avant cette étude sur la
composition de fonctions p.a..

Théoréme 4.3 (Liang et al., [104]). Soit f: R x X — Y une application vérifiant :
i)Vee X, f(,x) € AA(Y),
i) pour tout borné B de X, Ve >0, 30 > 0, Vt € R, Va1, x5 € B,

1 —a2ll <6 = [If(t,21) — f(t,2)] < e
Siu e AA(X), alors [t — f(t,u(t))] € AA(Y).

De la méme maniére que pour le cas presque-périodique (théoréme 3.14, p. 15), nous
établissons la condition nécessaire suivante pour que 'opérateur de Nemytskii associé a
I’application f soit continu.
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Lemme 4.4 (Theorem 9.6, [14]). Soit f : R x X — Y une application. Si l'opérateur de
Nemytskii de [ défini par

(4.1) Ny AA(X) — AAY) avee Ny(u) = f(-,u(+))
est continu, alors f wvérifie i) et ii) du théoréme 4.3 en remplagant le mot borné par
compact dans ii).

Pour cette raison, nous avons choisi la définition suivante.

Définition 4.5 ([14]). Une application f : R x X — Y est dite p.a. en t uniformément
par rapport a x € X si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i)Ve e X, f(,x) € AA(Y),

it) pour tout compact K de X, Ve >0, 30 >0, Vt € R, Va1, x5 € K,

1 — 2o 0 = [If(t,21) = ft, 22)] < e
L’ensemble des fonctions p.a. en t uniformément par rapport a x € X est noté

AAy(R x X,Y).

Remarque 4.6. Soit f : Rx X — Y une application. La définition 4.5 peut aussi s’écrire :
f e AAy(R x X Y) si et seulement si l’application

(4.2) O X — AA(Y) avec ®(x) = f(-, )
est bien définie et continue sur X.

Avec la définition d’une fonction p.a. dépendant d’un paramétre que nous avons choisie
(cf. définition 4.5), nous avons pu obtenir un résultat de composition grace au théoréme
d’approximation de Schauder.

Théoréme 4.7 (Schauder, p. 90, [62])). Soit E un espace topologique et F' un espace
de Banach. Soit T : E — F wune application continue telle que T(E) soit relativement
compact. Alors pour tout € > 0, il existe N. € N, ¢; e C(E,R) et fj e F (j=1,---,N;)

tels que
Ne

T(e) — Z ci(e)f;

Jj=1

Ve € E, <e.

En appliquant ce théoréme & la restriction de 'application ® définie par (4.2) sur un
compact K de X, on obtient la caractérisation suivante des fonctions p.a. en ¢ uniformé-
ment par rapport a x € X.

Corollaire 4.8 (Lemma 9.1, [14])). Soit f € AAy(R x X,Y) et K un compact de X.
Alors pour tout € > 0, il existe N € N, ¢; € C(K,R) eta; € AAY) (j=1,---,N.) tels
que

Ne
Vr € K, sup || f(t,x) — ch(m)aj(t) <e.
teR :
Jj=1 Y

Ce dernier corollaire permet de démontrer des propriétés sur les fonctions p.a. en ¢
uniformément par rapport & = € X, en se ramenant au cas particulier ou f(t,z) =
c(x)a(t) avec ¢ € C(K,R) et a € AA(Y'), dés que ces derniéres propriétés sont stables
pour la somme et la convergence uniforme sur R. Par exemple, il est évident que [t —

c(u(t))a(t)] € AAY) pour u € AA(X) avec u(R) C K. Ce dernier corollaire permet
établir le résultat de composition suivant :
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Théoréme 4.9 (Lemma 9.4, [14]). Siu € AA(X) et f € AAy(R x X,Y), alors
[t F(t,u(t)] € AA(Y).

Ainsi pour f € AAy(R x X,Y), l'opérateur de Nemytskii (4.1) est bien défini. Les
espaces AA(X) et AA(Y') sont munis de la norme de la convergence uniforme sur R ; ainsi
ce sont des espaces de Banach.

Théoréme 4.10 (Theorem 9.6, [14]). Soit f : R x X = Y. Alors f € AAy(Rx X,Y) si
et seulement si l'opérateur de Nemytskii de f défini par (4.1) est continu.

La démonstration de I'implication directe du théoréeme 4.10 est analogue au cas pres-
que-périodique (cf. le théoréme 3.12, p. 15) en utilisant le lemme de Schwartz (cf. le lemme
3.13, p. 15) a I'application ® définie par (4.2). L’implication réciproque n’est rien d’autre
que le lemme 4.4 et montre que la définition que nous avons choisie pour la presque-
automorphie en ¢ uniformément par rapport & x € X (définition 4.5) est la bonne notion.

En utilisant le théoréme d’approximation de Schauder (cf. le théoréme 4.7), nous obte-
nons aussi la caractérisation suivante d’une fonction p.a. en ¢ uniformément par rapport
areX

Théoréme 4.11 (Theorem 3.14, [20]). Soit f: R x X — Y une application.
f e AAy(R x X,Y) si et seulement pour tout compact K de X et pour toute suite
numérique (t),, il existe une application g : Rx X — X et une sous-suite de (t),),, notée
(tn)n vérifiant pour toutt € R :

lim sup | £(t + ta,) — g(t,2)]| = 0 et lim sup [lg(t — to, x) — f(t,2)] = 0.

n—oo zeK n—o0 rzeK

Maintenant, nous donnons un résultat sur la différentiabilité de 'opérateur de Nemyts-

kii, puis nous appliquons ces résultats de continuité et de différentiabilité.

Théoréme 4.12 (Theorem 9.7, [14]). Soit f € AAy(R x X,Y). Si pour tout t € R,
f(-,x) est de classe C* et D, f € AAy(R x X,L(X,Y)), alors lopérateur de Nemytskii
de f défini par (4.2) est de classe C' et

Yu, Vh € AA(X),  DNj(u)-h= [t Dof(t,u(t))- h(t)].

Application. Dans [21], les propriétés de continuité et de différentiabilité des opéra-
teurs de Nemytskii sont appliquées a I’équation d’évolution suivante :

(4.3) a'(t) = A(t)z(t) + f(t =(t),u(t)),
ou X et U sont deux espaces de Banach, u : R — U est une application p.a. donnée,
f:Rx X xU — X est une application continue et pour tout ¢t € R,

A(t): D(A(t) c X - X

est un opérateur linéaire non-borné. Nous formulons des hypothéses sur 1’équation (4.3)
pour qu’elle admette une et une seule solution z(u) € AA(X), pour tout v € AA(U).
Dans ce cas nous étudions la continuité et la différentiabilité de l'application u +— z(u)
sur AA(U) (Theorem 4.2, Theorem 5.1, [21]). Les résultats obtenus sont analogues aux
cas p.p. (cf. les théoréemes 3.23 et 3.24, p. 19), ou les conditions d’Acquistapace-Terrini
sont remplacées par celle dites de Ding-Long-N’Guérékata introduites par les auteurs de
[76].
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5. FONCTIONS PSEUDO PRESQUE-PERIODIQUES ET PSEUDO PRESQUE-AUTOMORPHES

L’article [20] est une étude sur les propriétés des opérateurs de Nemytskii sur les es-
paces des fonctions pseudo presque-périodiques et sur les espaces de fonctions pseudo
presque-automorphes. Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats de [20] portant
uniquement sur les espaces de fonctions pseudo presque-périodiques. Une premiére géné-
ralisation des fonctions presque-périodiques sont les fonctions asymptotiquement presque-
périodiques dues a Fréchet en 1941 [85, 86]. Une fonction continue u : (ty, +00) — X
est asymptotiquement presque-périodique si elle peut s’écrire sous la forme u = u; + us
ou u; est presque-périodique et wuy vérifie : tEeroo us(t) = 0. Une seconde généralisa-
tion des fonctions presque-périodiques sont les fonctions pseudo presque-périodiques dues
a Zhang en 1994 [142]-[144]. Contrairement aux cas presque-périodique, asymptotique-
ment presque-périodique et presque-automorphe, I’ensemble image d'une fonction pseudo
presque-périodique n’est pas en général relativement compact, ce qui entraine de nouvelles
difficultés. La définition suivante est due a Zhang (Definition 5.1, p. 57 [144]).

Définition 5.1. Une application u : R — X est dite pseudo presque-périodique (pseudo
p.p.) si

(5.1) U = Uy + Uy,

ot uy : R — X estp.p. (cf. définition 3.1, p. 13) et uy est ergodique, c’est-a-dire us : R —
X est continue, bornée et vérifie

1 T
lim —/ |lua(t)]| dt = 0.

r—oo 21 J_,
L’ensemble des fonctions pseudo p.p. a valeurs dans X est noté PAP(X).

Remarque 5.2. i) La décomposition donnée dans (5.1) est unique, la fonction u; est
appelée la composante p.p. et uy la perturbation ergodique de u.

i1) L’ensemble des valeurs d’une fonction pseudo p.p. n'est pas en général relativement
compact, mais seulement borné.

Rappelons aussi I’équivalence entre une fonction ergodique u et I'ergodicité des ’en-
sembles suivants : {t € [—r,7]; ||u(t)| > €}, pour € > 0.

Lemme 5.3 (Zhang, [143|). Une application v : R — X continue et bornée est ergodique
st et seulement si

1
Ve > 0, lim oy mes {t € [=r,r]; ||u(t)|| >} =0.

r—00
Nous avons choisi une définition des fonctions pseudo p.p. en ¢t uniformément par rap-
port a x € X qui soit compatible avec la définition classique de Yoshizawa des fonctions
p.p- en t uniformément par rapport a x € X (cf. la proposition 3.9, p. 14).

Définition 5.4 (Definition 2.12, [20]). Une application f : Rx X — Y est dite pseudo p.p.
en t uniformément par rapport a x € X si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
i)Ve e X, f(-,x) € PAP(Y),
ii) pour tout compact K de X, Ve >0, 30 >0, Vt € R, V1, 25 € K,

21 = zof| <0 = [If(t,21) = f(t, 22)]| < e

L’ensemble des fonctions pseudo p.p. en t uniformément par rapport a x € X est noté

PAP;(R x X,Y).
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Remarque 5.5. Soit f : Rx X — Y une application. La définition 5.4 peut ausst s’écrire :
f € PAPy(R x X,Y) si et seulement si l'application

(5.2) ®: X — PAP(Y) avec ®(x) = f(-, )
est bien définie et continue sur X.

De la proposition 3.9, p. 14, nous obtenons la caractérisation suivante d’une fonction
pseudo p.p. en t uniformément par rapport a x € X.

Proposition 5.6 (Proposition 2.15, [20]). f € PAPy(R x X,Y) si et seulement si

f=h+ [

ou f € APy(R x X,Y) (cf. définition 3.3, p. 13) et fo € C(R x X,Y) vérifie
i)Vr € X, fo-, x) est ergodique,
i) pour tout compact K de X, Ve >0, 30 >0, Vt € R, Va1, x5 € K,

lz1 = 22|l <0 = ||fo(t, 1) — fo(t, 22)|| < &

En utilisant le lemme de Schwartz (lemme 3.13, p. 15) et le résultat sur I’équivalence
entre une fonction ergodique et 'ergodicité d’ensembles (lemme 5.3), nous obtenons le
résultat suivant de composition.

Théoréme 5.7 (Theorem 2.17, [20]). Supposons que l’hypotheése
(H) pour tout borné B de X, f est bornée sur R x B
soit vérifiée. Siu € PAP(X) et f € PAPy(RxX,Y), alors [t — f(t,u(t))] € PAP(Y).

Remarque 5.8. Ce théoréme est une amélioration du résultat de Li et al., |96], ou les
auteurs supposent en plus de nos hypothéses que Uapplication f vérifie la propriété de ii)
de la définition 5.4 en remplacant le mot compact par borné.

Nous donnons ici le plan de la démonstration du théoréme 5.7. Pour cela, nous consi-
dérons la décomposition suivante

f(tv u<t>> = f1<t7 U’l(t)) + {f(tv u<t)) - f(t, ul(t))} + f2(t7 ul(t))v

ot uy (resp. f1) désigne la composante p.p. et ug (resp. f2) la perturbation ergodique de la
fonction w (resp. f). La fonction t — f1(¢,ui(t)) est p.p. d’apres le résultat de composition
(théoréme 3.5, p. 13). L’ergodicité de la fonction ¢ — fo(t, u1(t)) provient de la relative
compacité de I'ensemble u;(R) et des propriétés i) et ii) de la proposition 5.6.

Pour démontrer l'ergodicité de la fonction ¢ — f (¢, u(t)) — f (¢, u1(¢)), nous avons utilisé
le lemme de Schwartz (lemme 3.13, p. 15) et le lemme de Zhang (lemme 5.3). Le lemme de

Schwartz appliqué a ® définie par (5.2) sur le compact u; (R), permet d’obtenir I'inclusion
suivante

Ve >0,30 >0, {t €[—rr]; || f(t,ut) — f(t,ur ()| > e} C{t € [—r,r]; ||ua(t)]] >0} .
La conclusion résulte du lemme de Zhang.

Si f € PAP;(RxX,Y) et si 'hypothése (H) est vérifiée, alors 'opérateur de Nemytskii
(5.3) N;: PAP(X) — PAP(Y) avec N¢(u) = f(-,u(-))

est bien défini. Les espaces PAP(X) et PAP(Y') sont munis de la norme de la convergence
uniforme sur R ; ainsi ce sont des espaces de Banach.
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Pour démontrer la continuité des opérateurs de Nemytskii entre les espaces de fonctions
presque-périodiques, asymptotiquement presque-périodiques et presque-automorphes, I’ar-
gument essentiel utilisé est le fait que les ensembles images de ces fonctions sont relati-
vement compacts, ce qui n’est plus le cas pour les fonctions pseudo presque-périodiques.
Pour cette raison, nous sommes amenés a faire une hypothése de compacité sur I’ensemble
image de la fonction autour de laquelle nous étudions la continuité.

Théoréme 5.9 (Theorem 4.1, [20]). Soit f € PAPy(RxX,Y). Supposons que l’hypothése
(H) est vérifice. Siu € PAP(X) tel que u(R) soit relativement compact, alors l’opérateur
de Nemytskii de f défini par (5.3) est continu au point u.

La démonstration du théoréme 5.9 est analogue au cas presque-périodique (cf. le théo-
réme 3.12, p. 15) en utilisant le lemme de Schwartz a I’application ® définie par (5.2).

Application. Ce dernier résultat sur la continuité des opérateurs de Nemytskii permet
d’utiliser un théoréme de point fixe de Schauder pour d’obtenir un résultat d’existence
d’une solution pseudo p.p. de I'équation de la chaleur suivante :

w(t,x) — Au(t,x) = e(t)g (u(t,z)) + h(t,x), sit >ty et x €,
(5.4)
u(t,x) =0, sit>tyet x e,

ol A désigne I'opérateur de Laplace et € est un ouvert borné de RY dont la frontiére est

de classe C?. Les applications e, g et h vérifient les hypothéses suivantes :

(H1) L’application € : R — R est continue et vérifie lim &(¢) = 0.

[t|—=+o0

(H2) L’application g : R — R est continue et il existe a et b > 0 tels que pour tout
reR, |g(r)] <alr|+0.

(H3) L’application ¢ vérifie asup |e(t)| < Ay, ot a la constante définie dans I’hypothése
teR

(H2) et A\; > 0 désigne la plus petite valeur propre de —A dans Hg ().

(H4) L’application h : R x Q — R est continue et [t — h(t,-)] € PAP(L*(Q)).

Pour cette équation de la chaleur, nous utilisons la théorie L?, c’est-a-dire I’espace de
Hilbert X = L*()) muni de son produit scalaire usuel ou Popérateur linéaire A : X — X
est défini par D(A) = Hj(Q)NH?*(Q) et Au = Au. L'opérateur A engendre un semi-groupe
(T'(t))+>0 fortement continu dans X qui est compact et exponentiellement stable :

vt >0, IT(t)] < exp(—Ait).
Considérons l'application f : R x X — X définie par
ft,u)(x) =e(t)g(u(x)) + h(t,z) pour t € Ryu € X et x € Q.
Avec ces notations, I’équation de la chaleur (5.4) s’écrit sous la forme
(5.5) u'(t) = Au(t) + f(t, u(t)).

La notion de solution utilisée est celle de la définition 3.16, p.16. Avec les hypothéses
faites sur I’équation de la chaleur (5.4), f € PAPy(R x X, X) et f vérifie 'hypothése
(H) du théoréme 5.7; ainsi Popérateur de Nemytskii Ny : PAP(X) — PAP(X), avec
Ni(u) = f(-,u(-)), est bien défini.
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Pour tout b € PAP(X), u est une solution pseudo p.p. de I’équation linéaire associée
a I'équation (5.5) :

(5.6) W (t) = Au(t) + b(t)

t
si et seulement si u € PAP(X) et u(t) = / T(t — s)b(s)ds, pour tout t € R, puisque
le semi-groupe (7°(t)):>0 est exponentielleme_nt stable et qu'une fonction pseudo p.p. est
bornée sur R. Cette caractérisation de la solution pseudo p.p. de I’équation linéaire (5.6)

nous permet de définir 'opérateur linéaire continu suivant L : PAP(X) — PAP(X) avec

t
Lb(t) = / T(t — s)b(s)ds, pour b € PAP(X) et t € R.
Pour obtenir un résultat d’existence d’une solution pseudo p.p. de I’équation (5.5), nous
utilisons le théoréme de point fixe de Schauder sur 'opérateur I' : PAP(X) — PAP(X)
défini par I' = L o Ny, ot PAP(X) est muni de la norme de la convergence uniforme sur
R. Pour cela il faut déterminer un sous-ensemble C' convexe et fermé de PAP(X) tel que
Vopérateur I' : C' — C' soit continu avec I'(C') relativement compact.
Le résultat d’existence d’une solution pseudo p.p. est le suivant.

Théoréme 5.10 (Corollary 5.7, [20]). Si les hypothéses (H1)-(H4) sont vérifiées, alors
I’équation (5.4) admet au moins une solution pseudo p.p..

Ici, nous donnons le plan pour construire un sous-ensemble C' convexe et fermé de
PAP(X) tel que l'opérateur I' : C' — C' soit continu avec I'(C) est relativement com-
pact, pour pouvoir appliquer le théoréme de point fixe de Schauder. Notons By, (R) =
{ue PAP(X); |lul|,, < R} avec R > 0. Une étude de 'opérateur I" permet d’affirmer que
I' : Bo(R) = Boo(R) pour R > 0 suffisamment grand, que I'ensemble {I'b; b € B (R)}
est uniformément équicontinu sur R et qu’il existe un compact K de X tel que
{T'b(t) ; b € Bo(R),t € R} C K. Ces derniéres propriétés sur I'opérateur I' permettent de
construire un sous-ensemble C' convexe et fermé de PAP(X) vérifiant

Hr:c—c,

ii) I'ensemble {I'b; b € C'} est uniformément équicontinu sur R,

iii) il existe un compact K de X tel que {I'b(t); b € C,t € R} C K.

La continuité de l'opérateur I" résulte de iii) et du théoréme 5.9; la relative compacité
de T'(C') pour la topologie de la convergence compacte sur R résulte du théoréme d’Ascoli.
Pour récupérer la relative compacité de I'(C') pour la norme de la convergence uniforme
sur R, nous utilisons I’hypothése (H1) qui permet de montrer que 1’équivalence entre
la convergence compacte sur R et la convergence uniforme sur R de Ny (u,,) vers Ny(u)
lorsque n — o0.

6. SYSTEMES GRADIENT

L’espace RY est muni d’un produit scalaire < - | - > ot la norme associée est notée
|-]|. Dans [9], nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence et
I'unicité d’une solution bornée ou p.p. du systéme gradient suivant :

(6.1) Z'(t) + VF(z(t)) = e(t)

ol e : R — RY est une fonction continue, F : RV — R est une fonction convexe et de
classe C' sur RY. Nous étudions aussi la continuité entre le second membre e et la solution
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x. Pour cela, notons BC(R, RY) I'espace de Banach des fonctions continues et bornées de
R vers RY, muni de la norme ||z||,, = sup ||z(t)|| et AP(RY) I'espace des fonctions p.p.
teR

(au sens de Bohr) a valeurs dans RY (cf. la définiton 3.1, p. 13). AP(RY) est un sous
espace fermé de 'espace de Banach BC(R,R"). Nous notons aussi :

BC'R,RY) = {z € BC(R,RV)NC'(R,R"Y); 2’ € BC(R,R")}

et
AP'(RY) = {z € APRY)NC'(R,R"); 2’ € AP(RV)}.
Les espaces BC'(R,R"Y) et AP'(RY), munis de la norme ||z||, = |z + [|2/],, sont

deux espaces de Banach. Pour tout € BC'(R,RY), lapplication t — 2'(t) + VF(z(t))
est aussi dans BC(R, RY), ce qui permet de définir application

F : BO'(R,RY) = BC(R,RY) par F(x)(t) =2'(t) + VF(z(t)).

Dans cette étude les opérateurs de Nemytskii apparaissent implicitement, par exemple
I'application F peut aussi s'écrire F(x) = 2’ + Nyp(z), ot Ny est Popérateur de Ne-
mytskii du gradient VF. Avec cette notation, pour tout z € AP!(RY), I'application
t' + Nyr(z) est aussi dans AP(RY), ce qui permet de définir la restriction F,, de I’ap-
plication F de la maniére suivante :

Fup: APHRY) = AP(RY)  par  F,(z) = F(z) pour x € AP*(RY).

Théoréme 6.1 (Theorem 1.1, [9]). Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) F: (BCY(R,RY), |llcr) = (BCR,RY), |-|l) est bicontinue (F est bijective et
continue, F 1 est continue).

it) Fop : (APYRY), |llo1) = (APRN), ||||) est bicontinue.

i) VE : RN — RY est bicontinue.

iv) I est strictement conveze et vérifie :

F
62) i < VE@) x>
lzl-+o0 Il

Les points i)-iii) du théoréme 6.1 sont une généralisation du cas scalaire au cas vectoriel
du résultat de l'article [130] de Slyusarchuk.

Les implications les plus simples sont i) = i) = iii). Par exemple pour i) —
i1), il suffit de montrer que F,, est surjective, c’est-a-dire que la solution bornée obtenue
par i) est p.p., lorsque le second membre est p.p.. La démonstration de i) = 1iii)
est analogue a la précédente, en remarquant que lorsque 1'on identifie ’ensemble des
applications constantes a RY, Papplication F,, se réduit & VF. Pour I'implication iv) =
i), indiquons que la relation (6.2) sert & montrer l'existence d’une solution bornée en
utilisant la méthode des fonctions directrices (cf. le théoréme 10.7, p. 46).

Pour I'équivalence iii) <= iv), nous utilisons le fait que la surjectivité de VF' est
équivalente a (6.2), lorsque I'espace euclidien est de dimension finie. Pour un espace de
Hilbert général, le gradient VF' est surjectif si et seulement si lim F(z)— < p |

o]l —>-+o0
x >= 400, pour tout p € H. La condition (6.2) implique la surjectivité de VF', mais
la réciproque est fausse (cf. la proposition 2.13, p. 41 et la remarque 2.3, p. 43, [61]).
Pour cette raison, le théoréme 6.1 ne peut pas se généraliser & un espace de Hilbert de
dimension infinie.
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Dans le cas ou le champ de vecteur de I’équation (6.1) est monotone et ne dérive pas
d’un potentiel, c’est-a-dire
(1) + G(x(t)) = e(t)
ot G : RY — RY est une fonction continue vérifiant
Yo,y € RY, L G)—Gy) | z—y>>0,

seules les implications ) = i) = i) = i) du théoréme 6.1 restent justes,
en remplagant dans iv), F' est strictement convexe par G est strictement monotone. Par
contre les implications iii) = 1), i1i) = i) et i) = iv) sont fausses (cf. Proposition
1.2 et les remarques qui suivent dans [9]).

Une étude analogue a été faite pour I’équation du second ordre suivante :

(6.3) 2"(t) = VF(z(t)) + e(t).
Pour cela, définissons d’une maniére similaire au premier ordre, les applications suivantes :
G: B(R,RY) — BC(R,RY) par G(z)(t) =2" — Nyp(x)
et
Gap : AP*(RY) — AP(RY) par Gu(z) = G(z) pour z € AP*(R™).

Théoréme 6.2 (Theorem 1.3, [9]). Les assertions suivantes sont équivalentes

i) G: (BC*R,RN),||"[|c2) = (BC(R,RN),||-||.) est bicontinue.

it) Gap : (AP2(RY), |]lc2) = (APRY), ||-]l.) est bicontinue.

i) VE : RN — RY est bicontinue.

i) F' est strictement conveze et vérifie (6.2).

Pour le cas ou le champ de vecteurs de I’équation (6.3) est monotone et ne dérive pas
d’un potentiel, I'étude a été faite dans (Proposition 1.5 et 1.6, [9]).
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Deuxiéme partie 2. Solutions presque-périodiques de systémes différentiels

7. INTRODUCTION

Dans cette partie, nous décrivons les principaux résultats des articles [4, 5, 6, 7, 8, 10,
23]. 11 s’agit d’une étude sur les solutions presque-périodiques (p.p.) d’équations diffé-
rentielles non linéaires et forcées par des oscillations p.p.. Les équations considérées sont
essentiellement des équations du second ordre, et notamment des équations de Liénard.
Cette étude porte sur la description des solutions bornées ou p.p., et sur le comporte-
ment asymptotique des solutions bornées de systémes différentiels p.p., notamment nous
établissons des résultats d’existence de solutions p.p..

Pour expliquer la stratégie adoptée pour établir I’existence de solutions p.p., nous consi-
dérons I’équation différentielle non linéaire p.p. suivante :

(7.1) 2'(t) = f(t, z(t)),

ou 2 est un ouvert de RY et f : R x Q — RY est fonction p.p. en ¢ uniformément
par rapport & x € RY. Rappelons que I’ensemble des valeurs d’une fonction p.p. est
relativement compact, donc borné. Pour les définitions des fonctions p.p., nous renvoyons
aux définitions 3.1 et 3.3, p. 13.

Dans le cas ou I'équation (7.1) est périodique : il existe 7" > 0 tel que f(t,z +7T) =
f(t,z), pour tous t € R et x € Q; l'existence d’une solution bornée peut impliquer
'existence d’une solution périodique, par exemple si ’équation (7.1) est scalaire : N =1
ou si elle est linéaire : f(t,z) = A(t)x + B(t) (Massera, [106]). Par contre dans le cas
p.p., ces derniers résultats sont faux, Opial [114] a construit une équation ou toutes ses
solutions sont bornées, mais dont aucune n’est p.p.. Dans le livre de Fink [84], on peut
trouver un exemple d’équation linéaire scalaire p.p., c’est-a-dire : z'(t) = a(t)z(t) avec
a : R — R une fonction p.p., ot toutes les solutions sont bornées sur R, mais ne sont pas
p.p., excepté la solution nulle (Example 6.1, p. 97, [84]).

Lorsque I'équation (7.1) admet au moins une solution bornée sur R, nous voulons déter-
miner des conditions suffisantes pour que parmi ces solutions bornées, il y en ait au moins
une qui soit p.p.. Ces conditions suffisantes permettront d’établir des résultats d’existence
de solutions p.p., en établissant I'existence d’une solution bornée sur R. Pour I'existence
d’une solution bornée sur R, un résultat classique que ’on peut trouver par exemple dans
(Lemma 2, [83]), affirme que I'existence d’une solution bornée sur [0, +00) suffit.

Théoréme 7.1. Soit f € APy (R x RN RY) (cf. définition 3.5, p. 13). Si l’équation (7.1)
admet une solution bornée sur [0, +00), alors (7.1) admet au moins une solution bornée
sur R.

La question de 'existence de solutions p.p. pour les équations aux dérivées partielles
(EDP) a été étudiée a partir des années 50 par des mathématiciens italiens, Amerio,
Biroli, Prouse et d’autres [33|-[39], [45]-[47], [120], [121] ; puis Dafermos, Haraux et Ishii
ont apporté de grandes contributions a ces questions [72], [88], [90]-]92], [95]. Le principe
du minimaz, di & Amerio (cf. [39]), est une généralisation pour les EDP non linéaires de
la théorie de Favard portant sur les équations différentielles ordinaires (EDO) linéaires
[80, 81]. Le principe de minimax d’Amerio affirme que si pour chaque équation d’une
famille d’équations engendrées par I’équation initiale, il existe une et une seule solution a
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valeurs dans un méme compact qui minimise la norme de la convergence uniforme sur la
droite réelle, alors elle est p.p.. Ce principe résout la question de I'existence de solutions
p.p. pour les équations dissipatives du type : la fonction t — ||u(t) — v(t)|| est décroissante,
pour toutes solutions u et v.

Pour établir I’existence d’une solution p.p. parmi les solutions bornées sur R, nous avons
essentiellement utilisé un résultat de Fink (Theorem 2, [83]), publié¢ en 1968 qui a été tres
peu cité dans la littérature. C’est une généralisation du principe du minimaz d’Amerio,
dans le cadre des EDO définies sur RY. Ce résultat donne une condition suffisante pour
qu’une solution & valeurs dans un compact K de I’équation (7.1) soit p.p.. Cette condition
suffisante est I'existence et 'unicité d’une solution a valeurs dans un compact qui mini-
mise une fonctionnelle qui n’est pas nécessairement la norme de la convergence uniforme.
Pour simplifier I'exposé, dans un premier temps, nous énoncons un cas particulier de ce
résultat (Fink, Corollary 1, [83]) que nous avons utilisé. Ce corollaire permet de réduire
I’existence d’une solution p.p. a 'existence et I'unicité de la solution bornée d’une famille
d’équations engendrées par I'équation (7.1). Avant de citer ce résultat, nous définissons
quelques notions.

Définition 7.2. i) Pour u € AP(RY) (cf. définition 3.1, p. 13), I'enveloppe de u, notée
H(u) est définie par v € H(u) si et seulement s’il existe une suite numérique (t,), telle
que

lim sup [Ju(t +t,) — v(t)|| = 0.

n—oo teR

ii) Pour f € APy(R x RN RY) (c¢f. définition 3.3, p. 13), U'enveloppe de f, notée H(f)
est définie par g € H(f) si et seulement si pour tout compact K de RY, il existe une suite
numérique (t,)n, telle que
lim supsup [|£(t + t ) — g(t,2)] = 0.

n—=00 tcR z€K

Proposition 7.3. Siu € AP(RY), alors u admet une moyenne :

M{u(®)}, = Tim — / " () dt.

r—+oo 21 —r

Remarque 7.4. Plus précisément la convergence de la moyenne temporelle est uniforme
sur les translations de la fonction u, c’est-a-dire

r+s
L / u(t) dt — M{u(t)}

=0,
QT —r—+s

lim sup
r—+00 3cR

cf (11, p. 21 [39]).

Définition 7.5. 1- Pour u € AP(RY), le module des fréquences de u, noté mod(u) est le
sous-groupe de R engendré par l’ensemble des exposants de Fourier-Bohr non nuls de u :

A(u) = {X € R; M{u(t)e ™}, #0}.

2- Pour f € APy(R x RY,RY), le module des fréquences de f, noté mod(f) est le
sous-groupe de R engendré par ’ensemble des exposants de Fourier-Bohr non nuls de

t— f((t,) : |
A = U {reRs M{f(t,z)e ™} # 0}

zeRN
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Maintenant, nous donnons une propriété trés utile pour les fonctions p.p. qui est une
conséquence de la définition de la presque-périodicité.

Proposition 7.6 (Principe de reconstruction d’une fonction p.p.). 1- Toute fonction p.p.
est uniformément récurrente : il existe une suite numérique (t,),, telle que liril t, = 400
n—-—+0oo

et
lim sup ||u(t +t,,) — u(t)|| = 0.
2- Si f € APy(R x RN, RYN), alors pour tout compact K de RY, il existe une suite
numérique (t,), telle que liril t, = +oo et
n——+0oo

lim supsup || f(t + tn, x) — f(t,2)]] = 0.

n—=00 tcR zeK

Remarque 7.7. i) Cette proposition est aussi vérifiée lorsque lim t, = +oo est remplacé
n—-+00

par lim t, = —o0.
n——+o00

it) Ce principe de reconstruction montre qu’une fonction p.p. est déterminée d’une
maniére unique par son image sur [0, +00).

i) La proposition 7.6 permet d’affirmer que si u € AP(RY) (resp. f € APy(R x
RN, RY)), alors u € H(u) (resp. f € H(f)).

Le résultat de Fink que nous avons utilisé est le suivant :

Théoréme 7.8 (Fink, Corollary 1, [83]). Soit f € APy(R x RN RY) et K un compact
de RN . Si pour tout f. € H(f), I"équation

admet une et une seule solution a valeurs dans K, alors cette solution est p.p.. En par-
ticulier ’équation (7.1) admet une et une seule solution w p.p.. De plus cette solution
verifie

(7.3) mod(u) C mod(f).

Remarque 7.9. La formule des modules (7.3) ne se trouve pas dans article [83], mais
elle est démontrée dans le livre de Fink (Theorem 9.10, p. 167, [84]).

Si l’équation (7.1) admet au moins une solution & valeurs dans K, alors il en est de
méme de 'équation (7.2) pour f. € H(f) (Lemma 2, [83]). Si de plus les hypothéses sur
f sont stables par passage a la limite, alors pour tout f. € H(f), f. vérifie les mémes
hypotheéses que celles de f. Pour cette raison, pour appliquer le théoréme 7.8, il suffit en
général de montrer l'unicité de la solution a valeurs dans K pour I’équation (7.1). Pour
obtenir cette unicité, notre stratégie consiste a construire une fonction de type Liapounov
appliquée sur la différence de deux solutions & valeurs dans K. Plus précisément, nous
considérons une application ¢ : R™ — R continue telle que pour toutes solutions u et v a
valeurs dans K de I’équation (7.1), on ait, en notant r(t) = q(u(t) — v(t)),

(C1) r est décroissante sur R,
(C2) si r est constante sur R, alors u = v.

Cette stratégie sera utilisée dans les paragraphes 8, 9 et 12.
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Ici, nous expliquons pourquoi une fonctionnelle ¢ vérifiant (C1) et (C2), permet d’ob-
tenir l'unicité d’une solution a valeurs dans K de l'équation (7.1). Considérons deux
solutions u et v & valeurs dans K de I’équation (7.1). En appliquant le principe de recons-
truction d’une fonction p.p. a la fonction f, on en déduit I'existence d’une suite numérique

croissante (t,)n, telle que lim ¢, = +o0 et
n—-+0o

lim supsup || f(t + tn, x) — f(t,2)]] = 0.

N0 teR zeK
Avec (C1), on obtient liI+n r(t+t,) = inﬂfg r(s), puis en utilisant le théoréme d’Ascoli sur
n—-+o0o sE

les familles de fonctions {t — u(t +t,); n € N} et {t = v(t +t,); n € N}, on en déduit

'existence de deux solutions u, et v, de I'équation (7.1) a valeurs dans K vérifiant pour

tout t € R, q(u.(t) — vi(t)) = inﬂgr(s). En utilisant (C2), on obtient u, = v,, donc
se

in]er(s) = ¢(0). De la méme maniére, on en déduit que supr(s) = ¢(0), ainsi (t) = ¢(0),

s€ seR

pour tout ¢ € R. De nouveau avec (C2), on obtient que u = v, ce qui montre le résultat

d’unicité de la solution & valeurs dans K de 'équation (7.1).

Lorsqu’il n’est pas possible d’appliquer le théoréme 7.8, c’est-a-dire de déterminer I’exis-
tence et I'unicité d’une solution & valeurs dans un compact donné, il est possible de res-
treindre 1’étude de cette unicité a ’ensemble des points qui minimisent une fonctionnelle,
en utilisant le résultat principal de [83|. Pour énoncer ce résultat de Fink, nous avons
besoin de donner quelques notations et définitions. Soit & un compact de RY. Notons par
Ck(R,RY) I'ensemble :

CkR,RY)={ue C(R,RY); VteR, u(t)eK};
et u, pour 7 € Ret u € C(R,RY), la fonction définie par u, (t) = u(r+t) pour ¢t € R. Dans

[83], Fink appelle une fonctionnelle sous-variante associée au compact K, une application
Mg : O (R,RY) — R vérifiant la condition suivante :

(7.4) si u,,, — v uniformément sur tout compact de R, alors Ag(v) < Ag(u).

Pour f, € H(f), notons Fx(f.) I'ensemble des solutions de l'équation (7.2) vérifiant
u(t) € K pour tout ¢t € R. Une solution z, de 'équation (7.2) est dite K-minimale si

(7.5) us € Fr(fi) et A (uy) = inf { g (u); u € Fr(fo)}.

Théoréme 7.10 (Fink, Theorem 2, [83]). Soit K un compact de RY et A\g une fonc-
tionnelle sous-variante associée a K. Supposons que f € APy(R x RN RY) et que I’équa-
tion (7.1) admette au moins une solution définie sur R a valeurs dans K. Si pour tout
f« € H(f), léquation (7.2) admet une et une seule solution K-minimale, alors cette
solution est p.p.. En particulier l'unique solution K-minimale de I’équation (7.1) est p.p..

Remarque 7.11. De plus cette solution K-minimale u de [’équation (7.1) vérifie la for-
mule des modules (7.3).

Dans le cadre des EDO, ce dernier théoréme contient le principe du minimax d’Amerio
en choisissant la fonctionnelle sous-variante

(7.6) Are(u) = sup [u(®)]] -
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Dans le cas on I'équation (7.1) est dissipative, c’est-a-dire
Vx,yGRN,WGR, <<f(t,$)—f(t,y)|l'—y>>§0,

I’existence d’une solution & valeurs dans K implique I'existence et I'unicité d’une solution
K-minimale pour la fonctionnelle sous-variante (7.6); en conséquence existence d’une
solution a valeurs dans K implique l'existence d’une solution p.p.. Pour les équations
dissipatives, la question de l'existence d’une solution p.p. étant résolue, nous voulons
appliquer le théoréme 7.10 pour des fonctionnelles sous-variante du type

(7.7) Ak (u) = stlelﬂgq(u(t))

ol ¢ : RV — R est une forme quadratique qui n’est pas définie positive. La principale dif-
ficulté pour appliquer le théoréme 7.10 est de montrer 'unicité de la solution K-minimale
pour chaque équation (7.2). Si les hypothéses sur f sont stables par passage a la limite,
il suffit de montrer l'unicité de la solution K-minimale de I’équation (7.1). Pour cela
nous imposons les hypothéses suivantes sur la fonctionnelle quadratique ¢ : pour toutes
solutions u et v & valeurs dans K de 'équation (7.1), on ait, en notant r(t) = q(u(t) —v(t)),

(C3) r est décroissante sur R,

1
(C4) si r est constante sur R, alors E(u + v) est une solution de I'équation (7.1).

(C5) si r est constante sur R et cette constante est négative ou nulle, alors u = v.

Cette stratégie sera utilisée dans les paragraphes 10 et 11. Dans le paragraphe 10, nous
avons utilisé une forme quadratique ¢ vérifiant (C3)-(C5) et ou les valeurs propres de
la matrice symétrique associée a ¢ sont non nulles et de signe quelconque. En fait sous la
condition (C3), on a l'équivalence

(C5) <= VteR, r(t) >0etr(t) =0 = u=v
(cf. la démonstration du Lemma 3.4 dans [8]).
Ici, nous expliquons pourquoi une forme quadratique ¢ vérifiant les conditions (C3)-

(C5), permet d’obtenir I"unicité de la solution K-minimale de I’équation (7.1). Conside-
rons deux solutions w, et v, K-minimales de I’équation (7.1) :

Sup g (1.(8)) = supq (va(t)) = 8 i inf {supq (u(t)) s u e fK<f>} |

teR teR teR

D’une maniére analogue a celle utilisée sur la fonctionnelle vérifiant les conditions (C1) et
(C2), en utilisant le principe de reconstruction d’une fonction p.p. et le théoréme d’Ascoli,
on démontre que I'hypothése (C3) permet de réduire I’étude de cette unicité parmi les
solutions K-minimales u, et v, vérifiant

vVt € R, q(us(t) — vi(t)) = cs.
En choisissant un compact K convexe, ’hypothése (C4), permet d’affirmer

supg (“C1E) 25

seR 2
De I'identité du parallélogramme

(OO g (MO = L) + G0,
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nous obtenons
5+ < supg (M) + % < L aupqu() + S supa (o) =
4 7 iR 2 4 7 2 4er 2 ter
donc
vt € R, q(us(t) — vi(t)) = ¢ < 0.

L’hypothése (C5) permet de conclure que u, = v,, ce qui montre le résultat d’unicité de
la solution K-minimale de I’équation (7.1).

Signalons que certains résultats des articles [5, 7, 8, 10| présentés dans cette partie ont
été généralisés dans le cadre des systémes dynamiques par Carabello et Cheban [65, 66, 68|.

8. EQUATION DU SECOND ORDRE AVEC UN CHAMP DE VECTEURS MONOTONE

Dans ce paragraphe, nous décrivons les principaux résultats des articles [5, 23|. Dans
[5], pour une équation du second ordre avec un champ de vecteurs monotone défini sur
R™, nous établissons 'existence d’une solution bornée, puis nous montrons que toute les
solutions bornées sont p.p.. Dans [23], écrit en collaboration avec J. Blot et M. Ayachi,
nous prolongeons ces résultats au cas de la dimension infinie, c’est-a-dire lorsque RY est
remplacé par un espace de Hilbert (H, < - | - >>) général.

L’équation considérée est
(8.1) a"(t) = f(t, x(t)),

ou f: R x K — RY est une application continue et K un sous ensemble compact et
convexe de RY. Une solution définie sur R de I'équation (8.1) est une fonction z de classe
C? sur R telle que pour tout ¢ € R, on ait x(t) € K et 2”(t) = f(¢,z(t)). Remarquons
qu’une solution sur R de I’équation (8.1) est nécessairement bornée. Le cone normal au
sous-ensemble convexe K au point x € K est noté par N(K, x) et est défini par

N(K,z)={peRV; Vye K, <p|ly—z><0}.
Les hypothéses utilisées dans le résultat principal de [5] sont :
(H1) f est p.p. en t uniformément par rapport & z € K.
(H2) Pour tout ¢t € R, I'application partielle f(t,-) est monotone sur K, c’est-a-dire :
Va,y € K, <L f(t,x) — f(t,y) |z —y>>0.

(H3) Vt € R, Vz € OK (frontiére de K), Vp € N(K,z), on a < f(t,x) | p>> 0.

Soit x et y sont deux solutions définies sur R de 'équation (8.1), donc bornées sur R.

1
Notons par 7 la fonction 7 : R — R définie par r(t) = 5 |z(t) — y(t)||*. Rappelons qu’une

fonction convexe et bornée sur R est constante. Ce dernier argument appliqué a la fonction
r, a permis d’améliorer et de généraliser plusieurs travaux [43, 64, 141], notamment de ne
pas imposer que f soit fortement monotone : il existe ¢, > 0 tel que

VtERa anyEK, <<f(t,l’)—f(t,y)‘.Z'—y>>20*”x—y”2,

contrairement & ce qui est fait dans ces travaux. Cet argument sur une fonction convexe
et bornée sur R, permet d’établir que la différence x —y de deux solutions est une fonction
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constante. En effet I'hypothése (H2) implique que

r() =< f(t (1) = f(ty(0) [ 2(t) = y(t) > + (|2 () =y @) > 0,

donc la fonction r est convexe et bornée sur R; ainsi r est une fonction constante, par
conséquent ' = ¢/. Dans un premier temps, on établit ’existence d’au moins une solution
de I'équation (8.1) définie sur R; et ensuite pour montrer I'existence d’une solution p.p.,
on applique le théoréme 7.8, p. 31. Pour cela, on choisit une solution xy de ’équation (8.1)

définie sur R et on considére le sous-ensemble compact Ky de K défini par Ky = zo(R).
Le fait que la différence de deux solutions est une constante permet de montrer 1'unicité
de la solution & valeurs dans K. Le résultat principal de [5] est le suivant.

Théoréme 8.1 (Theorem 1.1, [5]). Si les hypothéses (H1)-(H3) sont vérifiées, alors

i) 'équation (8.1) admet au moins une solution x p.p. vérifiant mod(x) C mod(f),

ii) si x ety sont deux solutions de ’équation (8.1) définies sur R, alors leur différence
est une fonction constante, en particulier toutes les solutions l’équation (8.1) sont p.p..

ii1) Si de plus il existe to € R tel que Uapplication partielle f(to,-) soit strictement
monotone (<K f(to,x) — f(to,y) | © —y >> 0 pour tous © # y), alors I’équation (8.1)
admet une unique solution p.p..

Remarque 8.2. L’hypothése (H3) est utilisée pour établir I'existence d’une solution de
Uéquation (8.1). Pour construire une solution définie sur R de [’équation (8.1), donc
a valeurs dans le compact K, nous plongeons cette derniére équation dans une famille
d’équations périodiques :

(8.2) 2" (t) = gr(t, z(t)), T >0,

ot gr : R x K — RY est une application continue vérifiant gp(t + 4T, x) = gr(t,x) pour
tout (t,z) € Rx K et f(t,x) = gr(t,x) pour tout (t,z) € [-T,T] x K. Pour obtenir
Uezistence d’une solution périodique x7 de I'équation périodique (8.2), nous appliquons un
théoreme de continuation de Mawhin (Theorem IV.5, p. 44, [107]) utilisant la notion de
degré topologique de Leray-Schauder. Puis en établissant des estimations indépendantes
de T sur la famille de solutions (x7)rso, nous obtenons une solution définie sur R de
Iéquation (8.1) par passage a la limite.

Remarque 8.3. 1- Dans le cas particulier ou OK est une variété différentielle de classe
Cl, Uhypothese (H3) peut s’énoncer sous la forme équivalente : pour tout x € 0K, pour
tout vecteur n(x) normal unitaire sortant a K,

(8.3) < f(t,x) | n(x) >> 0.

2- Dans le cas particulier ot K est une boule fermée : K = B(xg,r), le cone normal
en x € OK est N(K,z) = {\Max —z0); A >0} et (H3) peut s’énoncer sous la forme
équivalente :

|z — x| =r =< f(t,z) | v — x9 >> 0.
En particulier dans le cas scalaire, c’est-a-dire N = 1 et K = [a,b], l’hypothése (H3)
devient
VteR,  f(t,a) <0< f(t.D).
Cette condition a été donnée par Opial en 1959 dans |[111] pour établir l’existence d’une
solution x vérifiant a < x(t) < b pour tout t € R.
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Le théoréme 8.1 est une généralisation du résultat (Theorem 4.3, [141]) de Zakharin et
Parasyuk dans le cas particulier ou f(t,z) = V.V (t,z) dérive d'un potentiel convexe et
le bord de K est une sous variété différentielle de classe C'. Plus précisément ) est un
ouvert de RY, K est un sous-ensemble compact de RV tels que K C Qet V:RxQ = R
est une application continue telle que 1'application V(¢,-) soit de classe C* sur Q pour
tout ¢ € R. Notons par VV,(t,z) le gradient de 'application partielle V (¢, -) au point x
et considérons I’équation suivante :

(8.4) 2"(t) = V,V(t, x(t)).

Dans le cadre particulier des équations quasi-périodiques, c’est-a-dire V.V est p.p. et le
module de V,V est engendré par un nombre fini de fréquences fondamentales w1, - -+ , wy, :
mod(V,V) = {\wi + -+ + Mwi; A1, -+, A\ € R}, dans (Theorem 4.3, [141]), Zakharin
et Parasyuk montrent ’existence et 1'unicité de la solution quasi-périodique en supposant
que le potentiel V est de classe C? et vérifie : il existe ¢, > 0 tel que

(8.5) VteR, Vx,ye€, <V V(t,x) =V V(ty) |z —y>>clz—y|.

De plus, pour 'hypothése (H3), les auteurs impose que l'inégalité (8.3) soit stricte.
Voici plusieurs corollaires du théoréme 8.1 qui sont des améliorations de résultats
connus.
Notons par Pk le projecteur orthogonal sur le convexe fermé K et par K I’ensemble
suivant Ks := {x eRY; d(z,K) < 5}. Alors il existe donc § > 0 tel que K5 C €.

Corollaire 8.4 (Corollary 2.1, [5]). Si lapplication V.V est p.p. en t uniformément par
rapport a x € ), Uapplication V (t,-) est convexe et lapplication V' vérifie :

(3.6) VteR, VoeK;  V(ta)> V(L Pe(a)),

alors
i) Uéquation (8.4) admet au moins une solution x p.p. vérifiant mod(x) C mod(V,V),
i) si x ety sont deux solutions de ’équation (8.4) définies sur R, alors leur différence
est une fonction constante, en particulier toutes les solutions l’équation (8.4) sont p.p..
Si de plus il existe ty € R tel que Uapplication partielle V.V (to,-) soit strictement
conveze, alors 'équation (8.4) admet une unique solution p.p..

Remarque 8.5. Dans le cas quasi-périodique, la condition (8.6) a été donnée par Za-
kharin et Parasyuk (Theorem 4.2, [141]) pour établir 'existence et ['unicité de la solution

quasi-périodique de l’équation (8.4). Les auteurs imposent aussi que le potentiel V soit de
classe C* et vérifie (8.5).

Un cas particulier de 1'équation (8.4) est le suivant :
(8.7) "(t) = VV(z(t)) + e(t)

ou e : R — RY est une application continue et V : € — R est une application de
classe C! sur un ouvert 2 de RY. Désignons par VV(x) le gradient de V au point z.
Le théoréme 8.1 permet d’obtenir pour I’équation (8.7) un premier corollaire (corollaire
8.6) dont le modele est 1’équation du pendule autour de I’équilibre instable 6y = 7 et un
second corollaire (corollaire 8.8) o I’équation est définie sur tout I'espace RY.
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Corollaire 8.6 (Remark 1.4, |5]). Soit xo € RY. Supposons que Q = B(zg, R), V(z) =
miél V(x) et que Uapplication V' soit fortement convexe : il existe ¢, > 0 tel que
xre

Vo,yeQ, < VV(z)-VV(y) |z —y>>clz—y|*.

St e est p.p. et si|le||, < R, alors ’équation (8.7) admet une unique solution x p.p.
vérifiant
el

sup ||x(t) — xo]| < )
teR Cx

La formule des modules, mod(x) C mod(e), est aussi vérifiée.

Remarque 8.7. Ce dernier corollaire est une forme légérement plus générale que celle du
résultat de Carminati (Theorem 1, [64]). Pour l’équation du pendule : 6" (t) + sin(0(t)) =
e(t) autour de ’équilibre instable 6y = 7, le corollaire 8.6 permet d’établir l'ezistence et
Uunicité de la solution p.p.; plus précisément si e est p.p. et |le]| . < Rocos(Ry) avec

0 < Ry < %, alors il existe une unique solution 6 vérifiant sup |0(t) — 7| <
teR

COS(RQ) ||6||oo
La meilleure constante Ry est la solution de max Rcos(R), c’est-a-dire ['unique solution
2
de Rtan(R) = 1 dans (0, 7).
Corollaire 8.8 (Corollary 2.2, [5]). On suppose que Q = RY. Sie est p.p., V est conveze
e o V(@)
et vérifie  lim
lzl|—+oo ||2]]

i) Uéquation (8.7) admet au moins une solution x p.p. vérifiant mod(x) C mod(e),

ii) si x et y sont deux solutions de l’équation (8.7) définies et bornées sur R, alors
leur différence est une fonction constante, en particulier toutes les solutions bornées de
Uéquation (8.7) sont p.p..

Si de plus Uapplication V est strictement conveze, alors ’équation (8.7) admet une
unique solution p.p..

=0, alors

Remarque 8.9. Ce dernier corollaire est une amélioration d’un résultat de Berger et
Chen (Theorem 4-6, [43]). Les auteurs imposent que V soit fortement convexe ainsi que
d’autres hypothéses supplémentaires. Par exemple pour l’équation

2"(t) = [|lz(t)|* (1) + e(?)

avec e une fonction p.p., le résultat de Berger et Chen ne permet pas d’obtenir [’existence
et l'unicité de la solution p.p., contrairement au corollaire 8.8.

Maintenant, nous discutons de I'extension de ces résultats au cas de la dimension infinie,
c’est-a-dire lorsque RY est remplacé par un espace de Hilbert H général. Rappelons que
AP(H) désigne 'espace des fonctions p.p. (au sens de Bohr) & valeurs dans H (cf. la
définition 3.1, p. 13). La dimension finie de I’espace de Hilbert H est utilisée d’une maniére
essentielle pour construire une solution définie sur R de I’équation (8.1). En effet, pour
construire une telle solution (cf. la remarque 8.2), nous avons utilisé un théoréme de
continuation de Mawhin dans lequel intervient I'opérateur linéaire L : AP(H) — AP(H)
défini par

D(L)={z € AP(H)NC*R,H); ' € AP(H) et 2" € AP(H)} et Lv = 2",
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qui doit étre un opérateur de Fredholm, donc son noyau : Ker(L) = H doit étre de dimen-
sion finie. Par contre si 'on admet 'existence d’une solution définie sur R de ’équation
(8.1), alors toute les autres conclusions du résultat principal subsistent lorsque 1’espace
de Hilbert H est de dimension infinie, en particulier toutes les solutions définies sur R
sont p.p.. Dans le cas ou le champ de vecteurs de ’équation est lipschitzien, nous avons
déduit du résultat principal de [118] (Perov) (cf. le théoréme 16.5, p. 66), un théoréme
d’existence et d’unicité de la solution p.p. pour I’équation (8.1) lorsque f est définie sur
tout l'espace (K = H). Pour une application continue f : R x H — H, les hypothéses
utilisées sont :

(H4) f est lipschitzienne en z uniformément par rapport a t € R, c’est-a-dire : il existe
k, > 0 tel que

(H5) f est fortement monotone en x uniformément par rapport a t € R, c’est-a-dire :
il existe ¢, > 0 tel que

VteRa V%?JGK, <<f(t,$)—f(t,y)|I'—y>>ZC*||I'—y||2

Théoréme 8.10 (Theorem 3.3, [23]). Si les hypothéses (H4)-(H5) sont vérifices et f
est p.p. en t uniformément par rapport & x € H, alors 'équation (8.1) admet une unique
solution p.p..

Pour s’affranchir de I’hypothése de Lipschitz portant sur f dans le cas ou I'espace de
Hilbert H est de dimension infinie, nous utilisons une notion de solution p.p. faible dans
des sous-espaces de fonctions p.p. au sens de Besicovitch |44, 117]. L’équation considérée
est :

(8.8) 2"(t) = f(x(t)) + e(t)

ou e : R — H est une fonction p.p. et f : H — H est une application continue et
monotone, c¢’est-a-dire

veye H, < f(z) = fly) [z —y>=0.

Notons B?(H) 'espace des fonctions p.p. au sens de Besicovitch (d’ordre 2) & valeurs
dans H. Rappelons que B*(H) est le complété de 1'espace préhilbertien AP(H) muni du

1 /7
produit scalaire (z | y)gz = lim —/ < z(t) | y(t) > dt pour x et y € B*(H). Si
—+o00 T

T—+oo T’
x € B?(H), alors  admet un développement en série de Fourier-Bohr: x ~ Z a(z, \)e™,
AER
I ,
o a(x,\) = lim —/ z(t)e ™ dt (X € R) sont les coefficients de Fourier-Bohr de .
T—+oo T | _p

Pour x* € B?*(H), l'ensemble des exposants de = : A(z) = {\ € R; a(z,\) # 0} est au
plus dénombrable, Z la(z, N[> < +o0 et 2|5 = Z l|a(z, \)||>. L’ensemble B?(H) est

AER AER
I’ensemble des séries de Fourier-Bohr au sens suivant, pour toute famille aycg d’éléments

de H vérifiant Z l|ax||” < 400, il existe un unique = € B2(H) tel que = ~ Za)\em.

AER AER
Pour définir la notion de solution p.p. faible, nous utilisons les espaces de type Sobolev
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sur l'espace B?(H) construits par Blot dans [52|. La dérivée généralisée de z € B*(H)
(quand elle existe) est Vx € B*(H) telle que

2
= 0.
B2

PL% V() - z(t + TZ —z(t)

Notons B"?(H) T'espace des x € B*(H) pour lesquels Vx existent dans B*(H). Si = €
BY2(H), alors x et Va ont un développement en série de Fourier-Bohr avec Vi ~
Zi)\a(x, M)e*. Notons B>2(H) l'espace des 2 € BY2(H) tels que V2r = V(Vaz) existe

AR
dans B?(H). L’espace B%%(H) muni de la norme

1
2lgea = (|l + [Valfe + [V2a])

est un espace de Hilbert [52]. Nous dirons que x est une solution p.p. faible de I'équation
(8.8) si x € B**(H) et

V2x(t) = f(x(t)) +e(t), égalité dans B*(H).

La notion de solution p.p. faible peut se traduire en termes de coefficients de Fourier-Bohr,
elle équivaut a dire qu’il y a égalité de ces coefficients :

a(Vr, \) = —Na(x,\) = a(f ox,\) +a(e,\), pour tout A € R.

Par opposition, une solution p.p. forte est une solution au sens classique de I’équation (8.8),
c’est-a-dire ¥ € C*(R, H)N AP(H) et z vérifie 'équation (8.8). Evidemment une solution
p.p- forte est une solution p.p. faible. Pour obtenir une solution p.p. faible nous utilisons
la théorie des opérateurs mazimaux monotones [61, 129]. Les opérateurs considérés sont :

L BA(H) —s BX(H),
{ D(L)=B**(H) et Lx=—-VZr,

et
{F:B2(H)HB2(H),
DF)={xeB*H): foxeB*H)} et F(zr)=fou.

Pour éviter de faire une hypotheése sur du type : || f(x)|| < a||z|| + b pour tout x € H
(avec a et b > 0), nous avons choisi de ne pas définir 'opérateur de superposition F' sur
tout Pespace B?(H). Pour établir I'existence d’une solution p.p. faible de I'équation (8.8),
il suffit de montrer que 'opérateur somme L + F' de domaine D(L) N D(F') est surjectif.
Pour cela, nous établissons que les deux opérateurs L et F' sont maximaux monotones
lorsque que le champ de vecteurs f de I’équation est monotone ; ensuite que l'opérateur
somme L + F' est aussi maximal monotone. Pour obtenir la surjectivité de l'opérateur
L + F', nous avons choisie I’hypothése suivante.

(H6) Il existe a > 0 et b > 0 tels que

Vo € H, < f(x) |z >>alz||> —b.

La principale difficulté a été de démontrer que 'opérateur somme L + F' est maximal
monotone. Le résultat obtenu est le suivant :
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Théoréme 8.11 (Theorem 2.1, [23]). Supposons que (H6) soit vérifiée et que f soit
monotone. Si e € B*(H), alors

i) léquation (8.8) admet au moins une solution p.p. faible,

i) si x ety sont deux solutions p.p. faibles de l’équation (8.8), alors leur différence est
une fonction constante.

iii) Si de plus Uapplication f est strictement monotone, alors l’équation (8.8) admet
une unique solution p.p. faible.

Pour approcher les solutions p.p. faibles par des solutions p.p. fortes, nous avons besoin
d’un résultat d’existence et d’unicité de la solution p.p. faible, que I'on déduit du théoréme
précédent.

(HT7) f est fortement monotone : il existe ¢, > 0 tel que

Vo,y €Q, < fla)—fy) |z —y>>clr -yl .

Corollaire 8.12 (Corollary 2.2, [23|). Supposons que (H7) soit vérifiée. Si e € B*(H),
alors ’équation (8.8) admet une unique solution p.p. faible.

Dans le cas de l'existence et de I'unicité de la solution p.p. faible, en utilisant 1’approxi-
mation de Yosida [61, 129] de 'opérateur maximal monotone F', il est possible d’approcher
cette solution par des solutions fortes d’une famille d’équations perturbées, dans le sens
suivant :

Théoréme 8.13 (Theorem 3.6, [23]). Supposons que (HT) soit vérifiée. Si e € AP(H),
alors pour tout € > 0, il existe une application continue f¢: H — H (¢ > 0) telle que

Ve H,  lim f(x) = f(z)

et ’équation
a”(t) = [*(z(t)) + e(t)

admet une unique solution p.p. forte x. telle que

(8.9) llgcl) |z. — |z =0,
ot x désigne 'unique solution p.p. faible de I’équation (8.8).

Remarque 8.14. La relation (8.9) signifie que les coefficients de Fourier-Bohr des solu-
tions x. sont proches de ceux de x pour € proche de zéro.

9. EQUATION SCALAIRE DE LIENARD

Dans ce paragraphe, nous décrivons les principaux résultats des articles [7, 10]. Dans
[7], nous étudions le comportement asymptotique des solutions bornées sur (to, +00) et
I'existence d’une solution p.p. de ’équation de Liénard presque-périodique

(9.1) a"(t) + fx(t)2'(t) + g(x(t) = e(t),

ol € : R — R est une fonction p.p., f et g: (a,b) > R, (—0o < a < b < +00) sont deux
fonctions. Puis dans [10] (écrit en collaboration avec E. Ait Dads et L. Lhachimi), nous
prolongeons ces résultats pour des solutions pseudo p.p. qui sont des généralisations de
solutions p.p.. Ces résultats sont aussi prolongés pour les solutions presque-automorphes
dans [12] que nous présenterons dans la partie 3 (théoréme 14.13, p. 60). Dans tout ce
paragraphe, nous supposons que les fonctions f et g vérifient les hypothéses suivantes :
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(H1) f et g sont localement lipschitziennes sur (a, b).

(H2) g est strictement décroissante sur (a,b).

(H3) f(z) > 0 pour tout = € (a,b).

Notre étude inclut le cas ou la force de rappel g(z) présente une singularité en un point
et devient infini en ce point, par exemple g(z) = xia avec a > 0 et (a,b) = (0,400).

Dans le cas périodique, Martinez-Amores et Torres dans [105], puis Campos et Torres
dans [63] ont établi des résultats sur le comportement asymptotique des solutions bor-
nées sur (fo, +00) et sur lexistence d’une solution périodique pour la méme équation.
Plus précisément, sous les hypothéses (H1)-(H3) et lorsque le second membre e est
T-périodique, Campos et Torres ont montré que l'existence d’une solution bornée sur
(to, +00) implique I'existence d’une unique solution T-périodique; et que toutes les so-
lutions bornées sur (o, +00) sont asymptotiquement T-périodique. Ensuite, ils décrivent
'ensemble des conditions initiales de ces derniéres solutions (Theorem 3.2, Proposition
4.1, [63]). Nous avons étendu ces résultats au cas p.p. en utilisant les mémes hypothéses :
(H1)-(H3).

Nous dirons qu’une solution de I’équation (9.1) est bornée sur R sil existe un compact
K C (a,b) tel que z(t) € K, pour tout t € R et qu’une solution est bornée sur le futur s’il
existe typ € R et un compact K C (a,b) tel que x(t) € K, pour tout t > t.

Théoréme 9.1 (Theorem 2.1, [7]). Supposons que le second membre e soit p.p..

i) Si léquation (9.1) admet au moins une solution bornée sur le futur, alors cette équa-
tion admet une unique solution ¢ bornée sur R qui est p.p. et vérifie mod(¢p) C mod(e).

it) Chaque solution x bornée sur le futur est asymptotiquement p.p. au sens suivant :
(9.2) im z(t) — ¢(t)] + [2'(8) — ¢'(2)] = 0.

—+00

Si le second membre e est T-périodique, alors la formule des modules, mod(¢) C mod(e),
permet d’affirmer que la solution p.p. est T-périodique, donc ce dernier théoréme est une
généralisation du (Theorem 3.2, [63]) de Campos et Torres.

Soit (wg,v9) € R?. Notons par ¢ — z(t;tg, o, vg) la solution maximale de I’équation
(9.1) avec les conditions initiales x(to;to, Zo, v0) = o et a’(to; to, o, vo) = vo. Rappelons
que lopérateur de Poincaré associé a I'équation (9.1) est I'application P : R? — R? définie
par

P(ZL’, U) = (l’(to + Ta to, T, U)a xl(to + Ta to, T, U))v

et que les solutions T-périodiques sont les points fixes de cet opérateur de Poincaré.

Pour démontrer ce dernier théoréme dans le cas T-périodique, les auteurs de [63] uti-
lisent la méthode des sous- et sur-solutions et des méthodes topologiques appliquées a
I'opérateur de Poincaré P. Dans le cas p.p., la méthode des sous- et sur-solutions n’est
pas directement exploitable et 'opérateur de Poincaré est inutilisable. Dans [115], Ortega
et Tarallo ont construit des classes d’équations différentielles sans solution p.p., mais pos-
sédant des sous- et sur-solutions. Le lemme suivant joue un role clé pour démontrer le
théoréme 9.1.

Lemme 9.2 (Proposition 2.3, [10]). Supposons que le second membre e soit continu et
borné sur R.
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i) Si x ety sont 2 solutions distinctes bornées sur le futur alors

(9.3) Vi>to,  (2(t) —y(t) ('(t) —y'(1) <0
et
lim |z(t) — y(t)| = 0.

t——+o0

i1) L’équation (9.1) admet au plus une solution bornée sur R.

Remarque 9.3. L’inégalité (9.3) montre que x(t) # y(t) pour tout t > to et que la
fonction t — |z(t) — y(t)| est strictement décroissante.

Le lemme 9.2 a été d’abord démontré dans [7] lorsque le second membre est p.p. en
utilisant la fonction

z(t)
(9.4) r(t) =a2'(t) —y'(t) + /(t) f(z)dz

ou x et y sont deux solutions bornées sur le futur et le principe de reconstruction dune
fonction p.p. (cf. la proposition 7.6, p. 31) appliquée & la fonction r. En fait on établit
que la fonction r est monotone et que si elle est constante alors les deux solutions z et
y sont égales. Ensuite le lemme 9.2 a été établit dans [10], lorsque le second membre de
I'équation est seulement continu et borné, pour pouvoir traiter le cas pseudo p.p. (cf. la
définition 5.1, p. 23). Pour les fonctions pseudo p.p. il n’existe pas I’analogue du principe
de reconstruction des fonctions p.p.. Pour le cas continu et borné, nous avons utilisé la
méme fonction (9.4) et exploité les propriétés de monotonie et d’uniforme continuité de
la dérivée de cette fonction.

Le théoréme 9.1 est une conséquence du lemme 9.2. En effet, si le second membre e est
p.p., alors I'existence d’une solution bornée sur le futur implique ’existence d’une solution
bornée sur R (cf. le théoréme 7.1, p. 29) ; qui est unique d’aprés le lemme 9.2. L’existence
de la solution p.p. résulte de 'existence et 1'unicité de la solution bornée sur R de toutes
les équations associés & (9.1) ou le second membre e, € H(e) (cf. le théoréme 7.8, p. 31).

Le second résultat principal de Campos et Torres (Proposition 4.1, [63]) est la descrip-
tion de I’ensemble des conditions initiales des solutions bornées sur le futur. Ils ont montré
que cet ensemble de R? est le graphe d’une fonction décroissante (au sens large), sauf si
la fonction f est strictement positive. Nous étendons ce résultat au cas p.p. en montrant
que ce graphe est strictement décroissant dans tous les cas.

Pour ¢y € R, notons par W,,, 'ensemble des conditions initiales des solutions qui sont
définies sur [tg, +00) et bornées sur le futur, c’est-a-dire

Wi, = {(z0,%0) € (a,b) x R; t +— x(t;to, x9, vo) est bornée sur le futur} .

Théoréme 9.4 (Theorem 2.5, [10]). Supposons que le second membre e soit continu et
borné sur R. Si ’équation (9.1) admet au moins une solution bornée sur le futur, alors
il existe un intervalle I ouvert non vide de (a,b) et une fonction € : I — R continue et
strictement décroissante telle que

Wiy = {(2,€(x)); w € I}

Remarque 9.5. Le Theorem 9.4 a été d’abord démontré dans [7] lorsque le second membre
est p.p., puis dans [10] lorsque le second membre est seulement continu et borné.
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Si l'on admet existence d’une solution bornée sur le futur de I’équation (9.1), alors
il existe une unique solution p.p. (théoréme 9.1). En corollaire du théoréme 9.9 décrit
ci-dessous, nous obtenons le résultat suivant d’existence d’une solution p.p. :

Corollaire 9.6. Supposons que le second membre e soit p.p.. Si inﬂge(t) et sup e(t) ap-
te teR

partiennent o l'image de g : g((a,b)), alors l’équation (9.1) admet une unique solution ¢
bornée sur R qui est p.p. et vérifie mod(¢) C mod(e).

Pour terminer sur les solutions p.p., nous illustrons nos résultats par un exemple :

Exemple 9.7. Si e est une fonction p.p. vérifiant )itnﬂge(t) > 0, alors l’équation
€

1
z(t)
vérifie toutes les conclusions des théoremes 9.1, 9.4 et du corollaire 9.6, c’est-a-dire que
cette derniére équation admet une unique solution ¢ bornée sur R qui est p.p. et vérifie
mod(¢) C mod(e). De plus toutes les solutions bornées sur le futur sont asymptotiquement

p.p. au sens de (9.2) ; et Uensemble de leurs conditions initiales est le graphe d’une fonction
strictement décroissante.

(1) + |e(t)] 2'(8) + —— = e(t) (a>0)

Maintenant, nous présentons les résultats dans le cas ot le second membre e est pseudo
p.p. (cf. la définition 5.1 et la remarque 5.2, p. 23).

L’ensemble des conditions initiales des solutions bornées sur le futur est le graphe d'une
fonction strictement décroissante (cf. le théoréme 9.4), puisqu’'une fonction pseudo p.p.
est continue et bornée.

Le théoreme 9.1 peut-il se généraliser lorsque le second membre e est pseudo p.p.? La
réponse est oui dans le cas particulier ou le second membre e est asymptotiquement p.p..

Théoréme 9.8 (Theorem 3.2, [10]). Supposons que le second membre e soit asymptotique-
ment p.p. : e =e; + ey avec e; € AP(R) et ex € C([ty, +00),R) vérifiant tli+m ea(t) = 0.
—+00
i) Si Uéquation (9.1) admet au moins une solution bornée sur le futur, alors I’équation
p.p. associée a (9.1) :
(9.5) 2" (t) + f(x(t)'(t) + g((t)) = ex(t)

admet une unique solution ¢ bornée sur R qui est p.p. et vérifie mod(¢) C mod(ey).
ii) Chaque solution x bornée sur le futur de l’équation (9.1) est asymptotiquement p.p.
au sens de (9.2).

Ce dernier résultat provient du fait que si on applique le principe de reconstruction sur
la composante p.p. e; du second membre e = e; + e5 asymtotiquement p.p., alors il existe
une suite numeérique (¢,), vérifiant :

lim ¢, =+0c0 et lim ey (t+1t,) = e (t).

n——+oo n—+-00
Puisque lim ey(t +t,) = 0, on obtient lim e(t + ¢,) = e1(t); et en appliquant le
n—+o0o n—+o00
théoréme d’Ascoli sur la solution x bornée sur le futur, on en déduit lim z(t+t,) = ¢(t)
n—+o00

ol ¢ est une solution bornée sur R de I’équation p.p. (9.5). Lorsque le second membre est
pseudo p.p., nous ne pouvons pas obtenir un résultat similaire au théoréme 9.8.
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A ce probléme, nous donnons deux réponses, la premiére est de restreindre la classe des
second membres de 1’équation pseudo p.p.. Notons par £(0, +00) 'ensemble des fonctions
continues et bornées z : (0,4+00) — R vérifiant

n+1

(9.6) lim |zo(t)] dt = 0.

n——+oo n

Remarquons que si e € £(0,400), alors e est pseudo p.p. sur (0,400), c’est-a-dire

1 [ /M
lim —/ |zo(t)| dt = 0, puisque (—/ |zo(t)| dt) est la somme de Cesaro de la
0 nJo neN

r—+oo 1

n+1
suite </ |za(t)] dt) (Proposition 3.1, [10]). Le théoréme 9.8 a été généralisé pour
n neN

les seconds membres qui s’écrivent sous la forme e = e; + e5 o1l e; est p.p. et xo vérifie

(9.6) (Theorem 3.2, [10]).

La seconde réponse est un théoréme d’existence lorsque le second membre e est pseudo
p-p--

Théoréme 9.9 (Theorem 4.3, [10]). Supposons que le second membre e soit pseudo p.p..
Si 7%nﬂge(t) et sup e(t) appartiennent a l'image de g : g((a,b)), alors U'équation (9.1) admet
€ teR

une unique solution ¢ bornée sur R qui est pseudo p.p.. De plus la composante p.p. ¢
de ¢ est lunique solution de ’équation p.p. (9.5) ou ey est la composante p.p. du second
membre e qui vérifie mod(¢r) C mod(ey).

En utilisant un théoréme d’existence d’une solution bornée d’Opial (Théoréme 2, [111])
appliquée a I'équation (9.1) (resp. (9.5)), on obtient 'existence d’une solution x bornée

sur R (resp. 21 p.p.) de (9.1) (resp. (9.5)) ; puis par une démonstration assez technique, on

montre que la différence x5 := x—x; est ergodique, c’est-a-dire lim —/ |zo(t)] dt = 0.
r—+oo 21 _r

10. EQUATION VECTORIELLE DE LIENARD

Dans [8], nous étudions I’ensemble des solutions bornées ou p.p. d’une équation vecto-
rielle de Liénard, puis nous établissons un théoréme d’existence et d’unicité d’une solution
p.p.. L’équation de Liénard considérée est la suivante :

(10.1) " (t) + % [VF(x(t))] + Cx(t) = e(?),

ot e : R — RY est une fonction continue, C € LR RY), F : RY — R est une
application de classe C? ou VF désigne le gradient de F'. Dans tout ce paragraphe, nous
supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

(H1) F est convexe.
(H2) C € L(RYRY) est symétrique et inversible.
(H3) e est p.p..

Remarque 10.1. Il n’y a aucune condition de signe sur les valeurs propres de C.
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Soit = et y deux solutions définies et bornées sur R de I’équation (10.1). La fonction
suivante joue un role essentiel dans notre étude :

1 1
(10.2) r(t) = S RO + 5 < O (R(E) + k() | WD)+ k(D) >
ou
h(t) = x(t) —y(t) et k() = VF(z(t)) — VF(y(t)).
Cette fonction r est dérivable et
r'(t) = = < VF(x(t)) = VE(y(t)) [ =(t) — y(t) > .
De I'hypothése (H1), nous obtenons que la fonction r est décroissante. Nous en déduisons
aussi que si r est constante, alors VF(z(t)) = VF(y(t)) et h"(t) + Ch(t) = 0 pour tout
t € R, donc que 'ensemble des solutions de (10.1) est convexe (Lemma 3.3, [8]). Une
étude plus fine de la fonction r permet de montrer que : r(t) > 0 pour tout ¢ € R et que
VieR, r(t)=0 = VteR, z(t)=y(t),

bien que la matrice C' ne soit pas supposée définie positive (cf. Lemma 3.4, [8]). La fonction
7 vérifie donc les conditions (C3)-(C5) de la page 33. Le premier résultat porte sur I'étude
des solutions bornées de I'équation de Liénard (10.1).

Théoréme 10.2 (Theorem 2.1, [8]). i) Si l’équation (10.1) admet au moins une solution
bornée sur [0,400), alors cette équation admet au moins une solution p.p. x qui vérifie
mod(z) C mod|(e).

ii) Toutes les solutions bornées sur R sont p.p..

iii) L’ensemble des solutions bornées (ou p.p.) est convexe; plus précisément si xo est
une solution bornée sur R, alors x est une solution bornée sur R si et seulement

vt € R, (z(t) —2o(t))" + C (2(t) —20(t)) =0 et VEF(x(t)) = VF(x0(t)).

Pour obtenir ce dernier résultat, nous utilisons la méthode de la fonctionnelle sous-
variante de Fink (cf. le théoréme 7.10, p. 32). Pour cela, considérons le systéme différentiel
suivant équivalent a ’équation de Liénard (10.1) :

(10.3) X'(t) = f(t,X(t)) avec X = [X1, Xo] et f(t,X) = [Xy,e(t)—V2F(X) Xy —CX]]
et la forme quadratique définie sur RV x RY par
QX) = L IXP+ L <X [ Xa >
Pour appliquer le théoréme 7.10, p. 32, nous utilisons la fonctionnelle sous-variante
A(X) = sup Q(X(t)).
teR
Le lien entre la fonction r et la forme quadratique Q est le suivant : si X et Y sont deux
solutions du systéme (10.3), alors Q(X (t) — Y (¢)) = % Ih ()] + % < CTIR() | B (t) >
avec h(t) = X1(t) — Yi(t), et dans le cas ou r est constante, r(t) = Q(X(t) — Y (¢)).
Du théoréme 10.2, nous obtenons un résultat d’unicité de la solution bornée.

Corollaire 10.3 (Corollary 2.2, [8]). Si la matrice C est définie négative ou si l’application
F' est strictement conveze, alors l’équation (10.1) admet au plus une solution bornée sur

R (ou p.p.).
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Toujours a 'aide de la fonction r, nous obtenons le résultat suivant sur le comportement
asymptotique des solutions bornées sur [0, +00).

Théoréme 10.4 (Theorem 2.3, [8]). Toute solution x qui est bornée sur [0,+00) est
asymptotiquement p.p., c’est-a-dire qu’il existe une solution x, p.p. telle que

i o (t) = 2. ()] + 2'(2) — 2 (1) = 0.

Remarque 10.5. Dans le cas particulier ou ['opérateur C est défini positif, des résul-
tats similaires aux théorémes 10.2 et 10.4 ont été établis par Haraux pour une équation
d’évolution de type Liénard (Theorem 5.4, 6.2, [89]).

Nous formulons les hypothéses suivantes pour obtenir un résultat d’existence et d’uni-
cité.
(H4) 1l existe ¢, > 0 telle que application VF soit fortement monotone de module ¢,
c’est-a-dire :
< VF(z) = VF(y) |z —y>>c |z -yl

(H5) 1l existe k. > 0 telle que pour tout ¢ € R, 'application VF est k,-lipschitzienne
sur RV,

Le résultat d’existence et d’unicité d’une solution p.p. est :

Théoréme 10.6 (Theorem 2.4, [8]). Si en plus des hypothéses du théoréme 10.2, nous
supposons que les hypothéses (H4)-(HB) sont vérifiées, alors il existe une unique solution
x p.p.. Cette solution vérifie mod(x) C mod(e).

Pour établir ce résultat d’existence et d’unicité d’une solution p.p., nous commencgons
par construire une solution bornée. L’existence et 'unicité de la solution p.p. est une
conséquence du théoréme 10.2 et du corollaire 10.3. Pour construire cette solution bornée,
nous utilisons la méthode des fonctions directrices développée par Krasnosel’skii [97, 98],
Krasnosel’skii et Perov [99, 100|, Krasnosel’skii et Strygin [101]. Pour un systéme diffé-
rentiel

(10.4) X'(t) = f(t. X(1))

avec f: R x R* — R*Y une fonction continue, V est une fonction directrice réguliére de
(10.4), si V € CH(R*M R), il existe R > 0, « > 0 et W € CY(R*N R) tels que :

lim |[W(X)| = +o0

[ Xl =+o00
et pour tout t € Ret | X| > R
K VV(X) | [t X) >> a[VVX)[FE X et [VVX)] > VX))

Formulons le résultat suivant que 'on peut trouver dans le livre de Krasnosel’skii et
Zabreiko (Theorem 13.6, p. 56, [102]) :

Théoréme 10.7. Si le systéme (10.4) admet une fonction directrice régulicre V et si
Uindice topologique de V' est différent de zéro, alors (10.4) admet au moins une solution
bornée sur R.
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On obtient une solution bornée sur R du systéme (10.3) en appliquant le théoréme 10.7
avec V(X) = V1 (X) + V2(X), o

Vi) = —5 (X[ + <€ €7 (X0 £+ V(X)) | Xo + VF(X1) )

1
Va(X) = -5 (€ OX1 | X1 > + X )

La fonction directrice V; correspond & la fonction r, mais elle ne permet pas de controler
la dérivée X| = X5, dans le sens suivant :

K VVIX) | f(t, X) Spen> o | X0 P — on | X0 ]| — a2 | Xa]| — as

avec ¢, > 0 la constante définie dans 'hypothése (H4) et oy, -+ , a3 > 0; ainsi Vj n’est
pas une une fonction directrice réguliére. Pour obtenir une fonction directrice réguliére,
nous avons rajouté le terme V5 avec laquelle, on obtient

K VVa(X) | f(t,X) >pen> e || Xo” = 51X

avec § > 0. En fait la fonction directrice réguliére choisie est V.(X) = eV (X) + Va(X)
avec € > 0 suffisamment petit, pour pouvoir calculer simplement l’indice topologique de

V..

Remarque 10.8. Tous les résultats de ce paragraphe (les théorémes 10.2, 10.4 et le
corollaire 10.3) peuvent s’étendre au cas de la dimension infinie, c’est-a-dire lorsque RY
est remplacé par un espace de Hilbert général, sauf celui qui concerne ’existence d’une
solution bornée (théoréme 10.6), car il est obtenu en utilisant la méthode des fonctions
directrices. Pour un espace de Hilbert général H, les énoncés des théoremes 10.2, 10.4
et du corollaire 10.3 restent valides si l’on remplace ’expression "solution bornée” par
"solution a image relativement compacte”.

11. EQUATION DU SECOND ORDRE : 2" = f(t,z,2')

Dans [6], nous étudions I'ensemble des solutions p.p. de I'équation du second ordre

(11.1) a"(t) = f(t,x(t),2'(t))

ot 2 est une partie ouverte et convexe de RV x RV et f: R x  — R" est une fonction
continue, puis nous établissons un résultat d’existence d’une solution p.p.. Le premier
résultat de [6] (théoréme 11.2 décrit ci-dessous) généralise et améliore un résultat d’Opial
(Theorem III, [112]) et de Fink (Theorem 3, Corollary 4, [83]). Pour une équation vec-
torielle de Duffing, le second résultat de [6] (théoréme 11.6 décrit ci-dessous) est une
généralisation d’un résultat d’existence d’une solution bornée de Mawhin (Theorem 3.1,
[108]) et d'un résultat d’existence et d’unicité de la solution p.p. de Blot et al. (Theorem
1, [2]). Commengons par citer le résultat d’Opial qui est un résultat sur les solutions p.p.
de I’équation (11.1) dans le cas scalaire : N = 1.

Théoréme 11.1 (Opial, Theorem ITI, [112]). Soit f : R x R? — R une fonction continue.
Supposons les conditions suivantes vérifiées.

C1) f est p.p. ent uniformément par rapport a (x,y) € R?,

C2) il existe k, > 0, tel que pour tous t € R, (z1,y1) € R? et (z2,y2) € R?, on ait

|f(t,l'1,y1) - f(t’x%y?)' < k* (|ZL‘1 - J]2| + ’yl - y2|) )
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C3) pour tous t € R et y € R, Uapplication partielle x — f(t,z,y) est croissante (au
sens large).

i) Si Uéquation (11.1) admet au moins une solution x, telle que xq et z{, soient bornées
sur R, alors cette équation admet au moins une solution p.p..

ii) Si x ety sont deux solutions p.p. de (11.1), alors leur différence est une fonction
constante.

iii) Si de plus pour tous t € R et y € R, Uapplication partielle x — f(t,z,y) est
strictement croissante, alors l’équation (11.1) admet au plus une solution p.p..

Pour généraliser ce dernier résultat au cas vectoriel, nous utilisons les hypothéses sui-
vantes, pour une application f : R x  — R¥ ot Q) est une partie ouverte et convexe de
RY x RV,

(H1) f est p.p. en ¢ uniformément par rapport a (z,y) € €.

(H2) Pour tout compact K de €, il existe k. > 0, tels que pour tous t € R, (z,y;) € K
et (z,y2) € K, on ait

Lf(t 2, 1) = f(t 2 y2) | < ks llyr — well -

(H3) Pour tous (z1,y1) € Q et (x2,y) € Q vérifiant < x1 — 29 | y1 — y2 >= 0 et pour
tout t € R, on a

L flt,x, ) — [t 22, 92) | 21 — 22 > + [|y1 — y2||2 > 0.

Pour obtenir 'unicité d’une solution p.p., nous avons besoin de I’hypothése suivante :

(H4) 11 existe ty € R tel que, pour tous (z1,y1) € Q et (z2,y2) € Q vérifiant x; # x5 et
L x —x2 | Y1 —y2 >=0, on ait

< flto,x1,11) — f(to, w2, 42) | T1 — 22 > + [|y1 — y2H2 > 0.

Théoréme 11.2 (Theorem 2.1, [6]). Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) soient
verifiées.

i) Si léquation (11.1) admet au moins une solution xo bornée sur [0, +00), dans le sens
suivant, l'adhérence de {(xo(t), xy(t)); t > 0} est un compact de S, alors cette équation
admet au moins une solution p.p. x qui vérifie mod(x) C mod(f).

ii) Si x ety sont deux solutions p.p. de (11.1), alors la fonction t — ||z(t) — y(t)|| est
constante.

iii) L’ensemble des solutions p.p. de I’équation (11.1) est convere.

iv) Si de plus Uhypothése (HA4) est vérifiée, alors la solution p.p. est unique.

Remarque 11.3. Dans le cas scalaire, f : R x R? — R,

1- Uhypothese (H3) est équivalente a (C3),

2- Uhypothese (H4) est équivalente a lexistence de ty € R tel que pour tout y € R,
Uapplication partielle x — f(ty,z,y) est strictement croissante, ce qui est une hypothése
plus faible que celle du théoreme 11.1 sur l'unicité de la solution p.p.,

3- le théoréme 11.2 généralise au cas vectoriel le résultat d’Opial (théoréme 11.1) et
Uaméliore dans le cas scalaire, puisque l’hypothése (H2) est plus faible que (C2) et (H4)
est plus faible que celle du résultat d’Opial sur l'unicité de la solution p.p..
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Pour illustrer les hypothéses (H1)-(H4), nous donnons un corollaire de ce dernier
résultat pour ’équation

(11.2) 2"(t) = g(t, z(t)) + a(t)2' (1),

ot U est une partie ouverte et convexe de RV, g : R x U — R¥ et a : R — R sont des
applications continues. Avec f(t,z,y) = g(t,z) + a(t)y, 'hypothése (H1) est vérifice deés
que a est p.p. et g est p.p. en t uniformément par rapport & x € U. Remarquons que
I'hypothése (H2) est toujours vérifiée dés que la fonction a est bornée, ce qui n’est pas
le cas avec I'hypothése (C2) du résultat d’Opial (théoréme 11.1). L’hypothése (H3) est
équivalente a

(11.3) Vi, 29 € U, L g(t,xy) —g(t,ma) | 21 — 22 >>0
et 'hypothése (H4) est équivalente a
(114) dt, € R, Vl“1,$2 € U, T 7é T2, <K g(to,l'l) — g(to,l’g) ’ T1 — 9 S>> 0.

Corollaire 11.4. Supposons que a est p.p., g est p.p. en t uniformément par rapport a
x € U et que g vérifie (11.3). Alors l’équation (11.2) vérifie les conclusions i)-iii) du
théoreme 11.2. Si de plus, g vérifie (11.4), alors la solution p.p. est unique.

A la fin de ce paragraphe nous donnerons une autre application du théoréeme 11.2.
Pour démontrer le théoréme 11.2, nous définissons un principe du mazimum (MP)
pour l'équation (11.1).

(MP) Si z et y sont deux solutions de (11.1) définies sur R, alors, Vt;, t5 € R,
max {|[z(t) —y(t)] ; t1 <t <t} = max{||z(t1) — y(t)]], [2(t2) — v(t2)[[}-

Nous allons expliquer briévement que si l’équation (11.1) vérifie le principe du maximum
(MP), alors les conclusions i) et ii) du théoréme 11.2 sont vérifiées. Pour cela, notons par
r Papplication définie par

(11.5) r(t) = 5 () ~ y(0)|F, pour t € B,

ot = et y sont deux solutions de (11.1) définies sur R. Remarquons que si ’équation (11.1)
satisfait le principe du maximum (MP), la fonction r vérifie :

max {r(0t; + (1 — 0)ty); 0 <0 < 1} = max{r(t1),r(t2)},

ce qui est la définition d’une fonction quasi-convexe. Par conséquent la fonction r est
monotone sur R, ou il existe ¢ty € R tel que 7 soit décroissante sur (—oo, to] et croissante
sur [to, +00). Dans tous les cas,

(11.6)  Fto € R tel que 7 soit décroissante sur (—oo,ty] ou croissante sur [t, +00),
donc

11.7 lim r(t) =supr(t) ou lim r(t) =supr(t).
(11.7) Jim_r(t) = supr(t) ou  lim r(t) = supr()
La conclusion ii) résulte de la monotonie sur un intervalle infini et de la presque-périodicité
de la fonction r. Les propriétés (11.6) et (11.7) vérifiées par la fonction r permettent
d’appliquer la méthode de la fonctionnelle sous-variante de Fink (cf. le théoréme 7.10,
p. 32) pour obtenir I'existence d’une solution p.p. dans la conclusion i). Pour cela, nous
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considérons 1’équation différentielle du premier ordre suivante équivalente & 1’équation
(11.1) :

(11.8) X'(t) = F(t,X(t)) avec X = [X1, Xo] et F(t,X) = [Xa, f(¢, X1, X2)]

et la forme quadratique définie sur RY x RY par

QUX) = 5 Xl

Pour obtenir I'existence d’une solution p.p. du systéme (11.8), nous utilisons le théoréme
7.10, p. 32 avec la fonctionnelle sous-variante A\(X') = sup Q(X (¢)). Le lien entre la fonction
teR

r et la forme quadratique @ est le suivant : r(t) = Q(X(t) — Y(¢)), pour tout t € R, ou
X et Y sont deux solutions du systéme (11.8).

Si l’équation (11.1) vérifie le principe du maximum (MP), alors les conclusions i)
et ii) du théoréme 11.2 sont vérifiées. Il faut donc donner des hypothéses sur f pour
que ’équation (11.1) vérifie le principe du maximum (MP). L’hypothése (H3) est une
condition nécessaire pour que le principe du maximum (MP) soit vérifié (cf. Remark,
p. 924, |6]), mais cette hypothése n’est pas une condition suffisante. Pour obtenir une
condition suffisante, une possibilité est de formuler une hypothése légérement plus forte :

(H3-bis) Pour toust € R, (x1,41) € Qet (12,y2) € Q vérifiant < x1—x5 | y1—y2 >= 0,
on a

L f(t,xr, 1) — f(t,zo,y2) | 21 — 22> +||1h — y2||2 > 0.

Pour appliquer simplement la méthode de la fonctionnelle sous-variante de Fink (cf.
le théoréme 7.10, p. 32), il est nécessaire que les hypothéses choisies soient stables sur
I'enveloppe de f : H(f) (cf. la définition 7.2, p. 30). Contrairement a ’hypothése (H3),
(H3-bis) n’est pas stable pour I’enveloppe de f, puisqu’elle comporte une inégalité stricte.
Evidemment, il est possible d’imposer que I’hypothése que (H3-bis) soit satisfaite pour
toutes les fonctions f, € H(f), c’est ce que Fink a fait dans (Theorem 3, Corollary 4,
[83]), en supposant que pour tous f, € H(f), I'application partielle x — f.(¢,x,y) soit
strictement croissante. Il n’est pas satisfaisant de faire des hypothéses de ce genre. Pour
cette raison, nous avons choisi des hypothéses stables pour I'enveloppe de f, qui sont (H2)
et (H3), puis nous avons établi que ces deux hypothéses sont des conditions suffisantes
pour que ’équation (11.1) vérifie le principe du maximum (MP) (Lemma 3.1, Lemma
3.2, 6]). La démonstration de cette condition suffisante est beaucoup plus délicate que
celle qui utilise I'hypothése (H3-bis).

Nous formulons les hypothéses suivantes pour obtenir un résultat d’existence d’une
solution p.p., lorsque l'ouvert €2 vérifie la propriété suivante : il existe R > 0 tel que
B(0,R) xRN c Q.

(H5) Pour tous z € RY et y € RY vérifiant ||z]] = R et < z | y >= 0 et pour tout
teR,ona

< f(t,z,y) | x>+ ylI* > 0.

(H6) 11 existe a > 0 et 5 > 0 tels que pour tout z € R vérifiant ||z|| < R, pour tous
yeRett eR, onait [|f(t,z,y)ll < alyll+ 5.

Remarque 11.5. L’hypothese (H5) est utilisée dans le livre de Rouche et Mawhin (Théo-
réeme 5.3, p. 199, [126]) pour établir 'existence d’une solution périodique.
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Le résultat d’existence d’une solution bornée ou p.p. est :

Théoréme 11.6 (Theorem 2.3, [6]). i) Si les hypothéses (H5) et (H6) sont vérifiées,
alors Uéquation (11.1) admet au moins une solution x bornée sur R.

i) Si les hypotheéses (H1)-(H3), (H5) et (H6) sont vérifices, alors I’équation (11.1)
admet au moins une solution x p.p. vérifiant mod(x) C mod(f). Si de plus l’hypothese
(H4) est vérifiée, alors la solution p.p. est unique.

Ce théoreme est obtenu en utilisant le théoreme 11.2 et en établissant 1’existence d'une
solution bornée de I'équation (11.1). Pour établir 'existence d’une solution bornée, nous
avons procédé de la méme maniére que pour I’équation (8.1) de la page 34, en la plongeant
dans une famille d’équations périodiques (cf. la remarque 8.2, p. 35).

Remarque 11.7. Contrairement au théoréme 11.6, le théoréeme 11.2 peut s’étendre au
cas de la dimension infinie, c’est-a-dire lorsque RN est remplacé par un espace de Hilbert
général.

Pour illustrer les hypothéses (H5) et (H6), nous donnons un corollaire du théoréme
11.6 pour ’équation (11.2). Remarquons que pour f(t,z,y) = g(t,z) + a(t)y, 'hypothése
(H5) est équivalente a 'existence de R > 0 tel que
(11.9) Vo € RY, lz|| = R = < g(t,z) |2 >>0
et I'hypothése (H6) est équivalente a

(11.10) sup sup ||g(t,z)|| < +o0.
teR |lal|<R

Dans le cas ou g est p.p. en ¢ uniformément par rapport a x € €2, la condition (11.10) est
vérifiée.
Corollaire 11.8. i) Si g vérifie (11.9) et (11.10), alors l’équation (11.2) admet au moins
une solution x bornée sur R.

ii) St a est p.p., g est p.p. en t uniformément par rapport a x € U, g vérifie (11.3)
et (11.9), alors l’équation (11.2) admet au moins une solution x p.p. vérifiant mod(x) C
mod(g,a). Si de plus g vérifie (11.4), alors la solution p.p. est unique.

Un cas particulier de 1’équation différentielle du second ordre (11.1) est I'équation dif-
férentielle de Duffing suivante :

(11.11) () + b(t)a' (t) + B(t)a'(t) = F(t, z(t))

oitb:R—- R, B:R — LRY) et FF: RxRY — RY sont des fonctions continues.
Le théoréeme 11.6 généralise et améliore un résultat de Mawhin (Theorem 3.1, [108]) et
un de Blot, Cieutat et Mawhin (Theorem 1, [2]) pour I’équation différentielle de Duffing
(11.11). Ce dernier article est issue de ma thése de doctorat. Les hypothéses utilisées dans
ces deux derniers résultats sont :

(C4) Les applications b et B sont bornées et pour tout compact K de R, on a
supsup || F(¢,z)| < 4o0.
teR zeK

(C5) Il existe R > 0, tels que pour tous t € R, z € RY vérifiant ||z|| = R, on a

1
< F(t,z) — ZB<t)B*(t)x | z>>0.
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(C6) F est p.p. en t uniformément par rapport & x € RY, b et B sont p.p..

C7) 1l existe ¢, > 0, tels que pour tous t € R, x1 et x5 € RV, on ait
( , tels que p : ,

1
< F(t,l‘l) - F(t,ﬂfg) — ZB(t)B*(t)<I'1 — IEQ) | T >>Z Cy ||£L’1 — ZL‘2||2 .

Théoréme 11.9 (Mawhin, Theorem 3.1, [108]). i) Si les hypotheéses (C4) et (C5) sont
vérifiées, alors 'équation (11.11) admet au moins une solution x bornée sur R.

Théoréme 11.10 (Blot et al., Theorem 1, [2]). i) Si les hypothéses (C4) et (CT) sont
vérifiées, alors 'équation (11.11) admet une unique solution x bornée sur R.

ii) Si les hypothéses (C6) et (CT) sont vérifiées, alors I’équation (11.11) admet une
unique solution x p.p.. De plus la solution x vérifie mod(x) C mod(F)Umod(bl + B).

Le théoréeme 11.9 (resp. 11.10) est une conséquence de 'assertion i) (resp. Iassertion
ii)) du théoréme 11.6. Le théoréme 11.6 améliore ces deux derniers résultats, par exemple
si e : R — R? est une application continue et bornée,

Fltz) = (23:11’% +xd ., 2moxd 4

5 175, 5 > +e(t), six#0et F(t,0)=e(t),
Al 4]

so- (g ")

et b(t) = 0, alors le théoréme 11.9 ne permet pas de conclure, contrairement au théoréme
11.6 (cf. Remark, p. 928, [6]). Il en est de méme pour le théoréme 11.10 avec e : R — R?
une fonction p.p.,

1
F(t,x) = (Ha:|]2 + Z—lsin2 t) x + e(t),

cost —sint
B(t) = ( sint cost >
et b(t) = 0 (cf. Remark, p. 929, [6]).

12. EQUATION D’EULER-LAGRANGE

Dans [4], nous étudions I’ensemble des solutions bornées d’une équation d’Euler-Lagran-

ge convexe et p.p., puis nous établissons un théoréme d’existence et d'unicité d’une solu-
tion p.p.. Soit L : R x RY x RY — R une application continue telle que 1’application
partielle L(t, .,.) soit de classe C! sur RY x RY pour tout t € R. Notons par V,L(t, z,y)
(resp. V,L(t,z,y)) le gradient de L(t,-,y) au point x (resp. L(t,z,-) au point y) et
VxL(t,X) = (V,L(t,z,y), V,L(t,x,y)) avec X = [z,y]. Nous supposons que VxL est
continue sur R x RY x RY. Considérons I’équation d’Euler-Lagrange
(12.1) %VyL(t, x(t), 2’ (t)) = V. L(t,z(t), 2'(t)).
Nous utilisons la notion de solution forte pour I’équation d’Euler-Lagrange (12.1), c’est-
a-dire que = est une solution de I'équation (12.1), si t — x(t) et t — V,L(t, z(t), 2 (t))
sont de classe C! sur R, et z vérifie (12.1) pour tout ¢ € R. Cette étude est placée dans
le cas ou le lagrangien L est p.p. et convexe, c¢’est-a-dire :

(H1) L et VxL sont p.p. en t uniformément par rapport a (z,y) € RY x RV,
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(H2) Pour tout ¢t € R, I'application partielle L(t, -, -) est convexe.

Les lagrangiens convexes sont issues de problémes d’économie théorique. Les équations
d’Euler-Lagrange convexes ont été étudiées notamment par Rockafellar [122]-[124], Gaines
et Peterson pour les solutions périodiques 87| et par Blot pour les solutions p.p. [48]-[52].

L’équation d’Euler-Lagrange (12.1) n’est pas une équation différentielle sous la forme
normale, c’est-a-dire qu’elle ne peut pas en général s’écrire sous la forme : 2/ = f(t,x);
pour cette raison, il a été nécessaire d’adapter certains résultats présentés dans l'intro-
duction de cette partie, p. 29. Il existe bien un systéme hamziltonien associé a 1’équation
d’Euler-Lagrange qui permet d’obtenir une équation sous la forme normale. Lorsque le
lagrangien L est convexe, I’hamiltonien H associé au lagrangien L est la transformée de
Fenchel de Iapplication partielle L(t, z, -), c’est-a-dire :

H:RxRYN xRY - RU{+o0}

12.2
(122) H(t,2,p) = supyegn (< p | y Sav —Llt,7,3)).

Dans ce cas, selon Rockafellar [123], 'hamiltonien H est concave-conveze et le systéme
hamiltonien est multivoque :

() € B H(t, x(t), p(t))
(12.3) {—mwemﬂwﬂﬁmm,

ot 0,H(t,x,p) (resp. 0, H(t,x,p)) désigne le sous-différentiel de la fonction convexe
H(t,x,-) (resp. de la fonction concave H(t,-,p)). Les notions de fonctions concave-conve-
xes, ainsi que celles de sous-différentiels, sont développées dans le livre de Rockafellar
[122]. Nous n’avons pas utilisé le systéme multivoque (12.3), car nous voulons obtenir des
solutions de classe C'. En rajoutant des hypothéses, ce que nous avons fait pour obtenir
un résultat d’existence et d’unicité d’une solution p.p. (théoréme 12.7), on obtient un
systéme hamiltonien univoque :

{ 2'(t) = VpH (¢, 2(t), p(t))
p,(t> = _va:H(ta x(t),p(t)).

Ce systéme hamiltonien peut s’écrire d’une maniére plus synthétique
(12.4) X'(t) = JVxH(t, X(t)) avec X = [z,p] et JX = [p, —z].

Par contre ce systéme hamiltonien n’est pas nécessairement p.p.; en effet si le lagrangien
L et son gradient VyL sont p.p. en t uniformément par rapport a (z,y) € RY x RY il
n'y a aucune raison pour que le gradient de 'hamiltonien H associé défini par (12.2), le
soit aussi. Pour cette raison, nous avons étudié directement 1’équation d’Euler-Lagrange
sans utiliser le systéme hamiltonien associé, sauf dans le théoréme 12.7 pour construire
une solution bornée.

La fonction suivante joue un roéle essentielle dans notre étude :

(12.5) r(t) =< V,L(t, x1(t), 21 (t)) — Vy,L(t, xa(t), 25(t)) | z1(t) — xo(t) >gn
ol x1 et xo sont deux solutions définies sur R de (12.1). La fonction r est dérivable avec
r'(t) =< VxL(t, X1(t)) — Vx L(t, Xa(t)) | X1(t) — Xa(t) >pen

ou Xy (t) = [x1(t), 2, (t)] et Xa(t) = [x2(t), 24(t)]. Sous 'hypothese (H2), la fonction r est
croissante et si r est constante, alors VxL(t, X;(t)) = VxL(t, X2(t)) pour tout t € R.
Cette fonction r permet notamment d’obtenir le résultat suivant :
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Théoréme 12.1 (Theorem 3.1, [4]). Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) soient
vérifiées. Si w1 et xo sont deux solutions bornées de (12.1) (xy, zo, o) et 2, € L®(R,RY)),
alors

vVt e R, VxL(t,z1(t), 21 (t)) = Vx L(t, z2(t), 25(t)),
donc l'ensemble des solutions bornées de (12.1) est conveze.

De ce théoréme, nous obtenons plusieurs corollaires. Le premier est un résultat d’unicité
de la solution bornée.

Corollaire 12.2 (Corollary 3.2, [4]). Supposons que Uhypothése (H1) soit vérifice. Si
Uapplication L(t,-,-) est strictement convexe, pour tout t € R, alors l’équation (12.1)
admet au plus une solution bornée.

De la convexité de l’ensemble des solutions bornées, nous obtenons aussi un autre
corollaire. Si x est une solution bornée de I’équation d’Euler-Lagrange lorsque L(-, z,y)
est T-périodique, alors x(- + nT’) est aussi une solution de (12.1); donc par convexité de

n—1
I'ensemble des solutions bornées, S, (t) = — Z x(t + kT') l'est aussi. En remarquant que
n
k=0
lim (S,(t+7T)—S.(t)) =0,

n—-+o0o

on en déduit I'existence d’une solution T-périodique.

Corollaire 12.3 (Proposition 3.3, [4]). Supposons que Uhypothése (H2) soit vérifice.

i) Si le lagrangien L(-,x,y) est T-périodique, pour tout (z,y) € RY x RN alors ’exis-
tence d’une solution bornée de (12.1) implique [’existence d’une solution faible xp qui est
T-périodique ; c’est-a-dire t — xr(t) et t — V,L(t,xp(t), 2/(t)) sont absolument conti-
nues et xp vérifie l'équation (12.1) presque-partout sur R.

ii) Si le lagrangien L ne dépend pas de t, alors lexistence d’une solution bornée de
(12.1) implique Uezistence d’une solution constante de (12.1).

Remarque 12.4. Une conséquence de ii) du corollaire 12.3 est le critére suivant : lorsque
le lagrangien L est indépendant de t, I’équation (12.1) :

d
o VuL(z(t), () = Vo L(z(1), 2(1))
admet au moins une solution bornée si et seulement s’il existe xo € R tel que V,L(x¢,0) =

0 (la fonction constante égale o xo est une solution).
Une conséquence du théoréme 12.1 est le résultat suivant :

Corollaire 12.5 (Proposition 3.4, [4]). Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) soit
vérifiées. Si x est une solution bornée de (12.1), alors

p(t) = Vy L(t, x(t), 2'(t))
est p.p.. De plus mod(p) C mod(VxL).

Remarque 12.6. Ce dernier corollaire permet d’affirmer par exemple que toutes les
solutions bornées de l’équation z"(t) = V,V (t,x(t)) sont p.p., ou V(t,-) est conveze sur
RY pour tout t € R. En effet pour cela, il suffit de considérer le lagrangien L(t,z,y) =
3 ly|* + V(t,x), et dans ce cas V,L(t,z,y) =y, donc p(t) = x'(t). D’apres le corollaire
12.5, ©' est p.p., puisque x est bornée et x' est p.p., on en déduit que x est p.p. (cf. VI,
p. 6, 39]).
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Pour obtenir un résultat d’existence et d’unicité d’une solution p.p., nous formulons les
hypothéses suivantes :

(H3) Il existe ¢, > 0 tel que pour tout ¢ € R, lapplication partielle L(¢,-,-) est
fortement convexe de module c,, c’est-a-dire :

VX, et Xy € RVXRY < VxL(t, X1)=Vx L(t, Xa) | X1— Xy Spon> e, | X1 — Xo|2on -

(H4) 11 existe k, > 0 tel que pour tout ¢ € R, application partielle Vx L(t,-, ) est
k.-lipschitzienne sur RY x R¥, c¢’est-a-dire :

VX et Xp € RY x RY, IVxL(t, X1) — VxL(t, Xo)||gen < k|| X1 — Xo||gon -

Le résultat d’existence et d’unicité d’une solution p.p. est :

Théoréme 12.7 (Theorem 3.5, [4]). Supposons que les hypothéses (H1) et (H3)-(H4)
sotent vérifiées. Alors l’équation (12.1) admet une unique solution bornée x qui est p.p. et
qui vérifie mod(x) C mod(VL).

Remarque 12.8. i) Il n’est imposé aucune condition sur la constante de Lipschitz dans
Uhypothése (H4).

i1) Une partie des résultats de ce paragraphe prolongent et améliorent plusieurs résultats
de Blot qui ont été obtenus par des méthodes variationnelles dans [48]-[52].

Pour établir ce résultat d’existence et d’unicité d’'une solution p.p., nous commencgons
par construire une solution bornée en utilisant la forme hamiltonienne (12.4) associée
a I’équation d’Euler-Lagrange (12.1), et ensuite nous obtenons l'unicité de la solution
bornée en utilisant le corollaire 12.2. Pour montrer que cette unique solution bornée est
p-p., nous établissons un résultat du type du théoréme 7.8, p. 31 en utilisant la fonction
r définie par (12.5). Pour construire cette solution bornée, nous utilisons la méthode des
fonctions directrices au systéme hamiltonien (12.4) en appliquant le théoréme 10.7, p. 46
avec W(X) =1 | X220 et V(X) =< @ | p >pon ott X = [z, 7).

Remarque 12.9. Tous les résultats de ce paragraphe (le théoréme 12.1 et les corollaires
12.2, 12.8 et 12.5) peuvent s’étendre au cas de la dimension infinie, ¢’est-a-dire lorsque
RY est remplacé par un espace de Hilbert général, sauf celui qui concerne Uexistence d’une
solution bornée (théoréme 12.7), car il est obtenu en utilisant la méthode des fonctions
directrices. Pour un espace de Hilbert général H, les énoncés du théoreme 12.1 et des
corollaires 12.2, 12.3 et 12.5) restent valides si l'on remplace expression "x solution
bornée (x et 2’ € L®(R,RN))" par "z solution vérifiant x(R) C K et 2/(R) C K ou K
est un compact de H".
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Troisiéme partie 3. Solutions presque-automorphes d’équations d’évolution

13. INTRODUCTION

Dans cette partie, nous décrivons les principaux résultats de [11, 12, 15, 17, 19, 22] por-
tant sur I’étude des solutions presque-automorphes (p.a.) ou pseudo presque-automorphes
(pseudo p.a.). d’équations d’évolution. Les résultats de cette partie sont essentiellement
des conditions suffisantes d’existence de solutions p.a. ou pseudo p.a.. Une premiére partie
[12, 15] de ce travail a consisté & améliorer et généraliser un théoréme de Fink (Theorem 1,
[83]). Ce théoréme donne une condition suffisante d’existence de solution p.a. d’une équa-
tion différentielle ordinaire définie sur R”. La principale condition suffisante est ’existence
et I'unicité d’une solution a valeurs dans un compact qui minimise une fonctionnelle. Ce
théoréme est ’analogue du (Theorem 2, [83]) pour les fonctions p.a. (cf. le théoréme 7.10,
p. 32). Dans une deuxiéme partie, nous avons étendu ces résultats a des équations aux dé-
rivées partielles [22]. Ce théoréme de Fink ne pouvant pas s’étendre aux solutions pseudo
p.a., dans une troisiéme partie ([19]), nous avons adapté et utilisé un théoréme de Perov
(Theorem 3, [118]) pour obtenir un résultat d’existence et d’unicité d’une solution pseudo
p.a.. Dans le cadre des équations dissipatives, nous avions auparavant établi des résultats
d’existence de solutions pseudo p.a. dans [17] et de solutions pseudo presque-périodiques
(pseudo p.p.) dans [11].

14. GENERALISATION D'UN THEOREME DE FINK

Dans [15], (écrit en collaboration avec S. Fatajou et G.M. N’Guérékata), nous amélio-
rons et généralisons un résultat de Fink sur les solutions p.a. d'une équation différentielle
qui est cité p. 57 (théoréme 14.2). Ces résultats sont appliqués a des équations différen-
tielles du second ordre, notamment a des équations de Liénard.

L’équation différentielle ordinaire considérée est la suivante :

(14.1) 2'(t) = f(t,2(1)),

ou X est un espace de Banach et f : R x X — X est une application continue. Nous
allons commencer par citer le résultat de Fink que nous allons généraliser. Pour cela il est
nécessaire de préciser quelques définitions sur les fonctions p.a.. Pour la définition d’une
fonction p.a., nous renvoyons a la définition 4.1, p. 20. Pour les solutions d’équations diffé-
rentielles, une notion importante de presque-automorphie est celle de fonctions compactes
presque-automorphes (compactes p.a.). Une application x : R — X est dite compacte p.a.
si les limites dans la définition 4.1, p. 20, sont uniformes sur tout intervale borné de R.
Pour la définition d’une fonction p.a. en ¢t uniformément par rapport a x € X, nous ren-
voyons & la définition 4.5, p. 21. Dans [83|, Fink utilise la notion de fonction compacte
p-a. en t uniformément par rapport a x € X.

Définition 14.1. Une application f: R x X — X est dite compacte p.a. en t uniformé-
ment par rapport a x € X si les deuzr conditions suivantes sont vérifiées :

i) fe C(Rx X, X),

i) pour tout compact K de X et pour toute suite numérique (t)),, il existe une appli-
cation g : R x X — X et une sous-suite notée (t,), vérifiant pour tout intervalle borné I
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de R :
lim supsup || f(t + tn, ) — g(t,z)|| =0 et lim supsup ||g(t — t,,x) — f(t,z)]]| = 0.
n—00 tc] reK n—=00 te] zeK

La notion de fonction f compacte p.a. en ¢t uniformément par rapport a x € X est plus
forte que celle de p.a. en t uniformément par rapport & x € X donnée dans la définition
4.5, p. 21. Pour comparer ces deux définitions, nous renvoyons a la caractérisation des
fonctions p.a. en t uniformément par rapport a z € X, qui se trouve dans le théoréme
4.11, p. 22.

Pour énoncer le résultat principal de Fink, nous avons besoin de donner quelques no-
tations et définitions. Soit K un compact de X. Notons par Cx (R, X) ’ensemble :

Ck(R,X)={ze€CR,X);VteR, =z(t)e K},

et par z, pour 7 € R et 2 € C(R,X), la fonction définie par x,(t) = z(7 + t) pour
t € R. Dans [83|, Fink appelle une fonctionnelle sous-variante associée au compact K,
une application g : Cx (R, X)) — R vérifiant la condition suivante :

(14.2) si x,, — y uniformément sur tout compact de R, alors A (y) < Ag(z).

Notons Fy l'ensemble des solutions de 1'équation (14.1) vérifiant z(t) € K pour tout
t € R. Une solution x, de I’équation (14.1) est dite K-minimale si

(14.3) Ty € Fi et Ak (zy) = inf {\g(2); v € Fk}.

Théoréme 14.2 (Fink, Theorem 1, [83]). Ici X = RY. Soit K un compact de RY et
A une fonctionnelle sous-variante associée a K. Supposons que [ soit compacte p.a.
en t uniformément par rapport o v € RN et que l’équation (14.1) admette au moins une
solution définie sur R a valeurs dans K. Si l’équation (14.1) admet une et une seule
K-minimale solution x., alors x, est compacte p.a..

Remarque 14.3. Dans le cas p.a., contrairement au cas p.p., la notion d’enveloppe n’in-
tervient pas dans la définition d’une solution K-minimale et dans le théoréeme 14.2, (cf.
la formule (7.5) et le théoréme 7.10, p. 32).

En utilisant ce résultat de Fink, pour obtenir ’existence d’une solution compacte p.a.,
il faut montrer l'existence et I'unicité d'un élément de Fx qui atteigne la borne inférieure
du probléme d’optimisation (14.3). Dans le théoréme 14.2, ’hypothése faite sur l'existence
d’une solution définie sur R a valeurs dans K, permet d’affirmer que I'’ensemble Fx ne
soit pas vide. Pour obtenir I'existence d’une solution définie sur R a valeurs dans K &
partir d’une solution du méme type définie sur la demi-droite [ty,+00), Fink établit le
résultat suivant :

Proposition 14.4 (Fink, Lemma 2, [83]). Ici X = RY. Soit K un compact de RY.
Supposons que f soit compacte p.a. ent uniformément par rapport ¢ x € RN . Si ’équation
(14.1) admet au moins une solution définie sur [ty, +00) & valeurs dans K, alors il existe
solution définie sur R a valeurs dans K.

Nous avons généralisé et amélioré le théoreme 14.2. Nous avons établi une condition
suffisante d’existence d’une solution compacte p.a. lorsque la fonction f de I’équation
(14.1) est définie sur un espace de Banach. Nous avons aussi réduit ’hypothése faite sur
f; au lieu d'imposer que f soit compacte p.a., nous supposons seulement que f soit p.a.
en t uniformément par rapport a x, au sens de la définition 4.5 p. 21.
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Un exemple de fonction p.a. en ¢t uniformément par rapport a z € X est f(t,x) =
At)r +b(t) ot A : R — L(X,X) et b : R — X sont p.a.. Un autre exemple est
ft,z) = G(z) +b(t) o G € C(X,X) et b: R — X est p.a.. Par contre sur ces deux
exemples, si nous voulions que f soit compacte p.a. en ¢t uniformément par rapport a
r € X, il faudrait imposer que A et b soient compactes p.a..

Pour la notion de fonctionnelle sous-variante, nous avons choisi une définition légére-
ment plus restrictive que celle donnée par Fink dans [83]. Notre définition permet d’obtenir
I'existence d’une solution K-minimale de I’équation (14.1), lorsque I'ensemble Fy n’est
pas vide.

Définition 14.5 ([15], p. 676). Soit K un compact de X. Une fonctionnelle sous-variante
associée au compact K est une application i : Cx (R, X) — R vérifiant les deux condi-
tions sutvantes :

i) A\ est invariant par translation : Ak (x;) = A () pour tout T € R,

i1) Ak est semicontinue inférieurement pour la topologie de la convergence compacte :

(14.4)  si x,, — y uniformément sur tout compact de R, alors A (y) < liminf Ay (x,).
n—oo

Une fonctionnelle sous-variante au sens de cette derniére définition vérifie évidemment
(14.2), donc elle est aussi sous-variante au sens de Fink. Un exemple de fonctionnelle
sous-variante associée a un ensemble compact K au sens de la définition 14.5 est

(14.5) Ak (x) = stlelﬂgq)(x(t)) pour z € Ck(R, X)

ou ® € C(K,R). Pour les applications, nous utiliserons des fonctionnelles sous-variantes
du type (14.5) ou @ est une forme quadratique sur I'espace de Banach X. La généralisation
du théoréme de Fink (théoréme 14.2) est la suivante :

Théoréme 14.6 (Theorem 2.3, [15]). Supposons que f soit p.a. en t uniformément par
rapport a x € X et que l’équation (14.1) admette au moins une solution xo définie sur
[to, +00) telle que {xo(t); t > to} soit relativement compact. Soit K un compact de X tel
que
{zo(t); t >t} C K

et soit A une fonctionnelle sous-variante associée au compact K au sens de la définiton
14.5.

i) Alors l’équation (14.1) admet au moins une K-minimale solution.

i) Si de plus U’équation (14.1) admet une et une seule K-minimale solution, alors elle
est compacte p.a..

Remarque 14.7. Dans ce nouveau résultat (théoréme 14.6), contrairement au théoréme
de Fink (théoréeme 14.2), lexistence d’un élément de Fy qui atteigne la borne inférieure
du probleme d’optimisation (14.3) est acquise. Pour appliquer ce théoréme, il suffit de
vérifier 'unicité du minimiseur. En fait [’ensemble Fi est une partie séquentiellement
compacte de C(R, X)) muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
de R, et une fonctionnelle sous-variante au sens de la définition 14.5 est séquentielle-
ment semi-continue inférieurement, ce qui permet d’établir [’existence d’un minimiseur,
st évidemment [’ensemble Fi n’est pas vide. La non-vacuité de [’ensemble F résulte de
Uhypothése faite sur Uezistence d’une solution définie sur [tg, +00) a valeurs dans K et
du résultat suivant qui généralise la proposition 14.4, puisque nous ne Supposons pas que
f est compacte p.a..
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Proposition 14.8 (Proposition 2.1, [15]). Supposons que f soit p.a. en t uniformément
par rapport & x € X. Si l’équation (14.1) admet au moins une solution xq définie sur

[to, +00) telle que {zo(t); t > to} soit relativement compact, alors il existe une solution x
de (14.1) définie sur R vérifiant

(14.6) {a(t); t € R} C {2o(); £ = to).

Application. Nous appliquons le théoréme 14.6 a I’équation de Liénard suivante :
d
(14.7) 2" (t) + T [VE(z(t))] + Cx(t) = e(t),

ou X est un espace de Hilbert, e : R — X est une fonction p.a., F' : X — R est une
application convexe de classe C? et C' € £L(X, X) est auto-adjoint et bijectif. En appliquant
le théoréme 14.6 a 1’équation différentielle

(14.8) y'(t) = f(t,y(t) et f(t,y) = [y2 — VF(y1),e(t) — Cyi

avec y = [y1,y2] € X x X et a la fonctionnelle sous-variante

1 1
Ak (y) = sup (— lyi (O] + = < Cl(t) | ya(t) >>> ,
teR \ 2 2

nous obtenons le résultat suivant en procédant d’'une maniére analogue a celle du para-
graphe 10, p. 44, portant sur I’étude des solutions p.p. de cette méme équation.

Proposition 14.9 (Proposition 4.3, [15]). Soit K un compact de X . Si l’équation (14.7)
admet au moins une solution xo définie sur [ty, +00) telle que {xo(t); t > to} et

{x5(t); t > to} soient relativement compacts, alors ’équation (14.7) admet au moins une
solution compacte p.a..

Dans le cas linéaire, nous déduisons du théoréme 14.6 une généralisation au cas p.a. d’'un
célébre résultat de 1928 de Favard [80] qui porte sur les solutions p.p. lorsque X = RY,
A et b sont p.p..

L’équation (14.1) dans le cas linéaire devient

(14.9) Z'(t) = A(t)x(t) + b(t),
ot A:R— L(X,X)etb:R— X sont p.a..

Corollaire 14.10 (Corollary 2.6, [15]). Ici l’espace de Banach X est uniformément
convezxe. Soit K un compact de X. Supposons que l’équation (14.9) admette au moins
une solution xy définie sur [to, +00) telle que {xo(t); t > to} C K. Si toute solution y non
triviale de [’équation homogéne

vérifie
(14.10) inf [ly(1)| > .

alors ’équation (14.9) admet au moins une solution compacte p.a..

Un autre corollaire du théoréme 14.6 est le suivant :
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Corollaire 14.11 (Corollary 2.4, [15]). Supposons que f soit p.a. en t uniformément par
rapport a x € X et que l’équation (14.1) admette au moins une solution xo définie sur
[to, +00) telle que {zo(t); t > to} soit relativement compact. Si l’équation (14.1) admet au
plus une solution bornée sur R, alors il existe une unique solution compacte p.a..

Remarque 14.12. Dans le cas p.p., c’est-a-dire lorsque f est p.p. (au lieu de p.a.) en
t uniformément par rapport a xr € X, ce dernier corollaire est faux, c’est-a-dire qu’il
n’existe pas nécessairement une solution p.p. (Theorem 6.2, p. 99, [84]). Par contre la
proposition 14.8 et le corollaire 14.11, nous permettent d’affirmer qu’l existe une unique
solution bornée x sur R qui est compacte p.a. et qui vérifie (14.6) dans le cas ot f est
p.p. et ot il y a unicité de la solution bornée.

Le corollaire 14.11 a été d’abord démontré dans [12] pour le cas particulier de I’équation
scalaire de Liénard suivante

(14.11) 2"(t) + f(x(t)2'(t) + g(2(t) = e(t),

ol e : R — R est une fonction p.a., f et g: (a,0) > R, (—00o < a < b < +00) sont deux
fonctions localement lipschitziennes sur (a,b). Supposons de plus que f(z) > 0 sur (a,b)
et que g soit strictement décroissante sur (a,b). En utilisant le lemme 9.2, p. 41, nous
obtenons du corollaire 14.11 le résultat suivant.

Théoréme 14.13 (Theorem 2.1, [12]). Si I’équation (14.11) admet au moins une solution
définie et bornée sur [ty, +00), alors I"équation (14.11) admet une et une seule solution ¢
bornée sur R, de plus ¢ est p.a.; et chaque solution x définie et bornée sur [ty, +00) est
asymptotiquement p.a. au sens suivant :

i [a(t) — o(0)] +1'(t) — /(1) = 0.

15. EXTENSION DU THEOREME DE FINK AUX EDP

Puis dans [22|, (écrit en collaboration avec K. Ezzinbi), le théoréme 14.6, p. 58 est
étendu pour des équations d’évolution semi-linéaires ol la partie linéaire est un opérateur
linéaire non-borné défini sur un espace de Banach. Puis ces résultats sont appliqués a une
équation des ondes, puis a une équation de la chaleur. L’équation d’évolution considérée
est la suivante :

(15.1) 2(t) = Az(t) + f(t,z(t)),

ou X est un espace de Banach, f : R x X — X est une application continue et A :
D(A) C X — X est un opérateur linéaire non-borné. Nous supposons que 'opérateur A
est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe (7'(t)):>o fortement continu dans X. La
notion de solution utilisée est celle de la définition 3.16, p. 16. Nous utilisons la notion de
solution K-minimale (K compact de X) définie dans la formule (14.3), p. 57, ot Fx est
’ensemble des solutions de I’équation (15.1) vérifiant x(¢) € K pour tout ¢t € R. L’énoncé
obtenu pour I’équation (15.1) est semblable & celui du théoréme 14.6, p. 58.

Théoréme 15.1 (Theorem 3.6, [22]). Supposons que f soit p.a. en t uniformément par
rapport a © € X et que l’équation (15.1) admette au moins une solution xo définie sur
[to, +00) telle que {xo(t); t > to} soit relativement compact. Soit K un compact de X tel
que

{zo(t);t >t} C K



HABILITATION A DIRIGER DES RECHERCHES 61

et soit A une fonctionnelle sous-variante associée au compact K au sens de la définiton
14.5.

i) Alors l’équation (15.1) admet au moins une K-minimale solution.

i1) Si de plus Uéquation (15.1) admet une et une seule K-minimale solution, alors elle
est compacte p.a..

En adaptant légerement la démonstration de ce dernier théoréme, nous obtenons l’ana-
logue pour le cas des solutions p.p.. Dans le cas p.p., il est nécessaire d’utiliser la famille
d’équations suivante, pour f, € H(f) (cf. la définition 7.2, p. 30),

(15.2) () = Ax(t) + f.(t, 2(t)).

Proposition 15.2 (Corollary 3.8, [22]). Supposons que f soit p.p. en t uniformément par
rapport a x € X et que l’équation (15.1) admette au moins une solution xo définie sur
[to, +00) telle que {xo(t); t > to} soit relativement compact. Soit K un compact de X tel
que
{zo(t); t >t} C K

et soit A une fonctionnelle sous-variante associée au compact K au sens de la définiton
14.5.

i) Alors l’équation (15.1) admet au moins une K-minimale solution.

i) Si de plus pour tout f, € H(f) Uéquation (15.2) admet au plus une K-minimale
solution, alors l'unique K-minimale solution est p.p..

Pour illustrer le théoréme 15.1, nous considérons ’équation des ondes non autonome
suivante définie sur un ouvert quelconque € de R¥

up(t,x) — Au(t,z) = g (w(t,x)) + Au(t,z) + h(t,x), sit >ty et x € £,
(15.3)
u(t,x) =0, sit>tyet x € I,
ou A désigne 'opérateur de Laplace. Nous utiliserons les hypothéses suivantes :
(H1) L’application g : R — R est décroissante (au sens large) et lipschitzienne sur R.
(H2) )\ € R tel que si u € HJ(Q) et —Au = Au, alors u = 0.

(H3) L’application h : R x Q — R est continue et [t — h(t,-)] € AA(L?*(Q)) (presque-
automorphe).

Dans le cas particulier ou l'ouvert €2 est borné et suffisamment régulier pour que le
probléme de Dirichlet : Au+ Au = 0 dans €2 et u = 0 sur 02 admette une suite de valeurs
propres {\,; n > 1} telles que 0 < A\ < Xy < -+ < A, et lim A\, = +oo, alors A vérifie

n—oQ

’hypothése (H2) si et seulement si A n’est pas une valeur propre de —A dans H} ().
Pour cette équation des ondes, nous utilisons I'espace de Hilbert X = H(Q2) x L*(Q)
muni du produit scalaire associé a la norme

Jullx = (/Q (Jus (@) + [V ()* + Juz(2)[%) d$)2 , pour u = [uy, u] € X,

ou l'opérateur linéaire A : D(A) C X — X est défini par

D(A)={u€ X; Au; € L*(Q) et ug € HY ()},
Au = [ug, Auy + Auq].
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L’opérateur A est la somme de 'opérateur linéaire continu L : X — X avec Lu =

[0, (14 X)uq] et de Popérateur linéaire non-borné B : D(B) C X — X avec D(B) = D(A)
et Bu = [ug, Au; — uy]. L'opérateur B engendre un groupe d’isométrie sur X (cf. par
exemple Proposition 2.6.9, p. 33, [67]), donc l'opérateur A engendre un semi-groupe for-
tement continu dans X. Le semi-groupe engendré par A n’est pas nécessairement contrac-
tant, puisque A est de signe quelconque. Avec les hypothéses (H1) et (H3), 'application
f R x X — X définie par

flt,u)(x) =[0,g(uz(x)) + h(t,z)] pour t € R,u € X et x € Q

est p.a. en t uniformément par rapport & u € X et avec ces notations 1’équation des ondes
(15.3) s’écrit sous la forme

(15.4) W (t) = Au(t) + f(t, ult)).

En appliquant le théoréme 15.1 a la fonctionnelle sous-variante définie sur Cx (R, X') par

(15.5) Ak (u) = sup % /Q (|Vu1(t,ac)|2 + \u2(t,x)|2 — AMug(t, x)\2) dz,

teR

nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 15.3 (Proposition 6.14, [22]). Supposons que les hypothéses (H1)-(H3)
soient vérifiées. Si l’équation (15.3) admet au moins une solution uy définie sur [ty, +00)
telle que {ug(t); t > to} soit relativement compact dans X, alors Uéquation (15.3) admet
au moins une solution compacte p.a.. Si de plus g est strictement décroissante alors cette
solution est unique.

Ici, nous donnons les propriétés vérifiées par la fonctionnelle sous-variante (15.5). Pour
cela notons

(15.6) @(t) = %/ (|V’w1(t,x)|2 + |w2(t,q,‘)|2 -\ |w1(t,x)|2) dzx,
Q

ol u et v sont deux solutions bornées sur R de (15.4) et w = u — v. Alors 'application
® est décroissante (au sens large) et si @ est constante sur R et égale & une constante
négative ou nulle : ®(¢) = ®(0) < 0, alors u = v (cf. Lemma 6.13, [22]), malgré que la
forme quadratique sous-jacente a ® ne soit pas positive (A est de signe quelconque, A
vérifie seulement ’hypothése (H2)). Nous allons donner I'idée de la démonstration de ces
deux derniéres propriétés, en faisant les calculs formellement. En dérivant (15.6) et en
utilisant I’ equatzon (15.3), on obtient

(15.7) / {g(uz(t,x)) — g(valt, x)) } {ua(t, x) — ve(t, z)} du,

et de l’hypothése (Hl) découle la décroissance de ®. Pour la seconde propriété, si @ est
constante, de (15.7) et (H1), on en déduit que g(ua(t,x)) = g(ve(t,z)), donc

(15.8) Opwr (t,x) — Awq (t,x) = My (t,x), sit € R et x € Q)

ainsi en injectant cette derniére équation dans (15.6), on obtient

B(t) = % /Q (= (£, 2)Dn (t, @) + |0 (8, 2)[) da = B(0) < 0,
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par conséquent

(15.9) / wy (t, 2)Oywy (t, x) de > 0.
0

Notons

U(t) = %/ﬂ|w1(t,x)|2 dx.

En dérivant 2 fois U, nous obtenons

20
(151()) W(w - / (wl(tvx)attwl(tvx) + ’atwl(t7 l’)|2) dI,
Q
2
donc avec (15.9), nous en déduisons que W(t) > 0 surR. La fonction ¥ est donc convexe
2
et bornée sur R, donc elle est constante : W(t) = 0; ainsi les relations (15.9) et (15.10),

nous permette d’affirmer que Oywn(t,z) = 0. Avec (15.8), nous obtenons Aw(t,z) +
Awy (t,x) = 0. Le résultat découle de l’hypotheése (H2).

Dans la cas p.p., nous obtenons un résultat similaire a la proposition 15.3 en appliquant
la proposition 15.2. Pour cela, formulons I'hypothése suivante :

(H4) L’application h : R x  — R est continue et [t — h(t,-)] € AP(L*(2)) (presque-
périodique).

Proposition 15.4 (Corollary 6.15, [22|). Supposons que les hypothéses (H1), (H2) et
(H4) soient vérifices. Si I’équation (15.3) admet au moins une solution uy définie sur
[to, +00) telle que {ug(t); t > to} soit relativement compact dans X, alors l’équation (15.3)
admet au moins une solution définie sur R qui soit p.p.. Si de plus g est strictement
décroissante alors cette solution est unique.

Pour s’affranchir de I’hypothése de I'existence d’une solution & valeurs dans un compact,
il est nécéssaire de faire des hypothéses sur le semi-groupe. En supposant que le semi-
groupe (T'(t))t>0 soit compact, nous avons établi qu'une solution définie et bornée sur
[to, +00) de I'équation (15.1) a son ensemble image relativement compact (Proposition
4.8, |22]), ce qui permet d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 15.5 (Theorem 3.3, [22]). Supposons que le semi-groupe (T'(t))i>0 soit com-
pact, que [ soit p.a. en t uniformément par rapport ¢ v € X et que ’équation (15.1)
admette au moins une solution xo définie et bornée sur [to, +00). Supposons aussi que
Vapplication f vérifie
VR > 0, sup sup ||f(t,2)| < 4oc.
t>to ||z||<R
i) Alors {xo(t); t > to} est relativement compact.
it) Soit K un compact de X tel que

{wo(t);t >t} C K

et soit A\ une fonctionnelle sous-variante associée au compact K au sens de la définiton
14.5. Alors 'équation (15.1) admet au moins une K-minimale solution.
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iii) Si de plus 'équation (15.1) admet une et une seule K-minimale solution, alors elle
est compacte p.a..

En appliquant ce résultat a I’équation de la chaleur (15.11) ci-dessous, nous obtenons
un résultat d’existence d’une solution p.a., sans supposer ’existence d’une solution bornée
sur [tg, +00). L’équation de la chaleur considérée est :

u(t,x) — Au(t,x) = g (u(t,x)) + h(t,x), sit >ty et x € Q,
(15.11)
u(t,z) =0, sit>tget x €0,

ou € est un ouvert borné de RY dont la frontiére 9 est lipschitzienne. Notons \; la
plus petite valeur propre de —A dans Hg(2) (A\; > 0). Nous utiliserons les hypothéses
suivantes :

(H5) L’application g : R — R est localement lipschitzienne, g(0) = 0 et vérifie

lim sup @ < A1
[r|—=4c0 T

(H6) L’application r — ¢(r) — A7 est décroissante (au sens large) sur R.

(H7) L’application h : R x  — R est continue, vérifie h(t,z) = 0 sur R x 99 et
[t — h(t, )] € AA(Cy(2)) (presque-automorphe).

Remarque 15.6. Les fonctions g(r) = Ay sin(r) ou g(r) = A\yr—r3 vérifient les hypothéses
(H5) et (H6). Une fonction g : R — R localement lipschitzienne telle que la fonction
7+ g(r) — Ar soit décroissante avec A < Ay et g(0) = 0, vérifie aussi les hypothéses (H5)
et (H6).

Pour I’équation de la chaleur (15.11), nous utilisons la théorie Cjy, c’est-a-dire 'espace
de Banach X = Cy(2) = {u € C(Q); u =0 sur 02} muni de la norme ||u|| = sup |u(z)]

e
ou l'opérateur linéaire A : D(A) C X — X est défini par

{ D(A) = {u € Co(Q) N Hy(); Au € Co(V)},
Au = Au.

L’opérateur A engendre un semi-groupe (7'(t)):>o fortement continu dans X qui est
compact. Le semi-groupe (7'(t));>0 est aussi exponentiellement stable, plus précisément,
|T(t)]] < M exp(—At) pour t > 0. Avec la continuité de g, g(0) = 0 et 'hypothese (HT),
I’application f: R x X — X définie par

f(t,u)(z) = g(u(x)) + h(t,z) pour t e Ru € X et x € Q

est p.a. en t uniformément par rapport & u € X. Avec ces notations I’équation de la
chaleur (15.11) s’écrit sous la forme (15.4). La solution maximale (au sens de la définition
3.16, p. 16) de

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)) sit >0,

u(0) = zo
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est globale sur [0, +00) et vérifie sup ||u(t)||y < oo. Ce dernier résultat découle de I’hypo-
>0
thése (H5) et de sup ||h(t, )|y < oo (cf. par exemple Proposition 8.3.7, p. 117, [67]) ; et
>0
permet d’appliquer le théoréme 15.5 & I’équation de la chaleur (15.11).

Proposition 15.7 (Proposition 6.7, [22]|). Si les hypotheses (H5)-(HT) sont vérifiées,
alors U’équation (15.11) admet au moins une solution u qui soit compacte p.a.. Si v est
une solution qui est seulement p.a., alors il existe wy € X vérifiant

(15.12) vVt € R, v(t) = u(t) + wo,

donc v est aussi compacte p.a.. Si de plus la fonction r +— g(r) — \ir est strictement
décroissante, alors la solution compacte p.a. est unique.

Remarque 15.8. wy dans (15.12) est un vecteur propre de —A dans H}(Q2) associé a la
plus petite valeur propre \q.

Pour le cas presque-périodique, nous obtenons un résultat similaire & la proposition
15.7 (cf. Corollary 6.8, [22]).
Pour établir la proposition 15.7, nous avons utilisé la fonctionnelle sous-variante sui-
vante :
1
(15.13) Ak (u) = supi/ lu(t, z)|* dz, pour u € Ck (R, X).
teR Q

Donnons les propriétés vérifiées par cette fonctionnelle sous-variante. Pour cela notons
par

O(t) = %/Qh)(t,x) —u(t,z)* dz,

ol u et v sont deux solutions bornées sur R de (15.11). Alors l'application ® est dé-
croissante (au sens large) et si ® est constante sur R, alors il existe un wy € X tel que
v(t,z) = u(t,z) + we(x) et g(v(t,x)) = g(u(t,x)) + \wo(z) sur R x Q, (cf. Lemma 6.6,
[22]).

16. SOLUTIONS PSEUDO PRESQUE-AUTOMORPHES

Dans [19] (écrit en collaboration avec E. Ait Dads et S. Fatajou), nous établissons un
résultat d’existence et d’unicité de la solution pseudo presque-automorphe de I’équation

(16.1) '(t) = f(t,2(t))

définie sur un espace de Hilbert X ou f : R x X — X est une application pseudo
presque-automorphe. Puis ces résultats sont appliqués & une équation de Liénard, puis a
un systéme hamiltonien. Rappelons quelques définitions sur les fonctions pseudo presque-
automorphes.

Définition 16.1. Une application x : R — X est dite pseudo presque-automorphe (pseudo
p.a.) si
(16.2) U= Uy + Us,

ot uy : R — X est p.a. (cf. définition 4.1, p. 20) et uy est ergodique, c’est-a-dire us : R —
X est continue, bornée et vérifie

1 T
lim —/ lus(t)|| dt = 0.

r—+o0 21 ).
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Remarque 16.2. L’ensemble des valeurs d’une fonction pseudo p.a. n’est pas relative-
ment compact, mais seulement borné.

Définition 16.3. Une application f : Rx X — X est dite pseudo p.a. en t uniformément
par rapport a x € X si

(16.3) f=h+/

ot fi : Rx X — X est p.a. ent uniformément par rapport & x € X (cf. définition 4.5,
p. 21) et la fonction t — fo(t, ) est ergodique, pour tout x € X.

Remarque 16.4. Les décompositions données dans (16.2) et (16.3) sont uniques. Dans
(16.2) (resp. (16.3)), la fonction uy (resp. f1) est appelée la composante p.a. et ug (resp.
f2) la perturbation ergodique de la fonction u (resp. f).

La méthode des fonctionnelles sous-variantes décrite dans les paragraphes précédents
n’existe pas et ne peut pas s’étendre sur les fonctions pseudo p.a.. Pour contourner cette
difficulté, nous avons généralisé un résultat de Perov [118] sur 'existence et 1'unicité de la
solution bornée ou p.p. de I’équation différentielle (16.1). Les hypothéses utilisées sont :

(H1) f est lipschitzienne en = uniformément par rapport a t € R, c’est-a-dire : il existe
k., > 0 tel que

(H2) A € L(X, X) est auto-adjoint et bijectif.
(H3) 1l existe ¢, > 0 tel que

Théoréme 16.5 (Perov, Theorem 3, [118]). Supposons que les hypotheses (H1)-(H3)
soient vérifiées. Si la fonction f est continue et si la fonction t — || f(t,0)|| est bornée sur
R, alors léquation (16.1) admet une et une seule solution xy bornée sur R. Si de plus,

i) la fonction f(.,x) est T-périodique, pour tout x € X, alors xy est T-périodique,
ii) la fonction f est p.p. en t uniformément par rapport a x € X, alors xy est p.p..

Remarquons que ce résultat d’existence et d’unicité n'impose pas que la constante de
Lipschitz portant sur f soit petite. Pour démontrer ce dernier théoréme, Perov a utilisé le
théoréme de point fixe suivant qui est vérifié sur n’importe quel espace de Banach, notam-
ment sans hypothése de réflexivité, ce qui est évidemment intéressant pour de nombreux
espaces de fonctions p.p. ou de leurs généralisations.

Théoréme 16.6 (Perov, Lemma 1, [118]). Soit E est un espace de Banach. Soit P : E —
E wune application lipschitzienne vérifiant : 3 > 0, VO € [0,1], Vo, y € X

(16.4) Je>0,v0e(0,1],Ve,ye X,  [o—y—0(P(x) - Pyl =clle—ylg-
Alors DUopérateur P admet un unique point fize.

Ce théoréme est une conséquence du théoréme du point fixe de Banach. Dans [19], nous
avons généralisé le théoreme 16.5 au cas des solutions pseudo p.a..
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Théoréme 16.7 (Theorem 5.1, [19]). Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) soient
veérifices. Si f est pseudo p.a. en t uniformément par rapport a x € X, alors l’équation
(16.1) admet une et une seule solution xy pseudo p.a.. St de plus, fi désigne la composante
p.a. de f, alors la composante p.a. de x5, de xy est l'unique solution p.a. de l’équation

(16.5) 2'(t) = fi(t, z(t)).

Remarque 16.8. Le théoréeme 16.7 contient le cas des équations dissipatives, en posant
A = —Ix, Uhypothése (H3) devient :

Je, >0, VteR, Vr,yelX, L fltyx) = flty) |z —y>< —ci||lx — CUHZ.
Si cette derniére condition est vérifiée, les hypothéses du théoréeme 16.7 deviennent :
i) f est lipschitzienne en x uniformément par rapport a t € R,
it) f est pseudo p.a. en t uniformément par rapport ¢ x € X.

Pour les équations dissipatives, nous avions auparavant établi un résultat d’existence
et d’unicité de la solution pseudo p.a. dans [17|, dans un cadre plus général que celui
obtenu par le théoréeme 16.7. L’espace X sur lequel est définie l’équation (16.1) est un
espace de Banach sur lequel, nous utilisons le produit semi-inférieur défini par [x,h] =
el e — ehl

pour x et h € X. Dans le cas ou X est un espace de Hilbert, ce

e—0t €

produit est égal a [x,h] =< ﬁ | h > pour x et h € X (v # 0). L’hypothese de
T

dissipativité utilisée dans |17 est

(166> VtER7 V:z;,y EX; [:L‘—y,f(t,x) _f(tay)] Sp(t) |’x_y”l+a

avec a > 0 et oup: R — R est une fonction majorée par une fonction presque-périodique
T

1
d de moyenne strictement négative : M{(t)}; = lim 2—/ d(t) dt < 0. Dans le résultat
r r

—+00 _r
principal de [17] (Theorem 5.1), il est établi [existence et l'unicité de la solution x, bornée
sur R qui est compacte pseudo p.a.. Cette solution est attractive dans le sens ot pour toute

solution x de I’équation (16.1) définie sur (0,+00), on a tliin |z.(t) — z(t)|| = 0. Dans
—400

ce résultat, il est supposé que la fonction f est lipschitzienne seulement sur toute partie
bornée de X, en x uniformément par rapport a t € R, la fonction [ est pseudo p.a. en
t uniformément par rapport o x € X et la fonction f vérifie (16.6). Pour les solutions
pseudo presque-périodiques, des résultats similaires ont été aussi établis dans [11].

Dans le cas particulier des solutions p.a., le résultat suivant est un corollaire du théoréme
16.7.

Corollaire 16.9 (Theorem 4.2, [19]). Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) soient
vérifiées. Si f est p.a. en t uniformément par rapport o x € X, alors l’équation (16.1)
admet une et une seule solution p.a..

Nous avons commencé par étudier l'existence des solutions p.a. de 1'équation (16.1)
lorsque f est p.a. en t uniformément par rapport & x € X, c¢’est-a-dire que nous avons
d’abord établi le corollaire 16.9. Ensuite pour le théoréme 16.7, nous obtenons l’existence
et I'unicité d’une solution bornée z; (resp. p.a. xy,) de I'équation (16.1) (resp. (16.5)) en
utilisant le théoréme 16.5 (resp. corollaire 16.9). La conclusion est obtenue en montrant
que la différence des 2 solutions : x5 — x4, est ergodique.
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Pour la démonstration du corollaire 16.9, nous transformons I’équation (16.1) de la
maniére suivante, en posant B = aA pour a > 0 et g(t,x) = f(t,z) — Bz. Avec les
hypothéses (H1)-(H3), nous obtenons 'existence d'un « > 0 tel que

Evidemment, B € £(H, H) est auto-adjoint et bijectif, g est lipschitzienne en z unifor-
mément par rapport & ¢ € R. Dans ce cas f(t,z) = Bx + g(t,x) et I'équation (16.1)
devient :

(16.7) z'(t) = Bx(t) + g(t, z(t)).
Nous étudions l'existence des solutions p.a. de I’équation linéaire associée a (16.7) :
(16.8) z'(t) = Bx(t) + e(t).

Lemme 16.10 (Lemma 4.3, [19]). Supposons que B € L(X,X) soit auto-adjoint et
bijectif. Pour chaque second membre e p.a., l’équation (16.8) admet une et une seule
solution p.a..

Ensuite pour I’équation non linéaire (16.7), nous utilisons le résultat de point fixe cité
dans [118] (cf. le théoréme 16.6), pour cela, nous notons les espace suivants : AA(X)
I’espace des fonctions p.a. a valeurs dans X,

AAYX) = {z € AA(X)NC (R, X); 2/ € AA(X)}

et les opérateurs suivants : l'injection canonique i : AA'(X) — AA(X) avec iz = u,

lopérateur L : AAY(X) — AA(X) avec Lx(t) = 2/(t) — Bx(t) et I'opérateur de su-

perposition N, : AA(X) — AA(X) avec Ny(z)(t) = g(t,z). Les espaces AA(X) et

AA'(X) sont respectivement munis des normes ||z = sup||z(t)|| pour z € AA(X) et
teR

2l = ||zl + 12|, pour € AAY(X). Avec ces normes les espaces AA(X) et AA'(X)
sont des espaces de Banach; i et L € L(AA'(X), AA(X)), N, est lipschitzien. Pour appli-
quer le théoréme 16.6, nous notons P : AAY(X) — AAY(X) avec P = L' o N, oi. Pour
établir I'hypothése (16.4) du théoréme 16.6, nous établissons des estimations & priori sur
les solutions.

Application 1. Nous appliquons le théoréme 16.7 a I’équation de Liénard vectorielle

d
(16.9) " (t) + pr [VF(x(t))] + Cx(t) = e(t),
ou X est un espace de Hilbert, e : R — X est une fonction pseudo p.a., F': X — R est
une application de classe C? et C' € L(X, X) est auto-adjoint et bijectif. En appliquant

le théoréme 16.7 a ’équation différentielle

y' () = f(ty(1) et f(t,y) = [y = VF (1), e(t) — Cyal

avec y = [y1,72] € X x X et a l'opérateur A défini par Ay = [~y + ey2, ey1 — C 1],
pour € > 0 suffisamment petit, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 16.11 (Proposition 6.2, [19]). Supposons VFE soit fortement convexe de
module ¢, > 0 et k.-lipschitzienne sur X (cf. (H4)-(H5), p.46). Alors l’équation (16.9)



HABILITATION A DIRIGER DES RECHERCHES 69

admet une et une seule solution x pseudo p.a.. Si de plus, e; désigne la composante p.a.
de e, alors la composante p.a. x1 de x est l'unique solution p.a. de l’équation

i (t) + % [VE(z1(t))] + Cxy1(t) = ex(t).

Application 2. Soit X un espace de Hilbert. Pour une application continue H : R x
X x X — R telle que I'application partielle H(t,,-) soit de classe C', nous notons par
V.H (resp. V,H) le gradient de la fonction partielle H(t,x,-) (resp. H(t,-,p)). Nous
appliquons aussi le théoréme 16.7 au systéme hamiltonien

p'(t) = =V H(t, z(t), p(t)).
Formulons I’hypothése suivante :
(H4) L’hamiltonien H est fortement concave-convexe de module ¢, > 0, c¢’est-a-dire
- va(t7x17pl) - va(t7x27p2) | Ty — Ty >
+ < va(taxl,Qpl) - va(té Ty, pa) | 1 — pa >
> ¢, ([lor — @2l + llpy — p2ll”)
pour tous t € R, x1, z9, p1 et ps € X.
En appliquant le théoréme 16.7 & I’équation différentielle
X'(t) = JVxH(t, X (t) avec X = [z,p] et JX = [p, —z]
et a Popérateur A défini par AX = [p, z|, nous obtenons le résultat suivant :
Proposition 16.12 (Proposition 6.3, [19]). Supposons que U’hypothése (H4) soit vérifiée,
que VxH soit pseudo p.a. en t uniformément par rapport a x € X et k,-lipschitzienne
sur X. Alors l’équation (16.10) admet une et une seule solution x pseudo p.a.. Si de plus,

VxH; désigne la composante p.a. de VxH, alors la composante p.a. (x1,p1) de (x,p) est
['unique solution p.a. de l’équation

{ 21(t) = Vp Hi(t, 2, (1), pi (1))
pi(t) = =V i (L, 21(1), pr(1)).
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Quatriéme partie 4. Solutions positives d’équations intégrales
g

Cette partie est consacrée a l'é¢tude de l'existence de solutions positives et presque-
périodiques (p.p.) d’équations intégrales ou différentielles avec un retard. Les principaux
résultats des articles [13, 16, 18, 24| concernent aussi les solutions asymptotiquement p.p.,
pseudo p.p., presque-automorphes (p.a.) et pseudo p.a.. Les articles [13, 16, 18] sont écrits
en collaboration avec E. Ait Dads et L. Lhachimi, [24] avec K. Ezzinbi.

17. EQUATION INTEGRALE ISSUE DE MODELES EPIDEMIOLOGIQUES

Dans [18], I’équation intégrale considérée est

(17.1) z(t) =~yx(t—7)+ (1 —7) /t f(s,x(s))ds

ot 7 > 0 est un retard constant, v € [0,1[ et f: R x [0, +00) — [0, +00) est une fonction
continue. Cette équation intégrale est issue de modeéles épidémiologiques, par exemple
I’équation

(17.2) $(t):/t_ f(s,z(s))ds

modélise la proportion z(¢) d’une population infectée par un virus, en tenant compte
de la durée de contagion 7 de chaque individu infecté et de la proportion f(t,z(t)) des
nouveaux individus infectés par unité de temps. Les résultats de [18] portent sur I'exis-
tence des solutions positives p.p.. Les solutions bornées, pseudo p.p., faiblement p.p. et
asymptotiquement p.p. sont aussi traitées.

Les solutions positives de ces équations ont été abondamment étudiées, notamment la
question de 'existence de solutions périodiques. Pour 'existence de solutions p.p., dans
les publications précédant nos travaux, les auteurs imposent des hypothéses de monotonie
sur lapplication = — f(¢,x).

Pour commencer, citons un résultat de Ezzinbi et Hachimi [79] sur l'existence d’une
solution p.p. et positive de ’équation (17.2).

(H1) L’application f : R x [0,400) — [0, +00) est p.p. en ¢ uniformément par rapport
ax € [0,+00) (cf. la définition 3.3, p. 13) qui ne soit pas la fonction nulle.

(H2) L’application = — f(t, z) est croissante sur [0, +00).

(H3) Il existe une application continue ¢ : (0,1) — R telle que ¢(A) > A pour A € (0, 1).
De plus pour tous t € R, A € (0,1) et >0, on a

A f(t,x) < [f(t, Ar).

Théoréme 17.1 (Ezzinbi et Hachimi, Theorem 2.1, [79]). Si les hypothéses (H1)-(H3)
sont vérifiées, alors il existe 1 > 0 tel que pour T > 11, l’équation (17.2) admet une et
une seule solution x p.p. vérifiant

%gﬂgas(t) > 0.
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Pour s’affranchir de ’hypothése de monotonie de 'application x — f(t, z), Xu et Yuan
[137] ont établi le résultat suivant pour I'équation (17.1) ou f = f; + f, vérifie les hypo-
theéses suivantes :

(H4) Les applications f; et fo : R x [0, +00) — [0,+00) sont p.p. en ¢ uniformément
par rapport a x € [0, +00) et fi n’est pas la fonction nulle.

(H5) L’application z — fi(t,x) est croissante et I'application = — f5(t, z) est décrois-
sante sur [0, +00).

(H6) 11 existe deux applications ¢; et ¢y : (0,1) x [0, +00) — R telles que ¢;(\, ) > A
pour A € (0,1) (« = 1,2). L’application = +— ¢1(\, z) est croissante et z — ¢o(A, x) est
décroissante sur [0, +00). De plus pour tous t € R, A € (0,1) et >0, on a

SN ) fi(tx) S ilt, M) ot do(Na)fa(t, @) < folt, T).

(H7) lim sup I/

T—r—+00 teR

Théoréme 17.2 (Xu et Yuan, Theorem 1, [137]). Si les hypothéses (H4)-(HT) sont
vérifiées, alors il existe 7y > 0 tel que pour T > Ty, Uéquation (17.1) admet une et une
seule solution x p.p. vérifiant

gﬂgx(t) > 0.

De plus cette solution vérifie la formule des modules
mod(xz) C mod(f)
(cf. la définition 7.5, p. 30).

Remarque 17.3. L’hypothese (H3) implique ’hypothése (HT), ce qui montre que I’hy-
pothese (HT) est contenue implicitement dans le théoreme 17.1 (cf. Remark 21, [18]). Le
théoreme 17.2 est une premiere généralisation du théoréme 17.1, puisque les hypothéses
(H1)-(H3) impliquent (H4)-(H7) avec fi = f, fo = 0, ¢1(A\,x) = da(N,x) = ¢(N) et
’équation concernée est (17.1) au lieu de (17.2).

Pour s’affranchir de toute hypothése de monotonie, au lieu d’utiliser les hypothéses
(H2) et (H3) (resp. (H5) et (H6)), nous avons utilisé ’hypothése suivante :

(H8) Pour tout € € (0,1), il existe une application continue ¢. : (0,1) — R telle que
1
¢e(A) > A pour A € (0,1). De plus pour tous t € R, A € (0,1) et z, y € [, -], on a
3

e <y<T = eNf(t) < f(Ly).

Théoréme 17.4 (Proposition 13, [18]). Si les hypothéses (H1), (H7) et (H8) sont
vérifiées, alors il existe 7y > 0 tel que pour T > 11, Uéquation (17.1) admet une et une
seule solution x p.p. telle que

%gﬂgx(t) > 0.

De plus cette solution vérifie la formule des modules

mod(x) C mod(f).
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Remarque 17.5. Des résultats similaires au théoréme 17.4 ont été aussi établis pour les
solutions bornées (Corollary 12, [18]), périodiques (Corollary 14 et 15, [18]), pseudo p.p.
(Proposition 17, [18]), faiblement p.p. (Proposition 19, [18]) et asymptotiquement p.p.
(Proposition 20, [18]).

Remarque 17.6. Le théoréme 17.4 est une généralisation des théorémes 17.1 et 17.2.
En effet le théoreme 17.1 est un corollaire du théoreme 17.2 (cf. la remarque 17.3)
et les hypothéses (H4)-(H6) impliquent (H1) et (H8) avec f = fi + fo et ¢p.(N) =

1
min (gzﬁl (N, ), P (/\, g>) L’exemple suivant

xT .2 .
H—xsmt s10< <1

=4
H—Ismt stx>1

vérifie toutes les hypothéses du théoreme 17.4, mais les théorémes 17.1 et 17.2 ne per-
mettent pas de conclure sur ezistence d’une solution positive et p.p. (Remark 22, [18]).
Pour cette raison le théoréme 17.4 généralise et améliore les théoremes 17.1 et 17.2.

L’hypothése (H8) n’impose pas que la fonction x +— f(¢, x) soit monotone ou la somme
de deux fonctions monotones, mais (H8) signifie que la fonction x — f(¢,2) n’est pas
"trop fortement monotone". Plus précisément ’hypothése (H8) implique que la fonction
x — xf(t,z) est croissante et que la fonction = — — f(t, ) est décroissante sur (0, +0o0)

T

(cf. Lemma 23, [18]). Nous avons presque la réciproque si f est périodique ou si f est la
somme de fonctions a variables séparables, plus précisément les deux exemples suivants
vérifient I'hypotheése (H8) :
i) la fonction t — f(t,z) est périodique pour tout = > 0, application = — xf(t,x)
est strictement croissante et 'application = +— —f(¢,x) est strictement décroissante sur
x
(0,400) (cf. Corollary 15, [18]);

i) f(t,x) = Zhi(t)gi(:v) ou gi(z) > 0 et hi(z) > 0 pour z > 0, z — zg;(x) sont
i=1

1
strictement croissantes et x +— —g;(x) sont strictement décroissantes sur (0, +00), pour
x
toutz=1,---,n.
Formulons I’hypothése suivante :

(H9) 11 existe une application continue ¢ : (0,1) — R telle que ¢(A) > A pour A € (0,1)
et pour tous t € R, A € (0,1) et z, y > 0, on a

Axgyg§ — o f(t,z) < f(ty).

Remarque 17.7. Comme le montre l'exemple f(t,x) =1+ z, U’hypothése (HT) est une
condition nécessaire pour obtenir 'existence d’une solution positive de l’équation (17.2)
pour T > 1 (¢f. Remark 11, [18]). L’hypothese (H8) qui est plus fine que (H9), permet
d’élargir la classe des fonctions f considérées, par exemple f(t,z) = h(t)g(z) avec h une

vérifie Uhypothese (H8), mais pas (H9). En effet,

foncti tive et () = 1
oncltion p.p., positive e xr) =
p-p-, p g 1+
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t, A\ 1 t, A
f(¢, ) = A te > A, tandis que ir>1f f(t,Az)

0 f(t )

on peut prendre ¢.(\) = inf =\ ce

e<a<t f(t, ) 14+ Xe
qui montre que la fonction f ne vérifie pas (H9).
Pour établir le théoréeme 17.4, nous avons utilisé une distance projective définie a l'aide
d’un coéne sur un espace de Banach, développée par Thompson dans [134]. La distance
définie par Thompson est légérement différente de la distance projective usuelle. Les au-
teurs de [79] ont aussi utilisé ces notions pour démontrer le théoréme 17.1, mais nous avons
adapté cette démonstration pour éliminer toute hypothése de monotonie sur la fonction
x> f(t,x). Soit (X, ||-]]) un espace de Banach. Selon Thompson, une partie K de X est
un coéne positif si K est non-vide, convexe, fermée et vérifie

reK, a>0 = arekK,

zet —x e K = x=0.

L’espace de Banach (X, ||-||) est partiellement ordonné par le cone positif K, si la relation
d’ordre < sur X est définie par :

(17.3) r <y sietseulementsi y—x € K.
Ensuite, Thompson définit une relation d’équivalence R sur K* = K — {0} par
TRy <= Ja et B > 0 tels que z < ay et y =X fz.
Le cone positif K est dit normal s’il existe v > 0 telle que
0=z =y = [z <yl

Dans ce cas, si C est une classe d’équivalence pour la relation R, alors C' est un espace
métrique complet pour la distance définie par

(17.4) d(x,y) = In(max(av, B))
avec
(17.5) a,=inf{a>0;z<ay} et B, =inf {8 >0; y < Bz}

(Thompson, Lemma 2 et 3, [134]).

Pour établir le théoréme 17.4, I'espace de Banach choisi est X = AP(R) (I’espace des
fonctions p.p.) muni de la norme de la convergence uniforme sur R et le cone normal est

K={zxe€ APR); Vte R, =z(t)>0}.

La classe d’équivalence de la fonction constante et égale & 1, qui est aussi l'intérieur de
K pour la norme de X :

Ky = {JJ € AP(R); %gﬂgx(t) > 0} ,

est un espace métrique complet pour la distance d définie par (17.4) et (17.5). La relation
d’ordre =< sur K, devient

ry<=VteR, z(t)< y(t) <= sup—= <1
ainsi a, et [, définis par (17.5) sont égaux a

, x(t) } z(t)
a,=inf{a>0;sup—= <ay=sup——= et [, =sup—r<,
{ ter Y(t) er Y(t) ter T(t)
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donc la distance d définie sur Ky par (17.4) est aussi égale a
dta,y) = sup In(e(6)) = Gy
S

Pour € > 0, considérons ’ensemble

Ke_{xeAP(]R);VteR, sgx(t)gé}.

K. est une partie fermée de 'espace métrique complet (Ky,d). Pour simplifier I’exposé,
dans un premier temps, nous considérons ’équation (17.2), pour cela nous notons

t
T(x)(t) = f(s,z(s))ds, pourteRetze AP(R).
t—7
Il est démontré que si x € AP(R), alors T'(z) € AP(R); puis pour 7 > 0 suffisamment
grand et ¢ > 0 suffisamment petit, on obtient T(K.) C K., ce qui permet de définir
I'opérateur

t
T.: K. — K. avec T.(z)(t) = f(s,z(s))ds.
t—1
Avec ces notations, le probléme de l'existence d’une solution = p.p. de 'équation (17.2)
vérifiant inﬂg x(t) > 0 se raméne a I’étude de l'existence d'un point fixe de l'opérateur 7.
te

pour un € > 0. Pour z et y € Ky, la distance d est aussi égale a

1
d(z,y) =1In (/\—> avec A\, = sup {)\ €]0,1]; Vet e R,  Az(t) < y(t)

ce qui permet de déduire que

VAN
> =
S
=
S—
H/_/

(17.6) VEER, Ma(t) < y(t) < )\i*x(t)
et que pour 0 < A< 1,on a

VEER, Aa(t) < y(t) < %x(t) — d(z,y) <In (%) |
Pour z et y € K, vérifiant (17.6), 'hypothése (H8) permet d’établir

VEER,  GT(2)(t) < TL(y)(t) <

ce qui implique

d(T.(z), T:(y)) < In (gb(i\*)) =—1In (¢ (e—d(x,y))) 7
donc
d(T.(z), T:(y)) < @ (d(z,y))

O (r)=—1In (gb (e_r)) .

Le théoréme de point fixe suivant permet de conclure.
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Théoréme 17.8 (Theorem 17.4, p. 190, |75]). Soit X un espace métrique complet. Soit
® : [0,+00) — [0,400) une application continue et croissante vérifiant ®(0) = 0 et
O(r) <r pour toutr > 0. SiT: X — X est une application vérifiant

\V/.Tl, T2 € X7 d(T(QZ),T(y)) < (I)(d(x, y))7
alors T admet un et un seul point fixe.

Pour ’équation (17.1), nous avons considéré I'opérateur linéaire continue
L:AP(R) — AP(R), avec Lz(t)=x(t)—~yx(t—1),

qui est inversible pour 0 < v < 1, avec

“+o0o
L'a(t) = Z*y"x(t —nr),
n=0

puis nous avons utilisé le changement de variable y = Lx. Sous les hypothéses du théoréme
17.4, ce changement de variable permet d’obtenir que x € K est une solution de I’équation
(17.1) si et seulement si y € K est une solution de 1'équation

t
o) = (1) [ s, L) s,
t—1
qui est similaire a I’équation (17.2).
18. EQUATION INTEGRALE AVEC UN RETARD INFINI

Dans [13, 16, 24], nous avons considéré ’équation intégrale

(18.1) z(t) = / a(t,t —s)f(s,z(s)) ds,

ot f: R x[0,+00) — [0, +00) est une fonction continue et a : R x [0, +00) — [0, +00)
est une fonction telle que l'application s — a(t, s) soit positive et intégrable sur (0, +00),
pour tout ¢ € R. Dans [13], nous avons donné des conditions suffisantes pour 1’existence
de solutions positives qui sont presque-périodiques (p.p.) ou presque-automorphes (p.a.).
Des résultats similaires ont été établis dans [16] et [24] pour les solutions respectivement
pseudo presque-périodiques (pseudo p.p.) et pseudo presque-automorphes (pseudo p.a.).

Ait Dads et Ezzinbi ont donné des conditions suffisantes pour l'existence de solutions
p.p- et positives (Theorem 1, [32]) pour I'équation

(18.2) x(t) = / b(t — s)f(s,z(s)) ds,

qui est un cas particulier de I’équation (18.1). Sur la fonction f, les auteurs imposent
les mémes hypothéses (H1)-(H3) que celles du théoréme 17.1, p. 70, notamment que
la fonction x — f(t,x) soit croissante. Pour éviter des hypothéses de monotonie sur
I'application x — f(t,z), Xu et Yuan (Theorem 6, [138]) ont utilisé¢ les mémes hypothéses
(H4)-(H6) que celles du théoréme 17.2, p. 71, notamment que la fonction z — f(t, x) est
la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante. Xu et Yuan (Theorem
2, |138]) établissent des résultats similaires pour I’équation intégrale

(18.3) x(t) = /t_ o f(s,z(s))ds
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issue de modeles épidémiologiques oti la durée de contagion 7(t) de chaque individu infecté
dépend du temps, ou 7 : R — [0, +00) est une application continue.

Par le choix d’un noyau a(t, s) approprié dans le produit de convolution (18.1), les équa-
tions (17.2), p. 70, (18.2) et (18.3) deviennent des cas particuliers de I’équation intégrale
(18.1). Il en est de méme pour I’équation différentielle avec un retard fini 7 > 0

(18.4) 2 (t) + a(t)z(t) = f(t,z(t — 7)),

ot & : R — R est une application continue. L’équation (18.2) est évidemment un cas
particulier de I’équation (18.1). En définissant le noyau a par

1 sise|0,7(t)]
(18.5) a(t, s) = ljo-)(s) =
0 sisél0,7(t)],

I'équation (18.1) est réduite a I’équation intégrale (18.3); et avec

(15.6) att.9) = (- [ e € L 5,

+7—s
I'équation (18.1) devient I’équation différentielle (18.4), ce que nous expliquerons p. 81.

Les hypothéses du résultat d’existence dune solution p.p. et positive de 1’équation
intégrale (18.1) sont :

(H1) L’application f : R x [0,400) — [0, +00) est p.p. en ¢ uniformément par rapport
ax e 0,400).

(H2) Il existe une application continue ¢ : (0,1) — R telle que ¢p(A) > X pour A € (0,1)
et pour toust € R, A€ (0,1) et z, y > 0, on a

e <y< T = dWNf(t) < f(ty)

(H3) Pour tout t € R, s — a(t,s) € L'(0,4+00) et application ¢ ~ a(t,-) est p.p. :
[t — a(t,-)] € AP(LY(0,+00)).

(H4) 11 existe z, > 0 tel que

+oo
inf/ a(t,s)f(t —s,z.)ds > 0.
0

teR

Théoréme 18.1 (Theorem 5.1, [13]). Si les hypotheses (H1)-(H4) sont vérifiées, alors
Uéquation (18.1) admet une et une seule solution x p.p. telle que

%Ielﬂgl‘(t) > 0.

De plus cette solution vérifie la formule des modules
mod(xz) C mod(f) + mod(a),
ou a: R — LY0,400) est lapplication définie par a(t) = [s — a(t, s)].
La démonstration du théoréeme 18.1 est analogue du théoréme 17.4, p. 71, en utilisant

'espace métrique (Ky, d) avec

Ko = {x € AP(R); infz(t) > 0}

teR
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et

d(z,y) = In (Ai) avec A, — sup {A €0,1]: V€ R, Ax(t) < y(t) < %x(t)} |

*

L’étude des solutions de I’équation (18.1) vérifiant %nﬂg x(t) > 0 est ramenée a la recherche
€

des points fixes de 'opérateur

t
T:Ky— Ky avec T(x)(t)= / a(t,t —s)f(s,z(s)) ds.

L’hypothése (H4) a permis de montrer que si z(t) > 0 pour tout ¢t € R, alors T'z(t) > 0

pour tout ¢ € R, donc la stabilité de K, par I'opérateur T : T(Ky) C K. Dans le cas p.p.,

pour l'existence des solutions positives des équations (18.3) et (18.4), 'hypothése (H4)

disparaitra. Contrairement au théoréme 17.4, p. 71, I’ensemble

K. = {xEAP(R);VtE]R, e<ux(t) < —}

€
(e > 0) n’a pas été utilisé pour ’équation (17.1), sinon cela nous aurait contraint d’imposer
que la borne inférieure apparaissant dans ’hypothése (H4) soit suffisamment grande ; ce

qui aurait pour conséquence de rajouter des hypothéses sur les résultats concernant les
équations (18.3) et (18.4).

Pour les solutions p.a. de I’équation (18.1), nous avons établi un résultat similaire au
théoréme 18.1. Contrairement aux fonctions p.p., la notion de module n’existe pas.

(H5) L’application f : R x [0,+00) — [0, +00) est p.a. en t uniformément par rapport
a x € [0,+00) (cf. la définition 4.5 et le théoréme 4.11, p. 21-22).

(H6) Pour tout t € R, s + a(t,s) € L'(0,+00) et application ¢ — a(t,-) est p.a. :
[t = a(t, )] € AA(LY(0, +0c0)).

Théoréme 18.2 (Theorem 4.1, [13]). Si les hypothéses (H2), (H4), (H5) et (H6) sont
vérifiées, alors ’équation (18.1) admet une et une seule solution x p.a. telle que

%gﬂgx(t) > 0.

Pour les solutions pseudo p.p. de 'équation (18.1), nous avons établi un résultat simi-
laire au théoréeme 18.1. Nous avons évidemment adapté les hypothéses au cas pseudo p.p.,
mais il a été nécessaire de rajouter une hypothése sur la composante p.p. de la fonction
pseudo p.p. : t — af(t,-).

(H7) L’application f : R x [0, +00) — [0,400) est pseudo p.p. en ¢ uniformément par
rapport a x € [0,+00) et f désigne la composante p.p. de f (cf. la définition 5.4 et la
proposition 5.6, p. 23).

(H8) Pour tout t € R, s + a(t,s) € L'(0,4+00) et application t ~ a(t,-) est pseudo
p.p. : [t = a(t,’)] € PAP(L*(0,+0c0)) et t > a®(t,-) désigne la composante p.p. de
t— alt,-).

(H9) 1l existe b € L'(0, +00) telle que |a®™(t, s)| < b(s) pour t € R et s € (0,400).
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Théoréme 18.3 (Theorem 5.1, [16]). Si les hypotheses (H2), (H4) et (H7)-(H9) sont
vérifiées, alors 'équation (18.1) admet une et une seule solution x pseudo p.p. telle que

%gﬂgx(t) > 0.

De plus I’équation
t
o) = [ @t =)l ds

admet une et une seule solution y p.p. vérifiant
inf y(t) > 0
inf y(t) > 0,

qui est x la composante p.p. de x. Cette solution P vérifie la formule des modules
mod(z®) C mod(f*) 4+ mod(a),

ou a: R — L'Y0,400) est lapplication définie par a(t) = [s — a(t,s)] et a? est la
composante p.p. de a.

Le cas des solutions asymptotiquement p.p. a été traité dans (Theorem 6.1, [16]) et
celui des solutions pseudo p.a. a été aussi traité dans (Theorem 3.1, [24]).

Maintenant, nous énongons une conséquence du théoréme 18.1 sur l'équation (18.3)
issue de modeles épidémiologiques.

Proposition 18.4 (Proposition 5.3, [13]). Si les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées
et si f nest pas la fonction nulle, alors il existe 7, > 0 tel pour toute fonction T p.p.
vérifiant

inf 7(t) > 7.
i) =7

Uéquation (18.3) admet une et une seule solution x p.p. telle que

%gﬂgx(t) > 0.

De plus cette solution vérifie la formule des modules
mod(x) C mod(f) + mod(T).

En choisissant le noyau a défini par (18.5), I’équation (18.1) est réduite a 1’équation
(18.3). Une étude du noyau considéré montre que le noyau a vérifie (H3) dés que la
fonction 7 : R — R est p.p.. L’hypothése (H4) est vérifiée dés que la borne inférieure
de 7 est suffisamment grande. En effet les hypothéses permettent d’affirmer I'existence
d’un nombre z, > 0 telle que application ¢ — f(¢,x,) soit p.p., positive ou nulle qui
ne soit pas ’application nulle; ainsi sa moyenne temporelle est strictement positive :

MAf(t,z.)}; > 0, donc

1 t
lim — / f(s,z)ds = M{f(t,z.)}y >0 (uniformément sur R par rapport a t)
t—1

T—+00 T

(cf. la remarque 7.4, p. 30). La limite uniforme précédente permet d’affirmer I'existence
de 7, > 0 tel que

t
inf/ f(s,z.)ds >0

teR t—Tx
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et I'inégalité suivante

/0+°° a(t,s)f(t —s,x.)ds = /tt f(s,z.)ds > /t; f(s,z,)ds

—7(t)
montre que 'hypothése (H4) est vérifiée; ainsi la proposition 18.4 est un corollaire du
théoréme 18.1. Pour les solutions p.a., nous avons établi un résultat similaire a la proposi-
tion 18.4. Pour les fonctions p.a., nous ne pouvons pas utiliser 'argument décrit ci-dessus
pour établir 'hypothése (H4), pour cela nous avons établi un nouveau résultat sur les
fonctions p.a..

Lemme 18.5 (Lemma 4.7, [13]). Soit ¢ : R — R une application p.a. telle que ¢ > 0. Si

t
Vr >0, inf o(s)ds =0,

teR J,_

alors ¢ est la fonction nulle.

Proposition 18.6 (Proposition 4.3, [13]). Si les hypothéses (H2) et (H5) sont vérifiées
et si f nest pas la fonction nulle, alors il existe 7, > 0 tel pour toute fonction T p.a.
vérifiant

inf 7(¢) > 7.
e 2 7

Uéquation (18.3) admet une et une seule solution x p.a. telle que

%gﬂgx(t) > 0.

Pour les solutions pseudo p.p. de I'équation (18.3), nous avons aussi établi un résultat
similaire & la proposition 18.6. Cependant, le lemme 18.5 n’est plus vérifié pour les fonc-
tions pseudo p.p.; pour cette raison, nous avons di ajouter une hypothése sur la fonction
f pseudo p.p. pour que l'on ait I'existence d'un x, > 0 tel que

t
lim — / f(s,zy)ds =1>0 (uniformément sur R par rapport a t).
t—1

Ici, nous énongons une hypothése plus forte et plus simple que celle qui est donnée dans
l'article originale (Proposition 5.3, [16])

(H10) 11 existe z, > 0 tel que la fonction ¢ — f(t, ) ne soit pas la fonction nulle et
1 t
lim — fé(s,z.)ds =0 (uniformément sur R par rapport a t)
t—7
ou f¢ désigne la perturbation ergodique de ¢ — f(¢, z,).
Par définition de la perturbation ergodique de f, la limite de I’hypothése (H10) est
toujours vérifiée simplement, mais pas uniformément sur R.

Proposition 18.7 (Proposition 5.3, [16]). Si les hypothéses (H2), (HT) et (H10) sont
vérifiées, alors il existe T, > 0 tel que pour toute fonction T pseudo p.p. vérifiant

i >
=

Iéquation (18.3) admet une et une seule solution x pseudo p.p. telle que

%gﬂgas(t) > 0.
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De plus en notant 7 la composante p.p. de T, [’équation
t
vy = [l ds
t—7oP(t)
admet une et une seule solution y p.p. vérifiant

infy(t) > 0,

qui est x la composante p.p. de x. Cette solution xP vérifie la formule des modules
mod(z) C mod(f™) + mod(7).

Le cas des solutions asymptotiquement p.p. a été traité dans (Proposition 6.3, [16]) et
celui des solutions pseudo p.a. a été aussi traité dans (Corollary 4.1, [24]).

Avant d’énoncer quelques résultats d’existence sur les solutions positives de I’équation
semi-linéaire (18.4), rappelons quelques propriétés sur les solutions bornées de I’équation
linéaire associée. L’équation linéaire homogéne
(18.7) Z'(t) + a(t)z(t) =0

est exponentiellement stable, s’il existe M > 1 et w > 0 tels que

exp (— /ta(/f) df) < Me =) >4

Dans ce cas, pour tout p € BC(R,R) (continue et bornée sur R), I'équation linéaire
compléte

a'(t) + a(t)z(t) = p(t)
admet une unique solution z € BC(R,R) qui est égale a

o= [ ; exp (— / a(®) df) p(o) do.

L’équation linéaire homogéne (18.7) est exponentiellement stable si et seulement s’il existe
ro > 0 tel que
t
(18.8) inf/ a(§)dé >0
t

teR Jy .

(cf. Lemma 6.1, [13]).

Pour 'équation différentielle (18.4) avec un retard 7 > 0, formulons 'hypothése sui-
vante.

(H11) L’application o : R — R est p.p. et M{a(t)}; > 0.
Si une fonction vérifie ’hypothése (H11), elle n’est pas nécessairement positive, par

exemple avec a(t) = 1 + sin(t), on a

M{a(t)}; = lim 1 /T a(t)dt L [ at)dt = % > 0.

r—+oo 21 J_. 2 ) .

Si 'hypothése (H11) est vérifiée, nous obtenons

1 t
lim —/ a(é)dé = M{a(t)}: > 0 (uniformément sur R par rapport a t),

r—+oo 1 Jy .
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et alors la relation (18.8) est vérifiée, donc I’équation linéaire homogéne (18.7) est expo-
nentiellement stable.

Proposition 18.8 (Proposition 6.5, [13]). Si les hypothéses (H1), (H2) et (H11) sont
vérifiées et si f n’est pas la fonction nulle, alors I’équation (18.4) admet une et une seule
solution x p.p. telle que

inf z(t) > 0.

teR
De plus cette solution vérifie la formule des modules

mod(x) C mod(f) + mod(c).
(

Ici, nous expliquons pourquoi I'équation différentielle (18.4) est un cas particulier de
I'équation intégrale (18.1) avec le noyau a défini par (18.6). Si f vérifie I'hypothése (H1)
et si x € AP(R) (p.p.), alors t — f(t,z(t)) € AP(R), donc l'application t — f(t,z(t))
est bornée sur R. Si ’équation linéaire homogeéne (18.7) est exponentiellement stable et
si x € AP(R), alors x est une solution de 'équation (18.4) si et seulement si

(18.9) () = / " exp (— / ta(f) dg) f(o,2(0 — 7)) do.

—00

Avec le changement de variable s = 0 — 7 I’équation (18.9) devient

o= [ Cew (= [ ate)de) sts +rato)as

S+T
ou encore

o)~ [ e (= [ a(©) d€) i =11 (s + ma(o) s,

s+7

z(t) = / a(t,t —s)f(s+1,2(s))ds.

Avec le noyau a défini par (18.6), I’équation intégrale (18.1) est réduite I’équation diffé-
rentielle (18.4), donc la proposition 18.8 est un corollaire du théoréme 18.1.

Pour les solutions p.a. de I’équation (18.4), nous avons établi un résultat similaire a la
proposition 18.8.

(H12) L’application o : R — R est p.a., & > 0 et o n’est pas la fonction nulle.

Proposition 18.9 (Proposition 6.2, [13]). Si les hypothéses (H2), (H5) et (H12) sont
vérifiées et si f n’est pas la fonction nulle, alors I’équation (18.4) admet une et une seule
solution x p.a. telle que

inf z(t) > 0.

teR

Pour les solutions pseudo p.p. de 'équation (18.4), nous aussi avons établi un résultat
similaire & la proposition 18.9.

(H13) L’application o : R — R est pseudo p.a. et il existe 7o > 0 tel que

inf /t a(&) de > 0.

teR
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(H14) Il existe z, > 0 et 7o > 0 tels que
t

%gﬂg - f(s,z)d¢ > 0.

Proposition 18.10 (Proposition 7.2, [16]). Si les hypothéses (H2), (H7), (H13) et
(H14) sont vérifiées, alors ’équation (18.4) admet une et une seule solution x pseudo
p.p. telle que

%gﬂgac(t) > 0.

De plus en notant o™ la composante p.p. de «, [’équation
Yy (1) +a®@y(t) = [t y(t — 7))
admet une et une seule solution y p.p. vérifiant
inf (¢
infy(t) > 0,
qui est x® la composante p.p. de x. Cette solution x™ vérifie la formule des modules
mod(x®) C mod(f*) + mod(a?).

Le cas des solutions asymptotiquement p.p. a été traité dans (Proposition 7.6, [16]) et
celui des solutions pseudo p.a. a été aussi traité dans (Proposition 4.4, [24]).
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Résumé

Contributions aux oscillations presque-périodiques d’équations d’évolution.

Ce mémoire est consacré a 1’étude des solutions presque-périodiques d’équations dif-
férentielles ordinaires, d’équations aux dérivées partielles ou d’équations intégrales non
autonomes.

La premiére partie porte sur I’étude des opérateurs de superposition entre divers espaces
de fonctions presque-périodiques, puis sur 'application de ces résultats pour obtenir des
conditions d’existence, de dépendance continue ou différentiable des solutions presque-
périodiques d’équations d’évolution dépendant d’un paramétre.

La deuxiéme partie est consacrée a la description des solutions bornées ou presque-
périodiques, et sur des résultats d’existence de solutions presque-périodiques d’équations
différentielles ordinaires non linéaires (équations d’Euler-Lagrange et des équations du
second ordre, notamment des équations de Liénard).

Les résultats de la troisiéme partie sont essentiellement des conditions suffisantes pour
I’existence de solutions presque-automorphes ou pseudo presque-automorphes. Pour les
solutions presque-automorphes, la principale condition suffisante est I'existence et I'unicité
d’une solution & valeurs dans un compact qui minimise une fonctionnelle.

Enfin, la quatriéme partie est consacrée a ’existence de solutions positives et presque-
périodiques d’équations intégrales ou différentielles avec un retard issue de modéles épi-
démiologiques.

Abstract

Contributions to almost periodic oscillations of evolution equations.

This dissertation is devoted to the study of almost periodic solutions of non-autonomous
ordinary differential equations, partial differential equations or integral equations.

The first part focuses on the study of superposition operators between various spaces
of almost periodic functions and the application of these results to obtain conditions of
existence, continuous dependence or differentiable of almost periodic solutions of evolution
equations depending on a parameter .

The second part is devoted to the description of bounded or almost periodic solutions
and some results of existence of almost periodic solutions of nonlinear ordinary differential
equations (Euler-Lagrange and second-order equations including Liénard equations).

The results of the third part are essentially sufficient conditions for the existence of
almost automorphic or pseudo almost automorphic solutions. For almost automorphic
solutions, the main sufficient condition is the existence and uniqueness of some solutions
with values in a compact set which minimize a functional.

The fourth part is devoted to the existence of positive and almost periodic solutions
of delay integrals equations or delay differential equations resulting from epidemiological
models.



