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Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce manuscrit concerne l’analyse asymptotique d’équations aux dérivées par-
tielles possédant des termes de dérivées raides. Dans ces équations, la raideur est caractérisée
par la présence d’un petit paramètre ε ą 0, qui sera voué à tendre vers zéro. Plus précisément,
ces équations s’écrivent sous la forme

Btu
εpt, yq `Auεpt, yq ` 1

ε
Buεpt, yq “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm, (1.1)

où A et B sont des opérateurs différentiels linéaires qui seront précisés par la suite. On cherche
à décrire le comportement, lorsque ε tend vers zéro, de la famille puεqεą0 des solutions de
(1.1).

1.1 Introduction générale et motivations

L’analyse asymptotique de problèmes du type (1.1) trouve ses origines dans l’étude de
modèles provenant de la physique des plasmas. En effet, depuis une cinquantaine d’années
l’étude des plasmas est en pleine expansion, avec pour but la maîtrise du procédé de fusion
nucléaire. Le transport de particules dans un plasma peut, d’un point de vue mésoscopique
et en négligeant le phénomène de collision entre les particules, être modélisé par une équation
donnant l’évolution d’une densité de particules chargées de masse m et de charge q, appelée
équation de Vlasov

Btf ` vppq ¨∇xf ` qpEpt, xq ` vppq ^Bpt, xqq ¨∇pf “ 0, pt, x, pq P R` ˆ R3 ˆ R3. (1.2)

La fonction f “ fpt, x, pq désigne une densité de particules dépendant des variables de temps
t, de position x et de quantité de mouvement p. On désigne par vppq la fonction vitesse. Dans

un cadre relativiste, la fonction vitesse peut être exprimée par vppq “ p
m

´

1` |p|2

m2c20

¯´1{2
,

où c0 est la vitesse de la lumière dans le vide. On désigne par pEpt, xq, Bpt, xqq le champ
électro-magnétique dont l’évolution est régie par les équations de Maxwell

BtE ´ c
2
0 rotxB “ ´

j

ε0
, BtB ` rotxE “ 0, divxE “

ρ

ε0
, divxB “ 0, pt, xq P R` ˆ R3,

(1.3)
où ε0 est la permittivité du vide, ρ “ q

ş

R3 fdp la densité de charge et j “ q
ş

R3 vppqfdp
la densité de courant. Le couplage formé par (1.2) et (1.3) s’appelle le problème de Vlasov-
Maxwell.

1



1.1 Introduction générale et motivations Chapitre 1

Modélisation pour les plasmas fortement magnétisés

Dans le cadre du confinement d’un plasma à l’aide d’un champ magnétique intense, cer-
taines simplifications peuvent être apportées à ce modèle. On commence par se placer dans
le cadre non relativiste, c’est-à-dire qu’on suppose que le vitesse de la lumière est grande par
rapport à la vitesse des particules. On pose alors c0 “ `8. Dans ce cadre vppq “ p

m et on
peut réécrire l’équation (1.2) à l’aide de la variable de vitesse v. On suppose que le champ
magnétique intense est stationnaire, l’équation de Maxwell-Faraday BtB` rotxE “ 0 peut se
réécrire rotxE “ 0, ainsi le champ électrique dérive d’un potentiel E “ ´∇xφ. Enfin, la loi
de Gauss électrique nous donne que le potentiel φ satisfait à l’équation de Poisson

´ ε0∆xφ “ ρpt, xq avec ρpt, xq “ q

ż

R3
fpt, x, vqdv, pt, xq P R` ˆ R3. (1.4)

Le nouveau problème formé par (1.2) et (1.4) s’appelle le problème de Vlasov-Poisson. Enfin
une autre simplification peut être apportée au problème de Vlasov-Poisson en supposant que
le potentiel électrique φ est donné, nous amenant à l’équation de Vlasov linéaire. On décrit
le champ magnétique intense de la manière suivante

Bεpxq “
Bpxq

ε
epxq, |epxq| “ 1, x P R3, (1.5)

où le petit paramètre ε caractérise l’intensité du champ, Bpxq ą 0 est l’intensité du champ
adimentionné, epxq est unitaire et donne la direction du champ magnétique. Dans ce cas, le
problème de Vlasov linéaire, pour la fonction de densité f ε, ε ą 0, s’écrit

#

Btf
ε ` v ¨∇xf ε ` q

m

´

´∇xφ` v ^ Bpxq
ε epxq

¯

¨∇vf ε “ 0, pt, x, vq P R` ˆ R3 ˆ R3,

f εp0, x, vq “ f inpx, vq, px, vq P R3 ˆ R3.
(1.6)

La présence du champ magnétique (1.5) conduit les particules à fortement osciller autour des
lignes de champ à la fréquence, dite cyclotronique, q|Bε|

m “
q|B|
mε „

1
ε . Cette rotation autour

des lignes de champ s’effectue sur des cercles dont le rayon est appelé rayon de Larmor, et qui
est proportionnel à l’inverse de la fréquence cyclotronique, ρL „ ε. Ce phénomène explique le
principe même du confinement des plasmas par le biais d’un champ magnétique intense car,
lorsque ε devient petit, ρL Ñ 0 et les particules vont suivre les lignes de champ. Clairement,
deux échelles caractéristiques en temps se dégagent, l’une tenant compte du mouvement
cyclotronique sur des cercles se trouvant dans un plan orthogonal aux lignes de champ, et
l’autre tenant compte du mouvement des particules le long des lignes de champ. Le choix des
grandeurs caractéristiques dans les problèmes présentés précédemment est donc déterminant
du point de vue de la modélisation et amène à considérer divers régimes asymptotiques,
lorsque ε tend vers zéro, appelé dans ce cadre modèles gyrocinétiques. On précise les plus
classiques qui sont le régime centre-guide et le régime du rayon de Larmor fini. Le régime
centre-guide consiste à négliger le rayon de rotation des particules autour des lignes de champ.
Au contraire, le régime du rayon de Larmor fini, plus réaliste, consiste à considérer que la
longueur caractéristique dans le plan orthogonal aux lignes de champ est du même ordre que
le rayon de Larmor.

Modèles effectifs pour l’équation de Vlasov, homogénéisation

L’analyse asymptotique et la recherche de problèmes effectifs associés aux problèmes de
Vlasov, pour chacun de ces régimes, est un sujet qui a été beaucoup étudié. La raison de
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Chapitre 1 1.1 Introduction générale et motivations

ce succès est que la résolution numérique de tels problèmes est particulièrement délicate.
En effet, la présence d’échelles caractéristiques en temps disparates nous oblige, par exemple
dans le cas de méthodes numériques explicites, à choisir un pas de temps vérifiant une condi-
tion CFL afin de s’assurer de la stabilité de la méthode, ce qui amène à des coûts de calcul
prohibitifs. La recherche de problème effectif permet de répondre à cette problématique en
proposant des problèmes non pénalisés par le paramètre ε et dont la solution décrit le com-
portement de la suite de fonctions pf εqεą0 lorsque le paramètre ε tend vers zéro. Le calcul
de la solution du problème homogénéisé peut alors être réalisé par une méthode numérique
classique. Des estimations entre la solution du problème de départ f ε et la solution du pro-
blème effectif peuvent permettre de mesurer l’erreur commise pour ε ą 0 petit mais fixé. Le
cadre de l’homogénéisation périodique semble naturel à la production de modèles effectifs,
étant donné que le mouvement cyclotronique des particules est périodique et que le phéno-
mène multi-échelle est causé par ces oscillations rapides périodiques. Les importants travaux
de N’Guetseng [60] et Allaire [3], concernant le concept de convergence à deux échelles et
ses applications à l’homogénéisation de problèmes elliptiques ou paraboliques possédant des
termes oscillants périodiques, ont été repris et adaptés par Frénod et Sonnendrücker dans
[48], [49], qui proposent une analyse asymptotique de l’équation de Vlasov linéaire et du pro-
blème de Vlasov-Poisson dans le cadre du régime centre-guide. L’étude concernant le régime
du rayon de Larmor fini est réalisée par ces mêmes auteurs, toujours à l’aide des outils d’ho-
mogénéisation périodique, dans [50]. Parmi les autres études du problème de Vlasov-Poisson
dans le cadre du rayon de Larmor fini, on peut citer les travaux de Frénod et Mouton [47],
Ghendrih, Hauray et Nouri [53], Han-Kwan [55], [56]. Dans un récent travail [22], Bostan
et Finot proposent une analyse asymptotique du problème de Vlasov-Poisson dans le cadre
du régime rayon de Larmor fini ; un comportement fort des solutions est mis en évidence.
Parallèlement à cela, Bostan propose une analyse asymptotique de ces problèmes basée sur
la notion d’opérateurs de projection [15, 16, 18]. Le problème effectif peut alors être explicité
à l’aide de résultats provenant de la théorie ergodique. Les méthodes de projections et leur
interprétation ergodique permettent, de surcroît, de traiter des problèmes d’homogénéisa-
tion non périodiques. Cette approche a amené Bostan à proposer dans [16] une analyse d’un
problème de transport linéaire abstrait possédant des termes de dérivées raides, et l’ana-
lyse asymptotique du problème de Vlasov linéaire, pour les régimes centre-guide et rayon
de Larmor fini, apparait comme un cas particulier du résultat montré pour le problème de
transport abstrait. Une amélioration des résultats de [16] est proposée dans [18] en combinant
l’approche ergodique avec l’approche multi-échelle, voir la Remarque 1.5.2.

Prise en compte des opérateurs d’ordre deux

Naturellement, la question de savoir si les outils d’homogénéisation introduits pour traiter
les équations abstraites de transport raide, peuvent être utilisés pour d’autres types d’équa-
tions, se pose. En effet, les équations de type paraboliques servent également à la modélisation
de nombreux phénomènes en physique des plasmas. Par exemple, partant de l’équation de
Vlasov (1.6), on peut introduire un second membre de type diffusif, appelé noyau de Fokker-
Planck, afin de prendre en compte les collisions entre particules. Cela nous amène à considérer
le modèle linéaire suivant appelé équation de Vlasov-Fokker-Planck

Btf
ε`v¨∇xf ε`

q

m

ˆ

E ` v ^
Bpxq

ε
epxq

˙

¨∇vf ε “ ν divvpΘ∇vf ε`vf εq, pt, x, vq P R`ˆR3ˆR3,

(1.7)
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1.1 Introduction générale et motivations Chapitre 1

où ν est la fréquence de collision et Θ est la température. On cherche alors à comprendre quelle
sera l’influence de l’opérateur de diffusion introduit lors du processus d’homogénéisation. On
espère ainsi qu’une meilleure compréhension du comportement asymptotique du problème
linéaire abstrait (1.1), lorsque ε tend vers zéro, dans le cas où A est un opérateur de diffusion
et B un opérateur de transport, nous permettra de traiter des problèmes tels que (1.7). On
peut citer les travaux [20, 21], de Bostan et Caldini, qui traitent de l’analyse asymptotique de
l’équation de Vlasov linéaire, à l’aide de méthodes de projection, pour le régime asymptotique
du rayon de Larmor fini associé à deux noyaux de collision, le noyau de Boltzmann linéaire et le
noyau, non linéaire, de Fokker-Planck-Laudau. D’autres travaux concernant les équations de
transport avec collisions peuvent être cités, comme [27] ou [71]. Des modèles macroscopiques
peuvent être obtenus à partir de ces modèles mésoscopiques lorsque la fréquence de collision
entre particules devient grande. Ainsi Bardos, Golse et Levermore étudient dans [8] et [9]
les limites hydrodynamiques associées à l’équation de Boltzmann ; cette approche permet
d’amener à des modélisations de type fluide. Outre la prise en compte des collisions dans les
phénomènes de transport de particules, les opérateurs de diffusion permettent de modéliser
d’autres phénomènes apparaissant dans les plasmas fortement magnétisés, comme la diffusion
thermique. Il est connu que la diffusion thermique dans un plasma fortement magnétisé est
prépondérante le long des lignes de champ magnétique par rapport à la diffusion dans les
directions transverses à ce champ, voir [30]. Une modélisation possible de ce phénomène,
dans un cadre linéaire, est donnée par l’équation parabolique

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq ´

1
ε

divypbpyq b bpyq∇yuεq “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm, (1.8)

où m P t2, 3u, b représente le champ magnétique et D est le champ de diffusion agissant
uniquement dans les directions orthogonales au champ b, on peut choisir

Dpyq “ Im ´
bpyq b bpyq

|bpyq|2
.

Cette remarque motive l’analyse asymptotique du problème abstrait (1.1) dans le cas où
les opérateurs A et B sont tous deux des opérateurs de diffusion. L’étude numérique de
ce problème pose les mêmes difficultés que pour les problèmes de transport possédant des
termes raides et impose l’utilisation de méthodes numériques implicites, voir par exemple
[6, 68]. D’autres approches sont proposées dans les cadres parabolique et elliptique, on peut
citer les travaux de Degond, Deluzet, Negulescu, Lozinski et Narski concernant les schémas
préservant l’asymptotique [38, 39]. Une analyse théorique du problème (1.8), basée sur des
méthodes de projection, a été proposée par Bostan dans [19]. Il y est montré que la famille
de solutions puεqεą0 converge en un sens faible, lorsque ε tend vers zéro, vers la solution d’un
nouveau problème parabolique pour lequel le champ de diffusion effectif apparaît comme une
projection du champ de diffusion initial sur l’ensemble des champs de matrices A tels que
rb ¨ ∇y,divypA∇yqs “ 0. De plus, un résultat de théorie ergodique nous permet d’expliciter
ce champ de diffusion effectif comme la moyenne ergodique du champ initial le long d’un
groupe d’opérateurs unitaires. On proposera une amélioration de ce résultat de convergence au
Chapitre 4, en montrant un résultat de convergence forte avec estimation d’erreur pour toute
donnée initiale, non nécessairement bien préparée. Cette amélioration repose essentiellement
sur une meilleure prise en compte des oscillations rapides le long du champ b à l’aide d’une
approche multi-échelle.
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Chapitre 1 1.2 Modèles étudiés et résultats de convergence

1.2 Modèles étudiés et résultats de convergence
Les motivations précédentes nous amènent à nous intéresser à deux cas particuliers du

problème abstrait (1.1), et ainsi à réaliser l’analyse asymptotique de deux équations aux
dérivées partielles possédant des termes de dérivées raides. Cette étude est réalisée à l’aide de
méthodes d’homogénéisation. Dans chacun de ces problèmes, la raideur est caractérisée par
le terme 1{ε, où le paramètre ε ą 0 sera voué à tendre vers zéro.
‚ La première équation, appelée Equation parabolique avec terme de transport raide , s’écrit
de la manière suivante

#

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq `

1
ε
bpyq ¨∇yuε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm.
(1.9)

On effectue dans le Chapitre 2 l’analyse asymptotique de ce problème. L’ensemble des
résultats du Chapitre 2 a fait l’objet de la publication [14]. Ici b : Rm Ñ Rm et D : Rm Ñ
MmpRq sont respectivement un champ de vecteurs et un champ de matrices symétriques
définies positives. L’opérateur d’advection 1

εb ¨∇y induit la présence de fortes oscillations
le long du flot associé à b, lorsque ε tend vers zéro. Ces fortes oscillations impliquent la
présence de deux échelles caractéristiques en temps. Ainsi, l’analyse du comportement de
la suite de fonctions puεqεą0, lorsque ε tend vers zéro, sera réalisée à l’aide d’une procédure
d’homogénéisation à deux échelles en temps. Celle-ci nous amènera à la production d’un
problème effectif ou homogénéisé décrivant le comportement du problème (1.9) lorsque
ε tend vers zéro. L’introduction d’un correcteur est un point crucial de notre analyse et
permettra d’obtenir un ordre de convergence. Plus précisément, on montrera au Chapitre
2, sous de bonnes hypothèses sur les champs b et D, que le comportement, lorsque ε tend
vers zéro, de la famille puεqεą0 peut être décrit en un sens fort de la manière suivante

uεptq “ vpt, Y p´t{ε; ¨qq `Opεq dans L8locpR`;L2pRmqq,

où Y ps; yq est le flot associé au champ de vecteurs b et v est la solution du problème
effectif qui se trouvera être de nouveau un problème de diffusion. La recherche du champ
de diffusion associé au problème effectif sera réalisée dans la Section 1.2.1.

‚ La résolution numérique des problèmes possédant plusieurs échelles reste une tâche déli-
cate, la présence d’oscillations rapides rend difficile l’utilisation de méthodes numériques
standards, celles-ci étant assujetties au choix d’un pas de temps très petit. Dans le Cha-
pitre 3, on propose une méthode numérique pour déterminer le problème effectif associé à
(1.9). Cela permettra de ramener l’étude numérique du comportement de la suite puεqεą0,
lorsque ε tend vers zéro, à la résolution du problème effectif, non contraint par le petit
paramètre ε. On vérifiera que l’ordre de convergence donné par l’étude théorique est bien
retrouvé d’un point de vue numérique. L’ensemble des résultats du Chapitre 3 a fait l’objet
de l’article [12], soumis dans une revue à comité de lecture.

‚ Enfin, dans le Chapitre 4, on effectuera l’analyse asymptotique du problème de diffusion
suivant, appelé Equation de diffusion fortement anisotrope

#

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq ´

1
ε

divypbpyq b bpyq∇yuεq “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm.
(1.10)

Les résultats de ce chapitre sont tirés de l’article en cours de préparation [13]. L’approche
choisie pour faire l’analyse asymptotique de (1.10), lorsque ε tend vers zéro, est similaire
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1.2 Modèles étudiés et résultats de convergence Chapitre 1

à celle choisie pour l’étude du problème (1.9), mais des difficultés supplémentaires appa-
raissent pour expliciter le problème effectif. Elles sont essentiellement dues aux faits que
l’opérateur de diffusion ´divypb b b∇yq engendre un C0 semi-groupe d’opérateurs tan-
dis que l’opérateur b ¨ ∇y engendre un C0 groupe d’opérateurs, et que la description des
propriétés de commutation entre les opérateurs divypbb b∇yq et divypD∇yq ne peut se ca-
ractériser aussi simplement que pour les opérateurs b ¨∇y et divypD∇yq. Cela nous obligera
à travailler directement sur la formulation variationnelle associée à (1.10) et à proposer
une formulation variationnelle effective. L’introduction d’un correcteur est une nouvelle
fois le point clé qui nous permettra d’obtenir un ordre de convergence. Ainsi, on identifiera
au Chapitre 4 des hypothèses sur b et D qui assurent que le comportement de la famille
puεqεą0, lorsque ε tend vers zéro, peut être décrit de la manière suivante

uεptq “ e´
t
ε

Bvpt, ¨q `Opεq dans L8locpR`;L2pRmqq,

où B “ ´divypb b b∇yq, pe´τBqτPR` est le semi-groupe associé à l’opérateur B et v est la
solution d’un problème effectif dont la description sera donnée en Section 1.5.1.

On commence par préciser la définition du champ de diffusion effectif, introduit la première
fois dans [19], qui interviendra dans la description des problèmes effectifs associés aux pro-
blèmes (1.9) et (1.10). Ce sera l’occasion d’introduire un certain nombre d’hypothèses, néces-
saires à l’existence d’un tel champ effectif, et notations qui seront d’un usage courant tout
au long de ce manuscrit. Ainsi, dans la Section 1.2.1, on motive la définition du champ de
matrices moyenné en effectuant une analyse asymptotique formelle du problème (1.9), on
montre comment ce champ moyenné apparait dans l’analyse. La Section 1.2.2 présente les
résultats permettant de montrer l’existence d’un tel champ de matrices effectif et la Sec-
tion 1.2.3 discute des hypothèses techniques nécessaires à l’existence d’un tel champ. Enfin,
les Sections 1.3, 1.4 et 1.5 détaillent respectivement les résultats qui seront démontrés aux
Chapitres 2, 3 et 4.

1.2.1 Analyse formelle

On rappelle que le problème (1.9) s’écrit, pour ε ą 0
#

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq `

1
ε
bpyq ¨∇yuε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm.

On suppose que le champ de vecteurs b est régulier à divergence nulle

b PW 1,8
loc pR

mq, divyb “ 0 (1.11)

et
D C ą 0 tel que |bpyq| ď Cp1` |y|q, y P Rm. (1.12)

Sous les hypothèses ci-dessus, le champ de vecteurs b possède un flot global régulier Y ps; yq P
W 1,8

loc pRˆ Rmq

dY
ds “ bpY ps; yqq, ps, yq P Rˆ Rm, Y p0; yq “ y, y P Rm.

Etant donné que le champ de vecteurs b est à divergence nulle, la transformation y P Rm Ñ
Y ps; yq P Rm préserve la mesure de Lebesgue pour tout s P R. Le champ de matrices D
est composé de matrices symétriques définies positives. On choisit une condition initiale
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uin P L2pRmq, non nécessairement bien préparée, c’est-à-dire b ¨ ∇yuin “ 0. Un premier cas
simple dans lequel l’analyse asymptotique du problème (1.9) peut être réalisée est celui où les
opérateurs b ¨∇y et divypD∇yq commutent, i.e rb ¨∇y, divypD∇yqs “ 0. L’idée est d’effectuer
le changement de variable z “ Y p´t{ε; yq, et donc de remplacer la famille puεqεą0 par la
nouvelle famille pvεqεą0 donnée par

uεpt, yq “ vεpt, zq “ vεpt, Y p´t{ε; yqq, pt, yq P R` ˆ Rm.

Sous les hypothèses de commutation ci-dessus, les nouvelles inconnues pvεqεą0 satisfont
"

Btv
ε ´ divzpD∇zvεq “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm

vεp0, zq “ uinpzq, z P Rm.

Ainsi, vε ne dépend plus de ε et donc uε peut s’écrire comme la composée d’un profil v “ vε et
du flot associé au champ de vecteurs b{ε. Les champs de matrices D qui assurent la propriété
de commutation sont caractérisés dans la proposition suivante

Proposition 1.2.1. On considère un champ de vecteurs à divergence nulle c P W 1,8
loc pRmq,

à croissance au plus linéaire à l’infini et A P L1
locpRm,MmpRqq un champ de matrices.

1. Le commutateur entre l’opérateur de transport c ¨∇y et l’opérateur de diffusion divypA∇yq
est toujours un opérateur de diffusion, et on a

“

c ¨∇y, divypA∇yq
‰

“ divyprc, As∇yq dans D 1pRmq

où le champ de diffusion associé est défini par le crochet entre le champ de vecteurs c
et le champ de matrices A

rc, As :“ pc ¨∇yqA´ BycA´A tByc dans D 1pRmq.

2. Les points suivants sont équivalents
(a) On a rc, As “ 0 dans D 1pRmq.
(b) Pour tout s P R, on a GpsqA “ A, où la famille d’opérateurs linéaires pGpsqqs,

agissant sur les champs de matrices, est définie par

pGpsqAqpyq :“ BY ´1ps; yqApY ps; yqq tBY ´1ps; yq, ps, yq P Rˆ Rm. (1.13)

Dans le cas où les opérateurs ne commutent pas, il semble préférable de ne pas réaliser
l’analyse asymptotique de la famille puεqεą0, mais plutôt celle de la famille pvεqεą0 définie
par

vεpt, zq “ uεpt, Y pt{ε; zqq, pt, zq P R` ˆ Rm, ε ą 0. (1.14)

Le cas commutatif nous laisse espérer que la famille des fonctions vε sera stable même lorsque
ε tendra vers zéro. Ainsi, on fait le changement de variable z “ Y p´t{ε; yq dans (1.9), pour
tout ε ą 0, t P R`, y P Rm. Un calcul élémentaire nous amène au problème de diffusion

"

Btv
ε ´ divz ppGpt{εqDq∇zvεq “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm

vεp0, zq “ uεp0, zq “ uinpzq, z P Rm, ε ą 0 (1.15)

où pGpsqqsPR est défini par (1.13), pour plus de détails voir (2.7) et (2.8). Le nouveau problème
(1.15) est un problème à deux échelles en temps, où la variable de temps lente est t et la
variable de temps rapide est s “ t{ε. On effectue une approche à deux échelles afin de
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1.2 Modèles étudiés et résultats de convergence Chapitre 1

déterminer le modèle effectif associé à (1.15). On pose le développement de Hilbert à deux
échelles suivant

vεpt, zq “ vpt, t{ε, zq ` εv1pt, t{ε, zq ` .... (1.16)

On insère le Ansatz (1.16) dans (1.15) et par identification, selon les puissances croissantes
de ε, on déduit les équations suivantes sur les différents profils

Bsv “ 0 (1.17)

Btv ´ divzpGpsqD∇zvq ` Bsv1 “ 0 (1.18)

...

L’équation (1.17) nous dit que le premier profil v ne dépend pas de la variable rapide s,
c’est-à-dire v “ vpt, zq. On espère que le profil v est la limite de la famille pvεqεą0, lorsque ε
tend vers 0. L’évolution, par rapport à la variable de temps t, de v serait donnée par (1.18)
à condition de faire disparaitre le terme contenant le second profil v1. En fait, v1 apparait
comme un multiplicateur de Lagrange qui assure qu’à tout temps t, le profil v vérifie la
contrainte Bsv “ 0. Dans le cas où la variable rapide serait périodique, on éliminerait le profil
v1 en prenant la moyenne sur une période. Sans hypothèses de périodicité, on utilise plutôt
une moyenne en temps long qui nous amène au problème

#

Btv ´ divz
´

limSÑ`8
1
S

şS
0 GpsqD ds∇zv

¯

“ 0, pt, zq P R` ˆ Rm

vp0, zq “ uinpzq, z P Rm,
(1.19)

et le champ de diffusion effectif est donc formellement donné par

xDy :“ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqD ds. (1.20)

Bien entendu, on espère pouvoir montrer que la famille de fonctions vε converge vers la
solution v du problème (1.19). Ces résultats seront détaillés dans la Section 1.3. Mais avant
toutes choses, on précise le sens à donner au champ de matrices (1.20) et les propriétés
vérifiées par celui-ci. On introduit également un certain nombre d’espaces et d’hypothèses
qui seront utiles à tous nos développements.

1.2.2 Le moyenné d’un champ de matrices

On introduit maintenant les outils qui vont nous permettre de donner un sens et une
interprétation au champ de matrices moyenné (1.20). Pour cela, on utilise le Théorème ergo-
dique de von Neumann basé sur la notion de C0-groupe d’opérateurs unitaires. Pour plus de
détails sur les C0-groupes, on peut se référer à l’Annexe A.1.

Théorème 1.2.2 (Théorème ergodique de von Neumann, voir (A.1.8)). Soit pGpsqqsPR un
C0-groupe d’opérateurs unitaires sur un espace de Hilbert pH, p¨, ¨qq et L son générateur infi-
tésimal. Alors pour tout x P H, on a la convergence forte dans H

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
Gpsqx ds “ ProjKerpLqx.
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Ce résultat nous amène à faire de nouvelles hypothèses sur le champ de vecteurs b qui assure-
ront l’existence d’un espace de Hilbert dans lequel la famille d’opérateurs linéaires pGpsqqsPR
sera un C0-groupe d’opérateurs unitaires ; cet espace est un espace L2 à poids. On suppose
l’existence d’un champ de matrices P associé à b tel que

tP “ P, P pyqξ ¨ ξ ą 0, ξ P Rmzt0u, y P Rm, P´1, P P L2
locpRmq (1.21)

rb, P s “ 0, dans D 1pRmq. (1.22)

On introduit les espaces L2 et L8 à poids suivants

Définition 1.2.3. On considère l’espace L2 à poids, où Q :“ P´1

HQ “

!

A : Rm ÑMmpRq mesurable : Q1{2AQ1{2 P L2
)

,

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

pA, BqQ :“
ż

Rm
pQ1{2AQ1{2q : pQ1{2BQ1{2q dy“

ż

Rm
QA : BQ dy, @A,B P HQ.

La norme associée est notée |A|Q. De manière similaire on introduit l’espace de Banach

H8Q “
!

A : Rm ÑMmpRq mesurable : Q1{2AQ1{2 P L8
)

,

muni de la norme
|A|H8Q :“ |Q1{2AQ1{2|L8 .

Afin de pouvoir définir un moyenné pour des champs non nécessairement L2, comme par
exemple des champs de matrices L8 (on peut penser aux champs constants), on introduit
également un espace type L2

loc. Pour y parvenir, on fait l’hypothèse qu’il existe un fonction
continue ψ laissée invariante par le flot associé à b et dont la limite est infinie quand |y| tend
vers l’infini

ψ P CpRmq, ψ ˝ Y ps; ¨q “ ψ pour tout s P R, lim
|y|Ñ`8

ψpyq “ `8. (1.23)

Etant donné que les ensembles tψ ď ku, pour k P N, sont des compacts invariants par le flot
de b, on introduit les espaces locaux

HQ,loc “
 

A : Rm ÑMmpRq mesurable : 1tψďkuA P HQ pour tout k P N
(

.

Il est à noter que H8Q Ă HQ,loc. On définit des espaces similaires pour les champs de vecteurs.

Définition 1.2.4. Sous les mêmes hypothèses que dans la définition précédente, on définit

XP :“ tc : Rm Ñ Rm mesurable : P 1{2c P L2u

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

pc, dqP :“
ż

Rm
P pyq : cpyq b dpyq dy, @c, d P XP ,

et l’espace de Banach

X8Q “ tc : Rm Ñ Rm mesurable : Q1{2c P L8pRmqu,

que l’on munit de la norme |c|X8Q :“ |Q1{2c|L8.
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Le résultat suivant précise, d’une part, que pGpsqqsPR est un C0-groupe d’opérateurs unitaires
sur HQ et, d’autre part, que le groupe pGpsqqsPR agit également sur HQ,loc et donc H8Q . Pour
toute fonction f “ fpyq, y P Rm, on introduit la notation fs “ fspzq pour la composée de f
avec la flot de b, fs “ f ˝ Y ps; ¨q.

Proposition 1.2.5. Supposons que les hypothèses (1.11), (1.12), (1.21), (1.22), (1.23) soient
satisfaites.

1. La famille d’applications

AÑ GpsqA :“ BY ´1ps; ¨qAs tBY
´1
ps; ¨q “ BY p´s;Y ps; ¨qqAs tBY p´s;Y ps; ¨qq

est un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur HQ.
2. Si A est un champ de matrices symétriques, alors il en est de même pour GpsqA, pour

tout s P R.
3. Si A est un champ de matrices positives, alors il en est de même pour GpsqA, pour tout

s P R.
4. Soit S Ă Rm un sous ensemble invariant par le flot de b, c’est à dire Y ps;Sq “ S, pour

tout s P R. S’il existe α ą 0 tel que Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P S, alors pour tout
s P R on a Q1{2pyqpGpsqAqpyqQ1{2pyq ě αIm, y P S.

5. La famille d’applications pGpsqqsPR opère sur HQ,loc, ce qui signifie que, si A P HQ,loc,
alors GpsqA P HQ,loc pour tout s P R. De plus, on a

1tψďkuGpsqA “ Gpsqp1tψďkuAq, A P HQ,loc, s P R, k P N.

Remarque 1.2.6. Les applications pGpsqqsPR ont également un comportement remarquable
dans l’espace H8Q . Pour tout s P R, et tout A P H8Q , on a GpsqA P H8Q et |GpsqA|H8Q “ |A|H8Q ,
voir (2.31).

On introduit le générateur infinitésimal associé au groupe pGpsqqsPR

L : dompLq Ă HQ Ñ HQ, domL “
"

A P HQ : D lim
sÑ0

GpsqA´A

s
in HQ

*

(1.24)

et LpAq “ limsÑ0
GpsqA´A

s pour tout A P dompLq. On peut vérifier que C1
c pRmq Ă dompLq

et que LpAq “ rb, As “ pb ¨ ∇yqA ´ BybA ´ A tByb, pour tout A P C1
c pRmq. Les principales

propriétés de l’opérateur L sont précisées ci-dessous et sont des conséquences directes des
résultats rappelés en Annexe A.1

Proposition 1.2.7. On suppose que les hypothèses (1.11), (1.21), (1.22) sont vérifiées.
1. Le domaine de L est dense dans HQ et L est fermé.
2. Le champ de matrices A P HQ appartient à dompLq si et seulement si il existe C ą 0

tel que
|GpsqA´A|Q ď C|s|, s P R.

3. L’opérateur L est anti-adjoint dans HQ et nous avons la décomposition suivante : HQ “

kerL
K
‘ Range L, où le noyau de l’opérateur L est donné par

kerpLq “ tA P HQ : GpsqA “ A, s P Ru.
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Remarque 1.2.8. Lorsque l’on travaillera dans HQ,loc, le générateur infinitésimal de pGpsqqsPR
L, qu’on notera toujours L, sera défini de la manière suivante

A P dompLq ssi D lim
sÑ0

Gpsqp1tψďkuAq ´ 1tψďkuA
s

P HQ, k P N

et
1tψďkuLpAq “ lim

sÑ0

Gpsqp1tψďkuAq ´ 1tψďkuA
s

, k P N.

Nous sommes maintenant en mesure de donner avec précision le sens de l’expression (1.20)
obtenue lors de l’étude formelle du problème (1.9) dans le cas où le champ de matrices D
appartient à HQ, mais aussi lorsqu’il appartient à HQ,loc. On précise également les différentes
propriétés du champ de matrices moyenné.

Théorème 1.2.9. Supposons les hypothèses (1.11), (1.12), (1.21), (1.22), (1.23) vérifiées.
On note L le générateur infinitésimal associé au groupe pGpsqqsPR.

1. Pour tout champ de matrices A P HQ on a la convergence forte dans HQ

xAy :“ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
BY p´s;Y ps; ¨qqApY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq
looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

“pGpsqAqpyq

ds “ ProjkerLA

uniformément par rapport à r P R.
2. Si A P HQ est un champ de matrices symétriques positives, alors il en est de même

pour xAy.
3. Soit S Ă Rm un ensemble invariant par le flot associé à b, ce qui s’écrit Y ps;Sq “ S

pout tout s P R. Si A P HQ est tel que

Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P S,

pour un certain α ą 0, alors on a

Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P S

et en particulier, xAy pyq est définie positive pour tout y P S.
4. Si A P HQ XH

8
Q , alors xAy P HQ XH

8
Q et

| xAy |Q ď |A|Q, | xAy |H8Q ď |A|H
8
Q
.

5. Pour tout champ de matrices A P HQ,loc, la famille
ˆ

1
S

ż S

0
BY p´s;Y ps; ¨qqApY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq ds

˙

Są0

converge dans HQ,loc lorsque S tend vers l’infini. Sa limite, noté xAy, satisfait

1tψďku xAy “
@

1tψďkuA
D

, pour tout k P N

où le symbole x¨y à droite de l’égalité est l’opérateur de moyenne sur HQ. En particulier,
tout champ de matrices A P H8Q possède un moyenné dans HQ,loc et | xAy |H8Q ď |A|H8Q .
Si A P HQ,loc est tel que

Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm,

pour un certain α ą 0, alors on a

Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm.
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Remarque 1.2.10. La Proposition 1.2.1 et la caractérisation du noyau de l’opérateur L
de la Proposition 1.2.7, nous donne une interprétation du champ de diffusion moyenné xAy
comme la projection du champ de diffusion initial A sur un ensemble de champ de matrices
de HQ qui assurent la propriété de commutation entre les opérateurs b ¨∇y et divypA∇yq.

1.2.3 Champs de vecteurs en involution

Dans cette partie, on revient sur les hypothèses (1.21) et (1.22) assurant l’existence d’un
espace de Hilbert dans lequel la famille pGpsqqsPR est un C0-groupe d’opérateurs unitaires
et ainsi, l’existence du moyenné d’un champ de matrices (1.20) par le Théorème de von
Neumann. On introduit une condition suffisante à l’existence d’un champ de matrices P
vérifiant (1.21) et (1.22) à travers l’existence d’une base de champs de vecteurs, tels que
la dérivée le long de ces champs commutent avec la dérivée le long de b. De tels champs
sont appelés champs « en involution »avec b. L’intérêt de tels champs, en plus d’impliquer
l’existence d’un champ P vérifiant (1.21) et (1.22), est de nous permettre d’obtenir de la
régularité dans le cas de l’étude du problème parabolique avec terme de transport raide (1.9).
On commence par caractériser les champs de vecteurs c qui sont en involution avec b. De
manière tout à fait similaire à la Proposition 1.2.1, on a

Proposition 1.2.11. On considère un champ de vecteurs à divergence nulle b PW 1,8
loc pRmq,

à croissance au plus linéaire à l’infini et c P L1
locpRm,Rmq un champ de vecteurs.

1. Le commutateur entre les opérateurs de transport b ¨ ∇y et c ¨ ∇y est toujours un
opérateur de transport, et on a

“

b ¨∇y, c ¨∇y
‰

“ rb, cs ¨∇y dans D 1pRmq

où le champ d’advection associé est défini par le crochet entre les champs de vecteurs b
et c

rb, cs :“ pb ¨∇yqc´ Byb c dans D 1pRmq.

2. Les points suivants sont équivalents
(a) On a rc, bs “ 0 dans D 1pRmq.
(b) Pour tout s P R, on a cpY ps; yqq “ BY ps; yqcpyq, y P Rm.

De manière plus précise, on suppose l’existence d’un champ de matrices R vérifiant
#

detRpyq ‰ 0, y P Rm, R P L1
locpRmq

pb ¨∇yqR`RByb “ 0 dans D 1pRmq.
(1.25)

Dans ce cas, les vecteurs colonnes du champ de matrices R´1 forment une base de champs de
vecteurs en involution avec b. En effet, l’équation satisfaite par R dans (1.25) est équivalente
à RpY ps; yqqBY ps; yq “ Rpyq, pour ps, yq P Rˆ Rm, qui s’écrit également

R´1pY ps; yqq “ BY ps; yqR´1pyq, ps, yq P Rˆ Rm. (1.26)

D’après la Proposition 1.2.11, les vecteurs colonnes bi, 1 ď i ď m, sont en involution avec le
champ b. De plus, ils forment en tout point, y P Rm, une base de Rm. On fera les hypothèses
supplémentaires suivantes concernant la régularité des champs de vecteurs bi

#

bi PW
1,8
loc pR

mq, divybi P L8pRmq, 1 ď i ď m,

@i P t1, ...,mu, DCi ą 0 tel que |bipyq| ď Cip1` |y|q, y P Rm,
(1.27)
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ce qui garantit l’existence d’un flot global Yips; yq PW 1,8
loc pRˆRmq pour i P t1, ...,mu. En fait,

on peut montrer que l’hypothèse (1.25) implique les hypothèses (1.21), (1.22) concernant le
champ de matrice P . En effet, en posant Q “ tRR,P “ Q´1 “ R´1 tR´1, on peut montrer
que les hypothèses (1.21), (1.22) sont vérifiées. On ne détaille ici que le second point (1.22),
pour le premier on pourra se référer à la Section 2.1. Ainsi P pyq est symétrique, définie
positive, de carré localement intégrable ainsi que son inverse Q “ P´1, et grâce à (1.26), on
a

P pY ps; yqq “ R´1pY ps; yqq tR´1
pY ps; yqq

“ BY ps; yqR´1pyq tR
´1
pyq tBY ps; yq

“ BY ps; yqP pyq tBY ps; yq

ce qui signifie que rb, P s “ 0 dans D 1pRmq cf. Proposition 1.2.1. Sous les hypothèses (1.25),
les espaces HQ, H

8
Q peuvent être réécrits

HQ “
 

A : Rm ÑMmpRq mesurable : R A tR P L2pRmq
(

,

H8Q “ tA : Rm ÑMmpRq mesurable : R A tR P L8pRmqu.

1.3 Analyse asymptotique d’un problème parabolique avec
transport raide

Les résultats de convergence présentés dans cette section ont fait l’objet de la publication
[14]. On suppose que les hypothèses (1.25) et (1.27) sont vérifiées. De plus, on suppose que
les champs de vecteurs b et de matrices D vérifient les hypothèses supplémentaires

#

D P H8Q , b P X8Q

D α ą 0 tel que Q1{2pyqDpyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm,
(1.28)

où Q “ tRR et les champs de vecteurs b1, ..., bm sont les colonnes du champ de matrices
R´1. L’analyse asymptotique du problème (1.9) est décomposée en deux résultats. Le pre-
mier montre que la famille de solutions pvεqεą0 du problème (1.15), converge fortement dans
L8locpR`;L2pRmqq vers la solution v du problème

"

Btv ´ divzpxDy∇zvq “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm
vp0, zq “ uinpzq, z P Rm. (1.29)

Cela nous permet de décrire le comportement asymptotique de la famille puεqεą0 en terme de
composée d’un profil fixe v et du flot associé au champ de vecteurs b. En effet, en effectuant le
changement de variable (1.14) on peut écrire, grâce à la préservation de la mesure de Lebesgue
par le flot Y ps; ¨q, que

lim
εŒ0

}uεpt, .q ´ vpt, Y p´t{ε; ¨qq}L2 “ lim
εŒ0

}vεpt, .q ´ vpt, .q}L2 “ 0, (1.30)

uniformément par rapport à t P r0, T s, pour tout T P R`. Le second résultat montre, à
l’aide d’hypothèses supplémentaires, comment la construction d’un correcteur nous permet
de préciser un ordre pour la convergence (1.30). Les solutions des problèmes (1.15) et (1.29)
sont à comprendre au sens variationnel, à ce titre on introduit le cadre fonctionnel associé,
pour plus de détails concernant l’existence et l’unicité de telles solutions, voir l’Annexe A.2.
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On introduit l’espace de type Sobolev suivant sur Rm, les champs bi étant définis par les
hypothèses (1.25) et (1.27)

H1
R :“

m
č

i“1
dompbi ¨∇yq “ tu P L2pRmq : bi ¨∇yu P L2pRmq,@i P t1, ...,muu.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

pu, vqR “

ż

Rm
upyqvpyq dy `

m
ÿ

i“1

ż

Rm
pbi ¨∇yuqpbi ¨∇yvq dy, u, v P H1

R.

De même, on notera

H2
R :“

 

u P L2pRmq : bi ¨∇ypbj ¨∇yuq P L2pRmq,@pi, jq P t1, ...,mu2
(

.

1.3.1 Premier résultat de convergence

On cherche à prouver que la famille pvεqεą0 de solutions variationnelles du problème
(1.15) converge en un sens fort, lorsque ε, vers la solution variationnelle du problème (1.20).
La méthode consiste à effectuer le passage à la limite dans la formulation variationnelle, puis
à montrer que la convergence obtenue est forte. La difficulté principale lors du passage à la
limite, lorsque ε tend vers zéro, dans la formulation variationnelle de (1.15), réside dans le
terme intégral

ż `8

0

ż

Rm
Gpt{εqD∇zvε ¨∇zΦ dz dt (1.31)

où Φ est un élément de C1
c pR`, H1

Rq. La variable rapide s “ t{ε étant supposée non né-
cessairement périodique, ce passage à la limite nécessite un résultat de convergence à deux
échelles non périodique. Le résultat général suivant (Proposition 2.5.3) est utilisé dans le cas
particulier où wε “ ∇zvε P L2pr0, T s;XP q, avec ε ą 0

Proposition 1.3.1. Soit T un nombre réel positif. On considère D P H8Q un champ de ma-
trices symétriques et Wω Ă Cpr0, T s;XP q un sous ensemble borné de L2pr0, T s;XP q composé
de fonctions admettant le même module de continuité ω : r0, T s Ñ R` dans Cpr0, T s;XP q,
c’est à dire

|wptq ´ wpt1q|P ď ωp|t´ t1|q, t, t1 P r0, T s, w PWω

avec ω croissante et limλŒ0 ωpλq “ 0. Alors pour toute famille pwβqβą0 Ă Wω convergeant
faiblement dans L2pr0, T s;XP q vers w0 lorsque β Œ 0, on a

lim
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

ż

Rm
Gpt{εqDwβptq ¨ θptq dz dt “

ż T

0

ż

Rm
xDy w0ptq ¨ θptq dz dt (1.32)

pour tout θ P L2pr0, T s;XP q.

Les points clés de ce passage à la limite sont les suivants

1. La combinaison de la convergence forte de la famille
´

1
S

şS
0 GpsqD ds

¯

Są0
, lorsque S Ñ

`8, dans HQ,loc, et de la convergence faible de la suite de p∇zvεqεą0, lorsque ε Œ 0,
dans L2pr0, T s;XP q, T P R`.

2. Une étude de régularité nous assurant que les éléments de la famille p∇zvεqεą0 sont,
d’une part inclus dans Cpr0, T s;XP q et d’autre part possèdent un même module de
continuité.
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De telles estimations sont obtenues, sur les fonctions uε solutions de (1.9), grâce à la connais-
sance d’une base de champs en involution avec b, voir les hypothèses (1.25) et (1.27). On
peut alors vérifier que la régularité de la condition initiale uin P H1

R est propagée au cours du
temps le long de ces champs. En prenant la dérivée de l’équation (1.9) le long d’une direction
bi en involution, on a

Btpbi ¨∇yuεq ´ divypDpyq∇ypbi ¨∇yuεqq `
1
ε
b ¨∇ypbi ¨∇yuεq “ rbi ¨∇y, divypD∇yqsuε. (1.33)

Le point clé permettant d’obtenir cette égalité est que les champs bi assurent l’annulation du
terme instable 1

ε rb ¨∇y, bi ¨∇ys, pour tout 1 ď i ď m. L’égalité d’énergie associée à (1.33) nous
donnera alors des estimations sur la quantité bi ¨∇yuε, le terme 1

εb¨∇ypbi ¨∇yu
εq s’annulant par

anti-symétrie de l’opérateur b ¨∇y. On peut également faire des estimations similaires sur les
dérivées secondes de uε le long des champs bi, en choisissant une condition initiale uin P H2

R.
L’hypothèse supplémentaire suivante est nécessaire pour estimer les terme rbi ¨∇y, bj ¨∇ysuε

rbi, bjs “
m
ÿ

k“1
αkijbk, αkij P L

8pRmq, i, j, k P t1, ...,mu. (1.34)

Toutes ces estimations sont détaillées aux Propositions 2.4.4 et 2.4.5. Pour les démonstra-
tions associées, voir l’Annexe B. Enfin, par un changement de variable, on peut vérifier que
les fonctions vε vérifient les mêmes estimations que les fonctions uε, pour plus de détails sur
ce point voir la Remarque 2.4.3. On peut donc déduire de la Proposition 1.3.1 que la famille
pvεqεą0 des solutions variationnelles du problème (1.15) converge faiblement ‹ vers v la so-
lution variationnelle de (1.20) dans L8pr0, T s;L2pRmqq, lorsque ε tend vers zéro. De même,
la suite p∇zvεqεą0 converge faiblement vers ∇zv dans L2pr0, T s;XP q. On cherche maintenant
à montrer des résultats de convergence forte. Le comportement, au sens fort, d’une suite
d’éléments de L2pr0, T s;XP q est décrit par la proposition suivante (Proposition 2.5.5)

Proposition 1.3.2. On suppose les mêmes hypothèses qu’à la Proposition 1.3.1.
1. Si le champ de matrices D est positif alors

ż T

0

ż

Rm
xDy w0ptq ¨ w0ptq dz dt ď lim inf

pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

ż

Rm
Gpt{εqDwβptq ¨ wβptq dz dt.

2. Si pwβqβą0 converge fortement dans L2pr0, T s;XP q vers w0 lorsque β Œ 0 (l’existence
d’un module de continuité ω dans Cpr0, T s;XP q pour la famille pwβqβą0 n’est pas né-
cessaire) alors

lim
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

ż

Rm
Gpt{εqDwβptq ¨ wβptq dz dt “

ż T

0

ż

Rm
xDy w0ptq ¨ w0ptq dz dt.

3. S’il existe un α ą 0 tel que Q1{2DQ1{2 ě αIm et

lim sup
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

ż

Rm
Gpt{εqDwβptq ¨ wβptq dz dt ď

ż T

0

ż

Rm
xDy w0ptq ¨ w0ptq dz dt

alors la famille pwβqβą0 converge fortement dans L2pr0, T s;XP q vers w0 quand β Œ 0.

Grâce aux l’hypothèses (1.28), on peut appliquer la Proposition 1.3.2 dans le cas particulier de
la suite wε “ ∇zvε, où ε ą 0. Cela implique la convergence forte de la famille p∇zvεqεą0 dans
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L2pr0, T s;XP q vers ∇zv. La convergence forte de la famille pvεqεą0 dans L8locpR`;L2pRmqq,
lorsque ε tend vers zéro, est alors une simple conséquence de la convergence forte de la famille
p∇zvεqεą0. En effet, en soustrayant (1.15) et (1.29), on peut estimer la différence entre les
fonctions vε et v. L’égalité d’énergie associée pour tout t P R` est

1
2}v

εptq ´ vptq}2L2pRmq `

ż t

0

ż

Rm
Gpτ{εqD r∇zvεpτq ´∇zvpτqs ¨∇zvεpτq dτ

´

ż t

0

ż

Rm
xDy r∇zvεpτq ´∇zvpτqs ¨∇zvpτq dτ “ 0,

ce qui implique que

}pvε ´ vqptq}2L2 ď 2|D|H8Q }∇zv
ε ´∇zv}L2pr0,T s;XP qp}∇zv

ε}L2pr0,T s;XP q ` }∇zv}L2pr0,T s;XP qq.

A l’aide des estimations uniformes sur la famille p∇zvεqεą0 évoquées ci-dessus et de la conver-
gence forte dans L2pr0, T s;XP q de la famille p∇zvεqεą0 vers ∇zv, lorsque ε tend vers zéro, on
arrive au premier résultat (Théorème 2.2.7)

Théorème 1.3.3. On suppose que les hypothèses (1.11), (1.12), (1.23), (1.27), (1.28), (1.34)
sont vérifiées ainsi que toutes les hypothèses de régularité de la Proposition 2.4.5. On suppose
que uin P H2

R et on note puεqεą0 les solutions variationnelles de (1.9) et par pvεqεą0 les
fonctions

vεpt, zq “ uεpt, Y pt{ε; zqq, pt, zq P R` ˆ Rm, ε ą 0.
Alors la famille pvεqεą0 converge fortement dans L8locpR`;L2pRmqq vers l’unique solution
variationnelle v P L8pR`;L2pRmqq de (1.29). De plus p∇zvεqεą0 converge vers ∇zv dans
L2

locpR`;XP q quand ε tend vers 0. La convergence forte de pvεqεą0 dans L8locpR`;L2pRmqq,
lorsque ε tend vers 0, reste vraie pour toute condition initiale uin P L2pRmq. On peut également
exprimer ces résultats pour la famille puεqεą0, ce qui nous donne que pour tout T P R`, on a

lim
εÑ0

}uεpt, ¨q ´ vpt, Y p´t{ε; ¨qq}L2pRmq “ 0,

et
lim
εÑ0

ż T

0
|∇yuεpt, ¨q ´∇yvpt, Y p´t{ε; ¨qq|2P dt “ 0.

1.3.2 Second résultat de convergence

Le Théorème 1.3.3 donne une description du comportement asymptotique de la famille
puεqεą0, en un sens fort, lorsque ε tend vers zéro, comme la composée du profil v avec le
flot Y p´t{ε; ¨q. Sous des hypothèses supplémentaires, on précise un ordre de convergence
pour ce résultat. En fait, l’analyse formelle réalisée sur la famille pvεqεą0, voir la Section
1.2.1 et l’Ansatz (1.16), nous laisse espérer un ordre de convergence en Opεq. L’introduction
d’un correcteur nous permet d’y parvenir. Afin de déterminer ce correcteur, on propose de
poursuivre l’analyse formelle entamée à la Section 1.2.1. On fait l’hypothèse qu’il existe un
champ de matrices régulier C tel que

D “ xDy ` LpCq. (1.35)

On rappelle que le générateur infinitésimal L, associé au C0-groupe pGpsqqsPR, est anti-adjoint
sur HQ. Cela implique que RangepLq “ pkerpLqqK, et donc qu’en règle générale D ´ xDy P
RangepLq et non pas à RangepLq. L’équation (1.18) obtenue formellement s’écrit

Btv ´ divzpGpsqD∇zvq ` Bsv1 “ 0.
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A l’aide de (1.35), on obtient

Bsv
1 “ ´pBtv ´ divzpxDy∇zvqq ` divzpGpsqLpCq∇zvq.

Or, v étant solution de l’équation de diffusion associée au champ de matrices xDy, on obtient
après intégration par rapport à la variable s que, pour tout pt, s, yq P R` ˆ Rˆ Rm

v1pt, s, yq ´ v1pt, 0, yq “ divz
ˆ"

ż s

0
GpτqLpCq dτ

*

∇zv
˙

.

Le choix de v1 pouvant être réalisé à une constante près par rapport à la variable s, on peut
considérer sans perte de généralité que v1pt, 0, yq “ 0, pour tout pt, yq P R` ˆRm. Enfin, par
définition du générateur infinitésimal associé au groupe pGpsqqsPR, on a

ż s

0
GpτqLpCqdτ “

ż s

0

d
dτ tGpτqCu dτ “ GpsqC ´ C,

ce qui nous amène à l’expression du correcteur v1pt, s, yq “ divzpGpsqC∇zvq ´ divzpC∇zvq,
pour tout pt, s, yq P R`ˆRˆRm. On peut bien donner un sens à ce correcteur sous la condition
que v soit suffisamment régulier. L’étude de la régularité de la fonction v est effectuée dans
les Propositions 2.4.6 et 2.4.7. Enfin, une estimation de la norme L2 de la fonction vε ´ v ´
εv1, assujettie à des hypothèses de régularité sur le champ de matrices C détaillées dans le
Théorème 2.2.9, nous amène au résultat de convergence suivant (Théorème 2.2.9)

Théorème 1.3.4. On suppose que les hypothèses (1.11), (1.12), (1.23), (1.27), (1.28) sont
vérifiées. De plus, on suppose que la solution v du modèle effectif est suffisamment régulière
et qu’il existe un champ régulier de matrices C, tel qu’on ait la décomposition

D “ xDy ` LpCq.

On note puεqεą0 les solutions variationnelles de (1.9). Alors pour tout T P R`, il existe une
constante CT telle que

sup
tPr0,T s

}uεpt, ¨q ´ vpt, Y p´t{ε; ¨qq ´ εv1pt, t{ε, ¨q}L2pRmq ď CT ε

ˆ
ż T

0
|∇yuεpt, ¨q ´∇yvpt, Y p´t{ε; ¨qq ´ ε∇yv1pt, t{ε, ¨q|2P dt

˙1{2

ď CT ε.

Remarque 1.3.5. L’hypothèse (1.35) implique que l’opérateur divypD∇yq se décompose de
la manière suivante

divypD∇yq “ divypxDy∇yq ` divypLpCq∇yq
“ divypxDy∇yq ` rb ¨∇y, divypC∇yqs.

Ainsi, il existe une décomposition de l’opérateur divypD∇yq, par rapport à l’opérateur b ¨
∇y, comme la somme d’un opérateur commutant avec b ¨ ∇y et d’un commutateur associé
à l’opérateur b ¨ ∇y. Cette remarque nous servira à généraliser l’approche présentée dans la
partie 1.3.2 dans le cadre des équations de diffusion fortement anisotrope.

Au précisera au Chapitre 5 des perspectives à ces travaux.
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1.4 Méthode numérique pour le calcul d’un champ de ma-
trices moyenné

Cette section résume les résultats tirés de l’article soumis [12] et présentés en détails
dans le Chapitre 3. Le but est de proposer une méthode numérique permettant de calculer
le champ de matrices moyenné xDy, associé à un champ de matrices D donné. L’intérêt d’un
tel calcul sera de nous permettre d’étudier, d’un point de vue numérique, le comportement
des solutions du problème (1.9), lorsque ε tend vers zéro, en calculant directement la solu-
tion du problème homogénéisé. L’erreur commise entre la solution du problème homogénéisé
composée avec le flot associé à b et une solution donnée du problème raide, pour ε petit mais
fixé, est fourni par le Théorème de convergence 1.3.4. Cette approche nous permet de ne
pas avoir à calculer numériquement les solutions du problème raide (1.9) qui est fortement
contraint par le paramètre ε. Il existe de nombreuses autres approches permettant d’étudier
numériquement les problèmes faisant intervenir des échelles disparates. On peut citer le tra-
vail de Crouseilles, Lemou et Vilmart [34], traitant les problèmes paraboliques multi-échelles.
On peut également citer les travaux de Chartier, Crouseilles, Lemou et Méhats, [33] et [34],
concernant l’utilisation d’une méthode numérique d’uniforme précision, pour l’étude de pro-
blèmes de type cinétique, Schrödinger ou encore Klein-Gourdon. L’ensemble de la méthode
proposée ici est basé sur le fait que le champ de matrices moyenné xDy, associé à un champ
de matrices D donné, peut être explicité grâce à la moyenne ergodique le long du groupe
pGpsqqsPR de la manière suivante

xDy “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqD ds.

La méthode consistera à calculer numériquement le champ de matrices GpsqD, pour s P R,
puis à calculer la moyenne ergodique à l’aide d’une méthode de quadrature. Le calcul des
champs GpsqD, s P R, est issu du fait que le générateur infinitésimal associé au groupe
pGpsqqsPR peut être décrit comme un opérateur de transport agissant sur les champs de ma-
trices. En effet, au moins pour tout champ D P C1

c pRm,MmpRqq, le générateur infinitésimal
L du C0-groupe pGpsqqsPR est donné par

LpDq “ rb,Ds “ pb ¨∇yqD ´ BybD ´D tByb.

Or, le champ de matrices GpsqD, pour s P R, est lié au générateur infinitésimal L du C0-
groupe pGpsqqsPR à travers la relation

$

’

&

’

%

d
dsGpsqD “ L pGpsqDq , s P R

Gp0qD “ D.

Il suffit donc de résoudre le problème de transport sur les champs de matrices Aps, yq :“
pGpsqDqpyq, ps, yq P Rˆ Rm

$

’

&

’

%

B

Bs
Aps, yq “ pb ¨∇yqAps, yq ´ BybpyqAps, yq ´Aps, yq tBybpyq, ps, yq P Rˆ Rm

Ap0, yq “ Dpyq, y P Rm.
(1.36)

La résolution de cette équation sera effectuée à l’aide d’une méthode semi-Lagrangienne, voir
[41]. Ces méthodes sont inconditionnellement stables, d’ordre arbitrairement élevé et sont
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moins diffusives que les schémas Eulériens, comme par exemple le schéma upwind. L’uti-
lisation d’une méthode numérique peu diffusive semble nécessaire au calcul en temps long
de la quantité GpsqD. C’est cette remarque qui nous a incité à utiliser un schéma de type
semi-Lagrangien. D’autre part, ce choix nous permet d’utiliser une méthode d’ordre élevé,
quatre en pratique, ce qui nous permet de ne pas avoir à choisir une résolution trop fine
en espace ou en temps. Le schéma semi-Lagrangien utilisé pour la résolution de (1.36) est
détaillé à la Section 3.3.2 et il est testée sur plusieurs exemples dans la Section 3.3.3. On
présente ici les résultats obtenus pour le champ de vecteurs Hamiltonien en dimension deux
bpy1, y2q “ pBy2Hpyq,´By1Hpyqq, pour tout y “ py1, y2q P R2, avec

Hpyq “
1
2y

2
1 `

1
2y

2
2 `

1
2y1y2, y “ py1, y2q P R2.

Le champ b vérifie bien les hypothèses (1.11) et (1.12). La fonction H est une intégrale
première coercive associée à b, ainsi l’hypothèse (1.23) est également vérifiée. Les courbes
caractéristiques associées au champ b sont des ellipses et le flot associé peut être facilement
explicité. On considère le champ de matrices

Dpyq “

ˆ

3` cospκpy2
1 ´ y

2
2qq cospy2

1 ´ 2y2q
sinp2y1 ´ y2q 3` sinpκpy2

1 ´ y2qq

˙

avec κ “ 25.

On cherche à approcher numériquement le champ xDy. Dans cet exemple, le fait que le flot
puisse être explicité nous permet également d’expliciter le groupe GpsqD à travers l’expression
(1.13), pour s P R, et ainsi le moyenné exact xDy. L’erreur L2 relative commise entre la
solution exacte et le moyenné approché, donné par le schéma semi-Lagrangien d’ordre quatre
en temps et en espace, est précisée dans Figure 1.1. D’autres exemples de calcul de champs

10´2 10´110´7

10´6

10´5

10´4

10´3

10´2

∆y

Er
re
ur

Calcul de xDy

Erreur L2

Slop
e 3.9

7

Figure 1.1 – Erreur L2 lors de l’approximation de xDy

de matrices moyennés sont donnés dans le Chapitre 3. En particulier, un exemple de champ
de matrices moyenné par rapport à un champ de vecteurs b pour lequel le flot ne peut pas
être calculé explicitement est présenté. Enfin, on étudie le comportement asymptotique de la
famille puεqεą0 solutions de (1.9) à travers le calcul numérique du profil v qui est solution
du problème parabolique effectif (1.29) associé au champ de diffusion xDy. Une estimation
de l’erreur commise par cette approximation est donnée par le Théorème 1.3.4. On vérifie
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dans la Section 3.4 que l’ordre de convergence donné par le Théorème 1.3.4 est bien retrouvé
numériquement. Pour cela, on précise une méthode permettant le calcul d’une solution de
référence au problème (1.9) et une solution de référence au problème (1.29). La solution
de référence au problème (1.9) est calculée à l’aide d’un schéma type splitting combinant
une méthode semi-Lagrangienne, pour la résolution de l’opérateur de transport raide, et un
schéma différences finies, pour l’opérateur de diffusion. L’équation de diffusion anisotrope
(1.29), ayant pour solution le profil v, est résolue à l’aide d’une méthode différences finies. En
perspective de ces travaux, d’autres méthodes pour le calcul numérique du champ de matrices
moyenné sont présentées dans le Chapitre 5.

1.5 Analyse asymptotique d’un problème de diffusion forte-
ment anisotrope

Les résultats présentés dans cette section, et qui seront détaillés au Chapitre 4, sont
l’objet de l’article en cours de préparation [13]. Dans ce chapitre, on présente un résultat
concernant l’analyse asymptotique de l’équation de diffusion fortement anisotrope (1.10). On
choisit un champ de vecteurs b régulier à divergence nulle vérifiant (1.12) et (1.23), un champ
de matrices symétriques D régulier. On considère les opérateurs B “ ´T 2 et T “ divyp¨bq,
de domaine respectif

dompT q “ tu P L2pRmq : divypubq P L2pRmqu

et
dompBq “ tu P dompT q : T u P dompT qu Ă L2pRmq.

Etant donné que le champ b est à divergence nulle, on utilisera également l’écriture b ¨ ∇y
pour l’opérateur T . On peut réécrire le problème (1.10) sous la forme

#

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq ´

1
ε
Buε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm.
(1.37)

De plus, on suppose que les champs de vecteurs b et de matrices D vérifient les hypothèses
suivantes

#

D P H8Q , b P X8Q

D α ą 0 tel que Q1{2pyqpDpyq ` bb bpyqqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm.
(1.38)

Tout comme dans l’étude du problème (1.9), les solutions seront à considérer au sens varia-
tionnel, on fixe le cadre fonctionnel dans lequel les résultats seront écrits. On introduit l’espace
de Sobolev H1

P construit sous l’hypothèse qu’il existe un champ de matrices P vérifiant (1.21)
et (1.22), on pose

H1
P “ tu P L

2pRmq : ∇yu P XP u.

C’est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire

pu, vqH1
P
“

ż

Rm
upyqvpyqdy `

ż

Rm
P pyq∇yu ¨∇yv dy, u, v P H1

P .

La forme bilinéaire associée à la formulation variationnelle du problème (1.37) s’écrit de la
manière suivante

aεpu, vq “

ż

Rm
Dpyq∇u ¨∇v dy ` 1

ε

ż

Rm
pb ¨∇uqpb ¨∇vq dy, u, v P H1

P .
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Chapitre 1 1.5 Analyse asymptotique d’un problème de diffusion fortement anisotrope

Avec cette notation, la formulation variationnelle du problème (1.37) s’écrit

uεp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
uεpt, yqϕpyq dy ` aεpuεptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P .

Le caractère bien posé d’un tel problème est une conséquence du Théorème A.2.7 et de
l’hypothèse de coercivité donnée en (1.38). Une analyse asymptotique de ce problème a été
réalisée par Bostan dans [19], où il a été montré que la famille des solutions variationnelles
puεqεą0 du problème (1.37) converge faiblement ‹ dans L8pR`;L2pRmqq, lorsque ε tend vers
zéro, vers la solution variationnelle d’un problème parabolique ayant pour champ de diffusion
xDy défini par (1.20). Cette convergence a lieu pour toute donnée initiale uin P L2pRmq, non
nécessairement bien préparée. La condition initiale est dite bien préparée si elle est constante
le long du flot associé au champ de vecteurs b, c’est-à-dire si T uin “ 0. Précisément, le résultat
montré dans [19] est le suivant

Théorème 1.5.1. On suppose que (1.21) et (1.22) sont vérifiées. On suppose également
que le champ de vecteurs b et le champ de matrices D vérifient les hypothèses (1.11), (1.12)
et (1.38). On considère une condition initiale uin P L2pRmq. On note par uε la solution
variationnelle du problème (1.37) et v la solution variationnelle de

Btv ´ divypxDy∇yvq “ 0, t P R`, y P Rm, (1.39)

vp0, yq “
@

uinD pyq, y P Rm. (1.40)

où xDy est défini par (1.20) et
@

uinD est la projection orthogonale de uin sur KerpT q, dans
L2pRmq. On a alors les convergences

lim
εÑ0

uε “ v faiblement ‹ dans L8pR`;L2pRmqq,

lim
εÑ0
∇yuε “ ∇yv faiblement dans L2pR`;L2pRmqq.

Ce résultat repose sur l’introduction des hypothèses (1.21) et (1.22) permettant la définition
du moyenné d’un champ de matrices, mais ne nécessite pas les hypothèses plus fortes (1.25).
En effet, ces hypothèses ont été introduites dans le cadre de l’analyse asymptotique du pro-
blème (1.9) afin d’obtenir des estimations de régularité sur la famille puεqεą0, essentiellement
afin de pouvoir comprendre le comportement du terme double échelles (1.31) et de pouvoir
obtenir les résultats de convergence forte avec ordre de convergence du Théorème 1.3.4. L’ap-
proche multi-échelle n’est pas présente dans la démonstration du Théorème 1.5.1, qui repose
uniquement sur l’utilisation de méthodes de projection. Cela explique que les convergences
obtenues soient faibles et que la recherche d’estimations de régularité ne soit pas nécessaire.

1.5.1 Résultat de convergence forte

Dans le Chapitre 4, on présente une amélioration du Théorème 1.5.1, en décrivant le
comportement de la suite puεqεą0, lorsque ε tend vers zéro, en un sens fort avec un ordre
de convergence. Tout comme dans l’étude du problème parabolique avec termes de transport
raide (1.9), on cherche à tenir compte des oscillations rapides, ici produites par l’opérateur
de diffusion anisotrope 1

εB. La prise en compte du phénomène multi-échelle va nous per-
mettre de préciser le comportement des solutions variationnelles de (1.37), lorsque ε tend
vers zéro. L’idée, tout comme pour l’étude du problème (1.9), est d’essayer de décrire le
comportement des solutions de (1.37) comme la composée d’un profil fixe v, solution va-
riationelle d’un problème effectif à déterminer, avec le groupe d’opérateurs tenant compte
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1.5 Analyse asymptotique d’un problème de diffusion fortement anisotrope Chapitre 1

de l’échelle rapide. Dans le cas de l’équation (1.9), on a obtenu le résultat de convergence
uεptq “ e´

t
ε

T vptq ` Opεq dans L8locpR`;L2pRmqq, où v solution du problème effectif (1.29).
Dans le cas de l’équation (1.37), on cherche un profil v, ainsi que le problème effectif associé,
tel que uεptq “ e´

t
ε

Bvptq ` Opεq dans L8locpR`;L2pRmqq. Il est à noter que l’opérateur 1
εB

n’engendre pas un groupe mais un semi-groupe d’opérateurs. La recherche d’un tel problème
effectif est plus délicate que dans le cadre du problème (1.9). En effet, le fait que le problème
effectif (1.29) associé à (1.9) apparaisse comme un nouveau problème de diffusion, dont le
champ de diffusion est décrit comme la projection du champ initial D sur l’ensemble des
champs A tels que rT , divypA∇yqs “ 0, repose sur la Proposition 1.2.1. Cette proposition
indique que le commutateur d’un opérateur de transport et d’un opérateur de diffusion est
encore un opérateur de diffusion, dont le champ de diffusion peut être explicité. De plus, une
caractérisation des champs de diffusion assurant l’annulation de ce commutateur est proposée
à l’aide d’un groupe d’opérateurs. Le champ de diffusion effectif associé au problème (1.9)
apparait alors comme une moyenne ergodique le long de ce groupe, et son existence est assuré
par l’introduction des hypothèses (1.21) et (1.22). Cette caractérisation simple en terme de
groupe d’opérateurs ne se retrouve pas dans l’étude du problème (1.37). En effet, le commu-
tateur de deux opérateurs de diffusion n’est plus un opérateur de diffusion, mais un opérateur
d’ordre trois. Une caractérisation simple des champs de matrices A assurant l’annulation du
commutateur rB,divypA∇yqs n’a pas pu être mise en évidence. En fait, une approche plus
générale, basée sur une décomposition de l’opérateur de diffusion divypD∇yq, permet d’ob-
tenir directement un résultat de convergence forte avec un ordre de convergence, à condition
de mettre en évidence un correcteur. L’esprit de cette méthode est à rapprocher de l’étude
réalisée dans le Théorème 1.3.4 et la Remarque 1.3.5. Afin de motiver cette approche, on se
propose de traiter l’analyse asymptotique d’un problème en dimension finie.
Remarque 1.5.2. Il est intéressant de constater que l’approche faite pour l’analyse asymp-
totique du problème (1.9), peut être réalisée de manière similaire dans le cadre d’un problème
de transport possédant des termes de transport raide. Un tel problème s’écrit

#

Btu
ε ` apt, yq ¨∇yuε `

1
ε
T uε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm,

où a est un champ de vecteurs régulier et uin P L2pRmq. Le commutateur de deux opérateurs
d’ordre un est encore un opérateur d’ordre un et une caractérisation des champs de vecteurs
c qui annulent le commutateur rT , c ¨∇ys, à l’aide d’un groupe d’opérateurs agissant sur les
champs de vecteurs, est donné par la Proposition 1.2.11. On peut montrer que

uεptq “ e´
t
ε

T vptq `Opεq dans L8locpR`;L2pRmqq,

où v est la solution d’un problème de transport effectif, dans lequel le champ de transport
effectif apparait comme la projection du champ a sur un ensemble des champs de vecteurs c
assurant l’annulation du commutateur rT , c ¨∇ys. Une interprétation ergodique de ce champ
de vecteurs effectif est possible grâce au Théorème de von Neumann 1.2.2. Pour tous les
détails concernant cette étude, voir [18].

Cas de la dimension finie

Soient A,B P MnpRq deux matrices réelles, on suppose de plus que B est symétrique,
positive et ε ą 0. On considère le problème

d
dtu

ε `Auεptq `
1
ε
Buεptq “ 0, t P R` (1.41)
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uεp0q “ uin P Rn. (1.42)

Dans le cas où les matrices A et B commutent, c’est-à-dire BA´AB “ 0, on voit facilement
que e´τBA “ Ae´τB, τ P R, et un calcul direct nous montre que t Ñ e

t
ε
Buεptq satisfait au

problème
d
dtv `Avptq “ 0, t P R` (1.43)

vp0q “ uin P Rn. (1.44)

On obtient une formule faisant intervenir les matrices commutantes e´tA et e´τB

e´tpA`
B
ε
quin “ uεptq “ e´

t
ε
Bvptq “ e´

t
ε
Be´tAuin, t P R`, ε ą 0,

ce qui nous permet de décrire le comportement de la famille puεqεą0 à l’aide de la solution
du problème (1.43), (1.44), et du semi-groupe pe´τBqτPR` . Dans le cas où les matrices A
et B ne commutent pas, on cherche à décomposer la matrice A en deux parties, l’une qui
commute avec la matrice B, et l’autre s’écrivant comme un commutateur associé à la matrice
B. Précisément, on cherche deux matrices M et N telles que la décomposition suivante soit
vérifiée

A “M ` rB,N s et rB,M s “ 0. (1.45)

Cette décomposition est motivée par l’étude réalisée dans le Théorème 1.3.4 et la Remarque
1.3.5. Une méthode pour construire les matrices M et N est proposée à la Section 4.2, celle-
ci est basée sur l’introduction des sous espaces propres associés à la matrice B. On peut
montrer que la décomposition (1.45) est unique, que M est une matrice symétrique et N
antisymétrique, voir la Section 4.2 pour plus de détails. A l’aide de (1.45), on peut décrire
le comportement asymptotique des solutions du problème (1.41), (1.42), lorsque ε tend vers
zéro. On effectue ici une analyse asymptotique formelle du problème (1.41). Tout comme
pour le Théorème 1.3.4, le point clé pour obtenir un ordre de convergence est l’introduction
d’un correcteur. On utilise le développement formel à deux échelles suivant

uεptq “ upt, t{εq ` εu1pt, t{εq ` ... .

En injectant cet Ansatz dans (1.41), on est amené à

Bτupt, τq `Bupt, τq “ 0 (1.46)

Btupt, τq `Aupt, τq ` Bτu
1pt, τq `Bu1pt, τq “ 0 (1.47)

...

L’équation (1.46) nous dit que pour tout t P R`, il existe une fonction vptq “ upt, 0q telle que
upt, τq “ e´τBvptq. L’évolution en temps de v vient de (1.47), et on prend comme condition
initiale vp0q “ up0, 0q “ uin, qui est obtenu en passant formellement à la limite lorsque εŒ 0
dans l’égalité uin “ uεp0q “ up0, 0q ` εu1p0, 0q ` .... Par définition des matrices M et N , voir
(1.45), on note que

Btupt, τq `Mupt, τq “ Bte
´τBvptq `Me´τBvptq “ e´τB

ˆ

dv
dt `Mvptq

˙

et

pBN ´NBqupt, τq ` Bτu
1pt, τq `Bu1pt, τq “ e´τBBτte

τBNe´τBvptq ` eτBu1pt, τqu.
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Ainsi l’équation (1.47) devient

e´τB
ˆ

dv
dt `Mvptq ` Bτte

τBNe´τBvptq ` eτBu1pt, τqu

˙

“ 0 (1.48)

ou de manière équivalente

dv
dt `Mvptq ` Bτte

τBNe´τBvptq ` eτBu1pt, τqu “ 0. (1.49)

On a utilisé le fait que pe´τBqτPR est un groupe. On note que (1.48) implique toujours (1.49)
lorsque pe´τBqτPR` est seulement un semi-groupe satisfaisant au principe de l’unicité rétro-
grade (comme pour l’équation de la chaleur, par exemple). En moyennant par rapport à la
variable rapide en temps l’équation (1.49), on est amené à

dv
dt `Mvptq “ 0, (1.50)

et
eτBNe´τBvptq ` eτBu1pt, τq “ Nvptq ` u1pt, 0q

La solution vérifiant la condition u1pt, 0q “ 0, t P R`, correspond au choix du correcteur
suivant

u1pt, τq “ e´τBNvptq ´Ne´τBvptq, pt, τq P R` ˆ R`. (1.51)

A l’aide d’une estimation de la quantité uεptq ´ e´
t
ε
Bvptq ´ εu1 pt, t{εq, t P R`, basée sur un

bilan d’énergie, on peut montrer le résultat de convergence suivant, voir le Théorème 4.2.1
pour plus de détails

Proposition 1.5.3.
Soient A,B PMnpRq deux matrices réelles et uin P Rn. On suppose que B est symétrique,
positive, on considère les matrices M,N vérifiant (1.45), v est la solution du problème (1.50)
et u1 est défini par (1.51). Pour tout T P R`, il existe une constante CT telle que pour tout
ε ą 0 on a

ˇ

ˇ

ˇ
uεptq ´ e´

t
ε
Be´tMuin ´ εu1 pt, t{εq

ˇ

ˇ

ˇ
ď CT ε, t P r0, T s.

On note que le correcteur u1 est seulement défini grâce aux semi-groupes pe´τBqτPR` et
pe´tM qtPR` , et n’utilise pas les groupes pe´τBqτPR, pe´tM qtPR. Ainsi il est possible d’utiliser
ce qui vient d’être fait pour l’analyse du problème (1.37), dans lequel les opérateurs sont des
générateurs infinitésimaux associés à des semi-groupes.

Système effectif variationnel et résultat de convergence

L’étude formelle précédente motive la recherche d’une décomposition de l’opérateur d’ordre
deux divypD∇yq par rapport à l’opérateur B, sous la forme (1.45). On cherche deux opérateurs
M et N tels que

divypD∇yq “M`
“

B,N
‰

et
“

B,M
‰

“ 0. (1.52)

L’opérateurM jouera le rôle de l’opérateur effectif associé au problème (1.37), et l’opérateur
N servira à construire le correcteur qui nous permettra d’obtenir le résultat de convergence
avec ordre. Suivant la méthode utilisée pour définir la matrice M lors de l’étude du cas de la
dimension finie, on aimerait donner une description de l’opérateurM en introduisant les sous
espaces propres Eλ de l’opérateur B. Il est montré à la Proposition 4.4.2 que l’opérateur B
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est autoadjoint positif, et on fait l’hypothèse que L2pRmq peut être écrit comme une somme
Hilbertienne des sous espaces Eλ, c’est-à-dire vectpYnPNEλnq est dense dans L2pRmq

L2pRmq “ ‘
nPN

Eλn , Eλn “ kerpB ´ λnIdq, λn ě 0, n P N, (1.53)

ce qui implique en particulier, voir Proposition 4.5.7, que

H1
P “ ‘

nPN
pEλn XH

1
P q.

Dans ces conditions on peut montrer, voir la Remarque 4.6.4, que l’opérateur M est la
transformation linéaire

Mu “
ÿ

nPN
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯

(1.54)

définie sur

domM “

#

u P H1
P ,

ÿ

nPN

ˇ

ˇ

ˇ
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯
ˇ

ˇ

ˇ

2

L2pRmq
ă `8

+

.

Remarque 1.5.4. On peut montrer que l’hypothèse (1.53) est effectivement vérifiée lorsque
le flot caractéristique associé au champ de vecteurs b est périodique ou presque périodique,
voir la Section 4.6.

Malgré une description précise des opérateurs de projections ProjEλ dans H1
P donnée par

les Propositions 4.4.3 et 4.4.5, l’opérateur M mis sous la forme (1.54) est d’une interpré-
tation complexe et de manipulation difficile. Afin de remédier à ce problème, on introduit
la formulation variationnelle du problème effectif associé à l’équation (1.37). L’opérateurM
est alors interprété comme l’opérateur linéaire associé à la forme bilinéaire de la formulation
variationnelle effective. La formulation variationnelle du problème effectif peut être entière-
ment explicitée, contrairement à l’opérateurM, à l’aide de la notion de champ de matrices
moyenné introduite en (1.20) et du groupe d’opérateurs linéaires pGpsqqsPR défini en (1.13).
Précisément, on note m la forme bilinéaire suivante

mpu, vq “

ż

Rm

"

xDy pyq∇u` lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pGpsqD ´ xDyq∇tupY p2s; ¨qqu ds

*

¨∇v dy, u, v P H1
P .

(1.55)
L’opérateur linéaire associé à la forme bilinéaire m estM, voir Remarque 4.6.4, au sens où

mpu, vq “

ż

Rm
Mu vpyq dy, u P domM, v P H1

P .

La Proposition 4.5.9 nous assure que cette forme bilinéaire est bien définie, continue, symé-
trique et positive. La construction du correcteur requiert la connaissance du second opérateur
N . Sa construction, technique, se fait par le biais d’une seconde forme bilinéaire, on renvoie
à la Proposition 4.7.1 et à la Remarque 4.7.2 pour plus de détails. On peut alors citer le
résultat de convergence suivant (Théorème 4.8.1)

Théorème 1.5.5. On suppose uin, b,D suffisamment réguliers. On suppose également l’exis-
tence d’un champ de matrices P vérifiant (1.21), (1.22) et certaines hypothèses structurelles
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qui sont précisées dans les Sections 4.5.2, 4.7.1 et 4.7.2. Pour tout ε Ps0, 1s, on note l’unique
solution variationnelle de (1.37) par uε P CbpR`;L2pRmqq X L2

locpR`;H1
P q

uεp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
uεpt, yqϕpyq dy ` aεpuεptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P

et par v P CbpR`;L2pRmqq X L2
locpR`;H1

P q l’unique solution variationnelle

vp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy `mpvptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P .

Pour tout T P R`, il existe une constante CT telle que, pour tout 0 ă ε ď 1, on a
ˇ

ˇ

ˇ
uε ´ e´

t
ε

Bv
ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,T s;L2pRmqq
ď CT ε

ˇ

ˇ

ˇ
∇uε ´∇pe´

t
ε

Bvq
ˇ

ˇ

ˇ

L2pr0,T s;XP q
ď CT ε.

Lorsque la condition initiale est bien préparée, c’est-à-dire quand uin est constante le long
du flot Y ps; ¨q, s P R, associé au champ de vecteurs b, on peut montrer que la solution v du
problème effectif variationnel sera également constante le long de b en tout temps t P R`.
Dans ces conditions, le problème variationnel limite associé à la forme m peut s’écrire

vp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy `

ż

Rm
xDy pyq∇ptq ¨∇ϕ dy “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P ,

qui est exactement la formulation variationnelle du problème (1.39), (1.40). En fait, lorsque la
condition initiale est bien préparée, on voit que la contrainte T vptq “ 0, t P R`, est satisfaite
en tout temps, ce qui supprime la couche limite en t “ 0.
Des perspectives à ces travaux peuvent être trouvées au Chapitre 5.
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Chapitre 2

Analyse asymptotique d’un
problème parabolique avec
transport raide

2.1 Introduction

De nombreuses applications demandent l’étude d’équations aux dérivées partielles possé-
dant des échelles disparates. Les solutions de ces problèmes fluctuent suivant des échelles très
différentes et la résolution numérique simultanée des échelles lentes et rapides semblent hors
de portée. Il semble alors intéressant d’obtenir un problème homogénéisé dans lequel seule la
variable lente est présente et qui serait obtenu après un lissage des oscillations rapides. Dans
ce chapitre, on se concentre sur le problème parabolique avec un terme de transport raide
suivant :

#

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq `

1
ε
bpyq ¨∇yuε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm.
(2.1)

Ici b : Rm Ñ Rm et D : Rm Ñ MmpRq sont respectivement un champ de vecteurs et un
champ de matrices définies positives, ε ą 0 est un petit paramètre destiné à tendre vers 0.
Dans le cas où b est à divergence nulle, l’égalité d’énergie associée s’écrit

1
2

d
dt

ż

Rm
puεpt, yqq2 dy `

ż

Rm
Dpyq∇yuε ¨∇yuε dy “ 0.

Ainsi, étant donné que les matrices Dpyq sont définies positives, la norme L2 des solutions
puεqεą0 décroît par rapport au temps, et on espère que le modèle homogénéisé se comporte
encore comme un modèle parabolique pour lequel le champ de diffusion reste à déterminer.
Cette problématique est motivée par l’étude des modèles collisionnels apparaissant en théorie
gyrocinétique des plasmas de tokamak. Les variations de la densité de particules sont dues
aux transport suivant les variables d’espace et de vitesse (causées par l’action d’un champ
électromagnétique) ainsi qu’aux effets collisionels. Le confinement magnétique implique la
présence d’un champ magnétique très intense, ce qui explique la raideur de l’opérateur de
transport dû à la force de Lorentz qv^Bε “ qv^B

ε . Ici q représente la charge d’une particule et
Bε “ B

ε représente le champ magnétique intense lorsque ε tend vers 0. En utilisant l’opérateur
de Fokker-Planck pour tenir compte des collisions entre particules on est amené à l’équation
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de Fokker-Planck :

Btf
ε`v ¨∇xf ε`

q

m

ˆ

E`v ^
B

ε

˙

¨∇vf ε“ν divvpΘ∇vf ε`vfεq, pt, x, vq P R`ˆR3ˆR3 (2.2)

où E est le champ électrique, m est la masse d’une particule, ν est la fréquence de collision et
Θ est la température. On note que dans l’équation de Fokker-Planck l’opérateur de diffusion
n’agit que par rapport aux variables de vitesse, ainsi (2.2) diffère de (2.1). Néanmoins on es-
père que les arguments principaux utilisés pour traiter (2.1) seront similaires lors de l’analyse
asymptotique de (2.2), à cet effet voir la Section 2.3.3. L’analyse asymptotique de (2.2) dans le
cas où on néglige les collisions est bien connue, voir [16, 48, 50, 54]. Le problème homogénéisé
est alors obtenu par moyennisation du problème raide suivant le flot caractéristique associé
au champ d’advection dominant. Récemment des modèles incluant des phénomènes de col-
lisions ont été analysés formellement en utilisant également des méthodes de moyennisation
[20, 21]. Il en est ressorti que la moyennisation suivant le mouvement cyclotronique rapide
mène à un opérateur de diffusion non seulement en vitesse mais aussi dans les directions
transverses voir (2.35). Au moins au niveau formel, l’étude théorique ici présentée permet
l’analyse asymptotique du système de Fokker-Planck avec champ magnétique intense, voir
la Section 2.3.2. Bien entendu l’étude du champ de diffusion homogénéisé est crucial pour
la détermination des équilibres du système limite associé à (2.2) lorsque ε tend vers zéro.
Des résultats numériques concernant l’étude de problème elliptique ou parabolique fortement
anisotrope sont donnés dans [38, 46, 32].

Le cas des problèmes d’advection-diffusion avec opérateur de transport raide a été beau-
coup étudié dans le cadre périodique [45, 44, 61, 10, 62], ainsi que l’homogénéisation du
problème aux valeurs propres associé [11, 59]. L’objet de ce chapitre est d’obtenir un résultat
d’homogénéisation pour le problème (2.1) sans supposer aucune hypothèse de périodicité sur
le champ d’advection et pour des données initiales non nécessairement bien préparées. Le
problème effectif limite est obtenu à l’aide d’un résultat de théorie ergodique. C’est un pro-
blème parabolique pour lequel la matrice de diffusion apparaît comme étant une moyenne du
champ de diffusion original le long d’un groupe d’opérateurs construit à l’aide du flot associé
au champ d’advection. On précisera des hypothèses suffisantes assurant l’existence d’un tel
champ effectif. De plus, le comportement des solutions de (2.1) sera précisé, lorque ε tend vers
zéro, ainsi qu’un ordre de convergence dans L2 après construction d’un correcteur adhoc. Une
analyse asymptotique de (2.1) a récemment été proposé dans [58] dans le contexte nouveau
de la Σ-convergence faible le long d’un flot. Cette approche amène au même système effectif
que celui présenté dans ce manuscrit mais dont l’interprétation, différente, est basée sur la
théorie des algébres de Banach avec valeur moyenne.

Ce chapitre sera organisé de la manière suivante. Les résultats principaux sont introduits
dans la Section 2.2, on y indique les grandes lignes de notre argumentation formelle. Dans la
Section 2.3 on présente la construction du champ de diffusion effectif à travers des éléments
de théorie ergodique. La Section 2.4 sera destinée à présenter l’obtention de divers estimés de
régularité uniforme pour les solutions de (2.1), cela en vue de montrer les résultats de conver-
gence des sections suivantes. Dans la Section 2.5, on démontre un résultat de convergence à
deux échelles dans le cadre ergodique qui permettra la manipulation d’une échelle rapide non
périodique. A notre connaissance l’utilisation d’un tel résultat n’a jamais été réalisé dans ce
contexte. Les preuves des résultats principaux sont détaillés dans la Section 2.6. Quelques
preuves techniques concernant certaines estimations ont été mises dans l’annexe B.
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2.2 Présentation des résultats principaux et approche formelle
L’objet principal de ce chapitre est l’étude asymptotique de (2.1) lorsque ε tend vers zéro.
Evidemment, les oscillations rapides sont la conséquence du champ d’advection bpyq

ε . En effet,
lorsqu’on néglige l’opérateur de diffusion, le problème (2.1) est juste une équation de transport
dont les solutions s’écrivent

uεpt, yq “ uinpY p´t{ε; yqq, pt, yq P R` ˆ Rm. (2.3)

Ici ps, yq P Rˆ Rm Ñ Y ps; yq P Rm est le flot caractéristique associé à b ¨∇y

dY
ds “ bpY ps; yqq, ps, yq P Rˆ Rm, Y p0; yq “ y, y P Rm.

Ce flot sera bien défini sous les hypothèses de régularités usuelles
#

b PW 1,8
loc pR

mq,

DC ą 0 such that |bpyq| ď Cp1` |y|q, y P Rm.
(2.4)

Sous les hypothèses ci dessus le flot Y est régulier et global, Y PW 1,8
loc pRˆRmq. De plus, on

suppose que
b est à divergence nulle, (2.5)

ce qui assure que la transformation y P Rm Ñ Y ps; yq P Rm préserve la mesure de Lebesgue
pour tout s P R. Guidé par (2.3), on introduit les nouvelles inconnues

vεpt, zq “ uεpt, Y pt{ε; zqq, pt, zq P R` ˆ Rm, ε ą 0 (2.6)

en espérant obtenir un résultat de stabilité pour la famille pvεqεą0 quand ε tend vers 0. Dans
ce cas on déduira que, pour ε ą 0 petit, uε se comporte comme vpt, Y p´t{ε; yqq, pour un
certain profil v “ limεŒ0 v

ε. Il vient que le comportement de uε quand ε tend vers zéro
peut être décrit à l’aide de la composée d’un profil stable et des oscillations rapides le long
du flot Y p´t{ε; yq. On montrera principalement deux résultats de convergence forte pour
des données initiales générales non nécessairement bien préparées. On précise des versions
simplifiées de ces résultats ci dessous, pour des versions plus détaillées voir les Théorèmes
2.2.7, 2.2.9.

Théorème On note puεqεą0 les solutions variationnelles de (2.1) et par pvεqεą0 les fonctions

vεpt, zq “ uεpt, Y pt{ε; zqq, pt, zq P R` ˆ Rm, ε ą 0.

1. Sous de bonnes hypothèses sur le champ de vecteurs b, le champ de matrices D et la
condition initiale uin, la famille pvεqεą0 convergence fortement dans L8locpR`;L2pRmqq
vers l’unique solution variationnelle v P L8pR`;L2pRmqq de (2.27). Le champ de ma-
trice effectif xDy est obtenu comme une moyenne ergodique du champ D construite à
partir du flot associé b (cf. Théorème 2.2.5)

xDy “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
BY p´s;Y ps; ¨qqDpY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq ds.

2. Sous des hypothèse supplémentaires de régularité, on a l’estimation d’erreur

sup
tPr0,T s

}uεpt, ¨q ´ vpt, Y p´t{ε; ¨qq}L2pRmq ď CT ε.
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Le problème dont vε est solution est obtenu en faisant le changement de variable y “ Y pt{ε; zq
dans (2.1). Une série de calculs élémentaires basés sur la règle de la chaîne nous amène à

Btv
εpt, zq “ Btu

εpt, Y pt{ε; zqq ` 1
ε
bpY pt{ε; zqq ¨ p∇yuεqpt, Y pt{ε; zqq.

La manipulation du terme de diffusion nous oblige à mieux comprendre l’action de l’opérateur
divypD∇y¨q quand on lui applique une fonction de la forme v ˝ Y p´s, ¨q pour tout s P R. Un
calcul fastidieux, mais toujours élémentaire, montre que l’on peut écrire pour toute fonction
intégrable z ÞÑ wpzq, tout champ de matrices y ÞÑ Cpyq, et tout s P R,

divytC∇ypw ˝ Y p´s, ¨qqu “ pdivzpGpsqC∇zwqq ˝ Y p´s, ¨q dans D 1pRmq, (2.7)

où la famille de matrices pGpsqCqs est définie par

pGpsqCqpzq :“BY ´1ps; zqCpY ps; zqq tBY ´1ps; zq
“BY p´s;Y ps; zqqCpY ps; zqq tBY p´s;Y ps; zqq , ps, zq P Rˆ Rm.

(2.8)

En utilisant ces notations, le changement de variable y “ Y pt{ε; zq dans (2.1) nous amène à
"

Btv
ε ´ divz ppGpt{εqDq∇zvεq “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm

vεp0, zq “ uεp0, zq “ uinpzq, z P Rm, ε ą 0. (2.9)

Le terme singulier 1
ε b ¨∇y n’étant plus présent, ce nouveau problème de diffusion (2.9) semble

plus simple que celui d’origine (2.1). Néanmoins, le nouveau modèle dépend maintenant de
la variable rapide s “ t{ε à travers le terme Gpt{εqD et de la variable lente t. Ce nouveau
problème est donc à deux échelles en temps. Comme il est de coutume lors de l’analyse
asymptotique d’un problème à deux échelles, on cherche à comprendre le comportement de la
suite pvεqεą0 quand ε tend vers 0 et identifier le problème limite à l’aide d’un développement
formel de Hilbert dont les termes dépendent à la fois des variables lente et rapide

vεpt, zq “ vpt, t{ε, zq ` εv1pt, t{ε, zq ` .... (2.10)

Cette méthode classique est utilisée dans de nombreux contextes tels que l’homogénéisation
périodique pour des systèmes elliptiques ou parabolique [3, 60], pour des phénomènes de
transport [18, 36] ou dans le cadre des équations cinétiques [17]. En insérant l’Ansatz (2.10)
dans (2.9) et en identifiant les termes de même ordre en ε, on est amené à la hiérarchie
d’équations suivantes

Bsv “ 0 (2.11)

Btv ´ divzpGpsqD∇zvq ` Bsv1 “ 0 (2.12)

...

L’équation (2.11) nous dit que le premier profil v ne dépend pas de la variable rapide s,
ainsi v “ vpt, zq. On espère que v est la limite de la suite pvεqεą0, lorsque ε tend vers 0.
L’équation (2.12) nous informerait sur le comportement de v par rapport à la variable lente à
condition de supprimer le terme v1. En fait on peut interpréter v1 comme un multiplicateur
de Lagrange assurant que pour tout temps t le profil v satisfait la contrainte Bsv “ 0. Dans
le cas périodique on éliminerait le profil v1 en prenant la moyenne de (2.12) sur une période.
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Ici, aucune hypothèse de périodicité n’est supposée, ce qui nous incite à utiliser une moyenne
ergodique, ce qui s’écrit

$

&

%

Btv ´ divz
"ˆ

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqD ds

˙

∇zv
*

“ 0, pt, zq P R` ˆ Rm

vp0, zq “ uinpzq, z P Rm.
(2.13)

Le point clé est que pGpsqqsPR est un C0-groupe d’opérateurs unitaires dans un espace de
Hilbert à déterminer, voir Annexe A.1 pour tous les rappels sur cette notions. Le Théorème
ergodique de Von-Neumann (voir également Annexe A.1) nous permet alors de donner un
sens à la limite xDy “ limSÑ`8

1
S

şS
0 GpsqD ds. L’espace de Hilbert assurant que pGpsqqsPR

est un C0-groupe d’opérateurs unitaires est un espace L2 à poids, le poids en question étant
un champ de matrices symétriques définies positives. On suppose qu’il existe un champ de
matrices P tel que

tP “ P, P pyqξ ¨ ξ ą 0, ξ P Rmzt0u, y P Rm, P´1, P P L2
locpRmq (2.14)

rb, P s “ 0, dans D 1pRmq, (2.15)

où le crochet entre un champ de vecteurs c et un champ de matrices A est un champ de
matrices défini formellement par

rc, As :“ pc ¨∇yqA´ BycA´A tByc. (2.16)

L’intérêt de la condition (2.15) apparaît naturellement dans la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Soit c P W 1,8
loc pRmq un champ de vecteurs (non nécessairement à di-

vergence nulle) qui croît au plus linéairement à l’infini et Apyq P L1
locpRmq un champ de

matrices.
1. On peut exprimer le commutateur entre un opérateur d’advection c ¨∇y et un opérateur

de diffusion divypApyq∇yq de la manière suivante
“

c ¨∇y,divypApyq∇yq
‰

“ divyprc, As∇yq `
`

tApyq∇ydivyc
˘

¨∇y. (2.17)

En particulier, si divyc “ 0, ce commutateur est un opérateur de diffusion ayant pour
champ de diffusion rc, As.

2. Les points suivants sont équivalents
(a) rc, As “ 0 dans D 1pRmq
(b) Pour tout s P R, y P Rm, on a

ApY ps; yqq “ BY ps; yqApyq tBY ps; yq, (2.18)

où Y est le flot associé au champ de vecteurs c.
(c) Pour tout s P R, on a

GpsqA “ A,

où G est défini par (2.8).

Preuve.
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1. Un calcul direct montre que le commutateur entre c ¨∇y et divy est donné par

rc ¨∇y,divysξ “ ξ ¨∇ydivyc´ divypByc ξq, ξ P pC2pRmqqm.

En utilisant la formule ci dessus avec ξ “ Apyq∇yu et u régulière, on obtient

c ¨∇ypdivypApyq∇yuqq ´ divypc ¨∇ypApyq∇yuqq
“ Apyq∇yu ¨∇ydivyc´ divypBycApyq∇yuq. (2.19)

En tenant compte du fait que

c ¨∇ypApyq∇yuq “ pc ¨∇yAq∇yu`ApyqpB2uqcpyq

“ pc ¨∇yAq∇yu`Apyq∇ypc ¨∇yuq ´Apyq tByc∇yu

on déduit à l’aide de (2.19) que

c ¨∇ypdivypApyq∇yuqq ´ divypApyq∇ypc ¨∇yuqq “ Apyq∇yu ¨∇ydivyc
` divyppc ¨∇yA´ BycApyq ´Apyq tBycq∇yuq,

d’où la formule évoquée.
2. paq ñ pbq Soit Apyq un champ de matrices satisfaisant la relation (2.18). On rap-

pelle que le Jacobien J associé au flot du champ de vecteurs cpyq, Rm Ñ Rm, y ÞÑ

Y ps; yq pour s P R s’écrit Jps, yq “ exp
ˆ
ż s

0
divyc pY pτ ; yqdτ

˙

et vérifie la relation

Jps, Y p´s; yqq Jp´s, yq “ 1. En prenant un champ de matrices U P C1
c pRmq on a

ż

Rm
Apyq : pUpY p´s; yqq ´ Upyqq dy “

ż

Rm
pApY ps; yqq ´Apyqq : Upyq Jps, yq dy

`

ż

Rm
Apyq : Upyq pJps, yq ´ 1q dy

“

ż

Rm
pByY ps; yqApyqtByY ps; yq ´Apyqq : Upyq Jps, yq dy

`

ż

Rm
Apyq : Upyq pJps, yq ´ 1q dy

“

ż

Rm
tpByY ps; yq ´ IqApyqtByY ps; yq : Upyq `ApyqtpByY ps; yq ´ Iq : Upyqu Jps, yq dy

`

ż

Rm
Apyq : Upyq pJps, yq ´ 1q dy.

En multipliant par 1
s et en passant à la limite sÑ 0 on obtient

´

ż

Rm
Apyq : pc ¨∇yUq dy ´

ż

Rm
Apyq : Udivyc dy “

ż

Rm
pBycApyq `Apyq

tBycq : Upyq dy

ce qui signifie que rc, As “ 0 dans D 1pRmq.
Pour l’implication inverse pbq ñ paq, on définit

fps, yq “ pApY ps; yqq ´ ByY ps; yqApyqtByY ps; yqq Jps, yq, s P R, y P Rm.
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Pour tout U P C1
c pRmq on a

FU psq :“
ż

Rm
fps, yq : Upyq dy

“

ż

Rm
Apyq : UpY p´s; yqq dy ´

ż

Rm
ByY ps; yqApyqtByY ps; yq : Upyq Jps, yq dy

et donc

d
dsFU psq “ ´

ż

Rm
Apyq : p pc ¨∇yqU q´s dy ´

ż

Rm
BypcpY ps; yqqqApyqtByY ps; yq : Upyq Jps, yq dy

´

ż

Rm
ByY ps; yqApyqtBypcpY ps; yqqq : Upyq Jps, yq dy

´

ż

Rm
ByY ps; yqApyqtByY ps; yq : Upyqdivyc pY ps; yqq Jps, yq dy

“ ´

ż

Rm
Apyq : pb ¨∇yqU´s dy ´

ż

Rm
BycpY ps; yqqByY ps; yqApyqtByY ps; yq : U Jps, yq dy

´

ż

Rm
ByY ps; yqApyqtByY ps; yqtBycpY ps; yqq : Upyq Jps, yq dy

´

ż

Rm
ByY ps; yqApyqtByY ps; yq : UpyqdivycpY ps; yqq Jps, yq dy

“

ż

Rm
tdivycpY ps; yqq fps, yq ` BycpY ps; yqqfps, yq ` fps, yqtBycpY ps; yqqu : Upyq dy

“

ż

Rm
fps, yq : ttBycpY ps; yqqUpyq ` UpyqBycpY ps; yqq ` divycpY ps; yqqUpyqu dy.

Dans les calculs précédents on a utilisé le fait que l’opérateur de dérivation le long de
c commute avec le flot associé à c

ppc ¨∇yqUq´s “ pc ¨∇yqU´s.

En intégrant par rapport à la variable s on obtient

FU psq “

ż s

0

ż

Rm
fps, yq : ttBycpY ps; yqqUpyq`UpyqBycpY ps; yqq`divycpY ps; yqqUpyqu dyτ.

Clairement, l’égalité ci-dessus reste vraie dans le cas où U P CcpRmq. Soit R ą 0, T ą 0
et K “ }tByc ˝ Y }L8pr´T,T sˆBRq ` }Byc ˝ Y }L8pr´T,T sˆBRq ` }divyc ˝ Y }L8pr´T,T sˆBRq.
Ainsi, pour tout s P r´T, T s on a

}fps, ¨q}L8pBRq “ supt|FU psq| : U P CcpBRq, }U}L1pRmq ď 1u

ď K

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż s

0
}fpτ, ¨q}L8pBRqdτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

A l’aide du lemme de Gronwall on peut déduire que }fps, ¨q}L8pBRq “ 0 pour ´T ď s ď
T ce qui signifie que ApY ps; yqq ´ ByY ps; yqApyqtByY ps; yq “ 0, s P R, y P Rm.
Enfin l’équivalence pbq ô pcq est une conséquence directe de (2.8).

Introduisons maintenant quelques espaces dont l’utilisation est récurrente. On rappelle
que pour deux matrices deMmpRq, on pose A : B :“ trptABq.
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Définition 2.2.2. Pour tout champ de matrices M : Rm ÑMmpRq P L2
locpRmq composé de

matrices symétriques définies positives, on introduit l’espace L2 à poids

HM “

!

A : Rm ÑMmpRq mesurable : M1{2AM1{2 P L2
)

,

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

pA, BqM :“
ż

Rm
pM1{2AM1{2q : pM1{2BM1{2q dy“

ż

Rm
MA : BM dy, @A,B P HM .

La norme associée est notée |A|M . De manière similaire on introduit l’espace de Banach

H8M “

!

A : Rm ÑMmpRq mesurable : M1{2AM1{2 P L8
)

,

muni de la norme
|A|H8M :“ |M1{2AM1{2|L8 .

Supposons qu’il existe un fonction continue ψ laissée invariante par le flot associé à b et
dont la limite est infinie quand |y| tend vers l’infini

ψ P CpRmq, ψ ˝ Y ps; ¨q “ ψ pour tout s P R, lim
|y|Ñ`8

ψpyq “ `8. (2.20)

Etant donné que les ensembles tψ ď ku, pour k P N, sont des compacts invariants par le flot
de b, on introduit les espaces locaux

HM,loc “
 

A : Rm ÑMmpRq mesurable : 1tψďkuA P HM pour tout k P N
(

.

On dira que la famille pAiqi Ă HM,loc converge dans HM,loc vers un certain A P HM,loc si et
seulement si, pour tout k P N, la famille p1tψďkuAiqi converge dans HM vers 1tψďkuA.
On définit des espaces similaires pour les champs de vecteurs.

Définition 2.2.3. Sous les mêmes hypothèses que dans la définition précédente, on définit

XM :“ tc : Rm Ñ Rm mesurable : M1{2c P L2u

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

pc, dqM :“
ż

Rm
Mpyq : cpyq b dpyq dy, @c, d P XM ,

et l’espace de Banach

X8M “ tc : Rm Ñ Rm mesurable : M1{2c P L8pRmqu,

que l’on munit de la norme |c|X8m :“ |M1{2c|L8.

Les propriétés suivantes se déduisent immédiatement

Proposition 2.2.4. En supposant les mêmes hypothèses que dans la définition ci dessus
— L’injection C0

c pRm,MmpRqq Ă HM est continue
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— Si M´1 P L2
locpRmq alors HM Ă L1

locpRm;MmpRqq. De plus l’espace HM´1 peut être
identifié au dual de HM à travers le crochet de dualité qui peut s’écrire

xA,ByM,M´1 :“
ż

Rm
Apyq : Bpyq dy “

ż

Rm
M1{2AM1{2 : M´1{2BM´1{2 dy

ď|A|M |B|M´1 , @A P HM ,@B P HM´1 .

Enfin, les applications APHMÑMAM PHM´1 et B PHM´1ÑM´1BM´1 PHM sont
des isométries linéaires, dont chacune est l’inverse de l’autre.

Revenons maintenant sur le sens que l’on peut donner au procédé de moyennisation indiqué
en (2.13). Etant donné un champ de matrices P satisfaisant (2.14), (2.15), on pose Q “

P´1 et on veut montrer que la famille d’opérateurs Gpsq : HQ Ñ HQ, s P R, est un C0-
groupe d’opérateurs unitaires sur HQ (voir Proposition 2.3.1). Le théorème ergodique de von
Neumann (see Théorème A.1.8 et [66] pour plus de détails) nous donne que la moyenne d’un
champ de matrices xAy :“ limSÑ`8

1
S

şS
0 GpsqA ds est bien définie et qu’elle coïncide avec

la projection orthogonale sur le sous espace tB P HQ : GpsqB “ B pour tout s P Ru,
voir aussi [19, 18]. Sous l’hypothèse (2.20), le groupe pGpsqqsPR agit également sur HQ,loc. En
particulier, tout champ de matrices de H8Q Ă HQ,loc possède un moyenné dans HQ,loc, encore
noté par x¨y, tout comme pour un champ de HQ.

Théorème 2.2.5. Supposons les hypothèses (2.4), (2.5), (2.14), (2.15), (2.20) vérifiées. On
note L le générateur infinitésimal associé au groupe pGpsqqsPR.

1. Pour tout champ de matrices A P HQ on a la convergence forte dans HQ

xAy :“ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
BY p´s;Y ps; ¨qqApY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq
looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

“pGpsqAqpyq

ds “ ProjkerLA

uniformément par rapport à r P R.
2. Si A P HQ est un champ de matrices symétriques positives, alors il en est de même

pour xAy.
3. Soit S Ă Rm un ensemble invariant par le flot associé à b, ce qui s’écrit Y ps;Sq “ S

pout tout s P R. Si A P HQ est tel que

Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P S,

pour un certain α ą 0, alors on a

Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P S

et en particulier, xAy pyq est définie positive pour tout y P S.
4. Si A P HQ XH

8
Q , alors xAy P HQ XH

8
Q et

| xAy |Q ď |A|Q, | xAy |H8Q ď |A|H
8
Q
.

5. Pour tout champ de matrices A P HQ,loc, la famille
ˆ

1
S

ż S

0
BY p´s;Y ps; ¨qqApY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq ds

˙

Są0
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converge dans HQ,loc lorsque S tend vers l’infini. Sa limite, noté xAy, satisfait

1tψďku xAy “
@

1tψďkuA
D

, pour tout k P N

où le symbole x¨y à droite de l’égalité est l’opérateur de moyenne sur HQ. En particulier,
tout champ de matrices A P H8Q possède un moyenné dans HQ,loc et | xAy |H8Q ď |A|H8Q .
Si A P HQ,loc est tel que

Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm,

pour un certain α ą 0, alors on a

Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm.

La construction d’un moyenné matriciel présenté précédemment est assujetie aux hypo-
thèses (2.4), (2.14), (2.15). L’analyse du comportement de la famille puεqεą0 lorsque ε tend
vers 0 requiert des estimations sur les dérivées de puεqεą0 jusqu’à l’ordre trois, voir Proposi-
tions 2.4.4, 2.4.5. Pour obtenir ces estimations il est très pratique d’utiliser les dérivations le
long de champs de vecteurs qui commutent avec la dérivation le long du champ b. Ces champs
de vecteurs sont appelés champs en involution avec b. On peut alors facilement obtenir les
estimations sur les dérivées de puεqεą0 en dérivant l’équation (2.1) le long de ces champs
en involution par rapport à b. Plus précisément, nous supposerons qu’il existe un champ de
matrices Rpyq tel que

#

detRpyq ‰ 0, y P Rm, R P L1
locpRmq

pb ¨∇yqR`RByb “ 0 dans D 1pRmq.
(2.21)

L’équation satisfaite pour R dans (2.21) est équivalente à RpY ps; yqqBY ps; yq “ Rpyq, pour
ps, yq P Rˆ Rm, qui peut aussi s’écrire

BY ps; yqR´1pyq “ R´1pY ps; yqq, ps, yq P Rˆ Rm, (2.22)

et enfin pb ¨ ∇yqR´1 “ BybR
´1. Cela signifie que les colonnes de R´1 sont des champs de

vecteurs en involution avec b, voir [19] Proposition 3.4. pour plus de détails. On notera les
colonnes de R´1 : bi, 1 ď i ď m. En tout point y P Rm ces vecteurs forment une base de Rm
cf. (2.21) et sont supposés réguliers et à croissance au plus linéaire à l’infini

#

bi PW
1,8
loc pR

mq, divybi P L8pRmq, 1 ď i ď m,

@i P t1, ...,mu, DCi ą 0 tel que |bipyq| ď Cip1` |y|q, y P Rm,
(2.23)

ce qui garantit l’existence d’un flot global Yips; yq P W 1,8
loc pR ˆ Rmq pour i P t1, ...,mu. En

fait, on peut montrer que l’hypothèse (2.21) implique les hypothèses (2.14), (2.15) concernant
le champ de matrice P . Tout d’abord il est clair que R´1 P L8locpRmq, en effet, les champs bi
sont supposés localement bornés sur Rm. De plus y Ñ R´1pyq est continue, ce qui implique
que l’infimum de la fonction y Ñ |detR´1pyq| sur tout compact de Rm est strictement positif
et donc que R “ pR´1q´1 P L8locpRmq. En particulier tRR, ptRRq´1 sont localement bornés,
et donc de carré localement intégrable sur Rm. En posant Q “ tRR,P “ Q´1 “ R´1 tR´1,
on vérifie que les hypothèses (2.14), (2.15) sont bien vérifiées. P pyq est symétrique, définie
positive, de carré localement intégrable ainsi que son inverse Q “ P´1, et grâce à (2.22), on
a

P pY ps; yqq “ R´1pY ps; yqq tR´1
pY ps; yqq

“ BY ps; yqR´1pyq tR
´1
pyq tBY ps; yq

“ BY ps; yqP pyq tBY ps; yq
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ce qui signifie que rb, P s “ 0 dans D 1pRmq cf. Proposition 2.2.1. Sous les hypothèses (2.23),
les espaces HQ, H

8
Q peuvent être réécrits

HQ “
 

A : Rm ÑMmpRq mesurable : R A tR P L2pRmq
(

,

H8Q “ tA : Rm ÑMmpRq mesurable : R A tR P L8pRmqu.

Si pbiq1ďiďm est une famille de champs de vecteurs en involution avec b, on construit un
nouvel espace de type Sobolev de la manière suivante sur Rm

H1
R :“

m
č

i“1
dompbi ¨∇yq

“tu P L2pRmq : bi ¨∇yu P L2pRmq,@i P t1, ...,muu.
(2.24)

C’est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

pu, vqR “

ż

Rm
upyqvpyq dy `

m
ÿ

i“1

ż

Rm
pbi ¨∇yuqpbi ¨∇yvq dy, u, v P H1

R.

La norme associée sera notée | ¨ |R. Les opérateurs bi ¨∇y sont les générateurs infinitésimaux
des C0-groupes sur L2pRmq donnés par

τipsqu :“ u ˝ Yips; ¨q, u P L2pRmq, s P R, i P t1, ...,mu.

L’hypothèse divybi P L8pRmq joue un rôle crucial lors de la majoration du déterminant de
BYi.

Remarque 2.2.6. Tout élément de H1
R possède un gradient au sens des distributions dans

L2
locpRmq. Plus précisément, pour tout u P H1

R, on a

∇yu “ tR t
`

b1 ¨∇yu, ..., bm ¨∇yu
˘

,

et
|u|2R “ }u}

2
L2pRmq ` |∇u|

2
P . (2.25)

Il sera commode d’utiliser le nouvel opérateur différentiel

∇Ry :“ tR´1∇y “ tpb1 ¨∇y, ..., bm ¨∇yq,

ainsi que les dérivées multiples qui lui sont associées

p∇Ry b∇Ry qij :“ bi ¨∇ypbj ¨∇yq, i, j P t1, ...,mu,

p∇Ry b∇Ry b∇Ry qijk :“ bi ¨∇ypbj ¨∇ypbk ¨∇yqq, i, j, k P t1, ...,mu.

Pour les résultats de la Section 2.3 seules les hypothèses (2.4), (2.14), (2.15) seront néces-
saires, mais dans les Sections 2.4 et 2.6 l’hypothèse plus forte (2.21) introduite précédemment
sera nécessaire pour obtenir les estimations de régularité et, par conséquent, remplacera les
hypothèses (2.14), (2.15). De plus on suppose que

#

tD “ D, D P H8Q , b P X8Q

D α ą 0 tel que Q1{2pyqDpyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm
(2.26)
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où Q “ tRR et les champs de vecteurs b1, ..., bm sont les colonnes du champ de matrices
R´1.
Le problème limite effectif (2.13) obtenu formellement à partir du système (2.9) s’écrit

"

Btv ´ divzpxDy∇zvq “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm
vp0, zq “ uinpzq, z P Rm. (2.27)

Sous des hypothèses de régularité suffisantes (voir Section 2.6), on montre un résultat de
convergence forte pour la famille pvεqεą0 dans L8locpR`;L2pRmqq, vers la solution v du pro-
blème (2.27). A l’aide du changement de variable utilisé dans (2.6), on peut également ex-
primer le comportement asymptotique de la famille puεqεą0. En effet pour tout s P R, Y ps; ¨q
préserve la mesure de Lebesgue et on peut écrire

lim
εŒ0

}uεpt, .q ´ vpt, Y p´t{ε; ¨qq}L2 “ lim
εŒ0

}vεpt, .q ´ vpt, .q}L2 “ 0,

uniformément par rapport à t P r0, T s, pour tout T P R`. Le comportement de uεpt, ¨q
quand ε tend vers zéro peut donc être exprimé à l’aide de la composition du profil v et de
Y p´t{ε; ¨q. Passer à la limite dans (2.9), quand εŒ 0, nécessite une analyse à deux échelles
en temps qui serait standard dans le cas où la variable rapide est périodique. Ici aucune
hypothèse de périodicité n’est supposée et dans ce contexte peu de résultats existent. Pour
y parvenir, le point clé est l’utilisation de la notion de moyenne ergodique le long d’un C0-
groupe d’opérateurs unitaires. Précisément, le point le plus délicat est le passage à la limite
dans le terme intégral

ż `8

0

ż

Rm
Gpt{εqD∇zvε ¨∇zΦ dzdt

qui apparaît dans la formulation variationnelle de (2.9), pour toute fonction test régulière
Φ. Pour cela on combine, d’une part la convergence faible de p∇zvεqεą0 lorsque ε Œ 0 dans
L2pr0, T s;XP q, T P R` et, d’autre part la convergence forte de

´

1
S

şS
0 GpsqD ds

¯

Są0
, quand

S Ñ `8, dans HQ,loc. On démontre que pour toute famille de fonctions pwβqβą0 admettant le
même module de continuité dans Cpr0, T s;XP q et convergeant faiblement dans L2pr0, T s;XP q,
lorsque β Œ 0 vers un certain w0, on a

lim
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

ż

Rm
θpt, yq b wβpt, yq :Gpt{εqDdydt “

ż T

0

ż

Rm
θpt, yq b w0pt, yq :xDy dydt

pour tout θ P L2pr0, T s;XP q, voir les Propositions 2.5.1, 2.5.3. Les convergences fortes de
p∇zvεqεą0 dans L2pr0, T s;XP q et pvεqεą0 dans L8pr0, T s;L2pRmqq résultent de la conservation
de l’énergie. C’est une conséquence d’un résultat général donné à la Proposition 2.5.5. Sous
l’hypothèse de coercivité (2.26), on montre que la convergence faible de la famille pwβqβą0
dans L2pr0, T s;XP q vers w0 et l’inégalité

lim sup
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

ż

Rm
wβpt, yq b wβpt, yq :Gpt{εqDdydt ď

ż T

0

ż

Rm
w0pt, yq b w0pt, yq :xDydydt

impliquent la convergence forte de pwβqβą0 dans L2pr0, T s;XP q vers w0.

Théorème 2.2.7. On suppose que les hypothèses (2.4), (2.5) (2.20), (2.23), (2.26), (2.38)
sont vérifiées ainsi que toutes les hypothèses de régularité de la Proposition 2.4.5. On suppose
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que uin P H2
R et on note puεqεą0 les solutions variationnelles de (2.1) et par pvεqεą0 les

fonctions
vεpt, zq “ uεpt, Y pt{ε; zqq, pt, zq P R` ˆ Rm, ε ą 0.

Alors la famille pvεqεą0 converge fortement dans L8locpR`;L2pRmqq vers l’unique solution
variationnelle v P L8pR`;L2pRmqq de (2.27) et a la régularité suivante

Btv, ∇Rz v, ∇Rz b∇Rz v P L8locpR`;L2pRmqq, Bt∇Rz v P L2
locpR`;L2pRmqq.

De plus p∇zvεqεą0 converge vers ∇zv dans L2
locpR`;XP q quand ε tend vers 0. De plus, la

convergence forte de pvεqεą0 dans L8locpR`;L2pRmqq, lorsque ε tend vers 0, reste vraie pour
toute condition initiale uin P L2pRmq.

Il est facile de montrer que puεqεą0 converge faiblement dans L8pR`;L2pRmqq, quand εŒ
0, vers xvy, voir également [19]. On peut aussi montrer que puεqεą0 converge fortement dans
L8locpR`;L2pRmqq, quand εŒ 0, vers v si et seulement si v “ xvy, ou de manière équivalente,
si et seulement si la condition initiale est bien préparée, c’est à dire que uin P ker T . En effet
‚ La solution variationnelle v du problème (2.27) vérifie v P C0pr0, T s, L2pRmqq. La fonc-
tion xvy est définie, pour tous t P R`, y P Rm, comme la moyenne de vpt, ¨q le long du
flot Y ps; ¨q associé au champ de vecteurs b, précisément

xvy pt, yq “ xvpt, ¨qy pyq “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
vpt, Y ps; yqq ds, pt, yq P R` ˆ Rm. (2.28)

Dans le cas où le flot Y ps; ¨q serait T -périodique par rapport à s, on aurait

xvy pt, yq “
1
T

ż T

0
vpt, Y ps; yqq ds, pt, yq P R` ˆ Rm.

‚ L’opérateur T est l’opérateur b ¨∇y de domaine dompb ¨∇yq “ tu P L2pRmq |divypubq P
L2pRmqu. Le Théorème ergodique de von Neumann nous permet de donner un sens
à l’expression (2.28) et une interprétation de cette expression en terme de projection
orthogonale. En effet, xvy peut être interprété comme la projection orthogonale, par
rapport au produit scalaire de L2pRmq, de v sur l’ensemble des éléments constants le
long du flot Y ps; ¨q, donc comme la projection sur l’ensemble ker T “ kerpb ¨∇yq “ tw P
L2pRmq |wpY ps, yqq “ wpyq @s P R, p.p y P Rmu.

‚ Soit T ą 0, on suppose acquis le fait que vε converge vers v dans L8pr0, T s, L2pRmqq
fortement (Théorème 2.2.7), lorsque ε tend vers zéro, et on montre que uε converge
fortement vers xvy si et seulement si uin est bien préparée.
1. En supposant la converge forte de vε vers v dans L8pr0, T s, L2pRmqq, lorsque ε tend

vers zéro, on peut montrer que uε converge faiblement ‹ dans L8pr0, T s, L2pRmqq
vers xvy, on rappelle que uεpt, yq “ vεpt, Y p´t{ε, yqq avec pt, yq P R` ˆ Rm. En
effet, il suffit de montrer que pour toute fonction ϕ P L1pr0, T s, L2pRmqq, on a

lim
εÑ0

ż T

0

ż

Rm
uεpt, yqϕpt, yq dydt “

ż T

0

ż

Rm
xvy pt, yqϕpt, yqdydt.

Cela revient à analyser la limite, lorsque ε tend vers zéro, de la quantité
ż T

0

ż

Rm
uεpt, yqϕpt, yqdydt “

ż T

0

ż

Rm
vεpt, yqϕpt, Y pt{ε, yqq dydt.

On utilise alors le résultat de convergence à deux échelles suivant (un résultat
similaire est proposé à la Proposition 2.5.3)
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Proposition 2.2.8. Soit T ą 0. On considère ϕ P L2pr0, T s, L2pRmqq et Vω Ă
C0pr0, T s, L2pRmqq un sous ensemble borné de L2pr0, T s, L2pRmqq composé de fonc-
tions admettant un même module de continuité ω : r0, T s Ñ R` dans l’ensemble
C0pr0, T s, L2pRmqq, c’est-à-dire

}vptq ´ vpt1q}L2pRmq ď ωp|t´ t1|q, t, t1 P r0, T s, v P Vω

avec ω croissante et limλŒ0 ωpλq “ 0. Alors pour toute famille pvεqεą0 Ă Vω
convergeant faiblement dans L2pr0, T s, L2pRmqq vers v lorsque ε tend vers zéro, on
a

lim
εÑ0

ż T

0

ż

Rm
vεpt, yqϕpt, Y pt{ε, yqq dydt “

ż T

0

ż

Rm
vpt, yq xϕy pt, yq dydt.

Dans notre cas, la borne sur pBtvεqεą0 nous assure l’existence d’un module de
continuité uniforme. Ainsi en utilisant cette proposition et en remarquant que

ż T

0

ż

Rm
vpt, yq xϕy pt, yqdydt “

ż T

0

ż

Rm
xvy pt, yqϕpt, yq dydt,

on obtient la converge faible souhaitée.
2. Dans le cas où la condition initiale est bien préparée, on peut montrer que la

solution v du problème effectif reste bien préparée en tout temps. En effet, le pro-
blème parabolique effectif associé au champ xDy est laissé invariant par translation
le long du flot Y , un argument d’unicité permet de conclure.

Par le point 2. si uin P ker T alors vpt, Y ps, yqq “ vpt, yq pour tout pt, s, yq P r0, T sˆRˆ
Rm (ainsi xvy “ v) et on a

ż

Rm
puεpt, yq ´ vpt, yqq2 dy “

ż

Rm
pvεpt, Y p´t{ε, yqq ´ vpt, Y p´t{ε, yqqq2 dy

“

ż

Rm
pvεpt, yq ´ vpt, yqq2 dy εÑ0

ÝÑ 0,

et donc uε converge fortement vers v “ xvy dans L8pr0, T s, L2pRmqq. Inversement, si uε
converge fortement, disons dans L2pr0, T s, L2pRmqq, on peut montrer que uin P ker T .
En effet, d’après le point 1. uε converge nécessairement vers xvy et on a, d’une part

ż T

0

ż

Rm
puεpt, yqq2 dydt “

ż T

0

ż

Rm
pvεpt, yqq2 dydt

et d’autre part
ż T

0

ż

Rm
puεpt, yqq2 dydt εÑ0

ÝÑ

ż T

0

ż

Rm
pxvy pt, yqq2 dydt

ż T

0

ż

Rm
pvεpt, yqq2 dydt εÑ0

ÝÑ

ż T

0

ż

Rm
pvpt, yqq2 dydt.

Donc } xvy }L2pr0,T s,L2pRmqq “ }v}L2pr0,T s,L2pRmqq. En remarquant que

}v}2 “ } xvy ` pv ´ xvyq}2 “ } xvy }2 ` }v ´ xvy }2,

on obtient } xvy ´ v}L2pr0,T s,L2pRmqq “ 0 et donc v “ xvy. Par continuité de la fonction
v de r0, T s dans L2pRmq, vptq “ xvptqy pour tout t P R` et le cas t “ 0 implique que
uin “ xuiny.
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A l’aide d’hypothèses supplémentaires on justifie que vε “ v `Opεq dans L8locpR`;L2pRmqq,
comme on s’y attend à partir du développement formel (2.10).

Théorème 2.2.9. On suppose que les hypothèses (2.4), (2.5), (2.20), (2.23), (2.26) sont
vérifiées. De plus, on suppose que la solution v du modèle effectif (2.27) est suffisamment
régulière, en le sens que

∇Rz v P L8locpR`;L2pRmqq, ∇Rz b∇Rz v P L8locpR`;L2pRmqq

∇Rz Btv P L1
locpR`;L2pRmqq, ∇Rz b∇Rz Btv P L1

locpR`;L2pRmqq

∇Rz b∇Rz b∇Rz v P L2
locpR`;L2pRmqq, ∇Rz b∇Rz b∇Rz b∇Rz v P L1

locpR`;L2pRmqq

et qu’il existe un champ régulier de matrices C P H8Q

divypRCq, bk ¨∇ydivypRCq, bl ¨∇ypbk ¨∇ydivypRCqq P L8pRmq, k, l P t1, ...,mu

RC tR, bk ¨∇ypRC tRq, bl ¨∇ypbk ¨∇ypRC tRqq P L8pRmq, k, l P t1, ...,mu

tel qu’on ait la décomposition

D “ xDy ` LpCq, xCy “ 0.

On note puεqεą0 les solutions variationnelles de (2.1). Alors pour tout T P R`, il existe une
constante CT telle que

sup
tPr0,T s

}uεpt, ¨q ´ vpt, Y p´t{ε; ¨qq}L2pRmq ď CT ε

ˆ
ż T

0
|∇yuεpt, ¨q ´∇yvpt, Y p´t{ε; ¨qq|2P dt

˙1{2

ď CT ε.

2.3 Le moyenné d’un champ de matrices

2.3.1 Définitions et propriétés

Guidé par les différents calculs menant à (2.8), on considère la famille de transformations
linéaires pGpsqqsPR agissant sur les champs de matrices. On montre que pGpsqqsPR est un C0-
groupe d’opérateurs unitaires (voir Annexe A.1) sur HQ. Pour toute fonction f “ fpyq, y P
Rm, on introduit la notation fs “ fspzq pour la composée de f avec la flot de b, fs “ f ˝Y ps; ¨q.

Proposition 2.3.1. Supposons que les hypothèses (2.4), (2.5), (2.14), (2.15), (2.20) soient
satisfaites.

1. La famille d’applications

AÑ GpsqA :“ BY ´1ps; ¨qAs tBY
´1
ps; ¨q “ BY p´s;Y ps; ¨qqAs tBY p´s;Y ps; ¨qq

est un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur HQ.
2. Si A est un champ de matrices symétriques, alors il en est de même pour GpsqA, pour

tout s P R.
3. Si A est un champ de matrices positives, alors il en est de même pour GpsqA, pour tout

s P R.
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4. Soit S Ă Rm un sous ensemble invariant par le flot de b, c’est à dire Y ps;Sq “ S, pour
tout s P R. S’il existe α ą 0 tel que Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P S, alors pour tout
s P R on a Q1{2pyqpGpsqAqpyqQ1{2pyq ě αIm, y P S.

5. La famille d’applications pGpsqqsPR opère sur HQ,loc, ce qui signifie que, si A P HQ,loc,
alors GpsqA P HQ,loc pour tout s P R. De plus, on a

1tψďkuGpsqA “ Gpsqp1tψďkuAq, A P HQ,loc, s P R, k P N.

Preuve.
1. Grâce à la caractérisation fournie à la Proposition 2.2.1, on sait que

Ps “ BY ps; ¨qP tBY ps; ¨q, s P R. (2.29)

Pour tout s P R on considère le champ de matrices Ops; ¨q “ Q
1{2
s BY ps; ¨qQ´1{2. Ce champ

Ops; ¨q est composé de matrices orthogonales, pour tout s P R. En effet, par (2.29) on a
tOps; ¨qOps; ¨q “ Q´1{2 tBY ps; ¨qQ1{2

s Q1{2
s BY ps; ¨qQ´1{2

“ Q´1{2 `BY ´1ps; ¨qPs tBY ´1ps; ¨q
˘´1

Q´1{2

“ Q´1{2P´1Q´1{2

“ Im

ce qui montre que pour tout champ de matrices A on a

Q1{2GpsqAQ1{2 “ Q1{2BY ´1ps; ¨qAs tBY ´1ps; ¨qQ1{2

“ tOps; ¨qQ1{2
s AsQ

1{2
s Ops; ¨q.

(2.30)

On vérifie facilement que pour tout A P HQ et tout s P R

|GpsqA|2Q “

ż

Rm
Q1{2GpsqAQ1{2 : Q1{2GpsqAQ1{2 dy

“

ż

Rm
tOps; ¨qQ1{2

s AsQ
1{2
s Ops; ¨q : tOps; ¨qQ1{2

s AsQ
1{2
s Ops; ¨q dy

“

ż

Rm
Q1{2
s AsQ

1{2
s : Q1{2

s AsQ
1{2
s dy

“

ż

Rm
Q1{2AQ1{2 : Q1{2AQ1{2 dy “ |A|2Q,

ce qui implique que Gpsq est une transformation unitaire pour tout s P R. La propriété
de groupe de la famille pGpsqqsPR est facilement déduite de la propriété de groupe du flot
pY ps; ¨qqsPR

GpsqGptqA “ BY ´1ps; ¨qpGptqAqstBY ´1ps; ¨q
“ BY ´1ps; ¨qBY ´1pt;Y ps; ¨qqpAtqs tBY ´1pt;Y ps; ¨qq tBY ´1ps; ¨q
“ BY ´1pt` s; ¨qAt`s tBY ´1pt` s; ¨q “ Gpt` sqA, A P HQ.

La continuité du groupe, i.e., limsÑ0GpsqA “ A fortement dans HQ suit sans difficulté.
2. On note que Gpsq commute avec la transposition

tpGpsqAq “ t
`

BY ´1ps; ¨qAs tBY ´1ps; ¨q
˘

“ BY ´1ps; ¨q tAs tBY ´1ps; ¨q
“ Gpsq tA.
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En particulier, si tA “ A, alors tpGpsqAq “ GpsqA.
3. On utilise la formule (2.30). Pour tout ξ, η P Rm, on introduit la notation ξ b η pour la
matrice dont l’entrée pi, jq est ξiηj . Pour tout ξ P Rm on a

GpsqA : Q1{2ξ bQ1{2ξ “ Q1{2GpsqAQ1{2 : ξ b ξ
“ tOps; ¨qQ1{2

s AsQ
1{2
s Ops; ¨q : ξ b ξ

“ Q1{2
s AsQ

1{2
s : Ops; ¨qpξ b ξq tOps; ¨q

“ Q1{2
s AsQ

1{2
s : pOps; ¨qξq b pOps; ¨qξq

“ As : pQ1{2
s Ops; ¨qξq b pQ1{2

s Ops; ¨qξq.

Comme A est un champ de matrices positives, il en sera de même pour GpsqA.
4. Supposons qu’il existe α ą 0 tel que Q1{2AQ1{2 ě αIm sur S. Comme précédemment on
peut écrire que, pour tout ξ P Rm, y P S

Q1{2GpsqAQ1{2 : ξ b ξ “ pQ1{2AQ1{2qs : pOps; ¨qξq b pOps; ¨qξq ě α|Ops; ¨qξ|2 “ α|ξ|2

ainsi Q1{2GpsqAQ1{2 ě αIm sur S.
5. Ici Gpsq sera l’application AÑBY p´s;Y ps; ¨qqApY ps; ¨qqtBY p´s;Y ps; ¨qq indépendamment
du fait que A est un élément de HQ ou HQ,loc. Comme ψ est laissé invariant par le flot de b,
il en est de même pour 1tψďku, pour tout k P N. Si A appartient à HQ,loc, on a

1tψďkuGpsqA “ Gpsqp1tψďkuAq P HQ, k P N, s P R

d’où GpsqA P HQ,loc, s P R. De plus, les applications pGpsqqsPR préservent localement la norme
de HQ

ˇ

ˇ1tψďkuGpsqA
ˇ

ˇ

Q
“

ˇ

ˇGpsqp1tψďkuAq
ˇ

ˇ

Q
“

ˇ

ˇ1tψďkuA
ˇ

ˇ

Q
, k P N, s P R.

On note L le générateur infinitésimal associé au groupe G dans HQ

L : dompLq Ă HQ Ñ HQ, domL “
"

A P HQ : D lim
sÑ0

GpsqA´A

s
in HQ

*

et LpAq “ limsÑ0
GpsqA´A

s pour tout A P dompLq. On peut vérifier que C1
c pRmq Ă dompLq

et que LpAq “ rb, As “ pb ¨ ∇yqA ´ BybA ´ A tByb, pour tout A P C1
c pRmq. En effet, pour

A P C1
c pRmq, s P R, y P Rm on a

lim
sÑ0

GpsqApyq ´Apyq

s
“

d
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
GpsqApyq

“
d
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
BY ´1ps; yqAspyqtBY ´1ps; yq

“ b ¨∇ypAq ´ BybA´A tByb

“ rb, Aspyq.

On obtient la convergence forte dans HQ en utilisant le fait que Q P L2
locpRmq et le théorème

de convergence dominée. Les principales propriétés de l’opérateur L sont précisées ci-dessous
et sont des conséquences directes des résultats rappelés en Annexe A.1

Proposition 2.3.2. On suppose que les hypothèses (2.4), (2.14), (2.15) sont vérifiées.
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1. Le domaine de L est dense dans HQ et L est fermé.
2. Le champ de matrices A P HQ appartient à dompLq si et seulement si il existe C ą 0

tel que
|GpsqA´A|Q ď C|s|, s P R.

3. L’opérateur L est anti-adjoint dans HQ et nous avons la décomposition suivante : HQ “

kerL
K
‘ Range L.

Remarque 2.3.3. Lorsque l’on travaillera dans HQ,loc, le générateur infinitésimal de pGpsqqsPR
L, qu’on notera toujours L, sera défini de la manière suivante

A P dompLq ssi D lim
sÑ0

Gpsqp1tψďkuAq ´ 1tψďkuA
s

P HQ, k P N

et
1tψďkuLpAq “ lim

sÑ0

Gpsqp1tψďkuAq ´ 1tψďkuA
s

, k P N.

Les applications pGpsqqsPR ont également un comportement remarquable dans l’espace H8Q .
Pour tout s P R, et tout A P H8Q , on a GpsqA P H8Q et |GpsqA|H8Q “ |A|H8Q . En effet, grâce
à (2.30) et à l’orthogonalité de Ops; ¨q

Q1{2GpsqAQ1{2 : Q1{2GpsqAQ1{2

“ tOps; ¨qQ1{2
s AsQ

1{2
s Ops; ¨q : tOps; ¨qQ1{2

s AsQ
1{2
s Ops; ¨q (2.31)

“ pQ1{2AQ1{2 : Q1{2AQ1{2qs.

Nous sommes maintenant en mesure de pouvoir utiliser le théorème de von Neumann, voir
Annexe A.1.

Théorème 2.3.4 (Théorème ergodique de von Neumann). On considère un C0-groupe d’opé-
rateurs unitaires pGpsqqsPR sur un espace de Hilbert pH, p¨, ¨qq et L son générateur infinitési-
mal. Alors pour tout x P H, on a la convergence forte dans H

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ ProjKerLx, uniformément par rapport à r P R.

La preuve du Théorème 2.2.5 est une conséquence directe du Théorème A.1.8 et de la
Proposition 2.3.1.
Preuve du Théorème 2.2.5. Les deux premiers points sont clairs.
3. Pour tout ξ P Rm, ψ P C0

c pSq, ψ ě 0 on a ψp¨qP 1{2ξbP 1{2ξ P HQ et une nouvelle fois grâce
à (2.30), on peut écrire

pGpsqA,ψp¨qP 1{2ξ b P 1{2ξqQ “

ż

Rm
ψpyqQ1{2GpsqAQ1{2 : ξ b ξ dy

“

ż

Rm
ψpyq tOps; yqQ1{2

s AsQ
1{2
s Ops; yqξ ¨ ξ dy

“

ż

Rm
ψpyqQ1{2

s AsQ
1{2
s : Ops; yqξ bOps; yqξ dy

ě α

ż

Rm
|Ops; yqξ|2ψpyq dy

“ α|ξ|2
ż

Rm
ψpyq dy.
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En prenant la moyenne sur r0, Ss et en passant à la limite lorsque S Ñ `8 on obtient
ż

Rm
ψpyqQ1{2 xAyQ1{2 : ξ b ξ dy “ pxAy , ψP 1{2ξ b P 1{2ξqQ ě

ż

Rm
α|ξ|2ψpyq dy

et donc
Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P S.

4. Pour tout A P HQ, la projection orthogonale sur kerL vérifie | xAy |Q “ |ProjkerLA|Q ď
|A|Q. Pour montrer cette dernière inégalité, on considère M P MmpRq une matrice fixée,
ψ P C0

c pRmq, ψ ě 0 et, comme précédemment, on observe que ψP 1{2MP 1{2 P HQ, ce qui nous
permet d’écrire que

pGpsqA,ψP 1{2MP 1{2qQ “

ż

Rm
Q1{2GpsqAQ1{2 : ψM dy

“

ż

Rm
tOps; yqQ1{2

s AsQ
1{2
s Ops; yq : ψM dy

“

ż

Rm
Q1{2
s AsQ

1{2
s : Ops; yqM tOps; yq dy

ď

ż

Rm

b

Q
1{2
s AsQ

1{2
s : Q1{2

s AsQ
1{2
s

a

Ops; yqM tOps; yq : Ops; yqM tOps; yqψ dy

ď |A|H8Q pM : Mq1{2
ż

Rm
ψpyq dy.

En prenant la moyenne sur l’intervalle r0, Ss et en passant à la limite S Ñ `8, on obtient
ż

Rm
Q1{2 xAyQ1{2 : Mψpyq dy “ pxAy , ψP 1{2MP 1{2qQ

ď |A|H8Q pM : Mq1{2
ż

Rm
ψpyq dy.

On peut en déduire que

Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq : M ď |A|H8Q pM : Mq1{2, y P Rm, M PMmpRq

et donc

| xAy |H8Q “ ess supyPRm
b

Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq :Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ď |A|H8Q .

5. Soit A un champ de matrices de HQ,loc. Pour tout k P N, 1tψďkuA appartient à HQ, et par
le premier point on sait que

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
Gpsqp1tψďkuAq ds “

@

1tψďkuA
D

P HQ, k P N.

On voit facilement que pour tout k, l P N on a

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
Gpsqp1tψďkuAq ds “ lim

SÑ`8

1
S

ż S

0
Gpsqp1tψďluAq ds

presque partout sur tψ ď minpk, lqu, et alors il existe un champ de matrices xAy dont la
restriction à tψ ď ku coïncide avec

@

1tψďkuA
D

pour tout k P N. De plus pour tout k P N on
a
@

1tψďkuA
D

“ 0 presque partout sur tψ ą ku, et donc

1tψďku xAy “
@

1tψďkuA
D

, k P N.
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La convergence suivante est assurée dans HQ pour tout k P N

lim
SÑ`8

1tψďku
1
S

ż S

0
GpsqpAq ds “ lim

SÑ`8

1
S

ż S

0
Gpsqp1tψďkuAq ds

“
@

1tψďkuA
D

“ 1tψďku xAy

ce qui signifie que limSÑ`8
1
S

şS
0 GpsqA ds “ xAy dans HQ,loc. Les ensembles tψ ď ku, k P N

étant compacts, on en déduit que H8Q Ă HQ,loc. Par le quatrième point nous avons

| xAy |H8Q “ sup
kPN

|1tψďku xAy |H8Q “ sup
kPN

|
@

1tψďkuA
D

|H8Q
ď sup

kPN
|1tψďkuA|H8Q “|A|H8Q .

Soit A un champ de matrices de HQ,loc, tel que Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm, pour un
certain α ą 0. Pour tout k P N on a 1tψďkuA P HQ et

Q1{2pyq1tψďkuApyqQ1{2pyq ě αIm, y P tψ ď ku.

Par le troisième point on obtient que pour tout k P N

Q1{2pyq1tψďku xAy pyqQ1{2pyq“ Q1{2pyq
@

1tψďkuA
D

pyqQ1{2pyq ě αIm, y P tψ ď ku

et donc Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm.

2.3.2 Exemples

Dans cette partie on effectue plusieurs calculs explicites de champ de matrices moyenné dans
les cadres périodique et presque périodique

Flot périodique

On considère le champ de vecteurs bpyq “ pγy2,´βy1q, pour tout y “ py1, y2q P R2, avec
β, γ P R‹`. La fonction ψpyq “ βy2

1 ` γy
2
2, y P R2, est une intégrale première coercive associée

au champ b. On note Y ps; yq le flot associé au champ de vecteurs b. On cherche à déterminer
la moyenne le long du flot Y du champ de matrices

Dpyq “

ˆ

λ1pyq 0
0 λ2pyq

˙

, y P R2

où λ1, λ2 sont deux fonctions données. Le flot peut ici être explicité, en effet il est 2π{
?
βγ-

périodique et s’écrit Y ps; yq “ Rp´s;β, γqy, ps, yq P Rˆ R2, avec

Rps;β, γq “

¨

˝

cosp
?
βγ sq ´

b

γ
β sinp

?
βγ sq

b

β
γ sinp

?
βγ sq cosp

?
βγ sq

˛

‚.

Par le Théorème 2.2.5 on peut écrire

xDy “

?
βγ

2π

ż 2π{
?
βγ

0
BY p´s;Y ps; ¨qqDpY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq ds

“

?
βγ

2π

ż 2π{
?
βγ

0
Rps;β, γqDpY ps; ¨qqRp´s; γ, βq ds

“

ˆ

xDy11 xDy12
xDy21 xDy22

˙
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où
xDy11 “

1
2

A

λ1r1` cosp2
a

βγ ¨qs
E

`
γ

2β

A

λ2r1´ cosp2
a

βγ ¨qs
E

xDy12 “ xDy21 “

?
β

2?γ

A

λ1 sinp2
a

βγ ¨q
E

´

?
γ

2
?
β

A

λ2 sinp2
a

βγ ¨q
E

xDy22 “
β

2γ

A

λ1r1´ cosp2
a

βγ ¨qs
E

`
1
2

A

λ2r1´ cosp2
a

βγ ¨qs
E

et pour toute fonction h, on introduit la notation xλihp¨qy pour
?
βγ

2π
ş2π{

?
βγ

0 λipY ps; yqqhpsq ds,
i P t1, 2u. Dans le cas où les fonctions λ1, λ2 sont constantes le long du flot Y ps; ¨q (ce qui
arrive lorsque λ1, λ2 dépendent uniquement de βpy1q

2`γpy2q
2), l’expression de xDy se réduit

à

xDy “

˜

1
2λ1 `

γ
2βλ2 0

0 β
2γλ1 `

1
2λ2

¸

.

On remarque que même dans le cas λ2 “ 0 (D n’est donc pas défini positif), le moyenné xDy
sera tout de même défini positif.

Flot presque périodique

On considère le champ bpyq “ py2,´ω
2
1 y1, y4,´ω

2
2 y3q y “ py1, y2, y3, y4q P R4, avec ω1, ω2 P R‹

incommensurables, c’est à dire ω1{ω2 R Q. La fonction ψpyq “ ω2
1y

2
1 ` y2

2 ` ω2
2y

2
3 ` y2

4, avec
y P R4, est une intégrale première cercive associée au champ b. On note Y ps; yq le flot associé
au champ b. On considère le champ de matrices

Dpyq “

¨

˚

˚

˝

λ1pyq 0 0 0
0 λ2pyq 0 0
0 0 λ3pyq 0
0 0 0 λ4pyq

˛

‹

‹

‚

, y P R4

où λ1, λ2, λ3, λ4 sont quatre fonctions données, constantes le long du flot Y ps; ¨q. Le flot peut
être explicité Y ps; yq “ Rp´s;ω1, ω2qy, ps, yq P Rˆ R4, avec

Rps;ω1, ω2q “

¨

˚

˚

˝

cospsω1q ´ 1
ω1

sinpsω1q 0 0
ω1 sinpsω1q cospsω1q 0 0

0 0 cospsω2q ´ 1
ω2

sinpsω2q

0 0 ω2 sinpsω2q cospsω2q

˛

‹

‹

‚

.

La condition d’incommensurabilité assure que le flot n’est pas périodique en la variable s,
mais presque périodique par rapport à s. Par le Théorème 2.2.5, on a

xDy “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
BY p´s;Y ps; ¨qqDpY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq ds

“ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
Rps;ω1, ω2qDpY ps; ¨qq tRps;ω1, ω2q ds

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ1pyq
2 `

λ2pyq
2ω2

1
0 0 0

0 ω2
1λ1pyq

2 `
λ2pyq

2 0 0
0 0 λ3pyq

2 `
λ4pyq
2ω2

2
0

0 0 0 ω2
2λ3pyq

2 `
λ4pyq

2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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2.3.3 L’équation de Fokker-Planck

On cherche à comprendre l’évolution d’une densité de particules dans un champ électro-
magnétique intense en tenant compte des effets collisionnels. On supposera que le champ
magnétique est uniforme, c’est à dire Bε “ p0, 0, B{εq, x P R3, et on se placera dans le régime
asymptotique du rayon de Larmor fini (c’est à dire quand la longueur caractéristique dans les
directions orthogonales au champ magnétique est beaucoup plus petite que la longueur carac-
téristique dans les directions parallèles). La fonction de densité de présence d’une particule
chargée f ε satisfera alors

Btf
ε`

1
ε
pv1Bx1`v2Bx2qf

ε`v3Bx3f
ε`

q

m
E ¨∇vf ε`

qB

mε
pv2Bv1´v1Bv2qf

ε “ νdivvtΘ∇vf ε`vf εu.
(2.32)

Ici m sera la masse d’une particule, q sa charge, ν sera la fréquence de collision et Θ sera la
température. Dans ce cas, le flot

px, vq P R3 ˆ R3 ÞÑ Y ps;x, vq “ pXps;x, vq, V ps;x, vqq P R3 ˆ R3,

est associé au champ de vecteurs

bpx, vq ¨∇x,v “ v1Bx1 ` v2Bx2 ` ωcpv2Bv1 ´ v1Bv2q, ωc “
qB

m
, px, vq P R6.

On introduit la notation cpx, vq ¨∇x,v “ v3Bx3 `
q
mE ¨∇v. On peut facilement voir que

Xps;x, vq“ x`
Kv

ωc
´
Rp´ωcsq

ωc
Kv, X3ps;x3q“x3, V ps; vq“Rp´ωcsqv, V3ps; v3q“v3

où on utilise les notations x “ px1, x2q, v “ pv1, v2q,
Kv “ pv2,´v1q et Rpθq pour la matrice

de la rotation d’angle θ P R dans R2. La matrice Jacobienne associée au flot s’écrit

Bx,vY ps;x, vq “

¨

˚

˚

˝

I2 02ˆ1
I2´Rp´ωcsq

ωc
E 02ˆ1

01ˆ2 1 01ˆ2 0
02ˆ2 02ˆ1 Rp´ωcsq 02ˆ1
01ˆ2 0 01ˆ2 1

˛

‹

‹

‚

où 0mˆn est la matrice nulle àm lignes et n colonnes, et E “ Rp´π{2q. On présente les grandes
lignes de l’analyse asymptotique de l’équation de Fokker-Planck (2.32). La formulation faible
de (2.32) s’écrit, pour la fonction test pt, yq Ñ ϕpt, Y p´t{ε; yqq, y “ px, vq, Y “ pX,V q, ϕ P
C1
c pR` ˆ R6q et la donnée initiale fin

´

ż

R6
finpyqϕp0, yq dy ´

ż `8

0

ż

R6
f εpt, yqtBtϕptq´

1
ε
b ¨ p∇zϕqptqupY p´t{ε; yqq dydt

´

ż `8

0

ż

R6
f εpt, yqcpt, yq ¨ tByY p´t{ε; yq p∇zϕqpt, Y p´t{ε; yqq dydt

´

ż `8

0

ż

R6
f εpt, yq

bpyq

ε
¨ tByY p´t{ε; yq p∇zϕqpt, Y p´t{ε; yqq dydt

“ ´ν

ż `8

0

ż

R6
pΘ∇vf ε ` vfεq ¨ tBvY p´t{ε; yq p∇zϕqpt, Y p´t{ε; yqq dydt.

Comme dans l’approche présentée dans l’introduction de ce chapitre, on introduit la nouvelle
fonction pgεqε donnée par

f εpt, yq “ gεpt, Y p´t{ε; yqq, pt, yq P R` ˆ R6
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et on utilise l’égalité
bpY p´t{ε; yqq ´ ByY p´t{ε; yq bpyq “ 0.

Après avoir effectué le changement de variable z “ Y p´t{ε; yq, la formulation ci dessus s’écrit

´

ż

R6
finpzqϕp0, zq dz ´

ż `8

0

ż

R6
gεpt, zqBtϕpt, zq dzdt

´

ż `8

0

ż

R6
gεByY p´t{ε;Y pt{ε; zqqcpt, Y pt{ε; zqq ¨∇zϕpt, zq dzdt

“ ´ν

ż `8

0

ż

R6
ΘBvY p´t{ε;Y pt{ε; zqq tBvY p´t{ε;Y pt{ε; zqq∇zgε ¨∇zϕ dzdt

´ ν

ż `8

0

ż

R6
gεpt, zqBvY p´t{ε;Y pt{ε; zqqV pt{ε; zqgεpt, zq ¨∇zϕ dzdt.

Tout comme dans les Théorème 2.2.7, 2.2.9, on s’attend à ce que la famille pgεqε converge
dans L8locpR`;L2pR6qq vers la solution du problème

"

Btg ` Cpt, zq ¨∇zg “ νdivztΘDpzq∇zg ` Vpzqgu, pt, zq P R` ˆ R6

gp0, zq “ finpzq, z P R6

où le champ de matrices D et les champs de vecteurs C,V sont donnés par les moyennes
ergodiques suivantes

Dpzq “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
BvY p´s;Y ps; zqq tBvY p´s;Y ps; zqq ds

Cpt, zq “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
ByY p´s;Y ps; zqqcpt, Y ps; zqq ds (2.33)

Vpzq “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
BvY p´s;Y ps; zqqV ps; zq ds (2.34)

“ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
ByY p´s;Y ps; zqq tp0, V ps; zqq ds.

Notons que D est le moyenné du champ de matrices D de l’équation de Fokker-Planck, cf.
Théorème 2.2.5

D “
3
ÿ

i“1
evi b evi “

ˆ

03ˆ3 03ˆ3
03ˆ3 I3

˙

.

En se servant du fait que le flot est périodique, un calcul direct nous donne

Dpzq “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
ByY p´s;Y ps; zqqD tByY p´s;Y ps; zqq ds

“
ωc
2π

ż 2π{ωc

0
ByY p´s;Y ps; zqq

ˆ

03ˆ3 03ˆ3
03ˆ3 I3

˙

tByY p´s;Y ps; zqq ds

“

¨

˚

˚

˚

˝

2I2
ω2
c

02ˆ1 ´ E
ωc

02ˆ1

01ˆ2 0 01ˆ2 0
E
ωc

02ˆ1 I2 02ˆ1
01ˆ2 0 01ˆ2 1

˛

‹

‹

‹

‚

. (2.35)
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Un fait intéressant est que le champ de diffusion effectif D associé à l’équation de Fokker-
Planck ne contient plus seulement de la diffusion en vitesse (comme le champ initial D) mais
également de la diffusion par rapport aux variables d’espaces (orthogonales aux lignes de
champ magnétique). En pratique ce gain de diffusion est observé dans les simulations numé-
riques de phénomènes gyrocinétiques, voir [26, 27, 28, 51, 71]. Il reste à clarifier l’existence
d’une moyenne ergodique associée à un champ de vecteurs. C’est une conséquence du fait que
la famille d’applications

c P XQ Ñ ByY p´s;Y ps; ¨qqcpY ps; ¨qq P XQ, s P R

forme un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur XQ, voir aussi la Proposition 2.3.1. Tout
comme pour le moyenné d’un champ de matrices on utilise le Théorème de von Neumann
pour donner un sens aux champs C et V introduits en (2.33) et (2.34) (voir le Théorème
2.2.5).

2.4 Caractère bien posé du problème raide et estimations uni-
formes

La résolution de (2.1) sera à comprendre au sens variationnel, pour plus de détails se reporter
à l’Annexe A.2. Etant donné que H1

R s’injecte continûment avec image dense dans L2pRmq
(car C1

c pRmq Ă H1
R), on a

Proposition 2.4.1. Supposons que b satisfait les hypothèses (2.4), (2.5), (2.20), que R et
R´1 satisfont (2.21) et (2.23), et que D satisfait (2.26).

1. Pour tout ε ą 0, la forme bilinéaire aε : H1
R ˆH

1
R Ñ R définie par

aεpu, vq :“
ż

Rm
Dpyq∇yu ¨∇yv dy ` 1

ε

ż

Rm
pb ¨∇yuqvpyq dy, u, v P H1

R,

est bien définie, continue et coercive sur H1
R par rapport à L2pRmq.

2. La forme bilinéaire xay : H1
R ˆH

1
R Ñ R définie par

xay pu, vq :“
ż

Rm
xDy pyq∇yu ¨∇yv dy, u, v P H1

R,

est bien définie, continue et coercive sur H1
R par rapport à L2pRmq.

Preuve.
1. Pour tout u, v P H1

R on a

|Dpyq∇yu ¨∇yv| “ |Q1{2pyqDpyqQ1{2pyq : pP 1{2∇yvq b pP 1{2∇yuq|
ď |D|H8Q |P

1{2pyq∇yv| |P 1{2pyq∇yu|, y P Rm

et

|bpyq ¨∇yu vpyq|“|Q1{2pyqbpyq ¨ P 1{2pyq∇yu vpyq|ď|b|X8Q |P
1{2pyq∇yu| |vpyq|, y P Rm.

Donc, avec (2.25), on voit facilement que

|aεpu, vq| ď |D|H8Q |∇yu|P |∇yv|P `
1
ε
|b|X8Q |∇yu|P }v}L2pRmq

ď

ˆ

|D|H8Q `
1
ε
|b|X8Q

˙

|u|R|v|R
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ce qui montre que l’application aεp¨, ¨q est bien définie et continue. On regarde maintenant la
coercivité de aε sur H1

R par rapport à L2pRmq. Pour tout u P H1
R on a grâce à l’anti-symétrie

de b ¨∇y

aεpu, uq ` α}u}2L2pRmq “

ż

Rm
Dpyq∇yu ¨∇yu dy ` α}u}2L2pRmq

“

ż

Rm
Q1{2pyqDpyqQ1{2pyq :pP 1{2pyq∇yuq b pP 1{2pyq∇yuq dy`α}u}2L2pRmq

ě α

ż

Rm
|P 1{2pyq∇yu|2 dy ` α}u}2L2pRmq

“ α
´

|∇yu|2P ` }u}2L2pRmq

¯

“ α|u|2R.

On précise l’inégalité suivante qui sera d’un usage constant dans la suite

Dpyq∇yu ¨∇yu ě α|∇Ry u|2, u P H1
R. (2.36)

2. Pour ce point on suit la même démarche que ci dessus en se rappelant que

Q1{2pyq xDy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm

et que | xDy |H8Q ď |D|H8Q .

Proposition 2.4.2. Supposons que b satisfait (2.4), (2.5), (2.20), que R et R´1 satisfont
(2.21) et (2.23), et que D satisfait (2.26). Alors il existe uε (resp. v) une unique solution
variationnelle de (2.1) (resp. (2.27)). De plus, on a les estimations

}uε}L8pR`;L2pRmqq ď }u
in}L2pRmq, }∇yuε}L2pR`;XP q ď

}uin}L2pRmq
?

2α
, ε ą 0

et
}v}L8pR`;L2pRmqq ď }u

in}L2pRmq, }∇zv}L2pR`;XP q ď
}uin}L2pRmq
?

2α
.

Preuve. Par le Théorème A.2.7 de l’Annexe A.2, on sait que pour toute condition initiale
uin P L2pRmq, il existe une unique solution variationnelle uε au problème (2.1), que uε P
CbpR`;L2pRmqq X L2pR`;H1

Rq, Btuε P L2pR`; pH1
Rq
1q et

uεp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
uεpt, yqϕpyq dy ` aεpuεptq, ϕq “ 0, dans D1pR`q, pour tout ϕ P H1

R.

De même, il existe une unique solution variationnelle v au modèle limite (2.27) vérifiant
v P CbpR`;L2pRmqq X L2pR`;H1

Rq, Btv P L2pR`; pH1
Rq
1q et

vp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
vpt, zqψpzq dy ` xay pvptq, ψq “ 0, dans D1pR`q, pour tout ψ P H1

R.

Les estimations ci dessus sont des conséquences directes de l’égalité d’énergie suivante (voir
Annexe A.2)

1
2

d
dt}u

εptq}2L2pRmq ` a
εpuεptq, uεptqq “ 0, dans D1pR`q

ce qui implique que

1
2}u

εptq}2L2pRmq `

ż t

0
aεpuεpτq, uεpτqq dτ “ 1

2}u
in}2L2pRmq, t P R`.
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En particulier, on a }uεptq}L2pRmq ď }u
in}L2pRmq, pour tout t P R`, ε ą 0, et

2α
ż t

0
|∇yuεpτq|2P dτ ď 2

ż t

0
aεpuεpτq, uεpτqq dτ ď }uin}2L2pRmq, t P R`, ε ą 0

ce qui signifie que }∇yuε}L2pR`;XP q ď
}uin}L2pRmq?

2α pour tout ε ą 0. Les estimations obtenues
sur v sont obtenus de manière similaire.

Remarque 2.4.3. Les fonctions de la famille pvεpt, ¨qqεą0 “ puεpt, Y pt{ε; ¨qqqεą0 satisfont
les mêmes estimations que celles de la famille puεqεą0. En effet, le changement de variable
z ÞÑ y “ Y pt{ε; zq préservant la mesure de Lebesgue, on a

}vεptq}2L2pRmq “ }u
εptq}2L2pRmq ď }u

in}2L2pRmq, t P R`, ε ą 0.

De plus, à l’aide de (2.22), on a

∇Rz vεpt, zq “ tR´1pzq∇zvεpt, zq “ tR´1pzq tBY pt{ε; zq∇yuεpt, Y pt{ε; zqq
“ tpBY pt{ε; zqR´1pzqq∇yuεpt, Y pt{ε; zqq
“ tR´1pzqpY pt{ε; zqq∇yuεpt, Y pt{ε; zqq “

`

∇Ry uε
˘

pt, Y pt{ε; zqq

et donc

}∇zvε}2L2pR`;XP q “

ż `8

0
|∇zvεpτq|2P dτ “

ż `8

0
}∇Rz vεpτq}2L2pRmq dτ

“

ż `8

0
}∇Ry uεpτq}2L2pRmq dτ “ }∇yuε}2L2pR`;XP q

ď
}uin}2L2pRmq

2α .

En utilisant deux fois la formule

bi ¨∇zvεptq “ bi ¨∇zpuεptq ˝ Y pt{ε; ¨qq “ pbi ¨∇yuεptqq ˝ Y pt{ε; ¨q

on déduit que

bj ¨∇zpbi ¨∇zvεptqq “ bj ¨∇z rpbi ¨∇yuεptqq ˝ Y pt{ε; ¨qs
“ rbj ¨∇ypbi ¨∇yuεptqqs ˝ Y pt{ε; ¨q .

Donc }bj ¨∇zpbi ¨∇zvεptqq}L2pRmq “ }bj ¨∇ypbi ¨∇yuεptqq}L2pRmq, i, j P t1, ...,mu dès que ces
normes sont finies.

Jusqu’à présent on a considéré les solutions associées à des données initiales uin P L2pRmq.
Afin d’étudier le comportement de la famille pvεqεą0 lorsque ε tend vers 0, on a besoin
d’avoir des estimations sur les dérivées de uε. C’est l’objet des propositions qui suivent. Ces
propositions précisent comment la régularité de la donnée initiale sera propagée au cours du
temps. L’idée est de prendre les dérivées directionnelles bi ¨∇y de (2.1), ce qui nous amène à

Btpbi ¨∇yuεq ´ divypDpyq∇ypbi ¨∇yuεqq `
1
ε
b ¨∇ypbi ¨∇yuεq “ rbi ¨∇y, divypD∇yqsuε. (2.37)

Le point clé dans l’utilisation des champs en involution bi est que ces champs assurent l’an-
nulation du commutateur des opérateurs bi ¨∇y et b ¨∇y. En effet, si on applique l’opérateur
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c ¨∇y dans (2.1), le membre de droite correspondant à l’équation (2.37) contiendra le terme
supplémentaire 1

ε rb ¨∇y, c ¨∇ysu
ε qui est instable lorsque ε tend vers zéro sauf lorsque b et c

sont en involution. L’estimation de bi ¨∇yuε est obtenue à partir de l’égalité d’énergie (2.37),
l’anti-symétrie de b ¨∇y permet l’annulation du terme d’ordre 1{ε. On suppose que pour tout
i, j P t1, ...,mu, les coordonnées du crochet de Poisson rbi, bjs dans la base pbkq1ďkďm sont
bornées

rbi, bjs “
m
ÿ

k“1
αkijbk, αkij P L

8pRmq, i, j, k P t1, ...,mu. (2.38)

Les quatre propositions suivantes donnent des estimations uniformes par rapport à ε de la
solution du problème double échelles ainsi que de sa limite.

Proposition 2.4.4. Supposons que les hypothèses (2.4), (2.5), (2.23), (2.26), (2.38) soient
vérifiées. On suppose également que pour tout i, j P t1, ...,mu

bi ¨∇ydivybj P L8pRmq, divypRDq P L8pRmq

Rrbi, Ds
tR P L8pRmq,

m
ÿ

i“1
bi ¨∇ypRrbi, Ds tRq P L8pRmq.

Si la condition initiale appartient à H1
R, alors on a pour tout T P R`

sup
εą0

}∇Ry uε}L8pr0,T s;L2pRmqq “ sup
εą0

}∇Rz vε}L8pr0,T s;L2pRmqq ă `8

sup
εą0

}∇Ry b∇Ry uε}L2pr0,T s;L2pRmqq “ sup
εą0

}∇Rz b∇Rz vε}L2pr0,T s;L2pRmqq ă `8

sup
εą0

}Btv
ε}L2pr0,T s;L2pRmqq ă `8.

Preuve. La preuve de cette proposition est détaillée dans l’Annexe B.1.
Une estimation uniforme importante à obtenir sera celle de pBt∇Rz vεqεą0 dans L2

locpR`;L2pRmqq.
Elle sera nécessaire lors du passage à la limite dans la formulation faible 2.5.3. En supposant
que uin P H2

R on peut y parvenir, la preuve est mise en Annexe B.1.

Proposition 2.4.5. Supposons que les hypothèses (2.4), (2.5), (2.23), (2.26), (2.38) soient
vérifiées. De plus on suppose que pour tout i, j, k P t1, ...,mu

∇Ry αkij P L8pRmq, ∇Ry divybj P L8pRmq, ∇Ry b∇Ry divybj P L8pRmq,

divypRrbi, DsqP L8pRmq, Rrbi, Ds tRP L8pRmq,
m
ÿ

i“1
bi ¨∇ypRrbi, Ds tRqP L8pRmq

Rrbj , rbi, Dss
tR P L8pRmq, divypRrbj , rbi, Dssq P L8pRmq

∇Ry pRD tRq P L8pRmq, ∇Ry b∇Ry pRD tRq P L8pRmq.
Si la condition initiale uin appartient à H2

R, alors pour tout T P R` on a

sup
εą0

}∇Ry b∇Ry uε}L8pr0,T s;L2pRmqq “ sup
εą0

}∇Rz b∇Rz vε}L8pr0,T s;L2pRmqq ă `8

sup
εą0

}∇Ry b∇Ry b∇Ry uε}L2pr0,T s;L2pRmqq “ sup
εą0

}∇Rz b∇Rz b∇Rz vε}L2pr0,T s;L2pRmqqă`8

et
sup
εą0

}Bt∇Rz vε}L2pr0,T s;L2pRmqq ă `8.

Ici la notation ∇R b∇R b∇Rw représente le tenseur qui, pour l’entrée pi, j, kq, donne bk ¨
∇pbj ¨∇pbi ¨∇wqq.
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Enfin on peut également obtenir des estimations sur la solution du problème limite (2.27).

Proposition 2.4.6. Supposons que les hypothèses de la Proposition 2.4.4 soient vérifiées
ainsi que (2.20). Alors pour tout T P R`

∇Rz vP L8pr0, T s;L2pRmqq, ∇Rz b∇Rz vP L2pr0, T s;L2pRmqq, BtvP L2pr0, T s;L2pRmqq.

Preuve. La preuve de cette proposition est en Annexe B.1.

Proposition 2.4.7. Supposons que toutes les hypothèses de la Proposition 2.4.5 soient sa-
tisfaites ainsi que (2.20). Alors pour tout T P R`, on a

∇Rz b∇Rz vP L8pr0, T s;L2q,∇Rz b∇Rz b∇Rz vP L2pr0, T s;L2q,Bt∇Rz vP L2pr0, T s;L2q.

Preuve. La preuve est similaire à celle de la Proposition 2.4.5, il faut utiliser le fait que le
champ de matrices xDy satisfait aux mêmes hypothèses de régularité que le champ D (pour
cela voir la preuve de la Proposition 2.4.6 en Annexe B.1).

2.5 Analyse à deux échelles

Dans cette partie on cherche à étudier le comportement asymptotique de (2.1) ou de manière
équivalente de (2.9) lorsque ε tend vers zéro. Pour toute fonction ψpt, zq régulière à support
compact, on veut passer à la limite quand εŒ 0 dans la formulation

´

ż

Rm
uinpzqψp0, zq dz ´

ż `8

0

ż

Rm
vεpt, zqBtψ dzdt

`

ż `8

0

ż

Rm
Gpt{εqD∇zvε ¨∇zψ dzdt “ 0.

La difficulté principale réside bien sûr dans le traitement de la dernière intégrale de part la
présence de deux échelles en temps, la variable lente t et rapide non nécessairement périodique
s “ t{ε. On présente ici un résultat général de convergence à deux échelles basé sur la notion de
moyenne ergodique répondant à ce problème. A l’aide des notations introduites à la Définition
2.2.2 et à la Proposition 2.2.4, on a

Proposition 2.5.1. Soit T un nombre réel positif, on considère C P L8pR;HQq, tel que
la famille des moyennes

´

1
S

şs0`S
s0

Cpsq ds
¯

Są0
converge fortement dans HQ vers un champ

C P HQ, uniformément par rapport à s0 P R, lorsque S Ñ `8. On considère également
Bω Ă Cpr0, T s;HP q un sous ensemble borné de L1pr0, T s;HP q de fonctions admettant un
même module de continuité ω : r0, T s Ñ R` dans Cpr0, T s;HP q, c’est à dire

|Bptq ´Bpt1q|P ď ωp|t´ t1|q, t, t1 P r0, T s, B P Bω

avec ω croissante et limλŒ0 ωpλq “ 0. Dans ce cas

lim
εŒ0

ż T

0
xBptq, Cpt{εqyP,Q dt “

ż T

0

@

Bptq, C
D

P,Q
dt

uniformément par rapport à B P Bω.
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Preuve. Pour tout δ ą 0, il existe un Sδ ą 0 tel que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż s0`S

s0

Cpsq ds´ C
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Q

ă δ, pour tout S ě Sδ et s0 P R.

En effectuant le changement de variable s “ t
ε dans l’intégrale ci dessus on obtient

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
T

ż t0`T

t0

Cpt{εq dt´ C
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Q

ă δ, pour tout T ě εSδ “ Tδ,ε et t0 P R. (2.39)

On découpe l’intervalle r0, T r en sous intervalles de longueur plus grande ou égale à Tδ,ε. Par
exemple, en posant kδ,ε “

”

T
Tδ,ε

ı

, si T {Tδ,ε est un entier, c’est à dire T {Tδ,ε “ kδ,ε, on considère
les intervalles

rkTδ,ε, pk ` 1qTδ,εr, 0 ď k ď kδ,ε ´ 1

et si T {Tδ,ε n’est pas un entier, on considère les intervalles

rkTδ,ε, pk ` 1qTδ,εr, 0 ď k ď kδ,ε ´ 2, et rpkδ,ε ´ 1qTδ,ε, T r.

Dans les deux cas on a kδ,ε intervalles dont la taille est comprise entre Tδ,ε et 2Tδ,ε. On
notera par ptk,δ,εq0ďkďkδ,ε ou plus simplement par ptkq0ďkďkδ,ε , les points extrémaux de ces
intervalles. Le dernier point est toujours tkδ,ε “ T . On peut écrire pour tout B P Bω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0
xBptq, Cpt{εqyP,Q dt ´

ż T

0

@

Bptq, C
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

@

Bptq, Cpt{εq ´ C
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

kδ,ε´1
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż tk`1

tk

@

Bptq, Cpt{εq ´ C
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

kδ,ε´1
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż tk`1

tk

@

Bptq ´Bptkq, Cpt{εq ´ C
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

kδ,ε´1
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż tk`1

tk

@

Bptkq, Cpt{εq ´ C
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“: Σ1 ` Σ2. (2.40)

Etant donné que la fonction t P r0, T s Ñ Bptq P HP admet ω comme module de continuité,
on obtient l’estimation suivante pour Σ1

Σ1 ď

kδ,ε´1
ÿ

k“0

ż tk`1

tk

ωp|t´ tk|q |Cpt{εq ´ C|Q dt (2.41)

ď

kδ,ε´1
ÿ

k“0
ωp2Tδ,εqptk`1 ´ tkq 2}C}L8pR;HQq

“ 2}C}L8pR;HQqωp2Tδ,εqT.
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L’estimation du terme Σ2 est déduite de (2.39)

Σ2 “

kδ,ε´1
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż tk`1

tk

pPBptkqP,Cpt{εq ´ CqQ dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(2.42)

“

kδ,ε´1
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

PBptkqP,

ż tk`1

tk

pCpt{εq ´ Cq dt
˙

Q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

kδ,ε´1
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bptkq,

ż tk`1

tk

pCpt{εq ´ Cq dt
F

P,Q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

kδ,ε´1
ÿ

k“0
δptk`1 ´ tkq|Bptkq|P

ď δ
“

}B}L1pr0,T s;HP q ` ωp2Tδ,εqT
‰

,

et avec (2.40), (2.41), (2.42) on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0
xBptq, Cpt{εqyP,Q dt´

ż T

0

@

Bptq, C
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2}C}L8pR;HQqωp2Tδ,εqT

` δ
“

}B}L1pr0,T s;HP q ` ωp2Tδ,εqT
‰

.

Soit η un nombre réel positif et δ ą 0 suffisamment petit pour que δ}B}L1pr0,T s;HP q ă η{2
uniformément par rapport à B P Bω (c’est possible étant donné que Bω est borné dans
L1pr0, T s;HP q). En remarquant que limεŒ0 Tδ,ε “ limεŒ0 εSδ “ 0, et limεŒ0 ωp2Tδ,εq “ 0, on
déduit qu’il existe ε “ εpηq tel que pour tout 0 ă ε ă εpηq

2}C}L8pR;HQqωp2Tδ,εqT ` δωp2Tδ,εqT ă
η

2 .

Enfin, on obtient
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0
xBptq, Cpt{εqyP,Q dt´

ż T

0

@

Bptq, C
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď δ}B}L1pr0,T s;HP q `
η

2 ă η

pour tout 0 ă ε ă εpηq, uniformément par rapport à B P Bω.

Remarque 2.5.2. La conclusion de la Proposition 2.5.1 reste vraie pour tout couple pB,Cq P
L1pr0, T s;HP q ˆ L

8pR;HQq tel que
´

1
S

şs0`S
s0

Cpsq ds
¯

Są0
converge fortement dans HQ vers

un certain C P HQ uniformément par rapport à s0 P R, lorsque S Ñ `8. En effet, il suffit
de remarquer que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0
xBptq, Cpt{εqyP,Q dt´

ż T

0

@

Bptq, C
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2}B}L1pr0,T s;HP q}C}L8pR;HQq

et donc, en utilisant la densité de Cpr0, T s;HP q dans L1pr0, T s;HP q il suffit de considérer le
cas B P Cpr0, T s;HP q. Dans ce cas la continuité uniforme de B nous assure l’existence d’un
module de continuité uniforme ω : r0, T s Ñ R`

ωpλq “ sup
t,t1Pr0,T s,|t´t1|ďλ

|Bptq ´Bpt1q|P , λ P r0, T s

et l’ensemble des arguments de la preuve de la Proposition 2.5.1 s’applique.
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On présente maintenant quelques conséquences de la Proposition 2.5.1 qui nous seront
utiles pour montrer le résultat principal du Théorème 2.2.7. A chaque fois que y Ñ Apyq : Bpyq
appartient à L1pRmq, par xA,ByP,Q on sous entendra

ş

RmApyq : Bpyq dy.

Proposition 2.5.3. Soit T un nombre réel positif. On considère D P H8Q un champ de ma-
trices symétriques et Wω Ă Cpr0, T s;XP q un sous ensemble borné de L2pr0, T s;XP q composé
de fonctions admettant un même module de continuité ω : r0, T s Ñ R` dans Cpr0, T s;XP q,
c’est à dire

|wptq ´ wpt1q|P ď ωp|t´ t1|q, t, t1 P r0, T s, w PWω

avec ω croissante et limλŒ0 ωpλq “ 0. Alors pour toute famille pwβqβą0 Ă Wω convergeant
faiblement dans L2pr0, T s;XP q vers w0 lorsque β Œ 0, on a

lim
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

A

θptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt “

ż T

0

@

θptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt (2.43)

pour tout θ P L2pr0, T s;XP q.

Preuve. Pour tout θ, w P L2pr0, T s;XP q on a

ż T

0
xθptq b wptq, Gpt{εqDyP,Q dt “

ż T

0

ż

Rm
θpt, yq b wpt, yq : Gpt{εqD dydt

“

ż T

0

ż

Rm
pP 1{2pyqθpt, yqq b pP 1{2pyqwpt, yqq : Q1{2pyqGpt{εqDQ1{2pyq dydt

ď

ż T

0
|Gpt{εqD|H8Q

ż

Rm
|P 1{2pyqθpt, yq| |P 1{2pyqwpt, yq| dydt

ď |D|H8Q

ˆ
ż T

0

ż

Rm
P pyqθpt, yq¨θpt, yq dydt

˙1{2ˆż T

0

ż

Rm
P pyqwpt, yq¨wpt, yq dydt

˙1{2

“ |D|H8Q }θ}L2pr0,T s;XP q}w}L2pr0,T s;XP q

et de même, en utilisant | xDy |H8Q ď |D|H8Q

ż T

0
xθptq b wptq, xDyyP,Q dt ď |D|H8Q }θ}L2pr0,T s;XP q}w}L2pr0,T s;XP q. (2.44)

Comme la famille pwβqβą0 est bornée dans L2pr0, T s;XP q, il suffit de vérifier (2.43) pour tout
θ vivant dans une partie dense de L2pr0, T s;XP q, par exemple pour tout θ tel que P 1{2θ P
C0
c pr0, T sˆRmq. On choisit un k P N suffisamment grand pour que k ě ψpyq, y P supp pP 1{2θq.

Comme D P H8Q appartient aussi à HQ,loc, le champ de matrices Dk “ 1tψďkuD appartient à
HQXH

8
Q . On utilise alors la Proposition 2.5.1 avec Cpsq “ GpsqDk, C “ xDky “ 1tψďku xDy,

cf. le Théorème 2.2.5, et B “ tθbw : w PWωu. On sait par la Proposition 2.3.1 que pGpsqqsPR
est un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur HQ, ce qui implique que C P L8pR;HQq. On
déduit du Théorème 2.2.5 que

lim
SÑ`8

1
S

ż s0`S

s0

Cpsq ds “ C, uniformément par rapport à s0 P R.
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Pour tout w PWω, on écrit

}θ b w}L1pr0,T s;HP q “

ż T

0

ˆ
ż

Rm
pP 1{2θq b pP 1{2wq : pP 1{2θq b pP 1{2wq dy

˙1{2
dt

ď

ż T

0
|θptq|X8P |wptq|P dt

ď }P 1{2θ}L2pr0,T s;L8pRmqq}w}L2pr0,T s;XP q

et donc le fait que Wω soit borné dans L2pr0, T s;XP q implique que la famille B est bornée
dans L1pr0, T s;HP q (on rappelle que P 1{2θ P C0

c pr0, T sˆRmq). Il faut maintenant déterminer
un module de continuité pour B. Pour tout w PWω, t, t1 P r0, T s, on a

|θptq b wptq ´ θpt1q b wpt1q|P ď |θptq ´ θpt
1q|X8P

|wptq|P ` |θpt
1q|X8P

|wptq ´ wpt1q|P

ď }P 1{2θptq ´ P 1{2θpt1q}L8pRmq|wptq|P ` }P
1{2θpt1q}L8pRmqωp|t´ t

1|q

ď ωθp|t´ t
1|q}w}Cpr0,T s;XP q ` ωp|t´ t

1|q}P 1{2θ}C0pr0,T sˆRmq

où ωθ est un module de continuité pour P 1{2θ P C0
c pr0, T s ˆRmq. Il nous reste donc à vérifier

que Wω est borné dans Cpr0, T s;XP q. Pour tout t, t1 P r0, T s, w PWω on a

|wptq|2P ď p|wpt
1q|P ` ωp|t´ t

1|qq2 ď 2|wpt1q|2P ` 2ω2pT q,

et en intégrant par rapport à t1 P r0, T s on obtient pour tout t P r0, T s que

|wptq|2P ď
2
T
}w}2L2pr0,T s;XP q ` 2ω2pT q.

Cela signifie exactement queWω est borné dans Cpr0, T s;XP q. Par la Proposition 2.5.1, pour
tout ηą0, il existe εpηq ą 0 tel que pour tout 0 ă ε ă εpηq, β ą 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

A

θptq b wβptq,1tψďkuGpt{εqD
E

P,Q
dt´

ż T

0

A

θptq b wβptq,1tψďku xDy
E

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
η

2 .

Comme supp pP 1{2θq Ă tψ ď ku, pour tout 0 ă ε ă εpηq, β ą 0 l’inégalité ci dessus se réécrit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

A

θptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt´

ż T

0

A

θptq b wβptq, xDy
E

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
η

2 .

L’inégalité (2.44) nous assure que w Ñ
şT
0 xθptq b wptq, xDyyP,Q dt est une application li-

néaire continue sur L2pr0, T s;XP q, et étant donné que pwβqβą0 converge faiblement dans
L2pr0, T s;XP q, vers w0 lorsque β Œ 0, il existe βpηq ą 0 tel que pour tout 0 ă β ă βpηq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

A

θptq b wβptq, xDy
E

P,Q
dt´

ż T

0

@

θptq b w0, xDy
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
η

2

Donc, pour tout η ą 0, il existe βpηq ą 0, εpηq ą 0 tels que pour tout 0 ă β ă βpηq, 0 ă ε ă
εpηq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

A

θptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt´

ż T

0

@

θptq b w0, xDy
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă η.
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Remarque 2.5.4. Les arguments précédents montrent que si D P H8Q alors

lim
εŒ0

ż T

0
xwptq b wptq, Gpt{εqDyP,Q dt “

ż T

0
xwptq b wptq, xDyyP,Q dt (2.45)

pour tout w P L2pr0, T s;XP q. En effet, en tenant compte du fait que l’application bilinéaire

pθ, wq P L2pr0, T s;XP q ˆ L
2pr0, T s;XP q Ñ

ż T

0
xθptq b wptq, xDyyP,Q dt P R

est continue, il est suffisant d’établir (2.45) pour w dans tθ P L2pr0, T s;XP q : P 1{2θ P
C0
c pr0, T sˆRmqu, qui est un sous ensemble dense de L2pr0, T s;XP q. Et c’est une conséquence

directe de la Remarque 2.5.2 appliquée aux champs de matrices Dk “ 1tψďkuD, k ě ψpyq, y P

supp pP 1{2θq, car pour tout θ P L2pr0, T s;XP q tel que P 1{2θ P C0
c pr0, T s ˆ Rmq, on a

}θ b θ}L1pr0,T s;HP q “

ż T

0

ˆ
ż

Rm
|P 1{2θ|4 dy

˙1{2
dt

ď

ż T

0
}P 1{2θptq}C0pRmq}P

1{2θptq}L2pRmq dt

ď }θ}L2pr0,T s;X8P q}θ}L2pr0,T s;XP q ă `8.

Dans le cas où le champ de matrices D est défini positif, le comportement de la limite
supérieure du terme quadratique

şT
0
@

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
D

P,Q
dt par rapport à pβ, εq

caractérise la convergence forte de la famille pwβqβą0 comme le montre le résultat suivant

Proposition 2.5.5. On suppose les mêmes hypothèses qu’à la Proposition 2.5.3.

1. Si le champ de matrices D est positif alors
ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt ď lim inf

pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

A

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt.

2. Si pwβqβą0 converge fortement dans L2pr0, T s;XP q vers w0 lorsque β Œ 0 (l’existence
d’un module de continuité ω dans Cpr0, T s;XP q pour la famille pwβqβą0 n’est pas né-
cessaire) alors

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt “ lim

pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

A

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt.

3. S’il existe un α ą 0 tel que Q1{2DQ1{2 ě αIm et

lim sup
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

A

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt ď

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt

alors la famille pwβqβą0 converge fortement dans L2pr0, T s;XP q vers w0 quand β Œ 0.

Preuve.
1. On sait que si le champ D est symétrique positif alors il en est de même pour le champ
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Gpt{εqD pour tout t P r0, T s et ε ą 0, ainsi
ż T

0

A

w0ptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt “

ż T

0

ż

Rm
w0pt, yq b wβpt, yq : Gpt{εqD dydt

ď

ż T

0

ż

Rm
pw0pt, yq b w0pt, yq : Gpt{εqDq1{2 pwβpt, yq b wβpt, yq : Gpt{εqDq1{2 dydt

ď

ˆ
ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, Gpt{εqD
D

P,Q
dt
˙1{2ˆż T

0

A

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt
˙1{2

.

En passant à la limite inférieure par rapport à pβ, εq, on obtient grâce à la Proposition 2.5.3
ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt ď lim inf

pβ,εqÑp0,0q

#

ˆ
ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, Gpt{εqD
D

P,Q
dt
˙1{2

ˆ

ˆ
ż T

0

A

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt
˙1{2+

. (2.46)

La Remarque 2.5.4 nous assure que

lim
εŒ0

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, Gpt{εqD
D

P,Q
dt “

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt. (2.47)

En combinant l’égalité (2.47) avec l’inégalité (2.46) on obtient l’inégalité recherchée.
2. On choisit η un nombre réel positif. Par la Remarque 2.5.4, il existe εpηq tel que pour tout
0 ă ε ă εpηq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, Gpt{εqD
D

P,Q
dt´

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
η

2 .

Etant donné que la famille pwβqβą0 converge fortement vers w0 dans L2pr0, T s;XP q, il existe
βpηq ą 0 tel que pour tout 0 ă β ă βpηq et tout ε ą 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

A

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt´

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, Gpt{εqD
D

P,Q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |D|H8Q }w
β ´ w0}L2pr0,T s;XP q

´

}wβ}L2pr0,T s;XP q ` }w
0}L2pr0,T s;XP q

¯

ă
η

2 .

Ce qui nous donne le second point.
3. On sait par la Proposition 2.3.1 que Q1{2Gpt{εqDQ1{2 ě αIm, pour tout t P R`, ε ą 0 et
donc

α}wβ ´ w0}2L2pr0,T s;XP q ď

ż T

0

A

rwβptq ´ w0ptqs b rwβptq ´ w0ptqs, Gpt{εqD
E

P,Q
dt

“

ż T

0

A

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt`

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, Gpt{εqD
D

P,Q
dt

´

ż T

0

A

wβptq b w0ptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt´

ż T

0

A

w0ptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt.

Par la Proposition 2.5.3 on a

lim
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

A

wβptq b w0ptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt

“ lim
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

A

w0ptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt “

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt
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et par la Remarque 2.5.4

lim
εŒ0

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, Gpt{εqD
D

P,Q
dt “

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt.

En fin de compte on obtient

α lim sup
βŒ0

}wβ ´ w0}2L2pr0,T s;XP q ď lim sup
pβ,εqÑp0,0q

ż T

0

A

wβptq b wβptq, Gpt{εqD
E

P,Q
dt

´

ż T

0

@

w0ptq b w0ptq, xDy
D

P,Q
dt ď 0

ce qui prouve que pwβqβą0 converge fortement dans L2pr0, T s;XP q vers w0 lorsque β Œ 0.

2.6 Preuves des Théorèmes principaux
On établit deux résultats de convergence. Celui du Théorème 2.2.7 qui précise le comporte-
ment au sens fort de pvεqεą0 dans L8locpR`;L2pRmqq et p∇zvεqεą0 dans L2

locpR`;XP q. Celui du
Théorème 2.2.9 qui précise un ordre pour les convergences ci dessus à l’aide de l’introduction
d’un correcteur, ce qui justifiera le développement formel introduit en (2.10).

Preuve du Théorème 2.2.7. Supposons que uin appartient à H2
R, dont la définition est

donnée par
H2
R :“ tu P H1

R : ∇Ry b∇Ry u P L2pRmqu. (2.48)

Du fait que uε soit la solution variationnelle de (2.1), on a pour tout Φ P C1
c pR` ˆ Rmq

´

ż `8

0

ż

Rm
uεpt, yqBtΦ dydt´

ż

Rm
uinpyqΦp0, yq dy `

ż `8

0

ż

Rm
Dpyq∇yuε ¨∇yΦ dydt

´
1
ε

ż `8

0

ż

Rm
uεpt, yqbpyq ¨∇yΦ dydt “ 0. (2.49)

En fait, la formulation ci dessus est vraie pour toute fonction à support compact dans R` ˆ
Rm, qui appartient à W 1,8pR` ˆ Rmq. On choisit une fonction test ψ P C1

c pR` ˆ Rmq
et on introduit la nouvelle fonction Φεpt, yq “ ψpt, Y p´t{ε; yqq, pt, yq P R` ˆ Rm. Grâce
aux hypothèses (2.4), la fonction Φε est à support compact dans R` ˆ Rm, appartient à
W 1,8pR` ˆ Rmq et ainsi satisfait (2.49). On effectue le changement de variable z ÞÑ y “
Y pt{ε; zq. En prenant les dérivées en temps et en espace des égalités ψpt, zq “ Φεpt, Y pt{ε; zqq
et vεpt, zq “ uεpt, Y pt{ε; zqq on obtient

Btψpt, zq “ BtΦεpt, Y pt{ε; zqq ` 1
ε
bpY pt{ε; zqq ¨∇yΦεpt, Y pt{ε; zqq

∇zψpt, zq“ tBY pt{ε; zq∇yΦεpt, Y pt{ε; zqq,∇zvεpt, zq“ tBY pt{ε; zq∇yuεpt, Y pt{ε; zqq

et la formulation faible (2.49), écrite avec la fonction test Φεpt, yq devient

´

ż `8

0

ż

Rm
vεpt, zqBtψ dzdt´

ż

Rm
uinpzqψp0, zq dz

`

ż `8

0

ż

Rm
BY ´1pt{ε; zqDpY pt{ε; zqq tBY ´1pt{ε; zq∇zvε ¨∇zψ dzdt “ 0.
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Donc vε est solution variationnelle de (2.9). Par les Propositions 2.4.4, 2.4.5 on a pour tout
T P R`

sup
εą0
t}vε}L8pR`;L2pRmqq ` }∇Rz vε}L8pr0,T s;L2pRmqq ` }∇Rz b∇Rz vε}L8pr0,T s;L2pRmqquă`8

sup
εą0
t}Btv

ε}L2pr0,T s;L2pRmqq ` }Bt∇Rz vε}L2pr0,T s;L2pRmqqu ă `8.

Après extraction de sous suites, on peut supposer qu’il existe pεkqk convergeant vers 0 tel que

lim
kÑ`8

vεk “ v0 faiblement ‹ dans L8pR`;L2pRmqq (2.50)

lim
kÑ`8

∇zvεk “ ∇zv0 faiblement ‹ dans L8pr0, T s;XP q, T P R`. (2.51)

On cherche à prouver que v0 est la solution variationnelle de (2.27). Pour tout η P C1
c pR`q

et Φ P H1
R, la formulation variationnelle de (2.9) donne

´

ż `8

0

ż

Rm
vεkpt, zqη1ptqΦpzq dzdt´

ż

Rm
uinpzqηp0qΦpzq dz

`

ż `8

0

ż

Rm
Gpt{εkqD∇zvεk ¨ ηptq∇zΦ dzdt “ 0.

Comme η1Φ appartient à L1pR`;L2pRmqq, la convergence faible ‹ dans L8pR`;L2pRmqq de
pvεkqk implique que

ż `8

0

ż

Rm
vεkpt, zqη1ptqΦpzq dzdt ÝÑ

kÑ`8

ż `8

0

ż

Rm
v0pt, zqη1ptqΦpzq dzdt.

On utilise maintenant la Proposition 2.5.3 avec T ą 0 tel que supp η Ă r0, T r, et Wω “

twk “ ∇zvεk |r0,T sˆRm : k P Nu. Wω est bien borné dans L2pr0, T s;XP q et pour tout k P N,
t, t1 P r0, T s, on peut écrire

|∇zvεkptq ´∇zvεkpt1q|P “ }∇Rz vεkptq ´∇Rz vεkpt1q}L2

ď
a

|t´ t1| }Bt∇Rz vεk}L2pr0,T s;L2pRmqq.

Donc Wω est inclus dans Cpr0, T s;XP q et admet pour module de continuité

ωpλq “
?
λ sup
εą0

}Bt∇Rz vε}L2pr0,T s;L2pRmqq.

On peut appliquer la Proposition 2.5.3 avec θpt, zq “ ηptq∇zΦpzq P L2pr0, T s;XP q et en
déduire que

ż `8

0

ż

Rm
Gpt{εkqD∇zvεk ¨ ηptq∇zΦ dzdt “

ż T

0
xηptq∇zΦb∇zvεkptq, Gpt{εkqDyP,Q dt

ÝÑ
kÑ`8

ż T

0

@

ηptq∇zΦb∇zv0ptq, xDy
D

P,Q
dt

“

ż `8

0

ż

Rm
xDy∇zv0 ¨ ηptq∇zΦ dzdt.
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Ainsi, en passant à la limite lorsque k Ñ `8, dans la formulation variationnelle de vεk ,
implique que

´

ż `8

0

ż

Rm
v0pt, zqη1ptqΦpzq dzdt´

ż

Rm
uinpzqηp0qΦpzq dz

`

ż `8

0

ż

Rm
xDy∇zv0 ¨ ηptq∇zΦ dzdt “ 0

et donc v0 est bien solution variationnelle de (2.27) (v0 “ v). Par unicité de la solution du
problème limite (2.27), les convergences (2.50), (2.51) sont valables pour toute la famille pvεqε,
et on a

lim
εŒ0

vε“ v faiblement ‹ dans L8pR`;L2pRmqq,

lim
εŒ0
∇zvε“ ∇zv faiblement ‹ dans L8locpR`;XP q.

La régularité de v est donnée par les Propositions 2.4.6, 2.4.7. En particulier on obtient
que Btv P L2

locpR`;L2pRmqq. On peut même voir que la dérivée en temps Btv appartient à
L8locpR`;L2pRmqq, cela provient de la régularité de xDy. En effet, grâce aux preuves des
Propositions 2.4.6, 2.4.7 on sait que divzpR xDyq P L8pRmq, R xDy tR P L8pRmq et ainsi

Btv “ divzpxDy∇zvq “ divzpxDy tR∇Rz vq “ divzpR xDyq ¨∇Rz v `R xDy : B∇Rz v
“ divzpR xDyq ¨∇Rz v `R xDy tR : ∇Rz b∇Rz v P L8locpR`;L2pRmqq.

On va maintenant montrer la convergence forte des suites pvεqεą0 dans L8locpR`;L2pRmqq et
p∇zvεqεą0 dans L2

locpR`;XP q. L’égalité d’énergie associée à(2.9) nous donne

}vεptq}2L2pRmq ` 2
ż t

0
x∇zvεpτq b∇zvεpτq, Gpτ{εqDyP,Q dτ “ }uin}2L2pRmq, t P R`. (2.52)

De même, l’égalité d’énergie associée à (2.27) nous donne

}vptq}2L2pRmq ` 2
ż t

0
x∇zvpτq b∇zvpτq, xDyyP,Q dτ “ }uin}2L2pRmq, t P R`. (2.53)

Le premier point de la Proposition 2.5.5 nous assure que l’inégalité suivante est vérifiée
ż t

0
x∇zvpτq b∇zvpτq, xDyyP,Q dτ ď lim inf

εŒ0

ż t

0
x∇zvεpτq b∇zvεpτq, Gpτ{εqDyP,Q dτ. (2.54)

En combinant (2.52), (2.53), (2.54) on obtient

1
2lim sup

εŒ0
t}vεptq}2L2pRmq´}vptq}

2
L2pRmqu“ lim sup

εŒ0

"
ż t

0
x∇zvpτq b∇zvpτq, xDyyP,Q dτ

´

ż t

0
x∇zvεpτq b∇zvεpτq, Gpτ{εqDyP,Q dτ

*

“

ż t

0
x∇zvpτq b∇zvpτq, xDyyP,Q dτ

´ lim inf
εŒ0

ż t

0
x∇zvεpτq b∇zvεpτq, Gpτ{εqDyP,Q dτ ď 0
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ce qui prouve que pour tout temps t P R`, on a

lim sup
εŒ0

}vεptq}2L2pRmq ď }vptq}
2
L2pRmq. (2.55)

L’application du lemme de Fatou à la famille de fonctions positives t Ñ }uin}2L2pRmq ´

}vεptq}2L2pRmq donne

ż T

0
lim inf
εŒ0

t}uin}2L2pRmq ´ }v
εptq}2L2pRmqudt ď lim inf

εŒ0

ż T

0
t}uin}2L2pRmq ´ }v

εptq}2L2pRmqudt

ou de manière équivalente

lim sup
εŒ0

ż T

0
}vεptq}2L2pRmq dt ď

ż T

0
lim sup
εŒ0

}vεptq}2L2pRmq dt.

L’inégalité ci-dessus combinée avec la convergence faible dans L2pr0, T s;L2pRmqq de la famille
pvεqεą0 vers v et (2.55) nous amène à

lim sup
εŒ0

ż T

0
}vεptq}2L2pRmq dt ď

ż T

0
}vptq}2L2pRmq dt.

La famille pvεqεą0 converge fortement dans L2pr0, T s;L2pRmqq vers v pour tout T P R`

lim
εŒ0

ż T

0
}vεptq ´ vptq}2L2pRmq dt “ 0.

Par extraction, on déduit de cela l’existence d’une suite pε̃kqk convergeant vers 0 telle que

lim
kÑ`8

}vε̃kptq ´ vptq}2L2pRmq “ 0, pour presque tout t P r0, T s. (2.56)

En se servant du fait que Btv P L2pr0, T s;L2pRmqq et supεą0 }Btv
ε}L2pr0,T s;L2pRmqq ă `8, on

voit que (2.56) est vérifié pour tout t P r0, T s, T P R`, et donc pour tout t P R`. En effet, si
on note E l’ensemble des points t de r0, T s en lesquels la convergence suivante est assurée

lim
kÑ`8

}vεkptq ´ vptq}L2pRmq “ 0,

alors, d’après la relation (2.55), on sait que mespr0, T s´Eq “ 0. Soient t P r0, T s´E et δ ą 0.
Il existe nécessairement tδ Pst´ δ, t` δrX E , dans le cas contraire mespr0, T s ´ Eq ą 0 ce qui
contredirait l’hypothèse. A l’aide des bornes sur Btv et Btvε, on a

}vεkptq ´ vptq}L2pRmq ď }v
εkptq ´ vεkptδq}L2pRmq ` }v

εkptδq ´ vptδq}L2pRmq ` }vptδq ´ vptq}L2pRmq

ď
a

|t´ tδ| sup
ką0

}Btv
εk}L2pr0,T s,L2pRmqq ` }v

εkptδq ´ vptδq}

`
a

|t´ tδ| }Btv}L2pr0,T s,L2pRmqq

ď
?
δ
`

sup
ką0

}Btv
εk}L2pr0,T s,L2pRmqq`}Btv}L2pr0,T s,L2pRmqq

loooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooon

“C

˘

`}vεkptδq ´ vptδq}.

Ainsi
lim sup
kÑ`8

}vεkptq ´ vptq}L2pRmq ď C
?
δ, pour tout δ ą 0.
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On a donc
lim
εŒ0

}vεpT q ´ vpT q}2L2pRmq “ 0, T P R`

ce qui implique, grâce à (2.52), (2.53), que

lim sup
εŒ0

ż T

0
x∇zvεptq b∇zvεptq, Gpt{εqDyP,Q dt “ 1

2}u
in}2L2pRm q́

1
2 lim
εŒ0

}vεpT q}2L2pRmq

“
1
2}u

in}2L2pRmq ´
1
2}vpT q}

2
L2pRmq

“

ż T

0
x∇zvptq b∇zvptq, xDyyP,Q dt.

Le troisième point de la Proposition 2.5.5 nous assure que p∇zvεqεą0 converge fortement dans
L2pr0, T s;XP q vers ∇zv pour tout T P R`. Enfin, pour montrer que la convergence forte de
la famille pvεqεą0 a lieu dans L8locpR`;L2pRmqq vers v, on cherche à estimer la différence entre
vε et v. En soustrayant (2.9) et (2.27), on trouve

Btpv
ε ´ vq ´ divztGpt{εqD∇zvε ´ xDy∇zvu “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm.

L’égalité d’énergie associée pour tout t P R` est

1
2}v

εptq ´ vptq}2L2pRmq `

ż t

0
xr∇zvεpτq ´∇zvpτqs b∇zvεpτq, Gpτ{εqDyP,Q dτ

´

ż t

0
xr∇zvεpτq ´∇zvpτqs b∇zvpτq, xDyyP,Q dτ “ 0.

Tout comme dans la preuve de la Proposition 2.5.3 on a
ˇ

ˇ

ˇ
xr∇zvεpτq ´∇zvpτqs b∇zvεpτq, Gpτ{εqDyP,Q

ˇ

ˇ

ˇ
ď |D|H8Q |∇zv

εpτq ´∇zvpτq|P |∇zvεpτq|P

et
ˇ

ˇ

ˇ
xr∇zvεpτq ´∇zvpτqs b∇zvpτq, xDyyP,Q

ˇ

ˇ

ˇ
ď |D|H8Q |∇zv

εpτq ´∇zvpτq|P |∇zvpτq|P ,

ainsi pour tout t P r0, T s on a

}pvε ´ vqptq}2L2 ď 2|D|H8Q }∇zv
ε ´∇zv}L2pr0,T s;XP qp}∇zv

ε}L2pr0,T s;XP q ` }∇zv}L2pr0,T s;XP qq.

La convergence forte de pvεqεą0 dans L8pr0, T s;L2pRmqq vers v est donc une conséquence de
la convergence forte de p∇zvεqεą0 vers ∇zv dans L2pr0, T s;XP q lorsque ε Œ 0. Le dernier
point à vérifier est que la convergence forte de pvεqεą0 dans L8pr0, T s;L2pRmqq reste vraie
pour toute donnée initiale uin P L2pRmq. En effet, par densité de H2

R dans L2pRmq, on sait
que pour tout δ ą 0 il existe uin

δ P H
2
R tel que }uin ´ uin

δ }L2pRmq ď δ{2. On note vεδ (resp. vδ)
la solution variationnelle de (2.9) (resp. (2.27)) pour la condition initiale uin

δ . Grâce au bilan
d’énergie on obtient

}vε ´ v}L8pr0,T s;L2pRmqq ď }v
ε ´ vεδ}L8pr0,T s;L2pRmqq ` }v

ε
δ ´ vδ}L8pr0,T s;L2pRmqq

` }vδ ´ v}L8pr0,T s;L2pRmqq

ď 2}uin ´ uin
δ }L2pRmq ` }v

ε
δ ´ vδ}L8pr0,T s;L2pRmqq.
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Etant donné que uin
δ P H

2
R, on sait que pour tout δ ą 0,

lim
εŒ0

}vεδ ´ vδ}L8pr0,T s;L2pRmqq “ 0

et donc
lim sup
εŒ0

}vε ´ v}L8pr0,T s;L2pRmqq ď δ, δ ą 0,

ce qui donne limεŒ0 }v
ε ´ v}L8pr0,T s;L2pRmqq “ 0 pour tout T P R`.

Les considérations ci dessus nous ont amené à montrer que vε “ v`op1q dans L8locpR`;L2pRmqq
lorsque ε Œ 0. Comme montré dans l’analyse formelle (2.10), on est en droit d’espérer un
ordre de convergence en Opεq. Cet ordre peut être montré si on suppose que la solution limite
v est suffisamment régulière et qu’il existe un champ de matrices C tel que

D “ xDy ` LpCq (2.57)

et donc tel que (voir la Remarque 2.3.3)

1tψďkuD ´
@

1tψďkuD
D

“
d
ds |s“0Gpsqp1tψďkuCq, k P N.

L’existence du champ de matrices C est essentielle pour la construction d’un terme correctif
u1, voir (2.60).

Preuve du Théorème 2.2.9. On introduit les fonctions ũεpt, yq “ vpt, Y p´t{ε; yqq, pt, yq P
R` ˆ Rm, ε ą 0. Tout comme dans la preuve du Théorème 2.2.7 on peut vérifier que ũε est
solution variationnelle du problème

"

Btũ
ε ´ divytGpt{εq xDy∇yũεu ` 1

εbpyq ¨∇yũ
ε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

ũεp0, yq “ uinpyq, y P Rm.

Par construction, le moyenné xDy appartient à H8Q et vérifie Gpt{εq xDy “ xDy. Ainsi les
fonctions pũεqεą0 sont solutions des problèmes

"

Btũ
ε ´ divytxDy∇yũεu ` 1

εbpyq ¨∇yũ
ε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

ũεp0, yq “ uinpyq, y P Rm. (2.58)

On rappelle que les fonctions puεqεą0 sont solutions de
"

Btu
ε ´ divytD∇yuεu ` 1

εbpyq ¨∇yu
ε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm. (2.59)

Les deux familles pũεqεą0 et puεqεą0 vérifient la même condition initiale. Le point clé pour
obtenir un ordre de convergence est l’introduction d’un terme correcteur. Pour tout pt, s, yq P
R` ˆ Rˆ Rm, on considère la fonction

u1pt, s, yq “ ´divzpC∇zvptqqpY p´s; yqq ` divytCpyq∇yvpt, Y p´s; yqqu (2.60)
“ ´τp´sqdivzpC∇zvptqq ` divytCpyq∇yrτp´sqvptqsu,

avec la notation τpsqf “ f ˝ Y ps; ¨q pour toute fonction f . Par (2.7) on a

u1pt, s, Y ps; zqq “ divzpGpsqC∇zvptqq ´ divzpC∇zvptqq (2.61)
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et en prenant la dérivée par rapport à s (ici L est le générateur infinitésimal associé à G) on
obtient

Bsu
1pt, s, Y ps; zqq ` bpY ps; zqq ¨∇yu1pt, s, Y ps; zqq “ divz

"

d
dsGpsqC∇zvptq

*

“ divztGpsqLpCq∇zvptqu
“ tdivyrLpCq∇yτp´sqvptqsupY ps; zqq.

La dernière égalité vient d’une nouvelle utilisation de (2.7). Ainsi le terme correcteur u1 verifie

pBs`bpyq¨∇yqu1pt, s, yq´divytLpCq∇yvpt, Y p´s; ¨qqupyq “ 0, pt, s, yq P R`ˆRˆRm (2.62)

et par définition u1pt, 0, yq “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm. L’équation (2.62) est exactement celle
qui apparaît lorsque l’on plonge l’Ansatz uεpt, yq “ vpt, Y p´t{ε; yqq ` εu1pt, t{ε, yq ` ... dans
(2.59). En effet, on peut réécrire cet Ansatz

uεpt, Y pt{ε; zqq “ vpt, zq ` εu1pt, t{ε, Y pt{ε; zqq ` ...

et voir que

d
dtu

εpt, Y pt{ε; zqq “ Btuεpt, Y pt{ε; zqq `
1
ε
bpY pt{ε; zqq ¨∇yuεpt, Y pt{ε; zqq

“ rdivypD∇yuεptqqspY pt{ε; zqq “ divzrGpt{εqD∇zuεpt, Y pt{ε; zqqs

pour obtenir

Btvpt, zq ` εBtu
1pt, t{ε, Y pt{ε; zqq ` Bsu1pt, t{ε, Y pt{ε; zqq (2.63)

` bpY pt{ε; zqq ¨∇yu1pt, t{ε, Y pt{ε; zqq ` ... “ divzpGpt{εqD∇zvq
` divzrGpt{εqD∇zpεu1pt, t{ε, Y pt{ε; zqqqs ` ... .

En tenant compte du fait que Btv “ divzpxDy∇zvq, on déduit de (2.63) et (2.7) que

pBs ` bpyq ¨∇yqu1pt, s, yq “ τp´sqdivzrGpsqD∇zvptqs ´ τp´sqdivzrxDy∇zvptqs
“ divyrpD ´ xDyq∇yτp´sqvptqs
“ divyrLpCq∇yτp´sqvptqs

ce qui nous donne (2.62). En particulier, en posant s “ t{ε, on a

pBs ` bpyq ¨∇yqu1pt, t{ε, yq ´ divypLpCq∇yũεptqqpyq “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm, ε ą 0

et on obtient l’équation suivante pour ũ1
ε :“ u1pt, t{ε, yq

Btpεũ
1
εqpt, yq ´ divypLpCq∇yũεptqq `

1
ε
bpyq ¨∇ypεũ1

εqpt, yq “ εBtu
1pt, t{ε, yq. (2.64)

En sommant (2.58) et (2.64) on obtient

Btpũ
ε ` εũ1

εq ´ divyrpxDy ` LpCqq∇yũεs `
1
ε
bpyq ¨∇ypũε ` εũ1

εq “ εBtu
1pt, t{ε, yq (2.65)

qui, grâce à (2.57), se réécrit

Btpũ
ε ` εũ1

εq ´ divyrD∇ypũε ` εũ1
εqs `

1
ε
bpyq ¨∇ypũε ` εũ1

εq

“ εrBtu
1 ´ divypD∇yu1qspt, t{ε, yq.
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En combinant (2.59) et (2.65), on arrive facilement à

Btpu
ε ´ ũε ´ εũ1

εq ´ divyrD∇ypuε ´ ũε ´ εũ1
εqs `

1
ε
bpyq ¨∇ypuε ´ ũε ´ εũ1

εq

“ ´εrBtu
1 ´ divypD∇yu1qspt, t{ε, yq.

En utilisant l’égalité d’énergie associée à l’équation ci dessus et l’hypothèse Q1{2DQ1{2 ě αIm
on obtient

1
2

d
dt}u

ε ´ ũε ´ εũ1
ε}

2
L2pRmq ` α|∇ypu

ε ´ ũε ´ εũ1
εq|

2
P ď ε}uε ´ ũε ´ εũ1

ε}L2pRmq

ˆ }Btu
1pt, t{ε, ¨q ´ divypD∇yu1pt, t{ε, ¨q}L2pRmq, t P R`.

On note que puε ´ ũε ´ εũ1
εq|t“0 “ uin ´ uin ´ 0 “ 0 et donc, après intégration par rapport à

t P r0, T s, on a

}uε ´ ũε ´ εũ1
ε}L8pr0,T s;L2pRmqq ď ε

ż T

0
}Btu

1pt, t{ε, ¨q ´ divypD∇yu1pt, t{ε, ¨q}L2pRmq dt

et

α

ż T

0
|∇ypuε ´ ũε ´ εũ1

εq|
2
P dt

ďε}uε´ ũε´ εũ1
ε}L8pr0,T s;L2pRmqq

ż T

0
}Btu

1pt, t{ε, ¨q ´ divypD∇yu1pt, t{ε, ¨q}L2pRmqdt

ď ε2
ˆ
ż T

0
}Btu

1pt, t{ε, ¨q ´ divypD∇yu1pt, t{ε, ¨q}L2pRmq dt
˙2

.

Le résultat sera donc démontré à condition que le correcteur u1pt, s, yq satisfasse à des esti-
mations de régularité uniforme par rapport à la variable s

u1 P L8pr0, T s;L8pRs;L2pRmqqq, Btu1 P L1pr0, T s;L8pRs;L2pRmqqq

divypD∇yu1q P L1pr0, T s;L8pRs;L2pRmqqq, ∇yu1 P L2pr0, T s;L8pRs;XP qq.

On commence par estimer la norme L2pRmq de u1, uniformément par rapport pt, sq P r0, T sˆ
R. Grâce à (2.61) on peut écrire que

}u1pt, s, ¨q}L2pRmq ď }divzpGpsqC∇zvptqq ´ divzpC∇zvptqq}L2pRmq

ď 2 sup
sPR

}divzpGpsqC∇zvptqq}L2pRmq.

Pour tout s P R, la formule divzpXξq “ divz tX ¨ ξ ` tX : Bzξ nous donne que, pour tout
champ régulier de matrices X et tout champ de vecteurs ξ

divzpGpsqC∇zvptqq “ divzpGpsqC tR∇Rz vptqq (2.66)
“ divzpRGpsqCq ¨∇Rz vptq `RGpsqC tR : Bz∇Rz vptqR´1

“ divzpRGpsqCq ¨∇Rz vptq `RGpsqC tR : ∇Rz b∇Rz vptq.
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On montre également que divzpRGpsqCq “ τpsqdivypRCq. Pour tout champ régulier de vec-
teurs à support compact Φ “ Φpyq, on a grâce à (2.22)

ż

Rm
divzpRGpsqCq ¨ ΦpY ps; zqq dz “´

ż

Rm
RGpsqC : BztΦpY ps; zqqu dz (2.67)

“´

ż

Rm
RGpsqC tR :pByΦqpY ps; zqqBY ps; zqR´1 dz

“´

ż

Rm
pRC tRqpY ps; zqq : pByΦR´1qpY ps; zqq dz

“´

ż

Rm
RC tR : ByΦR´1 dy

“´

ż

Rm
RC : ByΦ dy

“

ż

Rm
divypRCq ¨ Φpyq dy

“

ż

Rm
τpsqrdivypRCqs ¨ ΦpY ps; zqq dz.

En revenant à (2.66) on obtient

divzpGpsqC∇zvptqq “ τpsqrdivypRCqs ¨∇Rz vptq ` τpsqpRC tRq : ∇Rz b∇Rz vptq (2.68)

et donc

}divzpGpsqC∇zvptqq}L2pRmq

ď }divypRCq}L8pRmq}∇Rz vptq}L2pRmq ` |C|H8Q }∇
R
z b∇Rz vptq}L2pRmq.

Tout cela implique que

}u1}L8pr0,T s;L8pRs;L2pRmqqq ď 2}divypRCq}L8pRmq}∇Rz v}L8pr0,T s;L2pRmqq

` 2|C|H8Q }∇
R
z b∇Rz vptq}L8pr0,T s;L2pRmqq.

De manière similaire, prendre la dérivée de (2.61) par rapport à t nous mène à

}Btu
1}L1pr0,T s;L8pRs;L2pRmqqq ď 2}divypRCq}L8pRmq}∇Rz Btv}L1pr0,T s;L2pRmqq

` 2|C|H8Q }∇
R
z b∇Rz Btvptq}L1pr0,T s;L2pRmqq.

Il reste à estimer les dérivées en espace de u1. Le point clé est que ∇R commute avec τpsq

∇Rz pτpsqfq “ ∇Rz tfpY ps; ¨qqu “ p∇Ry fqpY ps; ¨qq “ τpsqp∇Ry fq

pour toute fonction régulière f “ fpyq. En effet, pour tout i P t1, ...,mu on a

bi ¨∇zpτpsqfqpzq “ lim
hÑ0

fpY ps;Yiph; zqqq ´ fpY ps; zqq
h

“ lim
hÑ0

fpYiph;Y ps; zqqq ´ fpY ps; zqq
h

“ bipY ps; zqq ¨ p∇yfqpY ps; zqq “ τpsqpbi ¨∇yfqpzq.
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En appliquant l’opérateur ∇R à (2.61) et en utilisant (2.66) et (2.68), on obtient que

p∇Ry u1pt, s, ¨qqpY ps; ¨qq “ ∇Rz u1pt, s, Y ps; ¨qq (2.69)
“ ∇Rz rdivzpGpsqC∇zvptqq ´ divzpC∇zvptqqs
“ ∇Rz rτpsqpdivypRCqq¨∇Rz vptq`τpsqpRC tRq :∇Rz b∇Rz vptqs
´∇Rz rdivzpRCq ¨∇Rz vptq ` pRC tRq : ∇Rz b∇Rz vptqs. (2.70)

Une nouvelle utilisation du fait que τpsq et ∇R commutent implique que pour tout k P
t1, ...,mu

bk ¨∇zrτpsqpdivypRCqq ¨∇Rz vptq ` τpsqpRC tRq : ∇Rz b∇Rz vptqs (2.71)
“ τpsqpbk ¨∇ydivypRCqq ¨∇Rz vptq ` τpsqdivypRCq ¨ pbk ¨∇z∇Rz vptqq
` τpsqpbk ¨∇ypRC tRqq : ∇Rz b∇Rz vptq ` τpsqpRC tRq : bk ¨∇zp∇Rz b∇Rz vptqq.

Donc il existe une constante K dépendant de }divypRCq}L8pRmq`}RC tR}L8pRmq`
řm
k“1 }bk ¨

∇ydivypRCq}L8pRmq `
řm
k“1 }bk ¨∇ypRC tRq}L8pRmq telle que

}∇Ry u1pt, ¨, ¨q}L8pRs;L2pRmqq ď Kt}∇Rz vptq}L2pRmq ` }∇Rz b∇Rz vptq}L2pRmq

` }∇Rz b∇Rz b∇Rz vptq}L2pRmqu.

On en déduit que

}∇yu1}L2pr0,T s;L8pRs;XP qq ď Kt}∇Rz v}L2pr0,T s;L2pRmqq ` }∇Rz b∇Rz v}L2pr0,T s;L2pRmqq

` }∇Rz b∇Rz b∇Rz v}L2pr0,T s;L2pRmqqu.

En ce qui concerne les dérivées d’ordre deux en espace pour u1, on écrit comme précédemment

divypD∇yu1q “ divypD tR∇Ry u1q “ divypRDq ¨∇Ry u1 `RD tR : ∇Ry b∇Ry u1.

On note que divypRDq ¨ ∇Ry u1 appartient à L1pr0, T s;L8pRs;L2pRmqqq étant donné que
divypRDq P L8pRmq et que ∇yu1 P L2pr0, T s;L8pRs;XP qq. Comme le champ de matrices
RD tR appartient à L8pRmq, il reste à vérifier que la quantité ∇Ry b ∇Ry u1 appartient à
L1pr0, T s;L8pRs;L2pRmqqq. Pour y arriver, on applique une nouvelle fois l’opérateur ∇Rz à
(2.69), ou de manière équivalente l’opérateur bl ¨∇z à (2.71). En utilisant une nouvelle fois
la commutation entre τpsq et bl ¨∇z on obtient

bl ¨∇ztbk ¨∇zrτpsqpdivypRCqq ¨∇Rz vptq ` τpsqpRC tRq : ∇Rz b∇Rz vptqsu
“ rbl ¨∇ypbk ¨∇ypdivypRCqqqss ¨∇Rz vptq ` rbk ¨∇ypdivypRCqqss ¨ rbl ¨∇zp∇Rz vptqqs
`rbl ¨∇ypdivypRCqqss ¨ pbk ¨∇zp∇Rz vptqqq ` pdivypRCqqs ¨ tbl ¨∇zrbk ¨∇zp∇Rz vptqqsu
`rbl ¨∇ypbk ¨∇ypRC tRqqss :∇Rz b∇Rz vptq ` rbk ¨∇ypRC tRqss :bl ¨∇zp∇Rz b∇Rz vptqq
`rbl ¨∇ypRC tRqss :bk ¨∇zp∇Rz b∇Rz vptqq `pRC tRqs :bk ¨∇zpbl ¨∇zp∇Rz b∇Rz vptqqq

qui appartient à L1pr0, T s;L8pRs;L2pRmqqq grâce aux hypothèses sur le champ de matrices
C et la solution v.
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Chapitre 3

Méthodes numériques pour le
calcul d’un champ de matrices
moyenné. Application à l’analyse
asymptotique d’un problème
parabolique avec un terme de
transport raide

3.1 Introduction

Les équations modélisant les phénomènes multi-échelles sont couramment utilisées dans les
applications : transport de particules dans un plasma fortement magnétisé avec ou sans
collisions, transfert de chaleur dans un plasma, transfert de masse et de chaleur lors d’une
réaction chimique. Chacun de ces problèmes font apparaître des échelles en temps ou en
espace disparates. D’un point de vue numérique, l’étude de tels problèmes est fortement
contrainte par la taille des petites échelles. En effet, le pas de la discrétisation doit être assez
fin pour capturer les phénomènes qui se produisent aux échelles microscopiques. Dans ce
cas, les méthodes numériques classiques ont un coût prohibitif et ne sont pas adaptées à la
résolution de tels problèmes. Suite à l’étude théorique effectuée au Chapitre 2, on propose
dans ce chapitre une méthode pour étudier numériquement le comportement asymptotique
des solutions d’une équation de diffusion avec un terme de transport raide. On rappelle ce
modèle parabolique

#

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq `

1
ε
bpyq ¨∇yuε “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm,
(3.1)

où b : Rm Ñ Rm et D : Rm Ñ MmpRq sont des champs de vecteurs et de matrices symé-
triques définies positives donnés, et ε ą 0 est un petit paramètre proche de zéro. Le transport
rapide, associé à l’opérateur b ¨∇y, induit une échelle de temps rapide. En fait, ce problème
peut être interprété comme un problème à deux échelles en temps après un changement de
variable Lagrangien le long du flot associé au champ de vecteurs b{ε. De manière générale, les
problèmes faisant intervenir des échelles disparates ont été beaucoup étudiés et il existe de
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nombreuses approches pour leur étude numérique. Les problèmes paraboliques fortement ani-
sotropes ont été analysés dans [38], les équations cinétiques [33], les problèmes paraboliques
multi-échelles [34], les équations de Schrödinger et Klein-Gourdon [29] ont été traitées à l’aide
de schémas d’uniforme précision. Une méthode numérique multi-échelle pour une équation
d’advection-diffusion est proposée dans [1]. La stratégie choisie dans ce chapitre sera de ne
pas résoudre numériquement le problème (3.1), mais plutôt un problème limite effectif non
contraint par le petit paramètre ε, et pour lequel les méthodes numériques standards peuvent
être appliquées. L’étude théorique des problèmes multi-échelles à l’aide des techniques d’ho-
mogénéisation a été réalisée dans de nombreux contextes : les équations de transport suivant
des champs disparates [16, 18, 36], les équations de transport de particules en présence d’un
champ magnétique intense [20, 21, 17, 19, 48, 50], les modèles elliptiques et paraboliques
[3, 60], ou encore l’analyse asymptotique d’équations de diffusion fortement anisotropes [19].
Dans le Chapitre 2, l’analyse asymptotique du problème (3.1) a été réalisée à travers l’utili-
sation d’un résultat de théorie ergodique. Il a été montré que le comportement de la famille
puεqεą0, lorsque ε tend vers zéro, peut être décrit, au sens L2, avec un ordre de convergence,
comme la composée d’un profil solution du problème homogénéisé et du flot rapide associé au
champ b{ε. De plus, il a été montré que le problème homogénéisé est toujours un problème
parabolique, ayant un champ de diffusion effectif obtenu en faisant une moyenne ergodique
du champ initial D, le long d’un groupe d’opérateurs linéaires. Le générateur infinitésimal
associé à ce groupe est un opérateur de transport agissant sur les champs de matrices. Le but
principal de ce chapitre est de proposer un schéma semi-Lagrangien pour la résolution de ce
groupe, et ainsi de proposer une méthode de calcul pour le champ de matrices de diffusion
effectif. L’intérêt de cette méthode n’est pas restreint à l’étude de (3.1). En effet, le moyenné
d’un champ de matrices se retrouve dans d’autres situations et rend possible, par exemple, la
description du modèle homogénéisé associé à une équation de diffusion fortement anisotrope,
voir [19] et le Chapitre 4. On illustre cette approche en observant l’erreur commise entre une
solution de référence de (3.1) et la solution du problème de diffusion effectif sur plusieurs
exemples.
Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Dans la Section 3.2, on rappelle succincte-
ment les résultats principaux du Chapitre 2 concernant l’analyse asymptotique de l’équation
(3.1) ainsi que les notations nécessaires à la lecture de ce chapitre. Un schéma basé sur une
méthode semi-Lagrangienne est présenté à la Section 3.3 pour le calcul du champ de dif-
fusion effectif. Des tests numériques sont présentés. Dans la Section 3.4, on étudie l’erreur
commise entre la solution du problème effectif et la solution du problème raide (3.1). On
utilise un schéma numérique basé sur une méthode de splitting pour calculer une solution
de référence au problème (3.1). Les résultats numériques confirment l’ordre de convergence
théorique espéré.

3.2 Analyse asymptotique, résultats théoriques

Dans cette section, on introduit les notations et résultats nécessaires à la lecture de ce chapitre.
Les points principaux sont la définition du champ de matrices moyenné (3.5), (3.2) et le
résultat asymptotique (3.7). On donne seulement les grandes lignes amenant à ce résultat.
Les preuves détaillées peuvent être trouvées au Chapitre 2. On considère Y : Rˆ Rm Ñ Rm
le flot caractéristique associé au champ de vecteurs b

dY
ds “ bpY ps; yqq, ps, yq P Rˆ Rm, Y p0; yq “ y, y P Rm.
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Ce flot est bien défini sous les hypothèses standards de régularité et croissance au plus linéaire
suivantes

#

b PW 1,8
loc pR

mq,

DC ą 0 such that |bpyq| ď Cp1` |y|q, y P Rm.

Sous les hypothèses ci-dessus le flot Y est global et régulier, Y PW 1,8
loc pRˆRmq. On suppose

que le champ de vecteurs b est à divergence nulle

divyb “ 0, y P Rm,

ce qui garantit que la transformation y P Rm Ñ Y ps; yq P Rm préserve la mesure de Lebesgue
pour tout s P R. L’analyse asymptotique de (3.1) est immédiate lorsque les opérateurs b ¨∇y
et divypD∇yq commutent, i.e. rb ¨∇y, divypD∇yqs “ 0. L’idée est d’effectuer le changement
de variable z “ Y p´t{ε; yq, et donc de remplacer la famille puεqεą0 par la nouvelle famille
pvεqεą0 donnée par

uεpt, yq “ vεpt, zq “ vεpt, Y p´t{ε; yqq, pt, yq P R` ˆ Rm.

Sous les hypothèses de commutation ci-dessus, les nouvelles inconnues pvεqεą0 satisfont
"

Btv
ε ´ divzpD∇zvεq “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm

vεp0, zq “ uinpzq, z P Rm.

Ainsi, vε ne dépend plus de ε et donc uε peut s’écrire comme la composée d’un profil v “ vε et
du flot associé au champ de vecteurs b{ε. Les champs de matrices D qui assurent la propriété
de commutation sont caractérisés dans la proposition suivante, voir Proposition 2.2.1 pour
plus de détails.

Proposition 3.2.1. On considère un champ de vecteurs à divergence nulle c P W 1,8
loc pRmq,

à croissance au plus linéaire et A P L1
locpRm,MmpRqq un champ de matrices.

1. Le commutateur entre l’opérateur de transport c ¨∇y et l’opérateur de diffusion divypA∇yq
est toujours un opérateur de diffusion, et on a

“

c ¨∇y, divypA∇yq
‰

“ divyprc, As∇yq dans D 1pRmq

où le champ de diffusion associé est défini par le crochet entre le champ de vecteurs c
et le champ de matrices A

rc, As :“ pc ¨∇yqA´ BycA´A tByc dans D 1pRmq.

2. Les points suivants sont équivalents
(a) On a rc, As “ 0 dans D 1pRmq
(b) Pour tout s P R, on a GpsqA “ A, où la famille d’opérateurs linéaires pGpsqqs,

agissant sur les champs de matrices, est définie par

pGpsqAqpyq :“ BY ´1ps; yqApY ps; yqq tBY ´1ps; yq, ps, yq P Rˆ Rm. (3.2)

Motivé par le cas où les opérateurs commutent, on effectue l’analyse asymptotique non pas
de la famille puεqεą0 mais plutôt de la famille de fonctions pvεqεą0 données par

vεpt, zq “ uεpt, Y pt{ε; zqq, pt, zq P R` ˆ Rm, ε ą 0.
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On espère que la famille pvεqεą0 converge quand ε tend vers zéro. En fait, lorsque les opé-
rateurs b ¨∇y et divypD∇yq ne commutent pas, le comportement asymptotique de la famille
puεqεą0, lorsque ε tend vers zéro, peut être décrit de la même façon que précédemment, c’est à
dire comme la composée d’un profil v et du flot associé à b{ε. Ce profil v est la solution d’une
équation de diffusion avec un nouveau champ de diffusion xDy, qui apparaît comme la pro-
jection orthogonale de D sur le sous-espace des champs de matrices qui sont laissés invariants
par la famille pGpsqqs dans (3.2), par rapport à un certain produit scalaire à préciser. La
définition de xDy est donnée par (3.5). On effectue le changement de variable z “ Y p´t{ε; yq
dans (3.1), pour tout ε ą 0, t P R`, y P Rm, et en appliquant les règles de dérivation d’un
produit de composition (voir (2.7)), on est amené à un problème à deux échelles en temps

"

Btv
ε ´ divz ppGpt{εqDq∇zvεq “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm

vεp0, zq “ uεp0, zq “ uinpzq, z P Rm, ε ą 0, (3.3)

où pGpsqqsPR est défini par (3.2). Une approche deux échelles, basée sur un développement
de Hilbert, nous amène formellement au problème effectif suivant

"

Btv ´ divzpxDy∇zvq “ 0, pt, zq P R` ˆ Rm
vp0, zq “ uinpzq, z P Rm, (3.4)

où le champ de diffusion effectif xDy est donné par la moyenne en temps long

xDy “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqD ds. (3.5)

Remarque 3.2.2. Le calcul d’un tel champ de matrices moyenné ne dépend pas de la condi-
tion initiale uin. Ainsi, un pré-calcul du champ de matrices moyenné est possible à partir
seulement de D et b.

L’existence d’un tel champ de matrices xDy est assurée par le théorème ergodique de
von Neumann, voir Théorème 2.2.5 et Théorème A.1.8. En effet, la famille d’opérateurs
linéaires pGpsqqsPR définie par (3.2) est un C0-groupe d’opérateurs unitaires dans un espace
de Hilbert bien choisi HQ, voir 2.3.1 et (3.19) pour un exemple. L’existence d’un tel espace de
Hilbert n’est pas toujours assuré, ainsi le champ de matrices moyenné (3.5) n’est pas toujours
bien défini, voir Section 3.3.3 pour un contre exemple ou le Chapitre 2 pour des conditions
suffisantes à l’existence de (3.5). Le champ de matrices moyenné (3.5) peut être interprété
comme la projection de D sur le noyau du générateur infinitésimal L associé à pGpsqqsPR.
On a une description de la restriction de l’opérateur L aux champs de matrices réguliers à
support compact comme l’opérateur de transport

LpAq “ rb, As “ pb ¨∇yqA´ BybA´A tByb, A P C1
c pRmq. (3.6)

Cette expression de L sera utile lors du calcul du groupe pGpsqqsPR, voir Section 3.3. On
peut maintenant décrire le comportement de la famille puεqεą0 lorsque ε tend vers zéro. Il a
été montré au Chapitre 2 que, pour toute condition initiale uin P L2pRmq, la famille pvεqεą0
solution de l’équation (3.3) converge fortement dans L8locpR`;L2pRmqq, vers l’unique solution
v P L8pR`;L2pRmqq de (3.4). En fait, si on considère T ą 0, il existe une constante CT ą 0
telle que, pour tout ε ą 0, on a

sup
tPr0,T s

}vεpt, ¨q ´ vpt, ¨q}L2pRmq ď CT ε

et
sup
tPr0,T s

}uεpt, ¨q ´ vpt, Y p´t{ε; ¨qq}L2pRmq ď CT ε. (3.7)
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3.3 Calcul du moyenné d’un champ de matrices

Dans cette section, on propose une méthode numérique permettant le calcul du moyenné
d’un champ de matrices (3.5). Si D : Rm Ñ MmpRq est un champ de matrices, le calcul
du champ de matrices xDy défini par (3.5) se fait en deux étapes. La première consiste en le
calcul numérique du champ de matrices GpsqD “ pGpsqDqpyq à l’aide de la connaissance du
générateur infinitésimal associé L donné par (3.6). La seconde en le calcul de la moyenne en
temps long par une méthode de quadrature. La méthode est présentée à la Section 3.3.1 et
le schéma numérique associé est décrit à la Section 3.3.2. On teste l’efficacité de la méthode
proposée à la Section 3.3.3 pour plusieurs champs de vecteurs b. Les cas où le flot associé
au champ de vecteurs b est connu de manière explicite nous permettent, à travers la formule
(3.2), d’obtenir des solutions de référence pour le calcul du groupe pGpsqqsPR. Enfin, il nous
a semblé intéressant de présenter un exemple de champ de vecteurs b pour lequel le champ
de matrices moyenné n’est pas bien défini, on propose un tel exemple à la Section 3.3.3.

3.3.1 Calcul du champ de matrices GpsqD

Soit S ą 0 fixé et D P C1
c pRm,MmpRqq un champ de matrices régulier à support compact.

Le champ de matrices GpsqD où s P r0, Ss, est lié au générateur infinitésimal L du groupe
pGpsqqsPR par l’équation d’évolution suivante

$

’

&

’

%

d
dsGpsqD “ L pGpsqDq , s P r0, Ss

Gp0qD “ D.

De plus, l’opérateur L est un opérateur de transport dont l’expression est explicitement
donnée à travers l’expression du champ de vecteurs b et de ses dérivées partielles par rapport
à y, voir (3.6). Cela nous amène à résoudre l’équation aux dérivées partielles sur les champs
de matrices Aps, yq :“ pGpsqDqpyq, ps, yq P r0, Ss ˆ Rm

$

’

&

’

%

B

Bs
Aps, yq “ pb ¨∇yqAps, yq ´ BybpyqAps, yq ´Aps, yq tBybpyq, ps, yq P r0, Ss ˆ Rm

Ap0, yq “ Dpyq, y P Rm.
(3.8)

La résolution de cette équation se fera à l’aide d’un schéma de type semi-Lagrangien, voir [42].
Les avantages des méthodes semi-Lagrangiennes sont multiples : contrairement aux méthodes
Eulériennes, ces méthodes ne sont pas contraintes, par construction, par une condition CFL,
elles sont d’ordre arbitrairement élevé et sont connues pour être moins diffusives que les
méthodes Eulériennes standards comme par exemple les schémas upwind pour le transport.
Afin d’éviter d’avoir des coûts de calcul trop prohibitifs, il est préférable de ne pas travailler
avec une résolution en espace trop petite. Cela nous impose l’utilisation d’une méthode d’ordre
élevé (quatre en pratique) lors du calcul du champ de diffusion GpsqD pour s P r0, Ss.
D’autre part le calcul numérique de la moyenne de la quantité GpsqD impose que le schéma
utilisé ne soit pas trop diffusif. Toutes ces remarques nous ont amené à produire un schéma
numérique basé sur une méthode semi-Lagrangienne pour la résolution de (3.8). Pour ce faire,
on réécrit l’équation (3.8) à l’aide du changement de coordonnées Lagrangien y “ Y p´s; zq
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pour ps, zq P r0, Ss ˆ Rm. En posant Bps, zq :“ Aps, Y p´s; zqq on obtient
$

’

&

’

%

B

Bs
Bps, zq “ ´BybpY p´s; zqqBps, zq ´Bps, zqtBybpY p´s; zqq, ps, zq P r0, Ss ˆ Rm

Bp0, zq “ Dpzq, y P Rm.
(3.9)

La résolution de l’équation différentielle ordinaire (3.9) sera réalisée à l’aide d’un schéma
Runge-Kutta d’ordre quatre. Le retour aux coordonnées de départ, c’est-à-dire le calcul
de Aps0, yq “ Bps0, Y ps0; yqq pour s0 P r0, Ss, y P Rm, sera réalisé par un schéma semi-
Lagrangien. Le flot Y ps0; yq sera calculé par un solveur Runge-Kutta, et l’étape d’interpo-
lation permettant la reconstruction de Bps0, Y ps0; yqq à partir des valeurs de Bps0, ¨q sera
réalisée par interpolation Lagrangienne. Cette dernière étape peut s’interpréter comme la
résolution de l’équation de transport

$

’

&

’

%

B

Bs
Cps, yq “ pb ¨∇yqCps, yq, ps, yq P r0, Ss ˆ Rm

Cp0, yq “ Bps0, yq, y P Rm.
(3.10)

En effet, en appliquant la méthode des caractéristiques à (3.10), on obtient Cps0, yq “
Bps0, Y ps0; yqq “ Aps0, yq. On détaille la construction de l’ensemble du schéma dans la
Section 3.3.2.

3.3.2 Schéma numérique pour le calcul de xDy

Par soucis de simplicité, le schéma sera présenté dans le cadre de la dimension m “ 2,
mais s’applique facilement en dimension quelconque m ě 3. Des exemples d’utilisation de
ce schéma en dimension m “ 4 sont donnés à la Section 3.3.3. Le domaine spatial d’étude
numérique sera un carré C “ r´R, Rs ˆ r´R, Rs, pour R ą 0. Soient S ą 0, Ns P N‹ et
Is “ t0, . . . , Nsu. On se donne une discrétisation régulière pskqkPIs de l’intervalle r0, Ss de pas
∆s “ S{Ns, ainsi sk “ k∆s pour tout k P Is. De même, on définit sk`1{2 “ pk`1{2q∆s pour
tout k P t0, . . . , Ns ´ 1u. Soient N P N‹ et I “ t0, . . . , Nu. On se donne une discrétisation
cartésienne régulière pyijqpi,jqPI2 du carré C, avec i, j P I. Le pas de cette discrétisation
spatiale est ∆y “ 2R{N , et yij “ p´R` i∆y, ´R` j∆yq pour tout pi, jq P I2.

Résolution du système (3.9)

En vue de déterminer une approximation des quantités Bpsk, yijq, pour k P Is et pi, jq P I2,
on introduit les matrices Bk

ij P M2pRq. La résolution approchée du système (3.9) en tout
point yij fixé, i, j P I, se fait à l’aide d’un solveur Runge-Kutta 4. On définit l’application
Fyij : RˆM2pRq ÑM2pRq, ps,Mq ÞÑ ´BybpY p´s; yijqqM ´M tBybpY p´s; yijqq. Le schéma
s’écrit

B0
ij “

ˆ

D11pyijq D12pyijq
D21pyijq D22pyijq

˙

Bk`1
ij “ Bk

ij `
∆s
6 pk1,ij ` 2k2,ij ` 2k3,ij ` k4,ijq (3.11)

où
k1,ij “ Fyij psk, Bk

ijq

k2,ij “ Fyij
ˆ

sk`1{2, Bk
ij `

∆s
2 k1,ij

˙
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k3,ij “ Fyij
ˆ

sk`1{2, Bk
ij `

∆s
2 k2,ij

˙

k4,ij “ Fyij
´

sk`1, Bk
ij `∆sk3,ij

¯

.

A chaque itération de ce schéma, le calcul du flot Y ps; ¨q associé au champ de vecteurs b est
nécessaire aux temps s “ ´sk, s “ ´sk`1{2 et s “ ´sk`1.

Reconstruction de la solution de l’équation (3.8)

En vue de déterminer une approximation des quantités Apsk, yijq pour k P Is et pi, jq P I2,
on introduit les matrices Akij P M2pRq. Etant donné que Apsk, yijq “ Bpsk, Y psk; yijqq,
on commence par reconstruire les valeurs du flot Y ps; ¨q à l’instant s “ sk, en tout point
yij , pi, jq P I2 à l’aide du solveur Runge-Kutta 4. L’idée est alors d’utiliser les approxima-
tions Bk

lm de Bpsk, ylmq pour reconstruire Bpsk, Y psk; yijqq. Ainsi, une fois localisé le point
Y psk; yijq, on lui affecte une valeur par interpolation à partir des évaluations de Bpsk, ¨q
sur les points ylm voisins de Y psk; yijq. Plus précisément, l’interpolation choisie sera de type
cubique Lagrangienne et nécessite la connaissance de 16 valeurs aux points du maillage en-
cadrant Y psk; yijq. On nommera S le stencil associé, voir Figure 3.1. Plus précisément, on

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

›

Stencil pour l’interpolation
‚ Points d’évaluation
› Point Y psk, yijq

Figure 3.1 – Stencil S

interpole la valeur de la fonction Bpsk, ¨q au point Y psk; yijq à l’aide d’une fonction du type
P py1, y2q “

ÿ

0ďα, βď3
aαβy

α
1 y

β
2 . Les coefficients aαβ pour 0 ď α, β ď 3 sont calculés à l’aide des

16 valeurs Bk
ij , telles que yij P S, en résolvant le système linéaire associé aux équations

ÿ

0ďα, βď3
aαβpyijq

α
1 pyijq

β
2 “ Bk

ij , yij P S.

Cette interpolation Lagrangienne procure une approximation d’ordre quatre pour des données
régulières.

Calcul de xDy

Le calcul de xDy résultera d’une intégration numérique de s ÞÑ GpsqD sur r0, Ss. En pratique,
on choisit une méthode de quadrature de type Newton-Cotes à quatre points, qui est d’ordre
cinq en temps, pour plus de détails sur ces méthodes voir [35]. On note D̃ij , pour i, j P I,
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un élément de M2pRq approchant xDy pyijq. La méthode de quadrature prise aux valeurs
approchées Akij calculées à la 3.3.2 s’écrit

D̃ij “
1
S

Ns{4´1
ÿ

k“0
4∆t

4
ÿ

l“0
ωlA

4k`l
ij

où les coefficients de quadrature sont donnés par ω0 “ ω4 “
7
90, ω1 “ ω3 “

16
45 et ω2 “

2
15.

3.3.3 Calculs numériques et exemples

Dans cette section, on teste la méthode proposée pour le calcul du moyenné d’un champ de
matrices. Soit xDy pyq le moyenné exact associé à Dpyq et D̃ le moyenné approché par le
schéma numérique. L’erreur entre ces deux quantités sera localisée à un domaine S Ă C qui
est laissé stable par le flot associé au champ de vecteurs b, i.e Y ps;Sq “ S pour tout s P R.
Pour toute matrice A PM2pRq, |A| “

?
A : A, on définit l’erreur relative basée sur la norme

L2 discrète

Erreur L2 “

g

f

f

e

ř

pi, jqPS | xDy pyijq ´ D̃ij |
2

ř

pi, jqPS | xDy pyijq|
2 . (3.12)

Flot ellipsoïdal en dimension 2

On considère le champ de vecteurs Hamiltonien bpy1, y2q “ pBy2Hpyq,´By1Hpyqq, pour tout
y “ py1, y2q P R2, avec

Hpyq “
1
2y

2
1 `

1
2y

2
2 `

1
2y1y2, y “ py1, y2q P R2.

La fonction H est une intégrale première coercive associée à b. On note Y le flot associé au
champ de vecteurs b. Les courbes caractéristiques associées sont des ellipses du plan, le flot
Y ps; yq “ Epsq y associé est 4π{

?
3-périodique, et on a

Epsq “

¨

˝

cos
´?

3
2 s

¯

` 1?
3 sin

´?
3

2 s
¯

2?
3 sin

´?
3

2 s
¯

´ 2?
3 sin

´?
3

2 s
¯

cos
´?

3
2 s

¯

´ 1?
3 sin

´?
3

2 s
¯

˛

‚.

A l’aide de (3.2) on a

xDy “

?
3

4π

ż 4π{
?

3

0
GpsqD ds “

?
3

4π

ż 4π{
?

3

0
Ep´sqDpY ps; yqq tEp´sq ds “

ˆ

xDy11 xDy12
xDy21 xDy22

˙

où

xDy11 “
1
2

A

D11r1` cosp
?

3 ¨qs
E

´
1
?

3

A

pD11 `D21 `D12q sinp
?

3 ¨q
E

`
1
6

A

pD11 ` 2pD21 `D12q ` 4D22qr1´ cosp
?

3 ¨qs
E

xDy21 “
1
2

A

D21r1` cosp
?

3 ¨qs
E

`
1
?

3

A

pD11 ´D22q sinp
?

3 ¨q
E

´
1
6

A

p2D11 `D21 ` 4D12 ` 2D22qr1´ cosp
?

3 ¨qs
E
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xDy12 “
1
2

A

D12r1` cosp
?

3 ¨qs
E

`
1
?

3

A

pD11 ´D22q sinp
?

3 ¨q
E

´
1
6

A

p2D11 ` 4D21 `D12 ` 2D22qr1´ cosp
?

3 ¨qs
E

xDy22 “
1
2

A

D22r1` cosp
?

3 ¨qs
E

`
1
?

3

A

pD21 `D12 `D22q sinp
?

3 ¨q
E

`
1
6

A

p4D11 ` 2pD21 `D12q `D22qr1´ cosp
?

3 ¨qs
E

et pour toute fonction h, on note xDijhp¨qy “
?

3
4π

ş4π{
?

3
0 DijpY ps; yqqhpsq ds, pi, jq P t1, 2u2.

Enfin, notons que si D11, D21, D12, D22 sont constantes le long du flot Y ps; ¨q (c’est-à-dire,
lorsque D11, D21, D12, D22 dépendent uniquement de la quantité y2

1`y
2
2`y1y2), l’expression

de xDy se réduit à

xDy “

ˆ 2
3pD11 `D22q `

1
3pD21 `D12q ´1

3pD11 `D22q `
1
3pD12 ´ 2D21q

´1
3pD11 `D22q `

1
3pD21 ´ 2D12q

2
3pD11 `D22q `

1
3pD21 `D12q

˙

. (3.13)

On considère les deux champs de matrices suivants

D1 “

ˆ

3 1
2 1

˙

et D2pyq “

ˆ

3` cospκpy2
1 ´ y

2
2qq cospy2

1 ´ 2y2q
sinp2y1 ´ y2q 3` sinpκpy2

1 ´ y2qq

˙

avec κ “ 25.

L’expression explicite de xD2y est connue à quadrature près à travers les expressions ci-dessus,
et le moyenné de D1 est donné par

xD1y “

ˆ

11{3 ´7{3
´4{3 11{3

˙

.

On vérifie que l’erreur globale temps-espace commise lors du calcul numérique de xDy est bien
de la forme Op∆s4q `Op∆y4q. On choisit C “ r´1; 1s2 et ∆s “ ∆y. La Figure 3.2 représente

10´2 10´110´11

10´10

10´9

10´8

10´7

10´6

∆y

Er
re
ur

Calcul de xD1y

Erreur L2

Slop
e 3.9

9

10´2 10´110´7

10´6

10´5

10´4

10´3

10´2

∆y

Er
re
ur

Calcul de xD2y

Erreur L2

Slop
e 3.9

7

Figure 3.2 – A gauche : erreur L2 lors de l’approximation de xD1y. A droite : erreur L2 lors
de l’approximation de xD2y.

les erreurs relatives commises lors de l’utilisation de la méthode présentée à la Section 3.3.2.
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Le graphique de gauche fait apparaître une erreur d’ordre Op∆y4q. Dans cet exemple seule
l’erreur en temps due à la résolution de l’équation différentielle (3.9) par le schéma Runge-
Kutta 4 (3.11) apparaît. En effet, le champ D1 étant constant et la Jacobienne du champ b
étant étant également constante, la solution du système (3.9) ne dépend pas de variable y.
Dans ce cas, la phase d’interpolation présentée à la Section 3.3.2 est exacte. Le graphique
de droite représente l’erreur commise pour le calcul du moyenné du champ de matrices D2
non constant, mais régulier. L’erreur d’interpolation est d’ordre Op∆y4q et l’erreur globale
temps-espace est Op∆y4q.

Flot central non explicite

On considère le champ de vecteurs Hamiltonien bpy1, y2q “ pBy2Hpyq,´By1Hpyqq, pour tout
y “ py1, y2q P R2, avec pour Hamiltonien H une fonction homogène de degré deux, i.e
Hpλy1, λy2q “ λ2Hpy1, y2q pour tout λ P R et py1, y2q P R2

Hpy1, y2q “
1
2y

2
1 `

1
2y

2
2 `

y1y2py
2
1 ´ y

2
2q

y2
1 ` y

2
2

, py1, y2q P R2{tp0, 0qu, et Hp0, 0q “ 0. (3.14)

La fonction H est C2 sur R2{tp0, 0qu et est une intégrale première coercive associée à b. On
note Y le flot associé au champ de vecteurs b. Les courbes caractéristiques associées sont
des courbes fermées du plan et le flot Y ps; ¨q associé est périodique. Une représentation de
ces courbes est donnée par la Figure 3.3. En coordonnées polaires, la fonction H définie par

Figure 3.3 – Lignes de niveaux de la fonction (3.14)

Hpr cospθq, r sinpθqq “ Hpr, θq, pour tout pr, θq P R` ˆ r0, 2πr, s’écrit

Hpr, θq “ r2
ˆ

1
2 ` gpθq

˙

avec gpθq “
1
4 sinp4θq.

La période T plq associée à chaque courbe intégrale H “ l, l ě 0 car minR2 H “ 0, est
constante T plq “ T . En effet, on peut calculer T , voir [52], à l’aide de la formule suivante

T “

ż 2π

0

dθ
1` 2gpθq “

ż 2π

0

dθ
1` 1

2 sinp4θq
“

4π
?

3
.

Le champ de matrices moyenné associé au champ de matrices D est donné, grâce à (3.2), par

xDy “

?
3

4π

ż 4π{
?

3

0
GpsqD ds “

ˆ

xDy11 xDy12
xDy21 xDy22

˙

.
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Dans ce cas, l’expression explicite du flot Y n’est pas accessible et donc l’expression explicite
de GpsqD n’est pas accessible non plus. Si le champ de matrices D est constant, on peut tout
même espérer obtenir des informations sur le champ de matrices moyenné associé. Du fait
que l’Hamiltonien (3.14) soit homogène de degré deux, on déduit que bpλyq “ λbpyq, pour
tout λ P R et y P R2. Ainsi, on a

Y ps;λyq “ λY ps; yq, pour tout λ P R et ps, yq P Rˆ R2. (3.15)

Par différentiation de l’égalité (3.15) par rapport à y, on obtient

BY ps, λyq “ BY ps, yq, pour tout λ ‰ 0, y P R2.

Si Dpλyq “ Dpyq, pour tout λ ‰ 0 et y P R2, alors, la formule (3.2) implique que xDy pλyq “
xDy pyq pour tout λ ‰ 0 et y P R2. Donc, on s’attend à ce que le moyenné suivant le champ de
vecteurs b d’un champ de matrices constant, soit constant sur les droites passant par l’origine,
avec une discontinuité en y “ p0, 0q. En effet, l’Hamiltonien H n’étant pas C2 en l’origine, le
champ moyenné xDy n’est pas continu au point y “ p0, 0q. On teste le schéma de la Section
3.3.2 pour le champ de matrices : D “ I2. On choisit C “ r´1; 1s ˆ r´1; 1s comme domaine
numérique. La Figure 3.4 représente les coefficients du champ de matrices xI2y localisés à

Figure 3.4 – Coefficients du moyenné de l’identité, de gauche à droite et haut en bas, on a
xI2y11, xI2y12, xI2y21 et xI2y22.

un domaine stable le long du flot associé à b. On remarque que chaque coefficient de xI2y
est bien constant le long des droites passant par l’origine du repère avec une discontinuité
en y “ p0, 0q. Dans la Figure 3.5, on observe l’ordre de convergence de la méthode pour
∆s “ ∆y, la solution de référence est obtenue en utilisant le schéma avec un maillage spatial
où N “ 512. Le défaut de régularité de la solution en l’origine entraîne une diminution de
l’ordre de convergence. Si on calcul l’erreur en dehors d’un petit boule entourant l’origine on
trouve l’ordre espéré Op∆s4 `∆y4q.
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10´2 10´110´5
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En dehors de l’origine
Proche de l’origine

Slop
e 3.9

3

Slope 1.13

Figure 3.5 – Etude de l’erreur relative commise lors du calcul de xI2y

Equation de Fokker-Planck

Dans cette exemple, on cherche à approcher le champ de diffusion effectif associé à un modèle
décrivant l’évolution d’une densité de particules chargées sous l’action d’un champ magné-
tique intense en tenant compte des collisions. On suppose que le champ magnétique Bε

est uniforme, défini par Bε “ p0, 0, B{εq, B ą 0, et le champ électrique est donné par
Ept, xq “ pE1pt, xq, E2pt, xq, 0q avec t ą 0 et x “ px1, x2q P R2. On se placera dans le ré-
gime asymptotique du rayon de Larmor fini, dans lequel la longueur caractéristique dans les
directions orthogonales au champ magnétique est beaucoup plus petite que la longueur ca-
ractéristique dans les directions parallèles. La fonction de densité de présence d’une particule
chargée f ε satisfera alors l’équation de Fokker-Planck

Btf
ε `

1
ε
pv1Bx1`v2Bx2qf

ε `
q

m
E ¨∇vf ε `

qB

mε
pv2Bv1 ´ v1Bv2qf

ε “ νdivvtΘ∇vf ε ` vf εu.
(3.16)

Ici m est la masse d’une particule, q sa charge, ν est la fréquence de collision et Θ est la
température. L’opérateur de transport associé à la partie raide de l’équation (3.16) est

bpx, vq ¨∇x,v “ v1Bx1 ` v2Bx2 ` ωcpv2Bv1 ´ v1Bv2q, avec ωc “
qB

m
, px, vq P R4.

Le flot associé au champ de vecteurs b est noté

px, vq “ px1, x2, v1, v2q P R2 ˆ R2 ÞÑ Y ps;x, vq “ pXps;x, vq, V ps;x, vqq P R2 ˆ R2,

et peut être explicité

Xps;x, vq“ x`
Kv

ωc
´
Rp´ωcsq

ωc
Kv, V ps;x, vq“Rp´ωcsqv
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où Rpθq est la rotation de R2 d’angle θ P R. On cherche à calculer numériquement le champ
de diffusion effectif associé à l’opérateur de diffusion divvp∇v¨q “ divx,vpD∇x,v¨q de l’équation
(3.16), où le champ de diffusion D est défini par

D “
2
ÿ

i“1
evi b evi “

ˆ

02ˆ2 02ˆ2
02ˆ2 I2

˙

. (3.17)

Pour plus de détails sur l’analyse asymptotique et le modèle effectif associé à (3.16) voir la
Section 2.3.3 et [18]. La matrice Jacobienne associée au flot s’écrit

Bx,vY ps;x, vq “
˜

I2
I2´Rp´ωcsq

ωc
Rp´π{2q

02ˆ2 Rp´ωcsq

¸

où 0mˆn est la matrice nulle à m lignes et n colonnes. Le flot est 2π
ωc
-périodique, et un calcul

direct nous donne

xDy px, vq “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pGpsqDqpx, vq ds

“
ωc
2π

ż 2π{ωc

0
ByY p´s;Y ps;x, vqq

ˆ

02ˆ2 02ˆ2
02ˆ2 I2

˙

tByY p´s;Y ps;x, vqq ds

“
1
ω2
c

ˆ

2I2 ´ωcRp´π{2q
ωcRp´π{2q ω2

c I2

˙

. (3.18)

Le méthode présentée à la Section 3.3.2 peut s’appliquer une fois de plus dans cette situation
où la moyenne en temps long se ramène à une moyenne sur une période. Il est toutefois inté-
ressant de comprendre sur cette exemple périodique comment l’erreur numérique se comporte
lorsque l’on calcule le moyenné d’un champ de matrices à l’aide de la moyenne en temps long.
Cela peut être utile dans les cas où le flot associé à b est périodique de période inconnue.
Dans la suite, on supposera que ωc “ 1. En vue de pourvoir faire une étude théorique de
l’erreur, on introduit quelques notations. On introduit l’ensemble

HQ “

!

A : R4 ÑM4pRq measurable : Q1{2AQ1{2 P L2pR4q
)

(3.19)

où Q :“ xDy´1, xDy est un champ de matrices symétriques définies positives tel que xDy P
KerL. L’ensemble HQ est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

pA, BqHQ :“
ż

R4
pQ1{2AQ1{2q : pQ1{2BQ1{2q dy“

ż

R4
QA : BQ dy, @A,B P HQ,

la norme associée est notée }A}HQ . Il est montré à la Proposition 2.3.1 que le groupe d’opé-
rateurs linéaires pGpsqqsPR est un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur HQ. Le générateur
infinitésimal L associé à pGpsqqsPR est anti-adjoint dans HQ et son noyau coïncide avec
tA P HQ Ă L1

locpRmq : rb, As “ 0 P D1pRmqu, voir le Chapitre 2 ou encore [19].

Remarque 3.3.1. Grâce à la Proposition 3.2.1, le noyau de L peut être interprété comme
l’ensemble des champs de matrices A qui assurent la propriété de commutation entre les
opérateurs b ¨∇y et divypA∇yq.

De plus, on a la décomposition suivante HQ “ KerL
K
‘ RangeL. En fait, dans le cas où

chaque trajectoire associée au flot est périodique et que l’ensemble des périodes associées est
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borné, alors l’opérateur L est d’image fermée, voir [16]. Ainsi, pour tout champ de matrices
A P HQ, il existe C P HQ tel que

A “ xAy ` LpCq. (3.20)

En remplaçant C par C´xCy, on peut supposer que xCy “ 0. On rappelle queGpsq xAy “ xAy,
pour tout s P R, et donc, du fait que le groupe pGpsqqs est unitaire dans HQ, on a

›

›

›

›

1
S

ż S

0
GpsqA ds´ xAy

›

›

›

›

HQ

“

›

›

›

›

1
S

ż S

0
GpsqpLpCqq ds

›

›

›

›

HQ

“

›

›

›

›

1
S

ż S

0

d
dsGpsqC ds

›

›

›

›

HQ

“

›

›

›

›

GpSqC ´ C

S

›

›

›

›

HQ

ď
2}C}HQ

S
.

Ainsi, au moins dans le cas périodique, l’erreur HQ théorique sur xAy est O
` 1
S

˘

. Pour les
simulations numériques, on localise l’erreur à une boule Br “ tpx1, x2, v1, v2q P R4 : x2

1 `
x2

2 ` v
2
1 ` v

2
2 ď r2u de rayon r ą 0. On introduit la notation }A}HQ,r :“ }1BrA}HQ pour tout

champ de matrices A P L8pRm,MmpRqq. On étudie l’erreur numérique entre les quantités
S ÞÑ 1

S

şS
0 GpsqA ds et xAy pour A “ 1BrD. Dans ce cas, la constante multiplicative devant

le terme 1{S peut être explicitée, à condition de pouvoir calculer les champs de matrices C
et Q. On a

Q “ xDy´1
“

ˆ

I2 Rp´π{2q
´Rp´π{2q 2I2

˙

. (3.21)

Pour le champ de matrices D défini par (3.17), un calcul direct mène au champ de matrices

C “

ˆ

02ˆ2 I2
I2 02ˆ2

˙

(3.22)

tel que D “ xDy ` LpCq et xCy “ 0. La Figure 3.6 montre les erreurs relatives L2 et HQ,r

commises lors du calcul de (3.18) par une moyenne en temps long du champ de matrices
(3.17). La résolution spatiale choisie est Ns “ 103 avec S “ 500. La partie semi-Lagrangienne
du schéma est réalisée par une interpolation linéaire. Le volume de Br est noté mespBrq. Dans
ce cas, les expressions (3.18), (3.21) and (3.22) mènent à

}C}HQ,r “

d

ż

Br

QC : CQdxdv “

d

ż

Br

4 dxdv “ 2
a

mespBrq

et

} xDy }HQ,r “

d

ż

Br

Q xDy : xDyQdxdv “

d

ż

Br

4 dxdv “ 2
a

mespBrq.

Donc
›

›

›

1
S

şS
0 GpsqD ds´ xDy

›

›

›

HQ,r

} xDy }HQ,r
ď

2
S
, pour tout S ą 0.

On retrouve l’erreur relative HQ,r espérée, voir Figure 3.6.
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Figure 3.6 – Etude de l’évolution de l’erreur relative en temps long

Flot presque périodique

On considère le champ de vecteurs bpyq “ py2,´ω
2
1y1, y4,´ω

2
2y3q, défini pour tout y “

py1, y2, y3, y4q P R4, avec ω1, ω2 P R vérifiant la condition d’incommensurabilité ω1{ω2 R Q. La
fonction ψpyq “ ω2

1y
2
1`y

2
2`ω

2
2y

2
3`y

2
4, avec y P R4, est une intégrale première coercive associée

au champ b. On note Y ps; yq le flot associé au champ b. On considère le champ de matrices
constant D PM4pRq. Le flot Y peut être explicité Y ps; yq “ Rp´s;ω1, ω2qy, ps, yq P RˆR4,
avec

Rps;ω1, ω2q “

¨

˚

˚

˝

cospsω1q ´ 1
ω1

sinpsω1q 0 0
ω1 sinpsω1q cospsω1q 0 0

0 0 cospsω2q ´ 1
ω2

sinpsω2q

0 0 ω2 sinpsω2q cospsω2q

˛

‹

‹

‚

.

La condition d’incommensurabilité assure que le flot Y ps; ¨q n’est pas périodique en la variable
s, mais presque périodique. Pour plus d’informations sur les fonctions presque périodiques
voir [31]. On a

xDy “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
BY p´s;Y ps; ¨qqDpY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq ds

“ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
Rps;ω1, ω2qDpY ps; ¨qq tRps;ω1, ω2q ds

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
2D11 `

1
2ω2

1
D22

1
2D12 ´

1
2D21 0 0

1
2D21 ´

1
2D12

ω2
1

2 D11 `
1
2D22 0 0

0 0 1
2D33 `

1
2ω2

2
D44

1
2D34 ´

1
2D43

0 0 1
2D43 ´

1
2D34

ω2
2

2 D33 `
1
2D44

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Pour un tel flot Y , la moyenne ergodique ne se limite plus à la moyenne sur une période
comme dans le cas périodique mais bien à une moyenne en temps long. On étudie l’erreur
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en temps long commise lorsqu’on applique la méthode présentée à la Section 3.3.2 pour le
champ de matrices D défini par

D “

¨

˚

˚

˝

2 ´1 0 ´2
´1 1 2 0
0 2 3 1
1 0 ´1 1

˛

‹

‹

‚

.

Dans la figure 3.7, on observe que l’erreur est en O
` 1
S

˘

comme dans le cas périodique. En
effet, le champ de matrices D est constant et le calcul d’un champ de matrices C qui satisfait
à l’égalité (3.20) peut être réalisé en résolvant le système linéaire LpCq “ D ´ xDy.

100 200 300 400 500
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10´2
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100

Temps T

Er
re
ur

Evolution de l’erreur T ÞÑ

›

›

›

1
T

şT
0 GpsqD ds´ xDy

›

›

›

L2

} xDy }L2

Erreur L2

T ÞÑ 4
T

Figure 3.7 – Evolution de l’erreur relative en temps long

Flot de cisaillement

Dans cet exemple, on propose un champ de vecteurs en dimension deux tel que le moyenné
matriciel associé n’existe pas. En fait des hypothèses suffisantes à l’existence du moyenné
d’un champ de matrices sont précisées dans le Chapitre 2. Elles reposent essentiellement sur
l’existence d’une base de champs de vecteurs pbiq1ďiď2 en involution avec le champ bpyq, c’est-
à-dire des champs assurant la commutation des opérateurs bpyq ¨∇y et bipyq ¨∇y pour tout
1 ď i ď 2. On définit le champ de vecteurs bpyq “ py2, ´y1q pour tout y “ py1, y2q P R2. Dans
ce cas le flot Y associé au champ de vecteurs b est donné par Y ps; yq “ Rp´sq y, pour tout
s P R et y “ py1, y2q P R2. De plus, on considère une fonction régulière paire f : RÑ R` telle
que fp0q “ 1, fpxq “ 0 pour tout x P r1;`8r et strictement décroissante sur r0, 1s. Enfin, on
introduit la fonction radiale T pyq “ f p|y|q pour y P R2. On note Z le flot associé au champ de
vecteurs Tb. On a Zps; yq “ Rp´sT pyqq y pour tout s P R et y “ py1, y2q P R2. La fonction
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T est constante le long des flots Y et Z. On montre que le moyenné du champ Dpyq “ I2
suivant le champ de vecteurs Tb n’est pas bien défini, au sens de (3.5), sur Bp0, 1q{tp0, 0qu
où Bp0, 1q est la boule unité ouverte de R2. En effet, en partant de l’expression du groupe
(3.2) associé au champ de vecteurs Tb on obtient pour tout s P R et tout y P R2

GpsqI2 “ BZ
´1ps; yq tBZ´1ps; yq. (3.23)

Un calcul direct montre que, pour tout s P R et tout y P R2, on a

BZps; yq “ ´sRpπ{2qZps; yq b∇yT pyq `Rp´sT pyqq.

D’autre part, grâce à la relation BZ´1ps; yq “ BZp´s;Zps; yqq valable pour tout s P R, tout
y P R2, on obtient

BZ´1ps; yq “ sRpπ{2q y b∇yT pZps; yqq `RpsT pyqq. (3.24)

Etant donné que ∇yT pyq “
f 1 p|y|q

|y|
y, on peut réécrire (3.24) de la manière suivante

BZ´1ps; yq “ sf 1 p|y|q

|y|
Rpπ{2q y b Zps; yq `RpsT pyqq. (3.25)

En fin de compte, en combinant (3.23) et (3.25), un calcul direct nous mène à

GpsqI2 “ s2 f 1 p|y|q2 pb b bqpyq ` s f 1 p|y|q

¨

˝

´2y1y2
|y|

y2
1´y

2
2

|y|
y2
1´y

2
2

|y|
2y1y2
|y|

˛

‚` I2. (3.26)

En intégrant l’expression (3.26) par rapport à la variable s sur l’intervalle r0, Ss avec S ą 0,
pour tout y P R2, on obtient

1
S

ż S

0
pGpsqI2qpyqds “

S2

3 f 1 p|y|q2 pb b bqpyq `
S

2 f
1 p|y|q

¨

˝

´2y1y2
|y|

y2
1´y

2
2

|y|
y2
1´y

2
2

|y|
2y1y2
|y|

˛

‚` I2. (3.27)

Ainsi xI2y p0, 0q “ I2 et xI2y pyq “ I2 pour tout y P Bp0, 1qc. Mais, pour tout y P Bp0, 1q{tp0, 0qu,
l’expression (3.27) n’a pas de limite quand S Ñ `8. Le moyenné du champ D “ I2 selon le
champ de vecteurs Tb n’est donc pas bien défini.

3.4 Comportement d’un problème parabolique avec un terme
de transport raide

Dans cette section on étudie numériquement le comportement asymptotique de la famille de
fonctions puεqεą0, solutions de (3.1), lorsque ε tend vers 0, dans le cas de la dimension m “ 2.
Le comportement de uε peut être décrit, quand ε tend vers 0, comme la composée d’un profil
v ne dépendant pas de ε et du flot associé au champ de vecteurs ´b{ε. De plus, le profil v est
solution du problème de diffusion (3.4) dont le champ de diffusion est xDy cf. (3.5). A l’aide
de la méthode de calcul d’un champ de matrices moyenné proposée dans la Section 3.3, on
résout le système (3.4) puis on étudie l’erreur commise entre une solution de référence uεpt, ¨q
et vpt, Y p´t{ε; ¨qq. L’équation de diffusion anisotrope, avec T ą 0 et y P R2,

"

Btv ´ divypxDy∇yvq “ 0, pt, yq P r0, T s ˆ R2

vp0, yq “ uinpyq, y P R2
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sera résolue par une méthode implicite en temps et différences finies en espace, voir [69]. Tout
comme précisé dans la Section 3.3.2, on introduit une discrétisation temporelle ptkq de r0, T s,
avec k P It “ t0, . . . , Ntu et ∆t “ T {Nt. Puis une discrétisation spatiale pyijq de pas ∆y du
carré C “ r´R, Rs ˆ r´R, Rs, avec R ą 0, à laquelle on ajoute les points de calcul des flux
yi`1{2,j et yi,j`1{2 pour tout i, j P I “ t0, . . . , N´1u. En notant W “ ´xDy ∇yv, l’opérateur
divypWq au point yij est approché par

pdivypWqqij «
W1

i`1{2,j ´W1
i´1{2,j

∆y `
W2

i,j`1{2 ´W2
i,j´1{2

∆y (3.28)

où
W1

i`1{2,j “ ´pxDy11qi`1{2,j
Bv

By1

ˇ

ˇ

ˇ

i`1{2,j
´ pxDy12qi`1{2,j

Bv

By2

ˇ

ˇ

ˇ

i`1{2,j

W2
i,j`1{2 “ ´pxDy21qi,j`1{2

Bv

By1

ˇ

ˇ

ˇ

i,j`1{2
´ pxDy22qi,j`1{2

Bv

By2

ˇ

ˇ

ˇ

i,j`1{2
.

(3.29)

On approche les différentes dérivées de la manière suivante :
Bv

By1

ˇ

ˇ

ˇ

i`1{2,j
«
vi`1,j ´ vi,j

∆y
Bv

By2

ˇ

ˇ

ˇ

i,j`1{2
«
vi,j`1 ´ vi,j

∆y
Bv

By2

ˇ

ˇ

ˇ

i`1{2,j
«
vi`1{2,j`1 ´ vi`1{2,j´1

2∆y “
vi`1,j`1 ` vi,j`1 ´ vi`1,j´1 ´ vi,j´1

4∆y
Bv

By1

ˇ

ˇ

ˇ

i,j`1{2
«
vi`1,j`1{2 ´ vi´1,j`1{2

2∆y “
vi`1,j`1 ` vi`1,j ´ vi´1,j`1 ´ vi´1,j

4∆y

(3.30)

et les coefficients de diffusion xDyi`1{2,j , xDyi,j`1{2 par

xDyi`1{2,j “
xDyi`1,j ` xDyi,j

2
xDyi,j`1{2 “

xDyi,j`1 ` xDyi,j
2

(3.31)

Tout cela nous amène au schéma semi-discrétisé en espace, où on note vijptq les variables
approchant les inconnues vpt, yijq pour tout pi, jq P I2

Btvijptq `
W1

i`1{2,jptq ´W1
i´1{2,jptq

∆y `
W2

i,j`1{2ptq ´W2
i,j´1{2ptq

∆y “ 0.

La résolution en temps se fera à l’aide d’un schéma implicite de type Crank-Nicholson, voir
[42] pour plus de détails. En notant V k le vecteur des variables discrètes vkij approchant
vptk, yijq pour tout k P It et tout pi, jq P I2, le schéma de Crank-Nicolson s’écrit

V k`1 “

ˆ

I ´
∆t
2 W

˙´1 ˆ

I `
∆t
2 W

˙

V k

oùW est la matrice de discrétisation associée à l’opérateur (3.28) et est obtenue en combinant
(3.29), (3.30) et (3.31). Ce schéma est d’ordre deux en temps et en espace pour des données
régulières. La solution de référence pour le problème de convection-diffusion (3.1)

#

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq `

1
ε
bpyq ¨∇yuε “ 0, pt, yq P r0, T s ˆ R2

uεp0, yq “ uinpyq, y P R2,
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sera déterminée à l’aide d’un schéma type splitting d’opérateurs. On introduit les notations
suivantes

D “ ´divypDpyq∇yp¨qq et T “ bpyq ¨∇y.

La solution uε du système (3.1) peut s’écrire en terme de semi-groupe d’opérateur : uεpt, ¨q “
e´tpD`

1
ε

T quin pour tout t P r0, T s. On approche alors cette solution au temps tk, pour k P Nt,
à l’aide d’un splitting de Strang, voir [57]

uεptk, ¨q “
”

e´
∆t
2 De´

∆t
ε

T e´
∆t
2 D

ık
uin

Cette méthode donne une approximation d’ordre deux en temps de la solution à condition
que les données soient régulières. Le semi-groupe associé à l’opérateur de diffusion D sera
approché en résolvant l’équation de diffusion associée, par le schéma différences finies présenté
précédemment. La résolution numérique du groupe associé à l’opérateur de transport 1

ε
T

sera réalisée par un schéma semi-Lagrangien, qui consistera en une résolution du flot Y pt{ε, ¨q
puis d’une interpolation, voir Section 3.3.2. L’utilisation d’une méthode de splitting associé
à une méthode semi-Lagrangienne pour le transport, nous amène à résoudre séparément le
groupe associé à l’opérateur raide et à choisir une discrétisation en temps adaptée pt̃kεqkPIε

t̃

de l’intervalle
“

0, ∆t
ε

‰

avec Iε
t̃
“ t0, . . . , N ε

t̃
u pour résoudre le flot Y p∆t{ε; ¨q, même lorsque ε

est petit. En pratique, on choisit N ε
t̃
“ 200

X∆t
ε

\

.

Exemples

On étudie numériquement l’erreur commise lors de l’approximation de la fonction uε du
système (3.1) par la quantité vpt, Y p´t{ε; ¨qq, où v est la solution de (3.4). Le champ de
matrices moyenné sera calculé à l’aide de la méthode présentée dans la Section 3.3. Pour tout
k P It et pi, jq P C, on note vkij une valeur numérique approchant la quantité vptk, yijq. Tout
comme dans la Section 3.3.3, l’erreur en espace sera localisée à un domaine S Ă C invariant
par le flot de b. L’erreur L8pr0, T s, L2q sera calculée à l’aide de la norme discrète

}v}L8pr0,T s, L2q “ max
kPIt

d

ÿ

pi,jqPS2

∆y2|vkij |
2.

Pour les tests numériques, on suppose que C “ r´2, 2s ˆ r´2, 2s, T “ 0.01 et

uinpyq “ 10 exp
ˆ

´
y2

1 ` py2 ´ 0.5q2

0.02

˙

, y “ py1, y2q P R2.

Les solutions des problèmes (3.1) et (3.4) sont calculées avec une résolution de maillage spatial
N “ 512 et temporel Nt “ 100N . On suppose que le champ de vecteurs b est le champ de
vecteurs ellipsoïdal, et on choisit un champ de matrices

D “

ˆ

3 1
1 1

˙

Le champ de matrices moyenné associé à D est également symétrique défini positif, voir
Proposition 2.2.5. Par la formule (3.13), on a

xDy “

ˆ

10{3 ´5{3
´5{3 10{3

˙

.
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Figure 3.8 – Comportement asymptotique de uε quand ε tend vers zéro.

La Figure 3.8 représente l’évolution au cours du temps de la norme L2 : t ÞÑ }uεpt, ¨q ´
vpt, Y p´t{ε, ¨q}L2 , et l’erreur L8pr0, T s, L2q en fonction de ε. La Figure 3.8 confirme numéri-
quement l’ordre de convergence espéré donné par (3.7). Dans la Figure 3.9, on se place dans
le cas du flot central non explicite, voir Section 3.3.3, avec pour champ de diffusion D “ I2.
Les coefficients du champ de matrices moyenné associé sont représentés à la Figure 3.4. Dans
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Figure 3.9 – Comportement asymptotique de uε quand ε tend vers zéro.

ce cas, l’ordre de convergence espéré n’est pas atteint, cela est dû au défaut de régularité du
champ de matrices moyenné xI2y en l’origine. Les résultats des Figures 3.8 et 3.9 confirment
le résultat théorique (3.7) et, au moins dans le cas où le champ de vecteurs b et le champ
de matrices D sont réguliers, l’ordre de convergence espéré est obtenu. Donc, au moins dans
le cas de données régulières, nous avons mis en place une méthode numérique consistant en
le calcul du champ de matrices effectif (3.5) et de la fonction v solution du système (3.4),
permettant d’obtenir vpt, Y p´t{ε; ¨qq qui est une approximation d’ordre un, par rapport à ε,
de la solution uε du système raide (3.1).
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Chapitre 4

Analyse asymptotique d’un
problème de diffusion fortement
anisotrope

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le comportement d’une équation parabolique dans laquelle la
diffusion est très grande le long d’une direction privilégiée. Cette étude est motivée par de
nombreuses applications comme la physique des plasmas [23], le traitement d’image [64, 70],
ou encore les propriétés thermiques des cristaux [40, 65]. On considère le problème parabolique

Btu
ε ´ divypDpyq∇yuεq ´

1
ε

divypbpyq b bpyq∇yuεq “ 0, pt, yq P R` ˆ Rm (4.1)

uεp0, yq “ uinpyq, y P Rm (4.2)

où y ÞÑ Dpyq PMmpRq est un champ de matrices sur Rm et y ÞÑ bpyq P Rm est un champ
de vecteurs sur Rm. Pour tout couple de vecteurs ξ, η P Rm, la notation ξ b η représente la
matrice dont le coefficient pi, jq est ξiηj , et pour toutes matrices A,B PMmpRq, on utilise
la notation A : B “ traceptABq “

řm
i“1

řm
j“1AjiBji. Le champ de matrices D est supposé

symétrique, tel que D ` b b b est défini positif. On analyse le comportement de la famille
puεqε lorsque ε est petit, disons 0 ă ε ď 1, dans ce cas

`

D ` 1
εbb b

˘

0ăεď1 reste défini positif.
L’analyse asymptotique d’un tel problème est également motivée par la recherche de méthode
numérique pour la résolution de problèmes paraboliques fortement anisotropes. En effet, les
méthodes explicites sont contraintes par la petitesse du paramètre, ce qui oblige à choisir
un pas de temps également très petit afin que la condition de stabilité ∆t „ ε|∆y|2 soit
satisfaite. Ainsi, des méthodes implicites ont été proposées dans [7, 67, 68], des méthodes
volumes finis dans [43, 2] et des schémas préservant l’asymptotique ont été étudiés dans
[38, 46]. Une étude théorique du système (4.1), (4.2) est réalisée dans [19]. Il a été montré
que pour toute condition initiale uin P L2pRmq bien préparée, c’est-à-dire b ¨ ∇yuin “ 0, la
famille puεqε converge faiblement ‹ dans L8pR`;L2pRmqq vers la solution d’un autre problème
parabolique, pour lequel le champ de diffusion apparaît comme une moyenne du champ de
matrices D. Le but de ce chapitre est de proposer une étude plus complète de ce problème.
On propose une description complète du comportement de puεqε, en prouvant un résultat de
convergence forte vers un profil et en analysant le modèle limite correspondant, et cela pour
toute donnée initiale.
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On considèrera les solutions du système (4.1), (4.2) au sens variationnel. Pour cela, on in-
troduit l’espace de Sobolev à poidsH1

P , voir (4.18), et on définit la forme bilinéaire symétrique
bornée suivante

aεpu, vq “

ż

Rm
Dpyq∇u ¨∇v dy ` 1

ε

ż

Rm
pb ¨∇uqpb ¨∇vq dy, u, v P H1

P .

La formulation variationnelle de (4.1), (4.2) s’écrit

uεp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
uεpt, yqϕpyq dy ` aεpuεptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P .

Le caractère bien posé du problème ci-dessus résulte du Théorème A.2.7. Sous des hypo-
thèses de coercivité, pour tout ε Ps0, 1s, il existe une unique solution uε P CbpR`;L2pRmqq X
L2

locpR`;H1
P q, ε Ps0, 1s. On considère l’opérateur du second ordre B “ ´T 2, T “ divyp¨bq et

le semi-groupe pe´τBqτPR` . L’idée est de chercher la solution v “ vptq d’un autre problème
variationnel tel que

uεptq “ e´
t
ε

Bvptq `Opεq dans L8locpR`;L2pRmqq. (4.3)

La difficulté principale réside dans l’identification du problème limite dont vptq est solution,
et de construire un correcteur qui nous permette de justifier (4.3). Le problème limite sera
défini à l’aide de sa formulation variationnelle. La forme bilinéaire associée, notéem, est définie
dans la Proposition 4.5.9. Cette forme bilinéaire est exprimée à l’aide de deux C0-groupes
d’opérateurs unitaires, l’un opérant sur les fonctions, l’autre sur les champs de matrices. On
note Y ps; yq le flot caractéristique associé au champ de vecteurs b, par pζpsqqsPR le groupe
des translations le long de Y

ζpsqu “ u ˝ Y ps; ¨q, u P L2pRmq, s P R

et par pGpsqqsPR le groupe, agissant sur l’espace L2 à poidsHQ composé de champ de matrices,
donné par

GpsqA “ BY ´1ps; ¨q A ˝ Y ps; ¨q tBY ´1ps; ¨q, A P HQ, s P R,

voir Proposition 4.3.5. Avec ces notations, la forme bilinéaire m s’écrit, voir la Proposition
4.5.9 :

mpu, vq “

ż

Rm

"

xDy pyq∇u` lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pGpsqD ´ xDyq∇tζp2squu ds

*

¨∇v dy

pour tout u, v P H1
P , où xDy est le moyenné du champ de matrices D le long du C0-groupe

pGpsqqsPR, voir la Proposition 4.3.8

xDy “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqD ds dans HQ.

La construction du correcteur requiert l’introduction d’une seconde forme bilinéaire, voir la
Proposition 4.7.1 pour plus de détails. On établit le résultat de convergence suivant, voir la
Section 4.8 pour tous les détails, à condition de supposer uin, b et D suffisamment réguliers,
de supposer l’existence d’un champ de matrices P vérifiant (4.15), (4.16), et enfin de suppo-
ser certaines hypothèses structurelles liées aux champs b et D qui seront précisées dans les
Sections 4.5.2, 4.7.1 et 4.7.2.
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Théorème
On suppose uin, b,D suffisamment réguliers. On suppose également les hypothèses (4.15),
(4.16) vérifiées, ainsi que des hypothèses structurelles qui sont données dans les Sections
4.5.2, 4.7.1 et 4.7.2. Pour tout ε Ps0, 1s, on note l’unique solution variationnelle de (4.1),
(4.2) par uε P CbpR`;L2pRmqq X L2

locpR`;H1
P q

uεp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
uεpt, yqϕpyq dy ` aεpuεptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P

et par v P CbpR`;L2pRmqq X L2
locpR`;H1

P q l’unique solution variationnelle

vp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy `mpvptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P .

Pour tout T P R` il existe une constante CT telle que
ˇ

ˇ

ˇ
uε ´ e´

t
ε

Bv
ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,T s;L2pRmqq
`

ˇ

ˇ

ˇ
∇uε ´∇pe´

t
ε

Bvq
ˇ

ˇ

ˇ

L2pr0,T s;XP q
ď CT ε, 0 ă ε ď 1.

Lorsque la condition initiale est bien préparée, c’est-à-dire lorsque T uin “ 0, il n’y a pas de
couche limite en t “ 0 et le problème limite est donné par le problème parabolique associé
au champ de matrices xDy, voir la Remarque 4.8.2

vp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy `

ż

Rm
xDy pyq∇vptq ¨∇ϕ dy “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P .

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Les arguments principaux de cette analyse
asymptotique sont présentés en dimension finie dans la Section 4.2. Le cas de la dimension
infinie requiert des outils et des hypothèses supplémentaires, nécessaires à l’existence de
la forme bilinéaire m et du correcteur. Ainsi, on commence par rappeler les propriétés du
moyenné d’un champ de matrices, et de la moyenne d’une fonction le long d’un flot dans
la Section 4.3. Dans la Section 4.4, on décrit les propriétés spectrales de l’opérateur B. Les
sous espaces propres de B joueront un rôle important, on en donne une caractérisation et on
décrit les projections associées. La construction à proprement parler de la forme bilinéaire
m est réalisée à la Section 4.5, les propriétés de cette forme sont également présentées. Le
caractère bien posé des formulations variationnelles associées aux formes bilinéaires aε et
m est étudié dans la Section 4.6. Des estimations uniformes sur les solutions associées à
ces problèmes sont mises en évidence. Dans la Section 4.7, on introduit une seconde forme
bilinéaire n, nécessaire à la construction du correcteur. Enfin dans la Section 4.8, on établit
le comportement asymptotique de (4.1), (4.2), voir le Théorème 4.8.1.

4.2 Le cas de la dimension finie

On cherche à étudier le comportement de la famille puεqε des solutions du système para-
bolique (4.1), (4.2). Il est intéressant de commencer par étudier le cas de la dimension finie.
Soient A,B PMnpRq deux matrices réelles et ε ą 0, on considère le problème

d
dtu

ε `Auεptq `
1
ε
Buεptq “ 0, t P R` (4.4)

uεp0q “ uin P Rn. (4.5)
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Dans le cas où les matrices A et B commutent, c’est-à-dire BA´AB “ 0, on voit facilement
que e´τBA “ Ae´τB, τ P R, et un calcul direct nous montre que t Ñ e

t
ε
Buεptq satisfait au

problème
d
dtv `Avptq “ 0, t P R` (4.6)

vp0q “ uin P Rn. (4.7)

On obtient une formule faisant intervenir les matrices commutantes e´tA et e´τB

e´tpA`
B
ε
quin “ uεptq “ e´

t
ε
Bvptq “ e´

t
ε
Be´tAuin, t P R`, ε ą 0,

ce qui nous permet de décrire le comportement de la famille puεqε à l’aide de la solution
du problème (4.6), (4.7), et du semi-groupe pe´τBqτPR` . Pour l’étude du cas général on
supposera que B est symétrique, on décompose alors l’espace Rn à l’aide des sous espaces
propres associés à B. Notons E1, ..., Er les sous espaces propres associés à B et correspondant
aux valeurs propres λ1, ..., λr

Ei “ kerpB ´ λiInq, λi P R, 1 ď i ď r, E1 ‘ ...‘ Er “ Rn.

Pour tout i P t1, ..., ru, l’application réciproque associée à l’isomorphisme pB ´ λiInq|EKi
:

EKi Ñ Range pB´λiInq “ EKi sera notée pB´λiInq´1. On considère les applications linéaires

mipuq “ ProjEiAu, nipuq “ pB ´ λiInq
´1pAu´ ProjEiAuq, u P Ei, i P t1, ..., ru (4.8)

et on note M,N les matrices associées aux applications linéaires

m “ m1 ‘ ...‘mr, n “ n1 ‘ ...‘ nr

c’est-à-dire

Mu “ mpuq “ mipuq, Nu “ npuq “ nipuq, u P Ei, i P t1, ..., ru.

Les décompositions suivantes sont vérifiées

A “M `BN ´NB, BM ´MB “ 0. (4.9)

En effet, pour tout i P t1, ..., ru et u P Ei, on a

pBN ´NBqu “ BNu´ λiNu “ pB ´ λiInq|EKi
nipuq

“ Au´ ProjEiAu “ Au´mipuq “ Au´Mu

et pBM ´MBqu “ BMu ´ λiMu “ 0 étant donné que Mu “ mipuq “ ProjEiAu P Ei. A
l’aide de la décomposition (4.9), on peut décrire le comportement asymptotique des solutions
du système (4.4), (4.5), lorsque ε tend vers zéro.

Proposition 4.2.1.
Soient A,B PMnpRq deux matrices réelles et uin P Rn. On suppose que B est symétrique,
positive et on considère les matrices M,N vérifiant (4.9). Pour tout T P R`, il existe une
constante CT telle que pour tout ε ą 0 on a

|uεptq ´ e´
t
ε
Be´tMuin| ď CT ε, t P r0, T s.
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Preuve. L’idée est d’introduire un correcteur adapté. Considérons la fonction u1 : R`ˆR` Ñ
Rn donnée par

u1pt, τq “ e´τBNe´tMuin ´Ne´τBe´tMuin, pt, τq P R` ˆ R`. (4.10)

Notons que u1pt, 0q “ 0, t P R` et

Bτu
1 “ ´Be´τBNe´tMuin `NBe´τBe´tMuin

“ ´B
`

e´τBNe´tMuin ´Ne´τBe´tMuin˘´ pBN ´NBqe´τBe´tMuin

“ ´Bu1pt, τq ´ pBN ´NBqe´τBe´tMuin.

Ainsi, en utilisant la notation ũε “ e´
t
ε
Be´tMuin, on obtient

d
dttεu

1pt, t{εqu ` pBN ´NBqũεptq `
B

ε
tεu1pt, t{εqu “ εBtu

1pt, t{εq. (4.11)

En tenant compte du fait que B et M commutent, on observe que
dũε

dt `Mũεptq `
B

ε
ũεptq “ 0,

qui combiné avec (4.11) donne

d
dttũ

εptq ` εu1pt, t{εqu `

ˆ

A`
B

ε

˙

tũεptq ` εu1pt, t{εqu “ εBtu
1pt, t{εq ` εAu1pt, t{εq.

Enfin, la fonction tÑ rεptq :“ uεptq ´ ũεptq ´ εu1pt, t{εq satisfait au problème
drε

dt `Ar
εptq `

B

ε
rεptq “ ´εpBtu

1 `Au1qpt, t{εq, t P R` (4.12)

rεp0q “ uεp0q ´ ũεp0q ´ εu1p0, 0q “ uin ´ uin “ 0.
En appliquant le produit scalaire à chaque membre de l’égalité (4.12) par rεptq, et en utilisant
la positivité de B, on obtient

|rεptq| ď ε

ż T

0
t|Btu

1pt1, t1{εq| ` |A| |u1pt1, t1{εq|u dt1 ` |A|
ż t

0
|rεpt1q| dt1, t P r0, T s, ε ą 0.

Ici, pour toute matrice C, la notation |C| représente la norme subordonnée à la norme eucli-
dienne

|C| “ sup
ξ‰0

|Cξ|

|ξ|
ď pC : Cq1{2.

Par le Lemme de Gronwall, on a

|rεptq| ď ε

ż T

0
t|Btu

1pt1, t1{εq| ` |A| |u1pt1, t1{εq|u dt1 eT |A|, t P r0, T s, ε ą 0,

et le résultat sera démontré à condition qu’il existe une constante C̃T telle que

|u1pt, τq| ` |Btu
1pt, τq| ď C̃T , t P r0, T s, τ P R`.

Mais grâce à la positivité de B, on vérifie facilement que

|u1pt, τq| ď 2|N | |e´tMuin| ď 2|N | |uin| eT |M |, t P r0, T s, τ P R`

et
|Btu

1pt, τq| ď 2|N | |M | |uin| eT |M |, t P r0, T s, τ P R`.
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Remarque 4.2.2.
1. La décomposition (4.9), avec B symétrique, est unique. Plus exactement, si

A “ M̃ `BÑ ´ ÑB, BM̃ ´ M̃B “ 0, ÑEi Ă EKi , i P t1, ..., ru

alors M̃ “M et Ñ “ N . En effet, pour tout i P t1, ..., ru et tout u P Ei, on a

Au “ M̃u` pB ´ λiInqÑu, BM̃u “ M̃Bu “ λiM̃u

ce qui implique que Au´ M̃u P Range pB ´ λiInq “ EKi , M̃u P Ei. Ainsi on obtient

M̃u “ ProjEiAu “Mu, i P t1, ..., ru, u P Ei

et
pB ´ λiInqÑu “ Au´ M̃u “ Au´Mu “ pB ´ λiInqNu.

Etant donné que Ñu,Nu P EKi , on obtient que Ñu “ Nu pour tout u P Ei, i P t1, ..., ru.
2. En particulier, si A et B sont symétriques, la matrice M est symétrique et la matrice

N est anti-symétrique.

Avant de terminer cette partie, on observe que la convergence de la famille puεqεą0, lorsque
ε tend vers zéro, n’est pas uniforme sur r0, T s, T P R`, sauf dans le cas où la donnée initiale
est bien préparée, uin P kerB. En effet, si uin P kerB, alors la propriété de commutation entre
B et M nous permet d’écrire que

e´
t
ε
Be´tMuin “ e´tMe´

t
ε
Buin “ e´tMuin

et donc puεqε converge uniformément sur r0, T s vers e´tMuin, lorsque ε Œ 0. Si la condition
initiale n’est pas bien préparée, c’est-à-dire si uin R kerB, la fonction limite limεŒ0 u

ε n’est
pas continue en t “ 0, et donc la convergence n’est pas uniforme sur r0, T s, T P R`. Pour
vérifier cela, on regarde le comportement en temps long de pe´τBqτPR`

ˇ

ˇe´τBv ´ ProjkerBv
ˇ

ˇ ď e´τc |v ´ ProjkerBv| , v P Rn, τ P R`

avec c :“ inf |v|“1,vKkerB Bv ¨ v ą 0. Grâce à la Proposition 4.2.1, on obtient par convergence
ponctuelle que

lim
εŒ0

uεptq “ lim
εŒ0

e´tMe´
t
ε
Buin “ e´tM lim

εŒ0
e´

t
ε
Buin “

"

uin , t “ 0
e´tMProjkerBu

in , t ą 0

et qui n’est pas continue en t “ 0 lorque uin R kerB. Une couche limite en temps r0, Tεs, de
taille Opεq, apparaît en t “ 0. Durant cette couche limite toute courbe uε relie la condition
initiale uin à e´TεMe´

Tε
ε
Buin « ProjkerBu

in.

4.3 Opérateurs de moyenne
Notre but est de généraliser la Proposition 4.2.1 au cas du système parabolique (4.1), (4.2).

Dans cette section, on précise la définition et les propriétés des champs de matrices moyennés,
et du moyenné d’une fonction le long d’un flot. Les propriétés concernant le moyenné d’un
champ de matrices ne seront pas démontré ici, pour plus de détails voir la Section 2.3. On
introduit l’opérateur de transport T “ divyp¨ bq, défini sur

domT “ tu P L2pRmq : divypubq P L2pRmqu.
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On fait les hypothèses standards suivantes sur le champ de vecteurs b

b PW 1,8
loc pR

mq, divyb “ 0 (4.13)

et
D C ą 0 tel que|bpyq| ď Cp1` |y|q, y P Rm. (4.14)

Motivé par le fait que le champ de vecteurs b est à divergence nulle, on utilisera parfois la
notation T “ bpyq ¨∇y. Sous les hypothèses ci-dessus, le champ de vecteurs b possède un flot
global régulier Y PW 1,8

loc pRˆ Rmq

dY
ds “ bpY ps; yqq, ps, yq P Rˆ Rm, Y p0; yq “ y, y P Rm.

Etant donné que le champ de vecteurs b est à divergence nulle, la tranformation y P Rm Ñ
Y ps; yq P Rm préserve la mesure de Lebesgue pour tout s P R. On introduit le C0-groupe
d’opérateurs unitaires sur L2pRmq pζpsqqsPR, donné par

ζpsqu “ u ˝ Y ps; ¨q, u P L2pRmq, s P R.

L’opérateur de transport T apparaît comme le générateur infinitésimal associé au C0-groupe
pζpsqqsPR. Etant donnée une fonction f “ fpyq, on utilisera parfois la notation fspzq “
fpY ps; zqq.
Lorsqu’un C0-groupe d’opérateurs unitaires agit sur un espace de Hilbert, la projection or-
thogonale sur le noyau du générateur infinitésimal associé coïncide avec la moyenne ergodique
le long du groupe, voir l’Annexe A pour plus de détails.

Théorème 4.3.1. (Théorème ergodique de von Neumann)
Soit pGpsqqsPR un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur un Hilbert pH, p¨, ¨qq et L son géné-
rateur infinitésimal. Alors pour tout x P H, on a la convergence forte dans H

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ Projker Lx, uniformément par rapport à r P R.

Comme conséquence directe de ce Théorème, on peut expliciter la projection orthogonale
sur ker T “ tu P L2pRmq : upY ps; ¨qq “ u, @ s P Ru.

Proposition 4.3.2 (Moyenné d’une fonction de L2pRmq).
Supposons que les hypothèses (4.13), (4.14) soient vraies. Alors pour tout u P L2pRmq on a
la convergence forte dans L2pRmq

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
upY ps; ¨qq ds “ Projker T u uniformément par rapport à r P R.

On introduit l’opérateur de moyenne xuy “ limSÑ`8
1
S

şr`S
r upY ps; ¨qqds, u P L2pRmq. Le

résultat précédent nous dit que l’opérateur de moyenne coïncide avec la projection orthogonale
sur ker T . Dans l’optique de travailler avec des opérateurs paraboliques, on souhaite pouvoir
moyenner également des champs de matrices appartenant à un espace L2 à poids et L8 à
poids. On suppose qu’il existe un champ de matrices P tel que

tP “ P, P pyqξ ¨ ξ ą 0, ξ P Rmzt0u, y P Rm, P´1, P P L2
locpRmq (4.15)

rb, P s :“ pb ¨∇yqP ´ BybP ´ P tByb “ 0, dans D 1pRmq. (4.16)

On donne la caractérisation suivante (pour plus de détails voir la Proposition 2.2.1)
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Proposition 4.3.3.
On considère b P W 1,8

loc pRmq (non nécessairement à divergence nulle) à croissance au plus
linéaire et Apyq P L1

locpRmq. Alors rb, As “ 0 dans D 1pRmq si et seulement si

ApY ps; yqq “ BY ps; yqApyq tBY ps; yq, s P R, y P Rm.

On précise les espaces qui seront d’une utilisation courante dans ce chapitre.

Définition 4.3.4. On introduit l’espace vectoriel

HQ “

!

A : Rm ÑMmpRq mesurable : Q1{2AQ1{2 P L2
)

,

où Q “ P´1, qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

pA, BqHQ “

ż

Rm
Q1{2AQ1{2 : Q1{2BQ1{2 dy “

ż

Rm
QA : BQ dy, @A, B P HQ.

La norme associée sera notée |A|HQ.
On introduit également l’espace de Banach

H8Q “
!

A : Rm ÑMmpRq mesurable : Q1{2AQ1{2 P L8
)

,

que l’on munit de la norme
|A|H8Q :“ |Q1{2AQ1{2|L8 .

On suppose qu’il existe une fonction continue ψ, constante le long du flot associé à b et
dont la limite est infinie quand |y| tend vers l’infini

ψ P CpRmq, ψ ˝ Y ps; ¨q “ ψ pour tout s P R, lim
|y|Ñ`8

ψpyq “ `8. (4.17)

Etant donné que les compacts tψ ď ku, pour k P N, sont laissés invariants par le flot de b, on
introduit l’espace local

HQ,loc “
 

A : Rm ÑMmpRq mesurable : 1tψďkuA P HQ pour tout k P N
(

.

On dira que la famille pAiqi Ă HQ,loc converge dans HQ,loc vers A P HQ,loc si et seulement
si pour tout k P N, la famille p1tψďkuAiqi converge dans HQ vers 1tψďkuA. On note qu’on
a l’inclusion continue HQ Ă HQ,loc. Comme suggéré par la caractérisation de la Proposition
4.3.3, on introduit la famille d’opérateurs linéaires pGpsqqsPR, agissant sur HQ, voir la Pro-
position 2.3.1 pour plus de détails. De plus, sous les hypothèses (4.17), le groupe pGpsqqsPR
agit également sur HQ,loc.

Proposition 4.3.5. Supposons que les hypothèses (4.13), (4.14), (4.15), (4.16), (4.17) soient
satisfaites.

1. La famille d’applications

AÑ GpsqA :“ BY ´1ps; ¨qAs tBY
´1
ps; ¨q “ BY p´s;Y ps; ¨qqAs tBY p´s;Y ps; ¨qq

est un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur HQ.
2. Si A est un champ de matrices symétriques, alors il en est de même pour GpsqA, pour

tout s P R.
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3. Si A est un champ de matrices positives, alors il en est de même pour GpsqA, pour tout
s P R.

4. Soit S Ă Rm un sous ensemble invariant par le flot de b, c’est à dire Y ps;Sq “ S, pour
tout s P R. S’il existe α ą 0 tel que Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P S, alors pour tout
s P R on a Q1{2pyqpGpsqAqpyqQ1{2pyq ě αIm, y P S.

5. La famille d’applications pGpsqqsPR opère sur HQ,loc, ce qui signifie que, si A P HQ,loc,
alors GpsqA P HQ,loc pour tout s P R. De plus, on a

1tψďkuGpsqA “ Gpsqp1tψďkuAq, A P HQ,loc, s P R, k P N.

On introduit le générateur infinitésimal associé au groupe G

L : domL Ă HQ Ñ HQ, domL “ tA P HQ : D lim
sÑ0

GpsqA´A

s
dans HQu

et LA “ limsÑ0
GpsqA´A

s pour tout A P domL. On note que C1
c pRmq Ă domL et LA “

pb ¨ ∇yqA ´ BybA ´ A tByb, A P C1
c pRmq. Les propriétés principales de L sont rappelées

ci-dessous (voir Proposition 2.3.2 pour plus de détails).

Proposition 4.3.6.
On suppose que les hypothèses (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) sont vérifiées.

1. Le domaine de L est dense dans HQ et L est fermé.
2. Le champ de matrices A P HQ appartient à domL ssi il existe une constante C ą 0

telle que
|GpsqA´A|HQ ď C|s|, s P R.

3. L’opérateur L est anti-adjoint et on a la décomposition orthogonale HQ “ kerL
K
‘

Range L.

Remarque 4.3.7. Lorsque l’on travaillera dans HQ,loc, le générateur infinitésimal de pGpsqqsPR
L, qu’on notera toujours L, sera défini de la manière suivante

A P dompLq ssi D lim
sÑ0

Gpsqp1tψďkuAq ´ 1tψďkuA
s

P HQ, k P N

et
1tψďkuLpAq “ lim

sÑ0

Gpsqp1tψďkuAq ´ 1tψďkuA
s

, k P N.

Clairement, le générateur dans HQ,loc prolonge le générateur dans HQ.

Les applications pGpsqqsPR ont également un comportement remarquable dans l’espace H8Q .
Pour tout s P R, et tout A P H8Q , on a GpsqA P H8Q et |GpsqA|H8Q “ |A|H8Q , pour plus
de détails voir les égalités (2.31). En appliquant le Théorème 4.3.1 au groupe pGpsqqsPR, on
déduit que le moyenné d’un champ de matrices xAy :“ limSÑ`8

1
S

şr`S
r GpsqA ds est bien

défini et coïncide avec la projection sur kerL. De plus, par la Proposition 4.3.5, pGpsqqsPR
agit également sur HQ,loc, et tout champ de matrices de H8Q Ă HQ,loc possède un moyenné
dans HQ,loc, qu’on notera x¨y tout comme pour les champs de matrices de HQ, voir Théorème
2.2.5 pour plus de détails.

Théorème 4.3.8. Supposons les hypothèses (4.13), (4.14), (4.15), (4.16), (4.17) vérifiées.
On note L le générateur infinitésimal associé au groupe pGpsqqsPR.
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1. Pour tout champ de matrices A P HQ on a la convergence forte dans HQ

xAy :“ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
BY p´s;Y ps; ¨qqApY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq
looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

“pGpsqAqpyq

ds “ ProjkerLA

uniformément par rapport à r P R.
2. Si A P HQ est un champ de matrices symétriques positives, alors il en est de même

pour xAy.
3. Soit S Ă Rm un ensemble invariant par le flot associé à b, ce qui s’écrit Y ps;Sq “ S

pout tout s P R. Si A P HQ est tel que

Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P S,

pour un certain α ą 0, alors on a

Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P S

et en particulier, xAy pyq est définie positive pour tout y P S.
4. Si A P HQ XH

8
Q , alors xAy P HQ XH

8
Q et

| xAy |Q ď |A|Q, | xAy |H8Q ď |A|H
8
Q
.

5. Pour tout champ de matrices A P HQ,loc, la famille
ˆ

1
S

ż S`r

r
BY p´s;Y ps; ¨qqApY ps; ¨qq tBY p´s;Y ps; ¨qq ds

˙

Są0

converge dans HQ,loc lorsque S tend vers l’infini uniformément par rapport à r P R,
pour tout k P N. Sa limite, notée xAy, satisfait

1tψďku xAy “
@

1tψďkuA
D

, pour tout k P N

où le symbole x¨y à droite de l’égalité est l’opérateur de moyenne sur HQ. En particulier,
tout champ de matrices A P H8Q possède un moyenné dans HQ,loc et | xAy |H8Q ď |A|H8Q .
Si A P HQ,loc est tel que

Q1{2pyqApyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm,

pour un certain α ą 0, alors on a

Q1{2pyq xAy pyqQ1{2pyq ě αIm, y P Rm.

Remarque 4.3.9.
1. On a la caractérisation variationnelle suivante de l’opérateur de moyenne sur HQ,loc :

pour tout champ de matrices A P HQ,loc, le champ de matrices moyenné xAy est l’unique
champ de matrices de HQ,loc vérifiant

p1tψďkupA´ xAyq,MqHQ “ 0, pour tout M P HQ.

2. On voit facilement que l’opérateur de moyenne sur HQ,loc prolonge l’opérateur de moyenne
sur HQ.
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3. Soit A un champ de matrices de HQ,loc. Pour tout k P N, on a

Gpsqp1tψďku xAyq ´ 1tψďku xAy
s

“
Gpsq

@

1tψďkuA
D

´
@

1tψďkuA
D

s
“ 0,

ce qui signifie que xAy P dompLq et 1tψďkuL xAy “ 0, k P N, voir la Remarque 4.3.7.
Ainsi L xAy “ 0, pour tout A P HQ,loc.

On précise également des espaces de champs de vecteurs utiles pour la suite

XQ “ tc : Rm Ñ Rm mesurable :
ż

Rm
Qpyq : cpyq b cpyq dy ă `8u

X8Q “ tc : Rm Ñ Rm mesurable : |Q1{2c| P L8pRmqu.

L’espace vectoriel XQ que l’on munit du produit scalaire

p¨, ¨qXQ : XQ ˆXQ Ñ R, pc, dqXQ “
ż

Rm
Qpyq : cpyq b dpyq dy, c, d P XQ

devient un espace de Hilbert, dont la norme sera notée |c|XQ “ pc, cq
1{2
XQ
, c P XQ.

L’espace vectoriel X8Q est un espace de Banach par rapport à la norme

|c|X8Q “ ess supyPRm |Q1{2pyqcpyq|, c P X8Q .

On note que pour tout c P XQ XX
8
Q , on a cb c P HQ XH

8
Q et

|cb c|H8Q “ ess supyPRm |Q1{2pyqcpyq|2 “ |c|2X8Q

|cb c|HQ “

ˆ
ż

Rm
|Q1{2pyqcpyq|4 dy

˙1{2
ď |c|XQ |c|X8Q .

En remplaçant le champ de matrices Q par le champ de matrices P , on obtient les espaces
linéaires XP , X

8
P .

On résout le problème parabolique (4.1), (4.2) à l’aide de méthode variationnelle. On considère
le sous espace suivant de L2pRmq

H1
P “ tu P L

2pRmq : ∇yu P XP u. (4.18)

Muni du produit scalaire suivant

pu, vqH1
P
“

ż

Rm
upyqvpyq dy `

ż

Rm
P pyq : ∇yub∇yv dy, u, v P H1

P ,

c’est un espace de Hilbert. Le choix de cet espace H1 à poids est motivé par le fait que le
C0-groupe pζpsqqsPR agit sur H1

P .

Proposition 4.3.10 (Moyenné d’une fonction de H1
P ).

Supposons que les hypothèses (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) soient satisfaites. Pour tout s P R
et u P H1

P , on a us P H1
P et |us|H1

P
“ |u|H1

P
. La famille d’applications u P H1

P Ñ ζ1psqu “

u ˝ Y ps; ¨q P H1
P est un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur H1

P . En particulier, pour tout
u P H1

P , on a xuy P H1
P

∇y xuy “ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
∇yus ds, fortement dans XP , uniformément par rapport à r P R

u´ xuy K ker T XH1
P dans H1

P , |∇y xuy |XP ď |∇yu|XP .
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Preuve. Soit u “ upyq un élément deH1
P . Etant donné que le flot satisfait Y PW

1,8
loc pRˆRmq,

on a ∇us “ tBY ps; ¨qp∇uqs. Par la Proposition 4.3.3, on sait que Ps “ BY ps; ¨qP tBY ps; ¨q, on
peut donc écrire

|us|
2
H1
P
“

ż

Rm
puspyqq

2 dy `
ż

Rm
P pyq∇us ¨∇us dy

“

ż

Rm
pupyqq2 dy `

ż

Rm
BY ps; yqP pyq tBY ps; yq
looooooooooooomooooooooooooon

Ps

: p∇uqs b p∇uqs dy

“ |u|2L2pRmq ` |∇u|
2
XP
“ |u|2H1

P
.

Le fait que pζ1psqqsPR est un groupe vient du fait que pζpsqqsPR est un groupe. Le groupe
pζ1psqqsPR est continu. En effet pour tout u P H1

P , on peut écrire

|ζ1psqu´ u|2H1
P
´ |ζpsqu´ u|2L2pRmq “ |∇us ´∇u|

2
XP

“ 2|∇u|2XP ´ 2p∇us,∇uqXP

“ 2|∇u|2XP ´ 2
ż

Rm
P 1{2pyq tBY ps; yq
looooooooomooooooooon

tOps;yqP 1{2
s

p∇uqs ¨ P 1{2pyq∇u dy

“ 2|∇u|2XP ´ 2
ż

Rm
tOps; yqpP 1{2∇uqs ¨ P 1{2∇u dy

“ |pP 1{2∇uqs ´ P 1{2∇u|2L2pRmq ´ 2
ż

Rm
pP 1{2∇uqs ¨ pO ´ ImqP 1{2∇u dy.

La continuité du groupe pζpsqqsPR nous assure que le terme intégral converge vers 0, lorsque
sÑ 0. La convergence limsÑ0 BY ps; yq “ Im, y P Rm, implique les convergences

lim
sÑ0

P pY ps; yqq “ lim
sÑ0

BY ps; yqP pyq tBY ps; yq “ P pyq, lim
sÑ0

P 1{2pY ps; yqq “ P 1{2pyq

lim
sÑ0

QpY ps; yqq “ lim
sÑ0

tBY ´1ps; yqQpyq BY ´1ps; yq “ Qpyq, lim
sÑ0

Q1{2pY ps; yqq “ Q1{2pyq

lim
sÑ0
Ops; yq “ lim

sÑ0
Q1{2pY ps; yqqBY ps; yqQ´1{2pyq “ Im, y P Rm.

La matrice Ops; yq étant orthogonale, on a |Ops; yq| “ 1 pour tout s P R, y P Rm, et par le
théorème de convergence dominé on a

lim
sÑ0

ż

Rm
P 1{2∇u ¨ pOps; yq ´ ImqP 1{2∇u dy “ 0,

ce qui implique que

lim
sÑ0

ż

Rm
pP 1{2∇uqs ¨ pOps; yq ´ ImqP 1{2∇u dy

“ lim
sÑ0

ż

Rm

”

pP 1{2∇uqs ´ P 1{2∇u
ı

¨ pOps; yq ´ ImqP 1{2∇u dy “ 0.

Pour la dernière limite, on a utilisé la convergence limsÑ0pP
1{2∇uqs “ P 1{2∇u dans L2pRmq,

et l’inégalité |Ops; yq ´ Im| ď 2, s P R, y P Rm. Finalement, du Théorème 4.3.1 on déduit la
convergence forte dans H1

P

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
ζ1psqu ds “ Projker T XH1

P
u,
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ce qui implique que xuy “ Projker T u “ Projker T XH1
P
u P H1

P , p∇u ´∇ xuy ,∇vqXP “ 0 pour
tout v P ker T XH1

P , et la convergence forte dans XP , uniformément par rapport à r P R

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
∇us ds “ ∇ xuy .

Pour le dernier point du théorème, on utilise le fait que |∇us|XP “ |∇u|XP , s P R et la
convergence ci-dessus.

4.4 Les propriétés de l’opérateur B “ ´T 2

On introduit l’opérateur B “ ´T 2 “ ´divypdivyp¨ bqbq défini pour toute fonction appar-
tenant au domaine

domB “ tu P domT : divypubq P domT u Ă L2pRmq.

Clairement cet opérateur jouera un rôle prépondérant lorsque l’on étudiera le comportement
asymptotique des solutions de (4.1), (4.2) pour ε ą 0 petit. Dans cette section, on décrit
le semi-groupe associé à l’opérateur B, puis on précise les propriétés spectrales de cet opé-
rateur. Précisément, une caractérisation des sous espaces propres associés à l’opérateur B,
ainsi qu’une description en terme de moyenne ergodique des projections associées à ces sous
espaces sont données.

4.4.1 Semi-groupe associé à l’opérateur B

Pour tout θ ą 0, on notera Mθ la Maxwellienne en dimension un, associée à une tempé-
rature θ

Mθpsq “
1

?
2πθ

e´
s2
2θ , s P R.

Le semi-groupe pe´τBqτPR` est donné par

Proposition 4.4.1 (Semi-groupe associé à B).
Considérons la famille d’applications

ϕτu “

ż

R
usM2τ psq ds “ 1

?
4πτ

ż

R
upY ps; ¨qqe´

s2
4τ ds, u P L2pRmq, τ ą 0

et ϕ0u “ u, u P L2pRmq. La famille pϕτ qτPR` est un C0 semi-groupe de contractions sur
L2pRmq, dont le générateur infinitésimal est ´B, c’est-à-dire ϕτ “ e´τB, τ P R`.

Preuve. Il est clair que pour tout u P L2pRmq, τ ą 0, on a
ż

Rm
pϕτuq

2 dy ď
ż

Rm

ż

R
u2
sM2τ psq ds dy “

ż

R
M2τ psq

ż

Rm
u2
s dy ds “

ż

Rm
u2pyq dy,

ce qui signifie que ϕτ est contractante sur L2pRmq. La propriété de semi-groupe est une
conséquence immédiate de la formule Mθ1 ˚Mθ2 “ Mθ1`θ2 , θ1, θ2 ą 0. En effet, pour tout
τ, h ą 0, u P L2pRmq on a

ϕτϕhu “

ż

R
M2τ psqpϕhuqs ds “

ż

R
M2τ psq

ż

R
M2hps

1qus`s1 ds1 ds

“

ż

R
uspM2τ ˚M2hqpsq ds “

ż

R
usM2pτ`hqpsq ds “ ϕτ`hu.
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La continuité du semi-groupe est une conséquence de la densité de CcpRmq dans L2pRmq
et de la propriété de contraction, en notant que ϕτu “

ş

RM1prqu?2τ r dr. Il reste à vérifier
que le générateur infinitésimal de pϕτ qτPR` est ´B. On considère u P domB, c’est-à-dire
u, T u “ divypubq, T 2u “ divypdivypubqbq P L2pRmq et établissons que d

dτ |τ“0ϕτu “ ´Bu
dans L2pRmq. Grâce à l’égalité

uh “ u` hdivypubq ` h2
ż 1

0
p1´ sqpT 2uqhs ds dans L2pRmq,

on peut écrire, pour tout τ ą 0

ϕτu´ u

τ
“

ż

R
M1prq

u?2τr ´ u

τ
dr

“

ż

R
M1prq

u?2τr ´ u´
?

2τrdivypubq
τ

dr

“

ż

R
M1prq2r2

ż 1

0
p1´ sqpT 2uq?2τrs dsdr

Ñ
τŒ0

ż

R
M1prqr

2T 2u dr “ T 2u “ ´Bu dans L2pRmq.

Réciproquement, on suppose que u P L2pRmq et que la limite suivante existe dans L2pRmq

lim
τŒ0

ϕτu´ u

τ
“ w P L2pRmq.

Un calcul direct montre que, pour tout τ ą 0, on a

|pϕτuqh ´ ϕτu|L2pRmq ď
|h||u|L2pRmq
?
πτ

, h P R

|pϕτuqh ` pϕτuq´h ´ 2ϕτu|L2pRmq ď
2h2|u|L2pRmq

τ
, h P R,

ce qui signifie que ϕτu P domB, pour tout τ ą 0, et

|T ϕτu|L2pRmq ď
|u|L2pRmq
?
πτ

, |T 2ϕτu|L2pRmq ď
2|u|L2pRmq

τ
, τ ą 0.

La propriété de semi-groupe garantit que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
dτ ϕτu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRmq
“ |ϕτw|L2pRmq ď |w|L2pRmq, τ ą 0,

ce qui implique que

|T ϕτu|2L2pRmq “ ´

ż

Rm
ϕτu T 2ϕτu dy

“ ´

ż

Rm
ϕτu

d
dτ ϕτu dy

ď |ϕτu|L2pRmq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
dτ ϕτu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRmq

ď |u|L2pRmq|w|L2pRmq, τ ą 0.
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Pour tout h P R, on peut écrire

|ϕτ puh´uq|L2pRmq “ |pϕτuqh´ϕτu|L2pRmq ď |h||T ϕτu|L2pRmq ď |h||u|
1{2
L2pRmq|w|

1{2
L2pRmq, τ ą 0

et grâce à la propriété de continuité du groupe, on déduit que

|uh ´ u|L2pRmq ď |h||u|
1{2
L2pRmq|w|

1{2
L2pRmq, h P R

ce qui signifie que u P domT . Pour toute fonction régulière v P C8c pRmq on a (en utilisant la
symétrie de la Maxwellienne M2τ p´sq “M2τ psq, s P R, τ ą 0)

ż

Rm
ϕτu v dy “

ż

Rm
uϕτv dy, τ P R`,

on obtient donc
ż

Rm
wv dy “

ż

Rm

d
dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ“0
ϕτu v dy “

ż

Rm
u

d
dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ“0
ϕτv dy

“

ż

Rm
uT 2v dy “ ´

ż

Rm
T uT v dy.

On en déduit que T u P domT et T 2u “ w P L2pRmq.

Quelques propriétés du semi-groupe pϕτ qτPR`
On précise ici certaines propriétés concernant la propagation de la régularité suivant le

semi-groupe pϕτ qτPR` . Ces propriétés nous seront utiles pour justifier la régularité de la
solution au problème effectif ainsi que la régularité du correcteur, voir le Théorème 4.8.1.

1. Le semi-groupe pϕτ qτPR` agit également sur H1
P . En effet, pour toute fonction u P H1

P

et tout s P R, on a

P 1{2pyq∇us “ P 1{2pyq tBY ps; yqp∇uqs “ tOps; yqP 1{2
s p∇uqs.

Etant donné que les matrices Ops; yq sont orthogonales, on a

P 1{2pyq∇pϕτuq “
ż

R
P 1{2pyq∇usM2τ psq ds “

ż

R

tOps; yqpP 1{2∇uqsM2τ psq ds,

ce qui implique que

|∇pϕτuq|XP “ |P
1{2∇pϕτuq|L2pRmq ď

ż

R
|pP 1{2∇uqs|L2pRmqM2τ psq ds “ |∇u|XP .

Ainsi la famille pϕτ qτPR` est composée d’opérateurs contractants sur H1
P

|ϕτu|
2
H1
P
“ |ϕτu|

2
L2pRmq ` |∇pϕτuq|

2
XP
ď |u|2L2pRmq ` |∇u|

2
XP
“ |u|2H1

P
, u P H1

P , τ P R`.

2. Si u P H1
P tel que divypP∇uq P L2pRmq, alors divypP∇ϕτuq P L2pRmq pour tout τ P R`,

et
|divypP∇ϕτuq|L2pRmq ď |divypP∇uq|L2pRmq, τ P R`.
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En effet, pour tout ψ P C1
c pRmq on a

ż

Rm
P∇ϕτu ¨∇ψ dy “

ż

R

ż

Rm
P∇us ¨∇ψ dyM2τ psq ds

“

ż

R

ż

Rm
P∇u ¨∇ψ´s dyM2τ psq ds

“ ´

ż

R

ż

Rm
divypP∇uqψ´spyq dyM2τ psq ds

ď

ż

R
|divypP∇uq|L2pRmq|ψ´s|L2pRmqM2τpsq ds

“ |divypP∇uq|L2pRmq|ψ|L2pRmq

ce qui implique que divypP∇ϕτuq P L2pRmq, |divypP∇ϕτuq|L2pRmq ď |divypP∇uq|L2pRmq
pour tout τ P R`.

3. Plus généralement, le semi-groupe pϕτ qτPR` préserve les dérivations c ¨∇y le long d’un
champ de vecteurs c : Rm Ñ Rm en involution par rapport à b, c’est-à-dire rb, cs “ 0.
Plus précisément, soit c un champ de vecteurs régulier en involution par rapport à b, à
croissance au plus linéaire et à divergence bornée

c PW 1,8
loc pR

mq, sup
yPRm

|cpyq|

1` |y| ă `8, rb, cs “ 0, divyc P L8pRmq,

et notons Zph; yq le flot caractéristique associé à c. Pour toute fonction u P dompc ¨∇yq
on a

|pϕτuq ˝ Zph; ¨q ´ ϕτu|L2pRmq “ |ϕτ pu ˝ Zph; ¨q ´ uq|L2pRmq

ď |u ˝ Zph; ¨q ´ u|L2pRmq ď |h| e
|h|
2 |divyc|L8 |c ¨∇u|L2pRmq, τ P R`

ce qui implique que ϕτu P dompc ¨ ∇yq et |c ¨ ∇pϕτuq|L2pRmq ď |c ¨ ∇u|L2pRmq, τ P R`.
En faisant tendre hÑ 0 dans l’égalité

pϕτuq ˝ Zph; ¨q ´ ϕτu
h

“ ϕτ
u ˝ Zph; ¨q ´ u

h

on obtient la commutation de ϕτ et c ¨∇y, c’est-à-dire

c ¨∇pϕτuq “ ϕτ pc ¨∇uq, τ P R`.

De plus, si c1, c2 sont deux champs de vecteurs en involution par rapport b et c1 ¨∇ypc2 ¨
∇yuq P L2pRmq, alors c1 ¨∇ypc2 ¨∇yϕτuq P L2pRmq et

|c1 ¨∇ypc2 ¨∇yϕτuq|L2pRmq ď |c1 ¨∇ypc2 ¨∇yuq|L2pRmq, τ P R`.

Les arguments ci-dessus nous permettent de propager la régularité le long des champs
de vecteurs en involution avec b, à tout ordre, uniformément par rapport à τ P R`.

4.4.2 Propriétés spectrales de l’opérateur B

On se concentre maintenant sur les propriétés spectrales de B.

Proposition 4.4.2.
L’opérateur B est auto-adjoint et positif. En particulier, les sous espaces propres sont ortho-
gonaux et pour tout λ on a kerpB ´ λIdqK “ Range pB ´ λIdq.
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Preuve. Pour tout u, v P domB et τ P R` on a
ż

Rm
ϕτu v dy “

ż

Rm
uϕτv dy,

ce qui implique que
ş

RmBu v dy “
ş

RmuBv dy. Ainsi domB Ă domB‹ et B‹v “ Bv pour tout
v P domB. Réciproquement, supposons que v P domB‹, c’est-à-dire qu’il existe une constante
C telle que

ż

Rm
Bu v dy ď C|u|L2pRmq, pour tout u P domB.

Pour tout u P domB et h P R, on a

uh “ u` hT u` h2
ż 1

0
p1´ sqpT 2uqhs ds, u´h “ u´ hT u` h2

ż 1

0
p1´ sqpT 2uq´hs ds,

on obtient ainsi que
ż

Rm
pvh ` v´h ´ 2vqu dy “

ż

Rm
vpuh ` u´h ´ 2uq dy

“ h2
ż

Rm
v

„
ż 1

0
p1´ sqpT 2uqhs ds`

ż 1

0
p1´ sqpT 2uq´hs ds



dy

“ h2
ż 1

0
p1´ sq

ż

Rm
vpT 2uhs ` T 2u´hsq dyds ď C|h|2|u|L2pRmq.

Etant donné que le domaine de B est dense dans L2pRmq, il vient facilement que
ż

Rm
pvh ` v´h ´ 2vqu dy ď Ch2|u|L2pRmq, h P R, u P L2pRmq (4.19)

et donc
|vh ` v´h ´ 2v|L2pRmq ď Ch2, h P R. (4.20)

En particulier, en choisissant u “ ´v P L2pRmq dans (4.19), on obtient que

|vh ´ v|
2
L2pRmq “ ´

ż

Rm
pvh ` v´h ´ 2vqv dy ď Ch2|v|L2pRmq. (4.21)

Les estimés (4.21), (4.20) guarantissent que v P domB et donc B‹ “ B. Clairement, pour tout
u P domB, on a

ş

RmBuu dy “
ş

RmpT uq
2 dy ě 0, et donc les valeurs propres appartiennent à

R`.

Caractérisation des sous espaces propres et description des projections associés

Pour tout λ P R`, on note Eλ le sous espace Eλ “ kerpB ´ λIdq. Grâce à l’égalité
ş

RmBuu dy “
ş

RmpT uq
2 dy, u P domB, on voit facilement que

E0 “ kerB “ ker T “ tu P L2pRmq : us “ u, s P Ru.

Par la Proposition 4.3.2, on sait que

ProjE0u “ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
us ds, fortement dans L2pRmq, uniformément par rapport à r P R.

page 107



4.4 Les propriétés de l’opérateur B “ ´T 2 Chapitre 4

Nous allons voir que les projections orthogonales sur les sous espaces Eλ sont également
données par des opérateurs de moyenne. Pour tout λ ą 0, on introduit la famille de transfor-
mation sur L2pRmq ˆ L2pRmq

ζλpsqpu, vq “
t
´

Rp
?
λsq tpus, vsq

¯

“ pus, vsqRp´
?
λsq, pu, vq P L2pRmq ˆ L2pRmq, s P R

où R est la rotation plane d’angle θ P R.

Proposition 4.4.3.
Pour tout λ ą 0, la famille pζλpsqqsPR est un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur L2pRmq ˆ
L2pRmq. Le sous espace Eλ s’écrit

Eλ “

"

u P domT : us “ cosp
?
λsqu` sinp

?
λsq
T
?
λ
u, pour tout s P R

*

“

"

u P domT :
ˆ

u` i
T
?
λ
u

˙

s

“ e´i
?
λs

ˆ

u` i
T
?
λ
u

˙

, pour tout s P R
*

et pour tout u P L2pRmq on a

ProjEλu “ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
cosp

?
λsqus ds, T

?
λ

ProjEλu “ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
sinp

?
λsqus ds

dans L2pRmq, uniformément par rapport à r P R. Si u P domT , la projection orthogonale sur
Eλ s’écrit également

ProjEλu “ ´ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
sinp

?
λsq
T
?
λ
us ds

dans L2pRmq, uniformément par rapport à r P R.

Preuve. Il est clair que pour tout pu, vq P L2pRmq ˆ L2pRmq, s, h P R

ζλpsqζλphqpu, vq “ pζλphqpu, vqqsRp´
?
λsq

“ puh, vhqsRp´
?
λhqRp´

?
λsq

“ ζλps` hqpu, vq

et
|ζλpsqpu, vq|

2
L2ˆL2 “

ż

Rm
tpusq

2 ` pvsq
2u dy “

ż

Rm
tu2 ` v2u dy.

La continuité du groupe pζpsqqsPR garantit la continuité du groupe pζλpsqqsPR. On note par
Tλ le générateur infinitésimal associé à pζλpsqqsPR. Son domaine est donné par les couples
pu, vq P L2pRmq ˆ L2pRmq tels que la quantité suivante existe

Tλpu, vq “
d
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
ζλpsqpu, vq P L

2pRmq ˆ L2pRmq.

Ainsi, le domaine de l’opérateur Tλ coïncide avec l’ensemble des paires pu, vq P L2pRmq ˆ
L2pRmq telles qu’on ait l’égalité

d
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
tζλpsqpu, vqRp

?
λsqu “

d
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
pus, vsq P L

2pRmq ˆ L2pRmq.
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Ainsi domTλ “ domT ˆ domT , et pour tout pu, vq P domTλ, on a

Tλpu, vq “
d
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“0
ζλpsqpu, vq “

?
λpu, vqRp´π{2q ` pT u, T vq “ pT u´

?
λv, T v `

?
λuq.

Le noyau de Tλ est donné par Fλ “ tpu, T?
λ
uq, u P Eλu. On note que u P Eλ si et seulement

si pu, T?
λ
uq P Fλ, ou de manière équivalente si et seulement si

u P domT ,
ˆ

us,
T
?
λ
us

˙

Rp´
?
λsq “

ˆ

u,
T
?
λ
u

˙

, pour tout s P R.

On en déduit que u P Eλ si et seulement si u P domT et

us “ cosp
?
λsqu` sinp

?
λsq
T
?
λ
u, pour tout s P R (4.22)

T
?
λ
us “ ´ sinp

?
λsqu` cosp

?
λsq
T
?
λ
u, pour tout s P R. (4.23)

La relation (4.23) est obtenue en prenant la dérivée de la relation (4.22) par rapport à s. On
obtient la caractérisation suivante du sous espace Eλ

Eλ “

"

u P domT : us “ cosp
?
λsqu` sinp

?
λsq
T
?
λ
u pour tout s P R

*

“

"

u P domT :
ˆ

u` i
T
?
λ
u

˙

s

“ e´i
?
λs

ˆ

u` i
T
?
λ
u

˙

pour tout s P R
*

.

Par le Théorème 4.3.1, on sait que pour tout pu, vq P L2pRmq ˆ L2pRmq, on a

ProjFλpu, vq “ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
ζλpsqpu, vq ds

dans L2pRmq ˆL2pRmq, uniformément par rapport à r P R. En particulier, on en déduit que

ProjFλpu, 0q “ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
ζλpsqpu, 0q ds “ lim

SÑ`8

1
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsqus, sinp

?
λsqusq ds

dans L2pRmq ˆ L2pRmq, uniformément par rapport à r P R. Il existe un élément U P Eλ tel
que ProjFλpu, 0q “ pU,

T?
λ
Uq, c’est-à-dire

ż

Rm

"

pu´ UqV ´
T
?
λ
U
T
?
λ
V

*

dy “ 0, V P Eλ

ce qui implique que
ż

Rm
pu´ 2UqV dy “ 0, V P Eλ.

Cela signifie exactement que

ProjEλu “ 2U “ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
cosp

?
λsqus ds

dans L2pRmq, uniformément par rapport à r P R. On note également que

T
?
λ

ProjEλu “ 2 T?
λ
U “ lim

SÑ`8

2
S

ż r`S

r
sinp

?
λsqus ds
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dans L2pRmq, uniformément par rapport à r P R. Si u P domT on a

d
ds

"

sinp
?
λsq

us
?
λ

*

“ cosp
?
λsqus ` sinp

?
λsq
T
?
λ
us dans L2pRmq

et ainsi, on en déduit que

ProjEλu “ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r

"

d
ds

„

sinp
?
λsq

us
?
λ



´ sinp
?
λsq
T
?
λ
us

*

ds

“ ´ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
sinp

?
λsq
T
?
λ
us ds

dans L2pRmq, uniformément par rapport à r P R.

Remarque 4.4.4.
1. On voit facilement que E0 “ ker T “ kerB est laissé invariant par le groupe pζpsqqsPR

et que ProjE0 “ x¨y commute avec pζpsqqsPR et T

ProjE0us “ ProjE0u “ pProjE0uqs, u P L2pRmq, s P R

ProjE0T u “ 0 “ T ProjE0u, u P domT , s P R.

2. Les sous espaces Eλ “ kerpB´λIdq, λ ą 0 sont laissés invariants par le groupe pζpsqqsPR.
En effet, pour tout u P domT tel que

ˆ

u` i
T
?
λ
u

˙

s

“ e´i
?
λs

ˆ

u` i
T
?
λ
u

˙

, s P R

on a
uh P domT ,

ˆ

uh ` i
T
?
λ
uh

˙

s

“ e´i
?
λs

ˆ

uh ` i
T
?
λ
uh

˙

, s P R

ce qui signifie que uh P Eλ, h P R, λ ą 0. En particulier les sous espaces EλXH1
P , λ ą 0

sont laissés invariants par pζ1psqqsPR.
3. L’application u P Eλ X H1

P Ñ
T?
λ
u est une isométrie de H1

P . En effet, pour tout u P
Eλ XH

1
P , on a

us “ cosp
?
λsqu` sinp

?
λsq
T
?
λ
u, s P R.

On sait déjà que u, us P Eλ XH1
P , on en déduit que T?

λ
u P Eλ XH1

P et ainsi on peut
écrire

ż

Rm
P∇u ¨∇u dy “

ż

Rm
P∇us ¨∇us dy

“

ż

Rm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosp
?
λsqP 1{2∇u` sinp

?
λsqP 1{2∇ T?

λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
dy

“ cosp
?
λsq2

ż

Rm
P∇u ¨∇u dy ` sinp

?
λsq2

ż

Rm
P∇ T?

λ
u ¨∇ T?

λ
u dy

` sinp2
?
λsq

ż

Rm
P∇u ¨∇ T?

λ
u dy.
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En prenant la dérivée par rapport à la variable s en s “ 0, on en déduit que
ż

Rm
P∇u ¨∇ T?

λ
u dy “ 0

ce qui implique que
ż

Rm
P∇ T?

λ
u ¨∇ T?

λ
u dy “

ż

Rm
P∇u ¨∇u dy.

On note que
ż

Rm

ˆ

T
?
λ
u

˙2
dy “ ´

ż

Rm
u
T 2

λ
u dy “

ż

Rm
u2 dy

et donc que
ˇ

ˇ

ˇ

T?
λ
u
ˇ

ˇ

ˇ

H1
P

“ |u|H1
P
pour tout u P EλXH1

P , et p T?
λ
u, T?

λ
vqH1

P
“ pu, vqH1

P
pour

tout u, v P Eλ XH1
P . L’application réciproque associée à T?

λ

ˇ

ˇ

ˇ

EλXH
1
P

est ´ T?
λ

ˇ

ˇ

ˇ

EλXH
1
P

.

4. Les projections orthogonales sur Eλ, λ ą 0 commutent avec pζpsqqsPR

ProjEλus “ pProjEλuqs, s P R.

En particulier ProjEλ , λ ą 0 commute avec T , c’est-à-dire que, pour tout u P domT , λ ą
0, les égalités suivantes sont vérifiées dans L2pRmq

ProjEλT u “ ProjEλ lim
sÑ0

us ´ u

s
“ lim

sÑ0

ProjEλus ´ ProjEλu
s

“ lim
sÑ0

pProjEλuqs ´ ProjEλu
s

“ T ProjEλu.

5. De nombreuses autres propriétés de commutation sont vraies, par exemple entre pζλpsqqsPR
et pζµpsqqsPR, et cela grâce aux égalités

Rp
?
λsqRp?µhq “ Rp?µhqRp

?
λsq, λ, µ ą 0, s, h P R.

On étudie maintenant l’action de pζλpsqqsPR sur H1
P ˆH

1
P , pour tout λ ą 0. Tout comme

dans la Proposition 4.3.10, on prouve

Proposition 4.4.5.
On suppose les hypothèses (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) vérifiées. Pour tout pu, vq P H1

P ˆH
1
P ,

on a ζλpsqpu, vq P H1
P ˆH

1
P et |ζλpsqpu, vq|H1

PˆH
1
P
“ |pu, vq|H1

PˆH
1
P
. La famille d’applications

pζ1
λpsqqsPR “ pζλpsq|H1

PˆH
1
P
qsPR est un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur H1

P ˆ H1
P . En

particulier, pour tout u P H1
P , on a ProjEλu P H

1
P

∇ProjEλu “ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
cosp

?
λsq∇us ds, ∇ T?

λ
ProjEλu “ lim

SÑ`8

2
S

ż r`S

r
sinp

?
λsq∇us ds

(4.24)
fortement dans XP , uniformément par rapport à r P R et

u´ ProjEλu K Eλ XH
1
P dans H1

P , |∇ProjEλu|
2
XP
ď 2|∇u|2XP .
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Preuve. Soit pu, vq un élément de H1
P ˆH

1
P . Par la Proposition 4.3.10, on sait que

pus, vsq P H
1
P ˆH

1
P , |us|L2pRmq “ |u|L2pRmq, |vs|L2pRmq “ |v|L2pRmq

|∇us|XP “ |∇u|XP , |∇vs|XP “ |∇v|XP
et ainsi on en déduit que

|ζ1
λpsqpu, vq|

2
H1
PˆH

1
P
“ |ζλpsqpu, vq|

2
L2pRmqˆL2pRmq ` | cosp

?
λsq∇us ´ sinp

?
λsq∇vs|2XP

` | sinp
?
λsq∇us ` cosp

?
λsq∇vs|2XP

“ |pu, vq|2L2pRmqˆL2pRmq ` |∇us|
2
XP
` |∇vs|2XP

“ |pu, vq|2H1
PˆH

1
P
.

Le fait que pζ1
λpsqqsPR est un groupe vient du fait que pζλpsqqsPR en est un, voir la Proposition

4.4.3. On note que

|ζ1
λpsqpu, vq ´ pu, vq|

2
H1
PˆH

1
P
“ |ζλpsqpu, vq ´ pu, vq|

2
L2pRmqˆL2pRmq

` | cosp
?
λsq∇us ´ sinp

?
λsq∇vs ´∇u|2XP

` | sinp
?
λsq∇us ` cosp

?
λsq∇vs ´∇v|2XP

et ainsi, la continuité de pζ1
λpsqqsPR sur H1

P ˆ H1
P est une conséquence de la continuité de

pζλpsqqsPR sur L2pRmqˆL2pRmq et de la continuité de pζ1psqqsPR sur H1
P , grâce aux inégalités

| cosp
?
λsq∇us ´ sinp

?
λsq∇vs ´∇u|XP ď p1´ cosp

?
λsqq|∇us|XP ` |∇us ´∇u|XP

`| sinp
?
λsq| |∇vs|XP

et

| sinp
?
λsq∇us ` cosp

?
λsq∇vs ´∇v|XP ď | sinp

?
λsq| |∇us|XP ` |∇vs ´∇v|XP

`p1´ cosp
?
λsqq |∇vs|XP

et aux égalités |∇us|XP “ |∇u|XP , |∇vs|XP “ |∇v|XP . On note que l’ensemble des éléments
de H1

P ˆH
1
P qui sont laissés invariants par pζ1

λpsqqsPR est donné par

tpu, vq P H1
P ˆH

1
P : ζ1

λpsqpu, vq “ pu, vq, s P Ru
“ tpu, vq P L2pRmq ˆ L2pRmq : ζλpsqpu, vq “ pu, vq, s P Ru X pH1

P ˆH
1
P q

“ Fλ X pH
1
P ˆH

1
P q “

"ˆ

u,
T
?
λ
u

˙

: u P Eλ
*

X pH1
P ˆH

1
P q

“

"ˆ

u,
T
?
λ
u

˙

: u P Eλ XH1
P

*

.

Pour le dernier point de la proposition, on utilise le troisième point de la Remarque 4.4.4.
En appliquant le Théorème 4.3.1, on déduit pour tout u P H1

P , la convergence forte dans
H1
P ˆH

1
P , uniformément par rapport à r P R

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
ζ1
λpsqpu, 0q ds “ ProjFλXpH1

PˆH
1
P q
pu, 0q “

ˆ

U,
T
?
λ
U

˙
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pour un certain U P Eλ XH1
P . Ce qui implique la convergence forte suivante dans L2pRmq ˆ

L2pRmq, uniformément par rapport à r P R

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsq, sinp

?
λsqqus ds “

ˆ

U,
T
?
λ
U

˙

et dans XP ˆXP , uniformément par rapport à r P R

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsq, sinp

?
λsqq∇us ds “

ˆ

∇U,∇ T?
λ
U

˙

. (4.25)

Par la Proposition 4.4.3 on a la convergence forte dans L2 ˆ L2

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsq, sinp

?
λsqqus ds “ lim

SÑ`8

1
S

ż r`S

r
ζλpsqpu, 0q ds

“
1
2

ˆ

ProjEλu,
T
?
λ

ProjEλu
˙

ce qui implique que ProjEλu “ 2U P Eλ X H1
P et (4.24) est un conséquence de (4.25).

Comme pu, 0q ´ 1
2pProjEλu,

T?
λ

ProjEλuq est orthogonal à Fλ par rapport au produit scalaire
de L2pRmq ˆ L2pRmq, et également à Fλ X pH1

P ˆ H1
P q par rapport au produit scalaire de

H1
P ˆH

1
P , on en déduit que pour tout V P Eλ XH1

P on a
ˆ

∇u´ 1
2∇ProjEλu,∇V

˙

XP

`

ˆ

0´ 1
2∇
T
?
λ

ProjEλu,∇
T
?
λ
V

˙

XP

“ 0.

Par le troisième point de la Remarque 4.4.4, on déduit que

p∇u´∇ProjEλu,∇V qXP “ 0, V P Eλ XH
1
P

ce qui, avec l’orthogonalité de u´ProjEλu sur Eλ dans L2pRmq, donne l’orthogonalité de u´
ProjEλu sur EλXH1

P dans H1
P . La dernière conclusion est une conséquence de la Proposition

4.3.10, en notant que

|∇ProjEλu|XP ď
ˆ

lim inf
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
| cosp

?
λsq| ds

˙

|∇u|XP

ď lim inf
SÑ`8

2
ˆ

1
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsqq2 ds

˙1{2

|∇u|XP

“
?

2|∇u|XP .

Remarque 4.4.6.
La convergence dans la Proposition 4.4.5 est uniforme par rapport à r P R, ce qui nous permet
d’obtenir, après avoir changé s par ´s

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsq∇u´s,´ sinp

?
λsq∇u´sq ds “

ˆ

∇ProjEλu,∇
T
?
λ

ProjEλu
˙

fortement dans XP ˆXP , uniformément par rapport à r P R.
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4.5 Construction du problème effectif

Le but de cette section est d’introduire et de justifier le caractère bien défini de la forme
bilinéaire effective, voir la Proposition 4.5.9. Afin d’y parvenir, on introduit dans la Section
4.5.1 des lemmes techniques qui permettront de justifier la convergence forte dans XQ de la
limite suivante, pour tout u P Eλ XH1

P , λ ą 0 et D P H8Q

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqD∇tupY p2s; ¨qu ds. (4.26)

De plus, la quantité (4.26) est explicitée à l’aide d’une nouvelle famille de projections associées
aux sous espaces propres de l’opérateur ´L2, où L est le générateur infinitésimal associé au
groupe pGpsqqsPR dans HQ. Ces projections sont définies dans la Proposition 4.5.2. Dans la
Section 4.5.2, une hypothèse structurelle est faite permettant de prolonger le caractère bien
défini de la quantité (4.26) à toutes les fonctions u P H1

P .

4.5.1 Outils techniques

Pour les développements qui vont suivre, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.5.1.

1. Pour tout champ de matrices D P HQ XH
8
Q et tout champ de vecteurs c P XP , on a la

convergence

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
GpsqDc ds “ xDy c, fortement dans XQ, uniformément par rapport à r P R.

2. La convergence ci-dessus reste vraie pour tout champ de matrices D P H8Q , et tout
champ de vecteurs c P XP , le moyenné de D est alors à considérer dans HQ,loc, voir le
Théorème 4.3.8.

Preuve.
1. On sait par le Théorème 4.3.8 que

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
GpsqD ds “ xDy , fortement dans HQ, uniformément par rapport à r P R.

On définit la suite ck “ 1tt|P 1{2c|ďkuuc, k P N. Les champs de vecteurs ck appartiennent à X8P
et on a la convergence limkÑ`8 ck “ c dans XP . Pour tout k P N, on a la convergence

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
GpsqDck ds “ xDy ck, fortement dans XQ, uniformément par rapport à r P R,

et cela grâce à l’inégalité

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDck ds´ xDy ck

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqD ds´ xDy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HQ

|ck|X8P .
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On observe que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDc ds´ xDy c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDpc´ ckq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDck ds´ xDy ck

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

` | xDy pck ´ cq|XQ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqD ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

|c´ ck|XP

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDck ds´ xDy ck

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

` | xDy |H8Q |ck ´ c|XP

ď 2|D|H8Q |ck ´ c|XP `
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDck ds´ xDy ck

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ce qui implique que pour tout k P N

lim sup
SÑ`8

sup
rPR

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDc ds´ xDy c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď 2|D|H8Q |ck ´ c|XP .

La conclusion suit en prenant la limite quand k Ñ `8.
2. Pour tout k P N, on considère la suite Dk “ 1tψďkuD. Etant donné que D P H8Q Ă HQ,loc,
on déduit que Dk P HQ XH

8
Q , et par le point précédent, on a pour tout k P N

lim
SÑ`8

sup
rPR

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDkc ds´ xDky c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

“ 0.

On note que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDc ds´ xDy c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDkc ds´ xDky c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqpD ´Dkqc ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

` | xDk ´Dy c|XQ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqD1tψąkuc ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

`
ˇ

ˇxDy1tψąkuc
ˇ

ˇ

XQ

ď
1
S

ż r`S

r
|GpsqD|H8Q |1tψąkuc|XP ds` | xDy |H8Q |1tψąkuc|XP

ď 2| xDy |H8Q |1tψąkuc|XP

ce qui implique que

lim sup
SÑ`8

sup
rPR

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDc ds´ xDy c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď 2| xDy |H8Q |1tψąkuc|XP .

La conclusion suit en prenant la limite quand k Ñ `8.

La proposition qui suit a pour objet la définition et l’explicitation d’une nouvelle famille
de projections sur les sous espaces propres associés à l’opérateur ´L2. L’introduction de
nouveaux groupes d’opérateurs nous permet d’exprimer ces projections en terme de moyenne
ergodique le long de ces groupes. Ces nouvelles projections nous permettront de justifier et
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d’expliciter la limite (4.26). Comme suggéré par la Proposition 4.4.3, pour tout λ ą 0, on
introduit la famille de transformations de HQ ˆHQ

GλpsqpA,Bq “ pcosp
?
λsqGpsqA´ sinp

?
λsqGpsqB, sinp

?
λsqGpsqA` cosp

?
λsqGpsqBq

pour tout pA,Bq P HQ ˆHQ, s P R.

Proposition 4.5.2.
Pour tout λ ą 0, la famille pGλpsqqsPR est un C0-groupe de transformations unitaires sur
HQ ˆHQ, son générateur infinitésimal Lλ est donné par

domLλ “ domLˆ domL, LλpA,Bq “ pLA´
?
λB,LB `

?
λAq, pA,Bq P domLˆ domL

où L est le générateur infinitésimal associé au groupe pGpsqqsPR. Pour tout A P HQ on a,
avec la notation Eλ “ kerp´L2 ´ λIdq

ˆ

ProjEλA,
L
?
λ

ProjEλA
˙

“ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsqGpsqA, sinp

?
λsqGpsqAq ds

fortement dans HQ ˆHQ, uniformément par rapport à r P R, et

|ProjEλA|HQ “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?
λ

ProjEλA
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HQ

ď |A|HQ .

De plus, si A P HQ XH
8
Q , alors ProjEλA,

L?
λ

ProjEλA P H
8
Q et

|ProjEλA|H8Q ď 2|A|H8Q ,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?
λ

ProjEλA
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ď 2|A|H8Q .

Preuve. On voit facilement que pGλpsqqsPR est un C0-groupe. Pour tout pA,Bq P HQ ˆHQ

un calcul direct nous mène à

|GλpsqpA,Bq|
2
HQˆHQ

“ |pA,Bq|2HQˆHQ

ce qui signifie que la famille pGλpsqqsPR est composée de transformations unitaires sur HQ ˆ

HQ. Comme précédemment, on vérifie que domLλ “ domLˆ domL et

LλpA,Bq “ pLA´
?
λB,LB `

?
λAq, pA,Bq P domLˆ domL.

Le noyau de Lλ est donné par

kerLλ “
"ˆ

A,
L
?
λ
A

˙

: A P Eλ
*

.

On note que A P Eλ si et seulement si
´

A, L?
λ
A
¯

P kerLλ, ou de manière équivalente si et

seulement si A P domL et Gλpsq
´

A, L?
λ
A
¯

“

´

A, L?
λ
A
¯

pour tout s P R, c’est-à-dire

GpsqA “ cosp
?
λsqA` sinp

?
λsq

L
?
λ
A, s P R (4.27)

L
?
λ
GpsqA “ ´ sinp

?
λsqA` cosp

?
λsq

L
?
λ
A, s P R. (4.28)
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On remarque que (4.28) est un conséquence de (4.27) en prenant la dérivée par rapport à la
variable s et donc, on obtient la caractérisation

Eλ “
"

A P domL : GpsqA “ cosp
?
λsqA` sinp

?
λsq

L
?
λ
A, s P R

*

“

"

A P domL : Gpsq
ˆ

A` i
L
?
λ
A

˙

“ e´i
?
λs

ˆ

A` i
L
?
λ
A

˙

, s P R
*

.

En appliquant le Théorème 4.3.1, on sait que pour tout pA,Bq P HQ ˆHQ on a

ProjkerLλpA,Bq “ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
GλpsqpA,Bq ds

fortement dans HQ ˆHQ, uniformément par rapport à r P R. En particulier, on a la conver-
gence uniforme dans HQ ˆHQ par rapport à r P R

ProjkerLλpA, 0q “ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsqGpsqA, sinp

?
λsqGpsqAq ds “

ˆ

Z,
L
?
λ
Z

˙

, (4.29)

pour un certain Z P Eλ. Ainsi, pour tout W P Eλ, on a

pA´ Z,W qHQ `

ˆ

0´ L
?
λ
Z,

L
?
λ
W

˙

HQ

“ 0.

Comme pGpsqqsPR est un groupe unitaire, son générateur infinitésimal L est anti-adjoint, et
ainsi

pA´ 2Z,W qHQ “ 0, W P Eλ
signifiant que ProjEλA “ 2Z. Grâce à (4.29), on obtient la convergence uniforme dansHQˆHQ

par rapport à r P R
ˆ

ProjEλA,
L
?
λ

ProjEλA
˙

“ lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsqGpsqA, sinp

?
λsqGpsqAq ds.

Supposons maintenant que A P HQ XH
8
Q . La convergence ci-dessus dans HQ ˆHQ garantit

l’existence d’une suite pSnqn telle que limnÑ`8 Sn “ `8 et

lim
nÑ`8

2
Sn

ż Sn

0
cosp

?
λsqGpsqA ds “ ProjEλA, pour presque tout y P Rm

lim
nÑ`8

2
Sn

ż Sn

0
sinp

?
λsqGpsqA ds “ L

?
λ

ProjEλA, pour presque tout y P Rm.

De plus, la suite
´

2
Sn

şSn
0 pcosp

?
λsqGpsqA, sinp

?
λsqGpsqAq ds

¯

n
est bornée dans H8Q ˆH8Q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
Sn

ż Sn

0
cosp

?
λsqGpsqA ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ď 2|A|H8Q ,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
Sn

ż Sn

0
sinp

?
λsqGpsqA ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ď 2|A|H8Q ,

ce qui implique que ProjEλA,
L?
λ

ProjEλA P H
8
Q et

|ProjEλA|H8Q ď 2|A|H8Q ,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?
λ

ProjEλA
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ď 2|A|H8Q .
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Remarque 4.5.3.
On voit facilement grâce à l’anti-symétrie de L que E0 :“ kerp´L2q “ kerL et ainsi ProjE0A “
ProjkerLA “ xAy, pour tout champ de matrices A P HQ.

Remarque 4.5.4.
1. Tout comme pour le dernier point du Théorème 4.3.8, l’opérateur ProjEλ peut être pro-

longé de HQ à HQ,loc. En effet, soit A un champ de matrices de HQ,loc. Pour tout k P N,
Ak :“ 1tψďkuA appartient à HQ, et par la Proposition 4.5.2 on sait que

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsqGpsqAk, sinp

?
λsqGpsqAkq ds “

ˆ

ProjEλAk,
L
?
λ

ProjEλAk
˙

fortement dans HQ ˆHQ, uniformément par rapport à r P R. On a

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsq, sinp

?
λsqqGpsqAk ds “ lim

SÑ`8

2
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsq, sinp

?
λsqqGpsqAl ds

presque partout sur tψ ď minpk, lqu, et ainsi il existe deux champs de matrices B,C P
HQ,loc tels que

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsqGpsqAk, sinp

?
λsqGpsqAkq ds “ 1tψďkupB,Cq

“

ˆ

ProjEλAk,
L
?
λ

ProjEλAk
˙

fortement dans HQ ˆHQ, uniformément par rapport à r P R, pour tout k P N fixé. On
montre que B P dompL2q, et L2B ` λB “ 0, c’est-à-dire B P kerp´L2 ´ λIdq, où L est
considéré comme agissant sur HQ,loc. En effet, pour tout k P N on a

1tψďkuB “ ProjEλAk P dompL|HQq

ce qui signifie que B P dompLq. De plus

1tψďkuLB “ Lp1tψďkuBq “ LpProjEλAkq P dompL|HQq

ce qui implique que LB P dompLq et

1tψďkuL2B “ 1tψďkuLpLBq “ Lp1tψďkuLBq “ LpLpProjEλAkqq
“ ´λProjEλAk “ ´1tψďkuλB, k P N.

On en déduit que B P dompL2q et L2B ` λB “ 0. On note que, pour tout k P N, on a

1tψďkuC “
L
?
λ

ProjEλAk “
L
?
λ
p1tψďkuBq “ 1tψďku

L
?
λ
B P dompL|HQq

ce qui signifie que C “ L?
λ
B P dompLq. On voit facilement que le champ de matrices

B P HQ,loc satisfait

B P kerp´L2 ´ λIdq, p1tψďkupA´Bq,MqHQ “ 0, pour tout M P Eλ, k P N

et que B est déterminé de manière unique par la formulation variationnelle ci-dessus.
De plus, si A P HQ, alors B coïncide avec ProjEλA Ă Eλ Ă HQ. Ainsi, pour tout
A P HQ,loc, la famille

ˆ

2
S

ż r`S

r
pcosp

?
λsqGpsqA, sinp

?
λsqGpsqAq ds

˙

Są0
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converge dans HQ,loc ˆ HQ,loc, lorsque S Ñ `8, vers pB, L?
λ
Bq, où l’application A P

HQ,loc Ñ B P HQ,loc prolonge la projection ProjEλ : HQ Ñ HQ. Par la suite, on utilisera
la même notation B “ ProjEλA indépendamment du fait que A est dans HQ ou dans
HQ,loc.

2. Pour tout champ de matrices A P H8Q Ă HQ,loc et tout k P N, le champ de matrices
Ak “ 1tψďkuA appartient à HQ XH

8
Q , et par le Théorème 4.5.2 on a

|ProjEλAk|H8Q ď 2|Ak|H8Q ď 2|A|H8Q
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?
λ

ProjEλAk
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ď 2|Ak|H8Q ď 2|A|H8Q .

On en déduit que

|ProjEλA|H8Q “ sup
kPN

|1tψďkuProjEλA|H8Q “ sup
kPN

|ProjEλAk|H8Q ď 2|A|H8Q

et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?
λ

ProjEλA
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

“ sup
kPN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1tψďku
L
?
λ

ProjEλA
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

“ sup
kPN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?
λ

ProjEλAk
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ď 2|A|H8Q .

Les C0-groupes d’opérateurs unitaires pGλpsqqsPR, λ ą 0, introduits dans la Proposition 4.5.2,
nous permettent de justifier la convergence suivante

Lemme 4.5.5.

1. Pour tout champ de matrices D P HQ XH
8
Q et toute fonction u P Eλ XH1

P , λ ą 0, on
a la convergence

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u2s ds “ 1

2ProjE4λD∇u`
1
2

L
?

4λ
ProjE4λD∇

T
?
λ
u

fortement dans XQ, uniformément par rapport à r P R.
2. La convergence ci-dessus est conservée pour tout champ de matrices D P H8Q et toute

fonction u P Eλ X H1
P , λ ą 0, où les opérateurs ProjE4λ , L sont considérés comme

agissant dans HQ,loc, voir les Remarques 4.5.4, 4.3.7.

Preuve.
1. Pour tout s P R, on a u2s “ cosp

?
4λsqu ` sinp

?
4λsq T?

λ
u. Par le troisième point de la

Remarque 4.4.4, on sait que T?
λ
u P Eλ XH

1
P , on a donc l’égalité suivante dans XP

∇u2s “ cosp
?

4λsq∇u` sinp
?

4λsq∇ T?
λ
u. (4.30)

On va montrer que

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
cosp

?
4λsqGpsqD∇u ds “ ProjE4λD∇u (4.31)

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
sinp

?
4λsqGpsqD∇ T?

λ
u ds “ L

?
4λ

ProjE4λD∇
T
?
λ
u (4.32)
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fortement dans XQ, uniformément par rapport à r P R. On introduit la suite de champs de
vecteurs ck “ 1t|P 1{2∇u|ďku∇u. Les éléments ck de la suite appartiennent à X8P et on a la
convergence limkÑ`8 ck “ ∇u dans XP . Par la Proposition 4.5.2, on a

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
cosp

?
4λsqGpsqD ds “ ProjE4λD

fortement dans HQ, uniformément par rapport à r P R. Tout comme dans la preuve du
Lemme 4.5.1, on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
S

ż r`S

r
cosp

?
4λsqGpsqD∇u ds ´ProjE4λD∇u

ˇ

ˇ

XQ
ď 4|D|H8Q |∇u´ ck|XP

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
S

ż r`S

r
cosp

?
4λsqGpsqD ds´ ProjE4λD

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

HQ

|ck|X8P

ce qui implique que, pour tout k P N

lim sup
SÑ`8

sup
rPR

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
S

ż r`S

r
cosp

?
4λsqGpsqD∇u ds´ ProjE4λD∇u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď 4|D|H8Q |∇u´ ck|XP .

En passant à la limite lorsque k Ñ `8, on obtient la formule (4.31). Pour la formule (4.32),
on utilise le champ de vecteurs ∇ T?

λ
u P XP et la convergence

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
sinp

?
4λsqGpsqD ds “ L

?
4λ

ProjE4λD

forte dans HQ et uniforme par rapport à r P R. En combinant (4.31), (4.32), (4.30) on obtient
que

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u2s ds “ 1

2ProjE4λD∇u`
1
2

L
?

4λ
ProjE4λD∇

T
?
λ
u

fortement dans XQ, uniformément par rapport à r P R.
2. Pour tout k P N, considérons la suite Dk “ 1tψďkuD P HQ XH8Q . Par le point précédent,
on sait que

lim
SÑ`8

sup
rPR

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDk∇u2s ds´ 1

2ProjE4λDk∇u´
1
2

L
?

4λ
ProjE4λDk∇

T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

“ 0.

(4.33)

On note également que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u2s ds´ 1

2ProjE4λD∇u´
1
2

L
?

4λ
ProjE4λD∇

T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqDk∇u2s ds´ 1

2ProjE4λDk∇u´
1
2

L
?

4λ
ProjE4λDk∇

T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqpD ´Dkq∇u2s ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

`
1
2
ˇ

ˇProjE4λpDk ´Dq∇u
ˇ

ˇ

XQ

`
1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?

4λ
ProjE4λpDk ´Dq∇

T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

.
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Il est facile de constater que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqpD ´Dkq∇u2s ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqD1tψąku

ˆ

cosp
?

4λsq∇u` sinp
?

4λsq∇ T?
λ
u

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď |D|H8Q

˜

|1tψąku∇u|XP `
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1tψąku∇
T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XP

¸

et

1
2
ˇ

ˇProjE4λpDk ´Dq∇u
ˇ

ˇ

XQ
`

1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?

4λ
ProjE4λpDk ´Dq∇

T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď
1
2 |ProjE4λD|H8Q |1tψąku∇u|XP `

1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?

4λ
ProjE4λD

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1tψąku∇
T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XP

ď |D|H8Q

˜

|1tψąku∇u|XP `
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1tψąku∇
T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XP

¸

.

En combinant la convergence (4.33) avec les estimés précédents, on obtient

lim sup
SÑ`8

sup
rPR

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u2s ds´ 1

2ProjE4λD∇u´
1
2

L
?

4λ
ProjE4λD∇

T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď 2|D|H8Q

˜

|1tψąku∇u|XP `
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1tψąku∇
T
?
λ
u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XP

¸

.

La conclusion suit en prenant la limite lorsque k Ñ `8.

4.5.2 Hypothèse structurelle associé à l’opérateur B

On note que tout Eλ est fermé et, grâce à la symétrie de B , Eλ K Eµ pour tout λ ‰ µ. En
vue de pouvoir prolonger l’existence de la quantité (4.26) à toutes les fonctions u P H1

P , on
cherche à décomposer l’espace H1

P suivant les sous espaces propres pEλqλě0. Pour y arriver,
on fait l’hypothèse que L2pRmq est la somme Hilbertienne d’une famille dénombrable de sous
espaces Eλ, c’est-à-dire vectpYnPNEλnq est dense dans L2pRmq

L2pRmq “ ‘
nPN

Eλn , Eλn “ kerpB ´ λnIdq, λn ě 0, n P N. (4.34)

Sans perte de généralité, on suppose que λ0 “ 0 (indépendamment du fait que 0 est une
valeur propre ou non de B) et λn ą 0, Eλn “ kerpB ´ λnIdq ‰ t0u, n P N‹.

Example 4.5.1. (Cas périodique)
Supposons que le flot caractéristique Y ps; yq est S0-périodique, c’est-à-dire

D S0 ą 0 tel que Y ps` S0; yq “ Y ps; yq, s P R, y P Rm.

On montre que les valeurs propres de l’opérateur B “ ´T 2 s’écrivent
?
λn “ nω0, n P N, ω0 “

2π{S0. En effet, si λ0 “ 0 est une valeur propre de B, elle correspond au cas n “ 0. Soit
λ ą 0 une valeur propre positive de B. Cela signifie qu’il existe u P domT , u ‰ 0 tel que

us ` i
T
?
λ
us “ e´i

?
λs

ˆ

u` i
T
?
λ
u

˙

, s P R.
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En prenant s “ S0, on obtient
ˆ

u` i
T
?
λ
u

˙

´

1´ e´i
?
λS0

¯

“ 0

ce qui implique que
?
λS0 “ 2πn, n P N‹. Dans ce cas l’hypothèse (4.34) est vraie. En effet,

si u P L2pRmq est tel que ProjEλn “ 0 pour toute valeur propre λn, alors on a

ProjE0 “
1
S0

ż S0

0
us ds “ 0

et pour tout n P N‹

ProjE
n2ω2

0
u “

2
S0

ż S0

0
cospnω0squs ds “ 0, T

nω0
ProjE

n2ω2
0
u “

2
S0

ż S0

0
sinpnω0squs ds “ 0.

Ainsi, tous les coefficients de Fourier de la fonction S0-periodique s Ñ upY ps; ¨qq P L2pRmq
s’annulent, et donc upY ps; ¨qq “ 0 pour tout s P R, ce qui signifie que u “ 0.

Example 4.5.2. (Cas presque périodique)
On étudie maintenant un cas particulièrement important : celui pour lequel le C0-groupe
pζpsqqsPR est presque périodique. On suppose que pour tout u P L2pRmq, la fonction s P RÑ
ζpsqu P L2pRmq est presque périodique, ce qui signifie que la trajectoire sÑ ζpsqu P L2pRmq
est la limite dans CpR;L2pRmqq d’une suite de polynômes trigonométriques à coefficients dans
L2pRmq (voir [31] pour une étude détaillée des fonctions presque périodiques à valeurs dans
un espace de Banach).

Proposition 4.5.6.
Supposons que les hypothèses (4.13), (4.14) sont vérifiées et que le C0-groupe pζpsqqsPR est
presque périodique. Alors la famille de sous espaces non triviaux Eλ “ kerpB ´ λIdq, λ P R`
est dénombrable et L2pRmq “ ‘

n
Eλn , Eλn “ kerpB ´ λnIdq ‰ t0u.

Preuve. Soit u P L2pRmq une fonction orthogonale à Eλ “ kerpB ´ λIdq pour toute valeur
propre λ. Ainsi u est orthogonal à Eλ “ kerpB ´ λIdq pour tout λ P R`

ProjE0u “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
ζpsquds “ 0, ProjEλu “ lim

SÑ`8

2
S

ż S

0
cosp

?
λsqζpsquds “ 0, λ ą 0.

On note également que

T
?
λ

ProjEλu “ lim
SÑ`8

2
S

ż S

0
sinp

?
λsqζpsquds “ 0, λ ą 0.

Ainsi tous les coefficients de Fourier s Ñ ζpsqu s’annulent, ce qui implique que u “ 0 in
L2pRmq et donc que vectpYλPR`Eλq “ L2pRmq. Comme L2pRmq est séparable et que les sous
espaces pEλqλPR` sont orthogonaux, on en déduit que Eλ ‰ t0u seulement pour une sous
famille dénombrable de tλnu, cela signifie que (4.34) est vérifié.

Une conséquence directe de (4.34) est donné par

Proposition 4.5.7.
L’espace H1

P est la somme Hilbertienne des sous espaces pEλn XH1
P qnPN.
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Preuve. Les espaces pEλn X H1
P qnPN sont fermés dans H1

P étant donné que les espaces
pEλnqnPN le sont dans L2pRmq. Par les Propositions 4.3.10, 4.4.5 on a

u´ ProjEλnu K Eλn XH
1
P dans H1

P , u P H
1
P , n P N.

Donc, pour tout u P Eλk XH1
P , k ‰ n on a

u´ 0 K Eλn XH
1
P dans H1

P

ce qui signifie que Eλk XH1
P K Eλn XH1

P dans H1
P , pour tout k ‰ n. Soit u un élément de

H1
P . Comme L2pRmq est la somme Hilbertienne des pEλnqnPN, on a u “

ř

nPN ProjEλnu dans
L2pRmq. Pour tout n P N, on a ProjEλnu “ ProjEλnXH1

P
u et l’inégalité de Bessel

ÿ

nPN
|ProjEλnu|

2
H1
P
“

ÿ

nPN
|ProjEλnXH1

P
u|2H1

P
ď |u|2H1

P

nous guarantit que
ř

nPN ProjEλnu converge dans H1
P . Sa somme dans L2pRmq étant u, on en

déduit que u “
ř

nPN ProjEλnu dans H1
P , ce qui signifie que H1

P “ vectpYnPNpEλn XH1
P qq.

A l’aide des Lemmes 4.5.1 et 4.5.5, on sait que
´

1
S

şr`S
r GpsqD∇u2s ds

¯

Są0
converge fortement

dans XQ, lorsque S Ñ `8, uniformément par rapport à r P R, vers une certaine limite ne
dépendant pas de r, pour tout u P vect

 

YnPNpEλn XH
1
P q
(

. Grâce à l’inégalité
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u2s ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď |D|H8Q |∇u|XP

on en déduit que la convergence ci-dessus est toujours vraie dans XQ, uniformément par
rapport à r, vers une certaine limite ne dépendant pas de r, pour tout u P ‘nPNpEλnXH1

P q “

H1
P . Cela nous amène à la proposition suivante

Proposition 4.5.8. Pour tout champ de matrices D P H8Q et toute fonction u P H1
P , la

quantité

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u2s ds,

converge fortement dans XQ, uniformément par rapport à r P R.

4.5.3 Définition et propriétés de la forme bilinéaire m

On cherche maintenant à appliquer les méthodes variationnelles présentées en Annexe A
pour résoudre (4.1), (4.2). Pour cela, on a besoin de construire la forme bilinéaire correspon-
dant au problème limite. On fait cette construction pour tout champ de matrices symétriques
positives D satisfaisant

Q1{2pyqpDpyq ` bpyq b bpyqqQ1{2pyq ě dIm, y P Rm (4.35)

pour une certaine constante d ą 0. On suppose également que

D P H8Q , b P X8Q . (4.36)

Aux hypothèses ci-dessus, on ajoute les autres hypothèses faites précédemment (4.13), (4.14),
(4.15), (4.16), (4.34). On introduit les formes bilinéaires suivantes
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Proposition 4.5.9.
1. Pour tout ε ą 0, considérons l’application aε : H1

P ˆH
1
P Ñ R

aεpu, vq “

ż

Rm
Dpyq∇u ¨∇v dy

looooooooooomooooooooooon

apu,vq

`
1
ε

ż

Rm
pb ¨∇uqpb ¨∇vq dy, u, v P H1

P .

La forme bilinéaire aε est bien définie, continue, symétrique et positive. Pour tout ε P
s0, 1s, elle est coercive dans H1

P par rapport à L2pRmq.
2. Pour tout r P R, considérons l’application m : H1

P ˆH
1
P Ñ R

mpu, vq “

ż

Rm

"

xDy pyq∇u` lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
pGpsqD ´ xDyq∇u2s ds

*

¨∇v dy

La forme bilinéaire m est bien définie, continue, symétrique, positive, ne dépend pas de
r P R et s’écrit

mpu, vq “

ż

Rm
xDy pyq∇u ¨∇v dy` lim

SÑ`8

1
S

ż S{2

´S{2

ż

Rm
pD´xDyq∇us ¨∇v´s dyds, u, v P H1

P .

(4.37)
La forme bilinéaire m vérifie également

mpu, vq “

ż

Rm
D∇u ¨∇ProjEλnv dy, u P Eλn XH

1
P , n P N, v P H1

P . (4.38)

3. La forme bilinéaire m vérifie la relation

mpu,Bvq “ mpBu, vq pour tout u, v P H1
P tels que T u, T v,Bu,Bv P H1

P .

De plus, la forme bilinéaire pu, vq Ñ mpu, vq `
ş

Rmpb ¨ ∇uqpb ¨ ∇vq dy est coercive sur
H1
P par rapport à L2pRmq.

Preuve.
1. Pour tout u, v P H1

P , on a

|D∇u ¨∇v| “ |Q1{2DQ1{2 : pP 1{2∇vq b pP 1{2∇uq| ď |D|H8Q |P
1{2∇v| |P 1{2∇u|

et

|pb ¨∇uqpb ¨∇vq| “ |Q1{2bb bQ1{2 : pP 1{2∇vq b pP 1{2∇uq|
ď |bb b|H8Q |P

1{2∇v| |P 1{2∇u| “ |b|2X8Q |P
1{2∇v| |P 1{2∇u|.

On en déduit que

|aεpu, vq| ď

˜

|D|H8Q `
|b|2X8Q
ε

¸

|u|H1
P
|v|H1

P

ce qui signifie que aε est bien définie et continue sur H1
P . Elle est également symétrique

et positive, grâce à la symétrie et à la positivité de Dpyq, y P Rm. La coercivité est une
conséquence de (4.35), en observant que pour tout u P H1

P , 0 ă ε ď 1 on a

aεpu, uq ` d|u|2L2pRmq “

ż

Rm
Q1{2

ˆ

D `
bb b

ε

˙

Q1{2 : pP 1{2∇uq b pP 1{2∇uq dy ` d|u|2L2pRmq

ě d|u|2H1
P
.

page 124



Chapitre 4 4.5 Construction du problème effectif

2. On justifie que m est bien définie et ne dépend pas de r P R. Par la Proposition 4.5.8 et
les Lemmes 4.5.1, 4.5.5, on sait que pour tout u P H1

P , la famille
ˆ

1
S

ż r`S

r
pGpsqD ´ xDyq∇u2s ds

˙

Są0
“

ˆ

1
S

ż r`S

r
pGpsqpD ´ xDyqq∇u2s ds

˙

Są0

converge fortement dans XQ, lorsque S Ñ `8, uniformément par rapport à r P R, vers une
certaine limite ne dépendant pas de r P R. Ainsi mpu, vq est bien définie pour tout u, v P H1

P .
Clairement m est bilinéaire. On établit la symétrie en remarquant que

GpsqpD ´ xDyq∇u2s ¨∇v
“ GpsqpD ´ xDyq tBY ps; yqp∇usqpY ps; yqq ¨ tBY ps; yqp∇v´sqpY ps; yqq
“ ppD ´ xDyq∇us ¨∇v´sqs

ce qui implique que

mpu, vq “

ż

Rm
xDy∇u ¨∇v dy ` lim

SÑ`8

1
S

ż S{2

´S{2

ż

Rm
pD ´ xDyq∇us ¨∇v´s dyds.

La forme bilinéaire m est continue sur H1
P ˆH

1
P

|mpu, vq| ď 3|D|H8Q |∇u|XP |∇v|XP ď 3|D|H8Q |u|H1
P
|v|H1

P
, u, v P H1

P .

La symétrie de m vient de la symétrie de Dpyq, y P Rm, après avoir effectué le changement
de variable sÑ ´s.
On montre maintenant que m vérifie (4.38) en observant que pour tout u P Eλn XH1

P , n P N,
on a

u2s ` u “ 2 cosp
a

λnsqus, s P R. (4.39)

La formule ci-dessus est triviale dans le cas n “ 0. Lorsque n P N‹, on note que

u2s ` i
T
?
λn
u2s “ e´i

?
λns

ˆ

us ` i
T
?
λn
us

˙

, u` i
T
?
λn
u “ ei

?
λns

ˆ

us ` i
T
?
λn
us

˙

ce qui implique que u2s ` u “ <t2 cosp
?
λnsqpus ` i

T?
λn
usqu “ 2 cosp

?
λnsqus, s P R. Grâce à

(4.39), le terme moyenné apparaissant dans m s’écrit, pour tout u P EλnXH1
P , n P N‹, v P H1

P

ż

Rm

1
S

ż r`S

r
pGpsqD ´ xDyq∇u2s ds ¨∇v dy (4.40)

“

ż

Rm

2
S

ż r`S

r
cosp

a

λnsqGpsqD∇us ds ¨∇v dy

´

ż

Rm

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u ds ¨∇v dy ´

ż

Rm

1
S

ż r`S

r
∇u2s ds ¨ xDy∇v dy.

Par le Lemme 4.5.1, on a

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u “ xDy∇u

fortement dans XQ, uniformément par rapport à r P R et donc

lim
SÑ`8

ż

Rm

1
S

ż r`S

r
GpsqD∇u ds ¨∇v dy “

ż

Rm
xDy∇u ¨∇v dy. (4.41)
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Par la Proposition 4.3.10, on déduit grâce aux relations d’orthogonalité Eλn K E0, n P N‹

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
∇u2s ds “ ∇ProjE0u “ 0

fortement dans XP , uniformément par rapport à r P R et ainsi

lim
SÑ`8

ż

Rm

1
S

ż r`S

r
∇u2s ds ¨ xDy∇v dy “ 0. (4.42)

Pour le terme restant dans le membre de droite de l’équation (4.40), on note que

GpsqD∇us ¨∇v “ BY ps; yqGpsqD tBY ps; yqp∇uqs ¨ p∇v´sqs “ pD∇u ¨∇v´sqs

et donc on obtient
ż

Rm

2
S

ż r`S

r
cosp

a

λnsqGpsqD∇us ds ¨∇v dy “
ż

Rm
D∇u ¨ 2

S

ż r`S

r
cosp

a

λnsq∇v´s ds dy.

Par la Remarque 4.4.6, on sait que

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
cosp

a

λnsq∇v´s ds “ ∇ProjEλnv

fortement dans XP , uniformément par rapport à r P R, ce qui implique que

lim
SÑ`8

ż

Rm

2
S

ż r`S

r
cosp

a

λnsqGpsqD∇us ds ¨∇v dy “
ż

Rm
D∇u ¨∇ProjEλnv dy (4.43)

uniformément par rapport à r P R. En combinant (4.40), (4.41), (4.42), (4.43) on est amené
à l’expression suivante pour le terme moyenné de m

lim
SÑ`8

ż

Rm

1
S

ż r`S

r
pGpsqD ´ xDyq∇u2s ds ¨∇v dy “

ż

Rm
D∇u ¨∇ProjEλnv dy

´

ż

Rm
xDy∇u ¨∇v dy, u P Eλn XH

1
P , n P N‹, v P H1

P

et donc
mpu, vq “

ż

Rm
D∇u ¨∇ProjEλnv dy, u P Eλn XH

1
P , n P N‹, v P H1

P . (4.44)

En fait, la formule ci-dessus reste vraie pour u P E0 XH1
P , v P H

1
P . En effet, en remarquant

que u “ u2s “ uspY ps; ¨qq, v “ v´spY ps; ¨qq, on obtient que

GpsqD∇u2s ¨∇v “ GpsqD tBY ps; ¨qp∇usqs ¨ tBY ps; ¨qp∇v´sqs
“ pD∇us ¨∇v´sqs “ pD∇u ¨∇v´sqs.

Par la Proposition 4.3.10, on déduit que

mpu, vq “ lim
SÑ`8

ż

Rm
D∇u ¨ 1

S

ż r`S

r
∇v´s ds dy “

ż

Rm
D∇u ¨∇ProjE0v dy.

Par (4.44) et l’hypothèse D ě 0, on a

mpu, vq “ 0, u P Eλn XH1
P , v P Eλk XH

1
P , n ‰ k
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et
mpu, uq “

ż

Rm
Dpyq∇u ¨∇u dy ě 0, u P Eλn XH1

P , n P N.

Comme m est bornée dans H1
P ˆH

1
P , on voit voit facilement que pour tout u P H1

P on a

mpu, uq “ m

˜

ÿ

nPN
ProjEλnu,

ÿ

kPN
ProjEλku

¸

“
ÿ

nPN
mpProjEλnu,ProjEλnuq ě 0

ce qui signifie que la forme quadratique uÑ mpu, uq est positive sur H1
P . On note également

que pour tout u, v P H1
P on a

mpu, vq “
ÿ

nPN
mpProjEλnu,ProjEλnvq “

ÿ

nPN

ż

Rm
D∇ProjEλnu ¨∇ProjEλnv dy

ď
ÿ

nPN
|D|H8Q |∇ProjEλnu|XP |∇ProjEλnv|XP

ď |D|H8Q |∇u|XP |∇v|XP ď |D|H8Q |u|H1
P
|v|H1

P
.

3. On se concentre sur l’égalité mpu,Bvq “ mpBu, vq, avec u, v P H1
P , tels que T u, T v,Bu,Bv P

H1
P . On observe que

ż

Rm
xDy∇u ¨∇T v dy “ lim

hÑ0

1
h

ż

Rm
xDy∇u ¨∇pvh ´ vq dy

“ lim
hÑ0

1
h

"
ż

Rm
Gphq xDy∇u ¨∇vh dy ´

ż

Rm
xDy∇u ¨∇v dy

*

“ lim
hÑ0

1
h

ż

Rm
pxDy∇u´h ´ xDy∇uq ¨∇v dy

“ ´

ż

Rm
xDy∇T u ¨∇v dy

et donc
ż

Rm
xDy∇u ¨∇Bv dy “

ż

Rm
xDy∇T u ¨∇T v dy “

ż

Rm
xDy∇Bu ¨∇v dy. (4.45)

Pour le second terme du membre de droite de (4.37), on note que

d
ds

"
ż

Rm
pD ´xDyq∇us ¨∇T v´s dy `

ż

Rm
pD ´ xDyq∇T us ¨∇v´s dy

*

“

ż

Rm
pD ´ xDyq∇us ¨∇Bv´s dy ´

ż

Rm
pD ´ xDyq∇Bus ¨∇v´s dy

et ainsi

lim
SÑ`8

1
S

ż S{2

´S{2

"
ż

Rm
pD ´ xDyq∇us ¨∇Bv´s dy ´

ż

Rm
pD ´ xDyq∇Bus ¨∇v´s dy

*

ds

“ lim
SÑ`8

1
S

„
ż

Rm
pD ´ xDyq∇us ¨∇T v´s dy `

ż

Rm
pD ´ xDyq∇T us ¨∇v´s dy

S{2

´S{2

“ 0. (4.46)
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En combinant (4.45), (4.46), on déduit que mpu,Bvq “ mpBu, vq.
Il reste à justifier la coercivité. Pour tout u P Eλn XH1

P , v P Eλk XH
1
P , on a

pu, vqH1
P
“ δnkpu, vqH1

P
, mpu, vq “ δnk

ż

Rm
Dpyq∇u ¨∇v dy

ż

Rm
pb ¨∇uqpb ¨∇vq dy “ ´

ż

Rm
T 2u v dy “ λn

ż

Rm
upyqvpyq dy

“ λnδnk

ż

Rm
upyqvpyq dy “ δnk

ż

Rm
pb ¨∇uqpb ¨∇vq dy.

On voit facilement, grâce à (4.35), que pour tout u P vectYnPN pEλn XH1
P q on a

mpu, uq `

ż

Rm
pb ¨∇uq2 dy ` d

ż

Rm
u2pyq dy ě d|u|2H1

P
.

Etant donné que les formes bilinéaires pu, vq Ñ mpu, vq, pu, vq Ñ
ş

Rmpb ¨ ∇uqpb ¨ ∇vq dy
sont bornées sur H1

P ˆ H1
P (utiliser l’hypothèse b P X8Q pour la seconde forme), l’inégalité

ci-dessus reste vraie pour tout u P ‘nPNpEλn X H1
P q “ H1

P , ce qui signifie que pu, vq Ñ
mpu, vq `

ş

Rmpb ¨∇uqpb ¨∇vq dy est coercive sur H1
P par rapport à L2pRmq.

Remarque 4.5.10.
Si u P Eλn XH1

P est tel que divypDpyq∇uq P L2pRmq, on déduit par (4.38) que

mpu, vq “ ´

ż

Rm
divypD∇uqProjEλnv dy “ ´

ż

Rm
ProjEλndivypD∇uq vpyq dy, v P H1

P

ce qui signifie que la restriction Eλn XH1
P de l’opérateur linéaire associé à la forme bilinéaire

m est ProjEλn p´divypDpyq∇uqq, pour tout u P Eλn X H1
P tel que divypDpyq∇uq P L2pRmq,

voir également (4.8).

4.6 Estimations uniformes
Dans cette section, on justifie le caractère bien posé du problème (4.1), (4.2) et du pro-

blème effectif associé à la forme bilinéaire m, et on met en évidence certaines estimations sur
les solutions associées à ces problèmes. On considère l’inclusion continue H1

P ãÑ L2pRmq, avec
image dense (étant donné que C1

c pRmq Ă H1
P ). La proposition suivante traite du problème

variationnel associé à (4.1), (4.2).

Proposition 4.6.1.
Soit uin un élément de L2pRmq. Pour tout ε Ps0, 1s, il existe une unique solution variationnelle
au problème (4.1), (4.2). De plus on a

|uε|L8pR`;L2pRmqq ď |u
in|L2pRmq, |∇uε|L2pR`;XP q ď

|uin|L2pRmq
?

2d
, 0 ă ε ď 1.

Preuve. Par la Proposition 4.5.9 on sait que, pour tout ε Ps0, 1s, la forme bilinéaire aε est
coercive sur H1

P par rapport à L2pRmq. On en déduit que, pour tout uin P L2pRmq, il existe
une unique solution variationnelle uε pour (4.1), (4.2), qui vérifie uε P CbpR`;L2pRmqq X
L2

locpR`;H1
P q et

uεp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
uεpt, yqϕpyq dy ` aεpuεptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q pour tout ϕ P H1

P .
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Pour t P R`, ε Ps0, 1s, une estimation d’énergie nous donne que

1
2 |u

εptq|2L2pRmq ` d

ż t

0
|∇uεpsq|2XP ds ď 1

2 |u
εptq|2L2pRmq `

ż t

0
aεpuεpsq, uεpsqq ds “ 1

2 |u
in|2L2pRmq

ce qui implique que

|uεptq|L2pRmq ď |u
in|L2pRmq,

ż `8

0
|∇uεpsq|2XP ds ď

|uin|2L2pRmq

2d .

On cherche à procéder de manière similaire pour résoudre le problème variationnel associé à
la forme bilinéaire m. Comme on a l’a montré dans la Proposition 4.5.9, on sait seulement
que pu, vq Ñ mpu, vq `

ş

Rmpb ¨ ∇uqpb ¨ ∇vq dy est coercive sur H1
P par rapport à L2pRmq.

Néanmoins m est coercive sur Eλn XH1
P par rapport à Eλn , pour tout n P N. En effet, pour

tout n P N, u P Eλn XH1
P , on a grâce à (4.35)

mpu, uq ` pλn ` dq|u|
2
L2pRmq “

ż

Rm
D∇u ¨∇u dy `

ż

Rm
pb ¨∇uq2 dy ` d

ż

Rm
u2pyq dy

“

ż

Rm
Q1{2pD ` bb bqQ1{2 : pP 1{2∇uq b pP 1{2∇uq dy ` d

ż

Rm
u2pyq dy ě d|u|2H1

P
.

Proposition 4.6.2.
Pour tout n P N, on considère un élément uin

n de Eλn. Il existe une unique fonction vn P
CbpR`;Eλnq X L2

locpR`;Eλn XH1
P q telle que

vnp0q “ uin
n ,

d
dt

ż

Rm
vnpt, yqϕpyq dy `mpvnptq, ϕq “ 0 in D 1pR`q, pour tout ϕ P Eλn XH1

P .

De plus on a

|vn|L8pR`;L2pRmqq ď |u
in
n |L2pRmq, |T vn|L8pR`;L2pRmqq ď |T uin

n |L2pRmq

|∇vn|L2pr0,ts;XP q ď
|uin
n |L2pRmq
?

2d
`

c

t

d
|T uin

n |L2pRmq, t P R`, n P N.

Si uin
n P Eλn XH

1
P et si il existe une fonction fn P Eλn (la fonction fn sera également notée

ProjEλn p´divypD∇uin
n qq) telle que

ż

Rm
Dpyq∇uin

n ¨∇ϕ dy “
ż

Rm
fnpyqϕpyq dy, pour tout ϕ P Eλn XH1

P

alors

|ProjEλn p´divypD∇vnptqqq|L2pRmq ď |ProjEλn p´divypD∇uin
n qq|L2pRmq, t P R`

et
Btvn ` ProjEλn p´divypD∇vnptqqq “ 0, t P R`.

Preuve. On utilise l’inclusion Eλn XH1
P ãÑ Eλn , n P N. L’existence et l’unicité des solutions

variationnelles pvnqn est une conséquence des résultats présentés en Annexe A. L’égalité
d’énergie associée à ce problème s’écrit

1
2 |vnptq|

2
L2pRmq `

ż t

0

ż

Rm
Dpyq∇vn ¨∇vn dyds “ 1

2 |u
in
n |

2
L2pRmq
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ce qui implique que

|vnptq|L2pRmq ď |u
in
n |L2pRmq, |T vnptq|L2pRmq ď |T uin

n |L2pRmq, t P R`, n P N.

Pour la dernière estimation, on a utilisé l’égalité
ş

RmpT vq
2 dy “ λn

ş

Rmv
2pyq dy, v P Eλn . On

observe également que pour tout t P R`, n P N on a

d

ż t

0
|∇vnpsq|2XP ds ď

ż t

0

ż

Rm
tD∇vnpsq ¨∇vnpsq ` pb ¨∇vnpsqq2u dyds

ď
1
2 |u

in
n |

2
L2pRmq ` t|T u

in
n |

2
L2pRmq.

On suppose maintenant que uin
n P Eλn X H1

P tel que ProjEλn p´divypD∇uin
n qq existe. Pour

tout h P R‹`, on a

d
dt

ż

Rm
pvnpt`h, yq´vnpt, yqqϕpyq dy`mpvnpt`hq´vnptq, ϕq “ 0 in D 1pR`q, ϕ P EλnXH

1
P

ce qui implique que

1
2

d
dt

ż

Rm
pvnpt` h, yq ´ vnpt, yqq

2 dy “ ´mpvnpt` hq ´ vnptq, vnpt` hq ´ vnptqq ď 0.

On déduit que

|vnpt` hq ´ vnptq|L2pRmq ď |vnphq ´ vnp0q|L2pRmq, t, h P R`. (4.47)

On note également que

1
2

d
dh |vnphq ´ vnp0q|

2
L2pRmq `

ż

Rm
Dpyq∇pvnphq ´ vnp0qq ¨∇pvnphq ´ vnp0qq dy

“ ´

ż

Rm
Dpyq∇vnp0q ¨∇pvnphq ´ vnp0qq dy

et donc

1
2 |vnphq ´ vnp0q|

2
L2pRmq ď ´

ż h

0

ż

Rm
ProjEλn p´divypDpyq∇uin

n qqpvnps, yq ´ vnp0, yqq dyds

ď |ProjEλn p´divypDpyq∇uin
n qq|L2pRmq

ż h

0
|vnpsq ´ vnp0q|L2pRmq ds.

Grâce au Lemme de Bellman, voir [24] pour plus de détails, on obtient

|vnphq ´ vnp0q|L2pRmq ď h|ProjEλn p´divypDpyq∇uin
n qq|L2pRmq. (4.48)

En combinant (4.47) et (4.48), on déduit que

|vnpt` hq ´ vnptq|L2pRmq ď |vnphq ´ vnp0q|L2pRmq ď h|ProjEλn p´divypDpyq∇uin
n qq|L2pRmq

ce qui signifie que

|Btvn|L2pRmq ď |ProjEλn p´divypDpyq∇uin
n qq|L2pRmq, t P R`.
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La formulation variationnelle s’écrit
ż

Rm
Btvnϕ dy `

ż

Rm
Dpyq∇vnptq ¨∇ϕ dy “ 0, ϕ P Eλn XH

1
P

ce qui implique

ProjEλn p´divypDpyq∇vnptqqq “ ´Btvn P Eλn , t P R`

et ainsi

|ProjEλn p´divypDpyq∇vnptqqq|L2pRmq “ |Btvnptq|L2pRmq ď |ProjEλn p´divypDpyq∇uin
n qq|L2 .

Corollaire 4.6.3.
Supposons que pλnqn est croissante et que limnÑ`8 λn “ `8. Sous les hypothèses de la
Proposition 4.6.2, pour tout uin P domT , il existe une unique fonction v P CbpR`;L2pRmqqX
L2

locpR`;H1
P q, T v P L8pR`;L2pRmqq telle que

vp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy `mpvptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, pour tout ϕ P H1

P . (4.49)

De plus on a

|v|L8pR`;L2pRmqq ď |u
in|L2pRmq, |T v|L8pR`;L2pRmqq ď |T uin|L2pRmq

|∇v|L2pr0,ts;XP q ď
|uin|L2pRmq
?

2d
`

c

t

d
|T uin|L2pRmq.

Si uin P H1
P et

ř

nPN |ProjEλn p´divypD∇ProjEλnu
inqq|2L2pRmq ă `8, alors

ÿ

nPN
|ProjEλn p´divypD∇ProjEλnvptqqq|

2
L2pRmq ă `8

et
Btv `

ÿ

nPN
ProjEλn p´divypD∇ProjEλnvptqqq “ 0, t P R`.

Preuve. Pour tout n P N, on note par vn la solution donnée par la Proposition 4.6.2,
correspondant à uin

n “ ProjEλnu
in. Par la Remarque 4.4.4, on sait que T ProjEλnu

in “

ProjEλnT u
in, n P N, ce qui implique que

ÿ

nPN
|vnptq|

2
L2pRmq ď

ÿ

nPN
|ProjEλnu

in|2L2pRmq “ |u
in|2L2pRmq, t P R`

ÿ

nPN
|T vnptq|2L2pRmq ď

ÿ

nPN
|ProjEλnT u

in|2L2pRmq “ |T u
in|2L2pRmq, t P R`.

Ainsi
ř

nPN vnptq,
ř

nPN T vnptq convergent dans L2pRmq, pour tout t P R`. On introduit
vptq “

ř

nPN vnptq, wptq “
ř

nPN T vnptq, t P R`. Pour tout ϕ P domT et tout N P N, on peut
écrire

ż

Rm

N
ÿ

n“0
vnpt, yqT ϕ dy `

ż

Rm

N
ÿ

n“0
T vnptqϕpyq dy “ 0
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ce qui implique, en passant à la limite N Ñ `8

ż

Rm
vpt, yqT ϕ dy `

ż

Rm
wpt, yqϕpyq dy “ 0.

Ainsi vptq P domT et wptq “ T vptq. En particulier

|T vptq|2L2pRmq “
ÿ

nPN
|T vn|2L2pRmq ď

ÿ

nPN
|ProjEλnT u

in|2L2pRmq “ |T u
in|2L2pRmq.

En fait la convergence v “
ř

nPN vn est uniforme par rapport à t P R`, grâce à
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

vptq ´
N
ÿ

n“0
vnptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

L2pRmq

ď
1
λN

ÿ

nąN

λn|vnptq|
2
L2pRmq “

1
λN

ÿ

nąN

|T vnptq|2L2pRmq ď
1
λN
|T uin|2L2pRmq

et donc v P CbpR`;L2pRmqq. Par la Proposition 4.5.7, on sait que les espaces pEλn XH1
P qnPN

sont orthogonaux dans H1
P et donc
ż t

0
pvnpsq, vkpsqqH1

P
ds “ 0, t P R`, n ‰ k.

De plus, pour tout t P R`, on a
ÿ

nPN
|vn|

2
L2pr0,ts;H1

P q
“

ÿ

nPN
t|vn|

2
L2pr0,ts;L2pRmqq ` |∇vn|

2
L2pr0,ts;XP qu

ď t
ÿ

nPN
|ProjEλnu

in|2L2pRmq `
1
2d

ÿ

nPN
|ProjEλnu

in|2L2pRmq `
t

d

ÿ

nPN
|ProjEλnT u

in|2L2pRmq

“

ˆ

t`
1
2d

˙

|uin|2L2pRmq `
t

d
|T uin|2L2pRmq ă `8

ce qui implique qu’il existe z P L2
locpR`;H1

P q tel que
ř

nPN vn “ z dans L2pr0, ts;H1
P q pour

tout t P R`. En particulier
ř

nPN vn “ z dans L2pr0, ts;L2pRmqq pour tout t P R` et donc
ř

nPN vnptq “ zptq dans L2pRmq pour presque tout t P R`. On en déduit que v “ z P
L2

locpR`;H1
P q, v “

ř

nPN vn dans L2pr0, ts;H1
P q pour tout t P R` et

|∇v|L2pr0,ts;XP q ď
|uin|L2pRmq
?

2d
`

c

t

d
|T uin|L2pRmq, t P R`.

Pour tout η P C1
c pR`q, ϕ P H1

P et N P N on a

´ηp0q
ż

Rm

N
ÿ

n“0
ProjEλnu

inϕpyq dy ´
ż `8

0
η1ptq

ż

Rm

N
ÿ

n“0
vnpt, yqϕpyq dydt

`

ż `8

0
ηptqmp

N
ÿ

n“0
vnptq, ϕq dt “ 0.

En passant à la limite lorsque N Ñ `8, on voit facilement, grâce au fait que m est borné
sur H1

P , que

´ηp0q
ż

Rm
uinpyqϕpyq dy ´

ż `8

0
η1ptq

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dydt`

ż `8

0
ηptqmpvptq, ϕq dt “ 0
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ce qui signifie que

vp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy `mpvptq, ϕq “ 0 in D 1pR`q pour tout ϕ P H1

P .

L’unicité est une conséquence de l’égalité d’énergie associée à la forme quadratique positive
u P H1

P Ñ mpu, uq.
On suppose maintenant que uin P H1

P ,
ř

nPN |ProjEλn p´divypD∇uin
n qq|

2
L2pRmq ă `8 avec

uin
n “ ProjEλnu

in P Eλn XH
1
P , n P N. Par la Proposition 4.6.2, on sait que

Btvn ` ProjEλn p´divypDpyq∇vnptqqq “ 0, t P R`

|ProjEλn p´divypDpyq∇vnptqqq|L2pRmq ď |ProjEλn p´divypDpyq∇uin
n qq|L2pRmq, t P R`.

Ainsi on obtient que pour tout t P R`
ÿ

nPN
|ProjEλn p´divypDpyq∇vnptqqq|2L2pRmq ď

ÿ

nPN
|ProjEλn p´divypDpyq∇uin

n qq|
2
L2pRmq ă `8.

On montre que tÑ vptq est différentiable dans L2pRmq et que Btv “
ř

nPN Btvn. En effet, on
a

|vpt` hq ´ vptq|2L2pRmq “
ÿ

nPN
|vnpt` hq ´ vnptq|

2
L2pRmq

ď
ÿ

nPN
|vnphq ´ vnp0q|2L2pRmq ď h2

ÿ

nPN
|ProjEλn p´Dpyq∇u

in
n q|

2
L2pRmq

ce qui signifie que Btv P L8pR`;L2pRmqq. Pour tout η P C1
c pR`q, ϕ P L2pRmq on a

ż `8

0
ηptq

ż

Rm
Btvϕpyq dydt “ ´ηp0q

ż

Rm
uinpyqϕpyq dy ´

ż `8

0
η1ptq

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dydt

“ ´
ÿ

nPN
ηp0q

ż

Rm
uin
n pyqϕpyq dy ´

ÿ

nPN

ż `8

0
η1ptq

ż

Rm
vnpt, yqϕpyq dydt

“
ÿ

nPN

ż `8

0
ηptq

ż

Rm
Btvnϕpyq dydt.

Mais pour tout t P R` on a
ÿ

nPN
|Btvnptq|

2
L2 “

ÿ

nPN
|ProjEλn p´divypD∇vnptqqq|2L2 ď

ÿ

nPN
|ProjEλn p´divypD∇uin

n qq|
2
L2

ce qui implique que
ř

nPN Btvnptq converge dans L2pRmq, pour tout t P R`. On déduit du
théorème de convergence dominée que

ż `8

0
ηptq

ż

Rm
Btvϕpyq dydt “

ż `8

0
ηptq

ż

Rm

ÿ

nPN
Btvnϕpyq dydt

ce qui implique que

Btv “
ÿ

nPN
Btvn “ ´

ÿ

nPN
ProjEλn p´divypDpyq∇vnptqqq

“ ´
ÿ

nPN
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnvptqq
¯

, t P R`.
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Remarque 4.6.4. Les conditions suivantes sont équivalentes

1. u P H1
P et

ř

nPN

ˇ

ˇ

ˇ
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯ˇ

ˇ

ˇ

2

L2pRmq
ă `8.

2. u P H1
P et il existe une constante C P R` telle que

mpu, ϕq ď C|ϕ|L2pRmq, ϕ P H1
P .

Pour tout u satisfaisant 1. ou 2. on a

mpu, ϕq “ ´

ż

Rm
ϕpyq

ÿ

nPN
ProjEλndivypDpyq∇ProjEλnuq dy, ϕ P H1

P .

En effet, si 1. est vrai, alors pour tout u P H1
P on a u “

ř

nPN ProjEλnu dans H1
P , et par la

continuité de m, on en déduit, grâce à (4.38), que

mpu, ϕq “
ÿ

nPN
mpProjEλnu, ϕq “

ÿ

nPN

ż

Rm
Dpyq∇ProjEλnu ¨∇ProjEλnϕ dy

“
ÿ

nPN

ż

Rm
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯

ϕpyq dy

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nPN
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L2pRmq

|ϕ|L2pRmq

“

˜

ÿ

nPN

ˇ

ˇ

ˇ
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯
ˇ

ˇ

ˇ

2

L2pRmq

¸1{2

|ϕ|L2pRmq, ϕ P H
1
P .

Réciproquement si 2. est vrai, il existe une fonction f P L2pRmq telle que

mpu, ϕq “

ż

Rm
fpyqϕpyq dy, ϕ P H1

P .

En particulier, pour tout ϕ P Eλn XH1
P , on obtient

ż

Rm
ProjEλnfϕpyq dy “

ż

Rm
fpyqϕpyq dy “ mpu, ϕq “ mpϕ, uq “

ż

Rm
D∇ϕ ¨∇ProjEλnu dy

et donc
ÿ

nPN

ˇ

ˇ

ˇ
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯ˇ

ˇ

ˇ

2

L2pRmq
“

ÿ

nPN
|ProjEλnf |

2
L2pRmq “ |f |

2
L2pRmq ă `8.

La transformation linéaire

Mu “
ÿ

nPN
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯

définie sur

domM “

#

u P H1
P ,

ÿ

nPN

ˇ

ˇ

ˇ
ProjEλn

´

´divypDpyq∇ProjEλnuq
¯ˇ

ˇ

ˇ

2

L2pRmq
ă `8

+

est l’opérateur associé à la forme bilinéaire m : H1
P ˆH

1
P , c’est-à-dire

mpu, ϕq “

ż

Rm
Muϕpyq dy, u P domM, ϕ P H1

P .

Ainsi le dernier point du Corollaire 4.6.3 dit que si uin P domM, alors

vptq P domM et Btv `Mvptq “ 0, t P R`.
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Remarque 4.6.5.

1. Le Corollaire 4.6.3 définit un C0 semi-groupe de contractions par rapport à la norme
L2

ψtu
in “ vptq, t P R`, uin P domT

où v est l’unique solution de (4.49). Ce semi-groupe s’étend par continuité à un semi-
groupe de contractions sur L2pRmq tout entier, qu’on notera toujours pψtqtPR` (utiliser
la densité de domT dans L2pRmq).

2. On montre que les C0 semi-groupes pe´τBqτPR` et pψtqtPR` commutent. En effet, pour
tout u P Eλn X H1

P , n P N, il existe, voir la Proposition 4.6.2, une unique fonction
v P CbpR`;Eλnq X L2

locpR`;Eλn XH1
P q telle que

vp0q “ u,
d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy`mpvptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P EλnXH

1
P . (4.50)

On note que pour tout ϕ P Eλk XH1
P , k ‰ n on a

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy “ 0, mpvptq, ϕq “ 0, t P R`

et ainsi (4.50) est vrai pour tout ϕ P vecttYkPNpEλk XH1
P qu “ H1

P . On a donc ψtu “
vptq P Eλn XH

1
P , pour tout t P R`, n P N. On obtient

e´τBψtu “ e´τλnψtu “ ψtpe
´τλnuq “ ψte

´τBu, t, τ P R`, u P Eλn XH1
P , n P N.

Cette dernière relation s’étend par densité pour tout u P L2pRmq.
3. Pour tout ε Ps0, 1s, on sait par le second point de la Proposition 4.5.9 que pu, vq Ñ

mpu, vq` 1
ε

ş

Rmpb ¨∇uqpb ¨∇vq dy est coercive sur H1
P par rapport à L2pRmq. Ainsi, pour

tout uin P L2pRmq il existe une unique fonction ũε P CbpR`;L2pRmqq X L2
locpR`;H1

P q

telle que ũεp0q “ uin et vérifiant pour tout ϕ P H1
P

d
dt

ż

Rm
ũεpt, yqϕpyq dy `mpũεptq, ϕq `

1
ε

ż

Rm
pb ¨∇ũεptqqpb ¨∇ϕq dy “ 0 dans D 1pR`q.

On montre que ũεptq “ e´
t
ε

Bψtu
in “ ψte

´ t
ε

Buin, t P R`. Il suffit de le montrer dans le
cas où uin P Eλn XH

1
P , n P N, c’est-à-dire

ũεptq “ e´
t
ε
λnψtu

in, t P R`.

En effet, pour tout ϕ P H1
P , on a

d
dt

ż

Rm
e´

t
ε
λnψtu

inϕpyq dy `mpe´
t
ε
λnψtu

in, ϕq `
1
ε

ż

Rm
b ¨∇pe´

t
ε
λnψtu

inq b ¨∇ϕ dy

“ e´
t
ε
λn

"

d
dt

ż

Rm
ψtu

inϕpyq dy `mpψtu
in, ϕq

*

“ 0 in D 1pR`q.

Donc ũε, e´
t
ε
λnψtu

in satisfont la même formulation variationnelle, avec la même condi-
tion initiale uin. Par unicité de la solution, on en déduit que ũε “ e´

t
ε
λnψtu

in, t P R`.
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4.7 Forme bilinéaire n

Comme suggéré dans la Proposition 4.2.1, on cherche à établir que uεptq “ e´
t
ε

Bvptq`Opεq
dans L8locpR`;L2pRmqq, lorsque εŒ 0, où vptq “ ψtu

in, t P R`. Le point clé est l’introduction
d’un correcteur similaire à (4.10). Cela requiert la construction d’un second opérateur N qui
assurera la validité de la décomposition (4.9) de l’opérateur A “ ´divypDpyq∇yq par rapport
à l’opérateur B “ ´T 2. Plus exactement on s’intéresse à la résolution de pB ´ λnIdqu “
Au´Mu “ Au´ProjEλnAu, n P N, voir (4.8). Bien entendu, cela n’est pas toujours possible
étant donné que Au ´Mu appartient à EKλn “ Range pB ´ λnIdq qui contient strictement
Range pB ´ λnIdq, lorsque l’image de B ´ λnId n’est pas fermée. On est amené à faire de
nouvelles hypothèses concernant le champ de matrices D.

4.7.1 Hypothèses structurelles associées au champ de matrices D

On rappelle que la générateur infinitésimal L associé au groupe pGpsqqsPR est anti-adjoint
sur HQ et ainsi Range L “ pkerLqK, implique que D ´ xDy P Range L. On suppose que D
un champ de matrices de H8Q tel que D ´ xDy P Range L, c’est-à-dire

D C P domLXH8Q tel que D “ xDy ` LC, (4.51)

où les opérateurs x¨y , L sont considérés comme agissant dans HQ,loc, voir la Proposition 4.3.8
et la Remarque 4.3.7. En remplaçant C par C´xCy, on peut supposer que C P ker x¨yXH8Q .
Grâce à la symétrie de D, xDy, on a

LpC ´ tCq “ LC ´ tpLCq “ D ´ xDy ´ tpD ´ xDyq “ 0

ce qui implique que C ´ tC P kerL X ker x¨y “ t0u et ainsi C est également symétrique. De
plus, on suppose que

D C0 P ker x¨y XH8Q tel que C0 “
tC0, LC0 “ ´C. (4.52)

On note que (4.51), (4.52) impliquent qu’il existe C0 P ker x¨y X H8Q tel que C0 “
tC0,

LC0 P domL XH8Q et D ´ xDy “ ´L2C0. On fait aussi les hypothèses suivantes, pour tout
n P N‹

C´ProjE4λn
C “ p´L2´4λnIdqCn, Cn P ker ProjE4λn

XH8Q , LCn P H
8
Q , Cn “

tCn (4.53)

où les opérateurs ProjE4λn
, n P N‹ sont considérés comme agissant dans HQ,loc, voir la Re-

marque 4.5.4. Dans la suite on travaille sous les hypothèses (4.13), (4.14), (4.15), (4.16),
(4.35), (4.36), (4.34), auxquelles on ajoute (4.51), (4.52), (4.53).

4.7.2 Définition et propriétés de la forme bilinéaire n

On introduit une seconde forme bilinéaire bornée sur H1
PˆH

1
P . Le correcteur est construit

à partir de l’opérateur associé à cette forme.

Proposition 4.7.1.
Supposons que les conditions suivantes soient vraies

ÿ

ně1

1
λn
ă `8,

ÿ

ně1
λn

˜

|Cn|H8Q `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?

4λn
Cn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

¸2

ă `8. (4.54)
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On considère l’application n : H1
P ˆH

1
P Ñ R

npu, vq “

ż

Rm
lim

SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

«

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1ds1

ff

ds ¨∇v dy

pour tout u, v P H1
P . La forme bilinéaire n est bien définie, bornée sur H1

P ˆ H1
P , anti-

symétrique et vérifie
apu, vq “ mpu, vq ` npu,Bvq ´ npBu, vq, (4.55)

pour tout u, v P H1
P tel que T u, T v,Bu,Bv P H1

P . Ici, par T u P H1
P on entend que u ap-

partient au domaine du générateur infinitésimal associé au C0-groupe pζ1psqqsPR et apu, vq “
ş

RmDpyq∇u ¨∇v dy, u, v P H1
P . De plus, on a npu, vq “ 0 pour tout u, v P Eλn XH1

P , n P N.

La preuve de la Proposition 4.7.1 est très technique et a été mise en Annexe B.

Remarque 4.7.2.
On note par N l’opérateur associé à la forme bilinéaire n, c’est-à-dire

ż

Rm
lim

SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

«

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1

ff

ds ¨∇v dy

“ npu, vq “

ż

Rm
Nu v dy, u P domN , v P H1

P .

On en déduit que

Nu “ ´divy

#

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

«

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1

ff

ds
+

“ ´divy

#

C0∇ProjE0u`
ÿ

ně1

„

1
8
?
λn

L
?

4λn
ProjE4λn

C ` LCn



∇ProjEλnu

`
ÿ

ně1

„

1
8
?
λn

ProjE4λn
C ´

a

4λnCn


∇ T
?
λn

ProjEλnu
+

à condition que b,D, u soient suffisamment réguliers.

4.8 Comportement asymptotique

Nous sommes prêts à faire l’analyse asymptotique de la famille de solutions variationnelles
puεqεą0 du problème (4.1), (4.2). On suit les arguments de la preuve de la Proposition 4.2.1.

Théorème 4.8.1.
Soit uin P domT . On suppose que les champs de vecteurs b et de matrices D vérifient les
hypothèses (4.13), (4.14), (4.35) et (4.36). On suppose également vraies les hypothèses (4.15),
(4.16) et les hypothèses structurelles (4.34), (4.51), (4.52), (4.53), (4.54). Pour tout ε Ps0, 1s,
on note uε P CbpR`;L2pRmqq X L2

locpR`;H1
P q l’unique solution variationnelle de (4.1), (4.2)

uεp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
uεpt, yqϕpyq dy `

ż

Rm
Dpyq∇uε ¨∇ϕ dy

loooooooooooomoooooooooooon

apuε,ϕq

`
1
ε

ż

Rm
pb ¨∇uεqpb ¨∇ϕq dy “ 0
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dans D 1pR`q, pour tout ϕ P H1
P , voir la Proposition 4.6.1, et par v P CbpR`;L2pRmqq X

L2
locpR`;H1

P q l’unique solution variationnelle (voir la Proposition 4.5.9 pour la définition de
la forme bilinéaire m)

vp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy `mpvptq, ϕq “ 0 dans D 1pR`q, ϕ P H1

P

voir le Corollaire 4.6.3. Alors, à condition que uin, v, b,D, P soient suffisamment réguliers,
pour tout T P R`, il existe une constante CT telle que

ˇ

ˇ

ˇ
uε ´ e´

t
ε

Bv
ˇ

ˇ

ˇ

L8pr0,T s;L2pRmqq
`

ˇ

ˇ

ˇ
∇uε ´∇pe´

t
ε

Bvq
ˇ

ˇ

ˇ

L2pr0,T s;XP q
ď CT ε, 0 ă ε ď 1.

Preuve. Par la Proposition 4.6.1 et le Corollaire 4.6.3, on sait que

|uε|L8pR`;L2pRmqq ď |u
in|L2pRmq, |∇uε|L2pR`;XP q ď

|uin|L2pRmq
?

2d
, 0 ă ε ď 1

et
|v|L8pR`;L2pRmqq ď |u

in|L2pRmq, |T v|L8pR`;L2pRmqq ď |T uin|L2pRmq

|∇v|L2pr0,ts;XP q ď
|uin|L2pRmq
?

2d
`

c

t

d
|T uin|L2pRmq.

On considère la fonction

u1pt, τ, ¨q “ e´τBN vpt, ¨q ´N e´τBvpt, ¨q, pt, τq P R` ˆ R`.

On suppose que v possède une régularité suffisante pour assurer que N vpt, ¨q est bien défini,
voir la Remarque 4.7.2. De plus, comme le semi-groupe pe´τBqτPR` preserve la régularité,
voir les propriétés de la Section 4.4.1, on déduit que N e´τBvpt, ¨q est également bien défini,
uniformément par rapport à τ P R`, ce qui implique que

|u1pt, τ, ¨q|L2pRmq ď C̃T , t P r0, T s, τ P R`

pour une certaine constante C̃T . On a également l’estimation suivante
ż T

0
sup
τPR`

|Btu
1pt, τ, ¨q|L2pRmq dt`

ż T

0
sup
τPR`

|divypD∇u1pt, τ, ¨qq|L2pRmq dt

`

˜

ż T

0
sup
τPR`

|∇u1pt, τ, ¨q|2XP dt
¸1{2

ď
˜̃CT

à condition que uin, v, b,D, P soient suffisamment réguliers. Afin de garantir que la régularité
est conservée suivant le semi-groupe pe´τBqτPR` , on suppose l’existence de champ de vecteurs
réguliers en involution avec b. La dérivée de u1 par rapport à la variable τ s’écrit (en supposant
que la fonction v est suffisamment régulière)

Bτu
1 “ ´Be´τBN vptq `NBe´τBvptq

“ ´B
`

e´τBN vptq ´N e´τBvptq
˘

`NBe´τBvptq ´ BN e´τBvptq

“ ´Bu1 ´ pBN ´NBqe´τBvptq
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et donc
d
dt

 

εu1pt, t{εq
(

` pBN ´NBqe´
t
ε

Bvptq `
B
ε
tεu1pt, t{εqu “ εBtu

1pt, t{εq. (4.56)

Par le troisième point de la Remarque 4.6.5, on sait que ũεptq “ e´
t
ε

Bvptq P CbpR`;L2pRmqqX
L2

locpR`;H1
P q satisfait

ũεp0q “ uin,
d
dt

ż

Rm
ũεpt, yqϕpyq dy `mpũεptq, ϕq `

1
ε

ż

Rm
pb ¨∇ũεptqqpb ¨∇ϕq dy “ 0 (4.57)

dans D 1pR`q, pour tout ϕ P H1
P . En combinant (4.56) et (4.57), on obtient que ũεp0q `

εu1p0, 0q “ vp0q “ uin et

d
dt

ż

Rm
tũεpt, yq ` εu1pt, t{ε, yquϕpyq dy `mpũεptq, ϕq ` npũεptq,Bϕq ´ npBũεptq, ϕq

`
1
ε

ż

Rm
pb ¨∇rũεptq ` εu1pt, t{εqsqpb ¨∇ϕq dy “ ε

ż

Rm
Btu

1pt, t{ε, yqϕpyq dy

(4.58)

dans D 1pR`q, pour tout ϕ P H1
P tel que T ϕ,Bϕ P H1

P . Par la Proposition 4.7.1, on sait que

mpũεptq, ϕq ` npũεptq,Bϕq ´ npBũεptq, ϕq “ apũεptq, ϕq

et donc (4.58) devient

d
dt

ż

Rm
tũεpt, yq ` εu1pt, t{ε, yquϕ dy ` apũεptq, ϕq`

1
ε

ż

Rm
pb ¨∇rũεptq ` εu1pt, t{εqsqpb ¨∇ϕq dy

“ ε

ż

Rm
Btu

1pt, t{ε, yqϕpyq dy

dans D 1pR`q, pour tout ϕ P H1
P . Enfin, la fonction rεpt, yq “ uεpt, yq´ ũεpt, yq´ εu1pt, t{ε, yq

est solution du problème variationnelle

d
dt

ż

Rm
rεpt, yqϕ dy ` aprεptq, ϕq `

1
ε

ż

Rm
pb ¨∇rεptqqpb ¨∇ϕq dy

“ ´ε

ż

Rm
rBtu

1pt, t{ε, yq ´ divypD∇u1pt, t{ε, yq qsϕ dy

dans D 1pR`q, pour tout ϕ P H1
P et avec pour condition initiale rεp0q “ 0. Grâce à la condition

de coercivité (4.35), on déduit que

1
2

d
dt |r

εptq|2L2pRmq ` d|∇r
εptq|2XP ď ε|rεptq|L2pRmq

ˆ

«

sup
τPR`

|Btu
1pt, τq|L2pRmq ` sup

τPR`
|divypD∇u1pt, τqq|L2pRmq

ff

, 0 ă ε ď 1.

On obtient les estimations

|rε|L8pr0,T s;L2pRmqq ď ε

ż T

0
sup
τPR`

|Btu
1pt, τq|L2pRmq dt

` ε

ż T

0
sup
τPR`

|divypD∇u1pt, τqq|L2pRmq dt ď ε ˜̃CT , 0 ă ε ď 1
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et

|∇rε|L2pr0,T s;XP q ď ε
˜̃CT
?
d
, 0 ă ε ď 1

ce qui implique immédiatement que
ˇ

ˇ

ˇ
uεptq ´ e´

t
ε

Bvptq
ˇ

ˇ

ˇ

L2pRmq
ď ε sup

pt1,τqPr0,T sˆR`
|u1pt1, τq|L2pRmq ` ε

˜̃CT ď εpC̃T `
˜̃CT q, t P r0, T s

ˇ

ˇ

ˇ
∇uεptq ´∇e´

t
ε

Bvptq
ˇ

ˇ

ˇ

L2pr0,T s;XP q
ď ε ˜̃CT

ˆ

1` 1
?
d

˙

pour tout 0 ă ε ď 1.

Remarque 4.8.2.
1. Pour tout ϕ P H1

P , la Proposition 4.5.9 et le Lemme 4.5.1 implique que

mpvptq, xϕyq “ mpxvptqy , xϕyq “ mpxvptqy , ϕq

“

ż

Rm
xDy∇ xvptqy ¨∇ϕ dy `

ż

Rm
lim

SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqpD ´ xDyq xvptqy ds ¨∇ϕ dy

“

ż

Rm
xDy∇ xvptqy ¨∇ϕ dy

et ainsi, on a les égalités dans D 1pR`q

d
dt

ż

Rm
xvptqy pyqϕpyq dy “ d

dt

ż

Rm
vpt, yq xϕy pyq dy “ ´mpvptq, xϕyq

“ ´

ż

Rm
xDy pyq∇ xvptqy ¨∇ϕ dy.

La fonction xvy P CbpR`;L2pRmqq X L2
locpR`;H1

P q est solution du problème variation-
nelle

xvp0qy “
@

uinD ,
d
dt

ż

Rm
xvptqy pyqϕpyq dy `

ż

Rm
xDy pyq∇ xvptqy ¨∇ϕ dy “ 0 dans D 1pR`q

pour tout ϕ P H1
P .

2. Si la condition initiale est bien préparée, c’est-à-dire si T uin “ 0, on en déduit, grâce à
l’inégalité |T v|L8pR`;L2pRmqq ď |T uin|L2pRmq “ 0, que T v “ 0. Dans ce cas, v “ xvy est
solution du problème parabolique associé au champ de matrices moyenné xDy

vp0q “ uin P ker T , d
dt

ż

Rm
vpt, yqϕpyq dy `

ż

Rm
xDy pyq∇vptq ¨∇ϕ dy “ 0 dans D 1pR`q

pour tout ϕ P H1
P .
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Conclusions et perspectives

Dans ce manuscrit, on a réalisé l’analyse asymptotique de deux équations paraboliques,
l’une avec un terme de transport raide dans le Chapitre 2, l’autre avec un terme de diffusion
raide dans le Chapitre 4. Dans les deux cas, on met en évidence un problème effectif et une
analyse, en un sens fort, du comportement des solutions. La mise en évidence d’un correcteur
permet de préciser un ordre de convergence. Les travaux à la base des résultats de ce manuscrit
sont [19], qui introduit la notion de moyenné d’un champ de matrices suivant un C0-groupe
d’opérateurs unitaires, utile à la mise en évidence des problèmes effectifs associés aux deux
équations avec terme raide, et [18] qui propose l’analyse asymptotique d’une équation de
transport avec un terme de transport raide, à travers une approche à deux échelles en temps.
Cette méthode est à l’origine des deux analyses proposées. Une méthode numérique a été
proposée dans le Chapitre 3, afin de déterminer le moyenné d’un champ de matrices et ainsi
d’approcher numériquement les solutions du problème parabolique avec un terme de transport
raide.
Plusieurs perspectives sont envisageables afin de poursuivre ce travail :

1. L’existence du moyenné d’un champ de matrices, ou d’un champ de vecteurs (voir
[18]), est acquise sous l’existence d’un champ de matrices P satisfaisant aux hypothèses
(1.21) et (1.22). On peut remarquer que le moyenné d’une fonction le long d’un champ
de vecteurs à divergence nulle, peut être défini sans hypothèses supplémentaires pour
toute fonction f P LppRmq, p P r1,`8s, pour plus de détails voir [16]. En fait, on
a vu au Paragraphe 3.3.3 qu’il était illusoire de chercher à définir le moyenné d’un
champ de matrices suivant n’importe quel champ de vecteurs à divergence nulle. Les
hypothèses (1.21) et (1.22) étant contraignantes, il serait donc intéressant de déterminer
les hypothèses minimales nécessaires à l’existence du moyenné d’un champ de matrices.

2. Une méthode pour le calcul numérique du champ de matrices moyenné a été propo-
sée dans le Chapitre 3. Cette méthode est basée sur l’expression explicite du champ
de matrices moyenné, à travers la moyenne ergodique (1.20). D’autres approches sont
envisageables. En effet, il est montré dans [19] que le moyenné d’un champ de matrices
peut également être interprété comme la limite en temps long de la solution d’un pro-
blème parabolique. Soit D P HQ un champ de matrices, alors le champ de matrices xDy
apparait comme la limite en temps long du problème parabolique suivant

BtA´ LpLpAqq “ 0, t P R`, (5.1)

Ap0q “ D, (5.2)
où l’opérateur L est le générateur infinitésimal associé au groupe pGpsqqsPR. Précisé-
ment, la solution Aptq converge faiblement dansHQ, lorsque tÑ `8, vers xDy. De plus,
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lorsque l’opérateur L est à image fermée dans HQ, ce qui est équivalent à l’inégalité de
Poincaré, voir [25]

DCP ą 0 tel que |D ´ xDy |HQ ď CP |LpDq|HQ , D P dompLq,

la convergence ci-dessus est forte et on a un ordre de convergence exponentiel. On peut
montrer que

|Aptq ´ xDy |HQ ď e´t{C
2
P |D ´ xDy |HQ , t P R`.

Un condition suffisante, assurant que l’image de l’opérateur L est fermée dans HQ, est
que toutes les trajectoires associées au champ de vecteurs b soient fermées, uniformément
en temps, c’est-à-dire

D0 ă T8 ă `8 : @y P Rm, DTy Ps0, T8s tel que Y pTy; yq “ y.

Dans ce cas, l’inégalité de Poincaré est vraie en prenant CP “ T8. Ainsi, pour calculer
le moyenné d’un champ de matrices, on pourra chercher à résoudre numériquement
(5.1), (5.2).

3. La connaissance du champ de matrices moyenné (1.20), obtenu numériquement au Cha-
pitre 3, nous permet d’approcher numériquement, pour ε petit mais fixé, la solution du
problème parabolique avec terme de transport raide par le Théorème 2.2.9, voir le
Paragraphe 3.4, et la solution du problème parabolique fortement anisotrope, par le
Théorème 4.8.1 dans le cas où la donnée initiale est bien préparée. Aucune méthode
numérique n’a été proposée afin de résoudre la formulation effective variationnelle asso-
ciée au problème de diffusion anisotrope, dans le cas générale d’une donnée initiale non
nécessairement bien préparée. La recherche de telles méthodes semble être une suite
logique au travail présenté dans ce manuscrit.

4. Les problèmes qui ont été étudiés dans ce manuscrit sont de nature linéaire. Il serait
intéressant d’essayer d’appliquer les arguments et techniques utilisées pour traiter des
problèmes de nature non linéaire. En effet, les équations apparaissant en physique des
plasmas fortement magnétisés, comme par exemple l’équation de Vlasov-Poisson avec
un champ magnétique intense, ou encore une équation de Vlasov tenant compte des
phénomènes de collisions, en introduisant le noyau Fokker-Planck-Landau, sont des
problèmes non linéaires. On pourra tenter d’appliquer les méthodes présentées dans ce
manuscrit pour étudier ces problèmes.
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Annexe A

Quelques rappels

A.1 C0-groupes d’opérateurs
Dans toute cette section pH, p., .qHq désignera un espace de Hilbert, on notera | ¨ |H la

norme associée au produit scalaire. On désignera par } ¨ }H la norme sur l’ensemble des
applications linéaires continues de H dans H, subordonnée à la norme | ¨ |H. Etant donné
que l’on sera amené à travailler avec des fonctions C0pra, bs, Hq où a, b P R, la théorie de
l’intégration choisie sera celle de l’intégrale de Riemann. L’ensemble des résultats présentés
dans cette Section peuvent être trouvés dans [63].

Définition A.1.1. La famille d’opérateurs linéaires bornés de H dans H, pGpsqqsPR est un
C0-groupe d’opérateurs si (propriétés de groupe)

1. Gp0q “ Id, où Id est l’opérateur identité sur H
2. Gps` tq “ GpsqGptq “ GptqGpsq pour tout s, t P R

et si (propriété de forte continuité)

lim
sÑ0

|Gpsqx´ x|H “ 0, pour tout x P H.

Remarque A.1.2. On voit à l’aide des points 1. et 2. que tous les éléments de la famille
pGpsqqsPR sont inversibles, avec G´1psq “ Gp´sq pour tout s P R.

Définition A.1.3. On appelle générateur infinitésimal associé au C0-groupe pGpsqqsPR, l’opé-
rateur linéaire L défini par

DpLq “
"

x P H : D lim
sÑ0

Gpsqx´ x

s
dans H

*

et
Lx “ lim

sÑ0

Gpsqx´ x

s
pour x P DpLq.

On considère maintenant pGpsqqsPR un C0-groupe d’opérateurs unitaires, i.e

pGpsqx,GpsqyqH “ px, yqH pour tout s P R, x, y P H. (A.1)

On en déduit que |Gpsqx|H “ |x|H pour tout s P R, tout x P H et }Gpsq}H “ 1 pour tout
s P R.
Soit L son générateur infinitésimal, on a le théorème suivant
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Théorème A.1.4. 1. L est un opérateur à domaine dense dans H et L est fermé.
2. Un élément x P H appartient à DpLq si et seulement si il existe une constante C ą 0

telle que
|Gpsqx´ x|H ď C|s|, s P R. (A.2)

On peut prendre C “ |Lx|H.
3. L’opérateur L est anti-adjoint.

Preuve. 1. On commence par montrer que DpLq est dense dans H. Soit x P H, par conti-
nuité de s ÞÑ Gpsqx sur R, limsÑ0

1
s

şs
0Gpτqx dτ “ x dans H. Il suffit donc de montrer que

şs
0Gpτqx dτ P DpLq pour tout s P R. On choisit s, t P R, par les propriétés de groupe on a

1
t

„

Gptq

ż s

0
Gpτqx dτ ´

ż s

0
Gpτqx dτ



“
1
t

„
ż s`t

t
Gpτqx dτ ´

ż s

0
Gpτqx dτ



“ pGpsq ´ Idq

„

1
t

ż t

0
Gpτqx dτ



En passant à la limite quand t tend vers 0, on obtient :

lim
tÑ0

1
t

„

Gptq

ż s

0
Gpτqx dτ ´

ż s

0
Gpτqx dτ



“ Gpsqx´ x P H

donc
ż s

0
Gpτqx dτ P DpLq pour tout s P R et L

ˆ
ż s

0
Gpτqx dτ

˙

“ Gpsqx´ x.

On montre que L est fermé. Soit pxnqnPN P DpLqN tel que : xn H
ÝÑ x et Lxn H

ÝÑ y. Il faut
montrer que x P DpLq et Lx “ y. Pour cela on montre que Gpsqx´ x “

şs
0Gpτqy dτ (s P R)

à l’aide du lemme suivant, dont une démonstration peut être trouvée dans [63]

Lemme A.1.5. Si x P DpLq alors
1. Gptqx P DpLq pour tout t P R.

2. Gptqx´ x “ L
ˆ
ż t

0
Gpτqx dτ

˙

“

ż t

0
LpGpτqxq dτ “

ż t

0
GpτqLx dτ .

3. d

dt
Gptqx “ LpGptqxq “ GptqpLxq.

Soit s P R, par le Lemme A.1.5 on a

Gpsqxn ´ xn “ L
ˆ
ż s

0
Gpτqxn dτ

˙

“

ż s

0
LpGpτqxnq dτ “

ż s

0
GpτqLxn dτ. (A.3)

On déduit du fait que le C0-groupe est unitaire que Gp¨qLxn converge uniformément vers
Gp¨qy sur R. En effet, pour τ P R on a

|GpτqpLxn ´ yq|H ď }Gpτq}H|Lxn ´ y|H “ |Lxn ´ y|H

et notre conclusion suit limnÑ`8 |Lxn ´ y|H “ 0 par l’hypothèse.
On peut donc passer à la limite dans (A.3) quand nÑ `8 pour obtenir

Gpsqx´ x “

ż s

0
Gpτqy dτ.
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En conclusion
lim
sÑ0

Gpsqx´ x

s
“ lim

sÑ0

1
s

ż s

0
Gpτqy dτ “ y,

ainsi x P DpLq, Lx “ y et L est un opérateur fermé.

2. Supposons que x P DpLq. Par le Lemme A.1.5

|Gpsqx´ x|H “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż s

0
GpτqLx dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż s

0
|GpτqLx|H dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |Lx|H |s|, pour s P R.

Inversement, supposons (A.2) vérifié. La famille
´

Gpsqx´x
s

¯

sPR
est bornée dans H, donc pour

toute suite pskq convergeant vers 0, la suite
´

Gpskqx´x
sk

¯

kPN
est bornée dans H. On peut donc

en extraire une sous suite faiblement convergente. Ainsi il existe psφpkqqkPN convergeant vers
0 (où φ : NÑ N fonction strictement croissante) telle que

lim
kÑ`8

Gpsφpkqqx´ x

sφpkq
“ y faiblement dans H. (A.4)

Pour tout z dans DpLq, on obtient en utilisant (A.1)
ˆ

Gpsφpkqqx´ x

sφpkq
, z

˙

H
“

ˆ

x,
Gp´sφpkqqz ´ z

sφpkq

˙

H
. (A.5)

En combinant la convergence faible (A.4) et la convergence forte limkÑ`8
Gp´sφpkqqz´z

´sφpkq
“ Lz

dans H (car z P DpLq), le passage à la limite quand k Ñ `8 dans (A.5) nous donne

py, zqH “ ´px,LzqH. (A.6)

D’autre part, en utilisant de nouveau (A.1) et le Lemme A.1.5

pGpsφpkqqx´ x, zqH “

ˆ

x,

ż ´sφpkq

0
LpGpτqzq dτ

˙

“

ż ´sφpkq

0
px,LpGpτqzqqH dτ

“ ´

ż ´sφpkq

0
py,GpτqzqH dτ

“ ´

ˆ

y,

ż ´sφpkq

0
Gpτqz dτ

˙

H
.

En tenant compte du fait que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ´sφpkq

0
Gpτqz dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ´sφpkq

0
|Gpτqz|H dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |sφpkq||z|H, on

obtient
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

Gpsφpkqqx´ x

sφpkq
, z

˙

H

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |y|H|z|H, z P DpLq

et par densité de DpLq dans H
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpsφpkqqx´ x

sφpkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
ď |y|H, k P N.
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En fin de compte Gpsφpkqqx´x

sφpkq
converge faiblement dansH vers y et lim supkÑ`8

ˇ

ˇ

ˇ

Gpsφpkqqx´x

sφpkq

ˇ

ˇ

ˇ

H
ď

|y|H. Par uniforme convexité de H, limkÑ`8
Gpsφpkqqx´x

sφpkq
“ y (voir [25]). Quitte à extraire une

autre sous suite psψpkqq de pskq, on voit à l’aide de (A.6) que la suite
´

Gpsψpkqqx´x

sψpkq

¯

convergera
également vers y (la différence entre les deux limites sera orthogonale à une partie dense de
H). Par unicité de la valeur d’adhérence toute la suite

´

Gpskqx´x
sk

¯

kPN
convergera vers y dans

H, ainsi toute la famille
´

Gpsqx´x
s

¯

sPR
convergera vers y dans H quand s tendra vers 0. On

en conclut que x P DpLq.

3. Montrons que L est anti-adjoint.
On rappelle que DpL˚q “ tx P H : DC ą 0, |px,LyqH| ď C|y|H pour tout y P DpLqu.
Pour tout x, y P DpLq, on a par (A.1)

pGpsqx´ x, yqH ` px, y ´Gp´sqyqH “ 0, s P R.

Par définition de DpLq on a

lim
sÑ0

Gpsqx´ x

s
“ Lx, lim

sÑ0

y ´Gp´sqy

s
“ Ly, fortement dans H.

On obtient pLx, yqH “ px,´LyqH, cela implique clairement que x P DpL˚q et que L˚x “ ´Lx.
Donc L est anti-symétrique, c’est à dire L Ă p´L˚q. On montre maintenant l’inclusion inverse.
Soit x P DpL˚q, i.e

DC ą 0 tel que |px,LyqH| ď C|y|H pour tout y P DpLq. (A.7)

Pour tout s P R et y P DpLq on a

pGpsqx´ x, yqH “ px,Gp´sqy ´ yqH “

ˆ

x,

ż ´s

0
LpGpτqyq dτ

˙

H
“

ż ´s

0
px,LpGpτqyqqH dτ

ce qui implique avec (A.7) et (A.1)

|pGpsqx´ x, yqH| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ´s

0
|px,LpGpτqyqqH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dτ | ď
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ´s

0
C|Gpτqy|H dτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C|s||y|H, s P R.

Par densité de DpLq dans H, on en déduit que |Gpsqx´ x|H ď C|s| pour tout s P R et par la
caractérisation de DpLq précédemment démontrée on obtient que x P DpLq. En conclusion,
DpLq “ DpL˚q et L˚x “ ´Lx pour tout x P DpLq “ DpL˚q. L est donc anti-adjoint.

En fait, la troisième propriété caractérise le générateur infinitésimal d’un C0-groupe d’opé-
rateurs unitaires. Précisément on a le Théorème de Stone suivant (voir [63])

Théorème A.1.6 (Stone). Soit H un espace de Hilbert. Alors L est générateur infinitésimal
d’un C0-groupe d’opérateurs unitaires sur H si et seulement si L est anti-adjoint.

On précise ici le noyau du générateur infinitésimal associé à un C0-groupe. La propriété
qui suit est une conséquence directe du Lemme A.1.5 et du Théorème de Stone A.1.6

Proposition A.1.7. Soit pGpsqqsPR un C0-groupe d’opérateurs unitaires et L le générateur
infinitésimal associé, alors
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1. KerpLq “ tx P DpLq : Gpsqx “ x, @s P Ru.

2. On a la décomposition suivante H “ KerpLq
K
‘ RangepLq.

Preuve. 1. L’inclusion Ą est évidente. On montre l’inclusion Ă à l’aide de la propriété 2. du
Lemme A.1.5. Pour x P KerpLq et s P R on a

Gpsqx´ x “

ż s

0
GpτqLx dτ “ 0.

d’où le résultat.
2. C’est une conséquence directe du fait que L est anti-adjoint et du Théorème de Stone
A.1.6.

On termine cette Annexe B.1 par le résultat fondamental suivant qui sera la base de
notre définition de la notion de moyenné pour les fonctions, champs de vecteurs ou champs
de matrices.

Théorème A.1.8 (Théorème ergodique de von Neumann). On considère un C0-groupe
d’opérateurs unitaires pGpsqqsPR sur un espace de Hilbert pH, p¨, ¨qHq et L son générateur
infinitésimal. Alors pour tout x P H, on a la convergence forte dans H

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ ProjKerpLqx, uniformément par rapport à r P R.

Preuve. Le groupe C0-groupe pGpsqqsPR étant unitaire sur l’espace de Hilbert H, la Pro-
position A.1.7 nous assure que la décomposition H “ KerpLq

K
‘ RangepLq est vérifiée. Soit

x P H, on écrit la décomposition x “ ProjKerpLqx ` px ´ ProjKerpLqxq, et x ´ ProjKerpLqx P

KerpLqK “ RangepLq. On étudie les cas où x P KerpLq et x P RangepLq.

• Si x P KerpLq, alors par la Proposition A.1.7 on a Gpsqx “ x pour tout s P R. Ainsi, pour
tout S ą 0 et r P R on a

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ 1

S

ż r`S

r
x ds “ x,

et

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ x dans H.

• Si x P RangepLq, alors il existe y P DpLq tel que x “ Lpyq. De plus par le Lemme A.1.5,
on peut écrire que, pour tout S ą 0 et r P R, on a

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ 1

S

ż r`S

r
GpsqpLpyqq ds “ 1

S

ż r`S

r

d
dsGpsqy ds “ Gpr ` Sqy ´Gprqy

S
.

Enfin, étant donné que le groupe pGpsqqsPR est unitaire sur H, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpr ` Sqy ´Gprqy

S

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
ď

2|y|H
S

ÝÑ
SÑ`8

0.
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• Soit x P RangepLq et η ą 0. Alors il existe un élément x̃η P RangepLq dépendant de η tel
que |x̃η ´ x|H ă η et ỹη P DpLq tel que x̃η “ Lpỹηq. On écrit pour tout S ą 0 et r P R que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
Gpsqx̃η ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
Gpsqpx´ x̃ηq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H

ď
2|ỹη|H
S

`
1
S

ż r`S

r
|Gpsqpx´ x̃q|H ds

ď
2|ỹη|H
S

`
1
S

ż r`S

r
|x´ x̃η|H ds

ď
2|ỹη|H
S

` |x´ x̃η|H

ď
2|ỹη|H
S

` η.

En passant à la limite supérieure lorsque S tend vers `8, on obtient que pour tout η ą 0

lim sup
SÑ`8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H
ď η,

et en faisant tendre η vers 0

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ 0.

En fin de compte, pour tout x P H, r P R et S ą 0 on a

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ 1

S

ż r`S

r
GpsqpProjKerpLqpxqq ds` 1

S

ż r`S

r
Gpsqpx´ ProjKerpLqpxqq ds,

et en passant à la limite lorsque S tend vers `8 à l’aide de l’analyse ci-dessus, on obtient
pour tout x P H que

lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
Gpsqx ds “ ProjKerpLqpxq.

A.2 Solutions variationnelles pour les problèmes d’évolution
L’objectif de cette annexe est d’énoncer une formulation variationnelle pour des problèmes

d’évolution dans un cadre fonctionnel adhoc, puis de donner un théorème nous assurant
l’existence et l’unicité de solution dans ce cadre. Ce théorème sera le pendant du théorème
de Lax-Milgram utilisé par exemple pour l’existence unicité de solution variationnelle pour
les problèmes elliptiques.
On se donne un couple d’espaces de Hilbert réels V, H séparables ; on note

"

pp., .qq le produit scalaire, }.} la norme dans V
p., .q le produit scalaire, |.| la norme dans H.

On suppose que V s’injecte de façon dense et continue dans H et l’on identifie H et son dual
H1. Si V 1 désigne le dual de V (de norme }.}˚), on a

V ãÑ H ãÑ V 1
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chaque espace étant dense dans le suivant, ãÑ désignant l’injection continue (pour plus de
détails voir [25]).

On cherche à résoudre une équation du type
"

u1ptq `Auptq “ fptq, pour t P r0, T r, 0 ă T ď `8
up0q “ u0.

(A.8)

A priori le cadre dans lequel est posé cette équation n’est pas bien défini, tentons de clarifier
tout cela. Partons du Théorème de Lax-Milgram ; ce dernier nous dit que si ap., .q est une
forme bilinéaire, continue, coercive sur V, alors pour tout f P V 1, il existe un unique u P V
tel que

apu, vq “ fpvq pour tout v P V.
On peut réécrire cette formulation variationnelle à l’aide d’un opérateur O P LpV,V 1q (et ce,
grâce au théorème de Riesz-Fréchet, voir [25]), ce qui implique qu’il existe un unique u P V tel
que Ou “ f , l’égalité étant ici à prendre dans V 1. En suivant cette idée on pose A P LpV,V 1q
un opérateur que l’on qualifiera de variationnel dans (A.8). Ainsi, pour que Au ait un sens,
on choisira u à valeurs dans V, disons

u P L2pr0, T s; Vq.

L’espace L2 étant choisi pour garder un cadre Hilbertien. Alors en choisissant f P L2pr0, T s; V 1q,
on a u1 “ ´Au` f P L2pr0, T s; V 1q. Tout cela nous amène donc à considérer les espaces de
solutions variationnelles suivants

Définition A.2.1. Soient 0 ă T ď `8.
On désigne par W p0, T ; V, V 1q l’espace :

W p0, T ; V, V 1q :“ tu; u P L2pr0, T s; Vq, u1 P L2pr0, T s; V 1qu.

On doit tout de même préciser la définition de u1. Pour u P L2pr0, T s; Vq, on pose pour
tout φ P Dps0, T rq

u1pφq “ ´

ż T

0
uptqφ1ptq dt.

On dira que u1 P L2pr0, T s; V 1q s’il existe v P L2pr0, T s; V 1q tel que :
ż T

0
vptqφptq dt “ ´

ż T

0
uptqφ1ptq dt, @φ P Dpr0, T rq.

Un point qui a été passé sous silence lors de l’analyse du système (A.8) est la condition ini-
tiale. Pour que le choix des espaces de solutions soit parfaitement satisfaisant il faudrait que
pour toute fonction u P W p0, T ; V, V 1q la quantité up0q ait un sens. Heureusement pour
nous, chaque élément deW p0, T ; V, V 1q possède un représentant continu borné, précisément
W p0, T ; V, V 1q ãÑ C0

b pr0, T r; Hq, où C0
b pr0, T r; Hq est l’ensemble des fonctions continues

bornées sur r0, T r à valeurs dans H. Cela confirme le choix des espaces W . On donne mainte-
nant sans démonstration quelques propriétés utiles de ces espaces. Elles peuvent être trouvées
dans [37].

Proposition A.2.2. L’espace W p0, T ; V, V 1q muni de la norme

}u}W “ p}u}2L2pr0,T s; Vq ` }u
1}2L2pr0,T s; V 1qq

1{2 “

ˆ
ż T

0
r}uptq}2V ` }u

1ptq}2V 1s dt
˙1{2

est un espace de Hilbert.
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Théorème A.2.3. Soit 0 ă T ď `8. Tout u P W p0, T ; V, V 1q est presque partout égal à
une fonction continue bornée de r0, T r dans H. De plus, on a :

W p0, T ; V, V 1q ãÑ C0
b pr0, T r; Hq

l’espace C0
b pr0, T r; Hq étant munit de la norme de la convergence uniforme.

Remarque A.2.4. Pour a, b tels que ra, bs Ă r0, T r, on peut parler des traces upaq, upbq P H
d’un élément u PW p0, T ; V, V 1q.

Une conséquence importante de ce théorème et de l’existence des traces est la formule d’in-
tégration par parties relative aux espaces W .

Théorème A.2.5. On suppose ra, bs Ă r0, T r. Soit u, v PW p0, T ; V, V 1q. Alors
ż b

a
xu1ptq, vptqyV 1,V dt`

ż b

a
xv1ptq, uptqyV 1,V dt “ pupbq, vpbqq ´ pupaq, vpaqq.

Proposition A.2.6. Pour u, v PW p0, T ; V, V 1q, v P V, on a

xu1ptq, vyV 1,V “
d
dtpup.q, vq, dans D1ps0, T rq.

Le Théorème de Lions permet d’établir dans un cadre abstrait général, l’existence et l’uni-
cité de solution variationnelle pour des problèmes d’évolution paraboliques. On commence
par préciser la formulation variationelle du problème (A.8). Pour presque tout t P r0, T r on
se donne une forme bilinéaire apt; u, vq : V ˆ V Ñ R vérifiant les propriétés :

1. la fonction t ÞÑ apt; u, vq est mesurable @u, v P V,
2. il exsite M ą 0 tel que |apt; u, vq| ďM}u} }v} pour presque tout t P r0, T r, @u, v P V,
3. il existe α ą 0 et C ą 0 tels que apt; v, vq ě α}v}2´C|v|2 pour presque tout t P r0, T r,
@v P V.

La démonstration du théorème qui suit peut être trouvée dans [37].

Théorème A.2.7 (J-L. Lions). Etant donnés f P L2pr0, T r; V 1q et u0 P H, il existe une
unique fonction u PW p0, T ; V, V 1q telle que

$

’

&

’

%

d
dtpup¨q, vq ` ap¨; up¨q, vq “ pfp¨q, vq, au sens de D1ps0, T rq pour tout v P V

up0q “ u0.

(A.9)

Remarque A.2.8. Remarquons qu’à l’aide de la Proposition A.2.6, on peut réécrire (A.9)
sous la forme d

dtup¨q `Ap¨qup¨q “ fp¨q au sens L2pr0, T s, V 1q. Ce qui montre que le Théorème
de Lions permet de résoudre dans un cadre général le système (A.8).
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Annexe B

Preuves

B.1 Preuves des Propositions 2.4.4, 2.4.5, 2.4.6

Preuve de la Proposition 2.4.4. On cherche à estimer la norme L2 de bi ¨ ∇yuε, i P
t1, ...,mu, ε ą 0. On cherche à utiliser les translations le long du flot Yi et d’estimer la norme
L2 de puεpt, Yiph; yqq ´ uεpt, yqq{h uniformément par rapport à h P R‹ et ε ą 0. Par soucis
de simplicité, ces estimations seront justifiées uniquement pour des fonctions et coefficients
réguliers. On utilise (2.17) pour écrire le commutateur du membre de droite de (2.37) et on
multiplie de chaque côté de l’égalité par bi ¨ ∇yuε. En intégrant par rapport à y sur Rm et
en remarquant que la contribution du terme singulier 1

εb ¨∇ypbi ¨∇yu
εq s’annule par l’anti-

symétrie de l’opérateur b ¨∇y, on obtient

1
2

d
dt

ż

Rm
pbi ¨∇yuεptqq2 dy `

ż

Rm
Dpyq∇ypbi ¨∇yuεptqq ¨∇ypbi ¨∇yuεptqq dy (B.1)

“´

ż

Rm
rbi, Ds∇yuεptq ¨∇ypbi ¨∇yuεptqq dy

`

ż

Rm
Dpyq∇yuεptq ¨∇ydivybi pbi ¨∇yuεptqq dy.

Les hypothèses (2.26) nous donnent

D∇ypbi ¨∇yuεptqq ¨∇ypbi ¨∇yuεptqq “ Q1{2DQ1{2 (B.2)
: P 1{2∇ypbi ¨∇yuεptqq b P 1{2∇ypbi ¨∇yuεptqq
ě α|P 1{2∇ypbi ¨∇yuεptqq|2 “ α|∇Ry pbi ¨∇yuεptqq|2

“ α
m
ÿ

j“1
pbj ¨∇ypbi ¨∇yuεptqqq2.
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En combinant (B.1) et (B.2), on est amené à
1
2

d
dt

›

›∇Ry uεptq
›

›

2
L2pRmq ` α

›

›∇Ry b∇Ry uεptq
›

›

2
L2pRmq (B.3)

ď ´

m
ÿ

i“1

ż

Rm
rbi, Ds∇yuεptq ¨∇ypbi ¨∇yuεptqq dy

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

:“I1
i

`

m
ÿ

i“1

ż

Rm
D∇yuεptq ¨∇ypdivybiq pbi ¨∇yuεptqq dy

loooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooon

:“I2
i

.

On cherche à borner le terme I1
i du membre de droite de (B.3) et on écrit

I1
i “

ż

Rm
R rbi, Ds

tR : tR´1∇yuεptq b tR´1∇ypbi ¨∇yuεptqq dy (B.4)

“

ż

Rm
R rbi, Ds

tR : ∇Ry uεptq b∇Ry pbi ¨∇yuεptqq dy.

On note que pour tout j P t1, ...,mu on a

bj ¨∇ypbi ¨∇yuεptqq “ bi ¨∇ypbj ¨∇yuεptqq ´ rbi, bjs ¨∇yuεptq

“ bi ¨∇ypbj ¨∇yuεptqq ´
m
ÿ

k“1
αkijbk ¨∇yuεptq

et on obtient ainsi

∇Ry pbi ¨∇yuεptqq “ bi ¨∇yp∇Ry uεptqq ´Ai∇Ry uεptq (B.5)

où Ai est la matrice qui à l’entrée pj, kq donne αkij . Donc (B.4), (B.5) donnent

I1
i “

ż

Rm
R rbi, Ds

tR : ∇Ry uεptq b bi ¨∇yp∇Ry uεptqq dy

´

ż

Rm
R rbi, Ds

tR : ∇Ry uεptq bAi∇Ry uεptq dy

“:J1
i ` J

2
i .

Pour estimer le terme J1
i , on utilise la symétrie du champ de matrices D et la formule

bi ¨∇y
`

R rbi, Ds
tR : ∇Ry uεptq b∇Ry uεptq

˘

“ bi ¨∇ypR rbi, Ds tRq : ∇Ry uεptq b∇Ry uεptq
` 2Rrbi, Ds tR : ∇Ry uεptq b bi ¨∇yp∇Ry uεptqq.

Une intégration par parties nous donne que

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i“1
J1
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

m
ÿ

i“1

ż

Rm
divybiR rbi, Ds tR : ∇Ry uεptq b∇Ry uεptq dy

´

ż

Rm

m
ÿ

i“1
bi ¨∇ypR rbi, Ds tRq : ∇Ry uεptq b∇Ry uεptq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

˜

m
ÿ

i“1
}divybi}L8}Rrbi, Ds tR}L8 `

›

›

›

›

›

m
ÿ

i“1
bi ¨∇ypRrbi, Ds tRq

›

›

›

›

›

L8

¸

ˆ }∇Ry uεptq}2L2pRmq.
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L’estimation du terme J2
i est obtenue grâce à l’hypothèse (2.38)

|J2
i | ď }Rrbi, Ds

tR}L8pRmq}Ai}L8pRmq}∇Ry uεptq}2L2pRmq

et en fin de compte il existe une constante C1 dépendant des quantités max1ďiďm }divybi}L8 ,
max1ďiďm }Ai}L8 , max1ďiďm }Rrbi, Ds

tR}L8 , }
řm
i“1 bi ¨∇ypRrbi, Ds tRq}L8 telle que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i“1
I1
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C1}∇Ry uεptq}2L2pRmq, t P R`, ε ą 0. (B.6)

Pour le terme I2
i on écrit, en utilisant l’inégalité pRpyqDpyq tRpyq : RpyqDpyq tRpyqq1{2 ď

|D|H8Q , y P R
m

|I2
i | “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rm
RD tR tR´1∇yuεptq ¨ tR´1∇ypdivybiq pbi ¨∇yuεptqq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |D|H8Q }∇
R
y divybi}L8pRmq

ż

Rm
|∇Ry uεptq| |bi ¨∇yuεptq| dy

ď |D|H8Q }∇
R
y divybi}L8pRmq}∇Ry uεptq}2L2pRmq

ce qui implique l’existence d’une constante C2 dépendant de max
1ďiďm

}∇Ry divybi}L8pRmq et
|D|H8Q telle que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i“1
I2
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C2}∇Ry uεptq}2L2pRmq, t P R`, ε ą 0. (B.7)

En combinant (B.3), (B.6), (B.7) et en utilisant le Lemme de Gronwall on obtient

}∇Ry uεptq}L2pRmq ď epC1`C2qt}∇Ry uin}L2pRmq, t P R`, ε ą 0

et
}∇Ry b∇Ry uε}L2pr0,T s;L2pRmqq ď

epC1`C2qt

?
2α

}∇Ry uin}L2pRmq, ε ą 0.

La Remarque 2.4.3 nous donne donc les deux premiers points de la conclusion. Pour le dernier
on observe que

Btv
εpt, zq “ Btu

εpt, Y pt{ε; zqq ` 1
ε
bpY pt{ε; zqq ¨∇yuεpt, Y pt{ε; zqq (B.8)

“ divypD∇yuεptqqpY pt{ε; zqq

qui implique que
}Btv

εptq}L2pRmq “ }divypD∇yuεptqq}L2pRmq.

Un calcul direct donne

divypD∇yuεq “ divypD tR∇Ry uεq “ divypRDq ¨∇Ry uε `RD tR : Byp∇Ry uεqR´1

“ divypRDq ¨∇Ry uε `RD tR : ∇Ry b∇Ry uε

et donc

sup
εą0

}Btv
ε}L2pr0,T s;L2pRmqq “ sup

εą0
}divypD∇yuεq}L2pr0,T s;L2pRmqq

ď
?
T }divypRDq}L8pRmq sup

εą0
}∇Ry uε}L8pr0,T s;L2pRmqq

` |D|H8Q sup
εą0

}∇Ry b∇Ry uε}L2pr0,T s;L2pRmqq, T P R`.

page 153



Preuve de la Proposition 2.4.5. Pour tout i, j, k P t1, ...,mu on introduit les notations
uεi “ bi ¨∇yuε, vεi “ bi ¨∇zvε, uεij “ bj ¨∇ypbi ¨∇yuεq, vεij “ bj ¨∇zpbi ¨∇zvεq, uεijk “ bk ¨∇ypbj ¨
∇ypbi ¨∇yuεqq et vεijk “ bk ¨∇zpbj ¨∇zpbi ¨∇zvεqq. Avec ces notations, l’équation (2.37) devient

Btu
ε
i ´ divypDpyq∇yuεi q `

1
ε
b ¨∇yuεi “ divyprbi, Ds tR∇Ry uεq `D tR∇Ry uε ¨∇ydivybi.

En prenant la dérivée bj ¨∇y on obtient

Btu
ε
ij ´ divypDpyq∇yuεijq `

1
ε
b ¨∇yuεij “ divyprbj , Ds tR∇Ry uεi q `RD tR∇Ry uεi ¨∇Ry divybj

` bj ¨∇ydivyprbi, Ds∇yuεq ` bj ¨∇ypD tR∇Ry uε ¨∇ydivybiq. (B.9)

Grâce à la formule de commutation (2.17), on a

bj ¨∇ydivyprbi, Ds∇yuεq “ rbj ¨∇y, divyprbi, Ds∇yqsuε ` divyprbi, Ds∇ypbj ¨∇yuεqq
“ divyprbj , rbi, Dss∇yuεq ` rbi, Ds∇yuε ¨∇ydivybj ` divyprbi, Ds∇ypbj ¨∇yuεqq
“ divyprbj , rbi, Dss tR∇Ry uεq `Rrbi, Ds tR∇Ry uε ¨∇Ry divybj ` divyprbi, Ds tR∇Ry uεjq. (B.10)

En combinant (B.9) et (B.10) on a

Btu
ε
ij ´ divypDpyq∇yuεijq `

1
ε
b ¨∇yuεij “ divyprbj , Ds tR∇Ry uεi q `RD tR∇Ry uεi ¨∇Ry divybj

` divyprbj , rbi, Dss tR∇Ry uεq `Rrbi, Ds tR∇Ry uε ¨∇Ry divybj
` divyprbi, Ds tR∇Ry uεjq ` bj ¨∇ypD tR∇Ry uε ¨∇ydivybiq.

En multipliant par uεij et en intégrant sur Rm on obtient

1
2

d
dt

ż

Rm
puεijq

2 dy `
ż

Rm
D∇yuεij ¨∇yuεij dy “ ´

ż

Rm
Rrbj , Ds

tR∇Ry uεi ¨∇Ry uεij dy

`

ż

Rm
RD tR∇Ry uεi ¨∇Ry divybj uεij dy `

ż

Rm
divyprbj , rbi, Dss tR∇Ry uεquεij dy

`

ż

Rm
Rrbi, Ds

tR∇Ry uε ¨∇Ry pdivybjquεij dy `
ż

Rm
uεijdivyprbi, Ds tR∇Ry uεjq dy

`

ż

Rm
uεijbj ¨∇ypD tR∇Ry uε ¨∇ypdivybiqq dy

“: K1
ij `K

2
ij `K

3
ij `K

4
ij `K

5
ij `K

6
ij . (B.11)

Les hypothèses (2.26) nous assurent que, cf. (2.36)

D∇yuεij ¨∇yuεij ě α|P 1{2∇yuεij |2 “ α|∇Ry uεij |2. (B.12)

De manière similaire on obtient

∇Ry puεijq “ bj ¨∇yp∇Ry uεi q ´Aj∇Ry uεi
ce qui nous autorise à remplacer K1

ij par

K1
ij “

ż

Rm
Rrbj , Ds

tR∇Ry uεi ptq ¨Aj∇Ry uεi ptq dy

`
1
2

ż

Rm
bj ¨∇ypRrbj , Ds tRq : ∇Ry uεi ptq b∇Ry uεi ptq dy

`
1
2

ż

Rm
pdivybjqRrbj , Ds tR : ∇Ry uεi ptq b∇Ry uεi ptq dy.
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Grâce aux différentes hypothèses faites on sait qu’il existe C3 (ne dépendant pas de ε ou t)
telle que

m
ÿ

j“1

m
ÿ

i“1
|K1

ij | ď C3}∇Ry b∇Ry uεptq}2L2pRmq, t P R`, ε ą 0.

De même il existe une constante C4 (ne dépendant pas de ε ou t) telle que

m
ÿ

j“1

m
ÿ

i“1
|K2

ij | ď C4}∇Ry b∇Ry uεptq}2L2pRmq, t P R`, ε ą 0.

On travaille maintenant sur le terme K3
ij , qui s’écrit

K3
ij “

ż

Rm
uεijptqdivypRrbj , rbi, Dssq ¨∇Ry uεptq dy

`

ż

Rm
uεijptqRrbj , rbi, Dss

tR : ∇Ry b∇Ry uεptq dy.

Il est facile de constater qu’il existe C5 (ne dépendant ni de ε ni de t) telle que

m
ÿ

j“1

m
ÿ

i“1
p|K3

ij | ` |K
4
ij | ` |K

6
ij |q ď C5

`

}∇Ry b∇Ry uεptq}L2pRmq}∇Ry uεptq}L2pRmq

`}∇Ry b∇Ry uεptq}2L2pRmq

¯

, t P R`, ε ą 0.

On estime K5
ij . Pour tout i, j P t1, ...,mu on a

uεijptq “ uεjiptq ´
m
ÿ

k“1
αkiju

ε
kptq

et donc K5
ij s’écrit

K5
ij “ ´

m
ÿ

k“1

ż

Rm
αkiju

ε
kptqdivyprbi, Ds tR∇Ry uεjptqq dy

`

ż

Rm
uεjiptqdivyprbi, Ds tR∇Ry uεjptqq dy

“

m
ÿ

k“1

ż

Rm
∇Ry pαkijuεkptqq ¨Rrbi, Ds tR∇Ry uεjptq dy

´

ż

Rm
∇Ry pbi ¨∇yuεjptqq ¨Rrbi, Ds tR∇Ry uεjptq dy “: K7

ij `K
8
ij .

Clairement, il existe une constante C6 (ne dépendant ni de ε ni de t) tel que

m
ÿ

j“1

m
ÿ

i“1
|K7

ij | ď C6
`

}∇Ry b∇Ry uεptq}L2pRmq}∇Ry uεptq}L2pRmq

`}∇Ry b∇Ry uεptq}2L2pRmq

¯

, t P R`, ε ą 0.
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Pour le dernier terme K8
ij on utilise (B.5) et on obtient comme précédemment

K8
ij “

ż

Rm
Ai∇Ry uεjptq ¨Rrbi, Ds tR∇Ry uεjptq dy

´

ż

Rm
bi ¨∇yp∇Ry uεjptqq ¨Rrbi, Ds tR∇Ry uεjptq dy

“

ż

Rm
Ai∇Ry uεjptq ¨Rrbi, Ds tR∇Ry uεjptq dy

`
1
2

ż

Rm
pdivybiqRrbi, Ds tR : ∇Ry uεjptq b∇Ry uεjptq dy

`
1
2

ż

Rm
bi ¨∇ypRrbi, Ds tRq : ∇Ry uεjptq b∇Ry uεjptq dy

ce qui implique qu’il existe une constante C7 (ne dépendant ni de ε ni de t) telle que
m
ÿ

j“1

m
ÿ

i“1
|K8

ij | ď C7}∇Ry b∇Ry uεptq}2L2pRmq, t P R`, ε ą 0.

En assemblant (B.11), (B.12) et toutes les estimations Kr
ij , i, j P t1, ...,mu, r P t1, ..., 8u on

déduit que

1
2

d
dt}∇

R
y b∇Ry uε}2L2pRmq ` α}∇

R
y b∇Ry b∇Ry uε}2L2pRmq ď C}∇Ry b∇Ry uε}L2pRmq

ˆ
`

}∇Ry b∇Ry uε}L2pRmq ` }∇Ry uε}L2pRmq
˘

, C “
7
ÿ

r“3
Cr.

En appliquant le lemme de Gronwall on obtient, pour une certaine constante CT dépendant
de T des coefficients αkij , des champs de vecteurs bi et du champ de matrices D

}∇Ry b∇Ry uε}L8pr0,T s;L2pRmqq “ }∇Rz b∇Rz vε}L8pr0,T s;L2pRmqq

ď CT p}∇Ry uin}L2pRmq ` }∇Ry b∇Ry uin}L2pRmqq, ε ą 0

et

}∇Ry b∇Ry b∇Ry uε}L2pr0,T s;L2pRmqq “ }∇Rz b∇Rz b∇Rz vε}L2pr0,T s;L2pRmqq

ď CT p}∇Ry uin}L2pRmq ` }∇Ry b∇Ry uin}L2pRmqq, ε ą 0.

Pour estimer Bt∇Rz vε on prend la dérivée directionnelle bi ¨∇z de (B.8). Etant donné que les
champs de vecteurs bi, b sont en involution, c’est à dire rbi, bs “ 0, les flots Yi, Y commutent
[5, 4], et donc la dérivée le long de bi commute avec la translatée le long du flot de b (on
prend la dérivée par rapport à h, en h “ 0, de l’égalité fpY ps;Yiph; ¨qqq “ fpYiph;Y ps; ¨qqq ).
On déduit que

Btpbi ¨∇zvεqpt, zq “ rbi ¨∇ydivypD∇yuεqspY pt{ε; zqq

ce qui implique

}Bt∇Rz vεptq}L2pRmq “ }∇Ry divypD∇yuεptqq}L2pRmq

“ }∇Ry divypD tR∇Ry uεptqq}L2pRmq

“ }∇Ry pdivypRDq ¨∇Ry uεptqq `∇Ry pRD tR : ∇Ry b∇Ry uεptqq}L2 .
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Pour tout i P t1, ...,mu on a l’égalité

divypRDqi “
m
ÿ

j“1
bj ¨∇ypRD tRqij `

m
ÿ

j“1
pRD tRqijdivybj . (B.13)

En effet, pour tout i P t1, ...,mu on peut écrire (ici pekq1ďkďm est la base canonique de Rm)

pdivyRDqi “ divypRD tR tR´1qi “
m
ÿ

k“1
Byk

m
ÿ

j“1
pRD tRqijR

´1
kj

“

m
ÿ

j“1

m
ÿ

k“1
BykrpRD

tRqijpbj ¨ ekqs

“

m
ÿ

j“1
divyrpRD tRqijbjs.

Grâce aux hypothèses et à (B.13), il est facile de voir qu’il existe une constante ne dépendant
que des αkij , des champs de vecteurs bi et du champ de matrices D telle que

}Bt∇Rz vε}L2pRmq ď Cp}∇Ry uεptq}L2pRmq ` }∇Ry b∇Ry uεptq}L2pRmq

` }∇Ry b∇Ry b∇Ry uεptq}L2pRmqq.

Etant donné que ∇Ry uε,∇Ry b ∇Ry uε satisfont des estimations de régularité uniformes dans
L8pr0, T s;L2pRmqq, et ∇Ry b∇Ry b∇Ry uε dans L2pr0, T s;L2pRmqq, on obtient que pour tout
T P R`, il existe une constante C̃T (dépendant uniquement de T , α, αkij , bietD) telle que

}Bt∇Rz vε}L2pr0,T s;L2pRmqq ď C̃T
`

}∇Ry uin}L2pRmq ` }∇Ry b∇Ry uin}L2pRmq
˘

, ε ą 0.

Preuve de la Proposition 2.4.6. On réalise exactement les mêmes calculs que pour la
preuve de la Proposition 2.4.4 (l’absence du terme 1

εb ¨ ∇zv dans (2.27) ne change rien).
Néanmoins, il nous faut tout de même vérifier que l’ensemble des hypothèses faîtes sur le
champ de matrices D dans la Proposition 2.4.4 sont également vérifiées par le champ de
matrices xDy. Par le Théorème 2.2.5 on a que t xDy “ xDy, xDy P H8Q , | xDy |H8Q ď |D|H8Q ,
Q1{2 xDyQ1{2 ě αIm, et donc les hypothèses (2.26) sont vérifiées pour le champ de matrices
xDy. Nous avons également à montrer que Rrbi, xDys tR P L8pRmq, divypR xDyq P L8pRmq,
řm
i“1 bi ¨∇ypRrbi, xDys tRq P L8pRmq, à partir du fait que cela est vérifié pour le champ de

matrices D. Le point clé est que pour tout i P t1, ...,mu, les groupes pGiphqqhPR, pGpsqqsPR
commutent, avec Giphq étant défini par

GiphqA “ BY
´1
i ph; ¨qApYiph; ¨qq tBY ´1

i ph; ¨q.

On voit facilement que pour tout s, h P R

pGpsq ˝GiphqqA “ GpsqpGiphqAq “ BY
´1ps; ¨qpGiphqAqpY ps; ¨qq tBY ´1ps; ¨q (B.14)

“ BY ´1ps; ¨qBY ´1
i ph;Y ps; ¨qqApYiph;Y ps; ¨qqq tBY ´1

i ph;Y ps; ¨qq tBY ´1ps; ¨q

et

pGiphq ˝GpsqqA “ GiphqpGpsqAq “ BY
´1
i ph; ¨qpGpsqAqpYiph; ¨qq tBY ´1

i ph; ¨q (B.15)
“ BY ´1

i ph; ¨qBY ´1ps;Yiph; ¨qqApY ps;Yiph; ¨qqq tBY ´1ps;Yiph; ¨qq tBY ´1
i ph; ¨q.
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Du fait que les champs b et bi soient en involution, on a

Yiph;Y ps; ¨qq “ Y ps;Yiph; ¨qq (B.16)

et par différentiation

BYiph;Y ps; ¨qqBY ps; ¨q “ BY ps;Yiph; ¨qqBYiph; ¨q

ce qui s’écrit
BY ´1ps; ¨qBY ´1

i ph;Y ps; ¨qq “ BY ´1
i ph; ¨qBY ´1ps;Yiph; ¨qq. (B.17)

En combinant (B.14), (B.15), (B.16), (B.17) on obtient la propriété de commutation entre les
groupes pGiphqqhPR, pGpsqqsPR, pour tout i P t1, ...,mu. L’hypothèse Rrbi, Ds tR P L8pRmq,
ou de manière équivalente rbi, Ds P H8Q , peut être comprise au sens D 1pRmq, c’est-à-dire, qu’il
existe un champ de matrice, noté rbi, Ds, qui appartient à H8Q , tel que pour tout A P C1

c pRmq
on a

ż

Rm
D : p´bi ¨∇yA´ pdivybiqA´ tBbiA´ABbiq dy “

ż

Rm
rbi, Ds : A dy. (B.18)

On introduit l’opérateur LipDq “ rbi, Ds et son adjoint formel

L‹i pAq “ ´bi ¨∇yA´ pdivybiqA´ tBbiA´ABbi, A P C
1
c pRmq.

En utilisant ces notations, (B.18) devient
ż

Rm
D : L‹i pAq dy “

ż

Rm
LipDq : A dy, A P C1

c pRmq.

On remarque que H8Q est le dual topologique de l’espace

H1
P “

"

A : Rm ÑMmpRq mesurable :
ż

Rm
pP pyqApyq : ApyqP pyqq1{2 dy ă `8

*

et donc rbi, Ds P H8Q ssi il existe une constante Ci telle que
ş

RmD : L‹i pAq dy ď Ci|A|H1
P
pour

tout A P C1
c pRmq. Un calcul direct montre que si B P H8Q est tel que GiphqB P H8Q pour tout

h P R and h P R‹ Ñ pGiphqB´Bq{h est borné dans H8Q , alors pGiphqB´Bq{h converge vers
LipBq faiblement ‹ dans H8Q , lorsque hÑ 0. En effet, pour tout A P C1

c pRmq Ă H1
P , on a

ż

Rm

GiphqB ´B

h
: A dy “

ż

Rm

BY ´1
i ph; yqBpYiph; yqq tBY ´1

i ph; yq ´Bpyq
h

: Apyq dy

“

ż

Rm

BYip´h;Yiph; yqqBpYiph; yqq tBYip´h;Yiph; yqq ´Bpyq
h

: Apyq dy

“
1
h

ż

Rm

 

detpBYip´h; zqqBYip´h; zqBpzq tBYip´h; zq : ApYip´h; zqq ´Bpzq : Apzq
(

dz

“

ż

Rm

detpBYip´h; zqq ´ 1
h

BYip´h; zqBpzq tBYip´h; zq : ApYip´h; zqq dz

`

ż

Rm
Bpzq :

tBYip´h; zqApYip´h; zqqBYip´h; zq ´Apzq
h

dz

ÝÑ
hÑ0

´

ż

Rm
divzbi Bpzq : Apzq dz ´

ż

Rm
Bpzq : pbi ¨∇zA` tBbiA`ABbiq dz

“

ż

Rm
Bpzq : L‹i pAq dz.
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On déduit que toute limite faible ‹ dans H8Q vérifie
ż

Rm
w ‹ lim

hkÑ0

GiphkqB ´B

hk
: A dy “

ż

Rm
B : L‹i pAq dy

pour tout A P C1
c pRmq. Ainsi, toute la famille pGiphqB ´ Bq{h converge ‹ faiblement dans

H8Q , lorsque hÑ 0, et LipBq “ limhÑ0
GiphqB´B

h , ‹ faiblement dans H8Q .
On cherche à montrer que pour tout s P R, on a LipGpsqDq “ GpsqpLipDqq, et donc

ż

Rm
GpsqD : L‹i pAq dy “

ż

Rm
GpsqLipDq : A dy, A P C1

c pRmq. (B.19)

Par un argument de densité (noter que Bn á B converge ‹ faiblement dans H8Q , implique
que GpsqBn á GpsqB converge ‹ faiblement dans H8Q , pour tout s P R) il est suffisant de
montrer que LipGpsqBq “ GpsqLipBq pour tout champ de matrices B, régulier à support
compact. Considérons un champ de matrices B régulier à support compact. Evidemment,
pour tout h P R‹ on a GiphqB P H8Q et GiphqB´B

h á LipBq ‹ faiblement dans H8Q , lorsque
hÑ 0. On en déduit que GiphqGpsqB “ GpsqGiphqB P H

8
Q pour tout h P R et

GiphqGpsqB ´GpsqB

h
“
GpsqGiphqB ´GpsqB

h
“ Gpsq

GiphqB ´B

h
á
hÑ0

GpsqLipBq

‹ faiblement dans H8Q . Par la remarque précédente, on obtient que LipGpsqBq “ GpsqLipBq
pour tout s P R. Il est maintenant facile de voir que LipxDyq “ rbi, xDys P H8Q , si LipDq “
rbi, Ds P H

8
Q . En effet, en moyennant (B.19) par rapport à s on obtient que

ż

Rm

1
S

ż S

0
GpsqD ds : L‹i pAq dy “

ż

Rm

1
S

ż S

0
GpsqLipDq ds : A dy, A P C1

c pRmq.

En tenant compte du fait que 1
S

şS
0 GpsqD ds Ñ xDy dans HQ,loc, lorsque S Ñ `8, que

PL‹i pAqP P HQ et en notant également que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż S

0
GpsqLipDq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ď
1
S

ż S

0
|GpsqLipDq|H8Q ds “ |LipDq|H8Q .

On en déduit que la limite faible ‹ de
´

1
S

şS
0 GpsqLipDq ds

¯

S
dans H8Q satisfait

ż

Rm
xDy : L‹i pAq dy “

ż

Rm
w ‹ lim

SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqLipDq ds : A dy

pour tout A P C1
c pRmq Ă H1

P , ce qui signifie que LipxDyq “ limSÑ`8
1
S

şS
0 GpsqLipDq ds, ‹

faiblement dans H8Q . En particulier |LipxDyq|H8Q ď |LipDq|H8Q .
On se concentre maintenant sur l’hypothèse

řm
i“1 bi ¨∇ypRrbi, Ds tRq P L8pRmq. Pour tout

s P R on a

RGpsqrbi, Ds
tR “ RBY ´1ps; ¨qrbi, DspY ps; ¨qq tBY ´1ps; ¨q tR “ pRrbi, Ds tRqpY ps; ¨qq

et étant donné que rbi, bs “ 0, on obtient que

bi ¨∇zpRGpsqrbi, Ds tRq “ bi ¨∇zppRrbi, Ds tRq ˝ Y ps; ¨qq “
`

bi ¨∇ypRrbi, Ds tRq
˘

˝ Y ps; ¨q.
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En multipliant par un champ de matrices régulier à support compact A P C1
c pRmq et en

moyennant par rapport à s, on obtient

´

ż

Rm

divzbi
S

ż S

0
GpsqLipDq ds : tRAR dz ´

ż

Rm

1
S

ż S

0
GpsqLipDq ds : tRpbi ¨∇zAqR dz

“

ż

Rm

1
S

ż S

0
pbi ¨∇ypRLipDq tRqqpY ps; zqq ds : Apzq dz.

On utilise maintenant la convergence ‹ faible dans H8Q

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
GpsqLipDq ds “ LipxDyq

et le fait que tRAR P H1
P , divybi P L8pRmq implique que

´

ż

Rm

m
ÿ

i“1
divzbiRLipxDyq tR : A dz ´

ż

Rm

m
ÿ

i“1
RLipxDyq

tR : bi ¨∇zA dz (B.20)

“

ż

Rm
lim

SÑ`8

1
S

ż S

0

m
ÿ

i“1
pbi ¨∇ypRLipDq tRqqpY ps; zqq ds : Apzq dz.

Pour passer à la limite dans le dernier terme intégral, on utilise la convergence ‹ faible dans
L8pRmq, étant donné que la famille

`
řm
i“1pbi ¨∇ypRLipDq tRqq ˝ Y ps; ¨q

˘

sPR est bornée dans
L8pRmq. On déduit que

m
ÿ

i“1
bi ¨∇ypRLipxDyq tRq “ w ‹ lim

SÑ`8

1
S

ż S

0

m
ÿ

i“1
pbi ¨∇ypRLipDq tRqq ˝ Y ps; ¨q ds P L8pRmq.

Il reste à observer que pour tout s P R, divzpRGpsqDq “ divypRDq ˝ Y ps; ¨q (voir (2.67) pour
les détails), ce qui implique

divzpR xDyq “ w ‹ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
divypRDq ˝ Y ps; ¨q ds P L8pRmq

où, comme précédemmment, le dernière limite peut être comprise au sens faible ‹ L8pRmq.

B.2 Preuve de la Proposition 4.7.1

Preuve. (de la Proposition 4.7.1)
Continuité de n

On montre que 1
S

şS
0 pS ´ sq

”

GpsqC∇u2s ´ limS1Ñ`8
1
S1

şS1

0 Gps1qC∇u2s1 ds1
ı

ds converge,
lorsque S Ñ `8, fortement dans XQ, pour tout u P H1

P . Ce qui impliquera que npu, vq est
bien défini pour tout pu, vq P H1

P ˆH
1
P . On utilise la décomposition de l’espace H1

P suivante
H1
P “ ‘nPNpEλn XH

1
P q. Si u P E0 XH

1
P , on sait par le Lemme 4.5.1 que

lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1 “ lim

S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u ds1 “ xCy∇u “ 0
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fortement dans XQ et donc, par (4.52), on obtient que

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

«

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1

ff

ds (B.21)

“ ´
1
S

ż S

0
pS ´ sq

"

d
dsGpsqC0

*

∇u ds

“ ´
1
S
rpS ´ sqGpsqC0∇usS0 ´

1
S

ż S

0
GpsqC0∇u ds ÝÑ

SÑ`8
C0∇u´ xC0y∇u “ C0∇u

fortement dans XQ. Supposons maintenant que u P Eλn XH1
P , n P N‹. On sait par le Lemme

4.5.5 que

lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1 “ 1

2ProjE4λn
C∇u` 1

2
L

?
4λn

ProjE4λn
C∇ T

?
λn
u

fortement dans XQ et donc

fupsq :“ GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1 “ Upsq∇u` V psq∇ T

?
λn
u

avec

Upsq “ cosp
a

4λnsqGpsqC ´
1
2ProjE4λn

C, V psq “ sinp
a

4λnsqGpsqC ´
1
2

L
?

4λn
ProjE4λn

C.

On note que l’hypothèse (4.53) implique que

´L4λn

ˆ

Cn,
L

?
4λn

Cn

˙

“

ˆ

0,
C ´ ProjE4λn

C
?

4λn

˙

,

où les opérateurs L,L4λn sont considérés comme agissant dans HQ,loc, HQ,loc ˆ HQ,loc res-
pectivement, voir la Remarque 4.3.7. On a

d
dsG4λnpsq

ˆ

Cn,
L

?
4λn

Cn

˙

“ ´G4λnpsq

ˆ

0,
C ´ ProjE4λn

C
?

4λn

˙

“ psinp
a

4λnsq,´ cosp
a

4λnsqq
GpsqC ´GpsqProjE4λn

C
?

4λn
.

On obtient que

sinp
a

4λnsqGpsqC “ sinp
a

4λnsq
„

cosp
a

4λnsqProjE4λn
C ` sinp

a

4λnsq
L

?
4λn

ProjE4λn
C



looooooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

GpsqProjE4λn
C

`
a

4λn
d
ds

„

cosp
a

4λnsqGpsqCn ´ sinp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn



et

cosp
a

4λnsqGpsqC “ cosp
a

4λnsq
„

cosp
a

4λnsqProjE4λn
C ` sinp

a

4λnsq
L

?
4λn

ProjE4λn
C



looooooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

GpsqProjE4λn
C

´
a

4λn
d
ds

„

sinp
a

4λnsqGpsqCn ` cosp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn



.
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Ainsi, les champs de matrices Upsq, V psq s’écrivent

Upsq “
1
2 cosp4

a

λnsqProjE4λn
C `

1
2 sinp4

a

λnsq
L

?
4λn

ProjE4λn
C

´
a

4λn
d
ds

„

sinp
a

4λnsqGpsqCn ` cosp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn



(B.22)

V psq “
1
2 sinp4

a

λnsqProjE4λn
C ´

1
2 cosp4

a

λnsq
L

?
4λn

ProjE4λn
C

`
a

4λn
d
ds

„

cosp
a

4λnsqGpsqCn ´ sinp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn



. (B.23)

On rappelle qu’on cherche à établir la convergence, lorsque S Ñ `8, de la quantité

1
S

ż S

0
pS ´ sqfupsq ds “ 1

S

ż S

0
pS ´ sq

"

Upsq∇u` V psq∇ T
?
λn
u

*

ds

dans XQ. On observe que

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq cosp4

a

λnsq ds “ 0, lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq sinp4

a

λnsq ds “ 1
4
?
λn
.

(B.24)

Après une intégration par parties, on a

´
1
S

ż S

0
pS ´ sq

a

4λn
d
ds

„

sinp
a

4λnsqGpsqCn ` cosp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn



ds∇u

`
1
S

ż S

0
pS ´ sq

a

4λn
d
ds

„

cosp
a

4λnsqGpsqCn ´ sinp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn



ds∇ T
?
λn
u

“ LCn∇u´
a

4λnCn∇
T
?
λn
u`

?
4λn
S

ż S

0
G4λnpsq

ˆ

Cn,
L

?
4λn

Cn

˙

ds
ˆ

∇ T
?
λn
u,´∇u

˙

.

(B.25)

Comme ProjE4λn
Cn “ 0, on sait, voir Remarque 4.5.4, que

lim
SÑ`8

2
S

ż r`S

r
pcosp

a

4λnsqGpsqCn, sinp
a

4λnsqGpsqCnq ds “ p0, 0q

dans HQ,loc ˆHQ,loc. Cela implique que

ProjkerL4λn

ˆ

Cn,
L

?
4λn

Cn

˙

“ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r
G4λnpsq

ˆ

Cn,
L

?
4λn

Cn

˙

ds

“ lim
SÑ`8

1
S

ż r`S

r

ˆ

cosp
a

4λnsqGpsqCn ´ sinp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn,

sinp
a

4λnsqGpsqCn ` cosp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn

˙

ds

“ p0, 0q
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dans HQ,loc ˆHQ,loc. Comme Cn, L?
4λn

Cn appartiennent à H8Q et ∇u,∇ T?
λn
u appartiennent

à XP , on montre, en adaptant les arguments de la preuve du Lemme 4.5.1, la convergence
forte dans XQ

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
G4λnpsq

ˆ

Cn,
L

?
4λn

Cn

˙

ds
ˆ

∇ T
?
λn
u,´∇u

˙

“ 0. (B.26)

Enfin (B.22), (B.23), (B.24), (B.25), (B.26) nous amène à la converge dans XQ de la quantité

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sqfupsq ds “

„

1
8
?
λn

L
?

4λn
ProjE4λn

C ` LCn



∇u

`

„

1
8
?
λn

ProjE4λn
C ´

a

4λnCn


∇ T
?
λn
u. (B.27)

On a donc montré que
´

1
S

şS
0 pS ´ sqfupsq ds

¯

Są0
converge dans XQ, lorsque S Ñ `8, pour

tout u P vect YnPN pEλn X H1
P q. En vue de justifier l’existence de la limite précédente pour

tout u P H1
P , on va donner une majoration de la quantité

´

1
S

şS
0 pS ´ sqfupsq ds

¯

Są0
dans XQ

uniformément par rapport à S ą 0 et pour u P vect YnPN pEλn X H1
P q, |u|H1

P
ď 1. En effet,

par (B.21) on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż S

0
pS ´ sqfupsq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď 2|C0|H8Q |∇u|XP , u P E0 XH
1
P

et par les calculs précédents, la Remarque 4.5.4 et quatrième point de la Remarque 4.4.4, on
obtient que pour tout u P Eλn XH1

P , n P N‹

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
S

ż S

0
pS ´ sqfupsq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď
1

2
?
λn

«

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?

4λn
ProjE4λn

C

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

` |ProjE4λn
C|H8Q

ff

|∇u|XP

` 3
a

4λn

«

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?

4λn
Cn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

` |Cn|H8Q

ff

|∇u|XP

ď
2
?
λn
|C|H8Q |∇u|XP ` 6

a

λn

«

|Cn|H8Q `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L
?

4λn
Cn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

ff

|∇u|XP .

Soit u P vect YnPN pEλn X H1
P q, c’est-à-dire u “

řN
n“0 un, un P Eλn X H1

P pour tout n P
t0, ..., Nu, et introduisons les quantités cn “ |Cn|H8Q `

ˇ

ˇ

ˇ

L?
4λn

Cn

ˇ

ˇ

ˇ

H8Q

, n P N‹. En utilisant

l’orthogonalité des p∇unq0ďnďN dans XP , on déduit que

1
S

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż S

0
pS ´ sqfupsq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

XQ

ď 2|C0|H8Q |∇u0|XP `
N
ÿ

n“1

„

2
?
λn
|C|H8Q ` 6

a

λncn



|∇un|XP

ď 2|C0|H8Q |∇u|XP ` 2|C|H8Q

˜

N
ÿ

n“1

1
λn

¸1{2

|∇u|XP ` 6
˜

N
ÿ

n“1
λnc

2
n

¸1{2

|∇u|XP

ď

»

–2|C0|H8Q ` 2|C|H8Q

˜

ÿ

ně1

1
λn

¸1{2

` 6
˜

ÿ

ně1
λnc

2
n

¸1{2
fi

fl |u|H1
P
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ce qui signifie que n est bien définie et bornée dans H1
P ˆH

1
P .

Anti-symétrie de n
Montrons maintenant que n est anti-symétrique. Pour cela, il suffit de montrer que pour tout
u P H1

P on a la convergence dans XQ

lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

#

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1

+

ds

“ ´ lim
SÑ`8

1
S

ż 0

´S
pS ` sq

"

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż 0

´S1
Gps1qC∇u2s1 ds1

*

ds. (B.28)

En effet, supposons pour l’instant que (B.28) est vrai. Comme le champ de matrices symé-
triques C appartient à ker x¨y XH8Q , on sait par la Proposition 4.5.9 que

mCpu, vq :“
ż

Rm
lim

S1Ñ`8

1
S1

ż 0

´S1
Gps1qC∇u2s1 ds1 ¨∇v dy

défini une forme bilinéaire symétrique bornée sur H1
P ˆH

1
P . On obtient, grâce à la symétrie

de C et mC

npu, vq “

ż

Rm
lim

SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

#

GpsqC∇u2s´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1

+

ds ¨∇v dy

“ ´

ż

Rm
lim

SÑ`8

1
S

ż 0

´S
pS ` sq

"

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż 0

´S1
Gps1qC∇u2s1 ds1

*

ds ¨∇v dy

“ ´ lim
SÑ`8

1
S

ż 0

´S
pS ` sq

„
ż

Rm
C∇us ¨∇v´s dy ´mCpu, vq



ds

“ ´ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

„
ż

Rm
C∇u´s ¨∇vs dy ´mCpu, vq



ds

“ ´ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

„
ż

Rm
C∇vs ¨∇u´s dy ´mCpv, uq



ds

“ ´

ż

Rm
lim

SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

#

GpsqC∇v2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇v2s1 ds1

+

ds ¨∇u dy

“ ´npv, uq.

Le point clé pour justifier (B.28) est que pGpsqqsPR, pG4λnpsqqsPR, n P N‹ sont des groupes,
et donc que l’argument précédent est également vrai avec s P R´. Il est suffisant de vérifier
(B.28) pour u P vectYnPN pEλn XH1

P q. Si u P E0 XH
1
P , on sait par le Lemme 4.5.1 que

lim
S1Ñ`8

1
S1

ż 0

´S1
Gps1qC∇u2s1 ds1 “ lim

S1Ñ`8

1
S1

ż 0

´S1
Gps1qC∇u ds1 “ xCy∇u “ 0
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fortement dans XQ, et par (4.52) on obtient que

´
1
S

ż 0

´S
pS ` sqGpsqC∇u2s ds “ 1

S

ż 0

´S
pS ` sq

d
dsGpsqC0∇u ds

“
1
S
rpS ` sqGpsqC0∇us0´S ´

1
S

ż 0

´S
GpsqC0∇u ds

ÝÑ
SÑ`8

C0∇u´ xC0y∇u “ C0∇u

“ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

#

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1

+

ds

voir (B.21). Supposons maintenant que u P Eλn X H1
P , n P N‹. Par le Lemme 4.5.5, on sait

que

lim
S1Ñ`8

1
S1

ż 0

´S1
Gps1qC∇u2s1 ds1 “ 1

2ProjE4λn
C∇u` 1

2
L

?
4λn

ProjE4λn
C∇ T

?
λn
u

fortement dans XQ et donc

´
1
S

ż 0

´S
pS ` sq

"

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż 0

´S1
Gps1qC∇u2s1 ds1

*

ds

“ ´
1
S

ż 0

´S
pS ` sq

"

Upsq∇u` V psq∇ T
?
λn
u

*

ds

où les champs de matrices Upsq, V psq sont définis par (B.22), (B.23). En suivant les mêmes
arguments que précédemment, on a

lim
SÑ`8

1
S

ż 0

´S
pS ` sq cosp4

a

λnsq ds “ 0, lim
SÑ`8

1
S

ż 0

´S
pS ` sq sinp4

a

λnsq ds “ ´ 1
4
?
λn

lim
SÑ`8

1
S

ż 0

´S
pS ` sq

d
ds

„

sinp
a

4λnsqGpsqCn ` cosp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn



ds∇u

“
L

?
4λn

Cn∇u dans XQ

et

lim
SÑ`8

1
S

ż 0

´S
pS ` sq

d
ds

„

cosp
a

4λnsqGpsqCn ´ sinp
a

4λnsqGpsq
L

?
4λn

Cn



ds∇ T
?
λn
u

“ Cn∇
T
?
λn
u dans XQ.

Enfin on obtient, voir (B.27), que

lim
SÑ`8

´
1
S

ż 0

´S
pS ` sq

"

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż 0

´S1
Gps1qC∇u2s1 ds1

*

ds

“

„

1
8
?
λn

L
?

4λn
ProjE4λn

C ` LCn



∇u`
„

1
8
?
λn

ProjE4λn
C ´

a

4λnCn


∇ T
?
λn
u

“ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

#

GpsqC∇u2s ´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1

+

ds.
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Formule de décomposition
Vérifions (4.55). On suppose que u, v, T u, T v,Bu,Bv P H1

P . Ainsi on a

npu,Bvq ´ npBu, vq

“ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

"
ż

Rm
GpsqC∇u2s ¨∇Bv ´GpsqC∇Bu2s ¨∇v dy

´ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0

ż

Rm
Gps1qC∇u2s1 ¨∇Bv ´Gps1qC∇Bu2s1 ¨∇v dy ds1

+

ds.

On voit facilement que pour tout h P R on a

ż

Rm
GpsqC∇u2s ¨∇vh dy “

ż

Rm
GphqGps´ hqC∇pu2s´hqh ¨∇vh dy

“

ż

Rm
Gps´ hqC∇u2s´h ¨∇v dy

ce qui implique, grâce aux hypothèses u, T u, v, T v P H1
P , C P H

8
Q que

ż

Rm
GpsqC∇u2s ¨∇T v dy “ lim

hÑ0

ż

Rm
GpsqC∇u2s ¨∇

vh ´ v

h
dy

“ lim
hÑ0

1
h

ż

Rm
rGps´ hqC∇u2s´h ´GpsqC∇u2ss ¨∇v dy

“ ´

ż

Rm
rGpsqpD ´ xDyq∇u2s `GpsqC∇T u2ss ¨∇v dy.

En appliquant deux fois la formule ci-dessus et en tenant compte du fait que u, T u,Bu,
v, T v,Bv P H1

P , on obtient

ż

Rm
Gps1qC∇u2s1 ¨∇Bv ´Gps1qC∇Bu2s1 ¨∇v dy “ ´

ż

Rm
Gps1qC∇Bu2s1 ¨∇v dy

`

ż

Rm
rGps1qpD ´ xDyq∇u2s1 `Gps

1qC∇T u2s1s ¨∇T v dy

“

ż

Rm
Gps1qpD ´ xDyq∇u2s1 ¨∇T v dy ´

ż

Rm
Gps1qpD ´ xDyq∇T u2s1 ¨∇v dy

“

ż

Rm
pD ´ xDyq∇us1 ¨∇T v´s1 dy ´

ż

Rm
pD ´ xDyq∇T us1 ¨∇v´s1 dy

“ ´
d

ds1

ż

Rm
pD ´ xDyq∇us1 ¨∇v´s1 dy

et donc

lim
S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0

ż

Rm
Gps1qC∇u2s1 ¨∇Bv ´Gps1qC∇Bu2s1 ¨∇v dyds1

“ lim
S1Ñ`8

1
S1

ż

Rm
pD ´ xDyq : r∇v b∇u´∇v´S1 b∇uS1s dy “ 0.
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De même on a
1
S

ż S

0
pS ´ sq

ż

Rm
GpsqC∇u2s ¨∇Bv ´GpsqC∇Bu2s ¨∇v dyds

“ ´
1
S

ż S

0
pS ´ sq

d
ds

ż

Rm
pD ´ xDyq∇us ¨∇v´s dyds

“

ż

Rm
pD ´ xDyq∇u ¨∇v dy ´ 1

S

ż S

0

ż

Rm
pD ´ xDyq∇us ¨∇v´s dyds

ÝÑ
SÑ`8

apu, vq ´mpu, vq.

Condition d’orthogonalité
Vérifions que npu, vq “ 0 pour tout u, v P Eλn XH1

P , n P N. On note que pour tout u, v P H1
P

on a

GpsqrP p∇v b∇uqP s “ BY ´1ps; ¨qPsrp∇vqs b p∇uqssPs tBY ´1ps; ¨q
“ BY ´1ps; ¨qPs tBY ´1ps; ¨q

loooooooooooooomoooooooooooooon

GpsqP“P

tBY ps; ¨qrp∇vqs b p∇uqssBY ps; ¨q BY ´1ps; ¨qPs tBY ´1ps; ¨q
loooooooooooooomoooooooooooooon

tGpsqP“ tP“P

“ P p∇vs b∇usqP. (B.29)

En particulier, lorsque u, v P E0XH
1
P , le champ de matrices P p∇vb∇uqP est laissé invariant

par pGpsqqsPR et donc, par le Lemme 4.5.1, on obtient, voir (B.21)

npu, vq “

ż

Rm
C0∇u ¨∇v dy “

ż

Rm
QC0 : P p∇v b∇uqPQ dy

“

ż

Rm
QGpsqC0 : P p∇v b∇uqPQ dy “

ż

Rm
GpsqC0∇u ¨∇v dy

“

ż

Rm

1
S

ż S

0
GpsqC0∇u ds ¨∇v dy ÝÑ

SÑ`8
0.

On considère maintenant que u, v P Eλn XH1
P , n P N‹. On montre que le champ de matrices

P

ˆ

∇v b∇ T
?
λn
u´∇ T

?
λn
v b∇u

˙

P

est laissé invariant par pGpsqqsPR. En effet, par la formule (B.29) on a

GpsqP

ˆ

∇v b∇ T u?
λn
´∇ T v?

λn
b∇u

˙

P “ P

ˆ

∇vs b∇
T
?
λn
us ´∇

T
?
λn
vs b∇us

˙

P

“ P

„

cosp
a

λnsq∇v ` sinp
a

λnsq∇
T v
?
λn



b

„

cosp
a

λnsq∇
T u
?
λn
´ sinp

a

λnsq∇u


P

´ P

„

cosp
a

λnsq∇
T v
?
λn
´ sinp

a

λnsq∇v


b

„

cosp
a

λnsq∇u` sinp
a

λnsq∇
T u
?
λn



P

“ P

ˆ

∇v b∇ T u?
λn
´∇ T v?

λn
b∇u

˙

P.

On déduit, grâce au Lemme 4.5.1, que
ż

Rm
Cpyq :

ˆ

∇v b∇ T
?
λn
u´∇ T

?
λn
v b∇u

˙

dy

“ lim
SÑ`8

ż

Rm

1
S

ż S

0
GpsqC ds :

ˆ

∇v b∇ T
?
λn
u´∇ T

?
λn
v b∇u

˙

dy “ 0.
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Un autre champ laissé invariant par pGpsqqsPR est donné par P
´

∇v b∇u`∇ T?
λn
v b∇ T?

λn
u
¯

P .
Pour le voir, appliquer l’invariance précédente avec v,´ T?

λn
u P EλnXH

1
P . Nous sommes main-

tenant en mesure de montrer que npu, vq “ 0, u, v P Eλn X H1
P , n P N‹. Pour tout s P R on

obtient, grâce aux égalités u2s1 “ us1pY ps
1; ¨qq, v “ v´s1pY ps

1; ¨qq
ż

Rm
Gps1qC∇u2s1 ¨∇v dy “

ż

Rm
Cpyq∇us1 ¨∇v´s1 dy

“

ż

Rm
C

„

cosp
a

λns
1q∇u` sinp

a

λns
1q∇ T u?

λn



¨

„

cosp
a

λns
1q∇v ´ sinp

a

λns
1q∇ T v?

λn



dy

“ cos2p
a

λns
1q

ż

Rm
Cpyq : ∇v b∇u dy ´ sin2p

a

λns
1q

ż

Rm
Cpyq : ∇ T v?

λn
b∇ T u?

λn
dy

` sinp
a

λns
1q cosp

a

λns
1q

ż

Rm
Cpyq :

ˆ

∇v b∇ T u?
λn
´∇ T v?

λn
b∇u

˙

dy

“ cos2p
a

λns
1q

ż

Rm
Cpyq : ∇v b∇u dy ´ sin2p

a

λns
1q

ż

Rm
Cpyq : ∇ T v?

λn
b∇ T u?

λn
dy.

En moyennant sur r0, S1s et en passant à la limite S1 Ñ `8, on est amené à
ż

Rm
lim

S1Ñ`8

1
S1

ż S1

0
Gps1qC∇u2s1 ds1 ¨∇v dy “ 1

2

ż

Rm
C :

ˆ

∇v b∇u´∇ T v?
λn
b
T u
?
λn

˙

dy

et enfin, grâce à (B.24), on obtient

npu, vq “ lim
SÑ`8

1
S

ż S

0
pS ´ sq

"„

cos2p
a

λnsq ´
1
2


ż

Rm
C : ∇v b∇u dy

´

„

sin2p
a

λnsq ´
1
2


ż

Rm
C : ∇ T

?
λn
v b∇ T

?
λn
u dy

*

ds “ 0.
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Étude mathématique des problèmes paraboliques fortement
anisotropes

Résumé : Ce manuscrit de thèse traite de l’analyse asymptotique de problèmes pa-
raboliques possédant des termes raides. Dans un premier temps, on fait l’analyse asympto-
tique d’un système parabolique possédant des termes de transport raide. Une analyse à deux
échelles, basée sur des résultats de théorie ergodique, nous permet de dériver un système
limite effectif. Ce système effectif se trouve être, de nouveau, un système parabolique dont le
champ de diffusion peut être explicité par une moyenne du champ de diffusion initial le long
d’un groupe d’opérateurs unitaires. L’introduction d’un correcteur nous permet d’obtenir un
résultat de convergence forte, avec un ordre de convergence, pour des données initiales non
nécessairement bien préparées. On propose dans un second temps une méthode numérique
permettant de calculer le champ de diffusion effectif. Celle-ci est basée sur la combinaison
d’un schéma Runge-Kutta et d’un schéma de type semi-Lagrangien. L’ordre de convergence
obtenu théoriquement est mis en évidence de manière numérique. On propose une méthode
numérique basée sur un splitting d’opérateur pour la résolution du système parabolique avec
termes de transport raide. Enfin, on effectue l’analyse asymptotique d’un système parabo-
lique fortement anisotrope. Sous de bonnes hypothèses de régularité, un système variationnel
effectif est proposé et l’introduction d’un correcteur adapté permet d’obtenir un résultat de
convergence forte avec un ordre de convergence. Les arguments utilisés relèvent une nouvelle
fois de l’analyse à deux échelles et de la théorie ergodique.

Mots-clés : Analyse asymptotique, analyse multi-échelle, homogénéisation, théorie er-
godique, opérateurs de moyenne, schémas semi-Lagrangien.

Abstract : This manuscript is devoted to the asymptotic analysis of parabolic equations
with stiff terms. First, we perform the asymptotic analysis of a parabolic equation with stiff
transport terms. An effective limit model is obtained by a two-scale analysis based on ergodic
theory results. This effective system is again a parabolic system whose diffusion field is an
average of the initial diffusion field along a group of unitary operators. The introduction of a
corrector allows us to obtain a strong convergence result, with an order of convergence, for
initial data not necessarily well prepared. We propose a numerical method to compute the ef-
fective diffusion field. This method is based on a Runge-Kutta scheme and a semi-Lagrangian
scheme. The theoretically order of convergence is obtained numerically. We propose a nu-
merical method based on operator splitting for the resolution of the parabolic system with
stiff transport terms. Finally, we perform the asymptotic analysis of a strongly anisotropic
parabolic problem. Under suitable smoothness hypotheses, an effective variational system is
proposed. By using a suitable corrector, we obtain a strong convergence result and we are
able to perform the error analysis. The arguments relate again to the two-scale analysis and
the ergodic theory.

Keywords : Asymptotic analysis, multi-scale analysis, homogenization, ergodic theory,
average operators, semi-Lagrangian schemes.
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