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Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce manuscrit concerne 'analyse asymptotique d’équations aux dérivées par-
tielles possédant des termes de dérivées raides. Dans ces équations, la raideur est caractérisée
par la présence d’un petit parametre € > 0, qui sera voué a tendre vers zéro. Plus précisément,
ces équations s’écrivent sous la forme

1
ot (t,y) + Au(t,y) + gBuE(t, y) =0, (t,y) Ry xR™, (1.1)

ou A et B sont des opérateurs différentiels linéaires qui seront précisés par la suite. On cherche
a décrire le comportement, lorsque ¢ tend vers zéro, de la famille (u®).~o des solutions de

D).

1.1 Introduction générale et motivations

L’analyse asymptotique de problémes du type (1.1)) trouve ses origines dans I’étude de
modeles provenant de la physique des plasmas. En effet, depuis une cinquantaine d’années
I’étude des plasmas est en pleine expansion, avec pour but la maitrise du procédé de fusion
nucléaire. Le transport de particules dans un plasma peut, d’un point de vue mésoscopique
et en négligeant le phénomene de collision entre les particules, étre modélisé par une équation
donnant I’évolution d’une densité de particules chargées de masse m et de charge q, appelée
équation de Vlasov

orf +o(p) - Vuf +q(BE(t,z) +v(p) A B(t,x))-Vypf =0, (t,z,p) e Ry x R¥ x R3.  (1.2)

La fonction f = f(¢,x,p) désigne une densité de particules dépendant des variables de temps
t, de position z et de quantité de mouvement p. On désigne par v(p) la fonction vitesse. Dans

lp[? )*1/2,

m2c

un cadre relativiste, la fonction vitesse peut étre exprimée par v(p) = £ (1 +

ou ¢p est la vitesse de la lumiere dans le vide. On désigne par (E(t,z), B(t,x)) le champ
électro-magnétique dont I’évolution est régie par les équations de Maxwell
OE — Brot,B=—L, B+r1ot,E=0, div,E =2, div,B=0, (t,z)eR; xR,
€0 €0

(1.3)
ol g est la permittivité du vide, p = ¢ {53 fdp la densité de charge et j = ¢ s v(p)fdp
la densité de courant. Le couplage formé par (1.2)) et (1.3) s’appelle le probleme de Vlasov-
Maxwell.



1.1 Introduction générale et motivations Chapitre 1

Modélisation pour les plasmas fortement magnétisés

Dans le cadre du confinement d’un plasma a ’aide d’'un champ magnétique intense, cer-
taines simplifications peuvent étre apportées a ce modele. On commence par se placer dans
le cadre non relativiste, c’est-a-dire qu’on suppose que le vitesse de la lumiere est grande par
rapport & la vitesse des particules. On pose alors ¢g = +0o0. Dans ce cadre v(p) = % et on
peut réécrire 1’équation a ’aide de la variable de vitesse v. On suppose que le champ
magnétique intense est stationnaire, ’équation de Maxwell-Faraday 0;B + rot, E = 0 peut se
réécrire rot, ' = 0, ainsi le champ électrique dérive d’un potentiel £ = —V ¢. Enfin, la loi
de Gauss électrique nous donne que le potentiel ¢ satisfait a ’équation de Poisson

— 0l = p(t,z) avec p(t,z)= qJRB f(t,z,v)dv, (t,z)e Ry x R (1.4)

Le nouveau probléeme formé par et s’appelle le probleme de Vlasov-Poisson. Enfin
une autre simplification peut étre apportée au probleme de Vlasov-Poisson en supposant que
le potentiel électrique ¢ est donné, nous amenant a I’équation de Vlasov linéaire. On décrit
le champ magnétique intense de la maniere suivante

—e(x), le(zx)] =1, zeR’, (1.5)
ou le petit parameétre e caractérise 'intensité du champ, B(x) > 0 est U'intensité du champ

adimentionné, e(x) est unitaire et donne la direction du champ magnétique. Dans ce cas, le
probleme de Vlasov linéaire, pour la fonction de densité f, € > 0, s’écrit

Oef +v-Vofs+ 1L (—quﬁ—i-v A @e(m)) Vofe=0, (t,z,v)eR; x R3 x R3,
F2(0,2,0) = fi(a, v), (2,v) € B x B3,
(1.6)
La présence du champ magnétique (1.5 conduit les particules a fortement osciller autour des

lignes de champ a la fréquence, dite cyclotronique, @ = % ~ % Cette rotation autour

des lignes de champ s’effectue sur des cercles dont le rayon est appelé rayon de Larmor, et qui
est proportionnel a l'inverse de la fréquence cyclotronique, p;, ~ €. Ce phénomene explique le
principe méme du confinement des plasmas par le biais d’un champ magnétique intense car,
lorsque € devient petit, pr, — 0 et les particules vont suivre les lignes de champ. Clairement,
deux échelles caractéristiques en temps se dégagent, 'une tenant compte du mouvement
cyclotronique sur des cercles se trouvant dans un plan orthogonal aux lignes de champ, et
I’autre tenant compte du mouvement des particules le long des lignes de champ. Le choix des
grandeurs caractéristiques dans les problemes présentés précédemment est donc déterminant
du point de vue de la modélisation et améne a considérer divers régimes asymptotiques,
lorsque ¢ tend vers zéro, appelé dans ce cadre modéles gyrocinétiques. On précise les plus
classiques qui sont le régime centre-guide et le régime du rayon de Larmor fini. Le régime
centre-guide consiste a négliger le rayon de rotation des particules autour des lignes de champ.
Au contraire, le régime du rayon de Larmor fini, plus réaliste, consiste a considérer que la
longueur caractéristique dans le plan orthogonal aux lignes de champ est du méme ordre que
le rayon de Larmor.

Modeles effectifs pour I’équation de Vlasov, homogénéisation

L’analyse asymptotique et la recherche de problémes effectifs associés aux problémes de
Vlasov, pour chacun de ces régimes, est un sujet qui a été beaucoup étudié. La raison de
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Chapitre 1 1.1 Introduction générale et motivations

ce succes est que la résolution numérique de tels problemes est particulierement délicate.
En effet, la présence d’échelles caractéristiques en temps disparates nous oblige, par exemple
dans le cas de méthodes numériques explicites, a choisir un pas de temps vérifiant une condi-
tion CFL afin de s’assurer de la stabilité de la méthode, ce qui améne & des cotits de calcul
prohibitifs. La recherche de probleme effectif permet de répondre a cette problématique en
proposant des problémes non pénalisés par le parametre € et dont la solution décrit le com-
portement de la suite de fonctions (f¢).~¢ lorsque le parametre ¢ tend vers zéro. Le calcul
de la solution du probléme homogénéisé peut alors étre réalisé par une méthode numérique
classique. Des estimations entre la solution du probleme de départ f¢ et la solution du pro-
bleme effectif peuvent permettre de mesurer ’erreur commise pour € > 0 petit mais fixé. Le
cadre de I'homogénéisation périodique semble naturel a la production de modeles effectifs,
étant donné que le mouvement cyclotronique des particules est périodique et que le phéno-
mene multi-échelle est causé par ces oscillations rapides périodiques. Les importants travaux
de N’Guetseng [60] et Allaire [3], concernant le concept de convergence a deux échelles et
ses applications a I’homogénéisation de problémes elliptiques ou paraboliques possédant des
termes oscillants périodiques, ont été repris et adaptés par Frénod et Sonnendriicker dans
[48], [49], qui proposent une analyse asymptotique de I’équation de Vlasov linéaire et du pro-
bleme de Vlasov-Poisson dans le cadre du régime centre-guide. L’étude concernant le régime
du rayon de Larmor fini est réalisée par ces mémes auteurs, toujours a ’aide des outils d’ho-
mogénéisation périodique, dans [50]. Parmi les autres études du probléeme de Vlasov-Poisson
dans le cadre du rayon de Larmor fini, on peut citer les travaux de Frénod et Mouton [47],
Ghendrih, Hauray et Nouri [53], Han-Kwan [55], [56]. Dans un récent travail [22], Bostan
et Finot proposent une analyse asymptotique du probléeme de Vlasov-Poisson dans le cadre
du régime rayon de Larmor fini; un comportement fort des solutions est mis en évidence.
Parallelement a cela, Bostan propose une analyse asymptotique de ces problemes basée sur
la notion d’opérateurs de projection [15, [16, [18]. Le probléme effectif peut alors étre explicité
a ’aide de résultats provenant de la théorie ergodique. Les méthodes de projections et leur
interprétation ergodique permettent, de surcroit, de traiter des problemes d’homogénéisa-
tion non périodiques. Cette approche a amené Bostan & proposer dans [16] une analyse d’un
probleme de transport linéaire abstrait possédant des termes de dérivées raides, et ’ana-
lyse asymptotique du probleme de Vlasov linéaire, pour les régimes centre-guide et rayon
de Larmor fini, apparait comme un cas particulier du résultat montré pour le probleme de
transport abstrait. Une amélioration des résultats de [16] est proposée dans [I8] en combinant
I’approche ergodique avec I’approche multi-échelle, voir la Remarque [1.5.2

Prise en compte des opérateurs d’ordre deux

Naturellement, la question de savoir si les outils d’homogénéisation introduits pour traiter
les équations abstraites de transport raide, peuvent étre utilisés pour d’autres types d’équa-
tions, se pose. En effet, les équations de type paraboliques servent également a la modélisation
de nombreux phénomenes en physique des plasmas. Par exemple, partant de I’équation de
Vlasov , on peut introduire un second membre de type diffusif, appelé noyau de Fokker-
Planck, afin de prendre en compte les collisions entre particules. Cela nous amene a considérer
le modele linéaire suivant appelé équation de Vlasov-Fokker-Planck

a4
m

Orfe+v-Vaofo+ <E +v A Bi@e($)> Voff = vdiv, (OV, fE+vfe), (t,z,v) € Ry xRExR3,

(1.7)
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1.1 Introduction générale et motivations Chapitre 1

ou v est la fréquence de collision et O est la température. On cherche alors a comprendre quelle
sera 'influence de 'opérateur de diffusion introduit lors du processus d’homogénéisation. On
espere ainsi qu'une meilleure compréhension du comportement asymptotique du probléme
linéaire abstrait , lorsque ¢ tend vers zéro, dans le cas ou A est un opérateur de diffusion
et B un opérateur de transport, nous permettra de traiter des problemes tels que . On
peut citer les travaux [20} 21], de Bostan et Caldini, qui traitent de ’analyse asymptotique de
I’équation de Vlasov linéaire, a I’aide de méthodes de projection, pour le régime asymptotique
du rayon de Larmor fini associé a deux noyaux de collision, le noyau de Boltzmann linéaire et le
noyau, non linéaire, de Fokker-Planck-Laudau. D’autres travaux concernant les équations de
transport avec collisions peuvent étre cités, comme [27] ou [71]. Des modeéles macroscopiques
peuvent étre obtenus a partir de ces modeles mésoscopiques lorsque la fréquence de collision
entre particules devient grande. Ainsi Bardos, Golse et Levermore étudient dans [§] et [9]
les limites hydrodynamiques associées a 1’équation de Boltzmann; cette approche permet
d’amener a des modélisations de type fluide. Outre la prise en compte des collisions dans les
phénomenes de transport de particules, les opérateurs de diffusion permettent de modéliser
d’autres phénomenes apparaissant dans les plasmas fortement magnétisés, comme la diffusion
thermique. Il est connu que la diffusion thermique dans un plasma fortement magnétisé est
prépondérante le long des lignes de champ magnétique par rapport a la diffusion dans les
directions transverses & ce champ, voir [30]. Une modélisation possible de ce phénomene,
dans un cadre linéaire, est donnée par 1’équation parabolique

1
drut — divy (D(y)Vyu®) — gdivy(b(y) ®b(y)Vyu') =0, (t,y)e Ry x R™, (1.8)

ou m € {2, 3}, b représente le champ magnétique et D est le champ de diffusion agissant
uniquement dans les directions orthogonales au champ b, on peut choisir

b(y) ® bly)

S TTE

Cette remarque motive l'analyse asymptotique du probleme abstrait dans le cas ou
les opérateurs A et B sont tous deux des opérateurs de diffusion. L’étude numérique de
ce probléme pose les mémes difficultés que pour les problemes de transport possédant des
termes raides et impose l'utilisation de méthodes numériques implicites, voir par exemple
[6, [68]. D’autres approches sont proposées dans les cadres parabolique et elliptique, on peut
citer les travaux de Degond, Deluzet, Negulescu, Lozinski et Narski concernant les schémas
préservant 1'asymptotique [38, [39]. Une analyse théorique du probleme , basée sur des
méthodes de projection, a été proposée par Bostan dans [19]. Il y est montré que la famille
de solutions (u®).~o converge en un sens faible, lorsque € tend vers zéro, vers la solution d’un
nouveau probléme parabolique pour lequel le champ de diffusion effectif apparait comme une
projection du champ de diffusion initial sur ’ensemble des champs de matrices A tels que
[b-Vy,div,(AV,)] = 0. De plus, un résultat de théorie ergodique nous permet d’expliciter
ce champ de diffusion effectif comme la moyenne ergodique du champ initial le long d’un
groupe d’opérateurs unitaires. On proposera une amélioration de ce résultat de convergence au
Chapitre 4] en montrant un résultat de convergence forte avec estimation d’erreur pour toute
donnée initiale, non nécessairement bien préparée. Cette amélioration repose essentiellement
sur une meilleure prise en compte des oscillations rapides le long du champ b a ’aide d’une
approche multi-échelle.
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Chapitre 1 1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence

1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence

Les motivations précédentes nous amenent a nous intéresser a deux cas particuliers du
probleme abstrait , et ainsi a réaliser I’analyse asymptotique de deux équations aux
dérivées partielles possédant des termes de dérivées raides. Cette étude est réalisée a ’aide de
méthodes d’homogénéisation. Dans chacun de ces problémes, la raideur est caractérisée par
le terme 1/e, ou le parametre € > 0 sera voué a tendre vers zéro.

e La premiere équation, appelée Fquation parabolique avec terme de transport raide , s’écrit
de la maniere suivante

1
{ dpuf — divy (D (y)Vyu®) + B b(y) - Vyu® =0, (t,y)e Ry xR™ (1.9)

u(0,y) = u(y), yeR™.

On effectue dans le Chapitre [2] 'analyse asymptotique de ce probleme. L’ensemble des
résultats du Chapitre [2| a fait ’'objet de la publication [14]. Ici b: R™ — R™ et D : R™ —
M, (R) sont respectivement un champ de vecteurs et un champ de matrices symétriques
définies positives. L’opérateur d’advection %b -V, induit la présence de fortes oscillations
le long du flot associé a b, lorsque € tend vers zéro. Ces fortes oscillations impliquent la
présence de deux échelles caractéristiques en temps. Ainsi, ’analyse du comportement de
la suite de fonctions (u).~0, lorsque ¢ tend vers zéro, sera réalisée a I’aide d’une procédure
d’homogénéisation a deux échelles en temps. Celle-ci nous amenera a la production d’un
probleme effectif ou homogénéisé décrivant le comportement du probleme lorsque
€ tend vers zéro. L’introduction d’un correcteur est un point crucial de notre analyse et
permettra d’obtenir un ordre de convergence. Plus précisément, on montrera au Chapitre
sous de bonnes hypothéses sur les champs b et D, que le comportement, lorsque ¢ tend
vers zéro, de la famille (u®).~¢ peut étre décrit en un sens fort de la manieére suivante

ui(t) = v(t, Y (~t/e;) + Ofe)  dans Lig.(Ry; L*(R™)),

ou Y(s;y) est le flot associé au champ de vecteurs b et v est la solution du probleme
effectif qui se trouvera étre de nouveau un probleme de diffusion. La recherche du champ
de diffusion associé au probleme effectif sera réalisée dans la Section [[.2.1]

e La résolution numérique des problemes possédant plusieurs échelles reste une tache déli-
cate, la présence d’oscillations rapides rend difficile 'utilisation de méthodes numériques
standards, celles-ci étant assujetties au choix d’un pas de temps tres petit. Dans le Cha-
pitre [3] on propose une méthode numérique pour déterminer le probléme effectif associé a
. Cela permettra de ramener I’étude numérique du comportement de la suite (u®)c~o,
lorsque ¢ tend vers zéro, a la résolution du probleme effectif, non contraint par le petit
parametre €. On vérifiera que 'ordre de convergence donné par I’étude théorique est bien
retrouvé d'un point de vue numérique. L’ensemble des résultats du Chapitre [3|a fait 'objet
de l'article [12], soumis dans une revue a comité de lecture.

e Enfin, dans le Chapitre [ on effectuera I’analyse asymptotique du probléme de diffusion
suivant, appelé Equation de diffusion fortement anisotrope

{%E—dmw(y)vyuw—idivyw(y)@b(y)vyu&)—07 (ty) €Re xR 1)

w(0,y) = u™(y), yeR™.

Les résultats de ce chapitre sont tirés de l’article en cours de préparation [I3]. L’approche
choisie pour faire I’analyse asymptotique de (1.10)), lorsque ¢ tend vers zéro, est similaire
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1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence Chapitre 1

a celle choisie pour I’étude du probleme , mais des difficultés supplémentaires appa-
raissent pour expliciter le probleme effectif. Elles sont essentiellement dues aux faits que
I'opérateur de diffusion —div,(b ® bV,) engendre un C° semi-groupe d’opérateurs tan-
dis que l'opérateur b - V, engendre un C° groupe d’opérateurs, et que la description des
propriétés de commutation entre les opérateurs div, (b®bV,) et divy(DV,) ne peut se ca-
ractériser aussi simplement que pour les opérateurs b-V,, et div,(DV,). Cela nous obligera
a travailler directement sur la formulation variationnelle associée a et a proposer
une formulation variationnelle effective. L’introduction d’un correcteur est une nouvelle
fois le point clé qui nous permettra d’obtenir un ordre de convergence. Ainsi, on identifiera
au Chapitre [4] des hypothéses sur b et D qui assurent que le comportement de la famille
(u®)e=0, lorsque € tend vers zéro, peut étre décrit de la maniere suivante

ut(t) = e_ng(t, )+ O(e) dans L. (R ; L*(R™)),

ou B = —div,(b®bV,), (e*TB)TG]R+ est le semi-groupe associé a 'opérateur B et v est la
solution d’un probleme effectif dont la description sera donnée en Section [1.5.1

On commence par préciser la définition du champ de diffusion effectif, introduit la premiere
fois dans [19], qui interviendra dans la description des problemes effectifs associés aux pro-
blemes et . Ce sera l’occasion d’introduire un certain nombre d’hypotheses, néces-
saires a l'existence d’un tel champ effectif, et notations qui seront d’un usage courant tout
au long de ce manuscrit. Ainsi, dans la Section [1.2.1] on motive la définition du champ de
matrices moyenné en effectuant une analyse asymptotique formelle du probleme , on
montre comment ce champ moyenné apparait dans ’analyse. La Section [1.2.2] présente les
résultats permettant de montrer 'existence d’un tel champ de matrices effectif et la Sec-
tion discute des hypothéses techniques nécessaires a ’existence d’un tel champ. Enfin,
les Sections [I.3] [I.4] et [I.5] détaillent respectivement les résultats qui seront démontrés aux

Chapitres et Ml

1.2.1 Analyse formelle
On rappelle que le probléme ((1.9) s’écrit, pour £ > 0

1
dput — divy (D(y)Vyu®) + - b(y) - Vyu® =0, (t,y)e Ry xR™
uf(0,7) = u(y), y e R™,

On suppose que le champ de vecteurs b est régulier a divergence nulle

be WoP(R™), divyb =0 (1.11)

ocC

et
3C >0tel que |b(y)| < C(1+ |y|), yeR™ (1.12)

Sous les hypotheses ci-dessus, le champ de vecteurs b posseéde un flot global régulier Y (s;y) €
Wiee (R x R™)
dY m m
1 — ¥ (s9), (s,y) eRxR™, Y(05y) =y, yeR™
Etant donné que le champ de vecteurs b est a divergence nulle, la transformation y € R™ —
Y (s;y) € R™ préserve la mesure de Lebesgue pour tout s € R. Le champ de matrices D
est composé de matrices symétriques définies positives. On choisit une condition initiale
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Chapitre 1 1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence

u™ € L?(R™), non nécessairement bien préparée, c’est-a-dire b - Vyuin = 0. Un premier cas
simple dans lequel ’analyse asymptotique du probleme peut étre réalisée est celui ou les
opérateurs b- V, et div,(DV,) commutent, i.e [b-V,, div,(DV,)] = 0. L’idée est d’effectuer
le changement de variable z = Y (—t/e;y), et donc de remplacer la famille (uf).~o par la
nouvelle famille (v%).~o donnée par

ut(t,y) = v°(t,2) = v°(t, Y (—t/e;y)), (t,y) e Ry x R™.

Sous les hypotheses de commutation ci-dessus, les nouvelles inconnues (v¢).~¢ satisfont

O —div,(DV,0%) =0, (t,z) e Ry x R™
v¥(0,2) = u®(2), zeR™.

Ainsi, v® ne dépend plus de ¢ et donc u® peut s’écrire comme la composée d’un profil v = v et
du flot associé au champ de vecteurs b/e. Les champs de matrices D qui assurent la propriété
de commutation sont caractérisés dans la proposition suivante

Proposition 1.2.1. On considére un champ de vecteurs da divergence nulle c € I/Vlifo(Rm),

a croissance au plus linéaire a Uinfini et A € L (R™, M, (R)) un champ de matrices.

1. Le commutateur entre l'opérateur de transport c -V, et Uopérateur de diffusion div,(AV,)
est toujours un opérateur de diffusion, et on a

[c- Vy,divy(AV,)] = divy([c, A]V,) dans D'(R™)

ot le champ de diffusion associé est défini par le crochet entre le champ de vecteurs c
et le champ de matrices A

[c, A] := (¢ V)A — dycA — Adyc dans D'(R™).

2. Les points suivants sont équivalents
(a) On a [c,A] =0 dans D'(R™).

(b) Pour tout s € R, on a G(s)A = A, ot la famille d’opérateurs linéaires (G(s))s,
agissant sur les champs de matrices, est définie par

(G()A)(y) = Y H(s; ) A(Y (s:9) '0Y "H(s39), (s,y) eRx R™. (1.13)

Dans le cas ou les opérateurs ne commutent pas, il semble préférable de ne pas réaliser
l'analyse asymptotique de la famille (u®).~0, mais plutot celle de la famille (v¥).~¢ définie
par

V(L z) = u(t, Y (t/e;2)), (t,2) e Ry x R™, &> 0. (1.14)

Le cas commutatif nous laisse espérer que la famille des fonctions v¢ sera stable méme lorsque
e tendra vers zéro. Ainsi, on fait le changement de variable z = Y (—t/e;y) dans (1.9), pour
tout € > 0, t € Ry, y € R™. Un calcul élémentaire nous ameéne au probléme de diffusion

{ 00 — div, (S(G(t/5)D)vZU6) =0, (t,z) Ry xR™ (1.15)

v5(0,2) = uf(0,2) = u(2), zeR™ >0

ol (G(s))ser est défini par (|1.13)), pour plus de détails voir ([2.7]) et (2.8)). Le nouveau probleme
(1.15)) est un probleme a deux échelles en temps, ou la variable de temps lente est ¢ et la
variable de temps rapide est s = t/e. On effectue une approche a deux échelles afin de
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1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence Chapitre 1

déterminer le modele effectif associé a ([1.15)). On pose le développement de Hilbert a deux
échelles suivant

v (t,2) = v(t,t/e, 2) +evt(t, t/e, 2) + ... (1.16)

On insere le Ansatz (1.16|) dans ([1.15) et par identification, selon les puissances croissantes
de €, on déduit les équations suivantes sur les différents profils

dsv =0 (1.17)

o — div,(G(s)DV,v) + v = 0 (1.18)

L’équation nous dit que le premier profil v ne dépend pas de la variable rapide s,
c’est-a-dire v = v(t, z). On espeére que le profil v est la limite de la famille (v¢)c.~0, lorsque ¢
tend vers 0. L’évolution, par rapport a la variable de temps ¢, de v serait donnée par
a condition de faire disparaitre le terme contenant le second profil v!. En fait, v! apparait
comme un multiplicateur de Lagrange qui assure qu’a tout temps t, le profil v vérifie la
contrainte d,v = 0. Dans le cas ot la variable rapide serait périodique, on éliminerait le profil
v! en prenant la moyenne sur une période. Sans hypothéses de périodicité, on utilise plutot

une moyenne en temps long qui nous amene au probleme

. . 1 ¢S m
v — div, .(hmg_ﬂroo 5§, G(s)D dsvzv> =0, (t,z)eRi xR (1.19)
v(0, z) = u™(2), zeR™
et le champ de diffusion effectif est donc formellement donné par
1 S
(D) = SEI-Ii—loo SL G(s)D ds. (1.20)

Bien entendu, on espére pouvoir montrer que la famille de fonctions v converge vers la
solution v du probleme . Ces résultats seront détaillés dans la Section Mais avant
toutes choses, on précise le sens a donner au champ de matrices et les propriétés
vérifiées par celui-ci. On introduit également un certain nombre d’espaces et d’hypotheses
qui seront utiles a tous nos développements.

1.2.2 Le moyenné d’un champ de matrices

On introduit maintenant les outils qui vont nous permettre de donner un sens et une
interprétation au champ de matrices moyenné . Pour cela, on utilise le Théoreme ergo-
dique de von Neumann basé sur la notion de C%-groupe d’opérateurs unitaires. Pour plus de
détails sur les CO-groupes, on peut se référer a I’Annexe

Théoréme 1.2.2 (Théoreme ergodique de von Neumann, voir (A.1.8)). Soit (G(s))ser un
C-groupe d’opérateurs unitaires sur un espace de Hilbert (H,(-,-)) et L son générateur infi-
tésimal. Alors pour tout x € H, on a la convergence forte dans H

S—+00

1 .
lim SL G(s)z ds = Projker(z)-
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Chapitre 1 1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence

Ce résultat nous amene a faire de nouvelles hypothéses sur le champ de vecteurs b qui assure-
ront I'existence d’un espace de Hilbert dans lequel la famille d’opérateurs linéaires (G(s))ser
sera un C%-groupe d’opérateurs unitaires; cet espace est un espace L? & poids. On suppose
I’existence d’un champ de matrices P associé a b tel que

tP=P, P(y)¢-£>0, EeR™{0}, yeR™, P71 PeLl} (R™) (1.21)
[b, P] =0, dans D'(R™). (1.22)
On introduit les espaces L? et L® & poids suivants
Définition 1.2.3. On considére lespace L? a poids, ot Q :== P!

Hg = {A : R™ — M, (R) mesurable : QY2AQY? € L2} ,
qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
A, B)g:=| (QY24QY?): (QY?BQY?) dy=| QA:BQdy, VA, Be Hp.
Q " e Q
La norme associée est notée |A|g. De maniére similaire on introduit l’espace de Banach
Hy = {A :R™ — M, (R) mesurable : QY2AQY? e LOO} ,

muni de la norme
Al = [Q2AQY? =

Afin de pouvoir définir un moyenné pour des champs non nécessairement L2, comme par
exemple des champs de matrices L (on peut penser aux champs constants), on introduit
également un espace type L120C. Pour y parvenir, on fait I’hypothese qu’il existe un fonction
continue v laissée invariante par le flot associé a b et dont la limite est infinie quand |y| tend
vers l'infini

e CR™), poY(s;:) =1 pour tout se R, lim 1(y) = +o0. (1.23)

ly[—-+c0

Etant donné que les ensembles {¢) < k}, pour k € N, sont des compacts invariants par le flot
de b, on introduit les espaces locaux

Hgoc = {A : R™ — M (R) mesurable : 1<, A € Hg pour tout k € N} .
Il est & noter que H, 220 C HQ 1oc- On définit des espaces similaires pour les champs de vecteurs.
Définition 1.2.4. Sous les mémes hypothéeses que dans la définition précédente, on définit
Xp = {c:R™ — R™ mesurable : P"?ce L?}

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(c,d)p:=| P(y):cly)®d(y) dy, Ve, de Xp,
Rm

et l’espace de Banach
XG5 ={c:R"™ - R"™ mesurable : Q2ce L®(R™)},

que l'on munit de la norme |C|X22€ = |QY2¢| .
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1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence Chapitre 1

Le résultat suivant précise, d'une part, que (G(s))ser est un CO-groupe d’opérateurs unitaires
sur Hg et, d’autre part, que le groupe (G(s))qer agit également sur Hg jo. et donc Hggo. Pour
toute fonction f = f(y),y € R™, on introduit la notation fs; = fs(z) pour la composée de f
avec la flot de b, fs = foY(s;").

Proposition 1.2.5. Supposons que les hypotheses (L.11)), (1.12), (1.21)), (1.22)), (1.23) soient
satisfaites.

1. La famille d’applications
A — G(s)A 1= Y (s; ) Ag T0Y ' (sy+) = 0Y (—s: Y (55 ) As 1OV (—8; Y (s5-))

est un CO-groupe d’opérateurs unitaires sur Hg.

2. Si A est un champ de matrices symétriques, alors il en est de méme pour G(s)A, pour
tout s € R.

3. Si A est un champ de matrices positives, alors il en est de méme pour G(s)A, pour tout
seR.

4. Soit S < R™ un sous ensemble invariant par le flot de b, c’est a dire Y (s;S) = S, pour
tout s € R. 8’il existe o > 0 tel que QV2(y)A(y)QV%(y) = aln,y € S, alors pour tout
seR on a QP (y)(G(s)A)()Q?(y) = alm,y € S.

5. La famille d’applications (G(s))ser opére sur Hqgoc, ce qui signifie que, si A € HQ oc,
alors G(s)A € HQ oc pour tout s € R. De plus, on a

1{¢§k}G(S)A = G(S)(l{wgk}A), Ae HQ,lom S € R, ke N.

Remarque 1.2.6. Les applications (G(s))ser ont également un comportement remarquable
dans lespace HY . Pour tout s € R, et tout Ae HZ, onaG(s)A € HY et |G(S)A|H%o = |A’H(?5;

voir (12.31)).

On introduit le générateur infinitésimal associé au groupe (G(s))ser

s—0 S

—A
L :dom(L) c Hy — Hg, domL = {A € Hp : 3 lim Gls)A—4 in HQ} (1.24)

et L(A) = lims_,o G(S):‘_A pour tout A € dom(L). On peut vérifier que C}(R™) < dom(L)
et que L(A) = [b, A] = (b-V,)A — d,bA — A '0yb, pour tout A € C}(R™). Les principales
propriétés de 'opérateur L sont précisées ci-dessous et sont des conséquences directes des

résultats rappelés en Annexe

Proposition 1.2.7. On suppose que les hypothéses (1.11)), (1.21), (1.22)) sont vérifiées.

1. Le domaine de L est dense dans Hg et L est fermé.

2. Le champ de matrices A € Hg appartient a dom(L) si et seulement si il existe C > 0
tel que
|G(s)A—A|g < Cls|, seR.

3. L’opérateur L est anti-adjoint dans Hg et nous avons la décomposition suivante : Hgy =

1l
ker L @ Range L, ou le noyau de l'opérateur L est donné par

ker(L) ={Ae Hg : G(s)A= A, seR}.
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Chapitre 1 1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence

Remarque 1.2.8. Lorsque l'on travaillera dans Hg joc, le générateur infinitésimal de (G(s))ser
L, qu’on notera toujours L, sera défini de la maniére suivante

G(s)(Lip<ryA) — LA .

Aedom(L) ssi 3 liIT(l] Hg, keN
§— S
! G 1 A 1 A
ey LA) = lim (s)( {wsk}s) I U K

Nous sommes maintenant en mesure de donner avec précision le sens de I’expression
obtenue lors de I’étude formelle du probleme dans le cas ou le champ de matrices D
appartient & Hg, mais aussi lorsqu’il appartient a Hg jo.. On précise également les différentes
propriétés du champ de matrices moyenné.

Théoréme 1.2.9. Supposons les hypothéses (L.11), (1.12)), (1.21), (1.22)), (1.23) vérifiées.
On note L le générateur infinitésimal associé au groupe (G(S))seRr-

1. Pour tout champ de matrices A€ Hg on a la convergence forte dans Hg

A= lim % JHS Y (=5;Y (5;-))A(Y (55-)) "0 (—=5;Y (55-)) ds = Proje, 1 A
' (G5 A) W)
uniformément par rapport a r € R.
2. Si A e Hg est un champ de matrices symétriques positives, alors il en est de méme
pour (A).
3. Soit S < R™ un ensemble invariant par le flot associé a b, ce qui s’écrit Y(s;S) = S
pout tout s € R. Si A e Hp est tel que

QP (WAWQ*(y) > alm, yeS,
pour un certain o > 0, alors on a
QY (y) (A QY (y) = aly, ye S
et en particulier, (A) (y) est définie positive pour tout y € S.
4. SiAe Hon HY, alors (Aye Ho n HY et
[Wlg < 1Alg, 1< lig < [Alus.

5. Pour tout champ de matrices A € Hg e, la famille

(] OV (s ¥ (s DAY (5:9) 0 (-5 Y (5:) is)

S5>0

converge dans Hg joc lorsque S tend vers Uinfini. Sa limite, noté (A), satisfait
Liy<ky CA) = <1{¢,<;€}A>, pour tout k € N

ou le symbole {-) d droite de ’égalité est l'opérateur de moyenne sur Hg. En particulier,
tout champ de matrices A € H¢y posséde un moyenné dans Hq oc et |(A) |ng0 < |A|ngo.
Si Ae Hgoc est tel que

Q2 (y)A)QY (y) = al,, yeR™,

pour un certain o > 0, alors on a

QY () (A (1)Q(y) = alm, yeR™

page 11



1.2 Modeles étudiés et résultats de convergence Chapitre 1

Remarque 1.2.10. La Proposition |1.2.1] et la caractérisation du noyau de l'opérateur L
de la Proposition nous donne une interprétation du champ de diffusion moyenné (A)
comme la projection du champ de diffusion initial A sur un ensemble de champ de matrices
de Hg qui assurent la propriété de commutation entre les opérateurs b -V, et divy(AV,).

1.2.3 Champs de vecteurs en involution

Dans cette partie, on revient sur les hypotheses et assurant I'existence d’un
espace de Hilbert dans lequel la famille (G(s))ser est un C°-groupe d’opérateurs unitaires
et ainsi, l'existence du moyenné d’un champ de matrices par le Théoréme de von
Neumann. On introduit une condition suffisante a l'existence d’un champ de matrices P
vérifiant et a travers l'existence d’une base de champs de vecteurs, tels que
la dérivée le long de ces champs commutent avec la dérivée le long de b. De tels champs
sont appelés champs « en involution »avec b. L'intérét de tels champs, en plus d’impliquer
Iexistence d’un champ P vérifiant et , est de nous permettre d’obtenir de la
régularité dans le cas de ’étude du probleme parabolique avec terme de transport raide .
On commence par caractériser les champs de vecteurs ¢ qui sont en involution avec b. De
maniere tout & fait similaire & la Proposition on a

Proposition 1.2.11. On considere un champ de vecteurs a divergence nulle b € Wlifo (R™),

a croissance au plus linéaire da l'infini et c € L}OC(Rm,Rm) un champ de vecteurs.

1. Le commutateur entre les opérateurs de transport b -V, et ¢ -V, est toujours un
opérateur de transport, et on a

[b-Vy,c-Vy] =1[bc] -V, dans D'(R™)

ot le champ d’advection associé est défini par le crochet entre les champs de vecteurs b
et c
[b,c]:=(b-Vy)c—0oybc dans D'(R™).
2. Les points suivants sont équivalents
(a) On a[c,b] =0 dans D'(R™).
(b) Pour tout s€ R, on a c(Y(s;y)) = Y (s;y)c(y), y € R™.

De maniere plus précise, on suppose 'existence d'un champ de matrices R vérifiant

{ det R(y) # 0, ye R™, Re LL (R™) (1.25)

(b-Vy)R + Ryb = 0 dans D'(R™).

Dans ce cas, les vecteurs colonnes du champ de matrices R~! forment une base de champs de
vecteurs en involution avec b. En effet, ’équation satisfaite par R dans ([1.25]) est équivalente
a R(Y(s;y))0Y (s;y) = R(y), pour (s,y) € R x R™, qui s’écrit également

R(Y(s39)) = Y (ss)R ' (y), (s,y) e R x R™. (1.26)

D’apres la Proposition [1.2.11] les vecteurs colonnes b;, 1 < ¢ < m, sont en involution avec le
champ b. De plus, ils forment en tout point, ¥ € R™, une base de R™. On fera les hypothéeses
supplémentaires suivantes concernant la régularité des champs de vecteurs b;

7

N

m,

- (1.27)
Ci(1+yl), yeR™,

<
<

by e Wil (R™), divyb; € L*(R™), 1
Vie {1,..,m}, 3C; > 0 tel que [b;(y)|
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Chapitre 1 1.3 Analyse asymptotique d’un probleme parabolique avec transport raide

ce qui garantit 'existence d’un flot global Y;(s;y) € W'li)’COO(R xR™) pour i € {1, ...,m}. En fait,

on peut montrer que I’hypotheése (1.25) implique les hypotheses (1.21)), (1.22) concernant le

champ de matrice P. En effet, en posant Q = 'RR,P = Q™! = R~' 'R™!, on peut montrer
que les hypotheses , sont vérifiées. On ne détaille ici que le second point ,
pour le premier on pourra se référer a la Section Ainsi P(y) est symétrique, définie
positive, de carré localement intégrable ainsi que son inverse Q = P~!, et grace a , on
a

P(Y(s;y)) = R'(Y(s;9) 'R ( (s:9))
— Y (s;y)R(y) 'R (y) 1Y (s;y)
= Y (s;y)P(y) "0Y (s;)

ce qui signifie que [b, P] = 0 dans D'(R™) cf. Proposition Sous les hypotheses (1.25)),
les espaces Hg, H&O peuvent étre réécrits

Hg ={A:R"™ - M,,(R) mesurable : R A'Re L*(R™)},

HE = {A:R™ — My, (R) mesurable : R A'Re L*(R™)}.

1.3 Analyse asymptotique d’un probleme parabolique avec
transport raide

Les résultats de convergence présentés dans cette section ont fait I’objet de la publication
[14]. On suppose que les hypotheses (1.25]) et (1.27) sont vérifiées. De plus, on suppose que
les champs de vecteurs b et de matrices D vérifient les hypotheéses supplémentaires

DeHF, be X
1/2 1/2 m (1.28)
Ja>0 tel que @/ (y)D(y)Q""(y) = alm, yeR™,
ou Q = 'RR et les champs de vecteurs by, ..., b,, sont les colonnes du champ de matrices

R~!. L’analyse asymptotique du probléme (1.9) est décomposée en deux résultats. Le pre-
mier montre que la famille de solutions (v¥).~¢ du probléme ([1.15]), converge fortement dans
L (R4 L?(R™)) vers la solution v du probléme

{ O —div.((D)V,v) =0, (t,z) e Ry x R™ (1.29)

v(0,2) = u™(2), zeR™.

Cela nous permet de décrire le comportement asymptotique de la famille (u®).~¢ en terme de
composée d’un profil fixe v et du flot associé au champ de vecteurs b. En effet, en effectuant le
changement de variable on peut écrire, grace a la préservation de la mesure de Lebesgue
par le flot Y (s;-), que

lim () = o(t, Y (=¢/e3) g2 = lim [0 (8,.) = o(t..) |2 = 0. (1.30)
uniformément par rapport a t € [0,7], pour tout 7' € R;. Le second résultat montre, a
I’aide d’hypothéses supplémentaires, comment la construction d’un correcteur nous permet
de préciser un ordre pour la convergence | - Les solutions des problemes ((1.15) et -
sont a comprendre au sens variationnel, a ce titre on introduit le cadre fonctlonnel associé,
pour plus de détails concernant 'existence et 'unicité de telles solutions, voir I’Annexe @

page 13



1.3 Analyse asymptotique d’un probleme parabolique avec transport raide Chapitre 1

On introduit lespace de type Sobolev suivant sur R™, les champs b; étant définis par les

hypotheses ([1.25]) et -

Hf, := () dom(b; - V) = {ue L*R™) : b;- Vyue LAR™),Vie {1,...,m}}.
=1

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)sz dy—I—ZJ (bi - Vyu)(b; - Vyv)dy,uveHR

De méme, on notera

Hp o= {ue L*(R™) : b; - V,(b; - Vyu) € L*(R™),Y(4, ) € {1, ...,m}*}.

1.3.1 Premier résultat de convergence

On cherche & prouver que la famille (v°).~¢ de solutions variationnelles du probléme
(1.15)) converge en un sens fort, lorsque €, vers la solution variationnelle du probleme .
La méthode consiste a effectuer le passage a la limite dans la formulation variationnelle, puis
a montrer que la convergence obtenue est forte. La difficulté principale lors du passage a la
limite, lorsque € tend vers zéro, dans la formulation variationnelle de , réside dans le
terme intégral

+00
J G(t/e)DV v° - V. dzdt (1.31)
0 Jrm

ot @ est un élément de C}(R,, H}). La variable rapide s = t/e étant supposée non né-
cessairement périodique, ce passage a la limite nécessite un résultat de convergence a deux
échelles non périodique. Le résultat général suivant (Proposition est utilisé dans le cas
particulier ot w® = V,v¢ € L2([0,T]; Xp), avec € > 0
Proposition 1.3.1. Soit T' un nombre réel positif. On considere D € Héo un champ de ma-
trices symétriques et W,, = C([0,T]; Xp) un sous ensemble borné de L*([0,T]; Xp) composé
de fonctions admettant le méme module de continuité w : [0,T] — Ry dans C([0,T]; Xp),
c’est a dire

lwt) —wt)|p <w(t —*t)), t,t' €[0,T], we W,
avec w croissante et limy gw()\) = 0. Alors pour toute famille (w”)g=g = W, convergeant
faiblement dans L?([0,T]; Xp) vers w® lorsque B\, 0, on a

T
lim ffm (t/2)D W’ (1) - ()dzdt:f Dyul-swasar (132

(B,6)—(0,0) 0
pour tout 0 € L2([0,T]; Xp).
Les points clés de ce passage a la limite sont les suivants

1. La combinaison de la convergence forte de la famille ( So s)D ds) o lorsque S —
S>
+00, dans Hg 1oc, et de la convergence faible de la suite de (Vzv )e=0, lorsque € \ 0,
dans L%([0,T]; Xp), T € R,

2. Une étude de régularité nous assurant que les éléments de la famille (V,v%).~¢ sont,
d’une part inclus dans C([0,T]; Xp) et d’autre part possedent un méme module de
continuité.
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De telles estimations sont obtenues, sur les fonctions u® solutions de gréce a la connais-
sance d’une base de champs en involution avec b, voir les hypotheses et - On
peut alors vérifier que la régularité de la condition initiale u'™ € H R est propagée au cours du
temps le long de ces champs. En prenant la dérivée de 1’équation le long d’une direction
b; en involution, on a

04(b - Vyus) — divyy (D(y)Vy (b - Vyus)) + %b -V, (bi - Vyu) = [bi - Vy, divy (DV,)]us. (1.33)

Le point clé permettant d’obtenir cette égalité est que les champs b; assurent ’annulation du
terme instable X 2[6-Vy, b;- V], pour tout 1 < i < m. L’égalité d’énergie associée a (1.33) nous
donnera alors des estimations sur la quantité b;-Vyu®, le terme %b~Vy(bi-Vyu5 ) s’annulant par
anti-symétrie de I'opérateur b-V,. On peut également faire des estimations similaires sur les
dérivées secondes de u¢ le long des champs b;, en choisissant une condition initiale u™™ e H12%-
L’hypothese supplémentaire suivante est nécessaire pour estimer les terme [b; - V, b; - V Ju®

[bi,bj] = > abiby, afy e LP(R™), 5,k € {1,...,m}. (1.34)
k=1

Toutes ces estimations sont détaillées aux Propositions et Pour les démonstra-
tions associées, voir I’Annexe [Bl Enfin, par un changement de variable, on peut vérifier que
les fonctions v® vérifient les mémes estimations que les fonctions u®, pour plus de détails sur
ce point voir la Remarque [2.4.3] On peut donc déduire de la Proposition [I.3.1] que la famille
(v%)e=0 des solutions variationnelles du probleme (1.15) converge faiblement x vers v la so-
lution variationnelle de dans L®([0,T]; L3(R™)), lorsque ¢ tend vers zéro. De méme,
la suite (V,v)e=0 converge faiblement vers V,v dans L?([0,T]; Xp). On cherche maintenant
a montrer des résultats de convergence forte. Le comportement, au sens fort, d’une suite
d’éléments de L%([0,T]; Xp) est décrit par la proposition suivante (Proposition

Proposition 1.3.2. On suppose les mémes hypothéses qu’a la Proposition [1.5.1)

1. Sile champ de matrices D est positif alors

T
f (DY wO(t) - w(t) dzdt < hm 1nf G(t/e)Dw?(t) - w(t) dzdt.

2. 51 (w5)5>0 converge fortement dans L*([0,T]; Xp) vers w® lorsque B\, 0 (I’existence
d’un module de continuité w dans C([0,T]; Xp) pour la famille (w®)g=o n'est pas né-
cessaire) alors

T

lim JT Gt/e)Dwh () - wi(t) dz dt — f (D wP(t) - w(t) d dt.
-

(575)_)(070) 0 0 Rm™

3. S’il existe un o > 0 tel que QY2DQY? > al,, et

lim sup J IRmG (t/e)DwP(t) - wP(t) dzdt < f f (DY w°(t) - w(t) dz dt

(B,6)—(0,0)

alors la famille (w”)g=o converge fortement dans L*([0,T]; Xp) vers w® quand B\, 0.

Grace aux ’hypotheses ((1.28]), on peut appliquer la Proposition dans le cas particulier de
la suite w® = V0%, ot ¢ > 0. Cela implique la convergence forte de la famille (V,v%).~¢ dans
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1.3 Analyse asymptotique d’un probleme parabolique avec transport raide Chapitre 1

L3([0,T]; Xp) vers V,v. La convergence forte de la famille (v¥).~o dans L (R, ; L?(R™)),

loc
lorsque € tend vers zéro, est alors une simple conséquence de la convergence forte de la famille

(V.0%)e=0. En effet, en soustrayant (1.15)) et (1.29)), on peut estimer la différence entre les
fonctions v¢ et v. L’égalité d’énergie associée pour tout t € R, est

3100 = vy + | [ G/ODIVA () = V()] V() dr

t
[ [ D 19t - et Vet ar =0,
0 m
ce qui implique que
H(’UE _ ’U)(t)H%Q < Q‘D’H&CHszS — VZU”LQ([O,T];XP)(HVZUEHLZ([O,T];XP) + HVZUHLQ([O,T];XP))-

A T’aide des estimations uniformes sur la famille (V,v%).~¢ évoquées ci-dessus et de la conver-
gence forte dans L2([0,T]; Xp) de la famille (V,v)c~o vers Vv, lorsque ¢ tend vers zéro, on
arrive au premier résultat (Théoréeme [2.2.7))

Théoréme 1.3.3. On suppose que les hypothéses (1.11)), (1.12f), (1.23), (1.27)), (1.28]), (1.34)
sont vérifiées ainsi que toutes les hypothéses de régularité de la Proposition[2.4.5. On suppose
que u™ € H% et on note (uf).=o les solutions variationnelles de (1.9) et par (v°)e=q les
fonctions

V(L z) = u(t, Y (t/e;2)), (t,2) e Ry x R™, &> 0.

Alors la famille (v¥)e=o converge fortement dans L (Ry; L2(R™)) wvers l'unique solution

variationnelle v € L*(Ry; L2(R™)) de (1.29). De plus (V,v%)e=o converge vers Vv dans
L} (Ry; Xp) quand € tend vers 0. La convergence forte de (v°)e=o dans L, (R; L?(R™)),
lorsque € tend vers 0, reste vraie pour toute condition initiale u'™ € L?(R™). On peut également

exprimer ces résultats pour la famille (u®)e=0, ce qui nous donne que pour tout T € Ry, on a
tim (¢, ) — o, ¥ (~t/2: )] g2y = 0.

et
T

lim | [Vyu(t,-) = Vyo(t, Y (—t/e; MN|% dt = 0.
E—> 0

1.3.2 Second résultat de convergence

Le Théoréme donne une description du comportement asymptotique de la famille
(uf)e>0, en un sens fort, lorsque ¢ tend vers zéro, comme la composée du profil v avec le
flot Y(—t/e;-). Sous des hypotheéses supplémentaires, on précise un ordre de convergence
pour ce résultat. En fait, 'analyse formelle réalisée sur la famille (v).~¢, voir la Section
et I’Ansatz , nous laisse espérer un ordre de convergence en O(e). L’introduction
d’un correcteur nous permet d’y parvenir. Afin de déterminer ce correcteur, on propose de
poursuivre l'analyse formelle entamée & la Section [I.2.1] On fait I'hypothése qu’il existe un
champ de matrices régulier C' tel que

D = (D) + L(C). (1.35)

On rappelle que le générateur infinitésimal L, associé au C°-groupe (G(s))ser, est anti-adjoint
sur Hg. Cela implique que Range(L) = (ker(L))*, et donc qu’en régle générale D — (D) €
Range(L) et non pas a Range(L). L’équation (1.18]) obtenue formellement s’écrit

dpv — div,(G(s)DV.v) + d,0' = 0.
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A Taide de ((1.35]), on obtient
dsv! = —(8w — div,({(D) V,v)) + div,(G(s)L(C)V,v).

Or, v étant solution de I’équation de diffusion associée au champ de matrices (D), on obtient
apres intégration par rapport a la variable s que, pour tout (t,s,y) € Ry x R x R™

vl(t,s,9) — v (t,0,y) = div, <UO G(T)L(C) dT} Vzv> :

Le choix de v! pouvant étre réalisé & une constante prés par rapport & la variable s, on peut
considérer sans perte de généralité que v!(t,0,y) = 0, pour tout (t,y) € Ry x R™. Enfin, par
définition du générateur infinitésimal associé au groupe (G(s))ser, On a

JS G(t)L(C)dr = J‘S % {G(r)C} dr = G(s)C — C,
0 0

ce qui nous ameéne & I'expression du correcteur v!(t, s,y) = div,(G(s)CV,v) — div,(CV,v),
pour tout (t,s,y) € Ry x RxR™. On peut bien donner un sens a ce correcteur sous la condition
que v soit suffisamment régulier. L’étude de la régularité de la fonction v est effectuée dans
les Propositions et Enfin, une estimation de la norme L? de la fonction v — v —
ev!, assujettie & des hypotheses de régularité sur le champ de matrices C' détaillées dans le

Théoreme nous amene au résultat de convergence suivant (Théoreme [2.2.9))

Théoréme 1.3.4. On suppose que les hypothéses (1.11)), (1.12)), (1.23)), (1.27)), (1.28]) sont
vérifiées. De plus, on suppose que la solution v du modéle effectif est suffisamment réguliére
et qu’il existe un champ régulier de matrices C, tel qu’on ait la décomposition

D =(D)+ L(C).

On note (uf)e=o les solutions variationnelles de (1.9). Alors pour tout T € R, il existe une
constante Cp telle que

sup |u®(t, ) —v(t,Y(—t/e;-)) — Evl(t,t/s, M r2@my < Cre
te[0,T]

T 1/2
<J IV, ul(t, ) — Vyo(t,Y(—t/e; ) — eVyul(t,t/e, )P dt) < Cre.
0

Remarque 1.3.5. L’hypothese (1.35)) implique que Uopérateur div,(DVy) se décompose de
la maniére suivante

divy(DV,y) = divy({D) V) + divy(L(C)V,)
= divy((D) Vy) + [b- V,,div,(CV,)].
Ainsi, il existe une décomposition de l'opérateur divy,(DV,), par rapport d lopérateur b -
Vy, comme la somme d’un opérateur commutant avec b -V, et dun commutateur associé

a lopérateur b - V,. Cette remarque nous servira a généraliser 'approche présentée dans la
partie [1.3.3 dans le cadre des équations de diffusion fortement anisotrope.

Au précisera au Chapitre [ des perspectives a ces travaux.

page 17



1.4 Méthode numérique pour le calcul d’un champ de matrices moyenné Chapitre 1

1.4 Meéthode numérique pour le calcul d’un champ de ma-
trices moyenné

Cette section résume les résultats tirés de l'article soumis [I2] et présentés en détails
dans le Chapitre 3] Le but est de proposer une méthode numérique permettant de calculer
le champ de matrices moyenné (D), associé & un champ de matrices D donné. L’intérét d’un
tel calcul sera de nous permettre d’étudier, d’un point de vue numérique, le comportement
des solutions du probleme , lorsque ¢ tend vers zéro, en calculant directement la solu-
tion du probléme homogénéisé. L’erreur commise entre la solution du probléme homogénéisé
composée avec le flot associé a b et une solution donnée du probleme raide, pour ¢ petit mais
fixé, est fourni par le Théoréme de convergence Cette approche nous permet de ne
pas avoir & calculer numériquement les solutions du probléme raide qui est fortement
contraint par le parametre ¢. Il existe de nombreuses autres approches permettant d’étudier
numériquement les problémes faisant intervenir des échelles disparates. On peut citer le tra-
vail de Crouseilles, Lemou et Vilmart [34], traitant les problémes paraboliques multi-échelles.
On peut également citer les travaux de Chartier, Crouseilles, Lemou et Méhats, [33] et [34],
concernant 1'utilisation d’une méthode numérique d’uniforme précision, pour ’étude de pro-
blemes de type cinétique, Schrodinger ou encore Klein-Gourdon. L’ensemble de la méthode
proposée ici est basé sur le fait que le champ de matrices moyenné (D), associé a un champ
de matrices D donné, peut étre explicité grace a la moyenne ergodique le long du groupe
(G(8))ser de la maniére suivante

1 S
(D) = SET% g L G(s)Dds.
La méthode consistera & calculer numériquement le champ de matrices G(s)D, pour s € R,
puis & calculer la moyenne ergodique a I’aide d’une méthode de quadrature. Le calcul des
champs G(s)D, s € R, est issu du fait que le générateur infinitésimal associé au groupe
(G(s))ser peut étre décrit comme un opérateur de transport agissant sur les champs de ma-
trices. En effet, au moins pour tout champ D € C}(R™, M,,(R)), le générateur infinitésimal
L du C°-groupe (G(s))ser est donné par

L(D) = [b,D] = (b-Vy)D — 0,bD — D"'0,b.

Or, le champ de matrices G(s)D, pour s € R, est lié au générateur infinitésimal L du C°-
groupe (G(s))ser a travers la relation

%G(S)D =L(G(s)D), seR

G(0)D = D.

Il suffit donc de résoudre le probléme de transport sur les champs de matrices A(s,y) :=
(G(s)D)(y), (s,y) e R x R™

;A(S, y) = (b Vy)A(s,y) — oyb(y) As,y) — Als,9) "0yb(y), (s, y) e R x R™
s (1.36)
A(O7y) = D(y)v yeR™.

La résolution de cette équation sera effectuée a ’aide d’une méthode semi-Lagrangienne, voir
[41]. Ces méthodes sont inconditionnellement stables, d’ordre arbitrairement élevé et sont
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moins diffusives que les schémas Eulériens, comme par exemple le schéma upwind. L’uti-
lisation d’une méthode numérique peu diffusive semble nécessaire au calcul en temps long
de la quantité G(s)D. C’est cette remarque qui nous a incité a utiliser un schéma de type
semi-Lagrangien. D’autre part, ce choix nous permet d’utiliser une méthode d’ordre élevé,
quatre en pratique, ce qui nous permet de ne pas avoir a choisir une résolution trop fine
en espace ou en temps. Le schéma semi-Lagrangien utilisé pour la résolution de est
détaillé a la Section [3.3.2] et il est testée sur plusieurs exemples dans la Section On
présente ici les résultats obtenus pour le champ de vecteurs Hamiltonien en dimension deux

b(y1,y2) = (0y, H(y), =0y, H(y)), pour tout y = (y1,y2) € R2, avec

1 1 1
H(y) = zyi + 295 + =v1y2, vy = (y1,92) € R

2 2 2
Le champ b vérifie bien les hypotheses (1.11)) et (1.12). La fonction H est une intégrale
premiére coercive associée a b, ainsi 'hypothese ((1.23) est également vérifiée. Les courbes
caractéristiques associées au champ b sont des ellipses et le flot associé peut étre facilement
explicité. On consideére le champ de matrices

_ (3+cos(k(yf —93))  cos(yf — 2u2) _
D(y) = ( sin (2, — y5) 3+ sin(k(y? — 1)) avec Kk = 25.

On cherche a approcher numériquement le champ (D). Dans cet exemple, le fait que le flot
puisse étre explicité nous permet également d’expliciter le groupe G(s)D a travers ’expression
, pour s € R, et ainsi le moyenné exact (D). L’erreur L? relative commise entre la
solution exacte et le moyenné approché, donné par le schéma semi-Lagrangien d’ordre quatre
en temps et en espace, est précisée dans Figure D’autres exemples de calcul de champs

Calcul de (D)

T T T

—e— Erreur L2

102
1073
10~*

Erreur

10~°
1076

10—7 L1l L1l
102 1071

FIGURE 1.1 — Erreur L? lors de I'approximation de (D)

de matrices moyennés sont donnés dans le Chapitre [3] En particulier, un exemple de champ
de matrices moyenné par rapport a un champ de vecteurs b pour lequel le flot ne peut pas
étre calculé explicitement est présenté. Enfin, on étudie le comportement asymptotique de la
famille (u®).~o solutions de (1.9) & travers le calcul numérique du profil v qui est solution
du probleme parabolique effectif associé au champ de diffusion (D). Une estimation
de lerreur commise par cette approximation est donnée par le Théoréme [1.3.4] On vérifie
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dans la Section que Pordre de convergence donné par le Théoreme est bien retrouvé
numériquement. Pour cela, on précise une méthode permettant le calcul d’une solution de
référence au probléme et une solution de référence au probléme . La solution
de référence au probléeme est calculée a l'aide d’'un schéma type splitting combinant
une méthode semi-Lagrangienne, pour la résolution de I'opérateur de transport raide, et un
schéma, différences finies, pour 'opérateur de diffusion. L’équation de diffusion anisotrope
, ayant pour solution le profil v, est résolue a l'aide d’'une méthode différences finies. En
perspective de ces travaux, d’autres méthodes pour le calcul numérique du champ de matrices
moyenné sont présentées dans le Chapitre

1.5 Analyse asymptotique d’un probleme de diffusion forte-
ment anisotrope

Les résultats présentés dans cette section, et qui seront détaillés au Chapitre [ sont
l'objet de l’article en cours de préparation [I3]. Dans ce chapitre, on présente un résultat
concernant I’analyse asymptotique de ’équation de diffusion fortement anisotrope . On
choisit un champ de vecteurs b régulier a divergence nulle vérifiant et ((1.23)), un champ
de matrices symétriques D régulier. On considére les opérateurs B = —T2 et T = div,(-b),
de domaine respectif

dom(7) = {ue L*(R™) : div,(ub) € L*(R™)}
et
dom(B) = {u e dom(T) : Tue dom(T)} = L*(R™).

Etant donné que le champ b est a divergence nulle, on utilisera également 1'écriture b - V,
pour l'opérateur 7. On peut réécrire le probleme ((1.10|) sous la forme

1
{ O = divy(D(y)Vyu) = 2B =0, (t,y) € Ry xR™ (1.37)

ug(ov y) = uin(y)’ ye R™.

De plus, on suppose que les champs de vecteurs b et de matrices D vérifient les hypotheéses
suivantes

DeHY, be X5
{ @ Q (1.38)

Ja>0 tel que QV%(y)(D(y) + b®by)QY*(y) = al,, yeR™.

Tout comme dans ’étude du probleme ([1.9)), les solutions seront & considérer au sens varia-
tionnel, on fixe le cadre fonctionnel dans lequel les résultats seront écrits. On introduit ’espace
de Sobolev H ]13 construit sous I’hypothese qu’il existe un champ de matrices P vérifiant ([1.21))

et ([1.22]), on pose
Hp ={ue L*(R™) : V,ue Xp}.

C’est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire

ol = [ wr@ay+ [ PO Vedy woe b,

m

La forme bilinéaire associée & la formulation variationnelle du probleme (|1.37)) s’écrit de la
maniere suivante

1
a*(u,v) = | D(y)Vu-Vody+ EJ (b-Vu)(b- Vo) dy, u,ve Hp.
]Rm m
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Avec cette notation, la formulation variationnelle du probleme (|1.37)) s’écrit

uf(0) = u'®, % ]Rmua(t,y)cp(y) dy + a®(u(t), ) = 0 dans D'(R,), ¢ € Hp.

Le caracteére bien posé d’un tel probleme est une conséquence du Théoréme et de
I’hypothese de coercivité donnée en . Une analyse asymptotique de ce probleme a été
réalisée par Bostan dans [19], ou il a été montré que la famille des solutions variationnelles
(uf)e>0 du probléeme converge faiblement * dans L (R ; L?(R™)), lorsque ¢ tend vers
zéro, vers la solution variationnelle d’un probléme parabolique ayant pour champ de diffusion
(D) défini par (L.20)). Cette convergence a lieu pour toute donnée initiale u'™ € L?(R™), non
nécessairement bien préparée. La condition initiale est dite bien préparée si elle est constante
le long du flot associé au champ de vecteurs b, c¢’est-a-dire si Tu'™ = 0. Précisément, le résultat
montré dans [19] est le suivant

Théoréme 1.5.1. On suppose que et sont vérifiées. On suppose également
que le champ de vecteurs b et le champ de matrices D vérifient les hypothéses ,
et . On considére une condition initiale u™ € L*(R™). On note par u¢ la solution
variationnelle du probléme et v la solution variationnelle de

o —divy((D)Vyv) =0, teRy, yeR™, (1.39)

v(0,y) ={u™) (y), yeR™ (1.40)

ot (D) est défini par (1.20) et <uin> est la projection orthogonale de u™ sur Ker(T), dans
L?(R™). On a alors les convergences

liH(l) uf =v faiblement x dans L°(R; L*(R™)),
E—>

lir% Vyuf =Vyv  faiblement dans L*(R; L*(R™)).
E—>

Ce résultat repose sur 'introduction des hypotheses et permettant la définition
du moyenné d’un champ de matrices, mais ne nécessite pas les hypotheses plus fortes .
En effet, ces hypotheses ont été introduites dans le cadre de I'analyse asymptotique du pro-
bleme afin d’obtenir des estimations de régularité sur la famille (u®).~0, essentiellement
afin de pouvoir comprendre le comportement du terme double échelles et de pouvoir
obtenir les résultats de convergence forte avec ordre de convergence du Théoreme L’ap-
proche multi-échelle n’est pas présente dans la démonstration du Théoreme [I.5.1] qui repose
uniquement sur l'utilisation de méthodes de projection. Cela explique que les convergences
obtenues soient faibles et que la recherche d’estimations de régularité ne soit pas nécessaire.

1.5.1 Résultat de convergence forte

Dans le Chapitre [4, on présente une amélioration du Théoreme [I.5.1] en décrivant le
comportement de la suite (u)e~, lorsque ¢ tend vers zéro, en un sens fort avec un ordre
de convergence. Tout comme dans 1’étude du probleme parabolique avec termes de transport
raide , on cherche a tenir compte des oscillations rapides, ici produites par 'opérateur
de diffusion anisotrope %B. La prise en compte du phénoméne multi-échelle va nous per-
mettre de préciser le comportement des solutions variationnelles de , lorsque ¢ tend
vers zéro. L’idée, tout comme pour I’étude du probleme , est d’essayer de décrire le
comportement des solutions de comme la composée d’un profil fixe v, solution va-
riationelle d’un probleme effectif a déterminer, avec le groupe d’opérateurs tenant compte
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de V’échelle rapide. Dans le cas de I’équation ((1.9), on a obtenu le résultat de convergence
ut(t) = e_gTv(t) + O(e) dans LY (R ; L2(R™)), ot v solution du probléme effectif (1.29).

loc

Dans le cas de 1’équation , on cherche un profil v, ainsi que le probleme effectif associé,
tel que u®(t) = e_ﬁgv(t) + O(e) dans L (Ry; L2(R™)). 1l est & noter que l'opérateur 13
n’engendre pas un groupe mais un semi-groupe d’opérateurs. La recherche d’un tel probléeme
effectif est plus délicate que dans le cadre du probleme . En effet, le fait que le probleme
effectif associé a apparaisse comme un nouveau probléeme de diffusion, dont le
champ de diffusion est décrit comme la projection du champ initial D sur I’ensemble des
champs A tels que [T,divy(AV,)] = 0, repose sur la Proposition Cette proposition
indique que le commutateur d’un opérateur de transport et d’un opérateur de diffusion est
encore un opérateur de diffusion, dont le champ de diffusion peut étre explicité. De plus, une
caractérisation des champs de diffusion assurant I’annulation de ce commutateur est proposée
a laide d’un groupe d’opérateurs. Le champ de diffusion effectif associé au probleme ([1.9))
apparait alors comme une moyenne ergodique le long de ce groupe, et son existence est assuré
par lintroduction des hypotheses et . Cette caractérisation simple en terme de
groupe d’opérateurs ne se retrouve pas dans ’étude du probleme . En effet, le commu-
tateur de deux opérateurs de diffusion n’est plus un opérateur de diffusion, mais un opérateur
d’ordre trois. Une caractérisation simple des champs de matrices A assurant ’annulation du
commutateur [B,div,(AV,)] n’a pas pu étre mise en évidence. En fait, une approche plus
générale, basée sur une décomposition de l'opérateur de diffusion div,(DV,), permet d’ob-
tenir directement un résultat de convergence forte avec un ordre de convergence, a condition
de mettre en évidence un correcteur. L’esprit de cette méthode est a rapprocher de I’étude
réalisée dans le Théoreme [I.3.4] et la Remarque [I.3.5] Afin de motiver cette approche, on se
propose de traiter I’analyse asymptotique d’un probleme en dimension finie.

Remarque 1.5.2. [l est intéressant de constater que l'approche faite pour l'analyse asymp-
totique du probléeme (1.9)), peut étre réalisée de maniére similaire dans le cadre d’un probléme
de transport possédant des termes de transport raide. Un tel probléme s’écrit

1

ot + a(t,y) - Vyus + — Tu® =0, (t,y) e Ry xR™

. €
u(0,y) = u™(y), yeR™,

ot a est un champ de vecteurs régulier et u'™ € L2(R™). Le commutateur de deuz opérateurs
d’ordre un est encore un opérateur d’ordre un et une caractérisation des champs de vecteurs
¢ qui annulent le commutateur [T,c- V], d Uaide d’un groupe d’opérateurs agissant sur les
champs de vecteurs, est donné par la Proposition [1.2.11 On peut montrer que

w(t) = e =Tu(t) + O(e) dans LE.(Ry; L2(R™)),

ou v est la solution d’un probleme de transport effectif, dans lequel le champ de transport
effectif apparait comme la projection du champ a sur un ensemble des champs de vecteurs c
assurant 'annulation du commutateur [T, c - Vy]. Une interprétation ergodique de ce champ
de vecteurs effectif est possible grace au Théoréme de von Neumann [1.2.2. Pour tous les
détails concernant cette étude, voir [1§].

Cas de la dimension finie

Soient A, B € M,,(R) deux matrices réelles, on suppose de plus que B est symétrique,
positive et € > 0. On considere le probléme

d 1
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uf(0) = u™ e R™. (1.42)

Dans le cas ou les matrices A et B commutent, c’est-a-dire BA— AB = Ot, on voit facilement
que e ™ BA = Ae "B 7 € R, et un calcul direct nous montre que t — e:zPue (t) satisfait au
probleme

d
&v + Av(t) =0, te R, (1.43)
v(0) = u™ e R™. (1.44)
On obtient une formule faisant intervenir les matrices commutantes e 4 et e~ ™5

B : t t .
eTHATD Y — f (1) = e Bu(t) = e = Be U, te Ry, >0,

ce qui nous permet de décrire le comportement de la famille (u®).~o & 'aide de la solution
du probleme , , et du semi-groupe (e7"P).cg,. Dans le cas ou les matrices A
et B ne commutent pas, on cherche a décomposer la matrice A en deux parties, I'une qui
commute avec la matrice B, et I'autre s’écrivant comme un commutateur associé a la matrice
B. Précisément, on cherche deux matrices M et N telles que la décomposition suivante soit
vérifiée

A=M+[B,N] et [B,M]=0. (1.45)
Cette décomposition est motivée par ’étude réalisée dans le Théoréme et la Remarque
[1.375] Une méthode pour construire les matrices M et N est proposée & la Section [£.2] celle-
ci est basée sur 'introduction des sous espaces propres associés a la matrice B. On peut
montrer que la décomposition est unique, que M est une matrice symétrique et N
antisymétrique, voir la Section pour plus de détails. A T'aide de @, on peut décrire
le comportement asymptotique des solutions du probleme , @D, lorsque ¢ tend vers
zéro. On effectue ici une analyse asymptotique formelle du probleme (|1.41)). Tout comme
pour le Théoreme le point clé pour obtenir un ordre de convergence est 'introduction
d’un correcteur. On utilise le développement formel a deux échelles suivant

uf(t) = u(t,t/e) + eul(t,t/e) + ...
En injectant cet Ansatz dans ((1.41]), on est amené a
oru(t,7) + Bu(t,7) =0 (1.46)

du(t, 7) + Au(t, 7) + d-ul(t, 1) + Bul(t,7) =0 (1.47)

L’équation nous dit que pour tout ¢ € Ry, il existe une fonction v(t) = wu(t,0) telle que
u(t, 7) = e "Bo(t). L’évolution en temps de v vient de (T.47)), et on prend comme condition
initiale v(0) = «(0,0) = w™, qui est obtenu en passant formellement & la limite lorsque € N\, 0
dans I'égalité u™ = u¢(0) = u(0,0) + cu'(0,0) + .... Par définition des matrices M et N, voir

(1.45)), on note que

dru(t,7) + Mu(t,7) = de "Pu(t) + Me ™ Pu(t) = e ™8 (i:; + Mv(t))

et

(BN — NB)u(t,7) + d;ut(t,7) + Bul(t,7) = e " Bo{ePNe ™ Pu(t) + ™ Pul(t,7)}.
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Ainsi I’équation ((1.47)) devient

e 7B (th; + Mu(t) + 0-{e"PNe " Pu(t) + e"Pul(t, T)}> =0 (1.48)

ou de maniere équivalente

dv

T + Mu(t) + 0 {ePNe " Pu(t) + e"Bul(t,7)} = 0. (1.49)
On a utilisé le fait que (e*TB )rer est un groupe. On note que ([1.48)) implique toujours (1.49))
lorsque (e~ 7P) cr . est seulement un semi-groupe satisfaisant au principe de I'unicité rétro-
grade (comme pour 1’équation de la chaleur, par exemple). En moyennant par rapport a la
variable rapide en temps I’équation ([1.49)), on est amené a

— 4+ Mou(t) =0 1.50
L YO (150
et

e BNe ™ By(t) + e"Bul(t, 1) = Nu(t) + ul(t,0)

La solution vérifiant la condition u!(¢,0) = 0,¢ € R, correspond au choix du correcteur
suivant
ut(t,7) = e TENu(t) — Ne7™Bu(t), (t,7) e Ry x Ry. (1.51)

A Taide d’une estimation de la quantité u®(t) — e‘ﬁBv(t) —eul (t,t/e), t € Ry, basée sur un
bilan d’énergie, on peut montrer le résultat de convergence suivant, voir le Théoréme
pour plus de détails

Proposition 1.5.3.

Soient A, B € M,(R) deuz matrices réelles et u™ € R™. On suppose que B est symétrique,
positive, on considére les matrices M, N vérifiant , v est la solution du probléme
et u' est défini par . Pour tout T € Ry, il existe une constante Cp telle que pour tout
e>0ona

WE(t) — et BemtMyin _ oyl (t,t/s)‘ < Cre, te[0,T)

On note que le correcteur u' est seulement défini grace aux semi-groupes (e_TB)TeR+ et
(e7™™)er, , et n'utilise pas les groupes (€™ "5) cr, (67" )icr. Ainsi il est possible d’utiliser
ce qui vient d’étre fait pour I'analyse du probléme , dans lequel les opérateurs sont des
générateurs infinitésimaux associés a des semi-groupes.

Systéme effectif variationnel et résultat de convergence

L’étude formelle précédente motive la recherche d’une décomposition de 'opérateur d’ordre
deux div,(DV,) par rapport a I'opérateur B, sous la forme . On cherche deux opérateurs
M et N tels que

divy(DVy) = M + [B,N] et [B,M]=0. (1.52)

L’opérateur M jouera le role de 'opérateur effectif associé au probleme , et 'opérateur
N servira & construire le correcteur qui nous permettra d’obtenir le résultat de convergence
avec ordre. Suivant la méthode utilisée pour définir la matrice M lors de I’étude du cas de la
dimension finie, on aimerait donner une description de 'opérateur M en introduisant les sous
espaces propres F) de 'opérateur B. Il est montré a la Proposition [£.4.2] que 'opérateur B

page 24



Chapitre 1 1.5 Analyse asymptotique d’un probleme de diffusion fortement anisotrope

est autoadjoint positif, et on fait ’hypothése que L?(R™) peut étre écrit comme une somme
Hilbertienne des sous espaces E), c’est-a-dire vect(UnenE), ) est dense dans L2(R™)

L*(R™) = NE,\n, E\, =ker(B—\,Id), A\, =0, neN, (1.53)

ne

ce qui implique en particulier, voir Proposition [£.5.7, que

neN

Dans ces conditions on peut montrer, voir la Remarque [4.6.4, que l'opérateur M est la
transformation linéaire

Mu = Z Projg, - (—divy(D(y)VProjEAn u)) (1.54)

neN

définie sur

domM = {u e H}, 2 ‘PTOJ'EM <—divy(D(y)VProjEMu)>

neN

2
. m} |
L2(R™)

Remarque 1.5.4. On peut montrer que U’hypothese (1.53]) est effectivement vérifiée lorsque
le flot caractéristique associé au champ de vecteurs b est périodique ou presque périodique,

voir la Section [{.6

Malgré une description précise des opérateurs de projections Projg, dans Hll;. donnée par
les Propositions et Iopérateur M mis sous la forme est d’une interpré-
tation complexe et de manipulation difficile. Afin de remédier & ce probléme, on introduit
la formulation variationnelle du probleme effectif associé & 1’équation . L’opérateur M
est alors interprété comme 'opérateur linéaire associé a la forme bilinéaire de la formulation
variationnelle effective. La formulation variationnelle du probleme effectif peut étre entiere-
ment explicitée, contrairement a ’opérateur M, a ’aide de la notion de champ de matrices
moyenné introduite en et du groupe d’opérateurs linéaires (G(s))ser défini en (L.13).
Précisément, on note m la forme bilinéaire suivante

S
m(u,v) = JRm{<D> (y)Vu + SEToo ;L (G(s)D —<(D))V{u(Y(2s;-))} ds}-Vv dy, u,ve Hp.

(1.55)
L’opérateur linéaire associé & la forme bilinéaire m est M, voir Remarque [£.6.4] au sens ot

m(u,v) = | Muv(y) dy, uwedomM, ve Hp.
Rm

La Proposition [£.5.9 nous assure que cette forme bilinéaire est bien définie, continue, symé-
trique et positive. La construction du correcteur requiert la connaissance du second opérateur
N. Sa construction, technique, se fait par le biais d’une seconde forme bilinéaire, on renvoie
a la Proposition et a la Remarque pour plus de détails. On peut alors citer le
résultat de convergence suivant (Théoreme

Théoréme 1.5.5. On suppose u'™, b, D suffisamment réguliers. On suppose également I’exis-
tence d’un champ de matrices P vérifiant (1.21)), (1.22]) et certaines hypotheéses structurelles
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qui sont précisées dans les Sections|4.5.2, [4.7.1) et|4.7.2. Pour tout € €]0,1], on note l'unique
solution variationnelle de (1.37) par u® € Cp(Ry; L2 (R™)) n L2 (Ry; H})

u®(0) = u™, uE(t,y)p(y) dy + a*(u(t), ) =0 dans D' (Ry), p € Hp

& RTY]

et par v € Cp(Ry; L2(R™)) n L2 (Ry; Hp) lunique solution variationnelle

v(0) = u™, v(t,y)e(y) dy +m(v(t),) = 0 dans D'(Ry), p € Hp.

dt Jgm
Pour tout T € Ry, il existe une constante Cr telle que, pour tout 0 <e <1, on a

_t
uf — e =By

< Crpe

‘LOC([QT];LQ(R"’))

< Cre.

‘Vu6 - V(e_ﬁBv) <
L2([0,T];:Xp)

Lorsque la condition initiale est bien préparée, c’est-a-dire quand u'™ est constante le long
du flot Y (s;+), s € R, associé au champ de vecteurs b, on peut montrer que la solution v du
probleme effectif variationnel sera également constante le long de b en tout temps t € R,.
Dans ces conditions, le probléme variationnel limite associé & la forme m peut s’écrire

v(0) = u™ d v(t, y)e(y) dy + JRm<D> (y)V(t)- Vo dy =0 dans D'(R;), ¢ € Hp,

dt Jgm
qui est exactement la formulation variationnelle du probléme ([1.39)), (1.40)). En fait, lorsque la
condition initiale est bien préparée, on voit que la contrainte Tv(t) = 0, t € R, est satisfaite
en tout temps, ce qui supprime la couche limite en ¢ = 0.
Des perspectives a ces travaux peuvent étre trouvées au Chapitre
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Chapitre 2

Analyse asymptotique d’un
probleme parabolique avec
transport raide

2.1 Introduction

De nombreuses applications demandent 1’étude d’équations aux dérivées partielles possé-
dant des échelles disparates. Les solutions de ces problemes fluctuent suivant des échelles tres
différentes et la résolution numérique simultanée des échelles lentes et rapides semblent hors
de portée. Il semble alors intéressant d’obtenir un probleme homogénéisé dans lequel seule la
variable lente est présente et qui serait obtenu apres un lissage des oscillations rapides. Dans
ce chapitre, on se concentre sur le probléeme parabolique avec un terme de transport raide
suivant :

, 1
{ ot — div, (D(y) V) + ~ b{y) - Vyu = 0, (t,y) € Ry x R™ 1)
u(0,y) = u(y), yeR™

Icib: R™ - R™ et D : R™ - M,,(R) sont respectivement un champ de vecteurs et un
champ de matrices définies positives, € > 0 est un petit parametre destiné a tendre vers 0.
Dans le cas ou b est a divergence nulle, ’égalité d’énergie associée s’écrit

1d
—— | (W (t,y)*dy+ | D(y)V,us - Vyu dy = 0.

Ainsi, étant donné que les matrices D(y) sont définies positives, la norme L? des solutions
(uf)e=p décroit par rapport au temps, et on espere que le modele homogénéisé se comporte
encore comme un modele parabolique pour lequel le champ de diffusion reste a déterminer.
Cette problématique est motivée par I’étude des modeéles collisionnels apparaissant en théorie
gyrocinétique des plasmas de tokamak. Les variations de la densité de particules sont dues
aux transport suivant les variables d’espace et de vitesse (causées par l'action d’un champ
électromagnétique) ainsi qu'aux effets collisionels. Le confinement magnétique implique la
présence d’'un champ magnétique tres intense, ce qui explique la raideur de 'opérateur de
transport di a la force de Lorentz qu A B = qua g Ici g représente la charge d’une particule et
B¢ = g représente le champ magnétique intense lorsque ¢ tend vers 0. En utilisant I’opérateur
de Fokker-Planck pour tenir compte des collisions entre particules on est amené a 1’équation
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de Fokker-Planck :

étfg—&—v-vmff—l—;i(E—i—v A f) Vo ff=v div, (OV, fE +vf%), (t,z,v) € Ry x R3xR? (2.2)

ou F est le champ électrique, m est la masse d’une particule, v est la fréquence de collision et
O est la température. On note que dans ’équation de Fokker-Planck 'opérateur de diffusion
n’agit que par rapport aux variables de vitesse, ainsi differe de . Néanmoins on es-
pere que les arguments principaux utilisés pour traiter seront similaires lors de I’analyse
asymptotique de , a cet effet voir la Section L’analyse asymptotique de dans le
cas o on néglige les collisions est bien connue, voir [16} [48], 50} [54]. Le probléme homogénéisé
est alors obtenu par moyennisation du probléme raide suivant le flot caractéristique associé
au champ d’advection dominant. Récemment des modeles incluant des phénomenes de col-
lisions ont été analysés formellement en utilisant également des méthodes de moyennisation
[20, 21]. 11 en est ressorti que la moyennisation suivant le mouvement cyclotronique rapide
mene a un opérateur de diffusion non seulement en vitesse mais aussi dans les directions
transverses voir . Au moins au niveau formel, 1’étude théorique ici présentée permet
I’analyse asymptotique du systeme de Fokker-Planck avec champ magnétique intense, voir
la Section [2.3.2] Bien entendu 1'étude du champ de diffusion homogénéisé est crucial pour
la détermination des équilibres du systeme limite associé a lorsque € tend vers zéro.
Des résultats numériques concernant 1’étude de probléme elliptique ou parabolique fortement
anisotrope sont donnés dans [38, 46, 32].

Le cas des problemes d’advection-diffusion avec opérateur de transport raide a été beau-
coup étudié dans le cadre périodique [45), [44] [61), [10} [62], ainsi que I'homogénéisation du
probléme aux valeurs propres associé [11], 59]. L’objet de ce chapitre est d’obtenir un résultat
d’homogénéisation pour le probléme sans supposer aucune hypothese de périodicité sur
le champ d’advection et pour des données initiales non nécessairement bien préparées. Le
probléme effectif limite est obtenu a ’aide d’un résultat de théorie ergodique. C’est un pro-
bleme parabolique pour lequel la matrice de diffusion apparailt comme étant une moyenne du
champ de diffusion original le long d’un groupe d’opérateurs construit a l’aide du flot associé
au champ d’advection. On précisera des hypotheses suffisantes assurant ’existence d’un tel
champ effectif. De plus, le comportement des solutions de sera précisé, lorque ¢ tend vers
zéro, ainsi qu’un ordre de convergence dans L? aprés construction d'un correcteur adhoc. Une
analyse asymptotique de a récemment été proposé dans [58] dans le contexte nouveau
de la Y¥-convergence faible le long d’un flot. Cette approche améne au méme systeme effectif
que celui présenté dans ce manuscrit mais dont l'interprétation, différente, est basée sur la
théorie des algébres de Banach avec valeur moyenne.

Ce chapitre sera organisé de la maniére suivante. Les résultats principaux sont introduits
dans la Section on y indique les grandes lignes de notre argumentation formelle. Dans la
Section [2:3 on présente la construction du champ de diffusion effectif & travers des éléments
de théorie ergodique. La Section sera destinée a présenter ’obtention de divers estimés de
régularité uniforme pour les solutions de , cela en vue de montrer les résultats de conver-
gence des sections suivantes. Dans la Section [2.5] on démontre un résultat de convergence a
deux échelles dans le cadre ergodique qui permettra la manipulation d’une échelle rapide non
périodique. A notre connaissance 1'utilisation d’un tel résultat n’a jamais été réalisé dans ce
contexte. Les preuves des résultats principaux sont détaillés dans la Section Quelques
preuves techniques concernant certaines estimations ont été mises dans I'annexe
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2.2 Présentation des résultats principaux et approche formelle

L’objet principal de ce chapitre est I’étude asymptotique de (2.1]) lorsque € tend vers zéro.
Evidemment, les oscillations rapides sont la conséquence du champ d’advection ( ). En effet,
lorsqu’on néglige 'opérateur de diffusion, le probléme ([2.1] . ) est juste une équation de transport
dont les solutions s’écrivent

u(ty) = um(Y (=t/e;y)), (ty) € Ry x R™. (2.3)
Ici (s,y) e R x R™ — Y (s;y) € R™ est le flot caractéristique associé a bV,

dY m m
o~V (50), (sy) eRxR™, Y(0y) =y, yeR™

Ce flot sera bien défini sous les hypotheses de régularités usuelles

{ be Wioc" (B™), (2.4)

3C > 0 such that |b(y)| < C(1 + |y|), yeR™.

Sous les hypotheses ci dessus le flot Y est régulier et global, Y € I/Vl1 OO(R x R™). De plus, on
suppose que
b est & divergence nulle, (2.5)

ce qui assure que la transformation y € R™ — Y (s;y) € R™ préserve la mesure de Lebesgue
pour tout s € R. Guidé par (2.3), on introduit les nouvelles inconnues

vi(t z) =ut(t, Y (t/e;2)), (t,z) e Ry xR™, >0 (2.6)

en espérant obtenir un résultat de stabilité pour la famille (v°).~0 quand € tend vers 0. Dans
ce cas on déduira que, pour € > 0 petit, u® se comporte comme v(t,Y (—t/e;y)), pour un
certain profil v = lim.\v°. Il vient que le comportement de u® quand ¢ tend vers zéro
peut étre décrit a l'aide de la composée d’'un profil stable et des oscillations rapides le long
du flot Y (—t/e;y). On montrera principalement deux résultats de convergence forte pour
des données initiales générales non nécessairement bien préparées. On précise des versions
simplifiées de ces résultats ci dessous, pour des versions plus détaillées voir les Théoremes

227 2.2.9

Théoréme On note (u®):~¢ les solutions variationnelles de (2.1) et par (v¥)e>o les fonctions
V(L z) = u(t, Y (t/e;2)), (t,2) e Ry x R™, ¢ >0.

1. Sous de bonnes hypothéses sur le champ de vecteurs b, le champ de matrices D et la
condition initiale u™, la famille (v¥).-o convergence fortement dans L (Ry; LA (R™))
vers l'unique solution variationnelle v e L®(R,; L2(R™)) de . Le champ de ma-
trice effectif (D) est obtenu comme une moyenne ergodique du champ D construite a

partir du flot associé b (cf. Théoréme
S—+mw S

S
(D)= lim Jo Y (—s;Y (8;-))D(Y (55+)) 'Y (—s; Y (s5)) ds.

2. Sous des hypothése supplémentaires de régularité, on a ’estimation d’erreur

sup |u°(t,-) —v(t, Y (—t/e; ))HLz rmy < Cre.
te[0,T]
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Le probléme dont v° est solution est obtenu en faisant le changement de variable y = Y (t/e; 2)
dans (2.1)). Une série de calculs élémentaires basés sur la régle de la chaine nous amene a

ot (t,z) = O (, Y (t/e; 2)) + é b(Y (t/e;2)) - (Vyu®)(t, Y (t/e; 2)).

La manipulation du terme de diffusion nous oblige a mieux comprendre ’action de 'opérateur
divy(DVy-) quand on lui applique une fonction de la forme v o Y'(—s,-) pour tout s € R. Un
calcul fastidieux, mais toujours élémentaire, montre que ’on peut écrire pour toute fonction
intégrable z — w(z), tout champ de matrices y — C(y), et tout s € R,

div, {CV,(woY(—s,"))} = (div.(G(s)C V,w)) o Y (—s, ) dans D'(R™), (2.7)
ot la famille de matrices (G(s)C)s est définie par

(G(5)O)(2) :=0Y " (s5;2)C(Y (53 2)) '0Y (55 2) (2.8)
=0Y (—5;Y (5;2)) C(Y(8;2)) 'Y (—5;Y (5;2)), (s,2) € R x R™. '

En utilisant ces notations, le changement de variable y = Y (t/e; z) dans (2.1)) nous amene a

v5(0,2) = uf(0,2) = u(2), zeR™, &> 0. (2.9)

{ o —div, ((G(t/e)D)V,v%) =0, (t,z) e Ry x R™
€

Le terme singulier % b-V, n’étant plus présent, ce nouveau probléme de diffusion semble
plus simple que celui d’origine . Néanmoins, le nouveau modeéle dépend maintenant de
la variable rapide s = t/e a travers le terme G(t/e)D et de la variable lente ¢. Ce nouveau
probléme est donc & deux échelles en temps. Comme il est de coutume lors de l’analyse
asymptotique d’un probléme & deux échelles, on cherche a comprendre le comportement de la
suite (v%)e~0 quand ¢ tend vers 0 et identifier le probleme limite a I’aide d’un développement
formel de Hilbert dont les termes dépendent a la fois des variables lente et rapide

v (t, 2) = v(t,t/e, 2) + v (t,t/e, 2) + ... (2.10)

Cette méthode classique est utilisée dans de nombreux contextes tels que I’homogénéisation
périodique pour des systeémes elliptiques ou parabolique [3, 60], pour des phénomeénes de
transport [I8], 36] ou dans le cadre des équations cinétiques [17]. En insérant 1’ Ansatz
dans et en identifiant les termes de méme ordre en £, on est amené a la hiérarchie
d’équations suivantes

3w =0 (2.11)

o — div,(G(s)DV.v) + 0sv = 0 (2.12)

L’équation nous dit que le premier profil v ne dépend pas de la variable rapide s,
ainsi v = v(¢,2z). On espere que v est la limite de la suite (v%)s~0, lorsque € tend vers 0.
L’équation nous informerait sur le comportement de v par rapport a la variable lente a
condition de supprimer le terme v'. En fait on peut interpréter v! comme un multiplicateur
de Lagrange assurant que pour tout temps t le profil v satisfait la contrainte dsv = 0. Dans
le cas périodique on éliminerait le profil v! en prenant la moyenne de sur une période.
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Ici, aucune hypothese de périodicité n’est supposée, ce qui nous incite a utiliser une moyenne
ergodique, ce qui s’écrit

. . 1 s m
o — div. { (s, 5 [, copas) vauf =0, (o) xm (213)
’U(O,Z) — uln(z), z e ]Rm

Le point clé est que (G(s))ser est un C°-groupe d’opérateurs unitaires dans un espace de
Hilbert & déterminer, voir Annexe [A-T] pour tous les rappels sur cette notions. Le Théoréme
ergodique de Von-Neumann (voir également Annexe nous permet alors de donner un
sens & la limite (D) = limg_, 10 & Sg G(s)D ds. L’espace de Hilbert assurant que (G(s))ser
est un C%-groupe d’opérateurs unitaires est un espace L? & poids, le poids en question étant
un champ de matrices symétriques définies positives. On suppose qu’il existe un champ de
matrices P tel que

PP, Py)¢-€>0, EeR™{0}, yeR™, P Pe Ll (R™)  (214)

loc
[b,P] =0, dansD'(R™), (2.15)

ou le crochet entre un champ de vecteurs ¢ et un champ de matrices A est un champ de
matrices défini formellement par

[c, A] := (c- V,)A — dyc A — Ato,c. (2.16)

L’intérét de la condition ([2.15)) apparait naturellement dans la proposition suivante :
Proposition 2.2.1. Soit c € I/Vlifo(]Rm) un champ de vecteurs (non nécessairement a di-
vergence nulle) qui croét au plus linéairement & Uinfini et A(y) € LL (R™) un champ de
matrices.

1. On peut exprimer le commutateur entre un opérateur d’advection c-V, et un opérateur
de diffusion div,(A(y)Vy) de la maniére suivante

[c V. divy(A(y)Vy)] = divy([c, A]V,) + ("A(y)Vydivyc) - V. (2.17)

En particulier, si divye = 0, ce commutateur est un opérateur de diffusion ayant pour
champ de diffusion [c, A].

2. Les points suivants sont équivalents
(a) [c, A] =0 dans D'(R™)
(b) Pour tout s€ R, y e R™, on a
A(Y (s3y)) = Y (s;9)Aly) oY (s;9), (2.18)

ot Y est le flot associé au champ de vecteurs c.

(¢) Pour tout se R, on a

ot G est défini par (2.8).

Preuve.
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1. Un calcul direct montre que le commutateur entre c -V, et div, est donné par
[c- Vy,divy]€ =€ - Vydivye — divy(dyc §), €€ (C2R™))™
En utilisant la formule ci dessus avec £ = A(y)V,u et u réguliere, on obtient

¢ Vy(divy (A(y)Vyu)) — divy(c- Vy(A(y)Vyu))
= A(y)Vyu - Vydivye — divy (0yc A(y)Vyu). (2.19)

En tenant compte du fait que

c: Vy(A(y)Vyu) = (c- VyA)Vyu + A(y)( u)c(y)
= (c- V,A)\Vyu+ A(y)Vy(c- Vyu) — A(y) 10,eV u

on déduit a laide de (2.19) que
¢+ Vy(divy(A(y)Vyu)) — divy (A(y)Vy(c- Vyu)) = A(y)Vyu - Vydivye
+divy((c- VyA = dyeA(y) — A(y) "0y0)Vyu),

d’ou la formule évoquée.

2. (a) = (b) Soit A(y) un champ de matrices satisfaisant la relation (2.18). On rap-
pelle que le Jacobien J associé au flot du champ de vecteurs c(y), R™ — R™, y —

S

Y (s;y) pour s € R s’écrit J(s, y) = exp (J divyc (Y(T;y)dT) et vérifie la relation
0

J(s, Y(=s;9)) J(—s, y) = 1. En prenant un champ de matrices U € C}(R™) on a

A(y) - (U(Y (=s;) —U(y)) dy = J (A(Y(s;9)) — A(y)) : U(y) J(s,y) dy

R A
+ [ 46 U6 U0 - 1) ay
me(a Y(s;9)A(y) Y (s;9) — Ay) - U(y) J(s,) dy
+ [ 4w U6 U6 -1 ay

J%{aYsy — DAY (si) : Uly) + AW (Y (si9) — 1) : U(y)} I(s.y) dy

m

+| AW U e - 1)

En multipliant par % et en passant a la limite s — 0 on obtient

- . Ay) : (¢-VyU) dy — . A(y) : Udivyc dy = JR (OycA(y) + A(y)tayc) :U(y) dy
ce qui signifie que [¢, A] = 0 dans D'(R™).

Pour l'implication inverse (b) = (a), on définit

F(s,9) = (A(Y (s39)) — 0,Y (5:9)A(®)'0,Y (s;9)) J (s, y), seR, yeR™
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Pour tout U € C}(R™) on a

Fy(s) := IR{mf(s,y) :U(y) dy

| AW U s dy = [ Y ) AW 8Y (s50) s Ul) T(s.n) dy
et donc

gFU(S) = — RmA(y) ((c-Vy)U )—sdy — Rmﬁy(c(Y(s;y)))A(y)tayY(s;y) :U(y) J(s,y) dy

~ [ AV AW ey (5:0)) U () Tis.) dy
= | AY (AW 0Y (siy) - Uly) divye (Y (s:9)) J(5) dy

== RMA(?J) 1 (b Vy)U—s dy — Rm@yc(Y(s;y))ﬁyY(s;y)A(y)t(?yY(s;y) U J(s,y) dy

~ [ AV sy (50 0¥ 5:0) U (w) Tis.0)

- Rm@yY(ss Y)AY)'0,Y (s;y) : Uly) divye(Y (s;y)) J(s,y) dy

— | vl (s3) Fls9) + 2,60 (s59) (5.9) + £ 5,90/ QY (s:9)} : Uly) dy

= Rmf(s, y) : {10,c(Y (s9))U (y) + U(y)dyc(Y (s;y)) + divye(Y (s;9)) U(y)} dy.

Dans les calculs précédents on a utilisé le fait que 'opérateur de dérivation le long de
¢ commute avec le flot associé a ¢

((c-Vy)U)—s = (¢ Vy)U_s.

En intégrant par rapport a la variable s on obtient
Fy(s) —fo . F(s,y) : {10ye(Y (539))U (9)+U ()0yc(Y (559)) +divye(Y(s; ) U(y)} dyr.

Clairement, ’égalité ci-dessus reste vraie dans le cas ou U € C.(R™). Soit R > 0,7 > 0
et K = |'dyco Y”LOO([fT,T]xBR) + [0yco Y”LOO([fT,T]xBR) + |divyco YHLOO([fT,T]xBR)-
Ainsi, pour tout s € [-T,T] on a

[£(s: )z (Br) = supl{[Fu(s)] = U e Ce(Br), [Ulpr@m) <1}

<K jo (7)o |.

A T'aide du lemme de Gronwall on peut déduire que | f(s, )| r=(p,) = 0 pour —=T' < s <
T ce qui signifie que A(Y (s;y)) — 0,Y (s;9)A(y)'0,Y (s;y) = 0,s e R,y € R™.
Enfin I’équivalence (b) < (c) est une conséquence directe de (2.8)).

[

Introduisons maintenant quelques espaces dont 1'utilisation est récurrente. On rappelle
que pour deux matrices de M,,(R), on pose A : B := tr(*AB).
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Définition 2.2.2. Pour tout champ de matrices M : R™ — M, (R) € L2 (R™) composé de

loc
matrices symétriques définies positives, on introduit l’espace L* & poids

Hy = {A :R™ — M,,(R) mesurable : MY2AM?Y? ¢ LQ} ,
qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(A, B)M::J (MYV2AMY?) . (MY2BMY?)dy=| MA:BM dy, VA,Be Hy,.

m Rm

La norme associée est notée |A|pr. De maniére similaire on introduit l’espace de Banach
H3; = {A :R™ — M, (R) mesurable : MY2AMY? ¢ LOO} 7

muni de la norme
Az o= M2 AMY?| 0.

Supposons qu’il existe un fonction continue 1 laissée invariante par le flot associé a b et
dont la limite est infinie quand |y| tend vers I'infini

e CR™), poY(s;:) =1 pour tout s € R, | |hni Y(y) = +o0. (2.20)
y|——+00

Etant donné que les ensembles {¢) < k}, pour k € N, sont des compacts invariants par le flot
de b, on introduit les espaces locaux

Hsoc = {A :R"™ — M (R) mesurable : 1y« A € Hyy pour tout k € N} )

On dira que la famille (A;); © Hpsjoc converge dans H s joc vers un certain A € Hpy oc si et
seulement si, pour tout k € N, la famille (1;y<xyA;); converge dans Hyy vers 1<y A.
On définit des espaces similaires pour les champs de vecteurs.

Définition 2.2.3. Sous les mémes hypothéses que dans la définition précédente, on définit
Xy = {c: R™ — R™ mesurable : M"?ce L%}

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(c,d)ar:= | M(y):cly) ®d(y) dy, VYe,de Xy,
]R'm

et l’espace de Banach
X% = {c:R™ - R™ mesurable : M"%ce L*(R™)},
que 'on munit de la norme |c|xa= := [MY%c|/.
Les propriétés suivantes se déduisent immédiatement

Proposition 2.2.4. En supposant les mémes hypothéses que dans la définition ci dessus

— Linjection CO(R™, M(R)) < Hyy est continue
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— Si M~ e L} (R™) alors Hy < L .(R™; M,,,(R)). De plus Uespace Hy—1 peut étre

identifié au dual de Hps a travers le crochet de dualité qui peut s’écrire

(A, By p1 ::J A(y) : B(y) dy = MYVZAMYZ . M2 =12 dy
R™ RrR™

<|A|p|Blpr-1, VA€ Hy,VBe Hy.

Enfin, les applications Ae Hyy — MAM e Hy;—1 et Be Hyy-1 — M 'BM~'e Hy sont
des isométries linéaires, dont chacune est l'inverse de l’autre.

Revenons maintenant sur le sens que 'on peut donner au procédé de moyennisation indiqué
en . Etant donné un champ de matrices P satisfaisant , , on pose ) =
P~ et on veut montrer que la famille d’opérateurs G(s) : Hy — Hg,s € R, est un CO-
groupe d’opérateurs unitaires sur Hg (voir Proposition . Le théoreme ergodique de von
Neumann (see Théoréme et [66] pour plus de détails) nous donne que la moyenne d’un
champ de matrices (A) := limg_, 44 %Sg G(s)A ds est bien définie et qu’elle coincide avec
la projection orthogonale sur le sous espace {B € Hg : G(s)B = B pour tout s € R},
voir aussi [19, [I8]. Sous hypothese (2.20)), le groupe (G(s))ser agit également sur Hg joc. En
particulier, tout champ de matrices de H&,O < Hg loc possede un moyenné dans Hg o, encore
noté par (-), tout comme pour un champ de Hy.

Théoréme 2.2.5. Supposons les hypothéses (2.4), , (2.14), (2.15), (2.20) vérifices. On

note L le générateur infinitésimal associé au groupe (G(S))ser-

1. Pour tout champ de matrices A€ Hg on a la convergence forte dans Hq

r+S
(4):= lim ;f Y (=5;Y (5;))A(Y (55-)) '0Y (=5;Y (5;+)) ds = Projpe, LA

S—+00
=(G(s)A)(v)

uniformément par rapport a r € R.

2. Si A e Hg est un champ de matrices symétriques positives, alors il en est de méme
pour (A).

3. Soit S < R™ un ensemble invariant par le flot associé a b, ce qui s’écrit Y(s;S) = S
pout tout s € R. Si A e Hg est tel que

QA (y)A)Q*(y) = alm, ye S,

pour un certain o > 0, alors on a

QYY) (A (¥)Q2(y) = alnm, yeS

et en particulier, (A) (y) est définie positive pour tout y € S.
4. SiAe Hon HY, alors (A)e Hg n H et

(Do < |4lg, 1A |z < |Alms.

5. Pour tout champ de matrices A € Hg e, la famille

(; jo OV (s ¥ (51 DAY (559) 'O (5 Y (5:) ds)

S>0
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converge dans Hg 1oc lorsque S tend vers Uinfini. Sa limite, noté (A), satisfait

Liy<ky (A) = <1{¢<k}A>, pour tout k € N
ou le symbole {-) d droite de ’égalité est 'opérateur de moyenne sur Hg. En particulier,

tout champ de matrices A € H¢y posséde un moyenné dans Hq oc et |(A) |Hg < |A|ngo.
Si Ae Hqgoc est tel que

Q2 (y)A)QY*(y) = al,, yeR™,

pour un certain o > 0, alors on a
Q2 (y) (A (1)QV2(y) = alm, yeR™

La construction d’un moyenné matriciel présenté précédemment est assujetie aux hypo-
theses , , . L’analyse du comportement de la famille (u%).~¢ lorsque € tend
vers 0 requiert des estimations sur les dérivées de (u®).~o jusqu'a l'ordre trois, voir Proposi-
tions Pour obtenir ces estimations il est trés pratique d’utiliser les dérivations le
long de champs de vecteurs qui commutent avec la dérivation le long du champ b. Ces champs
de vecteurs sont appelés champs en involution avec b. On peut alors facilement obtenir les
estimations sur les dérivées de (u®).~o en dérivant 1’équation le long de ces champs
en involution par rapport a b. Plus précisément, nous supposerons qu'’il existe un champ de
matrices R(y) tel que

B Lm (2.21)
(b-Vy)R + Royb = 0 dans D'(R™).

L’équation satisfaite pour R dans (2.21)) est équivalente a R(Y (s;y))0Y (s;y) = R(y), pour
(s,y) € R x R™ qui peut aussi s’écrire

Y (s;y)R™'(y) = R (Y(s:9)). (s,y) e R x R™, (2.22)

{ det R(y) # 0, ye R™, Re L} (R™)

et enfin (b-V,)R™! = 9,bR™L. Cela signifie que les colonnes de R~! sont des champs de
vecteurs en involution avec b, voir [I9] Proposition 3.4. pour plus de détails. On notera les
colonnes de R™! : b;,1 < i < m. En tout point y € R™ ces vecteurs forment une base de R™
cf. et sont supposés réguliers et a croissance au plus linéaire a I'infini

ocC

by € WLP(R™), divyb; € L°(R™), 1<i<m, (2.23)
Vie {1,..,m}, 3C; > 0 tel que |b;(y)] < Ci(1 + |y|), yeR™, .
ce qui garantit 'existence d’un flot global Y;(s;y) € VVI})COO(R x R™) pour i € {1,...,m}. En
fait, on peut montrer que ’hypothése (2.21)) implique les hypotheses (2.14)), (2.15]) concernant

le champ de matrice P. Tout d’abord il est clair que R~! € L (R™), en effet, les champs b;
sont supposés localement bornés sur R™. De plus y — R~ !(y) est continue, ce qui implique
que I'infimum de la fonction y — | det R~!(y)| sur tout compact de R™ est strictement positif
et donc que R = (R™1)~1 € L (R™). En particulier ‘RR, ("RR)™! sont localement bornés,
et donc de carré localement intégrable sur R™. En posant Q = ‘RR,P = Q™' = R~' 'R~
on vérifie que les hypotheéses , sont bien vérifiées. P(y) est symétrique, définie
positive, de carré localement intégrable ainsi que son inverse Q = P~!, et grace & , on
a

P(Y(s;9)) = R (Y (s;%)) tRil(Y(fS; Y))
— Y (s;9)R 1 (y) "R (y) 'Y (5;)
= Y (s;y)P(y) "0Y (s;)
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ce qui signifie que [b, P] = 0 dans D'(R™) cf. Proposition Sous les hypotheses (12.23),
les espaces Hg, Hggo peuvent étre réécrits

Hg = {A:R™ - M,,(R) mesurable : R A'Re L*(R™)},

HE = {A:R™ - M, (R) mesurable : R A'Re L*(R™)}.
Si (bi)1<i<m est une famille de champs de vecteurs en involution avec b, on construit un

nouvel espace de type Sobolev de la maniere suivante sur R™

H) :=( Ydom(b; - V
R ﬂ (bi - Vy) (.21

={ue L*(R™) : b;- Vyue L*(R™),Vie {1,..,m}}.

C’est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u,v)p = j u(y)v(y) dy + Z JRm(bi - Vyu)(b; - Vyv) dy, u,v e Hp,.
i—1

m

La norme associée sera notée | - |g. Les opérateurs b; - V,, sont les générateurs infinitésimaux
des C%-groupes sur L?(R™) donnés par

mi(s)u = uoY;(s;-), ue L*(R™), seR, ie{l,..,m}.

L’hypothese divyb; € L*(R™) joue un role crucial lors de la majoration du déterminant de
0Y;.

Remarque 2.2.6. Tout élément de H}% possede un gradient au sens des distributions dans

L% (R™). Plus précisément, pour tout u € Hp, on a

Vyu ="R*(b1 - Vyu,....;bm - Vyu),

et
ulf = [ullZo@my + [Vul?. (2.25)

Il sera commode d’utiliser le nouvel opérateur différentiel
Vi= "RV, = b1 Vy, ....bm - Vy),
ainsi que les dérivées multiples qui lui sont associées
(VE@ Vi =i - Vy(bj - V), i,j€{l,...,m},

(VIEQVI@V ik i=bi- V(b - Vy(bi - Vy)), i,5,ke{1,...,m}.

Pour les résultats de la Section seules les hypotheses (2.4)), (2.14)), (2.15)) seront néces-
saires, mais dans les Sections et I’hypothese plus forte (2.21]) introduite précédemment

sera nécessaire pour obtenir les estimations de régularité et, par conséquent, remplacera les

hypotheses (2.14)), (2.15)). De plus on suppose que

'‘D=D, De HY, be Xg
Fa>0 tel que Q*(y)D(y)QY*(y) = al,, yeR™

(2.26)
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ol Q = 'RR et les champs de vecteurs by, ..., b, sont les colonnes du champ de matrices
R7L
Le probléme limite effectif (2.13)) obtenu formellement & partir du systéme ([2.9) s’écrit

{ 0o — div,((D)V;v) =0, (t,2) e Ry x R™ (2.27)

v(0,2) = u'(2), zeR™.

Sous des hypotheses de régularité suffisantes (voir Section , on montre un résultat de
convergence forte pour la famille (v¥).~o dans L. (R4; L?(R™)), vers la solution v du pro-
bleme . A Taide du changement de variable utilisé dans , on peut également ex-
primer le comportement asymptotique de la famille (u°).~¢. En effet pour tout s € R, Y (s; )
préserve la mesure de Lebesgue et on peut écrire

J— — .. = 1 € J— —
limg flu”(2,.) —v(t, ¥ (=t/e5)) 12 = M Jlo™(t, ) — vt )] g2 =0,

uniformément par rapport a t € [0,7], pour tout 7" € R;. Le comportement de u®(¢,-)
quand ¢ tend vers zéro peut donc étre exprimé a 'aide de la composition du profil v et de
Y (—t/e;-). Passer a la limite dans , quand e \ 0, nécessite une analyse a deux échelles
en temps qui serait standard dans le cas ou la variable rapide est périodique. Ici aucune
hypothese de périodicité n’est supposée et dans ce contexte peu de résultats existent. Pour
y parvenir, le point clé est I'utilisation de la notion de moyenne ergodique le long d’un C°-
groupe d’opérateurs unitaires. Précisément, le point le plus délicat est le passage a la limite
dans le terme intégral

+o0
f G(t/e)DV.1 - Vb dzd
0 Rm™

qui apparait dans la formulation variationnelle de (2.9)), pour toute fonction test réguliere
®. Pour cela on combine, d'une part la convergence faible de (V,v%).~0 lorsque € \\, 0 dans

L?([0,T]; Xp),T € R, et, d’autre part la convergence forte de ( SO Dds) . quand
S>0

S — 400, dans Hg joc. On démontre que pour toute famille de fonctions (w?) s3>0 admettant le
méme module de continuité dans C([0, T]; Xp) et convergeant faiblement dans L?([0, T]; Xp),
lorsque 5\, 0 vers un certain w, on a

lim ”m (t,y) ® w (1,y): G(t/e) Ddydt — “m (ty) ® wl(t, y) (D) dydt

(B,e)—(0,0)
pour tout # € L?([0,T]; Xp), voir les Propositions u - Les convergences fortes de
(V,0%)es0 dans L2([0,T]; Xp) et (v°)e=0 dans L*([0, T]; L?(R™)) résultent de la conservation
de I’énergie. C’est une conséquence d’un résultat général donné a la Proposition Sous

I'hypothése de coercivité (2.26]), on montre que la convergence faible de la famille (w”)s=q
dans L2([0,T]; Xp) vers w® et 'inégalité

(;f?j%%f Jm (t,y) @ w’(t,y):G(t/e) Ddydt <f fm (t,y) @ w(t,y):(D)dydt

impliquent la convergence forte de (w?)g=o dans L2([0,T]; Xp) vers w".

Théoréme 2.2.7. On suppose que les hypothéses (2.4]), (2.5) (2.20), (2.23)), (2.26]), (2.38)
sont vérifiées ainsi que toutes les hypotheéses de régularité de la Proposition[2.7.5. On suppose
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que u™ € H% et on note (uf)e=o les solutions variationnelles de (2.1]) et par (v¥):=¢ les
fonctions
v (t,z) = u (¢, Y (t/e;2)), (t,z) e Ry xR™, &> 0.

Alors la famille (v°)eso converge fortement dans L. (Ry; L*(R™)) wvers l'unique solution

variationnelle v e L (R ; L2(R™)) de (2.27) et a la régularité suivante
ow, VB, VE@ Vv e LE (R L2(R™)), 0,VEve L2 (Ry; L} (R™)).

2 (Ry; Xp) quand € tend vers 0. De plus, la

(Ry; L2(R™)), lorsque ¢ tend vers 0, reste vraie pour

De plus (V,v%)e=o converge vers V,v dans L

convergence forte de (v°)e~o dans Ljo.
toute condition initiale u™ € L?(R™).

Il est facile de montrer que (u®).~q converge faiblement dans L* (R ; L?(R™)), quand & \,

0, vers (v), voir également [19]. On peut aussi montrer que (u°).~o converge fortement dans

L (Ry; L2(R™)), quand € \, 0, vers v si et seulement si v = (v), ou de maniere équivalente,

si et seulement si la condition initiale est bien préparée, c’est a dire que u'™ € ker 7. En effet

e La solution variationnelle v du probléme (2.27) vérifie v e C°([0,T], L*(R™)). La fonc-
tion (v) est définie, pour tous t € Ry, y € R™, comme la moyenne de v(¢,-) le long du
flot Y (s;-) associé au champ de vecteurs b, précisément

S
W) (t,y) = (b)) () = nggw;fo o(t,Y(siy))ds, (ty) e Ry xR™.  (2.28)

Dans le cas ou le flot Y(s;-) serait T-périodique par rapport a s, on aurait

T

@) = 5 | oY) ds, (ty) Ry xR

e L’opérateur T est Popérateur b-V, de domaine dom(b- V) = {u € L*(R™) | div,(ub) €
L?(R™)}. Le Théoréme ergodique de von Neumann nous permet de donner un sens
a l'expression et une interprétation de cette expression en terme de projection
orthogonale. En effet, (v) peut étre interprété comme la projection orthogonale, par
rapport au produit scalaire de L?(R™), de v sur l’ensemble des éléments constants le
long du flot Y'(s;-), donc comme la projection sur I'ensemble ker 7 = ker(b-V,) = {w €
L2(R™) |w(Y (5,y)) = w(y) Vs € R, p.py e R™}.

e Soit 7' > 0, on suppose acquis le fait que v® converge vers v dans L ([0, 7], L?(R™))
fortement (Théoreme 2.2.7), lorsque € tend vers zéro, et on montre que u° converge
fortement vers (v) si et seulement si w;, est bien préparée.

1. En supposant la converge forte de v¢ vers v dans L ([0, T'], L2(R™)), lorsque € tend
vers zéro, on peut montrer que u° converge faiblement « dans L*([0, T], L?(R™))
vers (v), on rappelle que u(t,y) = v°(t,Y(—t/e,y)) avec (t,y) € Ry x R™. En
effet, il suffit de montrer que pour toute fonction o € L*([0,7], L>(R™)), on a

T T
limf f us(t,y)p(t, y) dydt = f () (T, y)e(t, y) dydt.
e—0 0 m 0 JRm™
Cela revient a analyser la limite, lorsque € tend vers zéro, de la quantité
T T
|| L wremetaduar = || e aey /e

On utilise alors le résultat de convergence a deux échelles suivant (un résultat
similaire est proposé a la Proposition 2.5.3)
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Proposition 2.2.8. Soit T > 0. On considére ¢ € L*([0,T], L*(R™)) et V,, <
CO([0,T], LA(R™)) un sous ensemble borné de L*([0,T], L*>(R™)) composé de fonc-
tions admettant un méme module de continuité w : [0,T] — R, dans l’ensemble
CO([0,T], LA R™)), c’est-a-dire

[o(t) = o) p2@m) < w(t =), ¥ €[0,T], veV,

avec w croissante et limy\ow(X) = 0. Alors pour toute famille (v°).~0 < WV,
convergeant faiblement dans L*([0,T], L*(R™)) vers v lorsque € tend vers zéro, on
a

T T
lim f f ()t Y (1o, ) dyd = fo me olt, y) () (t,y) dyd.

e—0 0

Dans notre cas, la borne sur (0;v%).~0 nous assure l'existence d’'un module de
continuité uniforme. Ainsi en utilisant cette proposition et en remarquant que

LTJ N v(t,y){p) (t,y)dydt = LTJ N W) (t,y)e(t,y) dydt,

on obtient la converge faible souhaitée.

2. Dans le cas ou la condition initiale est bien préparée, on peut montrer que la
solution v du probleme effectif reste bien préparée en tout temps. En effet, le pro-
bléme parabolique effectif associé au champ (D) est laissé invariant par translation
le long du flot Y, un argument d’unicité permet de conclure.

Par le point 2. si uiy, € ker T alors v(t, Y (s,y)) = v(t,y) pour tout (¢,s,y) € [0,7] xR x
R™ (ainsi {v) = v) et on a

J (Us(t,y) _U(tuy))2 dy = f (’L}E(t,Y(—t/e,y)) —’U(t,Y(—t/67y)))2 dy
- [0t - o =,
et donc u® converge fortement vers v = (v) dans L ([0, T'], L*(R™)). Inversement, si u*

converge fortement, disons dans L2([0,T], L>(R™)), on peut montrer que u;, € ker 7.
En effet, d’apres le point 1. u® converge nécessairement vers (v) et on a, d’une part

J(]ij(us(t’y))2dydt _ LTJm(vs(t’y))gdydt

) [ et ane =2 [ [ (e a
LTJ m(vs(t, y))? dydt =2 LTJ m(v(t’ y)2 dydt.

Done || <v) || z2((0,17,22®m)) = |vllz2(0,7,22(®m))- En remarquant que

[0 = 1<v) + (0 = )P = [<) |2 + v = o) 1%,

on obtient |{v) —v|r2(jo,7),z2®m)) = 0 et donc v = (v). Par continuité de la fonction
v de [0,T] dans Lz(Rm) v(t) = (v(t)) pour tout t € Ry et le cas ¢ = 0 implique que

= (Uip -

et d’autre part
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A T'aide d’hypotheses supplémentaires on justifie que v° = v + O(e) dans L. (R ; L?(R™)),
comme on s’y attend & partir du développement formel (2.10]).

Théoréme 2.2.9. On suppose que les hypothéses (2.4), [2.5), (2.20), [2.23), (2-26) sont
vérifiées. De plus, on suppose que la solution v du modéle effectif (2.27) est suffisamment
réguliére, en le sens que

Vive L (Ry; LAR™), VI®Vive Lig(Ry; L*(R™))
VEow e Lhe(Re; LAR™), VE@ Vo e LL (R+; LA (R™)

VI@VI®Vive Li (Ry; L*(R™), VE@VI®VI®Vive L, (Ry; L2 (R™))
et qu’il existe un champ régulier de matrices C € Hg)o

divy(RC), by - Vydivy(RC), b - V(b - Vydivy(RC)) € L*(R™), k,le{l,...,m}

RC'R, by -V, (RC'R), b -Vy(b-Vy(RC'R)) e L*(R™), k,le{l,..,m}
tel qu’on ait la décomposition
D ={(D)+ L(C), (C)=0.

On note (uf)e~o les solutions variationnelles de (2.1)). Alors pour tout T € Ry, il existe une
constante Cp telle que

sup |[u(t,-) — v(t, Y (~t/e;-))|p2@m) < Cre
te[0,T7]

T 1/2
<J0 |V ul(t,-) — Vyo(t, Y (=t/e; )P dt) < Cre.

2.3 Le moyenné d’un champ de matrices

2.3.1 Définitions et propriétés

Guidé par les différents calculs menant a , on considere la famille de transformations
linéaires (G(s))ser agissant sur les champs de matrices. On montre que (G(s))ser est un C°-
groupe d’opérateurs unitaires (voir Annexe sur Hg. Pour toute fonction f = f(y),y €
R™ on introduit la notation fs = fs(z) pour la composée de f avec la flot de b, fs = foY(s;-).

Proposition 2.3.1. Supposons que les hypothéses (2.4), (2.5), (2.14), (2.15)), (2.20]) soient
satisfaites.

1. La famille d’applications
A — G(s)A 1= 0Y (s; ) Ag oY sy ) = OY (—s: Y (55))As 1OV (—8; Y (s5-))

est un CO-groupe d’opérateurs unitaires sur Hg.

2. Si A est un champ de matrices symétriques, alors il en est de méme pour G(s)A, pour
tout s € R.

3. Si A est un champ de matrices positives, alors il en est de méme pour G(s)A, pour tout
seR.
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4. Soit S € R™ un sous ensemble invariant par le flot de b, c’est a dire Y (s;S) = S, pour
tout s € R. 8l existe a > 0 tel que QY2(y)A(y)QY?(y) = aln,y € S, alors pour tout
seR on a Q2 (y)(G(s)A)(y)Q*(y) = alm,y € S.

5. La famille d’applications (G(s))ser opére sur Hqoc, ce qui signifie que, si A € HQ oc,
alors G(s)A € HQ oc pour tout s € R. De plus, on a

1{w<k}G(S)A = G(S)(l{wgk}A), Ace HQ,lom seR, keN.

Preuve.
1. Grace a la caractérisation fournie a la Proposition [2.2.1], on sait que

P, =0Y(s;-)P'0Y (s;-), seR. (2.29)
Pour tout s € R on considere le champ de matrices O(s;-) = i/QﬁY(s; ')Q_1/2. Ce champ

O(s;-) est composé de matrices orthogonales, pour tout s € R. En effet, par on a
'0(5;)0(s; ) = Q72 1Y (5;)QY* QY7 0V (5;)Q ™
— QYR (OY T (s; ) Py Y TN (sy) T Q2
—Q2p-lg1?
=1,
ce qui montre que pour tout champ de matrices A on a
Ql/QG(s)AQl/Q = QoY "\ (s; VA, oY1 (s; )QY?
= '0(s5;)QY* 4,Q.%0(s: ).

On vérifie facilement que pour tout A € Hg et tout s € R

(2.30)

Gs)AL = f Q'2G(s)AQY2 : QV2C(s)AQV? dy
= f O(s:)QY2AQYO(s; ) 1O(s;)QY2AQY0(s; ) dy
- f QY2 A4,QY? : Q2 A,QY dy
Rm
_ meQl/QAQl/Q . Q1/2AQ1/2 dy _ ‘A|2Q,

ce qui implique que G(s) est une transformation unitaire pour tout s € R. La propriété
de groupe de la famille (G(s))ser est facilement déduite de la propriété de groupe du flot

(Y(53°))ser
G(5)G(H)A = 0V (55 (G (1)) 'Y (55 )
=0y s )OY (B Y (53 ) (Ag)s 1Y T (1Y (s:)) 1Y (s:°)
=0V Mt + 5;) A TOY Lt + 550) = G(t + 5)A, Ae Hy.

La continuité du groupe, i.e., lims_,0 G(s)A = A fortement dans Hg suit sans difficulté.
2. On note que G(s) commute avec la transposition

"(G(s)A) = T (oY 1 (s;)As "Y1 (s;4)
=Y L(s;) TA TOY L(s; )
=G(s)'A.
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En particulier, si 'A = A, alors (G(s)A) = G(s)A.
3. On utilise la formule (2.30)). Pour tout ,n € R™, on introduit la notation £ ® n pour la
matrice dont I'entrée (4, j) est &n;. Pour tout £ € R™ on a

G(s)A: QP ® Q"¢ = Q'2C(5)AQ"* : £ ® ¢
= '0(5:)QY?AQi*0(s;) - £ ® €
= Q74042 : O(s1) (€ ®¢) 'O (s )
= Q2A.Qi% : (0(s:)8) ® (O(5)€)
= Ay 1 (QY?0(5;-)6) ® (Q20(s;-)€)
Comme A est un champ de matrices positives, il en sera de méme pour G(s)A.

4. Supposons qu’il existe a > 0 tel que QY2AQY2 > al,, sur S. Comme précédemment on
peut écrire que, pour tout £ e R, ye S

QG (5)AQM? 1 £ ® € = (QM2AQY?)s : (O(5:)€) ® (O(s3-)€) = a] O(s;)E[* = al¢f?

ainsi Q1/2G(s)AQ'Y? = oI, sur S.

5. Ici G(s) sera l'application A — dY (—s;Y (s;-) A(Y (s;+))!'0Y (—s; Y (s; ) indépendamment
du fait que A est un élément de Hgy ou H joc. Comme 9 est laissé invariant par le flot de b,
il en est de méme pour 1¢;<zy, pour tout k € N. Si A appartient & Hg joc, on a

1{¢<k}G(S)A = G(S)(l{wgk}A) S HQ, ke N, seR

d’ot G(s)A € HQ loc, s € R. De plus, les applications (G(s))ser préservent localement la norme
de HQ

On note L le générateur infinitésimal associé au groupe G dans Hg

L :dom(L) c Hy — Hg, domLz{AeHQ - 3 hmw

5—0 S - HQ}

et L(A) = lims_, G(S);FA pour tout A € dom(L). On peut vérifier que C}(R™) = dom(L)
et que L(A) = [b, A] = (b-V,)A — 0,bA — A '9yb, pour tout A € CL(R™). En effet, pour
AeCHR™), seR, yeR™ on a

G(s)Aly) —Aly) d

lim ; =3l G(s)A(y)
d _ _
= | YT snAW Y (sy)
S s=0
— bV, (A) — a,bA— Atob
= [b, Al(y).

On obtient la convergence forte dans H en utilisant le fait que Q € L3, (R™) et le théoreme
de convergence dominée. Les principales propriétés de I'opérateur L sont précisées ci-dessous

et sont des conséquences directes des résultats rappelés en Annexe

Proposition 2.3.2. On suppose que les hypothéses (2.4)), (2.14)), (2.15]) sont vérifiées.
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1. Le domaine de L est dense dans Hg et L est fermé.
2. Le champ de matrices A € Hg appartient a dom(L) si et seulement si il existe C > 0
tel que
|G(s)A —A|lg < C|s|, seR.
3. L’opérateur L est anti-adjoint dans Hg et nous avons la décomposition suivante : Hg =

1l
ker L ® Range L.

Remarque 2.3.3. Lorsque l'on travaillera dans Hq joc, le générateur infinitésimal de (G(S))ser
L, qu’on notera toujours L, sera défini de la maniére suivante

G(s)(Lgy<ryA) — LA .

Aedom(L) ssi 3 lin’(l] Hg, keN
§—> S
“ G(5) Ly A) — 1ypep A
Ly L(A) = lim G pend) = L= )
S$—> S

Les applications (G(s))ser ont également un comportement remarquable dans ’espace Hggo.
Pour tout s € R, et tout A € HZ, on a G(s)A € HY et |G(5)A|H220 = |A|ngo. En effet, grace

a ([2.30) et a 'orthogonalité de O(s;-)
Q'2C(s)AQ"? : Q' G(s)AQY?
= '0(5:)Q3*A:Qy0(s:) ' O(s: Q4,052 O(s:) (2.31)
_ (Q1/2AQ1/2 . Ql/QAQl/Q)s-

Nous sommes maintenant en mesure de pouvoir utiliser le théoreme de von Neumann, voir

Annexe [A 1]

Théoréme 2.3.4 (Théoréme ergodique de von Neumann). On considére un C°-groupe d’opé-
rateurs unitaires (G(s))ser sur un espace de Hilbert (H, (-,-)) et L son générateur infinitési-
mal. Alors pour tout x € H, on a la convergence forte dans H

1 r+S
lim — J G(s)x ds = Projge,rx, uniformément par rapport ar € R.
S—+0 S J,

La preuve du Théoréme [2.2.5 est une conséquence directe du Théoréme [A1.§ et de la
Proposition [2.3.1

Preuve du Théoréme Les deux premiers points sont clairs.
3. Pour tout & € R™, 4 € CY(S),1 = 0 on a 1(-) P26 ® PY/2¢ € H et une nouvelle fois grace
a (2.30)), on peut écrire
(CADOP R PG = | vQPC(6)AQ  c0 ¢ dy
= | P 0(59)Q5 7 A, O(ssy)¢ - € dy

= me(y)Qi/QAsQi/Q L O(5;9)E® O(s; )€ dy

\Y

o [ [0GseP ) dy
~aléP | vt v
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En prenant la moyenne sur [0, S] et en passant & la limite lorsque S — +00 on obtient

ijw<y>Ql/2 (AR £@&dy = ((A),vP'PE@ P > meaW(y) dy

et donc
QY2 (y) (A (1)Q(y) = alm, yeS.

4. Pour tout A € Hg, la projection orthogonale sur ker L vérifie |(A)|g = |Projie, rAlg <
|A|g. Pour montrer cette derniére inégalité, on considere M € M,,(R) une matrice fixée,
Y e COU(R™), 1) = 0 et, comme précédemment, on observe que ¢ PY2M P2 e Hg, ce qui nous
permet d’écrire que

(G(s)A, v P2 M PY?) g = f QY2G(s)AQY? : M dy
Rm
= f '0(5;9)Qy*AQy*O(s;y) - v M dy

= JR QY2 AQY? : O(s;y)M tO(s;y) dy

< f \/QimAsQi/Q - QY A,Q*\/O (53 y) M tO(s5y) : O(s;y)M 1O(s; y)¢b dy
Rm
<Az | i) ay.
En prenant la moyenne sur 'intervalle [0, S] et en passant & la limite S — 400, on obtient
| @@ i) dy = (W) o a P g
Rm
< |Alug (M M) | () dy.
On peut en déduire que
QY (y) (A )R (y) : M < [Alpz (M : M), y e R™, M e My (R)
et donc
| CA) [ g = ess supyeRm\/Ql/z(y) (A) )QY2(y): Q2 (y) (A) (1)QV*(y) < Al

5. Soit A un champ de matrices de Hq joc. Pour tout k € N, 1;y,<;1 A appartient a Hg, et par
le premier point on sait que

1 (f

On voit facilement que pour tout k,/ € N on a

1 1

S S
Jim L G)(LpapyA) ds = Jim L G(s)(Lipep A) ds

presque partout sur {¢» < min(k,1)}, et alors il existe un champ de matrices (A) dont la
restriction a {¢) < k} coincide avec <1{¢<k}A> pour tout k € N. De plus pour tout £k € N on
a <1{¢<k}A> = 0 presque partout sur {¢) > k}, et donc

Lk (A) = (Lyeryd), kel
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La convergence suivante est assurée dans Hg pour tout k€ N

S—+o0
= (Qgyp<iy4)
= 1iyeny (A

ce qui signifie que limg_, ;0 § Sg G(s)Ads = (A) dans Hgoc. Les ensembles {¢) < k}, ke N
étant compacts, on en déduit que HZQO < Hg loc- Par le quatrieme point nous avons

. I 1
SETw1{¢<k}SJ;) G(s)(A) ds = lim Sjo G(s)(1yy<ryA) ds

<A g = sup [Ly<iy CA) [ = sup| AyeiyA) lng < sup [Ly<iy Al g = Al

Soit A un champ de matrices de Hg joc, tel que QV2()A(y)QY?(y) = adp,y € R™, pour un
certain a > 0. Pour tout k € Non a 1<y A€ Hg et

QY (N1 AW)QY2 () = alm, ye {1 <k},
Par le troisieme point on obtient que pour tout k € N
Q2 (Y)Lpery (A )R () = Q2 (y) yeiyA) W)Q* (y) = alm, y € {¢ < k}
et donc Q'2(y) (A) (y)Q"*(y) = aly, yeR™. -

2.3.2 Exemples

Dans cette partie on effectue plusieurs calculs explicites de champ de matrices moyenné dans
les cadres périodique et presque périodique

Flot périodique

On considére le champ de vecteurs b(y) = (yy2, —By1), pour tout y = (y1,v2) € R?, avec
B, € R%.. La fonction ¢ (y) = By% + ’yyg, y € R?, est une intégrale premiére coercive associée
au champ b. On note Y (s;y) le flot associé au champ de vecteurs b. On cherche a déterminer
la moyenne le long du flot Y du champ de matrices

_( M) 0
D(y) - ( loy )\2(y> >7 yERQ

ol A\, A2 sont deux fonctions données. Le flot peut ici étre explicité, en effet il est 27/y/37-
périodique et s’écrit Y (s;y) = R(—s;8,7)y, (s,y) € R x R?, avec

cos(vBys)  —4/Fsin(v/Bvs)
\/gsin(vm s)  cos(+v/Bvs)
Par le Théoréme on peut écrire

(py = VL[V
0

R(s; B,7) =

o Y(=s;Y(5;:))D(Y (5;-)) 'Y (—s; Y (s;-)) ds

27r/\/ﬂ
[ RGs 8D (s )R-, s

- (o 3
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ou

(DY, = % Ol +eos(2y/By )] + % (nlt ~ cos(2y/57)])
(Dry = Do = 3 (rwsin(ay/37)) = 2 (rasinizy /1)

(D)yy = 26’7 <)\1[1 — COS(2\/@')]> + E <)\2[1 - 005(2\/%')]>
S 2N 3 (55 9))h(s) ds,

et pour toute fonction h, on introduit la notation (\;h(-)
i € {1,2}. Dans le cas ou les fonctions A\, A2 sont constantes le long du ﬂot Y( ;) (ce qui

arrive lorsque A1, Ao dépendent uniquement de 53(y1)% +7(y2)?), I'expression de (D) se réduit

a
/\1+ )\2 0
D)= .
< > ( 0 2’6;)\1+%)\2>

On remarque que méme dans le cas Ay = 0 (D n’est donc pas défini positif), le moyenné (D)
sera tout de méme défini positif.

Flot presque périodique

On considére le champ b(y) = (y2, —w? y1, ya, —ws y3) ¥ = (Y1, Y2, Y3, y4) € R* avec wi,ws € R*
incommensurables, c’est & dire w/wo ¢ Q. La fonction 1(y) = w?y? + y5 + wiy? + y3, avec
y € R*, est une intégrale premiére cercive associée au champ b. On note Y (s;y) le flot associé
au champ b. On considere le champ de matrices

M) 000
_ 0 Afy) O 0 4
0 0 0

ol A1, A2, A3, Ay sont quatre fonctions données, constantes le long du flot Y'(s;-). Le flot peut
étre explicité Y (s;y) = R(—s;wi,w2)y, (s,y) € R x R*, avec

cos(sw) —w—ll sin(swi) 0 0
) | wisin(swi) cos(swi) 0 0
Riswi,w2) = 0 0 cos(sw2) —w% sin(sws)
0 0 wa sin(swa) cos(swa)

La condition d’incommensurabilité assure que le flot n’est pas périodique en la variable s,
mais presque périodique par rapport & s. Par le Théoréme [2.2.5] on a

S
(Dy= lim L[ av(—s;¥(s)DV(s:)) 0¥ (=5 Y (5:)) ds
S—+0 S 0
S
= lim — | R(s;wi,w2)D(Y(s;-)) "R(s;w1,ws) ds
S—+o0 0
) 4 220 0 0 0
w1 (y) A2(y)
= ’ ER A()OM) X
3y 4y
0 0 W 4 40 0
O 0 O >\3( ) + )\4(?4)
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2.3.3 L’équation de Fokker-Planck

On cherche a comprendre I’évolution d’une densité de particules dans un champ électro-
magnétique intense en tenant compte des effets collisionnels. On supposera que le champ
magnétique est uniforme, c’est & dire B = (0,0, B/e), x € R3, et on se placera dans le régime
asymptotique du rayon de Larmor fini (c’est a dire quand la longueur caractéristique dans les
directions orthogonales au champ magnétique est beaucoup plus petite que la longueur carac-
téristique dans les directions paralléles). La fonction de densité de présence d’une particule
chargée f¢ satisfera alors

O[5+ 1 (vlaml—l—vgﬁm)f + 0305, [+ — E Voft+ —B(vgﬁvl 010y, ) f€ = vdiv, {OV, fS+vf}.

(2.32)
Ici m sera la masse d’une particule, ¢ sa charge, v sera la fréquence de collision et © sera la
température. Dans ce cas, le flot

(z,v) e R} x R Y (s;2,v) = (X (s;2,0), V(s;2,v)) € R® x R3,

est associé au champ de vecteurs

B
b(2,0) - Vaw = 0100, + V200, + We(v20, — 0100,), we = % (z,v) € RE.

On introduit la notation ¢(x,v) - Vy, = v30z, + £ E - V,.. On peut facilement voir que

— s R(-
X(57,0) =T + — — R{zwes)
We We

i@, X3(s;w3) =23, V(5;0) =R(—wes)v, V3(s;v3) =03

ott on utilise les notations T = (1, x2),7 = (v1,v2), 0 = (v2, —v1) et R(#) pour la matrice

de la rotation d’angle § € R dans R?. La matrice Jacobienne associée au flot s’écrit

I> O2x1 Mf 02x1
O1x2 1 01><2 0
OrnY (8;2,0) = X
e ( ) O2x2 O2x1 R(—wes) O2x1
O1x2 0 01x2 1

ot Oy, xr, €st la matrice nulle & m lignes et n colonnes, et £ = R(—7/2). On présente les grandes
lignes de I'analyse asymptotique de I’équation de Fokker-Planck ([2.32)). La formulation faible

de (2.32)) s’écrit, pour la fonction test (t,y) — ¢(t,Y (—t/e;y)),y = (z,v),Y = (X,V),p €
Cl(R, x RY) et la donnée initiale fi,
+00 1
~ [ o)y = | [ 0= (RO (<tzin) dyat

- [T et
[T ™y e (T Y (i) dua

y) - 10,Y (—t/esy) (Vo) (t,Y (—t/esy)) dydt

=l . (OV.7 + 0f) - O (t/250) (Vo) (1Y (~t/e5) .

Comme dans 'approche présentée dans 'introduction de ce chapitre, on introduit la nouvelle
fonction (¢°). donnée par

fs(tvy) = gs(t’Y (—t/é‘; y)), (t,y) S R_,. X RG
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et on utilise ’égalité
b(Y (—t/e;y)) — 0y (—t/e;9) bly) = 0.

Apres avoir effectué le changement de variable z = Y (—t/e;y), la formulation ci dessus s’écrit

J fin(2)¢(0, 2) dz —J JRG (t,2)0pp(t, z) dzdt
+00
_ L fR6gfé’yY(t/6; Y (t/e;2))e(t, Y (t/e;2)) - Voo(t, z) dzdt
- _VJ+OOJ 00, Y (—t/e;Y (t/e; 2)) "0uY (—t/e;Y (t/2;2))V2g® - Vap dzdt
0o Jre
_ VJ;] fR6gf(t, 2)0,Y (—t/e; Y (t/e; 2))V (t/e; 2)g° (L, 2) - V.o dzdt.

Tout comme dans les Théoréme on s’attend & ce que la famille (¢%). converge
dans L. (R ; L*(R®)) vers la solution du probleme
{ 0tg+C(t, z) - Vo9 = vdiv,{©D(2)V.g + V(2)g}, (t,z) e Ry x R
9(0,2) = fin(2), ze RS

ou le champ de matrices D et les champs de vecteurs C,V sont donnés par les moyennes
ergodiques suivantes

S—+00 S
C(t,z) = SETOO SJ 0yY (—=s;Y (s52))c(t, Y (s;2)) ds (2.33)
V(z) = Sl—l}—{loo Sf OvY (—s;Y (s;2)) V(s;2) ds (2.34)

= lim J 0yY (=8, Y (5;2))1(0,V (s; 2)) ds.

Notons que D est le moyenné du champ de matrices D de ’équation de Fokker-Planck, cf.

Théoréme [2.2.5) 5
O3x3 O3x3
D = ey, ey = .
; Vi ( 03x3 I3 >

En se servant du fait que le flot est périodique, un calcul direct nous donne

D(z) = lim f 0yY (—8;Y (8;2))D"0,Y (—s;Y (s52)) ds

S—>+ooS
27 Jwe
w 03x3 03x3
= 27; . (?yY(—s;Y(s;z))< ngg ng ) L0,Y (—s;Y (s52)) ds
% 02x1 —w% 02x1
O1x2 0 O1x2 0
_ 2.35
£ O2x1 I O2x1 (2.35)

01><2 0 01><2 1
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Un fait intéressant est que le champ de diffusion effectif D associé a 1’équation de Fokker-
Planck ne contient plus seulement de la diffusion en vitesse (comme le champ initial D) mais
également de la diffusion par rapport aux variables d’espaces (orthogonales aux lignes de
champ magnétique). En pratique ce gain de diffusion est observé dans les simulations numé-
riques de phénomenes gyrocinétiques, voir [26], 27, 28|, 5T, [7T]. 11 reste a clarifier 1’existence
d’une moyenne ergodique associée a un champ de vecteurs. C’est une conséquence du fait que
la famille d’applications

ce Xg — 0yY (=Y (s;:))c(Y(s;:)) € Xg, seR

forme un C%-groupe d’opérateurs unitaires sur Xg, voir aussi la Proposition Tout
comme pour le moyenné d’un champ de matrices on utilise le Théoreme de von Neumann

pour donner un sens aux champs C et V introduits en (2.33)) et (2.34) (voir le Théoreme
2.2.5).

2.4 Caractere bien posé du probleme raide et estimations uni-
formes

La résolution de ({2.1]) sera a comprendre au sens variationnel, pour plus de détails se reporter
a I’Annexe Etant donné que H} s'injecte continfiment avec image dense dans L?*(R™)
(car CH(R™) = H},), on a

Proposition 2.4.1. Supposons que b satisfait les hypothéses (2.4)), (2.5), , que R et
R™! satisfont (2.21)) et (2.23), et que D satisfait (2.26)).

1. Pour tout € > 0, la forme bilinéaire a® : H}% X H}% — R définie par

1
a®(u,v) :== | D(y)Vyu-Vyvdy+ 5J (b-Vyu)(y) dy, u,ve Hp,
R R

est bien définie, continue et coercive sur H}% par rapport a L2(R™).
2. La forme bilinéaire {a)y: H}, x Hy, — R définie par
@ ()= [ D)WV Vyody, wve
Rm

est bien définie, continue et coercive sur H}% par rapport a L*(R™).

Preuve.
1. Pour tout u,v € H}% on a

ID(y)Vyu - Vyo| = QY2 (y) D(y)QY?(y) : (PY2V,0) ® (PY2V,u)]
< |D|ug| P2 (y)Vyol |IPY2(y)Vyul, yeR™
et
b(y) - Vyu ()| =1Q*(y)b(y) - P (y)Vyu v(y)| < bl x| P2 () Vyul [o(y)],y € R™

Donc, avec (2.25)), on voit facilement que
1
|a*(u, v)| < [Dlag [Vyulp[Vyvlp + Z[blxg [Vyulplvl 2 gm)

1
< (1Dg + 2ol ) ulalol
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ce qui montre que 'application a®(-,-) est bien définie et continue. On regarde maintenant la
coercivité de a® sur H}, par rapport a L?(R™). Pour tout u € H} on a grace a 'anti-symétrie
de b-V,

a®(u,u) + OZHUH%Q(RT") - meD(y)vyu - Vyu dy + O‘”u”%?(Rm)
- meQl/ () D(y)Q"(y): (P2 (y)Vyu) ® (P2 (y)Vyu) dy+aful7zgm)
>af|PWmewdy+ﬂwémm

2 2 2
— o (I9yufb + Jule@n) ) = aluft.
On précise 'inégalité suivante qui sera d’un usage constant dans la suite
D(y)Vyu-Vyu > o|Viul?, ue Hp. (2.36)
2. Pour ce point on suit la méme démarche que ci dessus en se rappelant que

Q) (D) QY (y) = aly, yeR™

et que |<D>|Hg§ < |D\Hg§~ |

Proposition 2.4.2. Supposons que b satisfait (2.4), [2.5)), (2.20), que R et R~! satisfont

(2.21)) et (2.23), et que D satisfait (2.26]). Alors il existe u® (resp. v) une unique solution
variationnelle de (2.1)) (resp. (2.27) ). De plus, on a les estimations

i ™| L2 @em
[ o nomy < 0 ey, 1956 laage ) € — 25 €20

; |
. Uln LQ(Rm)
o]l Loy sn2mmyy < (w2 @m)s 1Vavlr2@, xp) < ~Voa

Preuve. Par le Théoréme de I’Annexe on sait que pour toute condition initiale

u™ e L?(R™), il existe une unique solution variationnelle ¢ au probleme (2.1)), que u® €
Cp(Ry; L2(R™)) N L2(Ry; HE), ouf € L?(Ry; (HE)') et

uf(0) = u'™™, u (t,y)p(y) dy + a(u(t), @) = 0, dans D'(R,), pour tout p € Hf.

dt Jgm
De méme, il existe une unique solution variationnelle v au modele limite (2.27) vérifiant
v e Cp(Ry; L2(R™)) N L*(Ry; H), 0w e L2(Ry; (HE)') et
v(0) = u'®, % v(t, 2)(2) dy + (a) (v(t),¥) = 0, dans D'(Ry), pour tout ¥ € Hf,.
Rm

Les estimations ci dessus sont des conséquences directes de 1’égalité d’énergie suivante (voir

Annexe [A.2)

1d
5&““6(75)“%2(1@) +a(uf(t),u(t)) = 0, dans D'(Ry)
ce qui implique que
1 € 2 ! €(,,E € 1 in |2
Sl @) z2@my + | o (w(7),u*(7)) dr = S |u™[L2(gm), € Ry
2 0 2
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En particulier, on a [u®(t)[ r2mm) < HuinHL2(Rm), pour tout t e R, e > 0, et
t t '
QOJJ \V,uf (7)|3 dr < 2[ a®(u®(1),u (7)) dr < Humuiz(Rm), teRy, >0
0 0
ce qui signifie que ||Vyu®|r2m, . xp) < HUHL% pour tout € > 0. Les estimations obtenues
sur v sont obtenus de maniere similaire. O

Remarque 2.4.3. Les fonctions de la famille (v°(t,-))e=0 = (us(t,Y (t/e;)))e=0 satisfont
les mémes estimations que celles de la famille (u®).~o. En effet, le changement de variable
z >y =Y (t/e;z) préservant la mesure de Lebesgue, on a

[o* ) Z2@my = [u* ) T2@my < [u™[Z2@m), t€ Ry, &> 0.
De plus, a laide de , on a
VEE(t,2) = 'R (2) V.05 (L, 2) = 'R71(2) 'oY (t/e; 2) Vyus (t, Y (t/e; 2))

= HOY (t/e;2) R1(2))Vyuf (1, Y (t/e; 2))
= "R7Y(2) (Y (t/g;2))Vyus (t, Y (t/e; 2)) = (VyRuE) (t,Y(t/e; 2))

et donc

v 112 _ A v e 2 dr = e vR 5 2 d
IV lf2my xp) = Va5 (7)[p dT = V20" (T) | 12mmy d7
0 0

+00
- jo 19 R0 (7)) 22 gy A7 = 196 2, )

Huin H%z (Rm)
200 '

<

X

En utilisant deuz fois la formule
bi - Vo () = by - V(a5 (8) 0 Y(t/e5-)) = (bi - Vyus (1)) 0 Y (823 )
on déduit que
by - Vb Vv () = by - V. [(bs - Vyus (1) o ¥ (/23]
= [b; - Vy(bi - Vyus(t))] o Y(t/e;-).

Donc b - V(b - V05 ()| L2mmy = [1bj - Viy(bi - Vyus ()| p2mmy, 4,7 € {1, ..., m} dés que ces
normes sont finies.

Jusqu’a présent on a considéré les solutions associées & des données initiales u™™ € L?(R™).
Afin d’étudier le comportement de la famille (v¢).~o lorsque e tend vers 0, on a besoin
d’avoir des estimations sur les dérivées de u®. C’est 'objet des propositions qui suivent. Ces
propositions précisent comment la régularité de la donnée initiale sera propagée au cours du
temps. L’idée est de prendre les dérivées directionnelles b; - V,, de , ce qui nous amene a

1
0u(bi - V) = divy (D()Vy (b - Vyu)) £ b= V(b V) = [bi - Vy, divy (DY) Ju”. (2.37)

Le point clé dans I'utilisation des champs en involution b; est que ces champs assurent ’an-
nulation du commutateur des opérateurs b; - V,, et b-V,. En effet, si on applique 'opérateur

page 52



Chapitre 2 2.4 Caractere bien posé du probleme raide et estimations uniformes

c-V, dans , le membre de droite correspondant a I’équation contiendra le terme
supplémentaire %[b - Vy,c- Vy]u® qui est instable lorsque € tend vers zéro sauf lorsque b et ¢
sont en involution. L’estimation de b; - V,u® est obtenue a partir de I’égalité d’énergie ,
I'anti-symétrie de b- V,, permet I"annulation du terme d’ordre 1/e. On suppose que pour tout
i,j € {1,...,m}, les coordonnées du crochet de Poisson [b;, b;] dans la base (by)i<k<m sont
bornées

m

[bi,bj] = . b, afje L(R™), i,j,k e {1,...,m}. (2.38)

k=1
Les quatre propositions suivantes donnent des estimations uniformes par rapport a € de la
solution du probleme double échelles ainsi que de sa limite.

Proposition 2.4.4. Supposons que les hypothéses (2.4]), (2.5), (2.23]), (2.26), (2.38)) soient
vérifiées. On suppose également que pour tout i,j € {1,...,m}

bi - Vydivyb; € L(R™), div,(RD) e L*(R™)

R[b;, D] 'R e L*(R™), i bi - Vy(R[bi, D] 'R) € L*(R™).
=1

St la condition initiale appartient a H}%, alors on a pour tout T' € Ry
R R
sup [V us || oo (0,77, L2 ®m)) = SUp [VZ0 | Lo (o, 1) L2 (mm)) < +00
e>0 e>0
R R R R
sup [V’ ® Vi us | L2 (po,r);L2mmy) = sup [V ® V0% | 2o, 2 (mmy) < +00
e>0 e>0
sup Hat’l)EHL2([07T];L2(Rm)) < +00.
e>0

Preuve. La preuve de cette proposition est détaillée dans I’Annexe O

Une estimation uniforme importante & obtenir sera celle de (0;VEv%).~q dans L2 (R; L2(R™)).

Elle sera nécessaire lors du passage a la limite dans la formulation faible [2.5.3] En supposant
que u € H?% on peut y parvenir, la preuve est mise en Annexe

Proposition 2.4.5. Supposons que les hypothéses (2.4)), (2.5), (2.23]), (2.26), (2.38)) soient
vérifiées. De plus on suppose que pour tout i, j, k € {1,...,m}

VEak e L?(R™), VEdivyb; e L(R™), VE® Vidiv,b; e L*(R™),

divy(R[b;, D])e L®(R™), R[b;, D]'Re L*(R™), i bi - Vy(R[bi, D]'R)e L*(R™)
=1
R[b;, [bi, D]]'R € L*(R™), divy(R[b;, [bi, D]]) € L*(R™)
Vi (RD'R) e L*(R™), Vi®V(RD'R)e L”(R™).

Si la condition initiale u™ appartient a H12~2> alors pour tout T e Ry on a

sup | VF ® V| e (jo,7): 22 @my) = 5up [VE @ VIV oo o, 7) 12 ) < +0
e>0 e>0

e va ® Vf ® v5“5||L2([0,T];L2(Rm)) A Vi@ VE® V§UEHL2([0,T];L2 (Rm)) < +00
£ £

et
Sup 0,V 0" | o,y 2 emy) < +0-
e>

Ici la notation VR ® VE ® VEw représente le tenseur qui, pour Uentrée (i,4,k), donne by, -
V(b; - V(b - Vw)).
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Enfin on peut également obtenir des estimations sur la solution du probleme limite (2.27]).

Proposition 2.4.6. Supposons que les hypothéses de la Proposition [2.].]] soient vérifiées
ainsi que (2.20). Alors pour tout T € R

VEve L([0,T); L2(R™)), VE @ VEve L2([0,T]; L*(R™)), ove L([0,T]; L*(R™)).

Preuve. La preuve de cette proposition est en Annexe .
Proposition 2.4.7. Supposons que toutes les hypothéses de la Proposition [2.4.5 soient sa-

tisfaites ainsi que (2.20)). Alors pour tout T € Ry, on a
VE® VEve L*([0,T); L?),VE @ VE® VEve L*([0,T]; L?),0:VEve L2([0,T7]; L?).

Preuve. La preuve est similaire & celle de la Proposition il faut utiliser le fait que le
champ de matrices (D) satisfait aux mémes hypothéses de régularité que le champ D (pour

cela voir la preuve de la Proposition en Annexe B.1)). O

2.5 Analyse a deux échelles

Dans cette partie on cherche a étudier le comportement asymptotique de (2.1)) ou de maniere
équivalente de (2.9)) lorsque e tend vers zéro. Pour toute fonction (¢, z) réguliére a4 support
compact, on veut passer a la limite quand ¢ ™\, 0 dans la formulation

—f u™(2)1(0, 2) dz — eroof vE(t, 2)0pp dzdt
m O m
+ j+00 G(t/e)DV ,v° - V1 dzdt = 0.
o Jrm

La difficulté principale réside bien stir dans le traitement de la derniére intégrale de part la
présence de deux échelles en temps, la variable lente t et rapide non nécessairement périodique
s = t/e. On présente ici un résultat général de convergence a deux échelles basé sur la notion de
moyenne ergodique répondant a ce probléme. A 'aide des notations introduites a la Définition

et a la Proposition on a

Proposition 2.5.1. Soit T' un nombre réel positif, on considére C € L*(R;Hg), tel que

1

la famille des moyennes <§ SS°+SC

s (s) ds)S . converge fortement dans Hg vers un champ
>

[ol= Hg, uniformément par rapport a so € R, lorsque S — +00. On considére également
B, < C([0,T]; Hp) un sous ensemble borné de L'([0,T]; Hp) de fonctions admettant un
méme module de continuité w : [0,T] — Ry dans C([0,T]; Hp), c’est a dire

|B(t) — B(t")|p <w(|t—*]), t,t' €[0,T], BeB,

avec w croissante et limy\ ow(A) = 0. Dans ce cas

T T o
C}I\I\%L (B(t),C(t/e))pg dt =L <B(t),C>P,Q dt

uniformément par rapport a B € B,,.
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Preuve. Pour tout § > 0, il existe un S5 > 0 tel que

’ 1 so+S

g C(s) ds —C" < 4, pour tout S = Sj et sg € R.
S0

Q

En effectuant le changement de variable s = g dans l'intégrale ci dessus on obtient

1 to+T -
‘Tj C(t/e) dt — C‘ <, pour tout T' > eSs = T, et tope R. (2.39)
to Q

On découpe l'intervalle [0, T en sous intervalles de longueur plus grande ou égale a T5 .. Par

exemple, en posant ks . = [ ], si T'/T5 . est un entier, c’est a dire T'/Ts . = ks, on considere

4,
les intervalles

[kTs5e,(k+ 1)Ts5.[, 0<k<kse—1
et si T')/T5. n’est pas un entier, on considere les intervalles
[kT5e,(k+ D75, 0<k<kse—2, et [(kse—1)T5¢,T].
Dans les deux cas on a ks, intervalles dont la taille est comprise entre T5. et 2Ts.. On

notera par (tgse)o<k<ks. ou plus simplement par (t;)o<k<k,., les points extrémaux de ces
intervalles. Le dernier point est toujours ¢, . = 7. On peut écrire pour tout B € B,

U (B(t),C(t/e))p g dt—J (B(t),C)p, d ’ U (B(t),C(t/e) = C)py dt‘

koo =1 ntyin
< J (B(t).C(t/e) = C)pq dt'
k=0 Vi&
ks,e -1 t+1
< L (B(t) — B(ty), C(t/e) —@P’Q dt‘
k=0 k

T ng Jﬁk*l (), C(t/) = Ty dt'

=: 21 + 2. (2.40)

Etant donné que la fonction t € [0,T] — B(t) € Hp admet w comme module de continuité,
on obtient l’estimation suivante pour X;

kse—1 l41 .
< Z‘f w(lt = tol) [C(t/e) — Tlo dt (2.41)
k=0 Ytk
k&g—l
< D w@Tse) (ther — tr) 2/C poorsmrg)
k=0

= 2||C oo (r; o)W (2T5,6) T
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L’estimation du terme Yy est déduite de (2.39)

k&g—l

Y thH(PB(tk)P C(t/e) — )th‘ (2.42)
k=0 Ytk

= 2, (PB(tk)R f’““w(t/e)— 0) dt)Q

k

_ k’o <B(tk), L ?H(C(t/e)— 0) dt>P7Q

O(tr41 — tr)|B(ty)|p

)
M

[HBHLl([O,T];Hp) + W(2T6,5)T] )

et avec (2.40), (2.41)), (2.42) on a

U (B(t),C(t/e))p dt —f (B(t) C>PQ < 2| C oo (1)@ (2T5.6)T
+ 6 [IBl o191,y + w(2T5.)T] -

Soit 1 un nombre réel positif et § > 0 suffisamment petit pour que §| B (jo,r;m,) < 1/2
uniformément par rapport & B € B, (c’est possible étant donné que B, est borné dans
LY([0,T7]; Hp)). En remarquant que limew o 75 = lim 9€S5 = 0, et lim ow(275.) = 0, on
déduit qu’il existe € = (n) tel que pour tout 0 < e < &(n)

2/ C| oo (s 1) (2T56 )T + 6w (2T5.)T < g

Enfin, on obtient

n
‘J <B t/€ >PQ dt—f <B C>PQ ‘ gdHBHLl([O,T];HP)—i_E <n
pour tout 0 < € < &(n), uniformément par rapport a B € B,,. O

Remarque 2.5.2. La conclusion de la Proposition reste vraie pour tout couple (B,C) €
LY([0,T]; Hp) x L®(R; Hg) tel que (% Si;ﬁs C(s) ds g COTVETgE fortement dans Hg vers
>

un certain C € Hg uniformément par rapport a so € R, lorsque S — +00. En effet, il suffit
de remarquer que

[ B0.CW g i~ [ (B0 ] < 2Bl oy |l

et done, en utilisant la densité de C([0,T]; Hp) dans L*([0,T]; Hp) il suffit de considérer le
cas Be C([0,T]; Hp). Dans ce cas la continuité uniforme de B nous assure l’existence d’un
module de continuité uniforme w : [0,T] — Ry

w(A) = sup |B(t) — B(t))|p, Me[0,T]
t,t’e[0,T],|t—t'|<\

et l’ensemble des arguments de la prewve de la Proposition [2.5.1] s applique.
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On présente maintenant quelques conséquences de la Proposition qui nous seront
utiles pour montrer le résultat principal du Théoreme A chaque fois que y — A(y) : B(y)
appartient a L'(R™), par (A, B)p o on sous entendra SemA(y) : B(y) dy.

Proposition 2.5.3. Soit T un nombre réel positif. On considére D € Hg’ un champ de ma-
trices symétriques et W,, = C([0,T]; Xp) un sous ensemble borné de L*([0,T]; Xp) composé
de fonctions admettant un méme module de continuité w : [0,T] — Ry dans C([0,T]; Xp),
c’est a dire

lwt) —wt)|p <w(t —*t]), t,t' €[0,T], we W,

avec w croissante et limy\ ow(X) = 0. Alors pour toute famille (wﬁ)ﬂ>0 < W, convergeant
faiblement dans L?([0,T]; Xp) vers w® lorsque 3\, 0, on a

) T 3 T 0
o dm JO <0(t)®w (t),G(t/e)D>P7Q dt = L O(t) @uO(t), (DY), At (243)

pour tout 6 € L*([0,T]; Xp).

Preuve. Pour tout §,w € L?([0,T]; Xp) on a

T T
L O(t) @ w(t), G(t/€)D>p’Q dt = J(; f m@(t,y) ®w(t,y) : G(t/e)D dydt
T
- | [ P @ (P @) QU )G/ DR ) dyi

T
<L|G@@Dng|ﬁﬂ@wwwuﬁﬂ@muw»@w

<Dl q f Py)0(t y)-0(t, y) dydt>1/2<J J ) w(t,y) dydt>1/2

= ’D|Hg§H@HL%[O,T];XP)Hme([o,T];Xp)

et de méme, en utilisant | (D) | HE < |D| HE

T
L O) @w(t),(D))pq dt < |Dluglflr2oryxp w2 or;xp)- (2.44)

Comme la famille (w?) =0 est bornée dans L*([0, T]; X p), il suffit de vérifier pour tout
6 vivant dans une partie dense de L?([0,T]; Xp), par exemple pour tout @ tel que P26 €
CO([0, T xR™). On choisit un k € N suffisamment grand pour que k > 9 (y), y € supp (P?6).
Comme D € Hggo appartient aussi a H joc, le champ de matrices Dy = 1,1 D appartient a
Hgn Hg. On utilise alors la Proposition avec C(s) = G(s) Dy, C = (Di) = 1yyp<py (D),
cf. le Théoreme[2.2.5] et B = {#Qw : w € W, }. On sait par la Proposition[2.3.1]que (G(s))ser
est un Co—groupe d opérateurs unitaires sur Hg, ce qui implique que C' € L*(R; Hg). On
déduit du Théoreme [2.2.5| que

1 so+S

lim — C(s) ds = C, uniformément par rapport a sg € R.
S—+w S
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Pour tout w € W,,, on écrit

T 1/2
_ 1/2 1/2 . 1/2 1/2
L . —_ .
16wl oy = | (f(P 6)® (Pw) : (PV26) ® (P www) dt
0

m

T
<L|mwugmedt
< |PY20) 2o 1.1 () 1w 2 0 7 )

et donc le fait que W, soit borné dans L?([0,T]; Xp) implique que la famille B est bornée
dans L'([0,T]; Hp) (on rappelle que P20 € C%([0,T] x R™)). Il faut maintenant déterminer
un module de continuité pour B. Pour tout w e W,, t,t' € [0,T], on a

6(6) @ w(t) — (') @ w(t')|p < 16(1) — B(F) [xp o (t) p + [0(F) xp o (t) — w(t") |
< |PY20(t) — PY20(t) | oo o w(t) p + | PY20) | on o[£ — ¥

< wo(lt = t'Dwleorxe) +w(lt = DIPY20]coo.ryxmm)

ol wy est un module de continuité pour P26 € CY([0, T] x R™). Il nous reste donc & vérifier
que W, est borné dans C([0,T]; Xp). Pour tout ¢,t' € [0,T],w € W,, on a

lw(t)[p < (lw(@)|p +w(lt —1']))* < 2lw(t) [P + 20°(T),

et en intégrant par rapport a t’ € [0, 7] on obtient pour tout ¢ € [0,7] que

2
wt)lp < 21w o ryxm + 23T

Cela signifie exactement que W,, est borné dans C([0,7']; Xp). Par la Proposition pour
tout >0, il existe £(n) > 0 tel que pour tout 0 <e < e(n),3 >0

®w 1{¢<k}G t/E D> dt _J <0 ®UJ ( ) 1{¢<k} <D>> dt’ < 5

Comme supp (P'/26) < {y < k}, pour tout 0 < € < £(n), 8 > 0 I'inégalité ci dessus se réécrit

OT <9(t) @uwl(t), G(t/a)D>P7Q dt — L ' <9(t) Ruwl(t), <D>>P7Q dt‘ <

L’inégalité (2.44) nous assure que w — Sg Ot) ®w(t),(D))pg dt est une application li-
néaire continue sur L2([0,T]; Xp), et étant donné que (wﬁ)5>0 converge faiblement dans
L2([0,T]; Xp), vers w® lorsque S\ 0, il existe 3(n) > 0 tel que pour tout 0 < 8 < 5(n)

T 3 T 0 n
. <9(t)®w (t),<D>>P’Q dt—L Ot @w ,<D>>P7Q dt‘ <3

Done, pour tout n > 0, il existe 5(n) > 0,e(n) > 0 tels que pour tout 0 < 5 < B(n),0 <& <
e(n)

T 8 T 0
O <6’(t)®w (t),G(t/s)D>RQ dt — JO o) ®u’ (DY), dt‘ <
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Remarque 2.5.4. Les arguments précédents montrent que si D € H&O alors

T T
limy | () @ wlt). G(t/2)D)pg dt = | @O DYpg dt (249

pour tout w e L*([0,T); Xp). En effet, en tenant compte du fait que lapplication bilinéaire
T
(0,w) € L*([0,T); Xp) x L*([0,T]; Xp) — f Ot) @w(t),{D))pg dt € R
0

est continue, il est suffisant d’établir pour w dans {6 € L*([0,T];Xp) : PY?0 ¢
CY([0,T] x R™)}, qui est un sous ensemble dense de L*([0,T]; Xp). Et c’est une conséquence
directe de la Remarque appliquée auz champs de matrices Dy = 1<y D,k = YY),y €
supp (P'28), car pour tout @ € L*([0,T]; Xp) tel que P20 € CO([0,T] x R™), on a

T 1/2
16 @ 611 (017110 = jo (j PY2g4 dy) it

T
< jo [PY26(t) | cogamy | PV20(8) | 2ggemy dt
< 0]l z2(o.77:x35) 101 L2 (0. 17, x ) < +00-

Dans le cas ou le champ de matrices D est défini positif, le comportement de la limite
supérieure du terme quadratique SO <wf3 t) @ wi(t), G(t/e)D>PQ dt par rapport a (5,¢)

caractérise la convergence forte de la famille (w”)s~ comme le montre le résultat suivant

Proposition 2.5.5. On suppose les mémes hypothéses qu’a la Proposition|2.5.5,

1. Sile champ de matrices D est positif alors

LT (W) @' (t),(D))p dt < liminf J <w ) ®w’ (1), Gt/ €)D>P,Q a

(B,e)—(0,0)

2. Si (w?)p=o converge fortement dans L?([0,T]; Xp) vers w® lorsque 8\, 0 (I'existence
d’un module de continuité w dans C([0,T]; Xp) pour la famille (w®)g=o n'est pas né-
cessaire) alors

T 0 0
L (W' (t) @uO(t),{D)) by dt = (MHOO j <w ) ® w’( G(t/e)D>P’Q dt

3. Sl existe un a > 0 tel que QV2DQY? > al,, et

hmsup f <w ) @ wd( G(t/e)D>P’Q dt<LT<w0(t)®w0(t),<D>>PﬁQ dt

alors la famille (wﬁ)5>0 converge fortement dans L?([0,T]; Xp) vers w® quand 3\, 0.

Preuve.
1. On sait que si le champ D est symétrique positif alors il en est de méme pour le champ
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G(t/e)D pour tout t € [0,T] et € > 0, ainsi
JT<w0(t)®w6(t) Glt/)D) i = J TJ WOt y) @ wh(t,y) : G(t/e)D dydt
0 ) P,Q - 0 m 7y ay . y
T
< | | @t n @ty GD)E (k) @ (t) : Glt/)D) dyi

< ( L T<w0(t)®w0(t),G(t/a)D>P,Q dt)l/Q(LT<wﬁ(t)®wﬁ(t),G(t/a)D>PﬁQ dt>1/2.

En passant a la limite inférieure par rapport a (3, ), on obtient grace a la Proposition m

J;)T<w0(t)®w0(t)7<D>>P,th< lim inf {( J () @ ' (t/a)D>P7th)l/2

(B,e)—(0,0)

U <w G(t/e) D> )1/2}. (2.46)

La Remarque [2.5.4] nous assure que

T T
il\lg L (w(t) ®w’(t),G(t/e)D)p , dt = fo (W (t) @ w°(t),{D))p, dt. (2.47)

En combinant 1’égalité (2.47)) avec I'inégalité (2.46|) on obtient 1'inégalité recherchée.
2. On choisit n un nombre réel positif. Par la Remarque il existe €(n) tel que pour tout
0<e< 5(17)

<w t/5D>Pth—J <w )@ w( <D>>PQ ‘ g

Etant donné que la famille (w”) ¢ converge fortement vers w® dans L2([0,T]; Xp), il existe
B(n) > 0 tel que pour tout 0 < § < (n) et tout € > 0

<w G(t/e) D> dt—f <w )@ uwi(t), G(t/e)D>P’Q dt‘

n
< !D\Hgg |w? — w20 17:x p) <H7~U | 220,770 + 0° “LQ([O,T];XP)) <3

Ce qui nous donne le second point.
3. On sait par la Proposition que Ql/QG(t/E)DQl/2 > aly,, pour tout t € Ry, e > 0 et
donc

B .02 (8 — Blt) — w°
afw” — w2017, x ) gfo <[w () = (O] @ [w'() —wi(e)], Gt/ €)D>P,Q &
T T
_ JO (w’ ) @w’(t).Clt/)D) , dt+f0 () ® (1), G(t/e)D)p g dt

B LT <wﬁ(t) @ w0 (t), G(t/s)D>P,Q dt — JOT <w0(t) ® wﬂ(t), G(t/e)D>P7Q dt

Par la Proposition [2.5.3] on a

,BEILH%OO J <w ) @ w( G(t/s)D>P7Q dt
—  lim f <w ) @ wh( G(t/s)D>P7Q dt = L T<w0(t)®w0(t),<D>>P7Q dt

(B,e)—(0,0)
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et par la Remarque
T T
lim f (w'(t) @ wO(t), G(t/e)D)p,, dt = J (W) @ w(t), (D))pg At
E\O 0 ’ 0 )
En fin de compte on obtient

alim sup |w?® — wOHZLg([O’T];XP) < hmsup J <w ) @’ (t), G(t/e) D>
EANY £)—(0,0)

_ f (a0 () @ w’(t), (DY) p gy dt <0
0

ce qui prouve que (w”) =0 converge fortement dans L?([0, T]; Xp) vers w lorsque 8\, 0.

2.6 Preuves des Théoremes principaux

On établit deux résultats de convergence. Celui du Théoréme [2.2.7] qui précise le comporte-
ment au sens fort de (v°).~¢ dans L (Ry; L2(R™)) et (V,v%).~0 dans L (R4; X p). Celui du
Théoréme [2.2.9] qui précise un ordre pour les convergences ci dessus a 'aide de I'introduction
d’un correcteur, ce qui justifiera le développement formel introduit en (2.10|).

Preuve du Théoréme Supposons que u'™ appartient a HI%, dont la définition est
donnée par
={ue Hy : Vi@ V[iue L*(R™)}. (2.48)

Du fait que uf soit la solution variationnelle de (2.1)), on a pour tout ® € C}(R, x R™)
+00 . +o0
*J J ut(t,y)0:® dydt — f u™(y)®(0,y) dy + J D(y)Vyu® - V@ dydt
0 m R 0o Jrm

+oo
—f J “(t,y)b(y) - Vy® dydt = 0. (2.49)

En fait, la formulation ci dessus est vraie pour toute fonction a support compact dans R, x
R™, qui appartient & W1H®(R, x R™). On choisit une fonction test ¢ € C}(R,; x R™)
et on introduit la nouvelle fonction ®°(t,y) = ¥(t,Y (—t/e;y)), (t,y) € Ry x R™. Grace
aux hypotheéses , la fonction ®° est a support compact dans R, x R™, appartient a
Whe(Ry x R™) et ainsi satisfait (2.49). On effectue le changement de variable z — y =
Y (t/e; z). En prenant les dérivées en temps et en espace des égalités 1 (t, z) = ®°(t,Y (t/e; 2))
et v(t,z) = u(t,Y (t/e;2)) on obtient

Op(t, 2) = 0% (¢, Y (t/e;2)) + éb(Y(t/E; 2)) - Vy @< (¢, Y (t/e;2))

Vo(t, 2) =LY (t/e; 2) V@5 (¢, Y (t/g; 2)), Vv (£, 2) =10 (t/e; 2) Vyul (t, Y (t/e; 2))
et la formulation faible ([2.49)), écrite avec la fonction test ®°(¢,y) devient

_ JO M J w5 (t, 2)0n dzdt—jR u™(2)¥(0, 2) dz

m

+ J+OOJ oY " Ht/e; 2)D(Y (t/e; 2)) oY Lt /e; 2)V ,0° - V., dzdt = 0.
0 m
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Donc v° est solution variationnelle de (2.9). Par les Propositions on a pour tout
TeR,

Sgg{!|UE!|Lw(R+;L2(Rm)) + VI oo o 77:02(Rmy) + [ VE @ VEOT| poo (0,77, L2 (R ) <+00
€

Slilg{”atUSHLQ([O,T];L?(Rm)) + 0V | 2oy L2y } < 00
IS5

Apres extraction de sous suites, on peut supposer qu’il existe (), convergeant vers 0 tel que

klim v =0 faiblement * dans L®(R,; L?(R™)) (2.50)
—+00
lim V.0 = V1" faiblement » dans L®([0,T]; Xp), T € R,. (2.51)

k—+0o0

On cherche & prouver que v° est la solution variationnelle de ([2.27)). Pour tout n € C}(R,)
et ® € H}, la formulation variationnelle de (2.9) donne

m

- L mf 0 (t )0 () B(2) dadt — f u™(2)n(0)®(2) dz

+a0
+ f G(t/e) DV 0% - n(t)V,® dzdt = 0.
0o Jrm

Comme 7/® appartient & L' (R, ; L%(R™)), la convergence faible » dans L*(R; L?(R™)) de
(v%k) implique que

Jo vas’“ (t,2)n' (t)®(z) dzdt e . vao(t, 2)n' () ®(z) dzdt.

On utilise maintenant la Proposition avec T > 0 tel que suppn < [0,T[, et W, =
{wF = V. v%|g rjxrm @ k € N} W, est bien borné dans L?([0,T]; Xp) et pour tout k € N,
t,t' € [0,T], on peut écrire

V0% (t) = Voo () |p = | VE0™ (1) — VI () 2
<AVt = 110V E0™ | 2o, 17; 12 RmY) -

Donc W, est inclus dans C([0,T]; Xp) et admet pour module de continuité

w(A) = \f)\sglg 106V 0% L2077, 22 R
€

On peut appliquer la Proposition avec 0(t,z) = n(t)V.®(z) € L*([0,T]; Xp) et en
déduire que

+0o0 T
f G(t/er) DV 0% - ()V,® dzdt = f )V ® V0% (), G(t/ex) Dyp g dt
0 RmM 0 y

T
— L (t)V:2@ V0" (t),(D)) p, dt

k—+o0

+00
= f (DYV 2" - n(t)V,® dzdt.
0 R™
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Ainsi, en passant a la limite lorsque k& — 400, dans la formulation variationnelle de vk,
implique que

_ L +OO j mvo(t, 2 (8)®(z) dzdt—f u™(2)n(0)®(2) dz

m

+00
+ f (DYV 2" - n(t)V,® dzdt = 0
0 R™

et donc v” est bien solution variationnelle de (2.27) (v° = v). Par unicité de la solution du
probléme limite (2.27)), les convergences (2.50)), (2.51]) sont valables pour toute la famille (v¢).,
et on a
li\I‘I(l) v®=v faiblement x dans L*(R,;L*(R™)),
g
li\rN% V.v¥= V,v faiblement * dans L5, (Ri; Xp).
13
La régularité de v est donnée par les Propositions En particulier on obtient

que 0w € L2 (R ;L?(R™)). On peut méme voir que la dérivée en temps ;v appartient a

loc
L (Ry; L2(R™)), cela provient de la régularité de (D). En effet, grace aux preuves des

Propositions on sait que div,(R{(D)) € L*(R™), R{D) 'R € L*(R™) et ainsi

o = div,((D) V,v) = div,((D) 'RVEv) = div,(R(D)) - VEv + R(D) : 0VZu
= div,(R(D))-VEy + R(D) 'R : VE®@ VEv e L (R, ; L*(R™)).

On va maintenant montrer la convergence forte des suites (v°).~o dans L (Ry; L2(R™)) et
(V20%)es0 dans L (Ry; Xp). Légalité d’énergie associée a(2.9) nous donne

¢
[v®(t) H%Q(Rm) + QJO (V05 (1) @ Voo (1), G(1/e) D) p g dT = HU/IHH%Q(Rm),t eRi. (2.52)
De méme, I'égalité d’énergie associée a (2.27)) nous donne
t
[o(&) 172 gom) + QL (Vo0(1) @ V.u(1).AD))p g d7 = [u|F2(gm), t € Ry (2.53)
Le premier point de la Proposition [2.5.5] nous assure que I'inégalité suivante est vérifiée
t t
L<VZU(7‘) ® V. u(7),{D))podr < lign\iglf L(VZUE(T) ® V0 (1),G(1/e)D)podr. (2.54)

En combinant (2.52), (2.53]), (2.54]) on obtient

1. € i t

g imsup{ 0" (Ol 2 ~[0(E) [F2m)} = Himsup { L (V=u(1) @ V=u(7),{D))pg dr
B L (Vo4 (1) ® Vo' (1), G(r/e) Dy g dT}
= J;) <Vz'l)(7') ® VZ'U(T)7 <D>>P,Q dr

t
~ lim inf f (V" (1) ® Vo™ (7), G(r/e) Dy dr <0
E\O 0 ’
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ce qui prouve que pour tout temps t e R, on a

tim sup [0 (0) . gm) < 0(0) (2.55)

L’application du lemme de Fatou & la famille de fonctions positives ¢ — HuinH%Q(Rm) -

|vE(2) H%Q(Rm) donne

T T
TR in |2 € 2 s in2 € 2
Lhren\lglf{!u 2@y = Iv"(8) 22 gm) }dt < lima inf O{HU |22 @my — 0% (8) [ 22 (emy Yt
ou de maniere équivalente

T T
lim sup f o= (8) 72 oy dt<f lim sup [[vo° (¢) 72 (gemy dt.
0 0 &\o

3

L’inégalité ci-dessus combinée avec la convergence faible dans L2([0,T]; L?(R™)) de la famille

(v%)e=0 vers v et (2.55) nous amene a
g 2 g 2
lim supj lv* ()| 72@m) At < f lv(@) 72 @my dt.
0 Jo 0
La famille (v¥).~o converge fortement dans L2([0, T']; L>(R™)) vers v pour tout T € R
g 2
tiy [ 105) = o) eyt = .

Par extraction, on déduit de cela l'existence d’une suite (£j); convergeant vers 0 telle que

kl—igloo v®* (t) — v(t)H%Q(Rm) =0, pour presque tout ¢ € [0, 7. (2.56)

En se servant du fait que d;v € L2([0,T]; L2(R™)) et sup.-, |0ev | L2 ([0, L2 (mm)) < 490, on
voit que (2.56) est vérifié pour tout ¢ € [0,T], T € R4, et donc pour tout ¢t € Ry. En effet, si
on note £ 'ensemble des points ¢t de [0, 7] en lesquels la convergence suivante est assurée

im0 (8) = o(t) gy = O,

alors, d’apres la relation (2.55), on sait que mes([0,7] —&) = 0. Soient ¢t € [0,7] —E€ et § > 0.
11 existe nécessairement t5 €|t — 0,t + d[ N &, dans le cas contraire mes([0,7] — &) > 0 ce qui
contredirait I’hypothese. A 1’aide des bornes sur div et ¢,v°, on a

[o%k (t) — v(@)] L2@my < [0 (E) — v (ts) | 2mmy + [V (t5) — v(ts) | L2@my + llv(ts) — v(t)] L2 rm)
<A/ [t =t sup 10ev* || L2 (0,1, L2 (rmY) + [[0F (ts) — v(ts)]]
>

+ /[t —ts] [0wv] L2 (0,17, L2 ®mY)

<6 (21110) 1060 L2 (0,77, L2 () + ”atUHLQ([QT],LQ(Rm)) ) + v (ts) — v(ts)]-
>

=C

Ainsi

lim sup [v%*(t) — v(t)] 2rm) < C+V3, pour tout 4§ > 0.
k—+00
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On a donc

. 2 _
lim [v°(T) = o(T) B2y = 0, T <Ry

ce qui implique, grace a (2.52)), (2.53), que

T
. 1 in| 2 1 . 2
hrg\sgpjo (T20°(1) ® Vv (1), G(t/2) D) gt =54 [Baqamy= lim [v* (Dl

1, . 1
= §Hum||%2(nw) - §|\U(T)H%2(Rm)
T
=J (Vao(t) @ Vau(t),(D))p g dt.
0

Le troisieme point de la Proposition nous assure que (V,v%).~¢ converge fortement dans
L2([0,T); Xp) vers Vv pour tout 7" € R, . Enfin, pour montrer que la convergence forte de

la famille (v¥).~¢ a lieu dans L (R ; L?(R™)) vers v, on cherche & estimer la différence entre

v° et v. En soustrayant et (2.27)), on trouve
0t (v° —v) —div,{G(t/e)DV v —(D)V v} =0, (t,z)e Ry xR™.
L’égalité d’énergie associée pour tout t € R est
S0 = Ol + [ AV°0) — Va0l @ V(7). Gl /o) D
- Lt<[vzv€(7) = V(1) @ Vu(r),{D))py dr = 0.
Tout comme dans la preuve de la Proposition [2.5.3|on a
’<[Vzv€(7) — V(1) ® Vo' (1), G(T/g)D>P,Q’ < [Dlug V07 (1) = Voo(7)|p|[Vo0" ()P
et
K[7:05(r) = Te0(r )] ® V.0(7), (DY pg| < |Dliag V-7 (r) = Vo) | p|Va0(7)]

ainsi pour tout t € [0,7] on a

[(v® = v)(t)]32 < 2|D|ug V20" = Vvl 2 qomx ) (IV205 [ 20,775 ) + IV20l2(00,77:x0))-

La convergence forte de (v¢).~ dans L®([0,7]; L?(R™)) vers v est donc une conséquence de
la convergence forte de (V,v%).~o vers V,v dans L%([0,T]; Xp) lorsque ¢ \, 0. Le dernier
point & vérifier est que la convergence forte de (v¥).~o dans L®([0,T]; L2(R™)) reste vraie
pour toute donnée initiale u™ € L?(R™). En effet, par densité de H% dans L*(R™), on sait
que pour tout § > 0 il existe ul® € H% tel que |u™ — ui;n”LQ(Rm) < 60/2. On note v§ (resp. vs)
la solution variationnelle de (resp. ) pour la condition initiale ul. Grace au bilan
d’énergie on obtient

[0 = vl o (o, )s2@my) < [v° = V5[ Lo (o, r:22@®my) + |05 — Vsl Lo (0,772 )
+ vs — vl Lo fo,1;22 ™))

< 2lu™ — u|| p2@my + |05 — voll oo (0,172 @) -
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Etant donné que ui;“ € H}%, on sait que pour tout ¢ > 0,
. c _
tim o5 — vs | o o, 72 remy) = 0

et donc

limsup [v° = v| Lo (0,122 RmY) < 6, 6 >0,
S

ce qui donne limex o [v° — v| Lo ([o,7};2(rm)) = 0 pour tout T' € R O

Les considérations ci dessus nous ont amené a montrer que v° = v+o(1) dans L. (R ; L*(R™))
lorsque € N\, 0. Comme montré dans ’analyse formelle , on est en droit d’espérer un
ordre de convergence en O(e). Cet ordre peut étre montré si on suppose que la solution limite
v est suffisamment réguliere et qu’il existe un champ de matrices C' tel que

D = (D) + L(C) (2.57)

et donc tel que (voir la Remarque [2.3.3))

d
1{¢<k}D — <1{'¢)<kz}D> = $|5:0G(s)(1{¢<k}0), ke N.

L’existence du champ de matrices C' est essentielle pour la construction d’un terme correctif
u!, voir (Z60).

Preuve du Théoréme [2.2.9] On introduit les fonctions @°(t,y) = v(t,Y (—t/e;y)), (¢, y) €
R, x R™ & > 0. Tout comme dans la preuve du Théoréme on peut vérifier que @ est
solution variationnelle du probleme

{ 0i1® — divy {G(t/e) (D) V,a} + 1b(y) - Vya© =0, (t,y) € Ry x R™
@ (0,y) = u™(y), yeR™.

Par construction, le moyenné (D) appartient a HJ et vérifie G(t/e) (D) = (D). Ainsi les
fonctions (4f)e~( sont solutions des problémes

oy — divy, {(DYV,af} + Lb(y) - V,a° =0, (t,y) e Ry x R™
~E in c m (258)
u(O,y)zu (y)> yeR™.
On rappelle que les fonctions (u®).~( sont solutions de
opuf — divy{DV,u} + Lb(y) - Vyus =0, (t,y) e Ry x R™ (2.59)
u?(0,y) = u™(y), yeR™. '

Les deux familles (4%)e=0 et (uf).~o vérifient la méme condition initiale. Le point clé pour
obtenir un ordre de convergence est I'introduction d’un terme correcteur. Pour tout (¢, s,y) €
Ry x R x R™, on considere la fonction

u'(t,s,y) = —div.(CV ()Y (=s;9)) + divy {C(y) Vyu(t,Y (—s;9))} (2.60)
= —7(=s)div;(CVv(t)) + divy{C(y) Vy[T(=s)v(t)]},

avec la notation 7(s)f = f o Y(s;-) pour toute fonction f. Par (2.7)) on a

ul(t,s,Y(s;2)) = div,(G(s)CV,0(t)) — div,(CV v(t)) (2.61)
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et en prenant la dérivée par rapport & s (ici L est le générateur infinitésimal associé a G) on
obtient

Osul(t,5,Y (s;2)) +b(Y(s;2)) - Vyul(t, s, Y(s;2)) = div, {dG(s)C’ Vzv(t)}

ds
= div {G(s)L(C)V v(t)}
= {divy[L(C)Vy7(=s)v(t)]} (Y (s; 2)).

L verifie

La derniére égalité vient d’une nouvelle utilisation de (2.7)). Ainsi le terme correcteur u
(05 +b(y) -V )ul(t, s,y) —divy {L(C)V,u(t, Y (=s; )}(y) =0, (t,5,y) € Ry xRxR™ (2.62)

et par définition u!(t,0,y) = 0, (t,y) € Ry x R™. L’équation (2.62) est exactement celle
qui apparait lorsque I'on plonge I’Ansatz u®(t,y) = v(t,Y (—t/e;y)) + eul(t,t/e,y) + ... dans
(2.59). En effet, on peut réécrire cet Ansatz

uf(t,Y (t)e; 2)) = v(t, 2) + eul(t,t/e, Y (t/e; 2)) + ...

et voir que

gu‘s(t,Y(t/a; 2)) = ot (t,Y (t/e; 2)) + éb(Y(t/s; z)) - Vyu (t, Y (t/e; 2))

dt
= [divy (DVyu® ()]|(Y (t/e; 2)) = div,[G(t/e) DV u°(t,Y (t/e; 2))]
pour obtenir

Opu(t, 2) + eopu (t, t/e, Y (t/e; 2)) + Osul (t, /e, Y (t/e; 2)) (2.63)
+b(Y (t/e;2)) - Vyul(t, t/e,Y (t/e;2)) + ... = div,(G(t/e)DV ,v)
+ div,[G(t/e) DV (eul(t, t/e, Y (t/e;2)))] + ... .

En tenant compte du fait que dyv = div,({D) V,v), on déduit de (2.63) et (2.7) que

(0s + b(y) - Vy)ul(t, $,y) = 7(—=s)div,[G(s) DV v(t)] — 7(—s)div,[{(D) V v(t)]
= divy[(D — (D)) Vy7(=s)v(t)]
— divy[L(C)V,r(=s)u()]

ce qui nous donne ([2.62)). En particulier, en posant s = t/e, on a
(0s + b(y) - Vy)u'(t, t/e,y) — divy, (L(C)V,a€ (1)) (y) = 0, (t,y) e Ry x R™ >0
et on obtient ’équation suivante pour @l := ul(t,t/e,y)
. - 1 -
i)t y) — divy(L(C)Vyi (6) + 2b(y) - V(i) (t,y) = et (1t/e,p). (2:64)
En sommant (2.58) et (2.64]) on obtient
1
0 + eitl) — divy[((D) + LIOY)V ] + bly) - V(i + k) = et (t,t/e,y)  (265)
qui, grace a (2.57)), se réécrit
1
(T + elig) — divy [DV(@° + etig)] + gb(y) - Vy(@© + etly)

= e[dput — div, (DV,ub)](t, t/e,y).
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En combinant (2.59)) et (2.65)), on arrive facilement a

1
Op(uf — @ — etil) — div, [DV, (v — @€ — eul)] + =b(y) - Vy,(uf — @° — eiil)
€
= —¢[ou! — div, (DV,uM)](t, t/e,y).
En utilisant I'égalité d’énergie associée a Péquation ci dessus et ’hypothese QY2DQY? > al,,
on obtient

1d

5l = = el amy + IV (0 — @ — cab)[p < el — @ — 20 2y

x ot (t,t/2,-) — divy (DVyul(t, t/e, )| 2mm), t € Ry
On note que (u® — @€ — eiil)|i=op = u™ —u™ — 0 = 0 et donc, aprés intégration par rapport a

te[0,7], on a

Hu —a° —€’UJ5||L30 ([0,T];L2(R™)) f Hé’tu t t/€ ) divy(DVyul(t, t/57')HL2(]Rm) dt
et

T
ozf IV, (uf — @ — eiid)|3 dt
0

T
< 6||u8 —u°— 6&; HLOO([O,T];L2 (Rm))fo H&tul (t, t/{;‘, ) - divy(DVyul (t, t/é‘, ) HLQ(Rm)dt

2

T
< ([ 10wt t/e,) = i (D916, iy )
0

Le résultat sera donc démontré a condition que le correcteur u!(t,s,y) satisfasse a des esti-
mations de régularité uniforme par rapport a la variable s

u' € L*([0,T]; L (R; L*(R™))), opu' € L'([0,T]; L (Ry; L*(R™)))

div, (DV,u') € LY([0,T]; L* (Rg; L*(R™))), Vyu' € L*([0,T]; L (Rs; Xp)).
On commence par estimer la norme L?(R™) de u!, uniformément par rapport (¢, s) € [0, 7] x

R. Gréce a (2.61) on peut écrire que

< ||div, (G(s)CV 0(t)) — div.(CV (1)) | L2 mm)
< 2sup [div,(G(s)OV0(t)) | 2 mm)-

seR

Hul(ta S, ')HLQ(RW

Pour tout s € R, la formule div,(X¢) = div, !X - £ + 'X : 0, nous donne que, pour tout
champ régulier de matrices X et tout champ de vecteurs &

div,(G(s)CV.v(t)) = div,(G(s)C T RVEu(t)) (2.66)

— div,(RG(s)C) - VEu(t) + RG(s)C'R : 0.VEu(t)R™!
= div,(RG(s)C) - VEu(t) + RG(s)C'R : VE® VIu(1).
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On montre également que div,(RG(s)C) = 7(s)div,(RC). Pour tout champ régulier de vec-
teurs a support compact ® = ®(y), on a grace a (2.22)

f v (RG(S)C) - B(Y (5:2)) dz = - J RG()C - 2:(8(Y (5;2))} d (2.67)

__ f RG(s)CR: (8,®)(Y (s 2))0Y (s: 2) R~ de

m

m

= —f (RC'R)(Y(s;2)) : (0,8R1)(Y(s;2)) dz
=—| RC'R:0,9R ' dy
R

=—f RC:0,2 dy
= f divy(RC) - ®(y) dy
= f 7(s)[divy (RO)] - B(Y (5:2)) dz.
En revenant & on obtient
div,(G(s)CV,v(t)) = 7(s)[div, (RO)] - VEu(t) + 7(s)(RC'R) : VE® VEu(t) (2.68)

et donc

[div.(G(s)CV0(t))] L2mm)
< [ divy (RC)| oo mm) vav(t)HLZ(Rm) + |C\Hg§ IVE® Vf”(t)Hm(Rmy

Tout cela implique que

| o0 o, 770 (Ros22(RmY)) < 20divy (RO) | oo ey IV F0ll o0 0,7 L2 R
+2|Clug IVE® VE0(t) | 0 0,77 L2 (Rm)) -

De maniére similaire, prendre la dérivée de (2.61)) par rapport a ¢ nous mene a

0 | L1 (o100 (Rus L2 @)y < 20divy (RO poo om) IV E050] £ (0,17, 22 ()
+2/Clug |V @ Vo ()] o1 o1y 2mm))-

Il reste & estimer les dérivées en espace de u'. Le point clé est que VF commute avec 7(s)

V(T (s)f) = VIV (s:)} = (VN (5:) = 7(s)(Vy'S)

pour toute fonction réguliere f = f(y). En effet, pour tout i € {1,...,m} on a

h—0 h
iy TR Y (512)) — f(Y(5:2))
h—0 h
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En appliquant 'opérateur VF & et en utilisant ( et (2.68), on obtient que

(VI (1,5, 0) (Y (53)) = TRul (1,5, Y (55-)) (2.69)
= V7 [div.(G(s)CV (1)) — div.(CV0(1))]
= VE[r(s)(div, (RC)) - VEu(t)+7(s)(RC'R) : VE@VEu(1)]
— VE[div,(RC) - VEu(t) + (RCTR) : VE® VEu(t)]. (2.70)

Une nouvelle utilisation du fait que 7(s) et VF commutent implique que pour tout k €
{1,...,m}
by, - V. [7(s)(div, (RC)) - VEu(t) + 7(s)(RC'R) : VE® VEu(1t)] (2.71)
= 7(5)(bg - V,divy, (RC)) - VEu(t) + 7(s)div, (RC) - (by, - V. VEu(t))
7(s) (b - V4 (RC'R)) : VE@ VEu(t) + 7(s)(RCIR) : by - V.(VE® VEu(t)).

Donc il existe une constante K dépendant de |[divy (RC)| oo ®m) + |[RC ' R roomm) + 255y |bx-
Vydivy (RC) | Loorm) + 25 [bk - Vy(RC ' R)| oo (mm) telle que

IVyul (£, 5 )l oo a2 @my) < K{IVE0®) | 2@m) + [VE © VE0(8)] L2 @em)
+VE@VI® Viv(t)|r2@m)}-

On en déduit que

IVyul | 2 o170 ®exp)) < KAV 2oy L2@my) + IVE @ VEV| 20,1722 Rm))
+ IVEQ VEQ VE| 1207y 02 @) }-

1

En ce qui concerne les dérivées d’ordre deux en espace pour u, on écrit comme précédemment

divy(DVyu') = divy(D'RV[u') = div,(RD) - V! + RD'R: Vi ®@ V',

On note que divy(RD) - Vful appartient a L'([0,7]; L*(Rg; L2(R™))) étant donné que
divy(RD) € L*(R™) et que Vyu' € L*([0,T]; L(Rs; Xp)). Comme le champ de matrices
RD'R appartient & L®(R™), il reste a vérifier que la quantité Vf ® V{ful appartient a
LY([0,T]; L*(Rg; L*(R™))). Pour y arriver, on applique une nouvelle fois 'opérateur V£ a
, ou de maniere équivalente 'opérateur b; - V. a . En utilisant une nouvelle fois
la commutation entre 7(s) et b; - V, on obtient

b+ Va{be - Va[7(s)(divy (RC)) - VEo(t) + 7(s )(RCtR) VI® Vi)
= b1+ Vy(br, - Vy(divy (RO)))]s - VE0(t) + [bg - Vi (divy (RO)]s - [br - Vo (Vo(2))]
+[br- Vy (divy (RO)) s+ (b~ V=(VEu(t)) NI}

o(t
+[br- Vy (b~ Vi (RC'R))]s: VER V(1)
+[br- Vy(RC'R)]s:bp- V(VEQVEU(1))

[br- Vo (RC'R)]s:by- VL (VERVEu(1))

+

+ dlvy(RC)) {br- V[ by ( v(t))
+ (
+(RCtR) by V(b Vo (VEQVE(1)))

qui appartient & L'([0,T]; L (Ry; L?(R™))) grace aux hypothéses sur le champ de matrices
C' et la solution v. O
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Chapitre 3

Méthodes numeériques pour le
calcul d’un champ de matrices
moyenné. Application a ’analyse
asymptotique d’un probléme
parabolique avec un terme de
transport raide

3.1 Introduction

Les équations modélisant les phénomeénes multi-échelles sont couramment utilisées dans les
applications : transport de particules dans un plasma fortement magnétisé avec ou sans
collisions, transfert de chaleur dans un plasma, transfert de masse et de chaleur lors d’une
réaction chimique. Chacun de ces problemes font apparaitre des échelles en temps ou en
espace disparates. D’un point de vue numérique, 1’étude de tels problemes est fortement
contrainte par la taille des petites échelles. En effet, le pas de la discrétisation doit étre assez
fin pour capturer les phénomenes qui se produisent aux échelles microscopiques. Dans ce
cas, les méthodes numériques classiques ont un coiit prohibitif et ne sont pas adaptées a la
résolution de tels problémes. Suite a ’étude théorique effectuée au Chapitre 2| on propose
dans ce chapitre une méthode pour étudier numériquement le comportement asymptotique
des solutions d’'une équation de diffusion avec un terme de transport raide. On rappelle ce
modele parabolique

. 1

{ dput — divy (D (y)Vyu®) + - b(y) - Vyu® =0, (t,y)e Ry xR™ (3.1)

u(0.9) = u(y). yeR",

oub:R™ - R"™et D:R"™ - M,,(R) sont des champs de vecteurs et de matrices symé-
triques définies positives donnés, et € > 0 est un petit parametre proche de zéro. Le transport
rapide, associé a 'opérateur b - V,, induit une échelle de temps rapide. En fait, ce probleme
peut étre interprété comme un probleme a deux échelles en temps apres un changement de
variable Lagrangien le long du flot associé au champ de vecteurs b/e. De maniére générale, les
problemes faisant intervenir des échelles disparates ont été beaucoup étudiés et il existe de
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nombreuses approches pour leur étude numérique. Les problemes paraboliques fortement ani-
sotropes ont été analysés dans [38], les équations cinétiques [33], les problémes paraboliques
multi-échelles [34], les équations de Schrodinger et Klein-Gourdon [29] ont été traitées a 'aide
de schémas d’uniforme précision. Une méthode numérique multi-échelle pour une équation
d’advection-diffusion est proposée dans [1]. La stratégie choisie dans ce chapitre sera de ne
pas résoudre numériquement le probléme , mais plutét un probléme limite effectif non
contraint par le petit parametre ¢, et pour lequel les méthodes numériques standards peuvent
étre appliquées. L’étude théorique des problemes multi-échelles a 1’aide des techniques d’ho-
mogénéisation a été réalisée dans de nombreux contextes : les équations de transport suivant
des champs disparates [16, [18], 36], les équations de transport de particules en présence d’un
champ magnétique intense [20, 2], [I7), 19, 48, 50|, les modeles elliptiques et paraboliques
[3, 60], ou encore 'analyse asymptotique d’équations de diffusion fortement anisotropes [19].
Dans le Chapitre |2 'analyse asymptotique du probleme a été réalisée a travers 'utili-
sation d’un résultat de théorie ergodique. Il a été montré que le comportement de la famille
(uf)e0, lorsque € tend vers zéro, peut étre décrit, au sens L2, avec un ordre de convergence,
comme la composée d’un profil solution du probleme homogénéisé et du flot rapide associé au
champ b/e. De plus, il a été montré que le probléme homogénéisé est toujours un probléme
parabolique, ayant un champ de diffusion effectif obtenu en faisant une moyenne ergodique
du champ initial D, le long d’un groupe d’opérateurs linéaires. Le générateur infinitésimal
associé a ce groupe est un opérateur de transport agissant sur les champs de matrices. Le but
principal de ce chapitre est de proposer un schéma semi-Lagrangien pour la résolution de ce
groupe, et ainsi de proposer une méthode de calcul pour le champ de matrices de diffusion
effectif. L’intérét de cette méthode n’est pas restreint a I’étude de . En effet, le moyenné
d’un champ de matrices se retrouve dans d’autres situations et rend possible, par exemple, la
description du modele homogénéisé associé a une équation de diffusion fortement anisotrope,
voir [19] et le Chapitre 4l On illustre cette approche en observant ’erreur commise entre une
solution de référence de et la solution du probleme de diffusion effectif sur plusieurs
exemples.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Dans la Section on rappelle succincte-
ment les résultats principaux du Chapitre [2| concernant I’analyse asymptotique de I’équation
(3.1) ainsi que les notations nécessaires a la lecture de ce chapitre. Un schéma basé sur une
méthode semi-Lagrangienne est présenté a la Section pour le calcul du champ de dif-
fusion effectif. Des tests numériques sont présentés. Dans la Section [3.4] on étudie lerreur
commise entre la solution du probleme effectif et la solution du probleme raide . On
utilise un schéma numérique basé sur une méthode de splitting pour calculer une solution
de référence au probléeme . Les résultats numériques confirment I'ordre de convergence
théorique espéré.

3.2 Analyse asymptotique, résultats théoriques

Dans cette section, on introduit les notations et résultats nécessaires a la lecture de ce chapitre.
Les points principaux sont la définition du champ de matrices moyenné , et le
résultat asymptotique . On donne seulement les grandes lignes amenant a ce résultat.
Les preuves détaillées peuvent étre trouvées au Chapitre 2] On considére Y : R x R™ — R™
le flot caractéristique associé au champ de vecteurs b

av

e b(Y(s;9)), (s,y)eRxR™, Y(0;y) =y, yeR™
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Ce flot est bien défini sous les hypotheses standards de régularité et croissance au plus linéaire
suivantes

ocC

be WoP(R™),
3C > 0 such that |b(y)| < C(1+ |y|), ye R™.

Sous les hypotheéses ci-dessus le flot Y est global et régulier, Y € V[/'l(l)’COO(R x R™). On suppose
que le champ de vecteurs b est a divergence nulle

divyb =0, y e R™,

ce qui garantit que la transformation y € R™ — Y'(s;y) € R™ préserve la mesure de Lebesgue
pour tout s € R. L’analyse asymptotique de est immédiate lorsque les opérateurs b -V,
et divy(DV,) commutent, i.e. [b- V,, divy(DV,)] = 0. L’idée est d’effectuer le changement
de variable z = Y (—t/e;y), et donc de remplacer la famille (u).~¢ par la nouvelle famille
(v%)e=0 donnée par

w(t,y) = v (t,z) = v°(, Y (—t/e39)),  (Ly) e Ry x R™.
Sous les hypothéses de commutation ci-dessus, les nouvelles inconnues (v¢).~( satisfont

O —div,(DV,0%) =0, (t,z) e Ry x R™
v¥(0, 2) = u™(2), zeR™.

Ainsi, v® ne dépend plus de ¢ et donc u° peut s’écrire comme la composée d’un profil v = v° et
du flot associé au champ de vecteurs b/e. Les champs de matrices D qui assurent la propriété
de commutation sont caractérisés dans la proposition suivante, voir Proposition pour
plus de détails.

Proposition 3.2.1. On considére un champ de vecteurs a divergence nulle c € Wl’oo(]Rm),

loc
a croissance au plus linéaire et A € Ll (R™, My, (R)) un champ de matrices.

1. Le commutateur entre l'opérateur de transport ¢ -V et lopérateur de diffusion divy(AV,)
est toujours un opérateur de diffusion, et on a

[¢- Vy,divy(AV,)] = divy([c, A]V,) dans D'(R™)

ot le champ de diffusion associé est défini par le crochet entre le champ de vecteurs c
et le champ de matrices A

[c, A] := (¢ V})A — dycA — Adyc dans D'(R™).

2. Les points suivants sont équivalents
(a) On a [c,A] =0 dans D'(R™)
(b) Pour tout s € R, on a G(s)A = A, ot la famille d’opérateurs linéaires (G(s))s,
agissant sur les champs de matrices, est définie par

(G(5)A)(y) = oY (s:9)A(Y (5:9)) Y " H(s539), (5,y) € R x R™. (3-2)

Motivé par le cas ou les opérateurs commutent, on effectue ’analyse asymptotique non pas
de la famille (uf).~o mais plutot de la famille de fonctions (v)c~¢ données par

vi(t, z) = u(t, Y (t/e;2)), (t,2) e Ry x R™, ¢ >0.
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On espére que la famille (v°).~ converge quand e tend vers zéro. En fait, lorsque les opé-
rateurs b - V, et div,(DV,) ne commutent pas, le comportement asymptotique de la famille
(uf)e>0, lorsque € tend vers zéro, peut étre décrit de la méme fagon que précédemment, c’est &
dire comme la composée d'un profil v et du flot associé a b/e. Ce profil v est la solution d’une
équation de diffusion avec un nouveau champ de diffusion (D), qui apparait comme la pro-
jection orthogonale de D sur le sous-espace des champs de matrices qui sont laissés invariants
par la famille (G(s))s dans (3.2), par rapport & un certain produit scalaire a préciser. La
définition de (D) est donnée par (3.5)). On effectue le changement de variable z = Y (—t/e; y)
dans , pour tout € > 0, t € Ry, y € R™, et en appliquant les régles de dérivation d’un
produit de composition (voir (2.7))), on est amené & un probléme & deux échelles en temps
{ o —div, ((G(t/e)D)V.v7) =0, (t,z) eRy x R™ (3.3)
v°(0,2) = u®(0, 2) = u™(2), zeR™, >0, )
ot (G(s))ser est défini par . Une approche deux échelles, basée sur un développement
de Hilbert, nous améne formellement au probléme effectif suivant

oo —div,((D)V,v) =0, (t,z) e Ry xR™ (3.4)
v(0, 2) = u™(2), zeR™, '
ou le champ de diffusion effectif (D) est donné par la moyenne en temps long
1 S
(D)= Jim < L G(s)D ds. (3.5)

Remarque 3.2.2. Le calcul d’un tel champ de matrices moyenné ne dépend pas de la condi-
tion initiale u™. Ainsi, un pré-calcul du champ de matrices moyenné est possible a partir
seulement de D et b.

L’existence d'un tel champ de matrices (D) est assurée par le théoréme ergodique de
von Neumann, voir Théoréme [2.2.5] et Théoréme En effet, la famille d’opérateurs
linéaires (G(s))ser définie par est un C%-groupe d’opérateurs unitaires dans un espace
de Hilbert bien choisi Hg, voir et pour un exemple. L’existence d’un tel espace de
Hilbert n’est pas toujours assuré, ainsi le champ de matrices moyenné n’est pas toujours
bien défini, voir Section pour un contre exemple ou le Chapitre [2| pour des conditions
suffisantes a 'existence de . Le champ de matrices moyenné (3.5) peut étre interprété
comme la projection de D sur le noyau du générateur infinitésimal L associé a (G(S))ser-
On a une description de la restriction de 'opérateur L aux champs de matrices réguliers a
support compact comme 'opérateur de transport

L(A) =[b,A] = (b-V,)A — dbA— Atoyb, AeCHR™). (3.6)

Cette expression de L sera utile lors du calcul du groupe (G(s))ser, voir Section [3.3f On
peut maintenant décrire le comportement de la famille (u®).~q lorsque ¢ tend vers zéro. Il a
été montré au Chapitre [2 que, pour toute condition initiale u'™ € L2(R™), la famille (v%)s¢
solution de I'équation (3.3]) converge fortement dans Li° (R ; L2(R™)), vers 'unique solution
ve L®(Ry; L2(R™)) de (3.4). En fait, si on considére T' > 0, il existe une constante Cp > 0
telle que, pour tout € > 0, on a
sup.[v%(t,-) — v(t, ) 2gam) < Cre
te[0,T]
et

sup |[u®(t,-) —v(t, Y (=t/;"))|L2mm) < Cre. (3.7)
te[0,T]
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3.3 Calcul du moyenné d’un champ de matrices

Dans cette section, on propose une méthode numérique permettant le calcul du moyenné
d’un champ de matrices (3.5). Si D : R™ — M,,(R) est un champ de matrices, le calcul
du champ de matrices (D) défini par se fait en deux étapes. La premiere consiste en le
calcul numérique du champ de matrices G(s)D = (G(s)D)(y) a 'aide de la connaissance du
générateur infinitésimal associé L donné par (3.6]). La seconde en le calcul de la moyenne en
temps long par une méthode de quadrature. La méthode est présentée a la Section [3.3.1] et
le schéma numérique associé est décrit a la Section On teste lefficacité de la méthode
proposée a la Section [3.3.3] pour plusieurs champs de vecteurs b. Les cas ou le flot associé
au champ de vecteurs b est connu de maniere explicite nous permettent, a travers la formule
, d’obtenir des solutions de référence pour le calcul du groupe (G(s))ser. Enfin, il nous
a semblé intéressant de présenter un exemple de champ de vecteurs b pour lequel le champ
de matrices moyenné n’est pas bien défini, on propose un tel exemple & la Section [3.3:3]

3.3.1 Calcul du champ de matrices G(s)D

Soit S > 0 fixé et D € C}(R™, M,,(R)) un champ de matrices régulier & support compact.
Le champ de matrices G(s)D ou s € [0, S], est lié au générateur infinitésimal L du groupe
(G(s))ser par 'équation d’évolution suivante

%G(s)D = L(G(s)D), se]0,S]

G(0)D = D.

De plus, l'opérateur L est un opérateur de transport dont l’expression est explicitement
donnée a travers ’expression du champ de vecteurs b et de ses dérivées partielles par rapport
a y, voir . Cela nous amene a résoudre I’équation aux dérivées partielles sur les champs
de matrices A(s,y) := (G(s)D)(y), (s,y) € [0, 5] x R™

%A(s,y) = (b Vy)A(s,y) — 9yb(y) A(s,y) — A(s,y) '0,b(y), (s, y) € [0, S] x R™
A(Ovy) :D(y)7 y e R™,

(3.8)
La résolution de cette équation se fera a 1’aide d’un schéma de type semi-Lagrangien, voir [42].
Les avantages des méthodes semi-Lagrangiennes sont multiples : contrairement aux méthodes
Eulériennes, ces méthodes ne sont pas contraintes, par construction, par une condition CFL,
elles sont d’ordre arbitrairement élevé et sont connues pour étre moins diffusives que les
méthodes Eulériennes standards comme par exemple les schémas upwind pour le transport.
Afin d’éviter d’avoir des cotits de calcul trop prohibitifs, il est préférable de ne pas travailler
avec une résolution en espace trop petite. Cela nous impose 'utilisation d’'une méthode d’ordre
élevé (quatre en pratique) lors du calcul du champ de diffusion G(s)D pour s € [0, S].
D’autre part le calcul numérique de la moyenne de la quantité G(s)D impose que le schéma
utilisé ne soit pas trop diffusif. Toutes ces remarques nous ont amené a produire un schéma
numérique basé sur une méthode semi-Lagrangienne pour la résolution de . Pour ce faire,
on rééerit I’équation a 'aide du changement de coordonnées Lagrangien y = Y (—s; 2)
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pour (s,z) € [0, S] x R™. En posant B(s, z) := A(s, Y(—s;2)) on obtient

%B(s,z) = —0yb(Y (—s;2)) B(s,2) — B(s,2) 0,b(Y (—s;2)), (s,2)€][0, S] x R™
B(0,2) = D(z2), y e R™.

(3.9)
La résolution de I’équation différentielle ordinaire sera réalisée a l'aide d’'un schéma
Runge-Kutta d’ordre quatre. Le retour aux coordonnées de départ, c’est-a-dire le calcul
de A(so,y) = B(s0,Y (s0;y)) pour sg € [0, S], y € R™, sera réalisé par un schéma semi-
Lagrangien. Le flot Y (sg;y) sera calculé par un solveur Runge-Kutta, et I’étape d’interpo-
lation permettant la reconstruction de B(sp, Y (so;y)) a partir des valeurs de B(sp,-) sera
réalisée par interpolation Lagrangienne. Cette derniere étape peut s’interpréter comme la
résolution de I’équation de transport

L0(s.) = 6-V,)Cls.9). (s5) < [0, S x B
5 (3.10)

C(0, y) = B(so0,v), yeR™.

En effet, en appliquant la méthode des caractéristiques a (3.10), on obtient C(sg, y) =
B(so, Y(s0;y)) = A(so, y). On détaille la construction de l’ensemble du schéma dans la

Section [3.3.2

3.3.2 Schéma numérique pour le calcul de (D)

Par soucis de simplicité, le schéma sera présenté dans le cadre de la dimension m = 2,
mais s’applique facilement en dimension quelconque m > 3. Des exemples d’utilisation de
ce schéma en dimension m = 4 sont donnés a la Section [3.3.3] Le domaine spatial d’étude
numérique sera un carré C = [—R, R| x [-R, R], pour R > 0. Soient S > 0, Ny € N* et
T, = {0,..., Ng}. On se donne une discrétisation réguliére (s¥)icz, de I'intervalle [0, S] de pas
As = S/Ny, ainsi s* = kAs pour tout k € Z,. De méme, on définit s*+/2 = (k+1/2)As pour
tout k € {0,..., Ny — 1}. Soient N € N* et Z = {0,...,N}. On se donne une discrétisation
cartésienne réguliere (yij)(i,j)eIQ du carré C, avec ¢, j € Z. Le pas de cette discrétisation
spatiale est Ay = 2R/N, et y;; = (—R + iAy, —R + jAy) pour tout (i, j) € Z2.

Résolution du systéme (3.9)

En vue de déterminer une approximation des quantités B(s*,y;;), pour k € T, et (i, j) € Z2,
on introduit les matrices ij € M3(R). La résolution approchée du systéme en tout
point y;; fixé, i, j € Z, se fait a I'aide d’un solveur Runge-Kutta 4. On définit I'application
Fyiy - R X Ma(R) — M3(R), (5, M) — —0,b(Y (—s;yij)) M — M*0,b(Y (—s;yij)). Le schéma

s’écrit
B _ <D11(yij) D12(yzj)>
“ Da1(yij)  D22(vij)
As
Byt = Bjj + = (Kuij + 2kaij + 2kyij + Ka ) (3.11)
ou

k1ij = Fy, (s*, Bf)

As
koij = Fyy (3k+1/2, Bj; + 2k1,ij>
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As
ks = Fy,; <3k+1/27 szj + 2k2,ij>

k4,ij = ‘Fyij (Sk+1, B,Z + AS k371‘7> .

A chaque itération de ce schéma, le calcul du flot Y(s;-) associé au champ de vecteurs b est

k _gkt1/2 gkt

nécessaire aux temps s = —s*, s = et s =

Reconstruction de la solution de 1’équation (3.8))

En vue de déterminer une approximation des quantités A(s, yij) pour k € I, et (i,j) € I,
on introduit les matrices Afj € M3(R). Etant donné que A(s*,y;;) = B(s*, Y(s¥4i5)),
on commence par reconstruire les valeurs du flot Y (s;-) & I'instant s = s*, en tout point
Yvij, (1,7) € 7? & laide du solveur Runge-Kutta 4. L’idée est alors d’utiliser les approxima-
tions BF de B(s*,y,) pour reconstruire B(s*, Y (s¥;y;;)). Ainsi, une fois localisé le point
Y(sk;yij), on lui affecte une valeur par interpolation & partir des évaluations de B(s*,-)
sur les points ¥y, voisins de Y(sk; vi;)- Plus précisément, 'interpolation choisie sera de type
cubique Lagrangienne et nécessite la connaissance de 16 valeurs aux points du maillage en-
cadrant Y (s*; Yij). On nommera & le stencil associé, voir Figure Plus précisément, on

Stencil pour I'interpolation
e Points d’évaluation
* Point Y(Sk, yij)

FIGURE 3.1 — Stencil &

interpole la valeur de la fonction B(s¥,-) au point Y (s¥;y;;) a Iaide d’une fonction du type
P(y1,y2) = Z aaﬁy?yg. Les coefficients a,g pour 0 < o, 8 < 3 sont calculés a I'aide des
0<a, B<3
16 valeurs ij, telles que y;; € G, en résolvant le systéme linéaire associé aux équations
>0 aas(i)i i)y = B, wije .

0<a, <3
Cette interpolation Lagrangienne procure une approximation d’ordre quatre pour des données
régulieres.
Calcul de (D)

Le calcul de (D) résultera d’une intégration numérique de s — G(s)D sur [0, S]. En pratique,
on choisit une méthode de quadrature de type Newton-Cotes a quatre points, qui est d’ordre
cinq en temps, pour plus de détails sur ces méthodes voir [35]. On note D;j, pour i, j € Z,
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un élément de My (R) approchant (D) (y;;). La méthode de quadrature prise aux valeurs
approchées Afj calculées a la s’écrit

1 Ns/4—1 4
D;; = g Z 4At Z wy At
k=0 1=0

. . , 7 16
ou les coeflicients de quadrature sont donnés par wy = wy4 = 90’ w1 = w3y = = et wy = T

3.3.3 Calculs numériques et exemples

Dans cette section, on teste la méthode proposée pour le calcul du moyenné d’un champ de
matrices. Soit (D) (y) le moyenné exact associé & D(y) et D le moyenné approché par le
schéma numérique. L’erreur entre ces deux quantités sera localisée & un domaine S < C qui
est laissé stable par le flot associé au champ de vecteurs b, i.e Y (s;S) = S pour tout s € R.
Pour toute matrice A € Ma(R), |A| =+ A : A, on définit erreur relative basée sur la norme
L? discréte

Z(i,j)eS |<D) (yij) - Dz‘j|2
2, j)es |<D) (i) 12

Erreur L2 =

(3.12)

Flot ellipsoidal en dimension 2

On considere le champ de vecteurs Hamiltonien b(y1,y2) = (0y, H(y), —0y, H(y)), pour tout
y = (y1,72) € R?, avec

1

1 1
H(y) = 5:9% + 595 +ouy, Y= (y1,92) € R%

La fonction H est une intégrale premiere coercive associée a b. On note Y le flot associé au
champ de vecteurs b. Les courbes caractéristiques associées sont des ellipses du plan, le flot
Y (s;y) = E(s) y associé est 47 /+/3-périodique, et on a

cos | 5= s —=sin | %= s —“=sin | %= s
()9 (s
£(s) = 2—\% sin\/i?’ S 2 cos <*§/§> — 132sin <§ s>

A Taide de (3.2) on a

47r/\/§ 47r/\/§
) M G0 as - v L E(=5) D(Y (s:9)) "€ (—s) ds = ( 235; Egiz )

(Dyyy = 5 (D1 + cos(v3)]) - \}3 {(Diy + Doy + Dis)sin(v3-) )

+ é {(Diy + 2D + Diz) + 4D)[1 — cos(v3)])

(D)y, = %<D21[1 + cos(\/§-)]> + \}g <(D11 ~ Dy) sin(\/g-)>

1
— 6 (2D11 + Do +4Dqo + 2D22>[1 — COS(\/g-)]>
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(D)yy = %<D12[1 + cos( > +— < (D11 — Dao)sin(v/3- )>

- é<(2D11 +4D21 + Dy + 2D99)[1 — COS(\/g-)]>

(D)gy = % <D22[1 + COS(\/g-)]> + \}5 <(D21 + D12 + Dy9) sin(\/g-)>
+ é <(4D11 + 2(D21 + D12) + Da2)[1 — C05(\/§-)]>

et pour toute fonction h, on note (Dj;h(-)) = }(—E Sgﬂ/\/g D;;(Y(s;y))h(s) ds, (i,j) € {1,2}>.
Enfin, notons que si D11, D21, D12, D2s sont constantes le long du flot Y(s;-) (c’est-a-dire,
lorsque D11, Doy, D12, Doy dépendent uniquement de la quantité y3 +y3 +y192), 'expression
de (D) se réduit a

(DY — < 2(D11 + Da2) + 5(Day + D12) —2%(1711 + Dg3) + (D12 — 2Dy1) > (3.13)
—3(D11 + D22) + 3(Dgy1 —2D12)  5(D11 + D32) + #(Da1 + D12) ' '

On considere les deux champs de matrices suivants

(31 3+ cos(k(y? — y3)) cos(y? — 2y2) ~
D= (2 1) et Day) = < sin(2y1 — y2) 3+sin(r(y? — o)) 0T 25.

L’expression explicite de (D) est connue a quadrature pres a travers les expressions ci-dessus,
et le moyenné de D est donné par

oo = (15 h):

On vérifie que lerreur globale temps-espace commise lors du calcul numérique de (D) est bien
de la forme O(As*) + O(Ay?*). On choisit C = [-1;1]? et As = Ay. La Figure |3.2| représente

Calcul de (Dy) Calcul de (D3)

T T 1 171 ‘ E| T T 1 171 ‘ E|
—e— Erreur L2 1 —e— Erreur L2 1
107 ERU: :
10771 41073
= I 1 B I §
21078 110t £
€3 B 1 /@3 8 ]
1077 |10
10710 1 S (= g
10—11 L (IR i 10—7 L Lo Lo i

107! 1072 107!

FIGURE 3.2 — A gauche : erreur L? lors de I'approximation de (D1). A droite : erreur L? lors
de l'approximation de (D3).

les erreurs relatives commises lors de 1'utilisation de la méthode présentée a la Section
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Le graphique de gauche fait apparaitre une erreur d’ordre O(Ay?). Dans cet exemple seule
Ierreur en temps due a la résolution de I’équation différentielle par le schéma Runge-
Kutta 4 apparait. En effet, le champ D, étant constant et la Jacobienne du champ b
étant étant également constante, la solution du systeme ne dépend pas de variable y.
Dans ce cas, la phase d’interpolation présentée a la Section [3.3.2] est exacte. Le graphique
de droite représente I’erreur commise pour le calcul du moyenné du champ de matrices Do
non constant, mais régulier. L’erreur d’interpolation est d’ordre O(Ay?) et I'erreur globale
temps-espace est O(Ay?).

Flot central non explicite

On considere le champ de vecteurs Hamiltonien b(y1,y2) = (0y, H(y), —0y, H(y)), pour tout
y = (y1,y2) € R2, avec pour Hamiltonien H une fonction homogéne de degré deux, i.e
H(\y1, M\y2) = N2H(y1,y2) pour tout A € R et (y1,2) € R?

y1y2 (7 — 3)

A o) eRA0.0) et H(0,00=0. (3.14)

1 1
H(yi,y2) = 53/% + iy% +

La fonction H est C? sur R?/{(0,0)} et est une intégrale premiére coercive associée a b. On
note Y le flot associé au champ de vecteurs b. Les courbes caractéristiques associées sont
des courbes fermées du plan et le flot Y (s;-) associé est périodique. Une représentation de
ces courbes est donnée par la Figure En coordonnées polaires, la fonction H définie par

FIGURE 3.3 — Lignes de niveaux de la fonction (|3.14))
H(rcos(f),rsin(0)) = H(r,0), pour tout (r,0) € Ry x [0,27[, s’écrit
— 1 1
H(r,0) = r? (2 + g(@)) avec ¢(0) = Zsin(46).
La période T'(I) associée a chaque courbe intégrale H = [, | > 0 car mingz H = 0, est
constante T'(I) = T. En effet, on peut calculer T', voir [52], & I’aide de la formule suivante
3 f” o fﬂ do dr
“Jo 1+429(0)  Jo 1+1Llsin(40) V3
Le champ de matrices moyenné associé au champ de matrices D est donné, grace a (3.2)), par

\/g 47//3 <D> <D>
=7 [ ewpas= (G ).

page 80



Chapitre 3 3.3 Calcul du moyenné d’un champ de matrices

Dans ce cas, ’expression explicite du flot Y n’est pas accessible et donc I'expression explicite
de G(s)D n’est pas accessible non plus. Si le champ de matrices D est constant, on peut tout
méme espérer obtenir des informations sur le champ de matrices moyenné associé. Du fait
que I'Hamiltonien soit homogene de degré deux, on déduit que b(Ay) = Ab(y), pour
tout A € R et y € R%. Ainsi, on a

Y (s; \y) = AY(s;y), pour tout A € Ret (s,7) € R x R%. (3.15)
Par différentiation de I’égalité (3.15)) par rapport a y, on obtient
oY (s, \y) = 0Y (s,y), pour tout X #0, ye R

Si D(\y) = D(y), pour tout A # 0 et y € R?, alors, la formule (3.2 implique que (D) (\y) =
(D) (y) pour tout A # 0 et y € R2. Donc, on s’attend & ce que le moyenné suivant le champ de
vecteurs b d’un champ de matrices constant, soit constant sur les droites passant par 1’origine,
avec une discontinuité en y = (0,0). En effet, I'Hamiltonien H n’étant pas C? en l'origine, le
champ moyenné (D) n’est pas continu au point y = (0,0). On teste le schéma de la Section
3.3.2| pour le champ de matrices : D = I5. On choisit C = [—1;1] x [—1;1] comme domaine
numérique. La Figure représente les coefficients du champ de matrices (I) localisés a

-1 08 06 04 -02 0 02 04 06 03 1 -1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

F1GURE 3.4 — Coefficients du moyenné de I'identité, de gauche a droite et haut en bas, on a
211, 2)195 {T2)91 €t {J2)55.

un domaine stable le long du flot associé a b. On remarque que chaque coefficient de (I)
est bien constant le long des droites passant par 1’origine du repére avec une discontinuité
en y = (0,0). Dans la Figure on observe l'ordre de convergence de la méthode pour
As = Ay, la solution de référence est obtenue en utilisant le schéma avec un maillage spatial
ou N = 512. Le défaut de régularité de la solution en 'origine entraine une diminution de
I’ordre de convergence. Si on calcul l'erreur en dehors d’un petit boule entourant I'origine on
trouve l'ordre espéré O(As* + Ay?).
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Calcul de {(I3)

I | —e—En dehors de 'origine
|—e— Proche de l'origine

Erreur
T T T T TTTT]
Lol

10~4

1075 L
102 101

FIGURE 3.5 — Etude de l'erreur relative commise lors du calcul de (I3)

Equation de Fokker-Planck

Dans cette exemple, on cherche a approcher le champ de diffusion effectif associé & un modele
décrivant 1’évolution d’une densité de particules chargées sous l'action d’un champ magné-
tique intense en tenant compte des collisions. On suppose que le champ magnétique B€
est uniforme, défini par B* = (0,0,B/e), B > 0, et le champ électrique est donné par
E(t,z) = (By(t,z),Es(t,x),0) avec t > 0 et x = (x1,22) € R% On se placera dans le ré-
gime asymptotique du rayon de Larmor fini, dans lequel la longueur caractéristique dans les
directions orthogonales au champ magnétique est beaucoup plus petite que la longueur ca-
ractéristique dans les directions paralleéles. La fonction de densité de présence d’une particule
chargée f¢ satisfera alors I’équation de Fokker-Planck

1 B
0" + (010, +0200,) 7 + %E Vo ff %g(vgavl — 0100,) 5 = vdiv, OV, f° + vf°).
(3.16)

Ici m est la masse d’une particule, ¢ sa charge, v est la fréquence de collision et © est la
température. L’opérateur de transport associé & la partie raide de I’équation (3.16)) est

B
b(x,v) - Vg = 0103, + 020z, + wWe(v20,, — 010,,), avec we = %, (x,v) € R

Le flot associé au champ de vecteurs b est noté
(.’E, U) = ($1,$2,U1,U2) € RQ x Rz = Y(87 l’,U) = (X(87 xa”)v V(S;{I), ’U)) € Rz X Rza
et peut étre explicité

1 _
X(s;:z:,v):a:—k—v —L( wes) 1
We We

v, V(s;x,v) =R(—wes)v
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olt R(f) est la rotation de R? d’angle § € R. On cherche & calculer numériquement le champ
de diffusion effectif associé a 'opérateur de diffusion div,(V,:) = div, ,(DV ) de 'équation
(3.16)), ot le champ de diffusion D est défini par

D— 22: _( O2x2 O2x2
- e’l)i ®e’l}i - 12 . (317)

0
i—1 2x2

Pour plus de détails sur I'analyse asymptotique et le modele effectif associé a (3.16)) voir la
Section et [I8]. La matrice Jacobienne associée au flot s’écrit

Io—R(—wes) .
Go¥ (siav) = [ P2 w2
’ 02><2 R(—wcs)

o1t Opyxn est la matrice nulle & m lignes et n colonnes. Le flot est 2X-périodique, et un calcul

We
direct nous donne

S
(DY(x,0) = lim % fo (G(s)D)(,v) ds

S—+00

we [ O2x2  O2x2
- %L é’yY(—s;Y(s;:U,v))< 02; sz ) L0,Y (—s;Y (s;2,0)) ds
1 21 —we R(—7/2)
= ng ( we R(—7/2) W2 T . (3.18)

Le méthode présentée a la Section [3.3.2] peut s’appliquer une fois de plus dans cette situation
ol la moyenne en temps long se raméne a une moyenne sur une période. Il est toutefois inté-
ressant de comprendre sur cette exemple périodique comment 1’erreur numérique se comporte
lorsque 1’on calcule le moyenné d’un champ de matrices a ’aide de la moyenne en temps long.
Cela peut étre utile dans les cas ou le flot associé a b est périodique de période inconnue.
Dans la suite, on supposera que w. = 1. En vue de pourvoir faire une étude théorique de
I’erreur, on introduit quelques notations. On introduit ’ensemble

Ho = {A . R - My(R) measurable : QY2AQY2 ¢ L2(R4)} (3.19)

ol @ := <D>_1, (D) est un champ de matrices symétriques définies positives tel que (D) €
KerL. L’ensemble Hg est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(4, B)u, ;:f

(Q24Q") : <Q1/23Q1/2>dy=f QA: BQdy, YA, B e Ho,
R4 R4

la norme associée est notée |A| . Il est montré a la Proposition m que le groupe d’opé-
rateurs linéaires (G(s))ser est un CC-groupe d’opérateurs unitaires sur Hg. Le générateur
infinitésimal L associé & (G(s))ser est anti-adjoint dans Hg et son noyau coincide avec
{Ae Hy < LL (R™) : [b, A] = 0 € D'(R™)}, voir le Chapitre ou encore [19].

Remarque 3.3.1. Grice d la Proposition le noyau de L peut étre interprété comme
I’ensemble des champs de matrices A qui assurent la propriété de commutation entre les
opérateurs b -V, et divy(AV,).

1l
De plus, on a la décomposition suivante Hg = KerL @ RangeL. En fait, dans le cas ol
chaque trajectoire associée au flot est périodique et que I’ensemble des périodes associées est

page 83
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borné, alors 'opérateur L est d’image fermée, voir [16]. Ainsi, pour tout champ de matrices
A€ Hg, il existe C' € Hg tel que
A={A)+ L(C). (3.20)

En remplagant C' par C—{C'), on peut supposer que (C) = 0. On rappelle que G(s) (A) = (A),
pour tout s € R, et donc, du fait que le groupe (G(s))s est unitaire dans Hg, on a

'; LS Gs)Ads — (A ;,f: G(s)(L(C)) ds

Hq Hq

1 (%d
G(S)C —

Hq

i

S
2|Clag
CEE

Hq

Ainsi, au moins dans le cas périodique, I'erreur Hg théorique sur (A) est O (%) Pour les
simulations numériques, on localise l'erreur & une boule B, = {(z1,72,v1,v2) € R* : 22 +
x3 + v? + v2 < r?} de rayon r > 0. On introduit la notation |A| g := |18, Al 1, pour tout
champ de matrices A € L*(R™, M,,(R)). On étudie I'erreur numérique entre les quantités
S — %Sg G(s)Ads et (A) pour A = 1p D. Dans ce cas, la constante multiplicative devant
le terme 1/S peut étre explicitée, & condition de pouvoir calculer les champs de matrices C
et Q. On a

ol I R(—7/2)
@=D) = (—R(—ﬂ/2) o, ) (3:21)
Pour le champ de matrices D défini par (3.17)), un calcul direct méne au champ de matrices
O2x2 12
C = 3.22
< I 02><2) (322)

tel que D = (D) + L(C) et (C') = 0. La Figure montre les erreurs relatives L? et Hg
commises lors du calcul de par une moyenne en temps long du champ de matrices
. La résolution spatiale choisie est N, = 10 avec S = 500. La partie semi-Lagrangienne
du schéma est réalisée par une interpolation linéaire. Le volume de B, est noté mes(B, ). Dans
ce cas, les expressions (3.18)), (3.21) and (3.22) ménent a

ICllag,r = \/JB QC : CQdxdv = \/JB 4dzdv = 24/mes(B;)

et
| (D) HHQ,T = \/fB QD) : (D)Qdxdv = \/JB 4dzxdv = QM'
Donc
s
LGcepas—m)|
D) T < 2, pour tout S > 0.
Q,T

On retrouve l'erreur relative Hg, espérée, voir Figure [3.6]
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g, 13 GE6D=D,, 515 6D ds—D)
KDY 1.2 = KD rg
1 _ 2
10° 3 ErreurllGL 100 — Erreur L?
EEm S —_ =2 ‘l I 2
' S i S — 2
—1 i — ! |
— 10 [Y 1 1071 ’ E
5 " 1 £ F ”y ]
& [ h 1 2 I " |
m10*2§ ’HH” E §10—2; I i =
F ,”[””” b B ’l“HH’H“ ]
i “””HH[” - H!HIHIHHH‘
1072 | 1073 E
g ‘ ‘ ‘ ‘ i i 1
100 200 300 400 500 - .

| | | |
100 200 300 400 500

Temps 5 Temps S

FI1GURE 3.6 — Etude de I’évolution de l'erreur relative en temps long

Flot presque périodique

On considére le champ de vecteurs b(y) = (yo, —w}y1,ys, —w3y3), défini pour tout y =
(Y1, 92,93, y4) € R* avec wi,ws € R vérifiant la condition d’incommensurabilité wy /wo ¢ Q. La
fonction ¢(y) = w%y% —i—y% —i—w% yg —i—yz, avec iy € R%, est une intégrale premiére coercive associée
au champ b. On note Y (s;y) le flot associé au champ b. On considére le champ de matrices
constant D € My(R). Le flot Y peut étre explicité Y (s;y) = R(—s;wi,ws)y, (s,y) € R x R,
avec

cos(swi) —w% sin(sw1) 0 0
. | wisin(swi)  cos(swi) 0 0
Risjwn,wa) = 0 0 cos(swa) _w% sin(sw2)
0 0 wa sin(swa) cos(swz)

La condition d’incommensurabilité assure que le flot Y (s; -) n’est pas périodique en la variable
s, mais presque périodique. Pour plus d’informations sur les fonctions presque périodiques
voir [31]. On a

. 1 (° t
Dy = Jlim [0V (=5 Y (st)DIY(51) 0 (=Y (1) ds

1 S
= lim J R(s;w1,w2)D(Y (55+)) *R(s;w1,ws) ds
S—+mx S 0

1Dy + ﬁDQQ tD15 — 1Dy 0 0
2
_ D21 — 3D1s %L Diy + £Do 0 0
0 0 1Ds3 + ﬁDu 1Dsy — Dy
2
0 0 3D43— D3y “2Ds3+ 3D

Pour un tel flot Y, la moyenne ergodique ne se limite plus & la moyenne sur une période
comme dans le cas périodique mais bien a une moyenne en temps long. On étudie 'erreur
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en temps long commise lorsqu’on applique la méthode présentée & la Section [3.3.2] pour le
champ de matrices D défini par

2 -1 0 =2
-1 1 2 0
D= 0 2 3 1
1 0 -1 1

Dans la figure on observe que l'erreur est en O (%) comme dans le cas périodique. En
effet, le champ de matrices D est constant et le calcul d’un champ de matrices C' qui satisfait
a Pégalité (3.20]) peut étre réalisé en résolvant le systeéme linéaire L(C) = D — (D).

T
|+ Gs)pds —)|
Evolution de 'erreur T +— L

<D |2
100 :; — Erreur L?

o LB N} é

T— 7
L |

*
1071 1 E
[ < 1
5 i L ]
~ [ & 1
= i TRrray ]
10—2 - LA T T .
10751 1
L | | | | B
100 200 300 400 500
Temps T'

FIGURE 3.7 — Evolution de 'erreur relative en temps long

Flot de cisaillement

Dans cet exemple, on propose un champ de vecteurs en dimension deux tel que le moyenné
matriciel associé n’existe pas. En fait des hypotheses suffisantes a ’existence du moyenné
d’un champ de matrices sont précisées dans le Chapitre [2| Elles reposent essentiellement sur
'existence d’une base de champs de vecteurs (b;)1<i<2 en involution avec le champ b(y), c’est-
a-dire des champs assurant la commutation des opérateurs b(y) - V, et b;(y) - V, pour tout
1 <4 < 2. On définit le champ de vecteurs b(y) = (y2, —y1) pour tout y = (y1,%2) € R2. Dans
ce cas le flot Y associé au champ de vecteurs b est donné par Y (s;y) = R(—s)y, pour tout
seRety = (y1,y2) € R% De plus, on consideére une fonction réguliere paire f : R — R, telle
que f(0) =1, f(z) = 0 pour tout = € [1; +00[ et strictement décroissante sur [0, 1]. Enfin, on
introduit la fonction radiale T'(y) = f (|y|) pour y € R2. On note Z le flot associé au champ de
vecteurs Th. On a Z(s;y) = R(—sT(y)) y pour tout s € R et y = (y1,y2) € R?. La fonction
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T est constante le long des flots Y et Z. On montre que le moyenné du champ D(y) = Iy
suivant le champ de vecteurs Th n’est pas bien défini, au sens de (3.5)), sur B(0, 1)/{(0,0)}
ot B(0,1) est la boule unité ouverte de R%. En effet, en partant de I’expression du groupe
associé au champ de vecteurs Tbh on obtient pour tout s € R et tout y € R?

G(s)Iy = 0Z Y (s;y) 10727 (s;). (3.23)
Un calcul direct montre que, pour tout s € R et tout y € R?, on a
0Z(s;y) = —s R(m/2) Z(s;y) @ VyT'(y) + R(=sT'(y))-

D’autre part, grace a la relation 02 1(s;y) = 0Z(—s; Z(s;y)) valable pour tout s € R, tout
y € R?, on obtient

077 (s;9) = s R(1/2) y @ V, T(Z(s;)) + R(sT(y)). (3.24)
/
Etant donné que V,T'(y) = / (y|’7|J|) Y, on peut réécrire de la maniere suivante
1oy o sl ,
02" (s;y) = m R(m/2)y @ Z(s;y) + R(sT(y))- (3.25)

En fin de compte, en combinant (3.23) et (3.25)), un calcul direct nous méne a

22
—2y1y2  Y1—Y>

G = (W) b@bw +s7 (o) | s L7 |+B (3:26)
[y] [y]

En intégrant l'expression (3.26|) par rapport a la variable s sur Uintervalle [0, S] avec S > 0,
pour tout y € R?, on obtient

2 —2y1yy  Yi-Vs

S
s | comuas =W eenw 3 @ (s LT e G2
0

3 Yi—Ys 2y1y2
[yl [yl
Ainsi (I2) (0,0) = Iy et {I3) (y) = Iz pour tout y € B(0, 1)¢. Mais, pour tout y € B(0,1)/{(0,0)},
Iexpression (3.27) n’a pas de limite quand S — +00. Le moyenné du champ D = I, selon le
champ de vecteurs T'b n’est donc pas bien défini.

3.4 Comportement d’un probleme parabolique avec un terme
de transport raide

Dans cette section on étudie numériquement le comportement asymptotique de la famille de
fonctions (uf).~¢, solutions de , lorsque € tend vers 0, dans le cas de la dimension m = 2.
Le comportement de u® peut étre décrit, quand € tend vers 0, comme la composée d’un profil
v ne dépendant pas de ¢ et du flot associé au champ de vecteurs —b/e. De plus, le profil v est
solution du probléme de diffusion dont le champ de diffusion est (D) cf. (3.5)). A 'aide
de la méthode de calcul d'un champ de matrices moyenné proposée dans la Section [3.3] on
résout le systeme puis on étudie I'erreur commise entre une solution de référence u®(t, -)
et v(t, Y(—t/e;-)). L’équation de diffusion anisotrope, avec T > 0 et y € R?,

{ o — divy (D) Vyv) =0,  (t,y) € [0,T] x R?
U(Oa y) = um(y)7 ye R?
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sera résolue par une méthode implicite en temps et différences finies en espace, voir [69]. Tout
comme précisé dans la Section on introduit une discrétisation temporelle (t*) de [0, T],
avec k € Z; = {0,..., N;} et At = T'/N;. Puis une discrétisation spatiale (y;;) de pas Ay du
carré C = [—R, R] x [-R, R], avec R > 0, a laquelle on ajoute les points de calcul des flux
Yit1/2,5 €t Yi j11/2 pour tout 4,5 € Z = {0,..., N —1}. En notant W = — (D) Vv, l'opérateur
divy (W) au point y;; est approché par

1 1 2 2
Wit = Wi N Wit = Wiisie

(divyy (W)); ~ Ay Ay (3.28)
ol 5 p
v v
w! — —((D)..,); : 7’ — ({D)..): o7
i+1/2,5 (< >11)'L+1/2,j 5y1 it1/2,5 (< >12)Z+1/2,] ﬁyg it1/2,f
(3.29)
ov ov
w2, = —((D>.); : 7’ —({D>L)s “ )
4,5+1/2 (< >21)z,]+1/2 5y1 P12 (< >22)z,j+1/2 5?;2 P41/
On approche les différentes dérivées de la maniere suivante :
v < Vitlj — Vi
Oy1 lit1/2,5 Ay
v  Vij+1 — Vi
dyalig+ie A
Y2 li,j+1/2 Yy (3.30)
v o Vit1/2,541 T Yid1/25-1 _ Viglg+1 + Vil — Vidlj-1 — Vi1
o0ys li+1/2,5 2Ay 4Ay
57” o Jitlj+1/2 T Vis1,41/2 _ Vitl,j+l + Vit1j — Vi—1,j+1 — Vi—1j
oy lij+1/2 2Ay 4Ay
et les coefficients de diffusion (D), /5 ;,{D); ;11> Par
D <D>i+1,j + <D>¢,j
Plrsajas = 2 (3.31)
(D); ji1+{D);; )
<D>z’,j+1/2 = 2

Tout cela nous amene au schéma semi-discrétisé en espace, oll on note v;;(t) les variables
approchant les inconnues v(t,y;;) pour tout (i,7) € Z*

1 1 2 2
Wi+1/2,j(t) - Wi—l/Q,j(t) n Wi,j+1/2(t) - Wi,j—1/2(t)
Ay Ay
La résolution en temps se fera a ’aide d’un schéma implicite de type Crank-Nicholson, voir

[42] pour plus de détails. En notant V¥ le vecteur des variables discrétes vfj approchant
v(t*, y;;) pour tout k € Z; et tout (i,5) € Z2, le schéma de Crank-Nicolson s’écrit

-1
VAL = (I—A;W> <I+A2tw> vk

ou W est la matrice de discrétisation associée a I'opérateur (3.28]) et est obtenue en combinant
(3.29), (3.30) et (3.31). Ce schéma est d’ordre deux en temps et en espace pour des données
régulieres. La solution de référence pour le probleme de convection-diffusion (3.1

&’tvij (t) + = (.

1
Opuf — divy (D (y)Vyu®) + - b(y) - Vyut =0, (t,y)e[0,T] x R
us(0,y) = u™(y), y € R?,
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sera déterminée a ’aide d’un schéma type splitting d’opérateurs. On introduit les notations
suivantes

D = —divy(D(y)Vy(-)) et T =by) - Vy.

La solution u¢ du systéme (3.1) peut s’écrire en terme de semi-groupe d’opérateur : u°(t,-) =
1 .
e HP+T)y pour tout ¢ € [0, T]. On approche alors cette solution au temps t*, pour k € Ny,

a l’aide d’un splitting de Strang, voir [57]
ue(tk, ) _ [6—%D6—% Te—%D]k u™

Cette méthode donne une approximation d’ordre deux en temps de la solution a condition
que les données soient régulieres. Le semi-groupe associé a l'opérateur de diffusion D sera
approché en résolvant I’équation de diffusion associée, par le schéma différences finies présenté

précédemment. La résolution numérique du groupe associé a l'opérateur de transport —7
€

sera réalisée par un schéma semi-Lagrangien, qui consistera en une résolution du flot Y (¢/e, -)
puis d’une interpolation, voir Section L’utilisation d’une méthode de splitting associé
a une méthode semi-Lagrangienne pour le transport, nous améne a résoudre séparément le
groupe associé a l'opérateur raide et a choisir une discrétisation en temps adaptée (f’g)keztg

de 'intervalle [0, %] avec Z¢ = {0,..., N7} pour résoudre le flot Y (At/e; ), méme lorsque &
est petit. En pratique, on choisit N7 = 200 [%J

Exemples

On étudie numériquement ’erreur commise lors de I’approximation de la fonction u® du
systeme par la quantité v(t,Y (—t/e;-)), ot v est la solution de (3.4). Le champ de
matrices moyenné sera calculé a laide de la méthode présentée dans la Section [3.3] Pour tout
k€ I et (i,7) € C, on note vw une valeur numérique approchant la quantité v(t*, yi;). Tout
comme dans la Section [3:3.3] 'erreur en espace sera localisée & un domaine S < C invariant
par le flot de b. L’erreur L ([0, 7], L?) sera calculée a I’aide de la norme discréte

o Lo (0,77, £2) = max D A2k
(4,5)eS?

Pour les tests numériques, on suppose que C = [—2,2] x [-2,2], T = 0.01 et

2 2
) —0.5
uln(y) _ 106Xp <_y1 + (3202 ) > ’ y = (y1’y2) c R2'

Les solutions des problemes (3.1)) et (3.4]) sont calculées avec une résolution de maillage spatial
N = 512 et temporel Ny = 100N. On suppose que le champ de vecteurs b est le champ de
vecteurs ellipsoidal, et on choisit un champ de matrices

31
D =
Le champ de rnatrices moyenneé associé a D est également symétrique défini positif, voir

Proposition Par la formule , on a

@)= (133 1)
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Erreur t — |u®(t,-) —v(t, Y(—t/e,")| 2

te[0,T]
0‘2 - T 6 — 0 0014 T UL \‘
oo |~ Erreu | |
015 - \\ .......... £ = 000035 g]—\ 10_1 [~ E
o, ': v |eee=000018 | X | ]
N | . g i |
5 01, ) 1= I |
; ' . =z i
5-1072ff -
“,'il “ R / N 10_2 o E
0 li' ""’! ‘11'1 ‘\/"'\/’1\\/’ ‘\/;'f\/':‘z’ V"\'" i ! : :
'2 '4 ' ' 1 L L 11| L L 11|
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Temps t 107

Erreur € — sup |u® —voY(—t/e)|e2

FI1GURE 3.8 — Comportement asymptotique de u® quand € tend vers zéro.

La Figure représente 1’évolution au cours du temps de la norme L? : t — |[uf(t,-) —
v(t, Y(—t/e,-)| 2, et Verreur L ([0, T], L?) en fonction de €. La Figure [3.8 confirme numéri-
quement 'ordre de convergence espéré donné par . Dans la Figure on se place dans
le cas du flot central non explicite, voir Section [3.3.3] avec pour champ de diffusion D = I5.
Les coefficients du champ de matrices moyenné associé sont représentés a la Figure Dans

Erreur € — sup |u® —voY(—t/e)| 2

Erreur ;- [u(t,) v, ¥ (<t/2. )12

te[0,T]

8 T T -1
- - g = 00014 10 T T 1171 7
E ]
. — £=10.0007 ﬂ‘ ]
6Frv c = 0.00035 — I 1
s AP - =0.00018 | & f |
$-< : \ 3 9| |
= h | 107 ¢ |
T ~ 10 4 :
s IR =) I egfb 1
2 Loens | & I o 1
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‘l'i'.'::\ll\ \l:i.i, L f ) I..., RYARY / N -3 |- |
0 AR ARG SR S et e 10 B | | §
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FIGURE 3.9 — Comportement asymptotique de u® quand e tend vers zéro.

ce cas, 'ordre de convergence espéré n’est pas atteint, cela est dii au défaut de régularité du
champ de matrices moyenné (I5) en l'origine. Les résultats des Figures et confirment
le résultat théorique et, au moins dans le cas ou le champ de vecteurs b et le champ
de matrices D sont réguliers, I'ordre de convergence espéré est obtenu. Donc, au moins dans
le cas de données régulieres, nous avons mis en place une méthode numérique consistant en
le calcul du champ de matrices effectif et de la fonction v solution du systéme ,
permettant d’obtenir v(¢,Y (—t/e;-)) qui est une approximation d’ordre un, par rapport a ¢,
de la solution u® du systéme raide (3.1).
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Chapitre 4

Analyse asymptotique d’un
probleme de diffusion fortement
anisotrope

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le comportement d’une équation parabolique dans laquelle la
diffusion est tres grande le long d’une direction privilégiée. Cette étude est motivée par de
nombreuses applications comme la physique des plasmas [23], le traitement d’image [64] [70],
ou encore les propriétés thermiques des cristaux [40, [65]. On consideére le probléme parabolique

1
dput — divy (D (y)Vyu®) — gdivy(b(y) ®b(y)Vyu®) =0, (t,y) e Ry xR™ (4.1)

u?(0,y) = u™(y), yeR™ (4.2)

ouy — D(y) € My (R) est un champ de matrices sur R™ et y — b(y) € R™ est un champ
de vecteurs sur R™. Pour tout couple de vecteurs £, 77 € R™, la notation £ ® n représente la
matrice dont le coeflicient (i, j) est &), et pour toutes matrices A, B € M,,(R), on utilise
la notation A : B = trace("AB) = 3" 37" | Aj;Bj;. Le champ de matrices D est supposé
symétrique, tel que D + b ® b est défini positif. On analyse le comportement de la famille
(u). lorsque € est petit, disons 0 < ¢ < 1, dans ce cas (D + %b@ b) 0<c< Teste défini positif.
L’analyse asymptotique d’un tel probleme est également motivée par la recherche de méthode
numérique pour la résolution de problemes paraboliques fortement anisotropes. En effet, les
méthodes explicites sont contraintes par la petitesse du parametre, ce qui oblige & choisir
un pas de temps également trés petit afin que la condition de stabilité At ~ e|Ay|? soit
satisfaite. Ainsi, des méthodes implicites ont été proposées dans [7, [67, [68], des méthodes
volumes finis dans [43, 2] et des schémas préservant asymptotique ont été étudiés dans
[38, 46]. Une étude théorique du systéme (4.1, est réalisée dans [19]. Il a été montré
que pour toute condition initiale 4™ € L?(R™) bien préparée, c’est-a-dire b - Vyuin =0, la
famille (u®). converge faiblement * dans L (R ; L?(R™)) vers la solution d’'un autre probléme
parabolique, pour lequel le champ de diffusion apparait comme une moyenne du champ de
matrices D. Le but de ce chapitre est de proposer une étude plus compléte de ce probléme.
On propose une description compléte du comportement de (uf), en prouvant un résultat de
convergence forte vers un profil et en analysant le modele limite correspondant, et cela pour
toute donnée initiale.
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On considerera les solutions du systeme (4.1]), (4.2)) au sens variationnel. Pour cela, on in-
troduit 'espace de Sobolev a poids H ]13, voir (4.18)), et on définit la forme bilinéaire symétrique
bornée suivante

1
a®(u,v) = | D(y)Vu-Vody+ 5[ (b-Vu)(b-Vv)dy, u,ve Hb.

RmM m

La formulation variationnelle de (4.1)), (4.2)) s’écrit

ut(0) = u™, % Rmua(t, Y)e(y) dy + a*(u(t), ) = 0 dans D'(Ry), € Hp.
Le caracteére bien posé du probleéme ci-dessus résulte du Théoréme Sous des hypo-
theéses de coercivité, pour tout € €]0, 1], il existe une unique solution u® € Cy(R; L2(R™)) n
L} (Ry; HY), e €]0,1]. On consideére 'opérateur du second ordre B = —T2, T = div,(-b) et
le semi-groupe (e~ ™5),cr .- L’idée est de chercher la solution v = v(t) d'un autre probleme
variationnel tel que

u(t) = e_ng(t) + O(e) dans L (Ry; L*(R™)). (4.3)

La difficulté principale réside dans l'identification du probléme limite dont v(t) est solution,
et de construire un correcteur qui nous permette de justifier . Le probleme limite sera
défini a I'aide de sa formulation variationnelle. La forme bilinéaire associée, notée m, est définie
dans la Proposition Cette forme bilinéaire est exprimée a l'aide de deux CY-groupes
d’opérateurs unitaires, I'un opérant sur les fonctions, I’autre sur les champs de matrices. On
note Y (s;y) le flot caractéristique associé au champ de vecteurs b, par (((s))ser le groupe
des translations le long de Y

C(syu=uoY(s;:), ue L>(R™), seR

et par (G(s))ser le groupe, agissant sur 'espace L? & poids Hg composé de champ de matrices,
donné par
G(s)A=0Y !(s;-) AoY(s;:) "oV~ Y(s;-), Ae Hg, seR,

voir Proposition [£.3.5] Avec ces notations, la forme bilinéaire m s’écrit, voir la Proposition
4.0.9 :

S
m(u, v) = JRm{<D> (y)Vu + lim % f (G(s)D — (DY) V{¢(25)u} ds} Vo dy

0

pour tout u,v € Hp, ot (D) est le moyenné du champ de matrices D le long du C%-groupe
(G(s))ser, voir la Proposition m

1 S
D)= lim — | G(s)Dds dans Hgp.
D)= Jim <[ @ :
La construction du correcteur requiert I'introduction d’une seconde forme bilinéaire, voir la
Proposition [.7.1] pour plus de détails. On établit le résultat de convergence suivant, voir la
Section pour tous les détails, a condition de supposer u'™, b et D suffisamment réguliers,
de supposer l'existence d’'un champ de matrices P vérifiant (4.15]), , et enfin de suppo-

ser certaines hypotheses structurelles liées aux champs b et D qui seront précisées dans les
Sections [4.5.2] [4.7.1] et [4.7.2
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Théoréme
On suppose u'™,b, D suffisamment réguliers. On suppose également les hypothéses (4.15)),
(4.16) vérifices, ainsi que des hypothéses structurelles qui sont données dans les Sections

4.5.2 et [4.7.2. Pour tout £ €]0,1], on note l'unique solution variationnelle de (4.1)),
(4.2) par v € Cp(Ry; L2(R™)) n L2 (Ry; Hp)

loc

Ld
w (0) =u™, = | wi(ty)e(y) dy + a*(u(t), ) = 0 dans D'(Ry), p e Hp
Rm

et par v € Cp(Ry; L2(R™)) n L2 (Ry; Hp) Uunique solution variationnelle

d
v(0) =™, | vt y)e(y) dy+m(v(t), ) =0 dans D'(Ry), ¢ € Hp.
Rm

Pour tout T € Ry il existe une constante Cr telle que

ut — e’éBv’ : + ’VUE — V(e*éBv) < Cre, 0<e<l.

L*([0,T];L?(R™) L2([0,T];:Xp)

Lorsque la condition initiale est bien préparée, c’est-a-dire lorsque Tu™ = 0, il n’y a pas de
couche limite en ¢t = 0 et le probleme limite est donné par le probleme parabolique associé
au champ de matrices (D), voir la Remarque m

o) =u" g | vt e dy+ | (D) )Velt) Vedy =0 dans D(Ry). pe Hp.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Les arguments principaux de cette analyse
asymptotique sont présentés en dimension finie dans la Section [£.2] Le cas de la dimension
infinie requiert des outils et des hypotheses supplémentaires, nécessaires a l’existence de
la forme bilinéaire m et du correcteur. Ainsi, on commence par rappeler les propriétés du
moyenné d’un champ de matrices, et de la moyenne d’une fonction le long d’un flot dans
la Section [1.3] Dans la Section [£.4] on décrit les propriétés spectrales de 'opérateur B. Les
sous espaces propres de B joueront un réle important, on en donne une caractérisation et on
décrit les projections associées. La construction a proprement parler de la forme bilinéaire
m est réalisée a la Section les propriétés de cette forme sont également présentées. Le
caractére bien posé des formulations variationnelles associées aux formes bilinéaires a® et
m est étudié dans la Section Des estimations uniformes sur les solutions associées a
ces problémes sont mises en évidence. Dans la Section [£.7, on introduit une seconde forme
bilinéaire n, nécessaire & la construction du correcteur. Enfin dans la Section [£.8 on établit

le comportement asymptotique de (4.1]), (4.2)), voir le Théoréme [4.8.1]

4.2 Le cas de la dimension finie

On cherche a étudier le comportement de la famille (uf). des solutions du systéme para-
bolique (4.1)), (4.2)). 11 est intéressant de commencer par étudier le cas de la dimension finie.
Soient A, B € M, (R) deux matrices réelles et € > 0, on considere le probleme

d 1
U AW+ ZBu (1) =0, teRy (4.4)

uf(0) = u™ e R", (4.5)
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Dans le cas ot les matrices A et B commutent, c’est-a-dire BA — AB = 0, on voit facilement

que e™BA = Ae~™B 7 € R, et un calcul direct nous montre que t — e=5u (t) satisfait au

probléme

%v + Av(t) =0, te Ry (4.6)

v(0) = u™ e R". (4.7)

On obtient une formule faisant intervenir les matrices commutantes e t4 et e~ ™5

—t(A+B) —L —iB —tA, i
e ATy = o (1) = e =Pu(t) = e Be ™, teRy, >0,

ce qui nous permet de décrire le comportement de la famille (u°). & 'aide de la solution
du probleme (4.6)), , et du semi-groupe (e”758) .- Pour I'é¢tude du cas général on
supposera que B est symétrique, on décompose alors I'espace R™ & l'aide des sous espaces
propres associés a B. Notons FEi, ..., E,. les sous espaces propres associés a B et correspondant
aux valeurs propres Af, ..., A,

Ei:ker(B—/\iIn), )\Z‘GR, 1<Z'<7’, El@...(—BET:Rn.

Pour tout ¢ € {1,...,7}, lapplication réciproque associée & l'isomorphisme (B — \;I,)|gL :

Ei — Range (B—\;1I,,) = Ei sera notée (B—\;I,) . On considére les applications linéaires
m;(u) = Projp, Au, ni(u) = (B — Nelp) 7 (Au — Projp Au), we E;, ie{l,..,r} (4.8)

et on note M, N les matrices associées aux applications linéaires

m=m®..em,, n=n1PD..En,
c’est-a-dire

Mu =m(u) = mi(u), Nu=mn(u)=n;u), ue E;, i€{l,...,r}.

Les décompositions suivantes sont vérifiées

A=M+BN—NB, BM— MB =0. (4.9)
En effet, pour tout i € {1,...,7} et u € E;, on a

(BN — NB)u = BNu — \iNu = (B — A\in)| geni(u)
= Au — Projg, Au = Au —m;(u) = Au — Mu

et (BM — MB)u = BMu — A;Mu = 0 étant donné que Mu = m;(u) = Projg, Au € E;. A
l'aide de la décomposition (4.9)), on peut décrire le comportement asymptotique des solutions

du systeme (4.4), (4.5)), lorsque € tend vers zéro.

Proposition 4.2.1.

Soient A, B € M, (R) deux matrices réelles et u™ € R™. On suppose que B est symétrique,
positive et on considere les matrices M, N vérifiant . Pour tout T € Ry, il existe une
constante Ct telle que pour tout € > 0 on a

|u®(t) — efﬁBeftMuin| < Cre, te[0,T].
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Preuve. L’idée est d’introduire un correcteur adapté. Considérons la fonction u! : Ry xR, —
R"™ donnée par

ut(t,7) = e TENe Myl — NemmBemtMyin (¢ 1) e Ry x Ry (4.10)
Notons que u'(t,0) = 0,t € R, et
0.ul = —Be~™BNetMyin 4 NBe—mBe—tMyin
= B (e TENe Myt — Ne~mBemtMyin) _ (BN — NB)e B tMyin

— —Bul(t,7) — (BN — NB)e "B tMyin,

Ainsi, en utilisant la notation 4° = e~ eBe—tM u™, on obtient
d B
a{sul(t, t/e)} + (BN — NB)@F(t) + —{eul(t,t/e)} = edul(t,t/e). (4.11)
€

En tenant compte du fait que B et M commutent, on observe que
da®
dt

- M) + ?ff(t) _ o,
qui combiné avec donne
B
%{ff(t) +eul(t,t/e)} + (A + 6) {0°(t) + eul(t,t/e)} = et (t, t/e) + eAut(t, t/e).

Enfin, la fonction t — r&(t) := u®(¢)
dr® B
P Are(t -
AT (t) + .
r(0) = uF(0) — @°(0) — eut(0,0) = u™ — u™ = 0.
En appliquant le produit scalaire a chaque membre de ’égalité (4.12)) par r°(t), et en utilisant
la positivité de B, on obtient

@€ (t) — eul (t, t/e) satisfait au probléme

re(t) = —e(Out + Aub)(t,t/e), te Ry (4.12)

T t
175 (t)] < sf {lout ('t /o) + |A| |ut(t',¢'/e)|} dt’ + |A|J ()| dt’, te[0,T], > 0.
0 0

Ici, pour toute matrice C, la notation |C| représente la norme subordonnée & la norme eucli-
dienne

|IC| = sup@ <(C:0)\2
20 €]

Par le Lemme de Gronwall, on a
T
[r ()] < af {low (¢, ¢ /)| + |A| Ju' (¢, ¢ /e)|} at’ €714 te0,T], &> 0,
0

et le résultat sera démontré a condition qu’il existe une constante Cr telle que
lul (t,7)| + |0t (t,7)| < O, te[0,T], TeR,.
Mais grace a la positivité de B, on vérifie facilement que
lu(t,7)| < 2|N| e ™Mu| < 2|N| |u| "Ml te0,T], TR,

et
ol (¢, 7)] < 2|N| | M| [u™] "M te[0,T], 7eR,.
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Remarque 4.2.2.
1. La décomposition (4.9)), avec B symétrique, est unique. Plus exactement, si

A=M+BN—-NB, BM—-MB=0, NE;c E*, ie{l,..,r}
alors M = M et N = N. En effet, pour tout i € {1,...,7} et tout u € E;, on a
Au = Mu + (B — )\iIn)Nu, BMu = MBu = \;Mu
ce qui implique que Au — Mu € Range (B — \iI,) = Ej, Mu € E;. Ainsi on obtient
Mu = Projp Au= Mu, i€ {l,..,r}, uek;

et
(B — \iI,)Nu = Au — Mu = Au— Mu = (B — \iI,)Nu.

Etant donné que Nu, Nu € E+

=, on obtient que Nu = Nu pour tout u € Ej, i € {1,...,r}.
2. En particulier, si A et B sont symétriques, la matrice M est symétrique et la matrice

N est anti-symétrique.

Avant de terminer cette partie, on observe que la convergence de la famille (u).~q, lorsque
e tend vers zéro, n’est pas uniforme sur [0,7],T € R, sauf dans le cas ou la donnée initiale
est bien préparée, u'™ € ker B. En effet, si u'™ € ker B, alors la propriété de commutation entre
B et M nous permet d’écrire que

_tB M i M —tB i M
e EB6 tMuln —e tMe eBum —e tMuln

et donc (uf). converge uniformément sur [0, 7] vers e "My lorsque € \, 0. Si la condition
initiale n’est pas bien préparée, c’est-a-dire si u™ ¢ ker B, la fonction limite lim.\ o u® n’est
pas continue en t = 0, et donc la convergence n’est pas uniforme sur [0,7],7 € R;. Pour

vérifier cela, on regarde le comportement en temps long de (e*TB )reR.,

|€_TBU — Projye: pv| < €77 v — Projie, pv|, veR™, T7eRy

avec ¢ := inf|y|—1 y 1 ker p Bv - v > 0. Grice a la Proposition on obtient par convergence
ponctuelle que

um ,t=0
e "MProj, pu™ ,t >0

lim u®(t) = lim e M= 2By — oM Jip o= EByin = {
eNo eNo e\0
et qui n’est pas continue en ¢ = 0 lorque u™ ¢ ker B. Une couche limite en temps [0, 7], de
taille O(¢), apparait en t = 0. Durant cette couche limite toute courbe u° relie la condition
~T.M,—~"£B,in

o ey in ~ . in
initiale u™ a e ~ Projye, pu™.

4.3 Opérateurs de moyenne

Notre but est de généraliser la Proposition au cas du systeme parabolique (4.1), (4.2).
Dans cette section, on précise la définition et les propriétés des champs de matrices moyennés,

et du moyenné d’une fonction le long d’un flot. Les propriétés concernant le moyenné d’un
champ de matrices ne seront pas démontré ici, pour plus de détails voir la Section On
introduit 'opérateur de transport 7 = divy(- b), défini sur

dom7 = {ue L*(R™) : div,(ub) e L*(R™)}.

page 96



Chapitre 4 4.3 Opérateurs de moyenne

On fait les hypotheses standards suivantes sur le champ de vecteurs b
be WP (R™), divyb =0 (4.13)

et
3C > 0tel quelb(y)| < C(1+y|), yeR™. (4.14)

Motivé par le fait que le champ de vecteurs b est a divergence nulle, on utilisera parfois la
notation 7 = b(y) - V. Sous les hypotheses ci-dessus, le champ de vecteurs b possede un flot
global régulier Y € VVI1 P(R x R™)

dY
ds
Etant donné que le champ de vecteurs b est a divergence nulle, la tranformation y € R —

Y (s;y) € R™ préserve la mesure de Lebesgue pour tout s € R. On introduit le C°-groupe
d’opérateurs unitaires sur L%(R™) (¢(s))ser, donné par

=b(Y(s;y)), (s,y) eRxR™, Y(0;y) =y, yeR™.

C(s)u=uoY(s;:), ue L*R™), seR.

L’opérateur de transport 7 apparait comme le générateur infinitésimal associé au C%-groupe
(((s))ser. Etant donnée une fonction f = f(y), on utilisera parfois la notation fs(z) =
Y (s52).

Lorsqu'un C%-groupe d’opérateurs unitaires agit sur un espace de Hilbert, la projection or-
thogonale sur le noyau du générateur infinitésimal associé coincide avec la moyenne ergodique
le long du groupe, voir ’Annexe [A] pour plus de détails.

Théoréme 4.3.1. (Théoréme ergodique de von Neumann)
Soit (G(s))ser un CO-groupe d’opérateurs unitaires sur un Hilbert (H,(-,-)) et L son géné-
rateur infinitésimal. Alors pour tout x € H, on a la convergence forte dans H

lim f s)x ds = Projye, £z, uniformément par rapport a r € R.
S>ro S

Comme conséquence directe de ce Théoréeme, on peut expliciter la projection orthogonale
sur ker 7 = {u e L2(R™) : u(Y (s;+)) = u, ¥ s € R}.

Proposition 4.3.2 (Moyenné d’une fonction de L?(R™)).
Supposons que les hypothéses ([(E.13), [@.14) soient vraies. Alors pour tout u € L*(R™) on a
la convergence forte dans L?(R™)

SETOO 3 J ) ds = Projy,7u  uniformément par rapport a r € R.

On introduit l'opérateur de moyenne (uy = limg_, ;o & SHS (Y(s;-))ds,u € L2(R™). Le
résultat précédent nous dit que ’opérateur de moyenne coincide avec la projection orthogonale
sur ker 7. Dans 'optique de travailler avec des opérateurs paraboliques, on souhaite pouvoir
moyenner également des champs de matrices appartenant & un espace L? & poids et L® &
poids. On suppose qu’il existe un champ de matrices P tel que

'P=P, P(y)é-£>0, EeR™M{0}, yeR™, P! Pe i, (R™) (4.15)
[b, P] := (b-V,)P — 0,bP — P'9,b =0, dans D'(R™). (4.16)

On donne la caractérisation suivante (pour plus de détails voir la Proposition [2.2.1))
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Proposition 4.3.3.
On considére b € V[/li‘)’fo(Rm) (non nécessairement da divergence nulle) a croissance au plus
linéaire et A(y) € LL _(R™). Alors [b, A] = 0 dans D'(R™) si et seulement si

loc
A(Y (s;9)) = Y (5;9)A(y) '0Y (s;9), seR, yeR™
On précise les espaces qui seront d’une utilisation courante dans ce chapitre.

Définition 4.3.4. On introduit l’espace vectoriel
Hg = {A :R™ — M, (R) mesurable : QY2AQY? € LQ} ,
ot Q = P71, qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(A, B), = ijQl/Q AQYV? QY BQY? dy = JRMQA :BQdy, VA, Be Hg.

La norme associée sera notée |Aln, .
On introduit également ’espace de Banach

Hggo = {A : R™ — M, (R) mesurable : Ql/zAQl/Q c LOO}7

que l'on munit de la norme

Al = Q' AQY? e

On suppose qu’il existe une fonction continue 1, constante le long du flot associé a b et
dont la limite est infinie quand |y| tend vers l'infini

e CR™), YoY(s;:) =1 pour tout se R, lim (y) = +o0. (4.17)

ly|—+o0

Etant donné que les compacts {¢) < k}, pour k € N, sont laissés invariants par le flot de b, on
introduit ’espace local

HQoc = {A :R™ — M (R) mesurable : 1y,<;y A € Hg pour tout k € N} )

On dira que la famille (A4;); € Hgoc converge dans Hq o vers A € Hgjoc si et seulement
si pour tout k € N, la famille (1<yyA;)i converge dans Hg vers 1gy<i3A. On note qu’on
a I'inclusion continue Hgy < Hg 1o.. Comme suggéré par la caractérisation de la Proposition
on introduit la famille d’opérateurs linéaires (G(s))ser, agissant sur Hg, voir la Pro-

position m pour plus de détails. De plus, sous les hypotheses (4.17)), le groupe (G(s))ser
agit également sur Hg joc.

Proposition 4.3.5. Supposons que les hypotheéses (4.13)), (4.14]), (4.15)), (4.16]), (4.17)) soient
satisfaites.

1. La famille d’applications
A — G(s)A = Y (s;-)Aq t&Y_l(s; ) =0Y (—s;Y(s;:)Ag OY (=55 Y (s5))

est un CO-groupe d’opérateurs unitaires sur Hg.

2. Si A est un champ de matrices symétriques, alors il en est de méme pour G(s)A, pour
tout s € R.
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3. Si A est un champ de matrices positives, alors il en est de méme pour G(s)A, pour tout
seR.

4. Soit S < R™ un sous ensemble invariant par le flot de b, c’est a dire Y (s;S) = S, pour
tout s € R. S’il existe a > 0 tel que QY2 (y)A(y)QY?(y) = aln,y € S, alors pour tout
seR on a QV?(y)(G(s)A)(y)Q"*(y) = alm,y € S.

5. La famille d’applications (G(s))ser opére sur Hqoc, ce qui signifie que, si A € HQ oc,
alors G(s)A € HQ 1oc pour tout s € R. De plus, on a

1iy<iyG(s)A = G(5)(1gy<iyA);, A€ HQloe;, s€R, keN.

On introduit le générateur infinitésimal associé au groupe G

G(s)A— A

L:domL c Hy — Hg, domL ={Ae Hg : 3 lin(1)
S— S

dans Hg}

et LA = lims_,ow pour tout A € domL. On note que C}(R™) < domL et LA =
(b-Vy)A — 0,bA — A t0,b, A € CH(R™). Les propriétés principales de L sont rappelées

ci-dessous (voir Proposition pour plus de détails).

Proposition 4.3.6.
On suppose que les hypothéses (4.13), (4.14]), (4.15), (4.16]) sont vérifiées.

1. Le domaine de L est dense dans Hg et L est fermé.

2. Le champ de matrices A € Hg appartient a domL ssi il existe une constante C > 0

telle que
|G(s)A — Aln, < Cls|, seR.
1
3. L’opérateur L est anti-adjoint et on a la décomposition orthogonale Hgy = ker L ©
Range L.

Remarque 4.3.7. Lorsque l'on travaillera dans Hg joc, le générateur infinitésimal de (G(s))ser
L, qu’on notera toujours L, sera défini de la maniére suivante

G(s)(Lip<iyA) — LA

Aedom(L) ssi 3 liII(l] € Hg, keN
s— S
! G(5) (A ey A) — 1y A
1y L(4) = lim O A) = Lwsnd oy
§—> S

Clairement, le générateur dans Hqoc prolonge le générateur dans Hg.

Les applications (G(s))ser ont également un comportement remarquable dans I'espace H .
Pour tout s € R, et tout A € Hf, on a G(s)A € HJ et |G(S)A|Hg; = \A|ngo, pour plus
de détails voir les égalités . En appliquant le Théoréme au groupe (G(8))ser, on
déduit que le moyenné d'un champ de matrices (A) := limg_ o & S:JFS G(s)A ds est bien
défini et coincide avec la projection sur ker L. De plus, par la Proposition [4.3.5] (G(s))ser
agit également sur Hg joc, et tout champ de matrices de H&O < Hg loc possede un moyenné

dans Hq loc, qu’on notera (-) tout comme pour les champs de matrices de Hg, voir Théoréme
[2.2.5] pour plus de détails.

Théoréme 4.3.8. Supposons les hypothéses (4.13), (4.14), (4.15), (4.16), (4.17) vérifiées.
On note L le générateur infinitésimal associé au groupe (G(S))ser-
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1. Pour tout champ de matrices A€ Hg on a la convergence forte dans Hg

r+S
(Ayi= Tim + f OY (=5 Y (s5-) A(Y (5:-)) '0Y (=5 Y (s:)) ds = Projye 1A

S—+00 - -

s v

=(G(s)A)(y)

uniformément par rapport a r € R.

2. Si A e Hg est un champ de matrices symétriques positives, alors il en est de méme
pour (A).

3. Soit S < R™ un ensemble invariant par le flot associé a b, ce qui s’écrit Y(s;S) = S
pout tout s € R. Si Ae Hg est tel que

Q2 (y)AW)QY (y) = alm, yeS,

pour un certain o« > 0, alors on a

QY () (A (W)Q(y) = alm, yeS

et en particulier, (A) (y) est définie positive pour tout y € S.
4. SiAe Hon HY, alors (A) e Ho n H et

(Do < Al [{D]az <Al

5. Pour tout champ de matrices A € Hq e, la famille

1 (S+r
= Y (—s;Y (5;))A(Y (5;-)) 'Y (—s; Y (s5+)) ds
(5] aviesyepar sy oy as)

converge dans Hqoc lorsque S tend vers linfini uniformément par rapport a r € R,
pour tout k € N. Sa limite, notée (A), satisfait

Liy<ky (A) = <1{¢<k}A>, pour tout k€ N

ot le symbole () d droite de I’égalité est l'opérateur de moyenne sur Hg. En particulier,
tout champ de matrices A € H¢ posséde un moyenné dans Hq loc et | (A) |Hg < |A’H<50'
Si Ae Hg o est tel que

Q2 (y)Ay)QY*(y) = al,, yeR™,

pour un certain o > 0, alors on a
Q2 (y) (A 1)QV2(y) = alnm, yeR™

Remarque 4.3.9.

1. On a la caractérisation variationnelle suivante de l'opérateur de moyenne sur Hgoc :
pour tout champ de matrices A € Hq 1oc, le champ de matrices moyenné (A) est U'unique
champ de matrices de Hq oc vérifiant

(Lp<ry(A = {A)), M), = 0, pour tout M € Hy,.

2. Onwoit facilement que l'opérateur de moyenne sur Hg 1oc prolonge 'opérateur de moyenne
sur Hg.
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3. Soit A un champ de matrices de Hg .. Pour tout k € N, on a

G(5) (Lipry (D) — Liyary () G(5) Ly A) — (Lipaiy4)

ce qui signifie que (A) € dom(L) et 1yy<pyL{A) =0, k€N, voir la Remarque .
Ainsi L{A) =0, pour tout A € Hg joc-

0,

On précise également des espaces de champs de vecteurs utiles pour la suite
Xg = {c:R™ — R™ mesurable : Q(y) : c(y) ®c(y) dy < +00}
]Rm

X%O = {c: R™ — R™ mesurable : |Q1/2C| e L*(R™)}.

L’espace vectoriel Xg que I'on munit du produit scalaire

('7 ')XQ : XQ X XQ - R, (Ca d)XQ = RmQ(y) : C(y) ®d(y) dy, ¢, de XQ

devient un espace de Hilbert, dont la norme sera notée |c|x, = (c, c)ﬁ(/z, ce Xg.

L’espace vectoriel X%O est un espace de Banach par rapport a la norme
el xz = ess supyepn [Q* (y)e(y)], ce XF.

On note que pour tout c€ Xg N X, onac®ce Hon HY et

le®clig = ess supyern Q"2 (y)e(y)? = |z

1/2
el = ([ 102wl ar) < llxlelxs.

En remplacant le champ de matrices @ par le champ de matrices P, on obtient les espaces
linéaires Xp, X%

On résout le probleme parabolique , a l'aide de méthode variationnelle. On considere
le sous espace suivant de L?(R™)

Hp = {ue L*(R™) : V,yue Xp}. (4.18)

Muni du produit scalaire suivant

(u,v) g1, = J u(y)v(y) dy + J P(y) : Vyu® Vyv dy, u,ve Hp,

c’est un espace de Hilbert. Le choix de cet espace H' & poids est motivé par le fait que le
C%-groupe ({(s))ser agit sur Hp.

Proposition 4.3.10 (Moyenné d'une fonction de H}).
Supposons que les hypothéses (4.13)), (4.14), (4.15), (4.16) soient satisfaites. Pour tout s € R
etue Hb, on ause Hp et |u5|H}3 = |u|H113 La famille d’applications u € Hp — ¢(s)u =

uoY(s;:) € H};. est un C°-groupe d’opérateurs unitaires sur H}g. En particulier, pour tout
uwe Hb, on a{uye H},

1 r+S
Vy {uy = SEI—EOO g f Vyus ds, fortement dans Xp, uniformément par rapport a r € R
'

u—{uy LkerT n Hp dans Hp, |V,<{u)|xp, < |Vyulx,.
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Preuve. Soit u = u(y) un élément de H}. Etant donné que le flot satisfait Y € VVl(l)COO (RxR™),
on a Vus = '0Y (s;-)(Vu)s. Par la Proposition on sait que Ps = Y (s;+)P 1dY (s;+), on
peut donc écrire

‘us‘?{}g = f (us(y))2 dy + P(y)Vus - Vug dy
]Rm ]Rm

- | ) ay+ | Y (spP) () (Tu). @ (Vu). dy

m ~~

»

= \U|%2(Rm) +|Vul%, = ’Uﬁ[;

Le fait que (¢!(s))ser est un groupe vient du fait que ({(s))ser est un groupe. Le groupe
(¢1(s))ser est continu. En effet pour tout u € Hp, on peut écrire

€ (s)u — ullyy — [C(s)u — gy = Vs — Vulk,
=2|Vulk, — 2(Vus, Vu)x,
2 Vulk, - 2j P12(y) 3 (51 ) (Vu), - PY2(y) Vs dy
Rm\ '

tO(s;y) PL/?

= Q\Vulg(P -2 metO(s; Y)(PY2Vu), - PY2Vu dy

= |(PY?Vu)s — PY*Vul 72 gm) — 2J (PY2Vu), - (O — I,,)P?Vu dy.

m

La continuité du groupe ({(s))ser nous assure que le terme intégral converge vers 0, lorsque
s — 0. La convergence lim,_,o Y (s;y) = I,y € R™, implique les convergences

lim P(Y (s5:)) = lim 2Y (5:5)P(y) "0 (s:) = Ply), lim PY2(Y (5;)) = PV2(y)

lim Q(Y (s;)) = lim "0Y ! (s:9)Q(y) Y ' (s9) = Q(y), lim QY2 (Y(s;9)) = Q2 (y)
lim O(s; y) = lim Q'2(Y (5:9))0Y (s:9)Q*(y) = Im, y € R™
La matrice O(s;y) étant orthogonale, on a |O(s;y)| = 1 pour tout s € R,y € R™, et par le

théoreme de convergence dominé on a

lin% PY2Vu - (O(s;y) — Iy)PY2Vu dy = 0,
S—> Rm

ce qui implique que

lin% (PY2Vu), - (O(s;y) — L) PY?Vu dy
S§—> Rm

= lin% [(Pl/QVu)s - Pl/QVu] (O(s;y) — Iy)PY?Vu dy = 0.
S—> Rm

Pour la derniére limite, on a utilisé la convergence limy_,o(PY?Vu)s = PY/?Vu dans L?(R™),

et I'inégalité |O(s;y) — In| < 2, s € R,y € R™. Finalement, du Théoreme on déduit la

convergence forte dans H},

1 r+S 1
SLHEOO E J; C (S)U ds = ProJkerTmH}“?
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ce qui implique que (u) = Projy,.7u = Projye rrmiu € Hp, (Vu — V{uy,Vv)x, = 0 pour
tout v € ker T n Hp, et la convergence forte dans X p, uniformément par rapport a r € R

1 r+S
li — Vus ds =V .
Jim, 5| Tuas- v
Pour le dernier point du théoréme, on utilise le fait que |Vus|x, = |Vu|x,,s € R et la
convergence ci-dessus. O

4.4 Les propriétés de 'opérateur B = -T2

On introduit Popérateur B = —T?2 = —div,(divy(- b)b) défini pour toute fonction appar-
tenant au domaine

domB = {u e domT : div,(ub) € domT} < L*(R™).

Clairement cet opérateur jouera un role prépondérant lorsque 'on étudiera le comportement
asymptotique des solutions de , pour £ > 0 petit. Dans cette section, on décrit
le semi-groupe associé a l'opérateur B, puis on précise les propriétés spectrales de cet opé-
rateur. Précisément, une caractérisation des sous espaces propres associés a 'opérateur B,
ainsi qu’une description en terme de moyenne ergodique des projections associées a ces sous
espaces sont données.

4.4.1 Semi-groupe associé a ’opérateur B

Pour tout 8 > 0, on notera My la Maxwellienne en dimension un, associée a une tempé-

rature 6 1 )
My(s) = \/ﬂe_%ﬁ, seR.

Le semi-groupe (e_TB)TeR . est donné par

Proposition 4.4.1 (Semi-groupe associé a B).
Considérons la famille d’applications

1 52
Oru = fRusMgT(s) ds = Tis JRU(Y(S; Ve & ds, ue L*R™), 7>0

et pou = u,u € L*(R™). La famille (p7)rer, est un C° semi-groupe de contractions sur
L?(R™), dont le générateur infinitésimal est —B, c’est-a-dire o, = e B, 7€ R,.

Preuve. Il est clair que pour tout u € L2(R™),7 > 0, on a

| ey | [ (o) dsdy = [ M) [ a2ayas = | )
ce qui signifie que ¢, est contractante sur L?(R™). La propriété de semi-groupe est une
conséquence immédiate de la formule My, * My, = My, +9,,01,02 > 0. En effet, pour tout
7,h > 0,u € L*(R™) on a

Orppu = f Mo (s)(ppu)s ds = J MQT(S)J Moy (s ugy s ds’ ds
R R R

= f us(May * Moyp,)(s) ds = f usMa(r4p)(5) ds = @rypu.
R R
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La continuité du semi-groupe est une conséquence de la densité de C.(R™) dans L?(R™)
et de la propriété de contraction, en notant que p,u = SR Mi(r)u sz, dr. 11 reste a vérifier
que le générateur infinitésimal de (¢r)rer, est —B. On considere u € domB, c’est-a-dire
u, Tu = divy(ub), T?u = divy(div,(ub)b) € L?*(R™) et établissons que | _op-u = —Bu

dans L?(R™). Grace a I'égalité
1
up, = u + hdivy(ub) + hzj (1 — 8)(T?u)ps ds  dans L*(R™),
0

on peut écrire, pour tout 7 > 0

_ u —Uu
szMl(r)m dr
T T

R
U —u — A/ 27rdiv, (ub
:f My (r) 2 rrdivy(ub) o,
R

1 T
- f Ml(T)QT'QJ (1= 8)(T?u) 5z, dsdr
R 0

— | My(r)r*T?udr = T?u = —Bu dans L*(R™).
™0 Jr

Réciproquement, on suppose que u € L?(R™) et que la limite suivante existe dans L?(R™)

lim 278 e L2(R™).
7\0 T

Un calcul direct montre que, pour tout 7 > 0, on a

’hHu’LQ(RM)
[(pru)n — prulp2@my < ————, heR
AT

2h2|U‘L2(Rm)

[(pru)n + (pru)—p — 207ulp2@my < . , heR,
ce qui signifie que ¢ru € domB, pour tout 7 > 0, et
|ulL2@m 2|ul 2 gm
|T§07-U|L2(Rm) < #, |7~2§07—U|L2(Rm) < #, 7> 0.

TT
La propriété de semi-groupe garantit que
d
a7

T

= |907w|L2(Rm) < |w|L2(Rm)a T >0,
L2(R™)

ce qui implique que
T orulFagmmy = —J pru T pru dy
d
= _J QOTUdeOTU dy
m T
d

ar e

< lprulp2@m) )
L2(R™m

< ‘U|L2(Rm)’w|L2(Rm), > 0.
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Pour tout h € R, on peut écrire

1/2 1/2
or (un — )| 2qam) = |(@ru)i — @rulaqmy < |l Torul agam) < [hl[ulgm 0]} g, 7> 0

et grace a la propriété de continuité du groupe, on déduit que
1/2

1/2
|'LLh - U|L2(Rm) < |h||u|L2(Rm)|w|L/2(Rm)a h € R

ce qui signifie que u € dom7 . Pour toute fonction réguliere v € C(R™) on a (en utilisant la
symétrie de la Maxwellienne My (—s) = Ma,(s),s € R,7 > 0)

J @Tuvdyzf upvdy, TeR,,
Rm m

on obtient donc

d d
J wvdyzf — @Tuvdyzf U — prv dy
Rm R™ dr =0 m dr =0
= f uT?vdy = — [ TuTwvdy.
m Rm
On en déduit que Tu € domT et T?u = w e L*(R™). O

Quelques propriétés du semi-groupe (¢r)rer,

On précise ici certaines propriétés concernant la propagation de la régularité suivant le
semi-groupe (¢r)rer,. Ces propriétés nous seront utiles pour justifier la régularité de la
solution au probléme effectif ainsi que la régularité du correcteur, voir le Théoréme [.871]

1. Le semi-groupe (¢r)rer, agit également sur H}. En effet, pour toute fonction u € Hp
et tout se R, on a

PY2(y)Vus = P2(y) 'Y (s;9)(Vu)s = 'O(s;9) P (Vu)s.
Etant donné que les matrices O(s;y) sont orthogonales, on a
P2 V(pr) = | PY(5)Vuular(s) ds = [ 1O(si) (P29 0). Mo () ds,
R R
ce qui implique que
IV (eru)|xp = [PY2V (prt) | L2 (om) < JR‘(PI/QVU)S|L2(RT”)M2T(S) ds = [Vu|x,.
Ainsi la famille (¢7)rer, est composée d’opérateurs contractants sur H}D
|<PTU|§{}, = |<PTU|%2(Rm) +[V(eru)lk, < |U\%2(Rm) +[Vuly, = |U|%11137 we Hp, TeR,.
2. Siue Hp tel que div,(PVu) € L?(R™), alors divy (PVp,u) € L2(R™) pour tout 7 € R,

et
|divy (PVoru)|p2@my < |divy(PVu)|p2@my, 7€ R4
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En effet, pour tout ¢ € C1(R™) on a

f PVy;u-Viy dy = J f PYVug - Vi dyMs,(s) ds
R RJR™

_ f f PVu- Vi dyMar(s) ds

f f divy, (PVu)Y_s(y) dyMa,(s) ds

< ledivy(PVu)\Lz(Rm)]¢_$|L2(Rm)MQT(S) ds
= |divy (PVu)|r2@m)|9¥]L2(mm)

ce qui implique que divy (PV,u) € L*(R™), |[divy (PVoru)|p2@m) < |[divy (PVu)|2gm)
pour tout 7 € Ry.

3. Plus généralement, le semi-groupe (¢ )-cr, préserve les dérivations c -V, le long d'un
champ de vecteurs ¢ : R™ — R™ en involution par rapport & b, ¢’est-a-dire [b,c] = 0.
Plus précisément, soit ¢ un champ de vecteurs régulier en involution par rapport a b, a
croissance au plus linéaire et a divergence bornée

ce Wi (R™), sup Wl +o0, [byc] =0, divyee LP(R™),
yerm 1+ [y

et notons Z(h;y) le flot caractéristique associé a c. Pour toute fonction u € dom(c- V)
ona

[(pru) 0 Z(h; ) — SOTU\L2(Rm) = |pr(uo Z(h;-) — u)|L2(Rm)
< |uo Z(h;) — ulpewm) < |h] e%l‘divycuﬂc -Vu|pzgmy, TRy

ce qui implique que ¢;u € dom(c- Vy) et [c- V(pru)|[r2@mm) < |e- Vulrz@m), T € Ry.
En faisant tendre h — 0 dans I’égalité
(pru) o Z(h;-) — pru uoZ(h;) —u
h o h

on obtient la commutation de ¢, et c¢- V,, c’est-a-dire

c-V(eru) = pr(c-Vu), TeR,.

De plus, si c1, ¢p sont deux champs de vecteurs en involution par rapport b et ¢1 -V (c2
Vyu) € L2(R™), alors ¢ - Vy(co - Vypru) € L*(R™) et

le1 - Vy(ez - Vyoru)|p2m) < le1 - Vy(ez - Vyu)lpzm), 7€ Ry
Les arguments ci-dessus nous permettent de propager la régularité le long des champs
de vecteurs en involution avec b, a tout ordre, uniformément par rapport a 7€ R.
4.4.2 Propriétés spectrales de 'opérateur B
On se concentre maintenant sur les propriétés spectrales de B.

Proposition 4.4.2.
L’opérateur B est auto-adjoint et positif. En particulier, les sous espaces propres sont ortho-
gonauz et pour tout A on a ker(B — AId)* = Range (B — \Id).
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Preuve. Pour tout u,v € domB et 7€ R, on a

J Pruv dyzf u v dy,
Rm m

ce qui implique que SRmBuv dy = SRmu Bv dy. Ainsi domB < domB* et B*v = Bv pour tout
v € domB. Réciproquement, supposons que v € domB*, ¢’est-a-dire qu’il existe une constante
C telle que

J Buv dy < Clu|g2gm), pour tout u e domB.
Rm

Pour tout u € domB et h € R, on a

1 1

(1 — s)(T?u)ps ds, u_p, =u—hTu+ hQJ (1 — 8)(T?u) _ps ds,

uh=u+h7'u+h2f
0

0

on obtient ainsi que

f (vp +v_p —20)u dy = J v(up +u_p — 2u) dy

29

1
= h2j (1- S)J o(T?ups + T2u_ps) dyds < C|h|2|u|L2(Rm).
0 m

1

fu ) (T2u)pe ds +f

(1 — 8)(T?u)_ps ds} dy
0 0

Etant donné que le domaine de B est dense dans L2(R™), il vient facilement que

f (vp +v_p —2v)udy < C’h2|u]Lz(Rm), heR, ue L*(R™) (4.19)

m

et donc
lop +v_p — 2U’L2(Rm) < Ch2, heR. (4.20)

En particulier, en choisissant v = —v € L?(R™) dans (4.19)), on obtient que
vy, — v|%2(Rm) = —f (vp +v_p —2v)v dy < Ch2"U|L2(Rm). (4.21)
Rm

Les estimés (4.21]), (4.20) guarantissent que v € domB3 et donc B* = B. Clairement, pour tout
u € domB, on a g, Buu dy = {p,.(Tu)? dy > 0, et donc les valeurs propres appartiennent a

R,. -

Caractérisation des sous espaces propres et description des projections associés

Pour tout A € R, on note E) le sous espace E) = ker(B — \d). Grace a 1'égalité
SpmBuu dy = SRm(’Tu)Q dy, u € domB, on voit facilement que

Eyg=kerB=kerT = {ue L*(R™) : us = u,s e R}.

Par la Proposition [£.3.2] on sait que

1 r+S
Projg,u = Slim g J ug ds, fortement dans L2 (R™), uniformément par rapport a r € R.
—+0 S J,
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Nous allons voir que les projections orthogonales sur les sous espaces F) sont également
données par des opérateurs de moyenne. Pour tout A > 0, on introduit la famille de transfor-
mation sur L2(R™) x L?(R™)

G (s)(u,0) = (R(VAS) (s, 0,) ) = (s, 0)R(=VAs), (u,0) € LAR™) x LA(R™), s€R

ol R est la rotation plane d’angle 6 € R.

Proposition 4.4.3.
Pour tout A\ > 0, la famille (C\(s))ser est un C°-groupe d’opérateurs unitaires sur L?(R™) x
L?(R™). Le sous espace Ey s’écrit

Ey\ = {u e domT : us = cos(VAs)u + s1n(\rs)

u, pour tout s € R}

e

— Vs (u + iTu> , pour tout s € R}

={uedomT : <u+iTu 7

o)

et pour tout u e L2(R™) on a

) r+S T 9 r+S
Projp, u = Sl—i»rfoo SL cos(VAs)us ds, ﬁPrOjExu = hmOO Sf sin(VAs)ug ds

dans L?>(R™), uniformément par rapport a r € R. Siu € domT, la projection orthogonale sur
Ey s’écrit également

ug ds

ProjEAuz— hm SJ sin fs)f

dans L*(R™), uniformément par rapport a r € R.

Preuve. Il est clair que pour tout (u,v) € L2(R™) x L?(R™), s,h e R

Q50 (R) (,v) = (G (7) (u, 0)sR(=V/As)
= (un, vn)sR(=VAR)R(~VAs)
= (8+h)( v)

et
O (8) (1, 0) [T 2 = f {(us)® + (vs)°} dy = | {u*+0*} dy.
Rm Rm

La continuité du groupe (((s))ser garantit la continuité du groupe ({x(s))ser. On note par
T\ le générateur infinitésimal associé a ((x(s))ser. Son domaine est donné par les couples
(u,v) € L>(R™) x L?(R™) tels que la quantité suivante existe

T)x(u) ’U) = i

P Ca(8)(u,v) € L2(R™) x L2(R™).
s=0

Ainsi, le domaine de I'opérateur Ty coincide avec I’ensemble des paires (u,v) € L?(R™) x
L?(R™) telles qu’on ait I’égalité

(us,vs) € L2(R™) x L*(R™).
s=0

d d
ds o {n(s)(u, V)R(VAs)} = "
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Ainsi domT) = dom7 x domT7, et pour tout (u,v) € domT}y, on a

Ty(u0) = &

ol GEm) = VA, V)R(=7/2) + (Tu, Tv) = (Tu — Vv, Tv + Vu).
s=0

Le noyau de T est donné par F) = {(u, %u),u € E\}. On note que u € F) si et seulement

si (u, %u) € F, ou de maniere équivalente si et seulement si

u € domT, <us, \Z-Xus> R(—\r/\s) = (u, \Z%u) , pour tout s € R.

On en déduit que u € E) si et seulement si u € dom7 et

. T
us = cos(VAs)u + sm(\r)\s)ﬁ

T T

——ug = —sin(vVAs)u + cos(VAs)——

s = = sin(yAsu + cos(vAs)
La relation (4.23)) est obtenue en prenant la dérivée de la relation (4.22)) par rapport & s. On
obtient la caractérisation suivante du sous espace E)

u, pour tout s € R (4.22)

u, pour tout s € R. (4.23)

E) = {u e dom7 : us = cos(VAs)u + sin(ﬁs)\gu pour tout s € R}

= {u € dom7 : (u + z\%u)s = ¢ VA (u + z\%u) pour tout s € ]R} .

Par le Théoréeme on sait que pour tout (u,v) € L>(R™) x L?(R™), on a
Projp, (u,v) = SEI-Ii-loo SJ ) ds
dans L?(R™) x L?(R™), uniformément par rapport & r € R. En particulier, on en déduit que
1 r+S 1 r+S
Projp, (u,0) = lim — ((s)(u,0) ds = lim f (cos(VAs)ug, sin(vAs)us) ds
S—+00 r S—+aw S r

dans L?(R™) x L?(R™), uniformément par rapport a r € R. Il existe un élément U € E) tel
que Projp, (u,0) = (U, %U), c’est-a-dire

w-vw-—"vTyvla 0 ver,
Jm{ f\f}

ce qui implique que
f (u—2U0)Vdy=0, VeE,.

m

Cela signifie exactement que

2 r+S
Projp u =2U = lim SJ cos(VAs)us ds

S—+00 r

dans L?(R™), uniformément par rapport a r € R. On note également que

T T
L Projpu=2"—U= 1 ,d
7 10], U oy Jim SJ sin(VAs)us ds

page 109



4.4 Les propriétés de l'opérateur B = —72 Chapitre 4

dans L?(R™), uniformément par rapport & r € R. Si v € dom7 on a

{sm(f 5)—= } = cos(VAs)us + sin(VA s) us dans L*(R™)

ds

VA VA

et ainsi, on en déduit que

Projp,u = ShIEoo 5 JHS{ {sm \Fs)f] - sin(ﬁs)\gus} ds
45
= — lim Sf sm\ﬁs)

ug ds

Y

dans L?(R™), uniformément par rapport a r € R. O

Remarque 4.4.4.

1. On wvoit facilement que Ey = ker T = ker B est laissé invariant par le groupe (¢(s))ser
et que Projp, = (-) commute avec (((s))scr et T

Projg, us = Projg,u = (Projg,u)s, ue€ L*(R™), seR
Projg,Tu = 0 = TProjg,u, uedomT, seR.

2. Les sous espaces E\ = ker(B—AId), A\ > 0 sont laissés invariants par le groupe (¢(s))ser-
En effet, pour tout u € dom7T tel que

(u—i—iTu) =e " As(u—i—iTu), seR
VA VA

up € domT, (up+i—=u =e V¥ up+i—=up |, seR
h ( h \/X h)s h h

on a

VA

ce qui signifie que up € Ex,h € R, A > 0. En particulier les sous espaces Ey N H}D, A>0
sont laissés invariants par (C1(s))ser.

3. L’application u € E) N H}> — \%u est une isométrie de H}» En effet, pour tout u €

Exn H}, ona

us = cos(VAs)u + sin(ﬁs)j}/\u, seR.

On sait déja que u,us € £\ n H}D, on en déduit que %u e Eyxn H}; et ainsi on peut
écrire

PVu-Vudy = PVug - Vug dy
Rm Rm

2
= f cos(VAs)PY2vu + Sin(ﬁs)Pl/QV\gu

— cos(V\s)? f mPVu - Vu dy + sin(VAs)? RmPVj})\u . VJXU dy

+ sin(2v/\s) f PVu- V\;\u dy.

dy
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En prenant la dérivée par rapport a la variable s en s =0, on en déduit que

JmPVu-V\gu dy =0

ce qui implique que

T T
PV—u -V—=udy = PVu-Vudy.
fm VA VA Rm

L5 e [

T _ 1 T T —
et donc que ‘\f/\u’H}g = ’u‘H}, pour tout u € Exn Hp, et (ﬁu, WU)H}) = (u,v)H}l) pour

On note que

T

tout u,v e By N H}g. L’application réciproque associée a 7 T

est — .
E/\ﬂHIl;. \/X E)\ﬂHIl;.

4. Les projections orthogonales sur Ex,\ > 0 commutent avec ({(s))ser
Projp, us = (Projg,u)s, seR.

En particulier Projp, , A > 0 commute avec T, c’est-a-dire que, pour tout u € domT, A >
0, les égalités suivantes sont vérifiées dans L*(R™)

. _ L Us— U Projg, us — Projg, u
Projg, T = Proi, i 22 = fiy =0
i (Projp,u)s — Projg, u — TProj,.u
s—0 S ExT

5. De nombreuses autres propriétés de commutation sont vraies, par exemple entre ((\(8))ser
et (Cu(s))ser, et cela grace auz égalités

R(VA)R(\/h) = R(y/uh)R(VAs), A p>0, s,heR.

On étudie maintenant I'action de (()(s))ser sur Hy x Hb, pour tout A > 0. Tout comme
dans la Proposition on prouve

Proposition 4.4.5.
On suppose les hypothéses (4.13), (4.14), (4.15), (£.16) vérifiées. Pour tout (u,v) € Hp x Hp,
on a (\(s)(u,v) € Hp x Hp et \Q(s)(u,v)]H}DxH}D = |(u,v)|H11ij113. La famille d’applications

(C3(5))ser = (CA(5)|H}13><H113)S€R est un C-groupe d’opérateurs unitaires sur Hp x Hp. En

particulier, pour tout u € H}D, on a Projp, u € H}g

. A T . A
VProjg, u = SLHJIrloo g Lcos(\[\s)Vus ds, VﬁPrOJEAu = SLHJIrloo 3 Lsm(\/Xs)Vus ds
(4.24)

fortement dans Xp, uniformément par rapport a r € R et

u—Projg,u L Exn Hp dans Hp, |VProjg ul%, <2|Vul%,.
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Preuve. Soit (u,v) un élément de H} x H}. Par la Proposition [4.3.10} on sait que
(us,vs) € Hp x Hp, |us|r2@my = |ulp2@my, |vslr2@m) = [v|r2@m)

‘VUS|XP = IV’UJ‘XP, ‘VUS‘XP = ‘VU‘XP

et ainsi on en déduit que

(G (8) (s 0) 1 s, = 1A (3) (s 0) Ty w2 (o) + | cO8(VA8) Vg = sin(VAs) Vs,
+ | sin(vVAs) Vg + COS(\/XS)VUSg(P
= |(uvv)|%2(Rm)><L2(Rm) + |Vus|§(p + |Vvs|§(P
= ’(u7v)’?'—[113><H113
Le fait que ((}(s))ser est un groupe vient du fait que ({)(s))ser en est un, voir la Proposition
On note que
[GA(8) (1 0) = (u, 0) 371 g1, = [Ca(8) (1, 0) = (1, 0) T2 (m) 12 ()
+ | cos(VAs) Vs — sin(vVAs) Vo — Vulk,
+ | sin(vVAs) Vg + cos(vVAs) Vg — Vv@(P

et ainsi, la continuité de ((i(s))ser sur Hp x H} est une conséquence de la continuité de
(C(8))ser sur L2(R™) x L2(R™) et de la continuité de (¢1(s))ser sur Hp, grice aux inégalités

| cos(VAs) Vs — sin(vVAs)Vus — Vulx, < (1 — cos(VAs))|Vus|x, + |Vus — Vaulx,
+|sin(vVAs)| | Vs| xp
et

| sin(vVAs) Vs + cos(vVAs) Vo, — Volx, < |sin(vVAs)] [Vus|x, + |[Vus — Vol x,
+(1 = cos(VAs)) | Vg xp

et aux égalités |Vus|x, = |Vulx,, |Vus|x, = |Vv|x,. On note que I'ensemble des éléments

de Hp x H}, qui sont laissés invariants par ((}(s))ser est donné par

{(u,v) € Hb x Hp : (3(s)(u,v) = (u,v), s € R}
= {(u,v) € L*(R™) x L*R™) : (a(s)(u,v) = (u,v), se R} n (Hp x Hp)

:Fm(H}DxH}D)z{@,\gu) : uEEA}m(H};xH};)

:{<u\2u> : ueEAmH}g}.

Pour le dernier point de la proposition, on utilise le troisiéme point de la Remarque [£.4.4]
En appliquant le Théoreme on déduit pour tout u € H}D, la convergence forte dans
H}g X H}D, uniformément par rapport a r € R

lim SL G (8)(u, 0) ds = PrOJF)\m(HllDXHIlD)<U7O) - <U’ \/XU)

S—+00
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pour un certain U € Ey n Hp. Ce qui implique la convergence forte suivante dans L?(R™) x
L?(R™), uniformément par rapport a r € R

S—+00

lim ;ﬁ+s(cos(ﬁs), sin(v/As))u ds = (U, \%U)

et dans Xp x Xp, uniformément par rapport a r € R

N . T
SLHJIrloo SL (cos(vVAs), sin(VAs))Vu, ds = (VU, V\[\U> : (4.25)

Par la Proposition on a la convergence forte dans L? x L?

T+S r+S
lim 1J (cos(VAs), sin(vVs))ug ds = Slim 1f On(s)(u,0) ds

S—+400 r —+00 r
1 T
= — ( Projp, u, —=Proj
2( ro‘]E)\u,\/X I“OJEAU>

ce qui implique que Projgp u = 2U € Ex n Hp et ([4.24) est un conséquence de ([4.25)).
Comme (u,0) — %(ProjEAu, \%ProjEAu) est orthogonal & F par rapport au produit scalaire

de L%(R™) x L?(R™), et également & F\ n (Hp x Hp) par rapport au produit scalaire de
H}D x Hp, on en déduit que pour tout V € Ey N H}D on a

1 1T T
Vu — =VProjg, u, VV) + <0 — —V—=Projg, u, VV) =0.
< 2 & Xp 2 \/X a \a Xp
Par le troisi¢tme point de la Remarque [£.4.4] on déduit que
(Vu — VProjp,u, VV)x, =0, Ve Exn H}p

ce qui, avec l'orthogonalité de u — Projg, u sur E) dans L?(R™), donne l'orthogonalité de u —
Projg, usur Exn H} dans H. La derniere conclusion est une conséquence de la Proposition

4310, en notant que

S—+00

2 r+.S
|VProjp, ulx, < (hminfSJ | cos(vAs)| ds) |Vu|x,

1 r+S 1/2
< liminf 2 <SJ (cos(VAs))? ds> |Vu|x,

S—+0w0 r

= \/§|VU|XP.

Remarque 4.4.6.
La convergence dans la Proposition[].].3] est uniforme par rapport a r € R, ce qui nous permet
d’obtenir, apres avoir changé s par —s

N . . T
SEI-Ii-lw g L (cos(VAs)Vu_, —sin(vVAs)Vu_,) ds = (VPI‘OJE/\U, V\/XPrOJEAu>

fortement dans Xp x Xp, uniformément par rapport a r € R.
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4.5 Construction du probleme effectif

Le but de cette section est d’introduire et de justifier le caractére bien défini de la forme
bilinéaire effective, voir la Proposition Afin d’y parvenir, on introduit dans la Section
@ des lemmes techniques qui permettront de justifier la convergence forte dans Xg de la
limite suivante, pour tout u € Ey\ N H};, A>0et De H(C:?O

I
i+ fo G(s) DV {u(Y (2s; )} ds. (4.26)

S—+00

De plus, la quantité est explicitée a ’aide d’une nouvelle famille de projections associées
aux sous espaces propres de opérateur —L?, ou L est le générateur infinitésimal associé au
groupe (G(s))ser dans Hg. Ces projections sont définies dans la Proposition 4.5.2] Dans la
Section une hypothese structurelle est faite permettant de prolonger le caractere bien
défini de la quantité A toutes les fonctions u € Hp.

4.5.1 Outils techniques
Pour les développements qui vont suivre, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.5.1.

1. Pour tout champ de matrices D € Hg N Hggo et tout champ de vecteurs ce Xp, on a la
convergence

1 r+S
Slim SJ G(s)Dc ds = (D)ec, fortement dans Xq, uniformément par rapport a r € R.
— 400

r

2. La convergence ci-dessus reste vraie pour tout champ de matrices D € H((j?o, et tout
champ de vecteurs c € Xp, le moyenné de D est alors a considérer dans Hg oc, voir le
Théoréeme|4.5.5.

Preuve.
1. On sait par le Théoréme que

1 r+S
Slim g f G(s)D ds = (D), fortement dans Hg, uniformément par rapport a r € R.
Sy S,

On définit la suite ¢ = L prr2e <k © k € N. Les champs de vecteurs cj appartiennent a X%
et on a la convergence limg_, 4 ¢z = ¢ dans Xp. Pour tout £ € N, on a la convergence

r+S
Slim g f G(s)Dcy, ds = (D) cy, fortement dans Xg, uniformément par rapport a r € R,
— 400 r

et cela grace a 'inégalité

1 r+S 1 r+S
’SJ G(s)Dcr ds —(D)cp| < ’SJ G(s)D ds —<D)|  ex|xp-

Hq

Xq
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On observe que

‘; LHS G(s)De ds — (Dye ‘; LHS G(s)D(c — ) ds

<
Xq Xq
+ (D) (ex — ¢)|xq

1 r+S
+ ‘ f G(s)Dcy ds — (D) ¢y,
S J, Xo

1 r+S
< ‘S f G(s)D ds

’C_ Ck’XP
o0
Q

1 r+S
+ ‘S f G(s)Dcy ds — (D) ¢y,

H

+ D) [gzler — clxp
Xq

1 r+S
<2|D\H22c|ck—clxp + ’SJ G(s)Dcy, ds — (D) cy,
r Xq

ce qui implique que pour tout k£ € N

lim sup sup

1 r+S
J G(s)Dcds —{(D)c
S—+w reR S r

< 2[Dlugler — ¢lxp-
Xq

La conclusion suit en prenant la limite quand & — 4oc0.
2. Pour tout k € N, on considere la suite Dy = 1(y<;D. Etant donné que D € H%O < Hg oc,
on déduit que Dy € Hg N Héo, et par le point précédent, on a pour tout k € N

r+S5
lim sup ! J G(s)Drcds —(Dyye| =0.
S—+00 reR S r XQ
On note que
1 (r+S 1 (r+° r+S
‘ G(s)Dcds —(D)c| — ‘ G(s)Drcds —(Dpyc| < ‘ G(s)(D — Dg)cds
S r X S r X, S r X
Q Q Q
+ |<Dk _D>c’XQ
1 745
= ‘S G(S)Dl{w>k}c ds N + |<D> 1{¢>k}C’XQ
" Q

1 r+S
< Sf G(s)Dlug 1y=rpclxp ds + [<D) lug Liy=rpclxp

r

< 2[<D) g My=ryclxp

ce qui implique que

1 r+S
lim sup sup g G(s)Dcds —(D)c| <2|{(D) \H‘gg [ 1gysryclxp-
S—+4w reR r Xo
La conclusion suit en prenant la limite quand & — +oc0. O

La proposition qui suit a pour objet la définition et l’explicitation d’une nouvelle famille
de projections sur les sous espaces propres associés & l'opérateur —L?. L’introduction de
nouveaux groupes d’opérateurs nous permet d’exprimer ces projections en terme de moyenne
ergodique le long de ces groupes. Ces nouvelles projections nous permettront de justifier et

page 115



4.5 Construction du probleme effectif Chapitre 4

d’expliciter la limite (4.26). Comme suggéré par la Proposition [£.4.3] pour tout A\ > 0, on
introduit la famille de transformations de Hg x Hg

G(5)(A, B) = (cos(vAs)G(s)A — sin(v/Xs)G(s) B, sin(vAs)G(s) A + cos(vAs)G(s)B)
pour tout (A, B) € Hg x Hg,s € R.

Proposition 4.5.2.
Pour tout A > 0, la famille (Gx(s))ser est un C°-groupe de transformations unitaires sur
Hg x Hg, son générateur infinitésimal Ly est donné par

domLy = domL x domL, Ly(A,B) = (LA—+\B,LB++v\A), (A, B) e domL x domL

ou L est le générateur infinitésimal associé au groupe (G(s))ser. Pour tout A € Hg on a,
avec la notation Ey = ker(—L? — \Id)

: L : :
(PIOJSAA, \/XPTOJ&A> = hm Sf (cos(vVAs)G(s)A, sin(vVAs)G(s)A) ds
fortement dans Hg x Hg, uniformément par rapport a r € R, et

|Proje, Aln, = Projg, Al < |Aln,-

Hq

v

De plus, si Ae Hg n Hg, alors Projg, A, %ProjgkA € H&O et

|Proj5AA]Héo < 2\A|H%o,

‘\/»PI'OJE/\A‘ 2|A\H2?c.
Hg

Preuve. On voit facilement que (G (s))ser est un C-groupe. Pour tout (A, B) € Hg x Hg
un calcul direct nous mene a

’G)\(S> <A7 B)|%‘IQ XHQ = |<A7 B)|%‘IQ XHQ

ce qui signifie que la famille (Gx(s))scr est composée de transformations unitaires sur Hg X
Hg. Comme précédemment, on vérifie que domL) = domL x domL et

Lx(A,B) = (LA—VAB,LB +V\A), (A,B)edomL x domL.

Le noyau de L) est donné par

kerL)\—{<A, L)\ ) :Aeé’,\}.

On note que A € &) si et seulement si (A, LA ) € ker L), ou de maniére équivalente si et

>\

seulement si A € domL et G(s) (A, 7 ) = (A, fA> pour tout s € R, c’est-a-dire
G(s)A = cos(VAs)A + sin(\f)\s)\%A, seR (4.27)

G(s)A = —sin(vAs)A + cos(\/Xs)\LF)\A, seR. (4.28)

o=
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On remarque que (4.28)) est un conséquence de (4.27)) en prenant la dérivée par rapport a la
variable s et donc, on obtient la caractérisation

L
&\ = {A e domL : G(s)A = cos(VAs)A + sin(ﬁs)ﬁA, s € R}
{Aed LG )<A+' L A> ~ivs <A+' L A) GR}
= omL : G(s i—A)] =e i—A|, s .
VA VA
En appliquant le Théoréeme on sait que pour tout (A, B) € Hg x Hg on a

S—+00

1 S
Projjens, (4. B) = Jim ¢ [ Gr(s)(A4.B) ds

fortement dans Hg x Hg, uniformément par rapport a r € R. En particulier, on a la conver-
gence uniforme dans Hg x Hg par rapport a r € R

. . L
Pr0jjerr, (4,0) = Jim J (cos(VAs)G(s) A, sin(vVAs)G(s)A) ds = (Z,ﬁz>, (4.29)

S—+o0

pour un certain Z € &y. Ainsi, pour tout W € £y, on a

(A= Z,W)pg, + <0— \%Z,\%W)H —0.

Comme (G(s))ser est un groupe unitaire, son générateur infinitésimal L est anti-adjoint, et
ainsi

(A—QZ,W)HQ =0, WEE)\

signifiant que Projg, A = 2Z. Grace a (4.29)), on obtient la convergence uniforme dans Hg x Hg
par rapport & r e R

L 2 r+S
(ProjgkA, ﬁProjgkA) = SEI_I"}OO SL (cos(vVAs)G(s)A, sin(vVAs)G(s)A) ds.
Supposons maintenant que A € Hg n H &o' La convergence ci-dessus dans Hg x Hg garantit
lexistence d'une suite (S,), telle que lim,,, ;o S, = +00 et

Sn
lim 5 J cos( \Fs )G(s)A ds = Projg, A, pour presque tout y € R™

Projg, A, pour presque tout y € R™.

lim 2 fsn sin(vVAs)G(s)A ds = L
Sn 0 \/X

De plus, la suite (5% S(f" (cos(vAs)G(s) A, sin(vAs)G(s)A) ds) est bornée dans HY x HY

Shn,
;n L cos(VAs)G(s)A ds

2 (5
< 2|A|H&o, T f sin(vVAs)G(s)A ds
HE n Jo HE

ce qui implique que Projg, 4, %ProngA € HF et

\ProngA]Hoo 2’A‘Hoc PI“O_]g}\A‘ 2’A’Hé§-
Q

v
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Remarque 4.5.3.

On voit facilement grace a l'anti-symétrie de L que & := ker(—L?) = ker L et ainsi Projg, A =
Projye, A = (A), pour tout champ de matrices A € Hg.

Remarque 4.5.4.

1. Tout comme pour le dernier point du Théoréme opérateur Projg, peut étre pro-
longé de Hg a Hq 1oc- En effet, soit A un champ de matrices de Hg oc. Pour tout k € N,

Ay, = 1< A appartient @ Hg, et par la Pmposition on sait que

L2 (T . . L .
SEIEOOSJ; (cos(VAs)G () Ag, sin(vVAs)G(s)Ap) ds = <Pro;|gAAk, ﬁPrOJ&Ak>

fortement dans Hg x Hg, uniformément par rapport a r € R. On a
) r+S 2 r+S
lim — f (cos(V/As),sin(vVAs))G(s)Ar ds = lim f(cos(ﬁs),sm(ﬁs))a(sml ds
S—+00 S r S—+0 S r

presque partout sur {1 < min(k,l)}, et ainsi il existe deur champs de matrices B,C €
Hgoc tels que

r+S
lim % J (cos(VAS)G(5) Ay, sin(vAs)G(s)Ar) ds = 1ycpy (B, C)

S—+0 r
. L .
= | Projg, Ay, WPI'OJ&\ Ay

fortement dans Hg x Hg, uniformément par rapport a r € R, pour tout k € N fizé. On
montre que B € dom(L?), et LB + AB = 0, c’est-a-dire B € ker(—L? — \Id), ot L est
considéré comme agissant sur Hq oc. En effet, pour tout k € N on a

1{w<k}B = PI‘Ojg/\Ak € dOIIl(L‘HQ)
ce qui signifie que B € dom(L). De plus
1{¢,<k}LB = L(l{wgk}B) = L(Pl“Ojg)\Ak) € dom(L\HQ)
ce qui implique que LB € dom(L) et
1y<ryL°B = 1y<py L(LB) = L(1(y<py LB) = L(L(Projg, Ar))
= —/\PI‘OngAk = —1{¢sk})\B, keN.
On en déduit que B € dom(L?) et L?B + AB = 0. On note que, pour tout k€ N, on a
L . L L
Liy<ryC = \T/\PTOJ&AI@ = \T/\(l{ngk}B) = 1{w<k}\f)\3 € dom(L|y,)

ce qui signifie que C' = %B € dom(L). On wvoit facilement que le champ de matrices
B e Hgoc satisfait

Beker(—L? — Md), (Lyy<py(A—B),M)u, =0, pour tout M € Ex,k €N

et que B est déterminé de maniere unique par la formulation variationnelle ci-dessus.
De plus, si A € Hg, alors B coincide avec Projg, A < €\ < Hg. Ainsi, pour tout
A€ Hgjoc, la famille

<2 JT+S(COS(\/XS)G(3)A7Sin(ﬁS)G(S)A) ds)

S ). 5>0
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converge dans HQ loc X HQoc, lorsque S — 400, vers (B, %B), ot lapplication A €
Hqoc = B € H loc prolonge la projection Projg, : Hg — Hq. Par la suite, on utilisera
la méme notation B = Projg, A indépendamment du fait que A est dans Hg ou dans
Hgoc-

2. Pour tout champ de matrices A € Héo < HQoc et tout k € N, le champ de matrices
A = Lyy<iyA appartient a Hg n H&O, et par le Théoréme on a

]ProngAk\Hg?c < 2‘Ak‘H22° < 2|A’HZ§

Proje, Ar| < 2[Aklng <2|Alng.

0
HQ

v

On en déduit que
[Proje, Al = Sup | Tgp<yProje, Alnz = Sup [Proje, Arlug < 2|Alng
et

< 2|Alyg.

L
Proj ‘ = sup |—=Proj¢, Ax
& HE kN VA ERTE

Prot]gA ’ = sup
0

= plts<o 75

Les C%-groupes d’opérateurs unitaires (G(s))ser, A > 0, introduits dans la Propositionm,
nous permettent de justifier la convergence suivante

Lemme 4.5.5.

1. Pour tout champ de matrices D € Hg N HCOQO et toute fonction u € Ey N H};, A>0, on
a la convergence

L1t L T
SLHfoo SL G(s)DVugs ds = §PI'OJ54)\DVU +3 rPI‘OJ&U\DVﬁ

fortement dans X¢q, uniformément par rapport a r € R.

2. La convergence ci-dessus est conservée pour tout champ de matrices D € Hggo et toute
fonction u € Ey\ n H}g,)\ > 0, ou les opérateurs Projg, ,L sont considérés comme
agissant dans Hg loc, voir les Remarques [4.3.7

Preuve.
1. Pour tout s € R, on a ugs = cos(v4As)u + sin(v/4 s) su. Par le troisieme point de la

Remarque [4.4.4}, on sait que \%u e Fhn HP, on a donc I’ egahte suivante dans Xp

Vugs = cos(V4As)Vu + sin(V 4/\8)V\Z%U. (4.30)
On va montrer que
2 r+S
lim f cos(V4As)G(s)DVu ds = Projg, DVu (4.31)
S—+w S J, A
2 (Y T L . T
SLHEOO 5 L sm(\/4)\s)G(s)DVﬁu ds = \/TjPI'OJ&MDVﬁU (4.32)
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fortement dans X¢, uniformément par rapport a » € R. On introduit la suite de champs de
vecteurs ¢ = 1y p1/2gy <y V. Les éléments c¢; de la suite appartiennent a X7 et on a la
convergence limy_, . o ¢, = Vu dans Xp. Par la Proposition on a

9 r+S
lim Sf cos(V4As)G(s)D ds = Projg,, D

S—+00

fortement dans Hg, uniformément par rapport a r € R. Tout comme dans la preuve du

Lemme on a

9 r+S )
‘S L cos(V4As)G(s)DVu ds —Pr0J54ADVu’XQ < 4|D\H$|Vu — Cklxp

2 r+S )
+ ‘S f cos(V4As)G(s)D ds — Projg,, D . |ck|xe
" Q

ce qui implique que, pour tout k € N

lim sup sup

2 r+S
f cos(V4As)G(s)DVu ds — Projg,, DVu| < 4|D|g»|Vu — ck|xp-
S—+ow reR @

T XQ

En passant a la limite lorsque k& — +00, on obtient la formule (4.31]). Pour la formule (4.32]),

on utilise le champ de vecteurs V\%u € Xp et la convergence

92 r+S L
SEToo g fr sin(vV4As)G(s)D ds = ﬁPrOj&MD

forte dans Hg et uniforme par rapport & » € R. En combinant (4.31)), (4.32)), (4.30]) on obtient
que

PTOJ£4>\DV T

lim SJ G(s)DVugys ds = PI“OJ54>\DVU + \f)\

S—+00

2 4/4)\
fortement dans X¢, uniformément par rapport a r € R.

2. Pour tout k € N, considérons la suite Dy = 1<y D € Hg N Hggo. Par le point précédent,
on sait que

S
1 ) 1 T
SETOO ilellg L G(s)DrVugs ds — §Pr0354ADkVu 5 \ﬁPrOJ&MDkVﬁ . = 0.
(4.33)
On note également que

! JHS G(s)DVug, d 1P DV L ——Proje,, DV— T
= ugs ds — =Pro u—
S . 2s .]&u 2\/7 .]54)\ \/X Xo

llf ® Gs) Dy Vg ds — “Proje. DyVu - - _p DLy
— |5 5)DpVugs ds — —Proje,  DiVu — ———=Proje, Dy

S ; s 2 4N 2 / ZON \/X Xo

1 [r+S 1
< ’sf G(s)(D — Dy)Vuzs ds| — + 5 [Projg,, (Dy — D)Vl

Xq
IT
PI'O.]&M (D — D)VWU

‘3l

Xq
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Il est facile de constater que

1 r+S 1 r+S T
‘ G(s)(D — Dg)Vugs ds| = ‘ G(8)D1yypy (cos(v4)\s)Vu + sin(\/4/\3)Vu>
S T XQ S T \/X XQ
< Dl | [1ysry Vulx, + ’1{w>k}v7—u
Q VA Xp
et
1 ) 1| L ) T
B |Projg,, (Dy, — D)Vu’XQ +3 ‘mPrOJ&M(Dk - D)V\—ﬂu .
1 1| L T
< =|Proje,. D]y« |1 v — |—=Proje . D 1 V—
51Proje,, Dlng Miy>ry Vulxp + 5 ‘m roje, ’Hg ‘ =V
< |Dlg= [ |1 Vulx, + |1 Vlu
< Hg {>k} Xp {¢>k} \/X XP .
En combinant la convergence (4.33) avec les estimés précédents, on obtient
1 (s 1 1 L T
lim sup su J G(s)DVugs ds — =Projg,, DVu — ——=—=Proje,  DV—=u
S—>+oop reﬂg S r ( ) 2 2 Jin 2 \/ﬁ Jeus ﬁ Xq
< 2|D| |1 Vul 1 Vl
= S | Hy=ky VUixe T | Lg>k I W)
La conclusion suit en prenant la limite lorsque k — +o0. ]

4.5.2 Hypothese structurelle associé a 'opérateur B

On note que tout E) est fermé et, grace a la symétrie de B, £ L E,, pour tout A # p. En
vue de pouvoir prolonger 'existence de la quantité a toutes les fonctions u € H}), on
cherche & décomposer 'espace H}D suivant les sous espaces propres (Ey)x>o. Pour y arriver,
on fait I'hypothese que L2(R™) est la somme Hilbertienne d’une famille dénombrable de sous
espaces F), c’est-a-dire vect(UnenFy, ) est dense dans L?(R™)

L*(R™) = @ B,y B, = ker(B — A\, Id), A\, =0, neN. (4.34)
ne
Sans perte de généralité, on suppose que g = 0 (indépendamment du fait que 0 est une
valeur propre ou non de B) et A, > 0, E), = ker(B — A\,Id) # {0},n € N*.

Example 4.5.1. (Cas périodique)
Supposons que le flot caractéristique Y (s;y) est So-périodique, c’est-a-dire

350 >0 tel que Y(s+ So;y) =Y (s;y), seR, yeR™.

On montre que les valeurs propres de Uopérateur B = —T?2 s’écrivent /A, = nwo,n € N,wg =
27/Sy. En effet, si A\g = 0 est une valeur propre de B, elle correspond au cas n = 0. Soit
A > 0 une valeur propre positive de B. Cela signifie qu’il existe u € domT ,u # 0 tel que

Us + i\’;%us — ¢~V (u + z\%\u) , seR.
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En prenant s = Sy, on obtient

(u + z\%u) (1 - e—i@%) —0

ce qui implique que vVASy = 2mn,n € N*. Dans ce cas Uhypothése ([&.34) est vraie. En effet,
siue L?(R™) est tel que ProjEAn = 0 pour toute valeur propre \,, alors on a

1 (S
Projg, = Sofo us ds =0

et pour tout n € N*

So T SO
Proj u=— | cos(nwgs)us ds = 0, ——Proj u = — | sin(nwgs)us ds = 0.
1,20 Sojo (rsos)us " Pag Sojo (ricos)i

Ainsi, tous les coefficients de Fourier de la fonction So-periodique s — u(Y (s;-)) € L*(R™)
s’annulent, et donc u(Y (s;-)) = 0 pour tout s € R, ce qui signifie que u = 0.

Example 4.5.2. (Cas presque périodique)

On étudie maintenant un cas particulicrement important : celui pour lequel le CO-groupe
(C(5))ser est presque périodique. On suppose que pour tout u € L*(R™), la fonction s € R —
C(s)u € L2(R™) est presque périodique, ce qui signifie que la trajectoire s — ((s)u € L?(R™)
est la limite dans C(R; L?(R™)) d’une suite de polynoémes trigonométriques d coefficients dans
L2(R™) (voir [31] pour une étude détaillée des fonctions presque périodiques a valeurs dans
un espace de Banach).

Proposition 4.5.6.

Supposons que les hypothéses (E13), [d.14) sont vérifiées et que le C°-groupe (((s))scr est
presque périodique. Alors la famille de sous espaces non triviaur Ey = ker(B — Ald), A € Ry

est dénombrable et L>(R™) = @ By, , Ey, = ker(B — A\, Id) # {0}.

Preuve. Soit u € L?(R™) une fonction orthogonale & E) = ker(B — AId) pour toute valeur
propre A. Ainsi u est orthogonal a Ey = ker(B — AId) pour tout A € R

I 2 (9
Projg,u = SEI-Ii—loo g JOC(S)U ds =0, Projg u= SETOO g Lcos(xf)\s)g“(s)u ds =0, A>0.
On note également que

7 Proj li Qﬁ (VAs)C(s)uds =0, A >0

—Pr u= lim — [sin(vVAs)((s)uds = .

N S ey <l ’

Ainsi tous les coefficients de Fourier s — ((s)u s’annulent, ce qui implique que u = 0 in
L%(R™) et donc que vect(Uyer, Ey) = L*(R™). Comme L?(R™) est séparable et que les sous
espaces (E))xer, sont orthogonaux, on en déduit que Ey\ # {0} seulement pour une sous
famille dénombrable de {\,}, cela signifie que est vérifié. O

Une conséquence directe de (4.34]) est donné par

Proposition 4.5.7.
L’espace H}g est la somme Hilbertienne des sous espaces (Ey, N H}D)neN.
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Preuve. Les espaces (E), N Hp)peny sont fermés dans H} étant donné que les espaces

(E\, )nen le sont dans L?(R™). Par les Propositions |4.3.10 on a

u —Projg, ul Ej, N Hp dans Hp, ue Hp, neN.

Donc, pour tout u € E), N H},, k #nona
u—0L1E\ nHp dans H},

ce qui signifie que Ey, N H}D 1L Ey\, n H}g dans H}g, pour tout k£ # n. Soit u un élément de
H}. Comme L*(R™) est la somme Hilbertienne des (E), Jnen, 0n a u = >, Projp, u dans

2 m . o . 9. s s
L*(R™). Pour tout n € N, on a Projp, w= PrOJEAan})u et 'inégalité de Bessel
. 2 . 2 2
Z \PTOJEMU|H}1> = Z |PrOJEAan}3u’H}) < |U|H})
neN neN

nous guarantit que ). _ Proj E,, U converge dans Hp. Sa somme dans L?(R™) étant u, on en
déduit que u = >

nen PTOj, u dans H}, ce qui signifie que Hp = vect(Unen(Ex, N Hb)).

A Taide des Lemmes4.5.1{et|4.5.5) on sait que (% S:Jrs G(s)DVuas ds) o Converge fortement
>

dans Xq, lorsque S — +00, uniformément par rapport a r € R, vers une certaine limite ne
dépendant pas de r, pour tout u € vect {uneN(EAn N H}D)} Gréce a l'inégalité

< [D|gg|Vulx,

1 r+S
’S J G(s)DVugs ds
r Xaq

on en déduit que la convergence ci-dessus est toujours vraie dans X¢, uniformément par
rapport & r, vers une certaine limite ne dépendant pas de r, pour tout u € @pen(Ey, N H}D) =
H}g. Cela nous amene a la proposition suivante

Proposition 4.5.8. Pour tout champ de matrices D € Hg?o et toute fonction u € Hp, la
quantité

1 r+.S
lim S’J G(s)DVugs ds,

S—+00

converge fortement dans Xg, uniformément par rapport a r € R.

4.5.3 Définition et propriétés de la forme bilinéaire m

On cherche maintenant a appliquer les méthodes variationnelles présentées en Annexe [A]
pour résoudre , . Pour cela, on a besoin de construire la forme bilinéaire correspon-
dant au probléme limite. On fait cette construction pour tout champ de matrices symétriques
positives D satisfaisant

Q2 (y)(D(y) +b(y) ®b(Y)Q"*(y) = dI,n, yeR™ (4.35)
pour une certaine constante d > 0. On suppose également que
DeHg, be X7 (4.36)

Aux hypotheses ci-dessus, on ajoute les autres hypotheses faites précédemment (4.13)), (4.14]),
(4.15), (4.16), (4.34). On introduit les formes bilinéaires suivantes
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Proposition 4.5.9.

1. Pour tout € > 0, considérons l’application o : H}, x H}, - R

1
a®(u,v) = | D(y)Vu-Vvu dy +- J (b-Vu)(b-Vv)dy, u,ve Hp.
Rm m

a(u,v)

La forme bilinéaire a° est bien définie, continue, symétrique et positive. Pour tout € €
10,1], elle est coercive dans Hy par rapport a L*(R™).

2. Pour tout r € R, considérons lapplication m : H}D X H1 - R

m(u, v) = me{<D>( JVu+ Jim o J (D) Vs ds} Vo dy

La forme bilinéaire m est bien définie, continue, symétrique, positive, ne dépend pas de
r e R et s’écrit

5/2
m(u,v) = [ (D) (y)Vu-Vovdy+ lim j J(D —(D))Vus-Vov_, dyds,u,v e Hp.
R™ m

S—+00 S 5/2
(4.37)
La forme bilinéaire m vérifie également
m(u,v) = | DVu-VProjg vdy, ueEy, n Hh neN,ve Hp. (4.38)

Rnl
3. La forme bilinéaire m vérifie la relation
m(u, Bv) = m(Bu,v) pour tout u,v € Hp tels que Tu, Tv, Bu,Bv e Hp.

De plus, la forme bilinéaire (u,v) — m(u,v) + g (b Vu)(b- Vv) dy est coercive sur
H} par rapport a L*(R™).

Preuve.
1. Pour tout u,v € H}g, on a

[DVu- Vol = [QY2DQ'? : (PY*Vv) ® (P'*Vu)| < |D|ug|P'*Vo| |P?Vu|
et

[(b-Vu)(b- Vo) = |QYV2b@bQ"Y? : (PV2V0) @ (PV2Vu)|
< |b®b|H(3o|P1/2Vv\ |PY2Vu| = |b|§(3|P1/2Vv| |PY2 V.

s
@)l < | 1Dlmg + —2 ) Julgy ol

ce qui signifie que a° est bien définie et continue sur Hp. Elle est également symétrique
et positive, gréce é la symétrie et a la positivité de D( ),y € R™. La coercivité est une
conséquence de , en observant que pour tout u € Hx p,0<e<lona

On en déduit que

0" (u, ) + dfuf3aggmy = f QW <D+ >Q1/2 (PY?Vu) ® (PY?Vu) dy + dlulf2gm)
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2. On justifie que m est bien définie et ne dépend pas de r € R. Par la Proposition [4.5.8| et
les Lemmes on sait que pour tout u € Hp, la famille

(; f " (G(s)D — (DY) Vi, ds) _ (; J " (G)(D = (DY) Vuae ds)

r S>0 r S>0

converge fortement dans Xg, lorsque S — 400, uniformément par rapport a r € R, vers une
certaine limite ne dépendant pas de r € R. Ainsi m(u,v) est bien définie pour tout u,v € H}g.
Clairement m est bilinéaire. On établit la symétrie en remarquant que

G(s)(D —{(D))Vugs - Vv

= G(3)(D — (D)) "0Y (s39)(Vus)(Y (s39)) - "0V (539)(Vv—s)(Y (5:9))
= (D =<{D))Vus - Vu_s),

ce qui implique que

S/2

m(u,v) = <D> Vu-Voudy + h+ g f j (D —{(D))Vus - Vu_g dyds.
0 m

S/2
La forme bilinéaire m est continue sur H}D X H}g
[m(u, v)] < 3|D|uz |Vulx, [Vulx, <3|D|uglulm|vlgy, uve Hp.

La symétrie de m vient de la symétrie de D(y),y € R™, apres avoir effectué le changement
de variable s — —s.
On montre maintenant que m vérifie en observant que pour tout u € Ey, N H};, neN,
on a

Ugs + u = 2cos(v/ Ans)us, s€R. (4.39)

La formule ci-dessus est triviale dans le cas n = 0. Lorsque n € N*, on note que

Van VA ) VAn TV
ce qui implique que ugs + u = R{2 cos(v/Ans)(us + i—— us)} = 2cos(v/Aps)us, s € R. Grace a
-, le terme moyenné apparaissant dans m s ecrlt pour tout u € B\, N Hr pneN ve H} P

Ugs + 1 Ugs = e "VAnS u = eVAns

JRmS f —(D))Vugs ds - Vv dy (4.40)
j g J cos(v/ An8)G(s)DVus ds - Vo dy
Rm

- JRmS JHS G(s)DVu ds- Vv dy — JRmS f Vugs ds - (D) Vv dy.
Par le Lemme on a
1 745
Jim f G(s)DVu — (D) Vu

fortement dans X, uniformément par rapport a r € R et donc

S
lim f % f G(s)DVuds-Vvdy = | (D)Vu-Vovdy. (4.41)
R™ R™

S—+00
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Par la Proposition on déduit grace aux relations d’orthogonalité Ey, L Ey,n e N*

SEToo 5 f Vugs ds = VProjg,u =0

fortement dans X p, uniformément par rapport a r € R et ainsi

1 r+S
SEIEOO JRmS J; Vugs ds - (D) Vv dy = 0. (4.42)

Pour le terme restant dans le membre de droite de ’équation (4.40)), on note que
G(8)DVus - Vv = 0Y (s;y)G(s)D '0Y (s;y)(Vu)s - (Vo_g)s = (DVu - Vo_g)s

et donc on obtient

J SJ cos(v/Ans)G(s)DVus ds - Vo dy = DVu f cos(v/Ans)Vu_g ds dy.
Rm

Par la Remarque [£.4.6] on sait que

2 r+S
lim SJ cos(v/ Ans)Vu_s ds = VProjg, v

S—+00

fortement dans X p, uniformément par rapport a r € R, ce qui implique que

lim meS J cos(\/ An8)G(8)DVus ds - Vo dy = DVu - VProjg, vdy (4.43)

S—+00 R™

uniformément par rapport a r € R. En combinant (4.40)), (4.41)), (4.42), (4.43)) on est amené
a l'expression suivante pour le terme moyenné de m

lim J f s)D —(D))Vugsds-Vvdy = | DVu-VProjp vdy
S—+w0 RmS Rm An
(DYVu-Vody, ue Ex, nHh,neN*" ve Hp
Rm
et donc
m(u,v) = [ DVu-VProjg, vdy, ueEy, n Hp,neN* ve Hp. (4.44)

Rm
En fait, la formule ci-dessus reste vraie pour v € Fy N H}g, v E H};.. En effet, en remarquant
que u = ugs = us(Y(s;)), v =v_4(Y(s;+)), on obtient que

G(8)DVugs - Vv = G(s)D '0Y (s;-)(Vus)s - 1Y (s;-)(Vv_s)s
= (DVus - Vu_g)s = (DVu - Vo_g)s.

Par la Proposition on déduit que

m(u,v) = SEIEOO . DVu - — Vv, ds dy = . DVu - VProjg v dy.

Par (4.44]) et I'hypotheése D > 0, on a

m(u,v) =0, ue By, n Hp,ve Ex, n Hp,n # k

page 126



Chapitre 4 4.5 Construction du probleme effectif

et

m(u,u) = | D(y)Vu-Vudy=0, ue Eyx, n Hh, neN.
Rm

Comme m est bornée dans H}g X H}g, on voit voit facilement que pour tout u € H}D on a

m(u,u) =m (Z Projg, u, Z ProjEAku> = Z m(Projg, u,Projg, u) =0
neN keN neN

ce qui signifie que la forme quadratique v — m(u,u) est positive sur H}D. On note également
que pour tout u,v € H}g on a

m(u,v) = Z m(Projg, u,Projg, v)= Z DVProjg, u-VProjg, vdy

neN neN vR™

< ) IDlug|VProjg, ulx,|VProjg, vlx,

neN

< [Dlag|Vulx,[Vulxp < [Dlgglulgylvlm, -

3. On se concentre sur 1'égalité m(u, Bv) = m(Bu,v), avec u,v € Hb, tels que Tu, Tv, Bu, Bv €
H};. On observe que

1
f (D)Vu-VTvdy =lim — | (D)Vu-V(v, —v)dy

_ fim & {J G(R) (D) Vu- Vo, dy - me<D> Vu- Vo dy}

h—0 h
=lim — [ ((D)Vu_p —<{(D)Vu)-Vuvdy
h—0 R™

= —f (D)VTu-Vvdy
Rm
et donc

f (D)Vu-VBvdy = f (D)VTu-VTvdy = f (D)VBu - Vv dy. (4.45)
R R

m

Pour le second terme du membre de droite de (4.37)), on note que

4 { J (D —(DY)Vu, - VTv_y dy + JR (D —(DY)VTu, - Vo dy}

dS Rm™ m

= f (D —{(D))Vus - VBvu_g dy — J (D —{(D))VBus - Vv_g dy

m m

et ainsi

Jim % J i U (D — (DY) V- VBv_s dy — j (D — (DY)VBu, - Vv_. dy} ds

S—+00 —5/2 Rm™ m
S/2

m

— lim + [ f (D —={D))Vus - VTv_s dy + fR (D =<D))VTus - Vo dy] s

= 0. (4.46)
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En combinant (4.45)), (4.46)), on déduit que m(u, Bv) = m(Bu,v).

Il reste a justifier la coercivité. Pour tout u € Ey, N H}g, vE Fy N H}D, on a

(uv U)H}, = 5nk‘(u7 U)H},) m(u7 U) = Onk RmD(y)vu - Vo dy

J b-Vu)(b-Vu)dy =— | TPuvdy= )\nj u(y)v(y) dy
m R m

— Ao f u(y)oly) dy = 5nkf (b-Vu)(b - V) dy.

m

On voit facilement, grace a (4.35)), que pour tout u € vect Unen (Ex, N Hp) on a

m(u, u) + J (b-Vu)* dy + df u?(y) dy = d|u\?{ll).
m Rm

Etant donné que les formes bilinéaires (u,v) — m(u,v), (u,v) — §pun(b- Vu)(b- Vv) dy

sont bornées sur Hp x H}p (utiliser 'hypothese b € Xg pour la seconde forme), I'inégalité

ci-dessus reste vraie pour tout u € @pen(Ey, N Hb) = Hp, ce qui signifie que (u,v) —

m(u,v) + §gm (b Vu)(b- Vv) dy est coercive sur Hp par rapport & L*(R™). O

Remarque 4.5.10.
Siue Ey, n Hp est tel que divy(D(y)Vu) € L>(R™), on déduit par (4.38) que

m(u,v) = — | div,(DVu)Projg, vdy = —J Projg, divy(DVu)v(y) dy, ve Hp
Rm™m " m "

ce qui signifie que la restriction Ey, n H} de l'opérateur linéaire associé a la forme bilinéaire

m est Projp, (—divy(D(y)Vu)), pour tout u € Ey, n Hp tel que divy(D(y)Vu) € L*(R™),

voir également (4.8]).

4.6 Estimations uniformes

Dans cette section, on justifie le caractere bien posé du probléeme , et du pro-
bleme effectif associé a la forme bilinéaire m, et on met en évidence certaines estimations sur
les solutions associées & ces problémes. On considére I'inclusion continue Hp < L%(R™), avec
image dense (étant donné que C1(R™) = H}). La proposition suivante traite du probleme

variationnel associé a (4.1)), (4.2).

Proposition 4.6.1.
Soit u'™ un élément de L*(R™). Pour tout € €]0, 1], il existe une unique solution variationnelle

au probléeme (4.1)), (4.2]). De plus on a

. ui? m
US| Lo (r, ;L2 mm)) < U™ L2@my, (VU |L2r, xp) < fePlegeny ﬂR), 0<exl
b b 2d

Preuve. Par la Proposition on sait que, pour tout ¢ €]0, 1], la forme bilinéaire a° est
coercive sur Hp par rapport & L?(R™). On en déduit que, pour tout ™ € L2(R™), il existe
une unique solution variationnelle u® pour , , qui vérifie u® € Cy(Ry; L2(R™)) N
LIQOC(R+; H113) et

uf(0) = u'™™, uf (t,y)e(y) dy + a®(u(t), ) =0 dans D'(R,) pour tout ¢ € Hp.

dt Jgm
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Pour t € R, € €]0, 1], une estimation d’énergie nous donne que

1 € ! € 1 € ! E(,E € 1 in

SE@ 2@y +d | [V (s)%, ds < Slu () 72@my + | 0%(u(s),u"(s)) ds = S |u™[F2mm)
2 0 2 0 2

ce qui implique que

. +0o0 |uin|%2 Rm
Oy < o, | (90, ds < 2
1

On cherche a procéder de maniere similaire pour résoudre le probléme variationnel associé a
la forme bilinéaire m. Comme on a 1’a montré dans la Proposition on sait seulement
que (u,v) = m(u,v) + §pn(b- Vu)(b- Vo) dy est coercive sur Hp par rapport a L*(R™).
Néanmoins m est coercive sur Ey, N H}g par rapport a E), , pour tout n € N. En effet, pour
tout n € Nyu € E5, n Hp, on a grace a

m(u,u) + (A + d)\u|%2(Rm) = JRmDVu -Vu dy + f (b-Vu)? dy + df u?(y) dy

m m

= | Q*(D+b®b)QY?: (PV2Vu) @ (PV2Vu) dy + dJ u*(y) dy = d]u\%}l?.
R™ Rm™

Proposition 4.6.2.
Pour tout n € N, on considére un élément ul® de E . Il eviste une unique fonction v, €
Cyo(Ry; Ey,) N L2 (Ry; Ey, n H}) telle que

m d
v (0) = uy', T J v (t,y)e(y) dy + m(v,(t), ) =0 in D'(R,), pour tout p € Ey, n Hp.
R™

De plus on a
Vnlzo®, z2@m)) < [l r2@my, | Tonlpo®, 2@my) < | Tum|p2@m)

ul®| 2 g ¢ .
|v/Un|L2 0,t]; X < wﬂ + - |T’Uln’L2 R™), te RJ,_, n € N.
([0.41:Xp) 2 = 1T 2 ey

Siul € E), n H} et si il existe une fonction f, € Ex, (la fonction f, sera également notée
Projg, (—div,(DVu))) telle que

D(y)Vuy' Vo dy = | fuly)e(y) dy, pour tout p € Ex, n Hp
R™ R™
alors
|Projg, (—=divy(DVuy(1)))|r2@m) < [Projg, (—divy(DVuif)ﬂLz(Rm), teRy
et
Orvon + Projg, (—divy(DVun(t))) =0, teRy.

Preuve. On utilise 'inclusion Ey, n Hp — E),,n € N. L’existence et 'unicité des solutions
variationnelles (vy), est une conséquence des résultats présentés en Annexe L’égalité
d’énergie associée a ce probleme s’écrit

1 t 1 in
5yvn(t)y%Q(Rm) + f D(y)Vun - Vo dyds = |uy [Z2@m)
0 JR™
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ce qui implique que
lon ()| z2@m) < Uil r2@my, [ Ton(t)|2@m) < |Tup|2@my, t€Ry,neN.
Pour la derniere estimation, on a utilisé 1’égalité SRm(TU) dy = \p SRM y) dy,v € E)_. On

observe également que pour tout te Ry, ne Non a

df [Vun(s)[%, ds < J {DVv,(s) - Vun(s) + (b- Vuu(s))?} dyds
0 0 Jrm

L oing2 in|2
< §|U;?|L2(Rm) + 4 Tuy |12 emy-

On suppose maintenant que ui® € Ey, n Hp tel que Proj Ekn(—divy(DVui?)) existe. Pour
tout h e R%, on a

;tJRm(”n(Hha Y) —vn(t,y))(y) dy+m(v,(t+h) —va(t), ) =0 in D'(Ry), pe Ey, nHp

ce qui implique que

1d

DT (vn(t + h,y) — fun(t,y))2 dy = —m(v,(t + h) — v, (t), v (t + h) — v, (1)) < 0.
Rm

On déduit que
[on(t + h) = v (t)|2@mm) < |[vn(h) — v (0)|L2mmy, t,heR;. (4.47)

On note également que

;ddhh}n( ) — Un(0)|%2(Rm) + RmD(y)v(Un(h) = n(0)) - V(vn(h) — vn(0)) dy

- _ RmD(y)an(O) - V(vn(h) —v,(0)) dy

et donc

%|Un(h)_ n(0 |L2 R™) < JJ PrOJE dlvy( (y)VuiT?))(vn(s,y)—vn(O,y)) dyds

h
< [Prod,, (~div, (D) Vailiagam | [00(5) = 0 0)g2gem) .

Gréce au Lemme de Bellman, voir [24] pour plus de détails, on obtient
[0n(h) = v (0)| L2 (rm) < h[Projp, (—divy(D(y)Vuy))L2@m). (4.48)
En combinant et (4.48]), on déduit que
[un(t + ) — vp ()| p2@m) < [vn(h) — vn(0)]L2@mm) < hIProjE, (—divy(D(y )Vul! Nlr2@m)
ce qui signifie que

|0svn L2y < [Projp, (—divy(D(y)Vuy))|p2@m), ¢ € Ry
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La formulation variationnelle s’écrit
O dy + | D(y)Vun(t)- Ve dy =0, pe By, n Hp
Rm Rm

ce qui implique
Projp, (—divy(D(y)Vun(t))) = =0y € Ey,, teR,
et ainsi
[Proj, (=divy(D(y)Von(t)))| r2@m) = [0 (t)]12mm) < [Projg, (=divy(D(y)Ve,))| L2
]

Corollaire 4.6.3.

Supposons que (Ay)n est croissante et que lim,_, ;o Ay, = +00. Sous les hypothéses de la
Pmposition pour tout u™ € domT, il existe une unique fonction v € Cp(Ry; L>(R™)) N
L (Ry; HY), Tve L(Ry; LA(R™)) telle que

loc

v(0) = u™, v(t,y)e(y) dy + m(v(t),¢) = 0 dans D'(Ry), pour tout o € Hp. (4.49)

dt Jgm

De plus on a

”U|LOC(R+;L2(RTTL)) < ‘Uin‘L2(Rm), ‘TU‘LW(RJr;L?(Rm)) < ‘T’U,in’LQ(Rm)

’uin’LQ R™ t in
]VU|L2([O7,5];XP) < ﬁ + g |TU |L2(Rm).

Siu™e Hp et >, [Projp, (—divy(DVProjg, uin))\%g(Rm) < 400, alors

> [Projg, (—divy(DVProjp, v(t)))[7zgm) < +

neN

et
dw + Y Projg, (—div,(DVProjp, v(t)) =0, teR,.

neN

Preuve. Pour tout n € N, on note par v, la solution donnée par la Proposition [4.6.2

correspondant & ul' = Proj Eknuin. Par la Remarque on sait que TProjg, u" =
Projg, Tu™ neN, ce qui implique que

Z ‘Un(t)|%2(Rm) < Z |PrOjE>\nuin|%2(Rm) = |uln|%2(Rm), t € R+

neN neN
Z |Tvn(t)|%2(Rm) < Z |PI'OjE/\nT’UJm|%2(Rm) = |TUin‘%2(Rm), te ]R_,,_.
neN neN

Ainsi Y,y n(t), Ypen TUn(t) convergent dans L*(R™), pour tout ¢ € Ri. On introduit
V(t) = Den Un(t), w(t) = Xcn Tun(t),t € Ry. Pour tout ¢ € dom7 et tout N € N, on peut
écrire

N N
J D valt,y) T dy + J D Toa(t)e(y) dy =0
=0 R™p=0
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ce qui implique, en passant a la limite N — 400

f u(ty)Te dy + f w(t,y)e(y) dy = 0.
Ainsi v(t) € domT et w(t) = Tv(t). En particulier

|TU(t)|%2(Rm) = Z |Tvn|%2(]Rm) < Z |PrOjE)\nTuin|%2(Rm) = |Tuin|%2(Rm)'

neN neN

En fait la convergence v = )} vy est uniforme par rapport a t € R, grace a

N
- Z Un(t)
n=0

et donc v € Cp(R; L>(R™)). Par la Proposition on sait que les espaces (Ey, N Hp)nen
sont orthogonaux dans H}g et donc

2

1 in
Z Anlvn (t ‘LQ(Rm = )\ Z [ Ton(t ‘LQ R™) \E”-U ‘%Q(Rm)

N n>N n>N

LQ(Rm)

t
J (vn(s),vk(s))H}j ds =0, teRy, n#k.
0

De plus, pour tout t e Ry, on a

lvnlia o) = 2, {’”n|%2([o,t];L2<Rm>> +1VonlZ2 (o x0))

neN neN

<t Z ]ProjExnuin]%z(Rm 2d Z [Projp, u! |L2 Rm) d Z [Projp, Tu™ ]Lz (®R™)

neN neN neN
1 : t .
(t + 2d> ]um|%2(Rm) + 8|Tum|%2(Rm) < +00

ce qui implique qu’il existe z € L (Ry; Hp) tel que >, . vn = 2 dans L?([0,¢]; Hp) pour
tout ¢ € Ry. En particulier >, v, = z dans L?([0,¢]; L>(R™)) pour tout ¢ € R, et donc
Yentn(t) = z(t) dans L2(R™) pour presque tout t € Ry. On en déduit que v = z €
LE (Ry;HE), v =Y . vn dans L2([0,¢]; Hp) pour tout ¢t € Ry et

loc
|Um|L2 R™)
|VU‘L2([0,t];Xp) < ‘T'U/ ’LQ Rm t € ]RJ'_

Pour tout ne CL(Ry),p€ Hr et NeNona

0 N
—n(0 JmZ Projp, up(y) dy — F n'(t) meZ on(t,y)e(y) dydt

0

En passant a la limite lorsque N — +00, on voit facilement, grace au fait que m est borné
sur H};, que

400 +00

-n(0) f mui“(y)w(y) dy — fo n'(t) f u(t,y)e(y) dydt + J n(tm(v(t), ) dt =0

0
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ce qui signifie que

.d
v(0) =u™, o | v(t,y)e(y) dy + m(v(t),) =0 in D’(Ry) pour tout p € Hp.
Rm

L’unicité est une conséquence de 1’égalité d’énergie associée a la forme quadratique positive
uwe Hp — m(u,u).
On suppose maintenant que u™ € H}, Y, [Projp, (—divy(DVuy)) %Q(Rm) < +00 avec

= Projg, u e By, N H}D, n € N. Par la Proposition on sait que
Orvon + Projg, (—divy(D(y)Voun(t))) =0, te Ry

Projg, (—divy(D(y)Vua(t)))|2@my < [Projg,, (—divy (D(y)Vur))|p2@m)s t € Ry
Ainsi on obtient que pour tout t € Ry
> IProjp, (=divy(D(y)Ven(t))[72@m) < D [Proig, (—divy(D(y)Vui))[fzgmy < +o0.
neN neN

On montre que t — v(t) est différentiable dans L%(R™) et que dyv = >,
a

nen OtUn. En effet, on

lu(t +h) —v(t \Lz ) Z |vn(t + h) (t)|%2(Rm)
neN
< ). loa(h) — n(0)[72(mmy < 2 > Projg, (=D (y)Vuy)|7z@m)
neN neN

ce qui signifie que 0w € L®(R; L?(R™)). Pour tout n € CL(R,),p € L2(R™) on a

FOO n(t) | owe(y) dydt = —n(0) f u™(y)e(y) dy — FOO 7' (t) f ot y)ely) dydt

0 Rm™ m 0

—= 500 [ e ar-3 [0 [ wtnie) avar

neN neN
+00
= J n(t) | Ownply) dydt.
0 R™

neN

Mais pour tout t € R, on a

dlown(®)[72 = > [Projg, (—divy(DVua(t))[F2 < D [Projg, (—divy(DVu})))[7

neN neN neN

ce qui implique que Y _y G4vn(t) converge dans L%(R™), pour tout ¢ € Ry. On déduit du
théoreme de convergence dominée que

f +0077(t) drop(y) dydt = J J > dronep(y) dydt

0 Rm "neN

ce qui implique que

Opv = Z Otvn = — 2 PTOJ'EM (=divy (D(y)Vun(t)))

neN neN
= — Y Projp,_ (—divy(D(y)VProjEAnv(t))) . teR,.
neN
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Remarque 4.6.4. Les conditions suivantes sont équivalentes

2
I we Hp et 3 [Prof,, (~divy (D) VProjg, w))|

< 400.
2. ue H}g et il existe une constante C € R, telle que
m(u, p) < Cl@|r2@m), € Hp.
Pour tout u satisfaisant 1. ou 2. on a
m(u, @) = — f _¢(y) ), Projg, divy(D(y)VProjg, u) dy, @€ Hp.
neN

En effet, si 1. est vrai, alors pour tout u € H}; onau=>, .y ProjEAnu dans H};, et par la
continuité de m, on en déduit, grice a (4.38]), que

m(u, ) = Y, m(Projg, u,¢) = )] . D(y)VProjg, u-VProjg, ¢dy

neN neN

=y meProj By, (—divy(D(y)VProjEMU)) e(y) dy

neN

< Z Projg, (—divy(D(y)VProjEMu))

neN

\@’L?(Rm)
L2(R™)

_ ( 3 [Proi,, (~divy (D) VProje, )

neN

1/2
2 l
m € )
LZ(RW)) |()0‘L2(]R )» ¥ P
Réciproquement si 2. est vrai, il existe une fonction f € L>(R™) telle que

m(u, ) = Rmf (y)e(y) dy, ¢ € Hp.

En particulier, pour tout ¢ € E, N H};, on obtient

JR Projp, fe(y) dy = fR FWe(y) dy = m(u, p) = m(p,u) = . DV - VProjg, udy
et donc
2
3 ‘ProjEAn (—divy(D(y)VProjEAnu)> . N [Projg, f2a@m = |f22@m) < +o0.

neN neN

La transformation linéaire

Mu = Z Projg, - <—divy(D(y)VPr0jEAnu)>

neN

définie sur

2
domM = {u e Hp, Z ’ProjEM <—divy(D(y)VPr0jEAnu)> Lo < —i—oo}
neN

est l'opérateur associé da la forme bilinéaire m : Hy x H}, c’est-d-dire

m(u, ) = | Mup(y) dy, uedomM, pe Hp.
Rm
Ainsi le dernier point du Corollaire dit que si u™ € domM, alors

v(t) e domM et dv + Mu(t) =0, teRy.
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Remarque 4.6.5.

1. Le Corollaire définit un C° semi-groupe de contractions par rapport d la norme
L2
Y™ = v(t), teRy, u™edomT

ot v est l'unique solution de (4.49). Ce semi-groupe s’étend par continuité a un semi-
groupe de contractions sur L*(R™) tout entier, qu’on notera toujours (11)wer, (utiliser
la densité de domT dans L*(R™)).

2. On montre que les C° semi-groupes (C_TB)TER+ et (¥y)ter, commutent. En effet, pour
tout u € Ey, N H};,n e N, il existe, voir la Proposition une unique fonction
ve Cp(Rys Ey,) N LE (Ry; Ex, n Hp) telle que

d
v(0) = u, dtJ v(t,y)p(y) dy+m(v(t), ) =0 dans D'(Ry), e Ey, nHp. (4.50)
Rm
On note que pour tout ¢ € Ey, N H}g, k#mn ona

| ptwe) dy =0, mele).0) =0, tek.

m

et ainsi ([£50) est vrai pour tout ¢ € vect{Ugen(Ex, N Hb)} = Hp. On a donc Yyu =
v(t) € Ex, n Hp, pour tout t € Ry,n € N. On obtient

e B = e M pu = Yyp(e 7)) = e Pu, treRL,ueE E\, nHpb,neN.

Cette derniére relation s’étend par densité pour tout u € L?(R™).

3. Pour tout € €]0,1], on sait par le second point de la Proposition que (u,v) —
m(u,v)+ é Spm (b-Vu)(b-Vv) dy est coercive sur H} par rapport ¢ L*(R™). Ainsi, pour
tout u™ € L*(R™) il existe une unique fonction @ € Cy(Ry; L2(R™)) n L2 (Ry; Hp)
telle que @(0) = u™ et vérifiant pour tout p € H},

T | @t y)e(y) dy + m(@ (), ¢) + 1] (b-Vas(t))(b- V) dy =0 dans D'(Ry.).
R € Jrm

On montre que a°(t) = e_ﬁgwtui“ = wte_ﬁguin,t € Ry. Il suffit de le montrer dans le
cas ou u" € By, N H}D, n €N, c’est-a-dire

a(t) = e_é)‘"d)tum, teR,.

En effet, pour tout ¢ € H};, on a

d —L in -t in ]- _t in
T e E)\"i/Jtu o(y) dy + m(e a’\"z/ztu ,0) + J b-Vi(e s)‘"wtu )b-Vpdy
Rm™ € Jrm
—L d in in .
=t L [ v s mia ) =0 in DR,

.t ; . N ) . . .

Donc @, e~ M apu™ satisfont la méme formulation variationnelle, avec la méme condi-
- . . P _ _t :

tion initiale u™. Par unicité de la solution, on en déduit que @° = e~ = u™, t € R
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4.7 Forme bilinéaire n

Comme suggéré dans la Proposition on cherche a établir que u®(t) = engv(t) +0(¢)
dans L (R; L2(R™)), lorsque ¢ \, 0, ot v(t) = ¢yu™, t € R,. Le point clé est I'introduction
d’un correcteur similaire a . Cela requiert la construction d’un second opérateur N qui
assurera la validité de la décomposition de l'opérateur A = —div,(D(y)Vy) par rapport
A l'opérateur B = —T72. Plus exactement on s’intéresse a la résolution de (B — \,Id)u =

Au—Mu = Au—Projp, Au,n € N, voir (4.8). Bien entendu, cela n’est pas toujours possible
étant donné que Au — Mu appartient a E)t = Range (B — A\, Id) qui contient strictement
Range (B — A\,Id), lorsque I'image de B — A\, Id n’est pas fermée. On est amené a faire de
nouvelles hypothéses concernant le champ de matrices D.

4.7.1 Hypotheses structurelles associées au champ de matrices D

On rappelle que la générateur infinitésimal L associé au groupe (G(s))ser est anti-adjoint
sur Hg et ainsi Range L = (ker L)+, implique que D — (D) € Range L. On suppose que D
un champ de matrices de Hé’go tel que D — (D) € Range L, c’est-a-dire

3CedomL n HY tel que D = (D) + LC, (4.51)

ot les opérateurs (-), L sont considérés comme agissant dans Hg joc, voir la Proposition
et la Remarque En remplagant C' par C' —(C), on peut supposer que C € ker{-) n H.
Gréce a la symétrie de D, (D), on a

L(C—'"C)=LC— Y(LC)=D—(D)—~ YD —-(D)) =0

ce qui implique que C — 'C € ker L n ker {-) = {0} et ainsi C est également symétrique. De
plus, on suppose que

FCheker-)n Héo tel que Cy = tCy, LCy = —C. (4.52)

On note que (4.51)), (4.52)) impliquent qu’il existe Cy € ker{-) n HE tel que Cp = tCo,
LCy e domL n H et D —{(D) = —L?Cy. On fait aussi les hypothéses suivantes, pour tout
n e N*

C—Projg,, C = (-L*~4\,1d)Cp, Cy € kerProjg, nHE, LCpe HE, Cn= 'Cy (4.53)

ou les opérateurs Proj Eun, M E N* sont considérés comme agissant dans Hg joc, voir la Re-
marque Dans la suite on travaille sous les hypotheses (4.13)), (4.14), (4.15), (4.16),

(4.35), (4.36)), (4.34), auxquelles on ajoute (4.51)), (4.52)), (4.53).

4.7.2 Définition et propriétés de la forme bilinéaire n

On introduit une seconde forme bilinéaire bornée sur H }3 X H},. Le correcteur est construit
a partir de 'opérateur associé a cette forme.

Proposition 4.7.1.
Supposons que les conditions suivantes soient vraies

2
< +0o0. (4.54)
HOO

1 L
}: X;’< +0, }: An (WC%“H3-+‘\ﬂL&1C%

n=1 n=1
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On considére Dapplication n : H}; X H}D — R

S/

n(u,v) = J lim SJ —s[ $)CVugs — lim i/ G(3’>CVU25d3’ ds - Vo dy
R —>+OOS

mS—+400

pour tout u,v € H};. La forme bilinéaire n est bien définie, bornée sur H}) X H}D, anti-
symétrique et vérifie
a(u,v) = m(u,v) + n(u, Bv) — n(Bu,v), (4.55)

pour tout u,v € H} tel que Tu,Tv,Bu,Bv € Hp. Ici, par Tu € Hp on entend que u ap-
partient au domaine du générateur infinitésimal associé au C°-groupe (¢1(s))ser et a(u,v) =
S D(y)Vu - Vo dy,u,v € Hp. De plus, on a n(u,v) = 0 pour tout u,v € Ex, n Hp,neN.

La preuve de la Proposition [£.7.1] est trés technique et a été mise en Annexe

Remarque 4.7.2.
On note par N lopérateur associé a la forme bilinéaire n, c’est-a-dire

1 (s 1, ,
JRmSETw g L (S —3s) | G(s)CVugs — Sl—l>n-&}oo 5 ), G(s")CVugy ds' | ds- Vv dy
=n(u,v) = [ Nuvdy, wedomN, ve Hp.
Rm
On en déduit que
I
Nu = —div, 1_1:{100 3 J —5) | G(s)CVugs — hIEoo 5], G(s')CVugy ds'| ds

1
= —div, { CoVProjp u + [ ———Projg,, C+ LC ] VProjp, u
y{ 0 1;1 8\/7\/K 4Axn An

+ Z [ PI‘OJ&M C — V4N, C ] WPrOJEA }

n=1

a condition que b, D,u soient suffisamment réguliers.

4.8 Comportement asymptotique

Nous sommes préts a faire ’analyse asymptotique de la famille de solutions variationnelles
(uf)e=p du probleme (4.1]), (4.2). On suit les arguments de la preuve de la Proposition

Théoreme 4.8.1.

Soit u™ € domT . On suppose que les champs de vecteurs b et de matrices D vérifient les
hypotheses ([4.13)), (#.14), ([.35) et [4.36). On suppose également vraies les hypothéses (4.15)),
et les hypotheéses structurelles (4.34), (4.51), (4.52)), (4.53), (4.54). Pour tout € €]0,1],
on note u® € Cy(Ry; L2(R™)) n L (Ry; Hp) lunique solution variationnelle de (4.1)),

uf(0) = u™,

1
— | v (tyely) dy+ | Dy)Vu-Vedy+- f (b-Vus)(b-Ve)dy =0
dt Rm™ Rm™ g Rm

v~

a(u®,p)
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dans D'(Ry), pour tout ¢ € Hp, voir la Proposition |4.6.1), et par v € Cy(Ry; L?(R™)) N
L%OC(]RJr; H};) Punique solution variationnelle (voir la Proposition 4.5.% pour la définition de
la forme bilinéaire m)

- d
v(0) =™, | vt y)e(y) dy +m(v(t), ) =0 dans D'(Ry), ¢ € Hp
Rm

voir le Corollaire . Alors, a condition que u™,v,b, D, P soient suffisamment réguliers,
pour tout T € Ry, il existe une constante Cp telle que

5 —ip

u®t —e "v <Cre, 0<e<l1.

’Vu - V(e‘ﬁsv)

’LOO([O T1];L2(R™)) L2([0,T];: X p)

Preuve. Par la Proposition et le Corollaire on sait que

0] oo Ry sz2Rmy) < U L2@m), (VUS| L2R,xp) < [z ﬂRm)7 0<exl
+3 + 2d
et

’v|L°0(R+;L2(Rm)) < |Um|L2 R™)5 |TU|L°0 (Ry;L2(R™)) |TU \L2 (R™)

|u™ ’LQ R™ in
IVolreo,:xp) < 2R ’TU |22 (®m)-

On considere la fonction
ul(t,r,-) = e BNu(t,) — Ne ™Bu(t,-), (t,7) e Ry x Ry.

On suppose que v posséde une régularité suffisante pour assurer que Nv(t,-) est bien défini,
voir la Remarque De plus, comme le semi-groupe (¢~ 5) er . preserve la régularité,
voir les propriétés de la Section on déduit que Ne ™8 v(t,-) est également bien défini,
uniformément par rapport a 7 € Ry, ce qui implique que

lul(t, 7, )| 2@my < Cr, t€[0,T], TRy

pour une certaine constante Cp. On a également ’estimation suivante

T T
f sup |dqut(t, T, MNr2@mmy dt —i—f sup |div, (DVul(t, T, N2 @my dt
0 7TeR4 0 TeR4

T 2
+ (J sup |Vul(t,T, ')B(P dt) <Cr

0 T€R+

a condition que u™, v, b, D, P soient suffisamment réguliers. Afin de garantir que la régularité
est conservée suivant le semi-groupe (e775) g ., on suppose 'existence de champ de vecteurs
réguliers en involution avec b. La dérivée de u! par rapport & la variable 7 s’écrit (en supposant
que la fonction v est suffisamment réguliere)

orut = —Be BN w(t) + NBe Pu(t)

—B (e ™PNu(t) — Ne ™Pu(t)) + NBe Bo(t) — BNe ™Pu(t)
= —Bu' — (BN — N'B)e ™Bu(t)
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Chapitre 4 4.8 Comportement asymptotique

et donc

% {eu! (t,t/e)} + (BN — NB)e_ng(t) + g{aul(t,t/a)} = o' (t,t/e). (4.56)

L2

loc

(Ry4; H}) satisfait

#0) =", 5 [ @ el dy+m@ @00 + 2 | 0V Vo) dy =0 (457)

dans D'(Ry), pour tout ¢ € Hp. En combinant ([£.56) et ([£.57), on obtient que @(0) +
eul(0,0) = v(0) = u™™ et

d

1@ R";{fta(t, y) +eul (t,t/e,y)ke(y) dy +m(a(t), ) + n(@(t), Bp) — n(Bi(t), »)

1
+ EJ (b- V[a(t) + eu' (t,t/2)])(b- Vi) dy = EJ ot (t,t/e,y)e(y) dy
m Rm
(4.58)
dans D'(R), pour tout ¢ € Hp tel que T, By € Hp. Par la Proposition on sait que
m(a°(t), @) + n(@(t), By) — n(Ba"(t), ¢) = a(@*(t), »)

et donc (4.58) devient

G [ )+ eut /el dy + @ (@004 - | (b V10 (0) + eul (/) 0+ Ti) dy
Rm g Jrm

—c | oul(t,t/e,y)p(y) dy
Rm

dans D'(R..), pour tout p € H}. Enfin, la fonction r¢(¢,y) = u(t,y) —a(t,y) —ecu'(t, t/e,y)
est solution du probléme variationnelle

% Gy dy +alr=(h), 9) + ij (b-VrE(t)(b- Vi) dy

- f (6! (1, /2, y) — div, (DVu (1, /e, y) o dy

m

dans D'(R. ), pour tout ¢ € Hp et avec pour condition initiale r¢(0) = 0. Grace a la condition
de coercivité (4.35), on déduit que

5 2@y + dVrE (0%, < elr*(t)]z2mm)

X [sup |0l (t, T)|r2®m) + sup |div, (DVu'(t, N|e@my |, 0<e<l
T€R+ TER+
On obtient les estimations

T

|7"€|Loo([07T];L2(Rm)) < EJ sup |8tu1 (¢, T)|L2(Rm) dt
0 T€R+

T -
+ sj sup |divy(DVu1(t,T))|L2(Rm) dt<eCr,0<e<1
0 T€R+
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4.8 Comportement asymptotique Chapitre 4

et
Ve 20,1, xp) < 5\/& 0<e<l1

ce qui implique immédiatement que

us(t) — e <Bu(t)

L2 Rm) (' ,7)e[0, T xR,

- 1
‘vus(t) ~ Ve Fult r(ortxe 5T (1 " \/3>

pour tout 0 < e < 1.

Remarque 4.8.2.
1. Pour tout ¢ € H};, la Pmposz’tz’on et le Lemme implique que

m(v(t),{p)) = m((u(t)), {p)) = m((v(t)), ¢)

<e sup |U1(t/,’7')|L2(Rm) + 5C:’T <e(Cr+ C:'T), te

[0, 7]

= JRm<D>V<U(t)> Ve dy + f lim g f G(s)(D — (D)) {v(t))y ds- Ve dy

mS——+00

- | @vay - veu
et ainsi, on a les égalités dans D'(R4)
G| e @ew ar= 3 [ o = -ne.6)
- ij<D> ()Y (1)) - Vip dy.

La fonction {v) € Cy(Ry; L2(R™)) n L?

loc
nelle

(Ry; Hp) est solution du probléme variation-

(0) =™, & f W(t)) (y)e(y) dy + f (D) )V w(t)) - Vo dy = 0 dans D'(R.)

pour tout p € Hp.

2. Si la condition initiale est bien préparée, c’est-a-dire si Tu™ = 0, on en déduit, grice
Vinégalité | To|pom, r2rm)) < |Tu™|p2@wmy = 0, que Tv = 0. Dans ce cas, v = (v) est

solution du probléme parabolique associé au champ de matrices moyenné (D)

v(0) = u'™ € ker T, ;ﬁfﬁl}(t, y)e(y) dy + JR§D> (y)Vo(t) - Vi dy =0 dans D'(R,)

pour tout p € H}g.
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Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Dans ce manuscrit, on a réalisé I’analyse asymptotique de deux équations paraboliques,
I’'une avec un terme de transport raide dans le Chapitre 2, I’autre avec un terme de diffusion
raide dans le Chapitre 4. Dans les deux cas, on met en évidence un probléme effectif et une
analyse, en un sens fort, du comportement des solutions. La mise en évidence d’un correcteur
permet de préciser un ordre de convergence. Les travaux a la base des résultats de ce manuscrit
sont [T9], qui introduit la notion de moyenné d'un champ de matrices suivant un C°-groupe
d’opérateurs unitaires, utile a la mise en évidence des problemes effectifs associés aux deux
équations avec terme raide, et [I8] qui propose l'analyse asymptotique d’une équation de
transport avec un terme de transport raide, a travers une approche a deux échelles en temps.
Cette méthode est a 'origine des deux analyses proposées. Une méthode numérique a été
proposée dans le Chapitre 3, afin de déterminer le moyenné d’un champ de matrices et ainsi
d’approcher numériquement les solutions du probléme parabolique avec un terme de transport
raide.

Plusieurs perspectives sont envisageables afin de poursuivre ce travail :

1. L’existence du moyenné d’un champ de matrices, ou d’'un champ de vecteurs (voir
[18]), est acquise sous l'existence d’un champ de matrices P satisfaisant aux hypotheéses
et . On peut remarquer que le moyenné d’une fonction le long d’un champ
de vecteurs a divergence nulle, peut étre défini sans hypotheses supplémentaires pour
toute fonction f € LP(R™), p € [1,+], pour plus de détails voir [I6]. En fait, on
a vu au Paragraphe qu’il était illusoire de chercher & définir le moyenné d’un
champ de matrices suivant n’importe quel champ de vecteurs a divergence nulle. Les
hypotheses et étant contraignantes, il serait donc intéressant de déterminer
les hypotheéses minimales nécessaires a I'existence du moyenné d’un champ de matrices.

2. Une méthode pour le calcul numérique du champ de matrices moyenné a été propo-
sée dans le Chapitre 3. Cette méthode est basée sur l'expression explicite du champ
de matrices moyenné, a travers la moyenne ergodique . D’autres approches sont
envisageables. En effet, il est montré dans [19] que le moyenné d’un champ de matrices
peut également étre interprété comme la limite en temps long de la solution d’un pro-
bleme parabolique. Soit D € Hg un champ de matrices, alors le champ de matrices (D)
apparait comme la limite en temps long du probléeme parabolique suivant

OA—L(L(A) =0, teR,, (5.1)
A(0) =D, (5.2)
ou Popérateur L est le générateur infinitésimal associé au groupe (G(s))ser. Précisé-

ment, la solution A(t) converge faiblement dans Hg, lorsque t — +00, vers (D). De plus,
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Chapitre 5

lorsque 'opérateur L est a image fermée dans Hg, ce qui est équivalent a I'inégalité de
Poincaré, voir [25]

3Cp > 0 tel que |D — (D) |g, < Cp|L(D)|g,, D €dom(L),

la convergence ci-dessus est forte et on a un ordre de convergence exponentiel. On peut
montrer que )
A®) = (D) |1g < e /°P|D —(D)|ug, teRs.

Un condition suffisante, assurant que I'image de 'opérateur L est fermée dans H, est
que toutes les trajectoires associées au champ de vecteurs b soient fermées, uniformément
en temps, c’est-a-dire

30 < Ty < 00 @ Yy e R™, 3T, €]0, Tio] tel que Y (Ty; ) = .

Dans ce cas, I'inégalité de Poincaré est vraie en prenant Cp = Ty,. Ainsi, pour calculer
le moyenné d’un champ de matrices, on pourra chercher & résoudre numériquement

7 ‘

3. La connaissance du champ de matrices moyenné , obtenu numériquement au Cha-
pitre 3, nous permet d’approcher numériquement, pour ¢ petit mais fixé, la solution du
probléme parabolique avec terme de transport raide par le Théoreme [2.2.9, voir le
Paragraphe [3.4] et la solution du probléme parabolique fortement anisotrope, par le
Théoréme dans le cas ou la donnée initiale est bien préparée. Aucune méthode
numérique n’a été proposée afin de résoudre la formulation effective variationnelle asso-
ciée au probleme de diffusion anisotrope, dans le cas générale d’une donnée initiale non
nécessairement bien préparée. La recherche de telles méthodes semble étre une suite
logique au travail présenté dans ce manuscrit.

4. Les problémes qui ont été étudiés dans ce manuscrit sont de nature linéaire. Il serait
intéressant d’essayer d’appliquer les arguments et techniques utilisées pour traiter des
problemes de nature non linéaire. En effet, les équations apparaissant en physique des
plasmas fortement magnétisés, comme par exemple ’équation de Vlasov-Poisson avec
un champ magnétique intense, ou encore une équation de Vlasov tenant compte des
phénomenes de collisions, en introduisant le noyau Fokker-Planck-Landau, sont des
problémes non linéaires. On pourra tenter d’appliquer les méthodes présentées dans ce
manuscrit pour étudier ces problemes.

page 142



Annexe A

Quelques rappels

A.1 (C°-groupes d’opérateurs

Dans toute cette section (H,(.,.)%) désignera un espace de Hilbert, on notera |- |y la
norme associée au produit scalaire. On désignera par | - |5 la norme sur Iensemble des
applications linéaires continues de H dans H, subordonnée a la norme | - |. Etant donné
que l'on sera amené & travailler avec des fonctions C%([a, b], H) ol a, b € R, la théorie de
I'intégration choisie sera celle de l'intégrale de Riemann. L’ensemble des résultats présentés
dans cette Section peuvent étre trouvés dans [63].

Définition A.1.1. La famille d’opérateurs linéaires bornés de H dans H, (G(s))ser est un
C-groupe d’opérateurs si (propriétés de groupe)

1. G(0) = Id, ou Id est l'opérateur identité sur H

2. G(s+t) =G(s)G(t) = G(t)G(s) pour tout s,t € R

et si (propriété de forte continuité)
lirr(l] |G(s)x — x|y = 0, pour tout x € H.
S—>

Remarque A.1.2. On voit a laide des points 1. et 2. que tous les éléments de la famille
(G(3))ser sont inversibles, avec G~1(s) = G(—s) pour tout s € R.

Définition A.1.3. On appelle générateur infinitésimal associé au CO-groupe (G(s))ser, l'opé-
rateur linéatre L défini par

D(L) = {ZL‘ eH : 3 lir% G(s)s — % dans ”H}
et a
Lx = lin% Glo)r — pour z € D(L).

On considére maintenant (G(s))ser un CY-groupe d’opérateurs unitaires, i.e
(G(s)z,G(s)y)n = (z,y)y pour tout s € R, z,y € H. (A.1)

On en déduit que |G(s)z|y = |z|y pour tout s € R, tout x € H et |G(s)|x = 1 pour tout
seR.
Soit £ son générateur infinitésimal, on a le théoreme suivant

143



Théoréme A.1.4. 1. L est un opérateur a domaine dense dans H et L est fermé.

2. Un élément x € ‘H appartient & D(L) si et seulement si il existe une constante C' > 0
telle que
|G(s)x — x|y < Cls|, seR. (A.2)

On peut prendre C' = |Lx|y.

3. L’opérateur L est anti-adjoint.

Preuve. 1. On commence par montrer que D(L) est dense dans H. Soit x € H, par conti-
nuité de s — G(s)z sur R, lim,—o 1 {0 G(7)z dr = 2 dans H. 11 suffit donc de montrer que
SO 7)x dr € D(L) pour tout s € R. On choisit s,t € R, par les propriétés de groupe on a

% [G(t) fo G dr — L Gir) dT] % [ L " e dr — L Gir) dT}
(G(s) — Id) [1 f G(r)e df}

En passant a la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient :

lim — [ JG xdT—fG xdT]—G()x—xGH

donc J G(7)x dr € D(L) pour tout s € Ret £ <f G(1)x dT) = G(s)xr — x.
0 0

On montre que £ est fermé. Soit (2, )neny € D(L)N tel que : z, 2 et Lxy, H, y. Il faut
montrer que z € D(L) et Lz = y. Pour cela on montre que G(s)z — 2 = {; G(7)y dr (s € R)
a l'aide du lemme suivant, dont une démonstration peut étre trouvée dans [63]

Lemme A.1.5. Siz € D(L) alors
1. G(t)x € D(L) pour tout t € R.

2 Gt)r — 7 — <JG xd7'> fc dT:LtG(T)zxdT.

d
5. ZG(a = L(GH)) = GO)(La).

Soit s € R, par le Lemme on a
G(s)xn —mn—£<JG xnd7'> fﬁ T)Zp) dT—JG )Ly, dT. (A.3)

On déduit du fait que le CY-groupe est unitaire que G(-)Lz, converge uniformément vers
G(-)y sur R. En effet, pour 7€ R on a

G(T)(Lan —y)|ln < |G(T)[#lLrn —yla = [Lon — yln

et notre conclusion suit lim,,_, 4 | Lz, — y|% = 0 par ’hypothese.
On peut donc passer a la limite dans (A.3)) quand n — +00 pour obtenir

G(s)x —x = Ls G(7)y dr.
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En conclusion

G - 1(®
lim Glle -z =lim - | G(r)y dr =y,
s—0 S s—05 Jo

ainsi z € D(L), Lx = y et L est un opérateur fermé.

2. Supposons que x € D(L). Par le Lemme

|G(s)z — x|y = = |Lx|g|s|, pour s € R.

JO G(r)Ls dr

f G(7) Laly dr
0

<
H

Inversement, supposons vérifié. La famille <%) est bornée dans H, donc pour
G(sp)z—z o<
Sk
en extraire une sous suite faiblement convergente. Ainsi il existe (S¢(k)) keN convergeant vers

0 (ou ¢ : N — N fonction strictement croissante) telle que

toute suite (sx) convergeant vers 0, la suite ( )k N est bornée dans H. On peut donc
€

G —
lim SEew)T =T

=y faiblement dans H. (A.4)
k—+0o0 3¢(k)

Pour tout z dans D(L), on obtient en utilisant (A.1))

(G(s¢(k))xx z) _ <a: G(—s¢(k))z—z> (A5)
o) S N Sem) %

. . . G(— —
En combinant la convergence faible (A.4]) et la convergence forte limy_, 4o %&Zzz =Lz

dans H (car z € D(L)), le passage a la limite quand k& — 40 dans (A.5)) nous donne
(v, 2)n = —(@, L2)n. (A.6)

D’autre part, en utilisant de nouveau ({A.1) et le Lemme

(Glsg00)z — . 2)3 = (m f Y G2 dT)

0
“So(k)

_ J (2, L(G(7)2)) dr

0

—S¢(k)
- jo (4, G(r)2)p dr

__ <y, JO Y ) dT>H.

“So(k)
f G(r)z dr
0

<G(S¢(k))l‘—l' z>
Sot)

et par densité de D(L) dans H

<

~

—S¢(k)
j (G(r)zl dr
0

En tenant compte du fait que = |80k l|2l2s, on
H

obtient
< |ylulzlu, z € D(L)

‘G@wwf <y, kN,
k

S (k)

H
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Glsg))r— So(k)) T

En fin de compte Sotm) z converge faiblement dans H vers y et lim sup;,_, | o, ‘ & Soh)

<
H

Gloouz—z _ y (voir [25]). Quitte a extraire une

S¢(k)

autre sous suite (Syx)) de (sx), on voit a I'aide de (A.6) que la suite (%W) convergera

également vers y (la différence entre les deux limites sera orthogonale a une partie dense de

G(sg)z—x
Sk

|y|3¢. Par uniforme convexité de H, limy_, 4o

‘H). Par unicité de la valeur d’adhérence toute la suite ( )k N convergera vers y dans
€

‘H, ainsi toute la famille (%) ® convergera vers y dans H quand s tendra vers 0. On
SE

en conclut que z € D(L).

3. Montrons que L est anti-adjoint.
On rappelle que D(L*) = {x e H : 3C > 0, |(z, Ly)x| < Cly|y pour tout y € D(L)}.
Pour tout z,y € D(L), on a par (A.1))

(G(s)x —z,y)u + (x,y — G(—s)y)u =0, se R.
Par définition de D(L) on a

G(s)x —x y— G(—s)

lim = Lz, liII(l) Yy Ly, fortement dans H.
S—>

s—0
On obtient (Lz,y)y = (x, —Ly)y, cela implique clairement que x € D(L*) et que L*z = —Lx.
Donc L est anti-symétrique, c’est a dire £ < (—£*). On montre maintenant 'inclusion inverse.
Soit x € D(L*), i.e

3C > 0 tel que |(z, Ly)y| < Cly|y pour tout y € D(L). (A7)

Pour tout se R et y € D(L) on a

(G(s)z — 2,y = (2, C(—8)y — y) = <x L) dT> - | (@ LG () dr

0 H 0

ce qui implique avec (A.7)) et (A.1))

(G(s)z — 2, y)u| < < Clslly|u, s € R.

[ |<x,.c<G<r>y>>H\ dr| < \ ClGtnh ar

Par densité de D(L) dans H, on en déduit que |G(s)z — x|y < C|s| pour tout s € R et par la
caractérisation de D (L) précédemment démontrée on obtient que z € D(L). En conclusion,
D(L) = D(L*) et L*x = —Lx pour tout x € D(L) = D(L*). L est donc anti-adjoint. O

En fait, la troisiéme propriété caractérise le générateur infinitésimal d’un C°-groupe d’opé-
rateurs unitaires. Précisément on a le Théoreme de Stone suivant (voir [63])

Théoréme A.1.6 (Stone). Soit H un espace de Hilbert. Alors L est générateur infinitésimal
d’un C°-groupe d’opérateurs unitaires sur H si et seulement si L est anti-adjoint.

On précise ici le noyau du générateur infinitésimal associé & un C%-groupe. La propriété
qui suit est une conséquence directe du Lemme et du Théoréme de Stone

Proposition A.1.7. Soit (G(s))ser un C°-groupe d’opérateurs unitaires et L le générateur
infinitésimal associé, alors
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1. Ker(L) ={z e D(L) : G(s)xr = x, Vs € R}.
B
2. On a la décomposition suivante H = Ker(L) @ Range(L).

Preuve. 1. L’inclusion D est évidente. On montre I'inclusion < a l’aide de la propriété 2. du
Lemme Pour z € Ker(£) et se Ron a

G(s)x —x = LS G(r)Lx dT = 0.

d’ou le résultat.
2. C’est une conséquence directe du fait que £ est anti-adjoint et du Théoréme de Stone

o

On termine cette Annexe par le résultat fondamental suivant qui sera la base de
notre définition de la notion de moyenné pour les fonctions, champs de vecteurs ou champs
de matrices.

Théoréme A.1.8 (Théoréme ergodique de von Neumann). On considére un C°-groupe

d’opérateurs unitaires (G(8))ser sur un espace de Hilbert (H, (-,-)y) et L son générateur
infinitésimal. Alors pour tout x € H, on a la convergence forte dans H

1 745
lim — f G(s)z ds = Projgey()®, uniformément par rapport a r € R.
S—+w S ),

Preuve. Le groupe C%-groupe (G(s))ser étant unitaire sur I'espace de Hilbert #, la Pro-

B
position [A.1.7] nous assure que la décomposition H = Ker(L) @ Range(L) est vérifiée. Soit
z € H, on écrit la décomposition * = Projkey(s) + (2 — Projker(z)®), €t  — Projke(r)z €
Ker(£)*+ = Range(£). On étudie les cas ot z € Ker(£) et 2 € Range(L).

e Si z € Ker(L), alors par la Proposition on a G(s)x = x pour tout s € R. Ainsi, pour
tout S >0etreRona

1 r+5 1 r+S
Sﬁ G(s)xds=SL x ds =z,

et

1 r+S
Sgrfoo SJ; G(s)rds =z dans H.

e Si x € Range(L), alors il existe y € D(L) tel que x = L(y). De plus par le Lemme
on peut écrire que, pour tout S >0 et re R, on a

r+S r+S r+S , B ,
s eras=g [ ewemas- g [ Loy as - S,

Enfin, étant donné que le groupe (G(s))ser est unitaire sur H, on a

_ ‘G(r + S)y — G(r)y’
H S H
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1 r+S
‘S L G(s)x ds




e Soit x € Range(L) et > 0. Alors il existe un élément &, € Range(£) dépendant de 7 tel
que |2, — x|y < n et g, € D(L) tel que Z,, = L(7y,). On écrit pour tout S > 0 et r € R que

1 r+S
’SL G(s)x ds

1 r+S 1 r+S
< 'J G(s)Z,ds| + 'f G(s)(x — z,) ds
wo 1S w15

H

2‘gn|7-t 1JT+S ~
Sk BN COICE T

2@ 1 r+S
<|g{9’7|ﬂ+sf o — Fyly, ds

r
2‘?;77‘7-[
S
2|gn|?-l
S

En passant a la limite supérieure lorsque S tend vers +00, on obtient que pour tout n > 0

< + |z — 3yly

+ 7.

<

1 r+S
lim sup ‘Sf G(s)xz ds| <,

S—+o0

H

et en faisant tendre n vers 0

1 r+S
lim SJ G(s)x ds = 0.

S—+00

En fin de compte, pour tout r € H, re Ret S >0 on a

1 r+S 1 r+S 1 r+S
s| C@rds= | GO Proin@) dst g [ GO - Proigae () ds

et en passant a la limite lorsque S tend vers 400 a 'aide de I'analyse ci-dessus, on obtient
pour tout x € H que

S—+00

1 r+S
lim Sf G(s)z ds = Projger(z) ().

[

A.2 Solutions variationnelles pour les problemes d’évolution

L’objectif de cette annexe est d’énoncer une formulation variationnelle pour des problemes
d’évolution dans un cadre fonctionnel adhoc, puis de donner un théoréme nous assurant
I’existence et 'unicité de solution dans ce cadre. Ce théoréme sera le pendant du théoreme
de Lax-Milgram utilisé par exemple pour ’existence unicité de solution variationnelle pour
les problemes elliptiques.

On se donne un couple d’espaces de Hilbert réels V, H séparables; on note

((.,.)) le produit scalaire, |.| la norme dans V
(.,.) le produit scalaire, |.| la norme dans H.

On suppose que V s’injecte de fagon dense et continue dans H et I'on identifie H et son dual
H'. Si V' désigne le dual de V (de norme |.|«), on a

Ve H)
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chaque espace étant dense dans le suivant, — désignant 'injection continue (pour plus de
détails voir [25]).
On cherche a résoudre une équation du type

{ u'(t) + Au(t) = f(t), pourte[0,T[, 0<T <+

u(0) = up. (A-8)

A priori le cadre dans lequel est posé cette équation n’est pas bien défini, tentons de clarifier
tout cela. Partons du Théoréme de Lax-Milgram ; ce dernier nous dit que si a(.,.) est une
forme bilinéaire, continue, coercive sur V, alors pour tout f € V’, il existe un unique u € V
tel que

a(u,v) = f(v) pour tout v e V.

On peut réécrire cette formulation variationnelle a I'aide d’un opérateur O € L(V, V') (et ce,
grice au théoreme de Riesz-Fréchet, voir [25]), ce qui implique qu’il existe un unique v € V tel
que Ou = f, Iégalité étant ici a prendre dans V'. En suivant cette idée on pose A € L(V, V')
un opérateur que 'on qualifiera de wvariationnel dans . Ainsi, pour que Au ait un sens,
on choisira u a valeurs dans V), disons

ue L*([0,T]; V).

L’espace L? étant choisi pour garder un cadre Hilbertien. Alors en choisissant f € L2([0,T]; V'),
on au = —Au+ f e L*([0,T]; V'). Tout cela nous ameéne donc & considérer les espaces de
solutions wvariationnelles suivants

Définition A.2.1. Soient 0 < T < +o0.
On désigne par W (0, T; V, V') lespace :

W0, T; V, V') := {u; ue L*([0,T]; V), v’ € L*([0,T]; V')}.

On doit tout de méme préciser la définition de u’. Pour u € L2([0,T7]; V), on pose pour
tout ¢ € D(]0,T)

T
w(6) = - [ e a

0
On dira que v’ € L2([0,T]; V') 'l existe v € L2([0,T]; V') tel que :

T T
L o(D)6(t) dt = — JO W@ (1) dt, Yo e D0, T]).
Un point qui a été passé sous silence lors de I'analyse du systeme est la condition ini-
tiale. Pour que le choix des espaces de solutions soit parfaitement satisfaisant il faudrait que
pour toute fonction w € W(0, T; V, V') la quantité u(0) ait un sens. Heureusement pour
nous, chaque élément de W (0, T; V, V') posséde un représentant continu borné, précisément
W0, T; V, V') — CY([0, T[; H), ou CY([0, T[; H) est Pensemble des fonctions continues
bornées sur [0, T'[ a valeurs dans H. Cela confirme le choix des espaces W. On donne mainte-
nant sans démonstration quelques propriétés utiles de ces espaces. Elles peuvent étre trouvées
dans [37].

Proposition A.2.2. L’espace W (0, T; V, V') muni de la norme

T 1/2
fulw = GulBagozyon + I s = ([ (OB + @31 )

est un espace de Hilbert.
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Théoréme A.2.3. Soit 0 < T < +o0. Tout ue W(0, T; V, V') est presque partout égal d
une fonction continue bornée de [0, T| dans H. De plus, on a :

W, T; v, V) = G([0, T[; H)
Uespace CP([0, T[; H) étant munit de la norme de la convergence uniforme.

Remarque A.2.4. Poura, b tels que [a,b] < [0, T[, on peut parler des traces u(a), u(b) € H
d’un élément w e W(0, T; V, V).

Une conséquence importante de ce théoreme et de l'existence des traces est la formule d’in-
tégration par parties relative aux espaces W.

Théoréme A.2.5. On suppose [a,b] < [0, T[. Soit u, ve W(0, T; V, V). Alors

b b
f W' (t), v(t)w,y dt + J W'(t), ut)v,v dt = (u(b),v(b)) — (u(a), v(a)).

Proposition A.2.6. Pouru, ve W(0, T; V, V'), veV, on a

d
W (t), v,y = (), v),  dans D/(J0, T).

Le Théoréme de Lions permet d’établir dans un cadre abstrait général, 'existence et 1'uni-
cité de solution variationnelle pour des problemes d’évolution paraboliques. On commence
par préciser la formulation variationelle du probléme (A.8|). Pour presque tout ¢ € [0, T'[ on
se donne une forme bilinéaire a(t; u, v): V x V — R vérifiant les propriétés :

1. la fonction ¢ — a(t; u, v) est mesurable Yu, v eV,

2. il exsite M > 0 tel que |a(t; u, v)| < M|ul| ||v| pour presque tout ¢t € [0, T[, Yu, v eV,

3. il existe @ > 0 et C > 0 tels que a(t; v, v) = a|v|? —C|v|? pour presque tout t € [0, T7,

Yve V.

La démonstration du théoréme qui suit peut étre trouvée dans [37].

Théoréme A.2.7 (J-L. Lions). Etant donnés f € L*([0, T[; V') et ug € H, il existe une
unique fonction uw e W(0, T; V, V') telle que

%(u(), v) +a(; uv), v) = (f(+), v), au sens de D'(]0, T[) pour tout veV
(A.9)
u(0) = up.

Remarque A.2.8. Remarquons qu’d l’aide de la Proposition[A.2.6, on peut réécrire (A.9)
d

sous la forme @u() + A()u(-) = f(-) au sens L*([0, T, V'). Ce qui montre que le Théoréme

de Lions permet de résoudre dans un cadre général le systéeme (A.8)).
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Annexe B

Preuves

B.1 Preuves des Propositions [2.4.4, (2.4.5] [2.4.0|

Preuve de la Proposition On cherche & estimer la norme L? de b; - V,u®, i €
{1,...,m},e > 0. On cherche a utiliser les translations le long du flot Y; et d’estimer la norme
L? de (uf(t,Yi(h;y)) — u®(t,y))/h uniformément par rapport & h € R* et ¢ > 0. Par soucis
de simplicité, ces estimations seront justifiées uniquement pour des fonctions et coefficients
réguliers. On utilise pour écrire le commutateur du membre de droite de et on
multiplie de chaque coté de ’égalité par b; - Vyu®. En intégrant par rapport a y sur R™ et
en remarquant que la contribution du terme singulier %b - Vy(b; - Vyu®) s’annule par I'anti-
symétrie de I'opérateur b-V,, on obtient

%% (b V) dy+JRmD S0 V(1)) - V(b - Vyus (1)) dy (B.1)
me[bz,D () - Ty (bs - Vyu(t) dy
+f D(y - Vydivyb; (b - Vyus(t)) dy.
.

Les hypotheses (2.26]) nous donnent

DV (bi - Vyu(t)) - Vy(bi - Vyus (t)) = Q'?DQ'”? (B.2)
. P2V, (b; - V,ul (1)) @ PY2V, (b; - V,us (1))
> o P2V, (b - Vyus (1)) P = |V (bi - Vyu (1)
=a Z(bj -V (bi - vyug(t)))Q-
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En combinant ( et (B.2), on est amené a

ld or £ R R, e |2
92 dt ”vy “L2 R™) Ta “V ®Vyu (t)HL2(Rm)
<= 3% [ DIV ) 9,0 W0
=1 ™ _
!
+ Z Dvyu ) - Vo (divyb;) (b; - V,us () dy .
=12 ’
On cherche & borner le terme I} du membre de droite de (B.3)) et on écrit
I} =J R[b;, DI'R:'"R7'Vuf () @ "RV (b; - Vyu(t)) dy (B.4)
=| R[b;, DI'"R: Vi (t) @ Vyi(bi - Vyu(t)) dy.
Rm
On note que pour tout j € {1,...,m} on a
bj - Vy(bi - Vyu©(t)) = bi - Vy(bj - Vyus (1)) — [bi, bj] - Vyus ()
=b; - Vy(bj - V,us(t Z afiby, - Vyus(t)
et on obtient ainsi
Vb - Vyus (b)) = b - Vy (VEuS (1) — AVl (t) (B.5)

ou A; est la matrice qui & l'entrée (j, k) donne afj. Donc (B.4), (B.5) donnent
Il = f R[b;, DI'R: Vus(t) ®b; - Vy(VEu () dy

- R[b;, D]'R: Vus(t) ® AV us(t) dy
=:J} + J2.
Pour estimer le terme J!, on utilise la symétrie du champ de matrices D et la formule
bi - Vy(R[bs, D]'R: Vi (t) @ Ve (t)) = bi - V(R [bi, D]'R) : Vs (t) @ Vi (t)
+ 2R[b;, D] 'R : VJus (t) ® b; - Vy (ViU (1))
Une intégration par parties nous donne que

2 i J}

=1

- J divyb; R[b;, D]'R: VEu (t) ® Ve (t) dy

- fkmi bi - Vy(R[bs, D]'R) : Vi (t) ® Vius (t) dy

(Z |divyb; ||z | R[bi, D] R|| 10 +
i=1

< [V (8) Pz g

i R[b;, D]'R)

)
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L’estimation du terme J? est obtenue grace a I'hypothese (2.38)
| JZ| < | R[bi D] R pon oy A oo (o) |V " ()1 2 gom

et en fin de compte il existe une constante C; dépendant des quantités maxi<i<m ||divyb;| o,
maxi<i<m || Al Lo, maxi<icm |R[bi, DI R||1e, | 2%, bi - Vy(R[bi, DI*R)| 1 telle que

m
2.1
i=1

Pour le terme I? on écrit, en utilisant I'inégalité (R(y)D(y)‘R(y) : R(y)D(y)*R(y))*/? <
|D|H%)7y eR™

< CLIVEGE () Boggny, tERy, >0, (B.6)

|17] =

f RD'R'R'V,uf(t) - 'R™IV,(divyb;) (b; - Vyus(t)) dy
< 1Dl 19 5div, il oy [ V50O - 9,00
<Dl g | Vi divybi | oo ey | Vg (8) | 72 oy

ce qui implique D'existence d’une constante Cy dépendant de max ||V5divybi|\ Lorm) et
<it<m

| D] HE telle que

< C2HV5U€(75)H%2(RWL)= teRy, €>0. (B.7)

m
2,1
i=1
En combinant (B.3)), (B.6)), (B.7) et en utilisant le Lemme de Gronwall on obtient

IV 5 ()| 2 @my < OV U 2y, Ry, €>0

t
¢ R R e(C1+C’2)t R
”vy ®V, UEHLQ([O,T];LQ(RW)) < WHV?J umHLZ(Rm)7 e > 0.

La Remarque [2.4.3|nous donne donc les deux premiers points de la conclusion. Pour le dernier
on observe que

O (t,z) = o (t, Y (t/e; 2)) + %b(Y(t/s; 2)) - Vyus (t,Y (t/e; 2)) (B.8)
~ div, (DVyu(1) (¥ (t/2 2))

qui implique que
[260° (1) | 2ggm) = Idivy (DY (8))] 2 m)-

Un calcul direct donne
divy(DV,u®) = divy(D'RVju®) = divy(RD) - Vu® + RD'R : 0,(Viu )R
= divy(RD) - Viu® + RD'R: V] ® VJu®
et donc
iglg ”atUE”LQ([O,T];L?(]Rm)) = ig%’ |divy (DVyuf) HLZ([O,T];LZ(R’”))
S ﬁHdivy(RD)HLOO(Rm) igg va]fUEHLOC([O,T];L‘Z(Rm))

+|D|ug sup IV ® Vs 2oz @my), T € Ry
€
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Preuve de la Proposition [2.4.5] Pour tout 4,7,k € {1,...,m} on introduit les notations
ui = b; - Vyus,vf = b - V0%, uf; = bj - Vy(bi - Vyu©), v = bj - V. (bi - V207), ugyy = bi - Vi (b -
Vy(bi- Vyu?)) et v5y = by -V (bj- V(b - V,0%)). Avec ces notations, I'équation devient
0vuf — divy (D) Vo) + b Vyu = divy ([br, D] RYJu) + DR - ydiv, b
En prenant la dérivée b; - V,, on obtient
opus; — divy (D(y)Vyus;) + éb - Vyus; = divy([bj, D] "RV [u$) + RD 'RV ['uf - V[idivyb;
+bj - Vydivy([bs, DIVyuf) + bj - Vy (D 'RV U - Vydivyb;). (B.9)
Grace a la formule de commutation , on a
bj - Vydivy([bs, DIVyu®) = [bj - Vy, divy([bi, DIVy)]u” + divy([bi, D]V, (b; - Vyu®))
= divy([bj, [bi, D]|Vyu®) + [bi, D]Vyu® - Vydivyb; + divy([b;, D]Vy(b; - Vyu))
= divy([bj, [bi, D]] 'RV u®) + R[bs, D]' RV fu® - V idivyb; + divy([bs, D] 'RV fuS). (B.10)
En combinant et (B.10]) on a
opus; — divy (D(y)Vyus;) + éb - Vyus; = divy([bj, D] 'RV [Ju$) + RD'RV s - V idivyb;
+ divy([bj, [bi, D] "RV Ju®) + R[b;, D' RV u® - V]idivyb;
+ divy([bi, D] "RVJu5) + bj - Vy(D'RV u - Vydivyb;).

En multipliant par u;; et en intégrant sur R™ on obtient

%% f (ufy)* dy + meDvyufj - Vyus; dy = — RmR[bj, D]'RV s - Vitug; dy
+ f mRDthfu;? -V itdivyb; uf; dy + JRmdiVy([bj, [bi, D]]' RV Ju)ug; dy
+ J mR[bi, D] tRVgus . Vg(divybj)u% dy + JRmufjdivy([bi, D] tRVguj) dy
+ f mufjbj - Vy(D'RV uf - vy (divybi)) dy
= K+ K+ K+ Ky + KD+ K. (B.11)
Les hypotheses nous assurent que, cf.
DV ;- Vyus; = o P2V 7 = of Vg |2, (B.12)

De manieére similaire on obtient

VE(uE) = by - Vy (V) — A,V

ce qui nous autorise a remplacer K}] par

Kb = | Rlby, DI RYui(e)- 4,95 6) dy
1

+ 3 mebj - Vy(R[bj, D] ‘R): Vguf(t) ® fouf(t) dy

1
+3 J (divybj)R[bj, DI'R : V[ fus (t) @ Viius () dy.
R

m
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Gréace aux différentes hypotheses faites on sait qu’il existe C3 (ne dépendant pas de € ou t)
telle que

NgE
NgE

K| < Cs| V) @ Vs () |72@m), t€Ry, €>0.

<
Il

—
-
Il

Jut

De méme il existe une constante Cy (ne dépendant pas de € ou t) telle que

NgE

K3 < Cu| Vi@ Vi (1) |ogm), tE€Ry, €>0.

<
Il

_
-
Il

—_

On travaille maintenant sur le terme Kfj, qui s’écrit

i = [ a0, (B s DI - V0
+ JR us; (t)R[bj, [bi, D] 'R : Vi ® V(1) dy.

m

Il est facile de constater qu’il existe C5 (ne dépendant ni de ¢ ni de t) telle que

2 L UES + IKS + K5 < Cs (V3 ® Vifu® () 2em) V3w (8)] 2 @em)
j=1li=1

+|\Vf®Vqu(t)H%2 gy ), tERL, €>0.
(R™)

On estime K?;. Pour tout 4,5 € {1,...,m} on a
i

et donc Kf} s’écrit

Z J (t)div, ([bi, D] 'RV (1)) dy
+ f muii (t)divy([bi, D] tRV?uj(t)) dy
=Y | Viafui(t) - R[bi, D] 'RV [us(t) dy
— Rmvf(bi - Vyus(t)) - R[bi, DI'RVus(t) dy = K + K.

Clairement, il existe une constante Cg (ne dépendant ni de ¢ ni de t) tel que

20 2 KD < Co (IV © Vs () 2 om | Vg u® ()] 2 e

j: =1

—_

+\|V5®fou5(t)||%2 gy ), tERG, €>0.
(R™)
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Pour le dernier terme Kigj on utilise (B.5)) et on obtient comme précédemment
KS = | AVIE() - Rlb;, DI'RVus(t) dy
Rm
— f bi - Vy(Vius(t)) - Rlbi, D]'RV Jus(t) dy

R, e R, e
= | AV, u5(t) - Rlbi, D] tRVy us(t) dy

Rm
1
t3 J m(divybl-)R[bi, D]'R: Vzlfu;(t) ® fou?(t) dy
1
+3 f by - Vy(R[bi, D] 'R) : VuS(t) @ VEuS(t) dy

ce qui implique qu’il existe une constante C7 (ne dépendant ni de £ ni de t) telle que

m m
PMIDIKG < Cr|VE@ Vi (t)|72gmy, tERy, &> 0.
j=li=1

En assemblant (B.11]), (B.12)) et toutes les estimations K7, 4,5 € {1,...,m},r € {1,...,8} on
déduit que
1d

531V ® Vi l@m) + @l Vy ® Vi ® Vw2 (mm) < CIVy ® Vyul |2y

7
x (V@ Vi | o) + |[Viul | 2@m) , C =, Cr.
r=3

En appliquant le lemme de Gronwall on obtient, pour une certaine constante C'r dépendant

de T des coefficients ozfj, des champs de vecteurs b; et du champ de matrices D

IVE® VI | o o, 02®m)) = IVE ® VEVE| o0 0, 77:12 (R
< CT(|‘V§U1HHL2(RM) + ”V?}j‘ ® VﬁumHLz(Rm)), e>0

et

V5 ® Vi ® Vyul| 2o rp2@my) = [VE® VE® VI L2((011:L2em))
< CT(vauinHL2(Rm) + HV5 ® Vguian(Rm)),E > 0.
Pour estimer d; VEv® on prend la dérivée directionnelle b; - V, de (B.§). Etant donné que les
champs de vecteurs b;, b sont en involution, c’est & dire [b;,b] = 0, les flots Y;, Y commutent
[5, 4], et donc la dérivée le long de b; commute avec la translatée le long du flot de b (on
prend la dérivée par rapport & h, en h = 0, de I'égalité f(Y (s;Yi(h;-))) = f(Yi(h; Y (s;5-))) ).

On déduit que
Oe(bi - V0°)(t, 2) = [bi - Vydivy (DV,u®)](Y (t/e; 2))

ce qui implique
[0:V o™ (1) | 2m) = | V1 divy (DVyu ()| 12 (rom)
= |VRdivy (D 'RV (£)) | 2oy
= |Vf(divy(RD) - V(1) + VH(RD'R : VI ® Ve (1)) 2
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Pour tout i € {1,...,m} on a I'égalité

div,(RD); Z bj - Vy(RD'R)ij + > (RD'R)ydivyb;. (B.13)
Jj=1 j=

H

En effet, pour tout ¢ € {1,...,m} on peut écrire (ici (ex)1<r<m €st la base canonique de R™)
m
. >, (RD'R)y; Ry}

]:

m
(div,RD); = div,(RD'R'R™} Z 0y

—_

ZZ [(RD"R)y;(b; - ex)]

37

= > divy[(RD'R);;b;].
j=1

Grace aux hypothéses et a , il est facile de voir qu’il existe une constante ne dépendant

que des azj, des champs de Vecteurs b; et du champ de matrices D telle que

10:V Ev® | L2@my < CUIVU (1) L2@my + [V ® Vifus (8)] 2 m)
R R R
+[VE @ VE® VI ()] am).
Etant donné que Vgug , Vf ® Vé?uE satisfont des estimations de régularité uniformes dans

L7([0,T]; LA(R™)), et VE® VE @ Vue dans L2([0,T]; L*(R™)), on obtient que pour tout

T e R,, il existe une constante C’T (dependant uniquement de T, o, o¥:, b;etD) telle que

’L]’

H&,givg||L2([0,T];L2(Rm)) < C’T (vaum”Lz(Rm) + HV?@ VfuinHLz(Rm)) , €> 0.

1
Preuve de la Proposition 2 4.6l On réalise exactement les mémes calculs que pour la
preuve de la Proposition 4| (Pabsence du terme fb Vv dans ne change rien).

Néanmoins, il nous faut tout de méme vérifier que lensemble des hypothéses faltes sur le
champ de matrices D dans la Proposition sont également vérifiées par le champ de
matrices (D). Par le Théoréme on a que t<D> = (D), (D) e HE, |{D)|uz < |D|ug,
QY2 (D) QY2 = al,,, et donc les hypotheses sont vérifiées pour le champ de matrices
(D). Nous avons également a montrer que R[b 1,<D>] 'R e L*(R™), divy(R{(D)) € L*(R™),
S bi - Vy(R[bi,{D)]*R) € L*(R™), a partir du fait que cela est vérifié pour le champ de
matrices D. Le point clé est que pour tout i € {1,...,m}, les groupes (G;(h))ner, (G(3))ser
commutent, avec G;(h) étant défini par

Gi(h)A = Y, (hs Y A(Yi(hs ) oY, (hs ).
On voit facilement que pour tout s, h € R

(G(s) 0 Gi(h)A = G(5)(Gi(h)A) = 0Y ! (s5;-)(Gi(R) A) (Y (s;-)) 'Y 1 (s;-) (B.14)
= Y (5; )Y (B Y (5 ) A(Ya(h; Y (55-))) FoY;H (B Y (s5-)) FoY (s )

(Gi(h) 0 G(s))A = Gi(h)(G(s)A) = Y, (hs ) (G (s)A)(Yi(h; ) 0¥~ (hs ) (B.15)
= 0Y; (s )oY ™ (53 Yilh; ) A(Y (53 Yi(h; ) Loy~ (s Ya(hs ) LoV (hs ).




Du fait que les champs b et b; soient en involution, on a
Yi(h;Y (s5-)) = Y (s;Yi(h; ) (B.16)
et par différentiation
OYi(h; Y (s3-))0Y (s;-) = 0Y (s;Yi(h;-))0Yi(h; )
ce qui s’écrit
oY (53 )oY, (Y (s30)) = oY, M (hy )oY (s, Yi(hy ). (B.17)

En combinant (B.14)), (B.15)), (B.16)), (B.17)) on obtient la propriété de commutation entre les
groupes (G;(h))ner, (G(8))ser, pour tout i € {1,...,m}. L’hypotheése R[b;, D]'R € L*(R™),
ou de maniére équivalente [b;, D] € H, 220, peut étre comprise au sens D '(R™), ¢’est-a-dire, qu’il

existe un champ de matrice, noté [b;, D], qui appartient & H¢, tel que pour tout A € CHR™)
on a

D : (=b; - VA — (divyb;))A — "0b;A — Adb;) dy = f [bi, D] : A dy. (B.18)
RmM

On introduit lopérateur L;(D) = [b;, D] et son adjoint formel
L} (A) = —b; - V,A — (divyb;) A — '0b; A — Adb;, Ae CLR™).

En utilisant ces notations, (B.18|) devient
D: LI A)dy = f Li(D): Ady, AeCHR™).
Rm m

On remarque que Hggo est le dual topologique de I’espace
Hb = {A :R™ — M, (R) mesurable : J (P(y)A(y) : A(y)P(y))"/? dy < —l—oo}

et donc [b;, D] € HE ssi il existe une constante C; telle que {p,.D : L¥(A) dy < Ci|A| w1, pour
tout A € CL(R™). Un calcul direct montre que si B € HE est tel que Gj(h)B € Hg pour tout
heR and h € R* — (G;(h)B— B)/h est borné dans Hp, alors (G;(h)B — B)/h converge vers
L;(B) faiblement * dans Hg, lorsque h — 0. En effet, pour tout A € ClR™) < HL, on a

' B —1(p. oWV EAYV =L (B )
JmG’(h)fB - Ady :fmayl (; y>B(YZ(h’yZL) i (hiy) = B 5 ay
i fmaYi(—h; (i) Bl ) A Tlhi ) = BW) ) g,

— % Rm{det(aY;(*h; 2))0Y;(—h; 2) B(2) '0Yi(—h; z) : A(Y;(—h; 2)) — B(2) : A(2)} dz

:J det(0Y;(—h; z)) — 16Yi(—h; 2)B(2)'0Y;(—h; 2) : A(Yi(—h;2)) dz

h
{OYi(—h; 2) A(Yi( =3 2))Vi(~h; 2) — A
o[ B s OACRDAN b )OVi(hi2) — A
RrRm h
P div,b; B(z) : A(z) dz — f B(z): (b - V,A+ "0b;A + Adb;) dz
- Rm m

_ f B(2): Li(4) da.
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On déduit que toute limite faible * dans H, 220 vérifie

J w lim Gi(hk)BB:Adsz‘ B:L(A)dy
m hk—>0 hk m

pour tout A € C}(R™). Ainsi, toute la famille (G;(h)B — B)/h converge * faiblement dans
H&O, lorsque h — 0, et L;(B) = limp_,q Gi(h)#, * faiblement dans H&O.
On cherche & montrer que pour tout s € R, on a L;(G(s)D) = G(s)(Li(D)), et donc

G(s)D: L (A)dy = | G(s)Li(D):Ady, AeCHR™). (B.19)
R™ R™

Par un argument de densité (noter que B,, — B converge * faiblement dans H&O , implique
que G(s)B, — G(s)B converge  faiblement dans Hg, pour tout s € R) il est suffisant de
montrer que L;(G(s)B) = G(s)L;(B) pour tout champ de matrices B, régulier & support
compact. Considérons un champ de matrices B régulier a support compact. Evidemment,
pour tout h € R* on a G;(h)B € HE et Gi(h)# — L;(B) * faiblement dans HE, lorsque
h — 0. On en déduit que G;(h)G(s)B = G(s)Gi(h)B € Hg pour tout h € R et

Gi(h)G(s)B — G(s)B _ G(s)G;(h)B — G(s)B
h h

W N G(S)Lz(B)

= G(s) h h—0

* faiblement dans Hg. Par la remarque précédente, on obtient que L;(G(s)B) = G(s)L;(B)
pour tout s € R. Il est maintenant facile de voir que L;({D)) = [b;,(D)] € HE, si Li(D) =
[b;, D] € HQ En effet, en moyennant (B.19)) par rapport a s on obtient que

f JG YD ds: L} (A dy—J fG yds: Ady, AeCHR™).
RMS RmS

En tenant compte du fait que g So s)D ds — (D) dans Hgqoc, lorsque S — +o0, que
PLY(A)P € Hg et en notant egalement que

‘;f: G(s)Li(D

On en déduit que la limite faible * de < S

Sf G($)L(D) 1z ds = |Li(D)] 5.

0 ds) dans Hggo satisfait

me<D>:L:(A> dy = f we lim ~ f SG(s)Li(D) ds: Ady

pour tout A € CH(R™) = H}, ce qui signifie que L;((D)) = limg_ 40 § Sg G(s)Li(D) ds, *
faiblement dans H¢. En particulier |L;({D))| HE < |Li(D)| HE-

On se concentre maintenant sur Uhypothése > 1" b; - V, (R[b;, D]'R) € L*(R™). Pour tout
seRona

RG(s)[bs, D]'R = ROY ~Y(s;)[bs, D](Y (s;-)) oY ~(s;-) 'R = (R[b;, D] 'R)(Y (5;-))
et étant donné que [b;, b] = 0, on obtient que

bi - V.(RG(s)[bi, D] *R) = b; - V.((R[b;, D]'R) 0 Y (s;-)) = (b; - Vy(R[b;, D] 'R)) o Y (s;-).
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En multipliant par un champ de matrices régulier & support compact A € C}(R™) et en
moyennant par rapport a s, on obtient

div,b; ¢ 1 (° ¢
J J G(s : RARdz—f SJ G(s)Li(D) ds: "R(b; - V,A)R dz

1 ¢
- JRWSL (bi - Vy(RL;(D)'R))(Y (s;2)) ds : A(z) dz.

On utilise maintenant la convergence * faible dans H&O

1 (s
Jim 5 | Gs)LD) ds = L(D))
et le fait que 'RAR € Hp, divyb; € L*(R™) implique que

f Zdlvzb RL;({D))'R: A dz —f ZRL (DY) 'R :b;-V,Adz (B.20)

7,

JWSETwSJ Zb -V (RLi(D)'R))(Y (s;2)) ds : A(z) d=.

Pour passer a la limite dans le dernier terme intégral, on utilise la convergence  faible dans
L*(R™), étant donné que la famille (37", (b; - Vy(RL;i(D)'R)) o Y (s; -))SGR est bornée dans
L*(R™). On déduit que

m S m
20 VY (RL(D)) 'R) = w i f 20 Vy(RL(D) ) o Y (57) ds € L"),

Il reste & observer que pour tout s € R, div,(RG(s)D) = div,(RD) oY (s;-) (voir (2.67) pour
les détails), ce qui implique

div,(R{(D)) = w+ lim J divy(RD) oY (s;-) ds € L (R™)

S—+0 S

ot, comme précédemmment, le derniére limite peut étre comprise au sens faible x L*(R™).
1

B.2 Preuve de la Proposition

Preuve. (de la Proposition |4.7.1))
Continuité de n

On montre que %g(f(s — s) [G(S)CVUQS —limg 400 o Sgl G(s")CVuyy ds’] ds converge,
lorsque S — 400, fortement dans X¢, pour tout u € H}D. Ce qui impliquera que n(u,v) est

bien défini pour tout (u,v) € H}; X H}g. On utilise la décomposition de 1'espace H} suivante
Hp = ®uen(Ey, 0 H}). Siue Eyn Hp, on sait par le Lemme m que

S’ S’

l / r i / r o
Slgﬂoo o G(s )CVugy ds' = Sliriloo < G(s )CVuds ={(C)Vu =10
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fortement dans Xq et donc, par (4.52)), on obtient que

1 s 1 s / /

im = - - < / B.21
SLHEOO SJ@ (S —s) | G(s)CVuas Slig-loo o G(S )CVugy ds' | ds ( )
_ 19 {Lewal vad
=5 $)1 gz C(8)Co ¢ Vu ds

1
= —g[(s — 5)G(s)CoVulf§ j G(s)CoVu ds Pt CoVu —(Cp)Vu = CyVu

fortement dans Xg. Supposons maintenant que u € Ky, N Hp,n e N*. On sait par le Lemme
5.5 que
S,

1 1
lim — G(s’)C’Vuzs/ ds’ = §Pr0jg4AnCVU +

T
g Prol]g4A CV——

ZW Vo

fortement dans XQ et donc

S/
fu(s) :== G(s)CVugs — Slirfrlooé G(s")CVugy ds' = U(s)Vu + V(s)V \/%u
avec
1 . ) 1
U(s) = cos(v/4M,5)G(s)C — §PI‘OJ&MnC, V(s) = sin(v/4A\ps)G(s)C — 5 \/KPI"OJSM C.

On note que ’hypothése (4.53) implique que

L C— Proj54/\ C
_L mn»y T e~ n = b —_— 9
A (C v > (O i, )

ou les opérateurs L, Ly, sont considérés comme agissant dans Hg 1oc, HQloc X HQloc TES-
pectivement, voir la Remarque On a

L C — Proj C

4\ 4\,
G(s)C — G(s)Projg,, C

= (sin(\/ms), - Cos(ms))

I,
On obtient que
sin(x/2hns) G (5)C = sin(x/Zhns) [cos(\/ms)Proj%o + sin(@s)\/anProjg4An c}
G(s)Proje,, C ’
4)\,1% [COS(@S)G(S)C,Z — sin(\/ms)G(s)f)\nCn]
et
cos(x/Dhns)G(5)C = cos(x/Thns) [COS(\/RS)ProngnC + sin(\/m.s)\/anProngn C]
) Py, O ’
4)\,1% [sin(ms)G(s)Cn + cos(\/ms)G(s)\/f)TLCn] .
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Ainsi, les champs de matrices U(s), V(s) s’écrivent

U(s fcos (47/Ans)Projg, C’—l— sm (40/Apns) PrOJg4A C
L
4)\n% [sin(«/4)\ns)G(s)Cn + cos(\/ 4, 5)G(s) \/an] (B.22)
1
Vis) = §Sin(4\/)\nS)PrOjg4)\ cos (4r0/ Ans) PI'OJ&M C
L
4)\n% [cos(\/él)\ns)G(s)Cn - sin(«/4/\ns)G(s)\/an] . (B.23)
On rappelle qu’on cherche a établir la convergence, lorsque S — 400, de la quantité
S
;L(S—s) SJ —s{ s)Vu + V(s )V\/%u} ds
dans Xg. On observe que
i L 705 = 5) cos(d/Ans) ds — 0, 1 1F(s ) sin(dy/Ans) ds = —
SiIJIrlocSO — §) cos ns) ds = 7SiIJIrloOSO s) sin nS 8—4m.
(B.24)

Apres une intégration par parties, on a

_l S(s—s) 4)\an {&n(@s)G(s)Cn—l—cos(\/K s \/L n} dsVu
sf _ $/In, C‘f [COS(MS)G(S)CH—SJH(\/KS \/L n} dsv \/%
= LC,Vu — \/Mcnv\/%u + ‘/? LS Gan, (s) <C n) ds ( w) .
(B.25)

Comme Projg,, Cp = 0, on sait, voir Remarque W que

r+S
lim QJ (cos(V/4An8)G(s)Ch, sin(v/4Ans)G(s)Cy) ds = (0,0)

dans Hg 1oc X Hg loc- Cela implique que

. L
1 r+S L
= lim SJ <COS(MS)G(S)C}L—sin(«/4)\ns)G(s)C’n,

S—+0o0 4)\77,

L

sin(y/4X\,s)G(s)Cy, + Cos(\/4/\ns)G(s)4)\nCn) ds

= (07 O)
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dans Hg 1oc X Hg 1oc- Comme Cy,, \/%TC" appartiennent a H, 220 et Vu, VL/\U appartiennent
a Xp, on montre, en adaptant les arguments de la preuve du Lemme
forte dans Xgq

1] la convergence

I 1JSG ) (Cor =L} as (V-Tou,—vu) =0 (B.26)
m — ny - oy o —n AR W = . .
Sotw § )y T AnlE in, S\

Enfin (B.22)), (B.23), (B.24)), (B.25), (B.26)) nous ameéne a la converge dans X¢ de la quantité

1 (s 1
SETooSL (S —s)fuls) ds = [8\/7 mProku C+LC ] Vu
T
[8\/7Pr0‘]54A C - «/4)\710”} Vﬁu. (B.27)
On a donc montré que < So u($) ds) . converge dans Xq, lorsque S — +00, pour
S>

tout u € vect Upen (Ey, N H P). En vue de justifier 'existence de la limite précédente pour
tout u € H}j, on va donner une majoration de la quantité < So w(S) ds) dans Xg
S>0

uniformément par rapport & S > 0 et pour u € vect Upen (Ey, N HP) ]u\H}D < 1. En effet,

par (B.21) on a

Y REERIABEE

0

< 2|Colug |Vulxp, ue Eon Hb
XQ

et par les calculs précédents, la Remarque [4.5.4] et quatriéme point de la Remarque [£.4.4] on
obtient que pour tout u e E), N H}), n e N*

1 JS

— | (S—9)fu(s)ds ' Proj C” + |Proje,, Cluy= | |Vulx

’S 0 2\/ VAN, e B Eaxn ~1HG P
+3\/4/\ [ \/K + |Cn’H5> |vu’XP
< 2 C v 64/ A\ | |C L C, \Y
X m| |HggO | u|XP + n | n|HS§ + \/m n | U|XP‘

Soit u € vect Upen (Ey, N Hp), clest-a-dire u = 22[:0 Un,un € B\, n Hb pour tout n €

{0,..., N}, et introduisons les quantités ¢, = |Cn’H(5° + ‘\/%—RCN

,n € N*. En utilisant
Hy

lorthogonalité des (Vuy,)o<n<n dans Xp, on déduit que

1

S

N
2
< 2|Co|HZJO’VUO|XP + Z [\/)\7|C|H$ + 64/ )\ncn] |Vun|XP

Xq n=1
N

. 1/2 N 1/2
< 2‘CO|HE§|VU|XP + 2|C|Hé§ (Z )\) ‘VU|XP +6 (Z Anci) ’VU|XP

n=1 n=1

1/2 1/2
< | 2[Colag +2|Clug (2 " ) +6 (Z >\n031> |ul i,

n=1 n>=1

JS(S —5)fu(s) ds

0
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ce qui signifie que n est bien définie et bornée dans Hp x Hp.

Anti-symétrie de n

Montrons maintenant que n est anti-symétrique. Pour cela, il suffit de montrer que pour tout
u € Hp on a la convergence dans X¢

'—+00 Sl

S S’
lim ;f (S—s) {G(S)CVUQS - Shm 1 G(S’)CVugs/ ds’} ds
0

0
= — lim 1 (S +s) {G(S)CV’UQS — lim 1 G(s)CVusy ds’} ds. (B.28)

S'—+w S/ i

En effet, supposons pour l'instant que (B.28|) est vrai. Comme le champ de matrices symé-
triques C' appartient a ker (-) n Héo , on sait par la Proposition W que

0

1
mC(u’ U) = ij S’llg-loo § G(S/)OVUQS/ ds’ - Vv dy

défini une forme bilinéaire symétrique bornée sur H: x Hb. On obtient, grace a la symétrie
de C' et m¢g

1 (¥
n(u,v) = J lim SJ — 5 { C’VUQS— hm — G(S/)CVUQS/ dsl} ds- Vv dy
R

m S—+00 '—+00 Sl

1 /
JRM SEIJ{l@ 5 f (S+s { $)CVugs — Sliriloo v | G( "NCVugy ds }ds - Vo dy

=— lim J (S+s) [ CVus - Vo_g dy — me(u, v)] ds
S 7S RTYL

S—+00

1 S
= — lim SJ (S—s) [ CVu_s - Vug dy — me(u, v)] ds
Rm

S—+00

S—s [ CVus - Vu_g dy — me (v, u)] ds
Rm

I

|
T
gB
|
%

m S—+400 S’ —+00 S/

S/
f lim g f —s) { (s)CVwys — lim 1 G(s’)Cvasx ds'} ds - Vu dy
R

= —n(v,u).

Le point clé pour justifier (B.28) est que (G(s))ser, (Gan,(s))ser,n € N* sont des groupes,
et donc que 'argument précédent est également vrai avec s € R_. Il est suffisant de vérifier

(B-28) pour u € vect Unen (Ey, N Hp). Si ue Ey n Hp, on sait par le Lemme que

0 0

1
G(S,)CVUQSI ds’= lim — G(s’)CVu ds' =(C)Vu =0

lim
5’400 S’

S'—+a0 S’
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fortement dans X¢, et par (4.52) on obtient que

1 0
L (54 5)G(5) OV ugg ds J (S + )3
S . 5

dSG(s)COVu ds

= % [(S + 5)G(s)CoVu]’ g — 5 f_s G(s)CoVu ds

—> CoVu —{(Cy)Vu = CyVu

S—+00
_ 1JS(S 11 G(s)0v lim — S,G( NOVugy ds' b d
- lim, 5 ], (5 =0 {600V i 5 | GI0Ta

voir (B.21). Supposons maintenant que u € E), n Hb,n € N*. Par le Lemme on sait
que

1 (v ) , 1
lim — G(s")CVuyy ds' =
S/

T
S'—to00 S’ 2 Pro.]&l)\ CV——

5Proje,, C’Vu—i— m

zr

fortement dans Xq et donc

1 0 0
-3 _S(S +5) {G(S)CVUQS - hrfrlOO 5

G(SI)CVUQS/ ds’} ds
1 (° T
-3 _S(S +s) {U(s)Vu + V(S)Vmu} ds

ou les champs de matrices U(s), V (s) sont définis par (B.22)), (B.23). En suivant les mémes
arguments que précédemment, on a

0 0
lim ;f (S + s)cos(4v/ Aps) ds =0, lim ;f (S + s)sin(4/ Aps) ds = S
-5 -5

1 (° d L
li o R i 4 n n 4 n n
SirfooSf_S(S—'—s)ds [sm(\/ An8)G(s)Cp + cos(v/4N S)G(s)mc ] dsVu
L
= T)\TLCnVu dans XQ

et

0
lim 1f (S + s)i [cos(«/ll)\ns)G(s)Cn —sin(4/4X\,$)G(s) L Cn] dsV——u
S—+mw S _S ds
=C, Viu dans X
" VA ©
Enfin on obtient, voir (B.27)), que
0

0
lim —% f (S +5) {G(s)CVugs - Jim 1 G0V ds,} s
-5

'—+a0 S’

1 _ T
{S\ﬁ \/KPrQ]&M C+ LC, ] Vu + [WPI‘O‘]&M"C — \/mcn] V\/Eu

. 1 s / /
= SETOO Sjo (S —s) {G(S)CVUQS - Sl_l}nioo 5 ), G(s')CVugy ds } ds.
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Formule de décomposition
Vérifions (4.55)). On suppose que u, v, Tu, Tv, Bu, Bv € H}D. Ainsi on a

n(u, Bv) — n(Bu,v)

1 S
- Sgl—ls-loo g f (S -0
S/
— lim J G(s")CVuqy - VBv — G(s')CVBugy - Vo dy ds’ ; ds.
S’ —+40w0 S, Rm

) { G(s)CVugs - VBv — G(s)CVBugs - Vu dy
Rm

On voit facilement que pour tout h € R on a

G(s)CVugs - Vup, dy = G(h)G(s — h)CV (ugs—p)n - Vop, dy
Rm, Rm

= G(s — h)CVusgs_p - Vo dy
Rm

ce qui implique, grace aux hypotheses u, Tu,v,Tv e Hp,C € HE que

G(s)CVuz, - VTv dy = lim | G(s )OVugs - VY gy

1
= lim — | [G(s — h)CVugs_p — G(s)CVugs| - Vu dy
h—0 h R™

- me[G(s)(D —(D))Vugs + G(s)CVTugs| - Vv dy.

En appliquant deux fois la formule ci-dessus et en tenant compte du fait que u, Tu, Bu
v, Tv, Bv € H}, on obtient

f G(s")CVusy - VBv — G(s')CVBugy - Vo dy = —J G(s")CVBuyy - Vv dy

+ f [G(s')(D — {(D))Vugy + G(s')OVTugs] - VT dy

m

— | G)D = (D)Vusy - VTvdy— | G(s)(D = (DY) YTz - Vo dy
RmM Rm

= f (D =<{D))Vuy - VTv_y dy — f (D =<{D)VTuy - Vo_y dy

d

=37 Rm(D —(D))Vug - Vo_g dy

et donc

S/
lim — J G(s')CVugy - VBv — G(s')CV Bugy - Vv dyds’
S’ —+00 Sl Rm™

1
= S’liriloo G f (D —{(D)): [Vv®Vu—Vu_g ® Vug/| dy = 0.
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De méme on a

S
;J (S—3s)| G(s)CVugs - VBv — G(s)CVBugs - Vo dyds
0 R™

1 s d
=3 ) (S — s)£ me(D —{(D))Vus - Vu_g dyds

1 S
- J]Rm(D —(D))Vu - Vv dy — 3 JO me(D —{(D))Vus - Vv_g dyds

Pt a(u,v) —m(u,v).

Condition d’orthogonalité
Vérifions que n(u,v) = 0 pour tout u,v € Ey, N Hll;., n € N. On note que pour tout u,v € Hp
on a

G(s)[P(Vv® Vu)P] = oY "L (s; ) P,[(Vv)s ® (V)] Ps 1Y 71 (s; )
=Y (s )Py oY T (s; ) TOY (55 )[(V)s @ (V)] dY (s5-) @Y L (s; )Py oY ~1(s; )

v v

G(s;I;:P tG(s)P=tP=P
= P(Vvs ® Vug) P. (B.29)

En particulier, lorsque u, v € Egn Hp, le champ de matrices P(Vo® Vu) P est laissé invariant

par (G(s))ser et donc, par le Lemme on obtient, voir (B.21]

n(u,v) = | CoVu-Vuvdy = f QCy : P(Vv® Vu)PQ dy
Rm R’I’TL

= | QG(s)Co: P(Vv®Vu)PQdy = | G(s)CoVu-Vvdy
R™ R

1 S
= meS Jo G(s)CoVuds-Vu dy s 0.

On considere maintenant que u,v € Ey, N H}D, n € N*. On montre que le champ de matrices

P <VU®V\/7)\;”U — V\/%v(@Vu) P
est laissé invariant par (G(s))ser. En effet, par la formule (B.29) on a
Tv
Vv ®V oW P = Vvs®Vr rvs@)Vus P

[ V*gv0+mnvfg vﬁ] [mEV*S ;F:f$n¢*@ ]

[COS (VAns)V f — sin(v/Ans) Vv] [cos(ms)Vu + Sm(ms)v\’/f)%]
Tu To

(VU®Vr VW®Vu>

On déduit, grace au Lemme que
® Vu) dy

-
JQP@*< N R

. T T
‘sliToomeSf G(s)C ds : (W@Vm mv@Vu) Y= 0.
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Un autre champ laissé invariant par (G(s))ser est donné par P <Vv ® Vu + V- T

P.
v )
Pour le voir, appliquer invariance précédente avec v, ———u € E nH%. Nous sommes main-

, appliq p T N Hp

tenant en mesure de montrer que n(u,v) = 0,u,v € E\, n Hp,n € N*. Pour tout s € R on
obtient, grace aux égalités usy = uy (Y (s';:)),v = v_g(Y(s';-))

G(s)CVusy -Vudy = | C(y)Vuy - Vu_g dy
R™ R

fm {cos Vs ) Vu + sin(y/ A\, s') \ﬁ] {cos VA ) Vo = sin(y/Ans”) \/7] y
=cos’(vVns) | Cly): Vo® Vu dy — sin®(v/Ans’) | C(y) : Tv Tu dy

Rm Rm vV )\n RV, >\TL

+ sin(+/Ans’) c0s(/Ans’) f () (v \Tﬁ \Tﬁ ) d

= cos®(\/ \ns') : Vo ® Vu dy — sin?(1/\,s") () \'Tﬁ’u V\Tﬁ

En moyennant sur [0, 5] et en passant & la limite S” — 400, on est amené a

m v v 1 T v Tu
. ' =5 SV Vu —V d
fRWS’h +o0 S’JG JCVugy ds'- Vo dy QJmC ( v Vu \/E® 1/)\n> Y

et enfin, grace a (B.24]), on obtient
.1 (¥ ) 1
n(u,v) = lim — (S —8) 4 |cos®(A/ A\ns) — = C:Vo® Vudy

S—+w0 S

o1

—— v Q®V— ud}ds=0.
r Y
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Etude mathématique des problémes paraboliques fortement
anisotropes

Résumé : Ce manuscrit de these traite de I'analyse asymptotique de problémes pa-
raboliques possédant des termes raides. Dans un premier temps, on fait ’analyse asympto-
tique d’un systeéme parabolique possédant des termes de transport raide. Une analyse a deux
échelles, basée sur des résultats de théorie ergodique, nous permet de dériver un systeme
limite effectif. Ce systeme effectif se trouve étre, de nouveau, un systeme parabolique dont le
champ de diffusion peut étre explicité par une moyenne du champ de diffusion initial le long
d’un groupe d’opérateurs unitaires. L’introduction d’un correcteur nous permet d’obtenir un
résultat de convergence forte, avec un ordre de convergence, pour des données initiales non
nécessairement bien préparées. On propose dans un second temps une méthode numérique
permettant de calculer le champ de diffusion effectif. Celle-ci est basée sur la combinaison
d’un schéma Runge-Kutta et d’un schéma de type semi-Lagrangien. L’ordre de convergence
obtenu théoriquement est mis en évidence de maniére numérique. On propose une méthode
numérique basée sur un splitting d’opérateur pour la résolution du systéme parabolique avec
termes de transport raide. Enfin, on effectue I’analyse asymptotique d’un systéme parabo-
lique fortement anisotrope. Sous de bonnes hypotheses de régularité, un systéme variationnel
effectif est proposé et I'introduction d’un correcteur adapté permet d’obtenir un résultat de
convergence forte avec un ordre de convergence. Les arguments utilisés relevent une nouvelle
fois de I’analyse a deux échelles et de la théorie ergodique.

Mots-clés : Analyse asymptotique, analyse multi-échelle, homogénéisation, théorie er-
godique, opérateurs de moyenne, schémas semi-Lagrangien.

Abstract : This manuscript is devoted to the asymptotic analysis of parabolic equations
with stiff terms. First, we perform the asymptotic analysis of a parabolic equation with stiff
transport terms. An effective limit model is obtained by a two-scale analysis based on ergodic
theory results. This effective system is again a parabolic system whose diffusion field is an
average of the initial diffusion field along a group of unitary operators. The introduction of a
corrector allows us to obtain a strong convergence result, with an order of convergence, for
initial data not necessarily well prepared. We propose a numerical method to compute the ef-
fective diffusion field. This method is based on a Runge-Kutta scheme and a semi-Lagrangian
scheme. The theoretically order of convergence is obtained numerically. We propose a nu-
merical method based on operator splitting for the resolution of the parabolic system with
stiff transport terms. Finally, we perform the asymptotic analysis of a strongly anisotropic
parabolic problem. Under suitable smoothness hypotheses, an effective variational system is
proposed. By using a suitable corrector, we obtain a strong convergence result and we are
able to perform the error analysis. The arguments relate again to the two-scale analysis and
the ergodic theory.

Keywords : Asymptotic analysis, multi-scale analysis, homogenization, ergodic theory,
average operators, semi-Lagrangian schemes.
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