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Introduction

Mon travail porte sur certains aspects de 1’arithmétique des ordinateurs qui est un des théemes
principaux de I'équipe AriC (anciennement Arénaire) du LIP, le laboratoire d’informatique de I'ENS
Lyon. J’évolue au sein de cette équipe depuis quinze ans maintenant. Un des objectifs généraux que
I'on y poursuit est 'amélioration de la qualité (précision, fiabilité, garantie), de la vitesse et du cofit
(en mémoire, en énergie, en silicium) des calculs en machine. On souhaite pouvoir ainsi produire des
logiciels fiables, rapides et portables et du matériel (processeurs, systemes embarqués par exemple)
rapide, fiable et moins cotiteux.

Une caractéristique de mon approche de ces questions d’arithmétique des ordinateurs est la mobili-
sation d’outils de théorie des nombres (plus précisément d’approximation diophantienne) et de calcul
formel (plus précisément de calcul symbolique-numérique) pour modéliser et attaquer ces problémes.

Apres des travaux de mathématiques, avec une coloration algorithmique et effective, sur des pro-
blemes de détermination de solutions de certains systemes d’équations aux différences, de calculs de
mesures d’irrationalité de certaines constantes et d’estimation de la taille des coefficients de Fourier de
fonctions modulaires, j'ai entamé en 2002 des recherches en arithmétique des ordinateurs en réfléchissant,
pour commencer, a des problemes de théorie des nombres qui y apparaissent.

Je me suis rapidement intéressé a ce qui concerne 1’évaluation des fonctions élémentaires, qui est
devenu mon sujet d’intérét principal. En collaboration avec plusieurs collegues, j’ai procédé a une étude
de fond de la plupart des étapes intervenant dans ce processus de synthese logicielle ou matérielle
de bibliotheques d’évaluation de fonctions en précision finie. A ma connaissance, elles constituent
I'état de Iart. Je me passionne en particulier pour des questions d’approximation de fonctions, que ce
soit en privilégiant l'efficacité du calcul de 'approximation ou celle de la qualité de I'évaluation de
I'approximation ou encore la certification de 'erreur d’approximation. Je présente mes résultats dans la
premiére (et principale) partie de ce mémoire. Les sujets des théses que j’ai co-encadrées relevent tous de
cette premiere partie.

La seconde partie sera consacrée a I’évocation rapide de

— la mise au point d’algorithmes de bas niveau pour accélérer certaines primitives pour le calcul

flottant ou la cryptologie a clé publique (couplages sur des courbes elliptiques).

— travaux, plus ou moins anciens, en théorie des nombres et plus précisément en approximation

diophantienne.

Enfin, je donne en annexe un bref rappel de mon parcours professionnel et de ma formation, une liste
de publications a jour et je présente un peu les theses et le post-doctorat que j'ai encadrés ou co-encadrés.
L'encadrement d’étudiants est pour moi une partie cardinale de mon activité et mon travail est influencé
en profondeur par l'interaction avec mes étudiants.

Les citations bibliographiques du type [n] renvoient a la liste de références en fin de texte et celles du
type J-n, C-n, ... renvoient a la liste de publications en Annexe B.
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Chapitre 1

Un petit peu d’arithmétique virgule
flottante

Avant de démarrer notre promenade, il nous faut rappeler quels sont les nombres avec lesquels nous
allons travailler. Il y a diverses facons de représenter les nombres réels en machine mais le meilleur
compromis a ce jour est celui offert par I’arithmétique virgule flottante. Le livre [156] lui est dédié et il
constituera notre référence principale pour toute question relative aux nombres flottants.

Définition 1.1. Un nombre flottant en base 5 (5 € N, 8 > 2) et précision p (p € N, p > 2), est un nombre de la
forme

N

ol :
— E, appelé I'exposant, est un entier relatif tel que E,,;;, < E < Epaq, les exposants Eip < 0 < Epgg
étant fixés;
— M est un entier naturel, appelé mantisse entiere, représenté en base 3, tel que P M| < BP—1;
— s € {0, 1} est le bit de signe de x.
Le nombre zéro est un cas spécial, cf. [156, Chap. 31, que 'on adjoint a I'ensemble des nombres flottants en précision
p. Cela donne un ensemble que I'on note F,.

Par exemple, en base 2, avec les bornes requises sur 1’exposant E :

— Fa4 est 'ensemble des flottants au format binary32 (anciennement single precision)

— Fs3 est 'ensemble des flottants au format binary64 (anciennement double precision)

— Fi13 est 'ensemble des flottants au format binary128 (anciennement quadruple precision)

Remarque 1.2. Cette définition est en fait celle d"'un nombre flottant normal. Pour simplifier I'exposition,
j’ai choisi de ne pas parler des flottants dénormalisés puisqu’ils n’apparaitront pas (ou marginalement)
dans le mémoire. On peut consulter [156, Chap. 2.1] pour la définition usuelle.

La base 2 est la plus commune et c’est avec elle que nous travaillerons dans tout ce texte. La base 10 est
aussi utilisée : c’est la base dans laquelle nous comptons et elle est utilisée pour les calculs financiers et
dans les calculatrices de poche. Le systeme de calcul formel Maple utilise lui aussi la base 10 pour la
représentation interne des nombres.

En 1985, le standard IEEE 754 [37, 3] pour 'arithmétique virgule flottante en base 2 a été publié,
suivi un peu plus tard par sa généralisation [36, 4] a I'arithmétique décimale, le standard IEEE 854. Cela
a contribué de fagon clé & mettre fin a un grand désordre : les progres en terme de précision, fiabilité
et portabilité des calculs en machine ont été trés substantiels. Ce standard spécifie notamment divers
formats, le comportement des opérations arithmétiques de base (+, —, x, + et , /) ou les conversions.
Actuellement, la plupart des systémes du commerce suivent les régles du standard. Une révision de
ce standard, appelée IEEE 754-2008 (qui inclut aussi ’arithmétique virgule flottante en base 10), a été
adoptée en juin 2008 [95]. La table 1.1 donne les principaux parametres des formats en base 2 de cette
révision.
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Chapitre 1. Un petit peu d’arithmétique virgule flottante

précision p | exposant minimal E,,,;,, | exposant maximal E,,,
binary32 (simple) 24 —126 127
binary64 (double) 53 —1022 1023
binary128 (quadruple) 113 —16382 16383

TABLE 1.1 — Principaux parametres des formats binaires (jusqu’a 128 bits) spécifiés par le standard [95].

En général, le résultat d'une opération (ou d’une fonction) sur des nombres flottants n’est pas
représentable exactement dans 1’arithmétique virgule flottante utilisée. Il y a donc besoin de procéder a
un arrondi, une opération clé en arithmétique flottante. Les quatre modes d’arrondi présents dans le
standard IEEE 754-2008 standard sont :

— larrondi vers —oco : RD(x) est la plus grande valeur (qui peut étre soit un nombre flottant soit

—00) inférieure ou égale a x;

— Tarrondi vers 400 : RU(x) est la plus petite valeur (qui peut étre soit un nombre flottant soit +occ)
supérieure ou égale a z;

— arrondi vers zéro : RZ(z) est le nombre flottant le plus proche de = dont la valeur absolue est
inférieure ou égale a la valeur absolue de z (il vaut RD(z) si z > 0 et RU(z) si x < 0);

— arrondi au plus pres : RN(z) est le nombre le plus proche de z. Il faut choisir une régle pour gérer
les cas ol = est exactement le milieu de deux nombres flottants consécutifs et on suit alors, en
général, la regle dite de «'arrondi pair » :  est arrondi vers le flottant dont la mantisse entiere est
paire. C’est le mode par défaut du standard IEEE 754-2008.

Les trois premiers modes sont appelés arrondis dirigés.

Quand on établit des propriétés sur les nombres flottants, il est assez naturel et commode de traiter

ensemble les flottants ayant méme exposant.

Définition 1.3. Une binade est un intervalle de la forme [2%, 281 ou ] — 2841 —2K] pour k € Z.

Si l'arithmétique virgule flottante semble aujourd’hui le choix de représentation le plus populaire,
I'arithmétique virgule fixe est encore extrémement courante dans le monde du matériel, des systemes
embarqués du fait de sa simplicité, sa vitesse et sa facilité d'usage.

Contrairement a I’arithmétique virgule flottante, il n'y a pas de formalisation standard de 1’arithmé-
tique virgule fixe. Il y a donc de nombreuses définitions et notations pour les nombres en virgule fixe.
Nous avons choisi la définition suivante, habituellement utilisée :

Définition 1.4. Soit un facteur d’échelle réel s > 0 et des bornes entieres m_ < m., un nombre virgule fixe est
un nombre de la forme
r=M-s,

oit M € [m_,m4] N Z est appelée la mantisse entiere de x.

Dans de nombreux cas, s = 27¢, ¢ € Z.



Chapitre 2

Quelques rappels d’algorithmique des
réseaux euclidiens

La structure de réseau euclidien intervient dans de nombreuses questions de mathématiques, d’in-
formatique ou de cristallographie [28, 80, 140, 39, 164, 150, 166] et je 1’ai utilisée, ainsi que sa riche
algorithmique, a plusieurs reprises dans mon travail. ]'en donne maintenant une bréve présenta-
tion, bien loin d’étre exhaustive, en regroupant les énoncés, sans démonstration, qui me seront utiles
dans la suite de ce mémoire. On trouvera des présentations compleétes et tres bien faites dans les
livres [28, 80, 140, 39, 164, 213, 38] et les theses [210, 99, 162, 198] ou encore 1’article [209]. Je me suis
beaucoup aidé de [209] et de [164, Chap. 2] pour rédiger cette synthese.

2.1 Notion de réseau

Dans tout ce chapitre, R™ est muni de sa structure euclidienne canonique et de la mesure de Lebesgue.
On notera (+|-) le produit scalaire canonique, c.-a-d. siz = (z1,...,%,) ety = (y1,...,yn) € R", alors

(wly) = 2191 + - + TpYn-

On pose ||z]|2 = (z]2)Y/? = (27 +--- + 22)Y/? et || 2]|c = max;<i<y |z:]. On notera vol(-) la mesure de
Lebesgue.

En dehors de la section 2.5 oi1 I'on considérera une norme quelconque, la norme par défaut sera la
norme euclidienne || - ||2.

Définition 2.1. Un réseau est un sous-groupe discret de R™ non réduit a {0}.
Nous utiliserons plutdt comme définition celle donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.2. Soit L une partie non vide de R™, L est un réseau ssi il existe des vecteurs by, ..., bg R-

linéairement indépendants tels que
L=72b®- D ZLby.

La famille (b1, . .., ba) est une base du réseau.
Exemples 2.3. Z", tout sous-groupe de Z", I'exemple Z(2,0) @ Z(1, 2) de la figure 2.1.

Remarque 2.4. On dit qu'un réseau L est entier (resp. rationnel) lorsque L C Z" (resp. Q™).

Un réseau euclidien n’est pas un R-espace vectoriel mais en tant que module de type fini sur I'anneau
principal Z, il en conserve certaines bonnes propriétés, telles que la notion de dimension :

Proposition 2.5. Si (e1,...,ex) et (fi,..., f;) sont deux familles libres sur R qui engendrent le méme réseau,
alors k = j (cet entier est appelé le vang ou la dimension du réseau) et il existe une matrice U de dimension k x k,
a coefficients entiers, de déterminant £1 (on dit que U est unimodulaire) telle que (e;) = (f;)U.
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[ ] [ ] ® [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
(1,2)
® ([ ] [ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] ([ ] [ ]
([ ] [ ] ® ([ ] [ ] ([ ] [ ] ([ ] [ ]
(0,0) (2,0)
® [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
([ ] [ ] ® ([ ] [ ] ([ ] [ ] L [ ] [ ([ ]

FIGURE 2.1 — Le réseau Z(2,0) ® Z(1,2)

FIGURE 2.2 — Le réseau Z(2,0) ® Z(1, 2) et deux de ses bases (u,v) et (2u — v, —3u + v)

Il y a donc une infinité de bases d'un réseau donné dés que sa dimension est supérieure ou égale a 2
mais nous verrons dans la suite que certaines sont plus intéressantes que d’autres et nous allons travailler
pour obtenir ces meilleures bases. Pour illustrer cette idée de qualité d’une base, examinons la figure 2.2.
On dispose de la base (u,v) avec u = (2,0) et v = (1,2) et de la base (2u — v,v — 3u). Supposons un
instant que 1’on enleve de la figure les points noirs qui dessinent la portion du réseau visible ici. Il est
alors bien plus aisé (enfin, c’est I'impression du rédacteur) d’imaginer, correctement, cette grille a partir
de la base (u,v) que de la base (2u — v,v — 3u). Le fait que la base (u, v) soit formée de vecteurs plus
orthogonaux et plus courts que (2u — v, v — 3u) est certainement la raison de cette observation.

2.2 Invariants d’un réseau

Outre la dimension, un réseau posséde d’autres invariants, au role fondamental, que 1’on introduit a
présent.
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FIGURE 2.3 — Invariance du déterminant du réseau Z(2,0) @ Z(1, 2) : les deux surfaces ont méme aire

2.2.1 Déterminant d’un réseau

Définition 2.6. Soit L un réseau de R", (by,...,bq) une base de L. On appelle discriminant de L, et on note
A(L) ou disc(L) le déterminant de la matrice de Gram (b;|b;)1<i,j<a. Le déterminant (ou volume) de L noté dét L
est la racine carrée de A(L).

Lorsque d = n (on dit que L est un réseau total), on a

dét L = |dét (b;)| = volume de Z a;b;, o €0, 1]

1<ign

L’ensemble {21 <i<n Qibisa; €0,1 [} est le parallélotope fondamental du réseau. On illustre I'invariance
de son volume dans la figure 2.3.

Remarque 2.7. Cette invariance du déterminant nous confirme que, pour une base, le fait d’avoir des
vecteurs courts va de pair avec le fait d’avoir des vecteurs les plus orthogonaux possible.

Remarque 2.8. Certains auteurs, voir [39, 145] par exemple, appellent déterminant du réseau ce que nous
appelons discriminant du réseau. En revanche, le terme de volume garde la méme définition.
2.2.2 Minima successifs

Soit L un réseau de rang d. Comme L est discret, L admet au moins un plus court vecteur non nul. Sa
longueur est le premier minimum \; (L) du réseau.
Pour k entre 1 et d, le k-eme minimum de L est défini par

Ae(L) := inf{p € R;dim Vectg (L N B(0, p)) = k},

ol Vectr(A) désigne 1'espace vectoriel sur R engendré par A. En d’autres termes, le k-eme minimum est

le plus petit réel p tel qu’il existe k vecteurs R-linéairement indépendants du réseau de norme au plus p.

Le premier théoréme de Minkovski nous donne \; (L) < v/d(dét (L))'/?. Ce résultat se généralise
dans l’énoncé suivant :

Théoreme 2.9. (Second théoreme de Minkovski) Pour tout réseau L de rang d, pour tout r < d, on a

[[2(x) <d/?(detry/e. (2.1)
i=1
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Pourr =d,ona

d
< [[izi Mi(L) < 492,

détL 2.2)

Ce résultat est remarquable car il relie, de maniére non grossiere, des objets difficiles a calculer (les
minima successifs) a une quantité facilement accessible, le volume du réseau correspondant.

Remarque 2.10. Cet énoncé est une version un peu affaiblie du résultat de Minkowski : on peut en fait
remplacer le facteur d’/? dans (2.1) et le facteur d%/? dans (2.2) par des facteurs plus petits, dépendant
d’une expression appelée invariant d’"Hermite, cf. [209][164, Chap. 2].

2.3 Notion de base réduite

Idéalement, on a envie d’avoir une base formée des vecteurs les plus courts possibles.

Proposition 2.11. Soit L un réseau de rang < 4, il existe une base formée de vecteurs réalisant les minima
successifs de L.

On sait de plus les calculer efficacement & 1’aide de l'algorithme de Lagrange [119], plus connu sous
le nom d’algorithme de Gauss, et de son extension a la dimension 3 [210] et a la dimension 4 [189].

Malheureusement, en dimension > 5, il n’est pas toujours possible de trouver une base formée de
vecteurs réalisant les minima successifs, comme l'illustre cet exemple, mis en évidence par Korkine et
Zolotarev.

Soit L le réseau donné (les vecteurs de la base sont les colonnes) par

OO OO NN
O OO N O
OO N OO
O O OO
— = =

Il n’est pas difficile de montrer que les minima successifs, tous égaux a 2, sont réalisés par

OO OO N
O O O N O
O O N OO
OO OO
N OO OO

qui ne forment pas une base du réseau L.

Cela nous amene a essayer de définir des notions et des niveaux de qualité d"une base, ce que I'on
fait via le concept de réduction. Bien stir, la difficulté de calcul de la base est aussi intégrée a cette notion
de réduction.

Comme nous l'avons déja vu, il est agréable de disposer d’une base formée de vecteurs aussi
orthogonaux que possible et I'on va mesurer 1’orthogonalité d"une base d'un réseau en la comparant a la
base orthogonalisée correspondante.

2.3.1 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

On rappelle dans l'algorithme 1 le procédé, bien classique, d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
dans R"™.

Remarques 2.12. Si (by, ..., bg) est une base d'un réseau L, alors
— onadétL = H1<z‘<n (1631
— pourtouti=1,....d, [|bf| < ||b:]]-
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Algorithme 1 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Entrée : Une famille libre (b;) de R"
Sortie : Une famille libre (b}) vérifiant
— (b) est orthogonale;
— Vect(b,...,b;) = Vect(b, . .., by) pour tout k.

1: bT — by

2 k<2
// Pour tout k, b}, est le projeté de by, orthogonalement
// au sous-espace Vectg (b1, ..., bk_1).

// On cherche b}, sous la forme b;, — Zi:ll my;b}.

3: tant que k < d faire
4:  pouri=1ak — 1 faire
5 e (lon)/11b; 2
6:  fin pour
7o b b — 0 by
8: k+—k+1
9: fin du tant que
Lemme 2.13. Si (by,...,bq) est une base d’un réseau L, alors, pour tout 1 < i < d,

(L) > mi .
A(L) > min 5]

Remarque 2.14. En particulier, on a A1 (L) > mini¢;<q [0} . Comme by = b7, on déduit que sil'on arrive a
controler les rapports entre les tailles des b7, on va obtenir une relation non triviale entre A; (L) et [|by]].

Nous définissons maintenant deux indicateurs de la qualité d’une base.

2.3.2 Défaut de longueur, défaut d’orthogonalité

Définition 2.15. Soit L un réseau de base b = (by,)1<k<a avec ||b1|| < ||b2]| < ... < ||bal|. Le i-eme défaut de
longueur de b est
116

Définition 2.16. Le défaut d’orthogonalité d'une base (b1, ..., bq) est

Hnbn [T 1]
67~ det(r)

> 1.

Une base b est orthogonale ssi p(b) = 1.
Le second théoréme de Minkowski entraine

Proposition 2.17. Ona
b
1< L < d¥/?.
d
Hi:l i (D)
Remarque 2.18. On voit encore que les notions « base formée de vecteurs courts » et « base presque
orthogonale » sont voisines.

2.4 Diverses notions de réduction

La réduction faible est une notion que l’on trouve déja dans des travaux de Hermite [90] sur les
formes quadratiques et consiste, simplement, & « redresser » chaque vecteur de la base en le rapprochant
le plus possible de son vecteur de Gram-Schmidt associé.
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Définition 2.19. Une base (b;)1<i<q d'un réseau L est dite faiblement réduite (ou propre) si les coefficients
mi; (1 <i<d,1<j<i—1)duprocédé de Gram-Schmidt vérifient |m;;| < %

Une base quelconque peut aisément étre rendue propre, cf. I'algorithme 2.

Algorithme 2 Réduction faible (ou proprification)

Entrée : Une base (b;) d'un réseau L
Sortie : Une base (b;) de L faiblement réduite
1: pour k = 2 a d faire
2: pourj=Fk—1al faire
3 b b — [(bk[07) /116511710,
4:  fin pour
5: fin pour

Remarque 2.20. Le réseau L et la base (b}) sont inchangés.

La réduction suivante est trés forte :

Définition 2.21. Une base (b;)1<i<q d'un réseau L est dite réduite au sens de Hermite-Korkine-Zolotarev
(HKZ) si

— (bi)1<i<a est propre;

— Vi=1,...,d, b} est un élément de longueur minimale de prOfVectR(bl,...,bi,l)i Vectg (b, ..., b;).

Elle a le mérite [118] de fournir une trés bonne approximation des minima successifs :

Théoreme 2.22. Soit (b;)1<i<a une base HKZ-réduite d’un réseau L, on a pour tout i, 1 < i < d,

2 .
. 4 < 16| < Z+37
1+ 3 Ai(L) 4

ainsi que de se comporter tres bien vis-a-vis du défaut d’orthogonalité.

Remarque 2.23. ||b1|| est le premier minimum du réseau.

Pour terminer, nous présentons une réduction moins contraignante mais qui, comme nous allons
le voir dans la suite, offre un compromis, formidablement efficace et fécond, entre qualité de la base et
difficulté de son calcul.

Définition 2.24. Soit 6 €]1/4,1]. Une base (b1, . ..,bq) de L est dite LLL-réduite i un facteur ¢ si

1. elle est faiblement réduite;

2. pour tout 1 < i < d, ||bfy; + miq1,:b}||* = 6||b}||? (condition de Lovdsz).

Remarque 2.25. Initialement [129], § = 3/4.

La condition 2 est équivalente a [[by,, || > (6 — mZ,, ;)[|b} ||?, ce qui entraine ||b}, ,[|* > (6 — 1/4)]|b} ||
Cela nous place dans les conditions de la remarque 2.14 et nous obtenons donc un controle assez bon des
défauts de longueur et d’orthogonalité :

Théoreme 2.26. Soit 6 €]1/4,1], on pose o = 1/(6 — 1/4). Soit (by,...,by) une base LLL-réduite a un facteur
0 de L. Alors

1. ||by]| < ald=D/%(détL)/4;
2. Pour tout 1 <i < d, ||bs]| < al=D/2)\;(L);
3. détL < byl - - ||bal| < a¥d—1/4dét L.

Remarque 2.27. La valeur initiale 6 = 3/4 donne o = 2. C’est avec cette valeur que 1'énoncé précédent est
souvent présenté dans la littérature.
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2.5 Problémes algorithmiques

Dans cette section, || - || est une norme quelconque sur R™.

Parmi les problemes fondamentaux de 1’algorithmique des réseaux euclidiens, il y en a deux qui vont
jouer un role important dans ce manuscrit, sous une forme exacte ou approchée : SVP (pour Shortest
Vector Problem) et CVP (pour Closest Vector Problem).

2,51 Probleme du plus court vecteur non nul

Probléme 2.28. (SVP) Etant donnée une base d’un réseau rationnel L, trouver u € L qui réalise le premier
minimum de L. Probleme d’approximation associé : trouver v € L\ {0} tel que ||v|| < kA1(L) ot k € R fixé.

SVP, (SVP pour | - ||o) est NP-difficile [211]. SVP, (SVP pour || - ||2) est NP-difficile pour des
réductions polynomiales probabilistes [2], et reste NP-difficile si on tolére un facteur d’approximation
< /2 [149].

Goldreich et Goldwasser [74] ont démontré qu’approcher SVP a un facteur /d/O(log d) n’est pas
NP-dur.

A ce jour, il n’existe pas d’algorithme polynomial connu pour approcher SVP, dans quelque norme
¢p,1 < p < 00, que ce soit, a un facteur f(d) ot f est un polynome.

2.5.2 Probléme du vecteur le plus proche

Probléme 2.29. (CVP) Etant donnés une base d'un réseau rationnel L et x € Q" trouver y € L tel que
|z — y|| = dist(z, L). Probleme d’approximation associé : trouver y € L\ {0} tel que ||x — y|| < kdist(z, L)
oit k € R fixé.

Van Emde Boas [211] a prouvé que CVP est NP-dur pour toute norme ¢,,,p > 1, et ce résultat a été
étendu par Dinur, Kindler, Raz et Safra [53] a de petits facteurs d’approximation pour toute norme
4,1 < p<oo.

Goldreich, Micciancio, Safra et Seifert [75] ont démontré que CVP ne peut pas étre plus facile que
SVP.

Goldreich et Goldwasser [74] ont démontré (leur preuve n’est pas constructive toutefois) qu’approcher
CVP, (CVP pour || - ||2) & un facteur /d/O(log d) n’est pas NP-dur, et ils obtiennent le méme résultat
pour CVP, (CVP pour || - ||o) avec un facteur d’approximation d/ log d.

A ce jour, on ne connait aucun algorithme polynomial pour résoudre CVP, dans quelque norme
?p,1 < p < 0o, que ce soit, avec un facteur d’approximation polynomial.

2.6 Algorithmes de réduction de réseaux

Nous avons déja noté qu'un réseau de dimension d > 2 a une infinité de bases et que parmi ces bases,
celles composées de vecteurs courts et les plus orthogonaux possibles sont souhaitables. Les algorithmes
de réduction de réseau ont pour objectif de nous fournir une de ces bonnes bases a partir d'une base
quelconque. Ils nous permettent de résoudre SVP de maniére exacte ou approchée et constituent une
étape cruciale de pré-calcul pour la résolution exacte ou approchée de CVP.

2.6.1 L’algorithme de Lenstra, Lenstra et Lovdsz

En 1982, Lenstra, Lenstra et Lovasz [129] ont publié 1’algorithme 3. Son importance et son utilité sont
toujours immenses aujourd hui.

On constate que la base obtenue est bien réduite au sens de Lovéasz si l’algorithme termine. Le
probleme est d’étre bien assuré que c’est le cas : le processus d’incrémentation-décrémentation pourrait
étre infini! En fait, I'algorithme termine bien et cela en temps polynomial.
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Algorithme 3 Algorithme LLL

Entrée : Une base (b;)1<i<q d'un réseau L, un parametre ¢ €|1/4, 1]
Sortie : Une base (b;)1<i<q¢ —LLL-réduite de L

1. k+1

2: tant que 1 < k < d faire

3:  Réduire faiblement (b1, ..., bg, br+1)
g si b2 > (5 m2,, )b ]2 alors
5: k+k+1

6: sinon

7: Echanger by, et b4

8: k + max(2,k — 1)

9: finsi

10: j<«j—1
11: fin du tant que

Théoreme 2.30. Soit L un réseau de rang d dans Q™. Si 6 € ]1/4,1], LLL termine en temps polynomial, au plus
O(d°n1n® B) opérations avec B > ||b;||> pour tout i.

On sait donc obtenir en temps polynomial une base formée de vecteurs « assez » courts, et en
particulier, une approximation de SVP a un facteur exponentiel 2(4~1)/2 pres.

Remarque 2.31. Le parametre § est classiquement choisi égal a 3/4. Plus 0 est proche de 1, meilleure est —
en principe — la qualité de la base réduite, mais plus le processus est lent. L'idéal, en théorie, serait de
prendre § = 1; on ne sait alors plus garantir que 1’algorithme termine en temps polynomial. On peut
envisager par exemple de faire varier la valeur de § en cours d’exécution, en I'approchant de 1.

2.6.2 Les algorithmes BKZ et HKZ

Il n’existe pas a ce jour d’algorithmes polynomiaux pour ces deux notions de réduction et il est
peu probable que ce soit le cas étant donné le caractere NP-difficile de SVP. On peut obtenir une base
HKZ-réduite a l'aide 