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Ce manuscrit rend compte de mes activités de recherche depuis ma these de doctorat. Mes
travaux s’inscrivent dans le cadre de 'apprentissage statistique et peuvent étre organisés a
travers quatre axes :

- réseaux, textes, et blocs. Modeéles statiques;

- réseaux, textes, et blocs. Modeles dynamiques ;
- étude des graphons;

- la grande dimension.

Les chapitres 2 a 5 décrivent mes travaux publiés, un chapitre étant considéré pour chaque
axe. Le chapitre 2 introduit des éléments importants pour la compréhension des chapitres
3 et 4. Il décrit notamment le modele & blocs stochastiques. Le chapitre 5 peut étre lu in-
dépendamment. Alors que les chapitres 2 & 4 s’inscrivent exclusivement dans un cadre d’ap-
prentissage statistique non supervisé, sans variable cible, le chapitre 5 s’intéresse également
a des éléments d’apprentissage statistique supervisé. Un dénominateur commun a tous ces
chapitres est 'utilisation quasi systématique de la théorie Bayésienne pour la caractérisation
de l'incertitude des parameétres.

Le chapitre 2 introduit des outils pour l'analyse des réseaux et des textes. L’objectif
est a chaque fois de développer une méthodologie statistique, c’est-a-dire un modele ainsi
qu’une procédure d’inférence associée pour l'estimation des parametres, afin d’extraire des
informations pertinentes pour le praticien. Les données considérées sont statiques, autrement
dit elles n’évoluent pas au cours du temps. Le chapitre 3 traite des mémes questions mais
cette fois ci pour des données dynamiques. Les modeéles doivent étre adaptés et nous avons
en particulier recours a des processus. Ensuite, le chapitre 4 s’intéresse plus précisément au
modele de W-graphe, basé sur une fonction appelée graphon, généralisant la plupart des
outils utilisés pour la modélisation des réseaux. Les techniques d’optimisation et de tests
discutées rendent possible 'utilisation de ce modele pour 1’étude de réseaux réels. Enfin, le



chapitre 5 traite de ’étude de la grande dimension ou les données ont un nombre conséquent
de variables. Il y est notamment fait mention de méthodes pour ’estimation de la dimension
intrinseque des données ainsi que d’approches Bayésiennes alternatives au Lasso pour la
régression parcimonieuse.

Tout au long de ce manuscrit, nous donnons des éléments bibliographiques afin d’orienter
le lecteur et de situer nos travaux dans la littérature. Les méthodes décrites étant toutes
basées sur un modele génératif, ou les données a analyser sont supposées étre le résultat
de procédés aléatoires, seuls les éléments bibliographiques s’inscrivant dans ce cadre sont
essentiellement donnés. Les méthodes heuristiques basées sur le critére de modularité de
Newman ne sont par exemple que tres peu discutées dans le chapitre 2.

Mes travaux ont donné lieu a ce jour a 15 publications dans des journaux internationaux.
Une partie de ces travaux a été réalisée dans le cadre de trois theses que j’ai co-encadrées :
la these de Rawya Zreik, soutenue en novembre 2016, ainsi que celles de Marco Corneli et
Pierre Alexandre Mattei, dont les soutenances sont prévues pour octobre 2017. La liste de
mes publications est donnée ci-dessous et est utilisée pour référencer mes travaux dans le
manuscrit. Les articles sont numérotés par ordre chronologique de 1 a 21.

[1] P. LATOUCHE, E. BIRMELE et C. AMBROISE. « Overlapping stochastic block models
with application to the French political blogosphere ». In : Annals of Applied Statistics
5.1 (2011), p. 309-336.

[2] P. LATOUCHE, E. BIRMELE et C. AMBROISE. « Variational Bayesian inference and
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Mes travaux s’inscrivant en statistique computationnelle ont été essentiellement motivés par
des questions soulevées dans le cadre d’applications sur données réelles. Nous donnons ci-
dessous la liste des applications pour lesquelles nos développements méthodologiques ont
fourni des résultats. En pratique, les développements se sont accompagnés de 1’écriture de
logiciels et packages. Nous les présentons également ci-dessous. Finalement, un brevet a été
déposé.

Brevet

- la méthodologie pour le modele STBM, implémentée dans la plate-forme web linkage.fr,
a donné lieu & un dépdt de brevet.

Etudes de cas
- réseau métabolique d’Escherichia coli;
- réseau de transcription de Saccharomyces cerevisiae ;
- étude du cancer du sein / sélection de geénes;
- réseau d’illustrations et de bandes dessinées ;
- blogosphere politique francaise ;
- réseau ecclésiastique en Gaule mérovingienne;;
- emails de I'entreprise Enron ;
- co-publications pour la conférence NIPS;
- votes au congres Américain ;
- base de données de films notés par des utilisateurs;
- trois réseaux maritimes;
- interactions entre les participants de la conférence ACM Hypertext a Turin;
- flux de vélos entre les stations Santander de Londres;

- prédiction de la fréquentation du musée d’Orsay en fonction des flux Vélib a Paris.

J’ai été amené a travailler sur d’autres jeux de données réelles pour des publications. Sont
indiqués au dessus seulement les jeux de données pour lesquels nous avons réalisé une étude
détaillée.



Développements informatiques

- linkage.fr : plate-forme web (Javascript) s’appuyant sur un code C++-. Analyse conjointe
de réseaux et de textes portés par les connexions;

- gof network : package R dont le source est en C++. Analyse de I’ajustement du modele
de régression logistique dans le cas des réseaux;

- spinyReg : package R. Régression parcimonieuse Bayésienne;

- OSBM : package R dont le source est en C. Recherche de clusters chevauchants dans
les réseaux;

- rambo : package R. Inférence pour le modele RSM ;

- mixer : package R dont le source est en C++ / fortran. Inférence pour le modele SBM.
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Ce chapitre est consacré au développement de modeles statiques et de techniques d’infé-
rence associées pour 'analyse de réseaux et de textes. Cet axe de recherche est décomposé
en quatre sous-axes développés ci-dessous. Le premier traite du modele a blocs stochastiques
qui est un modele fondateur en analyse des réseaux. Mes travaux dans ce domaine ont donné
lieu & deux articles dans des journaux (LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2012 ; COME et
LATOUCHE, 2015) ainsi qu’a un chapitre de livre (LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2009).
Notons que nous avons adapté COME et LATOUCHE, 2015 au modele & blocs latents dans un
autre article de journal (WYSE, FRIEL et LATOUCHE, 2017). Ces deux modeles étant trés
proches, seuls les travaux dans COME et LATOUCHE, 2015 sont présentés dans ce manuscrit.
Le second sous-axe s’intéresse a la recherche de clusters chevauchants dans les réseaux, ou
un noeud peut appartenir a plusieurs clusters simultanément, et s’est traduit par deux ar-
ticles dans des journaux (LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2011 ; LATOUCHE, BIRMELE
et AMBROISE, 2014a) ainsi qu’a un chapitre de livre (LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE,
2014b). Ensuite, le troisiéme axe se concentre sur la modélisation des données lorsque une
partition est fournie. Il a donné lieu & un article dans un journal (JERNITE, LATOUCHE
et al., 2014) et & un chapitre de livre (ZREIK, LATOUCHE et BOUVEYRON, 2015b). Enfin,
le dernier axe décrit des travaux permettant de réaliser une étude conjointe d’un réseau et
d’un ensemble de textes. Le modele principale proposé est publié dans un article de journal
(BOUVEYRON, LATOUCHE et ZREIK, 2016).

Le terme “réseau” est en réalité synonyme de “graphe”. En pratique, dans la littérature, il
est plutdt fait mention de réseaux lorsque des applications sur données réelles sont décrites.
Le terme de graphe apparait lui généralement lors de la caractérisation de I'objet mathéma-
tique. Ainsi, un graphe est constitué d’un ensemble V' de n nceuds et d’un ensemble E de
connexions entre ces nceuds. Dans le cas d’'un réseau social, les noeuds peuvent représenter
des individus et deux individus sont connectés s’ils ont interagi a travers au moins un email
par exemple. Il existe de nombreux types de graphe, suivant 'information présente sur les
neeuds ainsi que les connexions, et le type de connexions. En particulier, si chaque connexion
(i,7), pour i,j € V, est une paire orientée, c’est-a-dire qu'il existe une interaction de i vers j,
pas nécessairement réciproque, alors les connexions sont appelées arcs. Le graphe associé est
dit orienté. Inversement, si les paires sont non-orientées, on parle d’arétes et le graphe est
non orienté. Techniquement, les méthodes d’inférence statistique doivent s’adapter ponctuel-
lement a ces deux situations. En effet, a titre d’exemple, le produit H? ; sur toutes les paires
(4,7) est utilisé dans le cas orienté et est remplacé par le produit [])- ; lors du passage au
non orienté. Certaines contraintes de symétrie des parametres doivent également étre respec-
tées dans les procédures d’optimisation. Afin de décrire les modeles statistiques, nous nous
appuierons sur la matrice d’adjacence notée X, de taille n x n, telle que X;; = 1 si7 et j sont
connectés, 0 sinon. Notons de plus, que les paires (i,7), de connexions de nceuds avec eux
mémes, ne sont pas retenues dans la plupart des approches décrites dans la littérature. Dans
ce chapitre, comme dans les chapitres 3 et 4, ces paires sont donc écartées et X;; = 0, Vi.
Ci-dessous, nous verrons des cas ou X est autorisée a prendre ses valeurs dans un ensemble
autre que simplement {0,1}. Notons finalement que certains travaux seront présentés uni-
quement pour des graphes non orientés et d’autres uniquement pour des graphes orientés.
Les passages d’un cas a un autre ne posent pas de probléme particulier. Le modele probabi-



liste de référence pour I’analyse des réseaux est certainement le modele & blocs stochastiques,
stochastic block model (SBM) en anglais (WANG et WONG, 1987; NOWICKI et SNIJDERS,
2001). Il constitue en particulier le point de départ de nombreux outils statistiques récents
pour le clustering des nceuds. Les stratégies alternatives considerent généralement le modele
a positions latentes (latent position model, HOFF, RAFTERY et HANDCOCK, 2002a) ou le
modele exponentiel de graphe aléatoire (exponential random graph model, HOFF, RAFTERY
et HANDCOCK, 2002b).

SBM est un modele de mélange pour des données de type réseau. Il fait I’hypothése que
chaque neoeud 7 est associé a un vecteur binaire latent tiré a partir d’une loi multinomiale :

Q
Zix ~ [ w,
q=1

ou m = (my), est un vecteur de probabilités de taille @ tel que Z?Zl g = 1. Tous les Z;
sont iid et par construction Equl Ziq = 1,Vi. De plus, en terme de codage, Z;; = 1 signi-
fie que ¢ appartient au cluster ¢, 0 sinon. Dans les modéles de mélange classiques, comme
les modeles de mélange Gaussien, un vecteur X;, caractérisant une observation ¢, est alors
directement généré a partir de Z;, c’est-a-dire en fonction de son cluster d’appartenance.
En terme de modele graphique, ce conditionnement simple, 1 vers 1, autorise le recours
& des méthodes d’inférence comme l’algorithme EM (expectation maximisation en anglais,
DEMPSTER, LAIRD et RUBIN, 1977). De plus, la vraisemblance des données s’obtient faci-
lement grace a I’hypothese d’indépendance. Cela permet par exemple d’avoir recours a des
critéres de sélection de modeles de type vraisemblance pénalisée comme BIC (bayesian infor-
mation criterion en anglais, SCHWARZ, 1978) ou AIC (Akaike information criterion, AKAIKE,
1974) pour estimer le nombre @ de clusters présents dans des données. Afin de décrire le pro-
cessus de génération d’un graphe, c’est-a-dire d’un ensemble de connexions entre des paires
de noeuds, le modele SBM s’appuie lui sur un conditionnement 2 vers 1. Ainsi, chaque Xj;
est tiré aléatoirement suivant une loi de Bernoulli, conditionnellement a Z; ainsi que Z; :

Xij|ZigZjr = 1, 1 ~ Bpigr)-

Nous notons p = (figr)qr la matrice de connectivité de taille @ x Q. De plus, Z désigne la ma-
trice de taille n x @) composée des Z;,. Ce changement de conditionnement a des conséquences
multiples en terme d’inférence. En particulier, la loi de Z, sachant la matrice d’adjacence
X et les parameétres, ne se factorise pas. A posteriori, les Z; sont en effet tous dépendants.
L’algorithme EM n’est alors plus utilisable directement. De méme, la vraisemblance des
données ne se factorise plus et a un cotit de calcul prohibitif. Les criteres BIC et AIC ne sont
donc plus utilisables pour 'estimation de (. De nombreuses méthodes, aussi bien stochas-
tiques que variationnelles, ont par conséquent été développées ces quinze dernieres années
pour réaliser 'inférence du modele SBM a l'aide d’approximations. Il est impossible ici d’en
dresser une liste exhaustive. Une description de la plupart de ces travaux est donnée dans
GOLDENBERG, ZHENG et al., 2010 et MATIAS et ROBIN, 2014. Dans la chronologie de dé-
veloppement de ces outils, ’approche de DAUDIN, PICARD et ROBIN, 2008 a joué un rdle
clé. Ainsi, un algorithme variationnel EM (VEM) est proposé pour réaliser le clustering des
noeuds et 'estimation des parametres. La sélection de modeles s’appuie quant a elle sur le



critére ICL (integrated classification likelihood) de BIERNACKI, CELEUX et GOVAERT, 2000.
Le logiciel mizer associé fut un des premiers & permettre 'analyse d’un réseau de plusieurs
milliers de noeuds et dizaines de milliers de connexions. Malheureusement, ce critére est basé
sur des considérations asymptotiques et n’est pas pertinent pour I'estimation de @, lorsque
la valeur de n est faible ou lorsque des clusters ne contiennent que tres peu de nceuds. Pour
palier a cette limite, nous avons développé deux solutions décrites ci-dessous. La deuxiéme
permet également de réduire considérablement le cofit algorithmique de I’inférence.

2.2.1 Approche variationnelle

Nous présentons dans cette section nos travaux publiés dans LATOUCHE, BIRMELE et AM-
BROISE, 2012. L’objectif premier est de construire un critére de sélection de modeles pour
estimer le nombre de clusters () dans un réseau, sous un modele SBM. Un cadre Bayésien est
retenu et des lois a priori conjuguées sont utilisées pour caractériser les parameétres. Ainsi,
le vecteur 7 est modélisé par une loi de Dirichlet :

p(m) = Dir(m;n® = (n?, ... ,nOQ)).

Le vecteur n® est régulierement défini tel que ng = 1/2,Yq, dans la littérature. La loi
de Dirichlet correspond alors & la loi non informative de Jeffreys (JEFFREYS, 1946). Une
loi uniforme sur le simplexe est également obtenue en fixant ng = 1,Vq. Les termes de
connectivité g, sont quant & eux caractérisés par des lois a priori Beta :

Q
lu/) = H Beta(MqT; 7737‘7 C(?T)'

q<r

La loi Beta étant un cas particulier de loi de Dirichlet, les remarques faites juste au dessus
quant au choix des parameétres s’appliquent. Nous considérons dans LATOUCHE, BIRMELE et
AMBROISE, 2012 l'analyse de réseaux non orientés ou la matrice p est symétrique. La loi a
priori de p introduite est donc définie ici sur la partie triangulaire supérieure de la matrice.

2.2.1.a Approximations

Comme mentionné précédemment, p(Z|X, 7, u, Q) ne se factorise pas a cause de la structure
particuliere de conditionnement utilisée dans SBM. De la méme maniere, la loi a posteriori
p(Z, 7, ulX, Q) n’a pas de forme analytique. Dans ce cadre Bayésien, nous proposons de re-
courir a la vraisemblance marginale p(X|Q) pour estimer (). A nouveau, cette quantité n’a
pas d’écriture explicite et ne peut donc pas étre maximisée par rapport a ). Le cadre varia-
tionnel offre des éléments de solution et permet de s’attaquer a ces problémes simultanément.
Ainsi, la log-vraisemblance marginale est décomposée :

logp(X|Q) = Lq(r) + KL(r()[|p(-]X; Q)),

- [ ()

est une borne inférieure de log p(X|Q) et

KLOOIDUX.@) = 3 [ [ rzmmion (PS50 ) i
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est la divergence de Kullback-Leibler entre p(Z, 7, u| X, Q) inconnue et r(Z, 7, u). Par construc-
tion, maximiser la borne inférieure par rapport a r(Z, 7, 1) induit une minimisation de la
divergence, log p(X|Q) ne dépendant pas de r(Z,m, u). Ainsi, Voptimisation de Lg(r) per-
met a la fois de construire une meilleure approximation de la log-vraisemblance marginale &
I’aide de la borne elle méme. De plus, la minimisation induite de la divergence autorise la ca-
ractérisation de 7(Z, w, u) comme approximation de p(Z, 7, u| X, Q). Notons G une partition
des éléments dans (Z, 7, u) en P groupes disjoints (g1, ...,gp) telle que r(Z,m, u) = r(G).
Pour la factorisation r(G) = Hle r(g;), le facteur r(g;), maximisant la borne inférieure,
s’obtient alors directement :

log7(g;) = Egui [log p(X, G|Q)] + const.

L’espérance est ici prise par rapport a toutes les variables dans G sauf g; et la constante
const est utilisée pour la normalisation de r(g;). Ce résultat donne naissance & un algorithme
VBEM (variational Bayes EM en anglais) o tous les facteurs sont estimés de maniere itérée.
A convergence de la borne inférieure, Lg(r) et r(G) sont utilisées comme approximation
de log p(X|Q) et p(Z, 7, u| X, Q), respectivement. Dans LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE,
2012, nous avons considéré la factorisation r(Z,m,u) = [[i, r(Z;)r(m)r(n). La loi r(Z;)
optimale pour le probleme de maximisation est multinomiale et s’écrit :

< Z
J— q
o H Tiq
q=1

Le vecteur de probabilités 7; = (7,4)q vérifie Zqul Tiqg = 1 et 74 est 'approximation varia-
tionnelle de la probabilité a posteriori que le noeud i appartienne au cluster gq.

SELECTION DE MODELES L’algorithme VBEM fonctionne & @ fixe et estime log p(X|Q) et
p(Z, 7, 1| X, Q). Afin d’estimer @ & partir des données, une grille de valeurs {1, ..., Qmax} est
employée. Pour chaque valeur, I’algorithme est utilisé. Finalement, la valeur Q* maximisant
Lg(r) est retenue comme estimateur du nombre de clusters. La borne inférieure Lqg(r),
a convergence, est donc utilisée comme critére de sélection de modeles. Dans LATOUCHE,
BIRMELE et AMBROISE, 2012, elle est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.1. La borne Lo(r), d convergence de lalgorithme VBEM pour SBM, est
donnée par :

D(X2 ) [12, Tng) }
D ng) [T, r(nO)

77ql + qu)f‘( (G
+21 { T + o TG } sz,qlog Tiq),

q<l i=1 g=1

Lq(r) =log {

ot I'(+) est la fonction gamma et
- Ng = n2 + Z?:1 Tigs V4 ;
- Nge = Tge + 2is; XijTigTje, V4 # £ ;
= Ngg = ngq + Z?q‘ XijTiqTjq, V4 ;
- Coe = (o + 200 (1= Xig)TigTje, Vg # £
- Caq = Coy + ZK]( Xij)TiqTjq: Vq-
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2.2.1.b  Expérimentations numériques

Nous nous concentrons sur les expérimentations sur données simulées utilisées dans LA-
TOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2012 afin d’évaluer le critére de sélection de modeles. Le
critere ICL, adapté a SBM dans DAUDIN, PICARD et ROBIN, 2008, est également employé
a titre de comparaison. Ainsi, des réseaux sont générés selon un modele SBM avec des clus-
ters de mémes proportions m, = 1/Q. Différents types de clusters sont considérés. Seuls les
résultats pour une structure avec communautés et un cluster de hubs sont ici présentés. La
matrice p s’écrit alors :

A € ... € A
€ A

n = )
A e oA

avec A > €. Ainsi, les Q — 1 premiers clusters correspondent & des communautés ou la
probabilité de connexion entre des nceuds d’un méme cluster est plus importante qu’entre
des nceuds de clusters différents. De plus, le dernier cluster rassemble des nocuds appelés
hubs ayant une probabilité \ de se connecter avec tous les nceuds, quels que soient leurs
clusters d’appartenance. Les parameétres A, €, et n sont fixés a 0.9, 0.1, et 50, respectivement.
Enfin, pour chaque valeur @) dans {3,...,7}, 100 réseaux sont simulés. Notre méthodologie
est appliquée pour une grille {1,...,7} de valeurs de @ et la valeur maximisant le critére de
sélection de modeles (I L, ci-dessous) est retenue. De la méme maniére, l’algorithme VEM
de DAUDIN, PICARD et ROBIN, 2008 est employé et le critere ICL est utilisé sur la méme
grille. Les résultats sont donnés dans le tableau 2.1. Ils se dégradent a mesure que le nombre
de clusters utilisés dans les simulations augmente. En effet, n étant fixé, le nombre moyen de
neeuds dans chaque cluster diminue et il devient plus difficile de les distinguer. Les résultats
pour le critere de sélection de modeles proposé sont sensiblement meilleurs que ceux obtenus
a laide d’ICL. Ainsi, pour QQ = 6 clusters, Q* = 6 sont estimés dans 70% des cas avec IL,;,
contre 22% des cas seulement avec ICL.

2 3 4 5 6 7
310 100 O 0 0 0
440 0 100 0 0 O
5/0 0 12 88 0 0
610 0 19 59 22 0
710 3 29 56 12 0

(a) Qurai\QrcL

2 3 4 5 6 7
310 100 O 0 0 0
440 0 100 0 0 O
5/0 0 2 98 0 O
6|10 0 1 29 70 O
710 0 3 34 45 18

(b) Q'Urai\QIL'ub

Table 2.1 Matrices de confusion du critére de sélection de modéles IL,; de LATOUCHE, BIRMELE et
AMBROISE, 2012 et du critére ICL. En ligne : valeurs de @ utilisées pour les simulations. En colonne : valeurs
estimées. 100 réseaux sont analysés par ligne.
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2.2.2  Algorithme glouton

Les méthodes d’inférence pour SBM ont pour la plus plupart un coiit algorithmique en
O(n%Q), a Q fixe. Techniquement, cela implique que les logiciels ou packages existants basés
sur SBM permettent d’analyser des réseaux ayant quelques milliers de nceuds et des dizaines
de milliers de connexions. A titre de comparaison, dans un cadre non probabiliste, certains
algorithmes d’optimisation du critére de modularité de NEWMAN, 2006 sont en O(m) ou
m désigne le nombre de connexions. Or, comme discuté dans I'introduction du chapitre 4,
les réseaux réels sont considérés comme creux, c’est-a-dire que la valeur de m est faible au
regard du nombre possible de connexions en n?. En conséquence, ces techniques permettent
d’extraire des clusters dans des réseaux ayant des milliards de connexions. En revanche, elles
sont limitées puisqu’elles n’autorisent que la détermination de communautés (voir section
précédente). Dans COME et LATOUCHE, 2015, nous avons donc cherché a développer un
cadre d’optimisation pour SBM avec un faible coiit algorithmique.

Nous avons tout d’abord considéré le critere ICL pour SBM. D’un point de vue général,
comme discuté dans BIERNACKI, CELEUX et GOVAERT, 2000, ce critére se concentre sur la
tache de clustering, contrairement a BIC par exemple qui est dédié a I'estimation de la den-
sité. Il est en effet dépendant de la log-vraisemblance complétée des données log p(X, Z16, Q)
ot 0 désigne les paramétres du mélange. A noter que dans SBM, ou 6 = (m, p), cette log-
vraisemblance est calculable explicitement, contrairement a la log-vraisemblance des données
observées logp(X160, Q). Malheureusement, ICL est construit & partir d’approximations de
type Stirling ainsi que Laplace, qui ne tiennent que dans un cadre asymptotique. Comme
illustré sur données simulées dans la section 2.2.1.b, ce critére de sélection de modeles offre
donc des estimations de qualité moyenne, pour des réseaux de taille limitée. Dans COME et
LATOUCHE, 2015, nous avons montré que les lois a priori conjuguées, introduites en section
2.2.1 de ce mémoire, permettaient d’obtenir une expression exacte pour le critere ICL. Cette
derniére permet donc de penser a des stratégies d’optimisation applicables pour des valeurs
faibles de n ainsi que dans le cadre asymptotique. Notre méthodologie est ici introduite pour
des réseaux orientés.

Proposition 2.2. La log-vraisemblance intégrée des données complétées du modéle SBM
s’écrit de maniére explicite pour les lois a priori conjuguées de m et p introduites en section
2.2.1 :

ICLex(2,Q) = logp(X, Z|Q)

& (T + QT )T (Gre) D(Og ) T8, D)
B ;bg (F(nu + Cu)ﬂﬁ%dﬂ(&)) +log (r(z,?_l n) [T, F(ng)> ’

- Ng = ng + Z?:l Ziq7vq ;
- Nge = 778[ + ZZAJ XijZiqubV(L l 5
- oo = Coo + 20 (1= Xij) Zig Zje, Vg, L.

Notons que ICL,.(Z, Q) ressemble & la borne variationnelle de la proposition 2.1. Point
notable, ce critére n’a pas de terme d’entropie et les probabilités 7;, sont remplacées par les
variables binaires Z;,.
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2.2.2.a Inférence

Pour rappel, la matrice Z de taille n x ) contient les termes Z;, tels que Z;; = 1 si i est
dans le cluster ¢, 0 sinon. Dans la proposition 2.2, nous avons fait dépendre le critere a la
fois de Z ainsi que de @ afin de mettre en avant qu’il était utilisable pour des SBM a @
différents. En réalité, dans la preuve associée dans COME et LATOUCHE, 2015, @ correspond
au nombre de colonnes non vides de Z. L’inférence & partir d’JCL.,(Z,Q) est donc un
probleme d’optimisation en nombres entiers dans Z, ou le nombre de colonnes est variable.
Cette optimisation permet d’estimer simultanément le nombre de clusters @ et de rechercher
la meilleure partition associée au sens de 'ICL. Malheureusement, ce probleme est NP dur
et nous avons donc eu recours & des heuristiques. Ainsi, en partant d’un nombre @, élevé et
d’une initialisation de Z, des étapes d’échange sont autorisées. Un noeud ¢ peut alors changer
de cluster si ce changement induit une augmentation de I'ICL. Si plusieurs changement
sont valides, celui induisant la plus grande augmentation est appliqué. Cette étape s’arréte
une fois qu’a l'issue d’un passage complet dans I’ensemble des nceuds V' du réseau, aucun
mouvement n’est retenu. Lors d’un échange, si un nceud est seul dans son cluster d’origine,
alors le changement induit la disparition du cluster et @) diminue de 1. Cette étape étant
terminée, nous autorisons ensuite des mouvements de fusion entre clusters jusqu’a ce que
plus aucune fusion n’entraine une augmentation du critere.

COMPLEXITE L’algorithme glouton nécessite le calcul des changements de valeurs d’ICL,
lorsqu’un neeud change de cluster et que les autres sont fixes. Or, comme montré dans COME
et LATOUCHE, 2015, ces tests peuvent se faire de maniere efficace si bien qu’en moyenne,
identifier le meilleur changement de clusters pour un nceud donné, a un coit algorithmique
de O(I + Q?), ou [ est le degré moyen dans le réseau. Pour rappel, le degré d'un nceud
correspond & son nombre de connexions. Finalement, la procédure partant d’un nombre
Qup de clusters, le colit complet de 'algorithme est O(n(l + Qip) -+ m). En pratique, il est
attendu que Q. soit choisi de maniére a dominer [, le cofit se réduit donc & O(nQ7, + m).
En comparaison, a @ fixe, les procédures d’inférence pour SBM ont pour la plupart un
colit de O(n?Q). La sélection de modeles nécessite alors un balayage de @ et I'utilisation
systématique d’'un algorithme d’inférence. Dans ce cas, le colit complet de la procédure
d’inférence est donc O(n? ip) pour une recherche entre 1 et ), clusters dans les données.

2.2.2.b  Expérimentations numériques

Nous présentons ici une partie seulement de la longue série d’expériences réalisées sur don-
nées simulées dans COME et LATOUCHE, 2015. L’objectif est de montrer que la réduction du
cout algorithmique de la procédure d’inférence proposée n’induit pas une perte de la qualité
d’estimation lors de la recherche de clusters. Ainsi, des réseaux a 100 noeuds et Q = 5 clus-
ters sont générés selon un modele SBM. Le parametre 7 est tel que my = 1/Q. De plus, la
matrice p est telle que pqq = 5,Vq et pgr = 0.01,Vq # r. Les clusters correspondent donc a
des communautés. Notons que lorsque S atteint la valeur de 0.01, le modele n’est pas identi-
fiable. Une grille est alors considérée pour le parametre de connectivité : 5 € {0.01,...,0.45}.
Pour chaque valeur de 3, 20 réseaux sont générés et notre procédure, appelée GreedyICL
ci-dessous, est utilisée pour la recherche des clusters. En pratique, @y, est fixé a 20. La
qualité des clusters identifiés est évaluée a ’aide du critére normalisé d’information mutuelle
(VINH, EPPs et BAILEY, 2010) et de PARI (adjusted rand index, HUBERT et ARABIE, 1985).
Pour comparaison, sont employés sur ces mémes données, 'algorithme de tirage d’alloca-
tions latentes de McDAID, MURPHY et al., 2013 (COLSBM), la méthode de sélection de
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modeles décrite a la section précédente, implémentée dans le package R mixer, ’algorithme
de clustering spectral de SHI et MALIK, 2000 (SPECTRAL), et la procédure variationnelle
de HOFMAN et WIGGINS, 2008 (VBMOD) dédiée a la recherche de communautés. Les ré-
sultats sont donnés dans la figure 2.1. De maniére intéressante, GreedyICL, développée a
I’origine afin de réduire le coiit algorithmique de 'inférence, produit une meilleure estimation
des clusters cachés dans les données. La procédure produit en particulier des résultats plus
pertinents que COLSBM, méthode de référence pour SBM. Des conclusions similaires sont
tirées dans COME et LATOUCHE, 2015, dans tous les scénarios de simulations considérés.
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Figure 2.1 — Moyenne du critére normalisé d'information mutuelle (gauche) et de I'’ARI ajusté (droite) sur 20
réseaux simulés pour chaque valeur de 3 dans {0.01,...,0.43}.

La plupart des méthodes de clustering de nceuds dans les réseaux construisent des partitions.
Autrement dit, chaque noeud d’un réseau se voit associé & un cluster et a un seul. Malheu-
reusement, dans de nombreuses applications réelles, il est attendu des objects d’étude qu’ils
appartiennent a plusieurs groupes simultanément. Certaines protéines, appelées moonlighting
proteins, ont par exemple plusieurs fonctions dans les cellules. Dans un réseau de co-citations
entre scientifiques, il est également commun de trouver des chercheurs intervenant dans des
disciplines variées. Ranger chaque noeud dans un unique cluster est donc un facteur limitant.

Le travail de ATROLDI, BLEI et al., 2008 constitue la premiére véritable solution, basée sur
un modele probabiliste, permettant la recherche de clusters chevauchants. Le modele associé,
appelé mixed membership SBM (MMSB), a deux inconvénients majeurs. Tout d’abord, il
utilise un nombre conséquent de parametres et de vecteurs cachés a estimer. Dans l'article
d’origine, son utilisation est donc réservée a des réseaux de quelques dizaines de noeuds.
Notons que cette limite est depuis levée grace a l'algorithme variationnel stochastique de
GOPALAN et BLEI, 2013. De plus, d'un point de vue modele, la construction des arétes ou
des arcs n’est pas influencée par le fait qu’un noeud appartient a plusieurs clusters. Chaque
connexion possible est ainsi caractérisée par des parametres et vecteurs latentes spécifiques,
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et il n’y a pas d’influence entre les clusters.

Nous avons donc proposé un nouveau modele, appelé overlapping SBM (OSBM), dans
LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2011. Il est ici présenté dans le cas de réseaux orientés.
Le tirage aléatoire iid, a partir d’une loi multinomiale, des vecteurs cachés caractérisant
I’appartenance simple au cluster est remplacée par un tirage iid a partir d’'un produit de

lois de Bernoulli : o

Zi|m ~ H mzi (1 — mg) %, Vi
q=1

Ainsi, chaque vecteur binaire Z; peut avoir plusieurs composantes a 1 témoignant ainsi de
I’appartenance simultanée de i a plusieurs clusters. Il peut également contenir que des 0.
En pratique, cette propriété est utile pour identifier les nceuds n’ayant pas ou tres peu de
connexions et qui sont de toute maniere retirés au moment d’interpréter les résultats du
clustering. Contrairement au vecteur de probabilités contrdlant le poids des clusters dans la
loi multinomiale, le vecteur m n’est ici pas sujet a des contraintes de type simplexe. Il est
donc tout & fait possible d’avoir Equl me > 1.

Une fois les clusters construits, les arcs sont tirés aléatoirement selon une loi de Bernoulli
conditionnelle :

Xij|Zs, Zj, a0 ~ B(Xij:9(az,,z,)), V(i # j),

oll

Gz,.7; = ZlTWZJ =+ ZlTU =+ VTZj + W™,
g(x) = (1 + e~*)~! désigne la fonction logistique, W est une matrice réelle Q x Q, U
et V sont des vecteurs réels a @ composantes. Finalement, W* est un réel permettant de
controler la présence globale d’arcs, c’est-a-dire la densité du réseau. Notons qu’en définissant

Zi = (Zi,].)T7 et
W U
W= (VT W*)’

le terme de connectivité prend la forme compacte suivante az, z, = ZIW Z;. L’ensemble des
paramétres ’OSBM 4 estimer est donc (7, W).

2.3.1 ldentifiabilité

Avant de dériver une procédure d’estimation d’OSBM sur données réelles, nous avons d’abord
étudié I'identifiabilité de ce modeéle dans LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2011. Nos
résultats et preuves sont basés sur les travaux fondateurs de ALLMAN, MATIAS et RHODES,
2009 qui, a l'aide d’un théoreme de KRUSKAL, 1976 ; KRUSKAL, 1977 ont caractérisé des
conditions d’identifiabilité pour des modeles a variables latentes.

La cadre de démonstration part du constat simple qu'un modele OSBM a @ clusters peut
étre rééerit sous la forme d’un modele SBM & 2@ clusters. En effet, notant C, D € {0,1}%
tel que Zqul Cy = Zqul D, =1, considérons la fonction ¢(-,-) telle que :

o (m,W) = (v,p),
ou vy = (yo)c

Q
to =[] mg (1 —m)' =,
q=1
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et = (uc,p)c.p
pe.p = g(CTWD + CTU + VD + W),

Il est alors évident qu'un modéle OSBM de paramétres (7, W) induit la méme mesure sur
Pensemble des graphes & n nceuds qu'un modele SBM de parametres (v, p).

Dans leurs travaux, ALLMAN, MATIAS et RHODES, 2009 ont montré qu’un modele SBM
est identifiable partout sauf dans un ensemble de parametres de mesure de Lebesgue nulle.
En dehors de cet ensemble critique, les parametres (v, p) et (v ,4') engendrent la méme
mesure si et seulement si (v, ') = P,(y, ) ol v est une permutation sur {0,1}%, v, =
T(c), et u’C,D = [y (C),u(D)- Ainsi, étudier 'identifiabilité générale d’OSBM est équivalent
A étudier les paramétres vérifiant ¢(x , W) = P,(¢(x, W)) pour une certaine permutation
v sur {0,1}%.

Il est trivial de montrer qu’une permutation simultanée des composantes de 7 et des
lignes/colonnes de 144 génere des parametres (7r/, W/) vérifiant cette condition. Cette pro-
priété était attendue car caractéristique des modeles de mélange (MCLACHLAN et PEEL,
2004). Nous avons montré qu’il existait une autre famille d’opérations, que nous avons ap-
pelées inversions, permettant de vérifier cette condition. Nous définissons une A inversion
(A € {0,1}9) de la maniére suivante :

Iav (mW) = (7,W),

ou

)

Tr/:{l—ﬂq SlAq:1

Tq sinon

et , ~
W = M/T;WMA.

La matrice M4 est ici donnée par :

(I —2diag(A) A
MA( 0...0 1)’

avec diag(A) la matrice diagonale @ x @ dont la diagonale est le vecteur A.

Proposition 2.3. Pour tout A € {0,1}9, soit v la permutation sur {0,1}9 définie par :

vC e {0, I}QJ/(C)i _ { 1-C; siA; =1

C; sinon

Alors, pour tous paramétres (m, W) du modéle OSBM, ¢(Ia(m,W)) = P,(¢(m, W)).
Cette proposition a été a la base du développement du théoréme suivant :

Théoréme 2.1. Le modéle OSBM est identifiable partout sauf dans un ensemble de para-
meétres de mesure de Lebesgue nulle. En dehors de cet ensemble, ¢(m,W) = ¢(1m ,W') <
(m, W) ~ (m ;W) ot ~ est une relation d’équivalence telle que :

~ ;o o~ ~

(M, W)~ (. W) if3o, A | (n, W)= Is(Py(x, W)).
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2.3.2 Estimation fréquentiste

La vraisemblance du modéle OSBM p(X |7, W, Q) = 3, p(X, Z|r, W, Q) fait intervenir 22
termes et ne peut donc pas étre maximisée sous cette forme. Comme pour le modele SBM
non chevauchant, la loi des Z sachant les parameétres et les données X n’a pas de forme
analytique et 'algorithme EM ne peut donc pas étre utilisé pour estimer les parametres.
A partir de deux approximations variationnelles et des travaux de JAAKKOLA et JORDAN,
2000 sur la régression logistique Bayésienne, nous avons construit une borne inférieure de la
log-vraisemblance des données.

Proposition 2.4. Pour toute matrice & positive réelle de taille n X n et toute distribution
r(Z) = [1ie, r(Z;) avec v(Z;) = Hq 1 Tig (1 = Tig) "%, une borne inférieure de la log-
vraisemblance des données est donnée par :

L(r; m, W, &) = Zn: {(Xij

i
= A&ij)

\ =

&ij

VW7 +log g(€s) — =2

/N N

Te(WTEWS;) + I WTEW - &) }

Q
Z {riqlogmg + (1 — 7ig) log(1 — 7g) }

1 g=1

+
NNgE

7

-
Me

{Tiqglog Tig + (1 — 7ig) log(1 — Tig)} -

.
Il
Il
—

lq

A Uimage de la définition de Zi, i = (1:,1)7. Le paramétre 1,4 s’interpréte comme l'approxi-
mation variationnelle de la probabilité, sachant les paramétres (w, W) et les données dans
X, que le neud i appartienne au cluster q. De plus

7'1‘1(1—7'1‘1) 0 0

: 0 TiQ(l—TiQ)
0 0

et B; = %; + 777, La fonction \(-) est définie par :

f):

AMz) = L tanh( 5

= (o)~ ) Ve € R

Le probleme de maximisation de la vraisemblance des données peut donc étre remplacé par
un probléme d’optimisation de £ par rapport ar(Z), 7, W, et €. L’algorithme d’inférence que
nous avons proposé dans LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2011 estime donc ces termes,
de maniére alternée, jusqu’a convergence de la borne. Notons que la forme paramétrique
imposée & r(Z) dans la proposition 2.4 réduit 'optimisation fonctionnelle de £ par rapport
ar(Z) & un probleme d’optimisation de fonction par rapports aux parametres 7,4. Les termes
&;; jouent ici un role crucial. Ils permettent de construire des approximations locales de la
fonction logistique, pour tous les arcs du réseau, sans lesquelles un algorithme VEM classique
n’est pas dérivable.
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2.3.3 Cadre Bayésien. Sélection de modeles

L’algorithme d’inférence proposé dans LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2011 permet de
réaliser le clustering des nceuds & partir des probabilités 7;, et I’estimation des parametres
du modele. En revanche, le cadre fréquentiste considéré dans ce papier n’autorise pas la
dérivation d’un critére de sélection de modeles simple afin d’estimer le nombre de clusters
présents dans les données. Comme pour le modele SBM non chevauchant, les criteres BIC
et AIC ne peuvent par exemple pas étre utilisés directement car ils font intervenir la log-
vraisemblance des données dont le cofit algorithmique d’évaluation est exponentiel. Pour
résoudre ce probléme, nous avons considéré un cadre Bayésien dans LATOUCHE, BIRMELE
et AMBROISE, 2014a ou les parametres du modele OSBM se voient caractérisés par des lois
a priori.

Pour le vecteur 7 intervenant dans un produit de loi de Bernoulli, nous avons eu recours

a un produit de lois Beta :
Q

0 0
p(m) = [ Beta(mg:nd. ¢3).
q=1
Pour une discussion sur le choix des hyperparametres 772 et (g , nous renvoyons le lecteur a

la section 2.2.1. Afin de modéliser la matrice réelle W de taille (Q +1) x (Q 4 1), Popérateur
vec est utilisé. Ce dernier permet de coller les colonnes d’une matrice sous la forme d’un seul
vecteur ligne. Une distribution normale est alors considérée, d’espérance Wy et de matrice
de variance covariance Sy = I(g41)2/ :

- - - 1 2
p(erclﬁ) :N(erc; Wa/ec’ (Q;l) )

Finalement, une loi a priori Gamma est associée au terme d’inverse variance [ :

p(B) = Gam(B; ag, bo).

Par construction, la loi Gamma est informative. Pour limiter son influence sur la loi a
posteriori, il est courant dans la littérature de fixer ag et by a de faibles valeurs, proches de
zéro.

2.3.3.a Dérivation d'une borne inférieure

Dans ce cadre fixé, ’objectif de I'inférence est double. A 'image des travaux réalisés pour le
modele SBM Bayésien et présentés en section 2.2.1, & nombre de clusters @ fixé, nous cher-
chons a estimer la loi a posteriori des parametres ainsi que des vecteurs latents Z, sachant les
données X . Outre le fait d’obtenir un clustering des nceuds du réseau, cela permet également
de mesurer l'incertitude quant a la qualité de ’estimation. Le second objectif est d’appro-
cher la loi marginale des données afin de proposer un estimateur de Q. L’algorithme VBEM
permet de répondre a ces deux problématiques simultanément. Malheureusement, il ne peut
étre dérivé ici directement a cause de la fonction logistique qui ne permet pas d’obtenir cer-
taines espérances conditionnelles de maniére explicite. Comme dans LATOUCHE, BIRMELE
et AMBROISE, 2011, nous avons construit deux niveaux d’approximations variationnelles
dans LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2014a afin d’obtenir une borne inférieure de la
log-vraisemblance marginale, borne qui peut ensuite étre considérée dans un algorithme
d’optimisation.
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Proposition 2.5. Pour toute matrice § positive réelle de taille n x n et toute distribution
r(Z,m,W,p), une borne inférieure de la log-vraisemblance marginale est donnée par :

. — T hQ(Z7W)€)p<Za7T7WaﬂIQ) T
CEEEDY [ ] [rzmi s (422 e e

ou

logh(Z.1,€) = 3 { (X = Jlaz.z, ~ S +logg(6) ~ Mes)a, 2, - € |
ij

et AM(z) = (g(x) — 1/2)/(2z),Vx € R, comme précédemment.

DN |

2.3.3.b Inférence

Dans I’'hypothése ou la matrice £ est connue, la borne introduite dans la proposition 2.5
peut étre maximisée par rapport a r(Z, 7, W, ) en imposant des contraintes sur l’espace
fonctionnel d’optimisation. Nous avons ainsi considéré la forme factorisée suivante :

n Q
r(Z,m, W, ) = r(m)r(W)r(3) H H (Ziq)-

i=1g=1

Un algorithme VBEM peut alors étre dérivé a partir de la borne inférieure Lg(r; €) et les
facteurs dans r sont obtenus par optimisation alternée. A r fixée, la borne peut également
étre maximisée par rapport a la matrice £ afin d’améliorer les approximations locales de la
fonction logistique. Ce cadre donne lieu a une procédure d’optimisation alternée par rapport
ar et &, jusqu’a convergence de la borne. Ci-dessous, la notation A., (resp A,.) pour une
matrice A désigne la colonne (resp ligne) ¢ de la matrice.

Théoréme 2.2. Les facteurs mazimisant la borne Lg(r; &) de la proposition 2.5 sont donnés
ci-dessous. Les termes d’espérance sont déterminés par rapport auzx facteurs.

1(Ziq) = B(Ziq; Tiq) avec :

iy = o) = 9(G) + (X = WD 4 Do = )T (W

J#i j#i
, Q+1 , n _ Q+1 n ~
— Tr((qu +2 Z %ilqu)(z M&HE;) + (Bgq + 2 Z FirXqr) ( Z)\(fji)Ej))}
l#q J#i l#q J#i

ot () est la fonction digamma, Yq = Ey, W_,[WqW”’ et E:ﬂ =Ey, WZ[W,JTVT/I]
Les matrices E; sont définies comme pour Ualgorithme VEM décrit précédemment.
r(Wvee) = N(Wvee, Wyee, S,,) avec :
Trvec S 1. ~
Wy =8, 8 (Xij - )T O
i)
et .
— Qnp I "
Sl = o @ +2 > A& (E; @ EBy),
" i#j

o ® désigne le produit de Kronecker.
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r(m) = HqQ:1 Beta(ﬂ'q;n(’;, C,’;) avec :
n n
77(7;:7724-27'1‘(1 et Cg:cg_i_n_Zqu
=1 i=1

r(B) = Gam(S; an, b,) avec :

1)2 1 1 - ~
an = ag + @ et by, = bo + §Tr(Sn) + g(W,‘L’ec)TW){eC.

Proposition 2.6. Un estimateur du parametre &; de la matrice § mazimisant la borne
Lg(r; &) de la proposition 2.5 est donné par :

&= | Te((50-+ W (o)) (5 0 )

2.3.3.c  Sélection de modeles

Jusqu’a maintenant, le nombre de clusters () a été supposé fixe et connu. La procédure
d’inférence d’écrite a la section précédente permet alors de maximiser la borne inférieure
Lg(r; &) de la log-vraisemblance marginale, par rapport a r et £&. Nous avons donc proposé
dans LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2014a de remplacer la log-vraisemblance mar-
ginale par son approximation variationnelle. Le principe méthodologique est le méme que
précédemment. Un ensemble de valeurs de @) est considéré et pour chaque valeur, la valeur
de L(r; £), & convergence, est utilisée comme approximation de logp(X|Q). La valeur Q*
maximisant ce critére est alors retenue comme estimateur du nombre de clusters présents
dans les données.

2.3.4 Expérimentations numériques

Nous présentons ici une partie des résultats obtenus a ’aide de simulations dans LATOUCHE,
BIRMELE et AMBROISE, 2011 et LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2014a. La qualité des
clusters identifiés, & @ fixé, est évaluée pour l'algorithme VEM de LATOUCHE, BIRMELE
et AMBROISE, 2011. Notons que des résultats similaires ont été publiés dans LATOUCHE,
BIRMELE et AMBROISE, 2014a dans le cadre Bayésien. La procédure de sélection de modeles
est testée & partir des travaux dans LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2014a.

Nous avons tout d’abord comparé 'algorithme VEM pour OSBM, permettant de chercher
des clusters chevauchants dans les données, avec des méthodes de clustering de nceuds. Des
précautions doivent étre prises pour évaluer ce type de résultats. En effet, en clustering, les
criteres d’évaluation de la qualité des clusters identifiés, comme ’ARI, ne sont utilisables
que sur des partitions, c¢’est-a-dire sans chevauchement entre les clusters. Nous nous sommes
appuyés sur un critere inspiré des travaux de HELLER et GHAHRAMANI, 2007 ; HELLER,
WILLIAMSON et GHAHRAMANI, 2008. Ainsi, soient Z la matrice caractérisant les clusters
simulés & rechercher et Z celle associée & I'estimation d’une méthode. La distance Ly d(P, }5)
entre P = ZZT et P = ZZT est alors calculée. Les matrices n x n de la forme ZZT
permettent de compter le nombre de clusters en commun entre chaque paire de noeuds, et
sont invariantes par rapport aux permutations des colonnes de Z.

Les résultats présentés en figure 2.3 ont été obtenus a partir de 100 simulations de réseaux
a n = 100 neceuds, construits a partir de structures en étoiles et de communautés. Chaque
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étoile correspond en réalité a deux clusters et les connexions se font entre des noeuds de clus-
ters différents, a I'inverse des communautés ou les connexions se font prioritairement entre
des noeuds d’un méme cluster. Un exemple de réseau est fourni en figure 2.2. La méthode
CFinder (PALLA, DERENYI et al., 2006) est capable de chercher des clusters chevauchants
dans les réseaux, a linstar de MMSB. En revanche, contrairement aux autres approches
considérées, elle n’est pas basée sur un modele probabiliste. Le modele SBM est ici employé
comme référence, la méthodologie d’inférence associée n’étant pas en mesure d’identifier des
clusters chevauchants. Plus les valeurs de distance d(P, ]5) sont faibles, meilleurs sont les
résultats de clustering. La figure 2.3 illustre donc clairement la pertinence de ’algorithme
VEM pour OSBM, au regards des autres méthodes. Des résultats similaires ont été obtenus
a l'aide de réseaux construits uniquement a partir de communautés

A .
< .
o,
o
A %o .
- .
%
.. . .
.
'} oo,
...
» .

Figure 2.2 — Un exemple de réseau simulé a partir d’étoiles et de communautés. Les clusters en vert et en rouge
correspondent a des communautés. Les étoiles, représentées en violet et en bleu, recoivent des arcs entrants
depuis les communautés en vert et en rouge, respectivement. Les nceuds en noir appartiennent aux deux étoiles
simultanément. Les noceuds en gris ont un vecteur Z; dont toutes les composantes sont nulles, et
n’'appartiennent donc a aucun cluster.

550
1

450
1

350
1\
o4

250
1

150
1

T T T 1
CFinder SBM MMSB OSBM

Figure 2.3 — Distance Ly d(P, 13) pour 100 réseaux simulés a partir d'étoiles et de communautés. Plus les
valeurs de distance sont faibles, meilleures sont les estimations associées des clusters chevauchants.

Les résultats d’évaluation du critere de sélection de modeles proposé dans LATOUCHE,
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BIRMELE et AMBROISE, 2014a sont présentés dans le tableau 2.2. Ils correspondent & des
réseaux construits a partir de communautés chevauchantes & n = 100 nceuds. Ainsi, six
scénarios sont considérés en fonction des probabilités de connexion intra cluster et pour des
clusters de méme taille ou de tailles différentes. Pour chaque nombre de clusters entre 2
et 7, et pour chaque scénario, 100 réseaux sont analysés. Les nombres de clusters estimés
sont reportés dans le tableau. Les résultats se dégradent comme attendu a mesure que
les probabilités intra cluster diminuent et que les tailles de clusters varient. Néanmoins, le
critere dérivé a partir des approximations variationnelles permet une estimation pertinente
du nombre de clusters chevauchants présents dans les données.

méme taille de cluster tailles de cluster différentes

2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 6 7 8

- 2 100 0 0 0 0 0 0 | 100 0 0 0 0 0 O
S 3 0 100 O 0 0 0 0 100 O 0 0 0 O
g 4 0 0 929 O 1 0 0 0 6 85 5 3 1 0
5 0 0 2 98 0 0 0 0 3 34 50 8 4 1

6 0 0 0 8 85 6 1 0 0 29 49 15 6 1

7 0 0 0 1 24 56 19 0 0 30 50 13 6 1

- 2 100 0 0 0 0 0 0 | 100 0 0 0 0 0 O
=) 3 0 100 O 0 0 0 0 0 99 1 0 0 0 O
L 4 0 0 99 1 0 0 0 0 14 68 9 7 2 0
5 0 0 4 79 14 1 2 0 18 50 22 4 6 0

6 0 0 1 22 49 22 6 0 20 46 16 13 4 1

7 0 0 0 16 47 24 13 0 22 56 14 5 3 0

w 2 100 0 0 0 0 0 0 98 2 0 0 0 0 O
=) 3 0 98 2 0 0 0 0 1 91 7 0 1 0 O
L 40 0 8 9 3 1 0, 1 43 32 16 4 1 3
5 0 0 15 44 26 12 3 2 34 44 9 8 3 0

6 0 1 11 28 22 25 13 0 47 32 15 5 1 0

7 0 0 6 34 28 17 15 2 30 46 14 5 3 0

Table 2.2 Matrice de confusion. Nombre estimé de clusters (colonnes) Qrr, .y €12,--.,8} versus vrai
nombre de clusters (lignes) Qv rai € {2,...,7} calculé pour des réseaux a méme taille de cluster ou tailles de
cluster différentes, et trois probabilités intra cluster p € {0.9,0.6,0.5}.

Dans de nombreux cas, les méthodes basées sur des extensions du modele SBM donnent
des résultats déja connus du praticien. A titre illustratif, nous avons caractérisé récemment
(ZREIK, LATOUCHE et BOUVEYRON, 2015b) une grande partie des échanges maritimes dans
le monde a 'aide d’un réseau. Les clusters obtenus sur ce réseau a l'aide, en autre, de I’algo-
rithme VBEM pour SBM décrit en section 2.2, donnent exactement les aires géographiques
bien connues des géographes. Nous avons donc cherché dans JERNITE, LATOUCHE et al.,
2014 a construire un nouveau modele permettant d’intégrer une information connue par le
praticien sous la forme une partition des nceuds donnée. L’objectif est alors de chercher des
clusters de nceuds dont la topologie est non triviale. Ce travail était également motivé par
une collaboration avec des historiens du LAMOP ayant compilé, sous la forme d’un réseau,
certaines interactions sociales dans la Gaulle Mérovingienne du 6éme siecle. Ce réseau est
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constitué d’arcs catégoriels, et non plus simplement binaires.

2.4.1 Modeéle

Nous supposons ici que nous disposons d’une partition connue des noeuds. Notons que cette
partition induit une décomposition du réseau en sous-graphes. Un sous-graphe est ainsi
constitué des nceuds du groupe associé et de tous les arcs entre ces noeuds du réseau. Le
modele est ici présenté dans un cas orienté.

Le tirage aléatoire du graphe se fait en trois étapes. Tout d’abord, un arc binaire est
généré pour chaque paire de noeud (4, j) en fonction des sous-graphes s; et s; auxquels ils
appartiennent :

Aithi,Sj ~ B(’Vsz‘»sj)'

Cette étape est treés particuliere et est motivée exclusivement par des considérations tech-
niques liées au réseau mérovingien a analyser. Dans l'application publiée dans JERNITE,
LATOUCHE et al., 2014, les sous-graphes correspondent en effet a différentes provinces. Pour
des raisons évidentes de transport, il est donc attendu que, globalement, les noeuds de pro-
vinces proches interagissent plus que des nceuds de provinces éloignées géographiquement.
Ensuite, chaque nceud est associé a un vecteur latent Z; a partir d’une loi multinomiale dont
le parametre dépend du sous-graphe connu de 7 :

Zi|ms, ~ M(1,mg,),

avec Equl osq = 1 pour tous les sous-graphes s. Tous les Z; sont tirés de maniere indé-
pendante. Enfin, les clusters et la présence des arcs étant déterminés, le type (parmi C) de
chaque arc est généré aléatoirement suivant une loi multinomiale conditionnelle :

XijlZiqZjr Aij = 1, p ~ M(L, pigr),

ol 25:1 figre = 1,¥(q,7) € 1,..,Q*. Ainsi, X;; est un vecteur binaire et X;;. = 1 indique que
larc (i, 7) est de type c. Nous avons appelé le modele ainsi constitué modele & sous-graphes
aléatoires, ou random subraph model (RSM) en anglais.

Notons que la distinction faite ici entre la génération de la présence des arcs a partir
des sous-graphes uniquement, et du type a partir des clusters, eux mémes dépendant des
sous-graphes, est abandonnée dans la version dynamique de RSM présentée dans le chapitre
suivant.

2.4.2 Inférence

RSM est un modele dérivé du modele SBM et souffre par conséquence de contraintes héritées.
En particulier, le calcul de la vraisemblance des données a un coiit exponentiel ce qui ne
permet pas d’utiliser les criteres classiques de sélection de modéles pour estimer le nombre de
clusters. Nous avons donc considéré un cadre Bayésien pour RSM a I'image de nos travaux
pour SBM et OSBM. De plus, la loi des états cachés, sachant les données et les parametres,
n’a pas de forme analytique.

Des lois a priori conjuguées ont été utilisées pour caractériser ’a priori sur les parametres.
Ainsi,

p(quT) = Beta(’ylﬁ“; agra bgr)a v(‘]v T) € {1a M S}za

p(as) = Dir (as; Xgl, e 7X2Q) ,Vs e {1,...,S5},
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et
p(ﬂ”ﬂ‘) DII‘ (ﬂqr’ “qua R Eng) 7v(qa7ﬂ) € {17 ceey Q}2

Pour une discussion sur le choix des hyperparametres, nous renvoyons le lecteur a la section
2.2.

Le modeéle RSM ne faisant par intervenir de fonction de lien non linéaire, un algorithme
VBEM classique peut directement étre utilisé afin de maximiser une borne inférieure de la
log-vraisemblance marginale logp(A4, X|Q) des données, par rapport a une loi r, approxi-
mation de la loi a posteriori p(Z, (7s)s, v, |4, X, Q). A convergence, r permet notamment
d’obtenir le clustering des nceuds alors que la borne de I’algorithme VBEM est utilisée comme
approximation variationnelle de la log-vraisemblance marginale. Un ensemble de valeurs de
@ est considéré et la valeur de () maximisant la borne inférieure est retenue comme esti-
mation du nombre de clusters présents dans les données. Pour optimisation fonctionnelle,
nous avons considéré la famille de loi factorisable suivante :

S S
T(Z (775 sV M <HT‘ ) (H T(CVS) H 'Vsr ) HT :un

L’optimisation étant standard, nous ne présentons ici que le critére de sélection de modeles,
c’est-a-dire la borne a convergence de ’algorithme VBEM.

Proposition 2.7. A convergence de ’algorithme VBEM, la borne inférieure variationnelle
de la log-vraisemblance marginale du modéle RSM est donnée par :

Z IOg gh bor + Z log(

qr7 qr

n Q
~ 22 Tialog(ria),
i=1 g=1

ou C(z) = % six € RP, B(a,b) = F(angES) V(a,b) € R?, et T'(+) est la fonction

5 0 0
gamma. Les parameétres aqr, bgr, Xs,» Zqr correspondent auz hyperparameétres aqT, bgrs Xs»
EY. mis a jour en fonction des données, au cours de l'optimisation. T;, est l’apprommatzon de
la probabilité que le neeud i appartienne au cluster q. Ces termes sont donnés dans l'appendice

de JERNITE, LATOUCHE et al., 2014.

2.4.3 Expérimentations numériques

Nous présentons dans cette section une des expériences que nous avons réalisée dans JERNITE,
LATOUCHE et al., 2014 sur données simulées afin de tester la méthodologie. 50 réseaux a
n = 100 nceuds ont ainsi été générés selon un modele RSM a trois clusters et trois types
d’arétes. Les nceuds d’un méme cluster se connectent principalement avec des arcs de type 1
contrairement aux noeuds de clusters différents qui se connectent principalement avec des arcs
de type 3. La procédure d’écrite précédemment est utilisée sur chaque réseau afin d’estimer
le nombre de clusters et de proposer un clustering des noeuds. La pertinence de I'estimation
est évaluée a l'aide du critere ARI. Le critére évalue donc ici a la fois ’estimation de @ et
de Z. Nous observons sur la figure 2.4 que le critére de sélection de modeles atteint bien
son maximum pour ) = 3 clusters. Les plus grandes valeurs d’ARI sont obtenues également
pour Q = 3 avec une médiane proche de 1.
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Figure 2.4 — Figure de gauche : répartition des valeurs du critére de sélection de modéles proposé en fonction
du nombre de clusters. Figure de droite : répartition des valeurs d'ARI. 50 réseaux analysés a Q = 3 clusters.

Les méthodes de clustering de noeuds, qu’elles soient basées sur un modele probabiliste ou pas,
sont fortement contraintes quant au type de réseau pouvant étre analysé. En effet, 'immense
majorité n’autorise que I’étude de réseaux binaires ou seule la présence ou ’absence de
connexions entre les noeuds est retenue comme source de données. De nombreuses extensions
ont été proposées ces dix dernieres années afin d’autoriser d’autres types d’arétes ou d’arcs.
Nous pouvons par exemple citer les travaux de MARIADASSOU, ROBIN et VACHER, 2010
modélisant les connexions discretes a ’aide de lois de Poisson conditionnelles. Comme nous
I’avons vu, le modele RSM décrit dans la section précédente autorise lui les connexions
catégorielles.

En sciences sociales, il est courant d’observer des échanges entre des individus, ces échanges
pouvant étre représentés sous la forme d’un réseau. Que ce soit a travers ’écriture d’emails,
de messages, ou de posts, ces interactions font la plupart du temps intervenir du texte. En
pratique, ’envoi d’un ou plusieurs emails d’un individu ¢ & un individu j est souvent enregis-
tré uniquement sous la forme d’un arc binaire indiquant la présence d’une connexion entre
i et j. Il est également fréquent de considérer le nombre d’emails envoyés, l'arc étant ainsi
associé a un poids discret. Dans le chapitre 3, nous verrons comment modéliser la dynamique
de I’évolution de ces poids. Dans cette section, nous présentons nos travaux publiés dans
BOUVEYRON, LATOUCHE et ZREIK, 2016 permettant d’associer a I’arc (¢, j) tous les emails,
ou plus généralement 1’ensemble des documents, envoyés de i a j.

Le modele probabiliste, appelé stochastic topic block model (STBM), fait intervenir deux
étapes principales. La premiere a pour objectif la fabrication des connexions. La seconde
vise a construire des documents pour chaque connexion présente. Le modeéle est ici présenté
dans le cas de réseaux orientés.

2.5.1 Modélisation de la présence de connexions

Un modele SBM standard est considéré pour générer la présence ou 'absence de connexions
entre les noeuds d’un graphe. Ainsi, chaque noeud ¢ est associé a un vecteur binaire Y; tiré
a partir d’une loi multinomiale de parameétres (1,7), ol 7 caractérise le poids des clusters.
Ce vecteur est noté Y; ici et non pas Z;, contrairement aux autres sections, afin de pouvoir
clairement faire la distinction entre les clusters de nceuds et les clusters de mots. Ensuite,
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pour chaque paire de noeuds (4, 7), un arc X;; est généré aléatoirement selon une loi de
Bernoulli de parametre pq, si i appartient au cluster ¢ et j a r. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur a la section 2.2 de ce chapitre.

2.5.2 Modélisation des documents

Afin de modéliser la construction des documents associés aux arcs présents, nous nous
sommes appuyés sur le modele d’allocation latente de Dirichlet, latent Dirichlet allocation
(LDA) (BLEL, NG et JORDAN, 2003) en anglais. Ce dernier fait référence en analyse statis-
tique de textes. Les méthodes d’inférence associées permettent en particulier d’identifier les
thémes principaux des documents d’un corpus.

Dans notre cadre, pour chaque paire (¢,7) de clusters de noeuds, un vecteur 6, est ainsi
tiré aléatoirement selon une loi de Dirichlet :

O4r ~Dir (v = (o1, ...,ak)),

donc Zle O4ric = 1. Ces tirages sont tous ¢id. Dans la littérature, il existe de nombreuses
discussions au sujet du vecteur «. Lors de 'inférence, il est en effet possible de construire une
estimation de o a I'aide d’une procédure de type Bayes empirique. Malheureusement, dans
le cadre de LDA, les méthodes d’optimisation existantes donnent des résultats tres instables,
en particulier vis a vis de I'initialisation. Pour espérer obtenir une estimation pertinente de
«a, il faut donc répéter toute 'optimisation un tres grand nombre de fois. Pour ces raisons,
et parce qu’il n’existe pas & notre connaissance de travaux théoriques complets concernant
le role de ce vecteur dans LDA, nous avons choisi de fixer toutes ses composantes & 1. La loi
de Dirichlet correspond alors a la loi uniforme sur le simplexe. La probabilité 6,4, encode
le poids du théme de discussion k£ parmi K dans les échanges entre les nceuds du cluster ¢
vers ceux dans r.

Par la suite, nous notons W;; = (Wf;
0 = (04r)gr- Le n—ieme mot W2 du document d dans Wi; est alors associé a un vecteur

)a Vensemble des documents envoyés de ¢ a j et

binaire Zflj” supposé tiré selon une loi multinomiale conditionnelle :
28 YigVir Xij = 1,0 ~ M(1,04,). (2.1)

Dés lors, si un arc est présent entre les nceuds (4, ), et que le nceud ¢ appartient au cluster
q et jar,lemot Wg-" appartient au cluster de mots k avec probabilité 8,,,. Un cluster de
mots est vu ici comme un théme de discussion. Ensuite, conditionnellement a ZZ-”, le mot
Wg” lui méme est généré a partir d’'une loi multinomiale :

Wi ZEG™ =1,8 ~ M (1, Bk) (2.2)

ou (i est un vecteur de probabilités & V' composantes, telles que EL/:l Broe = 1, ou V
désigne la taille du dictionnaire utilisé. Tous les vecteurs (i sont rangés dans une matrice
notée 5 = (B)r. Ainsi, Z;/:l Wi‘j-"“ =1let Wf;"” = 1 signifie que le mot v du dictionnaire
apparait en position n du document d.

La description de cette partie du modele probabiliste est fidele a celle de BOUVEYRON,
LATOUCHE et ZREIK, 2016, elle méme cohérente avec la présentation de LDA dans BLEI, NG
et JORDAN, 2003. Nous proposons maintenant dans cette section de réécrire le procédé de ti-
rage associé a (2.1) et (2.2) afin de mieux illustrer le modéle sous jacent. Une marginalisation
de (2.2) a partir de (2.1) donne :

K
WZ”|Yqung” = 1, 9, 5 ~ Zequ/\/l (1, Bk) . (23)
k=1
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Tous les mots WZ-‘;" de W;; sont tirés de maniére iid et selon (2.3), le mot v du dictionnaire
apparait a chaque fois avec probabilité :

K
P(WE = 1YY Xij = 1,0,5,K,Q) = > ek Bio
k=1

= agrﬂ.uv

ou [, désigne la colonne v de la matrice 5. Ainsi, d'un point de vue modele, seul compte le
nombre de fois ot un mot du dictionnaire est présent, pas sa position. Notre modélisation
s’inscrit donc dans la famille de modeles de type sacs de mots, ou bags of words en anglais.
En notant Wij le vecteur de taille V' ol W;; indique le nombre de fois ot v est présent dans
Wi;, le modele dans BOUVEYRON, LATOUCHE et ZREIK, 2016 donne :

Wijh/qu}TXij = 17 eaﬁ ~ M(Nija 9q7‘6)7 (24)

ou IV;; désigne le nombre total de mots échangés entre les nceuds 4 et j. Comme dans le
cadre de LDA, chaque N;; est supposé connu et fixe. Il est également possible d’ajouter une
nouvelle couche au modele probabiliste en tirant ces comptages a ’aide de loi de Poisson
par exemple. La caractérisation (2.4) a pour avantage de mettre en avant les données qui
seront finalement & analyser. Ainsi, pour chaque paire de nceuds (i, j), la présence d’'un arc
est stockée dans X;; et si X;; = 1 alors les comptages des mots échangés sont également
enregistrés dans Ww

2.5.3 Pivot

Ci-dessous, Y = (Y;);, Z = (ij”)ijdn, et W = (Ww)w La loi jointe de STBM se factorise
de la maniere suivante :

p(X7 W’}/’Z70|7T’ILL7 ﬂ? K’Q) :p(w/? Z70|X7 Y7/87K7 Q)p(X7Y|7T’ /"L7 Q)' (2'5)

Le terme de droite p(X,Y|m, u, @) dans (2.5) correspond exactement & la vraisemblance
des données complétées pour le modele SBM. De plus, a Y fixé, tous les documents Wij
pour lesquels ¢ est dans le cluster g et j dans r, sont indépendants et suivent la méme loi
(2.4). 11 est alors possible de construire des agrégations de données en comptant combien
de fois un mot v du dictionnaire est apparu en tout, pour toutes les paires (¢, j) telles que

Y;,Y;»X;j = 1. En notant W,,. le vecteur de taille V des comptages associés, nous trouvons :

Worlf, B ~ M(Nqr, 04,), (2.6)

ou qu = Ziijyqujrxij:l N;;. Les Q? documents qu ainsi construits suivent alors exacte-
ment le modele LDA standard de loi jointe p(W, Z,0|X,Y, 8, K, Q). La matrice Y est donc
pivot puisqu’elle fait le lien entre une partie modélisation de graphes et une partie modéli-
sation de textes.

2.5.4 Inférence

La stratégie d’inférence que nous avons développée s’appuie largement sur la propriété de
pivot de Y discutée a la section précédente. Ainsi, nous considérons le probleme d’optimisa-
tion de log p(X, W, Y|m, u, B, K, Q). Ce terme ne peut pas étre évalué de maniere explicite

28



de par la structure du modele graphique. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a
la section 2.2 de ce chapitre. En revanche, une décomposition variationnelle simple donne :

logp(X, W, Y|m, 1, 8, K, Q) = L, (r;Y, 7, 1, B) + KL (r || p(-| X, WY, 7, 1, B, K, Q)),
ou la borne inférieur peut s’écrire :
LrQ(r;Yom p,B) = Liq (r;Y, B) +logp(X, Ym, 1, Q).

A 'Y fixe et une fois les documents agrégés, L K,q correspond exactement a la borne de 1’algo-
rithme VEM pour LDA introduit par BLEI, NG et JORDAN, 2003. Cet algorithme peut donc
étre utilisé directement afin d’estimer r et 3. Les parameétres w et p s’obtiennent directe-
ment & partir de Y. Seule 'optimisation en fonction de Y pose réellement difficulté. En effet,
chercher l'optimum global en testant toutes les Q™ configurations de Y n’est pas faisable.
C’est un probléme combinatoire. Nous proposons ici une heuristique simple a travers un al-
gorithme glouton. Les noeuds sont vus chacun a leur tour. Si un ou plusieurs changements de
clusters de ¢ améliorent la borne inférieure, alors celui induisant le plus grand accroissement
est appliqué. Sinon, le cluster du noeud reste inchangé. Toutes ces étapes d’optimisation sont
répétées jusqu’a convergence de la borne variationnelle.

2.5.5 Sélection de modeles

A l’aide de deux approximations de Laplace, d’une estimation variationnelle, et de la formule
de Stirling, nous avons dérivé un critére ICL pour le modele STBM.

Proposition 2.8. La vraisemblance jointe logp(X, W, Y|K, Q) du modéle STBM peut étre

approchée par un critere de type ICL de la forme :

K(V —1)
2

2
- Q Q-1
ICLsrpm = Lxo(r;Y,8)— log Q*+maxlogp(X,Y |7r,,u,Q)——2 logn(n—1)— logn.
™

2.5.6 Expérimentations numériques

Plusieurs études ont été réalisées dans BOUVEYRON, LATOUCHE et ZREIK, 2016 afin de tester
sur données simulées la procédure d’inférence. Nous présentons ici les résultats concernant
I’évaluation de la capacité de la méthode a retrouver les clusters de noeuds et les themes de
discussion, a K et Q fixés.

Trois scénarios ont d’abord été fixés pour la génération de réseaux selon le modele STBM.
Les parametres sont donnés dans le tableau 2.3 et des exemples sont proposés dans la figure
2.5. A partir des ces trois scénarios, nous avons considéré trois situations : situation de
référence correspondant exactement aux parametres indiqués dans le tableau 2.3 (“Facile”),
une situation (“Dure 1”) ou les clusters de nceuds ont plus de connexions vers les autres
clusters (mg2, = 0.2 sauf pour B), et une situation (“Dure 2”) ol 40% des messages sont
bruités, i.e. générés a partir d’'un autre theme de discussion. Pour chaque scénario et chaque
situation, 20 réseaux ont été simulés et analysés.

SBM et LDA ont été considérés, comme référence, pour l’analyse (binaire) des réseaux
et des textes respectivement. Les résultats sont présentés dans le tableau 2.4. La méthode
d’inférence associée & STBM est la seule a pouvoir analyser a la fois la présence d’arétes
dans un réseau et les textes associés. Les ARI obtenus illustrent la pertinence de ’approche.
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Scénario A

Scénario B

Scénario C

Figure 2.5 — Exemples de réseau simulés selon les scénarios A, B, et C.

‘ Scénario ‘ A ‘ B C ‘
n 100
K 4 3 3
Q 3 2 4
™ (1/Q,....1/Q)
= 0.25 = 0.25
" Haa Hgr var = 0.25 Haa
fgrrtg = 001 Harrg = 001
0111 = 0220 = 1 Oiit = Oy — 1 0111 = 0331 = 1
0333 = 1 0290 = 0440 = 1
’ bpirig— 1| )= Ly = 1
.qr e sinon 0 f]rS,r;éq
sinon 0 sinon 0

Table 2.3 Valeurs des paramétres pour les trois scénarios considérés.

Scénario A Scénario B Scénario C
© | Méthode | nceud ARI  théeme ARI noeud ARI  théme ARI nceud ARI  théme ARI
'g SBM 1.004:0.00 - 0.01+0.01 - 0.69+0.07 -
P LDA - 0.9740.06 - 1.0040.00 - 1.0040.00
STBM 0.984+0.04 0.98+0.04 1.00+0.00 1.0040.00  1.00£0.00  1.00+0.00
Scénario A Scénario B Scénario C
‘:J Méthode | nocud ARI  théme ARI nceud ARI  théme ARI  noeud ARI  théme ARI
5 SBM 0.0140.01 - 0.0140.01 - 0.01+0.01 -
A LDA - 0.90+0.17 - 1.00+0.00 - 0.9940.01
STBM 1.00+£0.00  0.904+0.13  1.00£0.00  1.00+£0.00 1.00+0.00  0.9840.03
Scénario A Scénario B Scénario C
% Méthode | nocud ARI théme ARI nceud ARI  théme ARI  nceud ARI  théme ARI
5 SBM 1.00+0.00 - -0.01£0.01 - 0.65+0.05 -
A LDA - 0.21+0.13 - 0.0840.06 - 0.09+0.05
STBM 0.9940.02  0.99+0.01 0.59+0.35 0.54+0.40 0.6840.07 0.6240.14

Table 2.4 Résultats de clustering pour SBM, LDA, et STBM. 20 réseaux analysés pour trois scénarios A,
B, C, et trois situations “Facile”, “Dure 1", “Dure 2". Les valeurs moyennes d'ARI sont reportées ainsi que les
écarts types, pour le clustering des noeuds et des textes.
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Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes permettant de réaliser I'inférence du
modele SBM. La seconde permet notamment d’estimer le nombre de clusters présents dans
les données ainsi que la partition des noeuds associée. Le cofit algorithmique de ’algorithme
correspondant est également sensiblement plus faible que celui des autres techniques basées
sur SBM. Rappelons que ce modele fait référence dans la littérature statistique en analyse
des réseaux. Pourtant, bien que capable de caractériser des structures de natures différentes,
comme des communautés, des schémas en étoile, et des hubs, il est limité sur plusieurs as-
pects. Tout d’abord, chaque nceud ne peut appartenir qu’a un seul cluster. Nous avons donc
proposé le modele OSBM autorisant la recherche de clusters chevauchants ainsi que deux
procédures d’inférence. Le cadre Bayésien de la deuxiéme fait apparaitre naturellement un
critere de sélection de modeles. Ensuite, des études sur données réelles ont montré que les
clusters identifiés par des méthodes basées sur SBM pouvaient correspondre a des structures
déja connues des praticiens. Le modele RSM a donc été proposé afin d’intégrer dans la mo-
délisation une pré-classification des noeuds fournie. L’inférence permet alors d’identifier des
clusters porteurs d’une information non expliquée par la pré-classification. Enfin, nos tra-
vaux ont donné lieu au modele STBM. L’inférence de ce modele autorise I’analyse conjointe
d’un réseau et d’un ensemble de documents portés par les connexions.
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Cette seconde thématique de recherche s’intéresse a ’analyse de données d’interactions.
Une caractéristique clé de ces données est leur caractere dynamique. Un temps discret peut
alors étre considéré pour décrire les changements temporels. D’autres processus permettent
également de traiter les données a travers un temps continu. Ces deux sous-axes sont discutés
ci-dessous. Le premier a donné lieu & quatre articles dans des journaux (ZREIK, LATOUCHE
et BOUVEYRON, 2015a; ZREIK, LATOUCHE et BOUVEYRON, 2016 ; CORNELI, LATOUCHE et
Ross1, 2016a; CORNELI, LATOUCHE et ROssI, 2016b). Mes travaux dans le second se sont
traduits par un article de journal (CORNELI, LATOUCHE et ROSSI, & paraitre).

33



Les développements des moyens de communication et de ’aire numérique plus généralement
favorisent le stockage de plus en plus important de données de type interaction. Les in-
teractions peuvent par exemple correspondre & un ensemble d’échanges d’emails entre des
employés d’une entreprise. Ils peuvent également étre caractérisés par des posts sur des ré-
seaux sociaux tels que Twitter, Facebook, ou Linkedin. En pratique, une interaction se fait
a un instant temporel précis stocké dans une base de données. Si un individu ¢ interagit
avec j, au temps v, alors l'interaction correspondante peut étre représentée sous la forme
d’un triplet (4, j,v). L’ensemble de tous les triplets peut alors étre utilisé pour construire un
réseau dynamique ol chaque individu est associé & un nceud, et un arc ou aréte entre deux
nceuds est présent au temps v si U'interaction (i, j, ) est enregistrée dans les données.

De nombreux modeles probabilistes ont été proposés pour 1’étude des réseaux dynamiques
ces 10 derniéres années. La plupart sont des modéles a temps discret. Autrement dit, des
intervalles de temps prédéfinis sont considérés et les interactions ayant lieu durant ces in-
tervalles sont agrégées afin d’obtenir des images des réseaux, a temps fixes. Dans le cas
binaire, deux noeuds sont connectés dans 'image d’un réseau, si au moins une interaction a
lieu dans l'intervalle de temps associé. Comme nous le verrons par la suite, il est également
possible d’étudier le nombre ou le type d’interactions ayant lieu dans chaque intervalle. Les
modeles les plus prometteurs travaillent en réalité a temps continu et font intervenir des
processus ponctuels. Les modeles a temps discret sont en effet contraints. Comme discuté
en particulier dans MATIAS, REBAFKA et VILLERS, 2015, le choix des intervalles de temps,
pour la construction des images, peut avoir un impact fort sur les résultats d’analyse. Nous
reviendrons sur cette question & la fin de ce chapitre.

Ci-dessous, nous désignons par € = {(im, jm, Vm) }1<m<m 'ensemble des M interactions
observées. € est un sous-ensemble de {1,...,n}? x RT et la période d’étude correspond a
Iintervalle de temps [0, T]. Sans perte de généralité, £ est supposé ordonné par la variable de
temps. De plus, chaque temps d’interaction est unique. Deslors 0 < vy <o < ... <wpy <T.
L’ensemble des temps d’interaction ayant lieu uniquement entre les noeuds 7 et j est ensuite
noté :

AT .— {yY’j), ce V](\;(Ji),j)}v (3.1)
ol z/ii’j) < z/éi’j) < e < VI(\ZZL')JV A temps discret, une décomposition de [0,T] en U sous-

intervalles I, =|t,_1,t,] est considérée, délimités par les temps :
O=tg<t1i<---<ty=T.

Finalement, nous notons X = (X (“))u I’ensemble des matrices d’adjacence codant les images
du réseau pour tous les intervalles I,.

En temps discret, nous nous sommes intéressés a deux types de probléemes. Le premier vise a
modéliser un réseau dynamique lorsqu’une partition des noeuds en sous-graphes est fournie.
Ces travaux constituent une extension du modele RSM présenté en section 2.4. Le second a
pour objectif d’identifier des clusters d’intervalles temporels.
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3.2.1 Evolution des sous-graphes

Le modele RSM introduit en section 2.4 permet de chercher des clusters lorsque le praticien
dispose deés le départ d’'une partition des noeuds. Cette derniére induit une décomposition
du réseau en sous-graphes ou chaque sous-graphe est constitué des noeuds du groupe connu
et de tous les arcs entre ces nceuds du réseau. La partition donnée étant intégrée par le
modele, 'inférence associée autorise en pratique la recherche de clusters non triviaux. Nous
présentons ici notre extension (ZREIK, LATOUCHE et BOUVEYRON, 2016) du modele RSM
au cadre dynamique. La méthodologie est introduite pour des réseaux orientés.

3.2.1.a Modele

Pour des considérations géographiques liées au réseau historique ayant motivé le développe-
ment de RSM, ce dernier fait la distinction entre la création d’arcs et la génération du type
associé. Pour la version dynamique, appelée dynamic RSM en anglais, nous avons relaché
cette contrainte. Ainsi, au temps ¢, ’absence d’arc entre les noeuds (4, 7) et le type de larc si

, g o t t
présent sont tous les deux caractérisés par le vecteur binaire Xi(j). Xi(j) code pour 0 en cas

d’absence au temps t. Sinon, le vecteur code pour un type parmi C. Une loi multinomiale

conditionnelle est utilisée pour générer Xi(;) :
)| () (¢

Xz(])|Zl(q)Zj(7) = 1’# ~ M(lnu’qr)7

ol p = (lgr)gr €t Zf:o tgre = 1,Vq,r. Contrairement a toutes les approches décrites dans

le chapitre précédant, le vecteur Zi(t) d’appartenance aux clusters est maintenant indicé par

le temps. Ainsi, pour chaque temps ¢, ZqQ:1 Zl-(;) =1cet Zl-(;) = 1 indique que le noeud 4

appartient au cluster ¢ au temps ¢t. Chaque noeud peut donc changer de clusters au cours du
temps. A Pinverse, les paramétres de connectivité dans p sont supposés fixes. Ces choix sont
a mettre en perspective par rapport aux travaux récents de MATIAS et MIELE, a paraitre.
Ils ont montré que pour respecter des contraintes d’identifiabilité dans des modeles dérivés
de SBM, le contenu des clusters ou les parameétres de connectivité ne peuvent pas ensemble
étre fonctions du temps.

Chaque vecteur ZZ-(;) est supposé issu d’une loi multinomiale :

th)|7rgt,) ~ M1, D),

ou s(i) désigne le sous-graphe connu de i, comme en section 2.4. Le sous-graphe s est donc
modélisé par des vecteurs wﬁt) de proportions des clusters et 222:1 F,EZ) = 1 pour chaque t.
Ainsi, la dynamique du réseau est d’abord caractérisée par ’évolution du poids des clusters
dans les sous-graphes. Les clusters sont associés a des propriétés de connexion, et c’est leur
présence au sein des sous-graphes qui explique la construction des arcs, au cours du temps.

Afin de capturer la dynamique temporelle des vecteurs Wgt), un modele linéaire dynamique,

linear dynamical model (LDM) en anglais, a été utilisé. Les termes wgg) étant des probabilités,

LDM est appliqué sur une fonction non linéaire de ces derniers :
) = f(v"),
ot f:RQ — [0,1]? telle que :

7l = exp(1{l) — C(+{)), Vs, .1,
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et 'yitQ) = 0. Ici C(-) est un terme de normalisation assurant que Zqul wgf} = 1,Vs,t. Le choix

arbitraire de fixer la derniere composante du vecteur %S” a 0 est largement retenu dans la
littérature. Il permet de s’assurer que f(-) est bien bijective. Par conséquent, %E” vit dans
un sous espace vectoriel de R? de dimension @ — 1. Le LDM introduit ci-dessous est donc
définit sur cet espace :

'VS\)Q|B’ V0,2~ N(BYY, D),

ol FYS)Q désigne le vecteur vgt) privé de sa derniere composante. Les matrices 3 et B sont de

taille (Q —1) x (Q — 1) alors que v(*) est un vecteur réel 4 Q — 1 composantes. D un point de
vue modele, les vecteurs v caractérisent le mécanisme d’évolution global des proportions
au cours du temps. C’est a partir de cette tendance que se construisent les différences
de dynamique entre les sous-graphes. Le reste de dRSM fait intervenir une couche cachée
standard pour les LDM :

{ v = Ap=1) 4

v = Uug + u,

ol les termes de bruit (blanc) sont supposés Gaussien et indépendant :

w|® ~ N(0, D)

A nouveau, A, ¢, et V; sont des matrices de taille (Q — 1) x (Q — 1) et ug est un vecteur
réel a Q — 1 composantes. Les modeles basés sur LDM souffrent de problemes importants
d’identifiabilité. Plusieurs choix sont possibles pour régler cette question donc l’inférence
est présentée ci-dessous dans un cadre général. En pratique, dans toutes les expériences que
nous avons réalisées, nous avons fixé A = B = Vj = Ig_; et toutes les composantes de ug
& zéro. Nous notons ici 6 = (ug, A, B, ®,Vp, %, 1) 'ensemble des parameétres et v = (v®),,

v= (ygﬂ)st, et 7 = (Zi(,?)ikt I’ensemble des variables latentes du modele.

3.2.1.b Inférence

L’inférence de dRSM sur données réelles pose des problemes similaires a ceux rencontrés
pour le modele OSBM autorisant la recherche de clusters chevauchants et présentés en
section 2.3. Tout d’abord, le modele graphique impose que la log-vraisemblance a un cofit
algorithmique d’évaluation prohibitif et que la loi a posteriori des variables cachées n’a pas
de forme analytique. De plus, une fonction f(-) non linéaire apparaissant dans le modéle,
un algorithme standard de type VEM ne peut étre dérivé directement. A I'image de nos
travaux pour OSBM, nous avons donc construit une borne inférieure sur chaque terme de
normalisation C' (’ygt)) = exp(Z?zl 72)). Les bornes associées dépendent alors de parameétres

variationnels gﬁt) € R*T, fonctions des sous-graphes et du temps.

Proposition 3.1. Pour tout ensemble & = ( ?)) o §§t) € R** et toute loi r(Z,7,v), une
borne inférieure de la log-vraisemblance est donnée par :

Lo(r;0,€)
p(X|Z, u, Q)hq(Z,v,§)p(nel B, v, E, Q)p(vlug, A, @, Vo, Q)
= 7(Z,~,v)log
>/

r(Z,7y,v) dydv,

(3.2)
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T Q@ n S Q
loghg(Z,~,€) = Z Z Z Zyiszi(;) (’YSI) — (&1 Z exp(v{!)) — 1+ IOg(fgt))))~
) r=1

L’optimisation fonctionnelle de £(r; 8, £) nécessite d’imposer des contraintes sur 7. Comme
précédemment, un espace de lois factorisables a été considéré :

n

r(Z7.0) = r(@2)r(rw) = (TTTTrE?)r)rw).

t=14=1

De plus, une forme paramétrique a été choisie pour () :
KNI )
~ ~ t
r() = TTTTTINVGE: A8, 62,)-
t=1s=1qg=1

Afin de respecter la contrainte de bijectivité de f(-), tous les termes (ﬁi& &fg)) sont fixés a
0 de maniére a imposer une masse de Dirac en 0 pour la derniere composante des vecteurs
)

Un algorithme d’optimisation similaire a celui introduit pour OSBM en section 2.3.3.b
est alors considéré pour l'inférence. Ainsi, la borne inférieure est maximisée par rapport a
r, 0, et £ de maniere alternée jusqu’a convergence. L’optimisation des termes dans £ permet
notamment d’améliorer les approximations locales des constantes de normalisation. Un point
notable concerne la loi (7). A l'optimum, nous avons montré que sa forme fonctionnelle était

celle d'un LDM particulier avec pour observations les vecteurs () = Zle 'Aygt) /S.

Proposition 3.2. La loi r() mazimisant la borne inférieure (3.2) est donnée par :

1 g 1 T e 9 s
r(v) o p(v™|ug, %)[Hp(l/(t)h/(t* ),A,<I>)] [H/\/(%;Bu(”, g)]
t=2 t=1

Les parametres dans 6 = (ug, A, B, ®,Vy,X/S) peuvent donc étre estimés directement &
partir du filtre de Kalman et des équations de Rauch-Tung-Striebel (RTS) (RAUCH, TUNG
et STRIEBEL, 1965) appliquées aux observations z® . De plus, les espérances et matrices
de covariance des v(*) sachant les données sont déterminées & 1’aide de récursions de type
backward-forward.

Concernant la sélection de modeles, nous avons eu recourt a un critere de type BIC ou
la vraisemblance des données, qui n’est malheureusement pas calculable, est remplacée par
son approximation variationnelle £(r; 6, &), & convergence.

3.2.1.c  Expérimentations numériques

Plusieurs études sur simulations numériques ont été réalisées dans ZREIK, LATOUCHE et
BOUVEYRON, 2016 afin de tester la pertinence de la méthodologie d’inférence proposée.
Nous présentons ici les résultats d’évaluation de la capacité de ’algorithme a retrouver les
clusters, lorsque @ est donné. Cinq scénarios ont ainsi été considérés comme indiqué dans
le tableau 3.1. Le type ¢ = 0 correspond a l’absence d’arc. (Q = 4 clusters apparaissent alors
dans les réseaux avec les probabilités intra cluster 1 — pgq0 suivante : 0.9, 0.6, 0.5, 0.4. De
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Parametres Scénario 0 ‘ Scénario 1 ‘ Scénario 2 ‘ Scénario 3 ‘ Scénario 4
n 300
Q 4
T 10 (indep.) 10 (LDM)
S 1 1 1 2 2
C 1 1 1 1 2
(quo)q:lyu’Q (01,04,05,06)
Lqr0,qor 0.99 \ 0.8 \ 0.99
Haqre,c#0 (1 — pgro)/C

Table 3.1 Paramétres des cing scénarios utilisés pour les expériences sur simulations numériques. Dans le
Scénario 0, les réseaux sont générés sans dépendance temporelle. Dans tous les autres scénarios, un LDM est

considéré.
Méthode Scénario 0 Scénario 1 Scénario 2 Scénario 3 Scénario 4
SBM 0.1040.04 0.1240.05 0.184+0.07 0.1440.09 -
RSM - - — — 0.0140.01
dM3SBM | 0.36+0.09 0.30+0.16 0.254+0.16  0.32+0.20 —
dRSM 1.0040.00 0.98+0.04 0.904+0.20  0.97+0.07  0.7540.24

Table 3.2 Résultats de clustering pour quatre méthodes appliquées a des réseaux simulés selon les cing
scénarios considérés. Les moyennes d’'ARI et les écarts types sont indiqués pour les 20 réseaux générés dans
chaque scénario.

plus, de faibles probabilités inter cluster 1 — pig,0,q» sont fixées : 0.01 ou 0.2, suivant les
scénarios. Les réseaux générés suivant tous ces schémas de simulation sont donc construits a
partir de communautés ou les probabilités de connexion sont plus fortes entre des nocuds de
méme cluster. Enfin, les différents types ¢ # 0 ont la méme probabilité d’apparition. Dans
le scénario 0, il n’y a pas de dépendance temporelle et les matrices d’adjacence X(*) sont
générées de maniere indépendante. En revanche, dans tous les autres scénarios, un LDM est
utilisé. Les parametres A, B, et Vj sont fixés a Ig_;. De plus, nous avons ¥ = 0.1 x Ig_1,
® = 0.01 x Ig_; et toutes les composantes de ug a 0. Pour S > 1, les noeuds sont répartis
de maniére uniforme dans les sous-graphes.

L’algorithme d’inférence associé & dRSM a été comparé avec les algorithmes VBEM pour
SBM et RSM présentés en section 2.2.1 et 2.4 respectivement, ainsi qu’avec une autre mé-
thode appelée dM3SBM (Ho, SONG et XING, 2011) permettant ’analyse de réseaux dyna-
miques ou les clusters sont construits dans des sous-graphes. SBM ne pouvant modéliser
que des connexions binaires, les arcs sont binarisés pour 1’étude correspondante. Finalement,
pour chaque scénario, 20 réseaux sont simulés et analysés par les différentes méthodes. La
qualité de l'estimation des clusters est évaluée a 1’aide d’un critére ARI. Les résultats, pré-
sentés dans le tableau 3.2, sont sensiblement meilleurs pour dRSM ayant obtenue des ARI
proches de 1.

3.2.2 Construction d'une partition du temps

Nous présentons dans cette section les travaux publiés dans CORNELI, LATOUCHE et ROSSI,
2016b dans un cas orienté. Ils peuvent étre vus comme une extension des travaux introduits
en section 2.2.2; au cas des réseaux dynamiques. Contrairement a la section précédente, les
neeuds ne peuvent pas ici changer de clusters au cours du temps. En effet, comme pour le
modele SBM standard, chaque noeud 7 est associé a un vecteur binaire Z;, non indicé par le
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temps, tiré a partir d’une loi multinomiale. Ainsi, le noeud 7 appartient au cluster de noeuds
g avec probabilité 7, et le vecteur m = (7m4), désigne les poids de tous les @ clusters.

En revanche, les parameétres de connectivité sont autorisés a évoluer au cours du temps
entre les paires de clusters. Afin de limiter le nombre de ces parametres et de faciliter 1'in-
terprétation des résultats, 'objectif est également de construire une partition des intervalles
de temps. Ainsi, chaque intervalle de temps I, est associé & un cluster temporel parmi D,
grace au vecteur binaire Y, :

Yu|B ~ M(L,8),

ot B = (B4)4- Le nombre d’interactions Xi(;)
a partir d’une loi de Poisson conditionnelle :

ayant lieu entre ¢ et j durant I, est alors généré

XZ‘(;‘L)|ZiqurYud =1, A~ ,P(Aqrd);

ol A = (Agra)gra- Le modele associé est appelé d1SBM dans ce mémoire. L'ensemble des
parameétres de d1SBM est noté 0 = (7, 5, \).

3.2.2.a Inférence

Pour réaliser 'inférence de d1SBM sur données réelles, nous nous sommes inspirés de 1’algo-
rithme glouton de COME et LATOUCHE, 2015, afin de se concentrer sur la tache de clustering.
Une loi a priori entierement factorisée sur ’ensemble des parameétres est donc introduite :

p(0) = p(m)p(B)p(N).

Des lois a priori de Dirichlet sont alors considérées pour les vecteurs de proportions de
clusters :

p(n) = Dir(m; . .., @),
et

p(B) = Dir(B;7, ..., 7)-
Pour une discussion sur le choix des hyperparametres, nous renvoyons le lecteur a la section
2.2. Dans toutes les expériences, ils ont été fixés a 1 afin d’obtenir des lois uniformes sur les
simplexes correspondant. De plus, tous les parametres d’intensité dans A sont supposés iid
a priori et une loi Gamma est utilisée pour caractériser Agrq :

p(Agra) = Gam(Agra; @, b).

Cette loi devient non informative que dans un cas limite, lorsque b tend vers 0. Dans nos
expériences, nous avons fixé a = b = 1. Dans ce cadre, il n’est pas nécessaire d’avoir recours
a des approximations asymptotiques de type Laplace ou Stirling. En effet, les choix fait
concernant la construction du modele probabiliste et des lois a priori permettent d’obtenir
une expression exacte de la vraisemblance intégrée des données complétées.

Proposition 3.3. La vraisemblance intégrée des données complétées de d1SBM s’écrit ex-
plicitement :

p(X,Z,Y|Q, D)

_ ﬁﬁ b L(Sgra + a) T(aQ) [ TUAg + @) T(vD) T4, T(ICal +7)
B U(a)Pyra (Rgra + b)Serate | T(a)?  T(n+oQ) TP TU++D)

(3.3)

q,r d=1
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- Al =200 Zig
- |Cd‘ = 25:1 Yud 5
n U u
- Syra = Xis5 Sones ZigZinYuaX ) 5

U u 7.
- Pogra = H?;éj Hu:l(Xi(j )!)Z”“Z”Y“d ;
- Ryra = [Aq||Ar]|Cal siq # 7, [Ag|(|Ag] = 1)|Cal sinon.

Un critére IC'L exact correspondant au log de (3.3) est donc considéré pour I'inférence. Le
critére étant auto-pénalisant et dépendant (Z,Y, @, D), sa maximisation par rapport a tous
ces termes permet simultanément d’estimer le nombre de clusters de noeuds (), le nombre de
clusters d’intervalles de temps D, et les partitions associées. Malheureusement, ce probleme
d’optimisation est combinatoire et par conséquent nous avons dérivé un algorithme glouton
afin de construire un optimum local. Ainsi, & l'image de la procédure de maximisation
introduite en section 2.2.2, les nocuds et les intervalles de temps sont initialement placés
dans des clusters. Des mouvements d’échange entre des clusters et des fusions sont alors
appliqués de maniere itérée, s’ils induisent une augmentation de 'ICL. Ces mouvements
sont testés a la fois pour les noeuds et les intervalles de temps. Dans le cas ou plusieurs
mouvements sont possibles, celui induisant I’accroissement maximal de I'ICL est retenu. Ces
étapes sont répétées jusqu’a convergence du critere. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur a la section 2.2.2.

3.2.2.b  Expérimentations numériques

Dans cette section, nous présentons une partie des expériences que nous avons réalisées
sur données simulées pour tester 1'algorithme glouton d’inférence. Uniquement les résultats
obtenus sur des réseaux construits a partir de communautés sont indiqués. Ainsi, n est fixé
a 50 et Q a 3. Les interactions ont lieu sur U = 50 intervalles de temps appartenant a
D = 3 clusters de temps. De plus, les poids des clusters sont fixés & 7 = § = (1/3,1/3,1/3).
Finalement, les termes Ag.q sont définis & partir de la fonction A(:) :

A(u) = Llc, (u) + /7y L1c, (u) + vLlc,(u), we€ {1,...,50},

v 2 2
L=|2 v 2],
2 2 %

et 1, (u) = 1 si lintervalle I, fait parti du cluster de temps d. Ainsi, dans le cas ot > 2, L
permet de générer des réseaux ou les noeuds de méme cluster se connectent préférentiellement.
Le niveau global d’intensité dans L est lui multiplié par un terme dépendant du temps, 1,
/Y, ou 7y, suivant les cas. Les parametres libres sont donc 1 et . Une grille de valeurs a alors
été constituée pour 1 ainsi que pour v, et pour chaque paire (1, ), 50 réseaux dynamiques
ont été simulés selon d1SBM. L’algorithme glouton a été appliqué sur chaque réseau et
les résultats évalués grace au critere ARI. Ce dernier permet ici de résumer la qualité de
Pestimation de (Z,Y, @, D), tous ces termes étant inférés par la méthodologie.

Les valeurs d’ARI sont présentées sous la forme de boites & moustaches pour le clustering
des intervalles de temps a ¢ = 2 dans la figure 3.1 et pour le clustering des noeuds & v = 1 en
figure 3.2. Les scénarios associés sont critiques puisqu’a ¥ = 2, les niveaux d’intensité intra
et inter clusters sont identiques, il n’y a donc pas de cluster de noeuds. De manieére similaire,
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v = 1 induit des réseaux sans structure temporelle. Dans le premier cas, nous observons
qu’a mesure que la valeur de v augmente, la méthodologie tend a retrouver parfaitement les
clusters temporels. Les résultats sont en accord avec ce constat, dans le second cas. En effet,
lorsque la valeur de v augmente, les clusters de nceuds sont bien identifiés.
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Figure 3.1 — Boite a moustaches des résultats d’'ARI en fonction de « pour le clustering des intervalles de temps.
Le parameétre 1) est fixé a 2.
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Figure 3.2 — Boite a moustaches des résultats d’ARI en fonction de v pour le clustering des noeuds. Le
paramétre «y est fixé a 1.

Comme mentionné précédemment, les méthodes développées dans la littérature pour l'ana-
lyse des réseaux dynamiques fonctionnent généralement a temps discret. Dans certaines
bases de données, les réseaux sont stockés sous la forme d’une série d’images indicées par
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le temps. Ils peuvent donc directement étre étudiés a partir de ces outils. Lorsque ce n’est
pas le cas, un pré-traitement des données est nécessaire, impliquant de définir des intervalles
de temps afin d’agréger les interactions observées. Le choix des intervalles peut alors avoir
un impact fort sur les résultats d’analyse. Ce point clé a été au coeur de plusieurs travaux
publiés récemment dans la littérature. Il est par exemple discuté dans MATIAS, REBAFKA et
VILLERS, 2015. Une partie de la communauté statistique, travaillant sur la modélisation des
réseaux, s’est donc tournée vers la prise en compte d’un temps continu, abandonnant ainsi la
construction des images. Sur cette thématique, nous avons pris un point de vue intermédiaire
dans CORNELI, LATOUCHE et ROSSI, a paraitre. En effet, a 1’aide de processus ponctuelles,
nous avons bien autorisé I'extraction d’informations directement & partir de ’ensemble &
des interactions. En complément, grace a des modeles utilisés pour la segmentation, nous
avons également permis la détection de segments, et donc d’images, sur lesquels les intensités
d’interaction sont homogenes. Ces images aident a I'interprétation des résultats.

3.3.1 Processus ponctuels et comptages

Nous reprenons ici le cadre et les notations introduites dans 'introduction de ce chapitre.
Comme pour le modele SBM standard, chaque nceud i du réseau est alloué a un cluster ¢
ne dépendant pas du temps, avec probabilité m, :

Zilr ~ M(1,7),

o m = (my,...,7q). Notons ensuite que les temps d’interaction entre i et j dans A(7)
peuvent étre vus comme la réalisation d’un processus ponctuel. En tant que tel, le processus
prend ses valeurs sur [0,7] et est naturellement associé & un processus de comptage que
nous désignons par {M ) (t)},c(0,7)- La variable aléatoire M (“9)(t) compte alors le nombre
d’interactions ayant lieu entre ¢ et j avant (ou exactement) le temps ¢ :

MED (1) = AP0,

Afin de modéliser les temps d’interaction, nous avons considéré un processus ponctuel de
Poisson non homogene, non homogeneous Poisson point process (NHPPP) en anglais. Ce
dernier est caractérisé par une fonction d’intensité x(*7)(-), positive et intégrable sur [0, 7).
Par conséquent, en notant :

t
RO (t) = / k59 (s)ds, t<T,
0

M) (t) suit une loi de Poisson de paramétre 7(%/)(t). Le réseau étant ici non orienté,
n(n —1)/2 NHPPP sont utilisés. Comme pour le modele SBM, 'information de connexion
est portée par les clusters. Nous présentons ici la méthodologie dans le cas de réseaux non
orientés donc Q(Q + 1)/2 fonctions A = {Ag- () }4r positives intégrables sur [0,7] sont em-
ployées telles que k(") (t) = Az, 7, (t),Vt € [0, T]. Le modele ainsi obtenu est appelé d2SBM.

Proposition 3.4. La vraisemblance des données complétées du modele d2SBM est donnée
par :

n M n
p(ng|)‘77T7Q) = exp _ZAZiZj (T) H )\Ziijm (l/m)Hﬂ—Zia
m=1 i=1

1<j

¢
Agr(t) = /0 Agr(8)ds, t<T.

42



3.3.2 Points de rupture

Les fonctions d’intensité des NHPPP sont supposées constantes par morceau. Plus préci-
sément, nous faisons ’hypotheése que les D intervalles, ou segments, sur lesquels elles sont
constantes sont partagés par toutes les fonctions. En d’autres termes, D —1 points de rupture
sont utilisés :

O=nmp<m<---<np_1<np =T,
et

D
Agr(®) =Y Agralpe_ina®),  Va,r€{1,...,Q}.
d=1

Une conséquence cruciale de cette hypothése est que sur U'intervalle [14, 74+1], tous les proces-
sus ponctuels de Poisson sont homogenes. En revanche, les interactions peuvent changer de
segments de maniere arbitraire, autorisant ainsi des changements radicaux dans les niveaux
d’intensité entre les paires de clusters. Enfin, ’hypothése imposant une contrainte sur les
données, une forme plus simple est obtenue pour la vraisemblance des données complétées.

Proposition 3.5. Sous l’hypothése que les fonctions d’intensité des NHPPP sont toutes
constantes sur D intervalles, la log-vraisemblance des données complétées du modeéle d2SBM
s’écrit :

logp(&,216,Q, D) =

D Q n n n Q
- Z Z )\qrdAd Z Ziqur - IOg()‘qrd) Z querX7(]d) + Z Z Ziq IOg Tgqs

d=1 gq,r i<j 1<j i=1 g=1

ou 0 = (m,m, \) avec n = (ng)q et Aq est la taille de 'intervalle [ng_1,n4[. Le terme Xi(;-i)
désigne ici le nombre d’interactions ayant lieu entre i et j, sur ce segment. Contrairement &
lalgorithme glouton présenté en section 3.2.2, ot une décomposition de [0, T'] en intervalles T,
prédéfinis est utilisée, il est important de noter que les segments eux méme sont maintenant
a estimer a partir des données.

3.3.3 Vraisemblance pénalisée et approximations variationnelles

L’inférence de d2SBM implique I'estimation de @, D, Z, et 6. Notons en particulier que
Iestimation de D et 1 est liée & un probleme de segmentation, c’est-a-dire d’optimisation
sur un espace incluant le nombre de segments et la position des points de rupture. De
nombreuses approches ont été proposées dans la littérature pour ce type de tache. Dans
CORNELI, LATOUCHE et ROSSI, a paraitre, nous avons choisi de nous appuyer sur la méthode
exacte de découpage en temps linéaire, pruned exact linear time (PELT) method en anglais,
de KiLLICK, FEARNHEAD et ECKLEY, 2012. Sous certaines conditions, discutées plus bas
concernant la fonction de gain définie sur les segments, une solution optimale au probleme
de segmentation peut étre obtenue, tout en réduisant ’espace d’exploration au fur et a
mesure des itérations. Ces réductions successives permettent de diminuer considérablement
le temps d’exploration. Afin de construire ce type de fonction de gain, un cadre particulier
d’inférence a été introduit.

Tout d’abord, dans le but de pénaliser le nombre de clusters @ ainsi que le nombre de
segments D, la log-vraisemblance intégrée par rapport a m et A est considérée :

log p(€]Q, 1, D) — log ( / p(5,/\,7r|Q7n,D)d/\dW) .
A

ST
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Suite a la marginalisation, cette derniére est uniquement fonction de @, n, et D. Malheu-
reusement, n’ayant pas de forme analytique, nous avons proposé de la remplacer par une
approximation de type BIC :

logp(€|Q,n, D) = max logp(€|Q,n, D, A\, ) — %C(Q, D)loga, (3.4)
ou D
c@Qp)=@-1+ 2D

est le nombre de parametres de d2SBM. Le terme « est lié au nombre d’observations pré-
sentes dans les données et est discuté plus bas. Le premier élément de la log-vraisemblance
pénalisée (3.4) est ici évalué au maximum en (A, 7). Le probleme d’inférence s’écrit alors :

1
I D — 2C(Q.D)loga.
o max ogp(€|Q,n, D, A\, ) 20(Q7 )log a

Le modele d2SBM dépend d’une couche cachée pour le clustering des nceuds et codée
par la matrice Z. Le terme logp(€|Q,n, D, A\, 7) fait donc intervenir une marginalisation
sur toutes les Q™ matrices Z possibles. Il ne peut donc pas étre calculé en pratique. Par
conséquent, il est remplacé par une approximation variationnelle.

Proposition 3.6. Pour toute loir(Z) =[]/ Hq 1 Zq“? factorisable, une borne inférieure
de logp(€]Q,n, D, A\, ) — 2C(Q, D) log o est donnée par :

f(’r7 Q7 777 D7 >\7 7T)

D Q n
(d)
:_E E )\qrdAd E TiqTjr —IOg qrd E Tquer
d=1 q,r i<J 1<J

+ZZTzq10gi_fc(Q D)lOgOé

i=1 g=1

Comme précédemment, 7;, est I'approximation variationnelle de la probabilité que le
neceud ¢ soit dans le cluster ¢, sachant les données. Le probleme d’optimisation devient donc :

D\, 7).
Qm{lggﬂ)j(n@m A, T)

3.3.4 Optimisation
L’optimisation de f(-) par rapport a r, 7, et A ne pose pas de probléme particulier.

Proposition 3.7. Les estimateurs de r, 7, et A mazimisant f(r,Q,n, D, A\, 7) sont donnés
par :

Z;
r(Z ):Hl 1Hq 1 Zq“ avec :
D Q n
Tig X Tg€xXp § — Z Z )\q'r‘dAd Z Tir | — log qrd ZTJT 7] ’
d=1r=1 i#£] i#£j
et ZqQZI Tiq = 1
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T, =
1 n
Aqrd
n (d)
Zi<j TiqTjr X .
N ~nm - Ss1Tr >4,
Ao — Ay Zi<j TiqTjr
qrd = no_ oy
Zi;éjquTJT’ ij .
=L = siq=nm.

Ay Z;;ﬁj TiqTjr
Rappelant que

max f(r,Q,n,D,\,m) = maxmax f (r,Q,n,D,A,7),
n,D,\,m n,D A7

et a r et Q fixes, f(-) peut étre évaluée en \ et # donnés en proposition 3.7. Elle peut alors
s’écrire sous la forme :

log o + const,

D
H)\lirXf (q(2),Q,n,D,\,7) = d;g([ndq,nd[) - %w

ou tous les termes ne dépendant pas de n et D sont absorbés dans la constante const et
G([na-1,mal)

Q n n
= — Z AqrdAd ZTiqur — log()\qrd) ZTiqu,«Xgi)
q,r

i<j i<j

La fonction f(-), en A et #, est donc définie comme une somme de fonction de gains sur
les segments. Cette forme permet d’utiliser la programmation dynamique pour parcourir
tout 'espace des segments et trouver un estimateur global pour D ainsi que pour 7, a (r, Q)
fixes. Nous renvoyons le lecteur a la preuve associée dans CORNELI, LATOUCHE et ROSSI, a
paraitre pour plus de détails.

La proposition suivante indique également que la méthode de découpage de PELT peut
étre utilisée afin de réduire le temps d’exploration des segments.

Proposition 3.8. La condition de KILLICK, FEARNHEAD et ECKLEY, 2012 permettant de
réduire ’espace d’exploration lors de ['optimisation dynamique est vérifiée pour les fonctions
gains construites dans ce cadre d’inférence et pour les approzimations utilisées :

g([tu’atu[) + g([tuatu” D Z g([tu’ytu” D) Vtu’ < tu < tu”-

3.3.5 Inférence

Comme montré dans CORNELI, LATOUCHE et ROSSI, a paraitre, un espace fini doit étre
considéré pour la segmentation et la recherche des points de rupture. Une grille a priori est
donc introduite :

'PZ{(tQ,...,tU)‘O:to<t1<"'<tU=T, UEN*}.
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La valeur maximale pour D est alors U et le terme a dans f(-) est égal a Un(n —1)/2. U
est un parametre de précision. En effet, une valeur importante pour U permet d’identifier
les points de rupture sur la grille discréte, avec une plus grande précision, et inversement.
Cette recherche a un coiit algorithmique qui est directement impacté par U. Notons que,
contrairement aux modeles temporels discrets décrits dans les sections précédentes de ce
chapitre, le cadre de modélisation et d’inférence proposé ici offre un choix naturel pour la
construction de la grille. La précision maximale est en effet obtenue en choisissant I’ensemble
des interactions dans € pour P. De cette grille prédéfinie sont construits les segments sur
lesquels les niveaux d’intensité sont homogenes.

A @ fixe, les étapes de segmentation et d’optimisation par rapport a r sont donc alternées
jusqu’a convergence de f(-). Rappelons que la segmentation optimise f(-) par rapport a 7
et D, X et w étant remplacés par leur estimateur. A r et @ donnés, cette étape construit
des optimums globaux de f. En revanche, 'inférence alternant entre la segmentation et
I’optimisation en r, I’algorithme n’a pas de garantie de convergence vers un optimum global
par rapport a 7,7, D, A, 7. En pratique, le nombre de clusters de nceuds @ est inconnu.
L’algorithme d’inférence est donc répété pour différentes valeurs de @ et la valeur maximisant
f(-) est retenue comme estimateur.

3.3.6 Expérimentations numériques

Nous présentons ici le troisieme scénario de simulations utilisé dans CORNELI, LATOUCHE et
RossI, a paraitre pour comparer la méthodologie d’inférence pour d2SBM avec une méthode
appelée MODL (GUIGOURES, BOULLE et RossI, 2015). Cette derniére permet également la
recherche d’une partition des noeuds et une segmentation du temps. L’objectif de ce scénario
est aussi de montrer que 'agrégation des interactions peut entrainer une perte importante
d’informations. Ainsi, chaque réseau généré est constitué de 100 noeuds classés en deux
groupes de 50 nceuds. L’intervalle [0,12] d’étude est alors coupé en quatre segments de
méme taille. De plus, les fonctions d’intensité sont fixées a :

A\ ( ) _ 0.05]111 (t) + 0.1]1[2 (t) + 0.05]1]3 (t) + 0.1]1[4 si Z; = Zj
AT 000, () + 00514, (1) + 0114, (1) +0.051,,  si Z # Z;,

ou I; désigne le segment d. Par conséquent, les fonctions d’intensité intégrée sont toutes
identiques :
A1 (T) = A12(T) = Aoy (T) = Ao (T') = 3.8.

Les clusters ne sont donc théoriquement pas distinguables si les interactions sont agrégées
sur tout l'intervalle. 50 réseaux sont simulés suivant d2SBM pour ces parameétres et 10%
des interactions observées sont modifiées uniformément au hasard (rewirering). Finalement,
une méthode de type MCMC (SBM-Poisson) que nous avons introduite dans NOUEDOUI
et LATOUCHE, 2013, basée sur un processus de restaurant chinois adapté a un SBM avec
connexions discretes, est appliquée sur les données agrégées. Les résultats sont présentés en
figure 3.3. Ils illustrent en particulier clairement que d2SBM produit des estimateurs plus
pertinents que MODL, dans ce scénario. Nous observons également que SBM-Poisson est
incapable d’identifier les clusters de nceuds a cause que l'agrégation des données.

Dans ce chapitre, nous avons étendu une partie des travaux présentés dans le chapitre précé-
dent au cadre dynamique. Ainsi, a temps discret, nous avons d’abord dérivé le modele dRSM
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Figure 3.3 — Boites a moustaches des valeurs d'ARI trouvées sur données simulées. En haut : ARI pour le
clustering des nceuds. En bas : ARI pour les points de rupture.
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permettant d’intégrer une pré-classification des noeuds fournie par des experts. L’inférence
est réalisée a ’aide d’une procédure de type backward-forward. Ensuite, un algorithme d’op-
timisation a été construit afin de chercher notamment des clusters d’intervalles de temps.
Contrairement au modele dRSM, les parameétres de connectivité peuvent changer au cours
du temps, mais pas les clusters eux mémes. Enfin, & temps continu, un cadre méthodolo-
gique a été adopté autorisant 'identification de ruptures dans les taux d’interactions entre
les sommets du réseau. Les segments identifiés autorisent la construction d’images du réseau
ou les niveaux d’interactions sont homogenes.
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Cette thématique de recherche s’intéresse au modele de W-graphe généralisant la plupart
des modeles de graphes aléatoires existants. La recherche en statistique pour I’étude des ré-
seaux s’est largement tournée vers ce modeéle ces cing dernieres années. L’objectif premier est
de trouver des stratégies d’inférence pour le W-graphe, sur données réelles. Mes contributions
sont organisées ci-dessous en trois sous-axes. Les travaux du premier sous-axe, publiés dans
un article de journal (LATOUCHE et ROBIN, 2016), permettent I'estimation de la fonction
graphon caractérisant le W-graphe. Le second sous-axe se concentre sur I’évaluation de la
qualité d’ajustement lorsque la régression logistique est utilisée pour prédire les connexions
d’un réseau a partir de covariables. Le modele de W-graphe est alors utilisé pour décrire
les structures cachées non expliquées. Ces travaux sont publiés dans un article de journal
(LATOUCHE, ROBIN et OUADAH, a paraitre). Enfin, le troisiéme sous-axe présente les tests
de OUADAH, ROBIN et LATOUCHE, 2017 ainsi que les résultats asymptotiques associés. Ces
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travaux permettent en pratique de tester ’adéquation entre un modele de graphe aléatoire
et un réseau donné. Uniquement des réseaux non orientés sont ici considérés.

Les réseaux sont par construction des structures décrivant des connexions entre des objects
d’intérét. Théoriquement, la notion de connexion est a rapprocher de la notion de dépen-
dance statistique. En effet, les modeles existants de graphe aléatoire font presque tous I’hy-
potheése de l'existence d’une couche cachée dans le modele graphique. Conditionnellement
aux variables latentes, les arcs ou arétes sont alors indépendants. En revanche, margina-
lement, ces derniers sont tous dépendants entre eux. La couche cachée est donc porteuse
d’une information clé que les techniques d’inférence cherchent & extraire sur données réelles.
Ainsi, la notion d’indépendance directe entre les connexions est remplacée par la notion
d’échangeabilité.

L’échangeabilité apparait a l'origine dans le théoréme de représentation de FINETTI, 1931.
Le théoréme indique qu’une séquence infinie de variables aléatoires Xi,..., ou X; € {0, 1},
est échangeable si et seulement si il existe une loi p(#) telle que les X; sont iid condition-
nellement a 6. Ce théoréme est généralisé par HEWITT et SAVAGE, 1955 pour une séquence
de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble Z quelconque. Dans le cas des réseaux,
une matrice d’adjacence X = (X;;)i jen ou X;; € Z de taille infinie est considérée. Le théo-
réeme de ALDOUS, 1981 ; HOOVER, 1979 pose alors que X est échangeable si et seulement si il
existe une fonction f : [0,1]® — Z telle que X;;|f, U, U;,Uij ~ f(U;,U;,Usj) ot les variables
aléatoires (U;)ien et (Uij)i<jen, avec U;; = Uj;, sont iid tirées a partir d’une loi ([0, 1]),
uniforme continue sur [0, 1]. Dans le cas des réseaux non orientés binaires (Z = {0,1}), le
théoreme de représentation de Aldous-Hoover peut s’exprimer a ’aide d’une fonction appe-
lée graphon W : [0,1]* — [0,1] telle que X;;|W,U;,U; ~ B(W (U;,Uj)), ou tous les U; sont
iid issues de U(]0, 1]).

Le modele de graphe aléatoire associé & la fonction graphon est généralement appelé
modele de W-graphe dans la littérature et nous utilisons cette appellation dans ce mémoire.
Dans certains travaux, ce modele est directement désigné par modele graphon. Construit
uniquement a partir de la notion d’échangeabilité, il généralise pratiquement tous les modeles
existants de graphe aléatoire, en particulier tous les dérivés (binaires) de SBM. Ces dix
dernieéres années, une part importante de la recherche en analyse statistique des réseaux
s’est donc tournée vers le W-graphe et beaucoup d’efforts ont été fait afin de proposer des
techniques d’inférence. Notons que ce modele peut également étre introduit comme la limite
d’une séquence de réseaux denses, ol le nombre de connexions croit quadratiquement avec le
nombre de nceuds. En effet, LASzZLO et SZEGEDY, 2006 ont montré que toutes séquences de
réseaux denses a pour caractérisation limite un réseau suivant un W-graphe. De ce résultat
naissent les critiques récentes de ce modele : les réseaux issus d’un W-graphe sont denses ou
vides. Il s’agit essentiellement d’une conséquence de I'application de la loi forte des grands
nombres pour les U statistiques (ARCONES et GINE, 1992 ; GINE et ZINN, 1992 ; HOEFFDING,
1961). Or, beaucoup d’études pratiques considérent les réseaux comme creux, c’est-a-dire
que peu de connexions sont réellement présentes, au regard du nombre possible. Pour plus
de détails, nous renvoyons le lecteur & CARON et FOX, a paraitre.
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4.2 Estimation dans le modele 17/-graphe ... . . ...

Nous présentons ici les travaux publiés dans LATOUCHE et ROBIN, 2016 permettant de
réaliser 'estimation de la fonction graphon d’un W-graphe et des probabilités de motifs.
Le point de départ de la stratégie d’inférence est le méme que celui utilisé par les autres
approches proposées dans la littérature. SBM étant un cas particulier de W-graphe pour
lequel des techniques d’estimation existent, 1’idée est de s’appuyer sur ce modele comme
proxy.

Soient m = (my), un vecteur de probabilités telles que 22221 g =1 et = (figr)qr une
matrice symétrique de probabilités de taille @ x @. En notant,

q
O'q = E 7Tj,
j=1

ainsi que
Q

Cr(u) =1+ Z]l[aq,+oo[(u>v
q=1
et en définissant
W(u,v) = peu),cw)>
le W-graphe construit est un SBM avec pour paramétres m et p. L’intervalle [0, 1] est ainsi

découpé en @ segments, chaque segment étant associé a un cluster particulier désigné par
Cr(-). Le graphon est alors constant par morceaux comme illustré par la figure 4.1.

Figure 4.1 — La fonction graphon, constante par morceaux, associée a un SBM.
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IDENTIFIABILITE  Le modele de W-graphe n’est pas identifiable. En effet, soient une fonction
graphon hq(-,-) ainsi qu’une transformation p(-) de [0, 1], préservant la mesure, alors le
graphon ha(p(u), p(v)) induit la méme mesure sur ’ensemble des graphes a n noeuds que
hi(u,v). Une contrainte simple permet de caractériser la classe d’équivalence associée par
un unique représentant. Il suffit de choisir une fonction graphon W (-,-) telle que le degré
moyen D(u) = [ W (u,v)dv soit une fonction croissante monotone. C’est le choix que nous
avons fait dans toutes les expériences que nous avons réalisées. Dans le cas d’'un SBM, cela
implique que dq = )", mofiqe augmente avec q.

4.2.1 Estimation de la fonction graphon

A nombre de clusters Q fixe, I'algorithme VBEM introduit en section 2.2 est employé pour
estimer la loi a posteriori de 7 et u, sachant les données dans X. Cette loi, issue d’une
approximation variationnelle, peut ensuite étre intégrée afin d’estimer la loi a posteriori de
la fonction graphon, en (u,v).

Proposition 4.1. Pour (u,v) € [0,1]2, u < v, et en utilisant un SBM da Q clusters,
Uapproximation variationnelle p(W (u,v)| X, Q) de la loi a posteriori de W (u,v), sachant les
données dans X, peut étre calculée en O(Q?).

Le point clé vient de I’algorithme de récursion de GOUDA et SZANTAI, 2010 permettant de
calculer efficacement des fonctions de répartition de lois de Dirichlet. Nous donnons dans la
proposition suivante ’espérance de cette loi approchée. Les écarts types peuvent également
étre déterminés.

Proposition 4.2. Pour (u,v) € [0,1]%, u < v, et en utilisant un SBM a Q clusters,
Uapproximation variationnelle de l’espérance de la loi a posteriori de W(u,v), sachant X,
est donnée par :

EW (u,v)|X, Q]

Q
¢
= Z et [Fym1-1(u,v5a) — Fy o1 (u,v;a) — Fy_q e(u, v;a) + Fye(u, v;a)],
a<t Nqe + Cq(

ot Fyo(u,v;a) désigne la fonction de répartition jointe du couple de variables aléatoires
(04,0¢) lorsque m suit la loi de Dirichlet Dir(a). Les paramétres dans a correspondent auzx
ng introduits en section 2.2. Les matrices 1 = (Ng1)q et N = (Cq)q sont également données
dans cette section.

AGREGATION DE MODELES  L’algorithme VBEM de LATOUCHE, BIRMELE et AMBROISE, 2012
permet également d’estimer la log-vraisemblance intégrée des données a ’aide de la borne
inférieure variationnelle L, & convergence. En considérant une loi a priori uniforme sur @,
I’approximation variationnelle de la loi a posteriori de (), sachant X, s’écrit donc :

P(QIX) o< exp (Lg),
telle que Zqul p(Q]X) = 1. Cette loi peut étre intégrée afin d’agréger de maniére pondérée

les estimateurs associés a des SBM, pour des () différents. L’estimateur obtenu est alors de
type BMA (HOETING, MADIGAN et al., 1999), Bayesian model averaging en anglais.
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Proposition 4.3. Pour (u,v) € [0,1]%, u < v, lestimateur BMA variationnel p(W (u,v)| X)
de la loi a posteriori de W (u,v), sachant les données dans X est donné par :

AWV (u,0)[X) = > BQIX)H(W (u,v)|X, Q).
Q>1

En pratique, une séquence finie de SBM est utilisée pour I'agrégation car p(Q|X) est
numériquement a zéro, pour des valeurs de () trop élevées.

4.2.2 Probabilités d'apparition de motifs

Comme rappelé précédemment, le modele de W-graphe souffre de probleme d’identifiabilité.
Cependant, DIACONIS et JANSON, 2008 ont montré que le nombre d’occurrences d’un motif
était invariant et par conséquent caractéristique du modele. Un motif peut étre défini comme
un sous-graphe avec des arétes particulieres. Plus précisément, le motif m a k nceuds est
représenté par sa matrice d’adjacence telle que m;; = 1 si les noeuds 7 et j sont connectés, 0
sinon. L’occurence de m en une position 5 = (i1, ...,ix), avec i1 < --- < i, est alors donnée
par la variable :
Vam)= ] (Xioas)™
1<a<b<k

Ci-dessous v(m) désigne la probabilité d’occurence P(Yz(m = 1)) du motif dans le réseau.
L’algorithme VBEM pour SBM est & nouveau utilisé ci-dessous afin d’estimer n(m).

Proposition 4.4. En utilisant un SBM a @Q clusters, une approrimation variationnelle
permet d’estimer [’espérance de la probabilité a posteriori, sachant X, d’apparition d’un
motif m :

E[v(m)[X, Q]
_ < I'(nge + Cqe) F(ZqQ:1 ng) ¢ I'(nge + 773@) H?:l [(ng +ng)
- ql;[f T(qe) Ht?:l L(ng) zc: lje L(nge +nge +Gae) [ T Z?ﬂ(nq + né)}

ouc = (c1,...,cx), ng = >, Lica = a}, gy = Di<arper LCa = atlicy = L}may pour
q# 4 ng, = Zl§a<b§k Tica = q}ljcy = qymap. Chaque terme cp prend ses valeurs dans
{1,...,Q} afin d’indiquer le cluster du neud k du motif. Toutes les configurations sont
testées pour c.

Enfin, comme a la section précédente, un estimateur BMA s’obtient a ’aide d’une agré-
gation de modeles SBM.

Proposition 4.5. Un estimateur BMA wvariationnel de ’espérance de la probabilité a pos-
teriori d’apparition d’un motif m, sachant X, est donné par :

Elv(m)|X] = ) H(QIX)E[v(m)|X, Q). (4.1)
Q>1
4.2.3 Expérimentations numériques

Nous présentons ici les résultats sur simulations numériques obtenus pour 1’évaluation de la
qualité de la procédure d’estimation de la fonction graphon. Ainsi, des réseaux sont générés
a partir d'un modele de W-graphe défini par le graphon produit W (u,v) = g(u)g(v) ou :

g(u) = /p urt.
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Le parametre p controle la densité des réseaux, c’est-a-dire la probabilité moyenne de
connexion entre deux noeuds quelconques, alors que A détermine la concentration des degrés :
plus la valeur de A est élevée, plus les arétes sont concentrées autour de quelques nceuds.
Plusieurs configurations sont testées avec n entre 100 et 316, log;,p € {—2,—1.5,—1}, et
A € {1,2,3,5}. Pour chacune d’entre elles, 100 réseaux sont simulés et la procédure d’esti-
mation appliquée. Les résultats sont évalués a l'aide de la racine de ’erreur carrée moyenne :

RECM = \/// [W(u,v) - W(u,v)rdudv,

ou W(u,v) est donnée par la proposition 4.3. Ils sont illustrés sous la forme de boites a
moustaches en figure 4.2. Les RECM sont globalement proches de zéro, lorsque la densité
ou le nombre de nceuds augmentent. La qualité de ’estimation diminue pour des valeurs de
A élevées.
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Figure 4.2 — RECM de la fonction graphon estimée pour p = 10~2, 10~ 15 et 10~ 1. Axe des abscisses :
nombre de nceuds n et parameétre \ notés n : .
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La régression logistique est une méthode simple permettant de caractériser un réseau bi-
naire a partir de covariables. Une fois les parametres estimés, le praticien cherche alors a
évaluer la qualité de 'ajustement de la régression, afin de tester si les covariables dont il
dispose expliquent entierement la topologie du réseau, et, si ce n’est pas le cas, d’analyser la
structure résiduelle. Dans LATOUCHE, ROBIN et OUADAH, a paraitre, nous avons proposé
un cadre méthodologique apportant une solution a ce probléme. Le modele de W-graphe
généralisant la plupart des modeles existants de graphe aléatoire, I'idée fondatrice de ce
travail est d’insérer une fonction graphon dans le modele standard de régression logistique,
afin de caractériser le terme résiduel.

4.3.1 Régression logistique et structure résiduelle

Le modele de régression logistique permet d’expliquer les connexions binaires dans X =
(Xij)ij & laide de covariables dans Y = (y;5):; ol y;; € RY :

Hy: Xijlyij, B, ~ B [g(ijﬁ +a)l,

avec 3 € R?, a € R, et g désigne la fonction logistique g(t) = 1/(1/ exp (—t))),Vt € R. Rap-
pelons que, connaissant les covariables dans Y, les connexions sont supposées indépendantes.
L’objectif est ici de tester si le modele Hy est suffisant pour expliquer la topologie observée
du réseau. Pour évaluer la qualité de 'ajustement de Hy, un modéle générique alternatif est
introduit :
Hy: X1j|yljvﬁv¢7UszJNB[g(y;r]ﬁ+¢(UlvU]))]a

ou les variables U; sont iid tirées & partir de la loi uniforme continue U([0,1]). En reti-
rant le terme de régression yiTj B, notons que H; correspond exactement au modeéle de W-
graphe ayant pour fonction graphon g o ¢. La fonction ¢(-,-) modélise alors la structure
résiduelle n’ont expliquée par Hy. Le modele Hy est un cas particulier de Hy ou la fonction
est constante.

Réaliser l'inférence de Hy directement est un probléme dur a cause du terme de W-graphe.
A Dlimage des travaux présentés dans la section précédente, H; est donc remplacé par une
série de modeles construits a partir de termes de type SBM avec () > 1 blocs :

ou les vecteurs binaires Z; sont iid supposés issus d’une loi multinomiale de parametres 1 et
7 = (mq)q. Comme pour un SBM standard, 7, est la probabilité pour un nceud d’étre dans
le cluster g. De plus, la matrice o = (o )qr est réelle de taille @ x Q. Nous notons alors
0 = (8,7, ) Pensemble des parametres de M. A nouveau, en I'absence de covariables, Mg
est exactement un modele SBM de matrice de connectivité p telle que pgr = g(ag:).

Nous observons finalement que Hy est équivalent a M; donc le probleme d’ajustement se
réécrit comme la comparaison entre :

Hy=M, e H = UMQ.

Q=2

4.3.2 Comparaison Bayésienne de modéles

Pour la comparaison des modeles, un cadre Bayésien est retenu. Chaque modele Mg est
donc associé & une loi a priori p(Mg) et 0 est caractérisé par une loi a priori p(f|Mg),
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conditionnellement a Mg. Ensuite, & 0 fixe et a covariables dans Y connues, M¢ est supposé
avoir généré les connexions dans X. Le cadre Bayésien autorise alors la comparaison des
modeles a l'aide des lois a posteriori :

p(MQ|X):P(X|MQ)p(MQ)_ p(X|Mq)p(Mq) (4.3)

p(X) Yo X[ Mg p(M)

Notons que la dépendance en Y n’est pas indiquée dans ces expressions, car évidente. La
qualité de I'ajustement de Hy peut ainsi s’évaluer grace & p(Hp|X) = p(M;]X). Le facteur
de Bayes (KASs et RAFTERY, 1995) peut également étre calculé :

_p(X|H0) N "N o_
P =gy Ot P =

1
(D) QEZ:QP(MQ)ZD(X|MQ)~

LOISAPRIORI  Sans connaissance particuliére a priori sur les modeéles, nous donnons le méme
poids p(Hy) = p(H}) = 1/2 pour Hy et Hj. Par conséquent, p(M;) = 1/2. Pour le mo-
dele Mg, un produit de lois a priori conjuguées est utilisé pour modéliser 6 : p(0|Mg) =
p(B|Mg)p(n|Mg)p(a|Mg). Le vecteur 7 intervenant dans une loi multinomiale, nous consi-
dérons une loi de Dirichlet :
p(r|Mg) = Dix(me).

Le choix des hyperparametres dans le vecteur e = (e1,...,eq) est discuté en section 2.2 de
ce mémoire. Ensuite, le vecteur 8 est caractérisé par une loi a priori normale :

d
p(BIn, Mq) =N<5; 0, Id) = HN<5j; 071> ;
n) i U

ol 7 > 0 est un parametre contrdlant 'inverse variance. De maniére similaire, un produit
de lois a priori normale d’inverse variance v > 0 est employé pour « :

Q
1
plaly, Mo) = [[V (akl; 0, 7) |

k<l

Comme des réseaux non orientés sont ici considérés, une contrainte de symétrie est imposée
a «a. Finalement, les parameétres n et v sont modélisés par des lois Gamma :

p(’Y‘MQ) = Gam(’% a‘07b0)7 a/07b0 > 07

et
p(nlMQ) = Ga‘m(n7 007d0)a CO7dO > 0.

Pour le choix des hyperparameétres ag, by, cq, et dy, nous renvoyons le lecteur a la section 2.3.3
Les lois p(8|Q) et p(a|Q) appartiennent alors & la famille des distributions hyperboliques
généralisées. Cette famille est discutée en profondeur dans CARON et DOUCET, 2008.

4.3.3 Inférence

Les termes p(Mq|X) dans (4.3) font intervenir les vraisemblances intégrées des données
p(X|Q) qui n’ont malheureusement pas de forme analytique. Dans LATOUCHE, ROBIN et
OUADAH, a paraitre, nous avons donc introduit deux approximations variationnelles ainsi
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qu’un algorithme d’optimisation permettant de construire une borne inférieure de log p(X Q).
L’algorithme alterne entre des étapes d’optimisation fonctionnelle par rapport & une loi r,
estimation de p(Z, 7, o, 8,7,n|X, @), et une matrice £ = (§;;);; de parametres utilisés pour
des approximations locales de la fonction logistique.

Proposition 4.6. Pour une loir(Z, 7, a,8,7,n) = r(m)r(a)r(B)r(y)r(n) [1i—, 7(Z;) et une
matrice § = (&;;)i; positive réelle de taille n x n, obtenues d convergence de l’algorithme
d’optimisation de LATOUCHE, ROBIN et OUADAH, d paraitre, une borne inférieure de la
log-vraisemblance marginale est donnée par :

n

1 Eii C(e™) T'(an) I'(cn)
Lo(r; &) == lo i J—i—)\ i }—1—10 + 1o + lo
Q(r &) =3 ;{ g9(&ij) — (&5)8i &0 8 Tag) 8 T(co)
bo dO
+ aplogby + an (1 — 5 logby,) + cologdg + ¢, (1 — i logd,)
1 -1
ZIOg ql + = log ‘S,B| ZZTzq IOgTzq + = Z a — 572’1;55 mg
q<l i=1 g=1 q<l
1 - 1
+ imz; Z(Xz] 2)%3,
i#£j
ot M) = (g(z) —1/(22))/(2z) et C(z) = I(z, /F ( =1 mq) avec &; € RT, &5 =
&i. De plus
Ti = (Tih cee 7TiQ)T
Q n 1 Q n
Tiq X €XP { Z Ma)ql Z ( i — 5) 2 (&) y”mg)le ZE%Z Z A(&ij) T
=1 VE) =1 VE
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tel que Zqul Tig = 1.

e’ = (ef,...,eq)
e;l =€+ ZTiq.
i=1
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5t
1 G -
Syt = 7 da+t Z A(&ij)Yijvl;-
" i
mpg :
1 — 1
mg = Sp3 > (Xij 5~ 2)‘(§ij)7—z'-rma7—j) Yij-
1#]
ap *
1
4 = o+ %.



Q
1
bn = bo + 5 Zanl [agl]'

q<l

Cn

Cp = Co+ 3
dn,

1 1 .
dp =do + §Tr(35) + 5Mgms-

(7a)g'

a n

— n
(03)gg = 5 T Z A(&ij)TigTigs V4,
i
(02)g' = 3 T QZ A&ij)TiqTit, Vg # 1,
" i#j

(ma)q

n
1 1
2
(Ma)gq = (Ua)qqz (2(Xi' - 5) - /\(&j)yiijﬁ) TiqTjg> V4,
i
- 1
(Ma)gt = (02)a1 Y ((Xij —3) - 2)‘(£ij)y;rjm5) TiqTjl, Vg # L.
i#]
Le développement de ’algorithme d’optimisation et de la borne font intervenir des élé-
ments techniques liés a ceux rencontrés pour le modele OSBM. Comme décrit en section
2.3, les difficultés apparaissent a cause de la fonction logistique qui est non linéaire et du

modele graphique. L’algorithme est donné dans LATOUCHE, ROBIN et OUADAH, a paraitre.
A convergence, une approximation variationnelle de p(Mg|X) s’obtient alors par :

P(Mq|X) o< p(Mq) exp{Lq},
de maniére & ce que Zqul p(Mg|X)=1.
RESIDU  L’objectif premier est ici d’estimer p(Mg|X) afin d’évaluer la qualité d’estimation

d’un modele de régression logistique. L’algorithme décrit précédemment permet également
d’obtenir naturellement un estimateur du terme de type W-graphe dans Hj.

Proposition 4.7. Pour (u,v) € [0,1]2,u < v, un estimateur BMA variationnelle de l’espé-
rance de la loi a posteriori du résidu ¢, sachant X, est donné par :

E[¢(u,v)|X] = Y p(Mq|X)E[(u,v)| X, M),
Q>1

~

E [¢(u, v)|Y, MQ]

Q
= ma)ar [Fyo1a-1(u,v:6™) = Fyyy(u,v:¢™) = Fyopa(u,v:e™) + Fyg(u,v;e™)].
q<l
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Ce résultat est essentiellement basé sur nos travaux dans LATOUCHE et ROBIN, 2016 et
décrit & la section 4.2. A nouveau, Fy ¢(u,v;e™) désigne la fonction de répartition jointe du
couple de variables (o, 0;), telles que o, = > 1, m, et 7 suit une loi de Dirichlet Dir(e™).

4.3.4 Expérimentations numériques

Les résultats d’évaluation sur simulations numériques de l'estimation de p(Hy|X) = p(M;|X)
sont ici présentés. Tous les réseaux sont tirés a partir du modele H;. Ainsi, chaque noeud
est associé & une position latente U; générée & partir de la loi ([0, 1]), uniforme continue
sur [0, 1]. Ensuite, un vecteur y; € R¢ de covariables est simulé pour chaque noeud, & partir
d’une loi normale multivariée centrée réduite avec d = 2. Chaque vecteur y;;, pour ¢ < j, est
alors fixé & y;; = y; —y;. La fonction ¢ utilisée s’écrit g~ (W (u,v)) ot W (u,v) = pA?(uv)*~?
comme & la section 4.2. Notons que A = 1 correspond a un résidu constant, c’est-a-dire a Hy.
En revanche, lorsque A > 1, le modele de simulation est H;. Plusieurs configurations sont tes-
tées avec n € {100,150}, p € {1072,107 15,1071}, et A prenant ses valeurs dans [1, 5]. Pour
chaque configuration, 100 réseaux sont générés et 'estimateur p(Hy|X) est construit. Les ré-
sultats sont illustrés en figure 4.3. Les seuils de détection de H; sont bas et la discrimination
entre Hy et Hy devient plus nette a mesure que n et p augmentent.
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Figure 4.3 — Bofites a moustaches des valeurs de I'estimateur p(Ho|Y'), pour des valeurs de X entre 1 et 5. Six
scénarios sont considérés avec n € {100,150} et p € {1072,1071-3,1071}. Le modéle Hy est vrai pour A =1
et faux pour A > 1.
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Nous présentons ici nos travaux introduits dans OUADAH, ROBIN et LATOUCHE, 2017. A
I'image de la section précédente, ’objectif est d’évaluer la qualité d’ajustement de modeles
de graphe aléatoire. Deux modeles particuliers sont considérés : le modele indépendant qui
inclut le modele standard d’ERDOS et RENYI, 1959 ainsi que le modele de W-graphe qui est
I’objet de ce chapitre et qui généralise la plupart des modeles existants, comme discuté pré-
cédemment. Des tests sont construits a partir d’une statistique basée sur les degrés observés,
c’est-a-dire sur le nombre de connexions de chaque noeud :

n

1

Ty, = - Z(DZ- — Eg,[Di])%. (4.4)

D; désigne le degré du noeud i et Eg [D;] est 'espérance de D;, sous un modéle de graphe
aléatoire de parametre 6y. Pour les deux types de modeéles, nous avons en autre prouvé la
normalité asymptotique de la statistique Tp, .

4.4.1 Modele indépendant

Dans ce modele, appelé ci-dessous modeéle hétérogene d’Erdos-Rényi (HER), toutes les arétes
sont tirées de maniere indépendante & I’aide de probabilités fonctions des paires de nceuds
considérées. Ainsi, 'aréte X;; est supposée générée a partir d’une loi de Bernoulli de proba-
bilité p;;. Par la suite, p = (p;;):; désigne la matrice des p;; et le modele associé est noté
HER(p). Notons que le modele d’Erdés-Rényi correspond & p;; = i, V(4, j). Dans ce cadre,
la statistique (4.4) s’écrit alors :

1 n
Tpo = 52@ — ud)?,

avec D; = 30 Xij et pf = 377, pY; est Uespérance de Dy, sous HER(p").

Théoréme 4.1. Sous le modéle HER(p), la statistique To est asymptotiquement normale :
c
(Tp" - EP[TPO])/SP[TPO] — N(O, 1)7
ou S, désigne Uécart type sous HER(p) et
Ep[Tpo] = D@+ + D (G0 + 0i0k + Srdx) | (4.5)
1<i<j<n 1<i<j<k<n

avec 03; = pij(1 = pij) et 8i5 = pij — pY;. De plus

Vo[Tpo] = S2[Tp0]

4 2 2 2 2 2 2 2 2
B ﬁ( Z o (1= 2pij + Ai + Aj)" + Z (03,05 + 0705 + 00105k >a
1<i<j<n 1<i<j<k<n

avec Ay =3 ,,0:5.
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La preuve du théoreme 4.1 s’appuie essentiellement sur la décomposition de Hoeffding
(voir VAN DER VAART, 2000, par exemple) de la statistique 7,0 et de I'application du théo-
réme de Lindeberg-Lévy (BILLINGSLEY, 1968). Notons que dans OUADAH, ROBIN et LA-
TOUCHE, 2017, nous avons également donné un résultat similaire pour une autre statistique
de test V basée sur les degrés :

n 1 L
V_;ﬁ(Di_D) :
ou D= (1/n) >, D;.

TEST ET PUISSANCE Un test est alors mis en place pour comparer deux modeles Hy =
HER(p®) et Hy = HER(p) a partir de T,o. Ainsi, Hy se voit rejetée dés que la statistique
de test dépasse le seuil Epjo[T,0] +taSpo[Tpo] ol t, désigne le quantile d’ordre 1 — o de la loi
normale centrée réduite. La puissance du test est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.1. La puissance asymptotique du test Hy contre Hy est :
m(p) =1 — @ ((Epo[Tpo] + taSpo [Tpo] — Ep[Tyo]) /Sp[Tpo])
ot ®(+) est la fonction de répartition empirique de la loi normale centrée réduite.

Le corollaire suivant apporte alors une condition suffisante ot H ER(p) s’écarte de HER(p°)
asymptotiquement, permettant ainsi au test de les discerner.

Corollaire 4.1.2. Considérons deuz matrices p°, p, et définissons :

2
An(pY,p) = - Z 87 + Z (0350ik + 0550k + dirljk)

1<i<j<n 1<i<j<k<n

Si A, (p°,p) = O(n®) et a > 1/2, alors le test Hy contre Hy est asymptotiquement puissant.

CAS DES RESEAUX CREUX  La validé du théoréme 4.1 est maintenant discutée dans le cas de
réseaux creux ou le nombre d’arétes présentes est faible par rapport au nombre d’arétes
possibles. Plus précisément, la parcimonie est étudiée de deux maniéres faisant dépendre les
pi; de n. Soit les probabilités de connexion tendent vers 0 & mesure que n augmente, soit la
fraction de probabilités différentes de 0 décroit quand n augmente.

Proposition 4.8. Considérons le modéle HER(p) ot pij = pjn~?, a >0, p;; € [0,1] et
une fraction 1—n=?, b >0, des pij est mise a 0. Les probabilités p?J sont supposées satisfaire
les mémes conditions. Si a + b < 2, alors la statistique est bien asymptotiquement normale.

Cette preuve s’appuie a nouveau sur les projections obtenues par la décomposition de
Hoeffding de T}0 et des calculs d’ordre en n.

4.4.2 Modele de 1/-graphe

Nous nous intéressons dans cette section au modele de W-graphe caractérisé par une fonc-
tion graphon W : [0, 1] — [0, 1]. Pour rappel, ce modele est construit a partir de la notion
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d’échangeabilité. Contrairement au modele précédent, il ne fait pas ’hypothese d’indépen-
dance entre les arétes. Dans ce cadre, la statistique (4.4) s’écrit :

Two = -3 (D — (n — WYY,

i

ot WY = I [ WO (u,v)dudv est la probabilité marginale d’apparition d'une aréte sous un
modele, noté GE(W?Y) (pour graphe échangeable), caractérisé par le graphon WO(-, ).

Théoréme 4.2. Sous le modéle GE(W), la statistique de test Tyyo est asymptotiquement
normale :

(Tywo — Ew[Tio])/Sw [Two] - N(0,1),

avec
Ew([Two] =n~" {n(n — 1)>(W)* + [1 — 2(n — YWY |n Wy + naWa }

et
Vi [Two] = Sty [Two]
2
— 2 {4[1 —2(n — HWI)? <T;1W1 + naWa + %Wf - lef)

F8[1—2(n — 1)WY [%(2% W) + %(m +2W) + %Wlm - %Wlw2

+4 [%(3% W) + %(4% W5 + 2Ws + Wi)

2
+ (4Ws + Wo + 4Who) + (”55 = 725) W22] } .

Onan; = HZ:O(” — k). De plus, W; désigne la probabilité d’apparition du motif R; (voir
figure 4.4) dans le graphe, sous EG(W).

La preuve s’appuie sur un résultat de convergence (BICKEL, CHEN et LEVINA, 2011) des
probabilités empiriques de motifs dans le cas du modeéle de W-graphe. Pour certains modeles,
en particulier SBM, une forme explicite s’obtient pour le calcul des W;. Pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur & OUADAH, ROBIN et LATOUCHE, 2017.

R1 R2 Rg R4 RS
o o o—eo o—eo e o
— N VN N\
R6 R7 Rg Rg RIO
e o e o e o e o
VN VAVA SNV VAN
Figure 4.4 — lllustration des motifs R1 a R1o apparaissant dans le calcul des moments de la statistique T};0.

TEST ET PUISSANCE  Le théoreme 4.2 permet de mettre en place un test au niveau o asymp-
totique de Hy = EG(W?Y) contre H; = EG(W). Ainsi, Hy est rejetée dés que la statistique
Tyo dépasse Eyyo[Tyo] + taSwo[Tyo]. La puissance associée est donnée par le corollaire
suivante.
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Corollaire 4.2.1. La puissance asymptotique du test Hy contre Hy est :

Comme pour le modele HER, une condition suffisante est considérée pour s’assurer que
EG(W?) s’écarte de EG(W) asymptotiquement afin de les distinguer.

Corollaire 4.2.2. Soient deux fonctions graphons WO(-,-) et W (-,-) ainsi que :
A (WO W) = [1=2(n — YWIn (Wy — WY) + na (W — W5).

Si Ap (WO, W) > 0, alors le test Hy = EG(W?) contre Hy = EG(W) est asymptotiquement
puissant.

CAS DES RESEAUX CREUX La validité du théoréme 4.2 est étudiée dans le cas de réseaux
creux, ou la densité Wi du réseau varie avec n. Ainsi, W; = Wi(n) tend vers 0 & mesure
que n augmente, a une vitesse discutée ci-dessous.

Proposition 4.9. Sous le modéle de W -graphe définit par le graphon W (-,-), tel que W1
et WY sont d’ordre n=2/® ou plus, si [ [ (W (u, v)/Wi(n))® < oo, alors la statistique de test
Two est bien asymptotiquement normale.

La preuve est construite a partir de la décomposition utilisée dans le théoreme 4.2 de
Two, du théoreme de convergence des motifs de BICKEL, CHEN et LEVINA, 2011, ainsi que
du lemme de Slutsky.

4.4.3 Expérimentations numériques

Les travaux de cette section étant essentiellement théoriques, des expérimentions sur données
simulées ont été utilisées afin d’illustrer la normalité asymptotique des statistiques de test.
Seuls les résultats pour le modele de W-graphe sont présentés ci-dessous. Ainsi, un graphon
WO(-,-) constant par morceau, caractérisant donc un SBM (voir section 4.2), est utilisé. Plus
précisément, une forme produit est retenue, telle que W0 (u,v) = n,m, si u est dans le bloc g
et v dans £. Deux blocs sont employés et 7; ainsi que 72 sont fixés a 0.4 et 0.5, respectivement.
Le graphon est alors contaminé par un terme de parcimonie W (u,v) = W°(u,v)n~%. Notons
que la densité initiale associée & W0 est fixée a 0.1. Plusieurs valeurs de (a,n) sont alors
utilisées et, pour chaque configuration, 1000 simulations sont faites. La statistique Tyyo
est alors calculée a chaque fois. Le diagramme quantile-quantile de la figure 4.5 illustre le
comportement de Ty o apres centrage et réduction. La normalité apparait ici clairement. En
revanche la statistique s’écarte de la loi normale pour des valeurs de a trop importantes.

Ce chapitre s’est intéressé principalement au modele de W-graphe qui est caractérisé par
une fonction appelée graphon. Ce modele est construit uniquement a partir de la notion
d’échangeabilité et généralise la plupart des modeles de graphe aléatoire, comme tous les
dérivés simples du modele SBM. La flexibilité du W-graphe pose de nombreux problémes
pour I'estimation sur données réelles. A partir du constat simple qu’un SBM peut étre carac-
térisé par une fonction graphon constante par morceaux, nous avons dérivé une procédure
d’inférence. Elle agrege des modeles SBM avec des niveaux de complexité croissants. FEn-
suite, le W-graphe a été considéré pour répondre a une question soulevée régulierement en
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Figure 4.5 — Diagramme quantile-quantile de la statistique de test Ty;,0 sous un modele de W-graphe, pour des
probabilités de connexion décroissantes avec n : W(u,v) = n~*W?O(u,v) et de densité initiale p* = 0.1. De en
haut a gauche a en bas a droite : a = 0,0.4,0.8,1.2,1.4,1.6. Valeurs de n= 100 (+), 1000 (x) et 10000 (o).

analyse des réseaux. Lorsqu’il dispose de covariables, le praticien cherche en effet & savoir
si, intégrées dans une régression logistique, ces dernieres permettent d’expliquer entierement
la présence de connexions. Le W-graphe est alors utilisé pour modéliser le terme résiduel,
non expliqué par la régression. Un cadre d’inférence autorise la mise en place d’un test pour
répondre a la question posée. Enfin, des tests ont été mis en place afin de tester ’adéquation
entre un modele de graphe aléatoire et un réseau donné.
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Ce dernier axe de recherche porte sur la modélisation de la grande dimension ou les
données sont caractérisées par un nombre conséquent de variables. Mes travaux s’organisent
en trois sous-axes. Le premier s’intéresse a la régression linéaire parcimonieuse dans un cadre
Bayésien. La stratégie proposée, alternative aux procédures de type Lasso, est publiée dans
un article de journal (LATOUCHE, MATTEI et al., 2016). Le second sous-axe présente les
travaux de BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017a pour ’estimation de la dimension
intrinseque des données. Enfin, le dernier sous-axe décrit les stratégies de BOUVEYRON,
LATOUCHE et MATTEI, 2017b pour l'estimation du nombre optimal d’axes en analyse en
composantes principales.
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5.1 Introduction ..

Les outils statistiques développés au cours du 20ieme siecle font pour la plupart ’hypothese
que le nombre n d’observations présentes dans les données a analyser est plus important
que le nombre p de variables les caractérisant. Or, les derniéres décennies ont vu apparaitre
des données tres différentes par nature, suite a I’émergence des nouvelles technologies et en
particulier des moyens d’acquisition. Certaines données peuvent ainsi étre décrites par des
millions de variables. Lorsque p devient conséquent par rapport a n, le cadre statistique est
celui de la grande dimension. Des données de ce type apparaissent naturellement dans de
nombreux domaines scientifiques, notamment en analyse d’images, dans les biotechnologies,
et en chimiométrie. La géométrie des espaces de représentation des observations, lorsque p est
grand, est particulierement complexe. Pour une discussion sur les problemes géométriques
liés a la grande dimension, nous renvoyons le lecteur & BELLMAN, 1961 sur le fléau de la
dimension, et & SCOTT et THOMPSON, 1983. Ces derniers rappellent en particulier que le
volume de I’hyperspheére unité de dimension p tend rapidement vers 0 lorsque p augmente.
Par conséquent, les voisinages au sens Euclidien du terme sont tous essentiellement vides. Ce
phénomene est appelé phénomene de I'espace vide. Les outils statistiques existants doivent
donc étre adaptés pour ce type d’espace. Les solutions développées cherchent essentiellement
a réduire le nombre de variables ou a projeter les observations dans un espace de dimension
plus faible. Notons que la grande dimension apparait aussi bien en apprentissage statistique
supervisé que non supervisé. Les travaux que nous présentons dans ce chapitre proposent
donc des éléments de solution pour ces deux cadres d’apprentissage.

5.2 Régression linéaire parcimonieuse Bayésienne ... ... ... .. ..

Dans cette section, sont présentés les travaux publiés dans LATOUCHE, MATTEI et al., 2016
permettant de faire de la régression linéaire parcimonieuse, dans un cadre de sélection de
modeles Bayésienne. Le point de départ est standard. Il s’agit de sélectionner les variables
utiles a la prédiction (linéaire) d’une variable cible. Cette derniére est supposée sujette a un
bruit blanc Gaussien, et, par conséquent, la vraisemblance des données a une correspondance
directe avec les moindres carrés voir C. BisHoPp, 2007, par exemple. La sélection de variables
a été, ces vingt derniéres années, un des themes de recherche en statistique sur lequel le plus
d’efforts ont été consacrés. Les solutions proposées s’appuient régulierement sur la pénalisa-
tion en norme £; du vecteur de régression, depuis les travaux précurseurs de TIBSHIRANI,
1996 et 'introduction du Lasso (Least absolute skrinkage and selection operator, en anglais).
En optimisation, le probleme de départ considére généralement la log-vraisemblance du mo-
dele linéaire, pénalisée par le nombre de variables actives. De nombreuses méthodes ont été
développées dans ce cadre. Malheureusement, la pénalité associée, appelée pénalité ¢y, étant
non connexe, le probleme d’inférence devient donc combinatoire. La norme ¢; peut alors étre
utilisée comme relaxation convexe. D’autres normes ad hoc et d’innombrables approches
d’optimisation ont été introduites dans la littérature pour ce probleme. Pour d’excellentes
descriptions, nous conseillons HASTIE, TIBSHIRANI et WAINWRIGHT, 2015 ainsi que BACH,
JENATTON et al., 2012. En parallele, des développements Bayésiens ont été réalisés dans ce
cadre, s’appuyant souvent sur les travaux de MITCHELL et BEAUCHAMP, 1988. Ainsi, une
loi a priori de type spike and slab en anglais est employée. Certains coefficients se voient
alors caractérisés par une loi piquée en 0, typiquement une distribution de Dirac. Les autres
sont modélisés par une distribution, comme la distribution normale, plate, c¢’est-a-dire de
variance a priori élevée. L’inférence consiste a allouer les variables aux deux types de lois.
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Ce probleme est combinatoire et rappelle la régression avec pénalité ¢y3. Nous présentons ici
une stratégie de modélisation et d’optimisation apportant un élément de solution.

5.2.1 Le modeéle

Nous considérons un échantillon de n observations représentées par la matrice de régression
X de taille n x p a coefficients réels ainsi que par le vecteur Y décrivant les n observations
cibles réelles. Le modele proposé dans LATOUCHE, MATTEI et al., 2016 s’écrit :

Y =XB+¢
b =z0w.

Le symbole ® désigne le produit d’Hadamard, c’est-a-dire le produit terme & terme. Ainsi,
le vecteur 3 a p éléments est tel que B; = z;w;. De plus, le vecteur z € {0,1} est binaire
alors que le vecteur w est supposé suivre une loi a priori normale p(w|a) = N(w;0, I,/ ).
Enfin, un bruit blanc Gaussien est retenu pour ¢ : p(e|ly) = N(¢; 0, I,, /7). La caractérisation
de B permet alors de faire apparaitre naturellement une loi a priori de type spike and slab
(MITCHELL et BEAUCHAMP, 1988). En effet

P p
p(Blz,a) = [ p(Bjlzi, 0) = [ 60(B))' " N(B;;0,1/a)>,
j=1 j=1

ol dp(-) désigne la distribution de Dirac centrée en 0. Un point clé de LATOUCHE, MATTEI
et al., 2016 est que z n’est pas lui méme caractérisé par une loi a priori de Bernoulli, contrai-
rement & MITCHELL et BEAUCHAMP, 1988 et aux travaux récents en sélection de variables
Bayésiennes. Le vecteur binaire est vu comme un parameétre a estimer, au méme titre que a
et 7v. Comme nous le montrerons en section 5.2.3, le cadre Bayésien introduit ici est suffisant
pour faire apparaitre un critére auto-pénalisant sur le nombre de variables actives, sans qu’il
soit nécessaire d’ajouter une couche supplémentaire dans le modele hiérarchique.

L’objectif premier de ces travaux étant la sélection des variables dans le modele de régres-
sion linéaire, nous proposons de considérer le probleme de maximisation de la vraisemblance
marginale p(Y|X, z, «,y) par rapport a (z,q,7), le vecteur 8 étant intégré. Cette optimi-
sation est donc de type Bayésien empirique. Notons que la maximisation par rapport a z
permet de se déplacer a travers I'espace des 2P modeles Bayésiens, ou un modele est caracté-
risé par un ensemble particulier de variables actives. La sélection de variables est ainsi portée
par le vecteur z. L’algorithme que nous avons développé s’appuie sur la loi a posteriori de w,
sachant les données et (z, @, ), qui a une forme explicite. Ci-dessous, nous notons @ = ||z||o
le nombre de variables actives dans z et Z = diag(z) la matrice diagonale dont la diagonale
est le vecteur z.

Proposition 5.1. La loi a posteriori de w, sachant les données et (z,«, ) est donnée par :
p(wlY, Z, o, 7) = N(w;m, S),
ouS=ZXTXZ+al,) ™ etm=~SZXTY.

Notons que les supports de m et z coincident presque surement et

1
m, = (X;Xz 4 O‘Ip> XTY, (5.1)
R

ol une matrice (resp vecteur) indicée par z désigne la matrice (resp vecteur) restreinte & ses

colonnes (resp éléments) pour lesquelles z est non nul. Ainsi, m, correspond a l’estimateur
ridge pour le modeéle de régression dont les variables actives sont caractérisées par z.
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5.2.2 Inférence

La vraisemblance marginale des données observées s’écrit :

p(YX,z,a,7) = /]R p(YX,w, z, a,v)p(w|a)dw.
p

Le vecteur w ayant une loi a posteriori explicite comme indiqué en proposition 5.1, il est
possible de dériver un algorithme EM afin de maximiser p(Y'|X, z, o, ). L’optimisation en
z est singuliére. En effet, chercher Z, un estimateur global de z, revient a tester I’ensemble
des 2P modeles Bayésiens possibles. Cette recherche exhaustive ne peut se faire que pour de
faibles valeurs de p. Pour palier a ce probléme, nous proposons une stratégie d’inférence a
deux temps. Tout d’abord, une simple relaxation est employée afin de remplacer z € {0, 1}?
par un vecteur Z € [0, 1]. Un estimateur de Z est alors construit & partir de algorithme EM
ci-dessous. Dans un second temps, la vraisemblance marginale est maximisée par rapport
a z € {0,1}? sur un chemin de modeéles Bayésiens fabriqué & partir de 'estimateur de Z
(section 5.2.3).

Pour simplifier les notations, Z désigne ci-dessous directement la matrice diag(2) de dia-
gonale Z utilisée par I’algorithme EM. L’étape E consiste a calculer ’espérance, par rapport
a la loi a posteriori donnée par la proposition (5.1), de la log-vraisemblance des données
complétées log p(Y, w|X, Z, o, v). Dans ’étape M, cette espérance est ensuite maximisée par
rapport & (2, «, ) afin de produire des estimateurs.

Proposition 5.2. En notant ¥ = S+mm?, lespérance de la log-vraisemblance des données
complétées est donnée par :

p+
2

+YET(m e (XTY)) — %ET(XTX o)z,

n ol «Q p n
Eullogp(Y,w|Z, o, v)] = 5 log(vy) — YTV = STe(E) + 5 log(ar) — log(2m)

Proposition 5.3. Les estimateurs de o et v mazximisant l’espérance de la log-vraisemblance
des données complétées (proposition 5.2) sont :

1
A= S {YTY 4 ST(XTX 0 )2 - 25T(m o (XTY)),

« p
QO = —— .

Tr(X)

En ce qui concerne l'estimation de z, un algorithme d’optimisation quadratique sous
contraintes est utilisé :

A 1
Z = argmax {—uT(XTX OX)u+uT(moe (XTY))} .
w€[0,1]P

Les étapes E et M sont alternées jusqu’a convergence de la vraisemblance marginale des
données.

5.2.3 Sélection de modeéles

Aucune approximation asymptotique ou variationnelle n’est nécessaire, la log-vraisemblance
marginale s’obtient de maniere explicite.
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Proposition 5.4. A des constantes prés, ne dépendant pas des paramétres, la log-vraisemblance
marginale, également appelée log-vraisemblance de type II, peut s’écrire :
—logp(Y|z,,7) = —logp(Y|m, z,7) + pen(z, o, )
g
= §HY - XZmZ”% + pen(z,a,'y),

log v
2

La pénalité pen(z, a,vy) correspond au facteur d’Occam en théorie Bayésienne.

a 1
pen(z,a,7) = 5 [mlf} = <5 fmll, - 5 logdet(1XIX. +al,) ps.

La proposition 5.4 fait donc apparaitre ’erreur des moindres carrés, centrée sur ’estima-
teur ridge m, associé au modele caractérisé par z. Le terme de pénalité discuté ci-dessous
pénalise la complexité du modele. Optimiser z revient donc & chercher I'estimateur ridge
minimisant cette fonction de perte des moindres carrés pénalisés.

LE RASOIR D'OCCAM  En notant, A = (a — log@)/2 et kK = a/(a — log ), la pénalité de la
proposition 5.4 peut s’écrire :

1
pen(z,0,7) = A (1 = &) [mlly + & [m]}3) = 5 logdet(1XT X, + al,).

Elle fait donc apparaitre une combinaison convexe des pénalités ¢y et f5. Ainsi, aussi bien
le nombre de variables actives que 'amplitude des coefficients de régression sont controlés.
Comme indiqué dans LATOUCHE, MATTEI et al., 2016, la pénalité de l’elastic net de ZoU
et HASTIE, 2005, construite de manieére ad hoc a partir des pénalités ¢1 et ¢5, peut donc
étre vue comme une relaxation convexe du rasoir d’Occam. Notons également que le rasoir
d’Occam apparu dans la proposition 5.4 est fortement lié & la pénalisation du critere BIC.
En effet, en considérant une loi a priori plate pour w et si S est de rang plein, alors la
pénalité peut étre approchée par —(1/2)qlogn.

CHEMIN DE MODELES L’algorithme EM de la section 5.2.2 permet de construire des esti-
mateurs de Z € [0,1)7, «, et . En pratique, nous cherchons ici & sélectionner un modéle
Bayésien, c’est-a-dire un ensemble de variables. Un vecteur z € {0,1}? doit donc étre dé-
terminé. Partant d’aucune variable active, I’heuristique proposée dans LATOUCHE, MATTEI
et al., 2016 consiste a ajouter des variables au fur et a mesure dans un ordre fixé par ’estima-
teur de Z. Ainsi, la variable ayant le coeflicient Z; le plus élevé est ajoutée en premier, suivie
de la variable ayant le 2éme coefficient le plus élevé, etc ... La vraisemblance marginale de
la proposition 5.4 est alors calculée sur ce chemin de modeéles et le modele maximisant la
marginale est retenu comme estimateur de z.

A titre illustratif, la figure 5.1 montre le comportement sur des données simulées de la
vraisemblance marginale lorsque les variables sont ajoutées. Le graphique de gauche pré-
sente les termes Z; ordonnés alors que celui de droite donne les valeurs de la vraisemblance
marginale pour les différents modeles considérés. Cette derniere a un pique pour 5 variables
ce qui correspond exactement au nombre de variables utilisées pour la simulation.

5.2.4 Expérimentations numériques

Nous présentons maintenant une partie des simulations de LATOUCHE, MATTEI et al., 2016
utilisées pour tester la méthodologie d’inférence. Ainsi, les vecteurs w et e sont tirés a partir
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Figure 5.1 — Graphique de gauche : coefficients Z; ordonnés (bleu foncé). Vraies valeurs (binaires) de z (bleu
clair). Valeur de la log-vraisemblance marginale a droite. En rouge, le véritable nombre de variables utilisé pour
cette simulation.

des lois N(0, I, /) et N(0, I,,/7), respectivement. La matrice X de régression est elle simulée
selon une loi normale centrée et de covariance R. Seuls les résultats pour des matrices R de
Toeplitz sont ici donnés. Ainsi la structure de corrélation est la suivante :

Ry =1Yi=1,.p

Le vecteur z est alors construit en choisissant uniformément au hasard ¢ variables actives
parmi p. Enfin, 100 jeux de données sont simulés pour trois tailles (n = p/2,n = p,n = 2p),
et p = 0.25, p = 100, ¢ = 40, o = 1, ainsi que v = 1. Notre approche, appelée spiny
ci-dessous, est comparée avec d’autres méthodes de régression parcimonieuse : le lasso de
TIBSHIRANI, 1996, le lasso adaptatif (adalasso) de Zou, 2006, la procédure de stabilité
de sélection (stabsel) de MEINSHAUSEN et BUHLMANN, 2010, 'algorithme clere (YENGO,
JACQUES et al., 2016), et la procédure de propagation d’espérance (ssep) de D. HERNANDEZ-
LoBATO, J. HERNANDEZ-LOBATO et DUPONT, 2013. Les résultats sont évalués a 'aide de
trois critéres : erreur moyenne des moindres carrés, le F-score (moyenne harmonique entre
la précision et le rappel), et le nombre estimé de variables actives (§). Ils sont présentés en
figure 5.2. Ainsi, la procédure de sélection de modeéles que nous proposons, associée a un
algorithme EM, a des performances compétitives par rapport aux autres méthodes étudiées.
Elle permet en particulier de construire un estimateur robuste du nombre de variables actives,
contrairement au lasso par exemple qui a tendance & surestimer le nombre de variables.

5.3 ACP globalement parcimonieuse ... . ... ... .

L’analyse en composantes principales (ACP) (PEARSON, 1901 ; HOTELLING, 1933) est une
des méthodes les plus utilisées pour pré-traiter les données et réduire leur dimension. Le prin-
cipe consiste a projeter les données sur un sous-espace généré a partir des vecteurs propres
principaux de la matrice de covariance empirique. Il a été montré dans RoOwEeis, 1998 ; T1p-
PING et C.M. BISHOP, 1999 que ce sous espace pouvait étre obtenu a partir d’un estimateur
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Figure 5.2 — Boites a moustaches présentant les résultats de six méthodes de régression parcimonieuse sur 100
simulations a chaque fois, en terme de F-score, d’erreur moyenne des moindres carrés (MSE), et du nombre
estimé de variables actives ().

du maximum de vraisemblance d’un modele probabiliste factoriel particulier, appelé ACP
probabiliste (ACPP). Une des limites de PACP est que les nouvelles variables, obtenues
apres projection et appelées composantes principales, sont des combinaisons linéaires de
I’intégralité des variables de départ. Dans le cas de données de grande dimension, cela com-
plique considérablement 'interprétabilité des résultats. Dés lors, de nombreuses techniques
ont été proposées dans la littérature afin de projeter les données sur un sous-espace généré
a partir de vecteurs parcimonieux, c’est-a-dire ayant des composantes fixées exactement a
zéro. Elles considérent au départ pour la plupart un probleme d’optimisation ou le nombre
de parametres actifs, dans les vecteurs de projection, est pénalisé. Elles introduisent ensuite
des relaxations convexes ou partiellement convexes afin d’éviter la combinatoire associée.
A titre d’exemple, nous pouvons citer Papproche de Zou, HASTIE et TIBSHIRANI, 2006,
basée sur une pénalisation de type ¢1. D’autres méthodes, comme celle d’ARCHAMBEAU et
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BAcH, 2009, considerent un cadre Bayésien et s’appuient sur des lois a priori parcimonieuses.
Malheureusement, toutes ces approches ne forcent pas les vecteurs de projection & avoir le
méme support. Par conséquent, les composantes principales obtenues doivent toutes étre in-
terprétées séparément. Cela ne pose pas de probléme critique si ’objectif est de visualiser les
données dans un espace de plus faible dimension. En revanche, si le praticien cherche a savoir
quelles sont, dans son jeu de données, les variables globalement les plus importantes, alors la
notion de parcimonie doit étre redéfinie. Dans BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017a,
nous avons proposé un cadre méthodologique permettant de faire de ’ACP globalement
parcimonieuse, c’est-a-dire de chercher des vecteurs de projection parcimonieux, partageant
le méme support.

5.3.1 Modele avec bruit

Un échantillon de n observations iid z1,...,z, € RP est considéré. Pour simplifier les no-
tations, ces dernieres sont stockées dans une matrice X de taille n x p ou la ligne ¢ de X
correspond a ). Le modele ACPP (ROWEIS, 1998 ; TIPPING et C.M. BIsHOP, 1999) s’écrit :

x=Wy+e, (5.2)

ou y ~ N(0, ;) est un vecteur de dimension d (<= p) supposé Gaussien, W est une matrice
de taille p x d, appelée loading matrix en anglais, et e|o ~ N(0,0%1,) est un terme de bruit
blanc Gaussien. Dans ce cadre, il apparait que les composantes principales de ’ACP classique
sont fortement liées a l'estimateur Wyy du maximum de vraisemblance de la matrice W.
En effet, soient A la matrice de taille p x d des vecteurs propres, ordonnés en colonne, de la
matrice de covariance empirique des données, et A la matrice diagonale de taille d x d des
valeurs propres associées, alors

Wy = A(A — 021,)'/?R,

ol R est une matrice orthogonale arbitraire.

Afin de sélectionner les variables de départ dans les observations z;, des lignes compleétes
de W doivent étre mises & zéro. Ainsi, en notant v € {0,1}? le vecteur binaire caractérisant
les variables actives, & I'image des travaux présentés a la section précédente, et V = diag(v),
nous remplacons le modele ACPP par :

r=VWy+e,

ou W, y, et € sont inchangés. Les 0 dans le vecteur v impliquent des lignes nulles dans
la matrice VW. L’inférence de VW impliquera donc que le sous-espace de projection des
données sera généré par des vecteurs partageant le méme support, c’est-a-dire les mémes
éléments non-nuls.

CADRE BAYESIEN  Le modele avec bruit étant maintenant introduit, I'objectif est de réaliser
son inférence en pénalisant le nombre de variables actives. Nous employons ici une stratégie
d’inférence Bayésienne inspirée de nos travaux en régression parcimonieuse, présentés a la
section précédente. Ainsi, les coefficients W;; sont supposés iid a priori et modélisés par la
loi normale : W;jla ~ N(0,1/a?). La loi marginale des données observées est alors donnée
par le théoreme 5.1.
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Théoréme 5.1. La loi marginale des données observées (sous Uhypothése d’indépendance
conditionnelle) dans le modéle avec bruit s’écrit :

n

p(Xfoa) = [T ptaidv. o) =T[ [ ol 0 omp(w)amw.
i=1 /R

i=1 pxd
ot
_“‘"5‘2@ o /2 —0>u?
e % 1,q/2/ ui’“e
zlv,a,0) = ———||z ————J, 01 (ul]|x du.
p( | ) (27‘1’)1’/20’1’7'1” U||2 (1+(U/O[)2)d/2 q/2 1( H UHQ)
Le vecteur v = 1 — v désigne le complémentaire de v et xy est le vecteur x restreint a

ses composantes actives (1) dans v. Jy/9_1(-) est la fonction de Bessel de premiére espéce,
d’ordre q/2 — 1.

La densité de x sachant v, «, et ¢ fait intervenir une intégrale unidimensionnelle qui
malheureusement est de type Hankel et par conséquent difficile & déterminer, méme numé-
riquement. L’optimisation de la marginale du modele avec bruit souléve donc de nombreux
problémes techniques. Dans BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017a, nous avons proposé
de remplacer ce modeéle en nous appuyant sur la version sans bruit du modele ACPP.

5.3.2 Modele sans bruit

Afin d’obtenir une expression exacte et calculable pour la vraisemblance marginale des don-
nées, nous avons modifié le modele avec bruit. Ainsi, un modele ACPP sans bruit est retenu
pour les variables actives alors que les variables inactives sont supposées générées par un
bruit blanc Gaussien 1|01 ~ N(0,0%1,). Plus précisément,

z=VWy+ Ve, + Veo,

ot V = diag(v) et ea|oa ~ N(0,02I,). Nous nous intéressons au cas og — 0. La définition
d’une loi symétrique multivariée de Bessel est rappelée ci-dessous. Nous donnons ensuite
I’expression de la vraisemblance marginale.

Definition 5.1. Un vecteur aléatoire suit une distribution symétrique multivariée de Bessel
de paramétres > 0 et v > —k/2 si sa distribution s’écrit :

27kfu+157k71/

T Bl S zl/6).

K, (-) est la fonction de Bessel modifiée (voir par exemple ABRAMOWITZ el STEGUN, 1965,
chapitres 10 et 11) de second espéce, d’ordre v.

Vz € R¥, Bessel(z|8,v) =

Théoréme 5.2. Dans le cas limite sans bruit pour les variables actives (o2 — 0), © converge
en probabilité vers un vecteur aléatoire dont la distribution est :

p(z|v, @, 01) = N(25]0, 011,—)Bessel(z,|1/a, (d — q)/2). (5.3)

La log-vraisemblance marginale associée (sous ’hypothése d’indépendance conditionnelle)
est donc logp(X|v,a,0%) = Y, logp(zi|v, o, 0%) ont p(w;|v, ,0%) est obtenue par (5.3).
Plusieurs choix, discutés dans BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017a, sont possibles
pour choisir 'hyperparameétre o1, a v fixé. Par exemple, un estimateur peut étre construit
en calculant ’erreur standard des variables non sélectionnées dans v. De plus, a v fixé, la
fonction a +— logp(X|v, o, 0?) est convexe en a. Dans ce cadre, une valeur optimale peut
donc étre trouvée pour « en s’appuyant sur un algorithme simple d’optimisation convexe.
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5.3.3 Inférence

L’optimisation de la vraisemblance marginale p(X |v, &, 03) par rapport & v est un probléme
combinatoire. Afin de proposer un cadre d’estimation, nous nous appuyons sur les travaux
présentés en section 5.2. Ainsi, un schéma a deux temps est considéré. Une simple relaxation
est utilisée pour remplacer v € {0, 1} par u € [0, 1]?. Une fois un estimateur de u obtenu, la
vraisemblance marginale est alors optimisée sur un chemin de modéles. Malheureusement, le
cadre général de ’ACP probabiliste pose ici deux contraintes majeures. Tout d’abord, bien
que permettant d’introduire une expression calculable pour la vraisemblance marginale, le
modele sans bruit n’est pas adapté pour 'inférence de u. C’est en effet un modele théorique
construit & partir d’un cas limite 03 — 0 et 'expression (5.3) ne tient que pour un vecteur
v binaire. Pour l'inférence, le modele avec bruit, et relaxation, est donc employé :

c=UWy+e,

ou U = diag(u). Ensuite, méme dans le cas du modele avec bruit, un algorithme EM ne peut
étre dérivé. Effectivement, en notant 6 = (u, a, o) 'ensemble des parametres du modele, la loi
a posteriori p(W,Y|X, 0) n’a pas de forme analytique. Par conséquent, un algorithme VEM
est utilisé. Ainsi, en notant Y la matrice de taille n x d ot la ligne ¢ correspond au vecteur y;,
une borne variationnelle est optimisée par rapport a la loi (Y, W) = r(Y)r(W) factorisée
et les parametres dans 6. Les étapes de maximisation sont alternées jusqu'a convergence
de la borne. Les deux propositions suivantes donnent les étapes E et M de l'algorithme
variationnel.

Proposition 5.5. Les lois r(Y) et (W), mazimisant la borne inférieure de l’algorithme
VEM pour le modéle avec bruit et relazation, sont données par :

= HN(Z/JHmZ)a (5.4)
et »
= [TV (wilmy, Si), (5.5)
k=1

ou, Vi € {1,...,n} et Vk € {1,...,p} :

1 Uk -
i = ;EMTUZEZ, mp = ?Sk Zwikﬂiv

=1
1 P u?
i _1d+ MTU2M+ Z 26, Sil = a2l + = 2+ ’“MTM
=1
M = (ml, . )T et M= (,ul, /,(,n)T

Proposition 5.6. Les estimateurs des parameétres dans 0, mazximisant la borne inférieure
de l'algorithme VEM pour le modéle avec bruit et relaxation, sont donnés par :

L ~1/2
(LN T ,
o (dp ; r(Sk + mrpmy, )) , (5 6)
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Tr(XXT + XUM U
oF = r( :L—p M) np Z Zu%Tr (2 + pind)(Sk + mymI)], (5.7)
1=1 k=1

et, pour k € {1,...,p},

uj, = argmin, e 115 5 52 ZTr (2 + pipl ) (S +mymI)] — uszkmk Lhi- (5.8)
=1

CHEMIN DE MODELES A I'image de LATOUCHE, MATTEI et al., 2016, I'algorithme VEM
permet de construire un estimateur @ de u € [0, 1]P. L’objectif fondamental est ici d’estimer
le nombre de variables actives. Un vecteur v € {0,1}” doit donc étre retenu. Partant d’un
modele sans aucune variable active, les variables sont ajoutées au fur et & mesure dans un
ordre fixé par 'estimateur . Ainsi, la variable ayant le plus grand terme u; est d’abord
employée, suivie de la variable ayant le 2eme terme le plus élevé, etc ... La vraisemblance
marginale du modéle sans bruit, donnée par (5.3), est alors calculée sur ce chemin de modéles.
Le vecteur binaire ¢ maximisant cette derniere est alors retenu comme estimateur de v.

La figure 5.3 illustre cette heuristique d’optimisation sur un jeu de données simulées. Le
graphique de gauche indique les @; ordonnés, dans l'ordre décroissant, alors que celui de
droite donne les valeurs associées de la vraisemblance marginale du modele sans bruit. Cette
derniére atteint son maximum pour 10 variables qui est bien le nombre de variables utilisées
dans la simulation.

1.00 | eeeessss
¢ -2000 -
[ ]
0.75 - 3000 4
0.50 - -4000 -
0.25 - -5000 -
R -6000 -
0.00 - 28
| | | | | | |
0 10 20 30 5 10 15 20 25 30
Variables Variables

Figure 5.3 — Graphique de gauche : coefficients @; ordonnés (bleu foncé). Vraies valeurs (binaires) de v (bleu
clair). Valeur de la vraisemblance marginale du modeéle sans bruit a droite. En rouge, le véritable nombre de
variables utilisées pour cette simulation.

5.3.4 Expérimentations numériques

Une partie seulement des expériences sur simulations numériques de BOUVEYRON, LA-
TOUCHE et MATTEI, 2017a sont ici présentées. Tout d’abord, n observations (zl,...7zn)
sont tirées de maniére iid & partir d'une loi normale N'(0, R) ot R = diag(R!,..., R*) est
une matrice symétrique diagonale par bloc, telle que le bloc R’ est donné par RZ =03 et
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n=p/b n=p/4 n = |p/3| n=p/2 n=p
ACPS 20.7+£0.7 212+0.7 215+07 21.7+05 252+21
ACPSS 66.7+21.4 715+20 86.7+£142 95.6+89 98.2+7.2
ACPPGP | 86.8 £7.06 939+:366 97.2+255 992+14 140

Table 5.1 F-score moyen (et écart type) x100 pour la sélection de modeles avec bruit Gaussien.

n=p/5 n=p/4 n = [p/3] n=p/2 n=p

ACPS 208 +0.6 21.3+06 21.6+08 21.840.6 253+1.7
ACPSS | 60.6+224 639+252 827+18.1 942+102 97.4+95
ACPPGP | 742+10 77.6+909 79.7+838 884595 992+14

Table 5.2 F-score moyen (et écart type) x100 pour la sélection de modeéles avec bruit de Laplace.

Rfj =p,Vi,j =1,...,p/4,i # j. Ensuite, U'estimateur non parcimonieux Wyy du modele
d’ACPP est construit a partir de ces données. Finalement, pour un vecteur binaire v donné
et une matrice V = diag(v), les observations a analyser sont générées a partir d'un modele
avec bruit :

T; = VWMVyz + Ei,Vi.

Comme dans le modele d’ACPP, les vecteurs yi, ..., 4, sont simulés selon une loi normale
centrée et réduite. En ce qui concerne le terme de bruit, deux scénarios sont considérés. Le
premier avec bruit Gaussien et le second avec bruit de Laplace, tous les deux étant centrés
et réduits. Nous avons fixé p = 200, d = 10, et ¢ = 20 le nombre de variables actives. Cing
situations sont alors testées, suivant la taille des données : n = p/5, p/4, n = |p/3], n = p/2
ainsi que n = p. Toutes les expériences sont répétées 50 fois et les performances sont évaluées
a partir du F-score (voir section précédente). Notre approche, appelée ACPP globalement
parcimonieuse (ACPPGP) ci-dessous, est comparée avec les algorithmes de Zou, HASTIE
et TIBSHIRANI, 2006 (ACPS) et JENATTON, OBOZINSKI et BACH, 2009 (ACPSS). Seuls les
résultats en sélection de modeles, c’est-a-dire sur l'estimation de v, sont présentés en figures
5.1 et 5.2. Sur ces exemples, ACPPGP obtient toujours le meilleur F-score, sauf dans un cas.

5.4 Sélection de la dimension en ACP Bayésienne ... . . . .

Introduite par PEARSON, 1901 et redécouverte par HOTELLING, 1933, 'ACP est aujour-
d’hui utilisée de maniére quasi systématique dans de trés nombreux champs d’applications.
Cependant, force est de constater qu’aucune méthode de sélection du nombre de vecteurs
propres principaux, utilisés pour la projection des données, n’est reconnue comme méthode
de référence. Une heuristique simple consiste a regarder la décroissance des valeurs propres
de la matrice de covariance empirique. Cette technique ad hoc, popularisée par les travaux
de CATTELL, 1966, a été modifiée et améliorée de nombreuses fois dans la littérature. En
parallele, des cadres méthodologiques différents ont été employés pour répondre a cette ques-
tion, des tests d’hypothéses (JOLLIFFE, 2002) jusqu’aux approches probabilistes basées sur
le modele d’ACP probabiliste (ACPP) de TipPING et C.M. BisHOP, 1999, en passant par la
validation croisée (WOLD, 1978 ; JOSSE et HUSSON, 2012). Ces stratégies types d’estimation
sont pour la plupart basées sur des considérations asymptotiques sur le nombre d’obser-
vations. Or, dans ce cadre, il a été montré récemment qu’'un seuillage simple des valeurs
propres était suffisant pour estimer la dimension de 'espace de projection (GAVISH et Do-
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NOHO, 2014). Des criteres de sélection de modeles, souvent construits a partir de stratégies
d’inférence Bayésienne, ont donc été introduits. Malheureusement, les outils associés, utilisés
pour l'estimation sur données réelles, ont des coiits algorithmiques prohibitifs (voir HOFF,
2007, par exemple). Dans BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017b, nous avons donc
proposé un cadre méthodologique permettant d’apporter une solution & ce probléme.

5.4.1 Cadre

A nouveau, le modéle ’ACPP de TIPPING et C.M. BISHOP, 1999 est retenu comme point de
départ pour la dérivation d’une stratégie d’inférence. Ainsi, pour toutes les n observations
1id x; de ’échantillon, nous avons :

ri =Wy + €,

ot y; ~ N(0,14) et g;lo ~ N(0,021,). Pour plus de détails, en particulier sur les liens
existants entre ’ACP classique et le modele ACPP, le lecteur est renvoyé au début de
la section 5.3.1. L’objectif est ici d’estimer d a partir des données. Le cadre considéré pour
I’instant est suffisant pour construire un critére de sélection de modeles de type vraisemblance
pénalisée. En effet, en s’appuyant sur les estimateurs du maximum de vraisemblance du
modele ACPP, d peut étre choisi de la maniére suivante :

d* € argmaxye gy, 13{log p(X|[Wwmr, omr, Ma) — pen(d) }.

Comme précédemment, la matrice X contient les vecteurs x; de R? et est de taille n x p.
De plus, M, désigne le modele ACPP & d fixé, et (Wnr,omL) les estimateurs associés.
Enfin, pen(d) est une pénalité qui augmente avec d. De nombreux choix sont possibles pour
cette dernieére pouvant donner naissance par exemple & un critéere AIC (AKAIKE, 1974) ou
BIC (ScHWARzZ, 1978). Comme discuté dans I'introduction de cette section, les résultats
théoriques concernant la qualité de ’estimation de d a partir de ce type de stratégies ne sont
valides que dans un contexte asymptotique. Pour palier a cette limite, nous avons montré
dans BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017b qu'une structure a priori particuliere pour
ACPP permettait d’obtenir une forme analytique pour la vraisemblance marginale. Cette
vraisemblance peut alors étre utilisée dans ce cadre Bayésien pour estimer la valeur de d.

Ainsi, comme dans BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017a, les coefficients W;; de
la matrice W sont supposés indépendants a priori et caractérisés par une loi normale :
Wijl¢ ~ N(0,671). Notons que le terme de variance est en ¢! cette fois ci, et non pas
en ¢ 2, pour des raisons techniques. Une vraisemblance marginale peut alors étre calculée
(voir théoréme 5.2) dans un cas limite ot la variance des termes de bruit tend vers 0. Or
cette variance représente I'information non expliquée par les nouvelles données y; dans R,
L’objectif étant d’estimer d justement, cette derniere doit étre retenue pour ’estimation.
La vraisemblance marginale de BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017a n’est donc pas
adaptée & ce probléme. Une loi gamma a priori est alors considérée : 02 ~ Gam(a, b). Pour un
choix particulier des hyperparamétres (b, ¢), le théoréme suivant montre que la vraisemblance
marginale associée s’écrit exactement et se calcule facilement.

Théoréme 5.3. Soit d € {1,...,d}. Sous la loi a priori normale gamma considérée avec
b= ¢/2, la log-vraisemblance marginale (sous Uhypothése d’indépendance conditionnelle) du
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modéle Mg d’ACPP d d fixé est donnée par :

Z logp(a:i|a7 ¢7 Md)

i=1
_% log(27) — % log(2¢™1) — nlogT'(a + d/2)

d—p - Vollzi .
it TS 105V ) 4 S tog Ko (Vi)
=1 =1

logp(X‘av ¢v Md)

ot Ko (4—p)/2(-) est la fonction de Bessel modifiée de second espece, d’ordre a + (d — p)/2.

La preuve de ce théoreme est donnée dans BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017b.
Elle s’appuie sur des lois de Laplace généralisées dont nous rappelons la définition ci-dessous
ainsi que sur les propositions suivantes.

Definition 5.2. Un vecteur aléatoire z € RP suit une loi multivariée asymétrique généralisée
de Laplace GAL, (3, u, s) de paramétres s > 0,1 € RP et 3 € S;f si sa fonction caractéristique
est :

1 S
Yu € RP s = )
b ¢GALP(Z’”’ )(u) (1 + %uTEu — i,uTu)

Proposition 5.7. Si z|X, i, s ~ GAL,(X, p, 5), nous avons E[z] = sy et V(z) = s(X4ppT).
De plus, si X2 est définie positive, la densité de z est donnée par :

QG/LTE’lz ( QZ(J?)
(2m)P/2T(s)v/det = \ C(Z, p
0t Qx(x) =Vl lz et C(Z,p) = /24 puT5 .

Proposition 5.8. Soient 51,52 > 0,0 € RP et ¥ € S;F. 8i 21|%, p, 51 ~ GAL,(2, i, 51) et
22|, 1, s2 ~ GAL, (X, i, s2) sont des vecteurs aléatoires indépendants, alors :

s—p/2
Ve € RY f.(x) = )) Kooy (Qu(x)C(S, 1)

21 + 22|38, @, 81, s2 ~ GAL, (X, i, $1 + s2).

Proposition 5.9 (Gauss-Laplace). Soient s > 0 et ¥ € Sf. Si uls ~ Gamma(s,1) et
z|3 ~ N(0,%) sont indépendants de u, alors :

Vuz|E, s ~ GAL,(Z,0, s).

5.4.2 Le choix des hyperparameétres

Nous avons montré précédemment que fixer b = ¢/2 était suffisant pour obtenir une forme
analytique de la vraisemblance marginale. Deux hyperparameétres doivent donc étre choisis :
le parametre de forme a de la loi a priori gamma ainsi que le parametre de précision ¢ de
la loi normale. Une premiere observation est qu’a mesure que d augmente, il est attendu
que la variance du bruit diminue. Cette caractéristique peut étre intégrée en centrant la loi
gamma sur un estimateur ¢ de o. Ainsi, a est choisi de sorte que E(o) o< &, pour chaque
d testé. Plus précisément, afin que ¢ puisse avoir un réle double sur le controle de W
ainsi que sur la variance du bruit, nous avons fixé a = §/¢. Plusieurs choix, discutés dans
BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017b, sont possibles pour l'estimation de o. Dans
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Figure 5.4 — La log-vraisemblance marginale en fonction de d, pour des valeurs de ¢ différentes. ¢* correspond
a la valeur retenue par I'heuristique. Résultats obtenus sur données simulées avec d = 20.

toutes les expériences que nous avons réalisées, nous nous sommes appuyés sur l’estimateur
du maximum de vraisemblance du modele ACPP.

En ce qui concerne la détermination de ¢, une heuristique est utilisée, basée sur un constat
élémentaire. La vraisemblance marginale en fonction de d doit avoir deux phases successives.
Une premiere phase tout d’abord ol I’augmentation de d induit une augmentation sensible
de la vraisemblance, les données construites expliquant de plus en plus d’information (si-
gnal). Une seconde phase alors ol les dimensions ajoutées correspondent & du bruit et o
la vraisemblance diminue. Cette décroissance est clé. En effet, dans des applications réelles,
il est préférable de surestimer d que l'inverse. Par conséquent, ¢ est choisi de maniere a ce
que la pente (gain) avant le maximum soit supérieure & la pente (perte) apreés le maximum.
A titre illustratif, la figure 5.4 donne le comportement de la log-vraisemblance marginale en
fonction de d sur des données simulées, pour des choix de ¢ différents.

5.4.3 Expérimentations numériques

Nous présentons ici une partie des expériences de BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI,
2017b sur données simulées. Afin de nous comparer & des valeurs de référence, nous consi-
dérons le modele contraint d’ACPP introduit dans BOUVEYRON, CELEUX et GIRARD, 2011.
Ce dernier fait ’hypotheése que la matrice de variance covariance des données dans X a
seulement deux valeurs propres r et s. Le rapport signal sur bruit s’écrit alors simplement :

rd

SNR:p—d'

Dans nos simulations, nous avons fixé s = 1 et > 1. Ensuite, une matrice orthogonale @
de taille p X p est générée de maniere uniforme. Les données sont finalement tirées selon une
loi normale centrée et de matrice de variance covariance :

d fois Pp—d fois
QTdiag(r,...,7, 1,...,1)Q,

ou p = 50.

Notre méthodologie (NG, pour normal gamma en anglais) est comparée avec d’autres
méthodes d’estimation de d : I’approche de MINKA, 2000 basée sur une approximation de
Laplace, la validation croisée (GCV) de JOSSE et HUSSON, 2012, la technique de profils
de vraisemblance (PL) de ZHU et GHODsI, 2006, et l'algorithme d’optimisation (ML) de
BOUVEYRON, CELEUX et GIRARD, 2011 congu pour le modéle ACPP contraint utilisé dans
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les simulations. Ainsi, pour chaque valeur de n dans {40,50,70,100}, et une grille de 50
valeurs de SNR entre 1.5 et 30, 50 jeux de données sont simulés et toutes les approches sont
appliquées pour estimer d. Les performances sont évaluées & partir du pourcentage du nombre
de fois ou d est correctement estimé. Comme illustré dans la figure 5.5, les méthodes utilisées
pour comparaison ont toutes des résultats qui se dégradent dans au moins un scénario. Par
exemple, alors que Laplace permet d’obtenir un estimateur pertinent de d pour n = 100
et n = 70, elle n’estime jamais correctement d lorsque n = 40, pour une plage importante
de SNR. A l'inverse, NG a de bonnes performances et des résultats stables, dans tous les
scénarios.

CONCIUSION

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a trois problémes courants dans le cadre de la
grande dimension. Le principe est systématiquement le méme. Des vecteurs binaires sont tout
d’abord intégrés dans des modeles connus afin de caractériser les aspects parcimonieux. Des
lois a priori sont alors choisies permettant d’obtenir une forme analytique de la vraisemblance
marginale des données. Un chemin de modeles est ensuite construit a ’aide d’algorithmes
de type EM simple ou intégrant des aspects variationnels. Enfin, la vraisemblance marginale
est maximisée sur le chemin en ajoutant les variables au fur et & mesure. Le premier travail
décrit est dédié a la régression linéaire parcimonieuse. Le second autorise la projection de
données en ACP a l'aide de vecteurs dont le support est globalement parcimonieux. Le
dernier, permet d’estimer le nombre d’axes a utiliser en ACP pour la projection.
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Figure 5.5 — Pourcentage du nombre de fois ot la dimension d est correctement estimée, sur 50 répétitions, en
fonction du rapport signal sur bruit. De haut en bas : n = 100, 70, 50 et 40.
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Conclusion et perspectives

Les chapitres précédents refletent 1’état actuel de mes travaux publiés ou, pour quelques
uns, sur le point de I’étre. Depuis mon affection au laboratoire SAMM de I'université Paris
1 Panthéon-Sorbonne, en septembre 2011, mes recherches ont bien sir soulevé une série de
questions pour des développements futurs. Certains de ces points ont été adressés par moi
ou par d’autres au fur et a mesure. Je liste ci-dessous des questions restantes en suspens
pour lesquelles je souhaiterais apporter des éléments de solution dans les années a venir.

MODELISATION DE RESEAUX CREUX  Historiquement, la recherche en statistique pour I’analyse
des réseaux s’est largement appuyée sur des modeles échangeables (voir discussion dans la
section 4.1), comme le modele SBM ou de W-graphe, généralisant la plupart des autres mo-
deles existants. Malheureusement, la notion d’échangeabilité induit que les graphes générés
sont denses ou vides. Or, les réseaux étudiés sont généralement creux, c’est-a-dire que le
nombre de connexions observées est faible au regard du nombre de connexions possibles.
Les travaux récents et fondateurs de CARON et FOX, a paraitre autorisent eux la modélisa-
tion de réseaux creux. Le principe consiste a passer d’une notion d’échangeabilité simple a
une notion d’échangeabilité sur des mesures aléatoires. Alors qu'une multitude de travaux,
souvent dérivés du modele SBM, ont été proposés dans la littérature afin d’analyser des
réseaux de différents types (avec ou sans covariables, connexions binaires, valuées, statiques,
dynamiques, ...), relativement peu de travaux ont été publiés & partir de CARON et FoOX,
a paraitre. Mon idée est ici de croiser mes recherches sur les dérivés de SBM et ce modele
pour graphe creux afin de proposer de nouveaux outils d’inférence.

ANALYSE DE DONNEES DYNAMIQUES DE TYPE RESEAU ET TEXTE  La plupart des réseaux sociaux
décrivent des échanges entre des individus, échanges se faisant par 'intermédiaire de textes.
C’est en particulier le cas des réseaux de type Facebook ou Twitter, mais également des ré-
seaux d’emails. Comme indiqué en section 2.5, de maniere tout a fait surprenante, les outils
d’analyse de réseaux, qui ont pourtant été souvent motivés par des questions pratiques en

84



sciences sociales, modélisent pour la plupart ces réseaux de maniére binaire. Autrement dit,
I'information de texte échangé disparailt et seules les présences ou absences de connexions
entre individus sont retenues comme source de données. Nous avons donc proposé le modele
STBM (BOUVEYRON, LATOUCHE et ZREIK, 2016) et une procédure d’inférence associée per-
mettant ’analyse conjointe d’un réseau et d’un ensemble de textes portés par les connexions.
Malheureusement, ce travail a été réalisé dans un cadre uniquement statique. Or, comme
discuté longuement dans le chapitre 3, les échanges sont généralement stockés sous la forme
d’interactions. Deux individus interagissent a un temps v précis qui est enregistré. Lorsque
cet échange se fait par 'intermédiaire d’un texte, il est alors nécéssaire de modifier le modele
STBM afin d’y intégrer la notion de processus pour aborder les aspects temporels.

MELANGE DE D'ACP GLOBALEMENT PARCIMONIEUSE  La grande dimension souléve de trés nom-
breuses questions aussi bien pratiques que théoriques. Lorsque le nombre p de variables
augmente par rapport au nombre d’observations, la géométrie de ’espace des observations
devient particulierement complexe et il est alors nécessaire d’adapter les outils statistiques
existants. Concrétement, dans des applications sur données réelles ou le nombre de variables
peut étre de 'ordre du million, le praticien cherche avant toute analyse avancée a réduire
p. Nos travaux dans BOUVEYRON, LATOUCHE et MATTEI, 2017a offrent selon moi un cadre
principal permettant d’aborder cette question. Sans variable cible particuliere et sans a priori
sur I’étude a réaliser ensuite, la méthodologie permet en effet de déterminer les variables
caractéristiques du jeu de données. Comme nous l’avons montré, le modele d’ACP probabi-
liste s’accorde bien avec le cadre Bayésien. Pour des lois a priori particuliéres, une expression
pour la log-vraisemblance marginale des données peut ainsi étre obtenue. Il est maintenant
fondamental d’étendre ces travaux de maniére a pouvoir réaliser la sélection de variables
au moment de lapprentissage statistique. A titre d’exemple, les travaux de BOUVEYRON,
LATOUCHE et MATTEI, 2017a doivent étre étendus a ’aide des modeles de mélange en vue
de faire du clustering des données. Le modele construit serait donc un mélange d’ACP pro-
babiliste globalement parcimonieuse ou chaque composante du mélange aurait ses propres
variables explicatives.

INFERENCE BAYESIENNE ET OPTIMISATION Contrairement aux points mentionnés au dessus
qui sont dans des cadres bien délimités, j'indique ici une thématique de recherche plus gé-
nérale pour laquelle je souhaite continuer de contribuer. D’un point de vue personnel, mon
année de recherche a I'université d’Aston, avant le début de ma these en France, m’a beau-
coup marqué et influencé. Dans les années 90, cette université anglaise a en effet été au
coeur de travaux précurseurs en statistique, dans un cadre Bayésien, autour de Christopher
Bishop, Ian Nabney, et Mike Tipping pour ne citer que quelques noms. Le cadre Bayésien
se retrouve ainsi dans presque tous mes travaux. J’ai surtout été profondément marqué par
les travaux de David MacKay, décédé I'année derniére. Sa réécriture propre de la régression
ridge dans un cadre Bayésien (MACKAY, 1992) constitue selon moi un travail absolument
fondamental. Une fois la procédure réécrite, les outils d’inférence Bayésienne s’appliquent
et peuvent aboutir a des solutions pour le probléme considéré, mais également pour des
problémes annexes. Typiquement, I’algorithme d’inférence de MACKAY, 1992 autorise 1'esti-
mation du parametre de pénalité de la norme Lo en méme temps que I'estimation du vecteur
de régression lui méme. Cette philosophie de réécrire dans un cadre Bayésien un probleme
d’optimisation établi a constitué le point de départ de mes travaux en grande dimension,
pour la régression linéaire parcimonieuse et présentés en section 5.2. Nous avons en par-
ticulier montré le lien entre la log-vraisemblance marginale obtenue et la fonction objectif
utilisée dans l’elastic net de Zou et HASTIE, 2005. Ces résultats ont motivé la these de

85



Pierre-Alexandre Mattei et ont produit deux résultats en ACP probabiliste. Je souhaiterais
maintenant m’intéresser aux liens entre le cadre Bayésien et la construction de fonctions
sous-modulaires pour lesquelles des algorithmes exactes d’optimisation existent. L’idée se-
rait de caractériser une classe de modeles / problémes pour lesquels la log-vraisemblance
marginale des données serait construite a partir de fonctions sous-modulaires.
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