N
N

N

HAL

open science

Influence de la géométrie et de la rotation sur la stabilité et
I’écoulement électroconvectifs d’un fluide isolant

Salvatore Oliveri

» To cite this version:

Salvatore Oliveri. Influence de la géométrie et de la rotation sur la stabilité et I’écoulement électroconvec-
tifs d’un fluide isolant. Mécanique des fluides [physics.class-ph]. Institut National Polytechnique Grenoble

(INPG), 1983. Frangais. (NNT: ). <tel-01635729)

HAL Id: tel-01635729
https://hal.science/tel-01635729v1

Submitted on 15 Nov 2017

HAL is a multi-disciplinary open access archive
for the deposit and dissemination of scientific re-
search documents, whether they are published or not.
The documents may come from teaching and research
institutions in France or abroad, or from public or pri-
vate research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est des-
tinée au dépot et a la diffusion de documents scien-
tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
des établissements d’enseignement et de recherche
francais ou étrangers, des laboratoires publics ou
privés.

Au‘to':'lizition
HAL Authorization


https://hal.science/tel-01635729v1
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE

presentee a

L UNIVERSITE SCIENTIFIQUE ET MEDICALE
ET LINSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE
DE GRENOBLE

pour obtenir {e grade

DOCTEUR DE 3éme CYCLE

par

Salvatore OLIVER!

SUJET

Influence de la géométrie et de la rotation sur la stabilite

et I'écoulement électroconvectifs d'un fluide isolant.

er _ .
Soutenue e 1 Décermbre 1983 devant la commission d'Examen

Monsieur Noé&l FELICI Président

Monsieur Pierre ATTEN
Monsieur Antonio CASTELLANOS Examinateurs
. Monsieur Emil HOPFINGER







A mes parents,







Ce travail a été& réalisé au Laboratoire d'Electrostatique

et de Matériaux Diélectriques de Grenoble.

Monsieur

Je tiens 3 exprimer toute ma reconnaissance &

Pierre ATTEN, Directeur du Laboratoire, pour m'avoir

suggéré ce sujet de recherche ainsi que pour les encouragements

et les précieux conseils qu'il m'a prodigués.

Monsieur

J'exprime mes plus vifs remerciements 3
No&l FELICI, Professeur & 1'I.N.P. de Grenoble, pour

avoir bien voulu s'intéresser 3 ce travail et présider le Jury

de cette

Monsieur
pour les
Monsieur

Séville,

d'examen.

pour son

thése.

Je voudrais également exprimer ma gratitude a

Emil HOPFINGER, de 1'Institut de Mécanique de Grenoble,
suggestions qu'il m'a faites ainsi qu'a

Antonic CASTELLANOS, Professeur a 1'Université de

gui ont accepté de faire partie de la commission

I1 m'est agréable de remercier Monsieur Jean-Louis BELY,

assistance aussi efficace que cordiale ainsi que

1'ensemble du Personnel du Laboratoire qui m'a réservé un accueil

amical.

Pour finir, toute mon admiration & Madame Paule FABIANO

et Mademoiselle Janine INCARDONA, pour la dextérité dont elles

ont fait

preuve lors de la frappe souvent délicate du manuscrit.







TABLE DES MATIERES

Pages
INTRODUCTION 4o s easrtnssaesocesossssnsannsnensaansnncssns 1
CHAPITRE I - STABILITE ELECTROHYDRODYNAMIQUE ( THEQRIE
LINEAIRE ) D'UN LIQUIDE ISCLANT INCOMPRES-
SIBLE COMPRIS ENTRE DEUX ELECTRODES SPHERI-
QUES ET SOUMIS A UNE INJECTION UNIPOLAIRE
PURE D'IONS PAR L'UNE OU L'AUTRE DES
SPHERES .t it s it enenntsvaraansensanssnsnnas 9
A - Introduction cuseecn et ancecnanarssnssncennasanns _ 11
B - Les égquations du probléme ....veinierncienncons 12
1} Les é&guations gé&nérales du probléme d'injec-
tion unipolaire dans un liquide isolant...... 12
2) Adimensionnalisation ...c.e.eeeeececoencnnenses 16
C - Solution stationnaire en 1l'absence de
MOUVEMENE it i it es vt s tesnnssescnassansasnsass 17
D - Introduction d'une perturbation infinité&simale
et linGarisation du SYSEEME ..reeereronnrvroness 18
E - Etude de la stabilité ......cee0unu-. e eraane 21
1) Etude dans le cas asymptotique de 1'injection
trés faible ... e ittt ittt nectvencannaaacana 23
2) Cas général ..........c.... Cr ettt ae e 35

F - Quelques considérations sur la forme des
Beoulements ...ieiee ittt atenaseat ittt anaaan 40




TABLE DES MATIERES (Suite )

CHAPITRE II - INFLUENCE DE LA ROTATION SUR LA

STABILITE D'UNE COUCHE PLANE DE LIQUIDE
ISOLANT SOUMIS A UNE INJECTION UNIPOLAIRE

Introduction «.v e vennesesncnans S e e e et
Les équations du probléme ....eeieeerinennnennn
Solution statilonnalre v.ue e et eeereeennanrennsnn

Introduction d'une perturbation et
1in€arisation .t.icerteriieceeacencnnoncsansannnan

Etude de 1a Stabilit® v e,

1) Apparition de 1l'instabilité sous la forme
d'une convection stationnaire ..............

a) Etude analytique approchée dans le cas de
1'injection faible .......iiveirnceennnn.

b) Résolution numérique pour différentes
Valeurs de € vvr it innersnseeennenssnnena

2) Apparition de l'instabilité& sous la forme
d'oscillations d'amplitude croissante ......

CHAPITRE III - CIRCULATION D'UN LIQUIDE ISOLANT COMPRIS

ENTRE ELECTRODES PLANES NON PARALLELES
ET SOUMIS A UNE INJECTION UNIPOLAIRE

FAIBLE ..vciaeensrsensasontaccnasasaenneas
A - Introduction fiiu et eeictsnrennencennansennnns
B - Présentation du systéme .......ciieeeiconncnenn
C =~ Calcul de l'amplitude de la vitesse .....eeenn.

1) Les BQUAtiONS weveeuweennseacnnecennneenennss

Pages

45

47

48

50

51

54

54

54

61

64

79

81

84

84
84



TABLE DES MATIERES ( Suite )
Pages
2) Cas de 1'injecteur autonome
( g, = constante ) ... iinnaeennccancnnns 85
a) Méthode de résolution approchée par
ItEration we i eeeservsesennnrenasasaenacans 85
b) Autre méthode de résolution ............. 90
3) Cas ol l'injection dépend du champ sur
LI 'injectelr 4. ereieeearrnostoassneascannsns 92
D - BEtude expérimentale ...cieesiiiiiitrinnnnennans 94
1) Observation qualitative .....cccecccsrcccaans 94
2) Mesure de vitesses et analyse des résultats 94
CONCLUSTON .4 v s vescanaansoansaesnccsnnsncssnacossassssensas 105
ANNEXE I — METHODE NUMERIQUE ... . it cuscecescnsnnnnnns 111
BIBLIOGRAPHIE .t evuesevessocasnscsanasnannsesnsnsssnassnsea 117

RESUME

MOTS CLES













L'étude de l'écoulement convectif & L'intérieur
d'une couche sphérique de fluide soumise & une force
radiale {(gravitation) et en rotation uniforme autour d'un
axe est un probléme majeur de Ll'astrophysique (magnéto-
hydrodynamigue dans les etoiles, orientation des bandes
nuageuses sur Jupiter...) et de la géophysigue (convection

dans le manteau terrestre, circulation atmosphérique...J.

Ce pEobLéme est 4 La fois caracterisé par lLa force
de Coriolis dépendant de la latitude et, soit par la stra-
tification verticale stable (cas de L'atmosphére terrestre,
par exemple), soit par L'écoulement convectif du fluide
{(convection dans les étojles), suivant la valeur de Lla
différence de température AT entre les sphéres bornant La
couche. O0n définit un paramétre adimensionnel (nombre de
Rayleigh) faisant intervenir en particulier AT et la vis-
cosité ; on montre gqu'il existe une valeur critique de ce
paramétre en dessous de lagquelle lLa couche fluide est
stable (lLles é&changes thermiques se faisant par conduction
pure) ; pour toute valeur supérieure a ce critére, un mouve-~
ment convectif apparait sous l'action de Lla poussée

d'Archiméde (contribuant ainsi au transfert de chaleur)[ 10].

Notre propos n'est pas de dresser une liste détaillée
des nombreux travaux parus dans ce domaine. Nous nous bor-
nerons & n'en citer gue guelgues uns qui sont en relation
plus étrojte avec Ll'étude acue nous présentons dont L'objec-
tif est Lla simulation d'une force de gravitation radiale

en géométrie sphérique.

Le probléme le plus simple en géométrie sphérigue est
celui de la stabilité d'une couche de fluide chauffée par
L'intérieur et soumise & la force de gravitation radiale
en L'absence de rotation. Chandrasekhar [10] a déterminé les
conditions ¢ritiques de stabilité pour differentes lois du
champ de gravitation. L'étude de la forme des écoulements

au—-dessus du seuil de stabilite nécessite, quant a elle,




la prise en compte du caractére non-linéaire du probléme

de convection. En particulier, des résultats intéressants,
relatifs & Lla géométrie sphérique, mais en L'absence de
rotation ont été donnés par R.E. Young [36] et F.H. Busse
[4]1 ; d'autres approches dans cette géométrie, utilisant
des arguments de la théorie des bifurcations sont possibles
11, 191].

En ce gqui concerne Ll'influence de la rotation, on
peut citer pour commencer L'étude de Chandrasekhar [10]
qui montre Lt'effet stabilisanmt de la rotaticn (d'axe
vertical) dans le cas d'une couche plane horizontale de
fluide chauffé par dessous. Pour une couche sphérique, La
rotatiaon brisé la symétrie sphérique et son effet est alors
beaucoup plus complexe. Avec différentes hypotheéses :
rotation trés rapide [ 5 ], convection axisymétrique [ 34 ],
des solutions asymptotiques ont é&té obtenues... Dans un cas
particulier (faible vitesse de rotation et rapport des
rayons des sphéres proche de 0,3), Chossat a effectué une
etude rigoureuse de stabilité des écoulements stationnaires

ou périodiques [12].

Sur le plan expérimental, L'influence du champ de
gravitation de la terre sur Le ligquide non isotherme et
surtout L'impossibilité de pouvoir créer un champ de gra-
vitation central ne perméttent pas d'opérer en géométrie
réellement sphérique. Cette impossibilité expérimentale

constitue La motivation majeure de notre étude.

Devant cet obstacle, les travaux expérimentaux ont
du étudier des géométries de remplacement permettant de
simuler certains cas limites. Par exemple, une couche plane
horizontale, chauffée par le bas et en rotation autour d'un
axe vertical, ot la force est paralléle & L'axe, permet de
reproduire les conditions au voisinage des pbdles .
A l'autre extréme, si on considére une couche cylindrique,
chauffée par L'extérieur et en rotation rapide autour d'un

axe vertical (de fagon & pouvoir négliger l'effet de la



gravitation terrestre face a la force centrifuge), la force
est perpendiculaire &8 L'axe comme dans la situation rencon-
trée prés de Ll'équateur [ 6 1. Avec le méme systéme (anneau
tournant), mais pour des vitesses de rotation nettement plus
faibles, des études ont été réalisees afin de modéliser
certaines propﬁiétés des écoulements atmosphérigues aux
latitudes moyennes [ 25, 26, 31 ]. On ne peut étendre la
modéilisation a toutes les latitudes & la feis (i.e. en
géométrie sphérique) que si le systéme 3 modéliser est

en rotation rapide [ 81].

Face 4 L'impossibilité expérimentale de lLa modélisa-
tion directe mettant en jeu les mémes forces gue dans le
cas thermigue, une idée intéressante est d'essayer d'uti-
Liser lLes forces éLectriques qui peuvent s'exercer sur des

liguides isolants.

Dtune fagon générale, lLe champ de force électrique
gqui régne dans le fluide (constante diélectrigue €, masse
volumique 9) s'éecrit comme la somme de trois termes :

2
Elgrad ¢ + grad [p (&5 E;
2

P T

- +
T = gkt -

RN S

Le troisiéme terme, Lle terme d'électrostriction,
en général trés faible et dont le rotationnel est toujours
nul ne peut servir a notre propos. Le second terme est Lla
force diélectrique ; dans le cas d'une couche spheérique,
51 on impose une différence de température entre les
sphéres bornant la couche, on induit un gradient de ¢
tel que le champ de forces diélectriques qui en résulte
est radial. De plus, si la tension appligquée aux electrodes
est alternative et de fréguence assez élevée pour empécher
la formation de charge d'espace, on pourra négliger tla
force de Coulomb (premier terme). En jeoignant la rotation
aux conditions gque nous venons de décrire, il semble pos-
sible de modéliser différents types d'écoulements géophy~
sigques ou astrophysiques [ 18 , 24]. Cependant, la diffé-

rence de température nécessaire pour mettre en jeu les




forces diélectriques entraine une poussée d'Archiméde
comparable a ces forces. L'étude expérimentale devra dong
se dérouler en quasi-apesanteur ; Lle projet, accepté par

la N.A.S.A., donnera lieu & une expérience (The Atmospheric

General Circulation Experiment) & bord de Spacelab I.

Le point de départ de notre travail est d'examiner

si on pourrait utiliser LYTautre type de force électrique :

-+ >
la force de Coulomb f = gE ; cette force présente deux
avantages sur la force diélectrique : son intensité peut

8tre beaucoup plus forte et elle permet de travailler a
température uniforme. On peut le mieux la mettre en oceuvre
lorsgu'on injecte des ions dans un liguide isolant compris
entre deux électrodes entre Lesguelles on impose une tension
continue ; si les électrodes sont des sphéres, le champ de
force créé est donc radial. Un probléme préalable est alors
celui du contrdle de Ll'injection ; L'utilisation de membranes
échangeuses d'ions (membranes perméables aux ions d'un seul
signe), bien qu'elles permettent de réaliser des injections
de forte intensité, n'est pas techniguement envisageable

en géométrie sphérigue. Par contre, les études poursuivies
ces derniéres années au laboratoire sur les phénoménes
d'injection par des électrodes métalliques dans les liquides
isolants non~polaires ont permis de comprendre ces phéno-
ménes et de disposer maintenant d'injecteurs d'ions relati-
vement bien maitrisés [ 13, 14, 17]. Par un choix judicieux
de la nature du métal et du sel dissout ainsi que sa concen-
tration, on peut obtenir des injections unipolaires d'ions

de signe et de niveau bien définis.

Avec cette force, on peut envisager toute une classe
de problémes en géométrie sphérique pouvant donner lieu a
des expérimentations en laboratoire et ayant une relation

plus ou moins étroite avec certaines situations physigues.



Le premier cas se présentant est celui de L'écoulement
entre deux sphéres avec ou sans rotation. Un autre cas qui
peut 2tre envisageé est celui od t'on impose en plus un gra-
dient de force entre pdles et équateur, situation gui peut
présenter une certaine analogie avec la circulation atmos-
phérique générale. Indépendamment des implications avec des
situations géophysiques ou astrophysigues, de nomb reux
problémes de stabilité et de convection peuvent 8dtre abordes
en utilisant ta force de Coulomb. Les travaux antérieurs en
électrohydrodynamique ont montré gque tant du point de vue
de la stabilité que du transport convectif, une grande ana-
Logie existe entre le probléme de l'injection unipolaire
d'ions et Le probléme de Rayleigh-Bénard [ 1, 2 , 27].

On peut donc penser réaliser a L'aide de L'injection d'ions
des expériences correspondant a diverses situations étudiées
théoriguement dans le cas thermigue et ne pouvant pas donner
lieu 4 des expériences méme en L'absence de gravitation
terrestre. D'une maniére générale, Ll'investigation de situa-
tions variées ou l'on peut avoir un champ de gravitation
radial ou axial ouvre un domaine nouveau d'un trés vif
intérét pour la connaissance des propriétés des ecoulements

dans des domaines & symétrie sphérigue ou axiale.

Le premier de ces problémes .concerne Lla stabilité
d'une couche sphérique soumise & une injection unipolaire
d'ions par L'une ou l'autre des sphéres [ 28 , 29 1. Ce
probléme est étudié de maniére théorigue dans lte chapitre 1
ot on détermine les conditions critiques de stabiliteé
électrohydrodynamique pour un rapport gquelcongue des rayons
des sphéres et pour un paramétre d'injection quelconqgue.
Cette premiére étude constitue une étape indispensable 2

la réalisation d'expériences ultérieures.

L'étude de L'influence de La rotation sur la stabi-
lité d'une couche comprise entre deux plans paralleles et
soumise a une injection unipotaire fait L'objet du chapi-

tre II. On montre que L'analogie déja soulignée avec le




probléme de Rayleigh-Bénard se poursuit avec La mise en

jeu de la rotation, on retrouve en effet le role stabilisant
de la rotation, au moins dans le cas od l'instabilité appa-
rait sous forme d'une convection d'amplitude stationnaire;
L'autre cas, celui ol l'instabilité apparait sous forme

d'oscillations d'amplitude croissante est egalement abordeé.

L'influence de la rotation sur un mouvement entre
deux sphéres qui serait méridien en L'absence de rotation
définit un probléme d'une grande originalité qui peut de
plus présenter une certaine analogie avee La circulation
atmesphérique générale de certaines planetes [20, 33].

Une premiére étape en direction de ce probléme est abordée
dans le chapitre III ol L'on examine d'un point de wvue
beaucoup plus pratique La possibilité de réaliser un écou-
lement méridien & L'aide de la force de Coulomb. Des
évaluations approchées de L'amplitude du mouvement et une
réalisation expérimentale sont effectuées dans Lle cas plus
simple de l'injection dans un domaine borné par deux plans
faisant entre eux un petit angle [30], situation qui pré-
sente une analogie certaine avec le cas d'une couche plane
allongée chauffée par dessous de maniére non uniforme [231] ;
on observe une grande cellule convective analogue d'une

cellule de Hadley en géométrie sphérique [22].



CHAPITRE 1

Stabjlité électrohydrodynamique (théorie
Llinéaire) d'un lLiquide isolant incompressible compris
entre deux électrodes sphériques et soumis a une in-
jection unipolaire pure d'ions par L'une ou l'autre

des sphéres.






ce

péfinition des notations les plus utilisées dans
chapitre

R1 rayon de Lla sphére intérieure

R, rayon de La sphére extérieure

" rapport R.]/R2

r coordonnée radiale

8 colatitude

b3 Longitude

o masse volumigue

> constante diélectrique

n viscpsité dynamigue

K _mobiLité des ions

t temps

P pression

v vecteur vitesse du tigquide de composantes
(u, v, w)

q densité volumigue de charge électrique
dans te Liguide

T, vateur de g sur l'injecteur

E, E vecteurs champ et induction électrigues

o potentiel électrique

T vecteur densité de courant

ﬁ, B vecteurs champ et induction magnétigues







A. INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est d'étudier La stabilité
électrohydrodynamique Linéaire d'un'liquide isolant compris
entre deux sphéres concentrigues. C'est aprés le cas de ('in-
jection unipolaire entre plans {41] et entre cylindres[3, 32]
la troisiéme situation 3 haute symétrie oU on peut réaliser
une injection sans gue le liquide soit nécessairement en
mouvement. De ce point de vue, L'analyse va &tre analogue aux
deux précédentes, bien que le détail des calculs s'apparente
plutdt au probléme de stabilite dans le cas de Rayleigh-Bénard
entre sphéres [10]. Rappelons briévement lLes différentes é&tapes

de cette étude de stabilité :

Aprés avoir adimensionnalisé le systéme d'équations
régissant Lle probléme, on etudie La stabilité des solutions
stationnaires en L'absence de mouvement. Cette étude se fait
en examinant L'évolution dans le temps de faibles pertubations
des diverses grandeurs. En linéarisant le systéme d'équations
liant ces perturbations et en décomposant ces derniéres en
harmonigues sphériques, on aboutit & un systéme d'équations
différentielles qui caractérise L'état marginal d'une convec-
tion (on admet dans ce chapitre, comme dans [ 1] , le principe
d'échange de stabilité). Ce dernier systéme associé aux condi-
tions aux limites homogénes sur les sphéres se réduit a un
probléme de valeurs propres gui n'a de solution non triviale
gque pour une suite discréte de valeurs propres du paramétre
de stabilité, le nombre d'onde £ (entier) apparaissant dans

Y™ (9 , P ) étant fixé. Les conditions critiques correspon-

£
dent a La valeur de ce paramétre de plus faible module et au

nombre g associé.

Les résultats obtenus par intégration numérique des équa-

tions, sont présentés et analysés 3 La fin du chapitre.




B. LES EQUATIONS DU PROBLEME

T - Les équations générales du probléme d'injection
unipolaire dans un Lliquide isolant sont réparties en deux

catégories

- les éguations de Maxwell :

—=
Rot ﬁ = j ¢ 2B
ot
=5
Rot E = - 98
at
div E =0
>
div D = g

- et L'équation de conservation de Lla charge

39 + div ? =0
Bt

L v -

- équation de Navier-Stokes

-
0 dv = - grad P + 92 ¥ + fe
dt

(?e est la densité de force d'origine électrigue)

- éguation de conservation de la masse.

20 4 divel = o0
3t



on fait L'hypothése, bien appuyée par Ll'expérience
(voir [1] ), que Les courants sont assez faibles de fagon
4 pouvoir négliger les grandeurs magnétiques et le dégage~
ment de chaleur par effet Joule. Cette derniere situation
permet de supposer la température uniforme. Les équations
électriques se réduisent alors & L'équation de Poisson et

4 L'équation de conservation de la charge

e

div = g/e

ot

- L'hypothése d‘incompreséibilité du Liguide permet de
simplifier L'équation de conservation de la masse qui peut

alors s'écrire
. el
div ¥ = 0
- Lla force électrique a pour expression générale

1] - — grgd £

FZ = qF + grad [p (33)
2

E? E?
3p T 2

le premier terme est La force de Coulomb ; le second
est le gradient de pression d'électrostriction et peut étre
inclus dans un terme de pression généralisée. Dans le troi-

siéme terme, on peut écrire :

et donc, en vertu des hypothéses d'incompressibilité et

d'uniformité de la température, on a :

grad £ = 0




compte tenu de cette remarque, lL'equation de Navier-Stokes

s'écrit :

-
pd—v=-grgd P*+n$2§7+q'€
dt
. ok de E? - .y .
ou P = P - p [(—) — est une pression généralisée.
op T 2

IL reste & donner une équation constitutive du milieu
en négligeant Lle conductivité électrique (o = 0), l'expres-
.. +
sioen de la densité de courant | est :
-+ >
b v

-
= q - D grad q

-3
v est la vitesse totale des ions de la forme

> = -
v = KE + V

te second terme est un terme de diffusion :

D est la constante de diffusion reliée a K par la relation

d'Einstein :

avec kB constante de Boltzman, e charge de L'électron et
O température.
k © 1

Comme —— =-— V 3 température ambiante (290 K), on
e 40

pourra négliger Le terme de diffusion pour des tensions

appliquées grandes comparées é—l- V donc :
40

-

]

= g (KE + ﬁ)

.
r



0On aboutit donc¢ au systéme :

v2p = - 4 (1)
£
39 + div a (=K gr;d & + V) = 0 (2)
3t
div V = 0 (3)
d‘f* - -+ -
p — = - grad P* + 7 V2V - q grad © (4)
dt
. ' . e - -
ol L'on a remplacé E par grad @

Conditions aux limites :

Pour que le probléme soit bien défini, il faut adjoindre
4 ce systeme d'ordre 10, de six équations & six inconnues, les

conditions aux Llimites suivantes :

- pour_tes_grandeurs_électrigues :

& (r = R1) = ¢ & (r = Ry) =0

1 2

q = g, sur L'injecteur. On fait de plus l'hypotheése
de l'injecteur autonome, c'est-a-dire que la perturbation de
ta valeur de g sur L'injecteur est nulle (pas de couplage avec

les autres perturbations).

—— et o o mm O e v e A e e W Al

ce qui implique, pour les électrodes rigides, que

3
Hor = R1) = 2u {r = Rz) d'aprés div ? =0

dr ar

Les conditions sur la pression ne sont pas explicitées




car elles n'interviendroent pas dans lLa suite des calculs.

2 - Adimensionnalisation :
En utilisant pour longueur de référence X, = R et
pour potentiel de référence @r = }@g - ®1| =43¢, > 0, on peut

construire toutes tes autres grandeurs de référence du probléme

. champ électrique 2 E = —

-

. vitesse 1 v_ = KE = —

<

. pression : P = pvi = p
r

ayant construit une grandeur de référence g. pour toute gran-
deur g du probléme, on pose g' = g/gr qui est Lla grandeur adi-
mensionnelle correspondant &3 g ; rempLacant_ensuite g par
7_g'gr dans le systéme (1), (2), (3), (4) et en supprimant Lla

notation primée on obtient le systéme adimensionnel :

72 ¢ = - g , E = - grad ¢ (5)
29 4 divg (E+ W) =o0 (6)
3t

>
div V = 0 (7)
RE V= - R grad Pr + T2V + TqE (8)



Les nombres adimensionnels apparaissant dans (8), carac-

téristiques du probléme d'injection unipolaire [11 :
T = g¢,/Kn R = pKd,/n

sont respectivement une mesure du rapport des forces de Coulomb
et visqueuse et un nombre de Reynolds construit avec la vitesse

des ions. Les conditions aux limites peuvent s'écrire :
V(r = u) = Vir = 1) = 0 {parois rigides)

pour la vitesse ; dans Lle cas de L'injection par la sphére

intérieure (cas 1) :
g{r = ) = ¢ > 0, e{r = ) =1, d(r = 1) = 0
et dans le cas de L'injection par la sphére extérieure (cas 2)

qCr = 1) = ¢ >0, &Cr=u) =0, & = 1) = 1

q,R3

8,
nelle de La densité volumique de charge sur L'injecteur.

Pans ces deux cas, C = est lLa valeur adimension-

C. SOLUTION STATIONNAIRE EN L'ABSENCE DE MOUVEMENT

Avec—— = 0 et V = 0 dans (5), (6), (7), (8), on est
5t

ramené pour lLes grandeurs stationnaires 3 :

.o . >
div ES = dg (93, div qus =9 {100

Compte tenu de la symétrie du probléme, ag ne dépend
+ - - x r
que de r et ES est réduit &8 sa composante radiale ne dépendant

que de r ; il vient donc :

d 2 - d 2
— — (r°E_) = q 11 — (r*g_E ) =0 (127
r?2 dr 5 o ’ dar s s

de (12), on tire : (rzquS) = a(constante) = r2E =-2=
. s’ q




et en reportant dans (11)

..-1., i (_.a..) = q = - 3 d_qs = rzdr
r2  dr q s q’
s s
= 2 q ¢ = 1 (r’+ B = g = 3a 1 (13>
2 3 3 s 2 r3+ B '
expression de a
. — 2 - .

Cas 1 : qs > 0 et ES >0 = r quS a > 0 ; donc
d'aprés (13), on déduit que ¢r® + B) > 0 &t g, Se met sous
la forme

q = (§§)1/2 1
§ 2 (rP+ B)1/2

Cas 2 ag > 0 et E, <0 = ac<o= ri+ B < 0

a, = (—= 33y1/2 ! :
2 (-Cri+ Byy1/2
si on pose 61= + 1 ou -~ 1 respectivement pour les Cas 1 et 2
/2
et A = (E E) on obtient L'expression générale de g
3 a
q_ = L (14)
5 3 1/2
A (S(r*+ B))
Expression de Eg
r’qf = a = E = 2 = 28 1 A (§(ri+ BY)1/2
rig 3A% rp?
Vg - = 28 1 3 1/2
d'od : ES = = (§¢r°+ B)) (15)

N
x»

r



Les constantes d'intégration A et B sont données par Lles

conditions aux limites :
. sur le potentiel :
— - - - - I
FCT1) 6 (ud & & Esdr

diot A = fu1—~1-2-— (§¢ri+ BYYL/2 dr

r

W |

. et sur la charge :

tas 1 :+ A = 1 et Cas 2 : A = 1

C(pd+ BYL/2 C(-¢1 + B))'/?

Ce qui permet de trouver une équation intégrale satis-

fajte par B aprés avaoir éliminé A:

Cas 1 : 1 i = 2 II—l- (ri+ 8)1/2 dr
Clud+ By’ 3 K op2

Cas 2 : 1 - 2 fl—l-(~(r3+ B))!/2 dr
C(=(¢1 + B)/? 3 Hop2

D. INTRODUCTION D'UNE PERTURBATION INFINITESIMALE
ET LINEARISATION DU SYSTEME

Pour étudier lLa stabiiité de La solution stationnaire,
on considére chaque grandeur comme lLa somme de sa grandeur
stationnaire (indépendante du temps) et d'une petite pertur-

bation dépendant du temps :

L=
1]

@S (r) + 9'(r,8,9,¢t)

q qs(r) + g'(r,0,%9, ©)

p*= P:(r) + P'C(r,8,%, t)

4 suivant &
il - .
V=0+1V (r,g,¥t) = v suivant

Ww suivant

m» (M

%@




En reportant dans les équations (5), (6), (7), (8) et
en ne retenant gue les termes du premier ordre, on obtient Lle

systéme Llinéaire :

V26 = -q° (16)
1
297 4 299" - 08 =L 4+ w -2on ba, = 0 €17)
3t * 5 ar
div V = 0 (18)
'av - - -
R — = - R grad P' + 72y - T (q grad ¢' + gq'Dd & > (19>
Bt s s r

. . d " . ; .
ou on a posé D =— et er vecteur unitaire radial. On remar-
dr

quera gue seule Lla composante radiale u de la vitesse inter-
vient dans Ll'équation de conservation de lLa charge (17) ce qui
montre que q' n'est couptée qu'ad u. C'est pourquoi, aprés avoir
transformé (19) en prenant deux foix lLe rotationnel (en parti=-
culier pour éliminer le terme de pression) et en utilisant (183,
nous n'allons nous intéresser qu'a lLa composante radiale de
L'éguation ainsi obtenue :

- R JFryy = - 2Ry +l2' L2(a’pe_ - 8'dg ) (20)

2t r

2
ot L% est L'opérateur 1 [ (sin 0 —=)2 4.8
sin %@ 89 a2

et on a la relation v2 = 9 (r
r?2 dr dr r

Pour la suite de L'étude, étant donné la géométrie,

. . . Lo m
on décompose la perturbation en harmoniques sphériques Y£<e,?)
qui sont les fonctions propres de L'opérateur L2 et on examine

l'évolution de chacun des modes :

' (r,0,9,t) = F(r) YE‘ e, °F

ot

a'(r,0,¥,t) = 6(r) YE @, e

ct

uCr,0,%,t) = ulr) Y7 8, e



En reportant ces expressions dans les équations (16,

(17), (20), en utilisant les expressions {14) et (15) de ag

et Es = - D@s et en tenant compte de
a2, M m

L2Y] 0,9 = -2 2+ 1) Yp @,
et de
72 ey, et = ([ £ (2 Ly - EEE Dy rim3v)c,pet

r?2 dr dr r?
et en posant DE =1 iL(rz—E-)- L 1)
r? dr dr r?

On obtient Le systéme

DpF = ~ G ' (21>

A Zpsr + 231/ 2% 6 +2 (r%+ BID[(r®+ B)G] = (U = DF) (22)

30 r? 9r*

D [Dp-Rol U = 38 1 gty [8¢r%+ BY1TM/2 ([ £ (r®+8)1%6-F} (23)
24 31..2

Liant les distributions suivant r des diverses perturbations.
C'est un systéme d'ordre 7, pour lequel les conditions aux

limites deviennent

FCT) = FCu) = 0; U C 1) =U Cyud=0;DU C1)=0>U(Cp)=o0 et

G = 0 sur L'injecteur (injecteur autonome)

E. ETUDE DE LA STABILITE

Le systéme n'est stable que si toute perturbation de
mode £ est atténuée, c'est-a~dire si son amplitude décroii au

cours du temps ; cette condition peut s'écrire

¥ £ : Re (¢g) <0




Le systéme est instable dés qu'au moins un mode de

perturbation est amplifié :

d42 : Re (o) > 0

La frontiére entre stabilité et instabilité (état mar-
ginal de stabilité) est caractérisée par L'existence d'une

valeur de £ = 2, telle que :
Pour £ = £, : Re (0) = 0 et ¥ £ # £_,: Re (g) g 0O

A L'etat marginal, deux cas se présentent suivant gque La
partie imaginaire de g s'annule ou non en méme temps gue sa
partie réeltle : dans Le prémier cas, on parle d'état marginal
stationnaire et dans le deuxiéme cas, d'état marginal oscilla-
toire. Dans le cas de L'injection entre plans paralléles, 1l a
éte démontré [ 1] , que L'état marginal est caractérisé par

g = 0. Nous admettrons que ce résultat s'applique dans le pré-

sent probléme.

Le systeme (21) = (23) devient

- (24)
Dﬂ F G
4 3 3 _

{(r°+ B) D [(r*+ B) G] = (U -~ DF) (25)
9r*

2 . 38 3 —:/2 2 3 2
9£U~—~TZ(£+1)[6(r+B)] {[ (r’+ B)] G - F}

2A 3rt (e6>



Pour 2 fixé, ce systéme d'éguations associé aux conditions
aux limites homogénes n'admet de solution non triviale gue pour
Uune suite discréte de valeurs de T. Ce probléme de valeurs pro=-
pres a été résolu par la méthode détaillée pour le cas de L'in-
jection faible dans L'annexe I : L étant fixé, on construit, par
intégration numérique, trois solutions particulieéres dont une
combinaison linéaire permet, en général de satisfaire deux des
trois conditions U = DU = F = 0 sur le collecteur ; les valeurs
propres T sont celles pour lesquelles les trois conditions sont
simultanément satisfaites : Les conditions critiques correspon-
dent 3 la valeur de T de plus faible module et au nombre d'onde

£ associé.

1 - Etude dans le cas asymptotique de L'injection

trés faible

L'étude de la stabilité dans le cas d'une couche plane
a montré que pour des injections de niveau trés faible, Le
systéme se simplifie notablement et que le critére prend La

forme asymptotique :

TCC2 = 220,76... [1]. Pour la géométrie sphérique, un

tel cas asymptotique peut étre obtenu également.

On considéere gue L'injection est faible si le champ
électrique dont L'expression est donnée par (15) est trés
proche du champ harmonique régnant en l'absence d'injection
te qui revient a dire :
|Es-Eharm]

<< 1 avec [E
[Eharm|

C' = max ] = u/(1=-pdr? (27)

harm
Expression de €' dans chacun des cas

Cas 1 : C = 1

Ay (ui+B1)i/2

E_ = — J% (ri+B;)1/2




en tirant A1 de la premiére équation, en reportant dans Lla

deuxiéme et en mettant Es sous Lla forme :

3 _.. 2 .. 3 3,3
E, = % ¢ W ¥By 1-u [1 + T-u oy 2 (28)
1 - r? i+ 1-pd
On constate que pour que Es soit proche de Eharm = ———E——u,

- 2
it faut, d'une part, que le deuxiéme terme du “-wr

crochet soit petit devant 1 pour toute valeur de r, ce gui est

vérifié si

1=y

c'1 =1 << 1
2 u3+B1
et que, d'autre part, le facteur du terme en 1 vérifie La
2
relation : r
1 _C... (1—'”3) = H
3 C‘1 (1~1)

d'ol on tire

-3 -
C'1 -1 U-u’) (1= c

3 M

En remplacgant C'1 par son expression dans (28), il

vient :
3_, 3
E o= —E 1+ THD 4
(T=pdr? T 1-y3
En tenant compte de € = 1 » L'expression de

3.1/2
Gy s'écrit : A1(B1+U )

q = 1 = C(us-]- 81)1/2 = C
5 3 172 2_.3 3 1/2
ATCr +B1) / {(r*=-u +yu +B1) (1+1“U3 ra_ua) /2
u3+81 1 __,Ll3
1 1=yt pdey?
qs = [1 - M -}.___]
2 ul+s 1=u?



- 25 -

d'ol dans le cas 1 :

a_ = ¢ [1-C', L—E 1 (29)
1-u?
3,3
E = ST [’I+C'1 £-B—] (30
s (t-udyr? 1-u°
- 3 -
avec C‘1 1 (1-u>) (1-u)d c
3 u
Cas 2 c = L
Az(—(1+B))1/2
£ =2 1 (-(rieB))i/2
s 2
3A2 r
. c s ~(1-u®) )
une étude analogue conduit a poser C'2 = — "% gqui a pour
2(1+Bz)

- oy 3
expression analytigue C'2 =1 =) 1-u")

3 u
i'injection faible {(donc la méme que dans le cas 1) - on

C dans le cas de

obtient dans c¢e cas :

3
a, = ¢ [1-¢', T=r (31)
1-u?
3
.= - —E— [1ect, 1-r (32)
1-u°

(1-uw)r?

Remarque

On voit gue Le paramétre ¢ ne caractérise pas complé-
tement L'injection (contrairement & ce qui se passe dans le
cas du plan) et il faut tenir compte du paramétre géométrique

W ; les paramétres caractéristiques de L'injectton faible
1 1
sont C 1 et € 2

A partir des expressions de C'1 et de C'2, on peut
trouver Les expressions de A et [:S(r3+B]1/2 pour L'injection
faible dans lLes cas 1.et 2 en faisant des développements

limités suivant les puissances du petit paramétre c'.




En remplagant les diverses expressions dans les équations
(24), (25), (26) et en ne retenant que lLes termes d'ordre le
plus bas, on obtient le systéme simplifié suivant, commun aux

cas 1 et 2 :

_. 3
44 ATy pg =y (33)
or 2C7
_.3
3u = 35 ¢ Aty 1 oppeny A g (34)
2 2C! grt

On néglige, dans ce cas de l'injection faible, les
termes F et DF relatifs aux perturbations de potentiel et de

champ électrigues qui sont des corrections d'erdre supérieur.

L'équation de Poisson, découplée des autres, a été
omise. Si on pose P = TC*200 €* = ¢(1-u)? est la charge réduite

sur L'injecteur construite en utilisant La distance entre Lles
9 (2cH?

I
G (1-u?)

on obtient le systéme régissant le cas asymptotique de L'in-

sphéres comme longueur de références ainsi que V =

jection faible.

e _ (35)

r_k

DEV _ SPECE+) 6 ) (36)
uet=py

avec les conditions aux Llimites :
V=DV=0enr=1yu,1; 6 =0 sur L'injecteur.

Ce systéme associé a4 ces conditions aux limites cons-
titue un probléme de valeurs propres ; une vateur de £ étant
choisie, lLe probléme n'admet de solution non triviale que
pour une suite discréte de valeurs propres P. La solution
stationnaire est instable dés qu'au moins un mode de pertur-
bation est amplifié ; les conditions critiques de stabiliteé
correspondent, par conséquent, a La valeur propre P de plus

faible module quel gue soit £. On notera PC cette grandeur



" 0 <— 2prnbry 2yoMN0V
vy 2p 2uNGUN0Y Y ) | < T wynod uuop ¥v2 rudyvarynba 2puo p 2wquou mp ww# ¥N2YVUN
PT ‘| 7 ¥PD } ¥NAIYR¥XD ¥? [ | VPO ) dwWMarupIuy 2wpydy vy 2p yyyyod v 2797rv¥ vawy

N#%GNDQM\:;: .SQ\‘H\HUN.H:.W QUN P AFTFYIVEIUY [ F FUDYTYIFOVIDD Unﬁ ¥ Gu\ QNEHME.U#GQ_ gap swnayvha I nyilavi

_ ‘666'0 = 1 39 g0 = 1
Hﬂommhﬁ@ﬂ@bmmwhﬂuﬂmmmpcmEmHﬂmm:ﬁH UQMHomﬁHuxmﬂmmm@ﬁsoﬁmommswﬁm>

= *
bg
GTLG'T GZLS 'V 006695 ¥ 667LGS P L66TYS Y OtevLy'¥ - - g
. F 4 ] SO
v1z9L’0Z2 gzoL'0ze z9£€£9‘022 LgLIt’0zZ? 06897612 yeeit‘vie 97666 90T £980°161
© w 695V 116 ¥SY 68 £ oz °
b
STLS ¥ OGZILS ¥ 00S69S‘¥ 667295’ ¥ Le6bbS'¥ OC6PLY ¥ - - 3
fo
y1Z9L'02¢C 5619L°0¢CT 96068°0¢¢ zZosoyf12e €gev0’'zze ogoz‘Lee £E916°¢cEe €61G'LTC SED
w w 696 Z16 PS¥ 68 e Y °%
uetd %! 666'0 $66°'0 660 S6°0 6’0 8’0 i
o
REVTELT gpr1'€EgT 8659°671 ovgg‘vot zZov ‘8L ve'eb 9v’'0¢ 5Z0*6 sEDd
o]
ZT 6 9 S v ¢ ra 1 ¥
o
ovsv’ 192 996L°¢€LT 0z09°'%82 Ze62'98¢7 LLOE  LLT o6 EhT 81’991 €516 _ Sed
€1 6 9 S ¥ ¢ € € %
Lo 90 G'0 je] c’‘o z‘o 10 500 1!




‘{2 YYD ) 2¥MAYUREXD ¥

woryo2fuy aum wnod QUNIIURYXT Y2 2YMIYUYUY vouRydy 9IP YUOAivy Yap

n yyoddoy np uorxouoy u» 20 1 =

oL

{1 ¥po ) 2wmayyayuy 2waydy vy wod 23q¥vy vawy 2y rvyodrun

d 2¥YITVIVUY P 2URFYYO MP YUOYFPYVVA ¢ | I4NDI4
5’0 [1*3 o
A
“ €7
I S
1 oot
muu. 1 OON
njeg|sz] T L S8
d




_29_
et EC ta valeur de £ correspondante.

Les résultats, obtenus par intégration numérique (voir
annexe I) et rassemblés dans le tableau I, montrent que dans
les cas 1 et 2 les valeurs de P, et de kéq = (1-u) (Lc(lc+1))/?
tendent vers celles relatives au cas du plan guand p——-1 ;

ceci constitue un test de la vatidité des calculs.

NB : C'est pour pouvoir comparer plus directement nos
résultats avec ceux du cas d'injection entre electrodes planes
que nous avons choisi de présenter les valeurs de TC*? et non
de TC? ou TC'? ou de toute autre combinaison de paramétre

adimensionnels.

On constate également (voir fig. 1 ) une symétrie des

critéres trouvés par rapport 3 celui du cas plan
. N . -
Lim (Pcext PCTHt) ZPCpLan
Y= 1

ce qui est tout & fait attendu étant donnée ta faible diver-

gence ou convergence des trajectoires ianigues quand u—1.

Comme dans Lle cas de t'injection entre cylindres [3, 32],
on constate que le critére d'injection par L'extérieur est,
dans le cas de L'injection faible, inférieur & celui par

L'intérieur ainsi qu'a celui du plan.

Cette situation peut se comprendre en examinant le
couplage entre perturbation de charge et perturbation de
vitesse, couplage responsable, pour L'essentiel, de l'entre-
tien du mouvement convectif & L'état marginal. En effet, a
partir de ('éguation (17), on peut écrire a L'état marginal
(iL = Q) :

DG = -2qSG/ES - Dqs(U—DF)/Es (37)




qui, dans le cas de L'injection faible, se réduit & :
DG = CZU/EZ (38)
en tenant compte de {a relation :

g, = -q;/ES (39
que L'on tire de (14) et (15), ((39) est valable pour une
injection guelconque). Comme le montrent les équatiens (30)
et (32), le champ électrique sur Ll'injecteur (pour u et C°'
fixés) est plus faible dans lLe cas de L'injection par la
sphere exterieure ; on en déduit, 3 t'aide de (38), que Lla
variation de G en fonction de la distance a lL'injecteur est

plus rapide dans ce cas (voir fig. 2 ).

On peut faire apparaitre le couplage entre perturba-
tion de charge et perturbation de vitesse dans L'expression
de PC en multipliant les deux membres par r2V et en intégrant

entre u et 1 :
2 2 ! 2 2 !
6£(£+1)Pc = u--w {‘r [ﬂEV] dr/{lEharmVGdr

Le protfil de V étant Le méme en premiére approximation
dans les cas 1 et 2, on déduit que L'intégrale du dénominateur
est plus forte et donc Lle critére plus faible pour L'injection

par l'extérieur.

Sur La figure (1), on remarque que les courbes Tc(u)
ne sont pas partout d?rivables ; ceci provient du caractére
discontinu de ZC en fonction de p (puisque Ec est entier) ;
on retrouve un comportement déja observé dans le probléme

de Rayleigh-Bénard dans un domaine d'extension limitée [7, 151

Nous nous sommes contentés ici de ne déterminer que
les premiers sauts ﬁcn———+£C+1, Les courbes au-dela de
U = 0,5 n'étant que des représentations Lissées des courbes

véritables.



FIGURE 7 :

01 02 03

[}

u = 0,3 ; perturbaticn de La densité de charge G
pour L'infection par L'intérdieurn (1 ) et par
Llexténieun ( 2 ) en 4fonction de fa distance &
L'infecteur en Anfectlon faible [ C° = 0,1 .

On a représenté L'allure approximative de La
perturbation de La vifesse radiale V en
pointilles.
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Nos résultats différent de ceux obtenus par Zhakin {37]
qui n'a donné de vateurs critigues (pour une autre combinai-
son de paramétres adimensionnels) que pour un intervalle
réduit de g (0,1< u <0,5). Cette difference provient prin-

cipaltement d'une erreur dans son systéme d'équations.

2 = Las général

Dans le cas général, le probléme est régi par les
équations (24), (25), (26). En suivant la méthode précédem-
ment mentionnée, des valeurs précises de ﬂc et Tc ont été
calculées pour une série de vaiteurs de p et pour différentes
valeurs du paramétre C* dans les deux cas de l'injection par

La sphére intérieure et par La sphére extérieure (tableaux II et I11).

*
L'allure des fonctions Tc(u) a ¢ fixé (et pour Lles

différentes valeurs de ¢’ est présentée sur les figures (3-a
et (3-b) correspondant aux tableaux II et III. Un tracé plus
précis de ces courbes pour les faibles valeurs de U suppose-
rait La détermination des valeurs de U pour lesguelles il vy
a changement de mode £C+-£C+1 et discontinuité de La pente

{voir figure ( 1)). La figure ( &) représente les fonctions

*®
TC(C ) pour les deux cas d'injection (sphére intérieure et

sphére extérieure) pour une valeur donnée de U.

IL'examen des résultats montre que pour toute valeur
de C*, Les valeurs critiques tendent vers celles relatives
4 L'injection entre plans paralleéeles [ 1], Lorque p +~ 1 ;
ceci constitue un test de la validité des calculs. On a véri-
fié que, comme pour L'injection trés faible, les deux branches
de La figure ( 3) correspondant aux cas 1 et 2 présentent une
symétrie par rapport 3 L'horizontale pour p -+ 1, cela pour
toute valeur de C*. La figure (%) (et toutes celles qu'on
pourrait tracer pour d'autres valeurs de ul) ijllustre un com-
. portement analogue & celui déja signalé dans le cas de L'in-

jection entre cylindres concentrigues [31, [321 : pour u

donné, Le critére d'instabilité relatif & l'injection par Lla

- sphére extérieure est plus faible (respectivement plus fort)
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FIGURE 4 : Vandations du param@tre d'insiabilifi T, en
gfonetion du parami@itre d'infection C pour uy = 0,3.

1) Injection par La sphire intiricure.
2) Infection pan La sphire exténieunre.
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FIGURE 5 : Variations de La densité de charge au repos en

fonetion de La distance & L'finfecteur dans Le
cas de L'infection fonte ( C = 10 et u = 0,3 ).

1) Infeetion par La sphire intindeune.
2) Infectdion pan La sphire exitirdleune.




FIGURE 6 : u = 0,3 ; penturbation de 2a densité de charge G
pourn L'injection pan £'intérdeurn {1 ) et par
Liextendeun ( 7 ) en {fonction de Lg distance &
L'infecteur en infection fonte [ C° = 10 .

On a représents L'allure approximative de La
pertunbation de vitesse rnadiale U en pointillis.



que celui correspondant & L'injection par la sphére intérieure
si L'injection est faible (respectivement forte) ; il existe
donc une valeur de C *(dépendant de u) pour laquelle les deux
critéres sont égaux.

Ce phénoméne d'inversion des critéres d'instabiliteé
relatifs aux deux cas d'injection (sphére intérieure, sphére
extérieure) dans lLe cas des fortes injections peut s'expliguer
en reprenant une argumentation analogue a celle développee
dans le cas asymptotique de L'injection faible. En effet,
torsque L'injecteur est la sphére extérieure dg décroit
d'abord trés rapidement (& partir de lL'injecteur) puis ensuite
trés lentement [voir figure (5)]. La valeur de ]Dqsi sera
donc en moyenne plus faible gue pour L'injection par la sphere
intérieure et d'aprés (37), |DG| sera plus faible (sauf preés
de L'injecteur) ; comme lLe terme essentiel du couplage est
celui ou figure la vitesse, on congoit que IGI sera en moyenne
plus faible également, comme lLe confirme la figure (6 ). Or,
pour une iniection guelconque, le critére Tc peut s'écrire
{en partant de L'éguation (26)) :

[r?[Dpultdr
8T £CL+1) ~1“ —
ff EsUGdr-A [, UFdr

En injection forte, malgré lLa différence des profils
de La fonction U dans Les deux cas d'injection, on peut encore
considérer que L'intégrale du numérateur est du méme ordre
dans les deux cas. Au dénominateur, la perturbation de poten-
tiet F reste toujours faible et A proche de l'unité : on peut
donc négliger La contribution de La deuxiéme intégrale si on
veut seulement mettre en évidence un comportement qualitatif.
Dans L'intégrale olU figure G, ES ne prend des valeurs impor-
tantes que sur le collecteur, L& ou U est nul ; seule comptera
atlors La valeur moyenne de Es qui est La méme dans les deux cas
(puisque ]{fEsdr| = ¢,}. Donc le comportement de T, est encore
déterminé par le profil de G ; en vertu de ce qui a été dit a
ce propos, comme |G| est plus petit en injection forte pour Lte

cas de La sphére extérieure, le critére sera plus grand.




F - QUELQUES CONSIDERATIONS SUR LA FORME DES ECOULEMENTS

La détermination de La forme de l'écoulement reléve
d'une analyse non Llinéaire de Ll'instabilité qui prendrait en
compte des perturbations d'amplitude finie.

En effet, Ll'analyse par rapport aux perturbations
infinitésimales présentée dans ce Chapitre ne précise que le
nambre d'onde Ec { du mode YEC J le plus amplifié juste au-
dessus du seuil d'instabilité et ne donne aucun renseignement
sur L'entier m qui peut orendre toutes les valeurs comprises
entre - £ et + £ ( - ﬂc £nm& £c soit 2 £c + 1 valeurs ) : le
probléme est donc dégénéré d'ordre 2 Ec + 1.

Cela étant précisé, on peut néanmoins essayer de faire
quelques considérations sur La forme de L'écoulement dans cer-
taines conditions particuliédres. Par exemple, dans lLe cas d'une
couche mince, i.e. U proche de 1, on peut s'attendre 2 obtenir
un pavage quasi-hexagonal de la couche sphérique comme dans
le cas d'une couche plane.

A défaut de pouvoir indiquer quel mode m est amplifié
lorsgqu'on connait ic, il est cependant possible de poser ( et
de résoudre analytiquement dans certains cas ) les égquations
qui déterminent la forme de L'écoulement correspondant & chaque
mode ( £, m ). En effet, de facon genérale, les lignes de cou-
rant étant tangentes au vecteur vitesse ﬁ en tout point, leurs

équations caractéristiques sont en coordonnées sphériques :

dr . rd 8 _ r sing d¥
u Ty W - ¢ 40 )

ou u, v, w sont Liées par la relation :

. P P 1 dv v . 1 oW _
div v = :? Br Croud o T 35 * T cotgd + T sing 5@ 0
( 41 )

En considérant la décomposition des composantes
Cu, v, w) de V sur les harmoniques sphériques YE o, ¥,
du méme type que celle déja effectuée pour u, on a ( en prin-

cipe ) assez d'équations pour résoudre entiérement Le probléme



pour un mode ¢ £, m ) quelconque. En fait, les equations sont
assez complexes, et nous nous contenterons ici d'illustrer

notre propos par le cas particulier o0 l'ecoulement est axisy-

métrigue ( m = 0 ) avec £c = 1, cas qui peut aisément étre traite
analytiquement ( on rappelle que dans le cas de l*injection
faible par Lla sphére extér‘ieure,!iC = 1 ). Dans ¢e cas, comme
m=0, onawz=0; sideplus £ =1, u s'écrit a L'état mar-
ginmal :

u=1U20Cr ) cosg ( 42 )

v est donné par L'éguation dérivée de ( 41 )

1 d 2 T 3v v _
- ar Cr® U cost + — 5 + ?-cotge =0 C 43 )

r
dont on peut chercher une solution de la forme :
v =V (r ) sin@ ( 44 )

et on obtient & L'aide de ¢ 43 ) ; la relation entre V et U

1T d

2

v ¢ r ) = -

Les Lignes de courant s'obtiennent en intéarant ( 40 ) a L'aide

des expressions de u et v obtenues

dr - rdg
U (r ) cosB
S A4 r2y)y sing
dr
2 r

soit :

p)

L d (rZ U) 4r = - cotgd do

2 r2 oy dr ( 46 )
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FIGURE 7 + p = 0,05 ; pentunbation de La vitesse dans Le cas
d'une infection trhés faible par La sphire extirieune.

FIGURE 8§ : Infection {aible parn La sphinre extéirndeure avec
po= 0,05 ( Le = 1} ; allure des fLignes de courant
correspondant au mode axisymétrique ( & =1 ; m= 0 ).
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ymétrnie dodécahldrique

6.

: Ecoufement convectif avec 4
dans fLe cas £

FIGURE 10



L'intégrale de cette équation est :

constante

r v Ud(r) ( 47 )

sing =

O est compris entre 0 et T et r entre p et 1. La courbe U ¢ r )
étant connue a partir de notre étude numérique ( voir Fig. C 7 3 ),
on a représente L'allure des lignes de courant sur la Fiqure

( 8 ) ; on constate que dans ce cas L'analogie est manifeste

avec Ll'écoulement correspondant étudié par CHANDRASEKHAR

[ 10 ].

Lorsque £ est supérieur 3 1, les calculs sont beaucoup
plus compliqués ; en s'appuvant sur la similitude déja cons-
tatée avec le probléme thermique, nous reproduisons, en guise
d'illustration, les figures obtenues par BUSSE [ & ] dans le
probléme de RAYLEIGH - BENARD sphérique pour £ = 4 ( Fiaure 9 )
et £ = 6 ( Figure 10 ) & l'aide d'un traitement non Llinéaire.
Comme notre probléme a les mémes symétries, nous nous atten~
dons également & ce type d'écoulements, malgré les différences

dans les équations.



CHAPITRE II

Influence de la rotation sur la stabilité d'ume couche

plane de liquide isolant soumis a une injection unipolaire.






A - INTRODUCTION

Avant d'étudier L'effet de la rotation sur Le systéme
du Chapitre précédent ( en géométrie sphérique ), il est intéres-
sant ( et plus simple ) d'examiner son influence sur une couche
plane de liquide soumis & une injection unipolaire pure lorsque
L'axe de rotation est perpendiculaire aux électrodes. Dans cette
géométrie, en l'absence de rotation, nous savons que Le probleme
de RAYLEIGH ~ BENARD et le probléme d'injection unipolaire pre-
sentent une grande analoaie [ 1, 10]. L'objectif de ce Chapitre
est de vérifier que L'anatogie reste toujours valable en présence
de rotation. Nous allons montrer que, indépendamment de la force
de L'injection, la rotation joue le méme rdle stabilisant que
dans le probléme de RAYLEIGH - BENARD [ 10 ]. Ce rdle stabilisant
de la rotation apparait donc comme une propriété générale quand
on a affaire &8 ce type de situation ol la distribution d'une
grandeur scalaire potentiellement instable, conduit & une insta-

bilité convective ( état marginal caractérisé par ¢ = 0 ).

L'étude se divise en deux parties, suivant que L'insta-
bilité se manifeste sous forme convective ou sous forme d'oscil-
lations d'amplitude croissante au cours du temps. Dans La pre-
miére partie, on considére L'instabilité convective ; le cas asymp-
totique de Ll'injection trés faible est traité analytiquement par
une méthode approchée ; on résoud numériguement le probleéme dans
le cas d'une injection guelcongque. Un argument étaye les Llois
asymptotiques obtenues pour les nombres de TAYLOR tres élevés.
Dans La seconde partie, on aborde le probléme beaucoup plus com=
plexe de L'instabilité par suroscillations dans Le cas asympto-
tique des trés faibles injections qui se préte a8 un traitement

analytique approche.




B - LES EQUATIONS DU PROBLEME

Soit I la vitesse de rotation ; pour déduire les équa-
tions du probléme dans lLe référentiel en rotation avec le systéme,
il suffit d'ajouter dans L'équation de NAVIER - STOKES I=( 4 )
tes termes correspondant & la force contrifuge et & la force de
CORIOLIS [ 21 ]

v

av _ _ - * 2 * _ - _ -
oI grad P*+ n V2 ¥+ qgE-p 8 A 9] Ar)-2p8 AV (1)

les autres équations I~C 1 ), I-C 2 ), I-C 3 ) demeurant inchan-
gées. Le terme de force centrifuge pouvant se mettre sous Lla

forme d'un gradient :

B, 8, T = - % ardd C(§ , 7 )?

on peut définir une nouvelle pression généralisée
Ny - oo - 1 - 2
P =p -2 & ( 6 A r o)

et L'équation (1 ) s'écrit :

-5
P %% = - grad P+ nV2VisigqBE-2p38 A v €2

En utilisant la distance h entre lLes électrodes et la
tension &, appliguée comme grandeurs de référence pour la lon-
gueur et le potentiel, on peut construire les autres grandeurs
de référence du probléme comme au Chapitre I et adimensionaliser

le systéme ; on obtient :

72 9 = - g « 3

3% + divg CE+V) =0 C 4 )

div V = 0 ( 5
d-\7 - A, > -> -+ -

R =~-Rgrad P+ V2V +7TqkE-5s e, AV ¢ 6)



A + - - 3
ol e3 est un vecteur unitaire normal aux électrodes ; R et T
sont lLes nombres adimensionnels introduits au Chapitre I. Le

nouveau nombre § gui apparait :

g = &K ¥ est L'inverse du nombre d'EKMAN.

S est une évaluation du rapport des forces de CORIOLIS et

visqueuse. Les conditions aux limites sont :

gz=0)=2¢C .




C - SOLUTION STATIONNAIRE

50 -

A L'état stationnaire et en L'absence de mouvement,

les diverses grandeurs ne dépendent que de z

. - . . . - . . . . s
trique est dirigé suivant e3. Les équations se réduisent &

~a

d

dz

(qS ES

)

la solution est obtenue comme dans [

0
~
3]
Nt

it

2
2

z 1

1./2 et

172

avec le changement de variable

z' = z + b

a et b sont deux constantes d'intégration déterminées par

z E[ 0,

conditions aux Llimites?

a=2¢v b

b [ ¢ 1 +

1

b

)

af2

1

3
& ¢

]

==> z!

1

EL b,

r

Le champ élec-

b + 1 ]

Les



b - INTRODUCTION D'UNE PERTURBATION ET LINEARISATION

En adoptant la mé&me démarche qu'au Chapitre 1, on
introduit des perturbations infinitésitésimales des diverses
grandeurs par rapport a la solution stationnaire sans mouvement
suivant le schéma :

A U x, v, z', t )

t

AS Cz" ) + A" (x, vy, z', t

=
ol A est Ll'une quelconque des grandeurs ¢, g, P et V. En ne
gardant que les termes au premier ordre vis-a-vis des pertur-

bations, on peut linéariser le systéme deduit de ( 3 ) - ( 6 ) =

72 %' = -~ gf €9 )

aq‘ . - -

Fr + 2 a, d d & ~ + (W A7 ) d q, = 0 (10 )
div V = 0 ¢ 11 )
3‘\7 - & > : -+ > -
R—§E-=-RgradP'+.V2V-T{ch>sq‘ es +q grad @ 1 -5 e; , VC12)

ou d est L'opérateur HgT'

En appliquant l'opérateur rotationnel a ( 12 ), on

obtient, compte-tenu de ( 11 ) :

B w e 3q' _ . 3d'.* 50"
©=Viw-T [ (o g - da e + (dagg

R 5t

- 3q' > T a >
d@sax Jesn -J'I'S--—V

.o - . . .
oU e; et e sont deux vecteurs unitaires tels que le triédre
> > - . . s . .
( ey, ez, €3 ) soit un triédre orthonormé de sens direct en
) > . - - . .
rotation autour de e3 avec les électrodes et w la vorticite :
- - =
w = Rot V.
En appliquant & nouveau le rotationnel & ¢ 13 ), en
faisant intervenir ( 11 ) et en ne gardant que la composante
. > . . .
suivant e; de L'équation obtenue ( car la perturbation de
charge n'est couplée qu'a la composante w de la vitesse ), on

aboutit a :




2 2
Rg—(ﬁz W o= 2w+ T G (0'dq ~g'de ) - s L ¢ 14 )
t 5 2 s s 3z
ax ay

ou Yy est la composante suivant 33 de la vorticité g. La com-
posante y de @ intervient de fagon implicite dans ¢ 13 ) et,
pour obtenir un systéme fermé, il suffit de prendre la projec-
tion de ¢ 13 ) sur 33 ; on cobtient alors, en écrivant & nouveau
€993, €103, € 14 ), le systéme regissant L'évolution des

perturbations des grandeurs qui nous intéressent

v: §' = - g ¢ 15 )
ag ' _ 3q’ _ 98¢’ -
T + 2 . 4 d @s No + (w 53T ) d q, = 0 ¢ 16 )
3y _ z2 Aw
3 2 2 2 82 32 | Y
R (V2uw)=v2 (v W) +T(E— 42y (¢'dqg -q' ' d¢ ) -5
at 2 2 s s 9z
X 3y
¢ 18 )
Les conditions aux limites sur w, %g, Y découlent de
celles sur V :
-
V. = 0 sur les électrodes équivaut a -
Uu=v =w=20en2z'=5b et z' =1 + b pour toute valeur de
‘ . . Ju _ 3u - Ov _ dv - .
X et y ¢ce qut implique 3x - 3y T 3y 0 sur les électrodes
Ju v 3 v Ju .
re—— — P — = R
et comme M + Sy 53 0 et v ~ Ty Les conditions sur
ow — oW _ - : .
W, =7, Y sont : w = 5T Y < 0 sur les électrodes ; de plus
gq' = 0 sur U'injecteur et &' = 0 sur les deux électrodes.

La géométrie du probléme nous suggére de décomposer

les diverses perturbations en ondes planes suivant le schéma -



CD'(XIYIZ'It)zF(Z')e[-Ickxx“--kyy)"'o't]
q'(x,y,z',t)=ecz'>e[‘(kxx+kyy)+ct]
N(x,y,Z',t)':w(z')e[‘(kxx+kyy)+ct]

ik, x + ky y ) + 0t ]

[t
~N
~
N
~
D
b4

LA X, ¥, z', t

et d'étudier L'évolution des différents modes régie par le

systéme

¢ ¢d2 - k2 ) F=-6 ¢ 19 )
é—z'3IZUG+4Z'd(z‘G)--(L-I-dF)=0 ( 20 )
( d2 - k> = Rg ) Z = - S dW €21

( d2 - k2 ) ( d? - k? - Rg )Y W

It

Tkz%z“a/Z(AZ'zG-F)Jrs@tz

avec k = ¥ ki + k; et les conditions

I

dWw = Z = 0 sur les deux électrodes

W
G =0 sur L'injecteur




E - ETUDE DE LA STABILITE

T - Apparition de L'instabilité sous Lla forme d'une
convection stationnaire

Lorsque,a L'état marginal, la partie réelle de o
s'annule en méme temps que sa partie imaginaire, l'instabilité
apparait sous la forme d'une convection ; le systéme d'équa-

tions qui correspond & ce cas est :

(d?2 - k2 ) F= -3 ( 23 )

( d2 - k%2 ) z

- S dW ( 25 )
( d% - k2 )2 y = T k2 % 2'73 2 (4 202 6 - F Yy +SdZI (26 )
avec les neuf conditions aux i(imites :

F =W =dW =2Z = 0 sur les électrodes

G = 0 sur L'injecteur

Dans le cas oU € tend vers 0, il est aisé de consta-
ter gréace a8 ( 8-a ) et ( 8-b ) que les constantes a et b s'ex~-
priment :

2 . . € o 1 _ ¢
a“ = 2 ¢ (1 -2-+-.-)etb—- c(1 -2-+..u)

en reprenant la variable z = z' - b avec zdans [ 0,1 ], les

fonctions ES et g, peuvent s'écrire a3 L'aide de € uniquement :



E =1-¢C (X =323+ 0Cc2)
5 2

g, =€ C1 -¢C )+ Q¢ c?

en ne gardant que les termes d'ordre le plus bas suivant C et
en omettant L'équation ¢ 23 ) découplée des autres, un calcul
analogue & celui présenté dans [ 1 ] permet de se ramener a

un systéme a coefficients constants

dG = V ¢ 27 )
( d2 - k2 ) Z = - § dv ( 28 )
( d2 - k2 »2 v = p k? g + s dz ¢ 29
aprés avoir pose V = W C2 et P = T ¢2

M.B. : Pour ce nouveau systéme, te nombre de conditions aux
Limites est réduit & 7 ( les 9 précédentes moins les

deux conditions sur F J.

Muttiptions L'équatioen ( 29 ) par V et intégrons entre

0 et 1 ; on peut tirer P :

1 1
f [V ¢ d® - k%222 v 1dz - 5§ J ( Vv dZ ) dz
p = LO _ o

1
k? [0 V G dz ¢ 30 )

%« d'aprés ( 27 Y, V 6 = G dG et comme G C 0 ) = 0 on trouve

1
= 1 a2
JO VG dz= 6" (1)

% en intégrant deux fois par partie v ( d® - k? )% V et en te-

nant compte des conditions aux Llimites sur V on a :

1 1
JO v ( d? - k? )% ¥ dz = Jo [ ¢ d® - k> ) v 1% dz




¥ en multipliant Les deux membres de ( 28 ) par I et en inté-
grant par parties les deux membres compte-tenu des conditions

aux Limites sur V et Z on trouve -

1
fo Z (d?> - k%) 2 dz = s f V dZ dz = - [ [ € dzZ 2% + k* 22 ] dz

en remplag¢ant dans ( 30 ) :

1 1
fo [ (d? = k2 > v 1% dz + fo [ ¢ dZ )% + k? 1?2 ] dz
2

k2 6% (1)
¢ 31 )

P apparait comme la somme de deux intégrales définies posi-
tives ; pour aveir une évaluation de la valeur crtique
PC de P, nous allons considérer une forme de vitesse proche

de la bonne solution, par exemple V de La forme :

1 - ¢cos 2 T2z )

<
1]
~

nous allons déduire G et Z des équations ( 27 ) et ( 28 )

et calculer P correspondant :

1}

( z - 71—‘sin 2 Tz )

de ( 27 ), on tire £ =

2 T sin 2 7 z

4 w2 o+ K2

et de ( 28 ) : Z =5

de ces expressions de V, G et Z on tire :

1 1
2 242 Iy

* 6 (13 =1

3
2 2
* f [ Cdz )%+ k% 2% ]dz = 5- 4 m
0 4 w2+ k*?



d'olt :
L2
po=dl (k244 ow2 0% 4 2 kY o+ 52 & m :!
k2 4 2 o+ Kk? ¢ 32 )
Remarque : P dépend de $2 ( donc de 22 ) et ne dépend donc pas
2 N2 b
du sens de rotation ; §2 = E_E_"ﬁ__ﬁ_ est Le nombre
n? .
de TAYLOR.
Posons k2 = 4 72 x et s = [ S/4 72 1% ; P s'écrit

alors comme une fonction de x dont nous allons chercher le mini-
mum PC ainsi que La wvaleur X correspondante dont nous déduirons

facilement celle de kC :

pcx)=4“2[(1+x)2+2x2+s ! ¢ 33 )
X 1"")(

La dérivée s'ecrit :

4 w2

P' ( x ) = [ ¢ 3 x2 ~1) 14+ x2* -5 C2x+ 1) ]
x2 (1 + x )2
( 34 )
%+ En L'absence de rotatijon (s = 0 ), ta dérivée s'annule pour
X, = 1 ce qui donne :
v 3
kC = 4,77 et PC = 215,7

et permet de retrouver exactement le résultat de la solution
approchée de ATTEN - MOREAU et & quelques centiémes prés Le
résultat du calcul numérique des mémes auteurs [ 1 ].

"% A la limite des rotations trés fortes ( s —> = ), Ll'éguation :

s (2 x+ 1) =3 x2=1) 1+ x)?

prend La forme asymptotique :
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FIGURE 11 : Tnfection faible ; varndfation du crifire de 2'instabiliitd
convective en fonction du nombre de TAVLOR.

ket
T
10 4
1 L. III|HI|f ) l!l!lll: i ‘lllulll L Ill!lll} 1 I[lllll; i :ili!lli L. |||lLll][ I |ll||n; =
1 0 0 0 vt v ot 0 5%

FIGURE 12 : Infection faible ; variation du nombre d'onde
cadltique en fonction du nombre de TAYLOR.



dans ce c¢cas on trouve 1

3

2 2
xc-g-s—>x

( % 5 )1/3

H

c

Le critére PC { s ) prend Lla forme :

) 2 2
2 2 )1/3[3(§s)2/3+c.§-)353](35>

,U
1
o+
=1
™

(Y
w

soit quand S% ( nombre de TAYLOR = 4 p® Q% h*/n? ) —> =

2
k = ¢ 8 1"y /s [ s2 ] 1/6 - constante x ¢ TAYLOR ) /°

PC__.3[%+(%)1/3]([‘_,”2)1/3[-82]1/3

= constante x ( TAYLOR ) !/3

Les courbes représentatives de P ( 8% ) et de kK s2 ) sont

portées sur les Figures (11 ) et (12 ).

Ces premiers résultats que nous venons de présenter
montrent le role stabilisant de la rotation, Lle nombre d'onde
kc et le critére Pc croissant avec le nombre de TAYLOR. L'al-
lure des courbes obtenues dans lLe cas de L'injection faible
est qualitativement La mé&me gue celle gu'on obtient dans Le
probléme de RAYLEIGH - BENARD [ 10 1] ; une différence existe

néanmoins, avec le probléme thermique puisque, $i on a bien :
kC —> constante x ( TAYLOR ) 1/
par contre :

Rac —> constante x ( TAYLOR ) 273
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Nous avons calculé, par Lla méthode présentée dans
L'Annexe I, les fonctions kC ¢ $2 ) et TC ( $% ) pour diffé-
rentes valeurs de C.

Les résultats obtenus sont portés en échelle Llogarith-
mique sur la Figure (13 ). On vérifie que, en extrapolant les
différentes courbes vers $2 —> 0, on retrouve les valeurs
connues de kC et de Tc du cas plan [ 1 1. Quant au comporte-
ment quand $? —> », on constate que les pentes pour

6 3
vérifier La premiére assertion grace aux valeurs de kc por-

kc ( s%2 ) et TC ( S22 ) sont respectivement l-et 1 { on peut

tées sur la Figure ) ; ces valeurs des pentes les mémes que
pour le cas de l'injection faible, semblent donc indépendantes
du niveau d'injection C, la variation suivant C se traduisant
donc¢ en gros comme une simple translation des courbes.

Ce phénoméne peut se comprendre par un examen tres
grossier du systéme asymptotique d'égquations que L'on peut
tirer de ( 23 ), ( 26 ) lorsgue $2 > w ; en effet, en appli-
quant d ¢ d2 - k% ) a Ll'équation ( 26 ) et en utilisant ( 25 )

on obtient :

d (g -k2) uws= % TKE (a2 -K2)Ydl[ 2732 422 a=-F) ]-5s2d®w

0 38 )
quand §2 —> ©, on peut s'attendre & ce que k tende également
vers L'infini ; comme rien ne devrait se produire de particu-

lier sur lLes dérivées selon z des diverses fonctions asymptoti-
guement, on pourra remplacer l'action de L'opérateur ( d? - k%)
par une simple multiplication par C = k2 ). bans ces conditions,

l'équation ( 23 ) donne :
F=g6 / k? << 6

ce qui nous permet de négliger F dans ( 36 D).




Pour z E [ b, b + 1], Le terme d ( z'/2 6 ) est du

n 1 - .
méme ordre que ( b + vl yi/2 4 G ; avec les mémes approximations

L'équation ¢ 24 ) nous donne & ( b + % 32 4 6 v W d'ou :

d (212 6y 8 (p s % y“3/2

De l'équation ( 36 ) on déduit :
kS aw v g Cb o+ 20732 1 e 52 g3y ( 37 )

en dérivant l'expression (“~b ) de la densité stationnaire de

charge, le coefficient devant T :

a 1 / dqs}
T3/2 z =
7z (b *3) Tl =0+ 170

2
est une fonction croissante de C uniquement et on peut eécrire :

k® dw ~ f C C ) T k* w + 52 4% ( 38 )

On peut rapprocher cette équation de celle qu'a obtenue
CHANDRASEKHAR dans Le probléme de RAYLEIGH - BENARD avec rota-

tion dans les mémes conditions asymptotigues 10 1 =
k® W = Ra k2 W + 52 42 y ¢ 39

Ra est le nombre de RAYLEIGH. Une différence importante entre
les eguations ( 38 ) et ( 39 ) réside dans le fait gue la pre-
miére est d'ordre impair, la deuxiéme d'ordre pair et gu'il est
facile de trouver dans ce dernier cas une solution exacte H
malgré cette différence, la signification physique des deux
équations est la mé@me : toutes deux expriment {'éguilibre entre
le terme visqueux ( membre de gauche ), le terme moteur ( force
électrigue ou poussée d"ARCHIMEDE pour le premier terme du
membre de droite ) et Le terme de CORIOLIS.

La démonstration exacte qu'on peut faire dans le cas

thermique permet d'aboutir & la relation :



Ra = 4— [ k® + w2 §2 ] - ¢ 40 )

k2

Etant donnée la similitude des phénoménes physiaues en jeu
dans les deux problémes, il est naturel d'associer 3a L'éguation
( 38 ) ta relation suivante analogue & ( 40 ) =

T=1_7aCcr kS + 8 CCH 52 ] ¢ 41 )

kh

les termes entre crochets des équations ( 40 ) et ( 41 ) sont
les mémes, ce qui va expliguer la méme dépendance de I<c en

fonction de $2 dans les deux cas ; en effet, les conditions cri-

tiques sont définies par Lle minimum de la courbe T ¢ k D

2
dT:O——~—>a--——-——-—-ZBS:0
dk? k©

et Lle comportement asymptotique de.kc quand §2 —> « est donné

par
k. v ( fonction de C ) x ( TAYLOR y 176

En reportant dans ( 41 ), puisque maintenant le coefficient du

crochet est ( su tieu de 1/k? dans l'éguation ( 40 ) ), on

k'-l

aboutit a :

TC v { fonction de € ) x ( TAYLOR D 173




2 - Apparition de l'instabilité sous la forme
d'oscillations d'amplitude croissante
( Etude analytique approchée dans Le cas asympto-
tique de L'injection faible )

Dans certaines conditions gue nous allons préciser,
il est possible qu'a L'état marginal, la partie imaginaire de
¢ ne soit pas nulle : on pose o = iB ; L'instabilité se déclen-
che alors sous forme d'oscillations d'amplitude croissante avec
le temps ( dans la suite on utilisera le terme suroscillations ).
Le traitement de ce probléme étant assez complexe, nous borne-
rons notre travail & une étude analytique approchée dans le cas
asymptotigue de l'injection faible. La méthode que nous allons
employer suit dans ses grandes lignes celle utilisée dans Le
cas d'une convection stationnaire traité au Paragraphe E-1-a
de ce Chapitre. Les expressions des grandeurs stationnaires

s'expriment comme auparavant en fonction de C et de z :

E =1 -1 ( "z ) et a, = c 1 - 2¢z)

et le systéme d'équations du probléme s'écrit :

{d+ iB )y 6 = Vv avec B #+= 0 _ ( 42 )
( d%2 - k2 - iB R ) Z = - 8§ dvV ¢ 43 )
( d? - k%2 ) (d?2 - k2 - iBR)IYV =P k2 g + 8§ dz ( 44 )

En s'appuyant sur le cas analogue du probléme de
RAYLEIGH - BENARD on peut, sans perte de généralité supposer
V C z ) réelle. Comme dans L'étude précédente, on prend V de

la forme :

V=1~ cos az

avec a = 2 T jusqu'ad la fin du Chapitre.



L'éguation ( 43 ) permet de trouver la fonction Z

satisfaisant les conditions aux Limites :

S a sin az

a2 + k? + i8 R

zZ =

et on tire 6 de Ll'équation ( 42 ) par la méthode suivante :
la solution générale de L'équation ( d + iB ) G = 0 étant de
la forme G = a exp ( - iB z ), on cherche une solution parti-
culigre 6, de L'équation ( 42 ) par la méthode de variation
de lLa constante ; on est alors conduit & trouver une solution

de L'égquation différentielle :

i (B + a )z i (B - az

a' (z ) = e - % (e + e )
par exemple :
o (2 = e ig z e T (B + az e i (B - a)ldz
iB 21 (B + a) 21 CBg - a) .( 45 )
ators G, ( z ) = ay ( z ) exp € - 9B z ) est une solution par-

ticuliére de ¢ 42 ) dont la solution générale s'écrit :

G (Cz) =06, Cz) +aexp (=18 2z )

Compte-tenu de la condition 6 ( 0 ) = 0, la solution

de notre probléme est :

6 (z)=T[ag Cz)~ag (0> ]e B2

soit :

s - 1 - e—iB z e i az _ e“iB z ) e-i,az _ e—iB z
1B 21 CB +a) 21 CB =-a)

( 46 )

En multipliant Lles deux membres de l'équation ( 44 )
par V et en intégrant les deux membres de L'éguation ainsi

obtenue entre O et 1, on peut tirer l'expression de P :




1 1
J f I ~s1
P=/0olVv(d-k") (d* -k -8RIV Idz-5SI[Vdz Jdz=oudu 2
’ 1 k? 1
szvrsdz 3
8]
¢ 47 )

on calcule les intégrales 1 , Iz’ I en se servant des expres-
1 3

sions de V, Z et G :

i) Calcul de I
3

Pour calculer cette intégrale, on peut écrive V sous

La forme :

v = % (2 - o 1 32 _ e~1 az )

ce qui permet de calculer V G :

i az - az -iB z
1 é e +a2 e B

B ¢ g2 = a2 )

_ 1 _ . 1az _ =i az _ -
V=g (2-e & N BT ITUETEY IR

En effectuant le produit, on peut mettre V G sous Lla

forme de Lla somme de six termes :

1 [ 2 1 1 ] a2 [, -igz _ ~itg-adz  ~i(B+a)z |
V=l =+ + + 2 e - @ - @ .
2 i g 2(g-a) 2(B+a3) B(RZ-a2)
az i az 2 i az

+ facteur x e + facteur x e

2 i az

+ facteur x e
+ facteur x e
et comme a3 = 2 w, l'intégrale entre 0 et 1 des quatre derniers

termes est nulle ce qui permet de trouver :



1= 2A CB) sin2 % + i [ ACB)Y sing -8 C8) 1]
L 2 2
avec A (B = a . et B (g) = B 2_a
32 ( g% - a? ) 2 B C B2 - a?)
i1) Calcul de I1
1 1

I = J Vv ( d2 - k%2 »%2 v dz - i B R J vV ( d2 - k%2 ) Vv dz

1 o 0

la premiére intégrale est une intégrale définie positive qui

a déja été calculée. La deuxiéme intégrale donne :

1
2. 2

J V (d? - KkZ)vdz=-k2-K *2

0 2
dfol =

4 2 _2 4 .2 2

1 = 3 k* + 2 g a” + a’ i g R 3 k® + a

L , —

i1i) Calcul de 12

1
I =
2 JO (Vv dz ) dz

En intégrant par parties et en utilisant (43 ), on obtient :

1 1
SI =~-38§ f Z dv dz = - J [ (dz)2 + (k*+iBR) ZZ ] dz
Q

s?2 a% 32 + k* - i B R
2 2 ( az + kz )2 + 62 RZ

En tenant compte des expressions de Il, 12, 13 ; LU'expression

{ 47 ) de P peut s'écrire :




2 k2 {2 A (B> sin? + 1 [ ACB) sinB-B(Bg)Y ]} oe

rojoe

| =
1?-~2k"+(k-"1+az)2+s?*a2(az;'kz) —1+-iRB 32 4 a2 - 522 !
L (a%+k?)2+p2R? _l (a+k?)2+8%R% _|

P étant réel, les rapports formés a L'ajide des parties imagi-

naire et réelle de chague membre de cette égquation sont égaux

d'ol

AB) sinB - BB _ (3k*+a’) ] (a®2+k*>) +82R*]-s2 a2
2 R B AR sin? (3 k*42 a%k?+a™) [ (a%+k?)% + g2 R? ] + s2 a2 (a2+k?)

™

¢ 48 )

Une autre égalité est obtenue en égalant les parties

réelles des deux membres

z.a2 + k2
(aZ+k?)2+p2R?

C 49 )

& k% A ( B ) sin? P =2 k" + ( k2 + a% »% + 52 ;

| o

Afin de simplifier L'écriture de ces expressions, nous

allons effectuer les changements de variables suivants

S P
_.)2’ p :._.T:’
al a

- k |2 _ B _ R =
x = ( = Y, b = S - rE =, S {

et on obtient

Aab) sin ab - BCab) _ €3 x + 1) [ €1 + x ¥2 + b r2 ] -5
ab

2 rb ACab) sin? -— (3 x242x+1) [ (1+x)% + b2 r2 ] + 5 (1+x)
{ 50 )
4 a* x A ( ab ) sin? %E p =2 x%2 + (1 + x )% % |t x
(1+x)2% + p? r?
¢ 51 )
! 2
avec A ( ab ) = L et B ( ab ) = 5 b 2

a2 b2 ( 1-p2 )2 2 ab (b2-1)



A ce point, étant donnée Lla complexité des équations,
il apparait gue la résolution de notre probléme reléve d'un
traitement numérique. Avant d'aborder ultérieurement L'étude
dans toute sa généralité, il est cependant utile de tirer par
voie analytique le maximum d'information de ce que peuvent dire
les égquations. Un cas particuliérement intéressant et auquel
nous nous restreindrons jci est L'étude du cas b << 1 qui va
nous permettre de déterminer les points de branchement des
courbes P ( x ) correspondant aux solutions oscillatoires

s
sur La couFbe Peony S ( x » correspondant & la solution con-
vective. En particulier, on établira L'équation’donnant
{'abscisse des points de branchement et on comparera les pentes
des branches oscillatoires et convective au voisinage de ce

point.

Etude du cas b —> 0

En faisant un développement Limité suivant b, on peut
trouver Les expressions asymptotiques des équations ( 50 ) et

(¢ 51 ). Comme pour b —> 0 on a :

A Cab) =~ (1 4+20Db%+30b")
a? b*?
2 _ 3 .2 2 5 L 12 1
B ( ab ) = T ¢ 1 = h ) €1 + b + b* ) =& 35 ¢ 1 i o) ) b

cinz 32 22202 [y 2t b2 ]
2 & L 2 x 3 1 _¢

le premier membre de ( 50 ) s'écrit :

' 2 a? at —1

2 - —_—
(5 -2, 1+ b2} s * %0 a2 i
3 -1-2 3r—2.
r a 5 - a2 x ) \
— R




soit =

_1,2986203

[ 1 + 0,4740296 b?
r

—d

et lLe premier membre de ( 571 )

2

( 52

a* x [ 1+ C2-x2  — )b ]p=2a%x(1-1,2898681 b2 ) p

2 x 3

( 53

En posant X = x + 1, le deuxiéme membre de ( 50 ) devient :

2 x X2 + X - s r_1 + r2 B2 2 s X2 + x X + x?

2 I
K 2P Xv X2 +s €2 x X2+ X3 9

X (2 x* X+ X2 +38)

( 54 )
et Lle deuxiéme membre de ( 51 ) :
2 2 B
a? x Peony & %s 8 1 s b’ r i
X2 (2 x2 X+ xP+s) | ( 55 )
ou p = L € 2 x2 + X2 + 2 ) est la vateur du paramétre
convy 2 X
de stabilité caractérisant Lla solution convective ( b = 0 )

pour Lle méme nombre d'onde.
Compte-tenu des différents développements,
{ 50 ) s'éerit :

2 2
b2 [ﬁz s p3 X F X X ¥ x + 0,47 x 1,298 1

X2 (2 x%2 X + X% + 5

- 2 _ g3
= S 2 x X X - 1,298

X (2 x2 X + x% + s5)

L'égquation

( 56 )

comme b est réel, une premiére condition nécessaire pour qu'il

puisse exister une solution oscillatoire est gue le second

membre soit positif :



1,298 X (2 x2 X + X +s)<r (s =2 x x> =-x*) ¢ 57 )

Le premier membre de cette inégalité est une fonction
croissante de x ( x > 0 ) et est donc supérieur a la valeur
de la fonction pour x = 0, c'est—-a-dire & 1,293 (s + 1 ).

Le second membre est une fonction décroissante de x
et est donc inférieur & la valeur de La fonction en x = 0,
c'est-a-dire a r { s = 1 ). Une premiere condition pour que
L'inégalité ( 57 ) puisse &tre satisfaite pour certaines va-

leurs de x est donc que :

1,298 ( s + 1) <r Cs=1) ¢ 58 )
soit :
r> 1,298 221> 1,298 ¢ 59 )

par conséquent, pour r & 1,298, L'inégalité ( 57 ) ne peut
jamais &tre satisfaite, et [‘instabilité ne peut 8tre gue

convective.

Remargque : R est relié & P par La relation
R = p/M2 ¢%2 ¢ voir [ 1 1) soit
. 2
r= a® p/m?* c? ol M= % ( %7)1] est un

paramétre gui ne dépend que des propriétés physi-
ques du liguide. M?% va jouer dans notre probléme

un rdle analogue au nombre de PRANDTL Pr = n/p K
dans Le probléme de RAYLEIGH - BENARD avec

rotation [ 10 1].

En effet, dans ce cas, une condition nécessaire et
suffisante pour pouvoir obtenir des solutions oscil-
latoires est Pr < 1 ; Ll'existence d'une borne infé-
rieure sur r montre que M2 admettra une borne supé-
rieure, ce qui va bien dans le sens de l'analogie
entre les deux problémes. Cette remarque montre que
L'étude que nous faisons en trajtant r comme un
paramétre formel indépendant de p aboutit & des con-~

clusions qualitativement satisfaisantes.




Dans Le cas ol r > 1,298, une autre condition sur s
est nécessaire pour que L'inégalité ( 57 ) puisse 8tre satis-

faite ; en effet, d'aprés ¢ 58 ) :

s (r-1,298 ) >r + 1,298 { 60

soit :

s > L7 1,298 ( s supérieur a8 1) ¢ 61 3
r 1,29

pour une valeur donnée de r satisfaisant ( 59 ) et une valeur
donnée de s satisfaisant ( 61 ), une solution oscillatoire n'est
possible gue pour x < %o { r, 8 ) ou xO est la racine positive
de :

2 3 2 3
1,298 x (2 X o+ + = ( - -
p o xO o XO s ) r s 2 Xo XO XO J C 62 1
= +
avec XO X4 1
Comme on peut s'y attendre, pour x = X o L'équation
( 56 ) indigque que b = 0 et donc que P = Pogny d'aprés les

expressions ( 53 ) et ( 55 ).

Dans Le cas ou les suroscillations sont possibtes
( conditions sur r, s et x < X ), La gquestion se pose de sa-
voir sous laguelle des deux formes apparaft L'instabilité. It
semble naturel de supposer que L'instabilité se développera
suivant la forme qui correspond au plus petit nombre critique.
Ceci améne & comparer les deux valeurs critigues des paramétres
conv® A défaut

de ne pouvoir connaitre analytiquement Ll'expression de la valeur
p Y

d'instabilité p ( relatif aux oscillations ) et p

critique de p, on se contente ( dans cette thése ) de comparer
Les valeurs de p et Peony 24 voisinage des points de branchement
(ile. 0 K Xg = X << 1 => b << 1 ). Dans ce cas, la relation

( 51 ), non exploitée jusqu'a présent s'ecrit :



2 2
¢1-1,289b ) p=op 1 - 8b T
¢ X2 (2 x2 X + X¥ + s )

S I"2
o = p 1 - - 1,289 2
¢ { L X2 ¢ 2 x%2 X + X + s) I'b

63 )

de la forme

p=p [ 1-0ab]

Montrons que la condition ¢ 57 ) implique gue a > 0, ce qui

revient a ecrire

1,289 X2 (2 x2 x + x¥ + s ) <s r? ( 64 )
Nous allons majorer la gquantité de gauche et montrer gue le
majorant trouvé est inférieur & la quantité de droite ; en

effet, d'apres ( 57 ) :

1,298 X ( 2 x2 X+ X3 +s)<r (s =-2x%x2=-x*)<r Cs-1)
d'oli en majorant X par XO

1,289 X2 (2 xZ2 x + X3 + 5 ) < Xgr Cs =1 ( 65 )

On peut trouver une majoration de Xo grossiere mais néanmoins

suffisante en exprimant gue =
¥ox < x s < 2 x X2 - x¥>0
en vertu de ( 57 ) ; soit :

¥ x < Xg ° X3 <5 -2 x X2 < s

et donc :

3
XO < s
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comme X > 1, on peut écrire :

X £ X

0 $" s

3
o
et en reportant dans ( 65 ), on voit que

1,289 X2 (2 x2 x +x¥*+s)<rs (s=-1)<rs?

ce qui montre que, si Lla condition ( 57 ) est vérifiéde, La con-

dition ( 64 ) l'est également et que donc o est > 0.

La situation est résumée sur La Figure ( 14 ). Dans
le ptan ( x, p ), nous avons représente gualitativement et pour

s donné, la courbe :

]

1
conv a? x D25+ €1 % x)% s Tm§_¥
définissant Le lLieu des points du plan caractérisant l'etat
marginal d'une convection. Pour differentes valeurs de r, on
peut obtenir différentes valeurs ( croissantes ) X (r ) et
pour x < Xy O peut tracer des branches de solutions oscilla~
toires ; comme nous ne connaissons pas l'équation explicite de
ces branches, nous nous sommes contentés de représenter les
variations au voisinage immédiat ( b << 1 => Xy T X << 1 ) du
point de branchement en tenant compte du fait gue o > 0 comme

nous venons de Le montrer. N

La Figure (15 ) est Lla reproduction de la série de
courbes obtenues dans le cas du probléme de RAYLEIGH - BENARD

avec rotation [ 10 1. Pour un nombre de TAYLOR donné, on a la

(c) X . . .
Ra ) correspondant & la convection ainsi que les

différentes branches oscillatoires ( x, Ra(°) ) obtenues pour dif-

courbe ( x,

férentes valeurs du nombre de PRANDTL. Dans ce probléme, on

connait explicitement L'équation des différentes branches.

On observe sur la Figure (15 ) que les branches
oscillatoires sont toutes en dessous de la courbe convective.
Si L'on compare les minima de la courbe convective & ceux
correspondants aux différentes valeurs du nombre de PRANDTL,
on observe qu'il existe une valeur de Pr { Pro dépendent de s )

en dessous de laquelle L'instabilite se développera par




Taylor numbers above which instability occurs as overstability
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Fic. 28. The variation of TP with the Prandtl number p.

FIGURE 16 : Nombres de TAYLOR T { ) au dell desquels £'instabilizd
apparall pan Auhoac&ﬂ£a%&on4 en fonetdicen du nombre de
PRANDTL P, dans Le probleme de RAYLEIGH - BENARD avec
rotation.



suroscillations. En particulier, lorsque X > X on est

B
assuré que le minimum de La branche oscitLatoirZ12era inferieur
4 celui de la branche convective.

En s'appuyant sur Ll'analogie que nous avons constatée
jusqu'a présent entre le probléme d‘injection unipolaire et Le
probléme de RAYLEIGH - BENARD, il semble raisonnable de penser
que L'allure des courbes régissant les deux problémes sont les
mémes : lLes comportements devrajent &tre gualitativement les
mémes ; dans lLe probléme de RAYLEIGH — BENARD, pour un s donné
( supérieur & une certaine valeur ), il existe une valeur
Pr (s ) en dessous de laguelle l'instabilité est oscillatoire
( voir Fiaure ¢ 16 ) tirée de [ 10 71 ). Dans Lle probléme d'in-
jection, pour un s donné ( supérieur & une certaine vateur ),
il devrait exister une valeur s de r en dessus de lagquelle
l'instabilité est oscillataoire ( il faut avoir présent a3 l'es-
prit que dans Ll'éguation de NAVIER -~ STOKES le nombre R joue
le méme rdle que 1/Pr ). On devrait donc obtenir dans le plan
( S2, M ) une courbe séparant les régions d'instabilité convec-
tive et oscillatoire dont L'albture est la méme que celle de Lla

Figure ( 16 ) obtenue dans le cas thermique.







CHAPITRE III

Circulation d'un liquide isolant compris
entre électrodes planes non paralléles et soumis

a une injection unipolaire faible.






A. INTRODUCTION

Dans ce troisiéme chapitre, nous allons envisager
un écoulement particulier qui devrait présenter une cer-
taine analogie avec la c¢irculation atmosphérique générale
idéalisée (i.e. en L'absence de rotation de La terre et

pour une surface terrestre homogeéne).

Dans cette hypothése, L'écart de tempeérature entre
les pdles et L'équateur induit un mouvement qui devrait
dtre méridien. Une circulation analogue pourrait étre
obtenue dans un modéle électrohydrodynamique isotherme
en.faisant varier la densité de force de fagon monotone
du pdle a L'éguateur ; comme la force de Coulomb s'éc¢rit
F = gE, ceci peut 8tre réalisé, ou bien en faisant varier
le paramétre d'injection, ou bien en faisant varier le
champ électrique, voire les deux. La méthode La plus simple
consiste a faire varier le champ (ce qui peut éventuellement
entrainer une variation de L'injection si celle-ci dépend
du champ), ce qui est réalisé en faisant varier la distance
entre les électrodes du pdle & L'équateur. Ceci suggére
d'étudier lta circutation d'un liguide compris entre une

sphére et un ellipsoide de révolution comme sur La figure (17N,

L'étude dans cette géométrie étant assez complexe,
on peut se contenter dans une premiére étape d'examiner
le cas plus simple d'un Lliquide isolant compris entre
deux électrodes faisant entre elles un angte faible ; le
but de cette premiére approche est de préciser les gran-
deurs (tensions, distances, liguides, vitesses obtenues...)
nécessaires a la réalisation effective du modéle en géometrie

sphere-ellipsoide.

Dans les deux situations envisagées jusqu'a présent,
géométrie sphérique au chapitre I, géométrie plane au
chapitre II, lLe liquide avait la possibilité de rester
au repos méme en présence d'injection, c'est-a-dire sous

L'action d'une densité de force électrique gE. Ceci prove-




nait du fait gue la géométrie présentait une symétrie
qui permettait d'obtenir une situation dans Llaquelle
les surfaces d'égale densité de charge étaient confondues

avec les surfaces équipotentielles. On avait donc :
Rot q E_ = E_Agrad = 0
Ot 94k = Egitgrad a =

ce qui est une condition nécessaire pour gqu'il puisse
exister une solution sans mouvement (méme si, comme nous
L'avons vu, cette solution est instable au-dessus d'un
certain seuil). Au repos, la force de COULOMB est alors

compensée par le gradient de pression.

Dans le cas de deux électrodes planes non parailéles,
géométrie moins symétrique qgue les précedentes, la densité
de charge n'est pas constante sur une équipotentielle et
par suite, le rotationnel de La force électrigue n'est
jamais nul ; par conséquent, le lLigquide se met toujours

en mouvement sous Ll'action de La force de COULOMB.

Une premiére étude du mouvement est faite dans cette
geométrie en supposant la densité de charge g, constante
sur L'injecteur, ce qui conduit & des vitesses faibles
{sans doute difficiles & mesurer) variant comme le carré
de q, et indépendantes de lLa tension appliquée ¢ . On
envisage ensuite le cas 6U L'injection dépend du champ
sur L'injeéteéur ce qui conduit & des vitesses plus elevées
variant comme q,, (densité moyenne de charge sur L'injec-
teur) et &,

L'étude expérimentale qui suit, montrant une dépen-
dance de la vitesse proportionnelle a ¢§ , 1L faut ad-
mettre que les deux hypothéses faites précédemment ne
s'accordent pas & l'expérience que nous avons réalisée.
En effet, La dépendance de la vitesse en &2 , La mesure
des temps de transit tT et de relaxation T suggerent
plutdt gque la conduction en volume n'est pas du tout né-
gligeable. Une évaluation grosziére prenant en compte ce
phénoméne permet d'interpréter les résultats obtenus par

L'expérience.
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Ecoulement méridien dans Le cas de L'infection
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B. PRESENTATION DU SYSTEME

La coupe de la cellule étudiée est représentée
sur la figure (18} ; Ll'angle o est petit (inférieur
a 0,17 rd) ainsi que les rapports h,/L (cellule allongée)
et La/h, (la variation de l'épaisseur relative reste
faible). Le liguide compris entre les électrodes, consi-
dereé comme un isolant parfait, est soumis a une injection
unipolaire trés faible d'ions négatifs par L'électrode
y = 0. Les conditions aux limites pour les différentes

grandeurs se formulent de la facon suivante :

- sur L'injecteur : g =g, <O
@& =
-
Vv =0

- sur le collecteur : ¢ =9, (> 0}
V=o0

Aprés avoir donné ces précisions, nous allons poser
les équations et résoudre de fagon approchée le probléme
du calcul de la vitesse maximale dans Le Liquide en sup-
posant la présence d'un champ de vitesses stationnaire
de faible amplitude.

C. CALCUL DE L'AMPLITUDE DE LA VITESSE

1 = Les équations

Au sein du liquide, les équations régissant Lle

probléme défini au I sont :

. =
div E =

a
- (1)
- >
div q(KE + V) = 0 o 2)
e
div v =0 (3)

- s -
0 = - grad P +nV°V + gE (&)



par rapport aux éguations générales, on a supprimé les
>
et négligé les termes du second ordre en V

termes en

t
dans (&) car |V| est faible.

2 - Cas de Ll'injecteur autonome (g, = constante)

En L'absence d'injection, i.e. g, = 0, la solution

du probléme est Lla solution harmonique :

2Cr,0) = 6, 2 (5>
G
L1 8
By = -+ == (6)
r o

la vitesse étant nulle partout. Lorsque L'injection se
produit, celle-¢ci étant supposée faible, cette solution
est perturbée ; la nouvelle solution peut alors E&tre
cherchée sous lLa forme d'une série entiére suivant Lles

puissances croissantes du petit paramétre q, :

g =0 + q, + agqﬁ + a3qy Fta-- (7
= + 3 2

E Eharm biq, *+ b2zg, +... (8}

- . g

V =0+ g,Vy + ggVat... (9

A partir de Ll'équation (4), on peut déduire (en prenant

le rotationnel des deux membres) L'égquation :

nRot (V2V) = - Rot (qE) = - grad QgAE (10)

=

car Rot E = 0

Cette relation montre clairement que le premier terme
-
non nul dans le développement de V est du deuxiéme ordre
en q,. Ce terme est obtenu en ne considérant que le produit

du terme en g, dans le gradient de la densite de charge




(c'est-3-dire en qi dans Ll'expression (7) de La densité
de charge) par le terme principal du champ électrique

dans (8), c'est-a-dire le champ harmonigue.

Notre but étant de calculer un ordre de grandeur
du maximum de [;| » Nous concentrerons notre intérédt
sur le terme au 2e ordre dans le développement de la
vitesse ; pour le calculer, il suffit de calculer a,
dans (7) ; ceci se fait grace a l'équation (2) que L'on

peut écrire sous la forme :
> 3 > . >
(KE + V) grad g + Ka div E = 0

e -
en remplacant div E par son expression (1), E par le
terme principatl E@ = = & /ra , et en négligeant la

=
vitesse V gqui est une correction au 2e ordre, et d'aprés

L'expression du gradient en coordonnées polaires, on obtient :

2
1 3_f159+3_=0
r 9@ £
2
soit iﬂ — =T
0 a? €d,

d'ou en intégrant entre 0 et O

.l-l:-ra@

Ao e®,

0

2
d'ott g = g, [ 1 + 9.7 40 ]
ed,

gui donne le terme correctif sur g a L'ordre voulu.

Le second membre de (10) s'écrit alors :

2 -
Rot qE = gr;d qf\gl:i— E harm E = (gﬂﬁiae) (*—E&) k
ar ed, roo
. > 290 +
soit Rot g = —-—2to - k

o



d'od Ll'équation qui va nous permettre de calculer la

vitesse @

2

0 Rot (VW) = 2% § (11

£

Cette équation exprime t'égalité du couple moteur
{rotationnel de La force électrique) et du couple visgueux

(rotationnel de la force visqueuse).

Pour estimer Le terme de dissipation visdqueuse
(terme de gauche dans (11)), nous allons, L'angle
restant petit, assimiler La section de la cellule a un
rectangte. (voir figure (19). Ceci va nous permettre de
simplifier les éguations et de travailler en coordonnées
cartésiennes. De plus, comme on s'intéresse a un écoule-
ment bidimensionnel, nous allons introduire La fonction

de courant ¥ définie par

ERY k4

u:—— V:——u-
3% 3 X
et aprés le passage en coordonnées cartésiennes, L'éguation
(11) peut s'écrire :

2

n 62 (_621{’) = M y

ch (12)

On recherche la solution ¥ en la décomposant sur une base

adéquate de fonctions orthogonales :
¥ = a, ¥, + a1¥, +...

telles que les différents termes de la décomposition

vérifient :

la,¥o] >> [a1¥1| > la2¥,

de facon & pouvoir obtenir une bonne approximation en ne

gardant que le terme principal a,¥Y,. Pour ce faire, il
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Schéma de définition du modéle hydraulique.



faut choisir pour ¥, une fonction trés proche de la solu-
tion exacte de L'équafion (12). Dans le ¢as d'une cellule
allongée, c'est-a-dire %°<< 1, on peut s'attendre & un
profil de vitesse comme celui représenté sur Lla figure (19>,
Une bonne approximation consiste a prendre pour Y, une
fonction indépendante de x et dont la variation suivant

y suit la Lloi :

vo= (D2 (X - 1 (13
ha he
En reportant Y =a_ ¥, dans le terme de gauche dans (12),
en multipliant les deux membres de (12) par Y, et en

intégrant entre 0 et hc,on obtient :

4
aof hctpo d qjﬂ dy = ..2_.9_2.9'. fho ‘Poydy (14)
° dy* neh °
Ce qui donne
2,1
a, = 9eh® (15)
24 ne

Avec cette approximation pour la fonction de courant,
on peut trouver un bon ordre de grandeur pour la vitesse

horizontale maximale :

(16)

u = - a, |

SLP':’) (y = b.‘) = — q
max 4

oy

Remarque :

— i -~

. h . s
Si on suppose r9= 1, on est amené a prendre pour

Y, une fonction du type

TR BTN 22 LN AID LIS SR N & S L
ho hs L 2 L 2
gui conduit & :
2.3
u = - a, (EEL)(Y = Doy o & qgho




on constate que le coefficient n'est pas trés différent
et gue donc la formute (16) donne la valeur de facon

satisfaisante.

b. Autre _méthode de résolution

Nous allons évogquer trés briévement une autre
possibilité pour parvenir a8 ce méme résultat ; cette
deuxiéme méthode est directement inspirée du modéle
hydraulique de Félici [38 ]. oOn sépare la cellule en
deux parties comme sur La figure (20 ) et on calcule Lla
force électrigue s'exercant sur chacune de ces parties.
Ces deux forces n'étant pas égales il en résulte une
pression motrice qui, en régime stationnaire, sera opposée
a la pression visqueuse (perte de charge) dont on connait
L'expression en fonction de la vitesse gue L'on pourra

déterminer par cette équation.

1) Calcul de_La pression due & la force électrigue

S T ME R om U W ER D e e N e Em EE S e e A AN ey M e e E L bk e e e ey o

Cette pression est proportionnelle & :

L
qE dxdy-z /2 i)
x=0 Y

h(x)

0 fhix g QEdxdy (17)

==t =
g d X == Y=o

fg est la force s'appliquant sur la partie de gauche,

fd sur la partie de droite. Avec les mémes approximations
que dans la premiére méthode, on suppose Lles Lignes de
courant électrique confondues partout avec la direction
Oy (on néglige la vitesse du liquide face & la vitesse
des ions) et comme ? est constant Lle long d'une de ses
Lignes de champ (en vertu de div T = 0), on déduit gue

s
la densité de force gE est indépendante de y :
pour x fixé, gE = g, E, (constante)
E, est Lle champ électrique sur L'injecteur ; pour trouver

son expression au 1er ordre, on commence par résoudre

L'équation de GAUSS qui, au fter ordre, s'écrit :



gt

= do d'ol E = E, + da y
dy £ E

E, est alors donné par la condition

o, = fh(x) Edy
0
soit
2
&
£ = G, [ 1 - g, hi{x) 1 (18>
h{x3 2ed
L'expression (17) prend alors Lla forme
: hCx) L oheo
f ~f =2z f f g.E,dxdy-z f2 [ _ q,E,dxdy (19>
g d _ L _ s ¥Y=O
X==>5 y=0

en remplagant E, par son expression (18) et en tenant

compte que

h(x) = h,+ ax | (20

Ltégquation (19) s'écrit

2
f - gy = zhl? R (g 4 2 Ly 21)
9 4e 6 hy,

la variation d'épaisseur relative étant faible, on omet

le deuxiéme terme de Lla parenthése, d'ol

f -
"4y ale

zL/2 2¢e (220

Ape =

ii) Evaluation de la vitesse

La pression résistante est donnée par lLa formule
de POISEUILLE

Ap = T6n L
max (h,/2)* (23)




en égalant Ape et Apn & L'état stationnaire, on tire

alZni
en

(24)

Cette vitesse varie comme qﬁ et est indépendante de Lla

tension appliguée.

On peut constater que les deux méthodes de calcul
aboutissent dans ce cas a la méme formule. On peut donc
penser gue la meéthode hydraulique (deuxiéme méthode pré-
sentée), manifestement plus courte, suffira néanmoins a
obtenir dans les calculs ultérieurs une évaluation des

vitesses & quelques pour cents prés.

3 - Cas ou L'injection dépend du champ sur l'injecteur

En adoptant la méthode exposée au 2.b, on suppose
maintenant que g, dépend de E, ; q,, et E., étant les
valeurs de g, et E, en x = 0 et la variation de E, restant
faible sur l'injecteur, (E, - E, )/E,, reste faible et on
admet que Ll'on peut se c¢ontenter d'un développememt au

premier ordre de q, suivant (E, - E,.2/E,,

G * Qoo [141 (E,-E,,0/E,,] avec 1 = (39s) (25)
dE, E =E,.,

L'expression (18) étant toujours valable, on peut calculer

le rapport (E,~E,,)/E,, en négligeant les termes en Qoo

o [0

o
[ [+] - =]

E.o &, hota x ho

] ~ - OL_X

ho
On peut aussi éltiminer le champ dans Ll'expression (25) et
obtenir la dépendance de q, suivant x :

9o = Qs - H =] (263
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En continuant & négliger les termes en q, dans iL'expression

(18) de E,, La densité de force & pour expression

G.E. & g,, —2— [1 - u %X 27>
h(x} ho
et L'expression (19} de (fg - fd) devient
° KX L o X
(f -f D=zqg, . 000 L (1-E2%y4y - /7 (1- B2 dx] (28)
g d eo X=—= he - he
2 x=0
d'ou :
2
_z b,
Tgmfad =77 H9ee ™ (29)
et la pression électrique s'écrit
foo-f ]
ppe = 24 9L 4 2o (30)
zL/ 2 2 ha

en égalant cette pression & la pression résistante

{[éqg. (23)] , on cobtient :

g - OUg., 2gho (31
ma x 128 n

la vitesse varie comme g,, et comme &,. Comparons Lla
vitesse obtenue en supposant g, constante [ég. (24)] et
celle obtenue en prenant en compte la variation de q,

te long de L'injecteur [ég. (31)] ; on obtient :

u (g, constante)

max g hs _ €

¢ .
Uoax (de fonction de E.) reéd, u

e

Sous réserve que la conduction en volume reste
faible, Lla vitesse mesurée correspondra donc, soit a Ll'é~-
quation ¢ 2& ) si le rapport C/u est fort, soit a L'équa-
tion ( 31 ) si Le rapport C/u est faible. Le premier cas
correspond & une injection indépendante du champ sur L'in-
jecteur, ce qui est bien vérifié & La limite des champs
trés faibles ; le second cas, prenant en compte la dépen-

dance de Ll'injection en fonction du chamn, devrait sans
doute mieux rendre compte des expériences pour des champs

olus importants ( sous réserve que la conduction soit négligeable ).
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FIGURE 21 : Schima descriptif du dispositif expirimental.
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D - ETUDE EXPERIMENTALE

Le dispositif expérimental de mesure de vitesse est
représenté sur la Figure ( 21 ) ; L'une des électrodes de Lla
cellule est en cuivre, Ll'autre électrode, constituée d'un
verre métallisé ( BALTRACON : verre recouvert d'une couche de
Iny O3 - Sn 02 ) est transparente de fagon a permettre l'obser-
vation de L'écoulement. Pour cela, on ensemence le ligquide
( PXE + TiAP )*avec des petites billes de verre gue L'on éclaire
en prenant soin de ne pas échauffer le liquide ( le plus simple
est d'utiliser une fibre optigue ). Le mouvement des billes peut
s'observer & L'aide d'un microscope, soit directement, soit plu-
tot en utilisant une caméra vidéo et en portant l'image sur un

écran de télévision afin de mesurer la vitesse des billes,

1 - Observation gualitative

Pour un plan donné de mise au point du microscope ; on
a bien observé comme prévu un mouvement d'ensemble des billes
en faisant varier la hauteur du plan de mise au point d'une
électrode & L'autre ;on a aussi pu observer une variation de
la vitesse u ¢ ¥y ) qui est qualitativement semblable a celle
représentée sur la Figure ( 19 ) : en particulier, on observe
bien Le changement de sens de parcours des billes, ce qui montre

qu'on a bien affaire a lLa forme d'écoulement prévue.

2 -~ Mesure de vitesses et analyse des résultats

Le grandissement du systéme optigue est mesuré en
plagant un objet de dimension connue dans le plan de mise au
point du microscope et en mesurant Lla dimension de son image
sur l'écran; ensuite, une régle et un chronométre suffisent a
mesurer La vitesse d'une bille avec une précision acceptable
( v 10 % ) pour un simple ordre de grandeur.

*PXE : Phényl-Xylyl-Ethane

*TiAP : Picrate de Triisoamylammonium
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FIGURE 27 : Dépendance de fLa vitesse mesurie en fonction
de La tension appliguie.
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Les résultats obtenus en faisant varier la tension
appliquée &, ont été portés en échelle doublement logarithmique
sur la Figure ( 22 ), et cela pour une nlage de valeurs de ¢,
pour lesquelles la vitesse est assez grande pour &tre mesurée
(o, z 150 Vv ) ; &, reste suffisamment faible pour que Ll'ins-
tabilité convective n'ait pas Llieu ( &, < 350 V ). Aux incer-
titudes de mesure prés, ltes points des mesures semblent alignés
et sur une droite de pente deux. Cette dépendance en @ﬁ non
prévue par les deux situations que nousﬁavons envisagées aupa-
ravant ( 2 - et 3 - de ce méme Chapitre ), peut se comprendre
51 L'on tient compte de la conduction.

En effet, une mesure de lLa résistivité au pont donne
o6~ 4 x 10" @ m ; on peut en déduire Le temps de relaxation

T d'une charge d'espace :

T = €. €,p % T s ( €. pour le PXE = 2,65 ) ( 32 5
Le temps de transit tT des ions est :

hZ
tT = m { 33 )
avec hO = 2,% mm, K = 2 x 107°% m? s 1yl pour Lle PXE et, par
exemple, pour &, = 100 V, on obtient : un temps de transit moyen
t. = 32 s

T

Ceci montre que, dans le domaine des tensions pour lesquelles
nous aveons mesuré les vitesses, Le temps de relaxation est petit
face au temps de transit des ions et qu'on ne peut négliger La
conduction.

Afin de caractériser ta conduction, nous allons intro-
duire comme dans [ 13 1, Le paramétre adimensionnel Co défini

par :

0 e &, e 0, ( 34 )




Py et n, sont les valeurs 3 L'équilibre thermodynamique
( E =0 ) des densités volumiques de charge respectivement

des ions positifs p et négatifs n proveﬁant de la dissocia-
tion d'un électrolyte faible dans le tiquide. Pour Co >> 1,

le coeur du liquide reste électriquement neutre :

et il apparait deux couches chargées proches des parcis dites
couches d'hétérocharges dont L'épaisseur caracteéristigue X

est donnée par la relation :
A = vitesse des dons x T = K E 7 ( 35 )

Le nombre Co ainsi défini a plusieurs significations physiques ;
en particulier, C0 est relié au rapport du temps de transit

tr des ions sur le temps de relaxation d'une charge d'espace T
par La relation simple :

C=1t_T
o] 2T ¢ 36 )

On montre également gue CO mesure le rapport entre la distance

inter-électrodes et L'épaisseur des couches d'hétérocharges :

Coz'z--x ( 37 >

Compte~tenu des expressions ( 32 ) et ( 33 ) de T et tT’

L'expression ( 36 ) permet d'écrire C0 en fonction de la ten-

sjon appliquée ®,

ce qui montre que pour les tensions utilisdes C0 est grand ;

on en déduit que A est nettement plus petit que h et que le
Liguide est globalement neutre sauf dans les deux couches
d'épaisseur A prés des électrodes. On a représenté cette situa-
tion sur les Figures ( 23~a ) et ( 23-b ) en portant les dis-

tributions spatiales de Py et n, &n L'absence d'injection
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Figure (23 -a ) et La densité totale de charge gqui en résulte
Figure (23 -b )l

Dans ce cas, les distributions de charges positives
et négatives sont symétriques et la résultante des forces élec—
trigues est nulle : la conduction ne peut donc pas expliguer
a elle seule la mise en mouvement du liquide selon Le schéma
envisagé. Si on considére maintenant ('effet d'une injection
unipolaire positive sur la répartition de charge précédente,
on aboutit 3 l'une des situations représentées sur la
Figure (23 -¢ )l ol on a porté la densité totale de charge en
fonction de y. Dans ce cas, la résultante des forces électri-
gues n'est pas nulle et comme de plus la valeur de A varie
Vsuivant x dans le cas d'électrodes non paralléles ( puisque
h donc E varient ), le mouvement a lLieu. Nous alloens évaluer
lta contribution des deux couches chargées 2 l'intégrale de la
densité de force. On commence par la couche prés de {'injecteur.
En appelant d, la densité volumique de charge sur L'électrode
y = 0 et en admettant que la distribution volumique de charge
est contrdlée par le phénoméne de relaxation de la charge

d'espace, on peut écrire en premiére approximation :

-y Alx) dy T
g {x, y) = qo e A(x) avec A tel que : J TEx, 37 = f dt = 71

0 Q

En considérant en grossiére approximation que le champ électri-
gue £ est constant Le Long d'une ligne de courant, soit
E (x, ¥yJ)=ZE (x),  35) s'écrit :

A Cx ) =KE (x) 1

avec £ ( x ) =

L'expression de la densité de charge devient :

a ( x, ¥y ) = 9, exp [ - ——%f— 1 + % ) J
: K E T o
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t'intégrale de La densité de force le long de y est pour cette

couche =

h{x) _ _ h(x) _ Y
f (x) = [ g{x, y YE{x)dy=E (x) J g e A(x) dy
o} o}

_ hOo
= K %Ji? (x)T,_1T=-e Xx0 _

h(x)

- Ve =
T30 << 1 d'ou :

comme

x ) _ ‘1T _ 1600
X ) B

f (. x ) =KX a, E? ( x ) T = K g Eg T (1

La contribution de cette couche au couple moteur est propor-

tionnelle & :

0 20X 2 o X
f - f, =2z Kag Eé T f «1 - Y dx - { 1 - ) dx

avec les mémes définitions de fg et fd que précédemment ; d'oU 3

- - o 1
f = F, =2z (KE_ T3 L qg. E =
g d 0 o "o hy, ¢ 38 )

est La densité movenne totale de charge sur L'injecteur

et se décompose comme suit :

4o = Lay = n 1, _ 4 ¢

i y = injecteur 2

ou 9 est la densité moyenne de charge résultant de L'injection.
Pour la couche proche du collecteur, on trouvera une
expression du couple d0 & cette couche analogue a ( 38 ) o a,

serait remplacé par C p ; comme en pre-

y = h ( collecteur )

@ i i . . = (
miére approximation ( n ) injecteur n 2 collecteur”

sion du couple dO aux deux couches ne fait intervenir que

L'expres~-

Ca; ) jnjecteur SO'F F

— - o L
Cfg = 4 ) yoral =2 CKE T by F e ¢ 39 )
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Unax = 100 um/s
pour une tension appliquée de 200 V alors que la valeur mesu-
rée est de 30 um/s.

Etant donnée Lla concordance observée aussi bien sur
la Loi de variation que sur les valeurs numériques, L'inter-
prétation donnée des observations apparait tout-3-fait plausible.

Indépendament du fait que lte fluide ne soit pas aussi
isolant que nous l'avions supposé dans les études théoriques
precédentes, il est donc possible d'observer un écoulement du
type prevu avec des vitesses aisément mesurables, ce gui est
déja un premier résultat. Dans le cas d'un liquide oU Lla con-
duction est réellement négligeable, nous n'avons pas encore
pu mettre en évidence le mouvement ; cela est peut-&tre dii au
fait que, les vitesses devant étre nettement plus faibles dans
ce cas , les billes se déposent ( sédimentation ) et ne suijvent
pas le mouvement du liquide.

Cette étude expérimentale est une premiére approche
avant d'examiner Les conditions pratiques d'expériences quelles
qu'elles soient ( détermination des rayons des sphéres, de la
viscosité du liquide, de la vitesse de rotation, etc ... ).

En particulier, il appmraft nécessaire d'effectuer une étude
expérimentale systématique des conditions de stabilite lLorsqu'en
utilise une électrode métallique pour injecteur et que la con-
duction n'est pas totalement négligeable ; L'exemple précédent
mettant en eévidence une instabilité pour @O = 350 V,alors

gu'on s'attendrait plutdt & quelques kV,illustre bien ce besoin.
7
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CONCLUSION
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Le présent travail constitue un premier pas dans
1'&tude théorigue et expérimentale de la classe de problémes
gui se posent lorsqu'on examine 1l'action de la force de
COULOME sur un liquide isolant, en géom&trie sphérique ou
guasi-sphérique, avec ou sans rotation.

Dans le cas d'une injection dans un liquide compris
entre deux sph&res concentrigues, l'é&tude de la stabilité 1li-
néaire présentée dans le Chapitre I montre qu'on a une grande
analogie avec le probléme idéal d'une couche sphérique chauf-
fée par 1'intérieur et soumise 3 une force de gravitation
( probldme de RAYLEIGH - BENARD sphérique ). Le probléme &lec-
trique offre cependant une plus grande richesse de situations
découlant de la possibilité de faire varier un paramétre sup-
plémentaire, le paramétre d'injection c® et d'injecter, soit
par la sphé&re intérieure, soit par la sphére extérieure ; dans
ces deux cas et pour différentes valeurs du paramétre C* cou=
vrant le domaine des injections faibles & fortes, les condi-

tions critiques ( £ T ) ont &té déterminées en fonction

c! ¢
du rapport n des rayons des sphéres ( 0,05 & u 1 ). L'inver-
] * . s ,
sion constatée ( lorsque C wvarie ) entre les criteres relatifs

=~

i l'injection par la sphé&re intérieure et la sphére extérieure
a été interprétée qualitativement. Dans le cas asymptotique de
L'injection faible, on a déterminé précisément les valeurs de
U ot se produit une discontinuité de la pente de la courbe

Pc ({ u ) en raison du saut d'une unité dans la valeur de Ec.
En particulier, dans le cas de l'injection par la sphére exté-
rieure, on constate qu'il existe un domaine de U

(0,06 g ugO0O,18) ol Kc = 2, ce qui suggére une expérience
pouvant avoir une relation avec la situation gtudiée analyti-
quement par CHOSSAT [ 12 1.

L'effet de la rotation sur le critdre d'instabilité
dans le cas de la couche plane traité& théorigquement au
Chapitre II ressemble dans ses grandes lignes a celui étudié
dans le cas thermique par CHANDRASEKHAR [ 10 ]. La rotation
joue en effet le méme rdle stabilisant dans les deux problémes

bien gque des différences existent dans le dé&tail des lois ; en
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particulier, dans le cas asymptotique des fortes rotations
( TAYLOR —> «@ )}, les critdres pour une instabilité convective

s'écrivent sous ia forme :

T, = ( facteur ) x ( TAYLOR ) /3

pour l'injection unipolaire et :
( RAYLEIGH ) = ( facteur ) x ( TAYLOR ) 2/3,

pour le probléme de RAYLEIGH - BENARD ; alors gue la dépendance
des nombres d'onde en fonction du nombre de TAYLOR est la mé&me

dans les deux cas ( au facteur prés ) :

k, = ( facteur ) x ( TAYLOR ) /%,

Ces résultats asymptotiques du calcul numérigque preuvent é&tre
déduit directement 3 l'aide d'arguments simples que nous avons
présentés. L'examen de l'apparition de 1'instabilité par oscil-
lations d'amplitude croissante renforce encore l'analogie avec
le probléme thermique et suggére de poursuivre 1'dtude numéri-
que des équations et de développer une &tude expérimentale
destinée & vérifier les prédictions de la théorie.

Le Chapitre III ( &coulement entre deux plans légdre-
ment divergents ) présente une &tude expérimentale simple mais
intéressante pour la mise en oeuvre effective d'un &coulement
méridien en géométrie sphére-ellipsoide pour leguel on devrait
observer, en l'absence de rotation, des cellules du type cel-
ilules de HADLEY. Les résultats expérimentaux présentds dans
cette partie sont bien €valués i partir des propriétés d'injec-
tion et de conduction volumique du liquide utilisé et devraient
permettre de définir de manilre réaliste les conditions expéri-
mentales des &tudes ultérieures.

Lorsque la rotation est pré&sente, on peut observer
( dans 1l'atmosph&re terrestre par exemple ) que les cellules
de HADLEY sont brisées, ce qui a été attribué au fait qu'elles
sont instables vis & vis d'une classe de perturbations dites
barocliniques [ 16 ]. Le syst@me sph2re-ellipsoide gque nous
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avons déj3 évoqué, ol la température est uniforme, ne semble
pas propre a donner lieu & des instabilités barocliniques.

En effet, étant donné que les vitesses du liquicde seront vrai-
semblablement négligeables vis & vis de la vitesse propre des
ions K E, la distribution des gradients de force est détermi-
née seulement par la géométrie, contrairement au cas purement
thermique oll la chaleur peut &tre convectée perpendiculairement
2 la force de gravitation. Afin de permettre ce type d'insta-
bilités, dont le rdle semble déterminant lorsque la rotation
intervient, et & la suite de travaux récents mettant en jeu

la température et l'injection [ 35, 9 1, 1l paralt envisa-
geable d'introduire des gradients de température conduisant

i des perturbations notables de la force électrique sans tou-
tefois entrainer des variations de densité telles que la gra-

vitation terrestre puisse jouer un rdle significatif.
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Il s'agit de trouver par intégration numérique

(méthode de RUNGE-KUTTA) et pour £ fixé, les valeurs

propres de P pour le systéme :

—_— —_-V

D2y - SPLCE+1) E
u(1—u)3 rt

avec les conditions aux limites

<
n

bv = 0 en r =, T

G =0 sur L'injecteur

Ce systéme d'ordre 5 peut se mettre sous ta forme de
5 égquations du Ter ordre ; on peut le mettre dans une
premiére étape sous une forme plus pratique en posant

7 = DﬁV; il vient :

.E.E =V
r‘l-l-
I = ﬂEV

07 - SPLUYD &
TG EITD R

ensuite en posant

yq = 6
Yo = v
Y3 = DV
Y, = Z
= DZ
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On obtient un systéme de 5 équations du premier

ordre.

Dy1 = r‘l’y2

DY2 = Y3
£CE+T) 2

Dy = —~——— vy, = = y; + vy

3 2 2 L3 4

Y4 = Vs ,
SPECL+T) 1 £ CL+1) 2

Dy5 Rt Y T T Vs
pe1-u)?d rY r? r

avec les conditions
sur L'injecteur Yq = Y5 = Yg = 0
sur le collecteur Y, = Y3 = 0

Ce probléme peut encore se formuler sous forme vecto-

rieltle :

(y11 er Y3r Y4; YS)

- =

= (Dy1t DyZI DY3; DyAI Dys)

@t on peut construire aisément & partir des équations

ci-dessus l'opérateur vectoriel linéaire M tel que
> e
DY = MY

Pour résoudre ce probléme, on choisit une subdivision
de Ll'intervalle d'intégration adégquate ainsi que deux
vecteurs linéairement indépendants et satisfaisant

les conditions aux limites sur {'injecteur = par
exemple Y% (inj) = (0, 0, 0, 1, 0)

et YB (inj> = (0, 0, 0, 0, 1). Par L'application, pour
chague pas de la subdivision de L'opérateur M, on est
ainsi en mesure de construire deux solutions linéaires
indépendantes du probléme mais aqui ne vérifient pas Lles

conditions aux limites sur le collecteur. On cherche
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alors Lla solution au probléme (celle qui vérifie toutes
les conditions aux timites) sous la forme d'une combinai-~

B

.. . >0 >
son linéaire des solutions Y et Y .

et on Lui impose de satisfaire les conditions aux limites
sur Lle collecteur ce gui revient & annuler les 2e et 3e

>
composantes de Y sur le collecteur :

a3 (collect.) + by% Ccollect.) = O

ay% (collect.) + byi {collect.) = 0

Ce systéme de deux équations & deux inconnues a et b

n'admet de solution que si son déterminant :

B

3

"
o
~

D(P) = yy(collectdyilcollect) - y§<coLLect)y§(coLLect)
Ce gqui nous donne une éguation que doit satisfaire P.
on Lla résoud en encadrant d'abord la racine de plus

petit module et en appliquant une des méthodes classigues

de résolution d'une éguation & une inconnue.
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