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Résumé : La notion de fonction affine n’est pas disponible (Robert et Rogalski, 2002)
pour bon nombre d’¢léves malgré un enseignement par les problémes. Nous avons essayé de
comprendre pourquoi et de trouver des pistes pour y remédier. Pour cela, nous avons analysé
le savoir enseigné en lien avec 1’épistémologie de cette notion, évalué les connaissances des
¢léves a la sortie du college pour identifier les difficultés qu’ils rencontrent, et expérimenté
différentes situations d’apprentissage. Nous avons utilisé¢ des outils inspirés du cadre de la
problématisation (Fabre et Orange, 1997) pour analyser les productions langagiéres des
¢leves, comprendre la maniére dont ils posent les problémes liés a I’affinité, comment ils
agissent sur les objets et effectuent des changements de cadres (Douady) ou de registres
(Duval). Cette étude nous a amenée a penser que la disponibilité du savoir est issue d’un
double processus: un apprentissage par problématisation de 1’outil, un processus de
secondarisation du discours. Nous avons fait I’hypothése qu’une approche de I’affinité par un
point de vue global et covariationnel devrait permettre aux ¢éléves de mieux comprendre en
quoi la fonction affine peut étre un outil de modélisation pour résoudre des problémes liés a la
covariation de deux grandeurs et pensé un format de séquence intégrant ces hypothéses par
une succession de situations basée sur I’idée d’une problématisation par analyse des
productions des ¢éleves (PPAP). L’objectif est de travailler la relation entre 1’action et 1’objet
de savoir. Nous avons expérimenté cette ingénierie afin d’en tirer quelques conditions
favorables pouvant servir a I’enseignement des fonctions affines.

Mots clés : apprentissage — collége — covariation — discours — fonction affine —
grandeurs — modélisation — problématisation

PROBLEMATIZING IN MATHEMATICS: LINEAR FUNCTIONS CASE

Abstract: For certain pupils, the notion of linear functions is not available in spite of a
teaching by problems. We tried to understand why and to find tracks to remedy it. For that
purpose, we analyzed the knowledge taught in connection with the epistemology of the notion
of affinity, estimated the knowledge of the pupils at the exit of the middle school to identify
the obstacles or the difficulties which they meet and experimented various situations of
learning. We used tools inspired by the framework of the problematization (Fabre et Orange,
1997) to analyze the linguistic productions of the pupils to understand the way they raise the
problems bound to the affinity, how they act on the met objects and how they make changes
of frames (Douady) or registers (Duval). This study brought to us to make the hypothesis that
the availability of the knowledge arises from a double process: a learning by problematization
of the tool, a process of secondarisation of the speech. Besides, an approach of the affinity by
a global point of view and covariationnel should allow the pupils to understand better in what
the linear functions can be a modelling tool to solve problems bound to the covariation of two
quantities measurable. We thought of a format of sequence integrating these various
approaches by a succession of situations based on the idea of a problematization by analysis
of the productions of the pupils (PPAP) to work the relation between the action and the object
of knowledge. We experimented this engineering to reach some favorable conditions which
can be of use to the teaching of the linear functions.

Key words: covariation — learning — linear functions — mathematics — middle school —
modelling — problematization — quantities —
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Introduction

Certaines notions ont un statut particulier dans les apprentisages mathématiques du
secondaire du fait de leur positionnement a 1’intersection de plusieurs cadres (Douady, 1986).
C’est le cas des fonctions affines enseignées en fin de college. Lorsqu’elles sont introduites,
elles interviennent comme outil dans le cadre des mesures de grandeurs et le plus souvent
comme objet dans le cadre algébrique du fait de leur définition, parfois réduite dans la
mémoire des €léves a I’expression « ax+b ». Elles servent ensuite a I’entrée dans ’analyse.
Mais, les difficultés que rencontrent les €léves dans la suite de leur scolarité attestent d’un
savoir sur I’affinité qui reste peu disponible (Robert & Rogalski, 2002) que ce soit au sein des
mathématiques, dans d’autres disciplines scolaires ou a I’extérieur de I’école. Notre recherche
a pour objectif d’explorer de maniére systémique différentes pistes pour tenter de remédier a
ces difficultés. De nombreux travaux se sont intéressés a la construction du concept de
fonction, en analysant en particulier la transition entre lycée et supérieur (Chesnais & Munier,
2015; Dubinsky & Mecdonald, 2001; Passaro, 2016; Vandebrouck, 2011; Vinner & Dreyfus,
1989). Ces travaux évoquent le plus souvent la fonction affine en tant qu’objet, considérant
que cet apprentissage est une premicre rencontre avec le concept de fonction. Nous avons
choisi de nous intéresser a cette notion en tant qu’outil de modélisation d’une situation ou les
accroissements des grandeurs sont proportionnels. La fonction affine est en effet une fonction
qui a la particularité d’étre caractérisée par son taux de variation de manicre relativement
simple. Nous allons donc nous placer dans une approche dans le cadre des grandeurs et viser
la problématisation de 1’apprentissage des fonctions affines comme outil de modélisation.

La Théorie des Situations Didactiques de Brousseau (TSD) s’appuie sur des
hypotheses d’un apprentissage par adaptation et par acculturation ; elle permet de construire et
d’analyser des situations didactiques et d’analyer le savoir construit par 1’¢éléve (Brousseau,
1988, 2011). Elle ne procure cependant pas d’outils pour comprendre comment s’effectue
cette construction par chaque ¢€léve au sein du collectif. Si la Théorie Anthropologique du
Didactique développée par Chevallard procure un cadre d’analyse de I’activité mathématique,
elle ne renseigne pas non plus sur la manicre dont chaque individu organise sa propre activité
dans ce collectif (Chevallard, 1999; Bosch & Chevallard, 1999; Bosch & Quilio, 2015). Nous
proposons donc de mobiliser un autre cadre, celui de la problématisation (Fabre & Orange,
1997; Orange, 2001, 2005b; Fabre, 2011; Orange, 2012), afin de comprendre ce qui organise
I’activité de 1’¢leéve. Nous nous appuierons en particulier sur la théorie de Piaget (Legendre,
2006; Piaget & Garcia, 1983) pour analyser a différents niveaux de granularité le tissage entre
les trois mondes mathématiques : le monde des objets, le monde de 1’action, le monde des
propriétés. Nous nous intéresserons en particulier a ce qui se joue a un niveau micro, au cours
de Dactivité, lors des échanges entre ¢€léves. Ces analyses nous améneront a penser de
nouveaux dispositifs didactiques tenant compte du role du langage dans le processus (Jaubert
& Rebiere, 2001; Jaubert, Rebiere, & Pujo, 2010) et donc a nous interroger sur le contrat
(Perrin-Glorian & Hersant, 2003; Hersant, 2001 2010, 2014) afin que 1’adéquation
contrat/milieu permette de limiter les malentendus (Bautier & Rayou, 2013). Dans la



continuité des travaux de Tall (Tall, 2006, 2014), nous testerons un dispositif permettant de
travailler la relation et les connexions entre les objets et I’action par la mise en place d’une
certaine « symbolique naturelle », qui pourra étre mise elle-méme en connexion avec une
« symbolique formelle ».

Dans une premicre partie, nous allons explorer la piste épistémologique en revenant
sur la chronogen¢se historique (Brousseau, 2003) de la notion de fonction affine, sur la
reconstruction didactique de cette notion dans notre systéme scolaire a différentes époques et
sur son organisation mathématique dans les programmes de 2008. Nous préciserons en
particulier comment différents points de vue sur la fonction affine peuvent amener des
représentations plus ou moins en cohérence avec la topogenese de cette notion (Brousseau,
1992). Nous terminerons cette premicre partie par le choix de cadres théoriques pour
concevoir et analyser les situations d’enseignement-apprentissage en tenant compte en
particulier de I’activité de 1’¢léve. Dans la deuxiéme partie, nous allons nous intéresser aux
contraintes externes qui pesent sur I’éléve : ses représentations, ses connaissances, le role du
contrat didactique, les conversions de registres et les changements de cadres qu’il peut
effectuer. Nous identifierons certains effets du milieu sur ’apprentissage par 1’analyse de
différentes situations expérimentées a différents niveaux de la scolarité. Nous en tirerons
quelques caractéristiques d’une situation a-didactique favorisant la construction d’un savoir
apodictique que nous appelons problématisation par analyse des productions (aussi notée
PPAP). Enfin la troisiéme partie sera consacrée a 1’¢laboration, 1’expérimentation et 1’analyse
d’une ingénierie de type PPAP a la fin du college. Nous conclurons sur la pertinence de nos
outils d’analyse et sur les limites de notre ingénierie en termes de transposition dans les
classes dites ordinaires. Nous préciserons en quoi 1’évolution des programmes scolaires
amene une nouvelle organisation mathématique du savoir et comment les pistes que nous
proposons peuvent s’inscrire dans cette évolution de 1’enseignement de la notion de fonction
affine.



Partie 1
Cadres théoriques et méthodologie

Notre objectif est d'identifier ce qui peut amener des incohérences dans l'enseignement
de la fonction affine et de repérer ce qui peut générer les difficultés que rencontrent les éleves
dans l'utilisation de cette notion pour résoudre des problémes. Cette premiere partie vise a
définir les cadres théoriques que nous allons mobiliser dans notre étude. Dans le chapitre I,
une analyse épistémologique va nous aider a comprendre l'organisation mathématique de la
notion de fonction affine et la genése de cette organisation. Nous verrons dans le chapitre II
que différents points de vue sont possibles. Ces deux chapitres nous ameneront a formuler des
hypothéses pour penser une approche différente de I'enseignement des fonctions affines au
college. Enfin pour mesurer l'impact des situations d'enseignement-apprentissage sur la
disponibilité du savoir chez les €leves, nous caractériserons dans le chapitre III les différents
cadres théoriques dans lesquels nous allons effectuer nos analyses. Ces cadres nous améneront
a construire des outils d'analyse des situations et de 1'activité de 1'éléve que nous allons mettre
en place pour tester nos hypothéses dans la partie 2, concevoir et expérimenter des séquences
d'enseignement-apprentissage dans la partie 3.



Chapitre | : Analyse épistémologique

Dans ce chapitre, nous allons revenir sur I'épistémologie de cette notion puis nous
allons préciser ce qu'est aujourd’hui la fonction affine dans la culture scolaire de la classe de
4° du collége a la classe de seconde, c'est-a-dire pour des éleves de 14 a 17 ans. Ce détour
¢épistémologique vise a comprendre en quoi cette notion peut perdre beaucoup de son sens
dans I'enseignement actuel et a expliquer certaines difficultés que peuvent rencontrer les
¢leves. A travers 1'étude des programmes scolaires de 1800 a nos jours, nous allons revenir sur
I'évolution de cet enseignement, ses finalités et son organisation. Il s'agit ici de préciser les
connaissances dont peuvent disposer les éléves aux différents niveaux de la scolarité ainsi que
les liens établis entre les différentes compétences travaillées au cycle 4 et en classe de
seconde. Cette analyse posera quelques principes qui guideront nos choix de situations
d'enseignement apprentissage ainsi que des éléments indispensables a la reconstruction de
l'activité des €leves a partir de leurs productions.

Actuellement la définition de la fonction affine la plus utilisée dans les programmes,
les sites sur l'internet ou les manuels a I'école est :

Une fonction affine f est une fonction définie sur IR par :
Ve R — R
x—>fx)=ax+b

ou a et b sont des nombres réels.

Cette définition usuelle s'appuie sur l'utilisation de l'algébre. Elle était pertinente au
lycée a une époque ou le calcul algébrique était un objectif d'apprentissage au collége. Or si
nous nous intéressons aux résultats en mathématiques en fin de collége révélés par le
dispositif CEDRE (Cycle des évaluations disciplinaires réalisées sur échantillon) en mai 2014,
nous apprenons que « le taux de réussite aux items demandant a 1'éleve de développer ou
factoriser une expression baisse en moyenne de 8 points de pourcentage entre 2008 et 2014 »
(Note d'information DEPP N°19, mai 2015"). Aujourd'hui les éléves ont donc une maitrise
insuffisante de l'algebre au collége pour que cette définition puisse avoir du sens au moment
de l'introduction de la notion de fonction. Nous verrons dans les paragraphes qui suivent que
d'autres approches sont possibles mais que chacune mobilise des connaissances différentes
qui peuvent étre aussi source de difficultés pour les éleves.

Les deux analyses proposées dans ce chapitre visent & comprendre ce qui a pu motiver
la transposition didactique actuelle (Chevallard, 1985).

Nous utiliserons régulicrement la notion de cadre (Douady, 1986) et de registre
(Duval, 1993). Ces notions permettent de distinguer le domaine mathématique dans lequel
nous travaillons du registre sémiotique utilisé pour formaliser ce travail.

"http://cache.media.education.gouv.fi/file/2015/26/0/depp-ni-2015-19-cedre-2014-mathematiques-
college 422260.pdf consulté le 06/02/2016
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1.1 : Repéres historiques sur 1'évolution de la notion de fonction affine

Nous allons nous intéresser a la genese et a 1'évolution du concept de fonction affine
du moyen-age a nos jours, cette étude n'est pas exhaustive et ne reléve pas d'un travail
historique en tant que tel. Il s'agit de donner quelques reperes pour situer I'approche de cette
notion dans l'enseignement a partir des travaux d’histoire des mathématiques (Dhombres,
1983; Dhombres, Dahan-Dalmedico, Bkouche, Houzel, & Guillemot, 1987) et de différentes
publications (Dahan-Dalmedico & Peiffer, 1986; Dorier, 1996).

La communauté¢ mathématique a utilisé des textes de savoirs trés variés suivant les
époques pour définir la fonction affine. Le concept et le formalisme semblent apparaitre par
petites touches au croisement de différents cadres (Douady, 1986) qui ont eux-mémes évolué
dans des directions différentes. Nous allons repérer malgré tout un certain nombre d’éléments
qui vont nous permettre d’identifier les obstacles rencontrés par les mathématiciens a travers
trois grandes périodes : le moyen age et la Renaissance, I’époque classique et 1’époque
moderne.

I.1.1 : Le moyen-dge et la Renaissance

Le développement des mathématiques arabes et de 1’algebre a permis la naissance du
calcul des polynomes. Le dépassement de 1’obstacle 1i¢ a la contrainte d’homogénéité¢ des
équations permet de ramener le plus d’équations possible a des types canoniques associés a
des procédures de résolution dans 1’idée de se rapprocher d’équations linéaires.

L’apparition de la notion de fonction au XIV*™ siécle est en quelque sorte une vision
numérique des raisons euclidiennes du livre V d’Euclide. Les mesures de longueurs servent
de modele universel pour toutes les mesures de grandeurs. Oresme dans son « Traité sur la
configuration des qualités et du mouvement » (Costé, 1996) appelle « qualité » les variations
d'une grandeur en fonction d’une autre grandeur. Il a I'idée de représenter cette variation :

« Les propriétés de cette qualité en seront examinées plus clairement et plus
facilement des lors que quelque chose qui lui est semblable est dessiné en une
figure plane, et que cette chose, rendue claire par exemple visible, est saisie
rapidement et parfaitement par imagination ...car I'imagination des figures aide
grandement a la connaissance des choses méme. » cite Costé (1996)

Il étudie ensuite mathématiquement les représentations obtenues et en fait une
classification. En particulier, il compare les espaces parcourus par un mobile sur des temps
¢gaux, ce qui lui permet de dire que la « rapidité » est plus ou moins grande. Il représente
graphiquement cette grandeur, en fonction du temps écoulé. La durée est représentée par une
droite horizontale. En chaque point de cette droite, Oresme éléve une perpendiculaire dont la
hauteur est proportionnelle a la rapidité (qui peut étre assimilée a notre notion contemporaine
de vitesse instantanée du mobile) a I’instant correspondant. II arrive a la conclusion que I’aire
de la partie du plan balayée par les verticales est proportionnelle a la distance parcourue par le
mobile sur un intervalle de temps donné.



Oresme caractérise différentes figures (voir graphique 1) :

|

graphique 1: Figures du texte original d'Oresme

difformémaent difforme

f uniformémant difforme
umforme

Nous allons interpréter ces graphiques avec nos mathématiques contemporaines pour
montrer le lien entre ces représentations et nos registres actuels. Dans un mouvement
rectiligne a vitesse constante, la distance parcourue est proportionnelle a la durée du parcours.
Une telle qualité est dite « qualité uniforme ». Nous allons la représenter par un rectangle
ABCD (voir graphique 2), le mobile se déplace sur un intervalle de temps proportionnel a la
longueur AB a une vitesse constante proportionnelle a la longueur AD. La distance parcourue
pendant cet intervalle de temps est proportionnelle a l'aire du rectangle ABCD. Avec nos
notations actuelles, on écrira que la vitesse V est constante (V = AD) sur un intervalle de
temps Atr (At = AB) et que la distance x parcourue pendant cet intervalle de temps est
x=V xAtdoncx=AD x AB.

D C

A B
graphique 2: Qualité uniforme

Dans un mouvement rectiligne uniformément accéléré, I'accroissement de la vitesse
est proportionnel a la durée pendant laquelle se produit cet accroissement. Ainsi une « qualité
uniformément difforme terminée a un degré nul » est représentée par un triangle rectangle.
Nous allons représenter ce triangle dans un repere (voir graphique 3). Sur l'intervalle de temps
AB, le mobile passe d'une vitesse nulle a la vitesse V représentée par la longueur BC, son
mouvement est uniformément accéléré. La distance parcourue sur cet intervalle de temps
correspond a l'aire du triangle ABC, c’est-a-dire la partie du plan balayée par les verticales.
Avec nos notations actuelles, si nous notons ¢ un instant et V' (¢) la vitesse instantanée du
mobile a I’instant ¢, I’accélération est constante sur I’intervalle de temps AB et est égale a

BC . . . BC
AB La vitesse est proportionnelle a ¢, elle peut alors s’exprimer par V:EXt' La
distance parcourue s’obtient aujourd’hui par intégration :

BC, ., _BC

1|
2= rdi=2= X = AB'== BCX AB
) AB AB "2 2



Nous obtenons la représentation graphique d'une fonction linéaire dans le repere
d'origine A.

Vitesse

B

temps

graphique 3: Qualité uniformément difforme terminée a un degré nul représentée dans un repére

De la méme maniére, une « qualité uniformément difforme » est représentée par un
trapeze (voir graphique 4). Le mobile a une vitesse AD a l'instant A et une vitesse BC a
l'instant B, pendant l'intervalle de temps AB, son mouvement est rectiligne uniformément
accéléré. Avec nos mathématiques contemporaines, si nous notons ¢ un instant et V(z) la
vitesse a I’instant 7, une accélération constante est caractérisée par le fait que :

14 (tl)_v(tZ) _ t,—t,
V(t)-V(t) t,—t

pour tous #;, ¢ et ¢; distincts.

La distance parcourue pendant I’intervalle de temps AB est I’aire du trape¢ze ABCD.

Si nous reprenons les notations précédentes, la vitesse a 1’instant ¢ peut s’écrire aujourd’hui :

BC—-AD . . .
V(t)= AD+TXt par intégration la distance parcourue est :
" . BC—AD BC—AD _ 1 1
fAD+—><tdt:AD><AB+—><§AB2:AD><AB+§><(BC—AD)><AB
0

Nous avons la représentation graphique d'une fonction affine dans le repere d'origine A.

Witesse

A B

temps

graphique 4: Qualité uniformément difforme



Oresme se propose de résoudre des probleémes géométriques en les déplagant vers des
résolutions d'équations algébriques. C’est la premiére fois qu’apparait I’idée de représentation
graphique. Lorsqu’il écrit :

Ainsi on peut dire que la qualité difforme est telle que trois points quelconques du
sujet étant donnés, le rapport de la distance entre le premier et le deuxiéme a la distance
entre le deuxiéme et le troisiéme est comme le rapport de 1’excés d’intensité du premier
sur le deuxiéme a I’exces d’intensité du deuxiéme sur le troisiéme. (Nicole D’Oresme,
Sur la configuration des qualités, v.1350)

Il s’agit en fait de caractériser la relation par une proportion qui n’est autre que
« I’écriture analytique du théoréme de Thaleés » (Dhombres et al., 1987).

Toujours avec notre regard contemporain, si f(x) est I’intensité de la qualité¢ en x, on
f(x1>_f(x2) ot
S (x2)—f (x3)

peut interpréter la caractéristique énoncée par Oresme comme 1’égalité de

X=X,

P Si la traduction de cette partiec du texte peut préter a différentes interprétations?
27 A3

(suivant ce que Oresme cherche a désigner, il pourrait s'agir de simples proportions), on peut
cependant noter que cette égalité est équivalente avec les notations actuelles a Ia

) ., ) f(x1>_f(x2) _ f(xz)_f(xz.) ) , .
proportionnalité des accroissements = qui caractérise les
X1—X, Xy~ X3

fonctions affines. Les relations entre grandeurs qui ne sont ni constantes, c’est-a-dire qui ne
sont pas des qualités uniformes telles que les définit Oresme, ni des qualités uniformément
difformes, sont appelées des qualités difformément difformes. Si Oresme démontre que le
trapeze est la représentation graphique qui représente les qualités uniformément difformes, il
ne démontre pas la réciproque et pourtant la tient pour vraie en définissant les autres cas
comme la négation des deux qualités que sont les qualités uniformes et les qualités
uniformément difformes.

Cette lecture de ces travaux nous permet de retrouver ici une relation fonctionnelle
caractéristique d’une fonction affine (Dhombres, 1983) en donnant une expression générale
du théoréme dit de Merton sans référence cinématique. Ce théoréme énonce que dans le cas
d’un mouvement uniformément accéléré de vitesse initiale v; et de vitesse finale v, la distance
parcourue sur un temps déterminé est la méme que celle parcourue pendant cette méme durée
a une vitesse moyenne de v; et v. En remplagant x. par la moyenne de x; et x; dans la relation
obtenue par Oresme, on obtient :

f(x1;x3): f(x1);f(x3>

On peut estimer que la représentation du rapport comme une vitesse a ¢&té
déterminante. Elle donne un statut et une existence pragmatique a ce rapport.

*http://wwwrc.obs-azur.fr/cerga/SitePierreSouffrin/ consulté le 06/02/2016
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Au moyen-dge et a la Renaissance, les variations d'une grandeur sont donc
représentées par une figure, on appelle qualité uniformément difforme 1'équivalent des cas
d'affinité, et 1'idée de mouvement uniformément accéléré ameéne a des expressions mettant en
¢vidence la proportionnalité des écarts.

1.1.2 : L’époque classique

Avec Francois Viete (1540-1603) nait I’ Art analytique. Les grandes nouveautés sont la
représentation des grandeurs par des lettres et les calculs sur les lettres qui permettent d’écrire
pour la premiere fois des formules. Il s’agit d’une théorie des équations mettant en jeu des
grandeurs et des coefficients (terme nouveau). Cependant, c’est Descartes qui, dans sa
géométrie des coordonnées, va rendre I’algebre indépendante de la géométrie et se libérer de
la question de ’homogénéité. Il va prouver que la résolution algébrique permet de résoudre
des problémes géométriques qui n’avaient pas encore de solution. Il introduit les équations
cartésiennes comme caractérisation de lignes. Avec Descartes, la courbe est un outil qui
permet de résoudre des problémes par la recherche de lieux de points, elle se passe de toute
idée de fonction. On peut lire dans L’Encyclopédie de Diderot et D’ Alembert :

Il est visible que I’équation d’une courbe étant résolue, donne une ou plusieurs
valeurs de I’ordonnée y pour une méme abscisse x, & que par conséquent une courbe
tracée n’est autre chose que la solution géométrique d’un probléme indéterminé, c’est-a-
dire qui a une infinité de solutions : c’est ce que les anciens appelloient lieu géométrique.
(Diderot & d’Alembert, 1751)

Notons qu’a cet article « courbe » il est précisé que « Courbe, ajolite-t-on, pris en ce
sens, est opposé a ligne droite, dont les points sont tous situés de la méme maniere les uns par
rapport aux autres. »

m .

Schéma 1: trajectoire de points en mouvement



Au XVII*™ siécle, c’est I’étude des mouvements qui va permettre a la notion
d’évoluer, il s’agit de comprendre et non d’expliquer dans le but de résoudre des problémes
techniques (Barbin, 2001). On étudie les équations des courbes, celles-ci étant considérées
comme des trajectoires de points en mouvement. C’est avec Leibniz que la grandeur AB qui
varie lors d’un déplacement d’un point A d’abscisse x sur une ligne, est considérée comme
remplissant une certaine fonction dans I’engendrement de la courbe (voir schéma 1).

Un autre aspect est la représentation de la fonction dans le registre algébrique par une
formule, facilitée par le symbolisme apporté par Viete. Les problémes de minimum, de
maximum, de tangente vont nécessiter le calcul infinitésimal. Deux conceptions vont alors se
développer en paralléle : la conception de la fonction comme équation relativement a une
courbe, et celle de fonction comme expression analytique. La notion de fonction va prendre
de la distance par rapport a la géométrie avec Jean Bernoulli qui va définir la fonction comme
processus de calcul entre une variable et des constantes, cette variable n’étant plus li¢e
systématiquement a une grandeur géométrique, il introduit la notation fx qui deviendra f{x) et
ne fait donc plus explicitement référence a I’ordonnée d’un point dans un repére cartésien.

Le substantif « affinité » est introduit par Euler en 1748 dans son Introduction a
["analyse infinitésimale pour caractériser en analyse les applications ou fonctions qui sont du
premier degré. Avec Euler, une fonction du premier degré est caractérisée par le fait qu’elle
est une fonction uniforme (une seule valeur déterminée par quelque valeur déterminée que
I’on donne a la variable), algébrique (elle n’utilise que des opérations algébriques et non des
opérations transcendantes par exemple), rationnelle, et il fait aussi la distinction entre enticres
et fractionnaires.

En parall¢le, le probléeme de la résolution des systémes linéaires d’équations ameéne
Gabriel Cramer (1704-1752) a définir une méthode qui se développera ensuite avec la théorie
des déterminants et 1’écriture matricielle.

1.1.3 : L’époque moderne

Dans les années 1840, Grassmann pose les bases de la théorie des espaces vectoriels, il
cherche a étudier la géométrie en développant une axiomatique rigoureuse permettant des
calculs. C’est a ce moment que la question de la linéarité émerge reprise ensuite par Peano et
bien d’autres.

Un autre concept va se lier a la notion de fonction, celui de nombre réel et avec lui
I’idée de continuité. Si jusqu’a présent la légitimité des assertions passait par la géométrie, le
développement de I’algebre et du calcul devait pouvoir supplanter la géométrie a condition
d’y construire un ensemble de nombres pouvant représenter I’idée de grandeur continue. En
associant a chaque point de la droite réelle son abscisse, la construction de I’ensemble des
réels allait a son tour ouvrir de nouveaux horizons. Georg Cantor cherche a travers sa théorie
des ensembles a traiter I’infini comme un objet homogene aux autres quantités numériques. A
partir de 1880, cette théorie des ensembles apparaitra comme une synthése unifiant les savoirs
mathématiques, créant de nouveaux objets, regroupant les anciens dans des structures,
englobant les connaissances arithmétiques et géométriques.



L’équipe Bourbaki a partir de 1930 va redéfinir une grande partie des connaissances
mathématiques en partant du général vers le particulier, les structures ayant un intérét deés
qu’elles permettent d’étudier en une seule opération toute une catégorie de situations. Les
calculs donnent alors leur valeur de vérité aux assertions. L’organisation est axiomatique et la
logique prend de fait plus d’importance au point de devenir une discipline et d’avoir son
propre formalisme.

Ainsi va naitre la notion d’espace vectoriel de fonctions. Dans 1’idée de regrouper les
problémes qui nécessitent les mémes types de traitement, on met en relation tout ce qui a un
lien avec les questions de linéarité que ce soit dans le domaine du calcul vectoriel, de la
géométrie, de 1'étude de systemes d’équations numériques et différentielles linéaires, des
formes bilinéaires etc. Un outil devient central, il s’agit du déterminant. Tandis que se
développent les techniques et les applications du calcul matriciel et des déterminants, on
commence a imaginer des espaces a n dimensions. Ces questions amenent celle de la linéarité
en dimension infinie. Les problémes en sciences physiques, comme la corde vibrante,
I’équation de la chaleur, les mouvements des planétes, demandent a résoudre des systémes
linéaires. Fourier en 1822 devant I’infinité des équations et des inconnues, étudie un sous-
systéme d’ordre n avant de passer a la limite. Cette procédure est treés lourde et trés technique.
On note une similitude avec le langage géométrique et la définition axiomatique d’espace
vectoriel de Peano. Pincherle en 1912 considére toutes les combinaisons linéaires des
fonctions régulieres au voisinage d’un point. Il étudie ce qu’il appelle « operaziono »
(application) et « operazioni distributive » (applications linéaires). L’idée est de repérer entre
les deux procédures une méme structure topologique (Dorier, 1996).

De nouvelles caractérisations des applications linéaires vont émerger d’une définition
générale dont 1’expression algébrique f{x) = ax n’est qu’un cas particulier.

La définition d’une application affine peut alors prendre différentes formes. La
fonction affine peut par exemple étre caractérisée par :

fE—-F
Vix;y) € B2V (aip) € A% f(ax +By)= affx) +B/(y)

fest un homomorphisme de (E ; +; X) dans (F ; +; X).

ou par la matrice A = de déterminant nul.
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ou encore sur d’autres notions comme en attestent les exemples qui suivent tirés
d’ouvrages de cette période.



Dans « Applications de 1’algebre et de 1’analyse a la géométrie » de Pierre Martin
(1967) on trouve :

Etant donné deux espaces affines A et B attachés a deux espaces vectoriels E et F
sur le méme corps K, on dit que u de A dans B est une application linéaire si, quelle que
soit la famille finie d’¢éléments (m;,; Ai) de AXK possédant un barycentre g, u(g) est le
barycentre des éléments (u(m;) ; Ai) de BXK avec 1< i < k, k fini quelconque. Il existe
une application linéaire f et une seule, de E dans F, telle que pour m et n quelconques dans

Aetm’ =um),;, n’ =um)onaf(nn)= m'n'.

Dans le « Dictionnaire des mathématiques » d’Alain Bouvier, Michel Georges et
Frangois Le Lionnais en 1979 on peut lire :

Soit E et F deux espaces affines attachés aux espaces vectoriels E et F sur un corps K. Une
application u de E dans F est dite affine s’il existe une application linéaire f'de E dans F
(elle est alors unique) telle que, pour tout point M de E et pour tout vecteur v de E, on ait :
wM+ ) =uM)+[(7)

Les applications affines de IR dans IR sont de la forme x — ax+b et leurs représentations
graphiques sont des droites, leurs applications lin€aires associées sont les applications

X — ax.

1.1.4 : Caractérisation des fonctions affines a chaque période

Dans cette évolution, nous repérons quatre sauts épistémologiques : le passage du
calcul arithmétique au calcul fonctionnel, celui du discret au continu, celui de la courbe au
graphe de fonction et enfin celui de la fonction numérique a la fonction comme élément d'une
structure plus générale. Nous pouvons donc imaginer que I'enseignement de cette notion, de
1'école a la fin du secondaire, demande une prise en compte de ces sauts épistémologiques qui
peuvent devenir des obstacles épistémologiques pour les éléves.

Par ailleurs, la notion d'affinité traverse différents cadres (Douady, 1986) : algébrique,
arithmétique, géométrique, fonctionnel, qui interviennent différemment suivant les périodes et
qui amenent des conceptions plurielles de l'objet. Dans le tableau 1, nous résumons les
principaux champs de problémes qui ont contribué a la formalisation de la notion de fonction
affine, dans une dualité¢ outil-objet (Douady, 1986). Ce tableau est organis¢ de fagon
chronologique. Les caractérisations indiquées utilisent, de fagon anachronique, les notations
actuelles.

Actuellement, on retrouve une pluralité du méme type dans la manicre d'introduire la
notion de fonction aupres des ¢€léves. La fonction peut étre considérée comme une relation
entre des nombres, comme un processus d'évolution qui lie deux grandeurs, comme un
processus de calcul entre des nombres, ou comme 1'expression liée a 1'équation d'une courbe.
Nous allons regarder comment ces différentes approches sont intervenues dans les
programmes scolaires et dans quelle chronologie elles sont étudiées a 1'école.



Types de problémes qui | Types de caractérisation Cadre au sens de Douady
induisent l'utilisation des (1986)
fonctions affines
Problémes géométriques | Théorie des proportions Géométrie euclidienne
comme cas particulier des Y= Y1 Y=Y,
problémes de grandeurs X,—X;  X3—X,
Problémes de cinétique Caractérisation fonctionnelle Mécanique
X +x5. v(x)+v(x,)
v(——)=
2 2

Problémes géométriques | Caractérisation analytique Géométrie analytique
ou cinétiques résolus par f(x)=ax+b
l'algebre
Problémes liés a la Caractérisation vectorielle Algebre linéaire
résolution de systémes u(M+v)=u(M)+f(v)
linéaires

Tableau 1: Caractérisation des fonctions affines a partir des différents problemes de [’histoire des
mathématiques

1.2 : La fonction affine dans les programmes scolaires du collége et du lycée

Nous allons étudier les programmes a travers les textes officiels, des rapports ou des
instructions (Belhoste, 1995) ainsi qu'a travers certains manuels cités dans ces mémes
rapports ou dans le bulletin de ' APMEP (Association des Professeurs de Mathématiques de
'Enseignement Public) comme étant des ouvrages de référence. Du XIX™siécle a 2016, nous
allons nous intéresser a la place donnée aux fonctions affines et linéaires dans l'enseignement,
aux niveaux scolaires qui correspondent a la fin du cycle 4 actuel et au début du lycée (¢éleves
de 13 4 16 ans). Nous n’étudierons pas les programmes entrés en application a la rentrée 2016
car les expérimentations ont été faites avant cette date, par contre nous reviendrons sur ces
programmes dans notre conclusion. Par ailleurs, nous nous limitons a ce niveau d’étude car
les fonctions n’apparaissent pas dans les programmes avant le cycle 4. Nous nous aiderons de
I' « Histoire générale de I'Enseignement et de I’Education en France » d'Antoine Prost (1981)
pour comprendre les choix qui sont faits pour établir les programmes. Cette analyse va nous
permettre d'identifier différentes périodes et de pointer une évolution qui permet de
comprendre certaines difficultés liées a l'apprentissage de cette notion qui perdurent
aujourd'hui.

I.2.1 : Premiére période avant 1902 : I'algébre au service de la géométrie

Nous allons regarder comment certaines définitions sont présentées dans les manuels
pour repérer des disparités et des continuités. Ces exemples ne sont pas choisis pour leur
aspect novateur mais parce qu’ils sont indiqués dans les programmes comme étant des
références et donc témoignent des choix de transposition didactique et des objectifs de
I’apprentissage a cette époque.



Sur cette période, l'algebre a pour fonction d'outiller la résolution de problémes
géométrique par leur mise en équations. L'algebre est censée rendre la recherche plus simple
et plus sire, le traitement algébrique permettant un traitement exhaustif. Elle permet en outre
une aide a la formulation et se révele économique en écriture. Elle a cette force de généraliser
et de donner des procédures transférables a une famille de problémes du méme type. On
retrouve ce premier aspect du programme dans les études de haut niveau comme par exemple
dans le programme d’admission a 1’école polytechnique du 9 ventose an VIII (28 février
1800) ou on peut lire : Application de 1’algebre a la géométrie comprenant les propriétés de la
ligne d’apres son équation.

Le reglement des études des lycées et des colleéges du 28 septembre 1814 préconise
I' « Arithmétique » de Bezout, Bossut, Marie ou Lacroix et 1' Algeébre de Lacroix. Dans son
ouvrage, Bossut (Bossut, 1808) montre en quoi la mise en équation des problémes du
géometre permet non seulement des résolutions efficaces mais ouvre sur de nouveaux champs
de recherche :

En lisant avec attention les anciens géomeétres, on appercoit facilement qu'ils
possédoient une espece d'analyse de ressemblante a la notre par les principes, traitant les
quantités connues comme les inconnues, et cherchant les rapports qu'elles ont les unes
avec les autres. Mais ils n'avoient pas su la généraliser et la réduire en calcul. Chaque
question particuliere exigeoit d'eux une méthode qui, pour ainsi dire, y flit propre
individuellement. Quelques génie, quelque élégance qu'ils missent dans leurs solutions,
on regrettoit souvent qu'elles fussent trop bornées et trop pénibles. Il étoit a désirer que le
géométre, s'élevant a une plus grande hauteur, plit embrasser d'un méme coup-d'oeil et
comprendre dans une méme formule générale toute une famille de problémes. C'est a
quoi les modernes parvinrent en appliquant l'algebre a la géométrie. Cette heureuse
alliance produisit dans l'empire des mathématiques une révolution qui en recula
prodigieusement les limites. (Bossut, 1808)

Il choisit donc dans son ouvrage de montrer comment les notions élémentaires
peuvent étre redéfinies par cette mise en équation. Il est intéressant de repérer les problémes
qui, a cette époque, vont justifier 1'étude de ce qui n'est pas encore nommé « fonction affine »
et de voir comment ces problémes s’articulent avec la mise en texte du savoir. Reprenons par
exemple la définition de la droite dans les cours de mathématiques de Bossut :

La ligne droite est celle AB qui va d'un point A a un autre B, sans se détourner en
aucun sens ; elle peut étre regardée comme produite par le mouvement du point A qui
marche de A vers B, en suivant toujours la méme direction. (Bossut, 1800)

Nous avons ici une définition de type réelle essentielle qui s’appuie sur la perception
(Ouvrier-Buffet, 2003). Bossut (1800) démontre que deux points suffisent a définir une droite
en ces termes :



La ligne droite exprime la distance ou le plus court chemin d'un point A a un autre
B. Ce plus court chemin est nécessairement unique ; de sorte que du point A au point B
on ne peut mener qu'une seule ligne droite, ou que si on veut en mener plusieurs elles se
confondront toutes en une seule et méme ligne. En d'autres termes, deux points suffisent
pour déterminer la position d'une ligne droite. (Bossut, 1800)

Nous sommes donc passés d'une définition de nature perceptive a une caractérisation
par compréhension avec un caractére d'optimisation lié¢ au concept de distance. On peut noter
que les arguments sont du domaine empirique, ce qui peut difficilement étre autrement étant
donné qu'il s'agit d'un axiome d'Euclide. Il s'agit d'une argumentation par la rhétorique, c'est la
force du discours qui doit convaincre, discours éventuellement renforcé par la donnée de
contre-exemples : si on prend des lignes brisées, le chemin sera plus long. On peut donc
penser que dans l'esprit de l'auteur, I'enseignement d'un concept mathématique comme celui
de droite passe par :

* une définition perceptive de I'objet mathématique et d'équivalences ;
* lamise en évidence d'exemples ou de contre-exemples ;
* des représentations du concept.

Cette définition ne met pas le concept en relation avec des problémes ou des questions.
Cette introduction de l'ouvrage vise a poser des définitions et des notions préliminaires, la
fonction de cette définition est plutot une fonction de communication.

Sous 1'Empire, la place des disciplines scientifiques diminue. C'est I'enseignement
humaniste qui est censé former 'homme moral et cette formation doit étre acquise pour que
l'on puisse enseigner les sciences. Les mathématiques retrouvent une place dans les classes de
philosophie a partir de 1821. L'horaire hebdomadaire prévoit 9 heures de sciences dans cette
section contre 3 heures en classe rhétorique. Le livre indiqué pour cette classe de philosophie
est I' « Application de 1’algebre a la géométrie » de Bourdon. Dans cet ouvrage (Bourdon,
1831), nous avons une définition mathématique de la droite dont 1'axiomatique est la suivante
(voir annexe 1) : en premier est définie 1'équation d'un point, c'est-a-dire la caractérisation
d'un point par ses coordonnées dans un repére ; puis reprenant cette définition, nous avons une
caractérisation des points de la droite par leurs coordonnées qui vérifient une relation de la
forme y = ax + b. Suit une discussion de tous les cas possibles. Par exemple, b est défini
comme une distance, b est donc un nombre positif. La définition va devoir étre généralisée au
cas ou b est négatif, de méme pour g, ainsi que pour les cas particuliers a = 0 et b =0. Tous
seront ¢tudiés pour arriver a une formule générale. Nous avons donc ici une définition de type
analytique qui se base sur le fait qu'elle fait barrage a toutes les exceptions.

Qu'en est-il dans les enseignements qui précédent cette classe de philosophie (classe
de terminale aujourd'hui)? Dans le programme de 1’enseignement des mathématiques
préparatoires dans les colleges royaux de Paris et de Versailles de 18 octobre 1833, on peut
trouver :



Cours ¢élémentaire d’arithmétique

Nombres concrets

Définition et propriétés principales des rapports et des proportions
Régle de trois simple, direct et inverse

Reégle de trois composée

Regle de société

Regle d’intérét simple

Regle d’escompte

Géométrie

Définition de la ligne droite

Les problémes de proportionnalité sont traités par des procédures arithmétiques et la
droite est définie dans le cadre de la géométrie. Aucun lien n'est fait entre les deux cadres.
Rien n'est prévu pour accompagner le saut conceptuel qui consiste a résoudre par I'algébre des
problémes géométriques. Pourtant les propriétés de linéarité sont censées €tre acquises par les
exercices et ensuite formalisées par 1'écriture algébrique. On trouve par exemple ce type
d'épreuve au baccalauréat és lettres du 14 juillet 1840 :

18 . Démontrer que la somme des antécédents est a la somme des conséquents
comme un antécédent est a son conséquent.

Avec nos notations actuelles la raison étant le quotient de I’antécédent par le
conséquent, I’exercice revient a démontrer que pour tous nombres positifs y;, y. et x;, x> non-

e 1L, wty, oY, . ..
nuls, nous avons I’égalit¢ : ———— = — = — qui est la propriété de linéarité additive.
X+ X, X, X,
Mais ici encore, les démonstrations se font dans un cadre et aucun aller-retour n'est
attendu entre géométrie et algebre.

Cette période se caractérise par une « conception positiviste » de la science. Les
mathématiques apparaissent comme une science déductive utile a toutes les autres sciences.
Pour ce qui concerne son enseignement, il semble que les mathématiques ont une place
privilégiée, on reconnait comme essentielle la rigueur déductive qui la caractérise.

Il est nouveau que les mathématiques soient élevées au rang de discipline
scolaire, formatrice de I’esprit a rang égal avec les humanités classiques. D’autre
part, il est tout aussi nouveau que des finalités praticiennes (en référence a des
pratiques ou secteurs d’activités professionnelles ou sociales) soient reconnues
comme relevant de 1I’enseignement secondaire. (Gispert, 2000)



Les mathématiques représentent donc a elles seules la majorité des enseignements
scientifiques qui ont une place bien modeste dans I'enseignement secondaire traditionnel. A
noter qu'a cette époque, le lycée n'accueille pas plus de 5 % d'une classe d'dge. Par contre la
démarche d'enseignement doit s'appuyer, au niveau primaire, sur la « réalité concrete » et
donc sur des connaissances empiriques, pour peu a peu organiser un passage a l'abstraction
par une mise en €quation et une définition axiomatique des objets mathématiques au niveau
secondaire.

1.2.2 : Deuxié¢me période de 1902 a 1960 : la droite comme représentation

graphique de fonction

En 1902, des modifications sont annoncées avec l'objectif de tendre vers un
enseignement plus pratique, plus vivant, mieux adapté aux données récentes de la science par
I’introduction de travaux pratiques, d’exemples et de problémes empruntés a la réalité,
I’introduction de dessins géométriques pour illustrer les théories. Les sciences naturelles et les
sciences physiques subissent de grand changements, elles nécessitent 1’é¢tude de variations de
grandeurs, ce qui justifie I’étude de la notion de fonction qui jusque la était enseignée de
maniére disparate (Boy¢, 2007). Les objectifs des nouveaux programmes de mathématiques
dans les divisions A et B et de la classe de philosophie du 30 juillet 1909 précisent le role des
mathématiques : « Il s’agit de préparer les €léves a 1’étude des sciences physiques qui est
supprimé en seconde et premiere, les heures allant aux mathématiques. Le but est de les
préparer a entrer dans les classes de mathématiques spéciales préparatoires qui préparent
elles-mémes aux classes de mathématiques spéciales pour se présenter aux concours ».
Seulement le programme est flou (voir annexe 2a) et nécessite des limites, réclamées par les
enseignants et le sénat. Des allegements sont donc proposés en mai 1912 (voir annexe 2b) et
un nouvel aménagement en 1925 du programme des classes de terminales scientifiques (voir
annexe 2c). Cette période est une période charniere pour la transposition didactique
(Chevallard, 1985) de la définition de fonction ou d'équation de droite : il y a un hésitation
entre une axiomatique liée a I'analyse et une application des théories algébriques. En effet, les
mémes contenus peuvent apparaitre sous le titre « algebre » comme celui de « fonction d'une
variable ».

Dans le manuel « Enseignement secondaire, Algébre et notions de trigonométrie,
classes de 2° et 1™ » (Brachet & Dumarque, 1942) on peut trouver dans le livre II Le Premier
Degré, chapitre IV page 97, la définition de la fonction linéaire en ces termes :

Définition : On appelle fonction linéaire un bindme du 1*degré : y = ax + bou a et
b sont des nombres donnés.

Plus loin on précise 1’origine de la dénomination.

C'est pour rappeler que sa représentation graphique est une ligne droite que la
fonction y = ax + b est appelée linéaire.



L'axiomatique de ce cours va nous permettre de comprendre les notions sur lesquelles
se base l'apprentissage. La notion de fonction est définie ainsi :

x étant une lettre susceptible de prendre diverses valeurs numériques, on dit que y
est une fonction de x si a une valeur donnée de x correspond une valeur déterminée de y.
x s'appelle la variable indépendante.

On parle alors d’une «variable dépendante» fonction d’une « variable
indépendante ». La représentation graphique d’une fonction est définie par la proposition
suivante :

Pour représenter graphiquement la variation d'une fonction, on porte en abscisse
une valeur de la variable indépendante et en ordonnée la valeur correspondante de la
fonction. On obtient ainsi autant de points représentatifs que l'on veut. Les points
représentatifs forment un arc de courbe AB.

Suit la définition de la fonction linéaire, et 1'étude de cette fonction (ensemble de
définition, sens de variation justifié par des exemples, 1'unicité des antécédents pour n'importe
quelle nombre, le signe du bindome, le tracé de la représentation graphique). Page 102 il est
précisé I'importance de la fonction y = ax : « Quand deux grandeurs sont proportionnelles, le
nombre x qui mesure l'une et le nombre y qui mesure l'autre sont liés par une relation de la
forme y = ax. »

Ensuite la droite est caractérisée par une équation de la forme: Ax +By+C=0: la
démonstration étudie le cas ou A et B sont non-nuls, 1'équation revient alors a une équation de
la forme y=mx + p. Si p=0, on a une équation y =mx et une démonstration utilisant les
triangles semblables permet de prouver [l'alignement des points avec [l'origine.
Réciproquement, il est prouvé qu'une droite passant par l'origine admet une équation de la
forme y = mx. Le coefficient angulaire est alors défini comme 1'ordonnée du point qui a pour
abscisse (+1). L'étude générale est faite sur un exemple : y = 2x + 3. La droite graphique de
y = 2x étant connue, le probléme revient a déterminer le lieu des points M tels que, M' étant

sur la droite graphique D de y =2x et M étant un point d'abscisse OP,ona M'M =3. Ce
lieu est la droite A obtenue par translation de la droite D dans la direction (Oy) d'amplitude
+3. Les cas particuliers sont étudiés. On regarde ce qui se passe si B =0, et pour cela on
s'appuie toujours sur un exemple, ici : 2x - 3 =0. Le lieu des points est la parallele a (Oy) qui

. : 3 :
coupe (Ox) au point A d'abscisse R Nous avons le méme type de démonstration pour A = 0.

Une remarque importante est formulée dans le chapitre « Applications » :

Dés la définition des coordonnées d'un point, nous avions constaté une
correspondance réciproque entre les propriétés algébriques des coordonnées et les
propriétés géométriques des points ; ainsi :

Coordonnées de méme signe ....... points dans I'angle yOx ou son opposé par le
sommet

Coordonnées égales .........cc.ccouene. points sur la 1°°bissectrice



Un nouvel exemple vient d'apparaitre :

coordonnées liées par A +By +C = 0. Points en ligne droite.

C'est l'¢tude systématique de cette correspondance qui constitue la géométrie
analytique : les propriétés d'une figure se déduisent de certaines équations et d'opérations
algébriques. (Brachet & Dumarque, 1942)

Les auteurs posent ici les premiers ¢éléments de la conversion entre le registre
algébrique et le registre géométrique. Cette conversion n'est pas présentée comme une
convention, elle s'appuie sur des démonstrations. Par exemple, l'alignement n'est pas
seulement constaté de maniére perceptive, il est démontré.

Ces extraits de manuels concernent le méme niveau que précédemment. Ils montrent
que les définitions se fondent de moins en moins sur une représentation empirique des objets
mathématiques étudiés : des démonstrations viennent renforcer les liens entre les différents
cadres. Cela peut s’interpréter comme I'amorce de la recherche d'une théorie générale a
travers la ressemblance entre des procédures relevant de cadres ou de problémes différents.
Les exercices et problémes sont proposés a la fin du livre II et portent sur I'ensemble du
programme sur le premier degré. Il s'agit d'exercer les techniques de résolutions algébriques
(équations, inéquations, systémes linéaires du premier degré a deux inconnues) puis de
résoudre des problémes du 1* degré qui commencent par des problémes anciens (Diophante,
Pythagore, Euler) et enfin des problémes numériques, des problémes littéraux. Dans les
énoncés les procédures ne sont pas données, l'utilisation de fonctions linéaires n'est pas
précisée, la variable n'est pas toujours indiquée. Les sujets de baccalauréat précisent par
contre si la solution attendue est géométrique. Ainsi, ce manuel est caractérisé par rapport aux
précédents exemples par la rigueur des démonstrations, par l'axiomatique mise en place qui
fait de la fonction y = ax un simple cas particulier de la fonction linéaire générale définie au
préalable et par le lien qui est mis en place entre la géométrie et 1'analyse par le biais de la
géométrie analytique. Les deux cadres sont pourtant distingués par l'utilisation de lettres
différentes : y=mx + p au moment de la démonstration des propriétés géométriques et
y=ax + b pour les parties relevant plus de l'algébre. Ce tournant va se préciser dans les
programmes et instructions du cours complémentaire (Arrété du 24 juillet 1947 édition 1949
Hachette, voir annexe 2d). Pourtant ce programme suggere de commencer par 1'étude de la
fonction y = ax avant de généraliser avec la fonction y =ax + b, ce qui aménera peut-tre a
distinguer les deux fonctions et non a considérer la premi¢re comme un cas particulier de la
seconde.

Ainsi dans le manuel « Algebre classes de 5°, 4° et 3°» écrit par une réunion de
professeurs de I'enseignement libre en 1951, le chapitre XXXVI reprend la notion de
grandeurs directement proportionnelles illustrée par des exemples de grandeurs quotients
(prix au metre, vitesse constante), la représentation graphique obtenue est une demi-droite qui
correspond a une fonction y = ax pour x positif. La généralisation par I'é¢tude systématique de
la fonction Y = ax pour toute valeur donnée a x a pour objectif une décontextualisation et une
plus grande abstraction. On remarque que le y minuscule est devenu Y. Il s'agit sans doute



d'une étape dans le codage de ce qu'est une fonction dans 1'ensemble continu des réel, d'une
relation discréte dans un contexte ou une situation concrete.

Le chapitre suivant aborde la fonction Y = ax + b comme I'é¢tude du cas des grandeurs
a accroissements proportionnels. Le chapitre suit le méme plan, partant d'une situation
concrete reposant sur des intéréts a taux fixe, et une autre sur le déplacement d'un cycliste.

Dans « Algebre Arithmétique et géométrie classe de troisieme » de Lebossé et Hémery
de 1964, on trouve un chapitre intitulé : Fonctions et graphes. La notion de fonction est
définie ainsi : « un nombre y est fonction d'un nombre variable x quand a chaque valeur de x
correspond une valeur déterminée de y. » On définit ensuite son ensemble de définition, son
sens de variation, les coordonnées des points d'un plan pour arriver a la représentation
graphique d'une fonction.

Le chapitre suivant est « Etude de la fonction : y = ax. » On y redéfinit les grandeurs

proportionnelles par le rapport constant entre deux grandeurs x et y et la relation Y =4 donne

X
la relation y = ax qui définit la fonction étudiée sans porter de nom particulier. Le théoreme de
Thalés est utilisé¢ pour démontrer l'alignement des points permettant de dire que « le graphe de
la fonction y = ax est une droite passant par 'origine des coordonnées. »

Enfin le chapitre : « Etude de la fonction : y = ax + b » est introduit par un théoréme :
« La fonction y = ax + b est définie pour toute valeur de x. Elle est croissante lorsque a est
positif et décroissante lorsque a est négatif ».

Immédiatement suit un probléme qui contextualise la situation :

150. Probléme. — Un train parti de FParis se dirige vers Bordeaux a la
vitesse de 75 km & I'heure. A minuit il a parcouru 125 km. Caleuler et représenter
graphiquement la distance parcourue d une heure quelcongue.

La tache concerne une représentation de la distance parcourue dans deux registres
différents que sont l'algebre et le graphique. Pour établir I'expression algébrique demandée, il
faut définir les variables. Les deux grandeurs en question sont la distance parcourue en
kilometres et le temps en heures. En fait les deux grandeurs implicitement proportionnelles
sont la distance (variation de lieux) et la durée (variation de temps), le rapport de
proportionnalité étant la vitesse considérée comme une vitesse moyenne uniforme. Comme il
n'est pas indiqué a quelle heure le train part de Paris, il est proposé¢ de poser que minuit
représente 0 heure.

Minuit représente 0 heure. Désignons par x I'heure actuelle. De minuit 3
% h le train a parcouru 75 km X x. La distance totale y parcourue par le train
est donc, en kilométres : y = 75 x 125,



Partie 1 — Chapitre | : Analyse épistémologique|33

La résolution détaille le tracé de la droite d'équation y = 75x et justifie que celle
d'équation y = 75x + 125 est paralléle a la premiére par 1'étude du quadrilatére OBMN ou
M (x; 75x +125); N (x; 75x) et B (0 ; 125).

Cette relation s'applique aux distances parcourues avant minuit a condition
de considérer : x = — 1 pour 23 h, x = — 2 pour 22 h, etc...

Tragons deux axes de coordonnées : ‘f-‘
Ox gradué en heures, Oy en kilométres \Y R
et supposons tracée la droite OA repré- o -..‘;_I'f'
sentant y = 75 x. 2524125 s
+ e
Considérons le point M de coordon- M g

nées x et y = 75x + 125, Soit N le j’&
point de OA ayant méme abscisse x et )
d’ordonnée y = 75 x. Le segment NM L B A
est égal 4 la différence des ordonnées 195
et, quel que soit x, représente 125 km B
A I'échelle des ordonnées. Ce segment = /73 4
NM est donc toujours égal et paralléle |
au segment OB = 125 de I'axe Oy.

Le quadrilatére OBMN est donc un
parallélogramme et lorsque x varie le
point M décrit la droite menée par B Fig. 12.
et paralléle & OA.

Cette droite doit étre limitée au point d'ordonnée y = 0, correspondant au
départ du train de Paris. Son abscisse vérifie la relation 75 x 4 125 = 0,

1
mitxz—;-Lelrain:stp:rtidtl’arisi:i#h—gh——-ﬂhi-)uﬂhmm.

| | ok
_i, 1 0 1 2 3 Heures

Hllustration 1: Extrait manuel (Lebosse & Hemery, 1964, p.106-107)

On notera que la fonction est considérée comme affine uniquement par le choix de
l'origine du repere et de la grandeur en abscisse. Si nous avions posé que le départ de Paris
représentait 0 heure et que 1'on désignait par x la durée du trajet, nous aurions obtenu une
fonction linéaire. Ces choix ne sont pas explicités par contre la fin de la correction montre
comment la représentation choisie permet de répondre a des questions liées a la situation, en
particulier comment déterminer 1'heure de départ du train de Paris. Pour étre cohérent avec le
modele, il est précisé que « la droite doit étre limitée au point d'ordonnée y = 0 qui correspond
au départ de Paris ». Il n'est rien dit de l'arrivée a Bordeaux. On comprend ensuite que
l'objectif est de caractériser le point d'intersection de la droite, représentation graphique de la
fonction affine définie par y = ax + b, avec l'axe des abscisses, par le point de coordonnées

b
730



Le probléme traité permet de généraliser : « C'est pourquoi la fonction y = ax + b est
aussi appelée fonction linéaire. Notons que la relation y =ax + b s'appelle 1'équation de la
droite. » Ici on commence a préciser le vocabulaire et a distinguer 1'expression algébrique de
la fonction de 1'équation de son graphe, pourtant la notation f( x ) n'est pas encore utilisée.

Le chapitre qui suit montre que la représentation graphique de I'équation ax + by = ¢
revient a tracer une droite, on étudie ensuite les systémes linéaires de deux équations du
premier degré a deux inconnues.

Ce qui fait office de texte de savoir est a la fin du chapitre sous forme de conclusion

1. La fonction y = ax + b est représentée par une droite.

2. a est le coefficient angulaire de cette droite.

3. b estl'ordonnée a l'origine.

La définition semble plutdot de type synthétique, sa composition est aussi sa
construction. Le fait de donner un nom aux coefficients semble donner par la méme occasion
une définition. Un résumé regroupe l'ensemble des résultats a mémoriser : croissance en
fonction du signe de a, intersection avec les axes, cas particulier si a =0. Les exercices
permettent de s'entrainer a représenter graphiquement des fonctions y = ax + b, a déterminer
a et b connaissant des points appartenant a la représentation graphique de la fonction, ou a
¢tudier des propriétés géométriques (parallélisme, orthogonalité, intersection). Ensuite
viennent des problémes issus d'expériences ou de la vie courante (allongement d'un ressort en
fonction de la température, changement d'unité °C et °F, distance parcourue par un cycliste,
location de taxi, capital placé, mélange de liquides et prix). Plus loin dans le manuel sont
proposés des exercices groupés suivant des types de problémes : application de la fonction
linéaire au mouvement uniforme, a des questions de géométrie ou des applications diverses.
Le protocole est toujours le méme : mise en €quation (le texte précise toujours la variable et
les notations), représentation graphique (on donne comme consigne de représenter les
variations de la fonction, les échelles sont données), résolution d'équation par le calcul,
controle du résultat sur le graphique (on parle de solution algébrique et solution graphique).

On remarquera qu'un chapitre aborde la question du mouvement uniforme. Si un
mobile se déplace sur un axe dans le sens positif a la vitesse v et si au temps ¢ = 0, son
abscisse est égale a x,, alors son abscisse au temps ¢ est : x = x, + v£. Cette expression permet
de conclure que tout mouvement uniforme est représenté graphiquement par une droite et
donc que les problémes qui relévent de mouvements uniformes peuvent étre résolus a l'aide de
graphiques.

1.2.3 : Troisiéme période : a partir de 1959, le temps des réformes

A la fin des années 1950, I’organisation institutionnelle induit des inégalités. Plusieurs
réformes vont avoir pour objectif de réduire ces inégalités : en 1959 la scolarité devient
obligatoire jusqu’a 16 ans et les CEG et CET sont créés ; en 1963 ce seront les CES, en 1965
les seconds cycles sont restructurés. Dans ce contexte, la réforme des mathématiques




modernes a plusieurs objectifs et plusieurs enjeux. A cette période, on a le souci d'une
mathématique utile pour la technique, la science, I'économie moderne. L'idée que la science
est un ensemble de procédures pour résoudre un certain type de problémes améne a envisager
un enseignement des mathématiques visant d'une part a reconnaitre les procédures utiles et
d'autre part a un bon usage des techniques mises en ceuvre dans ces procédures. La réforme
est construite autour de deux idéologies : le retour au concret avec l'activisme pédagogique et
les mathématiques comme langage unifi¢ de la rationalit¢ moderne. « Cette conception
étriquée quant au lien entre le langage et la pensée conduit a croire que la connaissance des
définitions suffit a la connaissance des objets et a confondre le respect des procédures
logiques avec le raisonnement » (Bkouche, Charlot, & Rouche, 1991a).

Les théories de Piaget apportent des éléments a la mise en place des nouveaux
programmes. L'idée de stades (intuitif, opératoire concret, opératoire formel) améne a
structurer l'enseignement suivant ce principe. Le terme « analyse » apparait pour la premicre
fois au lycée sous la rubrique « Algebre, et notions d'analyse » dés les classes de seconde et
premiére dans l'arrété du 6 mars 1962, on estime qu'a cet age on peut aborder des notions plus
formelles (voir annexe 3a). Les publications de ’APMEP de 1'époque témoignent de l'appui
de I'association au nouveau programme (voir annexe 3b).

Dorier (Dorier, 2000) explique comment I'enseignement de l'algebre linéaire s'est
imposé et quelle transposition didactique a été choisie. Il cite page 44 Dieudonné :

Ainsi il faut préparer les éléves a 1'algébre linéaire qui est a la base de la plupart des
notions enseignées en propédeutique. D'autre part, j'ai cherché a résister a la tentation
d'introduire prématurément les théories qui seront enseignées a 1'Université. Il me semble
que la nature nous a heureusement fourni « une ligne de démarcation » toute tracée, en
nous dotant de l'intuition géométrique pour les espaces a 2 et 3 dimensions ; il est donc
possible de représenter graphiquement fous les phénomenes de I'Algebre linéaire limités a
ces deux dimensions (et bien entendu aux scalaires réels). (Dieudonné, 1964)

L'intérét de la géométrie dans l'enseignement secondaire tient alors en ce qu'elle
représente un « merveilleux laboratoire ou se familiariser avec des cas particuliers d'aspect
fort simple et susceptible d'images concretes, de notions dont 1'essence est beaucoup plus
générale mais aussi beaucoup plus abstraite, et qu'il faudra assimiler sous cette forme générale
plus tard. » (Dieudonné, 1964)

En fait l'algébre linéaire nécessaire pour les études supérieures s'impose dans
l'enseignement secondaire mais deux choix sont possibles : utiliser la géométrie et une
certaine intuition permettant de se représenter le plan et l'espace comme des espaces
euclidiens de dimension 2 et 3 ; ou commencer par une définition axiomatique des espaces
vectoriels afin de familiariser les futurs étudiants au caractére abstrait de cette théorie
englobante.

Dans le groupe « Liaison Lycée-Université¢ » de I'lREM de Lille en 1998, dont le but
est de définir ce que serait « enseigner en mathématiques au Lycée au XXI° siecle »,



Daubelcour méne une étude de 1'évolution des contenus des programmes de mathématiques au
Lycée au cours du siecle écoulé. Il écrit concernant la réforme de 1970 :

Au début du siecle, l'idéologie scientiste se basait sur l'empirisme ; Hilbert lui-
méme reconnaissait la place, a c6té de l'axiomatique et du formalisme, d'une approche
intuitive de la connaissance des objets étudi¢s. Par contre en 1960-70 les concepteurs
abandonnent tout recours a l'empirisme et au concret. Ce qui caractérise le mieux cette
idéologie scientiste et devient la pensée dominante dans les années 60-70, c'est le
"structuralisme". Ce courant de pensée est issu de la linguistique qui, par ses méthodes
d'analyse, est proche des mathématiques. En France, il va toucher 'anthropologie, la
philosophie, la psychanalyse et 1'éducation avec respectivement Levi-Stauss, Althusser,
Michel Foucault, Lacan et Piaget. Cette diversit¢ rend une définition simple du
structuralisme d'autant plus difficile : retenons que cette théorie exprime le primat de la
structure sur I'objet, le phénomeéne ou 1'événement. (Daubelcour, 2009)

Nous avons donc ici deux interprétations possibles mais qui ne s'opposent pas : d'une
part 'algebre linéaire est une théorie abstraite aux caractéres unificateurs et généralisateurs
qu'il est difficile d'enseigner puisqu'elle ne permet pas une économie en terme de procédures
pour les problémes qui peuvent se poser a ce niveau de la scolarité, il semble donc préférable
de l'introduire par une approche axiomatique ; d'autre part l'idéologie basée sur le
structuralisme donne priorité au langage donnant a l'algébre le statut de langue universelle de
la science, une approche axiomatique permet donc une construction générale abstraite préte a
étre reconstruite dans tous les domaines. Pourtant méme dans cette approche axiomatique,
plusieurs entrées sont envisageables. Il y a d'une part ceux qui préconisent le choix d'une
axiomatique qui définit d'abord I'ensemble des points et un systeme d'axiomes, et ensuite
intervient seulement l'algeébre linéaire qui permet de définir le groupe affine et les isométries.
Ce sera le choix pour le collége avec la définition suivante :

La droite affine est un ensemble de points E muni d'une famille de bijections de E sur

E telles que si f et g sont deux bijections, il existe deux réels a et b tels que VM € E,
g(M)=af(M)+ b.

D’autre part, nous avons ceux qui préférent s'appuyer sur le socle de I'algebre linéaire
avec son axiomatique trés simple pour construire la géométrie affine et enrichir celle-ci de
« fagon naturelle » par des considérations métriques. Ce sera le choix au lycée ou la notion
d'espace vectoriel sera étudiée des la classe de seconde. Les transformations affines sont
définies par leur application linéaire associée et un couple de points homologues, comme
I’illustre I'extrait du tome 3 de géométrie dans la "collection Durrande" publié en 1975 dont
les auteurs sont trois anciens de I'E.N.S.E.T (Ecole Nationale de I'Enseignement Technique):
A.Thuizat, G.Girault et E.Aspeele (voir annexe 4).




Dans le programme de seconde applicable en 1968 apparait la notation f (x) :

Notion de fonction congue comme correspondance.

Fonction d'une variable ; notation y = f(x). Notion d'accroissement, fonction croissante,

décroissante, fonction constante sur un intervalle.
Transformation du binéme ax + b conduisant a la forme a (x - p).

Fonctions y = ax, y=ax + b, de la variable x : existence, sens de variation, étude lorsque x

tend vers l'infini ; signe.

Mais c'est dans le programme de 1972 (arrété du 2 mai 1972) en classe de troisiéme
que nous voyons pour la premiere fois la dénomination encore utilisée aujourd’hui de
fonctions lin€aires et affines. En 4°, ce méme programme met en place la structure de
l'ensemble des réels R qui permet ensuite de définir les fonctions polyndmes (applications de
IR dans IR). Dans le manuel de 4° cours Bredif de chez Hachette en 1968, on peut donc lire
dans le chapitre 16 : expressions algébriques, monomes, polyndmes, la définition d'une
fonction : « On appelle fonction une relation qui, a chaque ¢lément d'un ensemble de départ A
associe au plus un ¢lément d'un ensemble d'arrivée B.» Puis vient celle d'une fonction
mondme : « On appelle fonction mondme une fonction comportant uniquement comme
opérations sur la ou les variables, des multiplications ou des élévations a une puissance
positive. » Suivent des exemples présentés comme suit :

YER,yER  xbhy=ax

La fonction affine peut donc alors étre définie comme une fonction polynome dont
I’expression algébrique est un bindme du premier degré (voir annexe 5), le vocabulaire et les
notations prennent beaucoup plus d'importance. Aucune application concréte n'est proposée,
les instructions officielles vont bien dans ce sens donnant a I'enseignement 1'objectif de « faire
saisir le sens et la vie profonde des étres de la mathématique ». Il s'agit bien de séparer les
étres mathématiques du monde empirique. Dans la circulaire n°71-370 du 22 novembre 1971,
il est précisé que :

L'étude des solutions des équations et inéquations a une inconnue réelle appellera
I'emploi d'une représentation graphique [...] I'ensemble des points (x ; y) du plan affine
IR? , vérifiant une méme relation du premier degré, par exemple 2x + 3y - 12=0, est, -
on le démontrera en géométrie,- une droite affine du plan affine IR? ; elle est représentée,
dans le plan physique, muni d'un repére, par une droite physique D qui en est la
représentation graphique.

On demande donc de différencier la fonction affine, sa représentation graphique qui
est une droite affine et la droite physique représentation graphique de la droite affine.



Pour se donner une idée des attentes du systeme scolaire, nous pouvons étudier les
Annales du BEPC (Brevet d’Etude du Premier Cycle) de 1976 (annexe 6). Les questions
portent sur 1’objet fonction et il s’agit de faire des additions, des compositions de fonctions, de
vérifier que 1’on a ou non une bijection ; ou de résoudre des €quations et inéquations f'(x) =k ;
fx)=g®@); f(x) = g(x) ... plus rarement de résoudre un probléme dans un contexte plus
concret. En fait les grandeurs disparaissent des programmes en 1970 (Chambris, 2008). Les
mémes types de problémes sont posés dans le cadre géométrique mais en partant de droites
dont on donne une équation, ou comme dans le sujet de Besangon en partant de fonctions dont
on trace la représentation graphique puis par un travail sur la droite comme objet géométrique.
Les techniques visées sont essentiellement la résolution de systémes linéaires de deux
équations a deux inconnues, la maitrise du calcul algébrique (développement, factorisation)
pour résoudre des équations ou pour déterminer I’ensemble de définition de fonctions. La
terminologie est « application affine » ou « fonction affine ». On ne parle pas d’applications
linéaires.

La réforme aura bien du mal a étre appliquée, les enseignants ont besoin de formation.
D’autre part, il ne s’agit pas que d’une réforme portant sur les contenus, les idées de Piaget
amenent une conception de I’apprentissage non plus par le langage mais par 1’activité. Gilbert
Walusinkski® alors président de I’APMEP, définit la nouvelle pédagogie mathématique par
cing principes :

® Priorité a ’action de 1’¢léve.

e (’estal’¢leve d’observer, d’analyser.
e (C’estal’éléve d’abstraire.

e (C’estal’¢leve de déduire.

e (C’est a I’¢leve d’appliquer ; c’est-a-dire d’utiliser ses connaissances, ses
acquisitions.

Les difficultés rencontrées sont multiples et changer les programmes ne va pas toutes
les résoudre. On propose de mettre en place une commission des programmes pour permettre
aux enseignants de participer a leur €élaboration. On commence par ailleurs a réfléchir aux
moyens pédagogiques de la mise en activité des éléves, au sens des apprentissages, a la
motivation. Du coté de I’enseignement, la didactique des mathématiques commence a étre
introduite en formation et a prendre place dans les manuels.

3 http://www.apmep.asso.fr/Notre-president-d-honneur-Gilbert consulté en mai 2011.



http://www.apmep.asso.fr/Notre-president-d-honneur-Gilbert

1.2.4 : Quatriéme période a partir de 1986 : le probléme au cceur du processus

d'apprentissage

Les programmes du collége de I’arrété du 14 novembre 1985 sont pour la premicre
fois édités dans un format poche et donc accessibles au public. La rédaction est pensée pour
étre accessible a ce public mais aussi pour permettre plus de libert¢ pédagogique aux
enseignants. Les mathématiques sont organisées en trois grands domaines : travaux
géométriques, travaux numériques et organisation et gestion de données, fonctions. En classe
de 4° il est prévu d’aborder « applications linéaires et proportionnalité : représentation
graphique d’une application linéaire, notion de coefficient directeur, de pente » et en classe de
3° « applications affines : représentation graphique d’une fonction affine ». Dans la partie
géométrie on aborde les €quations de droites et dans les travaux numériques la résolution
graphique d’équations du premier degré. Les savoirs sont donc organisés dans des cadres et il
n’est pas précisé si le passage d’un cadre a I’autre doit étre travaillé. On s’intéresse plus a des
taches qu’a une technique ou une technologie, encore moins a une théorie. Il est demandé de
faire appel a D’activité¢ des ¢leves et de privilégier la résolution de problémes et les
applications.

Le programme du 25 avril 1990 modification de I’arrété du 14 mars 1986, BO N°20
du 17 mai 1990, classe de seconde, prévoit :

Fonctions :
Fonctions usuelles

On mettra en valeur la diversité du comportement des fonctions. Dans ce cadre, il est
important que les ¢éléves soient entrainés a mieux maitriser les situations de
proportionnalité, dont 1’étude a été abordée au college, en relation avec I’étude des
fonctions linéaires et des fonctions affines.

Variation et représentation graphique des fonctions : x — ax+b ...

Arrivés en seconde, les éléves associent le mot « fonction » aux propriétés de linéarité.
11 devient difficile d’aborder le concept de fonction tant la représentation des fonctions affines
est intégrée. L'étude de l'application linéaire sera donc bientoét abandonnée en 4° au profit
d'une pratique plus importante de « problémes mettant en ceuvre la proportionnalité » (vitesse,
changement d'unités, grandeurs quotients...). Le mot « application » semble abandonné au
profit de la terminologie « fonction », « en fonction de » qui correspond mieux a 1'objet
mathématique considéré. On peut parler de fonction de proportionnalité ou de fonction a
accroissements proportionnels (Bulletin APMEP décembre 1996 n°407). La réforme du
college de 2001 précise donc que « I’essentiel est que les éléves parviennent a maitriser les
différents aspects de la proportionnalité et se familiarisent avec les grandeurs utilisées dans la
vie courante et les autres disciplines. Ils sont amenés a rencontrer des liens entre variables
préparant a la notion de fonction qui n’est pas travaillée au collége dans un cadre général. Il
faut les initier a la lecture et a I’utilisation de représentations graphiques. » (CNDP & Lang,



2002). C’est le début d’une nouvelle conception des mathématiques comme outil de
modélisation, au service des autres disciplines. C’est aussi le premier texte dans
I’enseignement faisant référence a des compétences, idée qui va peu a peu s’imposer dans les
politiques éducatives. Cette fois ce n’est pas la tache qui prédomine mais le passage d’un
cadre a I’autre pour résoudre des problémes. On insiste sur la prise d’informations sous toutes
ses formes. L’entrée de [D'informatique et des outils modifie aussi
considérablement la maniére dont I’information est communiquée et nécessite de nouveaux
apprentissages.

numériques

On peut lire dans le programme de 2000 (BO HS N°6 du 12 aoiit 1999) classe de
seconde : « Il est souvent utile aux ¢€léves de revoir, a I’éclairage des propriétés de linéarité
(I'image d’une somme et égale a la somme des images, I’image de k fois un nombre est & fois
I’image de ce nombre), les piéges classiques que constituent la somme de deux carrés, de
deux inverses, de deux racines ». La théorie n’étant pas enseignée, on réalise que les éleves
mettent en place des « théorémes en acte », c’est-a-dire qu’ils construisent par eux-mémes des
régles éventuellement fausses, et méme parfois plusieurs régles qui cohabitent tout en étant
contradictoires. L’idée ici est de se focaliser sur la caractérisation des fonctions affines non
seulement pour définir correctement 1’objet mais pour imaginer qu’il existe d’autres fonctions
n’ayant pas ces caractéristiques. Le programme précise : « Objectif: étudier quelques
fonctions de références préparant a I’analyse. » et dans le cadre Calcul et fonctions on trouve :

Contenu Modalités de mise en ccuvre Commentaires

Fonctions linéaires et | Caractériser les fonctions affines | Exemples de non-linéarité.

affines

par le fait que I’accroissement de
la fonction est proportionnel a
I’accroissement de la variable.

En particulier on fera remarquer
que les fonctions carré, inverse,...
ne sont pas linéaires.

I1 est conseillé de présenter des contre-exemples pour définir I’objet. Dans l'idée de
définir le concept a travers des attributs, c'est par comparaison d'exemples « oui» et
d' exemples « non» que se structure un réseau de caractéristiques liées au concept. En
géométrie, les équations de droites sont introduites en classe de troisiéme dans le cadre des
représentations graphiques des fonctions affines. C’est ce point de vue, indispensable et
suffisant pour toutes les poursuites d’études qui a été privilégié : d’ou la caractérisation
analytique des droites proposée. Aucun développement n’est demandé¢ sur la forme générale
mais les éléves devront néanmoins étre capables de s’appuyer sur 1I’équivalence d’expressions

1 1
telles 4y +2x- 1=0 et y=5x+—

> ¥+ pour interpréter géométriquement une résolution de

systemes.

Contenu Modalités de mise en ceuvre Commentaires

Equations de

droites

Caractériser analytiquement une
droite, reconnaitre que deux
droites sont parall¢les

On démontrera que toute droite a une
équation de la forme y = ax + b ou
x=c.




Le programme propose en outre des thémes d’étude et parmi ceux-ci: « Fonctions
affines par morceaux conforme a un tableau de variation ou un tableau de valeurs et
problémes d’interpolation linéaire. »

Si I’ingénierie didactique n’a pas donné les résultats escomptés dans les classes dites
ordinaires, il semble cependant acquis que la résolution de probléme est au centre de I’activité
mathématique. L’entrée des programmes de 2008 (BO HS N°6 du 19 avril 2007) college
propose les contenus suivants :

Organisation et gestion de données, fonction :
Maitriser différents traitements en rapport avec la proportionnalité ;
Approcher la notion de fonction (exemples des fonctions linéaires et affines) ;

S’initier a la lecture, a I’utilisation et a la production de représentations, de
graphiques, et a I’utilisation d’un tableur.

La notion de fonction est donc approchée globalement dés le collége comme outil pour
modéliser, expliquer, des situations issues souvent de problémes concrets. Il est précisé dans
les intentions que « Pour étre efficaces, les connaissances doivent étre identifiées, nommeées et
progressivement détachées de leur contexte d’apprentissage. »

Sur cette période, on donne aussi une place centrale a la résolution de problémes car
les évaluations internationales PISA montrent que les éleéves frangais savent globalement
restituer des connaissances mais n’arrivent pas a les mobiliser dans des situations nouvelles
(D.E.P., 2004). La question est donc celle du transfert, comment la résolution d’un probleme
permet-elle de construire des connaissances mobilisables ? Les exemples d’activités et les
commentaires du B.O. N°6 du 19 avril 2007 Hors série essayent de donner des pistes pour
favoriser une pratique pédagogique partant des connaissances des €éléves pour construire la
théorie et il est demandé¢ de prouver autant que possible les résultats obtenus.

Les Instructions Officielles de 2008 pour le collége mettent en avant le role des
mathématiques comme outils de modélisation au service de la compréhension du monde :

A lissue de ses études au collége, 1'¢leve doit s'étre construit une premiére
représentation globale et cohérente du monde dans lequel il vit. [...] Les mathématiques
fournissent des outils puissants pour modéliser des phénomenes et anticiper des résultats,
en particulier dans le domaine des sciences expérimentales et de la technologie, en
permettant l'expression et le développement de nombreux éléments de connaissance.
Elles se nourrissent des problémes posés par la recherche d'une meilleure compréhension
du monde, leur développement est également, pour une trés large part, li€ a la capacité de
|'étre humain a explorer des concepts théoriques.

Dans le bulletin officiel spécial n® 6 du 28 aolt 2008 ; programme du collége ;
programmes de I’enseignement de mathématiques on lit :



L’organisation et la gestion des données sont indispensables pour comprendre un
monde contemporain dans lequel I’information chiffrée est omniprésente, et pour y vivre.
Il faut d’abord apprendre a lire et interpréter des tableaux, schémas, diagrammes, a
réaliser ce qu’est un événement aléatoire. Puis apprendre a passer d’un mode de
représentation a I’autre, a choisir le mode le plus adéquat pour organiser et gérer des
données. Emerge ainsi la proportionnalité et les propriétés de linéarité qui lui sont
associées. En demandant de s’interroger sur la signification des nombres utilisés, sur
I’information apportée par un résumé statistique, sur les risques d’erreur d’interprétation
et sur leurs conséquences possibles, y compris dans la vie courante, cette partie des
mathématiques contribue a former de jeunes adultes capables de comprendre les enjeux et
débats de la société ou ils vivent.

Les intentions sont donc clairement de favoriser une pratique pédagogique mettant
I'éléve en activité a partir d'une situation-probléme ou d'un probléme ouvert, d'une mise en
débat et d'une correction collective qui ameéne a une institutionnalisation. Le role essentiel des
mathématiques devient la modélisation. L'objectif est de comprendre le monde qui nous
entoure. La réalité percue, les résultats d'expériences sont alors représentés dans différents
registres sémiotiques dont 1'éléve doit apprendre a la fois le code et les regles.

La mise en place du socle passe par un inventaire des compétences jugées
indispensables pour un éléve a la sortie du college. La notion de fonction affine n'apparait pas
dans le socle en tant que telle, mais on y trouve des compétences liées aux calculs sur les
grandeurs. Aucun formalisme n'est exigé et l'utilisation de l'algébre n'est pas un attendu,
l'approche algorithmique permet d'aborder la formule a travers le programme et 1'utilisation
d'un tableur-grapheur (voir annexe 7).

En seconde, on retrouve toujours les deux cadres de travail : analyse et géométrie.
L'équation de droite de la forme ax+by+c = 0 apparait comme une caractérisation permettant
d’englober tous les cas de figures possibles en distinguant les représentations de fonctions
affines (b # 0) et les droites paralleles a 1'axe des ordonnées (b = 0). Le lien avec les vecteurs
doit permettre de donner du sens a la proportionnalité des accroissements et le texte précise
dans la partie « géométrie » que la droite est considérée comme courbe représentative d'une
fonction affine.

L'apprentissage en 3° et en 2" se base sur une connaissance des situations de
proportionnalité et sur la modélisation de ces situations par une fonction, le concept de
fonction étant construit sur le concept de variables. Il s'agit de repérer deux grandeurs qui
varient l'une en fonction de l'autre, que I'accroissement de l'une est proportionnel a
I'accroissement de l'autre et que sur un graphique les points obtenus sont alignés. Le
programme (voir annexe 8) précise qu'il n'est pas question de donner une définition formelle
de la notion de « fonction ». On travaille donc implicitement sur des variations de grandeurs
connues soit par des graphiques, soit par des tableaux de valeurs, soit encore par un processus
de calcul donné sous forme de calcul ou d'algorithme.

Si maintenant nous regardons du c6té des modalités d’enseignement de ces contenus,
la réforme de 1986 amorce un changement de point de vue sur I'analyse qui, comme l'indique
M. Artigue (Artigue, 1996b), opte pour une approche intuitive de l'analyse et pose de
nouveaux problémes :



Des intentions louables des promoteurs a la réalité des classes, les décalages sont
perceptibles. Les problémes riches qui doivent motiver l'introduction des notions et
techniques, passés au filtre des manuels, des contraintes d'écriture de ces derniers comme
du souci compréhensible de ne pas heurter les pratiques usuelles des enseignants,
deviennent souvent de pseudo-activités, ou 1'éléve, conduit pas a pas, devient un simple
exécutant de micro-tidches dont la cohérence globale n'a aucune raison de lui apparaitre.
[...] De ce fait, le cours qui est censé suivre ces activités introductrices est souvent en fort
décalage avec ce qu'ont réellement vécu les éléves. Les choix faits au niveau de la
formalisation, des définitions ou de leur absence ne sont pas non plus sans poser
problémes. On le voit bien a la lecture des manuels ou le statut des énoncés est le plus
souvent ambigu. On peut se demander quelles répercussions ont les choix effectués sur la
conception que se font les éléves du vrai et du faux en mathématiques, et si la difficulté
réelle a engager le jeu des preuves et réfutations sur des bases aussi floues, ne renforce
pas des fonctionnements peu scientifiques ou pilotés par le seul contrat
didactique. (Artigue, 1996b)

Ce qui est dénoncé ici est bien la difficulté de l'institutionnalisation. Entre le

nécessaire passage par l'activité, la prise en compte de l'intuition, la capitalisation de savoirs
issus des expériences et la mise en forme d'un savoir structuré, il manque une étape dont la
dévolution n'est pas encore pensée.

1.2.5 : Conclusion sur I'évolution de la transposition didactique de la notion de

fonction affine

1)

2)

3)

4

Nous avons donc distingué cinq périodes qui se succédent et qui se caractérisent par :

Période avant 1902 : I'é¢tude des situations de proportionnalité se fait par des
procédures arithmétiques, l'affinité est étudiée dans ce cadre (variations
proportionnelles), on ne parle pas encore de fonction affine ou linéaire ;

Période de 1902 a 1960 : l'algebre se met au service de la géométrie, I'affinité est
¢tudiée dans le cadre algébrique en lien avec les équations de droites, la droite est
considérée comme représentation graphique de la fonction x — ax+b ;

Période de 1960 a 1980 : les fonctions affines de IR dans IR sont un cas particulier
dans 1'espace vectoriel de fonctions ;

Période de 1980 a 2016 : Les fonctions sont un outil de modélisation pour résoudre
des problemes. Les fonctions affines sont associées a un processus de calcul
permettant de transformer un nombre entrant en un nombre sortant.

Si nous mettons en parall¢le les travaux des mathématiciens et le savoir enseigné

depuis le début du XX siécle, nous voyons que la notion de fonction affine est devenue un
objet qui se construit tout au long du secondaire plutét comme outil de modélisation de la

covariation de grandeurs alors méme que le travail sur les grandeurs est minime au primaire
(Chambris, 2008). Sa formalisation reste difficile du fait des différents cadres dans lesquels
cette notion est mobilisée (Grau, 2011). Le tableau 2 a pour but de montrer dans quels
contextes se fait la transposition didactique en identifiant pour chaque période ce qui



caractérise la recherche scientifique et les objectifs et moyens que se donne I'école pour
enseigner les mathématiques.

Pour ce qui concerne la notion de fonction affine, elle prend des sens et a des fonctions
trés différentes suivant les périodes, allant d'un traitement arithmétique de valeurs discrétes a
une vision covariationnelle de grandeurs continues en passant par une définition abstraite de
fonction théorique sur des nombres. On repere les difficultés que peuvent avoir les éléves a
aborder cette notion a travers les différents sauts évoqués dans le chapitre 1.1.4 :

- le passage de l'arithmétique a l'algebre ;
- le passage de la courbe au graphe de fonction ;
- le passage du discret au continu ;

- le passage du processus de calcul a I'approche covariationnelle.

Si depuis 1986 la résolution de problémes est centrale dans l'apprentissage des
mathématiques, les problémes qui servent d'introduction a la notion de fonction affine
reviennent, actuellement, aux problémes initiaux liés a la théorie des proportions et a la notion
de grandeur mesurable pour donner un meilleur acces au sens. Cette évolution est liée au fait
que les fonctions sont introduites plus tot dans le cursus scolaire. L’apprentissage manque
donc alors d’appuis : les compétences ne sont pas stables en algebre, les structures ne sont pas
enseignées dans le second degré, pas plus que les vecteurs qui permettraient une approche
cinétique pertinente. Dans les programmes du college de 2000, la notion de fonction
apparaissait sous le terme de « boite noire », un nombre entrait dans la boite et un autre
ressortait de la boite. La transformation était liée a un processus de calcul. Parmi ces
processus « multiplier par a» ou «ajouter b» ou a et b sont deux nombres réels,
apparaissaient comme deux opérations €lémentaires. On pouvait alors définir la fonction
affine comme un processus de calcul réduit a une composition de ces deux opérations
¢lémentaires et rien d'autre. Cette introduction ne mobilisait pas 1'écriture algébrique dans la
définition et ne permettait pas d'envisager la proportionnalité des accroissements. Une autre
approche qui n'est pas développée dans les programmes, est de partir de la notion de
proportionnalité pour définir les fonctions linéaires en les caractérisant par leur représentation
graphique puis par des changements de variables, d'associer a une fonction linéaire une
famille de fonctions affines comme cela est amorcée dans le Lebossé et Hemery 1964. Dans
cette approche, l'aspect graphique apporte le sens. En effet le parallélisme des droites
obtenues permet de visualiser la caractéristique commune de la famille de fonctions. Une
difficult¢ demeure cependant dans le passage des mesures aux nombres. Si les mesures sont
approchées, les lectures graphiques le sont aussi, il n'est alors pas possible de définir des
fonctions numériques « idéales ».



Période Contexte Contexte Finalité de 1'école ~ Savoir enseigné
mathématique qui scientifique qui et pratiques
influence les influence les pédagogiques
programmes programmes
Avant - Notion de fonction | - Positivisme : la - Enseignement pour |- Arithmétique sur des
1902 - Géométrie au cceur science permet de les élites sous le problémes concrets.
des problemes construire un monde mode de la - Géométrie : équation
- Question de I'infini | meilleur. transmission, cours  de droites
- Procédures - On part de magistral.
algébriques I'expérience
empirique pour aller
vers l'abstraction
De 1902 - Fonction et courbe - Les mathématiques - Enseignement pour |- Algeébre
21960 associée sont la science les élites. - Démonstration
- L'algébre permet | abstraite qui se met - Sélection par les algébrique
de résoudre des au service des autres  lettres remise en - Géométrie analytique
familles de sciences. cause, idée - Les mathématiques
problémes d'humanités sont considérées
géométriques scientifiques. comme un « langage »
- Calcul matriciel, - Programmes pour décrire le monde.
recherche de rédigés par les
déterminants savants.
De 1960 - Recherche de - Les structures - Démocratisation de - Mathématiques
21980 théories qui permettent une l'enseignement. modernes :
englobent tous les | modélisation - Apprentissage lié | espaces vectoriels
domaines dans abstraite et le aux étapes de fonction et opérations
lesquels des traitement des développement. sur les fonctions.
procédures se problémes dansun - Structuralisme. - L'accent est mis sur le
ressemblent (ex: les | cadre purement - Importance de formalisme et
espaces vectoriels)  mathématique. l'activité dans l'abstraction.
'apprentissage.
- Programme rédigé
par les savants.
Depuis  -Recherche de - Le réel est - Enseignement pour |- Le savoir se construit
1980 mode¢les adaptés @  complexe, le monde tous. de facon provisoire en

des situations non  est problématique.

stables (probabilités, - Les concepts

statistiques, théorie  mathématiques

du chaos, fractal...) | évoluent en fonction

et aux sciences dites | de notre

molles. représentation du
monde.

- Constructivisme.
- Apprentissage par
la résolution de
problémes.

- Programmes
rédigés par une
commission
regroupant des
professionnels de
l'enseignement
(didacticiens,
chercheurs,
inspecteurs,
enseignants)

fonction des problémes
rencontrés

- Pas de définitions
mais des rencontres
avec des situations de
proportionnalité, des
fonctions, des fonctions
affines, de la géométrie
analytique,

vectorielle. ..

Tableau 2: Evolution des savoirs savants et des savoirs enseignés et contextes de cette évolution



En fait la proportionnalité est étudiée suivant les deux modeles que sont les
proportions et les fonctions linéaires, or ces deux modeles n'ont pas le méme niveau de
performance suivant les problémes a résoudre, certaines propriétés étant justifiées par l'une ou
par l'autre (Hersant, 2001). De la méme facon, les expressions algébriques peuvent avoir
différents sens. Si l'expression est comprise comme un processus opératoire (3x + 2 c'est
« multiplier par 3 » et « ajouter 2 ») on retrouve 1'idée de transformation évoquée plus haut.
La fonction est alors le processus opératoire représenté par l'expression algébrique. Si
l'expression algébrique représente le résultat de ce processus, 3x + 2 représente alors un
nombre, elle peut aussi représenter 1'image de x par une fonction. Mais 1'expression algébrique
peut encore étre considérée comme une expression générique (2n + 1 par exemple représente
un nombre impair) ou une simple chaine de symboles avec des régles qui permettent des
transformations.

La fonction introduite comme une transformation de nombres améne des traitements
qui peuvent se faire dans les différents registres (graphique, tableaux, écritures algébriques,
programmes). Les éléves doivent ensuite mobiliser ce savoir pour résoudre des problémes
dans le cadre des mesures de grandeurs sans que ce cadre soit travaillé et sans que la nécessité
de I’outil ait été mis en évidence a I’intérieur de ce cadre.

Le sens que chaque ¢léve va donner aux objets dans un cadre peut aider ou non la
construction de ces objets dans un autre cadre. Cette porosité entre les domaines
mathématiques n'est pas explicite dans les programmes, il semble qu’elle soit considérée
comme naturelle aprés un certain temps d’étude censé apporter suffisamment de familiarité
avec la notion pour la rendre disponible dans des situations nouvelles. Une étude de
l'organisation mathématique est nécessaire pour comprendre comment cette porosité est
pensée dans le cursus scolaire.

1.3 : Ktude des organisations mathématiques de la notion de fonction affine

1.3.1 : Etude de I'organisation mathématique dans les programmes de 2008

Si nous étudions I'organisation mathématique de la notion de fonction affine dans les
programmes de 2008, nous pouvons identifier ce que cette €cologie liée a la modélisation met
en place comme types de tiches, techniques, progression, choix des activités. Pour repérer
cette organisation mathématique sous-jacente (Matheron, 2000), on peut isoler les taches ¢
demandées aux €leves, les techniques t nécessaires pour réaliser ces taches, les technologies 0
qui permettent d'é¢laborer du discours autour de ces techniques, de les rendre intelligible et les
justifiant et enfin les théories ® qui les soutiennent, en lien avec la Théorie Anthropologique

du Didactique développée par Chevallard et la notion d’organisation praxéologique
(Chevallard, 1992).

Le texte des programmes liste les capacités attendues des €leves, nous regroupons ces
capacités selon les types de tiches T suivants :

- déterminer une fonction affine ;

- représenter une fonction affine ;



- déterminer I'image ou l'antécédent d'un nombre par une fonction affine.

Pour chaque type de tache T, nous pouvons identifier les taches ¢ effectivement
attendues dans les programmes et ce qu'elles supposent comme techniques 1. La formulation
des capacités dans les programmes place la tache attendue dans un seul registre ou demande
une conversion d'un registre a l'autre. Les conversions ne sont pas travaillées de maniére
exhaustive. Il est particuliérement intéressant de voir que la question du choix du registre et
celle de la nécessité d’une conversion pour faciliter un traitement ne sont pas abordées. Le
schéma 2 organise les types de taches (en gras) en lien avec le registre dans lesquelles on
attend un traitement (dans les ovales) en listant (dans le cadre correspondant a chaque fléche
ce qui releve d’une conversion de registre) les capacités attendues qui apparaissent dans le

programme de la classe de troisiéme de 2008.

Représenter une fonction affine

Déterminer 'image ou
I'antécédent d'un nombre par une
fonction déterminée par une

courbe

x+h
\\\f

- Lire et mterpréter graphiquement le coefficient
d'une fonction lincaire représentée par une droite
- Lire et interpréter graphiguement les coefticients
Registre d'une fonction affine représentée par une droite
graphique - Connaitre et utiliser la relation y=ax+b entre les
coordonnées (x;v) d'un point M qui est
caractéristique de son appartenance a la droite
représentation de la fonction affine qui 4 x associe

-Connaitre et utiliser la relation y=ax >
entre les coordonnées (x;¥) d'un point M
qui est caractéristique de son
appartenance  la droite représentation de
la fonction affine qui a x associe ax+h
-Déterminer la fonction affine associée &
une droite donnée dans un repére

Déterminer l'image ou l'antécédent
d'un nombre par une fonction
déterminée par un tableau de
données

Registre des
tableaux

Déterminer 'expression
algébrique d'une fonction affine

Déterminer par le cacul 'image
ou l'antécédent d'un nombre
donné par une fonction affine

Registre des
EXpressions
algébriques

Schéma 2. taches relevées dans le programme de 3°° de 2008 en lien avec les différents registres



Il apparait que si «déterminer I’image ou [D’antécédent d’un nombre » est
explicitement demandé dans les trois registres dans 1’item intitulé « Notion de fonction », et si
certaines conversions sont explicites (lire et interpréter graphiquement) d’autres capacités
restent trés floues. En particulier il n’est pas clairement signalé ce qu’on attend par
« déterminer une fonction affine », les techniques seront différentes suivant les éléments dont
on dispose et suivant le registre utilisé¢ pour formuler la tache.

Pour d'autres taches, comme la représentation graphique de la fonction, il n'est pas
précisé dans quel registre sont données les informations. Si on dispose de l'expression
algébrique, les techniques ne seront pas les mémes que si on dispose d'un tableau de valeurs.
Si le programme place ces connaissances et capacités dans le chapitre « organisation et
gestion de données » et s'il est spécifié que « les exemples mettant en jeu des fonctions sont
issus de situations concrétes ou de themes interdisciplinaires », il n'est pas explicité la manicre
dont se fait le lien entre les situations concretes et la théorie. Certains obstacles risquent donc
de venir de cette généralisation a partir de situations concrétes (en particulier le passage du
discret au continu et le passage des mesures de grandeurs aux nombres) ou a l'inverse de la
modé¢lisation d'une situation concréte par un modele théorique qui n'est pas explicitement
défini. En effet, le programme ne dit pas comment définir la fonction affine. S'il est indiqué
que « parmi les situations qui ne relévent pas de la proportionnalité, certaines sont cependant
modélisables par une fonction dont la représentation graphique est une droite. Cette remarque
peut constituer un point de départ a I'é¢tude des fonction affine. » rien n'indique comment est
caractérisée la fonction affine. Les commentaires précisent que « pour les fonctions affines, la
proportionnalité des accroissements de x et y est mise en évidence » sans que cela ne soit
présenté comme une caractéristique faisant partie des connaissances attendues.

Nous allons reprendre les trois types de taches. Le premier type de tache T,
(déterminer D’expression algébrique d’une fonction affine) peut étre reformulé ainsi :
déterminer les coefficient a et b permettant de définir la fonction affine par une relation du
type x — ax+b. Le second type de tache T, est de représenter une fonction affine, ce qui peut
revenir a identifier deux points pour les relier par une droite. Enfin le troisiéme type de tache
T; est de déterminer I’image ou 1’antécédent d’un nombre donné. Nous allons organiser dans
un tableau (voir tableau 3) les différentes techniques possibles T pour réaliser les tiches ¢
telles qu’elles peuvent étre utilisées par des ¢€léves en classe de 3°, ceci pour identifier de
quelles technologies 6 elles relévent et donc les théories ® sous-jacentes. Une méme tache
peut mobiliser différentes techniques mais une méme technique peut aussi étre mobilisée pour
différentes taches. C'est sans doute en cela que l'enseignement des fonctions affines est
problématique, le programme ne donne pas une organisation mathématique suffisamment
structurée et sa formulation sous forme de capacités, parfois dans des registres spécifiques,
amene a cloisonner les techniques sans donner une représentation globale de la notion. Pour
chaque tache, il est possible d’utiliser des techniques qui relévent de chacun des registres :
registre graphique, registre des expressions algébriques, registre des tableaux. Ces techniques
amenent un discours qui justifie leur emploi. On peut identifier quatre technologies : la



caractérisation de la fonction affine par son expression algébrique et la nature des coefficients
qui interviennent dans cette expression, la géométrie cartésienne, les régles du calcul
algébrique, les grandeurs proportionnelles. Derriere ces technologies, 1’é1ément théorique est
la notion de fonction. La difficulté est que cette notion est encore en construction a ce stade de
I’apprentissage, elle ne peut pas étre 1’élément théorique qui explique les technologies. Ne pas
mettre en évidence cet élément théorique peut amener a justifier les technologies dans un
autre cadre comme celui de I’algebre, celui de la géométrie cartésienne ou celui des grandeurs
proportionnelles, ou encore a introduire les éléments théoriques par ostension.

Les technologies que nous avons identifiées font référence a la fonction considérée
comme un processus de calcul. On peut méme penser que 1’algorithme de calcul préexiste. La
question est de savoir quelles techniques vont étre enseignées, quelles technologies vont
justifier ces techniques et lesquelles vont étre absentes. Ces choix vont jouer sur la
représentation que I’¢éleve va se faire de I’objet « fonction affine ».

Par ailleurs, certaines taches s'intéressent a une valeur, un point en particulier
(déterminer l'image d'un nombre par exemple), d'autres a ce qu'on pourrait appeler un
« ponctuel universel » (l'utilisation de x pour désigner « tout x » sans que ce soit toujours
explicite comme par exemple dans l'expression algébrique), un global (comme la
représentation graphique d'une fonction affine dont l'allure globale donne des informations)
ou un local (comme lire et interpréter graphiquement les coefficients d'une fonction affine qui
se fait sur une portion de la droite incluant le point d'intersection de la droite avec 1'axe des
ordonnées). Ces aspects nous amenent a considérer trois niveaux différents d'un point de vue
cognitif :

- I'aspect ponctuel : un élément isolé est traité indépendamment du reste, on s'occupe
d'une valeur ou d'un point en particulier sans qu'une relation soit faite avec les autres valeurs
ou les autres points ;

- I'aspect processus : des ¢léments sont mis en relation soit d'un point de vue statique
(on s'occupe du processus de calcul permettant de lier I'ensemble de départ et l'ensemble
d'arrivée), soit d'un point de vue covariationnel (on s'occupe des variations de chacune des
deux variables et de la dépendance entre ces variations) ;

- I'aspect global : ce qui témoigne de I'ensemble du processus.

Ces aspects peuvent étre interprétés comme relevant de l'intra-objectal (analyse des
objets), de l'inter-objectal (étude des transformations ou des relations) et du trans-objectal
(construction des structures) si nous reprenons la terminologie de Piaget (Piaget & Garcia,
1983). Pour ce qui concerne la fonction affine, les trois aspects sont en relation étroite. La
représentation de la fonction affine par une droite passant par deux points est liée a la
perspective ponctuelle, la perception globale permet de tracer la droite, elle est nécessaire
pour avoir une perspective locale, c’est-a-dire pour se représenter la continuité. De maniére
générale, 1’étude locale d’une fonction n’est possible qu’a condition d’avoir au préalable
construit une perspective globale (Vandebrouck, 2011).

Le programme de 2008 s'intéresse essentiellement a l'aspect ponctuel et a l'aspect
processus d'un point de vue statique en privilégiant les conversions entre le registre des



expressions algébriques et le registre graphique (Duval, 1993). La question étant de savoir si
la conversion peut avoir du sens hors des contextes dans lesquels les éléves ont des problémes
a résoudre. Par ailleurs cette approche amene les éléves a opérer sur un nombre fini de
valeurs. Cette perspective ponctuelle peut étre un obstacle a la construction du concept de
variabilité et de continuité (Comin, 2005).



Tache T, Différentes tiaches t Techniques 1t Technologie 0
Déterminer - lire un graphique - Lecture de graphiques - La courbe représentative de la fonction fest
I’expression - lire des coordonnées I’ensemble des points de coordonnées (x,f{x)).
algébrique - lire les coordonnées de points d’intersection - Distance entre deux points sur la droite des

d’une fonction
affine

Déterminer les
coefficients a et b
pour définir la
fonction par une
relation du type :
X — ax+b

entre deux droites

- lire un coefficient directeur

- mesurer la distance entre deux points

- déterminer graphiquement I’'image d’un
nombre, un antécédent

- lire et interpréter graphiquement les
coefficients d’une fonction affine

- Mesure sur un graphique

- Utiliser la relation entre les coordonnées
(x; y) d’un point M qui est caractéristique
de son appartenance a la droite qui
représente la fonction affine : x — ax+b

réels

- Une fonction affine f est caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.
- La représentation graphique d’une fonction
affine est une droite

- b est I’ordonnée a I’origine

- a est le coefficient directeur de la droite

Registre des

- identifier les différents éléments dans une
expression algébrique

- appliquer un algorithme de calcul

- résoudre une équation du premier degré

- résoudre un systéme linéaire de deux
équations du ler degré a deux inconnues

- Déterminer par le calcul I’image d’un
nombre donné et ’antécédent d’un nombre
donné

- Calcul algébrique

- Une fonction affine f'est caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.

- Regles du calcul algébrique

- b est ’image de 0

- lire un tableau de valeurs

- identifier ’ordonnée a I’origine

- calculer un taux d’accroissement

- appliquer les propriétés de linéarité

- calculer une quatriéme proportionnelle

- Lecture de tableaux
- Calcul numérique

- Calculs dans une situation de
proportionnalité

- Une fonction affine fest caractérisée par
une expression algébrique de la forme :
fix)=ax+b.

- b est I'image de 0

- a est le coefficient de proportionnalité des
accroissements




Tache T,

Différentes taches t

Techniques T

Technologie 0

Représenter une
fonction affine

Tracer la droite
représentant la

- lire un graphique

- lire des coordonnées

- placer un point dont les coordonnées sont
données

- mesurer la distance entre deux points

- interpréter graphiquement les coefficients
d’une fonction affine

- Lecture de graphiques

- Mesure sur un graphique

- Utiliser la relation entre les coordonnées
(x; y) d’un point M qui est caractéristique de
son appartenance a la droite représentation

de la fonction affine : x — ax+b

- tracer un triangle matérialisant la pente

- La courbe représentative de la fonction f'est
I’ensemble des points de coordonnées (x , f(x)).
- Distance entre deux points sur la droite des
réels

- Une fonction affine f'est caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.
- La représentation graphique d’une fonction
affine est une droite

- b est ’ordonnée a 1’origine

- a est le coefficient directeur de la droite

- Une droite est caractérisée par deux points

- L'axe (O x) étant interprété comme un axe

fonction affine horizontal, la pente représente le rapport entre la
distance verticale et la distance horizontale
lorsqu'on suit le mouvement d'un point sur la
droite
Tache T; Différentes tiaches t Techniques 1t Technologie 0

Déterminer par
le calcul I’image
d’un nombre
donné et
I’antécédent
d’un nombre
donné

Registre des

- appliquer un algorithme de calcul

- résoudre une équation du premier degré
- résoudre un systéme linéaire de deux
équations du ler degré a deux inconnues

- Calcul algébrique

- Une fonction affine fest caractérisée par
une expression algébrique de la forme :
fx)=ax+b.

- Reégles du calcul algébrique

- b est I’'image de 0

Tableau 3: organisation mathematique liée au programme de 2008 en classe de 3e




1.3.2 : Etude de I’organisation mathématique de la notion de fonction affine

dans le manuel Sésamaths de la classe de 3¢

Nous allons comparer l'organisation mise en évidence dans les programmes de 2008
avec l'organisation mathématique de la notion de fonction dans un manuel. Nous avons choisi
le manuel Sésamath collection Mathenpoche qui est un manuel collaboratif et qui fait
actuellement référence dans les établissements de 1'académie de Nantes. Nous avons listé les
taches attendues des éleves et essayé d'identifier de la méme manicre que nous l'avons fait
pour les programmes, les techniques, technologies et théories sous-jacentes a ces taches. La
présentation de ces taches respecte I'ordre chronologique du manuel et dans la colonne de
gauche nous avons identifi¢ le type de tache auquel correspond la tiche demandée (voir
tableau 4). Nous pouvons remarquer que ce manuel propose un éventail beaucoup plus large
de taches que ne l'exige le programme et que certaines ne relévent pas des trois types de
taches identifiés dans les programmes. Elles relévent de ’existence, de la preuve ou de la
modélisation et étudient la fonction comme outil pour résoudre des problémes (comparaison,
optimisation, modélisation, prévision...) en fin de parcours. Ces démonstrations peuvent
mobiliser des savoirs géométriques comme la mesure des angles ou la position d'un tracé par
rapport a un autre. Pour I’ensemble des technologies, nous retrouvons les éléments théoriques
évoqués dans 1’organisation mathématique du programme mais nous remarquons que la
notion de fonction est toujours présente et mise en lien avec d’autres ¢léments théoriques qui
relévent d’autres cadres comme la géométrie cartésienne et I’algebre.

Il ressort de cette étude que les taches demandées aux éléves sont traitées
majoritairement dans le registre des expressions algébriques ou dans celui des graphiques et
que les techniques sont trés dissociées, elles ne travaillent pas explicitement les conversions
de registres. Pour problématiser la notion de fonction affine au collége et la rendre disponible
au lycée, il nous semble qu’on pourrait aborder les problémes qui peuvent étre résolus par une
modélisation par une fonction au moment de la découverte plutét que de reléguer ces
questions en fin d'apprentissage. Nous pensons que nous avons donc intérét a introduire la
notion de fonction affine en classe de 3°™ par un probléme de modélisation.



Type de Téaches Techniques Technologies
taches T t T 0
. . . . . Proportionnalité
Calculer des images et des antécédents. Appliquer le coefficient multiplicateur.
. . . o Lecture de tableaux
Compléter un tableau de valeurs. Utiliser les propriétés de linéarité. . e,
T; . . . . . . Une fonction affine f'est caractérisée par une
Vérifier si une expression correspond au graphique  Remplacer une variable dans une expression . . -
. s expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.
donné. algébrique par un nombre et calculer. o
Calcul algébrique
Comparer les variations Calculer un coefficient de proportionnalité. Proportionnalité
p ' Conjecturer des propriétés a partir d'exemples. Lecture de tableaux
Comparer f{4) et 5 x £{0,8)
f1,2) et {0,8) + f(0,4) , . . . .
Conjecturer des propriétés a partir d'exemples. Une fonction affine f est caractérisée par une
T, Utiliser les propriétés expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.
X, + X y=AX )+AX . oy e
X 2 =) TA) Appliquer les propriétés pour calculer. Calcul algébrique
Sk x x)=k  ftx)
pour calculer des images.
T Exprimer ... en fonction de ... Déterminer 'expression algébrique d'une fonction Calcul algébrique
. . , g e ., Analyser les contraintes sur la variable pour en Y e o 1eis .
Déterminer I'ensemble de définition li¢ au contexte. 1 . s s Définition et généralités sur les fonctions
déduire un domaine de validité.
Une fonction affine f'est caractérisée par une
T Reconnaitre I'expression d'une fonction affine ou Analyser et transformer une expression algébrique  expression algébrique de la forme : fix)=ax+b.
! linéaire. pour reconnaitre une forme linéaire du 1 degré.
Calcul algébrique
tiliser 1 laire (i técédent). . . .
Utliser le vocabulaire (image, antécédent) Traduire « 3 est I'image de 2 par la fonction f» parla . .. T .
. . 5 . Définition et généralités sur les fonctions
Utiliser les notations ({2) ; fix)= 3 ). notation f{2)=3...
Reconnaitre un tableau de proportionnalité. Proportionnalité
T Dire si une fonction est linéaire ou affine a partir du | Tester la proportionnalité des écarts. Lecture de tableaux
1

tableau de valeurs.

Tester une expression affine correspondant au
tableau.

Une fonction affine f est caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.




Dire si une fonction est linéaire ou affine a partir de

Reconnaitre si la représentation graphique est une

La courbe est I'ensemble des points de coordonnées

(x5 f(x))

T2 son graphique. droite passant ou non par l'origine. Une fonction affine f'est caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.
Représenter une fonction affine a partir de son Identifier les axes. La courbe est l'ensemble des points de coordonnées
T, : X .
tableau de valeurs. Placer les points correspondant a un tableau. (x;f(x)
. L . . Angles et trigonométrie
. . Utiliser un indice de type angle que fait la droite
[lustrer sur un graphique le coefficient . . >
T, . - . avec l'axe des abscisses ou triangle rectangle des . (s
multiplicateur d'une fonction affine. écarts Une fonction affine f'est caractérisée par une
’ expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.
. . v Angles et trigonométrie
, . . . - Utiliser la trigonométrie pour calculer la tangente de
Déterminer le lien entre le coefficient multiplicateur .
T, cet angle et la comparer avec le coefficient de

et 'angle que fait la droite avec 1'axe des abscisses.

proportionnalité des écarts.

Une fonction affine fest caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.

Justifier que la représentation graphique d'une
fonction affine est une droite paralléle a la
représentation de la fonction linéaire associée.

Utiliser le théoréme de Thalés ou la trigonométrie et
les angles correspondants pour démonter le
parallélisme.

Angles et trigonométrie

Une fonction affine f'est caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.

Comparer des images

Repérer a partir de quelle abscisse, une droite est au
dessus de l'autre.
Résoudre une inéquation linéaire du premier degré.

Géométrie cartésienne

Une fonction affine f'est caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.

Calcul algébrique

Résoudre f'(x) = g (x).

Repérer I'abscisse du point d'intersection de deux
droites.
Résoudre une équation linéaire du premier degré.

Géométrie cartésienne

Une fonction affine f'est caractérisée par une
expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.
Calcul algébrique




La courbe est I'ensemble des points de coordonnées

(x5 f(x))

Identifier une fonction affine f pouvant étre
représentée par la droite passant par deux de ces
points et vérifier que le troisiéme point est de la
forme (x ; f(x)).

Vérifier la proportionnalité des écarts entre abscisses
et ordonnées.

Démontrer l'alignement de 3 points. Une fonction affine f'est caractérisée par une

expression algébrique de la forme : f{x)=ax+b.

Proportionnalité

Utiliser une fonction affine pour modéliser et

Prévoir un résultat. .
calculer une image.

La représentation d'une fonction affine est une droite.

Tableau 4: organisation mathématique de la notion de fonction affine dans le manuel Sésamaths de la classe de 3¢



1.4 : Conclusion

L’analyse épistémologique de la notion de fonction affine met en évidence que cette
notion s’est construite par le dépassement de trois obstacles que sont le passage du discret au
continu, le passage du ponctuel au global et le passage d’un processus de calcul a la
covariation de deux grandeurs. Ces différents passages ont été possibles par 1’utilisation de
différents registres dans lesquels des traitements peuvent alors étre effectués. En effet, la
représentation graphique permet de visualiser en quelque sorte le continu et 1’aspect global,
I’expression algébrique permet un traitement local et le travail sur les mesures donne du sens
a la notion de covariation. Les fonctions affines sont un outil de modélisation pour résoudre
des problémes mais elles sont aussi un exemple de fonction. La question est de savoir si elles
peuvent €tre un exemple permettant la généralisation du concept de fonction ou si elles ne
représentent qu’un cas particulier qui facilite certains traitements. Dans le premier cas, on les
consideére comme des objets, elles sont un €lément d’une théorie, dans le second elles sont
plutdt outils et sont une technologie permettant de justifier certaines taches. L’ histoire montre
que les deux aspects se sont développés en parallele et que la transposition didactique n’a pas
toujours €té la méme depuis que les fonctions affines sont apparues dans les programmes.

L'étude des fonctions affines a beaucoup évolué dans 1'enseignement au collége et au
lycée. La formalisation est encore aujourd’hui liée aux structures enseignées dans les années
70 ce qui ¢loigne la notion de fonction affine des problémes qui nécessitent un traitement lié¢ a
la proportionnalité des écarts. L'aspect fonctionnel est essentiellement abordé en utilisant la
relation entre deux séries de nombres dans I’idée de processus input/output et néglige 1’étude
de la covariation de deux grandeurs. Nous verrons dans le prochain chapitre que ce choix, qui
n’est pas uniquement celui du systeéme éducatif frangais, peut entrainer des difficultés dans
I’apprentissage de I’analyse dans les études supérieures, comme peuvent en attester
différentes recherches internationales (Birgin, 2012; Vinner & Dreyfus, 1989; Wang, Barmby,
& Bolden, 2017). Le concept de dérivée pourrait avantageusement étre construit
progressivement en définissant la fonction affine comme une fonction dont la dérivée est
constante, ce qui pourrait se rapprocher du concept de vitesse constante.

Les différents registres qui peuvent étre utilisés ne permettent pas de travailler la
notion d’affinit¢ au méme niveau (par exemple les graphiques permettent d’avoir des
¢léments sur la nature de la fonction, les écritures algébriques permettent des calculs d’image,
les tableaux sont favorables a une organisation permettant de travailler les variations). Il peut
étre difficile d’avoir un discours technologique permettant de justifier les conversions d’un
registre a un autre, conversions qui sont cependant indispensables. En effet, ces technologies
relévent de théories inconnues ou peu familiéres des éléves de colleges et lycées comme la
géométrie analytique ou les triangles semblables.



Actuellement nous pouvons faire I’hypotheése que les difficultés des éléves peuvent
étre de plusieurs ordres :

* une définition formelle des fonctions affines ¢loignée des utilisations dans les
problémes et qui ne les rend pas disponibles ;

* un travail dans plusieurs cadres (Douady, 1986) et plusicurs registres (Duval, 2006)
sans que le passage de 1'un a l'autre ne soit explicité ;

* une maitrise insuffisante du calcul algébrique ;

* un lien entre proportionnalité et fonction linéaire centré sur la question du coefficient
de proportionnalité¢ ou de l'alignement des points sur le graphique mais qui ne prend
pas en compte les propriétés de linéarité.

Nous allons préciser dans le chapitre qui suit, ce que serait une représentation
dynamique du concept de fonction. L'objectif étant de voir si un tel point de vue peut
répondre aux difficultés actuelles des éléves.



Chapitre Il : Deux points de vue

Dans ce chapitre, nous allons tout d'abord définir la covariation de deux grandeurs.
Nous allons revenir sur les différents points de vue (Rogalski, 2001) que sont la variation et la
covariation.

On peut concevoir la fonction affine de deux maniéres ;
(a) soit comme un processus de calcul qui a un réel x associe un réel y ;

(b) soit comme un processus de variations qui partant de deux réels x; et y;, permet

d'engendrer deux autres réels x; et y..
On peut penser aussi la proportionnalité par ces deux approches :
(@) existence d'un coefficient de proportionnalité ;
(b" propriétés de linéarité.

Ces deux conceptions relévent d'un méme cadre mais de deux points de vue différents
(Rogalski, 2001). Le passage dun point de vue a l'autre pouvant se faire par une
démonstration algébrique. Pour Rogalski, chaque point de vue, dans un méme cadre ou un
méme registre, se caractérise par le fait que des propriétés y sont plus ou moins visibles, si
bien que chaque point de vue est adapté a un type de problémes. L'enjeu des changements de
cadre, de registre ou de point de vue, est de transporter un probléme pour en faciliter le
traitement. Il faut cependant noter que certains cadres, registres ou points de vue peuvent étre
choisis par simple préférence personnelle parce que les procédures y sont automatisées ou
familieres. L'apprentissage peut nécessiter d'imposer un changement de cadre, de registre ou
de point de vue, pour justement permettre d'explorer de nouvelles pistes, de nouveaux outils,
de rencontrer de nouveaux objets.

Nous allons voir que ces points de vue n'apportent pas les mémes ¢léments de sens a la
notion d'affinité¢ dans les différents cadres (Douady, 1986) et qu'ils entrainent différentes
expressions de l'affinité dans chaque registre (Duval, 2006). Nous ¢étudierons ensuite le statut
des fonctions affines comme modéele pour étudier la covariation de grandeurs physiques. Cette
analyse va nous permettre d'envisager une organisation mathématique de ce savoir sur
laquelle nous nous appuierons pour proposer des situations d'enseignement-apprentissage
dans la partie 2 de cette these, et analyser leurs effets sur les apprentissages des €leves.

II.1 : La covariation

Notre étude épistémologique de la notion de fonction affine a permis d’établir des
périodes dans le développement de cette notion et de lier le savoir enseigné a différents
contextes. Il semble cependant qu’un autre aspect de cette notion soit essentiel dans la
représentation que les éléves vont se faire du concept de fonction. On peut en effet considérer



la fonction par une définition tres large : une fonction est définie par la donnée d'un ensemble
E de départ, d'un ensemble F d'arrivée, et d'un procédé mettant en relation chaque élément de
'ensemble de départ avec au plus un élément de I'ensemble d'arrivée.

Cette définition peut amener des représentations plus ou moins erronées de ce qu'est
une fonction. En effet chaque ¢élément de 1'ensemble de départ peut tre pris isolément, lui et
son image déterminent un couple. Dans le cas d'une fonction linéaire, ce couple suffit a
déterminer la fonction. Par extension, 1'éléve peut penser qu'un couple suffit a déterminer
n'importe quelle fonction. Plusieurs couples peuvent amener a une organisation dans un
tableau de valeurs, on peut alors représenter graphiquement un ensemble de points isolés.
Cette définition est un point de vue statique puisque basée sur la correspondance terme a
terme. On peut l'illustrer par un schéma de type diagramme de Venn.

Pour David Tall :

More generally different symbols representing different actions but having the
same effect are considered to be different ways of representing the same procept. (Gray &
Tall, 1994)

Dans I’idée d’un développement naturel de la pensée, la notion de fonction vient ici
comme un « procept » : deux processus de calcul différents qui donnent pour toute valeur
d’entrée le méme nombre en sortie, peuvent étre considérés comme caractérisant une fonction
(Tall, 2006).

Si maintenant nous définissons la fonction comme ce qui caractérise la covariation de
deux nombres, cela signifie que tout élément de l'ensemble de départ E peut varier et que cette
variation entralne une variation de son image dans F. Nous avons une représentation
dynamique. De plus, si nous considérons plus spécifiquement la covariation de deux
grandeurs, cette représentation dynamique peut prendre en charge le continu. On peut
schématiser ce point de vue par deux droites ou segments qui définissent d'ailleurs un repére
si les deux axes sont sécants en l'origine. La représentation graphique peut amener a l'idée
d'une courbe.
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Schéma 3: Point de vue statique o W l

Schéma 4: Point de vue dynamique

Ces deux approches se complétent mais I’étude des fonctions dans notre systéme
scolaire débouche sur I’étude des dérivées et donc sur un usage dynamique alors que son




introduction est faite de manicre statique. Il semblerait donc utile de développer le
raisonnement covariationnel chez les éléves des le début du collége, ce qui nécessite une
réintroduction des grandeurs dans les programmes du primaire et du collége.

On peut définir la covariation comme la variation concomitante de deux grandeurs.
« le raisonnement covariationnel correspond a I’ensemble des activités cognitives sollicitées
lors de la coordination de la variation de deux quantités dans la perspective ou on s’intéresse
au type de relation entretenue par celles-ci. » (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, 2002;
Carlson & Ochrtman, 2005).

Les auteurs regroupent dans le tableau 5 les deux regards sur les fonctions : le premier

comme action sur des valeurs, et I’autre comme processus.

Action View

Process View

A function is tied to a specific rule, formula,
or computation and requires the completion
of specific computations and/or steps.

A function is a generalized input-output
process that defines a mapping of a set of
input values to a set of output values.

A student must perform or imagine each
action.

A student can imagine the entire process
without having to perform each action.

The "answer" depends on the formula.

The process is independent of the formula.

A student can only imagine a single value at a
time as input or output (e.g., x stands for a
specific number).

A student can imagine all input at once or
"run through" a continuum of inputs. A
function is a transformation of entire spaces.

Composition is substituting a formula or
expression for x.

Composition is a coordination of two input-
output processes; input is processed by one
function and its output is processed by a
second function.

Inverse is about algebra (switch y and x then
solve) or geometry (reflect across y = x).

Inverse is the reversal of a process that
defines a mapping from a set of output values
to a set of input values.

Domain and range are conceived at most as
an algebra problem (e.g., the denominator
cannot be zero, and the radicand cannot be
negative).

Domain and range are produced by operating
and reflecting on the set of all possible inputs
and outputs.

Functions are conceived as static.

Functions are conceived as dynamic.

A function's graph is a geometric figure

A function's graph defines a specific mapping
of a set of input values to a set of output
values.

Tableau 5 :Action and process views of functions extrait de (Carlson & Oehrtman, 2005, p.7)

Une hypothése posée par Valériane Passaro (Passaro, 2013) est que le raisonnement
covariationnel contribue a la réification du concept de fonction et qu’il est a la base du travail
sur la dérivée. La réification étant ce qui va permettre de transformer l'information en
connaissance. Si c’est effectivement le cas, le raisonnement covariationnel devrait modifier
les représentations des fonctions linéaires et affines construites par les éleves. La question



¢tant de mesurer l'impact que pourrait avoir cette approche sur la disponibilité du concept
d'affinité chez les éléves.

I1.2 : L'expression de ces deux points de vue dans les différents registres

Duval identifie d'une part le langage naturel et d'autre part des registres symboliques
comme |'écriture des nombres, 1'écriture algébrique, les tableaux, les graphiques, les graphes,
un registre étant un systeme de signes. Pour Duval (1995) , il n'y a pas de néosis, c'est-a-dire
d'appréhension conceptuelle d'un objet, sans sémiosis, production ou appréhension de
représentations sémiotiques.

Tout concept mathématique doit s'appuyer sur des représentations, la
conceptualisation doit donc nécessairement passer par des registres de représentation qui,
pour différentes raisons, ne peuvent pas €tre univoques, surtout s'ils ont un caractére
linguistique. (D’ Amore, 2001, p.5)

Ainsi pour représenter un objet mathématique, certains traits caractéristiques sont
choisis mais ce choix dépend des capacités sémiotiques de représentation du registre. Changer
de registre peut donc amener a privilégier des caractéristiques différentes. Pour conceptualiser
un objet mathématique, il est donc nécessaire de mettre en relation différents registres de
représentation, chaque registre apportant une vue particuliére de 1'objet, la néosis étant la
reconstruction par la pensée de l'objet. La conversion d'un registre a l'autre est donc
essentielle, elle permet d'identifier les caractéristiques indépendantes de 1'objet.
L'apprentissage d'un concept devrait prendre en compte non seulement la représentation de ce
concept dans différents registres, le traitement des représentations a l'intérieur d'un registre,
mais aussi sa conversion d'un registre a 1'autre (D’ Amore, 2001).

Nous allons analyser comment est représenté¢ le concept de fonction affine dans
différents registres suivant le point de vue qui est choisi, pour identifier les caractéristiques
qui sont représentées et la mani¢re dont la conversion peut ou non les représenter dans un
autre registre.

Le point de vue variation s'intéresse a la relation entre deux Grandeurs que nous
noterons Ga et Gg. Nous noterons Grandeur (avec un grand G) l'ensemble des classes
d'équivalence et grandeur (avec un petit g) une classe d'équivalence (Hersant, 2001). Le terme
de « relation » permet d'englober différents aspects : il peut s'agir d'une relation de causalité,
d'une transformation, d'une corrélation, d'un processus, d'une loi physique... Il est plus large
que le terme d' « action » utilisé par Carlson (Carlson & Oehrtman, 2005), car il ne s'agit pas
systématiquement de l'action d'une Grandeur sur une autre. Si x est une mesure prise par Ga et
v la mesure correspondante de Gg, la relation entre les deux grandeurs peut étre considérée
comme une fonction, a condition que pour chaque mesure de G4, une seule mesure de Gg lui
est associ¢e. Dans le cas des fonctions affines, cette relation peut s'exprimer dans différents
registres.

Dans le registre algébrique, la fonction affine est caractérisée par l'expression :
y =ax+ b ou a et b sont deux réels. Pour déterminer a et b a partir de valeurs connues, il



suffit d'écrire les deux expressions correspondantes et de résoudre un systéme linéaire de deux
€quations a deux inconnues.

Dans le registre des tableaux, la relation entre la variable notée x et la variable notée y
est donnée par la succession de deux opérateurs : multiplier par a et additionner b. Le
traitement s'effectue par des opérations.

Dans le registre graphique la méme relation est caractérisée par un trapeze OXMB ou
O est l'origine du repere, X le point d'abscisse x; et d'ordonnée nulle, M le point de
coordonnées ( x;, y;) et B le point de coordonnées ( 0 ; b ). La fonction affine est caractérisée
par la droite (BM).

graphique 5: trapéze OXMB

Si nous prenons maintenant le point de vue covariation, la relation affine est définie
des que nous avons deux valeurs x; et x> de Ga et les valeurs y; et y> de Gg qui leur sont
associées.

Dans le registre algébrique, cette relation s'exprime par ( y. —yi) = a( x> —x;).

Dans le registre des tableaux, l'affinité se traduit par un opérateur multiplicatif entre
les variations qui suppose de faire apparaitre les variations, ce qui n'est pas habituel. Cela peut
amener des représentations du type :

1+ 43 ~

) 3 6 | 9 18



Dans le registre des graphiques, la covariation se caractérise par des triangles
constitués de deux points et de la marche et contre-marche allant de I'un a l'autre (voir
graphique 6) :

Ay

-

// —
Ax

graphique 6: « marches » égales ou proportionnelles

Ces marches sont égales ou proportionnelles (voir graphique 7) :

A

graphique 7: « marches » égales

Les deux points de vue n'amenent donc pas les mémes informations dans chaque
registre. Regardons différents graphiques qui illustrent des cours de mathématiques de niveau
fin de college :



Sur le graphique 8 tiré du cours en ligne du site educastream®, la représentation sur
quadrillage et le fait que les points sont sur des nceuds du quadrillage permet de rendre
visibles les marches et contre-marches de maniére implicite et donc de montrer implicitement
la covariation. Le choix est ici de représenter la fonction affine et sa fonction linéaire
associée, le quadrillage permet donc de visualiser le parallélisme des deux droites obtenues.
La fonction affine est introduite comme un processus de calcul : « En associant a chaque
nombre « x » un nombre « ax + b » appelé image de x, on définit une fonction affine ».

]

eyl

g(x)

*1

f(x)

graphique 8: représentation graphique des fonctions affines

*http://www.educastream.com/fonctions-affines-introduction-3 consulté le 3/3/2016


http://www.educastream.com/fonctions-affines-introduction-3

A D’inverse, sur le site de Grégory Fabas’ qui propose des exercices dans un module
pour la classe de 2™, nous trouvons le graphique 9 qui met en évidence la proportionnalité
des marches et contre-marches. Le cours est organisé¢ de telle sorte qu'une définition du taux
de variation est donnée avant I'é¢tude des fonctions affines. Ainsi juste aprés la définition par
l'expression algébrique des fonctions affines, le cours étudie le taux de variation d'une
fonction affine®. Le point de vue est donc plutdt du coté de la covariation.

R S

graphique 9: fonction affine et représentation par une droite

Sur le site mathovore’, le cours de 3°sur les fonctions affines, commence par une étude
de la variation du périmétre noté y d'un rectangle de largeur fixe 3cm en fonction de sa
longueur notée xcm. Cet exemple permet de constater que la situation n'est pas
proportionnelle. Il est ensuite demandé de chercher une relation (égalité) reliant y et x, et de
constater sur la représentation graphique que les points sont alignés. Suivent des techniques
pour déterminer la fonction affine a partir des coordonnées de deux points par la résolution
d'un systeme. Le point de vue choisi ici est donc plutot celui des variations et la définition par
l'expression algébrique caractérise la fonction affine par le processus opératoire qui lui
correspond. Cependant la résolution du systtme dans le cas général amene a définir le

*professeur de mathématiques sur I'Académie de Nantes

Shttp://losfabas. free.fr/2sd/co/taux %20de%20variation%20d'une%20fonction.html
consulté le 3/3/2016

"http://www.mathovore.fr/les-fonctions-affines-cours-maths-27.php consulté le 3/3/2016


http://www.mathovore.fr/les-fonctions-affines-cours-maths-27.php
http://losfabas.free.fr/2sd/co/taux%20de%20variation%20d'une%20fonction.html

o . f(x5)—f (x,)
coefficient directeur par I'expression : a:% ou Al(x,;y,) et Bl(xg;ys)sont
B~ XA
deux points de la droite représentative de la fonction affine £ Le cours propose une
interprétation de ce résultat avec le graphique 10 pour permettre de déterminer ce qu'il appelle
« le coefficient de proportionnalité entre les accroissements de f{ x ) et ceux de x » a partir de

n’importe quels nombres x4 et xz.
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graphique 10: calcul du coefficient a

Ce cours propose donc deux points de vue, l'approche par la covariation venant
combler un manque de technique en algebre pour pouvoir traiter la question uniquement par
l'approche variation.

La différence entre I’approche par la variation et ’approche par la covariation se voit
dans le registre graphique par le choix des points et des indications qui sont ajoutées au
graphique. Si on compare les graphiques 9 et 10 avec le graphique 11, on remarque que, si un
point B figure sur le graphique 11, seul le point A est nécessaire pour caractériser la fonction
affine alors que dans les graphiques précédents plusieurs points sont indiqués dans le
graphique 9 et les coordonnées sont indiquées comme des variables dans le graphique 10 pour
donner un aspect de généralité a la propriété.
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graphique 11: Courbe représentative d'une fonction affine

Sur un autre site, lyclic.fr®, la fonction affine est toujours définie par son expression
algébrique. Le fait que sa représentation graphique est une droite est posé comme ¢élément
caractéristique. Pour tracer la représentation graphique de la fonction affine définie par
flx) =ax+b ou a et b sont deux nombres réels, deux méthodes sont proposées.

Celle des « deux points » consiste a calculer les coordonnées de deux points et a les
relier et celle « du déplacement en escalier » (voir graphique 12) consiste a partir de 'origine
du repere et a se déplacer verticalement de b pour obtenir un premier point puis a se déplacer
« d'un cran » vers la droite pour se déplacer a nouveau verticalement de a. On retrouve ici une
démarche algorithmique, un seul déplacement est indiqué mais implicitement, on peut le
reproduire a l'infini. On notera qu'il n'est donné aucun conseil pour choisir I'une ou l'autre de
ces méthodes. La premiére s'appuie plutdt sur l'approche variation et la seconde sur la
covariation sans que les déplacements ne soient mis en relation avec les variations. Le
« cran » dont il est question dans la consigne reléve du langage naturel et on peut s'interroger
sur ce choix. Il semble que ce soit une maniére de mettre en évidence les déplacements qui
sont liés directement aux coefficients a et b. D'ailleurs ces coefficients sont partout identifiés
par leur couleur quel que soit le registre utilisé.

$http://www.lyclic.fr/lyclipedia/document/MzEA A A==:les-fonctions-affines consulté le 3/3/2016
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graphique 12: Déplacement en escalier

Ces exemples montrent que les deux points de vue peuvent cohabiter de maniére plus
ou moins implicite et que les auteurs passent de I'un a l'autre sans toujours expliquer ce qui
motive ce changement. L'objectif semble essentiellement li¢ aux compétences techniques
pour effectuer la tiche demandée et non au sens que véhiculent ces points de vue.

11.3 : Cycle de modélisation

Tran Kiem (Tran Kiem, 2012) propose un schéma du cycle de modélisation (voir
schéma 5) reprenant trois niveaux de représentation des fonctions que sont : la covariance et
la dépendance dans un systeme physique, la covariance et la dépendance au niveau des
grandeurs et des mesures, les fonctions mathématiques.



Grandeurs et mesures
(formule pré-algébrique)

Systéme physique Fonctions mathém ati ques
(objets phvsiques) (formule al gébrique)

Solution mathémati que

Schéma 5: Cycle de modélisation

Partant du systéme physique, 1'éleéve repere des modifications du systéme liées a des
objets physiques. Il repere des grandeurs et faisant varier ces grandeurs, il peut mesurer les
variations de mesures, il peut alors choisir une variable et écrire une formule pré-algébrique
de dépendance que nous pourrions penser dans le paradigme du physicien-analyste. La
représentation algébrique de cette formule se fait au niveau des fonctions mathématiques qui
peuvent permettre une preuve algébrique d'une solution mathématique qu'il s'agit ensuite
d'interpréter dans le systeme physique de départ.

Tran Kiem s'appuie sur une typologie proposée par Lagrange et Artigue (Lagrange &
Artigue, 2009) ayant pour but de classifier et de relier les activités variées sur les fonctions et
qui s'appuie sur les niveaux de représentation et les types de représentations et d'activité. Le
premier niveau de représentation est celui du systéme physique. A ce niveau, les éléves font
une exploration globale des modifications du systéme, ils percoivent la dépendance entre les
grandeurs qui peuvent étre considérées comme des objets génériques. Au niveau suivant, celui
des grandeurs et mesures, 1’exploration est plutdt locale. Les éleéves font varier une grandeur
et ils observent les variations des mesures. Il est possible de créer une formule pour exprimer
la dépendance. Enfin le dernier niveau est celui des fonctions mathématiques a travers la trace
locale du graphe et 1I’étude de ses propriétés, I’éléve peut créer une formule et donner un
domaine de définition. Un traitement algébrique des expressions peut apporter des éléments
de preuve, les expressions par leur forme peuvent permettre de reconnaitre par leur structure
des familles de fonction.



Si nous reprenons ces trois niveaux, celui du systeéme physique reléve plus de la
perception, celui des grandeurs et mesures de l'analyse et celui des fonctions mathématiques
des déductions formelles. L'hypothése que nous faisons est que le passage du perceptif au
formel peut étre facilité par le niveau des « grandeurs et mesures ». Ce niveau induit des
déductions informelles qui permettent de modéliser ce qui est pergu tout en justifiant la
nécessité de preuves formelles. Nous allons tester cette hypothése dans le cas particulier des
fonctions affines. Ces fonctions ne pourront modéliser des types de situations qu'a condition
que les ¢leves aient rencontré d'autres cas que ceux d'affinités pour justement repérer ce qui
caractérise cette famille de fonctions. Le travail plus spécifique sur la fonction affine au
colléege peut se justifier dans ce cadre d'analyse comme étant le seul pour lequel la preuve
algébrique peut étre apportée. Les autres fonctions mobilisent des techniques de calcul
algébrique qui ne sont pas encore maitrisées. On peut cependant objecter que les types de
problémes pouvant étre résolus par l'algebre a ce niveau ne peuvent pas étre des problémes
d'optimisation mais des problémes de comparaison. Nous y reviendrons plus loin.

Les problémes proposés aux ¢léves qui s'appuient sur des expérimentations en
sciences peuvent s'apparenter a des situations de modélisation, ils montrent toute la
complexité de l'enseignement-apprentissage de la mesure. Les travaux en cours d'Aurélie
Chesnais et de Valérie Munier au sein de 1'équipe ERES a l'université de Montpellier,
montrent la nécessité d'un enseignement qui prenne en charge différents enjeux, en particulier
l'articulation entre la mesure empirique et la mesure théorique (Chesnais & Munier, 2015).
L'objectif de l'activité mathématique peut étre la modélisation de la relation entre deux
grandeurs a partir de mesures empiriques données dans le but de comprendre cette relation, la
décrire, anticiper une évolution, permettre une prise de décision. Si les données sont des
mesures empiriques (effectivement mesurées ou non), on ne peut évacuer la question de
l'approximation de mesurage. Certains €léves peuvent les considérer comme des mesures
théoriques et donc comme des valeurs exactes alors que d'autres estimeront que ce sont des
valeurs approchées et que les calculs effectués sur ces valeurs sont valides a condition que la
dispersion des résultats de calcul soit dans un intervalle acceptable. Toute la difficulté est dans
la définition de cet « acceptable », de la négligibilité, d'autant que peuvent se cumuler des
approximations de mesurage et des approximations de calcul.

I1 s'agit donc d'articuler 1'élaboration de lois avec d'une part des mesures empiriques et
d'autre part des théorémes mathématiques sur des mesures théoriques. Théoriquement, pour
une unité choisie, on obtient une seule mesure pour une grandeur donnée. Tandis que d'un
point de vue empirique, une unité¢ étant fixée, on peut obtenir des mesures différentes pour
une méme grandeur. Ceci est dii aux problémes de précision des mesures. Comment tenir
compte alors, d'une part, de la dispersion des mesures et, de 1'autre, des théorémes ?



On peut estimer qu'une €tape consiste a faire « comme si» on travaillait sur des
mesures théoriques dans un intervalle de confiance. L'élaboration d'un modéle dans cet espace
théorique ne peut en aucun cas étre ¢laboré sans un but. La modélisation peut avoir pour
objectif d'élaborer une loi ou de permettre un traitement. Ce traitement ne peut pas servir a
compléter un tableau de mesures empiriques, cela n'aurait aucun sens. Les modeles théoriques
mis en place a partir de mesures empiriques ne se justifient que s'ils ont pour fonction d'aider
a la prise de décision.

L'apprentissage des fonctions comme modélisation de covariation entre deux
grandeurs ne peut pas écarter la question de l'incertitude sur les mesures.

Champ théorique
Phase inductive P q Phase déductive
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Schéimiaid' Deux types de mesures (Chesnais & Mumé72015)

Aurélie Chesnais et Valérie Munier évoquent 1'idée d'expliciter les deux types de
mesures en étant beaucoup plus précis par exemple dans les consignes.



Si le modéle empirique permet une ¢€laboration d'un modéle théorique, ce n'est
possible qu'a travers un champ théorique, or plusieurs champs théoriques peuvent intervenir :
celui des mathématiques et celui des sciences expérimentales sur lesquelles s'appuie la
situation. Comme dans toute modélisation de la covariation, les théories mathématiques
rencontrent celles du domaine dont relévent les grandeurs étudiées. La prise en charge des
enjeux de précision est presque plus aisée lorsque les mesures concernent des grandeurs
extérieures aux mathématiques car les représentations des éléves des sciences dites
expérimentales par exemple, les rendent sensibles a la dispersion des mesures. Les éleves sont
souvent confrontés a des expériences identiques menées en classe et ils savent pourtant que
chaque bindme trouvera des mesures différentes. C'est plus délicat lorsque les grandeurs
émanent des mathématiques (mesures de longueur, d'angles par exemple) car le contrat
didactique n'explicite pas toujours clairement la différence entre la mesure instrumentée et la
mesure calculée au sein des mathématiques.

Cela nous amene a repenser le statut de la fonction affine comme modéle. Dans la
situation, le modele empirique permet de définir une fonction affine « empirique » en ce sens
que les coefficients sont des valeurs approchées calculées a partir de mesures empiriques. Le
modele théorique ne peut pas étre une fonction affine clairement définie puisque nous ne
pouvons pas calculer les coefficients exacts. Il ne peut étre caractérisé que par les nécessités
liées a la relation, qui sont ici la relative proportionnalité des écarts. Cette relation peut encore
étre formulée dans le registre algébrique sous forme d'une loi. Il s'agit donc pour les éleves de
travailler a deux niveaux de conjecture : une conjecture sur les mesures empiriques puis une
conjecture sur les mesures théoriques pour aboutir a une loi.

En fait nous avons le méme schéma concernant les fonctions que celui qui concerne
les mesures :

— Champ théorique \A/ -

\ | fonction théorique

ya . .. \
| fonction empirique ‘

| \ r r /
\ générale y \ générale y
/ g \\ ya N
\
/ . .. \ / ] . \
| fonction empirique | | fonction théorique |
| contextualisée | | contextualisée

A8 4 AN

~ S ~ ~

Schéma 7: Deux types de fonctions



La fonction empirique contextualisée consiste en une relation observée a partir de
données empiriques sur la covariation de deux grandeurs. Par induction, les éleves peuvent
définir une fonction empirique générale qui peut avoir le statut de programme de calcul. Dans
le champ théorique li¢ aux grandeurs en question, cette fonction empirique générale peut
devenir une fonction théorique générale qui peut a son tour avoir le statut de loi en sciences
expérimentales par exemple. L'application de cette loi dans un contexte ameéne a
l'identification d'une fonction théorique contextualisée.

Pour ce qui concerne les mathématiques, la difficulté est que la fonction théorique
générale est encore a un niveau différent de celui lié¢ au champ théorique de la discipline dont
relévent les grandeurs étudiées.

Ainsi on peut se poser la question du choix des grandeurs suivant qu'elles relévent du
champ des mathématiques (longueurs, aires, secteurs angulaires...), de disciplines
scientifiques expérimentales (SVT, sciences physiques, technologie) ou des sciences
¢conomiques et sociales ou encore de sciences humaines. Comment l'éléve peut-il transposer
ce qu'il sait de fonctions empiriques générales a des fonctions théoriques s'il ne percoit pas les
nécessités communes qui les caractérisent ?

I1.4 : Conclusion

Le point de vue covariationnel semble a privilégier dans I'idée d'une approche de la
notion de fonction comme outil de modélisation de la covariation. Dans ce cas, il faut
cependant distinguer deux types de fonctions. La fonction empirique s'applique a des mesures
de grandeurs et doit prendre en compte les incertitudes ainsi que le contexte pour établir un
domaine de validité. La fonction théorique s'applique a des nombres, I'ensemble de définition
peut étre un ensemble discret ou continu. Nous ne pouvons pas avoir un traitement identique
sur ces deux types de fonctions. Les calculs effectués avec le modele théorique ne peuvent pas
avoir le méme statut que ceux effectués avec le modele empirique. Le modele théorique
permet d'identifier des classes de problémes et peut devenir un outil pour résoudre de
nouveaux problemes du méme type. Le modele empirique permet d'anticiper un phénomene
pour prendre une décision, comprendre ou expliquer.

Ce point de vue dynamique prépare le travail du lycée sur les fonctions en abordant de
maniére intuitive la notion d'interpolation linéaire et de dérivée. Il permet de jouer sur I'aspect
ponctuel et 'aspect global de la fonction. Il permet par ailleurs de résoudre des probléemes
sans l'algébre.

Nous allons analyser des séquences qui montrent comment les éléves s'approprient ce
point de vue covariationnel. Le chapitre suivant a pour objet la présentation du cadre
théorique que nous allons utiliser, d'une part pour la construction de situation, pour leur
analyse et d'autre part pour analyser l'activité des éleves.



Chapitre lll : Le choix du cadre théorique

Dans ce chapitre, nous allons poser les €léments théoriques qui nous ont permis de
mettre en place les expérimentations et de les analyser. Différents cadres interviennent a
différents niveaux ou temps d'analyse. Nous allons préciser en quoi chacun de ces cadres
apporte un éclairage pertinent, tout en pointant les limites de notre étude. Nous allons partir
des difficultés des ¢€léves pour identifier deux axes de travail : l'un autour du savoir
problématisé et I'autre autour de situations d'enseignement-apprentissage problématisante. Il
s'agit d'identifier ce que signifie un savoir problématis¢ en mathématiques et le cadre
épistémique correspondant, en particulier ce que serait des nécessités et le registre explicatif
en mathématiques. Partant de ce cadre, nous nous interrogerons sur l'activité de I'¢leve, sur les
situations qui peuvent amener 'éléve a problématiser.

III.1 : Mise en évidence des difficultés repérées

L'enseignement-apprentissage des fonctions affines pose des difficultés aux lycéens.
Comme nous le verrons dans la partie 2 chapitre I, les éléves peuvent mettre en place des
automatismes de calculs ou des techniques, ils ont des connaissances procédurales mais ces
connaissances sont rarement mobilisables pour résoudre des problémes non routiniers (Grau,
2011). En particulier les enseignants constatent que les notions sont peu disponibles au sens
de Robert en sciences expérimentales, en sciences économiques ou en sciences de 1'ingénieur
(Robert, 1998). De méme au sein des mathématiques, il peut étre difficile pour les éleves
d'utiliser les connaissances qu'ils ont des fonctions affines pour aborder la dérivation, les
approximations linéaires ou les interpolations linéaires. Plusieurs pistes sont possibles pour
analyser cette question :

* modifier le savoir a enseigner ;
* modifier la pratique pédagogique ;
* mieux comprendre comment 1'éléve s'approprie les concepts ;

* mieux comprendre la manicre dont 1'éléve s'engage dans la résolution de problémes.

Comme nous avons pu le voir au chapitre 1, la notion de fonction affine a évolué dans
I’histoire des mathématiques, elle n'a pas la méme expression ni la méme fonctionnalité
suivant les époques. Actuellement, 1’enseignement des fonctions est lié a I'idée de
modélisation et d'approximation. Il existe une dualité entre le formalisme rigoureux de
'écriture algébrique et l'interpolation linéaire qui s'appuie sur des intuitions et des
approximations. Cette dualité peut étre liée a la différence que nous avons relevée au chapitre
2 entre la fonction modéle empirique et la fonction modele théorique. Il peut sembler
incohérent aux ¢éleves de résoudre algébriquement des équations pour déterminer des valeurs
de mesures qui par nature sont approchées. Tout comme il peut leur sembler incohérent de
déterminer de maniére précise le point d'intersection de deux droites alors que l'on se



contentera d'une lecture graphique dans d'autres cas. On peut donc penser qu'il serait bon
d’expliciter le cadre de travail aux éléves.

Si les programmes scolaires précisent qu'il ne sera pas donné de définition d'une
fonction, on peut lire dans la plupart des manuels : « la fonction est définie par... », suivi d'un
programme de calcul P, d'une formule algébrique F, d'un tableau de valeurs T ou d'une courbe
représentative C, ceci pour définir une fonction particuliere. Nous noterons PTFC ce systéme
de définition. Si nous cherchons les liens entre ces différents registres (Duval, 1995), nous
pouvons identifier certains traitements qui permettent de passer de 1'un a l'autre.

* Le tableau de valeurs donne les coordonnées de points qui sont sur la courbe
représentative de la fonction, il permet dans certains cas (en particulier si la fonction
correspond a un ou deux opérateurs simples) de déterminer le programme de calcul de
la fonction correspondante, ce programme est implicitement nécessaire pour établir
l'expression algébrique de la fonction.

* La courbe représentative permet de lire les coordonnées de points qui peuvent étre
placés dans un tableau de valeurs, elle peut donner une idée de la forme de
l'expression algébrique de la fonction (la droite suppose une expression linéaire du
premier degré, la parabole du second etc.). La courbe peut alors amener a définir le
programme de calcul mais pas directement, il est nécessaire d'avoir une idée de son
expression algébrique.

* Le programme de calcul permet d'effectuer des calculs d'images, de résoudre des
équations et donc de trouver des valeurs qu'il est possible d'organiser dans un tableau
de valeurs. Remplacer le nombre entrant dans le programme par une lettre x désignant
une variable dans 1'ensemble de définition permet d'écrire I'expression algébrique de la
fonction. Le programme ne donne pas directement des informations liées a la courbe
représentative, il faut soit I'utiliser pour définir des points de cette courbe, soit avoir
une idée de l'allure de la courbe d’apres son expression algébrique.

e La formule permet quant a elle de mettre en place le programme de calcul
correspondant ou d'avoir une idée de l'allure de la courbe (I'expression canonique du
second degré permet de connaitre directement les coordonnées du sommet de la
parabole par exemple). La formule ne donne pas directement les valeurs du tableau,
puisqu'un calcul est nécessaire et donc demande 1'application du programme de calcul.

Nous avons donc des liens directs entre P et TF, entre T et PC, entre C et TF et entre F
et PC, ce qui peut se schématiser par la représentation d'un losange PTFC dont chaque coté
symbolise une action qui permet de passer d'un registre a l'autre (voir schéma 8 ). Pour chaque
conversion (Duval, 2006), le sens dans lequel il s'effectue correspond a des taches qui peuvent
avoir plus ou moins de sens et étre plus ou moins faciles. Il est par exemple plus facile de
tracer une courbe a partir d'une expression algébrique que de déterminer une expression
algébrique a partir d'une courbe. La courbe étant considérée comme un lieu de points
géométriques, la courbe est un objet matériel associé au graphe de la fonction. Ceci est li¢ en
particulier aux lectures sur le graphique qui ne permettent pas toujours de déterminer



précisément les valeurs des différents coefficients qui interviennent dans l'expression
algébrique de la fonction. Pour les fonctions affines, l'intersection entre I'axe des ordonnées et
la droite représentative de la fonction affine peut étre imprécise et le coefficient multiplicateur
peut étre délicat a déterminer puisqu'il n'est généralement pas indiqué par un ostensif. Le
passage du programme a I'expression algébrique mobilise des compétences en calcul
algébrique mais les difficultés sont relativement les mémes dans les deux sens du travail. Par
contre si le programme permet de calculer images et antécédents pour compléter le tableau de
valeurs, l'inverse est plus délicat puisque pour une série de valeurs, il peut exister différentes
opérations qui permettent d'obtenir les mémes couples. Le probléme étant de savoir combien
de valeurs sont nécessaires pour définir le programme correspondant, ce qui revient & un
probléme d'interpolation. Le tableau de valeurs est alors insuffisant car c'est 1'allure globale de
la courbe qui renseigne sur le type d'interpolation qui semble le mieux adapté a la situation.
Dans notre cas, le probleme de l'interpolation linéaire revient a définir le programme de calcul
correspondant a une fonction affine définie par deux couples de valeurs.

T
Chaque Tableau de Chaque
couple (x ; ) valeurs couple (x ; y) correspond

correspond a une entrée/sortie

aux coordonnées d'un point de la
du programme de calcul

courbe représentative

Programme de Courbe

calcul

Fonction Affine

représentative

Caractérise une
classe de situations par un
processus

La courbe est figurative
du graphe de la fonction

Formule

F

Schéma 8: Caractérisation PTFC d'une fonction affine

Raymond Duval (Duval, 1993) parle de « registres » pour désigner des systémes
sémiotiques différents. L’objet mathématique est un objet inaccessible qui est défini dans un
certain cadre, c'est-a-dire un ensemble de concepts susceptibles d'étre organisés en une
progression théorique (Douady, 1986) mais qu’on se représente dans un registre de
représentation sémiotique comme dans le cas des fonctions: écriture algébrique,
représentation graphique, organisation de valeurs dans des tableaux, programme de calcul. Si
effectuer un changement de cadre revient a une réinterprétation portant sur la formulation des
problémes a résoudre, a I’intérieur d’un méme cadre, il se peut que le probleme exige de



changer de registre pour utiliser un autre traitement relatif a un autre systéme. Il s’agit donc de
convertir la représentation faite dans un registre dans un autre registre. Cette conversion
(Duval, 2006) pose probléme aux ¢léves puisqu’elle ne reléve ni de régles, ni de
correspondances isomorphes. Cette conversion n’est donc ni un codage, ni une traduction. Si
le retour a ’objet matériel (tracé, signe, signifiant...) est possible, il devient plus facile de
mettre en correspondance deux représentations dans deux registres différents, mais 1’objet
mathématique étant inaccessible, il faut pouvoir passer d’un registre a I’autre sans passer par
I’objet lui-méme. Le cas des fonctions affines est particulieérement complexe puisqu’il existe
de multiples représentations de la fonction affine qui ne désignent pas toujours les mémes
caractéristiques de 1’objet. Duval précise : « La conversion ne se fait pas au niveau de ce que
chaque représentation représente mais a celui des unités de sens pertinentes qui constituent
son contenu. » Il s’agirait donc de mettre en évidence des unités de sens par exemple en
partant d’un registre et d’étudier, en ne faisant varier qu’un facteur a la fois dans ce registre de
départ, ce que cela modifie dans un autre registre. «Le changement de cadres est un moyen
d'obtenir des formulations différentes d'un probléme qui sans étre tout a fait équivalentes,
permettent la mise en ceuvre d'outils et de techniques qui ne s'imposaient pas dans la premiére
formulation» (Douady, 1986, p.11). Le changement de cadre provoque donc une extension de
sens des objets alors que le changement de registre permet dans un méme cadre d'utiliser
d'autres propriétés d'un méme objet. La difficulté dans l'apprentissage est que, pour les éleves,
« deux représentations d'un méme objet sont deux représentations de deux objets totalement
différents, et ils ne voient pas comment on a pu passer de 'une a 1'autre » (Duval, 2002).

La conversion de registre a alors deux fonctions différentes. La premiére est une
fonction pragmatique, elle est liée a la nécessité de choisir le registre le plus approprié au
traitement afin de résoudre le probléme. Un éléve particulicrement a l'aise avec les
transformations des écritures algébriques aura tendance a utiliser la formule algébrique de la
fonction affine pour résoudre le probléme posé. Un autre plus a l'aise avec la lecture
graphique fera un tracé. Certains registres sont explicitement associés a des types de
traitement. Par exemple la consigne « résoudre graphiquement » ameéne de fait 1'utilisation du
registre graphique. Pour d'autres le choix peut étre plus implicite et fonction des techniques
automatisées. La conversion de registre a une autre fonction plus heuristique liée au concept
visé. En effet, puisque le concept se construit sur les représentations qui ne sont possibles que
si le registre est connu, la conversion de registre doit permettre une représentation compléte
de la notion dans chacun de ces registres et le passage de 1'un a I'autre permet d'expliciter ses
caractéristiques. La conversion joue donc un role dans la construction méme du concept.

La construction des concepts mathématiques dépend donc étroitement de la
capacité d’utiliser plusieurs registres de représentations sémiotiques de ces concepts et
donc de la capacité a :

* Les représenter sur un registre donné.
*  Traiter ces représentations a I’intérieur d’'un méme registre.
*  Convertir ces représentations d’un registre donné a un autre. (D’Amore, 2001, p.18)



Nous allons nous intéresser particuliérement a deux registres monofonctionnels, c'est-
a-dire dont les traitements sont essentiellement algorithmiques, 1'un étant discursif, c’est-a-
dire qu’il permet un traitement discursif: le systetme d’écriture, numérique, littéral,
algébrique, symbolique, et I'autre non discursif : les graphes cartésiens (Duval, 2002). Nous
avons deux sauts conceptuels qui sont le passage de I’arithmétique a I’algebre (Comin, 2009)
et le passage de la courbe au graphe (Chauvat, 1998).

Gérard Chauvat (Chauvat, 1998) définit trois modes de fonctionnement vis-a-vis des
représentations graphiques des fonctions :

* Le mode nomographique : correspond a un rapport au dessin sans souci de son
signifiant.

¢ Le mode idéogrammatique : le graphique correspond alors a un idéogramme, il sert a
la communication, le dessin représente une idée.

¢ Le mode opératoire : le graphique est considéré comme un processus interactif, il ne
donne pas de réponses mais il est indispensable pour donner la réponse.

La notion de courbe peut donc devenir une connaissance obstacle suivant le mode
dans lequel elle est utilisée. Par exemple pour la fonction affine, la droite est un embleme, sa
fonction est avant tout idéogrammatique, « le tracé a la regle tue la relation entre les
coordonnées » (Chauvat, 1998). Méme si les éleéves de troisiéme étudient les généralités sur
les fonctions, les seules fonctions au programme du collége sont les fonctions linéaires et
affines. Cette fréquentation favorise la mise en place de théorémes en acte du type : «la
représentation d’une fonction est une droite » ou « deux points suffisent pour tracer la
représentation graphique d’une fonction ». Le risque est d’institutionnaliser des aspects
généraux alors que le processus de conceptualisation n’est qu’a peine entamé. L'enjeu est
donc de proposer des situations d'apprentissage qui demandent a 1’¢léve d’utiliser le
graphique selon les trois modes et qui favorisent le passage au mode opératoire.

Si maintenant nous nous appuyons sur les travaux d’Eugene Comin (Comin, 2009) sur
le passage de I’arithmétique a 1’algeébre dans le cadre des fonctions, il apparait que le saut
conceptuel indispensable est le passage de la grandeur a la notion de variable numérique. Ce
saut passe par une conversion de registre et la formule est sans doute I’objet d’étude qui
permet le mieux de travailler ce changement de cadre. Nous pouvons résumer les
représentations liées aux fonctions suivant qu’elles sont percues dans le cadre arithmétique ou
dans le cadre algébrique dans le tableau 6 .



Cadre arithmétique

Cadre algébrique

Travail sur des Grandeurs

Travail sur des variables numériques

Exprime une dépendance entre grandeurs.

Exprime une correspondance entre nombres
abstraits.

Peut étre définie par une formule
arithmétique sur des mesures et leurs unités.

Peut étre définie par une formule algébrique.

Résume un calcul.

Modélise une classe de situations.

Les lettres et mots désignent des grandeurs
mesurees.

Les lettres désignent des nombres réels.

Le résultat est une mesure et son unité.

Les variables décrivent des ensembles
numériques (x et y sont des variables
muettes).

Le sens est porté par la structure des
grandeurs.

Le sens est porté par la structure de R et

le processus itératif.

Pour I’¢leve la formule désigne un calcul et
les lettres désignent des mesures.

La formule désigne une fonction, les lettres
désignent des variables.

Tableau 6: Caractérisation des fonctions dans les cadres arithmétiques et algébriques

Comin définit aussi trois niveaux de maitrise :

e L’usage implicite : I’¢leve utilise des modéles implicites d’action, il infére un

raisonnement arithmétique

e L’usage canonique : I’¢léve utilise un savoir institutionnalis¢é comme outil comme
par exemple les tableaux de valeurs, les programmes ou les formules.

e L’usage familier : 1’¢léve met en ceuvre une conceptualisation algébrique.

Nous avons crois¢ ces deux aspects pour déterminer des profils d'éléves en listant leurs

compétences suivant leur maitrise de ces deux aspects algébrique et graphique. Nous avons

obtenu neuf classes et nous avons utilisé ces classes pour mesurer les progres des éleves au

cours des activités. Nous noterons PTFC Il'ensemble des caractérisations des fonctions :

programme, tableau, fonction, courbe. Dans le tableau 7, nous avons décrit les compétences

des ¢€leves pour chaque classe. Nous pouvons imaginer une progression dans ce tableau mais

elle n'est pas forcément linéaire. En effet, plus d’expertise dans le passage de la courbe au

graphe peut entrainer un recul dans le passage de I’arithmétique a I’algebre et ce sur certaines

situations plutét que sur d’autres. Ce tableau va nous permettre d'identifier les changements

de registres qui posent le plus de difficultés aux ¢€leves et les connaissances qu'il serait

souhaitable de développer pour permettre ces changements de registres.




Représentation des fonctions dans les registres discursifs

Cadre arithmétique — cadre algébrique

Usage implicite

Usage canonique

Usage familier

Sait qu’une
situation affine se
représente par une
droite.

Mode Calcule sur des Calcule sur des A des procédures

nomographique | grandeurs. nombres. algébriques aisées.
Lit des Sait résoudre un | Peut décrire des
informations sur | probléme dans un | variations sur la
des graphiques. seul registre a la | courbe ou sur le

fois. tableau.

Mode | Sait reconnaitre Sait manipuler les | Les capacités sont

idéogrammatique | ype situation de expressions mobilisables.
proportionnalité. | algébriques. Sait mettre en

relation différents
registres et donc
valider.

Mode opératoire

trique) — Graphe (cadre fonctionnel)

Représentation des fonctions dans les registres non discursifs

Résout aisément
des problémes sur

Sait associer une
fonction affine a

Les capacités sont
disponibles. Peut

2 les grandeurs que | des types de utiliser la fonction
g ce soit avec 1’aide | situations. affine pour

b du graphique ou Sait caractériser | modéliser une

g d'un calcul les coefficients sur | situation.

s arithmétique. le graphique. Sait

Py décontextualiser un
é probléme et sait

S faire des aller retour

entre les registres
PTFC.

Tableau 7: neuf classes de compétences lices a l'apprentissage des fonctions affines

Les fonctions affines relévent de la théorie des espaces vectoriels et s’appuient sur
l'idée de transformation géométrique, deux notions qui ne sont plus au programme du collége
et du lycée. Un groupe de recherche de I'REM de Poitiers a pris une entrée épistémologique
pour lister les grandes questions autour desquelles s'organise la notion de fonction. Ils
¢tablissent que les grands problémes mathématiques sont : Comment optimiser une quantité ?
Comment connaitre les variations d'une quantité ? Comment comparer des quantités ? (IREM
de Poitiers Groupe Lycée, 2011). Au college, les problémes posés aux ¢€léves sont
contextualisés et la résolution peut s'appuyer sur des techniques qui peuvent se passer de
l'algebre (graphiques, calculs numériques, tableur). En effet, les résolutions algébriques du
premier degré n'ont que peu d'intérét, elles peuvent méme devenir une source d'erreur si les
techniques n'ont pas pris tout leur sens. Prenons I'exemple des équations du type ax = b avec a

. b a
et b deux réels non nuls, beaucoup d'éleves hésitent entre x = et x=— alors que pour

b
résoudre 5x = 20 la table de multiplication de 5 devrait permettre de résoudre immédiatement
1'équation en la regardant comme une multiplication « a trou ». En seconde, les fonctions du
second degré peuvent amener a des résolutions algébriques qui nécessitent plus de technicité.



On peut donc regretter que la notion de fonction affine soit encore abordée au collége par son
formalisme et son aspect algébrique alors que ces aspects ne sont absolument pas nécessaires
pour la résolution des problémes posés a ce niveau de la scolarité. On peut méme s’interroger
sur la pertinence de I’introduction des notations et du vocabulaire avant la classe de premiére
ou le travail sur la dérivation rend ce formalisme incontournable. Nous verrons que les ¢éléves
écrivent spontanément le signe d'égalité pour signifier que deux variables sont en
correspondance. Ils sont conscients qu'on ne peut pas écrire par exemple 2,5 = 40. 1l est alors
ais¢ de motiver un nouveau symbole et on peut proposer d'utiliser la fleche pour symboliser
cette correspondance : 2,5 — 40. Cette notation apporte de la clarté et elle simplifie I'écriture,
elle est cependant beaucoup plus simple que 1'écriture f(2,5) =40 ou les parenthéses ont un
sens nouveau et ou f désigne un objet qui n'a pas été défini.

Le passage de l'arithmétique a I'algébre ne permet pas a lui seul d'aider la transition
entre le calcul sur les grandeurs et la notion de fonction (Comin, 2005). Les éléves apprennent
un certain nombre de techniques liées a des registres et ils les utilisent dans des situations
semblables comme nous le verrons dans la partie 2 chapitre I . Ces capacités les amenent-elles
a construire le concept de fonction affine ? Un apport essentiel de la neuroéducation est que
tout apprentissage demande de résister aux automatismes déja installés (Masson, 2014).
L'inhibition est un facteur essentiel en résolution de problémes (Houd¢, 2009). L'éléve doit
avoir une certaine flexibilit¢ mentale pour changer de point de vue, remettre en cause sa
représentation du probléme. Pour ce qui concerne les fonctions affines, les automatismes
techniques mis en place ne suffisent pas a la transposition de ces techniques dans de nouveaux
contextes. Prenons par exemple la méthode pour représenter graphiquement une fonction
affine. Les éléves peuvent automatiser le calcul des coordonnées de deux points et tracer la
droite passant par ces deux points. Cet automatisme peut amener les ¢éléves a reproduire la
méme technique pour une fonction qui n'est pas affine. De méme, le calcul d'images ou
d'antécédents amene a des calculs algébriques du premier degré qui peuvent étre automatisés
sans qu'une autre procédure ne soit éventuellement étudi¢e. Un autre exemple pour le cas de
la proportionnalit¢ est la technique du produit en croix. Les éléves I'appliquent
systématiquement alors que les propriétés de linéarités peuvent s'avérer plus rapides. Cet
automatisme peut amener les €léves a utiliser cette technique quelle que soit la fonction
¢tudiée.

Si les ¢éléves sont amenés a résoudre des problémes et donc a utiliser et méme inventer
des symboles pour écrire leur procédure, I’enseignant a souvent la responsabilité de la
conversion des productions dans le registre des expressions algébriques. Ce formalisme
s’impose a I’¢léve sans que les conventions soient systématiquement explicitées. Notre
hypothese est qu'il serait utile de donner du temps a la mise en texte des représentations
initiales des é¢éleves et a la formulation autonome de savoirs apodictiques par les €éléves. La
problématisation du savoir demande de mettre en ceuvre des relations entre les conditions du
probléme et les données du probléme afin de faire émerger des nécessités. L'inhibition serait
alors encouragée par le controle des conditions au cours de la mise en ceuvre de techniques
par ailleurs automatisées.



Enfin au niveau des programmes, il semble nécessaire de repenser I’organisation du
savoir enseigné autour des grands types de problémes que les connaissances mathématiques
permettent de résoudre : les problémes pour agir, pour modéliser pour comprendre, pour
expliquer, pour anticiper... et non suivant les domaines mathématiques, ce qui pourrait éviter
le cloisonnement des cadres et registres induits par l'organisation scolaire des textes de savoir.

Les questions sont donc a la fois épistémologiques, didactiques et pédagogiques, et il
semble bien impossible d'isoler chacune des composantes dans les analyses. C'est pourquoi
différents cadres théoriques nous semblent nécessaires, non pas pour les mettre en opposition
ou analyser des éléments micros indépendamment les uns des autres, mais bien pour
recomposer un nouveau cadre complexe qui met en relation les différentes composantes.

IIL1.2 : Les fondements théoriques

Deux cadres théoriques vont étre mobilisés dans cette recherche : ’apprentissage par
problématisation (Fabre & Orange, 1997) qui s'intéresse au lien entre apprentissage et
probléme mis en évidence par Bachelard, Dewey, Deleuze, Meyer et Fabre et la théorie des
situations didactiques (TSD) de Brousseau. Nous allons présenter ces deux cadres théoriques
et montrer comment ils contribuent a différents niveaux de notre recherche.

I11.2.1 : La Théorie des situations didactiques (TSD)

La TSD de Guy Brousseau nous donne un cadre pour concevoir des situations visant
I’acculturation d’une population a telle ou telle connaissance de la communauté
mathématique. Elle s’intéresse a 1’utilisation de problémes pour construire le savoir dans une
perspective constructiviste. Elle permet d’analyser les potentiels adidactiques de situations qui
sont des situations d’action, de formulation et de validation ou 1’¢léve interagit avec le milieu.
Nous considérons ici le milieu au sens large. Ce sont les objets physiques, culturels, sociaux,
humains avec lesquels le sujet interagit dans une situation. Les analyses a priori permettent de
repérer en quoi le milieu permet ou non la mobilisation de certaines connaissances, savoirs,
savoir-faire et en fonction des erreurs anticipées des éleéves si le milieu permet des
rétroactions favorables a la construction ou la stabilisation de connaissances mathématiques
visées par le professeur.

Les situations mathématiques ont pour objet de représenter les conditions
minimales nécessaires pour expliquer ou justifier la mise en ceuvre d'un énoncé
mathématique par un agent ou un groupe d'agents, sans intervention didactique
extérieure. (Brousseau, 2011, p.2)

Les situations mathématiques permettent a 1'éléve de construire « des connaissances
mathématiques sans qu'elles soient préalablement enseignées directement ou formellement »
précise Brousseau. Il s'agit de penser le systétme « connaissances, milieu, €léve, professeur »
de sorte qu’il apporte toutes les validations et rétroactions nécessaires pour que les
connaissances mathématiques soient fonctionnelles. Ce qui signifie qu'une collection de



connaissances mathématiques apparait en lien avec une collection de situations et que la TSD
fait apparaitre a la fois la nature et 1'organisation de ces collections. Si cette théorie reconnait
la nécessité de l'institutionnalisation des connaissances, elle vise essentiellement a construire
les connaissances en faisant apparaitre un besoin a travers les situations. En fait, les erreurs et
les obstacles sont les leviers de la situation d'apprentissage, ils permettent de savoir
« pourquoi c'est vrai ».

La validation s'occupe cependant peu de savoir « pourquoi ¢a ne peut pas Etre
autrement ». Se pose ici la question du vrai en mathématique. Pour les éléves, une proposition
peut étre vraie pour différentes raisons :

- la perception : « ¢a se voit » ;

- la construction : « c'est fait comme ¢a » ;

- les définitions formelles : « c'est la définition » ;

- la logique a l'intérieur d'une axiomatique : « je 1'ai démontré » ;
- I'absence d'objections : « personne n'a prouvé que c'était faux ».

Comment amener les éléves vers un savoir apodictique, ¢’est-a-dire un savoir pour
lequel on sait pourquoi il est ce qu'il est et pourquoi il ne peut pas étre autrement ? En
mathématiques, les connaissances ont rarement ce statut. « Le besoin de preuve (et de
nécessités) en mathématiques renvoie d'une part a I'impératif de ne pas introduire d'éléments
faux dans 1'édifice ; d'autre part, a l'impératif de compréhension. » (Hersant, 2015). Comme le
propose le philosophe Charles de Villers, on peut opposer la certitude analogique qui s'établit
sur un grand nombre d'expériences a la certitude apodictique qui prescrit les lois : « La
certitude apodictique porte les caractéres d'universalité et de nécessité absolues : elle ne
dérive donc point de I'expérience, qui ne peut établir qu'une certitude analogique » (Villers,
1830). 11 s'agirait donc de permettre 1'apprentissage d'un savoir apodictique qui ne soit pas un
simple savoir analogique non mobilisable par le fait que 1'éléve ne rencontrera que tres
rarement des situations reconnues comme analogues. Pour cela, nous allons nous tourner vers
un autre cadre théorique.

I11.2.2 : L'apprentissage par problématisation

Dans le cadre de la problématisation, de nouveaux outils s'offrent au didacticien des
mathématiques pour analyser l'activité de l'éléve. Issue du champ de la didactique des
Sciences et Vie de la Terre (Fabre & Orange, 1997), ce cadre théorique s'intéresse a la
construction du probléme et aux nécessités construites par les éléves au cours de la résolution
de problémes en lien avec la nature du savoir.

Un savoir scientifique n'est pas seulement un savoir qui permet de résoudre des
problémes, c'est aussi un savoir qui permet d'en formuler de nouveaux dont le travail va
faire progresser en retour les savoirs. (Orange, 2005, p.76)



Si la conceptualisation est le cheminement qui améne a définir une notion, la
problématisation est la mise en relation de données et de conditions pour formuler des
questions posant un probléme a résoudre. Ces deux processus de pensée interagissent avec un
troisieme qui est li¢ a l'argumentation et a la représentation du probléme dans différents
registres. Si les éleves produisent différentes solutions a un méme probléme, il se peut que ces
solutions différent parce que ces éléves n'ont pas les mémes connaissances. En fonction de ses
connaissances, 1'éléve va sélectionner des indices et se donner un horizon d'attente de la
solution. Cependant, méme s'ils ont les mémes connaissances, les €léves peuvent engager des
procédures différentes. D'autres aspects peuvent interférer comme les expériences
personnelles, I'estime de soi, la représentation que se fait I'¢léve des attentes de 'enseignant
etc. Si bien que le savoir construit par I'éléve dépasse largement la solution du probléme, il est
li¢ a la construction du probléme, c'est ce qu'on appelle la problématisation. Cette
construction est en fait un processus car au cours de la résolution d'un probléme, 1'¢leve
construit en réalit¢é une succession de problémes. Chaque étape I'améne a construire de
nouveaux savoirs qui viennent modifier la sélection des indices et donc les données du
probléme initial. Ainsi un savoir ne vient pas seulement répondre a un probléme, il permet
d'en formuler de nouveaux. Ce savoir, méme s'il est théorique, doit €tre critiqué et ce, non
seulement d'un point de vue empirique en lien avec la solution du probléme, mais aussi d'un
point de vue explicatif et cohérent. Il s'agit de se demander s’il pourrait étre autrement,
quelles sont les nécessites liées d'une part au contexte du probléeme (les éléments empiriques)
et d'autre part au modele théorique utilis€ comme condition de traitement des données (les
¢léments analytiques). La problématisation demande donc d'explorer tous les possibles pour
s'assurer que rien ne peut entrer en conflit avec les savoirs construits. C'est pourquoi
formalisation et argumentation sont deux €léments indispensables de la problématisation des
savoirs afin de confronter les différentes constructions, les différentes contraintes et de repérer
les constantes tout en contrdlant qu'il y a bien eu exploration de tous les possibles. Dans le
domaine des sciences expérimentales, on identifiera deux types de contraintes, celles
empiriques et celles sur les modéles. Problématiser un savoir reviendrait a mettre en tension
les contraintes empiriques et celles liées aux modeles pour construire des nécessités a
I’intérieur du modele par un raisonnement. Ainsi, les contraintes sur les modeles (dans le
domaine des mathématiques il s’agit de théorémes, notions, connaissances) et celles
empiriques (en mathématiques les essais, observations, calculs) sont mises au travail pour
poser le probléme. Par des raisonnements, une argumentation, elles permettent d'élaborer des
nécessités sur les modeles et donc de construire un savoir apodictique (Lhoste, Peterfalvi, &
Orange, 2007).

Le mode¢le du losange avec deux espaces dialogiques (voir schéma 9), 1’un horizontal
entre le probléme et la solution, I’autre vertical entre les données et les conditions du
probléme (Fabre, 2011) permet de comprendre a la fois les contraintes posées par le milieu et
celles que 1’¢léve se pose par ses représentations naturelles ou les objets préconstruits.

Si la TSD permet de travailler 'articulation entre les données et les conditions, elle ne
prend pas explicitement en compte la facon dont les éléves construisent le probléme,
comment les €éléves identifient a partir de faits « pourquoi ¢a ne peut pas €tre autrement ». La



TSD vise, dans une certaine mesure, une réduction des possibles par un aménagement du
milieu, alors que I'apprentissage par problématisation est, toujours dans une certaine mesure,
une ouverture et une exploration de possibles permettant une mise en évidence des nécessités.
La TSD s'intéresse a la dynamique des milieux alors que du c6té de 1'éléve, la construction du
probléme et des nécessités nous ameéne a nous interroger plutdt sur la dynamique des
problemes (Hersant, 2015).

Face a un probléme mathématique, la mise en place d'un concept nouveau n'est pas
dans la solution qui préexisterait au probléme mais bien dans la construction du
probléme, c'est-a-dire dans la mise en tension des données et des conditions du probléme
et de la représentation que l'on se fait de sa solution. (Grau, 2011, p.16).

Conditions

Probléme /\ Solution

Données

Schéma 9: losange de la problématisation (Fabre, 2011)

C’est I’articulation entre ce qui reléve des faits et les modeles explicatifs qui permet de
problématiser. Le processus demande une schématisation du réel et donc une hiérarchisation
des données et la mobilisation de différentes techniques. Les discours autour de ces
techniques peuvent utiliser des registres sémiotiques différents (Duval, 2002), étre dans
différents cadres (Douady, 1986), utiliser un langage lié¢ au contexte. Ces discours évoluent en
fonction des situations et nécessitent une validation pragmatique pour les rendre crédibles et
pour permettre leur modélisation au sein d'une théorie. En classe, la genése artificielle de cette
théorie a travers des débats ameéne souvent a une construction déductive du savoir et certains
“trous” de la théorie sont comblés par I'enseignant par des gestes d’ostension. Il s'agit donc
d'imaginer d’autres pratiques pour aider 1'éléve a problématiser sans problématiser a sa place.

Les inducteurs de problématisation (Fabre & Musquer, 2009) sont des aides
spécifiques dans la situation d'enseignement-apprentissage qui peuvent activer le processus de
problématisation chez les éléves. Les inducteurs font partie du milieu, ils permettent d'attirer
l'attention vers des analogies de structures, vers des évocations, des schématisations
successives. Ils doivent aider 1'¢léve a « structurer peu a peu les données au regard des
conditions » (Fabre & Musquer, 2009).



Le processus de problématisation s'effectuant suivant deux axes: celui reliant
probléme et solution et inversement et celui reliant données et conditions, on peut considérer
deux types d'activités cognitive : la position du probléme et la résolution du probléme. L'axe
qui met en relation recherche de données et recherche de conditions correspond a la
construction du probléme. Les inducteurs peuvent avoir un potentiel sur chacune de ces étapes
dans un sens ou dans l'autre. Ainsi Fabre et Musquer notent a, b, ¢, d et e les différentes
directions et ils mettent en indice i si l'inducteur améne une inférence et d s'il améne une
déduction. Ils résument cette typologie dans le schéma 10.
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Schéma 10: Losange de problématisation extrait de Fabre et Musquer (2009, p.52)

Prenons quelques exemples pour illustrer ce schéma. Un inducteur de type b; peut
amener 1'éléve a prendre en compte des données pour interpréter la question initiale alors
qu'un inducteur de type b, amene 1'éléve a choisir une donnée en fonction de la question
initiale. Les inducteurs de type ¢; amenent I'¢éléve a choisir un cadre, un registre sémiotique
pour poser le probleme, ceux de type c, aménent 1'éleéve a réfléchir comment les conditions
'amenent a penser les données du probléme. Ces inducteurs peuvent étre dans la consigne ou
prévus dans des aides apportées a 1'éléve au cours de 'activité. Ils peuvent aussi apparaitre de
maniere spontanée dans les inter-actions professeur-¢léve ou éleve-¢éléve. Les inducteurs qui
favorisent la problématisation sont ceux de l'axe ¢, c'est-a-dire ceux qui mettent en tensions
données et conditions. Encore faut-il prendre la précaution de parler de « potentiel » de
problématisation d'un inducteur car rien ne prouve que la problématisation va effectivement
avoir lieu. Agnés Musquer distingue deux aspects des inducteurs de problématisation :
I’aspect structurel visant une fonction conceptuelle, basé sur ce qui favorise la manipulation,
prépare a l’action et la communication, la systématisation, c’est-a-dire sur le caractcre
directionnel donné par le réseau de concepts déja 1a et des problémes antérieurs résolus, et
I’aspect fonctionnel visant une fonction cognitive permettant de structurer le savoir a



construire sur la base de I’appariement, de I’évocation, de la mise en correspondance
consciente (probléme/représentation ; probléme/réseau de concepts ; probléme/probléme déja
résolu ; résolution/savoir a construire) et sur 1’évaluation et 1’adaptation. Le repérage des
inducteurs dans une situation d'enseignement-apprentissage permet de mesurer le potentiel de
problématisation de la situation.

La représentation en espaces de contraintes (EC) proposée par Christian Orange
(2005) dans le domaine des SVT est un outil permettant de représenter ce qui reléve du
registre empirique, du registre des modeles et du registre des nécessités au regard des modeles
qui portent la solution du probléme, ainsi que les relations entre ces registres. Hersant les
redéfinit de la sorte :

Le registre empirique est celui des faits provenant d'observations ou d'expériences ;
le registre des modéles est celui des explications construites pour rendre compte des faits
préjugés pertinents pour le probléme par les éleves et qui leur permettent de produire des
explications, de s'expliquer les choses. (Hersant, 2015)

Face a un probleéme, les ¢éléves observent, expérimentent et collectent donc des faits
qui relévent du registre empirique. La mise en relation de ces faits avec les connaissances, les
expériences antérieures, d'autres données du probléme, la sélection méme des données et des
faits, tout cela se fait par rapport au monde des idées, de ce qui reléve du registre des modeles.
Le tissage entre le registre des modeles et celui des faits révele un registre explicatif. En effet,
les mode¢les existent au sein d'un cadre. Nous verrons les différentes composantes de ce cadre
ou paradigme que Christian Orange appelle registre explicatif (Orange, 2012). Les
interactions entre le registre des modeles et celui empirique aménent 1'¢léve a produire les
¢léments du registre des nécessités.

En sciences, les nécessités ont une fonction liée au probléme, elles peuvent devenir
des explications dans une autre situation, elles n'ont donc pas le statut de « vérité absolu ». Si
nous prenons par exemple la question de la relation entre l'eau et la croissance d'un végétal
chlorophyllien, le fait que les plantes ont besoin d'eau correspond a une contrainte empirique
(la plante a besoin d'eau pour ne pas se dessécher) mais la nécessité d'hydrater peut intervenir
qu'en tant qu'explication du desséchement et non de nécessité pour grandir (Lhoste et al.,
2007). En mathématiques, les nécessités sont plutdt lices aux théories qu'aux données
empiriques elles-mémes. Si nous étudions la conversion entre degrés Celsius et degrés
Fahrenheit, les nécessités viennent des conventions mathématiques et des régles du calcul
algébrique et non des valeurs mesurées. Si bien que la dialectique faits/idées peut relever en
mathématique d'une question de modélisation. Les EC permettent une organisation de
'analyse a priori des situations en listant les actions que 1'on peut prévoir et les registres
explicatifs (REX) qui peuvent structurer les explications, organiser la pensée de 1'éleve dans
l'exploration des possibles. Les procédures des éléves sont mises en relation avec les
contraintes internes ou externes qui déterminent l'usage d'un modéle dans un cadre
mathématique. Les EC sont un outil pour modéliser les relations internes du systéme



« connaissances, milieu, €leve ». Ils peuvent aussi permettre de repérer la dynamique de
'apprentissage par problématisation en identifiant les moments ou I'éléve change son regard
sur la situation, les moments ou il y a rupture d'intelligibilité¢ de la situation. Ces moments que
Sylvain Doussot, Denise Orange-Ravachol et Magali Hersant appellent des événements de
problématisation sont a 1'origine de la construction de nécessités.

IIL.3 : A propos des définitions

La résolution de problémes contribue a la construction des savoirs mathématiques a
I’école (Bkouche, Charlot, & Rouche, 1991b), mais ces problémes peuvent avoir différentes
fonctions : du probléme ouvert (Arsac & Mante, 2007) aux situation-problémes (Douady,
1986), en passant par les problémes de réinvestissement, d’évaluation. Les problémes
permettent de mesurer le degré de mobilisation des connaissances (Robert, 1998) pour peu
qu'ils ne soient pas des exercices routiniers. La question est de savoir quelles conceptions
1'éleéve a de la notion de fonction affine lors de sa rencontre avec les problémes proposés par
l'enseignant et quelles connaissances il construit a travers les différentes situations. Nous
identifions trois types de problémes pour lesquels le savoir construit ne sera pas de méme
nature : les problémes techniques, les problémes technologiques et les problemes théoriques.
Les problémes techniques portent sur les propriétés, l'apprentissage porte sur les actions a
effectuer pour construire 1'objet. Les problémes technologiques portent sur les objets et sur
leurs relations, 1’apprentissage porte sur les objets eux-mémes. Les problémes théoriques
portent sur les nécessités, I’apprentissage porte sur les propriétés caractéristiques de ces
objets. Tous ces problemes peuvent exister dans une méme séance et tous les éléves ne
travaillent pas simultanément sur les mémes problémes. Pourtant c'est dans la transformation
du probléme d'un niveau a l'autre, technique, technologique, théorique, que les nécessités
conceptuelles se transforment en nécessités d'action. Il s’agit donc de penser des situations qui
permettent a tous les éleves d’effectuer cette transformation.

L’analyse de I’activité reconstruite de 1’¢leve a partir des traces écrites ou orales lors
des séquences en classe, permet de repérer les représentations que les éléves ont mobilisées et
¢laborées autour des concepts mathématiques travaillés et d'avoir une idée du processus qui
amene la construction de ces concepts. Certaines pratiques langagicres permettent d'identifier
les changements de niveaux évoqués plus haut. En effet, l'utilisation de «il faut», ou
l'utilisation du verbe « devoir » indique la mise en évidence de nécessités méme si ces
nécessités ne sont pas forcément mathématiques. Par ailleurs l'utilisation du « je » correspond
le plus souvent a une nécessité d'action alors que les sujets qui désignent des objets
mathématiques marquent une nécessité plus conceptuelle (Gobert, 2014). Ces transformations
relévent de la secondarisation du discours que nous évoquerons dans la suite de ce chapitre.

Les travaux de Cécile Ouvrier-Buffet (Ouvrier-Buffet, 2003, 2006, 2014, 2015) ont
montré que la compréhension d'un concept passe par plusieurs stades : la connaissance de
définitions et des preuves de leur équivalence, des exemples et des contre-exemples qui
délimitent le concept, des situations donnant du sens au concept et des représentations du
concept. Si le cours de mathématiques ne donne a travailler que certains stades, on peut
craindre que le concept ne soit pas acquis de facon stable. Nous avons vu au chapitre 1 qu'il
est bien difficile de donner une définition du concept mathématique de fonction affine puisque



cette notion amene a définir différents objets suivant le cadre ou elle est travaillée et suivant le
point de vue choisi : une fonction comme un processus de calcul ou comme une relation de
proportionnalité des écarts dans une covariation de deux grandeurs. Comment I'enseignant
peut-il alors amener 1'éléve a ¢laborer une définition de la fonction affine ?

Selon Ouvrier-Buffet (Ouvrier-Buffet, 2006) il existe deux types de définitions : les
définition perceptives et les définitions axiomatiques. Dans la théorie du nominalisme, le
concept se construit a partir d'une perception, il procede de I'observation car ce qui est vu,
observé, peut étre comparé. La définition permet de nommer le perceptif et améne a des
classifications (par exemple : les courbes qui sont des droites, les droites qui passent par
l'origine, celles qui sont paralleles...). Concernant les fonctions, on '
représentations graphiques de certaines fonctions sont des droites, on nomme alors ces
fonctions « affines ». Une définition perceptive des fonctions affines pourrait étre celle-ci :
une fonction affine est une fonction dont la représentation graphique est une droite. Cette
définition s'appuie sur une connaissance préalable des fonctions et de leur graphe. La encore,
suivant la conception que les éléves ont des fonctions, ils peuvent avoir différents points de
vue et donc avoir des perceptions différentes de 1'objet. Ils peuvent voir la courbe comme un
ensemble de points ou comme un tracé reliant des points isolés. L'alignement n'a pas le méme
sens puisque dans le premier cas il est une caractéristique et dans l'autre il est une
mod¢lisation.

'voit" que les

Une autre approche étudie l'essence et 1'existence d'un concept, c'est I'essentialisme qui
amene a 1'élaboration de théories en partant du principe que les idées ne partent pas toutes des
sens. La définition des fonctions affines dans le cadre des espaces affines reléve d'une
définition axiomatique et non d'une perception. La difficulté est que ces deux approches ne
correspondent pas au méme processus de construction et en particulier ne donnent pas le
méme poids aux nécessités. L'objet existe dans un cas de par la perception qu'on en a, dans
l'autre il existe de par la non-contradiction de son existence avec la théorie. Aristote
distinguait déja les définitions nominales qui donnent la signification d'un mot mais
n'établissent pas l'existence, des définitions par la cause, pour lesquelles le discours montre
pourquoi la chose existe. Pour les logiciens, on a les énoncés démontrés (théorémes) et les
énoncés primitifs (axiomes), mais l'axiome premier serait 1'existence de I'objet et par existence
on comprend « exempt de contradictions », c'est-a-dire que rien ne prouve qu'il n'existe pas.

Chez les enseignants, la représentation la plus courante des définitions mathématiques
est une succession de conventions, axiomes, théoréme, propriétés. Les aspects logiques et
langagiers prédominent, ce qui correspond aux fonctions des définitions qui, pour eux, sont
essentiellement l'utilisation dans une démonstration, la possibilité d'abréger le discours, la
précision du sens des mots, de lever les ambiguités (Ouvrier-Buffet, 2014). Si bien que les
textes de savoirs produits ou proposé€s aux ¢éléves ne sont pas des textes provisoires ou des
définitions qui évoluent au fil de l'apprentissage. Pourtant les concepts mathématiques
scolaires peuvent étre considérés comme provisoires en ce sens que les théories sont en
constante évolution. Ce qui est vrai a un stade de l'apprentissage peut se révéler faux a un
autre et cela d'autant plus que les axiomes premiers ne sont pas toujours enseignés. Prenons le
simple exemple du carré qui n'est pas considéré comme étant un rectangle particulier au cycle
2, ou les propriétés qui sont vraies pour les entiers et ne le sont pas pour les réels. Pourtant les



textes de savoir sont trés souvent présentés a l'école sous la forme de définitions et de
propriétés qui utilisent des termes exacts et précis. Ces textes peuvent donner une illusion de
scientificité voire d'universalité.

[Ces termes] peuvent €tre extrémement trompeurs, non seulement parce qu'ils
donnent fortement a penser que quelque chose existe qui en fait n'existe pas, a savoir
l'exactitude absolue ou la précision absolue, mais aussi parce qu'ils posseédent une forte
charge émotionnelle : sous couvert de scientificité et d'objectivité scientifique, ils donnent
a penser que la précision et l'exactitude sont des valeurs supérieures, voir ultimes, et qu'il
est mauvais, non scientifique ou brouillon d'utiliser des termes inexactes. Or un terme
exact n'existe pas, comme il n'existe pas de terme devenu « précis » grace a une définition
précise. (Popper, 1990)

La modélisation de la connaissance poppérienne est basée sur un autre schéma : les
problémes ameénent des théories concurrentes et la génération de réfutations, la définition n'est
qu'une abréviation d'un concept ayant un pouvoir explicatif plus grand que ceux déja connus.
La définition permet alors de renforcer une théorie résistante aux réfutations et qui donne
donc une solution au probleme. Elle est en lien étroit avec les preuves et réfutations : chercher
des contre-exemples de la conjecture met en chantier sa preuve comme sa réfutation. Une
théorie n'est donc pas une accumulation de théorémes dans le temps mais une réinterrogation
des conjectures qui se traduit par des définitions qui évoluent comme nous avons pu le voir a
travers notre étude épistémologique au chapitre 1.1. Lakatos (1984) traite cette question a
deux niveaux : le niveau heuristique et le niveau du langage et de la linguistique.

Lorsque vous accroissez le contenu, vous développez des idées, vous faites des
mathématiques, aprés cela vous clarifiez les concepts, vous faites de la linguistique.
(Lakatos, 1984)

Pour lui, la recherche mathématique améne a contester des vérités établies ou a
compléter un noyau théorique par de nouvelles hypotheses explicatives ou prédictives.

Un processus dialectique s'installe entre la construction du concept et 1'élaboration de
la preuve et ce processus met en interaction trois espaces dans lesquels les définitions peuvent
avoir des fonctions différentes.

Il se dégage trois « lieux » ou se joue la construction de définitions : la recherche
mathématique, la logique et le langage, ainsi que I'¢laboration de théories. (Ouvrier-
Buffet, 2006, p.25)

Les travaux de Cécile Ouvrier-Buffet (Ouvrier-Buffet, 2006) montrent que les contre-
exemples peuvent permettre différents types de rétroactions : préciser le domaine de validité
du concept, capituler face a un contre-exemple exemplaire, reformuler pour éviter les erreurs
d'interprétation. Lakatos propose de son coté trois types de définitions avec respectivement
des fonctions qui induisent différents types de controles. Nous pouvons croiser ces deux
approches pour définir trois types de situations d'apprentissage. Chacune permet de construire



le concept visé dans un lieu particulier, a travers une activité cognitive différente et par la
mobilisation de types de contrdles spécifiques. Chacune permet la construction de définitions
mais ces définitions ont une fonction différente au sein méme de l'activité et au sein des
mathématiques. Ces trois types de situations ne sont pas indépendantes et 1'éléve, comme
l'enseignant, peut trés bien passer alternativement de I'une a 'autre.

Le premier genre vise la dénomination, c'est la fonction premicre des situations ou
s'élaborent les théories, 1'activité s'oriente vers la modélisation, 1'étude d'objets mathématiques
familiers mais dans un contexte différent. Le contrdle se fait par la reformulation de quelque
chose qui existe déja, on peut parler d'essentialisme.

Le second a pour fonction premiere la communication. Il se joue dans les situations de
classification par le controle de la logique et des régles langagieres. On parlera de
nominalisme.

Le troisieme a pour fonction principale la preuve. Il intervient en résolution de
problémes, l'activité de 1'éléve étant la recherche, les contrdles visent la démonstration de la
solution, on est dans un systéme de preuve et réfutation.

Ces trois fonctions, résumées dans le tableau 8, correspondent a trois transpositions
didactiques possibles ou rencontrées dans les classes lors de la construction de la notion de
fonction affine.

Fonction Lieu ou se joue la Situation de Type de controéle
principale construction de construction du
de la définition définitions concept
Dénomination L'élaboration de Modélisation, étude | Reformulation,
théories d’objets familiers existence
dans un contexte (essentialisme)
différent
Communication La logique et le Classification Controles langagiers
langage et logistiques
(nominalisme)
Preuve La recherche Résolution de Démonstration
mathématique problémes (preuve et réfutation)

Tableau 8 : Fonction, lieu, situation de construction et controle des définitions

- La dénomination correspond a l'introduction d'une définition algébrique de la
fonction affine, les exemples et contre-exemples ayant pour fonction de repérer les
caractéristiques liées au processus, dans le registre des expressions algébriques. L'exemple et
contre-exemple classique étant la comparaison de tarifications suivant qu'elles comptent ou
non une part fixe (abonnement, droit d'entrée ...).

- La communication correspond a la classification des fonctions suivant leur forme
algébrique ou leur graphe. La définition sert alors dans les démonstrations a justifier
l'alignement de points ou la pertinence de 1'expression algébrique cherchée.



- La preuve correspond a la résolution de problémes fonctionnels liés a la prise de
décision, la compréhension ou la généralisation. La définition permet dans ce cas de regrouper
les problémes qui relévent de certaines caractéristiques communes.

Comment se construit le concept de fonction affine suivant l'entrée qui est choisie ? Si
I'important est de concevoir la définition comme un processus qui passe par des définitions
provisoires, quelles modalités permettent la mise en place de ce processus ? Nous essayerons
de donner des ¢éléments de réponse dans la partie 2 chapitre I, mais nous avons déja quelques
pistes. Proposer une situation de classification ne permet pas a proprement parler une
construction de concepts nouveaux. Cependant, certaines définitions étant déja connues des
¢léves, on peut imaginer une construction de concepts par une redéfinition d'un objet
particulier dans un contexte différent. Cécile Ouvrier-Buffet prend en particulier le cas de la
droite (Ouvrier-Buffet, 2006). Les ¢leves ont une définition perceptive du concept de droite,
on peut en avoir une approche problématisée si on étudie la régularité, par exemple par I'étude
de « droites discretes ». On met alors a 1'épreuve la droite réelle, il s'agit de chercher une
axiomatique permettant de définir la régularité.

Le concept de fonction considéré comme modélisation de phénomenes empiriques
amene a faire la différence entre les hypotheses et les théories au sens de Popper, c'est-a-dire
que les hypotheses se référent a des tentatives d'explication de phénomeénes particuliers alors
que les théories se réferent a un ensemble de phénoménes de types différents qui ont en
commun des principes fondamentaux (Popper, 1985). L'éléve peut étre ainsi amené a chercher
une explication au sein méme des théories associées au cadre dans lequel il travaille. Il n'est
pas évident pour lui de croiser des explications qui viendraient de différents cadres ni de
contrdler leur cohérence entre elles. Pour identifier ces croisements, nous allons essayer de
comprendre comment sont organisés les savoirs.

II1.4 : Vers une praxéologie de modélisation de la fonction affine

D'apres la théorie anthropologique de la didactique (Chevallard, 1992), toute action
humaine peut s'analyser en un systéme qu'on nomme praxéologie dans lequel 1’homme
effectue des types de taches qui nécessitent des techniques (schémes d’actions utilisés),
justifiées par un discours appelé technologie qui liste les propriétés qui justifient ces
techniques (le discours technologique), lui-méme justifiable par une théorie (reléve d’un
discours théorique). L’entrée par les problémes dans des contextes de covariation de deux
grandeurs, amene a travailler sur des grandeurs mesurables, et donc dans le monde physique.
La démarche que nous allons éprouver dans les expérimentations se rapproche d’une
praxéologie de modélisation (Schneider & Gantois, 2012). Nous allons expliquer ce choix.

Maggy Schneider parle de deux types de praxéologie (Schneider-Gilot & Alain, 2011).
La praxéologie « déduction » vise a définir les objets par un raisonnement déductif et donc de
partir de la théorie pour construire la technologie. La praxéologie « modélisation » part au
contraire des tiches qui peuvent modéliser des systémes intra ou extra mathématiques par des
concepts mathématiques (Schneider & Gantois, 2012) qui sont des objets mentaux, des
substituts de concepts mathématiques qui n’ont pas ét¢ définis mathématiquement. Les



techniques utilisées s’appuient sur des objets « préconstruits ». Il s’agit alors d’aider 1’¢éleve a
passer de ces objets « préconstruits » aux concepts mathématiques en jouant sur I’élaboration
de nouvelles techniques et d’un discours technologique pour lequel le langage peut aller d’un
langage proche du quotidien a des connaissances symboliques ou graphiques en passant par
des savoirs physiques construits ou préconstruits, et ce dans un méme énoncé. Ces jeux de
langage permettant une évolution des notations et des techniques. On peut imaginer que
I’¢léve deviendra responsable de la construction de la théorie par adaptation et validation des
techniques au regard de la résolution de problemes au travers des jeux de langages. L’objet
mathématique existe alors comme une contrainte et non comme une étiquette. Il se définit
comme la modélisation pertinente d’objets non mathématiques pour devenir un objet déductif.
Si nous prenons par exemple 1'étude de grandeurs comme la température, les éleves ont des
représentations liées a la perception du chaud et du froid, a l'utilisation d'instruments de
mesures quotidiens (thermométres utilisant différentes technologies) ce qui les améne a
utiliser un langage naturel pour décrire les variations de température. Dans les différents
cadres mathématiques, 1'¢léve va étre invité a utiliser différents registres pour parler de ces
mémes variations. Dans un méme énoncé, on pourra croiser des éléments qui décrivent
l'expérience empirique, d'autres le modéle mathématique et ce dans différents registres.

Comment peut s’effectuer la bascule entre le discours technologique et le discours
théorique visé ? C’est ce que nous nous proposons d'analyser dans les séquences menées en
classe. Une hypothése est que le passage par la mesure de grandeur peut faciliter la transition.
Les didacticiens des mathématiques ont porté une attention particulicre au passage d'une
géométrie du perceptible a une géométrie déductive (Houdement, 2007). Un paradigme
intermédiaire entre ces deux géométries serait nécessaire, il permettrait a la fois de réhabiliter
le mesurage et d'initier les éleves a la preuve déductive (Tanguay & Geeraerts, 2012).
Tanguay et Geeraerts appellent ce paradigme « la géométrie du physicien-géomeétre ». Le
mesurage a dans ce paradigme une double fonction : une fonction d'exploration qui permet
d'émettre des conjectures qui peuvent €tre remises en doute suivant les contextes, les
conditions d'application et une fonction de vérification qui permet de vérifier, contrdler. Dans
ce paradigme, on peut déduire des énoncés mais ces énoncés ne sont pas démontrés tant que
les conjectures ne sont pas assurées. On peut leur donner le nom de postulat. C'est un lieu
privilégié pour mettre en ceuvre des raisonnements abductifs, ces raisonnements pouvant étre
modélisés par le fait que si on sait que « P implique Q », savoir que Q est vraie rend plus
plausible le fait que P soit vraie (Polya, 1967). Ce sont ces raisonnements que nous utilisons
le plus souvent pour émettre des conjectures et ce sont eux qui peuvent mettre en lumiére
certaines contraintes ou nécessités.

On peut faire la méme hypothése concernant le concept de fonction. Pour amener les
¢léves de la perception de dépendances de deux grandeurs a l'utilisation d'une fonction
mathématique, on peut imaginer un passage par le paradigme du physicien-analyste ou la
mesure permet a la fois d'émettre des conjectures et de vérifier, controler les résultats. De
meéme, les déductions faites a partir de ces conjectures peuvent avoir statut de postulat. Faire
la différence entre les axiomes et les postulats pourrait aider 1'éléve a comprendre en quoi
l'algebre et l'analyse sont indispensables pour fournir une preuve formelle des énoncés.
Prenons l'exemple de 1'é¢tude des variations d'un volume en fonction d'une longueur. Le



passage par le paradigme du physicien-analyste correspondrait a cette étape floue ou 1'éleve
utilise des « formules géométriques » pour exprimer des fonctions empiriques sans que cette
formule n'ait encore le statut d'expression algébrique. Par exemple une formule du style :
« Volume = aire de la base x hauteur » a le statut de « formule géométrique » alors que
V(x ) = 6mx a le statut de formule algébrique.

IIL5 : Le cadre épistémique pour l'apprentissage par problématisation

Nous allons reprendre la notion de cadre €pistémique au sens de Piaget, c'est-a-dire
« le cadre de significations dans lequel la société insére les objets ou les événements et qui
exerce une influence sur la mani¢ére dont nous assimilons et interprétons chaque expérience
particuliere. » (Legendre, 2006). Ce cadre a deux aspects qui ne sont pas indépendants mais
qui offrent des approches différentes: le systeme social qui détermine la sociogenese
historique des connaissances scientifiques et le niveau individuel qui détermine une certaine
vision du monde que l'individu construit de par ses expériences individuelles dans un
environnement social et culturel particulier. Pour ce qui concerne l'apprentissage des
fonctions affines, nous allons définir un cadre épistémique qui s'appuie sur cette approche
piagétienne. Si Bachelard considere 'obstacle épistémologique comme une rupture nécessaire
pour passer de représentations préscientifiques a des conceptions scientifiques, on peut
interpréter la pensée bachelardienne dans une version que Michel Fabre appelle « molle » :

La version « molle » tente de rétablir une continuité entre opinion et savoir, et tend
a penser degrés de savoir (et donc perfectionnement, enrichissement des représentations),
gommant ainsi les différences entre psychologie du développement et psychanalyse de la
connaissance. (Fabre, 2013, p.62)

Piaget envisage lui aussi cette dualité rupture et continuité entre différents niveaux de
connaissance :

Nous-mémes croyons, d'une part, qu'il y a une continuité plus grande entre la
pensée préscientifique et scientifique, dans la mesure ou les mécanismes en jeu dans le
processus cognitif sont les mémes ; et d'autre part, nous considérons qu'il y a un certain
type de « rupture » chaque fois que l'on passe d'un état de connaissance a un autre, dans la
science tout comme dans la psychogenése. On peut bien accepter qu'il s'agit d'une
rupture, mais dans le sens d'un changement de cadre épistémique. (Piaget & Garcia, 1983,
p.282)

Dans son épistémologie génétique, Piaget distingue trois grandes étapes dans
I'évolution historique des mathématiques : 1’étape de la contemplation, celle des opérations,
celle des transformations. Nous retrouvons ces mémes étapes dans I'évolution de la notion de
fonction affine. L'antiquité étant le temps de la contemplation, en ce sens que la réalité est
propre a l'objet, le sujet peut décrire ce qui préexiste, il n'agit pas sur les objets, il est absent.
Méme si les instruments permettent de représenter des figures, elles ne sont qu'une figuration
du réel. Ainsi les problémes de grandeurs de 1'époque sont bien des problemes liés a des
caractéristiques de 1'objet. La période qui suit correspond a la prise de conscience que le sujet
peut opérer sur les objets, il peut les classer, les relier, identifier des critéres. Ces opérations,



méme si elles peuvent modifier 1'objet, ne peuvent pas le créer, elles sont imposées par 1'objet
lui-méme et tout objet de pensée peut étre ramené a l'action a travers des signes ou des
significations. Nous pouvons constater cette bascule durant la période du moyen-age et de la
renaissance, ou les problémes de cinétique permettent d'opérer sur les courbes représentant le
mouvement et améneront au XVII® siécle la classification de ces courbes et I'organisation de
classes de problémes. Ce n'est que depuis le XIX® que nous sommes dans une période de
transformation, c'est-a-dire que les opérations effectuées par le sujet peuvent créer des objets
nouveaux. C'est une période synthétiste qui ameéne a une coordination opératoire dans un
systéme de pensée. Elle correspond, pour ce qui nous concerne, a l'apparition de 1'algébre
linéaire.

En paralléle, chacune de ces étapes correspond au franchissement d'un obstacle
épistémologique au sens de Bachelard. La période contemplative étant marquée par
l'impossibilité de donner une réalité a l'infini, 1'obstacle est le passage du discret au continu.
La période correspondant aux opérations améne un autre obstacle li¢ au passage du local au
global. La vision globale est indispensable pour pouvoir penser en terme de transformation
mais, comme nous 1’avons expliqué précédemment (voir chapitre II p.59) cette vision peut se
faire suivant deux points de vue (la variation ou la covariation) et le dernier obstacle est li¢ au
point de vue covariationnel. Il est intéressant de noter que ces trois obstacles sont encore
aujourd'hui ceux identifiés au niveau du lycée comme ont pu le montrer Julie Horoks et
Nicolas Grenier-Boley a travers leur recherche sur la discontinuité dans I'enseignement des
fonctions a la transition entre le collége et le lycée’. En particulier, il s'avére que le
programme du lycée se base sur un point de vue global de la fonction alors que son étude est
essentiellement locale au college. Par ailleurs, I'é¢tude des manuels a permis a ces chercheurs
de repérer que la lettre x au colléege a un statut de « nombre généralisé » dans 1'idée d'un
ponctuel universel sans que le domaine de définition ne soit clairement déterminé. Elle n'a
que rarement un statut de « variable », ce qui peut générer une difficulté a concevoir la
covariation et donc concevoir que si a x on associe y, la lettre y désigne aussi une variable,
mais une variable dépendante. (Horoks & Grenier-Boley, 2016).

Une autre triade caractérise pour Piaget les étapes d'une épistémologie constructiviste,
il s'agit de « l'intra », analyse de I'objet, de « l'inter », étude des relations, des transformations
et du « trans », construction de structures. Ce méme processus cognitif se retrouve a différents
niveaux et Piaget considére que ce processus est indépendant du groupe social. Cette triade a
été étudiée en particulier par Dubinsky et McDonald pour analyser les modalités de
I’apprentissage mathématique au niveau universitaire (Holton, 2006). De cette étude est née la
théorie APOS qui consiste a identifier 1’ « action » (transformation d’objets), le « process »
(construction a partir de la répétition d’actions), I’ « object » (entité produite par un
« process ») et le « schema » (collection d’ « actions », « processes », « objects » et d’autres
« schemas »). Cette théorie a pour but de décrire le mécanisme de « reflective abstraction »
que Piaget définit comme le résultat de deux processus : le réfléchissement sur un palier
supérieur de ce qui est tiré¢ du palier inférieur (par exemple la représentation d’une action) et

’Séminaire de IREM du 16/03/2016 Universit¢é Paris Diderot http://www.irem.univ-paris-
diderot.fr/videos/Analyser la discontinuite dans lenseignement des mathematiques/ consulté le 22/03/2017
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la réflexion qui reconstruit et réorganise en I’¢élargissant ce qui est transféré par
réfléchissement. Il précise :

La généralisation constructive ne consiste pas a assimiler des nouveaux contenus a
des formes déja constituées mais bien a engendrer de nouvelles formes et de nouveaux
contenus, donc de nouvelles organisations structurales. (Piaget & Garcia, 1983)

L’objectif est de penser une pédagogie permettant d’aider les éléves dans la
construction mentale de concepts mathématiques complexes ou abstraits comme le concept de
fonction au niveau universitaire, mais Holton précise que la théorie APOS est aussi un outil
pour comprendre comment les éleves abordent des concepts mathématiques plus basiques.
Cet outil d’analyse est appelé « Genetic Decomposition » (GD). Voskoglou décrit cette
analyse en prenant I’exemple des fonctions :

Action : if an individual can think of a function only through an explicit expression
and can do little more than substitute for the variable in the expression and manipulate it,
he/she is considered to have an action understanding on functions.

Process : an individual with a process understanding of a function thinks about it in
terms of inputs, possibly unspecified, and transformations of those inputs to produce
outputs.

Object : in defining the sum f + g of two functions possessing a common domain,
say A, it is necessary to reconsider again f and g at a process level and thinking of all x in
A to obtain a new process associating to each x in A the sum f (x) + g(x). Then this new
process must be encapsulated, in order to obtain the function f + g at an object level.

Schema : in the case of functions it is the schema structure that is used to see a
function in a given mathematical or real-world situation. (Voskoglou, 2015)

Ces recherches ont permis de développer une approche pédagogique appelée ACE
pour désigner un cycle d’enseignement composé de trois étapes : (A) activité sur ordinateurs,
(C) débat en classe et (E) exercices a I’extérieur de la classe. En effet, 1’équipe de Dubinsky
(Dubinsky & Mcdonald, 2001) est partie du fait que pour toute construction mentale relevant
de la théorie APOS, il est possible de trouver une activité¢ informatique telle que 1’étudiant
engagé dans cette activité construit 1’activité mentale correspondante. Nos travaux peuvent se
placer dans une certaine continuité de cette approche. En effet, nous cherchons a définir plus
précisément le processus décrit par Piaget et ce, non seulement au niveau d’une classe ou d’un
¢léve générique, mais au niveau de chaque individu d’une classe. Nous préciserons ce qui fait
la singularité de chaque parcours d’apprentissage, pendant les débats en groupes ou en classe
entiere. Nous verrons en particulier que nous situons nos analyses a un niveau de granularité
plus fin, par exemple au niveau d’un épisode dans un débat. Pourtant si ’approche
pédagogique ACE est basée sur un apprentissage partant de situations qui integrent
I’ordinateur dans la premiere phase, nous restons pour notre part sur la résolution de
problémes, telle qu’elle se généralise dans 1’enseignement en France. Nous verrons aussi que
la triade de Piaget, si elle décrit effectivement un processus, ne correspond pas a un
développement linéaire. En particulier lorsqu’un concept reléve de différents cadres, le
« process » décrit par Dubinsky engendre différents objets. Nous cherchons a mettre en place



des situations d’apprentissage ayant le statut de situations de références plutot que des
situations porteuses de répétitions généralisatrices.

De notre point de vue, ces grandes étapes (intra-inter-trans) se retrouvent dans la fagon
dont les ¢léves mettent en relation le registre explicatif, le registre des modeles et le registre
empirique. Cela qui nous amene a définir différentes configurations, une configuration étant
la maniére de tisser du lien entre les trois registres de la problématisation :

* La configuration pragmatique des registres de la problématisation est li¢ée a une
réalité, a I'observable, au perceptif. Ici I'action valide le modéle. On est au stade de la
contemplation de faits.

* La configuration analytique des registres de la problématisation correspond a la
comparaison, la mise en évidence de critéres et la mise ne place de modeles par des
inductions. Ici la similitude valide le modele.

* La configuration théorique des registres de la problématisation réorganise le
savoir dans une théorie générale. Le cadre épistémique valide le modele.

Ces trois configurations correspondent a l'idée de « c'est vrai parce que je le vois, je
l'ai tracé » ; « c'est vrai parce que c'est comme tel ou tel modele », « c'est vrai parce que ¢a
reléve de telle théorie ». Nous retrouvons ici les trois mondes mathématiques décrits par Tall :

* an object-based conceptual-embodied world reflecting on the senses to observe, describe,
define and deduce properties developing from thought experiment to Euclidean proof ;

* an action-based proceptual-symbolic world that compresses actions chemas into thinkable
concepts operating dually as process and concept (procept);

* a property-based formal-axiomatic world focused to build axiomatic systems based on formal
definitions and set-theoretic proof. (Tall, 2006)

L'enjeu de l'apprentissage serait de construire des savoirs problématisés, ce qui passe
par la construction d’une certaine cohérence entre ces trois configurations et par le passage de
l'une a 'autre. Tall précise que :

An analysis of the development of mathematical thinking reveals the surprising
conclusion that mathematics is not a system that builds logically on previous experience
at each stage, even though every mathematics curriculum in the world is intent on
presenting topics in a coherent sequence, carefully preparing the necessary pre-requisites
at each stage for the more sophisticated stages that follow. On the contrary, an experience
that has been « met before » may be supportive in some new situations yet problematic in
others.(Tall, 2014)

Faire passer les ¢éléves d'une conception a une autre ne peut pas étre suffisant. Comme
I’explique Michel Fabre :

Ce qui compte n'est pas d'abandonner une représentation fausse pour une
représentation plus vraie, plus conforme au savoir actuel, ce qui ne serait que changer
d'opinion. L'important est de problématiser les représentations ou les habitudes



intellectuelles pour accéder a un savoir raisonné, un savoir qui incorpore ses raisons et
qui donc, par la méme, peut critiquer les mauvaises raisons de sa culture premicre.
(Fabre, 2013, p.71)

Cet acces a un savoir raisonné suppose une €volution du registre explicatif. Cette
évolution se traduit par un changement dans les différents registres de la problématisation. Le
risque est de provoquer un changement de modeles sans que cette bascule ne soit mise en
relation avec un nouveau paradigme ou de nouvelles expériences personnelles. De méme
amener I'¢leve a changer de conception a travers une activité peut apporter de nouvelles
expériences qui remettent en cause les connaissances antérieures mais elles doivent étre mise
en cohérence avec les autres registres sinon ces expériences peuvent amener 1'éléve a
construire des modeles erronés, des liens erronés ou étre simplement oubliées. L'apprentissage
doit prendre en compte les reconfigurations nécessaires dans les trois registres de la
problématisation.

Amener les ¢éléves a problématiser le savoir, consisterait a amener les éleves a
assimiler les connaissances, c'est-a-dire a effectuer une continuelle structuration par une
« abstraction réfléchissante » qui consiste en deux processus. Le premier est le
réfléchissement sur un palier supérieur (les représentations) de ce qui est tiré du palier
inférieur (I'action). Le second est la réflexion qui reconstruit et réorganise en 1'élargissant ce
qui est transféré par réfléchissement. La nature du savoir mathématique est ainsi une
construction qui effectue une configuration de l'action, des modeles et des cadres. Nous
retrouvons ici la dialectique outil/objet (Douady, 1986) en ce sens quun concept
mathématique peut avoir plusieurs statuts, il peut étre un outil implicite pour devenir un objet
d'étude. L'objectif de 'apprentissage étant de faire de cette notion un outil explicite. La phase
ultime est le moment ou ce savoir donne lieu a de nouvelles théories. Le mécanisme
d'ensemble correspond au passage de « l'intra» a « l'inter » et de « l'inter » au « trans »,
mécanisme qui se répete a chaque nouvelle étape du processus, a chaque construction de
nouvelles structures. Cela signifie que ce mécanisme se retrouve aussi bien au stade ou la
notion mathématique visée est un outil implicite, qu'a celui ou elle devient un élément d'une
nouvelle théorie. Il s'agirait donc de penser l'apprentissage par problématisation de 1'outil
avant de penser la problématisation de l'objet. Actuellement, I'enseignement des fonctions
affines consiste principalement a demander aux éléves de travailler différents aspects de la
fonction a travers des taches qui ont pour objectif de familiariser les éléves avec différentes
techniques (lire graphiquement, déterminer l'expression algébrique, calcul d'images,
d'antécédents etc.). Ces techniques relévent de I'é¢tude de 1'objet fonction affine avant de
comprendre en quoi cet objet peut étre un outil pour résoudre des problémes. L'éleve se
retrouve dans une posture « contemplative », la notion préexiste et si par inférences 1'éleve va
jusqu'a reconstruire un systeme déductif, il n'a cependant pas construit de « raisons ». La
configuration qui correspond peut étre de nature pragmatique, analytique ou théorique mais
les théories se limitent a celles que 1'éléve connait (théorie des proportions par exemple). Une
approche par problématisation de I'outil doit amener un changement de registre explicatif en
mettant au travail les nécessités liées aux problémes et au contexte, non pas en établissant des



lois par un systéme déductif appliqué aux faits sans nécessités, mais bien par la transformation
des structures antérieures au travers d'un modele explicatif. Cette transformation se fait a
travers le processus décrit par Piaget et Garcia :

La succession conduisant de « l'intra» a «l'inter» et au «trans» n'est que
l'expression d'un méme processus qui, subjectivement, est la recherche des raisons et qui,
objectivement, est la conquéte d'une nécessité toujours relative mais qui s’accroit de
facon constante d'une étape a la suivante. (Piaget & Garcia, 1983, p.194)

Cécile Ouvrier Buffet définit différents moments de l'activité mathématique qui
correspondent a des stades de définition. Le premier stade est celui de l'activité d'exploration,
de formulation de problémes et de changement de cadre, de recherche d'exemple et de contre-
exemple. Ce stade ameéne des définitions « en actes » qui sont des outils pour 'action et qui
s'appuient sur une intuition de l'objet. Par un travail de classification, de catégorisation et de
dénomination, on arrive au stade suivant qui est la « définition zéro » apportée par une idée de
la preuve, la délimitation du domaine d'applicabilité. La nécessité de communiquer amene une
définition formalisée, c'est le stade de la généralisation. L'objet devient alors un élément dans
une théorie par transposition a d'autres champs ou par des principes unificateurs de type
FUGS (formalisateur, unificateur, généralisateur, simplificateur) (Robert, 1998), nous
arrivons au stade de la définition axiomatique. Si ces différents stades sont ceux que les
mathématiciens identifient dans leur activité de définition, Cécile Ouvrier Buffet se pose la
question de la transposition dans l'enseignement. Mais ces stades sont aussi trés proches des
étapes de 1'épistémologie génétique définies par Piaget.

On pourrait concevoir un niveau de transposition épistémologique forte (ou
épistémologie historique), qui prendrait complétement en charge la dimension
épistémologique du concept, de la démarche, et de la construction théorique ; un niveau
de transposition théorique forte qui prendrait appui sur des théories mais sans les
construire et ou la problématisation de concepts se ferait indépendamment de leur genése
historique (il y a donc 1a la construction d'une geneése scolaire), mais sans enjeux
théoriques ni questionnements relatifs a la construction de théorie méme locale. (Ouvrier-
Buffet, 2015, p.21)

Nous avons donc ici plusieurs pistes pour penser l'enseignement des fonctions affines :

1) La notion de fonction affine peut étre introduite non pas comme une théorie mais
comme un outil & travers une activité de définition passant par différents temps : l'intuition de
l'objet, la mise en évidence du statut particulier de cet objet, la formalisation au sein d'une
théorie locale. Cette approche demande de bien réfléchir aux problémes posés, ils doivent
permettre de faire évoluer la définition et permettre la généralisation des problémes et la mise
en évidence des analogies entre les problemes.

2) Par l'apprentissage par problématisation nous amenons un changement de registre
explicatif en lien avec la représentation de ce que sont les définitions en mathématiques : elles



doivent permettre d'accéder a une meilleure compréhension, de simplifier, de généraliser des
concepts, d'explorer d'autres domaines, de communiquer.

3) Par I'¢tude de la covariation, nous proposons un point de vue dynamique de la
fonction affine, nous amenons un changement dans la manic¢re de poser la question en lien
avec le statut de la fonction affine comme outil de modélisation.

Le cadre épistémique de notre recherche s'appuie donc sur ces trois mouvements : un
apprentissage qui permet a 1'éléve de problématiser I'outil et non seulement de problématiser
l'objet dans 1'idée d'une épistémologie génétique qui passe par une évolution des schémes :
contempler, opérer, transformer ; une activité¢ portée par un REX qui est cohérent avec le
registre empirique et celui des modeles par un tissage qui évolue d'une configuration
pragmatique a une configuration théorique dans I'idée d'une épistémologie cognitive par le
mécanisme « intra, inter, trans », un savoir abordé d'un point de vue dynamique par I'é¢tude
des transformations dans un contexte qui nécessite un traitement du continu et une vision
globale du processus dans 1'idée d'une sociologie de la science qui évolue par rupture et
continuité en lien avec des obstacles au sens de Bachelard. Nous allons résumer ces trois
aspects dans le tableau 9 en listant pour chacun le levier sur lequel cet aspect va permettre
d'agir (la construction d'un « systéme » général au sens de théorie, le mécanisme d'acquisition
de l'objet de connaissance et la fagon dont on va le présenter), I'objet sur lequel il intervient (la
dialectique outil/objet, les structures cognitives nécessaire pour donner du sens au niveau de
I’acquisition, 1’organisation et 1’utilisation de I’information, le contenu) et les différents
niveaux. La derniére ligne donne les fonctions, il peut s'agir de provoquer chez I'¢léve un
changement de schémes, de registre explicatif et dans la maniére de poser le probléme.

Cadre épistémique
Epistémologie Sociogenése des Sociologie de la science
génétique connaissances
levier Construction d'un Meécanisme d'acquisition | Facon de présenter
systeme général 'objet de connaissance
objet Dialectique outil/objet | Structure cognitive Contenu de la
nécessaire pour donner | connaissance
du sens
niveaux |Contempler, opérer, Intra, inter, trans Libération des pseudo-
transformer nécessités
fonction |Changement de schémes | Changement de registre |Changement dans la
explicatif. manicre de poser le
probléme.

Tableau 9 : Caractéristiques des différents aspects du cadre épistémique

L'hypothese que nous faisons est qu'il est rare qu'un dispositif d'enseignement
permette effectivement de jouer sur ces trois aspects alors méme qu'ils sont nécessaires pour
une construction d'un savoir problématisé.



IIL.6 : Le role du langage

Nous avons vu que la définition ne peut étre formalisée que dans un but de
communication, le réle du langage est donc primordial. Pour analyser l'activité de 1'¢léve, on
ne peut que la reconstruire a partir de productions écrites ou orales. Le discours est
omniprésent dans l'activité mathématiques et il utilise aussi bien le langage naturel que le
langage mathématique. Nous utiliserons le mot « langue » pour désigner un systeéme de
communication et le mot «langage» pour désigner l'utilisation de la langue pour
communiquer, méme si la distinction entre les deux n'est pas toujours aisée (Jaubert &
Rebicre, 2001). Ainsi la langue mathématique comprend les symboles, les mots spécifiques,
la langue naturelle dans un sens spécifique et la langue naturelle « ordinaire » avec une
syntaxe spécifique. Dans la représentation platonicienne, le langage dit des idées déja 1a, la
langue permet d'exprimer une pensée déja construite. Dans la perspective vygotskienne, la
construction des concepts scientifiques suppose une mise en réseau avec des concepts déja
maitrisés pour aller vers une généralisation, une objectivation et une mise a distance de leur
formulation. L'activité langagiére joue alors un réle dans la construction de la pensée a travers
la transposition de I'observation et du sensible a une représentation symbolique. La question
du lien entre la construction des connaissances et le langage intéresse fortement les
didactiques.

Une discipline n'est pas une « matiére », mais un fonctionnement socio-historique
caractérisé par un ou plusieurs genres de l'activité, sémiotisés et socialisés par des genres
discursifs, qui leur donnent leur substance et qui fonctionnent comme des « intercalaires
sociaux » permettant au sujet de se mettre au diapason de la situation. (Jaubert, Rebiére
et Bernié dans les actes du colloque pluridisciplinaire international de Bordeaux
en 2003 cité par Ducancel (Ducancel, 2003, p.189))

Christian Orange est d'ailleurs intervenu dans ce colloque pour montrer en quoi le
débat scientifique peut étre considéré comme une forme didactique permettant de
problématiser le savoir a travers la mise en tension du monde du vécu et du monde des idées
explicatives et des modeles. En mathématiques, le langage n'est pas qu'un outil, les écritures
symboliques sont aussi I'objet d'activités langagiéres en classe, activités qui leur conférent un
statut de langage :

La facon dont un langage est défini dans la théorie chomskyenne dite « standard »
(Chomsky, 1971) permet de considérer qu’une écriture telle que « 2x*3x» est un
¢lément (une « Phrase » dans le vocabulaire chomskyen) d’un langage, alors que cette
méme écriture (isolée), dépourvue de réflexivité discursive, ne peut étre élément d’un
langage au sens de Duval. (Drouhard, 2014, p.90)

Ainsi les productions orales et écrites des éléves peuvent nous permettre de mesurer
comment les €léves s'approprient le langage mathématique symbolique écrit. Si l'oral est
éphémere et demande une analyse du discours et du contexte pour étre interprété, 1'écrit est
atemporel, « on peut accéder du regard a tout moment a n'importe quelle partie du discours »
(Drouhard, 2014). En donnant la possibilité¢ aux ¢€leves d'avoir une attitude réflexive par



rapport a leurs productions écrites, il s'agit de favoriser la fonction de réflexivité discursive et
par la méme le raisonnement mathématique (Duval, 1995).

Lorsqu’avec I’aide du maitre, un éléve prend la parole ou écrit pour reformuler une
proposition ou la mettre en cause, pour proposer une interprétation, 1’argumenter, exposer
une démarche, interroger celle d’un pair, verbaliser des attentes ... il participe a des
scénarios différents, inscrits dans le(s) genre(s) de discours initié(s) et attendu(s) par
I’enseignant. Il devient alors acteur dans un contexte disciplinaire donn¢, dont la fonction
énonciative répond a un certain nombre de valeurs et de régles historiquement et
culturellement élaborées qui rendent possible la verbalisation et la « mise en texte » du
savoir (Chevallard). Non seulement il apprend & mettre en ceuvre des modes d’ « agir-
parler-penser » (Bernié, Jaubert, & Rebicre, 2003) indispensables au travail de la
discipline a 1’école, mais il construit simultanément des ¢léments constitutifs du savoir
visé. Il construit une attitude intellectuelle, un rapport au monde autre que celui qu’il
avait jusque la, un rapport a autrui soumis a certains principes étrangers aux interactions
ordinaires, un positionnement énonciatif particulier, qui procédent du point de vue
singulier de la discipline. (Jaubert et al., 2010, p.2)

Selon Jaubert et Rebiere, le genre témoigne de la spécificité dune communauté et des
savoirs. Le genre premier est de I'ordre du spontané, de la vie courante, alors que le genre
second releve de la pratique argumentative et permet l'accés au savoir. La secondarisation du
discours est le passage du genre premier au genre second, elle peut témoigner de la
construction des concepts mais aussi en €tre le maitre d’ceuvre. Il ne s'agit pas d'enseigner le
genre second mais de permettre a 1'éléve de construire lui-méme son genre second. C'est a
travers la reprise des productions écrites ou orales que 1'on peut observer ce déplacement, c'est
donc aussi a travers la provocation de ces reprises que l'enseignant peut amener chaque éléve,
a son niveau, a effectuer des reformulations dans différents contextes, et s'approprier le savoir
par ces ajustements qui peu a peu mettent a distance du sensible. En particulier 1'usage de
mots ou expressions comme « ¢a », « c'est » permettent d'évoquer des objets mathématiques
dans plusieurs contextes (par exemple « c'est croissant » peut étre utilis€ pour caractériser
l'ordre des données, des grandeurs qui croissent par rapport au temps, le fait que la courbe
monte ou que la fonction est croissante), d'autres comme «en fait» témoignent dune
décontextualisation ou d'un changement de contexte :

La finalit¢ des productions langagieéres pour apprendre n'est pas de
permettre a I'¢léve de mieux dire quelque chose qui préexisterait en lui, mais de
s'approprier les connaissances et les formes langagieres dans lesquelles elles

s'inscrivent, en les reformulant et en les soumettant au jugement d'autrui. (Jaubert
& Rebicre, 2001, p.85)

Pour rendre visible le déplacement d’un genre premier vers un genre second, plusieurs
outils sont disponibles. Les espaces de contraintes de Orange (2005), permettent de repérer les
différents REX. L’analyse de I’activité des ¢éleéves a 1’aide des espaces de contraintes permet
de repérer les objets pré-construits ainsi que les traitements effectués. Pour cela nous repérons
les taches, les actions et les objets construits par les éléves. A partir de cet état, nous pouvons
faire des hypotheses sur les connaissances, les techniques, les savoir-faire qui générent cette
activité, ce que nous appellerons des conditions. Ces traitements nécessitent le choix de



registres de représentation sémiotiques. Les discours autour de ces choix permettent de
repérer des moments ou s’effectue la secondarisation. Le langage naturel et ’identification de
ce sur quoi porte ce langage peut renseigner sur le niveau de secondarisation du discours.
Enfin a travers les discours de I’¢léve ou de I’enseignant, il est possible de repérer le passage
d’un discours technologique a un discours théorique (Hersant, 2016b). L’analyse des
interactions langagicres doit mettre en évidence ’articulation et la dynamique des processus

de secondarisation des différents éléves et des conditions favorables a ces processus.

L’activité scientifique est la mise en relation du monde du vécu et des expériences
avec le monde des idées explicatives (Orange Ravachol, 2005), ainsi les REX varient d’une
discipline a 1’autre. Pour certaines connaissances, comme en géologie par exemple, la
problématisation du savoir peut relever d'une problématisation historique. Les explications de
phénomeénes actuels peuvent étre liées aux observations actuelles transposées dans le passé ou
a I'é¢tude d'événements historiques. Nous avons ici un passage par une expérience sensible trés
différente puisque dans un cas le sensible génére des explications (I'événement) alors que
dans le second c'est le contexte qui donne des éléments explicatifs (le phénomene) (Orange
Ravachol & Orange, 2012). Pour ce qui est des mathématiques, le rapport au sensible est
encore différent. Les objets mathématiques n'ayant pas d'existence physique, ils ne peuvent
étre évoqués qu'a travers des registres de représentations sémiotiques. Le langage a donc un
role prépondérant en mathématiques, puisqu'il est le seul accés possible aux représentations
des objets. Les nécessités en mathématiques sont de deux types : « des nécessités-contraintes
qui constituent, d'une certaine fagon, les régles a respecter pour jouer le jeu du probléme, ces
nécessités ne sont pas apodictiques ; des nécessités apodictiques intrinséquement liées au
probléme une fois les regles du jeu posées » (Hersant, 2010). L’espace de contraintes doit
nous permettre de mettre en relation les différents types de nécessités dans les différentes
situations proposées et de voir comment elles difféerent ou évoluent.

Analyser le réle du langage, repérer cadres et registres, comprendre ce qui peut faire
obstacle a la formalisation des nécessités est donc essentiel pour analyser l'activité des éleves.
En particulier, I'¢tude de la conversion de I'expression des propriétés d'un objet mathématique
d'un cadre a l'autre, qui est loin d'étre évidente pour les éléves et n'est pas toujours objet
d'enseignement, doit permettre I'expression des nécessités a travers les théories qui relévent de
ce cadre. Certaines nécessités peuvent étre mises en évidence dans le cadre ou I'¢leve se sent
plus a l'aise pour le faire. Encore faut-il identifier clairement la maniére dont les propriétés
des objets s'expriment dans chacun de ces cadres, ce qui nécessite aussi un travail des
conversions de registres.

Par ailleurs, une activité langagiére n'existe que dans une relation sociale. Berni¢
définit une communauté discursive comme une communauté constituée sur la base dune
pratique sociale, d'un « cadre ou I'élaboration, la circulation de valeurs donne sens aux
pratiques matérielles qui en sont le fondement et aux genres discursifs qui leur donnent leur
substance » (Berni¢, 2002) La classe est donc le lieu de construction d'une communauté
langagiére et plus particulierement ici d'une communauté mathématique scolaire. Cela
suppose l'explicitation de certains codes comme la différence entre ce qui est de 1'ordre de la
logique mathématique, de la convention, de la rigueur, de la cohérence. Cela suppose aussi un
travail de productions ayant des fonctions différentes qui vont de la distanciation de



l'expérience et du sensible a la démonstration, en passant par la formulation de conjectures,
d'interprétations, ou par l'expression de savoirs stabilisés. L'objectif final étant d'amener
chaque éléve a produire un énoncé explicatif et informatif du savoir, il s'agit de permettre a
chacun de proposer des points de vue, de mettre en relation des données, de contrdler son
activité par une confrontation critique avec l'activité des autres. Autant d'activités langagicéres
qui ne peuvent étre travaillées en une ou deux séances, ou en un unique temps de débat ou de
cours dialogué.

On peut donc s'interroger sur le caractére potentiellement différenciateur d'une
pratique dans laquelle l'action est trés rapidement formulée dans un débat collectif. En
effet, dans un tel débat, le professeur n'est en fait confronté qu'aux formulations des
¢léves les plus rapides qui ont en quelque sorte anticipé la nécessité d'une expression des
régularités de l'action. Méme si le professeur ne sélectionne pas immédiatement les
meilleures formulations dans la phase de bilan et laisse les éléves s'exprimer, cette
pratique masque l'absence de travail de formulation de la majorité des éleves qui n'ont
fait, au fond, que ce que le professeur leur a demandé individuellement : agir.
(Margolinas, 2003, p.12)

Dans ces moments, méme si I'enseignant cherche a ne pas sélectionner uniquement les
bonnes réponses ou les bonnes formulations, le travail de reformulation n'est pas fait par
1'éléve lui-méme et I'énoncé final est souvent celui anticipé par 1'enseignant. Sur ces temps, les
affichages ou les supports écrits mis en débat, ont un role important puisque le fait de les
montrer avec le doigt par exemple, permet d'éviter la situation de formulation. La difficulté
est d'identifier ce qui reléve de la volonté de l'enseignant et ce qui releve d'habitudes ou de
routines qui installent dans la classe un contrat implicite.

Ceci nous ameéne a considérer que 1'approche problématisée du savoir mathématique
s'appuie sur la construction d'une communauté discursive particuliére et donc sur une action
de l'enseignant pour conduire cette construction, liée a un contrat didactique qui lui est
favorable. Cette communauté discursive est éloignée de celle construite a travers la pratique
du débat scientifique en classe parce que les rdles, les modalités, le langage, les jeux
argumentatifs sont différents. L'analyse de séances en classe mettant en jeu des débats dans
différentes disciplines a amené Jaubert et Rebiere a définir un « scénario » au sens de Bruner
(Bruner, 1987) a partir d'une matrice commune qui s'organise comme suit (Jaubert et al.,

2010) :
* sollicitation par l'enseignant et verbalisation de propositions singuliéres ;

* mise en commun de propositions énoncées: confrontation de I'action et de
l'interprétation individuelle avec celle des pairs ;

* reformulation et incitation a la justification ;
» verbalisation et stabilisation provisoire d'un énoncé acceptable.

Ce scénario vise 'appropriation d'une langue spécifique, incite les éléves a prendre en
compte les propositions des autres pour reformuler systématiquement. Il a pour finalité la
construction d'une cohérence locale ou globale et stabilise les valeurs de la communauté.



Nous reconnaissons ici les caractéristiques attendues pour problématiser le savoir, le
tableau 10 met en relation les ¢léments de la matrice avec les effets sur la maniére de poser le
probléme.

Matrice Fonction pour la problématisation

Sollicitation par I'enseignant et verbalisation |Poser le probleme :

de propositions singuliéres * Produire des hypotheses par rapport a
la solution

* Formuler un probléme

Mise en commun de propositions énoncées : | Construire le probléme :

confrontation de I'action et de I'interprétation * Confrontation des données et des
individuelle avec celle des pairs conditions

* Mise en évidence de possibles
Reformulation et incitation a la justification * Mise en évidence de nécessités
Verbalisation et stabilisation provisoire d'un * Formulation provisoire d'un savoir
énoncé acceptable problématisé

Tableau 10 : Lien entre matrice de construction d 'une connaissance et sa problématisation

Ces caractéristiques ne sont cependant pas suffisantes pour définir un scénario
permettant de problématiser en mathématiques, en particulier du fait des spécificités de la
communauté discursive en mathématiques. En effet, nous avons vu que l'apprentissage par
problématisation devait passer par une secondarisation du discours. Cette matrice doit donc
étre complétée pour amener la construction d'une communauté discursive tenant compte des
spécificités du langage écrit du fait des différents registres de représentation sémiotiques en
mathématiques et des conversions de registres, et visant cette secondarisation du discours.
Notre recherche a pour objectif de mettre en évidence quelques aspects qui peuvent compléter
ce scénario pour amener les éléves a problématiser le savoir ou du moins a construire un
savoir problématisé. Ces aspects seront proposés dans la partie 3 chapitre II.

II1.7 : Le contrat didactique

Le contrat didactique a été défini par Brousseau comme « l'ensemble des
comportements de I'enseignant qui sont attendus de I'¢éléve, et I'ensemble des comportements
de 1'¢leve qui sont attendus de l'enseignant » (Brousseau, 1980, p.127). Il ne s'agit pas a
proprement parlé d'un contrat en ce sens qu'il n'est pas explicite et qu'il n'est pas négocié. Il
met en évidence certaines clauses liées aux représentations des pratiques sociales, du savoir et
du partenariat dans la relation didactique qui modifient l'activité de 1'éleve. Le contrat nourrit
le REX en ce sens que certaines clauses peuvent devenir des éléments du registre explicatif
mais il émane aussi du REX en ce sens que les registres explicatifs engendrent elles aussi
certaines clauses du contrat didactique.

Certains aspects étudiés par Hersant permettent de comprendre comment ce contrat
agit sur le milieu (Hersant, 2001, 2014). Notre objectif est d'identifier des pratiques et des
gestes langagiers de I'enseignant qui permettent 'élaboration d'une communauté scientifique



scolaire comme la définit Jaubert, permettant a I'¢léve d'identifier la maniére d'agir, penser,
parler en mathématiques. Le contrat didactique peut avoir différentes clauses suivant le cadre
dans lequel 1'¢léve travaille. Prenons le contrat didactique en algebre, il comporte des
connaissances qui permettent a 1'éleéve d'organiser son travail (par exemple des expressions
algébriques écrites les unes en dessous des autres sont équivalentes). La situation proposée
aux ¢leves peut appeler un contrat en particulier, comme par exemple l'utilisation de la lettre x
dans le texte de l'exercice peut appeler un contrat didactique algébrique ou le mot « fonction »
peut appeler un autre contrat didactique li¢ au domaine. Nous sommes ici au niveau du
macro-contrat. D'autres aspects du contrat didactique sont a prendre en compte au niveau du
méso-contrat, c'est-a-dire au niveau des conventions mises en place dans la classe de maniere
provisoire. En particulier, le méso-contrat apparait dans les outils mis a disposition des ¢éleves
et rappelés éventuellement par l'enseignant au cours de l'activité comme « vous pouvez
utiliser les ordinateurs » qui montre une attente de l'enseignant vis-a-vis de l'utilisation du
tableur ou d'un grapheur, ou encore « du papier millimétré est a votre disposition si vous en
avez besoin » qui doit amener les éléves a tracer une représentation graphique. Enfin le micro-
contrat joue dans la maniere dont I'enseignant peut valider ou non des procédures, oriente le
travail des ¢éléves, a travers des gestes ou routines qui ne sont pas liés au savoir
mathématiques mais a la dimension sociale des interactions didactiques (Hersant, 2014). Nous
verrons que la mise en place de la salle peut par exemple €tre un aspect du micro-contrat
qu'un éléve formulera en disant : « Si on est en groupe, c'est qu'il va falloir chercher, ¢a peut
pas €tre aussi simple ». Le contrat didactique peut donc étre considéré comme ayant deux
facettes.

La facette épistémologique du contrat renvoie aux connaissances mathématiques
ou portant sur les pratiques des mathématiques. Ces connaissances sont susceptibles
d’évoluer au cours des apprentissages. Elles sont spécifiques du savoir et peuvent étre
stables au niveau du domaine mathématique qui dépasse le cadre de la classe ou de la
séquence enseignée. [...] La facette sociale du contrat didactique renvoie quant a elle au
fonctionnement de la situation didactique non spécifique du savoir en jeu. Sans étre
directement liées au savoir mathématique, les clauses concernées correspondent a des
connaissances sur les attentes respectives de [’enseignant et des éléves pour la
construction du savoir ; elles relévent en cela du didactique. (Hersant, 2014, p.9)

La construction dune communauté mathématique scolaire demande de la méme
manicre la mise en place d'un contrat didactique spécifique tant dans sa facette
épistémologique que dans sa facette sociale. Nous verrons que ce deuxiéme aspect joue un
role important dans l'activité de 1'éléve lors de I'analyse de séquences menées par différents
enseignants. Ceci nous amenera a poser quelques ¢léments de ce contrat comme étant des
facteurs importants pour l'apprentissage par problématisation du savoir. Si nous reprenons le
croisement effectué¢ par Hersant entre facettes et structuration du contrat didactique et si nous
l'appliquons a une ingénierie visant l'apprentissage par problématisation de la notion de
fonction affine par les €éléves, nous obtenons le tableau 11 dans lequel ce qui est en italique
correspond aux exemples rencontrés dans notre étude.



Niveau de Facette épistémologique Facette sociale
Composantes du
contrat . i
A contrat stables a Exemples de clauses (certaines sont des
didactique ce niveau ples ¢
concerné connaissances éléves fausses)
Macro-contrat |Discipline On prouve toujours son On doit utiliser toutes les
mathématique / | résultat, un contre- données pour résoudre le
pédagogie exemple invalide une probléeme.
proposition. On peut utiliser tous les
Une lecture graphique outils a notre disposition.
donne une réponse
approximative, on peut la
valider par un calcul.
Domaine Quand on utilise des Dans le chapitre sur les
mathématique lettres, il faut résoudre une |fonctions, on doit utiliser

équation.

Si on nous parle de
fonction, on peut trouver
une formule.

Si on nous dit « en
fonction de » on peut
tracer un graphique.

l'algebre, la lecture
graphique et la
proportionnalité.

Meéso-contrat

Statut didactique
du savoir &
caractéristiques
de la situation

Si on dispose des
ordinateurs, c'est qu'on
peut utiliser un tableur
pour résoudre le
probleme.

Quand les valeurs sont
dans un tableau,on peut
utiliser les propriétés de la
proportionnalité.

Si du papier millimétré est
proposé, on doit faire un
graphique.

Quand on a un probleme
complexe a résoudre, il
peut y avoir plusieurs
solutions.

Quand on est en groupe,
c'est que le probléeme est
difficile, il faut chercher.
Si on doit produire une
affiche c'est qu'il existe
plusieurs procédures.

Si le professeur organise
un débat, le but est de
savoir ce qui est faux.

Micro-contrat

Répartition des
responsabilités

Quand le résultat d'un
calcul n'est pas un entier
ou un deécimal c'est qu'il y
a une erreur.

Quand le professeur
demande d'expliquer,
c'est qu'il a repéré une
erreur.

Tableau 11 : Organisation du contrat didactique en fonction de ses facettes et de sa structuration, exemples de
clauses (Hersant, 2014) adaptées a notre recherche

Certaines clauses sont toujours fausses, d'autres peuvent étre vraies dans certains
contextes. Nous faisons bien la différence entre les clauses du contrat didactique considérées
comme une regle d'action, et les représentations que les éléves peuvent avoir des objets
mathématiques qui elles aussi peuvent étre vraies localement mais fausses si elles sont
généralisées en dehors de leur domaine de validité. Ainsi, les éléves peuvent avoir construit
une propriété fausse, par exemple la propriété « les fonctions sont toutes monotones », sans



que cette propriété ne se traduise en terme d'action et devienne une clause du contrat
didactique. Par contre une clause qui peut en découler serait qu'il faut systématiquement
ranger les données dans 1'ordre croissant.

Margolinas explique que « le contrat détermine les places du professeur et de I'éléve.
Si la place de 1'éleéve est de proposer une solution et celle du professeur de I'évaluer, alors
toute intervention du professeur sur la solution d'un éléve sera interprétée en fonction de cette
place » (Margolinas, 2003). Le micro-contrat peut donc empécher toute activité langagiere qui
amenerait a de nouveaux points de vue et au controle de l'activité de 1'éléve. Ce contrat peut
étre mis en place de maniére plus ou moins consciente par l'enseignant. Par exemple, la
validation peut se faire explicitement ou de maniere implicite a travers des gestes, regards,
attitudes que 1'éléve aura repérés. Méme si le milieu a été pensé pour donner des éléments de
validation et pour que des rétroactions soient possibles, un autre contrat peut prendre le pas
sur celui qui a été prévu par l'enseignant. C'est la raison pour laquelle les séances
expérimentées tentent de réduire au maximum l'intervention de manicére spontanée de
l'enseignant pendant l'activité. Il semble cependant difficile de nier la part des malentendus
liés au contrat didactique préalablement mis en place dans les classes lors des analyses. Nous
essayerons de les mettre en évidence dans la mesure du possible.

I11.8 : Structure générale du cadre épistémique

Le cadre ¢épistémique de notre recherche est caractérisé par deux approches :
l'apprentissage par problématisation du savoir par les éleves et l'enseignement de la notion de
fonction affine d'un point de vue dynamique dans une praxéologie de modélisation.
l'apprentissage par problématisation du savoir passe par la construction du probleme et
l'identification de nécessités qui sont liées a un cadre épistémique. Ce cadre épistémique
comprend le registre explicatif que nous assimilerons aux cadres au sens de Douady (Douady,
1986) comme le fait Hersant (Hersant, 2016a) et tout ce qui releve de la psychogenese
individuelle auquel contribue le contrat didactique. Le tissage entre le registre explicatif qui
s'appuie sur des théories et des définitions axiomatiques, le registre des modeles qui émane de
la confrontation de théories provisoires dans différents contextes et le registre empirique
releve d'une configuration qui peut avoir différentes natures suivant qu'elle s'appuie sur le
pragmatique, l'analytique ou le théorique. Des situations ont été expérimentées dans les
classes et nous allons mesurer le niveau de problématisation que les éléves ont atteint au
regard de ces ¢léments. Nos cadres théoriques vont permettre de construire des outils pour
analyser ces situations et penser 1'élaboration d'une ingénierie.

On peut analyser la situation a travers trois dimensions indissociables que sont : le
niveau de problématisation du savoir visé par la situation, la part d'adidacticité de la situation
et donc d'autonomie de 1'éleve dans l'action et la fonction de la situation dans la construction
d'une communauté discursive. Ces trois entrées entrent en résonance et reprennent les trois
dimensions de I'épistémographie (Drouhard, 2011): le théorique, la praxis, la
sémiolinguistique. Si dans la TSD, Brousseau propose pour analyser les situations didactiques



de les décomposer en quatre types de situation en fonction du statut du savoir que sont
'action, la formulation, la validation et l'institutionnalisation, ces situations ne se succedent
pas mais elles interagissent suivant des régles qui peuvent étre désignées comme des clauses
du contrat didactique. Dans les situations d'action intervient ce que nous appellerons le contrat
de l'agir. Nous avons vu le role du macro-contrat sur l'activité de 1'éléve, mais les autres
composantes sont aussi intéressantes, en particulier le statut de la recherche dans la classe, de
l'initiative, de ce que I'¢léve estime « avoir le droit » de faire en mathématiques. Pour les
situations de formulation, le contrat de communication (Charaudeau, 1993) organise les
¢changes et les productions langagiéres écrites ou orales suivant des codes qui peuvent relever
de la facette épistémologique du contrat didactique (liés par exemple a des usages dans la
discipline, ou la pédagogie), de sa facette sociale (les régulations des inter-actions langagieres
dans la classe) ou de critéres subjectifs (tolérance au bruit, valeurs esthétiques...) et ce au
niveaux micro, méso ou macro. Le contrat de communication se construit autour de quatre
principes : le principe d'interaction qui définit I'acte de communication comme un phénomene
d'échange entre deux partenaires, le principe de pertinence qui exige une raison d'étre de
I'échange et un minimum de données communes entre le locuteur et l'interlocuteur (ici nous
pouvons parler de la communauté discursive scolaire), un principe d'influence qui oblige le
locuteur a se demander comment ce qu'il dit peut agir sur l'autre, un principe de régulation qui
permet 1'aboutissement de 1'échange (Charaudeau, 1993). Pour les situations de validation,
nous définirons un contrat de validation dont les clauses sont liées a la fagon dont l'enseignant
traite l'erreur dans la classe, a la représentation qu'ont les éléves du role de l'erreur dans
l'apprentissage, mais aussi a des aspects liés a la validation dans la discipline. On les retrouve
aussi bien dans la facette épistémologique (une lecture graphique donne un résultat approch¢)
que dans la facette sociale (si le professeur me demande d'expliquer, c'est que mon résultat est
faux). Pour les situations d'institutionnalisation, le contrat épistémique est lié aux contraintes
de la discipline et a la communauté scientifique construite dans la classe : le role des écrits
provisoires, le registre utilisé, le langage mathématique écrit... Deux aspects sont toujours a
prendre en compte dans ces différents contrats : ce qui est explicite et partagé par 1'ensemble
des ¢leves de la classe et ce qui est implicite et peut relever d'une régle fausse ou d'un
malentendu. Cette approche rejoint celle de la théorie de 1'action conjointe (Sensevy, 2011)
qui définit le jeu didactique. Toutes ces connaissances liées au contrat didactique sont des
conditions qui interviennent dans la construction du probléme.

Nous pouvons donc schématiser une situation didactique de la fagcon suivante (voir
schéma 11): trois types d'activités entrent en relation suivant trois aspects du contrat
didactique. Les activité productives sont liées a des situations d'action que régissent le contrat
¢pistémique d'une part et le contrat de communication d'autre part. Les activités de
formulation sont liées a construction d'une communauté discursive a travers ce méme contrat
de communication mais aussi par le contrat de validation. Enfin les activités constructives
générent les savoirs qui peuvent étre problématisés selon le contrat €pistémique et le contrat
de validation. Le contrat didactique est l'ensemble de ces trois contrats qui ont chacun une
facette épistémologique et une facette sociale (Hersant, 2014) et peuvent étre étudiés a
différents niveaux macro, méso ou micro suivant que ce contrat est général, 1ié¢ a l'objectif
d'enseignement, a la répartition des responsabilités, 1i¢ au type de situation, a une unité de
contenu ou d'organisation, ou singulier, li¢ a une unité¢ d'interaction (Hersant, 2001). Notre



analyse des situations prendra en compte ces différentes entrées en essayant de mettre en
évidence les caractéristiques des différents clauses du contrat didactique et leur effet sur
l'activité de 1'¢leve.

Activités
productives

Construction d'une Clauses
Activités de communauté communicationnelles

. discursive

Situation
formulation

Clauses de
validation

Construction
d'un savoir problématisé

Schéma 11: Organisation d'une situation didactique et clauses du contrat didactique

II1.9 : Conclusion

Notre approche de I'enseignement-apprentissage de la notion de fonction affine par la
problématisation nous amene a construire des situations permettant a 1'éleve de concevoir la
fonction affine comme un outil problématisé de modélisation de phénomenes empiriques de
covariation. Nous visons l'ouverture et I'exploration de possibles pour mettre en évidence des
nécessités par un raisonnement abductif. Cela passe par un processus de reconversion et de
redéfinition du savoir au niveau du discours. La construction d’un savoir problématisé
requiert une vigilance sur trois points, pour chacun de ces points, le langage a plusieurs
fonctions. Nos analyses doivent donc porter parallélement sur trois processus :

* La problématisation de la fonction affine comme outil de modélisation : Comment
le probléeme est-il posé ? Quelle activité est mise en place ? Quels sont les schémes
d'actions ? Quel raisonnement est utilisé pour agir ?

* La secondarisation du discours : Comment les ¢€léves effectuent-ils des conversions
de registres de représentations sémiotiques ? Dans quel but? Quel discours
produisent-ils sur leur activité et sur les données produites ? Quelle est la fonction de
ces discours ?

* L'évolution du REX : Comment le REX évolue-t-il ? Quelles configurations se
mettent en place entre le registre empirique, le registre des mode¢les et le REX ?



Pour favoriser ce triple processus, nous pouvons agir sur différents leviers :

le probléme que les éleéves ont a résoudre dans le but de mettre en place un milieu
proactif et rétroactif ;

» l'organisation pédagogique de la séquence ;
* les caractéristiques du contrat didactique.

La suite de notre travail va nous amener a préciser en quoi et comment agir sur ces

leviers pour favoriser un apprentissage problématisé dans l'espoir d'une construction d'un
savoir plus disponible par les éléves.



Conclusion de la partie 1

Cette premiere partiec a permis de mettre en évidence certaines incohérences dans
l'enseignement de la notion de fonction affine : la définition formelle enseignée est ¢loignée
des utilisations dans les probleémes rencontrés, la maitrise du calcul algébrique est insuffisante
pour que cette définition puisse étre un outil efficace, le lien entre proportionnalité et fonction
linéaire ne prend pas en compte les propriétés de linéarité. Par ailleurs, cette notion est
particulierement complexe du fait qu'elle reléve de différents cadres, de différents registres et
de différents points de vue sans que la question de la conversion soit un objet d'étude. En
particulier le point de vue dynamique est peu étudi¢ alors qu'il permet de considérer la
fonction sous trois aspects : le ponctuel, le global et le local et qu'il permet de résoudre des
problémes sans mobiliser 1'algebre. Notre hypothése est qu'une approche covariationnelle
problématisée associée a un travail explicite des changements de cadres et de conversions de
registres devrait permettre de dépasser certains obstacles. Cette approche suppose de penser le
milieu de sorte que, ce que les éleves vont étre amenés a produire, leur construction et leur
formulation des objets du savoir visé soient mis en relation ; et donc de préciser les clauses du
contrat didactique nécessaire. Dans la partie 2, nous allons tester différentes hypotheses et
affiner les indicateurs et outils d'analyse des situations et de I'activité de 1'éléve afin de penser
des situations d'enseignement-apprentissage visant une telle approche.



Partie 2
L'élaboration des éléments de l'ingénierie

Notre étude épistémologique et 1'analyse de différents points de vue sur la notion de
fonction nous ont permis de faire trois hypothéses :

1. la définition des fonctions affines dans le registre des expressions algébriques peut ne
pas étre opérante du fait que les éléves n'arrivent pas a effectuer les changements de
cadre nécessaires, ni les conversions d'un registre a un autre ;

2. l'approche statique de la fonction ne permet pas a cette notion d'étre disponible pour
résoudre des problémes qui relévent plutot d'une modélisation dynamique ;

3. les automatismes mis en place dans I'étude de la proportionnalité peuvent devenir un
obstacle a la conception de relations fonctionnelles non linéaires.

Nous allons examiner ces hypothéses dans cette deuxiéme partie. Dans le premier
chapitre, nous allons analyser les difficultés des ¢léves quant a I’affinité a partir d’un test a la
fin du collége. Dans le second chapitre, nous analyserons les productions d'éléves lors de
situations qui mettent en tensions les représentations erronées que nous aurons repérées a
travers le test.

Nos conclusions vont nous permettre de penser une ingénierie que nous éprouverons et
analyserons dans la partie 3.



Chapitre | : Le test et les résultats

Dans ce chapitre, il s'agit d'identifier les difficultés voire les obstacles que les €leves
rencontrent dans l'apprentissage de la notion d'affinité a la sortie du collége. Pour avoir une
représentation quantitative, nous avons ¢laboré un test dont nous avons propos¢ la passation a
I'ensemble des enseignants de college de l'académie de Nantes. Nous allons présenter la
méthodologie utilisée pour la conception et la passation de ce test visant a mesurer les
connaissances des ¢léves a la sortie du collége concernant les fonctions affines. Nous
présenterons une analyse préalable des différents exercices pour justifier les choix que nous
avons effectués. Nous ferons ensuite une analyse des résultats afin de tirer quelques éléments
de compréhension des difficultés des éleves. Aline Robert distingue les connaissances
techniques qui « correspondent a des mises en fonctionnement isolées, mettant en jeu des
applications immédiates de théorémes, propriétés, définitions, formules, etc. » (Robert, 1998),
les connaissances mobilisables qui « correspondent a des mises en fonctionnement plus
larges : encore indiquées mais dépassant l'application simple d'une propriété a la fois »
(Robert, 1998) et les connaissances disponibles que I'éléve peut utiliser dans la résolution d'un
probléme sans aucune indication. Nous allons repérer a travers 'analyse des procédures des
¢leves les savoirs mobilisables et les savoirs disponibles. Ces résultats nous permettront de
poser les objectifs de travail pour la mise en place d'une ingénierie et de pointer certaines
clauses du contrat didactique mis en place dans les classes afin d'identifier celles qui peuvent
étre favorables a l'apprentissage par problématisation du savoir par les éléves.

I.1: Les types de problémes mathématiques relevant de 1'affinité et les
procédures utilisées pour les résoudre

Si nous considérons une fonction affine f'définie d'un ensemble de nombres A dans un
ensemble de nombres B. Pour tout i entier naturel, nous noterons x; un élément de A et y; un
¢lément de B. Les problémes posés aux €léves peuvent étre classés suivant différents criteres :
la tache, la nature des nombres en jeu, le contexte de 1'exercice, la nature de la fonction.

Pour ce qui concerne la tache, il peut s'agir de :
- connaissant x; et f, déterminer y; (calculer I’image de x;) ;
- connaissant f et y; déterminer x; (calculer un antécédent de y;) ;

- connaissant deux couples (x;, y;) et (x2; ) et sachant que f est affine déterminer
I'image de x;;

- connaissant deux couples (x;; y;) et (x>, y.) et sachant que f est affine déterminer
l'antécédent de ys;

- connaissant deux couples (x;,; y;) et (x2,; y2) et sachant que f est affine, déterminer
I’expression algébrique de la fonction f.



Nous pouvons regrouper ces tdches dans trois catégories : déterminer une image,
déterminer un antécédent, déterminer une fonction affine. Pour les deux premiéres questions
la réponse est un nombre, pour la derniére il s’agit d’une expression algébrique.

La nature des nombres ainsi que leur rapport sont deux autres variables didactiques : x;
entier ou non, rapport entre x; et x. entier ou non, rapport entre les accroissements entier ou
non. Le type de rapport numérique influence le niveau de difficult¢ du probleme (Rajotte,
Giroux, & Voyer, 2014).

Enfin la nature du contexte induit des représentations différentes. En particulier s'il
s'agit d'une fonction opérant sur deux grandeurs de méme nature, le rapport entre les
grandeurs est un scalaire sans unité, on parlera de rapport interne (Comin, 2002a). Si les
grandeurs sont de natures différentes, le rapport est dit externe, il peut étre plus facilement
associ¢ a une relation fonctionnelle et implique une fonction réciproque (Levain & Vergnaud,
1995). La question de la continuité liée a l'idée de grandeur continue et non plus discrete est
aussi un aspect important du probléme.

En fonction de ces variables, les éléves peuvent étre amenés a utiliser différentes
procédures qui nécessitent des changements de cadre et des conversions de registres. Nous en
caractériserons trois selon les registres utilisés : la résolution graphique, la résolution par
¢quations dans le cadre algébrique, la résolution par calculs dans le cadre arithmétique. Pour
chaque procédure, nous allons préciser les difficultés et risques d'erreurs afin de préciser notre
premiere hypothése (voir page 114) :

* La résolution graphique se fait par tracé d'une droite et par des lectures graphiques.
Suivant le contexte, les difficultés peuvent venir de I'identification des grandeurs, des
unités et du choix de la graduation des axes, de la précision des lectures, de la
précision du tracé suivant la proximité des points obtenus.

* La résolution dans le cadre algébrique peut étre plus ou moins complexe suivant le
nombre de variables dépendantes et la nature des grandeurs et des nombres. Le travail
avec des fractions peut engendrer des erreurs de méme que la manipulation de

nombres décimaux inférieurs a 1. La technique de résolution peut aussi poser des
difficultés.

* La résolution par des calculs arithmétiques peut se faire par l'utilisation de la
proportionnalité des accroissements et donc l'utilisation des techniques associées aux
problémes de proportionnalité qui reviennent a deux types de raisonnement
heuristiques (Simard, 2012a) : les propriétés de linéarités et le retour a l'unité. Les
difficultés peuvent venir de la complexité des nombres & manipuler et de la perte de
sens parfois associées a des techniques comme le produit en croix.

Concernant cette derniére procédure, si nous nous appuyons sur les travaux de Comin
sur l'apprentissage de la proportionnalité, les difficultés que rencontrent les €leves sont plus
liées a des problémes d'enseignement que d'apprentissage. Il s'appuie sur les résultats du
travail expérimental de Dupuis et Pluvinage (Dupuis & Pluvinage, 1981) qui définissent trois
périodes dans 1'enseignement de la proportionnalité : « celle de «la régle de trois » des



« mathématiques traditionnelles », celle des fonctions linéaires des « mathématiques
modernes », celle enfin, des tableaux de proportionnalité des « mathématiques concrétes ». »
(Comin, 2002, p.138).

A ces trois périodes correspondent trois organisations mathématiques avec des
techniques différentes pour lesquelles il n'existe pas toujours de technologie réellement
enseignée (Chevallard, 1999). Comin remarque que les éléves peuvent changer de technique
d'un exercice a l'autre et que la diversité des techniques est un facteur important de réussite.
Cependant les éléves n'établissent pas de liens entre les organisations, le taux d'éléves de
seconde qui associent proportionnalité et application linéaire dans le questionnaire qu'il leur
propose ne dépasse pas 57 %. Une réponse donnée par Marianna Bosch est que les techniques
de l'arithmétique souffrent de 1'absence d'une « algebre des grandeurs » (Bosch, 1995). La
notion de fonction peut y remédier facilement mais « les techniques fondées sur la
modélisation algébrique ne permettent pas de justifier I'adéquation du modele au systéme
étudié » (Comin, 2002, p.139). Il conclut que « l'enseignement de l'algebre fait gagner en
généralité mais n'améliore pas l'extension de son champ d'utilisation » (Comin, 2002, p.143).
Ainsi l'enseignement de la proportionnalit¢ ne bénéficie pas d'outils ni de « jargon »
permettant 1'émergence d'une conception universelle. Nous devons tenir compte de ces
données si nous voulons enseigner une approche covariationnelle de la notion de fonction
affine. Pour utiliser des techniques liées a la proportionnalité, les éléves doivent reconnaitre
une situation de proportionnalité. Or « l'utilisation de la conservation des rapports internes est
subordonnée a la reconnaissance de l'invariance du rapport externe », cette reconnaissance
peut étre mise en échec si elle n'est pas « calculable » ou « explicitable » (Comin, 2002,
p.142). Dans le cas des fonctions affines, le taux de variation est un nouveau type de
proportion en ce sens qu'il s'agit du rapport de deux différences. Notre test doit nous aider a
identifier les difficultés liées au traitement de la proportionnalité¢ des écarts sachant que les
techniques sont influencées par la nature des nombres et leur fonction.

1.2 : Méthodologie de construction, passation et analyse

1.2.1 : Méthodologie de construction

Nous sommes partie d'un constat aupreés de quelques classes de seconde et avons
entrepris de vérifier si les difficultés repérées par rapport au traitement des situations affines
chez les lycéens (Gille, 2008) étaient déja la en fin de colleége. Il s'agit d'une étude quantitative
permettant d'identifier des constantes a partir d'un échantillon recueilli aupres de différents
¢tablissements de I'académie nantaise. Nous avons listé a partir des manuels de la classe de 3°
les différentes notions mobilisées par les éléves en ce qui concerne 1'étude des fonctions
affines et avons cherché a établir des exercices portant chacun sur une seule notion. Nous
avons choisi des indices qui nous semblaient induire certaines actions pour repérer des
invariants dans les contrats didactiques mis en place dans les classes de troisiéme du college
(éleéves de 15 ans). Nous avons cherché a varier le type de questions (ouvertes, fermées, choix
multiples, vrai ou faux) sans demander de justifications pour des raisons de traitement mais
aussi pour laisser la possibilité a tous les €léves de répondre, quelle que soit leur aisance avec
I'écrit. L'ordre des exercices proposés sur deux pages format A4, devait permettre aux €léves



d'aborder différents registres (Duval, 2002) et de choisir différents degrés de difficulté sur
chacune des pages.

Un premier objectif est de mesurer le niveau de maitrise du vocabulaire 1i¢ aux
fonction (image, antécédent...) et la capacité qu'ont les éléves a convertir une donnée d'un
registre a l'autre. Ce vocabulaire est nouveau pour les éléves, quelques exercices simples vont
permettre de voir s’ils le connaissent. Nous avons veillé a ce que ce le vocabulaire ne soit pas
un obstacle dans le reste du test.

Un second objectif est de mettre en évidence des « théorémes en acte » qui peuvent
étre faux et pourtant largement partagés tels qu’ils sont définis par Vergnaud :

Les concepts se développent dans [’action et sous tendent les formes
d’organisation de I’activité que sont les schémes. Il n’y a pas d’action possible sans
propositions tenues pour vraies sur le réel. Ce sont justement ces propositions tenues
pour vraies que j’appelle théorémes-en-acte, y compris pour d’autres domaines
d’activité¢ que les mathématiques. Leur portée est souvent locale (elle I'est toujours
dans la phase d'émergence) ; ils peuvent rester implicites ; ils peuvent méme étre
faux. (Vergnaud, 2001, p.302)

Certaines connaissances fausses nous semblaient fréquentes dans les classes. Nous
avons en particulier isolé les propriétés suivantes déja repérées dans de nombreuses
recherches (Baldy, Dusseau, & Durand-Guerrier, 2007; Comin, 2002a; Hersant, 2005; René
De Coteret, 1991; Simard, 2012a) mais ces recherches s'intéressent essentiellement aux éleves
de 1'école primaire et des classes de 6° de collége. Par ailleurs les derniers changements de
programmes amenent de nouveaux profils d'éleves. Nous allons donc nous intéresser aux
théorémes en acte qui suivent :

* les tableaux de nombres sont des tableaux de proportionnalité ;
* une fonction est toujours monotone ;
* les grandeurs sont toujours proportionnelles ;

* une droite représente une situation de proportionnalité.

Nous faisons lI'hypothese que ces connaissances erronées se sont installées peu a peu
du fait de I'enseignement de certaines notions. En effet, les tableaux sont utilisés au primaire
pour organiser une suite de nombres et son image par un opérateur, ils sont principalement
rencontrés dans des situations de proportionnalité. Le tableau devient un ostensif qui appelle
l'utilisation de techniques liées a la proportionnalité, d’autant que les €éléves sont relativement
a l'aise pour compléter un tableau de proportionnalité (Gille, 2008). De la méme maniere, les
grandeurs mesurables sont mesurées par un nombre et une unité et les changements d'unités
utilisés au primaire et au collége sont principalement des conversions proportionnelles, tout
comme les changements d'échelles qui amenent des calculs de proportionnalité. Prenons
l'exemple de la mesure des longueurs, les unités du systeme métrique se déclinent en



multiples ou un sous-multiples décimaux du métre. De méme, la conversion des metres en
mille marin se fait a partir de I'égalité : 1 mille marin = 1 852 m et celle des métres en pieds a
partir de la convention : 1 pied = 0,3048 m. Les ¢léves peuvent donc étre amenés a penser que
les « grandeurs » appellent un traitement par la proportionnalité alors que cela n'est vrai que
pour les grandeurs mesurables. En effet, « une grandeur est mesurable s'il est possible de
réaliser (ou d'imaginer) une opération définissant le rapport de deux grandeurs de cette
espece » (Basdevant, Bataille, Fleury, Kohl, & Robert, 2007). Mesurer une grandeur, c'est
chercher combien de fois elle renferme une autre grandeur de méme espece prise pour unité.
Si bien qu'une mesure de grandeur G comparée a une unité¢ U peut étre notée : G = g x U. Si
U' est une autre unité, cette mesure de grandeur peut étre notée G = g’ x U'. Soient g et g’ les
nombres qui mesurent la méme grandeur G avec deux unités U et U’, ces unités étant des
exemplaires particuliers de la grandeur mesurée, il existe un nombre £ qui mesure U dans
I'unité¢ U' donc U =k U'. Les mesures dans 1'unit¢ U sont donc proportionnelles aux mesures
dans I'unité¢ U'. De plus les nombres concrets (nombre suivi de I'unité) sont souvent absents
des calculs, les enseignants préferent écrire des opérations sur des nombres (Chevallard &
Bosch, 2001). Cela ameéne les éléves a confondre opérations sur les grandeurs et conversions
et donc a considérer que tous les calculs effectués dans un contexte faisant intervenir des
grandeurs relévent de la proportionnalité. Si cela est vrai pour des grandeurs mesurables, c’est
faux pour des grandeurs repérables (voir partie 3 chapitre III.1.1 page 313). Toujours en lien
avec les programmes scolaires, les fonctions rencontrées au collége sont principalement des
fonctions monotones et méme croissantes, voire croissantes en « fonction du temps » comme
nous le verrons dans le chapitre suivant, ce qui peut amener les éléves a penser que toutes les
fonctions sont monotones. Enfin, un objet caractérisé par deux conditions nécessaires et
suffisantes peut amener les éléves a une généralisation abusive. La fonction linéaire est
caractérisée par sa représentation graphique qui est une droite passant par 1'origine. Comme la
fonction affine est caractérisée par sa représentation graphique qui est une droite, il est trés
difficile pour les ¢éléves de considérer la fonction linéaire comme un cas particulier des
fonctions affines. Les fonctions linéaires et affines sont souvent mises en opposition. De la
méme fagon que les nombres sont soit pairs, soit impairs, les éléves pensent qu'une fonction
est soit affine, soit linéaire et ils associent a ce critére une caractéristique qui peut étre « passe
par l'origine ou non », ou « est une droite ou non ».

Enfin, méme si nous cherchons a identifier les notions mobilisées par les €léves sur
des taches isolées, nous testerons cependant quelques conversions qui semblent les plus
délicates au début du lycée : le passage du registre graphique et du registre des tableaux au
registre des expressions algébriques (Comin, 2009). Si nous reprenons les neufs stades de
compétences définis dans la partie 1 chapitre III.1, les exercices sont repérés dans le tableau
12 par les lettres de A a H en face des compétences qu'ils testent. Notre test vise a mettre en
¢vidence les connaissances et certaines clauses du contrat didactique qui nous permettront de
mieux comprendre le REX utilisé par les éleves lorsqu'ils résolvent des problémes.

Le test ne devait pas durer plus de 20 min pour inciter les enseignants a le faire sans
perdre de temps sur l'avancée de leur programme, en particulier en fin de troisieme a
l'approche de I'examen du DNB (Diplome National du Brevet). L'impératif était de proposer



un test tenant sur une feuille A4 recto-verso, les photocopies étant a la charge des enseignants.
Nous avons utilisé Google Drive'® afin de permettre aux établissements qui le souhaitaient de
répondre au test directement sur l'internet. La saisie des réponses par le méme intermédiaire
permet d'obtenir directement les données dans un tableur. Les enseignants pouvaient aussi
scanner les tests et les envoyer par mail sous fichier pdf.

Nous avions prévu de choisir un échantillon représentatif en choisissant des
productions d'établissements publics et privés des cing départements, en prenant pour chacune
des ¢établissements de centre ville, de proche banlieue, de zones sensibles, de zone rurale a

petit effectif et a gros effectif.

Représentation des fonctions dans les registres discursifs
Cadre arithmétique — cadre algébrique
Usage implicite Usage canonique Usage familier
[ r
=S Calcule surdes | A |Calcule sur des A des procédures
= |grandeurs. nombres. algébriques aisées.
alr. y .
@ | = | & |Litdes Sait résoudre un Peut décrire des
g £ | 2 |informations sur |H |probléme dans un variations sur la
5 | £ % des graphiques. seul registre a la courbe ou sur le
= > = .
° | 2| 5 fois. tableau.
s |38
S
5]
s |5 =
= S| 2 Sait reconnaitre | B | Sait manipuler les Les capacités sont
‘& | o | € |unesituationde |C |expressions mobilisables.
(0] . oy , . .
= = g proportionnalité. algébriques. Sait mettre en
o | E| 8 Sait qu’une relation différents
w b
é T 2D situation affine se registres et donc
No) r .
AN = représente par une valider.
2 .
g = droite.
= _g §
g | B
< g Résout aisément | B | Sait associer une Les capacités sont
@ =) \ . N . .
S g des problémes sur | H | fonction affine a des disponibles. Peut
g | g £ |les grandeurs que types de situations. utiliser la fonction
= | B | 2 |ce soitavec I’aide Sait caractériser les affine pour modéliser
< < <
% N2 “E du graphique ou coefficients sur le une situation.
°] . . ’ .
b | 2 | @ |duncalcul raphique. Sait décontextualiser
— [ Q
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o | = faire des aller retour
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Tableau 12: Stades de compétences dans le passage de l'arithmétique a l'algebre et de la courbe au

graphe

10 Test : https://docs.google.com/forms/d/1z0h-

x0sUeXbwGBddbYpN6TVLsAS5VIzY o] LEHHhyHTK o/edit#



https://docs.google.com/forms/d/1z0h-xosUeXbwGBddbYpN6TVLsA5VlzYojLEHHhyHTKo/edit
https://docs.google.com/forms/d/1z0h-xosUeXbwGBddbYpN6TVLsA5VlzYojLEHHhyHTKo/edit

1.2.2 : Méthodologie de passation

Un premier test a été passé en 2012 par 99 éléves, 32 en fin de 3°™ et 67 en début de
2™ dans deux lycées dont le public est issu de divers colléges. Un établissement est en centre
ville, I’autre en périphérie et le troisiéme en zone rurale. Les enseignants étaient volontaires et
participaient de prés ou de loin au travail du groupe IREM des Pays de La Loire sur les
fonctions. Une premicre analyse a été faite, mais pour avoir un échantillon suffisamment
représentatif, le test a été proposé par l'intermédiaire des IPR de mathématiques a tous les
professeurs de mathématiques de 1'académie de Nantes en mai 2013. A cette période de
I'année, nous sommes sirs que les fonctions affines ont été étudiées car elles font partie du
programme du DNB. L'envoi a été fait par mail, précisant qu'il s'agissait d'une enquéte pour
un travail de recherche. Le c6té non obligatoire était précisé, mais le fait que I'envoi vienne
des IPR a sans doute incité les enseignants a participer car nous avons eu plus de 4 000
réponses. Une lettre d'accompagnement précisait le protocole de passation (voir annexe 9) et
l'objectif était formulé en ces termes : « L'objet de ma recherche est de repérer ce qui permet
ou non aux ¢€léves de problématiser et je me centre sur une connaissance en particulier qui est
la fonction affine ». Nous avons pris soin de préciser que nous étudions les connaissances des
¢léves et non les pratiques de I'enseignant. Nous avons aussi précisé le déroulement en
insistant sur plusieurs points :

 La non-intervention des enseignants pendant le test: pas de reformulation, de
commentaires, de conseils.

* L'anonymat a la fois du co6té des €leves, de 1'enseignant et de 1'établissement, par un
systéme de codage que je préciserai ultérieurement.

* La possibilité pour les éleves de faire des essais, de poser des questions sur leur feuille
de test, de réagir aux questions si besoin. Le travail doit étre personnel et le plus
spontané possible pour montrer les automatismes mis en place.

* La possibilité d'utiliser la calculatrice pour rassurer les éleves.

La mise en avant de l'apport de ce travail au groupe IREM « fonctions » sur
l'académie, devait permettre de considérer ce travail comme une coopération entre collégues
et non comme une évaluation par les inspecteurs. Il était aussi précisé que les enseignants qui
le souhaitaient pouvaient apporter des éléments d'analyse, des commentaires ou des critiques,
ce que certains ont fait.

1.3 : Le choix des exercices en lien avec les hypothéses de recherche

Plusieurs exercices proposés dans ce test ont pour but de vérifier notre troisiéme
hypothese (voir page 114) qui est que la proportionnalité est un obstacle a la construction du
concept d'affinité. L'idée est de proposer des problemes dans différents registres et de voir si
les ¢léves mobilisent ou non le modéle de la proportionnalité pour les traiter. D'ou vient cette
hypothése ? Nous avons constaté aupres des éléves que le modele de la proportionnalité est
tellement intégré qu'il est incarné et mobilisé systématiquement face a certaines situations. En
particulier les ¢éléves ont du mal a se détacher du modéle de la proportionnalité pour se
représenter autrement la covariation de deux grandeurs.



Si la proportionnalité n'est jamais réellement définie, elle est caractérisée a plusieurs
moments de la scolarité par des propriétés qui jouent le réle de définition :

- deux grandeurs sont proportionnelles si on trouve un coefficient de proportionnalité ;

- deux grandeurs proportionnelles si leur représentation graphique est une droite
passant par 'origine.

D'autres propriétés ont plutdt un statut fonctionnel pour effectuer des calculs comme
les propriétés de linéarité additives ou multiplicatives. La proportionnalité¢ des écarts est
rarement un objet d'étude car elle n'est pas une -caractéristique des situations de
proportionnalité, elle ne peut donc pas étre mobilisée dans le cas des fonctions affines.

Pour illustrer notre propos, nous allons prendre un exercice proposé en classe de 4° de
SEGPA et analysé dans le cadre d'une thése (Voisin, 2013). L'énoncé est le suivant :

Dans cette médiathéque, la carte d'inscription valable un an cotute 10€. On pave en

plus 1€ par DVD emprunté.

1) Compeétez le tableau représentant cette situation

[
Lid

Nombre de DVD empruntés en un an dans chaque cas |0 1

Prix pavé en € pour un an dans chaque cas

2) Leéa a représenté sur le graphique ci-dessous les données du tableau.

sl Privpaéene

: -1 3 Nombre de DVD

Est-ce que ce graphique traduit une situation de proportionnalite 7 Justifiez.

Si Samuel Voisin écrit que « les accroissements proportionnels liés au caractére affine
de cette relation fonctionnelle seront un ¢élément & porter au débat lors de
l'institutionnalisation » dans la présentation de la situation expérimentée en classe de SEGPA,
on ne voit aucune trace de cette mise en débat dans le déroulé de la séance. Par contre le
professeur des écoles intervient & un moment de 1'échange :

E : C'est pas une situation ca.

PE: 11 nous demande si en regardant ce graphique, si c'est une situation de
proportionnalité cette histoire de DVD a la médiathéque la, Alexandre tu dis non, t'as 'air
catégorique. Pourquoi non ?



E : A chaque fois on rajoute 1, on n'a pas besoin de calculer non plus.

Es : ouais... et si on prend 1 DVD.

PE : Oui ?

E : Eh ben on rajoute 1.

PE : Si on rajoute toujours 1, moi je trouve que ¢a ressemble a une situation de
proportionnalité. Par exemple, quand on avait 3 kilos de péches a chaque, enfin si 1 kilo
de péches c¢a cofite 2,40,

E : Oui, mais

PE : Pour 2 kilos, on rajoute 2,40. Pour 1 DVD on rajoute 1 euro : ¢a ressemble a
une situation de proportionnalité.

On voit dans cet échange toute la difficulté qu'ont les différents interlocuteurs pour se
comprendre. En particulier, le fait que les éléves ne terminent pas leurs phrases ne permet pas
d'identifier leur représentation de la situation. L'enseignant émet des hypothéses sans tester
leur adéquation avec l'idée exprimée par I'éleve. Il semble partir du fait que 1'éléve qui affirme
que la situation n'est pas une situation de proportionnalité est arrivé a cette conclusion suite a
une erreur et son intervention vise a mettre son argument en défaut alors que cet argument n'a
pas ¢été développé par I'éléve. En commengant par « si on rajoute 1 », 1'éléve pose son
attention sur la variation d'une grandeur, le nombre de DVD lou¢ ou le prix en euros de cette
location. Il termine sa phrase par « on n'a pas besoin de calculer » sans expliciter le calcul
dont il veut parler. Il peut trés bien s'agir du fait qu'on n'a pas besoin d'utiliser le coefficient
multiplicateur puisqu'on sait qu'on doit rajouter 1€ pour chaque DVD supplémentaire. Si pour
lui, la proportionnalité est caractérisée par l'utilisation d'un coefficient de proportionnalité, cet
¢léve peut affirmer qu'il n'y a pas proportionnalité, non pas parce que ce coefficient n'existe
pas, mais parce qu'on n'en a pas besoin. L'enseignant explique la proportionnalité¢ des écarts
sur un exemple de proportionnalité traité auparavant. Sans doute les valeurs sont-elles plus
faciles a repérer alors que pour la location des DVD, quand on dit « on ajoute 1 », on ne sait
pas de quelle grandeur il est question puisqu'on ajoute une unité pour chacune des grandeur.
Avec la situation des prix au kilogramme de péches, ajouter 1kg revient a payer 2,40€ de plus.
L'enseignant cherche donc a attirer 1'attention sur une nécessité qui est que, dans les situations
affines, les variations sont proportionnelles, ce qui est par conséquent le cas des fonctions
linéaires mais ne constitue cependant pas une caractéristique des situations de
proportionnalité. L'enseignant profite finalement de l'intervention d'un autre éléve pour
revenir a la caractérisation graphique et la question des variations ne sera plus abordée.

Dans ce cas particulier d'une classe de SEGPA, on remarque que les ¢léves ne
disposent pas d'un vocabulaire suffisant pour exprimer ce qui est observé. L'enseignant lui-
méme utilise des formulations trés contextualisées : « Qu'est ce que c'est que cette situation 1a,
cette fois ? Est-ce que c'est une histoire de péches, est-ce que c'est une histoire de ». Le risque
étant que, pour certains €léves, une situation de proportionnalité ne soit caractérisée que par le
contexte (ici les problémes liés a un prix unitaire). Il semble alors bien difficile de savoir ce
que les €léves ont construit comme connaissances autour de la notion de proportionnalité.

Un autre exemple atteste que la proportionnalité reste un obstacle qui perdure dans la
scolarit¢, méme a un niveau plus élevé et méme chez les étudiants dans une filiere



scientifique. Il s'agit d'un exercice extrait d’un partiel de mécanique générale
d’éleve - ingénieur 1°° année en Maitrise des énergies. Il est demandé de calculer
l'accélération de l'air mais la vitesse de 1'air est exprimée non pas en fonction du temps mais
de la distance a 1'évent notée x.

Selon des données expérimentales, la vitesse
air émis par la partie aval d’un évent est défini
de I’ai la part 1 d’un évent est définie

0,18v,

par la relation v= , dans laquelle v est en m/s

et x en m, et v, est la vitesse d’écoulement initial de i <
I’air. Pour vp=3,6 m/s : ;

3.1. Calculer I’accélération de 1’air a x = 2m.

3.2. Calculer le temps mis par ’air pour se
déplacer de x = Ilm a x = 3m.

Sur une promotion de 20 étudiants, trois ont résolu complétement le probléme'!, trois
ont cru que v ne dépendait pas du temps, cinq ont dérivé la vitesse par rapport a x, quatre sont
restés bloqués a 1’équation différentielle et son intégration ou bien se sont trompés en
intégrant celle-ci et trois n’ont pas traité I’exercice. On peut considérer que ceux qui ont posé
I'équation différentielle ont réussi a poser le probléme et qu'ils ont besoin de travailler des
techniques pour terminer le travail. Pour les autres, deux difficultés sont apparues. La
premicre est l'identification des relations fonctionnelles entre les grandeurs accélération,
vitesse, temps, distance. Elle releve de l'unit¢ de raisonnement Ul définie par Passaro
(Passaro, 2016). Elle amene certains étudiants a considérer la vitesse comme indépendante du
temps, elle peut étre la raison de 1'absence de réponse. La seconde est liée a l'interprétation du
taux de variation comme une grandeur associée (vitesse, accélération). Les étudiants peuvent
alors dériver la vitesse par rapport a la distance. Dans les deux cas, le probléme est posé dans
le cadre algébrique et non dans le cadre fonctionnel, ce qui ameéne les étudiants a travailler sur
les écritures en appliquant les techniques liées au traitement de la proportionnalité dans le
cadre numérique. En particulier, il n'est pas question de fonction dans I'énoncé, I'expression
de v n'utilise pas les notations fonctionnelles comme v ( ¢) qui permet d'identifier la variable
indépendante et la variable dépendante (voir page 30) mais elle se présente comme une
formule dans laquelle intervient la lettre x qui désigne usuellement la variable indépendante.
On peut supposer que le traitement aurait été tout autre si 1'énoncé avait propos€¢ une

’

, , . —x'_—(0,18v,)
' Solution du probléme : x étant fonction du temps, I’accélération est v '=0,18v, X )g = ( d .
X

3
X

0,18 . .
v= 7); donc %: . " ona 0’1); v, dx=dt et le temps mis par 1’air pour se déplacer de x=1m a
3 2
1 1 x13 4 . .\ \
= dx= X| =—|’= .
x=3m est 0.18v _][x x 018y [ > ] 1018y soit 6,17 secondes au centiéme pres

0



v
définition de v sous la forme: v(t)=0,18—> . On trouve donc des calculs du type :

x(t)
_dv_v | L S e 1 L . .
a—g—; ou a désigne l'accélération. L'étudiant simplifie le quotient par d comme il le

. : . : . d .
ferait dans une expression algébrique. On trouve aussi 1'écriture v=— ouv est considérée

comme constante et donc comme un coefficient de proportionnalité entre la distance et le
temps comme nous pouvons le lire dans ’extrait 1 (voir annexe 10).
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Extrait 1: copie étudiant Polytech Master 1ére année

Les exercices que nous allons proposer dans le test (voir annexe 11) doivent permettre
de repérer précisément en quoi la notion de proportionnalité peut devenir un obstacle a

'apprentissage de la notion d'affinité. Nous allons analyser rapidement chaque exercice en
listant :

* les connaissances nécessaires pour comprendre la question posée ;
* les différentes maniéres de comprendre la question ;
* les réponses possibles.

Nous allons regrouper les exercices autour de quatre thématiques, le codage des
exercices correspond a celui utilisé dans le tableau page 120 :

1. les grandeurs et la proportionnalité : exercices A, Bet H ;
2. laproportionnalité et les graphiques : exercices C et E ;
3. Tl'utilisation du registre des expressions algébriques : exercice D ;

4. les connaissances sur les notations et le vocabulaire utilisés dans le cadre fonctionnel :
exercices F et G.



1.3.1 : Les grandeurs et la proportionnalité : exercices A, B et H

Présentation exercice A

Nous faisons 1'hypothése que la proportionnalité est globalement bien maitrisée pour
les ¢leves lorsqu’il s’agit d'opérer sur des grandeurs. Nous nous proposons de le vérifier dans
l'exercice A. Ce premier exercice porte sur les grandeurs masse en kg et prix en euros.

Exercice A

1 kg d'abricots cotite 2,50€. Je dois en acheter 3,5 kg, combien vais-je payer ?

Connaissances nécessaires

Le travail demande la mise en relation de différentes données en ayant reconnu une
situation de proportionnalité, on peut dire que le travail attendu est au niveau de l'inter
(comparaisons des données, mise en relation) ou du trans-objectal (connaissances théoriques
sur la proportionnalité¢). Le contexte est li¢ a des valeurs discrétes et une étude locale est
suffisante en ce sens qu'il n'est pas utile d'avoir une idée du comportement global de la
fonction. On demande le calcul du prix de 3,5kg d’abricots, le prix de 1kg étant donné. C’est
la situation la plus simple de proportionnalité avec résolution par retour a I’unité et I'image de
1 est une donnée du texte. Le contexte est un contexte usuel de proportionnalité implicite par
la reconnaissance sociale du prix au kilogramme comme coefficient de proportionnalité
(Levain, 1994). Les nombres sont des décimaux mais uniquement sur des unités ou des demi-
unités. La grandeur prix peut permettre de travailler séparément sur les euros et les centimes.

Les différentes maniéres de comprendre la question

Les valeurs sont choisies de telle sorte que les éléves peuvent utiliser différentes
procédures pour lesquelles les difficultés de mise en ceuvre sont équivalentes :

* La propriété de linéarité multiplicative en disant que 3,5kg c'est 3,5 fois plus grand
que lkg donc le prix est 3,5 fois plus grand que 2,50€. Le calcul 3,5 x 2,5 pouvant étre
fait avec la calculatrice ou mentalement en repérant que multiplier par 2,5 revient a
multiplier par 10 et diviser par 4 par exemple.

* La propriété de linéarité additive en décomposant 3,5kg en 3 fois 1kg et la moitié¢ de
lkg. Son prix est donc de 3 fois 2,5€ et la moiti¢ de 2,5€.

* Le coefficient multiplicateur en utilisant 2,50€/kg, ce qui revient a multiplier 3,5kg
par 2,50€/kg.




3,5X2,5

* Le produit en croix en posant le calcul 1

1 |35
25 ?

Les réponses possibles

La réponse attendue est 8,75€.

Présentation de l'exercice B

L’exercice B est toujours dans le contexte des grandeurs mais il s'agit de la mesure de
la température en degrés Fahrenheit et en degrés Celsius d'une part et de la mesure de
longueurs en pieds et en metres d'autre part. Nous sommes dans le contexte des conversions
qui appelle un traitement proportionnel dans le cas des grandeurs mesurables.

Exercice B

Les tableaux suivants concernent des conversions de mesures de grandeurs. Le
degré Fahrenheit (°F) est une unité de température et le pied (ft) est une unité de

mesure de longueur utilisées au Royaume-Uni.

Température en °F 14 32 50 59
Température en °C~ -10 0 10 15
Distance en ft 0 5 10 15
Distance en m 0 1,524 3,048 4,572

Convertir 20 pieds (ft) en metres.

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F).

Les connaissances nécessaires

Les ¢leves doivent savoir reconnaitre un tableau de proportionnalité. Si la situation est
une situation proportionnelle, les ¢léves doivent appliquer les techniques associées pour
calculer un quatriéme proportionnelle. Dans la négative, les éléves doivent prendre des
initiatives. Dans le cas des distances les nombres qui mesurent les distances en meétres sont
des décimaux, pour les pieds, ce sont des entiers multiples de 5 dans une progression
arithmétique. Dans le cas des températures ; les nombres sont des entiers relatifs pour faciliter
les calculs. L'exercice mobilise un niveau trans-analytique puisqu'il nécessite de croiser



différentes données et d'utiliser une classification des fonctions (affines linéaires et affines
non linéaires).

Les différentes maniéres de comprendre la question

La proportionnalité n’est pas indiquée mais la présentation en tableau peut induire une
situation de proportionnalité¢, tout comme le contexte des conversions. Deux cas sont
proposés : la conversion des pieds en métres qui reléve de la proportionnalité et la conversion
des degrés Fahrenheit en degrés Celsius qui se modélise par une fonction affine non linéaire.
Si les ¢leves se placent dans le cas d'une situation de proportionnalité, ils vont se lancer dans
les calculs. Ils peuvent contrdler leur réponse s'ils utilisent différentes procédures ou valeurs
numériques pour effectuer leur calcul et s'ils comparent les résultats obtenus. Si les éleves
passent par une premiere étape visant a déterminer si la situation est de proportionnalité, ils
peuvent étre bloqués face a une situation affine pour laquelle ils n'ont pas de technique
automatisée.

Les réponses possibles

La proportionnalité dans le cas de la mesure de longueurs peut étre rapidement vérifiée
par le fait que l'image de O est O et par les propriétés de linéarité. On peut vérifier
mentalement que I'image du double de 5 est bien le double de 1'image de 5. Par la linéarité
additive, on peut aussi facilement vérifier que 1'image de 5 + 10 est bien la somme des images
de 5 et de 10. La conversion des pieds en meétres peut se faire par différentes procédures,
certaines sont plus simples de par la nature des nombres :

* par un retour a I’unité : sachant que 10ft correspondent a 3,048m on sait que
I’unité 1ft correspond a 10 fois moins soit 0,3048m donc 20ft correspondent a
20 fois plus ;

* par la propriété de linéarité multiplicative : puisque nous connaissons
I’équivalent en metres de 5ft, il suffit de multiplier par 4 ce résultat pour avoir
la conversion de 20ft, (la méme procédure peut tre utilisée a partir de la
conversion de 10ft qu’il suffit de doubler) ;

* par la propriété de linéarité additive : connaissant la conversion de 5ft et
151t, il suffit d’ajouter les deux résultats ;

* par le produit en croix : cette procédure nécessite une technique plus
¢laborée de calcul qui peut rendre nécessaire l'usage de la calculatrice.

201,524
5

5 20
1,524 ?

Pour la conversion des degrés Fahrenheit en degrés Celsius, I’hypothese est que la
présentation dans un tableau induit une proportionnalité, pourtant la donnée de 32°F qui
correspond a 0°C peut étre un indicateur fort d’une situation de non-proportionnalité, de



méme —10°C est ’opposé de 10°C alors que 14°F et 50°F sont tous deux positifs. Si le tableau
concernant les mesures de longueurs propose des valeurs qui progressent en ft de 5 en 5, la
meéme progression arithmétique se retrouve pour les trois premieres valeurs en degrés Celsius,
elle double pour la derniére. Cet aspect peut induire une situation de proportionnalité mais il a
surtout pour but d'inciter les éleves a travailler a partir de la proportionnalit¢ des
accroissements. La comparaison des images de 14°F et 50°F permet de conclure sans calculs
au fait qu'il n'existe pas de coefficient multiplicateur entre les deux grandeurs puisque ce
coefficient serait négatif pour I'un et positif pour l'autre.

Deux procédures fausses sont anticipées :

* la linéarité multiplicative : le fait de donner I’image de 50°F qui est 10°C incite le
raisonnement qui consiste a dire que 100°C c'est 10 fois plus que 10°C donc 10 fois
plus que 50°F font 500°F ;

* le coefficient de proportionnalité : un coefficient multiplicateur est facile a calculer a
partir de la wvaleur 10°C qui multipliée par 5 donne S50°F. De méme
100°C x 5 =500°F.

Une autre difficulté est introduite dans cette question car usuellement on donne la
valeur correspondant a une case du haut du tableau et on demande de calculer une case du bas
du tableau (comme nous l'avons présenté ci-dessus). Certains €éléves peuvent tre troublés par
le fait qu’on demande la correspondance de degrés Celsius en Fahrenheit et non I’inverse.
Cette confusion peut amener 1’¢léve a faire des opérations inverses :

*  Chercher la conversion de 100°F en degrés Celsius en utilisant la propriété de linéarité
multiplicative : 50°F correspond a 10°C, le double donne 100°F ce qui correspondrait
alors au double de 10°C soit 20°C.

50 100
10 ?

L’¢éleve qui vérifie que la situation n’est pas proportionnelle peut ensuite s’appuyer sur
la proportionnalité des écarts :

* Les degrés Celsius augmentent de 5°C lorsque les degrés Fahrenheit augmentent de
9°F, ils augmentent de 10°C lorsque les degrés Fahrenheit augmentent de 18°F.
Proportionnellement, la température en °F augmentera de 180°F si la température en
°C augmente de 100°C. Comme 0°C correspond a 32°F, si 0°C augmente de 100°C,
32°F augmente de 180°F, ce qui fait que 100°C correspondent a 212°F.

(10

0 100
32 ?

U +1.80




Présentation de I'exercice H

Dans I’item H, le graphique est associ¢ a la covariation de deux grandeurs : la distance
d'arrét du véhicule en métres et sa vitesse en km/h. Notre hypothése est que le graphique
n’améne pas les éléves a traiter la situation comme étant une situation de proportionnalité
comme peut le faire le registre des tableaux.

Exercice H

Le graphique suivant représente la distance d’arrét d’un véhicule sur route séche

-DEM?’EE&"@'}‘& (m)a : .......

en fonction de sa vitesse.

Quelle est la distance d'arrét pour un véhicule roulant a 100km/h ?

Les connaissances nécessaires

Ici I'exercice est au niveau intra-objectal puisqu'il s'agit de lire l'information sur le
graphique sans opérer sur l'objet. Les ¢léves doivent connaitre les conventions lies a la
représentation de graphiques de fonctions et savoir lire une graduation, les unités n'étant pas
les mémes sur chaque axe.

Les différentes maniéres de comprendre la question

La représentation graphique n'est pas une droite, ce qui permet de conclure que la
situation n'est pas une situation de proportionnalité sans avoir besoin d'effectuer des calculs.
Dans notre graphique, nous avons indiqué en pointillés la lecture de I'image de 50 alors qu’on
demande I’image de 100. Si l'automatisme de la procédure de linéarit¢é multiplicative
fonctionne chez la plupart des éléves lorsque les données sont dans un tableau et d'autant plus
si on travaille sur des doubles ou des moitiés, nous faisons 1'hypothése qu'il ne fonctionne plus
lorsque les données sont dans le registre graphique. Les résultats de 1’exercice H doivent donc
étre mis en relation avec ceux de la question B pour vérifier si les ¢éléves vérifient
effectivement qu'il s'agit d'une situation de proportionnalité avant d'en utiliser les techniques
de calcul.



Les réponses possibles
La seule procédure possible est par lecture graphique :

* Les ¢éleves doivent repérer les grandeurs sur les axes et lire 100 sur 1'axe des abscisses.
Ensuite ils doivent chercher le point de la courbe d'abscisse 100 et lire son ordonnée
pour conclure 90m.

* La procédure fausse utilisant la linéarité multiplicative consiste a lire I'image de 50 qui
est 30 et de conclure que le double de 50 a pour image le double de 30 : 100 a pour
image 60. Ce qui améne la réponse 60m.

1.3.2 : La proportionnalité et les graphiques : exercices C et E

Présentation de 1'exercice C

Dans l'exercice C, nous proposons aux ¢léves trois graphiques : une droite passant par
’origine, une droite ne passant pas par I’origine mais représentant malgré tout une croissance
et une courbe passant par l’origine mais qui n’est pas une droite. Nous demandons de
répondre par oui ou non a la question: le graphique représente-t-il une situation de
proportionnalité ? Pour ne pas cumuler les difficultés, les graphiques sont représentés dans un
repeére sans que les unités soient précisées et ce repére fait référence a des grandeurs positives.
Il s’agit en fait plus de « schémas » que de graphiques, ils illustrent des représentations
mentales. La courbe est représentée en pointillé alors que quelques points sont repérés par des
croix. Cette représentation rappelle les graphiques réalisé€s a partir de quelques données. Les
pointillés peuvent étre interprétés comme une courbe passant au mieux par les points et non
comme le graphe d'une fonction.

Exercice C

Ces graphiques représentent-ils des situations de proportionnalité ?

oul — non oul — non oul — non

graphique 1) graphique 2) graphique 3)

Les connaissances nécessaires

Une situation de proportionnalité se caractérise par une droite passant par 1’origine. Il
n’est pas évident pour les éleves de comprendre que les deux critéres doivent étre vrais
simultanément et beaucoup se contentent de vérifier I’'un ou I’autre.



Les différentes maniéres de comprendre la question

Les grandeurs n'étant pas indiquées, les éléves ne peuvent pas s'appuyer sur le
contexte pour répondre a la question. Par ailleurs, toutes les courbes représentent des
fonctions monotones croissantes, ce critére ne peut donc pas intervenir dans le choix des
réponses.

Les réponses possibles

Il s’agit de vérifier les automatismes : une droite est-elle systématiquement associée a
une situation de proportionnalité ? De méme pour une courbe qui passe par l'origine ? Il s'agit
aussi de repérer les non-réponses associées aux deux derniers graphiques qui peuvent signifier
une instabilité de cette connaissance. Cet exercice est au niveau inter-objectal, il mobilise
uniquement une perception sans opérer sur l'objet mais demande une mise en relation de
plusieurs données ou d'utiliser un classement des fonctions suivant deux critéres. Nous avons
trois types de réponses possibles :

* 1) oui;2)non et 3)non : correspond a la réponse attendue ;

* 1) oui, 2) oui et 3) non : correspond aux éléves qui associent une droite a une situation
de proportionnalité ;

* 1) oui, 2) non et 3) oui : correspond aux ¢€léves qui associent une courbe passant par
l'origine a une situation de proportionnalité.

Présentation de l'exercice E

L'exercice E permet d’identifier le niveau de maitrise des €leves dans la conversion
entre registre graphique et registre des expressions algébriques.

Les connaissances nécessaires

Cet exercice demande de savoir lire un graphique, de caractériser une situation de
proportionnalité par 1'alignement des points avec 1'origine et de savoir calculer le coefficient
de proportionnalité & partir du graphique par le quotient d'un nombre par son antécédent. En
effet, il n’est pas possible de lire directement le coefficient de proportionnalité sur ce
graphique. Il faut aussi savoir formaliser cette relation de proportionnalité par une expression
algébrique, un programme de calcul ou en langage naturel.

Les différentes maniéres de comprendre la question

Pour ne pas induire le résultat, les mots « expression » ou « formule » n'ont pas été
employés. Par contre le fait de demander « le prix a payer » peut induire une réponse sous
forme numérique et non une expression. La lettre x dans le texte de 1'exercice peut induire un
traitement algébrique. Elle peut appeler une résolution d'équation et 1'éleve peut étre amené a
répondre par une équation ou une valeur chiffrée. Elle peut aussi amener I’utilisation d’une
¢écriture symbolique du type y ou f( x ).



Exercice E

b
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Ce graphique représente le montant en euros payé en fonction de la quantité
d'eau consommée exprimée en m’. Pour x métres cubes consommés, quel sera le

prix a payer ?

Les réponses possibles

La procédure demande deux étapes de traitement. La premiere est l'identification d'une
situation de proportionnalité a partir du graphique (la représentation est une droite passant par
l'origine) et du contexte (prix au metre cube). La seconde est 'identification du coefficient de
proportionnalité par le quotient d'un prix par le nombre de m* correspondant. On peut par
exemple repérer que 10m’ colitent 25€ et conclure que Im’ colte 2,5€. Pour éviter les erreurs
de lecture, on peut aussi prendre des valeurs indiquées sur les axes : 40m® cotitent 100€, le
coefficient de proportionnalité est donc de % .

La réponse attendue doit étre de la forme 2,5x ou étre donnée en langage naturel (par
exemple « on multiplie le nombre de m? par 2,5. »). L'utilisation du x dans l'expression montre
que I'¢leve sait que la lettre peut €tre utilisée pour désigner une variable et non seulement pour
désigner une inconnue. L'exercice mobilise donc un traitement de type « inter » ou « trans »
au niveau de l'analyse ou de la synthése.

1.3.3 : L'utilisation du registre des expressions algébriques : exercice D

L'exercice D a pour but d’évaluer l'aisance des ¢éléves avec les expressions algébriques
et la maniere dont ils vérifient la validité d'un résultat (conjecture ou controle par des essais).
Cet exercice reprend une tache que les éleves rencontrent trés souvent en classe de troisieéme :
traduire un programme de calcul par une expression algébrique. C'est par ce type d'exercices
que la notion de fonction est régulierement introduite. Elle apparait comme un processus de
calcul qui, a un nombre en entrée, associe un unique nombre en sortie. Il n'est pas évident
pour les ¢éleves qu'un méme calcul puisse correspondre a différents processus. La



transformation des expressions algébriques est un outil pour démontrer I'équivalence de deux
programmes de calculs. En particulier, il se peut qu'un processus complexe puisse étre
équivalent a une situation de proportionnalité et donc se résumer a une seule opération : la
multiplication par un scalaire.

Exercice D

Voici un programme de calcul :

Etape 1 : Choisir un nombre.
Etape 2 : Lui ajouter 2.
Etape 3 : Multiplier cette somme par le nombre de départ.

Etape 4 : Lui retirer le carré du nombre de départ et annoncer le résultat obtenu.

Si on appelle x le nombre de départ, peux-tu écrire l'allure du résultat ?

Si on choisit le nombre 121 034, quel sera le résultat ?

Les connaissances nécessaires

L'exercice demande une bonne connaissance du vocabulaire, une bonne maitrise de la
structure des phrases, de la formulation des calculs avec le registre des expressions
algébriques, des priorités de calcul et de la transformation des expressions algébriques. Les
¢leves peuvent utiliser leur calculatrice, ce qui demande une bonne gestion des calculs.

Les différentes maniéres de comprendre la question

L'utilisation de la lettre x dans I'énoncé induit une écriture algébrique du résultat pour
la premicre question. Il s'agit bien ici de régles liées a un langage symbolique. On peut
supposer que les deux premicres étapes vont amener les éléves a écrire x + 2. L'étape suivante
est plus délicate car il faut a la fois savoir ce que désigne « cette somme », utiliser une
parenthése pour écrire (x + 2 ) et se souvenir que le nombre de départ est toujours noté x. On
doit obtenir une expression de la forme (x+2) X x. L'étape 4 est encore plus complexe
puisqu'elle commence par « lui», qui désigne le résultat de 1'étape précédente et non
seulement x. Ensuite le mot « carré » peut €tre symbolis€¢ par un 2 en exposant ou par le
produit du nombre par lui méme. Il faut aussi repérer que le carré s'applique au nombre de
départ, c'est-a-dire a ce qui est écrit apreés le mot « carré » alors que symboliquement
I'exposant suit le nombre qui est au carré. Cette fois les parenthéses sont inutiles pour désigner
le résultat de 1'é¢tape 3 puisque la multiplication est prioritaire sur la soustraction. On peut
donc écrire (x +2 ) xx— x> ou [(x+2) xx]— x% Les éléves qui ont compris l'intérét des
expressions équivalentes chercheront sans doute a réduire 1'écriture mais on peut craindre des
erreurs si les regles ne sont pas maitrisées. Si le détail du calcul ne figure pas sur le test, il sera



difficile d'apprécier la nature de 1'erreur en cas de résultat faux. On pourra cependant repérer
les éléves qui ne répondent pas par une expression algébrique, ceux qui donnent un résultat
numérique et ont donc remplacé x par une valeur, ceux qui donne l'expression non réduite,
ceux qui donnent le résultat simplifié qui est 2x. Les éléves qui testeront sur quelques valeurs
pourront peut-&tre conjecturer ce résultat et donner une réponse du type « c'est le double ».

La simplification de I'expression obtenue est utile pour répondre a la question suivante
car les valeurs ont été choisies pour rendre le calcul difficile a partir de 1’algorithme (la taille
des nombres dépasse la capacité de certaines calculatrices colléges, dés le premier calcul
l'affichage passe en écriture scientifique, ce qui rend la lecture plus difficile). De plus les
¢léves qui ne sont pas habitués a manipuler des enchainements d'opérations sur leur
calculatrice peuvent obtenir un résultat erroné du fait des priorités de calcul. Cette
simplification permet de prouver que le processus de calcul revient a calculer le double du

nombre qui entre.

Quelles réponses possibles ?
Il existe une infinité¢ de réponses possibles mais les plus attendues sont :
* l'expression littérale dans I'ordre du programme : [(x +2 ) X x | —x?;

* une expression simplifiée : retrait des parenthéses, du symbole x , développement de
(x +2) x x, commutativité¢ de I'addition, réduction ;

* une formulation en langage naturel.

Pour ce qui est du calcul, soit 1'¢leve utilise le résultat qui précede et il calcule le
double de 121 034 pour obtenir 242 068, soit il applique le processus. Le calcul est complexe
et si I'éleve utilise sa calculatrice, il peut faire différentes erreurs liées au fait que 1'expression
n'est pas canonique, qu'elle nécessite des parentheéses et que nous avons des grands nombres.
L'¢éléve risque d'obtenir une expression en écriture scientifique difficile a interpréter.

1.3.4 : Les fonctions, notations et vocabulaire : exercices F et G

Les exercices suivants ont pour objectif de mesurer le degré de familiarité des €leves
avec les écritures liées aux fonctions. En particulier la notation f(x), les mots « image » et
« antécédent » qui posent probléme car les €léves ont du mal a faire la différence entre « est
I'image de » et « a pour image ». Notre hypotheése est que les éléves maitrisent assez bien les
notations et le vocabulaire li¢ aux fonctions. La difficulté est plutét dans la conversion d'un
registre a l'autre : comment symboliser la grandeur indépendante ? la grandeur dépendante ?
Lorsque deux grandeurs sont proportionnelles, la relation est symétrique et le coefficient de
proportionnalité est li¢ au sens de la relation fonctionnelle. Ainsi s'il existe un coefficient réel

1
a non nul tel que pour tout x réel nous avons f(x ) = ax alors X=X f(x). Le sens de la

relation est souvent choisi par les €leves en fonction de la nature du coefficient (entier,
fraction, décimal, inférieur a 1...) (René De Coteret, 1991).



Présentation exercice F

L'exercice propose un tableau de valeurs d'une fonction p, il s'agit de lire des images et
des antécédents dans le tableau, puis de repérer des images « possibles » du nombre 5 qui ne
figurent pas dans le tableau de valeurs. Nous cherchons ici a mettre en évidence les théorémes
en acte qui suivent :

* la fonction est implicitement continue sur l'intervalle [—- 10 ; 10] ;
* la fonction est implicitement monotone sur l'intervalle [2,5 ; 10].

Exercice F

Voici le tableau de quelques valeurs d'une fonction p :

X |-10 -7 -3 -1 0 2,5 6 10
P |5 -3 -1 0 1.5 8 -3 -6

a) Déterminer I’image de - 10.
b) Déterminer p (2,5).
c) Déterminer le ou les antécédents de -3.

d) Peut-on avoir :

e) p(3)=16 7?2 fy p(5)=47? g) p(5)=07?
oui — non — ne sais pas oui — non — ne sais pas oui — non — ne sais pas

Les connaissances nécessaires

Les ¢leves doivent connaitre le vocabulaire (image, antécédent) et la notation p( x ) et
il est nécessaire de savoir lire un tableau.

Les différentes maniéres de comprendre la question

Pour les questions e, fet g, les éléves doivent prendre des initiatives. La difficulté est
que ces questions demandent des interprétations nuancées. Les images de 0 ; 2,5 ; 6 et 10 sont
données et on demande si I’'image de 5 peut étre 16, 4 ou 0. 1l s'agit bien d'une possibilité mais
certains ¢éléves peuvent chercher a donner une valeur dont ils sont certains, ce qui est
impossible puisque nous ne disposons pas du programme de calcul, ni de la nature de la
fonction. Un premier essai du test formulé uniquement sous forme de vrai/faux a montré que
la question posait probléme puisque certains €léves ne répondent pas mais on ne peut pas
savoir s’ils ne savent pas répondre ou s’ils veulent exprimer le fait qu’on ne peut pas étre
certain. La formulation « Peut-on avoir p( 5 ) =16 ? » signale qu’il ne s’agit que d’un possible
mais la question reste délicate pour les éléves qui ont plus I’habitude de répondre sous forme
de vrai ou faux. La réponse proposée « je ne sais pas » €tait 1a pour faire la différence entre les
¢léves qui n’ont pas eu le temps de traiter la question et ceux qui effectivement ne savent pas
y répondre. Parmi les réponses, il sera intéressant de voir quelles solutions sont choisies alors



que d'autres sont refusées. C'est le regard croisé sur ces trois réponses qui pourra donner des
¢léments d'interprétation.

Les réponses possibles

Pour I'image de — 10, la réponse est — 5 mais certains éleves peuvent ne pas tenir
compte du signe et donner 1'image de 10.

Pour l'image de 2,5, la réponse est 8, il n'y a guére d'erreurs possibles puisque 2,5
n'apparait qu'une fois dans le tableau.

Pour — 3, on trouve deux antécédents qui sont — 7 et 6 mais il peut y avoir confusion
avec l'image de —3 qui est — 1.

Pour l'image de 5, la réponse attendue est oui pour les trois mais plusieurs réponses
fausses peuvent étre anticipées :

e [L’¢léve se représente la situation comme étant proportionnelle, pour lui
I’image de 5 est le double de I’image de 2,5 et ne peut donc étre que 16. En
tout cas ce ne peut pas étre 0. Il peut aussi penser que 5 est la moitié de 10
donc son image devrait étre — 3 donc aucune réponse n'est possible.

e [ ’¢leve se représente la fonction comme forcément croissante, ce qui est le cas
le plus fréquent dans les situations rencontrées au collége. Dans ce cas 16 est
possible car supérieur a 8 qui est I'image de 2,5.

e [’¢leve ¢étudie les variations et voit que la fonction semble décroissante sur
[2,5; 10], il peut alors proposer 0 ou 4.

e [L’¢leéve pense a une proportionnalit¢ des accroissements et comme 5 est le
double de 2,5, son image est la moiti¢ de celle de 2,5 puisque la fonction
semble décroissante sur [2,5 ; 10], il peut alors proposer uniquement 4.

e [L'¢leve repere que les images passent du positif au négatif et donc doivent
passer par 0, ce qui ressemble a une utilisation naive du théoréme des valeurs
intermédiaires. Il peut alors proposer uniquement 0.

Présentation exercice G

Dans l'exercice G, il ne s'agit plus de grandeurs mais de nombres. On ne peut donc
plus s'appuyer sur la cohérence des unités et la Iégende du graphique est abstraite. Il s'agit
encore de conversions entre différents registres. L'objectif est de voir si l'aspect de la courbe
appelle une forme d'expression algébrique.

Les connaissances nécessaires

Les éléves doivent savoir lire un graphique, lire une graduation, connaitre le
vocabulaire, savoir qu'une droite ne passant pas par l'origine et non parallele a 1'axe des
ordonnées représente une fonction affine dont I'expression algébrique est de la forme ax+b
avec a et b deux coefficients non nuls. Il faut savoir que l'addition est commutative pour
reconnaitre 1'équivalence des expressions 1+3x =3x + 1 =ax+baveca=3etb = 1.



Exercice G

La droite (d) représente une fonction.
a) Quelle est I’'image de 1 ?
b) Quelle est I'image de 0 ?
¢) Quelle est la fonction représentée ?

f(x)=3x gx)=3x*+1 h(x)=1+3x

Les différentes maniéres de comprendre la question

I1 est précisé que la droite représente une fonction, les éléves doivent en déduire que la
fonction représentée est une fonction affine non linéaire. Son expression est donc de la forme
f(x)=ax+b (ouaetb sont deux réels non nuls). L'image de 0 doit permettre d'identifier le
coefficient b et I'image de 1 peut permettre de tester les expressions proposées. Notre idée est
de voir si les éléves savent identifier l'allure de 1'expression plus que de savoir la déterminer.
Il s’agit de vérifier certains automatismes : la formule du type ax est-elle associée a une
droite ? Est-ce le cas pour ax+b ? Les ¢€léves testent-ils des valeurs ?

Les réponses possibles

La lecture des images pose probleme par le choix des unités. L'unité figure sur 1'axe
des abscisses et correspond a 4 carreaux alors que la graduation est de deux en deux sur l'axe
des ordonnées ou l'unité est de 1 carreau. Les éléves peuvent alors répondre 1 au lieu de 4
pour l'image de 1. De méme, ils peuvent répondre 1 pour 1'image de 0 s'ils lisent le nombre de
carreaux ou 0,25 s'ils utilisent la méme graduation que celle des abscisses.

Les ¢éleves peuvent tester des valeurs pour identifier la fonction représentée. Dans ce
cas, les fonctions g et 4 donnent le méme résultat pour 0 et 1 qui sont les deux valeurs dont
I’image est lisible facilement sur le graphique, on peut donc penser que si 1I’éléve teste la
fonction g sur ces valeurs, il choisira cette réponse et ne testera pas la fonction 4.

1.4 : Analyse des résultats

Un premier échantillon de 99 tests a ét¢ complété par 803 tests effectués dans des
colleges de l'académie de Nantes en mai 2013, 34 effectués par une stagiaire a I’entrée en
seconde a Argenteuil (95) et 65 dans deux classes de seconde en septembre 2015. Pour ce qui
est des 803 tests, les établissements ont été choisis dans les différents départements (Loire-
Atlantique, Sarthe, Maine-et-Loire, Vendée) de sorte que cet échantillon soit le plus




représentatif possible, il intégre 12 tests passés par des éleves de 3° prépa-pro en lycée
professionnel. Les enseignants nous sont inconnus, ce qui permet d'avoir un regard plus
objectif sur les productions. Pour les deux classes de seconde qui s'ajoutent au panel en 2015,
il s'agit des classes dans lesquelles ont été faites les derniéres expérimentations. La
présentation des enseignants de ces deux classes sera faite dans la partie 3 chapitre [V.2.

Pour que 1'échantillon soit le plus représentatif possible, nous nous sommes appuyée
sur des données de I'INSEE, sur les informations données sur les sites e-lyco des
établissements et sur les résultats du DNB'. Nous avons choisi de n'étudier que les
établissements publics et avons limité notre étude a un millier de tests, considérant que de
nouveaux tests n'apportaient pas de modifications notables aux résultats. Le profil de
l'académie et celui de notre échantillon est donné dans le tableau 13.

Type d'établissement Pourcentage dans I'académie |Pourcentage dans notre
de Nantes extrait de (Thaurel- | échantillon
Richard & Thomas, 2006)

1/ Urbain favorisé 17,2 % 15,1 %

2/ Urbain défavorisé 9,6 % 11,4 %

3/ Petits colleges (moins de 34,3 % 29,3 %

400 ¢€leves)

4/ Mixtes socialement 11,7 % 16,7 %

défavorisés

5/ Mixtes socialement 27,2 % 27,5 %

favorisés

Tableau 13 : Répartition des tests recueillis selon les types d'établissements

Notre échantillon comporte un peu plus d'établissements défavorisés que l'académie
mais il est a noter que les données de I'INSEE ne sont pas actualisées et que le profil de
l'académie compte aujourd'hui moins de petits établissements. La liste des établissements
ayant passé le test et retenus dans notre échantillon est donnée en annexe 12.

Les tests ont été saisis un par un et les données enregistrées dans un tableur. Les tests
qui présentaient des réponses caractéristiques ou remarquables ont été€ scannés et des extraits
vont illustrer notre analyse. Chaque éléve est repéré par un numéro d'anonymat.

Nous avons organisé notre analyse en deux temps. Le premier présente les résultats
exercice par exercice. Ces résultats sont présentés dans un tableau. Dans la premicre colonne
est indiqué le numéro de l'exercice, dans la seconde les résultats en pourcentages, et dans la
troisieme une analyse des réponses. Tous les calculs de pourcentages ont été effectués avec
des tableaux dynamiques croisés a partir de la feuille de résultats que vous trouverez en
annexe 13. Les tableaux sont en annexe 14. Le second temps met en relation les résultats des
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différents exercices par rapport aux hypothéses de travail présentées précédemment. Cette
analyse est organisée autour de nos hypothéses initiales et est illustrée par des exemples des
réponses collectées (voir annexe 15). Les procédures envisagées pour le traitement des
réponses au test servent a catégoriser les problémes que rencontrent les éléves dans

l'apprentissage de la notion de fonction affine.

1.4.1 : Analyse des résultats exercice par exercice

g Résultats Analyse
]

A 87,98 % de bonnes La majorité des €leves utilisent les propriétés de linéarité
réponses pour répondre a la question et trouvent effectivement 8,75€.
4,18 % de non-réponses | Les erreurs sont principalement des erreurs de calcul.

7,83 % de réponses A noter qu'un peu plus de 4 % des éléves ne répondent pas
fausses a la question alors que certains répondent aux items
suivants.

B |Conversion La majorité des €leves utilise les techniques de traitement
longueurs : des tableaux de proportionnalité. Pour la conversion des
82,29 % de bonnes unités de longueurs, 'erreur principale est I'application du
réponses coefficient de proportionnalité inverse, viennent ensuite des

12,6 % ne répondent pas
5,1 % de réponses

erreurs de calcul, des confusions entre la multiplication et
I'addition dans les opérations.

fausses

Conversions Pour ce qui est de la conversion entre degrés Celsius et
températures : degrés Fahrenheit, 4,7 % d'éléves trouvent la bonne réponse
4,7 % de bonnes mais 31,5 % d'éleves ne répondent pas et parmi eux certains
réponses indiquent clairement qu'il n'est pas possible de répondre car
8,87 % par produit en |la situation n'est pas de proportionnalité (ce cas de non-
Croix réponses n'a pas été comptabilisé sur I'ensemble des tests,
40,92 % répondent nous ne pouvons donc pas donner un pourcentage mais il
500°F reste marginal, il alerte cependant sur le motif d'absence de

13,67 % donnent une
autre réponse

31,83 % ne répondent
pas

réponse a cette question).

Plus de 49 % utilisent la proportionnalité dont 9 % utilisent
le produit en croix. Sinon toutes les propriétés de linéarité
apparaissent méme si la plus fréquente est 'utilisation de la
propriété multiplicative.

Parmi ceux qui donnent une autre réponse, certains ont bien
repéré la covariation, d'autres font une erreur dans le
traitement d'une situation de proportionnalité. Par exemple,
certains font l'erreur de considérer 100°F au lieu de 100°C.
Cette erreur est trés certainement liée a une habitude qui est
de chercher systématiquement une image et non un
antécédent, ou elle peut étre induite par la procédure utilisée
pour les longueurs.




1,87 % ne répondent pas

96,79 % répondent oui
pour le graphique 1)

23,94 %

répondent oui pour les
graphiques 1) et 2).

11,3 % répondent oui
pour les graphiques 1) et
3).

Tres peu d'éléves ne renseignent pas cet item qui ne
demande pas d'opérer sur les objets.

Une trés grande majorité d'éléves reperent bien la droite
passant par l'origine comme caractérisant une situation de
proportionnalité. Ce résultat doit cependant étre nuancé au
regard des autres réponses. En effet, uniquement 58,34 %
répondent oui pour le graphique 1) et non pour les deux
autres.

On peut estimer que 24 % pensent qu'une droite quelle
qu'elle soit, caractérise une proportionnalité, et que 11,3 %
pense que c'est le fait que la courbe passe par 1'origine qui
caractérise une situation de proportionnalité.

Seulement 58,34 % tiennent bien compte des deux
caractéristiques et ont donc un traitement inter-objectal.

24,92 % répondent 2x
24,71 % répondent
x(x+2)—x’

13,76 % ne répondent
pas

5,53 % répondent 2
4,48 % répondent
x+2x—x"

2,5 % répondent par un
calcul sur un exemple
1,25 % répondent x,
méme chose pour x~°.

42,8 % trouvent 242 068
19,04 % ne répondent
pas

38,19 % donnent un
résultat erroné

Pres de 50 % des éleves donnent une expression algébrique
correcte méme s'ils ne sont que 25 % a réduire 1'expression.
Il faut noter le nombre important de réponses différentes
puisque nous avons 124 expressions proposées.

Une erreur relativement fréquente (3,44 % des réponses)
consiste a remplacer « le carré du nombre de départ » par

« la racine carrée du nombre de départ ».

Les autres réponses mériteraient une analyse plus spécifique
mais elles relévent d'erreurs sur le vocabulaire, les priorités,
l'utilisation des parenthéses, sur la gestion du signe de la
multiplication ou de division ( : ou /), sur les simplifications
(x?—x = x par exemple), sur le mélange entre expression
algébrique et résultats de calculs antérieurs etc.

Le résultat pour 121 034 est trouvé par 43 % des éleves,

38 % donnent une réponse erronée et 19 % ne répondent
pas a la question. Les ¢éléves peuvent trés bien trouver a la
question précédente que le résultat est le double du nombre
de départ et cependant se tromper dans le calcul ou ne pas
répondre (7%). Ce qui prouve qu'ils ne donnent pas de sens
a la réponse pour pouvoir la rendre opératoire. Inversement
9 % des ¢€leves peuvent ne pas avoir trouvé l'expression
algébrique et trouver cependant le résultat. L'utilisation de
la calculatrice peut les avoir aidés mais cela signifie qu'ils
n'ont pas utilisé leur réponse pour valider ou les aider a
modifier la réponse précédente.




38,41 % de non-
réponses

25,29 % répondent 2,5x
6,19 % répondent 200€.
7,35 % répondent y, f(x)
ou des expressions
voisines

6,93 % donnent une
expression linéaire avec
un coefficient erroné.

Certains ¢€leéves écrivent sur le test qu'ils ne comprennent
pas la question. L.’ambiguité vient de la demande d'un prix
a payer qui ne pourra pas s'exprimer sous la forme d'un
nombre mais d'une expression algébrique. Si la question
avait été posée comme suit :« comment s'exprime le prix a
payer ? », le mot « exprime » aurait sans doute induit une
écriture algébrique alors qu'ici le mot « combien » induit
une réponse sous forme d'un nombre. Ce qui peut expliquer
que 9,5 % des éléves répondent par des valeurs numériques,
leur réponse est souvent rédigée sous la forme « pour..., il
faut payer... »

1 % font apparaitre la bonne covariation.

3,25 % répondent en justifiant l'existence d'une relation
fonctionnelle entre les grandeurs.

6,9 % donnent un coefficient erroné (par exemple 50x)

1,36 % donnent une expression affine (par exemple x + 25)
On notera que 11 % des ¢éléves sont capables de répondre
correctement 2x a l'item D et 2,5x a l'item E.

78,45 % répondent — 5
13,78 % ne répondent
pas.

61,31 % trouvent p(2,5)
29,67 % ne répondent
pas

62,19 % trouvent les
deux antécédents de — 3
4,17 % n'en trouvent
qu'un

15,1 % font une erreur
18,54 % ne répondent
pas

A la question « déterminer 1'image de — 10 » 1'éléve 447 lit
cette image sur le graphique de l'item E au lieu de le lire
dans le tableau. Ce qui n'empéche pas I'¢leve de répondre
en utilisant le tableau a la question suivante, cela atteste que
pour lui le graphique du E est sans doute la représentation
graphique correspondant au tableau du F. Il semble que le
fait de nommer p la fonction de I'item F appelle les ¢leves a
interpréter cette fonction comme étant le « prix » défini en
E. En effet, trés souvent la fonction dans un contexte de
grandeurs, est nommée par une lettre rappelant la nature de
la grandeur dépendante. Au E, le prix varie en fonction de
la consommation, d'ou l'idée que ce prix peut étre désigné
par une fonction appelée p.

Des erreurs sont aussi liées a la non prise en compte du
signe, la réponse est alors que 1'image de — 10 est — 6 (qui
est en fait I'image de 10).

Des confusions apparaissent entre image et antécédents
mais la plus grosse difficulté est lie a 1'écriture p ( 2,5)
puisque pres de 30% ne répondent pas. Parmi eux on trouve
des essais de calcul, la notation p semble induire 1'utilisation
d'une formule.

Certains ne donnent qu'un antécédent et parmi ceux qui font
une erreur, il arrive souvent que 1'image de — 3 soit donnée
en plus des antécédents.




Image de 5

19,31 % ne répondent
pas.

12,98 % ne savent pas
pour aucune valeur.
7,58 % optent pour 16
comme unique solution.
6,23 % pensent
qu'aucun ne convient.
1,77 % pensent que les
trois sont possibles.

7,58 % pensent que 16 est la seule solution possible. On
peut estimer que cette réponse est induite par le fait que 8
est I'image de 2,5. Ces éléves ne prennent donc pas en
compte les autres données et appliquent une propriété de
linéarité multiplicative : 5 est le double de 2,5 donc son
image est le double de 8. Ils sont environ 5 % a choisir
uniquement 0 ce qui peut étre induit par le fait qu'entre 2,5
et 6 la fonction change de signe. 6,75 % choisissent
uniquement 4, induit par le fait que 2,5 double pour donner
5 et son image 8 diminuerait de moiti¢ dans l'idée que la
fonction serait décroissante sur l'intervalle [2,5 ; 6].
Lorsqu'on croise les réponses, chacun des résultats a
sensiblement la méme chance d'étre choisi comme une
possibilité (20,5 % pour 0 ; 20,25 % pour 4 et 18,5 % pour
16) ou d'étre rejeté (5 % pour 4 ; 6,75 % pour 0 et 7,6 %
pour 16).

19,31 % des éleves pensent qu'une seule valeur est possible.

Image de 1:

68,6 % répondent 4.
6,53 % répondent 0.
10,78 % donnent une
autre réponse

14,09 % ne répondent
pas.

Image de 0 :

68,2 % répondent 1.
4 % répondent 0.

2,28 % répondent — 1.
10,38 % donnent une
autre réponse erronée.
15,06 % ne répondent
pas.

Certains ¢léves mesurent avec leur reégle au lieu d'utiliser
les unités indiquées et proposent 1,9 pour I'image de 1 ou se
trompent d'unité et lisent 2, ce qui explique le nombre de
réponses erronées. Cette erreur de lecture est liée au fait que
le repere n'est pas orthonormé et que 1'unité sur les
ordonnées est le quart de celle des abscisses.

Beaucoup de confusions dans la lecture de I'image de 0, les
¢leves donnent l'antécédent de 0 en lisant 1'abscisse du point
d'intersection de la droite avec 1'axe des abscisses (la lecture
n'étant pas immédiate, ils lisent — 0,3 ou encore — 1,2 en
mesurant a la reégle).

4 % des ¢éleves ont répondu que 1'image de 0 était 0, cette
réponse peut-étre une réponse automatique liée a I'étude des
fonctions linéaires pour lesquelles 1'image de 0 est toujours
0.

La réponse — 1 comme image de 1 correspond a ces ¢éléves
qui lisent 1 sur l'axe des ordonnées comme intersection de
la droite avec cet axe et lisent ensuite l'intersection de la
droite avec l'axe des abscisses. Cette erreur est souvent
induite par un travail automatique sur les fonctions affines
qui amene a lire I'ordonnée a I'origine. Par extension les
¢léves cherchent les intersections avec les deux axes.




Fonction :

53,37 % reconnaissent
la fonction A.

11,73 % reconnaissent
la fonction g.

9,35 % reconnaissent la
fonction f.

24,30 % ne répondent
pas.

1,14 % cochent les
fonctions g et /.

Plus de la moiti¢ des ¢leves identifient la bonne expression
algébrique.

Parmi eux seulement 63,6 % ont bien caractérisé la
proportionnalité sur les graphiques de 1'item B et 24,32 %
pensent qu'une droite caractérise une situation de
proportionnalité.

Parmi ceux qui répondent la fonction g, 61 % avaient
correctement répondu a l'item B, 12,4 % avaient identifié le
passage par l'origine comme caractéristique de la
proportionnalité.

Parmi ceux qui ont reconnu la fonction f; 47 % avaient
correctement répondu a 1'item B.

Il semble donc que la reconnaissance d'une situation de
proportionnalité dans le registre graphique n'influe pas sur
la conversion du registre graphique au registre des
expressions algébriques.

Les ¢léves peuvent treés bien savoir qu'une droite ne passant
pas par l'origine ne représente pas une situation de
proportionnalité (réponse C correcte) et pourtant cocher fa
cet item. Preuve que le lien entre proportionnalité et
expression algébrique de la fonction linéaire n'est pas
automatisé.

A l'inverse, des ¢éléves peuvent ne pas savoir lire les images
de 1 et 0 et pourtant entourer la fonction 4. On peut
supposer qu'ils ont automatisé le fait qu'une droite ne
passant pas par 1'origine est une fonction affine non linéaire
et qu'ils savent reconnaitre 1'allure de son expression
algébrique.

L’éléve 470 coche deux fonctions g et h. Un graphique peut
effectivement étre la représentation de deux fonctions
définies par leur expression algébrique mais a la condition
que ces expressions soient équivalentes sur le méme
intervalle de définition, ce qui n'est pas le cas ici.

L’éléve 683 entoure la fonction /4 mais écrit a coté que

h (x) =1+ 3x=4x. L'expression revenant alors a celle
d'une fonction linéaire.




H 12,64 % ne répondent | La grande majorité des €éleves savent trouver l'information.
pas. Le pourcentage important de non-réponses correspond au
80,83% répondent 90m. | fait qu'il s'agit de la derniére question et que le temps n'a
pas permis a tous les €éléves d'aborder cette question. En
particulier certains €léves n'ont pas pensé a tourner la
feuille. 2,59 % ne répondent a aucun item a partir de F, 5 %
0,83 % répondent 60m. |a partir de G.

5,70 % donnent une Moins de 1 % seulement se laisse induire en erreur par
autre réponse. l'indice de lecture en 50 et font le double de I'image de 50
pour trouver 60m.

Comme pour l'item E, certains éléves donnent comme
réponse 100m qui correspondrait a I'ordonnée du dernier
point de la courbe visible et dont les éleves peuvent penser
que l'abscisse est x. Si la lettre x désigne systématiquement
l'inconnu, on peut penser que ces ¢léves reperent le x écrit a
coteé de I'axe comme l'indice de 'abscisse a considérer.
D'autres confondent ordonnée et abscisse et lisent 100 sur
I'axe des ordonnées, ce qui les ameéne a répondre par
l'abscisse du point d'ordonnée 100 qui est environ 150.

Tableau 14 : traitement statistique des résultats du test

1.4.2 : Analyse par thémes

1.4.2.a : Proportionnalité et grandeurs

Le test confirme que les éleves maitrisent la proportionnalité dans le cas d’un retour a
I’unité sur des grandeurs mesurées courantes puisque 88% des €léves répondent correctement
a I’item A. Les erreurs sont principalement des erreurs de calculs du fait qu'il s'agit de
décimaux et que les éléves n'ont pas tous acces a une calculatrice. On peut cependant voir
quelques erreurs comme celle de I'éléve 684 qui applique le produit en croix mais fait une
erreur dans I'organisation de son tableau.

A) 1 f‘g@\rimts colte 2,50€. Je dois en acheter 3,5 kg, combien vais-je payer ?
- L -
A @. ¢ AN &

44185

Extrait 2: production éléve 684

Plus qu'un travail sur les grandeurs, il s'agit d'un travail sur les tableaux de
proportionnalité (Hersant, 2005). Il ne peut pas contréler son travail a partir des unités
puisqu'il ne les fait plus figurer. Cette procédure qui est enseignée comme une technique pour
opérer sur des nombres abstraits peut cependant étre plus opérationnelle sur les grandeurs si
on s'autorise a écrire les unités a l'intérieur du tableau (Levain, 1994).

De méme dans le cas de la conversion des pieds en meétres, le test est réussi par 82%
des ¢leves. Les éleves utilisent différentes procédures et les propriétés de linéarité sont
correctement mises en ceuvre. Ils font cependant des erreurs de calculs qui ne permettent pas



d'obtenir un résultat satisfaisant. Une difficulté est liée au calcul du coefficient de
proportionnalité. Dans le cas des mesures de longueurs de notre test, ce coefficient est
inférieur a 1, ce qui amene les €éléves a préférer calculer le quotient 5

1,524
inverse (Levain, 1994). Ce n'était pas le cas pour l'item A, ce qui peut expliquer 1'écart entre la
réussite a l'item A et celle au B.

La conversion des degrés Fahrenheit en degrés Celsius n’a été réussie que par 4,7%
des éléves, 49% traitent la situation comme une situation de proportionnalité. Parmi eux,
certains trouvent 500°F en partant du fait que 50°F = 10°C et en appliquant la linéarité
multiplicative, mais nous trouvons aussi des éléves qui utilisent cette procédure et qui font
une erreur de calcul dans la multiplication par 100, ce qui les améne a répondre 5 000°F.
Parmi les autres réponses fausses, les éléves utilisent majoritairement la proportionnalité mais
ils passent par le produit en croix. Beaucoup parmi eux utilisent la derni¢re colonne du
tableau, ce qui les améne a calculer 59 x 100:15. Cette procédure se caractérise par le résultat
de 393,3°F.

L'éléve 438 écrit : « sa fait 3200°F si 0°C = 32 alors x 100 = 3200. » Ici la propriété de
linéarité multiplicative est utilisée mais avec une erreur qui consiste a penser que 100 est 100
fois plus grand que 0. La confusion entre addition et multiplication est une erreur récurrente :

0+ 100 =100 est confondu avec 0 x 100 = 0.

Un éléve utilise la linéarité additive et trouve 404°F :

ﬁ./ﬁ;’fg;{ﬁ*#ﬁ*jf,f. 4§+’f§: «00
§53:35¢1 50 - Lo4fe)

Extrait 3: production éleve 656

Cependant certains ¢€léves semblent avoir mis en ceuvre des procédures et les avoir
invalidées comme nous pouvons le constater chez 1'éléve 501 qui pose le calcul et le raye.

Convertir 20 pieds (ft) en métres :

A& Ly . dowly 9L a{gjég%
4, S%

onvertir 100°C ( degres Celsius) en degré Fahrenheit (°F) :

Extrait 4: production éléve 501




D'autres signalent explicitement qu'il ne s'agit pas d'un tableau de proportionnalité et
qu'ils n'ont donc aucun moyen de les traiter, comme 1'éléve 270 qui écrit « Je ne peux pas,
c'est pas proportionnel. », I'éléve 131 qui répond : « On ne peut pas, ce n'est pas un tableau de
conversion. » ou 1'éléve 500 pour lequel « On ne peut pas, les valeurs du tableau ne sont pas
proportionnelles. » :

O e ok as, Les bt di Sulloas. e st o fpopobiomell

Extrait 5: production éléve 500

ou encore I'éleve 538 qui propose une justification :

f
i i W P |
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Extrait 6: production éléve 538

Ainsi les non-réponses a cette question, alors que les €éléves ont correctement répondu
aux précédentes questions, peuvent indiquer une prise de conscience de non-proportionnalité.
Les ¢éleves sont pres de 32% a ne pas avoir répondu mais il est impossible de savoir combien
ont effectivement identifi¢ la non-proportionnalité car tous ne justifient pas leur réponse.
Seulement 4,4 % trouvent les bons résultats aux items A, B et C. 99,9 % des ¢éléves qui ont
trouvé 212°F ont trouvé les réponses précédentes. 15,4 % des éléves ayant trouvé l'item A et
la conversion des pieds en metres ne répondent pas a la question de la conversion des degrés
Celsius en degrés Fahrenheit. On peut faire 1'hypothése que ces éléves identifient que la
situation ne reléve pas de la proportionnalité.

Quelques réponses utilisent des calculs sans explicitation des procédures, comme
I'éléve 658 qui semble repérer que 100°C correspond a 10 fois 10°C mais le calcul ne faisant
pas apparaitre les unités, il écrit 10 x 10 =100 ce qui ne donne plus aucun repere de sens. Si
bien que 10°C correspondant a 50°F , I'éléve opere de la méme maniere en écrivant non pas
50 x 10 mais 50 x 50 = 2500 :

10 X 10 = 100
50 K CO: ?DCD

Extrait 7: production éléve 658

Plus étonnant encore 1'éléve 660 écrit un calcul sur les nombres en barrant 'unité. 11
néglige le signe et écrit que 10 x (— 10) = 100 puis que 14 x 50 = 700 comme s'il avait pris les
deux colonnes du tableau et avait multipli¢ les deux nombres sur chaque ligne. On peut
imaginer qu'il s'agit d'une mauvais mise en ceuvre du produit en croix ou d'une extension au
produit de la régle de linéarité additive.



Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F) ”‘%’)ﬂ( ‘PO\ “QZIL‘)
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Extrait 8: production éléve 660

Certains n’écrivent rien sur le test mais d’autres font apparaitre les accroissements et
montrent qu’ils ont repéré une caractéristique qui permet d’affirmer que la situation n’est pas
proportionnelle. Parmi les éleves qui ont trouvé 212°F ou qui auraient pu obtenir le résultat
s'ils n'avaient pas fait une erreur de calcul ou de copie, nous avons souvent quelques traces
des procédures. Les ¢éléves montrent les variations sous différentes formes comme par
exemple celles qui vont suivre.

L'éléeve 119 schématise la régularité des variations par des fleches et il indique la
concomitance des variation par une écriture symbolique. Il avance de 10°C en 10°C jusqu'a
100°C. Il fait malheureusement une erreur de calcul en ajoutant successivement 18°F et
obtient un résultat erroné.

Convertir 100°C {degrés Celsius) en degre Fahrenheit (°

co . 3= A8 vFﬁaf*l ”"’gsﬁrbéf ﬁ“fﬂ%[ﬂlr}g‘.ﬁ

«@-0= 1 % o a0 | ol 50 lgs
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Extrait 9: production éléve 119

L'éléve 187 formalise les variations par ce que nous appellerons des « fléches
opérateurs » qui indiquent qu'une augmentation de 18 de la grandeur indépendante correspond
a une augmentation de 10 de la grandeur dépendante. Il montre la proportionnalité des écarts
mais ne va pas au bout du raisonnement car il pose 100°F au lieu de 100°C et ne peut donc
pas trouver mentalement un coefficient car I'augmentation de 41 n'est pas un multiple de 9.

B) Les tableaux suivants concernent des conversions de mesures de grandeurs, Le

degré Fahrenheit (°F) est une unité de tamperature et le pie‘ (ft) est une f%\d'e LA

mesure de longueur utilisées au Royaume-Uni,

| Température en °F| 14 50 59 m
e

Temperature en "C ~ -10 | ﬂ | 10 | 15
L

Extrait 10: production éleve 187




L'éléve 198 procede de la méme manicere mais pour 9 et 5 et formule les variations
concomitantes en langage naturel : « quand j'ajoute 9 degré F, j'ajoute 5°C. » :

Convertir 100°C (degrés L’.‘:ai;ius} en degre Fahrenheit (°F) :

'i.!i-.a'.-_: W 5 S = 1% i = L I"r G \-5 “C .
A00r SAX A3 = DT
) E . £ L=
5% F A - Ve ¥

Extrait 11: production éleve 198

L'éleve 229 cherche a exprimer cette caractéristique en écrivant : « C'est un tableau a
avancement régulier. » :

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fah it (°F) : 1162f y i
r {deg ) Eqreé j rerllhmt{ F) pnd {,cﬂnﬂf?m!é._fz ;
fﬂﬂ* A Mwiw nﬂ%&ﬂlf\ danc 50 212
19 [ 10
=
130
Extrait 12: production éleve 229

Il schématise la concomitance des variations. Il opére sur des nombres et non plus sur
des grandeurs mesurées et met en place une technique qui s'inspire de celle du produit en
croix sous la forme de ce qu’il appelle « un tableau d’avancement régulier » (voir tableau 15).

+18
+162
/_\ /\
50
~— 10 100
+10
N 4
+90

Tableau 15 : technique du « tableau d'avancement régulier »

L'éleve 218 formule cette méme concomitance entre les accroissements des deux
grandeurs dans un autre registre en écrivant « 5 degrés Celsius = 9 degré Fahrenheit » :

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (F) :
o AN

S Aegris (ohos =3 Jlgni

26 = 4 x20 "
gxx;m"& 120 0F

Extrait 13: production éleve 218




L'éléve 474 utilise une notation originale :

[ 10é=55%) 49 1D6%= ZdZ oF

Extrait 14: production éleve 474

Ici les variations sont montrées sur un exemple avec l'utilisation de parenthéses pour
montrer le processus sur chaque variable.

L'¢léve 594 montre une organisation qui fait apparaitre le processus et les variations
par un jeu de fleches et d'opérateurs.

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degre Fanrenneit () .
por 3230 5098 (50:48:%)
o :

Y iy Sl R

i
5‘;-;)“ taab-'%%ii‘??!

Extrait 15: production éleve 594

Le premier schéma indique qu'une température de 32°F correspond a 0°C et que son
augmentation de 18°F correspond a une augmentation de 10°C, si bien que 50°F
correspondent bien a 10°C. Le second schéma part de 50°F et montre qu'il faut une
augmentation de 50°F pour arriver a 100°F. La comparaison entre les deux schémas amene
I'¢leve a considérer les augmentations comme proportionnelles. Il calcule que 50 est égal a
25 . . . . 25, . 250
?eme de 18 et il cherche I'augmentation correspondant a ?eme del0. Il ajoute o @ 10
et trouve environ 37,8. Son raisonnement est correct mais 1'éléve détermine ici la mesure en
°C de 100°F et non l'inverse. Ainsi le schéma attendu serait le suivant :

50 — 10

+18=x9 490 90:10=9

7— 100

Encore une fois le fait d’opérer sur des nombres et non sur des mesures ne permet pas
de contrdler le travail ni de repérer l'erreur sur le sens de la relation considérée.



D'autres montrent les calculs comme ici I'éléve 608 :

C rtir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F) : o_ _4petst
?fe e v o L -1DJ2U¢CP}ngTCf R
L Mepts AL ; 32§00 06  BOES
%MMWWW 40 °L Qorogre wwifof/u@% s

dpo’c = 112.°F ,

Extrait 16: production éléve 608

Une phrase décrit la covariation en reprenant les unités. L'utilisation des mesures
permet de caractériser le processus sur chacune des variables. Nous retrouvons cette méme
caractéristique chez I'éléve 495 lorsqu'il écrit « On remarque que lorsqu'on rajoute 5°C, on
ajoute 9°F. » Cette formulation demande une relative aisance avec l'expression et I'écrit :

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fah enhelt( F) 5
&%wﬂww.ﬂgﬁw A om mzﬁf,wé hC owé%F

~f01 1X§ <o Aot§ =45 I,jou-)jf = & /Fx3=458
b Ju 258 =3 5018 <08 856 47 frya apE

Extrait 17: production éleve 495

Si les exemples précédents n'explicitent pas comment la valeur 212 a été trouvée,
I'¢leve 495 montre clairement sa procédure. Si 15°C correspondent a 59°F et si chaque
augmentation de 5°C correspond a une augmentation de 9°F, il cherche combien
d'augmentation de 5°C sont nécessaires pour passer de 15°C a 100°C. Il trouve une différence
de 85°C soit 17 augmentations de 5°C. Il calcule ensuite 17 augmentations de 9°F et trouve
153°F. La température de 59°F doit donc augmenter de 153°F, ce qui lui permet d'obtenir
212°F. Nous remarquons qu'en dehors de la phrase d'explicitation, la gestion des calculs se
fait ensuite dans I'ensemble des nombres réels et non sur les mesures, les unités ne figurent
pas.

L'éleve 459 met dans un tableau la progression arithmétique de raison 9 sur la
premiere ligne a partir de 68 et celle de raison 5 sur la seconde ligne a partir de 20.

s o, ol 26°F

“1 : . e | |
%o |25 | "‘:..U :L‘? &J‘f»al 'ft.- F"‘" ‘ﬁ-f“-'L &op: Elf]‘ i;lﬂi‘*"‘

(62 |-+ 196 |g5 ot |u3)] m.;Mmfm e L o s )ﬁ@

Extrait 18: productlon éleve 459

Il s’arréte lorsqu'il arrive au terme de valeur 100 sur la seconde ligne qui correspond
pour lui a 214. En fait il fait une erreur de 2 au niveau du nombre 196, ce qui se répercute
dans la suite des calculs. La procédure est donc valide et permet effectivement de trouver le
résultat. Nous pouvons malgré tout nous interroger sur les valeurs de départ. 68 et 20 ne



figurent pas dans les données, ce qui signifie que I'¢léve a déja mis en évidence le double
processus et I'a appliqué aux valeurs 50 et 10 avant de formaliser la suite de son raisonnement
avec un tableau. Ce tableau est un tableau de nombres, les unités ne sont rappelées que dans la
conclusion portée a droite du tableau.

L'éléve 233 met en évidence le processus de calcul sous forme d’opérateur au bout du
tableau de valeurs avec les deux opérations permettant de passer de la seconde ligne a la
premicere. Il utilise ensuite ces opérateurs pour le nombre 100 en mettant les unités dans le
calcul mais sans les mettre dans le résultat. Nous remarquons que cet éléve procede aussi avec
un opérateur pour l'item A, ce qui est relativement rare.

A) 1 kg u'ahncnts colite 2,50€. Je dois en acheter 3,5 kg, combien vais-je payer 7 ‘

kqj ‘rf-tf ?.ré

Températureen °F| 14 | 32 50 59
Température en “C -10 | 0 10 | 15

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F) :

f%&)mﬁ-{?\ _\i,__

Extrait 19: production éleve 233

L'éléve 248 montre qu'il a d'abord considéré qu'il s'agissait d'une situation de
proportionnalité puis abandonné l'idée pour écrire « fonction affine » et donner le processus
de calcul sous forme d'une expression algébrique « x x 1,8 + 32 », x désignant la mesure de la
température en degrés Celsius, qu'il applique a 100 en utilisant la fleche fonctionnelle :

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F) :
E »
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Extrait 20: production éleve 248

L'éléve 539 propose lui aussi une expression algébrique mais il utilise des lettres pour
symboliser les grandeurs en reprenant la majuscule F initiale de 'unit¢ Fahrenheit : pour
désigner I'image de x, x désignant la mesure de la température en degrés Celsius comme il
prend la peine de le préciser :



Cari ne}; P an ‘0@5&1 de Lhﬂ:{rl‘l«'m:r\m% ame "’;C)T_{ ﬂ

{‘humqhihmai? Do ¢ llen)e 48 %00 432
Auee o= = Q_tlfﬂ'ﬂml'm{g =3 ﬂc r{ ‘L‘{Eﬁ' + 99 =240

Extrait 21: production éleve 539

Il fait une erreur dans le dernier calcul et n'explique pas comment il connait
l'expression de F en fonction de x . On peut faire I'hypothése que cette formule a déja été
rencontrée mais c'est le seul éléve qui l'utilise dans la classe. Cette connaissance peut venir de
l'environnement culturel familial mais il n'est pas exclu que certains éleéves puissent 1'établir
par eux-mémes. Cela signifie que I'éléve a reconnu une situation affine et qu'il a une maitrise
de l'algebre suffisante, ce qui peut étre attesté dans d'autres items.

Tres rares sont les éleves qui posent une expression algébrique de la forme
f(x)=ax + b et cherchent ensuite a résoudre un systeme. Nous en avons trouvé trois dans
une méme classe, preuve qu'il s'agit sans doute d'une technique qui a été¢ vue en cours peut-
étre peu de temps avant la passation du test.

B) Les tableaux suivants concement des conversions de mesures de grandeurs. Le
degré Fahrenheit (°F) est une unité de température et le pied (ft) est une unité de

mesure de longueur utilisées au Royaume-Uni. : - ey
| Température Pl M 32 | 50_ | See= ’/?
[:fempérature en'Cl -0 | 0 10 _
™ . e g
Distanceenft | 0 | 8 o ] g
Distanceenm | 0 | 1,52 | 3@\2;' 45712 | 6,036}
Convertir 20 pieds (ft) en métres : " — o= o
= o rab «
?—GF‘I'E_M ok et anfuts. o GJGEEM fﬁ‘v;-rb;-tm
= P ro = 40
. ag. -
Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit {°F) T o
G fooden § dirermin B
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Extrait 22: production éléve 604

L'éleve 604 est celui qui développe le plus la technique utilisée. Il montre déja que sa
premicre idée a été la proportionnalité et il écrit une colonne a la suite du tableau faisant
apparaitre 500°F pour 100°C. Ce résultat est raturé. Il pose plus bas que « la fonction f
détermine la relation entre les degrés C et F » et il écrit que f( 14 ) =— 10 puis il cherche a
déterminer les coefficients en posant 14a + b = — 10. Il détermine a et n'écrit pas le calcul



5 160

mais laisse une trace de la valeur de b avant de conclure que f ( )—§>< F_T et de
. ° 160, .5
donner la fonction inverse /( C)=( C— 9 )—§ Il montre des compétences en calcul sur

. 5
les fractions, d'autres ont abandonné la technique devant le rapport 9 Il est le seul a parler

de « fonction a l'envers » pour désigner la fonction inverse. Il atteste par ailleurs que la
fonction n'est pas connue au préalable.

Il est a noter que dans cette méme classe, un autre éléve utilise une procédure
similaire. Il pose cependant un systéme a résoudre pour déterminer les coefficients a et b. Il
utilise systématiquement cette procédure, si bien qu'il est amené a faire les mémes types de
calculs dans l'item F qui ne reléve pourtant pas d'une affinité. Il repere malgré tout que son
expression n'est pas la bonne et conclut « je sais pas c'est pas ¢a ».

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F)
PO wa-r;*t e -

§ (= 18x2:h
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Extrait 23: production éleve 610 B

Déterminer I'mage de — 10. @4 E‘""
"

Déterminer p { 2.5). F{'; 9=

Déterminer le ou les antécédents de —3..

Extrait 24: production éleve 610 F

L'éléve 554 utilise des symboles pour indiquer les variations dans le tableau mais il les
formule aussi en langage naturel, puis il utilise la proportionnalité des écarts :



B) Les tableaux suivants concernent des conversions de mesures de grandeurs. Le
degré Fahrenheit (°F) est une unité de température et le pied (ft) est une unité de
mesure de longueur utilisées au Royaume-Uni. /4183, 7~ *'*),

| Température en °F 14 32 50 59 |

Températureen °C| -10 | O 10 15
LY PR YV -l

Conve'[ﬁr 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F) :
Q w

on a poC do q(uj on O \f‘(da, p«(«f.
160°C = S0+(1§15 ._242:(

Extrait 25: production éleve 554

L'éleéve 569 repere bien les variations mais il fait une erreur en recopiant 12 au lieu de
18 et il oublie d'ajouter cette variation a 50°F qui correspond aux 10°C dont il est parti pour
calculer qu'il faut ajouter 9 fois 10°C a 10°C pour obtenir 100°C.

7./ 4
on fuy kOO*(O?qT_g:c( . =
a x|2 =8 08 o g o 08 F.

Extrait 26: production éleve 569

On remarque donc ici que si les variations sont bien repérées comme étant une donnée

importante, elles sont ensuite traitées comme des valeurs et non comme des variations. On
. 18 . .

peut trouver le calcul du quotient To dui correspond au taux d'accroissement sans que les

¢leves sachent utiliser cette nouvelle donnée. Ces éléves peuvent avoir effectué le méme

calcul pour les mesures de longueur et obtenu qu'une augmentation de 5ft correspondait a une

augmentation de 1,524m. Le calcul du quotient permet de connaitre le coefficient de

,5

5
proportionnalité correspondant au second tableau. Le fait de calculer 1,8 et non son inverse
dans le premier tableau montre qu'il y a eu analyse par rapport au sens de lecture vis-a-vis de
la question posée, ce qui peut consister en une alerte amenant I'éléve a étre plus vigilent et a
ne pas appliquer automatiquement une technique. Ici encore, ne pas continuer la procédure

peut étre le signe que 'éléve se pose des questions.



De méme 1'éléve 577 repere lui aussi qu'il ne s'agit pas d'une situation de
proportionnalité. Le calcul des variations apparait avec une erreur dans la soustraction et
ensuite les variations sont considérées comme proportionnelles. Ainsi si une augmentation de
28°F correspond a une augmentation de 10°C, en multipliant par 10 on a qu'une augmentation
de 280°F qui correspond a une augmentation de 100°C. Mais I'éléve semble conclure sur les
valeurs en disant que 100°C = 280°F au lieu de conclure sur les variations.

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F) : ~ a
W 38 3g-lh=d8 o B I 10T =480 °F
-0 @ o-[l10:10 o 100

Extrait 27: production éleve 577

Certains ¢€leéves tracent des tableaux qui leurs servent d’outil pour traiter les données
ou en produire de nouvelles. L'éléve 782 utilise plusieurs fois la méme procédure qui consiste
a appliquer les variations proportionnellement aux valeurs du tableaux jusqu'a obtenir le
résultat attendu. Par exemple ici, cet éléve écrit une suite de nombres en comptant de 18 en
18 a partir de 50 sur la premicre ligne et de 10 en 10 a partir de 10 sur la seconde. On peut
supposer que 1'éléve a commencé par la conversion des pieds en metres, il indique les
variations de 5 en 5 pour les distances en ft et trouve le résultat. Il refait ensuite la méme
procédure pour les températures sans indiquer les variations par des fléches.

| Température en °F| 14 32 50 59 4‘ 7 e ;
iIeE;_:uérature en‘C| -10 | 0 | 10 | 15 |ac 18 .
o . e ~TE S gy IIem
Distanceen ft | 0 5 10 15 | 2o
ok | APETTE N ) L | ..
Distance enm 0 | 1524 | 3,048 4572 | 6,096

» T Ay

Convertir 20 pieds (ff) en métres :

Extrait 28: production éleve 815

Pour ce qui est de I'éléve 815, il pose une expression sans que nous ayons de traces de
sa procédure. Il écrit que 1,8x + 32°F =x°C et il applique sa formule en écrivant en dessous
que 1,8 x 100 + 32°F = 100°C = 212°F.



ST S 22>
168 1004.32°- 00° = B 212°F

Extrait 29: production éleve 815

Nous remarquons que la lettre x désigne la Grandeur (avec un grand G) puisque
'écriture algébrique 1,8x +32 =x serait une €équation. Les unités permettent a 1'éleve de
contrdler son travail. On remarque aussi que les ratures sont sans doute la pour réguler
l'activité et permettre de ne plus avoir en vue les pistes qui ont €té abandonnées. On retrouve
cette fagcon de faire dans de nombreuses production d'éléves qui ont plutot de bonnes
réponses.

Dans une classe, plusieurs ¢léves utilisent directement la fonction affine f
correspondant a la conversion des °C en °F définie par f(x) = x x 1,8 + 32. On peut supposer
qu'un travail a été fait dans la classe autour de cette question. Méme dans ce cas, 1'éleve 946
par exemple, est capable de contextualiser cette connaissance et d'utiliser correctement la
formule, c'est-a-dire comme un processus de la seconde ligne du tableau vers la premiére
ligne et non comme un opérateur de la premiére a la seconde ligne comme on le fait
habituellement :

Température en “F| 14 I 32 | 50 59 o w18 45T
Températureen “C, =10 =~ 0 | 10 15

Extrait 30: production éleve 946

Un autre formalise le processus en langage naturel de la fagon suivante : « Pour
obtenir la température en °F, il faut multiplier la température en °C par 1,8 et ajouter 32. »

L'éléve 890 identifie la covariation et il écrit que 5°C=9°F mais il traite ensuite la
situation comme une situation de proportionnalité en disant que 100:5=20 et que 20 x 9 =180
ce qui lui permet de conclure que 100°C = 180°F.

Canvertr 100°C tdegrila- Calsius) en degre Fahrenheit {°F) : .
ACOC = A ¥ Vs T Y W — =74
A e . iy . i ¥

Extrait 31: prod:iction éle‘x./e 890.




L'éléve 575 repere qu'il n'y a pas proportionnalité mais il fait comme si les variations
des degrés Celsius et Fahrenheit étaient les mémes. Il utilise le modele additif au lieu du
modele multiplicatif. Il part du fait que 100°C c'est 110°C de plus que — 10°C et il ajoute de
méme 110°F a 14°F qui est la température correspondante a — 10°C. 1l trouve ainsi 124°F.

Orn sk ous - 710°%c = 1U°F genc

O - 5

A9 @t
‘-’\{}:E: b o X

Extrait 32: production éleve 575

L'éléve 709 met en place une technique qui donne un résultat correct dans le cas d'une
situation de proportionnalité. Il utilise la linéarité additive avec une écriture de type
fractionnaire. Ainsi pour dire que la distance correspondant a 5ft + 15ft correspond a

5 + 15 _ 20
1,524 4,572 6,096
ce sont des fractions mais elle est juste si on définit cette nouvelle notation en relation avec le

1,524m + 4,572m il écrit . Cette écriture est fausse si on considere que

tableau de proportionnalité. L'éléve applique la méme chose avec un produit, ce qui est faux
méme dans le cas d'une proportionnalité. Cette idée lui vient du fait qu'il ne trouve pas
d'addition correspondant & sa recherche mais que par contre en multipliant 10 par 10, il

. 50 50 2500
X ==
obtient 100. Il pose donc que 1010 100

correspondent a 2500°F. La technique utilisée ici n'a certainement pas été enseignée mais le

ce qui lui permet de conclure que 100°C

risque est qu'appliquée dans le cas d'une somme, elle donne un résultat qui est valide et donc
le domaine de validité de cette technique a besoin d'étre précisé. L'importance du registre est
aussi trés important car dans le cadre du calcul numérique il est possible que cet éleve utilise
correctement les régles du calcul sur les fractions mais dans le cadre de la proportionnalité, il
utilise une écriture fractionnaire pour formaliser la propriété de linéarité¢ additive sans lui
attribuer le statut de fraction.

Convertir 20 pieds (ft) en métres :

i \< A 70Fk = 6,03 m
20 T3 ¢ 872 ;Gﬂ&

Convertir 100°C (degrés Celsius) en degré Fahrenheit (°F) :

S09 -
DOL" -4 EO__ % SO = -2—-(; o' = ZQDQF
. )
6 (o

Extrait 33: production éleve 709




Plusieurs ¢éleves ont proposé 20ft = 65,6m. Nous n'avions pas anticipé cette erreur et
un seul éléve a explicité son calcul, permettant de comprendre le raisonnement mis en place.

Convertir 20 pieds (ft) en métres : ]ﬂfrf' b .Ofé o = ép%- 0 23 1f
Xt = ¢ S, &

w‘oﬂe};'fﬁ ﬁf' 4&’& = 76 m.

Extrait 34: production éleve 930

Cet ¢leve utilise la propriété de linéarité multiplicative et trouve que 3,048 x 2 = 6,096
mais ensuite il divise 20 par 6,096 ce qui lui donne un coefficient de proportionnalité
d'environ 3,28. Par contre il multiplie ensuite 20 par ce coefficient pour obtenir 65,6. Son
erreur est de calculer le quotient de 20 par 6,096 alors qu'il devrait calculer l'inverse. Ceci
vient du fait que les ¢éleéves divisent plus volontiers un nombre par un autre plus grand, ils ont
du mal a concevoir qu'un quotient puisse étre inférieur a 1. On peut interpréter sa procédure
comme une généralisation du produit en croix qui nécessite de faire successivement une
multiplication et une division ce qui peut étre une clause du macro-contrat didactique dans sa
facette épistémologique.

1.4.2.b : Proportionnalité et graphiques

On peut rapprocher les résultats des exercices C, E, H et G. 81% des ¢éléves ont donné
la bonne réponse a l'exercice H, alors que 13% n’ont pas répondu, 6% ont donné une réponse
fausse mais moins de 1 % seulement utilisent la proportionnalité.

La majorité des erreurs sont liées a une mauvaise lecture des ordonnées. 2 carreaux
représentent 20m, I'ordonnée étant sur la graduation entre 80 et 100, les €leves lisent 85 au
lieu de 90. Ceux qui confondent ordonnées et abscisses peuvent chercher 1'abscisse du point
de la courbe d'ordonnée 100 et répondre 110 ou 115 (I'unité donnée est alors km).

Quelques éléves se laissent cependant induire en erreur par l'indice des pointillés et
traitent la situation comme une situation de proportionnalité.

H\ \J{J@Qos. B Ak A[;l}ff&j!' ér:,‘f?oﬁmfh e de S0m
eCEy o Rl on @ dsde B aslence |
At = S« 2 - Jeo Gamlh
ROXZ L 60w .
e 1o e T A ST et Tdee 46 @0 |

Extrait 35: production éleve 483

L'éléve 483 a explicité sa démarche sur une copie ajoutée a son test, on peut y lire que
«vu que la distance d'arrét de 50km/h est de 30m pour 100km/h on va doubler la distance. »,



1'¢leve utilise donc la linéarité multiplicative : Ce méme ¢€leve a l'item C, identifie les droites
comme des représentations de proportionnalité mais pas la courbe qui ressemble a celle de
l'item H. On peut donc penser que I'éleve sait qu'il ne s'agit pas d'une situation de
proportionnalité mais que cela ne I'empéche pas d'utiliser les propriétés de linéarité, ce qui
signifie que la proportionnalité n'est pas reconnue comme nécessaire pour utiliser la technique
de linéarité¢ multiplicative.

L'éléve 941 fait le méme raisonnement mais il utilise le registre graphique et ne répond
pas a la question. On peut penser que le tracé est la réponse attendue ou que le tracé lui pose
question puisque le point (100 ; 60) n'est pas sur la courbe et qu'il ne va donc pas plus loin
dans le raisonnement :

- Distanceare -

]

-
e
-;-- E :...:...
b i
= = b
LoD D 0 S 0 P B0 6D 0 BN S0 160 i

Extrait 36: production éleve 941

L'éléve 613 utilise la méme procédure dans les différents exercices, il calcule le

quotient = pour x # 0. Ainsi méme dans cet item ou la courbe ne représente pas une situation

de proportionnalité¢ (ce qu'il affirme a l'item C ), il calcule le quotient de 30 par 50 qui
correspond a la lecture mise en évidence par des pointillés sur le graphique. Il utilise ensuite
ce quotient comme un coefficient de proportionnalité pour répondre a la question.

H) Le graphique suivant B
représente la distance d'arrét L T W e T SR
d'un v&hicule sur route séche en . sol Disiance darrét fa -
fonction de sa vitesse. e e R R
| 6.3._ eabsoinfanssing
Quelle est la distance d'arrét b
pour un vehicule roulant a W B
il i s o
100km/h Yy e 20 ]
! ey Jij'l-'ﬂ.: '.'....l:..'.'.:..:.;
b £ bt
| % 3 de (00 PNt LBE BE RE RE XX BE RE XE RE XE
T - i B

Extrait 37: production éleve 613




\

d . .
L'éleve 788 pose la formule V=7 et commence a exploiter les données

correspondant aux pointillés sur le graphique mais n'ayant pas d'information sur la durée ¢,
1'éleve s'arréte :

g o9

- 4
5

Extrait 38: production éleve 788

Nous avons sans doute ici un effet du macro-contrat didactique dans sa facette
¢épistémologique. Nous pouvons imaginer que la clause appliquée ici est que « s'il est question

. . o d
de vitesse, c'est qu'il faut utiliser la formule v= ” et effectuer des calculs ». En effet cet

¢leve a globalement réussi a lire les informations sur les graphiques aux items précédents, il
n'y a donc pas de raisons pour qu'il soit en difficulté pour lire le résultat sur le graphique.

Nous avons un autre effet du contrat a travers la production de I'éléve 804 qui répond
« qu'on ne peut pas savoir, cette courbe ne correspond pas a une situation de
proportionnalité ». Cet €éléve sait lire des informations sur un graphique puisqu'il répond
correctement aux items E et G, mais peut-€tre que la question « quelle est la distance
d'arrét... » induit un calcul et que cet éléve ne voit pas comment déterminer le calcul lorsqu'il
n'est pas face a une situation de proportionnalité. En effet, a I'item B il répond « comme le
tableau des températures n'est pas un tableau de proportionnalité on ne peut pas savoir
combien font 100°C en °F ».

H) Le graphique suivant FEEREER G RN Ee TR e en e
représente la distance d'arrét I
d'un véhicule sur route seche en . sol - Pisiance darvér ).

fonction de sa vitesse. 8 Y

Quelle est la distance d'arrét :
pour un véhicule roulant a

100km/h ? Jpn. e M & b
T J’QMI.F}#CEu ¢ "-'-""-’I'bf i
re Carthpomit pon doawe ] 11013
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Extrait 39: production éleve 804

3 f,q{...

Le test permet d’affirmer que si la présentation de données en tableau influe sur une
représentation de la situation comme étant proportionnelle, la présentation dans un graphique
oriente vers une lecture locale d'images ou d'antécédents. Le registre appelle certaines
techniques et joue sur le point de vue (plus global dans le cas du tableau et plus local dans le




cas des graphiques). Les non-réponses a ce dernier item pouvant étre liées a un manque de
temps pour terminer le test, on peut considérer que globalement la lecture de graphiques est
acquise. Cette conclusion venant aussi de la réussite a I’item G qui est de 69% pour la lecture
de I'image de 1 et de 68% pour celle de 0, les erreurs étant principalement liées a une
mauvaise lecture des unités. 15% n’ont pas répondu, ce qui est a rapprocher des 15% qui
n’ont pas répondu a I’item H, sans doute par manque de temps. 2,6 % d'éleéves n'ont pas
répondu a aucun item a partir de 1'item F et 5 % a partir de G.

La situation de proportionnalité est bien repérée a l'item C comme étant caractérisée
par une droite passant par I’origine par 97% des éleves, par contre 26,5% reconnaissent une
situation de proportionnalité lorsque la droite ne passe pas par I’origine et 12,6% dans le cas
d’une courbe passant par 1’origine. 24% répondent oui pour les graphiques let 3 et non pour
le graphique 2, ce qui laisse penser que le passage par 1’origine est la seule nécessité
reconnue. 1% répondent oui pour les trois graphiques, ces éléves correspondent a des éléves
qui n’ont pas identifié la nécessité des deux critéres simultanément. 58,3% ont correctement
répondu & la question et ont donc repéré les deux nécessités simultanément. 24% ne
reconnaissent que la caractérisation par une droite et ne tiennent pas compte de l'origine.
11,3% reconnaissent une situation de proportionnalité dans le fait que la courbe passe par
I’origine et ne tiennent pas compte de sa nature.

1.4.2.c : Proportionnalité et algébre

La maitrise du calcul algébrique peut étre mesurée a travers les réponses a I’item D. Il
faut avant tout remarquer le nombre important de réponses différentes puisque nous obtenons
122 réponses différentes. 25% des éléves arrivent a 2x qui est 1’écriture réduite de
I’expression du programme de calcul et 25% donnent une expression correcte mais non
réduite, soit un total de 50% de bonnes réponses. Les erreurs relevées viennent d’une
difficulté a interpréter le vocabulaire (racine carrée pour carr¢), d’une confusion entre addition
et multiplication (x + 2 est réduit en 2x). Les ¢éléves qui continuent d'écrire le signe x ont
beaucoup de mal a transformer correctement 1'expression obtenue. La transformation suppose
de prendre de la distance vis-a-vis de la situation puisqu'elle revient a modifier 1'ordre et la
nature des opérations du programme. Les €léves qui restent attachés au programme de calcul
comme processus, ont donc tendance a garder l'expression qui rend au mieux compte du
processus. Les éléves qui trouvent l'expression 2x n'utilisent cependant pas toujours ce résultat
pour le calcul suivant, ni méme comme moyen de vérification ou de contrdle. 10,7 % des
¢éleves ont trouvé 'expression 2x et font une erreur au calcul suivant, 3,6 % ne répondent pas
au calcul.

La lettre x est considérée par un certain nombre d'éleves comme désignant tout nombre
inconnu. Ainsi elle peut servir a désigner plusieurs valeurs différentes dans un méme calcul.
Elle peut aussi désigner le nombre choisi mais si I'éléve a testé le programme avec une valeur,
il se contente de remplacer par x ce nombre a la premiere étape du calcul ce qui revient a avoir
une représentation canonique du processus. Il n'est pas rare qu'a la fin de 1'écriture, 1'¢leve
ajoute une égalité et le résultat qu'il a trouvé lors de son essai. Il obtient de la sorte une
équation, ce qui est la forme d'écriture qui lui semble la plus familiére lorsqu'on utilise une
écriture algébrique. On retrouve cette tendance a l'item E ou les ¢€léves écrivent des



expressions de la forme x =2,5 ce qui se rapproche d'une solution d'équation, forme de
solution a laquelle ils sont habitués.

On peut aussi trouver des expressions qui correspondent a un calcul validé par un
essai. Par exemple I'éleve 915 teste le programme pour 10 et obtient comme résultat 20. 11 en
déduit que 'expression x + 10 correspond au programme. L'expression n'a donc pas un statut
universel et 1'éléve ne prend pas la peine de tester 1'expression avec une autre valeur. Nous
avons ici un travail sur le mode intra-objectal en ce sens qu'une seule donnée sert a une
interprétation générale de la situation. Ici, un seul possible est étudié, or avec ce méme
raisonnement, I'éléve aurait pu conclure 2x et avoir un résultat correct. C'est toute la difficulté
de la validation d'un résultat et du statut de la démonstration.

Etape 1 : Choisir un nombre, 7 &

Etape 2 : Lui ajoutar 2. 7 2

Etapa 3 : Multiplier cette somme par le nombre de départ. 720
Etape 4 : Lul retirer la carré du nembre de départ et annencer ke résultat
obtenu. 2

Sion appelle @ la nombre de départ, pews-1u &crine [allure du réauliat 7
rtT0

Extrait 40: production éleve 915

Une autre erreur consiste a ne pas considérer x comme désignant un nombre universel
et donc a lui donner une valeur choisie arbitrairement. Nous en avons un exemple dans le test
de I'éleve 629 :

Si on appelle x le nombre de départ, peux-tu écrire l'allure du résultat ?
Xt =9 FEz0.- | - -\

2xx =0
Si on choisit le nombre 121 034, quel sera le résultat ?

3 @n chantk e rempre.  Le cgsuftab ot 24A 0638

Extrait 41: production éleve 629

Ici le nombre de départ est sans doute 0. A 1'étape 2, il faut lui ajouter 2 ce qui donne
x+2=2 puis 2 xx=0. Enfin 0—4 =—-4 semble indiquer une confusion. Le nombre de
départ considéré est alors 2 et non 0. Le résultat obtenu est un nombre, il n’a pas le statut d’un
résultat général. En effet, il donne un résultat différent a la question suivante.

14% des ¢leves ne répondent pas a la question. Quelques uns laissent des traces de
calculs sur des valeurs numériques, peu visiblement contrdlent leur résultat sur des exemples.



Pour déterminer le résultat du programme de calcul pour 121 034, les ¢éleves ont utilisé
leur calculatrice et ont fait des erreurs de manipulation car ils ne savent pas enchainer les
calculs et ils ne savent pas interpréter les notations scientifiques. Les ¢éléves font peu de liens
entre les différentes taches, ils n’utilisent pas non plus les conversions de cadres ou de
registres pour vérifier la cohérence de leurs résultats.

43 % des ¢€leves ont bien trouvé 242 068, 34,3 % ont aussi trouvé une expression
algébrique correcte (17,9% ont trouvé 1’expression 2x et 16,4% 1’expression x (x +2) - x?). La
réponse 242 068 est trouvée majoritairement par les éléves qui ont su trouver une expression
algébrique correcte. Pour les autres, rien ne les empéchait de repartir du programme, ce qui a
permis a 6 % d'éleves de trouver la réponse. Par contre, les éléves qui ont mal interprété le
texte et utilisé la racine carrée par exemple au lieu du carré, ont fait la méme erreur avec les
nombres.

On peut remarquer que la notion de variable n’a pas pris sens pour tous les €leves en
particulier ceux qui ont donné « 2 » comme réponse a I’expression du calcul peuvent trouver
malgré tout 242 068 comme réponse a la deuxieme question (1,15 % des réponses). Les deux
résultats ne semblent pas entrer en conflit.

L’item E demande aussi de trouver une expression algébrique mais le contexte est
différent puisque le graphique et le type de grandeurs induisent une situation de
proportionnalité. La difficulté réside donc a déterminer le coefficient de proportionnalité et
demande de savoir que 1’expression est de la forme ax, a étant le coefficient multiplicateur.
Ce coefficient peut facilement étre identifié¢ dans le contexte comme prix au m?, ¢’est un cas
particulierement fréquent au collége et le coefficient apparait comme une grandeur quotient
que les éléves connaissent bien dans et hors I’école. Par contre la lecture de ce coefficient
n’est pas immédiate sur le graphique. Il faut repérer un point et calculer le quotient de son
ordonnée par son abscisse. 25,3% des éléves trouvent I’expression 2,5x mais 38,4% ne
répondent pas et parmi les 36,3% qui donnent une réponse erronée, 6,5 % ont malgré tout
identifi¢ le coefficient 2,5. L’erreur porte alors sur ’opération (division au lieu d’une
multiplication). 6 % répondent par un symbole, principalement y mais on trouve aussi y €,
f(x), p(x)... Moins de 1 % expriment une covariation par des expressions de la forme « tous
les ...m%, on paye ...€ ». 1,4 % écrivent une équation comme nous l'avons vu précédemment.

L'éléve 991 répond par f( x ) =ax+b. Il fait une hypothése sur la forme que devrait
avoir la solution. Preuve est qu'il associe le tracé d'une droite a une fonction affine
caractérisée par la forme de son expression algébrique.

Des ¢éléves ont completement intégré la technique du produit en croix et peuvent
|'utiliser ici, comme en témoigne 1'éleve 501 :
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Extrait 42: productlon éleve 501

Pour d'autres le produit en croix ne sert qu'a calculer le prix a I'unité. Il est utilisé et
noté sur la feuille de test pour calculer le prix a payer pour 1m®. La présentation en tableau ou
le calcul servent de réponses, il n'y a pas de conclusion. S'ils ne font pas d'erreurs de calcul,
ces ¢leves répondent seulement « 2,5 ».

Certains reperent qu'il s'agit bien d'une situation de proportionnalité mais n'arrivent
pas a formaliser une réponse. Par exemple on lit sur le test de 1'éléve 511 « Pour x métres
cubes consommés, le prix sera de 50, 100, 150, 200 ou 250€. Il sera proportionnel ». Nous
remarquons ici que la proportionnalité se caractérise par une suite arithmétique de nombres.
Nous pouvons douter de la perception du continu pour cet éléve, peut-il concevoir d'autres
montants que ceux qui entreraient dans cette suite arithmétique ? S'agit-il seulement de
donner la technique de lecture a travers le protocole : je repére le nombre de métres cubes, je
cherche le point de la droite, le lis son ordonnée ?
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Extrait 43: production éleve 511
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L'éléve 528 fait partie de ceux qui formulent en langage naturel : « Le prix a payer
sera 2,5 fois plus grand que la quantité d'eau achetée. » en oubliant de préciser les unités.
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Extrait 44: production éleve 528




Nous avons encore le cas de 1'éléve 533 qui écrit : « le prix a payer sera 2,5 X nombre
de m® consommés. »

Extrait 45: production éleve 533

Des éléves calculent I'inverse du coefficient de proportionnalité comme 1'éléve 536 :

Y0 : So = o4

&
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Extrait 46: production éleve 536

Parmi ceux qui répondent en terme de symboles : y, f(x), p (x), ou par une phrase « x
multiplié par le prix au m* ». On peut supposer qu'ils ont une vision globale mais que ceux qui
répondent y ou f(x) ont une prise d'information au niveau intra-objectal car ces expressions
n’évoquent pas les deux grandeurs en jeu. Ces expressions ont plutot un caractére générique.
Le niveau inter-objectal correspond a ceux qui mettent en relation les deux variables et donc
operent sur les objets pour obtenir une écriture de la forme p (x), ils contextualisent
I’expression générique.

Certains ¢léves ont une perception de la covariation au niveau inter-objectal et
répondent par des expressions du type « tous les 10m® on paye 25€ de plus ». L'éléve 688 a
une manieére originale de coder la lecture du prix sur le graphique, il désigne les variations
correspondantes sur le quadrillage : en partant de 1'origine il faut se déplacer de 1 carreau en
haut et 2 carreaux a droite.

E) Ce graphique représents le
montant en euros payé en fonction de
la quantité d'eau consommeae
exprimée en m*. Pour x méfres cubes
consommés, quel sera le prix &
payer 7
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Extrait 47: production éleve 688

Enfin une quantité non négligeable d'¢léves répondent par une somme. En particulier
ceux qui répondent par 200€ ont automatisé la procédure qui consiste a lire I'image d'un
nombre sur un graphique et ils appliquent le protocole : je repere le nombre en abscisse, je



monte verticalement jusqu'a trouver la courbe, je lis I'ordonnée du point de la courbe. Ici
I'éléve repere la lettre x qui sert de 1égende a 1'axe des abscisses et il cherche le point de la
droite dont l'abscisse est x, et il lit son ordonnée qui est 200. Le travail se fait ici sur une
valeur au niveau intra-objectal.

D'autres éléves répondent 25€, ce qui correspond a une consommation de 10m’, or
cette abscisse est la premiere valeur indiquée sur 'axe des abscisses. On peut donc supposer
qu'elle est confondue avec l'unité. Le prix pour Im’ aurait bien fourni le coefficient
multiplicateur cherché mais cette valeur seule ne suffit pas a répondre a la question.

Les ¢leves qui donnent un montant quelconque lu sur le graphique peuvent aussi avoir
interprété 1'exercice comme le précédent ou pour le programme de calcul, on dit de « choisir
une valeur ». La lettre x peut avoir pour eux le statut de nombre généralis¢ ou d'inconnue.
L'¢leve choisit donc une valeur et lit son image sur le graphique. On peut ainsi lire sur certains
tests « pour 40m’, il faudra payer 100€ ».

Un dernier type de réponse est apparu pour cet exercice, il s'agit d'une liste ou d'un
tableau de valeurs. Comme les fonctions affines sont définies dans les exercices par leur
représentation dans un des registres sémiotiques et que le tableau est un de ces registres, on
peut penser qu'ils caractérisent la fonction par un tableau de valeurs. Il semble que ces ¢éleves
operent sur les objets mais il est impossible de savoir s'ils ont une perception locale ou globale
de la fonction. L'exemple de I'éléve 217 montre la conversion du registre graphique au
registre des écritures numériques :
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Extrait 48: production de l'éleve 217

L'éléve 831 propose un calcul qu'il est difficile d'interpréter. Il semble qu'il ait repéré
que le point de coordonnées (10 ; 25) était un point de la courbe et qu'il utilise ces données
dans une expression algébrique en écrivant x + 10 —25. Il précise qu'il lui manque des
informations pour bien comprendre. En fait il a bien sélectionné les données utiles mais il ne
sait pas leur donner un sens, il ne se représente pas l'allure de la solution.
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Extrait 49: production de l'éleve 831

L'éléve 473 a laissé sur son test l'ensemble de son raisonnement et nous pouvons
apprécier les changement de registres opérés, on voit la lecture graphique, le tableau de

valeurs avec l'apparition de 'opérateur et 1'expression algébrique.

E) Ce graphigue représente le
montant en euros payé en fonction de [
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Extrait 50: production éleve 473

Par contre la réponse a 1'item suivant de ce méme ¢éléve montre que cette maitrise de la
conversion ne suffit pas a lever l'automatisme largement installé¢ du traitement systématique

des tableaux comme des tableaux de proportionnalité :

) F ) VoIl g [apleay de quelques VE.IEIJI_’S d'une tonction o _ e
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Extrait 51: production éleve 473

Un autre, 1'éléve 623, rédige son raisonnement et montre les étapes : identifier une

fonction linéaire, identifier la forme de son expression algébrique, lire I'image d'une valeur

calculer le coefficient, écrire 1'expression :



E) Ce graphique représente le
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Extrait 52: production éléve 623

L'éléve 611 a une compréhension trés particuliere du tableau de l'item F. Il ne
reconnait sans doute pas un tableau usuel puisque qu'il ne s'agit pas d'un tableau de
proportionnalité et qu'il ne correspond pas non plus a une fonction monotone. Il interprete
donc les valeurs non pas comme des nombres et leur image par la fonction notée p, mais
comme les valeurs de coefficients qui interviendraient dans l'expression de la fonction. On
notera que cet ¢éléve a traité correctement la question B pour la conversion des pieds en
metres. Peut-étre ne maitrise-t-il pas le vocabulaire, mais en tout cas sa réponse montre que
des clauses du contrat didactique I'ameénent & imaginer une forme de solution qui n'est pas
celle attendue. La lettre x n'a sans doute pas le statut de variable et I'opération ne peut étre
qu'une multiplication. La situation n'étant pas une situation de proportionnalité, il n'est pas
génant pour lui d'avoir un coefficient différent pour chaque valeur.

F ) Voici le tableau de quelques valeurs d'une fonction p :
x 10 | -7 -3 14 | o 25 6 10

p(x)| _s -3 = 0 1.5 8 -3 -8

Déterminer l'image de - 10. P[_-JD\ ~ - MU K-D.

Déterminer p ( 25). P(2,5) = 255 % ¥

Extrait 53: production éleve 611

Un autre ¢éleve de la méme classe (I’éleve 602) utilise aussi la donnée du tableau
comme un opérateur alors qu'il a répondu correctement aux autres questions de l'item F. C'est
donc I'écriture p(2,5) qui appelle un traitement différent qui serait l'application d'une formule
pour effectuer un calcul. La donnée 8 du tableau devant étre utile, il I'utilise comme
coefficient multiplicateur.




Déterminer p (268). 4. (2,4} Koo = §X%% = 2_:'}.

Extrait 54: production éléve 602

I.4.2.d : Fonctions : notations et vocabulaire

Pour ce qui est de la maitrise du vocabulaire image, antécédent, et des notations
comme par exemple p(x), il s’avére que 78% connaissent le mot image, 62% répondent
correctement pour les antécédents, 61% maitrisent la notation p (2,5).

53,4% reconnaissent 1’expression algébrique de la fonction affine représentée a I’item
G alors que 24,3% ne répondent pas a la question. 11,7% choisissent une expression qui n’est
pas affine et 9,3% choisissent la fonction linéaire. Il est & remarquer que 13% des ¢léves ont
identifié¢ la droite ne passant pas par 1’origine de I’item C comme étant une représentation
d’une situation de proportionnalité et ont cependant choisi la fonction 4 a l'item G. Cet item
montre qu’il n’y a pas de lien entre la représentation que se fait I’éléve de la proportionnalité
dans les différents cadres et registres.

Beaucoup d'éléves sont capables de choisir la fonction /4 sans avoir pu lire les images
de 1 et 0, ce qui atteste qu'ils ont associ¢ a une droite ne passant pas par l'origine une
expression algébrique de forme affine non linéaire et qu'ils sont capables de reconnaitre une
expression de ce type.

Certains laissent une trace de leurs calculs et, comme I'éléve 728, testent sur plusieurs
valeurs mais rares sont ceux qui montrent effectivement avoir controlé sur trois valeurs et non
uniquement sur les valeurs identifiées pour 1 et 0.

G I . G o b
.-—F_,F—'—.—-- ,\" 5 . L] t ‘g"r'r']\i74 JIIA'"|“?‘C'
h(x ]::yl -8
\". ‘;\_\__\__\_

e

Extrait 55: production éleve 728

Par contre, cet ¢leve fait de nombreuses erreurs de calcul, si bien que sa réponse est
juste mais avec une justification erronée (il ne tient pas compte des priorités de calcul pour la
fonction g et applique le programme de calcul correspondant a « multiplier par 1, mettre au



carré, ajouter 1 » et pour 4 il calcule deux fois l'image de 1, la premicre avec les bonnes
opérations et la seconde en calculant 1+3+x).

Il semble que les €léves définissent la fonction dans un des registres et ne soient pas
capables de faire des conversions. En particulier on trouve des €éléves pour qui la fonction est
uniquement définie par son expression algébrique. Sans cette donnée, cette représentation,
éventuellement associée a d'autres erreurs comme ci-dessous sur le vocabulaire, fait que les
¢léves ne peuvent pas opérer. Par exemple 1'éléve 618 semble constater que sa procédure n'est
pas bonne du fait du point d'interrogation qu'il met a co6té de son résultat et il formule ensuite
« je ne peux pas trouver les autres [antécédents] car je ne connais pas la fonction ».

Déterminer p { 2,5).

%25 32 823,225 tR)=2S 44973 00T
Déterminer le ou les antécédents de -3. {{23) =0,®NLS
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Extrait 56: production éleve 618

L'éléve 599 a fait un graphique pour se représenter les données dans un autre registre.
I1 ajoute « il me semble bizarre » sans doute par le fait qu'il ne reconnait ni une droite, ni la
représentation d'une fonction polynomiale. La fonction n'étant pas monotone, 1'¢léve s'autorise
a relier les points mais l'allure de la courbe lui pose visiblement question. C'est sans doute
pour cela qu'il répondra qu'il ne sait pas si on peut avoir 0, 4 ou 16 comme image de 5.
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Extrait 57: production éleve 599

Pour la délicate question de 1I’image possible de 5 dans I’item F, il semble que le sens
de variation ne peut pas changer sur un intervalle aux yeux des ¢éléves méme si la non-
proportionnalité est reconnue. 38,6% des ¢leves ne répondent pas a cette question et
seulement 3,4% reconnaissent les trois résultats possibles alors que différentes réponses sont
acceptables pour 18% des ¢éleves. Le fait que les €léves admettent que plusieurs réponses sont
possibles montre qu'il y a une exploration plus large des informations que la simple
observation du tableau, nous avons au moins un traitement inter-objectal des données. 8,2 %

pensent que 0 et 16 sont possibles, 9,1 % penchent pour 4 et 16 et 20,2 % pour que 0 et 4



soient tous les deux possibles. Il semble donc que les €leves privilégient le fait que le sens de
variation doit étre monotone sur l'intervalle [2,5 ; 6]. Comme p(2,5) = 8 et que p(6) =— 3, les
¢leves considerent que I'image de 5 doit étre dans l'intervalle [— 3 ; 8], ce qui exclut le nombre
16. Pour ceux qui choisissent 4 et 16, la proportionnalité doit primer mais pour correspondre
au sens de variation ils pensent que I'image de 2,5 peut étre doublée ou diminuée de moitié
pour obtenir celle de 5. Si nous regardons maintenant les €léves qui répondent par la négative,
nous avons un peu plus d'éléves qui ¢éliminent le nombre 16 mais c'est beaucoup moins
représentatif que pour ceux qui choisissent des valeurs possibles. Ils sont autant a avoir
¢liminé 0 et 16 que 4 et 16.

Total O et 4

Total O et 16

Total 4 et 16

20,19%

8,17%

9,13%

Tableau 16: Pourcentage d'éleves ayant choisi deux valeurs possibles pour l'image de 5 a l'item F

non pour O

non pour 4

non pour 16

49,43%

45,66%

52,08%

Tableau 17: Pourcentage d'éleves ayant éliminé des valeurs pour l'image de 5 a l'item F

Contrairement a la situation de I’item B ou la conversion des degrés Fahrenheit en
degrés Celsius avaient induit la proportionnalité, ici la présentation malgré tout en tableau a
sans doute plus questionné les éléves de par I'usage de la notation p(5) et du fait qu’il n’est
pas question de grandeurs mais de nombres. Le fait que deux nombres puissent avoir la méme
image semble poser question aux ¢€léves, ainsi p ( 5 ) = 0 semble impossible puisque — 1 a déja
pour image 0 et ceci alors méme que la question précédente amenait les €léves a repérer que
— 3 a deux antécédents. Nous ne pouvons pas interpréter de maniére générale le fait que 38 %
des ¢éleves répondent « on ne sait pas » pour les trois valeurs. Cela peut signifier que pour eux
c'est possible mais on ne peut pas l'affirmer, peut-étre qu’ils ne savent pas répondre. L'éléve
945 écrit cependant au-dessous de sa réponse que « la formule n'est pas connue pour résoudre
ces fonctions ». Comme cet €léve a réussi a convertir les pieds en métres, on en déduit qu'il a
bien identifié qu'il ne s'agissait pas d'une situation de proportionnalité dans cet item. Il semble
que cet €léve associe la notion de fonction aux situations de non-proportionnalité et que dans
ce cas, il lui est nécessaire de connaitre I'expression algébrique de la fonction pour pouvoir
donner 1'image d'un nombre donné. Si la situation est de proportionnalité, il peut utiliser
d'autres procédures.

L'éléve 605 fait apparaitre un coefficient de proportionnalité aux extrémités du tableau
de valeurs au crayon de bois, ce qui atteste qu'il s'agit d'éléments de recherche. L'¢léve utilise

25
qu'on ne peut pas avoir 4 ou 0 comme image de 5. Par contre il répond que I'image de 5 est
16.

ce coefficient pour calculer l'image de 5 en posant 5X ce qui lui permet de répondre



F ) Voici le tableau de quelgues valeurs d'une fonction p :
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Extrait 58: production éleve 605

Dans l'item G, plusieurs €léves répondent que I'image de 1 est 4y. Ils ajoutent donc y
pour indiquer qu'il s'agit de I'ordonnée lue sur le graphique sans doute pour différencier de
l'abscisse qu'ils écriraient 1x. Le statut de la lettre n'est donc pas clair, il a ici un peu la méme
fonction que la lettre f'dans I'écriture £ (1) ou f ne désigne pas un nombre. La question étant de
savoir si le formalisme peut s'apprendre en dehors de son utilisation comme outil pour
résoudre des problémes ou pour communiquer. Dans ce dernier cas, tout se joue dans la
pertinence de la situation de communication. Si elle a pour but de rendre compte a
l'enseignant, la validité se fait par rapport aux normes et conventions. Si maintenant elle a
pour but d'agir et s'adresse par exemple a un autre ¢éléve, une écriture non conventionnelle
peut s'avérer parfois tres efficace.

1.5 : Analyse des propos des enseignants des classes testées

Quelques enseignants ont complété leur envoi de tests d'un écrit pour donner des
détails sur leur enseignement, donner leur sentiment sur les questions ou des informations sur
la manieére dont s'est déroulé le test. Les progressions peuvent étre tres différentes d'un
enseignant a l'autre. Pour certains, les fonctions sont étudiées de manicre spiralaire tout au
long de l'année, pour d'autres elles sont étudiées de fagon massée, pour les uns sur la période
janvier a mars et pour d'autres plutdt en fin d'année. Les enseignants disent avoir fait passer le
test suivant le protocole. Globalement le test a duré de 20 a 30 minutes. Les éléves ont été
plus ou moins motivés suivant les établissements. Le calendrier a fait que certains éléves ont
passé le test sur les dernieres heures de cours. Le test a donc été considéré comme une
occasion de révisions tres appréciée ou comme une épreuve non notée et donc sans intérét.

1.5.1 : Le retour des éléves apreés correction du test

La formulation de certaines questions a pos¢ probléme aux éléves. En particulier dans
l'item D qui propose un programme de calcul, la consigne « Si on appelle x le nombre de
départ, peux-tu décrire 1'allure du résultat ? » n'indique pas clairement la nature de la réponse
attendue. Une enseignante signale qu'elle s’attendait a des réactions face a l'expression
« l'allure du calcul » mais qu'aucun éléve n'a posé de questions. Nous pouvons remarquer que
l'enseignante parle de I'allure du « calcul » et non du « résultat » comme écrit dans le sujet. Un



autre enseignant dit que ses ¢léves n'ont pas « vu » qu'il fallait utiliser une formule. On peut
s'interroger sur le vocabulaire utilisé ici. Le nombre en sortie de programme peut s'écrire 2x,
mais peut-on parler de formule ? Il est effectivement difficile pour les éléves de concevoir 2x
comme ['écriture d'un nombre, mais nous voyons a travers ces deux remarques que pour les
enseignants aussi, 1'expression 2x désigne un calcul plus qu'un nombre. Notre consigne a été
choisie de telle sorte qu'elle n'induise pas une technique, elle autorisait 'utilisation du langage
naturel pour répondre « le double » ou « il est multiplié par 2 ». La méme remarque a été faite
concernant l'item E qui demandait « Pour x métres cubes consommés, quel sera le prix a
payer ? ». L'enseignant explique que demander explicitement aux éléves de « donner une
formule » les améne a répondre par une expression algébrique et a réagir en disant « Ah c'était
que ¢a ? ». Ceci atteste que l'utilisation du registre algébrique n'est pas une connaissance
disponible mais qu'elle est mobilisable.

I.5.2 : Les réactions des enseignants

Plusieurs enseignants témoignent de leur surprise devant certaines erreurs. Le test leur
a permis d'identifier ce qui était a retravailler avec leurs ¢léves alors qu'ils pensaient que ces
notions étaient acquises. Ils citent en particulier les items C, E et G. Ces items sont ceux qui
demandent une mise en relation de plusieurs données et donc un traitement inter-objectal alors
que les enseignants les considérent trop souvent comme des taches simples.

Plusieurs enseignants posent la question de I'utilit¢ ou de l'intérét de la question de
l'item F : « Peut-on avoir p(5) =0 ? ». Nous avons déja évoqué la difficulté¢ de formulation
pour cette question qui visiblement a heurté quelques professeurs et a demandé des
explications. Certains demandent « qu'attendez-vous ? ». Derri¢re cette question se lit une
clause du contrat didactique qui est que celui qui pose la question attend une réponse
particuliére. Cette question au contraire devait permettre de cerner ce que les éléves
considéraient comme des « possibles » et ce que les éléves spontanément repoussaient. Un
professeur a essayé¢ de représenter la fonction p, il a dessiné une parabole et ne peut pas
répondre. Il écrit « Je ne vois pas 1'intérét, attend-on de nous qu'on subodore selon I'allure ? »
Nous voyons ici les limites de la définition d'une fonction par un tableau de valeurs. Le
tableau ne donne que des indications locales mais aucune information globale. La question
n'aurait pas soulevé les mémes interrogations dans le cas d'une fonction affine. Un enseignant
témoigne au contraire qu'il trouve la question trés intéressante : « Je me suis rendu compte
que le lien tableau-représentation graphique a été mis a mal lorsqu'on s'intéresse a ce qui se
passe entre les points. »

L'item B a fait réagir par rapport aux tableaux de conversion. Une enseignante
demande : « Etait-ce implicite que les fonctions étaient linéaires ou affines ? ». Un autre parle
de « piege » et propose une question préalable sur la reconnaissance de la proportionnalité.
Un autre encore demande si la conversion des degrés a été placée volontairement a cet endroit
du test car elle a eu pour effet chez certains éléves de penser que la suite du test serait encore
plus difficile, ils n'ont pas pris la peine de faire le verso. Nous avons ici une représentation de
I'évaluation qui montre que ces enseignants sont préoccupés par le résultat et non par les
procédures. Alors que nous nous intéressons a ce qui induit un certain type d'activité chez
I'éléve, ces enseignants s'intéressent a ce qui amene les €léves a la bonne réponse. Ce type



d'enseignement n'amene pas les éleves a problématiser puisque les questions sont posées par
le professeur et qu'il n'existe qu'une solution, celle attendue par le professeur.

Beaucoup d'enseignants fournissent des informations sur leurs classes (composition,
orientation, niveau, participation). Les courriers peuvent rappeler qu'il s'agit d'une réponse a la
demande de I'IPR (Inspecteur Pédagogique Régional) de mathématiques et semblent vouloir
excuser des résultats insuffisants a leur sens.

1.6 : Conclusion

I1 ressort de ce test que les résultats confirment 1’hypothése que certains automatismes
liés au travail sur la proportionnalité deviennent des obstacles a la conception d’une relation
fonctionnelle non linéaire et celle que les ¢éléves ont des difficultés a effectuer des
conversions. En effet, on peut constater que :

* les ¢éleves maitrisent la proportionnalité dans le contexte des grandeurs mesurées ;

* la présentation de données en tableau induit la proportionnalité plus siirement que des
données sur un graphique preuve que la conversion de registre n’opeére pas ;

* le vocabulaire et les notations liés aux fonctions sont globalement maitrisés mais les
¢léves n’utilisent pas ces symboles pour effectuer des traitements, ils servent
uniquement a désigner des objets.

Les registres utilisés par les €leves semblent désigner des relations ponctuelles entre
des grandeurs ce qui les ameéne a une représentation statique des fonctions, ils utilisent parfois
des symboles ou des organisations spatiales (parentheses, alignements, fléches...) pour
représenter 1’aspect dynamique des fonctions sans que ces symboles soient intégrés dans un
systtme permettant toujours un traitement. Ces ¢léments renforcent I’hypothése que
I’approche statique prédomine chez les él¢ves a la sortie du college.

I1 apparait de plus que les ¢éleves développent des savoir-faire liés a des situations de
référence et qu’ils procédent par automatismes sans controle des résultats par confrontation
dans différents cadres ou registres. Il semble en particulier que la lecture d’image sur un
graphique est automatisée mais n’est pas reliée a la recherche d’une formule ou une
expression algebrique. En fait les éléves maitrisent globalement des taches simples concernant
le vocabulaire et le formalisme mais ils ne font pas le lien entre la signification de ces
différentes taches, ni sur l'intérét de ce formalisme dans la résolution de problemes
complexes. L’étude historique de la notion de fonction montre que les définitions et le
formalisme ne sont pas indispensables pour construire le concept ni pour la résolution des
problémes qui y sont liés. La nécessité¢ d’un vocabulaire précis et de notations est venue du
besoin d’expliquer et de communiquer les travaux puis de la mise en place d'une théorie. On
peut craindre que ce formalisme enseigné trop t6t empéche certains ¢éléves d’accéder au sens,
créant des blocages difficiles a faire disparaitre par la suite.

Par ailleurs, si les grandeurs sont souvent associées a des situations de
proportionnalité, ’utilisation de certains registres dans ce contexte, comme par exemple les
tableaux de valeurs, risque d’associer ce registre a la notion de proportionnalité. Dans le
contexte des grandeurs, la proportionnalité est bien comprise par le sens donné au coefficient



de proportionnalité qui est souvent une grandeur quotient identifiée (prix a 1’unité, vitesse,
débit...) ; dans le registre fonctionnel, le coefficient est un nombre abstrait qu’il devient plus
difficile d’identifier.

Enfin P’algébre n’est pas un outil suffisamment maitris¢é pour étre utile dans la
modélisation de situations, la lettre apparait comme une étiquette mais elle ne désigne pas a
proprement parlé un nombre. La difficulté peut venir du fait que les expressions utilisées en
algebre sont exclusivement limitées a I’expression d’une quantité en fonction d’une autre.
Dans les sciences expérimentales, les formules font apparaitre plusieurs grandeurs désignées
par des lettres, ces quantités étant suivant le contexte des constantes, des variables, des
inconnues ou des parametres et sont valides pour des unités qui sont précisées. Le transfert en
mathématiques n’est donc pas évident. Cela explique que, face a des mesures recueillies lors
d’une expérience, obtenir un tracé de droite n’améne pas systématiquement I’éléve a
reconnaitre une expression de type affine pour caractériser la situation. Pour lui, il s'agit de
deux disciplines différentes et donc de deux registres explicatifs différents.

Une piste serait donc d’amener les éléves a travailler plus souvent sur des grandeurs
qui varient ’'une en fonction de I’autre mais pas exclusivement de manicre proportionnelle et
de permettre aux éleéves de construire le registre fonctionnel en lien avec ces situations et non
comme un registre indépendant. La fonction affine pourrait alors étre définie comme le
modele mathématique de situations ayant les mémes caractéristiques ou relevant des méme
nécessités (la proportionnalité des écarts). Il s’agirait alors de revenir aux problémes que les
fonctions permettent de résoudre plus efficacement qu’une autre procédure. Les traces écrites
des ¢leves montrent qu'ils n'ont pas assez d'outils pour formaliser les variations et utilisent des
notations personnelles (fleches opérateurs, égalités, langage naturel, accolades...). Il serait
sans doute utile d'avoir a disposition une écriture conventionnelle stable, ce qui signifierait
l'introduction de la notion de taux de variation dés le college et d'utiliser cette notion comme
caractéristique d'une relation fonctionnelle entre deux grandeurs.

A noter que les résultats de chaque classe attestent d'un fonctionnement propre a
l'enseignant et de l'effet important du contrat didactique. Certaines procédures peuvent étre
clairement automatisées dans certains groupes. On remarque aussi I'écart important entre les
¢éleves de zones urbaines sensibles et ceux des autres établissements. Dans les classes de REP,
les SEGPA ou les troisiemes de lycée professionnel, le nombre de non-réponses est trés
important. Ces ¢éléves ont aussi trés peu de bons résultats aux questions globalement les mieux
réussies comme l'item A ou le H. On peut aussi mesurer 1'écart dans l'usage de la langue par le
peu de formalisation des réponses et les erreurs de syntaxes ou d'orthographe. On peut
supposer que la lecture des consignes a aussi posé plus de problémes car les situations laissent
une grande part d'implicite. Si peu d'items sont renseignés, ceux qui demandent seulement
d'entourer une réponse l'ont été alors que ces questions n'étaient pas les plus simples. Il serait
intéressant de proposer a ces éléves un test uniquement sous forme de QCM (questions a
choix multiple). Les éléves peuvent estimer que ces questions sont simples, pourtant elles
demandent de travailler le contrdle et la validation. Si les réponses proposées dans le QCM



ont été bien choisies, elles doivent permettre de pointer les régles fausses construites par
1'¢leve.

Notre test nous permet de pointer les compétences des €léves par rapport aux
connaissances mobilisées pour construire la notion de fonction. Il nous aidera a construire des
situations dont I'objectif est de modifier I'activité¢ usuelle des €léves de college relativement
aux fonctions affines. Nous allons travailler plusieurs pistes dans le chapitre suivant :

- l'utilisation de la lecture de graphiques pour analyser 'aspect global d'une fonction ;

- I'étude de situations mettant en évidence la covariation de grandeurs par une fonction
non monotone ;

- la généralisation d'un comportement covariationnel pour résoudre un probléme de
covariation non affine ;

- l'interpolation linéaire sur un intervalle lorsque les accroissements sont plus petits.



Chapitre Il : Introduction de la notion de fonction au

college

Nous appuyant sur notre analyse épistémologique et le repérage des difficultés que
pose l'apprentissage de la notion de fonction au collége, nous avons proposé des activités de la
5¢ala 3° dont I'objectif est d'amener les éleves a une approche covariationnelle de la notion de
fonction. Notre hypothése est que certaines difficultés ou obstacles sont étroitement liés au
contexte de l'enseignement de cette notion révélé par le test : 1’automatisation de procédures
qu’il devient difficile d’inhiber et qui peuvent étre appelées par certains registres, la mise en
place d’un formalisme qui ne permet pas toujours les traitements nécessaires et le manque de
symboles pour désigner les aspects dynamiques, le travail insuffisant de la nécessité des
conversions de registre. La premicre partie de ce chapitre vise a mettre en relation certaines
difficultés des ¢éleves avec les contenus des manuels scolaires. L'approche covariationnelle
demande d'étudier les fonctions d'un point de vue global et non plus local comme c'est encore
souvent le cas dans les exercices proposés aux ¢éléves. La proportionnalité étant une
représentation qui peut devenir le seul modeéle pour caractériser la covariation de deux
grandeurs par les propriétés de linéarité, il semble utile de faire en sorte que les éleves
rencontrent le plus tot possible des situations de covariation de grandeurs non
proportionnelles. Un autre obstacle est li¢ au fait que les éléves considérent les fonctions
comme des fonctions monotones voire des fonctions croissantes. Enfin la variable durée a un
statut privilégié qui fait que [’organisation des variations est principalement liée a la
chronologie, d’ou peut-étre cette idée de croissance implicite.

Nous avons expérimenté des activités demandant aux éléves du college et de seconde
de résoudre des problémes tenant compte de ces caractéristiques. Nous avons construit des
situations permettant aux ¢éléves de travailler :

1. Tutilisation de la lecture de graphiques pour analyser 1'aspect global d'une fonction ;
2. l'identification d'une relation fonctionnelle entre des grandeurs ;

3. [I'étude de situations mettant en évidence la covariation de grandeurs par une fonction
non monotone ;

4. la généralisation d'un comportement covariationnel pour résoudre un probléme de
covariation non affine ;

5. l'interpolation linéaire sur un intervalle lorsque les accroissements sont plus petits.

L'objectif de ce chapitre est de repérer les modifications induites par ces situations
dans les schémes des ¢éleves. 11 s'agit la plupart du temps d'activités ponctuelles sur une a deux
séances. Les productions écrites sont collectées et analysées afin de pointer les raisonnements
covariationnels induits et utilisés comme outils pour résoudre les probléemes.



II.1 : Quelles situations sont proposées aux éléves dans les chapitres consacrés aux

fonctions dans les manuels de 3¢?

Nous avons étudié les situations et contextes proposés dans les chapitres « notion de
fonction », « fonctions linéaires » et « fonctions affines » dans quatre manuels de 3¢
correspondant au programme de 2008, deux publiés en 2008 et deux en 2012, c'est-a-dire
apres les modifications apportées au Brevet des colleges au BO du 29 mars 2012. Une de ces
modifications est importante, elle précise qu’« un des exercices au moins a pour objet une
tache non guidée, exigeant une prise d'initiative de la part du candidat » et que « les exercices
peuvent prendre appui sur des situations issues de la vie courante ou d'autres disciplines ». La
compétence « modéliser » est aussi clairement un attendu. Nous pouvons donc penser que les
manuels vont proposer des taches de modélisation en particulier dans le chapitre des
fonctions. Nous avons donc list¢ pour chaque manuel le nombre de contextes différents
faisant intervenir des dépendances entre grandeurs, chaque contexte peut apparaitre une ou
plusieurs fois dans les pages du chapitre, que ce soit dans la partie cours ou la partie exercices.
Nous avons ensuite calculé combien de contextes parmi ceux proposés sont modélisés par des
fonctions monotones, par des fonctions croissantes, par des fonctions du temps. Nous
obtenons les résultats qui figurent dans le tableau 18.

Mo ¢ Nombrede | Nombrede | Nombre e
différents fonctions fonctions fonctions du
proposés monotones croissantes temps

?Gesef:ggg 5238 14 6 (43%) 5 (36%) 4 (29%)
T w mer | wew | e
&Zﬂ’ﬁi@m 2012 45 36 (80%) 30 (67%) 16 (35%)
?élesllll;i 2012 24 19 (79%) 11 (46%) 6 (25%)

Tableau 18: types de fonctions dans les modélisations étudiées dans les manuels de 3¢ avant 2016

Nous pouvons remarquer que le nombre d'exercices proposés dans 1’ensemble des
chapitres ainsi que le nombre de contextes rencontrés peuvent étre tres différents d'un manuel
a l'autre. Certains manuels regroupent dans un méme chapitre fonctions affines et linéaires,
d'autres regroupent fonctions linéaires et proportionnalité. Ces choix modifient le type de
problémes proposés aux éleves. L'étude des fonctions linéaires dans un chapitre isolé des
fonctions affines fait que les contextes proposés sont plus liés aux grandeurs, les taches sont
dans le cadre arithmétique, des styles d'exercices sont répétés pour entrainer des automatismes
de traitement (travail sur les augmentations et réductions en pourcentages, travail sur les
grandeurs quotients vitesse, débit, travail sur les grandeurs physiques) et que les fonctions



affines sont aussi introduites par une modélisation de dépendance entre grandeurs. Certains
contextes sont travaillés a de nombreuses reprises. Par exemple le manuel Phare des éditions
Hachette propose essentiellement des problémes concernant des comparaison de tarifs dans le
chapitre sur les fonctions affines ce qui peut induire des représentations erronées. En effet, les
¢tudes de tarifs correspondent a des grandeurs discrétes, 1'affinité n'est donc pas rencontrée
dans le cas de grandeurs continues. A l'inverse l'introduction simultanée des notions de
fonctions affines et linéaires se fait plutot dans le cadre algébrique a partir de la notion de
processus de calcul. Les modélisations sont proposé€es en application. Elles sont moins
nombreuses mais plus variées. Le nombre d'exercices pour ces chapitres peut aller de 79 a 205
suivant les manuels mais la variété des contextes n'induit pas la variété des modeles puisque
les fonctions monotones sont encore largement majoritaires, ce qui est li¢ a 1'étude des
fonctions affines en particulier et parmi ces fonctions, 85 % sont croissantes. Environ un tiers
des contextes font intervenir des fonctions du temps. Le tableau 19 regroupe des éléments de
comparaison entre les quatre manuels étudiés. Il liste pour chacun le nombre d'exercices
proposés dans le chapitre qui traite de la notion de fonction au sens général, dont celui autour
de la notion de proportionnalité en lien avec les fonctions linéaires, et enfin celui autour de la
notion de fonction affine. Nous constatons que les choix peuvent étre différents suivant les
auteurs tant au niveau de l'organisation que du nombre de situations proposées.

Nombre . Proportionnalité .
' . Notion de . Fonctions
d'exercices dans . et fonctions Total
. fonction ., . affines
le chapitre : linéaires
Sésamaths 2008
(Génération 5) 33 46 &
Phare 2008
(Hachette) 63 100 84 247
Transmath 2012
(Nathan) 79 111 101 291
Prisme 2012
(Belin) 95 110 205
Tableau 19: Nombres d'exercices proposés dans les chapitres liés a la notion de fonction dans des manuels de
2008 et 2012

Dans ces quatre manuels, nous avons cherché la place donnée a la proportionnalité des
accroissements. La encore, nous observons une grande disparité. Le manuel Transmath
propose une tiche complexe ou les données sont les variations concomitantes de deux
grandeurs : « chaque augmentation de 2€ du prix de vente entrainera 50 ventes de moins ».
L'objectif de l'activité est une étude de marché, elle est proposée en fin de chapitre apres les
exercices d'approfondissement. La proportionnalité des accroissements est donnée par
l'utilisation du mot « chaque » et la dépendance par le mot « entraine ». Le manuel ne propose
aucun autre exercice mettant cette connaissance au travail. Le manuel Sésamath propose
I'étude des accroissements dans une activité de découverte au début du chapitre sur les
fonctions linéaires et affines (voir extrait 59). Il s'agit de la mesure du périmétre p d'un



rectangle dont une dimension est 4cm en fonction de son autre dimension notée /. La partie 3
¢tudie les variations du périmétre et la partie 4 demande une conclusion sur les

accroissements.

EN Variations du périmétre

Tu pourras construire une bande de papier de largeur 4 cm et de lengueur suffisante pour
t'aider & répondre aux guestions suivantes.

a. On suppose que { = 5 cm. Calcule le périmétre de la bande de papler.

«  On augmente { de 3 cm. Le périmétre augmente-t-il ou diminue-t-il ?
De combien 7 Et si { augmente de 4 cm ?

* Onenleve 2 cm a /. Le périmétre augmenta-t-il ou diminue-t-il ? De combien 7
b. Reprends la guestion a. avec catte fois-ci { = 12.5 cm.

€. Que constates-tu pour la variation du périmétre lorsquon a augmenté / de 3 cm 7
Semble-t-elle dépendre de la valeur de [ 7 Démantre-la,

d. Retrouves-tu les réponses de la question €. pour une augmentation de / de 4 cm 7
Et pour une diminution de [de 2 cm ?

e. Recopie et compléte le tableau suivant sachant que g em et 7 cm sont les périmétres
de deux bandes dont les dimensions sont 4 ¢m et respectivernent /, cm et L cm.

A R e 5 B T 7 P

[=n1]

Que peux-tu dire de ce tableau ? |ustifie ta réponse.
Accroissement

f étant la fonction établie dans la question [El x et x; étant deux nombres quelconques,
exprime f{x) — f{x:) en fonction de x; — ;. Conclus.

Extrait 59: manuel Sésamath 3° page 123 (Collectif, 2008)

? Je découvre une propriété des fonctions affines

Ja conjecture
a. Soit f la fonction affine définie par Flx) = 2x + 1,5
Calculer les quotients suivants :
, =11 L f3)-f(1) , HO-F(=2) , H=2)=1(=3)
2-1 3-1 1—- (=2} —2-{-3)
b. Reprendre les calculs précédents avec la fonction f définie par flx) = —Sx + 4,
€. Que peut-on conjecturer ¥

é’ Je démontre
soient & et & deux nombres quelconques et f la fonction affine définie par flx) = ax + b,
& On considere deux nombres distingts x, et x,.
Exprimer la différence flx .} — flxq) sous sa forme

développee et réduite. f&g}?flﬂﬁt?:: T
b. Factoriser la différence fix,} - fix,), puis l'accroissement de #{2) 8 Flxs),

. _ i La différence x; - x, ect appelfe {
en deduire |3 valeur du quetient ﬂxz—}{—rl:t ~._laceraissement d;ax, dxg ! :
A3 — X

Extrait 60: manuel Prisme page 119 (Jacob, 2012)




Le manuel Prisme propose une activit¢é de découverte de la proportionnalité des
accroissements et une démonstration dans le cadre algébrique (voir extrait 60).

Une aide a la formulation est proposée sous la forme : « La différence (x> ) —f(x;)
est appelée l'accroissement de f( x; ) & f( x2 ). La différence x, — x; est appelée 1'accroissement
de x;a x,. »

La propriété est aussi indiquée dans le cours dans le registre du langage naturel et dans
celui des expressions algébriques, un exemple dans le cadre algébrique illustre la propriété
(voir extrait 61).

(® Proportionnalité des accroissements

m Soient fune fonction affine telle que fix) = ax 4 b, et x, ot x, deus nombres distincts,
Laccroissernent de fix) est proportionnel 3 'accroissement de x, 5 étant le coefficient
de praporicnnalité,

5 Fleg ) =Fx
Sait ; fleg) = Azl =a (x; — x4) ou a:——l--:! u
I e Xy =X
Accraissement  Accroissemeant
de Fila ) 3 flxs) E

, Fl100)-F(99) 397-393
Coiob-98 1 -

Soit F la faretion affine définie parflxd = de - 3. Ona 4

Extrait 61: manuel Prisme page 121 (Jacob, 2012)

Deux activités proposent des données sur la proportionnalité des écarts, I'une dans les
exercices d'approfondissement étudie 1'évaporation de 1'eau d'une piscine en indiquant que
« chaque jour, a cause de l'évaporation, le niveau d'eau baisse de lcm » ; l'autre dans les
« thémes de convergence » étudie la masse de dioxyde de carbone rejetée par une voiture en
fonction du nombre de kilométres parcourus.

Le manuel Phare, quant a lui, ne propose pas d'activités autour de cette propriéte.

Pour ce qui est du DNB, les exercices qui demandent de mobiliser des connaissances
sur les fonctions affines restent sensiblement de méme nature malgré le texte de 2012. En
effet, les ¢éléves n’ont pas a utiliser de maniere autonome ces connaissances pour résoudre des
problémes. Peu d’exercices portent sur des grandeurs continues, les contextes sont souvent
liés a des comparaisons de tarifs (choix entre un tarif proportionnel a la quantité acheté et un
tarif comportant une part fixe et une part proportionnelle a I’unité). Certaines conversions sont
¢valuées (du programme de calcul a I’expression algébrique, du tableau au graphique ou du
graphique au tableau, du langage naturel a I’expression algébrique) mais ces conversions ne
sont pas directement reliées a la résolution d’un probléme. Des questions testent la
connaissance du vocabulaire (par exemple « comment nomme-t-on ce type de de fonction ? »
dans le sujet des Centres Etrangers de 2014). Enfin, lorsqu’il est question d’une modélisation
par une fonction affine, les éléves ont rarement la modélisation a leur charge, ils sont amenés
a résoudre étape par étape le probléme en suivant une procédure largement guidée comme en
atteste le sujet de Nouvelle Calédonie de juin 2013 (voir annexe 16). On note cependant une
évolution dans les derniers sujets. L’exercice 5 du sujet des Centres étrangers de 2015
présente un thermometre & double graduation en degrés Celsius et en degrés Fahrenheit et un
graphique représentant la mesure en degrés Fahreheit en fonction de la mesure en degrés
Celsius. Les questions posées nécessitent des conversions de registre. En particulier la



question 2 est intéressante puisqu’il ne s’agit pas de trouver la réponse mais de justifier la
solution. Enfin la question 4 évalue la capacité des éleves a faire le lien entre fonction
« pratique » et fonction « théorique » puisque le calcul effectué¢ dans la question 3 apporte
directement la réponse. La question portant uniquement sur I’existence, un raisonnement peut
aussi étre fait a partir du graphique pour valider la réponse.

1. En vous appuyant sur les représentations précédentes, déterminer s'il y a
proportionnalité entre la température en degré Celsius et la température en
degré Fahrenheit. Justifier votre réponse.

2. Soit f la fonction qui 4 une température x en degré Celsius associe la tem-
pérature [(x) en degré Fahrenheit correspondante. On propose trois expres-
sions de f(x) :

Proposition 1 Proposition 2 Proposition 3
flx)=x+32 filx)=1,8x+32 flx)=2x+30

« Les propositions 1 et 3 ne peuvent pas éire correctes. C'est donc la proposi-
tion 2 qui convient. ». Justifier cette allirmation.

3. On considére la fonction f définie par f(x) =1,8x+32.
Calculer f(10) et f(—40).

4. Existe-1-il une valeur pour laquelle la température exprimée en degré Celsius
est égale 4 la température exprimée en degré Fahrenheit? Justifier votre ré-
ponse.

Extrait 62: Sujet DNB Centres étrangers groupement 1 juin 2015 exercice 5

Par ailleurs, un nouveau contexte apparait dans les sujets, il s’agit de I’informatique.
Les ¢leves sont amenés a retrouver une expression algébrique d’une fonction affine a partir
d’une feuille de tableur (sujet de Polynésie 2014), a reconnaitre une expression affine, a faire
le lien entre une expression et un graphique. De manicre générale, les ¢éléves sont beaucoup
plus souvent confrontés a des formules ou des graphiques de fonctions qui ne sont pas des
fonctions affines. Des études locales les aménent a effectuer des comparaisons ou a résoudre
des équations graphiquement. Les problémes linéaires dans des contextes de la vie courante
sont la plupart du temps résolus dans la cadre des grandeurs proportionnelles. Ils portent sur
des grandeurs quotients ou produits (essenticllement des calculs de vitesses), sur des
pourcentages et sur des échelles. On assiste a un déplacement des attendus dans le DNB. Le
concept de fonction est abordé de maniere générale et les fonctions affines apparaissent
comme des exemples. Les problemes d’affinité sont présentés dans le cadre des grandeurs
proportionnelles. Certaines questions peuvent amener I’éléve a s’intéresser aux variations
comme dans cet exemple : « On entend fréquemment 1’affirmation suivante : « Lorsqu’on va
deux fois plus vite, il faut une distance deux fois plus grande pour s’arréter. » Est-elle
exacte ? » (sujet de Polynésie 2015 exercice 7).

Cette ¢étude rapide conforte I'idée que les €éléves du collége rencontrent prioritairement
des fonctions monotones croissantes et que pres d'un tiers des fonctions rencontrées sont des
fonctions du temps. Les éléves n'ont que trés rarement l'occasion d'identifier les relations
fonctionnelles et si un point de vue covariationnel est attendu, ce n'est que dans les situations
de réinvestissement ou d'approfondissement. Les manuels qui proposent des exercices



répétitifs sur les mémes types de grandeurs amenent des routines associées a des taches
simples le plus souvent dans un cadre algébrique car c'est dans ce cadre que les fonctions sont
définies (Comin, 2002b). Nous allons proposer des activités d'une autre nature pour savoir si
les €éleves sont en mesure d'aborder la notion de fonction par une autre approche.

11.2 : Quels problémes proposer en classe pour introduire la notion de fonction au

collége ?

Les auteurs de la brochure « Enseigner les mathématiques en Seconde : Trois
parcours sur les Fonctions » (IREM de Poitiers Groupe Lycée, 2011) identifient plusieurs
« grandes questions » d’apres 1’écologie de la notion de fonction :

* décrire les variations d’une quantité en fonction d’une autre ;

* déterminer une quantité a partir d’une autre ;

e optimiser ;

* comparer des quantités ;

* décrire un phénomene par un modele, en quantifiant la dépendance ;

* prévoir I’évolution d’un phénomene.

Le groupe IREM de Poitiers choisit une organisation de 1’enseignement des fonctions
en classe de seconde suivant trois parcours : optimiser, connaitre les variations, comparer des
quantités. Ce choix est justifi¢ par la possibilit¢ offerte par ces trois entrées de traiter
I’ensemble du programme de seconde, sans fixer I’ordre de traitement de ces parcours. Partant
de cette proposition, nous avons cherché quels parcours seraient pertinents au cycle 4 et
comment les fonctions affines pourraient y étre introduites. Avant les programmes de 2016,
les activités proposées au collége visaient le plus souvent la comparaison de quantités et la
détermination d'une quantité a partir d'une autre. Les problémes rencontrés décrivaient des
phénomenes par des modéles en quantifiant la dépendance mais les €éléves avaient rarement a
déterminer ou critiquer ces modéles, ils étaient imposés pour permettre le traitement. Les
programmes de 2016 changent radicalement avec ceux de 2008 en faisant de « modéliser »
une compétence a travailler au cycle 4. Modéliser demande de décrire les variations d'une
quantité¢ en fonction d'une autre et donc de mettre en place un autre point de vue sur la
dépendance de deux grandeurs. Pour cela, nous pouvons nous appuyer sur les travaux de
Valériane Passaro qui définit le raisonnement covariationnel comme une articulation de 13
unités de raisonnement (Passaro, 2016). Les trois premiéres unités portent sur une étude
globale et qualitative sur les variations concomitantes des deux grandeurs observées. Les
unités 4 a 7 concernent un questionnement sur les accroissements concomitants des deux
grandeurs observées. Les unités de 8 & 11 sont toujours dirigées par un questionnement local
sur les accroissements mais plus quantitatif. Enfin les unités 12 et 13 portent sur une étude
ponctuelle, le questionnement nécessite la prise en compte d'un taux de variation instantané.
Ses travaux portent sur le passage de la notion de fonction a celle de dérivée. En France, les
unités 12 et 13 ne sont pas un objectif d'apprentissage au niveau du collége. Par contre



Passaro montre que les ¢éléves doivent revenir trés souvent aux unités 1 et 2 qu'elle appelle des
unités de raisonnement « racines » et aux unités « troncs » 3 et 4 pour pouvoir mettre en
ceuvre les unités suivantes appelées « branches ».

=
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Unités Description

Ul Identifier une relation fonctionnelle

a) identifier les deux grandeurs étudiées

b) établir la grandeur indépendante et la grandeur
dépendante (existence et sens de cette dépendance)

c) vérifier si cette relation est une relation de
proportionnalité

U2 Considérer une relation fonctionnelle sous l'angle de la variation

a) établir que la grandeur indépendante est variable

b) établir que la grandeur dépendante est variable

c) établir la concomitance entre les variations des deux
grandeurs

SQuUIdRl JUWI_UUOSIET 3P SU)

U3 Décrire le comportement de la fonction

a) établir le sens de variation de la grandeur dépendante
quand la grandeur indépendante augmente

b) qualifier cette variation de manicre intuitive

U4 Décrire le comportement des accroissements

a) considérer des accroissements constants de la grandeur
indépendante

b) considérer des accroissements de la grandeur dépendante

c) établir la concomitance entre les accroissements des deux
grandeurs

d) décrire le comportement global de cette concomitance

SOUO0J} JUdWUUOSTRI 3P 11U

us Repérer les changements de comportement
U6 Considérer des intervalles sur lesquels la fonction est continue
monotone
a) généraliser intuitivement le comportement sur un
intervalle

b) passer a des accroissements plus petits

u7 Interpréter le changement des accroissements en terme de taux
de variation et nommer la grandeur associée

SOUOURIQ JUSWOUUOSIEI 9P SIITU()

Tableau 20: Description des unités et sous unités de raisonnement d'apres la grille d'analyse finale
(Passaro, 2016, p.17)
Notre approche des fonctions affines par la covariation peut étre considérée comme la
mise en place des unités racines et troncs des 1'introduction de la notion de fonction au cycle 4
comme propos¢ dans le tableau 20. La colonne de gauche numérote les unités de



raisonnement, celle du milieu donne une description du raisonnement mis en ceuvre et celle de
droite qualifie les unités suivant les trois niveaux définis par Passaro.

Nous allons analyser des situations expérimentées a différents niveaux de la scolarité
en identifiant les unités de raisonnement mobilisées. Nous essayerons de pointer les
constantes et les événements qui induisent des changements d'unités. Nous proposerons enfin
un outil d'analyse de l'activité de 1'éleve intégrant la grille d'analyse de Passaro au cadre
¢épistémique défini au chapitre 3 de notre premicre partie.

I1.2.1 : L'utilisation de la lecture graphique pour analyser 1'aspect global d'une

fonction

Nous avons utilisé un exercice qui est fréquemment proposé dans les classes de 6° sous
le nom « Le petit chaperon rouge ». L'objectif est la lecture et l'interprétation de graphiques.
Les grandeurs en jeu sont l'instant en heures et la distance qui sépare le petit chaperon rouge
de sa maison en kilométres. L’instant est une grandeur qui pose probléme car ce n’est pas une
grandeur mesurable a moins de considérer I’heure indiquée comme la durée entre un instant
initial 0 et I’instant considéré. Plusieurs versions existent, le texte introductif est cependant
toujours le méme :

Le petit Chaperon Rouge habite a un bout de la ville. Sa Mére-grand habite a
I'autre bout de la ville, 10 km plus loin. Sur la longue avenue qui sépare la maison du
Chaperon Rouge et celle de sa Meére-grand, on peut marcher a 5 km par heure ou prendre
un bus qui roule a 30 km/h.

Sur son carnet personnel, le petit Chaperon Rouge raconte ses sorties en tragant un
graphique. Sur l'axe horizontal il marque les heures, sur I'axe vertical il marque la
distance qui le sépare de sa maison.

Suivent cinq graphiques. Dans certaines versions, chaque graphique est accompagné
d'un questionnement. L'exemple ci-dessous est tiré d'une ressource sur le site de l'académie
d’Orléans-Tours". L'ordre des question induit une lecture de gauche a droite sur les abscisses,
puis une prise en compte de la pente des segments et le lien qu'il faut faire entre la vitesse du
déplacement et l'inclinaison des segments sur le graphique par comparaison, la lecture sur
l'axe des ordonnées de la distance de 10km, l'interprétation du palier, de la pente du dernier
segment ainsi qu'une lecture d'abscisse. Ce travail nécessite implicitement une perception
globale du graphique pour pouvoir ensuite le segmenter. Le raisonnement nécessite une
approche inter-objectale puisqu'il faut comparer, classer les informations en croisant deux
registres : le langage naturel et la représentation graphique. Le milieu introduit des données a
travers les questions puisque « I'histoire » est proposée par le texte : « le petit chaperon part de
chez lui, reste un certain temps chez sa grand-mere puis revient » (voir extrait 63).

Nous avons choisi de présenter 1'exercice autrement et de donner les cinq graphiques
sans questions mais avec comme consigne de raconter l'histoire correspondant a chaque
graphique. Notre présentation modifie I'activité de 1'éleéve puisqu'il n'a pas de guide pour lire
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chaque graphique. Il faut comparer les graphiques entre eux pour comprendre qu'il s'agit
effectivement d'histoires différentes. Cette comparaison améne 1'éléve a poser le probléme.
Cette activité a été expérimentée dans trois classes de sixiéme. Les €léves par groupes ont
¢changé sur leurs interprétations et formalisé les indices qu'ils ont relevés.

Premiére sortie du Chaperon Rouge

Diistances (km)

2 13 14 15 16 heures

11
A quelle heure le petit Chaperon rouge est-il parti de chez lui ?
Comment a-t-il voyagé a l'aller ?

A quelle heure est-il arrivé chez sa grand mere ?

Combien de temps est-il resté chez sa grand mere ?
Comment est-il revenu ? A quelle heure est-il rentré chez lui ?

Extrait 63: activité "Le petit chaperon rouge" proposée par l’académie d’Orléans-Tours

Les débats ont été particulicrement intéressants s'agissant du graphique de la
cinquieme étape (voir extrait 64). En effet, dans la version trouvée sur le site de 1'académie
d’Orléans-Tours, il est spécifié que « cette fois le Chaperon Rouge s'est trompé dans son
graphique » et on demande « pourquoi ? ». La question n'est pas claire, on ne sait pas si on
cherche pourquoi le graphique est faux, ou pourquoi le Chaperon Rouge se serait trompé.
Dans notre expérimentation, les €léves n'ont pas eu de questions, ils interprétent le graphique
dans le contexte du conte et ils écrivent sous forme de narration, une histoire cohérente, méme
si elle est fantastique. Ainsi les éléves parlent de « remonter le temps » ou de « porte spatio-
temporelle » (voir un exemple en annexe 17).

Nous avons ici un effet lié au contrat didactique. Dans la premicre version, les
questions posent le probléme au sein des mathématiques et les validations se font sur des
arguments mathématiques, dans la seconde il est demandé une narration et la validation se fait
sur la cohérence du récit par rapport au graphique. Les deux approches sont donc différentes
puisque la premiére incite a des contrdles locaux d'une interprétation de la covariation donnée
par I'énoncé alors que la seconde demande de construire l'interprétation de la covariation.



11 était une fois..

Le Petit Chaperon Rouge habite & un bout
de la ville. Sa mere-grand habite a 1'autre
bout de la ville, 10 km plus loin. Sur la
longue avenue qui sépare la maison du
Chaperon Rouge et celle de sa mére-grand,
on peut marcher a 5 km par heure ou
prendre un bus qui roule a 30 km/h.

Sur son carnet personnel, le Chaperon
Rouge "raconte" ses sorties en tragant un
graphique. Sur 'axe horizontal, il marque
les heures ; sur 1'axe vertical, il marque la
distance qui le sépare de sa maison.
Raconte 1'histoire correspondant a
chaque graphique.

10

10 h

8 h 9h

Deuxiéme sortie

le petit chaperon rouge

13h 14h 15h
Premiére sortie

16 h

17 h

———
[

9h  10h  Mh 12h 13k 14h
Troisiéme sortie

.

-,

s

/r

9h 10 h Mh 12h 13 h 14 h 15 h

Quatriéme sortie

10h  1h 12h  13h  14h  15h
Cinqui¢me sortie

Extrait 64: activité "Le petit chaperon rouge" proposée au collége en classe de 6°




Par ailleurs, les ¢éléves peuvent faire une lecture du graphique qui atteste d'un
raisonnement correspondant a l'unit¢é U3, ils peuvent qualifier et méme quantifier
I'augmentation ou la diminution de la grandeur dépendante, sans pour autant interpréter le
changement des accroissements avec la grandeur associée qui est ici la vitesse.

Dans cette activité, nous avons pu mesurer les écarts entre les représentations et le
savoir construit par les éléves suivant le milieu et suivant le scénario proposé. L'intérét de la
situation est de proposer des graphiques qui ne représentent pas des fonctions monotones. Par
contre le phénoméne est naturellement considéré comme continu. Les grandeurs sont
facilement identifiables et l'idée de récit guide vers une perception globale. Proposer 'activité
sans questions intermédiaires et dans un travail de groupes amene les €éléves a formaliser les
liens qu'ils effectuent entre données et conditions, I'écriture collective permettant aux éleves
les moins a l'aise avec 1'écrit de participer au travail. Il semble indispensable de traiter ce type
de problémes en classe et non en travail personnel individuel & la maison tant il est important
d'expliciter les procédures utilisées.

I1.2.2 : Identifier une relation fonctionnelle

Un autre aspect important a travailler avec les ¢léves est I'identification des variations
d’une grandeur en fonction d’une autre, ce qui n’est pas simple, méme en sciences
expérimentales, ou I'on pourrait penser que la manipulation et la mesure permettent de les
observer. Les situations de la vie courante sont complexes et il n’est pas toujours possible
d’isoler les variations d’une seule grandeur en fonction d’une autre, le reste étant égal par
ailleurs. C’est donc une étape essentielle de la modélisation qui doit étre abordée tres tot : le
choix des variables étudiées et la discussion de la pertinence de ce choix. Cette entrée peut
cependant modifier le traitement mathématique. En effet, en dehors des mathématiques, il est
rarement utile d’obtenir des résultats exacts, des résultats approchés suffisent. La précision de
la réponse est souvent liée au choix des variables, aux instruments de mesure et aux
hypothéses de départ. Lorsqu’un probléme est propos¢ a I’école, ces premicres étapes sont
ignorées et 1’éléve est face a un probléme déja posé. Amener 1’éléve a problématiser suppose
donc de proposer une question plus large et d’aider 1’¢éleve a faire cette démarche de choix des
données et d’hypothéses de départ. Ainsi la question premiére pourrait étre de « décrire un
phénomene par un modele, en quantifiant la dépendance ». Peut-on intégrer les attendus du
programme autour de cette question ?

En classe de cinquiéme on pouvait lire dans le programme du B.O. n°6 du 28 aolt
2008 le tableau 21. C’est sans doute en s’appuyant sur les commentaires a ce niveau de la
scolarité que pouvait le mieux s’intégrer la question de la description d’un phénomene par un
modele en quantifiant la dépendance. Il s’agit bien d’étudier des variations de deux grandeurs
dans des situations s’appuyant sur les grandeurs au programme (longueurs, masses, durées,
aires, angles, volumes) ou hors des mathématiques, sans définir la notion de fonction, et
d’organiser ces données dans des tableaux, des formules ou des graphiques, d’étudier a partir
d’un tableau, si oui ou non il s’agit de situations de proportionnalité.



Connaissances

Capacités

Commentaires

1.1.Proportionnalité
Propriété de linéarité
Tableau de
proportionnalité
Passage a I’unité ou
« regle de trois »

- compléter un tableau de
nombres représentant une
relation de proportionnalité
- reconnaitre si un tableau
complet de nombres est ou
non un tableau de
proportionnalité

Le travail sur des tableaux de
nombres sans lien avec un contexte
doit occuper une place limitée. Les
activités numériques et graphiques
font le plus souvent appel a des
situations mettant en relation deux
grandeurs.

1.2. Expressions
littérales

Utiliser une expression
littérale

De nombreux thémes du
programme, notamment dans le

domaine grandeurs et mesures
conduisent a utiliser des
expressions littérales (formules)

1.3. Activités
graphiques
repérage dans le plan

Le repérage est a relier avec des
situations de la vie quotidienne, le
vocabulaire n’est pas un objet
d’apprentissage pour lui-méme.

Dans le plan muni d’un
repére orthogonal :

-lire les coordonnées d’un
point donné,

-placer un point de
coordonnées données

Tableau 21: extrait du programme BO n°6 du 28 aoiit 2008

Dans le programme qui entre en application a la rentrée 2016 pour le cycle 4 (¢éleves
de 12 a 15 ans) la formulation est encore plus claire :

En 5% la rencontre de relations de dépendance entre grandeurs mesurables, ainsi
que leurs représentations graphiques, permet d'introduire la notion de fonction qui est
stabilisée en 3°, avec le vocabulaire et les notations correspondantes. (Vallaud-Belkacem,
2015, p.375)

Nous allons prendre I’exemple d’une question posée par les éleéves dans une classe de
5¢ en novembre 2012 au collége Sophie Germain de Nantes suite a la projection d’une vidéo
en Sciences et Vie de la Terre montrant une grenouille sautant pour attraper sa proie : quel
animal saute le plus haut ? Les €léves ont proposé des réponses. Tres vite le débat a été de
savoir s'il fallait comparer la hauteur du saut ou s'il fallait prendre en compte cette hauteur
relativement a la taille de I’animal. D’autres pistes ont alors été lancées, la hauteur du saut
varie-t-elle en fonction de la taille des muscles, du squelette, de la force, de 1’age, dans un
méme groupe etc ? Un critére a été choisi : comparer la hauteur du saut par rapport a la taille
de I’animal, définie non pas comme la distance au garrot mais comme la distance de la téte
aux pattes arriéres. Les données ont été organisées dans un tableau et la présentation a
immédiatement conduit les €léves a parler de proportionnalité. Ils ont pu conclure qu’il n’y
avait pas proportionnalité entre la taille de 1’animal et la hauteur de son saut. Le cas est
intéressant car le coefficient qu’ils cherchent se calcule sur des grandeurs mesurées or les
deux grandeurs en question sont des longueurs. Le coefficient n’a donc pas de sens en tant
que grandeur quotient puisqu’il s’agit d’un scalaire. La question de la comparaison des
mesures devait alors se poser autrement et les éléves ont proposé de calculer ce que serait la
hauteur du saut pour un homme s’il était proportionnel au saut d'une puce, un kangourou, un
puma... Cette comparaison a amené les €léves a reposer la question de la dépendance en



cherchant si la différence de taille du squelette était la seule explication. Un squelette humain
et un squelette de grenouille ont été mesurés et dans un tableau, les éléves ont relevé les
tailles. IIs ont encore pu constater qu’il y avait proportionnalité entre la longueur des os du
squelette de la grenouille et ceux du squelette humain pour la partie supérieure mais qu'il n’y
avait pas proportionnalité pour les membres inférieurs. La suite de 1’étude a ét¢ de nouveau
transportée en SVT ou des expériences ont €té faites pour mesurer le role des muscles. Cette
situation a permis aux é¢éléves d’utiliser I’organisation de données en tableau pour tester la
proportionnalit¢ sur des grandeurs mesurées et des données collectées. L’étude devait
permettre de répondre a une question posée par les éléves et les résultats ont été interprétés
relativement aux hypotheses de départ, en particulier relativement au choix de deux grandeurs
parmi d’autres. La notion de dépendance a été questionnée et des valeurs approchées ont suffi
a conclure. Les ¢€léves étaient convaincus que deux individus de méme catégorie peuvent tres
bien sauter a des hauteurs différentes, ils ont utilis€ pour cela leur expérience de saut en
hauteur effectué par la classe en EPS (Education Physique et Sportive). Nous travaillons ici
I'unité¢ de raisonnement Ul en identifiant des grandeurs et en cherchant I’existence d'une
relation de dépendance.

Ainsi en comparant la taille d'un animal a la hauteur de son saut, les éléves ont obtenu
plusieurs hauteurs possibles pour une méme taille. Nous n'avions donc pas une fonction. Les
deux grandeurs étudiées étant indépendantes. Le risque était que les éléves associent les
tableaux non proportionnels a des situations qui ne sont pas fonctionnelles. Il s’agissait donc
de soumettre aux ¢€léves une nouvelle situation ou deux grandeurs étaient effectivement
fonction I’'une de ’autre sans étre proportionnelles. C'est dans ce but que la question suivante
a €té posée aux ¢leves en 4° :

Le tableau ci-dessous donne la hauteur d'eau en metres relevée mardi dernier
dans le port de Saint-Malo en fonction de I'heure. Expliquez pourquoi on peut affirmer
que ce tableau n'est pas un tableau de proportionnalité.

Heure &h 10h 11h 12h 16h

Hauteur d'eau (m) 2,5 8 10 11 4,5
Texte 1: Activité EIST collége Sophie Germain 2013

Ici, les grandeurs étudiées sont spécifiées et les ¢€léves les connaissent car elles
relévent de connaissances sociales relativement communes. L'heure pose de nouveau
probléme a moins de considérer 1'heure indiquée comme la durée écoulée depuis Oh le mardi
en question. Les éléves ont cherché individuellement, puis ils devaient se mettre d'accord sur
un écrit commun. La question n'est pas de prouver la non-proportionnalité, mais d'expliquer
pourquoi on peut affirmer qu'il n'y a pas pas proportionnalité.

Sur les 6 groupes de 4 ¢éléves, deux groupes montrent des difficultés a considérer une
relation fonctionnelle sous l'angle de la variation et sont donc sur une unit¢ Ul de
raisonnement (voir annexe 18). Le premier écrit comme bilan : « La hauteur d'eau n'est pas
forcément fonction de I'heure, elle est fonction de la lune ». Ici I'argument majeur a été la
relation de causalité entre les deux phénomenes : le temps qui s'écoule, I'eau qui monte et
descend dans le port. Or la cause de la variation de hauteur d'eau dans le port n'est pas le



temps €écoulé, cette variation est liée a la variation d'une autre grandeur qui est l'attraction de
la lune. Pour ce groupe, le mot « fonction » est associ¢ a une dépendance causale et s'il
n'existe pas de relation fonctionnelle (au sens de dépendance causale), il ne peut pas y avoir
proportionnalité. Le second groupe écrit dans son bilan que « la hauteur d'eau ne peut pas étre
multipliée ou divisée par I'heure ». Pour lui, le probléme est 1i¢ au processus qui lie les deux
grandeurs et au fait qu'il considére que deux grandeurs proportionnelles sont liées par un
coefficient considéré comme une grandeur quotient qui a du sens. Ici le coefficient serait
obtenu par la division d'une hauteur par une heure. Si on considere la durée, ce méme quotient
serait un débit mais les éléves ne peuvent pas se résigner a opérer sur ces grandeurs car dans
le contexte, on ne peut pas parler d'écoulement, le concept de « débit » ne semble donc pas
approprié. Trois groupes ont argumenté par des calculs sur les nombres en utilisant les
propriétés de linéarité, le produit en croix ou le calcul des quotients, ils n'utilisent donc pas un
raisonnement covariationnel. Un groupe a utilisé les variations en montrant qu'elles n'étaient
pas régulicres puisque l'eau monte de 5,5 metres en deux heures entre 8h et 10h et de 3 meétres
seulement en deux heures entre 10h et 12h. Ce groupe est donc sur I'unité U4 de raisonnement
en considérant la concomitance entre les accroissements des deux grandeurs.

Ces deux exemples montrent que, pour les ¢€léves de cycle 4, il n'est pas simple
d'identifier une relation fonctionnelle entre deux grandeurs a partir d'une situation concrete.
Les exercices scolaires sont souvent posés de telle sorte que les grandeurs sont clairement
mises en évidence et que leur dépendance est posée a priori. Les manuels de cycle 4 sortis en
juin 2016 proposent des problémes pour introduire la notion de fonction autour de la
modélisation et de la dépendance entre grandeurs. La difficulté réside dans le flou autour de
ces notions. Si nous comparons trois manuels nous avons des définitions qui peuvent méme
étre contradictoires. Ainsi le manuel Dimensions définit la dépendance entre deux grandeurs
de la maniére suivante :

Quand deux grandeurs mesurables dépendent I'une de l'autre, on dit que 1'une est
fonction de 'autre. Dans ce cas on peut :
* trouver une relation algébrique qui permet de passer d'une grandeur a
l'autre ;
* tracer une courbe qui relie ces deux grandeurs ;

» construire un tableau de valeurs qui associe les nombres des deux grandeurs.
(Dos Santos, 2016, p.268)

Le manuel Delta ne propose pas une telle définition mais un exemple de dépendance a
partir d'une courbe, d'un tableau de valeurs, d'une expression littérale et d'un programme de
calcul dans le chapitre « Dépendance entre deux grandeurs ». Dans cet exemple les variables
sont I'heure et la température. La variable indépendante est 1'heure sur l'intervalle [0 ; 24]. La
variable dépendante est la température extérieure. Tel qu'il est présenté, ce graphique semble
étre valable pour n'importe quel jour. D'ailleurs la température a 24 heures est la méme qu'a 0
heure. Il n'est pas précisé comment a été fait le relevé ni la maniere dont les points ont été
reliés entre eux.



La courbe ci-dessous donne la température extérieure relevée sous abri pendant 24 heures
par un thermometre, en fonction de I'heure.

Température (°C) A12h00, la température était
A

154 de 4 °C: ainsi au nombre 12,
on associe l'unique valeur 4.
R Le point de coordonnées (12 ; 4)
6 appartient a la courbe.
44—~ Plus généralement,
2- quelle que soit I'heure de la journée,
- . Py on peut lui associer la température
12 16 20 24 correspondante.
L . Heure

Extrait 65: manuel Delta (Lambotte, 2016)

Au regard de la définition précédente nous devrions avoir une relation algébrique pour
passer de 1'heure a la température, ce qui n'est pas le cas. D'ailleurs le manuel des éditions
Belin donne l'exemple de la température moyenne a Bordeaux pour chaque mois du 1°
semestre de I'année 2015 mais il précise « la température dépend du mois considéré mais on
ne connait pas de relation algébrique qui relie ces deux grandeurs ». Le manuel de la
collection Kiwi des éditions Hachette choisit de proposer un chapitre complet intitulé
« Comprendre la dépendance d'une grandeur en fonction d'une autre. Manipuler la notion de
variable ». Il ne donne pas de définition mais introduit le vocabulaire par plusieurs exemples
dans différents registres et utilise différentes couleurs dans chaque situation pour repérer en
bleu la variable dépendante et en rouge la variable indépendante. Le mot « variable » est
utilisé pour désigner uniquement la variable dépendante. Quelques pages plus loin, un autre
chapitre intitulé « Modéliser un phénomene a 1'aide d'une fonction » est introduit par « Deux
grandeurs peuvent varier et en étant liées 1'une a 'autre. Dans certains cas, on modélise ce lien
par une fonction ». Dans le manuel Maths Monde des éditions Didier il est précisé qu' « une
fonction modélise mathématiquement une dépendance entre deux grandeurs afin de mieux
connaitre le comportement de la grandeur dépendante ». Le vocabulaire utilisé peut porter a
confusion. Qu'appelle-t-on un « comportement » en mathématiques ? Peut-on parler de
modé¢lisation lorsqu'il s’agit de retrouver une loi physique ? La modélisation correspondrait-
elle a la fonction mathématique abstraite ? Autant de questions qui risquent de multiplier les
malentendus.

Concernant la dépendance, aucun des manuels ne propose une approche
covariationnelle si ce n'est le manuel Delta dans la partie « Je développe mes connaissances »
mais les compétences attendues ne sont pas explicitées dans le cours, ni mises en place dans
les entrainements. Nous trouvons par exemple un exercice dans lequel on dispose du
graphique représentant la croissance du chéne en fonction de son age et on demande s'il est
vrai que tous les 50 ans la taille du chéne augmente de la méme hauteur. Sinon 1'ensemble des
problémes proposés dans les différents ouvrages demandent une étude locale.

Le programme de 3° de 2008 précisait dans son introduction : « L’un des objectifs est
de faire émerger progressivement, sur des exemples, la notion de fonction en tant que
processus faisant correspondre, a un nombre, un autre nombre. Les exemples mettant en jeu
des fonctions sont issus de situations concrétes ou de thémes interdisciplinaires. Les fonctions



linéaires et affines apparaissent alors comme des exemples particuliers de tels processus ». Il
n’était pas fait référence aux grandeurs, la notion de fonction était définie comme un
processus statique de correspondance sur des nombres et non sur des grandeurs. Les situations
proposées €taient cependant des situations concrétes. On pouvait alors se demander comment
effectuer le passage de la grandeur au nombre abstrait. Dans les programmes de 2016, la
« modé¢lisation » doit permettre ce passage, d'ou I’émergence dans certains manuels d’un
chapitre trés théorique qui a pour objectif de poser le formalisme et le vocabulaire,
indépendamment de la question de la dépendance d'une grandeur en fonction d'une autre, puis
une mise en application dans le cas particulier de l'affinité. On peut lire dans le Hatier que
« toute situation de proportionnalité peut €tre modélisée par une fonction linéaire » (page
282). Dans le Didier on précise que « parmi les situations qui ne relevent pas de la
proportionnalité, certaines sont cependant modé¢lisables par une fonction dont la
représentation graphique est une droite. On appelle fonction affine une telle fonction » (page
105). Les fonctions affines sont définies par leur expression algébrique mais la seule
caractéristique permettant la mod¢lisation par une fonction affine est la caractérisation
graphique.

Il semble donc que la question générale « décrire un phénoméne par un modele, en
quantifiant la dépendance » permette d’intégrer ’ensemble du programme de collége pour
peu qu’en 3¢ cette dépendance permette de caractériser le cas particulier de I’affinité.

L’étude des fonctions affines et linéaires ne permet pas d’étudier des cas
d’optimisation sauf si on compare plusieurs fonctions entre elles (cas de la comparaison de
tarifs proportionnels et ceux avec une part fixe et une part proportionnelle). La fonction affine
ne permet pas d’aborder non plus les études de maximum ou de minimum puisqu'elle est
monotone, sauf si on I'étudie sur un intervalle ce qui a peu d'intérét. La deuxiéme question
qu’il s’agit de privilégier serait alors la question de la comparaison. Enfin, déterminer une
quantité en fonction d’une autre, peut étre envisagée comme la question qui permet de traiter
le programme d’algebre.

C’est pourquoi nous nous proposons d’envisager le programme du cycle 4 autour des
thémes de travail qui suivent pris dans cet ordre :

* décrire un phénomene par un modele, en quantifiant la dépendance ;
* déterminer une quantité en fonction d’une autre ;
* comparer des quantités.

Ce qui signifie que ces trois themes de travail sont régulierement abordés de manicre spiralée
pendant le cycle.

11.2.3 : L'étude de situations mettant en évidence la covariation de grandeurs

par une fonction non monotone

Une fois la dépendance établie entre deux grandeurs, il s'agit de considérer la relation
sous l'angle de la variation, c'est-a-dire de s'occuper de la concomitance entre les variations
des deux grandeurs plutdt que du processus de calcul qui caractérise la relation entre les deux



grandeurs. Pour travailler cette question, nous avons utilisé un probléme tres largement étudié
dans les classes car il est proposé dans la plupart des manuels de mathématiques du college. Il
s'agit du probléme de la boite'.

Avec une feuille cartonnée de format 24cm sur 16cm, on construit une boite sans
couvercle ayant la forme d’un parallélépipéde rectangle en Gtant un carré a chaque coin puis
en formant la boite en pliant suivant les pointillés.

Quel coté du carré permet de construire la boite de volume maximal ?

Ce probléme a été analysé par le groupe lycée de I'IREM de Poitiers (IREM de
Poitiers Groupe Lycée, 2011) et a fait ’objet d’un Groupe de Recherche Action Formation a
I’TUFM des Pays de la Loire. Nous allons nous appuyer sur les analyses et les productions de
ce GRAF (Baudu et al., 2012) et proposer un nouveau scénario pour modifier le processus
d’institutionnalisation. L'objectif premier des enseignants était de mettre les éléves en
situation de recherche pour qu'ils prennent des initiatives et qu'ils arrivent collectivement a
résoudre le probléme, le but étant d’opérationnaliser les connaissances sur les fonctions. Par
ailleurs le GRAF visait un déplacement des pratiques enseignantes vers un enseignement
moins directif et un accés a un savoir par situation probléme. Le constat posé en classe de 3°et
en seconde est que les ¢leves veulent colite que colite trouver une proportionnalité¢ dans la
situation proposée et qu'ils ne savent pas organiser leurs calculs ni leurs résultats sous une
forme exploitable permettant de prendre conscience des variations et de I'existence d'un
maximum. Au regard de notre travail, ce constat semble tout a fait cohérent puisque les €éléves
n'ont pas €té formés a considérer les relations fonctionnelles sous l'angle de la variation. On
peut donc estimer qu'en terme de milieu, les €léves n'ont pas les éléments nécessaires pour
que les connaissances disponibles et celles réinjectées par les éleves permettent de passer du
cadre arithmétique a celui algébrique ou fonctionnel. Ce probléme pourrait servir d’activité de
recherche pour la question « décrire un phénoméne par un modéle, en quantifiant la
dépendance » a condition que le scénario proposé ne pose pas immédiatement le probleme

' Solution du probléme de la boite : si on note x la mesure du c6té du carré retiré a chaque coin, x
appartient a I’intervalle ]0;8[ et mesure la hauteur de la boite dont le fond a une largeur de 16 —2x et une
longueur de 24 — 2x. Son volume est donc x (16 —2x) (24 — 2x) qui est une expression cubique admettant un

maximum local sur ]0;8[ pour x = w ~3,046. Le volume de la boite est maximal quand on retire des

carrés dont le coté mesure environ 3 cm.




dans le cadre et le registre fonctionnel. Cependant la fonction qui modélise la variation du
volume en fonction du co6té du carré découpé est une fonction du troisiéme degré que les
¢léves ne savent pas étudier a ce niveau de la scolarité. La mise en évidence d'un maximum
doit donc venir en cycle 4 d'une analyse des variations concomitantes de ces deux grandeurs
plutét que de la quantification de la dépendance des deux grandeurs. Il s'agit de penser le
milieu de sorte que des rétroactions permettent aux ¢éleves de basculer effectivement vers une
approche covariationnelle de la fonction.

La premiéere étape mobilise une unité de raisonnement Ul, il s’agit d'identifier les
variables et d'établir la grandeur dépendante et la grandeur indépendante, 'existence de cette
dépendance et son sens. Pour cela, nous avons repris en partie le scénario prévu par le GRAF
(voir annexe 19) dans lequel l'activité initiale ne posait pas une question mais mettait
immédiatement les éléves en position de fabriquer des boites, chaque groupe ayant des
dimensions différentes proposées a chaque éléve du groupe. La consigne était donc la
suivante :

La boite sans couvercle — Travail individuel

Chacun d'entre vous dispose de deux feuilles de papier de format 24 cm sur 16 cm,
dans le but d'obtenir deux boites sans couvercle, selon le modéle ci-dessous :

On découpe les quatre carrés et on plie en
suivant les pointillés

Vous écrirez votre nom et votre groupe sur chacune des boites.

Vous ne les collerez pas, il faut pouvoir les remettre a plat.

Nous avons pris le parti de poser plutot le probléme dés le départ pour motiver
l'activité. Nous avons demandé aux €leves l'idée premiere qui leur venait pour obtenir la boite
ayant le plus grand volume possible. Les éléves ont eu quelques minutes pour réfléchir et les
réponses ont été écrites au tableau. Tous les €éleves de la classe de troisieme dans laquelle la
situation a été testée sont arrivés au constat que le volume varie en fonction de la dimension
du carré découpé mais trois idées prédominent et sont formalisées au tableau. Il est alors
demandé¢ aux ¢éleves de dire avec laquelle ils sont le plus en accord :

* le volume de la boite diminue quand on retire un carré dont le coté est plus
grand ;

* le volume de la boite sera toujours le méme quelle que soit la mesure du coté
retiré ;

* le volume de la boite est proportionnel au coté du carré retiré.



Comme les avis se répartissent entre les trois propositions, le doute est moteur d'une
recherche de preuve (Balacheff, 1988) et il est alors proposé de fabriquer des boites comme
prévu dans le document du GRAF (Baudu et al., 2012). Les é¢éléves doivent fabriquer des
boites de dimensions différentes et la consigne ci-dessus est distribuée. Au moins deux
feuilles de papier quadrillées 5x5 de format 24x16 sont a la disposition de chaque éleve.

Le GRAF explique ses choix dans les remarques ci-dessous :

Remarques sur certains de nos choix :

A) Ce travail est donné dans la deuxiéme moitié d'une séance (& moduler suivant les classes... )
afin de mieux gérer les rythmes différents des éléves ; cela permettra au professeur de
ramasser les boites déja faites et de faire terminer les autres a la maison.

B) Pour chacun des éléves, la premiére boite qu'il a a réaliser ressemble effectivement a une
boite, de fagon a éviter des blocages.

C) Dans chaque groupe, il y a un éléve qui a deux boites de mesures différentes mais de volumes
voisins.

D) Dans chaque groupe, 1'éventail des valeurs a été donné ; les groupes ont donc le méme travail
et peuvent arriver a des conclusions voisines.

(Baudu et al., 2012, p.3)

Le phénomene étudié est le volume de la boite et ses variations en fonction du coté des
carrés découpés. Si le volume est fonction de la longueur, la largeur du fond et la hauteur de
la boite, il faut repérer que longueur, largeur et hauteur sont toutes trois dépendantes du coté
du carré découpé. La grandeur indépendante peut donc étre le c6té du carré découpé que nous
pouvons noter x. Beaucoup d'éléves ne voient pas cette dépendance et utilisent différentes
lettres pour désigner les dimensions de la boite, ce qui les ameéne a des formules du type
L x [ x h dont ils ne savent pas trop que faire. Encore faut-il que le phénomeéne soit pergu, ce
qui explique que le scénario proposé en 3° commence par une activité de fabrication des
boites afin de constater empiriquement la dépendance entre les deux grandeurs.

Dans ce scénario, deux groupes produisent les mémes boites mais dans chaque groupe
de quatre, les ¢€leves construisent chacun deux boites différentes (parmi les huit boites
réalisées, deux ont des mesures différentes mais des volumes voisins). Ce probléme a
I’avantage de permettre une approche empirique, on peut construire différentes boites, les
manipuler, les empiler, les faire et les défaire, les mesurer. Ainsi la variable, qui est le coté du
carré découpé, est percue par le geste et visible a travers les morceaux de papier découpés.
Les dimensions de la boite sont alors clairement fonction de la taille du carré découpé. La
possibilité de mettre les boites les unes dans les autres permet de les comparer. La possibilité
enfin de mesurer permet de calculer le volume de la boite sans utilisation d’une formule
faisant intervenir la variable indépendante qui peut trés bien ne pas étre nommée. Tous les
¢léves peuvent entrer dans la tache de fabrication et donc dans la construction des données du
probléme.

Dans le scénario initial du GRAF, I'étape suivante se fait lors d'une autre séance, les
¢léves par groupe ont les huit boites et la question posée individuellement est « que pouvez-
vous dire de leurs volumes ? ». Les productions montrent que la connaissance disponible est
la proportionnalité. Nous retrouvons les mémes prise de position que lorsque la question a été



posée avant la construction des boites, preuve que cette réalisation ne fait pas bouger les
représentations initiales.

Le groupe n°3 (voir extrait 66) écrit qu’il n’a pas trouvé de coefficient de
proportionnalité, il ne fait pas le lien avec la formule utilisée. Ils n’arrivent pas a envisager
d’autres possibles.
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Extrait 66: affiche groupe n°3 GRAF p.226

Dans la production suivante (voir extrait 67), on remarque que les éléves considérent
que longueur, largeur et hauteur sont proportionnelles, ce qui est faux. En fait ces éléves
concluent a la proportionnalité car ils ont organisé leurs données et constatent sur la premicre
séric de A a D que les accroissements sont réguliers pour les trois grandeurs. Ainsi, si la
longueur diminue de lcm en lcm, la largeur diminue aussi de lcm en lcm et la hauteur
augmente de 0,5cm en 0,5cm alors que les variations du volume diminuent de 23,5, ensuite de
39,5 puis augmentent de 7,5cm’. Il se peut que pour les suivantes, les éléves ne repérent que
le fait que le sens de variation change pour le volume. On remarque qu'ils écrivent la méme
constatation pour les cas E, F et G et notent une exception pour H. Il semble que le probléme
qui se pose a eux se focalise sur cette incohérence : comment se fait-il que le comportement
du volume ne soit pas le méme que celui des dimensions de la boite ? On peut donc estimer
que ce groupe développe une unité de raisonnement U4. Ils ont un traitement inter-
opérationnel des données puisqu'ils ont opéré sur les objets et mis en relation les différents
résultats. On peut méme estimer qu'ils cherchent une théorie générale permettant d'expliquer
'ensemble du phénomeéne. Or le compte-rendu (Baudu et al., 2012) de I'activité ne tient pas
compte de ces aspects puisque l'attendu de I'enseignant est I'expression du volume en fonction



du co6té x du carré découpé. Il serait donc intéressant de donner aux éléves des outils pour
formaliser I'é¢tude des variations afin de rendre cette procédure visible et opérationnelle.
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Extrazt 67: affiche groupe 4 GRAF p.27

La diversité des réponses fait naitre le doute comme moteur de la preuve comme dans
notre scénario. En effet, la classe se répartit équitablement entre les mémes trois propositions.
La premiére vient du fait que retirer de la matiére amene a penser que la boite sera réduite. La
seconde correspond aux €léves qui ont percu que si le fond diminue, la hauteur augmente. Ces
¢leves sont convaincus que la diminution du fond compense 1'augmentation de la hauteur et
que la boite aura toujours le méme volume. La derniére proposition atteste de la
prédominance du modele de la proportionnalité pour traiter la covariation de deux grandeurs.

Lors de I'étape suivante, les éléves sont en groupes de trois ou quatre. Ils doivent
prouver leur affirmation et convaincre les autres, pour cela ils doivent rédiger une réponse sur
une copie. Tous se lancent dans les calculs de volumes, certains a partir des mesures, d'autres
a partir de formules. La nécessité de refaire de nombreuses fois les calculs peut amener la
nécessité d’utiliser une formule, cette formule pouvant étre incitée par un travail sur tableur si
des ordinateurs sont disponibles dans la salle.

Lors de la séance suivante, on propose aux ¢éléves des éléments de leurs réponses. Les
¢léves ont prouvé que la situation n'était pas une situation de proportionnalité, les deux autres
affirmations ont été mises en défaut par des contre-exemples. Il s'agit maintenant de répondre



dans chaque groupe a la question « Comment varie le volume ? », la réponse se fait toujours
collectivement par écrit. La justification doit prendre en compte trois boites de plus que les
¢leves ne doivent pas construire mais dont la dimension du carré est donnée (2,13cm ; 3,1cm
et 7,85cm). Pour rendre visibles les variations, les éléves cherchent des formalisations
différentes, des tableaux et des graphiques peuvent apparaitre. Dans l'expérimentation, les
¢léves ont utilisé le registre des tableaux utilisé en EIST (enseignement intégré des sciences et
des techniques) ainsi que la notation v(x) découverte en sciences physiques. Le nombre de
valeurs étant plus important, les éléves ont une vision plus globale de la variation du volume.
Un groupe réalise un graphique mais n'ordonne pas les données en abscisse, en fait il repére
chaque boite par un numéro et non par la valeur de la variable x.

Plutdt qu'un débat ou une mise en commun collective, nous proposons de retravailler
sur les productions (calculs, formule, tableau, graphique, constatation en langage naturel) en
demandant de les critiquer pour faire évoluer les techniques et de les comparer pour travailler
les conversions de registres. Ainsi nous pouvons institutionnaliser le fait qu'il faut ordonner
les valeurs prises par la variable indépendante pour pouvoir comparer les variations. Nous
sommes sur l'unité de raisonnement U3a (établir I'augmentation, la diminution ou la constance
de la grandeur dépendante alors que la grandeur indépendante augmente). La réalisation d'un
graphique et d'une organisation en tableau des données ordonnées permet d'avoir une idée du
résultat par une perception globale du phénoméne. Le travail peut se poursuivre avec un
tableur en utilisant les formules utilisées par les groupes. Nous ne reviendrons pas sur ce
travail mais il s'appuie bien sur la covariation. La question de 'unicité de la solution peut
aussi se poser et cette question ne peut pas avoir de réponse rigoureuse avec les outils
mathématiques du college.

Dans le manuel Sésamath de 2016, cet exercice est proposé avec son corrigé (voir
extrait 68). L'énoncé est proche de celui que nous avons donné aux éléves mais la dimension
du coté du carré découpé est notée x, ce qui induit une procédure algébrique. Ceci est cohérent
avec le fait que ce manuel présente la modélisation mathématique d'une situation comme la
détermination d'une expression algébrique définissant une fonction. La correction commence
donc par la transformation d'une formule dont les facteurs sont exprimés en langage naturel en
une expression algébrique. Un code couleur aide a repérer la correspondance entre chaque
facteur et son expression. Il est implicite que la longueur, la largeur et la hauteur de la boite
sont trois grandeurs fonctions du c6té du carré. La modélisation consiste a changer de cadre :
le volume V (cadre arithmétique) devient I'image de x par la fonction f (cadre fonctionnel). La
distinction n'est pas évidente entre V qui désigne un nombre, V' qui désigne la fonction
empirique et f qui désigne la fonction théorique. Pourtant la question de l'ensemble de
définition se pose aux ¢éleves. En particulier que serait le volume d'une boite de hauteur 0 ou
celui d'une boite dont le fond a une surface dont l'aire est nulle. La conversion est faite dans
plusieurs registres : f(x )=V (registre des expressions algébriques), un tableau de valeurs
(registre des tableaux) et par la représentation graphique de la fonction favec le volume de la
boite comme légende de l'axe des ordonnées (registre graphique). Rien n'est dit sur la
continuité, le sens de variation, I'existence ou non d'un maximum. La lecture de l'estimation
du volume maximal est implicite aussi bien sur le graphique que dans le tableau de valeurs.



B Enoncé

Avec une plague de carton rectangulaire de
8 dm par 10 dm, en découpant guatre carres
identiques, on obtient le patron d'une boite

| Correction
Le volume de cette boite est donné par
la formule :
V = Longueur X largeur x hauteur soit

(sans couvercle !). | V=(10-2x) x (8 =-2x) x x

| On appelle fla fonction qui & x associe
ce volume. Un tableur-grapheur donne la
représentation de la fonction [

60

[ T
c Qo o

volume de la boite

0051162 25 3 35 4 45

dimension de la decoupe
On veut trouver la longueur du cité des carrés
a découper pour obtenir une boite dont le
volume sera maximal.
On note x cette longueur en cm. (
Estime ce volume maximal et la longueur x au
Cm prés.

On estime le volume maximal aux environs
de 1.5, On affine avec un tableau de valeurs.

1.4 % | I8 |
4 i
52416 | 525 | 52224 |

Le volume est maximal pour 1,5 dm {(enviran).
Extrait 68: manuel cycle 4 (Sésamath, 2016)

La correction de 1'exercice ne prend pas en charge les difficultés que nous pouvons
relever chez les éléves, comme en attestent les expérimentations de 2008. Lorsque le GRAF a
proposé cette activité, I'enjeu était de faire évoluer les pratiques par la mise en place de débats
en classe de mathématiques. Pour ce probléme, le débat n'apporte pas les éléments
mathématiques attendus, c'est plutot la formalisation négociée dans de petits groupes qui
amene les €léves a décrire le comportement de la fonction étudiée dans différents registres et
donc a développer des unités de raisonnement covariationnel. Par ailleurs le GRAF s'étonne
du fait que peu d'¢leves utilisent la notation x pour désigner la variable et établir une formule
caractérisant la dépendance entre le volume et la longueur x du c6té du carré retiré. Or cette
formule n'apporterait pas la solution, elle peut au mieux aider a programmer des cellules dans
un tableur pour donner des valeurs sur des intervalles de plus en plus petits comme le propose
le manuel Sésamath. Si les affiches ne gardent pas trace de tous les essais, les observateurs de
l'expérimentation on noté que :

Dans un groupe, des éléves remarquent qu’une variation de 0,5cm du coté du carré
entraine une variation de volume de 50,5cm’. Ils vérifient donc avec une boite obtenue
avec une valeur de x — 0,5 : I’écart de volume n’est le méme. Leur conclusion est que ce
n’est pas proportionnel mais ¢a devrait 1’étre. (Baudu et al., 2012, p.13)

Cet extrait atteste que l'é¢tude de la concomitance des variations est intuitive pour
certains €¢léves mais qu'elle n'est pas reprise par I'enseignant ni formalisée avec des notations
conventionnelles. Nous verrons au fil de ce chapitre que ce constat se retrouve a tous les
niveaux de la scolarité. Nous allons essayer de valoriser cette unité de raisonnement a travers
une situation testée avec des ¢éleéves a différents niveaux, du collége au post-bac.



11.2.4 : La généralisation d'un comportement covariationnel pour résoudre un

probléme de covariation non affine : le probléme du pluviomeétre a différents niveaux de

la scolarité

I1.2.4.a : Choix de la situation

Nous avons cherché, au sein du groupe « Fonctions au collége » de I'IREM de Nantes,
a créer une situation tenant compte des différents obstacles et des contraintes que nous avons
identifiées.

- Une covariation mais pas une fonction du temps

En premier lieu, l'organisation mathématique de la notion de fonction améne a
considérer cette notion comme liée a I'¢tude de la covariation de deux grandeurs. Le plus
souvent cette variation est considérée comme fonction du temps. Ici le probléme améne a
comparer deux grandeurs fonction du temps entre elles : la pluviométrie trouvée sur l'internet
en fonction des dates ainsi que la hauteur d'eau dans le pluviomeétre de M. Legoff en fonction
des dates.

- Rompre avec la proportionnalité ou les formules établies

Ces grandeurs ne sont pas liées par une relation connue et a fortiori ces deux grandeurs
ne sont pas proportionnelles. En effet, la pluviométrie exprimée en litres par m? correspond au
volume d'un prisme droit dont la base serait un carré de Im de co6té alors que la hauteur d'eau
dans le pluviometre est exprimée en millimetres et correspond au volume d'eau recueilli dans
un récipient dont nous n'avons pas la forme mais qui se rapproche d'un tronc de cone. Les
données sont fournies dans des tableaux qui ne sont pas organisés de la méme manicre I'un en
ligne et l'autre en colonne, pour rompre avec les représentations usuelles en lignes. Les dates
n'ont pas non plus le méme format.

- Le doute comme moteur de la preuve

Le probléeme amene a argumenter pour une prise de décision. La solution n'est pas
¢vidente, on peut donc étre amené a prédire deux réponses contraires, ce qui doit provoquer
des débats. L'approximation linéaire doit cependant permettre de donner une réponse
convaincante.

- Un probléme ouvert pour comparer les procédures

Aucune procédure n'est induite, les éléves peuvent se lancer dans des essais. Aucune
aide n'est proposée au départ de I'activité pour laisser les groupes choisir les cadres et registres
dans lesquels ils vont travailler.



I1.2.4.b : Le scénario

Le texte du probléme page 204 (voir annexe 20) est distribué aux éleéves répartis en
petits groupes de trois ou quatre. Un éleéve est chargé de poser les questions a I'enseignant, un
autre rédige une narration de recherche, un autre régule 'activité et un dernier est gardien du
temps (ces deux roles pouvant étre affectés au méme ¢éléve dans un groupe de trois). Un temps
de lecture est laissé dans les groupes mais les éléves sont autorisés a échanger des ce premier
temps. Les éléves qui ont des difficultés de lecture peuvent avoir besoin d'échanger trés vite
sur la prise d'indices pour que la dévolution puisse se faire.

Il est précisé qu'aprés 5 minutes de lecture, les éléves peuvent poser des questions
d'explicitation par l'intermédiaire de leur porte parole. Il faut en effet évacuer trés vite
certaines questions et préciser si besoin la situation (le pluviométre est vidé chaque jour, le
pluviometre n'est pas gradué comme un verre doseur mais on mesure la hauteur d'eau comme
on le ferait avec une regle graduée, on ne sait pas ce qu'il y a dans la cave... ). Ensuite les
¢leves cherchent dans les groupes et la narration est relevée a la fin de la séance.

Durant I'activité, 1'enseignant doit étre le plus effacé possible pour ne pas agir sur le
milieu. En particulier les validations doivent pouvoir se faire directement a partir des données
initiales ou construites par les éléves. Ce probléme nécessite de faire des hypothéses et la
réponse dépend des hypothéses, elle ne peut étre qu’une estimation ou une fourchette. On peut
le considérer comme un probléme de modélisation en considérant qu’« un modele est avancé
par un actant pour répondre a une question ou a un probléme, a 1’aide de son répertoire de
connaissances » comme le propose Brousseau. Raoult explique :

Un modéle est un moyen, pour un actant donné, de traiter un probléeme donné par
I’usage d’un répertoire de connaissances “restreint”. L’actant met en présence sciemment
un “univers représenté” et un ‘“univers représentant”.(Raoult, 2003, p.13)

I1 précise plus loin

Un modéle prédictif comprend des objets ou des valeurs calculables, et s’il est
falsifiable ces valeurs sont observables (concrétement significatives). En général le
modeéle est le résultat d’une mise en correspondance de systéme a systéme. Ainsi on peut
observer, dans 1’univers représenté, des objets “négligés” dans le modéle (aux variations
supposées inopérantes), des objets fixés (des conditions de validité, n’intervenant pas
dans le mod¢le), des variables concrétement significatives entrant dans le calcul. Dans
I’univers représentant, on peut observer outre les parties concrétement significatives, des
variables additionnelles, non concrétement significatives, mais nécessaires au calcul, et
éventuellement des objets ou des propriétés “parasites” inutiles ou méme génants mais
inévitables. (Raoult, 2003, p.14)

Le probléme du pluviomeétre a pour objectif d’expliciter les caractéristiques du modele
choisi pour discuter de sa cohérence, de sa pertinence, de son adéquation et de son efficacité.



Le probléme du pluviométre

Monsieur Legoff, habitant du Finistére Nord, a installé un pluviomeétre dans son
jardin. Chaque jour il mesure la hauteur d'eau en millimeétres dans son pluviomeétre et
ensuite il le vide. Il a relevé dans un tableau la hauteur d'eau de pluie dans son
pluviometre du 01 mars au 15 mars 2014.

Dates 01/03 | 02/03 | 03/03 | 04/03 | 05/03 | 06/03 | 07/03 | 08/03 | 09/03 | 10/03 | 11/03 | 12/03 | 13/03 | 14/03 | 15/03

Hauteur

deauen | | o | o | 0 | 38|76 127 89 | 38 | 117|129 107 89 | 0 | 72

mm dans le
pluviometre

Monsieur Legoff a remarqué que sa cave est inondée quand, sur une journée, la
hauteur d'eau dans son pluviometre atteint 142 mm.

I1 doit s'absenter du 16 au 21 mars. Avant de partir, il consulte un site météo et il
obtient les renseignements suivants :

Dates Pluviométrie en

litre par m? Monsieur Legoff doit-il s'inquiéter pour sa cave ?

1mars |0

2mars |0

3 mars |0

4 mars |0

5 mars |0,2

6 mars |1,6

7 mars |7,5
8mars |2,6

9 mars |0,2

10 mars |6

11 mars |8

12 mars |4,6

13 mars |2,6

14 mars |0

15 mars | 1,4

Prévisions météo

16 mars |3,2

17 mars |4

18 mars |34

19 mars |7

20 mars 1,2

21 mars |11



I1.2.4.c : Analyse a priori de la situation

Une premiere étape du raisonnement doit amener les éléves a considérer la grandeur
indépendante et la grandeur dépendante, ce qui signifie de faire abstraction des dates. Les
¢leves sont alors amenés a réorganiser les données en niant 1'ordre chronologique. Cette mise
en relation peut étre faite de maniére isolée a partir de quelques valeurs ou bien elle peut étre
organisée en rangeant les données dans un nouveau tableau mettant en évidence les deux
grandeurs importantes par ordre croissant. Cette organisation n'est pas indispensable pour
répondre au probléme a partir du moment ou les connaissances des éléves les aménent a
considérer que plus la pluviométrie est importante, plus la hauteur d'eau dans le pluviometre
augmente, ce qui revient a savoir que les deux grandeurs varient dans le méme sens, mais elle
peut aider a la représentation du probléme. Nous obtenons alors le tableau de données
suivantes :

Pluviométrie

en L/m? 0 0,2 1,4 1,6 2,6 4,6 6 7,5 8

Hauteur d’eau
dans le
pluviométre en
mm

0 38 72 76 89 107 117 127 129

Tableau 22: Hauteur d'eau dans le pluviométre (en mm) en fonction de la pluviométrie (en L/m?)

On peut aussi représenter la situation sur un graphique (voir graphique 13).

Hauteur en mm

5

X T --_-x_,.:-"---

'_ |;| |;| 1 -

Phviomérrie en L'm?

o 1.2z 3 4 5 6 7 8 8 10 11 x
graphique 13: Hauteur d'eau dans le pluviométre (en mm) en fonction de la pluviométrie (en L/m?)

Ici encore la difficulté réside dans la mise en relation des deux grandeurs pour les
représenter sur un seul et méme graphique.



L'analyse des données doit amener les éléves a repérer que s'il y a un probléme, ce sera
pour une pluviométrie entre 8 L/m? et 11 L/m?, ce qui limite 1'étude a la date du 21 mars.

Beaucoup de questions peuvent venir du contexte et du passage du discret au continu.
Si 'augmentation du niveau de 1'eau dans le récipient lorsqu'il pleut améne une représentation
continue de la variation de hauteur dans le pluviométre, le manque d'informations sur la
pluviométrie peut laisser penser que les valeurs indiquées sont des moyennes. Ces remarques
doivent permettre de différencier clairement la fonction théorique de la fonction empirique.

La relation n'étant pas affine, les éléves ne devraient pas étre tentés de mettre en ceuvre
des procédures liées a la proportionnalité. Cependant la courbe peut étre approchée
localement par une droite.

Ainsi on sait que dés que la pluviométrie dépasse 8 L/m?, on a un risque pour que la
hauteur d'eau du pluviométre dépasse 129 mm. La question reste de savoir si pour une
pluviométrie de 11 L/m?, la hauteur est encore en dessous de 142 mm. Pour certains éleves, le
principe de précaution suffit a affirmer que M. Legoff doit s'inquiéter. Pour d'autres la
question reste posée.

Les valeurs numériques ont ét¢é modifiées au fur et a mesure des expérimentations
pour que les approximations permettent malgré tout d'argumenter la prise de décision et que le
graphique soit relativement simple a tracer pour permettre de faire des conjectures par lecture
graphique.

11.2.4.d : Les procédures envisagées

- L'approximation graphique : on peut prolonger la courbe par un tracé de méme
direction et vérifier si le tracé est en dessous de la droite d'équation y = 142. La lecture est
approximative et ne permet pas de prendre la décision.

- La conversion : pour répondre plus précisément a la question, une procédure experte
consiste a établir la formule exprimant la hauteur d'eau dans le pluviométre en fonction de la
pluviométrie. Cette expression n'est pas simple et demande des données supplémentaires. Ce
travail peut étre envisagé en 3° ou seconde avec des aides. Par exemple si on considére que le
pluviometre est un cone de hauteur 30cm et de base un disque de rayon de 10cm, on peut
établir que la hauteur de 1'eau dans le pluviometre en mm est le produit de 300 par la racine
cubique du centieme de la pluviométrie en litre par m?. Les éléves qui se lancent dans cette
procédure sans donnée supplémentaire risquent de rester sur des questions de conversion.

- L'interpolation linéaire : nous avons ici un des objectifs de I'¢tude des fonctions
affines qui est la modélisation de problémes complexes par des situations affines afin de
permettre une prise de décision.



Pour cette approximation il s'agit de choisir l'intervalle le plus petit possible. Si nous
prenons par exemple les valeurs 7,5 et 8 ; nous obtenons :

75| 8

127129

On remarque que 7,5+ 0,5=28 alors que 127 +2 =129, or pour atteindre 142 la
hauteur doit augmenter de 13 mm a partir de 129, ce qui correspondrait a 6,5 fois
l'augmentation de 2mm ci dessus. On aura donc une augmentation de la pluviométrie de
6,5 x 0,5L/m? soit 3,25L/m* donc 11,25L/m?. Ce qui permet de dire que M. Legoff ne doit pas
s'inquiéter.

Si on choisit d'autres valeurs voisines, on aura une approximation différente et la
conclusion sera elle aussi différente. Par exemple en prenant les valeurs pour 6mm et 8mm :

117129

Le pluviomeétre augmente de 12mm quand la pluviométrie augmente de 2L/m?, donc
pour augmentation de 3L/m? la hauteur sera de 129 + 12 + 6 = 147mm. M. Legoff doit donc
s'inquiéter.

Nous avons donc une méme procédure qui ameéne deux conclusions opposées. La
seule différence est le domaine d'approximation. On peut justifier de la pertinence du premier
calcul en montrant que la courbe monte de moins en moins vite ce qui correspond au fait que
les variations sont dans un rapport qui est de plus en plus petit.

- La détermination d'une fonction affine : le traitement précédent utilise la
proportionnalité des accroissements mais on peut imaginer d'autres procédures, comme la
recherche de l'expression de la fonction affine f telle que f(7,5)=127 et f(8)=129.
Suivant les savoirs disponibles, différentes techniques peuvent étre utilisées (systeme linéaire
de deux équations a deux inconnues, équation de droite, calcul vectoriel...).

I1.2.4.e : Losange de problématisation du probléme du pluviométre

L’analyse précédente nous permet de construire un losange de problématisation
reprenant d’une part les conditions et d’autre part les données qui permettent de modéliser
localement la situation par une fonction affine. Il reste un implicite fort qui est que I’eau ne
s’accumule pas de jour en jour dans la cave.



Plus il pleut, plus la hauteur d'eau dans le
pluviométre augmente et plus 1a pluviométrie
augmente,

Deux grandeurs G1 et G2 sont proportionnelles
si le quotient g2/g1 est constant.

IIn'y a pas accumulation de I'eau dans la cave.

Conditions
apgdictiques
problématiques
/,f asge
Probléme y Solution
. Mmise en __-drienté vers alémen ; : 4
explicatif o . lsrelatlnr. necessité
P relailnn(/\La sofution factuels
. e . .
La cave risque-t-elle d'&tre inondée ? ~. Mon mais ce sera tout juste le 21 mars.
““x\xinﬂa
interobjectal
trffisobjectal
Données

La hauteur dans le pluviométre et la pluviométrie

sont deux grandeurs croissantes.

La hauteur dans le pluviomeétre dépasse

129mm quand la pluviométrie dépasse BL/mM=

Quand la pluviomeétrie est de 7,50Lm°,

si elle augmente de 01L/m= la hauteur

augmente de Zmm.

Plus la pluviométrie augmente, moins |a hauteur augmente
vite dans e pluviométre.

Schéma 12: Losange de problématisation du probleme du pluviométre

Le probléme nécessite la mise en relation des deux grandeurs (hauteur d’eau dans le
pluviométre et pluviométrie) et la solution est une solution factuelle, il s’agit de prendre une
décision oui ou non. Les conditions sont problématiques car les éléves ne disposent pas d’une
procédure de résolution qu’ils peuvent appliquer. Ils doivent ouvrir de nouveaux possibles. Le
traitement des données doit se faire nécessairement de maniére inter-objectale puisque la
réponse ne peut pas s’appuyer sur une seule donnée, du moins dans un cadre mathématique.

I1.2.4.f : Analyse des expérimentations en classe de sixiéme

La situation a été proposée dans une classe de sixiéme le 24 mars 2014. Les éléves
sont par groupes de 3 ou 4 et doivent rédiger une chronique de leur recherche (voir annexe
21). L'enseignant que nous désignerons E1 n'apporte aucune aide sur cette premicre étape.
Notre objectif est de voir comment les €léves traitent les données et quelles procédures ils
utilisent alors qu'ils n'ont pas travaillé la notion de fonction.

Dans la version du probléme proposée en sixieme les valeurs étaient différentes de
celles exposées précédemment. La hauteur critique est de 130mm et on obtient le tableau 23.



Pluviométrie
en L/m?

Hauteur d’eau

dansle 0 | 38 | 72 | 76 | 89 | 107 127 | 129 | 144
pluviometre en

mm

Tableau 23: Hauteur d'eau dans le pluviometre (en mm) en fonction de la pluviométrie (en L/m?)

Dans cette version la pluviométrie la plus élevée est prévue le 21 mars, elle est de
9mm alors qu'elle reste inférieure a 7,6 sur les autres dates. La question est donc de savoir si
entre 7,6L/m* et 11L/m? la hauteur de 130mm est atteinte a 9L/m? Par rapport a notre
situation présentée plus haut qui proposait une interpolation par prolongement, il s'agit ici
d'une interpolation sur un intervalle.

Nous allons analyser les productions des différents groupes.

Groupe A : les ¢leves ont identifi¢ dans les deux tableaux les dates du 10 mars et du
11 mars qui correspondent a 11 et 7,6L/m? et ils ont fait une croix pour repérer la date du 21
mars sur la feuille distribuée aux éléves avec les données du probléme. Ils ont donc bien
identifi¢ l'intervalle sur lequel il faut travailler. Ils n'ont pas organis¢ les données dans un
nouveau tableau mais ils concluent (voir extrait 69) :

Ouy , Mongren &gggg doit b imquler AL 30 carx
% A oy O3
Zin oy Sdpasse 3505,
+,6-128 o712
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725=12% Q,Qs = 1 ! A

Extrait 69: Production activité "Pluviométrie"” 6° groupe A

On remarque que le groupe met les données en relation en utilisant le symbole
d'égalité entre les deux grandeurs. Les unités ont disparu, les éléves travaillent donc sur des
nombres. Cette écriture pourrait étre rapprochée de 1(7,6) = 129 et £(7,5) = 127.

En face ils écrivent la correspondance liée aux variations. En effet, 0,1 correspond a la
variation de 7,5 a 7,6 et 2 a celle de 127 a 129. Ils symbolisent donc ici qu'une variation de 0,1
pour l'une correspond a une variation de 2 pour l'autre. Enfin ils utilisent la proportionnalité
des écarts pour dire qu'une variation de moiti¢, donc de 0,05 de 1'une correspond a la variation
de moitié de l'autre, c'est-a-dire 1. Ce qui donne que 7,6 augmenté de 0,05 correspond a 129
augmenté de 1. Comme 7,65 correspond a 130 et que la hauteur maximum doit étre de



130 mm, les éléves concluent que dés que la pluviométrie dépasse 7,65 L/m?, il y a un risque
d’inondation.

Groupe B : Ce groupe conclut aussi au risque d'inondation. I1 fournit un compte-rendu
(voir extrait 70 ).
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Extrait 70: Production activité "pluviométrie” classe de 6e groupe B

Ce groupe s'intéresse aussi au voisinage de 130 mm et donc recopie les valeurs prises
les 7 et 11 mars. Ces éléves mettent en relation les deux grandeurs en utilisant aussi le signe
d'égalité. Ici, I'unité est conservée pour la premiere grandeur et ne figure pas pour pour la
seconde. De plus, la date est indiquée. La ligne suivante fait apparaitre la méme égalité sans la
date et avec l'unité¢ 7,5 L. Cette ligne effacée puis recopiée en dessous amene une confusion
entre L et 4 et on peut lire 7,54 L mais cette valeur ne semble pas correspondre a un calcul.
Comme le groupe A, ce groupe s'occupe ensuite des variations. Le raisonnement n'est pas
mené a son terme mais dans la partie qui est rayée, on voit que les dates sont sans doute un
obstacle, les ¢éléves ne savent pas vraiment comment exploiter ces données.

Groupe C : Cette production est intéressante car les éléves prennent soin de formuler
leur probleéme. Ils n'arrivent pas a s'extraire de la chronologie et ils se focalisent donc sur ce
qui se passe du 16 au 21 mars. Ils ne réorganisent pas les données mais ils extraient la partie



du tableau correspondant a la période critique. Ils concluent que M. Legoff doit s'inquiéter
puisque 9 est supérieur a 7,6 qu'ils identifient comme étant le maximum. Ici le discret est un
obstacle, comme le risque est a 130 mm, les éléves concluent que 129 mm est le maximum a
ne pas dépasser, obtenu pour 7,6 L/m?. IIs n'envisagent pas une hauteur de 129,8 mm, et ne se
posent pas la question des variations.
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Extrazt 71: Production activité "Pluviométrie” 6° groupe C
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Trois autres groupes ont le méme raisonnement et concluent donc trés vite au fait que
M. Legoff doit s'inquiéter.

Groupe D : Ce groupe n'a pas rendu l'intégralité de son travail, il a organisé les
données dans un tableau regroupant les dates, la pluviométrie et la hauteur d'eau. Ce groupe a
ensuite cherché une conversion. La seule information donnée est que 3,4 L =3 400 m. On
peut supposer qu'ils ont tenu compte de la taille des nombres pour chercher un systeme de
conversion mais que ces calculs n'ont pas abouti. L'utilisation d'un effaceur atteste d'une
discussion ou d'essais dans le groupe qui ont amené des révisions de ce qui avait été écrit.

Ro.(um ©ur!, monsieur Lesdogg cAeit s mquxe‘!:ep
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Extrait 72: Production activité "Pluviométrie" 6° groupe C

Groupe E : Comme I'équipe précédente, le probléme est posé : « Il faut trouver
combien il y aura de m? a 130 m ». Ce groupe utilise les données des 7 et 12 mars sans que ce
choix soit explicité. On peut supposer qu'il choisit les données proches des 130 mm mais
alors, pourquoi ne pas utiliser la donnée du 11 mars qui est de 129 mm ? Peut-étre les calculs
ont-ils semblé plus faciles puisque les écarts sont plus importants. Les ¢éléves ont calculé les
variations et symbolisent la proportionnalité des accroissements par 1'égalité 2,9 m? = 20mm.
Ils utilisent ensuite la proportionnalité pour calculer la variation correspondant & 3 mm et
obtiennent que la hauteur de 130 mm correspond a 7,935 L/m?, ce qui leur permet de
conclure. Les unités sont indiquées méme si elles sont erronées, on peut penser que c'est un
outil de controle pour vérifier de quelle grandeur il s'agit & chaque étape.
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Extrait 73: Production activité "Pluviométrie" 6° groupe E
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Groupe F : Ce groupe a rendu un bilan qui ne présente que deux courbes collées sur
une méme feuille recto et verso, ce qui ne permet pas de les comparer entre elles. La premicre
est le graphique représentant la hauteur en mm dans le pluviometre en fonction de la date du
1°" au 15 mars. Le second prolonge la courbe du 16 au 21 mars. Le premier point a été placé a
l'abscisse 17, il semble y avoir un décalage et la dernic¢re valeur est manquante. Si bien que le
16 qui se retrouve a l'origine du repere est relié au point suivant. Le méme type de décalage
est visible sur le premier graphique qui a ét¢ gommé et refait. Par contre les ordonnées des
points correspondent globalement a la pluviométrie en L/m? a laquelle serait appliqué un
coefficient multiplicateur voisin de 15. Nous pouvons alors nous demander d'ou vient ce
coefficient ? Une hypotheése est que le groupe a cherché un coefficient de proportionnalité

. . 4 129
entre la pluviométrie et la hauteur d'eau. Pour les quotients ST ~13,09 et 76 ~16,97 leur
moyenne donne effectivement 15,03. Par contre nous n'avons aucun indice pour savoir si les
¢éleves ont ordonné les données pour se focaliser sur ces valeurs. Le calcul des quotients est
e 38 . . . . .
trés différent pour 0o on obtient 190 par exemple. Peut-étre ont-ils testé tous les quotients et
gardé une valeur moyenne correspondant aux environs de 130.

Voici les valeurs obtenues par application du coefficient multiplicateur de 15. On

retrouve les ordonnées du second graphique avec un décalage d'une abscisse.

Pluviométrie 3,2 4 34 7 1,2 9
ordonnée 48 60 51 105 18 135
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En conclusion, la situation proposée dés la sixieme prouve que la procédure qui
consiste a étudier la covariation et la proportionnalité des écarts est mise en application par les
¢léves et donc que le concept d'affinit¢ est déja outil sans que l'objet n'ait été étudié.
Contrairement a notre hypothese de départ qui était que la proportionnalité était un obstacle a
la mise en place du concept d'affinité, il apparait que des ¢éléves s'emparent de ce concept des
la sortie de I'école élémentaire. Il semble que si la proportionnalité devient effectivement
automatisée, cette automatisation reléve du collége et non du primaire. A moins que la
présentation des données ne soit un élément déterminant. En effet la présentation de données
en tableau induit un traitement par la proportionnalité, ici les données ne sont pas mises en
relation dans un méme tableau.

L'obstacle du continu par rapport au discret apparait dans la moitié¢ des groupes. Il n'est
pas li¢ au fait d'avoir un point de vue global ou local sur la fonction, les éléves étudient
effectivement la covariation au voisinage du point (7,6 ; 129), donc localement, mais ils
n'envisagent pas de valeurs intermédiaires entre 129 et 130. Nous pouvons aussi remarquer
que les éleéves peuvent traiter les données comme des nombres et donc indépendamment des
unités, ce qui ne signifie cependant pas qu'ils élaborent un modele théorique.

I1.2.4.g : Analyse des expérimentations en classe de 5°

La situation a été proposée dans deux classes de 5° par un autre enseignant E2. Comme
les classes de E2 ont I'habitude des narrations de recherche, les productions des groupes
apportent des éléments d'analyse intéressants (voir annexe 22). La consigne donnée est
« Vous répondrez a la question posée en ayant soin d'argumenter votre réponse. Si vous ne
trouvez pas de réponse satisfaisante, vous indiquez vos difficultés, vos essais, vos erreurs, les
pistes que vous avez suivies avec ou sans succes. » Le travail est individuel, il a été proposé le
29 janvier 2014 et a duré 30 a 40 minutes.

Nous allons analyser les procédures utilisées dans ces deux classes.

L'étude d'une seule donnée

Certains ¢€léves concluent a partir d'une seule donnée en disant qu'ils n'ont trouvé
aucune date ou la pluviométrie est de 130mm. L’un d’eux écrit « Non car aucune météo
annonce plus de 130mm pendant le 16 au 21 mars. »

Proportionnalité

Les ¢léves qui utilisent cette procédure utilisent les propriétés de linéarité en écrivant
par exemple que si pour 1,6 L/m? on a 76 mm pour le double 3,2 L/m? on aura 76 x 2 =152
soit 152 mm. Si les valeurs obtenues semblent ne pas correspondre, les éléves n'hésitent pas a
jouer sur la virgule pour interpréter le 152 obtenu en 15,2 mm.

Une éléve propose par exemple de multiplier la pluviométrie par 9 et de comparer a
130mm. Le coefficient 9 étant choisi car c'est la pluviométrie au 21 mars.

On constate que cette procédure est utilisée comme une technique sans que le sens soit
interrogé par rapport aux valeurs obtenues ou traitées.



Explication physique

Un ¢éleve explique : « Monsieur Legoff ne doit pas s'inquiéter car 1'eau va descendre au
fur et a mesure grace a la chaleur haute de la prévision météo car elle va de 1,2 a 9mm. »
Cette explication laisse entendre une confusion entre pluviométrie et température. En tout cas,
elle cherche a tenir compte d'un phénomeéne physique réel qui est 1'évaporation. La difficulté
dans ce type de contexte est la simplification nécessaire de la situation pour pouvoir la traiter.
Cette mod¢lisation d'un point de vue des sciences physiques est implicite alors que nous
cherchons a expliciter un modele mathématique. Deux théories sont donc utiles alors que nous
ne tenons compte que d'une seule dans notre expérimentation.

Procédure somme

Les éléves ont eu 1'idée d'additionner les hauteurs d'eau dans le pluviométre. Il n'est
pas précisé dans cette version du texte du probléme que le pluviométre est vidé a chaque prise
de mesure, les éléves ont avec raison pensé€ que l'eau s'accumule de jour en jour. Nous avons
modifi¢ le probléme pour éviter d'intervenir pour apporter cette précision a l'oral. Par contre
ce qui est intéressant, c'est que les €éléves ont additionné toutes les hauteurs du 1* au 15 mars
sans se préoccuper de ce qui se passerait ensuite puisqu'ils ont déja leur conclusion. Le
tableau de pluviométrie n'a donc pas €té utilisé par certains éléves comme le montre 1'éleve
B1 (voir extrait 74).
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Extrait 74: Production activité "Pluviométrie” en 5¢ éléeve Bl
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D'autres ont additionné les valeurs de la pluviométrie avant et apreés le départ de
M. Legoff, comme I'a fait par exemple 1'¢léve B2 (voir extrait 75).
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