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Résumé

Le systeme modélisant un écoulement de deux phases incompressibles dans un gi-
sement pétrolier a large porosité est régi par la loi de Darcy-Brinkman. La vitesse
de filtration de Darcy conduit a une équation elliptique en pression et une équa-
tion parabolique dégénérée en saturation. Ce systeme est tres largement utilisé en
milieu poreux. Dans cette theése, on s’intéresse a la modification de Brinkman qui
consiste a modifier la loi de Darcy en ajoutant un terme de dissipation en vitesse. Ce
systeme conduit a une équation elliptique en pression et une équation parabolique
non standard en saturation, régularisante en temps. On s’intéresse dans un premier
temps a 1’étude mathématique du systeme Darcy-Brinkman et a la régularité des
solutions. Afin de simuler numériquement les solutions de ce probléme, on propose
une premiere étude de convergence d’un schéma aux volumes finis sur un maillage
admissible et pour un milieu poreux homogene. Ensuite, une méthode combinée de
type volumes finis-éléments finis non conformes est proposée pour tenir compte de
I’anisotropie du milieu. Le but du deuxieme volet de cette these est de tenir compte
de la compressibilité des fluides. On propose de décrire le modele de Darcy-Brinkman
dans le cas monophasique compressible. On montre que ce modele est bien posé en
dimension un d’espace et sur ’espace entier. Ensuite, sous I’hypothése de Bear, on

montre également que le modele est bien posé en dimension d > 2.

2 . 1. . . .
Mots clés : Darcy, Brinkman, milieux poreux, incompressible, compressible,
immiscible, isotrope, anisotrope, volumes finis, éléments finis, schéma combiné, sys-
temes paraboliques dégénérés, systemes elliptiques, systemes dégénérés, systemes

couplés non linéaire.






Abstract

The system modeling a two incompressible phase flow with high porosity in an oil-
field is governed by the law of Darcy-Brinkman. The velocity of filtration of Darcy
leads to an elliptic equation in pressure and a degenerate parabolic equation in satu-
ration. This system is widely used in porous media. In this thesis, we are interested
in the modification of Brinkman which consists in modifying Darcy’s law by adding
a viscosity disspative term. This system leads to an elliptic equation in pressure
and unstandard parabolic equation in saturation regularized in time. First, we are
interested in the mathematical study of the Darcy-Brinkman’s system and in the
regularity of the solutions. To simulate numerically the solutions of this problem,
we study the convergence of a finite-volume scheme on an admissible mesh for a
homogeneous porous media. Then, we propose a combined method of finite volume
- nonconforming finite element type to deal with the anisotropic of the media. In the
second part of this thesis we deal with the compressibility of the fluids. We suggest
a model of Darcy-Brinkman to describe the compressible monophasic case. We show
that this model is well posed in dimension one in the whole space. Then, under the

hypothesis of Bear, we also show that this model is well posed in dimension d > 2.

Key words : Darcy, Brinkman, porous media, incompressible, compressible,
immiscible, isotropic, anisotropic, finite volume, finite element, combined scheme,
degenerate parabolic systems, elliptic systems, degenerate systems, nonlinear cou-

pled systems
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1.1 Contexte général et scientifique

Les écoulements dans le sol ont été tres étudiés depuis une cinquantaine d’années
pour comprendre comment un liquide s’écoule en milieu poreux, avec des applica-
tions a la géothermie et en ingénierie pétroliere, par exemple pour la récupération des
hydrocarbures. Plus récemment, différents organismes se sont intéressés a I’étude de
la pollution des sols, a la restauration biologique des nappes acquiferes, au stockage
du CO, dans des gisements déplétés ainsi qu’au stockage des déchets radioactifs
dans le sol.

Dans ce manuscrit, on va décrire deux modeles, écoulement de Darcy-Brinkman
monophasique compressible (une seule phase par exemple eau, huile, gaz..), ’écou-
lement de Darcy-Brinkman diphasique immiscible et incompressible dans un milieu
poreux.

Dans la suite de cette section, nous allons dans un premier temps détailler I'une
des applications (récupération secondaire des hydrocarbures) et les modeles phy-
siques qui seront étudiés mathématiquement et numériquement dans ce mémoire.

Ensuite, nous donnerons un plan détaillé des principaux résultats obtenus.

1.1.1 Milieux poreux

Un milieu poreux est un domaine dont la phase solide est fortement imbriquée avec
la phase fluide. On modélise classiquement un sol par une matrice solide (le grain)
et un espace interstitiel (constitué de pores) perméable a travers lequel s’effectuent
des échanges de masse fluide. Cet espace est connexe par arcs, deux points de la
partie fluide sont liés par un trajet entierement intérieur a ’espace interstitiel (voir

la figure 1.1). Deux grandeurs macroscopiques décrivent un milieu poreux :

e Pour un volume élémentaire donné, centré en un point x du milieu, la porosité
(« fraction de vide ») ¢(x) est le rapport (sans dimension) entre le volume

occupé par les pores et le volume total élémentaire.

e La perméabilité intrinseque K ne dépend que de la géométrie du milieu, et

indique 'aptitude de celui-ci a étre traversé par un écoulement. Lorsque le



1.1 Contexte général et scientifique

- Grain

Pore

FIGURE 1.1 : Milieux poreux

milieu est isotrope, la perméabilité K est indépendante de la direction, et une
perméabilité scalaire suffit a le décrire. Sinon, le milieu est dit anisotrope, et

la perméabilité K prend la forme d’un tenseur symétrique [36], soit en deux

dimensions :
K — kx:v kmy
Kay Ky
10 .
Par exemple, un tenseur de la forme K = 0 , avec a < 1, traduit une
Q

direction préférentielle horizontale pour ’écoulement. Un tenseur de la forme

Lo ki, avec k=r = C?S(%) —sin(3)
0 o 1 1 sin(%)  cos(

traduit une direction préférentielle oblique pour ’écoulement. On doit a Matheron

—
13

ISE
~—

K =k

ENEY

[55] I'essentiel des démonstrations des propriétés de K. On notera en particulier que

c’est un tenseur symétrique défini positif.

1.1.2 Récupération de pétrole

La récupération du pétrole se fait en plusieurs étapes, les deux premieres étapes

représentent ’enjeu du présent travail.
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Récupération primaire.

Au début de la production dans un champ de pé-

trole, le pétrole est récupéré typiquement par suite
s . . , . . Primary Production - 10 {o 25%
de l'expansion des fluides du réservoir qui est na-

Secondary Recovery - 10 to 20%
(Waterflooding)

turellement produite par pression a l'intérieur de

Original Qil In Place

la formation productrice. La seule force naturelle
Tertiary Potential

présente pour déplacer le pétrole a travers la roche-

réservoir pour le puits de forage est la différence
de pression entre la pression la plus élevée dans la
formation rocheuse et la pression la plus faible dans le puits de production. Diffé-
rents types de pompes sont souvent utilisés pour réduire la pression dans le puits de
forage, ce qui augmente ainsi la différence de pression.

En méme temps, il existe de nombreux facteurs qui agissent pour empécher la
circulation de pétrole, selon la nature de la formation et les propriétés des fluides, tels
que la pression, la perméabilité, la viscosité et la saturation en eau. Cette étape de
production, dite « récupération primaire », récupere seulement une petite fraction de

pétrole initialement en place dans une formation de production, allant typiquement
de 10% a 25%.

Récupération secondaire.

Apres la phase de récupération primaire, des techniques de "récupération secondaire'
sont mises a la place, dans lesquels des fluides externes sont injectés dans un réservoir
pour augmenter la pression du réservoir et déplacer le pétrole vers les puits de
forage. Les techniques de la récupération secondaire se traduisent souvent par une
augmentation de la production et des réserves issues de la récupération primaire.
L’injection d’eau, une forme de récupération secondaire, fonctionne par recom-
pression d’un réservoir a travers l'injection d’eau, autrement dit pousser a l'extrac-
tion du pétrole des puits de forage. L’injection d’eau remplace la perte de pression

dans le réservoir qui est due a la production primaire de pétrole et de gaz.

Un réservoir qui a eu tous les fluides produits remplacés par injection est a 100%
plein. En général, la production de pétrole a partir de I'injection d’eau se produit
a 100% de remplissage en place. Le fait d’estimer le pourcentage de remplissage en

place qui a eu lieu, ou quand un réservoir est rempli entierement, est soumis a une

4
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FIGURE 1.2 : récupération secondaire du pétrole

grande variété de techniques géologiques d’incertitudes. Suite a l’eau injectée, les
fluides produits contiennent a la fois ’eau et le pétrole, ou la quantité relative d’eau
augmente de plus en plus au cours du temps.

Les équipements de surface sont utilisés pour séparer le pétrole de I'eau. Le pé-
trole, par le biais des pipelines ou des bassins de rétention, est transmis pour la vente
et I'eau déja recyclée, sera utilisé de nouveau pour les installations d’injections. En
général, le projet de récupération secondaire permet une extraction supplémentaire

de pétrole de 10% a 20%, de la quantité initiale présente dans le réservoir.

1.2 Formulation mathématique

Dans cette section nous fournissons le cadre physique général pour d’écrire 1’écoule-
ment des liquides dans un milieu poreux en présence d’une phase ou de deux phases.
Nous établissons les équations aux dérivées partielles (EDPs) régissant ces écoule-
ments. L’objectif est de rappeler 'origine physique des coefficients qui apparaissent

dans les EDPs et les diverses lois de fermeture permettant de bien poser le probleme.

1.2.1 Loi de Darcy

L’étude des écoulements dans les milieux poreux a été réalisée par 'ingénieur Darcy
en 1856, cette étude est parue dans "Mémoire sur les fontaines publiques de la ville de

Dijon". Les enquétes d’Henry Darcy (1856) sur I’hydrologie de I"approvisionnement

5
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en eau de Dijon et ses expériences sur la circulation unidirectionnelle en régime
permanent en milieu uniforme ont révélé une proportionnalité entre le débit et la
différence de pression appliquée. Il a mis en évidence une relation linéaire entre la
vitesse et le gradient de pression appliqué de part et d’autre du matériau poreux.
La loi de Darcy s’applique a un milieu poreux homogene et isotrope parcouru par

un écoulement a faible vitesse.

A cet effet, Pauteur a tenté d’améliorer la qualité des filtres & sable utiles & la
purification des eaux d’alimentation de la ville de Dijon, il a établi expérimentale-
ment la relation entre le débit d’écoulement a travers un matériau poreux et la perte
de charge qui lui est associée dans un dispositif semblable a celui illustré a la figure
1.3, extraite de [58].

FIGURE 1.3 : Dispositif expérimentale de Darcy.

De cette expérience, Darcy a déduit une relation exprimant le débit total @)
transitant au travers de la colonne comme le produit de sa section A, du rapport de
la différence de la charge totale Ah existant entre ces deux extrémités a sa longueur

L et d’un coefficient de proportionnalité H,

Q= H.AALh ~ H.i.A (1.1)
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ou

Q : débit d’écoulement total mesuré a la sortie (m3/s).

K : constante connue sous le nom de coefficient de perméabilité de Darcy (m/s).
Ah : différence de la charge totale entre les deux extrémités du tube de sol.

L : longueur de 'échantillon (m).

i : gradient hydraulique (i = %)

A : Section de I’échantillon normale & la direction de 1’écoulement (m?).

H : Conductivité hydraulique (m/s).

En divisant les deux membres de la relation (1.1) par A, nous obtenons la vitesse
de filtration, V = % appelé également vitesse de Darcy,
Q Ah

=X - H=" = Hi 1.2
V== 7 i (1.2)

Dans la notation moderne, cela s’exprime, sous une forme locale, par la relation

différentielle

Ko
v=_=2L
w Ox
Ici % est le gradient de pression dans la direction de ’écoulement, K est la per-

méabilité et p est la viscosité dynamique du fluide. La loi de Darcy est aujourd’hui
généralisée a des fluides compressibles en I’exprimant selon les propriétés intrinseques

du milieu poreux et du fluide :
K
V= —n (Vp—p(0) ),

ou p(p) est la masse volumique du fluide et 3 le vecteur de la gravité. La loi de Darcy
a été vérifiée par les résultats de nombreuses expériences. Le support théorique a
été obtenu de diverses fagons, en utilisant les modeles déterministes ou statistiques.
Il est intéressant que les données originales de Darcy aient été affectées par la va-
riation de viscosité avec la température [47]. Un traitement raffiné des équations
de conservation de masse et de momentum, basé sur la moyenne du volume, a été

présenté par Altevogt et al. (voir [3, 4] pour plus de détails).
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1.2.2 Loi de Darcy-Brinkman

Une alternative a I’équation de Darcy est ce qu’on appelle couramment 1’équation

de Brinkman, qui prend la forme
pV =—K(Vp—p(p)q)+ iKV?V. (1.3)

Nous avons maintenant deux termes visqueux. Le premier est le terme usuel de
Darcy et le second est similaire au terme laplacien qui apparait dans 1’équation de
Navier-Stokes. Le coefficient ji est la viscosité effective. Brinkman suppose que ces

deux viscosités sont égales, mais en général ce n’est pas vrai.

Dans les récents articles, I'equation (1.3) a été désigné sous le nom de « l'ex-
tension de Brinkman de la loi de Darcy», mais c’est une expression trompeuse.
Brinkman [19, 20] n’a pas simplement ajouté un autre terme. Au contraire, il a ob-
tenu une relation entre la perméabilité K et la porosité ¢ pour un assemblage de
spheres d’une procédure "auto-cohérente", qui n’est valable que lorsque la porosité
est suffisamment grande ¢ > 0.6 selon Lundgren [52]. Cette exigence est tres res-
trictive puisque la plupart des milieux poreux naturels ont des porosités inférieures
a 0.6.

Lorsque I’équation de Brinkman est employée comme une équation d’impulsion
générale, la situation est plus compliquée. Dans 1’équation (1.3) p est la pression
intrinseque du fluide, de sorte que chaque terme dans cette équation représente une
force par unité de volume du fluide. Un processus détaillé conduit au résultat que,
pour un milieu poreux isotrope, ﬁ = iT*, ou 1™ est une quantité appelée tortuosité
du milieu [13]. Ainsi, 5 dépend de la géométrie du milieu. Ce résultat semble étre
conforme au résultat de Martyrs et al. [53], qui parlent d'une étude dans laquelle
une solution numérique de 1’équation de Stokes était associée a une solution de
I’équation de Brinkman pour un flux proche de I'interface entre un pur fluide et un
milieu poreux, conclut que la valeur de % doit dépasser 'unité et augmenter de fagon

monotone avec une diminution de la porosité.

Liu et Masliyah [50] résument la compréhension actuelle en disant que les si-
mulations numériques ont montré que, selon le type du milieu poreux, la viscosité
effective peut étre plus petite ou plus grande que la viscosité du fluide. D'une part,
le travail présenté par Ochoa-Tapia et Whitaker [59], donne % = é, plus grande que
I'unité. D’autre part, des analyses celles de Sdez et al. [64] donnent ﬁ pres d’une

tortuosité 7, défini comme dz/ds ou s(x) est la distance le long d’une courbe et une

8
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telle quantité est inférieure a I'unité. Liu et Masliyah [50] suggerent que l'on peut
penser que la différence entre i et p est due a la dispersion d’impulsion. Ils disent
qu’il a été généralement admis que fi dépend fortement du type de milieu poreux
ainsi que de la force du flux. Ils notent qu’il existe d’autres complications si le milieu
n’est pas isotrope. Ils notent également qu’il est courant que fi soit considéré égal a

i pour les cas de forte porosité.

Les vérifications expérimentales de la théorie de Brinkman ont été indirectes et
peu nombreuses. Lundgren [52] se réfere a des mesures de flux a travers des réseaux
cubes de perles sphériques sur des fils, ce qui correspond assez bien a la formule
de Brinkman pour la perméabilité en fonction de la porosité. Levy (1981) a montré
que le modele de Brinkman ne contient que des particules dont la taille est d’ordre
n3, ont n(< 1) est la distance entre les particules voisines. Pour les particules plus
grandes, la filtration des fluides est régie par la loi de Darcy et, pour les particules

plus petites, le flux ne s’écarte pas de cela pour aucune particule.

Durlofsky et Brady [32], en utilisant une approche de fonction de Green, ont
conclu que ’équation de Brinkman était valable pour ¢ > 95%. Rubinstein [62] a
introduit un milieu poreux ayant un tres grand nombre d’échelles et a conclu qu’il

pourrait étre valable pour ¢ > 80%.

Nous concluons que le terme laplacien est en effet nécessaire lorsque la condi-
tion "no-slip boundary" est satisfaite, et encore lorsque la porosité est suffisamment
grande. Il existe des situations dans lesquelles certains auteurs ont trouvé que c’est
pratique d’utiliser I’équation de Brinkman. Une telle situation est celle ou 'on sou-

haite comparer les flux dans les milieux poreux avec ceux dans les fluides purs.

L’équation de Brinkman a un parametre K (la perméabilité) de sorte que 1’équa-
tion se réduit a une forme de 1’équation de Navier-Stokes quand K — oo et a

I’équation de Darcy quand g — 0.

1.2.3 Ecoulement monophasique

En présence d’'un seul fluide (gaz, huile ou eau..), I"écoulement est dit écoulement
monophasique. Ce modele a été utilisé par exemple pour le gisement gazier.

L’équation de conservation de la masse décrit la dynamique de ’écoulement :

¢(x)0(p(p)) + div(p(p)V) = 0 (1.4)
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ou ¢ est la porosité, p est la pression, p(p) est la masse volumique du fluide et
finalement V' est la vitesse cinématique. Comme nous ’avons noté précédemment, il
y a plusieurs lois pour d’écrire la vitesse de 1’écoulement mais nous sommes intéressé

a la loi Darcy-Brinkman donnée par
pV ==K (Vp—p(p)d) + iKYV, (1.5)

nous rappelons que K est la perméabilité, p est la viscosité dynamique du fluide et

fi est la viscosité effective.

1.2.4 Ecoulement multiphasique immiscible

Ici on suppose que n phases se distinguent bien, par exemple : eau, huile, gaz. dans
ce cas, la composition du mélange présent dans le milieu est repérée a partir de la

saturation de chaque phase :

volume occupé par la phase 7

S; = )

volume du vide

telles que :

d s=1 (1.6)
et, suivant la conservation de la masse de chaque phase :

o(x)0(pi(pi)si) + div(pi(pi)Vi) =0, i=1,..,n (1.7)
La loi de Darcy est toujours applicable avec des modifications dues a Muskat :

kz(sz)
i

Vi=— K (Vp; — pi(pi)J) (1.8)
De la méme maniére on applique ces modifications a la loi de Darcy-Brinkman afin
d’obtenir
ki(si) RO —
Vi=— K (Vp; = pi(p:) d) + 1 KV?V, (1.9)

Hi

ou k; est la perméabilité relative de la phase i, dans une circulation multliphasiques.

On admet que chaque fluide ¢ suit séparément une telle loi (par exemple Darcy ou

10
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Brinkman), comme s’il occupait une certaine portion du milieu poreux. La perméa-
bilité relative k; est une fonction croissante de la saturation du fluide 7. Plus la
portion du milieu poreux occupée par le fluide ¢ sera grande, plus la perméabilité
liée a ce fluide sera grande.

Expérimentalement on mesure que Y, k; < 1 (voir figure 1.4 ci-dessous).
On appelle parfois le rapport k;/p; la « mobilité » du fluide 7 et il sera noté plus
tard \;.

1.0 r r 1
0.8 N kg k, ~
l‘\/’ 4/
X g
0.6 |- \
X /
\\ ,f
\
04 - "\\ ,’//
\\x/
0.2 i /N S =
Vi . i
7~ -
: P e
0.0 W | ‘ e
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
5=§

FIGURE 1.4 : Effet de la saturation en eau S = S, sur la perméabilité relative de
I'eau k,, et de I'huile k,, dans un sable non consolidé. Il n’y a pas de perméabilité
de 'eau en dessous d’une saturation critique de I'eau S,,. = 0.19 et il n’y a pas de
perméabilité de I'huile pour une saturation en eau supérieure a Sp. = 0.91, c’est-
a-dire pour une saturation en huile inférieure a la saturation résiduelle en huile

S()r =1- SOc-

En dessous d’une certaine saturation limite (en eau par exemple), la phase eau
n’est plus continue et la perméabilité de I’eau est nulle. On peut noter au passage que
la somme des deux perméabilités intrinseques de deux fluides n’est pas constante, et
est le plus souvent inférieure ou égale a la perméabilité intrinseque du milieu poreux.
cela traduit le fait que plus la phase est présente dans le milieu plus elle est mobile.
La fonction s; — k;(s;) est croissante en fonction de s;. Noter aussi que la phase
est immobile des qu’elle est absente, ce qui implique que les perméabilités relatives

satisfont
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Ces courbes de perméabilité relative sont déterminées expérimentalement sur échan-
tillon. Elles ne sont malheureusement pas biunivoques, et subissent des cycles d’hys-
térésis. Ainsi une perméabilité relative n’est pas une fonction unique de la saturation.
On néglige cependant tres souvent cette hystérésis.

Le concept de perméabilité relative rend compte de I'interférence entre plusieurs
fluides lors de leur circulation [30]. La figure 1.5 montre des courbes typiques de
perméabilité relative en fonction de la saturation pour des fluides mouillants et non-
mouillants. Fixer la saturation relative du fluide mouillant (par exemple S,, = 0.8)
définit implicitement la saturation relative du fluide non mouillant (par exemple,
S, = 0.2). Pour ces deux saturations relatives, on a k,, = 0.47 et k, = 0.04 (pour la

courbe d’imbibition).

1.0

w = wetting
n = nonwetting

Drainage

Imbibition

0.0 05 1.0

FIGURE 1.5 : Courbes de perméabilités relatives typiques (d’apres [30]).

Plusieurs méthodes permettent d’estimer de maniere empirique les perméabilités
relatives, par exemple celles de Corey [21] pour le drainage d’huile et de gaz (dépla-

cement d’huile par un gaz),

ko == (300)4
kg = (1- 300>2(1 - Sgc)
So Sor
Soc =
1— s,
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Ici s,, est la saturation résiduelle en huile, c’est a dire le seuil de saturation a partir
duquel T'huile commence a circuler. On cite encore le modele de Van Genuchten
[37, 51] pour le drainage d’eau et d’air :
m 12
ko= s [1— (15, 1)"]

wem

ko = (1 s0)" [1— sl

2m

ou les parametres € et v sont habituellement choisis par ¢ = % et v = % (voir Helmig,
1997 [40]).

A partir de ces equations on a le bilan suivant :(n+ 1) equations (equations (1.6)
et (1.7)). Il y a 2n inconnues du probléme (s;, p;)i=1.n. Le systéme n’est pas fermé,
par contre expérimentalement entre deux fluides non miscibles, il existe une interface
qui engendre une différence de pression entre ces deux fluides. Cette différence est
appelée pression capillaire. La pression capillaire entre deux fluide i et j est définie

par :

p? =p;,—p;, (ilya(n—1)equations).

pe(Sw>

sw,r 1 Sw

FIGURE 1.6 : Evolution de la pression capillaire en fonction de la saturation d’eau
avec Sy, la saturation résiduelle de 'eau selon la définition de Van Genuchten
dans(1.10)

Il y a plusieurs méthodes pour exprimer le pression capillaire, par exemple celle

de Van Genuchten qui exprime le pression capillaire en fonction de la saturation

13
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pour ’écoulement diphasique

1
Y

1
Pe(Swe) = —[swc’” — 1} ", pour p. > 0, (1.10)
Q

ol « est un parametre de mise a 1’échelle et est lié a 'inverse de la pression d’entrée.
Le coefficient n représente la distribution des tailles des pores. Selon Mualem, 1976
[57], m est défini comme m =1— 2.

Par la suite, on va décrire le cas d’écoulement diphasique de Darcy-Brinkman

1.2.5 Ecoulement diphasique incompressible et immiscible

On suppose que le fluide est incompressible c’est a dire que p; est une constante
indépendante de p;. Pour fixer les idées, on considere deux phases eau et huile. On
note s,, la saturation de ’eau et s, la saturation de 'huile.

Conservation de la masse de la phase eau :
&(x)0(s) + div(V,) =0, (1.11)

Conservation de la masse de la phase huile :

o(2)0(s,) + div(V,) =0, (1.12)
de plus on a
Sw + S0 = 1 (1.13)
avec
kw(sw) ~ 2
Vw - = K (va - pw?) + Mva Vw (114)
k0(30> ~ 2
V,=— K (Vo — po §) + file KV?V,, (1.15)

o

La courbure de la surface de contact entre deux fluides entraine une différence de
pression appelé pression capillaire. Les expériences ont montré que les pressions

capillaires sont fonctions de saturations. On définit alors la pression capillaire par
pc<sw) = Pw — Po,

14
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ce qui donne 4 equations a 4 inconnues qui forment le systéme de Brinkman. Notez
que nous pouvons toujours obtenir le systéme Darcy si on prend ji; = 0. Ce modele

sera détaillé dans le chapitre 2.

1.3 Plan de la these

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres. Le premier correspond a 1’étude théo-
rique de I’écoulement diphasique immiscible et incompressible de Darcy-Brinkman,
ainsi qu’ a I'étude asymptotique du systeme de Darcy-Brinkman quand la visco-
sité de Brinkman tend vers zero. Dans le deuxiéme chapitre, un schéma numérique
de type volumes finis est développé pour la discrétisation du modele généralisé de
Darcy-Brinkman sur des maillages admissibles dans un milieu homogene et isotrope.
Dans le troisieme chapitre, nous proposons et nous étudions un schéma combinant
les méthodes de volumes finis et d’éléments finis pour la discrétisation de modeles
de Darcy-Brinkman avec un tenseur hétérogene et anisotrope sur des maillages tres
généraux. Enfin le quatrieme chapitre est consacré a 'existence de solutions pour
I’écoulement monophasique compressible du Darcy-Brinkman d’abord en dimension
1 d’espace dans les espaces de Sobolev de type H*(R) avec s > %, puis sous 1’hy-
pothese de Bear en dimension d > 2. Le terme quadratique en gradient de pression
est négligeable dans ce cas et nous montrons l'existence de solutions faibles pour

I’écoulement monophasique compressible du Darcy-Brinkman.

1.3.1 Chapitre 2. Analyse mathématique du modele de Darcy-

Brinkman diphasique incompressible et immiscible

Dans ce chapitre, on décrit le modele de Darcy-Brinkman et on propose un systéme
de Darcy-Brinkman en appliquant 'opérateur de Helmholtz. On prouve 'existence
d’une solution faible du modele de Darcy-Brinkman et finalement on étudie le com-
portement asymptotique du systéme de Darcy-Brinkman quand g — 0. On montre
rigoureusement que le modele de Darcy-Brinkman converge vers celui de Darcy

quand g — 0.

Modele de Darcy-Brinkman : Les écoulements a deux phases immiscibles dans
un milieu poreux intervenant en géophysique sont nombreux. A titre d’exemple,

mentionnons la récupération secondaire dans des réservoirs de pétrole et la séques-
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tration de dioxyde de carbone dans des formations souterraines.

La conservation de la masse pour chaque phase est donnée par (voir [3]) :
00 (pisi) + div(pv;) = 0, i € {w,o}. (1.16)

Ici, s, et s, représentent respectivement la saturation (rapport du volume de la phase
sur le volume total) de la phase d’eau et celle du pétrole, les vitesses des phases sont
désignées respectivement par v, et v,, p; est la densité de la phase 1 = w, o0, et ¢
est la porosité. Compte tenu de l'identité s,, + s, = 1, les deux vitesses de phase
peuvent se résumer a produire la condition d’incompressibilité sous la condition que

les densités soient constantes :
div (v) =0, (1.17)

ol v = v, + v, est la vitesse totale. Les vitesses de phase sont décrites par la loi de
Darcy (voir [3]) :
v = — KVp; = —=\(si))KVp;, i€ {w,o}. (1.18)

%

La quantité k; = k;(s;) est la perméabilité de la phase i, p; est la pression de la phase
i, i la viscosité de la phase i, \; = \;(s;) = w la mobilité de la phase 7. A noter
que nous avons négligé la gravité dans la loi de Darcy (la gravité peut étre facilement
considéré, conduisant & un terme supplémentaire v; = —\;(s;) K(Vp; — piﬁ), voir
[3]). On note la saturation de 'eau s = s,, dans la discussion ci-dessous.

Soit p.(s) = pw — Po la pression capillaire qui est une fonction croissante par rapport

a s. Nous pouvons sommer (1.18) pour obtenir

v =—AK (Vp, + Vi(s)) , (1.19)

Aw
ou p'(s) = Tp’c(s) et A = A\, + A, étant la mobilité totale.
On note p = p, + p(s) la pression globale, ce qui donne

v=—AKVp. (1.20)

16
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Utilisant (1.20), le gradient de pression dans (2.4) peut étre éliminé et conduit a :

Uy = — A KVp — a(s) K Vs, (1.21)
Awdo ;o . : : o
avec a(s) = — Pe Soit f la fonction fraction de flux définie par
A (S A (8
f(s) = (5) _ (5) (1.22)

(s) Aw(8) + Xo(1—5)°

L’équation de la saturation (1.16) pour I’eau peut étre écrite sous la forme :
¢0rs — div(f(s)A(s)KVp) — div (a(s)KVs) =0 (1.23)

La combinaison de I’équation de saturation (1.23) avec la condition d’incompressi-
bilité (1.17) et I’équation de la pression, nous conduit aux équations d’évolutions

pour un écoulement diphasique dans un milieu poreux :

¢Ops — div(f(s)A(s)KVp) —div (a(s)KVs) = 0,
div(v) = 0, (1.24)
v = —A(s)KVp.

Les équations ci-dessus doivent étre complétées par des conditions initiales et aux
frontieres convenables.

La perméabilité de phase k,, : [0, 1] — R est une fonction réguliére monotone crois-
sante avec k,(0) = 0 tandis que la perméabilité de phase k, : [0,1] — R est une
fonction réguliere monotone décroissante avec k,(1) = 0.

En outre, la mobilité totale est strictement positive c’est a dire, A > A\, > 0 pour un
certain \,.

L’introduction de la pression globale et la transformation de Kirchoff [23, 9] ont
permis d’obtenir des solutions faibles Les équations (1.24) forment un systéme
parabolique-elliptique. Pour un champ de vitesse donnée, 1’équation de la saturation
est une loi de conservation parabolique dégénérée. La condition d’incompressibilité
fait que la vitesse peut étre obtenue en résolvant une équation elliptique pour la
pression p .

Une approche différente de celle ci-dessus est de poser la question fondamentale, est-
ce que la loi de Darcy (1.18) est correcte ? De nombreuses études ont porté sur cette

question et ont constaté que la loi de Darcy peut-étre insuffisante pour expliquer la
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dynamique de I’écoulement de fluide dans les milieux poreux, méme pour une seule
phase [4].

Plusieurs modifications de la loi de Darcy ont été proposées, voir [5]. Un intérét par-
ticulier dans ce document est porté sur la modification de Brinkman [4]. Il est bien
connu que cette modification explique la dynamique de I’écoulement dans certain mi-
lieu poreux, et semble mieux adaptée que le modele de Darcy dans de nombreuses
situations, voir chapitre 1 pour plus de détails et [12,15] et les références qui s’y
trouvent. Le modele de Brinkman pour la vitesse de phase de chaque phase est

donné par,
— v, KV?0; + piv; = —k;KVp;, i € {w,o0} (1.25)

Ici, v; est la viscosité effective. Notons que 'approximation de Brinkman ajoute un
terme de régularisation dissipative a la loi de Darcy.
En additionnant les relations de vitesse de phase (1.25) pour les deux phases {w, o},

on obtient que la vitesse totale v = v,, + v, satisfait :

—uKV* +v=—\(s)KVp, (1.26)

v v,
pourvu que g = — = — (condition de compatibilité) pour que le systéme re-

w o]
donne la vitesse totale dans le cas ou 1’écoulement est incompressible (c’est a dire
p = 0). En appliquant Uopérateur divergence a ’équation (1.25) ci-dessus et en uti-
lisant I'incompressibilité (1.17), nous obtenons ’équation elliptique suivante pour la

pression.
—div(A(s)KVp) =0 (1.27)
car dans le cas ou le milieu est isotrope (c’est a dire K = k constante) on a

divAv =)0, (Av;) =Y Adyv; = Adive =0

et dans le cas ou le milieu est anisotrope on néglige le terme d’ordre 3 en vitesse
pdiv (K'V?v). Ici, nous avons noté s = s,, la saturation de I'eau . En combinant cette
équation avec la conservation de la masse de la phase d’eau et avec I'approximation
de Brinkman (1.25) décrivant la vitesse de la phase d’eau et la fonction de flux

fractionnel définie en (1.22), nous obtenons le modele Darcy-Brinkman diphasique
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incompressible et immiscible suivant,

©os +div(v,) = 0,
— K0, + vy, —f(s)A(s)KVp — a(s)K Vs, (1.28)
—div(\(s)K'Vp) = 0.

Le systeme (1.28) est désormais qualifié comme la régularisation de Brinkman des
écoulements diphasiques dans un milieu poreux. On remarque que le systéme de
Darcy (1.24) peut étre obtenu a partir de la régularisation de Brinkman (1.28) si on
prend p = 0.

Appliquons formellement 'opérateur d’'Helmholtz —p div KV +1 a la premiere équa-
tion du systéme (1.28) et utilisons le fait que KV2V = div (KVV) (cette égalité est
vraie seulement dans le cas ou K le tenseur homogene est une matrice symétrique),

on obtient le systeme de Brinkman- Darcy suivant :

{ #0is = 16 div (KVrs) = div (K f(s)A(5)Vp) — div (a(s)KVs) =0, ) oo

—div (A(s)KVp) =0

On prend ¢ = 1 et K = cte = 1 dans le reste de ce chapitre pour la simplicité.
Le reste de ce chapitre concerne I'analyse du systeme de Brinkman (1.29). Il s’agit
de définir une notion convenable de solutions pour (1.29) et de montrer que ces

solutions existent.

Résultat principal.

Soit €2 un domaine ouvert borné dans R¢, dont le bord 92 est Lipschitz et 1 est la
normale sortante au bord de Q. On note Qr := 10, T[xQ ou T > 0 est un temps fixé.
Le bord du Q est divisé en trois partie 9Q = T'; UT. UT et on note Xy =]0, T[x 0.

Nous allons étudier le modele Darcy-Brinkman suivant :

Ors — pAOs — div (f(s)A(s)Vp) — div (a(s)Vs) =0, (t,z) € Qr (1.30)
—div (A(s)Vp) =0, (t,z) € Qr (1.31)
/Qp(t, z)dz =0, Vit >0 (1.32)
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Ce systéme est complété par les conditions aux bords sur Xp= |0, T[x 02,

0, t€o,T[zeT;

A($)Op(t,2) = Y g, t€)0,T[z €T, (1.33)

—qs, t€]0,T[,xz €Ty,
ponOs(t, ) + a(s)dy,s(t,x) = 0, t€]0,T[,x e T; ULy (1.34)
s(t,x) =1, t€]0, T,z eI, (1.35)

ou 0, = n -V désigne la dérivée normale sortante au bord de €2, et la condition
initiale définie dans 2 :
5(0,x) = so(x). (1.36)

Sous les hypotheses suivantes :

(H1) f:]0,1] — R est une fonction continue bornée tel que f(0) =0, f(1) = 1 avec
0<f<lL

(H2) La mobilité totale A est une fonction continue bornée telle que A(.) > A, > 0

pour une certaine constante \,.

(H3) Le terme de pression capillaire o est une fonction continue bornée positive
telle que a(0) = (1) = 0.

(H4) / ge do = / gs do C’est la condition de compatibilité.
Te I's
(H5) sy € H'(Q) est la donnée initiale avec so(z) = 1 sur T, .

Afin d’imposer une condition de Dirichlet homogene sur I',, le systeme devient

Ors — uAOs + div (f(1 — s)A(1 — s)Vp) — div (a(1 — s)Vs) =0, (1.37)
—div (A(1 — s)Vp) =0, (1.38)
Qp(t, x)dz =0, (1.39)
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avec les conditions aux bords suivantes

0, t€]0,T[zeT;

A1 —8)0pp(t,x) = (g, t€)0,T[,xeT,, (1.40)

—qs, t€]0,T],xz e,
10y 0s(t, x) + a(l — s5)0,s(t,x) = 0, t€]0,T[,x € T; UT,, (1.41)
s(t,x) =0, t €]0,T[,x € .. (1.42)

L’existence d’une solution du probleme (1.37)-(1.42) est alors équivalente a 1’exis-
tence d’une solution du probleme (1.30)-(1.36), pour cela dans la suite de ce chapitre
on va chercher une solution du probléme (1.37)-(1.42).

Maintenant on définit ’espace de Sobolev suivant :
Hy,(Q) = {u € H'(Q); / udr = 0}, et H (Q) = {u € H'Y(Q); u=0sur Fe}
Q

Ensuite, nous introduisons la notion de solutions faibles du systeme (1.37)-(1.42)

ci-dessous.

Définition 1.1. On dit que (s,p) : Qr X Qr — R X R, est une solution faible du
systéme (1.37)-(1.42) si :¥ T > 0, s € W (0, T; HE (Q)), p € L (0,T; HY () ;
avee s(0,z) =1 — so(x) p.p dans Q vérifiant pour tout ¢ € L*(0,T; Hf () on a
T T T
/ /8tsg0dxdt+u/ /V@t&Vgodxdt—/ /f(l—s))\(l—s)Vp-Vgadxdt
0 Jo o Jo 0 Jo
T T
+/ /Qa(l—s)VS-Vgodxdt:/ / qsf(1 — s)pdodt; (1.43)
0 o Jr,

et pour tout ¢ € L'(0,T; H'(Q))

T T T
/ /A(1—s)vp-wdxdt=/ / qe@bdadt—/ / gbdodt;  (1.44)
0 Ja 0 JT. 0 JI's

On a le théoreme d’existence suivant.

Théoréme 1.1. Sous les hypothéses (H1)- (H5), le probléeme auz limites (1.37)-

(1.42) admet une solution (s,p) au sens de la définition 1.1.

La preuve de ce théoreme est basée sur 'approximation récursive du systeme
(1.37)-(1.42) ci-dessous. Nous commengons par définir so(t,z) = 1 — so(x), (t,x) €
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@, puis, on définit 'algorithme suivant pour n = 0,1, .... :
Soit s, (t,z) € W1*°(0,T; H*(Q2)) donné, on cherche (py, $,41) solution de :

div (M1 = $,)Vps) =0, (tz)€Qr
t €]0,T],z € T;
M1 — 5,)0,pn(t, ) ¢, t€)0,T,xzel,, (1.45)
s, t€]0,T[xeTly,
/pntx dr =0, t>0,

et de

O1Sps1 — A8y 41 + div (f(l — s A1 — sn)Vpn) — div(a(l — sn)Van) =0,
10y 0rSp1 + (1 — 8,)0psn1 =0, 10, T[x (I UTY),
Spi1(t,z) =0, 10, T[T,
(1.46)

D’abord, on montre que les itérés sont bien définis en prouvant que les systemes
(1.45) et (1.46) sont bien posés. Ensuite, on établit des estimations d’énergies sur la
solution faible indépendantes de n pour passer a la limite afin d’obtenir une solution
faible pour le systéme (1.37)-(1.42), puis on établit le principe de maximum sur la
solution obtenue. Enfin, on étudie le comportement asymptotique du systeme de

Darcy-Brinkman quand g — 0.

1.3.2 Chapitre 3. Méthode de Volumes Finis pour le modele

de Darcy-Brinkman

On s’intéresse dans ce chapitre a la construction d’un schéma numérique pour le mo-
dele général de Darcy-Brinkman. Nous montrons que ce schéma vérifie les propriétés
indispensables a tout schéma numérique : existence de solutions, convergence vers
une solution faible du modele général. La premiere partie précise le modele a dis-
crétiser et la notion de solution faible lui étant associée. Les discrétisations spatiale
(maillages admissibles) et temporelle (pas de temps fixes) ainsi que le schéma de
type volumes finis sont introduits dans une deuxieme partie. La dérivée temporelle,
le terme de Brinkman, la diffusion et les termes de réaction sont discrétisés de fagcon

classique : implicite en temps, et un flux a deux points pour la diffusion et le terme
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de Brinkman [33]. Quant au terme d’advection, il n’est pas discrétisé par un flux
décentré amont classique mais par un flux préservant la monotonie; cela permet

d’assurer un principe de robustesse des solutions (voir [6]).

Probleme posé

Soit € un domaine ouvert borné dans R?, dont le bord 9 est Lipschitz et soit 7 la
normale sortante au bord de Q. On note Q7 := 10, T[xQ ou T > 0 est un temps fixé

et on note X =]0, T[x9. Nous allons étudier le systeme Darcy-Brinkman suivant :

Os — pAdys — div (f(s)A(s)Vp) — div (a(s)Vs) =0, (t,z) € Qr (1.47)
—div(Ms)Vp) =0,  (tx)€Qr  (148)
/Qp(t, x)dx =0, vVt >0 (1.49)

Ce systeme est complété par les conditions aux bords sur X,

A(s)opp(t,x) = m(t, ), (1.50)
10, 0s + f(s)m + a(s)0ys = h(t, z), (1.51)

et des conditions initiales définies dans € :
5(0,x) = so(x). (1.52)
Les hypotheses sont celles du chapitre 2. Ensuite on définit une solution faible du

systeme (1.47)-(1.52).

Définition 1.2 (Solution faible). On dit que (s,p) : Qr X Qr — R x R, est une
solution faible du systéme (1.47)-(1.52) si : VT > 0, s € W2 (0,T; H'(Q)), p €
L*(0,T; Hy;(Q)), telles que pour tout ¢ € L*(0,T; H(Q)) on a

/(]T/Qatsgoda:dt—i—u/oT/QV&fs-Vgpdwdt_i_/OT/Qf(S))\(s)vp.vgpdwdt

T T
+/ /w(s)-wdxdt:/ hododt, (1.53)
0 Q 0 [s]9)
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et pour tout ¢ € L*(0,T; H'(Q)) on a

/OT/QA(s)vp.wdxdt:/OT/mwdadt. (1.54)

Probléme discret : On s’intéresse a la formulation du schéma de volumes finis.
Au début, on décrit les discrétisations en espace et en temps, ensuite on énonce le
schéma numeérique.

Discrétisation en espace : On dit qu'un maillage 7, du domaine €2, formé de
polygones K ouverts et convexes nommés volumes de contrdle, est admissible s’il

vérifie les propriétés suivantes :
e La cloture de I'union des K est €.

e L’intersection entre deux volumes voisins K et L est un sommet ou un coté en
dimension deux (une face en dimension trois). Donc, la mesure de Lebesgue

(d — 1)-dimensionnel de 9K N JL n’est pas nulle dans le deuxiéme cas.

e Il existe une famille P = (zx)ge7,, OU x est le centre du volume K tel que
TrZr L ok ou ok, est 'interface commune entre deux volumes de controle
voisins. Par exemple pour une triangularisation ayant uniquement des triangles
avec des angles aigus, on prend xx comme étant le centre du cercle circonscrit

au triangle K.

Dans ce chapitre, on considere 7;, comme étant un maillage admissible de ). Dans

ce qui suit, on utilise les notations suivantes :

e La taille du maillage : A= sup{diam(K), K € T}

| K| =mes(K)= la mesure de Lebesgue d-dimensionnel de K (c’est laire de
K en dimension 2 et le volume de K en dimension 3) et |o| est la mesure

(d — 1)-dimensionnel de o.

Eint st Uensemble des cdtés intérieurs du maillage et &,y = {o; 0 C 0N} .

dr 1, est la distance euclidienne entre xx et zy. Si o C 02 alors dg, est la
distance euclidienne entre xx et y, ou y, est la projection orthogonale de x

sur o.

Nk, est la normale sortante de K et orthogonale a ok 1 ; Nk = =N K-
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o Tx 1 est la transmissibilité a travers l'interface ok ; définie par :

rep = oLl (1.55)

dk,1

e N(K)={LeT,/OKNOJL # 0} est 'ensemble de volumes voisins a K.

o Tk 1 est le diamant convexe construit en reliant les deux centres voisins zx et

xy, aux sommets de 'interface commune o 7. On a :

Q= U (U Tkr)-

KeT, LEN(K)

FIGURE 1.7 : maillage volume fini 7, : volume de contrdle, centre et diamant.

Discrétisation en temps : Une discrétisation de I'intervalle [0, T] est donnée par
un entier N € N*; ¢, = nAt pour n € {0,.., N} et pour un pas de temps fixe At
avec NAt = T. Les inconnues discrétes sont notées par wh = w(t,, rx) pour w = s
ou p.

Soit D une discrétisation admissible de Q7 = Q2% [0, T'] qui n’est autre qu'un maillage
admissible 75, de € et un pas de temps fixé At > 0. On définit la régularité du

maillage par :

h = At diam (K dr,rf -
max{ Al g dram(I6), Jea B0k, Hord
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Fonctions discrétes associées : Sur un maillage 7;, admissible, on définit L (€2) C

L?(2) Tespace des fonctions constantes sur chaque volume K € Tj.
Ly = {w, € L*(Q), wp(z) = Wk p.psur K}.
On peut lui associer un produit scalaire et une norme :

2
<wn,vn >2@= O KIWiVie, |[wnlffay = > |K]|[Wk| .
KeTy KeTy,

En plus, on définit un produit scalaire qui correspond & une semi-norme H} ()
discrete :

< Wp, Vp, >H1 =d Z TK’L(WL—WK)(VL—VK),

0K, Leg'm,t
2 _ _ 2
|wh|Hf1L(Q) = d Z TKJ,(WL WK) .
ok, LE€Eint
Finalement, on définit le gradient discret d’une fonction wjy constante par volume
de contrdle, comme étant une fonction constante par diamant Tk p, :

(Vhwh) = VK LWh = di’r]K’L . (156)

‘TK,L ’
Notons que la mesure d-dimensionnel |Tk 1| est égale a $|0K7 Lldk  donc la semi-
norme |wp|m, ) coincide avec la norme de V,wy, dans L*(12).

Schéma Numérique . le schéma de volumes finis (I'obtention du schéma numé-

rique est détaillé dans le chapitre 3) est donné par : VK € T, Vn =0..N —1on a :

Sn+1 Sn Sn+1 —_ gn S?’L+1 —_gn
K|2K _ L L PK K 1
K| At MLE%%K TKL( AL A7 ) (1.57)
Z TKL( Sn+1) — B( Sn+1 ) + Z Sn+1 Sn+1 danrl) 0K m@Q\h?{“,
LEN(K) LEN(K)
— S G(SE, Sp dpith) = [0K N o9, (1.58)
LEN(K)
S KPR =0, (1.59)
keTh
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ou

1 tna1

n+l __
* M= R oAl /amagh(t’gj)d"dt’

1 tn+1
n+1
= t,x)dodt
Ty 0K N OQAL Ji, /éﬂmaQﬂ-( @)dodt,
° dp?(TLl = TK,L(PE—H - [7?_1).

Les fonctions G et G, désignent les flux numériques et elles satisfont les propriétés

suivantes :
o Gy(.,b,c) est croissante, V b,c € R et Gy(a, ., c) est décroissante, ¥ a,c € R.
e Gy(a,b,c)=-G4(b,a,—c) ¥ a,b,c € R; donc le flux est conservatif.
e Gy(a,a,c)= —f(s)\(a)c V a,c € R; donc le flux est consistant.

e Il existe un module de continuité w : R™ — RT tel que V a,b,d’,V',c € R,
|Gs(a,b,c) — Gg(a', V', )| < |clw(la—d|+|b—=0]).

Théoréme 1.2. Sous l’hypothése (H1 — Hb), le schéma numérique (1.57)-(1.59)
converge vers une solution (s,p) du systéme (1.47)-(1.52) au sens de la définition
1.2 .

La preuve de ce théoreme se décompose en plusieurs lemmes et propositions détaillés
dans la chapitre 3.

1.3.3 Chapitre 4. Schéma Volumes Finis-Eléments Finis com-
biné monotone pour un modele anisotrope de Darcy-

Brinkman

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude d’un schéma combinant les méthodes de
volumes finis et d’éléments finis non conformes qui permet une discrétisation efficace
du modele dégénéré.

Dans le cas de tenseurs isotropes et homogenes réduits a une matrice d’identité,
un schéma volumes finis a été récemment développé dans [63] et a été étendu au cas
isotrope hétérogene et discontinu dans le premier chapitre de cette these. Toutefois,
le schéma volumes finis classique centré par maille impose des restrictions sur le

maillage (condition d’orthogonalité) pour obtenir des flux diffusifs consistants et on
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ne peut pas I’étendre simplement au cas ou le tenseur de diffusion est anisotrope ot le
calcul du flux numérique diffusif général nécessite d’approcher les valeurs A V3(s)-n

sur les interfaces du maillage.

Modeéle anisotrope de Darcy-Brinkman.

Le modele anisotrope de Darcy-Brinkman est donné par le systéme suivant :

$0ps — p¢ div (A V,s) — div (f(s)A(s) AVp) — div (a(s) AVs) = 0, ¢ >0,z € Q1.60)
—div (Ms)AVp) = 0, t>0,2 € Q161)
/Qp(t,x)dx = 0, Vt>0 (1.62)

Ce systéme est complété par les conditions aux bords sur Xp= [0,7] x 09,

wANVOs-n+ f(s)m+a(s) (AVs)-n= h(t, ), (1.64)
et des conditions initiales définies dans 2 :
s(0,z) = so(x). (1.65)

On rappelle que Q7 = Q x (0,7) ou T > 0 est un temps fixé et Q est un do-
maine ouvert borné polygonal connexe dans R%, d = 2 ou d = 3 dont le bord 99
est Lipschitz et n est un vecteur normal unitaire. Dans ce qui suit, on considere les
mémes hypotheses (H1)-(HG6) ainsi que leurs interprétations. Seulement, on géné-
ralise I’hypothese sur la perméabilité (A =cte) a la suivante : A € My(R) ou M,4(R)

est I’ensemble des matrices symétriques d x d, vérifient :
A e L™(Q), Vi, je{l,..,d}, (1.66)
et il existe Cy € R% telle que z € Q,V¢ € RY,
A@)€- € > Cpl¢*. (1.67)

Tout d’abord, il faut noter que I'existence globale d’une solution faible de ce modele

ainsi que I'unicité sous une hypothese supplémentaire ont été énoncées et montrées
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dans le deuxieme chapitre de cette these . Dans ce qui suit, on va construire un
schéma combiné robuste et efficace discrétisant le modele (1.60)-(1.65). On construit
le probleme discret et on effectue une étude de convergence de la solution discrete

vers une solution faible du probleme continu au sens de la Définition suivante :

Définition 1.3. On dit que (s,p), s,p : Qr — R, est une solution faible de la
systéme (1.60)-(1.65) si :V T >0, s € WLOO(O,T; Hl(Q)), peL>® (O,T; H}\/[(QD7
et vérifient :

Vo € L?((0,T); HY(Q)) ona :

/OT/Q&:Sngxdt+#/OT/QAV8tS-VgpdxdtJr/OT/Qf(S))\(S)Avp.vwdmdt

T T
+ [ [ as)AVs-Vodedt— [ [ hpdodt=0.  (168)
0 Q 0 o0

T T
/ /)\(S)AVp-Vgodacdt—/ / rodo dt = 0 (1.69)
0 Q 0 0N

Probléme discret

Cette section est consacrée a la formulation du schéma combinant les méthodes de
volumes finis et d’éléments finis non conformes afin de discrétiser le modele ani-
sotrope de Darcy-Brikman (1.60)-(1.62). Au début, on décrit la discrétisation en
espace et en temps, on définit les espaces d’approximation et apres on introduit le

schéma combiné.

Discrétisation en espace et en temps On rappelle que ) est un ouvert po-
lygonal borné de R? avec d = 2 ou 3. Afin de discrétiser (1.60)-(1.62), on considére
une famille de maillages {7,} du domaine €2, composé de simplexes fermés avec
des intérieurs disjoints, telle que Q = U KeThK . En plus, l'intersection de deux vo-
lumes distincts K, L € T, est un ensemble vide, une face, un segment ou un sommet
commun & ces deux volumes. On note par &, (resp. par £, %) I'ensemble de
tous les segments/faces (resp. intérieurs, extérieurs) et par Ex 1'ensemble de tous les
segments/faces d'un élément K € T,. La taille du maillage 7, est définie par h :=
size(T,)=max ke, diam(K) comme étant la borne supérieure du diametre maximal
des volumes de contrdle dans 7;,. On peut aussi définir un facteur géométrique relié

a la régularité du maillage, en imposant I'hypothese suivante de régularité sur la
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famille de triangularisations {7} : Il existe une constante positive kr telle que

, |K|
——— >k h . 1.
Ket, (diam(K))® — 7, Vh>0 (1.70)

L’hypothese (1.70) est équivalente a 'existence d’une constante 6 > 0 telle que

diam(K
max 20U o un o, (1.71)
KeTn  pr

ou pg est le diametre de la plus grande boule inscrite dans le simplexe K.

FIGURE 1.8 : maillage dual D;, associé aux interfaces du maillage initial de (2.

Pour construire le schéma, il est nécessaire de définir un maillage dual associé
au maillage 7}, initial. Pour cela, on définit une partition duale Dy, de simplexes
fermés avec des intérieurs disjoints nommés volumes de controle de €2, telle que
Q= UDGDhD. Un élément dual D est associé a chaque coté op = og, € &,. On
le construit en reliant les barycentres de volumes voisins du c6té op a travers les
sommets de op. Similairement au maillage initial, on définit F,, F;" et F* res-

pectivement ’ensemble de tous les cotés, des cotés intérieurs et des cotés extérieurs
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du maillage dual Dy,. Pour op € F5*, le contour de D est complété par le coté op.

La Figure 4.1 représente le cas bidimensionnel. On utilise les notations suivantes :

e |D|= mes(D)= la mesure d-dimensionnel du volume D et |o| est la mesure

(d — 1)-dimensionnel du c6té o.
e Pp est le barycentre du coté op.
e N(D) est I'ensemble des voisins du volume D.
o dpp:= ‘PE — PD‘ est la distance entre les centres Pp et Pg.
e op p est interface commune entre le volume D et E € N(D).
e 7)p g est le vecteur normal unitaire a op g sortant de D.
e Kpp={K €T, oprg CK}.

o Dint ot D sont respectivement les ensembles de volumes duals intérieurs et

extérieurs.

Ensuite, on définit les espaces suivants d’éléments finis non conformes (détaillés dans
[41, Appendice A]) :

X, = {on € L*(Q); pn|x est lindaire YK € T, ¢, est continue aux points Pp, D € D™},

X}? = {Qph c Xh; goh(PD) = 0, VD e ’szt

La base de X}, est engendrée par des fonctions chapeaux ¢p, D € Dy, telle que
op(Pg) = dpg, B € Dy, et § est le delta de Kronecker. On rappelle que les ap-
proximations dans ces espaces de Crouzeix-Raviart sont non conformes des que
X, ¢ HY(Q). En effet, seulement la continuité faible de la solution est assurée & tra-
vers les faces du maillages et donc la solution peut étre discontinue sur les interfaces.

On munit 'espace X}, de la semi-norme suivante :

IS, = 3 [ [VSifda,

KeTh

qui devient une norme sur Xp.
Une discrétisation en temps de [0, 7| est donnée par N € N* tels que ¢, = nAt pour
n € {0,.... N+ 1} et At est le pas constant de temps.

31



Chapter 1. Introduction

Schéma combiné : Afin de discrétiser le systéme (1.60)-(1.62), on utilise le schéma
d’Euler implicite en temps et la méthode d’éléments finis non conformes pour la dis-
crétisation des termes diffusifs en espace. Les autres termes sont discrétisés par la
méthode de volumes finis sur le maillage dual Dj,.

En notant I'approximation du flux f(s)A(s)K(z)Vp sur Uinterface op g par 0Pp g,
on peut considérer la méme fonction G4(Sp, Sg,dPp g) que celle du troisieme cha-
pitre comme étant une approximation du flux numérique convectif f(s)A(s)K (x)Vp.
Cette fonction est exprimée a l'aide des valeurs Sp, Sg et 0Pp g qui sont valables
au voisinage de l'interface op g et elle satisfait les mémes propriétés que le flux G
données au paragraphe 7?7 du premier chapitre. On peut aussi construire ce flux G
selon I’équation (3.14) du chapitre précédant.

Ensuite, pour tout élément S, = 3" pep, Spep de I'espace X, on définit la fonction

Br(Sr) comme étant une fonction discrete de 5(Sy) :

Br(Sk) = > B(Sp)¢p - (1.72)

DeDy,

Finalement, un schéma combiné volume fini-élément fini non conforme est donné

par ’ensemble des équations suivantes : Pour tout D € Dy,
B 1
Sp = —/ So(x) dz, (1.73)
|D| Jp

et pour tout D € Dy, n € {0,1,..., N},

Sn+1 _ gn Sn—i—l —g9n Sn-i—l _ gn
|D|u_# Z MD,E E E  ~D D
At EeN (D) ( At At )
— > Mpe(BSET) = BSEN) + X Gu(SpT, ST 6Pp)
EeN (D) EeN (D)
= [0D NAQRLT ) (1.74)
— Y G(SET, Sl s PRl = 10D N o rut, (1.75)
EeN (D)
> Pitrop =0. (1.76)
DeDy,

La matrice de diffusion Mp g pour D, E € Di™ est la matrice de rigidité de la

méthode d’éléments finis non conformes dont les éléments Sp p expriment les coef-
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ficients de flux diffusifs discrets entre les inconnus. Donc,

Mpp =~ > (AVer,Vep)ok, (1.77)
KeTy,

ot (.,.)o.x désigne le produit intérieur dans I'espace de Lebesgue [L*(K)]?. En plus,

5P”+1 désigne I'approximation du flux f(s)A(s)Vp sur l'interface op g :
PR = Mp g (PR = PR . (1.78)

Remarque 1.1. (Comparaison avec la méthode de volumes finis.) Si le maillage 7
est formé des triangles équilatéraux et si les tenseurs diffusifs sont K (x) = Id alors

les segments [Pp, Pg| sont perpendiculaires aux faces duales op g et on a :

MDE—MDE ’UDE| EEN(D),
dD,E

(Voir [33], sections 3.4.1 et 3.4.2). Dans ce sens, on peut voir le schéma combiné
comme étant une extension du schéma volume fini classique aux maillages généraux

et aux tenseurs diffusifs anisotropes et hétérogenes.

Remarque 1.2. Des que :

\K\ —n,, pour K € T, et op € &,

V‘PD‘
montré dans [41, Appendice A], on peut facilement remarquer que I’hypothese (1.79)
est satisfaite quand les tenseurs diffusifs sont réduits a des fonctions scalaires et
quand l'angle entre les normales n,,, op € Ex pour tout K € T, est plus grand ou
égale a /2.
On énonce maintenant un premier résultat de convergence du schéma combiné sous

I’hypothese suivante de la positivité de transmissibilités :

Mpg>0,VDeDy, E€N(D). (1.79)

Théoréme 1.3. On suppose (H1 — HG6), (1.66) et (1.67). Sous l’hypothése (1.79),
alors le schéma numérique (1.73)-(1.76) converge vers une solution (s,p) du systéme
(1.60)-(1.65) au sens de la Définition 1.5 .
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La preuve de ce théoreme se décompose en plusieurs lemmes et propositions dé-

taillés dans la chapitre 4.

ce chapitre fait d’objet d’'une publication soumise.

1.3.4 Chapitre 5. Résultat d’existence pour 1’écoulement
monophasique de Darcy-Brinkman dans un milieu po-

reux

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au systéme de Darcy-Brikman dans le cas
compressible mais avec une seule phase. Tout d’abord on va décrire le systéme
général de Darcy-Brinkman, puis on va ajouter ’hypothese de Bear [..] qui consiste
a négliger la variation de densité Vp-V dans la direction de ’écoulement. Avec cette
hypothése, on obtient le premier modele,

La premiere equation est ’équation de transport de notre phase donnée par :

POip(p) + div(p(p)V) = 0, (1.80)

ou p est la densité, p la pression, ¢ est la porosité et V est la vitesse de la phase.
La deuxieme équation est 1’équation de Darcy-Brikman qui exprime la vitesse en

fonction de la pression
—vkAV + iV = —kVp, (1.81)

ou k est la perméabilité, i est la viscosité usuelle de Darcy et v est la viscosité de
Brinkman.

On pose u = log(p(p)) et on reformule 1’équation (1.80). On obtient :
¢pOu+divV +V - Vu =0, (1.82)
et onap=pt(e*) = h(u), d’ou le systéeme général de Darcy-Brikman donné par

Su+V - Vu+divV =0,
{(btu aaw (1.83)

—vkAV + oV = —kVh(u).
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Puis en appliquant sur ’équation de transport 'opérateur (—vkA + fi), on obtient

le modele suivant :

opou — ok div (Vo) — kVh(u) - Vu — 2vkVV . VVu
—vkV - VAu — kdiv (Vh(u)) =0, (1.84)
— vkV?V + iV = —kVh(u).

On utilise les notations : VV' = (VV),, = (9;Vi),;, VVu = (9;0u),; , V2V =V-VV
et A: B= Zij aijbij.
Dans la premiere partie de ce chapitre, on va résoudre ce systeme dans C'(0,7; H*(R))

avec s > g

{ Opu — 020 — adyh(u)Opu — 210,V O?u — puVotu — ad?h(u) = 0,

—pd2V +V = —ad,h(u),
(1.85)

Théoréme 1.4. Soit so > %, s> 50+ 1 et ug € H¥H. Alors il existe une constante
positive T' telle que pour tout 0 < t < T, il existe une unique solution (u, V') de (1.85),
en particulier, on a u € C([0,T); H*™) N CY([0,T]; H*) et V € C(0,T; H*2).

Ensuite, dans la deuxiéme partie on va étudier le systéme de Darcy-Brinkman

avec un terme source

Op+V -Vp+pdivV = pf,
POp p+p pf (1.86)
—pAV +V = —aVp
avec a = 5 et © = ”—; Ensuite, on utilise 'hypothese de Bear et on applique

l'opérateur de Helmholtz (—upA + I) sur la premiere équation du systeme (1.86)

pour obtenir
POu — pPpAdyu — div(aVp) = g, (1.87)
avec u = In(p(p)) and p = p~*(e*). Voici quelques exemples de loi d’état :
Cas 1 : gaz parfait Pour ce cas, ’équation du gaz parfait affirme que :
p=pop’ = poe’ d’otut Vp = ypge”Vu, (1.88)
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avec 7 est l'exposant polytropic, v = 1 pour le processus isothermique, et v > 1
pour les adiabatiques (par exemple, pour 'air avec une température normale, on
détermine v = 1.405 par des données expérimentales). Dans tous les cas on a y > 1.
L’équation (1.87) devient

POu — pPpAdyu — aypo div(e’™Vu) = g. (1.89)

Cas 2 : gaz faiblement compressible. L’équation du gaz faiblement compressible

est donnée par

. 1V 1
p(p) = poexp(((p = o)), d'oh Vp= 2= % = -V (1.90)
L’équation devient alors :
POu — pPAdyu — a4 div(Vu) = g. (1.91)

¢

Cas 3 : une autre forme du gaz faiblement compressible : L’équation du gaz

faiblement compressible

. L,
p(p) = po(1 +7(p — po)), d'ott Vp = et Ve (1.92)

I’équation devient

POu — pPAdyu — @ div(e"Vu) = g. (1.93)
7Po

Dans ce chapitre, on prouve l'existence d'une solution faible pour une systéme gé-
néralisé de 1’équation du Darcy-Brinkman sous I’hypothese de Bear.

Soit © est un domaine ouvert borné polygonal dans R?, dont le bord 9 est Lip-
schitz et 7 est un vecteur normal unitaire. On note Qr = [0,7] x Q ou T" > 0 est
un temps fixé.

Notre systeme est donnée par

O — pANOyu — div (f(w)Vu) =g, (t.2) € Qr,
puNVowu -+ Vu-n =0, (t,x) € [0,T] x 09, (1.94)
uw(0,2) = ug(x), x€Q,

36



1.3 Plan de la thése

oll g est une fonction dans L?(0,T; H~'(Q)), et f une fonction continue positive.

Ensuite, nous introduisons la notion de solutions faibles de (1.94) comme ci-dessous.
Définition 1.4. On dit que u : Q7 — R, est une solution faible du systéme (1.94)
si:¥V T >0,uecWhe (]O,T[; Hl(Q)),et est tel que :
Vi € L(0,T; H'(2)) on a:
T T T
/ / 8tug0d:vdt+u/ / Vo - Vgodxdt+/ / f(w)Vu - Vedzdt
o Ja o Ja o Ja

T
:/ /ggodxdt. (1.95)
0o Jo

Nous énongons le théoreme d’existence de solutions faibles du systeme (1.94)

suivant.

Théoréme 1.5. Sous I’hypothése ug € H'(Q), le probléme aux valeurs limites ini-

tiales (1.94) admet une solution u dans le sens de la définition (1.4).

La démonstration de l'existence d’une solution u du systeme (1.94) est basée sur

le théoreme de point fixe de Schauder.

Ce chapitre fait d’objet d’une publication soumise.
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Chapter 2. Analyse mathématique du modeéle de Darcy-Brinkman diphasique
incompressible et immiscible

2.1 Ecoulement diphasique

Les écoulements a deux phases immiscibles dans un milieu poreux intervenant en
géophysique sont nombreux. A titre d’exemple, mentionnons la récupération secon-
daire dans des réservoirs de pétrole et la séquestration de dioxyde de carbone dans
des formations souterraines.

Une situation d’intérét typique, est I’écoulement de ’eau et du pétrole dans un milieu
poreux. Les variables d’intéréts sont les phases s,, et s, représentant respectivement
la saturation (fréquence ou rapport de taux) de la phase d’eau et celle du pétrole.

Nous avons l'identité suivante :
Sw+ So = 1. (2.1)

Par conséquent, on peut décrire la dynamique en fonction de la saturation de 'une
des deux phases. On note la saturation de I’eau s = s,, dans la discussion ci-dessous.

La conservation de la masse pour chaque phase est donnée par (voir [3]) :
0, (pis;) + div(p;v;) = 0, i € {w,o}. (2.2)

Ici, les vitesses des phases sont désignées respectivement par v, et v,, p; est la densité
de la phase i = w, 0, et ¢ est la porosité. Compte tenu de l'identité (2.1), les deux
vitesses de phase peuvent se résumer a produire la condition d’incompressibilité sous

la condition que les densités soient constantes :
div (v) =0, (2.3)

ou v = v, + v, est la vitesse totale. Les vitesses de phase sont décrites par la loi de
Darcy (voir [3]) :
v; = — KVp; = =\(s;)) KVp;, i€ {w,o}. (2.4)

i

La quantité k; = k;(s;) est la perméabilité de la phase i, p; est la pression de la phase
i, p; la viscosité de la phase i, A; = \;(s;) = % la mobhilité de la phase 7. Notez que,

nous avons négligé la gravité dans la loi de Darcy (la gravité peut étre facilement
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considérée, conduisant a un terme supplémentaire v; = —\;(s;) K(Vp; — ,01-7), voir

3]).
Soit p.(s) = pw — Po la pression capillaire qui est une fonction croissante par rapport

a s, nous pouvons sommer (2.4) pour les deux phases et obtenir :

v=—-NKVpy — ANEKVp, = =X K (VDo + Vp.) — AeKVp,
- _>\Kvpo - )\vapc(s)
A
= Ak (Vs 00605
= —AK (Vp, + Vp(s)), (2.5)

Aw
ou p'(s) = TplC(S) et A = A\, + A, étant la mobilité totale.
On note p = p, + p(s) la pression globale, ce qui donne

v=—-AKVp. (2.6)
Utilisant (2.6), le gradient de pression dans (2.4) peut étre éliminé et conduit a :

Uy = _)\vapw = _/\va (pa +pc> = _)‘va (p - ﬁ +pc)
= —AKVp—a(s)KVs, (2.7)

A2 Aw AwAo
avec a(s) = —=2pl + A\ppl. = —=p. (A — A) = p.. De méme on a
A A A
Vo = —AKVp+a(s)KVs. (2.8)
Soit f la fonction fraction de flux définie par
Aw(S Aw(S
flo) =2 o Al 29)

(s) Aw(8) + A(1—5)

L’équation de la saturation (2.2) pour 'eau peut étre écrite sous la forme :
¢Ops — div(f(s)A(s)Vp) — div (a(s)KVs) =0 (2.10)

La combinaison de I’équation de saturation (2.10) avec la condition d’incompressi-

bilité (2.3) et I’équation de la pression, nous conduit aux équations d’évolution pour
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un écoulement diphasique dans un milieu poreux :

dOps + div(f(s)A(s)v) — div (a(s)KVs) = 0,
div(v) = 0, (2.11)
v = —M\(s)KVp.

Les équations ci-dessus doivent étre complétées par des conditions initiales et aux
frontieres convenables.

La perméabilité de phase k,, : [0, 1] — R est une fonction réguliére monotone crois-
sante avec k,(0) = 0 tandis que la perméabilité de phase k, : [0,1] — R est une
fonction réguliere monotone décroissante avec k,(1) = 0.

En outre, la mobilité totale est strictement positive c’est-a-dire, A > A, > 0 pour
un certain A,.

Comme les deux équations d’écoulement diphasique (2.2) sont des lois de conser-
vation, pour montrer qu’elles sont bien posées, nous aurons besoin de définir un
concept convenable de solutions entropiques de ces équations. Ce fait a contribué a
une difficulté de la preuve d’existence de solutions faibles globales des deux équations
de flux de phase et ce probléme est resté ouvert pendant de nombreuses décennies.
La principale difficulté pour démontrer I'existence est le fait que le champ de pres-
sion Vp; agit comme un coefficient dans ’équation de saturation (2.2). Bien que les
lois de conservation avec des coefficients aient été largement étudiées au cours des
dernieres années, voir [1, 13,6, 2] et les références qui s’y trouvent, I’état de I'art des
résultats exige que le coefficient soit une fonction a variation bornée. Beaucoup de
tentatives pour montrer que la fonction de la mobilité \; dans (2.2) est suffisam-
ment réguliere, par exemple, que c¢’est une fonction de a variation bornée ou avec
suffissamment de régularité Sobolev, ont échouées. Les résultats partiels (avec des
hypotheses fortes sur le champ de vitesse ou sur la solution) ont été obtenus dans
[11,16] et les références qui s’y trouvent.

L’introduction de la pression globale et la transformation de Kirchoff [23, 9] ont
permis d’obtenir des solutions faibles Les équations (2.11) forment un systéme
parabolique-elliptique. Pour un champ de vitesse donnée 1’équation de la saturation
est une loi de conservation parabolique dégénérée. La condition d’incompressibilité
fait que la vitesse peut étre obtenue en résolvant une équation elliptique pour la
pression p .

Une approche différente de celles citées ci-dessus, est de poser la question fonda-

mentale, est-ce que la loi de Darcy (1.4) est correcte? De nombreuses études ont
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2.1 Ecoulement diphasique

porté sur cette question et ont permis de constater que la loi de Darcy peut-étre
insuffisante pour expliquer la dynamique de I’écoulement de fluide dans les milieux
poreux, méme pour une seule phase [4].

Plusieurs modifications de la loi de Darcy ont été proposées, voir [5]. Un intérét par-
ticulier dans ce document est porté sur la modification de Brinkman [4]. Il est bien
connu que cette modification explique la dynamique de 1’écoulement dans certain
milieu poreux, et semble mieux adapté que le modele de Darcy dans de nombreuses
situations, voir chapitre 1 pour plus de détails et [12,15] et les références qui s’y
trouvent. Le modele Brinkman pour la vitesse de phase de chaque phase est donné

par,
—v; KV?0; 4+ piv; = —kiKVp;, i € {w, o0} (2.12)

Ici, v; est la viscosité effective. Notez que 'approximation de Brinkman ajoute un
terme de régularisation dissipative a la loi de Darcy.
En additionnant les relations de vitesse de phase (2.12) pour les deux phases {w, o},

on obtient que la vitesse totale v = v, + v, satisfait,

—uKV* +v=—\(s)KVp, (2.13)

v v,
pourvu que p = — = —~ (condition de compatibilité), afin que le systéme redonne

P Mo
la vitesse totale dans le cas ou I’écoulement est incompressible (c’est a dire p = 0).

Appliquant opérateur divergence a 1’équation (2.12) ci-dessus et en utilisant 'in-

compressibilité (2.3), nous obtenons 1’équation elliptique suivante pour la pression.
—div(A(s)KVp) =0 (2.14)
car dans le cas ou le milieu est isotrope (c’est a dire K = k constante) on a

divAv =)0, (Av;) =Y Adyv; = Adive =0

et dans le cas ou le milieu est anisotrope, on néglige le terme d’ordre 3 en vitesse
pdiv (K'V?v). Ici, nous avons noté s = s,, la saturation de 'eau. En combinant cette
équation avec la conservation de la masse de la phase d’eau et avec I'approximation
de Brinkman (2.12) décrivant la vitesse de la phase d’eau et en utilisant la fonc-

tion de flux fractionnel définie en (2.9), nous obtenons le modele Darcy-Brinkman
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diphasique incompressible et immiscible suivant,

00, + div(vy,) = 0,
—uKV?v, +v, = —f(s)A(s)KVp—a(s)KVs, (2.15)
—div(\(s)K'Vp) = 0.

Le systeme (2.15) est désormais qualifié comme la régularisation de Brinkman des
écoulements diphasiques dans un milieu poreux. On remarque que le systéme de
Darcy (2.11) peut étre obtenu a partir de la régularisation de Brinkman (2.15) si on
prend p = 0.

Appliquons formellement 'opérateur d’'Helmholtz —p div KV +1 a la premiere équa-
tion du systéme (2.15) et utilisons le fait que KV2V = div (KVV) (cette égalité est
vraie seulement dans le cas ou K le tenseur homogene est une matrice symétrique),

on obtient le systeme de Brinkman- Darcy suivant :

{ #0is = i div (KVrs) = div (K f(s)A(5)Vp) = div (a(s)KVs) =0, ) )

—div (A(s)KVp) =0

On prend ¢ = 1 et K = cte = 1 dans le reste de ce chapitre pour plus de simplicité.
Le reste de ce chapitre concerne I'analyse du systeme de Brinkman (2.16). 11 s’agit
de définir une notion convenable de solutions pour (2.16) et de montrer que ces

solutions existent.

2.2 Hypotheses sur les parametres physiques et

résultat principal

Soit € un domaine ouvert borné dans R?, dont le bord 9 est Lipschitz et soit 1 la
normale sortante au bord de Q. On note Qr := 10, T[xQ ou T > 0 est un temps fixé.
Le bord du 2 est divisé en trois parties 92 = T'; UT . UT s et on note X =]0, T[x 0.

Nous allons étudier le modele Darcy-Brinkman suivant :

Ors — pAOs — div (f(s)A(s)Vp) — div (a(s)Vs) =0, (t,z) € Qr (2.17)
—div (A(s)Vp) =0, (t,z) € Qr (2.18)
/Qp(t, z)dz =0, Vit >0 (2.19)
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Ce systéme est complété par les conditions aux bords sur Xp= |0, T[x 02,

0, t€o,T[zeT;

A(s)Oyp(t, x) = (qe,  t€]0,T[,x €T, (2.20)

—qs, t€]0,T[,xz €Ty,
ponOs(t, ) + a(s)dy,s(t,x) = 0, t€]0,T[,x e T; ULy (2.21)
s(to)=1,  te)o,T[zel. (2.22)

ou 0, = V -7 désigne la dérivée normale sortante au bord de €2, et par la condition

initiale définie dans €2 :
5(0,x) = so(x). (2.23)

Sous les hypotheses suivantes :

(H1) f :[0,1] — R est une fonction continue bornée telle que f(0) =0, f(1) =1
avec 0 < f <1 et u est une constante positive telle que 0 < u < 1.

(H2) La mobilité totale A est une fonction continue bornée telle que A(.) > A, > 0

pour une certaine constante \,.

(H3) Le terme de pression capillaire a est une fonction continue bornée positive
telle que a(0) = (1) = 0.

(H4) / Ge do = / qs do C’est la condition de compatibilité.
S I
(H5) sy € H'(Q) est la donnée initiale avec so(z) = 1 sur T, .

On remarque que si s est une solution du probleme (2.17)-(2.23) alors on peut

remplacer s par 1 — s. Alors s devient la solution du probleme suivant

Os — uAs + div (f(1 — s)M(1 — s)Vp) — div (a(1 — s)Vs) =0, (2.24)
—div (A(1 — s)Vp) =0, (2.25)
Qp(t, x)dx =0, (2.26)
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avec les conditions aux bords suivantes

0, t€]0,T[zeT;

A1 —=38)0pp(t,x) = (g, t€)0,T[,zeT,, (2.27)
—qs, t€|0,T[,x €Ty,
p0y0ys(t, x) + a(l — s5)0,s(t,z) = 0, t€]0,T[,z € T; UL, (2.28)
s(t,x) =0, t€]0,T[,z €T, (2.29)
s(0,2) = 1 — sop(x), z € () (2.30)

Alors 'existence d’une solution du probleme (2.24)-(2.30) est équivalente a 'exis-
tence d’une solution du probleme (2.17)-(2.23). Pour cette raison, dans la suite de
ce chapitre, on va chercher une solution du probleme (2.24)-(2.30).

Maintenant on définit ’espace de Sobolev suivant :
H,,(Q) = {u c H'(Q); / udr = 0}, et Hf (Q) = {u € H'Y(Q); u =0 sur Fe}
Q

Ensuite, nous introduisons la notion de solutions faibles du systéme (2.24)-(2.30)

ci-dessous.

Définition 2.1. On dit que (s,p) : Qr X Qr — R X R, est une solution faible du
systéme (2.24)-(2.30) si ¥ T > 0, s € W (0, T; H (), p € L= (0, T; HL(Q));
avec s(0,z) =1 — so(x) p.p dans Q vérifiant pour tout ¢ € L*(0,T; Hf () on a
T T T
/ /8tsg0d$dt+u/ /Vé?ts-Vgoda:dt—/ /f(l—s))\(l—s)Vp-Vgodxdt
0o Jo 0 Jo 0 Jo

—i—/OT/QOé(l—s)Vs-Vgodxdt:/OT/F Gf(1— s)pdodt; (2.31)

et pour tout ¢ € L'(0,T; H'(Q))

/OT/QA(l —s)Vp-Vipdedt = /OT /F gy dodt — /OT /F gsdodt; (2.32)

On a le théoreme d’existence suivant.

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses (H1)- (H5), le probléme aux limites (2.24)-
(2.30) admet une solution (s,p) au sens de la définition 2.1.
Preuve : La preuve est basée sur l'approximation récursive du systéme (2.24)-(2.30)

ci-dessous. Nous commengons par définir so(t,x) =1 — so(x), (t,x) € Qr, puis, La
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fonction py = po(t, x) est solution du probléme elliptique suivant , avec les conditions

auz limites de Neumann :

div (A1 = 50)Vps) =0, ()€ Qr
0, te€l0,Tlzel;
A1 —=80)0ypo(t,z) =1q., t€)0,T[,z €T,
—qs, t€]0,T[,x €Ty,
/on(t,x) de =0, t>0.

Ensuite, nous définissons s; = s1(t,z) comme la solution du probléme suivant
081 — pAOysy + div (f(l — so)A\(1 — so)Vpo) —div (a(l — so)Vsl) =0, (t,x)e€Qr
avec

,ué’natsl + Oé(l - 50)8,]51 = 0, (t,l‘) S ]O,T[X (Fz U FS) ,
s1(t,x) =0, (t,x) € |0, T[xT.

On définit alors 'algorithme suivant :
Pour s,(t,z) € Wh(0,T; Hf () donné, on cherche (py, Sny1) solution de :

div (A(l—sn Vpn =0, (t,z)€Qr
t€|0, T,z €T
A1 — s,)0ppn(t, x) t €]0,T[,z € T, (2.33)
s, t€]0,T[,x €Ty,
/pntx r =0, t>0,

et de

OySpr1 — A0Sy + div (f(l — sp) A1 — sn)Vpn) — div(a(l — sn)VSnH) =0,
10y 0 Sni1 + (1 — $,)0yspe1 =0, 10, T[x (I UTY),
Spi1(t,x) =0, ]0,T[xT,
(2.34)

En absence du principe du mazimum sur les itérés de ’algorithme, on prolonge toutes
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les fonctions non linéaires par continuité sur R :

f(1) pour s, <0
f(l=s,)=4¢ f(1—s5,) pour0<s,<1
f(0) pour s, > 1

Dans la suite, on va prouver 'ezistence d’une solution (pn, snpi1) du systéeme (2.33)-
(2.34) et établir quelques estimations d’énergie sur (pp, Snv1) pour passer a la limite
quand n — Q.

2.2.1 Existence et estimations d’énergie

Proposition 2.1 (Estimation H! sur p,). Soit n € N, alors pour tout T > 0, il
existe p, € L™ (O,T; H&(Q)) satisfaisant (2.33), de plus

|[pn(t, )| 51(0) < C, (2.35)

pour une certaine constante C postive indépendante de n.

Preuve : On multiplie la premiére équation du (2.33) par ¢ € Hi,(Q) qui est
un espace d’Hilbert pour la norme ||V - ||12q) et faisons une intégration par parties

pour obtenir :
/Q)\(l — $,)Vpy - Vdr = / qetp do —/ qspdo, Yo € Hy (). (2.36)
Te Is

D’aprés Uhypothése (H2) on a A(-) > A, donc d’aprés linégalité de Poincaré a
moyenne nulle, la forme bilinéaire continue / A8n)Vpy - Vo dz coercive et du fait
de la continuité de la forme linéaire du second membre, par le Théoréme de Lazx-
Milgram, on dédiut qu’il existe une unique solution p, € Hy, () vérifient (2.36).
Finalement pour obtenir ’estimation (2.35), on considére ¢ = p, comme fonction
test dans (2.36), il vient :

C
A*/ IVpn|2dz < / M1 = 5,)|Vpn|*dx :/ qepnda—/ gspndo < = +E/ pado,
Q Q re s € 2 Joq

ot € > 0 est une constante qui sera choisie plus tard et Cy = 2 (max (e, ¢s))* |09
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La condition de moyenne nulle sur p,, et la continuité de ['application trace donnent :

A, /|Vpn| dx<——|—€c—T/ Vp,|2de,

ot cr est la constante de la continuité de l’application trace. En choisissons € = ;\—;,

nous obtenons

C

[ 1Vpafde < <=2

A
la condition de moyenne nulle sur p, donne : ||pn||m () < Cl|Vpnllr2@) dou le
résultat. O

1
Remarque 2.1. Si ¢ € H'(Q), nous prenons ¢ = ) — @ Wdx et utilisons
Q

Uhypothése (H4) pour obtenir 1’égalité (2.36) pour tout 1 € HY(Q) i.e

/Q A(52)Vpn - Vibdz = /F g do /F auido, Vi € H(Q). (2.37)

Proposition 2.2 (Estimation sur s,). Pour n € N, sous l'hypothése que (sp,pn) €
Wihoee (0, T H%JQ)) X L (O, T; H}V[(Q)) , alors il existe une unique s, € Wh™ (O, T; H%JQ)) ,
satisfaisant (2.34). De plus, pour tout t > 0, on a
t
|51 ()70 < 9(8) + Clu )/ g(s) exp(C(p)(t — s)) ds, (2.38)

19r5ir(8) sy < Cal ( + / s) exp(C )(t—s))ds), (2.39)

ou C,Cy et Cy sont des constantes positives dépendantes de i, indépendantes de n,

avec
1 %
g(t) = Ci(p) + 5“1 — so( 72 + §||V30(')||%2(Q)

Preuve : On considere l’équation suivante

Oy Spy1— A8, 1 + div (f(l — Sp)A(1 — sn)Vpn> —div (oz(l — sn)Vsn+1) =0,
(2.40)

avec pour conditions au bord celles du systéme (2.34). Nous allons construire des

solutions approchées a ’aide de la méthode de Faedo-Galerkin. Il existe une base
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hilbertienne (wy)r>1 de L*(Q) telle que pour tout k, wy, € HE (Q) et

—Awy,, — Mywy, = 0, Vo € ()
Vwp,-n = 0, Veel,Uls.
w, = 0, Vrxel,,

ot (M) sont les valeurs propres (strictement positives) associéss aux vecteurs propres
(wi)i. De plus, cette base hilbertienne (wy)y>1 est une base orthogonale de Hy ()
[voir d’allaire (2005)]. Nous avons AAwy, = =\, Awy, = Nwy, ot wy € L2(Q) donc

w, € H*(Q) N HE (Q). Cela implique que wy, € L*(Q) (voir Brezis, 1983).

Soit H,, := vect < wy, ..., w,, >, l’espace vectoriel engendré par les m premiéres fonc-
tions de la base (wg)g>1. Le probléme approché consiste a trouver s, € C*([0,T[, Hr,(2))

sous la forme

et on choisit les coefficients dfum(t) pour tout k = 1,---m tel que :

On prend s comme une solution du systéme d’équations (2.43) suivante pour
toute fonction wy appartenant a H,,(Q), k=1,---m

/Qﬁtszlﬂ wy dr + ,u/ Vs, - Vwgde — /Q f(1=5)A1 = s,)Vpy, - Vg dz

+/ — sn)Vspy - Vg de — / qsf(1 — sp)wrdo = 0. (2.43)
s

Lemme 2.1. Pour chaque entier m, il existe une unique fonction s}, définie par
Sply = Z (1) ), satisfaisant (2.42) et (2.43).

P'reuve : D apres la structure de la fonction s7' ((t) dans (2.41) on a

(O (0)100) 1 = () (0) et (VO (1), V) = (05, (1) | V- o,
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ainsi l'équation (2.43) devient pour k = 1,---m

(dy ) (1) + p(di ) (2) /Q Vwy - Vg do — /Q F(L=s)M1 = 5,)Vp, - Vwg d

+id{hm(t> /Q a(l — $,)Vw; - Vg = /F o f(1 = s,) wy do. (2.44)

on réécrit (2.44) sous la forme d’un systéme différentiel ordinaire :

AY'(t) + BO) Y (1) = Z(1) (2.45)
avec
L+ p|[Vurll3: 0 . . 0
0
A= . ,
. . 0
0 c o0 14 pl| Vw2

i,j=1,...m

| £ = satDAL = 5,(0)Vpa(t) - Vo d + | (U= su(t) wn do

B(t) = (/Q (1 — 5, () Vo - ij> ,

/Qf(l — S (E))A(L — 5,(2))Vpu(t) - Vw,, dz + /F qsf(1 — s,(t)) wp, do

Comme A est une matrice diagonale a coefficients strictement positifs, alors A est
inversible et puisque B(t) et Z(t) sont continues par rapport a t, alors il existe une
unique solution Y (t) € C1([0,T],R™) du systéme (2.45). O

Nous allons établir les estimations (2.38)-(2.39). Pour cela, on multiplie (2.44) par

df .(t) pour k =1,...,m pour obtenir :

/ Opsptq - Sty da + ,u/ Voisyq - Vsp g de + / a(l —s,)|Vsi',|* dx
Q Q Q

— /Q f(1—5,)N1 —5,)Vpy - Vs doe — /F ¢sf(1 —s,) s do =0, (2.46)

S
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1d

; m m
mais OgSy,' 1 - Sy = ST,

—|sm P et VO, - Vs, = 2dt|v smo?, don :

N W 2y 1—sn>|v5n+1|2dx

= /Qf (1— sn)/\(l — 5n)Vpn - Vs do +/ qsf(1 —s,) sp'q do, (2.47)
Ts
on intégre sur [0,t] :

t
rrsz+1|r%2<m+m|Vsm|rizwz | [ a(=si) Vit dedt = [[1=s50() 2011 V50 )] e

+2/ / gsf(1— n+1d0dt+2/ /f (1 —5,)A1 —s,)Vp, - Vs, dadt.
(2.48)

t

Puisque o(1 — s,) > 0 alors a(l — s,)|Vs,|* dxdt > 0. En outre, d’aprés les
0

inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on a pour tout 0 < g <1

(1 —=5,)A(1 —5,)Vpy, - Vs, d:cdt’
t . 1 rt
<8 [ IVsalliaadt + g5 [ 1A Vpel ooyt

t C
m 2
< B [ 19s5allgoydt + g5l P\ et

ou C' est une constante positive indépendante de n et m. D’aprés la continuité de

Uapplication trace et ['inégalité de Cauchy-schwarz on a

[ a1 = sy dot] < 80 [ il ot + B 1t
Snt1 o |TnAlIHE () 43

Donc pour un certain 0 < 8 < 1 suffisamment petit, on a
t
[Ismall o) < C(u)/o 151l ) dt + g (t) (2.49)

. 1 ]
ot g(t) = Ca(p)t + ST = s0()|[Z2(0) + S V50l Z2()-
La fonction g étant dans L*(0,T), d’aprés le lemme de Gronwall, on déduit de (2.49)

571 (OB < 90+ Clo) [ gls)exp(Cl)(t—s))ds. (250
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L’estimation sur la dérivée en temps est obtenue en multipliant (2.44) par (d ) (t)
pour k=1---m
||at5?+1||%2(9) + M||Vat3nm+1||%2(n) + /Q a(l = ,)Vsphy - VOisyly da

= /Qf(l — o)Al — 5,)Vp, - VOys' | dx + /F ¢sf(1 = s,) Osy' 1 do.

Comme précédemment dans la preuve d’estimation (2.50) et en utilisant le fait que

la fonction a est bornée on obtient :

1 m M m m m
§||8t8n+1|’%2(9) + §\|Vat5n+1”%2(m < C||Vat5n+1\|%2(an) +(n+ V)HV@%HH%%Q)
+ Cs(MIVsia 720y + Ca(n,¢,7)

ou C3, Cy sont des constantes positives indépendantes de m et n avec ¢, n et vy sont
des constantes positives a choisir suffisamment petites. On déduit alors de [’estima-

tion (2.50) et de la continuité de l'application trace, que

1005722 () sy < Cai0) (9(8) + / ) exp(Cl)(t - ) ds) (2.51)

avec Cy une constante positive dépendant seulement de p.
Donc d’apres les estimations d’énergies (2.50) et (2.51), les suites (Sm,’_l) et (@sﬁll)
sont bornées dans L™ (0 T; Hf, (Q)) et L™ (O,T; Hl(Q)) respectivement pour tout

T >0, donc il existe une sous suite (sp44),, de (sﬁl) telle que :

smbi = Spi1, converge faiblex dans L™ (O,T;H%E(Q))

sty = OSny1, converge faiblex dans L™ (O,T; Hl(Q)>. (2.52)

Ainsi,
[Isn41(0)|[2 (@) < 9(8) + Cu )/t (s) exp(C(p)(t — s)) ds (2.53)
uswa OB < Cal) (900 + [ (s exp(Cle = s))ds) . (254)

On fize un entier N > 0 et on choisit une fonction vy € C* (0, T H%(Q)) admettant
N

la forme suivante : vn(t) = 3 0%(t)wy, tel que {0*}Y_, < D([0,T]). On choisit
k=1

m > N, et on multiplie (2.43) par 6% pour k = 1,--- N et on intégre par rapport a t,
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on obtient :

T T T
/ /@sﬁﬂrl UN dxdt+u/ /vatsﬁl-va dxdt+/ /a (1—s,)Vs,'-Voy dzdt

—/ /f M1 = 5,)Vp, - Voy dedt — / / ¢sf(1 —s,) vy dodt = 0.
(2.55)

Les convergences faibles (2.52), suffisent pour passer d la limite pour obtenir

T T T
/ / O1Spi1UN dxdt+u/ / Vosni1-Vun dxdt+/ / a(l=s,)Vs,i1-Vuy dzdt
— / / f( A1 = $,)Vp, - Vuy dxdt — / / qsf(1 — s,) vy dodt = 0.

(2.56)

N
On rappelle que Vy = { > OFwy, 08 € D([0,T)), {wi}r base de H%(Q)} est dense
k=1

dans C* (0, T; H%G(Q)) [49]. Puis comme C* (0, T; H%e(Q)) est dense dans L' (0, T; H%G(Q))

alors on a :

T T T
/ /Q Bysps1 o ddi-+p / /Q Vhn41-Veo drdi— / /Q F(l=s)AN1—5,)Vpn-Vep dadt
0 0 0

T T
+/ /Qa(l—sn)Van-Vgp dxdt—/ / qsf(1=s,) pdodt =0, Vo € Ll(O,T; H%(Q))
0 o Jr,
(2.57)

Il reste a montrer que $,4+1(0,2) = so(x) et l'unicité de Sy41. D’aprés (2.56), pour
tout v € C(0,T; Ht (Q)) avec v(T,-) =0, on a

T T
— / / Sny1 Oy dzdt + ,u/ / VO,sn41 - Vodzdt
o Ja o Ja
T T
- / / a(l —s,)Vspq1 - Vodedt — / / f(1 = s)A1 = $,)Vpp - Vodadt
0o Jo

_/ / qsf vdadt+/ Sn+1(0,2)0(0, z)dz. (2.58)
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De méme d’aprés (2.55) on a :

T T
/0 /Qsﬁrl Owv dxdt + M/o /QV(?tSZLl -Voudzdt
T T
- / / f(1 = s)A = s,)Vpy - Vodzdt +/ / a(l —s,)Vsy' - Vodx
0 Jo o Ja

T
:/0 /F qsf(l—Sn)vd(fdt-i-/QSoU(O,x)dx- (2.59)

Maintenant si on passe d la limite quand m — oo dans (2.58) et (2.59) et comparons

les résultats on obtient que :
so(x) = sp41(0,z) Vo € Q.

Pour l'unicité il suffit de prendre so = 0, p, = 0 et qs = 0 et démontrer que s,,1 = 0.

L’assertion découle d’aprés linégalité (2.50). O

2.2.2 Passage a la limite sur n

Preuve du théoréme 2.1. D’apres les Proposition 2.1 et 2.2, les estimations
d’énergies (2.53),(2.54) et (2.35) qui sont indépendantes de n, on peut extraire une

sous suite telle que

Sp, — 8, faiblex dans L™ (O,T; H%E(Q)), (2.60)
O18n, — Oys, faiblex dans L™ <O,T; HI(Q)>, (2.61)
Pn, — p, faiblex dans L™ (O,T; HI(Q)). (2.62)

De plus, si on utilise le théoreme d’Aubin-Simon on obtient
Sn, — 8, fortement dans C° (O, T, LZ(Q)) et p.p dans Q. (2.63)
et on a :

Vpn, — Vp, faiblement dans L*(Qr), T > 0. (2.64)
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Par conséquent, d’aprés les convergences (2.60)—~(2.64) on passe da la limite dans
(2.57) et (2.37) on obtient

/[)T/Qatsgodxdt%—u/oT/QV&gs-Vapda:dt—/OT/Qf(l—s))\(l—S)Vp-Vgpdxdt
T T
—l—/o /Qoz(l—s)V5~Vg0dq:dt:/0 /Fqsf(l—s)godadt, VngLl(O,T;Hﬁe(Q)),

/A(s)vp.wd:c:/ qe¢da—/ gsbdo. i € LY(0,T; HY()).
Q Te Is

Il est clair que (2.60)-(5.21), et les propositions 2.1 et 2.2 et la faible semi-continuité

inférieure des normes donnent les estimations suivantes

p(t, Mm@ < C, (2.65)
Is(t, My < 9(t) + C(p) /Otg(S) exp(C(p)(t — s)) ds, (2.66)
10es(t, )7 (0) < Col) (g(t) + /Otg(S) exp(C(p)(t — s)) dé’) (2.67)

pour presque tout t > 0, ou C,C(u),Ci(u) et Co(p) sont des constantes positives
, 1
dépendant de p et g(t) = Ci(p) + §||30||%2(Q) + gHVSOH%Q(Q)' O

/

A
Remarque 2.2. Si () est de classe Y1 et x est bornée alors p € L™ (O, T, H ()N

W2’1(Q)>. En effet, grice a l’équation (2.25) on a

N(s)

A= 730)

Vp - Vs,

et comme ’\7/ alors d’apreés les inégalités (2.65)-(2.66) le second membre est borné
dans L'(Q)

N(s)

(1950 + 1950 )|

N —

Lo®)

et puisque p vérifie la condition au bord (2.27) alors d’aprés le Théoréme de régularité

elliptique classique on a
p € L>(0,T; HY(Q) n W1(Q))
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2.3 Principe de maximum

Théoréme 2.2 (Principe de maximum). Soit (s,p) une solution faible du systéme
(2.24)-(2.30). Si 0 < so(z) < 1, pour tout x € Q, alors 0 < s(t,z) < 1, V(t,z) € Qr.
HESUWTIE

2 2

Prouwvons que s(t,z) > 0 pour tout (t,z) € [0,T] x Q. Pour cela, on va montrer

Preuve : Soient, fT =

que s~ = 0. On prend p = —s~ comme une fonction test dans (2.31) pour obtenir

th/\s ]2da:+——/\V3 ]2dx+/f1—s) (1-95)Vp-Vs dx

2dt
+/Qa 1—5)]V3_]2dx:—/ qsf(1 —s)s™ do,
I

puisque f est une fonction continue telle que f : [0,1] — R avec f(0) = 0 et
f(1) =1, on rappelle qu’on prolonge par continuité f sur R par f =0 sur]— oo, 0]
et f=1 sur|[l,+oo[. d’ou

/ fA—=9)A1—-5)Vp-Vs dz = / A1)Vp Vs dx = / qes do — / qss~ do.
Q Q I r,

et/ gsf(1 —s)s /qs , ce qui donne

_2 2 o 2 — -
2dt/| “d +2dt/|V8|dx+/ (1 — s)|Vs |7 dx /Feqes do,

Et comme o« > 0 et g. > 0 on déduit

1d -124 pd 2
el adiad <
5 Q|s |*dx + 5 7 |Vs |*dx < 0.

Finalement, si on intégre par rapport da t sur [0,t] et on utilise le fait que 0 < sq <1

i.e s, =0 on obtient :
1/ |s—|2dx+ﬁ/ Vs~ [2da <0,
2 Ja 2 Ja B

d’ou s(t,x) > 0 pour tout t € [0,T] et pour presque tout x € €.
Prouvons que s < 1 pour tout t € [0,T] et pour presque tout x € Q2. Comme s = 0

sur T, alors (s—1)" =0 sur T, donc on peut prendre (s—1) comme une fonction
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test dans (2.31) pour obtenir
2dt/ I(s—1 de+§£/ V(s +|2d;c—/Qf(1—s)A(1_s)vp.V(s—1)+dx
+/Qa (1—s) |V(s—1)+|2dx—/qusf(l—s)(s—lﬁda,
puisque f(s) =0 si s <0 alors
/Qf(l N1 = 8)Vp-V(s—1)T =0, et /F ¢ f(1— 8)(s — 1) do = 0.
d'od

2d ——/ 2de <
2dt/| Ve + 5 J V(s = )T dr <0,

Finalement, si on intégre par rapport a t sur [0,t] et utilise le fait que 0 < s5 < 1

i.e (so— 1)" =0 on obtient :
/ (s — 1) da + / V(s — 1)*2dz <0,
Q JQ

d’ot s(t,x) < 1 pour tout t € [0,T] et pour presque tout x € €. O

2.4 Etude asymptotique du systéme Darcy-Brinkman

Dans cette section on va étudier le comportement de systeme de Darcy-Brinkman
quand g — 0. On montre rigoureusement que le modele de Darcy-Brinkman

converge vers celui de Darcy quand p — 0.

2.4.1 Enoncé du probléme

Soit © un domaine ouvert borné dans R¢, dont le bord 99 est Lipschitz et n est la
normal sortante au bord de 2. On note Q7 := |0, T[xQ ou T > 0 est un temps fixé.
Le bord de Q2 est divisé en trois partie 902 = I'; UT'. UT's et on note Y =]0, T[x0f2.
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Nous allons étudier le systeme suivante quand g — 0 :

Orsy — AOs, — div (f(s,)A(s,)Vp) —div (a(s,)Vs,) = 0, (t,z) € Qr (2.68)
—div(A(s,)Vp,) = 0, (t,z) € Qr (2.69)
/put:ﬁ v= 0, V>0 (2.70)

Ce systeme est complété, pour tout t €]0,T[, par les conditions aux bords sur Y,

O, six € FZ
A(8)0pu(t,t) = { qo,  siz €T, (2.71)
—ds, six € Fsa
10y 0¢s,(t, ) + Ops,u(t, ) = 0, r el ULy (2.72)
su(t,z) =1, rel, (2.73)
et la condition initiales définie dans 2 :
$,(0,2) = so(z). (2.74)

Comme précédemment, nous noterons par (s,p) le vecteur solution asymptotique
du systeme (2.68)-(2.74) sous les hypotheses (H1)- (H4) avec p — 0. Nous allons
introduire une définition de solutions asymptotiques faibles du systeme (2.68)-(2.74).

Définition 2.2. On dit que le couple des fonctions (s,p) définies sur Qr est une so-
lution asymptotique faible du systéme (2.68)-(2.74) si :s(0,2) = 1—so(x) et pour tout
T>0 onaseLl>®(Qr),pe L>*(0,T;Hi,(Q)), \/Ja(l —s)Vs € L*(0,T; L*(Q))
et pour tout ¢ € L'(0,T; H} (Q)) on a
T T
/o < Os > dt _/o /Qf(l —s)M1 —s)Vp-Vepdrdt

—|—/OT/Q\/04(1—5)V5(5)~V<pdxdt:/OT/Fs ¢ f(1 = 8)pdzdt; (2.75)

et pour tout ¢ € L'(0,T; H'(Q))

/OT/Q)\(l — §)Vp- Vipdrdt = /OT/F qewdadt—/OT/Fs gebdodt;  (2.76)

De méme, dans cette formulation variationnelle, on a remplacé s par 1 — s avec
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Bls) = Jg yJa(l = ¢)dC.

Théoréme 2.3. Supposons que les hypothéses (H1)- (H5) sont vérifiées avec l'in-
verse de B(s) est continue . Alors quand p — 0, le systéme (2.68)-(2.74) posséde
une solution asymptotique faible au sens de la définition 2.2.
Preuve : Tout d’abord, on a pour chaque p fizé, il existe une solution (s,,p,) du
systéme (2.68)-(2.74) au sens de la définition 2.1 avec s, € L>*(Qr). Donc il faut
montrer que cette solution admet une limite et cette limite est la solution asympto-
tique faible du (2.68)-(2.74) au sens de la définition 2.2.
Pour cela, on remplace s par 1—s dans (2.68)-(2.74) et on multiplie I’équation (2.68)
par ¢ € L*(0,T; H} (2)), Uéquation (2.69) par ¢ € L*(0,T; Hy (), et intégre sur
Q pour obtenir
/Q(?ts#gp dx + M/QV@S# -V do — /Q f(1=s,)A1—5,)Vp, Vo dx
+ /Q a(l —s,)Vs, Ve de = /r ¢sf(1 —s,)p dx; (2.77)

/Qm — 5,)Vp, - Vi da :/F 0.0 do —/F qubdo. (2.78)
En prenant ¢ = p, dans (2.78), on obtient
/Q/\(l —5,)Vp, - Vp, de = /r qep, do _/r qspudo,

et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, la continuité de la fonction trace et

["inégalité de Poincaré a moyenne nulle, on en déduit

Il < € [ [VpPde < G, (2.79)

ou C' et Cy sont indépendantes de p.

Pour la saturation, on prend ¢ = s, dans (2.77) pour obtenir

/Q@tsu s, dz +M/QV8,:SM Vs, do —/Qf(l — 5)A1 = 5,)Vp- Vs, do

+/Qoz(1 —5,)Vs, - Vs, dv = /F ¢sf(1—s,)s, dz,

ce qui donne grice da l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l’estimation (2.79)

d d
o sl + 5 [ | ViVs,fda+ [ a(l=5,)[Vs, < Co [ Jsuf* + Co
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Finalement, d’aprés le lemme de Gronwall on obtient

HSMH%Q(Q) + H\//_LVS;LH%Z(Q) + [/l — Su)vsuﬂiz(o,j’;m(g) < Cy (2.80)

ou Cy, Cy et Cy sont des constantes positives indépendantes de . Par ailleurs, si

on prend ¢ = po;s, dans (2.77), on obtient
/L/Q |0y, dx + p° /Q Vs, dr — ,u/Qf(l — 5,)AN1 —5,)Vp, - Vs, dx
+ ,u/Q a(l —s,)Vs, - Vs, dv = /L/F qsf(1 —s,)0s, dz,

FRRRY J) \ 9. s .y 7 2. s .y 7 2 112
d’ot, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et linégalité de Young (ab < 4a*+ ;b ),

la continuité du fonction trace et les estimations (2.79)-(2.80) on a

uHatSHH%Q(O,T;LQ(Q)) + HuvatSMH%Q(O,T;LQ(Q)) < (s (2.81)

ou C5 est une constante positive indépendant de p. On peut déduire des estimations
(2.79)- (2.81), qu’on a pour tout p € L*(0,T; H'(2)),

T
/0 < Os, o > dt < OH‘PH%%O,T;Hl(Q))
dot,
(Orsp), est une suite bornée dans L*(0,T; (Hl(Q))/). (2.82)
L’estimation (2.81) assure alors :
(1 VO;s,), est une suite bornée dans L? (O, T; LQ(Q)) , (2.83)

De plus, il existe une sous suite de (s,,p,) telle que

Py —» p, faiblex dans L™ (O,T; Hl(Q)), (2.84)

Su, —« S, faiblex dans L™ (Qr), (2.85)

uVs,, — 0, faiblement dans L* (O,T; LQ(Q)), (2.86)

a(l —s,,)Vs,,, =T, faiblement dans L* (0, T, LQ(Q)). (2.87)

D’aprés (2.82),(2.85) et l'injection compacte de [’espace
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Chapter 2. Analyse mathématique du modeéle de Darcy-Brinkman diphasique
incompressible et immiscible

{we L*(Qr), 0 <w < 1,0w e L*0,T; (HY(Q))), B(w) € L*(0,T; H'(2))} — L*(Qr)
d’aprés [23, Lemma 3, p 140/, on a que

il existe une sous-suite de (s,), tel que s, — s dans L*(Qr)et p.p.  (2.88)
Comme [ est continue et borné, alors
B(s,) — B(s) dans L*(Qr) et p.p. dans Qr . (2.89)

Finalement, a partir des (2.82),(2.84),(2.86),(2.88) et (2.89) on passe da la limite

dans la formulation faible suivant quand p — 0
T T T
/0 < 080 >t dt—u/o /QVsu~V8tg0da:dt+/() /{2,/06(1 — 5V B(s,) - Vo dwdt
T T
—/ /Qf(l — 5,01 — 8,)Vp, - Voo dudt = / /F 0o f(1— 5,) do dt — u/ﬂ VsoVipdz;
0 O S
T T T
/ / A1 — 5,)Vp, - Vb dudt = / / . dodt —/ / qubdo dt.
o Ja o Jr. o Jr,
pour obtenir que pour tout ¢ € L*(0,T; Ht (Q)) et ¢ € L*(0,T; Hy,(Q)),
T T
/0 /Qatsgodazdt—i-/o /Q\/oz(l —$)VB(s) - Vodxdt
T T
- / / F(1—$)M1 — 8)Vp - Ve drdt = / / 0. f(1 — 8)pdodt;
o Ja o Jr,

/OT/QA(l — $)Vp - Vi dadt = /OT | g dodt - /OT | anpdod;

ce qui prouve le Théoreme. 0
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Chapter 3. Méthode de Volumes Finis pour le modeéle de Darcy-Brinkman

3.7 Test numérique pour un modele isotrope de Darcy-

Brinkman . ... ... .. ... . . 0 00000 94
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous proposons un schéma numérique pour la discrétisation du mo-
dele général de Darcy-Brinkman composé de trois équations (3.1)-(3.3) complétées
par des conditions de bords (3.4)-(3.5) et une condition initiale (3.6). Nous mon-
trons que ce schéma vérifie les propriétés indispensables a tout schéma numérique :
existence de solutions, convergence vers une solution faible du modele général. La
premiere partie précise le modele a discrétiser et la notion de solution faible asso-
ciée. Les discrétisations spatiales (maillages admissibles) et temporelle (pas de temps
fixes) ainsi que le schéma de type volumes finis sont introduits dans une deuxiéme
partie. La dérivée temporelle, la diffusion et les termes des sources sont discrétisés
de facon classique : implicite en temps et un flux a deux points pour la diffusion
TPFA (two points flux approximation) [33]. Quant au terme d’advection, il n’est
pas discrétisé par un flux décentré amont classique mais par un flux préservant la

monotonie, cela permet d’assurer un principe de robustesse des solutions (voir [6]).

3.1.1 Probleme posé

Soit € un domaine ouvert borné dans R, dont le bord 9 est Lipschitz et 1 est la
normale sortante au bord de . On note Q7 :=10,T[xQ ou T" > 0 est un temps fixé

et on note X =]0, T[x 0. Nous allons étudier le systeme Darcy-Brinkman suivant :

Ors — uA0s — div (f(s))\(s)Vp) —div (a(s)VS) =0, (t,x) € Qr (3.1)
—div(Ms)Vp) =0,  (tx)€Qr  (32)
/Qp(t, x)dz =0, Yt >0 (3.3)
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3.1 Introduction

Ce systeme est complété par les conditions aux bords sur X,

A(s)opp(t,x) = m(t, x), (3.4)
10y0s + f(s)m + a(s)0ys = h(t, x), (3.5)

et des conditions initiales définies dans €2 :
5(0,x) = so(x). (3.6)

Ce systeme a été obtenu dans le chapitre 2. On précise s la saturation, p la pression
globale et on prend des condition plus générale sur les bords sous les hypotheses
suivantes :

(H1) f:]0,1] — R est une fonction continue bornée telle que f(0) =0, f(1) =1
avec 0 < f < l.et p est une constante positive telle que 0 < p < 1.

(H2) La mobilité totale A : [0,1] — R est une fonction continue bornée telle que

A(.) > A« > 0 pour une certaine A\, constante.

(H3) Le terme de la pression capillaire a : [0,1] — R est une fonction continue
bornée positive telle que a(0) = (1) = 0. On définit G(s) = [J a(z)dz.

(H4) 7 et h sont des fonctions bornées dans L>(0,T’; L*(02)) avec la condition de
compatibilité / 7(t,0)do = 0 p.p dans (0, 7).
o9

(H5) sy € H'(Q) est la donnée initiale .

On commence par définir une solution faible du systeme (3.1)-(3.6).

3.1.2 Solution faible

Définition 3.1. On dit que (s,p), s,p: Qr — R, est une solution faible du systéme
(3.1)-(3.6) si : VT > 0,s € Wh2(0,T; H'(Q)), p € L*>(0,T; H},(Q)); et si pour
toute fonction ¢ € L*(0,T; H'(Q)) on a

/OT/Qatsgoda:dt—i—u/oT/Qvats-Vgpdwdt_i_/OT/Qf(S))\(s)vp.vgpdwdt

T T
+ [ [ VB(s) Vededt= [ [ hpdedt, (37)
0 Q 0 [2)9]
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Chapter 3. Méthode de Volumes Finis pour le modeéle de Darcy-Brinkman

et pour tout ¢ € L*(0,T; H'(Q)) on a

/OT/QA(S)Vp-W da dt = /OT | mwdodt (3.8)

3.2 Probleme discret

Cette section est consacrée a la formulation du schéma de volumes finis. D’abord,
on décrit les discrétisations en espace et en temps, ensuite on construit le schéma

numeérique.

3.2.1 Discrétisation en espace

On rappelle que le domaine €2 est un ouvert borné polygonal et connexe de bord
0Q et qu’il est inclus dans R? (d = 2 ou d = 3). On dit qu'un maillage 7, du
domaine 2, formé de polygones K ouverts et convexes nommeés volumes de controle,

est admissible s’il vérifie les propriétés suivantes :
e La cloture de I'union des K est €.

e [’intersection entre deux volumes voisins K et L est un sommet ou un coté en
dimension deux (une face en dimension trois). Donc, la mesure de Lebesgue

(d — 1)-dimensionnel de 9K N OL n’est pas nulle dans la deuxi¢me cas.

e Il existe une famille P = (xx)xe7,, OU 2k est le centre du volume K tel que
TrZr L ok, ou ok, est I'interface commune entre deux volumes de controle
voisins. Dans le cas d'une triangularisation, on prend xx comme étant le centre

du cercle circonscrit au triangle K.

Dans ce chapitre, on considere 7;, comme étant un maillage admissible de 2. Dans

ce qui suit, on utilise les notations suivantes :
e La taille du maillage : h= sup{diam(K), K € T, }.

e |K| =mes(K)= la mesure de Lebesgue d-dimensionnel de K (c’est l'aire de
K en dimension 2 et le volume de K en dimension 3) et |o| est la mesure

(d — 1)-dimensionnel de o.
o & est Pensemble des cotés intérieurs du maillage et E..y = {o; 0 C 00} .
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3.2 Probléme discret

e di 1 est la distance euclidienne entre zx et xy. Si 0 C 0N alors dg, est la
distance euclidienne entre xx et y, ou y, est la projection orthogonale de x

sur o.
® 7k, est la normale sortante de K et orthogonale a o 1 ; Nk, = —Nr.K-

o 7x 1 est la transmissibilité a travers I'interface ok ; définie par :

o
TK,L = loxi] : (3.9)

dk,1.
e N(K)={L € T,/OKNOL # 0} est 'ensemble de volumes voisins a K.

o Tk 1 est le diamant convexe construit en reliant les deux centres voisins zx et

xy, aux sommets de I'interface commune ok 1. On a :

Q= U (U Tkr)-

KeT, LEN(K)

FIGURE 3.1 : maillage volume fini 7, : volume de contrdle, centre et diamond.
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Chapter 3. Méthode de Volumes Finis pour le modeéle de Darcy-Brinkman

3.2.2 Discrétisation en temps

Une discrétisation de l'intervalle [0, 7] est donnée par un entier N € N*; t,, = nAt
pour n € {0,.., N} et pour un pas de temps fixe At avec NAt = T'. Les inconnues
discretes sont notées par wl- = w(t,,rx) pour w = s ou p.

Soit D une discrétisation admissible de Qr = 2% [0, T'] qui n’est autre qu'un maillage
admissible T, de € et 'union des intervalles [t,,t,.1], n =0,.., N — 1. On définit la
régularité du maillage par :

h = max{At, max diam(K), max Lg}&(}}{() drL}-

3.2.3 Fonctions discretes associées

Sur un maillage 7, admissible, on définit L;(Q) C L?*(2) I'espace des fonctions

constantes sur chaque volume K € 7Tj,.
Ly = {w, € L*(Q), wp(z) = Wk p.p sur K}.
On peut lui associé un produit scalaire :

2
< Wh, Vh >12(Q)= Z | KWk Vi, HwhH%Z(Q): Z \K\‘WK‘ .
KeTn KeTh

En plus, on définit un produit scalaire qui correspond a une semi-norme H} (<)

discrete :
<wp,vn >m=d Y (W= Wi)(Vp = Vi),

oK, LEEint
2 2
Wl () = d Yo (WL —Wk)?.
oK, LEEnt
Finalement, on définit le gradient discret d’une fonction wy, constante par volume

de contrdle, comme étant une fonction constante par diamant Tk j, :

Wy, — Wk

(Vi) drcr

== VKLwh =d "KL - (310)

g 1,

Notons que la mesure d-dimensionnel |Tk | est égale a §|0K7 L|dk r donc la semi-

norme |wp|m, ) coincide avec la norme de V,wy, dans L*(1).
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3.2 Probléme discret

3.2.4 Construction du schéma de volumes finis

Afin de discrétiser les équations (3.1) et (3.2), on integre formellement ces deux
équations sur chaque volume de controle K et on utilise la formule de Stokes pour

les intégrales de divergence. Alors, on obtient :
/K Oy da—pu /8K Vs - 1k dv(x)—/aK f($)A(s)Vp - nx dv(x)—/aK a(s)Vs - nx dy(zr) =0,

~ s A($)Vp - ngdy(z) =0.

Or, l'intégrale sur le bord 0K est la somme des intégrales sur les cotés (ou faces) du

volume de controle K. Par la suite :

/K@tSdl‘—M > Vs g dy(x) — Y /gf(s))\(s)VP'UK,Ld”Y(CU)

LeN(K) "KL LeN(K) VoKL

— / a(s)Vs - -ngpdy(z) =0,
(K)o

LeN

= Y [NV dy(a) =0,

LEN(K) " OK.L

Pour approcher les dérivées par rapport au temps, 'approximation consiste a rem-
placer s par s qui est défini de la maniere suivante :

S(tx) = S(tni1,x) — s(tn, )

Vt € [tn, tns1l, A7

(t=tn) + s(tn, ). (3.11)

On decrit maintenant 'approximation des termes diffusifs et convectifs.

Terme diffusif : Le calcul du flux numérique diffusif nécessite d’approcher les va-
leurs des V;s - k.1, et a(s)Vs - nk 1, sur les interfaces oy 1, des volumes de controle
et sur lintervalle de temps [t,,%,11]. Sous 'hypothese d’admissibilité du maillage
T, la valeur approchée du flux diffusif normal peut étre calculer en utilisant les
différences finies dans la direction de la normale

Vs - nkrdy(x) =~ Tk L (@E(t, xp) — 045(t, xK))
Tt 3.12
SZL+1 _ Sz S;L{Jrl _ S?( ( )
~ TK,L - >,

At At
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Chapter 3. Méthode de Volumes Finis pour le modeéle de Darcy-Brinkman

[ Vs mcpdy(e) = [ VAE) - mcsdy(e) = 7 (855 - ASE)
| (3.13)

ou f(s) = /0 a(z)dz et le coefficient de transmissibilité 7x 1, est défini par (3.9).

Terme Convectif : Pour calculer le flux numérique convectif, on approche — f(s)A(s)Vp-
Nk, en utilisant les valeurs Py, Pr, Sk et S qui sont valables dans le voisinage
de l'interface g, . Pour cela, on utilise un flux numérique G,(Sg™, S7+, dp?(JrLl)
La fonction G, € C(R*R) d’arguments (a,b,c) € R? désigne le flux numérique de

convection et elle satisfait les propriétés suivantes :

o G(.,b,c) est croissante, V b,c € R et G4(a, ., c) est décroissante, V a,c € R.

o Gy(a,b,c)=—G4(b,a,—c) ¥V a,b,c € R; donc le flux est conservatif.

e Gy(a,a,c)= —f(s)\N(a)c V a,c € R; donc le flux est consistant.

e Il existe un module de continuité w : R™ — RT tel que V a,b,a’,V,c € R,

|Gs(a,b,c) — Gg(a', V', )| < |clw(|la—d|+|b—=0]).

Donc, 'approximation du terme convectif est définie par

FAS)Vp e, dy(a) = —Go(SET, ST, dpily)
OK,L
avec dp?;le = TK,L (P£hLl — P}}H).
Finalement, on approche A(s)Vp-n. 1, en utilisant le flux numérique G, (S, S7+, dpi})
qui satisfait les méme propriétés que Gy, la fonction G, € C(R?; R). Remarquez que,
puisque la mobilité totale est strictement positive, nous pouvons également appro-

cher ce terme en utilisant un flux centré.

Remarque 3.1. Voici une possibilité de construire un flux numérique G qui ap-
proche g(s)Vp - nkr (avec g(s) = —f(s)A(s) ou A(s)) satisfait les propriétés précé-

dentes. On décompose g en sa partie (g)+ croissante et sa partie (g), décroissante :

(94(2) = [ (0 ()" ds, (9u2) = = [ ((9) ()" .

On rappelle que :

st = max(s,0) et s~ = max(—s,0).
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3.2 Probléme discret

11 suffit donc de prendre comme flux numérique convectif,

Go(a,b,¢) = ¢ ((9)1(a) + (9)1(0) — ¢ ((9)1 () + (9).(a))

et par suite comme — f\ est décroissante et f(0) = 0, on définit G4 de la maniére

sutvante :

Gy(a,b,c) = —f(D)AD)cT + fa)Xa)c. (3.14)

et on définit G, par

Gyla,b,¢) = ¢ ((Vr(a) + (A)1(0) = ¢ ((Ar(B) + (N (a))

Schéma Numérique

Maintenant, on peut écrire le schéma de volumes finis suivant : VK € 7T, Vn =
0..N —1ona:

n+1 S Sn+1 Sn Sn—l—l Sn
|K|7K — M Z TK,L L K (3.15)
PR
Z TKL(B Sn+1) 6<Sn+1>+ Z G, S}z{+1 S7LL+1 dpn+1) |aKﬂaQ|h7}(+1,
LeN(K) LEN(K)
— S G S dpitly = [0K N o9t (3.16)
LEN(K)
> KPR =0, (3.17)
KeTy
ou

1 tnt1

n+1
* M = R naalat /amag M, z)dz,

1 tn+1

n+tl _ - t d
0K N OQIAL Ji, /Mmaﬁﬂ-( e)de,

.ﬂ-K

o dpitl =i (PP — PR,

71
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Afin de définir les fonctions non linéaires f, A et 5 en dehors de leurs domaines de

définition, on les prolonge de fagon continue et bornée, par exemple

0 pours<0
B(s) =13 B(s) pour0<s<1 (3.18)
B(1) pour s> 1

3.2.5 Estimations a priori

On rappelle tout d’abord quelques résultats, le premier est un résultat sur la trace
discrete démontrée dans [33], et le deuxiéme est un résultat classique d’une intégra-
tion par partie discrete et la derniere est la forme discrete de 1'inégalité de Poincaré

a moyenne nulle.

Lemme 3.1 ([14]). Soit Q2 est un ouvert borné polygonal et connexe de bord OS) et
qu’il est inclus dans R? (d =2 ou d = 3). Soit T, un maillage admissible. Soit Sk la
valeur de sy, sur le volume de controle K. On définit ~(sp) par v(sp) = Sk presque
partout sur o = 0K N O (pour la mesure de Lebesque de dimension (d-])) pour

tout K € Ty,. Alors il existe C7 une constante positive dépendante de ) telle que :

7 (su)llr200) < Cillsnlmi ) + lIsallr2@)-
OJ

Lemme 3.2 ([14]). (Intégration par partie discréte) Soit Fi € R, K € T,
et L € N(K) tel que Fx = —Fp k. Soit px € R, K € Ty,. Alors :

> > FKLSDK——*Z > FKL(SOL—SOK)

KeTn, LEN(K) KeTh LEN(K)
Remarque 3.2. Il est facile de voir que Go(Si, SPH dpict) = —Go (ST, SE, dpi )

et G, (S, ST dpit) = —Go(STH, St dpihe), ainsi les termes convectifs peuvent

etre intégrés par partie.

Lemme 3.3 ([33]). (Inégalité du Poincaré discréte) Soit ) est un ouvert borné
polygonal et conneze de bord OQ et qu’il est inclus dans R¢ (d =2 ou d = 3). Soit
T un maillage admissible. Soit Uy la valeur de u une fonction constante presque

partout dans le volume de controle K. Alors il existe une constante positive C' qui

72



3.2 Probléme discret

dépend seulement de § telle que :

lull2) < Cllulme) + 2(m (Q))’l(/ﬂu(%)daﬁ)2

Par la suite, on commence par démontrer une estimation sur le gradient discret

de la pression globale, ensuite on établit deux estimations sur la saturation.

Proposition 3.1. Soit (S?{H, P;@H)KeT c(0,.N—1} UNE solution du schéma de vo-
hsT geeeydV —

lume finis (3.15)—(3.17). Alors il existe une constante C'(2) positive qui dépend seule-
ment de ) et telle que :

2
S (P =P < OOl e o200 (3.19)

KeTh LEN(K)

Preuve : On multiplie I'’équation (3.16) par Pi™ pour obtenir :

. Z G (Sn-i-l Sn+1 d n+1)pn+1 \8Kﬂ89|7r"+1P"+1
LeN(K)

maintenant en faisant une sommation sur K € 7T, et en intégrant par partie, on
obtient

72 Z G Sn+1 n+1 n+1>(Pn+1 P}}—&-l): Z |8Kﬂ8§2|7r?(+1P}}+1.

Th LEN(K) KeTy,

Le flux discret satisfait G,(a,b,c)c > A\|c|* V(a.,b,c) € R3. En effet

Gpla,b,c)e = (A(b)c™ = Aa)e™ )e = A(b)(c")? + Ala)(c)?
> M€+ (7)) = \e?
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d'ott
LYY men(Ppt - ) <2 Y 0K N ooy Pt

KeTy, LEN(K) KeTh
tn+1
/ / 7(t, ) "+1dxdt
KeT, /tn AKNAN

tn+1
<2 / 204 2)dedt
Z (BAt tn azmaszw< z)de

KeTy

_At

Pn+1 2d )
+ﬁ 8Kﬂ89< K ) v

Maintenant, en utilisant le résultat sur les traces discretes du Lemme 3.1 et le fait
que ™ € L*(0,T; L*(09)) on déduit :

Z Z TK,L(P£L+1 Pn+1) <

KeTn, LEN(K)

2[;”7THL°°<0,T;L2<89»+5C'( > Y (B o) Y ’KNP&H)QH

KeTy, LEN(K) KeTy,

En utilisant le Lemme 3.3 sur l'inégalité du Poincaré discrete, on a l'estimation

suivante

S K SCY Y (B - p)

KeTy KeT, LEN(K)

car Y  |K|PE =0, ainsi
KeTy

Ay Y TK,L(Perl —PI%H)Q <

KeTnp LEN(K)

[||7T||L°°0TL2(39)+ﬁC’ >y TKL(Pn+1 P}}H)Q}

KeTnp LEN(K)

On déduit le résultat (3.19), apres avoir choisi le parametre 5 d’une fagon convenable.
O

Proposition 3.2. Soit (S”H [@H) une solution du schéma de vo-
KeThne{0,..,.N—1}
lumes finis (3.15)-(3.17). Alors il existe une constante C(2) positive qui dépend

seulement de Q) et telle que pour tout 0 < At < Aty ou Aty <

—, alors pour tout
=0 p
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3.2 Probléme discret

n € N, avec nAt <T on a

2 2
SOIKISE + > X mrn|SE—SK] s(r|h||%w<o,T;Lzm)>+||w|r%w<o,T;Lz<am)

KeTy KeT, LEN(K)

2 2 cr
3 k|lse ]+ er] S — 9 >exp(). (3.21)
K;'h ‘ K‘ K%LE%%K) KL‘ ’ K‘ u(l — Cato)

Preuve : On multiplie ’équation de la saturation du schéma de volumes finis

(3.15) par S pour tout K € Tj, cela donne :

S"“ S;g - Sitt =St SET = SE\ qnnt

o s ey B (g T )
h €Th LEN(K)

Sn+1 Sn+1 dpn+1 Sn+1 Z Z TKL( Sn+1>_ﬁ(S}z{+1))S}z{+1

+
Z Z KeT, LEN(K

KeTn LEN(K

= 3 |0K N oQnt st

KeTy

En faisant une intégration par partie sur les termes diffusifs et convectifs on obtient :

Sn+1 qn Sn+1 _ gn Sn—f—l Sn
|K| Ksn—l—l T L L *~K Sn+1 Sn—i—l
K;'h At 2 K;Z LE%K) KL( At At ) ( " )

_ = Z Z G, Sn+1 n+1 n+1)<Sn+1 S?(H)

2 KeTp, LEN(K)

by XY mea(BOSE - BSE) (S -Si) =

KeTh LEN(K)

S 0K NOQh S
KeﬂL

Maintenant on utilise 'inégalité [a2 —ab > %(a - bzﬂ, on a :

Sn+1 o
Z|K|‘ ] tim 2 (st -S|~ [s - k)

KeTh At KeTn LEN(K)
Iy v mier (B(SETY) — BISE)) (S — 53+ <
2 KeTh LEN(K)
1
S Y GuSE S dpit D (S = S 4 D (0K noQlh St
2 ke LEN(K) KeTy
(3.22)
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Comme [ est une fonction croissante alors
(BesE) = B(sEh) - (Sp+ = 5%) 20
d’ou
Z Z 1 (BOSE) = BSE) (1 = Sit) > 0.
KeT;, LeN(K
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que

Galab, ) = (FOAD)* () + (F(@A@)* () < M= () + (7)) = [\l

alors le terme convectif (3.22) est estimé par :

— Z Z n+1 n+1 n+1>(5n+1 S;L(Jrl)g

KGTh LEN(K)
cy > TK,L(PE“—PI?“)2+ oY (st —S;Q“)z. (3.23)
KeTn LEN(K) KeTh LEN(K)

Pour estimer le terme source, on utilise I'inégalité de Cauchy-schwarz :

tn
S 0K NOQIRI S = / - / h(t, =) St dedt
Ker t et Jtn OKNIN
tn41
< /+/ tx dmdt+ Z/ ”+1 dx,
At Ker, Tt almaﬂ KeT, GKmaQ

on utilise a nouveau le résultat du Lemme 3.1 sur les traces pour obtenir

> 0K NOQIRE i < ([BllF o200y + Cr( Y K ‘Snﬂ’
KeTy, KeTy,

LYY TKL‘S”H s, (3.:24)

KeTn, LEN(K
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3.2 Probléme discret

ou ('] une constante positive dépendante seulement de €. Finalement, on a :

SIS = |si) + XX mallset - i~ s - sf)

KeTy, KeT, LeN(K)

<Clo gy ra s S (s - s

KeTh KeT, LEN(K

+ At L0020 + Collm(t, ')||L°°(O,T;L2(8Q))} (3.25)

La suite de la preuve découle du lemme ci-apres.

Lemme 3.4. (Inégalité de Gronwall discréte). Soit K1 > 0, Ko >0, T >0

et une suite (Y")nen vérifiant
0 <y <y + K AL+ Ky Aty™, (3.26)

pour tout n € N. Etant donné Aty < K% alors pour tout 0 < At < Aty,

K KT
VneN nAt<T =y" < _ 3.27
menom v < (00 ) e (T an) (3.27)
Preuve : Puisque At < Aty < %’
1 KAt
SV S ToGAY T T A
En notant o = T KAl > 1, une simple récurrence permet d’obtenir
n n, 0 at—1
VneN, y" <a"y + aK At T
a _—
Remarquons que a(i 1= TN et " —1 < ", ainsi, finalement,
K
n 0 1 n
VneN, y" < (y +E>
Pui > 1, il existe A > 0 tel L 1+ AAt, d'ou A
uisque « il existe elquea = —— = ou\N=_—2—
mee == - b 1 — KAt =g
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Par conséquent o = (1 + AA)™ < exp(AnAt) et si At < Aty,

K KT K KT
< — ).
AN USS e d oy o) L U oo e G KgAtO)
O
On applique le Lemme 3.4 avec
2
e RIS Y 2wyt - si]
KeTh KeTy, LEN(K)
4
Ky = " (||h(t, Moo 022000 + Callm(t, ')H%OO(O,T;LQ(QQ)))
4C
K2 = 71,
i
ce qui termine le preuve de la Proposition 3.2. U
Proposition 3.3. Soit (S”+1 "H) une solution du schéma de vo-
KeTh,ne{0,..,N—1}

lumes finis (3.15)-(3.17). Alors il existe deuz constantes C' et Cy positives qui dé-

pendent seulement de ) et telles que :

n+1 Sn—i—l o SZ Sn+1 S?( 9
) <

ORI Y S men (-

KeT, KeTy, LEN(K)

Cl( ) \K\‘S?chr > X TK,L‘SQ—S%‘Q

KeTh KeTh LEN(K)

cTr
2 2
+ [l 2oe 0,7 12(00)) T ||7T||Loo(o,T;L2(aQ))) exp(m) (3.28)

ou T et Aty sont définis comme dans la Proposition 3.2. De plus on a

> X TKLIB ”)\ < Co(T, Ato, Q, ), (3.29)

KeT, LEN(K

ou Cy est une constante positive qui dépend de T, Aty, 2, et .

Preuve : On multiplie la premiere équation du schéma de volumes finis (3.15)
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3.2 Probléme discret

n+1 n

par % et on somme sur K € 7T, cela donne :
S”“ S” gl gn gndl _gn gl _ gn
Z K| Z Z T L L PK K\PK K
KeT, ( ) KeTh LEN(K) ( At At ) At
n+1 n+1 n+1 Sn+1 S?(
+ > > Gu(SET S dple )7A
KeTh LEN(K) t
Sn-‘rl SK B Sn—I—I o S?(

=2 X mwa(BSET)-B(SE) Hg T = X [0KNoQ|mtt =K

KeT, LeN(K) KeT;, At

En faisant une intégration par partie, on obtient E; + Fy — E5 + E4 = F5 avec

n+1 SK ,U n+1 . SZ Sn—l—l S}z{ 9
P R PRl
h n LEN(K)

1 Sptl 5y St - sy

_ = G Sn-i—l Sn+1 d n+1) L YK K

2 K;'h LE;K) ( At At >

1 \ R I
vy 2 2 (B A (P T )

n LEN(K)

St — Sy

n+1
= Y 10K noqlr =

KeTy

Les termes F4 et Ey étant positifs, on cherche a estimer les termes Es, E; et F5. En
utilisant la définition de Gs dans (3.14) et I'estimation sur le gradient discret de la

pression (3.19), alors pour tout v > 0 on a

C A Sl _gn gl gy
Es<—> > TKL(PLH_PKH) +r 2 X TKL( LAt "o KAt K)

KETy, LeN(K) KeTn, LEN(K)
Sn+1 qn Sn+1 S™\ 2
<lllorarom +7 X mea(Zhg ok - 2k

KeTh LEN(K)
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, alors pour tout 6 > 0 on a :

B T Y (B - ssi)’

KeTy, LEN(K)

Syt =Sy Spt = S
+ > > e At "o At )

KeTh LEN(K)
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Comme [ est une fonction sous linéaire alors il existe C' > 0 telle que

E4 ~ % Z Z TKL(Sn+1 Sn+1)

KeTn LEN(K)

)

5 Sn+1 SE Sn—l—l S?( 9
X X oma(yg T A

KeTn, LEN(K)

0 est un reel positif a choisir ultérieurement. D’apres la Proposition 3.2 :

E, 2 (Z |K|‘SK‘ + > > TKL‘SL SK‘ +||h||Loc0TL2(aQ))
KeTh, KEThLeN(K)
cT S"H Sn gnAl _gn 2
+H7TH%°°(O,T;L2(BQ))>exp(( —CAty) + Z Z TKL( At L__—K AL K>

KeT LeEN(K

ou T et Aty sont définis comme dans la Proposition 3.2.
De facon similaire, comme déja fait dans la Proposition 3.2, en utilisant les résultats

sur les trace discretes, pour tout ¢ > 0 on a :

Sn+1

1 — Sk y?
Es < *||hH%oo(o,T;L2(8ﬂ)) + CC[ > |K|(KTtK)
C KeTy,

5 Dl D et R el N

KeT, LEN(K)
Enfin, on choisit les parametres 7, d et ¢ suffisamment petit pour obtenir

n+1 n+1 52 Sn+1

Z ’K|< ) Z Z TKL( A; - At S?(>2§

KeTy KeTn LEN(K)

cl(z K[Sh+ 2 % sy - sy
KeTy,

KeTn LEN(K)

cr
+ HhH%OC(O,T;LQ(BQ)) + H7T||2Loo(o,T;L2(asz))> exp(m)

ou C' et ] sont deux constantes positives dépendant seulement de €.
Pour l'estimation (3.29), on multiplie I'équation (3.15) par S(SE'!), faisant une
intégration par partie et utilisant les estimations (3.19)-(3.21) et (3.28). O
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3.3 Existence d’une solution discréte

3.3 Existence d’une solution discrete

L’existence d’une solution du schéma de volume finis (3.15)-(3.17) est basée sur le

lemme suivant.

Lemme 3.5. [33] Soit A un espace de Hilbert de dimension finie muni d’un produit
scalaire [-,-] et de la norme || - || associée, et soit P une application continue de A
dans lui méme telle que :

[P(€),€] > 0 pour [|£]| =r > 0.
Alors il eziste £ € A avec ||€]| < r tel que

PE) =0

Proposition 3.4. Soit T une discrétisation admissible de Qr. Alors le schéma de

volume finis (3.15)-(3.17) admet au moins une solution (PR, S ket neo..n)-

Preuve : Tout d’abord on utilise les notations suivantes :

M = Card(T)
SM = {S?(Jrl}KGTh S RM

pm = {p " Yker, € RM

On définit I'application Pp, : RM x RM i RM x RM,

Pr(smspm) = ({Pri et APax } keT,) avec,

n+1 qn Sn+1 Sn Sn—‘rl Sn
PIK—’KliK—N Z TK,L L K
P A )
= > T (BSEY =B+ > Gu(SKT, SET dpith) — [0K n o9y
LEN(K) LEN(K)
P2,K — Z G (Sn-‘rl Sn-i—l dpn-i-l) |8K N aQ’ﬂ_?(—i-l
LEN(K)
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Notant que P;, est une application continue bien définie. La but est de démontrer
que

[Pr(sr50Mm)5 (Sam,pMm)] > 0 pour |[(sar, par)|| = r avee r est suffisamment grand.
Pour cela, on a d’apres la Proposition 3.1 et les équations (3.20),(3.22),(3.23) et
(3.24)

| st = |sef
[Pr(sat:pm); (s om)] = 5 D | K| AL
KeTh
spt— s s — sl
4At K%:Th LG%EK)TKL(‘ ’ | k)
Py XY men(BSET - ASE) (S - sk
2 ket LEN(K)
o SRS v 0 XY (St - s
KeT, KeTyn LEN(K)
&

el 0.r31200)]

+ > > TKL( pptt P"“) — O[T 0.1:22(00)

KeTn, LEN(K)

;HhHLOO o1;L2(00) T

maintenant, on utilise le Lemme 4.2 et pour un v suffisamment petit on obtient :

2 2
[Pa(sat,pa0); (sa0:p00)] = Cly, A8) 2 |K||S"+Cy D2 ||| PR
KeTy, KeTy

. C:
2At > |K“SK‘ [ |h||Loo(0TL2(aQ))+ 72

|[7] |%oo(o,T;L2(aQ))] —C(Q)]|7| |%°°(O,T;L2(8Q))
KeTy,

avec C(v,At),C(Q),Cy et Cs sont des constantes positives. D’ott pour r suffisam-
ment grand on a [Py (s, pm), (Sm, pam)] > 0. O

3.4 Translatés en espace et en temps

Soit (sn, pn) une solution du schéma de volumes finis (3.15)-(3.17) donnée par sy, =
K
Sn+1 et ph|Qn _ Pn+1 ol QnJrl ]tn,tn+1] % K.

Lemme 3.6. (Transaltés en espace) Il existe une constante C'(2,T) > 0 telle
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3.4 Translatés en espace et en temps

que :
Ve € RY, //,Xm Su(t,z +€) = 5u(t, )| dudt < Cle|(J€] + 2h), (3.30)
avec QO ={z € Q, [z,x + & C Q}

Preuve : Tout d’abord, on simplifie les notations en écrivant :

Z au lieu de Z

oKL (K.L)ETR, K£L, ok 117#0]
Soit £ € R3, L € N(K). On définit sur Q' la fonction :

1 si|x,x + €] intersecte ok 1, K et L

0 sinon

Xog,L (:L‘) = {

Ensuite, on définit ¢, , = ‘é’ . nK,L’ et on remarque que

i) [ Nowu @) dr < Joelf¢

CO’KVL )

car/ Xog . (x)dx est la mesure de l'ensemble des points de Q) qui se trouvent dans
o

un cylindre de base o 1, et de vecteur générateur —§. En plus, on a :

”) Z XUK,L('T)CO'K,LdeL < |§| +2h.

OK,L

Par la suite, l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la Proposition 3.2 entrainent que :

//(0 ey 19162+ E) = s 2) P

’ gn+l Sn+1‘2
S Z XU‘K’L( Ca'K LdKL Z At Z c d ,XUK,L(x) dﬂ?
OK,L OK,L OK,L K,L Q
N ‘ g+l Sn+1‘
<(g+am Y Ay P2 Xowes (¢) da
n=0 OK,L ok, YKL 2

N-1
< |£| |€| +2h Z Z Z TK,L'SZ+1 _ S?(_H‘Z‘

KeTn LEN(K)

83



Chapter 3. Méthode de Volumes Finis pour le modeéle de Darcy-Brinkman

De plus on a :

(0,T)x
2// st 2+ €) — sn(t, )2 dtde + 2At/ 15(0, 2)|? dz,
(0,7) %9 oA

ou Uy = {z € Q,dist(x,00) < |A|}. Comme At — 0 quand h — 0 et puisque

sn(0,-) est borné dans L*(Vy) alors la translation d’espace est uniformément esti-

s

meée. O

Lemme 3.7. (Transaltés en temps) Il existe une constante C(Q,T) > 0 telle

que :

T—T1 2
vr €0, ], /O /Q St + 7, 0) = St 2)| dadt < C(r + A), (3.31)

Preuve : La preuve de ce lemme est basée sur celle développée par Eymard et

al. [33] pour une équation parabolique. Soit 7 €]0,T] et t €]0,7 — 7[. Posons
‘2

A(t) = /Q ‘sh(t +71,2) — sp(t, x)| dx,

le nombre ng := ng(t) = n+ 1 si t €]t "] et le nombre n; := ny(t) = n+1 si

t+ 7 €]t", t""![. La fonction A peut se réécrire sous la forme

Alt) = Y IK[ISE = SR,

KeTy,
qui implique aussi
ni1—1
Alt) = Y IKI(SR = S¥) D (S — Sk)-
KeTy, n=ng

T—1
Il suffit de démontrer que / A(t)dt < C't, pour obtenir le résultat souhaité. Soit
0

1 sinAte [t t+7],

0 sinon,

T,(t,t+7)= {
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3.4 Translatés en espace et en temps

de telle facon que

N-1
= > IK|(SK = S) D Talt,t +7)(SK™ — Sk).
KeTy, n=0

En remplacant S — S7 par son expression donnée par le schéma numérique (3.15)

puis en intégrant par partie, nous obtenons

A(t) =
At N—1 Sn+1 Sn Sn—H Sn . . . o
ey 2 Taltt 1) 3 Y 7ie.n (= IR ) (Spr — Spo — S+ 5w)
n=0 KeTy, LEN(K)
At =)
-5 Z Tatt+7) > > mn(BSET) = BSE™))(SPr — Sp° — St + Si2)
KeTy, LeEN(K)
AtN 1
+ 5 Z Tatt+7) > > Go(SESE dpitt) (St - S0 — S+ Sp)
KeTnp LEN(K)
N-1
+AEY Ta(tt+7) D [0K NOQIRT (SR - Si),
n=0 KeTy,

En utilisant I'inégalité de Young (ab < (a*+b?)), les propriétés des G, et 3, et le fait
que pour tout K € Ty, L € N(K) et le Lemme 3.1 nous obtenons que V 0 < w < 1

on a
At N-1 n+1 — gn Sn+1 S 12
A(t)gu— Tn(t,t—i-T) TK,L L _ K
4 Z K%Le%:m ’ At At
+—CZT (tt+7) Y S mealspt - s
KeTp LEN(K)
At +1 +1]?
+7012T tt-|—’7' Z Z TKL’Pn P}é ‘
4 KeTn LEN(K)
N—-1
+At(1+ + Cyw) ZT tt+7) > > m(|SP - Sl + s S}?Q)
KeTn LEN(K)
A N-1 e
+—ZT (t,t+7) > 0K NoQhE)
W o KeT,

N-1
+ComAt Y Yot t+7) > |K||SK -

n=0 KeTy,

9
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ou U, et C'; sont deux constantes positives dépendent respectivement de 3 et G, et
Cy est la constante définie dans le Lemme 3.1.
Les propriétés suivantes vont permettre d’obtenir les translatés souhaitées (voir Ey-

mard et al. [33], pour plus de détails)

T—1
/ Yot t+7)dt < 7
0

et
tm+1 N—-1
Vm=0.N—1, (X Taltt+7))dt <
tm 0
Cela permet notamment d’obtenir que
T—1 N-1

i At( zoj To(t,t+7))dt < 7T

En utilisant le fait que ng = m+1 si t €[t™, ™", les estimations d’énergie dans les
Proposition 3.1-3.2-3.3 et en choisissant une certaine w convenable, on déduit que,

pour C(, T, Gy, B, i, @) > 0,

T—7
/ A(t)dt < Cr.
0

3.5 Résultats de compacité
On rappelle le Théoreme de Riesz-Frechet-Kolmogorov suivant

Théoréme 3.1. (Riesz-Frechet-Kolmogorov) Soit F un ensemble borné dans
LP(RY) avec 1 < p < oo. On suppose que
pour h € RY, “lli‘mo 1f(-+h) = f()llreray = 0 uniforement dans F.

H

Alors la fermeture de F, dans LP(S) est compact pour tout ensemble mesurable
borné Q C RY.

Preuve : voir Haim Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial
Differential Equations [18]. O

Lemme 3.8. [l existe une sous suite toujours notée (s, pp), telles que, quand h — 0
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3.5 Résultats de compacité

on a

sp —> s, fortement dans L*(Qr) et p.p dans Qr, (3.32)

Visn — Vs, faiblement dans (L*(Qr))?, (3.33)
ViB(sn) — VB(s), faiblement dans (L*(Qr))%, (3.34)
pn — p, faiblement dans L*(Qr), (3.35)

Vipn — Vp, faiblement dans (L*(Qr))?, (3.36)
015, — 0Oys faiblement dans L*(Qr), (3.37)
V0,5, — Vs faiblement dans (L*(Qr))". (3.38)

Preuve : Soit la fonction 5, définie sur R4*! par

S, pour tout (t,x) € Qr
0 sinon.

D’apres les Lemmes des translatés en temps et en espace Lemme 3.6 et Lemme 3.7,

on a
ve e R, [ [salto+€) - salt,)| dudt < Clel(lE] +20),
]Rd
et

Sp(t+7,x) — 84(t, x)‘z dredt < C(1 + At).

VT €]0, T, /Rdﬂ

Remarquons que

[8n(t + 7,2+ n) = 5t )|

) < Héh(t’ T+ 77) - §h<t7$)‘

L2(Rd+1 L2(Rd+1)

+||3n(t + 7, 2) — 8t 2)|

L2 (Rd+1) )

donc

H§h(t + 7,2 +1) — 84t x)‘

2R — 0 quand (7,7, At) = 0

Maintenant, en appliquant le théoréme 3.1 et le Lemme 8.4 de [35], nous obtenons

que la suite (s5) est relativement compacte dans L?(Qr). Ainsi, il existe une sous-
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suite, encore notée (syp,), telle que lorsque h — 0
s, — s fortement dans L*(Qr) et p.p dans Q7.

Pour la convergence (3.33), d’apres la Proposition 3.2 (Vjsy), est bornée dans
L*(Qr) d’ou il existe une sous-suite, encore notée (V,s;), qui converge faiblement
vers une fonction ¢ € (L?*(Qr))? 1l reste & démontrer que ¢ = Vs au sens des

distribution. Pour cela il suffit de démontrer que, lorsque h — 0 on a
E), = / Vsy + edx dt —I—/ spdivdr dt — 0, VYo € D(Qr)?.
Qr Qr

On suppose que h est suffisamment petit pour que ¢ s’annule sur T“t pour tout

K € Tp,. Puisque g, = —n i on obtient pour tout ¢ €]t", t" |

/sh divp(t,z)de = ) / spdiv p(t, x)dx
Q

KeTy,

=> > 5"“/ p(t,s) -k, rds

KeTh LEN(K) IK,L

3 > Si s [ elts) mcrds.
KEThLeN OK,L

Maintenant d’apres la définition du gradient discret

/ Vish - o(t, z)d Z Z Vs - @(t, x)dx

KeTh LEN(K Tk.L
d
= 5 > d —— (St — SZ“)/ o(t,x) - nx rdx.
KeTy, LeN(K) YKL Tk.L

d’ou

N-— 1At
Eh _ Z Z Z |0'KL’ Sn+1 n+1)<

1
/ o(t,s) - ni.rds
KET, LEN(K) ol ok

oK,
1

Tk i] Jr go(t,m)-nK,Lda:)
) K, L

D’apres la régularité de la fonction ¢ on a

< Ch,

/ o(t,s) N rds — ——
OK,L

Tk,1| JT Pt ) - i
, K,L

"UK,L‘
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3.6 Convergence vers une solution faible

et si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec la Proposition 3.2 on obtient

|Eh’ < Oh Z At Z Z UKL Sn+1 Sn+1)

n=0 KeTy, LEN(K)

<ChZAtZ S TEL (gt gptt)2 +ChZAtz S oxndis

KeT, LEN(K) dK L KeT, LEN(K)
< Ch|Q|T.

Pour la convergence (3.34) on utilise la continuité de la fonction /5 et la convergence

presque par de sy, alors

B(sy) — B(s) p.p dans Qr,

de plus (8 est bornée par construction (3.18), alors le théoréeme de convergence do-
minée de Lebesgue assure que 3(s,) — [(s) fortement dans LP(Qr) avec p > 1 et
p.p dans Q7.

Ensuite, pour les convergences (3.35) et (3.36) on a d’apres la Proposition 3.1, la
suite (Vy,py), est bornée dans L*(Qr))?, ainsi (py,),, est encore bornée dans L*(Qr))
d’apres le Lemme 4.2. D’ou il existe des sous suites encore notée (pp), et (Vapn),

telles que
pn — p faiblement dans L?(Qr), et V,p, — ¢ faiblement dans (L*(Qr))%.

Les autres résultats s’obtienneent faccilement en utilisant la méme méthode que celle
déja utilisée précédemment pour montrer que ( = Vp au sens des distributions .

Finalement, les convergences (3.37)-(3.38) découlent directement de la Proposition
3.3 et les convergences (3.32)-(3.33). O

3.6 Convergence vers une solution faible

Théoréme 3.2. (Convergence vers une solution faible) Sous les hypothéses
(H1) — (H6), la suite (sp,ppn) solution du schéma (3.15)-(3.17) converge vers (s,p)
une solution faible du modéle (3.1)-(3.6) au sens de la définition 3.1.

Preuve :Soit ¢ € C>([0,T[xN) et la suite (@%)LGT .

©(t", 25 ). En multipliant I’équation (3.15)-(3.16) par ¢/%t' puis en sommant pour

définie par ¢ =
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K €7, et n=0...N — 1, nous obtenons
Ap+ By +Cp+ Dy, =F,, M, =Ny

avec

1
) ZT K|(S = Sk )it
h
1

D

>

Il
MZ

n K
N—
Bu=-ud > X mwe((SpH 87— (S - Sp))ek
)

n=0 K€T, LEN(K

)
I
MZ

-1
At o Y G(SE ST dpit e
)

n=0 KeTn LEN(K
N-1
Dy==3 At Y 3 7we(BSE) - BSE™) it
n=0 KeTn LEN(K)
N—-1
Fp=Y At > |0K noQrEit!

n=0 KeTy,

N—-1
My=—=3 At Y > G(SE, Sy dp) et
n=0 KeT, LEN(K)

N—-1
Ny= 3 At Y 0K NoQmittoitt.

n=0 KeTy
Pour le premier terme on a
N-1

T
Ap = Z Z At‘K‘at§h|[tn,tnﬂ]xmp?(“ :/o /Qﬁtéhgoh dxdt.

n=0 KeTy,

En utilisant la convergence faible de la suite (09,5,), et la régularité de la fonction
©, on obtient

T
Ay —>/ /atsgod:vdt.
0o Ja

h—0
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Pour le deuxieme terme, on a

=

By, =

l\D\t

> X (S 5D — (S = 57) (er - ei)

=0 KeT, LeEN(K)
1

NZ S I R 5 (7
%

1\3\*;

0 K€Ts LEN(K) dr,L dx.L

tn+1

/ > > Tk lVir0iSn - nkLVeo(t, vx.) - N rdt.

_ BN
2 KeTn LEN(K)

avec T = Org + (1 —6)xy, 0 < 6 < 1, un point dans le segment |z, z.[. Mais,

la valeur de Vg 1, admet la méme direction que 7k 1, d’ou

Vi rosn - nxVe(t,vxr)  Mxr = Vi nOs, - Vo(t, xk L)

Comme chaque terme correspondant a T, ;, apparait deux fois alors on peut récrire
B, sous la forme

T
Bu=p [ [ Vo (T dud,

en utilisant la convergence faible de la suite (V;0,5,);, et la régularité de la fonction

© on obtient

T
B, —s “/o /Qvats Vo dudt.

h—0

Maintenant, on va montrer la convergence suivante

Dh—>/OT/QVB(s)-Vg0dxdt.

h—0

En effet, en intégrant par partie D;,, on obtient

1NZlAt Z Z |TKL|d< (Sn+1zj (S;z(ﬂ))(go%ﬂ (pn—i—l)

KET), LEN(K) dx.1L

1N 1
- Z At Y > Tk r|VirBsh) -k Vet™ ok n) - nrr

KeTp, LEN(K)

1 N—-1

5 Z At Y Y Tk r|VinB(sh) - V(™ ax L) -
KeT, LEN(K)
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Comme chaque terme correspondant a T, ;, apparait deux fois alors on peut récrire

Dy, sous la forme

Dy, = /OT/QVhB(Sh) (Vo)ndz dt,

il est clair que, d’apres la régularité de ¢, (Vo) — Vi dans L>®(Qr). Ensuite, le
résultat découle de la convergence faible (3.34).

Pour la convergence du flux convectif, on va montrer que

h—0

C'h—>/ /f s)Vp - Vo dx dt.

En effet, on fait une intégration par partie de C},

1N1

:_72&5 > Y a, (Gt gntt dpn+1)<@1z+l SOnK—H)'

n=0  KeT, LEN(K)

Pour chaque couple de voisins K, L on définit Si/} le minimum des Si™ et S7H
et nous introduisons
1 N-1

5 2 ALY X F(SEDMSEDdpL (8 - o).

n=0 KT, LEN(K)

on définit 55, et s, par

- n+1 n+1 n+1 n+1
Shlyn gns1perye = max{S ", S} }, et Shlyn bty = min{ S, S} }.

Maintenant, on peut récrire C} sous la forme variationnelle suivante

Cp = /()T/Qf(sh))\(sh)vhph (V) dx dt.

En outre, on a

/ /|Sh_8h| dzdt < ZAt Y% |TKL|(S"+1 n+1>2

n=0 KeTy, LEN(K)
N—-1

<O Y ALY Y mu(sprt - st

n=0 KeTh LEN(K)

< Ch?.
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3.6 Convergence vers une solution faible

grace a l'estimation (3.21), d’ou
|sn, — s,| — 0 presque partout dans Qr. (3.39)

Par conséquence, on a s, < s < 5p, et s — s presque partout dans Q7. Par consé-
quence comme fA est continue alors f(s,)A(s,) — f(s)A(s) presque partout dans
Qr et dans LP(Qr) pour p < co. On utilise la convergence (3.36) et la convergence

forte de (V) vers Vi on obtient

C'h%/ /f $)Vp - Ve dz dt.
Il reste & montrer que
li - Crl = )
liy G — G = 0 (3.40)
D’apres la propriété de consistance du flux numérique on a

G(SEH, SEH dptd) = FSEDNSED dp
= [GA(SEH, S dpth) — 1GL(SEH Sk, dpi'h)
< |dpit (2l - ).

Par conséquence

T
Ch=Gil < [ [ w@lsh = su)Vipn - (Vo) dadt

Finalement en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et en utilisant le fait que
la suite (Vupp), est bornée et la convergence (3.39) ,on obtient le résultat (3.40).

Pour le terme source :

T T
Fp = Z At Y 0K N o9 gt = /0 /M2 h(t, z)en dxdt—>/0 [ hpdud.
n=0 KeTy,

On g’intéresse maintenant a la limite pour I’équation discrétisée de la pression. En

intégrant par partie M}, on obtient
1 N-1

Z ALY DT GRS ST dpit ) (et — ot

KeTn LEN(K)
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puis, on introduit
1 N-1

5 2 A D > MSEL)ApRL (LT — i)

n=0 KeTy, LEN(K)

- /0 /Q>‘(§h)vhph - (V) dadt,

en utilisant le convergence forte du A(sy) - (V) vers A(s)Vy et la convergence

faible sur la pression (3.19), on obtient

h_}()/ / s)Vp - Ve dxdt.

Il reste a montrer que
lim M, — M;| =0
hg% ’ h h ‘ )
D’apres les propriétés de G, on a

’G (SnJrl Sn+1 d n+1) )\(Sn+1) n+1‘ < C’danrlH( |

) tn tn+1]><TKL

le résultat découle de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, et du fait que la suite (Vypy),,
est bornée et de la convergence (3.36) . Enfin, le terme source s’écrit de fagon équi-

valente :
N-1
No= Y At Y 10K noQlr ot = / /whdxdt—>/ | medat
n=0 KeTy
Ce qui prouve le Théoreme 3.2 O

3.7 Test numérique pour un modele isotrope de

Darcy-Brinkman

Dans ce qui suit, on effectue plusieurs tests numériques pour valider le schéma de
volumes finis appliqué au modele isotrope de Darcy-Brinkman. Le calcul de la so-
lution numérique est effectué selon l'algorithme suivant : a chaque instant discret
tns1, on calcule la solution (P™*1 S"*1) du systéme non-linéaire (3.15)-(3.16) en uti-

lisant un algorithme de Newton pour approcher la solution du systéme non-linéaire
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3.7 Test numérique pour un modeéle isotrope de Darcy-Brinkman

et une méthode de bigradient pour résoudre les systemes linéaires résultants de la
procédure de 'algorithme de Newton. On va effectuer nos tests sur des maillages

admissibles donnés dans la Figure 3.2.

L L L 5

Ly g

E i

FIGURE 3.2 : Maillage Mazen Benchmark FVCAS de 3584 triangles.

Nous fournirons deux tests faits sur un maillage admissible nonuniforme. On consi-
dere les données suivantes : L, = 1 et L, = 1 comme étant la longueur et la largeur

du domaine construit par un logiciel triangle et donné dans la Figure 3.2.

3.7.1 Test 1 : Ecoulement eau-gaz

Dans ce premier test, on consideére les fonctions avec les indices w et g qui désignent
respectivement les fonctions de I'eau et de gaz :

— ky(Sw) = s2 : perméabilité relative de leau,

— ky(sg) = 53, : perméabilité relative de gaz,

— K =0.15 x 107% : perméabilité du milieu,

— ¢ = 0.7, : porosité du milieu, :

— iy = 1073 : viscosité usuel de I'eau,

— pig =9 x 1075 : viscosité usuelle de gaz,
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— pe. = 0 : pression capillaire.

Conditions initiales : Initialement, la saturation du gaz est considérée égale a 0.9
dans le domaine et la pression du gaz est considérée égale & 1.013 x 10° Pa.

Conditions aux bords : L’eau est injectée dans la région gauche du domaine
(r = 0, et 0.8 < y < 1) avec une pression constante égale a 4.026 x 105 Pa.
Dans la région droite du domaine (x = 1 et 0 < y < 0.2) les fluides s’écoulent
librement a la pression atmosphérique et la partie restante du bord est supposée
étre imperméable (aucun flux n’est imposé). Sur les figures 3.3, 3.4, 3.5, 3.6 on a
tracé la saturation de I'eau a différents instants et en fonction de la viscosité effective
de Brinkman. On observe 'effet diffusif par rapport a u, 'augmentation de p entraine
d’une part 'avancée du front eau/gaz et d’autre part son étalement ce qui traduit
I'effet régularisant de 'opérateur de Brinkman. En absence des termes capillaires la

diffusion est due a la diffusion de Brinkman.

FIGURE 3.3 : Les figures de haut en bas et de gauche a droite représentent 1’évolution
au cours du temps de la saturation de 1 ‘eau aux points (0,25, 0,75), (0,25, 0,25),
(0,5, 0,5), (0,75, 0,75), (0,75, 0,25). La courbe Brinkman 1 correspond & p = 1077,
Brinkman 2 correspond & x4 = 107% et Brinkman 3 correspond a p = 107°.

3.7.2 Test 2 : Ecoulement eau-pétrole

Dans ce premier test, on a changé seulement le type des fluides, on remplace le

gaz par le pétrole et on prend la viscosité de pétrole u, = 1 et on suppose que le
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DB SL00500 vic D8: SL00500 utc
Cycle: 500 Cycle: 500

FIGURE 3.4 : Saturation de 1'eau a t=0.05 s et le courbe de gauche a droite corres-
pondent & = 0,1077,107%, 1075 respectivement.

DB: 05000
Cyclo: 500

FIGURE 3.5 : Saturation de l'eau a t=0.5 s et le courbe de gauche a droite corres-
pondent & = 0,1077,107%, 1075 respectivement.

FIGURE 3.6 : Saturation de 'eau a t=1 s et le courbe de gauche a droite corres-
pondent & = 0,1077,107%, 1075 respectivement.

domaine est saturé par le pétrole. Sur les figures 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, le phénomeéne
d’étalement du front et de la dissipation sont encore plus prononcés. On voit I'in-
fluence de 'augmentation de la viscosité du fluide présent dans le milieu. En effet,
le pétrole résiste a I'injection de 1’eau, ainsi I’eau crée une direction privilégiée entre

la région d’injection et de production des fluides.
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FIGURE 3.7 : Evolution du saturation de l'eau par rapport au temps en plusieurs
points dans le domaine

DS: 510100 vt 03201000,
Cycle 1 Cycle 1

FIGURE 3.8 : t=100s et = 0,10"7,107%,107°

D8: SL05000 vtc DB: 505090 .vtc D3 0500 vtk 03 05p0k
Cycle: o Cycle 8

| 5“ Cvdss’

FIGURE 3.9 : t=500s et 4 =0,10"7,107%,107°
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FIGURE 3.10 : t=1000 s et ;= 0,1077,107%,1075
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4.1 The Darcy-Brinkman model

Different empiric laws are used to describe the filtration of a fluid through porous
media. Darcy law is the most popular one, due to its simplicity. It states that
the filtration velocity of the fluid is proportional to the pressure gradient. Darcy
law cannot sustain the no-slip condition on an impermeable wall or a transmission
condition on the contact with free flow [65, 54]. That motivated H. Brinkmann in
1947 to modify the Darcy law in order to be able to impose the no-slip boundary
condition on an obstacle submerged in porous medium [19, 45, 54]. He assumed
large permeability to compare his law with experimental data and assumed that
the second viscosity p equals to the physical viscosity of the fluid in the case of
monophasic flow. Brinkman law could formally be obtained from the Stokes system
describing the microscopic flow, by adding the resistance to the flow [10].

Let T > 0, fixed and let Q be a bounded set of R%(d > 1). We set Qr = (0,T) x
Q, 37 = (0,7) x 092, and 7 is the outward normal to the boundary 9f2. The mass
conservation of two incompressible phases with Darcy-Brinkman velocity of each

phase can be written in the following system, (see [27, 39] for more details),

¢0rs — pp div (A Vos) — div (f(s))\(s) AVp) —div (a(s) AVS) =0, inQr
—div ()\(s) A Vp) =0, in Qr
/Qp(t, z)dz =0, in (0,7)
M)A Vp(t,z)-n=mn(t,x), on Yr
ppAVos-n+ f(s)m+a(s)AVs-n=h(t ), on Ly
s(0,x) = so (), in Q.
(4.1)

In the above model, the first saturation phase (volume fraction) is represented by
s = s(t,z) and the other saturation phase is stated to be 1 — s and by p = p(t, x)
the global pressure. Next, A(s) = )‘L—(ls) + )‘Z—(j) is the total mobility with \; and p;
are the relative permeability and the viscosity of the phase ¢ = 1,2; where A is the
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4.1 The Darcy-Brinkman model

permeability tensor of the porous medium and f(s) = M’\;T((SS)) is the fractional flow.
Furthermore, the function a(s) = %p’c(s) is the capillary pressure term. The

viscosity p > 0 is said the Brinkman viscosity.

We give the main assumptions made about the system :

(H1) A is a symmetric matrix where A;; € L>(2), and there exists a constant
Cx > 0 such that
AE-E> CplEf%, VE € RY

(H2) The fractional flow f is a continuous function satisfies f(0) =0, f(1) =1 and
0<f(u)<1.

(H3) The total mobility A is a continuous function and there exists a positive
constant A, such that 0 < A, < A(+).

(H4) the capillary pressure term is a continuous function with «(0) = «(1) = 0.

(H5) The function 7 : 37 — R is a bounded function in L>(0,T; L*(0S2)) with
/ mdo = 0.
20

(H6) The initial function so € H' (), and the function h € L>(0,T; L*(91)).

In the sequel, we use the Lipschitz continuous nondecreasing function 5 : R™ — R*
defined by

B(s) = / a()d¢, VseR".
0
We now give the definition of a weak solution of the problem (4.1).

Définition 4.1. A weak solution of system (4.1) is a pair of function (s,p), s,p :
Qr — R, such that VT >0, s € W2 (O,T; Hl(Q)>, pE L2<O,T; H}M(Q)), and for
all p € L*(0,T; H'(Q)) we have :
T T T
/ /@sgpdmdt—i—u/ /AV8t5~Vg0dxdt+/ /Af(s))\(s)Vp~V<pd:cdt
0 Ja 0 Jo 0 Ja

T T
+/ /Aa(s)Vs-Vgpdxdt—/ he da dt = 0, (4.2)
0 Q 0 o0

T T
/ / AX(s)Vp - Vodrdt — / / mpdrdt =0, (4.3)
o Jo 0 Joo

where, H}(Q) = {u € H'(9), /Qu = 0}.

Numerical discretization and simulation of multi-phase flow in porous media with
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Darcy velocity have been the object of several studies during the past decades. There
is an extensive literature on the approximation of incompressible two-phase flows
with Darcy’s velocities for each phase. For instance the finite difference method
can be found in the book of Aziz and Settari [11]. The method of finite element
methods (mixed or hybrid) is also studied in the past years see Chavent et al. [23]
and Chen et al. [24]. For the incompressible immiscible model; let us mention the
work of Eymard, Herbin and Michel [34] where a coupled scheme, consisting in a
finite volume method together with a phase-by-phase upstream weighting scheme,
is analyzed on orthogonal admissible mesh. In [15], the authors propose to explore
the limit of a finite volume scheme of two-phase flow model with discontinuous
capillary pressure. For that, they proposed to study the limit of the upstream finite
volume scheme for the incompressible immiscible model. In [56], the authors suggest
a second order accurate finite volume scheme for the Richards equation. Otherwise,
the numerical analysis of finite volume and a finite volume-finite element schemes
for a compressible two phases flow in porous media for Darcy flow have been studied
in the works [63, 14].

At our knowledge, the numerical analysis of combined finite volume-finite element
scheme of the problem (4.1) is not studied on triangular mesh. Nevertheless, we
mention the pioneer work [27] on the convergence analysis of the finite difference
scheme of the Brinkman regularization of two incompressible phase flows in porous
media. Recently, in chaptre 3, we have been studied the finite volume scheme of
Darcy-Brinkman model.

Our aim is to propose a finite volume-finite element scheme based on upstream
approach of fractional flow with respect to the gradient of the global pressure.

The rest of this paper is organized as follows. In section 2, we define a primal
triangular mesh and its corresponding dual mesh, next, we introduce the nonlinear
finite volume-finite element scheme and specify the discretization of the degenerate
diffusion and convection terms. In Section 3, we prove the existence of a discrete
solution to the finite volume-finite element scheme based on the establishment of a
priori estimates on the discrete solution. In Section 4, we give estimates on differences
of time and space translates for the approximate solutions. Finally, in Section 5,
using the Kolmogorov relative compactness criterion, we prove the convergence of a

subsequent of discrete solutions to the weak solution in the sense of definition 4.1.
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4.2 Combined Finite volume-Finite element scheme

for system (4.1)

This section is devoted to the formulation of a combined scheme for the anisotropic
Darcy-Brinkman model (4.1). First, we will describe the space and time discreti-
zation, define the approximation spaces and then we will introduce the combined
scheme.

4.2.1 Space and time discretizations

In order to discretize problem (4.1), we perform a finite element triangulation {7}
of the polygonal domain €, consisting of open bounded simplices such that Q =
UKGThf( and such that for all K, L € T,, K # L, then K N L is either an empty set
or a common vertex or edge of K and L. We denote by &, the set of all edges, by
EM the set of interior edges, by £ the set of all exterior edges and by Ex the set
of all edges of an element K. We define h := max{diam(K), K € T,} and make the

following shape regularity assumption on the family of triangulation {7} :

: K]
———>kr>0 Vh>0. 4.4
KeT, (diam(K))4 — T (4.4)
Assumption (4.4) is equivalent to the more common requirement of the existence of
a constant 6+ > 0 such that
diam(K)

max ———— > 07+ Vh >0,
KeTn  px

where py is the diameter of the largest ball inscribed in the simplex K.

We also define a dual mesh D), generated by the triangulation mesh 7, such that
Q=uU DeDhD. There is one dual element D associated with each side op = o, € &),
a diamond. We construct it by connecting the barycenters of every K € 7T, that
contains op through the vertices of op. As for the primal mesh, we define JF,, Fi™t
and Ff*' respectively, as the set of dual, interior, and exterior mesh edges. For
op € Fi*, the contour of D is completed by the edge op itself which corresponds
to a half diamond. We refer to the Fig. 4.1 for the 2D case.

We use the following notations :
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FIGURE 4.1 : Triangles K, L € 7, and dual volumes D, E € D, associated with
edges op,op € &,.

e |D| = mes(D) = d-dimensional Lebesgue measure of D and |o] is the (d — 1)-

dimensional measure of o.
e Pp is the barycenter of the edge op.
e N (D) the set of neighbors of the diamond D.
o dpp = ‘PE — PD‘ the distance between the center Pp and Pg.
e op  the interface between a dual volume D and E € N (D).
e 7)p g the unit normal vector to op g outward to D.
e Kp g is the triangle K € 7}, such that op p C K.

e D" and D§* are, respectively, the set of all interior and boundary dual vo-

lumes.
Next, we define the following finite-dimensional space :
X, = {on € L*(Q); pn|k is linear VK € Ty, ¢y, is continuous at the points Pp, D € D;™}.

The basis of X}, is spanned by the shape functions ¢p, D € Dy, such that ¢p(Pg) =
0pg, E € Dj, and 9 being the Kronecker symbol. We recall that the approximations
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in these spaces are nonconforming as X, ¢ H'(€). We equip X}, with the semi-norm,

1Sull%, == 32 /K]VSh|2dx.

KeTh

For the time discretization, it’s might be performed with a variable time step, to
simplify the notation, we consider a constant time step At € [0,7]. A discretization
of [0,7] is given by N € N* such that ¢, = nAt, for n € {0,..,N + 1} with
tny1 = T. For a given value Wp, D € Dy, (resp. Wi, D € Dy, n € [0, N]), we define
a piecewise constant function as : w(x) = Wp for © € D (resp. w(t,z) = W} for
x € D, t €ty thi]).

4.2.2 Combined scheme

This subsection is committed to discretize the Darcy-Brinkman system (4.1) with
anisotropic tensors on general meshes. The classical approximation of the normal
diffusive flux used in the typical finite volume scheme FV4 (see [33] for more details)
is not consistent. The FV4 scheme is consistent on admissible mesh which satisfies
the orthogonality condition only in the case of istropic tensor. To discretize (4.1), we
use the implicit Euler scheme in time and we consider the piecewise linear noncon-
forming finite element method for the discretization of the diffusion term in space.
The convection terms are discretized by means of a finite volume scheme on the dual
mesh.

The approximation of the flux A Vp-np g on the interface op g is denoted by d Pp g.
Now, we have to approximate A f(s)A(s)Vp-np, g by means of the values Sp, Sg, and
0Pp g that are available in the neighborhood of the interface op r. To do this, we use
a numerical flux function G4(Sp, Sg, 0 Pp g). Numerical convection flux functions Gy
of arguments (a, b, c) € R? are required to satisfy the properties of consistency and
monotonity. One possibility to construct the numerical flux corresponding to g(s)c
is by split g(s) to a nondecreasing part (g(.)), and a nonincreasing part (g(.)), such
that

herein (¢'(s))™ = max(¢/(s)),0) and (¢'(s))” = max(—g'(s)),0). Then we take,
Gy(a,b,¢) = ¢ (gr(a) + g,(b)) — ¢ (91(b) + 9.(a)).
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In our case g(.) = —f(.)A(.) and since f\ is nondecreasing with f(0) = 0 then,
Gs(a,b,c) = —f(D)Ab)cT — (= f(a)\(a))c. (4.5)
Next, for all S, = > pep, Spwp, we define a discrete function 3, (Sy) as

Br(Sk) = Y B(Sp)ep.

DeDy,

Finally, a combined finite volume-nonconforming finite element scheme for the dis-
cretization of the problem (4.1) is given by the following set of equations : For all
D € Dy,

SY = ]ll)\/DSO(x) dx, (4.6)

and for all D € Dy, n € {0,1,..., N},

Syt = Sp St —Sg SpT = Sp ntl 1
eN (D) EeN (D)
+ Y G(SETLSETOPY) = 10D NoQhET,  (4.7)
EeN (D)
— Y G(SpT ST aPEE) = 0D N ol (4.8)
EeN (D)

>, Ppen=0. (4.9)

DeDy,

1 tnt1 1 tng1
h"“:—/ / h(t,z)d ”*1:—/ / t,x)dz.
v At|0D N oK Jopnon Jt., (t, ), At|0D N oQ| Japnaa Ji, m(t, v)de

The coefficient Mp g for D, E € Di™ is the stiffness coefficient of the nonconforming
finite element method. So that :

Mpre=—> (AVer, Vb)), (4.10)

KeTy,
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4.2 Combined Finite volume-Finite element scheme for system (4.1)

5PB7+E1 denotes the approximation of A Vp on the interface op g :
PR = Mpp (PRt — PRty (4.11)
and we define G, for all a,b,c € R as
Gp(a,b,c) = Ab)c" — Aa)c™. (4.12)

Notice that the source terms are, for n € {0,..., N}

Remarque 4.1. A rigorous justification for the construction of the schema for
nonlinear convection-diffusion problems can be found in [8, 35] and we only put the

formal construction of the schema in this paper.

Remarque 4.2. We can rewrite (4.7) as follow :

D Syt — gm M Sptt — gn M gn+1
D=~ ME;; D,E(T) - EZ D,E(ﬂ( E ))
h €Dy,
+ > G(SETLSETLOPEY) = 10D N oQIhT. (4.13)
EeN(D)

Preuve : The proof of this assertion is given in Lemma 4.5 and by equation (4.22)-
(4.23). 0

Définition 4.2. Using the values of ( (S, Ppt), VD € Dy, and n € [0, .., N|, we
will define two approximate solutions of discrete problem (4.7)-(4.9) in the sense of
the combined finite volume-nonconforming finite element scheme : i) A nonconfor-
ming finite element solution (Spat, Phat) as a function piecewise linear and conti-
nuous at the barycenters of the interior sides in space and piecewise constant in

time, such that :

Shat(z,0) = S,?(:E) for x € Q,
(Sh,At(xvt)’ Ph,At(xvt» - (SZ—H(.I), }?—i_l(l‘)) fOT‘ YIS Q, 14 €]tmtn+1]7

n+1 __ n+1 n+1 __ n—+1
where Sptt = > Sptop  and PPt =Y Pitlep.
DeDy, DeDy,

it) A finite volume solution (S'h,m, ﬁh,At) defined as piecewise constant on the dual

volumes in space and piecewise constant in time, such that :
Sh.at(x,0) = SY forx € D, D € Dy,
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(Sp.ac(z, 1), Poad(x,t)) = (ST, PR for o € D, D € Dy, t €)tn, tor)-
Furthermore, we define a piecewise linear function in time given by

S(tn+17 ZE) - S<tn7 JZ)
At

fs(t) = f(S(t,x)) = (t —tn) + S(tp,x) for x € Q, t €ty thia].

(4.14)

Now, we state the existence theorem under the assumption that all transmissi-

bilities coefficients are positive :
MD,E >0 VD € 'Dh, JINS N(D) . (4.15)

Remarque 4.3. Assumption (4.15) is satisfied when the diffusion term reduces to
a scalar function and when the magnitude of all interior angles smaller or equal to

/2 in two space dimension.

Théoréme 4.1. Assume (H1) — (H6) hold. Under assumption (4.15), the sequence

(Sh.at, Prat) converges to a solution (s,p) of system (4.1) in the sense of Definition

4.1

The proof of this theorem is splitted in several Lemmas and Propositions in the

following section.

4.3 Existence and discrete properties

In this section, we present some technical Lemmas that show the conservativity of
the scheme, the coercivity, and the continuity of the diffusion term. We show also
a priori estimate on the gradient of the solution which we shall need later in the
proof of the existence of a discrete solution of (4.7)-(4.9) and in the proof of the

convergence.

4.3.1 Preliminary results

This subsection is devoted to known results. For the sake of clarity, we summarize

the following lemmas :

Lemme 4.1 (Discrete Gronwall’s Inequality). Given 1 > 0 and 72 > 0, assume
that for all sequence {yn}n satisfies 0 < Y11 < Yn + 1AL+ 2 AL yyyq for alln € N.
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Given a fized time-step Aty < 7% and a fized time T > 0, we have for all At < Aty,

T
Y2 1 — 1At

Preuve : the proof of this Lemma can be found in [29]. O

Lemme 4.2. Let Q C R? (d = 2 or d = 3) be an open bounded polygonal with
a boundary 0. Let T;, an admissible mesh. Let Uk the value of u on the control

volume K. Then, there exists a positive constant C' depend on 2 such that :

4 2
g0y < Clhul, + gy ( [, utor)

Preuve : The proof of this Lemma is given in [68, theorem 8.1] O

Lemme 4.3 (Discrete trace lemma). Let Q C R? (d = 2 or d = 3) be an open
bounded polygonal with a boundary O02. Let T, an admissible mesh. Let Sy the
value of s, on the control volume K. We define v(sp) by v(sn) = Sk piecewise on
ox = 0K N for all K € Ty,. Then, there exists a positive constant Cy depend on
Q such that :

[[v(s)|[200) < Cr(llsnllx, + |Isullz2@))-

Preuve : By applying the trace theorem on the reference simplex and then using

a homogeneity /scaling argument (see [16]). O

Lemme 4.4. For all Wy = Y pep, Wpyp € Xi, we have

d+1

Y diam(Kp )" (We — Wp)? < ———||[Will%, (4.16)
int ’ QdkT "
UD7EEDh
o d+1
0 s W < Lz, (4.17)
int dD E 2(d - 1)kT
UD,EEDh ’

Preuve :This Lemma is proved in [35], but for the sake of completeness we

reproduce the proof. We notice that :

(diam(KDE))d_l ‘

(4.18)
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then,

> (diam(Kpp)) (We-WpP < Y (dz’am(KDE))d_Q’VWh’KDE\2d2D7E

op,EEF;" oD pEFIM
d+1 a 2 _d+1 d+1
< — diam(K)) |VW, < — KIIVW, | 12 = =W, 1% .
5d m( (K)) [V Wil ] oy VWil 2 = g Wi,

Using the fact that the gradient of W}, is a piecewise constant on 7, the inequa-
d+1
lity (4.18) and each K € 7T, contains exactly ( ;L ) = @ dual sides with

assumption (4.4), we manage to show (4.16). similarly,

o 2 d+1
|dD,E| (WE — WD)2 g Z ‘VWh‘KD,E’ dD,E‘UD,E‘ S WHW}LH-%QL
O’D’EE.F;ILnt D’E O'D,EEJ:;L"t T
[l
Lemme 4.5. For all D € Dy, :
Mpp=— >, Mppg. (4.19)
EeN (D)
and
S MpeBMET) = Y Mpp (B(SET) - B(SET) . (4.20)
EeDy, EeN (D)

Preuve : We can find the proof in [35]. for reader convenience we reproduce this
proof. We fix a dual volume D € Dj,. By using the structure of ¢p, the sum (4.10)

is reduced just for two triangles K and L which have op as a common interface,

Mpp=—(AVep,Vop)r2w) — (AVep, Vop) k). (4.21)

We denote by E; and Es the two dual volumes associated of the two other side of

element L. Since we have
Yp + YE, +YE, = 1 on L7
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then
—(AVop,Vop)rew) = (AVer,Vep) 2w + (AVer, Vop) 2.

By using a similar eventual contribution for the element K and by replacing that in
the equation (4.21), this yield to prove the first assertion of Lemma 4.5.

Using the fact that Mp g = 0 unless if £ € N(D) or if E = D, we deduce from
(4.19) :

Y MpeB(MET) = > MpeB(SEt) + MppB(SEH)

EeDy, EeN (D)
= > Mpp (B(SET) - B(SE™). (4.22)
EeN (D)
S MpeSEtt = 3 Mpp(SEt - S5, (4.23)
EeDy, EeN (D)

Let us take two fixed neighboring dual volumes D and E € Dj,. Using the symmetry
of the tensor A, we remark that Mp g = Mg p, which yields to an equality up to
the sign between two discrete diffusive flux, from D to F and from E to D. In other

terms,

MDE(Sn+1 Sn+1) MED(SnJrl S%Jrl).

Lemme 4.6 (Coercivity). For all 3,(Sh)=>"pep, B(Sp)¥p and S,=>"pep, Sp¥p €

Xy, then, the discrete degenerate diffusion operator is continuous coercive and we

have
> Y Mpu(B(Se) = B(S))” = CallBu(Sh)l[, (4.24)
DeDy, EEN(D)

and
> > Mpr(B(Se) = B(Sp)*| < CAllB(SWIIx, - (4.25)
DeDy, EeN (D)
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Preuve : We have

Y S Mpe(B(SE) —B(Sp)>=-2 Y B(Sp) Y. Mpr(B(Sk) — B(Sp))

DeDy, EeN (D) DeDy, EeN (D)
=—2 > B(Sp) > Mprl(Sk).
DeDy, E€Dy,

Then, by using the definition of 35,(S),) and (4.10) we get :

— > B(Sp) X MppB(Sp) = > (AVB(Sh), VBa(Sh))

L2(K)
DeDy, EeDy, KeTh ()

Now thanks to the coercivity of the tensor A given by (H2), we can deduce that

> 2 MDE Sg) = B(Sp))* = Cn > (VB(S), VB(Sh))

L2(K)’
DeDy, EE./\/ KeTy, ( )

and therefore (4.25) is a straightforward consequence of the boundedness of the
tensor A given in (H2). O

4.3.2 A priori estimates

Proposition 4.1. Let (Sg“, Pg“)Dep o) be a solution of the scheme (4.7)-
hynE{0,...,

(4.9). Then, there ezists a positive constant C () depends only on §) such that :

2
Z Z /\/lDE(PnJrl PEH) SC(Q)”WH%M(QT;L?@Q)), (4.26)

DeDy, EeN(D

and consequently

1P %, < C(Q>H7TH%°°(O,T;L2(6Q))'

Preuve : We multiply (4.8) by PA™, we sum for all D € Dj, and after a discrete
integrating by parts we get :

Z Z Sn+1 Sn+1 5P8+E1)(Pn+1 PBH) —9 Z |8Dﬂ@Q]7T%HPBH

DeDy, EeN(D DeDy,
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but the numerical flux satisfies G,(a, b, ¢)c > A |c|?, for all (a.,b,c) € R?, and under

the assumption that the transmissibilities coefficients are positive one gets

A Y Y Mpg (PE“—PBH) <2 3 [0D N oy PRt

DeDy, EeN (D) DeDy,

2 tni1 1
/ / w2 ddt + 45AL (PE+Y2dz ) .
tn o0DNON oODNON

< —
= At
Furthermore, by using the discrete trace lemma and the fact that m € L°°(0,T; L*(092))

we obtain :

DED

2
A DY, Y Mpg (PT“rl PB+1> — |7/l Lee 0.1, 02(00)) + BCh (||P}?+1||Xh + ||Ph+1||L2(Q)>
DeDy, EeN (D)

Q

Applying Lemma 4.2 to the sequence (P,’f“)h and using the equation (4.9), we have
1P lr2) < Ol s

then from above inequality, we get

2
MY Y Mo (PR = PR < Simllie sy HBC 14O PR,

DeDy, EeEN(D)

Q

Finally, The result follow from the use of the Lemmas 4.6 and after choosing appro-

priate parameter (3. O

Proposition 4.2. Let (S"“ P"+1) be a solution of the scheme (4.7)-
DeDy,ne{0,...,N}
(4.9). then, there exists a positive constant C1(2) depends only on 2, where for all

neN, 0<At <Aty and nAt < T with Aty < H we have :
C(Q)
2 2
SIDISE + X Y Mpg|SE — S| < glso, b, Ato), (4.27)

DeDy, DeDy, EeN (D)

where

—(Z DI+ ¥ % Mos|st - spf

DeDy, DeDy, EEN(D)

. oo ) expl — I )
‘|‘|| ||L (0,T,L2(8Q))+||7T||L (0,T;L2(892)) eXP(M_Cl(Q)AtO)
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Preuve : We multiply (4.7) by S}t for all D € Dj,, that gives :

S =SB cnir Sgt =Sk SpT = Sh\ i
> e s > oGS,

DeDy, DGDh EEN

+3Y Gy S P S - Y Y MDE( (SE™)=B(Sp™)) Sp

DeDy EeN (D) DeDy, EeN (D

= 3 10D N oQhESE.

DeDy,

Making an integration by parts and using the inequality [(a —b)a > %(cﬂ - bZ)} ,

and using the conservative property of the function G we obtain

1 D Sg+1‘2 - ‘Sgr M Sn+1 Sn+1 S gn 2
2D€ZDh| | At 4At D%Z:D EE%:(D o (’ " ’ ’ " D‘ )
+ Z Z MDE( n+1) . B(sn—i—l)) (Sn—H Sn+1) <

2 DeDy, EeN (D)
Ly Gyt syt PR (SE = S+ Y 10D N oy S
2 DeDy, EeN (D) DeDy,

(4.28)

The function 3 is a nondecreasing and since Mp g > 0, then the diffusion term
leads

S X Mus(p(SE™) - B(55) (55 - 557 2 0
DEeDy, EeN(D)

Notice that from (4.5), we have ’G’S(S}‘frl, St 5]334;31)‘ <0 ‘5Pn:i-1)
term in the right hand side of (4.28), is estimated as

7/3%; EE%D) Sn+1 Sn+1 6PBJ§31)(S”H Sgﬂ) <
h

C, Z Z MD,E(PE—H _ Pg+1)2 e Z Z MD,E(SZ,‘+1 B Sg—i—l)Q‘

DeDy, EeN (D) DeDy, EeN (D)
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then

1 Z Z G Sn+1 n+175Pg:i3)(Sn+l Sn+1) <

DeDy, EeN (D)

2
C'lC(Q)\|7TH%00(07T;L2(3Q)) + CA Z Z MD,E(SE+1 _ Sngl) .

DeDy, EeN(D)

N}

Using the Cauchy-Schwarz inequality with the discrete trace lemma 4.3 give us

Y 10D noQUMESE < |7 (0122 (00)

DeDy,

+ 0y ( S DISE [+ X Y Mps|sit - S%“f) :
DeDy,

DeDy, EeN (D)

where () is a positive constant depend only on 2. This leads

S ISy = fspl)+ 3 3 Mow(jsr -850 - [sp - sif)

DeDy, DeDy, EeN(D)

<4jt(02 > DI(SE) + () ¥ X Mos(Sg - spt)’

DeDy, DeDy, EeN (D)

+ Il o a0y + CLO@ el o raomn )

to end this proof, we take C1(Q) = 1 max{Cs, Co + Cy, C1C(Q), 1} and applying
the discrete Gronwall lemma 4.1 with

2 2
Ynt1 = D_DeD, ‘D”Snﬂ‘ + X pep, 2oEeN(D MD,E‘S%H - S?)H’ y Y2 = CILQ and

Ci(
n= 17 (HhHLoo 0.1;L2(69)) T ||| o oTL2(aQ))> to get (4.27). 0

Proposition 4.3. Let (S,%H, PBH)DGD . be a solution of the scheme (4.7)-
h€{0;...,

(4.9). Then, there exist a positive constants Cy depend only on p such that :

n+1 SD Sn+1 S% Sn+1 Sg 9
Z |D‘< ) + Z Z MD»E( At At ) < 02(“)9(3(]’ ha7r>At0)'
DeDy, DeDy, EeN (D)
(4.29)
In addition, we have
N
Y A8 (ST YI%, < C (4.30)

n=0
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n+l__ gn
Preuve : We multiply (4.7) by 5p N SD, D € Dy, sum over all and D € Dy, and
after integrating by parts we obtain J; + Js + J3 = Jy where

Sn—l—l Sn 2 U Sn—l—l Sn Sn—l—l Sn 2

Ji= > |D| (D) += > > MD,E( E_ D) ;

DeDy, At 2 DeDy, EeN (D) At At

St — Sp St - Sp
J2 I Z Z G Sn+1 n+1 6Pn+1) ( E D) ’
DeDh EeN (D) At At

1 Sn+1 —_gqn Sn+1 _ gn
J3 I MDE Sn-i—l) o ﬁ(sn—f—l) ( E v ~D D> ’

2 D%;h EE%: (5 5)) At At

Sprt — 8y
Ji= Y 0D NP
DeDy, At

First, to estimate the second term J,, let us recall that there exist a positive constant
C, such that

‘G Sn+1 Sn+1 §Pn+1 ‘ < C ‘5 n+1
obtain, for all v > 0

, and by using Cauchy-Schwartz inequality we

J2<— Z Z MDE( n+1—Pg+1)2

DeDy, EeN(D)

Sn+1 S% Sn+1 Sg 2
+7 Y. Y, Mpg ( —
DeDy, EeN (D) At At

from the estimate (4.26), one gets

*||7THL°°0TL2(89) +7 Y. Y Mpg

DEDh EEN( )

ng—l Sy - Sg—&-l Sy 2
At At

Next, we use again Cauchy-Schwartz inequality with the proprieties of § to obtain
for all 6 > 0 :

B<2 Y Y Mpp(Spt - spht)’

DeDy, EeN (D)

+ZZMDE

DeDh EeN(D)

Sl — Sp Spt - Sp\
At At
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this yield us by Proposition 4.2 and Lemma 4.6 to have 0
C1Cs 5 Sl _gn  gntl_ gn\ 2
J3 S 9(807 h7 T, AtO) + - Z Z MD,E ( - .
20 2 DeDy, EeN (D) At At

Similarly, we have for all {( > 0

Jy < 7Hh||L°° (0,129 T CC

= oy %)

DeDy,

> Mg

DeDy, EeN(D)

Sl — Sp Spt - 5B\
At At

Finally, if we chose 7,9 and ( small enough, we obtain

> ID] (Snﬂ Sn) + 3 Y MDE

DeDy, DeDy, EEN

Sg;ﬁ-l o S% Sg—&-l - S%
_ < |
( At At < Cyp)g(s0, h,m, Ato)

Now, we are concerned with estimate (4.30), for that we multiply (4.7) by AtB8(Sp™)
and we sum for all D € Dy, and n = {0, ..., N} to obtain Fy + FEy + E5 + E; = Es,
where (F;);—1 5 are explicitly given and estimate in what follow. According to the
convexity of the function Y(s) = /S B(2)dz, since T"(s) = a(s) > 0, we shall have
the following inequality : (a — b)ﬁ(c(t)) > Y(a) — Y(b). Then,

> DI (S5 — Sp) B(SH™) = Sy DI (T(S3) = T(Sp))

n=0 DEDy, n=0 DeDy,

= > IDI(0(S5) = T(Sh)) .-

DeDy,

119



Chapter 4. Analysis of a finite volume-finite element method for
Darcy-Brinkman two-phase flows in porous media

Using of Young inequality, an integrating by parts and the positivity of transmissi-
bilities coefficient Mp g we obtain for all 6 > 0

St gn S”Jrl ST
:_Mzmz 3 MDE( N K0 )BSE)

n=0 DeDy, EEN (D

H Sn+1 SE Sn+1 SB
D I I

DeDy, EGN(D)

FOY MY Y Mos (B(SE™) - BSEM),

n=0 DeDy, EeN (D)
this yield to
__Cu - n+1 nt+1y) 2
Ey =< 79(507 hom, Ato) + oY At Y. Y Mpg (B(SD ) — B(SE )) :
n=0 DeDy, EeN (D)
According to equation (4.24), we have

zm S Mg (B(SET) = B(SET) B(SET)

n=0 DeDy, EeN(D)

N
== Z ALY Mo (BSET) - BSE) > Cn Y MBS,
n=0

= DeDy, EeN (D)

Next, we have

N-1

Ey=> At Y > GS(Sg“,S%“,6PB§)B(S§§+1).

n=0 DeDy, EeN (D)

Integrating by part, using ‘G (St St 5Pg*}31 ‘ < C"éP”Jrl ‘ and the Cauchy-
Schwarz inequality, give us

cw»—‘

i tz Z MDE(Pn+1 PB+1>2

DeDy, EeN(D

YA Y Mg (55 - A5

n=0 DeDy, EeN (D)
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for any ¢ > 0. The estimate (5.15) and Lemma 4.6 lead to

C N
E, < KHWH%W(O,T;LQ((?Q)) +9 Z At|’5h(5h)”§(h~

n=0
Finally, we use the continuity of g and lemma 4.3 to obtain for all 6 > 0

N
Bs =S At S 0D N oQhyp(SEH)

n=0  DeDy,

C N 9 N .
< g||h(ta M Zos 0122200 + 0C (Z At Y |D|‘S?)+1‘ +> At||5h(5h+l)||§<h)
n=0

n=0 DGDh

N
< C'g(s0, by, Aty) +6C1 Y At||6h(5}’j“)||§(h.

n=0

In summarize, from the equation F; + Fs + EF3 + E4 = FE5 and by choosing an

appropriate ¢ we have

N
Z At||ﬁh(s}?+l)||§(h < C,/g<507h77T7At0> + Z |D|T(S%) < C,
n=0

DeDy,

where C" and C' are positives constants.

4.3.3 Existence of discrete solution

The existence of a discrete solution for the combined scheme is given in the following

proposition.
Proposition 4.4. There exists a least one solution of problem (4.7)-(4.9).

Preuve : First, we will use the following notation :

M n+1

eR™, pupm = {pD RM.

M = Card(Dy), sm:= {s%ﬂ

}DEDh }DED}L

We define the application ~ Pj, : RM x RM »RM x RM
Pr(sm,pm) =({Prp}pep,: {Pep}pep,),  (4.31)
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with
Sn+1 Sn n—l—l —Sn Sn—l-l qn
P1K—’D\7D— Z Z Mbp £ L
At DEDy, BN (D) ( At At )
-y ¥ MDE( (SE) = B(SE™)
DeDy, EeN (D
+ > G(SET SETL6PEE) — 10D N oQ ki
EeN (D)
Pox = — Z Gp<5g+la SJ%HQ 5ng}51) —[0DN 5‘Q|7T§:3“-
EeN (D)

The scalar product of (su, paq) by the equation (4.31), using the estimates (4.26)-
(4.27) and Cauchy-Schwarz inequality permit to get

Z |D”Sn+1’ +C2 |D“PB+1’2

DEDh

> 1DI[Sy[* — Chglso, by, Ato)

DeDy,

[Ph(SMapM)a (S/\/bp/\/() At

2At

where C,Cy and (3 are positives constants, this yields to

[Pr(sm5 Pa)s (S04, 0Mm)] > 0

For |(sp, pam)|rm large enough. And therefore we obtain the existence of (saq, pa)
such that Py (s, pam) = 0. Indeed, reasoning by contradiction. Assume that there
is no (sa, pam) such that Pr(sa, par) = 0. In this case, one can define on a ball of
origin center and radius k, the following application : A : B(0,k) — B(0, k) which
give for each (saq, o), A((Sam,0Mm)) = —km% where the constant k& > 0. The
map A is continuous due to the continuity of P, |Pr (s, pa)| # 0 over B(0, k) and
B(0, k) is closed convex and compact. The Brower fixed point theorem implies then
that there exists (su(, pr¢) in B(0, k) such that —k% = (spm, M), If we take
the norm of both sides of this equation, we see that |(sy, paq)] = k > 0 and if we
take the scalar product of each side with (s, pat), we find [(saq, D), (S, PMm)] =

|(sa1, 2M)]? = —k[Ph(s"g}:’("?jj”;%ipM)] < 0, this yield to contradiction. O
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4.4 Convergence

4.4.1 Compactness Estimates on Discrete Solutions

In this subsection, we derive estimates on differences of space and time translates
necessary to apply Kolmogorov’s compactness theorem which will allow us to pass

to the limit in the nonlinear second order terms.

Lemme 4.7 (Time translate estimate). There exists a constant C' > 0 depend of 2,
and T" such that

~ _ 2
/ /Q - (Shm(t 41 2) = Syt x)) dedt < C(r + At), ¥r € [0,T].
x0,T—1

Lemme 4.8 (space translate estimate). There exists a constant C > 0 depend of €2
and T such that :

2
S S d
//QX[O,T] (Shartt+€) = Snaclt.a)) dudt < CIEI(€] +h), ¥ € R,

The estimates on the discrete global pressure (5.15) and on the saturation (4.27) are

sufficient to prove the Lemma. The technics is being classical and widely used in the
works of Eymard, Galouet, Herbin and their co-authors [63, 14, 35, 29].

4.4.2 Convergence of the combined scheme

This subsection is mainly devoted to the proof of the strong L?(Qr) convergence
of approximate saturation solutions, using the estimations proved in the subsection
4.3.2, 4.4.1 and Kolmogorov’s compactness criterion (see [17]) for the convergence.

Then, we prove that the limit is a weak solution to the continuous problem .

Lemme 4.9. The sequence (gh(Sh,At) — g(gh,At)) converges strongly to zero in
h,At
L*(Qr) when h — 0 for g = and g = Id.

Proof : Using the definition of the basis functions of the finite dimensional space

Xy, and the reconstruction of discrete saturation in definition 4.2 give us

18(Sh.at) = Bru(Shad) | = 1Bu(Shat) (Pp) = Bu(Shad)(@))? = |VBu(Shad)-(Pp — )|
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Integrating over 2 leads

S % [ [VaSiad Po—of'dr< XX [VASuadlk] (diam(D)?K 0 D

KeT, op€li KeT, op€€i

2
< h? Z ‘Vﬂh(sh,AtMK’ K| < h‘2|’ﬁh(5h7At)H§(h'
KeTy,

Thus, the estimate (4.30) gives

h2 h,At—0

N
18r(Sh.at) = B(Shan)llzr < B* D A BL(Shad)llx, < Ci 0.
n=0

Same proof for g = Id.

Théoréme 4.2. (Strong convergence in LQ(QT)) There ezists a subsequence
of (Shat), o, Which converges strongly to a function s in L*(Qr). In addition,
(5h(5h,m))h A, converges strongly in L*(Qr) to the function T = B(s).

Preuve : Proposition 4.2, and lemmas 4.7-4.8 implies that the sequence (S h, At)h A
satisfies the assumptions of the Kolmogorov compactness criterion, and consequentlif

the sequence (gh’At)hAt is relatively compact in L?(Q7). Thanks to lemma 4.9,

(Sh,At)h A, converge strongly to a function s € L*(Q7).

Since [ is well defined and continuous, thus, we extend it as follow :

0, ifs<0
B(s) = Jga(z)dz, if0<s<1
J) a(2)dz, if s> 1.

applying L*° bound on g;% At and the dominated convergence theorem of Lebesgue to
B(Sh), there exists subsequence 3(Sj a;) converge strongly in L*(Qr) and a.e in Qp
to f(s). Finally, by Lemma 4.9 we deduce that (Bh(sh’At))h,At
in L*(Qr) to T = S(s). O
hA defined in (4.14) which is
weakly convergent in W42(0,T; L*(Q2)) to the function s defined in theorem 4.2.

converges strongly
Lemme 4.10. There exists a subsequence of (fgh At)

Preuve : For the first part of convergence, it is useful to introduce the following
inequality, for all a,b € R

1 1
| 100+ (1= 0)p1d0 > 5 (Jal + o)
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Applying this inequality to a = 5'2*1 — S}f, b= g}f — S’}JLV, from the definition of fg,

we deduce

T - T—-At - ~
/0 /Q 15, 0, (6.2) = Spaelt, 2)|dodt < /0 /Q 13 ae(t + AL, z) — S aelt, )| dwdt.

Since At tends to zero , the translate in time estimate in Lemma 4.7 implies that the
right-hand side of the above inequality converges to zero as h and At tends to zero.
Therefore, since we obtain a strongly convergence in L'(Qr) and by construction of
fs we have that fs  is bounded in L*(Q7), this yield to deduce that f3, ,, weakly
converge to s in LQ,(O,T; L?(R2)). Next, for ¢ € © = {u € CH1([0,T] x Q)’,u(T, )=
0}, we denote by ¢}, = 1(t,, xp) and we define

TT—Z > IDISEH(wh —vpt) — > IDISh(vp)

n=0 DEDy, DeDy,
:_Zz/ /S"“ ¢tPD)dxdt—Z/SD¢OxD)
n=0 DeDy, ' In DEDy,

also we define

o Y, -
TT = _/QT SmAthxdt_/ SO,h(Oax)w<x70) dx

:_EN: Z/:"“/S”+1 9% (4 o) dudt — Z/SD@/)Om

n=0 DED, DeDy,
We have, for all z € D, D € D, and for all h > 0, |%—1f(t, Pp) — %—qf(t,xﬂ < ¢(h),
where the function e satisﬁes e(h) > 0 and €(h) 29 0. This follows by the fact
that %—f € C°(Q), then 2 is uniformly continuous on . Consequently, there exist

dt
a constant C' > 0 such that

h,At—0
) —

’TT — TT’ S Cﬁ(h 0.

Note that Sh,At converge also to s strongly in L2(QT), then we have but by theorem

4.2 and Lemma 4.9 we have,

Tr — — //T s—dxdt — / s(0, z)¢(x,0) dz
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Notice that,

n+1 n
SD Atwn—i—l

-y 3 oS %

n=0 DEDy,
://T f;’;“ //Tsd:cdt—/gs((),x)w((],x) dzx.

fs
From estimate (4.29), the sequence (Sa’;“) is bounded in L?*(Qr), then there
h,At

ot

Co dwdt = dxdt (0, 2)(0, 7) dz = fShAwd dt, i €0,
I, s o I,

therefor, we can deduce that ¢ = fsh 2% and / / fSh By — / / ¢ Vi € O.
T T
Furthermore, if we take ¢ = ¢ — (;5( ,.) for all ¢ € 01 1([0,T] x Q), we obtain

Jl, e, T f, o, Gy voecrtom <oy

then, it is enough to show

ofs
a exist a function ¢ such that (Sh“> converge to ¢ weakly in L?(Qr), thus
h,At

25N 0s " -
//T o ¢<T7')%/QT@,5 (T,.) Vo e ([0, T] x ),

to prove that

//T fsh% //T<b Vo € CHH([0,T] x Q).

An integration by parts with respect to ¢ gives us

Of5, a0
//T %gb(T, x)dxdt = /QfghAt(T, )T, x)dx —/Qfghw((),x)(b(T, x)dx
= [ ST,y — [ S30(T,x)ds

by Proposition 4.2 and by applying Lemma 4.8 for SN +!, 59 respectively, we deduce
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by Kolmogorov’s theorem that SN +!, S — s(T,.), 5(0,.), strongly in L*(2). Then

//T 3f§;,At¢(T’.)dmdt—>/QS(T,.)QS(T, )—/ s(0,.)o(T,.)

/ ), Yo € CH([0,T] x ),

Finally, by using the density of C*'([0,T] x Q) in L?(Qr) we obtain

/I sy, s [ S voe L@,

4.5 Proof of theorem 4.1

We will prove now that the limit couple (s, p) is a weak solution of the continuous
problem. We take ¢ € CY1([0,T] x Q). We then multiply (4.7) by At (t,1,Pp)

and we sum the result over D € D™ and for all n € [0, ..., N], we have :

Ei+E+E+E=Es,

with,
snﬂ S”
ZAt > IDI=F——2(tns1, Pp),
DeDy,
STL-H _ Sn Sn—i—l gn
:—MZAL‘ DS MD,E( — 2 )ltasr, Po),
DEDy, EEN(D) ¢ t
ZAt > Y Mpg(B(SE™) = BSE™))(tuss, Po),
DEDy, EeN(D)

£y = ZAt S G SE S PR (b, Pp),
n=0  DeDj, EEN(D)
N

E =Y > AtloD N QUL  Y(tnsr, Pp).

n=0 DEDh
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We now show that each of the above terms converges to its continuous version as
h, At — 0. The first term is equal to

&1 = Z Z/ /3f5h¢ (tn+1, Pp) dad,

n=0 DeDy,

Define

// fshwdxdt Z 3 /t+/ afswtx dedt.

n=0 DeDy,

We have, for all x € D, D € Dy, and for all h > 0, At > 0, [¢(tni1,Pp) —(t,z)| <

e(h, At), as we have seen before, so we have

h AtﬁO
) —

& — &1 < Ce(h, At 0.

8 ~
Lemma 4.10 ensures that g‘;h — Oys weakly in L?(Qr), then

& —» / /Q st

According to Remark 4.2, we can rewrite & as follow

Sl gn
)¢ (b1, Pp)

:—,uZAtZ ZMDE( A7

n=0 DeD,;, E€Dy,

_MZAt > / AV fs, - ( > w(th,PD)SDD(x)) dx.

n=0 KeTy DeDy,

We set

[w(tn+1,flf) = Z w(tnﬁ—laPD)@D(x)'

DEDh

we will prove that

521_,@:& 3 / AV, fs, -V (Lultnst, ) — Vltnir, 7)) dz 0.

KeTy,
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4.5 Proof of theorem 4.1

Indeed, using Cauchy-Schwarz inequality, we estimate :

2 \3
|521|<uchAt|rathm||Xh( 5 [ [VUltass ) = wltus, )] o)

KeTy

<ucIZAtH3t Sn+1||Xh(CeTh Z |¢ n+l, L >|2K)%>

KeTy

where |.|o ¢ denotes the H? seminorm and the constant C' does not depend on A (nor
on At) see for instance [25, Theorem 15.3]. Finally, using Cauchy-Schwarz inequality,

we conclude that

N
(€21 < puerCOTRC, (3 110: sy, ) (3 ant 50
n=0

n=0

Then, we can prove that
& — 11 / /Q A Vs - Vibdadt.
T

For more details see the convergence of diffusion term in what follow.
To study the convergence of diffusion term, we use the same technic as in [68]. At

first, according to remark 4.2 and if we replace Mp g by its value, we obtain :
£ — Z ALY [ AVA(SE @) v( 3 w(th,PD)goD(x)) da.
= KeTy DeDy,

a) As a first step, we use the boundedness of the tensor A and same technic as before

to prove that

831 B ZAt Z / AVB Sn+1( )) ’ V(Iw(tn+1,$) _@Z)(tnﬂ,ﬁ)) dx h7A—t_>>O 0.

n=0 KeTy,

b) We next show that :

ZAt > / AVBL(SE () - Vi (tnga, ) dxdt—/@ AVA(s) - Vib dwdt "25° 0,

n=0 KeTy,
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For that, we add and subtract 0 AV B,(SpY) - Vb dodt and consider

532_2/ 3 / AVB(SIH (@) - V ((tnr1, @) — (. 1)) dudt

tn KeTy

4y = // (VBu(Sh(x)) — VA(s)) - Vib(a,t) da dt.

Since v is of class C* with respect to ¢, then |Vi(t,41,2) — Vi (z,t)] < g(At) 220

and

N
3] < Cag(AD S ’vgh (S,

n=0 KeTy,

The Cauchy-Schwartz inequality and the estimate (4.30) give

|E35] < Cag(A)T( Z A[B(SEY%, )7 < COxg(ADT=|Q2 220 0.
n=0
Now, we still have to prove that
£y = / 5 (VBu(Sh(x)) — VA(s)) - wlx,t) dadt "2 0, (4.32)
for all w € (COO(QT))d. Indeed,

Sé,gz//QT VBh(Sh(x)) - w(z,t) d:vdt+// DY - w(e, ) de dt
_/0 /39 B(s(z,t))w(x,t)-ndy(x)dt = By + By + Bs,

where we use the Green formula in By because 3(s) € L*(0,T; H'(Q2)) but in Bywe
apply the Green formula for each K € 7T, because (3, (Sp) € H*(Q). For that,

>

/ Br(Sh(x (w(z,t)) d:rdt+/ > / Br(Sh(x))w(z,t) - n dy(x)dt.

KeTy, KeTy,
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4.5 Proof of theorem 4.1

By reordering the summation of the second term by sides, we have

e 5 [, (Bl = BuSitale a0y e

Egznt

oS (et nar@a

Egemt
Since the function w is smooth, we get
W Nop () = w e, (Pp) + f(§)|Pp — x|, @ € 0p, § € [Pp, 7],

with | f(§)| < Cy. Thus,

Bi:/oT > .. (Sh(Su @D =B SN ) (w7105 (Po) +-(€) P ()

UK,LESE””

w0 [ BuSutute, o) -y eyt

The function B, (Sp(2))|x — Br(Sp(x))|L is a first-order polynomial, vanishing
at the barycenter Pp of this side. Consequently

/m (ﬁ( St @)k — Bu(Spt (a ))|L) dvy(z) = 0.

In addition, we have for all x € op = og 1,

diam(ok 1)

4—d
+ | VBu(SE (@)1

Br(SpH (@) |k — Bu(SE(2))1

< V(S (@) k|
diam(ok 1)

4—d

here we use that |x — Pp| < diam(ok 1)/2 for d = 2 and |z — Pp| < diam(ok,p) for
d = 3. Thus, there exists a constant C' depend on C and d such that

S [ (B @l ST @) FQ)Po (o)

OK,L Eg;”;nt

<C Y ‘O'K,L|(‘Vﬁh(5n+1 |K‘ + ’VB}L (Spti(z

Dl D diam/( UKL 2
O’K,Legint
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Finally, it’s remains to show that

/OT [ Bu(Shla)ule,t) - dy(a)dt - /OT /39 B(s(x, t))w(z, t) - n dy(z)dt — 0,

By applying Lemma 4.3 on (3, and by using Theorem 4.2 we have the result. By
reordering all estimates and using Cauchy-schwarz inequality, we can easily deduce
that B} tends to f] [oq 8(s(z,t))w(z,t) - n dy(z) where h tends to zero.

According to the convergence of £,(Sp™") to 8(s) in L*(Qr), we obtain that & 4

tend to 0 for all w € (COO(QT)) , consequently & 5 tends to 0 for all w € L*(Qr)
by using the density argument.
Since &5 and £33 tends to 0 , then, the convergence of a step b) is proved. By

reordering the convergences of steps a) and b), we deduce :
g, M0 /Q AVB(s) - Vi dwdt
T

we are concerned now with the convective term :

Z Z Z Sn+l Sn+1 5PB+E1) %‘Fl'

n=0 DeD}, EEN (D)

For each couple of neighbor volumes D and E we introduce
Sg*bl = min(SHH, SE, (4.33)

and we set

£ = — ZAt D fS"“ NS PRttt

DeDy, EeN (D

The diamond constructed from the neighbor edge centers Pp, Pg and the interface

op,g of the dual mesh is denoted by Tp p C Kp g. Then, we introduce

Sh = max(Spt, SEt). Sy

]tn7tn+1]><TD,E

= min(SH™, SE),
]tn,tn+1]><TD,E

and we rewrite

& =[] ATSASIVE, - (Vo) dud,
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4.5 Proof of theorem 4.1

By the monotonicity of 5 and thanks to the estimate (4.16), we have

/OT/Q'/“SW B(Sh) I2<ZNZ S | TosllB(SE™) — B(SE?

= DeDy, EeN (D)

<Zm > > (diam(Kpg))*IB(SE™) — B(SEI

DeDy, EeN (D)
_d h,At—0
< COpt1™m250

9

with d = 2 or 3. Because 37! is continuous, up to extraction of another subsequence,

we deduce

| h, Ateo

|Sh — Sh 0 p.p. sur Qr.

In addition, S, < Sh ar < S), and Sh’m MAIRO ¢ e on Q7. Thus, we see that

FSA(Sy) — ey f(s)A(s) a.e on Q7. The dominated convergence theorem of Le-
besgue implies that A f(Sp)A(Sh) (V) — A f(s)A(s)Ve dans (L*(Qr))?. Using
the weak convergence of the gradient of the discrete solution P, in (L*(Qr))?
(treated as for B,(S,) in (4.32)), we can deduce that

= // A F($)M(s)Vp - Vb dadt.
T
It remains now to show that
}llir(l) €4 — & =0. (4.34)
By properties of G, we have

’G (Sn+1 Sn+1 5PBEI) _ f(Sn+1> (Sn+1)§Pg+El
= |G.(Sp™, S5, 0Py ) — |Ga(Sp i, Spls, 0Pp g )|
< C|5PB:’J—EI||‘STL - &lTD,E‘

Therefore,

& =&l <+ ZN Y. > MpplPgt = PEHYISy = Salrp o WET — U5

n=0 DeDy, EeN (D)
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Using Young’s inequality, the estimate (5.15) and the Taylor formula for 1, one can
casily deduce (4.34).

Similarly, for the last term & we have

tn+1
Z S 10D N OQURE Y (ty s, Pp) = /t +/ (t,2)¢(tns1, Pp),

n=0 DeD), n= ODeDh

by continuity of 1 we have
hat—o [T
& A / hbdwdt.
o Joa

Otherwise, for the second equation of scheme (4.7)-(4.9) we use the same proof ( as

for convective term ) to obtain

/ / $)AVp - Vdrdt = / / rodedt Vi € CY([0,T] x Q).
Finally,we conclude that the limit couple (s, p) is a weak solution of the continuous

problem in the sense of definition 4.1 by using the fact that the space C**([0.T] x Q)
is dense in L*(0,T; H*(Q)).
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Chapter 5. Existence results for a compressible Darcy-Brinkman’s flow in
porous media

5.3.2 A generalized system of the Darcy-Brinkman equation . . 153

In this chaptre, we are interested in the displacement of a single compressible
phase in Darcy-Brinkman’s flow in porous media. The equations are obtained by the
conservation of mass and by considering the Brinkman regularization velocity of the
standard Darcy infiltration velocity. This model is treated in its general form with
the whole nonlinear terms. In first part, we prove the existence in one dimensional
space of a solution for the Darcy-Brinkman system, and in the second one we treat

this system with Bear hypothesis in multidimensional spaces.

5.1 Introduction and the Darcy-Brinkman model

5.1.1 Introduction

Flow in porous media occurs in a range of engineering applications, e.g., geother-
mal systems, oil extraction, groundwater pollution, storage of nuclear waste, heat
exchangers, catalytic convertors, and chemical reactors. Among the important cha-
racteristics of such flows are the velocity profile and pressure drop [31]. For example,
these two directly influence convection heat transfer in porous media, and the re-
quired pumping power in heat exchange processes. In convection heat transfer, the
velocity profile is substituted into the energy equation to obtain the temperature
distribution. In reactors, the velocity profile strongly impacts the chemical reactions
(see [60, 5, 22, 7]).

Different empirical laws are used to describe the filtration of a fluid through porous
media [54]. We mention Darcy’s law which states that the filtration velocity of the
fluid is proportional to the pressure gradient. Darcy’s law cannot sustain the no-
slip condition on an impermeable wall or a transmission condition on the contact
with free flow. That motivated H. Brinkman in 1947 to modify Darcy’s law in order
to be able to impose the no-slip boundary condition on an obstacle submerged in
porous medium. He assumed large permeability to compare his law with experimen-
tal data and assumed that the second viscosity u equals the physical viscosity of
the fluid in the case of monophasic flow. Also, an up-scaling of Stokes’s equations
with non-slip boundary condition describing the flow in a porous medium, leads to

Darcy-Brinkman’s equations [10].
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5.1 Introduction and the Darcy-Brinkman model

5.1.2 The Darcy-Brinkman model

We are interested in the displacement of compressible phase in a Darcy-Brinkman
flow in isotropic porous media. The equation describing the displacement of com-

pressible fluid is given by the following mass conservation of the phase :

¢dip(p) + div(p(p)V) = 0, (5.1)

where p is the density of the fluid which is a given function depending on the pressure

p and ¢ is the porosity. The velocity V' is given by Brinkman-Darcy’s law [19, 54] :
—vkAV + pV = —kVp, (5.2)

where k is the permeability of the porous medium, i is the usual Darcy visco-
sity and v is the Brinkman viscosity. It is well known that solutions of hyperbolic
conservation laws can develop discontinuities, even for smooth initial data (see, e.g.,
[61]). The presence of these discontinuities or shock waves implies that solutions of
conservation laws are sought in a weak sense and are augmented with additional
admissibility criteria or entropy conditions in order to ensure uniqueness. As the
phase flow equation (5.1) involves a conservation law, we need to define a suitable
concept of entropy solutions for these equations and show that these solutions are
well posed. The main challenge in showing existence is the fact that the velocity field
V acts as a coefficient in this equation. Although conservation laws with coefficients
have been studied extensively in recent years (see [1, 6, 26, 28, 38, 43]) and refe-
rences therein, the state of the art results require that the coefficient is a function of
bounded variation. However, the fact that the coefficient (the velocity) depends on
p poses a big difficulty to treat our equation as a conservation law equation. First,

we expand equation (5.1), then we divide by p(p) to get
¢Ou+V -Vu+divV =0, (5.3)

where u = In (p(p)), or equivalently the pressure is p = p~! (e*). In what follows,
let us define the function h(z) = p~!(e*) and suppose h is regular enough (see

paragraph 5.3.1 for some given examples of h) thus obtaining the general form of
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Brinkman-Darcy system of a single phase :

ou—+V - -Vu+divV =0,
{¢t ) (5.4)

—VkAV + iV = —kVh(u).

The system (5.4) is a coupled transport-elliptic system (of Hyperbolic-elliptic type)
strongly nonlinear (due to the fact that V depends on u). The study of such system
in PDE is neither standard nor trivial. To our knowledge, there are not any results or
studies concerning this system. So our study of this system will be divided into two
parts : in the first one, we consider the system (5.4) in one-dimensional space and in
all R. In the second part, the system (5.4) is considered under the Bear hypothesis
in a bounded domain Q C R%.

First of all, we will start by transforming the first equation of (5.4) into a dispersive
nonlinear equation by using the linear elliptic structure of the second equation which
allows us to work in fractional spaces with high regularity. Thats’s why, we formally

apply the Helmholtz operator (—vkA + fi) to the first equation in (5.4) to get

ooy — prk div (Voyu) — kVh(u) - Vu — 2vkVV : VVu — vkV - VAu
— kdiv(Vh(u)) =0,
—vkV?V + iV = —kVh(u).
(5.5)
We use the notation : VV = (VV) = (9;V)) ViV =V -VV
and A: B =37, a;;bg;.

ij VVu = <8j8ﬂ£>w ,

In what follows, we will solve this system in one dimensional space R, and later
we will impose Bear hypothesis on system (5.4) in order to get a solution in higher

dimensional bounded domain f2.

5.1.3 Organization of the paper

We start by defining some notations in Section 5.2.1; next in Section 5.2.2 we show
the well-posedness of the Darcy-Brinkman equation in 1D by giving some preli-
minary result and make some linear analysis to state the main theorem. Then in
section 5.3 we rewrite the Darcy-Brinkman system with Bear hypothesis and state
some particular cases of state law. Finally in section 5.3.2 we prove the existence of

a weak solution of a generalized system covering those particular cases.
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5.2 Study of Darcy-Brinkman model in one di-

mensional space

5.2.1 Notation

We denote by C(A1, Ag,...) a constant depending on the parameters Aj, Ag, .... The
notation a < b means that a < Cb, for some nonnegative constant C' whose exact
expression is of no importance. Let p be any constant with 1 < p < co. L? = L?(R)

is the space of all Lebesgue-measurable functions f with the standard norm

|flor = (/R!f(:l?)!pd:c); < 0.

When p = 2, we denote the norm | - |72 simply by | - |2. The inner product of any
functions f; and f; in the Hilbert space L?(R) is denoted by

(f1, f2) Z/Rﬁ(x)fz(a:)da:.

The space L™ = L*(R) consists of all essentially bounded, Lebesgue-measurable

function f with the norm

|f| e = esssup |f(z)] < oo.

We denote by Wh>® = Wh>(R) = {f € L>®, 0,f € L™} endowed with its canonical
norm.

For any real constant s, H* = H*(R) denotes the Sobolev space of all tempered
distributions f with the norm |f|gs = |A®f|2 < 0o, where A is the pseudo-differential
operator A = (1 — 92)z.

For any functions u = u(t, z) and v(t, z) defined on [0,7) x R with 7" > 0, we denote
the inner product, the LP-norm and especially the L?-norm, as well as the Sobolev
norm, with respect to the spatial variable z, by (u,v) = (u(t,.),v(t,.)), |u| =
lu(t, )|oe, |ulzz = |u(t,.)|zz , and |u|gs = |u(t,.)|ys, respectively. Bys(0, R) is the
closed ball of center 0 and radius R in H*.

Let C*(R) denote the space of k-times continuously differentiable functions and
C°(R) denote the space of infinitely differentiable functions, with compact support
in R.

For any closed operator T" defined on a Banach space X of functions, the commutator
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[T, f]is defined by [T, flg = T(fg)— fT(g) with f, g and fg belonging to the domain
of T.

5.2.2 Well-posedness of the Darcy-Brinkman equation in
1D

In one dimensional space, the Darcy-Brinkman equations (5.5) can be simplified,

into

—pd2V +V = —ad,h(u),
(5.6)
k

where h(u) = p~t(e"), a = 7 and p = %” By changing the scale in time, we can

{ Opu — 020 — adyh(u)Opu — 210,V O?u — puVotu — ad?h(u) = 0,

consider ¢ = 1 which changes nothing in the study of this system. For the sake of

simplicity, we write
T =1-pud’
The following lemma gives an important invertibility result on 7T

Lemme 5.1. The operator T : H*(R) — L*(R) is well defined, one-to-one and

onto. In particular we have

T flas + /| T 0. f

e S|f

e, Vs > 0. (5.7)

Preuve : The proof of this Lemma is classical but for the sake of completeness
we reproduce the proof. In order to prove the invertibility of 7, we point out that

the quantity |v|. defined as
]2 = [v] + pl0sv]3

is equivalent to the H'(R)-norm but not uniformly with respect to u € (0,1). We
define by H!(R) the space H*(R) endowed with this norm. The bilinear form :

a(u,v) = (Tu,v) = (u,v) + u(dyu, 0,v) (5.8)

is obviously continuous on H!(R) x H!(R). Remarking that a(u,u) = |ul?, a is

coercive on H!. Using the Riesz Theorem, for all f € L*(R), there exists a unique
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u € H}(R) such that, for all v € H}(R)
a(u,v) = (f,v);
equivalently, there is a unique solution to the equation
Tu=f.

We then get from the definition of T that 0%u = i(u — f). Since u € H'(R) and
f € L*(R), we get ?u € L*(R) and thus u € H*(R). We prove here estimate (5.7).
Indeed, from equation (5.8) by using Cauchy-Schwartz inequality we have

1 1
a(u, u) < |flauls < §\f\§ + 5\“’%-

Then it is easy to get |u|? < |f]3. Then we prove that [T f|gs + /0T ' 0uflus S
| flzs. Indeed, if f € H* and w = T ' f then Tu = f. Applying A® to this identity,
we get TASu = A®f. Since A* commutes with 7 and 7!, one can use estimate
lu2 < | f|3 to get the result. O

5.2.3 Linear analysis

In order to rewrite the first equation of Darcy-Brinkman system (5.6); in a condensed

form, let us define the following operator
AV, ulf = —ad,h(u)f — 2u0,V O, f — uVo2f — ad,h'(u)f — ah'(u)0, f.
The Darcy-Brinkman system (5.5) can be written after applying 7! to both sides

of the first equation in (5.5) as

—puO2V +V = —ad,h(u),
{ po? ad,h(u) 59)

Oyu + B[V, u|0,u = 0,
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where B[V, u] = T 'A[V,u]. This subsection is devoted to the proof of energy esti-

mates for the following initial value problem around some reference state u :

—pnd2V +V = —ad,h(u),
Oyu + B[V, u|0,u = 0, (5.10)
u(0, ) = ug(x).

A natural energy of the second equation of system (5.10) is given by

Ef(u)? = (ASu, TA*u) = |v|. + p|00]%., .

Notice that E*(u)? for a fixed p is an equivalent norm of the norm of space H**1.

We prove now the following proposition :

Proposition 5.1. Let sg > 3, s > so+ 1 and u € C([0,T]; H**'). Then for all

ug € H*™! there exists a unique solution (u, V) to (5.10), In particular we have for
all0<t<T,ueC(0,T]; H) N CY0,T; H®) and V € C°([0,T]; H*™2), with

B (ult, )2 < M E*(up(2))? exp (i (X - 1)> (5.11)

For some A\ = Ap = 28up;c(o 7y (|U]gs+1 +1). And also we have
|V|Hs+2 S C ("ljl/|L<>o7 |h‘coo) ’ﬂ|Hs+l. (512)

Preuve : Before establishing the proof let us recall here some product as well as

commutator estimates in Sobolev spaces.

Lemme 5.2 (product estimates). Let s > 0; one has for all f,g € H*(R)N L>®(R),

\f glas S| flee|glms + | flas]g|oe-

If s > s9 > %, one deduces thanks to continuous embedding of Sobolev spaces,

f glas S 1 faslglas.
Let F € C*®(R) such that F(0) = 0. If g € H*(R) N L*(R) with s > 0, one has
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F(g) € H*(R) and
[F(9)]as < C(lgle, [Flos) |g]a-

Preuve : The proof is classical (see [{4, 48, 2]). |
Lemme 5.3 (commutator estimates). For any s > 0, and 0.f,g € H*(R) N
H*Y(R), one has

Hs—1.

HAsa f]g’LQ S ‘axf

ms-1|g|pee + |0xflreelg

Thanks to continuous embedding of Sobolev spaces, one has for s > sqg+ 1,59 > %,

‘[Asa f]g‘LQ 5 ’axf

Hs—1 |g Hs—1.

Preuve : The proof can be found in Kato and Ponce []4]. 0

Proof of Proposition 5.1 :Existence of V is classical and we can easily prove

the following estimate on V'

v

o2 < O ([l = [Ble) |

Hs+1,
indeed,

E(V)? = (TAV, A°V) = —a(A%0, (h(q)), A°V) = —a(A*d, (h(a) — h(0)), A°V)
= a(A°*(h(u) — h(0)), A°0,V),

furthermore, for all v > 0 we have

125{8 +70:V 12L18a

E*(V)* = a(A*(h(u) — h(0)), A0, V) < i\h(ﬂ) — h(0)
this yields, for v small enough and by Lemma 5.2 to
E*(V)?* < C(lulpe, [hle=) [al.
Replacing now s by s + 1, we obtain the estimate. Furthermore, in order to prove
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V e C([0,T]; H™2) and having that for all u,v € Bys(0, R), s > so+ 1
we deduce from the first equation of (5.10) and the continuity of u thatV € C([0,T]; H*2).

On the other hand, under the reqularity of u and V', the existence and uniqueness of
a solution u of the second equation of (5.10) can be achieved like in Appendiz A [42]
if we have estimate (5.11). We thus focus our attention on the proof of the energy

estimate which is also primordial to solve the non-linear system. For any A € R we

compute
MO, (e ME(w)?) = —AE*(u)” — 0, (E*(u)?)
since
E*(u)? = (Au, TA).
we have

0, (E*(w)?) = 2 (T A*Opu, Au)

One gets using the equation (5.10) that :

;e”\tﬁt (e_/\tES(u)2> = —;\Es(u)2+a (A® (0xh(u)0pu) , N*u)+2u (AS (&CV@zu) ,A5u>
+ (A (VORu) , A%u) + a (A (0 (@)Dou) , Au) + a (A (R/(@)02u) , Au).
(5.14)

For all skew-operator T (That is T* = =T ), and for all b smooth enough, one has
1
(A® (bTw) , A*u) = ([A%, 0] Tu, Au) — 5 ([T, b]A°u, A°u) ,

we deduce by applying this identity with (T = 0, or T = 82) and integrating by
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parts,

;eﬂat (e™ME*(u)?) = —;E%u)? +a ([N, 9,h(@)]0pu, A®u) — % (92 (1) Ay, A*u)

+2u (A" (0:VO2u) , A%u) + o ([A*, V]ORu, A*u) — % (O2V A*u, A*u)
- 32“ (2V o A*u, A'u) — 32“ (0.V 2N u, A*u) + a ([A*, Oph ()] Dput, A°u)
- % (821 (@) Au, A*u) + a (A* (W(@)0Pu) , A*u)  (5.15)

We now turn to find upperbounds the different components of the r.h.s. of (5.15).

— By using the commutator estimate one gets for all s > %
a ([A®, Oph(u)]0pu, Au) < al[A®; Oph(w)]Opula|u|gs

< |07h(w)
< |02h(w)

Hs—1 ’axu Hs—1 ‘u Hs

2
Hs$»

Hs—1 |u
then, If we apply Lemma 5.2 on F(u) = h(u) — h(0) we get

@ (A%, 0, ()]0, A*u) S [02h(a)

2
Hs*

2o St |u

Hs—1 |u

— Thanks to continuous embedding of H**(R) in L>(R) for all sy > 5 we have

meolulfye S |ulgrsovelule.

S (O2h() A, Au) S 1020(@)| ool S 1020(a)

— The product estimate give as for all s > sg, such that sq > %

2u (As (&J/@gu) ,Asu) =2/ ([As, 0,V]02u, Asu) +2u (&CVAs@gu, Asu)
=2u ([AS, 0,V]02u, Asu) — 24 (0, VA°0pu, A°0u)
— 21 (02V A", A*O,u)
S 1 (102V o102l o [l o

+ 0.V | 150 | Ot 30 + |02V

H*0 Hso axu|Hs|'U,|Hs) .
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— Similarly we have for all s > sq, and sy > %

a (A (W(@)02u) , A*u) = a ([A, 1/ (@))02u, A*u) + a (B (@) AOpu, A*Oyu)
+ a (8,1 (@) Ay, A°8,u)
= a ([A% B (@)%, Au) + a (W' (@) — K (0) + B(0)) A*Dpu, A0, u)
+ a (9. () Nu, A°O,u)
o1 |02 e+ | (@) — 1(0)
+ [yl 3s + 0K ()
Y e+ (|

< |0.h () Dyu

2
Hs

Hs—1 |U Hso

(9zu]Hs |’U,‘Hs

2o+ |u

Hso

<|a w0 + 1) [0pu

Hs Hs—llu H80+1|8xu Hs u Hs

— Using the identity [A*, V]02u = 9, ([A*, V]0*u) — [A%,0,V]0%u leads to
p (A%, V103u, Au) = (9, ([A%, V]02u) , Au) — o ([A%, 0,V]02u, A*u)
=~ ([A*, V]02u, A Opu) — p ([A*, 0, V]02u, A*u)
< 10 (10:V | rror |02l s Outel 2o + 102V | 1152|020 gy ] )

— An integration by parts give us for all s > sy, and so > %

Oxu

Hs Hs

% (82 AU, A%u) = —u (2V A B, Au) < |02V [z

— Similarly we have for all s > sq, and sy > %

S (82V A, A*u) < ulO2V |0 [l 1= O]

2

— As before, we integrate by parts and we have the product estimate to get for all
5 > Sg, (mdso>%
3 3 3
7“ (0.V 0PN u, Aou) = —7“ (0,VO,A%u, A*0,u) — 7“ (6292 A*u, A*u)

ul e |0pu| g + |02V o]+ ) -

H?0 Hso |U| s

Su(jov

Furthermore we have for all s > sg, and sy > %
@ (A, 0, ()0, A%w) S 02 () 1o ful e Drtal s S [l ool |l .
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— Also we have for all s > sg, and sy > %

ulfrs S [l prsoselulfs

Hso

g (021 (@)A*u, A*u) < |01 ()

Finally if we take so = s — 1 we obtain

50 (B W) S el + (e + 1) eloss + Voo s — 5 ()
< (alaess + 1) [ulfoss + Vool — 5 B*(u)
Thanks to the above inequality, one can choose
A=Ar =2 sup (|u|lgs1 +1),

te(0,7)

and one deduces
eAtat (efAtEs<u>2) g ’V’HS+1ES(U)2.
Integrating this differential inequality yields

Yt € [0,T), E*(u(t,z))* < eME*(up(z))* + /Ot 6)\“_0|V(C,$) e B (u(C, x))?d¢

e B (u(¢, x))%dC.
(5.16)

S B () + [ @OV,

Then by estimate , one can deduce from estimate (5.16) that

vt € [0, T, E*(u(t,z))* < eME* (ug(x))? + /Ot e’\(t_<)|ﬂ(C, T)

s B (u(C, @) 2dC
t
S ETE (uo(@)* + [ OB (¢, 2))%C.
0
Next, by using Gronwall Lemma we obtain

¢ eA(t—mdn)

Ef(u(t,z))?* < e’\tES(uo(x))2e(f° = M E*(ug())? exp (i\ (e” - 1))
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Now, for the last estimate we have

E N 0pu)? = (A0, TA* ) = (A 0yu, AT o)
= a (A" (Duh(@)0u) , A1 0u) + 20 (A (9,V 02u) , A*'Opu)
+ (A (VORu) , A0 + a (A (0,1 (0)0pu) , A*'Oyu)
+a (As_l (h’(a)@g@ ,As_lﬁtu) :

2

similarly, as in the estimate of E*(u(t,x))* we apply a similar estimate in order to

obtain

E*H(0w)* < (lu

Hs+1 —|— 1) ‘U HS+1’u‘HS+1|atu‘HS-

Hs+1 ‘8{U|Hs -+ /L|V
Then by using estimates (5.1) and Cauchy-schwarz inequalities we get

EH(0u)* S ((L+p) |u

Hs+1 + 1) \u

Hs+1 \8tu|Hs

2
S He

Hs+1 —+ ].) |8tu

Hor 7y (14 p) fa

Hs+1 + 1) |u

(1 +p) lu

2

Now, since (E*)? is an equivalent norm of the norm of space H*™' and by choosing

v small enough we obtain

B (0m)? < C(Jug

Hs+1, 4, A), VE € [0, 7).

Théoréme 5.1. Let so > %, 5> 59+ 1 and ug € H**L. Then there exists a positive
T such that for all 0 < t < T, there exists a unique solution (u,V) to (5.6), in
particular we have w € C([0,T]; H*™) N C*([0,T); H®) and V € C(0,T; H*2).

Preuve : We want to construct a sequence of approzimate solution (U, Vy)n>0

by the iterative scheme
_Maivn—i-l + Vn+1 = _aaa:h (un) ’

up(t,x) = up(z), and Vn € N, Oty 1 + B[Vii1, Un]Optini1 = 0,

unJrl(O? m) = uo(x)>
(5.18)
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where B[V,y1,u,] = T YA[Voi1, un] and A is defined as follows
AVii1, un]f = —a0uh(un) f — 200V 10, f — V102 f — aduh/ (uy) f — ah’ (u,)0, f.

In order to prove the existence of a unique solution of system (5.6), we will prove
that the iterative scheme (5.18) is convergent and the sequence (un, V,,)n>0 converges
to (u, V') where (u,V') is the unique solution of system (5.6). By Proposition 5.1, we
know that there is a unique solution (u,11, Vpr1) € C([0,T]; H5T1) x L°°(0 T; H?)
to (5.18) if u, € C([0,T); H*™). Let R > 0 be such that E*(u)? < &,
from Proposition 5.1, equation (5.16) that u,1 satisfies the following inequality

it follows

V1€ 0,T), B (6,2) < 7B ()P + [ OV (¢,0) e Bt (€, )P
We suppose now that
E*(u,(t,2))* < R,

Then, using the fact that |V, 1

g1 < E*(uy,) yields to

t
B (U (t,2))% < ];e’\T —1—/0 RNV E* (w41 (¢, w))2dC,

and by using Gronwall Lemma we get

R t R R
E*(Upy1(t,2))? < ZeMexp (/ Re’\(t_odg) = —eMexp ( (e’\t — 1)) :
2 0 2 A
Hence, there is T' > 0 small enough such that

sup E*(upy1(t,2))? < R. (5.19)
[0,7]

On the other hand, we will show that (u,)n>o0 is convergent, and to do this let us

estimate Up+1 — Uy,

at (Eo(un—i-l - un)2) =2 (Tat (un+1 - un) y Un41 — un)
=2 (A[[Vn+1> un]ax (Un+1 - Un) y Up1 — Un) (520)
—2 ((A[Vn-l—la un] - A[V’m un—l]) aﬂcuny Up+1 — un) .
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The first term in the r.h.s of (5.20) can be easily estimated for all so > % as follows

Hso+1 + 1) |un+1 - un‘qul

-2 (A[VnJrl; un]ar (unJrl - un) s Un+1 — un) S, (‘un
+ N|Vn+1
S (T + ) Jun|georr + 1) |tnpr — unﬁll

Hso+2|[Uny1 — unﬁ{l

Also the second term in the r.h.s of (5.20) can be estimated by

Hso+2 + 1) |un_un—1|H1|un+1_un H1

_((A[Vn+17 un] - A[Vn7 un—l]) axuna Upt1 — Un) 5 (‘un
+ plun

Hso+1 |Vn+1 - Vn|H1 |Un+1 - Un|H1

and so on by the first equation of (5.18) and by estimate (5.13) we can obtain the

following estimate

|Vn+1 - Vn Hs+1 S |Un — Up—1|Hs- (521)

Next using estimate (5.19), we obtain

Hs+1, [, R)> |Un - Un_1|%{1

oty iy R)E® (U — 1)

gty by R) sup B (uy, — wn_1)?.
(0,77

)

O (B (1 — un)?) < Clluol s, pt, B)|tns1 — w3 + Ca(Jug
< C(Jug

< C(|ug

sstis fy R)E® (1 — Un)2 + Ci(Juo
ot (1, R)E (un 1 — 1) + Cy (|

Integrating with respect to time gives us

t
E0<un+1 - un)2 < C(UO|H5+17,M7 )‘) /0 E0<un+1 - un)2 + Cl<u0‘Hs+17,u7 )‘) sup{EO(un - unfl)Q}t
(0,71

mot, N sup{ E° (u, — tp_1)*}T.

< C(ug
[0,7]

t
Hs 15 A) /0 E (1 — ) + Ci(ug

Furthermore, by using Gronwall Lemma we get

EO(“nH - Un)2 < Ch(Juo Het1s fh A)T)

e s N) [surT{EO(un — 1)} T exp (C([ug
0,7

< C(|ug

s+, (4, A) exp (C(lug| s+t p1, A)T) Tsu%{EO(un —up_1)%}.

0,7
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This yield to

He+1, [, A)T) T) sup{ E°(u; — ug)?}.

up{E (1 — 1)} < (€1 ([ up
0,7

i N e (ol
[0,7]

Finally, for T > 0 small enough we have

Ci([uolgs+1, p, A) exp <C<|UO‘HS+17N7 )\)T>T <L

Consequently, we conclude the existence of a time T = T(|ug|gs+1) and a function
u such that u, converges strongly to u in L=(0,T; H'). On the other hand, we
conclude from this convergence and by estimate (5.21) that there exists a function V
such that V;, converges also strongly to'V in L*>°(0,T; H*). Since (u,, V,,) are bounded
in H*T x H**2 and according to the previous convergence we conclude that (u, V') €
L>(0,T; HsTY) x L>(0,T; H**2). Taking limits in system (5.18) when n — 0o, we

deduce that (u, V') is a solution of system (5.6). Furthermore, by interpolation results

we obtain |(u, —u)(t, )| s — 0 for all s < s+1 which gives us a strong convergence
for u,, and Vy, in higher space. Now we can prove V € C([0,T], H**?) and by classical
argument see[67] we have that w € C([0,T], H**'). Finally the continuity of dyu can

be obtained from the first equation of (5.6). O

5.3 Study of Darcy-Brinkman’s flow in R? d > 1
with Bear hypothesis.

In this section, we are interested in studying the system of Darcy-Brinkman with
Bear hypothesis (see [12]) in a bounded multidimensional domain, which consists in
neglecting the variation in density Vp -V in the direction of the flow and from this
assumption one obtains our model.
First of all, let us recall that the system of Darcy-Brinkman with a source term is
given by

{¢8tp+V~Vp—|—pd1VV:pf, (522

—pAV +V = —aVp.

where a = % and p = %k, with k& being the permeability coefficient, ji the Darcy

viscosity and v the Brinkman viscosity. Then by using Bear hypothesis V - Vp << 1
and after applying the Helmholtz operator (—uA+ 1) on the first equation of (5.22),
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we get
dOu — ppAdyu — div(aVp) = g, (5.23)

with u = In(p(p)) and p = p~'(e*). In the following section, we are interested in
some particular case of fluid in order to have a relationship between the pressure
and the density.

5.3.1 Some particular cases of state law

Case 1 : Ideal gas. In this case, the relationship between the density and the

pressure is given by

P =pop’ = poe™
hence
Vp = vpoe™ Vu,

where 7 is the polytropic exponent. Its values in the two main cases covered by this
state when applied to gas are : v = 1 for isothermal process, and v bigger than 1
for adiabatic process (as example, we have from experimental data that v = 1.405
in the case of air under normal temperature condition). In all cases we have v > 1.

So for this state, equation (5.23) becomes
POu — pPpAdyu — yapg div(e’Vu) = g.
Case 2 : Slightly compressible gas. The state law is given by

p(p) = poexp(¢(p — po)),

thus,

1
p= C(p0+lnpp())
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hence

1 1
_1Vp_ =Vu,

V_i
P=¢p 7 ¢

equation (5.23) becomes linear and reads as :

POu — pPAQu — Z_div(Vu) =g.

Cas 3 : Another form of slightly compressible gas. The equation of this form

is given by

p(p) = po(1 +7(p — po)),

— 1
PP +po, consequently Vp = —e"Vu. Furthermore, equation
YPo YPo

which leads to p =
(5.23) becomes :

POu — pPAdyu — @ div(e"Vu) = g.
Y Po

In the next section, we prove the existence of a solution of a generalized system

covering these 3 cases and we specify the regularity of this solution.

5.3.2 A generalized system of the Darcy-Brinkman equation

Let © be a bounded domain in R?, with Lipschitz boundary 92 and we denote by
n the outward normal vector. We set Qp := [0, 7] x 2 where T" > 0 is a fixed time.

Our system is given by

O — pAdu — div (f(u)Vu) = g, (t,2) € Qr,
uVowu-n+ Vu-n =0, (t,x) € [0,T] x 09, (5.24)
u(0,z) = up(x), x€Q
where ¢ is a function in L*(0,T; H '(Q)), and f is a continuous positive function.
The medium is considered isotropic and homogeneous, then, as before we can change

the scale in time to consider ¢ = 1. Furthermore, we introduce the notion of weak

solutions of (5.24) as below.
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Définition 5.1. We say that u : Qr — R, is a weak solution of system (5.24) if
ug € HY(Q) N L>®(Q) and for all T > 0, u € Wl’OO(O,T; Hl(Q)), such that for all
o € L*(0,T; H'()) we have

T T T T
/ / Oyupdx dt —i—u/ / Vo - Vgodxdt+/ / f(w)Vu - Veodxdt = / / g dx dt,
0o Ja 0o Ja 0 Ja 0 Ja
(5.25)
and u(0, ) = ug(x) in H(Q).
We state the existence theorem of weak solutions of the system (5.24) as follow.

Théoréme 5.2. Under assumption ug € H*(Q) N L>(Q), the initial value problem

(5.24) has a solution u in the sense of the definition 5.1.
We first establish the maximum principle, then we prove theorem 5.2.

Proposition 5.2. (Maximum principle) Let u be the solution of system (5.24),
if g in L=®(Q7), and if ug € H'(Q) N L®(Q) then

—max (|g|z (@), [to|()) < u < max (|gL(@r), [tol L)) "

Let us start by proving Proposition 5.2.

t

Preuve : We multiply the first equation of (5.24) by e* where « is a real to be

chosen later
0y(e™) = e™Opu + ae®u
we obtain
Oy (e“u) — ae™u — pA (@(eo‘tu) - aeo‘tu) —div (f(u)V(e“%)) =g
let w = e“u, the above equation is rewritten as
Ohw — aw — pAdyw + apAw — div (f(u)Vw) = e™yg.
Let o < 0, then we write a = —|a| and let 8 a constant to be determined,
On(w—B)+|o] (w—B)—pAdy(w—B)—|alpA(w—B)—~div (f(u)V(w—B)) = e g—|a|s.
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Multiply the above equation by (w — )" and integrate on (2

d d
[ s lw=8)*Pdu+lal [ |(w=p)*Pdatp | ZI9(w=8)* Pdutlalu [ |9(w—8)*Fda
+ [ F@IV(w =) Pde = [ (71 — o] ) (w - §)*da

we choose the parameter § > r%ax<%| g|) to impose that the left hand side is
T

negative. Precisely,

€7|a|t

ety — | <0 <= B> g9, V(t,z) € Qr.

il

Then, by integrating over ]0,¢[ and choosing o = —1 we get
L w =) P+ | 19w = 8)*Pda < [ [(uo— B Pde+p | V(o — B)*da

Finally, by choosing = max (|9|LM(QT), |UO|LOO(Q)) we get (ug — §)T = 0, conse-
quently w < 3.
Similarly, to show that the solution is bounded below, we take —(w — )~ as a test
function and we choose f = — max (|g|Loo(QT), |u0\Loo(Q)).

OJ
Proof of theorem 5.2 : The proof of theorem 5.2 is done in two steps. The first
step consists of study is a regularized problem, and the second step consists of taking
limits € — 0.
Step 1 : Let € > 0 fixed. We introduce the regularization f. instead of f in the
system (5.24) which is given by f.(u) = & Then, we obtain the following

- 1tef(u)
regularized system :

atue - MAatue — div (fe(ue)vue> =g, (t, I) S QT,
pN Oy -+ Vue -1 =0, (t,x) € [0,T] x 09, (5.26)
ue(0,z) = up(z), €

The proof of the existence of solution u of system (5.26) is based on Schauder’s fixed
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point theorem. For that reason, we build the following application F given by :

F o L*(0,T; L*(2)) — L*(0,T; L*(Q))

Ue — F(Ue) = e,
where u, is the solution of the following linear problem
/Qﬁtue pdr + u/ﬂV@tuE -Vodr + /Q fe(u)Vu, - Vodr = /Qggo dx, (5.27)

for all o € L*(0,T; H'(£2)). The existence and uniqueness of this solution is obtained
by using of the Faedo-Galerkin method, which gives u, € H*(0,T; H'(Q)), see for
example [46].

Lemme 5.4. F is a continuous map from L*(0,T; L*(Q)) to L*(0,T; L*(Q2)).

Preuve : Let 4" be a sequence in L*(0,7T; L*(Q2)) and u. € L*(0,T; L*(Q)) such
that

u' — . in L*(0,7T; L*(2)) when n — oo.
Let u? = F(u?) and u. = F(u.), the aim is to show
u' — u, in L*(0,7T; L*(2)) when n — oo.

First of all, for all n € N, we have u” and u. are solution of (5.27), then taking
the difference between the two corresponding equations of u” and wu., and using

@ = ul — u, as a test function in (5.27) then integrating in time we get :

Lt d o 2 poftogod n 2
2//dt|u ue|” dsdx + //dt|Vu ue)|” dsdx

+/ /fe )V (uf = uc)l dsda:+/ / (f.(@) — f.(@.)) VeV (u — u.) dsdx = 0.
(5.28)

Next, we estimate each term of (5.28). The first one of the left hand side is written

as follows, since the two sequences have the same initial condition

2
2//dt dsdac—f||u — U 72(0)-
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Similarly, the second term is equivalent to

K ! d n 2 1% n
3y o (7 =0 dsde = IV G =)
Furthermore, the third term is nonnegative

/Ot/ﬂfeW?) (V (ul — u,))* dsdx > 0.

Finally, for the last term by using Cauchy-Schwartz and Young inequalities, we get

/Ot/Q (fe(u?) — fe(ue)) Vue - V (ul — u,) dsdz <
2/ / |(fe(u?) — fe(ue)) Vu€| dsdx + — / IV (6" — ) H%z(g)ds.

Since f.(u") — f.(i.) — 0 almost everywhere in Qr, and |(f.(a?) — f.(tic)) Vue|
2 |Vu|* € L'(Qr), then by Lebesgue dominated convergence theorem, there exists

a positive integer ng such that for all n > ny we have

[ [ — .m0 Ve < €,

where (), is a positive function of n that tends to zero when n — 4o00. Finally, by

using Gronwall Lemma for n > ny we have
Consequently, we have u” — u, strongly in C°(0,T; L*(f)), and particularly in
L2(0,T: L3(Q)). 0

Lemme 5.5. F is an application from L*(0,T; L*(Q)) to Wh>(0,T; H'(Q))

Preuve : Since u. € L?(0,T; H'(Q2)), one takes the solution u, as a test function

in the weak formulation (5.27), and gets that

2dt/’ |dx+2dt/|VuE\ da:+/f ) |Vue|? da:—/guﬁda:

From the positivity of function f., and thanks to Cauchy-Schwartz and Young in-
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equalities, one can deduce by Gronwall Lemma that
el |z o @) < C s luol[ar, 19l 2)- (5.29)
Similarly, if we take dyu, as a test function in (5.27) we get

/Q |8tu6|2 dx + ,u/Q |V8tu€|2 dx + /Q fe(u)Vue - Voyuedr = /Qgc‘?tuedx,

by construction of f. we have that |f.| < %, then

1
/ fe(e)Vue - Vyuedr < 7/ |Vue| + H/ \V@tue\Qda:.
“ 2pe Jo 2 Ja

Finally, by estimate (5.29) one cane deduce that

HatueHLOO(O,T;Hl(Q) < C(p, € [|uollm, lgllr2),

U
We return to the proof of the theorem (5.2), since F(L*(0, T’; LQ(Q)))) C Whee (0, T; H' (Q))
which is compactly embedded in L?(0,T; L*(2)). Then by Schauder’s fixed point
theorem there exists a solution u, € WhH> (O, T:H 1(9)) of problem (5.26) such that

: , _ 2 o7l
/Q(?tuegodx+u/gvatu6 Vgpd:c—i—/Qfe(uE)Vu6 Vodx /ngd:c, Vo € L*(0,T; H ().
(5.30)

Step 2 : In this step we derive energy estimates on the sequence (u,). independently
of € in order to pass to the limit. As wu, is a solution of (5.30), we take ¢ = u, in

(5.30), using the fact that f. is nonnegative, and by Gronwall’s Lemma we have :

HUGH%OO(O,T;Hl(Q) < C(u,g,u0), (5.31)

where C'is a positive constant independent of €. Similarly, we take ¢ = dyu, in (5.27)

we get :
1Ol 720y + 1l [V Oue| 720y + /Q fe(ue)Vu, - Vo, de dt = /antu6 dedt. (5.32)

Using the maximum principle in Proposition 5.2 and the positivity of f., one can
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deduce
— max (|9l (@r)» [to] () ) < e < max (|gls(qn), [uol (o)) € (5.33)
Then by using this inequality we have
1
/QfE(ue)vue Vo drdt < EHJC(UE)HL""(Q)||vu6||i2(§2) + CHvatuéH%?(Q)

M
< RHVUeHgm(Q) + ||V B [72q

where ( is a positive constant to be chosen later and M = max f(u.) with u.
satisfying inequality (5.33). Similarly using Cauchy-Schwartz and Young inequalities

we obtain

1
/ g dr dt < —
Q

Using estimate (5.31) and after choosing ¢ small enough, we deduce from (5.32)
[Ovue(t, )| 2 + pl|VOue(t, )| 22(0) < C(, g,u0), for almost every ¢t € (0,7,

where C' is a positive constant independent of €. Consequently, the sequence (),
is bounded in W1*(0, T; H*(€2)), and by Aubin-Simon Theorem [66], there exists a
subsequence denoted (u.). that converges strongly to u in C°(0,T; L*(Q2)). Finally,
as f is continuous, we take limits in (5.27) to obtain for all € L?(0,T; H(2)) :

/@ugpdxdt%—,u/ V@tu-Vgpdxdt+/ f(u)Vu-Vgadxdt:/ggpdxdt, (5.34)
Q Q Q Q

and u is the weak solution of system (5.24).

159






Bibliographie

[1] Adimurthi, Mishra, S., and Gowda, G. V. (2005). Optimal entropy solutions
for conservation laws with discontinuous flux-functions. Journal of Hyperbolic
Differential Equations, 2(04) :783-837.

[2] Alinhac, S. and Gérard, P. (2012). Opérateurs pseudo-différentiels et théoreme
de Nash-Moser. EDP Sciences.

[3] Altevogt, A. S., Rolston, D. E., and Whitaker, S. (2003a). New equations for
binary gas transport in porous media : Part 1 : equation development. Advances
in water resources, 26(7) :695-715.

[4] Altevogt, A. S., Rolston, D. E., and Whitaker, S. (2003b). New equations for
binary gas transport in porous media, part 2 : experimental validation. Advances
in water resources, 26(7) :717-723.

[5] Amiri, A. and Vafai, K. (1994). Analysis of dispersion effects and non-thermal
equilibrium, non-darcian, variable porosity incompressible flow through porous
media. International Journal of Heat and Mass Transfer, 37(6) :939-954.

[6] Andreianov, B., Karlsen, K. H., and Risebro, N. H. (2011). A theory of [1-
dissipative solvers for scalar conservation laws with discontinuous flux. Archive

for rational mechanics and analysis, 201(1) :27-86.

[7] Angirasa, D. (2002). Forced convective heat transfer in metallic fibrous materials.

Transactions-American society of mechanical engineers journal of heat transfer,

124(4) :739-745.

[8] Angot, P., Dolejsi, V., Feistauer, M., and Felcman, J. (1998). Analysis of a
combined barycentric finite volume—nonconforming finite element method for

nonlinear convection-diffusion problems. Applications of Mathematics, 43(4) 263~
310.



BIBLIOGRAPHIE

[9] Antoncev, S. and Monahov, V. (1978). Three-dimensional problems of time
dependant two-phase filtration in nonhomogeneous anisotropic porous media. In
Soviet Math. Dokl, volume 19.

[10] Auriault, J.-L., Geindreau, C., and Boutin, C. (2005). Filtration law in porous

media with poor separation of scales. Transport in porous media, 60(1) :89-108.

[11] Aziz, K. and Settari, A. (1979). Petroleum reservoir simulation. Applied Science
Publ. Ltd., London, UK.

[12] Bear, J. (2013). Dynamics of fluids in porous media. Courier Corporation.

[13] Bear, J. and Bachmat, Y. (2012). Introduction to modeling of transport pheno-

mena in porous media, volume 4. Springer Science & Business Media.

[14] Bendahmane, M., Khalil, Z., and Saad, M. (2014). Convergence of a finite
volume scheme for gas—water flow in a multi-dimensional porous medium. Ma-
thematical Models and Methods in Applied Sciences, 24(01) :145-185.

[15] Brenner, K., Cances, C., and Hilhorst, D. (2013). Finite volume approximation
for an immiscible two-phase flow in porous media with discontinuous capillary

pressure. Computational Geosciences, 17(3) :573-597.

[16] Brenner, S. and Scott, R. (2007). The mathematical theory of finite element

methods, volume 15. Springer Science & Business Media.

[17] Brezis, H. (1983). Functional analysis. theory and applications, collection of

applied mathematics for the master’s degree.

[18] Brezis, H. (2010). Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential

equations. Springer Science & Business Media.

[19] Brinkman, H. (1949a). A calculation of the viscous force exerted by a flowing
fluid on a dense swarm of particles. Applied Scientific Research, 1(1) :27-34.

[20] Brinkman, H. (1949b). On the permeability of media consisting of closely
packed porous particles. Applied Scientific Research, 1(1) :81-86.

[21] Brooks, R. H. and Corey, A. T. (1964). Hydraulic properties of porous media
and their relation to drainage design. Transactions of the ASAE, 7(1) :26-0028.

162



BIBLIOGRAPHIE

[22] Calmidi, V. and Mahajan, R. (2000). Forced convection in high porosity metal
foams. Transactions-American society of mechanical engineers journal of heat
transfer, 122(3) :557-565.

[23] Chavent, G. and Jaffré, J. (1986). Mathematical models and finite elements for
reservoir simulation : single phase, multiphase and multicomponent flows through

porous media, volume 17. Elsevier.

[24] Chen, Z., Ewing, R., and Espedal, M. (1994). Multiphase flow simulation with
various boundary conditions. Computational Methods in Water Resources, pages
925-932.

[25] Ciarlet, P. G. (1991). Basic error estimates for elliptic problems. Handbook of

numerical analysis, 2 :17-351.

[26] Coclite, G., Mishra, S., and Risebro, N. (2010). Convergence of an engquist-
osher scheme for a multi-dimensional triangular system of conservation laws. Ma-
thematics of Computation, 79(269) :71-94.

[27] Coclite, G., Mishra, S., Risebro, N.; and Weber, F. (2014). Analysis and nu-
merical approximation of Brinkman regularization of two-phase flows in porous
media. Computational Geosciences, 18(5) :637-659.

[28] Coclite, G. M. and Risebro, N. H. (2005). Conservation laws with time de-
pendent discontinuous coefficients. SIAM journal on mathematical analysis,
36(4) :1293-1309.

[29] Coudiere, Y., Saad, M., and Uzureau, A. (2013). Analysis of a finite volume
method for a bone growth system in vivo. Computers ¢ Mathematics with Ap-
plications, 66(9) :1581-1594.

[30] Demond, A. H. and Roberts, P. V. (1987). An examination of relative per-
meability relations for two-phase flow in porous media. JAWRA Journal of the
American Water Resources Association, 23(4) :617-628.

[31] Dukhan, N. (2012). Analysis of brinkman-extended darcy flow in porous media
and experimental verification using metal foam. Journal of fluids engineering,
134(7) :071201.

163



BIBLIOGRAPHIE

[32] Durlofsky, L. and Brady, J. (1987). Analysis of the brinkman equation as a
model for flow in porous media. The Physics of fluids, 30(11) :3329-3341.

[33] Eymard, R., Gallouét, T., and Herbin, R. (2000). Finite volume methods.
Handbook of numerical analysis, 7 :713-1018.

[34] Eymard, R., Herbin, R., and Michel, A. (2003). Mathematical study of a
petroleum-engineering scheme. ESAIM : Mathematical Modelling and Numeri-
cal Analysis, 37(06) :937-972.

[35] Eymard, R., Hilhorst, D., and Vohralik, M. (2006). A combined finite volume—
nonconforming /mixed-hybrid finite element scheme for degenerate parabolic pro-
blems. Numerische Mathematik, 105(1) :73-131.

[36] Ferrandon, J. (1948). Les lois de l’écoulement de filtration. Le Génie,
155(125) :2.

[37] Gerke, H. and Genuchten, M. V. (1993). A dual-porosity model for simulating
the preferential movement of water and solutes in structured porous media. Water
resources research, 29(2) :305-319.

[38] Gimse, T. and Risebro, N. H. (1992). Solution of the cauchy problem for a
conservation law with a discontinuous flux function. SIAM Journal on Mathema-
tical Analysis, 23(3) :635-648.

[39] Hannukainen, A., Juntunen, M., and Stenberg, R. (2011). Computations with
finite element methods for the Brinkman problem. Computational Geosciences,
15(1) :155-166.

[40] Helmig, R. et al. (1997). Multiphase flow and transport processes in the subsur-

face : a contribution to the modeling of hydrosystems. Springer-Verlag.

[41] Ibrahim, M. (2014). Systeémes paraboliques dégénérés intervenant en mécanique

des fluides et en médecine : analyse mathématique et numérique.

[42] Israwi, S. (2011). Large time existence for 1d green-naghdi equations. Nonlinear
Analysis : Theory, Methods € Applications, 74(1) :81-93.

[43] Karlsen, K. H., Risebro, N. H., and Towers, J. D. (2003). L! stability for

entropy solutions of nonlinear degenerate parabolic convection-diffusion equations

164



BIBLIOGRAPHIE

with discontinuous coeflicients. Preprint series. Pure mathematics hitp ://urn.
nb. no/URN : NBN : no-8076.

[44] Kato, T. and Ponce, G. (1988). Commutator estimates and the euler and navier-
stokes equations. Communications on Pure and Applied Mathematics, 41(7) :891—
907.

[45] Krotkiewski, M., Ligaarden, I. S., Lie, K.-A., and Schmid, D. W. (2011). On the
importance of the stokes-brinkman equations for computing effective permeability
in karst reservoirs. Communications in Computational Physics, 10(05) :1315—
1332.

[46] Ladyzhenskaia, O. A., Solonnikov, V. A., and Uraltseva, N. N. (1988). Linear
and quasi-linear equations of parabolic type, volume 23. American Mathematical

Soc.

[47] Lage, J. (1998). The fundamental theory of flow through permeable niedia from

darcy to turbulence. Transport phenomena in porous media, 1.

[48] Lannes, D. (2006). Sharp estimates for pseudo-differential operators with sym-
bols of limited smoothness and commutators. Journal of Functional Analysis,
232(2) :495-539.

[49] Lions, J. L. and Magenes, E. (2012). Non-homogeneous boundary value problems

and applications, volume 1. Springer Science & Business Media.

[50] Liu, S. and Masliyah, J. H. (2005). Dispersion in porous media. Handbook of

porous media, page 110.

[51] Luckner, L., Van Genuchten, M. T., and Nielsen, D. (1989). A consistent set of
parametric models for the two-phase flow of immiscible fluids in the subsurface.
Water Resources Research, 25(10) :2187-2193.

[52] Lundgren, T. S. (1972). Slow flow through stationary random beds and sus-
pensions of spheres. Journal of Fluid Mechanics, 51(02) :273-299.

[53] Martys, N., Bentz, D. P., and Garboczi, E. J. (1994). Computer simula-
tion study of the effective viscosity in brinkman’s equation. Physics of Fluids,
6(4) :1434-1439.

165



BIBLIOGRAPHIE

[54] Marusi¢-Paloka, E., Pazanin, 1., and Marusié¢, S. (2012). Comparison between
darcy and brinkman laws in a fracture. Applied mathematics and computation,
218(14) :7538-7545.

[55] Matheron, G. (1967). Eléments pour une théorie des milieux poreux.

[56] Misiats, O. and Lipnikov, K. (2013). Second-order accurate monotone finite vo-
lume scheme for Richard’s equation. Journal of Computational Physics, 239 :123—
137.

[57] Mualem, Y. (1976). A new model for predicting the hydraulic conductivity of

unsaturated porous media. Water resources research, 12(3) :513-522.

[58] Musy, A. and Soutter, M. (1991). Physique du sol, volume 6. PPUR presses
polytechniques.

[59] Ochoa-Tapia, J. A. and Whitaker, S. (1995). Momentum transfer at the boun-
dary between a porous medium and a homogeneous fluid—i. theoretical develop-
ment. International Journal of Heat and Mass Transfer, 38(14) :2635-2646.

[60] Renken, K. and Poulikakos, D. (1987). Forced convection in channel filled
with porous medium, including the effects of flow inertia, variable porosity, and
brinkman friction. ASME Journal of Heat transfer, 109 :880-888.

[61] Risebro, N. and Holden, H. (2002). Front tracking for hyperbolic conservation
laws. Applied Mathematical Sciences, 152.

[62] Rubinstein, J. (1986). Effective equations for flow in random porous media with
a large number of scales. Journal of Fluid Mechanics, 170 :379-383.

[63] Saad, B. and Saad, M. (2015). A combined finite volume-nonconforming finite
element scheme for compressible two phase flow in porous media. Numerische
Mathematik, 129(4) :691-722.

[64] Saez, A., Perfetti, J., and Rusinek, I. (1991). Prediction of effective diffusivities
in porous media using spatially periodic models. Transport in Porous Media,
6(2) :143-157.

[65] Salinger, A. G., Aris, R., and Derby, J. J. (1994). Finite element formulations for
large-scale, coupled flows in adjacent porous and open fluid domains. International
Journal for Numerical Methods in Fluids, 18(12) :1185-1209.

166



BIBLIOGRAPHIE

[66] Simon, J. (1986). Compact sets in the space IP(o,t;b). Annali di Matematica
pura ed applicata, 146(1) :65-96.

[67] Taylor, M. (2013). Partial differential equations II : Qualitative studies of linear

equations, volume 116. Springer Science & Business Media.

[68] Vohralik, M. (2005). On the discrete poincaré—friedrichs inequalities for noncon-
forming approximations of the sobolev space h 1. Numerical functional analysis
and optimization, 26(7-8) :925-952.

167









UNIVERSITE
BRETAGNE
LOIRE

CENTRALE
NANTES

Université Libanaise

These de Doctorat

Houssein NASSER EL DINE

Etude mathématique et numérique pour le modéle Darcy-Brinkman pour les
écoulements diphasiques en milieu poreux

Mathematical and numerical study of Darcy-Brinkman’s two phase flow through

a porous media

Résumé

Le systeme modélisant un écoulement de deux phases incompres-
sibles dans un gisement pétrolier a large porosité est régi par la loi
de Darcy-Brinkman. La vitesse de filtration de Darcy conduit a une
équation elliptique en pression et une équation parabolique dégeé-
nérée en saturation. Ce systéme est tres largement utilisé en milieu
poreux. Dans cette thése, on s’intéresse a la modification de Brink-
man qui consiste a modifier la loi de Darcy en ajoutant un terme de
dissipation en vitesse. Ce systeme conduit a une équation elliptique
en pression et une équation parabolique non standard en satura-
tion, régularisante en temps. On s’intéresse dans un premier temps
a I'étude mathématique du systéme Darcy-Brinkman et a la régula-
rité des solutions. Afin de simuler numériquement les solutions de
ce probléme, on propose une premiere étude de convergence d’'un
schéma aux volumes finis sur un maillage admissible et pour un
milieu poreux homogéne. Ensuite, une méthode combinée de type
volumes finis-éléments finis non conformes est proposée pour te-
nir compte de I'anisotropie du milieu. Le but du deuxieme volet de
cette these est de tenir compte de la compressibilité des fluides. On
propose de décrire le modele de Darcy-Brinkman dans le cas mono-
phasique compressible. On montre que ce modéle est bien posé en
dimension un d’espace et sur I'espace entier. Ensuite, sous I'hypo-
thése de Bear, on montre également que le modéle est bien posé en
dimension d > 2.
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Abstract

The system modeling a two incompressible phase flow with high
porosity in an oil-field is governed by the law of Darcy-Brinkman. The
velocity of filtration of Darcy leads to an elliptic equation in pressure
and a degenerate parabolic equation in saturation. This system is
widely used in porous media. In this thesis, we are interested in
the modification of Brinkman which consists in modifying Darcy’s law
by adding a viscosity disspative term. This system leads to an elliptic
equation in pressure and unstandard parabolic equation in saturation
regularized in time. First, we are interested in the mathematical study
of the Darcy-Brinkman'’s system and in the regularity of the solutions.
To simulate numerically the solutions of this problem, we study the
convergence of a finite-volume scheme on an admissible mesh for a
homogeneous porous media. Then, we propose a combined method
of finite volume - nonconforming finite element type to deal with the
anisotropic of the media. In the second part of this thesis we deal
with the compressibility of the fluids. We suggest a model of Darcy-
Brinkman to describe the compressible monophasic case. We show
that this model is well posed in dimension one in the whole space.
Then, under the hypothesis of Bear, we also show that this model is
well posed in dimension d > 2.
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Darcy, Brinkman, porous media, incompressible, com-
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ume, finite element, combined scheme, degenerate
parabolic systems, elliptic systems, degenerate sys-
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