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9 Analyse à partir de fichiers polyphoniques 67

9.1 Extraction du rythme dans la musique polyphonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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Introduction générale

L’objectif de ce mémoire est de présenter l’orientation de mes travaux de recherches depuis
l’obtention de mon doctorat, en novembre 2003. Mes travaux de thèse, e↵ectués sous la direc-
tion de Patrice Séébold, portaient sur la combinatoire des mots, en particulier la complexité des
mots finis, les conjugués des morphismes standard, et les points fixes de morphismes. Recrutée
comme mâıtre de conférences à l’Université de Picardie Jules Verne en 2004, j’ai continué dans la
lignée de ces travaux une collaboration fructueuse avec Gwénaël Richomme, sur le problème de
la quasipériodicité [LR2004, LR2007a, LR2007b]. Nous avons également travaillé avec Amy Glen
(Univ. Murdoch, Perth, Australie) sur le cas particulier de la quasipériodicité des mots et des mor-
phismes épisturmiens [GLR2008a, GLR2008b, GLR2009]. Lorsque Gwénaël a été recruté Professeur
à Montpellier, j’ai diversifié mes thématiques de recherche. Nous venions de fusionner l’équipe Mots
avec l’équipe Systèmes Distribués, ce qui m’a amenée à collaborer avec Vincent Villain, Yoann
Dieudonné et Franck Petit sur le problème de l’élection de leader dans un système anonyme sans
orientation en utilisant des mots de Lyndon pour caractériser la position des nœuds dans le système
[DLPV2013]. La collaboration avec Vincent Villain s’est poursuivie sur un autre thème, au travers
du co-encadrement de la thèse de Khaled Mohamed, sur la stabilisation instantanée dans le modèle à
passage de messages, de 2011 à 2015 [LMV2014, LMV2016]. Parallèlement j’ai commencé à collabo-
rer avec Richard Groult et Mathieu Giraud sur des problèmes d’analyse musicale par informatique.
Nous avons ainsi créé le groupe de recherche Algomus entre Amiens et Lille, nous intéressant à
plusieurs problèmes d’analyse musicale sur des données symboliques, c’est-à-dire une représenta-
tion des partitions sous forme textuelle. Nous avons travaillé sur l’extraction de rythme à partir de
données polyphoniques [AGGGLS2011], l’analyse automatique de la fugue [GGL2012a, GGL2012b,
GGLL2015], l’analyse de la forme sonate [DGGLL2014], la texture musicale [GLMRT2014] et pré-
senté notre vision de l’analyse de structure et de forme dans un chapitre de livre à l’invitation
de David Meredith (Aalborg University) [GGL2016]. Nous avons co-encadré plusieurs étudiants
sur ces thématiques, et notamment Nicolas Guiomard-Kagan, qui termine actuellement sa thèse à
l’Université de Picardie Jules Verne sur l’analyse des données polyphoniques et la séparation de
voix [GGGL2014, GGGL2015, GGGL2016]. Ces dernières années ont donc été plus axées sur ce
thème que sur mon domaine d’origine, bien que j’aie à nouveau eu l’occasion de collaborer avec
Gwénaël Richomme sur la quasipériodicité des morphismes quelconques en 2013 [LR2013], et avec
Amy Glen sur une généralisation des mots trapézöıdaux (dont la fonction de complexité a la forme
d’un trapèze) à un alphabet quelconque en 2015 [GL2015].

Il ne m’a pas paru adéquat de parler ici de l’ensemble de ces travaux. J’ai préféré me demander
quel était le point commun entre ces thématiques. La majeure partie des problèmes que j’ai étudiés
depuis 2004 avait pour objectif l’étude de la structure. J’ai donc décidé de me focaliser dans ce
mémoire sur les problèmes de structure qui ont jalonné mon parcours et les di↵érents moyens de
les traiter.

Le mot structure vient du latin structura, de struere : “construire”, “assembler”. Se rapportant
initialement à la manière dont un édifice est constuit, par extension, elle désigne “la manière dont
les parties d’un tout sont arrangées entre elles” (dictionnaire Larousse). En combinatoire des mots,
l’étude de la structure peut être simplement de regarder la manière dont les lettres sont position-
nées dans un mot, ou l’étude des facteurs (suites de lettres juxtaposées) et de leurs répétitions. Le
problème auquel nous allons nous intéresser ici est celui de la quasipériodicité, c’est-à-dire la struc-
ture des mots constitués d’un motif répété avec ou sans chevauchement. En musique, la structure
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peut désigner l’agencement de di↵érentes parties musicales (similaires ou distinctes) pour former
un schéma global, apportant un certain équilibre à une œuvre. Nous allons nous intéresser ici aux
di↵érents éléments entrant en jeu dans l’analyse de la structure “horizontale” d’une pièce musicale :
répétition de motifs, harmonie, rythme, texture... et au moyen de les combiner pour aboutir à une
analyse musicale par ordinateur proche d’une analyse musicale humaine. Nous verrons aussi que
l’on peut étudier localement la structure “verticale” d’une pièce lorsque celle-ci est polyphonique, en
regardant l’agencement des di↵érentes voix entre elles.

Ce mémoire d’habilitation va donc se présenter en deux parties. La première partie, contribution
à la combinatoire des mots, traitera du problème de la quasipériodicité, d’abord dans les mots et
morphismes sturmiens, puis dans les mots et morphismes épisturmiens, avant d’évoquer en conclu-
sion le cas des morphismes quelconques. La deuxième partie, contribution à l’analyse musicale par
ordinateur, traitera de l’analyse de structure et de forme, d’abord sur les données monophoniques,
avec l’analyse de la fugue et des propositions pour l’analyse de la forme sonate, puis sur les données
polyphoniques, présentant une approche originale du rythme et de la texture. Je terminerai par
mes perspectives de recherche actuelles pour l’amélioration de l’analyse de la structure musicale.
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Première partie

Contribution à la combinatoire des

mots
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Chapitre 1

Introduction à la partie

Les mots qui sont au coeur de cette première partie sont les mots sturmiens, qui sont des mots
infinis équilibrés et non ultimement périodiques sur un alphabet binaire, et les mots épisturmiens,
qui sont une de leurs généralisations sur un alphabet quelconque (les définitions seront données
dans le chapitre 2).

Ce qui m’intéresse le plus dans ces mots est que leur structure peut être étudiée sous di↵érents
angles. D’une part ces mots, étant simplement constitués de lettres, possèdent des facteurs, qui
peuvent se répéter, se chevaucher, n’apparâıtre qu’au début ou tout au long du mot... D’autre
part, ces mots peuvent être construits en appliquant une composition infinie de morphismes sur
une lettre. Il est alors pertinent de regarder quelles compositions distinctes peuvent permettre de
construire les mêmes mots, ou quels mots ne peuvent être construits que par une unique composition
de morphismes, et de trouver un moyen d’inférer des propriétés de structure locale par une bonne
connaissance de ces compositions. Enfin ces compositions de morphismes peuvent à nouveau être
appliquées sur des mots, et modifier leur structure pour faire apparâıtre un nouvel agencement de
facteurs.

La propriété de structure que je vais présenter ici est la quasipériodicité, un mot étant quasipé-
riodique s’il peut être entièrement couvert par un même facteur appelé quasipériode (les di↵érentes
occurrences de cette quasipériode pouvant être adjacentes ou chevauchantes).

Après quelques notions préliminaires dans le chapitre 2, en particulier sur les mots et les mor-
phismes sturmiens et épisturmiens, je présente dans le chapitre 3 un résultat obtenu avec Gwénaël
Richomme sur la normalisation de la décomposition morphique des mots épisturmiens. Le chapitre 4
présente les résultats obtenus avec G. Richomme sur la quasipériodicité des mots et morphismes
sturmiens, et enfin le chapitre 5 présente les résultats obtenus avec G. Richomme et Amy Glen sur
la quasipériodicité des mots et morphismes épisturmiens.
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Chapitre 2

Notions préliminaires

2.1 Mots et morphismes

Soit A un alphabet fini. Un mot fini sur A est une suite finie de lettres de A. Le mot vide "
correspond à la suite vide. Muni de l’opération de concaténation, l’ensemble A⇤ de tous les mots
finis sur A forme un monöıde libre d’élément neutre " et d’ensemble de générateurs A. On note
A+ = A⇤ \ {"} l’ensemble des mots non vides sur A.

Soit un mot fini w = x1x2 · · ·xm 2 A+ tel que 8i, x
i

2 A, la longueur de w est |w| = m. La
longueur du mot vide est 0. Le nombre d’occurrences d’une lettre a de A dans le mot w est noté
|w|

a

. Si |w|
a

= 0, alors w est dit sans a. Pour tout entier p � 1, la p-ième puissance de w est le mot
wp obtenu en concaténant p occurrences de w.

Exemple 2.1.1. Pour le mot fini w = abaab, A = {a, b}, |w| = 5, |w|
a

= 3, |w|
b

= 2.

Un mot infini (à droite) x est une suite indicée par N+ avec des valeurs dans A, i.e., x =
x1x2x3 · · · tel que pour tout i, x

i

2 A. L’ensemble des mots infinis sur A est noté A!. Soit v
un mot fini non vide, on note v! le mot infini obtenu en concaténant v avec lui-même infiniment
souvent. Un mot infini ultimement périodique est un mot qui peut être écrit uv! = uvvv · · · , pour
u, v 2 A⇤, v 6= ". Si u = ", alors un tel mot est périodique. Un mot infini non ultimement périodique
est dit apériodique. Afin de faciliter la lecture, dans ce qui suit, les mots infinis sont parfois indiqués
en caractères gras pour les distinguer des mots finis.

Exemple 2.1.2. Le mot (ab)! = abababab . . . est périodique de période ab. Le mot a(ab)! =
aabababab . . . est ultimement périodique.

Soit X un ensemble de mots finis, X⇤ (resp. X!) est l’ensemble de tous les mots finis (resp. in-
finis) pouvant être obtenus en concaténant des mots de X. Le mot vide " appartient à X⇤.

Un mot fini u est un facteur d’un mot fini ou infini w si w = pus pour des mots p, s quelconques
(où s est infini si et seulement si w est infini). On parlera alors de l’occurrence de u commençant en
position |p|+ 1 ou du mot p précédant l’occurrence de u (u pouvant bien sûr avoir des occurrences
à plusieurs positions dans w). Lorsque u 6= w, on dit que u est un facteur propre de w. Le mot u est
appelé préfixe (resp. su�xe) de w si p = " (resp. s = "). On utilise la notation p�1w (resp. ws�1)
pour représenter l’e↵acement d’un préfixe p (resp. su�xe s) du mot w. Un mot u est un bord d’un
mot w s’il est à la fois préfixe et su�xe de ce mot.
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Exemple 2.1.3. Ainsi, le mot w = abaab possède 11 facteurs non vides : a, b, ab, ba, aa, aba, baa,
aab, abaa, baab, abaab. Les mots a, ab, aba, abaa sont préfixes propres de w, et l’e↵acement du
préfixe a donne a�1w = baab. Le mot ab est un bord de w.

Un mot infini x 2 A! est appelé su�xe de z 2 A! s’il existe un mot w 2 A⇤ tel que z = wx.
C’est-à-dire que x = T|w|(z) = w�1

z, où T désigne le décalage : T((x
n

)
n�1) = (x

n+1)n�1. Notons
qu’un préfixe ou un su�xe u d’un mot w 2 A1 est dit propre si u 6= w. Pour des mots finis w 2 A⇤,
le décalage T est circulaire, i.e., si w = xv où x 2 A, alors T(w) = vx.

L’alphabet d’un mot w, noté Alph(w) est l’ensemble des lettres apparaissant dans w, et si w est
infini, on note Ult(w) l’ensemble des lettres apparaissant infiniment souvent dans w.

Soit un alphabet A, un morphisme f sur A est une application de A⇤ dans A⇤ telle que f(uv) =
f(u)f(v) pour tous mots u, v sur A. Un morphisme sur A est entièrement défini par les images des
lettres de A.

Tous les morphismes considérés dans ce manuscrit seront non e↵açants : l’image de tout mot
non vide n’est jamais vide. De plus l’action d’un morphisme f sur A⇤ peut être naturellement
étendue aux mots infinis : l’image d’un mot infini est donc infinie et obtenue en concaténant in-
finiment les images des lettres du mot (c’est-à-dire que si x = x1x2x3 · · · 2 A!, alors f(x) =
f(x1)f(x2)f(x3) · · · ). Un mot w est appelé point fixe d’un morphisme f si f(w) = w.

La composition des morphismes est notée par juxtaposition.

Soit un ensemble de morphismes X, on notera X⇤ (resp. X!) l’ensemble de toutes les compo-
sitions finies (resp. infinies) de morphismes de X. Lorsqu’un mot w est égal à lim

n!1
f1f2 . . . fn(a),

f
i

2 X, on dit que w peut être décomposé (infiniment) sur X. Rappelons (voir [59, page 9] par
exemple) qu’une suite (u

n

)
n�0 de mots finis sur un alphabet A converge en un mot infini x si tout

préfixe de x est préfixe de tous les mots u
n

à un nombre fini près. Ce mot x est unique et peut être
noté x = lim

n!1
u
n

.

Soit f un morphisme, les puissances de f sont définies récursivement par f0 = Id (le morphisme
Identité), f i = ff i�1 pour tout entier i � 1. Quand pour une lettre a donnée, f(a) = ax avec x 6= ",
le morphisme f est dit prolongeable en a. Dans ce cas, pour tout n � 0, fn(a) est un préfixe de
fn+1(a). Si de plus, pour tout n � 0, |fn(a)| < |fn+1(a)|, la limite lim

n!1
fn(a) est le mot infini noté

f!(a) ayant tous les fn(a) comme préfixes. Cette limite est également un point fixe de f .

Exemple 2.1.4. Le mot de Fibonacci F est le mot infini point fixe du morphisme ' : a 7! ab,
b 7! a prolongeable en a.
'(a) = ab
'2(a) = aba
'3(a) = abaab
. . .
Ainsi, F = abaababaabaababaabab . . .

Il se trouve que ' est un morphisme dit sturmien, et F est un mot sturmien qui a fait l’objet
de nombreuses études. Les mots sturmiens sont définis sur un alphabet contenant deux lettres
distinctes. Le chapitre suivant donne les définitions et propriétés principales des mots et morphismes
sturmiens et de l’une de leur généralisation sur un alphabet quelconque : les mots et morphismes
épisturmiens.
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2.2 Mots et morphismes sturmiens

Depuis les travaux originaux de Morse et Hedlund [71], les mots sturmiens ont été beaucoup
étudiés et leurs propriétés remarquables ont des liens avec de nombreux domaines de recherche
comme la théorie des nombres, la géométrie, les systèmes dynamiques et la combinatoire des mots.
Ces mots infinis, définis sur un alphabet binaire, ont de nombreuses définitions équivalentes et
caractérisations (voir [59, chapter 2] par exemple).

En particulier, les mots sturmiens sont des mots infinis équilibrés et non ultimement périodiques :

— Un mot w (fini ou infini) sur l’alphabet {a, b} est dit équilibré si pour tous facteurs u et v de
même longueur, ||u|

a

� |v|
a

|  1.

— Un mot infini w est ultimement périodique s’il existe des mots finis u et v tels que w = uv!.

De nombreux travaux sur les mots sturmiens utilisent les morphismes sturmiens, c’est-à-dire
les morphismes qui préservent les mots sturmiens (i.e. qui transforment tout mot sturmien en mot
sturmien). Séébold [98] a prouvé que l’ensemble de ces morphismes est {E,L

a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤ où E,
L
a

, L
b

, R
a

, R
b

sont définis par :

E :

⇢
a 7! b
b 7! a,

L
a

:

⇢
a 7! a
b 7! ab,

L
b

:

⇢
a 7! ba
b 7! b,

R
a

:

⇢
a 7! a
b 7! ba,

R
b

:

⇢
a 7! ab
b 7! b.

De nombreuses relations existent entre les mots et les morphimes sturmiens. En particulier,
Berthé, Holton et Zamboni ont montré que les mots sturmiens peuvent être décomposés infiniment
sur {L

a

, L
b

, R
a

, R
b

} :

Théorème 2.2.1. [7] Tout mot sturmien w sur {a, b} admet une représentation unique de la
forme 1

w = lim
n!1

Ld1�c1
a

Rc1
a

Ld2�c2
b

Rc2
b

. . . Ld2n�1�c2n�1
a

Rc2n�1
a

Ld2n�c2n
b

Rc2n
b

(a)

où d
k

� c
k

� 0 pour tous entiers k � 1, d
k

� 1 pour k � 2 et si c
k

= d
k

, alors c
k�1 = 0.

Une famille particulièrement bien connue des mots sturmiens est l’ensemble des mots sturmiens
standard (ou caractéristiques). Ils correspondent au cas où pour tout k � 0, c

k

= 0. Par conséquent
tout mot sturmien standard admet une unique représentation de la forme :

w = lim
n!1

Ld1
a

Ld2
b

Ld3
a

Ld4
b

. . . Ld2n�1
a

Ld2n
b

(a)

où d1 � 0 et d
k

� 1 pour tout k � 2.

Pour terminer cette section, rappelons le théorème suivant présentant les relations entre les
morphismes sturmiens :

1. Remarque : cette représentation n’est pas exprimée sous cette forme dans [7], dans laquelle w =

lim
n!1

T c1Ld1
a

T c2Ld2
b

. . . T c2n�1L
d2n�1
a

T c2nLd2n
b

(a) où T est le décalage défini, pour tout mot infini (a
n

)
n�0 où a

n

est une lettre pour tout n � 0, par T (a
n

)
n�0 = (a

n+1)
n�0. On peut vérifier que pour les entiers c, d tels que

d � c � 0 et pour tout mot infini w, T cLd

a

(w) = Ld�c

a

Rc

a

(w) et T cLd

b

(w) = Ld�c

b

Rc

b

(w).
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Théorème 2.2.2. [59] Le monöıde {L
a

, L
b

, R
a

, R
b

, E}⇤ des morphismes sturmiens admet la pré-
sentation suivante :

(1) EE = Id,
(2) EL

a

= L
b

E et ER
a

= R
b

E,
(3) L

a

Ln

b

R
a

= R
a

Rn

b

L
a

, pour tout n � 0.

Par les relations (2) et (3), on obtient L
b

Ln

a

R
b

= R
b

Rn

a

L
b

pour tout n � 0.

2.3 Mots et morphismes épisturmiens

Parmi les généralisations des mots sturmiens proposées sur un alphabet quelconque, deux sont
très proches : les suites d’Arnoux-Rauzy (voir par exemple [4, 50, 82, 91]) et les mots épisturmiens
(voir par exemple [28, 49, 51, 34]), la première catégorie étant une sous-classe de la seconde. Plus
précisément, la famille des mots épisturmiens est composée des suites d’Arnoux-Rauzy, de leur image
par des morphismes épisturmiens, et de certains mots infinis périodiques. Dans le cas binaire, les
suites d’Arnoux-Rauzy correspondent exactement aux mots sturmiens, alors que la famille des mots
épisturmiens inclut tous les mots équilibrés récurrents (c’est-à-dire les mots équilibrés périodiques
ainsi que les mots sturmiens) [35, 78, 89].

Soient deux lettres x et y, le morphisme d’échange, ou de permutation, de x et y est le morphisme
défini sur A par :

E
xy

:

8
<

:

x 7! y,
y 7! x,
z 7! z, 8z 62 {x, y}

On note Exch(A) l’ensemble des morphismes de permutation incluant l’identité, c’est-à-dire les
morphismes f tels que f(A) = A.

On appelle morphismes épisturmiens les composés des morphismes de Exch(A) et des mor-
phismes L

a

et R
a

où, pour tout a 2 A :

L
a

:

⇢
a 7! a
b 7! ab

, R
a

:

⇢
a 7! a
b 7! ba

pour tout b 6= a dans A.

Ces morphismes sont précisément ceux qui préservent l’ensemble des mots épisturmiens apério-
diques [28]. Appliquer le morphisme L

a

(resp. R
a

) sur un mot revient à placer une occurrence de
la lettre a sur la gauche (resp. sur la droite) de chaque occurrence de toute lettre di↵érente de a.

Les morphismes épisturmiens sont dits purs lorsqu’ils sont obtenus par composition des éléments
des ensembles :

LA = {L
a

| a 2 A} et RA = {R
a

| a 2 A}.

Les morphismes épistandard sont les morphismes obtenus par composition des morphismes de
LA et des permutations de A. De même que pour les morphismes épisturmiens purs, les morphismes
épistandard purs sont ceux obtenus par composition des morphismes dans LA.

Notons que les morphismes épisturmiens sont exactement les morphismes sturmiens quand A
est un alphabet binaire.

Dans [88], Richomme a donné une présentation du monöıde des morphismes épisturmiens (in-
dépendamment traité dans [51]) :
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Théorème 2.3.1. [88]
Le monoide des morphismes épisturmiens avec Exch(A) [ {L

↵

, R
↵

| ↵ 2 A} comme ensemble
de générateurs a la présentation suivante (x, y, z, et t sont des lettres distinctes deux à deux) :

E
xy

E
xy

= Id,
E

xy

E
yz

= E
yz

E
zx

,
E

xy

E
zt

= E
zt

E
xy

,
E

xy

L
↵

= L
↵

E
xy

, 8↵ 62 {x, y}
E

xy

R = RE
xy

,
L
↵

E1L↵

E2...L↵

E
k

R
↵

= R
↵

E1R↵

E2...R↵

E
k

L
↵

où k � 1 est un entier et E1, . . . , E
k

2 Exch(A) sont tels que E1 . . . E
k

(↵) = ↵ et pour tout entier
i, 2  i  k, E

i

. . . E
k

(↵) 6= ↵.

On obtient la présentation suivante pour les morphismes épisturmiens purs :

Théorème 2.3.2. (conséquence directe de [88]) Le monöıde des morphismes épisturmiens purs
avec {L

↵

, R
↵

| ↵ 2 A} comme ensemble de générateurs a la présentation suivante :

R
a1Ra2 . . . Ra

k

L
a1 = L

a1La2 . . . La

k

R
a1

où k � 1 est un entier et a1, . . . , a
k

2 A avec a1 6= a
i

pour tout i, 2  i  k.

Justin et Pirillo [49] ont montré que tout mot épisturmien peut être décomposé infiniment sur
l’ensemble des morphismes épisturmiens purs (en général, cette décomposition n’est pas unique,
voir la partie 3). Quelques définitions et notations supplémentaires sont nécessaires pour présenter
ce résultat.

Soit un nouvel alphabet Ā = {x̄ | x 2 A}. Une lettre x̄ est considérée comme la lettre x avec
un spin R, alors que x elle-même a un spin L.

Un mot fini ou infini sur A[ Ā est appelé un mot spinné 2. Dans ce qui suit, un mot possédant
uniquement des lettres de spin L (resp. spin R) sera appelé un mot de spin L ou L-spinné (resp. de
spin R ou R-spinné). L’opposé w̄ d’un mot fini ou infini spinné w est obtenu en échangeant tous les
spins dans w. Par exemple, si v = abā, alors v̄ = āb̄a. Quand v 2 A+, alors son opposé v̄ 2 Ā+ est
un mot de spin R et on pose "̄ = ". Pour un mot fini ou infini w = w1w2 . . . sur A, on note parfois
w̆ = w̆1w̆2 · · · tout mot spinné tel que w̆

i

= w
i

si w̆
i

est de spin L et w̆
i

= w̄
i

si w̆
i

est de spin
R. Un tel mot w̆ est appelé une version spinnée de w. On notera également parfois ŵ une version
spinnée d’un mot w di↵érente de w̆.

Les mots spinnés sont étroitement liés aux morphismes épisturmiens. Pour a 2 A, soit µ
a

= L
a

et µ
ā

= R
a

. L’opérateur µ peut être naturellement étendu à un morphisme du monöıde libre (A[Ā)⇤

vers un morphisme épisturmien : pour un mot spinné fini w̆ = w̆1 . . . w̆n

sur A[Ā, µ
w̆

= µ
w̆1 . . . µw̆

n

(µ
"

est le morphisme identité). On dit que le mot w dirige ou est un mot directeur du morphisme
µ
w

.

Exemple 2.3.3. Le mot w = w1w2w3w4w5 = āb̄abā dirige le morphisme R
a

R
b

L
a

L
b

R
a

. Les lettres
w1, w2, et w5 sont de spin R, et les lettres w3 et w4 sont de spin L.

2. N’ayant pas trouvé de traduction satisfaisante au mot anglais spinned de la littérature, j’ai choisi ce terme pour
désigner les mots dont les lettres ont un spin.

19



Justin et Pirillo étendent la notion de mots directeurs aux mots épisturmiens infinis :

Théorème 2.3.4. [49]

i) Un mot infini s 2 A! est épistandard si et seulement s’il existe un mot infini � = x1x2x3 · · ·
sur A et une suite infinie (s(n))

n�0 de mots infinis tels que s

(0) = s et pour tout n � 1,
s

(n�1) = µ
x

n

(s(n)) (i.e. s(n�1) = L
x

n

(s(n))).

ii) Un mot infini t 2 A! est épisturmien si et seulement s’il existe un mot infini spinné �̆ =
x̆1x̆2x̆3 · · · sur A[ Ā et une suite infinie (t(n))

n�0 de mots infinis récurrents tels que t

(0) = t

et pour tout n � 1, t(n�1) = µ
x̆

n

(t(n)).

Pour tout mot épistandard (resp. épisturmien) t et tout mot infini � de spin L (resp. tout
mot spinné �̆) satisfaisant les conditions du théorème ci-dessus, on dit que � (resp. �̆) est un mot
directeur (spinné) de t ou que t est dirigé par � (resp. �̆). Ainsi, dans le cas ii) du théorème 2.3.4,
tout t(n) est un mot épisturmien dirigé par x̆

n+1x̆n+2 · · · .

La présentation du monöıde des morphismes épisturmiens purs peut être exprimée en termes
d’équivalence de blocs sur les mots directeurs. Un mot de la forme xvx, où x 2 A et v 2 (A\{x})⇤,
est appelé un bloc basé sur x. Une transformation d’un bloc basé sur x est le remplacement dans
un mot spinné d’une occurrence de xvx̄ (où xvx est un bloc) par x̄v̄x ou vice-versa. Deux mots
finis spinnés w, w0 sont dits équivalents par blocs si l’on peut passer de l’un à l’autre par une châıne
(éventuellement vide) de transformations de bloc, et dans ce cas on écrit w ⌘ w0. Par exemple,
b̄ābc̄bāc̄ et babcb̄āc̄ sont équivalents par blocs car b̄ābc̄bāc̄ ! bab̄c̄bāc̄ ! babcb̄āc̄ et vice-versa.
L’équivalence par blocs est une relation d’équivalence sur les mots spinnés, et de plus si w ⌘ w0

alors w et w0 sont des versions spinnées du même mot sur A.

Ainsi, le théorème 2.3.2 peut être reformulé en termes d’équivalence par blocs : soient w, w0

deux mots spinnés sur A [ Ā, alors µ
w

= µ
w

0 si et seulement si w ⌘ w0.

Le résultat suivant de Justin et Pirillo précise la forme des mots spinnés infinis dirigeant un
unique mot épisturmien :

Proposition 2.3.5. [49, Prop. 3.11] 3

1. Tout mot infini spinné �̆ possédant une infinité de lettres de spin L dirige un unique mot
épisturmien commençant par la lettre de spin L la plus à gauche dans �̆.

2. Tout mot infini �̆ de spin R dirige exactement |Ult(�)| mots épisturmiens.

3. Soit �̆ un mot infini de spin R, et soit a une lettre telle que ā 2 Ult(�̆). Alors �̆ dirige
exactement un mot épisturmien commençant par a.

Cependant, en général, la décomposition des mots épisturmiens n’est pas unique, c’est-à-dire
qu’il peut exister plusieurs mots directeurs équivalents pour un même mot épisturmien. Ceci nous a
amenés à caractériser ces équivalences et à proposer une forme normalisée permettant de simplifier
l’étude des propriétés des mots épisturmiens. C’est ce qui est présenté dans la partie suivante.

3. Dans [49], l’item 3 a été établi dans le cas plus général où �̆ est ultimement de spin R. Dans ce cas, �̆ dirige
exactement un mot épisturmien pour chaque lettre ā de Ult(�̆), mais rien ne peut être dit sur la première lettre de
ce mot.
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Chapitre 3

Mots directeurs équivalents pour les

mots épisturmiens

Les travaux décrits dans ce chapitre ont été réalisés et publiés en collaboration avec Gwénaël
Richomme, actuellement Professeur à l’Université de Montpellier, LIRMM et Amy Glen, actuel-
lement à l’Université de Murdoch à Perth, Australie [LR2007a, GLR2008a, GLR2009]. Dans ces
travaux, nous avons caractérisé les paires de mots dirigeant le même mot épisturmien, nous avons
proposé une manière unique de définir un mot épisturmien grâce à la normalisation de ses mots
directeurs, et enfin nous avons caractérisé les mots épisturmiens possédant un unique mot directeur.

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, Justin et Pirillo ont montré de nombreux
résultats sur les mots directeurs équivalents pour les mots épisturmiens, c’est-à-dire pour les mots
infinis dirigeant le même mot épisturmien, cependant ils n’ont pas systématiquement fourni les
formes de ces mots équivalents. Nous avons complété leurs résultats par la caractérisation suivante :

Théorème 3.0.1. Soient deux mots infinis spinnés �1 et �2, les assertions suivantes sont équi-
valentes.

i) �1 et �2 dirigent un même mot épisturmien infini à droite ;

ii) �1 et �2 dirigent un même mot épisturmien bi-infini ;

iii) L’un des cas suivants est vérifié pour i, j tels que {i, j} = {1, 2} :

1. �
i

=
Q
n�1

v
n

, �
j

=
Q
n�1

z
n

où (v
n

)
n�1, (zn)n�1 sont des mots spinnés tels que µ

v

n

= µ
z

n

pour tout n � 1 et
Q

est le produit de concaténation ;

2. �
i

= wx
Q
n�1

v
n

x̆
n

, �
j

= w0x̄
Q
n�1

v̄
n

x̂
n

où w, w0 sont des mots spinnés tels que µ
w

= µ
w

0,

x est une lettre de spin L, (v
n

)
n�1 est une suite non vide de mots de spin L sans x, et

(x̆
n

)
n�1, (x̂n)n�1 sont des suites non vides de mots spinnés sur {x, x̄} tels que, pour tout

n � 1, |x̆
n

| = |x̂
n

| et |x̆
n

|
x

= |x̂
n

|
x

;

3. �1 = wx et �2 = w0
y où w, w0 sont des mots spinnés, x et y des lettres, et x 2 {x, x̄}!,

y 2 {y, ȳ}! sont des mots infinis spinnés tels que µ
w

(x) = µ
w

0(y).

Ainsi, tout mot épisturmien est dirigé par un mot infini spinné possédant une infinité de lettres
de spin L, ainsi que par un mot spinné possédant à la fois une infinité de lettres de spin L et de
lettres de spin R. De plus, si un mot épisturmien a deux mots directeurs satisfaisant les cas 2 et 3,
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alors il a une infinité de mots directeurs. Remarquons que le dernier cas de ce théorème concerne
uniquement des mots épisturmiens périodiques.

Exemple 3.0.2. Soient a, b, c trois lettres di↵érentes de A, les mots infinis spinnés �1 = a(bcā)!

et �2 = ā(b̄c̄ā)! dirigent un même mot épisturmien commençant par la lettre a. En e↵et, ces deux
mots directeurs remplissent les conditions du cas 2 du théorème 3.0.1 avec w = w0 = ", x = a, et
pour tout n, v

n

= bc et x̆
n

= x̂
n

= ā. De plus, le fait que �1 commence par une lettre a de spin
L implique que le mot qu’il dirige commence par a. De même �0

1 = āb(cab̄)! et �0
2 = āb̄(c̄āb̄)!

dirigent un même mot épisturmien commençant par la lettre b. Remarque : puisque �2 = �0
2, cela

montre que la relation “dirige un même mot épisturmien” n’est pas une relation d’équivalence.

Exemple 3.0.3. Le mot périodique (ab)! = L
a

(b!) = R
b

(a!) est dirigé par ab! et b̄a! (L
a

(b) =
ab = R

b

(a)). Il est également dirigé par (ab̄)! (ainsi les lettres x et y peuvent être égales dans le
cas 3 du théorème 3.0.1).

Remarque 3.0.4. Si un mot épisturmien t a deux mots directeurs satisfaisant les cas 2 ou 3,
alors t a une infinité de mots directeurs. En e↵et, si le cas 2 est satisfait et que x̄ apparâıt dans

x̆
p

(p � 1), alors d’après le théorème 2.3.2, x
⇣Q

p�1
k=1 vnx̆n

⌘
v
p

x̆0
p

x̄ ⌘ x̄
⇣Q

p�1
k=1 v̄nx̆n

⌘
v̄
p

x̆0
p

x où x̆0
p

est tel que x̆
p

⌘ x̄x̆0
p

. Ainsi t est également dirigé par wx̄
⇣Q

p�1
k=1 v̄nx̆n

⌘
v̄
p

x̆0
p

x
Q

n�p+1 vnx̆n. De

même si le cas 2 est satisfait et que x apparâıt dans x̆
p

(p � 1), alors t est également dirigé par

w0x
⇣Q

p�1
k=1 vnx̂n

⌘
v
p

x̂0
p

x̄
Q

n�p+1 v̄nx̂n où x̂0
p

est tel que x̂
p

⌘ xx̂0
p

. Si le cas 3 est satisfait, alors t est

périodique et dirigé par wx où x est une version spinnée de x!.

Les théorèmes 2.3.2 et 3.0.1 permettent de généraliser le théorème 2.2.1 aux mots épisturmiens :

Théorème 3.0.5. Tout mot épisturmien t possède un mot directeur contenant une infinité de lettres
de spin L, mais aucun facteur dans

S
a2A

āĀ⇤a. Un tel mot directeur est unique si t est apériodique.

Un mot directeur d’un mot épisturmien apériodique t vérifiant la propriété ci-dessus est appelé
mot directeur normalisé de t. On étend cette définition aux morphismes ; un mot fini spinné w est
dit mot directeur normalisé du morphisme µ

w

si w n’a aucun facteur dans
S
a2A

āĀ⇤a.

On peut remarquer que d’après le théorème 2.3.2, pour tout morphisme dans L
a

L⇤
ARa

, on peut
trouver une autre décomposition du morphisme dans l’ensemble R

a

R⇤
ALa

. De façon équivalente,

pour tout mot spinné dans aA⇤ā, il existe un mot w0 dans āĀ⇤a tel que µ
w

= µ
w

0 . À partir de cette
idée on peut prouver le lemme suivant :

Lemme 3.0.6. Tout morphisme épisturmien pur possède un unique mot directeur normalisé.

La preuve du théorème 3.0.5 est basée sur une extension de ce lemme aux mots infinis.

Exemple 3.0.7. Soit f le morphisme épisturmien pur dirigé par āb̄cb̄ab̄āc̄b̄āc̄a. D’après le théo-
rème 2.3.2, µ

āc̄b̄āc̄a

= µ
āc̄b̄acā

= µ
acbācā

et donc µ
āb̄cb̄ab̄āc̄b̄āc̄a

= µ
āb̄cb̄ab̄acbācā

et āb̄cb̄ab̄acbācā est le
mot directeur normalisé de f .

De plus, nous avons caractérisé les mots épisturmiens ayant un unique mot directeur :

Théorème 3.0.8. Un mot épisturmien possède un unique mot directeur si et seulement si son mot
directeur normalisé contient :
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1) une infinité de lettres de spin L,

2) une infinité de lettres de spin R,

3) aucun facteur dans
S
a2A

āĀ⇤a,

4) et aucun facteur dans
S
a2A

aA⇤ā.

Un tel mot épisturmien est nécessairement apériodique.

Par exemple, une famille particulière de mots épisturmiens possédant un unique mot directeur
est celle dont les mots directeurs sont des mots infinis possédant à la fois une infinité de lettres de
spin L et de lettres de spin R, qui de plus soient réguliers, c’est-à-dire tels qu’une lettre apparâıt
toujours avec le même spin dans le mot directeur (dans la littérature, on parle de regular wavy
words).

Dans le cas sturmien, on a :

Proposition 3.0.9. Tout mot sturmien possède un unique mot directeur spinné ou une infinité de
mots directeurs spinnés. De plus, un mot sturmien possède un unique mot directeur si et seulement
si son mot directeur normalisé est un mot régulier possédant à la fois une infinité de lettres de spin
L et de lettres de spin R.
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Chapitre 4

Quasipériodicité des mots et

morphismes sturmiens

Les résultats de cette section ont été publiés en collaboration avec Gwénaël Richomme dans
[LR2007b]. En particulier, le théorème 4.2.6 caractérise tous les mots sturmiens non-quasipériodiques.

Le problème qui nous intéresse ici est celui de la structure quasipériodique des mots. Commen-
çons par rappeler quelques notions concernant la quasipériodicité, sur les mots finis et infinis, puis
sur les morphismes.

4.1 Mots et morphismes quasipériodiques

Nous utilisons les définitions de [3]. Un mot u couvre un autre mot w si pour tout i 2 {1, . . . , |w|},
il existe j 2 {1, . . . , |u|} tel qu’il y ait une occurrence de u commençant à la position i� j +1 dans
le mot w. Lorsque u 6= w, on dit que u est une quasipériode de w et que w est quasipériodique. De
façon naturelle, un mot qui n’est pas quasipériode est simplement appelé mot non quasipériodique,
ou encore mot superprimitif (Marcus [62] appelle de tels mots des mots minimaux). On observe
qu’aucun mot de longueur 1 n’est quasipériodique. Le mot

w = abaababaabaababaaba

possède les quasipériodes aba, abaaba et abaababaaba. Seule aba est superprimitive. Plus générale-
ment dans [3], il est prouvé que tout mot fini quasipériodique possède exactement une quasipériode
superprimitive. C’est une conséquence du fait que toute quasipériode d’un mot fini w est un bord
propre de w.

Lorsque l’on définit les mots infinis quasipériodiques, au lieu de considérer les indices de début
d’occurrences d’une quasipériode, nous avons choisi pour simplifier la suite de considérer les mots
précédant les occurrences d’une quasipériode. Un mot infini w est quasipériodique s’il existe un
mot fini u et des mots (p

n

)
n�0 tels que p0 = " et, pour n � 0, 0 < |p

n+1| � |p
n

|  |u| et p
n

u est
un préfixe de w. On dit que u couvre w, ou que w est u-quasipériodique. Le mot u est aussi appelé
une quasipériode et l’on dit que la suite (p

n

u)
n�0 est une suite couvrante de préfixes du mot w.

Par exemple, le mot de Fibonacci, point fixe du morphisme ' : a 7! ab, b 7! a est aba-
quasipériodique. En fait '!(a) a une infinité de quasipériodes superprimitives (voir [LR2004] pour
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une caractérisation de toutes les quasipériodes de '!(a)), et [61] pour d’autres exemples de mots infi-
nis quasipériodiques). Notons que pour tout entier positif n, il existe un mot infini ayant exactement
n quasipériodes (comme par exemple le mot (ab)na(ab)!)), ou ayant exactement n quasipériodes
superprimitives [LR2004].

On observe que toute quasipériode d’un mot (fini ou infini) w est un préfixe de w. Ainsi, w
possède une unique quasipériode de plus petite longueur, que nous appellerons plus petite quasipé-
riode de w. Lorsque w est fini, la plus petite quasipériode de w est nécessairement sa quasipériode
superprimitive. Lorsque w est infini, sa plus petite quasipériode est également superprimitive, mais
il peut exister d’autres quasipériodes superprimitives (voir ci-dessus). De plus, on montre aisément
le lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Si w est un mot infini quasipériodique de plus petite quasipériode u, alors uu est
un facteur de w.

Ce lemme 4.1.1 n’est pas vérifié pour les mots finis, comme le montre par exemple le mot
aba-quasipériodique ababa.

Remarquons également le fait immédiat suivant :

Fait 4.1.2. Si w est un mot (fini ou infini) u-quasipériodique et f est un morphisme non-e↵açant,
alors f(w) est f(u)-quasipériodique.

Notons que la réciproque de ce fait n’est pas vraie. Par exemple, soit f = R
a

et w = ab!, alors
R

a

(w) = a(ba)!. Le mot R
a

(w) est couvert par R
a

(ab), mais w n’est pas couvert par ab.

Nous pouvons maintenant aborder la partie suivante, qui présente le problème de la quasipério-
dicité sur les mots sturmiens.

4.2 Mots sturmiens non-quasipériodiques

Soit w un mot sturmien. Si l’on note n le plus petit nombre de a entre deux b dans w et par i
le nombre initial de a dans w, on peut déduire de la propriété d’équilibre de w que w appartient à
ai{ban, ban+1}! avec 0  i  n + 1. Quand 0 < i  n, w appartient à {aiban�i, aiban+1�i}! et w
est aiban�i+1-quasipériodique (et aiban�i+1 est la plus petite quasipériode de w). Ainsi :

Fait 4.2.1. Si w est un mot sturmien non-quasipériodique, alors il existe un entier n tel que w
appartient à an+1b{anb, an+1b}! [ {ban, ban+1}!.

Bien sûr certains mots sturmiens dans an+1b{anb, an+1b}! [ {ban, ban+1}! sont quasipério-
diques : c’est le cas des images de tout mot sturmien quasipériodique commençant par a par le
morphisme sturmien Ln

a

R
b

: a 7! an+1b, b 7! anb.

Une conséquence du fait 4.2.1 est la suivante :

Lemme 4.2.2. Pour tout mot sturmien w et x 2 {a, b}, L
x

R
x

(w) = R
x

L
x

(w) est quasipériodique.

Démonstration. Sans perte de généralité, supposons x = a. D’après le théorème 2.2.2, L
a

R
a

=
R

a

L
a

. Or L
a

R
a

(a) = a and L
a

R
a

(b) = aba. D’après le fait 4.1.2, si w est quasipériodique, alors
L
a

R
a

(w) l’est aussi. Supposons maintenant que w est un mot sturmien non-quasipériodique. D’après
le fait 4.2.1, w appartient à an+1b{anb, an+1b}! [ {ban, ban+1}! pour un entier n. Ainsi L

a

R
a

(w)
appartient à l’un des ensembles an+1aba{anaba, an+1aba}! ou {abaan, abaan+1}!. Donc L

a

R
a

(w)
est an+2ba-quasipériodique ou aban+2-quasipériodique.
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On remarque que ba! et L
a

R
a

(ba!) = aba! ne sont pas quasipériodiques. Le lemme 4.2.2 n’est
donc pas vérifié pour des mots quelconques (même s’ils sont équilibrés), au contraire du fait suivant
qui est une conséquence directe de la définition de L

a

L
b

: a 7! aba, b 7! ab, et L
b

L
a

: a 7! ba,
b 7! bab.

Fait 4.2.3. Pour tout mot infini w, L
a

L
b

(w) est aba-quasipériodique et L
b

L
a

(w) est bab-quasipériodique.

Le lemme 4.2.2 et le fait 4.2.3 sont utiles pour montrer que la condition du théorème 4.2.6
suivant est nécessaire. Pour montrer qu’elle est su�sante, il faut considérer les cas où l’image d’un
mot par un morphisme sturmien n’est pas nécessairement quasipériodique, ce qui est fait par les
deux lemmes suivants.

Lemme 4.2.4. Soit x 2 {a, b} et soit w un mot équilibré commençant par x. Le mot L
x

(w)
est quasipériodique si et seulement si w est quasipériodique. De plus, dans ce cas, la plus petite
quasipériode de L

x

(w) est le mot L
x

(v) où v est la plus petite quasipériode de w.

Lemme 4.2.5. Soient x, y des lettres telles que {x, y} = {a, b} et soit w un mot infini commençant
par x. Le mot R

y

(w) est quasipériodique si et seulement si w est quasipériodique. De plus lorsque
ces mots sont quasipériodiques, la plus petite quasipériode de R

y

(w) est le mot R
y

(v) où v est la
plus petite quasipériode de w.

On peut observer une di↵érence entre les deux lemmes précédents : le lemme 4.2.4 concerne
seulement les mots équilibrés, alors que le lemme 4.2.5 fonctionne pour des mots quelconques
(commençant par x). Remarquons que le lemme 4.2.4 devient faux si l’on ne considère pas des
mots équilibrés. En e↵et le mot w = abab(aaab)! n’est pas quasipériodique, alors que L

a

(w) =
aabaabaa(aabaa)! est aabaa-quasipériodique. Les deux lemmes deviennent également faux si l’on
considère des mots sturmiens commençant par y où {x, y} = {a, b}. En e↵et, considérons le cas
x = a, y = b : le mot w = (L

b

R
a

)!(a) n’est pas quasipériodique [LR2004] ; ce mot sturmien
commence par b et le mot L

a

(w) (resp. R
b

(w)) est aba-quasipériodique (resp. bab-quasipériodique).

On peut maintenant établir la caractérisation des mots sturmiens non-quasipériodique :

Théorème 4.2.6. Un mot sturmien w n’est pas quasipériodique si et seulement s’il peut être
infiniment décomposé sur {L

a

, R
b

} ou sur {L
b

, R
a

}. En d’autres termes, un mot sturmien w n’est
pas quasipériodique si et seulement si

w = lim
n!1

Ld1
a

Rd2
b

Ld3
a

Rd4
b

. . . Ld2n�1
a

Rd2n
b

(a)

ou
w = lim

n!1
Ld1
b

Rd2
a

Ld3
b

Rd4
a

. . . L
d2n�1

b

Rd2n
a

(a)

où d
k

� 1 pour tout k � 2 et d1 � 0.

Démonstration. Prouvons d’abord que la condition est nécessaire. Soit w un mot sturmien non-
quasipériodique. D’après le théorème 2.2.1,

w = lim
n!1

Ld1�c1
a

Rc1
a

Ld2�c2
b

Rc2
b

. . . Ld2n�1�c2n�1
a

Rc2n�1
a

Ld2n�c2n
b

Rc2n
b

(a)
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où d
k

� c
k

� 0 pour tout entier k � 1, d
k

� 1 pour k � 2 et si c
k

= d
k

alors c
k�1 = 0.

D’après le lemme 4.2.2, pour x 2 {a, b} et pour tout mot sturmien w, L
x

R
x

(w) est quasipé-
riodique. D’après le fait 4.1.2, ceci implique que pour tout k � 1, c

k

= d
k

ou c
k

= 0. Supposons
que c

k

= 0 et c
k+1 = 0 pour un entier k � 1. Alors w = fL

a

L
b

(w0) ou w = fL
b

L
a

(w0) pour un
mot sturmien w0 et un morphisme f . D’après le fait 4.2.3, w est quasipériodique. Donc pour tout
k � 1, c

k

= 0 implique c
k+1 = d

k+1. On sait que pour tout k � 2, c
k

= d
k

implique c
k�1 = 0. Cela

revient à dire que pour tout k � 1, c
k

6= 0 implique c
k+1 6= d

k+1. Mais alors pour tout k, c
k

= d
k

ou c
k

= 0. Ainsi c
k

= d
k

implique c
k+1 = 0, la condition est nécessaire.

Montrons maintenant que tout mot sturmien w qui peut être infiniment décomposé sur {L
a

, R
b

}
n’est pas quasipériodique (le cas {L

b

, R
a

} est similaire). Supposons par contradiction que ce ne soit
pas le cas. Soit S l’ensemble de tous les mots sturmiens w pouvant être décomposés sur {L

a

, R
b

} et
qui sont quasipériodiques. Soit u la plus petite quasipériode parmi toutes celles des mots de S, et
soit w un élément de S possédant u comme quasipériode. Par définition, w = L

a

(w0) ou w = R
b

(w0)
pour un mot w0 de S. De plus d’après le théorème 2.2.1, w = Ld1

a

Rd2
b

La(w3) pour un mot sturmien
w3 et des entiers d1 � 0, d2 � 1 : w commence par la lettre a. D’après les lemmes 4.2.4 et 4.2.5,
u = L

a

(v) ou u = R
b

(v) où v est la plus petite quasipériode de w0. Puisque a! et b! ne sont pas
des mots sturmiens (ils sont équilibrés mais pas non ultimement périodiques), |v|

a

6= 0 et |v|
b

6= 0.
Par conséquent |v| < |u|. Ceci contredit le choix de u. D’où S est vide.

Nous avons prouvé qu’il y a une connexion forte entre les mots de Lyndon et les mots sturmiens
quasipériodiques :

Théorème 4.2.7. Un mot sturmien w sur {a, b} est non-quasipériodique si et seulement si w est
un mot de Lyndon infini sur {a � b} ou sur {b � a}.

Notons que dans le cas des mots épisturmiens, la classe des mots épisturmiens non-quasipériodiques
contient d’autres mots que des mots de Lyndon (voir [GLR2009] pour plus de détails).

Soit un mot w, notons X(w) l’ensemble des mots infinis possédant le même ensemble de facteurs
que w : X(w) est invariant par opération de décalage (ou shift) et est appelé le sous-shift associé à
w. Quand w est sturmien, il est connu (voir [7]) qu’un mot w0 appartient à X(w) si et seulement
s’il est sturmien et que la suite (d

k

)
k�0 associée à sa décomposition d’après le théorème 2.2.1 est la

même que celle impliquée dans la décomposition de w.
Pour terminer cette partie, observons que tout mot sturmien standard (c’est-à-dire un mot stur-

mien pouvant être décomposé en utilisant seulement L
a

et L
b

) est nécessairement quasipériodique.
Cela fournit une nouvelle preuve à un résultat de T. Monteil [70, 69] : tout sous-shift sturmien
contient un mot quasipériodique (mentionnons que le résultat de T. Monteil est plus précisément :
tout sous-shift sturmien contient un mot quasipériodique multi-échelle, c’est-à-dire un mot possé-
dant une infinité de quasipériodes). Le lemme 4.3.3 dans la section 4.3 permet de montrer que tout
mot sturmien standard a une infinité de quasipériodes. Le théorème 4.2.6 montre également que
dans tout sous-shift sturmien, il y a un mot non-quasipériodique.

4.3 Morphismes sturmiens quasipériodiques

On dit qu’un morphisme f est sans quasipériode si pour tout mot non-quasipériodique w, f(w)
est également non-quasipériodique. Un morphisme qui n’est pas sans quasipériode sera simplement
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appelé quasipériodique. On remarque que tous les morphismes sturmiens (sauf E et Id) sont quasi-
périodiques. Pour le vérifier, il est su�sant de montrer que L

a

, L
b

, R
a

et R
b

sont quasipériodiques.
Pour L

a

et R
a

(les cas L
b

sont R
b

similaires) on a : aba! et ab! sont non-quasipériodiques, cependant
L
a

(aba!) = aba(ab)! et R
a

(ab!) = a(ba)! sont aba-quasipériodiques.
Dans la partie précédente, on a rencontré deux di↵érents types de morphismes sturmiens

(lemme 4.2.2 et fait 4.2.3). Le morphisme L
a

L
b

transforme tout mot en un mot quasipériodique,
alors qu’il existe un mot non-quasipériodique w tel que L

a

R
a

(w) n’est pas quasipériodique. En
généralisant ces deux exemples, on observe que l’ensemble des morphismes quasipériodiques peut
être partitionné de la façon suivante :

1. Un morphisme f sur A est appelé fortement quasipériodique (resp. sur un sous-ensemble X de
A!) si pour tout mot infini non-quasipériodique w (resp. w 2 X), f(w) est quasipériodique.

2. Un morphisme f sur A est appelé faiblement quasipériodique (resp. sur un sous-ensemble X
de A!) s’il existe deux mots infinis non-quasipériodiques w,w0 (resp. w,w0 2 X) tels que f(w)
est quasipériodique et f(w0) n’est pas quasipériodique.

Le but de cette partie est de répondre aux deux questions suivantes :

— Quels sont les morphismes sturmiens fortement (resp. faiblement) quasipériodiques ?

— Quels sont les morphismes sturmiens fortement (resp. faiblement) quasipériodiques sur l’en-
semble des mots sturmiens ?

On remarque que ces deux questions ont des réponses di↵érentes. En e↵et, comme le montre le
lemme 4.2.2, L

a

R
a

est fortement quasipériodique sur les mots sturmiens, cependant nous avons vu
que L

a

R
a

(ba!) n’est pas quasipériodique. Bien sûr, tout morphisme sturmien fortement quasipé-
riodique est fortement quasipériodique sur les mots sturmiens, ou de façon équivalente, puisqu’un
morphisme sturmien est quasipériodique, tout morphisme sturmien faiblement quasipériodique sur
les mots sturmiens est faiblement quasipériodique.

Morphismes sturmiens faiblement et fortement quasipériodiques Dans cette section, on
caractérise les morphismes sturmiens faiblement quasipériodiques (ce qui revient à caractériser les
morphismes sturmiens fortement quasipériodiques puisque tout morphisme sturmien est faiblement
ou fortement quasipériodique).

Proposition 4.3.1. Un morphisme sturmien est faiblement quasipériodique si et seulement s’il
appartient à l’ensemble

{E, Id}{L
a

, R
b

}⇤{L
a

, R
a

}⇤ [ {E, Id}{L
b

, R
a

}⇤{L
b

, R
b

}⇤.

La preuve est une conséquence des deux lemmes suivants.

Lemme 4.3.2. Soit f un morphisme de {L
a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤ di↵érent de l’identité. Le morphisme f
appartient à {L

a

, R
b

}⇤{L
a

, R
a

}⇤ [ {L
b

, R
a

}⇤{L
b

, R
b

}⇤ si et seulement si f ne peut pas être écrit
f = f1f2f3 avec f1, f3 2 {L

a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤ et tel que f2 vérifie l’un des quatre propriétés suivantes :

1. f2 2 L
a

{L
a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤L
b

[ L
b

{L
a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤L
a

, ou

2. f2 = R
a

gL
a

avec g 62 {R
a

, L
a

}⇤ ou f2 = R
b

gL
b

avec g 62 {R
b

, L
b

}⇤, or
3. f2 2 R

a

R+
b

R
a

ou f2 2 R
b

R+
a

R
b

, ou

4. f2 2 R+
a

L+
a

R
b

= L+
a

R+
a

R
b

ou f2 2 R+
b

L+
b

R
a

= L+
b

R+
b

R
a

.
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Lemme 4.3.3. Tout morphisme f dans L
a

{L
a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤L
b

[ L
b

{L
a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤L
a

est forte-
ment quasipériodique.

Une approche pour montrer ce lemme est d’observer que L
a

R
b

(w) (L
a

R
b

(a) = aab, L
a

R
b

(b) =
ab) est aba-quasipériodique pour tout mot infini w commençant par b, et donc que tout morphisme
de la forme L

a

R
b

fL
b

avec f 2 {L
a

, R
a

, R
b

}⇤ est fortement quasipériodique.

Lemme 4.3.4. Tout morphisme f = R
a

gL
a

avec g 62 {R
a

, L
a

}⇤ ou f = R
b

gL
b

avec g 62 {R
b

, L
b

}⇤
est fortement quasipériodique.

On peut en e↵et observer que R
a

R
b

(w) (R
a

R
b

(a) = aba, R
a

R
b

(b) = ba) est aba-quasipériodique
pour tout mot infini w commençant par a, et en déduire que tout morphisme de la forme R

a

R
b

fL
a

avec f 2 {L
a

, R
a

, R
b

}⇤ est fortement quasipériodique.

De même on peut montrer que :

Lemme 4.3.5. Tout morphisme f dans R
a

R+
b

R
a

[R
b

R+
a

R
b

est fortement quasipériodique.

et

Lemme 4.3.6. Tout morphisme f dans R+
a

L+
a

R
b

= L+
a

R+
a

R
b

ou dans R+
b

L+
b

R
a

= L+
b

R+
b

R
a

est
fortement quasipériodique.

Preuve de la proposition 4.3.1.
D’après le théorème 2.2.2, EL

a

= L
b

E et ER
a

= R
b

E, donc tout morphisme sturmien peut
s’écrire fg avec f 2 {Id, E} et g 2 {L

a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤. Donc la proposition 4.3.1 est une consé-
quence de la suivante : un morphisme f dans {L

a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤ est faiblement quasipériodique si
et seulement si f appartient à l’ensemble X = {L

a

, R
b

}⇤{L
a

, R
a

}⇤ [ {L
b

, R
a

}⇤{L
b

, R
b

}⇤.
Pour le prouver, supposons d’abord que f 2 {L

a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤ est faiblement quasipériodique.
On peut montrer que dans ce cas, ce morphisme ne peut pas s’écrire f = f1f2f3 avec f2 un
morphisme fortement quasipériodique. D’où d’après les lemmes 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4, 4.3.5 et 4.3.6, f
appartient à X.

Supposons maintenant que f 2 X. Puisque f est sturmien, il est quasipériodique et donc
il su�t de montrer l’existence d’un mot w tel que f(w) n’est pas quasipériodique. On le fait
pour f 2 {L

a

, R
b

}⇤{L
a

, R
a

}⇤ (l’autre cas est similaire). Il existe des morphismes g 2 {L
a

, R
b

}⇤ et
h 2 {L

a

, R
a

}⇤ tels que f = gh. On peut vérifier que h(aba!) = anba! pour un entier n � 1, et donc
c’est un mot équilibré. D’après les lemmes 4.2.4 et 4.2.5, on déduit alors que (g(h(aba!)) = f(aba!)
n’est pas quasipériodique.

Morphismes sturmiens faiblement quasipériodiques sur les mots sturmiens. La propo-
sition 4.3.1 et le lemme 4.2.2 montrent que certains morphismes, comme par exemple L

a

R
a

, sont
faiblement quasipériodiques alors qu’ils sont fortement quasipériodiques sur les mots sturmiens.
Cette partie permet de caractériser ces morphismes. Rappelons que puisqu’un morphisme sturmien
est quasipériodique, tout morphisme sturmien est faiblement ou fortement quasipériodique sur les
mots sturmiens.

Proposition 4.3.7. Un morphisme sturmien di↵érent de E et Id est faiblement quasipériodique sur
les mots sturmiens si et seulement s’il appartient à {E, Id}{L

a

, R
b

}⇤ [ {E, Id}{L
b

, R
a

}⇤.
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Démonstration. Supposons que f 2 {E, Id}{L
a

, R
b

}⇤ [ {E, Id}{L
b

, R
a

}⇤. Sans perte de généralité,
on peut supposer f 2 {L

a

, R
b

}⇤ [ {L
b

, R
a

}⇤. Si f appartient à {L
a

, R
b

}⇤ (resp. à {L
b

, R
a

}⇤), en
utilisant le théorème 4.2.6 on observe que f((L

a

R
b

)!) (resp. f((L
b

R
a

)!)) n’est pas quasipériodique.
Puisque tout morphisme sturmien est quasipériodique, f est faiblement quasipériodique sur les
mots sturmiens.

Maintenant supposons que f est faiblement quasipériodique sur les mots sturmiens. D’après
le théorème 2.2.2(2), f 2 {E, Id}{L

a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤. Remarquons qu’un morphisme f est faible-
ment quasipériodique sur les mots sturmiens si et seulement si Ef est faiblement quasipério-
dique sur les mots sturmiens. Sans perte de généralité, on peut donc supposer que f appar-
tient à {L

a

, L
b

, R
a

, R
b

}⇤ et montrer que f 2 {L
a

, R
b

}⇤ [ {L
b

, R
a

}⇤. D’après la proposition 4.3.1,
f appartient à {L

a

, R
b

}⇤{L
a

, R
a

}⇤ [ {L
b

, R
a

}⇤{L
b

, R
b

}⇤. Supposons par contradiction que f 62
{L

a

, R
b

}⇤ [ {L
b

, R
a

}⇤. L’un des quatre cas suivants est vérifié :

1. f = gL
a

R
a

avec g 2 {L
a

, R
b

}⇤{L
a

, R
a

}⇤ ;
2. f = gR

b

Ri

a

avec g 2 {L
a

, R
b

}⇤, i � 1 ;

3. f = gL
b

R
b

avec g 2 {L
b

, R
a

}⇤{L
b

, R
b

}⇤ ;
4. f = gR

a

Ri

b

avec g 2 {L
b

, R
a

}⇤, i � 1.

Dans tous les cas, les résultats précédents permettent de montrer que f(w) est quasipério-
dique pour tout mot sturmien non-quasipériodique w, et donc pour tout mot sturmien (d’après le
fait 4.1.2). Donc f est fortement quasipériodique sur les mots sturmiens. Ceci est une contradiction,
donc f 2 {L

a

, R
b

}⇤ [ {L
b

, R
a

}⇤.
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Chapitre 5

Quasipériodicité des mots et

morphismes épisturmiens

Les résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés en collaboration avec Amy Glen et
Gwénaël Richomme dans [LR2007a, GLR2008b]. Les preuves de l’article étant plutôt techniques et
nécessitant de nombreux ressorts et lemmes intermédiaires, j’ai choisi de présenter ici seulement
les résultats principaux ainsi que des exemples permettant d’avoir une compréhension de la forme
des mots épisturmiens quasipériodiques ou non.

5.1 Mots épisturmiens quasipériodiques

5.1.1 Clôture palindromique dans les mots épisturmiens

La clôture palindromique (droite) w(+) d’un mot fini w est le plus petit palindrome (unique)
possédant w comme préfixe (voir [26]). C’est-à-dire, w(+) = wv�1 ew où v�1 est l’e↵acement du plus
long su�xe palindromique v de w et ew est le mot miroir de w. La fonction de clôture palindromique
itérée [48], notée Pal, est définie récursivement par Pal(") = " et, pour tout mot w et toute lettre
x, Pal(wx) = (Pal(w)x)(+). Par exemple, Pal(abc) = (Pal(ab)c)(+) = (abac)(+) = abacaba.

En généralisant une construction donnée dans [26] pour les mots sturmiens standard, Droubay,
Justin and Pirillo ont établi la caractérisation suivante des mots épistandard :

Théorème 5.1.1. [28] Un mot infini s 2 A! est épistandard si et seulement s’il existe un mot
infini � = x1x2x3 · · · (x

i

2 A) tel que

s = lim
n!1

Pal(x1 · · ·xn).

Remarque : les palindromes Pal(x1 · · ·xn) sont très souvent notés un+1 dans la littérature.

Dans [49], Justin and Pirillo ont montré que le mot � est exactement le mot directeur de s

tel qu’il apparâıt dans le théorème 2.3.4. De plus, par construction, � détermine de façon unique
le mot épistandard s. Par construction également, les mots (Pal(x1 · · ·xi))i�0 sont exactement les
préfixes palindromiques de s.

Rappelons quelques relations existant entre les palindromes et les morphismes épisturmiens.
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D’après [48, 49], on a Pal(wv) = µ
w

(Pal(v))Pal(w) pour tous mots w, v. En particulier, pour
toute lettre x, Pal(xv) = L

x

(Pal(v))x et Pal(wx) = µ
w

(x)Pal(w).

Pour des lettres (x
j

)1ji

, cette formule mène par récurrence à :

Pal(x1 · · ·xi) = µ
x1···x

i�1(xi) · · ·µx1(x2)x1 =
Q

1ji

µ
x1···x

j�1(xj)

où par convention, x1 · · ·x0 = ".

Si l’on considère w̆ = x̆1x̆2 · · · x̆n une version spinnée de w = x1x2 · · ·xn (vu comme préfixe
d’une version spinnée �̆ de �), alors, pour tout mot fini v, on a :

µ
w̆

(v) = S�1
w̆

µ
w

(v)S
w̆

où S
w̆

=
Q

i=n,...,1
|x̆

i

=x̄

i

µ
x1···x

i�1(xi).

Le mot S
w̆

est appelé le facteur de décalage de µ
w̆

[51]. Observons que S
w̆

est un préfixe
de Pal(w) ; en particulier, S

w̄

= Pal(w) d’après l’équation précédente. Notons également que
µ
w̆

(v) = T|S
w̆

|(µ
w

(v)). Par exemple, pour w̆ = ab̄cā, on a S
w̆

= µ
abc

(a)µ
a

(b) = abacabaab. Ainsi
puisque µ

abca

(ca) = abacabaab.acabacaba, µ
ab̄cā

(ca) = T9(µ
abca

(ca)) = acabacaba.abacabaab.

De même, pour tout mot infini y 2 A!, µ
w̆

(y) = S�1
w̆

µ
w

(y).

Cette formule utilisée avec w̆ = w̄ montre que :

Fait 5.1.2. Tout mot de la forme µ
w

(y) où y est infini commence par Pal(w).

Notons également le résultat suivant, particulièrement utile dans l’étude de la quasipériodicité :

Proposition 5.1.3. Supposons que s est un mot épistandard dirigé par � = x1x2x3 · · · avec
x
i

2 A, et soit t un mot épisturmien dirigé par une version spinnée de �. Alors t commence par
Pal(x1 · · ·xn) pour un entier non négatif n si et seulement si t possède un mot directeur de la
forme �̆ = x1 · · ·xnx̆n+1x̆n+2 · · · où le préfixe x1 · · ·xn est de spin L.

Démonstration. Quand t est dirigé par une version spinnée de� de la forme �̆ = x1x2 · · ·xnx̆n+1x̆n+2 · · ·
où le préfixe x1x2 · · ·xn est de spin L, t commence par Pal(x1 · · ·xn) d’après le fait 5.1.2.

Réciproquement, supposons que Pal(x1 · · ·xn) est un préfixe de t, et que t est dirigé par �̆ =
(x̆

i

)
i�1 (une version spinnée de � = (x

i

)
i�1). D’après le théorème 3.0.1, on peut supposer que �̆

contient une infinité de lettres de spin L. Si n = 0, il n’y a rien à prouver. Soit x1 = a. Supposons
d’abord que x̆1 = ā. Soit k le plus petit entier positif tel que x̆

k

2 A. Puisque t commence par la
lettre a (qui est la première lettre de Pal(x1 · · ·xn)), on a x

k

= a. Alors �̆ = āx̄2 · · · x̄
k�1ax̆k+1 · · · ,

et donc d’après le théorème 2.3.2 t est également dirigé par le mot infini spinné commençant par
ax2 · · ·xj�1ā, avec j  k. Donc on peut supposer maintenant que x̆1 = a. Soit t0 le mot épisturmien
dirigé par T(�̆) = (x̆

i

)
i�2. On peut voir de par l’égalité Pal(x1 · · ·xn) = L

a

(Pal(x2 · · ·xn))a que
Pal(x2 · · ·xn) est un préfixe de t

0. Donc par récurrence t

0 est dirigé par une version spinnée de
T(�) avec x2 · · ·xn comme préfixe. Et donc t est dirigé par une version spinnée de � de la forme
x1x2 · · ·xnx̆nx̆n+1 · · · où le préfixe x1x2 · · ·xn est de spin L.
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5.1.2 Quasipériodicité des mots épisturmiens

Les “mots de retour” ont été introduits indépendamment dans [30] et [42] lors de l’étude des
suites substitutives primitives. Ces mots sont définis de la façon suivante :

Définition 5.1.4. Soit v un facteur récurrent d’un mot infini w = w1w2w3 · · · , commençant aux
positions n1 < n2 < n3 · · · dans w. Alors tout mot r

i

= w
n

i

w
n

i

+1 · · ·wn

i+1�1 est appelé retour à v
dans w.

C’est-à-dire, un retour à v dans w est un facteur non vide de w commençant à une occurrence
de v et se terminant exactement avant l’occurrence suivante de v dans w. Ainsi, si r est un retour à
v dans w, alors rv est un facteur de w contenant exactement deux occurrences de v, l’une comme
préfixe et l’autre comme su�xe. Puisque tout mot épisturmien t est uniformément récurrent [28],
tout facteur de t possède seulement un nombre fini de retours di↵érents.

Note. Un retour à v dans w a toujours v comme préfixe ou est un préfixe de v. En particulier,
on observe qu’un retour à v n’est pas nécessairement plus long que v, et alors v a des occurrences
chevauchantes dans w.

Ainsi, la définition suivante est équivalente à celle d’un mot infini quasipériodique en termes de
mots de retour :

Lemme 5.1.5. Un mot fini v est une quasipériode d’un mot infini w si et seulement si v est un
préfixe récurrent de w tel que tout retour à v dans w est de longueur au plus |v|.

En étudiant les mots de retour (voir [30] et [42] pour plus de détails) des facteurs des mots
épistandard, on a montré que tout mot épistandard est quasipériodique. Plus précisément :

Théorème 5.1.6. Supposons que s est un mot épistandard de mot directeur � = x1x2x3 · · · avec
x
i

2 A, et soit m le plus petit entier positif tel que Alph(x1x2 · · ·xm) = Alph(s). Alors, pour tout
n � m, Pal(x1 · · ·xn) est une quasipériode de s.

Exemple 5.1.7. Soit le mot de Tribonacci :

r = abacabaabacababacabaabacabacabaabaca · · · ,

qui est le mot épistandard dirigé par (abc)!. Observons que Pal(abc) = abacaba est le plus petit
préfixe palindromique de r tel que Alph(Pal(abc)) = Alph(r) = {a, b, c}. Les retours à Pal(abc)
dans r sont : µ

abc

(a) = abacaba, µ
abc

(b) = abacab, µ
abc

(c) = abac, aucun d’eux n’étant plus long
que Pal(abc). Donc r est abacaba-quasipériodique ; en fait Pal(abc) = µ

abc

(a) = abacaba est la
plus petite quasipériode de r puisque ses préfixes abac, abaca, abacab ont des retours plus longs
qu’eux-mêmes.

Autrement dit, les préfixes palindromiques su�samment longs d’un mot épistandard s sont des
quasipériodes de s.

Pour étendre ce théorème aux mots épisturmiens, on procède de la façon suivante : appelons
quasipériode ultime d’un mot infini w tout facteur v de w tel que v est quasipériode d’un su�xe
de w. On montre d’abord que tous les mots épisturmiens sont ultimement quasipériodiques. En
caractérisant l’ensemble des quasipériodes ultimes Q d’un mot épistandard s, puis en remarquant
que les quasipériodes d’un mot épisturmien t dans le même sous-shift que s sont les mots de Q qui
sont préfixes de t, on en déduit les quasipériodes ultimes d’un mot épisturmien :
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Lemme 5.1.8. Supposons que s est un mot épistandard dirigé par � 2 A!. Alors l’ensemble des
quasipériodes ultimes de tout mot épisturmien t dans le sous-shift de s est l’ensemble de tous les
mots

q 2 F (Pal(wv)), avec |q| � |µ
w

(Pal(v))|,

où w, v sont des mots tels que � = wvy avec Alph(v) = Alph(vy) et F (Pal(wv) désigne l’ensemble
des facteurs de Pal(wv).

En utilisant le résultat précédent sur les quasipériodes ultimes d’un mot épisturmien, nous avons
pu décrire toutes les quasipériodes d’un mot épisturmien. C’est ce que propose le théorème suivant :

Théorème 5.1.9. L’ensemble des quasipériodes d’un mot épisturmien t est l’ensemble de tous les
mots

µ
w̆

(Pal(v))p, avec p un préfixe de S�1
w̆

Pal(w), (5.1)

où w, v sont des mots de spin L tels que t est dirigé par w̆vy̆ pour une version spinnée quelconque
w̆ de w et une version spinnée de y̆ d’un mot infini y de spin L avec Alph(v) = Alph(vy).

De plus, la plus petite quasipériode de t est le mot µ
w̆

(Pal(v)) où |wv| est la longueur minimale
pour la propriété Alph(wv) = Alph(wvy), et parmi toutes les décompositions de wv en w et v, le
mot v est le plus petit su�xe de wv tel que Alph(v) = Alph(vy).

Le théorème ci-dessus montre que s’il n’existe pas de mots w̆, y, y̆, et v comme définis ci-dessus
tels que t est dirigé par w̆vy̆ avec Alph(v) = Alph(vy), alors t n’a aucune quasipériode, et donc t

n’est pas quasipériodique. Par exemple, tout mot �̆ régulier et comportant infiniment de lettres de
spin L et de lettres de spin R (i.e. “regular wavy” comme défini dans la section 3) dirige clairement
un mot épisturmien sans aucune quasipériode puisque �̆ est le seul mot directeur de t et qu’il ne
contient pas de facteur v de spin L contenant toutes les lettres qui le suivent dans �̆. Par exemple,
(ab̄c)! dirige un mot épisturmien non-quasipériodique dans le sous-shift du mot de Tribonacci.

Illustrons maintenant la dernière partie du théorème. Pour un mot épistandard dirigé par � =
ca(ab)!, i.e., l’image du mot de Fibonacci par le morphisme L

c

L
a

, le plus petit mot wv tel que
� = wvy pour un mot infini y avec Alph(wv) = Alph(wvy) est le mot caab. Il y a trois façons de
décomposer ce mot caab et wv : 1) w = " et v = caab ; 2) w = c et v = aab ; 3) w = ca et v = ab.
Les quasipériodes correspondantes de la forme µ

w

(Pal(v)) sont respectivement : 1) Pal(caab) =
cacacbcacac ; 2) µ

c

(Pal(aab)) = cacacbcaca ; 3) µ
ca

(Pal(ab)) = cacacbca.

Remarque 5.1.10. Le théorème 5.1.9 montre en particulier que si un mot épisturmien t est dirigé
par un mot spinné �̆ de spins ultimement L, alors t possède une infinité de quasipériodes puisque
il y a une infinité de factorisations de �̆ dans la forme donnée (i.e., tout décalage positif d’un mot
épistandard est quasipériodique).

Illustrons le théorème 5.1.9 par quelques exemples. D’abord nous présentons un exemple de mot
épisturmien possédant une infinité de quasipériodes, mais qui n’est pas épistandard et dont les mots
directeurs possèdent une infinité de lettres de spin L et de lettres de spin R (i.e. wavy).

Exemple 5.1.11. Considérons le mot épisturmien t de mot directeur normalisé �̆ = abc(b̄a)!.
D’après le théorème 3.0.1, on observe que t a une infinité de mots directeurs :

�̆ = abc(b̄a)! et �̆
i

= ab̄c̄(b̄ā)iba(b̄a)! pour tout i � 0,
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possédant tous une infinité de lettres de spin L et de lettres de spin R. Alors d’après le théo-
rème 5.1.9, l’ensemble des quasipériodes de t consiste en Pal(abc) = abacaba et, pour tout i � 0,
les mots :

µ
w̆

(bab) et µ
w̆

(bab)a où w̆ = ab̄c̄(b̄ā)i.

Notons que Pal(ba) = bab et S�1
w̆

Pal(w) = (Pal(w)a�1)�1Pal(w) = a.

Donnons maintenant quelques exemples de mots épisturmiens quasipériodiques ayant un nombre
fini de quasipériodes.

Exemple 5.1.12. Considérons le mot épisturmien quasipériodique µ
adbcd̄

(ar) où r est le mot de
Tribonacci ; il a seulement deux mots directeurs : adbcd̄(ab̄c̄)! et ad̄b̄c̄d(ab̄c̄)! (le premier étant
son mot directeur normalisé). Donc t possède seulement une quasipériode, à savoir Pal(adbc) =
adabadacadabada. De même, le mot épisturmien µ

cbaa

(cr), dirigé par exactement trois mots infi-
nis spinnés di↵érents (cbaa(āb̄c)!, cbaāa(b̄cā)!, et cbāaa(b̄cā)!), a seulement deux quasipériodes :
Pal(cba) = cbcacbc et Pal(cbaa) = cbcacbcacbc.

On peut également construire des mots épisturmiens possédant exactement k quasipériodes pour
un entier fixé quelconque k � 1 :

Exemple 5.1.13. Considérons le mot épisturmien de mot directeur normalisé �̆ = abcā(bc̄ā)!.
D’après le théorème 3.0.1, t a exactement deux mots directeurs : �̆ et āb̄c̄a(bc̄ā)!. Donc, d’après
le théorème 5.1.9, t a seulement une quasipériode, Pal(abc). Maintenant, pour construire un mot
épisturmien possédant exactement k quasipériodes pour un entier fixé k � 1, on considère w̆�̆ =
w̆abcā(bc̄ā)! où w̆ est une version spinnée de n’importe quel mot w de spin L avec Alph(w) \
{a, b, c} = ; et |Pal(w)| = k � 1. Alors, d’après le théorème 5.1.9, l’ensemble des quasipériodes du
mot épisturmien dirigé par w̆�̆ est constitué des k mots :

µ
w̆

(Pal(abc))p où p est un préfixe de Pal(w).

Par exemple, dk�1�̆ = dk�1abcā(bc̄ā)! dirige un mot épisturmien avec exactement k quasipériodes :
µk�1
d

(Pal(abc))p = dk�1adk�1bdk�1adk�1cdk�1adk�1bdk�1ap où p est un préfixe de dk�1.

Ainsi, le théorème 5.1.9 permet d’obtenir directement la caractérisation suivante des mots épis-
turmiens quasipériodiques :

Théorème 5.1.14. Un mot épisturmien est quasipériodique si et seulement s’il existe un mot
spinné w̆, un mot v de spin L et une version spinnée y̆ d’un mot y de spin L tels que t est dirigé
par w̆vy̆ avec Alph(v) = Alph(vy).

En utilisant les mots directeurs normalisés, on obtient le résultat suivant, plus facilement utili-
sable pour décider si un mot épisturmien donné est quasipériodique ou non :

Théorème 5.1.15.

Un mot épisturmien t est quasipériodique si et seulement si le mot directeur normalisé (unique)
de t prend la forme w̆av1āv2ā · · · v

k

āvy̆ pour une lettre a de spin L, un mot spinné w̆, des mots
de spin L sans a v, v1, . . . , v

k

(k � 0), et une version spinnée y̆ d’un mot y de spin L tels que
Alph(av) = Alph(avy).
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Exemple 5.1.16. Les mots épisturmiens ayant pour mot directeur (ab̄c̄)!, (ab̄cābc̄)! ou encore
(ab̄ācaāb̄cbcb̄)! ne sont pas quasipériodiques alors que celui ayant pour mot directeur normalisé
abābcc̄(ābc)! est quasipériodique (il est aussi dirigé par āb̄abcc̄(ābc)!).

Remarque 5.1.17. Une conséquence du théorème 5.1.14 est que tout mot épisturmien quasipério-
dique possède au moins deux mots directeurs. En e↵et, si t est un mot épisturmien quasipériodique,
alors t a un mot directeur de la forme �̆ = w̆vy̆ où les mots w̆ et y̆ sont des versions spinnées de
mots de spin L w et y, et v est un mot de spin L tel que Alph(v) = Alph(vy). Si y̆ (et donc �̆) a tous
ses spins ultimement L, alors l’item 2 de la partie iii) du théorème 3.0.1 montre que t a également
un mot directeur possédant une infinité de lettres de spin L et de spin R. Supposons maintenant que
y̆ n’a pas ses spins ultimement L. Alors y̆ doit avoir une infinité de lettres de spin R. Choisissons
x la lettre de spin R la plus à gauche dans y̆. Alors y̆ commence par ux̄ pour un mot u de spin L
(possiblement vide). Donc, puisque x apparâıt dans v, �̆ = w̆vy̆ contient le facteur vux̄ = v0xv00ux̄.
Ainsi �̆ ne satisfait pas les conditions du théorème 3.0.8 puisqu’il contient un facteur de xA⇤x̄, et
donc t n’a pas un mot directeur unique. De plus, on déduit facilement des théorèmes 5.1.14 et 3.0.8
que tout mot épisturmien ayant un unique mot directeur est nécessairement non-quasipériodique.

La remarque précédente pourrait laisser penser que tout mot épisturmien est non-quasipériodique
si et seulement s’il possède un unique mot directeur, mais ce n’est pas le cas. Par exemple, ba(b̄cā)!

et b̄āb(cāb̄)! dirigent tous deux le même mot épisturmien non-quasipériodique t d’après les théo-
rèmes 3.0.1 et 5.1.14. Ces deux mot infinis spinnés sont les seuls mots directeurs de t, ce qui pourrait
mener à croire que tout mot épisturmien est non-quasipériodique si et seulement s’il possède un
nombre fini de mots directeurs. Mais encore une fois, ce n’est pas le cas. Par exemple, comme
établi dans l’exemple 5.1.12, adbcd̄(ab̄c̄)! et ad̄b̄c̄d(ab̄c̄)! sont les deux seuls mots directeurs du mot
épisturmien quasipériodique µ

adbcd̄

(ar) où r est le mot de Tribonacci. De plus il existe des mots
épisturmiens non-quasipériodiques, comme celui dirigé par (abb̄c̄)!, qui possèdent une infinité de
mots directeurs (les mots (abb̄c̄)nab̄c̄(abb̄c̄)! sont des mots directeurs deux à deux distincts). Néan-
moins, dans le cas sturmien, on montre qu’un mot sturmien est non-quasipériodique si et seulement
s’il possède un mot directeur unique.

5.2 Quasipériodicité des morphismes épisturmiens

La quasipériodicité des mots épistandard peut être expliquée par la forte quasipériodicité des
morphismes épistandard.

Théorème 5.2.1. Soit v un mot sur un alphabet A contenant au moins deux lettres. Le morphisme
épistandard µ

v

est fortement quasipériodique si et seulement si Alph(v) = A. De plus Pal(v) est
une quasipériode de µ

v

(w) pour tout mot infini w.

Remarque 5.2.2. Notons que tout mot infini � peut être écrit � = vy avec Alph(v) = Alph(vy).
Donc si t (resp. t0) est le mot épistandard dirigé par � (resp. y), alors t = µ

v

(t0) et t est quasipério-
dique d’après le théorème 5.2.1. La même approche permet de montrer que si un mot épisturmien
est dirigé par un mot infini spinné dont tous les spins sont ultimement L, alors il est quasipériodique.

À la lecture des théorèmes 5.2.1 et 5.1.9, on pourrait penser qu’un morphisme épisturmien µ
ŭ

est fortement quasipériodique si et seulement si ŭ possède un facteur v de spin L, mais ce n’est pas
le cas. En e↵et, il existe des mots ŭ de spin R tels que µ

ŭ

est fortement quasipériodique, comme le
montre le résultat suivant.
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Lemme 5.2.3. Soit ŭ un mot fini spinné sur A [ Ā et soit a une lettre de A. S’il existe des mots
v, y de spin L et un mot spinné w̆ tels que ŭ = w̆āv̄ȳ et Alph(v) = A \ {a}, alors pour tout mot
infini t, µ

ŭ

(at) est quasipériodique.

Par exemple, le mot āb̄c̄āb̄ vérifie la condition du lemme précédent pour chacune des lettres a,
b et c, donc µ

āb̄c̄āb̄

est fortement quasipériodique sur {a, b, c}.

La caractérisation des morphismes épisturmiens fortement quasipériodiques est en fait la sui-
vante :

Théorème 5.2.4. Soit A un alphabet contenant au moins trois lettres. Un morphisme épisturmien
est fortement quasipériodique sur A si et seulement si son mot directeur normalisé ŭ vérifie l’une
des trois conditions :

i) ŭ = w̆av1āv2ā · · · v
k

āvy̆

où a est une lettre de A (de spin L), w̆, y̆ sont des mots spinnés, v1, . . . , v
k

(k � 0) sont des
mots de spin L sans a, et v est un mot de spin L tel que Alph(av) = Alph(avy̆).

ii) Pour toute lettre a dans A, ŭ = w̆āv̄ȳ pour un mot spinné w̆ et des mots v, y de spin L tels
que Alph(v) = A \ {a}.

iii) ŭ vérifie le cas ii) pour toutes les lettres de A sauf pour une lettre a 2 A telle que ŭ = w̆vāȳ
où v et y sont des mots de spin L vérifiant Alph(v) = A \ {a}.
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Chapitre 6

Conclusion

Je viens de présenter les résultats obtenus sur la quasipériodicité de toute une famille de mots
et de morphismes : les mots et morphismes sturmiens et épisturmiens.

Afin d’avoir une compréhension plus générale des propriétés de quasipériodicité des morphismes,
nous avons poursuivi ce travail d’étude de la quasipériodicité avec Gwénaël Richomme, cette fois
dans le cadre de morphismes quelconques [LR2013].

Rappelons que les morphismes faiblement quasipériodiques et fortement quasipériodiques trans-
forment respectivement au moins un mot ou tout mot non quasipériodique en mot quasipériodique.
En considérant ces morphismes à la fois sur les mots finis et infinis, on obtient quatre familles de
morphismes.

Nous avons montré que les (seules) relations entre ces di↵érentes familles de morphismes sont
celles de la figure 6.1.

Fortement QP
sur mots finis

1vv

2

((

Faiblement QP
sur mots finis

Fortement QP
sur mots infinis

3
✏✏

Faiblement QP
sur mots infinis

Figure 6.1 – Relations de base

Les relations 1 et 3 découlent des définitions, nous avons donc simplement prouvé la relation 2
et fourni des contre-exemples aux relations réciproques.

Les techniques développées pour l’étude de la quasipériodicité des morphismes sturmiens et
épisturmiens n’étant plus utilisables dans ce cadre général, nous avons proposé un automate A

q

(f)
qui permet de reconnâıtre les mots u tels que pour un morphisme donné f et un mot donné q, f(u)
est q-quasipériodique ou égal à q ou au mot vide ".

Soit Q(f) l’ensemble de tous les mots q tels que, pour toutes les lettres ↵ de A, |q|  2|f(↵)| et q
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est facteur de f(↵)3. On peut montrer que Q(f) est l’ensemble de toutes les quasipériodes possibles
d’un mot de la forme f(u). Ceci implique la caractérisation suivante des morphismes fortement
quasipériodiques sur les mots finis :

Proposition 6.0.1. Un morphisme f est fortement quasipériodique sur les mots finis si et seule-
ment si, pour toute lettre ↵, le mot f(↵) est quasipériodique, et

A⇤ =
[

q2Q(f)

L(A
q

)

où L(A
q

) est le langage reconnu par l’automate A
q

.

Dans le cas des mots infinis, nous avons obtenu un résultat similaire en adaptant l’automate
utilisé pour les mots finis, et en remarquant qu’un mot infini était q-quasipériodique si et seulement
si tous ses préfixes étaient reconnus par cet automate.

Nous avons enfin proposé quelques pistes pour déterminer si un morphisme est faiblement
quasipériodique, cependant sans obtenir de caractérisation complète (voir [LR2013]).

Nous allons maintenant aborder la deuxième partie de ce mémoire, qui porte toujours sur la
structure, mais cette fois en analyse musicale.
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Deuxième partie

Contribution à l’analyse musicale par

ordinateur
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Chapitre 7

Introduction à la partie

Comme mentionné dans l’introduction générale, la motivation de cette recherche est la même
que dans la partie précédente : il s’agit de mieux comprendre la structure des objets sur lesquels
on travaille, ici des œuvres musicales. Bien que la combinatoire des mots puisse être utilisée pour
modéliser certains aspects de la musique, notamment les rythmes ou les suites d’accords [2, 9, 19],
les méthodes que nous utiliserons dans cette partie sont plutôt issues de l’algorithmique du texte.
De même que pour étudier la quasipériodicité des mots, on va chercher les motifs qui apparaissent
plusieurs fois, se répètent à la suite, se chevauchent. Dans une fugue par exemple, le thème principal,
appelé sujet, est d’abord introduit par une voix seule, puis repris successivement par toutes les autres
voix. L’entrée d’une voix se fait en général à la fin de l’exposition du sujet par la voix précédente,
mais il peut parfois y avoir de légers chevauchements. Ainsi, d’une certaine manière, une fugue n’est
qu’une partition dont certains segments sont quasipériodiques. Seulement les méthodes de recherche
de la structure ne peuvent pas être les mêmes ici que dans le cas des mots sturmiens et épisturmiens.
La première raison est que la musique du répertoire classique, sur laquelle nous focalisons notre
étude, n’est pas engendrée de façon systématique. Il n’existe pas de morphisme “fuguien”, par
exemple... bien que les morphismes puissent être utilisés pour composer de la musique [1]. La
deuxième raison est que lorsqu’un motif se répète en musique, il est rarement repris de façon
exactement identique : il est donc nécessaire d’utiliser des méthodes de recherche approchée au lieu
de rechercher uniquement les répétitions exactes.

Toutes les études réalisées dans cette partie ont le même objectif en filigrane : proposer une
automatisation de l’analyse de la structure, et à plus long terme de la forme musicale.

On cherche donc à obtenir un schéma d’une pièce présentant les éléments saillants la composant
et sa forme générale, comme dans l’exemple de la figure 7.1 issu de l’analyse des fugues de Jean-
Sébastien Bach par Siglind Bruhn [13].

De mon point de vue, l’analyse automatique de la structure, tout comme l’analyse manuelle, doit
nécessairement se fonder sur plusieurs critères. On peut s’appuyer sur la connaissance des motifs et
de leurs répétitions, aussi bien d’un point de vue “mélodique” (ou disons de la hauteur des notes)
que rythmique, sur la détection des phrases musicales, mais aussi sur la détection des cassures
dans la régularité, qui peuvent se manifester par des modulations (des marches harmoniques), des
cadences, du changement de texture musicale. En résumé, c’est par la détection de tous les éléments
compositionnels pris individuellement ou conjointement, que l’on peut trouver la structure “multi-
échelle” de la partition, aussi bien au niveau local que par la compréhension de son organisation
globale.
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Figure 7.1 – Schéma de la fugue no 2 de J.-S. Bach par Siglind Bruhn.

Ce travail ne peut se faire sans l’analyse experte des analystes “humains” de la musique, c’est
pourquoi chaque étude a été réalisée en se basant sur des précis musicologiques, ou les expertises
de musicologues avec qui nous collaborons.

Dans cette partie, nous allons d’abord présenter nos travaux sur l’analyse de la fugue, ainsi que
quelques propositions pour l’analyse de la forme sonate, dans le cas où l’on connâıt les di↵érentes
voix d’une partition. Puis nous aborderons l’analyse de partitions polyphoniques où les voix ne
sont pas séparées, en proposant des méthodes prenant en compte le rythme ou la texture de la
partition. Nous terminerons par nos perspectives à court et moyen terme pour améliorer l’analyse
de la structure et de la forme dans le cas général.
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Chapitre 8

Formes musicales : fugues, forme

sonate.

L’analyse musicale consiste en l’étude des di↵érents éléments constituant une œuvre. Elle est un
outil indispensable pour les jeunes musiciens afin d’apprendre à composer de la musique, et permet
souvent de mieux comprendre et de mieux interpréter une œuvre musicale. Il s’agit en général de
repérer entre autres les lignes mélodiques, les répétitions (motifs), les accords formés par les notes
jouées simultanément (harmonie), leur agencement entre les di↵érentes voix et leur densité (texture)
et à un niveau plus global, de repérer la structure d’un passage ou de l’œuvre toute entière. Nous
nous sommes d’abord intéressés à l’analyse de la fugue, une forme majeure de la musique occidentale
classique, souvent utilisée dans les cours d’analyse musicale et de composition.

8.1 L’analyse de la forme musicale

Les problématiques liées à l’analyse automatique de la structure et de la forme musicale ont fait
l’objet d’un chapitre de livre écrit en collaboration avec Mathieu Giraud et Richard Groult, et édité
par David Meredith [GGL2016].

Les formes musicales décrivent la façon dont une œuvre musicale est structurée, expliquant com-
ment les parties interagissent au travers des répétitions, des contrastes et des variations : la répétition
apporte l’unité, et les variations suscitent l’intérêt. L’étude des formes musicales, fondamentale dans
l’éducation musicale, permet entre autres une meilleure connaissance des règles de composition, et
constitue une première approche essentielle à une bonne interprétation d’un morceau. Bien sûr,
toutes les pièces musicales ne peuvent pas être cantonnées à un schéma restrictif formel. Cepen-
dant, les formes existent et sont un aspect important de ce que l’auditeur attend en écoutant de
la musique [20]. La formalisation de nombreuses formes musicales a été faite dans des ouvrages
du XIXème siècle afin d’apprendre la composition aux jeunes musiciens [87, 23, 63]. Depuis, de
nombreuses théories sur les formes musicales et le moyen de les analyser ont émergé [72, 85, 97, 86].
Les méthodes systématiques pour l’analyse de la musique incluent en général une certaine forma-
lisation de la structure à large échelle, comme par exemple l’analyse Schenkerienne [96], la théorie
de LaRue [55], ou la théorie générative de la musique tonale [57].

La recherche sur les théories des formes musicales est toujours à l’heure actuelle un domaine
très actif de la musicologie [17, 18].
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Le tableau 8.1 liste les formes les plus courantes, du point de vue de la segmentation : les formes
sont données ici comme une succession de parties dénommées par des étiquettes.

Fugue Forme contrapuntique
Variations A A’ A” A”’
Binaire AA’, AB, AAB, ABB, AA’BB’
Ternaire ABA, ABA’
Rondo ABACADA... où A : ’refrain’, B, C, D : ’couplet’
Forme Sonate AB-Dev-AB où A : thème/zone ’principal(e)’
Forme Rondo-Sonate AB-AC-AB et B : thème/zone ’secondaire’
Forme cyclique
Formes libres

Table 8.1 – Formes musicales d’un point de vue thématique. Les lettres désignent les sections
contrastantes.

Ainsi, la forme binaire est constituée de deux parties, l’une ou les deux pouvant être répétées,
souvent avec des variations. Ces parties peuvent utiliser le même matériel thématique ou un matériel
di↵érent. En général, elles sont de longueur comparable, mais la deuxième partie peut également
être plus longue.

Dans les formes ternaires, une partie contrastante s’insère entre les deux répétitions de la pre-
mière partie. Une forme ternaire peut être simple (aria da capo ou forme lied), ou composée de
formes binaires (forme trio, comme le Menuet/Scherzo), voire de formes ternaires. Les formes so-
nates incluent une exposition, un développement, et une réexposition, généralement à partir de
deux zones thématiques.

Cette segmentation ne présente qu’un aspect de la forme. Une compréhension correcte d’une
forme ternaire nécessite d’expliquer de quelle manière (tonalité, texture, rythme...) la section
contrastante di↵ère de la partie initiale. De même, plusieurs formes incluent une tension à haut-
niveau et une dynamique à expliciter. La forme sonate combine ces principes, incluant un chemin
tonal : la pièce part de la tonique pour aller dans une clé secondaire, souvent la dominante, puis
revenir à la tonique.

Bien sûr, il y a aussi des formes plus libres, plus di�ciles à classifier selon une vue basée sur
la segmentation. Les préludes et les inventions de la période baroque sont souvent vus comme des
formes libres. Cependant, cela ne veut pas dire qu’ils ne sont pas structurés, mais plutôt que leur
organisation dépend d’autres composants, tels que la texture ou la tension. Un cas extrême est celui
de certaines formes ouvertes, où l’ordre d’exécution des sections n’est pas fixé par le compositeur,
mais peut tout de même inclure une conception formelle de certains composants.

Dans tous les cas, une analyse musicale complète devrait révéler tout principe organisationnel,
au delà d’une simple segmentation, permettant de mieux comprendre la forme musicale [11]. Cette
analyse contient plusieurs enjeux : non seulement une segmentation correcte nécessite d’identifier
des phrases, des frontières et des similarités entre parties, mais il faut également pouvoir proposer
une sémantique pour cette segmentation, indiquant la fonction formelle des sections, la façon dont
elles sont liées, ainsi qu’un schéma global.

Dans ce qui suit, nous présentons nos travaux sur l’analyse de la structure de la fugue, avant
de proposer des idées pour amener à l’analyse d’une forme plus complexe : la forme sonate.
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8.2 Analyse automatique de fugues

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait l’objet de 2 publications dans des conférences in-
ternationales [GGL2012a, GGL2012b], et d’un article dans un journal de référence en informatique
musicale (Computer Music Journal) [GGLL2015].

La fugue est l’une des formes les plus notables de la musique classique occidentale. De nombreux
compositeurs ont écrit des fugues ou ont inclus des parties fuguées dans de grandes oeuvres.

C’est pourquoi cette forme est beaucoup étudiée dans les classes d’analyse et de composition
des conservatoires et des écoles de musique [5]. De nombreux traités ont été écrits sur les fugues et
le contrepoint en général, comme [31], [32], [74] ou [52]. Certaines études comprennent une analyse
complète du Clavier Bien Tempéré de Jean-Sébastien Bach, qui forme un corpus particulièrement
consistant explorant les 24 tonalités majeures et mineures au travers de 48 préludes et fugues ([81]
et [13]).

L’origine du mot fugue viendrait des mots latins fugere et fugare, signifiant respectivement fuir
et poursuivre, qui représentent bien le jeu des di↵érentes voix reprenant successivement les mêmes
motifs musicaux. En e↵et, une fugue est une pièce polyphonique construite sur un ou plusieurs
thèmes musicaux : un sujet et, souvent, un ou plusieurs contre-sujets, ainsi que d’autres motifs et des
sections modulantes appelées épisodes (voir la figure 8.1). Les analyses musicales sont construites
sur ces motifs et sections. En général, le sujet est d’abord exposé à une voix, puis repris à une
autre voix pendant que la première voix joue éventuellement une première fois un contre-sujet, et
d’autres occurrences se suivent ainsi sur toutes les voix, alternant avec d’autres motifs ou des sections
modulantes appelées épisodes. Les motifs ainsi répétés peuvent l’être dans leur forme initiale, ou plus
souvent, modifiés ou transposés, construisant ainsi une texture harmonique complexe. Les analyses
musicales des fugues sont en général basées sur la reconnaissance de ces motifs et des di↵érentes
sections où ils apparaissent (exposition, épisodes, coda).

Nous avons proposé di↵érents algorithmes pour réaliser l’analyse automatique d’une fugue,
à partir de fichiers où les voix (les di↵érentes lignes musicales) étaient séparées (il s’agissait de
fichiers Humdrum -.krn). Ces algorithmes se basent sur les similarités musicales diatoniques (sans se
préoccuper des altérations, dièses ou bémols) des intervalles entre les notes successives, et nous avons
pu détecter les sujets, contre-sujets, ainsi que les suites harmoniques à l’intérieur des épisodes. Nous
avons également fourni des outils pour détecter les degrés, les cadences simples et les pédales, qui
sont des éléments importants de l’analyse harmonique d’une oeuvre, et proposé une segmentation
de la fugue en exposition et partie épisodiques.

Notre corpus expérimental a été constitué de 36 fugues de Bach (1er livre du Clavier Bien
Tempéré) et de Shostakovitch. Afin de valider nos algorithmes, nous avons réalisé des fichiers
d’analyse de référence, formalisés grâce à plusieurs analyses musicologiques de la littérature (en
particulier les ouvrages de Siglind Brühn pour les fugues de Bach [13]), et nous les avons mis à la
disposition de la communauté. Les résultats nous ont permis de fournir une ébauche de la structure
des fugues testées. Dans cette partie, nous détaillons les méthodes que nous avons développées pour
l’analyse de la fugue et les résultats obtenus.

8.2.1 Représentation de la musique

Une note x est représentée par un triplet (p, o, d), où p est la hauteur de la note (pitch en anglais),
o l’instant de début de la note (onset en anglais), et d sa durée. La hauteur est un entier pris dans une
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Figure 8.1 – Premières mesures de la fugue no 2 de J.-S. Bach’s en Do mineur (BWV 847). Les
sujets (S), contre-sujets (CS1 et CS2), et les deux premiers épisodes (E1 et E2). Les notes terminant
les sujets, correspondant à une analyse de référence, sont entourées, et les notes terminant les contre-
sujets sont encadrées. À l’intérieur des épisodes, les accolades montrent les motifs récurrents (trois
occurrences dans E1, et deux occurrences dans E2).

échelle de valeur pouvant représenter une information diatonique (basée sur la succession des notes
de la gamme, ce qui revient à ne pas considérer les altérations) ou par demi-tons. On considère
des suites de notes ordonnées x1 . . . xm, c’est-à-dire x1 = (p1, o1, d1), . . . , xm = (p

m

, o
m

, d
m

), où
0  o1  o2  . . .  o

m

(voir la figure 8.2). Une suite est monophonique si deux notes ne sonnent
jamais ensemble, c’est-à-dire si pour tout i avec 1  i < m, on a o

i

+ d
i

 o
i+1. Il y a un silence

entre deux notes x
i

et x
i+1 si o

i

+ d
i

< o
i+1, et la durée de ce silence est o

i+1 � (o
i

+ d
i

). Pour
être capable de reconnâıtre la similarité entre des suites transposées (i.e. jouées à des hauteurs
di↵érentes), on considère les hauteurs de notes relatives, c’est-à-dire les intervalles de hauteur. Une
suite d’intervalles est définie par �x2 . . .

�x
m

, où �x
i

= (�p
i

, o
i

, d
i

) et �p
i

= p
i

� p
i�1.

8.2.2 Une adaptation de l’algorithme de Mongeau-Sanko↵

Le score de similarité entre un motif et le reste de la fugue peut être calculé par programmation
dynamique avec des équations semblables à celles de [68]. Soit x = x1 . . . xm un motif et y = y1 . . . yn
une voix. Pour a  m, soit S(a, b) le meilleur nombre d’intervalles cöıncidant (on parle de match)
en alignant le début du motif x1 . . . xa avec y

i

. . . y
b

, une partie de la voix y terminant à b, et
soit S

f

(m, b) le meilleur nombre d’intervalles cöıncidant en alignant le motif complet x1 . . . xm (un
candidat) contre la même partie y

i

. . . y
b

. Les tables S et S
f

sont calculées par programmation
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Figure 8.2 – Une suite monophonique de notes (début de la fugue no 2 de J.-S. Bach) representée
par des triplets (p, o, d) ou (�p, o, d). Dans cet exemple, les ”onsets” et les durées sont comptées en
doubles croches, et les hauteurs et intervalles sont comptés en demis tons avec les valeurs MIDI
standard.

dynamique en utilisant les équations suivantes :
8
>>><

>>>:

S(1, b) = 0

8a � 2, S(a, b) = S(a� 1, b� 1) + �(�x
a

,�y
b

) (match, substitution)

8m � 2, S
f

(m, b) = S(m� 1, b� 1) + �
f

(�x
m

,�y
b

) (terminaison)

(8.1)

L’alignement peut être retrouvé en parcourant en arrière la table de programmation dynamique.
Les fonctions de substitution � et �

f

sont définies de la façon suivante (la relation ⇡ est une relation
de similarité sur les intervalles de hauteur) :

�((�p, o, d), (�p0, o0, d0)) =

8
<

:

+1 si �p ⇡ �p0 et d = d0

0 si �p 6⇡ �p0 et d = d0

�1 sinon (d 6= d0)
(8.2)

�
f

((�p, o, d), (�p0, o0, d0)) =

⇢
+1 si �p ⇡ �p0

0 sinon (�p 6⇡ �p0)
(8.3)

Notons que � teste les intervalles de hauteur et les durées, alors que �
f

considère seulement les
intervalles de hauteur. Les durées des premières notes (x1 et y1) ne sont pas testées, car en réalité
l’algorithme compare �x2 . . .

�x
a

et �y2 . . .
�y

b

. La raison est que la première et la dernière note
des motifs thématiques sont plus fréquemment transformées que les autres notes, comme dans la
figure 8.3.

Ces fonctions de substitution sont très conservatrices, dans le sens où elles autorisent les er-
reurs de substitution et l’égalité sur une longueur stricte, afin de trouver aussi peu de faux posi-
tifs que possible tout en conservant un taux de reconnaissance élevé. Par exemple, dans l’aligne-
ment de la figure 8.3, le motif à la mesure 2 cöıncide parfaitement avec sa transposition diato-
nique T : S

f

(m2, T ) = 5. Cependant, dès que le motif est muté, le motif n’est plus reconnu : ici
S
f

(m2,m8) = S
f

(m2,m5) = �1. Les équations peuvent être étendues pour considérer d’autres
opérations d’édition. Par exemple, autoriser les opérations d’insertion et de suppression avec un
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Figure 8.3 – Alignement de 4 motifs semblables dans la fugue no 5 de J.-S. Bach. En consi-
dérant des pas diatoniques, les intervalles de hauteur du premier motif (m2) sont (�x2..�x6) =
(�1,�1,�1,+1,�4). La ligne T présente une transposition (diatonique), non présente dans la
fugue, qui donnerait une correspondance parfaite. Dans les occurrences réelles du motif, la pre-
mière note (entourée) est soit fragmentée (m8) ou substituée (m5), et la longueur de la dernière
note (entourée) n’est pas préservée. Le motif est modifié plus loin par une insertion (le si encadré)
qui peut aussi être vue comme une fragmentation du ré noire).

score 0 donnerait S
f

(m2,m8) = 4 et S
f

(m2,m5) = 2. Des opérations de fragmentation appropriées
avec un score +1 élèverait le score S

f

(m2,m5) à 4. La comparaison des valeurs S
f

avec un seuil
permet de décider si une occurrence est conservée ou non. Un seuil de 3 permet ici jusqu’à deux
erreurs d’intervalles. Cependant, quand les contraintes sont relâchées, puisque quasiment tout le
contenu d’une fugue est d’une certaine façon dérivé d’un sujet ou d’un contre-sujet, n’importe quelle
partie pourrait s’aligner avec une partie du sujet ou un autre motif de base avec un seuil donné.

Plusieurs relations de similarité ⇡ peuvent être choisies, de l’égalité stricte de hauteur à des
classes définissant le contour mélodique (“+haut, -haut”) [33]. Des classes d’intervalles intermé-
diaires peuvent être définies, comme les “pas/sauts” (step/leap) [16] ou les “intervalles de chevau-
chement partiel quantisés” (QPI) [56]. Le modèle QPI définit des intervalles courts (de un à trois
demi-tons), moyens (de trois à 7 demi-tons), et grand (à partir de 6 demi-tons). Quand les noms
des notes sont disponibles – ou quand ils peuvent être calculés par des algorithmes dédiés, tels que
[66] – la similarité peut être directement calculée sur les hauteurs diatoniques, ce modèle étant tout
à fait adapté à la musique tonale [76, 14, 41, 79].

8.2.3 Algorithmes pour l’analyse de fugue

Nous avons proposé plusieurs outils permettant de donner des informations structurelles sur les
fugues. En utilisant l’adaptation de l’algorithme de Mongeau-Sanko↵ présentée ci-dessus et d’autres
techniques discrètes, nous proposons de calculer la fin du sujet, puis d’inférer un contre-sujet (CS),
voire un deuxième contre-sujet (CS2). Trouver ces motifs et la liste complète de leurs occurrences
(y-compris celles dont la durée est augmentée ou celles qui sont inversées) ainsi que leur degré (dans
la gamme) permet de former la structure de la fugue. Nous identifions les marches harmoniques, les
cadences (simples) et les pédales. Nous combinons également certains de ces éléments pour obtenir
une segmentation globale grâce à une modélisation statistique. Le résultat de ces algorithmes sur la
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fugue no 2 de J.-S. Bach est décrit dans la section “analyse calculée” (“Computed analysis”) au bas
de la figure 8.5. Le résultat de notre méthode est donc constitué à la fois des di↵érents éléments et
de la prédiction de la segmentation globale.

Identification du sujet

Trouver la fin du sujet est nécessaire pour trouver le contre-sujet et construire la structure
complète de la fugue, incluant toutes les occurrences de ces motifs. Comme nous l’avons déjà
expliqué, au début de la fugue, le sujet est (en général) d’abord joué seul par une voix unique
jusqu’à ce que la deuxième voix entre. La fugue no 6 de l’opus 87 de Shostakovitch est un contre-
exemple où la première entrée du sujet est doublée à l’octave par la voix de basse ; cela peut aussi
être vu comme un changement de texture (voir la partie 9.2).

Cependant, dans la plupart des cas, la fin du sujet n’est pas située exactement au début de la
deuxième voix. Par exemple, dans la fugue no 2 de J.-S. Bach, si l’on se réfère aux quatre analyses de
référence musicologiques que nous avons formalisées, le premier sujet termine sur la note mi bémol
à l’alto, qui est située deux notes (deux doubles croches) avant le début de la voix de soprano (i.e.,
la première note entourée sur la figure 8.1). Plusieurs paramètres contribuent à cette perception.
Métriquement, la phrase se termine sur un temps fort ; harmoniquement, les 5 notes précédentes (fa
sol la bémol sol fa) suggèrent un accord de septième de dominante, qui se résoud sur le mi bémol,
suggérant la tonique do mineur. Le sujet se termine par une succession de doubles croches avec de
petits intervalles, alors que la note suivante (do) appartient au premier contre-sujet, séparée du mi
bémol par un large saut et débutant une gamme descendante en doubles croches.

Dans les 36 fugues de notre corpus, la fin du sujet se trouve entre �8 et +6 notes (inclus) par
rapport au début du contre-sujet (sauf pour la fugue no 6 de l’opus 87 de Shostakovitch, �18 notes),
et dans la majorité des cas, entre �4 et +1 notes (inclus, voir e

S

dans la figure 8.4).

S CS1 CS2

S CS1

S

s01 s1 e1 s2 e2

�8 0 8

s0 1

�8 0 8

s 1

�8 0 8

e 1

�8 0 8

s 2

�8 0 8

e 2

Figure 8.4 – Positions de début relatif (s, s0) et de fin (e) des contre-sujets (1 : CS1, 2 : CS2)
décrits dans l’analyse de référence. Ces positions sont calculées en nombre de notes par rapport aux
positions de début et de fin du sujet correpondant (S). Les histogrammes montrent la distribution
de ces valeurs sur les 36 fugues de notre corpus. En général s01 = 0 (CS1 commence juste après le
sujet) et e1 = e2 = 0 (CS1 et CS2 terminent exactement à la fin du sujet).

Ici un algorithme simple, basé sur des similarités, est capable de détecter précisément la plupart
des fins de sujet [GGL2012a]. À la première voix, on teste les motifs qui terminent entre 8 notes
avant et 6 notes après le début de la deuxième voix : soit z la position de la note de la première
voix jouée avant ou au début de la seconde voix, et g 2 [�8, 6]. Chacun des motifs candidats,
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terminant à z + g, est aligné sur toutes les voix. Cet alignement est e↵ectué grâce à la fonction
décrite dans la section précédente. Le candidat obtenant le meilleur score sur toutes ses occurrences
est sélectionné : le sujet choisi est celui finissant à z + g qui maximise la somme des scores de ses
occurrences, c’est-à-dire la somme des valeurs S

f

(z + g, i) pour une position donnée i telle que
S
f

(z + g, i) est plus grand ou égal à un seuil dépendant de la longueur du motif.

Identification du contre-sujet

Le premier contre-sujet (CS1) commence en général juste après le sujet (voir s01 dans la fi-
gure 8.4), sauf dans certains cas comme la fugue no 16 de J.-S. Bach ou la fugue no 2 de Shostako-
vitch. Le deuxième contre-sujet, lorsqu’il existe, commence plus tard, approximativement au début
de la troisième entrée du sujet (voire après une codetta, c’est-à-dire un bref passage épisodique
à l’intérieur de l’exposition), et termine approximativement à la fin de ce troisième sujet (et à la
deuxième entrée du CS1). La figure 8.4 montre la distribution de ces positions relatives dans les
pièces du corpus. Dans la majorité des cas, les contre-sujets terminent exactement à la même posi-
tion que les sujets (voir les notes encadrées dans la figure 8.1), ce qui marque une transition entre
l’exposition et la partie épisodique. Pour trouver CS1, on teste les motifs commençant juste après le
sujet et terminant à la fin du second sujet environ (entre 2 notes avant et 4 notes après). On choisit
le meilleur candidat, à nouveau en choisisssant le z qui maximise la somme des S

f

(z + g, i) pour
toutes les occurrences i du motif candidat. Notons qu’une mauvaise détection du sujet peut mener
à une mauvaise détection du premier contre-sujet. Le deuxième contre-sujet est encore plus di�cile
à trouver, car il peut être plus court, et sa position de début peut être di�cile à prédire. De plus,
les musicologues ne se mettent pas toujours d’accord sur la présence d’un deuxième contre-sujet.

Détection de toutes les occurrences

Une fois que les motifs S/CS1/CS2 ont été identifiés, il est possible de relancer l’algorithme en
modifiant ses paramètres pour détecter plus d’occurrences de ces motifs. Les fonctions de substitu-
tion très conservatrices � et �

f

peuvent être assouplies pour permettre la substitution de durée ou,
au moins, les fragmentations et consolidations préservant la durée totale. Quand on abaisse le seuil
global, on trouve des occurrences incomplètes de S qui ne sont pas des entrées convenables. Ces
contraintes relâchées ne doivent pas être utilisées dans la phase d’identification des motifs car ils
sont insu�sants pour détecter les fins. On regarde spécifiquement les “têtes” des sujets en cherchant
les motifs se limitant au 5 premières notes du sujet (voir la figure 8.5).

On ajoute d’autres contraintes pour la détection de CS1/CS2, autorisant un CS1 seulement
quand il y a un sujet en même temps et un CS2 seulement quand il y a un CS1 en position
compatible. Finalement, dans certaines fugues, les sujets apparaissent inversés (i.e. les intervalles
sont inversés) ou augmentés (i.e. les durées sont doublées). Quand on connâıt le sujet, le même
algorithme d’alignement trouve les inversions et les augmentations du sujet.

Degrés et tonalités locales

Après une exposition à la tonique (degré I) puis à la dominante (degré V), la fugue module
souvent vers des tonalités relatives ou plus distantes, revenant à la tonique pour la conclusion. Dé-
terminer ces tonalités locales fait partie intégrante d’une analyse complète. Ces tonalités pourraient
être estimées par des algorithmes classiques comme dans les travaux [54, 100] et leurs extensions
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ou les résultats plus récents de [60] ou [92]. Cependant, ces algorithmes pourraient assigner des
tonalités incorrectes dans les passages très modulants comme les épisodes.

Nous n’utilisons pas de détection de clé mais une méthode plus simple, tirant partie de la
détection du sujet et ne cherchant pas à étudier la tonalité des épisodes. On se concentre sur les
sujets (qui sont les endroits où la tonalité locale est la plus stable) et on détermine l’intervalle
de transposition entre le sujet courant et le premier sujet, qui est à la tonique (I). Pour cela, on
calcule la hauteur moyenne, en demi-tons, de chaque entrée du sujet. Les degrés des sujets sont
ensuite calculés relativement à la tonalité globale établie d’après le premier sujet. Quand le sujet est
transposé à la dominante, de légères modifications peuvent apparâıtre (réponse tonale) en général
dans les toutes premières notes du sujet pour amener un retour à la tonique. Ces modifications sont
compensées par les autres notes à la hauteur moyenne, par conséquent le calcul des degrés reste
correct. Cependant, ceci ne permet pas la détection des changements de tonalité à l’intérieur d’un
sujet. Plusieurs sujets commencent en e↵et à la tonique et modulent vers la dominante. Néanmoins,
connâıtre les degrés de la partie principale des sujets donne une vision du chemin tonal de la pièce
complète. Par exemple, le chemin tonal de la fugue no 2 de J.-S. Bach peut être vu dans la figure
8.5. Les degrés sont notés en chi↵res romains au bas des diagrammes. Alors que l’exposition initiale
et la fin de la fugue alternent entre la tonique (I) et soit la sous-dominante (IV), soit la dominante
(V), les partie médianes atteignent la tonalité relative (III ou VI).

Marches harmoniques

Dans les fugues, les marches harmoniques se trouvent presque exclusivement dans les épisodes.
Les détecter aide donc à trouver la structure de la fugue. Dans chaque voix, on cherche les motifs
répétés qui se suivent, c’est-à-dire deux occurrences consécutives pat1 et pat2 du même motif, et
éventuellement trois (pat1, pat2, pat3). On utilise la fonction de substitution décrite dans la section
précédente, qui nécessite que S(pat1, pati) soit au-dessus d’un certain seuil pour chaque occurrence
pat

i

.
On essaie de détecter les marches harmoniques partielles commençant à toutes les notes situées

à chaque temps de la partition (ou immédiatement après).
On considère qu’il y a une suite lorsque des motifs sont répétés consécutivement dans au moins

deux voix di↵érentes avec la même transposition [GGL2012b]. Plusieurs périodes (longueurs de
motifs) sont testées : un et deux temps (dépendant de la métrique), une et deux mesures. Lorsque
tous les temps sont testés, la procédure ci-dessus trouve plusieurs suites chevauchantes, avec la
même période, dès qu’il y a strictement plus de deux occurrences. Ces suites chevauchantes sont
fusionnées en une suite unique.

Cette méthode trouve correctement la plupart des marches harmoniques. Au début de la fugue
no 2 de J.-S. Bach, (voir la figure 8.5), les deux marches harmoniques sont détectées, cependant la
première, pendant la codetta, est raccourcie à cause du début décalé des deux voix. Les marches
harmoniques sont de bons marqueurs des épisodes. Cependant, une situation courante est que la
marche harmonique commence à la fin d’un motif thématique, continuant dans l’épisode (voir la
figure 8.6).

Cadences et pédales

Les cadences et les pédales marquent les transitions structurelles de la fugue (fin de l’exposition,
fin des épisodes, et coda avec une pédale). Sauf pour certains cas particuliers (voir la figure 8.8), les
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== S [length 2 start +1/8] == CS1 [length 2 start +1/16] == cad

S 3, 11, 20, 29.5 S 7 [start -1/4], 15 [start 0] * 17 (v:PAC)

A 1, 15 A 3, 20 * 22 (i:rIAC)

T 7, 26.5 T 11 * 28.5 (i:IAC)

SA 26.5 [change +1/2 end +1/8] * 29.5 (I:PAC)

Figure 8.5 – Analyse de la Fugue no 2 en Do mineur dans le 1er livre du Clavier Bien Tempéré
de J.-S. Bach (BWV 847). (Top) Extrait du fichier des analyses de référence montrant les mesures
contenant les entrées du sujet (S), les premiers contre-sujets (CS1) aux voix de Soprano (S), Alto
(A) et Tenor (T). La position de chaque occurrence est donnée par le numéro de mesure dans
laquelle elle apparâıt (3 est le premier temps de la mesure 3). De plus, le début est décalé par
rapport à sa position logique (une croche pour S, une double croche pour CS1, sauf pour quelques
occurrences où il y a un mot clé“start”supplémentaire). Cette fugue contient également des cadences
parfaites et imparfaites (PAC : Perfect Authentic Cadence et IAC : Imperfect Authentic Cadence)
à la tonique (i, I) et à la dominante (v). Les majuscules désignent les tonalités majeures et les
minuscules les tonalités mineures. (Bas) Visualisation de ce fichier des analyses de référence, et
résultats du système proposé pour la même fugue. Les algorithmes trouvent toutes les entrées du
sujet (et, en chi↵res romains, les degrés du sujet par rapport à la tonalité globale), les occurrences
des “têtes” de sujet (bôıtes non étiquetées à l’intérieur des épisodes), toutes les entrées du premier
et du deuxième contre-sujet sauf une et les marches harmoniques (s), 3 cadences sur 4 et la pédale
finale. Les cadences sont désignées par leur fondamentale. L’algorithme ici a une précision parfaite.
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Figure 8.6 – Fugue no 22 en Si bémol mineur. Le sujet est présenté à la soprano aux mesures 55,
56, et 57. La ligne de tierces entre les voix S et A donne le motif de l’épisode suivant. Une marche
harmonique partielle est détectée commençant à la mesure 56 pour 2 fois 2 mesures (8 noires) –
cette suite est approchée, car la fin du motif est variée. Une autre marche harmonique partielle avec
2 fois 1 mesure est détectée plus tard.

pédales se trouvent à la toute fin des fugues, comme dans la fugue no 2 (voir la figure Figure 8.7).
On comptabilise comme “pédale de basse” toute note de la basse qui dure strictement plus que 4
temps (pour des métriques binaires) ou six temps (pour des métriques ternaires).

Figure 8.7 – Fin de la fugue no 2 en Do mineur de J.-S. Bach, BWV 847). La cadence parfaite
conclusive (PAC, milieu de la mesure 29) est suivie par une pédale de basse et une dernière exposition
du sujet par la voix soprano.

Chaque fois qu’il y a un mouvement de basse d’une quarte parfaite supérieure ou d’une quinte
parfaite inférieure, on essaie d’identifier une cadence V-I en position fondamentale si les conditions
suivantes sont vérifiées : Sur le temps, les notes de l’accord doivent faire partie d’un accord de
quarte majeure, parfait ou suspendu (sus4) sur la tonique de la basse ; la note supérieure doit
être soit la tonique (cadence parfaite, PAC) ou une tierce majeure ou mineure (cadence imparfaite
– avec renversement –, rIAC). Notons que l’accord d’arrivée n’est souvent pas un accord parfait
complet, et parfois il peut même être limité à une seule note (la tonique), comme dans la PAC de
la figure 8.7. Avant le temps, à un moment pendant la note de basse, on doit trouver l’accord de
dominante (notes inclues dans une septième de dominante, avec au moins le ton principal). À cause
des notes de passage, cet instant ne correspond pas en général à la toute dernière note avant le
temps fort.

57



Figure 8.8 – Cas inhabituels de pédales. (a) Au milieu de la fugue no 11, en Fa majeur, il y a une
pédale (correctement détectée) à la dominante de la tonalité relative. (b) Cette pédale dans la figue
no 18 en Sol dièse mineur, commence au ténor et continue sur la basse.

Structure globale

On utilise un modèle de Markov caché (hidden Markov model –HMM ) pour combiner les dif-
férents éléments de l’analyse. Cela consiste en une suite d’états avec des probabilités de transitions
et des probabilités d’émission. À chaque étape du calcul, le modèle peut changer son état en sui-
vant une transition. Il émet des symboles, qui sont les seules sorties du système. La suite des états
correspondant est cachée. Pour une suite de symboles observée, l’algorithme de Viterbi trouve la
suite d’états la plus probable par programmation dynamique [95].

Dans l’analyse de la fugue, l’objectif est de trouver la suite d’états qui structure la fugue (expo-
sition, codetta, suite de l’exposition, épisodes, voir la figure 8.10). Les symboles observés sont les
éléments de base de l’analyse (entrée des motifs thématiques, marches harmoniques) pour chaque
temps de la partition. Un exemple de sortie du modèle se trouve au bas de la figure 8.5.
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Figure 8.9 – Exemples de cadences trouvées. (a) Fugue no 18, en Sol Dièse mineur, mesures 8 à
11. Il y a un intervalle de quinte parfaite à la fin du sujet, menant à des cadences erronées quand le
sujet est donné par la basse. L’algorithme détecte ici trois cadences, au premier temps de chaque
mesure. La première (premier temps mesure 9), peut être vue comme une cadence parfaite finissant
l’exposition des motifs thématiques. Celle du milieu (premier temps de la mesure 10) est un faux
positif. La dernière (premier temps de la mesure 11) peut être vue comme une cadence parfaite
terminant la marche harmonique. Elle est renforcée par le changement de texture à la mesure 11,
avec une nouvelle entrée du sujet au ténor sur le deuxième temps. (b) Fugue no 20 en La mineur,
mesures 46 à 48. L’algorithme proposé trouve trois cadences consécutives, mais seule celle sur le
premier temps de la mesure 48 est une cadence parfaite, les notes sur le troisième temps des mesures
46 et 48 faisant partie d’une phrase plus longue.

8.3 Vers une analyse automatique des formes sonates

Le contenu de cette partie a été publié en 2014 dans [DGGLL2014], en collaboration avec Ma-
thieu Giraud, Richard Groult, ainsi que Laurent David, étudiant en dernière année à l’ENSEA de
Lille et Corentin Louboutin, étudiant en L3 à l’ENS Lyon.

8.3.1 La forme sonate

La forme sonate est une forme musicale classique développée à partir de la fin du XVIIIe siècle
jusqu’à la fin du XIXe siècle. Provenant initialement d’une forme binaire qui a été étendue, cette
forme comporte trois parties jouant des rôles musicaux complémentaires (figure 8.11):
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Figure 8.10 – Schéma du Modèle de Markov caché utilisé pour les fugues. Les probabilités de
transitions ont été sélectionnées empiriquement pour favoriser une certaine stabilité des états, les
sections durant en général au moins une mesure. Les états de première exposition et de codetta sont
utilisés seulement pendant l’exposition. Les émissions en flèches pointillées sont rares, avec de faibles
probabilités (comme les marches harmoniques pendant des parties d’exposition, par exemple).

— L’exposition a un rôle à la fois mélodique et harmonique, permettant à la fois d’exposer les
thèmes (deux en général, principal et secondaire) qui seront utilisés dans les autres parties et
d’a�rmer la tonalité principale de la pièce. En général, le thème principal (P) est exposé à la
tonique (I) puis, après une transition et une césure médiane (medial caesura, MC), le thème
secondaire (S) est exposé dans une autre tonalité, généralement au ton de la dominante (V)
pour les formes sonates en mode majeur.

— Le développement réutilise les thèmes présentés dans l’exposition tout en créant une tension
tonale. Présentant de nombreuses modulations, c’est une zone tonalement instable.

— Enfin, la réexposition (recapitulation en anglais) présente à nouveau les thèmes principaux.
Cette fois-ci, le deuxième thème est joué à la tonique, ce qui permet une a�rmation de la
tonalité principale de la pièce.

La figure 8.12 montre un exemple d’une forme sonate très simple, dans une sonatine pour piano de
Kuhlau.

Plusieurs marqueurs se trouvent entre les di↵érentes parties, en particulier des cadences (fins de
phrases musicales). Le thème principal présenté dans l’exposition est souvent suivi d’une transition
se terminant par une demi-cadence (half cadence, HC). Le thème secondaire se termine généralement
par une cadence parfaite (Perfect Authentic Cadence, PAC), qui conclut musicalement l’exposition.
Enfin, l’exposition se termine par une conclusion (qui ne présente généralement pas de nouvel
élément thématique). Les cadences et la conclusion, parfois transformées, se retrouvent dans la
réexposition.

Il y a beaucoup de variations possibles sur cette structure, selon l’époque et les compositeurs.
Haydn utilise par exemple beaucoup de formes sonates mono-thématiques, comme dans l’op. 33
no 2. En fait, la forme sonate ne se caractérise pas par la succession des sections, mais plus par un
équilibre à grand échelle : les tensions tonales (autre tonalité) et rhétoriques (thème S, texture)
créées lors de l’exposition et étendues dans le développement finissent par se résoudre dans la
réexposition.
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Figure 8.11 – Structure d’ensemble d’une forme sonate, schéma et notations tirés du livre de
Hepokoski et Darcy [40, page 17]. La forme sonate est construite sur un thème (ou une zone
thématique) principal (P), un thème secondaire (S) et une conclusion (C). Entre les deux thèmes,
la transition (TR) se termine par la césure médiane (medial caesura) (MC). À la fin du thème
secondaire se trouve une cadence parfaite, dénommée EEC (Essential Expositional Closure) dans
l’exposition et ESC (Essential Structural Closure) dans la réexposition (recapitulation).

8.3.2 Analyser informatiquement la forme sonate ?

La communuauté MIR (Music Information Retrieval) s’intéresse à l’analyse musicale dans son
ensemble, à partir de données audio ou symboliques. Bien que l’analyse structurelle soit au cœur de
ces thématiques, à ce jour, peu de travaux en MIR se concentrent sur les formes sonates. Même si
les formes sonates servent de support à l’extraction de motifs (voir par exemple [73]), leur analyse à
grande échelle est peu abordée. Dans un article récent, Jiang et Müller e↵ectuent des comparaisons
de signaux audio pour retrouver le couple exposition/réexposition sur les premiers mouvements dans
28 sonates pour piano de Beethoven [47]. Ils proposent aussi de suivre les changements harmoniques
à l’intérieur des di↵érentes parties.

La donnée symbolique de la partition devrait permettre d’être bien plus précis dans l’analyse.
Nous pensons que l’analyse des formes sonates est un défi intéressant pour la recherche en informa-
tique musicale symbolique, demandant de combiner des aspects locaux (motif et thèmes, cadences...)
avec des aspects globaux (plan tonal, structure d’ensemble). Le premier défi est la détection de la
structure générale: couple exposition/réexposition, avec des marqueurs précis lorsqu’ils existent,
formant la structure tonale à grande échelle. Le second est de retrouver la structure tonale et moti-
vique du développement. Le développement montrant souvent une grande instabilité des tonalités,
il serait intéressant de pouvoir décrire de manière cohérente ce parcours tonal. Il serait également
intéressant de trouver quels éléments thématiques de l’exposition sont utilisés et sous quelle forme
ils sont repris, la di�culté étant qu’il peut s’agir de très courts motifs mélodiques ou rythmiques
ou qu’ils peuvent présenter des variations conséquentes.

Toute approche automatisée doit être conçue en gardant à l’esprit les limites liées à la subjec-
tivité de toute analyse – cependant, certains points simples d’analyse peuvent faire consensus et
permettre d’évaluer les algorithmes.
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Figure 8.12 – Analyse structurelle de l’Allegretto de la sonatine Op. 55, no 2 de Kuhlau, pour
piano, en utilisant les conventions de [40]. Les cadences (fin de phrases) sont indiquées par les
termes HC (Half Cadence, demi-cadence) et PAC (Perfect Authentic Cadence, cadence parfaite),
précédés de la tonalité de cette cadence (ici I et V). Les termes EEC et ESC désignent les fins de
sections (voir figure 8.11). Cette sonatine est très simple, avec un développement très court (Dev.),
et pratiquement aucune transition entre les zones thématiques P et S. Le groupe thématique P
dure 8 mesures lors de l’exposition et 11 lors de la réexposition, ce qui renforce la stabilisation de
la tonique dans la réexposition. Le thème S et la conclusion C sont exactement transposés entre
l’exposition et la réexposition.
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8.3.3 Détection du couple Exposition/Réexposition

Nous décrivons ici quelques expériences sur l’analyse informatique de formes sonates, en partant
de partitions sous forme de données symboliques. Nous partons de fichiers Humdrum [44], qui
encodent les partitions plus précisément que des fichiers MIDI (avec notamment les informations
d’enharmoniques), mais nous nous limitons dans cette étude aux informations de hauteur et de
durée.

Pour ces expériences, nous nous sommes limités à des quatuors à cordes, ce qui facilite l’ana-
lyse étant donné que les pièces sont séparées en quatre voix (premier et deuxième violon, alto,
violoncelle). Nous avons ainsi rassemblé 11 premiers mouvements de quatuors de Mozart, Haydn
et Schubert (figure 8.14).

Afin d’évaluer nos algorithmes, nous avons manuellement identifié pour chacun de ces mou-
vements le couple exposition/réexposition, en nous appuyant sur les analyses de Hepokoski et
Darcy [40] ainsi que sur notre propre analyse.
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Figure 8.13 – Recherche du couple exposition/réexposition dans le premier mouvement du quatuor
à cordes K. 157 no 4 de W. A. Mozart comprenant 126 mesures. Le schéma du haut montre une
analyse possible (faite par nos soins) avec cadences et marqueurs structurels en utilisant les notations
de [40] (voir figure 8.12). Le schéma du bas représente ce qui est trouvé par le programme. Les
traits fins verticaux dans l’exposition montrent des fins de phrases potentielles, et les traits gras des
cadences potentielles (majuscule: majeur, minuscule: mineur). Le couple exposition/réexposition
est retrouvé, mais la zone S prédite est détectée en amont de la zone réelle S, la fin de la transition
entre P et S étant déjà transposée à la dominante dans l’exposition. De plus, la zone S prédite
s’étend aussi sur la conclusion C.

La figure 8.13 montre une analyse obtenue sur le quatuor K. 157 no 4 de Mozart avec les
opérations suivantes :

— recherche de cadences parfaites (V vers I en position fondamentale, avec arrivée sur la tonique
à la voix supérieure) [GGLL2015] ;

— recherche de fins potentielles de phrases par une simple détection rythmique (notes plus
longues que leur entourage ou suivies de silences) ;

— recherche des zones P/S, par une adaptation de l’algorithme de Mongeau-Sanko↵ qui calcule,
par programmation dynamique, les similarités entre deux mélodies [68]. Nous utilisons une
fonction de score qui favorise les similarités diatoniques [GGL2012b]. Cette recherche concerne
uniquement la voix supérieure (premier violon).

La zone P est recherchée du départ à une fin de phrase, sans transposition. La zone S est
recherchée également après la zone P, sous la contrainte d’une transposition de la dominante vers la
tonique (V vers I). Dans ce mouvement du quatuor K. 157, on voit que la stratégie met en évidence
le couple exposition/réexposition.
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La figure 8.14 montre les résultats sur les 11 pièces. Le début de P, marquant le début du couple
exposition/réexposition, est retrouvé 9 fois à la position correcte, dont 7 fois de manière unique.
Dans 8 de ces 9 cas, une deuxième zone (S) est identifiée avec une transposition de V vers I, dans
la plupart des cas à moins de 10 mesures du début réel du thème S :

— la fin de la transition entre P et S peut être identique (mais transposée) entre l’exposition et
la réexposition (prédiction de S avant le S réel) ;

— le thème S peut être transformé ou repris à une autre voix (prédiction de S après le S réel).

Certains thèmes ne sont pas identifiés ou détectés à des positions incorrectes (2 thèmes P et 3
thèmes S). Par exemple, dans le quatuor K. 80, on ne trouve pas le thème P car seule la fin est
reprise dans la réexposition. Dans le quatuor K. 387, le thème S est joué par le deuxième violon,
ce qui empêche sa détection correcte.

Ainsi, nos expériences sur quelques pièces montrent qu’il est possible informatiquement d’ana-
lyser des partitions de formes sonates en retrouvant certains éléments du couple exposition/réexpo-
sition (début de la réexposition, parcours tonal à grande échelle). Plusieurs perspectives pour pro-
gresser vers une analyse automatisée sont présentées dans le chapitre 10.
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Figure 8.14 – Recherche du couple exposition/réexposition sur 11 premiers mouvements de qua-
tuors à cordes en forme sonate. Pour chaque pièce, la colonne “`” indique la longueur en mesures
ainsi que le mètre. La colonne “Analyses” indique, en haut, quelques éléments de notre analyse
manuelle pour l’exposition comme pour la réexposition (P: zones thématique principale, éventuel-
lement suivie d’une transition, S: zone thématique secondaire, C: conclusion, O: coda), et, en bas,
l’analyse e↵ectuée informatiquement. La colonne “P” indique si le thème est trouvé exactement
(+), avec quelques mesures de décalage dues à la présence d’une introduction (=) ou mal ou non
trouvé (�). Lorsque le second thème est trouvé, la colonne “S” indique le décalage, en mesures,
entre cette prédiction et le “vrai” second thème. Notons que le quatuor op. 33 no 2 de Haydn est
monothématique, les deux zones P et S étant construites sur le même matériau mélodique. De plus,
dans les quatuors op. 54 et 64 de Haydn, il n’y a pas de réexposition pour S.
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Chapitre 9

Analyse à partir de fichiers

polyphoniques

Les analyses présentées dans les sections précédentes ont été réalisées à partir de fichiers dont les
voix étaient séparées, c’est-à-dire sur des lignes monophoniques. Il existe des algorithmes (notam-
ment géométriques) permettant de faire de la recherche de motifs sur des fichiers polyphoniques [67],
cependant le travail direct à partir de fichiers polyphoniques est très complexe, en particulier pour
de la recherche approchée. C’est pourquoi nous avons décidé de travailler sur les algorithmes de
séparation en voix (permettant d’obtenir des lignes monophoniques) et en streams (regroupant des
notes par groupes cohérents, possiblement polyphoniques, par exemple en suites d’accords). Ainsi
nous avons co-encadré (avec M. Giraud et R. Groult) la thèse de Nicolas Guiomard-Kagan, dé-
butée en 2013 et sur le point d’être soutenue. Nicolas a d’abord fait un état de l’art d’une part
des algorithmes existants pour traiter les fichiers symboliques polyphoniques, d’autre part des mé-
thodes de séparation de voix. Il a ensuite amélioré les algorithmes de séparation de voix à partir de
fichiers polyphoniques symboliques, et proposé des métriques pertinentes pour comparer les résul-
tats des di↵érents algorithmes. Ses travaux ont déjà fait l’objet de deux publications en conférence
internationale en collaboration avec Mathieu Giraud, Richard Groult et moi-même [GGGL2015,
GGGL2016]. Ces travaux ne sont pas détaillés ici.

Dans ce chapitre, nous abordons deux problèmes liés à une certaine compréhension de la com-
plexité de la musique polyphonique, et qui peuvent apporter des critères complémentaires pour
l’étude de la structure présentée dans le chapitre précédent : le rythme et la texture.

9.1 Extraction du rythme dans la musique polyphonique

Ce travail a fait l’objet de ma première collaboration avec M. Giraud et R. Groult, par l’en-
cadrement de stage de master de C. Séguin, et a donné lieu à un article présenté en conférence
internationale [AGGGLS2011].

Dans cette section nous nous concentrons sur le composant rythmique de la similarité musicale
symbolique, proposant plusieurs moyens d’extraire une signature monophonique à partir d’une
partition polyphonique. La question en filigrane est de savoir si le rythme seul peut être représentatif
d’un motif, et de façon générale, si le rythme pourrait aussi caractériser une chanson ou un genre
musical, et être un moyen d’identifier une chanson. Les exemples de rythmes particulièrement
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caractéristiques qui viennent en général à l’esprit sont le début de la 5ème symphonie de Beethoven,
le motif de batterie deWe Will Rock You ou le Boléro de Ravel. Les études sur le“Query By Tapping
(QBT)”, où l’utilisateur tape un rythme sur un micro par exemple [46, 37], permettent dans certaines
situations d’identifier une chanson monophonique. À une plus large échelle, les musicologues ont
étudié comment le rythme, comme la tonalité, peut structurer une pièce à di↵érents niveaux [21, 90].

Pour aller plus loin qu’une simple extraction de tous les intervalles de temps entre onsets, nous
avons sélectionné les notes selon leur durée (courtes ou longues) et leur intensité. Une fois le rythme
extrait, nous avons utilisé la programmation dynamique pour comparer plusieurs séquences.

Nous avons cherché les motifs rythmiques spécifiques à une pièce unique en fonction de leur taille,
et e↵ectué des expériences de requêtes de similarité sur du Ragtime et des variations de Chorals
de J.-S. Bach. Les résultats ont montré que les extractions de notes longues et celles prenant en
compte l’intensité étaient souvent de bons choix pour l’extraction de rythme. Nos conclusions sont
que, même pour une musique polyphonique, le rythme seul, extrait de manière adéquate, peut
su�re à identifier une pièce ou e↵ectuer des requêtes de similarité pertinentes.

9.1.1 Représentation de séquences rythmiques monophoniques

Partant de partitions symboliques, nous supposons que les rythmes sont déjà quantisés sur les
temps, et nous n’étudions pas les paramètres de tempo et de métrique. Si nécessaire, plusieurs
requêtes permettent de gérer les cas où le tempo est doublé ou divisé par deux.

On modélise le rythme comme une succession de durées entre notes, c’est-à-dire des intervalles
inter-onsets, mesurés en noires ou en fractions de noires (voir la figure 9.1). 

!" " "

Music engraving by LilyPond 2.12.3—www.lilypond.org

Figure 9.1 – La séquence de rythme monophonique (1, 0.5, 0.5, 2).

Ainsi, dans ce modèle simple, il n’y a pas de silences, puisque chaque note, sauf la dernière, est
considérée jusqu’au début de la note suivante.

9.1.2 Extraction de rythme

Dans cette section, nous proposons plusieurs extractions rythmiques. La figure 9.2 présente un
exemple appliquant ces extractions sur le début d’un choral de J.-S. Bach.

L’extraction la plus simple est de considérer tous les onsets d’une pièce, réduisant la polyphonie
à une piste monophonique simple. Cette extraction (“noteson extraction”) extrait les durées des
intervalles inter-onsets de tous les groupes de notes consécutifs. Pour chaque note ou chaque groupe
de notes jouées simultanément, la durée considéree est l’intervalle de temps entre l’onset du groupe
de notes courant et l’onset suivant. Chaque groupe de notes est pris en compte et représenté dans
le motif rythmique extrait. Cependant, cette extraction n’est pas vraiment représentative de la
polyphonie : quand plusieurs notes de durée di↵érente sont jouées en même temps, il peut y avoir
des notes plus importantes que d’autres.

En nous inspirant de l’extraction mélodique symbolique où l’on peut extraire la hauteur la plus
haute (ou la plus basse) de chaque groupe de notes [105], nous avons proposé plusieurs idées pour
choisir les onsets et les durées les plus représentatives de la polyphonie.
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Figure 9.2 – Extraction de rythme sur le début du Choral de J.-S. Bach BWV 278.

Prise en compte de la durée des notes : longues, courtes À un onset donné, pour une note
ou un groupe de notes jouées simultanément :

— dans l’extraction long , tous les évènements se produisant pendant la durée de la note la plus
longue sont ignorés. Par exemple, comme il y a une noire sur le premier onset de la figure 9.2,
le deuxième onset (croche au ténor) est ignoré ;

— de même, pour l’extraction short , tous les évènements se produisant pendant la durée de la
note la plus courte sont ignorés. Cette extraction est très proche de l’extraction de base (pour
tous les onsets).

Dans les deux cas, plusieurs onsets pouvant être ignorés, la durée considérée est l’intervalle de
temps entre l’onset du groupe courant et le suivant non ignoré. L’extraction long apporte des gains
significatifs dans les requêtes de similarité (voir la section 9.1.3).

Prise en compte de l’intensité des onsets La deuxième idée est de filtrer les évènements en
fonction du nombre de notes se produisant, par exemple en gardant seulement les onsets impliquant
au moins k notes (intensity+) ou strictement moins que k notes (intensity�), où le seuil k est choisi
en fonction de l’intensité globale de la pièce. Les durées considérées sont les intervalles de temps
entre des groupes filtrés consécutifs. La figure 9.2 montre un exemple pour k = 3. Cette extraction
est proche de ce qui peut être fait sur le signal audio pour la détection de pics.

9.1.3 Recherche de similarités rythmiques

Protocole Notre corpus est constitué de 5900 fichiers MIDI de musique occidentale, triés par
genre (dont 204 classique, 419 jazz/latin, 4924 pop/rock), où nous avons retiré la piste de batterie
(channel MIDI 10) pour éviter que les extractions rythmiques ne contiennent de trop grandes suites
de croches dues à une écriture répétitive. Puis, pour chaque extraction présentée ci-dessus, nous
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avons traité tous les fichiers de la base. Pour chaque fichier, nous avons pris comme seuil k pour
l’intensité la valeur médiane entre toutes les intensités. Pour cela, nous avons utilisé la plateforme
Python music21 [22].

Nous avons essayé d’identifier une chanson grâce à un motif de plusieurs durées successives pris
dans une extraction rythmique, et cherché les occurrences de ce motif dans toutes les chansons de
la base. Nous avons ensuite essayé de déterminer si ces extractions rythmiques étaient pertinentes
pour détecter les similarités. Nous avons testé deux cas particuliers : le Ragtime (section 9.1.3) et les
variations des chorals de Bach (section 9.1.3). Ces deux cas présentent des di�cultés polyphoniques
et rythmiques : le ragtime a un rythme très répétitif à la main gauche mais une main droite très
libre, et les chorals de Bach présentent des di↵érences rythmiques entre leurs di↵érentes versions.

Comparaison de rythme monophonique Plusieurs comparaisons de rythme ont été propo-
sées [102]. Ici, on les compare en alignant des durées. Soit S(m,n) le meilleur score pour aligner
localement une séquence rythmique x1 . . . xm avec une autre y1 . . . yn. Tout comme dans la par-
tie 8.2.2, nous calculons le score de similarité par une équation de programmation dynamique, en
adaptant l’algorithme de Mongeau-Sanko↵ sans prendre en compte les hauteurs de notes. Comme
dans les sections précédentes, l’alignement peut ensuite être retrouvé par retour en arrière dans la
table de programmation dynamique.

Il peut y avoir une correspondance (match) ou une substitution (s) entre deux durées, une
insertion (i) ou une délétion (d) d’une durée. L’opération de consolidation (c) est le regroupement
de plusieurs durées en une durée unique, et la fragmentation (f) divise une durée en plusieurs
durées.

Les matchs, consolidations et fragmentations respectent les temps et les temps forts de la mesure,
alors que les substitutions, insertions et délétions peuvent altérer la structure rythmique et devraient
être plus lourdement pénalisées. Les scores sont évalués dans la partie 9.1.3 où l’on confirme que,
la plupart du temps, les meilleurs résultats sont obtenus en prenant en compte les opérations de
consolidation et de fragmentation.
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Figure 9.3 – Alignement entre deux séquences rythmiques.

Identification de chanson Pour chaque extraction rythmique et chaque longueur comprise entre
5 et 50, nous sélectionnons aléatoirement 200 motifs distincts apparaissant dans les fichiers de la
base. Ensuite nous cherchons ces motifs dans les 5900 fichiers (figure 9.4).

On observe que dès que les longueurs grandissent, les motifs sont très spécifiques. Pour les
longueurs 10, 15 et 20, le nombre de motifs (sur 200) correspondant à un fichier unique est le
suivant :
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Figure 9.4 – Nombre de fichiers trouvés pour des motifs de longueur 5 à 35. Les courbes avec des
points indiquent les valeurs médianes, les autres indiquent des valeurs moyennes.

Extraction 10 notes 15 notes 20 notes
noteson 49 85 107
short 58 100 124
long 85 150 168
intensity+ 91 135 158
intensity� 109 137 165

On remarque que les extractions long et intensity+ /� sont plus spécifiques que noteson. Sur
12 notes, les valeurs médianes de la figure 9.4 sont égales à 1 sauf pour les extractions noteson et
short . Dans plus de 70% des requêtes, 15 notes sont su�santes pour retrouver un fichier unique.

Les résultats pour les valeurs moyennes sont perturbés par quelques motifs correspondant à un
nombre élevé de fichiers. La figure 9.5 montre quelques motifs significatifs de 10 notes. La plupart
du temps, les motifs apparaissant très souvent sont des répétitions de la même note, comme le
motif (a). Avec l’extraction long , 174 fichiers contiennent 30 noires consécutives, et 538 fichiers
contiennent 30 croches consécutives. Ces nombres augmentant encore avec les extractions noteson
(et short), ceci explique que l’extraction long soit plus spécifique.

Le nombre d’occurrences de chaque motif est déterminé essentiellement par son intérêt musical.
Par exemple, dans un motif de 3 durées, (d) apparâıt plus souvent que (g), qui est un rythme plutôt
di�cile. De la même manière, parmi les motifs contenant seulement des noires et des croches, (b) et
(c) peuvent être trouvés plus souvent que (f). On remarque également que les motifs avec des durées
plus longues, même répétitifs comme le motif (e), apparaissent généralement moins fréquemment
que ceux contenant des durées plus courtes.

Similarités dans le Ragtime Le ragtime, l’un des précurseurs de la musique Jazz, a un tempo
strict maintenu par la main gauche du pianiste et un swing typique créé par une mélodie syncopée à
la main droite. Ici, nous avons considéré 17 fichiers de ragtime. Nous avons ensuite comparé certains
de ces ragtimes avec un ensemble de fichiers comprenant ces 17 ragtimes et d’autres fichiers choisis
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Figure 9.5 – Quelques motifs avec 10 durées, et le nombre de fichiers correspondant pour les
extractions noteson et long .

aléatoirement dans la base. Nous avons testé plusieurs fonctions de score : toujours +1 pour une
correspondance, et �10, �5, �2, �1, �1/2 ou �1/3 pour une erreur. Nous avons également testé
la non pénalisation de la consolidation et de la fragmentation (c/f).

Pour chaque fonction de score, on calcule les taux de vrais et de faux positifs selon tous les
seuils di↵érents. L’extraction long , utilisée avec les scores +1 pour un match et �1 pour toutes les
erreurs, donne ici de très bons résultats.

En moyenne sur 9 requêtes, le meilleur ensemble de scores pour chaque extraction est le sui-
vant 1 :

Extraction Scores Performance moyenne
s/i/d c/f match

noteson �5 0 +1 0.711
short �1 �1 +1 0.670
long �1 0 +1 0.815

intensity+ �1/3 0 +1 0.622
intensity� �1 �1 +1 0.697

La plupart du temps, les séquences qui correspondent sont de longues séquences de croches,
comme dans le motif (a) de la figure 9.5. Si de tels motifs sont fréquents avec une extraction
noteson, leur présence dans les extractions longues est plus fréquente dans le ragtime que dans
d’autres styles musicaux. Par exemple, le motif (a) est trouvé dans 76% des extractions longues de
Ragtimes, contre seulement 25% dans l’ensemble de la base.

En e↵et, dans les partitions de ragtime, la main droite est très libre et avec beaucoup de syncopes,
alors que la main gauche est mieux structurée. Ici les syncopes ne sont pas prises en compte dans
l’extraction long , et la main gauche (souvent en croches, comme dans la figure 9.6) y est préservée.

1. Voir l’article [AGGGLS2011] pour des précisions sur le calcul de la performance
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Figure 9.6 – Possum Rag (1907), de Geraldine Dobyns.

Finalement, l’extraction intensity+ ne donne pas de bons résultats (contrairement aux Chorals
de Bach, voir la partie suivante).

En fait, cette extraction préserve les syncopes de la pièce, les accents dans la mélodie impliquant
souvent des accords qui passent au travers du filtre par nombre de notes (voir dans la figure 9.6).

Similarités dans les variations des Chorals de Bach Plusieurs chorals de Bach sont des
variations les uns des autres, partageant une mélodie exactement identique ou très similaire.

Ces chorals présentent des variations principalement dans leur partie à 4 voix, menant à des
di↵érences dans les extractions rythmiques (voir la figure 9.7).
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Figure 9.7 – Extraction de séquences rythmiques long de di↵érentes variations du début du choral
Christ lag in Todesbanden. Les di↵érences entre les variations sont dues aux di↵érences dans les
rythmes des parties à 4 voix.

Nous considérons une collection de 404 chorals de Bach transcrits par www.jsbchorales.net
et disponibles dans le corpus music21 [22]. Nous avons sélectionné 5 chorals ayant plusieurs ver-
sions : Christ lag in Todesbanden (5 versions, dont une copie parfaite), Wer nun den lieben Gott
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(6 versions), Wie nach einer Wasserquelle (6 versions), Herzlich tut mich verlangen (9 versions),
and O Welt, ich muss dich lassen (9 versions).

Pour chaque choral, on utilise une version pour e↵ectuer une requête contre tous les autres
chorals, essayant de retrouver les résultats les plus semblables. En faisant une moyenne sur les 5
chorals, le meilleur ensemble de scores pour chaque extraction est le suivant 2 :

Extraction Scores Performance moyenne
s/i/d c/f match

noteson �1 0 +1 0.769
short �1 0 +1 0.781
long �5 �5 +1 0.871

intensity+ �1 0 +1 0.880

intensity� �5 0 +1 0.619

Même si l’extraction noteson donne déjà de bons résultats, long et intensity+ amènent des amélio-
rations notables. La plupart du temps, les meilleurs scores correspondent à des alignements entre
8 et 11 mesures, couvrant une grande partie des chorals. Nous avons ainsi réussi à aligner presque
globalement un choral et ses variations. Nous avons testé s’il n’y avait pas de biais sur la longueur
totale : par exemple le choral BWV 278 a une longueur d’exactement 64 temps, comme 15% des
chorals, mais la distribution de score est quasiment la même dans ce choral que dans les autres.

9.1.4 Discussion

Dans toutes ces expériences, nous montrons que plusieurs méthodes sont plus spécifiques qu’une
simple extraction noteson (ou qu’une extraction short similaire). L’extraction intensity� pourrait
fournir les motifs les plus spécifiques pour utiliser comme signature (voir la figure 9.4), mais elle n’est
pas appropriée pour être utilisée dans les requêtes de similarité. Les extractions long et intensity+

donnent de bons résultats dans l’identification d’une chanson, mais aussi dans les requêtes de
similarité au sein d’un genre ou de variations d’une musique.

Il reste à mesurer ce qui est réellement perdu en laissant de côté l’information de hauteur des
notes : une perspective serait d’inclure la comparaison des extractions rythmiques avec d’autres
extractions impliquant la détection de mélodie, ou l’analyse de la partie batterie supprimée dans
cette étude.

Maintenant nous allons aborder une autre caractéristique susceptible d’apporter beaucoup pour
l’analyse de forme en général sur des fichiers polyphoniques : la texture.

9.2 Vers une modélisation de la texture sur des données symbo-

liques

Ce travail a été réalisé en collaboration avec M. Giraud, M. Rigaudière à l’occasion du co-
encadrement de deux étudiants en Projet de Master à l’université de Lille : F. Mercier et D.
Thorez. Il a fait l’objet d’une publication en conférence internationale [GLMRT2014] et la suite de
ce travail est actuellement en cours avec M. Rigaudière et F. Doé de Maindreville.

2. Voir l’article [AGGGLS2011] pour des précisions sur le calcul de la performance
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L’étude de la texture est partie intégrante du processus d’analyse musicale. En particulier, ce
sont les changements de texture qui jouent un rôle important dans la connaissance des structures
musicales. Si la texture est une caractéristique couramment utilisée pour analyser des données mu-
sicales audio, elle est rarement prise en compte dans les études symboliques. Nous avons proposé
une formalisation de la musique instrumentale occidentale classique en couches de mélodie et d’ac-
compagnement, et fourni un algorithme capable de détecter les couches homorythmiques dans les
données polyphoniques où les voix n’étaient pas séparées. Nous présentons une évaluation de ces
méthodes pour les mouvements parallèles par rapport à une analyse de référence contenant l’ana-
lyse texturale de 10 pièces instrumentales, incluant les premiers mouvements de six quatuors Op.
33 de J. Haydn.

9.2.1 Texture musicale

D’après le “Grove Music Online”, la texture se réfère à l’aspect sonore d’une structure musi-
cale. On di↵érencie en général les textures homophoniques (parties similaires rythmiquement) des
textures polyphoniques (di↵érentes couches, par exemple mélodie accompagnée ou parties contra-
puntiques). Certaines catégorisations plus précises ont été proposées, par exemple par Rowell [93,
p. 158 – 161] qui a proposé 8 “valeurs texturales”, parmi lesquels la verticalité ou l’horizontalité
de l’écriture, l’entrelacement des mélodies, l’organisation en motifs, le jeu dialogique, la densité, ...
Ce qui est souvent intéressant dans le discours musical est le changement de texture : J. Dunsby,
a�rme ainsi que “on n’a pas grand chose à dire du tout sur la texture en elle-même, car tout dépend
de ce qui est comparé et avec quoi” [29].

Texture orchestrale. Le terme texture est utilisé pour décrire l’orchestration, c’est-à-dire la
manière dont le matériel musical est organisé selon les di↵érents instruments ou pupitres, prenant
en compte les registres et les timbres. Dans son livre de 1955 sur l’Orchestration, W. Piston présente
sept types de texture : l’unison orchestral, la mélodie accompagnée, la mélodie secondaire, l’écriture
en voix, la texture contrapuntique, les accords, et les textures complexes [80].

En 1960, Q. R. Nordgren [75] pose la question : “Est-il possible de mesurer la texture ?”. Il
propose de quantifier les relations verticales et horizontales des sons créant la texture au delà
des catégories usuelles telles que homophonie/polyphonie ou léger/lourd. Il considère 8 caractéris-
tiques, leur donnant des valeurs numériques, dont le nombre d’instruments, leur ambitus, registre et
espacement, les concentrations (doublures)... Il analyse ensuite 8 symphonies de Beethoven, Men-
delssohn, Schumann et Brahms avec ces critères, trouvant des di↵érences caractéristiques entre ces
compositeurs.

Texture non-orchestrale. Cependant, le terme texture se réfère aussi à la musique produite par
un plus petit groupe d’instruments, même de timbre identique (comme un quatuor à cordes), ou par
un unique instrument polyphonique comme le piano ou la guitare. D’un point de vue extrême, on
peut considérer la texture d’un instrument monophonique : un simple suite de notes monophonique
peut sonner comme une mélodie, mais peut aussi avoir le rôle de motif d’accompagnement, comme
des accords arpégés ou une basse d’Alberti.

Texture en analyse musicale. L’étude de la texture fait partie d’une analyse, même si elle ne
fait pas sens par elle-même. Comme établie par J. Levy, “même si elle ne peut exister indépendam-
ment, la texture peut rendre les relations fonctionnelles et les signes créés par d’autres variables plus
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évidents et complètement e↵ectifs.” [58]. La texture joue un rôle significatif dans la connaissance
des structures musicales. J. Dunsby lui attribue deux rôles principaux : l’illusion qu’elle crée, et
l’attente qu’elle fait nâıtre auprès des auditeurs envers les textures familières [29]. J. Levy montre
par de nombreux exemples que la texture peut être un signe dans la musique classique et du début
du romantique, décrivant le rôle des motifs d’accompagnement, des solos et de l’unisson pour attirer
l’attention de l’auditeur avant d’important changements structurels [58].

Texture et Recherche d’Informations Musicales (MIR) En général la texture n’est pas
analysée en profondeur et formalisée comme d’autres paramètres (en particulier la mélodie et l’har-
monie). Dans le domaine MIR, elle est souvent utilisée en analyse audio, mais réduite à une descrip-
tion timbrale. Toute méthode traitant de signaux audio est d’une certaine manière liée au timbre
et à la texture [53, 24]. Il existe par exemple plusieurs études de la segmentation utilisant la tex-
ture audio [24, 104]. Plus généralement, le terme “texture sonore” peut être utilisé pour décrire ou
synthétiser des signaux audio non-instrumentaux, comme les sons ambiants [94, 99].

Parmi les études analysant des partitions représentées par des données symboliques, peu prennent
en compte la texture. En 1989, D. Huron [43] explique que les trois significations courantes du terme
texture sont le volume, la diversité des éléments utilisés et la description de la “surface”, les deux
premiers étant plus facilement formalisables. Utilisant un espace bidimensionnel basé sur la syn-
chronisation des onsets et le mouvement de hauteurs, il a identifié 4 grandes catégories de textures :
monophonie, homophonie, polyphonie et hétérophonie. Il a également trouvé que des genres musi-
caux di↵érents occupaient di↵érentes régions de l’espace défini.

Certaines caractéristiques de la bibliothèque jSymbolic, utilisée pour la classification de fichiers
MIDI, concernent la texture musicale [65, 64]. “[Elles] tiennent compte spécifiquement du nombre
de voix indépendantes dans une pièce et comment ces voix sont liées entre elles .” [64, p. 209].
Ces caractéristiques sont calculées sur des fichiers MIDI où les voix sont séparées, et incluent
des paramètres statistiques sur l’organisation des chorals ou de la musique orchestrale : nombre
de notes maximum, moyen, variabilité de paramètres sur les voix individuelles (nombre de notes,
durée, dynamique, sauts mélodiques, ambitus), voix la plus grave, la plus haute, chevauchement,
mouvement parallèle, distance de hauteur entre les voix.

En 2008, Tenkanen et Gualda [101] détectent les frontières articulant une pièce musicale selon
6 critères incluant des ensembles de classes de hauteur et des rations de densité sur les onsets.
D. Rafailidis et al. segmentent une partition en plusieurs flux (“streams”) basés sur des règles de
proximité de hauteur et de temps. [15, 84].

Ainsi, il n’y a pas énormément d’études sur la modélisation ou l’analyse automatique de la
texture. Même si la description de la texture musicale peut être faite à un niveau local de la
partition, elle nécessite une compréhension plus haut-niveau de la musique. Nous proposons ici
de ne pas prendre en compte les paramètres d’orchestration, mais de nous concentrer sur des
caractéristiques données par la configuration locale des notes, prenant en compte la façon dont elles
pourraient être divisées en di↵érentes couches. De même, nous ne regardons pas l’harmonie ou les
motifs, les phrases ou la répétition de motifs à large échelle.

La section suivante présente un modélisation formelle de la texture et une analyse de référence
des premiers mouvements de dix quatuors à cordes. Nous proposons ensuite un algorithme pour
découvrir certains éléments de texture dans des partitions polyphoniques où les voix ne sont pas
séparées, et finalement nous présentons une évaluation de cet algorithme et une discussion sur les
résultats.
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:::  ./texture  -T  truth/sonata-quartet.truth  --polyphonic  data/Mozart-K157-4.krn  --score  --no-analysisdefault_files= '':  ['../../../sonata/data/Beethoven-19-1.krn'],  'bla':  ['data/file1.krn',  'data/file2-*.krn']
::  2014-07-19  11:01:49.599179

<Truth  'truth/sonata-quartet.truth'>

Mozart-K157-4
====  Mozart-K157-4  -  Mozart  String  Quartet  n°4,  K  157  ====
     C  Major,  sonata  form,  4  voices  (SATB)
:  h:  homorythmy
>>>  texture
  *  1,    75  :  mel/acc  (SAp  /  TB)
  *  8,    82  :  mel/acc  (SA  /  TBp)
  *  9,    83  :  mel/acc  (SAp  /  T  syncopation,  B)
  *  13,   87  :  mel/acc  (SAp  /  TB  imitation)
  *  19,   93  :  mel/acc  (SAo  /  TBh)
  *  20,   94  :  mel/acc  (SAp  /  TBhr)
  *  21,   95  :  IMITATION/acc  (SA  /  TB)
  *  25,   99  :  IMITATION/acc  (SA  /  TB)
  *      102  :  mel/acc  (S  /  ATB)   
  *  29,  103  :  mel/acc  (S  /  ATBhr)  
  *  30       :  mel/acc  (S  /  ATBh)
  *      104  :  mel/acc  (SAh/  TBh)
  *  31,  105  :  mel/acc  (S  /  ATBh  SPARSE  CHORDS)   
  *  33,  107  :  acc/mel/acc  (S  /  ATp  /  B)
  *  35,  109  :  acc/mel  (SAT  /  B)
  *  36,  110  :  acc/mel  (SA  /  TBp)
  *  37       :  mel/acc  (SAp  /  TBp)
  *      111  :  mel/acc  (S  /  ATh,  B)
  *  38,  112  :  mel      (S)
  *  39,  113  :  acc/mel  (ST  /  ABp)
  *  41,  115  :  mel/acc  (S  /  ATB)   
  *  42,  116  :  mel/acc  (S  /  ATBh  SPARSE  CHORDS)   
  *  46,  120  :  homorhythmy  (SATop,  B)
  *  49,  120  :  mel/acc  (SAp  /  TB)
  *      124  :  mel/acc  (STh  /  AB)
  *  53       :  mel/acc  (S  /  ATBh  SPARSE  CHORDS)
  *  63       :  acc/mel/acc   (S  /  ATh  /  B)
  *  67       :  acc/mel   (SA  /  TBh)
  *  70       :  intensification  (?)
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
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1, 75 : mel/acc (SAp / TB)

8, 82 : mel/acc (SA / TBp)

9, 83 : mel/acc (SAp / T syncopation, B)

13, 87 : mel/acc (SAp / TB imitation)

19, 93 : mel/acc (SAo / TBh)

20, 94 : mel/acc (SAp / TBhr)

21, 95 : imitation/acc (SA / TB)

25, 99 : imitation/acc (SA / TB)

102 : mel/acc (S / ATB)

29, 103 : mel/acc (S / ATBhr)

30 : mel/acc (S / ATBh)

104 : mel/acc (SAh/ TBh)

31, 105 : mel/acc (S / ATBh sparse chords)

33, 107 : acc/mel/acc (S / ATp / B)

...

Figure 9.8 – Début du quatuor K. 157 no 4 de W. A. Mozart, avec une analyse de référence
décrivant les textures. On étiquette S / A / T / B (soprano / alto / tenor / basse) les quatre
instruments (violon I / violon II / alto / violoncelle). Les huit premières mesures ont une couche
mélodique “SAp” construite selon un mouvement parallèle (en tierces), cependant le mouvement
parallèle contient quelques exceptions (unisson sur la note “do”, temps fort sur les mesures 1 et 8
et petite interruption au début de la mesure 5).

9.2.2 Formalisation de la texture

Modélisation en couches Nous choisissons de modéliser la texture en regroupant les notes en
plusieurs “couches” (ou “streams”) selon la façon dont elles sont perçues.

La ségrégation de flux d’écoute (“Auditory stream segregation”) fut introduite par Bregman,
qui a étudié plusieurs paramètres influençant cette ségrégation [12]. En se concentrant sur les
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informations contenues dans la partition, les notes peuvent être regroupées en de telles couches
selon des règles de perception [27, 84]. Le nombre de couches n’est pas directement le nombre
de voix (monophoniques) jouées par les instruments, il peut y avoir jusqu’à seulement une couche
perçue, lorsque plusieurs voix se fondent en homorythmie. Au contraire, certains motifs conçus sur
une voix unique peuvent être perçus comme plusieurs couches, comme la basse d’Alberti.

Précisément, nous modélisons la texture en couches selon deux vues complémentaires. Tout
d’abord, nous considérons deux rôles principaux pour les couches, selon leur perception par l’audi-
teur : les couches mélodiques (mel) (dominées par un mouvement de hauteurs contigües), les couches
d’accompagnement (acc) (dominées par l’harmonie et/ou le rythme). Ensuite, nous décrivons com-
ment chaque couche est composée :

— Une couche mélodique peut être soit une voix monophonique (solo), soit deux voix ou plus
en homorythmie (h), ou avec une relation plus proche, comme (du plus générique au plus
similaire) un mouvement parallèle (p), un doublement à l’octave (o) ou à l’unisson (u). Les
relations h/p/o/u n’ont pas besoin d’être exactes : par exemple, un mouvement parallèle peut
être partiellement en tierces, partiellement en sixtes, et inclure quelques notes étrangères (voir
la figure 9.8).

— Une couche d’accompagnement peut aussi être décrite par des relations h/p/o/u, mais elle
mérite souvent que l’on regarde sa composante rythmique : par exemple, une telle couche
peut contenir des accords tenus, épars ou répétés, une basse d’Alberti, des notes de pédale,
ou des syncopes.

Les catégories de texture usuelles peuvent alors être définies par :

— mel/acc – une mélodie accompagnée ;

— mel/mel – deux mélodies indépendantes (contrepoint, imitation...) ;

— mel – une mélodie (soit solo, soit plusieurs voix avec une relation h/p/o/u), pas d’accompa-
gnement ;

— acc – seulement un accompagnement, quand aucune mélodie ne se dégage de ce qu’on entend
(comme dans certaines transitions par exemple)

Ce formalisme permet de décrire davantage de couches, comme acc/acc, mel/mel/mel/mel, ou
mel/acc/acc.

Limites. Cette modélisation de la texture est souvent ambigüe, et a des limites. On peut s’inter-
roger sur la distinction entre mélodie et accompagnement. Certaines mélodies peuvent contenir des
notes répétées, des motifs en arpèges et impliquer fortement une certaine harmonie. Il est égale-
ment trop simpliste de limiter le rôle de l’accompagnement à de l’harmonie et du rythme. De plus,
certains gestes texturaux ne sont pas modélisés, comme les gammes ascendantes ou descendantes.
Finalement, ce que Piston appelle des “textures complexes” (et qui est sans doute le plus intéres-
sant), à savoir l’entrelacement des di↵érentes couches [80, p. 405], ne peut pas toujours être modélisé
de cette façon. Néanmoins, la formalisation ci-dessus est fondée pour la plupart des musiques de la
période classique et romantique, et correspond à un mode d’écriture mélodie/accompagnement.

Une analyse de référence pour la texture Nous avons manuellement analysé la texture de
10 premiers mouvements de quatuors à cordes les six quatuors de l’Op. 33 de Haydn, trois quatuors
de jeunesse de Mozart (K. 80 n. 1, K. 155 n. 2 and K. 157 n. 4), et le quatuor Op. 125 n. 1 de
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h p o u

Haydn Op. 33 n. 1 Si m 91m 38 0 8 1 0 0 5 19 21 1 0
Haydn Op. 33 n. 2 Mi[ M 95m 37 0 2 4 0 0 7 34 13 0 0
Haydn Op. 33 n. 3 Do M 172m 68 0 0 0 3 13 6 29 50 1 0
Haydn Op. 33 n. 4 Si[ M 90m 25 0 1 0 0 0 6 16 6 0 0
Haydn Op. 33 n. 5 Sol M 305m 68 0 3 4 7 0 5 56 45 6 0
Haydn Op. 33 n. 6 Ré M 168m 58 0 1 3 15 0 29 43 42 0 2
Mozart K. 80 n. 1 Sol M 67m 36 4 6 0 2 0 3 5 33 3 0
Mozart K. 155 n. 2 Ré M 119m 51 0 0 0 1 0 0 21 32 4 1
Mozart K. 157 n. 4 Do M 126m 29 0 3 6 2 0 7 18 22 2 0

Schubert Op. 125 n. 1 Mi[ M 255m 102 0 0 0 20 2 0 54 8 46 2

1488m 512 4 24 18 50 15 68 295 272 63 5

Table 9.1 – Nombre de segments dans l’analyse de référence des dix quatuors à cordes (premiers
mouvements) et nombre d’étiquettes h/p/o/u décrivant ces couches.

Schubert. Ces pièces couvrent les caractéristiques texturales que nous souhaitons expliciter. Nous
avons segmenté chaque pièce en segments non chevauchants basés uniquement sur l’information
texturale, en utilisant le formalisme décrit ci-dessus.

Il est di�cile de s’accorder sur la signification de segments courts et sur leurs frontières. Ici
nous avons choisi de reporter la texture avec une résolution d’une mesure : on considère seulement
les segments durant au moins une mesure (ou remplissant la majeure partie d’une mesure) et on
arrondit les frontières de ces segments aux barres de mesure.

Nous avons identifié 691 segments dans les 10 pièces, la table 9.1 détaille la répartition de ces
segments. Le fichier contenant l’analyse de référence est disponible sur www.algomus.fr/truth, et
la figure 9.8 montre l’analyse du début du quatuor K. 157 n. 4 de Mozart.

On précise pour chaque segment les voix impliquées et les relations h/p/o/u. Par exemple, si
on considère la catégorie la plus représentée : “mel/acc”, il y a 254 segments étiquetés soit “S /
ATB” ou “S / ATBh” (couche mélodique au premier violon) et 81 segments étiquetés “SAp / TB”
ou “SAp / TBh” (couche mélodique aux deux violons, en mouvement parallèle). Notons que les
relations h/p/o/u ont été évaluées de façon subjective. Les segments peuvent contenir de courtes
interruptions qui n’altèrent pas la perception générale de la relation h/p/o/u.

9.2.3 Trouver les couches synchronisées

Notre objectif est donc de proposer une analyse de la texture à partir d’une partition polypho-
nique où les voix ne sont pas séparées.

Une première idée est de commencer par segmenter la partition en couches avec les critères
de perception ci-dessus, puis d’essayer de qualifier certaines de ces couches. On peut par exemple
utiliser l’algorithme de [84] pour segmenter les pièces musicales en couches (appelées “streams”).
Cet algorithme repose sur une matrice de distance, indiquant pour chaque paire de notes si elles
sont susceptibles d’appartenir à la même couche. La distance entre deux notes est calculée entre
autres d’après leur simultanéité, leur hauteur et la proximité de leur onset. Ainsi, pour chaque note,
une liste des k plus proches voisins est établie. Puis les notes sont regroupées en clusters. Un stream
mélodique peut être découpé en plusieurs petites sections, puisque la diversité des mélodies n’assure
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pas toujours la cohérence à l’intérieur d’un cluster : travailler sur de larges couches les “applatit”
toutes. Même si cette approche produit de bons résultats en termes de segmentation, de nombreuses
couches sont encore trop éclatées pour être détectées comme des couches complètes de mélodie ou
d’accompagnement. Néanmoins, des algorithmes de classification pourraient étiqueter certaines de
ces couches en tant que mélodies ou accompagnements, voire détecter le type de l’accompagnement.

La seconde idée, que nous développons ici, est de détecter directement les couches importantes
à partir des données polyphoniques. Ici, nous choisissons de nous concentrer sur les relations si-
gnificatives basées sur les critères homorythmiques. Les paragraphes suivants définissent la no-
tion de couches synchronisées, c’est-à-dire de suites de notes liées par une relation d’homorythmie
(h/p/o/u), et montrent comment les calculer.

Couches synchronisées

Une note n est représentée par un triplet (n.pitch, n.start, n.end), où n.pitch appartient à une
échelle de hauteur (qui peut être définie diatoniquement ou par demi-tons), et n.debut et n.end
sont deux positions avec n.start < n.end. Deux notes n et m sont synchronisées (noté par n ⌘

h

m)
si elles ont le même début et la même fin.

Une couche synchronisée est un ensemble de deux suites de notes synchronisées consécutives
(en d’autres termes, ces suites correspondent à deux voix en homorythmie). Formellement, deux
suites de notes n1, n2...n

k

et m1,m2...m
k

forment une couche synchronisée quand :

— pour tout i dans {1, . . . , k}, n
i

.start = m
i

.start

— pour tout i dans {1, . . . , k}, n
i

.end = m
i

.end

— pour tout i dans {1, . . . , k � 1}, n
i

.end = n
i+1.start

Cette définition peut être étendue pour n’importe quel nombre de voix. Une relation p/o/u
ayant une signification musicale forte, nous voulons pouvoir les connâıtre. On peut donc restreindre
la relation ⌘

h

en considérant les informations de hauteur :

— on note n ⌘
�

m si l’intervalle entre les deux notes n et m est �. La nature de l’intervalle �
dépend du modèle choisi pour les hauteurs : par exemple l’intervalle peut être diatonique,
comme pour une “tierce” (mineure ou majeure), ou une approximation de l’information en
demi-tons, comme pour“3 ou 4 demi-tons”. Certaines couches synchronisées avec des relations
⌘

�

correspondent à des mouvements parallèles ;

— on note n ⌘
o

m si les notes n et m sont séparées par un nombre quelconque d’octaves ;

— on note n ⌘
u

m quand il y a une égalité exacte des hauteurs (unisson).

Soit une relation ⌘2{⌘
h

,⌘
�

,⌘
o

,⌘
u

}, on dit qu’une couche synchronisée respecte la relation ⌘
si ses notes sont liées deux à deux par cette relation. La relation ⌘

h

est une relation d’équivalence,
mais les relations restreintes n’ont pas besoin de l’être : certaines relations ⌘

�

ne sont pas transitives.
Par exemple, dans la figure 9.8, il y a, entre les voix S et A (correspondant aux violons I et II),

dans les deux premières mesures :

— une couche synchronisée (⌘
h

) sur les deux mesures ;

— et une couche synchronisée (⌘third) sur les deux mesures, sauf la première note.

Remarquons que ceci ne correspond pas exactement à l’analyse de référence “musicale” (mouve-
ment parallèle sur les 4 premières mesures) à cause de certains silences et des premières notes
synchronisées qui ne sont pas à la tierce.
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Une couche synchronisée est maximale si elle n’est pas strictement incluse dans une autre couche
synchronisée. Notons que deux couches synchronisées maximales peuvent se chevaucher si elles ne
sont pas synchronisées. De plus, le nombre de couches synchronisées peut crôıtre exponentiellement
avec le nombre de notes.

Détection des couches synchronisées

Un e↵et de texture très remarquable se produit lorsque toutes les voix utilisent la même texture
au même moment. Par exemple, un unisson soudain frappe l’attention de l’auditeur. On peut
d’abord vérifier si toutes les notes d’un segment de la partition appartiennent à une unique couche
synchronisée (sous une certaine relation). Les doublures à l’octave ou à l’unisson sont prises en
compte uniquement lorsqu’elles durent au moins deux temps.

Dans le cas général, la texture a plusieurs couches, et l’objectif est donc d’extraire les couches
en utilisant certaines des notes. Rappelons que nous travaillons sur des fichiers où la polyphonie
n’est pas séparée en voix. Nous voulons extraire les couches synchronisées maximales. Cependant,
comme leur nombre peut crôıtre exponentiellement avec le nombre de notes, on calcule seulement
les positions de début et de fin des couches synchronisées maximales.

L’idée de notre algorithme est la suivante : récursivement, deux voix n1, . . . , n
k

et m1, . . . ,m
k

sont synchronisées si et seulement si n1, . . . , n
k�1 et m1, . . . ,m

k�1 sont synchronisées, n
k

et m
k

sont synchronisées et finalement n
k�1.end = n

k

.start. Formellement, l’algorithme peut être décrit
comme suit :

´

Etape 1. Calcul d’une table avec les couches synchronisées maximales à gauche On
construit la table leftmost start⌘[j] contenant, pour chaque position de fin j, la position de début la plus
à gauche d’une couche synchronisée respectant la relation ⌘ et terminant en j. Ceci peut être fait par
programmation dynamique avec la récurrence suivante :

leftmost start⌘[j] =

8
<

:

min{leftmost start⌘[i] | i 2 S⌘(j)}
si S⌘(j) n’est pas vide

j si S⌘(j) est vide

où S⌘(j) est l’ensemble des positions de début des notes synchronisées terminant en j et respectant la relation
⌘ :

S⌘(j) =

⇢
n.start

����
il y a deux notes di↵érentes n ⌘ m
telles que n.end = j

�

´

Etape 2. Sortie des couches synchronisées maximales seulement (à gauche et à droite)

Donne (i, j) où i = leftmost start⌘[j] pour tout j tel que j = max {j
o

| leftmost start⌘[jo] = leftmost start⌘[j]}

La première étape est réalisée en temps O(nk), où n est le nombre de notes et k  n le nombre
maximal de notes sonnant simultanément, donc en temps O(n2). La deuxième étape est réalisée
en temps O(n) en parcourant de la droite vers la gauche la table leftmost start⌘, et en sortant les
valeurs i lorsqu’on les trouve pour la première fois.

Pour réellement trouver les intervalles, on peut stocker dans la table leftmost start⌘[j] une paire
(i, `), où ` est la liste des notes/intervalles à partir desquels l’ensemble des couches synchronisées
peut être construit (cet ensemble peut être très grand, mais pas `). La complexité en temps est
alors O(n(k+w)), où w  n est la plus grande taille possible de `. Ainsi la complexité en temps est
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                             1                   2                   3                   4                   5                   6         
           1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 
           SA- SA-  SA---  SA- SA- SA---- SA-  SB-                 AB             TB       AT        SB---- SA----              AB       AT
                         TB              SA  SA                    AB-             SA                AT  SB-                               
                                               SB-                                                     ST--                                
                     7                   8                   9                   10                  11                  12           
           5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5                                                                                                                                          
               TB              SA- SA-  SA---  SA- SA- SA---- SA-  SB-  TB-  TB        AB              AT      AT        SB ST--------  
                 TB--                        TB              SA  SA                    AB-                               SB- SB         
                                                                   SB-                  SA                               ST  AT-         

Figure 9.9 – Résultat de la détection de mouvement parallèle sur le premier mouvement du quatuor
à cordes K. 157 no 4 de Mozart. Les lignes du haut donnent les numéros de mesure. L’algorithme
détecte 52 couches synchronisées respectant la relation ⌘

p

. 39 de ces 52 couches chevauchent des
couches identifiées dans l’analyse de référence avec des relations p/o/u. Les mouvements parallèles
sont identifiés par les voix impliquées (S/A/T/B), mais cette information n’est pas utilisée dans
l’algorithme qui travaille sur de la polyphonie dont les voix ne sont pas séparées.

encore en O(n2). Ceci permet, dans un second temps, de filtrer les couches synchronisées candidates
en fonction de critères additionnels sur `.

Notons finalement que la définition de couche synchronisée peut être étendue pour inclure les
notes consécutives séparées par des silences. Le même algorithme s’applique, mais la valeur de k
atteint le nombre maximum de notes qui peuvent être reliées de cette façon.

9.2.4 Résultats et discussion

Nous avons testé l’algorithme proposé pour chercher les couches synchronisées respectant la
relation ⌘

�

(intervalle de hauteur constant, incluant le mouvement parallèle) sur les dix pièces de
notre corpus sous forme de fichiers Humdrum .krn [44]. Bien que les pièces soient des quatuors à
cordes, nous les considérons comme des données polyphoniques non séparées, donnant en entrée de
l’algorithme un seul ensemble de notes. L’algorithme trouve 434 couches. La figure 9.9 montre un
exemple de sortie de l’algorithme. Globalement, sur le corpus, l’algorithme étiquette 797 mesures
(soit 53.6% de la longueur) comme couches synchronisées.

´

Evaluation par rapport à l’analyse de référence. Il y a dans l’analyse de référence 354
couches avec des relations p/o/u : principalement des mouvements parallèles, et quelques double-
ment à l’octave et unissons. Comme discuté précédemment, ces couches reportées dans l’analyse de
référence correspondent à une interprétation musicale : elle ne sont pas aussi formalisées que notre
définition de couche synchronisée. De plus, l’algorithme fournit moins d’informations que l’analyse
de référence : quand un mouvement parallèle est trouvé, l’algorithme ne peut pas préciser à quelle
voix ou à quel instrument il apparâıt, puisque les voix de nos données ne sont pas séparées.

Néanmoins, nous comparons les couches prédites par l’algorithme avec celles de l’analyse de
référence. Les résultats sont résumés dans la table 9.2. Une couche calculée est marquée comme
vrai positif (TP) dès qu’elle chevauche une couche p/o/u de l’analyse de référence.

356 des 434 couches synchronisées calculées chevauchent les couches p/o/u de l’analyse de
référence, ainsi 82% des couches synchronisées calculées sont (au moins partiellement) pertinentes
musicalement. Ces 356 couches correpondent à 194 couches p/o/u de l’analyse de référence (sur
340, ce qui donne une sensibilité de 58%) : une majorité des mouvements parallèles décrits dans
l’analyse de référence sont trouvées par l’algorithme.
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long. résultat résultat TP FP chevauch. exact

Haydn Op. 33 n. 1 40m (44%) 37 32 (86.5%) 5 14 / 22 (63.6%) 7 / 22
Haydn Op. 33 n. 2 21m (22%) 17 15 (88.2%) 2 7 / 13 (53.9%) 7 / 13
Haydn Op. 33 n. 3 73m (42%) 48 44 (91.7%) 4 27 / 51 (52.9%) 15 / 51
Haydn Op. 33 n. 4 19m (21%) 47 17 (36.2%) 30 5 / 6 (83.3%) 3 / 6
Haydn Op. 33 n. 5 235m (77%) 58 47 (81.0%) 11 27 / 51 (52.9%) 11 / 51
Haydn Op. 33 n. 6 63m (37%) 24 21 (87.5%) 3 19 / 44 (43.2%) 11 / 44
Mozart K. 80 n. 1 45m (67%) 27 26 (96.3%) 1 20 / 36 (55.6%) 14 / 36
Mozart K. 155 n. 2 76m (64%) 46 44 (95.7%) 2 27 / 37 (73.0%) 15 / 37
Mozart K. 157 n. 4 62m (49%) 52 39 (75.0%) 13 15 / 24 (62.5%) 8 / 24

Schubert Op. 125 n. 1 163m (64%) 78 71 (91.0%) 7 33 / 56 (58.9%) 20 / 56

797m (54%) 434 356 (82.0%) 78 194 / 340 (57.1%) 111 / 340

Table 9.2 – Évaluation de l’algorithme sur les 10 quatuors à cordes de notre corpus. Les colonnes TP
et FP montrent respectivement le nombre de vrais et de faux positifs, en comparant les mouvements
parallèles calculés avec l’analyse de référence. La colonne “chevauch.” montre le nombre de vrais
mouvements parallèles cöıncidant chevauchant l’analyse de référence. La colonne “exact” restreint
ces mouvements parallèles cöıncidant pour lesquels les bords cöıncident à ceux de l’analyse de
référence (tolérance : deux temps).

Figure 9.10 – Haydn, Op. 33 no 6, m. 28-33. L’analyse de référence contient 4 mouvements paral-
lèles.

Mouvements parallèles fusionnés Si l’on se restreint aux couches où les bords cöıncident avec
ceux de l’analyse de référence (même début même fin, avec une tolérence de 2 temps), le nombre
de couches correctes tombe de 194 à 117. Ceci est dû au fait que l’algorithme fusionne souvent les
mouvements parallèles consécutifs. Un exemple de ce défaut est décrit sur la figure 9.10. Ici une
mélodie est jouée en imitation, résultant en des mouvements parallèles impliquant toutes les voix
tour à tour. L’algorithme détecte une unique couche synchronisée, qui correspond à une perception
globale mais donne moins d’information sur la texture. Il faut se rappeler ici que l’algorithme calcule
les bords des couches synchronisées et non de véritables instances de ces couches, ce qui nécessiterait
une sorte de séparation de voix et pourrait engendrer un grand nombre d’instances.

Faux positifs. Seuls 78 faux positifs sont trouvés par l’algorithme. De nombreux faux positifs
(par rapport à l’analyse de référence) sont des mouvements parallèles détectés à l’intérieur d’une
homorythmie (relation ⌘

h

) entre 3 ou 4 voix. En particulier, l’algorithme détecte un mouvement
parallèle dès qu’il y a des suites de notes répétées dans au moins deux voix. C’est le cas dans l’Op.
33 no 4 de J. Haydn qui contient de nombreuses homorythmies en notes répétées, pour lesquelles
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on obtient 30 faux positifs. Même en se concentrant sur les couches avec un réel “mouvement”,
les faux positifs pourraient également apparâıtre entre une troisième voix et deux voix avec des
notes répétées. Davantage de recherches sont nécessaires pour trouver un moyen d’éliminer ces faux
positifs soit dans l’algorithme, soit dans une étape de filtrage ultérieure.

Ce travail est encore en cours de développement et fait partie des éléments que nous considé-
rons comme déterminants pour obtenir une analyse de structure pertinente même dans le cas de
pièces musicales complexes, comme la forme sonate. Le chapitre suivant présente maintenant nos
perspectives d’un point de vue général.
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Chapitre 10

Perspectives

Dans la deuxième partie de ce mémoire, j’ai présenté mes travaux sur l’analyse automatique de
la structure musicale, détaillant notamment les résultats obtenus sur l’analyse de fugues, des pistes
pour l’analyse de la forme sonate, ainsi que des méthodes pour prendre en compte le rythme et la
texture à partir de données polyphoniques.

L’une de mes perspectives de recherche à court et moyen terme est de trouver des méthodes
pour analyser automatiquement des formes complexes telles que la forme sonate.

Pour progresser vers une analyse automatisée des formes sonates, plusieurs pistes nous semblent
intéressantes :

— Tout d’abord, on pourrait développer des méthodes rassemblant plusieurs éléments analy-
tiques isolés (motifs, tonalités et cadences, marches harmoniques...) dans une analyse globa-
lisante, que ce soit pour le développement ou pour la forme dans son ensemble.

— De plus, ces méthodes devraient aussi pouvoir traiter directement du matériau polyphonique
afin de permettre l’étude des pièces pour piano.

— Un objectif serait d’identifier précisément (lorsque c’est possible) la fin du premier thème et
le début du second, en s’appuyant sur la césure médiane (lorsqu’elle existe) [39, 40].

Pour y parvenir, une meilleure analyse de la texture semble une piste particulièrement promet-
teuse, combinée à d’autres éléments comme les motifs et l’harmonie. La première modélisation de la
texture présentée dans ce mémoire propose un modèle en couches : il s’agit d’abord de caractériser
les passages selon qu’ils sont mélodiques ou d’accompagnement. À un niveau plus fin, nous avons
proposé de qualifier chaque couche selon di↵érents agencements, parmi lesquels le mouvement pa-
rallèle (lorsque plusieurs voix sont à l’unisson ou jouent en même temps des notes séparées par une
tierce, une sixte ou un octave), l’imitation (lorsque des voix jouent la même chose avec un décalage
de temps), l’homophonie (lorsque des voix jouent des notes en même temps), la polyphonie (lorsque
les notes jouées par les di↵érentes voix ne sont pas nécessairement simultanées)... Pour améliorer
cette première modélisation, j’ai commencé à travailler en collaboration avec deux musicologues :
Marc Rigaudière (IREMus, Université Paris Sorbonne) et Florence Doé de Maindreville (Université
de Reims Champagne Ardennes). Pour l’instant nous avons considéré uniquement des quatuors à
cordes de la période classique, dont la complexité est appréhendable par l’ordinateur. Nous souhai-
tons étendre notre corpus à des quatuors plus récents (période romantique) tout en restant sur un
répertoire tonal. Une fois que notre modélisation sera su�samment fine et robuste, nous pourrons
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concevoir des algorithmes permettant de détecter les textures proposées. Les moyens d’y parve-
nir sont en cours de discussion au sein d’Algomus, notamment avec M. Giraud et R. Groult. La
caractérisation mélodie/accompagnement est une tâche ardue, d’autant plus qu’il est di�cile de
proposer une définition d’une mélodie qui fasse consensus. Parmi les approches envisagées, rappe-
lons que Nicolas Guiomard-Kagan a travaillé sur les algorithmes de séparation en voix et en streams
(segments en général plus courts que des voix complètes formant des groupes de notes cohérents,
pas nécessairement monophoniques, contrairement aux voix). Une piste intéressante serait de les
adapter et de les paramétrer afin de permettre la détection de mélodie et d’accompagnement.

Une autre perspective qui semble prometteuse pour l’analyse de structure est l’étude des pro-
gressions harmoniques et des formes cadentielles.

Les cadences sont des progressions harmoniques particulières marquant les fins de phrases mu-
sicales et les transitions entre les parties d’une pièce, et contribuant à l’impression que la musique
”se termine”, est ”suspendue”, ou ”part dans d’autres directions”. Elles sont le principal moyen d’ar-
ticuler le but tonal d’une pièce, autant pour des formes thématiques simples que pour des œuvres
ayant une construction formelle à grande échelle comme la forme sonate (voir la figure 10.1).

Figure 10.1 – La forme sonate est structurée par des thèmes (en général deux, un thème principal
et un thème secondaire), mais aussi par un plan tonal : le thème principal est exposé dans la tonalité
principale ou tonique, et une transition amène le thème secondaire à la dominante (c’est-à-dire 5
tons plus haut), et dans la réexposition ces deux thèmes sont repris à la tonique. Les cadences
(MC : Medial Caesura, EEC : Essential Expositional Closure/ESC : Essential Structural Closure,
final cadence) marquent les transitions entre les di↵érentes sections. Schéma extrait de [40].

Modéliser les cadences est un problème complexe qui est au cœur des préoccupations actuelles
des musicologues [6]. En e↵et, bien que dans les ouvrages pédagogiques sur l’harmonie, les défini-
tions des principaux types de cadences soient plutôt sommaires, les musicologues s’accordent sur
la complexité de définir les cadences, de par la variété des réalisations cadentielles observées dans
le répertoire classique. Pour étudier les cadences, il est donc nécessaire de faire une étude appro-
fondie de di↵érents corpus. Dans [6], N. Martin et J. Pedneault-Deslauriers ont ainsi étudié les
demi-cadences dans les sonates pour piano de Mozart. Mais l’analyse manuelle, longue et complexe,
rend di�cile l’analyse systématique de corpus d’envergure, qui permettrait d’importantes avancées
sur la compréhension de l’évolution des choix compositionnels au cours du temps. Dans le même
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ouvrage, Rohrmeier et Neuwirth proposent une première caractérisation partielle en utilisant des
grammaires, basée sur les degrés et la ligne de basse.

Très peu d’études informatiques se sont intéressées à l’identification des progressions harmo-
niques [77] ou à leur représentation sous forme de trajectoires musicales [8]. [25] s’inspire des travaux
de Rohrmeier pour créer un système permettant de dériver les relations harmoniques entre les ac-
cords. Les règles de la grammaire sont inférées et testées pour des harmonies jazz. À l’heure actuelle,
seuls quelques algorithmes comme [GGLL2015] ou [45] permettent de reconnâıtre les cadences les
plus simples. Les outils des musicologues pour traiter des progressions plus complexes nécessitent
une part de traitement manuel non négligeable [36]. À notre connaissance, il n’y a pas d’étude
algorithmique proposant une modélisation complète et fonctionnelle des progressions harmoniques,
intégrant la reconnaissance des cadences et de leur préparation.

Pour initier ce projet, je collabore avec M. Giraud, L. Bigo (CRIStAL, Univ. Lille), C. Guillotel-
Nothmann (IREMus, Univ Paris Sorbonne) et Richard Groult (MIS, UPJV). Les cadences que nous
cherchons à modéliser et à détecter en priorité seront les cadences parfaites, ainsi que leur prépa-
ration, et les demi-cadences, susceptibles d’apporter de grandes avancées dans la détection globale
de forme. Pour déduire les cadences comme les progressions harmoniques à partir des éléments
contextuels, nous privilégions l’utilisation d’algorithmes d’apprentissage. L’une des di�cultés de
l’utilisation des algorithmes d’apprentissage est que les résultats dépendent du corpus utilisé. Nous
continuons de collaborer avec des musiciens et des musicologues pour définir les progressions har-
moniques les plus pertinentes et pour construire le corpus d’évaluation de nos algorithmes.

L’avancée sur ces deux problématiques devrait permettre une meilleure analyse de la forme
musicale par la meilleure détection des fins de parties et des transitions entre les parties.

Enfin, comme nous l’avons détaillé dans [GGL2016], l’un des enjeux majeurs pour évaluer et
étalonner nos méthodes est de réaliser des fichiers d’analyse de référence tels que ceux réalisés sur
les fugues [GGLL2015]. Ces fichiers devraient s’appuyer sur des analyses musicologiques reconnues,
comme par exemple, pour les oeuvres de Beethoven, celles de Helm, Radcli↵e ou Tovey [38, 83, 103].
Ils contiendraient, pour un corpus varié, la position et la longueur des di↵érents thèmes dans
l’exposition et la réexposition, des motifs dans le développement, les cadences et le plan tonal global
de chaque pièce. On devrait aussi formaliser dans ces fichiers les ambigüıtés possibles d’analyse [10].
Pour atteindre cet objectif, la collaboration constante avec des musicologues est indispensable.
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[GL2015] A. Glen, F. Levé, Generalized trapezoidal words, Journal of Combinatorial Theory,
Series A, Volume 136, p96-125, 2015.

[GGLL2015] M. Giraud, R. Groult, E. Leguy, F. Levé, Computational Fugue Analysis, Com-
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[LR2004] F. Levé, G. Richomme, Quasiperiodic infinite words : some anwers, Bulletin of
the European Association for Theoretical Computer Science 84, p128-138, 2004.

89
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Journées Montoises d’Informatique Théorique, août 2008, Mons (Belgique).
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boutin. Vers une analyse automatique des formes sonates. Journées d’Informa-
tique Musicale (JIM 2014), 21-23 Mai 2014, Bourges, France. Journées d’Infor-
matique Musicale 2014, pp. 113-118.

Autres communications

[GGLL2014] Mathieu Giraud, Richard Groult, Emmanuel Leguy, Florence Levé. Analyse auto-
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