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Introduzione.

In questa tesi si € cercato di unificare il piu possibile la teoria del controllo
ottimale per i sistemi descritti da equazioni differenziali ordinarie con la
teoria per 1 sistemi distribuiti, ossia per i sistemi descritti da campi.
Controllare un sistema vuol dire agire su di esso mediante degli impulsi
esterni applicati in vari punti del sistema. Manovrando opportunamente questi
impulsi, si ottiene dal sistema un dato comportamento. Se questo
comportamento risponde a dei canoni di bonta, si parlera allora di
comportamento ottimale ¢ di controllo ottimale per il controllo che provoca
questo comportamento.

Inizieremo in questa tesi col parlare dei sistemi descritti da equazioni
ordinarie.

E’ fondamentale per questi sistemi, il principio di Pontryagin. Questo
principio non ¢ altro che una condizione necessaria a cui deve soddisfare il
controllo ottimale. Il principio ¢ del 1956.

Del decennio successivo sono le teorie di Butkovskij e di Wang sul controllo
ottimale per 1 sistemi distribuiti. Butkovskij si dedica particolarmente allo

studio delle

amelia.sparavigna@polito.it



Sparavigna A.C., Tesi di Laurea 1982

equazioni integrali , mentre Wang studia le equazioni alle derivate parziali
ma si limita al solo caso i1 equazioni con condizioni al contorno omogenee,
senza trattare quindi il problema del controllo sul contorno.

Del 1968 ¢ un contributo di Brogan allo studio del controllo ottimale. Brogan
introduce la definizione estesa di operatore mediante il quale si possono
introdurre le condizioni al contorno nell’equazione alle derivate parziali.

Con Brogan quindi si pud studiare anche il problema con condizioni al
contorno non omogenee; ma la sua teoria vale solamente nel caso lineare.

In questa relazione si ¢ giustificata la definizione estesa di operatore anche nel
caso non lineare.

Inoltre si ¢ ricavato il principio di Pontryagin per 1 sistemi distribuiti descritti

dal sistema di equazioni:

(*) =F(o(x t),u(x y),x t)

9
ot
dove ¢ indica il campo vettoriale che descrive il sistema e u(x, t) il campo
vettoriale di controllo.

Nella trattazione della teoria del controllo ottimale per i sistemi distribuiti, si ¢

dato peso particolare ai sistemi distribuiti descritti da un sistema del tipo (*).

II
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Con questi sistemi si puo operare in maniera moto simile a quella con cui si
opera nella teoria per 1 sistemi descritti da equazioni differenziali ordinarie.

In questa maniera sono piu evidenti 1 punti in comune delle due teorie.

Infine si sono esemplificate alcune applicazioni che si possono avere della
teoria del controllo ottimale. Si ¢ studiata particolarmente 1’equazione di
Fourier di conduzione del calore e I’equazione ordinaria che si ricava se la
conduzione termica del sistema tende all’infinito.

Per questi sistemi si sono studiati in particolare i controlli a zero energia in
regime stazionario, dove con regime stazionario si intende la periodicita

rispetto al tempo.

I1I
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PARTE PRIMA

I sistemi descritti da equazioni differenziali ordinarie.
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Introduzione.

Consideriamo 1 sistemi dinamici descritti da equazioni ordinarie differenziali.
) —=f'"x",u*) 4ir=l.n; a=1...m

dove x' sono le variabili che caratterizzano il processo ¢ u” sono i parametri
di controllo che determinano il corso del processo. Quindi ¢ necessario

determinare 1 controlli come funzioni del tempo
u*=u*(t),a=1...m
e dato il valore iniziale xi(to) = xi) (t),1=1...n, la soluzione del sistema (1) ¢

univocamente determinata. Consideriamo 1’integrale:
t

J= [ fOx",u®)dt
t

0

dove f° € una funzione data. Fissiamo oltre allo stato iniziale x}, anche lo

stato finale del sistema, xi(tl) = x}. Ammesso che esistano dei controlli tali
che il sistema soddisfi alle condizioni date, cerchiamo tra di essi quello per
cui il valore di J € minimo.

In generale, ¢, e #; non sono fissi. Si pud chiedere di minimizzare ’integrale

t
J=[dt=t;—-t,.
t

(0]
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Quindi si vuole che il passaggio da x, a x; avvenga nel minor tempo

possibile. Il problema ¢ allora detto problema di tempo minimo o problema di
tempo ottimale.

Spesso si ha che |u®(t) |< cost, a=1...m. Piu in generale U ¢ un vettore che
appartiene ad un sottospazio U di E™ che riflette caratteristiche specifiche del
sistema.

I problema allora non ¢ risolubile mediante il metodo variazionale classico,
perché il metodo classico che sara esaminato tra breve, richiede che non sia
presenta alcuna restrizione sulle u*(t).

Il carattere non classico del problema ¢ spesso messo in evidenza dal

problema del tempo ottimale per il sistema lineare:

dx'
dt

con |uj I<1,j=1...m

=aik-xk+bij-uj ,i=1...n

Quindi la U ha la forma di un poliedro.
In questo caso il controllo ottimale & realizzato dai punti u’(t) che sono i

vertici del poliedro U. Le leggi del controllo ottimale forniscono la legge con
cui 1l controllo salta da un vertice all’altro. I metodi classici sono

completamente inapplicabili per risolvere il problema.
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Dall’esempio segue che la classe dei controlli ammessi deve essere la classe

delle funzioni continue a tratti. Quindi le x’ saranno funzioni continue e
differenziabili a tratti. Sotto queste assunzioni le condizioni necessarie per
I’ottimalita sono le condizioni formulate dal principio di massimo di
Pontryagin.

Il problema a punto iniziale e finale fisso non ¢ il problema piu generale che
posso avere, infatti punto inziale e punto finale possono appartenere a due
varieta M,, M; che possono essere estese fino ad includere tutto lo spazio
euclideo E". Inoltre dato il carattere tecnico del problema, non solo il
controllo ma anche lo spazio delle fasi ¢ spesso limitato.

Se lo stato del sistema ¢ costretto a rimanere in una regione chiusa G, il suo
moto ottimale avverra nell’interno di G e sul suo contorno, € la forma del
principio di massimo a cui soddisfera il moto sara piu complicata di quella per
gli esempi visti prima.

Questi casi non esauriscono certamente tutti i problemi ottimali che si

possono incontrare.
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Cap . I Controllabilita
1- Definizioni.
Prima di risolvere un problema di controllo ottimale, ¢ necessario assicurarsi

che il problema dato sia risolubile. Ad esempio, se lo stato iniziale X;, € lo
stato finale X, del sistema sono fissati, bisogna vedere se ¢ possibile far
evolvere 1l sistema da X;, a X¢ per mezzo dei controlli a nostra disposizione.

Bisogna quindi studiare quella che viene chiamata la “controllabilita™ del
sistema. Una volta verificato che il sistema ¢ controllabile tramite alcuni tra 1
controlli a nostra disposizione, allora si puo passare al problema ottimale vero
¢ proprio, ossia a scegliere ulteriormente tra questi controlli, quello che
soddisfa alla richiesta di ottimalita.
Nella discussione che segue, come stato finale ¢ sempre presa I’origine delle
coordinate; infatti ci si pud sempre ridurre in questo caso mediante una
traslazione degli assi coordinati.
Consideriamo il sistema:
=il x ™)
con i=1..n;XxeE", ueE™.

Si puo scrivere in maniera piu sintetica: X = f (X, 1)
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Il problema ¢ quello di trasportare lo stato del sistema da un punto iniziale
fissato nell’origine di E". u invece appartiene al sottospazio compatto di
E™, U, che contiene 1’origine nel suo interno.
Sia &(t,u(t),x(0)) la traiettoria del sistema che parte da x(0), sotto 1’azione del
controllo u(t)eU. Uno stato x(I') ¢ accessibile dallo stato iniziale x(0)
tramite il controllo %(¢) se esiste il controllo #;(¢) € U, tale che:

&(T; 1 (1), x(0)) = X(T)
per T >0 ma finito.

R(6,%(0),U) = {¥(t): 30 € UE(t:0;(1),X(0)) =X(0)}

¢ I’insieme di accessibilita del sistema, ossia tutti 1 punti dove il sistema puo

andare a finire in un tempo finito sotto 1’azione del controllo u €U .

Se lo stato x(7) =0 ¢ accessibile da qualsiasi stato iniziale x(0), allora lo

stato ¢ detto controllabile. In altre parole lo stato x(0) a t,=0 ¢ controllabile se

esiste un controllo tale che:
&(T;u°(1),%(0)) =0
per ' > ¢, ma finito.
Se tutti gli x(0) a ¢, sono controllabili, allora il sistema ¢ detto

completamente controllabile.
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Il dominio di controllabilita C per il sistema differenziale
X' =flx'..x";u'..u™) Li=l..n
per un insieme Uc E™, consiste di tutti i punti X, € E" per i quali esiste

un controllo misurabile #(?) — U, definito in un intervallo di tempo finito, che

trasporta X, nell’origine di E".

-2- Teoremi di Lee e Marcus
Riportiamo ora alcuni teoremi sulla controllabilita le cui dimostrazioni si
possono trovare in un articolo di Lee e Marcus (1).
Consideriamo il sistema:
x'=fix!.. . x"ul..u™) ,i=Il...n
dove f'x,u)eC! mE"®U.
Assumiamo che il vettore # =0 sia un punto interno di U c E™. Inoltre
i

chiediamo: f 1(6,6) =0, 1=1...n; se la matrice %(5,6) ha rango n, allora

il dominio di controllabilita C ¢ un insieme aperto connesso di E”

contenente 1’origine.
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Consideriamo ora il sistema lineare:

X! =Ai< - x K +Bij u’ Lk=1...n;j=1...m
sempre con U < E” contenente 1’origine nel suo interno. Se la matrice B ha
rango n, allora il dominio di controllabilita C ¢ un insieme aperto connesso di

E" contenente I’origine.

Un problema piu difficile nasce quando 1 gradi di liberta m del vettore di
controllo sono piu piccoli dei gradi di liberta n del sistema.
In questo caso, dato il sistema:
X' =i x"u . u™) Li=1..n
dove fi(x,u)eC' nE"®U.

Assumiamo che il vettore # = 0 sia un punto interno di U.Inoltre:

1)) £1(0,0)=0, i=1...n
IT) esiste un vettore ve E™ tale che i vettori:

BV, ABV,..., A" 'Bv
: : L : of of
siano linearmente indipendenti, dove B=£(0,0) e A:E(O’O) SOno
X

matrici reali. Allora I’origine 0 ¢ contenuta in C. Questo teorema vale solo se

m < n—1. Se oltre alla I) e alla IT), vale anche che la
x'=flx'..x",0...0) ,i=l...n
¢ asintoticamente stabile in maniera globale attorno alla origine di E", allora

11 dominio di controllabilita C ¢ tutto E".
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Ricordiamo brevemente che cosa si intende per stabilita nel senso di

Lyapunov. Dato il sistema:

()  x=f(Xt);
sia X *(t) una soluzione reale o complessa di (1). Allora diremo che X *(t) ¢
stabile secondo Lyapunov per t >t se, per Ve >0,39(s,t,)tale che , se

[x-x*0] <8 —|xO-x*O<c. Vi>t,

dove X(t) ¢ un’altra soluzione della (1). Se cid non ¢ verificato, allora la
X *(t) ¢ instabile.
Sia ora X *(t) stabile per t>t,. Se ¢ ¢ indipendente da t,, allora la soluzione

¢ detta uniformemente stabile.

Se invece esiste un n(t,) >0, tale che se:
IX(te)-X*(ty)|[<n  lim |X(t)-X*(t)||=0
t—0o0
allora la soluzione si dice asintoticamente stabile.
Spesso come X *(t) si prende un punto di equilibrio X,; se questo punto ¢
asintoticamente stabile, tutti 1 punti X(t,) che per t — oo si avvicinano a X,

formano il dominio di attrazione del punto di equilibrio. Se questo dominio
ricopre tutto lo spazio allora il punto di equilibrio ¢ asintoticamente stabile in

maniera globale.
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Per concludere questo capitolo, un esempio molto semplice; ci chiediamo
quale ¢ il dominio di controllabilita per il seguente sistema che descrive il

moto piano di un grave:

v, ¢ costante ¢ maggiore di zero. La funzione di controllo ¢ una

X
accelerazione che agisce sul corpo contemporaneamente alla gravita.

Si puo volere ad esempio che a T finito sia:

XT) =0
y(T)=0
y(T)=0

Il dominio di controllabilita ¢ formato da tutti 1 punto con x<0. Ovviamente se
limito u(t) limitero ancora di piu il dominio di controllabilita del sistema.
Invece se aggiungessi un controllo alla prima equazione: x=v,+/V,

allargherei il dominio C.

10
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Cap. II Calcolo delle variazioni
-I- Le equazioni di Eulero-Lagrange
Per risolvere problemi di controllo ottimale il calcolo delle variazioni puo
essere molto utile. Richiamiamo innanzi tutto alcuni risultati fondamentali del
calcolo variazionale. Le equazioni di Eulero-Lagrange sono uno di questi
risultati.

Si richiede di minimizzare il funzionale:

T
1= [F(x(t),%(t), t)dt
0

dove x(t) si intende una funzione differenziabile almeno due volte e soggetta
alle condizioni x(0)=x, € X(T) = xr7.

F
I “{‘]

o ¥
X (F)

Kie)

!

La variazione di x(t) ¢ 0x(T)=¢g&(t) dove &(t) ¢ una funzione arbitraria del

tempo tale che £(0)=¢&(T)=0. L’incremento del funzionale per la variazione

di x(t) & :

T
Al(e) = [[F(x+28, % +6£,1)- F(x, x, )] dt
0

Sviluppando Al in serie di Taylor:

dAls)| & d°Al(e)

Al(e) = AI(0) +¢
e=0 2! d82

e=0
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11
Poiché AI(0) =0 e di(e) _ dAl(e) ,
de de
2 2
Ale) =) & dI_(28)
€ le=0 2! de =0

dI(e)

de

Indichiamo con 61=¢ , verra chiamata variazione prima e cosi via per

gli altri addendi di Al(g). La variazione prima del funzionale ¢:

51= j(a—FSH—axjdt

Se I ha un minimo per x=x(t), la derivata:

=0 e quindi la sua variazione

dl(e)
de
prima deve essere uguale a zero:
51= j(éFax—ia—Fs )dt:O
o \LOX dt ox
Ma la & € una funzione arbitraria del tempo, quindi:

oF d oF

® o diox

che ¢ I’equazione di Eulero-Lagrange. La (1) ¢ una condizione necessaria a
cui deve soddisfare la x(t) affinché il funzionale sia minimo.
Si calcola adesso:

doF_0°F  0°F dx 0°Fdx
dtox o0tox oJxoxdt gx? dt

che sostituita nella (1) fornisce I’equazione:

2 2 2
(2) X-a F+Xa F_+a F.—E:O
Ox2 0x0x O0tox 0x

Ricordiamo che: x0) =x, , xXD=xr @A
12
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Bisogna quindi risolvere 1’equazione (2) con condizioni al contorno (3).
Questo ¢ un problema con condizioni al contorno a due istanti diversi, t=0 ¢
t=T.

Il problema ¢ quindi differente dal problema classico del moto che richiede
condizioni iniziali a t=0 per la x(t) e per la x(t).

Se il punto finale non ¢ fissato ma puo appartenere ad una funzione c(t), la
traiettoria ottimale deve soddisfare oltre che alle equazioni di Eulero-
Lagrange anche ad una condizione che viene chiamata condizione di

trasversalita, condizione che sostituisce la condizione al contorno x(T)=xr.

Calcolando nuovamente la Al e tenendo presente che il punto finale non ¢ piu
fisso ma deve appartenere a c(t) si pud ottenere questa condizione di

trasversalita a cui la traiettoria ottimale deve soddisfare nel punto finale:

RO =[x -em]- 5| =0

T
Affinché 1l funzionale:
T
[ = [F(x(t),x(t),t)dt
0

sia estremale oltre alla condizione di Eulero-Lagrange deve essere soddisfatta
anche la condizione di Legendre. Quest’ultima condizione distingue anche tra

massimo e minimo del funzionale.

13
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Quando la variazione prima ¢ uguale a zero, I’incremento del funzionale I ha
.. 2
segno concorde con la variazione seconda, 61 .

Si puo dimostrare che il segno della variazione seconda ¢ uguale al segno di

2
% . Allora la condizione di Legendre diventa:
X
2
oIF
ox?

per avere un massimo, € invece per avere un minimo:

14
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-2- Calcolo delle variazioni e teoria del controllo ottimale

Fin qui si sono esposti alcuni risultati del metodo variazionale classico.
Questo metodo si pud usare in problemi di controllo ottimale. Bisogna perd
tener presente che la funzione da minimizzare contiene anche il controllo e

che di norma la x(t) viene omessa.

Passiamo in rassegna alcuni di questi problemi, che hanno preso il nome da
coloro che per primi li hanno studiati.

Iniziamo dal problema di Lagrange.

Sia X(t) il vettore che rappresenta lo stato del sistema, la sua equazione ¢:

ey) % (1) = fX(1),u(t),1))
X, f vettori a n - dimensioni

U vettorea r-dimensioni

Lo stato iniziale ¢ considerato fisso:
x(0)=x,

Si vuole minimizzare 1’integrale:

T
I= [FX(t),u(t),t)dt
0

15
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Il problema ¢ quello di trovare una u(t) e la corrispondente X(t) tramite la

(1), che minimizzano la I e soddisfano la condizione iniziale.

Il secondo problema fondamentale ¢ quello di Mayer.

Ho sempre che X(t) deve soddisfare I’equazione
x(t) = f(x(1),u(t), 1)
con condizione iniziale x(0)=Xx,e finale X(7) =X, dove T ¢ un qualsiasi

istante non necessariamente fissato a priori. Bisogna minimizzare:
[=GX(T),w(T),T) -G (x(0),u(0),0)

Infine ho il problema di Bolza. Di nuovo abbiamo che la X(t) deve soddisfare

una equazione differenziale con condizioni iniziali e finali date, come nel

problema di Mayer; pero la I da minimizzare ¢:
i = r Lo
[=G(X(t),u(t), 1)), + [FX(®),u(t), t)dt
0

Studiamo ora il problema isoperimetrico.
Il problema isoperimetrico classico deve il suo nome al problema di trovare la
massima area per contorni di ugual lunghezza. Il problema consiste nel

massimizzare o0 minimizzare un funzionale:
T
I= [F((t) ,%(0), Ddt
0
mentre un altro funzionale € mantenuto costante:

T
I=[K(x(t),x(t),t)dt=C.
0
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Questo problema puo essere ridotto al problema di Lagrange definendo:
t
x, (1) = [K(K(t), X(t), ) dt! %o (1) = K(K(t) ,X(1), 1)
0

Ora, invece di prendere F come funzione il cui integrale deve essere minimizzato, si
prende:  F = F(x,X,t)+A(t)- [K(x,%,t)—x,] (cosa che si puo fare dato che il
termine tra parentesi ¢ sempre nullo). Le equazioni di Eulero-Lagrange sono:

oF , 0K d[@”ﬁK}:O

ox  ox  dt|ex | ex
oF K _d a.F +xa.K :ix(t)zo
ox, ox, dt|ox, ok, | dt

Mt)=A, =cost.

La controparte in teoria del controllo del problema isoperimetrico ¢:

T T
T = [OX(t),X(t), u(t),t)dt =0, T+ A3 = [[F(x,u,t)+ AD(x, x,u,t)] dt
0 0

dove @ ¢ uguale a zero. Le equazioni di Eulero-Lagrange sono:

OF doF _oF o0 df,o0]_ .
ox dror ox  ox  dt

X
OF _OF 9% o . g9
ou Ou ou oA
T
Se si ha che: J = [[f(x, u,t)-X] dt=0
0
(1) E Lo
ox  OXx
) LA
_ Ou  Ou
3) Z—i:@:f(x,u,t)—x:o
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Allora oltre all’equazione differenziale x = f(x,u,?) la traiettoria ottimale, il
controllo e il moltiplicatore di Lagrange A(t) devono soddisfare le due
equazioni (1) e (2). Inoltre devono essere soddisfatte anche le condizioni al
contorno x(0) e x(T) oppure x(0) e M(T). La condizione A(T) si ricava dalle

condizioni di trasversalita alla fine della traiettoria.

-3- Metodo hamiltoniano

Abbiamo visto come si puo usare il metodo variazionale classico nella teoria
del controllo ottimale. Questo metodo ¢ applicabile solo quando il controllo
non ¢ limitato da alcuna restrizione di modo che ¢ possibile derivare rispetto
ad u. Il metodo visto ¢ il metodo lagrangiano; si pud anche dare una
formulazione hamiltoniana della teoria del controllo ottimale.

S1 definisce I’hamiltoniana:

A
H=Fxut)+A-{x u,t)

Questa ¢ anche ’hamiltoniana del metodo di Pontryagin che sara esaminato

tra breve. Abbiamo che:

OH dx

- =1 ) =—

o - un="g
oH__a
0X dt

sono le equazioni canoniche.
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I moltiplicatori di Lagrange A(t) diventeranno nella teoria di Pontryagin le
variabili y(t), che potremmo chiamare i moltiplicatori di Pontryagin.

La condizione 23 + o -4 =0 diventa la condizione : oH =0

ou ou ou
La derivata totale rispetto al tempo dell’hamiltoniana sara:

dH 0H 6H . 6H - OH
—= + X+ —= A+ ‘u
dt ot px! oAl ou’

Dato che valgono le equazioni canoniche e per la condizione F =0, ho
u
dH OH
che: — =
dt ot

Cosi I’hamiltoniana del sistema estremale ¢ soggetta a cambiamenti se e solo

se ¢ una funzione esplicita del tempo. Se I’hamiltoniana non dipende
.. oH et e
esplicitamente dal tempo Pyl 0 e quindi I’hamiltoniana ¢ costante.

Per concludere illustriamo con un esempio il problema isoperimetrico,
consideriamo il sistema descritto dall’equazione x =u con condizione iniziale

x(0) e condizione finale x(T). Il funzionale da minimizzare ¢&:

T
[(x? +u?) dt=0.
0
T
Quindi: /+A-J = [(x* +u® + A(u—x)) dt=0.
0

2x+4=0
Le equazioni di Eulero-Lagrange sono: {2u+4 =0

u—-x=0
da cui si ha che: 2x—2X¥=0 che si puo ottenere anche dall’hamiltoniana :
H=x>+u?+u.
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Cap . III 11 principio di Pontryagin

-1- Il principio di Pontryagin per 1 sistemi autonomi e sua dimostrazione
Nella teoria del controllo ottimale, il principio di Pontryagin ¢ di
considerevole importanza. Questo principio ¢ stato pubblicato per la prima
volta nel 1956. Pontryagin e 1 suoi collaboratori hanno definito I’ottimalita
sotto forma di principio di massimo.

Prima della discussione del principio di Pontryagin, alcune parole sulla

notazione usata. La funzione F usata nel calcolo delle variazioni € ora f, , il
moltiplicatore di Lagrange A(t)=—(t) e I’hamiltoniana H=F+AT-f & ora
H=—f, + '-f.Le equazioni canoniche sono perd formalmente identiche.
Consideriamo innanzi tutto 1 sistemi autonomi:

X(t) = (X(1), U(t)
X,f vettori a n-dimensioni , @ vettore a r-dimensioni.

u ¢ un vettore le cui componenti sono continue a tratti e limitate:

ut)e U, vt

dove U rappresenta un insieme chiuso e limitato di £”, spazio euclideo a r-

dimensioni.
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f =f(X,u) ¢ una funzione continua dei suoi argomenti e le sue derivate parziali

rispetto a X;j esistono e sono continue. Al tempo iniziale t; =t, =0 lo stato del

sistema sia definito dalla condizione iniziale X(0). Per mezzo del controllo
u(z) e U il sistema ¢ trasferito nello stato finale x(7') dove T ¢ I’istante finale.

Il controllo u(z) ¢ ottimale se:

T
I=[f,(X(t),U(t), t)dt
0

¢ minimo.

La traiettoria X(z) =x°(z) generata dal controllo ottimale # =u’() ¢
chiamata traiettoria ottimale. Il controllo u®(r)(e la sua corrispondente
traiettoria) che soddisfa la condizione necessaria per I’ottimalita ¢ chiamato
controllo estremale (traiettoria estremale). Qualsiasi controllo ottimale ¢
estremale, 1l contrario non ¢ vero. Per essere ottimale, un controllo deve
soddisfare anche una condizione sufficiente.

Siano ora x(0) e X(7) fissi.
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T
I=[f,(x°(t),u°(t))dt = minimo
0

Introduciamo la variabile:
t
Xo (1) = | £, (X(t"), T(t") dt
0
dove X,(0)=0
X, (T)=1

Xo (O = £, X1, u®) = f, (X, u)

Introduciamo il vettore a n+1 dimensioni:

Il controllo ¢ ottimale se x, € minimo a t=T.

Consideriamo inoltre il vettore

tale che:
. n of . (X,1) _
Wi:_Zé—Wj ,1:0,1"'1’1
i=0 0%
X4

X7
W’ e la funzione hamiltoniana:

- n n
H, =H,@x0 =¥ fEu=Y vy fiED=Df;&) v
i=0 j=0

Quindi abbiamo il sistema canonico:

~

. oH . OH
'i: ~W : \T/:_ N\V
oy oX
22
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Indichiamo ora con M, (,%) il massimo per # €U dell’hamiltoniana:
M, (y,X) = sup H, (y,X,u)
uelU
Adesso possiamo enunciare il principio di massimo di Pontryagin.

In un sistema autonomo con condizioni al contorno fisse (X(t,)=X, €
X(t;)=X; dove t; ¢ un istante qualsiasi non fissato a priori), la condizione
necessaria affinché u(t) ed x(t) siano ottimali, affinché quindi x,(t;)=1 sia

minimo, ¢ che esista un vettore °(t) continuo diverso da zero, soluzione

dell’equazione aggiunta:

~

\TJO _ aH\If

0x°

tale che:

H,, (7° ©),X° (), 1° (1) = M,, (§° ©),X° (1) =0

ossia che I’hamiltoniana raggiunga il suo valore massimo che ¢ uguale a zero.
Inoltre g (t) = cost< 0 per qualsiasitin 0<t<t,.

Supponiamo che il controllo ottimale @°(t)subisca una perturbazione anche

non piccola in un certo intervallo di tempo:

5 (0) vV ,T-eAt<t<t
u =
u®(t) ,t<t—eAt, T<t

dove € ¢ piccolo ma non la differenza v—u°(t).
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Associata al controllo u*(t) ottenuto perturbando il controllo ottimale u°(t),
ho la soluzione X *(t). Notiamo che:
%O (1- 8t) = X* (1— 8t)
T

X°(r)=X°(-80)+ [ X°(dt
T—0t

T
X*(r) =X*(1-80)+ [ X*(0)dt
T—0t

Definiamo poi:

A T . T ~
SX(D)=X*(D)-%, (D= [(X*O-X"(©)dt= [(f&*(1),9)~ &), u°(1))dt

-0t -0t

Nel limite per € che tende a zero, si hanno 1 seguenti limiti:
X°(t) > X% (1)
X*(t) > X°(?)
e quindi:
X*(t) > X%(7)
*) u’(t)y—>u’(v)
La (*) vale perché abbiamo assunto che la perturbazione avvenga in un tratto

di continuita di #? (t). Inoltre abbiamo che:
£(X*(1),v) = f (X° (1), V) + O(¢)
f(x° (), u° (1)) = F(X° (1), 7 (1)) + O(&)

dove O(¢)=~ ¢, da cui:

5X(r) = f(f(i"(r)i)—?(i"(r),ﬁ"(r))dw---
T—0t

(1 puntini indicano termini che vanno a zero piu rapidamente di €).

24

amelia.sparavigna@polito.it



Sparavigna A.C., Tesi di Laurea 1982

Posso scrivere sempre nel limite per € —0:

SX(r)=eM [T(X°(2),V)—T(X°(7),0%(2)) ]+ = e AF(7) +---
Consideriamo la 0X(7) all’istante finale T: 6 X(T') = ¢ AX(T)
Per determinare AX(7) dalla Ax(z) si usa I’equazione differenziale:

dAR(t)  of (X, 1)
dt KT ‘

(1) - AX(t)

3=%,
In notazione estesa;

dAX; (1) _ i of, (X, 1)

- AX ;(t)
]
dt 0 ox;( .

ottenuta sviluppando in serie di Taylor I’equazione:
X(0) = £ (x(0), u(v)

Allora si ha che:
AX(t) = D(t,7) AX(7)

dove @ ¢ la matrice di transizione per la (1).

Il sistema aggiunto a (1) definisce il vettore:
~0 = -1|~o0
70 =[Ben o

Quindi per 'istante finale T, la variazione ¢:
AX(T) = (T, 7) AX(7)
Fin qui si € considerata soltanto una perturbazione al tempo t sul controllo

ottimale.
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Se ci1 sono piu perturbazioni presenti:

AX(T) = Z (T, 7, ) A% (7))
k=1

ed inoltre si puo avere una perturbazione O = ¢ AT :

T+oT _
SX(TM)= [ f&*0),u°))dt
T

ma per ¢ — 0 che tende a zero: x* () — X°(¢)
SX(T) =e-f£&X°(T),u%(T))-AT +---=& AX(T) +--
Quindi si ottiene la seguente espressione per la AX(T):

AR(T) =T(X°(T),u’(T))- AT

+ 3 BT (FEo (070 - FE0 (00,50 () Ay
k=1

AX(T) dipende da 7;,v,,At, e AT. Indichiamo con y l’insieme di queste
variabili:

v =At;, vy , Aty , AT}
Date le v'={r, v Aty AT '}

y'= ATk, v AL AT

facciamone una combinazione lineare:

y =AY Y = {0 T A A A A e AAT A AT
con A'>0,A4">0,---
Dato che AX(7)¢ una funzione lineare delle quantita dell’insieme y, abbiamo

che:

Af)\(/y - A'Aiyl +/1”A;§/}/" +---

26

amelia.sparavigna@polito.it



Sparavigna A.C., Tesi di Laurea 1982

Se prendiamo tutti i valori di y possibili, otteniamo un cono Kr formato

dall’insieme di tutti 1 vettori AX y

Il cono ¢ un cono convesso. Infatti K+ non puod coprire 1’intero spazio dato che

1 punti al di sotto della traiettoria ottimale sono irraggiungibili.

K

Cosi esiste un iperpiano I che passa per il vertice del cono e tale che ’intero

cono giace in un semispazio definito da questo iperpiano I'.

Costruita la normale f1 al piano I'si ha che: 7 - AX(T) <0

Prendiamo in primo luogo il controllo perturbato in un punto 7, =7 di
continuita; c’¢ solo il secondo termine nell’espressione per la AX(7T) vista

prima:

AX(T) =(T, 7)- [?(i" (),v) - 1(X° (7),u°(7) ] At = O(T,7)- AT(7) At

quindi: 7t - ®(T,7) Af(r)Ar <0
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Prendiamo come valore iniziale per °(t) il valore del vettore perpendicolare
al piano I', ny:
i =M’
Si puo allora scrivere:
vOHT) (T,7) Af(r) =7°' (7) - Af(r)
At T (2) -Af(r)<0 ma At>0
vl (r) -Af(r) <0
7@ - [F& 0.9 - T (@590 J< 0

che per la definizione di hamiltoniana diventa:
i1, [7 @@ i, [ o0 e |

Quindi se 1l controllo ¢ ottimale, I’hamiltoniana deve essere massima, che ¢
quanto afferma il principio di Pontryagin.
Analizziamo ora la perturbazione al tempo finale:
y=1{0,u’ ,0,AT}
Si ha solo il primo termine nell’espressione di AX :
it X% (T),u®(T) AT <0
7T (0)- fX°(T),u’(T)) AT<0

ciod (*) H,, (¥ (T),X°(T),u®(T))-AT <0
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Dato che AT puo essere sia positivo che negativo, la (*) vale solo se:
H,, (¥°(T),X°(T),u’(T)) =0
I’hamiltoniana deve essere uguale a zero nel punto finale della traiettoria. Per

via delle equazioni canoniche:

v
= + i = — =
dt oyl dt  pxT dt  pyT dt oyl dt

dH _6ﬁw‘gg aﬁwdi 6ﬁw mi_ﬁﬁw.mj_o

In conclusione I’hamiltoniana deve essere sempre uguale a zero:
max  H, (§°0),%°®),0°(@1) =M, §°®),X° (1) =0
uelU
0<t<T
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-2- Problema del tempo ottimale
Dal principio di Pontryagin deriviamo una analoga condizione necessaria per
il problema del tempo ottimale.
Abbiamo che:
t
[ f°&®u)dt=t; -z, ; [f°&Xu)=1
to
n —
quindi: AW, %,1) =yo + 2, ¥y £ (X 0)
v=l
Introduciamo 1’hamiltoniana:
~ I -
H, 5, 0) = 2 v, 7 (X, 0)
v=l

e le equazioni canoniche:

e si indichi con M(y,x) = sup H(y,X,u)
ueU

Affinché il controllo u trasferisca nel minor tempo possibile lo stato del

sistema da X, a x,, ossia la traiettoria sia tale che x(t,) =%, e X(t;) =X;, deve

essere:
1) H(y,x,u)=M(y,X),Vt,t, <t<t
2) M@y,X)>0,Vt,t, <t<t
. C 1 . d?x .
Considerando per esempio 1’equazione — =u dove u ¢ il controllo reale e
dt

limitato: |u |[<1. Nello spazio delle fasi il sistema ¢:

Xl =X
< _dx
T
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Il sistema ¢ quindi:
Xm _

dt
D ax,

dt

X2

Il problema ¢ quello di arrivare nell’origine (0,0) da uno stato iniziale X, nel
tempo piu breve possibile.
L’hamiltoniana ¢: H=wy;-X,+Wy,-u

dyy
11 sistema delle (1) &: dt

dv,
dt

=V
che ha come soluzione vy, =¢; wy,=c,—c;t

Quindi I’hamiltoniana ¢ massima per:
u(t) = sign y, (t) =sign (¢, — ¢t) (*)
che ¢ il controllo ottimale.
Dalla (*) segue che il controllo ottimale ¢ una funzione a tratti costante e che
assume 1l valore +1, e ha al piu due intervalli in cui ¢ costante dato che la

funzione c,—c;t ¢ lineare e puo cambiare segno una sola volta nell’intervallo

Se u=1, la soluzione del sistema (1) ¢:

2
X1:?+52t+s1 ; X2:t+S2

che nello spazio delle fasi descrive una curva:

1 2 1 2
XIZE(XZ) +s S:SI_E(SZ)

. . 1
Se invece u=—1: la curva ¢: X; =—(x,)* +5'
2
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Le due famiglie di parabole sono mostrate nelle figure seguenti. La figura a

//
S\\§

¥ ‘F‘:ﬁ b

N |
o4

1
mostra le parabole x':E(x2)2+s ¢ la
fig. b mostra le altre parabole
1 T
x':_E(xZ)z +s" . Sono anche indicati 1

versi di percorrenza. Come gia visto prima,
la u(t) ¢ a tratti costante e ha al piu un
punto di discontinuita. Se la u ¢
inizialmente uguale a +1 e poi a —1 la
traiettoria consiste di due archi di parabola,
vedi fig. ¢ ; se invece prima ¢ u=—1 e poi

u=+1, fig. d.

La fig. e descrive tutte le traiettorie

ottimali che si possono avere. BO ¢ un

arco della parabola — % (x5 )?> a AO un

arco della parabola %(xz )2,

Se il punto iniziale x, ¢ sopra AOB, il
punto muove prima sotto 1’influenza
di u=—1 finché non raggiunge AO. In
quell’istante u assume il valore +1 che
conserva fino all’arrivo nell’origine.
Se il punto x, ¢ sotto AOB, il controllo
u deve essere inizialmente uguale a +1

finché il punto non arriva su BO.
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BO . 4llore u cambia valore e diventa uguale a - 7.

As
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-3- Il principio di Pontryagin per 1 sistemi non autonomi.
Consideriamo adesso il sistema non autonomo:
X =f(X,1,t)

Bisogna minimizzare:

T
I= [f,(%G0)-dt
0
Quindi: X, () =1, (X, u,t)
Il sistema ¢& X(t) =f, (X, T, 1)

Assumiamo inoltre che le derivate parziali di f rispetto al tempo esistano e

. . . . - of"
siano continue. Il sistema aggiunto ¢ : Yy =— Y Y
X
H,@xu0)=y - f&L1
e I’hamiltoniana: S e = ~
My (v, x,t) = sup H, (y,X,u,t)

Condizione necessaria affinché u e X(t) siano ottimali ¢ che esista in vettore

¢ (¢) continuo e diverso da

. gere , ottermuto dall'’equazione aggiunta tele che =
M ﬂﬂ Y
]:Eq, (oL, o, 20U My LYo L4t)

sneltre : &7 (H=cosh.s0 , .
M'-r(l?tH XH) . ,f' o ¥ (2doke

per qualsiasi t nell’intervallo 0 <t <T.
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Riduzione di un sistema non autonomo ad uno autonomo.

Definisco: X =1,%x,,1(0)=0
quindi  : X (D)=t
% =f; (K0 Xp )
Xpa1 =1
of;

Vi =— Z

JOa Y

n of,

\i’n+1 = _z

209X 41

Vi i=0l-n j=0l1-n

I’hamiltoniana di questo sistema ¢:

n
H*\y (\T]s\l/nﬂaiaxnﬂaﬁ) = Z\Vj' fj(iaxnﬂaﬁ) TWn+
=0

dal principio di Pontryagin ho che per il sistema ottimale:

H*\p (\V 7\|!n+lax tll ) M*\y (\V a\Vn+1’X ,t)IO

quindi:
H, (§°,X°,60°) = —yp, () = M, §°,X°,t)
T =n a
ma V(M —-vaa®=-] > a— Y5 (r)dr

t Jj=

ma per le condizioni di trasversalita che saranno esaminate successivamente,

si ha che : y;,;(T)=0,

T ~

~ o ort _

Hy %% 0 =—via® ==[ ——§°(0) dr
t
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Nella formulazione del principio di massimo di Pontryagin il tempo finale T ¢
stato assunto libero, cio¢ non fissato a priori. Se il tempo T ¢ fisso, il numero
delle variabili del problema ¢ ridotto di uno e per i problemi non autonomi, il
principio di Pontryagin ¢ enunciato nella seguente maniera.

Nel problema a tempo finale fisso, per sistemi non autonomi, condizione

necessaria affinché X(t) e u(t) siano ottimali ¢ che deve esistere una funzione

¢ () diversa da zero e soluzione dell’equazione aggiunta, tale che:

) Hy, @ O.x°®,0°1),t) = M, [ ©,X°(©), 1)
¢ sodisfatta e
Vo(t) =cost<0
per Vt in 0<t<T.
Notiamo che, dato che il tempo T ¢ fissato, il numero di condizioni ¢ minore
di uno. Per 1 sistemi autonomi, la condizione di ottimalita puo essere definita

in maniera simile, eccetto che nella condizione non compare esplicitamente la

variabile t.
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-4- Condizioni di trasversalita
I teoremi presentati fino ad ora si applicano a problemi dove lo stato iniziale e
lo stato finale sono dati a priori. E’ spesso desiderabile avere variabili libere
nello stato iniziale e nello stato finale. Allora il tempo finale ¢
necessariamente libero.
Per semplicita consideriamo lo stato iniziale fisso.
Supponiamo che k= (n—m) o tutte le variabili finali siano libere. Ho m
espressioni:

hyX)=0, i=l-m
che mi definiscono una ipersuperficie su cui deve giacere lo stato finale.

oh,

Se ,=1---m,i=1---n sono continue e diverse da zero, allora la

an
superficie ¢ liscia. Sia x(T)eC dove C ¢ la superficie liscia (n—m)

dimensionale dove m € un numero fissato. Il sistema deve essere trasferito da

x(0) a x(T) € C, in maniera da minimizzare un certo funzionale. Sia x, un
certo punto di C, T, ¢ I’iperpiano tangente a C nel punto x, .

Siano ora y°(t),x°(t),u’(t) le soluzioni del problema ottimale.

Il vettore y°(t) deve soddisfare le condizioni di trasversalita in x, =x(T),

ossia deve essere normale
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al piano tangente T.. Questa ortogonalita definisce (n—m) componenti di

v (T). La condizione di trasversalita sara similmente soddisfatta se y°(7) ¢
normale a ciascun vettore ve T,.
voT.v=0
che fornisce (n—m) relazioni.
Insieme alle m componenti di x(7) abbiamo in totale n condizioni all’istante

T. Notare come la componente zero del vettore { non sia implicata nel

problema

Consideriamo un punto che si muove secondo la legge:

2
dx
dt
ossia;
dx dx
M X5 2y
dt dt

Il problema ¢ quello di raggiungere il piu velocemente possibile 1’asse x,, da
uno stato iniziale dato X, .
In questo caso abbiamo un problema con estremo destro variabile. Il vettore
tangente all’asse x, che ¢ la nostra varieta su cui giace il punto finale, ¢:
0=(0,0%),6% %0
Quindi le condizioni di trasversalita sono:
0-y1(6)+6% -y (1) =0 >y (4) =0
Dato che v, ¢ lineare ne segue che ¢ o maggiore di zero o minore di zero per

t, <t <t;. Quindi u(t) ¢ o uguale —1, o uguale a +1 in tutto P’intervallo di

o
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Quindi il moto sard lungo la parsbola (1) o lungo 1s

parabola (2) : /’”

)

Se Eogiace sopra la curva AO : /

(?)

La curva ottimale ¢ la parabola (2). Se x, ¢ sotto AO sia la (1) che la (2)

portano all’asse x,. Disegniamo le tangenti in x, alle due parabole:

o -
a -
A
Py
R
| ' xo

Pe

Q,
Py

Si trova facilmente che :

?oqQ > Pobe = POP/{ > B @4

]
Dato che X=X, = t-to » 11 tempo lungo l'arcc di para-

tola XOQ, ¢ pil breve risvetto a .foqz .
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-5- Dynamic programming.

Il dynamic programming ¢ stato sviluppato da R. Bellman. Si parte

dall’equazione X =f(x,1u,t) dove il controllo u appartiene ad un dato insieme

U di valori ammessi.
La condizione di ottimalita ¢ i1l minimizzare

T
J=[f,(X(t),u(t),t)-dt
0

Il dynamic programming ¢ basato sul seguente principio formulato per la
prima volta da Bellman. Analizziamo la traiettoria ottimale, cio¢ quella per

cui J € minimo, in uno spazio a n-dimensioni.

n Prendiamo il tempo t=t° a cui
corrisponde sulla traiettoria il punto
x°(t’). questo punto divide in due
parti [ e II la traiettoria.

La parte II ¢ anch’essa tale che per il

x(0) tratto relativo I’integrale J ¢ minimo.

Supponiamo che questo non sia vero
X2 e cioe che esista una traiettoria II1

per cui J € piu piccolo. Allora I+III ¢

XA

migliore della traiettoria I+1I, ma I+II & gia per ipotesi la traiettoria ottimale.
Quindi si cade in un assurdo, se si nega che un tratto della traiettoria ottimale

non sia a sua volta ottimale.
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Questo dice che la strategia migliore non dipende dalla storia precedente del
sistema, ma solo dalle condizioni iniziali e finali e dall’obbiettivo ultimo.

I metodi basati sul principio di Bellman partono infatti dallo stato finale x(T)
e determinano la traiettoria a ritroso.

Supponiamo di avere la traiettoria y per cui :

*m
/a:/'n
ty
to I= Jfo(i,l_l,t)dt‘l‘G(i(tl)) émlnlmo
\’ tO
x 1 xl’

Anche la traiettoria tra:
(to +&,x(t, +&)) e (1,x(4))

¢ tale che I € minimo. Allora indico con:

ty
Mxt,),t;—t,)= min [f,(X,u,t)-dt
ue Uy
(0]
Ho che:
t, +&
H(X(to)atl_to): min J.fo(iaﬁ:t)'dt"FH(X(to+‘9)vt1_t0_8)

ueU t,

Sia g piccolo e t e (t,,t, +&)

(Xt )t —ty,) = min &{f, (X, 00} +ITXt, +&)t; —t, —&)
uelU
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ora: x(t,+¢&)=x(t,)+ % .£+0(¢). Sviluppiamo I1 in serie di Taylor:

tO
oll dx oIl dx
Mxt, +&)t—t, —&)=TI(xt.)t; -t )+ée6—yV —eeg——» —+0(e
(X( 0 ) 1 0 ) (X( 0) 1 o) Sx t dt S(tl_to)t dt ( )
(6] (6]
. A
Chiamo t; -t, =T
) - : oll dx oIl
Hxt,),T)= mn &-f,(x(1),u®),) +IIxt,),T)+ mn &6 — -——-e——xt,),T)
ueU uelU OX ( dt 0T
Se ¢ tende a zero, t —> t, , si ottiene:
oTIXt ), T) . ST dx
——— 7= min fo(X(to)au(to)ato)+_ S
oT ueU ox |, dt

(6]
equazione di Hamilton-Jacobi.

Dall’equazione di Hamilton-Jacobi si pud passare al sistema canonico
oIl

definendo — =p(t),
X

11
H="f,(x u,t)+pt).fix u,t)= ; oIl _ min H=H°
0T weU

in questo modo si ottengono le equazioni:

dp_d(8m)_5 (sm)_ o ( sm)_ ow’
dt dt{ dox ox| ot ox\ oT 0xX

dx _ oH°
dt op
e Xt,) =X,
con condizioni iniziali :
X(t)=x%x4
H t T = X t
Se lo stato finale non ¢ fissato: p(t;) = OIl(x(t,), T=0) _ 0G(x(t,))

0X 0x

e quindi se G=0, p(t;)=0.
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-6- Condizioni sufficienti per I’ottimalita

Finora abbiamo visto le condizioni che il controllo deve soddisfare se ¢ un
controllo ottimale. Queste condizioni necessarie le abbiamo viste nel principio
di massimo e nel dynamic programming. Le condizioni necessarie ci
permettono di restringere 1’insieme dei controlli che possono essere ottimali.
Usate in modo costruttivo, le condizioni necessarie forniscono dei candidati
all” ottimizzazione, Questi controlli vengono chiamati estremali. Il controllo
ottimale ¢ estremale, 1l viceversa non ¢ vero.

Definiamo ora delle condizioni che se sono soddisfatte dal controllo,

assicurano che esso ¢ ottimale: sono cio€ condizioni sufficienti.

Il controlle u*(t) con t,€ t<t] che genera la soluzio-
ne x¥(t) con tstst ¥, tale che i*{tn}-iu % ottimale se
esimte una funzione scalare U di X di classe c?, tale che
1) me u(t) genera una soluzione x(t) , $,8 t=ty con

Rib)=%% ctria Mt ed 2
V(M) U (x*H) =0

1) 0= £ (R¥0),0KH ) + quad TU(R*(H) . PIFFH), kW)
per Htfrrﬂ"b'#j

i11) £, (%,@)+ el TU(%) . f (%,d)20
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Sia w(t) il comirello cke gezers la solmziome E(%) com
toctsty e Xz =%, if‘t,)e .

Si definisca = I QE‘} ?ﬁ?ﬁ’{;g&:}_{ {x,a 6

Quingdi ¢

T= ] qod U (xe) - & att: V(203w
ver la i) , V(R{MULO e quinii (4) I =-U(H)
per 1a i) e ii) otteziamo :
(2) ]H‘go (% ¥@), a* (N )oit = T(R)
Or=a censiée:inm
a (™ Ly :

A =J 2 [;z;),atr}}dr—J 2, (o, TR
per la (2) 2o cke :

A= ['pmRa-vis)
per la {{) :

Az J h{, (201, G0 Y2 qrat U RN (73] 820

che ¥ quanto =i woleva dimostrere .

Un esempio @ x, (8) = 4t ugit)
{ Retédz uyl®)

con la condisiome : wittleaid)sd E
¢
Vozlio trasferire il sistemm 3a x a x%=d in t'-t.- ] ars
= BEinime .
H = P (l-} Wy U‘l!-*l.&igt
ST IP:O ’ Q‘=Cl" .
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H=w, (+w)+ Yooz @ (1A Vi-ud )4 gou,

5” q} 'Elpl.?_l{']
Mo - 9; — + gyuy=0
-
5a, —_— 2 ¥i-uiih)
2 e l#)

T + C,lU,=0
2'Iﬂl|-u‘itlr]l Ll

da cui ho che u,,{t}:c:uat.:a ’ uz{t}=cost.=B .

Quindi : 5 xy=F+RE+a

x,=BF+b
Kn':l 4‘¢+H'I"a‘l'|l 0= Bl'l'l-b'
¥l=F +hh+tQzo x3 z 8 tDb
. xS
ricavo A= E-Ll=.--,E--!
. - #2
Bz U= — .-r'—*:
dﬂl'lnl’ﬂ T:".Pi'a
_ (X912 4 (x%)?
T= F.""hﬁ - - EX?
};’;&IE

Prendiamo V= -
2%

La funziocne & di classe ¢! e soddisfa 1la condieione

i) . La condizione il) & verificata sostituendo diret— .

(M xg ..
‘tamente Wiltlz -1~ = = - s
U, s o XT o o X
t T b =F
Infine si mostra che !
. o
L | 4 %E-{I,'.u,,:l-[-_.t'_r uz =0
ue U oxy Xz
- 45 =
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Definisco M(F,%,b%) 2 4§ (%, ha)+ BT 2 (&, a,¢)

I1 controllo ﬁ*(t} » con t Stc ¥y genera la solu-
gione it(ﬁ) y COD ‘togt:’:"u y & ottimale se esiste una
funzione P(t) a2 tratti continua tale che :

1) M (BW, R0, 0¥ (H)- W(pW & )+ BT (R (2w -%) 20
per HzeX , VaevU, Ftefto,td

11) BT(s ) (X6 )-8 ) - BT(¢.)-(F*(¢,)-2) 20

dove r.}eﬂ"n X, 3¢ 6hX con 6°€! che indiceno delle

ipersuperfici date ( XeE *, X ¢ Em; Ue E’t) .

¥ (8) = W lh)
:;C,EU'): walh)

Esempio :

g°- E}?GR? /x?a..tx;.-a}

g'= EEER?J” Y-'—i—m*“—"‘}'
Voglio che J(‘-l.,.l'.lr]"l‘ u"g‘_ti'?)d# sia minimo .

0
L'estremale & gu. (=g , uzlh=o

Xt“'}- -&f‘ ; %7 H¥=0

con i moltiplicatori di Pontryagin ta(-f*1=-"i|{*‘a‘=l,ﬂzf?)=°

Ponendo : ?,‘{H;A,(H:I ;Pgiﬂ:&ug{“_-o

i) ( Ll'f ruy )”’-" -W,; >0 P Yu ; ed inoltre poichd

;a‘ =0 , 2120 abbiamo che :

i) (o- gi) = (1-2)2 0 .
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= T = Il metodo di Pontryagin applicato al moto 4dj

un greve

Consideriamo il moto Piano di un grave :

2= -%-{-CL“']

5 =0

dove u{t) & 1la funzione 4i controllo

Il moto ha condizionmi inizigli

5 2 ()= R 2(0) =vs
gl 2o ¢ (o) =U;
dove h & la quota inizigle .
z
Vo 49
%
o
Ga
Vogliamo che g t{ » lo Bstato finale =im 1l seguente :
2k} =0 %> (I't].-:a
- N — a

Oesia che il punio materimle mrrivi nel punto di evor-
dinate (© ,34] con velocitd lungo la verticale nulla .

Per l'equazione g=n y la soluzicne & ;

y = U;F'

Bisogna perd che a %, sia @
~3
%.fh}# Y1 5= vy Fdq
da cui ai ricava t4 .

Si vuole minimizzare il costo :
k4 T
W= ‘£ w ci

- 47 -
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Bisogna quindi risclvere il problema :
(%) Z = -9 +wlt)

con stato iniziale : zZ(o)z=Hh ,2(0)=vUl

con stato finale : Z(t)=0 , 3(H)=0

&
con 1a condizione JP' e dF o minimo

L

Si riscrive la (#) : % =
{ x = _.34. W

L'hamiltoniana & 3 H=@o U+ ¢, x4 Py (_34.“_)

ed il sistema coniugato : [yy:=o0 Wo = Po
'4.“ =0 W = P
LP1= — q" q}z-ﬂ - P." +Bt
I1 controllo ottimale 2 quello che rende massima l'hamil-
toniana :
oH
— = 2potPr—pPik=0
ou P tha—pe

Quindi il controllo ottimale & dato da :
wit) = _sz;{r_
o

ed il sistema del moto si riscrive come :

22X
’ 8 |t 2 <
x = g-tg-‘;o_-g‘-ﬁ-a
- | 1,7 E_:_ d
che 8i integra : X = .‘.;.%J- _(3.{- 7‘%)“-11;.

2 |t °
2: f‘:'._ PTP'-OI-?‘- [g 1-!;-?-;)-5'4’6;."4-1'0

Le 'o‘ﬁ,%%pu sono le costanti di integrazione . Le cos-

-

tanti 13«»,(’»',(*" si ottengono tramite le condizioni :
b )=0 , plhl=0
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Eseguendo 1 calcoli si ottiene:

) = -é—; [vg k, +22:' £

+UgFk+h

. £ ? -
Uit = o ['u Lw%Jt- [6;-1}2,+ 3,_]

zu;}--:—%%]k"
f:
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-8- 1 metodo di Pontryagin applicato ad un sistema biologico

[llustriamo 1’uso che si pud fare della teoria del controllo ottimale in un
modello di sistema biologico. Questo esempio viene illustrato nel suo libro
sulla teoria del controllo ottimale da Leitmann (2).

Un modo molto comune di giustificare 1’emergenza di certe specie di
organismi viventi ¢ quella di affermare che sopravvivono le specie piu
numerose. Quindi la strategia ottimale ¢ quella di massimizzare il numero di
individui della specie. Non ¢ che gli animali o le piante seguono in maniera
conscia questa via, ma la natura attraverso prove ed errori giunge ad una
politica che se ha successo ¢ da considerarsi ottimale.

Studiamo per esempio le piante annuali.

La sopravvivenza della specie ¢ assicurata dall’abbondanza dei semi.

Il problema ¢ quello di dividere il prodotto della fotosintesi tra parte
riproduttiva e parte vegetativa in modo da massimizzare la produzione di semi
senza pero andare a scapito della sopravvivenza dell’individua.

Si puo riprodurre cio che la natura fa con delle funzioni di controllo.
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Indichiamo con :

x1(t) = biomassa delle foglie

X, () = biomassa riproduttiva (fiori, semi)

x3(¢) = rimanente biomassa

r = produzione di biomassa dovuta alla fotosintesi per unita di massa.

Questa produzione ¢ considerata costante.

g;(¢) frazione della produzione di biomassa che va alle componenti 1
al tempo t.

xp =rg1(0) x(2)

Xy =71 gy (1) x,(2)

X3 =rg3(t) x (1)
sono gli incrementi delle biomasse.

gi(1)=0,i=123; g () +g,()+g;(1)=1
In questo modello assumiamo che esista la relazione:

, A
xl—(t) =cost.=/>0
x1 () +x3(2)

allora:
X () +x3(0)=r(g +g3)x () =r(1-g2) x(?)
x1 () =1 (% (1) +x3(2))

x(0)=ri(l-g;)x ()
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Vogliamo che alla fine della stagione di crescita di durata fissa #, —¢,, la
quantita da massimizzare sia x,(¢;), ossia la quantita di semi prodotta dalla

pianta.

X (t) =53 (t) = [ 220 1, 0)
t

o

Per una data massa riproduttiva iniziale x,(¢,), la quantita da massimizzare:
)

h
Ir g,(t) x1(t)dt e quindi devo minimizzare : — I r g,(t) x;(¢) dt
t t

o o

Le quantita specificate sono le quantita iniziali: x; (1), =123
Inoltre il costo come pure 1’equazione di crescita per x;(¢), implica solo x;(¢)
e g,(¢). Poniamo g, () =u(t), nostra variabile di controllo.
H=rl(-u@)x@  x,)=x >0
4|

C=—[ru@xy(ydr ; x,(t)=-ru()x (1)

t

Perviadi g;+g,+g3 =1, g, €[0,1]
H=-A,ruxj+A4 - -lr(1-u)x
A, 1)=0 L@ =A,@) ru @)+ @) 1r[1—u(t)]
Scegliamo A, (#)=-1. Inoltre il fatto che lo stato finale non sia specificato

implica che: A4 (t)=0.
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H= sz.ii-)-[l-flui*l_]tt + 4 (H. 4 (+)

Wik = { | se LAk«
Y se  QA(E]»
¢AH=z] vale in un intervallo ai misura nullo .
Infatti LAH= implica i.mﬁ’ che ¢ in contraddizione
con 12 (2) che dice che : 4;(H=-2

I-S 2 il punto 4i salte di u(t) , dove :

'&KI(eS):—.l

Per via del fatto che £ (h)=0 , ho che u(t;)=1 .
Wi =1 b < ke hy
uir=o0 b <t <hs

(1]

Per ts<t S.bl ;3 —-JA= tZ]U‘) che integrata
ARz (bi-t)

; A,Lb)s—&,{, che integrata

Per t <t ¢t
- o“
i (!'3"")

S
A0z Auks). e

Voglio trovare ora t

S5
Ma LA ts)= R (F\- k) da cui ho che :

l'g""-s = .._!..m-
L
In altre parole diciamo che una pimnta non si sforze
1 . .
nella produzione dei semi fino a 'Q-E: unitad di tempo

prima della fine della stagione di crescita .
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PARTE SECONDA

I sistemi distribuiti
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Introduzione .,

Si intende per sistema distribuito , un sistema che ?
descritto da un campo .f2 ¥ il dominio spaziale di que-
sto campe , dominio che supponiame aperto connesso 8 &p-
partenente & EY « 352 d 11 contorno del dominio .

L'unione d4iJY con il suo contoxno ® chiamata la chiusu-
ra diSl ed @ indicata con : St = S2Z VIS

Lo stato @i un sistema distribuito a qualsiasi tempo t
e in qualsiasi punto di Sl 23 descritto dalle funsioni

ui(t,i) , i=1...n

L'insieme di tutti i valori fi(i) che il sistema distri-

buito pud assumere a qualsiasi tempo t & chiamato spazio

delle funzioni di stato ed t indicato com 3
m
r(R)»Y r)

In teoria dei campi assumono particolare importanza i

sistemi hsmiltonieni , i sistemi ciod che ammettono una

. funzione hamiltoniana tale che se q( sono i campi che des-

erivono il sistema e p; 1 campi ad essi coniugati :

3q.(h%)  SH

3¢ Spiih¥)

o L(*:f)_ < §ji_,. = -~ . .
“P'ér g 8., X) 29 %%
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e se 80N0 presenti derivate 4i ordine superiore :

i S H S (6_{4_{’ O oW 5 oM
: - T S T Ts g ——/—— 4.
ol ';ql- aq., R aaar‘[: Ox* &agiali+ )
dove H @ 1a densita 4i hamiltoniana .
Non ¢i interesgeremo particolarmente dei campi hamilto-
niani ma in generale 4i quei campi il cui comportamento

pud essere descritto dal sistema :

dug (F,X) 5
() R (wilhR) .. wm L))
ot 3
L:"'"m
dove uy sono funzioni definite per t >0 , nel dominioSZ,

1

e dove %;sonq degli operatori spaziali specificati .
Con notazione vettoriale : g—% = M ('.3)
Inoltre le (1) saranno sempre considerate reali , gquesto

¢ necessario per poter definire il principio di massimo di

Pontryagin per i campi .
L'equazione descrive il comportamento locale del siste-

ma ; per determinare univocamente le soluzioni sono allora

(2) gt (W (%) da (4% ) =0 %'edJ2 cz1..m

dove 9; ® un operatore spaziale . Vettorialmente : %(UI=D

Infine sono necessarie le condizioni iniziali
% o X v .""' sew
(3) Vg (bo, %)= U (X) , X eSt (=r..m

La soluzione delle (1) e (2) corrispondente alla condi-

zione iniziale (3) , & indicata con :

50 (hF; Oote), )

ST
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Ricordiamo che la soluzione di un’equazione o di un sistema di equazioni
dove sono presenti derivate rispetto al tempo di ordine superiore al primo, puo
essere ridotto alla soluzione di un problema equivalente dove sono presenti
solo le derivate del primo ordine.
Se vogliamo che 1’equazione (1) descriva un sistema fisico devono essere
soddisfatte le seguenti tre richieste:

1) La soluzione esiste

2) La soluzione ¢ unica

3) La soluzione dipende in maniera continua dai dati iniziali, dove con

“dati iniziali” intendo le condizioni iniziali e le condizioni al

contorno.

Chiariamo un attimo che cosa significano queste tre richieste.

La 1) richiede che non vi siano troppe condizioni, quindi che la soluzione non
debba soddisfare a proprieta che si contraddicono tra di loro.

La 2) invece richiede che non vi siano ambiguita nella soluzione del
problema.

La terza richiesta € necessaria se la formulazione matematica deve descrivere
fenomeni osservabili in natura.
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In natura 1 dati non possono essere pensati come fissati in maniera perfetta: lo
stesso processo di misura implica dei piccoli errori. Percido, un problema
matematico non puo essere considerato come corrispondente realisticamente
ad un fenomeno fisico a meno che una variazione dei dati all’interno di un
piccolo intervallo non porti ad un cambiamento arbitrariamente piccolo nella
soluzione.

Questa richiesta di stabilita non ¢ solo necessaria per ragioni fisiche; essa ¢
estremamente utile per 1'uso dei metodi approssimati nella soluzione del
problema.

Come si ¢ gia detto la 3) non ¢ che una richiesta di stabilita delle soluzioni
delle equazioni.

Discutiamo ora brevemente la stabilita nel senso di Lyapunov.

Consideriamo un sistema il cui dominio sia S<& .
Inoltre specifichiamo una metrica :
p=p (0,0') in T (S

Con (b(l-J X ;Oo(.iJ,ha) intendiamo lo stato che corrispon-
de a Uy(X) al tempo t, . L'insieme %(f)“‘,",‘ Vo (%) *e )j‘ l‘?fo}
¢ la traiettoria del sistema .

Un insieme r..;(f?-) & detto invariante se per gualsiasi
stato iniziale G, (f), la sua traiettoria corrispondente
giace sempre in T:-“(SZ].
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Ciascuna traiettoria ® un insieme di invarianza E.(ﬂl-

Ricordo che :
?(D,r,;,m))z_w'vﬁ p (0,0
ole M (N)
L'insieme invariante & detto stabile se per &€ >0 ,
esiste un numero 6[5,"5))0, tale che :

o[ & (NF,Teld) ds), T (51)) <E  Virbo

e P(Do{:ﬂ,l‘ﬁlﬂ})d;@,f‘o)

Un insieme invariante & detto asintoticamente sta-
bile se esso & stabile e
¢ (@ (F; 000, k), M) >0
per Eb>ow
Inoltre se §(¢ to) & indipendente da t, , allora 1'in-

sieme & gsintoticamente stabile in maniera uniforme .,
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Supponiamo ora che il sistema sia controllabile. Il controllo puo agire su tutto
Q oppure solo su certe sue regioni. Si puo cosi classificare:

1) controllo distribuito se agisce solo su certi insiemi di €2, indichiamolo
con fQ(l.)(t,x),izl---k

2) controllo al contorno , se agisce solo su certi insiemi di 0Q,
indichiamolo con f. 20(i) (t,x),i=1---k

Se entrambi 1 controlli sono presenti, esisteranno delle condizioni di
controllabilita da osservare.

Il controllo sul contorno ¢ il controllo piu facile da realizzare in pratica, dato
che ¢ il controllo del sistema ad essere a contatto diretto con 1’ambiente.
Bisogna quindi notare subito che in teoria del controllo le condizioni al
contorno assumono un ruolo fondamentale. Le equazioni diventano:

o (1, % _ . 7 v
% = b, (u1(f,x)"'”n (&%), foa) (%) Fow (t,x))

per t>0 , nel dominio € con operatori spaziali dati.
In notazione vettoriale:
ou =
_u = ”;/ (u(t,x),FQ(t,x))
ot
Le condizioni al contorno sono:

@il (63 2, (03, foy (T Sy 6 D)=0 ¥ 00
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Vettorialmente:
6|, Fp(t.5))=0
Se F 5=0, per Vx € Q, il sistema ¢ detto non forzato.

La controllabilita di un sistema ¢ definito rispetto ad una classe di controlli
ammessi. In genere si intende per controllo ammesso, quel controllo tale che:
1) la soluzione dell’equazione forzata esiste ancora,
i1) 1l controllo soddisfa ad un insieme di condizioni limitative.
Per sistemi alle derivate ordinarie, la condizione corrispondente alla 1) ¢ la
condizione che ogni componente del vettore di controllo, definita in un certo
intervallo di tempo, sia misurabile secondo Lebesgue (3).
Le soluzioni del problema corrispondente sono allora continue e a tratti
differenziabili
Per quanto riguarda le equazioni alle derivate parziali non esiste nulla di

simile.
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Cap « I Controllabilita

Uno stato aohﬂcrlﬁié detto controllabile al tempo
to ge esiste un controllo che trasferisce CLfﬂ nello
zero in un tempo finito | , ossia :
@) GFE (FotT,%; Oy(%),%0) = 0
La (1) indica la soluzione del problema forzato da Fz.
Se la condizione (f) viene rimpiazzata da :

O Uz (WtTR, Go(R)te),0 )d , S0
allora lo stato & detto 5--controllabile attorno ello
zero al tempo to.

L'insieme di tutti gli stati che sono controllabili
& Zero g to sard chiamato dominio di zero-controlla-
bidita a t, e indicato con C:q (R).

Se gli stati zero-controllabili ci interessano in-
dipendentemente da t , uso la notazione C ° (),

se CO)( oppure Co, (D) coincide con 1'intero spa-
zio [(J1) alloras il sistema 2 detto completamente
controllabile .

La controllabilitd a zero pud essere messa in rela-—
zione con la stabilitd asintotica secondo Lyapunov co-

me viene fatto da Butkovskij Uﬂ .
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Per concludere , esaminiamo la controllabiliti per i si-
stemi lineari . Il sistema sia descritto per ragioni di

semplicitd da un solo campo :

3"‘,;: Y o w (k04 DlyX- ExF,¥)
dove o & un operatore spazisle lineare ; la condizione ini-
ziale & : w (to, %) = Ug (x)
la condizione &l contorno 3 Zqulk,AH)=0 , X leadt

dove a.ciq ¢ un operatore spaziale lineare .

La soluzione pud essere scritta come :
o box;uo,be)= (Ht OFN YNNG ) Fg bt K)ol
FSL["*K" ciel- (tito) Uo +J{'o¢(; )DGJX 'Fy_(.,

dove l'operatore (t){i,'ro) ¢ costruito con le funzioni di
Green . Se vogliamo la controllabilitd a zero , deve esse-

re : 0= U_F_n(h}x;uo,l'o)

=
— B (Fi,vo) tolz | T (ki B DL x) FLEL X)Lt
to
che scriviamo come :

_, __d) (&1, F0) ol¥) = & (b1, ko) Fo (+,%)
dove : oZ(H,Fo)f"ﬂ“d?Ch,*’)ocr’,xnddf"

Cerchiamo ora l'aggiunto d@i questo operatore :
<G00, & (h ) B 5> = & 2™ (h,b)G 00, F(rX)>,
dove l'indice 1 indica il prodotto in L,(J2), e 1'indi-

ce 2 il prodotto in LQ’(J? @U‘o; b4J) .
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Consideriamo di nuovo la:

—D(11,1,)u, (x) = (11,1, ) F (2, %)
che viene moltiplicata per .2~ :

=7 (11,1, )Py, o (%) = 7 (11,1,)L (11,1, ) Fy (1,X)
L’operatore  A(f,t,) =" (¢,t,)-L(t;,t,) € un operatore lineare ed
autoaggiunto, non negativo.

Questo operatore quindi ha spettro reale € non vuoto ossia A non mappa

Fq # 0 nello zero.

Sappiamo che un operatore ammette inverso quando il suo determinante ¢
diverso da zero. Il determinante di 4 ¢ diverso da zero perché ¢ non negativo.

Allora 4 ha un inverso, quindi:

F(t,x) = A7 (11,1, Dty 1, it ()
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Cap « 1II Sistemi lineari
- I =« Punzioni di Green

Consideriamo un sistema che soddisfa ad un'equazione

del tipo :
Cuixtd= G Xixt) + F (x,¥)

® & un operatore temporale e C% &t un operatore spa~
ziale , entrambi sono lineari . Oltre 8ll'equazione ho

bisogno di condizioni iniziali e di condizioni al con-

torno : W (x,t0)= dp(x)
Qd (& {xp,+) )ﬁgfo,F) , XY GSJ?, b2k

F(XIF)JI E(xbfkj funzioni di controllo .

I1 problema sia ben posto .

Se l'operatore GD 2 di ordine superiore al primo ,
riduciamo il sistemas 2l prim'ordine facendo attenzione
che il problema che otteniamo continui ad essere ben
rosto . Infatti non basta che il problema iniziale sia
ben posto ad assicurarq che 11 problema equivalente

lo sia ancora (5) .

Sia quindi il sistema :

C)_U__—-._éi'l') =Sy 6“’; i)‘f D(hi) F“J;) ; ;en’l-}h

ot |
Uk, X )= O (%) %e 2
S O (F,¥u)= £ (+,%b) jXBEOI, bk

Sx.sia unz matrice MXxm formata da operatori lineari

ed in verianti rispetto al tempo .
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Anche Sb ¢ formato da operatori lineari ed invarianti
rispetto al tempo ma che operanc solo sul contormo .
Iniziamo con l'occuparei del problema con condizioni

al contorno omogenece .

NI 0 .
i SxU+DF
2) SB O: 0
O(k,x)= U,
il problema agli autovalori sssociato & :
§SX$K(EJ=‘(K 4—31‘:(;) / xeSL
Sk Pk (Xb) = © , Xpeose

dove ﬂ; non deve essere necessariamente reale .

OGhi)= 5 T fez
3720 Fo 2 Foo) G

ove Tex <P, F 052 [_OXTONAN ; <y, 8)24,
Sostituendo nella (4) si ottiene :
. - oo — oo
e - e (%) = 2, Tie B 4 Pl T, 4 P (%)
Fe (7) 'ﬁn-/\mﬂ&p 0

1
'3) —i_K ""('FTK - ?K: O

FMB IM3

P

Per la condizione iniziale :

Olwx)s O, (7) = & Fe(x) - S Pr , U &
%) (R) A ¢ () %(9’;{0073@1(

K=
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5i possono allora ricavare le condizioni iniziali per

la (3) ¢ Tk (te) = Qg~<lﬂ’r;uc>u‘?

T, ()= exp[Ai (k-to) a, + exp (Akt) -Ltwp@ AT) Fp () dT
k:l,z-..
Ol )= 2 e (Aelb-t)) .| G §) O (30l Pe %)+
+2 oxp (4xt): J (- AgtJJ ¥ (3) olr,3)F (33 Jolicte: Pl=)

Se vale l'uniforme convergenza :

Gu,;)sj § onp (Ax -0 Pr 0K (3) O ()03 +

k=1

i AR S
+],, L?, § op[ A lt-tel [P (2)F % (5)D(r, P Fr,3)d 2ol
La linearitd garantisce che la soluzione O(x,t) dovu-

ta al termine forzante e alle condizioni iniziali pud eg=

sere trovata come sovrapposizione lineare dei due effetti

indipendentemente .

O, x}_J Gr (K% :1,3)0, (g)ol§+j [Gelhs; k3 ) D F.dRdc
Z, op[Aett-R)] 0 9T (3)
GF"'EI ol Aelt-T]- e () P (3)
Notiamo che : G\I { ",;‘j &'o; %]5 GF “’:"?f T= t_"?%)

da cui si ha che :

ov

=S, U(t*) bk ’)F,Sunc 019 ik
ot g €5 | equivale a ) OF (5 X )¢ (X)) (r-b)
r.)“o,)()- Uo(x) xen UU‘o,i):O
Se(U(h&p)=0 ¥.e5, Sp 0 (h¥,)=0
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= 2 = Punzioni di Green per l'equazione di Fourier

Consideriamo per esen‘.lpio 1
T?

c¢ke abbie condleonl al

equazione

contorno omogenee del tipo

b!“‘fo}:: LL‘.",'EJ:’:O
Il prodblema agli autovalori associato & :

ot .
k) «? 8%"‘:‘[;:)5 A 4:’1;()‘)

con condizioni al contorno

-

Cpg (0) = d)t (8)=0

Se l'autovalorel,® maggiore di zero » 1a soluzione & ;

D (x) = @ ey ( ) X+ b nm B (4 Ax )sz
s nessuna scelta di a.e th pud soddisfare le condizioni

al contorno . Percid 1'au1;ovalore,( ¢ minore di zero e la

, . L
goluzione & : qJK[x]:aKm (.. o(";) X 4 bk'wv: Ak J'&?(
9(.7
Applicando le condizioni al contorno , 8i he che :

-o . . 222
Q=0 l:k arbitrario | .. - E..F_‘_;f.
La soluzione & guindi : CPKC?‘]— ‘Dk’h'hl"‘ —_—X
£

Dato che l'operatore S,(-}:o{zé-;_‘cq y @ autoaggiunto,

l'equazione agli autovalori per l'equazione autoaggiunta

¢ uguale ell'equazione (%) . La soluzione & q)k(szcﬁﬁm?x
Se s8i vuole che sia CQ;:,Q’W?’:GT;M, le costanti \"’r& e Ck

devono essere scelte ugueli a E:' ;
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La funzione di Green per il termine forzante & data da ¢

Gr (hx; f,§)=—ﬂ£ wr[ (- am“%’-‘-w"__';?

Per la condizione inizimle uo(x) » la funzione di Green

& uguale a 3
i o0
Gy (tx;k,3)= -Z-z:m[-ﬁz@:u-m :
€ k=) 2
. Am E—E—’-‘Mm .E_T_lj
14 e
Quindi la soluzione del problema con condizioni al con-

torno omogenee & :

Foyd
q[{-,x]pjf ] Ge (+,%;%,3) Fle3)ocol3+

@ o

0
+ 7Gx (bx; %,3) Us (3)013
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-3- Funzioni di Green per ’equazione delle onde.

L’esempio piu conosciuto di equazioni alle derivate parziali di tipo iperbolico
¢ ’equazione delle onde.
Quest’equazione pud essere usata per descrivere il comportamento di
moltissimi sistemi: vibrazioni di corde e membrane, propagazione delle onde
acustiche nei gas, propagazione delle onde d’acqua, ect. .
L’equazione omogenea ¢:

6214 2 62u

ot ox*

Affinché il problema sia ben posto sono necessarie le condizioni iniziali:
u(ty,x) =u,(x)

ou
E(tO’X) =V (x)

e le condizioni al contorno:
u,0)=f,(@); ul)= fi(?)

Quest’ ultime sostituibili con:
ou ou
— 0=/, ; — D=1
ox ox
oppure
ou ou
u(t0)+k, —@0)= f,(t) ; u@D+k— (1= @)
Ox ox

Studiamo ora 1’equazione non omogenea:

0%u 2 0%u

+ F(¢,x)
ot? o2

che puo essere trasformata nel sistema con solo derivate rispetto al tempo solo

del prim’ordine.
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Introduco le variabili:

ou ov
= a

vV=— , W
ot Oox

ottengo il sistema;

ow ov

— = —
ot ox

o :a@+F(t,x)

ot ox

con condizioni iniziali:

Quy (x) &

w(t,,x)=a

Le condizioni al contormo diventano :

o (h0)s fo (1) L v %" 2g,10)
wlt, )= fqth) v (10)= a4 3?4“‘J
O (hok folt) ot wk0) = foh)

—
%_it.( (+,0)=§att) wit €)= (H)

L'equazione agli autovalori & :
)« (: %)( . ) <4 ( &0
By © (PL:){K) CPE:)(#J
eliminando la d’%}(x’ ottengo :

N B L))
so b T o 4

)

=W, () WEpsx) = v,(0)

. ? /\1
che per o)z plPer=0 by=o , wy=-Zk
¢C:3:Qr_f"ﬁﬂ1 ('i%fi‘
KT
che sostituita nella (%) gz —QapV-1 o
. kEax
( - Ceon
X}z Q
Pet) = e ( e
€

k & un numero intero..

71

amelia.sparavigna@polito.it



Sparavigna A.C., Tesi di Laurea 1982

Qyviene usata per normalizzare ad uno le funzionmi ,
deve quindi essere uguale a I/\{,:_.

Ora possiamo scrivere la funzione di Green per il si-
stema equivalente all'equazione delle onde . Avra la

seguente forma :

Ge (k,x;c,3) =

bt KX k3 g
Oy — con -L CO> kT3

: —E'~ > Jeglto) € T TR,
meﬁﬂi‘ u_; 'i?‘m'"“-g

b ooxp(~Ae(t-0)) [ ERE P Caon KX in K03

~{Hm T oo T3 HOFSX i 03

=

o0

k=)

z
¢ _S  imkmt <X . KT
E-. 3 (+-T)aim K : * 0o, K13 S_om'_‘_ﬁf“ t)mm"‘%’fm
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-1- Caso lineare.

Per poter utilizzare in maniera semplice il dynamic programming e il metodo
di Pontryagin per i sistemi distribuiti ¢ necessario inglobare nell’equazioni
differenziale del sistema anche le condizioni al contorno.

Quindi cerchiamo una definizione di operatore che contenga in maniera
implicita le condizioni al contorno. Innanzi tutto cerchiamo la definizione

estesa di operatore, seguendo la via tracciata da Brogan (6).

Brogan esamina il caso lineare solamente .

%2 = Sk uhx)
Uik x)=0 : xeXR
Sp Uk xp) = PUE¥B) & xp e

51 introduce 1l'operatore : Hf~l£(2—5 —S‘x)('}

D(A) & 1'insieme di tutte le funzioni U che appartengo-
no allo spazio di Hilbert H e tali che SbU=0 ’ U(to,x)=o
L'operatore sggziunte : AT (t) = (—315 - Si){)
D(A.+) & 1'insieme di tutte le funzioni V che apparten-
gono allo spazio di Hilbert H e tali che V(x,t) >0 ,t e
. : +
Definiamo il prodetto scalare :

<K, Yom = J}”jﬁ x*y ot 51 ol
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Prendiame ora U che soddisfa gll'eguaczione com condi-
gioni &l contorno omogenee e ‘W che invece soddisfa slle
equazione con condizioni al contorno nmon omogenee e Ti-
chiediamo che sig :

CA*V, W)y =<V, & W,
dove con AT si indice l'operatore aggiunto e con Ae ltope-

ratore eésteso . Pacciamo un esempic perticolarse :

gg_&z ?9; per t>%_ e per xe [0,8]
U(bx) =0 con x ¢ (0,8

Tlho)= Uk =0, ¢>¢
%9%- od"%.i“-{ per >t per x¢[o,¢]
W ko, X¥}=0 con xe[o,0]
WtolzfelH , W(HO: 4 , b

5i calcola l'integrale : <H+U'u5>H =0

0= (,FI*'U; L\Y}‘*'-'fM [Q gg—ﬁtaﬁj wolxob=

e - [T L e

J ["J’ -WJ‘ &J’d’u‘}" o{.ﬁdh,_. ?.ohr ]

o 1 f
Jreo e etk
o:qu ¢ g [ %-"E“—_Y ng“"* K28 x -0, (- W8 ) £o(H| dxdt
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Pa cul si ha che :

A () = G’t - %t %;‘1) () +x2 8 (x-2) §, (1) - " §'1x) folt)
e lfequazione -

af; 2—‘5 + o2 (x-2) P () -2 8" (x) Jo (1)

Se le condizioni g1 contorno sono delle condizioni di

Feumann , ossia il problema da risolvere & :

a_E ‘Bg_!_':'; per % )to e per KG[O,E:]
Uik, x}=0 per x €[o,€]

(130 (o) o R o) B0, Bk

8i eslcola nuovamente {n*v}uf>

0= <RtV,w> = JMJe[rgg—&z%q—ﬂJurd‘xd\-s
=-jl_ o{“‘)‘r JedHJ a’ﬁ%&r{fdiﬁ

e’tf[-— —ﬂ?a‘gjdroﬂ'
o | }J v[dw‘_ﬁww‘tmw () - 61 o &) Jotvalx
¢

Quindi l'equazione con ltoperatore esieso & :

Wz w3 4§t ) - I o )
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Pasgiamo ad epamingre 1'equazione delle onde 3

0 — -
39({0 J'Sc)-U- dove 'U"-"*(—'Ei—)
& o

On .
)

Per trovare l'operatore esteso » 81 calcola sempre :
<H*U‘ UPn= ¢ U, Pe U
dove 81 intende :
Y
= ( Uz)
con condizioni al econtornmo : yz (ogk)z0 U-:f{.*“h jat ()
RO} )
[ V= ( o
con condizioni al contorno : Vo,b)z0 ; Vigt)=0
Pid le condizioni iniziali che per semplicitd possiamo
considerare omogenee , Procedendo in maniers analoga al

caso dell'equazione del calore y 81 ottiene :
- o ix-2)
A
only K)o
o
I

Abbigmo cosl viste che le condizioni al contorno ven-

€onc inserite nell 'eguazione differenziale tramite le S

di Dirac o le sue derivate a seconda del tipo di condi-

zioni &1 contorno che sono presenti .
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-2- Caso generale

Fin qui abbiamo esaminato la definizione estesa di operatore data da Brogan.
Come gia visto, Brogan ricava 1’operatore esteso solo nel caso lineare. Ora per
ricavare la definizione estesa di operatore, si seguira una via nuova che non richiede

che I’equazione sia lineare.

Esaminiamo nuovamente 1'equazione del calore nel caso in

cui le condizioni al contorno siano condizioni di flusso .

Cfé’&‘ x AT

x. 2T = oc[.f(ﬁ,l-)-T(s,i'_)]

ﬁbé&ﬂ
or ’t-"?b

J

)‘t-:.:';b
dove ¢ & il calore specifico ,} la densitad , x la condu-
cibilita termica , o il coefficiente di Newton .

Abbiamo visto che questa equazione si pud scrivere come :

cy%}; =XAT +ot(f(ﬁ,*l—Tfi';"))-g(tﬁ-’isl)

I1 significato di questa equazione & immediato se si pen-
sa al suo bilancio sul volume .

Se ¥ & il volume occupato dal corpo , si prenda un volu-
me V' che contenga al suo interno V ; S* & la superficie
¢he racchiude V' .

Integriamo l'equazione d4i Fourier su V' .

cj:J 5 oT A3n -xJS apad T . /holS'-{Jo( ;T(st,l-j.T(ngi-JdS'
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5T : GTQB :' - in_._ ovt
ijvlaeds""cfjvﬁ 2=Q = ¢7-¢

¢'m choﬂl.ucnu i1 flumso entrante ed il flumsc uscente .

In conclusione se usiamo la definizione estesa di opera-
tore , otteniamo un‘equezione che rappresenia la propaga—
zione del calcore in un corpo sul cui contormo & presente
una sorgente che fornisce al corpo la stessa quantitad ai
calore che riceverebbe dal flusso . Il campo T(x,%t) in S
e in [to,tJ 2 il medesimo nei due casi .

Da questo esempio fisico , si pud ricavare la definizio-
ne estesa di operatore senze coinvolgere gli operatori ag-
giunti e quindi senze doversi limitare al c¢aso lineare so-

lamente come per Brogan .

36 o
3t =~ ox*
meltiplichiamela per ‘25 e integriamola su J2

d AT
)ﬂ U (§F -5 ) ol
+dopo una integrazione per parti , 81 ottiene

0= j ['LJ' ( J.q-‘v't{(x—xb‘}g-gjolx; XLE‘QR

Data per esempio l'equazione :

Il campo ottenuto dall‘'equazione di partenza , ciog dal-
1l'equezione con condizioni al contorno non omogense , deve
essere uguale all'internc del dominio St e nell'interval-
leo di tempo [to,#'r] al campo ottenuto dall'equazicne equi-
valente in cui compare l'operaiore esteso , con condizioni

al contorno omogenee .
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se cosl mon fosse , 8i avrebbero due situazioni fisiche
non equivalenti e i bilanci sul volume delle due equazio-

ni sarebbero diversi . Ritorniamo all'integrale :
() J [U ST 7. d (x- xb). o Jex

ge 81 vuole che il campo‘U'soddisfi a condizioni al contor-
no omogenee & che contemporaneamente soddisfi al bilancie
(X) , deve valere allora l'equazione H

0= %%r ?+5(x—x5)-3-3-{

+ condizioni al contorno omogenee

In generale l'equazione da studiare sara un'equazione
U o_
anche non lineare : SE SxV
+ cond ., al conmtorno

con 5 = S; + 82 y dove S; @ un operatore lineare e si &

x
un operatore non lineare , in generale di ordine inferio-

Te & s; - In meniera analoga al caso lineare :
Wosev+ § (d6m), U
= -+ l"'xbj
G =SV + § ($0om),
La forma che assume l'operatore esteso ossia il modo in
cui compaionc nell'equazione le funzioni S'di Dirac & la
stessa del caso lineare ,

Come esempio , si pud prendere l'equazione del calore
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modificata dall'operatore d4i Carmot (7) .

L'operatore di Carnmot descrive una distribuzione di mo-
tori di Carnot lungo la conduzione di Fourier . Qui nomn
8i discute la sus genesi che si trova nella (7) , in quan-
to ¢i interessa solo come esempio di equazione non linea-
re . L'equagione modificata & :

2
cfat "S- R (%)
Supponiamo che le condizioni al contorno siano condizio-

ni di flusso . L'equazione con l'operatore esteso sard :

98 = TL - X (T 5(e-0) (A(N-T)+3 61 (121 -T)

Consideriamo ora il caso in cui nell'equazione si abbia
80lo un operatore non lineare ., Per trovare la forma del-
l'operatore esteso si pud procedere nellas seguente manie-
ra . Moltiplicate 1'equazione :

Ce -Sxlr

ov
ot
per VU, integriamola sul volume :
j’lj- TS -*ng)ol?f
Con una integra21one per parti , si possono introdurre
le § ai Dirac nell'equazione , come & gia stato fatto per

il caso lineare .
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Cap. IV Controllo ottimale per 1 sistemi distribuiti
-1- Considerazioni generali

Come gia detto per i sistemi descritti da equazioni differenziali ordinarie, il
problema del controllo ottimale di un sistema dinamico ¢ quello di manipolare i
controlli in modo tale che il comportamento del sistema risponda ad una data

richiesta di ottimalita.

Ricordiamo che lo stato del sistema distribuito 2 descrit-
to da una funzione : V(t,x)

I1 controllo lo indichiamo con s
F & (+x)

Il funzionale da minimizzare & :

C= Jo Po (h % Br g (h ;009 0)) ol 24

) J o Pk %, b o (1;0000,7) F 5 Lhx) Lol

che viene scritto in maniers ril sintetica come 3

+
<= jﬂPo(h,x, Uk, 2ol 24 | ‘J Py (F, %, 0LhX), Fg (h%))ARadk
to 3
Po e P‘i sono delle funzioni scalari date dei loro argo-

menti . T1 parametro %, ¥ 1'istante finale .

Il primo integrale rappresenta un criterio di ottimalita applicato solo

all’istante finale, i1l secondo € un criterio che vale su tutto 1’intervallo.
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Dato un sistema &inamico distribuito il cui moto & da-
to da ? ¢F\ﬁ(t;wo(x},t0)

per un dato stato iniziale Uo{x} ®l tempo t, 4 trovare

il controllo corrispondente 1".31 definite in Etn,t,tjﬁj_z.

tale che C sia minimo o massimo , tra tutti i controllji
anmessi .

Se il problema ¥ quello di portare il sistema dallo sta—
to iniziale Uo{x} a t ®llo stato finale desiderato Ud(x}
nel piu pilceolo intervallo di tempo poesibile per mezzo
del controllo F - (ovviamente Ud(x) deve essere una possi-—
bile soluzione del problems -)

avreme 3 Fo=0 ; JRP,, ()t ST=4 .,

Il problema & chiamato problema di tempo ottimmle .

Ma =i potrebbe richiedere di portare il sistema dallo
stato inizimle Eo(x) a ¥ il pil vicino possibile alltin-
_sieme di stati desiderati rd(Il} &l tempo fiesato T .

E cosl via . Notiamo che il numero e il tipo di proble-
mi ottimali che c¢i si pud porre per i sistemi distribuiti

¢ molto maggiore del caso di sistemi deseritti da equazio-

ni ordinarie .
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-2- Dynamic programming

Presenteremo ora alcuni metodi di analisi della teoria del controllo
ottimale. Uno ¢ il dynamic programming che lavora sulle equazioni alle
derivate parziali. Si iniziera con ’esporre questo metodo. Poi verra esposto il
metodo di Pontryagin per i sistemi estesi alle derivate parziali e si concludera
con 1l metodo dovuto a Butkovskij e che lavora sulle equazioni integrali. Nel
caso lineare non vi ¢ distinzione tra questi metodi dato che 1’equazione alle
derivate parziali puo essere trasformata in un’equazione integrale tramite le
funzioni di Green. Si tenga sempre presente che questi metodi non fanno

alcuna distinzione tra caso lineare e caso non lineare.

Come gid detto inizieremo dal dyramic programming .
Per pon appesantire la notazione , si considera il caso
in cui il vettore CWEQ) ha s0lo una componente .
I1 funzionale da minimizzare & :
€= Po (VIRT,F) AN +J*'J P, { LEE),Fh,X) £ (%) F st
8 to /N
e 1'equazione con le sue condiziomi al contorno & :
gg = qu.[.D.F(I‘,;)
Dk, %)= Uo(R) ; Sy U Kb)=(H,Xb)
Quest'equazione viene trasformata nell'equazione egquiva=-

lente , mediante l'operatore esteso , con condizioni al con-

torno omogenee .,
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I1 comtrollo ottimale F (1 che appartiens all'insieme
A dei controlli ammessi , & quello che renderd 11 funzio-

nale C minimo . Questo valore minimo dipenderd dallo sta-
to iniziale U(*‘o,"]-’-ut'i‘] e dai limiti di integrazione b eb.

51 userd la notazione seguente 1 [T (U(k,Xti-t) ™% C,

b = e ,
T (Vb9 himto) = 227 E [RPo(uU,x),m)olﬂ-iL

j P (L&) €L, w)fr)o{.!?.o&}-mn ESPOCULP»!} ka) kit

+J jﬁ, (VLX) F(f,ﬁ}l‘)oU?ou'é] JP4(uct,XJ,Fihx’,*}°l5?°l"
fo J1 .

tode
: se 11 co=sto

Ricordiamo adesao il principio di Bellman
C @& minimo durante il periodo totale (t,,t4) deve sssere

necessariamente minimo anche nell'intervallo pid breve

( $,48,%)
t€
T (VUlko,x), b -to) = TET Mb j\nPﬂ (LX), F X, ptRol b+

+ T (Ultote ,X) bi-bo-e )j

Sia ors ;& (to,t°+S)
1 UU’":"M"‘“)‘ ;:MR 5 EJﬁP»{ { U[R"J,FU—':KLF)CLR‘*
+ T (U(l’o‘i’ﬁ),X}‘. h'-""O"E}j
T (Ve x), bi-bo-€) = [T (U, X),,h—%HEJ @%)ltog’fd’?"
5T ) "
+ac+.-+o)};—° (-€)+ O) | dove Ole)vER,
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4
Si pone 3 tl"ba""T

rr[U[fo..XJ T}'

FEH} JP{(UH-x)Ff x}F )l Sie

dﬁ‘}

+ ﬂ'(U(I’o,X)lT}-FE!E ))to Yan- € &

Dato che i termini [T (uik, xl'lje ?—15_- non dipendono da P

bossonc essere portati fuori dal segno 4 minimo :
S auim J VL, X Fys(amy) oY {45
€5t = ten €] JP(VENFEDFIH(ET) - FE (4

nel limite per £ che tende a zero , ;‘:_)tu '

ol _ im o . gy , oV
oF = pin - | {Pa (Lt FLem ) + T ] o 5 [

ma questo risultato pud essere ritrovato per qualpiasi
altro tempo iniziale t &t ,ty) ; al posto i U(t ,x) si

usa U{t,x) :

A b X Ftl‘?ﬂ]l'-tif—r.‘?}_)}
W - | {PCotm puR e EE S s

Per via dells definizione di TU, ai ha che :

L [Uih,“),T:O).—-szPoiUth,x},h)dx

U
Poriawo :  Y(} ¥)= % ; & () % (F%E)} P{r,x‘)g(:)

= | W) T, ~

fe = 2 J P LX) Q(hX) A= WO U RL)

dgove H°= WM b F)= uuuj PTirwark x) e
FE R el Feh )q p )
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pssociamo all’equazione ({} che & 1'equazione di Hamil-

ton-Jacobi il sistema canonico

o  SH® . Y SH®
A S A TR 773

con condizioni iniziali :
O (b, %)= U [X)
O (k%) =2040x)

Oppure se lo stato finale non ® fissato :

UU"’;}‘)-'-'UoO() , Y(}'f;¥)=%_<"n-)}T:o=§%

Le condizioni al contorno sono omogenee , dato che &
stata usata la definizione estesa di operatore .

Si noti come la definizione estesa di operatore sia ne-
cessaria per poter ricavare le condizioni al contormo per
i campi coniugati Y (t,x) . Inoltre sempre con la defini-
zione estesa di operatore & stato poassibile introdurre an-
che il controllo sul contorno . Quindi il dynamic program-
ming pud essere usato sia per trattare i problemi in cui

41 controllo agimsce Bu-SZ, sia 1 problemi in cui il con-

trollo agisce Bolo sul contormo .
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- 3 -~ Metodo di Poniryagin per i sigtemi diptribuiti

X1 sistema da etudiare 3 :

g_g = f (P ixr), @x,t), %, t)

dove con t?Tx.t] ®l indice il campo vettoriale g n- dimen-
sioni e con T(x,t) 11 campo vettoriale di controllo a r-
dimensioni ; T & un operaiors che pud essere sia linears
¢ non , che contiens perd anche le condizioni al contor-
B0 . Quindi con u(x,t) si intende un contrello che pud agi-
Te anche sul contorno .

51 & usata ung notazione diversa da quella usata in pre-
cedenza per i sistemi distribuiti e pid pimile g quella per

i sistemi ordinari per mettere in evidenzs l'analogia con

il teorema 4i Pontryagin per i sistemi erdinari .,

31 vuole minimizzare 1'integrale :

-j's J JT:F@ (@ x5, aixd), ) obxatt
S ‘o

Indichiame con °(x,t) e econ cufo(x,t) il controllo e il

cempo ottimule rimpettivamente « Introduciamo i Campo &

E - -
Go Lx,F] =J fo (F,w, %, ¥ otk
(4]

che quindi soddisfy l'equezione :
2% =
% “f (§,8,%1)
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:.;- Conziderizssg quipds i1 cRiEps vettorials foraato dal vet—
ginyr
tore = ?[ﬂ,"]t q ¥ J
r{j_.ﬂ
s tale che ; oy e =
:—g‘ £ (TJ“:’:")
Supponiamo che il controllo esttimele u (x,t) subisca una

perturbazione nell’intorno del punto ( 3,T) del doxinloe
.Q.p[o,'r]

2 ¥ixb) % v in T-dEcter,3-Irexcd

u® [x,t) altrove

Kotiamo che : *(v-dt,§-dx)=§ ¥ (¢-dE3-9%)
dove ¢con l%":lndiehim 11 campo che =l ottiene dall"egna-
gionse = “?'E';E{'?:ﬁ;"'r”
con 11 contrello uguale al controllo perturtate a'(x,t).

S84 avilappans ora in serie @i Taylor 11 unpo%'e 11 ecas-
po g% &
§#(3,0)- P (3-07,c-dt)senk § (g1, T0 ) 1o A 5T

. - A, e =0 3z e
?a(?ﬁh P°(3-5y, 7z -t} sar VAR AT %

dove JHEM}?:E 4t con & piceolo .

Quando £ tende a zervo _
GHxE) - 3013, ) % (n )Y 6°(3,c)

é"{@‘*{hﬂ,fﬂﬁ,l—) = f[@ra{r‘g;‘ﬁ}rr) + O)

v el ot B R T R LR
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5i celcoli ora la varissione J‘c? che d dell'ordine

a1 € . Seriviamo : th'":E AG dove b{g 2 finito .

S§ =09 = §5-¢

q;*( 3-dx,c-Jt)— cf"f’.i ~of%, T-ot )4 &+ btff - f J*

¢-bx 5= (£ AF)- sab[?(v*fr,s) 5,37)- E(41e3), 573, J

Yeot [ £(F°(x3),5,57)- §(3°55) avs5,<) ]

Dope aver trovato 1'espressione per Af al tempo T , oi
eerca di trovare 6? a2l tempo T ., Ricordiamo che d‘?con-
tinue ad essere funzione dells spazio olire che ad essere
funzione del tempe .

S5i ricerea l'equazions che deserive 1'evoluzione ai 5'?

nel tempo . Per trovarle seviluppe in seris di Taylor la :
— - —

e ottengo :

7. ok o  pod o _
_"&_‘M ¢ itk o LA q»" ‘f’+a(&x g

in pnotgzione eatesa H

.5 o3 (3.5 24 ofilg.axt) .
——-a x F) AP, (x}) E.
e J"’ 2P (x*) Fit + PXCF [,*j P(PJ]

L2
Quindi si ha un'equazione lineare per le &f(LX), mi in-

diehi ﬂa‘?‘f"}ﬂ;%ﬂ‘;") 1ltequazione divenia :
%; 2 .F (5, ?'*.-:)+ L (q,9xG o % e
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L
¢he ® un’eguazione lineare nelle 2(x,t} . Le condizioni
al contorno sono condizionli omogenee , Mediante le fun-
zioni di Green ei pud determinare un operatore che indi-

co sinteticamente con Q(T€) che trasporta z(x,t) in

z(T,x) : a?{'r,xlj ‘
ac@tnxJ:dafT,fm%fr,x):J E(T, T %, %) ksl
J2
Do (T, = $(r,7) . st AT
dove

83 - £ (8%3),7.5,0)-3(8%,3),55 3,%)

bc;g(x,t) ¥ una funzione 4i T,86, 7 . Indichiamo bfcﬁﬁb(xﬁ)
per mettere in evidenza la dipendenza 4di £3-$ da D4t .
51 prende una combinazione lineare :
AMAE + AUAE" 4. = AE
si ha che : ‘biﬁﬁt = ,(',A?ﬁaﬂ + ‘Luﬂ?d&“ + o
dato che la dipendenza di Aqﬁ da At ¥ lineare .

Se prendo tutti i A€ possibili si ottiene in ogni punto
"dello spazio un cono K(x,T) formato dai vettori ﬂ&vﬂet’#{'rl
Se la componente zero CP; (3}3() del campo ottimale , in
ciascun punto di x , ha un valore pil piccolo di @‘;LT,KJ
cio2 della componente zero del campo perturbate , l'inte-
grale su tutto x & minimo . D2 questa osservazione , =i
pud ricavare che il ¢ono K(x,T) & un cono convesso , in-
fatti non pud coprire tutti i punti dello spazio che stan-

no al di sotto di C?:(T,K) «» Trove cosl in ogni punto x un
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piano I, tale che i1 cono K(?,x) giace in un semimpazio
individuato da I . H(x,7) sia la normele esterna a T~ .
Quindi 2 (x,1). DFLT,x) 20
(x,1) . @fT;T}MPET,ﬂﬁ-o
5 (x,1) . P(T,c)BEAF (T, x)20
At>0 quinat & (x,1) .PreIaf e, x) 0
me ora si noti che :
MG T, T -6?{1‘, X)= .ﬁ?-r.:-c,x) CIST(T.'C)HTI"F)
Ricordiamoe che :
CT2)= [ G (=T, 3)( Yol
dove Gr(T,%;%,3)8 .g. @mp [k (T-2) b YE (5)
dove Ap b 1'autovalore e C{)F(x)h 1'autofunzione del problema
agli sutovalori asesociate .
quinai T (T,T)= |, Gg (%, T, 3)d3 ()
oo
dove G;:r (T, *; T, %) :E::J Sy [)‘(h (T-T)J'{.Hg (35¢>]t (5:)}
Se ora gl cambia Tcon T , ei ottiene :
¢z, T)- j&GI (T, %; T,3)d3 ()
Gp (6,3 T,x) = & anp [-A -0 9 00d%(5)
Ricordando che il campo & reale e che quindi Gi—"': G‘I

ag
6.} =H§I%P,{t [T—‘C)]q"thF % la funzgiome di Green per

il problems agli autovalori associato all'equazione

) It
a% —4 ‘T. - — T-ai Ll I

Si definisce il campo coniugato Y{X,l") che soddisfa la

ot
) 2Y @ T, ag'r A
equazione : 56 ° '5'? Y - aak? OxY = s
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In notazione estesa :

oY C;$' . oof

3c d-z v ' r . - e
ab }’ ?q;f y* }Sé@k?;] ax yr
Quindi si ha che :

wm(x,T)PUIT,x)af ()0

diventa se prendiamo H(x,T) come condizione iniziale per
L'
le VY (x!t) H

YTx)b ¢ lr) <o

Fa™
My
Definiamo ora 1'hamiltonians : = Cﬁ-TC:‘.«r}‘ '-l? (x,T)

qr{x,t)[ f(?’“,t?,x,u.-f(c‘f“f ue x,»-)_‘l co

da cui segue immediatamente che l'hamiltonisna viste co-
me funziope del comtrolle u{x,t) ha un massimo per G=u’
ottimale .

Se si vuole avere una snalogia con il dynemic program-

ming , basta che definisce come bamiltonisna 3

4] 'r' Y
H = L‘tié ()l 'f[xfﬂciﬁ

1t'equazione pPer la g(l,t) la si pud allora scrivere coc

me * 3~ ___.{ﬂ
ok ch

92

amelia.sparavigna@polito.it



Sparavigna A.C., Tesi di Laurea 1982

- 4 ~ Tecnlca variazionale di Butkovekij
Vediamo ora una tecnica variaziongle dovuta a Putkov—
skij che Bi applica al sistemn dinamico deseritto 4in for-

ma integrale ; studiamone la specimlizzazione nel caso li-

neare 3

O(H %) = j:' )ﬂathx;t,g)mr.g)mar

Indichiamo 1'insjieme (%,x)} con 5 .

) um:j G (s,8"F(sVAs!  E.nelnk)
Deve soddisfare la efidiziane ipoperimetrica ¢
(2) To = )& R (s,vis),F())dlS
dove J » un numero dato . Il funzionale da minimizzare & :
C- f& P4 (s, 0s) F{s))dS

I1 controllo ottimale & quel controllo che minimizza C
e soddisfa alla condizione isoperimetrica (2) e all'equa-
zione integrale (4) . Il controlle F(S)} appartiene alla
classe di controlli ammessi A . Sia P(S)& A per SeE un
controllo ammesso tale che la (2) eia soddisfaetisa quando
U{8) & soluzione della ({) . Affinch?d P°(S) sia il con-
g¢rollo ottimale ® necessario che esipta un vettore diver-
g0 da zero (00,04) , Che pud essere normalizzato cosicche®

_ cos-'l tale che per SE E , la seguentes funzione di ¥
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raggiunga 1l suo messimo :

H(S,F(S) & CoPy (s,us),F () +Co ?E"~G(9',g]Ff$]dS'+

&
¢ AR (s, v F ok | !
+ rS A 1+ 5856{9,9}?“(9,&3 }
cicd gie : H (S,Fo(g)) - »up
; J= 298 H (s, Fes))
Assumiamo che esigta un contrello ro(s}e A e una corri-

spondente soluzione ottimale U°(S) che soddisfa all‘*egua—-

gione :

I"EJER“' v, E)ds

menire minimizza ¢ . Costruiamo un nuove funzionale Q!

formato da C con l'equazione di vincolo per mezzo dei mol-

tiplicatori di Lagrange :
c'2 4, JE P, dS+4, { JE R o‘?-Lf

Sia 8 un punto regolare della funzione di controllo allo

jnterno di & . Sia Qeuna piccols regione attorno a E}E)D.

A
Sia F una funzione di controllo ottenuta perturbande il

econtrollo nella seguente maniera :

A F*
Fs) - in &g
Fe(s) altrove

A A
5)2 1s soluzione corrispondente al controllo F(S) .
A ) P, (5,00, F($))odS+

E

44y ] JE R(s, O Fesnyds-T g

n
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Ossia H

= 4, j (P (5,05F°) 4 8P, )ds + 4, {f (R, u"F"HJR}JS—]’}

e quimli caleolando la varizione 9P, , e JR
' 4 P {5,057 )3 i (s, u9pe)
0 jE[ 1 {S09F )"‘-—‘%'tuif_d'ujcls-f-
H,_,e [ A (S, PELF*)- 0(3,0°05) Fo5) ]
+ 4 R { 5,U%(3) ¥o3))dS.- orR ° F°)
) Feas- Too f, RISEDspa5),

. oy
+AE [R5, V), FR) R (5, vo09),Focen) ]

ai ottiene :

Ma 3 JU U U £. 6(9 QJ[F* F“{E)J
che sostituita nell'espressione per C' fornisce :

Ay Py (s, U9s),Fore))
C = ¢! -l J ! ¥_Fe°
+ 4o € X Y G@SJ[F F C?l]d5‘+

thoe [7 (5, 0o08) F¥) - b 5,00, Focs)) ) +
BR (S, v°8) FOS)) :
+hie |2 L > 65,8)[ FA Focs )]sy

+AE [R (§,uvo(s) F*)-R(§,u°('§),F°C‘§JJJ

'lb

Definiamo : Ae 6 ct ; A,_.:C’o,ﬁ..-_-cl

cosl abbiamo che :

Ac's £ fH (S, FF)-n (g F"tf}ﬂ

Dato che per ipotesi P° minimizza C s & necessario che

cta . Ma per vig dell'ipotesi :
Jo* | R (5,0098)ols  cost

Cg.-- "'1
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Segue chﬂ : écf: 3"" Créo
M (§,r%) - 1 (5,Fo(8)) <o

H (S, F*%) < H (S, Fec3))
Dato che vale per qualsiasi punto regolare § e per qual-

siasi controlle F¥ ¢ fA , 81 ha che 3

H (s, Fots)) - owp W (s,F(s))

Fe A

I1 teorema presentato da Butkosvkij ha una forma pilt ge-
nerale . La dimostrazione qui presentata segue quella 4i
Wang . Wang l'aveva indicata nel suo contributo (8) come
un metodo per maneggziare i sistemi distribuiti per i gqua-
1i l1a funziene di controllo entra attraverso le condiziomi
&1 contornoe . Egli affermava che il dynsmic programming
non ¢ direttamente applicebile &l caso di controllo sul
contorno . Perd come si & visto , mediante la definizions
este=a di operastere il econtrollo sul contormo non eresa pid

" glcun problems per il dynamic programming .
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— 5 — Seluzione analitica di alcuni problemi g4 controlle
pttimale

Molti problemi di controllo ottimsle non pPoBsono essere
risolti anmliticamente ., I problemi che possonc essere ri-
solti sono di natura molto semplice , dove poche o0 pessu-
na restrizione viene fatta sui controlli . Presentiamone
glecuni esempi . Sx sard lineare .

Un problema pud essere quello di ‘trasferire lo stato
ﬁ’{t,i) del sistemas da uno etato iniziale ﬁoft,i) al tempo
to nelleo stato finale ﬁd(i) al tempo t, fimso .

S5i richiede di minimizzare ;

c=ho ' Er“,f).ﬁuf}anotr +

+ 4, Jh: lﬂ fi{l-,gj,};b(h;b)ﬂhphdl'

ks © 4| possono essere zero in un problema particola-
re . Questo problema ha senso se TId(i) 3 uno stato raggiun-
gibile del sistema . Iniziamo col supporre [=1 e { =0, e
che sia presente solo il comtrolle F(t,X) . I1 controllo
ottimasle si ottiene minimizzando ( usiamo il dynamie pro-
gramming ) 1'hamiltoniana : " “_ FTF{-?T(SH}*D?JAR

J2

H \_ =0 percid deve essere :
FPeFk®

L+

quindi : E

\

Ll

—

2 FO(F,R)+DTIL®)-T =0
Fo(r,X)= -2 DT(HR )Y (£X)
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Sostituendo nell'hamiltoniana il controlle ottimale ,

8i pttiene :

Je
da cui 8i possono ricavare le equazioni canonichs :

=Sx U =& DIHF) DT (h,R) ¥ (4,%)

Qs o
% Fg,

= - Sk YF
infatti J 9T ) Sx0- J@ ( St TRTG (F 2ol

Le condizioni al contorme sono condizioni omogenee in

quanto abbiamo supposto :PL (¢, Xpl=0
i Sx()s x?VLL)

Per 1'equazione del calore :

St ()= Sx(+)

L'equazione per la v pud essere resa stabile cambiando

: si usa T=t,-%¥ . L'equazione aggiunta 2 ri-

la variabile :

solta a ritroso :

% .o, F (h-T,%)

—

oT

La condizione iniziale ;; Per ¥ al tempo T=0 , se & no-

ta fornisce la soluzione dell'equazione

?(hi):’—; ["4—1‘,&?) = J GI (T‘(Ef 0’ g) "‘?D (3)0{;’?
2
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Similmente la soluzione U(Z,%t) pud essere scritts in

termini ge11g funzione di Green :

Ulhg) = Lze‘-'f (4,5 +s,3) 0n (3)oA - tfﬁap (k5 H 2,

3
T
*DiH ) T R) 'L?G: (k- F,%40,5 ). o (3ol Mol s2bt!

Al tempo t=t, , ﬁ(t‘,i}=Ud(E) , quindi 3
Vg (%) - JRGI (h,%; b, 3) Ool%) otdl
o 1T Gt o 7L
. jﬁqi (k- 5,0,5) Yo (5 )elan'dY'
Per semplicitd ammettismo di esmere nel caso unidimen—

#lenale con condizioni al contorno omogenee con D{%,t)=|

con le funzionl di Green gid viste prima :

o0 2
Ugend = & & oxp [ - B8 (hioto) [ 22
€ gz g2

¢
| o E? “o (3)AZ =

o

Q00 o 2 g2yl Nl . krex . ewX

f "o k= M=

. % Ml.?n.tﬂ- Ci— __,_{-IJ mﬂx'mﬂ'} ?"O'E;}O!go{‘kbu'l
T e € |

[ pun WO SR
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Facendo uso dell’ortogonalith della funzione seno , @

integrando rispetto & ' si ottiene :

ngx)--—z* '5— """’E’[ X (k- h]JMﬂ I""""'-J'E"*f"“l'i"{’—g
cUs(3)od3 = — ;,‘:'ﬁoﬁ Ez'_l 1£:= }-I—MF[ 2 ’n‘laﬁ{hﬂhj%

KX 2

m J’?M £ % (303

Sviluppande Y, (X) in serie :

Yol1=§ Vi s KX
Ezl Y, = 2 £ . kM3 (314
k= ?'J am =Y, (3) 3

Mz
C
x o
3,
£
=
=
=

Ud (%)= <, 3
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Abbiamo vigto come il problema 4i traaferire lo stato

U(t,x) ael gistema dallo stato iniziale Uo(inl) nello

stato fingie Ud{x) al tempo t, fisso , minimizzando
h o @
C:J 'J Féolxell
te o
Passa essere risolto tramite le funzioni di Green .
Rlcordiamo perd che le condizioni al contorno eranc
condizioni omogenee . Studiamo ora il caso in cui :
W (1,0) = bolF) (b @)= by LF)
dove b (t) e b (t) sono delle funzioni date .

51 pud riscrivere l'equazione con l*'cperatore esteso i

v
3ot 2 b a0 -1 Y bolh)

Si ha quindi un termine forzante nell'equazione di

Fourier oltre al termine forzante dovuto alla funzione

di controllo .

X = fs; (hx;h0,3) b (3)ol3 ~

- %J; J £ aehx; ¥,3)y (R gjarey +

+) )56 (i e,3) {6100 01,206 0 o) el

u

[€athx;te 3)00t8183-L)] [P G hn43):

YR 3P o3 4 S*}‘i_dt g_é%'f) o f0) 42 20F bpiﬂsdt

o 0 3¢ 03 izo

sadaratitinl
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Quindi indicando con :

Ge, (hx;e) = zaGFla 5

-%...

- La soluzione & :
4
wlh x) =]o Gy (kx;h,3) Uo(3)d3 - ,zlh: LE@Fu,x,-r,g).
L
Yr3ldeds +f "Gy (hx;0) b (xiele+
-+ J:‘ G‘Bo ( b:x}t) bo (t)olz

In questo caso :

2 0D 2t
Gy, = Q: TS ‘WP[- *—‘———w:- ﬂt[ -1) ,lau".‘%-’f
_ 'Z.Dn'-! pay X
CT 2 -‘WP[ [t—-ﬂ_]l: w5
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Se le condizioni al contorno fossero state condizioni
91 Neumann » tutto ¢id che sarebbe cembiato nella solu-

z
lone del problems ottimale sarebte stata la forma della

funzione di Green .
Ricaviamolg .

Il prodlems 2 s

ELY e ol OFu ou
5t = %" 5 5x [ o= o th)
o LA
g '8 = by (+)
Il problema mgli autovalori associato :
D{?w ‘{k‘t’t . ai‘lf- 3"[3'?-

— - =0
/ ax o-o d 5“ ,C

Coma soluzione scegliamo :

Pe )z apeos (-38) 0 + by 7 (-55 )
con Ay <©

Tenendo presenti le condizioni g1 contorne :

G () = Ak cop (- A5 ) 2

. _ ktmtal - con KT 5
&I:."" e.z ¢>F {.K}— [ S e

(g arbitraria , viene usata per la normalizzazione .
= | Z
ark 'e'

Le funzioni 4i Green scno @

G (5 X,‘L’;%)- __E, WP[ F?rr?aﬂ {1,,.1)] .

g k=!
-Cm“':.’;_”‘-:-c-.::m""_gf

. % Hx‘ BT L,
Gy lh*im,332 2 2 onp[- 0] o S oS
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Per concludere con l'equazione di Pourjer s cOnside-
Tiame i) caso di condizioni al contornmo gy tipo miato
t

le ¢ondizioni di fluesao :

‘:Pg‘gﬂa‘r -x—Lo (_“T'b“b’&})i:o

3T
Bl R R ST R o) P

I1 problema agli autovalori asgociato &
0%« (?)
= AFd’ ["l-‘
Y el2)
con condizioni al contorne

e
37 l?;-ﬁ = -« P Jhe
Scegliamo come soluzione :

Pp = arco @ thprtuper  dove - L Pl =Ax

che sostituita nelle condizioni al comtorno dice che

f.lké soluzione dell'equazione :

o pel = - (Gt ¥ A%)

e che :

¢I::('ﬂ= ( H"'cmf*l:‘* *“‘“f‘t’*)bh

1'insieme delle CIJK(?) forme un insieme ortogonale discre-

to , b¥ viene usato per mormalizzare a 4 1e funzioni 3

M (ad)g e

104

amelia.sparavigna@polito.it



Sparavigna A.C., Tesi di Laurea 1982

Sinteticamente seriviemo @
G = ce (EFF orpex tma """")

Queste funzioni song utilizzate per trovare le funzio-
ni di Green » & Qquindi per risolvere il problema 4i con-
trollo ottimale ,

Se avessimo avuto invece dell'equazione del calore , la
equazione delle onde , si sarebbe rotuto procedere come
prima nel maneggiare le funzioni Ai Green .

La differenze sostanziale con il ceso dell 'equazione

del c¢alore & che :

( ricordiamo che si usa il sistema :
X« [y &)F
1 fg o

du _ ot
e non la vera equazione delle onde : ¥ gyt )

L'equazione per il campo coniugato &
or y:
- = Y
5¢ = Sx
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=6 -1Un esenpio di controlle sul contorno

4desso mostriamo con un egempio come il dynamie pro-

gramming pud essere usato per trovare il controlle otti-

male , controllo che questa volta agisce so0lo sul contor—
no e che trasferisce i1 sistema in uno stato desiderato ,

al tempo fismato t, » usando il minimo sforzo .

Que=to esempio & tratto dal Brogan (6 ) .

Prendiamo l'equazione del calore :
du _ _20%
ot o x?
con condizioni al contormo :

w (hE)= Pit)

con condizione iniziale : i (s, X)= tolx)

bt“‘,ﬁ]:o i

Q(H 2 il controlle . 5i vuole che
b
c=f ' gt - minino

S5i pud riecrivere l'equagione come

0 L 0J% w28 x- 2P

e i1 funzio?ale da minimizzare
b
C= 13 (0 S 0x-0) ebrolt

-
-

L*hamiltoniang del problema &

“:LE ? ?_1[\-)5l'x--?.) + k." “".3(‘} [’L?g;;jz -l"ﬁﬂtd"(i(-"g,)?f{ﬂjd}f

I1 controllo ottimale & quel controllo tale che :

RN

 quindi :
re - (57 )
. o 106 -
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Le equazionl canoniche aono allorg .

S fht §), S0

Y 2 QY
5t = ¥ = + W ta, %)= o 09
ll“’,,x]:uofﬂ‘-‘f}
gistema che pub eéssere riscritto come :
Ju .
5t %" a"‘}
¢on condizioni al contorno :
u({-,o}:o

witd) = H_z a')f )i

I1 eanpo coniugato ha come equazions :

oY Yy
R

€ come condizioni a) contorno

Ylho)zo , Yihe)=0

Le condizioni iniziali sono :
Wik, X} = Uy (x)

wlti x) = ugl (%)

equazione per le Y e indicando
con Yo (Kl= Yk, %} 8i ottiene s

Y[.Lx}

Rendendo stabile 1

k.?rr atz

1:-:1

j P ¥83y, 03 43

e quindi il controllo ottimale &

,;"E” g :z m Z k(- IJH'M.?[ & HE“E(L 1'}]

.Jﬂt’m‘%’j % (3)03
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¥a noi comopcisme lo stato fingle per i1 ca
: mpo 'ﬂd(:}-
ulx,tr) oo
4 F
() Uy (x}= e _': ce k(-0 L anJqL - Kin?
A 1
]

— o el ffode

equazione di Pourier con 1!

Infatti se riseriviame 1°
ope-

ratore esteso , otteniamo un termine forzante

3—: = ac'lg%; to?d'(x-€) g(})

Si pud allora scrivere la funzione di Green rer il ter-

mine forzante come -

- _ (3G ,
Gf.‘ xf(%fthx}c;;])x:e

Moltiplicendo entrambi i lati dell’equazione (X) per

Z 4ﬁh~““x
' 7  © integrando rispetto a x da 0 a € =i ottie-

ne { indicandc con 4, 1 coefficienti di Fourier di ud{x}):
2 H 2 22
e = X e -0 o [- BT (1 2) [£%sel
ST L, L= (T |
che & un insieme infinito d4i equazioni a cui deve soddi-

sfare ‘foft) « Per risolvere qualsiasi problema particola-
re & quindi necessario ricorrere a metodi numerici .

Una via numerica & moetrata da Brogan stessoc (6) .

I1 problema non si pud risolvere troncande la serie di
ud(x) perchd gli zeri al lato sinistro dell'equazione so-

no altrettanto restrittivi come i termini diversi da zero .
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— 7 ~ Un easo partlcolare |
0i mi pud chiedere quali siano i metodi Per trattare
i problemi di conirollo ottimale nel caso in euj il siste-

ma non eia descritto de equazioni del tipo :

p—

% =§:~r$

I primi a studiare sistemi distribuiti dl questo tipo
sono stati Yegorov e Sirazetdikov .
Essi hanno studieto un proceeso nella regione D (0£ x<q,

C<ySb) descritto dall'equazione :

(¥) %=¥i(h3,ﬁ,§,g§,ﬁ) (2l M

dove :
.—‘ . B, an ml‘l
@~(Q:%:---Qu) Q. (TX... ﬁ)
3] _ (3:...28n)
dg= LBy 3y

u & il vettore di controllo a r-dimensioni .

Le condizioni al contorno in gquesto tipo di problema so-

no del tipo : Q (o) = i §)
Qi (x,0) = wile (=le. M

(B :100) = @;10) = W (o)

per cui deve essere @

Czleo. ™
Quando i e 4 sono specificati la soluzione del (¥)

& determinata .

Bisogna trovare il controllo u(x,y) tale che sia masei-

e J=& co@ilab)
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Se mi vuole mgegimigzare 3 -
= a -
Tis () fo(%9.8, 33 /5, @ )otrety
dobbiamo introdurre il campg : Golx f-,j)
azqa ‘p—o( aﬂrq %IGQJMJ

a:rmd
Rel0Y) = Qo (x,0)=0
Allora il problema di messimizzare J; & ridotto a maasi-
mizzare J2= Qn{a,‘b} con ¢ ==| , ¢ —ca— ess =0 & o8l via
rer qualsiasi tipo d4i funzionzle J che si pud averes .

Introduciamo la funzion

P
-

- = = M — a_a— _
H [ﬂ,q,g’.‘g, g%‘ &)= % Ne- Boln 4,3, 550 Wu.)
dove : ﬂu_;iﬂ. i‘j__"{_..iil'_{
dxog  OQi oK@ oy 3aiy
con condizioni al contorno :
N _ _ oM =)
T Qi "9 N:[Q b)=-C/
Wi _od a K=4
dy ~ Ofux

se W(x,y) 2 un controllo ottimale e Q% (x,y) e N’ (x,y) so-
no le funzioni corrispondenti a guesto controllo ottimale ,
allora la funzione H come funzione dell'argomento U rag-
giunge i1 suc massimo nella regiome U a cui appartiene @
per u=u’.

Per concludere abbiamo visto come si tratta una equazio—
ne parabolica ( equazione del calore } , una iperbolica

{ equazione delle onde ) e per finire una eguazione ellit-

tica .
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Discutiamo innanzi tutto brevemente 1l'equazione del ca—
lore . Consideriamo un volume finito V chiuso da una su-
perficie 5 divisa in due parti contigue S{ a 52 - Queste
due superfici sono a contatto con due differhti sorgenti
di calore a T{(t) e TE(t) . I1 campo delle temperature
all'interno del volume V & descri%tto dall'equazione di
Fourier : c Q—-T- xAT

° : Fat

Con ¢ si & indicato il ecalore epecifico , con p la den-

mith , con x la conducibilitad termica .

Oltre all'eguazione ho bisogno delle eppropriate condi-

zioni al contorno .

A
s

7,
fh?4

Le condizioni al contorne possonc essere !

@ T(;s. ,t)=1, {t)

T(;sg'*)=Tz(‘]

oppure

-x-T2(Fg, 2 ) e (T, (4)-1(Fg »t))

(2 _ _ _
-X -VT(?Se,t).n=- o:i(-r?_{t}-wtrsz,t))
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La condizione ail contorno (4) & una condizione di Di~

riclet , invece 1g {2) & una condizione al contorne mi-

sta ,

Ricordiamo che 1a condizione al contormo di Neumann ¥
'»'ﬁ‘T(E-S4 ,t). 0=t (%)
Ve (Tg, +¥)B=1, (%)
dove f (t) e fz(t) sono delle funzioni date .

La condizione al contormo (2) & una condizione fisica .
Essa rappresenta il passaggio di calore per convezione
dal corpc all'ambiente , Il coefficiente & non & 4tanto una
caratteristica del fluido che & a contatto con il corpo ,
ma dipende delle condizioni dl moto { se turbolente o no )}

dello strato limite .

Untaltra possibile condizione al contsormo & guella ra-

distiva ; in questo caso :

T - 4 4, -
(3) ~x VI{(rg ,t).n=0Tg £,(t)-s1T (rs1,t)
Smim - - nd 4=
-x-VT{rsz,t),nzﬁ“Tz f,(t)-oT (rsz,t}
In genere , in condizioni reamlistiche , dovrd mvere una

combinazione delle condizioni al contorno (2) e (3) .
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ora ci vegliamo chieders il significato di una aitua-
zione del genmere i
T4(+] Tz (H)
9.2
dove la temperatura del corpo & apsunta ezsere uniforme

¢ dipendente polo dal tempe .

Discutiamo l'equazione di Fourier nel caso unidimensio-

nale
27 S
°P3% = ¥ 5x2

¢on c¢ondizioni &l econmtormo 3

9
X 27 pe0m = % (2 (£)-T(0,8))
x 22| = wy (@, (6) 20,50

L%

i

%:ia :ESP‘
Faceiamone il bilancip aul volume @

g 2
°.PJ ai“ "(g‘: )z:h_ "(}T%) 2=0
5o = §° (- P
;3(15)=Gféh %‘%ﬂgu c?%CT)
¢’SU' lm ) d’ ”' "‘a% }-g
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E..._-. a il E i i
¢onsideriamd 1L caso in cui i bagnj Yermici Je p ,

abbigno un andamentc periocdico ;
T, (t+ )=1, (%)
Ta(t+ t,z)-Tz(t}
Chiamiamo T il minimo comune mltiplo e ,;,.)-2——“;
T
Allora :
Ty(H== 4 Ty 4 S o e
R by

=]
Ha ikwh
T, (4 ﬁ}Tq+%n,e }

Dato che T‘1 & T2 80n0 reali

¥ . N
K ‘E.. K/ = k'k
Sviluppiamo T(%,t) in serie di Pourier :

oy .
T(a,i’]=—ﬁ'?i Ae 4%;%(*1:.""”}

che inserita nells cfg-::- ¥ AT fornisce 3
Cez {E2F oy ()

= -
"U."p.:t%}" r-r-e.!u'i'- "l‘ﬂ!’-c Mt

(dove 1 upe (14i)fkecp

Zx
La soluzione & :

-
- H% " ‘ i‘
T(‘.H-:‘— { ( Gtd)+ Ae-—r%ﬂ [ e A€ r‘r&%_]ethwj

i coefficienti rﬂ.«hwr"‘ A e A 8i ricavanc dalle

eondizioni al contorno .
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g1 ottiene 3
X &n (T-Te )

X {ctetan)+oegol,

Ltho=Te

o xe®a {Tn-Te)
X (o4 Xn ) tagon R

'_F‘ - O‘J?.(G(E* fl“h.g}?t.g - Xy Eh (ﬂin—ﬁ-{h)&_ﬁhﬂ

(et ) (tnt Ade MR- (e Y- ) P

b= - & e (we-Ye)-xe (NJH"*I#}EM’-H‘H
(g o) Coons e )eM " (st (n-4f )M

dove : ﬂk=xﬂk=w{l*;}\i’\<::ﬁl

Supponiamo ors che x—3c0 , allora :
A—> 0

(ﬂ;e"“"}_} &y_ah"uhi)—-" Bes= cost.

Ttz b {1, s 22(M-Te) € ket
L, } ﬁ?% E’ o{g-l-r.x;,._ +‘%Dp+=-e'
Il bilancio sul volume divents :
c T -:o{e( T,(8) - 2() ) - “’c( T (%) - !E(t} )

dova C=¢ ? h

T(z,t)=T{t)

Quindi abbiamo giuetificato la fig.(2) come una Rppros-

pinazione per x - di T(z,t) .
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Ioiziame col giscutere un mistema melto semplice :
P 5
W’ 2E
Wig s SIE
(onsidero trascurabile la distribuzionas spazigle del
sistema P{z,t) = P (%}
dove con z 8i & indicato 1'insieme (x,y,z) .

o & le funzione di econtrollo 3el aistema che rud va-
rigare tra un valore massimo o € Ul valore minimo of ...
Supponigmo inoltre che TE gin disaccoppiats ds T4 ©

T2 } in generale la TE AYIrA un andamento pericdico .

Le temperature Td e Tz obbediscono al sistema :

Oy =B g TgTy ) +4,S(T=Ty)
GEEQ-Q‘:[QS{T"I'*TE] + oS, o (Tp-1,)
Ora chiedo di trovare la ¢{(t) che regola gli scambi

4i calore tra Ja parte Z del sistema e 1'esterno y tale
" ¢che & T 2
J (z, (+)-1;)%at
0O
gia minimo . TB ¢ 1z temperatura desiderata ,

Introduce ls wvariabils ‘I'i:| .

t
- 2
Tox JARCEE N

che ha come equazione : . = - 2 .o
T, (TE o) =f
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L*hamiltoniana di Pontryagin &

H-t{.gf+¢ff|f+q)zf2- ‘-}’aﬁ

dove f4 e f2 saono :

. = 5
Tie$4 = TEEE (Te T+ 225 (4, 7,

T e - 2l o, )4+ SIE (1 1)

Le Yo, L}«',r ¥z monoc le soluzioni gel aiatema :
Li}os. o
-
¢2

In genere =i pone

&) o
f- Wy ""' l.h __,I.J.E.q)z

k1]

t><3z X S _&
ELI,» -+ i.éz LP n.S (-Pt""Z(T'Z TB){.H_.

Yo=~1 , dato che 11 teorema di
Pontryagin dice che Yo deve essere unm costante negati-

Ve + L'hamiltoniana la riscrivoe come :

H=R+ 22 (e omp) g,

L'hamiltoniana & massima quando @
& omimn se Y2 (Te -T2 J<o
A o Se Y- (TE-Tz_)>O

11 probleme & un problema di tipo bang-bang .

A=

o ieSie S
Te =T 11 -
- (Te-Ti) @4 (Ta T:) Yat

°"ﬂ (-r.—"rz)% c'& "ra)z-’

xy
1]
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Invece di usare Pontryagin potrei usare il dynamic
programuing , Il sistema & come prima

'-.rl-"-' N—-—E—-l 3 (Te -TO+ ths ('T-z-—Tl}

Ta = '13('1‘ ~To) + "“15 (Te -T1)

Ii'hamiltoniana h :
S Yu § a (T2 ~Ta)?
M= P’"ES (Te *T.)+""'1St‘hw‘l‘|‘1jth+[i"_'?; c*r.~'rz)+“%5 (e-Te}|g ¥

* (T -Ta )*
Il eistems delle \.,J & 3

b= 28T gy Loy, - q

oz 1z
: -D(SIE Ot'l'.:g
Y17 o Yot 2 m?stlf*zfsz'z-*TB)
L'hamltom.a.na pub egsere riscritia come :
- Sig
H= H 1o £ (Te-T) 4,
L'hamiltoniana deve essere pinime per avere il control-

lo ottimale :

y o oyt e (Te-Te)<o0
o s e (Te ~T2)>0
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g+ interessante ricercare il regime stazionario per
questo sistems controllato . Con regime stazionario si
intende il regime periodico per la moluzioni 3

Te(4+T ) = T, (%)
Tz(t-l-? ) = Tz(t)
dove T & il periodo della TE .

Scegliamo di studiare il problema con il dynamic pro-
gramming . Il controllo & :

(3)  {)=a-b segn[ (Te -T2 ) 4n1H]
dove a e b sono tali che a+b= c:(a“a’x e a-b= X im o

I1 controllo deve egsere periodico per avere solugzioni
periodiche .

Vediamo come si pud trovare 1‘'andamento rispetto al tem-
po della funzione di controllo . Si incominci col suppor-
re o/ costante , per esempio uguale ad “(wdq « Con i siste~
mi per le T; e per le W  si ottengono T3Me WQH).

Sostituiti questi valori nella (3) , si ottiene una so-
juzione approssimata per la ol (+) :

WMz a-b 2 (Telh) -T%M ) Y]
. Ottenuta la of-“)u'), questa viene usata per calcolare qf;’
eTf’)che si sostituiscono nella (3) ottenendo p(“)@.).
si ottengono cosl valori sempre pil vicini alla soluzio- :

. pe Vera .
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Un‘asltra via de seguire potrebbe essere questa : ot (k)
» ups funzione a tratti costante , avrd quindi unm certo
numero di punti di discontinuitd ai tempi t= & , i=1...n.
Per esempio , supponiamo che abbig due punti di discon-
¢inuitd ; si pud scrivere un'espressione analitica per la
o), funzione di €, e 62+ ¥ i valori di @, e G; sono le
incognite del nostro problems .
L'argomento perd della funzione segno & uguale a zero
nei punti di discontinuitd di o
[Te () - To (B0 ¥p(80=0
{Te (o) - Tq (62)]- (4 (€)= 0

che una volta risolte , forniscono i valori d4i €, ¢ &2 .
Questo metodo in genere sarid risolubile graficemente .

Useremo il primo metodo per trovare il controllo otti-

male .

Le soluzioni che si cercano sono quelle stazionarie :
Tisgr JTaaTRelt
ckwt
Tz,-'r—r;-:,; ST"}{-T;‘-E.‘ }

dove & sottintesa la sommatoria sulle kX . K & un intero
negativo e positivo ., Inoltre : -:-Z_E'f
T & il periodo della TE .

- | € :
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7, » uns funzlone reale e quindi deve essere :
Tip= (T8 )*
Anche T, & T2 devono essere funzionl reali y € quindi
deve egmere ¢ T j,.-_ = (TL)*
Tie = (T2)*
Sostituite nel slstema {considero per ora K costante) :

i T e (s by (rp TR,

or s

o
+202 [T To (TE-Th)
m

I \ Lkt Lok
-t ﬁ‘r?.:'-kw*’- §; MTT&*T§+(TL-—T§J¢‘EW 4
7 0 g
+ S (78 Th4 (TE—TE}L“‘“’f

7
¥oltiplichiamo per g¢¥«'f & integriamoe sul periode = .

5i ottiene per k=0 :
0= o(ie S (TE ~-T8) Aoz S{TE -T4)
0= S{TE~T%) + ot Se (T§ -T2)

Risolvendo questo sistems algebrico :

Tg‘T%

Tﬂ: = ngTﬂ
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Se invece k40 3
C|TL{kw=a.gS(Ti-Tﬂc )+°(I'Z S(TE“Té)

Co gtz e § (Th-TE)+ 2 S2s (15-T4)
Si ottiene :

E 0.4{15
TE =T

ct ol

o= dlt' uIE ‘Sz'{' le'd‘g?E .S+&E?'d‘8'gze

b = C{kuwo-S¢

€= -0 K2 2. S%ba ;e SH A St ae o SeSH
+aS1e -1 S

CilKw ¢ Ci C-ZKQJ Az g+C| kwﬂ[zg'i'dSiE(h kw

I

d

51 verifica immediatamente che :
TR = (TR)*

b
ol S TE- Qi )
ilb'-""”.l'*""z "R exid
W kw *'Oil-g 9"‘&[23

=S [~
1 :.-E—‘—b T Tk_
(e, K+t &g S+ ot1zS

Dopo aver trovato Tz per o costante , i trova l'an-

damento della curva controllata nella maniera che si &

eBposta in precedEnza « La figura nella pagina Beguente

postra la curve controllata (curva pil spessa) e le cur-

ve per X costante . I dati sono :

w
T ol = M1z ® VO TG S=200w?
o earwt T/ SwEesowl
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Cambiamo topologia 3

Tg T

@ T,

Il pistemas &
OT = Wys glg {'TQ-Tl}-l*Wle Sie (TE-T|]+Q('HH;'S,¢(T7‘TI)
Ty = %2 8, (T,-T2)

dove &, ® la funzione di controllo ,compresa tra un o(l.;"d“'

[FTV. W 4
minimo o{n e un massimo .

Vogliamo che ijT.z —TB)'E:HE minimo , dove Tp ¥ una tem-
reratura costante arbltraris . In genere TE e TS =Ono pe-
riediche ., Cerchiamo le soluzioni pericdiche di T,' ] T2 .
e Thikw @MW oo (TE.Th + Thelkwhom]l oot )y

S oS (T -Ti4TE elFWr ) oiFwh )y
+ Xe'd e [Ti "TIO'{'TTFEE‘FMII-_T:'-E“:‘M.)

4 1 F ' v
oLk e 9 s (TR e Ty el T )
Per k=0
U= 5S¢ l'\'% -Té:}-k' kv Sz (TS "'TE)"Ed!EE.'E fTE'T;:)

© = oz Sy (TL-TE)

'T‘; = T'IQ - ¥XsSg T Xig Sig TE

ohg Sic 4 o4 Sip
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Per kyo

C{T'IF (KW = o Sip {TE —T;:H" g Sig {T]%: _'Tlh]+
+ Sz (TE-TE)

2 ¢ ”
CoTe (KW = typ 82 (TL-T2)

T - oic Sie TE # a1 §i5 TR

. [~ 2
CI lku.'l + N[E QIF + N‘gs" g'{' xlz gl-z - L“_I_I 11]
C ikw+ 22

2 {
TLe Th (daSn). <
Ctlkw"'wl?.gl?

467

% € (R)

AT ‘:-1 _ -. Izs - e C e R e R
Erimya 400 " X, g ih W R J ] i " F R T ;.
a1 *.-E"*r,_* :,3‘ e n.'“e PRt LR ,_sfm.u e e L R LR DR L LD R e Ty B B EEG
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La figura nellas pagina precedente , mosira 1l'andamento

della T, sotto 1'influencza del controlle ottimale (eurvae

2
Pil spessa) e per of = N pwim

Le due curve si discosteno di poco . Ma bisogna notare
1'andamento leggermente pid angoloso della curva control-
lata .

Questo & dovuto mlle discontinuitd del controllo .

I dati per ricavare questo grafica sono @

C‘,=|oe'}':'°|=:
Cz=10% T/°k
Sig 780 w*, Sz 200w fs,;:-:z::oml

=of . w - = . .E_ = Lo
Xie 1S= (O — ) I e 1% “[0'“3~{<

Te = (290 + K st ) °K -
2
Teg= (219¢ 5 ekt ) Ok , ws 5% A

Il velor medio di T2 non controllato & uguale a 292.€ %k
mentre guello controllato & 242.7L °k
Per altri risultati e grafici per sistemi di questo ti-

Po , B8i possono wvedere gli erticoli (9 ) , (10) .
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Infine ei pud considerare 11 sistema non lineare !
s wet) ( F4-T4)
¢he & 1'equazione limite per l'squazione di Fourier con
condizioni &l contormo radiative . Sia ®(F) 1l control-
lo . 51 vuole che 1
]‘,J (7-Te Yol aminimo
L'hamiltoniena & 3 H= wetr) (T4-T4)- Y+ (T-Te)" =
Il eiatema coniugato :
= 4 %8T 7 y-2 (T-T) &
I1 problema 3 di tipo bang-bang .

A
y & piida se (T"-_T"}-‘)" >0

K ko Se  (Th-T4).y<o
oseia ¢ W= a - b -u;%u.[ ( '?"‘—T“}-‘?‘] H q}o,bﬂ?.

notiamo che : aeopn ( (_'?"'-T“)-}’):-;egu (f-F... T)Y)
TaT4: (FeT)(mut) = (7-7)(F+ 7)(F2T2)
Le——"ﬂ;g-—-

Risolvendo numericamente il sistems ai ottiene 1'anda-

mento mostrato in figura @

'3
™m 4
Ta
T a
G
. 1 T )

) e A
>

T e®.s mwl-)'\c .
szl,g-n T
| e

C=10" J/K
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Pinora abbiamo esesminato i controlli a zZero energia
¢he sono quei controlli che modulano il flusso 41 ener-
€ia ma che mon intervengono nel bilancio energetico .
Questi controlli si possono chiamare deterministied
in quanto sono controlli strettamente legati alla satrut-
tura del sistema che controllance : quindi la fisice del
sistemp ne limita 11 comportamento .,
Oltre a questi controlli si possono avere i controlli
liberi dove con liberi si intende eontrolli che rappresen-

tano sorgenti ai calore che noi possiamo MANOVIare a pia-

cere ‘

Prendismo i1 sistemn :

(s
¢T, = RS (Te-T) + oS (Tz-Ty)
2Tz 1 ¥ (1-Te) £33 (Te-To )+ o

Q@& 11
controllo e rappresenta unaz sorgente 4i calore .

Richiediamu OTa ¢he esig
2.T T
J- £ t J

et [ (T, Ty alh . minimo

2
f\nc
catante dimensionata .
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I-'hamlltoniana del dynamic¢ programming : |
H= {% {Te -Tl) + a—(c—;' {Tz 'TI)EYI-i' C2 (Ts."Tz}"' P_'“ CE‘T“')*

+Q { Y2 +K702 4 (T, To)?
I1 controllo ottimale & fornito da 3

g-%:o: 2 QL?+Y2
Q= - 2z

24&?
Il sistema 4a risolvere & :

T =B S(Te-Ti}+«-§ (T2-T)

Celz =S (M-To ) + -3 (Te “T2) -k Y2 C’J,Z?
F -

V.—ﬁ oYt Iy,-oc%éyz

Vo = - S. g 3
LEINENAAE Y 4B 2 Y - 2(T2-Te)

Si cerca la soluzione veriodica :
( quirdi le Y devono essere periodiche )

e itw&} .

Thal §T0 4Ty |
T —%—i"i% +TL eik:u-”'} T¢ zﬁL’jTa*T ‘kwif
Y';.\.__‘___ Ey'o + Y e:kw}f

Y‘:._IH:R_ fvd +¥1 e“km}

Netiamo che

-

2. , .ok [4*]
[Y ]- [T_-ls & {Qj' Sec. 7 = dee.
Sostituite le soluzioni periodiche nel sistema (x)

81 ottengono Gue egiptemi .
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o=pS(TE-Td)+ aS(T:~T4)
0zaS (Th-TR)tPS (T8 -TE) -L vZ %&.

0:@9-}&5)‘3?% - %S¢y ‘
0= (x5 +pE)aivs ~x8CY) ~2c,eq (T4 -To)

¢y Ukw T =f3;3‘lTi—~T$} tx S (T -T})

ikwTl = w8 (1L-T) 485 - {Ti-'ri)-.,w*.,%
Yetkwace = (ps+«S)e, Y- a3a v}

YE KwaiCaz  (aS 485 )O1VE - «SceyLl 2T

Risolvendo questi sistemi algebrici si ottengono i

coefficienti degli sviluppi delle funzioni .

Inoltre 81 verifica che le funzioni sono reali .
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T
Passziamo Bl aistema : €

Ty

Ty =& § (Te ~T)4 pS{Te=T))
CTe= B (T, -1} + Qey

Q & il controllo , S5i richiede che sig @
T T
T= LZJ € Y JD (T2 -Tg) 7ol = minime

L'hamiltoniana del sistema & :

["""fT‘E -T) 4 &= fT'z-'ley -+
[@c—? LT.—‘fz)JrG{J >’z 24 ( Te—Te)?

Il controllo ottimele &

a =- Y

'22
2 A

Quindi 11 sistema da risolvere &

. BS s
\/2""" %Y; +%Yg—2{ll'T9)

Se s s
Bl cercano le soluzioni periodiche si pud procede-—
Te come prima
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Vogliamo adegso esaminare un provlema pil complicato
i1 provlema & quello di studiare il comportemento di un
elstems distribuito accoppiato ad uno ordinaric e con-
troellate da un controllo libero .

Consideriamo una topologia del +tipo :

Ty

dove adesso si vuole perd considerare anche la distribu-
zione spazisle dello strato esterno . Per sempliciti pe-
rb consideriamo solo una coordinata spaziale ., Per egenm-

Pio se abbiemo uns simmetris cilindrieca od una sferica :

l'unica coordinata che consideriamo 2 il raggio r .

In questi due casi potrei studiare il Problems a tre
dimensioni dato che il problemm 2 separabile e sono no-
te e ben mtudiate le autofunzioni .

La parte 4 del sistema ® descritta dall'equazione di

Fourier : 3T 2Ty

¢ . oy 2l
' s Y
con condizioni t = = plTe-
oncizioni al contorno Hk‘a? 2z0 3( e T')}?:o
ST = of ('r,,.-'r;}[ .
e N =R
- 133 -
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In pid ci eerannc le condigioni iniziali .

La parte 2 del sisteme invece supponiamo che sia des-
eritta de un‘equazione differenziple ordinsria :
C2Te= S T (R €) -Tz(h)

Il comtroello sia un controllo libero : una sorgente

nella parte due del gistemsy .

T U]

(p— - X A
Fat

e
C.g'{-t = K'S(Tfﬂll'} 'T'LH'U-FFU"J

+ ¢ondizioni &] conmtorno
+ condizioni iniziali

5i vuole che gis :

d
|7 (re-Te) 2t 4 17] T FURIolF = miniemo
() (-]

. L 9T
H'J.nsl = 5;'2 +Jta-ﬁlé‘-"§ (T-z-Tf)-};—LPJ{?){Te-—T,);.?”lgfﬁ

2
+ %'zs{T‘ (R E)-T2) Ve & f—?‘fz-t (T =T )2¢ F <

L'hemiltoniana del dynemic programming :

&2
I1 controllo ottimale & dato Aa »
‘-3-8 =Q lF-f--v-..—-‘z2
o C: &
F= - Y2 _
thﬂr
I1 =istema coniugato &
2r _ _ oM
dv- T
quindi ¢ A X

- Feg P &
5 S SR LYt S dar s
+6[¥-—3)§2—5y3

5 = o o
72T T VINEE Ve - 2 (To-Te)
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3'7":__ _X aii! v
3 ° T ép ae’ x M| s-xgs
con le condizioni al econtorno 3 ";:1; s‘éﬁ tea r:fi
. ol cp 3% ]-af- cp c2
Y27 "og VitsE Ve~ 2 (T2-Te)
Lz -EEiﬂ. periodica .
ste-

Cerchiamo ora le soluszioni periodiche di questo Bi

ma . Queste saranno della forma 3 . k.'u)‘r
? — A L
T|=J—§f\4+ff‘o+ba}+§;irpeﬁ‘ tbeet }a }

7 l'-}
Fw

Te= - S T+ E.roT’f:e,
Per gvere scluzioni periodiche anche F deve esasere pe-—

Ze 3

riodica . Quindi anche la 7| . Ma visto che la ¥} & lega-

ta tramite i1 sistema coniugato alle Y; , anche la 72- de-

ve essere periodica .
Tenendo conto che l'equazione delle ¥ pud essere Tri-

ecritta come :
E{i - X S ¥e
o(T-&) ¢f o3g2

Prendiame : 2 X ‘k'ul(r- i‘)
e (rar) 5 S (e P00

-
s !

e A 7 Fd ;F"'J(T't)j
Y2 = [yo.f.g_‘w Yo e

Sostituendo nei sistemi si ottiene un sistema slgebri-

¢o per 1 coefficienti degli.sviluppi delle funzioni .
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Adesso ei gupponga che la funzione 4i controlle sla
¥ che varia tra of,;, ® ®uax-

5i vuole minimizzare 1

fT(T-z-Tam?.,u-
L'h;mil‘wniana del dynamic progremming & :
= oT 2] i _
H-J Sfj;-df;l Ywé’&-ﬂ)-ﬁ"—i; (T.-TW)Y, ,% (Te-Th o) };}AH

+
4 % "stn-mv«z t (T-To)?

che possiamo serivere come :

h -
Ht:. ‘:‘ + [’H[ L {(5 (e -"g)t—ii; (Tq_ "Tl)?'t —GT(Q-R)ST\"C:VZ%d}

L'hamiltoniana ha un minimo quando il controllo & ot-

timple . Quindi il eontrollo ottimale & :

i se ('ﬂu!ﬂl gn)(.”, ). Ta H-])

o (H = °f

Cay  Se [ HURLgY2 ) (10 8Tt) <o

¥

Il eistema coniugato & :

o¥y, _ X ah“" >
= y - ™
JE r.F Eﬁfai‘l?ﬂ_ P Yl}ho
con condizioni al contorno i ® Y\ I by E2y I
. x oS e
¥Vze- %VI +UE%Y1 - 2{T2-Te} 7 drlechip y

la soluzione va ricavata numericamente ., Si pud proce-

dere coce per i casi gia visti descritti da eguazioni
ordinarie .,
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Ricordiamo che oltre alle condizioni di flusso ai poe-—

sono avere condizioni di tipe radiativo

o, T oT o 6T4) |5 POET,,
cpf = x %L, x|, - (&7 la-6 P

5“ = X (T?.'TI)\ggh

52 lr-n

CoTp= welt). S (T (R FI-T2)

56 B8i vuole minimizzere @

T
| (Te-Tg )2t
o

1'hamiltoniana sarda -

H= = Ny, S(x) - -
j G et .c?.[c‘l‘ _eTHHB(Te-Ti) ]+

C-s;étx_mo(cﬂ (Te -Ti} }Y. ongP"-“J (T, (RH)=T2) Yz 4 (T -TBP

Il controllo ottimale ® sempre come prima :

Komion se ‘:’, t:!P.) gszHJ (T (+R)-TelF})>0
wit) = F

o amt o Se (}ﬁ(%ﬂ} gy,_u)) (T,_“g1.‘r1{t])<o

Il sistemn eoniugatn garh :

oo 1 3'ﬂ 1 3, YRS
Y‘ = —r—_f. 1:3?‘1 + ﬂj’ [PYL - 47T €Yl] Jf?d-l- J{K R{Cf E;)
Yor - q\/,{RH{- L Oy, -2 (Te-Ta)?

Anche gqui ® necessaris una soluzione numericas .
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Abbiamo visto come si conirolla un sistems distribuito
accoppisto con uno ordinerio sis mediante un controlle
libero (sorgente) sia mediante un controlle deterministi-
€0 . Pogsiamo upare una serie 4i sistemi distribuiti ac-
¢oppimti con sistemi ordinari per simulare il comporta-—
mento della temperatura di unm edificie .

Il comportamento delle temperatura nel muro pud essers
depcrittg dell ‘equazione d4i Pourler unidimensionale , do-
¥e 1la coordinata spagiale reppresenta lo spesscore del mu-
TO . Il comportamento dell'ambisnte viene eimulato da una
€quazione differensziale urdinariﬁ .

Bisogna gquindi stimare la capscitk termica dell'ambien—
te . Con dei controlli opportuni appliceti glle pareti che
PoBsono emsere realizzati tramite dei pannalli isoclanti
Bcorreveli e con opportune sorgentl d4i calore , possiame
fare in mwodo di rendere la temperatura dell'ambiente il
. Pil possibile stambile intorno ad una temperatura ofttimsle

contemporgneamente Poasiamo minimizzare la quantitad 4i
combustibile impiegata dalle sorgenti

Ma ¢id che & interessante & che possiamo fare & meno 4i

nen ConBumany energig
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