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Chapitre 1

Inégalités d’énergie globale et locale

1.1 Introduction

Les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles non linéaires
qui décrivent le mouvement des fluides. Ces équations ont été étudiées par de nombreux
auteurs depuis plus d'une centaine d’années et on citera en particulier Navier [31], Cauchy
[5], Poisson [34] et Stokes [38] (et la liste est trés incompléte!), et elles font maintenant
partie des équations classiques de la mécanique des fluides.

On s’intéresse donc a I’évolution au cours du temps d’un fluide Newtonien incompressible
(div (@) = 0), via I'’étude de son champ de vitesse en tout point de I'espace R*. A chaque
instant ¢ € [0 4+ oo[ on considére alors le probléme de Cauchy suivant pour les équations
de Navier-Stokes :

Oyt = vAT— (- V)@ —Vp+ f, div(@) =0 v>0,

(1.1)
ﬁ(0,$) =1y € LQ(R3), div ('l_[o) =0,

ou u(t,z) = (u(t,x),us(t, ), us(t, r)) représente le champ de vitesse au point z € R3
et a l'instant ¢, la viscosité v est un parameétre positif fixé, la force f (t,x) est une force
extérieure que 'on suppose suffisamment réguliére pour nos calculs et la pression p(t, x)
peut étre une fonction ou plus généralement une distribution comme nous le verrons plus
tard. Les inconnues de ce probléme sont la vitesse u(t, z) et la pression p(t, x), tandis que

—

les données sont la force f (¢, x) et la donnée initiale y(z).

Le but principal de cette these est 'étude de la régularité des solutions faibles de Leray
en supposant le moins d’hypothéses possibles sur la pression. Pour cela il est nécessaire
de comprendre le role de la pression, tant au niveau de son influence dans 'existence de
solutions que dans la partie liée a la régularité de celles-ci.

Faisons maintenant quelques remarques sur ces équations et nous aurons 'opportunité
d’expliquer comment ces particularités des équations de Navier-Stokes s’articulent avec
notre travail sur le role de la pression.

Une premiére remarque trés générale provient des propriétés de dilatation des équations
de Navier-Stokes. En effet, soit 7y un champ de vecteur de divergence nulle et supposons
qu’il existe un champ de vecteur @ solution du systéme de Navier-Stokes de donnée initiale
tlp. Un calcul simple montre que si on 'on définit, pour A > 0, le champ i, = Aip(A\x)

3
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et on considére une force fi(t, z) = A f(A2t, Az), alors le champ de vecteur @ définit par
iz (t, z) = Mi(\*t, \x) (1.2)

et la pression py(t,r) = A\?p(A\%t, Ax) est une solution associée a . Cette invariance
d’échelle nous donne alors des idées sur quel espace on souhaite étudier notre probléme,
en particulier elle fixera un cadre de travail parabolique, comme on peut le voir plus en
détail dans le Chapitre 3.

Une deuxiéme remarque plus importante par rapport au role de la pression vient du
fait qu’il existe une relation entre les deux inconnues @ et p du systéme, en effet, en
appliquant (au moins formellement) 1'opérateur de divergence aux équations de Navier-
Stokes (1.1) on s’apercoit que la pression est reliée au champ de vitesse @ par I’équation
de Poisson

—

—Ap =div|[(@- V)] + div (f),

qui peut se réécrire de la facon suivante

3
p=(=A)">" 0:0;(uy). (1.3)
ij=1
On remarque que dans cette expression intervient l'opérateur non local en variable
. 1 1 9(y)
d’espace (—A)~! définit par g(z) = —/ dy, et on observera (pour
(—=4) AT Js |z =y

souligner I’aspect non-local de cet opérateur) que pour obtenir I'information en un point
on a besoin de l'information sur tout I’espace (voir [16] pour plus de détails concernant
ce type d’opérateurs).

Indiquons maintenant que grace a la relation (1.3), on peut déduire une des inconnues
du probléme a partir de I'autre et ceci sera exploité de deux maniéres différentes pour
étudier les propriétés des équations de Navier-Stokes sans prendre en compte la pression.

En effet, une premiére approche pour étudier les équations de Navier-Stokes sans
s’occuper de la pression concerne l'existence de solutions et elle consiste a appliquer aux
équations (1.1) le projecteur de Leray définit sur I'espace tout entier R?® par

—, —,

P(6) = & — 5 V(div(d))

ou gg est un vecteur suffisamment régulier. On obtient alors I’équation suivante
0yt = vAT — P [(a- ﬁ)mf] . (1.4)

Le projecteur de Leray posséde trois caractéristiques principales : c’est un opérateur
non local car par définition le projecteur de Leray fait intervenir 'opérateur (—A)~!, on
observe ensuite que par construction si div () = 0, alors P(#) = u et donc le projecteur
de Leray préserve les champs de vecteurs de divergence nulle. Finalement, cet opérateur
annule les gradients car on a bien P(ﬁp) = 0. Avec cette facon de procéder on remarque

que la pression a disparue dans I’équation (1.4).
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Indiquons rapidement qu’a partir de I'expression (1.4), il y a plusieurs méthodes pour
obtenir des solutions de ces équations, en effet on peut utiliser le principe de contraction
de Picard en suivant les idées de Fujita-Kato [14] (voir aussi les articles [4], [7], [13],
[15]), mais cette approche impose une dichotomie entre le temps d’existence et la taille
des données initiales. Ou bien, on peut suivre les travaux de Leray [28] pour obtenir des
solutions faibles, globales en temps mais par contre sans aucune garantie sur I'unicité de
celles-ci.

Une deuxiéme fagon de supprimer la pression dans les équations de Navier-Stokes
est d’utiliser la vorticité & définie par & = V Ad. En effet, comme le rotationnel d’un
gradient est toujours nul, si on applique l'opérateur rotationnel aux équations (1.1) on
obtient ’équation sur la vorticité & suivante

—

0D =vAS -V A (@ V)id] + VA S (1.5)

On observera ici que la pression a disparu en raison de l'identité vV A ﬁp = 0 et
elle n’intervient donc pas dans 1’équation ci-dessus. Cette approche est la base des
travaux de Serrin sur la régularité locale des solutions faibles des équations de Navier-
Stokes [37] et O’'Leary a également suivi cette approche pour généraliser le résultat
de Serrin en utilisant les espaces de Morrey paraboliques [32]. Nous y reviendrons
un peu plus tard et nous verrons comment cette relation entre la vorticité et la vi-
tesse nous permettra de déduire des informations sur la vitesse 4 a partir de la vorticité <.

Ces deux approches (le projecteur de Leray et la vorticité) nous permettent d’éliminer
une inconnue (la pression p) et de travailler avec des équations (1.4) et (1.5) qui sont
équivalentes a celles de Navier-Stokes (voir [27]) mais avec une seule inconnue : le champ
de vitesse 4.

Il existe cependant une différence fondamentale entre ces deux approches : lorsqu’on
travaille dans un cadre local on ne pourra pas utiliser le projecteur de Leray, et si on ne
veut pas prendre en compte la pression p (toujours dans un cadre local), on sera alors
forcé de travailler avec la vorticité.

Voyons maintenant d’un peu plus preés le réle de pression dans I’étude de la régularité
des équations de Navier-Stokes. Nous disposons actuellement de deux théories pour
traiter ce probléme : la théorie de régularité locale de Serrin mentionnée rapidement dans
les lignes précédentes et la théorie de régularité partielle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg.

Dans les lignes qui suivent nous allons présenter rapidement ces deux théories en
insistant sur le role de la pression dans I’étude de la régularité des solutions faibles des
équations de Navier-Stokes

1.2 Théorie de régularité locale de Serrin

Avant de rentrer dans le détail de la théorie de régularité locale, il convient de fixer
une définition :
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Définition 1 (Solution faible de Leray) Soit iy € L?*(R?) une donnée initiale et soit
f une force extérieure qui appartient o Uespace L2([0,T%], H"Y(R?)) avec 0 < T* < +o0.
On dit qu’une solution faible @ des équations équations de Navier-Stokes associées aux
données initiales (up, f) est une solution faible de Leray si elle vérifie :

1) @ e L*([0,T), L*(R®)) N L*([0, T], H'(R?)) pour tout 0 < T < T*.

2) pour tout 0 <t <T on l'inégalité d’énergie
to to
la(t, )z + 21// IV @ (s, )||72 ds < [|dol|z + 2/ (fy ) -1 ds.
0 0

Comme nous pouvons le voir ici, méme si p et f sont des distributions, nous sommes en
mesure d’obtenir des solutions faibles @ € L°L2(Q) N L?H(Q) qui vérifient localement
les équations de Navier-Stokes.

Venons-en maintenant au critére de régularité locale de Serrin. Il s’agit ici d’étudier
localement la régularité des solutions faibles des équations de Navier-Stokes. Cette tech-
nique a d’abord été développée par Serrin [37| et les principaux arguments utilisés dans
cette théorie sont les suivants : on commence par appliquer le rotationnel aux équations
de Navier-Stokes et on obtient alors I’équation

@ =vAS -V A (G- VI + VA S, (1.6)

ol nous avons noté W = V A 4. Maintenant, en utilisant la propriété de divergence nulle
de @ nous pouvons réécrire cette équation sous la forme suivante

0@ = VAG — div(i®& — 3R i) + VA f)

et alors on obtient que la variable & vérifie une équation de la chaleur linéaire. En
localisant convenablement le probléme et avec des hypothése supplémentaires sur u
on peut montrer que & est localement réguliére ce qui induit bien sir que « est aussi
localement réguliére.

Le résultat que 'ont obtient en suivant ces lignes générales est donné ci-dessous et le
lecteur peut consulter une preuve dans [37] et [27].

Théoréme 1 Soit Q) =|a,b[xXB,,, un ensemble borné ou ]a,b| est un intervalle de la
droite réelle et By, ., = B(xo,70) est une boule de R?® avec xy € R? et r > 0.

Soit de plus f € L2H*(Q) pour k > 0 une force extérieure, soit @ € L°L2(Q) N LEHX(Q)
et p € D'(Q). Si on assume que U est une solution faible des équations de Navier-Stokes
sur @ et si de plus on suppose que U € L L (Q) alors on peut conclure que la régularité

locale de 1 est en fait entrainée par la régularité de f spour touta <c<betl<p<ry
on a @ € L*(]e,b[, H*™ (B, ,)) N L*(]c, b, H*2(Ba,.,))-

Maintenant on va faire plusieurs remarques concernant ce critére de régularité de Serrin.
On observe tout d’abord que la pression p peut étre trés générale vu qu’on a

uniquement besoin que p € D'(Q) et ceci n’est pas un probléme puisqu’elle a disparu
dans l'équation (1.6), ainsi elle n’intervient pas dans I’étude de la régularité locale des
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solutions 4.

Une deuxiéme remarque vient du fait qu’a partir de I’équation (1.6) on a que la
régularité de u est liée a la régularité de la force f. En effet, si f appartient & 'espace
L?H"(Q), on obtient que @ € L HE(Q) N L2ZH2(Q) et donc plus la force est réguliére
plus la solution I’est aussi.

Observons maintenant, et ce point est trés important, que pour pouvoir obtenir de la
régularité locale nous avons besoin d’'une hypothése supplémentaire qui est donnée par la
condition @ € L L°(Q). Cette condition est bien sir trés forte et il n’y a aucune raison
particuliére pour qu’une solution faible des équations de Navier-Stokes satisfasse cette
contrainte.

Des efforts importants ont été réalisés pour généraliser et affaiblir cette condition;
- 2 3
ainsi Serrin [37] a prouvé que si f € LZH(Q) et si @ € LYLL(Q) avec — + — < 1 alors

pour tout a < ¢ < bet 0 < p < ry nous avons en fait que @ € L°LP(|c,b[x By, ) et
donc la condition d’appartenir a I'espace L{°L2°((Q)) peut étre remplacée par la condition

2
LYLi(Q) avec — + — < 1. Il est possible de généraliser encore plus cette hypotheése,

voir par exemple [39], [40] ou bien [8]. Un exemple d'une telle généralisation qui sera
utilisé dans le Chapitre 3 est donné par l'utilisation des espaces de Morrey-Campanato
paraboliques. Ce cadre de travail a été développé par O’Leary [32].

Indiquons pour finir ces remarques, que la théorie de régularité locale de Serrin

s’appuie sur 'hypothése sous-critique @ € LYLi(Q) ou — + — < 1. Le cas critique
p q

3
— + — =1 peut également étre étudié a condition que 3 < ¢ < 400 et ceci a été fait par

p
Struwe [39] et Takahashi [40].

Néanmoins, et dans tous les cas de figure mentionnés ci-dessus, pour obtenir la
régularité locale, nous avons besoin d’une hypothése supplémentaire qui ne peut pas se
déduire du cadre de travail général. En effet, et en toute généralité, si 4 est une solution
faible de Leray alors la seule information que I'on dispose est @ € L*L2(Q) N L2H(Q)

et a partir de ce cadre on obtient, grace aux injections de Sobolev, que @ € LYL1(Q) avec

2 3 . . . .
— 4+ — = — ce qui est encore trés loin de la condition — + — < 1. Autrement dit, nous

poq 2 P g
ne savons pas s’il existe des solutions faibles des équations de Navier-Stokes qui vérifient

I’hypothese de Serrin.

Ainsi, nous le voyons bien, on a un comportement super-critique de @ et on ne peut
pas en déduire les controles nécessaires pour appliquer le théoréme de Serrin. 11 s’agit bien
d’hypothéses supplémentaires.

Le contre exemple de Serrin

Une particularité intéressante du Théoréme 1 provient du fait que la régularité
obtenue ne concerne que la variable d’espace. Une question qui se pose alors est de savoir
s’il est possible d’étudier la régularité en variable de temps dans le cadre de la régularité
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locale de Serrin donnée par le Théoreéme 1.

Nous allons voir qu’en absence de controle sur la pression (rappelons qu’ici p € D'(Q))
il sera impossible d’obtenir une quelconque information sur la régularité en variable de
temps.

En effet, Serrin a construit le contre exemple suivant : soit ¢ : R — R une fonction
bornée et soit soit 1) : R® — R une fonction harmonique. Si on définit @ sur ’ensemble
| —1,1[xB(0, 1) par 'expression (t,z) = ¢(t)Vi(x) alors on a les identités suivantes :

o div(i) = ¢(t)A¢(z) = 0,

o Au=0,
e VA= 0,
: [P -\ — = |ﬁ|2
ce qui nous permet d’écrire (- V)i =V - )

Maintenant si @ satisfait les équations de Navier-Stokes (1.1) on a

12
ol = vAu — (d-V)u—Vp=-V (%) — Vp,

d’oul on obtient la relation suivante

ji(t, z)|?

L dsttyu().

p(t,(l]) ==

Ainsi grace a cette relation on peut voir sans aucun probléme qu’un contréle sur la pression
induit un controéle sur la régularité en variable de temps, et donc si on suppose uniquement
que p est une distribution (comme c’est le cas dans le Théoréme 1), alors il est impossible
d’obtenir une quelconque information sur la régularité des solutions en variable de temps.
Nous verrons au Chapitre 2 I'importance de cette remarque.

1.3 Théorie de régularité de Caffarelli, Kohn et Niren-
berg

Comme annoncé précédemment, il existe une deuxiéme maniére pour étudier la régula-
rité des solutions faibles des equations de Navier-Stokes mais avant de présenter le critére
de régularité partielle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, nous allons présenter briévement
I'importance des inégalités d’énergie globale et locale car elles constituent la base de cette
théorie.

1.3.1 Inégalité d’énergie globale

L’objectif principal de Leray dans son article [28] était de prolonger le temps d’exis-
tence et d’obtenir des solutions globales en temps. Pour cela, Leray a eu I'idée de régula-
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riser le terme non linéaire (@ - V)4 et il a étudié le systéme approché suivant :

—

0, = VAT — P [([a* 0] Vya| + P(f), div(@)=0, >0,
7(0,2) = @y € L2(R%), div (@) = 0,

(1.7)

ou f € L2([0,+oo[, H"1(R?)) et 6 est une fonction réguliére qui appartient a D(R?) ou
pour € > 0 on pose 6. = E%@(%) Ainsi pour un certain € > 0 fixé, ce n’est pas compliqué
d’obtenir des solutions (locales en temps) de ce systéme approché. Mais Leray est allé
plus loin et il a obtenu une inégalité d’énergie qui permet de prolonger dans le temps ces
solutions. Une fois que ces solutions approchées ont été prolongées en temps, on peut
récupérer des solutions faibles en passant a la limite en e, mais dans ce processus de
passage a la limite on doit raisonner par sous-suites extraites et on perd donc 1'unicité de
telles solutions.

Rappelons maintenant comment on obtient ces inégalités d’énergie. Soit . une solution
du probléme (1.7) et pour simplifier les calculs on considére les équations de Navier-Stokes
approchées sans force extérieure :

Byl = vAT. — P [([ﬁ* 0. - 6)6} .
On multiplie I’équation ci-dessus par u. et on intégre en variable d’espace, on obtient

@ﬁa-ﬁada::u/

R

A, - . do —/ P [([5*95] : 6)@} 4. du,
R3 3 R3
on remarquera qu’avec la régularisation introduite au terme non linéaire tous les termes
de T'équation ci-dessus ont un sens (voir [27] Chapitre 12). En appliquant la formule
d’intégration par parties et en utilisant le fait que div (#Z.) = 0, on trouve

1, . =
(M eqeey = VIV @ (s )22 ga)-

En intégrant cette identité en variable de temps on obtient :
t
12 (¢, )17 sy + 21//0 IV @ (s, 2@y ds = ol z2ms)-

On remarque avec cette égalité d’énergie que la taille (en norme L*L?> N L2H') de la
solution approchée . est controlée par la taille (en norme L?) de la donnée initiale i,
et ainsi on obtient un controle uniforme en €. On peut alors prolonger dans le temps les
solutions . et obtenir de la sorte des solutions globales.

Si l'on fait tendre ¢ — 0 dans le systéme d’équation (1.7) on retrouve (au moins
formellement) les équations de Navier-Stokes (1.1) et on peut obtenir des solutions faibles,
mais en revanche on ne conserve pas 1’égalité d’énergie, on obtient par contre une inégalité
d’énergie.

t
It ) 2 qes) + 21// IV @ii(s, ) 72@s) ds < ol 72 s)- (1.8)
0

On remarquera bien que dans ces calculs la pression n’intervient pas. Voir [26] pour les
détails.

Cette inégalité d’énergie globale nous a permis de prolonger le temps d’existence des
solutions faibles @ mais elle ne nous permet pas d’étudier directement la régularité de .
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1.3.2 Inégalité d’énergie locale de Scheffer

Parmi les nombreuses contributions apportées a I’étude des équations de Navier-Stokes
durant la seconde moitié du XXe siécle, I’étude des inégalités d’énergie locales faite par
Scheffer 35, 36] et les résultats de régularité partielle de Caffarelli, Kohn, Nirenberg [2]
jouent un role important.

Fixons quelques notations

Définition 2 (L’ensemble des points réguliers) Soit @ une solution faible sur Q) des
équations de Nawvier-Stokes. En suivant la théorie de régularité de Serrin, nous dirons
qu’un point (to,z9) € Q est un point régulier de la solution U s’il existe un voisinage V
de (to, o) tel que U € LPLX(V).

Définition 3 (L’ensemble des points singuliers) Soit @ une solution faible des équa-
tions de Navier-Stokes sur Q. On définit alors ¥ comme [’ensemble des points (t,x) € @
qui ne sont pas des points réguliers au sens de la Définition 2 précédente.

L’ensemble ¥ des points singuliers est 1’ensemble dans lequel les solutions de Navier-
Stokes peuvent éventuellement exploser et il est alors intéressant d’étudier la "taille" de
cet ensemble.

Leray 28], Scheffer [35] puis Caffarelli, Kohn et Nirenberg [2] se sont intéressés a la
mesure de Hausdorff (parabolique) de cet ensemble de points singuliers X.

Rappelons que 'on a, par la structure de I’équation, I’échelle parabolique ) (t,z) =
Ai(At, Ax) (voir (1.2)); et il est donc naturel de considérer la mesure de Hausdorff associée
a cette structure homogeéne. Par conséquent, si on considére la distance parabolique ds
sur R x R? définie par

do((t, ), (5,y)) = max{[t — 5|2, [z — y|},

on peut construire la boule parabolique Q) , ,

Qtor = {(S,y) ERxR?: dz((t,:n), (s,y)) < r}, (1.9)

ainsi 'espace R x R3, muni de la distance parabolique ds et la de mesure de Lebesgue
dt dz est un espace de type homogene (dans le sens de [10]) avec une dimension homogéne

égale a 5 :
/ dt de = COr°.
Qt,z,r

Associée a cette distance, on dispose la notion de mesure de Hausdorff : si A est un sous
ensemble de R x R3, on définit pour § > 0 I'ensemble Z5(A) comme 'ensemble de familles

dénombrables (Q,)nen des boules paraboliques Q,, = Q4 4, ., telles que A C |J @, et
neN
sup r, < 0. Pour a > 0, on définit pour tout o > 0 la quantité

neN
+oo
os(A) = inf ré s .
56l4) <Qn>neNeza<A){nZ ”}

=0

Maintenant, afin d’obtenir la mesure de Hausdorff H§ de ’ensemble A on fait tendre
0 —0:
HS(A) = ilmHs 5(A).
0—=0 7
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Pour plus de détails concernant les propriétés de la mesure de Hausdorff voir [12].

Pour étudier la mesure de Hausdorff de I’ensemble des points singuliers ¥, Scheffer
a développé une inégalité d’énergie locale qui s’est avéré étre un outil fondamental dans
I’étude de la théorie de la régularité partielle.

Théoréme 2 (Scheffer) Soit @ € L*>(Ja,b[, L*(By,,) N L*(Ja,b], H (By,.)) une solu-
tion faible des équations de Navier-Stokes avec une donmnée initiale Wy, € L*(R3) a
divergence nulle, soit une force extérieure f € L2(Ja,b[, H*(By,,)) et une pression
pe L:(lab], L%(Bacw)). Alors il existe une distribution u telle que

1= =8> + vAl|d]? — 20|V @ @|? — div (@] + 2p)d) + 2@ - f, (1.10)

et
> 0.

On peut trouver la preuve de ce théoréme dans le livre [27], Chapitre 13 ou bien dans
larticle [35].

Faisons quelques remarques sur cette inégalité locale. Tout d’abord, et contrairement
a l'inégalité globale de Leray, on a un terme de pression qui apparait dans l'inégalité, il
faudra alors imposer des conditions sur la pression pour donner un sens au terme div (pi).

3 3
En effet on peut demander que p € L7 L (Q) et alors div (p@) a bien un sens étant donné
qu’on peut démontrer que @ € L3L3(Q) (par interpolation). On peut aussi donner un sens
au terme div (pu) avec une pression p € LPLL(Q) avec qo > 1.

Derniére remarque, il est possible de démontrer que si p € LI LL(Q) et @ € L{L1(Q) alors
on a un critére d’égalité p = 0 (voir [27| Proposition 13.3). Ce cas ne figure pas dans le

cadre de Serrin puisqu’on a R + = > 1, ainsi on peut dire que le cas L*(]a, b, L*( By, +))

se situe entre le cadre de Leray et celui de Serrin (voir le livre [27] Chapitre 13).

Donnons maintenant la définition d’une solution adaptée qui est un point crucial dans la
théorie de régularité partielle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg.

Définition 4 (Solution adaptée) On dit que @ une solution des équations de Navier-
Stokes est une solution adaptée si la quantité p donnée par l'expression (1.10) est une
mesure de Borel localement finie positive.

Passons maintenant aux résultats de Caffarelli, Kohn et Nirenberg.

1.3.3 Ciritére de régularité de Caffarelli, Kohn et Nirenberg

Caffarelli, Kohn et Nirenberg dans leur article [2] ont étudié¢ deux problémes. Pour
contourner I’hypothése super-critique sur @ que nécessite la théorie locale de Serrin, Caf-
farelli, Kohn et Nirenberg ont introduit une autre approche qui est en fait satisfaite par
@ dans un voisinage de presque tout point de ) =]a, b[x By, ,, de sorte que le manque de
régularité est concentré sur un ensemble trés petit. Le second probléme qu’ils ont étudié
est la mesure de I'’ensemble des points singuliers. En effet ils ont prouvé que la mesure de
Hausdorff parabolique H! de I’ensemble des points singuliers est nulle.

Soyons plus précis sur la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg et introduisons mainte-
nant les principaux ingrédients de cette théorie :
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Définition 5 (L’ensemble des grands gradients pour la vitesse) Soit 4 une solu-
tion faible des équations de Navier-Stokes. Nous dirons qu’un point (t,x) € Q) est un point
de grand gradient pour la vitesse si on a

1 -
lim sup— // |V ® i|*ds dy > 0.
r—o+t T Jt—r2t+72[X By,

On désignera par X l’ensemble des points a grands gradients.

Remarquons a nouveau que si f est suffisamment réguliere (par exemple, si fe L2L2(Q)),
alors I'analyse de Serrin nous dit que, pour un point régulier (tg,x¢) ¢ X, il existe un
voisinage V de ce point tel que @ € L{°H} sur V, ainsi pour r assez petit on a

// IV @ @)%dsdy = O(r?), et alors (to, z0) & So.
Jto—72,to+7r2[X Bz ,»

En effet :

/] Vot~ [ [Toilp,,ds
Jt—r2,t+712[X By r Jt—r2 t+r2|

et comme @ € L*(Jt — 2, t +r*[, H (B,,)) on a

/ IV @ s, ds < sup [V @2, ) / ds = Cr? = 0(2).
Jt—r2 t+r2] ' t—r2 <t<t+r2 TS =2 2]

Par conséquent, ¥ est en fait un ensemble formé par des points singuliers. En outre, ¥
est un ensemble trés petit : en effet, Caffarelli, Kohn et Nirenberg [2] ont démontré com-
ment déduire de 'hypothése @ € L?H! le fait que la mesure de Hausdorff (parabolique)
H) de 3y est nulle. Le but de la théorie de régularité partielle est alors de trouver un
critére qui assure que % = Y.

On remarquera que f peut appartenir & plusieurs espaces fonctionnels : on peut par
exemple prendre f € L?H_ ', cette hypothése est suffisante pour donner un sens au produit
f -4 qui apparait dans la quantité (1.10). Voici un autre exemple, en suivant Kukavica [24],
on peut fixer fe Li0/7L¢100/7, puisque i € Lig/gL}CO/S(Q). En effet, on a @ € LL2(Q) N
L?H'(Q) et avec les injections de Sobolev on a @ € L L2(Q) N LZL5(Q), en faisant une
estimation d’interpolation en variable espace (avec § = %) on trouve :

2 3
[at, I sp < a2z 1a(, )l ze

et done

10 4
[ el a s [ ol )l d
Jt—r2t+r2] 3 Jt—r2t+r2]

4
< sutlp ||(t, )”Zg / [t )H%g dt

Jte—r2 t4+r2]

I~

4
< ”_’(tv )HZ;»L%HU(@ ')”L%Lg < 400.

Nous verrons par la suite ['utilité de cette observation.
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De la méme fagon qu’il existe plusieurs choix possibles pour la force f_: diverses
hypothéses ont été utilisées pour la pression p. Rappelons tout d’abord que dans
'article original de Caffarelli, Kohn et Nirenberg [2|, ’hypothése sur la pression était

pE Ltg LE(Q) car a cette époque 1a, cela correspondait au meilleur exposant disponible
pour donner un sens aux inégalités d’énergie locales et aux solutions adaptées sur un
domaine bornée, en effet avec cette condition sur la pression le terme div (p@) est bien
défini. Depuis, de nombreux efforts ont été réalisés pour améliorer cette hypothése sur la
pression ; on citera en particulier les travaux de Lin [29] dans lesquels la condition est

3 3
LZLZ(Q) et plus récemment Vasseur [42] ou la condition est p € LI LL(Q) avec r > 1.

Une fois qu’on a détaillé le cadre, on peut énoncer le théoréme de régularité de Caffa-
relli, Kohn et Nirenberg :

Théoréme 3 (Dimension de ’ensemble des points singuliers) Pour toutes solu-
tions faibles adaptées des équations de Nawvier-Stokes sur un domaine ) de la forme

la,b[x B(xg,7), la mesure de Hausdorff parabolique de ’ensemble des point singulier est
nulle H3(X)=0.

Le deuxiéme critére que Caffarelli Kohn et Nirenberg ont démontré est le suivant :

Théoréme 4 Soit Q un domaine de R x R3. Soit @ une solution faible des équations de
Navier-Stokes sur (). On suppose que

1) @€ LL2N [2H),

2) p(t,x) € L Ly (Q) avec qo > 1,

— —

3) f(t,z) € L{LL(Q) avec ¢ > 5/2 et Div(f) =0,

4) 4 est adaptée (> 0).
Il existe une constante positive € > 0 telle que si en un point (to, xo) € 2 on a :

) 1
lim sup —

// IV @ ii*ds dx < e.
r—0 T (to—72,to+72)x B(zo,r)

Alors @ est Hélderienne dans un voisinage (to, xo).

Faisons quelques remarques sur ce résultat

e On note d’abord qu’il est nécessaire d’imposer certaines conditions sur la pression
p et dans ce sens cette approche est moins générale que le critére de Serrin ot on
demande uniquement p € D'.

e On n’a pas besoin de I'hypotheése locale @ € (L{°L2°);,e (ou (LY LL);,. avec %—I—% <1
et 3 < ¢ < 400); a la place, nous allons utiliser le critére de solution adaptée.
Dans ce sens la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg est plus générale (vu que
les solutions construites par Leray satisfont le critére adapté au sens de Caffarelli,
Kohn et Nirenberg), au moins lorsque nous étudions les contraintes sur .
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e Puisqu’on a un certain contrdle sur la pression p il est possible d’obtenir certaine
régularité en variable de temps (u est Holderienne en variable de temps) comme il
a été souligné par le contre exemple de Serrin.

e Finalement, il convient de noter que cette régularité est obtenue seulement en
petits voisinages de points.

Les différences entre la régularité locale (Serrin) et la régularité partielle (Caffarelli,
Kohn et Nirenberg) sont les suivantes : les hypothéses ainsi que les conclusions de la
premiére approche sont complétement différentes de la deuxiéme, en effet, Serrin dans sa
théorie suppose que la pression p € D'(Q) et que la solution @ est bornée @ € L°LX(Q),
une hypothése qu’on ne pourra pas déduire du fait que @ € L°LA(Q) N LZHL(Q). Avec
toutes ces conditions Serrin prouve que la solution « est plus réguliére localement en
variable d’espace (sur un sous domaine borné). En revanche les hypothéses dans la théorie
de Caffarelli Kohn et Nirenberg sont le critére de solution adaptée ainsi que les conditions
sur la pression p qui sont nécessaires pour donner un sens & la définition des solutions
adaptées et sans oublier la condition qu’on appellera la condition de petitesse

1 -
limsup—// IV ®@i(s,y)*dsdy < e,
r—0 r ]t077'27t0+7'2[><Bzo,r

cette derniére a pour but le controle des points singuliers. Avec ces conditions Caffarelli,
Kohn et Nirenberg prouvent qu’au voisinage d’'un point (tg,z¢) € @ la solution @ des
équations de Navier-Stokes est Holderienne en variable de temps et d’espace(sur des voi-
sinages de points). Ainsi, si on compare les hypothéses et les conclusions de ces théories qui
étudient la régularité locale/partielle des solutions faibles des équations de Navier-Stokes
nous obtenons deux approches tres différentes en termes d’étude et de résultats.

1.4 Présentation de la thése

Cette these est consacrée au role des inégalités d’énergie locales dans la théorie de la
régularité partielle des solutions faibles des équations de Navier-Stokes dans le sens du
Théoréme de Caffarelli, Kohn et Nirenberg.

Nous distinguons trois parties. La premiére partie de la thése traite essentiellement
I’annonce faite par le mathématicien coréen Choe en 2013 de la démonstration d'une
nouvelle inégalité d’énergie locale qui s’applique a toute solution faible des équations de
Navier-Stokes, sans aucune hypothése sur la pression, et qui permettrait d’étendre les
résultats de régularité partielle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg & toutes les solutions
faibles et pas seulement aux solutions adaptées.

Une étude de la preuve de 'inégalité de Choe nous permettait de conclure que cette
preuve était fausse a priori pour le cas d’une solution générale, et le théoréme principal
de Choe (qui était sensé nous donner une régularité en temps et en espace en dehors
d’un ensemble de singularité extrémement petit) était contredit par un contre exemple
de Serrin qui liait la régularité en temps a des hypothéses sur la pression.

Dans cette premiére partie on a rédigé une preuve rigoureuse de l'inégalité introduite
par Choe en rajoutant des hypothéses supplémentaire qu’il fallait introduire pour la
démontrer. Néanmoins, la nouvelle inégalité d’énergie (qui ne faisait pas intervenir la
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pression) nous ne servait pas a prolonger les affirmations de Choe, mais on a pu identifier
une nouvelle variable inspirée de la preuve de Choe qui nous a permit d’introduire notre
résultat principal qui est exposé dans la deuxiéme partie.

La deuxiéme partie de la thése est consacrée a étudier profondément la nouvelle
variable suggérée par une partie du travail de Choe. En effet, on a pu assimiler une
nouvelle variable v liée au rotationel de la solution #. Ainsi en étudiant v, et & ’aide d’un
mélange de la théorie de Serrin et celle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg on a obtenu un
résultat de régularité partielle qui ne s’applique pas a toute solution faible (contrairement
a I'énoncé de Choe) mais a une classe plus large que les solutions adaptées (au sens
de Caffarelli, Kohn et Nirenberg) : la notion de solution dissipative a été introduite en
suivant les travaux de Duchon et Robert fait en 2000 et cette derniére nous permet
d’inclure positivement le contre exemple de Serrin dans notre nouvelle théorie.

La troisieme et derniére partie est destinée a l’étude de la stabilité des solutions

dissipatives par convergence *-faible. En effet, on considére une suite #, bornée dans
10 10

L L2 N L2H?, une force extérieure f, bornée dans L,” L, & divergence nulle et une pres-
sion p, € D'(Q). On suppose aussi que i, est dissipative au sens de la définition donnée
dans la deuxiéme partie et on va prouver que la limite @ d’une sous suite u,, est une
solution des équations de Navier-Stokes et elle est dissipative.
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Chapitre 2

Vers une nouvelle inégalité d’énergie
locale

2.1 Introduction

Lors du 8¢ atelier international Nippo-Allemand sur la dynamique mathématique des
fluides qui a eu lieu & Waseda en 2013, H. Choe [9] a annoncé un nouveau résultat sur la
théorie de la régularité partielle des solutions faibles des équations de Navier-Stokes. Le
probléme étudié est le suivant : on considére le probléme de Cauchy pour les équations
de Navier-Stokes incompressibles en dimension 3

Oyt = VAT — (- V)i —Vp+ f, div(@)=0, v>0,

(2.1)
ZT(O,LL’) = 710 € LQ(R?’), div (’ljo) = O,

et si @ est une solution faible de Leray alors H. Choe souhaite démontrer un théoréme
de régularité partielle en variable de temps et d’espace similaire a celui de Caffarelli,
Kohn et Nirenberg [2] en ne demandant aucune condition particuliére sur la pression p,
c’est a dire qu’il suppose uniquement que p est une distribution. Rappelons!! que dans
la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg on avait besoin d'un contréle sur la pression,
dans ce sens le résultat de Choe semble étre une généralisation importante de la théorie
de régularité partielle.

Hélas, ce programme de recherche pose deux problémes majeurs. Le premier probléme,
d’ordre théorique, invalide totalement le résultat annoncé par Choe. En effet, on dispose
du contre exemple de Serrin (présenté dans la page 7) ou l'on peut voir que la régularité
en variable de temps est forcement reliée a un contréle de la pression. Pour la commodité
du lecteur nous reprenons les détails de ce contre exemple ci-dessous.

Si ¢ est une fonction bornée sur R et si v st une fonction harmonique sur R?, on
définit @ sur |0,1[xB(0,1) par u(t,z) = ¢(t)Vi(z). On a div(d) = ¢(t)Ayp(x) = 0,
VAd =0, Al =0 et on obtient (7 - V)7 = V (4
équations de Navier-Stokes, on a 8, = vAG — (@~ V)i — Vp = -V (@) — Vp, d'ott on

obtient la relation suivante

. Maintenant, si u satisfait les

ja(t, )|

O ().

p(ta Zl?) ==

1. Voir le Théoréme 4 page 13.

17
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Alinsi, sans controle sur la pression il n’y a aucun espoir d’obtenir de la régularité en
variable de temps.

Le deuxiéme probléme du programme de recherche de Choe est, quant a lui, d’ordre
technique : pour obtenir le résultat annoncé dans [9], une nouvelle inégalité d’énergie
est développée (qui était en fait une généralisation de l'inégalité de Jin [19] pour le pro-
bleme de Stokes) et cette inégalité d’énergie est censée étre I'ingrédient principal de la
démonstration. Mais telle qu’elle est présentée, cette inégalité ainsi que sa preuve, posent
un certain nombre de problémes : en effet, si @ est une solution faible des équations de
Navier-Stokes (2.1) telle que @ € L>(] — 1, 1[, L*(B(wo,7))) N L*(] — 1, 1[, H*(B(xo,7)))
ol le centre xy € R3 et le rayon 0 < r < 1 de la boule B(xq,r) sont fixés, si on considére
¢ : R x R? — R une fonction réguliére a support compact en temps et en espace telle que
G(t,x) = 0si|z| > 7 et sid =V AT est la vorticité du fluide, alors la nouvelle inégalité
d’énergie proposée découle de I’étude de la quantité suivante

d (1] 1 ?

— | = [|—=(¢& , 2.2

. (2 | Ao ) 22
et le probléme provient justement du fait que, compte tenu du cadre de travail, I’expression

(2.2) ne peut pas étre utilisée directement et sans justification préalable : nous devons
d’une part établir I’identité

! (2l

et nous avons d’autre part @ € LOO(] 1,1[, L*(B(xg,7))) N Lz(] — 1,1[, HY(B(zo,1))) ce
qui 1mphque Atd € LPH >N L2H " et on peut montrer que (4 - V)u appartient a I’ espace
3

L?H, ? e qui conduit 9,@ € L2H, 2, ainsi comme & = V A, on obtient 9,(¢&) € L2H, ,

) = - at(wa(t’x)) ) %(qb(j(tv l‘))dl‘, (23)

]R3

. - T, . .
Mais, on a aussi @ € L?L? et donc Z(gbw) € L?H? et nous devons considérer avec
I'expression (2.3) une intégrale qui fait intervenir des termes qui appartiennent aux

s
espaces L2H, ? et L?H? : nous voyons bien qu’avec ces informations I'intégrale (2.3) n’est
pas correctement définie.

2.2  Une nouvelle inégalité d’énergie

L’objectif de ce chapitre est tout d’abord de donner un sens a cette quantité (via un
processus de régularisation et un passage a la limite) pour ensuite obtenir une inéga-
lité d’énergie locale en s’inspirant des calculs présentés dans [9]. Voici donc le théoréme
principal de ce chapitre

Théoréme 5 Soit @ une solution des équations de Navier-Stokes (2.1) construite par le
procédé de Beirdo da Veiga (voir le Théoréme 6 ci-dessous), soit f € L*(]—1,1[, H *(R3))
une force extérieure et on suppose p est une distribution : p € D'. On note G =V A .

Soit ¢ € C3°(] — 1, 1[xR?) telle que ¢(t,x) =0 si |z| > r, avec 0 <r < 1.
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Alors, il existe une constante Cy positive telle que pourt €] —1,1[ on a :

2

1 1
+ 1// / & (s, 2)[* 0% (s, x) ds dx < C¢/ HﬁHQLQ(B)ds
12(B,) —1Jms .

1 1
e / @25 5 ds + Co / T @) s e ds
~1 -1

1
+ Co [ WFlBsyds 2.0

Remarque 1 Dans le texte de Choe [9] l'inégalité (2.4) était censée étre valide pour toute
solution (ce qui est faux comme on a pu le constater dans la page précédente). On note
aussi que dans son texte [9], Choe travaille avec les équations de Navier-Stokes sans force

extérieure f, nous avons rajouter une force f € L2H .

Rappelons que le but de cette inégalité d’énergie locale était d’obtenir une version du
théoréme de Caffarelli, Kohn et Nirenberg sans contrainte sur la pression p et cet objectif,
bien qu’inatteignable par le contre exemple de Serrin, va fixer la stratégie adoptée : en
effet, étant donné que 'on travaille dans un cadre local, il n’est pas question d’utiliser le
projecteur de Leray IP et ceci explique I'utilisation de la vorticité & = VA

Mais bien que le fait de considérer la vorticité & permet de supprimer la pression
(car V A (Vp) = 0), ce procédé consomme une dérivée (on cherche une inégalité sur
@ et non sur ses dérivées) et pour obtenir un équilibre il est nécessaire d’introduire

1 -
(V A @) ait un
A

I'opérateur F Autrement dit, on peut s’attendre a ce que 'objet

comportement similaire & celui de 4. On verra comment utiliser cette idée pour obtenir
I'inégalité (2.4) et nous reprendrons cet argument au chapitre suivant.

Ceci étant posé, I'inégalité (2.4) s’obtiendra alors en étudiant le comportement dans
le temps de la norme L? de la quantité (ngV AU).

Venons maintenant a la preuve de cette inégalité. Comme nous l’avons souligné dans les
ne peut pas étre considéré directement

1
W(t, -
et pour contourner ce probléme nous allons adopter la stratégie suivante : on commence par
régulariser les équations de Navier-Stokes (2.1) en introduisant un terme d’hyperviscosité
et les solutions de ce probléme possédent bien évidemment de meilleurs propriétés qui
seront mise a profit pour obtenir une inégalité approchée. Finalement, un passage a la
limite nous permettra de conclure.

lignes précédentes, le terme

2.3 Solutions d’hyperviscosité
Comme annoncé ci-dessus nous allons considérer une régularisation des équations de

Navier-Stokes et pour cela nous allons suivre H. Beirdo da Veiga [1| qui a démontré le
résultat suivant

Théoréme 6 Soit iy € LA(R®), f € L2H(R?).
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Alors, pour € > 0 fixé, le probléeme :

Oyt = —e AT+ VAT — (@-V)i—Vp+ f, div(@)=0, v>0,

(2.5)
1_[(0, IE) =1y € LQ(]Rg), div (17:0) =0,

posséde une unique solution u = ..

De plus la suite des fonctions (u.).o est bornée dans L°L2N L2 H} indépendamment
de ¢ et il existe une suite e, —> 0 et une fonction @ € L L2NL2H} telle que 1., converge
faiblement vers .

Finalement, si iy € H', si f € L?H; ' et si le probleme de Navier-Stokes a une
solution @ € C([0,T], H') N L*([0, T}, H?), alors on a :

e—0
Voir une démonstration de ce théoréme dans [27] ou bien [1].

L’ajout du terme d’hyperviscosité eA? aux équations de Navier-Stokes nous a permis
d’obtenir une solution . qui appartient & I'espace L>([0,T], H*) N L*([0,T], H?) et donc
avec ce cadre de travail on pourra donner un sens a l'identité (2.3).

Enoncons maintenant quelques propriétés des solutions d’hyperviscosité dont on aura
besoin pour prouver l'inégalité d’énergie locale donnée dans le Théoréme 5.

Proposition 1 Soit 4. une solution des équations de Navier-Stokes approchées (2.5).
Alors, on a les contrdles suivants

- . 1

Preuve : Sachant que le Théoréme 6 nous assure que les solutions . appartiennent a
lespace L°H} N LZHZ, on peut écrire :
i) = 2 [ o -d.de = 2/ [—5A265+VA&’5 — (.- V). — 6p€+f] . da
‘ R3 R3
= —25/ A26€-ﬁadx—|—2u/ A, - U, dx
R3 R3
Vp. - i do+2(f. i)

H-1xH!'

+ 2/ (i - V). - - dx — 2
R3

RB

par une intégration par parties et en utilisant la propriété div (a.) = 0, on obtient

oui-|2% = _25/ |Aﬁg|2dac—2y/ V@l dr+2(F.0.)
R3 R3

H-1xH!

On remarque maintenant que nous avons la majoration suivante

- . 1, = .
2(Fie) <2l < IR+ vl

qui, par la définition des espaces de Sobolev, devient
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> 1 i = —d -
2(Fii) < I vl 4 Y @,

et on trouve alors
— 12 — 12 = - 12 1 112 - 12 = - (12
Illtclzze < —2¢ [ |Au|"de—2v [ |[V® il dw+;||f||H;1+V||ua||Lg+V||V®uelng
R3 R3
. - 1, = .
< —25/ \AuEIde—u/ |V®u5]2dx+—HfH§{,1 + vt |32
R3 R3 1% z z

En intégrant par rapport a la variable de temps on obtient
t t .
Il < <2 [ Iadfds—v [ [T 0w ds
0 0

1 t . t . .
b [ sy [ 1T ds+ s
0 0

et on applique alors le lemme de Gronwall
t t . 1 .
[y + 22 [ IATIE ds v [ 19 @ ds < e (nuzniﬂg " ;||f||igH;1).
0 0

Etant donné que le terme a droite de I'expression ci-dessus ne dépend pas de €, on a les
controles uniformes suivants :

sup [V @ |2, < +00 et sup2e||Ad.||2,,, < +oo,
e>0 Tz e>0 tHx
ainsi,
- . 1
I9 iz~ O) et ATl ~0(2)

2.4 Démonstration du Théoréme principal

Dans cette section nous allons donner une démonstration de 'inégalité (2.4). On consi-
dére tout d’abord le probléme approché (2.5) et pour une solution . de ce probléme on
vérifie dans le Lemme 1 suivant que la quantité (2.2) est bien définie. Ensuite on étudiera
I’évolution dans le temps de cette quantité tout en gardant la dépendance par rapport au
parameétre € > 0, puis finalement on fera tendre € — 0 pour obtenir I'inégalité recherchée.

Lemme 1 Soit 4. une solution des équations de Navier-Stokes approchées (2.5). Alors la
quantité,

2

L2

d (1| 1 . B } 1,
° (5 | Ao ) - - [ st geaae,  20)
est bien définie (o on a noté &. = V A ).

Preuve : on a vu par le Théoréme 6 que les solutions approchées ont un meilleur ordre
de régularité, en particulier nous avons :
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o A% € L*H 3N L2H 2,

o Aii. € [PH 1N L2

tHxo
— =\ — _é
o (i.-V)i. € L2H, ®,

et de ses trois affirmations on déduit que la dérivée de u. en variable de temps vérifie

Oyii. € L?H; 2, par conséquent celle de la vorticité 0,0, appartient a l'espace LZH, 3,
1

ainsi pour que l'intégrale donnée dans (2.6) ait un sens il faut que le terme Z(gb&)’s)

appartienne a l'espace L?H?3.

Indiquons toute suite que méme avec les hypothéses 4. € L HI N L2H? &, € L*L2N

L?H!, on ne pourra pas prouver directement que Z(qﬁ@’a) appartient a l’espace souhaité

et il est nécessaire d’utiliser une astuce technique supplémentaire : si on multiplie le terme

1
—(¢d.) par une fonction auxiliaire ¢ € C5°(] — 1, 1[xR?) qui vaut 1 sur le support de

A
1
¢, on pourra alors démontrer que wz(gb@) € L[?H3. En effet, en prenant la norme H?

par rapport a la variable d’espace et en utilisant la définition des espaces de Sobolev, on
obtient :

iz, - [pxos], [+ S5E wa .
_ Hwé(cm) LZ+H¢(—A)%(¢Q€) .
— ~

n

(M) @

En appliquant I'inégalité de Holder au terme (1) on obtient :

< C||Y|lL3(B(zo,r)
L2

)
L6

|0

1.
03

puis en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev, on a

< Clglleslio@el s
Cllll s @)l dll sl e 22

|50

L2

IN

En prenant la norme L? par rapport a la variable de temps on obtient :

|0

< Cyolldell 22 < +o00,
L212

ce qui termine 'étude du terme (1).

Pour le terme (2), comme . appartient a L?H! on a directement

(ECINEICES

l —
pore < Wllaenzll(=8)2 (95e) |z 2 < oo



2.4. Démonstration du Théoréme principal 23

On verra par la suite que I'introduction de la fonction auxiliaire 1 réalisée dans la preuve
du Lemme 1 est en réalité purement technique et sans conséquences fondamentales dans
les résultats exposés ci-dessous.

Une fois qu’on a donnée un sens a l'identité (2.6) on peut maintenant commencer la
preuve de 'inégalité d’énergie locale (2.4).

Démonstration du Théoréme 5 :

On part de I’équation approximée (2.5). En appliquant 'opérateur rotationnel a (2.5)
et en notant &, = V A ., on obtient

8,5@5:—5A2QE+A&5—§/\{( V)i ]JrV/\f div(@d.) =0, v>0 (2.7)

On cherche maintenant a controler la norme H~! de ¢, (t,.) et on écrit

d
d

2 . 1 .
( H (69 ):— [ aoa.(t.0) - 5 (@iita) do

= - [ [0 + @) § (0 do
=~ [ 00 5 @) de— [ @510 (65 da

~+

Maintenant, on utilise I’équation vérifiée par 0;W. et on peut écrire alors

(A1)

/R3 (at¢)('—‘ja : Z (qﬁ(ﬁa) dx

d
d_ ¢w€

— /RS[(—EAQ(EE+I/AQ)5 VA (.- V)i ]+VAf>}¢ i(qﬁ@a(t,-))dx

) - - [ @9

— /R (a@)p-

-~

(%)

- [ (@ n e gleas (28

et on obtient alors

!tz

L 4)dn + o / (A?@E)qb-%(qs@)dx

RS

l>|H |>

RS

@3+ [ (9 A (@ )il 5 (05)de

> |

Remarque 2 La fonction 1 qu’on a introduit pour prouver que Z(gzﬁc?e) e L:H?

n’apparait pas dans les calculs. A cause du fait qu’elle vaut 1 sur le support de ¢ son
impact dans l’expression (2.8) peut étre négligé sans difficulté.
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Nous allons étudier chacun des termes précédents séparément et nous allons voir comment
obtenir I'inégalité (2.4) pour le probléme approché.

On commence par le terme () ci-dessus, en utilisant I'identité suivante :

—(Af)g = (Ag)f — A(fg) +2V [ - Vg, (2.9)

on peut alors écrire

0 = v (65 (050 da

- /R3 Z |: A¢ wl QSWZ) ( ng)%(ﬁswz) + 2(6(«01‘ . 6@5)%(@%) dx
= V;/RS(A@%A@M) dr — VZZ:; . A(w,gb)%(gbwz) dx

Une double intégration par parties dans le terme (b) nous donne

(1) = VZ/ (Ad)wi 5 () dx—uz/ 8)(ws) d

= VZ/ Aqbw, (pw;) [L‘—I// |w€|gbdx+2VZ/ (Vw; - ng)) (gbwz)

on note ici, que les fonctions w; introduites ci-dessus dépendent de € et par un souci
de clarté nous écrivons w; au lieu de w;.. Ainsi en remplagant l'expression de (*) dans
'équation (2.8) on obtient :

2
1
+ _)522d = - at _)E._ _’sd
) o [ et == [ (0015 S(6s)de

n 5/( 5o~ gzﬁwg dx—l—VZ/ Acbwz (Gw;) da

Pue)

%(%Hﬁ(
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et cette quantité se réécrit

2 ) ) 1
L2> + V/R3 |&.|2¢? dx = —/RS We - [(8tq5)z(¢w€)} dx

- /RﬁA il ¢%<¢ws>] da

Une identité a étudier

A partir de I'inégalité précédente et en utilisant le fait que &, = VA ., nous allons
dégager une inégalité qui nous permettra d’obtenir le controle recherché par une étude de
chacun de ses termes. Ainsi on peut écrire :

? 2.2 = 1
Gl de=— | (VAG)-|(0)~(0d.)| d
) o[ = [ @na)-|@o )| @



26 Chapitre 2. Vers une nouvelle inégalité d’énergie locale

par une intégration par parties dans le premier, troisiéme, cinquiéme et sixiéme terme a
droite de I'expression ci-dessus on écrit

2 ) L 1
L2> + V/]R3 |52 do = _\/]R3 Ue - VA [(&d))z(qbws)} dx

< (% Hﬁ(qﬁ@)

bov [ 6T @) i
©)
3
1
+ 21/; /IR (Ve - Vo) < (gwi) da
(D)
Lo 1
V)@ VA | (63.)| d
v [l 9 ogea) e
(B)
- /fﬁA {gbi(gbﬁa)} dz . (2.10)
()

On remarque maintenant que les termes (A), (C),(E), (F) possedent tous une struc-

> 1
ture commune, en effet ils sont tous de la forme / . - VA [hz(qﬁcﬁs)} dr ou
R3

/ (i - V)] -V A {(b%(gb@s)] dx, ou encore
n?té h = 0y¢p ou A¢.

VA {Q%(ws)} dx, o1l nous avons

R3

On va utiliser le lemme suivant qui nous permettra de faire une étude systématique
de chacun de ces termes

Lemme 2 Soit h : R® —s R un champ scalaire et A : R3 — R® un champ vecteur
divergence nulle alors on a les identités vectorielles suivantes :

V A (hA) = hV A A+ (Vh) A A.
V A (VA (hA)) = —A(hA) + V(div(hA)) = —A(hA) + V(Vh - A).

- 1
Ainsi, si on étudie I'expression générale V A {hz(gb(ﬁg)} on peut écrire

VA {h% (W A ﬁ)} — _h(sT)+ hﬁ% (% - E) L VhA (6 A % (gmz;))

- hﬁ/\%(ﬁgbng) —ﬁhA%(ﬁqﬁAﬁE). (2.11)
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Nous allons maintenant appliquer la décomposition (2.11) aux termes (A), (C), (E), (F)
et nous allons traiter chacun de ces termes de fagon séparée. Les termes (B) et (D) seront
traités ultérieurement.

Mais avant tout ceci nous aurons besoin du lemme technique suivant :

Lemme 3 Soit B, la boule de centre zéro et de rayon r, soit u.,v € L*(R3) N L3(R?) et
soit h, g : R? — R deux fonctions a support compact dans la boule B,. Alors :

1 - —
1) ||hz(gus)||L2(Br) < Clhl s oyllgll s syl tcll 2 (5,)-

-

V — = —| —
2) My (-2 < Cllbllee o1Vl s, el 225,

1, . .
3) ||hz(gua)||L3(Br) < Clhllzs Byl 28 1T 23 (B,)-

\V . .
4) g @ @)l < Clibllie@) 10l 1@l 3,
Preuve :

1) En utilisant I'inégalité de Holder on trouve

< |||z

)

L5(B,)

1 1
HhZ (gua) Z (gua)

L?(By)
on applique les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev au deuxiéme terme a droite
et on a

1

hZ (gﬁa)

< Olirllzsoll(gill s 5., < Cliblls 9l 1@l 2c8,)-
L*(Br)

2) De la méme maniére, on applique 'inégalité de Holder :

—
; — -

< |2l =5, A (V- ;)

L*(Br)

Y

L*(Br)

et en utilisant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev au deuxiéme terme a droite
on a:

ﬁ = . — — — —
ey T @)|| < OMblluelT Bl gy < ClBl 18] ) 1205,

[ (52)
12(B,)

3) On applique l'inégalité de Holder :

[
< Il | 5 o)

Y

L
o
L8(Br)

L3(Br)

et par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on trouve :

1
5 (o

< Cllbllssaollgtell s 5 ) < Cllhlls o llgllezs el 5. -
L3(By) "
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4) En utilisant l'inégalité de Holder :

h (- i)

< O] e
13(B,)

(77' ﬁs)

)

L3(Br)

v v
A A

ensuite avec les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on obtient :

h < Cllhz= |7 - e

L3

6 = - — —
~ (7-) s,y < Ol 152 1.

Une fois que ce lemme est démontré, nous allons appliquer la décomposition 2.11 et nous
allons estimer chacun des termes (A), (C), (E) et (F') donnés dans la formule (2.10) de la
page 26.

Estimation du terme (A)

Rappelons que ce terme (A) est donné par
(A) = —/ @ -V A (@Qﬁ)i <¢§ /\11}) dx
R3 A ’
en appliquant l'identité (2.11) avec h = 0y on a :
R3

- [ }@@)Z (Vo) [ar~ [ a[(Fa0) 1 (Fn 5 00 | do

0001 | ds

n /Rg 7. (atqs)ﬁA% (ﬁqﬁ/\@)} dx
n /RS 0. - _(ﬁa@) A % <§¢Aﬁ€>} dx (2.12)

Si on note par A; le premier terme ci-dessus on a

Ay Z/ U, - [@gb(gbﬂ;)] dz,
R3

i< [ [ [0o)ei)] | an

et on applique I'inégalité de Holder pour obtenir :

et donc, on écrit :

[ Ai| < Clltcll 2,10t ]| o ) |0l oo By el 2(8,) < CollelZ25,) -

Le terme deuxiéme terme de (A) donné dans (2.12) est défini par la quantité :

Ay = / - [(@d»)% (Vo-a.) ] de,
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et donc on a

V /o
< T - i
el < [ |2 [(fw) NAL u)] dr,
ainsi en appliquant I'inégalité de Holder, il vient
, Vie, -
42 < iy | |00 (Fo-a) ||
12(By)

maintenant par le point 2) du Lemme 3 on obtient :

|Ao| < Clltie]| 25, <||3t¢||Loo(Br)||V¢||L3(Br)||ﬁs||L2(Br)> < Cylli:|Z2(5,)-

Passons au troisiéme terme de (2.12) que 1'on notera As et qui est donné par I’expression :

Ay = /R e [(%@) A (6 A % (@15)) } da.

A S/Rg i - [(WMM (ﬁA%(m))] dz,

et de la méme maniére, on applique I'inégalité de Holder et on obtient :

|As| < ||t@. |28,

o)A (915 01

L*(Br)

et par les propriétés du produit vectoriel on peut écrire

- = - 1
[As| < el 250 IV (09) |5,y ||V A R (D)

L2(Br) 7

alors les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev et l'inégalité de Holder nous permet
d’écrire

| As]

IN

17| 25, |V (9e) | oo (5, | S| L85,
Clltic| 28 IV (8:0) | oo (8 10| 238y e 228,y < Coplltc 25,

IA

Le quatriéme terme de (2.12) que 'on notera A, est défini par

Ay = /R 7, - [(atgb)ﬁ A % (% A a) } dz,

A4l s/
R3

On applique I'inégalité de Holder :

et on a :

a, - {(atd))ﬁ A % (% A ﬁ) } dz.

1

|Ay| < Cltc| 128, N

‘(@W A (Voni)

L*(By) |
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et par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on a

‘A4‘ CH’JEHLz(BT)Hat¢HLOO(BT)HV¢ /\ ﬁEHLg(BT)

Clltic || 2 10cd || Lo (B IV @l 3B, 1Ee | 22(B,)
CollielZ2(5,)-

IN AN IA

Finalement, le dernier terme de (2.12), noté A est donné par

Ay = / . - [(%@) A % (% A a) } dz,
.

| As| S/
R3

En utilisant I'inégalité de Holder on obtient

et on écrit :

a. - [(68@) A % (% A ﬁ) } ‘ dz.

- 1 />
< ||| 2 — U
[4s] < il iz ||(Voro) & 5 (Ve nit)

L2(Br) ’

et par les propriétés du produit vectoriel et les inégalités de Holder on peut écrire

)

18(B,)

|As| < || 28 |V (9e) || L35,

‘ 1

A (Vo ﬁ)

puis par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on a

[As] < Cllellzzs) IV @)l o) IVE ATl g
< COllelz ) IV O o8 [Vl 38 e | 225,

et done
|As| < Cyllie||Fa(s,)-

Ainsi on a bien obtenu que :
Al < A+ [Ao| + [As| + [Aa] + [ As] < O], ),

et cette estimation termine 1'étude du terme (A).

Estimation du terme (F)

En appliquant 'identité (2.11) au terme (F') donné dans la page 26 on obtient

(F) = /Rf :¢<¢ﬁa>]da:—/Rgf {aﬁ%(%-m)]d;ﬁ
— /Rgf- :(ﬁ¢)A(6A%(¢ﬁs))]dw+Agf-[WA%(%WE)]CM
+ /Rgﬂ :(§¢)/\%<6¢/\E€>}dx

(2.13)
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On considére le premier terme de ’expression ci-dessus F} définit par

F= /R N [¢(¢a€>] dz,

|Fy| < Cul{F, ) gt

Etudions maintenant le deuxiéme terme de (2.13) que I'on notera F}

FQZ—/RSf- {aﬁ% (%-aa)]d:c,

et par dualité on a

par dualité on obtient

<

Bl < 1 flle |05 (Vo i)

Y

H(B,)

A

et par définition des espaces de Sobolev nous avons

£y

‘cb— (Vo)  + m@% (V- ))
L2(By) L2(By)

. J/ i
~ -~

(1) )

[Eo] < 1 f s

RN

le terme (1) peut se contrdler en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev
par la quantité ||@[z(s,)||V@| 13(8,)||Uz] 12(,) tandis que le terme (2) peut se controler

par
Ve <¢§ (% : ﬁ))

—

- V - .,
< IVl || 5 (Vo - i)

L*(B,) L2(B,)

— 6 — N
+ [[@ll(s,) V®Z(v¢'ua) :
L2(B;)
et on peut alors écrire
S [ - . S AV
1Bl < a2 |19l ) VOl el 2y + 1Vl e, || (VO - )
) L2(Br)
L v
+ ol |V @ R (V- @) :
L2(Br)

et on a alors ; en utilisant 'inégalité de Holder et les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev

|Fo| < Cyll flla— oy el 228y +Coll fll -1 |V O- |

18, TON 180 VO el 123,

ainsi, .
|Bo| < Gyl fllm-1(oll el L2(5,)-
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Pour le troisiéme terme de (2.13) que 'on désigne par F3, on écrit
— — — 1 o
== [ 7| Fon (Fa500) |a
R3 A

Bl < Clflaw, |[(F6) A (

<¢u€>>

VA
H1(B:)
= O fllars [ ( AL, )
L2(By)
+ ﬁ@((%m(ﬁx\%(gﬁ@)» }
L2(B,)

(. i

-~

(4)

En utilisant les propriétés du produit vectoriel ainsi que les inégalité de Hardy-Littlewood-
Sobolev pour les termes (3) et (4) ci-dessus on a :

B < -, [ 196 iman 16l g, + 18Dl 0] 5
T uwumm||¢a;||LQ<BT>],

donc,
|B5| < Coll fll -1y e || L2 (,)-

Pour le quatriéme terme de (2.13) que 'on note Fy on écrit

F4=/]Rgf- {WA%((%)A@)]@

— — 1 — 5
Bl < I fllon |6V A 5 (Vo) A)|
H'(Br)
et avec la définition de 'espace de Sobolev H*, il vient :
— — 1 — 5
B < W lmam | ||oV A (Vo) ad)
A L2(8,)

Hﬁ ® <<N /\% ((ﬁb) A 716))

LQ(BT)}

en raisonnant de la méme fagon que dans I’étude du terme Fj réalisé ci-dessus on obtient :
|Fy| < Coll fll -y || 2 (3,)-

Etudions le dernier terme de (2.13) que I'on note Fj

F = /f [(%) A% (Vo) Aﬁs)]das,
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on écrit alors

. . 1/ =
Bl = Cliflam| |(Fo1n 5 (Forni)
! L2(B,)
)
v [Fe(@ang (@ana))| |
! - (5,
©
pour le terme (5) ci-dessus on peut écrire
. 1 -
Vong@oni) < IFolmm | gFori|
L2(B;) L2(B,)

et par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on obtient

< Cylli.
L6(By) — olltel 25,

}wm (6 n i)

< CIVollimipn ||Von i

L2(Br)
Pour le terme (6) on a

o - 1 -
V® ((w) AX ((w) A ﬁ)) < CllAgl Le(s,)

Tona)

L?(By) L?(By)

+ [Vl e,

Y

L2(Br)

‘ﬁ ® (%(% A @)

et par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev et I'inégalité de Holder on a bien

Vo ((Fon g ((Foni))

< Oyl 22,y
L2(Br)

et donc il vient .
|F5| < Coll fll -1, e || 2 (B,)-

Ainsi on a démontré
|F| < ||+ |Fo| + | Fs| + [Fal + |F5| < Col(f @)1 + Coll fllar-1 () |l 25,
et finalement par I'inégalité de Young on trouve :

|| < Col(fy @) a-1xm + Colll FlT-10,) + 1EllZ2s,)).

Estimation du terme (C)

De la méme maniére, en appliquant I'identité (2.11) au terme (C') donné dans la page
26 on obtient

©) = v [ - |@oe|dry [ a -[(A@Z(w i) |
+ IJ/RSQZ'E-{(ﬁA@/\(ﬁ/\%(qﬁue)}daj—u/ { SV A %(W)/\ugﬂczx

. V/RS a. - {(ﬁm) /\% (ﬁqﬁ/\ﬁsﬂ dz. (2.14)
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On écrit pour commencer, ce qui correspond au premier terme de (2.14)

¢y = v /R i {(Agb)(aﬁ@)} dz,

il <y [ | aoemn)|

ainsi de la méme maniére que précédemment, on applique l'inégalité de Holder et on
obtient

et on a :

(1l < vl 2 | Ad Nl o 8 |0l oo By el 2(8,) < VOl |72 5, -

Le deuxiéme terme de (2.14) que I'on note Cy est donné par

Cy = V/RS . - l(&p)% (%-ag)} dz,

et on écrit

Gy < y/
]RS

en utilisant le point 2) du Lemme 3 page 27 on trouve :

dZL‘ S VC”Ua”LQ(Br)

)

12(B,)

i. {(A@Z (Vo) }

Cal < VOl 25y (1800 o5 IVl 33 12208, ) < VClTellEaga.

Le troisiéme terme de l'expression (2.14) est donné par

Cy = V/RS i. - {(ﬁm) A (ﬁA % ((m)) } dx

s < y/
R3

< vl (9501 (98 3o

et on écrit

i. - [(ﬁm) A (ﬁ A % (m)) ” dx

Y

12(B,)

A

ainsi, par les propriétés du produit vectoriel et en appliquant les inégalités de Hardy-
Littlewood-Sobolev et I'inégalité de Holder on a

Col < vl 25y (IV 2l ) 191133 12208 ) < VClellEagan.

Pour le quatriéme terme de (2.14) on a

O,y = _V/Rs . - [(A¢ﬁ Ay ((%) A a) } dz,

[en S/
R3

et donce
ia[@@ﬁAiaﬁwA@ﬂ}m,
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en appliquant 'inégalité de Holder il vient

(AP)V A L

N <(§¢) A 175>

et en utilisant 1'inégalité de Holder ainsi que les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev
on obtient :

Cal < vl 25y (1800 5 IVl 3 1 2208 ) < VClTell3agn

Finalement, le dernier terme de (2.14) est

Cs = —v /R a. - [(6A¢) A % ((w) A ﬁ)} dr,

cs| < y/
R3

. 1/ -
il ay |(F260) a5 ((Fo) 1)

|C4| < vlltc|| 28,

i

L?(By)

on a :

- (V2007 5 ((Fona)] 1 s

IN

Y

L2(By)

Par les propriétés du produit vectoriel et en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev on obtient

Csl < VOl 125,y (IV A0l 135 V0l 1 2205 ) < vCollTell3agan
Donc, en sommant tous les termes de (C') on trouve :
|C] <|Ch| + |Gyl + [Cs| + |Cy| +|C5] < VCd)Hﬁ\EH%?(BT)'

et cette estimation termine 1’étude du terme (C).

Estimation du terme (D)

L’expression de (D) est donnée par

qui peut aussi s’écrire sous la forme suivante

= QI/Z/ (¢w5) (2.15)

on utilisera la deuxiéme expression pour que les calculs soient compréhensibles. Rappelons
que &, = V A, il vient

(D) = QVZ a V/\ug(qu)Z(gbV/\ug)d
- _QVZ/ uEaVA{ @)%(ij&) dx

— —QVZ/ TAVEN [ (gbVAus) (@-@%(WA@-) dz,
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en appliquant l'identité vectoriel V A (Aé) = VAA B+ AV A B on trouve

(D) = _QVZ/ i {6(@3@ A %(N AiL) + (020)9 A %(N AL

(D) — —zyz/ - {6(a;¢)A%(¢ﬁAﬁs)} do

j=1 /R
(D1)
> -1
_ zu;/R3 i. - [@%)V/\Z(wms)] dx
(Ds)
3
— QU;/W . - [V(ajgb)A Aj(qsvma)} dx
(Ds)
> )
- QV;/W i {(@-gb)V/\Z](qﬁVAUE)} dx
(D1)

Estimation du terme (D;)

on a

3 o oL
(D) = —2V]‘ZI/]R3 . - [V(@fqﬁ) A Z(gzﬁv A ue)} dx,

sachant que ¢V A . = V A (¢il.) — Vo A iz, le terme (D) se réécrit comme

L e l = . > .
(D)) = —2V]121/R3 Uy - [V(@;gb) A Z(V A (pu.) — Vo A ug)} dx
3 B 1.

- _QVJ;/RS i - {V(@fgb)/\z(V/\(gbﬁa))] da

) (D1.1) ’

3 - 1

- zy;/RS i. - [V(ajzﬁb)/\K(ng/\ﬁe)} da

) (5:2) ’

On écrit
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par les propriétés du produit vectoriel ainsi que par 'inégalité de Holder on a

(VA (612))

D1l < 20]| [ 2 [ V(AG) | (s, || K

L?(Br)

en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on obtient
Dl < 20|ltie]| 25, IV (AG) | oe (o 167 gy, < 2vCollEe T2

Pour le terme (D) on écrit

3
|D172| S 27/2/
j=1 "R

de la méme maniére, par les propriétés du produit vectoriel ainsi que par l'inégalité de
Holder on trouve

i [9(020) A 5 (Fon i) \ dr,

| Dol < ||l L2 IV (AS) || 3B,

Y

LS(Br)

S(Foni)

en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on obtient
[Dr2| < 20[| |2 s [V(IAD) 38 [VO AUl g 45 ) < w725,

Ainsi, |Dq| < |Dya| + |D1g| < 2VC¢||U6||L2(B

Estimation du terme (D-)

Rappelons d’abord son expression donnée par

(D)) = —2y§3:/ i {(a;qs)ﬁA%(WAﬁe)} i

-

(Da2,2)

et on écrit

i @)% ANA((ME))H N

par l'inégalité de Holder on trouve
| D2a| < 2|l 2 (m) | A0 e () |98l 12(3,) < 20C 1225,

Pour le terme (Dy2) on a

3 ) . 1. )
(D22) = 2”; /R s [(a?ezs)v AR(Ven u€>] dz,
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et on écrit
1 =
— (Vo A ﬁg)] ‘ dx,

e

i« (@) A

3
‘D2,2| S 2VZ/
j=1 /R

par l'inégalité de Holder on obtient

— =, 1 = —
| D22l < 20|28, | A0l e ,) ||V A £ (VO A Ge)

Y

L*(By)

en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev il vient

| Da2| < 2vltc] 28, [|AQ || oo () [[ VO A e | < 2C||T: | Z25,)-

L8(By)

Ainsi |D2| S |D2y1| —l— |D272| S 2VC¢||65||%2(BT).

Estimation du terme (Dj)

Son expression est donnée par

B 0. -

D = -2 . - |V(0; L(pV N | d
00 = w3 [ (00 A LT A1) do
’ . 0
2> [ i [900) 8 % n o) as

) (DZ1)
3
+ 2”;/]1@ i. - [ﬁ(aqu)A%(wms)} du
(Ds.2)

et on écrit

Q. - {Waj@ A %(ﬁ A (m))} ‘ dz

3
’DS,l‘ S 2v /

par l'inégalité de Holder on trouve

| Dsa| < 2v||tic| 28, | Al Lo (8 10T N 2(8,) < 20C]lte |72 (5,

Pour le terme (Ds2) on a

3 . 9. -
(Dss) = 2w . [V(@-@ A=L(Vo A ﬁg)} dz,

et on écrit ,
— = 8 = —
|D372| S 2VJZI/R5 Uge [V(aj¢) A ZJ(V¢AU5):|' dl‘,
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par les propriétés du produit vectoriel ainsi que I'inégalité de Holder on trouve

3
| D3| < 2|t || 128, | A)| Lo (B, Z

VqW\

- LQ(BT)

en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev il vient

|Ds 2| < 20|25, | 8Bl Lo [VE A el g 4y ) < 20Co ] ell72,).

Donc on a |Ds| < |D3;| + |D32| < 2VC¢H?I€H%2(B

Estimation du terme D,

Rappelons d’abord son expression,

(Dy) = —2;/2/ [ d;0) V/\a (quAue)] dx
_ —2u2/ (@09 A %@ n i) @
o ~— ,
- ZVZ/ { jqbV/\a(quﬁ/\ug))} d .
) (Di2) ’

On écrit

(D) = —2u2 [ [009 A R n )| o
= —QVZ/ (0;0)]0;pu.] dI—QI/Z/ 0;[u-(0;9)] Pt dx
= 2 0,1 (0;0)¢t. dx + 2 (0F9)uzpd
I/;/RS Uu Ue AT I/;/RS u X

— - 1 —
comme 0, U, = éﬁj(ua)z, on trouve

3 3
(Dag)=-vY / i20;(0;6¢) dr + 20y / (02¢)id2¢ da.
j=1 " j=1 /R
On écrit , ,
Dl <2y / 120,(0,00)| dz + 203 / (@26)io| dr.
j=1 /R3 j=1 /R3

par l'inégalité de Holder on obtient

| Daa| < 200|125,
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Pour le terme (D,2) on a

et on écrit

par l'inégalité de Holder on trouve

V(A | 135,

[ Da| < ||l r2s,) < WG|t 725,

ng/\ﬁa
LS(B

r

Ainsi |D4| S |D471| + |D472| S 2VC¢||1_L’E||%2(BT).

Et avec cette derniére estimation on a bien démontré que

DI = |D1| + | Ds| + | Ds| + | Da] < 20Cy|c |72 5,).

Estimation du terme (F)

On rappelle 'expression de la quantité (E) qui a été donnée dans la page 26 :
B 1 = -
E = / (e - V)i - VA [¢—(¢V A ug)} dx,
R3 A

on écrit en faisant une intégration par parties et en utilisant le fait que div (@) =0 :

3 . 1 .
(E) = ;/Rgui&-us-V/\{gbZ ((bV/\uE)]dx
3

Nous allons d’abord étudier (E;) pour ensuite traiter le terme (Es).
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Pour le terme (E;), en utilisant l'identité (2.11) on obtient :
3 : 3 o,
m) = 3 [ i (@0 =3 [ wi- @)y (Vo i) |ao
i [ - .1
—~ Jrs i A
1

+ Zi: /R3 Ul - :(&-sb)ﬁ A x ((ﬁ@ A g€> }dx

: L [e 1 /o
+ ;/R i | (Vo) A ((V(b)/\ug)}dx. (2.16)
On pose

3
Puu=3 [ it @00 |ax,

on a :

dx,

3
| < /

et en appliquant I'inégalité de Holder on obtient directement

wi.- | @) (o)

|Eva| < Clltie| g el 38 |V 0l oo 8y |0l oo 8y e | 138,y < Coollte I35,

Le deuxiéme terme de (2.16) que 'on note £} 5 est donné par

et on écrit :

donc en utilisant I'inégalité de Holder,

—

o R - Vi/=, .
|E 2| < Otz 3, l|tell23B,) ||V - A <V¢ : ue)

L3(By)

alors en appliquant les inégalités de de Hardy-Littlewood-Sobolev ainsi que I'inégalité de
Hélder on obtient :

|Ev 2| < Ot p3(m,) |t 13 (5, <||V¢||L°°(BT)||V¢||L3(Br)||ﬁe||L3(BT)> < Cyllt: |75,

Passons maintenant au troisiéme terme de (2.16) qu’on notera Ej 3

3
— — ]_
E = - i_‘e' (3 A _’E d7
13 ;/}Rduu {(V@qﬁ)/\(VAAgbu)] x
on a alors

dx,

3
|Ers| < /
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et en appliquant l'inégalité de Holder et les inégalité des Hardy-Littlewood-Sobolev on
obtient :

— — — 1 —
|Ersl < el s 1€ 2, A (V/\ Z(¢u€)>
~ L3(B,)
" . - 1,
< el el s | Al 1o (5, ||V A < (D)
A L3(By)
< elles o el i) | Al e |98 5 o
< Cylltellzses,)-
Le quatriéme terme de (2.16), est donné par
L1 B
Ei4= Z u,u‘S . )V A Z ((V(b) A u5> dz,
et on écrit
’ 1
Bial <Y / wid. - [(@-(b)v Ay ((w) A ﬁ) ] d,
i=1 /R
en appliquant 'inégalité de Holder on :
L . = = 1/ = "
[Bral < Clli.| sl s Vel s [V A 5 (Vo) ndi) ||
A 19(B,)

et par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on a

Eval < Ol om0 IVl 10 IV A e 228,
< Cllte]Zs s, IV 58y IV Bl 15 |1 e | 235,y < Colliel 55,

Finalement, le dernier terme de (Ej) :

E15_Z/ uu[ )A%<(%)A@)}dm,
et on a :

dx,

3
|Ey 5| < /

de la méme maniére, par les propriétés du produit vectoriel et en appliquant 'inégalité
de Holder :

wi.- (o) A 5 ((Fo)ni) |

|Bys| < Ol 23, | Uel| 23(8,)

9

13(B,)

(86) (o) ni.)

en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev et 'inégalité de Holder

Brsl < Ol sllells,y (180050 IVl 2o 18- 50s) ) < CollTlBuca
Ainsi aprés avoir regroupé tous les termes de (F7) on obtient

1| < Colltellzs(s,):
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On passe maintenant a I’estimation du terme (E;) donnée dans la page 40. En appliquant
'identité (2.11) & ce dernier on obtient

(By) = —iéguiﬁg-{ﬁA[¢ (wmade_Z/ uug-{gba qbua)]
— Z/Wuzus[gzﬁV( (w i, >]dm

- Z [ wi [Fo)n (94 50 |as
+ i/w il - _N %((Vgﬁ)/\m)}dx 2.17)
+ Z;/R ;i - :(%M%((%)Aﬁs)]dx.

Commengons par le premier terme de ’expression ci-dessus, qu’on notera Fs ;

3
= i_)s : 0; _)s ’
Esq ZZI /}R3 ;U {gb (ot )} dx

et on fait une intégration par parties pour obtenir :

EQI—Z/(?uueqzﬁ gbugdx—Z/ Oiu; (Usp - uggbd:L‘—i—Z/ua U ) - (pu. )dz,

et on a

\_/

l>|QJ

Ezl—Z/ il - GO, dx———z/ O (16 - 7.0)d

mais puisque div (%.) = 0 nous avons
E271 - O

Le deuxiéme terme de (2.17) est donné par :

By = — Z/Ruu [gbV( (w u6>)]dx,
el <3 [ o o9 (3 (95))

en appliquant 'inégalité de Holder il vient

et on écrit :

dzx,

| B0

e || s By 16 || 28 (B | @] oo B,
O||Ua||L3(BT)||¢||L°°(BT)||V¢||L°°(BT)||UE||L3(B,»)

Collize |1 3s5,)-

(VAN VANRR VAN
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Le troisiéme terme de I'expression (2.17) qu’on notera FEs 3 est le suivant

3
Eys = — Zl /R il [(%) A (6 A %(@z’g)) ]dx

Fog| < é/ﬂ%i” il [(ﬁp) A (ﬁ/\ %(qbug)) H

en utilisant les propriétés du produit vectoriel et I'inégalité de Holder :

on écrit

ol < el el ) IV @Il 8, 19Ul 135, »
et en appliquant I'inégalité de Holder une deuxiéme fois on obtient
| En 3 < CollTellzam,).

Le quatriéme terme de (2.17), Ey 4 est donné par

= 0
By = i |0V A T (Vo) i) |dr,
R
et on a :
3 8

Eyyl < il VAJ(V /\€> dx,

Pl £ [ foit |09 5 (90 i) ||
en appliquant 'inégalité de Holder :

[Eaal < el om0l 238, |91 o< (3, W@SNJ& L5,

< Cylliellzss,)-

Finalement, le dernier terme de 'expression (2.17), Es5 définit par

E25_Z/ ulus'[VqS A%((w) )16135

et on écrit

dx,

|E25|<Z/

par les propriétés du produit vectoriel et par I'inégalité de Holder on obtient :

bs

=1

wid. - { Vo) A % ((%) A ﬁ) }

X (Fo)ri)

< el sl

Y

L3(B,)

en appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev on trouve

| B 5

IN

Cllel| s olltell s o VOl i) IVO A tell 15

el 3By el 3B IV @l Lo (3, <HV¢HL3<BT)HUEHH(BT)) < Cylltc I35 (5,

IN
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Ainsi en sommant tous les termes de (F5) on obtient
|Es| < Cylltic|Fs5,),
et comme |E| < |Ey| + |Es| on a bien

|E| < Co||ie]l7a(p,)-

A ce stade on a estimé les termes (A), (C), (D), (E), (F) donnés dans par les formules
(2.12), (2.14), (2.15), (2.16), (2.13) respectivement mais il nous reste a étudier le terme
(B) issu du terme d’hyperviscosité eA?,

Estimation du terme (B)

On revient au terme (B), on rappelle que son expression donnée dans (2.10) est la
suivante

B) =< [ (8% [og o) o

En faisant deux intégrations par parties on trouve :
— ]' —
(B) =« / (AGL) - A {¢— (6.) } da
R3 A

et on écrit alors en utilisant la formule (2.9)

/R3Z (Aw;)A { qbwz] dx_a/R3Z (Aw;) [A@ (W)] du
- €/JR3 ;(Awi)¢(¢wi) dx + 2¢ /R3 ;(Awi) ((6(15)‘ (@h‘)) dx

en appliquant une troisiéme intégration par parties on obtient
3 1 3
= —g/RgZ(wi)-v [Ad)g(m)} dx—543;(Vwi)-V[¢(¢wi)] dx
_ 25/ Z (Vi) - ( Vo) - (qﬁwi)) dx
R3

ainsi en développant le gradient dans les trois termes de ’expression ci-dessus on trouve

(B) = _8/11@2 (V) - ( o) [ (qbwl)]) dx—3€/RBZ (V) - <A¢ (m)) dx
/R 32 ((Vei)os) do - < / gﬁ (Vo)wid] da

- 3¢ /RS Z(ﬁwl) . <ﬁ¢(¢wi)> dzx. (2.18)

> | <l

l>|<]1
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Estimons chaque terme en commencant par le premier

Bi-— [ 2(% (980 | 0] ) an

on a .

3
Bl|§5 /

en appliquant 'inégalité de Holder on obtient

() (F120) | 3 0] )| o

Y

LS(Br)

. . 1
|B1| < eCl|V @ dell 128, [|IV(AD)]| 13(8,) Z(¢wa)

et en
L5(B;)

ng)

1
en utilisant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev au terme Z(

appliquant 'inégalité de Holder on obtient :
|Bi| < eC V@G| 28, IV (AD) 128 101l 5y 152 2208,) < eClI V@D 1208, |G| 225, -

Pour le terme B, qui est donné par

et on écrit

on applique I'inégalité de Holder pour obtenir

L v, .
|Bo| < eCIIV @ Dell 28 | AGl| 1 (5, || 5 (9)

Y

L2(By)

et par les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev et par I'inégalité de Holder on a :

|By| < eC||V @ &l 1280 | A || oo () |10 ]| 238 |Be | 228,y < C4lIV @ Bel r23) |l 222 -

Pour le troisiéme terme de (2.18) que 'on note Bj

3
Bs = —¢ /R3 Z(ﬁwl) : (ﬁwiqﬁgb) dx
i=1

et on écrit

B < —5/ IV ® &.[2¢? da
R3

Pour le quatriéme terme de (2.18) que 'on désigne par B, on a

3
B, = —5/ E Vw; - (ﬁqﬁwigb) dz,
R3 521
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et on écrit ,
|By| < s/RS Z IVw; - (Vow;p)| da
i=1
et en appliquant I'inégalité de Holder on a
| Bal < eCylIV & el 128, || 2(5,)-

Finalement, le dernier terme de (2.18) est

et on écrit

et par l'inégalité de Holder on trouve
|Bs| < eCyl|V @ @ell 25, |5 | 225,

Ainsi, avec tous les calculs précédents nous avons donc obtenu la majoration suivante
pour (2.18)

1B| < eCy(|V ® G218 12) — e / ¥ ® a2 de.
RB

2.5 Passage a la limite et fin de la démonstration

Nous avons obtenu l'inégalité suivante qui se déduit de (2.10) et des estimations pré-
cédentes

2

d (1 1 . o o _
a(ﬂ'ﬁ(m) ) b v [ 186 dr < Col s, + Colltls,

L2

+ Col{f, @) a-rxem + Coll fli-1s,) +Co(IV ® &l 2|2 )

- 5/ IV @ &.|%¢? da
R3

et a partir de cette majoration on inteégre par rapport au temps et on obtient alors

1

2 1
)+v | [ 1t 0ps, 0y drds < € [ 1o, s, ds

L 1JR3 -1

1,
(3]0
+ C(b/_l HﬁE(Sy')HiS(BT) ds+c¢/_1|<f($")’ﬂ:5(87')>‘H1><H1 ds

1 1
+ Co [ 1T sy ds+<C [ 19 08 ol oz ds

1
— 5/ / IV ® &.(s, ) 2% (s, ) dz: ds.
—1JR3
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La derniére intégrale ci-dessus est positive et nous pouvons alors écrire

ot
( 2)yAgteme
1 1 )
+ C(b/_l HEE(S")”%/S(BT) ds+c¢/_1|<f($’.)’ﬁ5(s")>|H1><H1 ds

2 1 1
) o [ e ole s deds < o [ 1) s, ds
2 - -1

L 1JR3

1

1
+ C¢/1 ”f(&’)“%f*l(B,«) d$+€c¢/1 ||v®(;j5<87)HL%”('UE(S?)HL% ds.

. .. - 1
On remarque maintenant que par la Proposition 1, on a ||V ® &[22 ~ O <%>, et
- 1
e 22 = O(1) et donc le terme ||V @ e[| 1212 || e[ 122 se comporte comme 57 =/
2 @ @ €

On a alors,

1] 1 2

<§ Hﬁ(éﬁﬁs)(ta )

1 1
) e v [ [ Jasa)Pes e deds < Co [ s, ds
-1 JR3 -1

L2

—

1 1
+ C¢/1 ||ﬁ€(87')H?[)43(BT) d8+0¢/1 ’<f<87'>7ﬁ€(57'>>’H_1><H1 ds

1
+ Co [ 1T yqay ds+ Cove 2.19)

pour finir nous allons faire tendre ¢ — 0. Par le lemme de Rellich on a que la sous-suite
(e, )nen converge vers @ dans (LZL2)i,e et (L3L3)1e, on a aussi que (i, )nen converge
faiblement vers @ dans L2 H'(Q) et converge *-faiblement dans L*L2(Q) et de méme on
a la convergence faible &.¢ — ¢ dans L?L? et donc on a

|G| L2z < 1igl_}glf|’@¢||L§L§

Ainsi on obtient 'inégalité

(% | Ao

2 1 1
) . / (s, @) [26%(s, ) dw ds < C, / lii(s, )22 5, ds
2 — _

L 1JR3 1

—

1 1
+ Co [ Ns. M s+ Co | [T )0, v s

1
1

e / 175 )22 ds.
-1

La démonstration du Théoréme 5 est maintenant terminée. [ ]

Comme il a été mentionné dans la présentation de la Theése, 'objectif recherché par
Choe était de généraliser la théorie de régularité partielle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg
en utilisant une nouvelle inégalité d’énergie locale qui ne fait pas intervenir la pression.

Nous avons vu, par le contre exemple de Serrin, que cette généralisation n’était pas
possible directement : la théorie de régularité partielle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg,
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bien qu’elle utilise une inégalité d’énergie locale, nécessite une condition sur la pression
pour obtenir non seulement de la régularité en variable d’espace mais également de la
régularité en variable de temps.

Dans cette thése nous avons essayé de suivre 'idée de Choe pour mieux comprendre
la théorie de régularité partielle en utilisant 'inégalité d’énergie locale (2.4); mais nos

efforts ce sont révélés infructueux.

Néanmoins, I'idée d’appliquer le rotationnel aux équations de Navier-Stokes pour se

défaire de la pression pour ensuite appliquer l'opérateur afin de récupérer des

estimations sur la vitesse @ nous a semblé intéressante. En effet, au moins localement, les
variables @ et W = —AV A4 ont un comportement similaire, a ceci prés que I’équation

vérifiée par la variable @ ne fera plus intervenir la pression.

En poussant ce raisonnement un peu plus loin, nous avons considéré (au moins

1 — —
localement) la variable ¥ = —ZV A (¢V A w@). Du point de vue des dérivées, les variables

i,w et ¥ ont un comportement similaire, mais la variable ¢ a un avantage par rapport a
la variable 0 : grace a certaines identités vectorielles il sera plus simple de neutraliser les

deux gradients avec l'opérateur N

Dans le chapitre qui suit nous allons reprendre la théorie de régularité partielle des
équations de Navier-Stokes en utilisant cette variable 7.
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Chapitre 3

Le role de la pression dans la théorie de
la régularité partielle

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons introduit une nouvelle inégalité d’énergie
locale mais, telle quelle, cette derniére ne nous permettait pas d’obtenir des résultats
intéressants qui puissent étre exploités dans I’étude de la régularité partielle des équations
de Navier-Stokes. Cependant, I'idée d’utiliser la vorticité & pour se défaire de la pression

puis de considérer I'opérateur pour "revenir" a la variable @ était trés intéressante.

Dans ce chapitre on va exploiter cette idée de maniére légérement différente pour étudier
la régularité partielle des solutions faibles des équations de Navier Stokes.

Comme on l’a mentionné dans le Chapitre 1 lorsqu’on étudie certains problémes
liés au role de la pression dans la théorie de la régularité partielle des solutions faibles
des équations de Navier-Stokes, la pression ne joue pas un réle particuliérement important.

On rappelle que si on travaille sur I'espace R? tout entier il est possible de se débarras-
ser de la pression d’'une maniére relativement directe (en utilisant le projecteur de Laray
IP). Néanmoins, dans un cadre local il est impossible d’utiliser cette technique puisque le
projecteur de Leray est un opérateur non local. Pour surmonter ce probléme nous avons
I’approche de Serrin et celle de Caffarelli Kohn et Nirenberg introduites dans le Chapitre
1.

En exploitant et en développant quelques idées du chapitre précédent nous verrons com-
ment étudier la régularité partielle en utilisant une approche différente.

3.2 Présentation des résultats

Le but général de ce chapitre est d’affaiblir autant que possible les hypothéses de
régularité sur la pression, tout en gardant les lignes principales de la théorie de Caffarelli,
Kohn et Nirenberg et, en faisant cela, on va obtenir un point de vue différent de la théorie
de régularité partielle.

Nous utilisons comme point de départ la remarque suivante : la théorie de Caffarelli,

o1
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Kohn et Nirenberg est basée sur le caractére adapté de la solution , i.e. sur I'inégalité
d’énergie locale > 0, ol i est donnée par l'identité

1= =8y + vAlid? — 20|V @ @|? — div (@] + 2p)d) + 2@ - f,
et on peut voir qu’en effet on a deux conditions dans cette définition du caractére adapté :

1) la pression p doit étre suffisamment réguliére pour permettre a la quantité p d’étre
définie comme une distribution,

2) p est positive.

Mais si on suppose uniquement que p € D'(Q), on a que le terme div (pi) dans u n’est
pas bien posé et ainsi la définition du le caractére adapté doit étre changée. Donc, notre
premiére tache est de donner un sens a la quantité div (p@) méme quand p € D'(Q) :

Proposition 2 Soit o € R® et p > 0, on considere Q =a,b[x By, , un domaine borné
de R x R3. On suppose que @ € LPLA(Q) N L2HXN(Q) avec div (@) =0 et p € D'(Q) sont
solutions des équations de Navier—Stokes sur Q) :

- —

Oyt = vAT — (@- V)T — Vp+ f,

—

o fe L LY(Q) et div(f) = 0.

Soient v € D(R) et 6 € D(R?) deux fonctions réguliéres telles que /v(t)dt = / 0(x)dx =
R R3

1, supp(y) C] — 1,1] et supp(d) C B(0,1). On pose pour a,e > 0 les fonctions v, (t) =
Ly(L) et 6. = Z0(%) et on définit

Pae(t, ) = 7a(t)0:(2).

Alors, si l'ensemble Quy 2o =)to — T2, to+ 78] X Bugry €St contenu dans Q, les distributions
U * Pae €t P* Pae sont bien définies sur l'ensemble Quy zo.r0/a C Q pour 0 < o < r3/2 et
0 <e <ry/2. De plus, la limite

lim lim div [(p * gomg) X (17 * (Pa,e)} 5

e—=0a—0

existe dans D' et ne dépend pas du choix de 7y et 0.

Nous écrirons désormais,

lim lim di x (U = (div (pu)).

lim 1im div [(p * cpa,g) (u * goa’g)] (div (pu))

L’existence de cette limite n’est pas absolument triviale mais elle nous permettra de tra-
vailler avec la quantité (div (p@)) ou la pression p appartient & D’((Q)) : on peut maintenant
introduire le concept suivant qui remplacera le le caractére adapté de la solution .

Définition 6 (Solutions dissipatives) Sous le cadre de la Proposition 2, i.e. :
1) on suppose fe Lz

0,

—

0/7Li0/7(Q) avec Q =]a,b[x By, , ot xg € R3, p >0 et div(f) =
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2) si (u,p) est une solution des équations de Navier—Stokes

-

Oyl = vAG — (@- V)i — Vp+ f, div (@) =0,
sur Q avec @ € L°L2(Q) N L2HL(Q) et p € D'(Q),

nous dirons qu’une solution u est dissipative si la distribution M donnée par l’expression
M = —9)|i|* + vAlid]?> — 20|V ® @) — div (|@*@) — 2(div (pi))) + 2f - @, (3.1)
est une mesure localement finie positive sur ().

Ici on a deux remarques.

(1) Il est clair que, puisque p € D', la notion de solution dissipative est plus générale
que la notion de solutions adaptées, et nous allons démontrer que le caractére
adapté implique celle de dissipativité.

De plus, il est possible de vérifier que I’ensemble des solutions dissipatives est stric-
tement plus large que celui des solutions adaptées, voir la Remarque 5 ci-dessous
pour les détails.

(i1) Il est important de noter que si on suppose @ € L{L} avec f assez réguliére, par

g 10/7 7 10/7 . .
exemple f € L, T/ , mais sans aucune condition sur p alors on peut prouver

qu'on a en fait M = 0. Voir Remarque 9 dans la page 85.

Une fois qu’on a introduit la notion de solutions dissipatives, on peut énoncer notre
théoréme principal :

Théoréme 7 Soit v > 0 un paramétre fizé. Soit Q@ =|a,b[x B, , un domaine borné de
R x R3 et soit (i, p) solution faible des équations de Navier-Stokes sur Q

Ol = VAT — (i- V)i — NVp+ f.  div(i@d) =0,
@(0,2) = iy € L2(R?), div(ily) = 0. (32)
On suppose :
1) @€ LPLA(Q) NLTHL(Q) et p € D'(Q),
2) fe LZHNQ),

3)  est dissipative dans le sens de la Définition 6 donnée ci-dessus.

1l existe une constante positive € > 0, qui dépend que de v, telle que, si pour certains
points (to, o) € Q on a l'inégalité

1 —
lim sup— // |V @ i(t, r)|*dt dx < &, (3.3)
r=0 T
7 ]tO_T27t0+T2[XBxO,T
alors la solution i est bornée au voisinage de (to,xo). En particulier le point (ty,xo) est
réqulier.
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Il est intéressant de comparer notre approche a la théorie de Serrin et celle de Caffarelli,
Kohn et Nirenberg : du point de vue des hypothéses sur #, on a uniquement supposé
la condition de petitesse (3.3) ainsi que la propriété de dissipativité. Ainsi, puisqu’on
suppose moins de conditions sur la pression et puisque la notion de dissipativité est plus
générale que le caractére adapté, on peut dire que notre méthode est une généralisation
de la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. Mais, comme on demande uniquement
que p € D', di au contre exemple de Serrin donné dans le Chapitre 1, il n’est possible
d’obtenir aucune régularité en variable de temps et la conclusion de notre théoréeme
principal nous fournit que de la régularité en variable d’espace : dans ce sens, notre
résultat devrait également étre considéré comme une généralisation de la théorie de
Serrin puisque nous exigeons moins de conditions sur .

Comme on peut le voir, notre méthode est une généralisation de ces deux théories en
suivant des directions trés spécifiques : un controéle faible sur la pression génére la perte
de la régularité en variable de temps mais il est toujours possible d’obtenir la régularité
en variable d’espace.

Expliquons maintenant la stratégie globale de la preuve qui sera développée pour le
Théoréme 7. D’abord, comme on ne fait aucune hypothése sur la pression p (rappelons que
nous avons seulement p € D’) en appliquant le rotationnel (ﬁ/\) aux équations de Navier-
Stokes (3.2) nous allons immeédiatement nous débarrasser de la pression p. Néanmoins
on ne va pas travailler avec la variable & = V AT et I’équation correspondante 0,id =
VAG — V A [(u - ﬁ)ﬁ] + V A f, car nous voulons travailler avec une distribution plus
réguliere.

Ainsi, comme on est intéressé a étudier le probléme de régularité dans un voisinage d’un
point (g, zo), on va d’abord introduire une fonction test ¢ € D(R x R?) qui est nulle en
dehors d’une petite boule centré dans le point (¢, o) et ensuite on définit une nouvelle
variable de la maniére suivante :

a:—lﬁAwﬁAm.
A
Le point crucial ici est que, les deux dérivées successives données par les gradients v
dans la formule précédente sont localement compensées, en a un sens qui sera précisé
plus tard, par l'opérateur —% et ainsi, certaines propriétés de u vont étre tres similaires
a celles de la nouvelle variable ¥ et vice versa : nous allons voir que (localement) ¥ est
égale & i & une correction harmonique prés (en variable d’espace).

L’idée principale est alors d’utiliser ¥ comme une fonction support pour étudier
les propriétés de régularité de u et ainsi notre premiére tache sera de décrire certaines
propriétés de 7.

Dans la Proposition 3 ci-dessous nous donnons quelques propriétés de base de ¢ qui
seront facilement déduites a partir des hypotheéses sur u ; toutefois, la puissance de cette
nouvelle variable apparait clairement lorsque nous étudions les équations satisfaites par o :
en effet, nous verrons que la fonction ¥ satisfait les équations de Navier—Stokes suivantes
(nommeées équations associées)

— —

O = AT — (7-V)0—Vq+F
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ou la pression ¢ et la force F satisfont certaines propriétés intéressantes. Il est tres
important de noter ici que ¢ et ' ne vont pas dépendre de la pression p. Voir la
Proposition 4 ci-dessous pour les détails techniques.

Maintenant, a ’aide de cette variable ¢ et de 1’équation associée on va prouver la
Proposition 2 qui donne un sens a la quantité div (p@) méme si p est une distribution
et on va voir que si « est une solution dissipative alors notre nouvelle variable v’ est en
fait adaptée dans le sens de la théorie de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. De plus, on va
prouver que si 4 satisfait la condition de petitesse (3.3) alors ¢a sera le méme cas pour la
nouvelle variable . Ainsi, puisque la fonction ¢ satisfait les équations de Navier—Stokes
dans un meilleur cadre que celui de la fonction , il serait possible d’étudier d’autres
propriétés locales de la variable v. Ensuite on va voir comment les propriétés de la
fonction ¢ se transmettent a la variable originale . Finalement, la derniére étape est
donnée par la Proposition 8 qui nous explique comment on peut déduire que 4 est une
fonction localement bornée et le Théoréme 7 sera complétement démontré.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la section 3.3 on va rappeler quelques outils
qui seront utilisés dans la démonstration du Théoréme 7, en particulier on va insister sur
le cadre parabolique du probléme et sur les théorémes de O’Leary et Kukavica qui sont
cruciaux dans notre étude. La Section 3.4 est consacrée a la démonstration du théoréme
principal. Les lemmes techniques sont reportées a 'annexe.

3.3 Echelle Parabolique et les outils associés

Le résultat de Caffarelli, Kohn et Nirenberg [2] indique précisément que I’ensemble ¥,
(introduit dans le Chapitre 1) des points de gradient large pour la vitesse satisfait

Hy(Xo) = 0.

Tandis que la mesure de Hausdorff implique seulement la distance parabolique, nous allons
également travailler avec des espaces de Morrey paraboliques qui impliquent & la fois la
distance et la mesure. Soit Q une collection de boules paraboliques Q. de type (1.9) ou
teR,zeR3etr>0. Pourl < p,q < +oo, 'espace de Morrey parabolique M5 (R x R3)
sera défini comme 1’espace des fonctions localement intégrables f sur R x R? telles que

1 :
£lage = s (s [ UrswpPdsdy ) < o
Qt,I,TEQ T q t,x,r

On remarque on particulier que I'on a I'identification d’espace LI(R xR3) = M39(R x R3).

Voir le livre [27] pour de nombreux exemples intéressants d’applications de ces espaces
fonctionnels & I’étude des équations de Navier-Stokes.

Les espaces de Morrey sont utiles dans la théorie de la régularité pour les solutions de
I'équation de la chaleur, ainsi que pour les équations de Navier-Stokes (voir par exemple
les livres [26, 27]). On dira qu'une fonction f appartient & ces espaces dans un voisinage
d’un point (tp,zo) s’il y a une fonction réguliére a support compact ¢ égale a 1 sur un
voisinage de (tg, o) telle que ¢f appartient a l'espace de Morrey. Une solution h de
I’équation de la chaleur

h — vAh = g+ div (H),
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sera localement Holderienne d’exposant 1 sur un voisinage de (o, xo) si les données g
et H sont suffisamment réguliéres : sur un voisinage de (to,zo), on demande que g est
localement ME"% avec 1 < py et 5 > gy > 5/2 (avec n = 2 — q%) et H est localement

P1,91 _ 5
My avec 1 <py,qu >5 (et np=1- ).

Remarque 3 Si g a un support borné et appartient ¢ M5? avec 1 < p < g < +00, alors
g appartient a ME"" pour tout 1 <p; <petp <q <q.

Motivé par ce cadre, plusieurs auteurs ont remplacé le critére traditionnel LY L? pour le
résultat de régularité locale de Serrin ou bien la régularité partielle de Caffarelli, Kohn et
Nirenberg par des hypothéses sur les normes locales de Morrey de u et f En particulier,
O’Leary [32] a énoncé la variante suivante du résultat de régularité de Serrin qui sera utile
pour arriver a nos fins.

Théoréme 8 (O’Leary) Soit Q un domaine borné de R* de la forme Q = Qg0
(donnée dans 1.9) pour certain ty € R, xy € R et rg > 0. Soit @ une solution faible
des équations de Navier-Stokes (3.2) telle que @ € LL2(Q) N L2ZHYQ), p € D'(Q), et
f e LEHYQ). Si de plus on a 1yi € M3™(R x R3), pour certain 7 > 5, ou V est un
voisinage du point (to,xg), alors U est une fonction localement bornée : pour toute boule
parabolique Q) qui est a support compact dans V, on a @ € LPLE(Q).

O’Leary énonce son théoréme avec une force f nulle; cependant, il n’est pas difficile
de I’étendre au cas d’une force réguliere f € L?H] (voir [27] Chapitre 13 pour une preuve).

Rappelons maintenant que Caffarelli, Kohn et Nirenberg [2| ont énoncé leur théoréme
avec une force réguliére ( ferr L? avec p > 5/2) et une pression (p € Lf/ 2132 voir
par exemple [29]). Ladyzhenskaya et Seregin [25] ont ensuite démontré le théoréme de
Caffarelli, Kohn et Nirenberg dans le cadre des espaces de Morrey paraboliques : Ils ont
supposé que, sur un voisinage V de (to, xg), la force fsatisfait 1Vf€ M9 avec ¢ > 5/2.

Plus récemment Kukavica [24] a considéré une force moins réguliére et il a divisé la
preuve en trois parties.

Théoréme 9 (Kukavica) Soit Q un domaine borné de R* de la forme Q = Qiy.x0.r
(donnée dans 1.9) pour certain ty € R, xg € R® et rg > 0. Soit @ solution faible des
équations de Navier-Stokes (3.2) telle que @ € LPL2(Q) N L2HLXQ), p € D'(Q), et
FeD(Q) avec div (f) = 0. Alors :

1) Inégalité d’énergie. Si p est assez régulicre (i.e., p € L{®LP(Q) pour certain
Q@ > 1) et [ est suffisamment réqulicre (i.e., f € LioﬁLio/?(Q)), alors la quantité

p=—0a? + vAl@]?® — 2|V @ @ — div ((|@]* + 2p)@) + f - @,  (3.4)

est bien définie comme une distribution. La solution U est dite adaptée si u est une
mesure localement finie positive sur Q : pour tout ¢ € D'(Q) tel que ¢ >0, on a

/ |72 (Brp + vAQ) + (- f — 20|V @ @]*) ¢ + (@) + 2p)it - Vo dt d > 0.
R JR3

2) Le critére des gradients petits. Si on suppose :
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e pc LPLY(Q) pour certain gy > 1,
= 10 T .

o lgf € M pour certain 7o > 5/3,

e U est adaptée.

1l existe une constante positive € > 0 et 7y > 5 qui dépend que de v, qo, et 19 tels
que, si (to,zo) € ) et

1 —
limsup_// IV @d(s,y)|*dsdy < €,
r—0 T Jto—r2,to+r2[xB(zo,r)

alors il existe un petit voisinage parabolique Q = Qy, 207 de (to, o) tel que on a
loi € M3™ et 1gp € MO/,

3) Points réguliers. On suppose qu’il existe un wvoisinage Q = Qi z0r de
(to, z0) € 2 tel que

o lg@i € MY™ pour certain 7 > 5,

e lop € M¥P™ pour certain 1 < qo < 15 et 72 > 5/2,

e lgfe€ ./\/12170’T3 pour certain T3 > 5/2.

Alors il existe 0 < p < 7 et n €]0,1] tel que U est Holderienne (avec un exposant

de réqularité Hélderienne parabolique n > 0) sur Q,.z,.,- En particulier, le point
(to, zo) est régulier.

On finit cette section par quelques remarques concernant les hypothéses énoncées pour
la force f :

(7) Dans le premier point du théoréme, on est uniquement intéressé a donner un sens

au produit f - 11, ainsi puisque on a par interpolation o € Ltlo/ 3L§;0/ % il est suffisant
7 110/7 7 10/7
de supposer que f € L, " "Ly .

(71) Cependant, pour le deuxiéme point on aura besoin de plus de régularité et si on

veut travailler avec des espaces plus classiques on peut demander que f € L?L2. En
effet, puisque L?L2 = MS’Q, et puisque Q est un sous ensemble borné, on trouve
que lof € L2L2 implique 1of € M;O/ "2 (voir Remarque 3) et comme le deuxiéme
paramétre qui définit les espaces de Morrey vérifie 5/3 < 2 < 5/2, nous satisfaisons

la condition sur f énoncée pour le critére de gradient petit.

(737) Pour la derniére partie du théoréme, nous aurons besoin encore plus de régularité
pour la force, en effet, des lignes précédentes on voit que f € L?L2 ne sera pas
suffisante puisque 2 < 5/2. Ainsi, si on veut travailler avec des espaces classiques on

peut demander f € L?H!. En effet, puisque L?H! C Mﬁ’w/ % et puisque Q est un
sous ensemble borné, on trouve que 1o f € L?H! implique 19 f € /\/léo/ 710/3 Notons
en particulier que nous avons ici 5/2 < 10/3 pour le second paramétre de 'espace
de Morrey précédent et ainsi en supposant f € L?H} on satisfait les hypothéses

demandées.
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3.4 Preuve du Théoréme principal

Dans cette section on va démontrer le Théoréme 7 en utilisant le Théoréme suivant.
On va décomposer chaque étape en fonction des hypothéses qu'on aura besoin pour la

force f.

Théoréme 10 Soit Q un domaine borné de R?® de la forme 0 = Qtzr donnée dans
(1.9) pour certain t € R, x € R® et r > 0. Soit @ une solution faible des équations de
Navier-Stokes (3.2) telle que @ € LPL2(Q) N LZHL(Q), p € D'(Q), et f € D'(Q). Alors

on a les points suivants :

1) Inégalité d’énergie. Si f € Lt10/7L3160/7(Q), alors la quantité

M = =d,|i* + vAli? — 20|V @ @)? — div (|@]*@) — 2(div (piD)) + 2@ - f,

est bien définie comme une distribution.
La solution u est dite dissipative si M est une mesure de Borel localement finie
positive sur €.

2) Le critére des gradients petits. Supposons que :
o fe L),
e U est dissipative.

Il existe une constante positive € > 0 et 7y > 5 qui dépendent que de v tels que, si
(to, IO) € et

1 -
limsup—// IV ®ii(s,y)|* dsdy < €,
r—=0 T Jto—r2,to+r2[x Bag,r
3,71

alors il existe un voisinage Q = Qo7 de (to, zo) tel que 1o € M,

3) Points réguliers. On suppose qu’il existe un voisinage Q = Qy, z,.7 de (to, xo) €
tel que

o loi € MJ™ pour certain m > 5,
o lof e LFHQ).

Alors il existe v’ < T tel que U est bornée sur Q.+, En particulier, le point (to, xo)
est réqulier.

Il est important de noter que, a chacune de ces étapes, on a changé les hypothéses de f (de
moins réguliére a plus réguliére) afin d’assurer la conclusion souhaitée et nous suivrons ce
cadre dans la démonstration du théoréme.

Il est sans doute possible d’exiger des conditions plus générales pour la force f, mais
cela n’est pas notre objectif immédiat : nous avons préféré de travailler avec des espaces
classiques.
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Remarque 4 Dans les hypothéses du Théoréeme 10, nous pouvons ajouter l’hypothese
div(f) =0.

En effet, si f appartient a L7 L,"7(), L2L2(Q) ou L2ZHL(Q), avec Q = Q;,.,, alors on
peut prolonger & |t — p2, t + p?[xR? et f reste dans L;”"La"", L2L? ou L?H!. Ensuite,
en utilisant le fait que le prOJecteur de Leray est un prOJecteur borné sur Llo/ ’ , L2 et H!
on peut écrire f comme f = fo — Vq ol le(fo) =0et fo appartient a L10/7L10/7(Q),
L2L2(Q) ou L2H(Q). Ainsi on change le couple pression- force (p, f) dans les équations de
Naver—Stokes en (p+q, fo) Comme q est régulier (g et Vq appartiennent a L10/7L10/7(Q)),

on peut voir que

lim lim div [(g * @a.:) X (@ * @a,c)] = div(q@) =@ - \

e—0 a—0

En particulier, on obtient la méme distribution M lorsqu’on la calcule comme une distri-
bution associée a la solution (i, p) et a la force f ou bien comme une distribution associée
a la solution (i, p + q) et a la force de divergence nulle fy.

Remarque 5 Le caractére adapté implique la dissipativité.

Si on suppose en plus une condition de régularité sur la pression p (comme p € L L% ()
avec gy > 1), alors nous aurons (div (p#0)) = div (p&l) et M = u. Dans ce cas, le Théoréme
10 est réduit au Théoreme 9. Néanmoins, dans notre théoréme, on n’assume aucune
régularité sur p, et alors, ¥ ne peut pas étre réguliére en variable de temps, comme le
montre le contre exemple de Serrin.

Vérifions maintenant que, la classe des solutions dissipatives est strictement plus large
que la classe des solutions adaptées (le contre exemple de Serrin n’est pas adapté mais il est
dissipatif). Il est en effet facile de vérifier que le contre exemple de Serrin (qui est énoncé
sans une force) est en fait une solution dissipative. On rappelle que @(t, ) = ¢(t)Vi)(x)
sur |0,1[xB(0,1) ot ¢ est une fonction bornée sur R et Y est une fonction harmonique

sur R? et la pression est donnée par p(t,z) = lu(m — Opo(t)y(x). Maintenant on a
besoin de vérifier que la distribution M donnée dans (3 1) est positive :

M = =8,|@]? + vAlid? — 20|V @ @)? — div (|@]*@) — 2(div (piD)),
comme A7 =0 on a vA|id]2 — 20|V @ @2 = 2vi - A = 0 on obtient
M = —|VePoo()?) - div (|a*d) — 2limlimdiv ((p * pa.) (@ * a.))
= —|Vya((t)?) — div (|a]*a)
=2
— 2limlimdiv (( [ — % — 8@@&] * gpa,a) (U * ¢a7a))

e—=0a—0

= —|VPoy((t)?) — div (|i]*a)
L |@7
—+ 2}:1_2%%611{%)le (( 80045 u*gpa,a)

+2limlimdiv < [B,010] % ac) (H(E) V() * gpa’s)> :

e—0a—0

Rappelons que Ay = 0 et en passant a la limite o, — 0 on obtient M = 0; ainsi
I’exemple de Serrin est dissipatif dans le sens de la Définition 6 et il rentre donc dans le
cadre du Théoréme 7.
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3.4.1 La nouvelle variable

Nous commencons la preuve du Théoréme 10 en considérant une fonction @ et une
distribution p qui satisfont les équations de Navier—Stokes (3.2) sur un domaine borné
Q C R x R3, pour une force a divergence nulle f Afin de simplifier la notation, et sans
perte de généralité, on va supposer une fois pour toute que I’ensemble 2 est de la forme

Q=1 x By, (3.5)

ou I =Ja, b est un intervalle et By, , = B(xo,p) est une boule ouverte dans R* de rayon
p > 0 et centre xy € R3. Dans cette section, on suppose seulement que @ € L*L2 N L2H}

—

et que div (f) = 0.

Notre premiére étape est de considérer la vorticité de w, qui sera notée par & = V A 4.

On obtient ’équation suivante :
0D =vASG—VA@AT) +VA S, (3.6)
ou la pression p a disparu (puisque nous avons VAVp= 0).

Cependant, comme nous I’avons dit dans I'introduction, nous souhaitons travailler avec
la distribution @ qui est plus réguliére que la distribution & et pour cela nous procédons
comme suit : comme on veut étudier la régularité de @ a I'intérieur de €2 ; nous allons nous
limiter & un domaine plus petit

QQ = I() X BZo,pm (37)

avec Iy =]ag, bo[, ot a < ag < by < b et 0 < py < p. Ensuite, pour retourner a @ a partir
de la vorticité &, on introduit une fonction de localisation 1 € D(R x R?) qui est égale
a 1 sur un voisinage de 2y et & support compact dans 2. Plus précisément, on demande
que 9 soit de la forme

U(t, x) = ¢(t)2(x),
ou ¢ est égale a 1 sur un voisinage de Iy et a support compact dans I, tandis que ® est
égale a 1 sur un voisinage de B, ,, et a support compact dans B, ,. La distribution &

appartient clairement & L{°H_ ' N L2L2. Ainsi, en utilisant cette fonction de localisation
1, on peut définir une nouvelle variable ¢ de la maniére suivante

1= 1= -
U= _ZVA (V&) = —ZV/\ (VV A Q). (3.8)

Notons en particulier que, sur €y, les dérivées de ¥ sont égales a 0, de sorte que
AT = -V AW3) ==V A (VAT = Ad,

(car div () = 0). On peut voir alors de cette identité que, sur €y, ¢ est égale a 4 a une
correction harmonique prés o (en variable d’espace).

Tout au long de ce chapitre, notre stratégie sera de remplacer I’étude de régularité de
i par ’étude de régularité de v, et de lier ces deux régularité par une étude précise de la
correction harmonique W = ¥ — 4.

On commence par des remarques élémentaires sur v et w :
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Proposition 3 Sous les hypotheses @ € LPL2(Q) N L2HY(Q) sur la solution @ des
équations de Navier—Stokes (3.2), la fonction U définie par la formule (3.8) ci-dessus
satisfait les points suivants

1) div (¥) =0,

2) V€ LFEL3(Q) N LYH, (),

3) la fonction W = v — U satisfait W € LY°Lip, ().

Preuve. Le premier point est évident, puisque la divergence du rotationnel est toujours
nulle. Pour le second point, on va utiliser I'identité

WV AT =V A @) — (Vi) A,
et en utilisant la définition de ¥ donnée ci-dessus dans (3.8) on obtient I’expression
1= - -
F=-xVA (V/\ (@) — (V) mz). (3.9)

Nous allons prouver dans les points suivants que 7 € L L2(p) et v € LZHL(€y).

e On commence par v € L{°L%(€). En prenant la norme L?*(B,,,,) en variable
d’espace de 'expression (3.9) on a

it < |59 (31 00) + |59 (901 10)

LZ(Bwo»ﬂo

+ H%ﬁ A (V) A D)
L2(R?)

L2(Bug,pq)

IN

H%ﬁ A (VA (Vi) (3.10)

L*(R3)

En appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev au second terme ci-dessus
on obtient

191228 ) < € Wl ey + C || Vo A

L6/5(R3) ’
Maintenant, en utilisant les propriétés du support de la fonction ¢ et en utilisant

I'inégalité de Holder on peut écrire

< C(H,l?bHLoo(Bzo,p)||6”L2(Bzo,p) _I_ O”vw||L3(Bzo,p)Hﬁ”LQ(Bzo,p) (311)

101 22 (Bag ) <

Il nous reste a prendre la norme L* en variable de temps afin d’obtenir
17000, 22Bgey < € (Ilzorz + 1190 Nagons ) 1l 220102232 )
< Cylltllzero.c2(Bay ) < Colltll e rz0;

puisque [y X B, , C €). La derniére quantité ci-dessus est bornée par les hypotheses
sur .
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e On étudie maintenant le fait que ¢ € L?(lo, H'(By,p,)) : €n prenant la norme
HY(By,.,p,) dans l'expression (3.9) on obtient

- 1> = .
it < |57 A WD)

H(R3) H'(R3)
Le premier terme & droite ci-dessus peut étre controlé par ||| g1 (rs), ainsi par les
proprié¢tés du support de la fonction ¢ on le controle par Cyl|il| g1 (s,, ,). Pour le

second terme de l'expression précédente, on a par définition de la norme H*

H%ﬁA (V) A ) e + Hﬁ (%ﬁA (V) m))

= H%ﬁ A (V) A D)

H(R3) L?(R?) .

En suivant les mémes calculs effectués dans (3.16)-(3.17) on voit que la premiére
quantité dans la partie de droite de la formule précédente est controlée par la
quantité|| V| sz, )|l z2(s,, ), tandis que la deuxiéme quantité du coté droit

peut étre estimée par ||6¢||L°°(Bzo,p)||17||L2(Bwo,p)-

Rassemblons toutes ces estimations nous obtenons

||U||H1(B:co,p0) S CwHﬁ”Hl(Baco,p)?

et ainsi on a

101 22 (10, 11 (Bag o)) < Coplltill L2 (to, 111 B2y ) < Colltill L2102 < +00-

Nous montrons maintenant le troisiéme point de la proposition. Pour cela, nous com-
mencons par utiliser les identités générales suivantes (ot on utilise div (1) = (4@ - Vp),
car div (@) =0) :

7= —x VA (YA @D - () A )
— 3 [FA@awn)]+ 5 [F4 () )
_ _% V(@ Vo) - AwD)| +% VA (Vo))
= [V 90 + it 5 [ A ((F9) 2 )]

De cette derniére identité, il est possible de déduire une réformulation pour v :

1 7= - 1 -
T =i+ [V/\ ((w) /\ﬁ)} -5 [V(a-w)}. (3.12)
Maintenant, comme par définition on a que ¥ = 1 sur {2y, on obtient la décomposition
suivante sur {2
U= U+ W,
ou

7 = % (9 A ((Fu) na)] - % [V 9v)]. (3.13)
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On rappelle maintenant que 'opérateur % est donné par une convolution avec un noyau
K : en effet, pour une fonction admissible f on a

1 f(y)

dr R3 |1‘_?J|

1

Zf(:v) =Kx f(z) = dy. (3.14)
Pour (t,z) € Qo, on a x € By, ,, tandis que ¢(t,y) = 1 sur Iy x By, ,, pour certain p;
avec pyp < p1 < p. En particulier, Vi (¢, y) est identiquement nulle pour ¢t € Iy, x € By, ,,
et |y — x| < p1 — po. Ainsi, avec la définition de @ donnée dans (3.13) ci-dessus on peut
écrire, pour tout multi-indice o in N3

6ed(t,x)| < ‘(agK)*[ﬁA((W)m)] (t,m)‘+‘(8§K)*[ﬁ(ﬁ-§@/})} (t,:v)‘

< Y O * [0n, ((Ony)un)] (8, 2)| + D (0 K) s [0, (10, 1)) (t, )|
4,5,k 1,9,k
< Q0200 K) % (@ 0)un] (1 2)] + 310500 K) * [0 )] (4 2)]

et on obtient

[V (t, )it )|

it < C. [ . (3.15)
{PI—PO<|y_4U|v yEon,p} |x B y|2+|a|
Ainsi, on a le controle suivant pour (¢, x) € g :
o C = .
0z w(t, z)] < m”wﬂ(@ W28, ) 16 ) 2284, )5
a partir de lequel on obtient que 0% € L{°LX(€)). La Proposition 3 est maintenant
complétement démontrée. |

Remarque 6 Dans la Proposition 3 on a énoncé les résultats sur [’ensemble 2o C ) et
il est possible de prolonger certaines propriétés de la nouvelle variable v sur ’ensemble
Q. En effet, suivant les mémes calculs effectués dans le deuxieme point de la proposition
précédente, il est facile de voir que nous avons

7€ LPLAQ) N LIHLN(Q).
En effet,

e on commence par démontrer 7 € LL2(Q) ou  est de la forme (3.5). En prenant
la norme L?(B,, ,) en variable d’espace de l'expression (3.9) on a

IN

191 2B, ,)

H%ﬁ A (ﬁ A (wﬁ))

| + H%ﬁ A ((ﬁw) A ﬁ)

L2(Bag,p

- Hiﬁ A (V) A @)
2(R3) A

L?(Bug.p)

< H%ﬁ AV A (D))

(3.16)

L L2(R3)

En appliquant les inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev au second terme ci-dessus
on obtient
171220 < C Nl sy + C |V A

L6/5(R3) )
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Maintenant, en utilisant les propriétés du support de la fonction 1 et en utilisant
I'inégalité de Holder on peut écrire

101 2282y ) < Ol Lo0Bag o) | 22082 ) + CUV Yl 382 o) €] L2082 ) (3:17)

Il nous reste a prendre la norme L en variable de temps afin d’obtenir

Vol a2 < C (Wl + 1V i ra ) 1z (1,220 )
< Cyllt]| ez (-

La derniére quantité ci-dessus est bornée par les hypothéses sur .

On étudie maintenant le fait que ¢ € L*(I, H'(B,,)) : en prenant la norme
H*(B,,,,) dans l'expression (3.9) on obtient

. le (& "
1T, ) < HZV/\(V/\(wu))

+ H%ﬁA (V) A D)

H(R?) H(R?) .

Le premier terme a droite ci-dessus peut étre controle par ¢l g1 (rs), ainsi (da
aux propriétés du support de la fonction ¢ et du fait que B, ,, C By,,) par

CwH/IZHHl(BIO,p) .

Pour le second terme de 1’expression précédente, on a par définition de la norme H'*!

1

H—ﬁAaﬁmAm !

:H—ﬁAaﬁwAa)

A A

H(R3) L2(R3)

+ Hﬁ (%ﬁ A (V) A ﬁ))

L2(R3)

En suivant les mémes calculs effectués dans (3.16)-(3.17) on voit que la premiére
quantité est controlée par || V|[13(s,, )|l 22(5,, ), tandis que la deuxiéme quantité

peut étre estimée par ||6¢||LOO(BIO’;))||1,_L)||L2(Bx0’p).
En rassemblant toutes ces estimations, nous obtenons
||17||H1(B.ro,p0) S C¢|’ﬁ||H1(BTO,p)7

et ainsi on a

01 201,11 (Bay o)) < Cplli]] L2a10) < +00.

Il est important de remarquer ici que, le fait que @ € L{°Lip, ne peut pas étre prolongé
sur I’ensemble €2 et afin d’obtenir ces propriétés on a besoin de travailler sur un sous
ensemble plus petit g C Q2.

Remarquons néanmoins que sur €2 on a le résultat suivant

Corolaire 1 Si on travaille sur tout l'ensemble Q, comme @ € LPLA(Q) N LZHL(Q) et
7€ LPL2(Q) N LIHL(Q), on obtient aussi W € LPL2(Q) N L2HL (). En effet on a

[l o2y < Coplltllpgerzi  and || 21 ) < Coupllll 2 o)
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— —

Preuve. On avait vu que @ = ¢ — #, en prenant la L? en variable d’espace on trouve

HIIEHLQ(BIO,;J) S HU”LQ(BzO,p) + HﬁHLQ(BzO,p)7

ensuite en prenant la norme L*> en variable de temps on obtient

16| oo 1,220y < 10| Lo (1,L2()) + 1] oo (1,22(02)) < +00.
Par les hypothéses sur « et les calculs suivant la Remarque 6.

On passe maintenant a la norme H' en variable d’espace de @

Hw”Hl(Bzo,p) S HUHHl(BzO,p) + ||ﬁHH1(B:L‘O,p)7
en prenant la norme L? en variable de temps on trouve

0| 21,11 )y < N0 L2010 @)) + €| 22,51 () < 4-00.

3.4.2 L’équation associée.

Maintenant, nous portons notre attention sur ’équation satisfaite par la nouvelle va-
riable ¥ et nous verrons ici qu'on va obtenir une nouvelle équation de Navier-Stokes sur
Qo du type

7 = vAT — (7- V)T — Vq+ F,

ou 6(] est un terme gradient et F est une force de divergence nulle. Comme dit dans
I'introduction, cette équation sera nommée équation associée des équations originales
de Navier-Stokes (3.2). Bien str, Notre objectif maintenant est de prouver que ¢ et F
peuvent étre facilement estimées a partir des hypothéses sur f et u sans impliquer la
pression p.

=

Rappelons que la variable ¢ a été définie par v = — VA (¥V A @), nous allons donc

définir maintenant d’une maniére analogue

et nous avons le lemme suivant qui est une conséquence des calculs effectués précé-
demment dans la Proposition 3.

Lemme 4 Soit Q un sous ensemble de R x R? de la forme (3.5) et soit Qy l'ensemble
donné dans (3.7). Soit f une force donnée telle que div (f) =0, alors

1) si f e L20/7Li0/7(§2) alors Fy € L10/7L10/7(Qo),
2) si f € L2L2(Q) alors Fy € LAL2(),

3) si f e L2HNQ) alors Fy € L2HX(SY).
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Preuve. On remarquer que, dans le méme esprit des formules (3.12)-(3.13), la force F,
peut étre décomposée sur () par Fy = f + Wy ou

1 r- . R 1 re - o
g ~A /\ /\ >] A |: . ] '
iy = < VA (V) A F)] - 5 [V Vo)

On commence par le premier point, en prenant la norme L'%/7 en variable d’espace on a

1Follors,, g < Ifllsors,, o+ 10lLoms,, )

< N fllprorr (s, ) + 167l Lo (Beg pp)

zo,p

en utilisant I'inégalité (3.15) pour le second terme de I'expression précédente on trouve

wta)l < C [ Vet )il ,
! a {p1—po<|y—z|, yE€Buxy,p} |1‘ — y|2
C = —
< mllvd)(t, WNprors (g 1 (& 10784y )5

ol on a utilisé I'inégalité de Holder. On obtient
1ol 1075, ) < ClFp0m s,y ) + Coll £ M 1078, )0
et en prenant la norme L'%7 en variable de temps on trouve
||ﬁ0||L10/7(1,L10/7(B$0,p0)) < C”ﬂ|L10/7(I,L10/7(BxO7p)) + C¢||f(t, ')||L10/7(I,L10/7(Bx0,p)) < 00,
par hypothése sur f

Maintenant on passe au deuxiéme point du lemme. En prenant la norme L? en variable
d’espace on a

I Foll 22 (Baype) < 1 lI22(Bag o) T 10l L2(Bag 00)
< M llz2(Bag.p) + ClU L (Bug o)

et en utilisant les mémes arguments utilisés dans (3.15) on trouve

1 FollL2(Bay ) < 1 lL2Bag,0) + Coll F(Es M 282y 005

en prenant la norme L? en variable de temps on obtient

I Foll 221,22 (Bag pg)) < Il L2(1,02(Bag pg)) + Cull (& ) L2 L2(Buy ) < +00-

x0,p0

On arrive au dernier point du lemme. En prenant la norme H' en variable d’espace on a

[ EO 1 (Bagg) < o1 (Bag o) 187 11 (B )
< Nl Bag ) Gl E1.(Bag )

< Nl eyl + Cull fll 282,00

ol on a utilisé la définition de 'espace H' et I'inégalité (3.15). En intégrant en variable
de temps on trouve

[ Foll 21,11 (Bag o)) < W lr, i1 Bog )| + Cull fll 1,228y ) < +00-
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Remarquons aussi que, comme la distribution v A (wﬁ A f) est a support com-
pact et comme —% est un opérateur de convolution avec la distribution &; ® #Izl’ la
quantité Fy est bien définie pour tout distribution f € D'(2) : nous pouvons envisager
un cadre plus large de la force et ce point de vue sera adoptée dans la proposition suivante.

En effet, nous expliquerons avec le résultat suivant comment déduire I’équation associée
satisfaite par la variable ¥ et nous allons étudier la relation entre Fj et la force F'. Nous
allons aussi donner quelques propriétés importantes de la nouvelle pression q.

Proposition 4 Sous les hypothéses @ € L°L: N L2HYQ), p € D/(Q) et f € D'(Q), la
fonction U définie par la formule (3.8) ci-dessus satisfait les équations de Navier—Stokes
suvantes sur €l

O = vAT — (7- V)T — Vq+ F, (3.18)

avec les propriétés suivantes

1) la pression q est une fonction telle que q € L3/2L3/2(Q ),

— — —

2) la force F est telle que div (F) = 0 et F—Fy € L2L2(Q), o Fy = —% AWV AS).

Observons a ce stade de la preuve qu’on suppose seulement que p € D'(Q) et f e D'(Q),
mais ceci est suffisant pour obtenir que la nouvelle pression ¢ appartient a l’espace
L?’/ 2L3/ 2(Qo) Cependant nous aurons besoin plus tard de certaines hypotheéses supple—
mentaires sur f afin d’obtenir un comportement plus régulier pour la force globale F.

Preuve. Nous commengons par décrire 1’équation satisfaite par 0,0. Comme on tra-
vaille sur ’ensemble €2y, on a 0;1) = 0 pour t € I, par les propriétés du support de v et
on peut écrire :

" l & " = -
6ﬂ) = 8t [—ZV A (1/)W):| = —ZV A (@D(@tw)),
ainsi, en utilisant I’équation (3.6) on obtient
R o B A AN LS AT
o = _ZVA <2/1 (I/Aw—V/\(wAu)+V/\f>>
= —lﬁAwAv +lvA<M§ACA)D+F (3.19)
= vV N A LUJ A w 0,
(A) (B)
ou
. 1o L
R:—ZVA@VAﬁ. (3.20)

On étudie maintenant chacun des termes (A) et (B) afin de simplifier 'expression (3.19).
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1 -
(A) Pour le premier terme ——V A (¢pAd) on écrit les identités suivantes pour Y Add :

A

VAG =

Maintenant, en utilisant I'identité classique du calcul vectoriel

V A (ab) = aV A b+ (Va) A b,

on obtient

VAG =

3
+2 ; Or, (V(02,0) N T) |

de sorte que nous avons

Jj=1

= A [A@TAD] -1V A [T A (v

AWV AT+ (VA (i) - V(A) A T) -2 23: Or, (V1 ((00,0)7) )

ls -
—ZV/\WJA(JJ] \A
(1)
1 -
2
+ AV/\
- -
-2
AV/\

A ce point on remarque que le terme (1) ci-dessus est en fait Av, en effet :

—%ﬁA [A(WAJ)] —A (—16/\ (WAJ)) -

et donc on peut écrire
1

A

— VA WAD) = AT+ F,

A
ou Fy = (2) + (3) + (4), ie. :

F = —%v AV A avi) - Vay)
1o |& .
—25V A jzlazj (V@)

A,
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Observons que, comme la divergence du rotationnel est toujours nul, on obtient

bien div (F}) = 0.

(B) On étudie maintenant le deuxiéme terme de (3.19). Pour ¢(V A (& A @)), en
utilisant les identités du calcul vectoriel on écrit

YVAGBATD) =V APG@AT) — (V) AGAT) =V A (G AYE) — (Vi) A (S A D),
donc on obtient

%ﬁA [@D(ﬁ/\(ﬁ/\ﬁ))} :%6/\ [ﬁ/\(cﬁ/\wﬁ)} —%ﬁ/\ [(ﬁb)/\(cwﬁ)]-

On remarque ici que
VA [6 A (G A w)} - <6(div (@ A 9id)) — AG A w)) ,

et on peut écrire

%6/\ WV A@AD)| = %(ﬁ(div(ﬁ/\dﬂ))—A@/\Wm)
1

A
ou on a 1.
0= 5 (V- (@A), (322
et B 1. B
Fy==<V [(w) NG AD)] (3.23)
Remarquons qu’on a en particulier div (F;) = 0 pour la méme raison qu’a permit

d’obtenir div (F}) = 0 (la divergence du rotationnel est toujours nulle).

Maintenant, en revenant a I’équation (3.19) et avec la définition des quantités ¢, ﬁo, F
ct F, données dans (3.22), (3.20), (3.21) et (3.23) respectivement, on obtient I'équation
suivante

8% = VAT — [& Apil] — Vau + Fo + vE + F, (3.24)

qui est presque I’équation désirée (3.18) énoncée dans la Proposition 4, mais nous avons
encore besoin d’étudier le terme & A .

Pour cela, on rappelle que sur g, la fonction ¢ est constante et égale & 1, on a 'identité
W =V Au et on peut écrire

AT = (V APT) A,
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Maintenant, on réécrit 1@ en utilisant la formule (3.12) donnée dans la page 62 :

L oL, 1lie.., = 112 - N o3
Y=+ 5 [V(u-vw)] -< [VA ((w)Auﬂ — 7+ 5
ou 5 est défini par ’expression suivante
T T (e (o
F=% [V(u : w)} - [V A ((w) A uﬂ . (3.25)
Remarque 7 Observons qu’on a 5: —l, ot W a été donnée dans (3.13).

On obtient ainsi la formule
GAYE = VAG+BAT+E
— (VADATH(VADAB+(VABAT+(VAB AL (3.26)
Comme la nouvelle variable ¢ est & divergence nulle (par la Proposition 3) on a l'identité

— — ]_ —
(VAD) AT = (T-V)T — §V|17|2. Définissons maintenant g3 par

L
43 = _§|U|27 (327)
et on a alors pour le premier terme de (3.26) :
(VAD)AT=(T- V)T + Vgs.
Afin d’estimer les termes restants de (3.26) on définit
A=(VAD)AB+ (VAR AT+ (VAL AL, (3.28)

on remarque maintenant que sur €29, on a A = A et on décompose YA de la maniére
suivante :

YA = —F; + Ve, (3.29)

ol 1
a2 = wdiv (pA). (3.30)

Encore une fois, on remarque que nous avons div (F3) = 0.
Ainsi, on a obtenu que & A @ = (7- V)0 — F3 4+ Vs + Vs et en revenant a (3.24) on

peut écrire

07 = VAT~ [BAYE] — Vi + Fy + vF + F

= vAU— [(77-6)17—ﬁ3+6q2+6q3 —§q1+ﬁ0+uﬁ1—|—ﬁ2,
et finalement on obtient I’équation associée pour v/
O =vAG— (7-V)T—Vq+ F,

avec ¢ = q1 + g + q3 et ﬁ:ﬁ0+yﬁ1+ﬁ2—l—ﬁ3.

Maintenant qu’on a obtenu les expressions qui définissent ¢ et F', nous devons dé-
montrer les estimations recherchées sur la pression et la force. Cela se fera dans les deux
lemmes suivants.
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Lemme 5 La pression q est une fonction telle que q € L3/2L3/2(Q ).

Preuve. On rappelle que ¢ = ¢; + ¢2 + g3, ol les expressions ¢, g2 et g3 sont données
dans (3.22), (3.30) et (3.27) respectivement, i.e. :

1. . . 1 . T
Q= —Z(le (W A Y1), g2 = Zdw (A) et g3 = __’0’2

On va étudier chacun de ces termes séparément. Le premier et le dernier terme (i.e. ¢y
et g3) sont faciles & traiter :

e Pour ¢, nous écrivons les estimations suivantes :

= Cpy
L3/2(Bug,pg)

Coo | A ]| porsray < Coo |G £2(Bay ) 108 15775, )

%ﬁ-wAwm

1 =
’|Q1||L3/2(Bm0,p0) HA( ( (0 )) L9/5(R3)

IN

< CpllV A2z, ) [9] e ll@l p1sr7(s,,,)

4/3 2/3
< Cpollelle= Nl g, @705, )

oul nous avons utilisé l'inégalité de Holder, les inégalités de Hardy-Littlewood-
Sobolev, les propriétés du support de 1) et une estimation d’interpolation. Main-
tenant, intégrant par rapport a la variable de temps on trouve

4/3

—112/3
HQI”L?/2L2/2( < Cpoﬂﬁ”“”]} (Io, Hl(Bzop )H H !

Lo (I,L2(Bag ) < +400.
e Pour g3 = —1|]%, on écrit
sl 725y 0y = CUlEN s oy < Ol (8 ) 192082
et en prenant la norme L%/2en variable de temps on a

gl a2 27200 < CoollTll 210,17 (B oo D 1Vl 220 (10,2282 1) < F00-

Ainsi, le principal terme que nous devons étudier est le terme ¢y. Rappelons que

g2 = %div (Y A)

avec

A=(VADANB+(VABAT+H(VABAB
ou E a été défini dans (3.25). Ainsi, en appliquant l'inégalité de Holder et les inégalités
de Hardy-Littlewood-Sobolev on écrit

||q2||L3/2(Bw0,p0) < Cpo||q2||L9/5(Bx0,p0) < CponAHLWS(BwO,,,O)'

De plus,

[0 Al L9/5(Bag ) < IV AT L2810 o) 1B L1574 )
+ IV ABlE2(Bag o) 1001 137 (8, )
+ ||V /\BHLQ(onvpo)||¢5||L18/7(B$07P0)'
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Maintenant, en utilisant une inégalité d’interpolation on a
1Al sy ) < IV AT 20y oo 1B, BB, )
+ 1V A Bl 2B o 175505, 16T ||i{i”(3z0 L (331)
+ IV A Blla o i 1081705, 1B 5 oy

Rappelons que 5 = —w et en appliquant le Corollaire 1 on obtient

1B L2 (Bayp) < CopwlltllLa(Bag p)s

et de maniére similaire on a

IV A Bl 22(Brg ) < Cpwlll s

Z0,P0 (Bl'oypo) :

Ainsi, avec ces inégalités précédentes, on obtient pour 'expression (3.31) lestimation
suivante

la2llzorr B,y ) S Cooll0AllLors(84, ,0)

2/3 1/3
< Cous 2y o 1850, Nl s,
—112/3 —11/3
+Cooap 18113 By o) |10, P

—n4/3 2/3
+Coulllliris, s, )

et finalement, comme on a ¢ € L{°L2(Qy) N LZHY(Q) et @ € LPL2(Q0) N LZHL(Q), on
obtient ¢y € L3/2L3/2(Q ).

On a ainsi prouvé que ¢ = ¢; + ¢2 + g3 € L3/ 2y 2(QO) et la preuve du lemme 5 est
finie. |

Lemme 6 La force F est telle que div (F) =0 et F — Fy € L2L2(Qy).

Preuve. On a déja vu que div (ﬁ ) = 0. Ainsi, le seul point qui nous reste a vérifier est
que F'— Fy € LZL2(S).

Encore une fois, nous allons étudier chaque terme de F—Fy=vEF + Fy+ Fy séparément.

e Pour F, 1, nous commencons par rappeler la définition donnée dans (3.21) :

Fo= —%V/\ [ A (AYiD) — V(A) mz} +2%6A LZ; 0, <6A ((axjw)a))]

_2%6 A [Zg: Or, (V(02,0) ﬁ)] .

j=1

On a alors

Vil < c(nAw 2050y + [F(AD) Al o5,

3
+Z 19 A (G0 + S 1(F850) A aum%))

Jj=1
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Ainsi, avec les propriétés de 1 on obtient
1 F1ll 2222 90) < Culltll 2o, (8., ) < Colltllzmr @) < +o0.

e Pour F on a par la formule (3.23) :

. 1 - .
Il g = |- 59 A () @ 1)

L2(Bzg,pq)

Ici, nous allons appliquer les mémes arguments utilisés dans I'étude de la quantité
W traitée dans (3.15). En effet, on peut écrire

1o /= 1o/ =
——V A ((VY) A (G A D) < Cp|=V [(VY) - (A1) :
B N =57 € oo
mais puisque, pour x € B(xg, py), on a
= (3 o Vot y)l, - .
39 (%) @rn) wo|<c [ SPGB 5,y e, )y,
‘A ( ) {pr1—po<|z—yl|,yE€Bxg,p} |z =yl

on obtient la majoration suivante

< Cpl¥ilimieny) [ 13l 0l

z0,p

7 (G0 @rn) (o
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

< Cpoﬂ/}

|&||L2(Bac0,p) ||’L_[||L2(Bac0,p)'

RACORCII

Maintenant, prenant la norme L? en variable de temps on a,

||F2HL§L§(Q0) < Cpo,w ‘|CU‘|L2(IO,L2(BmO,p)) HﬁHLw(IO,B(BmO,,,))

IN

Coow Ul L2711 (0) 1] Lo 12 ) < 00
e Pour Fy on a Fy = —yA + ﬁ%div (1w A). Rappelons que (¢, z) = ¢(t)®(z), on

introduit alors une fonction localisante n € D(R?) qui est égale a 1 sur By, ,, et son
support est inclus dans B, ,, avec py < p3 < pa < p1 < p, de sorte que sur {2y on a

. | L=
Fy = —gnA+ VLdiv (onA) + Vdiv (v(1 —n)A),

ainsi on peut écrire

— — _,\1 . —
Fllrzon < londliznzion + ¥ v (600

LEL3(Q0)

- Hﬁ%div (¥(1 —n)A)

L{LZ(Q0)
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On étudie le premier terme ||gb77/_f|| 1212(0y) et avec la définition de A donnée dans
(3.28) on a les estimations suivantes en variable d’espace

160402509 < Nn(FADAD o+ 100 AR AD | (3:32)

+on((V ABY A B i )
< IV A28,y s 10018 Lo (Bag ) + 101 22(82g o) [0V A B) | 250 (B2 )

IV A Bl 2B,y p) [918| o0 (Bag o) -

Ainsi, comme 5 = —uf et comme par la Proposition 3 nous avons & € L°Lip,(€),

alors on a les inégalités

118l L (Bay p) < NBIL(Bag ) < Cooll VU 2By Ul 2B, ,)s
100V A BN (Bag.n) < IV ABlL(Brg ) < Cool VL2820 ) Ul 2(Bag )
Hv /\ /6|’L2(Bzo,p0) S CPO|’V¢||L2(Bzo,p)||ﬁHL2(Bzo,p)7

aprés une intégration en variable de temps on obtient

lonAll 220 < CoullV AU L2020 18]l e r2(0)
+Cp |0l 222 (00) 18| 5o 2 () + Copr |l 2 L2 () 1| L5 12 (2
< Colltllzerz) (1l 2me) + 191 2m1@) < +oo. (3.33)

Maintenant on étudie le second terme de (3.32) et par les propriétés du support de

1 on peut écrire

— ]_ . —.

Vzdlv (¢pnA) <
L2(Bazg,pq)

-1 - -
vy div(gnA) < CllonAl| L2 ws)

L2(R3)
S O||¢77A||L2(Bmo,p2)'

Comme py < p1 < p et ainsi By, ,, C By, , on peut appliquer les mémes arguments
utilisés dans (3.32)-(3.33) pour obtenir I'estimation suivante (voir aussi la Remarque

6) :

< Collt| 20y (1l 230y + 1100l 22001(0)) < +00. (3.34)

L1 ,
V—div (¢nA)
A L7L2(0)

A cause des propriétés du support de (1 —n), le dernier terme de (3.32) ne peut
pas étre traité d’une fagon similaire et on a pour (¢,x) € Qg

¥ div (61— n) A)(t, )

<c /{ L )l At ) dy

_ 3
p3—po<|z—y|, YEBxg,p} |x y|

< Ol LBy ) IV AN 28, VB L2(Bay ) + IV A BllL2(Bay ) 100 2284, ,)

1 (
(P3 p0)3
+ [V A 5|’L2(Bmo,p)H@WHL?(BZU,,J)) :

Maintenant, comme E = —w, on applique le Corollaire 1 pour obtenir :

¥ v (61— ) A)(t, )

< Copp (191 (Bog TN 2By ) + il 1 (B ) 17 2281y )

il B,y ) 11| 22(Boy ) 5
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de sorte que

-,

|9 v (o1 = )

< Coo (1m0 220
LZL2(Q0)
@l 22 2 ) |Vl Lo 2 (0)

+H6HL§H;(Q)HﬁHLt‘X’L%(Q)> < +00. (3.35)

Avec les inégalités (3.33), (3.34) et (3.35) on obtient Fy € L2L2().
Ainsi avec les estimations sur ﬁl, ﬁg et ﬁ3 on a finalement

1E" = Follzz(00) < +00,
et la preuve du lemme 6 est terminée. [ ]

Reprenons la preuve de la Proposition 4. A ce point, avec les Lemmes 5 et 6 on a
prouvé que la nouvelle variable

1= .
i= -3 VAWV A,

satisfait localement le systéme de Navier-Stokes suivant
O =AT— (T-V)o—Vq+ F

oll ¢ est une pression telle que ¢ € Lf 23 2(Qo) et I est une force telle que div (ﬁ ) =20
et F'— Fy € L2L2(€), qui est la conclusion de la Proposition 4. |

Il pourrait étre intéressant de noter que, si @ est plus réguliére, on a une estimation
meilleure sur F' — Fj :

Lemme 7 Si de plus @ € L°HL(Q) N LEH2(R), alors F — Fy € L2HX(Y).

Preuve. On rappelle que F— ]30 = vF, + Fy + ﬁg ol les expressions de ﬁl, ﬁg, F} sont
données dans (3.21), (3.23),(3.29) respectivement.

e Pour F}, en prenant la norme H' en variable d’espace on a

11l (Bay ) < Collill sy ) + Collill 2., ,0) + Coll Villmis,, o)

< Cyllillm,,,) + Collillres,, ) + Coll Vil s, )

Bag,p

en intégrant en variable de temps on trouve :

I Fu |22, (Bag o)) < Cowlltllrzami By, + Colltllze(,r2.,,)

+ CyllVilllam ., < +oo.

La quantité du coté droit de I'expression précédente est bornée par les hypothéses
sur ¢ énoncées dans le lemme.
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e Pour la force Fy on a par la définition de l'espace H' :

. 1= . o
| E2l| 1By ) = H_ZVA ((Vv,b) A (& /\u))

L2(Br o)
. 1. .
v(— VA ((w) A (wmz)))

Le premier terme a droite dans l'expression précédente a été déja traité dans le
deuxiéme point de la preuve du Lemme 6. Pour le terme qui reste on va appliquer
les mémes arguments utilisés pour étudier la quantité w. On peut écrire

6(—%6A ((W)A@Aﬁ)))

on a

_|_

L2 (on ,P0 )

SCvﬂo V

L2(Bzg,pq)

|Vy(t,y)|

< Coo 19l 2, Nl 228, )

En prenant la norme L? en variable de temps on obtient

Hﬁ(— %ﬁA ((96) A (ma)))

L2(1,L2(Bzg,pg))
< —o0.

e Pour le terme Fy on utilisera la méme localisation faite dans la preuve du Lemme 6

9 Laiv (v(1 —n)A)

. R 21 R
Pz < lon iz +|[F g aiv (60 ¥4
LEHZ(Q0)

A

On commence par le terme [|¢nAl;2p1(q,), en prenant d’abord la norme H Len
variable d’espace on a

-

||¢77’I||H1(Bzo,po) < len((V Aa) A 5) HHl(BxO,pO) + [[en((V A B) A7) HHl(BxO,pO)
Hen((V A G Aoy
< VA 17||H1(Bzo,p0)||¢775\|L°°(Bx0,p0)
+ ||17||I1r1(;_tgmo,p0)HWI(6 A E)HLOO(BIO,FO)
HIV A Bl (Bag o) 167811 (82 - (3.36)

En intégrant en variable de temps on trouve
lonAll 2y < CopllVUllza@lldll ez @

+ Coull@lzize (1o + 1Vl 300
+o0, (3.37)

A

par hypothéses sur o et .

v(—%ﬁA ((W)A@Aﬁ)))

L (Bzg,po)

o
< c/ IO 5t )1t )y
(pr—po<la—yl,yeBag,} 1T = YI?

< Cll&l oo 1,208, ) 1l 221,028, )

LEH}(Q0)

)
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Maintenant on passe au deuxiéme terme de Fj3, on va I’étudier d’une maniére simi-
laire & celle utilisée dans le lemme précédent (Lemme 6). En prenant la norme H'!
en variable d’espace

ﬁidiv (pnA)

o1 . B
Vi div(¢nA) < Cll¢n Al (r2)
HI(R3)

S CH(bT}AHHl(Bzo,pQ)'

Comme py < py1 < p et ainsi By, ,, C By, ,, on peut appliquer les arguments utilisés
dans (3.36)-(3.37) pour obtenir

<
H'(Bag,pg)

-1 . -, Vi 7
V- div (énA) < ol Villzm @l 120
LZH1(Q0)

+ Coullilzzrzey (17 + [ Vlizszim ) < oo

Comme cela été mentionné dans la preuve du Lemme 6, di au support de ¢ (1 —n),
la maniére de traiter le dernier terme de F3 ne sera pas la méme utilisée pour F; et
on a

Hﬁ%div (v(1 —n)A)

= Hﬁ%div (¥(1 —n)A)

L2L2(Q)

x
—

+ v(@%div (¥(1 - n),af))

LELZ(Q0)

Le premier terme & droite de 'expression précédente a été déja estimé dans (3.35),
le deuxiéme terme se traite de la méme maniére. En effet,

F(xaveu-nd)en| < of o ghen)Atyld
< Ol ( 19 A Bz, Bl iz,
AN [ T T
b 19 A Bl 652, )

et on obtient :

-,

9 v (601 = ) A),2)

< Co 19 11 (Bay N 22(Boy ) + NGl (B2 1Ol 2282 )
@l 1 (Bay ) |l 2(Bay 1))

en intégrant en variable de temps on trouve :

| ¥(95avwa-nD)

<Cpy (nﬁnLgH;(mHﬁnw(m
L2L2(Q0)

b @zl ez + ||ﬁ||LgH%<m||ﬁ||Lm(m) < +oo.

— —

En sommant toutes les majorations faites sur ﬁl,ﬁ2,ﬁ3 on trouve que F — Fy €
L?HL (D). W
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3.4.3 Le cas fe LtmﬁLiO/7

Dans cette section, on va prouver la Proposition 2 et le point 1) du Théoréme 10, que
nous rappelons ici :

Proposition 5 Soit Q un sous ensemble borné de R x R?® de la forme (3.5) et on suppose
que @ € LPL2(Q) N LZHL(Q) avec div (@) = 0 et p € D'(2) sont des solutions faibles des
équations de Navier-Stokes (3.2) sur Q ou f € LioﬁLiO/?(Q) et div (f) =0.

1) Soient v € D(R) et 0 € D(R3) deux fonctions régulicres telles que /v(t)dt =
R

/ O(z)dx =1, supp(y) C] — 1,1] et supp(d) C B(0,1). On pose pour ca,e > 0 les
R3
Jonctions v, (t) = 2y(L) et 0. = £0(2) et on définit poc(t, x) = Va(t)0:(x).

07

Alors, si le cylindre Qi 4, €st contenu dans §2, les distributions U * @q. €t p* Qo
sont bien définies dans Uensemble Qi zor/a C QL pour 0 < a <1§/2 et 0 < e < ro/2.
De plus, la limite

lim lim div [(p * wa,g) X (17 * Qpa,e)} )

e—0 a—0

existe dans D' et elle ne dépend pas du choix des fonctions v et 0.

2) Soit
lim lim div [(p * ) X (T * @a,)] = (div (p1)).

e—0a—0

Alors la quantité

M = —a,[al* + vAJal® — 2|V @ @*~div (@) (3.38)
— o(div (p@)) + 27 - f, '

est bien définie comme une distribution.

Faisons ici deux remarques. La premiére porte sur I’hypothése f € Ltlo/ "L cela suffit

pour donner un sens au produit - JF dans (3.38) puisqu’on a @ € Li 0312073 Notre seconde
remarque concerne la preuve de cette proposition : on aura besoin des propriétés de de
I’équation associée étudiée dans la section précédente afin d’obtenir I'existence de ces li-
mites et le lien crucial entre les propriétés de u et v est donné dans le Lemme 10 ci-dessous.

Preuve.

1) On commence avec le premier point de la proposition et pour cela on dénote par
Uq la fonction définie par u,. = U * ¢,,. Comme c’est une fonction réguliére en
variables de temps et d’espace on peut écrire

at‘ﬁa,EP = 21'_1:05,8 : atﬁa,s
de sorte que
at|ﬁoz,€|2 = Qﬁa,e : (atﬁ* Spa,e) - Q'Ja,a : (VAQZ - (ﬁ ' ﬁ)'L_[ - 619 + f) * Poe

= Q. VAT — il - ([(ﬁ- V)] * gow) 2. (VD Par)
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En utilisant le fait que div (@) =0, on a :

Ol =vAieel® =20V & ol = 2ae - (v @R D]+ 000) 0
— 2div [(p * Pac)lag] + 20as - (F* Pac)- |

On va prendre maintenant €2y défini dans la section précédente suffisamment large
pour contenir Q4. r/2 et on considére l’equatlon associée (3.18) sur ¥ avec la
pression q et la force F. Remarquons que comme f appartient a Llo/ "L/ 7(Q) par
le Lemme 4 on a F € LioﬁLiO/?(Qo), de plus comme par la Proposition 4 on a
F — Fy € L2L2(€) on obtient F € L20/7Li0/7(§20).

Maintenant, si on note par ¥, . la fonction donnée par U, = U* @, par les mémes
arguments utilisés ci-dessus, on obtient I’équation suivante

T c|? =V AT, | — 2|V @0, |2 — 20, - ([div (T T)] * g
Ve | Ve | \ <l < ([ () ) * Pae) (3.40)

—2div [(¢ * Pae)UVne] + 20 - (F * Doy e

Notre objectif est d’é¢tudier la convergence des expressions (3.39) et (3.40) quand
les parameétres « et € tendent vers zéro et on va utiliser les propriétés de ¥ pour
déduire les limites sur @. Cependant, ces limites doivent étre traitées avec beaucoup
d’attention et nous allons d’abord faire &« — 0 et seulement aprés, nous allons
prendre la limite ¢ — 0.

Pour commencer notre étude, on remarque que ce n’est difficile de traiter la
convergence de certains termes contenus dans ces formules. Pour des raisons de
simplicité, nous adopterons la notation suivante : . = @ * 0. et on note par Q le
cylindre Qto,mo,r/4 C Qo.

Lemme 8 On a les convergences fortes suivantes
1) Up . — ii. dans L2L2(Q) et dans L2HM(Q),
2) V @ lae —+ V@i dans LIL3(Q),

3) (@ ® U) * P —> — (@ ® @) * 0. dans L2L2(Q),
4) fx Yo —2 f*0. dans Lioﬁl}io/?(Q).

Grace aux propriétés des fonctions , f et avec la définition de la fonction
©Pa,e = Vabe, la preuve de ce lemme est directe.

Remarque 8 La conclusion du Lemme § peut étre obtenue de la méme maniere
pour la nouvelle variable U : en effet, comme on a démontré dcms les Propositions 3
et 4, U et F ont un comportement similaire & celui de u et f voir aussi le Lemme
4. Néanmoins, on a une autre convergence pour v qui sera tres utile par la suite :
q * Qa.c converge fortement quand oo — 0 vers q x 0. dans L3/2L3/2(Q)

Maintenant on peut passer a la limite &« — 0 pour tous les termes de l'identité
(3.39) sauf pour le terme impliquant p. Mais la limite pour ce terme doit exister (di
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a I'égalité) puisqu’elle est égale a la somme des autres termes qui ont une limite.
Ainsi, on obtient

Oytic)? = vAid|? — 2|V ® .| — 2. - ([div (7 ® @)] * 6.)
o . L e (3.41)
_21111(1) div [(p * Pac)la.] + 21 - (f *0.),
o—

et, de la méme maniére on a pour la fonction v :
O 0.|? = vA|T.? — 20|V @ 0.]* — 2. - ([div (T ® 172] %0.) (3.4
—2div [(¢ * 0.)0:] + 20, - (F % 6,).
Notons en particulier que, puisque nous avons la convergence forte ili% q*Pae = q*0,
dans LY*L3? on peut écrire div [(q * 0-)U-] pour le couple (7, q) dans (3.42) au lieu

de liII(l) div [(p * Ya.e)Uac] pour (@, p) dans (3.41).
a—r

A ce stade, nous définissons deux quantités qui vont nous aider & passer a la limite
e—0:

pe = 2i. - ([div (@ ® @)] * 0.) — div (|i]*a) (3.43)
ne = 20 ([div(T® )] *6.) — div (|7)*), (3.44)

on va voir avec ces quantités comment lier le comportement de ¢ au comportement
de w. Mais avant ¢a, on a besoin du lemme suivant qui énonce certains résultats de
convergence forte en variable d’espace.

Lemme 9 on a les convergences fortes suivantes
1) . — @ dans L2L2(Q) et dans L2H(Q),

2) Vi, — V ® @ dans L2L2(Q),

3) f 0. — £ dans L "L (Q).

Encore une fois, la preuve de ce lemme est directe. Bien entendu, les conclusions du
Lemme 9 peuvent étre obtenues de la méme maniére pour la nouvelle variable .

Mais, comme on l’a souligné dans la Remarque 8, on a une information supplémen-

taire pour v, cette fois en variable d’espace : g % 6. converge fortement vers ¢ dans
LPL*Q).

Avec l'aide de ce lemme, en passant a la limite ¢ — 0 dans (3.41) et (3.42) on a
alors :

d|a)? =vAla)? — 20|V @ a@f? — div (|@]*a@) + 2@ - f
. o B (3.45)
- lﬂ% (ug + 233% div [(p * pa,e) X ua,s]) ;

et

07> =vA|7)? — 20|V @ 7 — div (|0*0) + 20 - F

— lim 7. — 2div (¢v). (3.46)
e—0
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Bien que nous avons obtenu a ce stade des équations similaires pour u et v la

situation est trés différente : on a aucune information sur la pression p € D'(2) mais

on a un comportement bien meilleur pour la pression ¢, puisque ¢ € Lf/ 2y 2(@)

(comme il a été prouvé dans la Proposition 4).

La fin de la preuve repose maintenant sur le lemme suivant qui relie le comporte-
ment de p. au comportement de 7, :

Lemme 10 Pour p. et n. définies dans (3.43) et (3.44) respectivement, on a la
convergence suivante dans D'(Q) :

limn. — pe = 0.
e—0
Avant d’entrer dans les détails de la preuve, expliquons les conséquences de ce lemme.

Sion a limn. — pe = 0, alors l'existence de lim 7. impliquera |’existence de lim p. et
e—0 e—0 e—0

on peut alors donner un sens a la quantité

lim lim div [(p * gomg) X (17 * 900476)} 5

e—=0a—0

car tous les termes restants de (3.45) existent puisque @ € LPL2(Q) N L2H(Q) et
fe Lio/ T/ 7(6_2) et ainsi le premier point de la Proposition 5 sera prouvé.

Mais l'existence de liII(l) 1. est donnée par les propriétés de I'équation associée : en
E—> _ _
effet, tous les termes de I'identité (3.46) existent puisque 7 € L°L2(Q) N L?H(Q),
F e Lio/ T/ 7(Q) avec q € L?/ 2y 2(@) et par conséquent la limite hH(l) 7. existe.
E—

Voir les références [42, 27].

Comme on peut voir, le Lemme 10 explique comment lier les propriétés de 1’équation
associée a celles des équations originales de Navier—Stokes. Une fois que le cadre de
ce lemme est clair, nous portons notre attention sur sa preuve qui repose sur une

idée de Duchon & Robert [11] :

Proposition 6 Soit Q un sous ensemble borné de R x R3 de la forme (3.5) et

soit @ € LPLA(Q) N L?HL(Q), avec div (@) = 0. Soit & € D(R3) une fonction

réguliere telle que / O(z)dr = 1 et supp(d) C B(0,1). On pose pour € > 0 la
R3

fonction 6, = e%@(f) Alors, si le cylindre Qy, 4,.» €st contenu dans S, on définit les

distributions suivantes sur Q zor/a C 2 pour 0 < e <rg/2 :

pe = 2(@x0.) - ([div (@ ® )] = 6.) — div (|70

R. = > | 9ibe(y) (ur(z — y) — up(2)) |@(x — y) — @(x)|* dy

Se =), . Oub:(y) (un(z — y) — wn(2)) ((x — y) — t(x)) - (d(x) — (x)) dy.

Alors, on a la limite suivante

lim p. + R. — 25. = 0.
e—0
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La preuve de cette proposition est donnée dans I’annexe page 101.

Une fois que nous avons ce résultat a portée de main, nous allons 1'utiliser de la
maniére suivante : on introduit la notation

m[H|(t,z) = H(t,x — z) — H(t, z),

ott H:R x R3 —3 R3 est une fonction et z € R3 est un vecteur. Ensuite on définit
T.(U,V,W) = - Z/ 0, 0 () 7y U] (¢, ) (7,[V](t, @) - 7, [W](t, @) ) dy

+2§:/°a%9 7@Uﬂ@1ﬂGﬂVKuxy(@*LV@Jﬁ—LV@x»>d%

et on remarque que l'on a R, — 2S5, = —Te(ﬁ, U, (7), observons en outre que
I'opérateur T, est un opérateur trilinéaire.

Ainsi, & partir de la Proposition 6, on voit que les solutions @ et v des équations de
Navier—Stokes sur 2y qui ont été discutées précédemment satisfont

hII(l) Mg - T’g + T€(177 177 /27) - T&-('L_[, 1’_[7 ﬂ”) = 07
E—

avec [i. et 1. définies par (3.43) et (3.44). Alors prouver le Lemme 10 revient a
prouver que
lim 7.(v, ¥, v) — T.(4, @, @) = 0.

e—0

Pour c¢a on écrit

T.(0,7,7) — T.(i, i

&
Il
o3
—~
=1
|
sl
!
S
+
o3
s
=1
|
s
S
_|_
o3
=
\'ﬁl
St
|
&
w
=
-

en effet, on a vu au début du chapitre que v = @ + @ donc

T(6,7,0) — T(4,@,4) = T(@+@,7,7) — T(d, i, Q)

et ensuite on conclu avec le lemme suivant :

Lemme 11 Si U, V et W appartiennent o L3L2(Q) et si au moins un d’eux ap-
partient a L°Lip,(€y), alors on a

lim 7.(U,V,W) =0,

e—0

dans L%Lalc(Qto,l‘o,TM) :
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Preuve. Rappelons que 6. = 560(2) et supp(f.) C B(0,¢) on peut écrire

‘ (0. VW)t )

{Uk (t,x) — Up(t,x — y)} X

-

[m v~ Vilta - y>] [W(t, ) = Wita )] ' dy

+ {Uk (t,z) — ﬁk(t,x—y)] [‘_/;C(t,x)—‘?k(t,x—y)]‘dy
X /R ea(z)(vf/(t,x) —W(t,x—2))|dz,
< o [ (0a) - Ot -yl P(ta) - Vita —y)

{lyl<e}

T (t,2) — W (t 2 — )| dy
T —/ G(t,2) — O(t,x — )| V(b 2) — V(t,z — )| dy
ly\<€}

/ W(t,2) — Witz — 2)|d,
{Iz|<e}

en appliquant I'inégalité de Holder on a

T.(0,7. W)(t,x>1 <G ([ e -Tea-yra)

€ ly|<e}

, 3 » . g
< - V(t, x—y)\gdy) X (/ W(t,x) = W(t,x —y)[’ dy)
{\y|<g} {lyl<e}

¢ . Y :
; —( [ 10t~ — ) dy) ( / |1Bx0,pody|)
e\ Si<ey {lyl<e}

X (/ (W (t,z) — W(t,z — z)\?’dz)
{lzl<e}

X
VR
,—\
=
AN
o0
S

<u

=~

=
|

~

)

|
s
N
<
~_
w

et on obtient :

TJ[?,V,W)(@@‘ < %(/{ \ﬁ(t,w)—ﬁ(t,x—y)\?’dy)
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Maintenant, si Ue L3L3(€y), alors par un changement de variable on peut écrire

// / Ut,z) — Utz — )| dy dt da

Qig,z0,m/4 {\y|<€}

/ // \U(t,x) — U(t,x — e2)* dt dz dz.
{lzl<1} /J@Q

tg,xg,r/4
et on peut vérifier facilement que le terme a droite converge vers 0 quand € — 0. De
plus si on a U € L{®°Lip,(Qp), alors on obtient

1 L
[ [ 0 -0t pPdydian < OIF © Ol Quaerih
€ Qto,zo,'r/4 {‘y|<‘€}

Avec ces inégalités, si U € L°Lip,(Q) et si V e L3LE(Qg), W € L3L3(Qy), en
intégrant (3.48) sur Qy; 4,4 00 obtient

J[ @) dis < €19 © 0l Quaeal
Q

tg,zg,r/4

(L
(LS

lim / / T.(T, VW)t )| dedr = 0
e—0 Q

t0,TQ, r/4

3
(t,x) = V(t,x —e2)|* dt da dz)
to,xq,r/4

3

(t,x) — W(t,x —ez)* dt dz: dz) :

et on a alors

et le Lemme 11 est prouvé. ]

Finissons la preuve du Lemme 10. Comme sur g, on a 4,7 € L L2(Qo) N LZH ()
on obtient facilement que @, v € L3L3(€)y), de plus on a par la Proposition 3 que
U —u € L°Lip, () et on peut appliquer le Lemme 11 & chacun des termes de
(3.47), ainsi en utilisant la Proposition 6 on obtient

lim Ne — He = 07
e—0

et le Lemme 10 est prouvé. ]

Comme nous avons évoqué précédemment, nous savons déja que lin(l) Ne, ainsi liH(l] Lhe
E— E—

existent. Puisqu’on sait que
li_r% (us + 2(1111{(1) div [(p * @ac) X Ea75]> ,

existe, on trouve que imlim div [(p * pac) X Uac] existe. De plus comme limn. =
e—=0a—0 e—0

lir% pe et en utilisant les identités (3.45) et (3.46) on a

E—

2limlim div [(p * Qo) X Gae] = —0|d)? + vAld|? — 20|V @ @

e—0a—0
—div (|@*@) + 2@ - f — lirn,u(E
= 2div (q0) +8t(|17|2 — ]a‘| )+ VA(W\ ]17|2)
+(Vei)? - |Vei])+2i- f—7-F)
+div (727 — | *@).
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Il est clair que cette limite ne dépend pas du choix des fonctions v et #. Ainsi on a
obtenu que la limite

lim lim div [(p * @a,g) X (17 * <,0a75)} )

e—0a—0

existe dans D’ qui est la conclusion du premier point de la Proposition 5.

2) Le second point de la Proposition 5 est facile a prouver. En effet, comme on a

2limlim div [(p * pac) X Gae] = —0i|i]? + vAld)* — 20|V @ i]?

e—=0a—0

—div (|@*a) + 2@ - f — limye,
e—

on obtient que la distribution M introduite dans (3.38) est en fait donnée par I'iden-
tité suivante

M = lim p..
e—0
La Proposition 5 est prouvée. ]

Remarque 9 Comme fE L;ONL;;ON, si on suppose en plus © € L{L1(Q), alors il n'est
pas difficile de voir que v € L{L1(Qy), et si on considere I’équation associée (5.18) sur
U on obtient des équations de Navier—Stokes avec une pression q € Lf/zLim(Qo) et une
force F € LiﬂﬂLiOﬁ(Qg), ainsi en suivant [27] on obtient lli% n. = 0, mais par le Lemme

10 on a limn. = lim p. et ainst on obtient M = 0.
e—0 e—0

3.4.4 Lecas f e L2L?

Dans cette section, on va prouver le point 2) du le Théoréme 10, qu’on rappelle main-
tenant :

Proposition 7 Soit Q un sous ensemble borné de R x R® de la forme (3.5) et on assume
que i € LPL2(Q)NLZHN(Q) avee div (@) = 0 et p € D'(Q) sont des solutions des équations
de Navier—Stokes sur () :

— —

Oyt = vAT — (- V)T — Vp+ f,

—

ou div (f) = 0. On suppose :
o fle LR,
o U est dissipative : la distribution M définie par

M = —8y|i]* + vAla*—2v|V ® @)* — div (|i]*a)

— 2(div (p0)) + 24 - f

est une mesure de Borel localement finie positive sur §2.
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1l existe des constantes positives € > 0 et 71 > 5 qui dépendent seulement de v telles que,
si (to,xo) € 2 et

1 —
limsup—// IV @i(s,y)|* dsdy < €,
r—0 T Jto—r2,to+r2[X Bag

alors il existe un voisinage Q = Qu zyr de (to, o) tel que 1o € MJ™.

Preuve. On va encore prendre )y comme dans la section précédente, suffisamment large
?

pour contenir (tg, zo) et on considére I’équation associée (3.18) sur o avec la pression ¢ et

la force F'.

Notons d’abord que, puisque nous avons maintenant Uhypothése f € L2L2, on obtient
par le Lemme 4 que F donnée (3.20) appartient a l'espace LZL2(Qq) et, puisqu'on a
par la Proposition 4, F' — Fy € L?L2(€)), on obtient que la force globale F appartient a
L{L3(S).-

Ensuite comme dans la section précédente, on va exploiter les propriétés de v pour
déduire les résultats souhaités sur «. En effet on a :

—qe LI (),

1, F € L212 ¢ MY™,

U est adaptée,

il existe une constante positive ¢* > 0 qui dépend seulement de v telle que, si
(to,l‘o) S QO on a

]_ —
limsup—// IV ®d(s,y)*dsdy < €. (3.49)
r ]to—?”Q,t0+T2[><BzU,r

r—0

Les deux premiers points sont simples, pour le caractére adapté de @, rappelons que la
distribution M associée a 4 a été calculée dans les sections précédentes comme M = hII(l),us
E—r

et par 'hypothése de dissipativité on a M > 0. Comme on a vu que lir%uE = lir%na, on
e— e—
trouve que lin%n6 est une mesure Borel localement finie positive sur 0y et ainsi U est
e—

adaptée.

Le dernier point, i.e. la condition (3.49), peut étre déduit des hypothéses sur @ énoncées
ci-dessus : on utilise le fait que @ = ¢ — @ appartient a L{°Lip,(€) puis de I'inégalité

)H]‘Qto,zo,'rv ® UHL%L% - ||1Qt0,zo,rv ® ,L_[HL?L% SH]‘QtO,zO,Tv ® u_j”L%L%
<Cr’?|Ve W| L5215 (Qug mg.r)

on trouve alors

1 —
limsup—// IV @ i(s,y))* ds dy =
r—0 T Jto—r2,to+r2[X Bag,r

1 —
limsup—// IV ® 9(s,y)|* ds dy,
r—0 r }to—T‘2,t0+T2[XBxO7T
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ainsi, si la premiére limite (sur @) est inférieur a €*, la deuxiéme limite (sur ¥) est aussi
inférieur a €*.

Comme nous pouvons le voir, nous avons rassemblé suffisamment d’informations
sur la solution ¥ de ’équation associée afin d’appliquer le point 2) du Théoréme 9 : 11
existe 71 > 5 et un voisinage de Q = Q07 C o de (tg,x0) tels que 1o ¥ € Mg’ﬁ et
logq e MY*/2

On a obtenu des propriétés intéressantes pour la solution ¢’ de I’équation associée, mais
maintenant on doit revenir & @ : on a que 1o @ = 1o ¥ — 1gw et par le Théoréeme 9 on a
que 17 € ./\/lg’T1 dans un petit voisinage Q = Q4,7 de (to, zo). Il nous reste le terme
low. Comme W € LPLX(Qy) C LPL () = M3V™ on a lgw € M3"™ et puisque
71 > 3, par la Remarque 3 on obtient 1o W € Mg’ﬁ. Ainsi 1o u € M%’Tl et la Proposition
7 est démontrée. ]

3.4.5 Le cas f e L2H!

Dans cette section, on va prouver le point 3) dans le Théoréme 10 & laide de la
proposition suivante.

Proposition 8 Soit €2 un sous ensemble borné de R x R3 de la forme (3.5) et on suppose
que @ € LPLA(Q)NLZHL(Q) avec div (@) = 0 et p € D'(Q) est une solution des équations
de Navier—Stokes sur €2 :

0@ = vAT — (T- V)i — Vp + [,

ot div ( 3 = 0. On suppose qu’il existe un voisinage Q = Qo+ de (to, o) € Q tel que
o loi € MJ™ pour certain 1 > 5,

o lofe L2H].

Alors il existe v' < T tel que U est bornée sur Q.- En particulier, le point (to,zo) est
réqulier.

Preuve. Les hypothéses de cette proposition sont les méme que dans le Théoréme de
O’Leary, ainsi il suffit d’appliquer le Théoréme de O’Leary (Théoréme 8) pour finir la
preuve du Théoréme 10. [ |

Avec cette derniére proposition, on a fini la preuve du Théoréme 10 & partir duquel
on déduit le Théoréme 7.

Remarque 10 Comme on n’a aucune information sur la pression p, on ne peut pas
appliquer le dernier point du Théoreme 9 et on a besoin d’invoquer le résultat de O’Leary.

Cette derniére remarque nous dit qu’on a en fait un meilleur résultat pour I’équation
associée :
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Proposition 9 Soit 2 un sous ensemble borné de R x R3 de la forme (3.5) et on suppose
que @ € LPLA(Q) N L2ZHL(Q) avec div(d) = 0 et p € D'(Q) est une solution faible des
équations de Navier-Stokes sur ) :

Oyt = VAT — (@- V)@ — Vp+ [,
ot div (f) = 0. On suppose qu’il existe un voisinage Q = Qu.zor de (to,zo) € Q tel que
loi € MJ™ pour certain 7 > 5 et 1o f € L2H].

On suppose aussi que pour [’équation associée sur v, q et F ona log € Mg/Q’Tl/Q. Alors
il existe 1’ < 7 tel que U est Hélderienne (avec l'exposant parabolique de régularité Hélde-
rienne 1> 0) sur Quy .z -

Preuve. D’abord, on applique la Proposition 8 et trouvons un cylindre Qy, 4, sur lequel
U est bornée et ainsi par le théoréme de régularité de Serrin, sur un cylindre plus petit
Qtoz0, ON @ que U € LPHL N LZH2.

Ensuite, comme 1o fe L?H; par le Lemme 4 on obtient que Fy e LIH Qi x0.r5), ainsi
avec ces informations pour u et f, on considére 1’équation associée et en appliquant les
mémes calculs que pour la Proposition 4 (voir aussi le Lemme 7), on voit alors que,
sur un petit cylindre encore Qu or, 00 a F — Fy € L2H!. Cela donne pour la force
globale F € LIH}(Qyy.z0.r5) & partir de laquelle on déduit que 1Qt0@0}r3ﬁ € M;Oﬁ’m/g.
Comme 10/3 > 5/2, on peut maintenant appliquer le point 3) du Théoréme de Kukavica,
(Théoréme 9) et conclure. |

En conclusion, nous pouvons voir que 1’obstruction a la régularité de temps se situe a
I'intérieur de la correction harmonique @, ce qui rappelle évidemment le contre-exemple
de Serrin.



Chapitre 4

La stabilité des solutions faibles
dissipatives

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent on a introduit le concept de solutions dissipatives qui est
plus général que celui de solutions adaptées utilisé par Caffarelli, Kohn et Nirenberg dans
[2]. Dans ce chapitre on va étudier la stabilité de telles solutions dissipatives dans le sens

suivant : on part d’une famille de solutions faibles dissipatives (i, p,) avec une famille de
10 10

force f,, telle que i, est bornée dans LEL2NLIH,, f est bornée dans L,” L, et p, € D/
une pression générale, et nous enquétons le comportement de dissipativité de la solution

@ lorsque n — +00, on va prouver que (grace a une sous-suite) la limite @, — U est
n—+o0o

une solution des équations de Navier-Stokes et elle reste une solution dissipative.

On considére les équations de Navier-Stokes dans [0, +oo[xR3

—

Ot = vAT— (- V)@ — Vp+ f, div(@) =0, div(f) = 0. (4.1)

On commence par rappeler que, dans le cadre de la théorie de Caffarelli, Kohn et
Nirenberg, la notion de solutions adaptées nécessite un certain controle sur la pression.
En effet on a

Définition 7 (Solutions adaptées) Soit @ une solution faible des équations de Navier-
Stokes (4.1) sur @ C [0, +oo[xR? avec p € Lf/zLi/Z(Q) et f € L20/7Li0/7(Q) alors i est
adaptée si la quantité

1= =8> + vA|@]? — 20|V @ @f? — div (|@*@) — 2div (pid) + 2f - @,
est une mesure de Borel localement finie positive sur Q).

Ainsi si on prend une famille de telles solutions adaptées (i, p,) associée a la force
( ﬁ)neN avec des informations sur les pressions et avec l'aide du lemme de Rellich-Lions
(voir Théoréme 12.1 dans [27]) quand on fait tendre n vers l'infini, on obtient la stabilité
du critére adapté de la solution @ dans le sens suivant : & la limite (u, p) est une solutions
des équations de Navier-Stokes associée a la force f et elle reste une solution adaptée.

Toutefois, si on travaille avec un cadre plus général, celui des solutions faibles dissipa-
tives (voir Definition 8 ci-dessous) sur un petit sous ensemble @) C [0, +00[xR? ot on a un
controle sur les vitesses (i, )nen € L°L2(Q)NL2H(Q) pour tout n € N, mais on suppose

89
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seulement que (p,)nen € D'(Q), on ne pourra pas appliquer le lemme de Rellich-Lions
pour étudier la stabilité de 'hypothése de dissipativité comme on a aucun controle sur
la pression et par conséquent aucun controle sur O;ii,. Ainsi, dans le but d’étudier le
comportement de la propriété de dissipativité on doit considérer un point de vue différent.

Rappelons maintenant la notion de solutions dissipatives introduite dans le Chapitre
3 qui est la base du résultat qu'on va énoncer par la suite. Si Q C [0, +o0o[xR3 f €
Ltlo/ LY (Q), p € D'(Q) et si (i, p) est une solution faible des équations de Navier Stokes
(4.1), alors on dénotera par (div (p@)) la limite suivante
(div (pu)) = ll_{% iig(l) div [(p * @a,s) X (ﬁ * gpaﬁ)] ,
oll p,. est une famille de mollificateurs (voir Proposition 5 Chapitre 3 pour plus de

détails). Une fois qu’'on a donné un sens a cette quantité (div (pi)), on peut énoncer la
définition suivante

Définition 8 (Solutions Dissipatives) On considére Q =|a,b[x By, , un sous domaine
de [0, +00[xR3 o1 0 < a < b < +00, 79 € R® et r > 0. On suppose que fE LioﬁLiO/?(Q)
avec div (f) = 0 et on assume que p € D'(Q). Si (i, p) est une solution des équations de
Navier-Stokes (4.1), on dira qu’une solution i est dissipative si la distribution M donnée

par l’expression
M = —8,|@]* + vAlidl? — 20|V @ @|* — div (|@*@) — 2(div (p)) + 2f - 1, (4.2)
est une mesure de Borel localement finie positive sur Q).

Remarquons que dans la définition précédente on n’a pas besoin d’une condition
particuliére sur la pression puisqu’on a p € D'(Q)). On remarque aussi que I’ensemble des
solutions dissipatives est strictement plus large que celui des solutions adaptées.

L’objectif de ce chapitre est alors étudier le comportement de I'’hypothése de dissipa-
tivité de la vitesse 4@ quand n — +o00, plus précisément on a :

Théoréme 11 (Stabilité des Solutions Dissipatives ) Soit Q) un domaine borné de
la forme Q =]a,b[XBy,, 0t 0 < a < b < 400, 9 € R? et r > 0. Soit (@y)nen, (Pn)nen
une suite des solutions faibles des équations de Navier-Stokes (4.1). Pour tout n € N on
suppose que :

1) sulg HﬁnHLgOLg(Q) < 400 su% HﬁnHLfH;(Q) < 400 et div (i,) =0,
n> n>

2) sup | full 0 10 < 4oc et div(f,) =0,

n>0 L7 Ly (Q)

3) pn € D(Q),

4) (Un)nen est une suite de solution dissipative (dans le sens de la Définition 8).

Alors, il existe p € D'(Q) tel que 8, = vAG+ (T - V)i + Vp + f, de plus la limite @ est
dissipative.

Expliquons la stratégie globale de la preuve. Comme on I’a mentionné précédemment, on
ne peut pas appliquer le lemme de Rellich-Lions pour passer a la limite puisqu’on n’a
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aucun controle sur la pression p,, ainsi notre premiére tache est de donner un sens a la
limite (,, f,) — (@, f) et a ’équation correspondante ((voir Section 4.2.1)). On verra
n—-+0o0o

alors dans un premier temps que, dii au terme non linéaire, ’équation de Navier-Stokes
satisfaite par , f nous ne permet pas de démontrer que la quantité M présentée dans
(4.2) est une mesure de Borel localement finie positive. Mais en utilisant le fait qu'on a
la convergence du terme &, A, (ot on rappelle que &, = VA ;) on arrive & donner un
sens a la quantité M en revanche on n’obtient pas la positivité de cette derniére.

Pour la positivité de la quantité M on va introduire la nouvelle variable v,
1= .
U, =——=V AWV AU,),
A
qui est une solution des équations de Navier-Stokes (dite [’équation associée)
DT = VAT, — (T, - V)T — Vg + Fo,

qui fournit un cadre meilleur tel qu’il a été prouvé dans le chapitre précédent. En particu-
lier, dans ce cadre on peut déduire certain controle sur la nouvelle pression g, (qui n’est
pas reliée a la pression original p,) ainsi que sur la force F, et on peut prouver que la
variable 4, est en fait une solutions adaptée (voir Section 4.2.2). Avec cette information
supplémentaire , on peut passer a la limite n — o0 et alors obtenir une solution o
qui reste une solution adaptée (voir Section 4.2.3). Ensuite dans la section 4.2.4, on va
considérer I’équation associée a la variable originale @ avec sa variable associée . On verra
alors que cette variable ¥ peut étre obtenue par deux maniéres différentes : directement de
@ (avec aucune information) ou bien par un processus de limite & partir de v, (avec plus
de propriétés) et on connectera toutes ces propriétés sur ¥ pour obtenir un meilleur cadre
pour la variable @. En effet, nous allons d’abord prouver que la mesure M est bien posée
et seulement alors nous étudierons sa positivité afin d’obtenir finalement que la solution
u est dissipative.

4.2 Preuve

4.2.1 La limite de u,

Par hypotheése la suite (i, py, ﬁl)neN satisfait les équations de Navier-Stokes
sty = VAT, — (il - V)ily — Vo + [ (4.3)

On veut étudier la limite quand n — 400 et pour cela on va commencer par certains
faits généraux. En effet, comme on a , bornée dans L°L2(Q) N L?H!(Q) pour tout
n € N, il est possible d’extraire une sous-suite (i, )rey qui converge faiblement-* vers
une fonction @ € L*L2(Q) N L2H(Q) et par une maniére similaire, pour la force (f,,)nen,

10 10

comme f?; est bornée dans L,” L7 (Q) pour tout n € N, on peut extraire une sous-suite

o o 0 10

e Jeen qui converge faiblement-* vers une fonction f € L, L . Pour la pression
(fnJren a g : p
(Pn)nen € D'(Q), on verra quelle converge lorsque n — +00 vers une quantité qui sera
définie par la suite.

Mais on a bien str besoin d’étudier plus attentivement le terme non linéaire (i, - V)i,
et pour cela on décompose i, comme la somme de w, et u :

@y = W, + 1, (4.4)
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et de cette décomposition, en extrayant des sous-suites, on a que ,, converge faiblement
vers U et w,, converge faiblement vers zéro.

Ainsi on a les équations de Navier-Stokes suivante
sy, = VAT — (g - V)i, — VD + g
et si on remplace ,, par w,, + @ dans le terme non linéaire on obtient
(T + V)y, = ([, + @) - V) [y, + W] = (T, - V), + (T - V)T + (T V), + (@ V)
et on peut écrire
Oy, = VAU, — ((wnk N )Ty A (W, - V)T A (@ - V)T, + (1 - ﬁ)ﬁ) — VD, + fre

Par conséquent, si nous faisons tendre n — 400, en utilisant les faits généraux préceé-
dents, on trouve

00t = vAAT — (@ V)i~ lim ((mnk NV, 4 (@ - V)i (T V)T, + ﬁpnk) Y F
n o0
Maintenant, on remarque que les termes (,, - 6)[[ et (u- 6)111'% convergent vers zéro
puisque w,, converge faiblement vers zéro et @ est bornée dans L L2(Q) N L2H'(Q) ainsi
il nous reste donc a étudier ’expression suivante :

8,7 = vAT — (- V)i — lim <(wnk N )y, + ﬁpnk) +f. (4.5)

n—-+00

A ce stade, on a besoin de donner un traitement plus détaillé pour le terme (W, 6)%
et pour cela on introduit les lemmes suivants :

—

Lemme 12 Le terme (@,, - V)@, appartient o Uespace L'(|a,b[, L2(Byy,)) N
L*(Ja, b[, L' (Ba,,r))-

. — . — — — — 2
Preuve. Par construction on 1i,, = w,, + @ avec U, ,u« € L>(]a,b[, L*(By,r)) N
L*(Ja, b, H*(Byyr))s dgnc Wy, appartient aussi au méme espace. On entame la preuve par
écrire le terme (W, - V)w,, comme suit :

3
ij=1
et on commence par montrer que (i, - 6)111}% appartient a L' (]a, b], L%(Bwo,r)) : en effet
on a

< O, (t, )V @ Wy, (t, -)||Lg(BW)v

3
§ wnki aiwnkj

i,j=1

3
L2(on,r)

en appliquant 'inégalité de Holder on trouve

3
E wnki az wnk].

,j=1

< Ol (& )28 (Bag ) IV @ Wy (8 ) | 282, -

3
L3 (Bug.r)
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Ensuite en prenant la norme L' en variable de temps et en appliquant I'inégalité de Holder
on obtient :

-

(e - V)Tl gy 23 8, 0y S ClOnellz20a028 e NIV © Wnyll22g00022(82.00) < +00,

et on a (W, - ﬁ)ifnk € L'(Ja,b], L%(wa)).

On va prouver maintenant que (@, - V)i, € L2(Ja,b], L*(By,.,)) et on commence par
prendre la norme L' en variable d’espace :

3
E wnki 82 wnk].
2%

< Oy (t, )V & W, (¢, ) 1252y )

LY (Bug,r)

appliquant 'inégalité de Holder on obtient

S CHu_jnkHLQ(Bzo,r)“v ®U7kn"L2(Blo,T)

0wy,
i J
LY(Bag,r)

Ensuite en prenant la norme L? en variable de temps et en appliquant I'inégalité de Holder
on obtient :

| (W, - V)W [ 208,21 (Bag)) < CllWng | Lo abL2(Bag o) IV @ Wiy [l 120l 22 (B ) < +00,
on a finalement (i, - V)@, € L2(Ja,b[, L'(By,,)) et le lemme est prouvé. |

Une fois qu’on a ce résultat on peut obtenir le lemme suivant.

Lemme 13 La sous suite (w,, - ﬁ)wnk converge  faiblement dans l’espace
L7 (Ja,b[, LT3 (By,,)). On notera cette limite par G € L7 (Ja, b, LT3 (Byy ).

Preuve. 11 suffit de démontrer que le terme (w,, - 6)15% appartient a
Lg(]a,b[,L%(wa)). Par le Lemme 12 on a que (@, - V), appartient a
Ll(]a,b[,L%(B$O7T)) N L*(Ja, b, L*(By,+)), en appliquant une estimation d’interpolation
en variable d’espace on trouve

— — —

3
o )38,y < N DTSy N0y Dl

maintenant, en intégrant en variable de temps on obtient
¥ : S|
[ 1 Dl s <0 [ 1Dl 1 Dl

et en appliquant l'inégalité de Holder on trouve

S - 3
DL PR RS [ C|’<w”k'v)w”’“||5 L1 (0,018 (Bay, r>>”(w"’“'V)w”’“HEQGG’“’LI(BW”

< +o00.

Ainsi le lemme est prouvé. |
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—

Une fois que nous avons établi avec ces deux lemmes que le terme (W, - V), converge
vers la limite G dans L7 (Ja,b[, L13 (B, ,)), revenant a Didentité (4.5) on a

Ol = vANii — (il - V)i — G + lim Vp,, + f.
n—oo

La limite de ﬁpnk existe grace a I’égalité. Maintenant, si on prolonge par zéro la quantité
G afin d’obtenir une fonction définie sur tout le 'espace [0, +0o[xR3, on a alors G e
Lg([}‘, +ool, L%(R3)) et on peut appliquer la décomposition de Helmholtz sur G pour
obtenir

G=—§+Vh,

on § e L7 ([0, 400[, L1 (R3)), div () = 0 et Vh € L7 ([0, 400, L13 (R3)).

Ainsi
(ty, - V), — (- V)i + g— Vh.
En utilisant cette décomposition on obtient

Oyt = vAT — (it V)T — lim Vp, +Vh+ (f+ ). (4.6)

On remarque que, tant que nous travaillons avec les hypothéses générales énoncée
dans le Théoréme 11, nous serons toujours obligés a traiter les termes supplémentaires h
et ¢ qui apparaissent de la non linéarité et ces termes modifient la pression et la force
dans les équations de Navier-Stokes : en effet, comparons (4.1) a (4.6) on observe que
dans la limite la nouvelle pression est donnée par nEleklooﬁ(pnk + h) et la nouvelle force

est donnée par f + 4.

Maintenant, comme on veut prouver que u reste dissipative aprés le passage a la
limite, la premiére étape est de vérifier que la quantité M (définie dans (4.2)) associée &
la solution @ de I’équation (4.6) est bien posée :

M = —8y|@? + vA|@ — 20|V @ @* — div (|@)*@) — 2(div (( lim_p, +h)i)) +2(f+q) 1.

(4.7
On note maintenant que le principal probléme est concentré dans la quantité ( f +9) -,
en effet, comme @ € L°L2 N L?H! nous avons seulement par interpolation que
u e LiO/BL;O/g et puisque on a obtenu g € L170([O, +oo[, LT3 (R3)) cette information sur §
n’est pas suffisante pour donner un sens au produit g - # et par conséquent la quantité
(div ((nl_lg}rloo Dn,, +h)W)) non plus n’a pas de sens et ceci nous empéche de démontrer dans

~—

un premier lieu que la quantité M est bien posée. Ainsi pour contourner ce probléme on
va utiliser le fait que &, A @, converge vers & A @ (Voir annexe page 102) pour pouvoir
mettre le terme ¢ sous la forme d’un gradient et le sommer avec V(p,, + h). En effet, on

o (i V)i, — (@-V)i+g—Vh

o &y Ny = (ily - V)il —

Par le premier point on écrit
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- . — - 1—’ — 12 — — 1—* 19

Jg = n1_1>1}r100 {wn/\un—l—ZV(l n )—W/\U—QV(W )+Vh}
— lim |[S9(d@[) — 29 (@) + VA
o n—+oo 2 " 2

Vu que &, A t,, — & A .

Donc on obtient

/1 1
G= lim V<§|ﬁn|g—§|ﬁ|2+h).

Ainsi on obtient ’équation de Navier-Stokes suivante

- —

Oyt = vAG — (- V)i — Vp+ f,
N . = 1 - |2 1 -2 s .
ou Vp = hrf \Y4 pn+§|un| —§|u| + h ) et la quantité associée M
n—-+0oo

M = —9)|il? + vAli]> — 20|V ® @) — div (|@*@) — 2(div (pi0)) + 2f - @,
est bien posée.

Etudions maintenant, la positivité de la quantité M. Pour cela on va utiliser la nouvelle
variable associée v introduite dans le Chapitre 3 (pour éliminer la pression).

4.2.2 La nouvelle variable v,

En suivant la stratégie générale exposée a la fin du Théoréme 11, pour chaque ,, on

va considérer une variable associée v,, définie par I’expression
— 1 = = —

Uy = —ZV A (YV A ty), (4.8)
Y(t,z) = ¢(t)P(x) avec ¢ est égale a 1 sur un voisinage de Iy et a support compacte sur
I, tandis que ® est égale a 1 sur un voisinage de B,, , et a support compacte sur B,
avec p < r. Pour des raisons de simplicité, nous allons dénoter par )y C @) le domaine
donné par

QO - IO X Bl?o,p7 (49>

on remarquera alors que ¥ = 1 sur .
En particulier, dans le cadre du Théoréme 11, pour tout n € N on remarquera que la
variable v, satisfait les points suivants :

Lemme 14 Sous les hypothéses du Théoréme 11, la nouvelle variable v,, donnée par l’ex-
pression (4.8) satisfait v,, € L°L2(Qo) N LIHX(Qy) et div (v,) = 0.
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Pour la preuve voir Proposition 3. De plus, en suivant les mémes ligne du Chapitre 3, la
nouvelle variable 7, satisfait sur le sous domaine @)y C @) les équations

0T, = VAT, — (T, - V)T, — Vi + Fo. (4.10)

La construction de ces équations peut étre déduite en appliquant d’abord l'opérateur
rotationnel aux équations (4.3), notons en particulier que comme V A Vp,, = 0, toutes les
quantités dans (4.10) ne dépendent pas de la pression p,,.

Il est important de noter ici que la nouvelle force E, peut étre décomposée comme

E, = Fon+ Fip, (4.11)
ou FO,n concentre l'information de la force originale ﬁ et elle est donnée par l'ex-
pression Fp, = —%6 A (¥V A fp) et on peut démontrer en fait Fyn € L;TOL?(QO)

(voir Lemme 4). Le terme qui reste F’Ln = ﬁln(ﬁn) dépend seulement de #, et on a
F,=F,+F,¢cL’ LS (Qo)-

Concernant les propriétés de la pression ¢, il est prouvé dans la Proposition 4 que
3 3
Gn = qn (1) satisfait g, € L{ Lz (Qo).

Maintenant, puisque on avait supposé que chaque 1, est une solution dissipative, en
utilisant le Lemme 10, on peut prouver en fait que v, est une solution adaptée pour les
équations (4.10), dans le sens de la définition 7.

4.2.3 La limite de v,

Comme on peut le voir, on obtient plusieurs propriétés pour la variable ¥, que nous
trouvons convenables de les rassembler ici :

o ¥, € LL2(Qo) N L2HY(Qo) et div (i) = 0,

e pour tout n € N la variable v, satisfait lequatlon assomee (4.10), 01‘1 la nouvelle
pression ¢, et la nouvelle force F, satisfont g, € L2L2 (Qo) et F, e L, 7 L (Qo),

e la solution v, est une solution adaptée.

Il est important de noter que, contrairement au cadre de de la solution (i, ),eny donné
dans le Théoréme 11 et étudié dans la section 4.2.1, on a un controle sur la pression ¢,
et on peut appliquer le lemme de Rellich-Lions (voir Théoréme 12.1 in [27]) pour obtenir
une information plus forte afin de passer ala hmlte En effet, puisque (¢, )nen et (F Jnen

sont des suites bornées dans LfL (Qo) et L 7 L (Qo) respectlvement on peut extraire

des sous suites qui convergent vers g € L L (Qo) et Fe L L (QO) et on pourra écrire

O = vAT — (7- V)T — Vq+ F, (4.12)
ou, comme dans (4.11) ci-dessus on a
F=F+F,
. 1 = o . 10 10 5 (413)
ol F() =——VA (QZJV A\ ) S Lt7 ng (Qo) et Fl € L?Li(@o)
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De plus, si on étudie la quantité

n= =8|t + vA|7]? — 20|V @ 7 — div (|7]?7) — 2div (¢7) + 2F - 7, (4.14)

10 10
on remarque que le terme F' -7 est bien posé puisque on a maintenant Fe L7 L7 (Qo)

7 e LI*?LY*(Qo) (par interpolation en utilisant le fait que 7 € L¥L2N LIH;). En
outre, en utilisant toutes les informations recueillies jusqu’a présent et puisque la variable
U, est une solution adaptée des équations (4.10) on peut obtenir a la limite que ¢ reste
une solution adaptée et la quantité n est une mesure de Borel localement finie positive

sur Q).

En effet, par le lemme de Rellich on a que la sous-suite (i, )nen converge vers @ dans
(L?L2)o., on a aussi que (., )nen converge faiblement vers @ dans L? H1(Q) et converge *-
faiblement dans L°L2(Q) ainsi, on a les convergence suivantes dans D' (R x R?) : 9;|),[? —
O T2, AT, |2 — v AT, div (|8,[28,) — div (|7]20), div (¢7,) — div (¢7), Fy - T, — F - 7.
Posons
T = —3,|0)> 4+ vA|7)? — div (|8]*0) — 2div (¢7) 4 2F - 7,

la question qui se pose : est ce que la distribution 7" est égale a n+ 2V|6 ® 7% avec n > 0.
Ceci revient a démontrer que la distribution 7' est positive. Soit ¢ € D'(R x R3) une
fonction positive, on a

(T,¢) = (n+ 20|V @7, ¢) = (n, ) + 20(|V @72, ¢),

ou (n,¢) > 0. Montrons que <T ¢) > w(|V® 17]2 ¢). On a (T, ¢) converge faiblement
vers (T, ¢), on a aussi (1, + 20|V @ T, |2, ¢) > 20(|V @7,|2, ¢). Comme /¢V &7, converge
faiblement versy/¢V ® 7 dans L?L2 on obtient

(T, p) Zlimiglf2y//|§®ﬁn|2¢dtdx2 21///|6®17|2¢dtdm.
E—r

Ainsi on a bien que T = 2v|V ® 7] + 1.

Maintenant, nous allons relier ces deux variables et cela sera réalisé dans la section
suivante.

4.2.4 L’équation associée pour u

Rappelons que dans la section 4.2.1 (voir (4.3) a (4.6)) a partir une suite de solu-
tions faibles de Leray (i, ),eny on a obtenu quand n — +oo (en utilisant les sous suites)
I'équation suivante sur @ C [0, +o00[x B(xzg, )

Ol = vAT — (G- V)i — Vp + f, (4.15)

ou la pression p a été obtenue par le traitement du terme non linéaire (i, - ﬁ)ﬁn
Observons qu’a ce stade de la preuve on ne peut pas assurer que u est une solution
dissipative puisque la quantité M donnée dans (4.7) n’a pas été démontré étre positive.

On introduit maintenant la variable suivante qui nous permettra de lier le développe-
ment fait dans la Section précédente 4.2.3 a la solution u de I’équation ci-dessus. En effet,
sur l'ensemble Qg définit dans (4.9) on peut considérer

1= -
U= —ZV/\(a/;V/\ﬁ), (4.16)



98 Chapitre 4. La stabilité des solutions faibles dissipatives

et en suivant les mémes étapes faites dans le Chapitre 3 on va obtenir 1’équation
associée a (4.15) suivante

07 = VAT — (0-V)T—-VQ+ .7, (4.17)

et il est trés important de remarquer que dans I’équation précédente, la nouvelle pression
Q n’est pas liée a la pression p qui apparait dans (4.15) : en effet, afin d’obtenir I’équation
(4.17) de I’équation (4.15) on a besoin d’appliquer 'opérateur rotationnel qui anéantit le

terme ﬁp. En fait, la nouvelle pression Q dépend seulement de ¢ et on peut prouver en
fait que Q € L¥*LY/ *(Qo) (voir Proposition 4).

Maintenant, pour la nouvelle force Z on remarque que, comme f € Li 0/T 20/ 7(Q) par
le Lemme 4 on trouve que .% € Lio/ LY/ 7(QO). Remarquons aussi, comme dans le cas

précédent on a

y:Fo—i-gzl, (418)
ou Fy = —ZV AWV A f) e L L7 (Qo) est le méme terme que celui qui apparait dans
la décomposition (4.13) et le terme qui reste jl dépends seulement de @ et appartient a

'espace L?L2(Qy).

Ainsi, de 'équation (4.17) et avec l'information sur la pression Q et la force Z on
peut considérer la quantité

1= =0T + vA|7)? — 2|V @ 7)* — div (|7*7) — 2div (Q7) + 2.% - 7, (4.19)

Remarquons que contrairement a la quantité  donnée dans (4.14), a ce stade de la
preuve on ne peut pas assurer que la quantité p est positive et donc une mesure de Borel
localement fini.

4.2.5 La comparaison des mesures

Avec les informations obtenues dans les sections précédentes, on revient a ’étude des
quantités M, n et u données (4.7), (4.14) et (4.19) respectivement. On va démontrer que
chacune des mesures M et u est positives. Faisons un récapitulatif de ce qu'on a comme
informations sur ces trois mesures.

On commence par la premiére mesure M :
M = =8,|@]* + vAld]? — 2v|V @ @|* — div (|@]*@) — 2(div (pi))) + 2f - 1,
On a démontre dans la Section 4.2.1 que la quantité M est bien posée.

Pour la deuxiéme mesure 7, comme il a été souligné a la fin de la Section 4.2.3, la
quantité

n = =00 + vAlT? — 20|V ® 7] — div (|§]*F) — 2div (¢7) + 2F - 7,

est bien posé puisque chaque terme dans cette expression a un sens. Mais on a ici une
information supplémentaire puisqu’on sait que la quantité est une mesure de Borel
localement finie positive sur (g et on verra par la suite comment exploiter ce fait.



4.2. Preuve 99

Finalement, pour la derniére mesure p on a
1= =T + vA|T)? — 20|V @ 7 — div (|7]*) — 2div (QF) + 2.% - 7,
et on a démontré dans la Section 4.2.4 qu’elle était bien posée.

Etudions maintenant leur positivité. En effet, comme la mesure 1 est une mesure
de Borel localement finie positive sur (g on va utiliser ce fait pour obtenir quelque
informations sur la mesure p et ensuite, comme cette derniére est lice & M, on va
finalement obtenir le résultat qu’on a voulu pour la mesure M.

On va comparer maintenant les mesures 7 et p qui sont toutes les deux obtenues a
partir de la variable ¢. Calculons u — 7 :

p—n = =07+ vAl7)? — 2|V @ d? — div (|7°0) — 2div (Q7) 4 2.7 - ¥
- (—atwy? U — 20|V © 32 — div (|7]25) — 2div (q7) + 2F - 5)
= —2div ((Q — ¢)¥) +2(F — F) - 4.

=

On va maintenant utiliser 'identité V(Q — q) = F — F obtenue en faisant la sous-
traction des deux équations (4.12) et (4.17) pour prouver que la quantité précédente est
nulle et on verra en fait qu’on a l'identité

div ((Q — q)7) — (F — F) - ¢ =0, (4.20)
de laquelle on va déduire que p = 7.

En effet, par Videntité vectoriel div (ab) = adivb+ Va - b, on peut écrire (au moins
formellement)

div ((Q — q)?) = (Q — ¢)div (7) + V(Q—q)-7,

et comme div (7) = 0 on a div ((Q — ¢)7) = V(Q — q) - 7 et ainsi, prouver (4.20) revient
a étudier I'identité

V(Q—q)-T—(F—F)-7=0. (4.21)

Toutefois, remarquons que comme (Q — q) € Lt% L;% on ne pourra pas donner un sens

a la quantité ﬁ(Q — q) - U (et par conséquent on ne pourra utiliser l’identitéﬁ(Q —q) =

F — F), ainsi afin de passer de (4.20) a (4.21) on a besoin d'un étape supplémentaire.

Pour cela on commence par considérer une fonction 6 € D(R?) tel que Odx =1, avec
R3

1
supp(f) C B(0,1) et pour € > 0 on pose 0. = —36(£) et on note v. = 6. x 9. Si on
€

remplace ¢ par la mollification 7. et en suivant les mémes calculs fait précédemment dans
le Chapitre 3, on peut obtenir au lieu de 'identité (4.21), I'identité bien posée suivante

V(Q—q)%0.) 0. — ((F - F)x0.) - 5. =0, (4.22)

qui peut étre réécrite comme suit
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et finalement, en utilisant 1'identité ﬁ(Q —q) = F — F , on peut conclure que
I'expression (4.22) est nulle et alors, en revenant a (4.20) on trouve que les mesures p et
7 coincident.

Maintenant, comme on sait que 7 est une mesure de Borel localement finie positive
sur (g, et on vient de prouver que p = 1 on obtient que p est aussi une mesure de Borel
localement finie positive sur Q).

La derniére étape de la preuve du Théoréme 11 repose sur le fait que p = M (voir
Proposition 3.3 du Chapitre 3), de laquelle on déduit finalement que M est une mesure
de Borel localement finie positive sur () : la solution # obtenue de la famille des solutions
dissipatives (1, ),en est ainsi elle méme une solution dissipative. [



Annexe

Preuve de la Proposition 6.

3

Do 00(y)(uilz — y) — u(w)) dy = 0,

k=1 7R

telle que on peut réécrire R, de la maniére suivante

R, = Z/Rgak (ur(z — y) — up(@)) (|@(x — y)* = 2i(x — y) - @(2)) dy
= 3 [ 00 = ) = el )

—22/ (ugp(x —y) — ug(z)) u(r —y) - d(x) dy

3

R. = div (b = (|a]*a) — (0. = |a]*)a) — 22/ 00 (y) (u(z — y) — uk(x)) d(z —y) - w(x) dy.

k=1 7R
De méme, on peut réécrire la distribution

Se = Z ) (uk (2 = y) = u(2)) ((dx — y) = @(2)) - (G@(x) — d(x))) dy,

comme
3

Z/Rgﬁk Yug(x — y)u(r —y) - d(x) dy

_Z/R3ak (ug(x —y) — ug(z)) d(x —y) - d(x) dy

3

_ Z /R Wby (@) — y) - T (x) dy

Se = (ux6)-[div(ud®u) *9—2/ Y) (uk(z — y) —uk(x)) d(x —y) - () dy
i, - (i - V)i].
On a ainsi
25— R —pe = —2il.-[(@- V)i — div (0 * (|@]@) — (0. * |@]*)a@d) + div (|@]*a@)
= —div(|@.|*a) — div (0 * (|@]*D) — (6. * |@*)@) + div (|@]*T).
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Mais, comme @ € L}L3(2) on a
liII(l) 0 * (|@)*@) — (0 * |@]*)@ = 0 dans Ly LL(Q 20./4);
e—
et div (|d]*a) — div (@) ou la limite est prise dans D'(Qyu,r4). Ainsi, on trouve
E—

que
lim2S. — R, — pe = 0,
e—0

qui est la formule donnée par Duchon et Robert. ]

Preuve de la convergence du terme &, A u,, .

Lemme 15 Soit 0 un domaine conveze de R x R? de la forme I x B. Soit (up)nen une
suite de fonctions mesurables sur € a support dans un compact fixé K telle que pour
toute fonction ¢ € D(Q) on a

e Pour certain v € R on a
Sup (| Qun | 21,1 (g3)) < 400
e Pour certain 6 € R avec § <y on a

sup || @Osun || 21, ms msyy < 4-00.

Alors il existe une sous suite (u,, ) qui converge fortement vers une limite u dans (L2 HS)ioc
pour tout € < 7.

Idée de la preuve du Lemme 15 : on pose
wy, = Y(Id — A) Ny,
o ¢ € D(R x R3) et elle vaut 1 au voisinage du compact K fixé.
On a que w,, appartient a I'espace L2 H) TN (Q) et 0w, appartient a L2 H) ™2V (€)). Comme

le support de w,, est inclus dans le support ¢ il existe une sous suite w,, qui converge
dans L?HETN(Q) pour tout & < 7.

On écrit en utilisant les commutateurs
o(Id — AYNw, = pp(Id — AN (Id — A) N, + ¢[(Id — AN, ¢)(Id — A) N,

ot ¢ € D(R x R3) et elle vaut 1 sur le support de u,, 1 € D(R x R3) et vaut 1 sur le
support de ¢. Ainsi par les propriétés des fonctions ¢, le premier terme dans la partie
a droite de lexpression ci-dessus est égale a w, et le deuxiéme terme est nul (vu que
ﬁw = 0 sur le support de ¢).

Donc si w,, converge, u, converge aussi. |

Maintenant on va démontrer que &,, A i,, converge vers & A . Par le Lemme 15 il
existe une sous suite &,, qui converge fortement dans L? H:(Q) pour tout e < 1.
Comme on a &@,, — & dans L?L2(Q) on en conclut que &, — & dans L?H_ (). On a
aussi i,, — @ dans L?H}(Q2), avec ces deux informations on en conclut que &, A iy,
converge vers @ A . |
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dans la théorie des équations de Navier-Stokes
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Cette thése est consacrée au role des inégalités d’énergie locales dans la théorie de la régularité
partielle des solutions faibles des équations de Navier-Stokes dans le sens du Théoréme de Caf-
farelli, Kohn et Nirenberg.

Nous distinguons trois parties. La premiére partie de la thése traite essentiellement I’annonce
faite par le mathématicien coréen Choe & Waseda en 2013 d’une nouvelle inégalité d’énergie
locale qui s’applique a toute solution faible des équations de Navier-Stokes, sans aucune hypo-
thése sur la pression, et qui permettait d’étendre les résultats de régularité partielle de Caffarelli,
Kohn et Nirenberg a toutes les solutions faibles et pas seulement aux solutions adaptées.

Une étude de la preuve de I'inégalité de Choe nous permettait de conclure que cette preuve était
fausse a priori pour le cas d’une solution générale, et le théoréme principal de Choe (qui était
sensé nous donner une régularité en temps et en espace en dehors d'un ensemble de singularité
extrémement petit) était contredit par un contre exemple de Serrin qui liait la régularité en
temps a des hypothéses sur la pression.

Dans cette premiére partie on a rédigé une preuve rigoureuse de 1'inégalité introduite par Choe
en rajoutant des hypothéses supplémentaires qu’il fallait introduire pour la démontrer. Néan-
moins, cette nouvelle inégalité d’énergie (qui ne fait pas intervenir la pression) nous ne sert pas
a prolonger les affirmations de Choe, mais on a pu identifier une nouvelle variable, inspirée de
la preuve de Choe, qui nous a permit d’introduire notre résultat principal.

En effet, la deuxiéme partie de la thése est consacrée a étudier profondément la nouvelle va-
riable suggérée par une partie du travail de Choe. On a pu assimiler une nouvelle variable v
liée au rotationel de la solution # et en étudiant v, a I'aide d’'un mélange de la théorie de Serrin
et celle de Caffarelli, Kohn et Nirenberg on a obtenu un résultat de régularité partielle qui ne
s’applique pas a toute solution faible (contrairement & 1’énoncé de Choe) mais & une classe
plus large que les solutions adaptées (au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg) : la notion de
solution dissipative a été introduite en suivant les travaux de Duchon et Robert fait en 2000 et
cette notion nous permet d’inclure positivement le contre exemple de Serrin dans notre nouvelle
théorie.

La troisiéme et derniére partie de cette thése est destinée a 1’étude de la stabilité des solutions

dissipatives par convergence *-faible. En effet, on considére une suite ,, qui converge faiblement
10

dans L*L2 N L?H}, une force extérieure fn qui converge faiblement dans L,” L; 7 a divergence
nulle et une pression pn € D'(Q). On suppose aussi que i, est dissipative au sens de la définition
donnée dans la deuxiéme partie et on va prouver que la limite @ d’une sous suite 1, est une
solution des équations de Navier-Stokes et elle est dissipative.
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In this dissertation, we are concerned with the role of the local energy inequalities
in the theory of the partial regularity of the weak solutions of the Navier-Stokes
equations in the direction of the Theorem of Caffarelli, Kohn and Nirenberg.

We distinguish three parts. The first part of the thesis deals essentially with the
announcement by the Korean mathematician Choe at Waseda in 2013 of the de-
monstration of a new local energy inequality which applies to any weak solution
of the Navier-Stokes equations without any hypothesis on the pressure, and which
allowed to extend the results of partial regularity of Caffarelli, Kohn and Nirenberg
to all weak solutions and not only to the suitable one.

A rigorous study of the proof of Choe’s inequality allowed us to conclude that this
proof was false a priori for the case of a general solution, and Choe’s main theorem
(which was supposed to give us a regularity in time and space variables outside of an
extremely small set of singularity) was contradicted by a counter-example of Serrin
that linked the regularity in time to the assumptions on the pressure.

In this first part, we have drafted a conscientious proof of the inequality introdu-
ced by Choe by adding an extra hypotheses that had to be introduced in order
to demonstrate it. However, the new energy inequality (which did not involve the
pressure) did not serve to extend Choe’s assertions, but we were able to identify a
new variable inspired by Choe’s proof that allowed us to introduce our main result.
The second part of the thesis is devoted to deeply studying the new variable sugges-
ted by a part of Choe’s work. Indeed, we could assimilate a new variable ¢ linked to
the curl of the solution w, and by studying v, using a mixture of the Serrin theory
and that of Caffarelli, Kohn and Nirenberg we obtained a partial regularity result
which does not apply to any weak solution (contrary to Choe’s statement) but to
a wider class than the suitable solutions (in the sense of Caffarelli, Kohn and Ni-
renberg) : the notion of dissipative solutions was introduced following the work of
Duchon and Robert done in 2000 and this allows us to positively include the counter
example of Serrin in our new theory.

The third and last part is intended for the study of the stability of dissipative

solutions by weak-*convergence. Indeed, we consider a bounded sequence , in
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L¥L2NL2HY, a bounded force f, in L,” Ly and a pressure p, € D'(Q). We also sup-
pose that , is dissipative in the sense of the definition given in the second part and
we will prove that the limit @ of a subsequence 1, is a solution of the Navier-Stokes
equations and is dissipative.




