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1
INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’optimisation offre la possibilité, dans de nombreux domaines, d’améliorer les perfor-
mances d’un système donné, qu’il soit physique ou mathématique. Elle est d’ailleurs très
usitée dans l’industrie afin d’améliorer les performances de systèmes complexes, ou de
minimiser les coûts, en améliorant soit la structure elle-même (minimisation de la masse
de la structure), soit les chaînes de production (minimisation des temps de fabrication).
La minimisation, aussi minime soit-elle, d’une fonction objectif bien choisie (au sens où
le problème mathématique à résoudre reste bien posé) permet de faire de grosses éco-
nomies, et c’est la raison pour laquelle l’optimisation est non seulement prisée par les
entreprises industrielles, mais aussi un domaine de recherche très actif ces dernières
années. Avec l’avènement des nanotechnologies, les innovations récentes découlent très
souvent du développement de nouveaux matériaux. C’est ainsi que l’optimisation topo-
logique permettra le développement de matériaux innovants, et plus particulièrement de
metamatériaux, c’est à dire des matériaux dont les propriétés physiques exceptionnelles
n’existent pas à l’état naturel.

Contexte général de la thèse et motivations

Cette thèse apporte une contribution aux travaux de recherche du laboratoire de mé-
canique de l’Université Bourgogne Franche-Comté, et a été réalisée à l’Université de
Technologie de Belfort-Montbéliard.

Du grec meta signifiant "un niveau supérieur", les metaheuristiques, comme les meta-
matériaux, sont des innovations scientifiques dont les propriétés, respectivement numé-
riques ou physiques, peuvent être qualifiées d’exceptionnelles, notamment parce qu’elles
présentent des innovations majeures et/ou des améliorations de l’existant.

En effet, depuis plusieurs années, les méthodes metaheuristiques se sont imposées
dans le domaine de l’optimisation, combinatoire ou continue, de par leur capacité à ré-
soudre les problèmes d’optimisation dits difficiles. Leurs extraordinaires propriétés leur
permettent d’être réellement compétitives quant à la résolution de ces problèmes. Plus
récemment, ces méthodes ont eu vocation à évoluer, à se perfectionner, afin d’être tou-
jours plus efficaces. Ainsi, de nombreuses méthodes, tout d’abord définies de manière
immuable, ont évolué vers des méthodes adaptatives, voire intelligentes.

Cependant, les méthodes d’optimisation sont très souvent couplées à un calcul réalisé
par la méthode des éléments finis, qui calculera la valeur de la fonction objectif pour
chaque itération d’optimisation. Ces calculs sont souvent très coûteux en terme de temps
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

de calcul. Il est donc nécessaire de tenter de minimiser tout de même les temps de calculs
globaux, en minimisant le temps de calcul de l’optimisation. Ainsi, de nouvelles méthodes
sont proposées chaque année dans la littérature, permettant soit de trouver une meilleure
solution à un problème d’optimisation donné, soit de minimiser le temps de calcul global,
et donc le coût du calcul.

D’autre part, le domaine des metamatériaux est un axe de recherche important ces der-
nières années, tant dans le domaine de la mécanique, que dans les domaines de l’élec-
tromagnétisme, l’acoustique, ou encore la physique fondamentale.

Dans le domaine de l’électromagnétisme, alors que les propriétés physiques des me-
tamatériaux électromagnétiques sont étudiées depuis des dizaines d’années, les re-
cherches ont pris un nouveau tournant en 2015 avec le développement, et la fabrication,
d’une véritable cape d’invisibilité par une équipe américaine de l’Université de Californie,
et publiée dans la revue Science du 18 septembre 2015 1 [245].

Dans le domaine de la mécanique, les recherches concernant les metamatériaux sont
relativement récentes. En effet, ce n’est qu’à la fin des années 80 que l’on voit apparaître
le concept de matériau à coefficient de Poisson négatif dans la littérature. Depuis, les
recherches ont beaucoup avancé dans ce domaine, puisque la communauté scientifique
est aujourd’hui capable de fabriquer ce type de matériau, notamment sous la forme de
mousses. En revanche, de nouvelles propriétés mécaniques peinent à voir le jour.

L’utilisation de l’optimisation, topologique en particulier, s’avère donc nécessaire au dé-
veloppement de nouveaux matériaux aux propriétés physiques inconnues jusqu’alors, ou
n’existant pas dans la nature.

Objectifs des travaux

Développer de nouveaux metamatériaux, via l’utilisation de méthodes metaheuristiques
innovantes. Le développement de nouveaux matériaux est un problème d’optimisation
topologique complexe, qui doit permettre le développement de nouvelles propriétés phy-
siques, jusqu’alors inconnues, ou meilleures que celles présentées précédemment dans
la littérature. Dans ce domaine, l’utilisation des méthodes d’optimisation traditionnelles,
c’est à dire utilisant le calcul de gradient pour les sensibilités de la fonction objectif aux
variables d’optimisation, ne permet généralement pas de trouver le minimum global de
la fonction objectif, notamment lorsque celle-ci présente de nombreux minima locaux ou
est non différentiable. En outre, les calculs d’optimisation peuvent être très coûteux en
terme de temps de calcul, notamment du fait du calcul de la fonction objectif qui est gé-
néralement réalisé via la méthode des éléments finis. C’est ainsi qu’il sera proposé une
nouvelle méthode d’optimisation, capable non seulement de trouver le minimum global
de fonctions objectifs complexes 2 non différentiables, mais aussi d’améliorer le temps de
calcul, en convergeant plus rapidement que ses congénères.

Cet algorithme sera inspiré de l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire (appelé
Particle Swarm Optimization dans la littérature anglophone) PSO [29] [60] et de l’algo-
rithme PageRank utilisé par le moteur de recherche Google R©pour classer les pages
web, et couplé avec des calculs éléments finis (EF) permettant de calculer, pour chaque

1. Source : lemonde.fr
2. Le terme ’complexe’ sera ici entendu en terme de difficulté, et non pas en terme de complexité mathé-

matique
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particule, la valeur de la fonction objectif.

Concernant les metamatériaux, le travail consistera notamment au développement de
nouveaux matériaux, mécaniques et électromagnétiques, présentant de nouvelles pro-
priétés physiques jusqu’alors inconnues, ou tout du moins inhabituelles.

Avant d’appliquer notre nouvel algorithme d’optimisation à l’étude des metamatériaux,
celui-ci sera validé en mathématique sur des fonctions objectifs classiques proposées
dans la littérature et en mécanique sur des exemples de treillis classiques.

Plan de présentation de la thèse

La suite de ce rapport de thèse est organisée en cinq chapitres de la manière suivante :

Le chapitre 2 sera consacré à la présentation d’une revue bibliographique et des bases
théoriques nécessaires à l’élaboration de ce travail de thèse. Dans la première partie
de ce chapitre, nous présenterons le domaine de l’optimisation numérique. Les concepts
d’optimisation difficile, d’optimisation multiobjectif et d’optimisation topologique seront dé-
taillés. La seconde partie proposera une étude bibliographique concernant les méthodes
d’optimisation metaheuristiques. On présentera notamment brièvement l’algorithme d’op-
timisation par colonies de fourmis, ainsi que les algorithmes évolutionnaires, avant de
détailler plus précisément le fonctionnement de l’algorithme d’optimisation par essaims
particulaires PSO, dont sera inspiré par la suite le développement de notre algorithme
d’optimisation. La troisième partie proposera les bases mathématiques de la théorie des
graphes et en particulier de l’algorithme PageRank utilisé dans ce travail de thèse. Fina-
lement, la dernière partie proposera une étude bibliographique des méthodes d’homogé-
néisation utilisées dans le domaine des metamatériaux.

Le chapitre 3 détaillera le développement de notre algorithme d’optimisation Inverse-
PageRank-PSO (I-PR-PSO), ainsi que sa validation dans les domaines des mathéma-
tiques et de la mécanique, après avoir déterminé les paramètres les plus adaptés à sa
convergence rapide et efficace.

Le chapitre 4 proposera de développer une version binaire de I-PR-PSO couplée avec
l’algorithme Evolutionary Structural Optimization ESO et de la valider en optimisation
topologique sur des problèmes mécaniques classiques de la littérature. Ce travail néces-
sitera notamment le développement d’algorithmes spécifiques de vérification des topolo-
gies obtenues, afin de vérifier qu’elles ne présentent pas de damiers. Ce travail proposera
de résoudre simultanément deux objectifs apparemment contradictoires, en les considé-
rant de manière séquentielle au long du calcul.

Le chapitre 5 proposera une investigation de l’optimisation des metamatériaux électroma-
gnétiques avec l’algorithme PSO. On détaillera notamment les équations employées pour
résoudre un tel problème électromagnétique, ainsi que les méthodes numériques em-
ployées, en particulier en terme de conditions aux limites. On montrera que l’algorithme
PSO est adapté à l’optimisation topologique des metamatériaux électromagnétiques, et
qu’il permet de développer des capes d’invisibilité électromagnétiques fréquentielles.

Le chapitre 6 sera consacré à l’application des méthodes d’optimisation précitées au dé-
veloppement des metamatériaux mécaniques. On essaiera notamment d’investiguer le
possible développement de metamatériaux constitués d’acier, mais présentant des pro-
priétés hyperélastiques - ou tout du moins non linéaires. Pour ce faire, on emploiera une
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méthode d’homogénéisation par moyennation des champs afin de déduire des propriétés
mécaniques microscopiques du Volume Elémentaire Représentatif les propriétés méca-
niques macroscopiques du metamatériau ainsi développé.

Finalement, le dernier chapitre conclura ce travail de thèse de doctorat et proposera des
perspectives de travail.
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2.1/ OPTIMISATION

2.1.1/ OPTIMISATION DIFFICILE

Dans de nombreux domaines scientifiques et techniques, les ingénieurs et chercheurs
sont confrontés quotidiennement à des problèmes de complexité grandissante [121].
Le problème à résoudre peut alors être exprimé sous la forme d’un problème d’optimi-
sation, c’est à dire sous la forme d’une fonction objectif (appelée aussi ’fonction coût’),
que l’on cherche à minimiser ou maximiser, en modifiant un nombre de paramètres pré-
cédemment définis, qui sont les variables d’optimisation. De plus, ce problème est très
souvent complété par des contraintes. En effet, tous les paramètres modifiés durant le
processus d’optimisation doivent respecter un certain nombre de critères, sans quoi les
solutions trouvées ne sont pas réalisables. Ces contraintes peuvent concerner tant des
paramètres de conception mécanique, que des paramètres physiques que l’on sait d’ores
et déjà inatteignables, ou encore des paramètres économiques.

De manière générale, on peut formaliser un problème d’optimisation classique à la ma-
nière de l’équation (2.1) suivante

{
Min (ou Max) f (x) x = (x1, x2, ..., xD)
soumis à gi(x) ≥ 0 pour i = 1, 2, . . . , n

(2.1)

D étant le nombre de variables d’optimisation du problème, x le vecteur des variables
d’optimisation, f la fonction objectif, et les gi sont les n fonctions contraintes.

2.1.1.1/ CAS DE L’OPTIMISATION DIFFICILE : DÉFINITION

Les problèmes d’optimisation peuvent être classés en différentes catégories. Tout
d’abord, on distingue les problèmes à variables discrètes (ou problèmes d’optimisation
combinatoire), et les problèmes à variables continues.

Dans la première catégorie, les variables d’optimisation ne peuvent pas prendre de va-
leurs réelles quelconques, mais doivent être choisies dans un panel de valeurs précé-
demment définies, ce qui rend cette catégorie de problèmes particulièrement difficile à
résoudre. L’exemple utilisé de manière récurrente pour démontrer l’efficacité des algo-
rithmes d’optimisation discrète est le problème du voyageur de commerce. Connaissant
un ensemble de villes séparées entre elles par des distances données, ce problème
consiste à trouver le plus court chemin qui relie toutes les villes (voir le chapitre 2.3.2 qui
détaille plus précisément ce problème d’optimisation).

Dans la deuxième catégorie, les variables d’optimisation sont définies sur un intervalle
donné, et peuvent prendre toutes les valeurs de cet intervalle. Un exemple de problème
continu est la recherche des valeurs à affecter aux paramètres définissant une fonction
dérivable et continue sur un intervalle donné, afin d’en trouver le minimum global.

En pratique, on rencontre aussi des problèmes mixtes qui comportent à la fois des va-
riables continues et des variables mixtes [121], ainsi que - notamment dans le domaine de
l’optimisation topologique - des problèmes dont les variables sont continues, puis trans-
formées pour être contenues dans un domaine discret.

De nombreuses méthodes ont été développées pour résoudre ces deux types de pro-
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blèmes. Dans le domaine de l’optimisation continue, les méthodes classiques dites d’opti-
misation globale, basées sur le calcul des sensibilités, peuvent être utilisées. Cependant,
elles se révèlent souvent inefficaces du fait des problématiques engendrées par le calcul
des sensibilités, par exemple lorsque la fonction objectif n’est pas convexe, ou qu’elle est
non-différentiable. En effet, les algorithmes classiques de résolution sont basés sur le
principe suivant : on part d’une solution initiale qui peut être soit choisie au hasard, soit
définie par un concepteur. On applique alors au problème une modification aléatoire des
variables d’optimisation, et l’on compare la valeur de la fonction objectif avant et après
cette modification. Si la fonction objectif est plus adaptée au problème d’optimisation posé
(c’est à dire qu’elle diminue dans le cas d’une minimisation, ou qu’elle augmente dans le
cas d’une maximisation), on réutilise cet état comme un état initial et on réitère le proces-
sus jusqu’à ce que toute modification n’améliore plus la valeur de la fonction objectif. Si
la fonction objectif est moins adaptée après la modification, on revient à la configuration
précédente avant de faire une autre tentative. Comme on le voit sur la figure 2.1, ces
méthodes d’optimisation itératives ne conduisent que très difficilement à l’optimum glo-
bal de la fonction objectif. Si une solution trouvée par cette méthode est située dans un
minimum local, l’algorithme ne réussira pas en sortir, et le minimum global ne sera pas
trouvé. En effet, le calcul des sensibilités induit le calcul des directions de descente, qui
pousse l’algorithme à rester bloqué dans les minima locaux de la fonction objectif.

Par exemple, dans le cas de la figure 2.1, si la solution choisie initialement de manière
aléatoire est le point x3, la solution trouvée par un algorithme classique sera le point x2
qui est un optimum local. Si la solution initiale est le point x1, la solution trouvée sera
la solution optimale x∗. Ces méthodes ne sont donc pas toujours efficaces quant à leur
capacité à résoudre correctement un problème d’optimisation donné, puisque leur réus-
site dépend fortement de l’état initial des variables d’optimisation, et de la présence et la
quantité de minima locaux dans le domaine de recherche étudié.

Fonction objectif

Variable d'optimisation

x*

x1

x2

x3

FIGURE 2.1 – Blocage d’un algorithme de résolution dans un optimum local

Dans le domaine de l’optimisation discrète, des méthodes heuristiques permettent d’ob-
tenir des solutions approchées au problème d’optimisation posé, mais sont généralement
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très spécialisées, et donc s’avèrent n’être aptes à la résolution que d’un nombre réduit
de problèmes donnés. Les problèmes ne pouvant être résolus avec ces méthodes clas-
siques peuvent être définis comme des problèmes d’optimisation difficile.

Il est donc nécessaire de différentier ces deux catégories, afin de cerner le domaine de
l’optimisation difficile, et d’être en mesure de choisir la méthode adaptée pour résoudre
ces problèmes. D’après [121], deux types de problèmes distincts peuvent être qualifiés
de ’difficiles’ :

— Certains problèmes d’optimisation discrète pour lesquels on ne connait pas de mé-
thode classique permettant de trouver de solution acceptable. C’est à dire que l’on
ne connaît pas d’algorithme exact polynomial (c’est à dire dont le temps de calcul
est proportionnel à Nn, où N désigne le nombre de variables d’optimisation du pro-
blème, et n est un nombre constant entier) permettant de résoudre efficacement
le problème considéré. C’est le cas, en particulier, des problèmes N-P difficiles.

— Certains problèmes d’optimisation à variables continues pour lesquels on ne
connait pas d’algorithme permettant de repérer systématiquement un optimum
global.

Définition 1 : Les classes de complexité

Les classes de complexité sont des ensembles de problèmes dont la complexité
peut être assimilée identique selon un critère précédemment défini [228]. En
théorie de la complexité, la classe des problèmes Non-déterministes Polyno-
miaux (classe NP) comprend tous les problèmes de décision qui peuvent être
résolus sur une machine non-déterministe en un temps polynomial. Ainsi, un
problème N-P complet est un problème de décision combinatoire dont les pro-
priétés sont les suivantes :

• Il est possible de trouver une solution en un temps polynomial acceptable.
• Le problème est au moins aussi difficile que tous les autres problèmes de

la classe N-P.
De fait, un problème N-P difficile est un problème qui possède au moins la se-
conde propriété [227].

2.1.1.2/ CLASSIFICATION DES MÉTHODES D’OPTIMISATION

Ainsi, pour répondre à la quantité de problèmes d’optimisation différents, incluant les pro-
blèmes d’optimisation difficile, Collette et al. [107] ont proposé une classification des dif-
férentes méthodes d’optimisation mono-objectif, en fonction de la catégorie du problème
d’optimisation. Cette classification est explicitée à la figure 2.2.

2.1.2/ OPTIMISATION MULTIOBJECTIF

2.1.2.1/ DÉFINITION DU PROBLÈME

Alors que les problèmes d’optimisation mono-objectif ne cherchent à optimiser qu’une
seule fonction objectif à la fois, les problèmes d’optimisation multiobjectif [107] cherchent,
eux, à optimiser simultanément plusieurs objectifs, en fonction de nombreux paramètres.
Ces fonctions objectif sont généralement contradictoires, c’est à dire que l’amélioration
de l’une d’entre elles implique nécessairement l’altération d’une autre. Ainsi, il existe non
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pas une seule, mais une multitude de solutions à trouver, qui représentent finalement des
compromis entre les différentes fonctions objectif, c’est à dire des points pour lesquels
l’amélioration d’une fonction impliquerait nécessairement la déterioration d’une autre [78].

Problème inverseCaractérisationIdentification

OPTIMISATION

Minimisation 

d'un coût

Méthode exacte

(spécialisée)
Linéaire

Programmation linéaire

Combinatoire Continue

Méthode globale Méthode locale

Heuristique

(spécialisée)
Meta-heuristique

Classique

(souvent avec gradients)

De voisinage Distribuée

Méthode hybride

Simple Complexe

FIGURE 2.2 – Classification générale des méthodes d’optimisation mono-objectif

Un problème d’optimisation multiobjectif peut être exprimé de la manière suivante [117] :

Soient :
• X un domaine de recherche de dimension n,
• fi(x) avec i ∈ {1, k} k fonctions objectif définies sur X,
• gi(x) ≤ 0 avec i ∈ {1,m} m contraintes d’inégalité,
• hi(x) = 0 avec i ∈ {1, p} p contraintes d’égalité.
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Le problème d’optimisation multi-objectif peut être établi comme la recherche d’un vec-
teur x∗ = (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) ∈ X qui satisfasse les m + p contraintes et optimise le vecteur

des fonctions objectifs f (x) = [ f1(x), ..., fk(x)]. Pour plus de simplicité, on appellera ce
problème le problème P dans la suite de l’étude.

2.1.2.2/ NOTION DE DOMINANCE

Comme expliqué précédemment, lorsque l’on résout un problème d’optimisation multiob-
jectif, on trouve finalement une multitude de solutions. Seul un nombre restreint de ces
solutions va nous intéresser : les solutions qui représentent des compromis entre les dif-
férentes fonctions objectif. C’est à dire qu’il faut qu’il existe une relation de dominance
(au sens de Pareto) entre la solution en question, et les autres solutions de l’espace X.

Définition 2 : Dominance d’un vecteur

[107] : On dit qu’un vecteur x1 domine le vecteur x2 si et seulement si :
— x1 est au moins aussi bon que x2 dans tous les objectifs, et,
— x1 est strictement meilleur que x2 dans au moins un objectif.

Mathématiquement, cette relation de dominance peut être exprimée et vérifiée de la ma-
nière suivante :

Soient u = (u1, ..., uk) et v = (v1, ..., vk) deux vecteurs. On dit alors que u domine v si et
seulement si ui ≤ vi ∀i ∈ [1, k], et ui < vi pour au moins une composante.
On appelle cette propriété la dominance au sens de Pareto, et elle est utilisée pour
définir les points optimaux de Pareto.
Ainsi, une solution x du problème d’optimisation multiobjectif posé est dite optimale au
sens de Pareto si et seulement si il n’existe pas d’autre solution y telle que f (y) domine
f (x). L’ensemble des solutions optimales au sens de Pareto est noté P∗.
Le front de Pareto est alors défini par

PF∗ = {( f1(x), ..., fk(x))/x ∈ P∗}.

Ainsi, on a la définition suivante : on appelle front de Pareto l’ensemble des points appar-
tenant au graphique représentant la première fonction objectif en fonction de la deuxième,
dont il est impossible d’augmenter la performance d’une fonction objectif sans diminuer
les performances de la seconde. On appelle ces solutions, des solutions non-dominées.

Un front de Pareto peut être convexe ou concave, et cette propriété est définie à la ma-
nière décrite dans les équations (2.2 et 2.3) suivantes.

• Un front de Pareto est dit convexe si et seulement si

∀(u, v) ∈ (PF∗) × (PF∗),∀λ ∈ (0, 1),∃ω ∈ (PF∗)|λ ‖u‖ + (1 − λ) ‖v‖ ≥ ‖ω‖ (2.2)

• Un front de Pareto est dit concave si et seulement si

∀(u, v) ∈ (PF∗) × (PF∗),∀λ ∈ (0, 1),∃ω ∈ (PF∗)|λ ‖u‖ + (1 − λ) ‖v‖ ≤ ‖ω‖ (2.3)
En pratique, un front de Pareto peut être convexe, concave, ou partiellement concave et
convexe. Il peut aussi être continu, ou discontinu.



12 CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE ET BASES THÉORIQUES

Graphiquement, on peut représenter les deux types de fronts de Pareto comme on le voit
sur la figure 2.3 [102].

FIGURE 2.3 – Les deux types de fronts de Pareto : Convexe et concave

2.1.2.3/ MÉTHODES D’OPTIMISATION MULTIOBJECTIF

Du fait de la complexité des problèmes d’optimisation multi-objectif, de nombreuses mé-
thodes ont été développées ces dernières années pour pallier à ces problèmes et propo-
ser des méthodes efficaces.

2.1.2.3.1/ Les méthodes scalaires
Les méthodes scalaires permettent généralement de fusionner tous les objectifs du pro-
blème en un seul par des méthodes mathématiques diverses. On parle aussi de méthode
d’agrégation des fonctions objectifs.

La méthode de pondération des fonctions objectif
Cette méthode propose de ramener le problème à un problème d’optimisation mono-
objectif, dont les méthodes de résolution sont nombreuses [86]. Ainsi, la manière de
procéder consiste à effectuer une combinaison linéaire de toutes les fonctions objectif, en
choisissant judicieusement les coefficients de pondération appliqués à chacune d’entre
elles.

Le problème est alors exprimé comme on le voit dans l’équation (2.4) suivante


min feq(x) =

∑k
i=1 ωi fi(x)

soumis à g(x) ≤ 0
et h(x) = 0

(2.4)

où x est le vecteur des variables d’optimisation, feq est la fonction objectif équivalente et
les paramètres ωi sont les pondérations des différentes fonctions objectif fi. On a aussi
x ∈ Rn, g(x) ∈ Rm et h(x) ∈ Rp.
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Pour définir les coefficients de pondération, on utilise généralement la relation décrite
dans l’équation (2.5) suivante

k∑
i=1

wi = 1 (2.5)

La méthode de Keeney-Raiffa
Assez proche de la méthode précédemment explicitée, cette dernière propose de créer
une fonction objectif en utilisant le produit des fonctions objectifs précédentes. Ainsi, le
problème devient équivalent à un problème d’optimisation mono-objectif plus simple à
résoudre [107].
Dans ce cas, la nouvelle fonction objectif est définie de la manière suivante

feq(x) = K
k∏

i=1

(kiui( fi(x)) + 1) (2.6)

K étant un coefficient de normalisation compris entre 0 et 1, et ui(y) une fonction stricte-
ment non-décroissante, qui peut incorporer des linéarités.

La méthode de la distance à un objectif de référence
Dans ce cas, la somme que l’on va utiliser pour transformer les fonctions objectifs en un
seul objectif prendra la forme d’une distance.
On considère le vecteur F = (F1, ..., Fk) dont les coordonnées correspondent à celle d’un
objectif idéal, choisi par l’utilisateur. On définit alors la distance L( f (x)) entre les points
de l’espace de recherche et ce vecteur dans l’espace des solutions par la relation (2.7)
suivante

{
L( f (x)) = [

∑k
i=1 |Fi − fi(x)|r]1/r

avec 0 ≤ r < ∞
(2.7)

Dans cette méthode, on cherche donc tous les points de l’espace de recherche les plus
proches du point objectif de référence, et c’est ce qui nous permet de définir le front de
Pareto, comme on le voit dans la figure 2.4.

La méthode du compromis
Cette méthode permet de transformer un problème d’optimisation multi-objectif en un pro-
blème d’optimisation mono-objectif comportant quelques contraintes supplémentaires.
La démarche est la suivante :

• On choisit un objectif prioritaire à optimiser,
• On choisit un vecteur de contraintes initial,
• On transforme le problème en conservant l’objectif prioritaire et en transformant

les autres objectifs en contraintes d’inégalité.
Cette méthode est aussi appelée la méthode de la contrainte ε.

La méthode du but à atteindre
Contrairement aux méthodes de résolution précédentes qui n’étaient efficaces que sur
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FIGURE 2.4 – Principe de la méthode de la distance à un objectif de référence

les domaines convexes, cette méthode est aussi efficace pour déterminer les fronts de
Pareto convexes que les front de Pareto concaves.

La démarche est la suivante :
• On choisit un vecteur de fonctions objectif initial F,
• On choisit une direction de recherche (c’est à dire que l’on propose, en quelque

sorte, des coefficients de pondération, comme pour la méthode de pondération
des fonctions objectifs [107]) ω,

• On cherche ensuite à minimiser un coefficient scalaire λ qui représente l’écart par
rapport à l’objectif initial que l’on s’était fixé.

La méthode dite “du but programmé”
Cette méthode est identique à la méthode du but à atteindre, si ce n’est que les fonctions
objectif sont utilisées comme des contraintes d’égalité, et non pas comme des contraintes
d’inégalité.
La démarche est donc la suivante :

• On choisit un vecteur de fonctions objectif initial F,
• A chaque objectif, on associe deux nouvelles variables que l’on appelle les dévia-

tions par rapport au vecteur de fonction objectif fixé,
• On minimise ensuite une des deux variables d’optimisation. Le choix de la variable

se fait en fonction du type de dépassement que l’on veut (au dessus ou au dessous
de l’objectif précédemment fixé).

L’ordonnancement lexicographique
Cette méthode propose autant d’étapes de calcul qu’il y a de fonctions objectifs [20].
En effet, elle consiste à considérer les fonctions objectif les unes après les autres, en
considérant les autres comme des contraintes [86].
Par contre, le choix de l’ordre dans lequel les fonctions objectif sont choisies pour
être minimisées est généralement fait de manière arbitraire, et deux ordonnancements
différents peuvent ne pas donner la même solution finale.
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De nombreuses autres méthodes ont été proposées dans la littérature, mais celles pré-
sentées ci-avant constituent l’essentiel des méthodes utilisées. Elles sont ainsi été décli-
nées, améliorées, transformées, mais la grande majoritées des méthodes sont basées
sur celles-ci [107].

La méthode des contraintes d’égalité propres
Cette méthode, appelée aussi Proper Equality Constraints dans la littérature [13] ne sup-
pose aucune hypothèse quant à la convexité du front de Pareto à trouver.

On part du problème P précédemment défini. On le transforme de la manière suivante

min fk(x)
soumis à f1(x) = α1

...

fk−1(x) = αk−1
g(x) ≤ 0
h(x) = 0

(2.8)

Les quelques notations suivantes sont nécessaires à la bonne compréhension de la mé-
thode :

• On note α = {α1, ..., αk−1} le vecteur des bornes des contraintes d’optimisation.
• On note Xα = {x ∈ X| f1(x) = α1, ..., αk−1}.
• On note D =

{
α ∈ Rk−1|Xα , ∅

}
l’ensemble des valeurs de α telles que les

contraintes additionnelles (obtenues après avoir transformé le problème) ne soient
pas trop restrictives, et qu’il existe des valeurs dans Xα.

• On note φ(α) = in f { fk(x)|x ∈ Xα}. C’est la valeur minimale de la fonction objectif en
prenant en compte toutes les contraintes.

• On note B = {α ∈ D|φ(α) < ∞et fk(x̂) = φ(x), x̂ ∈ Xα}. B est donc une restriction de D.
Cette méthode est réalisée en 5 étapes :

1. Transformer tous les objectifs, sauf un, en contraintes d’égalité paramétriques. On
obtient alors le problème suivant

min fk(x)
avec f1(x) = α1, ..., fk−1(x) = αk−1

g(x) ≤ 0
h(x) = 0

(2.9)

2. Résoudre le problème et déterminer φ(α), D, et x̂(α). Sachant qu’à chaque α ∈ D
correspond un x̂ = x̂(α) qui n’est pas nécessairement dans X ni dans Xα. Ce x̂
est tel que fk(x̂(α)). On appelle cette valeur une solution “supremum” du problème
associé.

3. Déterminer l’ensemble B et la solution optimale du problème associé x̂(α) avec
α ∈ B.

4. Supprimer de B tous les vecteurs de contraintes α qui ne soient pas des vecteurs
propres.

5. Déterminer le reste final de B que l’on notera B∗.
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Proposition : Un vecteur α0 est propre si l’une des assertions suivantes est vérifiée :
• φ croît sur D et φ(α) , φ(α0)∀α ∈ B|α ≥ α0.
• φ croît sur D et est absolument croissante à droite de α0 sur B.
• φ croît sur D et est absolument croissante sur B.
• φ est absolument croissante à droite de α0 sur D.
• φ est absolument croissante sur le sous-ensemble D(α0) = {α ∈ D|α ≥ α0}.
• φ est absolument croissante sur D.
• φ est absolument croissante sur D(α0) et est localement absolument croissante à

droite de α0.

Proposition : Un vecteur α0 ∈ B n’est pas localement propre si ∂φ(α0)
∂αi

< 0 pour au moins
un i tel que 1 ≤ i ≤ k − 1.

Cette méthode est une méthode littérale, et n’est donc pas évidente à implémenter. Deux
algorithmes ont toutefois été implémentés afin d’y parvenir : L’algorithme de Lin-Tabak
[19] et l’algorithme de Lin-Giesy [16].

2.1.2.3.2/ Les méthodes interactives
Les méthodes interactives permettent de chercher une et une seule solution au problème
d’optimisation multiobjectif posé. Elles forment la famille des méthodes progressives et
permettent à l’utilisateur de déterminer des préférences vis à vis d’un compromis entre
les différentes fonctions objectif. Ces méthodes ne proposant pas de calculer tous les
points constituant le front de Pareto, elles ne seront pas développées dans cette étude.

La méthode du compromis par substitution
Cette méthode, appelée aussi Surrogate Worth tradeoff [11] dans la littérature est basée
sur la méthode du compris, à laquelle on ajoute un un processus itératif, pour que la
méthode converge vers la solution qui satisfasse au mieux l’utilisateur.

La méthode de Fandel
Cette méthode [107] permet de guider l’utilisateur dans le choix des coefficients de pon-
dération. Une méthode mathématique permet d’automatiser le choix de ces coefficients
en fonction des résultats précédemment trouvés. Cette automatisation mathématique
permet de donner un vecteur représentant un objectif idéal pour l’utilisateur. Les coef-
ficients sont ensuite calculés, à chaque instant, en fonction de la position actuelle de
l’algorithme, par rapport à ce point idéal. Cette méthode peut être rapprochée de la mé-
thode de la distance à un objectif de référence précédemment explicitée, et aux méthodes
intelligentes que nous verrons par la suite dans la partie 2.2.

La méthode STEP
Cette méthode [36] est similaire à la méthode de Fandel. Ici, les informations tirées de la
préférence de l’utilisateur permettent de restreindre le domaine petit à petit, au cours des
itérations, afin de se rapprocher de la solution considérée comme idéale au sens défini
par l’utilisateur.

La méthode de Jahn
Ici, on commence par choisir un point de départ (qui peut être choisi de manière aléatoire
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ou sur indications de l’utilisateur) où le problème est résolu au cours des itérations à
travers l’espace de recherche en se déplaçant en direction de la solution optimale au
sens de Pareto [36]. Cette méthode est basée sur la méthode d’optimisation scalaire
dans les directions réalisables présentée par Zoutendjik [4].

La méthode du simplex
Cette méthode n’a rien à voir avec la méthode du simplexe utilisée en programmation
linéaire [5]. Il s’agit d’une méthode de recherche séquentielle (c’est à dire fonctionnant
pas à pas) [6] de l’optimum global de la fonction objectif d’un problème d’optimisation.
Cette méthode utilise des essais pour déterminer la direction d’amélioration des fonctions
objectif.
On commence par choisir de manière aléatoire k + 1 points (k étant la dimension du vec-
teur de décision x). L’algorithme de résolution évalue alors tous ces points par rapport aux
fonctions objectif testées, et supprime le point le moins adapté. Il crée alors un nouveau
point à partir du point supprimé (la nouvelle position est calculée par réflexion du point
rejeté par rapport à deux autres points) et reitère l’opération. Afin d’être effectif, cet al-
gorithme comporte deux règles qui permettent d’éviter de tourner autour des mauvaises
solutions, et de se déplacer suffisamment rapidement dans l’espace des solutions :

1. Rejeter les pires solutions.

2. Ne jamais revenir sur un point qui vient juste d’être rejeté.

2.1.3/ L’OPTIMISATION EN MÉCANIQUE DES STRUCTURES

2.1.3.1/ GÉNÉRALITÉS

Le processus de conception d’une structure peut être divisé en quatre étapes :
• La formulation fonctionnelle du problème, et les considérations technologiques.

Cette étape consiste à faire des choix, ou des hypothèses mécaniques, avant
même que l’ingénieur concepteur ne conçoive sa structure. On choisira par
exemple le nombre de barres d’un treillis, les dimensions globales d’une struc-
ture. Ces considérations sont souvent données par d’autres contraintes, comme
des contraintes de fabrication (on connaît la quantité de matière disponible), d’en-
combrement (on connaît les dimensions maximales d’un moteur pour qu’il puisse
s’insérer sous le capot d’une voiture), ou de montage (on connaît les dimensions
des roulements utilisés, et donc les dimensions de leurs logements dans la struc-
ture). Ces considérations seront à nouveau prises en compte lors de la phase
d’optimisation.

• La phase de conception, caractérisée à la fois par la créativité, mais aussi les
compétences d’ingénierie du concepteur. Dans cette phase, des règles d’ingé-
nierie précises doivent être appliquées, notamment afin que le système final soit
fonctionnel, fabriquable et montable. Le concepteur devra aussi tenir compte de
la phase d’optimisation qui suit, en concevant son système de manière à ce qu’il
puisse être optimisé. C’est à dire qu’il devra identifier clairement les paramètres
d’optimisation, et réaliser une conception clairement paramétrée.

• La phase d’optimisation. Tout d’abord le problème d’optimisation est défini. On
choisit la fonction objectif, les variables d’optimisation, ainsi que les contraintes
d’optimisation à considérer. Ensuite, un algorithme d’optimisation est choisi, et va
modifier le système de manière itérative jusqu’à ce qu’un critère d’arrêt soit atteint.
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En pratique, ce critère d’arrêt est donné soit par le nombre d’itérations maximal,
soit par une valeur de la fonction objectif à atteindre. Souvent, le nombre maximum
d’itérations est atteint avant que le calcul ne trouve la configuration qui donne la
valeur exacte de la fonction objectif.

• L’analyse des résultats. Quel que soit le type d’optimisation choisi, les algo-
rithmes donnent souvent des résultats qu’il faut retravailler par la suite. Les so-
lutions sont donc renvoyées au concepteur, qui va essayer de faire un compromis
entre les solutions proposées par l’algorithme, et les règles de conception qu’il
connaît.

Quel que soit le type d’optimisation choisi, le but d’un processus d’optimisation en méca-
nique est d’exploiter les ressources données à leur maximum, afin de maximiser l’utilité
de la structure [50]. Ainsi, dans le domaine de la mécanique, la meilleure conception
sera celle qui minimisera la masse et/ou le coût de la structure, que ce soit en terme de
quantité de matière, ou en terme de temps de fabrication.

Dans le domaine de la mécanique des structures, les problèmes d’optimisation peuvent
être classés dans les trois catégories suivantes [208] comme on le voit dans la figure 2.5 :

• L’optimisation paramétrique, où les variables d’optimisation sont généralement des
paramètres géométriques du système mécanique à optimiser ;

• L’optimisation de forme où l’on fait varier la position des frontières de la structure
mécanique étudiée ;

• L’optimisation topologique où l’on modifie la topologie, c’est à dire la répartition de
matière, de la structure étudiée.

FIGURE 2.5 – Les trois types d’optimisation structurelle [208] : (a) L’optimisation paramé-
trique, (b) l’optimisation de forme, et (c) l’optimisation topologique

Concernant l’optimisation paramétrique, elle est souvent assez simple, et proche de l’op-
timisation classique continue, comme nous l’avons vu dans la partie 2.1.1.1. Dans le cas
d’un treillis par exemple, on souhaite minimiser la masse de ce treillis, en considérant une
contrainte d’optimisation sur les contraintes mécaniques maximales admissibles dans les
barres qui le composent. Dans ce cas, le vecteur des variables d’optimisation sera com-
posé des valeurs des sections des barres du treillis. Ce vecteur sera modifié de manière
itérative, jusqu’à ce que le problème d’optimisation soit résolu, ou tout d’une moins que
l’on tende vers une solution acceptable, au sens ou elle satisfait les contraintes d’optimi-
sation, tout en minimisant la valeur de la fonction objectif.

En revanche, le domaine de l’optimisation topologique s’avère être beaucoup plus com-
plexe. Là encore, il existe deux sortes d’optimisation topologique des structures :

• L’optimisation topologique continue. Dans ce cas, on modifie la densité ou la
masse volumique du matériau dans la structure.



2.1. OPTIMISATION 19

• L’optimisation topologique discrète (elle est souvent binaire), dans laquelle on choi-
sit une répartition de matière dans les éléments finis discrétisant la structure, le
choix des matériaux possibles étant donné dans une liste prédéfinie.

Dans tous les cas, en mécanique, l’optimisation topologique nécessite la discrétisation
de la pièce ou de la structure par éléments finis. Un algorithme modifiera ensuite la ré-
partition de matière dans ces éléments. Comme dans le cas de l’optimisation classique,
non nécessairement appliquée à la mécanique, des méthodes déterministes ou non-
déterministes peuvent être utilisées. Notons que les gains moyens de performances vont
de 5 à 10% en optimisation paramétrique, de 10 à 30 % en optimisation de forme, et de
40 à 100% en optimisation topologique [68, 163]. Ces augmentations de performances
respectives montrent tout l’intérêt de l’optimisation topologique, que nous présenterons
dans la suite de notre travail.

2.1.3.2/ OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

2.1.3.2.1/ Définition du problème d’optimisation
En optimisation des structures, le problème d’optimisation peut être décrit de deux ma-
nières différentes :

— La minimisation de la compliance, avec une contrainte d’optimisation sur le vo-
lume,

— La minimisation du volume, avec une contrainte d’optimisation sur la compliance.
Dans les faits, la première solution est souvent choisie. Dans ce cas, le problème d’optimi-
sation peut être formulé dans sa forme discrète à la manière de l’équation (2.10) suivante
[120]

min f T u
avec Ku = f (2.10)

où l’on a :
• u est le vecteur déplacement,
• f est le vecteur définissant le chargement,
• K est la matrice de rigidité du système considéré.

La rigidité K dépend bien sûr de la rigidité Ke de chaque élément e du maillage. On peut
donc exprimer K de la manière suivante

K =

N∑
e=1

Ke (2.11)

où Ke représente la matrice de rigidité élémentaire de chaque élément e = 1, 2, · · · , n, et le
signe = représente l’assemble par la méthode des éléments finis des différentes matrices
de rigidité de chacun des éléments du maillage.

Deux types de méthodes d’optimisation topologiques des structures peuvent être em-
ployées : les méthodes déterministes et les méthodes stochastiques et metaheuristiques.
Dans cette partie, nous ne présenterons que les méthodes déterministes. Les méthodes
metaheuristiques, quant à elles, seront présentées en détail dans la partie 2.2 suivante,
puisqu’elles constituent le coeur de notre travail.
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2.1.3.2.2/ Les méthodes déterministes
Dans ce paragraphe, nous présentons brièvement les méthodes d’optimisation détermi-
nistes communément utilisées dans la littérature.

La méthode d’homogénéisation
Proposée initialisement par Bendsoe et al.[31, 56] et développée ensuite par Allaire
et al.[48, 63, 64, 71, 72], la méthode d’homogénéisation est basée sur les concepts
de distribution optimale de matière dans un domaine donné, et de relaxation. Ainsi,
grâce à la théorie de l’homogénéisation des structures, Bendsoe et al. proposent de
déterminer les propriétés macroscopiques d’une microstructure poreuse en fonction de
la densité de matière dans le domaine [15, 31]. Comme dit par Allaire et al. 1, "d’un point
de vue mécanique, il est plus souvent avantageux de creuser, pour un même volume
de matériau, un nombre infiniment grand de trous infiniment petits, plutôt que quelques
gros trous". Ainsi, les variables d’optimisation sont les dimensions des perforations
de la cellule de base. On comprend aisément que dans ce cas, les résultats seront
très dépendants du maillage initial de la cellule de base. Dans ce cas, la fonction
objectif traitée est toujours la minimisation de la compliance[163]. En d’autres termes,
le problème revient à chercher la répartition optimale de matière dans le domaine de
la structure, afin de maximiser sa rigidité. Ainsi, la structure est déterminée, en chacun
des points la composant, par une densité de matériau et par les propriétés effectives
du composite considéré dans sa globalité. C’est d’ailleurs à cette étape que la théorie
de l’homogénisation - que nous verrons plus en détails par la suite - permet de calculer
ces propriétés effectives. Le problème ici est que la topologie finale est souvent non
fabriquable, puisque chacun des éléments contient un matériau différent, dont la densité
peut varier de manière continue entre le vide et le solide. Pour résoudre ce problème, on
recourra à des structures sub-optimales. Le concepteur aura alors en charge de modifier
manuellement la structure obtenue, afin de déterminer quels éléments garder et quels
éléments supprimer. Ces décisions seront prises en fonction de plusieurs paramètres.
On choisira par exemple de ne garder que les éléments dont la densité est supérieure à
un certain seuil précédemment défini, et l’on essaiera aussi de supprimer les problèmes
de damiers dans la topologie.

Dans le registre des méthodes déterministes, on notera aussi la méthode power law pré-
sentée initialement par Bendsoe et al. [84], c’est à dire une loi dans laquelle les densités
intermédiaires sont pénalisées. Ainsi, pour chaque élément fini i, son module d’élasti-
cité Ei est donné en fonction de la densité relative ρi, de la valeur maximale admissible
du module d’élasticité E0 et de la densité ρ0 du matériau utilisé, comme on le voit dans
l’équation suivante

Ei = ρi
pE0 (2.12)

où l’on a

ρi = ρiρ0 (2.13)

Souvent appelée SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization), cette méthode a été

1. http://www.cmap.polytechnique.fr/allaire/cray_plaq.html, dernière connexion le 12 avril 2016.

http://www.cmap.polytechnique.fr/allaire/cray_plaq.html
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largement utilisée dans la littérature. Dans ce cas là, le problème - discrétisé par éléments
finis - peut être formulé de la manière suivante

S e(P) =
∑N

e=1(ρe)p [ue]T [ke] [ue]
avec V∗ −

∑N
e=1 Veρe = 0

0 < ρmin ≤ ρe ≤ 1
(2.14)

où S e(P) est l’énergie de déformation, [ue] est le vecteur des déplacements nodaux de
l’élément e en particulier, [ke] est la matrice de rigidité de l’élément e, ρmin est la densité
de matière minimale acceptable, V∗ est le volume à atteindre pour optimiser la struc-
ture, Ve et ρe sont respectivement le volume et la densité de l’élément e. Le facteur p
est justement le facteur de pénalisation permettant la modification de la densité de ma-
tière dans chacun des éléments du maillage au cours des itérations. Ces méthodes ne
nous concernant pas directement, nous renvoyons le lecteur aux articles et ouvrages
[47, 119, 120, 141, 147, 167, 237, 240]. Notons tout de même que des adaptations de
ces méthodes de pénalisation ont été proposées dans la littérature [143] afin d’obtenir
des structures binaires.

Les méthodes évolutives
A ne pas confondre avec les méthodes évolutionnaires, les méthodes évolutives
consistent à supprimer, à chaque itération, la matière jugée inutile, c’est à dire la ma-
tière la moins contrainte. Ainsi, les éléments finis dont le rapport de contrainte vis à vis
de la contrainte équivalente de Von Mises maximale est inférieure à un certain critère
choisi sont éliminés de la topologie, comme on le voit dans l’équation suivante

σV M
e

σV M
max

< RRi (2.15)

où σV M
e représente la contrainte équivalente de Von Mises de l’élément e, σV M

max est la
contrainte équivalente de Von Mises maximale de la structure, et RRi est le critère de
suppression des éléments à l’itération i. Le critère RRi reste identique jusqu’à ce que tous
les éléments vérifient la condition de l’équation (2.15). Dès lors que le calcul a convergé,
c’est à dire que tous les éléments jugés comme inutiles sont supprimés, le critère de
suppression évolue comme on le voit dans l’équation suivante

RRi+1 = RRi + ERR (2.16)

L’évolution du paramètre RRi se poursuit jusqu’à la convergence, c’est à dire jusqu’à ce
que les critères d’arrêt soient vérifiés.

Dans le cas de la méthode évolutive ESO, le problème d’optimisation est souvent formulé
de la manière suivante [200]

Minimize C = 1
2 uT Ku

Subject to V∗ −
∑N

i=1 Vixi = 0
xi = xmin or 1

(2.17)

où C est généralement la compliance moyenne ( 1
2 f T u) plutôt que la compliance ( f T u)

utilisée généralement avec la méthode SIMP, K est la matrice de rigidité globale, u le
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vecteur déplacement, Vi le volume de chaque élément i, V∗ le volume à atteindre avec le
processus d’optimisation, N le nombre total d’éléments dans le modèle, et xi est la densité
du ième élément du domaine. On définit alors αi comme le changement de l’énergie de
déformation dûe à la suppression de l’élément i du domaine par [66]

αi =
1
2

uT
i Kiui (2.18)

où ui et Ki sont respectivement le vecteur déplacement et la matrice de rigidité de l’élé-
ment i. Dans la méthode ESO originale, les éléments sont complètement supprimés du
domaine, comme on le voit dans l’algorithme 1 suivant [66].

Algorithm 1 L’algorithme ESO global

1) Discrétiser la structure en utilisant un maillage fin d’éléments finis.
2) Calcul par éléments finis de la structure en considérant les efforts et les conditions
aux limites du problème,
3) Calculer la sensibilité αi de chaque élément,
4) Supprimer les éléments dont la sensibilité αi est la plus petite,
5) Répéter les étapes 2 à 4 jusqu’à ce qu’un des critères d’arrêt soit vérifié.

Notons que Hardjasaputra et al. [244] remarquent que l’exactitude ou la qualité de la
solution sont améliorées en choisissant une valeur assez petite du paramètre ERR. Pour
obtenir une solution acceptable, il est noté que ERR devrait être choisi entre 1 et 2 %.

Basée sur la méthode ESO, la méthode BESO [241] est très similaire, si ce n’est qu’elle
considère la possibilité d’ajouter de nouveaux éléments aux abords des éléments les
plus contraints du domaine. Yang et al. [92] ont proposé d’extrapoler linéairement le
champ des déplacements afin d’estimer l’énergie de déformation des éléments consi-
dérés comme vides. Les deux méthodes ESO et BESO ont été utilisées dans de nom-
breux domaines d’application, comme la mécanique [83, 106, 191] et le génie civil [1, 2].
Ces deux méthodes ont été très largement utilisées dans la littérature, notamment parce
qu’elles sont simples à implémenter, et que le concept est assez simple à appréhender
[241].

2.1.3.2.3/ Optimisation par lignes de niveaux (level set) Développée initialement
par Allaire et al. [109], la méthode des courbes de niveaux, ou méthode level-set, est
basée sur les méthodes d’optimisation de forme. Ici, et comme dit dans [139], les formes
sont capturées sur un maillage fixe et représentées par la courbe de niveau d’un champ
scalaire. On évite ainsi les problèmes habituellement rencontrés dans le domaine de
l’optimisation topologique, notamment les instabilités numériques et les méthodes de re-
maillage extrêmement coûteuses. La vitesse du front de propagation est calculée en
utilisant la dérivée de forme de l’optimisation de frontière classique. Allaire et al. insistent
ici sur le fait que cette méthode n’est pas une procédure d’optimisation topologique, mais
plutôt une méthode d’optimisation de forme. Ceci dit, le couplage de level-set avec une
méthode de gradient topologique autorise la création de trous dans la matière, ce qui en
fait donc une méthode d’optimisation topologique.

Cette méthode présente notamment les avantages suivants :
• La topologie peut être grandement modifiée au cours des itérations. Il n’est pas

nécessaire de restreindre les modifications à chaque itération.
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• Son coût en terme de temps de calcul CPU est assez faible,
• Elle permet de traiter différentes sortes de fonctions objectif, ainsi que des mo-

dèles physiques très généraux. Elle a notamment été grandement utilisée dans le
domaine de la mécanique [105] et de l’électromagnétisme [210].

• Elle s’avère aussi efficace que la méthode d’homogénéisation. Notons tout de
même qu’elle donne de meilleurs résultats, dans le sens où les topologies opti-
males sont très souvent fabriquables.

Cependant, contrairement à la méthode d’homogénéisation précédemment citée, il
n’existe pas de preuve que cette méthode converge vers l’optimum global de la fonc-
tion objectif considérée [163]. Notons aussi que cette méthode est très dépendante de la
configuration initiale [109], comme on le voit dans la figure 2.6 suivante.

FIGURE 2.6 – (haut) Conditions aux limites et deux initialisations différentes de la topo-
logie. (milieu) Solutions à la 50ème et la 100ème itération pour la première initialisation.
(bas) Solutions à la 50ème et la 100ème itération pour la seconde initialisation.

2.2/ MÉTHODES METAHEURISTIQUES

2.2.1/ GÉNÉRALITÉS

De nombreuses méthodes metaheuristiques ont été développées ces dernières années.
En effet, comme nous l’avons vu dans la partie 2.1.1.1, les méthodes de résolution clas-
siques que nous avons étudiées précédemment ont tendance à rester piégées dans les
optima locaux que présente la fonction objectif. On pourrait bien sûr utiliser ces méthodes
classiques de nombreuses fois en changeant les conditions initiales (c’est à dire la po-
sition d’un premier point dans l’espace des solutions) jusqu’à ce que l’on trouve une
solution qui peut être considérée comme étant la meilleure. Cependant, il faudrait effec-
tuer ce processus une infinité de fois avant de pouvoir affirmer que la solution trouvée est
effectivement la meilleure.

Afin de pallier à ce problème, deux idées novatrices se sont imposées. La première est
d’accepter de temps en temps une dégradation temporaire de la situation, afin de se dé-
placer dans l’espace des solutions à la recherche d’une meilleure solution. La seconde
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est l’utilisation d’un nombre de solutions conséquent qui se “déplacent” dans l’espace des
solutions à la recherche d’un optimum local. Ainsi, en bouclant sur toutes ces solutions
(appelées “individus” dans certains algorithmes, “particules” dans d’autres), on effectue,
à chaque itération, autant d’évaluations de la fonction objectif qu’il y a de potentielles
solutions disponibles. Cela permet d’étudier le domaine plus en détails, et d’obtenir plus
rapidement des solutions. De plus, elles tiennent compte de paramètres aléatoires, heu-
ristiques donc, qui permettent une certaine intelligence - ou tout du moins une liberté
certaine - à l’algorithme qui peut tout à fait trouver des solutions inattendues a priori dans
le domaine de recherche.

Définition 3 : Méthode heuristique

En optimisation combinatoire, en théorie des graphes, en théorie de la com-
plexité des algorithmes, et en intelligence artificielle, une heuristique est une
méthode de calcul qui fournit de manière relativement rapide (c’est à dire dans
un temps que l’on peut considérer comme polynomial) une solution réalisable,
c’est à dire assez proche de l’optimum cherché, pour un problème d’optimisation
NP-difficile [226].

Cependant, nombre de ces méthodes ont été développées pour un type de problème en
particulier, et ne sont donc pas suffisamment généralistes pour être efficaces à coup sûr.

L’arrivée des méthodes metaheuristiques permet ainsi de réconcilier les problèmes conti-
nus et les problèmes discrets, puisqu’elles sont efficaces sur ces deux types de do-
maines, comme nous le verrons notamment dans la partie 2.2.3. De par leur capacité
à résoudre des problèmes d’optimisation dits difficiles pour lesquels on ne connaît pas
de méthode classique ou directe plus efficace, elles se sont rapidement imposées dans
le domaine de l’optimisation. Du fait qu’elles sont très facilement adaptables à tous types
de problèmes, il existe un très grand nombre de metaheuristiques différentes, allant de la
simple recherche probabiliste à des algorithmes complexes de recherche globale.

Du grec meta signifiant "au-delà" ou "un niveau au dessus" et de heuriskein qui signifie
"trouver", les metaheuristiques sont généralement des algorithmes stochastiques itératifs
qui progressent vers un optimum global, c’est à dire l’extremum global d’une fonction, par
échantillonnage de la fonction objectif, sans nécessiter de calcul des sensibilités. Elles
se comportent donc comme des algorithmes de recherche, tentant d’étudier l’ensemble
d’un domaine afin d’en trouver efficacement les extrema.

Les méthodes metaheuristiques les plus utilisées conjointement dans les domaines de
l’industrie et de la recherche sont la méthode du recuit simulé, la recherche avec tabous,
l’algorithme d’Optimisation par Essaim Particulaire (Particle Swarm Optimization : PSO),
les Algorithmes Evolutionnaires (AEs) et l’algorithme d’optimisation par colonie de four-
mis (Ant Colony Optimization : ACO).

2.2.1.1/ PROPRIÉTÉS

Il est important de noter que l’utilisation des méthodes metaheuristiques ne nécessite
pas de connaître la forme du domaine étudié, ni l’évolution de la fonction objectif dans
son domaine, pour fonctionner.

Du fait qu’il existe de très nombreuses méthodes metaheuristiques différentes, il est très
difficile de trouver une définition claire et précise de ces méthodes. Cependant, l’en-



2.2. MÉTHODES METAHEURISTIQUES 25

semble des méthodes metaheuristiques partagent les caractéristiques suivantes :
• Elles sont, pour la plupart, stochastiques, ce qui leur permet de faire face à l’ex-

plosion combinatoire des possibilités de solution.
• Elles considèrent généralement une population de solutions au lieu d’une seule -

en tout cas pour ce qui concerne les méthodes metaheuristiques basées sur le
fonctionnement de populations 2- ce qui leur permet d’une part d’analyser simul-
tanément l’ensemble du domaine des solutions, et donc de ne pas rester bloqué
dans un optimum local, mais aussi de résoudre simplement les problèmes d’opti-
misation multi-objectifs.

• Généralement développées pour des problèmes discrets et adaptées par la suite
à des problèmes continus, elles ont l’avantage d’être directes, c’est à dire qu’elles
ne recourent pas au calcul, souvent problématique, des sensibilités.

• Elles sont inspirées d’analogies avec la physique, la biologie, ou l’éthologie, ce qui
leur permet d’une part d’être facilement accessibles et utilisables, notamment dans
le monde de l’industrie, puisque l’efficience est un critère déterminant dans le choix
d’une méthode de calcul, mais aussi d’être relativement simples à implémenter.

• Les algorithmes définissant ces méthodes sont généralement donnés en fonction
de paramètres, certains constants, d’autres heuristiques, difficiles à borner et à
définir. En effet, l’efficacité de ces méthodes est très fortement dépendante des
paramètres choisis, et il est nécessaire, avant d’utiliser une metaheuristique, de
connaître parfaitement quels sont les effets de chaque paramètre sur le fonction-
nement de la méthode en question [187].

• Il n’existe aucune démonstration mathématique de leur capacité à converger vers
le minimum global de la fonction objectif. Seule l’expérience a montré qu’elles en
sont capables.

2.2.1.2/ AVANTAGES ET INCONVÉNIENTS

Bien que très efficaces sur un très grand nombre de problèmes différents, il est aujour-
d’hui très difficile de prévoir l’efficacité d’une méthode en particulier sur un problème
donné. Ces méthodes ne s’excluent pas mutuellement [121], et la tendance actuelle est
donc à l’émergence de méthodes hybrides, qui s’efforcent de tirer parti des qualités de
chacune des méthodes en les combinant, soit de manière parallèle, soit de manière sé-
quentielle.

Un autre avantage de ces méthodes est qu’elles sont facilement adaptables à tous types
de problèmes. De nouvelles versions de chacune des méthodes metaheuristiques ont
été développées, afin qu’elles puissent à la fois être efficaces non seulement sur les pro-
blèmes continus et les problèmes discrets, mais aussi sur les problèmes multi-objectifs,
dynamiques, ou binaires comme nous le verrons lors de l’application de ces méthodes à
l’optimisation topologique.

De par leurs coefficients heuristiques, les metaheuristiques ont la capacité à s’extraire
des minima locaux qui peuvent être présents sur le domaine de recherche. Comme
nous l’avons vu sur la figure 2.1, les méthodes classiques restent très souvent bloquées
dans les minima locaux, parce qu’elles ne considèrent qu’un seul point du domaine et
qu’elles ne se déplacent qu’en cherchant des directions de descente dans le domaine.
Au contraire, les méthodes metaheuristiques analysent simultanément l’ensemble du do-

2. Dans la littérature anglophone, elles sont appelées population-based metaheuristic methods.
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maine de recherche. De plus, alors que certaines méthodes classiques refusent systé-
matiquement tout point du domaine qui serait moins adapté à la fonction objectif que le
précédent, les méthodes metaheuristiques dites "de voisinage" (comme la méthode du
recuit simulé, et la méthode de recherche avec tabou, par exemple) acceptent de temps
en temps un mouvement de recul. En effet, les solutions trouvées au cours des itéra-
tions peuvent tout à fait être moins adaptées que les précédentes du fait des coefficients
aléatoires qui définissent le fonctionnement des algorithmes. Dès lors, il devient possible
de s’extraire du piège que représente un minimum local, pour partir explorer une nou-
velle zone du domaine plus prometteuse, bien qu’elle ne donne pas, à première vue, des
résultats très satisfaisants.

De la même manière, les méthodes dites "distribuées" (voir parties 2.2.2.1, 2.2.2.2 ainsi
que toute la partie 2.2.3) proposent des mécanismes permettant la sortie d’un piège local.
Ces mécanismes, généralement appliqués de manière aléatoire - et que l’on peut appa-
renter au mécanisme de mutation utilisé par les algorithmes évolutionnaires - permettent
d’explorer une nouvelle région du domaine si celle étudiée n’est pas suffisamment satis-
faisante.

D’autre part, l’ensemble des méthodes metaheuristiques fonctionne avec un système de
mémoire qui leur permet, tout en explorant de nouvelles régions du domaine, de conser-
ver en mémoire les meilleurs points trouvés jusqu’à présent. Cette mémoire, bien qu’as-
sez lourde du point de vue logiciel, permet aux algorithmes d’être efficaces, tant lors des
phases d’exploration du domaine, que lors des phases d’exploitation des zones promet-
teuses.

Par contre, il est admis qu’aucune metaheuristique ne peut être considérée comme étant
meilleure qu’une autre, dans l’absolu. En effet, le théorème du no free lunch développé
par Wolpert et al. [75] démontre qu’une méthode metaheuristique ne peut pas prétendre
être efficace sur tous les problèmes, bien que certaines configurations puissent appa-
raître comme étant plus efficaces sur certaines classes de problèmes en particulier. Ainsi,
dans les parties suivantes nous montrerons que chacune des metaheuristiques dévelop-
pées a évolué au cours du temps, que des recherches les ont modifiées afin qu’elles
deviennent plus performantes.
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2.2.1.3/ CLASSIFICATION DES MÉTHODES METAHEURISTIQUES

De nombreux classements différents ont été proposés dans la littérature, afin de situer
la méthode metaheuristique la plus adaptée à un problème d’optimisation donné, ou au
moins une classe de problèmes donnée. La classification présentée dans figure 2.7 nous
a permis notamment de choisir judicieusement la méthode à employer en fonction de la
classe de problèmes à résoudre.

FIGURE 2.7 – Classification des méthodes metaheuristiques en fonction de la classe du
problème à résoudre

2.2.2/ QUELQUES MÉTHODES METAHEURISTIQUES

2.2.2.1/ ANT COLONY OPTIMIZATION

2.2.2.1.1/ Généralités Développé pour la première fois par M. Dorigo [67], l’algo-
rithme d’optimisation par colonies de fourmis (appelé Ant Colony Optimization (ACO)
dans la littérature anglophone) est aujourd’hui l’un des plus utilisés pour les problèmes
d’optimisation combinatoire difficiles, et notamment dans le domaine de la théorie des
graphes (voir partie 2.3.2). En effet, il a tout d’abord été développé pour résoudre effica-
cement le problème du voyageur de commerce, c’est à dire pour trouver le chemin le plus
court dans un graphe, orienté ou non. Cet algorithme s’inspire du comportement social
des fourmis dans la nature l’on peut qualifier d’auto-organisé.
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Définition 4 : L’auto-organisation

Décrit dans les domaines de la physique, de la biologie et de la sociologie,
l’auto-organisation est un processus dans lequel un modèle de niveau global
émerge uniquement d’un grand nombre d’interactions entre les composants de
bas niveau du système. De plus, les règles spécifiant les interactions entre les
composants du système sont suivies en utilisant uniquement des informations
locales, sans référence au modèle global [93] [121]. Une propriété émergente
est une propriété qui peut apparaître de manière imprévue, sans avoir été ex-
plicitement déterminée au préalable. On peut par exemple considérer que de
nombreux phénomènes de sociétés sont résultants de propriétés émergentes
de cette même société, puisque c’est finalement le mouvement local de chaque
individu de la société qui construit un modèle global, une manière de fonctionner
globale qui définit les grands phénomènes sociétaux.

2.2.2.1.2/ Origines de l’algorithme L’idée originale de cet algorithme provient donc
de l’observation de la manière dont les fourmis s’organisent pour exploiter les ressources
de nourriture alentour. En effet, bien que chacune des fourmis ait des capacités cognitives
limitées, l’ensemble de leur société est capable de trouver le chemin le plus court entre
une source de nourriture et la fourmilière. Les observations faites par les biologistes
Dorigo et Maniezzo dans [67] ont permis de déterminer qu’une colonie de fourmis ayant
le choix entre plusieurs chemins de longueurs différentes menant à la même source de
nourriture avait tendance à utiliser le chemin le plus court.

Le problème crucial auquel se sont confrontés les chercheurs qui ont développé cet al-
gorithme est donc le processus de communication de composants locaux au sein d’un
système global. C’est à dire la manière dont les composants interagissent entre eux
pour produire un modèle complexe, que chacun des composants ne pourrait pas repro-
duire lui-même. Dans le cadre de la biologie du comportement, des individus peuvent
communiquer de plusieurs manières différentes. La première est l’utilisation de signaux
que l’on pourrait qualifier de directs, c’est à dire l’utilisation de moyens spécifiques pour
transmettre une information. La parole, l’écriture, sont des exemples de signaux de com-
munication directs. Au contraire, la deuxième manière de communiquer est l’utilisation
de signaux que l’on pourrait qualifier d’indirects, c’est à dire l’utilisation, intentionnelle
ou non, d’indices qui modifient l’environnement. De la même manière, l’information peut
provenir directement d’autres individus, ou bien provenir de l’état d’un travail en cours.
Ainsi, les systèmes auto-organisés sont particulièrement intéressants dans le sens où la
stigmergie s’auto-organise elle-même et peut même être adaptative.

Définition 5 : La stigmergie

A l’origine de la création de l’algorithme d’optimisation par colonie de fourmis, la
stigmergie est précisément définie comme une forme de communication pas-
sant par le biais de modifications de l’environnement. Les biologistes différen-
cient la stigmergie quantitative de son homologue qualitative, mais les concepts
sont toutefois assez similaires.

Un autre aspect très important de la définition de l’algorithme par colonie de fourmis est
le concept de contrôle décentralisé. En effet, dans un système auto-organisé, il n’y a
pas de prise de décision collective, suivie d’ordres et d’actions prédéterminées, et c’est
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d’ailleurs en ce sens que tout système organisé peut être qualifié d’intelligent (artificiel
s’il s’agit d’un algorithme, naturel s’il s’agit d’un groupe d’êtres vivants). De la même
manière, dans un système décentralisé, que l’on peut considérer de manière générale
comme un sous-ensemble de l’ensemble des systèmes auto-organisés, chaque individu
dispose d’une vision locale de son environnement, et ne connaît donc ni le domaine dans
sa globalité, ni la topologie de la population. Les avantages des systèmes décentralisés
sont :

• La robustesse, du fait que l’ensemble du système peut continuer à fonctionner,
même si l’une des parties individuelles est en panne ;

• La flexibilité, car ils sont tout à fait efficaces tant sur des domaines statiques que
sur des domaines dynamiques (c’est à dire des domaines où la fonction objectif
évolue au cours du temps et où, donc, la valeur de la fonction objectif pour une
position donnée peut changer).

2.2.2.1.3/ Définition du modèle biologique Ainsi, basé sur les informations précé-
demment explicitées, l’algorithme par colonie de fourmis est basé sur le modèle suivant
(voir figure 2.8) :
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FIGURE 2.8 – (1) La première fourmi trouve la source de nourriture F, via un chemin
quelconque (a), puis dépose une piste de phéromones en revenant au nid par le chemin
le plus court (b). (2) Les fourmis empruntent indifféremment l’un des quatre chemins,
mais renforcent tout de même la piste du chemin le plus court lors de leur retour au nid.
(3) Les fourmis empruntent le chemin le plus court. Les chemins les plus longs perdent
leur pistes de phéromones qui s’évoporent au court du temps.

1. Une fourmi parcourt au hasard l’environnement autour de la colonie.

2. Si cette fourmi trouve une source de nourriture, elle rentre plus ou moins directe-
ment au nid, en laissant sur son chemin une piste de phéromones (elle modifie
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donc l’environnement de son chemin de retour).

3. Les phéromones étant attractives, les fourmis qui passent à proximité de la piste
précédemment déposée vont avoir tendance à suivre, de façon plus ou moins pré-
cise, cette piste.

4. En revenant au nid, ces nouvelles fourmis vont elles aussi laisser sur leur chemin
une piste de phéromones. La piste est donc renforcée, elle comporte plus de phé-
romones, et est donc encore plus attractive.

5. Si deux pistes sont possibles pour atteindre la même source de nourriture, la plus
courte sera parcourue par plus de fourmis que la plus longue. Cette piste sera donc
de plus en plus renforcée, et donc de plus en plus attractive pour de nouvelles
fourmis susceptibles de l’emprunter et de la renforcer à nouveau.

6. Les phéromones sont volatiles. Au cours du temps, la longue piste finira par dispa-
raître et ne comportera plus du tout de phéromones.

7. A terme, l’ensemble des fourmis de la colonie a donc déterminé et "choisi" (au
sens où la colonie est un système décentralisé, comme expliqué dans la partie
précédente) la piste la plus courte.

Les systèmes naturels auto organisés tels que les colonies de fourmis reposent donc
aussi sur des systèmes de rétroactions. En effet, le dépôt de phéromones attirant de
nouvelles fourmis susceptibles elles-mêmes de déposer de nouvelles phéromones sur
cette même piste constitue une rétroaction positive. De la même manière, la dissipation
des pistes les moins empruntées par évaporation empêchant le système de dégénérer
au cours des itérations constitue une rétroaction négative.

2.2.2.1.4/ Application au problème du voyageur de commerce Basées sur les ob-
servations biologiques présentées dans le paragraphe précédent, on obtient des règles
de fonctionnement qui bornent les mouvements autorisés par l’algorithme. Développé
pour résoudre efficacement le problème du voyageur de commerce, cet algorithme est
donc défini par les règles suivantes :

1. Chaque fourmi ne peut visiter une ville qu’une seule fois ;

2. Plus une ville est loin de la fourmi, moins elle a de chances d’être visitée. C’est à
dire que les fourmis choisissent en priorité les villes qui sont visibles à leur échelle.

3. Plus l’intensité de la piste de phéromones disposée sur l’arête entre deux villes est
grande, plus le trajet aura de chances d’être choisi ; Une fois son trajet terminé, la
fourmi dépose sur chacune des arêtes parcourues une quantité de phéromones dé-
pendant de la longueur du trajet. Plus le trajet est court, plus grande est la quantité
de phéromones déposée, et inversement.

4. Les pistes de phéromones s’évaporent à chaque itération.

Le fonctionnement de l’algorithme sur le problème du voyageur de commerce peut être
illustré par la figure 2.9 suivante.
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1 2 3 4

FIGURE 2.9 – (1) Une fourmi choisit un trajet au hasard et trace une piste de phéromones.
(2) L’ensemble des fourmis parcourt un certain nombre de trajets, chaque fourmi déposant
une certaine quantité de phéromones sur son trajet dépendant de la longueur du trajet
qu’elle a emprunté. (3) Alors que les pistes les moins empruntées s’évaporent, les pistes
les plus empruntées, et donc les plus courtes, s’intensifient. (4) Le meilleur chemin est
finalement le plus court qui a été choisi de manière non intentionnelle par la colonie.

2.2.2.1.5/ Description formelle et algorithme Soit une colonie de m fourmis et N un
ensemble de villes avec card(N) = |N|. Pour chaque fourmi k, le trajet entre une ville i et
une ville j dépend de :

1. L’ensemble des villes déjà visitées, qui définit donc les villes que la fourmi k peut
possiblement visiter lorsqu’elle est sur la ville i : Jk

i .

2. La visibilité de la fourmi qui est l’inverse de la distance entre la ville i et la ville j
et qui est définie par ηi j = 1

di j
. Ce paramètre permet à la fourmi de choisir, dans la

mesure du possible, les villes les plus proches d’elle à chaque instant.

3. L’intensité de la piste, c’est à dire la quantité de phéromones présente à chaque
instant sur les pistes que la fourmi peut potentiellement emprunter à cet instant.
C’est en quelque sorte une mémoire globale des trajets qui ont d’ores et déjà été
effectués par les fourmis, et qui évolue presque de manière continue au cours de
l’algorithme [121].

La règle de déplacement des fourmis de ville en ville dépend donc de tous ces para-
mètres. On l’appelle la "règle aléatoire de transition proportionnelle" et elle est définie
par

pk
i j(t) =


(τi j(t))α̇(ηi j)β∑
l∈Jk

i
(τil(t))α̇(ηβi j)

si j ∈ Jk
i

0 si j < Jk
i

(2.19)

avec α et β deux paramètres contrôlant l’importance relative de l’intensité de la piste τi j

et de la visibilité ηi j. Si α = 0, seule la visibilité de la piste est prise en compte dans
le choix de déplacement des fourmis. Au contraire, si β = 0 seules les phéromones ont
une influence sur le choix de déplacement des fourmis. Pour éviter qu’un trajet ne soit
sélectionné trop tôt lors de l’exécution de l’algorithme, il est important de sélectionner
correctement ces deux paramètres. On joue ainsi sur le choix entre un comportement qui
favorise la diversification et un comportement qui favorise l’intensification des pistes déjà
sélectionnées. Comme on le verra dans la partie 2.2.3, ces paramètres correspondent à
l’équivalent des paramètres c1 et c2 de l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire
PSO, qui jaugent le comportement de l’algorithme entre ses capacités d’exploration de
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nouvelles contrées du domaine, et ses capacités d’exploitation des zones prometteuses
déjà trouvées.

A chaque itération, chaque fourmi k a effectué un tour complet des villes de l’ensemble
N, et a déposé sur chacun des chemins empruntés lors de son parcours une quantité
de phéromones ∆τk

i j(t) qui dépend, comme vu précédemment, de la longueur du trajet
effectué (c’est à dire de la qualité de la solution proposée par la fourmi, puisque l’on
cherche le chemin le plus court possible, plus court est le chemin, plus la solution est
adaptée), et qui est donnée par la formule suivante

∆τk
i j(t) =

 Q
Lk(t) si (i, j) ∈ T k(t)
0 si (i, j) < T k(t)

(2.20)

avec T k(t) le trajet déjà effectué par la fourmi k à l’itération t, Lk(t) la longueur du tour
effectué par la fourmi, et Q un paramètre fixé.

Comme expliqué précédemment, pour éviter que le processus ne s’emballe, et pour que
l’algorithme de sélection du plus court chemin soit efficace, il est nécessaire que les
pistes de phéromones s’évaporent à chaque itération. La règle de mise à jour des pistes
est donc la suivante

τi j(t + 1) = (1 − ρ)τi j(t) + ∆τi j(t) (2.21)

avec ∆τi j(t) =
∑m

k=1 ∆τk
i j(t) et m est le nombre de fourmis.

La quantité initiale de phéromones sur les arêtes est déterminée grâce à une distribution
uniforme d’une petite quantité τ0 ≥ 0.

L’algorithme simplifié de résolution du problème du voyageur de commerce est défini dans
l’algorithme 2.

Algorithm 2 L’algorithme "Ant System"

for t = 1,...,tmax do
for chaque fourmi k = 1,...,m do

Choisir une ville au hasard
for chaque ville non visitée i do

Choisir une ville j, dans la liste Jk
i des villes restantes, selon la formule (2.19)

end for
Déposer une piste ∆τk

i j(t) sur le trajet T k(t) conformément à l’équation (2.20).
end for
Evaporer les pistes selon la formule (2.21).

end for

2.2.2.1.6/ Quelques applications et améliorations Comme il l’a été dit dans la par-
tie 2.2.1.2, bien que les méthodes metaheuristiques soient très efficaces, elles peuvent
n’être efficaces que sur certains types de problèmes d’optimisation. C’est la raison pour
laquelle de nombreux algorithmes hybrides sont proposés afin de combiner les avan-
tages d’algorithmes différents, tout en essayant d’éviter leurs inconvénients respectifs.
Par exemple, Holden et al. [145, 170, 181] ont proposé un algorithme hybride tirant pro-
fit à la fois des capacités de l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire (PSO) et
de celles de l’algorithme par colonies de fourmis (ACO) pour effectuer des classements
de données et du data mining. De la même manière, Iqbal et al. [158] ont proposé un
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algorithme hybride PSO/ACO. En effet, dans l’algorithme PSO classique, les particules
n’exploitent pas la mémoire collective de l’essaim, mais seulement leur mémoire per-
sonnelle, et éventuellement celle de leur voisinage. Ceci implique que l’algorithme peut
explorer à nouveau des zones qui ont d’ores et déjà été exploitées auparavant. Dans cet
algorithme, des principes tirés de l’algorithme ACO sont utilisés afin d’utiliser au mieux la
mémoire collective de l’essaim, en prenant en compte les zones déjà explorées lors du
déplacement de l’essaim.

En outre, la méthode développée par Romdhane et al. [233] propose de partitionner
un graphe (cf. partie 2.3.2), par exemple une population ou un essaim (cf. partie 2.2.3)
en plusieurs sous graphes. Ainsi, chacun des sous-graphes peut explorer une partie du
domaine, avant que les meilleures particules de chaque sous-graphe ne soient récupé-
rées pour créer un nouvel essaim très efficace, puisqu’hétérogène et réparti aux quatre
coins du domaine. Dans cette méthode, l’algorithme ACO définit les sous graphes de la
même manière qu’il résout le problème du voyageur de commerce (voir algorithme 2),
c’est à dire en se déplaçant de particule en particule, pour déterminer quels sont les
sous-ensembles qui émergent du modèle global. Notons ici que Rhomdane et al. [233]
insistent sur la nécessité de bien considérer un graphe orienté en tant que tel. En effet,
la création de groupes ou de communautés peut être faussée si l’on ne considère pas
correctement l’orientation du graphe.

2.2.2.2/ LES ALGORITHMES ÉVOLUTIONNAIRES

Selon la théorie Darwinienne, les mécanismes qui régissent l’évolution des êtres vivants
sur Terre consistent essentiellement en une sélection naturelle basée sur la compétition,
qui engendre l’extinction des espèces les moins adaptées à leur environnement (notons
d’ailleurs, en référence à la partie précédente que, d’après des recherches récentes, les
fourmis sont présentes sur Terre depuis plus de 140 millions d’années, et qu’elles font
ainsi partie des être vivants les plus compétitifs et qui se sont le mieux adaptés aux cours
de ces millions d’années). Cependant, les recherches récentes en génétique ont montré
que les seuls mécanismes de sélection ne peuvent expliquer complètement l’évolution
des espèces sur Terre.

Les Algorithmes Evolutionnaires (appelés Evolutionary Algorithms et notés EAs dans la
littérature anglophone) sont donc des techniques inspirées par les découvertes concer-
nant l’évolution biologique des espèces apparues à la fin des années 50 [3]. Parmi plu-
sieurs approches différentes, les algorithmes génétiques (appelés Genetic Algorithms et
notés GAs dans la littérature anglophone) en constituent l’exemple le plus probant, à la
suite notamment de la parution en 1989 de l’ouvrage de D.E. Goldberg [35].

Remarque : De nombreux chercheurs utilisent encore le terme d’algorithmes génétiques
pour définir les algorithmes évolutionnaires, bien que ces derniers n’aient en réalité que
peu de points communs avec la méthode des algorithmes génétiques développée ini-
tialement par Holland [12] et Goldberg [35]. Ici, nous ferons bien la distinction entre les
algorithmes génétiques qui ne représentent qu’un un sous-ensemble des algorithmes
évolutionnaires.

Ces algorithmes ont tout d’abord suscité un intérêt relativement limité, du fait de leur
complexité qui engendrait un important coût de calcul. Avec le développement des cal-
culateurs, ils ont connu un essor considérable, notamment grâce à l’apparition des ar-
chitectures massivement parallèles qui ont permis la parallélisation de nombreux calculs
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évolutionnaires, et donc l’obtention de résultats en un temps polynomial [121].

2.2.2.2.1/ Généralités
Dans la théorie de la génétique, on considère plusieurs mécanismes à l’origine de la
sélection naturelle développée par Darwin [225] :

• Le phénotype d’un organisme est codé en grande partie dans son génotype. De-
puis peu, on commence à considérer aussi que l’environnement peut avoir des
effets sur le phénotype.

• Chaque population d’individus est constituée d’individus différents.
• Ce sont justement ces différences entre les individus qui leur confèrent une cer-

taine capacité d’adaptation à leur environnement.
• Chaque organisme transmet une partie de ses caractéristiques à sa descendance,

via la génétique.
• Les individus les plus adaptés se reproduisent plus facilement (notamment parce

qu’ils sont plus adaptés à l’environnement, et que donc ils réunissent toutes les
conditions nécessaires à la reproduction), et ont plus de chances de transmettre
leurs caractéristiques à la population.

Basés sur ces observations, les algorithmes génétiques considèrent donc une population
de potentielles solutions (les individus) au problème d’optimisation posé. Les individus
sont donc caractérisés par leurs génotypes respectifs, qui leur confèrent, via leur phé-
notype, une certaine adaptation au domaine considéré (la valeur de la fonction objectif
appelée aussi fitness). Afin de promouvoir l’adaptation au domaine, les individus les plus
adaptés ont plus de chances (au sens probabiliste du terme) de se reproduire au cours
des générations (les itérations de l’algorithme), afin de transmettre leur génotype au sein
de la population.

La manipulation des individus est réalisée grâce à deux types d’opérateurs qui permettent
de mettre en œuvre les considérations précédentes : les opérateurs de sélection, et les
opérateurs de variation.

Les opérateurs de sélection
A chaque génération, les individus peuvent se reproduire, survivre ou disparaître, du fait
des deux opérateurs de sélection suivant [121] :

• La sélection pour la reproduction, appelée aussi sélection, qui détermine le
nombre de descendants de chaque individu à chaque génération. Les individus
les plus adaptés ont donc plus de chance d’être sélectionnés que les autres.

• La sélection pour le remplacement, appelée aussi remplacement, qui détermine
quels individus devront disparaître de la population parce qu’ils ne sont pas suf-
fisamment adaptés à l’environnement. On remarque que, grâce à ce processus,
la taille de la population est contrôlée. Elle peut soit restée constante, soit évoluer
selon une politique précédemment définie.

Pour déterminer les meilleurs individus de la population, ils sont en quelque sorte classés
en fonction de leur performance, c’est à dire de la valeur de la fonction objectif (leur
phénotype) induite par leur génotype. Ceci implique que la valeur de la fonction objectif
de chaque enfant doit être calculée à chaque itération, ce qui peut être assez lourd en
terme de temps de calcul.
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Les opérateurs de variation
Afin que l’algorithme puisse faire évoluer les populations dans le but de trouver de
meilleures solutions au cours des générations, il est nécessaire d’appliquer des opé-
rateurs de variation, dont le but est de transformer les populations. Ils sont généralement
classés en deux catégories :

• La mutation, qui modifie le génotype d’un individu pour en obtenir un autre (on
pourrait apparenter cela à un processus d’évolution des espèces qui serait extrê-
mement rapide).

• Le croisement (appelée aussi "crossover" dans la littérature anglophone), qui
engendre des enfants à partir du croisement du génotype de deux parents.

Ces opérateurs sont inspirés de la reproduction sexuée, et ils peuvent être étendus de
manière numérique. On peut par exemple imaginer que de nombreux parents (dont
le nombre est supérieur à deux) génèrent, de par le croisement de leurs génotypes
respectifs, un enfant.

Le problème de ces algorithmes réside dans la représentation de la population. En ef-
fet, elle est intimement liée au type de problème d’optimisation à résoudre. Ainsi, si l’on
veut résoudre un problème d’optimisation continu dans un domaine de Rn, chaque in-
dividu sera représenté par un vecteur de Rn. Au contraire, si l’on souhaite résoudre un
problème d’optimisation combinatoire ou séquentielle, comme le problème du voyageur
de commerce, on pourra considérer que les individus sont des vecteurs d’entiers, dont
chaque composante est le numéro d’une ville. Ainsi, chaque vecteur représente une tour-
née, c’est à dire une potentielle solution au problème d’optimisation. Il est donc important,
avant d’utiliser un algorithme évolutionnaire, de bien spécifier le type de problème d’opti-
misation à résoudre, et donc la représentation des individus dans l’espace des solutions,
afin que les opérateurs soient adaptés.

2.2.2.2.2/ Algorithme Les algorithmes évolutionnaires sont tous basés sur l’algo-
rithme 3 suivant, au demeurant assez simple, bien qu’il puisse se compliquer suivant
le domaine sur lequel il est appliqué.

Algorithm 3 L’algorithme évolutionnaire

Construction d’une population initiale
Evaluation des individus de cette population
while Le critère d’arrêt n’est pas vérifié do

Sélection d’une partie de la population,
Reproduction des individus sélectionnés,
Mutation des descendants ainsi créés,
Evaluation du degré d’adaptabilité de chaque individu,
Remplacement de la population initiale par une nouvelle population

end while

L’algorithme peut aussi être représenté de manière géométrique, comme on le voit sur la
figure 2.10 suivante.
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FIGURE 2.10 – Pseudo code d’un algorithme évolutionnaire

Sur ce pseudo-code, les blocs roses représentent les parties de l’algorithme relevant
effectivement d’un algorithme évolutionnaire.

2.2.2.2.3/ Application à un domaine binaire Bien que les opérateurs dépendent
de la représentation de la population, la meilleure manière de les représenter est de
considérer un domaine binaire, qui correspond en tout point à la représentation géno-
type/phénotype qui existe dans la nature. Ainsi, le génotype de chaque individu est re-
présenté par une chaîne de caractères binaires, ou plus généralement de symboles d’un
alphabet à faible cardinalité [121] alors que le phénotype est représenté par la fitness de
l’individu par rapport à la fonction objectif considérée.

Le croisement
Dans un domaine binaire, il existe trois variantes du croisement :

• Le croisement "un point",
• Le croisement "deux points",
• Le croisement uniforme.

Dans un domaine binaire, le croisement "un point" peut être représenté à la manière de
la figure 2.11.

1 0 0 0 1

0 0
(a)

1 0 0

0 10

0

(b)

1 0 0

0 10
(c)

FIGURE 2.11 – Croisement "1 point" de deux génotypes composés de 5 bits chacun : (a)
Un point de coupure est choisi. (b) On réalise l’échange des parties coupées. (c) Résultat
du croisement.

Le croisement deux points est réalisé exactement de la même manière, si ce n’est que
deux points de coupure sont choisis dans chaque génome.
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Le croisement uniforme peut être vu comme un croisement multipoints dont le nombre
de coupures est indéterminé a priori, il peut même être choisi de manière aléatoire pour
favoriser l’hétérogénéité des populations [27]. Pour cela, on utilise un "masque de croi-
sement" qui détermine où auront lieu les coupures. Le masque est un mot binaire de
même longueur que les individus : un "0" à la ne position du masque implique qu’il n’y ait
aucun changement à la ne position des deux génomes ; un "1" à la ne position du masque
implique un échange des nes positions des deux génomes, comme on le voit sur la figure
2.12 suivante

1 0 0 0 1

0
(a)

Parent 1

Parent 2

1 0 0Masque

0 0 1

1

Descendant 1

Descendant 2

(b)

FIGURE 2.12 – Croisement uniforme. (a) Choix des symboles à échanger en fonction du
masque. (b) Résultat du croisement uniforme.

La mutation
L’opérateur de mutation sur des individus binaires opère simplement en modifiant, avec
une probabilité assez faible généralement comprise entre 0.01 et 0.1 par individu, des
bits choisis au hasard dans les individus. Lorsque la mutation est opérée, les bits choisis
changent simplement de valeur, les "1" deviennent des "0" et les "0" deviennent des "1".

2.2.2.2.4/ Quelques applications et améliorations

Méthodes hybrides
De nombreuses méthodes hybrides ont été développées afin de tirer profit notamment
des opérateurs de croisement et de mutation qui ont une très nette tendance à accélé-
rer la convergence des algorithmes d’optimisation. Lovbjerg et al. [103] ont par exemple
amélioré l’algorithme PSO en ajoutant aux formules basiques (cf. chapitre 2.2.3) une no-
tion de "mariage" entre les particules qui permet de créer des sous-populations, et ainsi
de se rapprocher des méthodes qui ont précédemment été développées dans l’article de
Romdhane et al. [233]. Hsieh et al. [171] ont développé un nouvel opérateur basé sur les
observations précédentes concernant PSO et GA. Cet opérateur de "mutation guidée"
permet de choisir de manière judicieuse, en fonction du déplacement des particules avec
PSO, les particules sélectionnées pour muter.

De la même manière, Krink et al. ont développé un algorithme hybride adaptatif qui tire
lui aussi parti des intêrets apportés par les algorithmes évolutionnaires [114]. Cet algo-
rithme, appelé "Life Cycle", s’inspire des différentes étapes qui jalonnent la vie de tout
être humain, à savoir l’enfance, l’adolescence, et enfin la phase adulte. Chaque individu
n’a pas les mêmes capacités suivant la phase de vie dans laquelle il se situe, mais tou-
jours est-il qu’il reste généralement adapté à son environnement tout au long de sa vie.
Chacun des individus peut choisir librement d’être soit une particule PSO, soit un individu
génétique, soit un individu Hill Climbing. Ce choix vient du fait que ces trois algorithmes
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sont performants, mais pas dans les mêmes situations. Alors que l’un aurait tendance à
être plus performant en phase d’exploration du domaine, l’autre pourrait être plus perfor-
mant en phase d’exploitation locale.
Ainsi, dès lors qu’une particule n’est manifestement plus adaptée à son environnement
puisque la valeur de la fonction objectif n’a pas évolué depuis un certain nombre d’ité-
rations (50 dans [114]), la particule change de type, comme on le voit dans l’algorithme
4.

Algorithm 4 L’algorithme "life cycle"
Initialiser la population
while Le critère d’arrêt n’est pas vérifié do

for tous les individus de la population do
Evaluer la fonction objectif (fitness)
if la valeur de la fonction objectif n’a pas changé depuis n itérations then

Changer le type de l’individu :
if L’individu est une particule PSO then

L’individu devient un individu génétique
else if L’individu est un individu génétique then

L’individu devient un individu Hill Climbing
else

L’individu devient une particule PSO
end if

end if
for Toutes les particules PSO do

Calculer la nouvelle vitesse de la particule
Déplacer les particules dans l’espace des solutions

end for
for Les individus génétiques do

Sélectionner des individus dans la population
Effectuer les opérateurs de croisement
Effectuer les opérateurs de mutation

end for
for Les individus Hill climbing do

Trouver des nouvelles solutions de voisinage
Evaluer la fonction objectif de la nouvelle solution
Accepter la nouvelle solution avec la probabilité p

end for
end for

end while

Les particules changent de type dans l’ordre suivant : particule PSO – individu génétique
– individu Hill Climbing – particule PSO – ...

Les résultats numériques obtenus dans cet article sont véritablement passionnants, puis-
qu’assez différents des prédictions effectuées par les auteurs au début de l’article. La
figure 2.13 présente l’évolution de la population au cours des itérations. Prédisant que
les individus génétiques seraient plus efficaces dans la phase d’exploration du domaine,
les auteurs ont initialisé la population avec des individus génétiques uniquement. Ce-
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pendant, on remarque que la tendance s’inverse très rapidement, et que la quasi-totalité
des individus deviennent des individus Hill Climbing. Ils sont alors très performants dans
cette phase d’exploration du domaine. Plus tard, lors de la phase d’exploitation locale,
ils ne sont plus très efficaces, et changent alors petits à petits de type. Finalement, les
individus sont partagés entre des individus génétiques et des particules PSO lors de
cette dernière phase de calcul. Cependant, bien que ces résultats apportent une étude
considérable - bien qu’empirique - concernant l’efficacité des différentes méthodes d’op-
timisation testées suivant la phase de recherche dans laquelle l’algorithme se situe, les
résultats concernant la convergence ne sont, selon moi, pas probants. En effet, bien que
l’algorithme LifeCycle converge systématiquement vers le minimum global de toutes les
fonctions testées, il le fait de manière générale de manière plus lente que les autres mé-
thodes. En effet, de manière générale, et sur une grande majorité des fonctions testées,
l’algorithme PSO utilisé seul est bien plus rapide que la méthode LifeCycle.

FIGURE 2.13 – Evolution de la population dans l’algorithme LifeCycle

En outre, dans le travail de Shi et al. [128], les auteurs proposent deux algorithmes hy-
brides combinant les algorithmes PSO et GAs de deux manières différentes. La première
propose d’interfacer ces deux algorithmes de manière parallèle, comme on le voit dans
l’algorithme 5.

Ainsi, les individus des deux populations peuvent être sélectionnés pour être des
particules PSO ou des individus GAs en fonction de leur adaptation à l’environnement.
Cette parallélisation des algorithmes permet une diminution significative du temps de
calcul et est en outre très efficace à converger vers le minimum global de la fonction
objectif considérée.

La deuxième méthode consiste à intégrer les algorithmes PSO et GAs en série, dans
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Algorithm 5 L’algorithme PSO-GA parallèle

Initialiser deux sous-populations GA et PSO
while Le critère d’arret n’est pas vérifié do

Exécuter les algorithmes PSO et GA simultanément sur chacune de leurs popula-
tions respectives
Mémoriser la meilleure solution de chacune des sous-populations
if L’un des meilleurs individus de chaque population satisfait le critère d’arret then

Stop
end if
if Le nombre de générations créées peut être divisible par le numéro de l’itération en
cours then

Sélectionner P individus dans chacun des sous systèmes
end if

end while

un même algorithme. Tout d’abord, M populations différentes sont traitées avec PSO
simultanément. Après un nombre M1 d’itérations, les meilleures particules de chaque
population sont récupérées pour coder des individus GAs afin de créer une population
de N individus qui sera traitée avec un algorithme évolutionnaire. Après M2 itérations,
les meilleures solutions obtenues avec GAs sont réinjectées dans les populations PSO,
comme on le voit dans l’algorithme 6 suivant.

Dans le domaine de l’optimisation multi-objectif
De nombreux auteurs [34, 44, 49] ont utilisé des méthodes d’agrégation pondérée que
l’on a d’ores et déjà étudiées dans la partie 2.1.2.3.1 pour résoudre des problèmes d’op-
timisation multiobjectifs.

Des approches multi-objectif non-Pareto ont aussi été proposées pour pallier à tous les
problèmes rencontrés basiquement dans le domaine de l’optimisation multi-objectif pré-
sentée dans la partie 2.1.2. Schaffer [26] est certainement le premier à présenter des
méthodes d’optimisation multi-objectif qui cherchent les solutions non dominées basées
sur les algorithmes génétiques. Dans cette approche, appelée Vector Evaluated Genetic
Algorithm (VEGA), l’algorithme évalue un vecteur objectif au lieu d’une valeur scalaire
(fitness), chaque élément de ce vecteur représentant l’une des fonctions objectif consi-
dérées [99]. Si l’on considère M fonctions objectif à optimiser simultanément, Schaffer
propose de diviser, à chaque itération, la population en M sous-populations de manière
aléatoire. A chaque sous-population est assignée une fonction objectif, et donc une valeur
scalaire correspondant à la fitness de la fonction objectif considérée. Ainsi, chacune des
fonctions objectif est évaluée par une sous-population. Afin que les individus ne soient
pas partitionnés en fonction de leur position dans l’espace des solutions, ils sont "mé-
langés" avant que les sous-populations ne soient créées. Ainsi, il y a, dans chaque sous
population, des individus dispersés dans l’ensemble du domaine des solutions. Suite à
l’évaluation de la fonction objectif assignée à chaque sous-population, les opérateurs de
sélection sont appliqués, puis la population est à nouveau fusionnée avant que les opé-
rateurs de croisement et de mutation ne soient appliqués à l’ensemble de la nouvelle
population sélectionnée précédemment. La nouvelle population ainsi créée ne contient
donc que des individus performants concernant une fonction objectif en particulier. Du
fait que les sous-populations sont créées de manière aléatoire, et que les objectifs sont
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Algorithm 6 L’algorithme PSO-GA en série

Initialiser N populations de particules PSO
Gap=0
while Gap différent de GapMAX do

GapPSO=0
while GapPSO différent de (M1 + 1) do

for Toutes les populations do
for Tous les individus do

Appliquer les opérateurs PSO
end for

end for
Récupérer la meilleure solution
if Le critère d’arrêt est rempli then

Stop
end if
GapPSO=GapPSO+1

end while
for Toutes les populations do

Sélectionner la meilleure particule
Transformer cette particule en individu GA

end for
while GapGA différent de M2 + 1 do

GapGA=0
Appliquer les opérateurs GA
Récupérer la meilleure solution
if Le critère d’arret est rempli then

Stop
end if
GapGA=GapGA+1

end while
if Gap différent de GapMAX then

Récupérer la meilleure solution
Stop

else
Gap=Gap+1
Transmettre les meilleurs individus GA aux populations PSO

end if
end while

assignés à chaque sous-population de manière aléatoire, les individus sont testés
sur des objectifs différents à chaque itération. Finalement, on obtient des individus
performants sur toutes les fonctions objectif considérées.

Cet algorithme a été remanié plusieurs fois, afin de pallier au fait que les individus ne sont
testés que sur une seule fonction objectif à la fois. Des méthodes permettant de classer
les particules en fonction de leur adaptabilité aux fonctions objectif considérées ont été
développées, appelées méthodes de classement lexicographique [20].
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Finalement, de très nombreux algorithmes basés sur les méthodes évolutionnaires ont
été développés pour résoudre les problèmes d’optimisation multi-objectif, et font même
l’objet d’ouvrages entiers [99, 154].

2.2.3/ FOCUS ON : PARTICLE SWARM OPTIMIZATION

2.2.3.1/ HISTORIQUE, PRINCIPE DE BASE

Inspirée par l’observation des groupes d’oiseaux et des bancs de poissons réalisée par
Craig Reynolds à la fin des années 80 [29], la méthode d’optimisation par essaims parti-
culaires (appelée Particle Swarm Optimization (PSO) dans la littérature anglophone) est
ainsi issue d’une analogie avec les comportements collectifs et sociétaux des groupes
d’animaux. En effet, chez certains groupes d’animaux comme les bancs de poissons,
on peut observer des dynamiques globales relativement complexes, alors que chacun
des individus, dont les capacités cognitives sont relativement limitées, n’a accès qu’a un
nombre restreint d’informations locales. Par exemple, comme souligné par Dreo et al.
[121], on observe qu’un banc de poissons est capable d’éviter un prédateur - d’abord
en divisant le groupe en deux, puis en reformant le banc originel - tout en maintenant la
cohésion du banc, et ce de manière très rapide. Ces dynamiques globales s’inscrivent
parfaitement dans la définition de l’auto-organisation, décrite dans la partie 2.2.2.1.

Basé sur ces informations, l’algorithme PSO a tout d’abord été développé par Kennedy
et al. en 1995 [60], et s’est très rapidement situé comme l’une des meilleures méthodes
metaheuristiques dans le domaine de l’optimisation difficile. Fait remarquable, cette
méthode a tout d’abord été développée pour être appliquée à des domaines continus,
contrairement aux autres méthodes (ACO, méthodes évolutionnaires) qui ont été déve-
loppées pour résoudre des problèmes discrets et combinatoires.

Le principe de cet algorithme est le suivant :
On définit des particules qui correspondent chacune à une potentielle solution au pro-
blème d’optimisation posé, c’est à dire à une position dans l’espace des solutions, à
laquelle est associée une valeur de la fonction objectif pour cette position en particulier.
Chaque particule n’a accès qu’à un nombre restreint d’informations locales, c’est à dire
des renseignements concernant les particules de son voisinage (voir partie 2.2.3.2), et
est dotée de plusieurs renseignements qui la définissent dans l’espace des solutions :

• Sa position dans l’espace des solutions,
• Sa vitesse,
• La valeur de la fonction objectif pour sa position actuelle.

Ainsi, à la manière des bancs de poissons ou des groupes d’oiseaux, les particules vont
avoir tendance à se suivre les unes les autres, c’est à dire à agir comme un groupe, pour
se déplacer ensemble dans l’espace des solutions et converger ensemble vers l’opti-
mum global de la fonction objectif considérée. Plus précisément, à chaque itération PSO,
chaque particule recalcule sa vitesse et sa nouvelle position dans l’espace des solutions,
en fonction à la fois de ses données personnelles, mais aussi des données qui lui sont
transmises par son voisinage. Ainsi, chaque particule peut "choisir" entre les différentes
possibilités suivantes, comme on le voit dans la figure 2.14 :

• Suivre sa meilleure performance personnelle,
• Suivre la meilleure performance de son voisinage,
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• Suivre sa vitesse actuelle (comportement qualifié d’"égoiste" dans la littérature)

Position actuelle

Vers ma meilleure position

personnelle

Vitesse actuelle

Vers la meilleure performance 

de mon voisinage

Nouvelle position

Nouvelle vitesse

FIGURE 2.14 – Mode de déplacement des particules dans l’espace des solutions

En réalité, chaque particule n’effectue par réellement ce choix, puisqu’elle combine ces
trois possibilités grâce à une combinaison linéaire (représentée en rouge sur la figure
2.14 par une somme vectorielle) de ces trois potentielles directions.

Ces remarques sont cohérentes avec les études socio-cognitives à la base de cet
algorithme. En effet, il est établi que le comportement de chaque individu est influencé
à la fois par son passé, mais aussi par le comportement de ses voisins (c’est à dire par
les individus qui lui sont proches en terme de réseau social, sans être nécessairement
proches dans l’espace).

Ainsi, la position des particules dans l’espace des solutions à un instant t est fonction
de la direction actuelle de leur mouvement personnel, de leur vitesse actuelle, de leur
meilleure performance personnelle et de la meilleure position des particules qui com-
posent le voisinage de cette particule, comme on le voit dans l’équation suivante

Xk
i = f (Xk−1

i , vk−1
i , Pk

i,best,G
k
i,best) (2.22)

Les variables associées à chaque particule sont donc les suivantes :
• Xk

i : La position de la particule noi à l’itération k.
• Vk

i : La vitesse de la particule noi à l’itération k.
• Gk

i,best : La meilleure position atteinte par les particules du voisinage de la particule
i, à l’itération k.

• Pk
i,best : La meilleure position personnelle atteinte par la particule noi à l’itération k.

Les paramètres (constants dans les premières versions de PSO, puis évolutifs dans des
versions plus récentes, comme nous le verrons dans la partie 2.2.3.3) qui définissent le
comportement de l’algorithme sont les suivants :

• Vmin : la vitesse minimale que peut atteindre une composante d’une particule.
• Vmax : La vitesse maximale que peut atteindre une composante d’une particule.
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• Le nombre de particules.
• Les paramètres c1 et c2 qui définissent respectivement les capacités d’exploration

et d’exploitation de l’essaim, comme définis dans l’équation (2.23).
Ainsi, le changement de position s’effectue donc comme suit

{
Vk

i = Vk−1
i + c1(Pk

i,best − Xk−1
i ) + c2(Gk

i,best − Xk−1
i )

Xk
i = Xk−1

i + Vk
i

(2.23)

Les constantes c1 et c2 sont des paramètres de confiance. Ils représentent la confiance
de la particule en son propre chemin et en l’essaim. Ces constantes sont des termes
d’accélération stochastique qui déplacent chaque particule vers sa meilleure position per-
sonnelle, ou vers la meilleure position atteinte par les particules de son voisinage.

Les paramètres Vmax et Vmin permettent d’éviter que l’algorithme n’oscille trop, en limitant
les vitesses limites des particules. En effet, des extrema trop grands de la vitesse au-
raient pour conséquence de déplacer les particules trop rapidement dans l’espace des
solutions, et donc potentiellement de rater des zones optimales.

Le pseudo-code de la version la plus générale de PSO est donné dans l’algorithme 7.

Algorithm 7 L’algorithme PSO en variables continues
n = nombre de particules
D = Dimension du problème
while Le critère d’arrêt n’est pas vérifié do

for i=1,n do
if F(Xi) > F(Pi) then

for d=1,D do
pid = kid : pid est donc le meilleur individu trouvé

end for
end if
g = i
for Tous les voisins de la particule i do

if F(P j) > F(Pg) then
g = j : g est donc le meilleur individu du voisinage

end if
end for
for d=1,D do

Mise à jour des vitesses et des positions avec les équations (2.23)
end for

end for
end while

Plus tard, une autre version PSO s’est très rapidement imposée comme la version la plus
efficace, et a été utilisée comme une base pour toutes les modifications suivantes. En
effet, dans l’article de Shi et al. [81], les auteurs introduisent la notion d’inertie dans leur
algorithme. En effet, il est noté que les particules, tout en combinant leur vitesse actuelle
avec d’autres informations auxquelles ils ont accès, devraient avoir une certaine inertie.
C’est à dire que leur précédente vitesse devrait être pondérée dans la formule de mise
à jour de la vitesse (2.23). Ainsi, les auteurs proposent les nouvelles équations (2.24)
suivantes
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{
Vk

i = ω × Vk−1
i + c1 × rand1 × (Pk

i,best − Xk−1
i ) + c2 × rand2 × (Gk

i,best − Xk−1
i )

Xk
i = Xk−1

i + Vk
i

(2.24)

Comme on le voit dans les équations précédentes, il est aussi noté dans cet article
que les paramètres c1 et c2 doivent être choisis judicieusement, puis multipliés par des
nombres aléatoires rand1 et rand2 distribués selon une loi normale, afin que l’algorithme
soit plus performant. Dans les premiers essais numériques effectués, le paramètre d’iner-
tie est fixé et est compris dans l’intervalle [0.9, 1.2]. Finalement, afin d’améliorer les perfor-
mances de l’algorithme, les auteurs établissent que le paramètre d’inertie ω doit décroître
au cours du temps, et il s’avère justement que l’algorithme est beaucoup performant
dans ce cas. En effet, plus le paramètre d’inertie est élevé, plus les particules auront
tendance à se déplacer loin de leur position actuelle, et donc à aller découvrir de nou-
velles contrées. Dans ce cas, la capacité d’exploration de l’essaim est favorisée. De la
même manière, plus l’inertie est petite, plus les particules se déplacent de manière lo-
cale. Dans ce cas, la capacité d’exploitation de zones prometteuses locales de l’essaim
est favorisée. Effectivement, en diminuant l’inertie au cours des itérations, on considère
que l’on souhaite explorer le domaine au début du calcul, puis, en fin de calcul, exploiter
les zones prometteuses en cherchant de manière plus précise le minimum d’une zone du
domaine en particulier. La convergence de l’algorithme est ainsi contrôlée. Comme on le
verra dans la partie 2.2.3.3, bien que cette première proposition consistant à diminuer le
paramètre d’inertie au cours du temps donne des résultats intéressants, elle fut aussi et
surtout l’initiatrice de nombreuses autres modifications de l’algorithme. De nombreuses
recherches ont ainsi proposé de modifier les paramètres de PSO au cours du temps, de
différentes manières, afin d’améliorer ses performances.

2.2.3.2/ TOPOLOGIES DE LA POPULATION

Une dimension extrêmement intéressante de PSO est la topologie de la population, c’est
à dire la manière dont sont choisies les particules qui définissent le voisinage de cha-
cune d’entre elles, et donc en quelle mesure l’information circule dans l’essaim. En effet,
comme il l’a été souligné et détaillé dans le travail de Kennedy et al. [113], plus la connec-
tivité entre les particules est élevée, plus la convergence est rapide, puisque l’information
circule d’autant plus rapidement dans l’essaim qu’il y a de connections. Cependant, cette
caractéristique ne favorise pas l’exploration de nouvelles contrées du domaine. De plus,
lorsque la distance entre les particules (définie comme le nombre de liens entre deux
particules i et j, et non pas comme la distance géographique entre ces particules) est
trop petite, et que donc la communication entre les particules est vraiment très rapide, la
population a tendance à se déplacer très rapidement dans le domaine des solutions, et
donc à rater des solutions pourtant pressenties lors de la découverte de zones promet-
teuses. Au contraire, une connectivité trop faible aurait pour effet d’inhiber la gestion de
zones prometteuses par l’essaim, en ne dirigeant pas les particules dans ces zones suf-
fisamment rapidement. Finalement, cet article souligne surtout l’influence de la topologie
des essaims sur la convergence de l’algorithme PSO.

Les topologies peuvent être classées en deux parties distinctes, les topologies dites géo-
graphiques et les topologies dites sociales. Dans le type de voisinage géographique,
chaque particule est influencée par les particules qui lui sont le plus proches dans l’es-
pace des solutions à un instant donné. Cette méthode nécessite donc de recalculer le
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voisinage de chaque particule à chaque itération en fonction de sa distance avec les
autres, ce qui peut être très long en terme de temps de calcul. Les méthodes de to-
pologies sociales consistent à prédéterminer le voisinage de chaque particule, et à ne
plus le modifier par la suite. C’est le voisinage le plus simple à implémenter, et il ne fait
pas perdre de temps de calcul. Enfin, quel que soit le type de topologie choisi, au cours
des itérations, un voisinage social tend à devenir un voisinage géographique, puisque les
particules se déplacent et se suivent dans l’espace des solutions. Dans la grande majo-
rité des méthodes basées sur PSO, ce sont des voisinages sociaux qui sont utilisés en
priorité.

Ainsi, deux sortes de topologies sociales différentes ont été développées depuis les
années 90 : tout d’abord les topologies statiques, puis les topologies dynamiques qui
évoluent au cours du temps (mais pas nécessairement en fonction de la position géo-
graphique des particules dans l’espace des solutions, comme pour les topologies dites
géographiques), et qui vont nous nous intéresser plus particulièrement dans le cadre de
cette étude.

2.2.3.2.1/ Principes importants Dans son article concernant le développement de
nouvelles topologies [58], Eberhart rappelle les cinq principes de l’intelligence des es-
saims développés par Millonas dans son article traitant de l’intelligence collective dans
les essaims [46] qui sont les suivants :

• Le principe de proximité : la population devrait être capable de traiter des pro-
blèmes simples et des calculs temporels en se déplaçant au cours du temps dans
l’espace des solutions.

• Le principe de qualité : la population devrait être en mesure de répondre à certains
critères de qualité définis par l’environnement (c’est à dire le domaine) dans lequel
elles évoluent.

• Le principe des réponses diverses : la population ne devrait pas avoir à se déplacer
dans des domaines trop étroits du domaine, et rester plus ou moins groupée dans
le domaine au cours des itérations.

• Le principe de stabilité : la population ne devrait pas changer son mode de fonc-
tionnement à chaque fois que l’environnement change.

• Le principe d’adaptabilité : la population devrait être en mesure de changer son
mode de fonctionnement dès que cela peut être bénéfique pour minimiser le temps
de calcul.

Ces cinq principes définissent les "règles de vie" des populations, c’est à dire à la fois
la manière dont elles doivent se comporter dans l’espace sur lequel elles sont définies,
mais aussi les qualités requises afin qu’elles soient efficaces pour résoudre les problèmes
d’optimisation.

2.2.3.2.2/ Topologies statiques Les deux topologies statiques les plus couramment
utilisées dans la littérature spécialisée ont été développées par Eberhart et al. [58]. La
première, appelée la topologie LBEST peut être décrite à la manière de la figure 2.15.
Comme on le voit, chaque particule est liée avec deux autres particules de l’essaim. Ces
liaisons n’évoluent pas au cours des itérations, et ce quelles que soient les positions des
particules dans l’espace des solutions. Elles sont choisies arbitrairement au début du
calcul et restent les mêmes au cours des itérations. Comme il l’est dit dans l’article [113],
cette topologie peut ne pas être efficace si certains paramètres ne sont pas bien choisis.
En effet, la faible connectivité des particules implique que les informations circulent très
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lentement au sein de l’essaim (plus il y a de particules, ce qui est censé faire accélérer la
convergence, plus la communication est lente !), et que donc la convergence reste limitée,
comme il l’a été expliqué précédemment.

FIGURE 2.15 – Représentation géométrique de la topologie LBEST

La deuxième topologie employée très régulièrement est la topologie GBEST qui peut être
décrite à la manière de la figure 2.16. La méthode PSO utilisant ce type de topologie est
aussi appelée Fully Informed Particle Swarm (FIPS) dans [136]. Comme on le voit sur la
figure 2.16, dans ce cas toutes les particules sont liées entre elles. Cette topologie peut
être très efficace, car les informations circulent de manière extrêmement rapide dans
l’essaim (toutes les particules ont accès à toutes les informations de l’essaim à chaque
instant). Cependant, comme il l’a été dit précédemment, une connectivité trop élevée
peut bloquer les capacités d’exploration de l’essaim en rapprochant toutes les particules
de la meilleure à un instant donné (quand bien même ce serait dans un minimum local).
De plus, il est de la définition de l’algorithme PSO, et de toute l’analogie qui est à son
origine, que chacune des particules n’ait qu’une vision locale et se déplace dans l’espace
des solutions en suivant plus ou moins certaines de ses congénères. C’est certainement
cette propriété qui fait l’efficacité de la méthode, mais aussi la raison pour laquelle les
groupes d’animaux ont choisi ce mode de fonctionnement (peut-on remettre en cause
une organisation sociale qui a fait ses preuves depuis des millions d’années?).

FIGURE 2.16 – Représentation géométrique de la topologie GBEST

Par la suite, dans l’article de Mendes et al. [127], deux nouvelles topologies sont
utilisées et appliquées sur des fonctions d’optimisation test classiques. La première est la
topologie "four clusters" que l’on voit sur la figure 2.17. Cette topologie peut s’avérer très
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efficace car elle considère des sous-populations qui évoluent presque séparément dans
l’espace des solutions. En effet, la connectivité est beaucoup plus élevée dans chaque
cluster qu’entre les clusters. Ainsi, alors que la communication entre les particules est
élevée dans chaque cluster et que donc, elles se suivent très rapidement dans l’espace
des solutions, les informations circulent assez lentement entre chaque cluster, et les
clusters ne se suivent donc que très lentement dans l’espace des solutions. Dans le
même article est proposée une topologie pyramidale, comme on le voit sur la figure
2.18 (vue de dessus). Cette topologie peut être très efficace, puisque les informations
circulent rapidement en son sein. Ceci dit, la particule située en haut de la pyramide a
donc plus d’influence sur toutes les autres, puisqu’elle est située en amont de tous les
liens de voisinage. Comme on le verra par la suite dans la partie 2.2.3.2.3, des topologies
s’inspirant d’un système pyramidal ont été développées par Janson et al. dans [122, 133]
dans lesquelles les particules sont organisées de manière hiérarchique pyramidale.
Cependant, puisque ces topologies sont adaptatives, la pyramide est réorientée en
fonction des résultats, afin que les particules les plus influentes de la pyramide soient
celles qui ont les fitness les plus adaptées au problème.

FIGURE 2.17 – Représentation géométrique de la topologie four clusters

FIGURE 2.18 – Représentation géométrique de la topologie pyramidale

D’autre part, la topologie grégaire développée par Pasupuleti et al. [161] nous a semblée
pertinente dans le cadre de cette étude. Dans ce mode de voisinage, les particules ne
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sont attirées que par la meilleure particule de l’essaim uniquement. Cependant, dès lors
qu’une particule se rapproche (géographiquement dans l’espace des solutions) trop de
la meilleure particule de l’essaim (c’est à dire dès que la distance Euclidienne entre les
deux particules devient plus petite qu’une constante ε), sa vitesse est réinitialisée, afin
de favoriser l’exploration du domaine. La topologie peut donc être décrite à la manière de
la figure 2.19 suivante. La réinitialisation de la vitesse est faite de manière aléatoire, en
fonction d’un facteur γ qui détermine l’ordre de grandeur des nouvelles vitesses. Ainsi,
une grande valeur de γ impliquera une grande vitesse de déplacement des particules,
et donc une phase d’exploration du domaine, alors qu’une petite valeur de γ impliquera
plutôt des petits déplacements, et donc une phase d’exploitation de zones prometteuses.
Ainsi, dans cette méthode GPSO (Gregarious Particle Swarm Optimization), ce para-
mètre γ est réajusté au cours des itérations, en fonction de l’évolution de la meilleure
particule trouvée de la manière suivante :

• Initialement, γ vaut 1.5.
• Si, au cours d’une itération, la meilleure valeur globale est améliorée, c’est à dire

que l’algorithme a trouvé une position plus adaptée, alors γ diminue jusqu’à une
valeur minimale de 2.

• Si, au cours d’une itération, la meilleure valeur globale n’est pas améliorée, alors
γ augmente jusqu’à une valeur maximale de 4.

FIGURE 2.19 – Représentation géométrique de la topologie grégaire

Cette topologie, bien que pouvant présenter des contraintes du fait du manque de com-
munication entre les particules, peut s’avérer intéressante si l’on souhaite trouver une
réponse rapidement, sans qu’elle ne soit obligatoirement la meilleure possible.

Cette méthode pourrait être associée à l’analogie suivante : considérons un groupe d’oi-
seaux cherchant de la nourriture. La population se place à l’endroit où la nourriture est
la plus abondante jusqu’à ce que cet endroit devienne pauvre en nourriture. Dès lors, les
oiseaux changent d’endroit les uns après les autres, en suivant le premier oiseau qui aura
trouvé une zone prometteuse. C’est la raison pour laquelle, dans cette méthode, les parti-
cules suivent uniquement la meilleure particule globale, mais aussi la raison pour laquelle
les vitesses sont réinitialisées dès que les particules se rapprochent trop de la meilleure
particule globale. Finalement, on peut dire que cet algorithme ne favorise pas les com-
portements sociaux, en ne développant pas de communication au sein de l’essaim. C’est
la raison pour laquelle il est qualifié de "grégaire".

2.2.3.2.3/ Topologies dynamiques Par la suite, des topologies dynamiques et
évolutives ont été développées afin que la population évolue en fonction des itérations
pour s’adapter aux résultats courants et à l’évolution du domaine. En effet, comme nous
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l’avons vu précédemment, il est intéressant pour un algorithme basé sur la méthode
d’optimisation PSO de commencer par une phase d’exploration du domaine, pour
essayer de trouver des zones prometteuses, dans lesquelles l’optimum local pourrait se
trouver, puis de finir par une phase d’exploitation dans laquelle on exploite les zones
prometteuses trouvées afin de converger vers l’optimum global. Ainsi, comme on l’a vu
précédemment dans la partie 2.2.3.2.2, alors que la topologie LBEST ne présente pas
beaucoup de liens entre les particules et est donc très adaptée à la phase d’exploration,
la topologie GBEST, quant à elle, lie toutes les particules entre elles, et est donc très
adaptée à la phase d’exploration. Ainsi, Suganthan et al. ont proposé un algorithme
PSO dans lequel la topologie évolue au cours des itérations [91]. En effet, le voisinage
est défini par une topologie LBEST au début du calcul, puis, au cours des itérations, le
voisinage de chaque particule est étendu, pour finalement terminer avec une topologie
GBEST. Cette évolution est faite de manière linéaire, et est donnée en fonction du
nombre maximal d’itérations à réaliser durant le calcul. Cette topologie est décrite
comme avantageuse par rapport à la méthode PSO classique, mais les résultats ne
sont pas décrits suffisamment clairement pour qu’une comparaison puisse être effectuée
entre ce nouvel algorithme et la méthode PSO classique.

Dans l’article [243] que nous avons proposé, nous utilisons la topologie dynamique la
plus simple possible. En effet, cette topologie est inspirée à la fois de la topologie LBEST
[58] et de la topologie grégaire proposée dans [161]. D’une part les particules sont
liées de manière circulaire comme on le voit dans la figure 2.15, et d’autre part, chaque
particule est liée à la meilleure particule Gbest trouvée depuis le début du calcul, comme
on le voit dans la figure 2.19. cette topologie peut donc être qualifiée de "relativement"
dynamique, dans le sens où la meilleure particule doit être mise à jour à chaque itération,
si une meilleure particule est trouvée. La représentation dans l’espace de la topologie
des particules n’est pas modifiée, c’est simplement la particule mise en exergue et liée à
toutes les autres qui est modifiée à chaque itération.

Inspirée par la topologie pyramidale, une topologie hiérarchique a été développée par
Janson et al. [122]. Cette topologie particulière permet de mettre en exergue la meilleure
particule de l’essaim en la positionnant au sommet de la pyramide afin qu’elle ait le plus
d’influence possible sur ses congénères. Ainsi, dès qu’une particule obtient de meilleurs
résultats que la particule qui lui est directement supérieure dans la hiérarchie, elles
échangent leurs places dans la pyramide, et la nouvelle meilleure particule a donc plus
d’influence que sa congénère, comme on le voit dans la figure 2.20. Dans le même do-
maine, Ratnaweera et al. se sont inspirés de cette vision de la topologie hiérarchisée
pour développer une hiérarchie intelligente, c’est à dire auto-organisée et dynamique au
cours des itérations [137].

Plus tard, dans le but de vérifier si le concept même de topologie dynamique pouvait
être adapté à l’optimisation par essaims particulaires PSO, Mohais et al. ont proposé de
réinitialiser les topologies de la population de manière aléatoire [140]. Dans cet article,
on considère la topologie comme un graphe (et c’est cette assimilation qui a finalement
amené au développement de topologies intelligentes). Ainsi, lors de l’initialisation, on gé-
nère des liens entre une particule u et une particule v, ce qui implique que la particule
u fait partie du voisinage de la particule v (et donc qu’elle l’influence) mais pas l’inverse.
Deux paramètres sont donc considérés pour déterminer des voisinages aléatoires orien-
tés :



2.2. MÉTHODES METAHEURISTIQUES 51

FIGURE 2.20 – Représentation géométrique de la topologie hiérarchique

• La taille n du voisinage de chaque particule.
• Le nombre m de liens sortant de chaque particule.

Ainsi, deux méthodes sont utilisées pour réinitialiser le voisinage des particules :
• The random edge migration method : L’algorithme sélectionne au hasard un nœud

dont la taille du voisinage est supérieure à 1. Elle détache ensuite un de ses voisins
et le rattache à un autre nœud dont le voisinage n’est pas d’ores et déjà complet,
choisi de manière aléatoire. Cette méthode est appliquée avec une probabilité pm.

• The neighborhood restructuring method : Cette approche réinitialise complète-
ment la topologie de la population de manière aléatoire. Les paramètres de voisi-
nage précédemment choisis, à savoir la taille n du voisinage de chaque particule,
et le nombre m de liens sortant de chaque particule, sont conservés. Cette mé-
thode est appliquée avec une probabilité pr.

Finalement, les résultats présentés dans cet article montrent que ces deux méthodes
sont assez efficaces, et que l’algorithme ainsi développé est performant. On peut donc
en conclure qu’une topologie fixée et immuable n’est pas nécessaire pour obtenir une
bonne convergence de l’algorithme.
C’est la raison pour laquelle nous avons décidé d’orienter les recherches en ce sens,
afin de développer une topologie évolutive intelligente, qui optimiserait l’algorithme
d’optimisation lui-même.

Jusqu’alors, les topologies dynamiques proposées étaient évolutives, mais pas néces-
sairement intelligentes. En effet, leurs évolutions, généralement effectuées de manière
aléatoire - bien que très performante - n’étaient pas nécessairement inspirées de méca-
nismes naturels. Pourtant, les méthodes metaheuristiques sont très généralement inspi-
rées du monde du vivant, et il serait cohérent que les populations utilisées en ce sens
le soient aussi. Ainsi, Akbari et al. [203] ont proposé une nouvelle topologie dynamique
dite "intelligente" inspirée d’observations sociologiques et psychologiques effectuées par
Latané [22]. Ainsi, comme il l’a été vu précédemment, le partage de l’information parmi
les particules de l’essaim (ou parmi les individus d’un groupe social) peut améliorer très
fortement les capacités de convergence du groupe. Les particules peuvent ainsi utiliser
les renseignements récupérés par leurs congénères, ou au moins par les congénères
de leur voisinage. Comme dit par Kennedy concernant les études sociologiques de La-
tané : "Latané a proposé l’idée selon laquelle l’impact d’un groupe sur un individu est
fonction des autres individus du groupe". C’est ainsi que Kennedy a développé que l’effi-
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cacité d’un algorithme d’optimisation PSO vient de l’interaction des particules entre elles.
Comme nous l’avons vu dans la partie 2.2.3.1, seule la meilleure particule de l’essaim
est utilisée pour réactualiser la vitesse des particules à chaque itération. Les informations
collectées par les particules ne sont donc pas utilisées pour mouvoir l’essaim dans l’es-
pace des solutions ! Basé donc sur les observations de Latané, Akbari et. al proposent
d’utiliser le principe de classement et de l’étendre à l’optimisation par essaim particulaire
comme suit :
A chaque itération, après que la vitesse des particules ait été actualisée, les particules
sont classées selon leur fitness, c’est à dire la valeur de la fonction objectif qu’elles ob-
tiennent dans la position où elles sont actuellement. Ainsi, seules les γ meilleures par-
ticules sont utilisées pour actualiser la position des particules de l’essaim à l’itération
suivante. Afin de gérer correctement la balance entre la phase d’exploration du domaine
et la phase d’exploitation des zones prometteuses, la valeur de γ décroit linéairement
au cours des itérations. Au début de l’optimisation, toutes les particules appartiennent
au voisinage de chaque particule. On a donc affaire à la topologie GBEST qui permet
de partager les informations dans l’intégralité de la population, et donc de déplacer l’es-
saim un peu partout dans le domaine des solutions. A mesure que γ décroit, on tend
vers l’obtention d’une topologie grégaire, qui a tendance à favoriser l’exploitation des
zones prometteuses, puisque les particules ne sont plus influencées que par la meilleure
particule de l’essaim. La contribution de chaque particule est fonction de nombreux pa-
ramètres, définis par Latané dans ses recherches, qui définissent l’influence que cette
particule devrait avoir dans le groupe. Finalement, la contribution d’un individu à l’ac-
tualisation de la vitesse d’une des particules qu’il influence est donnée en fonction de
son paramètre de classement, de l’inverse de la distance avec cette particule influencée,
et du nombre d’individus dans le voisinage considéré, comme nous le verrons dans les
formules suivantes.

Ainsi, l’actualisation de la vitesse de la particule i à l’itération (k + 1) est donnée par les
équations (2.25).

 vi
d(k + 1) = vi

d(k) + rand1(pi
d − xi

d(d)) + rand2(
∑n

j=1(ψ j
i (pi

d(k) − xi
d(k)))

ψ
j
i (k) = f (τ j

i (k), δ j
i (k), ξi) = τ

j
i (k) × δ j

i (k) × ξi
(2.25)

où ψ
j
i (k) modélise l’influence de la particule voisine j sur la particule influencée i pen-

dant la keme itération. Ce paramètre d’influence est donné en fonction du paramètre de
classement τ j

i qui détermine la fitness relative de la particule influente j par rapport aux
autres particules du voisinage, et qui est décrit dans l’équation (2.26). ψ j

i (k) est aussi
donné en fonction de l’immédiateté de la particule j par rapport à la particule i. Cette
immédiateté correspond à l’inverse de la distance Euclidienne entre les deux particules
dans l’espace de dimension D dans lequel elles sont définies. Ainsi, à mesure que les
particules s’éloignent, leur immédiateté diminue. Ce paramètre est défini dans l’équation
(2.27). L’effet des individus d’un voisinage sur la particule i est modélisé par le paramètre
ξi qui est défini par l’équation suivante

τ
j
i =

f itness j(k)∑Voisinsi
l=0 f itness − l(k)

(2.26)

où :
• f itness j(k) est la fitness de la particule no j dans le voisinage de la particule noi.
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• Voisinsi est le nombre de particules dans le voisinage de la particule i.

δk
i (k) =

1√∑D
d=1(x j

d(k) − xi
d(k))2

(2.27)

où x j
d(k) et xi

d(k) qui représentent respectivement les positions des particules j et de la
particule candidate i définie en d dimensions dans l’espace des solutions.

ξi = αNβ
i (2.28)

avec :
• Ni le nombre d’individus dans le voisinage de la particule noi.
• 0 < α < 1 et 0 < β < 1 deux paramètres constants qui gèrent l’influence de la

population sur les particules considérées en tant qu’individu.

De plus, comme dit précédemment, seules les γ meilleures particules de l’essaim sont
choisies pour influencer la mise à jour des vitesses des particules de l’essaim. Afin de
favoriser d’abord l’exploration du domaine, puis l’exploitation des zones prometteuses, γ
est adapté de manière dynamique au fur et à mesure des itérations comme spécifié dans
l’équation suivante

γ = n − (n ×
iter

maxiter
) (2.29)

Avec n le nombre de particules de l’essaim, iter l’itération en cours, et itermax le nombre
maximal d’itérations pouvant être atteint par l’algorithme.

Ainsi, cette variante de PSO propose que les particules ne soient toujours influencées
que par un nombre prédéfini de particules, qui sont les meilleures de l’essaim. En
en prenant un très grand nombre, les particules sont influencées par la totalité des
particules de l’essaim, l’influence de chaque particule étant pondérée pour qu’elle soit
proportionnelle au rang de la particule dans l’essaim et à sa fitness relative par rapport à
l’essaim. La topologie proposée par Akbari et al. est donc dynamique et intelligente dans
le sens où la topologie est modifiée en fonction des résultats obtenus par les particules
de l’essaim.
Comme nous le verrons dans la partie 2.2.3.3.3, Akbari et al. proposent aussi une
version adaptative de PSO, pas seulement lors de la mise à jour de la population, mais
aussi en mettant à jour les paramètres de l’algorithme, et c’est justement ce qui rend cet
article passionnant, et influent pour la suite de notre travail.

Finalement, cette partie a eu pour but de montrer qu’il est possible d’utiliser des topolo-
gies dynamiques pour améliorer les performances de PSO. En effet, la dynamique des
particules s’est très rapidement tournée vers des méthodes intelligentes et adaptatives,
comme nous le verrons dans la partie 2.2.3.3.3.

2.2.3.3/ PRINCIPALES VARIANTES ET AMÉLIORATIONS

Comme nous l’avons vu précédemment, depuis la première version de l’algorithme PSO
proposée par Kennedy et al. en 1995, de nombreuses variantes et améliorations ont été
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proposées dans dans littérature. Cette partie a pour but de détailler quelques unes de
ces améliorations.

2.2.3.3.1/ PSO binaire Tout d’abord, l’algorithme PSO a été étendu à l’optimisation de
problèmes binaires. Les premiers dans ce domaine sont Kennedy et al. qui proposent, en
1997 [73], une version de PSO permettant de faire face aux problèmes mathématiques
binaires (Binary Particle Swarm Optimization BPSO). Cette version sera remodifiée à son
tour afin d’être adaptée à des cas plus concrets d’optimisation des structures, comme
nous le verrons pas la suite.

Dans l’article proposé par Kennedy et al. [73], les formules de mise à jour de la vitesse
et de l’accélération restent identiques aux formules (2.23), sauf que les vecteurs Pk

i,best,
Xk

i et Gk
i,best deviennent des vecteurs binaires composés de 0 et de 1. Ainsi, la vitesse de

chaque particule peut être vue comme la probabilité de la particule de changer d’état,
c’est à dire de passer de l’état 1 à l’état 0, ou de l’état 0 à l’état 1, pour chacune de
ses composantes. Une fonction de transformation sigmoïde S (Vk

i ) est utilisée pour trans-
former la vitesse calculée en probabilité, pour finalement modifier l’état de la particule,
comme on le voit dans l’algorithme 8. La fonction sigmoïde utilisée est définie à la ma-
nière décrite dans l’équation (2.30). De nombreuses fonctions définies sur des domaines
binaires sont testées avec cette version de PSO. Afin de compléter ces résultats, une
autre publication [79] compare cet algorithme avec différentes versions des algorithmes
génétiques sur de nombreuses fonctions objectif différentes, dépendant notamment du
nombre d’extrema locaux et de la dimension des particules (c’est à dire la longueur du
vecteur binaire qui constitue une particule). Dans les deux publications, les résultats sont
très concluants et montrent que la version binaire de PSO précédemment développée est
très efficace et compétitive par rapport à la performance des algorithmes évolutionnaires.

S (vk
i (t + 1)) =

1

1 + e−vk
i (t+1)

(2.30)

Algorithm 8 PSO binaire : Changement d’état des particules binaires

if rand() < S (Vk
i ) then

Xk
i = 1

else
Xk

i = 0
end if

Shen a proposé une amélioration de BPSO, afin de modifier le vecteur vitesse de manière
plus efficace que dans la version BPSO initiale. Ici, la vitesse Vi de chaque particule i est
un scalaire aléatoire compris entre 0 et 1. Le changement de topologie binaire est alors
géré par l’algorithme 9 suivant

où a est un nombre aléatoire uniformément distribué dans [0, 1], dont la valeur initiale
vaut 0.5, et qui décroit jusqu’à 0.33 à la fin du calcul d’optimisation. Cependant, cette
méthode a toujours tendance à rester bloquée dans des optima locaux, en ne favorisant
pas suffisamment la phase d’exploration du domaine.

En outre, cette version binaire de PSO ne tient pas compte de la position actuelle d’une
particule pour en calculer la prochaine. Ainsi, une version binaire basée sur la représen-
tation génotype/phénotype que l’on retrouve dans le domaine de la génétique est propo-
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Algorithm 9 Amélioration de BPSO par Shen et al : Passage du continu au binaire

if 0 < Vi ≤ a then
Xk+1

i = Xk
i

else
if a < Vi ≤

1+a
2 then

Xk+1
i = Pk

Best,i
else

Xk+1
i = Gk

Best
end if

end if

sée par Lee et al. [184] permettant de gérer ce problème. Dans l’étude de la génétique,
le génotype correspond au codage du phénotype, c’est à dire des caractères visibles ou
observables sur l’individu en question. Ainsi, un gène, qui est une séquence de bases
azotées ordonnancées dans un ordre précis, est le codage, c’est le caractère génoty-
pique. Ce gène implique un caractère physique, par exemple la couleur des yeux : c’est
le caractèrephénotypique. Ainsi, basée sur ces observations, cette nouvelle représenta-
tion considère que chaque particule possède un caractère génotypique et un caractère
phénotypique visible. Ainsi, pour que le caractère phénotypique puisse être modifié, le
génotype doit tout d’abord être modifié. On définit ainsi les nouveaux paramètres sui-
vants

• Xk
g,i : La position génotypique de la particule noi à l’itération k.

• Xk
p,i : La position phénotypique de la particule noi à l’itération k.

et on a les nouvelles équations (2.31) de mise à jour des vitesses et positions des parti-
cules suivantes


Vk+1

i = w × Vk
i + c1 × Rand1 × (Pk

i,best − Xk
p,i) + c2 × Rand2 × (Gk

best,i − Xk
p,i)

Xk+1
g,i = Xk

g,i + Vk+1
i

Xk+1
p,i = 0 si rand() ≥ S (Xk+1

g,i )
Xk+1

p,i = 1 si rand() < S (Xk+1
g,i

(2.31)

où S est une fonction Sigmoide appliquée non pas à la vitesse des particules, mais à leurs
positions génotypiques dans l’espace des solutions, comme donnée dans l’équation 2.32
suivante

S (Xk+1
g,i =

1

1 + e−Xk+1
g,i

(2.32)

Ainsi, les nouvelles positions des particules dépendent aussi de leur position à l’itération
d’avant. De plus, il est noté dans cet article que lors de l’utilisation de la première version
de BPSO, la vitesse des particules a tendance à converger très rapidement vers les va-
leurs extrêmales Vmin et Vmax, il est donc difficile de déplacer les particules dans l’espace
des solutions, si les vitesses ne changent que très peu. Ainsi, pour gérer ce problème,
il est proposé ici d’utiliser un opérateur de mutation qui changerait les vitesses de cer-
taines particules avec une probabilité donnée. Ce processus de mutation éviterait aussi,
à l’inverse, que les vitesses restent bloquées aux valeurs extrêmales autorisées par l’al-
gorithme, et ainsi que les particules se déplacent trop vite dans l’espace des solutions,
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sans favoriser la phase d’exploitation des zones prometteuses. Cette opération de mu-
tation est identique à celle que l’on observe dans les algorithmes génétiques et que l’on
a précédemment développée dans la partie 2.2.2.2.3. La probabilité de mutation reste à
choisir par l’utilisateur. Elle est souvent donnée de manière empirique dans la littérature
et vaut généralement 0.01.

Enfin, Luh et al. [208] ont proposé d’utiliser une fonction linéaire permettant de transfor-
mer les positions génotypiques des particules en positions phénotypiques. Cette fonction
linéaire est donnée par

Lx(X0
g,i) =

X0
g,i − Xg,min

Xg,max − Xg,min
(2.33)

Le phénotype est donc donné en fonction de Lx par{
X0

p,i = 1 si rand() ≤ Lx(X0
g,i)

0 dans les autres cas
(2.34)

Ici, c’est donc bien la position génotypique de la particule qui définit son état phénoty-
pique, et non pas sa vitesse. rand() est un nombre aléatoire uniformément distribué entre
0 et 1.

Enfin, Luh et al. [208] ont aussi proposé de générer les valeurs phénotypiques à partir
des valeurs des vitesses des particules, et non plus de leurs positions. Ici, la fonction de
transformation des vitesses est donnée par

Lv(Vk
g,i) =

Vk
g,i − Vg,min

Vg,max − Vg,min
(2.35)

La formule permettant de déterminer les bits binaires de la topologie à partir des équa-
tions précédentes est donnée par l’algorithme 10.

Algorithm 10 Formules permettant le passage des valeurs génotypiques aux valeurs
phénotypiques

if 0 < Lv(Vk
g,i) ≤

a
5 then

Xk+1
p,i = Xk

p,i
else

if a
5 < Lv(Vk

g,i) ≤ a et rand() ≤ Lv(Vk
g,i) then

Xk+1
p,i = 1

Xk+1
p,i = 1

else
if a

5 < Lv(Vk
g,i) ≤ aetrand() > Lv(Vk

g,i) then
Xk+1

p,i = 0
else

if a < Lv(Vk
g,i) ≤

1+a
2 then

Xk+1
p,i = Pk

p,Best,i
else

Xk+1
p,i = GK

PBest
end if

end if
end if

end if
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L’utilisation de versions binaires de PSO implique aussi la gestion d’éventuels problèmes
de topologie 3. Ainsi, des problèmes de damiers peuvent apparaître, rendant la struc-
ture proposée par l’algorithme insolvable par le logiciel de calcul par éléments finis et/ou
impossible à fabriquer. Pour remédier à cela, deux solutions sont proposées dans la lit-
térature. Soit les éléments créant des damiers dans la topologie sont supprimés, soit
d’autres éléments sont ajoutés afin de pallier à cela. Un tel algorithme de gestion des
damiers dans le maillage sera développé au chapitre 4.

2.2.3.3.2/ Problèmes dynamiques Dans les versions précédemment décrites de
PSO, on considérait que les fonctions objectif étaient certes très fortement non-linéaires
(ou tout du moins qu’elles correspondaient à la description des problèmes difficiles faite
dans la partie 2.1.1.1), mais qu’elles étaient statiques dans le temps. Cependant, de nom-
breuses fonctions peuvent être considérées comme dynamiques. Comme décrit dans
l’article de Eberhart et al. [100], il existe plusieurs manières dont les fonctions peuvent
changer au cours du temps :

• La valeur optimale de la fonction objectif peut se déplacer dans l’espace des solu-
tions au cours du temps,

• La position de la valeur optimale dans l’espace des solutions peut rester constante,
mais sa valeur peut changer au cours du temps,

• La position dans l’espace des solutions et la valeur du minimum global de la fonc-
tion objectif considérée peuvent changer au cours du temps,

• Sur des domaines à plusieurs dimensions, ces changements peuvent avoir lieu
sur une seule ou plusieurs dimensions du domaine, de manière séquentielle ou
simultanée.

De fait, deux problèmes doivent être pris en compte et résolus par ces méthodes PSO
adaptées [166] :

• La mémoire n’est plus d’actualité du fait du dynamisme de l’environnement (notée
OM : Outdated memory dans la littérature). En effet, dès qu’un changement a
lieu dans l’environnement, la mémoire de la meilleure solution trouvée n’est plus
d’actualité, et cette mémoire peut donc guider les particules de l’essaim vers une
zone qui n’est plus prometteuse.

• La perte de la diversité de l’essaim (notée DL : diversity loss dans la littérature).
Ce problème apparaît lorsque l’essaim a convergé et que l’environnement subit
un changement. En effet, dès lors que l’algorithme a convergé, les particules
ont des vitesses très basses qui leur permettent de chercher plus précisément
l’optimum global (phase d’exploitation d’une zone prometteuse). Ainsi, dès que
l’environnement subit un changement, les particules ne sont pas réactives et ne
se déplacent pas suffisamment rapidement dans le domaine afin de partir à la
recherche du nouvel optimum.

Ainsi, pour résoudre ce type de problèmes dynamiques, de nombreuses améliorations de
l’algorithme PSO initial ont été proposées pour être en mesure de traiter ce type de pro-
blèmes [125]. Eberhart et al. proposent d’utiliser une inertie elle aussi aléatoire. Ainsi, ne
sachant jamais si des changements ont eu lieu sur le domaine, on n’est jamais vraiment
en mesure de savoir si l’on doit favoriser la phase d’exploration du domaine ou celle d’ex-

3. Le mot topologie sera entendu ici au sens de la répartition de matière dans le domaine, dans le cas
d’une optimisation topologique appliquée à un domaine physique.
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ploitation des zones prometteuses [100]. Ainsi, cette inertie aléatoire permet de résoudre
ce problème en ne définissant pas clairement si l’on est dans une phase d’exploration ou
d’exploitation. Elle est définie à la manière décrite dans l’équation suivante

ω = 0.5 +
rand()

2
(2.36)

Le paramètre d’inertie est donc compris entre 0.5 et 1, et la valeur moyenne obtenue
est 0.75. Ces résultats sont donc cohérents avec les observations concernant l’inertie
optimale qui avaient été faites par Clerc et al. [85].
Bien que cet article propose une solution somme toute cohérente avec le problème de
variations aléatoires de la fonction objectif évoqué, il reste assez évasif quant aux résul-
tats obtenus. On peut aisément imaginer que les calculs peuvent être excessivement
longs, puisque l’on n’adapte pas l’algorithme aux changements du domaine. L’article de
Parsopoulos et al. [104] propose justement de tester cette méthode sur des fonctions
Benchmark classiques. En est finalement conclu que cette méthode est très efficace
sur les fonctions dynamiques. Il semblerait même que les changements de domaines
aideraient l’algorithme PSO à tendre vers l’optimum global de la fonction objectif.

Il a été proposé plus tard de traquer les changements dans le domaine, afin d’appliquer
des changements dans la population uniquement lorsque le domaine a évolué. Hu et al.
[101] ont proposé la méthode Changed-Gbest-value qui réévalue la fitness de la meilleure
particule a chaque itération. Si cette valeur de fitness change, on considère que le do-
maine a changé et on modifie alors la population. Par suite, Hu et al. [110] proposent
une approche diamétralement opposée : Fixed-Gbest-value qui considère plutôt que si
la position de la particule Gbest ne change pas pendant un certain nombre d’itérations,
c’est que le domaine a évolué. En pratique, on étudie plutôt l’évolution des positions des
deux meilleures particules, afin d’éviter les fausses alertes, c’est à dire afin de ne pas
effectuer de modifications inutiles de la population alors que le domaine n’a pas changé.
Ainsi, le nombre d’itérations au bout duquel on considère que le domaine a changé si
la particule Gbest n’a pas changé doit être choisi judicieusement. Dans cet article, une
première version d’algorithme intelligent, ou tout du moins adaptatif, est aussi proposée,
et constitue la partie vraiment passionnante de cet article. Deux méthodes de détection
de changement de domaine sont utilisées, et 9 réponses peuvent être appliquées en
fonction des détections précédentes, comme on le voit dans le tableau 2.1.

Finalement, l’idée d’un algorithme adaptatif est très intéressante, et permet de faire évo-
luer la population lorsque le domaine change. Par contre, l’idée de redéfinir aléatoirement
une partie de la population choisie de manière arbitraire me paraît difficile à appliquer.
La redéfinition des particules devrait, selon moi, n’être faite qu’après un classement
de la population, ce qui permettrait de garder les particules les plus performantes, et
de redéfinir de manière aléatoire celles qui sont manifestement très loin d’un potentiel
minimum global.

Basée sur la méthode de classement pyramidal des particules proposées par Janson et
al. [122], et sur la méthode de partition de la population proposée par Rhomdane et al.
[233], Janson et al. ont proposé une méthode appelée Partitionned-Hierarchical Particle
Swarm Optimizer (PH-PSO) permettant de traiter les problèmes d’optimisation définis sur
des environnements dynamiques. Pour détecter les changements dans l’environnement,
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Méthode de détection
A "Changed-Gbest-value"
B "Fixed-Gbest-value"

Méthode de réponse

0 Ne rien faire

1
Redéfinir aléatoirement 10 des particules et effacer
la mémoire des autres particules

2 Redéfinir aléatoirement 10 des particules.

3
Redéfinir aléatoirement la particule Gbest et effacer
la mémoire des autres particules.

4 Redéfinir aléatoirement la particule Gbest.
5 Effacer la mémoire de toutes les particules.

6
Redéfinir de manière aléatoire 50 des particules et
effacer la mémoire des autres particules.

7 Redéfinir aléatoirement 50 des particules.
8 Redéfinir aléatoirement toutes les particules

Tableau 2.1 – Détection de changements dans le domaine et réponses associées

la méthode Changed-Gbest-value précédemment décrite est utilisée. La population est
organisée en une hiérarchie pyramidale identique à celle décrite dans [122]. Dès qu’un
changement est détecté dans l’environnement, la hiérarchie est divisée en plusieurs
sous-essaims en séparant la hiérarchie à un level Hdiv précédemment défini, comme on
le voit sur la figure 2.21. Les particules situées juste au dessous de la coupure, c’est à
dire les particules situées au niveau Hdiv + 1 sont complètement réinitialisées (vitesse
et position) de manière aléatoire. Les particules situées au niveau Hdiv + 2 voient leur
mémoire effacée. Ainsi, ces différents sous-essaims évoluent séparément pendant un
certain nombre d’itérations (qui peut être variable) avant de se rejoindre en un unique
essaim. Cela permet de chercher des potentielles zones prometteuses dans différentes
régions de l’espace, lorsque le domaine a été modifié au cours du temps. Dans une
deuxième version de cet algorithme, appelée PH-PSO adaptative (PH-PSO-a), le
nombre d’itérations au bout duquel l’essaim est regroupé est une variable. On considère
alors que dès qu’un des sous-essaims contient la meilleure particule Gbest pendant
5 itérations (pas nécessairement consécutives), une zone prometteuse a été trouvée,
et les essaims sont regroupés. Après le regroupement, les particules sont influencées
par la totalité de l’essaim et convergent donc vers ladite zone prometteuse. Testées sur
de nombreuses fonctions dynamiques, ces nouvelles méthodes s’avèrent être assez
efficaces sur les domaines dynamiques, sauf lorsque l’on impose un nombre maximum
d’itérations assez petit (dans les faits, moins de 30 itérations est un nombre assez petit.
Cette valeur a été déterminée de manière empirique dans la littérature). En effet, dans ce
cas, et sur certaines fonctions, le domaine ne subit aucune modifications, et la méthode
PSO classique est plus efficace que la méthode partitionnée et hiérarchisée, qui est plus
compliquée et donc plus lourde en terme de temps de calcul.

Basé sur les observations faites concernant le déplacement des fourmis que l’on a vu
dans la partie 2.2.2.1, un mécanisme d’évaporation a été ajouté à PSO afin de trai-
ter les cas où l’environnement est dynamique. En effet, dans les articles [188, 197] de
Fernandez-Marquez et al., une critique est faite concernant les précédentes améliora-
tions faites pour adapter PSO aux environnements dynamiques, et notamment concer-
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FIGURE 2.21 – Représentation géométrique de la topologie partitionnée et hiérarchisée

nant le fait que l’environnement est constamment réévalué pour vérifier si une modifica-
tion a eu lieu. De fait, lorsque l’environnement est dynamique, et que la fonction objectif
est bruitée, l’évaluation de la fonction objectif donnera nécessairement des valeurs dif-
férentes à chacune des évaluations, quand bien même aucune modification n’aurait eu
lieu dans le domaine. Ainsi, ces variations de la fonction objectif dûes au bruit, et non
pas à une véritable modification du domaine, sont mal interprétées par l’algorithme, et
les mémoires des particules sont constamment réinitialisées.
Il est donc considéré ici que la confiance allouée à chacune des particules par l’essaim
décroît au cours du temps. Un mécanisme d’évaporation pénalisera les points optimaux
visités au cours du temps. Ainsi, un nouveau point optimal aura donc plus d’influence
qu’un point optimal découvert de nombreuses itérations auparavant.
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2.2.3.3.3/ Variantes adaptatives et hybrides de PSO

Généralités préliminaires
Dans cette partie, nous verrons que de nombreuses versions hybrides adaptatives et
intelligentes de PSO ont été développées, concernant l’évolution de la topologie ou des
paramètres numériques de PSO.

Avant de présenter les différénts algorithmes proposés dans le domaine des algorithmes
adaptatifs, il est important de noter l’étude empirique réalisée par De Oca et al. [187]. En
effet, avant de proposer une nouvelle version de PSO, De Oca et al. ont étudié de manière
statistique l’influence de chacun des paramètres de l’algorithme sur sa convergence. Les
conclusions suivantes ont été tirées de ce travail :

• L’algorithme PSO peut présenter des phases de stagnation assez importantes au
cours du calcul. Ces phases de stagnation sont moins sévères lorsqu’une large
population est utilisée et/ou que la topologie n’est pas trop connectée. Ces phases
de stagnation sont plus sévères lorsque la taille de la population est petite et/ou
que la topologie est très connectée. Notons ici la forte influence de la topologie sur
la performance des algorithmes.

• Les algorithmes PSO sont sensibles aux modifications de topologies de la popu-
lation.

• Des redémarrages aléatoires de l’algorithme peuvent augmenter la performance
de l’algorithme. Cependant, les probabilités de redémarrage sont extrêmement dé-
pendantes à la fois du problème étudié et de l’algorithme utilisé. Aucune conclu-
sion ne peut donc être tirée a priori concernant ces redémarrages aléatoires.

• Lorsque la qualité de la solution est requise, les algorithmes explorateurs du do-
maine sont les plus performants.

• Il est possible de contrôler les modifications des paramètres de l’algorithme au
cours du temps. Les vitesses de variation de ces paramètres peuvent avoir un
effet considérable sur les capacités de convergence de l’algorithme.

Méthodes hybrides
De nombreuses méthodes hybrides de l’algorithme PSO ont d’ores et déjà été dévelop-
pées par le passé. Le premier algorithme hybride a été développé par Angeline [76], et
propose d’ajouter les mécanismes de sélection et de remplacement que l’on retrouve
dans les algorithmes évolutionnaires (cf. partie 2.2.2.2). Après chaque itération, la fitness
de chaque particule est comparée à celle des k autres particules de son voisinage (il
est important de noter ici que la mémoire des particules n’est pas utilisée pour effectuer
ce classement. Seule la valeur de la fitness pour la position actuelle des particules est
utilisée). Chaque particule gagne un point pour chaque particule comparée dont la valeur
de la fitness est plus petite que la sienne. La population est alors classée en fonction de
ce score. Une fois les particules classées, les positions et vitesses de la meilleure moitié
des particules sont partagées à la moins bonne moitié de l’essaim. La moins bonne moitié
de l’essaim est donc téléportée dans l’espace des solutions, et récupère les valeurs des
vitesses des meilleures particules. Cependant, ces particules gardent tout de même leur
expérience personnelle en mémoire, à savoir le souvenir de leur meilleure expérience
personnelle, qui sera utilisée dans le calcul de leur prochaine position dans l’espace
des solutions. Ainsi, la dynamique de l’essaim, bien que basée sur le déplacement des
particules de l’algorithme PSO, est inspirée des théories évolutionnaires. Les résultats
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montrent que ce type d’algorithme hybride est plus performant que le seul algorithme
PSO.

De la même manière, Niu et al. [160] utilisent une étape de reproduction basée sur un
classement de la population. En effet, basée à la fois sur le mécanisme de reproduction
utilisé dans le domaine des algorithmes évolutionnaires, mais aussi sur les théories de
sélection naturelle de Darwin, cette méthode est organisée de la manière suivante :

1. Les particules sont classées en fonction de la valeur de la fonction objectif qu’elles
obtiennent dans leur position actuelle.

2. L’essaim est divisé en deux groupes en fonction de ce classement : les particules
dont la fonction objectif est la plus proche de la valeur à atteindre, et les autres.

3. Les individus les plus faibles sont éliminés, et chaque individu restant est dupliqué,
afin de maintenir le nombre d’individus de la population.

Le concept de mutation a lui aussi été adapté à l’algorithme PSO. En effet, Ratnaweera et
al. [137] proposent de réinitialiser la vitesse des particules si aucune amélioration n’a lieu
pendant un nombre donné d’itérations. Pour aller plus loin, Poli et al. [149, 150] ont même
proposé d’utiliser les algorithmes évolutionnaires, non pas pour faire évoluer la population
de l’algorithme PSO ou ses paramètres, mais pour générer de nouvelles versions de
PSO. D’après les résultats présentés dans ces articles, ces algorithmes évolutionnaires
ont généré des nouvelles versions de PSO (c’est à dire des versions dont les paramètres
sont eux-mêmes optimisés) plus performantes que celles développées précédemment
dans la littérature. Un couplage PSO/ACO (cf partie 2.2.2.1) a notamment été développé
par Holden et al. [145], comme nous l’avons vu dans la partie 2.2.2.1.6.

Adaptation de la topologie
De nombreuses modifications et améliorations de l’algorithme PSO initial ont été pro-
posées concernant l’évolution de la population des particules au cours des itérations.
Jiang et al. [172] proposent par exemple d’utiliser plusieurs sous-essaims, au sein de la
population globale. L’algorithme est défini comme suit :

1. La population est classée en fonction de la performance des particules vis à vis de
la fonction objectif à optimiser.

2. La population est partitionnée en sous-essaims contenant chacun m particules.

3. Chacun des ces sous-essaims effectue, séparément, des itérations PSO.

4. Au bout d’un certain nombre d’itérations précédemment défini, les essaims sont
remélangés. Les particules sont reclassées. L’essaim est à nouveau partitionné.

5. Si les critères de convergence sont atteints, alors on arrête le calcul. Sinon, retour
au point no3.

Cette approche est très intéressante non seulement parce qu’elle est très efficace par
rapport à l’algorithme PSO classique, mais aussi parce qu’elle commence à faire appel
à des notions d’intelligence artificielle qui nous ont intéressés dans la suite de notre tra-
vail. En effet, la partition du travail est une notion prépondérante dans de nombreuses
méthodes d’optimisation, et méthodes d’intelligence artificielle. On la retrouve notam-
ment dans l’algorithme Ant Colony Optimization (cf. partie 2.2.2.1). De plus, la notion
de classement que l’on a déjà vue dans le travail de Akbari et al. [203] et Angeline [76]



2.2. MÉTHODES METAHEURISTIQUES 63

est réutilisée, et donne, dans ces trois travaux, des résultats très en delà des capacités
de convergence observées chez les autres algorithmes d’optimisation basés sur PSO.
Comme on l’a vu dans la partie 2.2.2.1.6, Lovbjerg et al. [103] ont aussi proposé une
version de PSO utilisant le concept de sous-populations. Dans ce cas, le seul contact
entre les sous-populations est le possible mariage entre deux particules de populations
différentes. Le mariage entre deux particules, très fortement inspiré des mécanismes à
l’origine des algorithmes évolutionnaires, est défini dans l’équation (2.37) suivante. La
position des enfants définis par le mariage de deux particules est finalement défini par un
croisement arithmétique entre la position des deux parents.

{
en f ant1(xi) = pi × parent1(xi) + (1.0 − pi) × parent2(xi)
en f ant2(xi) = pi × parent2(xi) + (1.0 − pi) × parent1(xi)

(2.37)

où pi est une valeur aléatoire uniformément distribuée dans [0, 1].

Afin de maintenir la taille de la population, les deux parents sont éliminés et remplacés
par leurs enfants.
De plus, les vecteurs vitesse des deux enfants sont déterminés comme la somme des
vecteurs vitesse des deux parents, normalisés par rapport à la dimension originale de
ces vecteurs, comme on le voit dans les équations suivantes


en f ant1(v) =

parent1(v)+parent2(v)
|parent1(v)+parent2(v)| × |parent1(v)|

en f ant2(v) =
parent1(v)+parent2(v)
|parent1(v)+parent2(v)| × |parent2(v)|

(2.38)

Ainsi, dans cette version partitionnée de PSO, chaque sous-population possède son
propre Gbest, c’est à dire sa propre meilleure particule qui, de fait, n’influence que les
individus de sa sous-population. Afin de favoriser le mélange entre populations, et donc
l’échange d’informations entre les populations, un paramètre supplémentaire est utilisé
appelé PSB (Probability of same population breeding) définissant la probabilité d’une par-
ticule de se reproduire avec une particule appartenant à la même sous-population qu’elle.
Ainsi, la probabilité de se reproduire avec une particule d’une autre sous-population est
définie par la probabilité (1 − PS B). La probabilité PS B est fixée de manière empirique
à 0.2 dans ce travail. Cependant, puisque les mariages entre populations favorisent le
partage des connaissances, et donc l’exploration du domaine des solutions, on pourrait
imaginer que la probabilité PS B augmente au cours des itérations. Ainsi, le partage des
informations serait favorisé au début du calcul, avantageant ainsi la phase d’exploration
du domaine. Au cours des itérations, la probabilité PS B augmentant, la probabilité de
reproduction entre les populations diminue, favorisant alors la phase d’exploitation des
zones prometteuses.

Modification des paramètres de l’algorithme
Comme nous l’avons vu précédemment dans l’équation (2.24), de nombreux paramètres
gèrent le comportement des particules PSO dans l’espace des solutions : les paramètres
c1 et c2 qui pondèrent respectivement l’influence de l’expérience individuelle et de la com-
munication sociale sur le déplacement des particules [121], et le paramètre d’inertie ω qui
contrôle l’impact de l’historique des particules sur ces déplacements futurs, c’est à dire
l’influence de la mémoire d’un individu sur son comportement.
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Shi et al. [128] ont tout d’abord proposé qu’une grande inertie aurait tendance à favo-
riser la phase d’exploration du domaine, alors même qu’une petite inertie favoriserait la
phase d’exploitation des zones prometteuses. C’est la raison pour laquelle ils proposent
de diminuer l’inertie ω au cours des itérations, plutôt que de choisir une valeur fixe précé-
demment définie, ω étant définie par la formule (2.39) suivante

ω = (itermax − itercur)(
ωinitial − ω f inal

itermax
) + ω f inal (2.39)

Par la suite, la méthode contraire est proposée par Zheng et al. [130]. En effet, il est
développé qu’une grande valeur du paramètre d’inertie rendrait l’algorithme plus stable,
et qu’une petite valeur impliquerait que les particules fassent des sauts dans le domaine
des solutions, rendant leurs déplacements moins stables. C’est la raison pour laquelle
Zheng et al. proposent d’augmenter l’inertie ω au cours des itérations. Ainsi, les particules
auraient tendance à se déplacer très rapidement dans l’espace des solutions au début
de la convergence, favorisant de fait l’exploration du domaine, et à se stabiliser au cours
des itérations. ω augmente donc linéairement de 0.4 à 0.9 au cours des itérations.

Par la suite, Fan et al. [168] proposent d’adapter l’inertie ω au cours des itérations en fonc-
tion de l’évolution de la recherche. Dès que la recherche a tendance à stagner, l’inertie
diminue. Dès que la recherche trouve une zone prometteuse, l’inertie augmente, comme
on le voit dans les équations (2.40) et (2.41) suivantes

ω = (d)r × ωinitial (2.40)


S i f (Pgd,new) < f (Pgd,old) alors r ← r − 1;

S i f (Pgd,new) ≥ f (Pgd,old) alors r ← r + 1;
(2.41)

avec :
• d : le taux de réduction. Une constante choisie empiriquement entre 0.4 et 1,
• r : le paramètre d’adaptation dynamique déterminé au cours des itérations par les

équations (2.41),
• Pgd,old : la meilleure position trouvée à l’itération précédente,
• Pgd,new : la meilleure position trouvée à l’itération en cours.

Dans le premier cas de l’équation (2.41), la nouvelle valeur de la fonction objectif
f (Pgd,new) est inférieure à la valeur de la fonction objectif de l’itération précédente
f (Pgd,old), elle est donc considérée comme étant meilleure dans le contexte d’une
optimisation par minimisation de la fonction objectif. C’est la raison pour laquelle la valeur
de l’inertie ω diminue, pour essayer d’exploiter la zone prometteuse trouvée.
Dans le second cas de l’équation (2.41), la nouvelle valeur de la fonction objectif
f (Pgd,new) est supérieure à la valeur de l’itération précédente, elle n’est donc pas
meilleure (l’algorithme n’a pas trouvé de nouvelle particule Gbest). C’est la raison pour
laquelle la valeur de l’inertie augmente, afin de relancer la phase d’exploration du
domaine.

On obtient ainsi l’évolution de ω au cours des itérations de la figure 2.22 suivante.
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FIGURE 2.22 – Evolution de l’inertie oméga au cours des itérations [168]

On voit bien sur la figure 2.22 que l’inertie peut être amenée à croître ou décroître au
cours des itérations, afin de favoriser la convergence de l’algorithme. Les résultats pré-
sentés par Fan et al. montrent bien que cet algorithme intelligent est bien plus performant
que l’algorithme PSO classique, sur les fonctions objectif sur lesquelles il a été testé.

D’autres méthodes de variations intelligentes de l’inertie ont été proposées notamment
par Yang et al. [175] et Tawdross et al. [165]. Finalement, un algorithme PSO complète-
ment adaptatif, basé sur des notions d’intelligence artificielle, a été proposé par Hashemi
et al. [206]. Deux algorithmes adaptatifs sont proposés dans ce travail :

• Dans le premier (UPPSO pour United or Unified Adaptative PSO), les particules
partagent les mêmes paramètres.

• Dans le deuxième (IAPSO pour Intelligent or Independant Adaptative PSO), les
particules sont indépendantes et ajustent leurs paramètres en utilisant chacun un
algorithme d’intelligence artificelle.

Le principe de ces algorithmes d’intelligence artificielle est le choix d’actions, en fonction
de résultats obtenus. Ainsi, en fonction des résultats de convergence obtenus, les para-
mètres ω, c1 et c2 sont réadaptés, soit en choisissant une valeur existante dans une table
de choix, soit en étant directement modifiés via une formule d’évolution. Finalement, cette
méthode rejoint tous les algorithmes intelligents précédemment développés, en adaptant
les paramètres de chaque particule, en fonction de leur évolution personnelle dans le
domaine des solutions. Bien sûr, cet algorithme est bien plus performant que tous les
autres.

2.2.3.3.4/ PSO adapté aux problèmes multiobjectifs Tout comme les autres mé-
thodes metaheuristiques, l’algorithme PSO a été adapté à la résolution des problèmes
d’optimisation multiobjectif. En effet, à la différence des problèmes d’optimisation mono-
objectif, où la solution optimale est unique, il existe plusieurs solutions optimales à trouver
lorsque l’on résout des problèmes d’optimisation multiobjectifs : les solutions optimales
au sens de Pareto, comme on l’a vu dans la partie 2.1.2. Ces points représentent les
solutions du problème, lorsque tous les objectifs sont considérés simultanément, c’est à
dire les points représentant les meilleurs compromis entre les différentes fonctions objec-
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tif. Premièrement, Parsopoulos et al. [104] ont été les premiers à proposer une version
de PSO adaptée à l’optimisation multiobjectif, et leurs méthodes ont inspiré toutes les
recherches dans le domaine, par la suite.
Comme nous l’avons vu dans la partie 2.1.2, la méthode de pondération des objectifs
est la plus couramment utilisée pour résoudre des problèmes d’optimisation multiobjectif.
Les k objectifs sont sommés et pondérés en une combinaison linéaire, afin de n’obtenir
plus qu’une seule fonction objectif à optimiser, comme on le voit dans l’équation suivante

F =

k∑
i=1

wi × fi(x) (2.42)

avec wi pour i = 1...k qui sont les coefficients de pondération. On a généralement∑k
i=1 wi = 1. La première méthode de gestion de ces coefficients de pondération est la

méthode CWA (Conventional Weighted Aggregation) dans laquelle les coefficients de
pondération sont fixés et statiques au cours des itérations. Cependant, cette méthode
ne permet de définir, à chaque fonctionnement de l’algorithme, qu’un seul point Pareto.
On doit donc réutiliser l’algorithme autant de fois que l’on souhaite obtenir de points Pa-
reto. Elle n’est pas pas très efficace pour résoudre des problèmes multiobjectif difficiles,
mais très efficace lorsque le front de Pareto est concave (au sens mathématique défini
dans la partie 2.1.2). La seconde méthode de gestion des coefficients de pondération
est la méthode BWA (Bang-Bang Weighted Aggregation). Dans ce cas, et lorsque l’on a
deux objectifs à minimiser, les coefficients de pondération évoluent en corrélation avec
les formules (2.43)


w1(t) = sign(sin( 2πt

F ))

w2(t) = 1 − w1(t)
(2.43)

avec :
• t : l’itération en cours,
• F : La fréquence de changement des coefficients de pondération

En effet, la fonction sign implique un changement radical des coefficients wi à la fré-
quence F (d’où le nom Bang-Bang Weighted Aggregation).

Finalement, la dernière méthode de gestion des coefficients de pondération fait évoluer
de manière graduelle les coefficients wi, grâce aux équations suivantes


w1(t) =

∣∣∣sin( 2πt
F )

∣∣∣
w2 = 1 − w1(t)

(2.44)

Cette méthode est appelée DWA (Dynamic Weighted Aggregation). Le changement as-
sez lent des coefficients de pondération force l’algorithme à chercher autour des points
du front de Pareto, c’est à dire à favoriser la phase d’exploitation des zones prometteuses.

Ces méthodes permettent d’obtenir des résultats cohérents, de manière assez stable et
certaine, avec la théorie de Pareto, comme on le voit dans les résultats présentés dans
l’article [104].

Deuxièmement, l’approche VEGA, développée par Schaffer et al. [26], adaptée des
algorithmes génétiques, que l’on a vu dans la partie 2.2.2.2.3 permet de traiter les
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problèmes d’optimisation multiobjectif en utilisant le concept de sous population que l’on
a étudié précédemment. Ici, la méthode VEPSO, inspirée de VEGA, est une adaptation
de l’algorithme PSO aux problèmes d’optimisation multiobjectif. De la même manière
que dans VEGA, les particules de l’essaim sont divisées en deux sous-essaims. Chaque
sous-essaim est évalué en fonction d’une seule fonction objectif à traiter. Cependant,
les informations de mémoire de chaque sous-essaim sont utilisées pour évaluer les
nouvelles vitesses des particules de l’autre sous-essaim. Ainsi, le partage des informa-
tions entre les essaims permet une meilleure communication, et donc la détermination
concrète et rapide des fronts de Pareto des fonctions évaluées.

Finalement, bien que les méthodes développées par Parsopoulos soient les premières
dans le domaine de l’optimisation multiobjectif avec PSO, elles sont, d’après les résultats
présentés dans l’article [104] très encourageantes, et donnent des résultats très satisfai-
sants.

Une autre méthode, en apparence plus simple, a été développée par Hu et al. [111]. En
effet, Hu et al. ont déterminé qu’il serait tout aussi simple de fixer, pour chaque particule,
une valeur aléatoire de la première fonction objectif. Ainsi, pour chaque particule, il ne
resterait plus que la seconde fonction objectif à optimiser. Les particules "tomberaient"
sur le front de Pareto, jusqu’à ce que les solutions trouvées soient non dominées par les
autres, comme on le voit dans la figure 2.23 suivante

F1

F2
0

FIGURE 2.23 – Fonctionnement de la méthode d’optimisation multiobjectif développée
par Hu et al.

Dans cette méthode, le voisinage est basé sur les méthodes géographiques présentées
dans la partie 2.2.3.2.2, et est évolutif au cours des itérations. En effet, à chaque itération,
les m particules les plus proches dans l’espace des solutions de chaque particule sont
assignées comme faisant partie de son voisinage. D’après les résultats présentés dans
l’article [111], cette méthode est tout aussi efficace que celles présentées précédemment.

Finalement, se basant sur l’algorithme PSO classique, et sur la version binaire proposée
par Kennedy et al. [73] que l’on a vue dans la partie 2.2.3.3.1, de nombreuses recherches
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ont étendu le travail sur les méthodes binaires aux problèmes multi-objectifs [177, 185].
Par la suite, alors que toutes les versions proposées étaient trop lourdes, compliquées à
implémenter, et assez inefficaces sur les problèmes mono-objectifs, Shen et al. [138] ont
proposé une nouvelle version de PSO binaire : MBPSO (Modified Binary PSO). Dans cet
algorithme, les formules d’incrémentation des vitesses des particules sont les équations
(2.45) suivantes


Xk+1

i = Xk
i si 0 < Vk+1

i ≤ α

Xk+1
i = Pk

i si α < Vk+1
i ≤ 1+α

2
Xk+1

i = Pg si 1+α
2 < Vk+1

i j ≤ 1
(2.45)

où :
• α : un réel choisi,
• Pk

i : la position de la meilleure performance personnelle de la particule i à l’itération
k,

• Pg : la position de la meilleure particule de l’essaim.

Dans ces équations (2.45), le paramètre α est appelé probabilité statique et doit être
choisi de manière judicieuse. En effet, une petite valeur de α aurait tendance à accélérer
la convergence de l’algorithme, tout en laissant des particules coincées dans des optima
locaux (si α est petit, les particules se déplacent rapidement dans le domaine, mais elles
peuvent aussi avoir tendance à récupérer indéfiniment la position de leur meilleure per-
formance personnelle, et donc à rester bloquées dans des optima locaux). A l’inverse,
une grande valeur de α rendrait l’algorithme inefficace, puisque les particules ne réuti-
liseraient pas suffisamment leur mémoire personnelle, et auraient tendance à revenir
systématiquement dans la position qu’elles avaient lors de l’itération précédente. Il est
noté dans l’article de Wang et al. [209] que ces équations (2.45) ne sont finalement pas
si différentes de la version classique de PSO. En effet :

• La première équation (2.45) est identique au terme relatif à l’inertie ω. Elle traduit
la confiance que la particule a en sa propre expérience, sa mémoire, et en quelle
mesure ces informations l’influencent.

• La deuxième équation (2.45) représente la confiance qu’a la particule en sa
meilleure expérience personnelle.

• La troisième équation (2.45) représente en quelle mesure la particule est influen-
cée par l’essaim, et donc par la meilleure particule de l’essaim.

Cependant, bien que cette méthode soit très efficace sur les problèmes multi-objectif
classiques, elle ne l’est pas sur les problèmes de type Pareto (cf. partie 2.1.2.2). C’est
la raison pour laquelle Wang et al. [209] ont proposé une nouvelle version binaire et
multiobjectif de PSO, capable de traiter aussi les problèmes de type Pareto. Dans ce cas,
les formules d’incrémentation des positions des particules de l’essaim sont données dans
les équations (2.46) suivantes


Xk+1

i = Xk
i pour 0 < Vk+1

i ≤ α

Xk+1
i = Pk

i pour α < Vk+1
i ≤ β

Xk+1
i = Pg pour β < Vk+1

i j ≤ 1
(2.46)

Dans ce cas, le paramètre β ajuste la probabilité qu’une particule suive sa meilleure
performance personnelle ou la meilleure performance de l’essaim. Suivant ces formules,
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il est aisé de voir que, de la même manière que précédemment, les particules peuvent
avoir tendance à rester bloquées dans des optima locaux. C’est la raison pour laquelle
trois nouveaux opérateurs ont été ajoutés à ces équations.

• Le premier opérateur est un opérateur de dissipation inspiré des algorithmes d’op-
timisation par colonies de fourmis que l’on a vus dans la partie 2.2.2.1. Cet opéra-
teur agit à la manière de l’équation (2.47) suivante, et réinitialise la position d’une
particule avec une probabilité donnée.

Xk+1
i = Reini(Xi) si rand < pd (2.47)

avec pd la variable aléatoire généralement comprise entre 0.05 et 0.15. pd a une
valeur volontairement assez petite pour éviter la perte notoire d’informations.

• Le deuxième opérateur est un opérateur de mutation inspiré des algorithmes évo-
lutionnaires que l’on a vus dans la partie 2.2.2.2. Alors que l’opérateur de dissipa-
tion permet de diversifier la population et de conserver, tout au long du fonctionne-
ment de l’algorithme, une certaine exploration du domaine, il peut aussi supprimer
des informations importantes de la population, puisqu’il agit directement sur les
particules. Afin de pallier à cela, l’opérateur de mutation défini dans l’équation
(2.48) agit directement sur les éléments (c’est à dire les bits, puisque l’on travaille
sur un domaine binaire) des particules, en les modifiant de manière aléatoire en
fonction d’une probabilité pm. Ainsi, cet opérateur de mutation peut à la fois mainte-
nir une certaine diversité au sein de la population, mais aussi favoriser les phases
d’exploitation de zones prometteuses.

i f rand < pm alors Xk+1
i =

{
1 si Xk+1

i = 0
0 si Xk+1

i = 1
(2.48)

• Le troisième opérateur permet la sélection et la mise à jour des particules Pi (c’est
à dire la meilleure performance personnelle de la particule i), et Gbest (c’est à dire
la meilleure performance globale de l’essaim). En effet, comme on l’a vu dans
la partie 2.1.2.2, lorsque l’on souhaite effectuer une optimisation multiobjectif au
sens de Pareto, on ne cherche pas une seule coordonnée extrêmale, mais les
différents points du front de Pareto qui constituent les meilleurs compromis entre
les différentes fonctions objectif considérées. Dans cet article, on utilise donc un
paramètre de niche count, qui considère le nombre de particules situées dans un
rayon autour des particules non dominées. Par exemple, comme on le voit dans la
figure 2.24 suivante, le rayon considéré pour chaque particule est calculé grâce à
l’équation (2.49) suivante

r =
max2 + max1 − min2 − min1

N − 1
(2.49)

avec :
• maxi et mini : les valeurs maximales et minimales des deux fonctions objectif consi-

dérées,
• N : la dimension de la population, c’est à dire le nombre d’individus de l’essaim.

Comme on le voit dans la figure, la particule B possède 4 voisins, alors que la particule
A en possède 8. Wang et al. considèrent alors que la particule B est supérieure à
la particule A dans le sens où son voisinage est moins encombré. Ainsi, à chaque
itération, les particules non dominées sont classées en fonctions de leur paramètre de
niche count. A chaque génération, la particule Gbest est choisie de manière aléatoire
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A

B
rB

rA

FIGURE 2.24 – Un exemple de calcul de Niche Count pour deux particules

parmi le meilleur décile de la population. Afin d’encourager l’exploration du domaine,
les meilleures performances personnelles Pi sont remplacées par les autres particules
non-dominées du classement.

2.3/ NOTIONS CONCERNANT LA THÉORIE DES GRAPHES

2.3.1/ INTRODUCTION

D’après [17], l’intelligence artificielle est "la recherche des moyens susceptibles de doter
les systèmes informatiques de capacités intellectuelles comparables à celles des êtres
humains". En outre, le terme "intelligence artificielle", créé par John McCarthy, est défini
par l’un de ses créateurs, Marvin Lee Minsky, comme "la construction de programmes
informatiques qui s’adonnent à des tâches qui sont, pour l’instant, accomplies de façon
plus satisfaisante par des êtres humains car elles demandent des processus mentaux
de haut niveau tels que : l’apprentissage perceptuel, l’organisation de la mémoire et le
raisonnement critique" [33].
Comme nous l’avons vu dans le chapitre 2.2 précédent, les méthodes metaheuristiques
sont très dépendantes de leurs paramètres intrinsèques. Alors que de nombreux cher-
cheurs ont essayé de trouver les paramètres les plus adaptés, qui proposant de les faire
évoluer linéairement ou non linéairement au cours des itérations, qui proposant de les
faire évoluer en fonction des réponses données par l’algorithme, il nous paraît évident
que seule l’intelligence artificielle pourrait efficacement traiter ce problème de choix des
paramètres ou du choix de la topologie de la population des algorithmes metaheuris-
tiques d’optimisation basés sur la gestion de populations.
Ce chapitre a donc pour but de présenter quelques bases et notions élémentaires de la
théorie des graphes et de l’intelligence artificielle.

2.3.2/ GÉNÉRALITÉS CONCERNANT LA THÉORIE DES GRAPHES

Née des recherches d’Euler au 18eme siècle, la théorie des graphes s’est imposée
comme une branche importante des mathématiques, notamment grâce à l’avènement
de l’informatique et de ses théories concernant la notion de réseau. La théorie des
graphes permet de résoudre une très grande quantité de problèmes, dans de nombreux
domaines différents (réseau social, réseau informatique, télécommunications, et même
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en sociologie, avec la compréhension des mouvements de populations), tant le concept
de graphe est général [148, 236]. L’étude des graphes et de leurs applications permet
d’aborder de nombreuses et très différentes applications. C’est ainsi qu’on développera
par exemple des méthodes d’ordonnancement de tâches à partir de chemins optimaux
dans les graphes, ou encore des propriétés de réseaux de communication, grâce à
l’étude de la connectivité des graphes [159].

La théorie des graphes, c’est à dire l’étude de réseaux de communication entre des
"nœuds" reliés par des "lignes" (nous verrons une définition mathématique plus adaptée
par la suite), nous paraît donc particulièrement adaptée dans ce travail de thèse de docto-
rat. En effet, alors qu’il a été démontré notamment par Mendes et al. [113, 127, 136, 140]
que la topologie de la population peut avoir une réelle influence sur les performances de
l’algorithme PSO, la théorie des graphes semble très adaptée à la détermination d’une
topologie de la population évolutive, afin d’optimiser les performances de l’algorithme
d’optimisation.

A partir de ce modèle simple, des points reliés par des lignes, de nombreuses questions
s’imposent déjà [159], qui sont identiques à celles générées par l’étude des topologies
de population dans PSO : si l’on considère un réseau de nœuds, les liens permettent-ils
à tous les nœuds de communiquer entre eux? C’est à dire d’un nœud donné, peut-on se
rendre à n’importe quel autre, soit directement, soit en passant par d’autres nœuds?
La théorie des graphes est généralement illustrée par le problème dit "des ponts de Ko-
nisberg". Résolu par Euler en 1736, il peut s’énoncer de la manière suivante : "En partant
d’une zone de la ville, est il possible de retourner dans la même zone en traversant cha-
cun des sept ponts une fois et une seule?" et se représente à la manière de la figure
2.25.

Rive

Rive

Ile

Ile

FIGURE 2.25 – Exemple typique de problème à résoudre par la théorie des graphes

Une autre illustration typique est celle du voyageur de commerce, que l’on a vue dans la
partie 2.2.2.1.4.
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2.3.2.1/ DÉFINITIONS

2.3.2.1.1/ Graphe non-orienté

Principe de base
Mathématiquement, un graphe peut être défini de la manière suivante

Définition 6 : Graphe non-orienté

Un graphe non-orienté G est défini par deux ensemble finis [159] : un ensemble
X, non vide, d’éléments appelés sommets, un ensemble E, qui peut être vide,
d’éléments appelés arêtes. A chaque arête sont associés deux sommets x et y,
distincts ou non, appelés les extrémités de E. On note alors G(X, E).

Dans l’exemple représenté sur la figure 2.26, on a donc les définitions suivantes :
• a, b, c et s sont les sommets du graphe.
• 1,2,3,4,5 et 6 sont les arêtes du graphes.
• L’arête 5 est dite incidente aux sommets a et c. c et a sont appelés les extrémités

de l’arête 5.
• Les sommets a et c, étant incidents à une même arête, sont dits adjacents ou

voisins.
• L’arête 4, dont les deux extrémités sont confondues, est appelée boucle en a.

b

a c s

2

1

3

4

5
6

FIGURE 2.26 – Exemple de graphe et définitions

On appelle f la fonction d’incidence du graphe. Ainsi, sur l’exemple ci dessus, on a :
f (4) = a et f (2) = f (1) = {a, b}.
L’ensemble des sommets d’un graphe est souvent noté V(G).
Lorsqu’il y a plusieurs arêtes entre deux mêmes sommets, on parle d’arêtes multiples.
Un graphe ne présentant ni arêtes multiples, ni boucles et appelé un graphe simple. Un
graphe non nécessairement simple peut être qualifié de graphe multiple.

Degré d’un sommet, ordre d’un graphe
Le degré d’un sommet est le nombre d’arêtes incidentes à ce sommet [148] (la présence
d’une boucle ajoute 1 au degré).
Le nombre de sommets d’un graphe est appelé l’ordre de ce graphe.
Par exemple, dans le graphe de la figure 2.26, le degré est 6, et l’ordre 4.
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2.3.2.1.2/ Graphe orienté

Définition 7 : Graphe orienté

Un graphe orienté [159] G est défini par deux ensemble finis : un ensemble
X non vide de sommets, un ensemble A d’arcs, ou arêtes orientées, avec un
couple (x, y) de sommets associé à chaque arc qui sont les extrémités de a. Le
sommet est, en particulier, l’origine de l’arc.

Un exemple de graphe orienté est donné dans la figure 2.27.

b

a c s
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3

4

5
6

FIGURE 2.27 – Un exemple de graphe orienté

Terminologie
Lorsque (x, y) est le couple associé des extrémités de l’arc a, on dit que

• L’arc a va du sommet x au sommet y.
• L’arc a est incident aux sommets x et y.
• L’arc a sort du sommet x et qu’il entre dans le sommet y.
• Le sommet y est appelé successeur de x, et le sommet x un prédecesseur de y.
• Si x = y, alors a est une boucle.
• Si deux arcs ont un même couple associé, on a un arc double. Plus généralement,

si n arcs ont un même couple associé, on a un arc n.
• Un graphe orienté est dit strict s’il n’a ni boucles, ni arcs multiples (il peut avoir

des arcs opposés).

Pour définir la notion de degré d’un graphe orienté, il faudra tenir compte du sens des
flèches. On définit donc le degré extérieur qui compte le nombre de flèches sortant d’un
sommet, et le degré intérieur qui compte le nombre de flèches entrant dans un sommet.

Remarque : Si on veut autoriser des flèches multiples entre deux sommets pour définir
un multigraphe orienté, on pourra définir F non plus comme une partie de S × S mais
comme une famille d’éléments de S × S .

2.3.2.1.3/ Notions de stockage

Dans un graphe non orienté
La matrice d’adjacence d’un graphe G non-orienté est définie comme suit : Si X =
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{x1, ..., xn} est l’ensemble des sommets d’un graphe G, la matrice M d’adjacence est la
matrice carrée d’ordre n telle que M = (mi j), où mi j est le nombre d’arêtes d’extrémités xi

et x j dans G. Une telle matrice est nécessairement symétrique.

Remarque concernant le stockage : Une telle représentation d’un graphe prend une place
mémoire de l’ordre de n2, où n est le nombre de sommets du graphe.

Par exemple, la matrice d’adjacence du graphe non-orienté de la figure 2.26 est donnée
dans le tableau 2.2 suivant

a b c s
a 1 2 1 0
b 2 0 1 1
c 1 1 0 1
s 0 0 1 0

Tableau 2.2 – Matrice d’adjacence du graphe de la figure 2.26

Dans un graphe orienté
La matrice d’adjacence M = (mi j) d’un graphe orienté G = (X, A) avec X = {x1, ..., xn},
est définie en posant mi j égal au nombre d’arc dont le couple associé est (xi, x j). Cette
matrice n’est pas nécessairement symétrique.

Par exemple, la matrice d’adjacence du graphe orienté de la figure 2.27 est donnée dans
le tableau 2.3 suivant

a b c s
a 1 0 1 0
b 2 0 0 0
c 0 1 0 1
s 0 0 0 0

Tableau 2.3 – Matrice d’adjacence du graphe de la figure 2.27

Listes et tables

Définition 8 : Matrice et table d’adjacence

Un graphe G(X, E) peut être représenté en associant à chaque sommet noi la
liste de ses successeurs, correspondant aux 1 de la iieme ligne de la matrice
d’adjacence [108] :

• C’est une liste d’adjacence si on forme une liste de liste. Par exemple,
pour le graphe de la figure 2.27, on aurait la liste d’adjacence suivante :
((a a c)(b a a)(c s)(s)).

• C’est une table d’adjacence si on utilise une table de la forme du tableau
2.4 suivant.
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a b c s
4 5 1 2 3 6 X
a c a a b s X

Tableau 2.4 – Table d’adjacence du graphe de la figure 2.27

La matrice d’incidence d’un graphe G(X, E) est une matrice rectangulaire formée à raison
[108] (cf. tableau 2.5) :

• d’une iieme ligne pour chaque sommet i considéré,
• d’une jieme colonne pour chaque arc j considéré,
• d’éléments ei j valant :

— 1 si le sommet i est origine de l’arc j,
— -1 si le sommet i est l’extrémité de l’arc j,
— 2 si l’arc j est bouclé sur le sommet i,
— 0 sinon.

Concernant le stockage informatique de données, il sera parfois préférable d’utiliser une
table d’incidence d’encombrement 2 × n, avec n le nombre d’arcs du graphe comportant
(cf. tableau 2.6) :

• autant de colonnes qu’il y a d’arcs,
• Une ligne présentant l’origine de chaque arc, et une deuxième ligne présentant

leurs extrémités.

XXXXXXXXXXXsommets
arc

1 2 3 4 5 6

a -1 -1 0 2 1 0
b 1 1 -1 0 0 0
c 0 0 1 0 -1 1
s 0 0 0 0 0 -1

Tableau 2.5 – Matrice d’incidence du graphe de la figure 2.27

arcs 1 2 3 4 5 6
origine b b c a a c

extrémité a a b a c s

Tableau 2.6 – Table d’incidence du graphe de la figure 2.27
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2.3.2.2/ INTRODUCTION AUX CHAÎNES DE MARKOV

2.3.2.2.1/ Graphe probabiliste

Définition 9 : Graphe probabiliste

Un graphe probabiliste est un graphe orienté dont on pondère les flèches tel que
[148] :

• Il y a au plus une flèche d’un sommet vers un autre.
• Tous les poids sont positifs.
• La somme des poids des flèches partant d’un sommet donné vaut 1.

On peut associer à tout graphe pondéré une matrice stochastique (c’est à dire une ma-
trice dont tous les éléments sont des nombres compris entre 0 et 1, et dont la somme
des éléments vaut 1 sur chaque ligne).

2.3.2.2.2/ Chaîne de Markov

Définition
Une chaîne de Markov est, de manière générale, un processus de Markov à temps dis-
cret. Mathématiquement, un processus de Markov est un processus stochastique possé-
dant la propriété de Markov : la prédiction du futur, sachant le présent, n’est pas rendue
plus précise par des éléments d’information supplémentaires concernant le passé. Ainsi,
toute l’information utile pour la prédiction du futur est contenue dans l’état présent du
processus [234]. On dit aussi que le processus est sans mémoire.
Un processus de Markov à temps discret est une séquence Xn de variables aléatoires à
valeurs dans l’espace des états E (qu’on supposera fini). La valeur Xn est l’état du pro-
cessus à l’instant n.
Ainsi, la chaîne de Markov est définie telle que, pour tout (i0, i1, ..., in−1, i, j) ∈ En+2, on a la
relation de l’équation (2.50) suivante

P(Xn+1 = j/Xn = i, Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0) = P(Xn+1 = j/Xn = i) (2.50)

Le symbole / représentant l’information "sachant que".

Reformulé plus clairement, le futur (temps n + 1) ne dépend que du présent (temps n) et
non du passé.

Probabilités de transition
La chaîne de Markov est dite homogène si P(Xn+1 = j/Xn = i) ne dépend pas de n. Le
réel pi j = P(Xn+1 = j/Xn = i) = P(X1 = j/X0 = i) est alors appelé probabilité de transition
de l’état i à l’état j (en une étape).

La famille de nombre P = Pi, j(i, j)∈E2 est appelée matrice de transition, noyau de transition,
ou opérateur de transition de la chaîne de Markov [234].

La matrice de transition est stochastique. On peut donc lui associer un graphe probabi-
liste dont les sommets sont les états et la flèche de l’état i à l’état j est pondérée par la
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probabilité de transition Pi, j. la somme des termes de n’importe quelle ligne de P donne
toujours 1, comme on le voit dans l’équation (2.51) suivante

∀i ∈ E,
∑
j∈E

pi, j = 1 (2.51)

Loi stationnaire
[234] Il peut exister une ou plusieurs mesures appelées mesures stationnaires notées
π = (πi)i∈E, sur l’espace d’états E, telles que l’on a les équations (2.52) suivantes

{
π = πP
∀ j ∈ E, π j =

∑
i∈E πi pi, j

(2.52)

Une mesure stationnaire est une fonction propre de la transposée de la matrice de tran-
sition, associée à la valeur propre 1. Elle est appelée probabilité stationnaire, ou loi sta-
tionnaire, si elle remplit les conditions suivantes

• ∀i ∈ E, πi ≥ 0
•

∑
i∈E πi = 1.

Si la loi initiale de la chaîne de Markov (c’est à dire la loi X0) est une probabilité sta-
tionnaire π, alors ∀n ≥ 0 et la loi de Xn est encore π. Plus généralement, on dira que la
chaîne de Markov est un processus stationnaire si et seulement si sa loi initiale est une
probabilité stationnaire.

Dans le cas des chaînes de Markov à espace d’états discret, on a les propriétés sui-
vantes :

• Une chaîne de Markov est dite irréductible si tout état est accessible à partir de
n’importe quel autre état. Dans le cadre d’un graphe plan pondéré, on peut consi-
dérer qu’il représente une chaîne de Markov irréductible si tous les sommets sont
accessibles depuis n’importe quel autre sommet du graphe (directement ou indi-
rectement).

• Si une chaîne de Markov est irréductible, récurrente positive et apériodique, alors
Pk converge vers une matrice dont chaque ligne est l’unique distribution station-
naire π. En particulier, la loi µn de Xn converge vers π indépendamment de la loi
initiale µ0. Dans le cas d’un espace d’état fini, cela se prouve par le théorême de
Perron-Frobenius.

• Ainsi, une chaîne de Markov irréductible avec une matrice de transition primitive
est appelée "chaîne apériodique". Le test de Frobenius permet de déterminer la
primitivité d’un matrice : Une matrice A ≥ 0 est primitive si et seulement si Am >

0 ∀ m > 0.

2.3.3/ L’ALGORITHME PAGERANK

2.3.3.1/ GÉNÉRALITÉS, DÉFINITION

Le modèle PageRank (PR) a été développé par Serguey Brin et Larry Page (fondateurs
du moteur de recherche Google) au début des années 2000 [77]. Cet algorithme analyse
la structure hyperlien du web pour déterminer un classement des pages web, en fonction
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de leur popularité (évaluée de manière probabiliste). Le PageRank est défini comme la
mesure invariante d’une marche faite par un surfeur aléatoire sur le graphe du web [215].

Le principe de base est d’attribuer à chaque page web un score proportionnel à la pro-
babilité pour un utilisateur parcourant le graphe du web de tomber sur cette page en
particulier. Ainsi, le PageRank d’une page web i est déterminé en fonction du nombre de
pages qui pointent vers elles, mais aussi en fonction du PageRank de ces pages [235].
Ainsi, le score d’une page est défini comme la fréquence de visite du surfeur aléatoire
sur cette page, et il est interprété comme la popularité de la page en question [215].

Plus formellement, et pour faire le lien avec la partie 2.3.2 précédente, le déplacement
de l’utilisateur sur le graphe du web est considéré comme une marche aléatoire. C’est
à dire que l’on considère le graphe orienté dont les sommets représentent les pages
web, et les arcs les hyperliens entre ces pages. Ainsi, en supposant que l’utilisateur
choisisse chaque lien indépendamment des pages précédemment visitées, on peut
considérer qu’un tel graphe du web constitue un processus de Markov, tel qu’on l’a
défini précédemment dans la partie 2.3.2.2. Finalement, le PageRank est la probabilité
stationnaire d’une chaîne de Markov, c’est à dire un vecteur de Perron Frobenius de la
matrice d’adjacence du web. L’irréductibilité de la chaine de Markov considérée garantit
que le vecteur stationnaire (c’est à dire le vecteur définissant les PageRanks de toutes
les pages du web) existe.

Définition 10 : Matrice irréductible

Une matrice est irréductible si son graphe montre que chaque noeud est acces-
sible depuis tous les autres noeuds. Une chaîne de Markov irréductible avec une
matrice de transition primitive est appelée chaîne apériodique.

2.3.3.2/ CALCUL DU PAGERANK

2.3.3.2.1/ Exemple d’illustration Considérons le graphe orienté de la figure 2.28 sui-
vante.

Considérons que chacune des pages a un PageRank initialisé à 0.25. En effet, dans les
nouvelles versions du PageRank, on considère que le web est un graphe probabiliste.
L’hypothèse d’une distribution de probabilité comprise entre 0 et 1 est donc considérée.
C’est la raison pour laquelle la somme des PageRanks initiaux des pages doit valoir 1/n
où n est le nombre de pages de la collection.

Chaque page partage son PageRank entre les pages qu’elle pointe grâce aux hyperliens.
Ainsi, dans le cas du graphe de la figure 2.28, on a :

• La page B partage son PageRank équitablement entre les pages A et C.
• La page C donne son PageRank à la page A.
• La page D partage son PageRank équitablement entre les pages B, C et A.

Ainsi, si l’on devait calculer le véritable PageRank de la page A (c’est à dire la valeur
correspondant effectivement aux liens qui pointent vers elle, et non pas sa seule valeur
initiale), on aurait le calculs présenté dans l’équation (2.53) suivante

PR(A) =
PR(B)

2
+ PR(C) +

PR(D)
3

(2.53)
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A

B

C

D

FIGURE 2.28 – Exemple de graphe orienté pour le calcul du PageRank

Et l’application numérique nous donne donc PR(A) = 11
24 .

2.3.3.2.2/ Algorithme simplifié On remarque ainsi, dans l’exemple précédent, que
le PageRank d’une page Web est égal à la somme des PageRank des pages pointant
vers cette page divisés par le nombre de liens sortant de ces pages. Plus clairement,
on a l’équation (2.54) suivante, qui nous donne le calcul du PageRank d’une page Pi,
contenue dans un graphe orienté dont un nombre BPi de pages pointent vers elle.

PR(Pi) =
∑

P j∈BPi

PR(P j)∣∣∣P j
∣∣∣ (2.54)

avec :
• BPi : L’ensemble des pages qui pointent vers la page Pi,
•

∣∣∣P j
∣∣∣ : Le nombre de liens sortant de la page P j.

On comprend donc bien qu’un processus itératif sera nécessaire pour calculer le Page-
Rank des pages considérées. En effet, le problème vient du fait qu’il est nécessaire de
connaître les PageRanks des pages de la collection, pour calculer celui d’une page en
particulier. Le problème est donc insoluble en l’état.
Ainsi, Brin et Page utilisent un processus itératif défini de la manière suivante :

Le PageRank des pages de la collection est initialisé à 1
n .

Le processus itératif est donné dans l’équation (2.55) suivante où k est l’itération consi-
dérée.

PRk+1(Pi) =
∑

P j∈BPi

PRk(P j)∣∣∣P j
∣∣∣ (2.55)
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Considérons par exemple le graphe de la figure 2.29 suivante.

1

2

3 4

5

6

FIGURE 2.29 – Exemple de graphe orienté pour le calcul du PageRank

On initialise le PageRank des 6 sommets du graphe à la valeur 1
n = 1

6 .

Si l’on effectue le calcul itératif du PageRank des 6 nœuds du graphe avec l’équation
(2.55) précédente, on obtient les résultats de convergence du graphique 2.30 suivant.

2.3.3.2.3/ Prise en compte d’un facteur d’amortissement En réalité, l’algorithme de
Google tient compte de la probabilité qu’un surfeur aléatoire (c’est à dire une personne
cliquant de manière aléatoire sur des liens de pages web) puisse s’arrêter à tout moment
de se déplacer dans le graphe du web. Considéré de manière empirique par Google,
ce facteur d’amortissement d vaut 0.85, et correspond, plus précisément, à la probabilité
que le surfeur aléatoire ne s’arrête pas de cliquer. Le facteur d’amortissement est pris en
compte dans l’algorithme à la manière présentée dans l’équation (2.56) suivante

PR(A) =
1 − d

N
+ d ×

∑
v∈Bu

PR(v)
L(v)

(2.56)

avec :
• d : Le facteur d’amortissement fixé empiriquement à 0.85.
• N : Le nombre de pages de la collection considérée. C’est à dire le nombre de

sommets du graphe considéré.
• Bu : Les pages pointant vers la page u.
• L(v) le nombre de pages sortant de la page v.
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FIGURE 2.30 – Convergence du calcul de PageRank de l’équation (2.55)

2.3.3.3/ CALCUL MATRICIEL

2.3.3.3.1/ Calcul de la matrice de transition du système Les formules (2.55) et
(2.54) permettent de calculer, à chaque pas de calcul, le PageRank d’une seule page
de la collection. Ceci dit, le web étant constitué de milliards de pages, étant donc un
graphe orienté probabiliste constitué de milliards de sommets, le calcul matriciel paraît
très adapté pour optimiser le temps de calcul de PageRank de toutes ces pages.

De la même manière que nous l’avons vu dans la partie 2.3.2, la matrice de transition
peut être calculée pour le graphe du web, et plus particulièrement pour la chaîne de
Markov engendrée par la considération d’un surfeur aléatoire sur ce graphe [134].

On introduit alors une matrice H (n × n) (appelée The Hyperlink matrix dans la littérature
anglophone) constituée des éléments Hi j = 1/ |Pi| s’il y a un lien du nœud i au nœud j, et
0 dans le cas contraire. Cette matrice est la matrice d’adjacence probabiliste, c’est à dire
la matrice de transition du graphe considéré.

Ainsi, pour le graphe représenté en figure 2.29, la matrice d’adjacence probabiliste serait
la suivante

H =



0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1/3 1/3 0 0 1/3 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1 0 0


(2.57)

Les éléments non nuls de la ligne i correspondent aux liens sortant de la page i, alors
que les éléments non nuls de la colonne i correspondent aux liens entrant dans la page
i.
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Remarques :
• La matrice H est une matrice très clairsemée (appelée a sparse matrix dans la

littérature anglophone), c’est à dire qu’elle contient une grande quantité de zéros,
proportionnellement à ses dimensions.

• On remarque que les noeuds ne présentant pas de liens sortant créent des lignes
composées uniquement de zéros. La matrice H n’est donc pas stochastique. La
somme des termes de chaque ligne ne vaut pas 1. Cependant, les autres lignes de
la matrice satisfont aux conditions nécessaires et suffisantes qui pourraient faire
de la matrice H une matrice stochastique. On dit donc qu’elle est substochastique.

Ainsi, pour pallier à ce problème, on remplace les lignes 0T de H par 1
n eT avec n le nombre

de pages de la collection, et eT le vecteur ligne composé uniquement de 1. On obtient
ainsi la nouvelle matrice S stochastique suivante

S̄ =


0 1/2 1/2 0 0 0

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/3 1/3 0 0 1/3 0
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1 0 0


(2.58)

Mathématiquement, le passage de la matrice H à la matrice S est donné par la relation
(2.59) suivante

S = H + a(
1
n
× eT ) (2.59)

où ai = 1 si i est un nœud ne présentant aucun lien sortant.

La matrice S est donc stochastique, mais cet ajustement n’est toujours pas suffisant pour
assurer l’existence du vecteur stationnaire de la chaîne de Markov considérée. La matrice
de transition probabiliste doit être irréductible pour assurer cette propriété. On transforme
donc encore une fois la matrice de transition, pour obtenir la matrice Google G et on a

G = αS + (1 − α)
1
n

eeT =



1/60 7/15 7/15 1/60 1/60 1/60
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

19/60 19/60 1/60 1/60 19/60 1/60
1/60 1/60 1/60 1/60 7/15 7/15
1/60 1/60 1/60 7/15 1/60 7/15
1/60 1/60 1/60 11/12 1/60 1/60


(2.60)

avec :
• n = 6
• 0 ≤ α ≤ 1 (Dans ce cas, on a choisi α = 0.9 [219]).
• eT =

[
1 1 1 1 1 1

]
Dans ce modèle, α est un paramètre qui contrôle la proportion du temps pendant laquelle
le surfeur aléatoire considéré suit la structure hyperlien du web. Ainsi, pour α = 0.6, on
considère que le surfeur aléatoire suit la structure hyperlien du web 60% du temps, et
utilise des méthodes de téléportation (comme la saisie directe de l’URL de la page, ou la
sélection de la page dans une liste de favoris par exemple) [134].



2.3. NOTIONS CONCERNANT LA THÉORIE DES GRAPHES 83

Remarques :
• La matrice E = 1

n eeT est uniforme. Elle assure qu’en cas de téléportation aléatoire
sur un des noeuds du graphe considéré, la probabilité de tomber sur chacune des
pages de la collection est identique.

• G est stochastique. En effet, toute combinaison convexe de matrices stochastiques
(ici, S et E) est stochastique.

• G est irréductible. En effet, chaque page est directement connectée à toutes les
autres pages de la collection.

• G est primitive.
• G est une matrice dense (elle ne contient aucune valeur nulle). Cela implique un

coût très élevé en terme de temps de calcul.
Heureusement, la matrice G peut être directement exprimée en fonction de la matrice H
qui est, elle, très clairsemée, à la manière décrite dans l’équation (2.61) suivante

G = αS + (1 − α) 1
n eeT

α(H + 1
n aeT ) + (1 − α) 1

n eeT

αH + (αa + (1 − α)e) 1
n eT

(2.61)

Cette méthode est la fameuse power method présentée dans de nombreux articles et
permettant le calcul rapide efficace du PageRank d’une très grande collection de pages
[134].

Remarque importante : La matrice de transition probabiliste initiale H a dû être modifiée
deux fois avant d’obtenir la matrice Google afin d’assurer qu’un unique vecteur PageRank
π n’existe. Cette nouvelle matrice Google ne représente plus directement la structure
hyperlien du web, mais est adaptée afin de pouvoir pallier aux problèmes mathématiques
que nous avons présentés ci-avant.

2.3.3.3.2/ Calcul du vecteur PageRank Le vecteur ligne PageRank peut être calculé
en résolvant le problèmes aux valeurs propres suivant

πT G = πT (2.62)

ou en résolvant le système linéaire suivant

πT (I − G) = 0T (2.63)

Il existe de nombreuses méthodes pour résoudre ce type de problème. Puisque ce n’est
pas notre sujet ici, nous renvoyons les lecteurs aux articles et livres de Langville et al.
qui présentent très bien toutes les méthodes utilisées et développées pour calculer le
PageRank des pages du web, et stocker efficacement les données [134, 219].

2.3.3.4/ UTILISATION ORIGINALE ET INTÉRESSANTE DE PAGERANK DANS LA LITTÉRA-
TURE

2.3.3.4.1/ Généralités Des articles particulièrement intéressants concernant l’éva-
luation probabiliste des métastases dans le cas d’un cancer généralisé ont attiré notre
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attention 4 5. Ces articles vulgarisent deux articles proposés par P. K. Newton et al.
[222, 232], qui utilisent le concept de l’algorithme PageRank pour déterminer les probabi-
lités qu’ont les métastases de se propager d’un organe à l’autre, lors de la généralisation
d’un cancer. Comme le dit d’ailleurs très bien P.K. Newton dans son interview au site
Slate.fr :

"Basically, we are doing the inverse of what Google does. They know the transition pro-
babilities and compute the steady-state, we know the steady-state and compute the tran-
sition probabilities."

Ainsi, Google connaît la matrice de transition G et essaie de calculer le vecteur Pa-
geRank π, c’est à dire le vecteur stationnaire de la chaîne de Markov considérée. A
l’inverse, Newton et al. connaissent les probabilités stationnaires qu’ont les métastases
de se propager dans différents organes, et cherchent de quelle manière ces métastases
passent d’un organe à l’autre. Plus spécifiquement, Newton et al. connaissent le vecteur
stationnaire de la chaîne de Markov qu’ils considèrent, et cherchent à déterminer la
matrice de transition de la chaîne de Markov considérée. Comme il l’a d’ailleurs été dit
sur slate.fr :

"In other words, Google knows where you could go, and uses a mathematical system
called Markov chains to determine how likely you are to go there. The researchers knew
where cancer did go, and used similar equations to investigate how it goes there".

2.4/ METAMATÉRIAUX ET NOTIONS D’HOMOGÉNÉISATION

2.4.1/ LES METAMATÉRIAUX

Du grec "meta" signifiant "un niveau supérieur", les metamatériaux désignent une nou-
velle classe de matériaux composites périodiques dont les propriétés physiques homo-
généisées peuvent être considérées comme exceptionnelles. De fait, deux étapes sont
nécessaires à la conception d’un nouveau metamatériau :

— L’homogénéisation. Afin de pouvoir considérer un multi-matériau, ou composite,
comme un metamatériau, il est nécessaire d’homogénéiser ses propriétés phy-
siques. Ainsi, le metamatériau, bien qu’hétérogène, peut être considéré comme un
matériau homogène dont les propriétés physiques sont connues à l’échelle micro-
scopique. C’est le cas par exemple des mousses auxétiques, dont les propriétés à
l’échelle locale ne sont pas exceptionnelles, alors que la mousse considérée dans
sa globalité présente un coefficient de Poisson négatif.

— L’optimisation. Très souvent topologique[192, 217], elle définira la répartition de
matière dans le composite afin qu’il présente les propriétés physiques choisies.

Cette partie a pour but de fournir une étube bibliographique de la recherche concernant
les metamatériaux dans la littérature.

Dans le domaine de la mécanique, la recherche concernant les metamatériaux s’est

4. "Fighting Cancer With the Google PageRank Algorithm. Sort of." J. Bittel. slate.com dernière connexion
le 6 juillet 2016.

5. "How researchers are fighting lung cancer using PageRank". D. Harris. gigaom.com dernière
connexion le 5 février 2014.
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concentrée ces dernières décennies sur l’obtention de metamatériaux - ou de structures
- à coefficient de Poisson négatif, appelés aussi auxétiques. Historiquement, on situe le
début des recherches concernant les structures auxétiques à la fin des années 80, avec
notamment les travaux de Lakes [28, 41] et Evans [39, 54]. Leurs travaux montrent notam-
ment de quelle manière une structure en nid d’abeille réentrante présente un coefficient
de Poisson négatif, comme on le voit dans la figure 2.31 suivante [39].

FIGURE 2.31 – Différence de fonctionnement d’une structure réentrante, par rapport à
une structure en nid d’abeille classique (haut) Déformation d’une stuctrure à nid d’abeille
(bas) Déformation d’une structure réentrante

Notons qu’au tout départ, les travaux concernant un coefficient de Poisson négatif à struc-
ture réentrante définissaient en fait des structures, plutôt que des matériaux, puisqu’au-
cun processus d’homogénéisation n’était utilisé. Les structures réentrantes ont donné lieu
à de nombreuses recherches qui ont permis de déterminer leurs propriétés mécaniques
qui peuvent être linéaires [57] ou non linéaires [42] ; isotropes ou anisotropes [189]. Leurs
formes géométriques ont aussi évolué, passant de la simple forme plane [25, 144], aux
modèles en trois dimensions [54]. Des études concernant leurs autres propriétés méca-
niques ont aussi été réalisées, montrant notamment que la dureté des matériaux à coeffi-
cient de Poisson négatif est augmentée, comparée à celle du même matériau (UHMWPE
pour Ultra High Modecular Weight Polyethylene) non auxétique [51]. Azoti et al. montrent
aussi que le facteur d’amortissement d’un matériau contenant des inclusions de maté-
riau auxétique est amélioré [231]. Notons aussi l’existence de structures chirales, c’est
à dire de structures présentant des symétries en miroir, à coefficient de Poisson négatif
[74, 180]. Ces structures - tant les structures réentrantes que les structures chirales -
ont l’avantage de pouvoir être répétées à l’infini dans au moins deux directions de l’es-
pace. Depuis les années 2000, elles sont souvent étudiées en utilisant des méthodes
d’homogénéisation.

Par la suite, dès le début des années 2000, Grima et al. [94] proposent des structures
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à formes géométriques tournantes, conférant aussi à la structure globale un coefficient
de Poisson négatif. C’est en se déplaçant que les formes géométriques qui constituent
la structure lui confèrent cette propriété, comme on le voit dans la figure 2.32 suivante.
Les géométries utilisées se diversifient, et on trouve dans la littérature des carrés rotatifs
[94, 178], des tetrahèdres rotatifs [179], des rectangles rotatifs [199], mais aussi des
triangles [198]. La structure triangulaire amenée par Grima et al. présente notamment
l’avantage d’être aussi efficace en traction qu’en compression, comme on le voit dans la
figure 2.33 suivante

FIGURE 2.32 – Géométrie d’une structure auxétique à carrés tournants.

FIGURE 2.33 – Géométrie d’une structure auxétique à triangles rotatifs.

Très vite, ces structures auxétiques ont commencé à prendre la forme de matériaux, no-
tamment avec l’avènement et la fabrication de mousses auxétiques [41, 98, 157, 204].
Bien évidemment, les applications ne sont pas les mêmes [221]. On développe notam-
ment des structures perforées [198] plutôt que des structures réentrantes, qui permettent
des processus de fabrication simplifiés. Avec le développement de ces mousses se dé-
veloppent évidemment les méthodes de fabrication. Le processus consiste à utiliser une
mousse classique à structure en nid d’abeille, et à la comprimer dans les trois direc-
tions de l’espace. En chauffant cette mousse compressée, la structure initialement en
nid d’abeille se déforme pour devenir une structure réentrante, comme on le voit dans la
figure 2.34 suivante [32].

Finalement, les méthodes d’homogénéisation s’imposent dans le domaine des metama-
tériaux, considérant qu’ils sont périodiques et que donc leur étude pourrait se limiter à
l’étude d’une seule cellule de périodicité, comme nous le verrons dans la partie 2.4.2. Ici,
l’utilisation d’un Volume Elementaire Représentatif simplifie les calculs, et permet pour
la première fois de considérer que les structures à coefficient de Poisson négatif de-
viennent véritablement des metamatériaux [126] puisque l’on extrapole leurs propriétés
globales homogénéisées à partir de celles d’une seule cellule de périodicité. La figure
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2.35 présente différentes formes de structures auxétiques et leur cellules de périodicité
respectives [205].

Comme nous le détaillerons par la suite, la méthode la plus employée pour étudier les
metamatériaux n’est pas l’homogénéisation asymptotique, mais la méthode des champs
moyens [205, 213]. Moyennant des hypothèses concernant les dimensions du Volume
Elémentaire Représentatif (cf. partie 2.4.2), Dos Reis et al. utilisent tout de même une
méthode d’homogénéisation asymptotique discrète [195, 214]. Cependant, Czech montre
dans sa thèse [211] que le rapport d’échelle entre la cellule de périodicité et le metama-
tériau n’est pas suffisamment grand pour que les méthodes d’homogénéisation asymp-
totique puissent être efficaces. Il défend alors l’idée de l’utilisation de la méthode des
champs moyens que l’on retrouve grandement dans la littérature, comme nous le verrons
dans la partie 2.4.2.2.

FIGURE 2.34 – Fabrication d’une mousse auxétique à structure réentrante : (Gauche)
Microstructure initiale de la mousse en structure nid d’abeille. (Droite) La même mousse
après le procédé de compression/chauffage.

2.4.2/ HOMOGÉNÉISATION

2.4.2.1/ PRINCIPES DE CHANGEMENT D’ÉCHELLE : PASSAGE DU MILIEU HÉTÉROGÈNE

AU MILIEU HOMOGÈNE

Afin de créer un metamatériau, il est nécessaire de connaître ses propriétés mécaniques
globales, c’est à dire homogénéisées. En d’autres termes, bien que sa structure soit hé-
térogène, composée de plusieurs matériaux homogènes, comme c’est souvent le cas
lorsque l’on utilise l’optimisation topologique, ses propriétés - et notamment les termes
de son tenseur d’élasticité - doivent pouvoir être considérées comme homogènes. C’est
à dire qu’il faut définir un Volume Elémentaire Représentatif (VER) tel qu’il aurait une
réponse globale identique à la structure considérée, dès lors que la structure et le VER
sont sollicités par un chargement identique. Ainsi, depuis de nombreuses années, de
nombreuses recherches ont été entreprises afin de prendre en compte l’hétérogénéité
de la matière à l’échelle microscopique dans la modélisation de son comportement ma-
croscopique [194]. Ce type de modélisation par changement d’échelle consiste alors à
remplacer un milieu hétérogène par son Milieu Homogène Equivalent (MHE). Les pro-
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priétés mécaniques du MHE - c’est à dire les termes de son tenseur d’élasticité - sont
calculées en tenant compte des constituants du milieu hétérogène - on a souvent à faire
à un matériau composite - et des paramètres relatifs à sa morphologie - c’est à dire sa
topologie. Pour trouver les propriétés homogénéisées, on remplace donc l’étude du corps
entier par une portion de celui-ci suffisamment grande pour inclure à la fois les détails de
la microstructure, mais aussi pour être considérée comme représentative du matériau à
l’échelle globale macroscopique [169]. Cette méthode consiste ainsi à déterminer, grâce
à une méthode que nous développerons plus loin, des relations entre les grandeurs phy-
siques des deux échelles microscocopique et macroscopique. En pratique, ces relations
sont déterminées sur un Volume Elémentaire Représentatif (VER) du milieu hétérogène.
Ce VER doit non seulement être suffisamment grand devant la taille des hétérogénéités
de la structure, mais aussi suffisamment petit devant la dimension caractéristique de la
structure étudiée. Les propriétés homogènes du milieu hétérogène considéré étant sou-
vent définies numériquement par un calcul éléments finis, il est aussi nécessaire que le
VER ne soit pas trop grand, pour limiter les temps de calcul. En pratique, lorsque l’on
travaille avec un matériau dont les hétérogénéités sont aléatoirement distribuées dans le
matériau, on effectue une analyse statistique afin de déterminer la taille minimale du VER
[169]. A l’inverse, lorsque l’on travaille avec une structure périodique, le VER n’est réduit
qu’à l’étude d’une seule Cellule de Périodicité (CP). La propriété la plus importante du
VER, c’est qu’il doit être justement suffisamment représentatif de la structure considérée
comme homogène pour que l’augmentation de ce volume ne change pas la valeur des
champs mécaniques (contraintes, déformations) calculés [169].

Cette méthode de changement d’échelle est décomposée en trois étapes distinctes (voir
figure 2.36 suivante), définies par Zaoui en 2000 [96, 97] :

• La phase de représentation. Il s’agit de représenter numériquement le milieu hé-
térogène. C’est à dire qu’il faut identifier le nombre et les caractéristiques des
différentes phases qui composent notre VER. Bien sûr, ces paramètres devront
être complétés par des données géométriques, notamment les dimensions des
inclusions ou des fibres. Cette étape est fondamentale, elle consiste à choisir le
VER, c’est à dire le plus petit volume censé représenter la globalité de la structure
ou du matériau considéré.

• La localisation. Cette étape consiste à déterminer les champs mécaniques dans
la structure induits par un champ moyen [194] dans le VER. Les relations de pas-
sage de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique sont ainsi déterminées.
Cette étape est fondamentale et bien souvent délicate, car elle consiste à réaliser
l’analyse mécanique de la structure, alors même que cette dernière est incom-
plète, puisque représentée uniquement par son VER. Le VER pouvant être consi-
déré comme un point matériel de la structure, on considèrera ici que les sollicita-
tions auxquelles il est soumis découlent des contraintes et déformations s’établis-
sant au point matériel considéré. Notons qu’entre ces grandeurs et le champs de
variables locales intrinsèques au VER à déterminer ne peuvent s’établir que des
relations de moyennes [97].
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FIGURE 2.35 – Différents types de Volumes Elémentaires Représentatifs, en fonction de
la forme du matériau auxétique considéré. (Gauche) Les cellules élémentaires. (Droite)
Les treillis assemblés des VER

• L’homogénéisation. Cette étape vise à l’expression des caractéristiques méca-
niques du milieu homogène équivalent, en utilisant notamment les relations de
moyennes définies à l’étape précédente.

Le VER est défini comme un élément de la structure, ou du matériau, considéré comme
représentatif de son comportement mécanique global. On définit ainsi dans la littérature
les différentes longueurs caractéristiques du problème [96] :

• d : la dimension caractéristique des hétérogénéités de la structure. Lorsque
l’on souhaite uniquement faire un calcul d’homogénéisation, cette dimension est
connue. Lorsque l’on souhaite faire un calcul d’optimisation topologique, elle ne
l’est pas. On considère alors qu’elle est, au maximum, égale à la dimension l défi-
nie ci après.

• l : la dimension du VER.
• L : la dimension caractéristique de la structure considérée. En effet, le VER doit

pouvoir être considéré comme un point matériel de la structure. C’est ce que l’on
appelle le principe Micro-Meso-Macro [23, 169]. Lorsque l’on souhaite étudier un
matériau et non une structure, cette dimension peut être considérée comme infinie.
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FIGURE 2.36 – Méthode de changement d’échelle : définition du VER [183]

Ainsi, seules les dimensions caractéristiques des hétérogénéités et leur densité
dans la matière devront être prises en compte lors de la définition du VER.

Ces dimensions caractéristiques doivent, pour valider le VER, vérifier les conditions sui-
vantes [194] :

• l � L : cette condition est nécessaire afin d’assurer que le VER peut être considéré
comme un point infinitésimal de la structure considérée,

• d � l : cette condition est nécessaire afin d’assurer que le VER est bien représen-
tatif de la structure considérée, c’est à dire qu’il tient bien compte de la taille et de
la densité des hétérogénéités au sein de la structure.

2.4.2.2/ MÉTHODE DES CHAMPS MOYENS

Dans le travail de Czech [211], on note que les méthodes d’homogénéisation asympto-
tique, que nous ne développerons pas ici, peuvent ne pas être très adaptées à l’étude
des metamatériaux, lorsque les dimensions du VER sont trop grandes. En effet, les
contraintes dimensionnelles nécessaires à leur bon fonctionnement, notamment le rap-
port qui doit être assez grand entre la dimension caractéristique de la structure et la
dimension du VER (le VER est ici la cellule de périodicité, puisque les metamatériaux
mécaniques étudiés sont périodiques), ne sont pas respectées. Ainsi, Czech et al. pro-
posent d’utiliser plutôt la méthode des champs moyens. Comme noté dans le travail de
Kurukuri [190], tous les matériaux, même homogènes, peuvent être considérés comme
hétérogènes à une échelle suffisamment petite. Ainsi, pour pallier à ce problème, la mé-
thode des champs moyens peut être utilisée afin de déterminer les propriétés homogènes
du matériau, considérant ses caractéristiques hétérogènes microscopiques. L’hypothèse
de la continuité de la matière implique la moyenne statistique des propriétés locales. Pour
cela, on considère que les surfaces du VER sont soumises à des champs de déplace-
ments et/ou de force, alors qu’il existe, dans le VER, des champs de contraintes σi j et de
déplacements εi j. Ainsi, si l’on connait les champs σi j et εi j, les champs de contraintes et
de déplacements moyennés homogénéisés sont donnés respectivement par

σi j =
1
V

∫
V
σi jdV (2.64)
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εi j =
1
V

∫
V
εi jdV (2.65)

où V représente le volume du VER.

Ces valeurs moyennées sont ensuite considérées comme les champs de contraintes et
de déplacements effectifs du VER homogénéisé, et les relations entre σi j et εi j nous
donnent les lois constitutives du matériau homogène. Si l’on considère le matériau
comme homogène, on a donc

σi j = Ci jklεi j (2.66)

εi j = S i jklσi j (2.67)

où Ci jkl est le tenseur d’élasticité effectif du matériau considéré, et S i jkl est son tenseur
de compliance effectif. Ainsi, dans le cas de matériaux anisotropes, on a 21 coefficients
différents à calculer afin de déterminer complètement ses propriétés élastiques.

2.4.2.2.1/ Validation de la méthode : Vérification de l’énergie de déformation
Basée sur la méthode des champs moyens précédentes, la méthode de l’énergie de
déformation est efficace et équivalente à une méthode d’homogénéisation asymptotique
pour prédire les propriétés effectives d’un matériau périodique et/ou composite [87, 176].
Cette méthode se base sur l’équivalence des énergies de déformation dans les structures
hétérogène et homogène. Dans le travail de Kurukuri [190], on montre que ces deux
énergies sont effectivement égales.

L’énergie totale de déformation U dans le volume V de la structure homogène est donnée
par

U =
1
2
σi jεi jV (2.68)

alors que l’énergie de déformation U′ dans le VER considéré comme hétérogène est
donnée par

U′ = 1
2

∫
V σi jεi jdV

= 1
2

∫
V σi j(εi j − εi j + εi j)dV

= 1
2

∫
V σi j(εi j − εi j)dV + 1

2εi j
∫

V σi jdV
= 1

2

∫
V σi j(

∂ui
∂x j
−

∂ui
∂x j

)dV + 1
2σi jεi jV

(2.69)

Si l’on soustrait l’équation (2.68) à la dernière équation de l’équation (2.69), on obtient

U − U′ =
1
2

∫
V
σi j(

∂ui

∂x j
−
∂ui

∂x j
)dV (2.70)

En utilisant l’équation d’équilibre suivante
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∂σi j

∂x j
= 0 (2.71)

on peut écrire l’équation (2.70) de la forme suivante

U′ − U =
1
2

∫
V

∂

∂x j
(σi j(ui − ui))dV (2.72)

L’intégrale sur le volume peut alors être transformée en intégrale de surface grâce au
théorème de Gauss, et on a

U′ − U =
1
2

∫
S
σi j(ui − ui)n jdS (2.73)

où S représente la surface du RVE, et n sa normale extérieure. Sur la surface S , on a

ui = ui (2.74)

Et on obtient finalement

U′ − U = 0 (2.75)

On a ainsi montré que les contraintes et déformations moyennes σi j et εi j vérifient l’équi-
valence de l’énergie de déformation entre le matériau considéré comme homogène et
le VER de matériaux hétérogènes initial. Les quantités moyennées seront utilisées par
la suite pour déterminer les propriétés effectives du matériau considéré, comme nous
l’avons vu dans l’équation (2.66).

2.4.2.2.2/ Modélisation numérique et calcul des paramètres effectifs du tenseur
d’élasticité
Afin de déterminer les propriétés du tenseur d’élasticité homogène, il est nécessaire
d’effectuer des calculs éléments finis définissant les différentes sollicitations (trac-
tion/compression, cisaillement) dans les trois directions de l’espace. En deux dimensions,
on n’effectuera que trois calculs, deux en traction et un seul en cisaillement [211]. Consi-
dérons dans ce cas simple un matériau de type orthotrope en trois dimensions dans un
état de contraintes planes. On a donc le système matriciel suivant



σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12


=



C1111 C1122 C1133 0 0 0
C2211 C2222 C2233 0 0 0
C3311 C3322 C3333 0 0 0

0 0 0 C2323 0 0
0 0 0 0 C1313 0
0 0 0 0 0 C1212





ε11
ε22
ε33
ε23
ε13
ε12


(2.76)

Premier état de sollicitation
On suppose ici que l’on impose une déformation unitaire de la forme suivante
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ε =
[
1 0 0 0 0 0

]T
(2.77)

Le vecteur des contraintes peut donc être réécrit de la manière suivante

σ =
[
C1111 C2211 C3311 0 0 0

]T
(2.78)

En remplaçant les deux équations précédentes dans l’équation (2.68), on obtient

U = 1
2σεV

= V
2 C1111

⇒ C1111 = 2U
V

(2.79)

Second état de sollicitation
On suppose ici que l’on applique un déplacement unitaire de la forme suivante

ε =
[
0 1 0 0 0 0

]T
(2.80)

Le vecteur des contraintes peut donc être écrit de la manière suivante

σ =
[
C1122 C2222 C3322 0 0 0

]T
(2.81)

En remplaçant ces deux expressions dans l’équation 2.68, on a

U = 1
2σ εV

= 1
2C2222V

⇒ C2222 = 2U
V

(2.82)

Les autres états de sollicitations utilisant la même méthode de calcul sont détaillés à
l’Annexe A.

Ainsi, ces neuf états de contraintes différents permettent de déterminer complètement la
matrice de rigidité du matériau orthotrope 3D considéré.
Hollister et Kikuchi [43], suivis par Drago et Pindera [155] ont été les premiers à propo-
ser une comparaison entre la méthode d’homogénéisation asymptotique et la méthode
des champs moyens. Grâce à des analyses par éléments finis, les auteurs ont étudié
quantitativement les convergences de ces deux méthodes en comparant l’estimation des
densités d’énergie de déformation obtenues avec chacune de ces deux méthodes. Ils
concluent que les méthodes d’homogénéisation asymptotique sont plus efficaces que les
autres, notamment en raison du manque de connaissances disponibles dans la littérature
à ce moment là, qui ne permettent donc pas de vérifier toutes les hypothèses nécessaires
à ce type d’analyse. Plus tard, Pecullan et al. [88] étudient les différences entre les condi-
tions aux limites de traction et les conditions aux limites de déplacements. Ils concluent
que les conditions aux limites de traction donnent de meilleurs résultats lorsque le ratio
entre la quantité de matière dans le VER et le volume total du VER est petit. A contrario,
ils concluent que les conditions aux limites de déplacement sont plus efficaces lorsque ce
ratio est grand. De nombreuses études numériques ont été proposées dans la littérature
afin d’étudier l’effet des types de conditions aux limites sur la prédiction des propriétés
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homogènes [55, 59]. Notons que dans le cas d’une optimisation topologique, ces hypo-
thèses ne peuvent pas être vérifiées a priori. Ainsi, on optera plus aisément pour des
conditions aux limites de déplacement, aux vues des recherches effectuées dans la litté-
rature [211].

2.4.2.3/ DE L’IMPORTANCE DES CONDITIONS AUX LIMITES

L’application de conditions aux limites particulières est nécessaire afin d’assurer l’équi-
valence de comportement effectif entre les définitions mécaniques et énergétiques
[70, 194]. Il est notamment nécessaire de vérifier la condition de Hill définie par l’équation
(2.83) suivante qui définit l’égalité du travail macroscopique et de la moyenne du travail
microscopique [97, 194].

1
2
〈ε : σ〉V =

1
2

EΣ (2.83)

Plusieurs types de conditions aux limites peuvent être appliqués pour vérifier cette condi-
tion de Hill. On notera notamment les conditions aux limites de déformation [70] ou de
contrainte homogène sur le contour, et les conditions aux limites périodiques.

2.4.2.3.1/ Conditions aux limites de déformation homogène sur le contour
Le calcul éléments finis permet de déterminer les champs de contraintes et de défor-
mations dans le VER hétérogène. Grâce aux équations (2.64) et (2.65), on peut obtenir
les quantités moyennées sur le volume, qui approximent les contraintes et déformations
homogénéisées. Les conditions aux limites de déformation homogène sur le contour
consistent à appliquer un vecteur déplacement u sur le contour du VER, comme on le
voit dans l’équation suivante [194]

u(x) = ε0x ∀x ∈ ∂V (2.84)

où ε0 est homogène.

La déformation moyenne peut ainsi être calculée, grâce à ce type de condition aux limites,
en utilisant le théorème de Gauss. L’équation (2.65) devient alors [30, 38, 70]

εi j =
1
V

∫
V
εi jdV =

1
2V

∫
S

(uin j + u jni)dS (2.85)

où V est le volume du VER, S sa surface, ui est la ième composante du vecteur déplace-
ment u, et n j la jème composante du vecteur normal à la surface S . Notons que l’équation
(2.85) est valide uniquement lorsque εi j est continue dans le volume V. Lorsque les dé-
formations ne sont pas continues dans le domaine, il faut soit considérer un autre type
de conditions aux limites, soit séparer l’intégrale de volume en plusieurs parties comme
on le voit dans l’équation (2.86) suivante [70]

εi j =
1
V
×

n∑
i=1

(
∫

Vi

εi jdV) (2.86)
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Cette équation considère la possibilité où il y a n phases de matériaux différents dans le
volume V.

2.4.2.3.2/ Condition aux limites de contrainte homogène sur le contour
Ce type de condition aux limites consiste à appliquer un vecteur contrainte t(x) sur le
contour du volume V du VER tel que [194]

t(x) = σ(x)n = Σ0n ∀x ∈ ∂V (2.87)

où Σ0 est une contrainte homogène. Il en résulte, par utilisation du théorême de Gauss,
pour le champ de contraintes, la relation de moyenne suivante [97]

σi j =
1
V

∫
V
σi jdV = Σ0 (2.88)

2.4.2.3.3/ Conditions aux limites périodiques
Les conditions aux limites périodiques, très largement utilisées dans la littérature [70,
97, 124, 129, 169, 229], consistent à imposer un déplacement tel que [169] les noeuds
supérieurs (respectivement à gauche) du maillage ont le même déplacement final que les
noeuds inférieurs (respectivement à droite) du maillage, comme on le voit dans la figure
2.37 suivante.

FIGURE 2.37 – Conditions aux limites de périodicité avec application d’un déplacement

Si l’on considère Σ0 une déformation macroscopique, les conditions aux limites pério-
diques consistent donc à appliquer un déplacement u sur les contours du volume V tel
que [30]

u(x) = Σ0x + u∗ (2.89)

où u∗ est un champ de déplacement périodique, dont la période est égale à la longueur
du côté de notre VER. Cette partie est inconnue et dépend du chargement [129]. Σ peut
donc ici être considéré comme la moyenne volumique des déformations du VER telle que
définie dans l’équation (2.65).

2.4.2.3.4/ Influence des conditions aux limites
Dans la littérature, on remarque des différences de résultats suivant les types de condi-
tions aux limites appliqués au VER, bien que celui-ci soit supposément représentatif
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de la structure à l’échelle macroscopique. Czech montre dans son travail que ces dif-
férences s’atténuent dès lors que l’on augmente la taille du VER [211], en particulier
lorsque celui-ci représente une ou plusieurs cellules de périodicité d’un matériau pério-
dique. Il a aussi été démontré que les conditions aux limites périodiques donnent une
meilleure approximation des propriétés homogénéisées par rapport aux conditions ho-
mogènes [55, 124, 194, 211].

2.4.2.3.5/ Calcul de changement d’échelles sur Castem
Sur Castem, logiciel français de calcul EF développé par le CEA, les calculs de chan-
gement d’échelle sont déjà implémentés. En particulier, la procédure @KEFF permet de
déterminer le tenseur d’élasticité apparent à partir d’une microstructure, de ses para-
mètres matériaux et d’un choix de conditions aux limites 6. Cette évaluation est réalisée
à partir des 6 calculs élémentaires définis dans la partie 2.4.2.2.2. Différents types de
conditions aux limites peuvent être choisis :

• @CLPC : utilisation de conditions aux limites périodiques et d’un chargement en
contrainte moyenne imposée.

• @CLPD : utilisation de conditions aux limites périodiques et d’un chargement en
déformation moyenne imposée.

• @CLDH : utilisation de conditions aux limites en déformation homogène au
contour et d’un chargement en déformation moyenne imposée.

• @CLDHC : utilisation de conditions aux limites en déformation homogène au
contour et d’un chargement en contrainte moyenne imposée.

• @CLCH : utilisation de conditions aux limites en contrainte homogène au contour
et d’un chargement en contrainte moyenne imposée.

• @CLMI1C : utilisation de conditions aux limites mixtes (le déplacement normal et
les contraintes tangentielles respectent des conditions uniformes) sur le contour
et d’un chargement en contrainte moyenne imposée.

• @CLMI2C : utilisation de conditions aux limites mixtes (le déplacement tangentiel
et la contrainte normale respectent des conditions uniformes) sur le contour et
d’un chargement en contrainte moyenne imposée.

2.5/ CONCLUSIONS DE L’ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE, PROBLÉMA-
TIQUES ET PLAN

Le développement des méthodes metaheuristiques s’est intensifié ces dernières années,
avec notamment le développement de méthodes hybrides. Ces améliorations ont permis
notamment - en tenant compte de l’évolution des capacités de calcul - d’augmenter consi-
dérablement les possibilités offertes par les méthodes d’optimisation metaheuristiques,
tant en terme de vitesse de convergence qu’en terme de complexité des fonctions trai-
tées.

Cette étude bibliographique a présenté la littérature existante et les bases scientifiques
nécessaires à l’élaboration de ce travail de thèse. Le chapitre 3 présentera le dévelop-
pement d’une nouvelle méthode metaheuristique intelligente, Inverse-PageRank-PSO (I-
PR-PSO), basée conjointement sur l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire
présenté en partie 2.2.3, et sur l’algorithme PageRank développé par les concepteurs du

6. www-cast3m.cea.fr. Dernière connexion le 28 avril 2016

www-cast3m.cea.fr
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moteur de recherche Google, présenté précédemment en partie 2.3.3. Cette méthode
sera validée sur des fonctions mathématiques classiques, en optimisation paramétrique
et topologique, comme nous l’avons vu dans la partie 2.1.3. Concernant le chapitre 3, les
questions scientifiques posées sont les suivantes :

• Comment faire un sorte que la topologie des particules PSO se comporte de ma-
nière intelligente? Cette supposée intelligence peut-elle avoir une influence sur la
convergence des calculs?

• Les capacités d’un tel algorithme sont-elles variables en fonction du type de fonc-
tion mathématique sur laquelle il est testé?

• Comment adapter un tel algorithme à l’optimisation paramétrique contrainte, ap-
pliquée à la mécanique?

Le chapitre 4 montrera comment adapter I-PR-PSO à l’optimisation topologique binaire.
Doit-on adapter l’algorithme pour une telle application? Comment gérer les potentiels
damiers dans la topologie? En mécanique, comme s’assurer que l’on minimise à la fois
le volume et la compliance de la structure?

Le chapitre 5 présentera une première application de PSO à l’optimisation topologique
des metamatériaux. Cette application concerne un metamatériau électromagnétique à
perméabilité négative, appelé aussi cape d’invisibilité électromagnétique fréquentielle.
Concernant cette partie, les questions scientifiques posées sont les suivantes :

• PSO doit-il être adapté à l’optimisation topologique, en particulier sur les pro-
blèmes électromagnétiques?

• Quels paramètres de PSO doivent-être choisis?
• Quelles sont les conditions aux limites spécifiques à appliquer, afin de considérer

à la fois l’homogénéisation, mais aussi les possibles répercussions des champs
électromagnétiques dans le domaine?

Le chapitre 6 présentera le travail réalisé dans le domaine des metamatériaux méca-
niques. Il proposera notamment des solutions adaptées en terme d’optimisation et d’ho-
mogénéisation. On essaiera ici de développer un metamatériau mécanique, constitué
d’acier, mais dont les propriétés sont celles d’un élastomère dans une direction de l’es-
pace. Les questions scientifiques posées sont les suivantes :

• Doit-on adapter PSO spécifiquement aux problèmes mécaniques nécessitant une
phase d’homogénéisation?

• Quelles conditions aux limites appliquer afin que le modèle numérique s’adapte à
toutes les topologies potentiellement trouvées par le processus d’optimisation?

Ainsi, nous expliciterons dans chacun des chapitres suivants les efforts réalisés afin de
tenter de répondre à ces questionnements scientifiques et ces axes de recherche.
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3.1/ INTRODUCTION

Ce chapitre a pour but de présenter les travaux réalisés pour le développement d’un nou-
vel algorithme d’optimisation intelligent. L’intelligence est ici décrite comme la capacité de
l’algorithme à s’adapter au cours des itérations, c’est à dire à modifier son fonctionnement
en fonction des résultats qu’il obtient ou de l’évolution du domaine de recherche.

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 2, et en particulier dans la partie 2.2.3 concer-
nant l’algorithme PSO, de nombreuses améliorations des capacités initiales de PSO à
trouver le minimum de la fonction objectif étudiée ont été proposées dans la littérature.
On a vu notamment le travail de Mendes et al. [113, 127, 127, 140] concernant les topolo-
gies de la population. Le travail réalisé ici nous a montré que la topologie de la population
peut avoir une grande influence sur les résultats obtenus. On en déduit aussi que cette
topologie peut être choisie judicieusement en fonction du problème à résoudre. Ainsi,
pour un problème que l’on peut qualifier de simple 1 - c’est à dire un problème d’optimi-
sation dont les dimensions et le nombre de variables d’optimisation sont assez réduits -
on imagine aisément qu’il ne sera pas nécessaire d’utiliser de topologie géographique,
faisant perdre du temps de calcul à chaque itération. Ceci dit, une gestion intelligente
et rapide en terme de temps de calcul de la topologie de la population pourrait tout de
même améliorer les résultats obtenus et le temps de calcul.

Pourquoi alors ne pas essayer de développer une topologie évolutive, sans considérer la
géographie des particules dans le domaine de recherche?

C’est dans cette problématique que s’inscrit ce travail. L’algorithme Inverse-PageRank-
PSO (I-PR-PSO) développé ici propose une topologie adaptative, mais non géogra-
phique. Ainsi, elle évolue en fonction des résultats obtenus, et comme nous le verrons
par la suite, pondère l’influence des particules les unes sur les autres au cours des ité-
rations. Cet algorithme est ainsi basé conjointement sur l’algorithme PSO et l’algorithme
PageRank de Google. En particulier, c’est la version inverse de PageRank présentée
par Newton et al. [222] et développée précédemment dans la partie 2.3.3.4 qui a été
utilisée ici. C’est dans cette problématique que s’inscrit ce travail. L’algorithme Inverse-
PageRank-PSO (I-PR-PSO) développé ici propose une topologie adaptative, mais non
géographique. Ainsi, elle évolue en fonction des résultats obtenus, et comme nous le
verrons par la suite, pondère l’influence des particules les unes sur les autres au cours
des itérations. Cet algorithme est ainsi basé conjointement sur l’algorithme PSO et l’al-
gorithme PageRank de Google. En particulier, c’est la version inverse de PageRank pré-
sentée par Newton et al. [222] et développée précédemment dans la partie 2.3.3.4 qui a
été utilisée ici.

Ce travail a donné lieu à la publication [242] dans le journal Advances in Engineering
Software en 2015.

1. On considère ici tout de même l’appartenance d’un problème qualifié de simple à la classe des pro-
blèmes NP difficiles définie dans la partie 2.1.
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3.2/ ALGORITHME PAGERANK INVERSE : CALCUL DE LA MATRICE

STOCHASTIQUE DES TRANSITIONS PROBABILISTES

Le but de ce travail est de déterminer complètement une chaine de Markov, c’est à dire
les transitions probabilistes entre les différents noeuds du graphe, en fonction d’un vec-
teur stationnaire connu, que l’on notera πtarget. Le travail de Newton et al. [222] détaille
justement une méthode permettant d’ajuster les valeurs de la matrice de transition sto-
chastique, jusqu’à ce que le vecteur stationnaire correspondant à cette matrice corres-
ponde à notre vecteur cible πtarget. Cette méthode, itérative, consiste simplement à modi-
fier aléatoirement les termes de la matrice des transitions probabilistes, jusqu’à ce que
son vecteur stationnaire corresponde à notre vecteur cible.

Le processus itératif est constitué des trois étapes suivantes :

1. Choix d’une matrice initiale C0. Cette matrice peut être donnée par des bases de
données - comme il l’est fait dans les articles de Newton et al. [222, 232] où les
pourcentages stationnaires de propagation des métastases dans les différents or-
ganes du corps humain sont connus empiriquement - ou être donnée de manière
aléatoire.

2. Utilisation d’un processus itératif pour calculer C f .
C0 est utilisée comme matrice initiale d’un processus itératif. Durant ce calcul, les
éléments de la matrice sont ajustés de manière itérative et aléatoire, jusqu’à ce
que l’état stationnaire calculé à partir de cette matrice stochastique corresponde au
vecteur cible πtarget, comme nous le verrons dans l’algorithme 11.

3. Parmi les matrices ainsi créées à l’étape 2, choix de la meilleure d’entre elles, de
manière qualitative, en fonction de nos connaissances.

Détaillons plus précisément la deuxième étape du pseudo-code précédent [222]. Si l’on
appelle Cm la matrice de transition à l’étape m, correspondant au vecteur stationnaire v(m)

∞ ,
on a donc le système linéaire suivant

v(m)
∞ (Cm − I) = 0 (3.1)

Notre but est de trouver les éléments de la matrice Cm dont le vecteur stationnaire est en
particulier le vecteur cible πtarget précédemment défini, on a donc

πtarget(Cm − I) = 0 (3.2)

C’est à dire que l’on a
∥∥∥∥v(m)
∞ − πtarget

∥∥∥∥2
= 0. Du fait que πtarget , v(m)

∞ , on peut calculer
un résidu rm, qui correspond au fait que la relation (3.2) n’est pas vérifiée au cours des
itérations, et dont l’expression est la suivante

πtarget(Cm − I) = rm ≡ (πtarget − v(m)
∞ )(Cm − I) (3.3)

avec ‖rm‖
2 , 0. Notre but est, plus précisément, de trouver les éléments de Cm de telle

sorte que ‖rm‖
2 ≤ ε << 1 avec ε = O(10−5), où ε est notre critère de convergence. En

pratique, on calcule
∥∥∥∥πtarget − v(m)

∞

∥∥∥∥2
directement, et on itère les composantes de Cm
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jusqu’à ce que
∥∥∥∥πtarget − v(m)

∞

∥∥∥∥2
< ε.

Pour réaliser ce calcul, les composantes Ci j de la matrice Cm de l’itération m sont modi-
fiées de manière itérative, grâce à l’algorithme 11 suivant.

Algorithm 11 Détail du processus itératif permettant le calcul de la matrice de transition
d’une chaîne de Markov, connaissant son vecteur stationnaire

[1] Calculer le résidu rm à l’étape m, en commençant par la matrice C0 (m = 0).
[2] Choisir la colonne k de Cm correspondant à l’entrée maximale de rm.
[3] Choisir la colonne c de Cm correspondant à l’entrée minimale de rm.
[4] Choisir aléatoirement une ligne l de Cm.
[5] Sur cette ligne :
• Diminuer l’élément Clk de Cm de la valeur δ.
• Augmenter l’élément Clc de Cm de la valeur δ.

[6] Calculer le nouveau ‖rm+1‖
2

if ‖rm+1‖
2 < ε then

STOP
else

Retour à la deuxième étape de l’algorithme.
end if

En augmentant et diminuant deux termes d’une même ligne d’un même facteur δ, on voit
bien dans cet algorithme que la somme des composantes d’une même ligne de C reste
toujours égale à 1, et que donc la matrice reste stochastique et en corrélation avec les
hypothèses de Markov réalisées et présentées précédemment.

Grâce à cette méthode, on peut ainsi calculer, moyennant un processus itératif, la matrice
de transition d’une chaîne de Markov, connaissant son vecteur stationnaire. D’après les
résultats présentés dans [222, 232], ces calculs ne prennent généralement pas plus d’une
centaine d’itérations (quelques secondes en terme de CPU), pour un graphe constitué
d’une cinquantaine de sommets.

Notons que le paramètre δ doit être calculé comme une fonction du vecteur stationnaire
πtarget cible à atteindre. Après de nombreux essais, nous avons déterminé que δ doit être
donné comme l’ordre de grandeur de la plus petite valeur de πtarget, et est calculé à la
manière donnée dans l’algorithme 12 suivant.

Algorithm 12 Algorithme permettant de calculer le facteur δ

ii = min(πT
target)

magn. = 0
while ii ≤ 1 do

ii = ii × 10
magn. = magn. + 1

end while
δ = 1 × 10−magn.

Dans la matrice finale C f , les éléments non-nuls de la ligne k correspondent aux liens
sortants du noeud k, alors que les éléments non-nuls de la colonne k correspondent aux
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liens entrant dans le noeud k.

Du fait des nombreux paramètres aléatoires de l’algorithme 11, la matrice finale C f peut
être légèrement différente d’un calcul à un autre, et ce même si la matrice initiale C0 est
identique. Cette matrice finale dépend finalement des lignes choisies aléatoirement du-
rant l’algorithme 12 précédent. Newton et al. [232] ont réalisé une étude statistique pour
montrer les différences entre les matrices finales, conditionnées par la même matrice
initiale. Ils montrent que ces différences peuvent être négligées.

En conclusion, ce processus PageRank inverse nous permet de déterminer les termes
de la matrice de transition stochastique d’une chaîne de Markov, en choisissant - ou tout
du moins en connaissant - le vecteur stationnaire qui définit cette chaine de Markov.

3.3/ UTILISATION DE L’ALGORITHME PAGERANK INVERSE DANS LA

DÉFINITION DE LA TOPOLOGIE DES PARTICULES PSO

3.3.1/ ANALOGIE AVEC LES CHAÎNES DE MARKOV

Dans la version linéaire de PSO que nous avons précédemment vue dans la partie 2.2.3,
on considère le voisinage de chacune des particules. C’est à dire que les particules sont
liées entre elles, et ce lien indique l’influence qu’elles ont les unes sur les autres. On
a donc affaire à un graphe tel que défini précédemment dans la partie 2.3.2 à la page
70. On pourrait ainsi imaginer de pondérer ces liens, c’est à dire de pondérer l’influence
que les particules ont les unes sur les autres. On aurait alors affaire à un graphe orienté,
dont les liens sont pondérés, tel que défini dans la partie 2.3.2.1.2 à la page 73. Ainsi,
considérant que les particules sont des potentielles solutions au problème d’optimisation
posé, défini dans le domaine des solutions, elles représentent aussi des potentielles fu-
tures positions pour chacune des autres particules. On peut donc considérer que cette
pondération représente aussi une probabilité de transition d’un état à un autre. La po-
pulation PSO pourrait donc être considérée comme un graphe probabiliste tel que défini
dans la partie 2.3.2.2.1 à la page 76.

En outre, considérant que l’algorithme PSO est itératif, il utilise à chaque fois les informa-
tions connues à l’instant t pour déterminer la position des particules à l’instant t + 1. Ainsi,
toute l’information utile pour la prédiction du futur est contenue dans l’état présent du
processus. Cela fait donc de notre population un graphe orienté particulier : une chaine
de Markov à temps discret.

Compte tenu des considérations précédentes, nous décidons donc de développer une
nouvelle gestion de la population des particules PSO. La population que nous dévelop-
pons ici est basée sur le voisinage GBEST présenté dans la partie 2.2.3.2.2 à la page
46, en ajoutant une pondération de l’influence des particules les unes sur les autres.
Un graphe très simple pourrait être celui présenté dans la figure 3.1 et dont la matrice
stochastique des transitions est donnée dans l’équation (3.4). Ce graphe pourrait repré-
senter un essaim de 4 particules PSO indépendantes.
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FIGURE 3.1 – Graphe orienté simplifié

Afin que la pondération de l’influence des particules les unes sur les autres soit faite
de manière intelligente, il est nécessaire de recalculer cette pondération, c’est à dire les
termes de la matrice stochastique des transitions probabilistes, à chaque itération de
l’algorithme PSO.

Pour ce faire, il est nécessaire de connaître le vecteur stationnaire de la chaîne de Markov
considérée, c’est à dire le vecteur PageRank tel que défini dans la partie 2.3.3. Ainsi,
un algorithme d’identification inverse pourra être utilisé afin de déterminer, à partir des
valeurs du vecteur PageRank, les valeurs de la matrice de transition.

Dans l’algorithme Inverse-PageRank-PSO (I-PR-PSO) que nous proposons ici, il est donc
nécessaire de choisir intelligemment quelles informations pourront être utilisées pour dé-
finir le vecteur stationnaire de la chaîne de Markov considérée. Afin que l’influence des
particules les unes sur les autres soit définie en fonction de la performance de l’algo-
rithme, nous décidons d’utiliser le succès relatif de chacune des particules pour calculer
le vecteur PageRank. Ce vecteur possède donc autant de termes qu’il y a de particules
dans l’essaim, et chacun de ces termes, c’est à dire le succès relatif de chacune d’entre
elles par rapport à la meilleure particule Gbest, est défini comme donné dans l’équation
(3.5) suivante

πT
target(1, k) =

∣∣∣∣∣ f itness(Gbest) × 100
f itness(Gbest) − f itness(Pk) + ε

∣∣∣∣∣∀k = 1, 2, . . . , n (3.5)

où f itness(X) est la valeur de la fonction objectif de la particule X, et n représente
le nombre de particules de l’essaim. Le paramètre ε (10−7 ou 10−15 en fonction de
la précision de l’ordinateur employé) est utilisé pour éviter une division par 0 lorsque
f itness(Gbest) = f itness(Pk). L’équation (3.5) représente donc une classification des par-
ticules non pas basée sur leur rang au sein de la population, mais par rapport à leur
distance de la meilleure particule Gbest. Plus proche est la particule Pk de la meilleure,
plus grande sera la valeur lui correspondant dans le vecteur πtarget. Afin que la somme
de chacun des termes du vecteur PageRank soit égale à 1, ce qui est une condition né-
cessaire puisque πtarget est un vecteur de probabilités, ce vecteur est ensuite normalisé,
comme on le voit dans l’équation (3.6) suivante
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πT
target(1, k)←

πT
target(1, k)∑D

k=1(πT
target(1, k))

∀k = 1, 2, . . . , n (3.6)

où k représente la kème composante du vecteur πtarget.

L’équation (3.5) n’est valable que dans le cas d’une minimisation. En effet, les particules
obtenant la valeur la plus petite de la fonction objectif obtiendront le meilleur rang dans
le classement, alors que celles obtenant des valeurs plus grandes seront moins bien
classées. Notons tout de même que les problèmes d’optimisation par maximisation sont
souvent ramenés à des problèmes par minimisation, en considérant l’inverse ou l’opposé
de la fonction objectif à maximiser.

Le vecteur défini dans l’équation (3.6) est maintenant considéré comme le vecteur cible
à atteindre lors du calcul des termes de la matrice de transitions stochastique C.

Le but de notre algorithme I-PR-PSO est ici de calculer les termes de la matrice C de
dimensions (n × n) connaissant πtarget. Ainsi, en tenant compte du vecteur stationnaire de
la chaine de Markov, les meilleures particules - c’est à dire celles obtenant les plus petites
valeurs de la fonction objectif - auront une plus grande influence sur les autres particules
de l’essaim. Notons que les contraintes imposées par la théorie des chaînes de Markov
sont 0 ≤ Ckl ≤ 1 et

∑n
l=1 Ckl = 1. On a donc affaire ici à un processus de PageRank inverse,

où l’on connaît le vecteur stationnaire de la chaîne de Markov considérée, et l’on cherche
ses probabilités de transitions qui définiront, par la suite, l’influence qu’on les particules
les unes sur les autres au cours des itérations.

3.3.2/ DÉFINITION DE L’ALGORITHME I-PR-PSO

Le but de cette partie et de démontrer comment l’utilisation d’un algorithme PageRank
inverse pourrait rendre l’algorithme PSO plus intelligent, c’est à dire plus adaptable au
cours des itérations en fonction du succès relatif de chacune des particules de l’essaim
vis à vis de la meilleure. Comme nous l’avons vu précédemment, et en particulier dans
le travail de Mendes et al. [113, 127, 136, 140], la topologie de la population PSO, c’est
à dire l’organisation interne des particules et la manière dont elles s’influencent les unes
les autres au sein de l’essaim, peut avoir une grande influence sur les résultats obtenus.
On a vu notamment que les versions GBEST ou Fully Informed PSO donnent de très
bons résultats, notamment en terme de vitesse de convergence. Ici, nous souhaiterions
adapter la topologie GBEST en pondérant l’influence qu’ont les particules les unes sur
les autres en fonction de leur réussite relative dans l’essaim.

On rappelle ici les équations (2.23) que l’on a vues précédemment à la page 44 et qui
donnent le changement des positions de chacune des particules dans l’espace des solu-
tions de l’algorithme PSO linéaire :

{
Vk

i = Vk−1
i + c1(Pk

i,best − Xk−1
i ) + c2(Gk

i,best − Xk−1
i )

Xk
i = Xk−1

i + Vk
i

(3.7)

où l’on a :
• Xk

i : La position de la particule noi à l’itération k.
• Vk

i : La vitesse de la particule noi à l’itération k.
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• Gk
i,best : La meilleure position atteinte par les particules du voisinage de la particule

i, à l’itération k.
• Pk

i,best : La meilleure position personnelle atteinte par la particule noi à l’itération k.

Dans I-PR-PSO, compte tenu des considérations précédentes, les équations de change-
ments des positions des particules dans l’espace des solutions sont les suivantes : Vt+1

i = ω × Vt
i + c1 × rand1 × (Pt+1

i,best − Xt
i) + c2 × rand2 ×

∑n
j=1 Ci j ×

[
Pt+1

j,best − Xt
i

]
Xt+1

i = Xt
i + Vt+1

i
(3.8)

où Ci j est le terme de la ième ligne, jème colonne de la matrice des transitions stochas-
tiques C précédemment définie.

Comme nous l’avons vu précédemment, chaque particule i de l’essaim est influencée par
toutes les particules de l’essaim, et leur influence respective est donnée par les compo-
santes de la ligne i de la matrice de transitions stochastique, c’est à dire Ci j∀ j. En effet,
dans la matrice finale C f définie par le processus de Markov inverse, les éléments non-
nuls de la ligne k correspondent aux liens sortants du nœud k, alors que les éléments
non-nuls de la colonne k correspondent aux liens entrant dans le nœud k. C’est à dire
que chaque ligne de la matrice des transitions probabilistes définit les probabilités, pour
chacune des particules, de passer de leur état actuel à l’état dans lequel se trouvent
les autres particules de l’essaim. Dans le cas de PSO, c’est l’influence des particules
les unes sur les autres qui déterminera leur mouvement dans l’espace, et non pas leurs
probabilités de passer d’un état à un autre dans l’espace des solutions. Il est donc néces-
saire ici d’inverser le processus de Markov, et donc de considérer que la probabilité d’une
particule de passer d’un état (a) à un autre état (b) devient l’influence de ce deuxième
état (b) sur son état actuel (a).

Par exemple, revenons au graphe simplifié que nous avions vu dans la partie 2.3 à la page
76, et que nous rappelons en figure 3.2 suivante. La matrice des transitions probabilistes
de ce graphe orienté serait celle donnée en équation (3.9). Cette matrice signifierait, dans
le cas d’une topologie de particules PSO, que la particule 1 a 50% de chances de passer
dans l’état de la particule 2, et 50% de chances de passer dans l’état de la particule 3.
Dans I-PR-PSO, nous souhaitons définir non pas les probabilités de transitions des par-
ticules les unes vers les autres, mais l’influence qu’elles ont les unes sur les autres. On
considèrera donc ici que la particule 1 est influencée par la particule 2 d’un facteur 1/2 et
par la particule 3 d’un facteur 1/2. Ainsi, dans I-PR-PSO, la ligne k de la matrice de tran-
sition probabiliste représente en quelle mesure la particule k de l’essaim est influencée
par les autres, alors que la colonne k de cette même matrice montre en quelle mesure la
particule k influence ses congénères.

H =



0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1/3 1/3 0 0 1/3 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1 0 0


(3.9)

Evidemment, puisque la somme des termes de chaque ligne de la matrice des transitions
probabilistes vaut toujours 1, ce n’est pas le cas de ses colonnes. On considère donc ici
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que la somme des influences de chacune des particules sur les autres est supérieure
à 1. Dans le cas du calcul des vitesses des particules tel que défini dans les équations
(3.8) précédentes, il est absolument nécessaire que l’influence que reçoit chacune des
particules ne soit pas supérieure à 1, notamment pour que les vitesses ne deviennent
pas trop grandes au bout de quelques itérations seulement. En effet, des vitesses trop

1

2

3 4

5

6

FIGURE 3.2 – Exemple de graphe et définitions

grandes pourraient empêcher l’algorithme de converger, en déplaçant les particules très
rapidement aux bords du domaine des solutions. Par contre, l’influence prodiguée par
chacune des particules sur les autres peut ne pas être considérée comme une probabilité,
ou un pourcentage, fonction de leur état actuel, et peut donc être supérieure à 1.

L’algorithme I-PR-PSO global est décrit dans l’algorithme 13 suivant, où itPS O,max est le
nombre maximum d’itérations de l’algorithme I-PR-PSO, et itPR,max est le nombre maxi-
mum d’itérations du calcul PageRank inverse.

Algorithm 13 Algorithme I-PR-PSO global

Définition aléatoire de la vitesse des particules
Définition aléatoire de la position des particules
for iterationPS O = 1 to itPS O,MAX do

Calcul de la fonction objectif
Calcul du vecteur stationnaire cible πtarget avec l’équation (3.5).
Définition aléatoire de la première matrice de transitions stochastique C0
Calcul du premier résidu rm = r0
while (||rm|| > ε) ET (iterationPR ≤ itPR,MAX) do

Recherche de la meilleure matrice C en utilisant l’algorithme 11
end while
Mise à jour des meilleures performances personnelles PiterationPS O

i,best
Mise à jour de la meilleure performance globale de l’essaim GBest et de la valeur de
sa fonction objectif dans la mémoire
Calcul de la nouvelle vitesse des particules avec l’équation (3.8)
Calcul de la nouvelle position des particules dans l’espace des solutions avec l’équa-
tion (3.8)

end for
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3.3.3/ EXEMPLES DE CALCULS RÉALISÉS ET PROBLÉMATIQUES RENCONTRÉES

Plusieurs exemples de calculs ont été réalisés afin de calculer une matrice de transi-
tion stochastique à partir d’un vecteur PageRank donné. Considérons un essaim consti-
tué de 4 particules PSO, dont les valeurs obtenues de la fonction objectif sont don-
nées dans le vecteur stationnaire suivant πT

target =
[

1 2 3 4
]
. Ce vecteur est en-

suite normalisé et on obtient finalement le vecteur cible à atteindre suivant : πT
target =[

0.0667 0.1333 0.2000 0.6000
]
.

La première matrice de transition stochastique C0 est donnée de manière aléatoire, et
chacune de ses lignes est normalisée de telle sorte que la somme des termes de chacune
de ses lignes soit égale à 1.

L’utilisation de l’algorithme 11 précédent nous donne le vecteur PageRank final suivant :
πT

f =
[

0.0737 0.1435 0.2099 0.5729
]

et on a
∥∥∥πT

target

∥∥∥ − ∥∥∥∥πT
f

∥∥∥∥ = 0.0314. On voit ici que
les deux vecteurs stationnaires, c’est à dire le vecteur initial cible, et le vecteur calculé à
partir de la matrice finale C f sont assez similaires. La matrice finale C f est donnée dans
l’équation (3.10) et la convergence du résidu rm est donnée en figure 3.3.

0.0024 0.0981 0.1648 0.7347
0.0092 0.0098 0.2633 0.7178
0.0031 0.1443 0.2773 0.8470
0.1250 0.1826 0.2773 0.4151

 (3.10)

FIGURE 3.3 – Convergence du résidu rm au cours des itérations

Comme nous le voyons dans la matrice de l’équation (3.10), sur chaque ligne, c’est la
quatrième colonne qui contient les valeurs les plus élevées. Ainsi, on voit ici que c’est
bel et bien la quatrième particule de l’essaim qui influence le plus les autres particules
de l’essaim, dans le sens où les autres particules ont plus de chances de passer de
leur état actuel à l’état dans lequel se situe la quatrième particule. En considérant le
déplacement des particules dans l’espace des solutions, on dirait que les particules ont
plus de chances de se déplacer dans la direction de cette quatrième particule.
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Il est important de noter que lorsque les valeurs du vecteur cible initial πtarget sont trop
éloignées les unes des autres (plusieurs puissances de 10), le calcul ne converge pas. En
effet, dans ce cas, le facteur δ calculé à partir de l’algorithme 12 précédent est trop petit
pour modifier efficacement les valeurs de la matrice de transition stochastique initiale.
Par exemple, si le vecteur cible initial est πT

target =
[

1 1.E−10 1.E−10 1.E−10
]

avant la
normalisation, la matrice finale reste identique à la matrice initiale, car le paramètre δ vaut
1.E−10.

De la même manière, si les composantes de πtarget sont quasiment identiques, la topo-
logie finale est une topologie GBEST classique. C’est à dire que la matrice de transi-
tions stochastique est composée de termes égaux ou presque. Dans ce cas, le calcul ne
converge pas du tout car on a πT

target = πT
0 et le premier résidu calculé r0 est nul et directe-

ment inférieur à εPR. L’algorithme 11 n’active donc jamais la boucle de modification de la
matrice. Dans ce cas, la matrice obtenue est finalement la matrice aléatoire initialement
définie. Cette stratégie correspond à celle proposée par Mohais et al. [140] où il a été
suggéré qu’une redéfinition aléatoire de la topologie de la population pouvait être com-
pétitive par rapport aux topologies statiques prédéfinies. De plus, il a été montré dans la
littérature que la trop grande proximité des individus pouvait être un facteur déterminant
de convergence prématurée de l’algorithme. Cette redéfinition aléatoire des influences
des particules les unes sur les autres est une solution à ce problème.

3.4/ VALIDATION SUR UN BENCHMARK DE FONCTIONS MATHÉMA-
TIQUES

3.4.1/ PARAMÈTRES DE L’ALGORITHME ET FONCTIONS TESTÉES

Comme il a été montré dans la littérature que PSO pouvait être plus efficace que les
autres méthodes metaheuristiques sur des problèmes en grandes dimensions [207, 239],
nous avons décidé de ne comparer notre algorithme I-PR-PSO qu’avec d’autres versions
de PSO. Notre algorithme a ainsi été testé et comparé avec trois autres de ses pairs :
l’algorithme PSO classique dont les topologies sont définies par les méthdoes GBEST,
LBEST et 4-clusters précédemment présentées dans la partie 2.2.3.2.2 à la page 46.
Les fonctions testées sont résumées dans le tableau 3.2 suivant, où D représente la
dimension du problème à traiter. Une étude statistique a été réalisée afin de prouver
l’efficacité de notre algorithme. Ainsi, 100 calculs d’optimisation différents ont été réalisés
en dimensions 10, 20, 30 et 50 sur chacune des fonctions objectifs du tableau 3.2. Les
paramètres de l’algorithme sont donnés dans le tableau 3.1 suivant. Les calculs ont été
réalisés au Mésocentre de Calcul de Franche-Comté.

Nombre de particules PSO dans l’essaim 50
Paramètre d’inertie ω 0.8
Constantes d’accélération c1 = c2 2
Nombre maximal d’itérations PSO 600
Seuil de convergence de l’algorithme PageRank inverse εPR 1E − 03
Nombre maximal d’itérations du processus PageRank inverse 6000
Dimension du problème à résoudre 10, 20, 30 et 50

Tableau 3.1 – Paramètres du calcul d’optimisation
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3.4.2/ RÉSULTATS OBTENUS

On étudie ici les résultats - c’est à dire la valeur de la fonction objectif finale - obtenus
avec I-PR-PSO, et on les compare avec ceux obtenus avec les autres versions de PSO
testées. Les résultats sont présentés en échelle logarithmique pour une meilleure lisibilité
dans les figures 3.4 à 3.7 suivantes.

FIGURE 3.4 – Dimension 10 FIGURE 3.5 – Dimension 20

FIGURE 3.6 – Dimension 30 FIGURE 3.7 – Dimension 50

Figures 3.4 - 3.7 : Valeurs obtenues pour les 12 fonctions objectif testées, après 600
itérations. Comparaison de I-PR-PSO avec ses pairs.

Comme on le voit dans les figures 3.4 à 3.7, l’algorithme I-PR-PSO a tendance à se rap-
procher toujours plus près du minimum global de la fonction objectif considérée que ses
congénères. Les valeurs obtenues sont d’ailleurs données dans le tableau 3.3 suivant.

Basés sur ces résultats, on conclut que notre algorithme I-PR-PSO est plus performant
que ses congénères, en tout cas en ce qui concerne ses capacités à se rapprocher
du minimum global de la fonction objectif considérée. Bien sûr, le théorème du no-free
lunch présenté dans la partie 2.2.1.2 à la page 25 nous dit qu’une méthode ne peut être
meilleure que toutes les autres a priori. Ceci dit, nous pouvons tout de même conclure
que I-PR-PSO est plus performant que ses pairs au moins sur les 12 fonctions testées.

Afin d’être en mesure d’évaluer l’algorithme sur ses capacités à converger, notamment
en terme de vitesse de convergence, nous présentons dans les figures 3.8 à 3.19 les
courbes de convergence de l’algorithme I-PR-PSO en dimension 50, sur les 12 fonctions
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Inverse-PageRank-PSO PSO GBest PSO Lbest PSO 4-clusters
Dimension 10

f1 2.98E-03 ± 1.263E-03 1.95E-01 ± 5.79E-02 1.01E-01 ± 3.26E-02 7.68E-01 ± 1.24E-01
f2 4.26E-01 ± 1.19E-01 1.77E+00 ± 3.48E-01 1.21E+00 ± 1.68E-01 6.03E+00 ± 1.46E+00
f3 1.17E+01 ± 6.86E+00 4.06E+01 ± 6.04E+00 3.65E+01 ± 6.04E+00 4.91E+01 ± 6.51E+00
f4 5.23E+01 ± 9.39E+01 2.23E+04 ± 1.62E+04 3.96E+03 ± 3.31E+03 6.74E+05 ± 3.62E+05
f5 1.59E-02 ± 1.57E-02 2.97E+01 ± 1.36E+01 1.14E+01 ± 6.34E+00 2.01E+02 ± 5.64E+01
f6 8.89E+00 ± 7.55E+00 5.93E+02 ± 1.98E+02 2.09E+02 ± 8.56E+01 1.11E+03 ± 3.78E+02
f7 4.06E+02 ± 4.93E+00 4.30E+02 ± 5.32E+00 4.37E+02 ± 7.39E+00 4.37E+02 ± 7.39E+00
f8 5.68E+02 ± 4.13E+02 2.98E+05 ± 2.79E+05 3.58E+04 ± 3.88E+04 9.03E+06 ± 5.02E+06
f9 4.00E+02 ± 7.80E-02 5.12E+02 ± 5.82E+01 4.42E+02 ± 2.04E+01 1.19E+03 ± 2.14E+02
f10 2.00E+02 ± 3.80E-01 2.06E+02 ± 8.00E-01 2.04E+02 ± 6.43E-01 2.10E+02 ± 8.87E-01
f11 9.95E-01 ± 6.39E-01 1.32E+01 ± 3.32E+00 7.47E+00 ± 1.90E+00 5.46E+01 ± 1.30E+01
f12 3.48E-01 ± 3.87E-01 2.43E+02 ± 1.06E+02 1.02E+02 ± 6.19E+01 1.73E+03 ± 5.34E+02

Dimension 20
f1 3.39E-02 ± 1.22E-02 5.51E-01 ± 1.08E-01 4.58E-01 ± 9.59E-02 1.43E+00 ± 1.72E-01
f2 1.06E+00 ± 5.36E-02 7.44E+00 ± 1.74E+00 5.91E+00 ± 1.46E+00 2.69E+01 ± 5.22E+00
f3 5.62E+01 ± 2.55E+01 1.29E+02 ± 1.02E+01 1.17E+02 ± 1.37E+01 1.46E+02 ± 1.09E+01
f4 8.24E+02 ± 8.21E+02 8.22E+05 ± 4.50E+05 4.17E+05 ± 2.51E+05 1.14E+07 ± 4.21E+06
f5 2.29E+00 ± 1.34E+00 2.62E+02 ± 7.46E+01 1.85E+02 ± 4.96E+01 1.03E+03 ± 2.13E+02
f6 1.97E+02 ± 9.46E+01 9.00E+03 ± 2.19E+03 3.32E+03 ± 1.29E+03 1.52E+04 ± 3.86E+03
f7 4.52E+02 ± 2.57E+01 5.19E+02 ± 1.03E+01 5.11E+02 ± 1.35E+01 5.38E+02 ± 1.10E+01
f8 8.35E+03 ± 1.28E+04 1.37E+07 ± 7.24E+06 6.81E+06 ± 3.91E+06 2.92E+08 ± 2.71E+08
f9 4.09E+02 ± 5.00E+00 1.47E+03 ± 2.96E+02 1.07E+03 ± 2.10E+02 4.47E+03 ± 7.34E+02

f10 2.03E+02 ± 4.89E-01 2.09E-02 ± 8.66E-01 2.08E+02 ± 8.03E-01 2.14E+02 ± 6.33E-01
f11 9.76E+00 ± 2.35E+00 7.87E+01 ± 1.72E+01 6.15E+01 ± 1.51E+01 2.75E+02 ± 4.93E+01
f12 7.25E+01 ± 4.12E+01 4.24E+03 ± 1.11E+03 3.15E+03 ± 9.79E+02 1.74E+04 ± 2.88E+03

Dimension 30
f1 1.01E-01 ± 2.69E-02 8.57E-01 ± 1.46E-01 8.18E-01 ± 1.27E-01 1.78E+00 ± 1.63E-01
f2 1.52E+00 ± 2.33E-01 1.78E+01 ± 3.52E+00 1.74E+01 ± 3.93E+00 6.00E+01 ± 9.33E+00
f3 1.02E+02 ± 4.39E+01 2.27E+02 ± 1.40E+01 2.17E+02 ± 1.93E+01 2.55E+02 ± 1.46E+01
f4 1.14E+04 ± 9.16E+03 4.63E+06 ± 2.08E+06 3.20E+06 ± 1.49E+06 4.77E+07 ± 1.47E+07
f5 1.97E+01 ± 7.62E+00 6.86E+02 ± 1.54E+02 6.14E+02 ± 1.46E+02 2.36E+03 ± 4.15E+02
f6 7.98E+02 ± 4.15E+02 4.41E+04 ± 1.31E+04 1.49E+04 ± 5.18E+03 6.95E+04 ± 2.12E+04
f7 5.12E+02 ± 4.02E+01 6.18E+02 ± 1.40E+01 6.40E+02 ± 1.98E+01 6.46E+02 ± 1.51E+01
f8 1.19E+05 ± 9.57E+04 7.07E+07 ± 3.37E+07 5.34E+07 ± 2.60E+07 6.92E+08 ± 2.71E+08
f9 4.76E+02 ± 2.91E+01 3.05E+03 ± 6.11E+02 2.76E+03 ± 5.17E+02 9.68E+03 ± 1.38E+03

f10 2.04E+02 ± 5.41E-01 2.11E+02 ± 9.36E-01 2.11E+02 ± 8.24E-01 2.15E+02 ± 5.88E-01
f11 2.43E+01 ± 5.45E+00 2.07E+02 ± 4.13E+01 1.83E+02 ± 3.67E+01 6.21E+02 ± 1.00E+02
f12 2.43E+01 ± 4.45E+00 1.77E+04 ± 4.05E+03 1.42E+04 ± 3.24E+03 5.48E+04 ± 8.89E+03

Dimension 50
f1 2.35E-01 ± 5.10E-02 1.27E+00 ± 1.90E-01 1.26E+00 ± 1.65E-01 2.13E+00 ± 1.25E-01
f2 4.90E+00 ± 1.18E+00 5.41E+01 ± 1.03E+01 5.79E+01 ± 1.13E+01 1.52E+02 ± 1.89E+01
f3 2.20E+02 ± 7.53E+01 4.41E+02 ± 1.82E+01 4.18E+02 ± 2.73E+01 4.90E+02 ± 2.21E+01
f4 1.67E+05 ± 8.13E+04 2.53E+07 ± 9.20E+06 2.29E+07 ± 8.61E+06 1.79E+08 ± 4.93E+07
f5 1.35E+02 ± 3.80E+01 2.13E+03 ± 3.83E+02 2.15E+03 ± 3.59E+02 5.91E+03 ± 8.87E+02
f6 5.59E+03 ± 3.09E+03 3.21E+05 ± 8.21E+04 1.10E+05 ± 4.17E+04 5.10E+05 ± 1.59E+05
f7 6.51E+02 ± 7.02E+01 8.28E+02 ± 1.93E+01 8.08E+02 ± 2.60E+01 8.79E+02 ± 2.29E+01
f8 2.52E+06 ± 1.47E+06 4.01E+08 ± 1.32E+08 3.41E+08 ± 1.23E+08 2.77E+089 ± 7.59E+08
f9 9.66E+02 ± 1.66E+02 8.52E+03 ± 1.45E+03 8.44E+03 ± 1.40E+03 2.38E+04 ± 3.03E+03
f10 2.00E+02 ± 3.80E-01 2.13E+02 ± 5.95E-01 2.13E+02 ± 7.30E-01 2.17E+02 ± 4.22E-01
f11 7.28E+01 ± 1.63E+01 5.87E+02 ± 1.11E+02 6.14E+02 ± 9.87E+01 1.63E+03 ± 2.46E+02
f12 5.18E+03 ± 1.53E+03 7.96E+04 ± 1.49E+04 7.94E+04 ± 1.42E+04 2.34E+05 ± 3.12E+04

Tableau 3.3 – 100 calculs d’optimisation : valeurs obtenues après 600 itérations PSO
(moyenne ± écart type)
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FIGURE 3.8 – Ackley FIGURE 3.9 – Griewank

FIGURE 3.10 – Rastrigin FIGURE 3.11 – Rosenbrock

FIGURE 3.12 – Sphere
FIGURE 3.13 – Rotate hyper ellipsoid func-
tion

Figures 3.8 - 3.13 : courbes de convergence des calculs d’optimisation en dimension 50
(moyenne des 100 calculs réalisés)
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FIGURE 3.14 – Shifted Rastrigin FIGURE 3.15 – Shifted Rosenbrock

FIGURE 3.16 – Shifted Sphere FIGURE 3.17 – Shifted Ackley

FIGURE 3.18 – Bohachevsky FIGURE 3.19 – Schwefel’s problem 1.2

Figures 3.14 - 3.19 : courbes de convergence des calculs d’optimisation en dimension 50
(moyenne des 100 calculs réalisés)

objectif testées. Les courbes de convergence obtenues en dimensions 10, 20 et 30 sont
données en Annexe B. Ces graphiques représentent les moyennes des valeurs obtenues
pour chacune des 600 itérations des 100 calculs d’optimisation réalisés. Par souci de li-
sibilité des résultats, certaines de ces courbes sont présentées en échelle logarithmique.
Comme on peut le voir sur ces figures, les résultats sont cohérents avec les précédents.
C’est à dire que I-PR-PSO est plus performant que ses pairs, notamment en terme de
vitesse de convergence. En effet, I-PR-PSO présente une tendance à se rapprocher plus
rapidement de la zone prometteuse contenant le minimum global de la fonction objectif,
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puis converge plus rapidement vers ce dernier. On remarque que pour certaines fonc-
tions, alors que le minimum de la fonction objectif vaut 0, le résultat du calcul d’optimisa-
tion en est encore très éloigné. Ceci s’explique par la très grande dimension du problème
à traiter. Rappelons ici que l’objectif d’un processus d’optimisation est bel et bien de trou-
ver une meilleure solution que celles trouvées précédemment par d’autres algorithmes,
quand bien même elle ne serait pas la meilleure des meilleures.

3.4.3/ POUR CONCLURE

Nous avons vu dans cette section le développement de notre nouvel algorithme I-PR-
PSO, basé conjointement sur l’algorithme PSO et l’algorithme PageRank inverse, dont
les bases théoriques ont été initialement développées par Brin et Page, les fondateurs de
Google. Nous avons montré que cet algorithme est très efficace sur un benchmark de 12
fonctions mathématiques, tant en terme de valeur de la fonction objectif atteinte, qu’en
terme de vitesse de convergence.

Cependant, ces essais numériques ne considèrent pas de problèmes d’optimisation avec
contraintes. Or, comme il l’a été évoqué dans le Chapitre 2, un algorithme peut n’être ef-
ficace que sur un ou plusieurs types de problèmes donnés. La définition des variables
(continues ou discrètes), la dimension du problème, et les contraintes d’optimisation
peuvent altérer le fonctionnement d’un algorithme, ou en tout cas, le rendre moins ef-
ficace.

C’est la raison pour laquelle, afin de valider complètement l’utilisation de I-PR-PSO, il est
nécessaire de l’appliquer à des problèmes d’optimisation avec contraintes.

3.5/ VALIDATION EN OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES : APPLI-
CATION AU DIMENSIONNEMENT OPTIMAL DES TREILLIS

3.5.1/ PRÉSENTATION DU PROBLÈME

Comme souvent dans le domaine de la mécanique, et comme nous l’avons vu dans la
partie 2.1.3 à la page 17, le but de l’optimisation des structures est souvent de minimiser
le volume, en considérant une contrainte sur la compliance de la structure, ou l’inverse.
Ici, afin d’appliquer I-PR-PSO à un problème contraint en mécanique des structures, nous
avons décidé de travailler avec un benchmark de treillis de barres, très utilisé dans la
littérature [120, 224].

Le problème d’optimisation choisi dans ce cas est la minimisation de la masse du treillis,
en considérant une contrainte d’optimisation sur les contraintes mécaniques maximales
admissibles dans les barres et les déplacements des noeuds. Les variables d’optimisation
sont les aires des sections des barres. Considérant qu’une particule est une potentielle
solution au problème d’optimisation posé, une particule sera ainsi définie comme un vec-
teur dont le nombre de composantes est égal au nombre de barres dans le treillis. Ainsi,
chaque composante de ce vecteur contiendra une potentielle valeur de l’aire de la section
de la barre considérée.
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3.5.2/ BENCHMARK DE TREILLIS ET PARAMÈTRES DU CALCUL

Les deux treillis testés contenant respectivement 10 et 22 barres sont tirés du travail de
Asl et al. [230].

3.5.2.1/ TREILLIS À 10 BARRES

Le treillis considéré est représenté en figure 3.20 suivante. Les sections minimales et
maximales des barres sont données dans le tableau 3.4, et les efforts appliqués sont de
−100 kips dans la direction y appliqués aux noeuds (2) et (4). Les contraintes mécaniques
maximales admissibles dans les barres sont de ±25ksi.

1 2

3 4

5 6

7 8 9
10

720 in.

3
6
0
 in

.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

FIGURE 3.20 – Treillis à 10 barres

Variable Sections Section min. (in2) Section max. (in2)
1 A1 0.1 35
2 A2 0.1 35
3 A3 0.1 35
4 A4 0.1 35
5 A5 0.1 35
6 A6 0.1 35
7 A7 0.1 35
8 A8 0.1 35
9 A9 0.1 35
10 A10 0.1 35

Tableau 3.4 – Sections minimales et maximales admissibles du treillis à 10 barres

3.5.2.2/ TREILLIS À 22 BARRES

Le treillis considéré est donné en figure 3.21 suivante. Les sections minimales et maxi-
males des barres sont données dans le tableau 3.5. Trois cas de chargement différents
ont été traités et sont récapitulés dans le tableau 3.6. Les contraintes mécaniques maxi-
males admissibles dans les barres sont données dans le tableau 3.7 suivant.
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FIGURE 3.21 – Treillis à 22 barres

Variable Sections Section min. (in2) Section max. (in2)
1 A1 = A2 = A3 = A4 0.1 3
2 A5 = A6 0.1 3
3 A7 = A8 0.1 3
4 A9 = A10 0.1 3
5 A11 = A12 = A13 = A14 0.1 3
6 A15 = A16 = A17 = A18 0.1 3
7 A19 = A20 = A21 = A22 0.1 3

Tableau 3.5 – Sections minimales et maximales admissibles du treillis à 22 barres

Noeud Chargement 1 Chargement 2 Chargement 3
Direction Px, Py, Pz Px, Py, Pz Px, Py, Pz

1 -20.0 ; 0.0 ; -5.0 -20.0 ; -5.0 ; 0.0 -20.0 ; 0.0 ; 35.0
2 -20.0 ; 0.0 ; -5.0 -20.0 ; -50.0 ; 0.0 -20.0 ; 0.0 ; 0.0
3 -20.0 ; 0.0 ; -30.0 -20.0 ; -50.0 ; 0.0 -20.0 ; 0.0 ; -35.0

Tableau 3.6 – Définition des trois cas de chargement du treillis à 22 barres
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Variable Sections Compression max (ksi) Traction max (ksi)
1 A1 → A4 24.0 36.0
2 A5 → A6 30.0 36.0
3 A7 → A8 28.0 36.0
4 A9 → A10 26.0 36.0
5 A11 → A14 22.0 36.0
6 A15 → A18 20.0 36.0
7 A19 → A22 18.0 36.0

Tableau 3.7 – Limites des contraintes mécaniques admissibles dans les barres du treillis
à 22 barres

3.5.2.3/ PARAMÈTRES MÉCANIQUES ET NUMÉRIQUES

Les paramètres mécaniques et numériques communs aux deux problèmes sont donnés
dans le tableau 3.8. Dans les deux cas, les aires des sections initiales sont données de
manière aléatoire lors de l’initialisation de l’algorithme d’optimisation.

Treillis 10 barres 22 barres
Module d’Young (ksi) 107 10000
Densité de matière (lbm/in3) 0.1 0.1
Limite élastique (psi) ±25000 ±25000
Limite des déplacements des noeuds (in.) ±2 ±2

Tableau 3.8 – Paramètres mécaniques des treillis traités

Concernant les paramètres de I-PR-PSO, le nombre maximal d’itérations a été fixé à
1000, le paramètre d’inertie ω a été choisi de manière à décroitre linéairement entre 1.2
et 0.4 au cours des itérations, les paramètres c1 et c2 valent 2, et le nombre maximal
d’itérations du calcul de la matrice stochastique des transitions gérant la topologie de la
population PSO est de 6000. 50 particules PSO ont été utilisées. Les calculs d’optimisa-
tion ont été réalisés avec le logiciel MATLAB R©, et le calcul de la fonction objectif a été
réalisé avec ANSYS Mechanical R©. Une méthode d’interfaçage de ces deux logiciels a
donc été développée, afin que tous les calculs soient réalisés de manière entièrement
automatisée.

3.5.3/ GESTION DES CONTRAINTES D’OPTIMISATION

Il existe deux types de contraintes d’optimisation à gérer dans ce cas : les contraintes
que l’on peut tester avant d’avoir réalisé le calcul de la fonction objectif - comme par
exemples les sections minimales et maximales des barres - que l’on appellera les bornes
limites des variables d’optimisation, et celles pour lesquelles le calcul éléments finis de
la structure est nécessaire - comme par exemple les contraintes mécaniques dans les
barres et les déplacements des nœuds - que l’on appellera les contraintes intrinsèques
au problème.
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3.5.3.1/ LES BORNES LIMITES DES VARIABLES D’OPTIMISATIONS

Les bornes limites des variables d’optimisation ne nécessitent pas le calcul de la fonction
objectif, ou un quelconque calcul éléments finis pour être testées. Pour traiter ce type
de contraintes d’optimisation, nous avons décidé d’utiliser la méthode Harmony Search
scheme utilisée notamment par Xu et al. [224]. Cette méthode a initialement été pro-
posée par Li et al. [173] dans le but de gérer les particules qui, en se déplaçant dans
le domaine des solutions, sortaient du domaine de recherche. Cette méthode provient
de l’algorithme Harmony search (HS) [146], dans lequel une mémoire appelée Harmony
Memory (HM) est utilisée. Cette mémoire conserve les vecteurs de variables admissibles
ou acceptables. Ainsi, dès lors qu’une variable sort de son domaine de recherche, elle
est remplacée par une valeur choisie aléatoirement dans la HM. De la même manière,
PSO conserve en mémoire des valeurs a priori acceptables, ou tout du moins meilleures
que les particles de l’essaim : ce sont les meilleures valeurs personnelles atteintes par
les particules conservées dans les vecteurs Pbest

i . Ainsi, en appliquant l’algorithme HS
à PSO, nous pourrions remplacer les valeurs des variables sorties de leur domaine de
recherche par des valeurs choisies de manière aléatoire dans les mémoires personnelles
des particules. Toutes les variables n’ont pas le même domaine de recherche, il est donc
nécessaire de choisir, pour chaque variable, la composante du vecteur Pbest

i lui corres-
pondant, comme on le voit dans la figure 3.22. Dans cette figure, on considère que l’on
travaille en dimension 4, c’est à dire que chaque particule est un vecteur à 4 compo-
santes. On considère que les composantes C1 et C3 ne respectent pas leurs contraintes
d’optimisation respectives et que donc elles sont situées en dehors de leur domaine de
recherche.

C1 C2 C3 C4

C1 C2 C3 C4

C1 C2 C3 C4

C1 C2 C3 C4

C1 C2 C3 C4

C1 C2 C3 C4

Pbest

FIGURE 3.22 – Figure récapitulative de la méthode Harmony Memory
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3.5.3.2/ LES CONTRAINTES INTRINSÈQUES AU PROBLÈME

Comme leur nom l’indique, les contraintes d’optimisation intrinsèques au problème dé-
pendent du problème à résoudre. Dans notre cas, il est donc nécessaire d’effectuer un
calcul par éléments finis du modèle de treillis pour connaître leur valeur et pouvoir les
tester. Les déplacements des nœuds et les contraintes mécaniques dans les barres sont
des exemples de ce type de contraintes d’optimisation.

Pour traiter ce type de contraintes d’optimisation, nous utilisons une méthode de pénali-
sation de la fonction objectif. On construit ainsi une seule fonction objectif qui tient d’ores
et déjà compte des contraintes d’optimisation. Cette méthode de pénalisation à plusieurs
étapes a été initialement développée par Parsopoulos et al. [116] pour la gestion des
contraintes d’optimisation de PSO. La fonction de pénalisation est définie dans l’équation
(3.11) suivante

F(X) = f (X) + h(k)H(X) (3.11)

où X est une particule de l’essaim, f (X) est la fonction objectif initiale à traiter, h(k) est
la valeur de la pénalité qui est modifiée en fonction de l’évolution de l’algorithme, telle
que h(k) =

√
(k) et H(X) est un facteur de pénalité défini tel que dans l’équation (3.12)

suivante

H(X) =

m∑
i=1

θ(qi(X))qi(X)γ(qi(X)) (3.12)

où qi(X) est une fonction définissant la relative violation de la contrainte d’optimisation
gi(X) définie par qi(X) = max(0, gi(X)), θ(qi(X)) amplifie la valeur de la pénalité en fonction
de la relative violation qi(X), et γ(qi(X)) est la puissance d’amplification de la fonction de
pénalité.

Nous proposons ici de modifier les valeurs du facteur θ(qi(X)). En effet, les valeurs initia-
lement données dans [116] nous ont donné des résultats encourageants, mais pour les-
quels les contraintes d’optimisation étaient systématiquement violées. Ainsi, nous choi-
sissons de pénaliser plus fortement notre fonction objectif afin d’éviter tout dépassement
des contraintes d’optimisation. L’algorithme 14 suivant nous donne les méthodes em-
ployées afin de calculer les paramètres γ et θ.

3.5.4/ RÉSULTATS OBTENUS

3.5.4.1/ TREILLIS À 10 BARRES

Les résultats, c’est à dire les valeurs des variables d’optimisation et la valeur de la masse
du treillis, concernant le treillis à 10 barres sont donnés dans le tableau 3.9 suivant. En
comparant ce tableau au tableau 3.4 précédent, on voit que toutes les contraintes des va-
riables limites sont respectées. Les contraintes mécaniques dans les barres et les dépla-
cements des noeuds sont récapitulés respectivement dans les tableaux 3.10 et 3.11 sui-
vants. Comme on le voit dans ces tableaux, les contraintes d’optimisation concernant les
contraintes mécaniques dans les barres sont vérifiées, alors que deux des 10 contraintes
d’optimisation concernant les déplacements des noeuds sont très légèrement violées.
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Algorithm 14 Algorithme permettant de calculer les paramètres γ et θ

if qi(X) < 1 then
γ(qi(X)) = 1

else
γ(qi(X)) = 2

end if
if qi(X) < 0.001 then
θ(qi(X)) = 10000

else if qi(X) ≤ 0.1 then
θ(qi(X)) = 20000

else if qi(X) ≤ 1 then
θ(qi(X)) = 100000

else
θ(qi(X)) = 300000

end if

Ces résultats sont tout de même considérés comme acceptables dans la littérature, où
certaines contraintes sont légèrement violées pour accepter une meilleure solution [230].

Variables (in2) Schmit et al. [10] Schmit et Miura [14] Venkayya [8] Notre étude Sedaghati [152]
A1 33.43 30.67 30.42 31.13 30.52
A2 0.1 0.1 0.128 0.10 0.1
A3 24.26 23.76 23.41 23.39 23.19
A4 14.26 14.59 14.91 15.68 15.22
A5 0.1 0.1 0.101 0.1 0.1
A6 0.1 0.1 0.101 0.45 0.55
A7 8.388 8.578 8.696 7.52 7.45
A8 20.74 21.07 21.08 20.84 21.03
A10 0.1 0.1 0.186 0.10 0.1

Masse (lb) 5089.0 5076.85 5084.9 5065.84 5060.58

Tableau 3.9 – Résultats obtenus sur le treillis à 10 barres

Barre Contrainte mécanique (ksi)
1 6.7702
2 -1.1471
3 -8.4049
4 -6.4388
5 24.9244
6 -1.1423
7 18.8227
8 -7.1778
9 6.4278

10 1.6702

Tableau 3.10 – Contraintes mécaniques dans les barres du treillis à 10 barres



122 CHAPITRE 3. INVERSE-PAGERANK-PSO

Nœud Déplacement selon l’axe y (mm)
1 -2.0426
2 -2.0014
3 -0.76054
4 -1.6578

Tableau 3.11 – Déplacements des noeuds du treillis à 10 barres

3.5.4.2/ TREILLIS À 22 BARRES

Les résultats concernant les trois cas de chargement du treillis à 22 barres sont donnés
dans le tableau 3.12 suivant. Les contraintes mécaniques dans les barres et les dépla-
cements des noeuds sont donnés respectivement dans les tableaux 3.13 et 3.14. On ne
redonne pas ici les déplacements des noeuds 5, 6, 7 et 8 qui sont encastrés. Comme on
le voit dans les tableaux 3.13 et 3.14, aucune des contraintes d’optimisation n’est violée.
En outre, les résultats sont bien meilleurs que ceux de la littérature, dans les trois cas.
Le tableau 3.15 compare nos résultats avec ceux de la littérature, dans le 1er cas de
chargement.

Variable (in2) Cas 1 Cas 2 Cas 3
A1 2.9989 2.1465 0.60027
A2 1.4992 1.1947 2.6978
A3 0.10031 2.0717 0.5969
A4 0.10044 1.0714 1.4318
A5 2.9989 0.90091 2.1599
A6 1.5881 2.2245 2.3347
A7 1.6987 1.8172 0.14755

Masse (lb) 978.1 849.25 642.0941

Tableau 3.12 – Résultats obtenus sur le treillis à 22 barres

3.5.5/ POUR CONCLURE

En conclusion, l’algorithme I-PR-PSO a fait ses preuves dans le domaine de l’optimisation
avec contraintes, appliquée en particulier à la mécanique. En effet, I-PR-PSO a donné
des résultats aussi bons, sinon meilleurs que ceux proposés dans la littérature, en terme
de fonction objectif et de respect des contraintes d’optimisation. Le couplage de I-PR-
PSO avec d’autres méthodes de gestion des contraintes d’optimisation est nécessaire, et
permet de gérer correctement ces contraintes. Ceci dit, les contraintes d’optimisation sont
souvent gérées de manière plus simple, en utilisant une méthode classique de pondéra-
tion des objectifs et des contraintes. Ce couplage entre I-PR-PSO, la méthode Harmony
Memory de gestion des variables limites et d’une méthode de pénalisation donnent des
résultats encourageants.
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3.6/ CONCLUSIONS DU CHAPITRE

Le nouvel algorithme d’optimisation Inverse-PageRank-PSO que nous avons proposé
est basé conjointement sur l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire PSO, et
sur l’algorithme PageRank - utilisé notamment par le moteur de recherche Google - dans
sa version inverse. Cette méthode permet notamment de pondérer l’influence des parti-
cules les unes sur les autres de manière intelligente, car elle s’adapte au succès relatif
de l’algorithme au cours des itérations. Le développement de I-PR-PSO ainsi que l’étude
de ses capacités de convergence sur un benchmark de fonctions mathématiques repré-
sentent notre contribution originale concernant les aspects numériques de la thèse. En
outre, afin de valider cet algorithme dans le domaine de l’optimisation avec contraintes,
il a été appliqué au dimensionnement optimal des treillis. Dans ce cas, différents types
de contraintes d’optimisation ont été considérés : les contraintes des variables limites, et
les contraintes d’optimisation intrinsèques au problème pour lesquelles le calcul numé-
rique du problème mécanique considéré est nécessaire. L’application de I-PR-PSO à un
benchmark de fonctions mathématiques et à des problèmes mécaniques montrent sa su-
périorité par rapport à ses congénères, notamment en terme de vitesse de convergence
et de capacité à se rapprocher au plus près du minimum global de la fonction objectif
considérée.

Déplacements des noeuds (in.)
Cas 1 Cas 2 Cas 3

Noeud ux uy uz ux uy uz ux uy uz

1 0.2271 -7.87E-2 -1.9216 -0.5287 -1.8309 5.22E-3 -0.1552 0.6637 1.1745
2 0.2271 7.87E-2 -1.9216 0.3751 -1.9116 2.38E-2 -8.43E-2 0.6787 -1.1207
3 -0.3803 -4.11E-2 -2 -0.5287 -1.8309 -5.22E-3 -8.43E-2 -0.6787 1.1207
4 -0.3803 4.11E-2 -2 0.3751 -1.9116 -2.38E-2 -0.1552 -0.6637 -1.1745

Tableau 3.14 – Déplacements des noeuds du treillis à 22 barres

Variables (in3) Scheu et Schmit [9] Khan et Willmert [18] Farshi et Ziazi [196] Notre étude
A1 2.629 2.563 2.6250 2.9989
A2 1.162 1.553 1.2164 1.4992
A3 0.343 0.281 0.3466 0.10031
A4 0.423 0.512 0.4161 0.10044
A5 2.782 2.626 2.7732 2.9989
A6 2.173 2.131 2.0870 1.5881
A7 1.952 2.213 2.0314 1.6987

Masse (lb) 1024.8 1034.74 1023.98 978.1

Tableau 3.15 – Comparaison des résultats avec ceux de la littérature. Treillis à 22 barres,
cas de chargement no1
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Contraintes mécaniques dans les barres (ksi)
Barre Cas 1 Cas 2 Cas 3

1 9.4659 -22.0292 -6.4668
2 9.4659 15.6292 -3.5141
3 -15.8457 -22.0292 -3.5141
4 -15.8457 15.6292 -6.4668
5 9.8072 1.3043 6.7256
6 9.8072 5.9551 6.7256
7 13.1114 -6.7252 1.2518
8 6.8459 -6.7252 1.2518
9 9.9259 -3.5390 13.7578

10 9.9259 -3.5390 -7.8857
11 10.7389 -19.7611 -17.1713
12 10.7389 14.364 8.8609
13 -15.5000 -19.7611 8.8609
14 -15.5000 14.3640 -17.1713
15 8.8838 -19.3571 8.5017
16 8.8838 12.892 -16.2361
17 -11.9920 -19.3571 -16.2361
18 -11.9920 12.8920 8.5017
19 9.3951 -17.5339 -2.9261
20 9.3951 11.8929 -3.6279
21 -11.4490 -17.5339 -3.6279
22 -11.4490 11.8929 -2.9261

Tableau 3.13 – Contraintes mécaniques dans les barres pour les treillis à 22 barres
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4.1/ INTRODUCTION

Alors que l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire PSO a été développé à la fin
des années 80, ses adaptations à l’optimisation topologique - et appliquée en particulier
à la mécanique - restent très limitées. Bien que de nombreux algorithmes aient été pro-
posés dans la littérature, rares sont ceux qui proposent des solutions dont les topologies
sont régulières et symétriques lorsque le problème mécanique s’y prête [208].

Ce chapitre a pour but de proposer un nouvel algorithme hybride, basé conjointement
sur la méthode I-PR-PSO précédemment développée dans le chapitre 3 et l’algorithme
Evolutionary Strcutural Optimization (ESO) [1, 106, 200, 241] que nous avions présenté
dans le chapitre 2 à la page 21. Nous verrons notamment comment ces deux algorithmes
peuvent se guider l’un l’autre, afin de converger ensemble vers une solution régulière et,
si le problème l’est, symétrique. En effet, alors que l’algorithme PSO a tendance à trouver
des solutions optimales, elles ne sont pas toujours régulières, alors que ESO converge
systématiquement vers des solutions régulières, qui peuvent ne pas être les meilleures
[106, 167, 200] si les paramètres de l’algorithme sont mal choisis au départ. Finalement,
c’est en combinant les avantages des deux algorithmes que nous montrerons que l’on
peut trouver des solutions optimales, en minimisant en plus le temps de calcul néces-
saire. En outre, ces deux algorithmes considèreront des objectifs différents. Alors que
l’un minimisera la compliance, l’autre minimisera le volume. Bien que ces objectifs soient
apparemment contradictoires, notre algorithme les optimisera de manière séquentielle
jusqu’à convergence.

Après une étude paramétrique permettant de déterminer les paramètres de notre nouvel
algorithme ESO-I-PR-PSO les plus adaptés à la résolution de nos problèmes d’optimisa-
tion topologique, notre algorithme sera testé et validé sur un benchmark de 7 problèmes
mécaniques classiquement proposés dans la littérature.

4.2/ DÉFINITION DU NOUVEL ALGORITHME ESO-I-PR-PSO

4.2.1/ BINARISATION DE L’ALGORITHME I-PR-PSO

Comme nous l’avons vu précédemment dans le chapitre 2.2, à la page 54, la méthode
principale permettant de rendre l’algorithme PSO binaire consistait à utiliser une fonction
Sigmoïde transformant les valeurs des vitesses ou des positions des particules en va-
leurs binaires. Développé par Kennedy et al. [73], la version binaire de PSO - appelée
BPSO dans la littérature - considère que la vitesse des particules peut être vue comme
la probabilité pour chaque bit du vecteur position de changer d’état, c’est à dire de passer
de l’état 0 à l’état 1 et inversement. En effet, dans un espace binaire, la vitesse peut être
vue comme le nombre de bits changés par itération, c’est à dire la distance de Hamming
entre l’état d’une particule à l’itération n et l’état de la même particule à l’itération n + 1.
La méthode proposée par Kennedy et al. [73] est donnée dans l’équation suivante

if (rand(() ≤ S (v)) alors x = 1 sinon x = 0 (4.1)

où S (v) représente la fonction Sigmoïde employée. Plus tard, Lee et al. [184] ont proposé
d’utiliser une représentation génotype/phénotype, empruntée au fonctionnement des al-
gorithmes génétiques. Ainsi, ce n’est plus la vitesse des particules mais leur position qui
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est ainsi transformée en valeur binaire par la fonction Sigmoïde. On considère donc ici
deux types de paramètres, les paramètres génotypiques, comme la vitesse Vg et la posi-
tion Xg, contenus dans un espace continu, et la position phénotypique Xp qui contient les
valeurs binaires définissant la topologie de la particule concernée. C’est donc la position
génotypique Xg qui est décodée pour donner la position phénotypique comme on le voit
dans l’équation suivante

Xp,i, j(k + 1) =

{
0 if rand() ≥ S (Xg,i, j(k + 1))
1 if rand() ≤ S (Xg,i, j(k + 1))

(4.2)

S (Xg,i, j(k + 1)) =
1

1 + e−Xg,i, j(k+1) (4.3)

où i représente l’indice de la particule dans l’essaim, j est l’indice de la composante de
cette particule à modifier, et k est l’itération en cours.

Nous proposons ici de simplifier ce mécanisme de passage du domaine continu au bi-
naire. Dans toutes les versions de PSO, I-PR-PSO comprise, chaque particule - et sa
position en particulier - est une potentielle solution au problème d’optimisation posé. Une
version binaire de PSO appliquée à l’optimisation topologique devrait donc simplement
décrire la répartition de matière dans la structure considérée, comme on le voit dans la
figure 4.1 suivante. Dans notre nouvel algorithme, nous choisissons de nous affranchir
de la phase de décodage de la position ou de la vitesse des particules avec une fonction
Sigmoïde. Pour ce faire, la position de chaque particule est continue, et chacune de ses
composantes est contenue dans le domaine [−1, 1]. Le vecteur position Xk

i de la particule
i à l’itération k est alors décodé en une matrice de topologie notée Tk

i de la manière sui-
vante, où n représente le nombre d’éléments dans le domaine de design, c’est à dire le
nombre de composantes de la matrice T.

∀i ∈ [0, n]
si Xk

i ≥ 0 alors T k
i = 1

sinon T k
i = 0

(4.4)

1 0

1 1 1

1

11 1 1

0 0

0 0

0

0

FIGURE 4.1 – Décodage de la matrice de topologie

Ainsi, la topologie sera définie dans le logiciel de calcul par éléments finis utilisé comme
dans la figure 4.2 suivante. Les éléments correspondant aux bits valant 1 dans la ma-
trice Tk

i contiendront du matériau alors que ceux dont correspondant aux bits nuls seront
vides. Notons qu’il n’est pas nécessaire de supprimer complètement les éléments finis
considérés comme vides du maillage de la structure. En effet, il a été montré dans la
littérature [31, 45, 53, 69] que le "vide" peut être remplacé par un matériau fictif (ghost
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material dans la littérature anglophone) dont le module d’Young est bien plus petit (10−2

ou 10−3) que celui du matériau employé. Comme nous l’avons vu dans la partie 2.2.3,
les vitesses des particules doivent être contraintes afin que le calcul puisse converger.
Ces contraintes assurent notamment que les vitesses des particules ne sont pas trop
grandes, ce qui pousserait les particules aux bords du domaine en quelques itérations,
et engrangerait des problèmes de convergence prématurée [137, 172, 203]. Ainsi, ces
contraintes concernant les vitesses des particules doivent être données en fonction des
positions extrêmales des particules. Les vitesses continues seront ainsi contenues dans
[−Vmax,Vmax] avec Vmax = 10% × Xmax = 0.1.

0.72 -0.31

0.27 0.69 0.26

0.97

0.020.56 0.41 0.36

-0.39 -0.89

-0.98 -0.01

-0.44

-0.69

FIGURE 4.2 – Modification de la procédure de binarisation de I-PR-PSO

Ainsi, grâce à cette représentation simplifiée, les positions des particules n’ont pas besoin
de décodage particulier : le signe de chacune de leurs composantes donne directement
la répartition de matière dans la structure étudiée. Si la composante de la matrice T est
négative, l’élément lui correspondant contiendra du matériau fictif, dans le cas contraire,
il contiendra du matériau classique.

4.2.2/ ANALYSE DES DAMIERS DANS LA TOPOLOGIE

Une fois que les particules sont définies par la méthode précédemment décrite, chacune
des topologies est analysée afin de vérifier qu’elle ne contient pas de damiers, et que tous
les éléments finis contenant du matériau sont connectés entre eux. Deux éléments sont
considérés comme connectés s’ils ont un côté en commun, alors qu’ils sont considérés
comme déconnectés s’il ne partagent qu’un nœud. Du fait que nous utilisons un matériau
fictif, ou ghost material, le calcul éléments finis aboutira certainement vers une solution,
mais cet artifice numérique ne dispense pas la structure d’être instable mécaniquement
parlant [208]. Ainsi, nous avons développé un algorithme qui modifiera la topologie jus-
qu’à ce qu’elle soit continue, et qu’elle ne contienne plus de damiers, comme on le voit
dans la figure 4.3 suivante. Seuls des éléments sont ajoutés à la topologie, aucun ne
peut être supprimé. En effet, puisqu’en mécanique nous considérons souvent soit la mi-
nimisation du volume de la structure, soit des contraintes d’optimisation sur le volume,
nous préférons nous placer dans le cas le plus défavorable. L’ajout d’éléments diminuera
certainement un peu les performances de l’algorithme, mais permettra de nous assurer
que les résultats ne sont pas biaisés par la suppression d’éléments pouvant être utiles
au fonctionnement mécanique de la structure.

Notons ici qu’il n’est jamais précisé dans la littérature de quelle manière PSO garde en
mémoire les modifications qui sont faites par ce biais dans la topologie. Souvent la mé-
moire n’est pas réactualisée, comme c’est le cas dans le travail de Jiakela et al. [95], où il
est dit "connectivity analysis does not modify corresponding chromosome allele values".
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FIGURE 4.3 – Procédure de modification des damiers dans la topologie

C’est à dire que la position des particules n’est pas modifiée, et l’algorithme ne garde pas
en mémoire les modifications effectuées par l’analyse des damiers de la topologie. Dans
ESO-I-PR-PSO, pour chaque bit modifié, nous modifions aussi sa valeur correspondante
dans le vecteur position de la particule considérée. Ainsi, pour chaque bit passant de 0 à
1, sa valeur correspondante dans Xk

i sera égale à Xmax.

Notre algorithme "scanne" la matrice de topologie Tk
i en analysant les bits 4 à 4. Sont

considérés comme des damiers les deux groupements de 4 bits présentés dans la figure
4.4. Afin que tous les damiers puissent être éliminés de la topologie, la structure doit
être scannée méthodiquement, comme on le voit dans l’algorithme 15 que nous avons
développé, où sizex représente le nombre d’éléments finis de la structure dans la direction
x et sizey représente le nombre d’éléments finis de la structure dans la direction y.

10

1 0

01

0 1

FIGURE 4.4 – Groupements de bits de la matrice de topologie donnant lieu à des damiers
dans la structure

Pour plus de clarté, cet algorithme est représenté de manière graphique dans la figure
4.5 suivante. L’algorithme 15 correspond à vérifier d’abord le groupement de bits rouge,
ainsi que toutes ses translations dans la matrice T par pas de deux bits, puis le grou-
pement de bits vert ainsi que toutes ses translations, puis le groupement de bits bleu et
toutes ses translations, puis le groupement violet et toutes ses translations. Si un damier
tel que décrit dans la figure 4.4 précédente est trouvé par l’algorithme, l’une des deux
composantes nulles du groupement est choisie aléatoirement et mutée en un 1.
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Algorithm 15 Algorithme de vérification des damiers dans la topologie

for chaque particule i de l’essaim do
for m=1 :2 :sizey-1 do

for n=1 :2 :sizex-1 do
Vérification des bits Tm,n, Tm+1,n, Tm,n+1, Tm+1,n+1 de la matrice Ti.
if Le groupement de bits présente un damiers tel que présenté dans la figure
4.4 then

Modification aléatoire d’un des bits nuls du groupement d’élément 0⇒ 1
Mise à jour du bit correspondant dans le vecteur vitesse⇒ Xmax

end if
end for

end for
for m=1 :2 :sizey-1 do

for n=2 :2 :sizex-2 do
Vérification des bits Tm,n, Tm+1,n, Tm,n+1, Tm+1,n+1 de la matrice Ti.
if Le groupement de bits présente un damiers tel que présenté dans la figure
4.4 then

Modification aléatoire d’un des bits nuls du groupement d’élément 0⇒ 1
Mise à jour du bit correspondant dans le vecteur vitesse⇒ Xmax

end if
end for

end for
for m=2 :2 :sizey-2 do

for n=2 :2 :sizex-2 do
Vérification des bits Tm,n, Tm+1,n, Tm,n+1, Tm+1,n+1 de la matrice Ti.
if Le groupement de bits présente un damiers tel que présenté dans la figure
4.4 then

Modification aléatoire d’un des bits nuls du groupement d’élément : 0⇒ 1
Mise à jour du bit correspondant dans le vecteur vitesse :⇒ Xmax

end if
end for

end for
for m=2 :2 :sizey-2 do

for n=1 :2 :sizex-1 do
Vérification des bits Tm,n, Tm+1,n, Tm,n+1, Tm+1,n+1 de la matrice Ti.
if Le groupement de bits présente un damiers tel que présenté dans la figure
4.4 then

Modification aléatoire d’un des bits nuls du groupement d’élément 0⇒ 1
Mise à jour du bit correspondant dans le vecteur vitesse⇒ Xmax

end if
end for

end for
end for
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4.2.3/ ALGORITHME ESO-I-PR-PSO GLOBAL

Cette partie présente le fonctionnement de l’algorithme ESO-I-PR-PSO global. Compte
tenu des considérations précédentes concernant la gestion des damiers dans la topolo-
gie, nous sommes maintenant en mesure de décrire le fonctionnement global de l’algo-
rithme ESO-I-PR-PSO, et en particulier de quelle manière les deux algorithmes ESO
et I-PR-PSO communiquent et se guident l’un l’autre vers l’obtention d’une structure
optimale, régulière et continue. Ici, nous choisissons de minimiser la compliance de la
structure, approximée par le déplacement maximal du point d’application de la force, en
considérant une contrainte d’optimisation sur le volume de la structure.

Comme il l’a été fait dans la littérature, et en particulier dans le travail de Luh et al. [208],
l’initialisation des particules est réalisée avec une première itération ESO. En effet, il a
été noté que, de par l’augmentation relativement rapide des vitesses des particules de
PSO, cet algorithme a plus de facilités à rajouter des éléments à la topologie qu’à en en-
lever. Pour ce faire, les topologies initiales sont considérées comme pleines, c’est à dire
que tous les éléments contiennent du matériau. Chaque topologie est analysée par élé-
ments finis, et l’on supprime un certain pourcentage des éléments les moins contraints de
la structure. Le pourcentage d’éléments supprimés lors de cette première itération ESO
pourra varier en fonction du problème à traiter.
Après cette première phase d’initialisation, l’algorithme I-PR-PSO seul cherche une solu-
tion optimale au problème d’optimisation posé, pour laquelle le volume final est supérieur
au volume imposé par la contrainte d’optimisation. On choisira, pour cette première étape
de calcul, (V/V0)ini = 80%. Ce calcul d’optimisation par I-PR-PSO est considéré comme
convergé lorsque l’algorithme ne trouve plus de meilleure solution pendant 5 itérations
consécutives, c’est à dire lorsque Gk+1

best − Gk
best ≤ 1E − 10. On appelle alors l’algorithme

ESO, qui va travailler de paire en séquentiel avec I-PR-PSO. Les rr% éléments les moins
contraints de la structure sont supprimés (c’est à dire que le matériau les composant est
remplacé par le ghost material), où rr est un pourcentage qui évolue au cours des ité-
rations. Une fois cette itération ESO réalisée, on laisse à nouveau I-PR-PSO modifier la
structure à la recherche d’une topologie optimale. L’algorithme ESO est rappelé à chaque
fois que I-PR-PSO stagne pendant 5 itérations consécutives. Ce fonctionnement séquen-
tiel est réalisé jusqu’à ce que les contraintes d’optimisation soient respectées, c’est à dire
jusqu’à ce que le volume de la structure soit inférieur à un certain pourcentage du volume
initial choisi par l’utilisateur.
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FIGURE 4.5 – Représentation graphique de l’algorithme de vérification des damiers dans
la topologie
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A chaque fois que l’algorithme ESO est appelé, le pourcentage d’éléments à supprimer
évolue de la manière suivante

rr = rr + evolrr (4.5)

où les valeurs initiales de rr et evolrr sont choisies par l’utilisateur en fonction du problème
à traiter. Lorsque l’on s’approche de la topologie finale, c’est à dire lorsque le volume de
la structure s’approche du volume imposé par la contrainte d’optimisation, on a V/V0 −

Vtarget ≤ 0.1, et l’on décroit le pourcentage d’évolution du paramètre rr, en remplaçant
evolrr par evolrr ← evolrr/2. Ainsi, l’algorithme peut raffiner la structure obtenue d’une
manière plus lente, et converger au mieux vers le volume Vtarget demandé.

Un problème rencontré fréquemment lors de l’utilisation des méthodes metaheuristiques
est que la vitesse de convergence dépend grandement de l’initialisation des particules.
Il n’est donc pas possible de connaître à l’avance le nombre d’itérations nécessaire à
la convergence. Il est souvent choisi un nombre d’itérations assez grand, afin d’être en
mesure de s’assurer que le calcul aura convergé lorsque le nombre maximal d’itérations
aura été atteint. Ici, nous proposons de choisir un nombre maximal d’itérations itmax assez
petit (20 ou 30 itérations), mais de conserver la possibilité d’ajouter des itérations si le
calcul n’est pas considéré comme convergé. Ainsi, si V/Vini − Vtarget ≥ 0.1, alors itmax =

itmax + 1. L’algorithme ESO-I-PR-PSO global est récapitulé dans l’algorithme 16.

4.2.4/ DÉFINITION DES PROBLÈMES D’OPTIMISATION À RÉSOUDRE

Nous avons donc affaire à deux problèmes d’optimisation couplés, qui seront résolus
de manière séquentielle. Le premier problème d’optimisation, résolu en premier lieu par
l’algorithme I-PR-PSO, est défini de la manière suivante

min f T u (≡ min d)
V ≤ αV0, avec α < 1

où d représente le déplacement maximal du point d’application de la force.

Alors que le deuxième problème d’optimisation résolu par ESO est le suivant

min V
σV M ≤ σ

∗
V M

Ces deux problèmes d’optimisation sont en réalité contradictoires, puisque justement
c’est généralement en augmentant le volume d’une structure qu’on minimise sa com-
pliance. Et en effet, comme nous le verrons dans les résultats qui suivront, lorsque ESO
résout le second problème d’optimisation, c’est à dire lorsque l’on minimise le volume, la
compliance augmente légèrement. C’est la raison pour laquelle nous avons décidé d’im-
poser, pour le premier problème d’optimisation, α = 0.8. Ainsi, la compliance minimisée
trouvée par I-PR-PSO reste tout de même acceptable, même après la minimisation du
volume imposée par le second problème d’optimisation.

Ces deux problèmes d’optimisation couplés pourraient ainsi être considérés comme un
problème d’optimisation multiobjectif, et notre méthode comme une méthode qui mini-
mise les différents objectifs de manière successive, comme c’est le cas dans la méthode
du compromis, la méthode du but programmé ou encore la méthode d’ordonnancement
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lexicographique que nous avions vues dans la partie 2.1 à la page 13.

Algorithm 16 Algorithme ESO-I-PR-PSO global

Initialisation of ω, rr, evolrr.
Initialisation des particules X1

i .
Initialisation aléatoire des vitesses des particules V1

i .
Transformation des vecteurs position X1

i en matrices de topologie T1
i .

Calcul par éléments finis. Itération ESO : Suppression des rrini% éléments les moins
contraints de la topologie.
while itPS O ≤ itmax do

Actualisation de ω
Calcul par éléments finis de toutes les particules définies par leurs matrices de topo-
logie respectives.
if Gk+1

best −Gk
best ≤ 1E − 10 pendant 5 itérations consécutives then

for chaque particule do
Calcul de rr : rr = rr + evolrr.
Itération ESO :

Suppression des rr% éléments les moins contraints.
Mise à jour des positions correspondantes Xk

i, j∀i∀ j = Xmax.
Analyse des damiers et de la connectivité.
Calcul éléments finis de la nouvelle topologie.

end for
Mise à jour de la mémoire de la meilleure particule de l’essaim Gbest.

end if
algorithme I-PR-PSO : Mise à jour de toutes les positions Xk

i et vitesses Vk
i via l’eq.

(3.8).
Mise à jour de la mémoire de la meilleure particules de l’essaim Gbest et des mé-
moires personnelles des particules Pk

best,i.
Analyse des damiers et de la connectivité.
if itPS O = itmax then

if volumeGbest/Vini ≥ Vtarget then
itmax = itmax + 1

end if
end if
itPS O = itPS O + 1

end while
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4.3/ CHOIX DES PARAMÈTRES DE I-PR-PSO

Il a été montré dans la littérature, et en particulier par De Oca et al. [187] que les pa-
ramètres d’un algorithme par essaim particulaire doivent être choisis judicieusement, et
peuvent dépendre fortement du problème à traiter. Dans leur travail, De Oca et al. pro-
posent de réaliser une étude paramétrique empirique de l’influence des paramètres sur
les capacités de l’algorithme à converger. Biensûr, une solution radicale consisterait à
utiliser un meta-algorithme par essaim particulaire [201] qui déterminerait au cours de
son fonctionnement les meilleurs paramètres à employer en fonction de ses capacités.
Ici, nous avons décidé d’employer la méthode de De Oca et al. [187] et avons réalisé une
étude paramétrique empirique du fonctionnement de ESO-I-PR-PSO. Les paramètres
testés sont c1, c2 et ω. Le problème traité ici est le problème de cantilever beam classi-
quement utilisé dans la littérature et illustré en figure 4.6, et les paramètres mécaniques
de la structure sont donnés dans le tableau 4.1. On choisit d’imposer une valeur maximale
de 50 itérations.

FIGURE 4.6 – Le problème classique de la cantilever beam

Dimensions du domaine de design 0.16 X 0.1m
Force appliquée 3000N
Module d’Young du matériau 210 000 MPa
Module d’Young du ghost material 210 000 Pa
Coefficient de Poisson des deux matériaux 0.3
Discrétisation du domaine de design 32X20 éléments finis
Type d’élément fini Q4
Nombre maximal d’itérations 50

Tableau 4.1 – Paramètres mécaniques du problème à traiter

L’objectif de ce problème d’optimisation est de minimiser la compliance de la structure, ce
qui est équivalent à minimiser le déplacement maximal du point d’application de la force,
dans le cas de l’application d’une seule force concentrée. Une contrainte d’inégalité est
considérée sur le volume de la structure : le volume final de la structure doit être inférieur
ou égal à 70% du volume initial de la structure. Le volume est approximé en comptant le
nombre d’éléments finis contenant du matériau dans la topologie. Une méthode de péna-
lisation de la fonction objectif est utilisée, afin d’envoyer sa valeur à une valeur considérée
comme très grande si la contrainte d’optimisation est violée, telle que

f itnessi = e f itnessi + 1000 (4.6)

où f itnessi représente la valeur de la fonction objectif de la particule i de l’essaim.
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Le but de ce travail n’est pas de déterminer la meilleure topologie possible, mais d’ana-
lyser les capacités de convergence de notre algorithme, en fonction du choix de ses
paramètres.

4.3.1/ ANALYSE DES PARAMÈTRES DE CONFIANCE c1 ET c2

Nous proposons d’analyser premièrement l’influence des paramètres de confiance c1 et
c2. Pour rappel, ces paramètres jaugent la manière dont l’essaim accorde sa confiance
plutôt à la meilleure particule globale de l’essaim ou aux mémoires personnelles des
particules. Les huit paires de paramètres testées sont récapitulées dans le tableau 4.2
suivant

c1 0 1 2 3 4 1
c2 4 3 2 1 0 1

Tableau 4.2 – Paires des paramètres de confiance testées

Pour chaque paire de paramètres, nous analyserons les courbes de convergence des
calculs réalisés, et en particulier la valeur finale de la fonction objectif obtenue, ainsi que
la vitesse de convergence - ou en tout cas la capacité de l’algorithme à se rapprocher
d’une zone prometteuse dans les 10 premières itérations de l’algorithme.

Les courbes de convergence des 6 paires différentes de paramètres sont données dans
les figures 4.7-4.9 suivantes

Ces courbes de convergence représentent l’évolution de la fonction objectif, c’est à dire
la valeur de la compliance de la structure, au cours des itérations. Comme on le voit sur
la figure 4.8 sur laquelle on zoom sur le début de la convergence, il semblerait que les
couples c1 = 1; c2 = 1, c1 = 4; c2 = 0 et c1 = 3, c2 = 1 donnent à l’algorithme la capacité de
se diriger plus rapidement vers les zones prometteuses du domaine de recherche. On en
déduit que c1 doit être supérieur ou égal à c2 afin d’améliorer les capacités de l’algorithme
dans sa phase d’exploration du domaine de recherche. En outre, la figure 4.9 montre que
le couple c1 = 1; c2 = 1 est le plus à même de pousser les particules à converger vers une
solution la plus petite possible. Pour la suite des calculs, nous choisirons donc le couple
de paramètres de confiance c1 = 1, c2 = 1.
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FIGURE 4.7 – Analyse des paramètres de confiance : courbe de convergence complète
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FIGURE 4.8 – Analyse des paramètres de confiance : début de la courbe de convergence
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FIGURE 4.9 – Analyse des paramètres de confiance : fin de la courbe de convergence

4.3.2/ ANALYSE DU PARAMÈTRE D’INERTIE ω

Le but de cette partie est de déterminer quelle valeur du paramètre ω favorise à la fois
la phase d’exploration du domaine, mais aussi la phase d’exploitation des zones promet-
teuses. Huit valeurs différentes de ω seront testées et sont les suivantes

• 0.4,
• 0.6,
• 0.8,
• 1.2,
• Décroissante linéairement de 1.2 à 0.4 par pas de 0.8/50 = 0.016,
• Décroissante linéairement de 0.8 à 0.1 par pas de 0.7/50 = 0.014,
• Il a été montré dans la littérature [81, 82, 90, 130, 168, 184] qu’une grande valeur

de ω favoriserait la phase d’exploration du domaine, alors qu’une petite valeur
aurait tendance à favoriser la phase d’exploitation des zones prometteuses. En
effet, plus les vitesses des particules sont grandes, plus elles présentent de grands
déplacements dans le domaine des solutions. Elles ont donc plus de chances de
découvrir des zones encore inexploitées. A contrario, de petites vitesses auraient
tendance à limiter grandement les déplacements des particules dans le domaine,
favorisant ainsi la recherche locale des particules autour d’un point particulier du
domaine. Ici, nous proposons donc de conserver une valeur assez grande de ω

durant la première moitié des itérations du calcul - on choisira ω = 0.8 - puis
de décroître sa valeur linéairement de 0.8 à 0.1 pendant la seconde moitié des
itérations du calcul.
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• La dernière solution est la même que la précédente, si ce n’est que la valeur initiale
de ω vaut 1.2 pendant la première moitié des itérations du calcul. La valeur de ω

décroit donc linéairement de 1.2 à 0.1 pendant la seconde moitié des itérations du
calcul.

Les courbes de convergence représentant l’évolution de la valeur de la fonction objectif
au cours des itérations sont présentées en figures 4.10-4.12 suivantes.

On voit sur la figure 4.10 que les différentes valeurs de ω ont amené l’algorithme dans
la même plage des valeurs finales, entre 1E − 3 et 1E − 2 à partir de la 5ème itération.
On voit aussi sur la figure 4.11 que la valeur de ω décroissante entre 1.2 et 0.4 prodigue
plus de facilités pour pousser l’algorithme aux abords de la zone prometteuse dans le-
quel se situe le minimum global de la fonction objectif considérée. Ceci dit, la figure 4.12
nous montre que c’est finalement la valeur ω = 1.2 qui donne la valeur la plus faible de
la fonction objectif. Il faut donc faire un choix entre ces deux possibilités. Basés sur les
résultats de la littérature [81, 82, 90, 130, 168, 184], nous choisissons tout de même de
travailler avec une valeur décroissante de ω. Les capacités de l’algorithme à converger,
durant les dernières itérations, vers le minimum global de la fonction objectif doivent ab-
solument être améliorées. Et si les vitesses des particules sont trop grandes, elles ne
pourront pas converger efficacement vers ce minimum, en passant indéfiniment au des-
sus 1 du point du domaine de recherche minimisant la valeur de la fonction objectif, sans
jamais l’atteindre. Nous choisissons donc de travailler avec une valeur de ω décroissante
linéairement entre 1.2 et 0.1 au cours des itérations.
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FIGURE 4.10 – Etude de l’influence du paramètre ω : Courbe de convergence complète

1. le mot "through" utilisé dans ce contexte dans la littérature anglophone semble décrire plus précisé-
ment ce processus.
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4.3.3/ ANALYSE DU NOMBRE DE PARTICULES DE L’ESSAIM

Le but de cette partie est de choisir le bon nombre de particules de notre essaim. Dans
toute optimisation avec PSO - et en particulier lorsqu’un calcul par éléments finis est
nécessaire pour calculer la valeur de la fonction objectif - il est nécessaire de faire le bon
compromis entre un nombre très grand de particules qui nécessairement amènera à de
meilleurs résultats, et un nombre plus faible de particules qui réduira considérablement
le temps de calcul. Le but ici est donc d’essayer de déterminer à partir de quelle quantité
de particules les résultats sont acceptables. Ou de déterminer à partir de quelle quantité
de particules l’amélioration des résultats ne compense pas le temps de calcul perdu. Huit
valeurs différentes seront testées : 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 et 40 particules. Les courbes
de convergence sont données dans les figures 4.13-4.15 suivantes.

Comme nous l’avions pressenti, plus le nombre de particules dans l’essaim est grand,
plus grandes sont les capacités de l’algorithme à converger d’abord dans les zones pro-
metteuses du domaine, puis à converger vers le minimum global de la fonction objectif
considérée. Cependant, on note sur les figures 4.14 et 4.15 qu’à partir de 30 particules,
les capacités de l’algorithme ne sont pas tellement améliorées, même si l’on ajoute des
particules à l’essaim. La valeur de la fonction objectif est diminuée, mais cette diminution
est de l’ordre de 10E − 4. Nous décidons donc de travailler avec 30 particules, afin de di-
minuer le temps de calcul de la fonction objectif par éléments finis, tout en conservant les
capacités de notre algorithme à converger vers le minimum global de la fonction objectif
considérée.
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FIGURE 4.13 – Etude de l’influence du nombre de particules : courbe complète
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FIGURE 4.14 – Etude de l’influence du nombre de particules : début de la convergence
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FIGURE 4.15 – Etude de l’influence du nombre de particules : fin de la convergence
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4.3.4/ CONCLUSIONS DE L’ÉTUDE PARAMÉTRIQUE

Le but de cette étude paramétrique est d’améliorer les capacités de l’algorithme ESO-I-
PR-PSO en choisissant les meilleurs paramètres c1, c2, ω, ainsi que le nombre de par-
ticules de l’essaim. En terme de capacités de convergence, deux aspects doivent être
considérés : la capacité de l’algorithme à explorer le domaine, c’est à dire à s’approcher
rapidement (en terme de nombre d’itérations) d’une zone prometteuse du domaine, mais
aussi sa capacité à converger vers le minimum global de la fonction objectif dans la zone
prometteuse considérée.

Compte tenu des ces considérations, les paramètres suivants ont été choisis, et seront
réutilisés durant toute la suite des calculs :

• c1 = 1 et c2 = 1,
• ω est décroissant linéairement entre 1.2 et 0.1 au cours des itérations,
• 30 particules constituent l’essaim.

4.4/ PROBLÈMES TRAITÉS, RÉSULTATS ET DISCUSSION

Sept problèmes d’optimisation topologique ont été traités, pour tester et valider la per-
formance de notre algorithme ESO-I-PR-PSO, et sont récapitulés dans le tableau 4.4
suivant. Les paramètres mécaniques communs à tous les problèmes traités sont récapi-
tulés dans le tableau 4.3 suivant.

Dimensions du domaine de design 0.16 X 0.1m
Epaisseur des éléments finis 0.001 m
Force appliquée 3000N
Module d’Young du matériau 210 000 MPa
Module d’Young du ghost material 210 000 Pa
Coefficient de Poisson des deux matériaux 0.3
Discrétisation du domaine de design 32X20 éléments finis
Type d’éléments finis Q4
Nombre maximal d’itérations 50

Tableau 4.3 – Paramètres mécaniques du problème à traiter

Le but de ce travail est de minimiser la compliance de la structure, approximée par la
valeur du déplacement du point d’application de la force, en considérant une contrainte
d’optimisation sur le volume de la structure. Cinq contraintes d’optimisation V/V0 ont été
traitées, pour chaque problème mécanique, et sont 0.3, 0.4, 0.5, 0.6 et 0.7. Les pour-
centages d’éléments supprimés lors de la première itération ESO ont été déterminés de
manière empirique et sont récapitulés dans le tableau 4.4. Lorsque les problèmes méca-
niques sont symétriques, il semble judicieux de le considérer lors de la résolution de notre
problème d’optimisation. Ainsi, sans considérer la symétrie d’un point de vue mécanique
- c’est à dire en n’effectuant que la moitié du calcul par éléments finis, sous réserve d’ap-
plication de conditions aux limites de symétries - nous la considérons d’un point de vue
optimisation, c’est à dire en faisant une symétrie axiale de la topologie dans le domaine
de design. Ainsi, on ne considère dans ces cas que la moitié des variables d’optimisation,
ce qui accélère le temps de calcul et facilite le travail de ESO-I-PR-PSO, et la matrice de
topologie est remplie en effectuant une symétrie miroir des variables d’optimisation. Les
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topologies obtenues dans chacun des cas ainsi que les contraintes de Von Mises et les
valeurs extrêmales des contraintes de Von Mises sont données dans les figures 4.5-4.11
suivantes, sur lesquelles les éléments bleus correspondent au ghost material, alors que
les éléments rouges représentent les éléments constitués de matériau. Le calcul de la
fonction objectif a été réalisé par la méthode des éléments finis, avec le logiciel Cast3m
R©, alors que les calculs d’optimisation ont été implémentés sous Matlab. Une méthode
d’interfaçage entre ces deux logiciels a donc été développée et utilisée ici.

Comme on le voit dans ces figures, les topologies obtenues sont régulières et symé-
triques lorsque le problème s’y prête. Notons que les topologies sont un peu moins régu-
lières dans les cas 2 et 3 qui ne sont pas des problèmes mécaniques symétriques. Selon
nous, ce manque de régularité vient du très grand nombre de variables d’optimisation,
qui correspond au nombre total d’éléments dans le domaine de design, que l’algorithme
I-PR-PSO doit gérer.

Concernant la convergence de l’algorithme, nous n’analyserons ici que 3 cas. Les autres
courbes de convergence sont présentées en annexe C. Les figures 4.16-4.17 suivantes
montrent l’évolution de la valeur de la fonction objectif et du rapport de volume V/V0 au
cours des itérations, dans le cas 7 lorsque l’on impose V/V0 ≤ 0.5. Ces courbes sont
mises en regard avec l’évolution du paramètre rr.
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Domaine de design Chargement Conditions aux
limites rrini

Cas 1
3000 N noeud au milieu du

côté droit

Nœuds fixés :
Haut-gauche et

bas-gauche
5%

Cas 2

3000 N

noeud en bas du
côté droit

Nœuds fixés :
Haut-gauche et

bas-gauche
5%

Cas 3

3000 N

noeud en haut du
côté droit

Nœuds fixés :
Haut-gauche et

bas-gauche
5%

Cas 4

3000 N

noeud au milieu du
côté haut

Nœuds fixés :
Bas-gauche et

bas-droit
7%

Cas 5

3000 N

noeud au milieu du
côté bas

Nœuds fixés :
Bas-gauche et

bas-droit
10%

Cas 6

3000 N

noeud au milieu du
côté haut

Nœud fixé en
bas-droit, uy bloqué

en bas-gauche
10%

Cas 7

3000 N

noeud au milieu du
côté bas

Nœud fixé en
bas-droit, uy bloqué

en bas-gauche
8%

Tableau 4.4 – Benchmark de problèmes mécaniques
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V/V0 Topologie Contraintes de Von Mises σV M
min -σV M

max

0.3
2.18E-4
3.08E+4

0.4
1.30E-4
3.10E+4

0.5
2.11E-4
3.11E+4

0.6
1.38E-4
3.11E+4

0.7
9.86E-5
3.11E+4

Tableau 4.5 – Résultats (topologie obtenue et contraintes de Von Mises dans la struc-
ture) : cas 1
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V/V0 Topologie Contraintes de Von Mises σV M
min -σV M

max

0.3
5.12E-5
3.18E+4

0.4
1.35E-4
3.11E+4

0.5
9.82E-5
3.11E+4

0.6
6.83E-5
3.11E+4

0.7
8.00E-5
3.11E+4

Tableau 4.6 – Résultats (topologie obtenue et contraintes de Von Mises dans la struc-
ture) : cas 2
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V/V0 Topologie Contraintes de Von Mises σV M
min -σV M

max

0.3
1.70E-4
3.08E+4

0.4
1.27E-4
3.09E+4

0.5
8.28E-5
3.11E+4

0.6
7.96E-5
3.11E+4

0.7
7.37E-5
3.15E+4

Tableau 4.7 – Résultats (topologie obtenue et contraintes de Von Mises dans la struc-
ture) : cas 3
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V/V0 Topologie Contraintes de Von Mises σV M
min -σV M

max

0.3
3.17E-5
1.08E+4

0.4
2.41E-5
1.08E+4

0.5
1.70E-5
1.06E+4

0.6
2.20E-5
1.06E+4

0.7
1.66E-5
1.04E+4

Tableau 4.8 – Résultats (topologie obtenue et contraintes de Von Mises dans la struc-
ture) : cas 4
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V/V0 Topologie Contraintes de Von Mises σV M
min -σV M

max

0.3
3.51E-5
1.17E+4

0.4
2.72E-5
1.11E+4

0.5
4.50E-5
1.12E+4

Tableau 4.9 – Résultats (topologie obtenue et contraintes de Von Mises dans la struc-
ture) : cas 5
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V/V0 Topology Contraintes de Von Mises σV M
min -σV M

max

0.3
4.95E-5
1.09E+4

0.4
2.70E-5
1.09E+4

0.5
1.33E-4
1.48E+4

Tableau 4.10 – Résultats (topologie obtenue et contraintes de Von Mises dans la struc-
ture) : cas 6
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V/V0 Topology Contraintes de Von Mises σV M
min -σV M

max

0.3
7.34E-5
1.08E+4

0.4
5.76E-5
1.08E+4

0.5
2.89E-5
1.08E+4

0.6
2.18E-5
1.08E+4

Tableau 4.11 – Résultats (topologie obtenue et contraintes de Von Mises dans la struc-
ture) : cas 7
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FIGURE 4.16 – Fonction objectif

0 10 20 30 40 50
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

Iterations

rr
(%

)

 

 

0 10 20 30 40 50
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

V
ol

um
e 

ra
tio

rr
Volume ratio

FIGURE 4.17 – Rapport V/V0

Cas 7 : courbes de convergence de la fonction objectif et de rapport de volume, considé-
rant la contrainte V/V0 ≤ 0.5
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Comme on le voit sur les figures 4.16-4.17, l’algorithme I-PR-PSO travaille seul jusqu’à
l’itération 22, ou l’algorithme ESO prend le relais. Sur la figure 4.17 en particulier, on voit
bien que le volume de la structure diminue brusquement lors de la première itération,
il s’agit là de l’initialisation des particules avec une première itération ESO. I-PR-PSO
ajoute alors des éléments à la structure jusqu’à atteindre le rapport de volume inter-
médiaire choisi V/V0 = 0.8, comme nous l’avions présenté précédemment à la page
131. Dès lors que le calcul peut être considéré comme convergé, c’est à dire que l’on
a Gk+1

best − Gk
best ≤ 1E − 10, l’algorithme ESO prend le relais, et optimise la structure ainsi

trouvée, jusqu’à ce que l’on atteigne le rapport de volume final demandé de 0.5. I-PR-
PSO et ESO travaillent alors en binôme de manière séquentielle. Cette communication
entre les deux algorithmes permet plusieurs avantages :

• D’une part, on diminue grandement le nombre d’itérations et donc d’appels au
calcul de la fonction objectif par rapport à un algorithme d’optimisation par essaim
particulaire seul [208], ou un algorithme ESO seul [167, 200].

• D’autre part, les topologies sont bien plus régulières comparées à l’utilisation de
ces deux algorithmes seuls, d’autant plus lorsque les symétries de la structure
sont considérées afin de diminuer le nombre de variables d’optimisation. L’annexe
C présente aussi en seconde partie des résultats d’optimisation topologique de la
littérature réalisés avec un algorithme d’optimisation par essaim particulaire seul.

Comme on le voit dans la figure 4.16 en particulier, la valeur de la fonction objectif aug-
mente quelque peu lorsque l’algorithme ESO prend le relais. Ceci est dû à la contradic-
tion des objectifs, tel que nous l’avions vu précédemment p. 132. Ici, en considérant une
contrainte d’optimisation V/V0 ≤ 0.8 durant la première étape du processus d’optimisation,
notre algorithme s’assure que la valeur de la compliance est faible (1, 1797E−4 m) lorsque
ESO prend le relais. Ainsi, même si la suppression d’éléments augmente quelque peu
la compliance de la structure, l’algorithme global converge vers une solution acceptable,
dont les contraintes d’optimisation concernant le volume sont respectées.

L’annexe D récapitule les valeurs numériques atteintes par notre algorithme ESO-I-PR-
PSO. Sont comparées en particulier les valeurs de la fonction objectif et du rapport de
volume V/V0 trouvées à la fin de la première étape de calcul, c’est à dire lorsque ESO
prend le relais, et à la fin du calcul, lorsque tous les objectifs (compliance minimisée et
volume atteint) sont atteints. On voit bien dans ce tableau que la valeur de la fonction
objectif augmente légèrement lorsque l’algorithme ESO commence son travail de mini-
misation du volume, mais cette perte de la compliance est de l’ordre - en général - du
dixième de millimètre, ce que l’on peut considérer comme négligeable.

Analysons maintenant les résultats du cas 5, lorsque l’on impose V/V0 ≤ 0.4. Les courbes
de convergence sont présentées en figures 4.18-4.19 suivantes

Comme on le voit sur la figure 4.19, l’algorithme I-PR-PSO n’atteint jamais le rapport de
volume initial V/V0 = 0.8 demandé. Ainsi, l’algorithme ESO qui prend le relais à l’itération
24 n’a plus beaucoup d’éléments à éliminer afin d’atteindre l’objectif final de rapport de
volume V/V0 ≤ 0.4. C’est la raison pour laquelle l’algorithme ESO ne travaille pas du tout
lorsque l’on souhaite vérifier la condition V/V0 ≤ 0.5, comme on le voit dans les figures
4.20-4.21 suivantes, le paramètre rr reste nul pendant toute la durée du calcul. Lorsque
l’on atteint le nombre maximal d’itérations, fixé à 20, le rapport de volume est déjà inférieur
aux 50% demandés, et l’algorithme s’arrête. C’est la raison pour laquelle nous n’avons
pas présenté tous les résultats dans les cas 5, 6 et 7. Dans certains cas donc, l’algorithme
I-PR-PSO est capable de travailler seul, sans l’aide de l’algorithme ESO, dans le sens où
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le volume atteint est suffisamment bas lorsque l’on minimise la compliance.
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FIGURE 4.18 – Fonction objectif
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FIGURE 4.19 – Rapport V/V0

Cas 5 : courbes de convergence de la fonction objectif et du rapport de volume, considé-
rant V/V0 ≤ 0.4
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FIGURE 4.20 – Fonction objectif
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FIGURE 4.21 – Rapport V/V0

Cas 5 : courbes de convergence de la fonction objectif et du rapport de volume, considé-
rant V/V0 ≤ 0.4
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4.5/ CONCLUSIONS DU CHAPITRE

Ce chapitre propose une nouvelle méthode d’optimisation topologique appliquée à la
mécanique, basée conjointement sur notre algorithme Inverse-PageRank-PSO et sur la
méthode Evolutionary Structural Optimization. Dans notre nouvel algorithme ESO-I-PR-
PSO, les deux algorithmes travaillent de paire, de manière séquentielle. I-PR-PSO guide
tout d’abord l’algorithme vers une solution potentiellement acceptable, c’est à dire une
solution qui minimise la compliance de la structure considérée. Puis ESO continue à
optimiser la structure, pour minimiser une fonction objectif concernant le volume de la
structure, en considérant des contraintes d’optimisation sur les contraintes de Von Mises
dans les éléments, tout en conservant les propriétés acquises par I-PR-PSO.

Après une étude paramétrique, nous avons déterminé quelles étaient les valeurs de ω,
c1, c2 et du nombre de particules de l’essaim les plus adaptées à notre problème, comme
il l’avait été fait dans le travail de De Oca et al. [187]. Cette étude paramétrique nous a
semblée nécessaire, puisqu’il a été montré dans la littérature que ces paramètres sont
déterminant quant à la capacité de convergence de tout algorithme par essaim particu-
laire. Ceci dit, il semblerait qu’un meta-algorithme aurait pû être une meilleure solution,
en ajustant, au cours des itérations, ces paramètres. Ces hypothèses feront certainement
l’objet d’un travail futur.

Les deux problèmes d’optimisation classiques en mécanique des structures (minimisa-
tion de la compliance avec une contrainte d’optimisation sur le volume et minimisation
du volume de la structure avec des contraintes d’optimisation sur les contraintes méca-
niques de Von Mises) sont tous les deux traités par notre algorithme ESO-I-PR-PSO.
Bien que ces objectifs soient, en apparence, contradictoires, ils sont traités de manière
séquentielle, d’abord par l’algorithme I-PR-PSO, puis par l’algorithme ESO, de telle sorte
que tous les objectifs sont atteints, et les contraintes d’optimisation vérifiées à la fin du
calcul. Cette méthode de séparation des objectifs avait déjà été proposée dans la litté-
rature, appelée la méthode du compromis, la méthode du but programmé ou encore la
méthode d’ordonnancement lexicographique. Le traitement de ces deux objectifs de ma-
nière séquentielle nous aura permis d’obtenir des résultats qui minimisent le volume tout
en maximisant la compliance.

Les résultats montrent que les topologies obtenues sont plus régulières que celles obte-
nues par un algorithme d’optimisation par essaim particulaire seul. En outre, ils montrent
aussi que notre algorithme diminue le temps de calcul, en minimisant le nombre d’itéra-
tions nécessaire à la convergence, et donc le nombre d’appels au calcul de la fonction
objectif par éléments finis.
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5.1/ INTRODUCTION

De manière génarale, et comme nous l’avons vu dans la partie 2.4, les metamatériaux
sont une nouvelle classe de matériaux dont les propriétés physiques exceptionnelles
n’existent pas dans la nature et ce, bien que les matériaux qui les composent aient des
propriétés physiques connues et tout à fait classiques. De fait, de nombreuses recherches
ont été réalisées ces dernières années afin à la fois d’exprimer leurs caractéristiques phy-
siques, mais aussi de les optimiser. Ces metamatériaux sont très souvent composites, il
est alors nécessaire d’employer un processus d’optimisation topologique afin de détermi-
ner la répartition de matière optimale, c’est à dire celle qui leur confèrera ces propriétés
physiques exceptionnelles.

De la même manière que les metamatériaux mécaniques, les metamatériaux électroma-
gnétiques présentent une structure périodique. Les travaux les concernant ont montré
notamment qu’il était possible d’obtenir des matériaux dont l’indice de réfraction et/ou
la permittivité et la perméabilité sont négatives. Chaque cellule de périodicité est ainsi
composée d’une matrice d’un premier matériau - appelé le background material dans la
littérature - et d’inclusions d’un second matériau diélectrique dans le premier. Même si
les deux matériaux ne présentent pas les propriétés exceptionnelles énoncées ci-dessus,
c’est finalement la combinaison des deux qui peut présenter ces caractéristiques électro-
magnétiques, lorsque la structure est illuminée par un champ électromagnétique [220].

La possibilité d’obtenir ces propriétés électromagnétiques exceptionnelles a été présen-
tée pour la première fois par Veselago en 1968 [7]. Il a en effet montré qu’un arrangement
original et périodique de matériaux classiques pouvait engendrer une perméabilité et/ou
une permittivité négatives. Par suite, Pendry et al. [89] et Smith et al. [118, 153] ont mon-
tré que des arrangements d’anneaux metalliques (split-ring resonators) et de ressorts
metalliques pouvaient présenter un indice de réfraction négatif à une fréquence d’illumi-
nation donnée. Ils ont aussi montré que la perméabilité et la permittivité effectives d’un
metamatériau peuvent être calculées à partir des paramètres de dispersion (the scatte-
ring parameters), aussi appelés S-parameters.

Ainsi, Chen et al. [132], Cotuk [142], Smith et al. [118], Feng [156], et Cem Hasar et
al. [216] ont respectivement travaillé sur le développement de méthodes efficaces pour
calculer les paramètres effectifs du metamatériau considéré à partir des S-parameters,
comme des méthodes matricielles, que l’on retrouve d’ailleurs aujourd’hui implémentées
dans certains logiciels de calcul par éléments finis. D’ailleurs, Kannellopoulos et al. [40]
et N’Guessan [61] ont montré que la méthode des éléments finis peut être utilisée et
adoptée pour la résolution de problèmes électromégnatiques hautes fréquences. Le but
de leur travail a été de déterminer et d’adapter un modèle numérique pour discrétiser
les lois de Maxwell en trois dimensions et de définir précisément les conditions aux li-
mites à implémenter pour pouvoir résoudre ce type de problèmes d’impacts de champs
électromagnétiques. Finalement, trois méthodes différentes ont été développées et im-
plémentées pour discrétiser le domaine de calcul en éléments finis, compte tenu des lois
de Maxwell à résoudre et des conditions aux limites à prendre en compte [182] :

• Premièrement, des conditions aux limites absorbantes (appelées Absorbing Boun-
dary Conditions ABC) [40] ont été proposées initialement pour les domaines non-
périodiques [162]. Cette formulation est très efficace et peut être adaptée à la
fois pour les problèmes de dispersion et les problèmes de radiation électromagné-
tiques. Par la suite, elles ont été utilisées pour les implémentations numériques de
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structures infiniment périodiques. Elles permettent de limiter les réflexions retour
des champs électromagnétiques dans le domaine de calcul.

• Deuxièmement, des couches parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers
notées PML) ont été développées afin d’absorber les réflexions retour des champs
électromagnétiques dans le domaine. Ces PML atténuent ainsi les phénomènes
de réflexions internes dans les structures en trois dimensions modélisées par diffé-
rences finies [65, 112, 123]. Les PML ont ainsi été utilisées comme des conditions
aux limites absorbantes dans la méthode des éléments finis [52], pour résoudre
des problèmes de dispersion électromagnétique en trois dimensions [62].

• Troisièmement, moyennant un coup de calcul très élevé [182], les équations des
intégrales limites permettant l’atténuation complète des phénomènes de réflexions
dans le domaine ont été proposées. Cette méthode a été développée à l’origine
pour discrétiser le domaine de calcul en éléments finis [24, 37, 80, 131], et a
montré des résultats exacts comparés aux études expérimentales. Afin d’accélérer
la convergence des calculs notamment en 3 dimensions [115], une méthode de
préconditionnement a été proposée.

A la suite de ces recherches, de nombreuses applications ont été proposées, afin de tirer
profit des extraordinaires propriétés que présentaient ces metamatériaux, comme des
capes d’invisibilité [193], des guides d’ondes [218], des antennes [186], et des procédés
d’invisibilité acoustique [135]. Enfin, connaissant de nombreuses propriétés physiques
des metamatériaux électromagnétiques, les recherches ont commencé à s’orienter dans
le domaine de l’optimisation afin d’obtenir les meilleures propriétés possibles. Zhou et al.
[202] proposent d’utiliser la méthode des courbes de niveaux précédemment présentée
dans la partie 2.1 afin d’obtenir des metamatériaux doublement négatifs, c’est à dire dont
la perméabilité et la permittivité sont simultanément négatives. Dans ce cas, la fonction
objectif a été formulée en fonction du flux de courant électrique. Par suite, Zhou et al.
[210] ont proposé une deuxième méthode level-set pour optimiser les propriétés élec-
tromagnétiques des metamatériaux. Cette fois-ci, les S-parameters ont été utilisés afin
d’exprimer la perméabilité effective du metamatériau considéré, et d’en faire la fonction
objectif du processus d’optimisation topologique.

Dans ce chapitre, nous proposons d’utiliser un algorithme d’optimisation par essaim par-
ticulaire binaire, afin de développer une cape d’invisibilité électromagnétique, c’est à dire
un metamatériau à perméabilité négative. Pour ce faire, nous minimiserons successi-
vement la partie réelle et la partie imaginaire de cette perméabilité, à une fréquence
d’impact du champ électromagnétique donnée.

Ce travail a donné lieu à la publication [243] dans le journal Advances in Engineering
Software, ainsi qu’à une présentation à la conférence "Twelfth International Conference
on Computational Structures Technology" [238].
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5.2/ DÉFINITION DU PROBLÈME D’OPTIMISATION À RÉSOUDRE

Dans cette partie, nous formulerons mathématiquement toutes les composantes du pro-
blème d’optimisation que nous souhaitons résoudre, à savoir :

• Le modèle numérique du design domain développé,
• Les équations de l’électromagnétisme qui ont été utilisées pour calculer la valeur

de la fonction objectif par éléments finis,
• La formulation mathématique du problème d’optimisation topologique à résoudre.

5.2.1/ DÉFINITION DU MODÈLE NUMÉRIQUE

De la même manière qu’il l’a été fait dans le chapitre 4 précédent, nous utiliserons un
ghost material, appelé plutôt background material dans la littérature concernant les meta-
materiaux électromagnétiques. Le but de notre travail d’optimisation topologique consis-
tera donc à faire varier la répartition de matière dans le design domain, en répartissant ce
background material et un matériau diélectrique. Les propriétés physiques de ces deux
matériaux sont donnés dans le tableau 5.1 suivant.

Matériau fictif Matériau diélectrique
Perméabilité [Sans unité] 1 1
Permittivité [Sans unité] 100-i 1

Tableau 5.1 – Propriétés des matériaux employés

Les metamatériaux électromagnétiques ont une structure périodique. On peut donc ob-
tenir un modèle macroscopique en assemblant une infinité de cellules unitaires de pério-
dicité dans les trois directions de l’espace, comme on le voit dans la figure 5.1 suivante.

Du fait que les équations de Maxwell peuvent être considérées comme continues une
fois discrétisées par la méthode des éléments finis [131], dans l’ensemble du matériau,
on peut n’étudier qu’une seule cellule de périodicité du metamatériau considéré. Des
conditions aux limites particulières seront employées afin de vérifier l’homogénéité du
modèle.

FIGURE 5.1 – Périodicité du modèle numérique

Un modèle numérique d’une seule cellule de périodicité a donc été développé, et est
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FIGURE 5.2 – Modèle de la cellule de périodicité développé

donné dans la figure 5.2. La cellule de périodicité est répétée dans les directions E et H.
Les limites Γ1 est Γ2 sont définies comme des conducteurs électriques parfaits (Perfect
Electriques Conductors PEC dans la littérature anglophone).

Un conducteur électrique parfait est une surface sur laquelle la composante tangentielle
du champ électrique E est nulle. Les limites extérieures de la cellule de périodicité ont
été définies comme surfaces maîtres et surfaces esclaves, afin de définir les directions de
répétabilité de la cellule de périodicité. Elles représentent ainsi les conditions aux limites
périodiques de notre modèle, c’est à dire que les champs électrique E et magnétique
H sont les mêmes sur deux faces opposées. Ces surfaces ont été définies comme des
conducteurs magnétiques parfaits (Perfect Magnetic Conductors PMC dans la littérature
anglophone). Un conducteur magnétique parfait est une surface sur laquelle la compo-
sante tangentielle du champ magnétique H est nulle.

Les ondes électromagnétiques rayonnent dans toutes les directions, ou peuvent être ab-
sorbées dans la direction k. Afin de limiter notre calcul par éléments finis à la seule cellule
de périodicité, sans considérer la valeur des champs électromagnétiques en dehors de
ce seul domaine, nous utilisons donc des éléments PML (Perfectly Matched Layers dans
la littérature angophone). Ces éléments ont été proposés initialement par Berenger et al.
[52] en 1994, puis développés en particulier pour les problèmes électromagnétiques en
3 dimensions en 1996 [65]. Ces éléments limitent donc, dans l’espace, le domaine dans
lequel les ondes électromagnétiques peuvent se propager.

Les ondes impactant le domaine sont définies par les deux ports d’entrées et de sortie
Γ1 et Γ2. Le port d’entrée crée l’onde électromagnétique dans le domaine, et le port de
sortie la réceptionne, afin d’être en mesure de calculer les Scattering parameters néces-
saires au calcul de notre fonction objectif, comme nous le verrons par la suite. Le champ
électrique impactant est défini par E = E0y et l’angle normal incidant est (φ, θ) = (0, 0).

En outre, afin d’éviter les réflexions quasiment infinies des ondes électromagnétiques
dans le domaine, nous avons inséré entre les ports d’excitation et les éléments PML, des
éléments de sécurité absorbants. Ces éléments constituent les conditions aux limites ab-
sorbantes (Absorbing Boundary Conditions notées ABC dans la littérature anglophone)
de notre modèle. Ces conditions aux limites absorbent l’intégralité du champ électroma-
gnétique qui les impacte. Ainsi, les S-parameters calculés par la suite ne seront pas
biaisés par des réflexions retour du même champ électromagnétique dans le domaine.
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5.2.2/ EQUATIONS GOUVERNANT LE PROBLÈME

La permittivité électrique définit la manière dont un matériau réagit lorsqu’il est impacté
par un champ électromagnétique. Si le champ des déplacements électriques D [C/m2]
représente la manière dont le champ électrique E [V/m2] influence l’organisation des
charges électriques dans l’environnement considéré, la loi constitutive suivante peut être
établie

D = εE (5.1)

où ε [C/Vm] est la permittivité diélectrique du matériau constitutif. La perméabilité ma-
gnétique définit, elle, la manière dont un matériau modifie un champ magnétique B [T ],
c’est à dire sa capacité à modifier les lignes de champs du champ magnétisant H [A/m].
La seconde loi constitutive suivante peut ainsi être établie

B = µH (5.2)

où µ [H/m] est la perméabilité magnétique du matériau considéré.

La perméabilité et la permittivité d’un matériau sont souvent décrites par leur valeurs
relatives, et on a

ε = ε0εr (5.3)

et

µ = µ0µr (5.4)

où εr et µr représentent respectivement la permittivité et la perméabilité relative du maté-
riau considéré, et ε0 = 8.854187E − 6pF et µ0 = 4πE − 25T Hµm−1 sont respectivement la
permittivité et la perméabilité du vide.

La propagation d’un champ électromagnétique dans un matériau est un phénomène on-
dulatoire pouvant être décrit par les équations de Helmholtz. Ainsi, on utilisera l’équation
suivante, dérivée des lois de Maxwell, dans laquelle la variable d’état est le champ élec-
trique E

∇ × (∇ × E) − k2
0εr × E = 0 (5.5)

où l’on a E = Ei + Er, où Ei est le champ impactant défini par le port d’entrée, Er est le
champ réfléchi et E est le champ électrique total. k0 = ω

√
ε0µ0 est le nombre d’onde, où

ω est la fréquence angulaire du champ impactant.

Les conditions aux limites sont définies comme suit

• Sur le port d’entrée, on définit le champ impactant par

n× (∇ × E) − jk0n× (E × n) = −2 jk0Ei (5.6)

où le second membre définit la valeur du champ impactant, et n est le vecteur normal à
la surface considérée.
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• Sur le port de sortie, la condition suivante est définie par

n× (∇ × E) − jk0n× (E × N) = 0 (5.7)

On remarquera l’absence de second membre dans cette équation, puisqu’aucune exci-
tation électromagnétique n’est présente sur ce port de sortie.

Sur les limites définies comme des Conducteurs Electriques Parfaits, on considèrera

n× E = 0 (5.8)

et sur les limites définies comme des Conducteurs Magnétiques Parfaits, on considèrera

n× H = 0 (5.9)

Dans toutes les équations précédentes, E est le champ électrique et H le champ magné-
tique.

La méthode des éléments finis est utilisée pour calculer les Scattering parameters (notés
S-parameters). Ces calculs ont été réalisés avec le logiciel ANSYS R© en considérant la
formulation intégrale faible suivante [223, 248]

∫
D

(∇× Ẽ) · (∇×E)dΩ− k2
0

∫
D
εr Ẽ ·EdΩ+ jk0

∫
D

(n×E) · (n× Ẽ)dΣ = 2 jk0

∫
Σ1

Ẽ ·EidΣ (5.10)

où Ẽ est une fonction test. Notons ici que les intégrales limites des Conducteurs Magné-
tiques Parfaits sont nuls, du fait de leur définition intrinsèque.

5.2.3/ CALCUL DE LA PERMÉABILITÉ EFFECTIVE

Le but de ce travail est de minimiser la perméabilité effective d’un metamatériau à une
fréquence donnée, en modifiant sa topologie, c’est à dire la répartition de matière dans
son domaine de design. Il est donc nécessaire de calculer numériquement cette perméa-
bilité effective. Différentes méthodes ont été proposées dans la littérature par le passé
pour effectuer ce calcul numérique. La première méthode a été proposée initialement par
Bensoussan et al. [15] et Sanchez-Palencia [21] et consiste à utiliser une méthode basée
sur l’expansion aymptotique. Cette méthode ne peut être utilisée que lorsque la dimen-
sion de la cellule de périodicité est infiniment petite devant la longueur d’onde de l’onde
d’impact. Par la suite, Smith et al. [153, 164] proposent d’utiliser la méthode des champs
moyens que nous avions présentée précédemment dans la partie 2.4. On moyenne ici
les champs électriques et magnétiques dans la cellule unitaire de périodicité. Enfin, la
troisième méthode consiste à utiliser les paramètres de réflexion et de transmission, ap-
pelés les scattering parameters ou S-parameters, des champs électromagnétiques dans
la cellule de périodicité [118, 132, 153, 174]. C’est cette méthode que nous avons choisie
d’utiliser ici, et nous la détaillerons dans la suite de cette partie, notamment parce qu’elle
est facilement implémentable avec la méthode des éléments finis, et parce qu’elle a été
démontrée comme particulièrement adaptée à la résolution des problèmes d’optimisation
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des matériaux composites [37]. Développée tout d’abord pour calculer les paramètres ef-
fectifs de structures périodiques mais homogènes [118], elle a ensuite été adaptée au
calcul des paramètres effectifs de structures non homogènes [153]. Ici, nous utiliserons
donc la méthode adaptée, puisque nos metamatériaux sont composites et donc non ho-
mogènes.

Le coefficient de réflexion R est la proportion complexe entre l’amplitude de l’onde réflé-
chie dans le domaine, et l’amplitude de l’onde incidente. Elle est définie de la manière
suivante

R =
‖Er‖

‖Ei‖
(5.11)

Le coefficient de transmission T est la proportion complexe entre l’amplitude de l’onde
transmise, et l’amplitude de l’onde incidente. Elle est définie de la manière suivante

T =
‖Et‖

‖Ei‖
(5.12)

où Ei est l’onde électrique incidente, Er est le champ électrique reflété, et Et est le champ
transmis du port d’entrée au port de sortie.

On peut ainsi calculer ce que l’on appelle les S-parameters, qui donnent une mesure de
la manière dont le champ électromagnétique se propage dans le milieu considéré, de la
manière suivante

S 11 =

∫
Σ1

(E − Ei)dΣ∫
Σ1

EidΣ
=

∫
Σ1

(E − Ei)EidΣ∫
Σ1

Ei · EidΣ
(5.13)

S 21 =

∫
Σ2

(E · Ei)dΣ∫
Σ1

Ei · EidΣ
(5.14)

S 22 =

∫
Σ2

(E − Ei)EidΣ∫
Σ2

Ei · EidΣ
(5.15)

où Ei est le conjugué complexe de Ei.

L’indice de réfraction effectif ηe f f et l’impédance effective ze f f peuvent ainsi être calculés
en fonction des S-parameters de la manière suivante

ze f f =

√√
(1 + S 11)(1 + S 22) − S 2

21

(1 − S 11)(1 − S 22) − S 2
21

(5.16)

ηe f f = arccos(
1 + S 11S 22 − S 2

21

2S 21
) · (

λ

2πd
) (5.17)

où λ est la longueur d’onde du champ électromagnétique impactant, et d est la dimension
caractéristique de la cellule de périodicité.
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Connaissant l’impédence et l’indice de réfraction effectifs, on peut alors calculer la per-
méabilité effective du matériau composite considéré avec

µe f f = ze f f · ηe f f (5.18)

Numériquement, les S-parameters sont calculés en utilisant la méthode des éléments
finis, en séquençant une série de solutions harmoniques avec différentes ondes d’excita-
tion dans une plage de fréquences donnée. On réalisera donc les différentes étapes de
calcul suivantes :

• Calcul des S-parameters avec la méthode des éléments finis,
• Récupération en sortie du logiciel de calcul EF de ces S-parameters, et calcul de

l’impédance effective ze f f et de l’indice de réfraction effectif ηe f f ,
• Calcul de la perméabilité effective.

5.3/ FORMULATION DU PROBLÈME D’OPTIMISATION

Comme nous l’avions dit précédemment, le but de ce travail est de minimiser la perméa-
bilité effective du metamatériau considéré, et donnée par

µe f f = µ′ + j × µ′′ (5.19)

où µe f f est la perméabilité effective, µ′ sa partie réelle, et µ′′ sa partie imaginaire. Otomori
et al. [223] ont montré que puisque la partie réelle de la perméabilité effective présente un
point d’anti-résonance que ne présente pas la partie imaginaire, il n’est pas nécessaire
d’utiliser un processus d’optimisation multiobjectif. Un processus d’optimisation en deux
étapes distinctes peut être utilisé. On minimisera donc d’abord la partie imaginaire de
la perméabilité effective, puis, en réutilisant la topologie finale de cette première étape
comme une topologie initiale pour la seconde étape, on minimisera sa partie réelle.

Ainsi, le problème d’optimisation de la première étape de notre processus d’optimisation
est formulé de la manière suivante

min µ′′

En considérant Les équations gouvernant le problème(5.1) − (5.4)
Les conditions aux limites des équations(5.6) − (5.9)

(5.20)

et le problème d’optimisation de la seconde étape est

min µ′

En considérant Les équations gouvernant le problème(5.1) − (5.4)
Les conditions aux limites des équations(5.6) − (5.9)

(5.21)

Dans ce cas, nous ne considérons pas de contraintes d’optimisation.
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5.4/ ALGORITHME DE RÉSOLUTION : UTILISATION D’UNE VERSION

BINAIRE DE PSO

Lorsque nous avions réalisé ce travail au début de la période de thèse, nous n’avions
pas encore développé l’algorithme I-PR-PSO présenté et utilisé dans les chapitres 3 et 4
précédents. Nous avions donc utilisé une version binaire de PSO basée sur la représen-
tation génotype-phénotype empruntée aux algorithmes évolutionnaires (voir partie 2.2 à
la page 33), et proposée par Luh et al. [208] en 2011.

On travaille ici avec une optimisation topologique binaire. Ce qui signifie qu’il n’existe que
deux possibilités pour chacun des éléments du maillage : être plein (c’est à dire être
constitué du matériau diélectrique précédemment défini : état 1), ou être vide (c’est à
dire être constitué du background material : état 0). On distingue, dans cette méthode,
les paramètres génotypiques, qui représentent le codage d’un caractère visible, des pa-
ramètres phénotypiques qui correspondent aux caractères visibles. Dans cet algorithme,
on considèrera donc les vitesses génotypiques des particules de leurs positions phéno-
typiques qui définissent la répartition de matière - c’est à dire le caractère visible - dans
le design domain. Pour chaque composante de chaque particule, on calculera une pro-
babilité, comprise donc entre 0 et 1, de changer d’état, c’est à dire de passer de l’état 0
à l’état 1, et inversement.

Les variables associées à chaque particule sont donc les suivantes :

• Xk
g,i : La position génotypique de la particule i à l’itération k. Cette position est

définie dans un domaine continu.
• Xk

p,i : La position phénotypique de la particule noi à l’itération k, c’est à dire la
matrice binaire définissant la répartition de matière dans le design domain.

• Vk
g,i : La vitesse génotypique de la particule noi à l’itération k. Cette vitesse est

définie dans un domaine continu.
• Vg,max et Vg,min : Les vitesses génotypiques extrêmales admissibles. Elles sont

généralement déterminées en fonction des dimensions du domaine de recherche.
• Gk

g,best : La meilleure position génotypique trouvée depuis le début du calcul d’op-
timisation. Cette position est un vecteur de valeurs continues correspondant, pour
chaque composante, à un élément du design domain.

• Gk
p,best : La meilleure position phénotypique trouvée depuis le début du calcul d’op-

timisation, c’est à dire la matrice binaire définissant la meilleure répartition de ma-
tière dans le domaine.

• Pk
g,i : La meilleure position génotypique personnelle de la particule i à l’itération k.

Les composantes de ce vecteur sont définies dans un domaine continu.
• Pk

p,i : La meilleure position phénotypique de la particule i à l’itération k, c’est à dire
sa meilleure matrice binaire.

• probak
i, j : La probabilité pour chaque élément j de chaque particule i de changer

d’état à l’itération k.

Une méthode permettant de passer des paramètres génotypiques aux paramètres phé-
notypiques est alors employée, ce qui est tout à fait le but des méthodes basées sur
l’utilisation d’une fonction Sigmoïde que nous avions vues dans le chapitre 4 précédent.
Ici, nous utilisons la méthode proposée par Luh et al [208], et qui est détaillée dans l’al-
gorithme global 17 suivant. Notons que la première étape de génération aléatoire des
positions phénotypiques des particules est remplacée par la récupération des résultats
de la première étape du processus d’optimisation lorsque l’on minimise la partie réelle de
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la perméabilité effective.

Les paramètres de l’algorithme PSO que nous avons choisis pour les calculs sont donnés
dans le tableau 5.2.

Comme on le voit dans l’algorithme 17, le paramètre probak
i, j est associé à chaque com-

posante j, de chaque particule i. Il permet de passer du domaine continu au domaine
binaire, en calculant, pour chaque élément composant le design domain, sa probabilité
de changer d’état. Les bornes définissant pour quelles valeurs du paramètre probai, j la
position phénotypique doit changer d’état ont été déterminées de manière empirique par
Luh et al. [208].

Nombre de particules 10
Vitesse génotypique minimale des particules -10
Vitesse génitypique maximale des particules 10
Inertie ω 0.8
c1 = c2 4
Nombre maximum d’itérations 100

Tableau 5.2 – Paramétres numériques du calcul

Algorithm 17 Algorithme PSO binaire global

Définition aléatoire des positions phénotypiques des particules.
Calcul de la fonction objectif avec la méthode des éléments finis.
for chaque particule i do

1) Calcul de la nouvelle vitesse des particules :
- Définition aléatoire de r1 et r2
- Vk+1

g,i = w Vk
g,i + c1 r1 · (Pk

g,best,i − Xk
g,i) + c2 r2 (Gk

g,best − Xk
g,i)

2) Calcul de la probabilité de transformation :

for chaque élément j do

probai, j =
Vk

p,i, j−Vp,min

Vp,max−Vp,min

end for
3) Génération du nouvel essaim :
for chaque élément j de la particule i do

Définition aléatoire de a et b avec (a, b) ∈ [0; 1] × [0; 1]
Changement d’état des positions génotypiques :

- Xk+1
p,i = Xk

p,i si 0 < probai, j <
a
5

- Xk+1
p,i = 1 si a

5 < probai, j ≤ a et b ≤ probai, j

- Xk+1
p,i = 0 si a

5 < probai, j ≤ a et b > probai, j

- Xk+1
p,i = Pk

g,best,i si a < probai, j ≤
1+a

2

- Xk+1
g,i = Gg,bestk si 1+a

2 < probai, j ≤ 1
end for
Calcul de la valeur de la fonction objectif par EF, en calculant les S-parameters.

end for
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5.5/ IMPLÉMENTATIONS NUMÉRIQUES

5.5.1/ GÉNÉRALITÉS CONCERNANT LE MODÈLE NUMÉRIQUE ET LES UNITÉS
EMPLOYÉES

Le calcul numérique des S-parameters a été réalisé avec le logiciel de calcul par élé-
ments finis ANSYS Classic R©. Le modèle numérique de la cellule de périodicité ainsi que
ses conditions aux limites ont été présentés en figure 5.2 précédente. Les dimensions du
modèle global sont a × a, où a = 60µm est un paramètre définissant à la fois les dimen-
sions géométriques du modèle et les fréquences d’impact du champ électromagnétique,
comme nous le verrons dans les remarques suivantes. Les dimensions du design do-
main sont 40µm × 40µm × 100µm. L’épaisseur des zones PML telles que définies dans
la figure 5.2 sont de 87µm. L’épaisseur des zones de sécurité, c’est à dire des condi-
tions aux limites absorbantes ABC sont de 65µm. Les paramètres électromagnétiques
des matériaux employés ont été définis précédemment dans le tableau 5.1.

Le champ impactant est donné par E = E0 · y où l’angle normal incident est (φ, θ) = (0, 0)
et E0 = 1. L’élément fini utilisé pour définir le modèle est un élément tétrahédrique en 3
dimensions qui modélise les champs électromagnétiques hautes fréquences et les ondes
avec les équations de Maxwell. Il est défini par 10 noeuds, où est calculé le degré de li-
berté défini par la projection du champ électrique E sur les cotés et les faces de l’élément
(il est appelé AX dans ANSYS R©). Pour plus de détails concernant les équations mo-
délisant le fonctionnement de cet élément, le lecteur pourra consulter la documentation
ANSYS [246, 247].

Quelques remarques restent à faire concernant les unités utilisées pour réaliser ce mo-
dèle numérique. Les fréquences utilisées pour calculer les S-parameters dépendent des
dimensions géométriques du modèle. Considérons le paramètre a précédemment défini
comme une dimension du modèle numérique. Les fréquences d’impact sont discrétisées
de la fréquence f req1 à la fréquence f req2, par pas de f reqinc, et sont données par les
équations suivantes

λ1 =
a

0.3
(5.22)

λ2 =
a

1.1
(5.23)

λinc =
a

0.05
(5.24)

f req1 =
1e9
λ1

(5.25)

f req2 =
1e9
λ2

(5.26)

f reqinc =
1e9
λinc

2

(5.27)
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Notons ici que les valeurs numériques des équations précédentes sont définies afin de
s’assurer que les dimensions de notre modèle numérique soient bien du même ordre de
grandeur que la longueur d’onde du champ impactant.

Ainsi, puisqu’il n’y a pas de système d’unités défini dans ANSYS, il est important d’être
cohérent dans notre propre système d’unités. Nous choisissons le paramètre a tel que
a = 60µm, et les fréquences d’impact sont donc données telles que dans le tableau 5.3
suivant

Paramètre Valeur Avec les bonnes unités
a 6.00E − 5 60µm
λ1 2.00E − 4 200µm
λ2 5.45E − 5 54.5µm
λinc 1.20E − 3 1200µm
f req1 5.00E + 12 5 THz
f req2 1.83E + 13 18.3 THz
f reqinc 4.17E + 11 0.41 THz

Tableau 5.3 – Calcul des fréquences d’impact

Ainsi, puisque la dimension a vaut 60 sans qu’aucune unité ne soit donnée au logiciel, il
est implicite que la fréquence d’impact est donnée en Thz si nous choisissons de travailler
en µm.

5.5.2/ EXEMPLES NUMÉRIQUES

Les paramètres de l’algorithme PSO employé ont été donnés précédemment dans le
tableau 5.2.

5.5.2.1/ MINIMISATION DE LA PERMÉABILITÉ EFFECTIVE À 10 THZ

Comme nous l’avons vu précédemment, il n’est pas nécessaire ici d’employer un pro-
cessus d’optimisation multiobjectif puisque la partie réelle de la perméabilité effective
présente un point d’anti-résonance. Durant la première étape de ce processus d’optimi-
sation topologique, nous minimisons donc la partie imaginaire de la perméabilité effective
du metamatériau. La convergence de la fonction objectif est donnée dans la figure 5.3
suivante. Ainsi, les parties réelle et imaginaire de la perméabilité effective à la fin de ce
premier calcul d’optimisation sont données dans la figure 5.4 suivantes. Comme on le
voit sur la figure 5.4, la partie imaginaire de la perméabilité effective a effectivement été
minimisée à 10THz.

Durant la seconde étape de notre processus d’optimisation, nous minimisons la partie
réelle de la perméabilité effective. L’évolution de la fonction objectif au cours des itéra-
tions est donnée dans la figure 5.5, et les parties réelle et imaginaire de la perméabilité
effective à la fin de ce processus d’optimisation sont données en figure 5.6 suivante.
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FIGURE 5.3 – Convergence de la fonction objectif de la première étape du processus
d’optimisation, c’est à dire de la partie imaginaire de la perméabilité effective, à 10 THz
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FIGURE 5.5 – Convergence de la fonction objectif de la seconde étape du processus
d’optimisation, c’est à dire de la partie réelle de la perméabilité effective, à 10 THz
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FIGURE 5.6 – Evolution de la perméabilité effective, calculée à partir des S-parameters.
Minimisation à 10 THz

La topologie obtenue à la fin de ces deux étapes est donnée en figure 5.7 suivante, et les
résultats numériques sont détaillés dans le tableau 5.4.

1ère étape 2ème étape
Fonction objectif Imag(µe f f ) Re(µe f f )

Valeur optimisée (H/m) -143 -70

Tableau 5.4 – Résultats globaux obtenus en minimisant la perméabilité effective à 10 THz

FIGURE 5.7 – Topologie du design domain obtenue en minimisant la perméabilité effective
à 10THz. Gauche : vue de face. Droite : vue en perspective.

Comme on le voit sur la figure 5.6, les parties réelle et imaginaire de la perméabilité ef-
fective sont belles et bien négatives à 10THz. La topologie présentée en figure 5.7 sur
laquelle on ne voit que le matériau diélectrique dévie donc les champs électromagén-
tiques l’impactant à la fréquence de 10 THz. La topologie n’est pas lisse, elle présente
des aspérités visibles. Ceci est dû à plusieurs facteurs. D’une part, il n’existe pas d’autre
élément électromagéntique hautes fréquences implémenté dans ANSYS que l’élément
tétrahédrique que nous avons employé. Un élément cubique aurait peut-être lissé la to-
pologie obtenue. D’autre part, les capacités de calcul disponible au laboratoire ne nous
ont pas permis de raffiner le maillage suffisamment pour lisser ces aspérités. Ce calcul
a été réalisé sur un PC portable à 5 cœurs physiques, et a tourné pendant plus de deux
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semaines. Dans le futur, nous souhaiterions reprendre ces résultats et tenter, si c’est
possible, de raffiner le maillage en faisant tourner les calculs sur un super-calculateur.

5.5.2.2/ MINIMISATION DE LA PERMÉABILITÉ EFFECTIVÉ À 15 THZ

Dans le but d’examiner un cas où la fréquence cible est supérieure à celle pour laquelle le
point d’anti-résonance se situe, nous choisissons maintenant de minimiser la perméabilité
effective de notre metamatériau à 15THz. Les problèmes d’optimisation topologique à
résoudre dans les deux étapes du processus, ainsi que les paramètres de PSO, sont les
mêmes que ceux présentés dans la partie précédente.

Durant la première étape du processus d’optimisation qui consiste à minimiser la partie
imaginaire de la perméabilité effective, nous obtenons la courbe de convergence donnée
en figure 5.8 suivante. Les évolutions des parties réelle et imaginaire de la perméabilité
effective à la fin du processus d’optimisation sont données en figure 5.9. Comme on le
voit sur cette figure, la partie imaginaire de la perméabilité effective est belle est bien
minimisée à 15THz.
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FIGURE 5.8 – Convergence de la fonction objectif de la première étape du processus
d’optimisation, c’est à dire de la partie réelle de la perméabilité effective, à 15THz

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

Frequency (THz)

E
ff

e
c
ti
v
e

 p
e

rm
e

a
b

ili
ty

Re( -eff)

Im( -eff)

FIGURE 5.9 – Evolution de la perméabilité effective, calculée à partir des S-parameters.
Minimisation à 15THz
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Durant la deuxième étape du processus d’optimisation qui consiste à minimiser la partie
imaginaire de la perméabilité effective, nous obtenons la courbe de convergence de la
figure 5.10. Les évolutions des parties réelle et imaginaire de la perméabilité effective
sont données en figure 5.11.

0

-10

-20

-30

-40

-50

-60
0 5 10 15 20 25 30 35

Iterations

O
b

je
c
ti
v
e

 f
u

n
c
ti
o

n

FIGURE 5.10 – Convergence de la fonction objectif de la seconde étape du processus
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FIGURE 5.11 – Evolution de la perméabilité effective, calculée à partir des S-parameters.
Minimisation à 15THz

La topologie obtenue par ce processus d’optimisation en deux étapes est donnée en
figure 5.12, et les résultats numériques obtenus sont donnés dans le tableau 5.5.

1ère étape 2ème étape
Fonction objectif Imag(µe f f ) Re(µe f f )

Valeur optimisée (H/m) -7.3 -53.88

Tableau 5.5 – Résultats globaux, en minimisant la perméabilité effective à 15THz
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FIGURE 5.12 – Topologie du design domain obtenue en minimisant la perméabilité effec-
tive à 15THz. Gauche : vue de face. Droite : vue en perspective.

De la même manière que précédemment, on voit sur la figure 5.11 que les parties réelle
et imaginaire de la perméabilité effective sont bien négatives à la fin du processus d’op-
timisation topologique. La topologie est plus lisse que précédemment, mais ce résultat
est certainement dû à la forme arrondie de la topologie obtenue. Un calcul plus poussé
avec un modèle dont le maillage est raffiné serait nécessaire ici, et constitue l’une des
perspectives d’avenir de notre travail.

5.6/ CONCLUSIONS DU CHAPITRE

Ce chapitre propose l’utilisation d’un processus d’optimisation topologique à deux étapes,
basé conjointement sur l’algorithme PSO et la représentation génotype/phénotype em-
pruntée aux algorithmes génétiques, appliqué à l’optimisation des metamatériaux électro-
magnétiques. Le processus d’optimisation employé a minimisé avec succès la perméa-
bilité effective de deux metamatériaux différents, impactés avec des champs électroma-
gnétiques à deux fréquences différentes, en modifiant la répartition de matière compo-
sant leur cellule unitaire de périodicité. Pour résoudre ce problème, nous avons utilisé une
version de l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire binaire, basée sur l’utilisa-
tion des représentations génotype-phénotype empruntées aux algorithmes génétiques.
Proposée initialement par Luh et al. [208], cette version avait déjà fait ses preuves sur
des problèmes d’optimisation appliqués à la mécanique des structures. L’avantage prin-
cipal de la représentation génotype/phénotype est la possibilité d’adapter rapidement et
assez facilement une version continue de PSO à l’optimisation topologique binaire.

Ici, nous avons développé le modèle d’une cellule de périodicité, basé sur les équations
de Maxwell. En outre, des conditions aux limites absorbantes, ainsi que des éléments
PML ont été employés, afin de minimiser les réflexions retour dans le domaine du champ
électromagnétique impactant. Ainsi, nous avons pû appliquer notre processus d’optimi-
sation topologique à cette cellule de périodicité, et ainsi déterminer quelle doit être la
répartition de matériau diélectrique dans le domaine pour minimiser conjointement les
parties réelle et imaginaire de la perméabilité effective. La perméabilité effective du me-
tamatériau a été calculée en utilisant la méthode des S-parameters proposée dans la
littérature [118, 132, 142, 156, 216].

Nos résultats montrent, puisque cela n’avait pas été fait auparavant, que l’algorithme PSO
peut être employé efficacement pour l’optimisation topologique des metamatériaux élec-
tromagnétiques. A l’inverse des problèmes que nous avions rencontré dans le chapitre 4
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précédent, nous n’avons pas eu à utiliser de méthode de simplification de la topologie,
telle qu’un algorithme de vérification des damiers dans la topologie. Une investigation
concernant les raisons de cette absence de damiers dans la topologie pourra être réali-
sée dans le futur.

Alors que les calculs d’optimisation ont été développés avec le logiciel MATLAB R©, le
calcul de la fonction objectif a été réalisé par éléments finis avec le logiciel ANSYS R©.
Une méthode d’interfaçage de ces deux logiciels a été développée, afin de favoriser leur
communication, et l’échange des informations nécessaire à leurs calculs respectifs.

Les résultats montrent que ce processus d’optimisation topologique réussit à converger
avec succès vers des solutions acceptables, c’est à dire des solutions qui minimisent
effectivement les parties réelle et imaginaire de la perméabilité effective.

Cependant, les résultats présentent des aspérités, dûes notamment à la dimension des
éléments finis employée. Limités par les capacités de calcul disponibles au laboratoire
(un PC portable à 5 cœurs physiques), nous n’avons pas été en mesure de raffiner
suffisamment le maillage pour obtenir des topologies lisses. Afin d’affiner ces résultats,
nous souhaiterions refaire ces calculs sur un super-calculateur, en employant un maillage
beaucoup plus fin. Les topologies obtenues sont toutefois cohérentes avec les résultats
précédemment proposés par Zhou et al. [210] et Otomori et al. [223] dans le domaine
des metamatériaux électromagnétiques, et réalisés avec la méthode level set que nous
avions précédemment présentée dans la partie 2.1.

Bien qu’il ait été démontré par Otomori et al. [223] qu’un processus d’optimisation mul-
tiobjectif n’est pas nécessaire dans ce cas puisque la partie réelle de la perméabilité
effective présente un point d’anti-résonance, nous pensons qu’il pourrait être judicieux,
notamment en terme de temps de calcul, d’adapter PSO à l’optimisation multiobjectif,
dans ce cas. Une méthode de pondération des objectifs pourrait être implémentée ra-
pidement, et présenter des résultats similaires, sinon meilleurs, en un temps de calcul
moindre.
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6.1/ INTRODUCTION

Comme nous l’avons vu dans la partie 2.4, depuis quelques décennies, les metamaté-
riaux mécaniques font l’objet de nombreuses recherches et de publications dans la littéra-
ture. Nous avons vu par exemple les metamatériaux à coefficient de Poisson négatif et les
metamatériaux à structures géométriques tournantes. Ces recherches ne font que très
rarement appel aux processus d’optimisation, alors qu’ils pourraient certainement amé-
liorer grandement les propriétés physiques de ces metamatériaux. Ici, nous proposons
d’utiliser l’algorithme I-PR-PSO précédemment développé et présenté dans le chapitre
3 afin de développer une nouvelle classe de metamatériaux mécaniques présentant des
propriétés hyperélastiques, ou tout du moins non linéaires.

Pour ce faire, nous aurons trait aux méthodes d’homogénéisation précédemment vues
dans la partie 2.4, et en particulier à la méthode de moyennation des champs, ou loi des
mélanges, en utilisant des conditions aux limites périodiques. Un modèle numérique de
cellule unitaire de périodicité sera développé, afin d’être en mesure de réaliser un calcul
d’optimisation topologique de sa structure microscopique.

Des considérations numériques seront présentées. Nous verrons notamment que nous
avons essayé de faire les hypothèses mécaniques et numériques les plus généralistes
possibles, afin de ne faire aucune hypothèse trop réductrice quant à la topologie à obtenir.
En effet, contrairement aux calculs d’optimisation topologique réalisés dans le chapitre 4,
nous n’avions aucune idée de la topologie que nous obtiendrions, a priori.

Le problème à résoudre, qui sera présenté à la suite, nous a été proposé par l’équipe du
Professeur Georges Fadel, incluant les Professeurs N. Coutris et G. Li avec qui j’ai eu le
plaisir de travailler pendant 6 semaines à l’Université de Clemson, SC, USA.

6.2/ PRÉSENTATION DU PROBLÈME

Le problème que nous souhaitons résoudre ici consiste à remplacer une pièce méca-
nique réalisée en caoutchouc, et composant le système de chenilles d’un tank de l’ar-
mée américaine, le M1 Abrams military tank. Comme nous le voyons sur les figures 6.1
et 6.2 suivantes, cette pièce mécanique fait le lien entre la roue du tank et la chenille, et
participe notamment à l’absorption des vibrations.

Le problème avec cette pièce mécanique est sa composition en caoutchouc. Le caou-
tchouc, bien que possédant des propriétés mécaniques hyperélastiques, ne supporte
que très peu les contraintes thermiques auxquelles il est sujet dans ce cas. De plus, les
nombreux frottements induits par les chenilles soumettent ce matériau à de la fatigue,
et donc une usure prématurée. Ici, nous souhaiterions donc remplacer cette pièce de
caoutchouc par un metamatériau, constitué d’acier, dont les propriétés mécaniques sont
proches de celles du caoutchouc en compression.

6.3/ CONSIDÉRATIONS NUMÉRIQUES

Nous verrons dans cette partie la définition du modèle numérique de la cellule de pério-
dicité, ainsi que toutes les hypothèses mécaniques et numériques réalisées. Dans toute
cette partie, nous considèrerons comme acquis que nous travaillons avec la version bi
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FIGURE 6.1 – Schéma illustrant le fonctionnement de la pièce mécanique à optimiser

FIGURE 6.2 – Contraintes thermiques dans la pièce mécanique à optimiser

-naire de I-PR-PSO précédemment présentée dans le chapitre 3. Les composantes du
vecteur position de chaque particule sont comprises entre [Xmin; Xmax] = [−1; 1]. Le vec-
teur position Xk

i est ensuite décodé en la matrice de topologie Tk
i tel que nous l’avions

vu précédemment dans le chapitre 4. Les paramètres de I-PR-PSO utilisés ici seront
détaillés par la suite.

6.3.1/ DÉFINITION DU MODÈLE NUMÉRIQUE DE LA CELLULE DE PÉRIODICITÉ

Puisque nous souhaitons définir un metamatériau, et non pas une structure, il est né-
cessaire d’utiliser un processus d’homogénéisation, tel que défini dans la partie 2.4 pré-
cédente que nous avions vue à la page 84. Pour rappel, les hypothèses nécessaires à
l’homogénéisation d’une cellule de périodicité sont les suivantes :

• l � L, où l est la dimension du Volume Elémentaire Représentatif, et L la dimen-
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sion caractéristique de la structure considérée. Ici, nous considérerons, comme
dans le cas de nombreux metamatériaux, que notre structure est périodique.
Ainsi, le VER pourra être approximé par une seule cellule de périodicité. En outre,
puisque nous souhaitons développer un matériau, nous pouvons considérer que
la dimension L est infiniment grande. Cette hypothèse est donc toujours respec-
tée. Ceci dit, puisque nous souhaitons - à terme - réaliser une impression 3D de
notre metamatériau, la dimension l sera assez petite (de l’ordre du millimètre) et
donnée en fonction de la précision des imprimantes 3D actuelles.

• d � l, où d représente la dimension caractéristique des hétérogonéités dans notre
VER. Cette condition est nécessaire afin d’assurer que le VER est bien représenta-
tif de la structure considérée. Puisque nous réalisons une optimisation topolgique,
nous ne savons pas a priori si cette condition est respectée. Il conviendra donc de
vérifier qu’elle l’est une fois les résultats obtenus.

Notre Volume Elémentaire Représentatif est une cellule de périodicité carrée, et est dis-
crétisé par 10 × 10 éléments finis de type Q4.

Nous décidons dans un premier temps de ne pas trop affiner le maillage, la cellule de
périodicité étant supposément infiniment plus petite que la structure considérée. Les élé-
ments employés sont des éléments en deux dimensions à contraintes planes à 4 noeuds
de type Q4. Dans un souci de compatibilité avec les actuelles imprimantes 3D, nous choi-
sissons de conférer à nos éléments finis une dimension correspondant à la précision des
machines imprimant de l’acier, soit 1.20E − 4m. La dimension totale du VER est donc de
0.120m.

Ici, nous souhaitons réaliser une optimisation topologique binaire, sans considérer tou-
tefois de matériau fictif, tel que nous l’avions fait dans le chapitre 4. Ainsi, les éléments
pourront contenir de l’acier dont les propriétés mécaniques sont récapitulées dans le
tableau 6.1 suivant, ou être complètement supprimés de la topologie.

Module de Young (Pa) 2.1E11
Coefficient de Poisson 0.3

Tableau 6.1 – Paramètres de l’acier utilisés dans notre processus d’optimisation topolo-
gique

Afin de considérer l’homogénéisation de notre cellule de périodicité, nous lui imposons
des conditions aux limites périodiques (CLP), comme nous le voyons dans la figure 6.3
suivante. Ces CLP assurent la connectivité et la continuité des cellules assemblées,
puisque notre metamatériau est périodique. Comme nous l’avions vu précédemment
dans la partie 2.4.2.3.3 à la page 95, les CLP consistent à imposer un déplacement
tel que les nœuds supérieurs (respectivement à gauche) du maillage ont le même dépla-
cement final que les nœuds inférieurs (respectivement à droite) du maillage.

Si l’on considère Σ0 une déformation considérée comme macroscopique et homogène,
les CLP consistent donc à appliquer un déplacement u sur les contours du volume V tel
que

u(x) = Σ0x + u∗ (6.1)

où u∗ est un champ de déplacement périodique, dont la période est égale à la longueur
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FIGURE 6.3 – Conditions aux limites de périodicité avec application d’un déplacement

du côté de notre VER. Ainsi, en notant L le vecteur de périodicité de la géométrie de
notre VER, et x1 et x2 deux points tels que x2 = x1 + L, on a [194]

u(x2) − u(x1) = Σ0 · (x2 − x1)
= Σ0 · L

(6.2)

6.3.2/ CONNECTIVITÉ DES CELLULES ET CONTINUITÉ DE LA MATIÈRE

Afin de s’assurer de la continuité de la matière dans le metamatériau créé, il est néces-
saire de faire deux hypothèses quant à la topologie finale à obtenir.

Premièrement, il est absolument nécessaire que le VER présente une symétrie de la
topologie, au moins sur la couche extérieure d’éléments du VER, comme on le voit dans
la figure 6.4 suivante. Les éléments bleus (respectivement rouges) doivent présenter la
même topologie finale, bord à bord. Ainsi, les différentes cellules de périodicité pourront
être assemblées, et il y aura une continuité de la matière dans le metamatériau, comme
on le voit dans la figure 6.5 suivante. Cet assemblage des cellules de périodicité entre
elles est valable quelle que soit la topologie dans les éléments centraux du VER. En
outre, cette condition est nécessaire au bon fonctionnement des CLP implémentées dans
Cast3m R© puisque le maillage doit être périodique bord à bord pour que ces conditions
puissent fonctionner correctement.

Deuxièmement, il est aussi nécessaire que l’on assure une continuité de la matière au
sein même du VER. Ainsi, une fois le vecteur position Xi d’une particule i traduit en ma-
trice de topologie Ti, on vérifiera dans cette matrice qu’il existe des chemins de matière
entre le bord gauche et le bord droit du VER, et entre le bord bas et le bord haut du VER.
Deux exemples de chemins acceptables sont représentés sur la figure 6.6 suivante.

Comme on le voit sur cette figure, nous décidons d’accepter les damiers dans la topo-
logie, afin de ne pas supprimer les possibilités de topologies à géométries tournantes,
telles que nous les avions vues dans la partie 2.4.
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FIGURE 6.4 – Périodicité de la topologie

FIGURE 6.5 – Continuité de la matière dans l’assemblage des VER du metamatériau

FIGURE 6.6 – Chemins de matière dans la topologie
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Un chemin de matière peut donc passer par deux éléments qui ne sont reliés que par un
seul nœud. Un algorithme a été développé, qui vérifie que pour chaque élément i plein de
matière du maillage, il est relié par un chemin de matière à un élément plein du bord de la
structure. Si ce n’est pas le cas, l’élément est supprimé. La mémoire de l’algorithme est
mise à jour, c’est à dire que l’on modifie la position de la composante du vecteur position
correspondant, de telle sorte que l’on a Xi = Xmin.

Finalement, afin de vérifier les deux considérations précédentes, à savoir la continuité
de matière au sein du VER et la continuité de matière dans le metamatériau une fois les
cellules de périodicité assemblées, nous avons décidé d’imposer deux symétries à notre
VER, comme on le voit dans la figure 6.7 suivante.

Ces symétries nous offrent plusieurs avantages :
• On vérifie les deux conditions de continuité de la matière précédentes. En effet,

la continuité de l’assemblage des cellules de périodicité est vérifiée de fait. Il n’est
aussi plus nécessaire d’analyser l’entièreté de la topologie pour vérifier qu’il existe
des chemins de matière allant de bas en haut et de haut en bas dans la topologie.
En ne vérifiant les chemins de matière que dans un quart de la topologie, on
s’assure qu’ils seront vérifiés de fait dans toute la topologie symétrique.

• On divise par quatre le nombre de variables d’optimisation que l’algorithme d’opti-
misation I-PR-PSO a à gérer.

FIGURE 6.7 – Symétrie imposée dans la topologie finale

6.3.3/ GRANDS DÉPLACEMENTS ET NOTION D’HYPOÉLASTICITÉ

Le but de cette partie est de présenter brièvement les différentes notions mathématiques
et mécaniques utiles à la description du problème qui nous intéresse : l’hypoélasticité.
C’est à dire la possibilité de considérer des grands déplacements, mais des petites dé-
formations dans notre metamatériau.

6.3.3.1/ NOTIONS GÉNÉRALES CONCERNANT LA MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

La mécanique des milieux continus est le domaine de la mécanique qui décrit la déforma-
tion des solides. Ainsi, le concept de milieu continu est une modélisation physique macro-
scopique issue de l’expérience courante[151]. En effet, bien que la matière puisse être
considérée comme granulaire à l’échelle microscopique, l’hypothèse des milieux continus
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consiste à se placer à une échelle macroscopique pour laquelle les propriétés de la ma-
tière peuvent être considérées comme continues. On considère ainsi, dans ce concept,
qu’un système mécanique S est représenté par un volume Ω dont les parties infinitési-
males dΩ sont appelées "particules". L’état géométrique du système S est défini entière-
ment par l’état géométrique, c’est à dire la position, des particules qui le constituent. Le
mouvement de S est entièrement défini par un champ de vitesses. Il est important de no-
ter que, dans l’hypothèse de la mécanique des milieux continus, ces particules peuvent
en fait être considérés comme des "points matériels dilués" [151]. Ainsi, les grandeurs
physiques introduites relativement au système sont des intégrales de densité volumique,
et non pas des sommes discrètes.

A ces hypothèses peuvent en être adjointes d’autres, telles que l’homogénéité de la ma-
tière, c’est à dire que les propriétés de la matière sont les mêmes en tout point, et l’isotro-
pie du matériau, c’est à dire que ses propriétés ne dépendent pas du repère dans lequel
elles sont observées. C’est dans ce cadre que se placera la suite de ce travail où toutes
les hypothèses précédemment énoncées seront respectées.

La mécanique des milieux continus utilise ainsi un formalisme mathématique précis : un
système mécanique est représenté par un volume constitué de particules. L’hypothèse
de la continuité de la matière peut ainsi être faite en considérant que deux particules
initialement voisines le demeurent lors de l’évolution du système.

6.3.3.2/ NOTION DE RÉFÉRENTIEL, DE REPÈRE

En physique, et plus particulièrement en mécanique, un référentiel est un système de
coordonnées lié à un observateur tant au niveau spatial (trois coordonnées) qu’au ni-
veau temporel (une coordonnée). On appelle alors référentiel l’ensemble des points de
l’espace euclidien entraîné par l’observateur pouvant être considéré comme un corps ri-
gide. On dit alors que le référentiel X est lié à l’observateur. Cependant, en mécanique
newtonienne, le temps étant une valeur absolue, le référentiel est réduit aux seules coor-
données d’espace.

Notons qu’un référentiel ne peut donc que se situer par rapport à un autre. Pour ne pas
redéfinir systématiquement le repère d’observation, les mécaniciens utilisent souvent un
référentiel qualifié de galiléen 1 dans lequel ils positionnent un repère. En effet, il est né-
cessaire de positionner dans le référentiel choisi un repère R, dans lequel on pourra po-
sitionner des particules et ainsi définir leurs mouvements respectifs dans l’espace défini
par R. Ce référentiel, animé du même mouvement que le repère R, est dit "matérialisant"
et noté R.

Le changement de référentiel est une notion importante en mécanique, puisqu’elle per-
met de suivre en temps réel l’évolution de la matière et de ses déformations dans l’es-
pace. Un changement de référentiel peut être modélisé de la manière suivante : on consi-
dère deux référentiels R et R′ dotés tous deux de deux repères appelés respectivement
R et R′. Considérant que ces deux repères sont coincidents à un instant donné, on mo-
délise le changement de repère en évaluant la différence de correspondance entre eux
qui évolue au cours du temps : l’un des deux est entraîné par un mouvement de corps
rigide par rapport à l’autre.

1. En physique, un référentiel peut être considéré comme Galiléen, ou inertiel, si un objet isolé contenu
dans ce référentiel est un mouvement de translation rectiligne et uniforme. On vérifie ainsi que le principe
d’inertie de la première loi de Newton y est vérifié.
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Considérons maintenant la possibilité de changer de base au cours du calcul. Considé-
rons le système S défini dans un référentiel R. La configuration géométrique de S est
décrite par la position des particules qui le constituent dans le référentiel R. Cette confi-
guration géométrique dans R est possible grâce à l’existence du vecteur position OM,
noté aussi vecteur x, comme on le voit dans la figure 6.8 suivante. Ce vecteur position
est donc donné en fonction de la position initiale de la particule X et du temps et on la
note :

OM = x = F (X, t) (6.3)

Ce vecteur nous donne la position de chacune des particules de S dans un repère R de
R à l’instant t, définie en fonction de l’origine O de R. On note aussi Ωt le volume occupé
par S à l’instant t. Les coordonnées Eulériennes 2 des particules dans la configuration
courante sont ainsi notées x. Afin d’être en mesure de définir un changement de référen-
tiel, on appelle Ω0 le volume de S dans la configuration de référence (considérée comme
initiale), et par X, les coordonnées Lagrangiennes 3 des particules dans la configuration
de référence. La fonction bijective permettant de passer de l’état Ω0 à l’état Ωt est appelée
Φ(X, t).
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FIGURE 6.8 – Configurations du système

Si maintenant, on souhaite définir les déformations de ce système S, on définit un vecteur
appartenant complètement au système S. Le vecteur référence M0M1 est noté dX et le
vecteur courant, c’est à dire dans la configuration déformée, est noté dx et donné par
Φ(M0)Φ(M1). On définit ainsi le gradient de la transformation en M0 par :

F(X, t) = ∇Φ(X, t)
soit
dx = FdX

(6.4)

qui exprime le transport convectif d’un vecteur dans une transformation homogène.

On notera qu’en considérant F, on considère dans le même temps que la transformation
est tangente localement en tout point de la matière. Un vecteur défini dans la matière
peut ainsi être transporté de la configuration initiale à la configuration courante.

2. Leonhard Euler, 1707-1783.
3. Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813.
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Il est parfois plus facile de considérer le vecteur déplacement pour écrire les lois méca-
niques de la transformation. On considère ainsi le déplacement du point M0 de coordon-
nées X dans C0 en Mt de coordonnées x dans Ct. Ainsi, le vecteur déplacement ξ est
défini par

ξ(X, t) = M0Mt = x − X (6.5)

Ce vecteur déplacement est défini pour toutes les particules du milieu continu. Il s’agit
donc d’un champ de vecteurs défini sur C0.

Ainsi, on peut réexprimer le tenseur gradient de transformation F en fonction de ξ, et on
a :

F(X, t) = x
= ξ + X

(6.6)
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FIGURE 6.9 – Déformation d’un vecteur dans le système S

6.3.3.3/ REPÈRE COROTATIONNEL ET DÉRIVÉE DE JAUMANN

Dans le résultat final de notre optimisation topologique, nous souhaiterions considérer
l’hypoélasticité, c’est à dire la possibilité d’obtenir des grands déplacements, mais des
petites déformations dans les éléments. Pour ce faire, il est nécessaire de travailler dans
un repère lié à la matière. Nous choisissons ici de travailler dans un repère corotationnel,
défini par :

T0 = QT TQ
T = QT0QT (6.7)

où T est un tenseur défini justement dans le référentiel corotationnel, et T0 est le même
tenseur dans le référentiel de base. Q est la rotation du milieu. La dérivée objective de T
est alors donnée par :

TR = Q
.

(QT TQ) QT (6.8)
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Ce transport par rotation est unique, mais il dépend essentiellement de la configuration
initiale C0. On choisit alors de travailler sur une configuration de référence différente, la
configuration actuelle Ct, c’est ce que l’on appelle la description lagrangienne réactuali-
sée. On définit alors la dérivée de Jaumann du champ T par

TJ =
.
T −WT + TW (6.9)

où W est le taux de rotation du milieu. Dans ce référentiel corotationnel, ce tenseur taux
de rotation W est identiquement nul.

La dérivée de Jaumann sera utilisée en particulier par Cast3m pour calculer les déforma-
tions dans notre VER. Ces hypothèses mathématiques nous permettront d’obtenir des
résultats hypoélastiques, qui considèrent des grands déplacements, mais des petites dé-
formations. Si tel n’était pas le cas, les résultats seraient tout de même correct, puisque
toutes les formulations (Lagrangienne, Eulérienne, et Lagrangienne réactualisée) sont
supposées donner les mêmes résultats, même si l’on écrit les équations de la méca-
nique dans des référentiels différents.

6.4/ DÉFINITION DU PROBLÈME D’OPTIMISATION

Le matériau dont nous souhaitons reproduire le comportement mécanique est défini par
la courbe σ − λ de la figure 6.10 suivante, où les contraintes sont données en MPa.

σ

λ

FIGURE 6.10 – Courbe σ − λ du caoutchouc

Le but de notre travail est donc de définir, grâce à notre processus d’optimisation topo-
logique, une topologie de VER dont la courbe σ − λ de l’assemblage homogène d’une
infinité de VER est la même que la précédente, dans la partie compression (λ ≤ 1) en
particulier. Pour ce faire, nous avons discrétisé cette partie de la courbe en 4 points, et
notre processus d’optimisation topologique tentera, pour chaque déformation appliquée,
de retrouver la contrainte lui correspondant sur la courbe.

La déformation à appliquer est calculée en fonction du paramètre λ en considérant le
tenseur de Cauchy-Green droit. Le tenseur gradient des déformations est donné par :
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F = 1 + ∇u (6.10)

Le tenseur des déformations de Cauchy-Green droit est donné en fonction de F par :

C = FT F
= (1 + ∇uT )(1 + ∇u)
= 1 + ∇u + ∇uT + ∇uT∇u

(6.11)

où ∇u + ∇uT est la partie linéaire et ∇uT∇u est la partie non linéaire de C.

Dans le cas d’une déformation homogène, on a :

F =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 (6.12)

Et donc le tenseur des déformations de Cauchy-Green droit devient :

C = FT F

=

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


λ1 0 0

0 λ2 0
0 0 λ3


=

λ
2
1 0 0

0 λ2
2 0

0 0 λ2
3


(6.13)

Comme on souhaite pouvoir considérer des non linéarités géométriques, on doit utiliser
le tenseur des déformations de Green-Lagrange. On a donc :

E = 1
2 (C − 1)

= 1
2

λ
2
1 − 1 0 0
0 λ2

2 − 1 0
0 0 λ2

3 − 1

 (6.14)

Ainsi, la déformation à appliquer en fonction du paramètre λ est donnée par :

ε =
1
2

(λ2 − 1) (6.15)

Puisque l’on considère des conditions aux limites périodiques, on rappelle que l’on a
u(x1)− u(x1) = Σ0 · L où L est le vecteur de périodicité de la géométrie de notre VER, c’est
à dire la dimension d’un de ses côtés. La déformation ε à appliquer aux conditions aux
limites périodiques sera donc multipliée par la dimension de notre VER qui vaut 1.2E − 2
m.

Les coordonnées des 4 points de la courbe que nous souhaitons retrouver ainsi que la
déformation correspondante à appliquer au VER sont récapitulées dans le tableau 6.2
suivant
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Cas de calcul λ (SU) Contrainte σ (Pa) Déformation ε (SU) Déformation ε à appliquer (SU)
1 7.0040E-1 -3.8956E+6 -2.5472E-1 -3.0567E-3
2 7.9892E-1 -1.9297E+6 -1.8086E-1 -2.1704E-3
3 8.9847E-1 -6.1891E+5 -9.6374E-2 -1.1565E-3
4 9.4875E-1 -1.3545E+5 -4.9938E-2 -5.9926E-4

Tableau 6.2 – Points de la courbe à retrouver

Le problème d’optimisation à résoudre est ainsi défini de la manière suivante

min
4∑

p=1

∥∥∥σp
calcule − σ

p
courbe

∥∥∥ (6.16)

où l’exposant p indique le cas de calcul, σcalcule est la valeur de la contrainte homogé-
néisée calculée par éléments finis, et σcourbe est la valeur de contrainte donnée par la
courbe. Comme nous l’avions vu précédemment dans la partie 2.4, la contrainte équi-
valente considérée comme homogène est calculée grâce à une loi de moyennation des
champs et on a

σi j =
1
V

∫
V
σi jdV (6.17)

La contrainte équivalente est donc calculée en effectuant une moyenne numérique des
contraintes équivalentes de Von Mises dans le VER, et en divisant cette moyenne par le
volume du VER. Rappelons que nous ne considérons pas ici de matériau fictif comme
nous l’avions fait dans le chapitre 4 précédent. Les contraintes moyennées sont donc bien
les contraintes dans les éléments pleins d’acier, et le volume est bien celui des éléments
pleins dans le VER. L’algorithme global de calcul de la fonction objectif est donné par
l’algorithme 18 suivant

Algorithm 18 Algorithme de calcul de la fonction objectif

for chaque particule k do
for chacun des 4 cas de calcul p do

Calcul par éléments finis du modèle numérique constitué de la topologie Tk

Calcul de la contrainte moyenne dans le VER σ
p
calcul,k

end for
Calcul de la fonction objectif avec l’eq. (6.16)

end for

6.5/ DÉFINITION DU PROCESSUS D’OPTIMISATION

Le processus d’optimisation employé est l’algorithme I-PR-PSO binaire, que nous avions
utilisé dans le chapitre 4 précédent. Les composantes des vecteurs positions des parti-
cules sont comprises dans l’intervalle [Xmin; Xmax] = [−1; 1]. Pour chaque particule i, son
vecteur position est ensuite décodé en une matrice de topologie Tk

i à chaque itération k
comme suit
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∀i ∈ [0, n]
si Xk

i ≥ 0 alors T k
i = 1

sinon T k
i = 0

(6.18)

Les vitesses des particules sont contraintes dans l’intervalle [−Vmax; Vmax] = [−0.2; 0.2].
On choisira de travailler avec 50 particules, en imposant 50 itérations maximum. Les pa-
ramètres de confiance c1 et c2 seront définis de telle sorte que c1 = c2 = 0.5. L’initialisation
des positions et des vitesses est réalisée de manière aléatoire dans leurs domaines de
définition respectifs. Plusieurs valeurs du paramètre d’inertie ω seront testées.

6.6/ INVESTIGATIONS NUMÉRIQUES ET RÉSULTATS OBTENUS

Pour rappel le modèle numérique possède les propriétés suivantes :
• La géométrie est un carré, discrétisé en 10 × 10 éléments finis de type Q4.
• On applique sur ce carré des conditions aux limites périodiques.
• Afin de s’affranchir des mouvements de corps rigides, on encastre un coin du

carré.
• On applique sur l’une des faces du carré une déformation négative, donnée par

Σ0 × L, où Σ0 est la déformation homogène donnée par la courbe de la figure 6.10,
et L est la dimension du carré.

• L’épaisseur des éléments vaut 0.001m.
Le calcul de la fonction objectif est réalisé avec le logiciel Cast3m R© et les calculs d’op-
timisation ont été développés sous MATLAB R©. Une interface entre ces deux logiciels a
donc été développée afin de permettre leur communication.

Un exemple de modèle numérique créé est donné en annexe E.

Avant de réaliser le calcul complet consistant à fitter les 4 premiers points de la courbe
σ − λ présentée précédemment, nous avons voulu savoir s’il était seulement possible de
retrouver chacun de ces points séparément, c’est à dire d’obtenir dans un premier lieu un
metamatériau qui présente des grandes déformations à l’échelle macroscopique. Nous
avons donc réalisé 4 calculs d’optimisation différents, pour chaque point p de la courbe,
dont le problème d’optimisation est le suivant

min
∥∥∥σp

calcule − σ
p
courbe

∥∥∥ (6.19)

où le facteur p indique le cas de calcul. Les 4 cas de calcul réalisés ont été répertoriés
précédemment dans le tableau 6.2. Pour chaque cas de calcul, quatre valeurs du para-
mètre d’inertie ω ont été testées : 0.8, 1.2, 1.5, et décroissant linéairement entre 1.2 et
0.2.

6.6.1/ ETUDE DU PREMIER CAS DE CALCUL

Dans ce cas, on impose donc une déformation de −3.0567E−3, et l’on souhaite récupérer
une contrainte homogénéisée valant −3.8956E6 Pa.

Les courbes de convergence des calculs réalisés avec ω = 0.8, ω = 1.2, ω = 1.5 et
ω décroissant sont représentées dans la figure 6.11 suivante. Les topologies obtenues
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sont représentées en configurations initiales pour les trois valeurs de ω différentes res-
pectivement dans les figures 6.12, 6.13 et 6.14 (où les éléments rouges représentent les
éléments constitués d’acier, alors que les éléments bleus sont vides), et en configurations
déformées pour les trois valeurs de ω différentes, respectivement dans les figures 6.15,
6.16 et 6.17. Les résultats obtenus, c’est à dire les valeurs des contraintes homogénéi-
sées, ainsi que les pourcentages d’erreur sont donnés dans le tableau 6.3.
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FIGURE 6.11 – Cas 1 : Courbes de convergence des 4 calculs d’optimisation topologique

ω 0.8 1.2 1.5 décroissant
Contrainte homogénéisée (Pa) −3.9027E6 −3.9073E6 −3.9073E6 -3.8628E6
Pourcentage d’erreur (%) 0.1841 0.2997 0.2997 0.8480
Fonction objectif 7.1856E3 1.1713E4 1.1713E4 3.2759E4

Tableau 6.3 – Cas 1 : Valeurs numériques obtenues

Comme on le voit dans ces figures, les calculs pour ω = 1.2 et ω = 1.5 convergent vers
des solutions identiques. Pour les résultats obtenus avec des valeurs fixes de ω, on ob-
tient des topologies à géométries tournantes, dont les contraintes dans les éléments sont
assez faibles, alors que la structure présente des grands déplacements. On remarquera
ici l’influence des conditions aux limites périodiques, qui induisent bien des déplacements
identiques des côtés de la cellule de périodicité. On notera aussi que l’encastrement du
nœud inférieur gauche impose, de fait, des déplacements nuls aux quatre coins de la
géométrie. Assemblées les unes aux autres, ces cellules de périodicité créeraient un
metamatériau qui présente des grandes déformations en compression à l’échelle ma-
croscopique, lorsqu’on leur impose une déformation de −3.0567E − 3. On montre ici qu’il
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est possible de créer un metamatériau constitué uniquement d’acier qui présente des
grandes déformations à l’échelle macroscopique induites par des grands déplacements
à l’échelle microscopique, tout en ne subissant pas de contraintes élevées, lorsqu’on lui
impose une grande déformation homogène. Et en particulier lorsque l’on considère des
géométries tournantes telles que nous les avions vues dans la partie 2.4 à la page 86.
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FIGURE 6.12 – Cas 1 : topologie obtenue pour ω = 0.8
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FIGURE 6.13 – Cas 1 : topologie obtenue pour ω = 1.2 et ω = 1.5
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FIGURE 6.14 – Cas 1 : topologie obtenue pour ω décroissant
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FIGURE 6.15 – Cas 1 : topologie obtenue pour ω = 0.8 en configuration déformée
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contraintes au temps 1.0000
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FIGURE 6.16 – Cas 1 : topologie obtenue pour ω = 1.2 et ω = 1.5 en configuration
déformée
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FIGURE 6.17 – Cas 1 : topologie obtenue pour ω décroissant en configuration déformée

En revanche, le dernier résultat, obtenu pour ω décroissant, ne présente pas de géomé-
trie tournante, même si ces résultats sont acceptables (le pourcentage d’erreur reste infé-
rieur à 1%). Dans ce cas, on remarque que l’assemblage linéaire d’éléments Q4 forment
des zones dont les déformations ressemblent à celles de poutres épaisses. La déforma-
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tion de ces zones impliquent de grands déplacements des extrémités du VER à l’échelle
microscopique, qui eux-mêmes impliquent des grandes déformations à l’échelle macro-
scopique, une fois les cellules de périodicité assemblées. Une étude pourrait être réalisée
en utilisant des éléments de poutres travaillant en flexion afin de comparer les résultats à
ceux-ci.

On remarque sur les courbes de convergence que les différentes valeurs de ω ont trouvé,
à différentes étapes du calcul, des valeurs identiques. En effet, en ayant appliqué deux
symétries dans la topologie, nous avons réduit le domaine de recherche à un hypercube
en dimension 25, ce qui est assez faible comparé aux autres calculs d’optimisation topo-
logique réalisés dans les chapitres 4 et 5, où les particules présentaient plusieurs cen-
taines de composantes. Dans ce cas, l’algorithme présente donc une probabilité assez
grande de trouver deux fois la même solution.

Par curiosité, analysons maintenant l’entièreté de la courbe σ−ε en compression des trois
topologies différentes que nous avons obtenues. Nous appliquons donc successivement
aux différentes topologies les 4 cas de calculs précédemment présentés dans le tableau
6.2, et récupérons la contrainte homogène dans chaque VER. On obtient les courbes de
déformation de la figure 6.18 suivante.

−3.5 −3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
·10−3

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0
·106

Déformations

C
on

tra
in

te
s

(P
a)

courbe cible
ω = 0.8
ω = 1.2 et ω = 1.5
décroissant

FIGURE 6.18 – Courbes contraintes-déformations complètes obtenues lors de l’analyse
de cas de charge 1

Comme on le voit sur ces courbes, les topologies obtenues avec ω = 0.8 et ω décroissant
présentent un comportement non-linéaire assez proche de celui du caoutchouc, dans
une direction de l’espace. Et ce, même si les topologies obtenues sont très différentes,
l’une présentant des géométries tournantes, et l’autre des zones dont les déformations



194 CHAPITRE 6. OPTIMISATION DES METAMATÉRIAUX MÉCANIQUES

ressemblent à celles de poutres épaisses en flexion, bien qu’elles soient constituées
uniquement d’éléments Q4. En revanche, la topologie obtenue avec ω = 1.2 et ω = 1.5
présente une instabilité géométrique somme toute intéressante, même si elle ne présente
pas le comportement mécanique ciblé. Cette instabilité géométrique est dûe au flambage
soudain de la structure, lorsque la déformation imposée dépasse un certain seuil. La
rotation soudaine des éléments implique des grandes déformations soudaines dans le
VER, et une diminution soudaine des contraintes dans les éléments.

6.6.2/ ETUDE DU SECOND CAS DE CALCUL

Dans ce cas, on impose une déformation de −2.1703E − 3, et l’on souhaite récupérer une
contrainte homogénéisée valant −1.9297E6Pa.

Les courbes de convergence des calculs réalisés avec ω = 0.8, ω = 1.2, ω = 1.5 et ω
décroissant sont représentées dans la figure 6.19. Les topologies obtenues sont repré-
sentées en configurations initiales non déformées pour les 4 valeurs de ω différentes
respectivement dans les figures 6.20, 6.21, 6.22 et 6.23 où les éléments rouges repré-
sentent les éléments constitués d’acier alors que les éléments bleus sont vides, et en
configurations déformées pour les quatre valeurs de ω différentes respectivement dans
les figures 6.24, 6.25, 6.26 et 6.27. Les résultats obtenus, c’est à dire les valeurs des
contraintes homogénéisées et les pourcentages d’erreur, sont donnés dans le tableau
6.4.
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FIGURE 6.19 – Cas 2 : Courbes de convergence des 4 calculs d’optimisation topologique

Comme on le voit dans ces figures, tous les résultats obtenus présentent des topologies
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ω 0.8 1.2 1.5 décroissant
Contrainte homogénéisée (Pa) −1.9608E6 −1.9435E6 −1.8903E6 −1.9285E6
Pourcentage d’erreur (%) 1.5833 0.7088 2.0856 0.0646
Fonction objectif 3.1045E4 1.3777E4 3.9425E4 1.2468E3

Tableau 6.4 – Cas 2 : Valeurs numériques obtenues

à géométries tournantes, qui tournent par 4 points de rotation en particulier. Bien que les
pourcentages d’erreur soient supérieurs à ceux obtenus lors de l’étude du premier cas de
calcul, ces résultats nous semblent admissibles et cohérents : les pourcentages d’erreur
sont inférieurs à 2.5% dans tous les cas.
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FIGURE 6.20 – Cas 2 : topologie obtenue pour ω = 0.8
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FIGURE 6.21 – Cas 2 : topologie obtenue pour ω = 1.2
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FIGURE 6.22 – Cas 2 : topologie obtenue pour ω = 1.5
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FIGURE 6.23 – Cas 2 : topologie obtenue pour ω décroissant
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contraintes au temps 1.0000

VONMISES

> 1.08E+08

< 2.52E+09

2.04E+08

3.19E+08

4.34E+08

5.49E+08

6.64E+08

7.79E+08

8.94E+08

1.01E+09

1.12E+09

1.24E+09

1.35E+09

1.47E+09

1.58E+09

1.70E+09

1.81E+09

1.93E+09

2.04E+09

2.16E+09

2.28E+09

2.39E+09

2.51E+09

AMPLITUDE

DEFORMEE 1.9

FIGURE 6.24 – Cas 2 : topologie obtenue pour ω = 0.8 en configuration déformée

contraintes au temps 1.0000

VONMISES

> 1.73E+08

< 3.60E+09

3.09E+08

4.72E+08

6.35E+08

7.99E+08

9.62E+08

1.13E+09

1.29E+09

1.45E+09

1.62E+09

1.78E+09

1.94E+09

2.10E+09

2.27E+09

2.43E+09

2.59E+09

2.76E+09

2.92E+09

3.08E+09

3.25E+09

3.41E+09

3.57E+09

AMPLITUDE

DEFORMEE 1.4

FIGURE 6.25 – Cas 2 : topologie obtenue pour ω = 1.2 en configuration déformée
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contraintes au temps 1.0000
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FIGURE 6.26 – Cas 2 : topologie obtenue pour ω = 1.5 en configuration déformée
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FIGURE 6.27 – Cas 2 : topologie obtenue pour ω décroissant en configuration déformée
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Par curiosité, analysons maintenant l’entièreté de la courbe σ − ε de ces géométries.
Pour ce faire, on applique successivement les 4 cas de calcul à ces 4 géométries, et on
récupère à chaque fois la valeur de la contrainte homogénéisée. Les courbes σ− ε des 4
topologies trouvées sont représentées dans la figure 6.28.
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FIGURE 6.28 – Courbes contraintes-déformations complètes obtenues lors de l’analyse
de cas de charge 2

Comme on le voit sur ces courbes, la seule géométrie a ne pas présenter d’instabilité est
celle obtenue avec ω = 1.2. On remarque aussi sur les figures 6.24-6.27 sur c’est la seule
géométrie à ne pas tourner dans le même sens que les autres. Sa topologie lui permet
des déplacements moins brusques, sans que la structure ne flambe. Elle présente donc
un comportement non-linéaire, bien qu’il soit assez éloigné de celui du caoutchouc que
nous souhaitons retrouver.
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6.6.3/ ETUDE DU TROISIÈME CAS DE CALCUL

Dans ce cas, on impose une déformation de −1.1564E − 3 et on souhaite récupérer une
contrainte homogénéisée de −6.1891E + 5Pa.

Les courbes de convergence des calculs réalisés avec ω = 0.8, ω = 1.2, ω = 1.5 et ω dé-
croissant sont représentées dans la figure 6.29. Les topologies obtenues sont représen-
tées en configurations initiales non déformées pour les 4 valeurs de ω différentes testées
respectivement dans les figures 6.30-6.32 où les éléments rouges sont constitués d’acier
et les éléments bleus sont vides, et en configurations déformées pour les 4 valeurs de ω

différentes respectivement dans les figures 6.33-6.35. Les résultats obtenus, c’est à dire
les valeurs des contraintes homogénéisées sont données dans le tableau 6.5.
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FIGURE 6.29 – Cas 3 : Courbes de convergence des 4 calculs d’optimisation topologique

ω 0.8 1.2 1.5 décroissant
Contrainte homogénéisée (Pa) −5.9147E5 −5.9768E5 −5.9768E5 −6.5786E5
Pourcentage d’erreur (%) 4.6384 3.5512 3.5512 5.9215
Fonction objectif 2.7435E4 2.1225E4 2.1225E4 3.8956E4

Tableau 6.5 – Cas 3 : Valeurs numériques obtenues

Dans ce cas là, la convergence est moins marquée, notre algorithme d’optimisation I-
PR-PSO a convergé très rapidement vers des solutions optimales. Les pourcentages
d’erreur sont donnés de l’ordre de 5%. Les résultats trouvés pour ω = 1.2 et ω = 1.5
sont identiques. Les deux premières géométries des figures 6.33 et 6.34 présentent des
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géométries tournantes, alors que la dernière géométrie trouvée avec ω décroissant n’en
présente pas. On remarque cependant sur ce VER en particulier les zones dont les défor-
mations ressemblent à celles de poutres en flexion que nous avions déjà observées pré-
cédemment. Ici encore, on montre qu’il est possible avec I-PR-PSO de trouver des géo-
métries de VER qui subissent de grands déplacements et de grandes rotations à l’échelle
microscopique, qui induisent de grandes déformations à l’échelle macroscopique.

GIBI FECIT

TEST

> 0.00E+00

< 1.00E+00

3.97E−02

8.73E−02

0.13

0.18

0.23

0.28

0.33

0.37

0.42

0.47

0.52

0.56

0.61

0.66

0.71

0.75

0.80

0.85

0.90

0.94

0.99

FIGURE 6.30 – Cas 3 : topologie obtenue pour ω = 0.8
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FIGURE 6.31 – Cas 3 : topologie obtenue pour ω = 1.2 et ω = 1.5
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FIGURE 6.32 – Cas 3 : topologie obtenue pour ω décroissant
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FIGURE 6.33 – Cas 3 : topologie obtenue pour ω = 0.8 en configuration déformée
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contraintes au temps 1.0000
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FIGURE 6.34 – Cas 3 : topologie obtenue pour ω = 1.2 et ω = 1.5 en configuration
déformée
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FIGURE 6.35 – Cas 3 : topologie obtenue pour ω décroissant en configuration déformée

Analysons maintenant l’entièreté des courbes σ− ε en compression des topologies obte-
nues, données dans la figure 6.36. Toutes les topologies présentent ici un point d’insta-
bilité, dont la déformation imposée est soit inférieure (ω = 0.8) soit supérieure (ω = 1.2 et
1.5 et ω décroissant) à la déformation imposée initialement pour étudier le troisième cas
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de calcul. Bien que les résultats obtenus pour ce troisième cas de calcul soient assez
proches de ceux recherchés, les courbes complètes obtenues sont assez éloignées de
celle que nous souhaitions obtenir initialement.
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FIGURE 6.36 – Courbes contraintes-déformations complètes obtenues lors de l’analyse
de cas de charge 3
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6.6.4/ ETUDE DU QUATRIÈME CAS DE CALCUL

Dans ce cas, on impose une déformation de −5.9925E − 4 et l’on souhaite obtenir une
contrainte homogénéisée de −1.3545E + 5Pa.

Les courbes de convergence des calculs réalisés avec ω = 0.8, ω = 1.2, ω = 1.5 et ω
décroissant sont représentées dans la figure 6.37. Les topologies obtenues sont repré-
sentées en configurations initiales non déformées pour les 4 valeurs de ω différentes
respectivement dans les figures 6.38-6.41 où les éléments rouges sont constitués d’acier
et les éléments bleus sont vides, et en configurations déformées pour les 4 valeurs de ω

différentes dans les figures 6.42-6.45. Les résultats obtenus, c’est à dire les valeurs des
contraintes homogénéisées et les pourcentages d’erreur, sont donnés dans le tableau
6.6.
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FIGURE 6.37 – Cas 4 : Courbes de convergence des 4 calculs d’optimisation topologique

ω 0.8 1.2 1.5 décroissant
Contrainte homogénéisée (Pa) −1.3674E5 −1.3605E5 −1.2976E5 −1.3032E5
Pourcentage d’erreur (%) 0.9398 0.4439 4.3860 3.9343
Fonction objectif 1.2851E3 6.0401E2 5.6913E3 5.1274E3

Tableau 6.6 – Cas 4 : Valeurs numériques obtenues
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FIGURE 6.38 – Cas 4 : topologie obtenue pour ω = 0.8
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FIGURE 6.39 – Cas 4 : topologie obtenue pour ω = 1.2
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FIGURE 6.40 – Cas 4 : topologie obtenue pour ω = 1.5
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FIGURE 6.41 – Cas 4 : topologie obtenue pour ω décroissant
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FIGURE 6.42 – Cas 4 : topologie obtenue pour ω = 0.8
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FIGURE 6.43 – Cas 4 : topologie obtenue pour ω = 1.2
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FIGURE 6.44 – Cas 4 : topologie obtenue pour ω = 1.5
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FIGURE 6.45 – Cas 4 : topologie obtenue pour ω décroissant

Toutes les géométries présentent des géométries tournantes. On remarque que trois des
géométries (ω = 1.2, ω = 1.5, ω décroissant) sont quasiment similaires, dans le sens ou
elles présentent toutes une rotation sur les éléments des coins du notre carré.

Si l’on analyse l’entièreté des courbes σ − ε en compression de ces topologies, on ob-
tient les courbes présentées en figure 6.46 suivante. Comme on le voit sur ces courbes,
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seule la topologie obtenue par l’algorithme considérant ω décroissant présente un point
d’instabilité. Les autres topologies présentent une non-linéarité sur leurs courbes σ − ε

respectives. Bien que ne fittant pas la courbe du caoutchouc que nous souhaitions re-
trouver, ces résultats sont tout de même intéressants. Ils montrent encore une fois qu’un
metamatériau constitué d’acier peut avoir un comportement non-linéaire si sa topologie
s’y prête à l’échelle microscopique, mais aussi présenter des grandes déformations à
l’échelle macroscopique.
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FIGURE 6.46 – Courbes contraintes-déformations complètes obtenues lors de l’analyse
de cas de charge 4
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6.6.5/ RECHERCHE DE LA TOTALITÉ DE LA COURBE σ − ε EN COMPRESSION

Dans ce cas, on applique pour chaque topologie - c’est à dire pour chaque particule
de notre essaim I-PR-PSO - les 4 déformations des cas de calcul de la courbe, et l’on
récupère pour chacun la valeur de la contrainte homogénéisée. Le problème à résoudre
est ainsi défini de la manière suivante

min
4∑

p=1

∥∥∥σp
calcule − σ

p
courbe

∥∥∥ (6.20)

où l’exposant p indique le cas de calcul, σcalcule est la valeur de la contrainte calculée
dans le VER, et σcourbe est la valeur de contrainte de la courbe à retrouver.

Les courbes de convergence des 4 calculs d’optimisation, réalisés avec les 4 valeurs de
ω, sont données en figure 6.47 suivante.
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FIGURE 6.47 – Courbe de compression complète : Courbes de convergence des 4 calculs
d’optimisation topologique

Comme on le voit sur cette figure, les 4 calculs d’optimisation ont convergé deux à deux
vers les mêmes solutions. Les topologies obtenues sont représentées en configurations
initiales non déformées dans les figures 6.48-6.49 suivantes.
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FIGURE 6.48 – Courbe de compression complète : topologie obtenue pour ω = 0.8 et
ω = 1.2
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FIGURE 6.49 – Courbe de compression complète : topologie obtenue pour ω = 1.5 et ω
décroissant

Les résultats obtenus pour chaque cas de calcul, ainsi que la valeur de la fonction objectif
sont récapitulés dans le tableau 6.7.
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Contraintes homogénéisées (Pa)
Cas de calcul Fonction objectif

ω 1 2 3 4
0.8 -3.9028E6 −2.0744E6 −1.1048E6 −5.7228E5 1.0746E6
1.2 -3.9028E6 −2.0744E6 −1.1048E6 −5.7228E5 1.0746E6
1.5 −3.8628E6 −1.9190E6 −1.0371E6 −5.4163E5 8.6786E5

décroissant −3.8628E6 −1.9190E6 −1.0371E6 −5.4163E5 8.6786E5

Tableau 6.7 – Valeurs numériques obtenues lors de l’étude de la courbe de compression
complète

Les résultats étant les mêmes que précédemment, les courbes σ − ε de ces topologies
sont données dans la figure 6.18 que nous avons vue précédemment à la page 193. Ces
résultats présentent une non-linéarité sur la courbe σ − ε qui se rapproche de celle du
caoutchouc dont nous souhaitions mimer le comportement mécanique.

6.7/ CONCLUSIONS DU CHAPITRE

Ce chapitre propose d’appliquer la version binaire de l’algorithme I-PR-PSO que nous
avions développé dans les chapitres 3 et 4 à l’optimisation topologique des metama-
tériaux mécaniques. Dans ce cas, nous avons tenté de développer un metamatériau
constitué d’acier dont les propriétés mécaniques sont celles du caoutchouc en compres-
sion. Pour ce faire, nous avons discrétisé cette courbe de compression en 4 points pour
lesquels nous avons tenté, en appliquant la déformation homogène correspondante, de
retrouver la contrainte considérée comme homogène. Contrairement à ce qui avait été fait
dans le chapitre 4, nous n’avons pas appliqué d’algorithme de vérification des damiers
dans la topologie. De précédents résultats de la littérature montrent que les topologies à
géométries tournantes présentent des propriétés mécaniques intéressantes lorsqu’elles
sont homogénéisées. C’est la raison pour laquelle nous avons décidé de conserver la
possibilité d’obtenir de telles topologies. En outre, nous n’avons pas utilisé de matériau
fictif pour remplacer le vide. Les éléments vides ont été complètement supprimés du
maillage. Un algorithme de vérification des chemins de matière a donc été développé,
afin de s’assurer de la double continuité de matière : entre les différents VER assemblés,
et au sein même du VER.

La construction du modèle numérique de Volume Elémentaire Représentatif a été déve-
loppé sous Cast3m R© et présente les propriétés suivantes :

• La géométrie est un carré en deux dimensions discrétisé en 10× 10 éléments finis
de type Q4.

• En considérant les hypothèses des méthodes d’homogénéisation, et en particulier
de la méthode de moyennation des champs, nous avons appliqué des conditions
aux limites périodiques aux 4 côtés de notre VER. Afin d’éliminer les potentiels
mouvements de corps rigides, nous avons encastré un coin de notre VER.

• Une déformation considérée comme homogène et calculée en conséquence est
appliquée sur l’un des côtés du carré.

Afin de considérer les potentiels grands déplacements dans notre VER déformé, nous
avons choisi d’utiliser la dérivée de Jaumann pour calculer les déformations, la formu-
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lation Lagrangienne réactualisée, et un repère corotationnel, permettant de travailler à
chaque instant de calcul dans la configuration déformée actuelle.

L’optimisation a été réalisée avec notre algorithme I-PR-PSO développé sous MATLAB R©,
en considérant c1 = c2 = 0.5. Différentes valeurs de l’inertie ω ont été testées pour chaque
cas de calcul : 0.8, 1.2, 1.5 et décroissante linéairement entre 1.2 et 0.2.

Les résultats montrent d’une part qu’il est possible de créer un metamatériau constitué
d’acier qui présente des grandes déformations à l’échelle macroscopique, dûes notam-
ment aux grands déplacements présents à l’échelle microscopique dans le VER. Les
VER ainsi obtenus présentent des géométries tournantes, telles que celles proposées
dans la littérature lors du développement de metamatériaux à coefficient de Poisson né-
gatif. On montre aussi que certaines topologies en particulier présentent une non-linéarité
de la courbe σ − ε qui est assez proche de celle du caoutchouc. Certains résultats pré-
sentent des non-linéarités géométriques dûes au flambage soudain de la structure.

En utilisant un nombre assez grand de particules afin de maximiser les chances de
converger vers une solution optimale, nous avons augmenté grandement le temps de
calcul. Pour pallier à ce problème, les calculs ont été réalisés de manière parallèle au
Mésocentre de Calcul de Franche-Comté.

Dans le futur, nous souhaiterions raffiner le maillage dans le VER, afin de tenter d’af-
finer les résultats, et d’obtenir une courbe σ − ε plus proche de celle du caoutchouc
qu’elle ne l’est déjà. Avec l’avancée des technologies concernant le développement des
imprimantes 3D, nous pourrions essayer d’imprimer les géométries que nous avons dé-
veloppées ici (en réalisant un carré contenant 8 × 8 cellules de périodicité [212]), afin de
réaliser des essais en traction/compression sur ces nouveaux metamatériaux.



7
CONCLUSIONS DE LA THÈSE

Ce travail de thèse avait pour objet le développement d’une méthode d’optimisation me-
taheuristique qualifiée d’intelligente, ainsi que ses différentes applications à la mécanique
classique et au développement des metamatériaux.

7.1/ BILAN DES TRAVAUX RÉALISÉS

Le chapitre 3 présente le développement d’un algorithme d’optimisation qualifié d’intelli-
gent, basé conjointement sur l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire PSO, et
l’algorithme PageRank utilisé par le moteur de recherche Google. Cet algorithme utilise
les propriétés des chaines de Markov afin de redéfinir en temps réel la topologie de la po-
pulation des particules PSO. En effet, les particules - qui se déplacent à chaque itération
dans l’espace des solutions - représentent des potentielles solutions au problème d’op-
timisation traité. Ainsi, on peut considérer qu’elles représentent des états dans lesquels
les particules peuvent être au cours du calcul. On considère donc que notre essaim de
particules PSO est une chaîne de Markov, représenté par un graphe probabiliste, dont les
nœuds sont les particules, et les arêtes sont les liens qui définissent l’influence qu’elles
ont les unes sur les autres. Notre algorithme Inverse-PageRank-PSO utilise le succès
relatif des particules au cours des itérations pour définir le vecteur stationnaire π de la
chaîne de Markov considérée. Un algorithme PageRank inverse détermine ainsi, à partir
de ce vecteur stationnaire, la matrice des connectivités des particules, c’est à dire les
facteurs définissant en quelle mesure elles s’influencent les unes les autres au cours des
itérations. En modifiant ainsi la pondération des influences des particules les unes sur les
autres, notre algorithme a montré qu’il était plus efficace que ses pairs sur les 12 fonc-
tions objectifs mathématiques testées. Il est notamment plus rapide que ses congénères
à se rapprocher d’une zone prometteuse du domaine de recherche, mais il se rapproche
aussi plus près du minimum global de la fonction objectif considérée. En optimisation
avec contraintes, l’algorithme a été validé sur des problèmes mécaniques de treillis, dont
on souhaite minimiser la masse, en considérant une contrainte d’optimisation sur les
contraintes mécaniques maximales admissibles dans les barres et les déplacements des
nœuds. Afin d’adapter I-PR-PSO à l’optimisation avec contraintes, nous l’avons couplé
avec une méthode de type Harmony memory qui gère les bornes limites des variables
d’optimisation, et une méthode de pondération des objectifs qui gère les contraintes in-
trinsèques au problème pour lesquelles le calcul par éléments finis de la structure est
indispensable. Les résultats montrent que notre algorithme est bien adapté à l’optimisa-
tion avec contraintes, en trouvant des meilleures solutions que celles données dans la
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littérature sur les mêmes problèmes.

Le chapitre 4 propose une nouvelle méthode d’optimisation topologique développée en
particulier pour les problèmes mécaniques, basée conjointement sur notre algorithme
I-PR-PSO et l’algorithme Evolutionary Structural Optimization (ESO). Ici, les deux algo-
rithmes travaillent de manière séquentielle, en considérant chacun un problème d’optimi-
sation différent. Alors que I-PR-PSO tente de minimiser la compliance de la structure en
considérant des contraintes d’optimisation sur le volume de la structure, ESO minimise le
volume de la structure en considérant des contraintes d’optimisation sur les contraintes
équivalentes de Von Mises dans les éléments du maillage. Bien que ces deux problèmes
d’optimisation soient contradictoires, ils sont traités de manière séquentielle, de telle sorte
que tous les objectifs sont atteints à la fin du calcul, même si l’on doit augmenter légè-
rement la fonction objectif de l’un pour améliorer l’autre. Cette méthode de séparation
des objectifs avait déjà été proposée dans la littérature, appelée la méthode du compro-
mis, la méthode du but programmé ou encore la méthode d’ordonnancement lexicogra-
phique. En outre, afin de gérer les problèmes de damiers que l’on retrouve classiquement
en optimisation topologique, un algorithme de vérification des damiers a été développé.
Contrairement a ce qui a été fait dans la littérature, cet algorithme modifie la position
des particules si elles présentent un ou plusieurs damiers, de telle sorte que l’algorithme
garde en mémoire la modification effectuée. Les résultats montrent que les topologies
obtenues sont plus régulières que celles obtenues par un algorithme d’optimisation par
essaim particulaire seul. En outre, ils montrent aussi que notre algorithme diminue le
temps de calcul, en minimisant le nombre d’itérations nécessaire à la convergence, et
donc le nombre d’appels au calcul de la fonction objectif par éléments finis.

Le chapitre 5 propose d’adapter l’algorithme PSO à l’optimisation topologique, en utili-
sant une représentation génotype-phénotype empruntée aux algorithme génétiques, et
de l’appliquer au développement d’une cape d’invisibilité électromagnétique fréquentielle.
Ici, un modèle de cellule de périodicité basé sur les équations de Maxwell a été déve-
loppé, en considérant des conditions aux limites particulières, permettant notamment de
minimiser les réflexions retour du champ électromagnétique impactant le domaine. En ap-
pliquant notre algorithme à cette cellule de périodicité, nous avons pu déterminer quelle
répartition de matériau diélectrique dans le domaine de design minimise effectivement
les parties réelle et imaginaire de la perméabilité effective. Du fait que la partie réelle
de la perméabilité présente un point d’anti-résonnance, mais pas la partie imaginaire, il
n’a pas été nécessaire d’utiliser un processus d’optimisation multiobjectif. Nous avons
donc employé un processus d’optimisation à deux étapes, en utilisant la topologie finale
de la première étape comme une topologie initiale pour la seconde étape. Les résultats
montrent que ce processus d’optimisation topologique réussit à converger avec succès
vers des solutions acceptables, c’est à dire des solutions qui minimisent effectivement les
parties réelle et imaginaire de la perméabilité effective.

Le chapitre 6 propose d’utiliser la version binaire de notre algorithme I-PR-PSO préce-
demment développée dans le chapitre 4 afin de développer un metamatériau mécanique.
Le but de se travail était de développer un metamatériau constitué d’acier, dont la courbe
σ−ε se rapproche de celle d’un caoutchouc dans une seule direction de l’espace. Pour ce
faire, nous avons développé une cellule de périodicité discrétisée en 10×10 éléments finis
de type Q4, dans laquelle nous avons tenté de déterminer la répartition de matière pour
qu’elle présente, à l’échelle macroscopique, ces propriétés non-linéaires. L’homogénéisa-
tion de ces propriétés mécaniques a été réalisée notamment en lui appliquant des condi-
tions aux limites périodiques, et en considérant une loi de moyennation des champs - ou
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loi des mélanges - pour retrouver les contraintes homogénéisées à partir des contraintes
dans la cellule. Ne sachant pas, a priori, vers quelles topologies notre algorithme d’op-
timisation convergerait, nous avons tenté de développer un modèle numérique le plus
général possible. Pour ce faire, et afin d’être en mesure de considérer des potentielles
grandes transformations dans le Volume Elémentaire Représentatif, nous avons utilisé
la dérivée de Jaumann pour calculer les déformations, et avons travaillé dans un réfé-
rentiel corotationnel en utilisant la formulation Lagrangienne réactualisée. Nous n’avons
pas employé ici d’algorithme de vérification des damiers dans la topologie. En effet, des
topologies à géométries tournantes avaient précédemment été proposées dans la litté-
rature, et présentaient des propriétés mécaniques intéressantes, comme un coefficient
de Poisson négatif. Nous souhaitions donc considérer la possibilité de converger vers de
telles géométries. Les résultats montrent qu’il est possible de développer un metama-
tériau constitué d’acier dont les propriétés sont hyperélastiques - ou tout du moins non
linéaires - dans une direction de l’espace. En effet, de grands déplacements à l’échelle
microscopique induisent de grandes déformations à l’échelle macroscopique.

7.2/ PERSPECTIVES ET AMÉLIORATIONS

La majeure partie des problèmes que nous avons rencontrés concerne le raffinement
des maillages que nous avons réalisés lors du développement de modèles numériques
de structures, mécaniques ou électromagnétiques. En effet, les capacités de calcul à
notre disposition n’ont pas permis d’appliquer nos processus d’optimisation topologique
à des maillages suffisamment fins pour obtenir des résultats qui satisfont complètement
aux objectifs initiaux à atteindre. Dans le domaine des metamatériaux mécaniques, la di-
mension des éléments était toutefois limitée par la précision des potentielles imprimantes
3D utilisables pour fabriquer notre metamatériau. En effet, la précision d’impression nous
a donné la dimension des éléments finis, et les différentes hypothèses à respecter pour
que l’homogénéisation soit correcte nous a imposé une dimension maximale du VER à
respecter.

Ainsi, dans le futur, avec l’amélioration des capacités de calcul à notre disposition et de
la précision des imprimantes 3D, nous souhaiterions affiner certains résultats en affinant
le maillage des modèles numériques réalisés.

En outre, certaines de nos topologies mériteraient d’être fabriquées afin de faire des es-
sais pour vérifier leurs propriétés mécaniques. Nous envisageons notamment d’imprimer
en 3D un Volume Représentatif constitué de plusieurs cellules de périodicités trouvées
dans le chapitre 6 afin de confirmer leur comportement hyperélastique dans une direc-
tion de l’espace. Une phase de reconception devra être réalisée, puisque les géométries
tournantes que nous avons considérées sont réalisées par la possible rotation des élé-
ments Q4 autour de l’un des noeuds qui les constituent. On devra donc concevoir des
micro-liaisons pivot qui permettent de reproduire ce fonctionnement mécanique.
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A
ETATS DE SOLLICITATIONS

Ce chapitre donne les différents états de sollicitation nécessaires à la détermination des
composantes du tenseur d’élasticité d’un matériau que l’on souhaite homogénéisé.

On rappelle ici que l’énergie totale de déformation U dans le volume V de la structure
homogène est donnée par

U =
1
2
σi jεi jV (A.1)

Troisième état de sollicitation
On suppose ici que l’on impose un déplacement unitaire de la forme suivante

ε =
[
0 0 1 0 0 0

]T
(A.2)

Le vecteur des contraintes peut donc être écrit de la manière suivante

σ =
[
C1133 C1133 C3333 0 0 0

]T
(A.3)

En remplaçant ces deux expressions dans l’équation A.1, on a

U = 1
2σ εV

1
2C3333V

⇒ C3333 = 2U
V

(A.4)

Quatrième état de sollicitation
On suppose ici que l’on impose un déplacement unitaire de la forme suivante

ε =
[
0 0 0 0 0 1

]T
(A.5)

Le vecteur des contraintes peut donc être écrit de la manière suivante

σ =
[
0 0 0 0 0 C1212

]
(A.6)

En remplaçant ces deux expressions dans l’équation A.1, on a

U = 1
2σ εV

= 1
2C1212V

⇒ C1212 = 2U
V

(A.7)
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Cinquième état de sollicitation
On suppose ici que l’on impose un déplacement unitaire de la forme suivante

ε =
[
0 0 0 1 0 0

]T
(A.8)

Le vecteur des contraintes peut donc être écrit de la manière suivante

σ =
[
0 0 0 C2323 0 0

]T
(A.9)

En remplaçant ces deux expressions dans l’équation A.1, on a

U = 1
2σ εV

= 1
2C2323V

⇒ C2323 = 2U
V

(A.10)

Sixième état de sollicitation
On suppose ici que l’on impose un déplacement unitaire de la forme suivante

ε
[
0 0 0 0 1 0

]T
(A.11)

Le vecteur des contraintes peut donc être écrit de la manière suivante

σ =
[
0 0 0 C1313 0

]T
(A.12)

En remplaçant ces deux expressions dans l’équation A.1, on a

U = 1
2σ εC

= 1
2C1313V

⇒ C1313 = 2U
V

(A.13)

Septième état de sollicitation
On suppose ici que l’on impose un déplacement de la forme suivante

ε =
[
1 1 0 0 0 0

]T
(A.14)

Le vecteur des contraintes peut donc être écrit de la manière suivante

σ =
[
C1111 + C1122 C2211 + C2222 C3311 + C3322 0 0 0

]T
(A.15)

En remplaçant ces deux expressions dans l’équation A.1, on a

U = 1
2σ εV

= 1
2 (C1111 + C1122 + C2211 + C2222)V

= 1
2 (C1111 + 2C1122 + C2222)

⇒ C1122 = U
V −

C1111
2 −

C2222
2

(A.16)

Huitième état de sollicitation
On suppose ici que l’on impose un déplacement de la forme suivante
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ε
[
0 1 1 0 0 0

]T
(A.17)

Le vecteur des contraintes peut donc être écrit de la manière suivante

σ =
[
C1122 + C1133 C2222 + C2233 C3322 + C3333 0 0 0

]T
(A.18)

En remplaçant ces deux expressions dans l’équation A.1, on a

U = 1
2σ εV

= 1
2 (C2222 + C2233 + C3322 + C3333)V

= 1
2 (C2222 + 2C2233 + C3333)

⇒ C2233 = U
V −

C2222
2 −

C3333
2

(A.19)

Neuvième état de sollicitation
On suppose ici que l’on impose un déplacement de la forme suivante

ε =
[
1 0 1 0 0 0

]T
(A.20)

Le vecteur des contraintes peut donc être écrit de la manière suivante

σ =
[
C1111 + C1133 C2211 + C2233 C3311 + C3333 0 0 0

]T
(A.21)

En remplaçant ces deux expressions dans l’équation A.1, on a

U = 1
2σ εV

= 1
2 (C1111 + C1133 + C3311 + C3333)V

⇒ C1133 = U
V −

C1111
2 −

C3333
2

(A.22)
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COURBES DE CONVERGENCE

OBTENUES AVEC L’ALGORITHME
I-PR-PSO
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258 ANNEXE B. CONVERGENCE DES CALCULS AVEC I-PR-PSO

FIGURE B.1 – Ackley FIGURE B.2 – Griewank

FIGURE B.3 – Rastrigin FIGURE B.4 – Rosenbrock

FIGURE B.5 – Sphere
FIGURE B.6 – Rotate hyper ellipsoid function

Figures B.1 - B.6 : Courbes de convergence de I-PR-PSO en dimension 10 (moyenne
des 100 calculs réalisés, pour chaque itération)
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FIGURE B.7 – Shifted Rastrigin FIGURE B.8 – Shifted Rosenbrock

FIGURE B.9 – Shifted Sphere FIGURE B.10 – Shifted Ackley

FIGURE B.11 – Bohachevsky FIGURE B.12 – Schwefel’s problem 1.2

Figures B.7 - B.12 : Courbes de convergence de I-PR-PSO en dimension 10 (moyenne
des 100 calculs réalisés, pour chaque itération)
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FIGURE B.13 – Ackley FIGURE B.14 – Griewank

FIGURE B.15 – Rastrigin FIGURE B.16 – Rosenbrock

FIGURE B.17 – Sphere
FIGURE B.18 – Rotate hyper ellipsoid func-
tion

Figures B.13 - B.18 : Courbes de convergence de I-PR-PSO en dimension 20 (moyenne
des 100 calculs réalisés, pour chaque itération)
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FIGURE B.19 – Shifted Rastrigin FIGURE B.20 – Shifted Rosenbrock

FIGURE B.21 – Shifted Sphere FIGURE B.22 – Shifted Ackley

FIGURE B.23 – Bohachevsky FIGURE B.24 – Schwefel’s problem 1.2

Figures B.19 - B.24 : Courbes de convergence de I-PR-PSO en dimension 20 (moyenne
des 100 calculs réalisés, pour chaque itération)
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FIGURE B.25 – Ackley FIGURE B.26 – Griewank

FIGURE B.27 – Rastrigin FIGURE B.28 – Rosenbrock

FIGURE B.29 – Sphere
FIGURE B.30 – Rotate hyper ellipsoid func-
tion

Figures B.25 - B.30 : Courbes de convergence de I-PR-PSO en dimension 30 (moyenne
des 100 calculs réalisés, pour chaque itération)
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FIGURE B.31 – Shifted Rastrigin FIGURE B.32 – Shifted Rosenbrock

FIGURE B.33 – Shifted Sphere FIGURE B.34 – Shifted Ackley

FIGURE B.35 – Bohachevsky FIGURE B.36 – Schwefel’s problem 1.2

Figures B.31 - B.36 : Courbes de convergence de I-PR-PSO en dimension 30 (moyenne
des 100 calculs réalisés, pour chaque itération)





C
RÉSULTATS COMPLÉMENTAIRES :

COURBES DE CONVERGENCE DES
CALCULS D’OPTIMISATION

TOPOLOGIQUE RÉALISÉS AVEC
ESO-I-PR-PSO

C.1/ COURBES DE CONVERGENCE DE TOUS LES PROBLÈMES

D’OPTIMISATION TRAITÉS

Cette annexe récapitule les courbes de convergence des calculs d’optimisation topolo-
gique réalisés avec ESO-I-PR-PSO, sur les 7 cas de structures mécaniques traitées. Ces
courbes représentent les évolutions de la fonction objectif et du rapport de volume V/V0
en fonction des itérations, mises en regard de l’évolution du paramètre rr.
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Tableau C.1 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 1
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Volume
ratio Fonction objectif Rapport de volume
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Tableau C.2 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 1
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Volume
ratio Fonction objectif Rapport de volume
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Tableau C.3 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 2
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Volume
ratio Fonction objectif Rapport de volume
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Tableau C.4 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 2
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Volume
ratio Fonction objectif Rapport de volume
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Tableau C.5 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 3
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Volume
ratio Fonction objectif Rapport de volume
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Tableau C.6 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 3
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Volume
ratio Fonction objectif Rapport de volume
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Tableau C.7 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 4
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Volume
ratio Fonction objectif Rapport de volume
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Tableau C.8 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 4
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Volume
ratio Fonction objectif Rapport de volume
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Tableau C.9 – Courbes de convergence de ESO-I-PR-PSO dans le cas 5
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C.2/ RÉSULTATS D’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE RÉALISÉS AVEC

PSO SEUL

Cette section présente quelques résultats de la littérature concernant l’optimisation to-
pologique avec un algorithme par essaim particulaire [208]. En comparaison avec nos
résultats, on voit ici que les topologies ne sont pas très régulières, ni symétriques. Ces
résultats montrent l’immense difficulté pour obtenir des résultats réguliers avec le seul al-
gorithme PSO, d’autant plus lorsque le nombre de variables d’optimisation est très grand.
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FIGURE C.1 – Résultats de la littérature [208]. Optimisation topologique avec un algo-
rithme d’optimisation par essaim particulaire seul
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FIGURE C.2 – Résultats de la littérature [208]. Optimisation topologique avec un algo-
rithme d’optimisation par essaim particulaire seul
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D
RÉSULTATS COMPLÉMENTAIRES :

VALEURS ATTEINTES PAR
L’ALGORITHME ESO-I-PR-PSO

Lorsque ESO prend le relais A la fin du calcul
V/V0 demandé V/V0 Fonction obj. V/V0 Fonction obj. Itérations rrmax

CAS 1
0.3 0.76875 5.6673E-4 0.2625 1.2E-3 66 16
0.4 0.78125 5.6179E-4 0.3625 8.9042E-4 62 12
0.5 0.784375 5.6339E-4 0.384375 9.0805E-4 40 10
0.6 0.78125 5.6179E-4 0.48125 7.2853E-4 52 8
0.7 0.78125 5.6237E-4 0.50625 7.1451E-4 40 8

CAS 2
0.3 0.775 6.5754E-4 0.290625 1.3217E-3 76 16
0.4 0.7640625 6.4217E-4 0.378125 9.6724E-4 68 12
0.5 0.79375 6.3869E-4 0.4921875 8.0132E-4 73 9
0.6 0.7671875 6.3778E-4 0.59375 7.1375E-4 64 7
0.7 0.771875 6.4202E-4 0.6484375 3.8021E-4 57 6

CAS 3
0.3 0.7578125 6.4977E-4 0.284375 1.2607E-3 87 16
0.4 0.74375 6.4595E-4 0.3515625 1.0473E-3 62 12
0.5 0.746875 6.5924E-4 0.478125 8.0613E-4 54 9
0.6 0.7765625 6.3844E-4 0.5671875 7.2207E-4 69 8
0.7 0.778125 6.3982E-4 0.6984375 6.543E-4 51 5

CAS 4
0.3 0.6 8.59E-5 0.28125 1.2002E-4 74 18
0.4 0.5875 8.81E-5 0.384375 1.0032E-45 66 12
0.5 0.565625 8.70E-5 0.5 8.99E-5 55 8
0.6 XXX XXX 0.590625 8.76E-5 20 0
0.7 XXX XXX 0.565625 8.74E-5 20 0

CAS 5
0.3 0.403125 1.4202E-4 0.290625 1.6544E-4 63 18
0.4 0.46875 1.3089E-4 0.396875 1.3354E-4 44 10
0.5 XXX XXX 0.39375 1.5027E-4 20 0

CAS 6
0.3 0.484375 1.5515E-4 0.290625 1.9547E-4 68 20
0.4 0.490625 1.5315E-4 0.3875 1.6242E-4 50 12
0.5 0.440625 5.2919E-4 0.440625 5.2919E-4 28 2

CAS 7
0.3 0.759375 1.1869E-4 0.296875 2.6534E-4 79 24
0.4 0.784375 1.1578E-4 0.334375 2.2363E-4 62 18
0.5 0.78125 1.1797E-4 0.4875 1.5627E-4 52 14
0.6 0.8 1.1537E-4 0.54375 1.488E-4 51 12

Tableau D.1 – Valeurs atteintes par les deux étapes de notre algorithme d’optimisation
ESO-I-PR-PSO
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EXEMPLE DE MODÈLE NUMÉRIQUE DE

VER DÉFINI AVEC CAST3M

*——————-OPTIONS GENERALES DU MODELE;
OPTI ECHO 0 ;
OPTI DIME 2 ELEM QUA4 MODE PLAN CONT EPSI JAUMANN;
OPTI ERRE FATAL ;

*CREATION DE LA GEOMETRIE ;
P1 = 0. 0. ;
P2 = 0.120 0. ;
P3 = 0.120 0.120 ;
P4 = 0. 0.120 ;
L1 = DROI 10 P1 P2 ;
L2 = DROI 10 P2 P3 ;
L3 = DROI 10 P3 P4 ;
L4 = DROI 10 P4 P1 ;
GEO1 = DALL L1 L2 L3 L4 ;

*CHOIX DU COMPORTEMENT ET DES MATERIAUX;
MOD1 = MODE GEO1 MECANIQUE ELASTIQUE ISOTROPE QUA4 ;
MAT1 = MATE MOD1 YOUN 210000000000 NU 0.3 DIM3 0.001 ;

*Particule 11 ;

*CREATION DU MCHAML;
OPTI ACQU ’topologie11.txt’ ; *(où topologie11.txt est un fichier texte contenant la
matrice binaire définissant la répartition de matière dans le domaine)
ACQU TOPO*LISTREEL 100 ;

*CREATION DU MCHAML;
CH1 = MANU ’CHML’ MOD1 ’REPA’ ’TEST’ TOPO;

*RESTRICTION DU MODELE;
MODI1 = CH1 ELEM ’SUPERIEUR’ 0.5 ;
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MODA1 = REDU MOD1 MODI1 ;
MATA1 = REDU MAT1 MODI1 ;
MOD = MODA1 ;
MAT = MATA1 ;

*CONDITIONS AUX LIMITES ;
CL1 = BLOQUER DEPLA ROTA P1 ;
CL = CL1 ;

*CONDITIONS AUX LIMITES PERIODIQUES;
RIG1 = ’RELA’ ’UX’ L2 - ’UX’ (INVE L4) ;
RIG2 = ’RELA’ ’UY’ L2 - ’UY’ (INVE L4) ;
RIG3 = ’RELA’ ’UX’ L3 - ’UX’ (INVE L1) ;
RIG4 = ’RELA’ ’UY’ L3 - ’UY’ (INVE L1) ;

*Cas calcul 1 ;

* DEPLACEMENT IMPOSE —————————;
CHAR1 = DEPI RIG1 -0.0030567 ; *(On impose ici la valeur de la déformation voulue)
CHAR2 = DEPI RIG2 0. ;
CHAR3 = DEPI RIG3 0. ;
CHAR4 = DEPI RIG4 0. ;
CHARTOT = CHAR1 ET CHAR2 ET CHAR3 ET CHAR4 ;
LIS1 = PROG 0. 1. ;
LIS2 = PROG 0. 1. ;
EVT1 = EVOL MANU ’T’ LIS1 ’D(T)’ LIS2 ;
CHA1 = CHAR ’DIMP’ CHARTOT EVT1 ;

* MODELE NON LINEAIRE ———————;
LIS_TPS = PROG 0. PAS 0.01 1. ;
TPS_SAUV = PROG 1. ;
TAB1 = TABLE ;
TAB1.’PROCESSEURS’ = MONO_PROCESSEUR;
TAB1.’CONVERGENCE_FORCEE’ = FAUX;
TAB1.’GRANDS_DEPLACEMENTS’ = VRAI ;
TAB1.’MODELE’ = MOD;
TAB1.’CARACTERISTIQUES’ = MAT ;
TAB1.’CHARGEMENT’=CHA1 ;
TAB1.’PREDICTEUR’=HPP;
TAB1.’BLOCAGES_MECANIQUES’=CL ET RIG1 ET RIG2 ET RIG3 ET RIG4 ;
TAB1.’TEMPS_CALCULES’=LIS_TPS ;
TAB1.’TEMPS_SAUVES’=TPS_SAUV;
TAB1.’PAS_AJUSTE’ = VRAI ;
PASAPAS TAB1 ;

*RECUPERATION DES RESULTATS ;
TAB2 = TAB1.CONTRAINTES;
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MCHAML1 = TAB2.100 ;
INT_CONT = INTG MOD MCHAML1 ’SMXX’ ; * Intégration numérique des contraintes
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Résumé :

L’optimisation offre la possibilité, dans de nombreux domaines, d’améliorer les performances d’un
système donné, qu’il soit physique ou mathématique. Depuis quelques décennies, les méthodes
d’optimisation metaheuristiques ont fait leurs preuves, notamment dans le domaine de la mécanique.
Du grec meta signifiant "un niveau au dessus", les metaheuristiques permettent de s’affranchir du
calcul des sensibilités souvent problématique quant à la résolution de problèmes d’optimisation
complexes et/ou NP difficiles. En outre, elles ont la capacité à analyser simultanément l’ensemble du
domaine des solutions, ce qui leur permet converger efficacement vers l’optimum global de la fonction
objectif considérée. Notre travail propose le développement d’une nouvelle méthode metaheuristique
intelligente, basée conjointement sur l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire PSO, et
l’algorithme PageRank développé par MM. Brin et Page, et utilisé par le moteur de recherche
Google. Cet algorithme, appelé Inverse-PageRank-PSO (I-PR-PSO), a été validé sur un benchmark
de fonctions mathématiques, puis en optimisation contrainte sur des treillis mécaniques. Interfacée
avec l’algorithme Evolutionary Structural Optimization (ESO), elle a été adaptée à l’optimisation
topologique et a permis de trouver des résultats dont les topologies sont régulières et les temps de
calcul minimisés. Dans le domaine des metamatériaux, nous avons développé une cape d’invisibilité
électromagnétique fréquentielle, c’est à dire un metamatériau dont les parties réelle et imaginaire de
la perméabilité effective sont négatives. En appliquant notre algorithme I-PR-PSO aux metamatériaux
mécaniques, nous avons montré qu’il est possible de développer un metamatériau constitué d’acier
qui présente des grandes déformations à l’échelle macroscopique, dûes notamment aux grands
déplacements présents dans le Volume Elémentaire Représentatif à l’échelle microscopique.

Mots-clés : Optimisation, Metaheuristiques, Mécanique, Metamatériaux

Abstract:

Based on a recent research concerning the PageRank algorithm used by the famous search engine
Google, a new Inverse-PageRank-Particle Swarm Optimizer (I-PR-PSO) is developed, in order to
improve the performances of classic PSO. After having been tested and validated on a benchmark
of classical mathematical functions, this algorithm has been validated on constrained optimization,
applied on classical trusses of the literature. Interfaced with the Evolutionary Structural Optimization
algorithm, this algorithm has shown its performances on topology optimization, applied to structural
mechanics. Finally, using the performances of our newly developed algorithm, we have developed
metamaterials. In electromagnetics, a frequantial cloaking device has been developed, minimizing
the effective permeability of the considered Representative Volume Element. In mechanics, we have
developed a metamaterial made of steel which exhibits hyper-elastic - or, at least, non linear -
mechanical behaviour. Combining great displacements and rotations at microscale, the developed
metamaterial exhibits great deformations at the macroscale as well.

Keywords: Optimization, Metaheuristics, Mechanics, Metamaterials
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