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Notations

Matrices et vecteurs

— My (K) (resp. M, ,(K)) : espace des matrices carrées (resp. rectangulaires) de taille n x n (resp. de
taille p x n), avec n,p € N, et a coefficients dans le corps K =R ou C.

— Su(R) : espace des matrices symétriques réelles de taille n € N.
— AT ou 'A : transposée d’une matrice A € M, ,(K).
— I, : matrice identité de taille n € N.
— 0, (resp. 0,) : matrice nulle de My, ,(R) (resp. M,(R)).
— diag(az,...,a,) : matrice diagonale de taille n € N, dont les éléments diagonaux sont les (a;)1<j<n.
— A: B : produit contracté de deux matrices A, B € M, ,(K) défini par A: B := Z a;j bij.
1<i<p
1<j<n
— u x v : produit vectoriel de deux vecteurs u,v € R3.

— u® v : produit tensoriel de deux vecteurs u,v € R" défini par u ® v := (u; v;)1<i j<n € Mp(R).

n
— w- v : produit scalaire canonique de deux vecteurs u,v € R" défini par u - v := E U; V;.
i=1

— U -V : produit hermitien de deux vecteurs U,V € C" défini par U -V := Z U; V.
i=1

Pour ne pas alourdir certaines notations, on se permettra souvent d’écrire les vecteurs de R™ ou C™ aussi
bien en ligne qu’en colonne.

Opérateurs différentiels

— t >0 : variable de temps.

— 2 = (71,22, 73) € R? : variable d’espace.

— O : dérivée partielle par rapport a t.

— 0Oy, : dérivée partielle par rapport a x;, pour i € {1,2,3}.

— |a| : longueur d’un multi-indice o € N définie par |a| := a1 + ag + as.

11
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— a! : factorielle d'un multi-indice o € N3 définie par ! := ! an! asl.
— 0* : dérivée partielle 921922992, on o € N3.
— V : gradient en espace défini par V = (0u;, Ory, Ous) -

— V- u : divergence en espace d'un champ de vecteurs u = u(x) € R3 définie par

Vu = Oy u1 + Ogytg + Opyus.

— V X u : rotationnel d’un champ de vecteurs u = u(x) € R? défini par

V X u := (0pyu3 — Opauz, Opgus — Oy s, Oy, Uz — Oyyur).

3
— A : opérateur Laplacien défini (sur R3) par A := Zaﬁl
i=1

Espaces fonctionnels usuels

— C*(Q) : espace des fonctions de classe C¥ sur un ouvert Q de R”, ou k € N.

— C®(Q) = Npen CH(Q).

— D(Q) : espace des fonctions de classe C* et a support compact dans un ouvert 2 de R™.
— D'(Q) : espace des distributions sur .

— S(R™) : espace de Schwartz sur R™.

— S'(R™) : espace des distributions tempérées sur R™.

— LP(Q) : espace de Lebesgue d’indice p € [1,400] sur un domaine 2 C R"™.

— WHkP(Q) : espace de Sobolev d’indice (k,p) sur €.

— H*(Q) : espace de Sobolev hilbertien W*2(Q).

— H*(Q) = Nien H*(Q).

— H*(T?) : espace de Sobolev fractionnaire d’indice s € R, sur le tore 2—dimensionnel T? (choisi
1—périodique ou 2mr—périodique selon les situations).



Introduction

1.1 Une problématique issue des Sciences Physiques

La magnétohydrodynamique (MHD) est une branche des Sciences Physiques qui étudie le mouvement
des fluides conducteurs de champs électromagnétiques (liquides ou gazeux). Ces fluides sont omniprésents
dans 'univers et se présentent sous forme de gaz ionisés, appelés plasmas. Ils constituent plus de 99% de
la matiére connue dans l'univers, sous diverses formes : gaz des étoiles, vent solaire, aurores boréales etc.
Les plasmas ne sont pas uniquement hors de notre portée, puisqu’ils sont sources de nombreux travaux
de recherche et d’expériences actuelles; on peut citer par exemple les Tokamaks, chambres toriques qui
confinent des plasmas et pourraient fournir un moyen de produire de I’énergie par fusion nucléaire.

Plusieurs modeéles interviennent en MHD), selon les propriétés des plasmas que 1’on souhaite modéliser
ainsi que les échelles spatio-temporelles mises en jeu. En astrophysique, par exemple, les échelles considé-
rées étant “trés grandes”, on adopte le cadre de la MHD idéale qui constitue une bonne approximation
des phénomeénes pouvant étre observés. Le terme “idéal” signifie que la diffusion magnétique du plasma
est négligée. Nous considérerons dans cette these le cas d’un plasma homogéne (densité constante) donc
incompressible, supposé également idéal et non visqueuz (on néglige les termes de viscosité associés a la
vitesse et au champ magnétique du fluide). La dynamique d’un tel gaz est modélisée par les équations de
la MHD idéale incompressible, qui s’écrivent comme suit (sous forme adimensionnée, [Gall3, Lac63]) :

ou+V-(u®@u—H®H) + Vqg =0,
OH — V x (ux H) =0,

1.1.1

V.-u =0, ( )
V-H =0.

Dans le systéme (1.1.1), u € R? désigne la vitesse du fluide, H € R son champ magnétique et ¢ € R
2

la pression totale (définie par ¢ := p + %, p étant la pression “physique”). Ce sont des fonctions qui

dépendent du temps ¢t > 0 et de la position z € R3. La notation ® désigne le produit tensoriel de deux
vecteurs de R3, défini par u ® v := (u;0;)1<i ;<3 € M3(R). L’incompressibilité du fluide se traduit par la
troisiéme équation du systéme (1.1.1), et provient de la conservation de la masse. En effet, cette derniére
s’écrit :

0o + V- (ou) =0, (1.1.2)

13
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ou p est la densité du fluide. Comme nous considérons un fluide homogene, I’équation (1.1.2) donne
directement la contrainte de divergence nulle sur la vitesse du fluide. La contrainte de divergence nulle
sur le champ magnétique provient, quant a elle, des équations de Maxwell.

Les équations d’Euler. En labsence de champ magnétique (i.e. H = 0), le systéme (1.1.1) se réduit
au systeme d’Euler incompressible pour un fluide parfait. Lorsque 'on étudie 1’évolution d’un tel fluide
dans un domaine borné suffisamment régulier Q (dans R? ou R?), une condition “naturelle” que I'on peut
imposer sur le bord 92 est la suivante :

u-n =0 sur 09, (1.1.3)

ou n = n(z) désigne le vecteur normal sortant a {2 en tout point x € 9f2. La condition de bord (1.1.3)
traduit une condition de non porosité du milieu considéré, modélisant le fait que le fluide “reste” a
Pintérieur du domaine 2. Le systéeme d’Euler incompressible en domaine borné s’écrit alors :

ou+ V- (u®@u) + Vp = 0,
V-.u =0, dans][0,T]x€Q, (1.1.4)
wu-n =0, sur[0,T]x 0.

L’étude du systéme d’Euler incompressible (1.1.4) a suscité un fort intérét mathématique depuis le début
du XX¢ siecle. On peut par exemple citer les premiers résultats de Yudovich [Yud63] et Kato [Kat67],
sur existence et 1'unicité des solutions réguliéres de (1.1.4) dans un domaine borné a bord régulier en
dimension 2 d’espace. Yudovich a montré I'existence et I'unicité des solutions de (1.1.4), en supposant le
tourbillon initial wg borné (on renvoie a la définition du tourbillon (1.1.5) ci-dessous) ; Kato a montré un
résultat analogue, sous ’hypothése d’une vitesse initiale ug prise dans une échelle de régularité Holder.
Dans ce cas, le temps d’existence de la solution T' > 0 peut étre pris arbitrairement grand. L’existence et
l'unicité des solutions régulieres du systéme (1.1.4) persiste en dimension 3 d’espace, mais on ne dispose
que d’un résultat local en temps. On pourra se référer aux livres de Marchioro et Pulvirenti [MP94],
Chemin [Che98], ou encore Majda et Bertozzi [MB02] pour de plus amples détails. Dans ces références
sont également traités les cas o le domaine spatial  vaut R? ou R? (la condition de bord (1.1.3) est
alors remplacée par une décroissance a l'infini des solutions).

En dimension 2 d’espace, le systéme (1.1.4) peut aussi se reformuler en terme du tourbillon w, défini
comme étant le rotationnel de la vitesse :

w =V Xu = Oguz — Og,Ui. (1.1.5)

Si u est une solution suffisamment réguliere de (1.1.4), alors le tourbillon w vérifie I'équation de transport :

Ow + u-Vw = 0. (1.1.6)

La vitesse u est ensuite obtenue grace a la Loi dite de Biot-Savart. L’étude de ’équation (1.1.6) au
sens des distributions permet de définir une notion de solution faible au systeme d’Euler incompressible.
De telles solutions existent globalement en dimension 2 d’espace, et I'unicité est assurée des lors que
le tourbillon initial wy est borné et a support compact [MBO02]. La littérature concernant le systéme
d’Fuler incompressible est vaste, nous pouvons également citer a titre d’exemples les travaux de Beirao
da Veiga et Valli [BAVV80a, BAVV80b], Scheffer [Sch93], Shnirelman [Shn97], ou encore De Lellis et
Székelyhidi [DLS09].

Une classe particuliere de solutions faibles en dimension 2 sont les poches de tourbillon (ou “vortex
patches”), pour lesquelles le tourbillon w est donné par une fonction indicatrice. Ce théme est, encore
aujourd’hui, source de nombreux travaux de recherche; on pourra citer a titre d’exemples les résultats
de Marchioro [Mar94], ou encore Hmidi, Mateu, et Verdera [HMV13]. En dimension 3, une définition
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analogue aux poches de tourbillon permet de définir les filaments de tourbillon (ou “vortez filaments”),
dont les propriétés sont par exemple étudiées par Banica et Vega [BV09, BV13], ainsi que les tubes de
tourbillon (ou “vortex tubes”) étudiés par Enciso et Peralta-Salas [EPS15].

Lorsque le tourbillon w est une mesure portée par une hypersurface réguliére, évoluant elle-méme au
cours du temps, on parle de nappe de tourbillon. Celle-ci modélise un fluide séparé par une interface
a travers laquelle la vitesse présente une discontinuité tangentielle. Ce phénomene est bien connu en
hydrodynamique, et donne lieu aux instabilités de type Kelvin-Helmholtz (voir la figure 1.1 ci-dessous).
Du point de vue mathématique, les instabilités de Kelvin-Helmholtz sont bien comprises (en dimension

FIGURE 1.1 : Instabilités de Kelvin-Helmholtz sur Saturne (Source : Wikipédia).

2 et 3 d’espace) ; on peut citer les travaux de Sulem, Sulem, Bardos et Frisch [SSBF81], Delort [Del91],
Lebeau [Leb02] ou encore Wu [Wu06]. Notamment, le probléeme des nappes de tourbillon incompressibles
n’est bien posé que dans une échelle de régularité analytique. En revanche, en ajoutant de la tension de
surface, Ambrose et Masmoudi [AMO07] ont montré que I’on pouvait récupérer I’existence et 'unicité des
nappes de tourbillon incompressibles en dimension 3 d’espace, dans une échelle de régularité Sobolev. Dans
ce méme esprit, on verra que I'ajout d’'un champ magnétique “suffisamment fort” (aboutissant au systéme
des nappes de tourbillon-courant (1.2.6) que I'on décrira ci-apres), contrebalancera les instabilités de type
Kelvin-Helmholtz.

La MHD idéale incompressible. Le systéme de la MHD idéale incompressible (homogeéne ou inho-
mogene) a été étudié notamment par Alekseev, Schmidt et Secchi. En 1982, Alekseev [Ale82] a démontré
le caractere localement bien posé du systéeme de la MHD idéale incompressible dans les espaces de Sobolev
WHP(Q), ot Q est un domaine borné régulier de R™ (n > 2). D’autres contributions sur ce probléme ont
ensuite été apportées par Schmidt [Sch88| et Secchi [Sec93] a titre d’exemples.

Les nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incompressible. On s’intéresse désormais au
cas d’un cisaillement d’un plasma, donnant lieu a la formation d’une nappe de tourbillon-courant. Ce
phénomene modélise le couplage de deux plasmas, dont la vitesse et le champ magnétique présentent une
discontinuité tangentielle le long d’une hypersurface (i.e. la nappe), qui elle-méme évolue au cours du
temps. Il s’agit donc d’un probléme couplé a frontiere libre. La figure 1.2 ci-apres représente schémati-
quement une nappe de tourbillon-courant, cette derniére étant notée I'(t) (avec t la variable de temps).

Ce phénomene de cisaillement survient dans diverses situations. Par exemple, 'interface au niveau
de laquelle se rencontrent le vent solaire supersonique et le plasma interstellaire est modélisée par une
nappe de tourbillon-courant. Cette région, appelée héliopause (figure 1.3), peut étre considérée comme
la “limite” du systéme solaire [FR95]. A une échelle spatiale moindre, on peut aussi évoquer la région
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ou interferent le vent solaire et la magnétosphére de la Terre; cette “frontiére” est appelée magnétopause
(figure 1.4) [RW98].

Les nappes de tourbillon-courant trouvent également leur application dans I’étude des jets de matiere
issus de différents objets astrophysiques. On trouvera par exemple dans [BK02, BK06,BV07] des simula-
tions numériques illustrant la formation des instabilités de Kelvin-Helmholtz en MHD, pour des jets de
plasmas. Etudier ce phénomeéne de cisaillement permettrait une meilleure compréhension du confinement
magnétique, et pourrait déboucher sur diverses applications dans le domaine énergétique.

1.2 Les nappes de tourbillon-courant dans un contexte mathématique

Les nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incompressible sont une classe de solutions particu-
lieres du systeme (1.1.1). On s’intéresse en effet a des solutions faibles de (1.1.1), réguliéres de part et
d’autres d’une hypersurface I', et satisfaisant des conditions de saut adéquates sur cette hypersurface.
Plus précisément, on supposera que la frontiere libre est un graphe, c’est-a-dire s’écrivant

T = {(t,r) € R xR?|x3 = f(t,2")}, (1.2.1)

ou t est la variable de temps, x3 la variable normale et ©’ = (x1,x2) la variable tangentielle (on peut se
référer a la figure 1.2). A un temps ¢ fixé, on notera également I'(¢) 'hypersurface “spatiale” définie par

I(t) == {z e R ag = f(t,2)}, (1.2.2)

dont un vecteur normal N = N(¢) peut s’écrire :

N = (=0, f, =0, f, 1). (1.2.3)

En écrivant la formulation faible associée au systeme (1.1.1) (7.e. au sens des distributions), alors U :=
(u, H,q) est une solution de (1.1.1) si et seulement si U est une solution classique de (1.1.1) de part et
d’autre de I’hypersurface I' et si les conditions de Rankine-Hugoniot (1.2.4) ci-dessous sont vérifiées en
tout point de I' [Eva98]. Pour le cas de la MHD idéale incompressible, les conditions de Rankine-Hugoniot
sont explicitement données par [Cha61,BT02] :

u-N] =0, [H-N] =0, o
[cu-N] +1[ql =0, [eu;] = (H-N)[H;], [cH;] = (H-N)l[us], o
oit 'on a posé ¢t := u® - N — 9;f. Dans (1.2.4), la variable de temps ¢ > 0 joue un role de paramétre, et

la notation [v] désigne le saut d’une fonction v & travers la nappe I'(t) défini par :

Vt>0, Vzel(t), [v](t,x):= lm v(t,z+ sN)—v(t,x— sN),

s~>0+

ou l'on rappelle la définition (1.2.3) du vecteur normal N. Les composantes tangentielles u, et H, associées
a la vitesse et au champ magnétique intervenant dans (1.2.4) sont données par :

Ur = (Urp, Uny), H; := (Hp, Hy,),
Up, = V- T, H, =H- 7, =12,
1 = (1,0,04 f), 7o = (0,1,04, f).
Notons a présent Ut = U™ (t) (resp. U~ = U~ (t)) la restriction du vecteur U au domaine “supérieur”

Qt(t) := {x3 > f(t,2')} (resp. “inférieur” Q~(t) := {z3 < f(t,2')}). Les nappes de tourbillon-courant
sont des discontinuités tangentielles bien particulieres, modélisant un fluide qui ne s’écoule pas a travers
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FIGURE 1.4 : La magnétopause terrestre (Source : Wikipédia).
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la nappe I'(t), et dont le champ magnétique est purement tangentiel au niveau de I'(¢). Les conditions de
saut sur la frontiere libre s’écrivent alors :

of =ut-N =u" -N, HT-N=H -N =0, [q] = 0. (1.2.5)

On peut voir aisément que les conditions de saut (1.2.5) forment bien un cas particulier des conditions
de Rankine-Hugoniot (1.2.4); c’est-a-dire, si (1.2.5) est vérifié, alors (1.2.4) l'est automatiquement. Le
systeme des nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible que 'on étudiera dans cette these est
finalement donné par :

ot + (ut - V)ut — (HF - V)H* + Vgt =0,
O H* + (vt - V)HT — (H* - V)uT =0,
V-ut(t)=V-H*(t) =0, dans Q*(t), te|0,7],
Of =ut-N, H* N=0, [q]=0, surI(¢t), tec[0,T].

(1.2.6)

Les deux premieres équations de (1.2.6) ne sont qu’une réécriture des deux premieres équations de (1.1.1)
obtenues a l’aide des contraintes de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique. Pour des
solutions régulieres de (1.2.6), la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique apparait comme
une simple restriction sur la donnée initiale. Autrement dit, si 'on a V- H*|;—g = 0, alors en tout temps
t > 0, nous aurons V - H¥(t) = 0. En revanche, la contrainte de divergence nulle sur la vitesse joue un
role différent, car elle permettra de définir implicitement la pression ¢* en fonction de la vitesse u* et du
champ magnétique H* & travers la résolution d’un probleme de Laplace.

Par commodité, on considérera un domaine spatial borné par rapport a la variable x3, et périodique
par rapport a la variable tangentielle 2/ = (z1, z3). Le domaine spatial de référence considéré dans cette
theése sera donc la bande périodique 2 := T? x [~1, 1], ott T? désigne le tore 1—périodique de dimension 2.
La compacité de Q permettra de simplifier certains points dans I'analyse du systéme (1.2.6). Néanmoins,
il nous faudra ajouter des conditions sur les bords fixes “haut” et “bas” I'y := {x3 = £1}. Nous
modéliserons un plasma confiné dans la bande horizontale €2 (voir la figure 1.2), ce qui nous conduira a
ajouter les conditions de bord homogenes suivantes :

uy = Hf =0 sur Ty (1.2.7)
La définition des domaines supérieur et inférieur Q*(¢) est en conséquence légérement modifiée :
V(1) = {(2',23) € Q| w3 2 f(t,2)}.

Enfin, le front de la discontinuité f sera astreint & vérifier la condition supplémentaire —1 < f(¢,2) < 1
pour tout (¢,2') € [0,T] x T2.

1.2.1 Rappels sur les problemes aux limites hyperboliques linéaires a coefficients
constants.

Afin d’étudier le probleme & frontiere libre (1.2.6), il est courant en analyse non-linéaire de commencer
par étudier les propriétés du systeéme linéarisé. Nous rappelons ci-apres les propriétés de stabilité forte
et/ou faible des problémes aux limites hyperboliques linéaires a coefficients constants. Plus précisément,
on considére le systéme suivant (en dimension 3 d’espace pour simplifier), dans lequel on se donne des
matrices A; € M, (R), pour j € {1,2,3}, et une matrice de bord B € M, ,(R) :

3
U + > Ajd,,U =0, t>0, xzeR},

j=1 , 5 (1.2.8)
BU =0, t>0, = eR* x3=0,

U‘t:() = Uy, x e Ri_.
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Dans (1.2.8), R désigne le demi-espace {z € R3|z3 > 0}, le vecteur U = U(t,z) € R™ est I'inconnue, et
Up est une donnée initiale. L’étude de tels problémes aux limites est aujourd’hui bien comprise, et a été
initiée par Kreiss [Kre70] et Sakamoto [Sak70a,Sak70b] en 1970. Le systéme (1.2.8) ne posséde pas de
contrainte sur U (analogue & une contrainte de divergence nulle par exemple); c’est un cas modele par
rapport a la linéarisation du systéme (1.2.6), que 'on effectue de surcroit en domaine fize.

On suppose le systeme (1.2.8) hyperbolique [BGS07], c’est-a-dire :
3
;uRp3 |lexp (i A(€))|| < +oo, o A(E) := ij Aj.
(S j=1

Une hypothese simplificatrice consiste a considérer le bord {x3 = 0} comme non-caractéristique :
c’est-a-dire, on suppose la matrice A3 inversible. Cette hypotheése vise uniquement & simplifier ’étude
du systéme (1.2.8), mais ce dernier peut aussi étre analysé dans le cas ou le bord est caractéristique ; on
renvoie par exemple a [BGS07] ou aux travaux de [MO75,0hk81,MS11]. Afin de ne pas sur-déterminer
ou sous-déterminer le systéme (1.2.8), le nombre de lignes de la matrice de bord B (i.e. le nombre de
conditions de bord p) doit coincider avec le nombre de valeurs propres strictement positives de Az [BGS07].

Dans le but d’étudier le caractére bien posé (ou non) du probléme aux limites (1.2.8), dans une échelle
de régularité Sobolev, on procede a une analyse par modes normaux : on cherche a savoir s’il existe des
modes de la forme

Ut,r) = ot ((T*i’Y)t+§1x1+§2x2) U(xg), (1.2.9)

solutions de (1.2.8). Cela revient & effectuer une transformée de Fourier en la variable tangentielle 2’ =
(21, x2) (la variable duale est alors notée &' = (£1,&2)), et une transformée de Laplace en temps (la variable
duale est alors notée o = v +47). Le but est de déterminer les profils U pouvant étre solutions de (1.2.8).
Les parameétres qui interviennent dans (1.2.9) sont tels que 7 € R, v > 0 et & € R2. En injectant (1.2.9)
dans la premiere équation de (1.2.8), on obtient 1’équation différentielle suivante que doit satisfaire le

profil U :

(Z(T—’L"}/) Is + Zfl Al + 252 AQ)Z/{ + A3d7.%'3 =0, x3>0. (1.2.10)

Le bord {x3 = 0} étant supposé non-caractéristique!, on peut définir la matrice résolvante :

Alr =i, €) = =i A7 (T = i) Ty + & A1 + & 4y), (1.2.11)
de sorte que U est solution de P’EDO suivante :

au

— = A(r —iv, €U, z3>0. (1.2.12)
d$3

L’hypotheése d’hyperbolicité assure que lorsque 7 € R, v > 0 et £ € R?, les valeurs propres de la matrice
A(T — i7,£’) ne peuvent pas étre imaginaires pures (lemme de Hersh [Her63, BGS07]). Ce lemme permet
de définir le sous-espace stable Es(T — i7,£') de la matrice A(T — iv,£’), constitué des vecteurs propres
de A(1 — iv,¢&’) associés aux valeurs propres de partie réelle strictement négative (et s’il y a des blocs
de Jordan, on considére les sous-espaces propres généralisés). De méme, on définit le sous-espace instable
E. (1 —iv,¢) de la matrice A(T — i, &’), associé aux valeurs propres de partie réelle strictement positive.

Une premiére condition nécessaire pour que le systéme (1.2.8) soit bien posé (dans I’échelle de régularité
Sobolev) est donnée par la condition de Lopatinskii simple :

VreR, Vy>0, V¢ cR? KerBnNE,(r—iy¢) = {0} (1.2.13)

LCest & ce stade que supposer la matrice Az inversible simplifie nettement ’analyse de I’équation différentielle (1.2.10),
car cette derniere devient dans ce cas ordinaire.
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Le critére (1.2.13) permet en effet “d’éliminer” les éventuels modes exponentiellement croissants en temps
(typiquement en e'), qui conduiraient & un probléme fortement mal posé. Une condition nécessaire et
suffisante pour obtenir le caractére fortement bien posé du probléme (1.2.8) est donnée par la condition
de Lopatinskii uniforme et est due a Kreiss [Kre70] et Sakamoto [Sak70a, Sak70b]; elle étend la
condition (1.2.13) aux parameétres 7y éventuellement nuls :

VreR, Vy>0, V& eR? KerBNEy(r—iv,¢) = {0} (1.2.14)

La difficulté est que le lemme de Hersh ne s’applique plus (car 7 peut étre nul), et il faut pouvoir prolonger
par continuité le sous-espace stable Fq(7 —iv, ) lorsque v — 0. Dans le cas des systémes hyperboliques
a multiplicité constante, la structure par blocs de la matrice résolvante A(7 — ivy,£’) est bien comprise
lorsque v — 04, comme ’a montré Métivier dans [Mét00], ce qui permet de prolonger effectivement le
sous-espace stable Fg a v = 0, et donne bien un sens a (1.2.14).

Lorsque seule la condition de Lopatinskii simple (1.2.13) est vérifiée, on rentre dans le cadre des
probléemes faiblement bien posés. Dans ce cas, la condition de Lopatinskii uniforme (1.2.14) peut faire
défaut en des fréquences (7, &) € R x R? de plusieurs types. Les fréquences auxquelles on s’intéresse plus
particulierement dans cette these sont les fréquences dites elliptiques, et qui donnent lieu a des solutions
qu’on appelle ondes de surface.

En effet, considérons le cas ou la matrice résolvante A(7,&’) est diagonale. On cherche une combinai-
son linéaire dans KerB de modes (1.2.9) dont le profil ¢ est solution de (1.2.12). On obtient alors des
combinaisons linéaires de fonctions s’exprimant comme suit :

Ut,z) = e MHam+ee) & R v (¢ 12) e R x R, (1.2.15)

ot R € C" est un vecteur constant et &5 € C est une valeur propre de A(7,¢’). Comme le spectre
de la matrice résolvante A ne peut étre imaginaire pur, on a nécessairement Reé&s # 0. De plus, on
ne garde que les valeurs propres &3 telles que Re&3 < 0 (pour éviter tout phénomene d’explosion lorsque
x3 — +00), ce qui donne finalement un terme d’onde de surface, car la fonction donnée par (1.2.15) oscille
tangentiellement au bord {x3 = 0} et décroit exponentiellement lorsque la variable normale x3 tend vers
+002. De telles ondes interviennent par exemple en élastodynamique, et on les appelle ondes de Rayleigh.
On renvoie par exemple aux travaux de Lardner [Lar83], Parker [Par85] ou encore Hamilton, Il'insky et
Zabolotskaya [HIZ95]. Certains systémes hyperboliques dont la condition de Lopatinskii uniforme dégénére
en des fréquences elliptiques ont par exemple été étudiés par Sablé-Tougeron [ST88], et plus récemment par
Lescarret [Les07] et Marcou [Marl10]. Nous verrons dans cette these que les ondes de surface surviendront
également pour le probléeme des nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible. Notre analyse
reprendra certaines idées de base mises en avant par Marcou dans [Mar10,Mar11]. Néanmoins, le probleme
des nappes de tourbillon-courant introduira diverses difficultés supplémentaires, notamment par le fait
que c’est un probleme a frontiere libre, qui n’entre pas dans la catégorie des systémes hyperboliques
“standards” a cause des contraintes de divergence nulle, et dont le bord est caractéristique. Nous
reviendrons sur ces points dans la Section 1.3 ci-apres.

1.2.2 Un bref historique sur le probleme des nappes de tourbillon-courant en MHD
incompressible.

Le probléeme a frontiere libre (1.2.6) a été étudié d’un point de vue mathématique a partir des années
1950. Syrovatskii [Syr53], Axford [Axf62] ou encore Chandrasekhar [Cha61] ont ainsi été les principaux
scientifiques a s’attaquer a ce probleme. Dans ces références, ils analysent avant tout le systeéme linéarisé
des nappes de tourbillon-courant, ce qui apporte une premiere compréhension du phénomene, et met en

2Si 'on avait considéré le demi-espace {x3 < 0}, on aurait obtenu de facon analogue des ondes de surface qui décroissent
en eR¢(83) @3 Jorsque 43 — —o0, ot Reés > 0.
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évidence des propriétés fondamentales de stabilité qui pourraient étre par la suite transposées sur I’étude
du systeme non-linéaire.

D’abord, il est aisé de voir que les solutions constantes par morceaux du systéme (1.2.6) sont données
par :
Uot = (u(l]’i,ug’i,c, Hg’i,Hg’i,O,qo’i) et O =ct+d, (1.2.16)

ot ¢,d € R et (¢¥F,¢%7) doit vérifier ¢%F = ¢*~. L’invariance galiléenne du systéme (1.2.6) permet de
se ramener au cas ol ¢ = 0. En effet, considérons un vecteur vitesse v € R3, et définissons les “nouvelles”
inconnues suivantes :

at(t,x) = ut(t,x —ovt) +v, HT(t,z) := H(t,z —vt),

i (tx) = ¢tz —vt), ft,2") == f(t, 2’ —v't) + vst,

ot v/ désigne la composante tangentielle (vy, v2) de v. On peut facilement vérifier que (u®, H*, g%, f) est
solution du systéme (1.2.6) si et seulement si (a+, HE, G+, f) I'est également. Cette invariance galiléenne
nous sera utile au Chapitre 5, lorsque nous étudierons les propriétés de la matrice résolvante associée au
systeme linéarisé des nappes de tourbillon-courant, dont la définition sera peu éloignée de la définition
(1.2.11) introduite précédemment.

Maintenant, si 'on se donne un état de référence constant U%* = (uOF HO* ¢%%) et un front
plan (par exemple f° = 0 pour simplifier), on peut étudier le systéme (1.1.1) linéarisé autour de cet état
constant en procédant a une analyse par modes normaux. Bien que le systeme linéarisé des nappes de
tourbillon-courant ne soit pas hyperbolique (au sens ou il ne rentre pas dans le formalisme de (1.2.8)),
on peut encore utiliser les mémes outils que 'on a rappelés au Paragraphe 1.2.1, et chercher des modes
de la forme (1.2.9) solutions du systéme linéarisé. On veut dans un premier temps assurer la condition
de Lopatinskii simple, ce qui est possible dés lors que 1’état de référence U%F vérifie les deux conditions
suivantes (voir par exemple [Cha61, MTTO08]) :

2
\[UO]\ < 2(JHOHP 4+ [HOP), (1.2.17a)
0 0, 0 0,+|? 04 o 770,— 2
0] % HO|" 4 [[u?] < BOF|T < 2|EOF x HO[, (1.2.17b)
ou le crochet [] dans (1.2.17b) désigne ici le saut a travers U'interface plane {x3 = 0}. En outre, si 'on
suppose que les champs magnétiques H%* vérifient HOF x HO~ # 0 ainsi que la condition

9] x mO[°

2 2
{0 < B < 2 HO s HO| (1.2.18)
alors (1.2.17a) découle de (1.2.18) avec une inégalité stricte. On obtient ainsi toute une classe de solutions

constantes, vérifiant (1.2.18), pour lesquelles on a assuré la condition de Lopatinskii simple.

Toutefois, la condition de Lopatinskii uniforme n’est jamais satisfaite, et les fréquences en lesquelles
la condition est violée se situent dans la zone elliptique, ce qui conduira dans ce cas a la formation d’ondes
de surface, comme mis en évidence par Ali et Hunter [AHO03]. Nous rentrerons un peu plus dans les détails
dans la Section 1.3 ci-apres. Les conditions (1.2.17) sont donc des conditions de stabilité linéaire faible.
Si ces conditions ne sont pas vérifiées, alors le systeme linéarisé conduit a une instabilité de type Kelvin-
Helmholtz. En d’autres termes, le champ magnétique doit étre suffisamment fort pour stabiliser le systeme
et contrebalancer les instabilités de Kelvin-Helmholtz : ¢’est un résultat bien connu par les astrophysiciens.
En effet, en 'absence de champ magnétique, le systéme étudié se réduit aux nappes de tourbillon pour les
équations d’Euler incompressibles, pour lesquelles les instabilités de Kelvin-Helmholtz sont bien comprises
comme nous ’avons évoqué dans la Section 1.1. Le systéme des nappes de tourbillon n’est alors bien posé
que dans une échelle de régularité analytique [SSBF81], ce qui traduit une instabilité inconditionnelle.
En revanche, I'ajout d’'un champ magnétique assez puissant va venir stabiliser le systéme (1.2.6), ce
qui constitue un phénomeéne analogue au cas des nappes de tourbillon avec tension de surface [AMO07].
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Remarquons que les conditions de stabilité (1.2.17) ne font intervenir que le saut de vitesse [u’]. Cela est
cohérent avec le fait que le systéme (1.2.6) est invariant par changement de référentiel galiléen.

Les conditions de stabilité (1.2.17) ont été revisitées plus récemment par Trakhinin [Tra05], puis par
Morando, Trebeschi et Trakhinin [MTTO08]. Sous une condition de stabilité plus restrictive, a savoir :

max (|[u?] x H%*
()

(] x HO7|) < [HOF x H"-

, , (1.2.19)
Catania [Cat13] a démontré un résultat d’existence et d’unicité sur le probléme linéaire, pour une régu-
larité des solutions dans I'espace de Sobolev H' uniquement. Toujours sous la condition forte (1.2.19),
Coulombel, Morando, Secchi et Trebeschi [CMST12] ont établi des estimations a priori sans perte de
dérivées pour le probléeme non-linaire ; leur preuve est basée sur un argument de symétrisation introduit
par Trakhinin [Tra05]. Cette approche est donc une étape importante qui laisserait & penser que le sys-
teme des nappes de tourbillon-courant incompressibles serait bien posé dans une échelle de régularité
Sobolev. Les estimations étant sans perte de dérivées pour les solutions exactes, il pourrait étre envisagé
d’éviter 'utilisation du théoreme de Nash-Moser. Dans cette premiere partie de these, on se propose de
mettre en place un schéma de construction de solutions de régularité analytique au systeme des nappes de
tourbillon-courant, & I’aide d’un théoréme de Cauchy-Kowalevskaya [Nir72, Nis77, BG78]. Puis, dans un
travail ultérieur, on pourrait utiliser le résultat de [CMST12] pour exhiber des solutions de régularité So-
bolev donnée, via un argument de compacité en approchant les données initiales Sobolev par des données
initiales analytiques.

Le systéme des nappes de tourbillon-courant incompressibles (1.2.6) est en effet bien posé dans I’échelle
Sobolev, comme 'ont démontré tres récemment Sun, Wang et Zhang [SWZ15]. Leur approche pour ré-
soudre ce probléeme est totalement différente de celle que ’on propose, puisque 'idée principale est de
réduire I’étude sur la surface libre I'(¢) uniquement, comme il est courant dans la théorie des “water waves”
(citons par exemple le livre de Lannes [Lan13] qui donne un panorama de ce vaste sujet). En utilisant des
arguments de I'analyse elliptique, ils peuvent ensuite reconstruire la solution dans les domaines QF(t).
L’avantage de leur méthode est qu’ils obtiennent un théoreme d’existence et d’unicité locale pour tout
le domaine de stabilité donné par (1.2.18), et pas uniquement sous la condition plus restrictive (1.2.19).
Néanmoins, pour tirer profit des outils de I'analyse elliptique, les contraintes de divergence nulle sont
cruciales pour reconstruire la vitesse et le champ magnétique dans les domaines Qi(t). A Tinverse, la
méthode que 'on se propose d’adopter ici est basée sur des estimations a priori uniquement, et pourrait
donc étre appliquée a d’autres systemes hyperboliques. Par exemple, comme piste d’étude pour un travail
futur, on pourrait tenter d’éviter 'utilisation du théoréeme de Nash-Moser, dans 'optique de démontrer
I’existence et 1'unicité locale des nappes de tourbillon-courant compressibles. Un tel résultat a été ob-
tenu simultanément par Chen et Wang [CWO08], et par Trakhinin [Tra09], en utilisant une itération de
Nash-Moser.

Cette these se divise en deux parties. On commence par mettre en place plusieurs arguments dans I’op-
tique de construire des nappes de tourbillon-courant analytiques, en appliquant un théoréeme de Cauchy-
Kowalevskaya. On s’appuiera notamment sur la démonstration donnée par Baouendi et Goulaouic [BG78].
Le traitement de données initiales de régularité Sobolev pourra constituer une piste de recherche future.
La problématique sera de propager la régularité analytique sur un intervalle de temps qui ne dépendrait
que d'une norme Sobolev fizée de la solution. De cette maniére, le temps d’existence de la solution ne se
réduirait pas a zéro lorsque la taille des données initiales dans ’échelle analytique tend vers l'infini (ce qui
typiquement se produit lorsqu’on procéde par densité, en approchant des données initiales de régularité
Sobolev, par des données initiales analytiques).

Dans un second axe d’étude, on utilise le résultat d’existence et d’unicité locale de nappes de tourbillon-
courant dans 1’échelle Sobolev, obtenu par Zun, Wang et Zhang [SWZ15]. L’idée est d’utiliser des outils
d’optique géométrique pour décrire de facon qualitative le comportement des solutions exactes issues de
données initiales fortement oscillantes.
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1.3 Organisation de la these

Partie I : Solutions de régularité analytique

On se propose dans un premier temps d’exhiber des solutions analytiques au systéme des nappes de
tourbillon-courant incompressibles. L’étude de 'analyticité des solutions de systéemes issus de I’hydrody-
namique a commencé dans les années 1970.

Dans [BGT76], Baouendi et Goulaouic résolvent des problémes de Cauchy pseudo-différentiels non-
linéaires dans 1’échelle de régularité analytique, et illustrent une application sur les équations d’Euler
incompressible. Pour ce faire, ils caractérisent ’analyticité d’une fonction wvia la décroissance des normes
de ses dérivées dans les espaces de Holder. Ils se placent alors dans des algebres de Banach analytiques afin
d’appliquer une version abstraite du théoréme de Cauchy-Kowalevskaya présentée par Nirenberg [Nir72]
(puis revisitée par Nishida [Nis77] ainsi que Baouendi et Goulaouic [BGT78]).

L’analyticité des solutions des équations d’Euler incompressible dans un domaine  (de R? ou R?) a par
exemple été traitée par Bardos et Benachour [BB77] (voir également [Bar76, BBZ76]). Leur point de vue
est différent de celui adopté dans [BG76], car ils complexifient le domaine € et manipulent des fonctions
holomorphes dont la restriction a §2 est analytique réelle. Ils emploient directement une méthode de point
fixe de type Picard, et n’utilisent pas un théoréeme de Cauchy-Kowaleskaya pour démontrer ’analyticité
locale des solutions.

Dans I’étude des nappes de tourbillon pour les équations d’Euler incompressible, Sulem, Sulem, Bardos
et Frish [SSBF81] mélent en quelque sorte les deux points de vue que I'on trouve dans [BG76] et [BB77]. En
effet, ils complexifient les domaines spatiaux et caractérisent I’analyticité grace aux normes “hélderiennes”
des fonctions holomorphes et de leurs dérivées. Ils concluent enfin en appliquant un théoréme de Cauchy-
Kowalevskaya.

La caractérisation de I’analyticité de fonctions peut aussi s’obtenir grace a la décroissance des normes
Sobolev (ou L) des dérivées. C’est dans cet esprit qu’Alinhac et Métivier [AM86] étudient la propagation
de I’analyticité des solutions des équations d’Euler incompressible, sans passer par une complexification du
domaine spatial. Ce point de vue de Panalyticité est également adopté par Sedenko [Sed94] : il construit
des solutions analytiques d’un probleme a surface libre issu des équations d’Euler incompressible a densité
variable pour un fluide idéal barotrope. Les arguments utilisés sont assez proches de ceux de [BG76]; en
se plagant dans des algebres de Banach analytiques, Sedenko démontre 'existence et I'unicité locale de
solutions en appliquant un théoreme de Cauchy-Kowalevskaya.

Sur les domaines spatiaux périodiques T", ou sur 'espace entier R", il s’avere qu’on dispose d’une
caractérisation “pratique” de ’analyticité d’une fonction grace a sa transformée de Fourier. En revanche,
lorsqu’on travaille sur un domaine spatial Q (distinct de T™ et R™), on ne dispose plus de cette caractérisa-
tion par 'analyse de Fourier. Néanmoins, on peut encore décrire I’analyticité d’une fonction via la décrois-
sance des normes Sobolev (ou Hélder) de ses dérivées, ce qui a été utilisé par [BG76,SSBF81,AM86,Sed94].
La démarche que I'on suivra dans la premiere partie de cette these suivra donc les idées de Sedenko; on
mettra en place plusieurs points clés qui devraient permettre, dans un futur travail de recherche, de dé-
montrer le caractére localement bien posé du systéme (1.2.6) dans 1’échelle de régularité analytique, en
s’appuyant sur la démonstration du théoréme de Cauchy-Kowalevskaya donnée par Baouendi et Gou-
laouic [BGT78]. Cet aspect permet de travailler sur les équations d’Euler ou de la MHD incompressible en
formulation eulérienne. Il pourrait étre envisagé par la suite d’adapter cette méthode sur le cas compres-
sible, pourvu que la loi de pression satisfasse de “bonnes” estimations dans les espaces analytiques que
I’on manipulera.

Des travaux un peu plus récents traitent de la propagation de I’analyticité pour les équations d’Euler
(en dimension 2 ou 3 d’espace). Des résultats précis sur [’évolution du rayon d’analyticité des solutions des
équations d’Euler en fonction du temps ont été démontrés par Kukavica et Vicol [KV1la, KV11b, KV09]
en dimension 3 d’espace, et par Levermore et Oliver [LO97] pour 1’équation des lacs peu profonds en
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dimension 2 d’espace. On pourrait envisager dans un futur travail de recherche d’adapter leurs arguments
pour étudier la propagation de 'analyticité des nappes de tourbillon-courant incompressibles, et ainsi
retrouver le résultat de [SWZ15] par densité des données initiales analytiques dans les espaces de Sobolev.

Cette premiere partie de these concerne les Chapitres 2 a 4, dont on expose le contenu un peu plus en
détails désormais.

Chapitre 2. Dans ce chapitre, nous présentons les espaces fonctionnels que ’on manipulera dans les
Chapitres 3 et 4, afin d’appliquer le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya. Comme nous nous placerons
dans un domaine de R3, nous ne disposerons pas de I’analyse de Fourier afin de caractériser I’analyticité
d’une fonction. Pour palier a cette difficulté, on s’inspirera des travaux de Sedenko [Sed94], dans lesquels
il utilise la caractérisation de I’analyticité par la décroissance des normes des dérivées dans les espaces de
Holder. Les espaces fonctionnels que 'on définira s’appuieront plutot sur les espaces de Sobolev, ce qui
differe légerement du cadre posé par Sedenko.

Nous donnerons tous les prérequis concernant les propriétés satisfaites par ces espaces fonctionnels.
En particulier, on donnera des estimations analytiques sur le produit de deux fonctions analytiques, et
sur la dérivée d’une fonction analytique. Pour estimer un produit de fonctions analytiques, nous aurons
notamment besoin d’appliquer la formule de Leibniz; cette derniére faisant intervenir les coefficients
multinomiaux, nous rappellerons quelques outils de base de combinatoire tels que la formule du multinéme
ou le calcul de certaines sommes de coefficients multinomiaux [Com?70]. L’estimation de la dérivée d’une
fonction analytique sera cruciale, car on retrouvera ’estimation “type” qui figure dans les hypotheses du
théoreme de Cauchy-Kowalevskaya [Nis77, BG78].

Chapitre 3. Ce chapitre vise & comprendre sur un cas simple comment les estimations analytiques
s’obtiennent sur les équations de la MHD idéale incompressible données par (1.1.1). A laide des contraintes
de divergence nulle, les deux premieres équations de (1.1.1) se réécrivent sous la forme :

{ Opu+ (u-V)u—(H - V)H +Vq = 0, (1.3.1)

OH + (u-V)H — (H-V)u = 0.

Nous commencerons par voir comment s’estiment les termes convectifs de (1.3.1) (i.e. ceux de la forme
(u-V)u etc.) dans les algebres de Banach introduites au Chapitre 2. Ils vérifieront bien I’estimation “type”
du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya, ce qui ne sera pas surprenant en soi, car ce sont en fait des termes
“prototype” qui rentrent dans le cadre de ce théoréme.

En revanche, I’étude du systeme simplifié (1.1.1) constituera une premiere étape permettant de voir
comment il conviendra de traiter le terme de pression dans (1.2.6). En effet, la pression issue du systéme
simplifié (1.3.1) vérifiera un probleme de Laplace, avec conditions au bord de Neumann. Estimer les
dérivées tangentielles de la pression ne sera pas la difficulté majeure, du fait de la géométrie simplifiée
dans laquelle on se placera. Néanmoins, le point clé sera de voir comment nous pourrons donner des
estimations analytiques sur les dérivées normales de la pression ; c’est a ce niveau précis que la définition
des espaces fonctionnels vus au Chapitre 2 entre en jeu, car elle permettra de traiter les termes de dérivées
normales par récurrence. Nous montrerons que la pression interviendra dans le systéme (1.1.1) comme
un terme semi-linéaire. On peut noter ici 'analogie avec le cas des équations d’Euler incompressible dans
lespace entier, pour lesquelles la pression constitue également une semi-linéarité [Che98, chap. 4].

Chapitre 4. Nous nous concentrerons dans ce chapitre sur le systeme des nappes de tourbillon-courant
incompressibles (1.2.6), et généraliserons la démarche illustrée au Chapitre 3.

La premiere difficulté provient de la frontiére libre : nous avons a présent affaire & un probléme couplé
avec des conditions de saut a travers la nappe I'(¢), qui elleeméme est inconnue. Une premiere étape
consistera alors a se ramener en domaines fizes en redressant convenablement le front. Cette méthode
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est classique dans I’étude des problemes a surface libre : citons par exemple les travaux de Kano et
Nishida [KN79] sur les water waves, Majda [Maj83a,Maj83b| sur les chocs, ou encore Alinhac [Ali88] sur
les détentes. Le redressement que l'on effectuera ici provient de I’article de Coulombel et al. [CMST12],
et s’inspire des travaux de Lannes [Lan05]. Toujours dans 'optique d’appliquer le théoréeme de Cauchy-
Kowalevskaya, il conviendra de vérifier que le redressement effectué satisfait de “bonnes” estimations dans
les algebres de Banach introduites au Chapitre 2.

La deuxieme difficulté majeure proviendra du terme de pression. Nous verrons que la pression issue
du probléme (1.2.6) satisfera un probléme de Laplace couplé; contrairement au cas du Chapitre 3, ce
probleme de Laplace sera a coefficients wvariables, et ceux-ci dépendront du front inconnu f. L’enjeu
sera de partir d’un résultat de [CMST12] qui fournit une estimation de la pression dans une échelle de
régularité Sobolev, et de ’étendre dans 1’échelle analytique introduite au Chapitre 2. Ici, I’étude menée au
Chapitre 3 va venir nous aider a comprendre comment nous pourrons estimer les dérivées tangentielles de
la pression d’une part, et les dérivées normales de la pression d’autre part. L’idée sera essentiellement la
méme qu’au Chapitre 3, puisque nous pourrons estimer les dérivées normales par récurrence. En revanche,
la présence de coefficients variables dans I'opérateur elliptique associé au probléme de Laplace générera
des commutateurs qu’il nous faudra estimer et “absorber” convenablement. L’estimation finale obtenue
montrera que le terme de pression dans (1.2.6) jouera a présent le role d'une quasi-linéarité, a I'inverse
du cas “sans nappe” pour lequel la pression jouait le role d’une semi-linéarité.

Nous proposerons ensuite un schéma de résolution qui devrait permettre dans un futur travail de
recherche d’établir ’existence et 'unicité locale de nappes de tourbillon-courant analytiques, en adaptant
les arguments de Baouendi et Goulaouic [BG78]. Contrairement a ce qui aura été vu au Chapitre 3, on
ne sera pas en mesure d’appliquer directement le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya. La raison principale
proviendra du terme de pression (¢*,q~). En effet, pour que la pression soit bien définie, nous devrons
étre en mesure de résoudre le probléme elliptique qui lui est associé. Or, pour ce faire, les termes sources
apparaissant dans ce probléme elliptique devront satisfaire des conditions de compatibilité. Celles-ci ne
seront satisfaites que si I'on dispose de certaines contraintes sur la vitesse u*, le champ magnétique H* et
le front de la discontinuité f. La présence de ces contraintes ne rentre pas directement dans les hypotheses
du théoréme de Cauchy-Kowalevskaya (on renvoie au Théoréme 3.2.2 pour un énoncé précis), et il nous
faudra donc pouvoir adapter la preuve donnée par Baouendi et Goulaouic [BG78]. L’idée consistera a
exhiber une application T et un espace de Banach E, convenable (dont la définition reposera sur les
échelles d’espaces de Banach introduites au Chapitre 2), tel que T soit contractante sur un sous-ensemble
fermé de E,, pourvu que le parametre a > 0 soit choisi suffisamment petit. Nous donnerons a la fin du
Chapitre 4 plusieurs idées et arguments clés, plus ou moins approfondis, qui devraient permettre d’exhiber
des solutions analytiques au systeme (1.2.6) dans un travail ultérieur.

Les estimations analytiques que 'on effectuera sur le systeme (1.2.6) (donc directement sur la for-
mulation eulérienne), pourraient étre transposées sur d’autres systémes analogues. On a par exemple
en téte le cas des nappes de tourbillon-courant compressibles, dont le caractere bien posé est a ce jour
connu [CW08,Tra09] et a été démontré en appliquant le théoréeme de Nash-Moser. En revanche, procéder a
des estimations analytiques en vue d’appliquer un théoréeme de Cauchy-Kowalevskaya, pour ensuite propa-
ger I’analyticité, pourrait constituer une nouvelle piste de recherche, dans I'idée de contourner 1'utilisation
du théoreme de Nash-Moser.

Partie II : Développements d’optique géométrique

Dans la seconde partie de cette these, nous utilisons des outils d’optique géométrique pour décrire de
fagon qualitative le comportement des solutions exactes du systéme des nappes de tourbillon-courant
incompressibles, issues de données initiales fortement oscillantes. Nous verrons que pour des phases d’os-
cillation bien particuliéres, la solution présente une structure d’onde de surface, c’est-a-dire qu’elle est
localisée pres de la frontiere libre, oscille aux mémes fréquences que la donnée initiale, et décroit exponen-
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tiellement par rapport a la variable normale & la nappe. L’apparition d’ondes de surface pour le systéme
des nappes de tourbillon-courant incompressibles a été étudiée par Ali et Hunter [AH03] dans le cas de
la dimension 2 d’espace. Avec Ali, Parker et Austria [AHP02, AH13|, Hunter s’est aussi intéressé a des
équations plus générales possédant une structure hamiltonienne, qui peuvent aussi générer des ondes de
surface. Citons également Serre [Ser06] qui étudie I'apparition d’ondes de surface pour des problémes aux
limites variationnels. Ce phénomene est ’analogue des ondes de Rayleigh en élastodynamique, traitées
par Lardner [Lar83], Parker [Par85] ou encore par Hamilton, I'insky et Zabolotskaya [HIZ95] (bien qu’il
s’agisse ici d’un systéme du second ordre, contrairement au systéme du premier ordre (1.2.6)).

Le domaine de 'optique géométrique est une branche de ’analyse des équations aux dérivées partielles
dont les outils ont été initiés de fagon profonde par Lax [Lax57] sur les systémes hyperboliques linéaires,
et développés encore récemment par Joly, Métivier, Rauch [JMR93,JMR95], Gues [Gue93], Chemin, Des-
jardins, Gallagher et Grenier [CDGGO02], Gérard-Varet et Rousset [GVRO07], Rauch et Métivier [MR11],
Iftimie et Sueur [IS11], ou encore Rauch [Raul2]. L’objectif est de décrire de fagon qualitative le comporte-
ment des solutions de systémes d’EDP, issues de données initiales fortement oscillantes et/ou comprenant
des termes sources fortement oscillants (typiquement en %, ou € > 0 est un petit parametre, qui peut étre
interprété comme une longueur d’onde en physique). L’idée est ensuite “d’espérer” que la solution exacte
ue hérite des propriétés fortement oscillantes des données initiales et/ou des termes sources. On cherche
alors a décrire le comportement asymptotique de la solution exacte u. sous la forme d’'un développement
asymptotique en puissances de ¢, et chaque profil associé a I'ordre €™, pour m € N, est donné par une
fonction fortement oscillante u™. La démarche consiste ensuite a déterminer ces profils u™, ce qui se
fait communément par récurrence, comme on le verra au Chapitre 5 sur le cas particulier des nappes de
tourbillon-courant incompressibles.

Des contributions majeures ont depuis été apportées dans ’étude des problemes non-linéaires (la liste
qui suit est tres loin d’étre exhaustive). Citons par exemple les travaux de Choquet-Bruhat [CB69], Joly,
Métivier, Rauch [JMR93, JMR95], ou encore Gues [Gue93|, qui traite le probléeme de Cauchy associé a
des systemes hyperboliques quasi-linéaires. Williams [Wil96, Wil99] s’est intéressé au cas des problémes
aux limites hyperboliques vérifiant la condition de Lopatinskii uniforme. Citons également 'article de
Benzoni-Gavage, Rousset, Serre et Zumbrun [BGRSZ02] qui s’intéressent & une classe particuliere (appelée
“classe WR”) de problémes aux limites hyperboliques pour lesquels la condition de Lopatinskii uniforme
n’est pas vérifiée. Dans ce méme esprit, Coulombel et Benzoni-Gavage [BGC12], ainsi que Coulombel et
Williams [CW16] ont étudié le cas des ondes de surface faiblement non-linéaires, qui peuvent survenir
lorsque la condition de Lopatinskii uniforme fait défaut dans la zone elliptique. Marcou [Mar10, Marl1] a
récemment étudié des problémes aux limites hyperboliques (en dimension 2 d’espace) qui rentrent dans
ce dernier cas, et donnent lieu a des ondes de surface. Le travail mené dans cette seconde partie de these
s’inscrit notamment dans la continuité des travaux de Marcou.

Revenons sur le cas des nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible (systéme (1.2.6)). L’ap-
parition d’ondes de surface peut s’expliquer en procédant & une analyse modale : on cherche & savoir g’il
peut exister des ondes de la forme exp [i((7 — iv)t + & 121 + Eoa + E323)], avec T € R, v > 0, (&1,&2) € R?
et & € C, solutions du systéme linéarisé des nappes de tourbillon-courant incompressibles (autour d’un
état de référence constant (U%*, f9), comme défini par (1.2.16) avec f = 0 pour simplifier). Ici, 23 = 0
désigne la coordonnée normale a la nappe plane. Du fait des contraintes de divergence nulle sur la vitesse
et le champ magnétique, ce systéme n’est pas un systeme hyperbolique “standard”. En revanche, la mé-
thode employée est analogue a celle utilisée dans le cadre des systémes hyperboliques [BGS07], comme
nous ’avons rappelé au Paragraphe 1.2.1 : on cherche a vérifier la condition de Kreiss-Lopatinskii simple
et/ou uniforme, afin d’en déduire un critére de stabilité pour les nappes planes. L’analyse du probléme
linéarisé menée par [Syrb3, Cha61, Axf62], et plus récemment revisitée par [MTTO08], établit en premier
lieu le critére nécessaire de stabilité (1.2.17) en éliminant le cas v > 0 pour lequel la solution explose (le
probléme serait alors fortement mal posé). Le cas limite qui nous intéresse est lorsque v = 0 : le probleme
est dit faiblement bien posé. Morando, Trakhinin et Trebeschi [MTTO08] montrent que ce cas est possible si
et seulement si (7, &1, &) € R? est racine d’'un certain déterminant de Lopatinskii. En particulier, seule la
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condition de Lopatinskii faible est vérifiée, et il n’existe pas de nappe plane pour laquelle le déterminant
de Lopatinskii ne s’annule pas lorsque v > 0 : la condition de Lopatinskii uniforme n’est jamais satisfaite.

Les fréquences (7,&1,&) € R3, racines du déterminant de Lopatinskii, peuvent se paramétrer par
(&1, &2), c'est-a~dire par une équation de la forme 7 = 7(&1,&2). Sous 'hypothese de stabilité (1.2.18), et
a (&1,&) fixé, il existe exactement deux racines simples 7+ = 74(&1,&2), correspondant a des fréquences
elliptiques, car la fréquence normale &3 associée est alors imaginaire pure; ces fréquences vont étre a
Porigine de la formation d’ondes de surface, correspondant au cas Im &z = 0 (selon le signe de z3), pour
lesquelles la solution va décroitre exponentiellement par rapport a xs.

Dans d’autres probléemes d’hydrodynamique, tels que les ondes de détonation étudiées par Majda et
Rosales [MR83,MR84], les nappes de tourbillon compressibles étudiées par Artola et Majda [AM87, AM89]
ou les ondes de choc étudiées par Serre [Ser0l], le cas {3 € R se présente, et on parle alors d’ondes
“internes”, qui se propagent dans tout le domaine (bulk waves). Ce dernier cas ne se présente pas pour
les nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible.

Cette deuxieme partie de la theése est constituée du Chapitre 5 dont on expose le contenu plus en
détails ci-apres.

Chapitre 5. Au sein de ce chapitre, nous étudions le systeme des nappes de tourbillon-courant in-
compressibles (1.2.6), adjoint d’une donnée initiale fortement oscillante (en 1, avec & > 0 suffisamment
petit). Grice aux outils de 'optique géométrique, on construit des solutions approchées sous la forme
d’un développement asymptotique en puissances de . Cette analyse a débuté par les travaux de Ali et
Hunter [AHO03] : ils étudient le cas de la dimension 2 d’espace et donnent un développement asymptotique
formel & deux termes. Dans ce chapitre, on poursuit leur analyse dans le cas de la dimension 3 d’espace,
et on construit des solutions approchées a un ordre “élevé” en e. L’idée est donc d’adapter les outils
déja existants pour I'étude des systemes hyperboliques non-linéaires, sur le cas particulier des nappes
de tourbillon-courant incompressibles; ce systéme n’est pas un systéeme hyperbolique “standard” du fait
de la présence des contraintes de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique. Un des enjeux
majeurs sera donc de comprendre comment interviennent ces deux contraintes dans la construction du
développement BKW.

Conformément & (1.2.16), on se fixera une nappe plane (U%%, ') de référence (dans tout ce chapitre,
le front f est noté ¢ pour reprendre les notations de [AHO03]), solution constante par morceaux du systéme
des nappes de tourbillon-courant :

Uot = (WF uyE 0, HYE HYF,0,0), ot = 0. (1.3.2)

On supposera que cette nappe plane vérifie ’hypothese de stabilité (1.2.18), et on considérera des données
initiales comme étant des petites perturbations hautement oscillantes de la nappe plane (Uo’i, Y1), Pour
cela, nous définirons :

P (t=0,2") == 29 (x', : Ex ) ; (1.3.3)

ot Y3 sera de classe C*°. Plus généralement, nous pourrions prendre des profils 1/, 43, wg, ... et considérer
la donnée initiale :

Yot =0,2") = 2} (ac’, g’-x’) + 38 (m’, 5,556/> +etoh (x', 5/::,> +...,

3

mais cela n’introduirait aucune difficulté supplémentaire ; on restreindra donc notre étude au cas de la
donnée initiale (1.3.3) pour alléger quelques passages dans I'analyse qu’on menera au Chapitre 5. Le
choix de la donnée initiale sur UF = (uF, HF, ¢F) ne sera pas libre, nous discuterons de ce point ci-apres.
Poursuivant I'analyse de [AHO03], on cherche un développement asymptotique de la solution exacte (UZ, . )
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du systéme (1.2.6) comme une petite perturbation hautement oscillante de la nappe plane (U O’i,l/zl),
c’est-a-dire de la forme :

(t,2') Tt+¢ - x') | (1.3.40)

Ui t7.’r NUO’i—|— gmUm,i <t,$/,$ o t7.’1}'/ 7$3*¢5 ,
(1) > s —eltyat), :

m>1

et 2y ~ 3 emapm <t, " T”f””) . (1.3.4D)

m>2

Dans (1.3.4a), les profils U ™% gont des fonctions de 6 variables notées (t,y1,Yy2,y3, Y3, 0), et seront cher-
chées 2w —périodiques par rapport a . Les variables (¢,y) seront qualifiées de “lentes”, tandis que les
variables (Y3, 6) seront qualifiées de “rapides” (du fait de la présence du facteur %) Pour 'instant, on ne
précise pas les domaines auxquels appartiennent ces variables, ni les espaces fonctionnels dans lesquels
nous chercherons les profils U"*. Notons que le changement de variable y3 ¢ 3 — ¥.(t,2’) au sein des
profils U™* dans (1.3.4a) sert & redresser le front afin de se ramener aux demi-espaces {y3 = 0}. Enfin,
les profils ¢ dans (1.3.4b) sont des fonctions de 4 variables notées (¢, y1,y2,0), et 2r—périodiques par
rapport a 6 ; on reste volontairement imprécis sur les espaces fonctionnels dans lesquels nous chercherons
ces profils.

L'un des premiers enjeux sera de déterminer les profils (U™, ¢™*1),~; dans (1.3.4a) et (1.3.4b). Pour
ce faire, nous injecterons les anzats (1.3.4) dans le systeme (1.2.6), puis en identifiant les termes selon les
puissances de &, on pourra en déduire une cascade d’équations satisfaites par les profils (U™, ™ +1), 5.
Cette cascade s’écrira sous la forme :

Ly(0) U™ = P, Vi,y,Y3,0,

1.3.5
{ Bryumtit L Bmum™thT — g™t 6 = G+ G™ T, ViYL 0, y3=Ys=0. ( )

Ici, on n’entre pas dans les détails complets : nous verrons au Chapitre 5 les définitions explicites de
Popérateur différentiel Lf(@), des matrices de bord B*, B~ € M5 7(R), et du vecteur & € R®. Les termes
sources F™* et G™ dans (1.3.5) dépendent des profils “antérieurs” (U5%, ¢71) ;<. et seront également
explicités au Chapitre 5. La premiere équation du systeme (1.3.5) provient des deux équations d’évolution
sur la vitesse et le champ magnétique de (1.2.6) ainsi que de la contrainte de divergence nulle sur la
vitesse. En revanche, du fait de son caractere non-évolutif, nous choisissons de traiter a part la contrainte
de divergence nulle sur le champ magnétique. En effet, pour la solution exacte de (1.2.6) (avec des données
initiales adéquates), la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique n’est qu’'une restriction
sur la donnée initiale, comme nous le ferons remarquer au Chapitre 3. Cette contrainte peut donc étre
omise du systéme (1.2.6), ce qui ramene ’étude & un systéme “plus simple”. Toutefois, dans ce chapitre,
nous garderons la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique, car nous ne prescrirons pas
de données initiales pour (uX, HFX,qF). En effet, celles-ci ne seront en fait pas libres, comme nous le
mentionnerons ci-apres. Il faudra donc adjoindre & la cascade (1.3.5) une contrainte sur les profils H™*
associés au champ magnétique, qui s’écrira comme suit :

Oy, HY' ™ 4 6 0pHT™ ™ 4 G0 HY TR = B YLy, Va0, (1.3.6)

Le terme source Fsm’i de (1.3.6) sera analogue & F™* dans (1.3.5), c’est-a-dire qu’il ne dépendra que des
profils “antérieurs” (UH+, 1)<,

Il est important de noter que la donnée initiale associée & UF = (uF, HF, qF) n'est pas arbitraire.
Tous les profils U™+, pour m > 1, seront en effet déterminés pour des temps ¢ € [0, T]. En particulier,
on calculera la donnée initiale pour UEi en méme temps que la solution approchée en temps t > 0. Ceci
restreint donc le choix des données initiales pour Ugc ; néanmoins, le choix de 93 dans (1.3.3) sera, quant
a lui, libre. On demandera au front 1. (dont le développement asymptotique est recherché sous la forme
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(1.3.4b)) de coincider avec la fonction (1.3.3) & l'instant initial ¢ = 0. Autrement dit, on impose les
conditions initiales suivantes sur les profils )" intervenant dans (1.3.4b) :

V' 0, ¢Et=0,v,0) = Yi(y,0) et Vm>3, Vy,0, ¢"(t=0,y,0) =0. (1.3.7)

La premiere étape consistera a déterminer le profil principal (U l’i,wz). Nous détaillerons comple-
tement la démarche, ce qui permettra de comprendre comment les arguments peuvent s’adapter pour
la détermination des correcteurs (U m’i,wmﬂ)ng. Nous verrons que le profil principal (U Li,zﬂ) de-
vra satisfaire le systéme linéarisé des nappes de tourbillon-courant autour de I’état constant (U%F, h)
que l'on s’est fixé. C’est pourquoi nous commencerons le Chapitre 5 en rappelant les propriétés fonda-
mentales de stabilité du systéme linéarisé, dont I’étude a été faite par [Syr53, Cha61, Axf62] et revisitée
par [MTTO08, Cat13]. Apres quoi, nous verrons que le profil principal U LE pourra se paramétrer par le
profil principal ¥? associé au front. Il restera ensuite & identifier le profil 2. Pour ce faire, nous utiliserons
le systéme que devra satisfaire le premier correcteur (U**,43). Grace & une condition de type “alterna-
tive de Fredholm”, nous exhiberons une condition d’orthogonalité que devra satisfaire le profil principal
%, Cette condition d’orthogonalité aboutira alors & une équation de type Hamilton-Jacobi non-locale et
non-linéaire vérifiée par 12, qui s’écrira :

O? + v1 9y b + va Oy + H[b(y?, )] = 0. (1.3.8)

Dans (1.3.8), v, v2 sont des coefficients réels et H désigne la transformée de Hilbert que 'on définit sur
I’ensemble des fonctions 27 —périodiques a moyenne nulle comme suit :

vk e Z\{0}, Hlp|(k) := —isgn(k)B(k),

ou @(k) désigne le k—ieéme coefficient de Fourier de ¢, et sgn(k) est défini par sgn(k) := %, pour k # 0.
L’application bilinéaire b(-, -) dans (1.3.8) sera définie (au moins sur I’espace des fonctions 2r—périodiques,
de classe C*° et & moyenne nulle) de la fagon suivante :

VEeZ\0}, blp,d)(k) == S Ak —£,0) @k — 0)p(0).

LEL

Dans le cas des nappes de tourbillon-courant incompressibles, le noyau de convolution A(-,-) aura pour
expression :
2[K| K] |k + K|

k| + K| + |k + K|
L’équation (1.3.8) (avec v = vy = 0), associée a des noyaux de convolution A plus généraux que (1.3.9)
(mais présentant d’importantes propriétés de symétrie), a été étudiée par Hunter [Hun06] et Benzoni-
Gavage [BG09], puis revisitée par Marcou [Mar10]. Ils obtiennent un résultat d’existence et d’unicité locale
pour le probléeme de Cauchy associé a (1.3.8), dans une échelle de régularité Sobolev. Ce type d’équation
permet de décrire divers phénomenes de propagation d’ondes faiblement non-linéaires, comme ’explique
Hunter dans [Hun06]. Le caractére bien posé de 1’équation (1.3.8) permettra ainsi de déterminer le profil
principal ¢? associé au front, ce qui terminera Iidentification du profil principal (U'*,?). Ensuite, nous
nous intéresserons aux correcteurs (U"F, Y™ 1),,>9, et nous verrons que I'on pourra les déterminer par
récurrence. Les développements d’optique géométrique effectués dans ce chapitre s’inscrivent dans un
régime faiblement non-linéaire, du fait de la faible amplitude associée aux profils (U m’i,wmﬂ)mzl dans
(1.3.4) et de I’équation non-linéaire (1.3.8) permettant de déterminer le profil principal (UnF, 12).

Y (k, k') € Z2\{(0,0)}, A(k,K) = (1.3.9)

Une fois construite la suite de profils (U™*, ¢™*+1),,>1, nous disposerons d'une solution approchée a

5 , M,+ M s . . . . ;.
Pordre M, notée (Uy,y=, Yapy <), S'exprimant sous la forme suivante (nous restons volontairement imprécis

en omettant les variables) :

UM:I:

e — UO,:I: + 8U'l,:l: + 82 U2,:|: N 5J\l UM,:I:’

1.3.10
— 821/)2+"'+5M+1¢M+1. ( )

z/’app,es :
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La donnée initiale “exacte” a considérer pour résoudre le systeme (1.2.6) s’écrira sous la forme

Uli=o = (Uppic

app,6)|t:0 + Ué‘/Li?

ot UM % sera un terme correcteur permettant d’assurer les contraintes de divergence nulle pour la vitesse
initiale uf\tzo et le champ magnétique initial Hgi\t:o. L’entier M sera quant a lui restreint & appartenir
a l'ensemble {1,...,6}.

Nous aurons a ce stade démontré le théoréme suivant (qu’on énonce a dessein sous une forme imprécise,
pour illustrer 'idée générale du résultat de ce chapitre) :

Théoréme 1.3.1

Soit une nappe plane de référence U%* donnée par (1.3.2) et satisfaisant la condition de stabilité
(1.2.18) ; soient également une fréquence temporelle 7 € R\{0} et une fréquence spatiale (&1, &2) € R?,
annulant le déterminant de Lopatinskii.

Soit 12 € H>™ une donnée initiale définissant la perturbation hautement oscillante (1.3.3) du front,
et a moyenne nulle par rapport a sa derniére variable 6.

Alors il existe un temps T' > 0, ne dépendant que d’une norme Sobolev fixée de 12, ainsi qu’une
suite de profils (U™ ¢™+1),~1 (dans un espace fonctionnel adéquat), vérifiant la cascade BKW
(1.3.5) adjointe des conditions initiales (1.3.7) ; ces profils satisfont également les contraintes (1.3.6),
provenant de la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique. Cette suite peut étre choisie
telle que, pour tout entier M € {1,...,6}, la solution approchée (Ué\gﬁe,w%pﬁ) définie par (1.3.10)
vérifie les propriétés suivantes :

(i) Ie profil principal UYF et le premier correcteur U** sont purement localisés prés de la surface
libre;

(ii) les profils ¢, pour m > 2, associés au front sont & moyenne nulle par rapport a leur derniéere
variable 6.

Remarques. On est resté volontairement vague sur le point (i) du Théoréme 1.3.1. La notion “étre
purement localisé prés de la surface libre” sera définie de maniére précise dans le Théoreme 5.2.2 du
Chapitre 5. Pour fixer les idées, il faut avoir en téte que les profils UL* et U?T obtenus décroitront
exponentiellement vers zéro loin de la frontiére libre : c’est ce qui forme le caracteére “onde de surface”
du développement BKW (1.3.4a).

Nous avons ici besoin de la condition de stabilité (1.2.18) pour pouvoir construire les solutions appro-
chées (U, cjt\z/vli),im w%p7a). Cela provient du fait que la construction des profils (U mE W”“)mzl est intimement
liée au caractere bien posé du systeme linéarisé des nappes de tourbillon-courant, ce qui nécessite la condi-

tion de stabilité (1.2.18).

L’appellation “solutions approchées” est a ce stade abusive. En effet, bien que les solutions approchées
(Ué‘;{ﬁ, %pﬁ) vérifieront par construction un systeme des nappes de tourbillon-courant approché, il n’est
pas encore clair de savoir si elles seront effectivement proches des solutions exactes (dans une topologie
convenable). Ce résultat de stabilité des solutions “approchées” pourra constituer un nouveau travail de
recherche ultérieur. On pourrait envisager d’exploiter les résultats de [SWZ15] pour obtenir des estimations
d’énergie sur les solutions approchées. La difficulté est d’incorporer des termes de faible amplitude et
hautement oscillants dans les équations de (1.2.6), pour ensuite les estimer dans des espaces fonctionnels ad
hoc. Une premiére piste serait d’adapter la méthode de Leray-Garding [Gar56] fournissant des estimations
d’énergie pour les équations hyperboliques scalaires, en combinant le résultat de Gues [Gue92| (puis
revisité par Métivier [Mét09] ainsi que Marcou [Marl0]) sur les systémes hyperboliques & coefficients de
faible amplitude et hautement oscillants.
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Espaces fonctionnels

Dans ce chapitre, nous présentons les espaces fonctionnels que ’on manipulera dans les Chapitres 3 et
4, qui permettront d’appliquer un théoréeme de Cauchy-Kowalevskaya [Nir72,Nis77, BG78]. Comme nous
nous placerons dans un domaine de R3, nous ne disposerons pas de ’analyse de Fourier afin de caractériser
Panalyticité d’une fonction. Pour palier & cette difficulté, on s’inspirera des travaux de Sedenko [Sed94],
dans lesquels celui-ci utilise la caractérisation de I'analyticité par la décroissance des normes des dérivées
dans les espaces de Holder. Les espaces fonctionnels que 'on définira s’appuieront plutot sur les espaces
de Sobolev, ce qui differe légerement du cadre posé par Sedenko.

Nous donnerons tous les prérequis concernant les propriétés satisfaites par ces espaces fonctionnels.
En particulier, on donnera des estimations sur la dérivée d’'une fonction, ainsi que sur le produit de deux
fonctions appartenant a ces espaces, ce qui les munira d’une propriété d’algebre. Pour estimer un produit
de fonctions, nous aurons notamment besoin d’appliquer la formule de Leibniz; cette derniere faisant
intervenir les coefficients multinomiaux, nous rappellerons quelques outils de base de combinatoire tels
que la formule du multindéme ou le calcul de certaines sommes de coefficients multinomiaux [Com70]. L’es-
timation de la dérivée d’une fonction appartenant aux espaces introduits sera cruciale, car on retrouvera
Iestimation “type” qui figure dans les hypotheéses du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya.

La définition intrinseque des espaces de Banach introduits (et surtout de leur norme) servira aux
Chapitres 3 et 4 pour comprendre en particulier comment le terme de pression dans les systémes (1.1.1)
et (1.2.6) pourra étre estimé.

2.1 Rappels de quelques éléments de combinatoire

Cette partie est consacrée a des rappels de combinatoire, qui nous seront utiles ultérieurement. Tous les
résultats énoncés peuvent se retrouver dans [Com70].
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2.1.1 Formule du multinéme
Commengons par quelques notations (on se restreint a la dimension 3, pour plus de clarté). Pour z =
(71, 72,73) € R? et a = (a1, a2, a3) € N3, on notera

o, « (0% (07 P
% =2 zy?25? et al = alanlasl

La longueur du multi-indice «, notée |a|, est définie par |a| := ay + a2+ ag. On énonce ci-apres la formule
du multinéme, en dimension 3. Soient z € R? et n € N. Alors la formule du multinéme s’écrit :

n! . la|!
(x1+x2+23)" = Z — oyt 2yt g = Z — . (2.1.1)
_ (1. 09. Q3. (6%
altastaz=n a€eNS
. ) . n! n! e . .
Le coefficient multinomial ‘= ——— S'interprete également comme le nombre de parti-
a1,02,03 1 (3!

tions d’un ensemble a n éléments en 3 sous-ensembles de cardinaux respectifs oy, as et a3. En particulier,
on a :

VaeN3, —>1.

D’autre part, une conséquence directe de (2.1.1) est I'inégalité suivante, valable pour tout multi-indice
o€ N3
|af!

22 < glal,
al T
En effet, posons n := |a] et écrivons :
n! |ﬁ" _ n _ qla
oS X Gr=arnyr=3el
BeEN?
|B]=n

On en déduit les deux inégalités suivantes sur les multi-indices o de N3 :

ol < |aft < 3llal, (2.1.2)

2.1.2 Formule de Vandermonde, généralisation

La formule de Vandermonde “classique” est souvent présentée de la sorte :

(m;—n> _ ,;) (ﬂ;) (pf k) Vm, n, p €N. (2.1.3)

Une démonstration purement algébrique consiste a développer de deux fagons différentes le polynéme
d’une variable (1 + X)™*" : d’une part en développant directement (1 + X)™*" & l’aide du bindome de
Newton, et d’autre part en écrivant (1 + X )™+ = (1 + X)™(1+ X)", et en utilisant deux fois le bindme

de Newton. La formule (2.1.3) en découle en identifiant les puissances de X.

En s’inspirant de cette méthode, nous obtenons une généralisation de (2.1.3). On se donne o/ € N2,

et on note n := |o/|; soient également i1,is € N tels que i1 + i2 = n. Alors on a 1’égalité suivante :
/| |
o n!
> et (2.1.4)
B4y =a’ LA 1-72-

|8’ |=i1, |y |=i2

ou 3, et v désignent des multi-indices de N2.
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Démonstration. Considérons le polynéme de deux variables P(X,Y) := (X 4+ Y)". En appliquant
(2.1.1), on obtient d’une part :

(X+Y)" = Y Xivy?dz, (2.1.5)
Jitjz=n gt ja!
D’autre part, puisque n = a1 + ag, on peut écrire :
P(X,Y) HX+Y az_H Z ‘XBzY'Yz: Z o X\5|Y|"/|
1= 1614’71- a B’L ’y B’er’:a 6

Ci-dessus, on a noté ' = (1, f2) € N2, et ainsi de suite. En sommant selon la longueur des multi-indices,
il vient :

o) o
PX,Y)= Y > T Xy, (2.1.6)
Jitj2=n B'4++'=a’ e
18’ |=d1, 1 [=32

En identifiant les coefficients des monomes X71Y72 dans (2.1.5) et (2.1.6), on obtient bien la formule
(2.1.4).

O

La formule (2.1.4) peut se généraliser également pour des multi-indices de N3. La démonstration est
analogue, et se base cette fois-ci sur le développement du polynéme de trois variables (X +Y 4+ Z)™. On
obtient alors, pour o € N3, la formule suivante :

3 ol _ (2.1.7)

116! 71! 49!, 73!
pirima  BMY 1ligl, i3
|Bl=i1, |v|=i2, |6|=i3

ol 3, v et § désignent des multi-indices de N3, et iy, 149,43 € N vérifient iy + is + i3 = n := |al.

2.1.3 Formule de Leibniz

Pour i = 1,2, 3, on notera les dérivées partielles par rapport a x; (variables d’espaces par défaut) simple-
ment §;. Si @ € N3, on notera d* pour désigner la dérivée 971952053,

On rappelle ci-apres la formule de Leibniz (en dimension 3 également), qui donne la dérivée d’un
produit de fonctions. Soient u et v deux fonctions supposées de classe C* sur R? (pour simplifier), alors
pour tout multi-indice o € N3, on a :

= > —aﬂum (2.1.8)

Bty=a

2.2 Espaces de Sobolev

Dans cette partie, nous rappelons les propriétés de base des espaces de Sobolev que I’on utilisera par la
suite. On pourra se référer par exemple a [BGS07, Bre83, Eva9d8, Che98, Tril0, Zui02].
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2.2.1 Définitions

Espaces de Sobolev sur R¢.
Définition 2.2.1

Pour r € N, on définit I’espace de Sobolev H" (R?) par :
H(RY) = {u e L*(R) ]va €N, [a] <7, 0%u € L*(RY)}, (2.2.1)
muni de la norme || - || yrray définie par :
||UH§{T(R(1) = ||6°‘u||%2(Rd). (2.2.2)
loo| <r

Les dérivées 9%u sont & prendre au sens des distributions. A I'aide du théoréme de Plancherel, la norme
définie par (2.2.2) est équivalente a la norme

([ a+ierrmerae)’ (2:2.3)

oil | - | désigne la norme euclidienne sur R? et @ est la transformée de Fourier de u, définie comme suit
(au moins pour u dans I’espace de Schwartz S(R%)) :

a(e) = /R Cu(w)e e, (2.2.4)

On utilisera indifféremment les définitions (2.2.2) et (2.2.3) pour désigner la norme sur H"(R9) (et seule-
ment lorsqu’on sera sur R? tout entier).

Muni du produit scalaire (-, -) Hr(re) défini par

(U, V) g (ray = Z /Rd 0% - 0% dzx, (2.2.5)

laf<r

I'espace de Sobolev H"(R?) est alors un espace de Hilbert.

Remarque. Si s € R, on peut également définir H*(R?) via la transformée de Fourier :
@) = {u e S®Y| [ 1+ 1R a6 d < +oo),
muni de la norme || - || s ge) définie par :
2 o V8 |55/ ) (2
Julyeqey = [, (L+ I¢)" ) de.

On rappelle que S’ (]Rd) désigne Pespace des distributions tempérées sur R

Espaces de Sobolev périodiques.

Notons T := R /7, le tore 1-périodique, c’est-a-dire l'intervalle [0, 1] dont on identifie les extrémités 0 et 1.
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Définition 2.2.2

Pour s € R4, on définit I'espace de Sobolev périodique d—dimensionnel par (voir par exemple [Tri10]) :

HY(TY) := {u € 2T | 3 (14 [n)* ea()® < +oo}, (2.2.6)
nezd
muni de la norme || - || s (pay définie par :
ol gty = 3 (L [f2)* fen (). (2.2.7)
nezd

Pour n € 74, on a noté dans (2.2.6) et (2.2.7) c,(u) le n—iéme coefficient de Fourier de la fonction u,
dont on rappelle la définition :

cn(u) = /Tu(a:) e 2T o,

Comme pour les espaces H*(R?), nous disposons donc d’une caractérisation pratique des espaces H*®(T¢)
grace aux séries de Fourier.

Muni du produit scalaire (-, -) s (pay défini par

(u,0)progray = D (14 |nf*)* en(u) ea(v),

nezd

I’espace de Sobolev H*(T?) est alors un espace de Hilbert.

Espaces de Sobolev dans un domaine borné de R3.

On consideére & présent  un domaine borné et régulier de R3. Pour r € N, la définition de H"(f2) est la
méme que (2.2.1) :

H'(Q) = {u € L(Q)[Ya € N, || <7, 0°u € L2(Q)}, (2.2.8)
muni de la norme || - || gr(q) définie par :
ullFrr ) = Y [10%ull72(0)- (2.2.9)
o <r

Prétons attention au fait que dorénavant, nous ne disposons plus de caractérisation via la transformée de
Fourier. Si s € Ry n’est pas entier, on peut toujours définir un espace de Sobolev H*(2) par la théorie de
I'interpolation [BL76, AF03], mais nous n’en aurons pas l'utilité dans la suite. On définit sur H"(2) un
produit scalaire (-, -)gr(q), dont 'expression est analogue a celle donnée par (2.2.5), qui en fait un espace
de Hilbert.

Cas particulier : espace de Sobolev H"(T? x (0,1)).

Les équations de la magnétohydrodynamique que I'on considérera au Chapitre 3 seront posées dans
un domaine du type T? x (0,1), c’est-a-dire dans une bande horizontale de la forme {0 < x3 < 1},
et périodique par rapport a la variable tangentielle 2’ := (z1,22) € T2. Dans les estimations a priori
effectuées dans [CMST12], le cadre fonctionnel est donc donné par l'espace de Sobolev H"(T? x (0,1)),
pour 7 € N. En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire, pour v € H"(T? x (0,1)),

lo" . 2

la|<r k=0
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3

T?

I

FIGURE 2.1 : Bande périodique T? x (0, 1).

Par conséquent, on peut réécrire ’espace H™(T? x (0,1)) sous la forme :
T
H™(T? x (0,1)) = () HL,((0,1); H™*(T?)).
k=0

D’un point de vue calculatoire, la norme donnée par (2.2.10) apporte un coté pratique. En effet, étant
donné k € {0,...,r}, on pourra calculer les normes H@;’qu L2.((0,1): HY—F(T2)) grace aux séries de Fourier
13 7 K

en la variable tangentielle 2/ € T2,

2.2.2 Injections de Sobolev

Commencons par énoncer une injection classique, qui sera en partie a la base de la propriété d’algebre
des espaces de Sobolev H*(£2), pour s assez grand.

Proposition 2.2.3

Soit Q un domaine borné et régulier de R® (d > 1). Alors pour s > g, on a l'injection :

H(Q) — L=(9). (2.2.11)

En d’autres termes, il existe une constante Cys > 0, ne dépendant que de s et de €, telle que, pour
toute fonction v € H%(2), on a l'estimation :

lull o) < Cs llull gs(o)- (2.2.12)

On énonce a présent certaines injections de Sobolev dont on se servira en dimension 2 et 3.

Proposition 2.2.4

Soit Q un domaine borné et régulier de R? (d = 2,3). Alors on a les injections suivantes :
e Pourd=2,
H*(Q) — L>™(Q), Vs>1. (2.2.13)
e Pour d = 3,
HY(Q) — LP(Q), V1<p<6, (2.2.14a)
H?(Q) — L™(Q). (2.2.14b)
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En particulier, une conséquence de (2.2.14b) est l'injection suivante :
H3(Q) — Wh>(Q), (2.2.15)

ott W1°(Q) est I'espace de Sobolev des fonctions appartenant a L>((2) telles que leur gradient
Vu est également dans L ().

Remarquons que les injections (2.2.13) et (2.2.14b) sont un cas particulier de (2.2.11).

2.2.3 Propriétés

Comme nous I’évoquions dans la partie précédente, lorsque s est suffisamment grand, les espaces H*(f2)
acquierent une propriété d’algebre. Cette propriété s’en déduira de la proposition suivante.

Proposition 2.2.5

Soient € un domaine borné et régulier de R?, et u,v € H*(Q) N L>°(Q). Alors on a :

uv € H*(Q) et |uvlgsq) < Cs (HUHHS(Q) vl oo (@) + llull oo (@) HU||HS(Q))7

ou Cs > 0 est une constante ne dépendant que de s et de §2.

Lorsque s > 4, on en déduit un corollaire immédiat grace & I'estimation (2.2.12).

Corollaire 2.2.6

Soient Q1 un domaine borné et régulier de R?, et u,v € H*(Q). Alors uv € H*(Q), et satisfait
P’estimation :
luvl|g=) < Csllullg=() vl =), (2:2.16)
ot Cy > 0 ne dépend que de s et de Q). Autrement dit, I'espace H*(2) est une algébre dés lors que
d
s > 5

Nous donnons maintenant une estimation douce de composées de fonctions, dans un cas bien particulier
(voir par exemple [Lanl3, p.283]) :

Proposition 2.2.7

Soient r € N et  C R? un domaine borné et régulier. On considére u € H" () telle que :

deg >0, VxeQ, calgl—l-u(m)gc().

Alors la fonction IJ%U appartient a H"(2), et satisfait l'estimation :

1
H < ey (1+ ullr(cn). (2.2.17)

1+ u

Hr(©)

ott Crc, > 0 ne dépend que de r, cq et (2.

Pouvoir estimer 'inverse d’une fonction donnée peut s’avérer utile lorsqu’on procede par exemple a des
changements de variables. En effet, des calculs de dérivées pourront faire apparaitre le jacobien du
changement de variables, mais aussi son inverse.

La démonstration de la Proposition 2.2.7 consiste & écrire les dérivées 05 ( H%) (18] < r) alaide de la

formule de Fa4 di Bruno, puis & en estimer les normes L? en appliquant I’inégalité de Holder généralisée,
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ainsi que I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg. Lorsque r n’est pas entier, on obtient la méme estimation
par la technique de Meyer (voir par exemple [AG91]).

Maintenant que nous avons rappelé les propriétés principales des espaces de Sobolev, nous allons
pouvoir construire des échelles d’espaces de Banach, dont la définition s’appuie sur les espaces de Sobolev
H"(Q).

2.3 Echelles d’espaces de Banach

2.3.1 Echelle d’espaces de Banach sur le domaine T? x (0, 1)

Dans tout le Paragraphe 2.3.1, Q désignera le domaine T? x (0,1). On notera également
[:=T%x{x3=0} et TIy:=T>x{z3=1}

La norme sur l'espace de Sobolev H"(2), pour r € N, sera simplement notée || - |[g-. On se donne
également un parametre pg > 0 fixé une fois pour toutes. Les définitions des espaces fonctionnels suivants
sont inspirées de la construction faite par Sedenko [Sed94].

Définition 2.3.1

Soient (r,k) € N2 et p € (0, po]. On définit I'espace Blpi,, par

BE, = {ue HET((0,1); H=(T) | 3 2 P

7 max |0%u| g < —|—oo}
>0 ¥ lal=n

ozr;<k:

ot o désignera toujours un multi-indice de N® et |a| sa longueur. Sur B)’j’r on définit la norme || - Hl;,r
par

k p"
full, o= 3 2 mas [0l
nso v lal=n
a3<k:

Les sommes partielles seront notées

o
2 Z e max [
az<k

Proposition 2.3.2

A (k) fixé, la suite (B],ir)

0<p<po forme une échelle d’espaces de Banach, c’est-a-dire :

V0 < p' < p<po, B’p“/,r D B’;,r, avec <|-

” : Hlpc’,r = HIZ,T'

Démonstration. Les deux derniers points sont directs. Il suffit de montrer la complétude des espaces
Bgﬂn. Soit (up) C B;f,r une suite de Cauchy :

Vo3
Ve>0, dpoeN, Vp,q> po, Zp max ||0%u, — 0%uq|| ar < €. ()

al=n
n20 asz<k

En particulier, a o fixé tel que az < k, la suite (0%up) est de Cauchy dans H", donc converge vers

un élément u, € H". Pour @ = 0, notons u := hrf up (pour la topologie de H "). En passant a la
p—+o0
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limite dans lespace des distributions D’(€2), l'unicité de la limite permet d’obtenir u, = 0%u, donc
u € HEF((0,1)5 H®(T?)).

Pour £ > 0 et p > pg donnés, passons a la limite en ¢ dans 'inégalité () :

r m|ax |0%u, — 0%ul||gr < e. ()

i
n>0 asz<k

Grace a l'inégalité triangulaire, on a u € B’;’T. Enfin, I'inégalité (%%) montre que la suite (u,) converge

vers u dans Bp -, ce qui conclut quant a la complétude des espaces B’;T

O

En vue d’appliquer un théoréeme de Cauchy-Kowalevskaya, nous aurons besoin de propriétés d’algebre
et de dérivation dans les espaces B’p“’r. Les deux propositions suivantes donnent de telles propriétés.

Proposition 2.3.3

Soient r € N tel que r > 2, ainsi que u,v € Bp et N € N. Alors uv € B)’;,T et on a les estimations :

T

| < Cullp Iollgs (2.3.1)

k
luolBN < €S B ()&, (2.3.2)

ou C' > 0 ne dépend que de r.

En passant au supremum par rapport & N dans les inégalités (2.3.1) et (2.3.2), on en déduit immédiatement
les deux estimations suivantes pour le produit de deux fonctions dans les espaces B";’T. Sous les mémes
hypotheses que dans la Proposition 2.3.3, on a :

luvlly, < Cllully, [0]5 (2.3.3)
luv]f, < C Z ulth - l[oll7 (2.3.4)
oit C' > 0 ne dépend que de 7. L’estimation (2.3.3) donne la propriété d’algebre des espaces B* o tandis

que l'inégalité (2.3.4) sera plus pratique dans la suite, car elle fait apparaitre un produit de Cauchy.

Démonstration. Comme r > %, H7 () est une algebre, donc pour tout o € N? tel que a3 < k, on a
0%(uv) € H"(2). Par définition, nous avons :

k P"
||l va:r : Z b ‘ax |0%(wv)|| gr- (2.3.5)
043<k
Pour n € {0,..., N}, le maximum ci-dessus est atteint pour un certain o™ € N3 de longueur n. A laide

de la formule de Leibniz et du fait que H"(€2) est une algebre (r > 3), on peut écrire :

o - o o
10°" (uo)llar <Gy >0 <B>H3BUI|HTII3 Pollar.

i=0 0<B<a”
|8]=i
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Majorons le produit des normes ci-dessus par le maximum de toutes ces normes :
0%l 10" Pl e < max ([0l (|00 ] 1)
=
=i

On a alors

H@a (uv)| gr < Cy Z max (||8BUHHTH870HHT) Z (an>. (2.3.6)

g
i= 0 _ 0<p<a™
= 1=

En utilisant 1’égalité (2.1.7) (dans laquelle § = 0), la majoration (2.3.6) se réécrit :
16" (wo)ll < C, Z( ) max ([[0%u] 070 ) -
S\

Le maximum ci-dessus est atteint, pour chaque entier ¢, en un certain couple ( B 4™ tel que B4y =
' < k. 11 vient alors :

16°" (wo)l| < G Z( )IIé’BmuIIHdaV"’iva

=0

n

n

<C, <Z> Tnlax 18P ul| g wr‘naXZHanHHr
= B3<pBy’ 3 <y

Revenant & (2.3.5), on obtient I'inégalité :

n—i

N n 1
kN ' 8 14
) < C - 0 67 T . *
o’ < 632805 | 10%wlr | G { 07 ()
Bs<By" ¥3<vs "

D’une part, en majorant les entiers 83" et 44" directement par k, on obtient :

N n

pi 5 pnfi
L o . a7
lwvlly Z::;O max [0l | oy | max 070l |
Bs<k v3<k
2N pi pn—i
<Gy Y. T I%ax”aﬁunf, R M ool |,
=0 z<][3/<nl<zn<N Bs<k ’Y3<k
= CT ||u||p:r p,r

ce qui donne l'estimation (2.3.3). D’autre part, pour obtenir (2.3.4), on note que 35" " peut en fait prendre

toutes les valeurs j € {0,...,min(4, k)}. L’inégalité (x) donne alors :
EN ,Oi s n—i
< Cy — | max||0 a o7 r
Huva’ nz:oz;)o<]<m1n(7,k 7! |B]=1 XH U”H (’I’L—’L)' |’yr|1inX—2H UHH
! ﬂ3<J ¥3<k—j
N n_min(i,k) P n—i
<C | max ||0°u) g max [|07v| gr
< 3352 (s | £ s 1
0= B3<j Y3<k—j

max || 07| gr
Iy[=n—i

B3<j v3<k—j
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En intervertissant les sommes, et en reconnaissant un produit de Cauchy, on obtient :

n—i

kN Pi B p
vl <CZO ZO Z o | 10%ullr | Py | a7l
J n

~.

z<Nn z<N B3<j v3<k—j

<Cy ZHuH > llollp,

d’ott 'estimation (2.3.4) annoncée.

O
La proposition suivante montre comment agit la dérivation dans I’échelle (B,lg,r)0<p§90'
Proposition 2.3.4
Soient p € (0, po] et u € B’;ﬂn. Alors pour tout 0 < p' < p, on a dyu, u € B];,J, avec
105ullk . < ! | j=1.2. (2.3.7)
T =y
Si de plus k > 1, alors Osu € B]; rl avec
k
Hagu\ lull - (2.3.8)

La perte de dérivée peut aussi s’exprimer par rapport a l'indice de Sobolev r. Si r > 1, alors pour
Jj=1,2,3, 0onadjuc B][f’,,,l avec 'estimation

”ajuH]pc,rfl < HuH]pC,r (239)

Démonstration. Démontrons I'inégalité (2.3.7). Nous avons pour j € {1,2},

185ullt, . = me max [|0%0ul|gr < Z max 9%l —Z””m_l ma |0
y pl,r — Hr Hr = n' HT-

|a|=n n! al=n la|=n
nz0 <k n=0 a3<k = as<k

On utilise I'inégalité np™ 1 < p_l 7 p"", qui s’obtient & ’aide du binéme de Newton, et on obtient :

1 p" o
l05ully < —— 3 max||6 ullar = = lu ullp s

d’ou I'inégalité (2.3.7). La méthode est similaire pour les inégalités (2.3.8) et (2.3.9).
(]

Afin de tenir compte de toutes les dérivées normales 05°, a3 € N, nous introduisons une nouvelle
échelle d’espaces de Banach construits a partir des espaces précédents. Ce sera dans cette nouvelle échelle
d’espaces de Banach que nous appliquerons le théoréme de Cauchy-Kowalevskaya au chapitre suivant.
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Définition 2.3.5

Soient r € N, o > 0 (petit paramétre a fixer ultérieurement) et p € (0, po]. On définit I'espace B, o
par
By = {u€ HX(Q)| 3 o*lully, < +oo}.

k>0
Sur B, ., on définit la norme || - ||,r.o par
k k
lullpro = o ullg,-
k>0

Les sommes partielles seront notées

N
N kyp, 1k
lull g = > o lully,-
k=0

Nous verrons qu’avec o > 0 assez petit (le choix ne dépendra que des constantes r et pg), nous serons en

mesure d’appliquer un théoréme de Cauchy-Kowalevskaya dans ’échelle d’espaces de Banach (B, ,.4)p<po
pour les équations de la MHD idéale et incompressible dans le domaine fixe 2. Sedenko [Sed94] applique
un théoreme de Cauchy-Kowalevskaya dans une échelle d’espaces de Banach similaire afin de résoudre
un probleme issu des équations d’Euler incompressible a densité variable pour un fluide idéal barotrope ;
c’est pourquoi on s’intéresse aux propriétés d’algebre et de dérivation dans les espaces B, ;.

Théoréme 2.3.6

Soient 7 € N tel que r > 2 et o € (0,1]. La suite (B, ,.o)ocp<p, forme une échelle d’espaces de
PsTy P=PO

2
Banach :

V0 < pl < p < po, Bp/,r,a D Bp,?",o‘» avec || ) Hp’,r,g < || : |p,r,a-
De plus, si uw € B, alors pour tout p < p, Ou € By,s (1<i< 3) avec
C
0l < =l (2.3.10)

ott Cy :=o~! > 0. Enfin, les espaces B, ,, sont des algébres (pour le produit de fonctions usuel) :
p7 b

Vu,v € Byroy, uv€Bprs et |uv|pre < Crllullprollvlpre (2.3.11)

ot C, > 0 est indépendante de p et de o.

Démonstration.

Complétude. Soit (up) C B, s une suite de Cauchy :

Ye>0, dpoeN, Vp,q>po, Zak|]up—uq||’;m<a.
k>0

En particulier :

K
Ve>0, dpoeN, Vp,qg>py, VK >0, Zak|]up—uq||’;m<s. (%)
k=0



2.3. ECHELLES D’ESPACES DE BANACH 45

Pour K = 0, la suite (u,) est de Cauchy dans BY ., donc il existe u € Bg’r tel que

piT

|up — U”p,?« = 0.
Pour K > 1, on se fixe k € {1,..., K} ; alors (up) est de Cauchy dans Bf,f’,,. 1l existe donc u*) e B’;’T tel
que
_ Bk
[up —w™|5, Pl
En passant a la limite dans l'espace des distributions D’(2), on obtient u®) = 4, et ce quel que soit k > 1.
Ainsi, u € ﬂ BY  dotue H2((0,1); H®(T?)) = H>®(Q). Vérifions que u € By, . Pour € > 0, p > po
k>0
et K € N fixés, nous avons :

Py

+ ”upo”;lfr,a

< e+ |lupy |l pyre < +o0.

lull g < Il —

Ainsi, la suite (Hqu ’"")K est bornée, et u € B, ,. Enfin, en passant a la limite en ¢ dans (3 ) on obtient :
K
Ve>0, dppeN, Vp>py, VK >0, ZakHup - u||’;7r <eg,
donc (up), tend vers u dans B, ;.

Dérivation. Soit ¢ € {1,2}; en utilisant (2.3.7), il vient :

k k
105l priro = D o 1sully , < lullp, = —llullpr-
k>0 k50
Pour la dérivée normale 03, on utilise (2.3.8) :
k|l 1k+1 < -
103ullpr o < lull lullpro-

k:>0

D’ou I'estimation (2.3.10) avec C, := max(1,071) = oL

Produit. Une conséquence directe de la Proposition 2.3.3 est 'inégalité suivante :

k
luvllp, < Cr Z el llo 157

Il vient alors :

k 7N k i, N
luvllo ZU luvlly, < C; ZZUJHUH ol
k=0 35=0
2N
<Gy Y Il ol ol
k=0 i+j=k
i,j<N
< G, ||U||proHU”prcr < Crllullpre l0llpro-
On a donc
N
sup Huva,r,U < Cr||“||p,?”,d””||p,r,m
N>0
d’ou la propriété d’algebre (2.3.11). O

Terminons par un résultat important de densité des espaces B, .
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Théoréme 2.3.7

Soient r € N tel que r > 3, p € (0, pg] et o € (0,1). Alors B, ., est dense dans H" ().

Démonstration. Soit u € H"(£2). On souhaite construire une suite d’éléments de B, ,, qui converge
vers u dans H"(Q2). L’idée est de prolonger u par périodicité selon la troisiéme variable x3, tout en
préservant la régularité Sobolev. On notera temporairement Ty := R /7 1e tore 1-périodique, et Ty := R /27,
le tore 2-périodique.

Il existe un opérateur de prolongement P, : H"(T? x (0,1)) — H"(T? x R) satisfaisant aux deux
conditions suivantes (voir [DL87, p.909]); si u € H"(T? x (0,1)), alors :

HPTUHHT(T%XR) < CTHUHHT(fo(OJ)) et Pr“‘qrfx(o,l) =u,

ou C, > 0 ne dépend que de r.

Soit maintenant x une fonction de troncature, c’est-a-dire telle que

15 13
C*(R 0<y<1 =1 - = =0 R\ {—-=,=].
x€C®R), 0<x<1, x Sur< 4,4>, X sur \( 2,2)

Fonction de troncature
1 5 T T T T T

-0.5 0.5 1 1.5

o -

Posons alors, pour z = (2/,23) € T? x R,

v(z) = x(x3) Pru(a’, x3).

Par propriété d’algebre (rappelons que r > %), la fonction v ainsi définie appartient a I'espace H"(T? x R).

De plus, v est identiquement nulle pour x3 en dehors de (—%, %), et plate en —% et % Par conséquent,

si I'on prolonge la fonction ’U|T%X(_ 13y par 2-périodicité par rapport a x3 sur R en une fonction w, on
272

obtient w € H"(T? x Ts). Par définition de w, nous remarquons par ailleurs que

wlg = u.

Nous avons ainsi prolongé la fonction u en une fonction périodique w € H"(T? x Ts), ce qui nous
permet d’utiliser la décomposition en séries de Fourier. En effet, on peut écrire 1’égalité suivante dans
'espace H" (T3 x Ty) :

w(xl7x3) _ Z cp(w)e2iﬂ’p/-xle’iﬂp3$3’
pEZ3

otl, pour tout p = (p/, p3) € Z3, on a noté c,(w) le p—ieme coefficient de Fourier de w défini par
1 L
ep(w) = 3 /2/ w(x!, z3)e” 2P T e TPITS oy
T2 JT,

De plus, on a :

> (14 [pP) fep(w)]? < +o0. (2.3.12)
pEZ3
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Pour P € N, posons alors

wp (', x3) == Z cp(w)e%rp/'x/e”mm’, V (2, 23) € T? x Ts.

pezZ?
lp|<P

Nous allons maintenant montrer que la suite (wp|q)p>o est constituée de fonctions appartenant a ’espace
B, .0, et quelle converge vers u dans H" (). Ceci conclura alors sur la densité des espaces B, , dans
H"(Q).

Tout d’abord, la fonction wp étant un polyndme trigonométrique, on a clairement wplg, € H*(1).
On pose ensuite, pour p € Z3,

/ . 2imp’ -2’ impsx / 2
ep(a’, x3) 1= 2P TP N (g x3) € TT x To.

Etant donné que les fonctions wp sont des combinaisons linéaires (finies) des fonctions ey, pour montrer
que wp € B, s, il suffit de montrer que pour tout p, on a e, € B, ;. Les coefficients de Fourier de ¢,
sont donnés par :
3
cqlep) = 0gp,  q €Z7°,

ou d4,p est le symbole de Kronecker. Soient alors n € N, et o € N? tel que |a| = n; grace a I'égalité
cq(0%ep) = (2im)™ T (i)™ ¢1" 45745 cq(ep),

on peut facilement évaluer la norme [|0%ey| gr(q)

10%€nln ) < 10°cpllZgrnmyy < Cr 3 (1 1aP) legl@ep)?
qEeZ3

< G (L4 I 2 B gl
< G (L+ [pPY (2o

| ., nous avons alors :
P

ou Cy > 0 ne dépend que de r. Par définition des normes || -
lepllfr < Cr (14 [p|?)2 70IP1.

Enfin, pour o € (0,1), nous avons :

e2mplp|
< 400,
-0

lepllpro =D o llepllp, < Cr(1 +Ipl)2
k>0

donc e, € B, ,. Pour conclure, démontrons que (wp) converge vers u dans H" () :

Ju— wPH%{T(Q) = [lw - wPH%{T(Q) < lw - wP||§{r(qrqur2)
<O Y A+ PP lep) ———0,
lp|>P
d’apres (2.3.12). Ceci acheve la démonstration du Théoreme 2.3.7.

]

L’introduction de I'échelle d’espaces de Banach (B, »)o<p<p, va nous permettre au Chapitre 3 de
comprendre comment construire des solutions tres régulieres (i.e. de régularité au moins C*° et bornées
sur ) aux équations de la magnétohydrodynamique idéale incompressible, en utilisant un théoréme de
Cauchy-Kowalevskaya.
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2.3.2 Généralisation

Dans cette partie, 2 désignera dorénavant le domaine de référence T? x (—1,1), que 'on partage en deux
sous-domaines : QF := T2 x (0,1) et O~ := T2 x (—1,0). On notera également

I:=T?x{x3=0} et Ty:=T*x {x3=+1}.
Pour (u™,u~) € H"(QT) x H"(27), on notera les normes de la fagon suivante :

futllr s o= o lgrey, - =l gr ),
[0l = Nt g + e (2.3.13)

Echelles d’espaces de Banach sur ().
Définition 2.3.8
Soient (r, k) € N% et p € (0, po]. On définit :

Bp () = {u € HE((—1,1); H=(T2))

r" max [[0%u| gr(q) < —|—OO}.

al=n
n>0 az<k

Soit o € (0,1) ; on définit :

Byro(Q) = {u e H®Q) | [ullpro = o*|ullk, < +oo}.
k>0

+

Pour u € B, +(£2), si 'on note u™ := u|q=, alors la norme |lul|, o se réécrit sous la forme

=Y 0 Z”,| o [0t -

k>0 n>0 az<k
Echelles d’espaces de Banach sur QO et Q.
Définition 2.3.9
Soient (r,k) € N2 et p € (0, pg]. On définit :
Bj (%) := {u € HE((0,1); H*(T?) \ [l B Z max [[0%ull,. ¢ < +o0}

! laj=
n>0 043‘<k
Soit o € (0,1), on définit :

Byro() = {u € H®(QF) ] [y

k k
fre = D ullbit < 400},
k>0

On procéde de fagon analogue pour Q7. Si (u™,u™) € B, ;»(2") x B,,+(Q7), on notera :

* ;Jt,r,a = Hu—i_Hpra + ||u_H,;7T‘7O" (2.3.14)

[

Cette norme est équivalente a la norme donnée par la quantité :

e =0 Z i |aXH80‘ w4, (2.3.15)

k>0 n>0 as<k

llu* |
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en accord avec la définition (2.3.13). Donnons briévement les principaux arguments. D’abord, il est clair
que 'on a :

+ 1* +
e l7re < N5

Pour I'inégalité inverse, on remarque tout d’abord que pour (ut,u™) € By, (") x B, , -(27) et (n, k) €
N2, il existe un multi-indice ot vérifiant :

10

= max [|0%uT ||, 4.
la|=n ’

az<k

On peut alors écrire :

A

+ +
10w flrs + 110 0 [l

max (1076l + 0% ) = max 9%
a|l=n

a3<k aggk

IN

r.t-

On procede de méme pour u~, et finalement on en déduit :

max [|[0%uT ||, + max [0 ||, < 2 max [|0%F |, +.
lor|=n |ae|=n |a|=n

asz<k as<k as<k

< + H|im, en découle facilement. On utilisera donc la méme notation ||u®||= oo

pour désigner indifféremment la quantité donnée par (2.3.14) ou par (2.3.15).

L’inégalité HuinmU <2 ||u

Les propriétés d’algebre et de dérivation établies au Paragraphe 2.3.1 sont toujours valables dans les
échelles d’espaces de Banach (Bf;,,(U ))o<p<po €t (Bpr,o(U))o<p<p, définis ci-dessus, ou U désigne a chaque
fois I'un des domaines €, QT ou Q™.

Echelles d’espaces de Banach sur I' ~ TZ2.
Définition 2.3.10
Soient s € Ry et p € (0, po]. On définit :

Byo(T?) := {u € H=(T2) | |Jull,s = 3 & max o (|07l g+ (22 < +o0
n>0 @

ol o désigne ici un multi-indice de N?. On rappelle que la norme sur H*(T?) est définie par (2.2.7).

Munis de telles échelles d’espaces de Banach, nous allons pouvoir construire dans le Chapitre 4 des
solutions analytiques au systéme des nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incompressible, en
appliquant toujours un théoreme de Cauchy-Kowalevskaya.

Cependant, pour bien expliquer la stratégie adoptée, on commence par détailler au Chapitre 3 le cas
plus simple de la MHD idéale incompressible dans un domaine fize. On incorporera la difficulté induite
par la surface libre définissant la nappe de tourbillon-courant au Chapitre 4.






Solutions analytiques aux équations de
la magnétohydrodynamique idéale
incompressible, en domaine fixe

Au Paragraphe 2.3.1 du Chapitre 2, nous avons défini une échelle d’espaces de Banach (B, ), <p<py’
associés au domaine fixe Q := T? x (0,1). Le paramétre py > 0 est fixé une fois pour toutes. Dans tout ce

chapitre, nous reprenons les notations du Paragarphe 2.3.1 (¢f. Chapitre 2).

L’objet de ce chapitre est d’utiliser un théoréme de Cauchy-Kowalevskaya (Théoréeme 3.2.2 ci-apres)
afin de construire des solutions analytiques aux équations de la MHD idéale incompressible, posées dans
le domaine fize 2. Ces équations s’écrivent comme suit :

Ou+ (u-Vyu— (H-V)H+Vg=0 dans[0,7] x Q
OH+ (u-V)H — (H-V)u=0 dans [0,T] x Q,
V-u=V-H=0 dans[0,7T] xQ,

ug=Hs=0 sur[0,T] x (I'UTy).

(3.0.1)

Les inconnues sont la vitesse u € R?, le champ magnétique H € R? et la pression totale ¢ € R. Nous
reviendrons plus en détails sur ce systéme au Paragraphe 3.2.1 ci-apres. Les estimations menées dans ce
chapitre sont une premiére étape pour comprendre comment se comportent les normes || - ||,ro Vis-a-
vis des inconnues u, H et g du systeme (3.0.1). Plus particulierement, la définition des normes || - ||,
permettra d’estimer “facilement” le terme de pression Vq. Pour cela, nous remarquerons que la pression
pourra s’exprimer implicitement en fonction de u et H, via la résolution d’un probléme de Laplace. Nous
verrons au Paragraphe 3.2.1 que ce probleme de Laplace prendra la forme suivante :

—Ag=g¢g dans(,
03¢g=0 surT"Uly,

ou g est un terme source s’exprimant en fonction des dérivées premiéeres de u et de H. Les estimations
menées sur la pression montreront que le gradient de pression dans (3.0.1) pourra s’interpréter comme
un terme “semi-linéaire”, dans le méme esprit que pour la construction de solutions régulieres locales en
temps aux équations d’Euler incompressible que ’on pourra trouver par exemple dans [Che98, p.65,77].

o1
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Le théoréme principal de ce chapitre peut se résumer comme suit (nous renvoyons au Théoreme 3.2.5
ci-apres pour un énoncé plus précis).

Théoreme
Soient po > 0 et r > 3 un entier. Alors il existe un petit paramétre oy > 0, tel que, pour tous o € (0, og]
et R > 0, pour toutes données initiales ug, Hy € By, o, vérifiant

HUUHpo,r,m ”HOHpoJ“,U <R,
V-u=V-Hy=0,

il existe une unique solution réguliére locale en temps (u, H,q) au systéme (3.0.1).

L’étude du systéme de la MHD idéale incompressible (3.0.1) n’est bien siir pas nouvelle, et des résultats
plus forts que le théoréme ci-dessus concernant le caractere bien posé de ce probleme ont été notamment
obtenus par Alekseev [Ale82], Schmidt [Sch88], Yanagisawa et Matsumura [YM91], ou encore Secchi
[Sec93].

Le travail préliminaire effectué dans ce chapitre nous servira dans ’étude du systéme des nappes de
tourbillon-courant (1.2.6) en MHD idéale incompressible, dont on construira des solutions régulieres au
Chapitre 4.

3.1 Estimations de la solution d’un probleme de Laplace dans les es-
paces B, ,

3.1.1 Régularité elliptique pour des problemes de Laplace

Les équations de la magnétohydrodynamique idéale incompressible font apparaitre un gradient de pression.
A Daide des contraintes de divergence nulle, traduisant I'incompressibilité du milieu considéré, on montrera
que la pression est solution d’un probléme de Laplace. Pour cela, nous commencons par rappeler quelques
résultats classiques de régularité elliptique sur les problemes de Laplace avec condition au bord de Dirichlet
(voir [Eva98, p.308]) ou de Neumann homogene (voir [Tay96, p.344]). Dans tout ce chapitre, les problemes
de Laplace considérés seront posés dans le domaine fixe

Q:=T2 x (0,1),
dont on note les frontieres
[:=T?x{z3=0} et T,:=T*x{x3=1}

Nous noterons également | - || g la norme sur H"(§2), pour r € N.

Proposition 3.1.1

Soient r € N et f € H"(). Siu € H} () est I'unique solution faible (c’est-a-dire au sens variationnel)
du probléme de Laplace avec condition au bord de Dirichlet homogéne

{ —Au=f dansQ, (3.1.1)

u=0 surl'UT4,

alors u € H™2(Q) N HY(Q), et u est solution forte de (3.1.1) ; de plus, on a I'estimation :

[ullgrez < Crll v,

ott C, > 0 ne dépend que de r et de ().
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Proposition 3.1.2

Soient r € N et g € H"(QQ) vérifiant la condition de compatibilité / g=0.8iqge H(Q), telle que
Q

/ q = 0, est solution faible du probléme de Laplace avec condition au bord de Neumann homogéne
Q

—Aq=g dans?,
{ O3¢=0 surlUTly, (3.1.2)

alors ¢ € H™2(Q) est solution forte et vérifie I'estimation :
lallzr+2 < Crligllar, (3.1.3)

ou C). > 0 ne dépend que de r et de ().

Rappelons que la condition de compatibilité / g = 0 est nécessaire pour pouvoir résoudre le probleme

Q
de Laplace (3.1.2) (il suffit d’intégrer la premieére équation de (3.1.2) sur 2, et d’utiliser la formule de
Green), tandis que la détermination d’une solution ¢ de (3.1.2) se fait & une constante pres ; ¢’est pourquoi
on fixe la moyenne de ¢ sur €2 en la prenant nulle par convention.

3.1.2 Estimations de la solution d’un probléme de Laplace dans les espaces B,, ,

Commencons par donner des estimations dans les espaces B’;yr, de la solution du probléme suivant :

{ —Ag=g¢g dans(, (3.1.4)

03¢g=0 surT"Ul,.

Ici, la fonction g est un terme source quelconque appartenant a I'un des espaces B, ,, et satisfaisant la

condition de compatibilité / g = 0. La méthode adoptée pour les estimations qui suivent est inspirée
Q

de [Sed94].
Proposition 3.1.3

Soient r € N, p € (0, po] et g € B, satisfaisant la condition de compatibilité /Qg =0.Siqge H®(Q)

est solution du probleme (3.1.4), telle que / q =0, alors :
Q

qc Bg,r+2 et HQHO,rJrZ < CTHg”O,r’

ou C > 0 ne dépend que de r.

Démonstration. On sait par hypothese que ¢ € L2, ((0,1); H>®(T?)). Soit o = (a1, a2,0) € N3. Alors
la fonction 9% € H' () est la solution variationnelle du probléme de Laplace

—A(0%) = 0% dans €,
030% =0 surl"uUly,.

D’apres I’estimation (3.1.3), on peut écrire :

0%l grr+2 < Cr[|0%g|l 57

0

pr O @ alors pour tout entier N

Par définition des normes || - ||

o,N N
lgllyre < Crllgllpy < Crligllp.

ce qui conclut pour ’estimation dans BS’T en passant a la limite en N.
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O

On doit maintenant gérer les dérivées normales. On procédera pour cela par récurrence, en utilisant

la proposition suivante.

Proposition 3.1.4

k k k
lallptiz < Crpo (lall ez + llgllprt),

ot C p, > 0 ne dépend que de r et de py.

Démonstration.

» Lecas k=0:

Soient r k € N, p € (0,p0] et g € BkJrl satisfaisant la condition de compatibilité / g =
Q

q € Bf;r” est solution de (3.1.4), telle que / qg=0, alors q € Bp 1o et vérifie 'estimation :

0. Si

Posons ¢ := 03¢ et g := d3g. Alors ¢ € H}(Q) (car ¢ € H*(Q) et ds¢|rur, = 0) est solution variationnelle

du probleme de Laplace

—Ag=g dans,
g=0 surT"uUl;.

D’apres la Proposition 3.1.1, on a alors

Gl zrr+2 < Crllgl -

De plus, on sait que ¢ € L2, ((0,1); H>(T?)). Soit alors o = (a1, a2,0) € N3, La fonction 9% € Hj ()

est solution variationnelle du probleme

—A(0%q) = 0% dans Q,
0%¢=0 sur"uly.

D’apres la Proposition 3.1.1, on en déduit que 9%q vérifie :
10%ql| prr+2 < Cr[|0% | 17

On peut maintenant évaluer la norme |g[ -2 ot

N N
P p"
Hq||p,7’+2 = Z oy max ||[0%q| gr+2 < Zf, max [|0%q|| gr+2 + Z ol max (| 0%q|| gr+2
n=o v lel=n — 1! Jal=n la|=n
043<1 az= 0 az= 1
= Hqu,TJrZ Z n! o |aX ||a qHHTJr2

az=1

= ”qu7‘+2 Z n! ‘ ﬁIlaX

a3z3=0

o. Par définition, nous avons pour N € N,

10 (3) || rr-+2-

(3.1.5)
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Par conséquent, en utilisant 'estimation de régularité elliptique (3.1.5), on peut affirmer qu’il existe une
constante C, > 0, ne dépendant que de r, telle que :

N n
p a
||qup,r+2 < ”q||p,r+2 + C nz:l m |a1\Ti%L)£1 ||8 (839)HH7"

az=0
< llglly;o + C- Z l 10%g| rr
a3<1

< C (Hq p,7’+2 + ”g| )

En passant a la limite N — +o00, on en déduit le résultat annoncé pour k£ = 0.

» Lecas k>1:

Ici, on fera apparaitre des dérivées normales d’ordre au moins 2, ce qui permettra d’utiliser directement
I’équation satisfaite par ¢ sans avoir recours & un probleme de Laplace auxiliaire. Par une méthode usuelle
de régularité elliptique (que I’on peut trouver dans [Eva98, p.327]), on montre que pour tout a € N3 tel
que a3 < k+1, on a 9% € H™™2(Q). On décompose alors comme précédemment (pour N > k + 1) :

k+1,N k
lalprsz < lallprss + Z o % 0% (5 ).

n= k+1 a3=0

Comme on a —Ag = g, on peut exprimer la dérivée normale aqu en fonction des dérivées tangentielles
de q et des dérivées normales de g :

8k+1 628 q _ 8228§—1q _ 83/)@—1
Il vient alors :
k+1,N fo—
lallpria < Hqu,rJr2+Z Z T 1 08X Haa(@?@s ') e
|a|=n—k—

=1 n=k+1 az=0
N
> Tl (o 08X ||3O‘(3§719)|\Hr+2

n=k+1 lex I;@ 0

"
< llgllyYs +2 Z max x 0%l gr+e + Z e x 110%g] ez

n=k+1 as ; 1 n=k+1 agik 1

Pour l'estimation des termes ||0%g||gr+2, on se ramene a l'espace H"(2) en remarquant qu’il existe une
constante C. > 0, ne dépendant que de r, telle que :

pax 10%g| r+2 < Co apax 10%g]| - +| Jpax 10%g|r + max 10%g| e
a|=n— o= = —
az=k—1 az<k+1 az<k+1 az3<k+1

On peut donc écrire :

k+1,N k—1,N k+1,N
oy <llalb g +20alls 12 + Co(l+ p+ p?)llgllf 3

k
< Cpo (llallpihs + Ngllss ™)

ou C,, > 0 est une constante ne dépendant que de pg, et on conclut de nouveau en passant a la limite
N — +oc.
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O

k

Les estimations a priori étant faites dans les espaces By .,

espaces B, 5.

on peut en déduire des estimations dans les

Proposition 3.1.5

+o00
Siq € ﬂ B§r+2 est solution de (3.1.4) telle que / q =0, avec g € B,,, vérifiant la condition
’ Q
k=0

de compatibilité / g = 0, alors il existe oy > 0 ne dépendant que de r et de py tel que, pour tout

o € (0,00}, on a q € B, 42, et I'estimation :

lallp.r+2.0 < Crpoll9llpros (3.1.6)

avec Cyp, > 0 ne dépendant que de r et de py (mais pas de o).

Démonstration. A l'aide des deux propositions précédentes, on peut écrire

N—-1
k k
IIQHf;V,rJrz,a =lql0, 0+ D> o +1HQHp3?J1r2
k=0
N—-1 N—-1
< Crp (ugu% R ST akﬂugu';;l)
k=0 k=0

N N
< CT,PO ”g”p,r,a + CT,POO-Hq||p,r+2,o"
Posons g := (2C;. 5,) "' Alors pour o € (0, 0],

N
[l < 2Crp, l9]

N
p,r+2,0 < 207“700 Hg

PO —

pPT,0 "

Pour conclure, on passe a la limite N — +4o0.
O

Il reste finalement & montrer qu’étant donné un terme source g € B, ,, vérifiant la condition de
400
compatibilité / g = 0, il existe bien une unique solution ¢ € ﬂ Bf; 4o de (3.1.4) telle que / q=0.
Q ’ Q
k=0

Proposition 3.1.6

Soient r € N, p € (0, po] et o € (0,00], ot 0g est donné par la Proposition 3.1.6. Soit g € B, , tel
que / g = 0; alors il existe une unique solution q € B, 42, de (3.1.4) telle que / q = 0. De plus, on
Q Q

a l'estimation :
||QHp,r+2,o < Cr,png”p,r,oa

avec Cy. 5, > 0 ne dépendant que de r et de po.

Démonstration. Tout provient de la régularité elliptique donnée par la Proposition 3.1.2. En effet, on
a en particulier g € H> (), donc I'unique solution ¢ de (3.1.4) dans H() telle que / q = 0 vérifie
Q

q € H>*(Q), avec 'estimation
VreN, |gllurz@ < Crllgllar -
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0
pr+

par récurrence sur k > 0 pour montrer que q € B';’T 4o (pour tout entier k). On conclut en appliquant la
Proposition 3.1.5 pour obtenir ¢ € By r42,4.

La Proposition 3.1.3 permet d’affirmer que ¢ € B, 5. Ensuite, grace a la Proposition 3.1.4, on procede

O

3.2 Résolution des équations de la MHD en domaine fixe par un théo-
reme de Cauchy-Kowalevskaya

3.2.1 Les équations de la MHD idéale incompressible

On considere le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant, correspondant aux équations de la
magnétohydrodynamique idéale incompressible dans le domaine fixe = T2 x (0, 1). On rappelle que les
bords sont notés I' := T? x {3 =0} et ['y := T? x {x3 = 1}. Le systéme s’écrit :

Ou+ (u-Vyu—(H-V)H+Vg=0 dans[0,7] x Q

OH+ (u-V)H — (H-V)u=0 dans [0,T] x Q,
V-u=V-H=0 dans[0,T] x Q,

ug=H3=0 sur[0,7T] x (ITUTl'y).

(3.2.1)

A ce systéme s’ajoutent également des conditions initiales (u(0,-), H(0,-)) = (ug, Hp). La donnée initiale
associée a la pression ¢ n’est pas libre, et dépend implicitement des données initiales (ug, Hp) via la résolu-
tion d’un probleme de Laplace, comme nous allons le faire remarquer ci-apres. Ces équations représentent
le mouvement d’un plasma parfaitement conducteur, homogene (c’est-a-dire dont la densité est constante)
donc incompressible, et non visqueux. Les fonctions ug et Hs sont les composantes normales des champs
de vitesse u et magnétique H. La condition de bord satisfaite sur I' U I' signifie physiquement que le
plasma considéré est confiné dans la bande {0 < z3 < 1}, et isolé magnétiquement ; si 'on prolonge le
champ magnétique H par zéro en dehors de (0, 1) (par rapport & x3), alors le milieu en dehors de T? x (0, 1)
s’apparente a du vide, et on obtient un champ magnétique a divergence nulle dans tout ’espace.

Notons que la pression totale ¢ s’exprime implicitement en fonction de (u, H). En effet, en prenant
la divergence de la premiere équation du systéme (3.2.1) et en tenant compte du fait que v et H sont a
divergence nulle, on obtient le probléeme de Laplace suivant satisfait par la pression (dans lequel ¢ € [0, T']
joue un réle de parametre) :

{ —Ag=g dans €, (3.2.2)

J3¢g=0 sur"UT,.

La condition de bord de type Neumann homogene s’obtient & ’aide de la troisieme composante de 1’équa-
tion d’évolution sur u, en prenant la trace des différentes expressions en u, H et g sur I" et [';.. Le terme
source g dans (3.2.2) est défini par

g:=V-((u-Vyu— (H V)H). (3.2.3)

En notant A : B := >, i<, ai;jbi; le produit contracté de deux matrices carrées A et B de taille n, on
peut réécrire g sous la forme

g=Vu:Vul —VH:VHT, (3.2.4)

grace aux contraintes de divergence nulle sur u et H. Le terme source défini en (3.2.4) ne fait intervenir
que des dérivées d’ordre 1, ce qui sera crucial dans 'application du théoréme de Cauchy-Kowalevskaya. Le
probléme (3.2.2), (3.2.4), satisfait par la pression totale ¢, a été entiérement étudié au Paragraphe 3.1.2,
dans le cadre des espaces fonctionnels B, ,. En revanche, en vue d’appliquer la Proposition 3.1.6, il nous



58 CHAPITRE 3. SOLUTIONS ANALYTIQUES EN DOMAINE FIXE

faudra vérifier au préalable que la condition de compatibilité / g = 0 est bien vérifiée par le terme source
0

g donné par (3.2.4). Cela sera le cas grace aux contraintes de divergence nulle sur v et H qui permettent
de revenir a la forme “conservative” (3.2.3) de ¢g. On aura alors :

= O0i(u; Oju; — H; 0, H;) d
/Qg Z /JI‘2><(O,1) (uj Oju j0;H;) dx

1<i,j<3

3 1
= Z /11*2 /0 63(Uj 8jU3 — Hj 6jH3) d$3 d.%'/
j=1
3
= Z/ (u; Oju3 — H; 0;Hs) dxs da’ — / (u; Ojus — H; 0jH3) des dz’. (3.2.5)
=1 S r

Grace aux conditions de bord sur I'UI'; dans (3.2.1), on peut affirmer que si j € {1,2}, alors djus|rur, =0
et 0jHs|lrur, = 0. Ainsi, les deux intégrales de (3.2.5) sont nulles, et la condition de compatibilité
g = 0 est bien vérifiée. Comme nous avons besoin des contraintes de divergence nulle sur la vitesse et

Q
le champ magnétique ainsi que des conditions au bord pour obtenir cette condition de compatibilité, nous

incorporerons I’ensemble de ces contraintes dans la définition des espaces fonctionnels que ’'on manipulera
pour appliquer le théoréeme de Cauchy-Kowalevskaya au Paragraphe 3.2.2 ci-apres.

3.2.2 Application du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya

Intégrons les conditions de bord et les contraintes de divergence nulle de (3.2.1) dans I’échelle d’espaces
de Banach que nous avons introduite au Chapitre 2. On définit pour cela

Bpro = {U € (Bp7r7o')3 ‘ V-v =0 et 1)3|FU1‘Jr = 0}, (3.2.6)

dont on notera la norme ||| - [|[,s. Par continuité de 'application “trace” de H"(2) dans H“%(F ul'y)
(pour 7 > 1), il est clair que I'espace B, est fermé dans (B, ). Les propriétés d’algébre (coordonnée
par coordonnée) et de dérivation établies au Paragraphe 2.3.1 du Chapitre 2 s’étendent naturellement &
cet espace. Toutefois, la dérivation d3 par rapport a la variable normale ne laisse pas invariant ’espace
B, . Néanmoins, on a toujours le résultat suivant sur l’estimation de la dérivée normale (adaptée du
Théoreme 2.3.6, c¢f. Chapitre 2) : si v € B,,,, alors pour tout p’ < p, on a d3v € (Bp/mg)?’, avec
I’estimation :

Co
p—p

Ha3UHp’,r,o <

v llpres (3.2.7)

onC,:=0"1>0.

La proposition suivante montre que dans les espaces B, ., nous pouvons interpréter le gradient de
pression V¢ comme un terme semi-linéaire.

Proposition 3.2.1

Soient p € (0, po], » > 3 un entier et o € (0,0¢] (avec o¢g donné par la Proposition 3.1.5, dans laquelle
r joue le réle de r — 1 ici). Si (u, H) € B,, o x B, », alors le probléme de Laplace (3.2.2), avec terme

source g donné par (3.2.4), admet une unique solution ¢ € B, 41, telle que / q = 0. De plus, q
Q
vérifie :

Va€ (Boro)® et [Vallpro < Crpy (1w 1200+ N H 200 )

ot C. p, > 0 ne dépend que de r et de py.
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Démonstration. Le premier point est une conséquence directe de la Proposition 3.1.6. En effet, grace
a la propriété d’algebre (2.3.11) (valable car r —1 > 2), on a g € B,,_1, (ou g est défini en (3.2.4)).

De plus, le terme source g vérifie bien la condition de compatibilité / g = 0, comme nous 'avons fait
Q

remarquer en (3.2.5), étant donné que ’on a incorporé les contraintes de divergence nulle et les conditions
au bord sur u et H dans les espaces fonctionnels B, ;. ;. Ainsi, on peut appliquer la Proposition 3.1.6, qui

fournit une unique solution ¢ € B, 11, du probleme de Laplace (3.2.2), telle que / q = 0. Terminons
Q

par 'estimation satisfaite par Vgq :

3
HVQHp,T,U = ZH&Q PT0 < 3HQHp,r+1,U < Cr,po Hng,r—l,Ua
=1

d’apres la Proposition 3.1.6. Compte tenu de la définition (3.2.4) de g, et du fait que B,,_1, est une
algebre (car r — 1 > %, on renvoie au Théoreme 2.3.6), il vient alors :

IVallpro < CrpollVu: Val = VH : VH ||p16
Croo Y N0 Ojuillpr10 + [|0:H; 0 H;

IN

p»rilaa
1<i,5<3
< Cr,po Z ||aiuj||p,r71,0' Hajui”p,rfl,o' + ||aiHj||p,r71,0' Hasz’ p,r—1,0
1<i,5<3
< Crpo Z ”uin,T,UHUij,r,U + HHinm,U HHJ‘HpJ‘,U
1<4,5<3

= Crpo (w1200 + WHIE,o)

ou C}.,, > 0 ne dépend que de 7 et de po.
O

Nous utiliserons la version suivante du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya (voir [Nir72, Nis77, BG78|
pour la version ci-apres, ou [Saf95] pour une autre approche) :

Théoréme 3.2.2 (Cauchy-Kowalevskaya)

Soit (B,)o<p<p, une échelle d’espaces de Banach dont la norme est notée || - ||,, dans laquelle on
considére I'équation différentielle suivante au voisinage det =0 :

u(0) = up.
On suppose qu’il existe R > 0 et C' > 0 tels que

{ du=F(u), |t|<T, (3.2.8)

up € By,, avec |lugllp < R,

VO<p' <p<py, F:B,(0,2R)— B, est continue, (3.2.9)
ot B,(0,2R) désigne la boule de centre 0 et de rayon 2R de B, et

VO<p <p<po, Yu,v€B,0,2R), |F(u)—F(@)|, < Ju— v, (3.2.10)

Alors il existe a > 0, ne dépendant que de pg et R mais pas de ug, et une unique solution u de
I'équation différentielle (3.2.8) telle que

we () C'(1—alpo—p),alpo — p)l; B,(0,2R)).
0<p<po
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Pour rentrer dans le cadre du théoréme précédent, réécrivons le systéme (3.2.1) sous la forme d’une
équation différentielle a valeurs dans 1’échelle d’espaces de Banach (B, s X B, ;.0)o<p<po :

{ GU=FU), te(0.7),
U(0) = U,
ouU = (u,H) et F(U) est défini par :

_[—(u-V)u+(H-V)H —Vq
FU) = ( —(u-V)H + (H-V)u )’

avec ¢ solution du probleme de Laplace (3.2.2), (3.2.4). Notons que F' ne fait pas intervenir les contraintes
de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique, car celles-ci ont déja été intégrées au sein des
espaces de Banach B, ..

Fixons R > 0, et considérons U = (u, H) € B,;+(0,2R) x B, ,(0,2R) (ou I'on a noté B, , ,(0,2R)
la boule ouverte de centre 0 et de rayon 2R de B, ). Vérifions que 'on a bien F(U) € By, , X By, »
pour tout p’ < p.

Les conditions de bord. On vérifie que sur 'UT';, on a :
*U'VUg‘FH'VHg*@gq:O et —u-VHs + H-Vug = 0.

Ceci est direct compte tenu du fait que uz = Hz3 = 0 sur U, et du résultat de la Proposition 3.2.1.

Les contraintes de divergence nulle. Vérifions également que F' préserve les contraintes de diver-
gence nulle. Par définition de la pression ¢, et en utilisant les contraintes de divergence nulle sur u et H,
on a dans un premier temps :

V(- @w-Vyu+ (H-VYH - Vq) = -A¢ — (Vu:Vul — VH:VH?) = ~Aq —g = 0.

Ensuite, toujours en utilisant les contraintes de divergence nulle sur u et H, la divergence de la seconde
composante de F' vaut :

V(= (u-VYH + (H-V)u) = V-(Vx(uxH)) =0.

L’estimation “lipschitzienne” (3.2.10) de F. On commence par estimer les normes ||| - |||, des
termes convectifs apparaissant dans ’expression de F' comme le montrent les calculs suivants.

Proposition 3.2.3

Soient 0 < p' < p < po, r > 2 un entier et o > 0. Soient R > 0 et u, H, u, He B, ,.0(0,2R). Alors,

~ ~ C,Ro~! _ -
I V)H = @ V)l < S (= e+ 1 = Al (3:2.11)

ou C}. > 0 ne dépend que de r.

Tous les autres termes convectifs qui interviennent dans l'expression de F(U) sont estimés de fagon
analogue. Réécrivons F'(U) sous la forme F(U) = Fy(U) + F»(U), avec

A= (o PG o)« no= ()

Gréce a la Proposition 3.2.3, on peut notamment en déduire que l'application U — F;(U) est continue
de B, s(0,R) X B, ,5(0,R) dans B, ,, x B, ,,, par bilinéarité de 'application Fy et par continuité
de la dérivation de B, ,, dans B, ,,. L’hypothese (3.2.9) est donc vérifiée pour Fi. Nous démontrons
maintenant la Proposition 3.2.3.
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Démonstration. On utilise les propriétés (2.3.10) et (2.3.11) satisfaites dans les espaces B, , (notons
que 7 > 2, donc B, est une algebre). La i—éme composante du vecteur (u-V)H — (u- V)H s’écrit,
avec la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés,

Usj 8jHi — ?jj 8]]1:72
On a alors :

lu;j O;H; — ;0 Hill o = |luj 05(H; — Hy) + (wj — )05 Hil o

C,Ro~ ! ~ C. Ro-! N
S ﬁ HHz - Hi P70 ﬁ Huj — ujHPJ%U
C,Ro! ~ _
< 2 (M=l + IH = H o).

Terminons par 'estimation “semi-linéaire” sur le gradient de pression (ce qui achévera le cas de Fb).

Proposition 3.2.4

Soient p € (0, po], 7 > 3 un entier et o € (0,00], ot o9 est donné par la Proposition 3.1.5 (que I'on
applique avec r — 1 dans le role de r). Soient R > 0 et u, H,u,H € B,, ,(0,2R). On note q (resp. q)
la solution de (3.2.2) avec terme source g (resp. g) donné par (3.2.4). Alors,

IVa = Vallpro < CoR (llu= llpro+ Il H—=Hlpre) (3.2.12)

ou C, > 0 ne dépend que de r.

Démonstration. D’apres (3.1.6), et par linéarité du probléme (3.2.2) nous avons :

Vg —Vq|

P70 < ||q - a||p,7"+170

Cr,po Hg - §||p,r71,0'

Chrpo [V : vul — va:vil — VH:VHT + VH : VﬁT”p,T—LU

Crps Y NOwu; ui — 03 05l pr—1,0 + 10:Hj O3 Hi — 8iH; 03H; | 1,0
1<4,5<3

=: Crpo Y. Aij + Bij.

1<4,j<3

A

IN

Estimons A; ; :

Aij = [10i(uj — 1) jui + 0j(ui — Us) Oitijlpr-1,0
Cr (H@i(w — j)llpr—1.0 [105till pr—1,0 + 105(ui — ;)]
Cr (fluy —
CrR u—1[lpro-

IN

pr—1l,0 Haiuij,r—La)

IN

oo [illor + i = Gill i gl

IN

L’estimation des termes B; ; est identique, ce qui conclut quant a I'estimation (3.2.12) de Vg — V.

O

La Proposition 3.2.4 montre en particulier qu’il n’y a aucune perte de dérivée pour le gradient de
pression (en terme du rayon d’analyticité p) car Vg est estimé dans la méme norme que u et H. La
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résolution de I’équation différentielle %U = F»(U) releverait alors du cadre classique du théoreme de
Cauchy-Lipschitz (bien que ce terme ne propage pas les contraintes de divergence nulle & lui seul). Les
pertes de dérivées, ne survenant que sur F}, sont alors gérées par le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya.

Pour rentrer dans le cadre d’application du Théoreéme 3.2.2, on énonce deux résultats (plus faibles)
découlant de la Proposition 3.2.4.

D’abord, pour tout p’ < p, lapplication U + Fy(U) = (—Vgq,0) est continue de B,, (0, R) x
B,;+(0,R) dans By ro X By o @ hypothese de continuité (3.2.9) est donc finalement satisfaite par
F=F + Fs.

D’autre part, on peut écrire ’estimation suivante :

C,Ro! ~
fp, (H’U—u |

”vq - vgj”p’,r,a <

oo + 1 H = Hllpro) (3.2.13)

pour tout p’ < p. Par conséquent, en vertu de (3.2.11) et (3.2.13), le champ de vecteurs F(U) = F1(U) +
F5(U) vérifie bien l'estimation “lipschitzienne” (3.2.10).

On peut des lors appliquer le Théoreme 3.2.2 pour résoudre le systeme (3.2.1) avec une donnée initiale
réguliere (ug, Hop).
Théoréme 3.2.5

Soient pg > 0, r > 3 un entier, o € (0,00] (ot 0y est donné par la Proposition 3.1.5), R > 0 et des
données initiales (uo, Ho) € Byyr,0 X By, o vérifiant :

o [llpo.r0 [ Ho lllpo.r0 < -

Alors il existe a > 0, ne dépendant que de py, r et R, et une unique solution (u,H,q) au systéme
(3.2.1), telle que pour tout p € (0, poy),

u, H e ¢ (= alpo— p),alpo = p)) ; Boro ),
[l ult,-), H(t,-) |
g € ¢ ((=alpo = p)salpo =) Bpriio ),
la(, )
[ att.)de = 0, Vit <a(po—p),

oo < 2R, V|t| <a(po—p),

prerg < QR Vit <aloo—p)

ot Cy > 0 est une constante numérique.

Remarques. Les données initiales ug et Hy dans le Théoreme 3.2.5 sont bien a divergence nulle compte
tenu de la définition (3.2.6) de l'espace B, r o

La solution obtenue est définie au moins jusqu’au temps apy > 0. On renvoie a [Ale82, Sch88, YMO1,
Sec93] pour des résultats d’existence locale de solutions de régularité Sobolev a des systémes issus de la
MHD dans des domaines fizes; voir également [AHO7] pour des résultats d’existence locale de solutions
de régularité Sobolev au systéme de la MHD inhomogéne posé dans R3. On renvoie enfin & [Hmil4] pour
des résultats d’existence locale de solutions au probléme des poches de tourbillon en dimension 2 d’espace,
dans le cadre de la MHD idéale incompressible.

Le résultat démontré ici est donc tres loin d’étre optimal en terme de régularité des données initiales.
L’intérét était de comprendre comment les estimations étaient menées pour le cas de la MHD idéale
incompressible en domaine fize. Au Chapitre 4, on poussera ’analyse plus loin en incorporant la frontiere
libre a l'intérieur du domaine.
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Dans l'optique de construire des solutions moins régulieres, une premiere difficulté a noter concerne
le temps d’existence des solutions. En effet, dans la démonstration de [Nis77], la quantité a > 0 dépend
de R, c’est-a-dire de la taille des données initiales dans ’échelle d’espaces de Banach (B, ;. »)o<p<p,- On
peut alors avoir un temps d’existence qui se restreint lorsque les données initiales deviennent grandes
dans les espaces B, . C’est typiquement ce qui se produit lorsqu’on procede par densité en utilisant le
Théoreme 2.3.7, en approchant une donnée initiale de régularité Sobolev H" prescrite, par une suite de
données initiales dans By, ., (donc avec un méme indice de régularité pp). On pourrait aussi faire tendre
po vers 0 avec la suite de données initiales, mais le temps d’existence apg aurait a priori encore tendance
a tendre vers 0.






Vers des solutions analytiques au
probleme des nappes de
tourbillon-courant

On pourra trouver sur arXiv une prépublication qui compléte ce chapitre : arxiv.org/abs/1603.05114v2.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléeme des nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incom-
pressible. 1l s’agit d’un probleme modélisant le couplage de deux plasmas, dont la vitesse et le champ
magnétique présentent une discontinuité tangentielle le long d’une hypersurface, qui elle-méme évolue au
cours du temps. Il s’agit donc d’un probléme couplé a frontiere libre. Dans la Section 4.1, nous présenterons
en détails les équations modélisant ce phénomene.

L’enjeu est ici de mettre en place un schéma de preuve pour démontrer I'existence locale de solutions
analytiques au probleme des nappes de tourbillon-courant. Comme pour le Chapitre 3, on souhaitera ap-
pliquer un théoreme de Cauchy-Kowalevskaya dans les espaces fonctionnels introduits au Chapitre 2. Afin
de gérer le terme de pression dans le systéme (4.1.2) ci-apres, nous devrons tenir compte des contraintes
non-linéaires que doivent vérifier en tout temps la vitesse et le champ magnétique. La présence de ces
contraintes renferme une difficulté supplémentaire par rapport a ce qui a été traité au Chapitre 3, puis-
qu’elles tiennent compte des conditions de saut a travers la nappe. Pour palier & ’ensemble de ces diffi-
cultés, on s’inspirera de la démonstration du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya établie par Baouendi et
Goulaouic [BGT78].

Les méthodes employées dans ce chapitre généraliseront ce qui a été vu au Chapitre 3. Contrairement
a ce qui a été fait précédemment, le gradient de pression ne sera plus un terme semi-linéaire, mais
quasi-linéaire. C’est pourquoi ’estimation de la pression dans les espaces analytiques s’avérera beaucoup
plus délicate. En revanche, la définition méme des normes analytiques || - ||,ro nous permettra de gérer
correctement ce terme de pression dans les estimations de la Section 4.5, en imposant une restriction sur
les parameétres p et o.

Apres avoir donné des estimations analytiques de la pression et du reléevement du front, nous propo-
serons un schéma de preuve qui devrait permettre dans un futur travail de recherche d’établir ’existence
et I'unicité locale de nappes de tourbillon-courant analytiques, en adaptant les arguments de Baouendi et
Goulaouic [BGT78].

65
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4.1 Position du probleme

Dans tout ce chapitre, Q désignera le domaine de référence T? x (—1,1), que 'on partage en deux sous-
domaines : QF :=T? x (0,1) et Q= := T? x (—1,0). On notera également les bords

D:=T?x{z3=0} et Ty:=T*x{x3=+1}
On rappelle que les équations de la MHD idéale incompressible s’écrivent sous la forme :

ou+ (uw-Vyu—(H-V)H+ Vqg=0,
OH + (u-V)H — (H-V)u =0, (4.1.1)
V-u=V-H=0,

ou u représente la vitesse d’un plasma idéal incompressible, H son champ magnétique, et ¢ la pression
totale. On s’intéresse a des solutions particulieres de (4.1.1), régulieres de part et d’autre d’une hyper-
surface I'(¢) qui évolue au cours du temps, et présentant une discontinuité tangentielle au niveau de I'(¢)
(voir [Syrb3,Axf62,Cha61, Tra05, CMST12] pour des travaux antérieurs sur ce probléme). On suppose que
I’hypersurface est une nappe paramétrée comme suit :

L(t) = {(2',23) € Qa3 = f(t,2")},

ou l'on suppose également que pour tout ¢t € [0,7], le front f vérifie —1 < f(¢,-) < 1. Ainsi, I'(¢)
partitionne le domaine de référence Q en deux sous-domaines QF (t) := {x3 = f(t,2')}, dans lesquels les
solutions (u®, H*, ¢*) de (4.1.1) sont régulieres.

xs3

Xl

FIGURE 4.1 : Schéma d’une nappe de tourbillon-courant.

Le systéme modélisant les nappes de tourbillon-courant incompressibles s’écrit sous la forme d’un
probleme a frontiere libre :

ot + (vt - V)ut — (H
8tHi + (u V)

+ Vq =0, dans QF(t), t€[0,T
) =0, dans Q*(t), t€[0,T

)=0, dans Q*(¢), te[0,T], (4.1.2)
i] =0, sur['(¢), t € 10,7,

V)H
—(

ut(t) =V - H*(t

o f =u* - N Hi N [q
=H;y =0, surI'y, te][0,T].

Y

=0,
uE
u3
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La notation [q] dans (4.1.2) désigne le saut de g a travers I'(¢) :
— ot e
] :==q ’F(t) q ’F(t)'
Enfin, N est un vecteur normal a I'(¢), que I'on choisit comme suit :

N = (=01f,=02f,1).

Afin de résoudre le probléme (4.1.2), on suit une stratégie usuelle dans I’étude des problémes a frontiere
libre : on se rameéne tout d’abord dans les domaines fixes QF avec I'interface I' (indépendants du temps)
en redressant convenablement le front f. Dans d’autres problémes a frontiere libre pour les fluides incom-
pressibles, d’autres stratégies sont possibles. Par exemple, dans la théorie des water waves [Lan05,Lan13],
ou encore pour les nappes de tourbillon incompressibles [SSBF81], la stratégie des auteurs a été de ré-
duire le probleme sur la frontiere libre uniquement ; c’est également ce point de vue qu’ont adopté Sun,
Wang et Zhang [SWZ15] dans leur preuve d’existence et d’unicité locale des nappes de tourbillon-courant
incompressibles dans 1’échelle de régularité Sobolev. La méthode que nous choisissons d’adopter ici est
différente, puisqu’on garde en quelque sorte une approche “eulérienne” en considérant les équations de
(4.1.2) dans les domaines “de départ” QT et Q™ (aprés avoir opéré un difféomorphisme convenable).

4.2 Reformulation du probleme

4.2.1 Redressement du front f

On reprend la démarche de Coulombel et al. [CMST12] en redressant le front f défini sur [0,7] x T?
en une fonction ¢ définie dans tout le domaine, c’est-a-dire sur [0, 7] x Q. On rappelle ici le Lemme 1
de [CMST12| qui définit ce redressement et permet de gagner une demi-dérivée dans I’échelle de régularité
Sobolev ; la stratégie est inspirée de Lannes [Lan05].

Lemme 4.2.1

Soit r € N tel que r > 2. Alors il existe une application linéaire continue
feH3(T?) ¢ € H'(Q)

telle que, pour tout 2’ € T?, on a :

P(a',0) = f(2'), (@', £1)=0, 0(2',0)=0. (4.2.1)

Les conditions de bord (4.2.1) vérifiées par le redressement ¢ permettront de gérer convenablement les
conditions de saut et de bord du systeme (4.1.2) grace au changement de variables opéré ci-apres.

On définit en effet Papplication U : (¢, x) — (2/, 23+ (¢, x)), ot (¢, -) est donnée par le Lemme 4.2.1
appliqué & la fonction f(¢,-). D’aprés [CMST12], si 'on impose une condition de petitesse sur le front
f(t,-) dans l'espace H g(’]IQ), alors W(t,-) est un H"-difffomorphisme de Q dés que r > 3, car alors
1+ 03¢ > % (par exemple). On appellera J le jacobien de ¥, A l'inverse de la matrice jacobienne de ¥,
et a la comatrice JA :

1 0 0 J 0 0
0 1 0
J=14+03, A:= t =JA = 0 J 0f. 4.2.2
311) _al¢ _82#} l ¢ ¢ —61¢ —a2¢ 1 ( )
J J J
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Notons que la comatrice a vérifie les identités dites de Piola : les divergences des colonnes de a sont nulles,
c’est-a-dire

3
Vie{1,2,3}, Y i =0, (4.2.3)
=1

ou on a noté a;; les coefficients de la matrice a. Ces identités nous seront utiles ultérieurement pour
simplifier certaines expressions.

On définit également, pour = dans les domaines fixes QF, les nouvelles inconnues suivantes :
vE(t @) = ut (G U(E ), BE(G@) = HE (6, Ut x), QF(tx) = ¢*(t, U(t,x)).
Dans les nouvelles inconnues (v, B, Q%), le systéme (4.1.2) se réécrit comme suit :

vt + (vF - Vot — (BT - V)BT + ATVQ* =0, dans [0,T
,BE + (0% - V)B* — (BT - V)vt =0, dans [0,7] x QF,
(ATV) - v* = (ATV) - BT =0, dans [0,T] x QF, (4.2.4)
of =vt-N, BE-N=0, [Q =0, sur[0,7]xT,
vy =By =0, sur[0,7]

ou l'on a posé :

. N - ~ B*-N
N = (—811% _82¢7 1)7 E:t = (Uit7vét: Uatw) ’ B:t = (BithS:> > : (425)

Le vecteur N est ici défini dans tout le domaine 2, et pas uniquement sur l'interface I'. La notation [-]
désigne dorénavant le saut a travers 'interface fixe I" :

Q= Q*| - Q|

La pression totale QT dans (4.2.4) peut s’exprimer implicitement en fonction des inconnues (v*, BT, f),
en utilisant les contraintes de “divergence” nulle sur la vitesse et le champ magnétique. En reprenant les
calculs de [CMST12, p.266], on montre que le couple (QT, Q™) satisfait le probléeme elliptique suivant
(obtenu en appliquant notamment I'opérateur (A7'V)- & la premicre équation de (4.2.4)) :

—ATV . (ATVQ*) = F*, dans [0,7] x QF,
Q] =0, sur[0,T]xT,
[ATVQ-N]=G, sur[0,T]xT,
03Q* =0, sur [0,7] x T'.

(4.2.6)

Les termes sources F* sont définis par :

FE = 04 A v + Api 0~ - Vo — 05 - VA Opvf — Ay 0BT - VBE + B - VA, 0.BF, (4.2.7)

ou l'on a adopté la convention d’Einstein sur la sommation des indices répétés i,k € {1,2,3}. Le terme
source G dans (4.2.6) est défini comme suit :

G:=—[20-Vof+ @ -V)Vf-o — (B -V)Vf- B, (4.2.8)
ou la notation “’” désigne les parties tangentielles :

V/ = (81782)7 U, = (Ul,”l)g), B/ = (B17B2)'
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La résolution du systeme (4.2.6) (& ¢ € [0, T fixé) requiert la condition nécessaire de compatibilité suivante
que doivent vérifier les termes sources F* et G, obtenue en intégrant par parties la premieére équation de

(4.2.6) :
+ _ x/
Ei:/gijf de = /ng : (4.2.9)

En utilisant les définitions (4.2.7) et (4.2.8), ainsi que les identités de Piola (4.2.3), on montre apres
quelques calculs que la condition de compatibilité (4.2.9) se réécrit :

Z/Qi T (3((ATV) -v%) + 5 V((ATV) - o*) — B-V((AT)- B*)) do
m (4.2.10)
- _/F[(U.N_atf) (950~ N) — (B-N) (8B N)| da'.

On voit facilement que la condition de compatibilité (4.2.10) est satisfaite des lors que la vitesse vE et le
champ magnétique B* sont & “divergence” nulle, c’est-a-dire vérifiant (ATV)-vt = (ATV) - B* = 0,
et s’ils vérifient de surcroit les conditions de saut &;f = vt - N =v"-Net Bt -N =B~ -N =0 sur le
bord fixe I'. Nous aurons donc besoin d’assurer ces contraintes non-linéaires afin de pouvoir définir la
pression (QT,Q7) en tout temps. La difficulté, contrairement au cas “sans nappe” étudié au Chapitre 3,
est qu’on ne peut pas incorporer “facilement” ces contraintes dans les espaces fonctionnels B, ., définis
au Chapitre 2, car cela ne définirait plus un espace wvectoriel. C’est notamment pour cette raison que
I’on choisira dans ce chapitre de se reposer sur la démonstration du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya
donnée par Baouendi et Goulaouic [BG78]; on reviendra plus en détails sur ce point dans la Section 4.3
ci-dessous.

Supposons pour 'instant que F *+ et G sont des termes sources quelconques appartenant respectivement

3
a H'Y(QF) et H2(I), satisfaisant en outre la condition de compatibilité (4.2.9). Si, pour tout ¢ € [0, 77,
le front f vérifie la condition de petitesse ||f (t)HH%(W) < g¢ (pour une certaine constante numérique
g0 > 0 fizée), alors le probléme (4.2.6) est bien posé dans H3(Q1) x H3(Q7). Clest-a-dire, il existe une

unique solution (Q,Q~) de (4.2.6) appartenant & H3(Q1) x H3(Q27) telle que Z/i Q* = 0'. De plus,
¥ /Q

la solution satisfait ’estimation de régularité elliptique suivante (on renvoie aux notations (2.3.13) du
Chapitre 2 pour les normes associées aux espaces de Sobolev) :

1Q% s+ < Co (IF* s + 1913 r,)- (4.2.11)

ou Cy > 0 est une constante ne dépendant que de 3. On ne détaille pas la démonstration du caractere
bien posé de (4.2.6), dont on pourra trouver des éléments de preuve dans [CMST12]. La démonstration
repose principalement sur des outils classiques de ’analyse elliptique tels que le théoréme de Lax-Milgram
que 'on applique dans 'espace de Hilbert

H = {(u*,u*) e H'(QM) x H'(Q) ‘ [u] =0 et ;/Qi utdr = 0}.

Ensuite, pour obtenir une estimation dans H?(Q%), on évalue les quotients différentiels d’ordre 2 (voir
[Eva98]). Le gain d’une dérivée supplémentaire se fait par récurrence, en estimant convenablement les
commutateurs qui apparaissent (voir [CMST12, p.268]).

Une premiére étape consistera & étendre l'estimation (4.2.11) dans l'espace B, 3,(Q7) X B, 3.,(27),
des lors que les termes sources F* et G seront pris respectivement dans BP,LU(Qi) et B p 3(T?). Nous
2
traiterons ce point ultérieurement dans la Section 4.5.

'La condition de moyenne sur QT n’est qu'une convention de normalisation, car la détermination de la pression, A ¢ fixé,
se fait & une constante pres.
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Nous venons de voir que la résolution du systéme (4.2.6) nécessitait la condition de compatibilité
(4.2.9). Cette condition est vérifiée notamment grace aux contraintes de “divergence” nulle sur la vitesse
et le champ magnétique, c’est-a-dire :

Vte[0,T], (ATV)-v* = (ATV)-B* =0 dans Q%

La difficulté est que ces opérateurs “divergence” dépendent eux-méme du front inconnu f et présentent
donc une structure non-linéaire, ce qui rend peu aisée I'utilisation de ces contraintes. Pour palier a cette
difficulté, on se démarque des travaux de Coulombel et al. [CMST12] et de Sun et al. [SWZ15], en donnant
une nouvelle formulation du probléme (4.2.4) inspirée de Trakhinin [Tra09].

4.2.2 Une nouvelle formulation du probleme

Reprenons la formulation (4.2.4) du probléeme des nappes de tourbillon-courant en domaines fizes, dont
les inconnues sont (vi,Bi, f) (on omet la pression Q* car elle s’obtient implicitement en fonction de
(vt, B*, f) via la résolution du probléme de Laplace (4.2.6)). A partir de (vt, B, f), nous définissons
des “nouvelles” inconnues (u*, b*)? comme suit :

ut = avt = (Joi, Jui vt -N) et b= aB* = (JBE, JBy,BY-N), (4.2.12)

oi1 I'on rappelle la définition (4.2.2) de la comatrice a. On remarque que les termes v* et B* dans (4.2.4)
se réécrivent aisément en fonction de (u®,b%), car on a :

v g -
e3 désignant le troisiéme vecteur de la base canonique de R3. L’avantage de définir ces nouvelles inconnues
ut et b est que l'on peut rééerire les conditions de saut, les conditions de bord, et les contraintes de

“divergence” du systeme (4.2.4) trés simplement.

Les contraintes de “divergence”. Commencons par les contraintes que doivent satisfaire la vitesse
v*t et le champ magnétique BT dans (4.2.4). Grace aux identités de Piola (4.2.3), les “divergences” de v*
et B se réécrivent trés simplement en fonction des nouvelles inconnues u* et b*, car nous avons :

V-ut et (ATV).BE = Lyt (4.2.13)

AT ==
(ATV) - .

1
J
L’avantage que l'on tire de (4.2.13) est que nous nous sommes ramenés a 'opérateur divergence d’ori-

gine, donc linéaire et & coefficients constants. Les nouvelles inconnues u® et b* seront donc cherchées a
divergence nulle en tout temps :

Vte[0,T], V-ur(t) =V-b*(t) =0 dans QF. (4.2.14a)

Les conditions de saut. En terme des inconnues (u™,b%), les conditions de saut dans (4.2.4) se
réécrivent de la facon suivante :

oOf =uj =u; et by =by =0 sur T. (4.2.14Db)

En particulier, nous avons a présent affaire a des conditions linéaires sur le saut de us a travers I' et sur
la trace de b; et by sur I

2Prétons attention au fait qu’a partir d’ici, la notation v ne fait plus référence & la vitesse qui intervenait dans le systéme
de départ (4.1.2).
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Les conditions sur les bords fixes I'; et I'_. De la méme fagon, les conditions sur les bords fixes
dans (4.2.4) se réécrivent, en utilisant (4.2.1) :

ui =u3 =0 et b =b; =0 sur T (4.2.14c¢)

Ce sont une fois de plus des conditions linéaires.

Les équations vérifiées par u* et b*. Compte tenu de la définition (4.2.12), nous pouvons écrire les
équations d’évolution que doivent satisfaire u® et b* dans les domaines QF. Au sein de ce paragraphe,
nous utilisons & nouveau la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés; nous réservons
la notation 7 pour désigner des indices tangentiels appartenant a {1,2}, et nous noterons k des indices
appartenant a {1,2,3}.

Commencons par les équations que doit vérifier la vitesse u*, et omettons temporairement les expo-
sants * pour alléger Iécriture. Nous avons, pour i = 1,2 :

Ous + ——— — —— —&(t])—@m%—mM77+J&Q—iMMJ_Q (4.2.15a)
et pour la composante normale ug :
u-Vuz  b-Vbs (O u; ‘ L\ 00kt o 1+ 0;%0;9 _
Ouz + i 7 + az( i ) + (uz Uk b; bk) 72 0 0;Q + i 03Q = 0.

(4.2.15Db)

De la méme fagon, les équations que doit vérifier le champ magnétique b sont données par :
Vi=12, O+~ — =t - 83( ; ) — (b — uiby) =5 = 0, (4.2.15¢)

u - Vbs b-Vus Oy b; 0iJ

Oibs + ——— = == + o ; )+ (biug — ui bs) 5 = 0. (4.2.15d)

On adjoindra au systéme d’équations (4.2.15) des données initiales (u(jf,ba—L) vérifiant les contraintes

(4.2.14), et un front initial fy. A ¢ fixé, il convient de remarquer que si la vitesse u® appartient a B, 3..(0F),
alors par continuité de I’application “trace” de H?(Q¥) dans H 3 (I'), nous aurons 9, f € B, 5 (T?) en vertu
de (4.2.14b). A ce stade, il reste encore & éclaircir le point de savoir si Pon cherchera également le front
f dans B 0,5 (T?), ou bien si nous devrons gagner un indice de régularité Sobolev pour chercher f dans
B, (T?). On reviendra sur cette discussion & la Section 4.3.

Le probléme de Laplace satisfait par la pression Q. Le probleme de Laplace associé & la pression
est identique & celui donné par (4.2.6); nous le réécrivons ci-apres en fonction des inconnues ut et b,
et utilisons les identités de Piola (4.2.3) pour nous ramener a l'opérateur de divergence classique. Nous
avons alors :

~V - (aATVQ*) = JF*, dans [0,T] x QF,
Q] =0, sur[0,T]xT,
(L+|V'f]?) [0sQ] = G, sur[0,T] xT,
03Q* =0, sur [0,7] x I'+.
Les termes sources J F* et G dans (4.2.16), dont on rappelle les définitions (4.2.7) et (4.2.8), se réécrivent

en fonction de u® et b* comme suit (on omet les exposants + pour plus de clarté) :

20,J 20;J OrJ
T’;(uz O;uy, — b; &‘bk) + Tk(ul u — b; bk) (4 017 )
N a
20;J
J2

(4.2.16)

1
JF = j(ﬁkug Opug, — Oiby agbk) —
2 0,0,1)
J2

(ui 83uj — bi 83bj) — (u, 8j’le - bi ajbj)-
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Dans (4.2.17a), nous avons adopté la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés, et avons
réservé la notation ¢ et j pour désigner des indices tangentiels appartenant a {1,2}, et la notation k et £
pour des indices appartenant a {1,2,3}. Enfin, le terme source G se réécrit :

G=—[2u -Vof+ @ -V)Vf-u -0 - VIVVFf-V] (4.2.17b)

Dorénavant, on se concentre sur le systeme (4.2.15), (4.2.16), (4.2.17) adjoint des contraintes de di-
vergence nulle et des conditions de bord (4.2.14), puis on cherche & en construire une solution analytique
(u™,bF, f) deés lors qu’on se donne une condition initiale (uat, ba—L, fo)- A ce stade, on cherche & savoir com-
ment résoudre le probleme des nappes de tourbillon-courant dans 1’échelle analytique, par une méthode
de point fixe “du type Cauchy-Kowalevskaya”. L’avantage de la formulation de ce probleme en terme des
inconnues (u™, b*, f) est que I'on a pu réécrire la majorité des contraintes et des conditions de bord du
systeme (4.2.4) comme des expressions linéaires. De la méme maniére qu’au Chapitre 3, on pourrait étre
tenté de les intégrer dans la définition des espaces B, ,, pour ensuite appliquer le théoréme de Cauchy-
Kowalevskaya tel qu’on I’a énoncé au Théoreme 3.2.2. Toutefois, la condition associée a la vitesse normale
(& savoir Oyf = uj = u3 ) n’est en soi pas linéaire, et contient deux informations : d’une part, le saut de
us doit étre nul (ceci apparait effectivement comme une condition linéaire) ; d’autre part, cette condition
permet de définir 0y f comme étant la trace commune de ug et us . Rappelons que nous avons besoin
de ces deuz équations afin que la condition de compatibilité (4.2.10) soit vérifiée, pour pouvoir résoudre
en tout temps le probleme de Laplace (4.2.6). En conséquence, nous n’entrons plus exactement dans le
formalisme du Théoréme 3.2.2, et il nous faut adapter les arguments de la preuve donnée par [BGT78], ce
qui fait I'objet de la partie suivante.

4.3 Proposition d’'un schéma de résolution

On se propose de s’inspirer des travaux de [BG78] pour construire une solution locale en temps au systéme
(4.2.15), (4.2.14) dans les espaces B, ,. Dans le méme esprit que ce qui a été vu au Chapitre 3, I'idée est
d’incorporer au sein des espaces fonctionnels les contraintes (4.2.14). En revanche, le point délicat est la
présence de deux dérivées sur le redressement du front ¢ dans les équations de (4.2.15), qui ne permettent
pas d’appliquer immédiatement le théoréme de Cauchy-Kowalevskaya comme énoncé au Théoreme 3.2.2;
c’est pourquoi nous avons choisi de nous reposer sur la démonstration donnée par Baouendi et Goulaouic,
dont l'idée générale est basée sur la recherche d’un point fixe d’une application contractante définie sur
un sous-ensemble fermé d’un espace de Banach.

Nous définissons a présent une application YT, qui aura vocation a étre contractante sur un espace
métrique complet convenable. On se donne (u®,b*, f) vérifiant les contraintes (4.2.14a) et les conditions
de bord (4.2.14b), (4.2.14¢) sur un intervalle de temps [0, T], c’est-a-dire :

V.-ut = V-bt =0, dans QF,
Of =uj =u; et bl =by =0, sur I, (4.3.1)
u?jf = bgt =0, sur I'L.
Ci-apres, nous définissons
Y(uF,bE, f) = (U 0 ), (4.3.2)
en suivant les idées de [BGT78] : la vitesse uf* et le champ magnétique b** seront définis de facon “explicite”.

Plus précisément, en vertu de (4.2.15a) et (4.2.15b), on commence par définir u** comme solution des
EDP suivantes (en omettant les exposants * pour plus de clarté). Pour i = 1,2 :

O u;
J

-V, b-Vb;
Ayl =1 Ju + +53(

07
J? (4.3.3a)

) + (uluk — bibk)
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et pour la composante normale :

-V b-Vb o) u; 0;0
Ayl = v JUg +— 5 &-( tiu) — (uiup — b;by) J§¢
oy (4.3.3b)
+ 09 0,Q — #33@

Notons que grace aux contraintes (4.3.1), on peut résoudre le probleme de Laplace (4.2.16), ce qui définit
bien la pression QT dans (4.3.3).

Les données initiales (uﬁi\tzo,bﬂi]tzg) seront supposées vérifier les contraintes apparaissant dans
(4.3.1), c’est-a-dire :
V-uft|i—g = V-0 |—g = 0, dans QF,
[“g‘tzo] =0 et bgﬂtzo = bg_]tzo =0, sur T, (4.3.4)
Ug,i!tzo o bgi!t:o =0, sur I'.

Avec la définition (4.3.3) de uf*, nous devrons étre en mesure de propager les contraintes associées a

la vitesse dans (4.3.1), afin de pouvoir définir le “nouveau” front f* comme solution de 'EDO 8, f# = ugi

sur I'.

Propagation du saut de la vitesse normale. En prenant la trace de 1’équation (4.3.3b) sur I' (pour
I'état + et I’état —), et en utilisant (4.3.1) et (4.2.1) (qui montre que J = 1 sur I'), on obtient :

it = —2u; 0;0uf — uiuy 0, f + by by 9,0,f + 0if 9,QF — (14 |V'f[*) 9:QF.
Gréce aux conditions de saut du probléme de Laplace (4.2.16), on en déduit alors :
aiuf) = G — (1+|V'f?) [3:Q] = o.

Par conséquent, le saut de la vitesse normale est bien propagé en vertu de (4.3.4), et on peut donc définir
f* comme solution des EDP :

o ft = ugf = ug_ sur I (4.3.5)

Propagation des conditions de bord sur I'y. A laide des conditions de bord sur I'y dans le probléme
de Laplace (4.2.16), et en utilisant (4.3.1), on en déduit également :

8tu§i =0 sur I4.

Ainsi, les conditions de bord que doit vérifier la vitesse sur '+ sont propagées car les données initiales
vérifient (4.3.4).

Propagation de la contrainte de divergence nulle sur la vitesse. En appliquant 'opérateur de
divergence au systéme (4.3.3a), (4.3.3b), nous avons apres calculs :

1+ |V'y)?

OV ) = 9,1 0iQ* — 0 :Q%) + B3(——

BQ* — 0.9 0,Q%) + JFE, (4.3.6)
ott 'on rappelle 'expression (4.2.17a) du terme J F* dans (4.3.6). A I'aide des définitions données par
(4.2.2), il vient :

H(V-utt) = V- (e ATVQF) + JFE =0,
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en vertu de la premiére équation du probléme de Laplace (4.2.16). En utilisant (4.3.4), la contrainte de
divergence nulle sur la vitesse est donc également propagée.

Passons & présent & la définition du champ magnétique b**. On le définit encore de fagcon “explicite”,
comme pour la vitesse uf¥, c’est-a-dire :

Vb bV B by 0] ,

O} = — . T T JU + 83(%) + (b up — ug bk)%, i=1,2, (4.3.7a)
u- Vb3 b- VU3 8t¢ bi 8ZJ

thg = — 7 + 7 — 81( 7 ) — (bz U3 — U bg)?, (437b)

ol l’on a volontairement omis les exposants .

Propagation des conditions de saut sur I'. En utilisant les conditions (4.3.1), on obtient aisément :
8tbgi =0 sur T,

ce qui montre que les conditions de saut associées au champ magnétique sont bien propagées.

Propagation des conditions de bord sur I'.. De la méme facon, on vérifie sans peine que sur 'y,
on a I’équation :
b= =0,

ce qui propage la encore les conditions sur les bords fixes I'4.

Propagation de la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique. Terminons par la
contrainte de divergence nulle que doit vérifier le champ magnétique b#*. Comme pour le cas de la vitesse
uf*, appliquons Popérateur de divergence classique au systéme (4.3.7) :

0 (V - bti) _ _ai<Uk8kbi;bkakUi) " ai((biuk by %)
Orbs — by Opu 0;J (4.38)
— 63(Uk k73 7 k Tk 3) — 83((b1u3 - ulbg) ﬁ)

En tirant profit des termes anti-symétriques présents dans le membre de droite de (4.3.8), et en utilisant
les contraintes de divergence nulle de (4.3.1), il vient :

o(V-bh) = 0.
Ainsi, la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique est propagée.

Récapitulons : nous avons défini une application Y (u®,b%, f) = (uf*, bF%, f4) & laide de (4.3.3),
(4.3.5) et (4.3.7). De surcroit, I'application Y laisse invariant les contraintes algébriques (4.3.1) (des lors
que nous les imposons & l'instant initial ¢ = 0, ce qui sera in fine le cas).

La problématique est maintenant de trouver un espace métrique complet sur lequel I'application T
sera contractante. L’idée que 1'on souhaite suivre, et qui constituera une piste de recherche future, est
d’adapter la preuve de [BG78] en définissant un espace vectoriel normé E, a partir de I’échelle d’espaces
de Banach B, ot a > 0 sera un parametre a choisir suffisamment petit afin de rendre I’application
T contractante sur un sous-ensemble fermé de E,. Avant cela, nous devrons étre en mesure de montrer
que T laissera invariant ce sous-ensemble de E,, ce qui reposera sur une propriété similaire a I’hypothese
(3.2.9) énoncée dans le Théoreme 3.2.2.

Typiquement, supposons u®, b+ € Bp,g’g(Qi) et f € sz(']I‘Z) (on renvoie au Paragraphe 2.3.2 du

12
Chapitre 2 pour les définitions de ces espaces fonctionnels); nous devrons montrer que, quel que soit
o € (0,p), la vitesse u** et le champ magnétique b** appartiennent & Bpl737o-(Q:t), et que ff appartient &

B Z (T?). Pour ce faire, nous aurons plusieurs points & vérifier.
72
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- D’abord, comme nous avons redressé le front f en une fonction v définie sur € via le Lemme 4.2.1,
nous devrons donner des estimations de 1 dans I'espace B, 4 ,(€2) ; c’est-a-dire, le gain d’une demi-
dérivée mis en évidence dans le Lemme 4.2.1 doit persister dans I’échelle (B 4,+(£2))o<p<p,- Ce point
fera I’objet du Paragraphe 4.4.1 ci-apres.

« Les coefficients de 'opérateur elliptique dans la premiere équation de (4.2.16) doivent étre de méme
régularité que ut et b*, c’est-a-dire appartenir a B, 3.5(82); compte tenu de la définition (4.2.2),
nous souhaitons donc avoir Vi € B, 3,(£2), d’ott le fait d’avoir supposé f € B, 1 (T?). Ensuite, nous
devrons étendre I'estimation de régularité elliptique (4.2.11) afin de pouvoir estimer la pression Q*
dans Bp73,J(Qi). Ce point s’avérera délicat, en raison des coefficients variables dans ’opérateur
elliptique de (4.2.16). L’estimation de la pression sera abordée a la Section 4.5 ci-apres.

- Enfin, le front f* étant défini par I’équation de transport (4.3.5), nous obtiendrons 9, f* € B b3 (T?)
par continuité de I’application “trace” de H?(QF) dans H g(’]I‘Q). En revanche, cette équation de
transport ne peut pas faire gagner de régularité en échelle Sobolev et il n’est pas du tout immédiat

de voir si I'on a f* € B P (T?). Tl nous faudra donc trouver un moyen d’estimer convenablement
2

ce nouveau front f, par exemple en adaptant les arguments dans la preuve de [BGT78]. Ce point
constituera une piste de recherche future, comme nous 1’évoquerons au Paragraphe 4.6.2.

4.4 Redressement analytique

4.4.1 Estimation analytique du redressement ¢

Nous utiliserons par la suite les espaces fonctionnels B, (), B,-(2F) et B,s(T?) introduits au
Paragraphe 2.3.2 du Chapitre 2. Pour l'instant, on se fixe un parameétre quelconque py € (0,1], mais
il sera amené a étre choisi suffisamment petit ultérieurement. Munis de tels espaces, nous allons montrer
que le gain d’une demi-dérivée sur le relévement v par rapport au front f, comme établi au Lemme 4.2.1,
persiste dans I'échelle (B, 1.0 (£2))o<p<po-

Proposition 4.4.1

Soient p € (0,po], » > 2 un entier et o € (0,1). Alors on peut choisir I'application linéaire du

Lemme 4.2.1 de telle sorte que, restreinte a I'espace B, . 1(T?), elle envoie continiiment B, . 1(T?)
5 2 ’ 2

dans B, ,+(§2) :

c,
9]0 < m“fupm_%, (4.4.1)

ou C. > 0 est une constante ne dépendant que de r. Le choix de cette application est indépendant des
parametres p, r et 0.
On rappelle que le redressement 1) vérifie, pour tout z’ € T?,

P(@',0) = f(a), (@', £1)=0, et 05(2’,0)=0.

Démonstration. On adapte la démonstration du Lemme 1 de [CMST12]. On commence par rappeler
la construction de ¢ a partir de f.

Etape 1. Etant donné g € B . (T?) on définit la fonction @, par :

1
2

(2, x3) := @(as|D])g(z"), (2/,z3) € Q, (4.4.2)
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ott 'opérateur |D| correspond au multiplicateur de Fourier par |k| en la variable tangentielle 2/ € T2. On
impose pour l'instant a la fonction ¢ de satisfaire deux conditions :

e(0)=1 et ¢e H>®R).

Le but de cette étape est d’estimer ||®g|,,ro par ||g||pﬂ,7%. Nous allons pour cela estimer dans un premier

temps les normes H@QH‘;T, pour k € N. Dans les calculs a venir, on notera Cp > 0 toute constante
numérique, et C;. > 0 toute constante ne dépendant que de r. Commencons par évaluer ||®||gr (o). Pour
cela, on écrit a I'aide du théoréme de Fubini :

,
2 & |12
1Py i) = D Haij’)(bgHL%g((—l,l);HT*j(’]I‘Q))7
=0
et on évalue chacun des termes "a:%@guig (Hr—i(T2))"
z3

» Pour j =0 : par définition de 'opérateur |D|, on peut écrire :

1Dy (- x3) |5 (p2y = D (L + KPP (sl k]) [ |er(g)
kez?

= [eo(9)]* + D (L + k)" [ (3l kI ex(9)]*-
k0

En intégrant par rapport a x3 € (—1,1), il vient :

1
13, ey = 2enlo)? + S (U + K en()? [ Tieslkl) Fdos

k£0
2 2\r 2 [ 2 ds
= 2leafo)® + O+ leslo)® [ (s
= [k
r1
< Co | leo()l” + lellZamy Y (1 + [KI*)"2 |ew(g)?
k#0
< Co (1+ llel3a@)) llgl?
- H™ 3 (T2)
» Pour j € {1,...,r} : en dérivant la fonction ®, on obtient :

8)Dy(z) = ) (23| D) (|DJg) (')

Ainsi,
105D (-, ) 72y = D (L[R2 [ (sl kDI [k [er(g)]?
keZ?
= > (14 k2 o) (as|k])[? k[ |cr(g))?
k0
< S @+ EP) 10D sk |er(g)]*.
k0

En intégrant par rapport a x3, il vient :

|K|
104941122 rsrey < S0+ Y Jent)® [ ()20
k£0 — k| ||

; _1
< ColleD[72m) D (1 + [E*) 2 |er(g)[?
k0

< ColleV 12w HQHZT“(W)
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En sommant par rapport a j, on a donc :

2
1Bl < Co (1+ el 911

)

d’ou finalement :

121270 < Co (1 + llellarx) 91y o (4.4.3)

)

Etape 2. Passons maintenant aux normes H<I>g||';’r, pour k € N. Commencons par le cas k = 0, pour
lequel les dérivées tangentielles 0%, avec a = (o, ae,0) = (o/,0), commutent avec 'opérateur p(z3|D]).
Nous avons simplement :

p" p"
[EcAp Z*lmax 10°Py |l prr) = >, =5 R |aX||<1>aa [F7aee)

n>0 n>0

az=0 az3=0

On peut donc appliquer estimation (4.4.3) & la fonction 9% g dans le role de g, et on obtient :

P o
19415, < Co (1+ lI¢llr@) Y- &5 max [16¥g]

=0 le'l=n H'3(12)
< Co (1+ el ey ) gl -1 (4.4.4)
Afin d’estimer les normes ||®,|| ’;j,fl, avec k > 0, on procede par récurrence :

p"
[@gl1550 = 37 20 max 9, (o)

lal=n
n20 <kl

k Z P"
§;H¢9Hmr%_ ] fﬁax Haa¢ ”HT
n>k+1 " "

az=k+1
— 0" oh+1
= ||<I>g|| + Z ! Ja '| H (I)aa’gHHr(Q)- (4.4.5)
n>k+1
Y4 . y k; .
Comme précédemment, on estime les normes \\8%83+1<I>8a/gHng(Hr_]-(Tz)), pour tout j € {0,...,7}:

105 D s (3 35 oy = D (1 [€2)777 [l 9D (g €]) 2 [P0 R |y (0% g) 2
(40
<D+ PR @2mln])2 (2 ]6a])* [eo(g) [ |0 (5]
040
En intégrant par rapport a x3, on a :

. . _1 o o
0474 @ B (g1r—srayy < Co 0T By S(1 4+ 25 1D 2l (2122 () -
££0
(4.4.6)

On rééerit la somme de (4.4.6) comme 37y |<igy| + 2 jes|<|ey) (81 £ = 0, le terme général de la somme est
nul). Nous avons :

S0 (TR PR 2| 4 ]) 2 (2] 65])20 feo(g) 2

[€1]<] 2]
< > @+ 3 (203)M (27 ]01])% (2] )22 [ ()|
[€1]<|€2]
< D ey =3 (2n]])2 (2] o] 22D ¢y (g) 2. (4.4.7)

[€1]<]E2]
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Posons v := (1,2 + k + 1). Alors on a |y/| = n, et I'inégalité (4.4.7) nous donne :

ST (L) 2R (2] ]) 2 (2m] o) e (g)?

[e1|< 2]
2
< D @+ 2 |eg(87'g)|
[€1]<|€2]
" gl? ax ||0% g||? 4.4.8
<107,y gy < e 10701,y (449

Le cas de la deuxieme somme > 5,1, | est symétrique, et fournit la méme majoration que (4.4.8). En
revenant a (4.4.6), on obtient alors :
Hag—HH_l(I’

Dy max 07 o))

2
aa/gHL?CB(H?"*J'(TZ)) < CO ||90 3= Hrfi(TQ)

En sommant par rapport a j, on aboutit a 'estimation :

105 @ gar 1m () < Co o™V |1 my ) max, 107 gl (4.4.9)

7‘77 TZ)
En injectant (4.4.9) dans l'estimation (4.4.5), on a donc :

1@g 5t < 1@gls s + Colle™ Vllara lgll,,—1-

Par récurrence, et compte tenu de (4.4.4), on aboutit & ’estimation suivante valable pour tout k£ > 0 :

k
1@4]l5, < Co (1+ZH90(J)”HT(R)) 191l -1 (4.4.10)

Jj=0

Etape 3. Afin de conclure sur I'estimation de la norme ||®, ||, il reste & multiplier (4.4.10) par o* et
& sommer par rapport a k. Pour cela, les normes Sobolev des fonctions ¢ ) ne doivent pas croitre “plus”
que géométriquement. Pour ce faire, on choisit ¢ € H*(R) telle que :

P&) =ml_ (&), VEER
La fonction ¢ est donnée par la formule suivante :
1

pla) = 5= [ € (e) de =

s1n(:n)

T

En particulier, on a bien ¢(0) = 1 et ¢ € H*(R). De plus, on estime facilement les normes || || Hr(R) &
l’aide de la transformée de Fourier et en utilisant la parité de @ :

, A 1 A
e < O [+ €Y T ae2 i <G, [0+ E) e <0, (1411)
0
L’estimation (4.4.10) s’écrit finalement :

12glly.» < Cr (k+ 1) llgll,

T'—*

Soit maintenant K € N, et notons HCDQHKN, la somme partielle d’ordre K de ||®g4||,,0. On a alors, pour
€(0,1) :

K
C
mezzkmmchMJWmH_aiwg
k=0 k=0

pr—3%"
En passant au supremum en K, on en conclut que ®, € B, ,(§2) et vérifie 'estimation :

[@gllpr0 < (4.4.12)

— 3 gl
(1—0)? Ipr—3
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Conclusion. Etant donné f € B, ~_1(T?), on définit la fonction ¥y = 1) par :
’ 2

U2 w3) i= (1 — 23) @p(z) = (1 — 23) p(x3] D|) f(2), (2',23) € Q. (4.4.13)

Cette définition rentre dans le cadre de la démonstration du Lemme 1 de [CMST12] : les résultats sur le
redressement du front f rappelés dans le Lemme 4.2.1 restent donc valables.
On rappelle que l'on souhaite estimer ||V ||, par [ f]|,,_1. Pour cela, il suffit d’utiliser la propriété
)

d’algebre des espaces B, ,(2) donnée par le Théoreme 2.3.6, et I'estimation (4.4.12) obtenue lors de
I’étape 3. Nous avons alors, en appelant w(z3) := 1 — 23 :

C
H\I’f”pma < Gy HwHPaTJHq)fHPJ‘,U < ( . 3 |

=gy Wlor 1l

Pour terminer, on évalue ||w||,ro par un calcul explicite, étant donné que toutes les dérivées tangentielles
de w sont nulles. On obtient pour tout £ > 0 :

k
k
lwllpr = 7||63W||HT(Q < Z ||53w||Hr(Q < Co,
n= 0

car toutes les dérivées de w d’ordre supérieur a 3 sont nulles, et p peut étre directement majoré par 1.
Par conséquent, on a l’estimation :

Co
[wllpre < 1—o

On peut donc conclure qu’il existe une constante C, > 0, ne dépendant que de r, telle que :

C
¥ sllpro < ﬁ\\ﬂpm,%? (4.4.14)

ce qui achéve la démonstration de la Proposition 4.4.1.

4.4.2 Estimation analytique de l’inverse du jacobien J

Le changement d’inconnue f ~— 1) nécessitait l'estimation de continuité (4.4.1). D’autre part, dans les
nouvelles variables (u™, b, f) introduites au Paragraphe 4.2.2, les équations de (4.2.15) font intervenir
I'inverse du jacobien J, dont on rappelle la définition (4.2.2). En vue d’estimer dans les espaces Bpmg(Qi)
application Y définie par (4.3.2), il conviendra de pouvoir estimer la norme ||J 1|, . Pour ce faire,
nous allons utiliser la propriété d’algebre des espaces B, ().

Proposition 4.4.2

Soient p € (0, po], > 2 un entier et o € (0,1). Il existe e; = e1(r) > 0 ne dépendant que de r, tel
que pour tout g € B, »(Q) vérifiant ||g||,,o < €1, on a :

1
1+g

C,
_1—0

€ Byro(Q : (4.4.15)

H1+g

P

ou C, > 0 ne dépend que de r.
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Démonstration. Commencons par rappeler la propriété d’algebre des espaces B, »(2). Il existe une
constante C, > 0 ne dépendant que de r, telle que, pour tous u,v € B, ,5(£2), on a :

uv € Bp,r,a(Q) et HUUHp,T,U < Gy ||u||p,r,o ||UHp,r,cr-

Posons ¢1 := (2C,) ™, et considérons g € B, ,(Q) tel que ||g||,ro < £1. Alors la série > omso(—=1)™g™ est
absolument convergente dans I’espace de Banach B, ;(£2). En effet, nous avons :

M=) pre < Mlpre + D2 CFHgllpg < 111
m>0 m>1

-1
P70 + C?” ‘

La fonction constante égale a 1 s’évalue dans B, ,(€2) par un calcul direct, étant donné que toutes ses
dérivées sont nulles. On obtient : o
0

oo = 1o’

ou Cy > 0 est une constante numérique. Finalement, on en déduit I’estimation :

Co I
DN oo < 7= + O < T < oo,

m>0 -9

ot CL := Cp + C;1 > 0 ne dépend que de r. La propriété de complétude des espaces B, ,»({2) permet
alors d’affirmer que l'inverse de 1+ ¢ coincide avec la série suivante dans B, 5(2) :

m = Z (=1)™g™.

m>0

Par conséquent 1 appartient bien & I'espace B, , »(£2), et on a I’estimation :

Cy
1—0’

<

p7,,170-

+g
‘:‘

A Daide de la Proposition 4.4.1, on en déduit un corollaire immédiat sur l'estimation de 'inverse du

jacobien J dans B, ,,(£2). Dans un souci de clarté, nous supposerons dans toute la suite que o € (0, og,
ol 0g est une constante numérique fixée une fois pour toutes dans l'intervalle (0, 1), par exemple o := %
Ceci permettra de majorer directement la quantité ﬁ uniformément par rapport a o, et allegera les

estimations a venir. Cette restriction n’affectera en rien les résultats ultérieurs, puisque o sera voué a étre
un petit parametre que ’on se fixera lors de 'estimation de la pression a la Section 4.5.

Corollaire 4.4.3

Soient p € (0, po], 7 > 2 un entier et o € (0, 0¢]. Soit également f € B
m = m(r) > 0, ne dépendant que de r, telle que :

ot L (T?). Il existe une constante

1
€ Byro(2) et H —

< M,, 4416
7 < ( )

pﬂ”,O’

1
Wlprry Sm = 5

ot M, > 0 ne dépend que de r.
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Démonstration. Pour commencer, réécrivons les résultats (4.4.14) et (4.4.15) en tenant compte du fait
que 0 < g : il existe une constante C, > 0, ne dépendant que de r, telle que :

||T/’”pn”+1,0 < Cr”pr,r—k%’ (4.4.17)
par conséquent,
1039l pr.0 < Crll Fll p s 1 (4.4.18)
De méme, il existe une constante M, > 0, ne dépendant que de r, telle que :
lollore <61 = —— € Bprg(®) et H ! <M (4.4.19)
€ — e — . 4.
9llprioc > €1 1 +g P10 1 +g o _ r
Posons 7y := i—l, et supposons que [[f]|,, 1 < mi. En utilisant (4.4.18), on a alors [|03¢)|[pr0 < €1, €t
’ 2

i
ainsi, en appliquant (4.4.19) a la fonction g := 031, il vient :

< M,. O

p,’l",O’

|
1+ O3v

Maintenant que nous avons établi des estimations sur le redressement du front f dans les espaces
B, ,»(€2), nous pouvons traiter le cas de la pression Q¥, solution du probléme de Laplace (4.2.16), et
étendre I’estimation de régularité elliptique (4.2.11) dans les espaces By . » (Qi)

4.5 Estimation analytique de la pression

Au Paragraphe 4.2.1, nous avons montré que la pression totale (Q*, Q™) peut s’exprimer implicitement
en fonction des inconnues (v*, BT) wvia la résolution d'un probléme elliptique couplé, donné par (4.2.6)
ou (4.2.16) (ces deux systeémes sont équivalents en vertu des identités de Piola (4.2.3)). Nous choisissons
dans cette section de travailler sur la premiére version (4.2.6) du probléme de Laplace, que 'on rappelle
ci-dessous :

—Ajiaj(Akiain) = ]::t, dans [O,T] X Qi,

Q] =0, sur[0,7]xT,

1+ |V'f?)[03Q] = G, sur [0,T] x T,

03QF =0, sur[0,T] x T'y.

(4.5.1)

Dans (4.5.1), on a adopté la convention de sommation d’Einstein pour les indices répétés i, j, k appartenant
a lensemble {1,2,3}. On rappelle 'expression de la matrice A donnée par (4.2.2) :

1 0 0
0 1 0 N
A= ol J =1+ 0.
o o 1 w
J J J

Les termes sources F* et G dans (4.5.1) sont pour l'instant considérés comme quelconques, nous
reviendrons ultérieurement sur le cas particulier ott F* et G sont donnés en fonction de (v*, B*) par
(4.2.7) et (4.2.8) (ou bien par (4.2.17) si 'on choisit de travailler dans la formulation (u®,b%) introduite
au Paragraphe 4.2.2).

Rappelons le résultat du caractére bien posé du systeme (4.5.1) dans ’échelle de régularité Sobolev,
que 'on a énoncé a la fin du Paragraphe 4.2.1 :

- si les termes sources F* et G satisfont la condition de compatibilité (4.2.9),
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- si les coefficients Aj; donnés par (4.2.2) appartiennent a H3(Q),

« si [[¢Y]| g3 < eo, pour une certaine constante numérique eg € (0,1) (ce qui sera le cas si le front f est
suffisamment petit dans H3 (T?) en vertu du Lemme 4.2.1),

- si les termes sources F* et G appartiennent respectivement a H'(QF) et H %(F),

alors le probléme (4.5.1) est bien posé dans H3(Q1) x H3(27). C’est-a-dire, il existe une unique solution
(QF,Q7) dans 'espace H3(Q1) x H3(27) au probléme (4.5.1), vérifiant la condition de normalisation
Z / . QT = 0. De plus, la solution satisfait 'estimation de régularité elliptique (4.2.11) que 'on rappelle
T /Q

ci-dessous :

=+ +
Qs < Co (175 s + 191 53,1, )

ou Cy > 05est une constante ne dépendant que de €9. Notons par ailleurs que grace a la petitesse du front
f dans H?2(T?), le jacobien .J = 1 + 031 satisfera par exemple .J € [%, %]

On admettra que le probléeme (4.5.1) reste bien posé dans H®(Q1) x H®(Q7), c’est-a-dire que si
de plus les coefficients Aj; et les termes sources F + et G sont dorénavant dans H>® (et s'ils satisfont
toujours la condition de compatibilité (4.2.9)), alors il existe une unique solution (Q*,Q~) & moyenne
nulle au probléme (4.5.1) appartenant & H> (voir [Eva98] pour la méthode générale). Dans la suite, nous
demanderons plus que la régularité H°°, puisque nous supposerons le front f appartenir a B p.1 (T?), ce qui
permettra d’avoir ¢ dans B, 4 +(£2) d’apres la Proposition 4.4.1. Ainsi, les coefficients A;; appartiendront
& B, 3,(9). Les termes sources F* et G seront pris respectivement dans les espaces B, 1 ,(Q%) et Bp% ().
Se placer dans de tels espaces reste cohérent avec l'estimation (4.2.11). Intuitivement, en faisant “tendre”

le rayon d’analyticité p et le parametre o vers zgéro, ces espaces “dégénérent” sur les espaces de Sobolev
H3(Q) (pour les coefficients Aj;), H'(QF) et H2(T') (pour les termes sources F* et G).

Le but de cette partie est donc d’étendre I’estimation (4.2.11) aux espaces analytiques sus-mentionnés,
et on démontrera le théoréeme suivant :
Théoréme 4.5.1

Il existe 1 > 0, po € (0,1] et o¢ € (0, %] tels que, pour tous p € (0, po] et o € (0,00], si 'on considére
un front f € B, 7 (T?) satisfaisant
2

1Nz <, (4.5.2)

et des termes sources F* € B,1,,(0F) et G € B, s (I') vérifiant (4.2.9), alors I'unique solution (QT,Q7)
2

a moyenne nulle sur  du probléme elliptique (4.5.1) appartient a 'espace B3 5(Q7) x By 3,(27),
et satisfait de plus I'estimation suivante :

IQ*

1o < C(IFH L, + 191,3), (4.5.3)

ott C' > 0 est une constante ne dépendant que de n;.

On observe que la pression totale Q* posséde la méme régularité que v* et B¥ dans I’échelle Sobolev,
contrairement & ce qui avait été observé au chapitre précédent ot 'on gagnait une dérivée sur Q* par
rapport & v* et BT, Ceci s’explique par la présence du terme source G qui ne fait pas gagner de régularité
sur la pression; en revanche, on gagne ici encore une dérivée sur F* a priori. Le gradient de pression
n’est donc plus un terme semi-linéaire, mais seulement quasi-linéaire.
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4.5.1 Estimation des dérivées tangentielles

Notation. Dans toute la suite, la notation f < g signifiera qu’il existe une constante numérique Cy > 0
(c’est-a-dire indépendante des fonctions f et g, et de tout autre parameétre tel que p ou o), telle que
f<Coyg.

Dans ce paragraphe, on se concentre sur I'estimation de Q* dans Bg 3(Qi) ; on cherche donc a évaluer
la quantité suivante :

05 = ’% max [0 Q¥ s+

11,

Nous allons démontrer dans ce paragraphe le théoréeme ci-aprés, qui constituera une premiere étape
permettant d’aboutir au Théoreme 4.5.1 précédent.

Théoréme 4.5.2

Il existe n1 > 0 et po € (0,1] tels que, pour tous p € (0, po] et o € (0,00], si 'on considére un front
feB, 7 (T?) satisfaisant
)

1£1,7 < m.

et des termes sources F= € B, ,(Q0F) et G € B, 3 (I') vérifiant (4.2.9), alors I'unique solution (QT,Q7)
’2

a moyenne nulle sur Q) du probléme elliptique (4.5.1) appartient a espace Bg,g(Qi), et satisfait de
plus 'estimation suivante :

1Q¥ I3 S IF*IpT + 11,8 (4.5.4)

La constante sous-jacente dans 'estimation (4.5.4) ne dépend que du paramétre 1, fixé.

Munis de l’estimation (4.2.11), nous allons pouvoir estimer les dérivées tangenticlles 9% Q* dans
H3(2%). Les multi-indices o de N? seront notés a := (o, a3), ot o/ € N2, La notation o/ désignera dans
la suite systématiquement un multi-indice de N? faisant référence aux derlvees tangentielles 81 et Oo.
Pour N € N, on notera HQHO TN la somme partielle d’ordre N de || . L’estimation de 9% Q* dans

H3(QF) va se faire en commutant le probléme (4.5.1) avec 9%, On pourra alors appliquer ’estimation
(4.2.11) a 8a/Qi, avec des nouveaux termes sources F'* et G’. Ces nouveaux termes sources contiennent
des commutateurs, faisant intervenir des dérivées de QF et des coefficients de la matrice A. Pour les
estimer convenablement, il faut tenir compte du fait que 'on impose toujours la condltlon de petitesse
(4.5.2) sur le front f. Cela a pour conséquence la petitesse de f dans I'espace H 2 (’]I‘Q), comme exploité
par Coulombel et al. dans [CMST12]. D’apres le Lemme 4.2.1, la quantité [[¢[| g3(q) est donc également

petite. Par conséquent, si ’'on écrit A = I3 — A, avec

0 0 0

Y 0 0 0
A= ) 4.5.5
o Otp 039 (45.5)

J J J

alors || Al m2(q) sera de méme une quantité petite. Lors de l'estimation des commutateurs, il faudra donc
toujours distinguer les cas ol peu de dérivées portent sur A, afin d’exploiter la petitesse du front f.

Soit maintenant o/ € N? tel que |o/| = n > 1. Remarquons que le cas n = 0 se traite directement &
laide de l'estimation (4.2.11), qui fournit I'inégalité :

SIF e + 1913 1 S IFFIT +191,8 (4.5.6)

H3(I)
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On notera Q'* := 9% Q*. Commutons le probléme (4.5.1) avec ol

_Ajiaj(AkiakQ/i) = .F/i dans (O,T) X Qi,

Q%] =0 sur (0,T)xT (45.7)
(1+|V'fH)[05Q) =G sur (0,T) x T, o
Q' =0 sur (0,7) x Ty
Le terme source F'* est défini par :
+ = 8‘”7—"* + [aa/ ; Aﬂ@](AkZak)}Qi
En écrivant A = I3 — ﬁ, on peut décomposer F'* comme suit :
FE =Y FE 4 [0Y; Aji0;(Apidh))|QF — [0%; 9; Ak - |QF — 2[5 450 - Q.
= F| +Fy — I3+ 2F}. (4.5.8)
Le terme de bord G’ est donné par :
1= 9YG — [[0; (1 + V' f]H)O

== G1 — GQ.

Prétons attention au fait que le crochet extérieur de (4.5.9) désigne le saut a travers I', tandis que le
crochet intérieur correspond a un commutateur. En appliquant P’estimation (4.2.11) au probléme (4.5.7),
il vient :

1@ e + 19T 5 (4.5.10)

Ainsi, la somme partielle d’ordre N de HQngzf vérifie :

N
OiN p"
Z s 1F %z + Z *, max 1G]l vsqr) (4.5.11)

11,

Estimation de F'*. Le cas de F| est alse En effet, par hypothése on a choisi F* dans Iespace
B, 1.,(Q%). Notamment, la quantité H}"iH 1 est finie, et on peut écrire :

N o N o
Z o [max | F1 = Z o jax |0 F* H (4.5.12)
n=0 n: lof|= n=0 n: lo/|=
Traitons maintenant le premier commutateur donné par Iy := [80‘/ : Ajiaj(ﬁkiak-)]cgi. Nous avons,
en développant :
O[,' g ’ o~ /
B= Y iy (a Ay 070, A 0% 9,QF + 0% Ay 07 Ay 0 aiji) : (4.5.13)
/8/+,y/+5/
IB’H’\ZI

Posons Ty = 65/113-1’ 87/83-/11% 85/8in et Too 1= 65/;1]-1- 87/;1;“- 05’aiji. Afin d’estimer les termes Ty et
Toe dans H'(Q2%F), on estime au cas par cas les dérivées d’ordre 0 et d’ordre 1 dans L?(Q%). Dans la suite,
la notation 0™ désignera une dérivée quelconque d’ordre m, pour m > 1. Chaque estimation qui suit est
établie a l'aide de I'inégalité de Holder, et des injections de Sobolev que 1'on rappelle ci-apres (U désigne
I'un quelconque des domaines 2, QT ou 27) :

HY(U) — LP(U), Y1<p<6,
H*(U) — L>(U).
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Commencons par les dérivées d’ordre O :
|Torllo.s = 107 45107 9; A4 0° 96 Q* [lo,+
S N0% Al g2 107 Al g 10% QF |3, (inégalité de Holder dans L™ x L? x L™).

Dans les normes ci-dessus et dans la suite, la notation H" désignera toujours l'espace H"(2). On obtient
de méme :

L S 0% Al 107 All g2 107 QF ||a (inégalité de Holder dans L™ x L™ x L?).

Calculons ensuite les dérivées d’ordre 1. On écrit 8Ty, = Ty + Tho + Ths, avec :
Ty =09 4,070 A1, 001 QF, Tig= 0% A;;07 0241, 0°0'Q*, Tiz = 9% A;;07 9 Ay, 07 0*Q*.

Comme précédemment, en appliquant I'inégalité de Holder dans L* x L* x L™ pour T}, dans L™ x L? x L™
pour Tis et dans L>® x L* x L* pour T3, on obtient :

ITullox [1Trzllox [1Tisllox S 107 Al 107 Allg2 107 Q* |13 - (4.5.14)
Le cas de Ty se traite de fagon similaire. On écrit 81T02 = T4 + T15 + T16, avec :

Ty = 0% 9" A5 0 A 80 0°QF, Tis = 0% A; 070 Ay, 00 0°QF, The = 0% A 07 Ay 0% 0°Q7.
Gréce & I'inégalité de Holder dans L* x L™ x L* pour T14, dans L™ x L* x L* pour T}5 et dans L™ x L™ x L?
pour Tig, on montre également que les termes T14, T15 et T satisfont estimation (4.5.14). En résumé,
on peut affirmer que
A2 107 Al g2 10” Q|3+ (4.5.15)
Nous pouvons dés & présent estimer le commutateur Fy donné par (4.5.13). En appliquant lestimation
(4.5.15), il vient :

CY/! ;7 ~ ;7 ~ /
S Y e 107 Al 107 Al 107 QF s
,8’+'y’+6’:0/ IB ’Y M 5 .
|B8"+~'|>1

(|

En sommant selon la longueur des multi-indices (rappelons que |¢/| = n), on a :

Oé/! ’ ~ ’ ~ /
1Zlhes 2 ( 2 W) Ay (HaﬁAnm 107 A Ha%ziug,i) (45.16)

’

i1+ia+iz=n B/+’Y/+6,:a, 5 +g/+75‘
htizzl |8 =i I\ ’IHI
. Y |=2

=i .

‘|g/|‘:i§ 19113

On utilise ensuite ’égalité (2.1.7) établie au Chapitre 2 pour simplifier la deuxiéme somme de (4.5.16).
Puis, en majorant le maximum des produits par le produit des maximums, on obtient :

n!
1Falie S Y oy max [[07 Al e ||8'Y All 2 max ”85 Q|3+
i1intig=n 11122 03° [Bl=0 ol
i1+i2>1

Il faut ensuite tenir compte du fait que i3 ne peut dépasser la valeur n — 1. Pour cela, on réécrit la somme
précédente en sommant sur les valeurs de 41 + i :

*H By« <Z > max ||661A||H2-7 max ax (|07 A 2 max ||<9 Qs

=11414+i2= zZ ' 16'1= 1y’ ( ) [6"|=n
—1
1 '
DY o e HaﬁAHHzf max (97 A (4.5.17)
i=0 i1 +ig=i+1 1’ 18] Py
1
X Haé Q* I3+,

(n—1—1)! |5/| oo
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ou l'on a ré-indexé selon i dans la ligne (4.5.17). Pour plus de clarté dans la suite, on réécrit la somme
> iy tip—is1 & laide d’un seul indice i1 € {0,...,i4 1} :

n—1 i+1 55 1 s
— max 07 A ——————— max 07 A
== ’L I 187 |= H ”H2 (’L +1— )' Iy |=it 1—i ” ”H2

1

- aé +
(n—1—1)! |5/| oo H @l

4%5

(4.5.18)

Rappelons que 'on doit distinguer les cas ou I'on peut exhiber les normes ||/TH 2, car ce seront des
quantités petites. Dans 'estimation (4.5.18), on distingue donc le cas i = 0 faisant apparaitre une norme
Hﬁ |72, et le cas @ > 1 qui fera apparaitre des normes analytiques, que 'on gérera par la suite a 1’aide du
rayon d’analyticité p > 0. On réécrit le membre de droite de (4.5.18) comme S;—¢ + S;>1. La partie Si=o
correspond au cas 7 = 0, et la partie S;>1 au cas ou I’on somme par rapport a 7 > 1.

» Traitement de S,— :

On a directement ’estimation

Sico = Al g 127 Al X 107 Q* s

1
(n—1)! |57l

S Al g2 (| Al s ||<9‘5

(11), o (4.5.19)

» Traitement de S;>; :

Remarque : si n = 1, le terme S;>; n’est pas présent dans le membre de droite de (4.5.18). Par
conséquent, le cas n = 1 est déja entierement traité grace a lestimation (4.5.19), et on peut supposer
dans la suite que n > 2.

En ré-indexant sur 7, on peut écrire :

n—2 1+2
, 1 )~ 1
= — max 9% A ———————— max oA -_— 0% O+
Siz1 ?%E% p max 107 Al gy max 107 Al ey max (107 Q s

On isole une fois de plus le cas i1 € {0,i + 2} qui fait apparaitre la norme Hﬁ |72 On a alors :

n—2 1

Si>1 = 2||A — Al ————— oal 4.5.20
- urma;;@+2y|q N0 Al gy x| (15.20)
n—2 1+1 o= 1
+ ax o” A —_ oA 4.5.21
;%;; s 107 Al gy w107 Al (15.21)
1 5 At
X —— 0 .
(n—2—1)! |5'| e H @ lls -+
On notera Sj,—0,i+2 (resp. Si<i,;<i+1) le membre de droite de (4.5.20) (resp. (4.5.21)).
¢ Traitement de S;,—g 42 :
En utilisant les deux inégalités triviales suivantes,

max ||8"’ A||H2 < max H@“Y AHH3 et (1+2)!>(@+1), (4.5.22)

Iy'|=i ly'|=i
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puis en ré-indexant sur i, on obtient :

n—1
. 1 1
Si—0it2 S ||A = | —— " QF || . 4.5.23
miva S 1Al 3 s 107 Al gy s 197 Qo (45.23)
Finalement, I'estimation (4.5.23) se réécrit comme suit :
A 1 'y 1 & Nt
Si=oit2 SNAlm2 Y e |0 ||H37 max ax [|0° Q%[5+ (4.5.24)
11+io=n—1 1v'1=i1
Ceci acheve le cas de S;,—g,i+2.
¢ Traitement de Si<;,<i41 :
En ré-indexant sur ¢1, on a :
' . 1
Si< o A —_— o7 A
<isin = %20 T 107 Al gy (107 A
1
X H35 Q" |13+

(n—2—1)! |5/| R

En utilisant le méme type d’inégalités données par (4.5.22), on aboutit & la majoration suivante :

’ : 1
Sl< <+1N — max ||65 AHHsi max ||67 AHHS
S 2“2021' 16']= (i —i1)! |y|=i—i
1 5
X — 0
(n—2—14)! 52 il

Enfin, en réécrivant la somme par rapport & i1 avec deux indices i1 et io tels que 71 + 4o = ¢, on en
déduit finalement :

/ 1
Si<ii<it1 S Z Z ' /ax Haﬁ |]H3—' max ||87 A||H5 (4.5.25)
2011-1—221 |/B |"/|
1
X — oY
(n—2—0)! |5=n Sl

1 , 1 1 :
< > — max [|9¥ AHHs o me Hm AHHs o e 1\35 QF s, (4.5.26)
intinrimn—z 11} 1971=0 P

ce qui conclut quant a I'estimation de S1<;, <i+1-

Revenons maintenant & lestimation (4.5.18) du commutateur F,. On combine les inégalités (4.5.19),
(4.5.24) et (4.5.25) afin d’obtenir, pour |o/| =n > 2 :

P e | Balle S p e [ Alls 2 X 07 Qs+ (4.5.27)
n! jo’|=n ~ (n—1)! =
- pi1 piz 5t
+ollAlg: Y. 5 max |07 Al max 10° Q|3+ (4.5.28)
0! |y|=i il 167|=
i1+i20=n—1
2 pit p*?
+p > o e 107" Al| 3 ol e 107" Al| 5 (4.5.29)

i1+i2+ig=n—2

« 2 max 07 Qs
13! |6'|=
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Sin = 1, rappelons que l'on a 'estimation plus simple :
pn—l
(n— DI 51

qui s’avere identique a (4.5.27). On reconnait dans les sommes (4.5.28) et (4.5.29) des produits de Cauchy
“partiels”. Ainsi, en sommant par rapport a n € {1,..., N}, il vient (on majore directement la norme
|A]l gz par [JA[D3) :

P Ao A
sy max [|Faflie S pll Al [|Allgs

&' Nt
T (R x 107 Q% s,

O:tN 1 0,N—1 0,4,N—1
+ oAl Al Q1,3

S pllAls2 |

Y pn
52‘4* ax ’Pb’
el n! 1%

0,N=2 | 71{0,N—2 0.,N—2
+ 2 1 Als 1Al 1R )3

Etant donné que les coefficients de A appartiennent a 'espace Bpgg(Q), nous pouvons des lors nous

| A2 .3 qui est une quantité finie. Le
commutateur Iy satisfait donc 'estimation :

o (4.5.30)

O:tN T
< oIl 1105 1QF 1S5 + (11 4104)° |

Z — max || Fy
nl ja’|=n

Ceci conclut quant au premier commutateur Fb.

Estimons maintenant le deuxiéme commutateur F3 donné par (4.5.8), dont on rappelle la définition :

Fy:=[0Y; 0i A0, - QY = Y 8 9, Ay 07 9,QF. (4.5.31)

4

B +v'=a' ﬁ

La méthode pour estimer Fj est totalement similaire & ce qui a été fait pour Fy. Tout d’abord, en
considérant les dérivées d’ordre 0 et 1, on montre que

107 8, Ay 0 + S 07 Allg 07 QF 3.4 (4.5.32)
Ceci entraine la majoration suivante (n > 1) :
1 "1 8 1 o
sl LELTES Z 1 e 10 Allgz 7 max |0

(n —i1)! |y'|=n

n! o/
Les inégalités du méme type que celles données par (4.5.22) permettent d’écrire que

1 /~ 1 ,
x|Blhe S > — max 107 Al g3 ol e 107 Q|13+
: =ig

. / |
! jofon RV =

En sommant par rapport a n € {1,..., N}, il vient finalement :
0,+,N
Z O e [ Falue S oA 1Q* 5 (4.5.33)

Terminons avec le dernier commutateur Fy de F' :
Fy=[0"; Aj05-1QT = Y aﬁ’A,ﬂ " 0 Q. (4.5.34)

B'+ry'=a’
18'[>1

iy
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Dans le méme esprit que (4.5.32), on montre que
107 Aki 0 01 Q* 1.x S 107 All 2 107 Q* |3,

Cette estimation est identique a celle donnée par (4.5.32). Par conséquent, on en conclut également que

p" 04N
nl X 1Pl S plIANG 5 1QF])5 (4.5.35)

n=1

Ceci achéve Pestimation du terme source F'*. Résumons ci-apres ’estimation finale satisfaite par F'*,
en combinant (4.5.12), (4.5.30), (4.5.33) et (4.5.35) :

Zf max

A A 0,+,N
191 +plAlSs (1+14]2) 1Q%153

+ (plA15) 1Q*1S

Nous allons maintenant procéder de facon analogue pour estimer le terme source de bord G'.

0L, (4.5.36)

Estimation de G’. On rappelle que G’ est défini par (4.5.9). Le cas de G est identique & celui du terme
source intérieur Fj. On obtient le méme type d’estimation que (4.5.12), a savoir :

p" o
Z*' mase G5 Zf”n,l‘ax 107G1,3, ) < 16,3 (45.37)

Traitons maigltenant le cas du commutateur GGo. Pour cela, on utilise la continuité de la trace de
H?(Q%) dans H2(T') afin d’éliminer le saut & travers I, et la Proposition 4.4.1 pour se ramener & 1) :

|Gl g5y = H[ 1+ |V'f|? )0s] o (1 + ahwahw)as]QiHZi

ooy = |

ou l'on a adopté la convention de sommation d’Einstein sur 'indice répété h € {1,2}. Posons alors
GE = [0 ; (14 Opbdn)85] Q™.

On obtient en développant :

/|

a
Gy = X g O om0 a0,
ﬂ/+,yl+5l:

18 ++'1>1

En utilisant la propriété d’algebre de 'espace H 2(Qi), il vient :

! & Nt
1Gallgram S T8 ,,5,, 107 11125 1107 Pl 115 107 Q* 13 -
B+ +6'=a!
[8'+7'1>1
Le calcul est exactement le méme que pour le commutateur Fy défini par (4.5.13), avec cette fois-ci
dans le role de A dont on estime les dérivées tangentielles dans H® au lieu de H? pour A. Ceci reste
cohérent, du fait de la définition de A qui ne fait intervenir que des dérivées d’ordre 1 de 1. Les fonctions
A et 1 sont donc bien estimées au méme niveau en échelle de régularité Sobolev. On obtient ’analogue
de (4.5.30), pour le commutateur Gy :

N
p"
> T e Gl S ol 1) AQEILEY + (pIIa) IQEI2E. (4.5.38)
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Notons que la norme ||| ;s sera, tout comme || A| 72, une quantité petite, du fait de la petitesse du front
f dans H%(']IQ). Nous résumons ci-apres l'estimation finale de G’ a I'aide de (4.5.37) et (4.5.38) :

JQEILEY + (pIIa) Q12N (45.3)

ps4

N
p"
Z*, o (|G oy S 19,8 + p1¥las 1915

Estimation de Q'*. Revenons & I'estimation (4.5.11). Compte tenu des inégalités (4.5.36) et (4.5.39)
valables pour n > 1, et de (4.5.6) pour le cas n = 0, on en déduit :

111,

3N S IFEIE + 191,
+ o (U4 1 All2) Al 5 + Il 1005.4) 1QF 55 (4.5.40)
e T ,+,N
P (4155 1155 + 115 ll5.4) IQF(0E™

Conclusion. Nous bouclons maintenant 1’estimation (4.5.40), en absorbant les termes analytiques de
droite. On considere f € B, (T?) satisfaisant (4.5.2), ot 71 > 0 (constante numérique) est donnée par le
)2

Corollaire 4.4.3. Quitte a restreindre encore 71, on peut par exemple assurer ’encadrement % <J<L %,
et on a alors l'estimation de régularité elliptique (4.2.11) (voir [CMST12, p.250, 271]). Dans tout ce qui
suit, on notera C' > 0 toute constante numérique pouvant éventuellement dépendre de 71, mais pas des
paramétres p et o. Grace & 'hypothese (4.5.2), on peut affirmer que ||J 7| g2 < C. Ainsi, la propriété
d’algebre de I'espace H2(Q) et le Lemme 4.2.1 permettent d’écrire que

[Allz2 < C.
Ensuite, on estime les normes analytiques de la facon suivante :

A5 = 177'Vellps < 177V

0,3,0
et ainsi :
IASs < C|lJ~ (propriété d’algébre de B, 3,,(12))
< CNT Mps0 11,z (Proposition 4.4.1)
12
<Cm < C. (Corollaire 4.4.3 et hypothese (4.5.2))

Dans un premier temps, nous avons donc :

p (A + 141214155 + Il 1¥05.4) < Co,

et dans un second temps, on obtient également :

P (I1A115 5 114115 04) < Cp~
Posons par exemple
1

:=minq 1, — € (0,1 4.5.41
poi=miin {1, 24 € (0,1, (45.41)

de sorte que pour tout p € (0, po], on a finalement :

&+,

Q104 < IF£I0E + 11,5 (45.42)

En prenant le supremum par rapport & N, on obtient Q* € 3273((2*) et la méme estimation avec la norme

1™,

ce qui achéve la démonstration du Théoreme 4.5.2.

p3’
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Remarquons que l'on a déja admis que le probléme elliptique (4.5.1) admettait une solution Q* dans
H>(QF). Le Théoreme 4.5.2 apporte une information supplémentaire sur les dérivées tangentielles de
Q* lorsque les termes sources F* et G appartiennent respectivement & Bp717g(Qi) et B p3 (T?), et lorsque
les coeflicients de 'opérateur elliptique sont dans B, 3 ,(€2) (avec une condition de petitesse). Le but du

paragraphe suivant est de gérer toutes les dérivées normales restantes, ce qui donnera finalement lieu au
Théoreme 4.5.1.

4.5.2 Estimation des dérivées normales

Dans cette partie, on consideére toujours des termes sources F* € BP,LU(Qi) etGeB 0.3 (T"), avec un front
2
feB,: (T?) satisfaisant (4.5.2). Le but est dorénavant de montrer que la solution Q* (& moyenne nulle)
2

du probléme (4.5.1) appartient a l’espace Bp’37o-(Q:t), pour ¢ > 0 suffisamment petit. Pour cela, nous
devons d’abord prendre en compte toutes les dérivées normales, afin de montrer que pour tout k > 1, on

aQt e B’;73(Qi). Enfin, pour avoir Q* € B, 3 ,(Q%), il restera a évaluer les sommes partielles ||Qi||p S0

On procéde par récurrence sur k > 0. Supposons que pour tout j € {0,...,k}, on a QF € Bz’g(Qi).

Tout d’abord, on sait que Q* € H®(QF), donc en particulier QF € Hk+4(H°°(T2)) Il reste & montrer

k1,4 k+1,4,N
Qin}: QiH B la somme

que la norme || est une quantité finie. Pour N > 0, nous noterons ||

partielle d’ordre N. A Paide de I'hypothése de récurrence, on décompose la somme partlelle comme suit
(on supposera N >k + 1) :

k41,4,
HQiH ELEN Z{; |Inﬁx 10°QF |5+
= a3<k+1

py

n=k+1

< ||3°‘ 05 Q|31 (4.5.43)

n! |ox /|_
. . ’ / .
Pour estimer la somme de droite dans (4.5.43), on décompose la norme ||0* 8§+1Qi|] 3.4 comme suit :

10705 Q|5+ = 105 Q¥ |54 + D 10707 05T QFIR + + 1107 5 HQFNG (4.5.44)

18]=3
18'1>1

. En effet,

Les deux premiers termes de droite de (4.5.44) permettent de se ramener & la quantité
dans un premier temps, on a la majoration

10705 QF ||z < 0% KQF 3+ < max [0V}

|/ |=n—k—1
Ainsi, en sommant par rapport & n, nous avons :
N N
p" o o+l P o ok 4k, E
—~ 0% QF e < 3 Ty max [10705QF 5+ < p Q75
_ n: ‘0‘,| = n.: |o/|=n—k-1 ’
n=k+1 n=k+1

Dans un second temps, les termes ||868a’8k+1Qi||0 1, pour |B] =3 et |B'| > 1, de (4.5.44) fournissent le
méme type de majoration. En effet, comme £ est un multi-indice de longueur 3, contenant au moins une
dérivée tangentielle que 1’on note 9, on peut écrire d° = 99%. Nous obtenons alors :

070 01 o = 190 (0 04 Q) o < 007 Qe < a0

Apres sommation par rapport & n, on a :

N o
"ok " ok k,+
>y T (090 0k G s 3 e 107050 e S 1071
|B]=3 n=Fk+1
18'1>1
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Revenant a (4.5.43), on en déduit :

1QF55" Y S (L4 p) Q%153 Z

n=k+1

! o o Qo (4.5.45)

Le seul terme délicat a traiter est donc celui contenant le plus de dérivées normales, a savoir Ba,8§+4Qi,
que I'on doit estimer dans L?(Q%). Pour cela, on utilise d’abord la majoration suivante :

0% 044 Q* Jo.1 < 100 (9B Q*).s-

Ceci met en évidence exactement 2 dérivées normales de Q*, que I’on pourra éliminer en utilisant I’équa-
tion satisfaite par Q dans le probléme (4.5.1). Il suffira ensuite d’appliquer 0"/8:];3 a cette équation, ce qui
exhibera au plus k dérivées normales. Par conséquent grace a I’hypothese de récurrence, nous pourrons
faire apparaitre toutes les quantités ||QjE pour j < k. Le décalage d’exactement une dérivée normale
entre ’étape k et I'étape k + 1 permettra par la suite de gagner une puissance de o, apres sommation
par rapport a k. Ce gain sera finalement crucial pour absorber certaines normes analytiques, en vue de
boucler les estimations sur la pression. Cette méthode est identique a celle employée dans I’estimation de

”Qi 2’3i, ol l'on gagnait jusqu’a deux puissances de p.

En développant la premiere équation du probleme (4.5.1), on obtient :

2 ~
W[%Qi — _A’Qi + Qa}jpa 83Qi _ J'.‘i _ Aji 8]14]“ ain (4546)

Posons
J2
14 |V/[?’

de sorte que 'on peut réécrire (4.5.46) sous la forme :

= (4.5.47)

BQ* = —CA'QF + 2%8;@ OD3Q* — CFE — AT AD'QF. (4.5.48)

Posons a := (¢/, k) (remarquons que |a] = n — 1), et appliquons 9% & 1’équation (4.5.48) :

°0RQT = —0°(CA'QT) + 20° (5 ony 3h53Qi> — O*((F*F) - 0~ (CAalﬁalQi)
= T+ 215 — T35 — Ty,. (4549)

Il reste pour finir & évaluer chacun des termes T; dans H?(Q%).

» Traitement de T :

Nous avons :

(CA'QY) = Z 86( DAQF.

Bty=a

Comme pour les estimations menées dans le cas de ||Qi|| o3 au Paragraphe 4.5.1, on obtient :

n—1)!
il = 2 % max (1107¢] 2 [07A'QF2.2). (4.5.50)
i1tig=n—1 1°02: ﬁ;\v?a
=11

|y|=i2

Il faut dorénavant tenir compte du fait que 83 + 3 = k. Par conséquent, on peut majorer le terme de
droite de (4.5.50) comme suit :

(n—1)!
1Tl S 30 X T max 0% max [07AQ 24 (4.5.51)
jitia=k itiz=n—1 " ,33<]1 732J2
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On raméne I'estimation sur Q* dans H3(QF) de la facon suivante :

max H@VA’QiHQi < max ][67Qi]]3i

73 <32 ’Ys <Jz

Par suite, en ré-indexant par rapport a io, on obtient :

ITilee S >0 30 =y max 19%Cllae max 07Q s+
tia=k “;;”1 n' Bs<ir V3 <j2
Enfin, en multipliant par %T et en sommant par rapport a n € {k+1,..., N}, il vient :
N pn Z2 pil i2
nl | /|ma_xk_1HT1 2+ S Z Z Z ol ‘gfax ||8ﬁCHH2 — maX |
n=k+1 J1it+je=k n=k+1 ’1;‘;;21 n ! B3<71 ’73<Jz
l'2
3> > 5 max 0% 7 max [97Q* s,
Jitjz=k n=k+1 i1+iz=n 53<J1 ' 173<]2

ou l'on a utilisé la majoration (n_;!)!iz < 1. Enfin, en reconnaissant un produit de Cauchy partiel par
rapport a n, on peut écrire :

N n
p , 4N ;
L max (Tila S X IS IQHEY £ I IQHIEE,  @552)

Jit+jz=k Jit+jz=k

ce qui acheve le cas de T7.

» Traitement de 75 :
On développe de la méme facon 75, ce qui donne :
Ty = 0% (§ Ot ahagQi) Z — aﬂ (§8h¢) 970,05Q7.
Bt+y=a

L’estimation de ||T3||2,+ est ensuite identique & celle de T}, en estimant Q* dans H?(QF) via 'inégalité

max 1070n05Q 12,4 < Jmax HinIIH
m2

73<J2 73<12

On en conclut que
al Pn ¢ +
T max [ Tell S > 7 HQ 1725, (4.5.53)
nehp1 1V ll=n j1+ja=k
» Traitement de T3 :
Par définition,
Ty =0 ((F*) = Z aﬂgawri
B+y=a
On obtient comme précédemment :
< (n—1)! 8 ===
||T3||2,i ~ Z Z w Iﬂ\ H(? Clla2 1}/[|1ax |07 F H2 +-

i
Jit+je=k i1+iz=n ﬁ3<]1 3 <jo
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Par hypothése, on a F* € B, ,(QF). Par conséquent, on se raméne a la norme || ||; + grice a I'inégalité
max 107 FF l2x S pax 107 F =12 + nax 107 F=] 1,
v|=iz gl =
RERSE Y3<g2+1 Y352+l

La suite de 'estimation de T3 est similaire a celle de 77 et T3, et on aboutit a I'inégalité suivante :

N n
p +
> = LS+ X KL IF (4.5.54)
n! |
n=k+1 Jitje=k
» Traitement de T} :
Le cas de Ty est analogue a celui de 77, avec un terme supplémentaire a dériver :
~ |
T =0 (CAD'A0'QY) = Y- 'L B¢ A) oA Q.
B+y+i=a Bly
On généralise I'estimation (4.5.51) avec trois indices i1, i2 et i3 :
n—1)!
Tlee & X % = [0%(CA) e s 0704 Al e max [0°0'Q* s
Jrtjatis=k i1tiotig=n—1 1""2""3° st 33<32 53<]3

Ensuite, a ’aide des majorations

070" All g2 < |07 Allgs et [0°0'QF |2+ < [|0°
on en déduit :

n—1)!
Tl € X X D 0 ma 107 Al g [0°Q s
Ji+iajs=k intigtig=n—1 "2 B3<j1 732]2 532]3
Finalement, on aboutit a ’estimation :
N "
:t b
P, n Seo Y ICAI 1AL 1R 125™. (4.5.55)
n=k+1 J1tje+iz=k

En revenant a l'estimation (4.5.45), et en utilisant les estimations (4.5.52), (4.5.55), on a donc montré

que
) |

j ¢
IQHIESY < e l@*Iks + Y (||<|;3+HJV’

Ji+je=k
1,+
+(14p) Y SIS IF= 2 (4.5.56)
Jitje=k
+p Y lICAIRL AN
J1+je+is=k
On constate notamment que la norme HQiH’;EI’i’N est majorée uniformément par rapport a N. Ainsi,

HQJEHHI’jE < +o00. Par récurrence, nous avons

en prenant le supremum par rapport a N, on a bien

alors Q* ¢ ﬁkZOB’;ﬁ(Qi), avec 'estimation (4.5.56) également satisfaite par la norme HQinJrl + En

bt et en sommant par rapport a k € {0,..., K —1} (ou K > 1 est un entier quelconque),

la somme partielle d’ordre K dans la définition de la norme ||QF||F p30)

multipliant par o
il vient (on a noté ||

p3¢7
+, K
1QEIES < 1QEI0E + (14 0) [l 17551 (4.5.57)
C
+0<HCHp,2,a H T olClpzo 1Al p2e 1 Alps0 ) 1QHIES.  (@5.57)
p: 50
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En utilisant I'estimation (4.5.4) sur || et a 'aide de la majoration p < pg < 1, on peut estimer le

terme de droite de (4.5.57a) par

p3’

+/0,& +
Co (IQF195 + II<llpoe IFEIEL,) -

ou Cy > 0 est une constante numérique. L’estimation (4.5.57) se réécrit comme suit :

||Q:t||p3a — (HQi p,3 + ||<||P:20'||]::t||p10) (4558)

¢
+0Cy (HCHP,ZU + ‘ + pllCllp20 [Allp20 ||A||p30 ||Qi||p30" (4.5.59)

S 7/
7V

p2,0
ou (7 > 0 est une constante numérique. Il reste maintenant a absorber les termes analytiques de (4.5.59),

dans le but de boucler I'estimation sur ||Q* | =4" pho

Absorption des termes analytiques.

» Traitement de ||(]/, 2,0 :

Tout comme dans le cas de ||Q*||%F 0.3 » nous allons utiliser le gain d’une puissance de o en vue d’absorber les

termes analytiques de (4.5.59), en choisissant o suffisamment petit. On considere f € B, (T?) satisfaisant
)

toujours I’hypothese (4.5.2). En conséquence, on obtient les deux estimations suivantes (réécriture de

(4.4.16) et (4.4.18)) :

IVYllp3e < [¥llpa0 < Collfll, 2 < Co, (4.5.60)
1
H < Cy. (4.5.61)
J p,3,0

Ci-dessus, et dans toute la suite, on notera Cy > 0 toute constante numérique (ne dépendant éventuelle-
ment que de 71). Remarquons que les deux estimations (4.5.60) et (4.5.61) sont valables pour p € (0, po]
et o € (0,00] (le parametre oy ayant été fixé, et valant %) Par la propriété d’algebre de B, 2 (£2), nous

avons :
1

1+ |V'y)?

ICllp.2.0 <

171720

p,2,0
D’une part, nous avons grace a (4.5.60) :

[Tllp2.0 = 11+ 05¢llp20 < Co(1+[[¥llp30) < Co
D’autre part, quitte a restreindre encore n; > 0 (voir I'hypothése (4.5.2)), on peut écrire :
1
_ < Co.
H1+ VY120,

11 suffit en effet d’utiliser la Proposition 4.4.2 et d’adapter la démonstration du Corollaire 4.4.3. Ainsi, on
peut finalement affirmer que ¢ est bornée dans B, 2 ,(€2) :

[¢llp2.0 < Co. (4.5.62)

> Traitement de SV et de pl Al Gl 1Alls0

p;2,0
On ne détaille pas dans la suite le traitement de ces deux termes, car la méthode est identique a ce qui a
été fait ci-dessus, et fournit exactement le méme type de majoration que (4.5.62), a savoir :
C ~
1579 < et plClhas lAlas Al < G (4.5.63)
P20

ol l'on a utilisé p < py < 1.
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» Limitation du parameétre o :

Nous redéfinissons dés lors oy comme suit :
1
oo = 6CoCy
ol Co > 0 est donnée par (4.5.62), (4.5.63) et Cy par (4 5.59). Quitte & augmenter Cj, on aura bien

oo < 3, donc toutes les estimations obtenues pour o € (0, 3] restent valides. Pour p € (0, po] et o € (0, og],
le membre de droite de (4.5.59) se majore de la fagon suivante :

Cy
i (Idlpa + S50 4 olclpac lalya 1a, ) 10715 < =

2,0
1
2 P, 3 (o

Par conséquent, on obtient Iestimation suivante pour la norme [|Q=[|E:% pho
* + +
HQ p,30’ = Cl (HQ Hp,S + HCHPQU H]: p,l,a) (4564)

Pour conclure, en utilisant (4.5.62) et le résultat (4.5.4), on simplifie (4.5.64) pour aboutir & I’estimation :

1Q* 1555 < G (IF5 1, + 161,.2),

ou (5 > 0 est une constante numérique. En prenant le supremum sur K, on en déduit la méme estimation

pour la norme ||Q*||E p3.00 €€ qui acheve la démonstration du Théoreme 4.5.1.

4.6 Vers l’existence de solutions analytiques au probleme des nappes
de tourbillon-courant et pistes de recherche future

Revenons a la définition de D'application T établie a la Section 4.3. L’objectif de cette partie est de
fournir plusieurs pistes de recherche future, plus ou moins approfondies, qui permettront de démontrer
que Y sera contractante sur un espace métrique complet a déterminer. L’idée sera d’adapter les ou-
tils de la preuve du théoréme de Cauchy-Kowalevskaya donnée par Baouendi et Goulaouic [BG78]. Cette
preuve repose avant tout sur I'estimation “lipschitzienne” (3.2.10) dans les hypothéses du Théoréeme 3.2.2.
Une telle estimation peut aisément s’obtenir pour les termes convectifs apparaissant dans les équations
(4.2.15), comme nous l'avons mis en évidence sur le cas simple étudié¢ au Chapitre 3 (on renvoie no-
tamment a la Proposition 3.2.3). Néanmoins, il reste a estimer les termes de pression dans les équations
(4.2.15a) et (4.2.15b), afin d’obtenir une estimation du méme type que (3.2.10). Ce point fera I'objet du
Paragraphe 4.6.1 ci-dessous, et découlera essentiellement du résultat fourni par le Théoreme 4.5.1.

4.6.1 Estimation “lipschitzienne” de la pression
Reprenons les équations (4.2.15a), (4.2.15b) sur la vitesse u™ (on se place dans la formulation en terme des
inconnues (uT, bt f) établie au Paragraphe 4.2.2). La composante associée a la pression Q% est donnée
par :
JO1Q* — 01y 23QF
J QF — 9y 33QF = a ATVQ?,
— 0 01QF — By 5nQ* + HIYE gy

ou l'on rappelle la définition (4.2.2) des matrices A et a. Dans toute la suite, on se donne deux triplets
(uF, b, f) et (uF, b, f) tels que :

(uia bia f)a (@iabiai) € Bp,S,U(Qi)B X Bp,S,U(Qi)3 X BP,%(TQ)a (4'6‘1)
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satisfaisant en outre les conditions (4.3.1). On notera Q% (resp. Qi) la solution du probleme de Laplace
(4.2.16) dont les termes sources F* et G (resp. F* et G) ainsi que les coefficients de Popérateur elliptique
sont donnés en fonction de (u*, b, f) (resp. & (u™, b, f)) via les expressions (4.2.17) et (4.2.2). De méme,
toutes les quantités annexes définies & partir de (u*, bE, f) seront notées avec une barre soulignée. Le but
de ce paragraphe est d’établir une estimation du terme de pression a AT VQ* —a AT VQi dans les espaces
Bp/’gyg(Q ), pour tout p’ € (0, p); cette estimation est résumée dans la proposition ci-dessous.

Proposition 4.6.1

Soient p € (0, pg] et o € (0,0¢], ot py et og sont donnés par le Théoréme 4.5.1. On se donne R > 0,
puis (uF,bF, f) et (ut,bF, f) vérifiant (4.6.1), (4.3.1) et controlés comme suit :

+ 1+ +
e b5 w0, < B et I £l < (4.6.2)
ot 11 est donné par le Théoréme 4.5.1. Alors pour tout 0 < p’ < p, on a I'estimation “lipschitzienne”

la ATVQ* —a ATVQ*|E 30

(4.6.3)
(et = w4 6 = O, + I = fl,2),

TP

ot C > 0 ne dépend que de R et 1y, mais pas de p ni de p'.

Démonstration. Notons a; (resp. a;;) les coefficients de la matrice a AT (resp. aAT). A i fixé, on

écrit :
aij 0;QF — 0;0;Q% = (aij — ai5) %;QF + a;;0;(QF — QF)
=: F1 + Es.

Traitement de E;. Pour estimer le terme E7, on utilise la propriété d’algebre de ’espace Bp/,gﬁg(Qi) :
+
1B 50 < Collaij — aillyse 10;QF15 5,

En utilisant la Proposition 4.4.1 et le Corollaire 4.4.3, il est clair qu’on peut écrire la majoration :

leij — agjllpso < ClIF = fll, 2, (4.6.4)
ou C' > 0 est une constante ne dépendant que de 7;. Enfin, a 'aide de la propriété (2.3.10) et du

Théoreme 4.5.1, on en déduit que

C
S

1B 50 < — (IF 1, + 191,2). (4.6.5)

ou C' > 0 ne dépend que de 1 et &p.

Il nous faut & présenter estimer les termes sources F* et G donnés en fonction de (u*,b*, f) via les
expressions (4.2.17). Pour estimer F* dans B, ,(2%), on pourra se permettre d’utiliser directement la
majoration plus “forte” || - ||;E717U < - ||:§270, car F* ne comprend que des produits de termes d’ordre de
dérivation au plus 1 pour u™ et b*, et au plus 2 pour 1. En effet, estimons par exemple le dernier terme

intervenant dans F*, qui est donné par

2 8J + + + 2 6 agw + + +
J; (u; Gj — b 05b5) = 5 (ui djui — b 0;b5).
Par propriété d’algebre de ’espace Bp,27o—(Q:t) et en vertu du Corollaire 4.4.3, on a :

+
7 (u;" Qjuy — b 9;b;)

20;03¢ + + + +
H < Clblpag (I I + 16552, 1051550,
P 54,0
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ou C' > 0 ne dépend que de 7;. Ainsi, la Proposition 4.4.1 et 'hypothése (4.6.2) permettent d’en déduire
que
HW e

+
J3 (ui a]u;t — b?: 8ij5)

1
p'2,0

ou C > 0 ne dépend que de R et n;. Tous les autres termes apparaissant dans (4.2.17a) s’estiment de

fagon analogue; on en conclut alors que ||F i||;t71,g <C.

Le cas de G est similaire, car a I'aide de la continuité de I'application trace de H?(Q*) dans H %(F),
tous les termes d’ordre 1 contenus dans G seront estimés dans B, ,(02F), exactement comme ci-dessus
+
pour F.

Finalement, si l'on revient a (4.6.5), on aboutit & une estimation de la forme souhaitée ; ¢’est-a-dire,
il existe une constante C' > 0, ne dépendant que de R et 71, telle que :

C C
1Bl 30 < p 1F = fll,z < P (Hui —uF|E, + b - b, Il - i\\pé). (4.6.6)

Traitement de F5. Expliquons succinctement comment traiter le cas de Eo. On commence par écrire
la majoration :

C

+ +\ 1% + +
1 E2llp 3.0 = ”Qz'jaj(Q -Q )Hp/,g,g < H”%Hp’,&a”@ -Q

3,0 (4.6.7)

Les mémes arguments que ceux ayant abouti a (4.6.4) permettent d’écrire :
il 30 < llaijllpse < C,

ou C' > 0 ne dépend que de 7.

Posons ensuite P* := Q* — QT et g := f — f; afin d’estimer P* dans Bpjg,U(Qi), nous allons exhiber
un probléme elliptique satisfait par (P+,P_),7de la méme forme que le probleme (4.5.1) étudié a la
Section 4.5. Comme 'opérateur elliptique dans (4.5.1) est a coefficients variables, nous allons devoir gérer
I’apparition de commutateurs. On obtient le probleme elliptique suivant, dans lequel les termes sources
F* et G seront explicités ci-dessous par (4.6.11) :

— Aji 0j(Ay; OLPF) = F*,  dans [0,T] x QF,
[P] =0, sur[0,7]xT,

4.6.8
(1+|V'f?) [09sP] =G, sur[0,T]xT, ( )
03P =0, sur[0,T] x I'y.
On peut appliquer le Théoreme 4.5.1 et on obtient ’estimation :
I1PEZs, < C(IFEZ, + IGl,3)- (4.6.9)

Il reste maintenant & expliciter les termes sources F*¥ et G dans (4.6.8). Pour cela, nous faisons le lien
avec les problemes elliptiques satisfaits par (Q, Q™) d’une part (i.e. avec les coefficients de la matrice
A), et celui satisfait par (QT, Q™) d’autre part (i.e. avec les coefficients de la matrice A). On écrit alors :

A—A+R (4.6.10)

ou la matrice R est un terme de “reste” défini par
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et les coefficients R3; sont définis comme suit :

Vji=1,2,3, jozz%aj(g—ib)—j—f 3(¢ — ).

En injectant I'égalité (4.6.10) dans la premiére équation du systeme (4.6.8), on obtient I'expression des
termes sources F¥ :

F* = F* — F© + Aji 0;(R3; 03Q%) + Rs; 03(Ay; 0,QF). (4.6.11a)

Le terme source G s’obtient en écrivant V/f = V'f + V’'g dans la troisieme équation du systeme (4.6.8) :

G:=G-G— (2V'f-Vyg+ Vg [0:Q] (4.6.11b)

Il reste ensuite & estimer les termes sources F* et G. Par souci de clarté, on choisit de ne pas détailler ces
calculs, dont la méthode est rigoureusement identique a celle employée précédemment pour le traitement
de E1. On aboutit & une estimation de la forme :

+ + +
4, + 1G], < (It — s, + 165 — 651, + 1f — £ll,2)-

avec C' > 0 dépendant de R et 11, mais pas de p ni de p’. Revenant a (4.6.7), on peut donc achever
I’estimation de E5, et on obtient :

C + :I: + + 1+
1Bl € o= (I = =g, + I = 6515, + 1 = £l 7). (4.6.12)

En combinant les résultats (4.6.6) et (4.6.12), on a bien 'estimation (4.6.3) souhaitée.

4.6.2 Quelques pistes pour un futur travail de recherche

Reprenons plus en détails les éléments de la preuve du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya donnée dans
[BG78]. On se donne une échelle d’espaces de Banach (B,)o<,<,,, dont on notera la norme ||-|,, ott pg > 0
est fourni par le Théoréme 4.5.1. L’espace B, correspondra ici a un espace produit :

B, = {(u",u”, 65,67, f) |, b5 € Byso(9F) et feB,s(T9)}, (4.6.13)

ou o est fixé une fois pour toutes dans I'intervalle (0, 0] (on renvoie une fois de plus au Théoreme 4.5.1).

Contrairement a ce qui a été fait jusqu’ici, on cherchera un front f dans 'espace B p 5(T?) au lieu de
’2

B P (T?) ; nous expliquerons ce changement ci-apres, et donnerons quelques pistes sur la facon dont on

pourra adapter les estimations de la pression établies a la Section 4.5.

On définit 'espace de Banach E, suivant, ou le parametre a > 0 sera a choisir suffisamment petit
ultérieurement :

B, = {w e N Cc((=alpo—p)alpo—p)); By) | [lull, < +oo}, (4.6.14)
p€(0,p0)
ot la norme ||| - ]Ha est définie par :
loll, = sup el (oo — phy /1~ (46.15)
“ 0<p<po a(po — p)

[t|<a(po—p)
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De la méme facon, on définit de fagon évidente des espaces de Banach E,(R2), E,(QF) et E,(T?), dont la
définition est analogue a (4.6.14) : il suffit de remplacer I'espace B, dans (4.6.14) par B, 3,(Q), By3.,(2F)
et Bp,g(T2> respectivement. Les normes seront notées ]H . ma,ﬂ’ |H . ma@i et H| . H|a,T2' L’avantage de ’espace
E, (4.6.14) est qu'il autorise une “divergence” de la norme
ce qui est crucial dans la démonstration de [BG78].

| (t)]|, en une singularité intégrable en temps,

D’autre part, Baouendi et Goulaouic donnent une autre vision de la fagcon dont on peut résoudre un
probléeme de Cauchy de la forme :
dw
{ o~ ) (4.6.16)

w(0) = wo.

En effet, la facon de procéder “usuelle” est de chercher un point fixe de I'application :
t
w [t = wo + / F(w(T))dT},
0

ce qui donne lieu a la version de [Nis77] pour la démonstration du théoréeme de Cauchy-Kowalevskaya.
Baouendi et Goulaouic ont reformulé le probleme de Cauchy (4.6.16) en cherchant un point fixe sur la
dérivée temporelle de w, notée w, c’est-a-dire un point fixe de ’application :

W [t > F(wo + /Otu'}(T)dTﬂ.

L’espace E, défini par (4.6.14) correspondra donc aux dérivées temporelles des inconnues (ui,bi, s
c’est-a-dire, il faudra interpréter 1 dans (4.6.14) comme étant le vecteur (Qyu™,dyu=,0:b", 00, OLf).
Pour ne pas confondre avec les dérivées partielles en temps (qui requierent de la régularité sur les fonctions
manipulées), on notera avec un “point” les fonctions de F, : les composantes de w € FE, seront notées
(ut,u, i)*, l'f, f ). A T’inverse, pour désigner les primitives de ces fonctions nulles d l’instant initial t = 0,
on écrira w = (u,u™,bT, b7, f).

A présent, nous voudrons également tenir compte des contraintes (4.3.1) que 'on souhaite imposer sur
les inconnues (u™, b*, f). En s’inspirant de ce que I'on a fait au Chapitre 3, nous intégrons ces contraintes
dans la définition de 'espace E,. L’avantage de la preuve de Baouendi et Goulaouic [BG78], par rapport
a celle donnée par Nishida [Nis77], est la mise en évidence d’une application contractante sur un sous-
ensemble fermé d’'un espace métriqgue complet; c’est pourquoi U'intégration des contraintes (4.3.1) dans
'espace E, parait plus adaptée dans ce cas. L’inconnue (o7, bt f ) doit donc vérifier :

V-ut = V-bt =0, dans QF,

. t t

f = uli=0 + /0 uF (1) dr = ug|i—o + /0 Ug (T)dr, sur T, (4.6.17)
bi = by =0, sur T,
u?,)t = bgt = 0, sur I'L.

On adapte la définition (4.6.14) en posant :

E, = {u’) = (ut,am, b, b, f) € B,

(at, 0=, b%,b7, f) vérifie (4.6.17)}. (4.6.18)

Le but est maintenant de démontrer que lapplication Y définie par (4.3.2) est contractante sur E,.
Nous avons déja vu a la Section 4.3 que les contraintes (4.6.17) étaient propagées par Y. La question
est maintenant de savoir si T est un champ de vecteurs sur E,, ce qui pose la question de la régularité
de Y(u*,b*, f) lorsqu'on se donne (u*,b*, f) dans E,. Les mémes arguments que ceux invoqués au
Paragraphe 4.6.1 sur I'estimation de la pression permettent de traiter sans difficulté majeure le cas de la
vitesse u** et du champ magnétique b** qui auront bien la méme régularité que u® et b*. Le point délicat
concerne le front f#, car il n’est défini qu’a travers 1'équation de transport :

. t
ft = ugih:o + / uff,,i(r) dr, sur T.
0
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Comme ugi appartient & Bp7370(Qi), la trace de ugi appartient a B 0.5 (T?). Par conséquent, nous aurons
2

“seulement” ff € B .5 (T?) apres intégration en temps. L’hypothese de choisir une front analytique f dans
2
B P (T?) semble donc trop restrictive : c’est pour cette raison que nous avons choisi de modifier 1’espace
2

fonctionnel associé au front dans la définition (4.6.14).

Quelques estimations clés liées au front.

La version de [BGT78] fournit une solution du probléme de Cauchy (4.6.16) en cherchant un point fixe sur
la dérivée temporelle de I'inconnue w. Dans la définition (4.3.2) de T, on commence par définir la vitesse
WfE via le systéme (4.3.3) pour ensuite définir le front fﬂ comme solution de la deuxiéme équation de
(4.6.17). Connaissant %**, on peut donc en déduire f*, c¢’est-a-dire la dérivée temporelle seconde du front
f. L’inconnue que 'on cherchera a construire par une méthode de point fixe, en reprenant les arguments
principaux de [BG78], sera donc (4F, b+, f). Dans toute la suite de ce paragraphe, on notera Cy > 0 toute
constante numérique.

» Estimation d’une dérivée tangentielle du front.

Nous donnons ici une estimation de 9;f(t), pour j € {1,2}, dans l'espace B, 5(T?) en fonction de
’2

“Pinconnue” f dans Pespace E,(T?) introduit précédemment. En supposant que f|i—o et d;f|s—o sont
nulles, on peut écrire :

t rt1 .
9, f(t) = /O [ 0, (t2) dta .

En considérant p € (0, pg) et |t| < a(p — po), on a alors®, grace a la propriété de dérivation (2.3.10) :

t1
10, £(t) / / 10; F(t2) |, dtz dty < Co / / ”ft Mot) 4y, g1, (4.6.19)
(t2)
pour une choix convenable de p(t2) € (p, po). Conformément & [BG78], on définira :
1 s
Vis| <alpo —p), pls) = 5 (po +p - U) (4.6.20)

Nous obtenons les deux égalités suivantes :

_po—=p(,__ s .
o) — p = 2 (1 - p)>, (4.6.21a)

po—p ||
po — p(s) = 5 (1 + alpo — p))’ (4.6.21b)

de sorte que 'on a bien p < p(s) < po pour tout |s| < a(py — p). Grace a la définition (4.6.15), on peut
écrire la majoration :

o Ml 1

fe )2 > : 4.6.22

H (2)|| (t2),5 ,0 —p(tz) L o] ( )
a(po—p(t2))

Revenant a (4.6.19) et utilisant (4.6.21) et (4.6.22), il vient :
4Co |||f|||a T2 b dta dtq
0,05 < — - [ ] ra——riE
: (i) (i) ()
a(po — p) a(po — p) I

3Par symétrie, on supposera directement ¢t > 0 par la suite pour simplifier.
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A T'aide des changements de variables to := a(po — p) T et t1 := a(po — p) o, on obtient :

o s t/(alpo—p)) ro dr
10,03 < 1Coa? 1],z | /0 e ey el
g4@fwmw// ek
< 16Co a? |, 1o

Les dérivées tangentielles de f vérifient donc 'estimation :

VI <aloo— ) I9'F(O)l,5 < Coa? |, 5o (4.6.23)

ou l'on rappelle que V'f désigne (0;f,d2f). En particulier, on constate que les dérivées tangentielles de
f(t) s’estiment dans I'espace B, s (T?) uniformément en temps.
2

Un raisonnement analogue (et plus simple), permet également d’estimer f(t) dans B, s (T?) en fonction
’2

de la norme || f |Ha 12 uniformément en temps. On commence par écrire (en supposant que f|i—o et O f|i=o

- /Ot /Otl f(t2) dtz dt.

Gréce a la définition (4.6.15), on en déduit apres quelques estimations élémentaires :

sont nulles) :

(4.6.24)

Vitl < alpo—p), @), < Coa®|If]l

a,T2"

Comme la norme || f I, g2 controle uniformément en temps le front f(t) et ses dérivées tangentielles
0;f(t), pour j = 1,2, nous allons pouvoir contrdler f(t) dans BP%(']IQ) uniformément en temps. En effet,
il est clair que 'on a la majoration :

1O g2y < Co (I ONy5 0y + 19T O 5 00)- (4.6.25)
Ainsi, si 'on suppose f(t) € Bp’%(']l‘z) vérifiant V' f(t) € Bpg(’]IQ), alors on a f(t) € Bpé(’IFQ) en vertu de
la Définition 2.3.10 donnée au Chapitre 2. En effet, la majoration (4.6.25) a pour conséquence directe :
1F O,z < Co (IF@),5 + IV F@),5)
Coa® ||| £l 72 (4.6.26)

IN

ou on a utilisé (4.6.23) et (4.6.24).

» Estimation de la dérivée normale du redressement du front.

Supposons ici que pg et og sont deux parametres quelconques appartenant a (0, 1] et (0, ] respective-
ment. On se donne p € (0, po] et o € (0,0¢]. D’apres la Proposition 4.4.1, on peut écrire :

1039130 < [[¥llpa0 < Collfll, 2,

ou Cy > 0 ne dépend que de og et 1 désigne le relevement de f défini par le Lemme 4.2.1. En utilisant
(4.6.26), il vient alors :

it <alpo—p), 059 @)lps0 < Cod®[|[fl, - (4.6.27)

En choisissant a suffisamment petit, on pourrait étre en mesure d’appliquer le Corollaire 4.4.3 afin d’esti-

mer J~! dans B, 3 ,(Q) sans imposer une petitesse du front f dans B oL (T?). Nous laissons ces quelques
’2

pistes ouvertes pour un futur travail de recherche.
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» Estimation de deux dérivées tangentielles du front.

On se donne 4,5 € {1,2} et on souhaite estimer 9;0; f dans E,(T?) de la méme mani¢re que précédem-
ment. Comme ces termes comportent deux dérivées, I'estimation de 9;0; f(t) dans B, 5 (T?) va alors faire
)
lt]
a(po—p)
pas “dangereuse” puisqu’on peut la gérer a l'aide de la norme H| . |||a T2 (dont la définition est analogue &

—-1/2
apparaitre apres deux intégrations en temps la singularité (1 — ) ; cette singularité n’est en soi

(4.6.15)). Nous démontrons par la suite 'estimation suivante :

18:25 511, 32 < Coa® I, o (1.6.28)
Similairement a (4.6.19), on commence par écrire :
t1 1|0 f(t2)
10:0; F ()l < Co/ /1 | f 2 Hm dty dty, (4.6.29)

olt p(ta) est donné par (4.6.20). Il reste & estimer une nouvelle fois la dérivée tangentielle 9 f dans (4.6.29).
On définit pour cela un “deuxiéme” rayon d’analyticité p(s) par :

%(po +op(s) — ’Z’) (4.6.30)

On vérifie sans peine que 'on obtient les deux égalités suivantes :

Vis| <alpo—p), p(s) ==

- po— P E

) = ole) = DL (1- ), (4.6.31a)
po— p 3|s|

po — ols) = 2 (1 s p)), (4.6.31b)

de sorte que l'on a bien p < p(s) < p(s) < po pour tout |s| < a(pg — p). Revenant & (4.6.29), on obtient
(en supposant ¢ > 0 par la suite) :

t 1F(t2) 151,
1007 (t)l, 2 < CF / / = G p(tQ)) dty dt:. (4.6.32)

On applique I'inégalité (4.6.22) avec p(t2) dans le role de p(t2), ainsi que les égalités (4.6.31), puis apres
quelques calculs élémentaires, on aboutit a ’estimation suivante :

3202 CLQ f t/a(po—p) ro
O] P — 11l 2 [ e
) PO — P 0 0 (1_7_) /

Apres deux intégrations en temps, on en déduit :

a2 || Fll. o ¢ 12
vie o, — ), 16:0:f(t 5<CCL’T(1—> )
[0,a(po — p)), [10:0;f(t)] ps = 0 00— a(po — p)

Lorsque ¢t € (—a(po — p), 0], on obtient une estimation analogue, ce qui conclut quant a la démonstration
de l'estimation (4.6.28) annoncée.

L’avantage qui semble se dégager des estimations (4.6.23) et (4.6.28) est la présence du facteur a?

dans les membres de droite. Intuitivement, dans I'optique de montrer dans un futur travail de recherche
que l'application T sera contractante sur [E,, il “suffirait” de choisir le parametre a suffisamment petit.
Néanmoins, quelques points restent encore a éclaircir, comme ’estimation de la pression donnée par le
Théoreme 4.5.1. En effet, parmi les hypotheses de ce théoreme, nous avons considéré un front f petit
dans B (']I‘Q); il nous faudra donc pouvoir relaxer cette hypothese en choisissant “seulement” f dans

B, (’]I‘Z) et utiliser plutot 'estimation (4.6.27) établie précédemment.

5
2
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Apres 'obtention de solutions analytiques ?

Une fois que 'on aurait démontré l'existence de nappes de tourbillon-courant analytiques, la question
naturelle qui se pose concerne le caracteére bien posé du systeme (4.1.2) dans 1’échelle de régularité Sobolev.

Comme pour le Théoreme 3.2.5 établi au Chapitre 3, la solution analytique obtenue serait définie
sur un intervalle de temps dépendant de la taille des données initiales dans ’échelle analytique. On peut
alors avoir un temps d’existence qui se restreint lorsque les données initiales deviennent grandes dans les
espaces B 3,(Q%) et B 90,3 (T?) (ot po représente ici le rayon d’analyticité des données initiales).

Le résultat d’estimation a priori établi dans [CMST12] serait ensuite un point de départ pour dé-
montrer, par un argument de compacité, ’existence et 'unicité de solutions au probléeme des nappes de
tourbillon-courant lorsque 1’on consideére a présent des données initiales dans un certain espace de Sobolev.

Pour cela, on approcherait les données initiales (u(jf, boi, fo) (supposées de régularité Sobolev) par une
suite de données initiales analytiques (ug " boi’n, f8),,50> gréce & la densité des espaces By, dans H"
(on renvoie au Théoréme 2.3.7 du Chapitre 2). L’unique solution analytique associée (u®=", b", Q&1 1)
possede alors un rayon d’analyticité p™ = p"(t), risquant de tendre vers 0 lorsque n tend vers 4+o00. Pour
remédier & cet obstacle, il suffirait d’exhiber une borne inférieure sur les quantités p™(t), ne dépendant
que d’une norme Sobolev de la solution. Ainsi, on pourrait propager I'analyticité des solutions sur un
intervalle de temps qui ne dépendrait plus que de la norme Sobolev des solutions. Cette derniere n’explose
pas lorsque l'on fait tendre n vers +o0o, ce qui permet d’avoir une borne inférieure strictement positive
sur le temps d’existence des solutions.

Pour des résultats de propagation de ’analyticité des solutions aux équations d’Euler incompressibles,
on pourra se référer par exemple a [BB77, AM86] et plus récemment a [LO97, KV09,KV11b,KV1la].
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Ondes de surface pour les nappes de
tourbillon-courant

Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement qualitatif de la solution du probléme des nappes de
tourbillon-courant, issue d’une donnée initiale fortement oscillante. Plus précisément, on verra que pour
des fréquences bien particuliéres, la solution présente une structure d’onde de surface, c’est-a-dire qu’elle
est localisée prés de la frontiere libre, oscille aux mémes fréquences que la donnée initiale, et décroit
exponentiellement par rapport a la variable normale a la nappe. Ce phénomeéne est ’analogue des ondes
de Rayleigh en élastodynamique [Lar83, Par85, HIZ95].

L’apparition d’ondes de surface peut s’expliquer en procédant & une analyse modale : on cherche a
savoir 8'il peut exister des ondes de la forme exp (i(7t + £121 + oz + E373)), avec T € C, (£1,&) € R?
et &3 € C, solutions du systeme linéarisé des nappes de tourbillon-courant incompressibles. Ici, x3 désigne
la coordonnée normale & la nappe. Du fait des contraintes de divergence nulle sur la vitesse et le champ
magnétique, ce systeme n’est pas un systeme hyperbolique “standard”. En revanche, la méthode employée
est analogue a celle utilisée dans le cadre des systémes hyperboliques [BGS07] : on cherche a vérifier
la condition de Kreiss-Lopatinskii simple et/ou uniforme, afin d’en déduire un critére de stabilité pour
les nappes planes. L’analyse du probléeme linéarisé menée par [Syr53, Cha61, Axf62], et plus récemment
revisitée par [MTTO08], établit en premier lieu un critére nécessaire de stabilité en éliminant le cas Im 7 < 0
pour lequel la solution explose (le probleme serait alors fortement mal posé). Le cas limite qui nous
intéresse est lorsque Im7 = 0 : le probleme est alors dit faiblement bien posé. Morando, Trakhinin et
Trebeschi [MTTO08] montrent que ce cas est possible si et seulement si (7,&1,&2) € R? est racine du
déterminant de Lopatinskii. En particulier, seule la condition de Kreiss-Lopatinskii faible est vérifiée,
et il n’existe pas de nappe plane pour laquelle le déterminant de Lopatinskii ne s’annule pas lorsque
Im7 < 0 : la condition de Lopatinskii uniforme n’est jamais satisfaite (on renvoie & [MTTO8| pour les
détails complets, et a la Section 5.3 de ce chapitre).

Les fréquences (7,&1,&) € R3, racines du déterminant de Lopatinskii, peuvent se paramétrer par
(€1,&), cest-a-dire par une équation de la forme 7 = 7(£1,&). A (&1, &) fixé, il existe exactement deux
racines simples 7+ = 74 (&1, &2), appelées fréquences elliptiques, car la fréquence normale correspondante
&3 est alors imaginaire pure ; ces fréquences vont étre a 1’origine de la formation d’ondes de surface, corres-
pondant au cas Im &3 = 0 (selon le signe de x3), pour lesquelles la solution va décroitre exponentiellement
par rapport a xz (voir Section 5.4). Dans d’autres probléemes d’hydrodynamique, tels que les ondes de
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détonation étudiées par Majda et Rosales [MR83,MR&84], les nappes de tourbillon compressibles étudiées
par Artola et Majda [AMS87, AM89] ou les ondes de choc étudiées par Serre [Ser0l], le cas & € R se
présente, et on parle alors d’ondes “internes”, qui se propagent dans tout le domaine (bulk waves). Ce
dernier cas ne se présente pas pour les nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible.

Commengons par réécrire le systéme que l'on étudie (dorénavant, pour se conformer aux notations
de [AHO3], on notera v le front associé & la nappe) :

Ou® + (ut - V)ui (H )Hi + ti =0 dans Q%(t), te][0,7],
O H* + (u* - ) — (H* - V)uT =0 dans Q*(t), te]0,T],
( )=V- Hi( t)=0 dans Qi(t), € [0,T7, (5.0.1)
o) = ut - N, Hi N=0, [¢gJ=0 surI(t), [O,T],
uy = Hf =0 sur Iy
On rappelle que 1 on avait noté Qi ={(2',x3) € T? x (—1,1) |ac3 Y(t,2’)} les domaines “supérieur”
et “inférieur”, I'(t) = {x3 = ¥(t, 2’ } la frontiere libre, ainsi que N = (— 811/J, —021, 1) un vecteur normal

a la nappe (voir la Figure 5.1). Les bords fixes I'y sont définis par I'y := {z3 = +1}.

3

2

4l

FIGURE 5.1 : Schéma d’une nappe de tourbillon-courant

Pour des raisons pratiques, on réécrit sous forme conservative les équations du systeme (5.0.1) posées
dans QF(t). Pour cela, posons :

U := (ul,ug,u;g,Hl,HQ,H?”q) c ]R7,
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ainsi que

[w? — H? +q | [uguy — HoHy | [usu — H3H; |

urug — H1Hoy u% — H22 +q usus — HgHo

ujug — HiH3 uguz — HoHg ud — H3 +q

fU) = 0 . fo(U) = |ugHy — Hyuy |, f3(U) := |usHy — H3uy | . (5.0.2)

urHo — Hiug 0 usHo — Hyuo

U1H3 — H1U3 UQHg — H2U3 0

I Uy | I U9 | I U3 |

Dans tout ce chapitre, nous manipulerons les vecteurs aussi bien en ligne qu’en colonne pour alléger
I’écriture. On pose également

Alors les deux premiéres équations d’évolution de (5.0.1), ainsi que la contrainte de divergence nulle sur la
vitesse (qui, rappelons-le, permet de déterminer la pression totale (¢*, ¢~) via la résolution d’un probléme
de Laplace), se mettent sous la forme :

3
AU +> 0., f;(UF) =0, z€QF(t), tel0,T]. (5.0.4)
j=1

Du fait de son caracteére non-évolutif, nous choisissons de ne pas inclure dans le systeme (5.0.4) la contrainte
de divergence nulle sur le champ magnétique, et de la traiter a part :

V- -H*(t,z) =0, zeQ*t), tel0,T]. (5.0.5)

Pour la solution ezacte du systéme des nappes de tourbillon-courant (5.0.1) (avec des données initiales
adéquates), la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique (5.0.5) n’est qu’'une restriction sur
la donnée initiale, comme nous l'avons déja vu aux Chapitres 3 et 4. Elle peut étre omise du systéme
(5.0.1), ce qui rameéne 1’étude au systeme “réduit” (5.0.4) avec les conditions aux limites et de saut de
(5.0.1). Toutefois, dans ce chapitre, nous garderons la contrainte (5.0.5), car nous ne prescrirons pas de
données initiales pour (u*, H*, ¢T). Nous reviendrons plus en détail sur ce fait dans la Section 5.1 ci-apres.

5.1 Choix des parametres et des conditions initiales

En partant d’une condition initiale fortement oscillante (en %), on va chercher a décrire asymptotiquement

la solution exacte (UZF,1.) de (5.0.1) en la cherchant sous la forme d’un développement asymptotique
en puissances de e, appelé développement BKW (pour Brillouin-Kramers-Wentzel). On cherchera en
particulier & démontrer que la solution exacte (UZ,).) de (5.0.1) issue d’une telle donnée initiale oscillante
existe sur un intervalle de temps [0, 7] indépendant de £ > 0 (suffisamment petit).

Choix de la nappe plane de référence. On commence par se fixer une nappe plane (U O’i,wl) de
référence, solution constante par morceaux de (5.0.1), donnée par

Ut .= (u?’i,ug’i,O,Hf’i,Hg’i,0,0), avec ¢! = 0. (5.1.1)

Remarquons que I'on a pris ¢>F = ¢~ = 0, ce qui correspond & la solution constante de (5.0.1) dont la
pression ¢ est & moyenne nulle (i.e. Jo+ @Ot + Jo- ¢~ = 0). On suppose que cette nappe plane satisfait
I’hypothese de stabilité suivante :

O % [uo]’Z + |0 % [uo}f <2|H"* x H"" ‘ (H1)
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ot 'on a noté [u?] := u%+ —u®~ le saut de u® & travers I'interface plane {y3 = 0}, et x le produit vectoriel
de R3. Cette condition de “stabilité” a été mise en évidence dans [Syr53,Cha61, Axf62], et plus récemment
dans [MTTO08]. Nous renvoyons au Paragraphe 5.3.2 ci-apres pour plus de détails.

Choix des fréquences spatiale et temporelle. Nous commencons par donner quelques notations :
le tore 2m-périodique R/ 277 sera noté T, la variable spatiale tangentielle sera notée o’ = (z1,x2) € T2,
le vecteur & = (&1,&) € R? et le réel T seront respectivement les fréquences spatiale et temporelle, qui
définissent la phase plane 7t + &' - 2/ (ot “- 7 désigne le produit scalaire euclidien sur R?). La situation &
laquelle nous nous intéresserons correspond au cas ot £’ # 0; par conséquent, on supposera sans perte de

généralité que & est normé : |¢'| := /&3 + €2 = 1.

On définit également les quantités
ot = 6udF 4 HudT et bF = 6 HYE + & HYE (5.1.2)

Etant donnée v = v(2’,0) une fonction 27-périodique par rapport a (z/,6) € T3, on voudra assurer
/‘ ! . . .
" g - ). Pour ce faire, nous imposons une condition

supplémentaire sur la fréquence £’. Par exemple, si & # 0, on supposera % € Q. Autrement dit, on

la 27-périodicité de fonctions du type ve(2) := v(z

demande a & d’étre de la forme :

1
= W(% q) avec (p,q) € Z*\{0}. (H2)
Ainsi, en considérant la suite (g;);>1 définie par
1 .
g im >, (5.1.3)

. y JZ
Ve

qui tend vers 0 lorsque j tend vers +o00, nous aurons f—/ € 72, ce qui permet d’affirmer que la fonction Ve,
J

définie précédemment est 2m-périodique par rapport & x’. Dans ce qui suit, € désignera un petit parametre

dans I'intervalle (0, 1], qu'il faudra comprendre comme étant un élément de la suite (&) ;>1.

Nous ajoutons une hypothése pratique sur la fréquence £, afin de satisfaire la condition technique
correspondant au cas (C1l) évoqué dans I’Annexe A.1 (voir également la note en bas de page 140). Cette
derniére condition sera satisfaite dés lors que 1’on choisit &’ telle que

6t —a7] # p* 0],
{ lat —a| # ot + b7 (H3)

Autrement dit, si 'on définit les vecteurs de R? suivants :

v o= (u(l)’Jr — u(l)’_, ug’+ — ug’_),

(0 0,— 770+ 0,—
ho:= (H" —Hy" ,Hy" —Hy"),
fo= (HYT + HY HYT + HY ™),
on demande & la fréquence ¢’ de n’étre orthogonale & aucun des quatre vecteurs v — A, v — &, v + A et

v+ k. Ces quatre vecteurs sont non nuls, en vertu de ’hypothése (H1). En effet, si par exemple v —f = 0,
alors on aurait [u] = H* — H~. En injectant cette égalité dans (H1), on obtiendrait
|2

2|H* x H-|? < 2|H* x H |,

ce qui est évidemment absurde. Le choix d’une fréquence &’ vérifiant (H2), (H3) est possible car on enléve
au plus quatre directions du cercle unité S! auquel appartient £’
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La fréquence temporelle 7 € R sera choisie en fonction de ¢ comme étant une racine du déterminant
de Lopatinskii défini par ’équation (5.3.16) ci-apres, autrement dit satisfaisant ’égalité

(T4+a)?+(r+a)? = b2+ ()2 (H4)

Muni d’une telle fréquence (7,&1,&2), on pourra également supposer sans perte de généralité que 7 # 0
grace a l'invariance galiléenne du systéme (5.0.1) : on renvoie & ’Annexe A.1 pour les détails de la
discussion. On insiste sur le fait que les hypotheéses (H2), (H3), (H4), ainsi que 7 # 0, permettent d’assurer
en particulier la condition (b*)2 # (7 +a%)?2, ce qui sera crucial lors de I’étude du probléme dual au début
du Paragraphe 5.4.3. On explique d’ou provient la condition 7 # 0 dans I’Annexe A.1.

Des lors, on se fixe une fréquence (7, &1, &2) € R? comme ci-dessus, i.e. vérifiant les hypotheéses (H1),
(H2), (H3), (H4), et 7 # 0.

Choix des données initiales. Les données initiales pour (5.0.1) sont définies comme étant des petites
perturbations hautement oscillantes de la nappe plane (U%*, '), On définit

%(t = Oal‘/) = ¢ 1,[)8 (1”, ; Ew ) ’ (514)

ot Y2 € C®(T?3) est supposée & moyenne nulle par rapport & sa derniére variable § € T. On rappelle que
e € (0,1] sera en fait un élément de la suite (&;);>1 définie en (5.1.3). Plus généralement, nous pourrions
prendre des profils 92, 93,93, ... et considérer la donnée initiale :

Vet =0,2") = 2} (m’, f’-x’) + 343 (:c', §’-Ex’> + et (ﬂ:', gléﬂU/) +...,

3

mais cela n’introduirait aucune difficulté supplémentaire ; on restreint donc notre étude au cas de la donnée
initiale (5.1.4) pour alléger quelques passages dans ’analyse ci-dessous.

Par ailleurs, pour assurer que la nappe initiale 1. |;—o soit bien & valeurs dans 'intervalle (—1, 1), nous

. . . ~1/2
restreindrons si besoin e. Par exemple, en prenant £ < (2[[43]| =) / , IOUS aurons
1
212
1—e 1/}0 > 57

1
5

Poursuivant 'analyse de [AHO03|, on cherche un développement asymptotique de la solution exacte
(UF, 1) de (5.0.1) comme une petite perturbation hautement oscillante d’une nappe plane, c’est-a-dire
de la forme

d’olt Yeli=o < % De méme, nous aurons ¢|—g > —

UX(t,z) ~ U + Z emym™E (t,x',:rg — e (t,2), (5.1.5)

x3 —Ye(t, ') Tt - x’)
m>1 €

)
e

Ge(tal) ~ 3 ey (t, z, ﬁ*f‘r’) . (5.1.6)

m>2

On demande & 1. de coincider avec la fonction (5.1.4) a I'instant initial ¢ = 0. Autrement dit, on impose
pour tout (y/,0) € T3 :

V20,9,0) = v3(y,0) et VYm>3, ¢"™(0,y,0) = 0. (5.1.7)

Dans (5.1.5), les profils U ™% sont des fonctions de 6 variables, notées (t,y',y3, Y3, 0) dans toute la suite.
Les variables dites lentes sont (t,9,y3) : t € [0,T] est la variable de temps, ¢’ € T? est la variable spatiale
tangentielle coincidant avec 2/, et y3 = x3 — 1)-(¢,2") est la variable normale, qui permet de redresser la
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surface libre du probléeme (5.0.1). Les variables dites rapides sont (Y3,0) : Y3 = £ € Ry est la variable

me'ﬂ‘estla

normale rapide, qui traduira la décroissance exponentielle de I'onde de surface, et 6 = —

variable tangentielle rapide.

L'un des premiers enjeux sera de déterminer les profils (U™* ™*1), < dans (5.1.5), (5.1.6). Pour
ce faire, nous aurons notamment besoin des deux contraintes de divergence nulle sur la vitesse uX et le
champ magnétique Hgﬁ Bien que la condition V - ch = ( soit propagée par les solutions du systeme
(5.0.4) (on se référera par exemple a [Tra05, Tra09]), il n’est pas clair que les contraintes correspondantes
régissant les profils H™* associés au champ magnétique H, E“—L soient propagées une d une. C’est pour cela
que nous avons choisi de garder la contrainte de divergence nulle (5.0.5) sur HF, en plus du systéme
(5.0.4).

Il est important de noter que la donnée initiale associée a Ugi n’est pas arbitraire. Tous les profils U™+
seront déterminés pour des temps ¢ € [0,7]. En particulier, on calculera la donnée initiale pour UgjE en
méme temps que la solution approchée en temps ¢t > 0. Ceci restreint donc le choix des données initiales
pour Usi; en revanche, le choix de 2 est libre. En résumé, nous disposerons d’une solution approchée
(Ué‘gb? w%p@) s’exprimant sous la forme suivante (nous restons volontairement imprécis en omettant les
variables; les solutions approchées seront définies rigoureusement ci-apres, voir (5.1.8)) :

Usppe = U +eUM 482U 4. 4 M UM
M = g2y? M+1, M+1
Vappe = €Y+ Fe¢ P .

La donnée initiale “exacte” pour le systeme (5.0.1) sera de la forme

+ o (TTM+ M,+
Us |t=0 = (Uapp,a) |t:0 + U7,
ou Z/IEM + sera un terme correcteur permettant d’assurer les contraintes de divergence nulle pour la vitesse
initiale u? lt=0 et le champ magnétique initial H, ;—L\tzo. L’entier M sera quant a lui fixé suffisamment grand.

Le scaling (5.1.5), (5.1.6) que l'on choisit ici est analogue a celui de 'optique géométrique faiblement
non-linéaire du probléeme de Cauchy que 1’on peut par exemple trouver dans [Raul2, p.259], [Mar10] (pour
des ondes de surface dans un domaine fixe en dimension 2 d’espace), [Les07] ou encore [JMR93, JMR95].
Remarquons que le développement de 1. commence a l'ordre 2 en €, étant donné que dans les équations
du systéme (5.0.1), le gradient de 1. est au méme niveau de régularité que la trace de UF sur I'(t). Nous
pouvons noter la similitude avec 1’étude des chocs uniformément stables menée par Williams [Wil99],
ott le profil 4! (nul dans notre cas) ne dépend pas des variables rapides. Citons également Coulombel
et Williams [CW16] qui traitent le cas des équations de l’élasticité non-linéaire (systeme d’ordre 2),
entrainant également un décalage d’indices dans leur scaling. Du fait du décalage d’une puissance de &
dans le développement (5.1.6) par rapport au développement (5.1.5), les fonctions UF — U%F et V). sont
alors d’ordre € dans L°° et oscillent en %

Solutions approchées. Une fois construits les profils (U™, ¢™*+1),,>1, nous disposerons d'une famille
de solutions approchées (UM ’fg, ¢%p75) m>1 données par

app.
M+1 ’ ’
t .
w%pf(t’x/) = Z Em djm (ta xlv T<F§x> ) (518&)
m=2

T3 — w%p’e(t, ) rt4+ €2
€ ’ €

app,e

M
Uir(t,x) == UP= 4+ ) myu™* (t, o xy — Yor, (), ) . (5.1.8b)

m=1

Comme nous 'avons évoqué précédemment, la donnée initiale pour UEjE (qui est “émplicite”) correspondra

a la trace de la solution approchée U%ﬁ en t = 0 (plus un terme correcteur pour assurer les contraintes
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de divergence nulle). Cette donnée initiale s’écrit alors :

M / / /
- e 07 :
Ut|imo := U + E emyum*E (O,x’,xg —:(0,2"), 3 wg( * ),5 693 > + UM*, (5.1.9)
m=1

car, par construction, la donnée initiale w%p’eltzo est indépendante de M (voir (5.1.4)).

Remarque. En fait, comme on peut le voir dans la définition (5.1.8b), les profils (U™ )<< doivent
étre définis sur un intervalle légérement plus grand que [0, 1] par rapport a la variable normale lente ys.

En effet, afin que les solutions approchées Ué\gﬁg fassent sens quel que soit 3 dans le domaine

Q%E_E(t) = {w%p,a(ta .’E,) < 23 < 1},

il suffira de définir les profils U™ sur un intervalle “épaissi” par rapport & y3. Pour ce faire, nous
chercherons d’abord & déterminer les profils U " sur l'intervalle [0, 1] par rapport a ys; ensuite, nous
choisirons par commodité d’étendre ces profils a tout Ry par rapport a y3. Cette démarche s’applique de
fagon tout a fait analogue pour les profils U"~ que l’on prolongera a tout R_ par rapport a ys.

Démarche. Nous procéderons par raisonnement dit “d’analyse-synthese”, et supposerons qu’il existe
de tels développements asymptotiques (5.1.5) et (5.1.6) pour la solution exacte (UZF,.) de (5.0.1), avec
des profils correspondants (U™ ™*1), 1 suffisamment réguliers, que 1'on cherchera & déterminer.
Pour construire ces profils, on injectera ces développements dans le systéme (5.0.1), on procédera a des
développements de Taylor, puis en identifiant les puissances de €, on en déduira un ensemble d’équations
que doivent satisfaire ces profils, appelé cascade d’équations BKW. Le but sera alors de montrer qu’il est
possible de construire une telle suite de profils, ce qui conduira aux solutions approchées (5.1.8). Il restera
dans un dernier temps a justifier la stabilité de ces solutions approchées, afin de montrer qu’elles sont
“proches” d’une solution exacte de (5.0.1) dans une topologie convenable.

5.2 Résultats principaux

5.2.1 Le cadre fonctionnel

Les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons construire les profils (™%, 1/1m+1)m21 intervenant dans
(5.1.5) et (5.1.6) sont inspirés de ceux introduits par Marcou [Mar10] et Lescarret [Les07]. Le temps 7' > 0
intervenant ci-apres est un temps qui sera fixé au Théoreme 5.2.2, et qui ne dépendra que d’une norme
Sobolev fizée du profil initial 3.

Définition 5.2.1

L’espace ST désigne I'ensemble des fonctions appartenant a H*([0,T] x T2 x I.), ou I} (resp. I_)
désigne 'intervalle (0,1) (resp. (—1,0)). Les fonctions de S* ne dépendent que des variables lentes
(t,y).

L’espace ST désigne I'ensemble des fonctions appartenant a H*>([0,T] x T2 x I+ x Ry x T), 2n-
périodiques par rapport a la derniére variable 6, et qui décroissent exponentiellement vers zéro lorsque
Y3 — 400, ainsi que toutes leurs dérivées :

36>0, YaeN 3C,>0, VY320, [0%uF(,- Y5, < C,eTo¥s,

')Hngfyﬁ

Les fonctions de ST dépendent des variables lentes (t,y) ainsi que des variables rapides (Y3,6).
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Les profils U™*, pour m > 1, dans le développement (5.1.5) seront cherchés dans ’espace fonctionnel
S* .= S5t g SE (la somme est bien directe, cela se vérifie sans peine en utilisant la décroissance expo-
nentielle par rapport a Y3 des fonctions de S*i) Les profils ™, pour m > 2, seront quant a eux cherchés
dans I'espace fonctionnel H*([0,T] x T3).

Notations. Les fonctions de ST seront décomposées en modes de Fourier par rapport & 6 comme suit :

U*(t,y,Ys,0) = U*(t,y,Y3,0) + > U*(t,y, Vs, k) e,

kEZ
k20

ot U= (k) désigne le k—ietme coefficient de Fourier de U+ :

N 1 .
U5(t,y, Yoo k) = 5= /T U=(t,y, Y3, 0) ¢~ db.

Compte tenu de la définition de I’espace ST, on peut décomposer également U+ comme suit :

U*(t,y,Ys,0) = UE(t,y) + U(t,y,Y3) + UL (t,y,Y3,0). (5.2.1)
N—_——
e St € SF

Dans ce cas, nous aurons d'une part la moyenne de UT sur le tore T donnée par
U=(0) = U* + U* € 5 + 57,

ou gi (resp. Qi) sera appelée moyenne lente (resp. moyenne rapide). D’autre part, UZ correspond 4 la
superposition des modes de Fourier non nuls :

Ut .= Zﬁi(k‘) ekl ¢ §gF
k40

Nous aurons besoin de décomposer la moyenne rapide UT comme suit :
U* = Ut + (I-mU*,

ou IT = diag(1,1,0,1,1,0,0) € M7(R) est le projecteur orthogonal sur KerA:,jf, la matrice A? étant définie
par (5.3.3) ci-aprés. En d’autres termes, si 'on note U+ = (u®, H*, ¢%), alors le vecteur

NU* = (uf,uf,0, HE, HF,0,0)

consiste en les composantes tangentielles associées a la vitesse u™ et au champ magnétique H*.

Nous verrons aux Paragraphes 5.4.2 et 5.5.6 ci-aprés que 1'on possede deux degrés de liberté sur la
moyenne des profils (U™%),,>1 (i.e. sur les coefficients de Fourier U™%*(0)) : nous choisirons d’imposer
a linstant initial £ = 0 les conditions suivantes :

Ym>1, TU™5(t=0)=0 et HOU™(t=0) = 0. (5.2.2)

Ces choix ont pour but de simplifier la construction des profils (U™, ¥™+1),,>1 en se concentrant sur la
partie “onde de surface” (i.e. la composante dans 'espace S des profils U"%).
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5.2.2 La cascade BKW

Dans la Section 5.5, nous verrons que les profils (U™, Y™ *+1),,>1 doivent satisfaire un ensemble d’équa-
tions, appelé cascade d’équations BKW. Celle-ci s’écrit :

LE@)U = 0, y3 20, Y3=0, (5.2.38)
2.3a
BTUMW + B ULV —9py?2 (6T +67) =0, y3=Y3=0,
et pour tout m > 1,
L;t(a)Um-l-l,:I: — Fm’:t, Y3 2 0, Y3 2 0, (5 ) 3b)
BYUm™tLE 4 BTUTHLT — 9pypm 2 (6 +67) = G+ G™T, g3 =Y3 = 0. o

On renvoie a (5.4.9), (5.4.2) et (5.4.3) pour les définitions de 'opérateur différentiel Ljf(a), les matrices
de bord B*, B~ et les vecteurs 67,6 ~. Les termes sources F™* et G™* dans (5.2.3b) dépendent des
profils (U5%,4771) ;.. 1ls sont donnés par les formules (5.5.10) et (5.5.16) ci-apres.

Aux systémes donnés par (5.2.3) s’ajoute également la cascade d’équations provenant de la contrainte
de divergence nulle (5.0.5) sur le champ magnétique HZ. Il n’est pas nécessaire que l'on explicite ces
équations, étant donné la symétrie des roles joués par uéﬁ et H f Ainsi, dans la derniére composante de
I'équation LT (9)U™ 1+ = F™* pour m > 0, il suffira dans les calculs de remplacer u par H dans les
membres de gauche et de droite lorsqu’on voudra assurer la contrainte de divergence nulle sur le champ
magnétique HZ.

Dans les Sections 5.4 et 5.5, nous démontrerons le théoreme suivant :
Théoréme 5.2.2

Soient une nappe plane de référence U% satisfaisant (H1), une fréquence spatiale & vérifiant (H2),
(H3) et une fréquence temporelle T # 0 vérifiant (H4).

Soit 3 € H>® (T?/’ x Ty) & moyenne nulle par rapport a sa derniére variable 0, et définissant la
perturbation initiale hautement oscillante (5.1.4) du front.

Alors il existe un temps 1" > 0, ne dépendant que d’une norme Sobolev fixée de w%, ainsi que des
profils (U™, ¢™ 1), ., appartenant a I'espace ST x H*([0,T] x T3), vérifiant la cascade BKW
(5.2.3) adjointe des conditions initiales (5.1.7) et (5.2.2) ; ces profils satisfont également les contraintes
(5.5.12b) sur la divergence du champ magnétique et les conditions (5.5.24), (5.5.25) sur les bords fixes
'y etl_.

Ces profils peuvent étre choisis tels que, pour tout entier M € {1,...,6}, la solution approchée
(Ué\gﬁi, %pﬁ) définie par (5.1.8) vérifie les propriétés suivantes :

(i) Ie profil principal UY* et le premier correcteur U** sont purement localisés prés de la surface
libre, i.e. UL* U>* € St ;

(ii) les profils ()"™)a<m<7 associés au front sont & moyenne nulle par rapport a 6.

Remarques. Nous possédons un premier degré de liberté sur le choix de la donnée initiale 1|~ : nous
choisirons celle-ci indépendante de I’entier M qui définit les solutions approchées que ’on veut construire,
et supposerons %3 & moyenne nulle par rapport & sa derniére variable. En revanche, la donnée initiale
(5.1.9) pour la solution exacte Ugﬁ dépendra de Pentier M, car tous les profils U™*, pour m > 1, sont
déterminés pour des temps t € [0,7] (donc y compris en t = 0), ce qui ne laisse plus le choix sur la
donnée initiale que 'on peut considérer. Toutefois, un deuxiéme degré de liberté persiste sur le choix des
moyennes lentes tangentielles initiales Hgm’i(t = 0), pour m > 1, ainsi que sur les moyennes rapides
tangentielles initiales ITU™*(¢t = 0), pour m > 1. Lors de la détermination de la moyenne de U'* au
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Paragraphe 5.4.2, et plus généralement des moyennes des correcteurs (U m’i)ng au Paragraphe 5.5.6,
nous choisirons une donnée initiale satisfaisant ’hypothése simplificatrice (5.2.2).

La trace du profil principal U* sur {y3 = 0} est déterminée de facon unique dés lors que l'on
souhaite construire une solution approchée dont les profils satisfont la cascade BKW (5.2.3). En revanche,
I’expression de ce méme profil pour y3 2 0 quelconque n’est pas unique, et dépend d’un choix arbitraire
d’une fonction de relévement y (introduite au Paragraphe 5.4.4 ci-apres). Cette procédure de redressement
n’est pas nouvelle, et a déja été utilisée auparavant dans les travaux de [Mét04, §4.2], [Les07], [Mar10]
et [Benl4] a titre d’exemples.

A partir du second correcteur U>*, on observe le phénoméne de rectification mis en évidence par
Marcou [Mar10,Mar11] : la composante de U** dans S* est non nulle en général. Ainsi, méme avec un
profil principal localisé prés de la surface libre, les correcteurs (U m’i)ng auront une composante dans
S* non nulle dans tout le domaine. Ce résultat est formulé de maniére précise dans la Proposition 5.5.3 au
Paragraphe 5.5.7 ci-dessous, dans lequel nous donnons également quelques commentaires plus approfondis
sur ce phénomeéne, en comparant nos résultats a ceux de Marcou.

Le Théoréeme 5.2.2 démontre l'existence d’un nombre fini de profils (U m’i,z/)mﬂ) permettant de
définir les solutions approchées (5.1.8). Cette obstruction semble purement technique, et pourrait pro-
venir du choix de ’espace fonctionnel donné par la Définition 5.2.1. L’obtention d’une suite de profils
(U™*, ™), 51 vérifiant la cascade BKW (5.2.3) pourra constituer une piste de recherche future visant
a améliorer le résultat du Théoréme 5.2.2.

Plan. Dans un premier temps, on s’intéresse au profil principal (UY*,1)?) et on généralise, en dimen-
sion trois d’espace, l'analyse faite par Ali et Hunter [AHO3] en traitant des profils auxquels on a ajouté
une dépendance en les variables lentes (¢,y). On verra dans la Section 5.3 que le probléeme satisfait par
(UY#,4?) n’est rien d’autre que le linéarisé du systeme (5.0.1) autour de la nappe plane de référence
(U%*,41). Nous étudierons en détail ce systéme et rappellerons les propriétés des fréquences elliptiques
(1,&1,&2) que 'on consideére ici. Une fois la fréquence elliptique fixée, vérifiant les hypotheses (H2), (H3),
(H4), nous verrons au Paragraphe 5.4.1 que le profil UL*|,, o s’exprime en fonction du profil ¢? unique-
ment. Ainsi, nous nous intéresserons plus particulierement a ce profil et montrerons au Paragraphe 5.4.3
que 9? satisfait une équation non-locale de type Hamilton-Jacobi, analogue au cas des ondes de Rayleigh
en élastodynamique [Lar83, Par85, HIZ95, CW16]. A ce stade, nous aurons donc entiérement déterminé
le profil principal (UY*,4?) (au choix d'une fonction de relévement par rapport a yz = 0 pres). Pour
finir, la Section 5.5 traitera de la cascade BKW dans son ensemble, afin de construire les correcteurs
(U m,E wm“)ng par récurrence, ce qui généralisera les calculs menés pour le profil principal (U L+ V?).

Algorithme de détermination des profils. On résume ci-apres toute la démarche permettant de
calculer les profils (U™*, ¢™*1),,~; par récurrence.

1. Le profil principal (U"*,?).

(a) On détermine en premier licu les coefficients de Fourier UY*(k), pour tout k € Z\{0}, ce
qui construit US~. Pour k # 0, la trace sur {ys = 0} du coefficient de Fourier U'* (k) est

proportionnelle & 12 (k).

(b) On détermine une équation d’évolution non-linéaire de type Hamilton-Jacobi satisfaite par le
profil principal 12, & I'aide de la condition d’orthogonalité (5.4.73). Cette condition est une
premiére étape permettant d’amorcer la résolution du systeme satisfait par le premier correcteur
(U?%,4?), comme I'indiquera la Proposition 5.5.1 ci-dessous. On obtient un profil principal
Y2, ce qui, de surcroit, détermine entiérement la trace Ul ’i|y3:0.

(c) On termine par le calcul du coefficient de Fourier U1%(0).
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(d)

i. La partie (I — II) U L% de la moyenne rapide est obtenue via la résolution d’une équation
différentielle.
ii. La moyenne lente gl’i est obtenue comme solution du systeme linéarisé des nappes de
tourbillon-courant homogeéne.
iii. La seconde partie IIUM* de la moyenne rapide résout un systéme hyperbolique symé-
trique a coefficients constants homogéne. Ces deux derniéres étapes terminent d’amorcer
la résolution du systéme satisfait par le premier correcteur (U**,3).

On reléve la trace U, ’i\yg,:o par rapport a ys3.

A ce stade, le profil principal (UL*,4?) est enticrement déterminé et les termes sources dans le
systeme que doit satisfaire le premier correcteur (U**,43) sont “bien préparés”, au sens ot ils
vérifient une condition du type “alternative de Fredholm”.

2. Les correcteurs.

On se donne m > 1 et on suppose que les profils (Uj’i, Pt j<m ont été construits.

(a)

(b)

(d)

On commence par exprimer les coefficients de Fourier U m+LE (k) pour tout k # 0, a I'aide de
la formule de Duhamel. L’expression de ces coefficients de Fourier en y3 = 0 fait intervenir tous
les profils déja construits (U/F, Pt j<m, ainsi que le correcteur P2,

On détermine une équation d’évolution linéaire de type Hamilton-Jacobi satisfaite par ¢™+2,
a l'aide de la condition d’orthogonalité (5.5.78). Cette condition est une premiere étape pour

N

amorcer la résolution du systéme que devra satisfaire le correcteur suivant (U™2% m+3) A

1+
ce stade, le correcteur 12 et la trace UJ"" ™| ;=0 sont connus.

On termine par le calcul du coefficient de Fourier U™ +5%(0). On adopte exactement la méme
démarche qu’a 1'étape (1c). La seule différence est que les systémes d’équations & résoudre
deviennent inhomogenes, ce qui donnera lieu au phénomene de rectification énoncé par la
Proposition 5.5.3 ci-dessous. Cette étape termine d’amorcer la résolution du systéme que devra
satisfaire le correcteur suivant (U™+2% ¢pm+3),

On releve la trace U," +1’i|y3:o par rapport a ys.

Le correcteur (U™+1#F 4)m+2) est alors complétement déterminé et les termes sources du systéme
satisfait par le correcteur suivant (U™+%% ™+3) sont “bien préparés”. On procéde ensuite par
récurrence sur ’entier m.

5.3 Analyse de stabilité : condition de Lopatinskii faible et fréquences
elliptiques

5.3.1 Rappels sur le systeme linéarisé des nappes de tourbillon-courant

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au profil principal (U1, ?). Pour déterminer ce profil, nous allons
voir que l'on pourra se ramener a I’étude du systeme linéarisé des nappes de tourbillon-courant autour
de la nappe plane (5.1.1). Nous étudierons donc ce probléme, en rappelant les principaux résultats de
[MTTO8] sur la condition de Lopatinskii faible, et les fréquences elliptiques associées (voir également
[Syr53, Cha61, Axf62]). Pour I'instant, nous reprenons une fréquence (7,&1,&) € R? quelconque, avec
&' # 0, et considérons une solution exacte de (5.0.1) ayant un développement asymptotique sous la forme
(5.1.5), (5.1.6).

En tenant compte des nouvelles variables (¢,4/,y3, Y3, ) dont dépendent les profils U™ dans (5.1.5),



118 CHAPITRE 5. ONDES DE SURFACE POUR LES NAPPES DE TOURBILLON-COURANT

nous devrons tenir compte des regles de dérivation suivantes :

Oupe
By «— Oy — O Oy, — tj’ Oy, +gag,
8£E‘ £ ] .
Oy, < By, — O e Oy — ;‘D By, + %ae, ji=1,2, (5.3.1)

1
Opy > Oy, + g3y3.
On calcule :
. = e g% + O(e?),
Ou,t0e = €& 0p0° + O(e?), j=1,2,

puis on procede a un développement de Taylor des fonctions f; au voisinage de U 0% .

Fi(UF) = fj(U5) + e V{USH) UV + O(2). (5.3.2)

On “dérive” I'équation (5.3.2) par rapport a z; (la dérivée du terme O(g?) donnant un O(e)), on injecte
dans (5.0.4) et on tient compte des regles de dérivation (5.3.1), pour ensuite identifier les puissances de
e. Rappelons ici que 'on ne s’intéresse qu’au profil principal (U'*,2); on renvoie & la Section 5.5 ot
'on généralisera cette démarche a tout ordre V. En identifiant les termes en €°, on obtient une premiere
équation satisfaite par le profil UL*, que I'on simplifie en définissant les matrices de M7(R) suivantes :

Vi=1,2,3, A7 :=VfU") et AT :=7Ai+GAT + HAY. (5.3.3)

On renvoie a ’Annexe A.1 pour U'expression détaillée des matrices jacobiennes A;E et de A*. Le profil
principal UL* doit satisfaire 1’équation :

AT Oy, UM + AT U =0, Y320, 0T, (t,9,y3) €[0,T] x T?* x I. (5.3.4a)

Remarquons que la matrice /13jE n’est pas inversible : le probleme des nappes de tourbillon-courant incom-
pressibles est qualifié de caractéristique, par opposition au cas non-caractéristique des ondes de choc pour
lequel I’équivalent de (5.3.4a) est une équation différentielle ordinaire en Y3 pour chaque mode de Fourier
par rapport & 6. Notons que les variables lentes (¢,%/,y3) jouent un role de parameétres dans (5.3.4a). 1l
faut également adjoindre au systéme (5.3.4a) la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique.
Cette condition s’écrit :

OviHy™ + €10pH!™ + &0pHy™ =0, Y320, 0€T, (t,y,y35)€[0,T]xT?>x L. (5.3.4b)

Passons maintenant aux conditions de bord du systeme (5.0.1). Pour simplifier les calculs, rappelons
la définition (5.1.2) des réels a® et bT :

0,+ 0, 0,4+ 0+
ai::&ul +&uy, bi3:§1H1 +& Hy ™,

et posons également
=74 at. (5.3.5)

En procédant exactement comme précédemment, l'identification des termes en ! permet d’obtenir les
trois conditions de bord suivantes pour le profil principal (U, ?) :

Wi = o0,
Hy ™ |ys=vs=0 = bF 9p9)?, (5.3.6)
[q1|y3=0] =0.
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Dans (5.3.6), et dans tout ce paragraphe, le crochet [] désigne le saut & travers {Y3 = 0}. Prétons
attention au fait qu’ici les conditions de bord concernent la “double” trace sur {y3 = Y3 = 0}; nous
verrons ultérieurement comment nous ramener a une trace “simple” sur {Y3 = 0}. Pour l'instant, on
n’entre pas dans les détails concernant les conditions sur les bords “haut” et “bas” I'y et I'_; on y
reviendra au Paragraphe 5.4.4.

Finalement, le profil principal (U'*,)?) doit satisfaire le probleme (5.3.4), (5.3.6). Afin de résoudre
ce probléme, on commence par décomposer en séries de Fourier ULT et 1% par rapport & la variable
tangentielle rapide §. On définit pour cela le k—ieme coefficient de Fourier de UM* par :

N 1 r2r .
UYE(Ys, k) == 27/ UYE(vs,0) e ™ d, ke, (5.3.7)
™Jo
et de méme pour 122(k:) En décomposant le probléme linéaire (5.3.4a), (5.3.6) mode par mode (par rapport
a ), on obtient la famille d’équations différentielles suivante (& t,y', y3 fixés) :

Af Oy, UV (Y, k) + ik AT UYE(Ys,k) =0, Y320, keZ, (5.3.8)

avec les conditions de bord N
U™ |ys=vz=0 = tkc™ 1%,

ﬁ§7i’y3:Y3:O = Zk b:t &27 (539)
[q1|y3:0] =0.

Le systéme (5.3.8), (5.3.9) correspond exactement au systéme linéarisé étudié dans [MTTO08], ou (k&1, k&2)
joue le role de w € R? (dans les notations de [MTTO08, §4]). En omettant temporairement les exposants
0% associés & la nappe plane U%*, et les exposants * associés aux quantités c¢*, b™ et U LE les équations
du systeme (5.3.8) s’écrivent en détail :

wy Oy, Uk — Hy Oy, HY + ik(c + Eyur) @ + ik&ouy U — ik(b+ & Hy) HY — ik&yHy H)

+ik&1 gt =0,
Uz Dy, Wy — Ho Oy, Hy + ik&us U} + ik(c + Eus) U — ikéy Hy H — ik(b + & Ho) H}
+iké @' =0,
By,q" + ikctl — ikb H} =0, (5.3.10)

Hy Oy, — uy Oy, HY — ik&yHy G} + k& Hy G + ik(1 + &yug) HY — ikéouy HY = 0,
Hy By, Wb — up Oy, H + ik€ Hy 0} — ik& Hy U — ik€yug HY + ik(T + & uy) H =0,
—ikbu} + ike HY = 0,

Oy, s + ik&r Ul + ik& Ul = 0.

Notons que la derniére équation du systéme (5.3.10) correspond a la contrainte de divergence nulle sur
la vitesse. N’oublions pas qu’il faut adjoindre & (5.3.10) la contrainte sur le profil H'* provenant de la
contrainte de divergence nulle (5.0.5) ; nous réécrivons ces deux équations ci-dessous par commodité :

Oy, U3 + ik& U + ik& U = 0, (5.3.11a)
Oy, Hy + ke H +ik&y Hi = 0. (5.3.11b)

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons k # 0. En injectant les contraintes (5.3.11) dans les
16re. 2¢ 4¢ et 5° équations du systéme (5.3.10), on obtient le systéme équivalent suivant :

cit —bH! + & =0, j=1,2
Oy, +ikctl —ikbH3 =0, (5.3.12)
—buj+cHj =0, j=1,2,3,
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auquel on a omis d’ajouter les contraintes (5.3.11) pour plus de clarté. Pour résoudre les équations de
(5.3.12), on peut se ramener & I’étude d’un systéme satisfait par la pression §' uniquement, comme
dans [Syr53,Cha61,Axf62, MTTO8]. Pour cela, on dérive par rapport a Y3 la deuxiéme équation de (5.3.12),
et on utilise les contraintes (5.3.11). On obtient I’équation :

Rd' + K (G al+ &ah) — k2 (6 Al + & AY) =0,

Enfin, en utilisant la premiere ligne de (5.3.12) (pour j = 1 et j = 2), on en déduit une EDO d’ordre 2
satisfaite par la pression (on réécrit désormais les exposants jE) :

KRG — K |2 =0, Y320. (5.3.13)

Ceci n’est rien d’autre que la linéarisation autour de la nappe plane de I’équation de Laplace satisfaite par
la pression ¢! que 'on avait obtenue dans le Chapitre 4. Il reste maintenant & déterminer les conditions
de bord en {y3 = Y3 = 0} pour g-'* et sa dérivée premiere. On sait déja que le saut [7*|y5=0] est nul (voir
(5.3.9)). Pour la dérivée premiere, on prend la “double trace” de la deuxiéme équation de (5.3.12), puis
on utilise les conditions de bord (5.3.9). On aboutit finalement au probleme de Laplace unidimensionnel
suivant satisfait par la pression gh% :

R.q-= - K2 |¢)P g =0, y3 20, Y320,
(@ [ys=0] = 0, ys =Y3 =0, (5.3.14)

Oy G lys=0 = K2 ((¢5)? = (b5)%) ¥?, g3 =Y3=0.
Il est a noter que y3 n’est qu'un parametre dans la premieére équation du systéme (5.3.14). La résolution

du systeéme (5.3.14) pour y3 = 0 se fait sans difficulté. D’abord, la premiére équation de (5.3.14) montre
que gbF est engendré par les fonctions exp(|k||€'|Y3) et exp(—|k||£'|Y3) :

al7i(y3’}67 k;) - )\i(y37k) e*““”i’\ys + Mi(yg’k) e|k||§'|Y37 VYs =0, Vs > 0.

Les solutions recherchées devant au moins étre dans Lg;, il est donc nécessaire d’avoir pt = X" =0 (sinon
la solution croit en exp(|k||¢’||Y3])). On peut donc écrire ¢4F sous la forme

GV (ys, Ya, k) = 5 (ys, k) eTHIENS e >0 vz 20

Notons que les coefficients 4+ dépendent en fait de (¢,y,k) car les variables (¢,%) jouent un role de
parameétre dans la premiére équation de (5.3.14). Il reste maintenant & déterminer ces coefficients, grace
aux conditions de bord de (5.3.14). La premiére condition de bord donne en premier lieu :

7+(y3 =0, k) = ’Y_(y?) = ka)
Ainsi, la deuxiéme condition de bord sera satisfaite si et seulement si (rappelons que I'on a supposé k # 0,
et que l'on cherche des solutions non triviales, 7.e. g # 0 et 1}2 # 0 pour au moins un mode de Fourier
k#0):

() + ()P = (") + (b7)% (5.3.15)
Comme pour la théorie des systémes hyperboliques [BGS07], I'égalité (5.3.15) s’apparente a ’annulation
d’un déterminant de Lopatinskii (voir [MTTO08]), que I'on peut définir comme suit :

A(r,61,6) = (") 4+ (¢7)? = (b%)* = (b7)?
=212 + 2" +a )T+ (a") P+ (a7)2 = (b7)? = (b7)2

Ceci n’est rien d’autre qu'un polyndéme de degré 2 par rapport a 7, dont on peut facilement connaitre
les racines. Sous I'hypothéese de stabilité (H1), on montre que A admet exactement deux racines simples
et réelles 11 = 11(£1,&2) et 7o = 72(&1,&2) : seule la condition de Lopatinskii faible est donc vérifiée.
Nous donnons tous ces détails au paragraphe suivant. Une telle fréquence est appelée fréquence elliptique,
car elle correspond au cas ou (7,£1,&,£3) € R? x iR : on a & = =+i|k||¢/| € iR, donnant lieu & une
décroissance exponentielle des fonctions (ul’i, HL*E ql’i)]%:g par rapport a la variable normale Y3 (pour

k # 0). Ensuite, on va reconstruire le profil principal (u'*, H*, ¢*) pour tout y3, qui sera également
a décroissance exponentielle par rapport a Ys.

(5.3.16)
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5.3.2 Déterminant de Lopatinskii et vitesse de groupe

Racines du déterminant de Lopatinskii. Notons D le discriminant réduit du polynéme A défini
par (5.3.16), vu comme polyndme de degré 2 par rapport a 7. Nous avons

D= (a* +a7)” = 2((a*)* + (a7)? = (b%)* = (b7)?)

5 5 5 (5.3.17)
— (624 (b)) - (aF —a )

Le discriminant D = D(¢’) est une forme quadratique par rapport a ¢ € R2. Si D est définie positive,
alors le déterminant de Lopatinskii posséde deux racines réelles 71 et T qui s’expriment en fonction de &’
comme suit :

=) = %( —at—a +VD), m=mn(E)= %( —a*—a~ VD). (5.3.18)
C’est le cadre dans lequel la condition de Lopatinskii simple est vérifiée : on renvoie notamment & [MTTOS]
pour une discussion plus approfondie sur la stabilité linéaire des nappes de tourbillon-courant planes; le
probléme des nappes de tourbillon-courant planes est dit faiblement bien posé. Nous allons voir que sous
la condition de stabilité (H1), la forme quadratique D sera effectivement définie positive. La matrice de
la forme quadratique D relativement & la base canonique de R? est donnée par :

07+ 07_ 07+ Oa+ Oa_ 07_
( 2((HY ™)+ (Hy7)?) = [uf]? 2(Hy"Hy" +Hy Hy™) — [U(l]”ug]>
0,+ 770,+ 0,— 770,— 0,+ 0,~
2 (Hy"Hy™ + Hy " Hy™) — [uf][uf)] 2((Hy™)? + (Hy™)?) — [ug)?
Cette matrice est définie positive si et seulement si son déterminant et sa trace sont strictement positifs.
Apres calculs, nous obtenons les deux conditions :

|HO x WO + |HO x [u0])? < 2|HOF x HO P, (5.3.19a)

1
5 WO < [HOFF o+ [HO

(5.3.19b)

La condition (5.3.19a) n’est rien d’autre que I’hypothése de stabilité (H1) ; la deuxiéme condition (5.3.19b)
est quant & elle redondante, car elle découle de (5.3.19a). En effet, comme les vecteurs H%+ et H%~
ne peuvent étre colinéaires afin de satisfaire (5.3.19a), il forment une base de l'interface plane R?. Par
conséquent, on peut écrire

W] = o H*" + o~ HY,

ot at et a~ sont des réels vérifiant (at)? + (a7)? < 2 d’apres (5.3.19a). Ainsi, en utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, puis I'inégalité de Young, on obtient :

2 _ _ _ _
[W¥])” < (@) HY P + (a7 )2 [H" ) + 2|’ o~ | [HY|[H|
< ((a*)z—i—(of)Q) (]HO’ﬂZ + |Ho,f 2)
< 2<|H0,+|2 + |£[0,—|2)7

d’ott I'inégalité (5.3.19b) satisfaite par la trace de D. Finalement, sous ’hypothese de stabilité (H1), nous
avons bien deux racines réelles distinctes 71 et 7o du déterminant de Lopatinskii (5.3.16), paramétrées par
¢'. Dans la suite, on se fixe une telle racine (7,£1,£2) de A, c’est-a-dire

T=r1(&,&%) ou T =7 E)
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Vitesse de groupe. Au Paragraphe 5.4.3, nous déterminerons le profil principal 42, et montrerons
que celui-ci satisfait une équation non-linéaire non-locale de type Hamilton-Jacobi sur le bord {y3 =
0}. Cette équation comporte notamment une partie de transport, c’est-a-dire s’écrivant sous la forme
0y — v - V,. Nous verrons que la vitesse de transport v coincide avec la vitesse de groupe associée a la
variété caractéristique {7 — 71(¢’) = 0}, si I'on a choisi la racine 71 du déterminant de Lopatinskii; on
rappelle la définition de la vitesse de groupe ci-apres (voir également [CG10,Mar10,BGC12]).

Comme la forme quadratique D en (5.3.17) est définie positive, on remarque que T est racine simple
du déterminant de Lopatinskii. En effet, nous avons :

O-A(1,¢) =47 + 2(a" +a7).

Ainsi, en évaluant en (7,&;,§>), il vient :

O, A(1,8) = 2(—at —a” £VD) + 2(a" +a")

(5.3.20)
= +2VD # 0.
La vitesse de groupe v associée a la fréquence (7,{’) est définie comme suit! :
v = +Ven(r,£), (5.3.21)

en ayant choisi 7 = 71(¢’). On factorise A par rapport & 7 :

A(r,g) = (r—7(£)) (r — 2(£)).
Posons (7, &) := (7 — 12(¢’)) ; un rapide calcul montre que

O A(r, &) = 0(7, &),
O, A(r, &) = —0(z,&) 0, (&), j=1,2

Comme (7,§') est racine simple de A, on peut affirmer que 0(z,§’) # 0; par conséquent, les composantes
de la vitesse de groupe v vérifient :

de. A
S (rg), j=1.2 (5.3.22)

Uj = angl(él) = _BTA §)s

La relation (5.3.22) nous permettra d’identifier les coefficients apparaissant devant le terme de transport
dans ’équation (5.4.95) satisfaite par les coefficients de Fourier 122(14:) du profil principal 2. D’abord,
en vertu de (5.3.20), ’équation (5.4.95) sera bien une équation d’évolution. Par ailleurs, les coefficients
apparaissant devant les dérivées tangentielles 0,, et 0y, sont reliés a la vitesse de groupe v (ce résultat
est obtenu par Marcou [Marl0] dans un cadre général et Coulombel-Williams [CW16] pour les ondes de
Rayleigh en élasticité non-linéaire ; nous le mettons en évidence dans notre cas particulier, pour le systeme
des nappes de tourbillon-courant). Nous avons explicitement :

0:A =227 +at+a) =2(ct+¢7) #0,
puis

J

0, 0,— 0, 0,— — 0, 0,— ;—
3§.A:2T(uj++uj )+2(uj+a++uj a ij+b+ij b)

J— + 07+ - 077 + 07+ - 077
—2(6 u; "t + e u; —-b Hj —b Hj )

'En choisissant de paramétrer la variété caractéristique associée a 71 par {7 —71(¢') = 0}, la vitesse de groupe correspon-
dante est définie par convention avec un signe “+” dans (5.3.21), et donne lieu & lopérateur de transport 9y — v -V, ; en
revanche, si l'on avait choisi d’écrire la variété caractéristique sous la forme {r + 71 (¢’) = 0}, on aurait encore défini v avec
un signe “4” dans (5.3.21) et on aurait abouti & 'opérateur de transport d; +v - V.
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Les composantes de la vitesse de groupe valent donc en vertu de (5.3.22) :

ct u2’+ +c u?’_ — bt ]'17;-]’Jr —b H]Q’_

ct +c™

Ainsi, les coefficients devant les dérivées tangentielles 0, et 0, dans I’équation (5.4.95) coincideront bien
avec les composantes v; et vo de la vitesse de groupe. En particulier, ces coefficients sont réels, ce qui
donne un premier critére raisonnable pour penser que I’équation (5.4.95) sera bien posée.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous nous fixerons & nouveau une fréquence (7,&1,&) € R? (on
omettra les barres soulignées) satisfaisant les hypotheses (H2), (H3), (H4) énoncées dans la Section 5.1.
On verra plus loin l'origine de la restriction 7 # 0.

5.4 Cascade BKW : détermination du profil principal (U}, ?)

L’objectif de cette partie est de construire le profil principal (Ul’i7 ¥?) du développement BKW (5.1.5),
(5.1.6). On y détaille complétement la résolution, ce qui nous aidera a comprendre la méthode générale
pour construire tous les correcteurs (U™*, ¢™ 1), >0 par récurrence. On rappelle qu’en procédant & un
développement de Taylor & ’ordre 1 en €, nous avions obtenu dans la Section 5.3 le systeme (5.3.4a), (5.3.6).
Pour tenir compte de la périodicité par rapport a 6, on avait ensuite décomposé mode de Fourier par mode
de Fourier le probleme sus-mentionné. Pour tout k € Z, le systeme satisfait par le k—iéme coefficient de
Fourier UY* (Y3, k) était alors donné par (5.3.8) avec les conditions de bord (5.3.9). Par souci de clarté,
nous réécrivons ce systéme ci-apres, en définissant 'opérateur différentiel L,f = A3i8y3 + ik AT

LEUY(Ys,k) =0, y320, Y320,
3™ =ik P k), y3=Y3 =0,
Hy* =ik b= (k), ys=Y5=0,
[6]207 y3:Yv3:O-

(5.4.1)

N’oublions pas d’adjoindre & (5.4.1) la contrainte (5.3.11b) provenant de la contrainte de divergence nulle
sur le champ magnétique. Pour simplifier les notations, on définit les matrices de bord BT, B~ € M;7(R)
suivantes :

001 00 O0O 000 O0O0O 0O O
000 O0O0OT1TO0 000 O0O0OO0O O
BtY:=10 000000 B =0 01 0 0 0 0]; (5.4.2)
000 0O0O0OTGO O 0 00O0O0OT1 O
000 O0O0O0OT1 00 0O0O0O0 —1
ainsi que les vecteurs 67,6~ € R :
6" = (c¢",b",0,0,0), 6 := (0,0,¢,b",0). (5.4.3)

Remarquons que la matrice par blocs B := (BT B™) € Mj514(R) est de rang 5, ce qui correspond aux 5
conditions de bord du systéme (5.4.1). Nous pouvons réécrire ce dernier systéme sous la forme matricielle
suivante :

(5.4.4)

LEUYE =0, y3 =0, Y320,
BTUY + B-UY —iky? (6T +67) = 0, y3=Y3=0.

Le profil principal (U, ?) apparait également dans le systéme que doit satisfaire le premier correcteur
(U?*,43). Nous dérivons ci-aprés ce systeme.
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Comme effectué dans la Section 5.3, on procede a un développement de Taylor des fonctions f;,
dorénavant a l'ordre 2 en ¢ :

1
[(UZ) = f;(U%F) +e AF UM + 2 AF U + 2 2 V2 f(UNF) (UM, UN5) + O(?), (5.4.5)
ot l'on rappelle que A;t désigne la matrice jacobienne V f;(U%*) (cf. Annexe A.1). On notera également

Aj('?') = v2fj(U07i)('v')' (5.4.6)

On renvoie & I’Annexe A.3 pour I'expression détaillée des différentielles secondes A; (qui de surcroit ne
dépendent pas des états “+” et “—"). En “dérivant” I’équation (5.4.5) par rapport & z;, puis en suivant
la méme procédure qu’au Paragraphe 5.3.2, Iidentification des termes en ! donne ’équation suivante :

3
A Oy U 4 AU = — (AU + Y AF 0, UM) + g0 A 0, U (5.4.7a)
j=1

1,2
-3 ( ij 80Aj(U1,i7 Ul,i) + aygAs(Ul’i, Ul’i))
j=1

1
~Ff. (5.4.7b)

::—F1i+F2i—2

Pour étre consistant avec (5.2.3b), on appellera F'* le terme source dans (5.4.7b) :

1
FYE .= —FF 4 FF - §F§E. (5.4.7¢)

On développe également les conditions de bord du systeme (5.0.1) a 'ordre 2 en ¢, et on identifie les
termes d’ordre €2 pour obtenir sur {y3 = Y3 = 0} :

2 E ysmvsm0 = ¢F OpY® + atw2+2u°i (Z{, T )aw% (5.4.8a)

H327i‘y3=Y3=0 = bt 801/}3 + ZH]Q’i 8yj¢2 + (Z@ H}’i|y3:y3:0) (%W, (5.4.8b)
j=1 j=1

(4] = 0. (5.4.8¢)

Pour simplifier les notations, on introduit 'opérateur différentiel LJjE (0) suivant :

L7 () := Ay Oy, + A" 0y, (5.4.9)
ou l'indice “f” signifie “fast”, pour désigner les variables rapides. On définit également les termes sources

de bord
G'* = (Gy,G5,0,0,0), GY” :=(0,0,Gy,Gy,0), (5.4.10a)

ot les composantes GT et G5 sont données par :
= opp® + Zuo *9, (Zgj T ) e, (5.4.10D)

2
ZHH@ (Z 7 lys=ve= )%zﬂ (5.4.10¢)
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Le systeme satisfait par le premier correcteur (U 2.+ ¥3) se réécrit sous la forme :

L}t(a) Urt = FLia Y3 2 0, Y3 2 0, AS T,
BTU?T + B7U?™ - 9py® (6T +67) = Gt + GL—, y3=Y3=0, (5-4.11)
auquel il faut adjoindre la contrainte sur H>* provenant de la contrainte de divergence nulle sur le champ
magnétique. On rappelle que cette équation est analogue a la 7¢ composante de 1’équation Lf(@) U+ =
F1% o I'on remplace u par H dans les membres de gauche et de droite. Les variables (t,y’,y3) jouent
une fois de plus un rdle de parameétres dans I’équation aux dérivées partielles rapide du systeme (5.4.11).
Attention toutefois & y3 qui, & I'inverse de (¢,3’), n’est plus un parameétre dans les conditions de bord de
(5.4.11). Notons que les termes sources F1'F et G1F ne dépendent que du profil principal (U'*,4?) et
de la nappe plane de référence U%=.

Comme pour (U'*,4?), on décompose en modes de Fourier le systéme (5.4.11), et on obtient pour
tout k € Z :

LE 02t = Pt 20, Yiz0,
BYU>t + B~ U —iky? (6t +67) = GHT + G, ys=Y; =0. (54.12)
La résolution du systéme (5.4.12) va nous donner une condition nécessaire sur les profils ULE et 42
les termes sources (}A?’ Li,él’i) doivent appartenir a l'image d’un certain opérateur (qu’on choisit de
ne pas expliciter ici par souci de clarté), qui a un noyau de dimension 1. Dans le méme esprit que les
opérateurs de Fredholm, la condition d’appartenir a I'image de l'opérateur se traduira par une relation
d’orthogonalité que devront vérifier (ﬁ 1’i,@1’i) car Iopérateur en question n’est pas inversible. Cet
argument est détaillé de maniére précise ci-aprés via la relation de dualité (5.4.73), qui est analogue &
celle obtenue dans [BGC12].

A ce stade, les deux systémes auxquels on s’intéresse pour calculer le profil principal (UYHE, %) sont
donc (5.4.4) et (5.4.12) (sans oublier les contraintes que doivent satisfaire les profils H1* et H>* associés
au champ magnétique).

5.4.1 Résolution du probléme homogeéne satisfait par le profil (U'*, ?)

Nous commengons par résoudre le probléme homogene (5.4.4) satisfait par U LE(k). Dans ce paragraphe,
nous supposerons k # 0, et reviendrons ultérieurement sur le mode de Fourier k = 0.

Remarquons que si U* est solution de LFU* = 0, alors V*(Y3) := U*(kY3) est solution de LV* =0,
et V¥ est solution de Lfkvi = 0, dans le cas ou k > 0. Lorsque k£ < 0, nous avons un résultat similaire en
posant W (Y3) := U*(—kY3) ; en effet, W* est solution de L¥, W* = 0 et W est solution de LF W= = 0.
Ainsi, la détermination des solutions de LE¥U* = 0 suffit & connaitre les solutions de ’équation LfVjE =0
pour tout k #£ 0.

En vue de résoudre le probléeme (5.4.4), on commence par chercher les modes propres du systéme
LftU + = 0; si la matrice Af était inversible (ce qui n’est pas le cas ici), on chercherait les éléments
propres de la matrice z'(A:,,jf)*1 A* afin de diagonaliser notre systéme. On proceéde de facon similaire en
cherchant des solutions de la forme e“¥3R, ol R est un vecteur constant de C”. En s’inspirant de ce qui
a été fait dans [AHO3], on peut voir qu’il n’y a que deux modes propres associés au systéme LfU =0, 4
savoir +1 et —1 (et compte tenu de la remarque précédente, les modes propres du systéme LfUjE = 0 sont
+k et —k). C’est le résultat que I'on a déja obtenu dans la Section 5.3, out l'on avait w = i3 = +|k||¢/|
(selon le signe de y3). En effet, en explicitant les équations du systeme Lfﬁ L# = 0 (voir (5.3.10)), nous
nous étions ramenés & une EDO d’ordre deux sur la pression g, & savoir :

8}2/3(}\1,:‘: o k? ‘5/’2 (/J\ld: — 0, }/'3 z 0.
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Comme [¢'| = 1 et k # 0, la fonction g est nécessairement engendrée par les exponentielles e™*¥3. Ainsi,
toute solution de I’équation homogene LfU L% = 0 s’exprime sous la forme

O'#(Ya, k) = a® (k) e RE 4 % (k) o RY, (5.4.13)

ol o (k) et *(k) sont des scalaires & déterminer, et R* est un vecteur générateur de Ker(iA* — Agi)
(défini par (A.1.2), voir I’Annexe A). Comme les variables (¢,y) jouent un role de parametre dans la
premiére équation de (5.4.4), il est important de noter que a® (k) et BT (k) sont en fait des fonctions de

(t:y).
Comme nous cherchons le profil UM+ au moins dans L§;, nous excluons la partie grossierement di-

vergente el¥1Y3l Ainsi, le profil UM* aura une décroissance exponentielle en e~ *II¥3l donnant lieu & une
onde de surface. Le profil U'* se simplifie alors comme suit (on réécrit les variables (t,y) qui jouent un
role de parametres) :

sik>0: Tty Ya, k) = at(t,y, k) e F3RT,
L1, Yo k) = B (6 )R
sik<0: U1 H(ty, Ya k) = Bty k) B R (5.4.14)
UV (t,y,Ys, k) = a (t,y, k) e "R

Il reste & déterminer les coefficients a® et S%. Pour cela, on utilise les conditions de bord apparaissant
dans (5.4.4). 1l faut toutefois faire attention au fait que ces conditions sont posées sur {ys = Y3 = 0}. Or,
comme nous venons de le faire remarquer, les coefficients a* et 3% sont des fonctions de (¢4, y3, k) ; par
conséquent les conditions de bord de (5.4.4) nous permettront de déterminer les valeurs de at(t,y,0,k)
et AT(t,y,0,k). Nous verrons au Paragraphe 5.4.4 comment redresser convenablement ces fonctions par
rapport a ys, ce qui donnera ’expression finale des coefficients de Fourier (A]l’i(t, v, ys, Y3, k) pour tout
k #£ 0.

» Le cas k>0 : les conditions de bord du systeme (5.4.4) donnent :
o (t,y,0,k) = k$(t,y k),
B(ty 0, k) = =k 9?(t,y/ k).
En outre, la condition de saut sur la pression dans (5.4.4) est automatiquement satisfaite. En effet, nous
avons :
[@'] = a*(t.y,0,k) (07)* = (¢*)?) = B7(t,¢/,0,k) ((b7)* = (¢7)?)
= — k(Y k) () + () = () = (b7)?) =0,

car la fréquence (7,&1,&2) annule le déterminant de Lopatinskii (voir (5.3.15)).

» Le cas £k <0 : comme précédemment, nous avons ici :

B—i—(ta y/a 07 k) = —k‘{[)?(t, y,a k)a
a” (t,y,0,k) = k$(t,y/ k).

En résumé, nous avons déterminé ’expression des coefficients de Fourier U li(k‘)|y3:o, pour k # 0, en
fonction des coefficients de Fourier ?(k) du front :

UM (t,y,0,Ys, k) = + |k|02(t, 9, k) eT FY3 RE(E), (5.4.15)

ot le vecteur R*(k) € C7 est défini par (A.2.1a) (voir Annexe A). Ainsi, on constate que Ul’i(k)\%:o,
pour k # 0, est entierement déterminé par le k—iéme coefficient de Fourier du profil principal ¥? associé
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au front. Nous allons voir au Paragraphe 5.4.3 comment déterminer ce dernier profil, qui jusqu’ici est
inconnu. De plus, en posant

+(tay7k) = aJr(ta Y, k) ]lk>0 + B+(t7y7 k) ]lk<07
7(tay7 k) : 67(t7 Y, k) ]lk>0 +a <t7y7 k) ]lk<07

~y
~
on peut réécrire % (k) comme suit :

UYE(t,y, Vs, k) = v5(t,y, k) eTHYs RER), VEeZ\{0}, V(ty)el[0,T]xT?x L. (5.4.16)

Pour y3 # 0, les coefficients de Fourier UM% (k) sont donc déterminés par une fonction scalaire inconnue

~*. Afin d’avoir des profils réels (c’est-a-dire vérifiant UL¥ (k) = UL*(—k) et 92(k) = 12(—k) pour tout
k € Z), il est important de noter que la fonction v vérifie la condition de réalité suivante :

VEeZ\{0}, V(ty) € [0,T]x T? x I+, ~*(t,y,k) = v (t,y, —k). (5.4.17)

L’expression (5.4.15) est également valide & ¢t = 0. Par conséquent, la donnée initiale pour UL
dépend de la donnée initiale associée a 1)? (qui a été notée 13, on renvoie a (5.1.4)). Le choix de la donnée
initiale pour le profil principal U* n’est donc pas libre, mais dépend de 93, ce qui est une conséquence
de lansatz (5.1.5) sous lequel on cherche a approcher la solution oscillante Uai. Cette “contrainte” sur
la donnée initiale s’apparente au cas des développements d’optique géométrique a une phase pour le
probléme de Cauchy associé a un systéme hyperbolique, pour lequel les profils initiaux doivent satisfaire
des conditions de polarisation (voir par exemple [Raul2, p.159], [Lax57]).

5.4.2 Calcul de la moyenne du profil Uh*

Nous abordons dans ce paragraphe le cas du coefficient de Fourier d’ordre 0 de UL*, & savoir ﬁl’i(()).
Nous allons voir que ce coefficient de Fourier est nul, compte tenu du choix (5.2.2) effectué a I'instant
initial.

Rappels. On cherche UM% dans l'espace fonctionnel S+ = S* @ SE. On utilisera la décomposition
(5.2.1) de UY* introduite au Paragraphe 5.2.1 :

UM (ty, Y3,0) = UM (ty) + UV (6y, Ys) + Ul (4y,Y3,0). (5.4.18)

€ S* € S

Le coefficient de Fourier d’ordre 0 de UL* par rapport a @ s’écrit
UY5(0) = UM (ty) + UM (t,y, Va). (5.4.19)

Les fonctions U LE ¢ §* et UM € S sont respectivement les moyennes lente et rapide du profil principal
UL*. Enfin, la fonction Ul % consiste en la superposition des modes de Fourier non nuls de UM* :

Uy, Ys,0) = Y UME(t,y, Vs, k) ™. (5.4.20)
k40

Au paragraphe précédent, nous venons de construire Ul ’i|y3:0 (en fonction de 1)), car nous avons
déterminé tous les coefficients de Fourier UV* (k) pour k # 0 (voir Pexpression (5.4.15)). On verra que la
composante ULt appartient bien & SF du fait de la régularité du profil 1/ que I’on calculera au paragraphe
suivant (on renvoie au Théoréme 5.4.1 ci-apres).
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Pour prendre en compte le noyau de Agt (qui n’est pas réduit a {0}), on notera II le projecteur
sur Ker A3i (qui ne dépend pas des états “+” ou “—7), dont la matrice dans la base canonique de R”
est diag(1,1,0,1,1,0,0). Cette matrice sera également notée II pour simplifier. Ce choix de projecteur
s’explique par le fait qu’on souhaite distinguer dans le vecteur (u, H,q) d’une part les composantes tan-
gentielles (u1,us, Hy, Ho) associées & la vitesse et au champ magnétique tangentiels, et d’autre part les
composantes normales (ug, H3) et la pression g qui jouent un roéle bien spécifique du fait des contraintes
de divergence nulle, qui relient les composantes normales aux composantes tangentielles (voir par exemple
(5.3.11)).

Le coefficient de Fourier UM%(0) s’écrit alors
UM5(0) = UM(ty) + UM (L, Ys) + (I~ ) U (ty, Y5). (5.4.21)

D’apres (5.4.4) avec k = 0, nous obtenons la condition algébrique A3i6‘y3(71’i(0) = 0, pour tout Y3 = 0.
En explicitant les équations de ce systéme différentiel, on obtient :

3G E(0) = By, Tiy™(0) = Oy, Hy™(0) = 0.
Par la décroissance exponentielle de UV & D'infini, on en déduit que

g (t,y, Y3,0) = ¢ (t,y),
Uy (ty, Y3,0) = ub*(t,y), (5.4.22)
Hy™(t,y,Ys,0) = Hi*(ty).

Autrement dit, on peut affirmer que (I —II) UY* = 0. Il reste donc & déterminer gl’i et MU = UL+,
Nous allons pour cela utiliser le systeme (5.4.12) avec k =0 :

N ~ ~ ~ 5.4.23
BHI2+(0) + B-0%-(0) = GU+(0) + G (0), s = Ya = 0. (5.4.23)

{ A3 0y, U>*(0) = F15(0), 320, Y320,
N’oublions pas d’adjoindre au systéme (5.4.23) la contrainte sur le coefficient de Fourier H 2%(0) provenant
de la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique. Le correcteur > n’apparait plus dans le
systeme (5.4.23) ci-dessus, car dyp1p® est & moyenne nulle sur le tore. Par la suite, nous aurons besoin
d’utiliser 'expression de F1%(0). Plus particulidrement, la connaissance de la limite limy, 1.0 F1¥(0)
permettra de déterminer en premier lieu la moyenne lente U L+ Dans un deuxiéme temps, pour calculer la
moyenne rapide U, nous utiliserons les composantes “tangentielles” 1, 2, 4, 5 (correspondant aux vitesse
et champ magnétique tangentiels) du coefficient de Fourier F LE(0). Ci-apres, nous calculons explicitement
ce dernier coefficient, bien qu’au final, seules la limite en Y3 = do00 et les composantes tangentielles de
F LE(0) nous intéresseront. Rappelons que les coefficients de Fourier U LE(k), pour k # 0, sont donnés
par l'expression (5.4.16), ou la fonction (inconnue) y* satisfait la condition de “réalité” (5.4.17). Nous
utiliserons les opérateurs différentiels lents suivants :

3

TEO) = Aoy + Y AT, (5.4.24a)
j=1
2

TH(0) = Agds + Y AT 9y, (5.4.24b)
j=1

I'indice “s” signifiant slow et 'indice “h” faisant référence au variables horizontales (y1,y2).
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La moyenne lente gl’i

Pour calculer la moyenne lente U LE il va nous suffire de passer & la limite Y3 — 0o et de prendre
la moyenne sur le tore du terme source FL'% dans la premiére équation de (5.4.23) (on rappelle que
FU* est donné par (5.4.7)). L’analyse ci-dessous préfigure de maniére plus générale le résultat de la
Proposition 5.5.1.

Tout d’abord, le membre de gauche A¥ dy,U2%(0) de (5.4.23) a une limite nulle en Y3 = +oco. En
effet, comme pour U*(0), on peut décomposer le coefficient de Fourier U%*(0) du premier correcteur
U2 en une partie lente et une partie rapide :

U**(0) = UP*(t,y) + U (t,y, Y3),

avec U>T tendant exponentiellement vers zéro lorsque Y3 tend vers 4oo, ainsi que toutes ses dérivées.

Par conséquent,
lim AT 9y, U%(0) = lim AT &,U>* = 0.
Yaortoo 3 Y3 0) Yaortoo 3 Y3

Il nous reste maintenant & déterminer la limite de FL* en Y3 = o0, puis & appliquer l'opérateur
de moyenne sur le tore T par rapport a 6. Remarquons que ces deux derniéres opérations commutent,
puisque les fonctions que 1’on manipule ici sont tres régulieres (rappelons que l'on procede par “analyse-
syntheése” ; par conséquent, on suppose avoir des profils tres réguliers, car cherchés dans I’espace fonctionnel
S+, devant satisfaire la cascade BKW (5.2.3)).

» Le cas de FljE

Grace a la linéarité de I'opérateur 7;5(9), on a directement :

F{E(0) = AU + TH(9)UM, (5.4.25)
donc on en déduit que
. Sty _ g+ 1+
Y31—1>H:Eoo Fi=(0) = T;-(0)U . (5.4.26)

» Le cas de Fj.
En dérivant par rapport & Y3 I'expression (5.4.20) de UM*, nous obtenons

OYBUI,:I: — 8YBQ1,:|: + Za}%[/jl,i(k) eike'
k#0

Ainsi, d’apres (5.4.16), nous aboutissons &

Oy, UM (t,y,Y3,0) = Oy, UM (t,y,Y3) F D k|7 (t, y, k) e TFY5 o0 RE(K),
k#0

Par conséquent, on en déduit que

FY = 0p? AT 0y, UM ——— 0.

Y3—):|:OO

Puis, en appliquant 'opérateur de moyenne sur le tore T, on a alors

lim F5(0) = 0. (5.4.27)

Yg%ioo
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» Le cas de F;E

Les termes Og A;(U L= U 1’jc) présents dans th ont une moyenne nulle sur T, par conséquent ils n’in-
terviennent pas dans le calcul de la limite limy;, 4 ﬁ?fE(O) De plus, en utilisant (5.4.16) et les mémes
arguments que dans le cas de Ff, on voit facilement que le dernier terme 8y3A3(U1’i, U 1’i) a une limite
nulle en Y3 = £o00. Finalement, nous obtenons

lim FF(0) = 0. (5.4.28)

Y3—>:too

» Conclusion sur la moyenne lente gLi.

En combinant (5.4.26), (5.4.27) et (5.4.28), nous obtenons une équation aux dérivées partielles satisfaite
par la moyenne lente U LE A savoir :

Ei(a)gl,:t — 0.

La contrainte sur le profil H>* que I'on a préalablement ajoutée au systéme (5.4.23) (provenant de la
contrainte de divergence nulle (5.0.5) sur le champ magnétique), donne également

v, -H"F = 0.
De plus, les conditions de bord en {y3 = 0} du systéme (5.4.4) (avec k = 0) s’écrivent?

e U

Attardons-nous maintenant sur les conditions de bord “supérieur” et “inférieur” sur I'y et I'_, intervenant
dans le systéme (5.0.1). La composante normale u§f3 de la vitesse uX doit étre nulle sur I'x.. En considérant
le développement BKW (5.1.5) par lequel on souhaite approcher la solution exacte Ugt7 nous avons a ’ordre
lene:

+1 — o (t,2') 1t +& -

usi’?)(t, z’,:l:l) = 5u:1,ji (t,x’,:l:l — 1/15(75,33’), .

) + O(?). (5.4.29)

Décomposons ensuite la composante normale ué’i dans l'espace fonctionnel S = S* @ St
ug™(ty, Ys,0) = udE(ty) + 'Ly Y5,0), wbtest e st
L’égalité (5.4.29) se réécrit alors :

u§f3(t,x',:t1) = 6g§’i(t,x’,:|:1)
+1 = (t,a)) Tt+& -2 (5.4.30)

9
9 9

+ eob® (t,x’,il — e (t, 7)), ) + O(£%).

Or, on a vY* € SF, donc il existe deux constantes C,§ > 0 telles que, pour tous (¢,z') et € € (0, &),

+1 — (¢, )
()

+1 — o (t,2") t+& -
: )

, C exp [$5
€

b (t,a:’, +1,

IN

IN

C exp(—d/e) exp (5 W) . (5.4.31)

Au vu de la définition (5.1.8) des solutions approchées (Ué\gﬁg, 1/}%1,75) que l'on considérera, il faut interpré-

ter le terme 2 |¢).(¢,2’)| dans exponentielle de (5.4.31) comme étant %]¢%p7€(t, z')|, donc un O(e) lorsque

2La notation [gl] désigne le saut de gl’i en {ys = 0}, qui ne doit pas étre confondue avec le saut de ¢** en {y3 = Y3 = 0}

noté de la méme facon.
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¢ tend vers 0. Par conséquent, il existe une constante Cj; > 0, ne dépendant que de M, telle que pour

tous (¢,2'), on a :

+1 — (b, ') Tt+& -
€ ’ €

vl’i(t,x',:lzl, )’ < Cpre e

Comme Pexponentielle e%/% est un @(e>), on en déduit que le terme e v+ dans (5.4.30) est également
un O(e*°). En conséquence, il nous reste a 'ordre 1 en ¢ :

usy(t, 2!, £1) = eub®(t, 2/, £1) + O(). (5.4.32)

La condition de bord uZs|r, = 0 nous permet d’en déduire que gé’i\p . = 0. Le raisonnement étant
identique pour le champ magnétique normal H, 53, on en déduit également que H é’i‘r . =0.

En résumé, la moyenne lente U L+ — (gl’i,g l’i,gl’i) satisfait le systéme linéarisé des nappes de
tourbillon-courant a coefficients constants, que ’on réécrit sous forme détaillée ci-apres :

81521’:‘: 4 (uo,ﬁ: . V)gl’i o (Ho,ﬁ: X V)gl’i + Vgl’i — 07
8t£1’i + (UO,:I: . v)gl,i o (HO,:i: . v)gl,:l: — 0’
\Y 'ﬂl;t =V 'ﬂl’i = Oa (tvy,ay?)) € [OaT] X TQ X Ii)
. T (5.4.33)
uy® = Hy* = [¢'] =0, y3 =0,
uld = HI* =0, gy = +1,
0

MUY |—0 =0, (v,y3) € T? x Ly.

Notons que la 4¢ ligne du systéme (5.4.33) est également valable a I'instant initial ¢ = 0 : les moyennes
lentes normales initiales gé’ih:o et H é’i|t:0 doivent donc étre identiquement nulles sur I' et sur I'y. En
outre, griace a la contrainte de divergence nulle sur la vitesse, on en déduit que 8y3gé’i\t:0 = 0, donc
en intégrant par rapport a y3, on doit avoir g}i’i]t:o = 0. La raisonnement est identique pour le champ
magnétique, et on a gé’i’t:() =0.

La moyenne lente initiale g17i|t:0 associée a la pression sera, quant a elle, déterminée via la résolution
du probleme de Laplace (5.47.34) ci-apres (on verra qu’elle devra étre identiquement nulle également).
Néanmoins, le choix des moyennes lentes tangentielles initiales IIU 1’i|t:0 est libre, contrairement aux
coefficients de Fourier UV%(k), pour k # 0, que 'on a déterminés en tout temps t € [0, T]. Pour simplifier,
nous choisissons ici un profil principal initial U 1’i\t:0 tel que

Ly ) — (o LE 1% L+ g+ _
MU (t=0) = (w7 uy™,0,H™, Hy™,0,0) = 0,

conformément a (5.2.2).

Nous allons maintenant voir que le systéeme homogéne (5.4.33) admet une unique solution suffisamment
réguliére : la solution nulle. On pourra se référer aux travaux de Catania [Catl3] pour des résultats
d’existence et d’unicité dans un cadre L? d’une solution au systéme linéarisé des nappes de tourbillon-
courant, mais sans les bords fixes “haut” et “bas” I'x. L’analyse du systeme linéarisé (5.4.33) différant
légerement de [Cat13], on choisit de détailler complétement I’étude de ce systéme ci-aprés. Commengons
par étudier la pression (gl’Jr, gl’*), qui satisfait le probleme de Laplace linéaire homogene suivant (dans
lequel ¢ € [0, 7] joue un role de paramétre — y compris & Uinstant ¢ = 0, ce qui donnera automatiquement
la condition initiale restante ¢"*(t = 0) = 0) :

AghE =0, dans QF :=T? x I,
l¢'] = 0.
[8y3§1 = 0, sur I' ;= T2 X {y3 = 0}’ (5434)
Dy L =0, surl4.
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On renvoie au Chapitre 4 dans lequel nous avions dérivé le probleme de Laplace satisfait par la pression
(¢g",q7) pour le systéme des nappes de tourbillon-courant non-linéaire (5.0.1). Le cas du systéme (5.4.33)
est plus simple, car il s’agit du linéarisé autour de la nappe plane {y3 = 0}.

Gréce au théoréeme de Lax-Milgram [Eva98], que I'on applique dans I’espace de Hilbert

H = {(u+,u_) e H{(QM) x HY(Q) ‘ [u] =0 et / ut dr + u dr = ()},

Q+ Q-
on montre qu’il existe une unique solution (g1’+,g1’_) au probleme de Laplace (5.4.34), appartenant a
espace . Afin de conclure sur le systéme (5.4.34), nous avons donc besoin de vérifier la condition de

normalisation

/ g T dr + ¢~ dx = 0. (5.4.35)
= Q- =

Si gb* est solution du systéme (5.4.34) et satisfait la condition (5.4.35), nous pourrons alors affirmer
quelle est identiquement nulle. Voyons maintenant d’ott va effectivement provenir la condition (5.4.35). Il
s’avere que l'on peut imposer a la solution exacte (Uei7 1) du systéme des nappes de tourbillon-courant
(5.0.1) de satisfaire une condition de normalisation sur la pression ¢ (celle-ci étant définie & une constante
(dépendant du temps) pres). En tout temps ¢ € [0, 7], on choisit de normaliser la pression exacte dans le
systéme (5.0.1) en lui imposant d’étre & moyenne nulle sur tout le domaine de référence Q = T? x (—1,1),
c’est-a-dire :

vVt e 0,17, /Q+(t) g (t,x)dz + / ~(t,x)dx = 0, (5.4.36)

ou l’on a posé

QF(t) == {x e Q|zs = Ye(t,2))}.

11 convient maintenant d’injecter les développements asymptotiques (5.1.5), (5.1.6) dans 1’égalité (5.4.36),
et d’identifier les puissances de €. La démarche est la méme que celle permettant d’obtenir les équations
de la cascade BKW (5.2.3). Traitons le cas de ¢, les calculs sont analogues pour ¢ . A Dordre 1 en e,
nous avons d’apres (5.1.5) :

x3 —Ye(t,a) Tt +& o
€ ’ €

) + O(£?).

0 (ta) = eqh (t,x',:cg ety ),

Il nous faut dés lors calculer I'intégrale I} suivante :

_ t / t !,
I+ = gt Tt (t,x',xs — et al), 2 Veltyo >, AR ) dx
% © c (5.4.37)
1=ve(ta’) 1,4+ / Y3 Tt+ gl : y/ /
:/ / q” (tvyvyl’niv )dy3dyv
T2 JO 3 g

ott 'on a effectué le changement de variable (', y3) <> (2/, 23 — 9(t, 2")). On décompose ensuite ¢\ dans
'espace fonctionnel S* @ S} :

¢ty Y, 0) = ¢V (6y) + 4"y, ) F Tty Ys,0),

—
=0 par (5.4.22)
avec ¢ € ST et ot e St Lintégrale de (5.4.37) vaut alors

1= (t,y") 1—ve (t,y") 3 Tt + T
Lt :/ / a7 (ty) dys dy’ +/ / qi*(t,y,yﬁ#) dys dy’
T2 k4 € €

= I (e) + 117 (o).
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Maintenant, en écrivant?

nous avons directement
Qt+ =

Pour traiter 'intégrale Ii’+(5), nous utilisons la décroissance exponentielle de qi’+ :

HC>5>07 Vtayvyéﬂga

art(ty.Ys, 9)’ < Ce %%,

. s 1 . .
En conséquence, lintégrale I, (¢) se majore comme suit :

1_¢S(tvy,) +oo
e <c /TZ/O e dys dy’ < C/O e dys = O(e). (5.4.39)

En conclusion, si 'on réunit les estimations (5.4.38) et (5.4.39), on obtient & l'ordre 1 en ¢ :

[, oy =< [ g (ty)dy + O
[ a

Q:(t) =

Les mémes calculs donnent également pour ¢ :
| atarde = [ g (ty)dy + OE).
Qz (1) 0-=

Ainsi, la condition (5.4.36) sera satisfaite a l'ordre 1 en € si et seulement si

Vit e [0,T], /q (tydy+/ (t,y)dy = 0,

d’ou Iégalité (5.4.35). Ceci achéve de montrer que la pression lente (g1’+, q" ™) est identiquement nulle.

Pour achever la résolution du systéme (5.4.33), il nous reste & déterminer (u'*, H*). Comme nous
avons montré que pour tout ¢ € [0, 7], la pression gl’i est nulle, les deux premieres équations de (5.4.33)
se rééerivent : B

ulE + (w0t - V)ubE — (HO* . V)HME =0,
{ o Ju= = 2 (5.4.40)

atgl,:l: + (uo,i X v)gl,:l: _ (HO,i . V)gl’i =0

D’aprés la définition (5.1.1) de la nappe plane U%*, on remarque que la dérivée normale Oy, n’intervient
pas dans les deux équations du systéme (5.4.40). Posons alors U+ := (ub*, H'F) € RS, et définissons les
matrices symétriques

ME =

J .
; . j=1,2. (5.4.41)

utI; —H)T I
—H)TI, )t

Le systeme (5.4.40) prend la forme d’un systéme hyperbolique symétrique, dont on a fixé la donnée initiale
U*|i=0 & zéro par souci de simplification (voir (5.2.2)) :
HU*T + MO, U + My 9, Ut =0, (t,y,y3) €[0,T] x T? x Iy,
U= = 0

En procédant par méthode d’énergie [BGS07], on obtient alors U+ = 0. Ceci acheve le calcul de la
moyenne lente gl’i, qui est donc identiquement nulle.

3Rappelons que le développement asymptotique (5.1.6) de 1. commence & lordre 2.
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La moyenne rapide U"*

Il reste a déterminer la partie “rapide” du coefficient de Fourier U L£(0), dont on sait qu’elle est polarisée :
nous avons Ub+(0) = UM = UM € KerAZ. Ceci signifie que UM s'écrit

U = a0, B 0,0). (5042

Nous allons maintenant déterminer les composantes “tangentielles” dans (5.4.42) liées a la vitesse et au
champ magnétique tangentiels. Pour ce faire, on considére a nouveau le systéme (5.4.23), mais on ne passe
plus a la limite Y3 — do00. Cette analyse préfigure la encore du cas général traité dans la Proposition 5.5.1.
D’une part, il nous faut calculer explicitement le terme source ﬁl’i(()). Ce dernier faisant intervenir le
profil principal (U'*,4?), nous utiliserons I'expression (5.4.16) des coefficients de Fourier de UM* obtenue
précédemment. D’autre part, la premiere équation du systeme (5.4.23) fait intervenir la dérivée normale
rapide du premier correcteur U**, qui lui est inconnu & ce stade. Pour palier & cet obstacle, il sera
donc naturel d’utiliser les contraintes que doit satisfaire le correcteur U**, provenant des contraintes
de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique. En effet, I'idée est que celles-ci permettent
d’exprimer les dérivées normales en fonction des dérivées tangentielles, ce que nous allons voir plus en
détail ci-dessous.

Pour construire la moyenne rapide UYT qui est polarisée d’apres (5.4.22), nous commencerons par
projeter orthogonalement le systéme (5.4.23) sur KerA3i - puis, afin d’éliminer le premier correcteur U+
inconnu, nous nous servirons de la projection de ce méme systéeme (5.4.23) sur [’orthogonal de Ker AT,
ce qui revient a utiliser les contraintes de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique. Cette
démarche décrit en fait la condition “abstraite” (5.5.46b) annoncée par la Proposition 5.5.1 que doit
satisfaire le terme source FL+.

» Le cas de Fi.

Le terme source Fli a déja été traité; en effet, I'égalité (5.4.25) et le résultat précédent sur la moyenne
lente gl’i donnent
FE(0) = TA(O)UYE. (5.4.43)

Gréce a la polarisation de UM* = IIUM*, on peut affirmer que A§t8y3gl’i = 0 (quel que soit y3 = 0).
Par conséquent, 'opérateur lent 7.5(9) dans (5.4.43) peut étre remplacé par 'opérateur lent tangentiel

T () :

s

FE0) = TZ UMY, (5.4.44)

» Le cas de F;E

En reprenant la décomposition (5.4.18) du profil principal U*, on obtient :

O, UME (L, y,Y3,0) = Oy, UME(t,y,Y3) + D 0y, UM (t,y, Yz, k) .
k#0

Par conséquent, le terme source F;- (dont on rappelle la définition (5.4.7)) s’écrit :
Fif = 002 (t,y/,0) AT 0y, UM (1, y, Y3) + 0o (t,y/,0) AT Y Oy, UM (t,y, Yo, k) . (5.4.45)
k0

Le premier terme du membre de droite de (5.4.45) est a moyenne nulle sur le tore T. Par conséquent, en
appliquant l'opérateur de moyenne sur T, et en utilisant (5.4.16), il vient :

F3(0) = £i Y ey (t,y, ) P (3, —£) T A= RE(0).
LEL
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Ensuite, par définition du vecteur R*(¢), nous avons R*(¢) € Ker(iA* F sgn(¢)AT) (¢f Annexe A.2).
Par conséquent, la moyenne du terme source FQi se réécrit :

FF(0) = + >t 7= (t,y, 0 9 (t,y/, —0) T (£ sgn(0) AFRE(0)). (5.4.46)
LeZ

Notons (ej)1<j<7 la base canonique de C7. En ne gardant que la composante orthogonale & Ker(A3i) de
R*E(¢), on vérifie aisément que

AFR®(0) = AF(I - RE() = +isgn(l) (FAfes + b ATes) + (05)% = (¢5)?) Afer.
| I—
=e3
Nous renvoyons a I’Annexe A.1 pour I'expression des vecteurs <A§t€3 , AgteG , e3) qui engendrent Im(Agt).
Maintenant, pour alléger 1’écriture de Ff(O), on pose :

Ny, Ya) o= i S 07 (0 P2ty —0) TS,
LeZ

(5.4.47)
Ly, Ya) = (057 = (5)2) D@y  (ty, O D3ty —0) T,
LeZ
de sorte que la moyenne de F;E sur le tore s’écrit finalement
EF(0) = AF (CiAgteg + biASieG) + pFes. (5.4.48)

Ceci achéve provisoirement le traitement du terme source Fj5(0).

» Le cas de F3i

D’abord, remarquons que les dérivées dpA; et dpAg présentes dans F5(0) (voir (5.4.7)) ont une moyenne
nulle sur le tore. 11 suffit donc de traiter le terme associé & Az. On a en particulier? (avec la convention

de sommation d’Einstein pour les indices répétés p,q € {1,...,7}) :
Ag(UME,UTE)(0) = 02, f3 TLE(0) TME(0) + 3002, f3 ULE(0) UHE(—0). (5.4.49)
10

D’une part, en écrivant (A]l’i(O) = UM et en dérivant par rapport a Ya, le premier terme de droite de
(5.4.49) donne :

Oy, (02,130 (0)UF(0)) = 282, fs Up* U™, (5.4.50)
Comme UY# est polarisé, il est de la forme (5.4.42). Ainsi, en tenant compte de Pexpression (A.3.8) de

la différentielle seconde As (c¢f. Annexe A.3), le terme donné par (5.4.50) est identiquement nul. D’autre
part, en utilisant (5.4.16), le deuxiéme terme a droite de (5.4.49) s’écrit comme suit :

N 02 fa Uy (O UpE(—) = > 4* 0)eF205 92 fa RE () RE(—0).
(40 140
Gréace a la symétrie des dérivées secondes de f3, on peut écrire :

7
Yo O REORE(—0) = RfsRE(ORE(—E) +2Re | > 92 fsRE(D)RE(—L)

1<p,q<7 p=1 1<p<q<7

= S5 + 2Re [$5°],

4Les notations adoptées dans les calculs ci-aprés sont expliquées en détails dans ’Annexe A.3.
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ot les quantités S5 ¢ et S5~ sont données explicitement en annexe par (A.3.9) avec k = 0. Comme S§~1

est imaginaire pur, on aboutit a 'expression :

S B ARORD = 2( - ) e

1<p,q<7

En dérivant par rapport a Y3, nous obtenons finalement :

FF(0) = £4((b%)2 = (¢4)?) STl AEE y, 0 A E (L y, —0) eT2AYs oo
e

Remarquons ici que seule la troisieme composante de ﬁgt(O) est non nulle ; en particulier, les composantes
tangentielles 1, 2, 4, 5 auront une contribution nulle. Pour la suite, simplifions les notations en posant

vty Ya) = F2((07)° = (¢5)?) D v (thy, O) v (8 y, —0) 7215, (5.4.51)
LeZ

de sorte que la moyenne de ng sur le tore vérifie la relation

-5 FF(0) = vFes. (5.4.52)

» Conclusion sur la moyenne rapide Ub™.

En utilisant (5.4.44), (5.4.48) et (5.4.52), le terme source F'1¥(0) se réécrit de la fagon suivante :
FYA0) = — ﬂ%(a)gl’i + AT (ciAgfe;; + biAgEeﬁ) + (= + yi)eg

Revenons au systéme (5.4.23) : en écrivant U%%(0) = U%*(t,y) + U**(t,y,Y3), on aboutit finalement &
I’équation :

AT U = — ﬁf(a)gli + A\t (ciAgteg + biA§t€6> + (0 + vF)es, (5.4.53a)

a laquelle il ne faut pas oublier d’adjoindre la contrainte sur le profil H>* issue de la contrainte de
divergence nulle sur le champ magnétique. Cette équation s’obtient & l'aide de la 7¢ composante de
(5.4.53a) dans laquelle on remplace v par H dans les membres de gauche et de droite. Nous avons
explicitement :

Oy, Hs™ = — 9, Hy™ — 0, Hy™ + AT bE. (5.4.53b)

Les moyennes rapides UYF et U?* doivent donc satisfaire le systéme (5.4.53), dont les équations s’ex-
priment explicitement comme suit :

iayggg,i - H?i aYsﬂgi = - (ﬁ%(a)QL ) + Ai( :I:u[l)i - b* H?’i)
Tovuyt — HyT v Hy T = —(T(0)UM), + A (Fuy™ — b* Hy'™)
Ovog®* = — (TH@UY), +p* + vF
=0 par (5422)
Y7 0pa™ = T O = = (TGOU), + 3 (I = b ) (5.454)
Hy® Oyuy™ — uy™ O Hy™ = —(TROUM); + N (5 Hy™ — b5 uy™) h
0 = — ( sh(a)QLi)ﬁ
=0 par (5.4.22)
8y3g§’i = —8ylg%’i — 8y2u§’i + At et

8Y3ﬂ§7i = _8y1ﬂ1 * 8y2H1 * + AFbE
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En injectant les contraintes 7 et 8 du systéme (5.4.54) dans les équations 1, 2, 4, 5, nous pouvons éliminer
le correcteur U>* dans le membre de gauche de (5.4.54), et nous obtenons le systéme équivalent suivant :

Bpuy’ +2J . (uOiay]u ~ H)* 0, H™") = 0

Buy™ + zj p (U Oy uy™ HOia Hli) =0

O H*E Ly (W) o, Hyt — H]‘?iay ul®) = 0

&ﬂé’i _ (WF o, HyE — HY 0, uy®) = 0 (5.4.55)
3Y3g2,i Mﬂ: 4+ pE
8Y3Qi23i = aylul * ayQQ;i + AEcE
61/3ﬂi2’)’i = _aylﬂl - ayQH%,i + AEbE,

Définissons le vecteur V* par :
VE = (upFuy T HY HY).,

Alors les quatre premiéres équations du systéme (5.4.55) permettent d’en déduire I’équation aux dérivées
partielles suivante sur V* :

oVE + ME o, VE + MFO,VE =0, (t,y) €[0,T] x T? x L. (5.4.56)

Les matrices symétriques Mf, Méc € My(R) sont définies par :

u;)’i 0 —H]Q’i 0
0 ud* 0 _HO* '
M= et ot gl i=n2 (5.4.57)
J J
0 —-Hy) 0wt

Comme pour la moyenne lente U LE rappelons que la donnée initiale associée & 'EDP (5.4.56) est libre,
et on la choisit identiquement nulle conformément a (5.2.2). Par conséquent, toujours en procédant par
méthode d’énergie [BGS07], on en déduit que l'unique solution du systéme hyperbolique symétrique
(5.4.56), avec donnée initiale nulle, est la solution nulle : V¥ = 0.

En conclusion, nous avons montré que la moyenne rapide UM est nulle. Le coefficient de Fourier
UL (0) donné par (5.4.21) est donc identiquement nul. Ceci achéve de traiter le cas k = 0 pour le
coefficient de Fourier U*(0).

Bilan

A ce stade nous avons montré que le profil principal U+ n’a aucune composante dans S*. Autrement
dit, UY* ne peut étre localisé que pres de la frontiere {y3 = 0}. De plus, les coefficients de Fourier de
UL* sont donnés par la formule (5.4.16) :

UYE(t,y, Ya, k) = v (t,y, k) eTFY RE(R), Yk € Z\{0},

ott R*(k) est donné par (A.2.1a). Pour tenir compte du cas k = 0, on choisit de poser 7 (k = 0) = 0. La
fonction 4 est pour I'instant inconnue, et on a une expression plus précise en y3 = 0 :

UYE(ty ys = 0,Ys, k) = £ |k[02(t, ¢/, k) eI RE(E). (5.4.58)

En particulier, les coefficients de Fourier U L£(k)|ys=0 sont entierement déterminés par les coefficients de
Fourier du profil principal 1% associé au front. Dans le Paragraphe 5.4.3 suivant, nous allons voir comment
construire 12, ce qui in fine déterminera complétement le profil principal U 1’i\y3:0. Nous reviendrons
ultérieurement sur I'expression de UY* pour y3 = 0 quelconque (voir Paragraphe 5.4.4).
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5.4.3 Equation de Hamilton-Jacobi satisfaite par le profil )?

Pour achever le calcul du profil U 17i|y3:0, il nous reste & déterminer le profil principal 12 associé au front.
Pour cela, nous allons utiliser le systeme (5.4.12) que doit satisfaire le premier correcteur (U%¥,3).

Nous considérons dans tout ce paragraphe un mode de Fourier k # 0, et nous allons mettre en évidence
des conditions nécessaires que doit satisfaire le profil 1)2. Plus précisément, nous allons établir que 1% obéit
a une équation non-linéaire non-locale de type Hamilton-Jacobi, similaire a celle intervenant dans I’étude
des ondes de Rayleigh faiblement non-linéaires [Lar83, Par85, HIZ95|. Ce type d’équation a été étudiée par
Hunter [Hun06], Benzoni-Gavage [BG09] et Marcou [Marl0]. Nous reviendrons plus en détails sur cette
équation ci-apres.

Formule de dualité et condition nécessaire d’orthogonalité

Intéressons-nous temporairement au systéme général couplé suivant (pour k € Z\{0}) :

BYUT + B U —ikp(6T +6)=G, Y3=0, (5.4.59)

{L,fUi—fi, Y320,
ou F et F~ sont des fonctions quelconques données, supposées régulieres sur Ry, ¢ € C (qui jouera
le role de ¥3(k)) et G € CP. Ici on ne considére qu'une seule variable, a savoir Y3; 1’étude du systéme
(5.4.59) va nous permettre d’analyser le cas particulier du systeéme (5.4.12) dont on aura pris la trace en
{ys = 0}.

On introduit 'opérateur dual (Lf)* = —AF — ik'A*, et on se donne UF, VF : Ry — C7 deux
fonctions réguliéres, et décroissant suffisamment vite vers 0 en +oo. Ci-apres, nous dénoterons par “ - ”
le produit hermitien de C”, défini par :

7
VU,VeC', U-V:=> TV,
7=1

En écrivant les vecteurs U,V € C” en colonne, le produit hermitien ci-dessus s’écrit plus simplement
U-V =U*V, ou “x” est la notation standard désignant la transposée conjuguée de matrices. En
procédant a une intégration par parties, on obtient les deux formules de dualité suivantes (pour ’état
[44 + 2 et 17état 43 _ 77) .

VELLFUtdYs = / (LE)*VE Ut dys  VE - AT Uy, (5.4.60)

Ry Ry

Pour gérer le terme sur {Y3 = 0} dans (5.4.60), nous utilisons les conditions de bord du systéme (5.4.59).
Nous noterons par la suite U+ = (u®, H*, ¢%) et V* = (v, BT, pt). Par commodité, nous réécrivons les
conditions de bord de (5.4.59) en détail :

ué" = ikct o + Gy,
H;_ = ZkarSO + g27
us = ikc” ¢ + G, (5.4.61)
Hy = ikb™ ¢ + Gy,
¢t —q¢ = G

Nous pouvons maintenant gérer le terme V* « AFU*|y,—¢ dans la relation (5.4.60); nous avons, pour
Yg =0:
AUt

u;_ A;{eg + H;_ Ag_eﬁ + qJr Ag_€7
= (ikc™ @+ G1)ATes + (ikbT ¢ + Go)ATes + ¢ Afer.
| I— |

=e3
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De méme, on obtient :

A U™ = (ike” ¢+ Gs)Ases + (ikb™ o+ Ga)Ases + ¢~ Aser.
| I— |
=e3

On aboutit aux deux égalités suivantes :

400 —+o00
vt.LIUtdy: :/ LHyvt.utay; — ¢tvt. _
/o k 3= ), ) s 1 3lva=0 (5.4.62a)

— (’ikCJr (2 + gl) V+ . A§r63|y3:0 — (Z]Cb+ %2 + gg) V+ * A;66’Y3=07

0 0
V- LoU- dY: :/ LYV U dYs + ¢ V™ -esly._
/m k 3= ) s al¥o=o (5.4.62b)

+ (ikc_ (%2 + g3) V—. Ag€3’Y3:0 + (Zkb_ %) + 94) V- . Ageﬁ‘ygzo.
Nous souhaitons maintenant utiliser la derniére condition de bord dans (5.4.61). En remarquant que le

terme de bord ¢* V* - e3ly,—¢ dans (5.4.62) vaut simplement ¢* zgc, on peut écrire :

g i +q vy = of (T —q7) + q (vf +u3)
= vy G5 + ¢ (v5 +vg).
11 suffit ensuite de soustraire (5.4.62a) a (5.4.62b) afin d’utiliser la derniére condition de bord de (5.4.61).

On a dans ce cas :

400 0
/ Vt.Lfutdys — / V™ L U™ dYs
0 —00

—+o0 0
- / (L)Y V*E U dy; — / (L) V™ U~ dYs (5.4.63a)
0 —00
— ik (c+ VT Aes + b7 VT e Afeg + ¢ V™ cAjes + b7 V™ -Ageg) lva=0 (5.4.63b)
—q (U; + 113_>|Y3=0 (5.4.63c)

- (glv+ cAfes + Go VT« Afeg + Gs V™ +Ajes + GuV ™ +Ajes + Gs VT '63) lYa=0-

Afin d’en déduire une condition d’orthogonalité sur les termes sources F* et G du systéme (5.4.59),
nous voudrions annuler dans un premier temps les deux intégrales dans (5.4.63a), ainsi que le terme de
(5.4.63b) car il contient le scalaire ¢ (qui, on le rappelle, jouera le role du profil ¥ (k) inconnu a ce stade).
Puis, on voudra aussi annuler le terme de (5.4.63¢c) afin d’éliminer ¢, de sorte que les termes de bord
restants dans (5.4.63) ne feront plus intervenir que le terme source G de (5.4.59) et les fonctions “test”
V*. Pour ce faire, nous introduisons le probléme dual suivant, que devra satisfaire le couple de fonctions

test (VY V™) :

(LE*VE =0, Y3 20,
ATV + bt (PATVE) + e (TAZ V), + 0 (145 V) =0, Y3=0, (5.4.64)
vy +ug =0, Ys = 0.

La notation (*A3V); dans le systeme (5.4.64) désigne la j—éme composante du vecteur ‘A3V. En premier
lieu, on se concentre sur la résolution de la premiere équation du systéme (5.4.64), c’est-a-dire :

— ALy, VE ikt ATVE =0, Y320, (5.4.65)

Un probléme analogue a déja été résolu au Paragraphe 5.4.1 (voir (5.4.13)), pour les matrices Agf et AT
au lieu de leur transposée. Pour k # 0, les solutions de (5.4.65) s’écrivent sous la forme

VE(Ys, k) = A (k)e *BLE 4 4 (k)M LY,



140 CHAPITRE 5. ONDES DE SURFACE POUR LES NAPPES DE TOURBILLON-COURANT

ott L* engendre Ker(i*A* — 'A7)" et est donné explicitement par la formule (A.1.4) (¢f. Annexe A.1).
Pour que V* n’explose pas en +00, nous choisissons :

VEYs, k) = aF (k) eTFYs £ (k) (5.4.66)

avec L+ € C” donné par (A.2.1b). Afin de déterminer les coefficients a®(k), il nous reste & utiliser les
conditions de bord dans le systéme dual (5.4.64). Ces derniéres se réécrivent sous forme détaillée comme
suit (rappelons que le vecteur V* a pour composantes (v, BT, p*) et qu’on I’évalue ici en Y3 = 0) :
vé” +uvg = 0,
¢t W of +udTof + HYT B + HYT B 4+ p)

— bt (HY T of + HY T of + 08 B +uy ™ BY)

+c (u(l)’_ vy + ug’_ vy + Hg’_ By + Hg’_ By +p7)

—b~ (H) vy + Hy vy +ud” By +uy” By) =0.

Ensuite, on injecte I'expression (5.4.66) de V*|y,—¢ dans ces conditions de bord, ce qui va nous donner
un systéme de taille 2 x 2 sur les coefficients a™ et a~. Apres simplifications, on obtient le systéme :

rlat—an) =0 5.4.67
T (((b+)2 — () at+ (") = (c)?)a") =0. (5.4.67)

Ceci nous permet de définir un déterminant de Lopatinskii dual A* :
A*(7,€1,62) = | <(b+)27_ ) - ((b—)Q_Z s 2 A(r,£1, &), (5.4.68)

ou l'on rappelle que A désigne le déterminant de Lopatinskii défini par (5.3.16). On constate que le
déterminant de Lopatinskii dual A* admet une racine double en 7 = 0, contrairement a A qui, comme on
I’a vu au Paragraphe 5.3.2, n’admet que des racines simples. Ceci est une différence notable avec le cas des
systemes hyperboliques pour lesquels le systeme dual hérite des mémes propriétés que le systeme de départ.
On pourra par exemple consulter dans un cadre général [BGS07, Chap.4] pour de plus amples détails sur
le systéme dual (ou “adjoint”) et les déterminants de Lopatinskii A et A*; on peut aussi se référer au
cas des ondes de surface faiblement non-linéaires étudiées par Coulombel et Benzoni-Gavage [BGC12], ou
I’hypothese sur la simplicité des racines du déterminant de Lopatinskii est cruciale pour pouvoir aboutir
a une équation d’amplitude.

La racine double 7 = 0 introduit ici une “dégénérescence” du systeéme (5.4.67), puisque ce dernier
devient en effet trivial. Cela signifie que I’ensemble des solutions du systéme dual (5.4.64) forme un
espace vectoriel de dimension 2, contrairement au systéme de départ (5.4.4) dont I'ensemble des solutions
forme une droite vectorielle (voir notamment l’expression (5.4.16)). Afin de ne garder que des espaces de
solutions de dimension 1 (pour avoir in fine une droite d’onde de surface), il nous faut exclure le cas ou
7 = 0. Ceci nous permettra a la fin de ce paragraphe d’obtenir I’équation d’amplitude (5.4.100) satisfaite
par le profil principal 12 associé au front.

Il se trouve que 'on peut toujours se ramener au cas ou 7 # 0. Pour ce faire, il suffit de remarquer que
le systeme des nappes de tourbillon-courant (5.0.1) est invariant par changement de référentiel galiléen.
Dans un souci de clarté, nous ne rentrons pas dans les détails complets au sein de ce paragraphe; nous

SRappelons que le noyau de i tA* — tA§ est de dimension 1 lorsqu’on se place soit dans le cas ou 7 # 0 et (bi)2 #+ (ci)2,

soit dans le cas ot 7 = 0, (b)? # (a®)? et b # 0 (voir Annexe A.1). Ci-aprés, nous éliminerons ce second cas, car nous allons
voir que I’on peut toujours se ramener au cas ot 7 # 0. Grace a Phypotheése (H3), la condition (b%)? # (¢£)? sera également
assurée.
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renvoyons & I’Annexe A pour une discussion plus approfondie concernant ce changement de référentiel.
Dans tout ce qui suit, nous supposerons donc 7 # 0. Ainsi, le systéme (5.4.67) se simplifie comme suit :

O[+ = o
{ at (BH)2+ (07) = (¢7)? = (¢)?) = 0. (5.4.69)

La deuxiéme équation du systéme (5.4.69) est triviale, puisque (7,&’) est racine du déterminant de Lopa-
tinskii (5.3.16). Il nous reste alors la condition at = a~(# 0), et nous choisissons de prendre par exemple
a™ =a~ =1, de sorte que les fonctions test considérées dans (5.4.63) seront

VE(Ys, k) = eTFYs £ (k). (5.4.70)

Revenons & la formule de dualité (5.4.63), et explicitons le vecteur *AfL* (k). Celui-ci s’écrit sous la
forme (0, O,K?,O, 0,@5, +isgn(k)), ou les composantes Efc et @E sont donnés par :

=202 —7cteR et (F = 20T 0F —7bF R (5.4.71)

Finalement, comme (V, V™) est solution du systéme dual homogene (5.4.64), 1'égalité (5.4.63) peut se
simplifier et nous donne la condition d’orthogonalité suivante que doivent satisfaire les termes sources F+
et G du systeme (5.4.59) :

+00 0
/ e HYs £+ (k) Frays — / M Ys £=(k) « F~ dYs
0 —00 (5472)

+ 05 G1 + 05 Go + €7 Gs + 05 Gy — isgn(k)Gs = 0.

Nous revenons maintenant au probléme (5.4.12) satisfait par le premier correcteur (U%|,,—¢, %),
auquel nous appliquons la condition d’orthogonalité (5.4.72). Les coefficients de Fourier (U*(k), 1% (k))
associés au profil principal doivent donc nécessairement vérifier la relation suivante (pour tout k # 0) :

400 0
K1Y £t ()« B ()] o Y —/ kY £~ (k) « BV (k)] —o dY:
/O ¢ (k) - FYF (B)lygmo dYs — [ e (k) - F27(R)lys=0 dY3 (5.4.73)

+ 07 GF (k) + ¢ GE (k) + 07 Gy (k) + £; G5 (k) = 0.

On rappelle que les termes sources de bord GY'F et G%~ sont donnés par (5.4.10); en particulier, la
coordonnée G5 correspondante est nulle. Il est important de noter que les termes sources F LE(k) dans
(5.4.73) sont évalués en y3 = 0. Nous allons maintenant calculer explicitement chaque contribution dans
(5.4.73) pour en déduire une équation satisfaite par le profil principal /2 du front 1., dite équation
d’amplitude.

Calcul des termes de bord de (5.4.73)
Avant tout, nous rappelons I'expression (5.4.58) de UL |lys=0 que I'on a obtenue au paragraphe précédent :
VEEZ\O}, UMty s = 0,Ya,k) = £ K| G2(t,y/, k) e 10 RE(k),

avec R¥ (k) donné par (A.2.1a). Cette égalité est encore valable pour k = 0, indépendamment des valeurs
de 1%(0) et RT(0). On omettra par la suite les variables (¢,%’) qui jouent un réle de parametres.
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» Traitement de (A;f

Le k—iéme coefficient de Fourier de GE (donné par (5.4.10b)) vaut :
A n 2 0+ 4 7 2 TE . 59
Gr = 0w (k) + Y uyT 0y, 0% (k) + Y &y ys—va—00092 (k). (5.4.74)
j=1

Jj=1

On explicite le dernier terme a droite dans (5.4.74) :

—m Z asz Ali k €)|y3 Y3=0
LEL
= > it 0)( £ k0P (k-0 RE(k— 1))
Y/ %’_/Zg.ci
= i& et Y Lk — (7 (k— )P (0)
LET
—ig ety Ul ”k N Z206 — 0y 32(0), (5.4.75)
LETL

la toute derniére égalité étant obtenue en symétrisant le noyau de convolution. En injectant (5.4.75) dans
(5.4.74), on obtient finalement :

2 0|k — £]+k e)ye\

GT = o (k) + Y _u)™ 0,02 (k Y D2 (k — 0) 3 (0). (5.4.76)
j=1 ez
» Traitement de CA?Qi
Le calcul est similaire a celui de @li, et on obtient :
2
A - . Lk — L]+ (k= £)f] ~ ~
Gy = Y H) 0,02 (k) £ ib= ) Ik = ¢ 2( ) |¢2(k—€) V2(0). (5.4.77)
j=1 LET

» Conclusion. Compte tenu de (5.4.71) et des relations (5.4.76) et (5.4.77), on obtient apres simplifi-
cations I'expression des termes de bord dans (5.4.73) :

G+ 05 Gf +67 Gy + 0, G5
= (262 + (7)) = 7 (" + 7)) Al (k)

2

= (207 = r e )uld” = (2076 4 rb7) ) (5.4.78)

+(207) =7 )up™ — (207 b7+ m b ) HY 70,0 (k)
(092 = 07 = (2 + () X 6k o1+ (= 018 P2k = )2

el

On appellera Ky le noyau de convolution symétrique apparaissant a la derniére ligne de (5.4.78), c’est-a-
dire :
Vi, kK €eZ, Kok k) := kK| + K|kl (5.4.79)
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Calcul des termes intégrés de (5.4.73)

On cherche maintenant a évaluer les deux intégrales intervenant dans (5.4.73). Pour cela, rappelons que
FY% est donné par (5.4.7) et qu'on doit évaluer les coefficients de Fourier (F1*(k))x en y3 = 0.

» Termes linéaires associés a Fi".

Par linéarité, les coefficients de Fourier de FljE par rapport & 6 sont donnés par

3
FF = A 0,U"* + Y A7 0,,UY.
j=1

T faut ici faire attention a la présence de la dérivée normale d,,, car le terme source Fi© doit étre évalué
en y3 = 0, donc l'expression de la trace (5.4.58) ne semble a premiére vue pas suffire pour calculer
ﬁl’i(k) lys—0. Toutefois, nous verrons que ce terme de dérivée normale ne posera finalement pas probléeme.
Gréce a lexpression (5.4.58) de ﬁl’i(yg =0,Y3, k), nous avons directement :

QUYE(0,Ys, k) = =+ |k| 8,0 (k) eTIFIYs RE(k),
0y, UM%(0,Y3, k) = % k| 0y, 02 (k) P RE(K),  j=1,2,

On obtient alors (en y3 = 0) :

/ eTIENYS 23 (k) o FE (k) dYs
R4

- | k| F2IRIYs gy, (atzP(k).ci(k)-AORi(k) +iayj$2(k)ci(k)-AfRi(k)) (5.4.80)
+ j=1

+ [ TS L (k) - A5 0,,UF(0, Vs, k) dYs,
Ry

Il s’avere que le terme dans la derniére ligne de (5.4.80) est nul et par conséquent la dérivée normale
8y3(717i(y3 = 0) n’intervient pas dans le calcul de F L£(k)|ys—0- En effet, rappelons que le coefficient de
Fourier UM% du profil principal satisfait le systéme homogene (5.4.1), out y3 joue un rdle de parametre
dans la premiére équation de ce systeme. Dans la suite, nous prendrons dorénavant ys3 quelconque. En
s’inspirant d’un argument de Coulombel et Williams [CW16], on applique la formule de dualité (5.4.60)
sur tout intervalle (—oo, Y3] et [Y3, +00) (on illustre 'argument pour L; , et la méthode est la méme pour
L;). En prenant une fonction VT réguliére assez décroissante & I'infini, on obtient :

+oo N +oo ~

0=/ VLU (ys, Y4, k) dYs = /Y (L) vt.uttdyy
3 3

— VH(Y3) « AU Y (y3, Vs, k).

On choisit V™ comme étant une solution particuliére du probléme dual (L;)*V*’ = 0 (dont on rappelle
Pexpression générale (5.4.66)) et on aboutit dans un premier temps a 1’égalité :

Ctk) - ATV (ys,Ya, k) = 0, Vs, Vs,

puis, en dérivant par rapport a ys et en évaluant en y3 = 0, on obtient :

LK)+ AT 0,,UY(0,Y3,k) = 0, VY3 (5.4.81)
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Finalement, revenant & (5.4.80), on aboutit & I’expression suivante :

/ eTIRYs o3 () L FE dys
Ry

1 i , . (5.4.82)
= o (L) - ARE() 0P (k) + D0 L) - AF RE(K) 0, 77(R)).
j=1

Pour ne pas alourdir les calculs, on a choisi de ne pas expliciter les coefficients devant les dérivées partielles
de ¥?(k) dans (5.4.82) ; on renvoie & (A.2.2) (c¢f. Annexe A) pour le calcul détaillé des termes £F « Ag R*
et £F -A;-t R* pour j =1,2.

» Termes quadratiques associés a I?'Qi

Rappelons (V01r (5.4.7)) Vexpression Fyf = 9p1h? A Oy, UMF|,,—0. Par conséquent, le k—ieme coefficient
de Fourier Fj (k) s’écrit comme un produit de convolution :

Ff(k) = it (0) AT 0y, U (k — 0).

el

D’apres (5.4.58), on peut écrire
O, U (ys = 0,Ys, k=€) = |k — €2 T F5 02k — ) R*(k — 0),
et Pexpression de F5 (k) se simplifie comme suit :

FiE(k) = —i Y L]k — 02 ¥F=3 g2(k — 0) 2(0) AT RE (K — 0). (5.4.83)
LEZ

On peut maintenant calculer I'intégrale associée a ﬁf(k) dans (5.4.73), et on obtient :
/ oFlkIYs Li(k:) k)dYs = Z e €| 7 (k: 0) ¢2( )L (k:) .Aﬂ:R:I:(k_g).
Ry

En utilisant I'expression (A.2.3) (¢f. Annexe A), on trouve :

/ eTIEYS 2% (k) i dYs
Ry

) (( 1)2 ( i)Z) Z 2£|k‘—€|2 ( ( 6) ( )) ’\2( 6) A2(€) (5'4.84)
= ——7((b7)"—(c ————— (1 —sgn(k — ) sgn(k)) v (k — £)y¥=(¢).
2 eez|k_€|+‘k|
La aussi on symétrise le noyau de convolution qui apparait dans (5.4.84), en posant, pour tout (k, k) €
Z\{(0,0)} :
Ky (k,K) il (1 — sen(k) sgn(k + &) L (1 — sen(k) sgn(k + ') (5.4.85)
k') = ————(1—sgn n — ——(1—sgn n . 4.
: EEICA CEACIA

» Termes quadratiques associés a ng

Rappelons (voir (5.4.7)) lexpression Fif = Y2 & 9pA; (UL, UYF) + Oy, Az(UVE, ULF). Le vecteur
A;(UYE,ULF) est un élément de C7 dont la r- 1eme composante est

R fir (U U U, (5.4.86)
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ou 'on a adopté la convention de sommation d’Einstein pour les indices répétés p,q € {1,...,7}. On
renvoie a I’Annexe A.3 pour les expressions des différentielles secondes A;.

Commencons par traiter le cas de Oy, Az(U L+ U 17jE). Comme la différentielle seconde de f3 est
constante, on peut se permettre d’omettre le point U%* en lequel on différentie, ce qui donne :

Ag(UYE,UN)(k) = G fs Uy U= (k).

On réécrit le coefficient de Fourier ci-dessus a l’aide d’un produit de convolution, puis on utilise I’expression
(5.4.58) :

As(U*,UTE) (k) = 3002, Fs Uk — 0) U3 ()

LeZ

Sk — o)) 3 (k — €) 3 (0) FURFDYs 92 £ RE(K — 0) RE(0). (5.4.87)
LET

En dérivant par rapport & Y3, on obtient :

Orhy(U5, UV E) (k) =
F D0 k=16 (I — €]+ 16]) 52 (k — € 2(0) eF =Y 52 £ R (ke — £) RE(0),

LETL

puis en intégrant sur Ry :

[T L () - Oy B (U UTF) (k) Yy
Ry

Z |k ’k€‘|££!|(f|2’ i|—‘|f‘k‘w) 152(k —0) &2(6) Li(k) .azqu R;,t(k: — ) R;t(ﬁ). (5.4.88)

LETL

On renvoie de nouveau aux calculs détaillés dans ’Annexe A.3 afin d’achever le calcul de (5.4.88); on
obtient finalement 1’égalité :

/ TS £ (k) < Oy, A (UVE, UVE) (k) dYs
Ry

. ~ (5.4.89)
= =i ((05)7 = (5)?) X Ka(k = £,0) 62 (k — £) 0*(0),
ez
ot I'on a posé, pour tout (k, k') € Z2\{(0,0)},
no_ KK (K] + [5]) / / /
Ky(k, k') == — W+ K]+ T+ K (2 sgn(k) sgn(k’) sgn(k + k') + sgn(k) + sgn(k )) (5.4.90)

Remarquons en particulier que K5 est un noyau de convolution symétrique.
2
Nous traitons maintenant le terme Z & 0pA;(UVE, UL*) (k). Comme précédemment, avec la conven-
=1
tion de sommation d’Einstein, nous avons :
L 77+ _ 92 » prlEgrl®
Aj(UP=UF) = Op fj Uy~ U™

En utilisant (5.4.15), le calcul du k—iéme coefficient de Fourier s’écrit alors :

Dok (UME, UNE) (k) = ik 302, f; Ub*(k — 0) UM (0)
LeZ
=ik Y |k — 0] |¢]eFURTEFIDYs 2 — ) h2(0) B2, f; RE(k — O RE(0).
LeZ
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En intégrant par rapport a Ys, il vient :

& T LE (k) 00, (U, TTF) (k) s
Ry

=L R pali Rp 2 (0).

Une fois de plus, on renvoie aux calculs détaillés dans I’Annexe A.3 pour simplifier 'expression (5.4.91).
Ainsi, en combinant (A.3.5) et (A.3.7), puis en symétrisant le noyau de convolution, on obtient :

2
Z/R & TS L2 (k) - 0p Ay (U, U) (k) dY3
j=1 7R

(5.4.92)
= =it ()2 = (¢5)2) 3 Kalk — £,0)9%(k — ) 9*(0),
LEZ
ott I'on a posé, pour tout (k, k') € Z?\{(0,0)},
Ks(k, k') = | k,'ﬂ'ﬁiﬁrﬁ)k,' (2 + (sem(k) + sen(k)) sen(k + ). (5.4.93)

Bilan

Tous les termes apparaissant dans la condition d’orthogonalité (5.4.73) ont été calculés. Définissons le
noyau de convolution symétrique K par :

3
Kk, k) =Y Ki(k, k), V(kK)eZ\{(0,0)}, (5.4.94)
i=0
ou les noyaux Kpy, ..., K3 sont donnés par (5.4.79), (5.4.85), (5.4.90) et (5.4.93). En réunissant les résultats

(5.4.78), (5.4.82), (5.4.84), (5.4.89) et (5.4.92), on en déduit finalement que ¥2(¢,5/, k) doit satisfaire
I’équation aux dérivées partielles suivante, pour tout k # 0 :

27 (¢t +¢7) 0P (k) + 27 22: (c+ u;)’+ +c ug’_ — bt HJQ’+ —b" H]Q’_) 3yj$2(k)
_ 7=1 (5.4.95)
=5 (O = = (@ 4 ()) Kk - 4,08 (k-0 @) = o.

LeZ

Comme k # 0, on remarque que (k — ¢,¢) # (0,0), quel que soit £ € Z. Par conséquent la série dans
(5.4.95) est bien définie, pourvu qu’on ait suffisamment de décroissance sur la suite des coefficients de
Fourier (¢2(k)) k0 (i.e. suffisamment de régularité sur la fonction 1/?). En outre, on observe directement
la “dégénérescence” du cas 7 = 0 dans 1’équation (5.4.95), car celle-ci devient en effet triviale, et n’apporte
aucune information sur le profil 2 ; rappelons que 1'on peut toujours supposer 7 # 0, quitte & effectuer
un changement de référentiel galiléen convenable, et donc simplifier I’équation (5.4.95) par 7. Par ailleurs,
il s’avere que les coefficients devant les dérivées partielles 0y, 0y, et 0y, dans (5.4.95) peuvent étre reliés
a la vitesse de groupe v (que l'on avait introduite au Paragraphe 5.3.2), comme mis en évidence par
Marcou [Marl0] dans un cadre général (mais en dimension 2 d’espace). D’abord, on peut remarquer
que le déterminant de Lopatinskii vérifie ’égalité suivante (voir la définition (5.3.16) du déterminant de
Lopatinskii) :
aTA(T, 51,52) =2 (CJr + Ci).

Comme la fréquence (7, &1, &2) que l'on s'est fixée est racine simple de A, on en déduit que 2 (¢™ +c¢7) # 0,
de sorte que 'équation (5.4.95) est bien une équation d’évolution. En divisant cette équation par 9;A,
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on fait apparaitre la vitesse de groupe réelle v = (vi,v2) (on renvoie a (5.3.23) pour l'expression des
composantes de v) : cela donne un premier critére raisonnable pour penser que I'équation (5.4.95) sera
bien posée.

L’équation (5.4.95) se réécrit sous la forme d’une partie de transport dans les variables spatiales
tangentielles ¢/ € T2 & la vitesse de groupe v, et d’'une partie quadratique non-locale comme suit :

VE£0, (0 — v Vy)PR(k) - Zl(c‘*‘lj—c_) STK(k—£,0) %k — ) () = 0, (5.4.96)
LEZ
ou ’on a posé
§ = (M) = (07)2 = (¢ + (c)2 (5.4.97)

Sous ’hypothese (H3), le coefficient ¢ est nécessairement non nul. En effet, supposons que 7 annule §.
Alors (7,¢&') vérifie le systéme :

()2 + (57)
s

2
() = () = () = ()2 (0495

——
—
o

+
N—
o
_|_
S
|
e
Il

ou la premiere équation de (5.4.98) provient de I’annulation du déterminant de Lopatinskii (5.3.16). Dans
la suite, nous prenons par exemple 7 = 71(¢’), le raisonnement étant analogue pour 'autre racine 72 de A
(on renvoie & (5.3.18) pour l'expression détaillée des racines 71 et 72). En additionnant les deux équations
de (5.4.98), on montre que si 7 annule ¢ alors :

() = ("),

ie. T = —at + b7 ou 7 = —at — b". Grace & lexpression (5.3.18), nous obtenons aprés un calcul
élémentaire :
7 annule § <= at—a” =b"—b" ou at—a =b"+b
ou at—a = -bt+b- ou at—a = bt —b".

L’hypothese (H3) exclut ces cas de figure, et par conséquent nous avons bien ¢ # 0 dans (5.4.96).

En outre, définissons le noyau de convolution symétrique suivant, qui intervient également dans [HIZ95,
AHPO02, AHO3] :

N 20k[IK] |k + K|
AER) = Gl + et W)

En distinguant les différents cas possibles, on peut vérifier que pour tout k # 0, et pour tout £ € Z, on a

Y (k, k') € Z*\{(0,0)}. (5.4.99)

K(k—1¢0,0)=2sgn(k)A(k—1¢,0).

L’équation (5.4.96) devient alors :

VEA0, 902(k) — v Vy 02(k) — 8 sgn(k) b(w?, v?)(k) = 0, (5.4.100)
ou v = (v1,vz) est la vitesse de groupe dont les composantes sont données par (5.3.22), ¢’ := ﬁ

est une constante réelle non nulle, et b(-,-) est 'application bilinéaire symétrique définie, au moins sur
I'ensemble des fonctions 27 —périodiques de classe C* et & moyenne nulle sur le tore, par® :

bl ) (k) = DAk =60 @k — ) ¢(), Yk e Z\{0}.

LET

La famille d’équations (5.4.100), pour k # 0, constitue un systéme fermé satisfait par la famille des
coefficients de Fourier (¢(k))gz0 (c’est-a-dire par la composante & moyenne nulle du profil principal 1?).

SLes variables (t,4') jouent ici un role de paramétres.
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En effet, dans 1’équation (5.4.100), on peut voir que l'application bilinéaire b ne fait intervenir que les
coefficients de Fourier de 1?2 associés & un mode de Fourier non nul ; ¢’est une conséquence de 'expression
(5.4.99) du noyau de convolution A, qui donne A(k,0) = A(0, k) = 0 pour tout k # 0.

Comme &' # 0, on peut se ramener au cas |§'| = 1 et on peut également “éliminer” la partie de
transport présente dans (5.4.100) en procédant au changement de variables (t,y’) <> (ﬁ,y il 5,| v), de

sorte que 1’on se ramene & la famille d’équations satisfaites par la fonction o(t, 3/, ) := 2 ( ﬁ, Y= 5,‘ v,0):

0,3(k) — isgn(8') sgn(k) b(e, o) (k) = 0, Yk e Z\{0}. (5.4.101)

Nous allons voir qu’il suffit de résoudre ces équations pour &' > 0. En effet, si ' < 0, on applique la
conjugaison complexe a I’équation (5.4.101), et en remarquant que ¢(k) = @(—k) (car on recherche des
profils a valeurs réelles), on obtient 1’équation

OP(—k) + isgn(k) Y A(k—0,0)@(—k — £) §(—L) = 0. (5.4.102)
LEL

On procede ensuite au changement de variable £ <+ —¢ dans la somme de (5.4.102), ce qui fait apparaitre
le noyau A(k + ¢, —¢). Grace aux propriétés de symétrie satisfaites par le noyau A(-,-) (par exemple, pour
tout (k, k') € Z2, on a A(k,k') = A(—k,—k)), on obtient :

2|k + 4] €] |k|

AUk + 0, —1
k+6=0 = oo i+

= A=k —20,0).

Par conséquent, nous nous sommes ramenés a I’équation

OP(—k) — isgn(—k) Y A~k —£,0)3(—k — ) p(¢) = 0,
LeZ

c’est-a-dire la méme équation que (5.4.101) ot 'on considérerait &’ > 0 et —k dans le role de k. Dans la
suite, nous supposerons alors sans perte de généralité que &’ > 0.

Etudier équation (5.4.100) (cf. [HIZ95, AHP02]) revient finalement & considérer 1’équation de type
Hamilton-Jacobi suivante, satisfaite par la fonction ¢ :

Op + Hb(p, )] =0, t>0, 0T, 9 cT? (5.4.103)

ou HJ-] désigne la transformée de Hilbert sur le tore (que ’on définit pour les fonctions & moyenne nulle) :

—

HIZI (k) = —isgn(k) @(k), Yk € Z\{0}.

Les variables tangentielles 3/ = (y1,%2) € T? jouent dans (5.4.103) un role de parameétres. On renvoie
a [HunO6] et ses références, ainsi que [BG09] pour plus de détails & propos de I’équation (5.4.103) pour
des noyaux de convolution A(-,-) plus généraux. Muni d’une condition initiale, le probleme de Cauchy
associé a I’équation (5.4.103) posseéde une unique solution locale en temps, comme le montre le théoréme
suivant (conséquence des résultats de [Hun06] et [Marl10]).

Théoréme 5.4.1

Soient s > g, et g € HS('JIZ, x Ty) une donnée initiale & moyenne nulle par rapport a sa derniére
variable 0, c’est-a-dire vérifiant g(-,0) = 0. Alors il existe T' > 0 et une unique solution

p e C([0,1]; H¥(T?) N C'([0,T]; H(T?))

au probléme de Cauchy
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B / 2
{ drp + Hb(p, )] = 0, t€[0,T], 0T, ¢ eT? (5.4.104)

et a moyenne nulle par rapport a 0 :

B(t,y',0) =0, Vtel0,T], Yy T2

Si de plus g € H*(T?), alors I'unique solution ¢ de (5.4.104), & moyenne nulle par rapport a 0,
appartient a C* ([0, T ; H"O(’]I‘?’)), ot T' > 0 est donné par le résultat précédent avec, par exemple,
s =3.

Remarque. Le temps T > 0 dépend a priori de l'indice de régularité Sobolev s. On peut en fait
montrer comme dans [Marl0] que T ne dépend que d’'un indice Sobolev sy fixé, donc l'intervalle de
temps d’existence de la solution [0, 7] ne se réduit pas a {0} lorsque s tend vers +oo. L’existence globale
de solutions (dans un sens plus faible ou non) du systéme (5.4.104) reste encore un probléme ouvert
(voir [Hun06]); des simulations numériques que I'on peut trouver dans [AHO03] semblent indiquer que
certaines solutions régulieres de (5.4.104) développent des singularités sur la dérivée premiere en temps
fini, mais semblent toutefois rester continues.

En revenant au profil principal 12 associé au front, le Théoréeme 5.4.1 permet de construire la partie
4 moyenne nulle de ¢2, ¢’est-a-dire la fonction

WAty 0) = DAty k)™, V(ty,0) €[0,T] x T, (5.4.105)
k+#0

Il nous reste & déterminer la moyenne de 1%, c’est-a-dire le coefficient de Fourier 122(0). Notons tout
d’abord que ce dernier n’apparait pas dans le systéme (5.2.3a) satisfait par le profil principal (U Lt V?)
(car le terme Jytp? est & moyenne nulle sur le tore T). De plus, 1;2(0) n’intervient que dans les conditions
de bord du systéme (5.4.11) régissant le premier correcteur (U**,43), via les dérivées “lentes” Btzp(O),
8y11$2(0) et 8y2152(0) (voir (5.4.8) pour les équations explicites). Il pourrait subsister une condition de
résolubilité faisant intervenir le coefficient de Fourier @/ZJ\Q(O), mais en fait il n’en est rien, comme l'indiquera
la Proposition 5.5.1 ci-apres. On choisit de fixer la moyenne de ¥? comme étant égale en tout temps a la
moyenne initiale, que 'on a fixée & zéro (on renvoie a (5.1.4)) :

D2ty ,0) =0, Yy €T? Vtel0,T], (5.4.106)

Le choix d’une autre valeur de la moyenne 1,22(0) n’affecte en rien le profil principal UM* (qui reste
a moyenne nulle en tout temps comme nous 'avons vu au Paragraphe 5.4.2). Ce choix influencera en
revanche le correcteur U% ¥, ce qui se traduit par une erreur d’ordre £ dans le développement asymptotique
(5.1.5). En conclusion, on définit le profil principal 1% par

V(LY 0) = ity 0),

avec ¢)2 € H*® ([0, T x T3) donné par (5.4.105). Le profil 1»? définit entierement le profil principal
via 'expression (5.4.58). Insistons sur le fait que le profil principal ¥? n’est pas unique, du fait du degré
de liberté dont on dispose sur sa moyenne 12(0) (mais cela n’affecte en rien le profil U 1’i).

5.4.4 Achévement du traitement du profil principal (U'*,¢?)

Jusqu'ici, nous avons déterminé les coefficients de Fourier UY*(k), pour k € Z, uniquement pour y3 = 0.
Il nous reste a redresser convenablement ces coefficients par rapport a ys3, qui, on le rappelle, joue un réle
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de paramétre dans la premiere équation de (5.4.4) et n’intervient pas dans la condition d’orthogonalité
(5.4.73). On peut par exemple procéder de la méme facon que dans [Les07], [Marl0] ou [Benl4] : on
redresse de fagon arbitraire en multipliant par une fonction x € C*°(R) telle que x(0) = 1 (contrairement
a [Les07], la variable normale y3 appartient ici a l'intervalle compact [—1,1], donc il n’est pas nécessaire
de supposer y a support compact). L’expression finale de U L% est alors donnée par :

VkeZ, Uty ys Vs, k) = £x(ys) k| (t, ¢, k) T 5 RE(R), (5.4.107)

avec RT (k) défini par (A.2.1a) (dont la définition en k& = 0 n’importe pas du fait de la présence du facteur
|k| dans (5.4.107)). Le profil principal 12 est quant & lui donné par le Théoréme 5.4.1. Le développement
asymptotique (5.1.5) de UEi n’est alors pas unique, et dépend du choix de y, comme mentionné dans
[Mét04, §4.2] et [Les07]. Une telle définition de UL+ et de )2 assure bien que le systéme (5.4.4) est vérifié.

Remarque. Pour des raisons techniques, nous serons éventuellement amenés a choisir y = 1 sur [—1, 1].
En d’autres termes, on redressera les coefficients de Fourier de UM indépendamment de ys. Nous re-
viendrons sur ce point lors de la détermination des correcteurs (U m’i,¢m+1)m22 au Paragraphe 5.5.6,
car nous aurons besoin d’assurer des relations de compatibilité sur les termes sources intervenant dans le
systeme (5.5.99).

Conclusion. La premiére étape de la résolution de la cascade BKW (5.2.3a) est dés lors entiérement
achevée et fournit le profil principal (U%*,1?), le profil ULT étant caractérisé par ses coefficients de
Fourier (5.4.107). Sa trace sur {y3 = 0} est déterminée de fagon unique, tandis que son expression pour
ys = 0 dépend de facon arbitraire de la fonction de redressement x choisie. Grace a la régularité H>
de 2, on peut notamment vérifier que UM+ = Ubt = Dok£0 Ul’i(k) e* appartient bien & I'espace SE,
en reprenant les arguments de Marcou [Marl0]. En outre, la composante lente de UM% dans ST est
identiquement nulle.

La seconde étape consiste en la résolution du systéme (5.2.3b), pour m = 1, afin de déterminer le
premier correcteur (U?%*,43). Cette étape a été en partie amorcée au début du Paragraphe 5.4.3, dans
lequel nous avons assuré certaines conditions nécessaires que doivent vérifier les termes sources F1* et
G1* : ces derniers doivent appartenir & I'image d’un certain opérateur, ce qui s’était traduit notamment
par la relation d’orthogonalité (5.4.73). On renvoie a la Proposition 5.5.1 ci-apres pour une analyse générale
des conditions de résolubilité que 1’on a établies sur le cas particulier du systéme (5.4.11).

Le but de la section suivante est de généraliser la démarche suivie tout au long de cette section, afin
de construire les correcteurs (U=, ™1, <5 dans (5.1.5) et (5.1.6) par récurrence.

5.5 Equations de la cascade BKW : détermination des correcteurs
(Um,j:’ wm+1)m22

5.5.1 Les équations de la cascade BKW a l’'intérieur du domaine

Dans cette partie, on généralise la méthode employée a la Section 5.4, afin d’obtenir des équations pour
tous les profils (U™*,4™+1), avec m > 1. Pour cela, commencons par réécrire le systeme (5.0.4) sous la
forme suivante :

3
Ay U™ + Y Vf{US)9,,UF =0, te[0,T], z32(ta). (5.5.1)
j=1

En tenant compte du développement asymptotique (5.1.5) supposé de U, on peut écrire UF ~ UO’i—Fﬁf.
En procédant a un développement de Taylor exact des matrices jacobiennes V f; au voisinage de U 0% on
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obtient : B N N
Vi(UE)0,,UE = V;(U)0,,UF + V2f;(UE) (UF, 0,,U7),

grace a la linéarité de I'application U + Vf;(U) (les composantes de f; sont polynomiales de degré
2 en U). En utilisant les notations (5.3.3) et (5.4.6) introduites précédemment, et en remarquant que
Oz; UEi = 8ij€i, on peut écrire :

Vi(UE) 0,,UE = Aji 0u, UL + A; (UF,0,,UF).

On calcule ensuite 9, UZE (pour j = 1,2), ce qui découle directement de (5.1.5) :

_ B, .
Oy, UE ~ D &F (aijkvi — O, 1he 0y, URT — ;%GysUk’i + ifa@Uki). (5.5.2)
k>1

Puis, en “dérivant” le développement (5.1.6), on a :

Op,the ~ D ety 0" + & Y oyt (5.5.3)
0>2 >1

Ainsi, en injectant (5.5.3) dans (5.5.2), on obtient :

0p,UE ~ Y e™af,, (5.5.4)

m>0
ot les coefficients ajfm (avec j = 1,2) sont définis par :
YmeN, of, = &opUmHE + 9, U™
o 5] Z 80w€+2 8y3Uk+1,:t _ Z 8yj¢€+2 aYSUkJrl,:t

k+4=m—1 k+6=m—2 (5'5'5)
o fj Z 89¢€+2 ayg Uk+17:t - Z 6@/]' ¢£+2 ay3 Uk-i—l,:t'
k+l=m—2 k+0=m—3

Dans (5.5.5), on a adopté la convention >, = 0 pour tenir compte plus simplement du cas ou 0 < m < 2.

Notons qu’on peut obtenir un résultat analogue pour Btﬁai ; il suffit de remplacer dans (5.5.5) d,, par 0;
+

et {; par 7. Ceci permet de définir également des coeflicients ag,, tels que
HUE ~ > e™ag,, (5.5.6)
m>0
Enfin, le calcul de 8,,UZ est direct
0u, UE ~ > e (8,,UM* + oy, UFT). (5.5.7)

k>0

Finalement, en injectant (5.5.4), (5.5.6) et (5.5.7) dans (5.5.1), puis en identifiant les termes selon les
puissances de €, on aboutit a ’ensemble des équations suivantes, définissant la premiere partie de la
cascade BKW :

LE@Uh+ =0, Y320, 0¢eT,
{ 7 ° = (5.5.8)

Ly(@)Umths = pmE Y320, 0T, m=>1,
ou 'on rappelle que 'opérateur rapide Lf(f)) est donné par (5.4.9). Si m = 1, on retrouve dans (5.5.8) le
terme source F'* donné par (5.4.7) associé a 1’équation sur le correcteur U**, & savoir :

Fl,:l: — _7;:I:(a)U1,:I: + ame A:I: ay3U1’i

1 (5.5.9)
= (&0 U UM + Oy As (U, UM)).

j=1
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Si m > 2, le terme source F™* dans (5.5.8) est défini par :

Fm,:l: N 7;:|:(6>Um,:t

+ Y Ot AT (O, U + 0, UF)

k+0=m-+1
k>2

+ Z wk aY UZJrl + + 8y3UE i)

k+l=m
k>2

_ Z Z [ Ukj: 9y Uz+1i) + A (Ukﬁ: 8ij£:t)}
j=1 k+b=m
k>1 (5.5.10)

Z Ag(Uk’i, ay3U€+1,:|: + aygUZ,:I:)

k+l=m
k>1

2
+ Z 5] Z 89¢£1+1 Aj(UZQ,:t’aYSUE;g-i-l,:I: _|_ay3UE3,:t)

j=1 L1+l +l3=m
£1,822>1

2
+ Z Z ayj wﬁl Aj(U€27:t7 aY3 U£3+1,:|: + 8?!3U£37i).

J=1 L1+Lla2+Ll3=m
012>2,02>1

Il conviendra de noter que I'on peut isoler les termes dépendant du correcteur (U™*, 4™ +1) dans I'ex-
pression de F*. On décompose donc, pour m > 2 :

Fm,i - _ ﬂi(a)Um,i

+ (Bt A 9y UM+ 9gu® AT 0y, U™E) (5.5.11a)
2
Z gj 89Aj(Ul’i, Um,i) + 8Y3A3(U1’i, Um,i) + mel,i
j=1
S A R e e it (5.5.11b)

ott F™~1# ne dépend que des profils (U, P o< j<m—1, voir (5.5.10).

Regardons plus en détails la 7¢ composante des équations (5.5.8), c’est-a-dire la contrainte sur le
profil w™+1%  provenant de la contrainte de divergence nulle sur la vitesse. Rappelons que 'on adjoint
également & (5.5.8) la contrainte sur le profil H™*5%  provenant de la contrainte de divergence nulle sur
le champ magnétique. Nous aurons besoin de ces deux contraintes au Paragraphe 5.5.6 afin de déterminer
le coefficient de Fourier d’ordre 0 du correcteur U™+ 1*. Nous avons, pour tout m > 0, (avec la convention

Zz:()):

2
K + 0+
+306 > At (Bt + ayuf)
I=L ke (5.5.12a)
Z 1,+ l,+
+Z > Oyt (OvuytE 4 OyusT).
j=1k+b=m

k>2
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Quant & lui, le profil H™+1* doit satisfaire la contrainte suivante, analogue & (5.5.12a) :

8Y3H§I+17i + & 89H1n+17i + & (%H;n—H’i = -V, g™t

2
T8 Y ot (O HTE 4 0, )
J=L tem (5.5.12b)

2
+3% g0t (8y3Hf+1’i 1 aygﬂjfi).
=L

5.5.2 Les équations de la cascade BKW associées aux conditions de saut

Il nous faut ensuite déterminer les conditions sur le bord {ys = Y3 = 0} que doivent satisfaire les
correcteurs (U™% ¢™*+1). On procede pour cela de la méme facon que précédemment, en injectant les
développements (5.1.5) et (5.1.6) dans les conditions de bord données par le systeme (5.0.1). Pour m = 0,
on retrouve les conditions de bord (5.3.6) sur le profil principal (U*,?) obtenues & la Section 5.4. Pour
m > 1, on obtient les équations suivantes sur le bord {ys = Y3 =0} :

1
u;n-‘r x — 8twm+l + Taewm+2

k4t . k,+ k4t
+ Y (60 + ubT0,) 0+ S (Gl + ub) Gt
. ktt=m—1 - - k+t=m . . (5.5.13)
Hy Y = S (HPF0y, + HEF0,) 0+ Y (G HPT + @ HY) 9,
1 k+l=m—1 k+l=m
[qm-i- |y3:0] = 07

ou [-] dénote le saut & travers l'interface plane {Y3 = 0}. Notons que 'on peut réécrire ces conditions
de bord en isolant les termes dépendant des profils U™* ™+ et ™2 Pour m = 1, on obtient
conformément a (5.4.8) :

2 2
up™ = cF v + 0t + D ulT 9,0t + > &uyT apy?

Jj=1 J=1

T N TR < WU (5.5.14a)
Hy™ = b5 0py° + Y Hp™ 0y, 0% + ) & Hy™ 0gy,
J=1 j=1
[q2|y3:0] = 0.
Le systeme (5.5.13) se réécrit, pour m > 2, comme suit :
2
ugn+1,i = Ci 891/)m+2 + atwm—i-l + Z u;),i ayj¢m+1
j=1
2
+ 57 & (T 0y + upT py™ ) + G,
j=1
(5.5.14b)

2
Hgn'i-l,i — pt 89wm+2 + Z H]Q,ﬂ: aijm+l
j=1

2
+ 0 & (H" 0pu® + HjF 0™ + G5,
j=1

(4" ys=0] =0,

ou les termes sources G’lnfl’i et Gghl’i ne dépendent que des profils (U7*, wj+1)0§j§m,1. En rappelant
la définition (5.4.2) des matrices de bord BT et B, les conditions de bord (5.5.14) se réécrivent sous la
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forme :
BYU™tht 4 BTUTthT Qg TR (6T +67) = G™T +G™T sur {y3=Y3 =0}, (5.5.15)
ol les termes sources G™* et G~ sont définis par

Gmt = (G, GY T, 0,0,0),

o (5.5.16a)
G™™ = (0,0,G/" ,Gy",0).
Lorsque m = 1, nous avons, conformément a (5.4.10) :
2 2
GI* = 0w? + Y u)F 0,0 + 3 &ul T oy,
, , (5.5.16b)
1,4+ 0,+ 1,4+
Gy™ =Y Hy=0,0° + > & H™ gy,
j=1 J=1
Lorsque m > 2, les composantes GT’i et ng,i dans (5.5.15) sont données par :
2 2
G71n,:t = atwm-‘rl + Z u;),:t aijm-i-l + Z 5] (U/;n’:t 89'¢2 4 u;,ﬂ: 80wm+1) 4 GT_I’:E,
= = (5.5.16¢)

2 2
= 0,% ,E 1,+ —1,+£
Gy F o= Y HIF 0, 0™ + Y & (HVF 00 + Hyj T 0™ ) + Gy
=1 j=1

Résumons ci-apres les équations de la cascade BKW que doivent satisfaire le profil principal (UMF,1)?)
(déja obtenues & la Section 5.4), ainsi que les correcteurs (U™, ¢ 1), <o :

LE@U™ = o, Y220,
| o ) - (5.5.17a)
BYUY + B7UY — 0p¢* (61 +67) = 0, yz3=Y3=0,
et pour tout m > 1,
LT(oyumtit — Fm,i’ Ys 20,
7(0) 1 R ) ) P s (5.5.17b)
Btym™tLt 4 p—ymtl— _ aemer (ﬁ+ +6 ) = Gt +G™, y3 = Y3 =0.

N’oublions pas d’adjoindre la contrainte (5.5.12b) a la cascade BKW (5.5.17). Le probléme homogene
(5.5.17a) a déja été résolu a la Section 5.4. Dans le Paragraphe 5.5.6 ci-apres, nous nous intéresserons a
la résolution du probléme inhomogene (5.5.17b) et on montrera que les correcteurs (U™ThE pm+2)
pourront étre entiérement déterminés par récurrence.

5.5.3 Les conditions sur les bords fixes ',

Le systéeme des nappes de tourbillon-courant (5.0.1) contient également des conditions sur les bords
fixes I't et I'_. Il convient & présent d’établir la cascade BKW associée a ces conditions de bord. Les
calculs sont légerement plus délicats qu’au Paragraphe 5.5.2, du fait du changement de coordonnées
(v y3) = (2,23 — e(t,2")) effectué au sein méme du développement BKW (5.1.5). La présence de la
frontiere libre differe de I'analyse faite par Marcou [Mar10, Marl1], et on pourrait s’interroger quant a la
pertinence de Pespace fonctionnel S* dans lequel on a choisi de travailler. Pour affiner le développement
asymptotique, une possibilité serait de considérer dans ST7 des fonctions dépendant aussi de la variable

"On rappelle la Définition 5.2.1 des espaces fonctionnels mis en jeu.
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tangentielle rapide 6. Toutefois, le coceur de notre analyse se situe principalement sur le profil principal
(UY*,4?) — comme abordé dans la Section 5.4 précédente, puis en second plan sur le premier correcteur
(U 2% 13) — ce que nous aborderons au Paragraphe 5.5.7 ci-dessous. L’espace SE. tel qu’on I'a défini au
Paragraphe 5.2.1, nous suffit pour exhiber le caractere “onde de surface pure”, comme 'indique le point
(i) du Théoreme 5.2.2.

On se donne M € N un entier suffisamment grand, correspondant & l'ordre des solutions approchées
(5.1.8) que l'on souhaite construire. Sur les bords fixes I'y, la solution exacte doit vérifier la condition
homogene suivante :

V(t,a') € [0,T] x T?, uZy(t,a’,£1) = Hy(t, 2/, +1) = 0.

Nous allons donc chercher a annuler le développement asymptotique en puissances de £ (5.1.8b) pour
x3 = £1. Nous avons :

+1 -y (ta) rt4+¢ o
M,+ m:t ! M / app,e\"»
(uapp75) t Cl',' :l:l Z Em <t7x 7:|:1 - ,l/}app,s(ta x )7 c 3 - . (5518)
On décompose ensuite les profils ugn dans l’espace S+ (comme indiqué par (5.2.1)) :
ug* = ul"* 4 uy” —i—ui"?,i.

On commence par remarquer que les termes ug’ et u*7§,i nous donnent une contribution en O(g*)
dans le développement (5.5.18), du fait de leur décroissance exponentielle par rapport a Y3. En effet, en
généralisant le raisonnement ayant abouti a (5.4.32) lors du traitement du profil principal, on peut écrire :

+1 — Py (8 2) Tt+f"ff/)‘

+ M
m3 (ta xlv +1 - T/)app,s(tv l‘,)a c ) c

< Cy exp ( — %VI) exp (%!zb%p’a(tw’”)
< Onrexp (= 20 exp (=7l + -+ M M o) = O(),

ou Cpr > 0 et dp7 > 0 ne dépendent que de M. Le développement (5.5.18) devient donc :

(U%}fs) t x’ :I:l Z Em mi t ' ,+1 _w%p,g(t7$/)) + O(€M+1). (5519)

On procede ensuite a un développement de Taylor des profils gg”’i au voisinage de y3 = +1, jusqu’a

l'ordre M —m en € (du fait de la présence du préfacteur €™ dans (5.5.19)) :

,x M
an (t7 .T/, +1- wapp,s(tv SL‘,))

o+ (=% & mg, M INY; M—m+1 (5.5.20)
= w1+ Y o Oy ud (b, 2!, £1) (Yapp e (t,2'))" + O(M ™),

—_

Notons qu’on limite la somme de (5.5.20) a | 4 57| car le développement asymptotique de ¢%p,g commence
a 'ordre 2. De cette maniére, le développement (5.5.20) va bien jusqu’a 'ordre M — m en €. De plus, si
m = M oum = M — 1, alors la somme dans le membre de droite de (5.5.20) n’apparait pas. En tenant

compte de la définition (5.1.8a), on obtient :

g;”’i (t, 2, £1 — w%pﬁ(t, ')
= um’i(t 2, +1)
| Mo mJ ' '
+ Z I ysUs Z &l Z (¢]1---wﬂk)(tvxla‘:@(t:x/)/g)

j=2k  ji+..+jr=j
Ji=2

(5.5.21)

+ (’)(gM_m+1)’
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ou l'on a noté ¢(t,x') := 7t +¢& -2/ la phase plane pour alléger quelque peu le calcul. A présent, rappelons
que la moyenne lente U™ provient du coefficient de Fourier d’ordre 0 par rapport & 6 du profil U™,
dont on a pris la limite en Y3 = 400 (la variable rapide Y3 n’intervient pas dans expression (5.5.21)). Pour
déterminer la cascade BKW associée aux conditions sur les bords fixes I'1, nous prendrons uniquement
la moyenne par rapport a 6 de I'expression (5.5.21). Ici, il est important de noter que lorsqu’on cherchera
a approcher la solution exacte UEjE par les solutions approchées U%pﬁ construites, il faudra tenir compte
des modes de Fourier non nuls dans les conditions de bord sur I'y., qui contiennent les termes oscillants
exp(ikp(t,x’)/e), pour tout k € Z\{0}. Nous verrons au Paragraphe 5.6.5 que ces termes oscillants
apparaissent des 'ordre 5 en e, mais pas avant. Dans la Section 5.6 ci-apres, nous reviendrons plus en
détails sur le systéme approché satisfait par les solutions approchées (Ué\gfg, T/J%p,g) ; nous verrons a quel
ordre en ¢ ce systéme approché s’éloigne du systéme exact (5.0.1).

La moyenne par rapport a 6 de (5.5.21) s’écrit :

| M mJ
, =
30 = um + Z s s Z Yo wjk()
j=2k Jit.+ik=j
Ji>2
I_M m M—m
- Z Wohurs Y & 5 B ) ), (55.22)
j=2k Jite+ie=J
ni+...4+n=0
Ji>2, ni#0

les fonctions étant évaluées en (t,2') ou (t,2',4+1) dans (5.5.22). Revenons deés lors sur le développement
(5.5.19), dont on ne consideére que la partie moyennée par rapport a 6, c’est-a-dire :

Zem mi.

Nous avons grace a (5.5.22) :

Sé\/[’:t — Z 6mgm,:i:
m=1
- ke mt j ~; ~
+ 2 Ll Opug™ D ¢ > Pt (ny) ... 7% (ng). (5.5.23)
m=1 k=1 ' j=mA2k  jitetj=j-m
ni+...+n=0
Ji=>2, n;#0

Quelques simplifications peuvent étre effectuées dans 'expression (5.5.23). En effet, nous avons montré
au Paragraphe 5.4.2 que la moyenne lente UYF était identiquement nulle; par conséquent, la somme
par rapport a m dans (5.5.23) peut étre prise & partir de m = 2. De plus, le degré de liberté sur les
moyennes des profils (1)*)y>o permet de les choisir nulles (on renvoie & la discussion aboutissant & (5.5.85)
ci-apres). Ainsi, la somme par rapport a k dans (5.5.23) peut étre amorcée a partir de k = 2. Cela fait
donc débuter la somme dans (5.5.20) a partir de & = 2, ce qui fait apparaitre le terme quadratique
(@b%p’s)? Comme ce dernier commence & l'ordre 4 en ¢, la premiere somme de (5.5.23) s’effectue pour
m € {2,..., M —4} (car pour m = M —2 (resp. m = M — 3) on obtient un terme en ¢ =24 = O(gM+1)
(resp. eM=3+4 = O(M+1Y)).

Récapitulons : la partie moyennée par rapport a 6 du développement (5.5.19) admet le développement
en puissances de € suivant :

M
M—4l75™ M

= ngumih“i + Z Z | s Us” Z ¢’ Z le(nl)lzjk(nk)
m=2 j=m-+2k N+ +jk=j—m

ni+...+nE=0
Ji>2, n;#0
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Notons ici que des termes correctifs n’apparaissent qu’a partir de l'ordre 6 en £ (pour m = k = 2). En
effet, en identifiant les puissances de ¢, on en déduit les conditions de bord suivantes pour les vitesses

normales lentes (uf"=)p>1 :

vme{l,...,5},  ul"Fp, = 0. (5.5.24a)
Pour le correcteur U%*, nous avons :
1 ~ 2
T -3 P oput . (5.5.24b)
n#0

Nous verrons que grace aux résultats du Paragraphe 5.5.7, la moyenne lente U 2% associée au premier
correcteur est elle aussi identiquement nulle, comme pour le profil principal U*. En conséquence, les
conditions de bord (5.5.24b) pour la vitesse normale lente gg’i seront également homogeénes. Toutefois, a
partir du correcteur U”*, les conditions de bord sur I's. pour gg’i dépendent au moins de la moyenne lente
U>* qui, elle, n’a plus aucune raison d’étre nulle en général (on renvoie la encore au Paragraphe 5.5.7).
Ces conditions de bord s’écrivent sous la forme :

Ym>7,  ulF, = A7 (5.5.24c¢)

ol fb{"_4’i ne dépend que des vitesses normales lentes (:%,1)2 <jem—a € des profils (¢7)a<j<m—5-
Tout ce raisonnement s’applique de fagcon analogue au champ magnétique normal. On en déduit donc
les conditions de bord suivantes pour les champs magnétiques normaux lents (A ;”’i)mzl :
vme{l,...,5},  H |, =0. (5.5.25a)

Pour le correcteur U%*, nous avons :

1 a2
Hy* ey = =5 >[92 ()" 05 H3 ™ I, (5.5.25b)
n#0

La encore, la condition de bord (5.5.25b) sera en fait homogéne grace aux résultats du Paragraphe 5.5.7
(car on verra que U>* est nulle). Enfin, nous aurons :

Ym>7,  HMEp, = AT (5.5.25¢)

N —4 R —4 , .
ot Ay % est le méme terme source que A" * dans lequel on a remplacé la vitesse u par le champ
magnétique H.

Ceci termine ['établissement des conditions de bord sur 't pour les moyennes lentes (Qm’i)mzz
Rappelons que l'on a pris uniquement le coefficient de Fourier d’ordre zéro par rapport a 6 dans le
développement (5.5.21); par conséquent il faudra tenir compte de tous les modes de Fourier non nuls
lorsque 'on s’intéressera au systéme approché satisfait par les solutions approchées (UME M ) Nous

app,e’ Yapp,e
renvoyons pour cela au Paragraphe 5.6.5 ci-dessous.

Nous aborderons au Paragraphe 5.5.6 la résolution de la cascade BKW (5.5.17) adjointe de la contrainte
de divergence (5.5.12b) ainsi que des conditions de bord (5.5.24) et (5.5.25). De plus, on pourra toujours
faire en sorte que les profils associés a la pression vérifient les conditions de normalisation (5.5.41) que 'on
obtiendra au paragraphe suivant. Les correcteurs (U™, Y™ 1),,>9 seront déterminés par récurrence.

5.5.4 Contraintes sur la normalisation de la pression

La pression exacte ¢ intervenant dans le systéme (5.0.1) peut étre choisie afin de satisfaire la condition
de normalisation (5.4.36), comme nous I’avons mentionné au Paragraphe 5.4.2 lors de la résolution du
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probleme de Laplace (5.4.34). Cette condition s’écrit :

Vte 0,77, /Q+()q€ (t,x)dz + / - (t,x)dx = 0, (5.5.26)

€

ot1 I'on rappelle que les domaines QF (t) sont définis par

QF(t) == {x e T? x (=1,1) |23 = ¢e(t,2)}.

£

L’égalité (5.5.26) prend la forme suivante, apres avoir effectué le changement de variable (v, y3) <> (2, 23—

ve(t,2')) :
== (t.2) + / / /
/TQ/O qc (t7y7y3+w£(t7y))dy3dy

(5.5.27)
/ / (Y ys + Yt y) dysdy’ = 0.
T2 1+9e (t,2")

m,i)

Cette condition de normalisation va se répercuter sur les profils (g m>1, du fait de la forme des

développements asymptotiques (5.1.5) et (5.1.6) sous lesquels nous cherchons & approcher respectivement

la pression qf et le front .. Dans 'optique de construire des solutions approchées (U%pig, @/Jamu .), pour
M > 1, on cherche aussi & vérifier 1’égalité (5.5.27), & une erreur de taille O(e™*1) pres. En d’autres

termes, les solutions approchées doivent permettre d’écrire :

1- 7/}apps(t$ ’
/Tz/ Gty ys + o, (6 y) dys dy

(5.5.28)
M,— / M / /o M+1
* /T /Hw%ps(t ) Gy 43+ Vappelly)) dys dy = O(TT).

Par la suite, nous traitons le cas de la premiére intégrale dans (5.5.28); le cas de q%ﬁ,} est similaire.
En injectant la définition (5.1.8) des solutions approchées dans le membre de gauche de (5.5.28), nous
obtenons la somme suivante pour I’état “+”, que I'on cherche ensuite a développer en puissances de ¢
jusqu’a U'ordre M :

M 1= pp.e (t) Tt+¢& -y
Z e / / ” g™t (t, v, y3, y—g, M) dys dy . (5.5.29)
m=1 T2 /0 € €
Pour tout m € {1,..., M}, nous utiliserons la décomposition (5.2.1) des profils ¢™* dans l'espace ST :

¢y, Ya,0) = ¢ (y) + ¢ (Y, Ya) + @ (ty, Vs, 6).

Chaque intégrale double dans (5.5.29) se décompose alors en trois parties de la fagon suivante :
17¢£I{P,E(tzy/) ma+ ’ y3 Tt + é'l . y/ ,
/ / g (t,y,ys,f,i)dysdy
T2 JO e €
1- wapp s(tzy
= / / Tty ys) dys dy
T2
1- wapp,s(t»y ) y3
+ / / " (g ys, 2 ) dys dy
T2 JO €

1_wé\f)p,s(t7y/) Y3 Tt + fl . y,
+/ / qI”’*(t, yﬁys,f,i) dys dy
T2 JO g g

= ™ (e) + I™T(e) + I™H(e). (5.5.30)
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Etape 1 : développement asymptotique de l’intégrale im’Jr(s).

On commence par se ramener au domaine fixe 9t = T2 x (0, 1), dans l'idée que ¢ est petit et que chaque
profil gm’Jr est défini sur QF pour ensuite étre prolongé a T? x R, par rapport a y3. De cette maniere, les

g 1=t e . - , .
intégrales | Vap, seront bien définies et chaque terme du développement en puissances de ¢ de " (g)
sera fonction uniquement des profils “antérieurs” & ¢™ . A laide de la relation de Chasles, on écrit :

1- wapps(tvy
I (e /11‘2/ +(t, Yy y3) dys dy’

1—yM E,y)
:/Q m+tydy+// " "ty ys) dys dy

= I+ " (e).

Afin de développer en puissance de ¢ l'intégrale 15" ’+(5), nous définissons la primitive suivante de ¢"™*
par rapport a sa derniere variable y;3 : B

Y3
Q™ (v, y3) ¢=/0 ¢ty 2) da.

Remarquons que pour tout 5 > 1, nous avons 8;3@7”’* = 8iglgm’+. A Tlaide d’un développement de
Taylor, on peut écrire a

1=app < (ty")
/1 a" (Y ys) dys

= Qm’*(t y’ 1 — Pappe(t,y') — Q™ (t,y 1)

F 1) (202 o M) L oEM), (5531

ou l'on a omis les variables (¢,v/, 5/ Y) dans les profils (% Jo<k<m+1- Du fait de la présence du préfacteur
™ dans (5.5.29) devant I"™ 7 (e), on peut limiter la somme de (5.5.31) aux indices j € {1,..., M;mJ};
il vient alors apres intégration sur le tore :

c™m m,~+

3o et Z /T O (Y )M dy + O,

Il convient & présent de développer en série de Fourier les profils 1% par rapport & leur derniére variable
6. Nous obtenons

(d)kl---l/ikj) (t,y’,flgy/) _ Z VF (ng) .. M (n )exp( (ng+-- +”j)£/;y/>'

N1,...,N; EL

Lorsque les modes n; vérifient ny + - -- 4+ n; # 0, la méthode de la phase instationnaire permet d’obtenir
un terme en O(e*). Ainsi, a Pordre M par rapport a €, il nous reste seulement les modes n; vérifiant
ny+---+mn; =0:

Ll\ifm .
B) (_1 M—-—m

mE) = Y
j=1

~—
<

] ‘95);12m’+(t7 Y1)
J: k=2j kl_t,_..._t,_k;j:k; (5532)

x 1/Tw’“<t,y 0).. Wbty 0)dody + O(MHL).
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Le détail de I’expression (5.5.32) n’est en soi pas capital; en revanche, il faut remarquer que l'on peut
réécrire (5.5.32) sous la forme

eM I (e) = QM (1) + TP QI (1) 4 M QI (t) + O, (5.5.33)

ou chaque 2;”*, pour m+2 < p < M, ne dépend que des profils ¢" " et (¢k)2§k§p_2. Le développement

asymptotique (5.5.29) associé aux moyennes lentes g™t s’écrit alors :

M m—2
m m+ m 7+ M+1
Z e I Z [t dy + X e Y Q@) + 0@, (5.5.34)
m=3 j=1
Nous avons une expression similaire pour I’état “—”. On remarque que les termes “correctifs” gfn*' inter-

viennent seulement & partir de l'ordre e3. Cette remarque sera cruciale lors de I’étude du phénomene de
rectification mis en évidence au Paragraphe 5.5.7.
Etape 2 : développement asymptotique de I’intégrale 1™ (e).

Comme lors de I'étape précédente, on se rameéne au domaine fixe Q7 en écrivant :

1- wapps(ty)
I (e /Tz/ " * (6,9, ys, )dysdy

1- wapp,s(tﬂy/)
:/ gm,+(t7y,7y37@) dys dy’ +/ / q" (75 v, ys, )dysdy
Qt € T2 J1
= I} (e) + I (o).

» Cas de I3 ’+(5). En procédant au changement de variable y3 = ez3, on peut écrire :

1/e
/ / Tty ez3, 23) dzg dy .
T2

On effectue un développement de Taylor avec reste intégral de la fonction ¢™* au voisinage de y3 =0 :

M+1

5 IS
ger (tvy,7523723 Z Z3 +(ta y/aoaz3) + %

1
i /0 (1—u)M 6%+1gm’+(t,y',uezg, z3) du.
J=0 ’

Il vient alors :

m pm,+ ghtml e Jai mt+ / /
eMIST(e) = Z i /11‘2/0 2309.4™7 (t, 9,0, 23) dzg dy (5.5.35a)
20

cM+m+2 1/e
/2/ / 8M+1 g™ty uezs, 23) dudzs dy'. (5.5.35b)
T

Le terme de reste donné par (5.5.35b) est clairement un O(e™*1). On décompose ensuite I'intégrale fol/ c

dans (5.5.35a) en - ff;oo Comme la moyenne rapide ¢"™ "+ appartient & I'espace S}, on peut affirmer
qu’il existe deux constantes Chr, 0y > 0, ne dépendant que de M, telles que :

Vi, Vm, ’z% 8g3gm’+(t, y/,0,23)‘ < Cppe Mz,
La contribution venant de 'intégrale ff;go donnera donc un terme en O(e*). En effet, il suffit d’écrire la
majoration

/11‘2/1 2 ys Mt ()0, 23) dzs dy

+o0 Cy _m
< CM e_éMz?’ ng = M e =
1/e 5M
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Ainsi, Pexpression (5.5.35a) se réécrit :

M _j+m+1 +oo .

ML) = D / / 2™ (t,y,0,23) dzs dy’ + O(EMH). (5.5.36)
> e Nl
7=0

Puisque I'on effectue un développement asymptotique a I'ordre M par rapport a €, on peut limiter la
somme dans (5.5.36) aux indices j € {0,..., M —m — 1}. Comme pour Pexpression (5.5.33) de I;"" (e),
il convient de remarquer que le terme donné par (5.5.36) peut se mettre sous la forme :

eM LT (e) = emTL QI (1) + emTE QL (1) + -+ M QYT () + O(EMT, (5.5.37)
ou chaque QZL"", pour m+ 1 < p < M, ne dépend que de la moyenne rapide gm’+.

» Cas de If’+(€). En utilisant une fois de plus le fait que les moyennes rapides gm’Jr appartiennent &

IN

Cwm

S, on peut majorer I'intégrale IZ”’JF(&:) comme suit :
dy’
T2

1_7/}1\14??8 Y3

app,e  _ s Y3

/ e 0= dys
1

Cwm

roy
< —86_%/ ’l—exp [(5¢2 N 5M¢M+1) (tvy’, fy)H dy'
T2 e

7 )|

om
Sm
< Oye = = 0E™), (5.5.38)
ou les constantes Cps, C;, dps > 0 ne dépendent que de M.

En réunissant les résultats (5.5.37) et (5.5.38), le développement asymptotique (5.5.29) associé aux
moyennes rapides ¢"»" s’écrit finalement :

M M
Z em lm,Jr — Z em
m=1 m=2

b

On obtient une expression similaire pour ’état “—7.

m—1
er,:r(t) + O(€M+1)_ (5.5.39)
j=1

Etape 3 : développement asymptotique de ’intégrale Tt (e).

On décompose une fois de plus l'intégrale I} ’+(€) comme suit :

l_w%p,a(t,y/) Y3 Tt + é‘/ . y/
Ijkn’+(€) = / / qT7+ (ta Z//7 Ys, —, 7) dy3 dy/
T2 J0 9 3

M ’ o
Y3 Tt —+ é./ . yl 1 wapp,a(tvy ) Y3 Tt + 5 -y
= /ql”*(t,y’,ys,ﬁi) dys dy’ + @ (6 ps, 2, ) dys dyf
Qt € € T2 J1 £ 15
= I () + I (e).
» Cas de [;" ’+(5). Commencons par décomposer ¢/ en série de Fourier par rapport & sa derniére

variable : ) ey
m ~m L Tt+E
e =X [, [ e (tvm 2w e (7L ) agay
k207 T2 70 € €

La méthode de la phase instationnaire permet alors d’affirmer que

IV (e) = O(™).
» Cas de Igl’Jr(s). En utilisant le fait que ¢i"" € S, on traite 'intégrale Ign’+(5) exactement de la
méme facon que I'on a estimé I} (¢) en (5.5.38) , ce qui donne également

IV (e) = O(™).

Ainsi, I'intégrale I, ’+(e) n’a aucune contribution jusqu’a ’ordre M dans le développement asymptotique
en puissances de € (5.5.29).
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Conclusion sur la normalisation de la pression (5.5.26).

En réunissant des résultats (5.5.34) et (5.5.39), le développement asymptotique en € de ’expression (5.5.29)
s’écrit finalement :

m—1

Z / (t,y) dy + Z Z () + % g™y Q) + O(EMT, (5.5.40)
m=2  j=1

et de méme pour I'état “—”. Insistons sur le fait que les termes de (5.5.40) ne font intervenir les profils
que sur le domaine fixe QF, et non sur un domaine “épaissi” par rapport & y3 comme c’était le cas au
départ comme on peut le voir dans l'expression (5.5.28). Ainsi, afin d’assurer I’égalité (5.5.28), il suffit
d’imposer les conditions de normalisation ci-aprés sur les profils ¢"™*. A l'ordre &, nous retrouvons le
résultat (5.4.35) obtenu au Paragraphe 5.4.2 :

/ "t (t,y) dy +/ (t,y)dy = 0. (5.5.41a)
o+ =

On peut également remarquer que la condition (5.5.41a) “persiste” pour le premier correcteur ¢>*. En
effet, le terme Q2 % Qordre 2 est identiquement nul (V01r son expression détaillée (5.5.36)), car on a
montré au Paragraphe 5.4.2 que la moyenne rapide g + était nulle. Il reste donc & ordre €2 :

/ g2’+(t,y) dy +/ gz’*(t,y) dy = 0. (5.5.41b)
o+ = 0-=

A partir du rang m > 3, la moyenne sur € du correcteur lent (gm7+, q"™ ™) n’est plus nécessairement nulle,

et doit vérifier :

/7 (tydy+/ “(ty)dy

m—2 m—1 (5.5.41c)
(QJ+ + QJ, ) (QJ+ 4 Q% (t ))

Jj=1 Jj=1

Il est important de remarquer que le terme de droite de (5.5.41¢) ne dépend que des profils d’ordre inférieur
(%) j<m—2, (¢%F)j<m—1 et (¥7)j<m—2. Les conditions de moyenne sur  (5.5.41) sont donc a adjoindre

a la cascade BKW (5.5.17).

A titre d’exemple, on explicite ci-dessous la condition de normalisation que doit vérifier le correcteur
lent ¢>%

/mg (tydy+/ (t,y) dy
/ / t(t,y',0,Y3)dY3dy f/ / “(t,y,0,Y3)dYsdy’.
T2 ]R+

5.5.5 Résolution du probleme “rapide” inhomogeéne

(5.5.42)

Pour commencer, considérons le probleme inhomogene général suivant dont 'inconnue est (U + ¥) que
I'on cherche dans I'espace S* x H*®([0,T] x T3) et out F'* € ST et G € H*([0,T] x T?) sont des termes
sources quelconques :

{ LY(0)U* = F*, y320, Y320, 0€T, (5.5.43a)
BTUT 4+ B U™ — Opo(6T+67) =G, y3=Y3=0, 6cT. (5.5.43b)
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Nous allons déterminer des conditions nécessaires et suffisantes sur '+ et G afin que le systéme (5.5.43)
ait une solution (U¥, ¢) appartenant a I'espace S* x H>([0,T] x T?). Dans (5.5.43), nous avons omis les
variables (t,3') € [0,T] x T? qui jouent un role de parametres. Avant de résoudre le systeme (5.5.43), on
remarque que les termes sources doivent au préalable vérifier une condition de compatibilité. En effet, en
considérant la 6¢ ligne de (5.5.43a), nous avons explicitement :

bt Ogus + cFOpHF = Ff. (5.5.44)

Par conséquent, en prenant la trace de (5.5.44) sur le bord {y3 = Y3 = 0} et en utilisant les conditions de
bord (5.5.43b), on en déduit que les termes sources F* et G doivent nécessairement vérifier les conditions
de compatibilité suivantes :

{ —b" 0pG1 + ¢ 0pGa = Fyf |ys—vi—o, (5.5.45)

—b" 0pG3 + ¢~ 9yG4 = F6_|y3:Y3:0'
Le but de ce paragraphe est d’expliquer I’ensemble des relations de compatibilité sur les termes sources
F*,G qui assurent qu’on puisse résoudre le systeme (5.5.43). Notre résultat est le suivant.

Proposition 5.5.1

Soient F* € S* et G € H*([0,T] x T3) des termes sources satisfaisant (5.5.45), et soit (1,¢') € R?
une fréquence vérifiant (H3), (H4) avec 7 # 0. Alors le systéme (5.5.43) posséde une solution (U, )
appartenant a S* x H®([0,T] x T?) si et seulement si :

(i) la moyenne lente de F'* est nulle :

V(t,y) € [0,T] x QF,  E*(t,y) =0, (5.5.46a)
ott 'on rappelle que QF désigne le domaine fixe T? x I, avec I, = (0,1) et I_ = (—1,0);

(i) Ia moyenne rapide de F* vérifie :

Y(t,y,Y3) € [0,T] x QF x Ry, F*(t,y,Y3) € ImAT; (5.5.46b)

(iii) les coefficients de Fourier F (k) |ys—0 et G(k) des termes sources F* et G satisfont la condition
d’orthogonalité suivante, pour tous les modes de Fourier k # 0 et pour tout (t,y') € [0,T] x T? :

—+o00 R 0 .
/ e FYs £ (k) « FH (4,0, Y3, k) dYs — / e Vs 2= (k) « F=(t,4/,0,Y3, k) dYs
0 —00

+ 0F Gilt,y k) + 03 Go(t,y k) + 67 Ga(t,y' k) + L5 Galt,y' k) (5.5.46¢)
— i7sgn(k) 65(75, v, k) =0,
ol les coefficients réels Ef et @t sont donnés par (5.4.71) et le vecteur £L*(k) par (A.2.1b).

Dans ce cas, (5.5.43) admet une solution particuliére de la forme (U, 0), et toute solution (U*, ) de
(5.5.43) vérifie :

VE#0, Yty Ys, ULty Y, k) = v (ty, k) eT S RERL) + ULy, Y3, k). (5.5.47)

Dans (5.5.47), on rappelle que le vecteur R*(k) € C” est défini par (A.2.1a), et les coefficients v+
satisfont :

Vk # 07 v (t7 y/) e [07 T] X TQ’ fyi(‘t7 y/7 07 k) = :i: ‘k| @(t7 y’? k)‘ (5'5'48)
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En outre, toute solution (U, ) de (5.5.43) vérifie :
Vi, Vs, UE(ty,Ys,0) — UE(t,y,Y5,0) = VE(Ly) + VE(y, V3), (5.5.49)
ou Ki et VE satisfont les deux conditions suivantes :

nVE = VE BYVYy—0 + BV |y—0 = 0. (5.5.50)

Rappelons que 11 = diag(1,1,0,1,1,0,0) est le projecteur orthogonal sur KerA?

Remarques. La Proposition 5.5.1 est tres proche du résultat de Marcou [Marl0], & quelques variantes
pres. En effet, on étudie ici un probleme a frontiére libre, caractéristique et possédant des contraintes de
divergence nulle. Ces différences expliquent la présence de la condition (5.5.46b) et du terme source G
dans la relation d’orthogonalité (5.5.46¢). Au vu des conditions (5.5.49) et (5.5.50) satisfaites par li et
V*, on constate que l'on dispose d'un degré de liberté sur les composantes tangentielles de Li et VF
(i.e. sur Hgi et TIV*). Ceci explique le choix que 1’on effectuera sur les correcteurs U™*, pour m > 2,

en imposant les conditions initiales (5.2.2) qui visent a simplifier 'analyse menée au Paragraphe 5.5.6.

Les conditions de compatibilité (5.5.46) ne font pas intervenir les coefficients de Fourier d’ordre 0 de
G. C’est la raison pour laquelle on pourra se permettre de chercher les profils (¢™),;,>2 & moyenne nulle
sur le tore.

Les conditions (5.5.46) ont bien été imposées pour les termes sources (F'L*, G+ + G ) du probleme
(5.4.11) que 'on a utilisé pour déterminer le profil principal (U%*,4?) & la Section 5.4. En effet, d’apres la
démarche effectuée au Paragraphe 5.4.2, les conditions (5.5.46a) et (5.5.46b) sont satisfaites par le terme
source F*, Enfin, la condition d’orthogonalité (5.5.46¢) est également vérifiée par les termes sources
FU% et GVt + GV elle a conduit & I'équation de type Hamilton-Jacobi (5.4.100) satisfaite par 12 au
Paragraphe 5.4.3.

Démonstration. De la méme fagon qu’a la Section 5.4, on décompose le systeme (5.5.43) en modes de
Fourier par rapport a 6; on obtient la famille de problémes aux limites suivants, ou k € Z :

LEUE(k) = FE(k), y320, Y320, (5.5.51a)
BTUY(k)+ B U (k) — ik@k) (6T +67) = G(k), y3=Y3=0. (5.5.51b)

Rappelons la notation Lf = Agt Oy, + ik A*. Dans les équations de (5.5.51), les variables (t,y’) jouent
un role de parametre, que ’on omettra par la suite par alléger les notations.

Conditions nécessaires. Supposons que (UT, ) € ST x H ([0, T] x T3) est une solution du systéme
(5.5.43). Pour tout k € Z, les coefficients de Fourier (U%(k), (k) vérifient donc le systéme (5.5.51).

Commencons par le cas du mode de Fourier k£ = 0, en décomposant les coefficients de Fourier ffi(O)
et F'£(0) en moyenne lente et moyenne rapide (on renvoie aux notations (5.2.1)) :
LUt e ST ST
* + F* e STa st

>
H_
=2
I
Iy 1S

L’équation (5.5.51a) (avec k = 0) se réécrit :

A Oy,U* = F* + F*.
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En passant a la limite Y3 — +o00, on obtient directement la condition (5.5.46a) sur la moyenne lente du
terme source F'*. Il en découle immédiatement la deuxiéme condition nécessaire (5.5.46b).

On se donne a présent un mode de Fourier k£ # 0 et on se concentre sur le systéme (5.5.51). On procede
exactement de la méme fagon qu’au Paragraphe 5.4.3 ot 'on a étudié ce méme systeme avec (UF, ?3)
dans le role de (U™, ) et (F*, GYT +G17) dans le role de (F*,G). En multipliant la premiére équation
du systeéme (5.5.51) par les fonctions “test” (V*, V™) (5.4.70) solutions du probléeme dual (5.4.64), on
aboutit a la condition d’orthogonalité (5.5.46¢), tout a fait similaire & la condition (5.4.73) que l'on avait
obtenue au Paragraphe 5.4.3.

Conditions suffisantes. On suppose désormais que les termes sources F* € ST et G € H® (10,7 x ’H‘3)
satisfont les conditions (5.5.45), (5.5.46) et on cherche & construire une/les solution(s) (U*, ¢) du systéme
(5.5.43), dans I'espace S* x H ([0, T] T3). Pour commencer, supposons momentanément que ’on arrive
A construire une solution particuliére de (5.5.43) sous la forme (4F,0). Alors toute solution (U*, ) €
S* x H*®([0,T] x T?) de (5.5.43) s’écrit (UT + VE, ), ou (VE, ¢) € ST x H>®([0,T] x T?) est solution
du probleme homogéne :

(5.5.52)

Ly(@V* =0, 4320, Y320, 6€T,
BVt 4+ BV — 89(,0(ﬁ++67) = 0, y3=Y3 =0, 0€T.

Un tel probleme a déja été analysé en détails au Paragraphe 5.4.1, dans lequel nous avons montré ’exis-
tence d’une solution (VE, ¢) de (5.5.52) ; en outre, les coefficients de Fourier V*(k), pour k # 0, s’écrivent
sous la forme :

Vk#0, Yty Ys, VEty Ya k) =5ty k) eTFB RE(E), (5.5.53)

ott R*(k) € C7 est donné par (A.2.1a). L’expression (5.5.53) permet d’obtenir le résultat (5.5.47) annoncé
par la Proposition 5.5.1. On a une expression plus précise en y3 = 0, car alors les coefficients de Fourier
VE(k), pour k # 0, sont paramétrés par ¢ comme suit :

VE£0, Vt,y,Ys, VEty,0,Ys,k) = |kl p(k)eT*s RE(R). (5.5.54)

L’expression (5.5.54) établit en particulier le résultat (5.5.48) de la Proposition 5.5.1. On dispose de plus
d’un degré de liberté sur la moyenne de ¢, du fait de la présence de la dérivée Oyp dans les conditions
de bord du systeme (5.5.43). Pour simplifier, on choisira ¢ & moyenne nulle dans la construction des
correcteurs (U™* ¢™*+1), ~5 au Paragraphe 5.5.6.

Dés lors, il reste a résoudre le probleme inhomogéne (5.5.43) avec ¢ = 0, ¢’est-a~dire & construire une
solution particuliere 4+ du probléme :

LE@)Uu* = F*, 5=0, Y320, 60€T,
{ 7(9) vs< 0= (5.5.55)

BtUtT+B U =G, y3=Y3=0, 0ecT.

On commence la résolution de ce systéme en traitant le mode de Fourier 0. Rappelons les notations (5.2.1)
permettant de décomposer le coefficient de Fourier Z/*(0) en moyennes lente et rapide :

U*(0) = U* + u*. (5.5.56)

» La moyenne rapide Y*. Dans un premier temps, on souhaite résoudre I’équation différentielle
suivante, obtenue & partir du systéme (5.5.55) auquel on a appliqué 'opérateur de moyenne sur le tore,
et ot on a utilisé la condition (5.5.46a) :

AT Oy Ut = F*, Vy320, VY320 (5.5.57)
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En vertu de la condition (5.5.46b), on peut définir :
FE(ty,Ys) = CEEE(t,y,Ys), VY(ty,Y3)€[0,T] x QF x Ry,

ott C* désigne un inverse partiel de la matrice Af (on pourra se référer par exemple a [Ser10]), de sorte
que 'on a AT F* = F*. L’équation (5.5.57) se rééerit :

Az (OyU™ — F5) =0, VY320,
et il suffit alors de considérer :
Y3
Uty V) = [ FE (g Y) avy, (5.5.58)
+o0
Par continuité de Pinverse partielle C* et puisque F* € SF, on peut aisément vérifier que la moyenne
rapide UT définie par (5.5.58) appartient bien & ST.

Maintenant que nous avons résolu I’équation différentielle (5.5.57), il restera a traiter les conditions
de bord de (5.5.55) pour le mode de Fourier 0, ce que I'on abordera au point suivant.

» La moyenne lente U *. La moyenne lente U * N'intervient que dans les conditions de bord du systéme
(5.5.55) pour le mode de Fourier 0. On posséde donc plusieurs degrés de liberté pour construire gi. En
utilisant la surjectivité de 'application
R"xR" — R®
(WHt,W~) +— BYWt4+ B W,
on peut affirmer qu’il existe un couple de moyennes lentes (gﬁ,g_) € St x S~ vérifiant, pour tout
(t,y) € [0,T] x T? :

BTUT(t,y,0) + B~U (t.y,0) = G(t,y,0) — (B*Lf(t,y’,o,O) + B~ g*(t,y',o,O)). (5.5.59)

En choisissant par exemple la moyenne lente U * indépendante de ys, le coefficient de Fourier u +(0) donné
par (5.5.56) vérifiera bien le systéme (5.5.55) pour le mode de Fourier 0. De plus, Zéli appartient & 'espace
S* puisque Qi|y3:0 €St et Ge H®>([0,T] x T?).

» La composante /. Il nous reste a construire une solution particuliere U de (5.5.55), qui consiste
en la superposition des modes de Fourier non nuls. On se fixe & présent un entier k # 0, et on cherche a
construire une solution &= (k) du systeme (5.5.55) (pour le mode de Fourier k) qui permettra de définir
UF € SE. On reprend la démarche que I’on a suivie au Paragraphe 5.3.1, qui consiste & ramener I’étude
du systeme (5.5.55) & un probleme de Laplace satisfait par la pression. Le systéme (5.5.55) prend la forme
explicite suivante® pour le mode de Fourier k :

uy By, iz — Hy By, Hy + ik(c + Eyuy) Uy + ikéouy Gy — ik(b + € Hy) Hy — ik&Hy Hy
+iké § =P,
g By, Tis — Hy Oy, Hs + ik&1ug Ty + ik(c + Eoug) Ty — ik& Hy Hy — ik(b + &oHo) Hy
+ikéyq = Fb,
Oy, q + ikelis — ikb Hy = F3, (5.5.60)
H) Dy, Uiy — wy Ay, Hy — k& Hy Ty + ik€oHy Ty + ik(7 + Eoug) Hy — ikéouy Hy = Fy,
Hy By, Tis — ug Oy, Hs + iké Ho Ty — k& Hy Ty — ik&ug Hy + ik(r + Eyup) Hy = F,
—ikbs + ike Hy = Fg,
Oy, s + ik&1 Ty + ikEy Uy = Fr.

R 8PourA alléger ’écriture, on omet les exposants associés a la nappe plane de référence U 0F ot on note directement
U = (0, H,q) (resp. F) pour désigner I'inconnue U* (k) = (u* (k), H* (k), g (k)) (resp. le terme source F*(k)).

0,+
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A présent, nous suivons exactement la méme démarche que pour lanalyse du systéme homogene (5.3.10),
en tenant compte ici des termes sources (E)1§i§7. L’idée est d’utiliser les contraintes sur la “divergence”
de la vitesse et du champ magnétique pour les injecter dans les équations 1, 2, 4 et 5, ce qui permet
“d’éliminer” les dérivées normales Oy, us et Oy, Hj ; ensuite on dérivera I'équation 3 de (5.5.60) par rapport

a Y3 pour en déduire une EDO d’ordre 2 sur la pression §.

Avant cela, revenons sur les contraintes que doivent satisfaire la vitesse U et le champ magnétique
H. L’équation 7 du systeme (5.5.60) correspond a la contrainte de “divergence” sur la vitesse, mais nous
n’avons a priori aucune contrainte sur le champ magnétique. Cette derniere peut en fait étre obtenue en
effectuant une opération adéquate sur les lignes du systeme (5.5.60), que ’on dénotera par (L1),..., (L7).
En effet, grace a 'opération de lignes &; (L4) + & (L5) + & Oy, (L6) (licite car k # 0), nous obtenons la
contrainte suivante sur le champ magnétique?, analogue a la ligne (L7) du systéme (5.5.60) :

N N N 1 N N N N

5‘y3H3 + 1k& Hy + ikéo Hy = % (8Y3F6 + k& Fy + ik&o F5) =: Fg. (5561)
Maintenant, on injecte la contrainte donnée par la ligne (L7) du systeme (5.5.60) ainsi que la contrainte
(5.5.61) dans les équations 1, 2, 4 et 5 du systéme (5.5.60), et on obtient le systeme équivalent suivant :

ik (cty —bH +6q) = Fy—u Fr+ H Fy
ik(cly—bHo+6q) = Fo—upFr+ HyFy
Ovy,g+ik (ctiz —bHs) = F;,
ik (—bUy+cHy) = Fy— Hy Fr+uy Fy (5.5.62)
ik (—blig+cHy) = F5— HyFr+ugFy
Oy, lis + ik& Uy + ikEa Ty = Fr,
Oy, Hs + ik&y Hy +ikéy Hy = Fy,

ou l'on rappelle la définition (5.5.61) du terme source ﬁs- En dérivant I’équation 3 de (5.5.62) par rapport
a Y3 et en utilisant les équations 1 et 2 du systéme (5.5.62), nous obtenons une équation différentielle
ordinaire inhomogene d’ordre 2 satisfaite par la pression ¢, qui s’écrit :

02,4 — k*q = F. (5.5.63a)

Le terme source dans (5.5.63a) est défini par :

]? = 3y3ﬁ3 + ik (ﬁlﬁl +£2ﬁ2 — (C+a)ﬁ7+2bﬁ8)

%~ ik, - _ _ . _
= v, Fs + — Oy Fs + % (e By + 76 B + 260 Fy + 260 F5 — r(c+a) Fy).  (5.5.63b)

Il convient & présent d’écrire les conditions de bord sur {y3 = Y3 = 0} que doit satisfaire la pression. La
condition sur le saut de pression est donnée par la derniére composante des conditions de bord (5.5.55)
(pour le mode de Fourier k). Par la suite, on réécrit les exposants * car on s’intéresse au couple (g+, 7).
Le saut de pression doit vérifier :

[Glys=0] = Gs, (5.5.63¢)

ou le crochet [-] ci-dessus désigne le saut a travers l'interface {Y3 = 0}. On termine par les conditions de
bord satisfaites par la dérivée premiere 8y3§i. En prenant la trace sur {y3 = Y3 = 0} de I’équation 3 du
systeme (5.5.62), et en utilisant les conditions de bord (5.5.55) (pour le mode de Fourier k), on en déduit :

Oy @ |ys=yamo = G+, (5.5.63d)

9Rappelons que 'on a supposé 7 # 0.
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ou ’on a posé :
g+ = F3+‘y3:Y3:O — ik (C+ Gl - b+ GQ),

. N DN N (5.5.64)
g = F3 ‘y3:y320 — ik (C G3 —-b G4)
Récapitulons le probléeme de Laplace inhomogene que doit satisfaire la pression (g7, 7) :
Rat - K7 = FE 320, Y320,
[Glys=0] = G5 Ys=0, (5.5.65)

8Y3§i‘y3=0 = giv }/3:0

La formule de Duhamel montre que les solutions de 'EDO (5.5.63a) s’écrivent sous la forme suivante :
P o) = (@) = g [ R ) o

b (B k) + g [ e B, v R vy )

1
2|k|
Comme on cherche une solution du systéme (5.5.43) dans l’espace S* (donc en particulier bornée par
rapport a Y3), il convient de choisir :

« pour l'état “+7 :

1 +oo /=
B+(tay7k) = _m e_|k|Y3 f+(t7ya)/g7k) dng
« pour l'état “—7 :
1 0 o
Oé_(t, Y, k) = _7/ e‘kIYS F_(tvy>Y3/7k> dYS/
20k] J oo

Les coefficients restants o™ et 3~ seront, quant & eux, & déterminer & ’aide des conditions de saut du
probléme de Laplace (5.5.65). Les solutions g* de (5.5.63a), appartenant au moins & ’espace L§;,, s’écrivent
donc sous la forme suivante :

1 Y3 N
(/ e:F\k\(Y:s—Y3) fﬂ:(tay7}/3/7k) d}/?),
0

G (ty,Ya, k) = wE(t,y, k) e £ T

" (5.5.66)
_/ EMIOB—Y)) B4 4 VI k) dy?)/>7
+0c0

ol les coefficients k* sont & ce stade inconnus. Avant de déterminer ces coefficients, réécrivons I’expression
(5.5.66) en fonction du terme source F* uniquement. Pour gérer les dérivées dy,F5 et dy,Fi dans
(5.5.63b), on effectue une intégration par parties :

Y (g, Bt @ FE) (4 y, Y, k) dY?
€ vy L'y + 8Y3 6 (tvyv 35 ) 3

0
1k ’ 75 )
— ¢ / i|k|Y (izsgn(k)’ngi + 2@sgn(k) bi Fét)(tvyv}{‘}/7k) dY3/
T Jo

L2t se, 20T
_|_ e:l:\k:\Y:; (F;: —|— TFét)(t,y,Yg,k‘) — (th + TFét)(t7y707 k)

On procede de facon similaire pour traiter I'intégrale fi/go dans (5.5.66). Ainsi, I'expression (5.5.66) du

coefficient de Fourier g* (k) se réécrit en fonction du terme source F'* de la facon suivante :

2
T (t,y, Ya, k) = (ﬂt, yk) £ oo (B (ty,0,k) + LF6 (t,9,0, k))) S

2Ik!

7 LD (v [ S R - P 5 0) 0 (5567
T 0

Y3 ~
oEIHYs / TS £ (k) « FE(t,y, Yd, k) dY:f)’
+oo
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ot le vecteur £F(k) € C7 est défini par (A.2.1b).

Grace aux conditions de bord du systeme (5.5.65), nous allons pouvoir déterminer les coefficients
kT lorsque y3 = 0. Il restera dans un second temps & redresser l’expression obtenue par rapport & ys
qui, rappelons-le, joue un role de parameétre dans I’équation “rapide” (5.5.43a). Pour ne pas alourdir les
notations, nous omettons dans toute la suite de la démonstration les variables (¢,4’) qui jouent également
un role de parametres.

¢ Détermination des coefficients de Fourier = (k) en y3 = 0.

Les fonctions g© données par (5.5.67) vérifieront (5.5.65) si et seulement si le systéme (5.5.69) ci-dessous
est satisfait par les coefficients x*. On détermine donc & présent ces coefficients en y3 = 0. Pour ce faire,
on évalue en y3 = Y3 = 0 les fonctions ¢+ et GYSEF donnés par (5.5.67), puis on injecte les expressions
obtenues dans les trois conditions de bord de (5.5.65). On obtient un systéme linéaire de trois équations
que doivent satisfaire les deux coefficients x7(0,k) et x(0,k). Pour écrire ce systéme de fagon plus
concise, on définit :

[FFE = /Ri TS 2% (k) « F5(0,Y4, k) dY. (5.5.68)

Notons que I ,;tﬁi est une fonction de (¢,y’). En prenant en compte la définition (5.5.64) du terme source
G*, le systeme linéaire que doivent satisfaire les coefficients £ (0, k) s’écrit explicitement comme suit (ou
l'on a 6té la variable k dans les coefficients de Fourier pour alléger les notations) :

1 2b™ 2b~
LI — F*F—F
K K 2|k\< + + F3 + - 6>y3:Y3:0
k ~ ~ ~
+ tsen(k) Sg2n( ) (I,jF+ — I, F)+Gs
T
1 ~
—xt — 7<F+ &F‘i‘)
2|k T y3=Ys=0 (5.5.69)
. B R R
+ ZSg;()IIjF“' — isgn(k)(ctG1 — bTGa)
-
1 /= 207 ~
- = —(Fy - 2F;
a 2‘k|< 3 T 6 ) y3=Y3=0
k ~ ~
zsg2n( )I F~ — isgn(k)(cGs —b~Gy).
-

Le systeme (5.5.69) semble a priori surdéterminé, mais il n’en est rien grace a la condition d’orthogonalité
(5.5.46¢). Cette derniere permet effectivement “d’éliminer” la premiére équation du systeéme (5.5.69) qui
est redondante avec les deux derniéres'®, ce qui détermine de facon unique les coefficients k* & 1’aide des
deux équations restantes. Les coefficients x*(0, k) s’écrivent :

. . sgn . 1 26T -
kT(0,k) = isgn(k)(ctGy —bTGy) — MI;W — (B - iFg)
2T Q‘k’ T Y3=Y3 (5 5 70)
_ ) A A isgn(k) _ ~_ 1/~ 207 ~_
RO(0K) = —isgn(k)(c Gy —bCa) = =L LF 4 m(F3 _TFﬁ>y3—y3 )

On rappelle qu’on a omis les variables (¢,y’) € [0,T] x T? dans (5.5.70).

A présent, il reste & redresser les coefficients de (5.5.70) par rapport & y3 € I1. On illustre la démarche
pour P’état “+”, le raisonnement sera similaire pour 1’état “—”. Comme Uintervalle I; = [0, 1] est compact,

YPour obtenir la condition d’orthogonalité (5.5.46¢), nous avons aussi simplifié I’expression des “traces doubles”
Fi|ys—vs—o grace a la condition de compatibilité (5.5.45).
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on peut par exemple redresser indépendamment de y3 le premier terme du membre de droite de (0, k)
donné par (5.5.70); les deux termes restants, qui dépendent de F'*, sont déja des traces en y3 = 0 (on
renvoie notamment & (5.5.68)) : le redressement se fait donc de fagon naturelle.

Revenons a l'expression (5.5.67) : une solution particuliére du probléme de Laplace (5.5.65) est la
suivante (en omettant une fois de plus les variables (¢,y)) :

1sgn(k A A
T (3. Y, k) = — gT() (6 Gi(k) + £ Ga(k)) ¥
. Y: .
_ ng;(k)(e—w% / "ot £ (R) - F Y (ys, Y4, k) Yy
T
0 . ) (5.5.71a)
n e|k|Y3/ e M5 £t (k) « Bt (ys, Y4, k) dYi
Y3
—+oo ’ ~
I e—\k\yg/ e IFYs £ (k) < FH(ys, Y4, k) dY3’>,
0
. isgn(k) , A - A :
7 (s, Yo k) = " (17 Gah) + 5 Gk o
. 0 [ ~
_ ngIW(est / ¢ Y8 L= (k) « B (ys, Y4, k) dYy
T

Y3 ’ -
el / L (k) < F (y3, Y5, k) dY3

0 , R
+ e|k|Y3/_ elblYs £= (k) « F~(ys, Y4, k) dY3’>.

Pour conclure sur la pression, il reste a montrer que la superposition des modes de Fourier donnés par
(5.5.71), pour k # 0, fournit bien un élément ¢F dans I'espace St.

¢ Régularité des solutions.
Pour commencer on définit, pour j € {1,...,4}, la fonction :
G (ty,Ys,0) = Y Gty k) eTHs ™y y vy 0.
k0

Comme le terme source G de (5.5.43) est de régularité H*°, il n’est pas difficile de voir que les fonctions
q]-i ainsi définies appartiennent bien & S7. En revanche, les termes intégraux restants dans (5.5.71) sont
un peu plus délicats, et se traitent en utilisant un lemme de Marcou [Marl0] que 'on adapte ici.

Lemme 5.5.2

Si F e S}, alors IF = Z I E(k)e* e §F, o I,F (k) est de la forme :
k40

- sik>0:

Loo o Y3 N o~
/ FSTYS) F(t,y, Ve, k) dYy  ou / o MY P(t,y, Y3, k) dY5,
Y3 0

- sik<O0:

“+oo N~ Y3 N~
[ D By v avg on [ 05D Bley v Ry
Y3 0
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On renvoie a [Mar10] pour les éléments de démonstration. Le Lemme 5.5.2 s’adapte directement au cas ol
F € S; . Revenons a I'étude des termes intégraux dans (5.5.71). D’apres 'hypothese (5.5.46a), les termes
sources F'* appartiennent & S donc le Lemme 5.5.2 s’applique et on peut en conclure que la pression ¢
définie par (5.5.71) est un élément de SiF. Ceci achéve entierement le traitement de la pression; il reste
dans un dernier temps & construire la vitesse u et le champ magnétique H.

¢ La vitesse et le champ magnétique.

On termine la démonstration de la Proposition 5.5.1 en déterminant la vitesse et le champ magnétique.
On n’entre pas dans les détails complets, car tous les arguments ont été abordés lors du traitement de la
pression. Revenons au systéme (5.5.62) : on détermine les composantes ﬂfﬁ et H 1i a ’aide des équations 1
et 4. On obtient un sous-systéme linéaire dont le second membre contient la pression, a ce stade connue. Ce
sous-systéme est inversible car nous avons (ct)2 — (b%)2 # 0 en vertu de ’hypothése (H3). On procede de
fagon similaire pour déterminer les composantes @t et lfl'gE grice aux équations 2 et 5 du systeme (5.5.62).
Enfin, les composantes normales ﬁ? et f]gﬁ sont obtenues en intégrant les contraintes de “divergence”
données par les deux derniéres équations de (5.5.62). Pour que les fonctions @?f et ﬁ;ﬁ décroissent vers 0

lorsque Y3 — 400, il suffit de poser :

~t €
Ug (t7y7Y37k) = /

+o0
Y3

(ﬁ;: — k& GE — k&, a;'t)(tjvaé,k) dYs,

(Yo k) = [

+o0

(B — ikey f — ikéo I3 ) (.9, Y3, ) V.

Il faut ensuite vérifier que I’équation 3 du systéeme (5.5.62) est bien satisfaite, ainsi que les conditions
de bord du systéme (5.5.55) (pour le mode de Fourier k). Pour obtenir I’équation 3 du systeme (5.5.62),
il suffit de vérifier que 'on a 'égalité suivante, puisque les coefficients de Fourier U +(k), pour k # 0,
décroissent vers 0 lorsque Y3 — 400 :

02,05 + ik (cF dyyux — bE Oy HY) = Oy, Fi.

Cette égalité est en fait trivialement satisfaite car g est solution de 1’équation de Laplace (5.5.63a), dont
le terme source F= est donné par (5.5.63b). De la méme facon, on peut obtenir de nouveau la 6¢ équation
du systéme (5.5.60) en effectuant les opérations de lignes “inverses” de celles qui permettaient de passer
du systéeme (5.5.60) au systéme (5.5.62). Ainsi, les composantes normales ﬁgh et ﬁgk satisfont le systeme
inversible suivant :

ik (ctaF —b"HY) = Ff — Ovq* .
(bt Aty - B (5:5.72)
ik(—b Uy +c*Hy ) = Fy.

Nous obtenons donc les expressions de ﬁgk et ﬁg—L en fonction des termes sources }?’f, ﬁgﬁ et de la pression
@*. En évaluant les composantes normales 3 et .FAI; en y3 = Y3 = 0, puis en utilisant (5.5.64) et (5.5.45),
il en découle les conditions de bord du systéeme (5.5.55) (pour le mode de Fourier k). Ceci termine de
fournir une solution particuliere du probléme inhomogéne (5.5.55).

5.5.6 Détermination des correcteurs

Revenons & la cascade d’équations (5.5.17b) que doivent satisfaire les correcteurs (U™+1%+ 4™+2) pour
m > 1. Le profil principal (U%*,4?) a été enticrement déterminé & la Section 5.4 (voir I’expression
(5.4.107)). Nous allons & présent construire la suite de correcteurs (U5*,4I*1);59 par récurrence. Pour
cela, on se fixe dans toute la suite un entier m > 1. Rappelons que nous disposons du temps 7' > 0 fourni
par le Théoreme 5.4.1, qui sera fizé dans toute la suite.
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Hypothése de récurrence (H™).
On suppose avoir déterminé des profils (U/*, Pt << tels que :

(HT*) pour tout j € {1,...,m},
Ut e 8 et It € H®([0,T] x T3),
ot /1! est & moyenne nulle par rapport & sa derniére variable 6 ;

(HZ") le profil principal (U%* 1?) donné par (5.4.107), (5.4.105) est solution du probléme homogene
(5.5.17a) et si j € {2,...,m} alors (U%*, 41 est solution de (5.5.17b) (dans lequel I’exposant
“m+ 1" joue le role de j ici). Ces profils vérifient également la contrainte (5.5.12b) provenant de la
contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique;

(HZ") les termes sources (F™* G™*) dans le systéme (5.5.73) ci-dessous, donnés par (5.5.10) et (5.5.16¢),
sont “bien préparés”, au sens ou ils rentrent dans le cadre d’application de la Proposition 5.5.1 en
vérifiant les conditions de résolubilité (5.5.46a), (5.5.46b) et (5.5.46¢) ;

(HJ") les vitesses normales lentes (gg’i)lgjgm et les champs magnétiques normaux lents (ggi)lggm
vérifient respectivement les conditions de bord (5.5.24) et (5.5.25) sur I'x (dans lesquelles I'exposant
“m” joue le réle de j);

(HZ') les pressions lentes (¢%F)1<j<n satisfont les conditions de normalisation (5.5.41) (dans lesquelles
'exposant “m” joue une fois de plus le réle de j ici).

Etapes pour aboutir a la propriété (H™*+1).  Nous suivons les étapes de l'algorithme décrit a la
page 116.

©® On commence par déterminer les coefficients de Fourier ﬁmH’i(kz), pour k # 0, a l'aide de la
Proposition 5.5.1. Leur expression en y3 = 0 est explicite et entiérement déterminée par le profil
Y™*+2, pour I'instant inconnu.

® On détermine une équation d’évolution linéaire de type Hamilton-Jacobi satisfaite par 1™ +2, pro-

venant de la condition d’orthogonalité (5.5.46¢) de la Proposition 5.5.1, que I'on impose aux termes

sources F™mtLE of GM+LE A ce stade, on connait donc le correcteur ™2 ainsi que la composante

o +1’j[|y3:0. Ces deux premiéres étapes permettront d’aboutir aux propriétés (H{"™), (HZ™) et
().

® On identifie le coefficient de Fourier restant U mH+LE(0). Pour ce faire, nous devrons imposer aux
termes sources F™ThE et G+ de satisfaire les deux autres conditions de résolubilité (5.5.46a)
et (5.5.46b) de la Proposition 5.5.1; la propriété (Hj5' 1) sera alors entiérement satisfaite. En outre,
pour déterminer la moyenne lente U mH+LE nous imposerons les propriétés (HTH) et (H?H). No-
tons que la condition de normalisation dans la propriété (H?H) est triviale, puisque la résolution
du probléme de Laplace (5.5.106) que doit satisfaire la pression ¢™*1* se fait & une constante

(dépendant du temps) pres;

. 1 N
O Pour finir, on devra relever la trace U," + ’i]y?,:o par rapport a ys.

Etape @
Pour commencer, on se concentre sur le systéme suivant, que doit vérifier le profil (U™+1+ ¢™+2) que
I’on cherche a déterminer :
{ LE(@)umtts = pm, y320,Y320,0€T,
0,

5.5.73
BrUmMtLt 4 BmUmtLs _ gt (6t +67) = Gt + G, ys =Y 0cT, ( )
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ott F™* et G™T + G™~ sont calculés en utilisant les expressions (5.5.10), (5.5.16c). N’oublions pas
d’adjoindre & ce systéme la contrainte (5.5.12b) provenant de la contrainte de divergence nulle sur le
champ magnétique.

Remarques.

o Afin de pouvoir appliquer la Proposition 5.5.1, il nous faut au préalable vérifier si les termes sources
FmoE et G+ + G™~ dans (5.5.73) vérifient la condition nécessaire de compatibilité (5.5.45). Vu
la complexité des expressions de ces termes sources, il n’est pas clair de voir si cette condition est
bien vérifiée pour tout m > 1. Nous renvoyons & I’Annexe A.4 pour les détails permettant d’aboutir
a (5.5.45).

¢ Des arguments similaires a ceux énoncés dans ’Annexe A.4 permettent de vérifier que le terme
source F™* vérifie 1'égalité suivante, dans laquelle F" o+ désigne le membre de droite associé a la
contrainte de divergence (5.5.12b) sur le champ magnétique :

TOFYT = Oy, FyE + € 0pF)"F + €2 0p Y (5.5.74a)

= 70y (O HY ™ + €L 0pHT T + & 0pHY ). (5.5.74b)

L’égalité (5.5.74a) permet de retrouver ’expression (5.5.61), pour tous les modes de Fourier non nuls,
que l'on avait utilisée dans la preuve de la Proposition 5.5.1. On voit donc & travers (5.5.74b) que
la contrainte de divergence sur le champ magnétique H™ 1+ est directement donnée en fonction
du terme source F™* pour tous les modes de Fourier non nuls. En revanche, pour le mode de

Fourier nul, le terme (5.5.74b) n’apporte aucune information supplémentaire, et il nous faudra
utiliser directement la contrainte (5.5.12b) que I'on a adjointe au systeme (5.5.73).

Pour construire une solution du systéme (5.5.73), on exhibe a ’aide de la Proposition 5.5.1 une solution
particuliere (4*,0) du probléeme inhomogéne suivant!! :

Ly(@)yum* = Fm, Y320, Y320, €T,
BtU™t + B U™ = G+ G™T, y3=Y3=0, AT

D’aprés la Proposition 5.5.1, toute solution (U™+L%, )™+2) du systeme (5.5.73) vérifie :
Vk#£0, Vit Ys, UTVEy Ya k) = 4"ty k) e TR RE(R) + U™ % (t,y, Y3, k),  (5.5.75)

oil les coefficients y™ 1% dans (5.5.75) sont & ce stade inconnus, mais on peut les expliciter lorsque y3 = 0
en vertu de (5.5.48) :

VE#0, Y(ty)el0,T] xT? ~" 5ty 0k) = + k|02t y, k). (5.5.76)

Il ne reste plus qu’a identifier le profil /" *2 pour terminer la détermination de la fonction U," +hE

(rappelons les notations (5.2.1) pour la décomposition des profils dans ’espace S i).

y3=0

A ce stade, quel que soit le choix ultérieur de ™2, le systéme (5.5.73) et la contrainte (5.5.12b) sont
bien vérifiés pour tous les modes de Fourier non nuls.

11,3 Proposition 5.5.1 peut effectivement s’appliquer en vertu de ’hypothése de récurrence (HF') et de la condition de
compatibilité (A.4.1) établie dans ’Annexe A.4.
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Pour identifier le profil ™2 il faut maintenant prendre en compte le systéme (5.5.77) ci-dessous
associé au “correcteur suivant” (U™F23% ym+3) (encore inconnu & ce stade), car les termes sources
(Fmtlx gmtlt 4 gm+l=) dépendent du profil (U™ 4™+2) que 'on veut construire :

L:I: UMttt — Ferl,i’ 20,52
{ 7(9) < 0< (5.5.77)

0T,
BTUMEY 4 BmU™TET — gy (6T 4+ 67) = G+ GMLT, s = €T

0,
0
Dans l'optique de pouvoir construire le correcteur suivant (U m+27i,1/)m+3), on souhaitera appliquer la
Proposition 5.5.1 au systéme (5.5.77) a I’étape suivante de la récurrence par rapport a Uentier m. Pour ce

faire, les termes sources dans (5.5.77) doivent en premier lieu vérifier la condition d’orthogonalité (5.5.46¢),
c’est-a-dire :

+oo ~ 0 o
[ e L ) P (1,0, Y k) dYs = [ £ (k) - BT (1,0, Y, k) dYs
0 —0o0

+ O G,y k) + 6 GPTY (k) (5.5.78)

G,y k) + G Gy (Y ) = 0,
et ce quels que soient (¢,9') € [0,T] x T? et k € Z\{0}. Pour clarifier la démarche que I’on suit, on écrit
ci-dessous les expressions des termes sources F™ 1+ et GMFL+ 4 GmHL— (voir (5.5.11) et (5.5.16¢), avec
m + 1 dans le role de m) :

Ferl,i - _ Ti(a)Um+1,i
S
+ (89,¢m+2 A:t aYSUl,:IZ + 80¢2 A:t aYSUm—I-l,:I:)

2
Z gj 89Aj(U1’i, Uerl,i) + 8Y3A3(U1’i7 Uerl,i) + Fm,i'
j=1

(5.5.79)

Les composantes du terme de bord G™ 5+ + GM*L= | conformément & la définition (5.5.16a), s’écrivent :

2 2
1,+ 0,£ 1,+ 1,+ =+
GUME = 0™ + 3wy 0, 0" 4+ 3 & (u) T 00 4wy T 9pe™ ) + GV,
J=1 Jj=1

Z Hoﬂ:a ’l/]m+2 4 Z 5] m+1:ta ¢2 4 Hl:l:a ¢m+2) G;ﬂ,ﬂ:'

(5.5.80)
Gm+1 =

Les termes “de reste” F"™* dans (5.5.79) et G’fféi dans (5.5.80) ne dépendent que des profils “antérieurs”
(U IE it j<m, qui sont connus a cette étape de la récurrence.

A présent, les calculs pour simplifier la relation (5.5.78) sont tres proches de ceux qu’on a effectués au
Paragraphe 5.4.3, & quelques variantes preés. En effet, 'expression des termes sources (5.5.79) et (5.5.80)
fait apparaitre les profils ©/™+2 et UL® d’une part, et 1% et U t1% d’autre part. Par conséquent, les termes
de convolution dans la variable de Fourier feront maintenant apparaitre les produits @Zg(k: — E)@m“ (0) et
P20 2(k — ¢) au lieu du terme quadratique ¥2(k — £)92(¢) que l'on avait au Paragraphe 5.4.3. Par
ailleurs, les termes sources F™t1+ et G+ 4 G™+L= contiennent les termes “d’ordre inférieur” F™®,
GT’i et ng’i; c’est pourquoi des termes sources seront a prendre en compte dans les calculs, et ceux-ci
ne dépendront que des profils connus (U5F, 7 +1) j<m- Ceci est un fait nouveau dans la détermination des
correcteurs, contrairement au cas du profil principal (U, 1?) qui nous donnait in fine le probléme homo-
géne (5.5.17a) satisfait par Ub*, et I’équation non-linéaire de type Hamilton-Jacobi homogéne (5.4.103)
satisfaite par 1)2.
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Apres calculs, on aboutit a la famille d’équations suivante que doivent satisfaire les coefficients de
Fourier (Y™ "2(k))k0 :

2
O A D™ (k) + 3 0, A9y, "2 (k)
j=1 (5.5.81)

=20 (b")2 = (57)2 = ()2 + (¢)2) sgn(k) b2, 62) (k) = T™(k),

ou VY™ ne dépend que des profils connus (Uj’i,wjﬂ)jgm. Cette derniere équation est le linéarisé de
(5.4.100) autour du profil principal /2. Comme pour le cas de ¥? que I'on a traité au Paragraphe 5.4.3,
léquation (5.5.81) se décompose en une partie de transport en (y1,y2) a la vitesse de groupe v (dont on
rappelle la définition (5.3.21)), et une partie non-locale linéaire en 1)™*2 :

(00 — vy )02 () — 2 S sgn(k) b(¥™ 2, V) (k) = T (k), (5.5.82)

ou ¢ est défini par (5.4.97) et est non nul en vertu de I'hypothese (H3). En effectuant le méme changement
de variable que dans le cas de ’équation (5.4.100), on se rameéne a ’étude de 1’équation d’amplitude
inhomogéne suivante satisfaite par la nouvelle inconnue ™ (¢,1/,0) := ¢m+2(|(t5j7 y — ﬁv, 9) :

O™ + 2HD(?, ™) = ¥, t>0, 0T, ¢ €T (5.5.83)

avec condition initiale ¢ (0,-) nulle (du fait de ’hypothese simplificatrice (5.1.7)). Dans (5.5.83), la
fonction WT" est & moyenne nulle, et est définie par :

Uty 0) = > UMty k)R, V(t,y,0) € [0,T] x T?. (5.5.84)
k40

Notons que W7 ne dépend que des profils connus (U»%,4IF1);-,, et appartient & H>([0,T] x T?) du
fait de I’hypothese de récurrence (HY"). La méme méthode que celle employée dans la démonstration
du Théoreme 5.4.1 (cf. les détails dans [Hun06, BG09, Mar10]) permet d’affirmer qu’il existe une unique
solution ¢™ de (5.5.83), & moyenne nulle par rapport & 6, définie sur I'intervalle de temps [0, 7] et
appartenant & I'espace H*([0, T x T3). Revenons au cas du correcteur ™2 : nous venons de construire la
partie & moyenne nulle de ¢ *2, c’est-a-dire la fonction /™2 (dont la définition est similaire & (5.5.84)).
Il reste & déterminer la moyenne de ™2, c’est-a-dire le coefficient de Fourier d’ordre zéro &m“(O).
Comme nous I'avons expliqué pour le cas du profil principal ¥? (on renvoie & (5.4.106)), nous disposons
d'un degré de liberté sur la moyenne des correcteurs (7 )j>2. Nous choisissons de fixer la moyenne de
Y™ *2 comme étant égale en tout temps & la moyenne initiale, que 'on a fixée & zéro (on renvoie & (5.1.7)) :

P (Ey,0) =0, Yy €T, Vtelo,T], (5.5.85)

Nous expliquerons ultérieurement les motivations de ce choix lors de la détermination du coefficient de
Fourier U™*1%(0) (on renvoie & la discussion permettant d’aboutir aux contraintes de divergence (5.5.93)
ci-dessous). En conclusion, le correcteur ¢™*2 est donné par

Pty 0) = Yty 0) = > Rty k) e (5.5.86)
k0

En outre, ce correcteur appartient a 'espace H* ([0, 7] x TF3) et est a moyenne nulle par rapport a 6. Par
ailleurs, les expressions (5.5.75), (5.5.76) déterminent entierement la trace sur {ys = 0} des coefficients
de Fourier U™ 1% (k), pour tout k # 0.

A ce stade, on a donc déterminé la trace sur {ys = 0} de U}" 1t (qui correspond a la superposition

des modes de Fourier non nuls), ainsi que le correcteur ¢™+2 donné par (5.5.86). On a ainsi assuré (H5" ™)
en partie, car nous avons la condition (5.5.46¢), et la propriété (H{”H) est vérifiée par le correcteur ¢™+2.
La solution obtenue vérifie (5.5.73) ainsi que la contrainte (5.5.12b) pour tous les modes de Fourier non
nuls, en vertu de (5.5.74b). Il restera dans la suite a traiter le mode de Fourier 0.

120n rappelle que T > 0 a été fixé par le Théoréme 5.4.1.
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Plagons-nous dorénavant dans le cas du mode de Fourier 0, et calculons U m+1L£(0). De la méme facon
que pour le profil principal U"*, on commence par décomposer U1+ (0) comme suit (on renvoie a la
définition (5.2.1)) :

Ot (g, ¥3,0) = UM (y) + DUy, Ys) + (I -IDU™ 5Ly, Ys).  (5.5.87)

Pour déterminer U 1%(0), nous allons avoir besoin d’imposer aux termes sources du probléeme (5.5.77)
de satisfaire les deux autres conditions de résolubilité (5.5.46a) et (5.5.46b) pour que 'on puisse appliquer
la Proposition 5.5.1 a I’étape suivante de la récurrence. Ces conditions s’écrivent :

V(t,y) €[0,T] x QF,  E™TE(ty) =0, (5.5.88)
V(t,yYs3) €[0,T] x QF xRy,  E™E(t,y,Y3) € Im AT, (5.5.89)

en rappelant que QF désigne le domaine fixe T? x I, avec Iy = (0,1) et I_ = (—1,0).

Le calcul s’effectue en trois étapes.

(a) D’abord on détermine la partie rapide (I —IT) U™H% & Taide de la premiére équation du systéme
(5.5.73) auquel on a appliqué 'opérateur de moyenne sur le tore, sans oublier la contrainte (5.5.12b)
satisfaite par le correcteur H™*+5% que 'on doit adjoindre au systéeme (5.5.73).

(b) On utilise la premiére équation du systéme (5.5.77) : en vertu de la condition de résolubilité (5.5.88),
on pourra en déduire un systeme d’EDP sur la moyenne lente U m+1lE Le fait important & noter
ici est que U™ ne sera plus nécessairement nul sur [0,T]. C’est ce qui est appelé phénomeéne de
“rectification”, mis en évidence notamment par Marcou [Marl0]; nous y reviendrons plus en détails
au Paragraphe 5.5.7 ci-apres.

(¢) En utilisant une fois de plus le systéme (5.5.77), on pourra en déduire la partie rapide restante
U™ 1%, grice a la seconde condition de résolubilité (5.5.89).

Sous-étape (a) : calcul de (I —II) U™+,

Les termes sources F™* et G™ vérifiant la condition (5.5.46b), il suffit d’appliquer la Proposition 5.5.1
au systeme (5.5.73). Ici, comme nous avons ajouté la contrainte (5.5.12b) sur le champ magnétique,
les calculs sont explicites et les composantes rapides ggnﬂ’i, H gnﬂ’i et gmH’i sont alors entiere-
ment déterminées (on renvoie & 1’étape ayant abouti & 'expression (5.5.58) dans la démonstration de

la Proposition 5.5.1).

Quels que soient les choix ultérieurs de gmﬂ’i et HU™# | cela n’affectera en rien la résolution du
probléme rapide (5.5.73) établie jusqu’ici, et la contrainte (5.5.12b) sur le champ magnétique H™ 1+ est
satisfaite pour tous les modes de Fourier : nous avons bien assuré la propriété (Hy ).

Sous-étape (b) : calcul de U™+,

On utilise la condition de résolubilité (5.5.88), ol le terme source F™*+1* est donné par (5.5.10) et
G™FLE par (5.5.16) (avec dans les deux cas m + 1 dans le role de m). L’expression de la moyenne lente
F m+LE gobtient en passant & la limite Y3 — £oo et en appliquant 'opérateur de moyenne sur le tore
a l'expression (5.5.10) (avec m + 1 au lieu de m). Avec la convention >, = 0, on obtient sans difficulté
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majeure ’expression suivante :

EmE = —TEQUMTE w3 T50)9R(0)9,,U

k+l=m+1
k,0>2

3

- D D A9,

k+l=m+1 j=1
k,0>2

2
Y Y0, (0) AU, 9, U ).
li+Hla+l3=m+1 j=1
£1,82,03>2

(5.5.90)

L’hypothese de récurrence (HT*) indique que les moyennes par rapport a 6 des profils (/*)a<j<mi1 sont
nulles, c’est-a-dire 15’“(0) = 0, pour tout k € {2,...,m + 1}. Rappelons que nous possédons un degré de
liberté sur les moyennes des profils (wk) k>2 : ce choix bien particulier est motivé ci-dessous, et permettra
aux moyennes lentes gm“vi et A m+1LE Je satisfaire des contraintes de divergence nulle (voir les équations
(5.5.93) ci-dessous). En combinant (5.5.88) et (5.5.90), on obtient I’équation :

3
QUM = - 3 Y AU 0, U, (5.5.91)
k+l=m+1 j=1
E0>2

Attardons-nous sur les contraintes de divergence que doivent satisfaire la vitesse lente u™* % et le champ

magnétique lent A m+LE qui permettent de gérer le terme de pression ng“’i. En e?fet, ces contraintes

m—+1,+

permettent d’en déduire un probléeme de Laplace que doit vérifier la pressi;)n q , comme nous ’avions

fait au Paragraphe 5.4.2 (voir le systeme (5.4.34) satisfait par ¢>'%). Regardons en détails la 7¢ composante

de équation (5.5.90). Comme la 7¢ composante des différentielles secondes (A ;)1<;<3 est nulle (on renvoie
a I’Annexe A.3 pour leur expression), il reste :

2
m+1,+ __ Tk £,+
Vy u™hE =30 Y 9y, 00(0) gy (5.5.92)
j=1k+l=m+1
E0>2

en adoptant toujours la convention >, = 0. Par commodité, nous choisirons d’imposer aux correcteurs
(") k>2 d’étre a moyenne nulle par rapport a leur derniére variable, de sorte que la vitesse lente gm“’i
sera a divergence nulle. Ce choix est possible, car nous n’avons aucune restriction sur la moyenne des cor-
recteurs ¥*, comme nous I’avons déja évoqué lors du traitement du profil principal ¥? au Paragraphe 5.4.3
(voir (5.4.106)). Finalement, grace & ce choix des moyennes des correcteurs 1*, nous avons :

V- u™thE = 0. (5.5.93a)

Concernant le champ magnétique, il faut avoir a I'esprit que lorsque ’on voudra déterminer le correcteur
“suivant” (U™T2% 4™ +3) nous adjoindrons au systéeme (5.5.77) la contrainte (5.5.12b) (avec m + 1 dans
le role de m) que devra satisfaire le correcteur H m+2+  Les mémes arguments que ceux ayant permis
d’aboutir a (5.5.93a) permettent d’en déduire la contrainte suivante sur le champ magnétique :

v, H™E = 0. (5.5.93b)

Déterminons a présent les conditions de saut que doit satisfaire U m+LE qur Vinterface {ys = 0}. 1l
suffit de considérer les conditions de bord du systéme (5.5.73) auxquelles on a appliqué l'opérateur de

moyenne sur le tore. On obtient sur {y3 = 0} :

B+Qﬁ$L+%-BngHL7 _ —<B+Q@+L+H¢ﬂ‘FB*Q@+L7H¢m>%-@mﬁ(m‘Fém“TOX (5.5.94)
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Calculons pour commencer les moyennes G™%(0) dans (5.5.94), en rappelant la définition (5.5.16) des
termes sources G"*. On obtient sur {y3 = Y3 = 0} :

2

égn,:l:(o) _ 8t{p\m+1 Z ;):I:aijerl( )
Z - (5.5.95)
26 (7 07(0) + T 0)) + B )

En vertu de la Proposition 5.5.1, nous pouvons écrire les coefficients de Fourier ﬁm’i(k‘ﬂyszo, pour k # 0,
sous la forme suivante :

U™ (t,y,0,Ys, k) = |k 0"ty k) eTFYB REK) + U™ 5% (8,y/,0,Y3, k). (5.5.96)

Le terme de “reste” U™ 1% dans (5.5.96) ne dépend que des profils d’ordre inférieur (U»%, 43T, y.
Par conséquent, dans tous les calculs a suivre (et uniquement dans ces calculs), quitte a incorporer les
contribution de /1% dans les termes de reste G}~ " £(0) et @;nil’i(O), nous pourrons supposer sans
perte de généralité que les coefficients de Fourier U™ % (k) |ys=0 s'écrivent directement sous la forme :

O™ (t.y,0,Y3,k) = % K" (2,9, k) T RE(R).

Dans ce cas, nous obtenons en premier lieu :

Tt o o2 TSN — . ~ ~ ~ -

W BpgR(0) + I (0) = Fig et Y Ll (PO TN (=0 + G- 9TT(0) = o,

Lel
par imparité du terme général de la série par rapport a £. Revenant & (5.5.95), et en utilisant le fait que
la moyenne du correcteur ™! est nulle par hypothése de récurrence (voir (H7*)), il nous reste :
G (0) = gt (5.5.97a)
m—1,+

ou g, est un terme qui ne dépend que des “restes” ([A}rln_l’i(()) et Ym—LE (donc il ne dépend que des
profils “antérieurs” (U%% ¢7t1),<,,_1). Il en va de méme pour G5“*(0), et on peut écrire :

Gy (0) = g5t (5.5.97b)
Finalement, les conditions de bord (5.5.94) s’écrivent comme suit :
7?+1i — ug"b-i-l:l:h/3 0+ g;n 1,+ —. g_{n,:l:
HtbE = gy g gy = g (5.5.98)
™ = = g™ =),

ou le crochet [] ci-dessus désigne le saut en {y3 = 0}. Il est important de remarquer ici que le systéeme
(5.5.98) est aussi valable & l'instant initial ¢ = 0. Par conséquent, le choix des moyennes lentes initiales
(u g““l + ,Hy mtLE gmtLE) |, n’est pas libre, & l'inverse des composantes tangentielles um“’i, g;”“’i,
HY mALE ot H m+1LE que I'on choisit nulles & ¢ = 0 conformément & (5.2.2).

En conclusion, en combinant (5.5.91), (5.5.93), (5.5.98), (5.5.24) et (5.5.25), on obtient le systeéme

linéarisé des nappes de tourbillon-courant inhomogéne suivant satisfait par la moyenne lente gm‘ﬂ’i :
atgm+1¢+( 0,+ V)u m+1,+ (Ho,i,v)gmﬂ,i_{_vgmﬂ,i _ ﬁn—l,i’
atgm—f—l,ﬁ: + (uo’i . V)ﬂm'H’i _ (Ho,i . V)Qerl’i _ ﬁ;n—l,ﬂ:’
V, - umthE = v, HmLE = 0, dans [0,7) x QF,
= g;n’i, Hm‘*'1i = g, i, [qmﬂ} = — @m+1|y3:0], sur [0,7] x T,
:g”li = Ay 3£ ggﬂ'l’i = fl,;n_s’i, sur [0,7] x 'y,

Hgm+1’i\t:0 =0, dans QF.

. (5.5.99)
=3

i




5.5. DETERMINATION DES CORRECTEURS 179

~1,+ . ; . .
Les termes sources fiy '~ ne dépendent que des moyennes lentes (U7*)s<j<m—1 (voir l'expression

5.5.91)); les termes sources g% ne dépendent que des profils (U4E|,._o, i*! et les termes
d1,2 p q p Y3

>1§j§m
sources iy’ 3% ne dépendent que des moyennes lentes (U J’j[)2 <j<m_s des profils (¢?)o<j<m—a.

Remarquons le cas particulier de m = 1, pour lequel il n’y a en fait aucun terme source dans le
systeme (5.5.99). Nous renvoyons au Paragraphe 5.5.7 ci-dessous dans lequel nous abordons le phénomene
de rectification mis en évidence par Marcou [Marl0,Marl1], et nous nous attarderons plus en détail sur le
premier correcteur U%*. Nous verrons que sa moyenne lente U 2% ost nulle, ce qui précise le phénomene
de rectification dans le cas particulier des nappes de tourbillon-courant en dimension 3 d’espace.

Tout comme pour le profil principal U%*, le choix de la moyenne lente tangentielle & I'instant initial
ITU™ 1% (t = 0) est libre, de sorte qu'on la choisit identiquement nulle conformément & (5.2.2). Toutefois,
du fait de la présence des termes sources dans le systeme (5.5.99), en général non nuls, la moyenne lente
gmﬂ’i ne sera plus nécessairement nulle sur I'intervalle [0, 7], & I'inverse du profil principal UY* qui n’a
aucune composante lente du fait du phénomene de rectification (voir les résultats de la Proposition 5.5.3
au Paragraphe 5.5.7 ci-apres).

La présence des contraintes de divergence nulle et des conditions de bord dans (5.5.99) souléve natu-
rellement la question de la compatibilité des termes sources de bord gin’i et fbln_?”i d’une part, et des
termes sources ¢ * ot fy' 3% Qrautre part. En effet, 'opérateur divergence est surjectif des lors que ces
termes sources vérifient les conditions de compatibilité suivantes :

Vi=1,2, /g;“’*dy’ :/ AT Ay et /gim’_dy’ :/ AT dy (5.5.100)
r ry r r_

En outre, le terme source “intérieur” f£5" ~LE qoit stre a divergence nulle, ce qu’on peut vérifier en appli-
quant l'opérateur divergence aux composantes 4, 5 et 6 de (5.5.91)

Supposons temporairement que les conditions (5.5.100) sont satisfaites. On peut dans ce cas trouver
des solutions v 1+ et b™T1LE aux problemes de divergence suivants, dans lesquels ¢ € [0, 7] est fixé :

Vy - vmthE =0, dans OF, V- bmthE =0, dans QF,
ogthE = g sur T, ppthE = gimE sur T, (5.5.101)
ot = R sur I', by = Ry sur I's.
En définissant les nouvelles inconnues
ﬁm—H’i — gm—&—l,:ﬁ: o ,Um-&-l,:i: et ﬁm—i—l,:ﬁ: — gm-l—l,:l: - bm+1,:|:7 (5'5_102>
ainsi que les nouveaux termes sources
~In,1,i — 1m—l,i — JmtLE _ (u(],:t‘v)vm—&-l,:t + (HO,:t_v)bm—H,:t’ (5.5.108)
N;nfl,i — 2m71,i — §pmtLE _ (uo,i_v)bm—l-l,:t + (Ho,i‘v)vm—o—l,j:’ e

le systeme (5.5.99) se réécrit avec des conditions de bord homogénes comme suit :

atﬁm—i-l,:l: + (UO,:I: . v)am—i—l,:l: - (HO,:I: . V)ﬁm+1,:|: + ng+1,:|: _ f{n—l,:l:’

8tlflm+1,:|: + (UO,:I: . v)ﬁm—&-l,:ﬁ: - (HO,:I: . v)am+1,:|: _ f;n—l,:l:’

V,-amthE = v,  HPLE = 0, dans [0,7] x QF,  (5.5.104)
ﬁg’b'f‘l,:l: — ﬁg’l-f—ld: — 07 [gm—i-l] - _ [gm—l—l’Yg:O]a sur [O,T} % 1’1,
agthE = gITYE =0, sur [0,7) x Ty,

adjoint des conditions initiales :

~ + - + 5 + 73 + + + + +
(uy Lyt S )i=0 = *(UTH’ vy T by )i=0 (5.5.105)
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La pression lente gmﬂ’i dans la premiére équation du systéme (5.5.104) se traite via la résolution
du probléme de Laplace ci-dessous, obtenu grace aux contraintes de divergence nulle dans (5.5.104). La
différence par rapport au cas du profil principal UL* est que le systéme obtenu sur la pression est &
présent inhomogéne, du fait de la présence des termes sources intérieurs dans le systéme (5.5.104). On
obtient, a ¢t € [0, 7] fixé :

Agm“’i = F™*  dans O,
m+1] m+1
= - Y3=0]>
) m+1[% | Smoj]c (5.5.106)
Oy g™ ™% = G™*, sur T,
ay3gm+1,ﬁ: = Hm’ia sur 'y,
ou les termes sources dans le systeme (5.5.106) sont donnés par :
7i — 7 _17:t 7i . 7 _17:|: 7i P P _17:|:
e N cl e (e M L )3‘ri' (5.5.107)

La résolution du probléme de Laplace (5.5.106), avec des termes sources généraux F*, G* et HT, s’effectue
de fagon usuelle en appliquant le théoreme de Lax-Milgram [Eva98] dans l’espace de Hilbert

# = {(ut,um) € H(QY) x H'(Q7) ] [u] =0 et /Q+ utdz + | udr = 0},
comme nous l'avons déja évoqué au Paragraphe 5.4.2 (voir le systéme (5.4.34)). La présence des termes
sources n’introduit aucune difficulté majeure pour vérifier les hypothéses du théoreme de Lax-Milgram.
On trouvera par exemple une étude similaire dans [CMST12], ot les auteurs traitent le cas d’un opérateur
elliptique plus général que le Laplacien. Néanmoins, les termes sources du systéme (5.5.106) doivent au
préalable vérifier la condition de compatibilité suivante :

/ Fmt dy + / F™dy = — / [G™] dy' —I—/ H™  dy — / H™ dy, (5.5.108)
Q-+ Q- r r, r_

obtenue en intégrant par parties la premiere équation du systéme (5.5.106). En vertu des conditions
(5.5.100) que l'on a supposé vérifiées jusqu’ici, il en découle aisément la condition (5.5.108). Par ailleurs,
afin de se ramener & un saut de pression nul, on peut poser par exemple

~m+1,+ .

m+1,+ m+1,+
q q + q ’Y3=Oa

et on obtient un nouveau probléme de Laplace satisfait par g" 1%, La vérification de la compatibilité des
nouveaux termes sources générés est triviale, et le théoréme de Lax-Milgram peut donc s’appliquer.

Des lors, on peut résoudre le systéme hyperbolique symétrique suivant [BGS07], provenant de (5.5.104)
dans lequel nous avons passé la pression en terme source. En omettant les exposants relatifs a m dans les
termes de (5.5.104), on a alors le systeme :

Ot + (uOF - V)uE — (HOF . V)H* = ££ — Vg*t,  dans [0,7] x QF,
{ Wi+ (u Jut = ( ) A d ns [0, 7] (5.5.109)

OHE + (uOF - V)HE — (H*=-V)a* = f5,  dans [0,T] x OF,

adjoint de la condition initiale (5.5.105). Comme les termes sources dans (5.5.109) sont de régularité H>,
on en déduit que la vitesse 4T et le champ magnétique H*, solutions de (5.5.109), vérifient donc :

at, HE € 8% = H>([0,T] x T x I).

Pour récupérer les contraintes de divergence nulle sur u* et HT dans (5.5.104), on applique l'opérateur
divergence au systéme (5.5.109), et on obtient le systéme hyperbolique symétrique homogéne ci-dessous.
En effet, on peut voir facilement que le terme source ﬁfb — Vgi dans la premiere équation de (5.5.109)
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est & divergence nulle, par définition de la pression ¢* (voir (5.5.106)) ; de méme pour le terme source EQi
(cela découle notamment de (5.5.101) et (5.5.103)). On obtient :

8 (Vy-u*) + u0* - V(V,-at) — HO*.V(V, - HY) = 0, dans [0,7] x QF,
(Vy-HY) + %% -V (V,- HY) — HO*.V(V,-a%) =0,  dans [0,T] x QF,

avec condition initiale nulle. En conséquence, la vitesse 4 et le champ magnétique H* sont bien &
divergence nulle. Le raisonnement est analogue pour en déduire les conditions de bord sur I' et I'+ que
doivent satisfaire u* et H* dans (5.5.104). Ceci acheve de traiter la construction de la moyenne lente
U™ et conclut quant & la sous-étape (b).

Retour sur les conditions de compatibilité (5.5.100). Il convient désormais de s’attarder sur les
conditions de compatibilité (5.5.100) que doivent vérifier les termes sources g;n’i et R -3 dqu systeme
(5.5.99), pour i = 1,2. Pour commencer, évoquons le cas “plus simple” ou m < 5 : les termes sources
n" ~%% associés aux bords fixes I's sont alors identiquement nuls (on renvoie aux conditions de bord
(5.5.24) établies au Paragraphe 5.5.3).

Supposons pour 'instant que 'on a m < 5 : a ce stade, cela revient a dire que ’on a au mieux construit
les 5 premiers profils (U7*,47+1),; <5 et que 'on souhaite déterminer au mieux le correcteur (U%+, 7).
Pour vérifier la relation de compatibilité (5.5.100), il suffit donc de montrer que

/gT’i dy' = 0. (5.5.110)
T

Pour ce faire, il convient d’expliciter le terme source g{n’i, qui a été défini en (5.5.98). En utilisant

(5.5.97a), on avait :

gy = —ug
La vitesse normale rapide ggnﬂ’i dans (5.5.111) a été déterminée lors de la sous-étape (a). On pouvait
méme complétement expliciter ugnﬂ’i, grace a la contrainte (5.5.12a) satisfaite par la vitesse u™+1 =,
En effet, en décomposant v 1% dans Pespace fonctionnel ST = ST @ SE (conformément aux notations
définies par (5.2.1)), la contrainte (5.5.12a) nous donne'? :

ayum-i-l + 8y3um+l + 5] 89Um+1

—o + G"5(0). (5.5.111)

= -V, -u" -V, -u" — Vy,-ul
ary
+ Z & 59wk( E—H + 0 3“1—;1 + ayz%? + 3y3@§ + ay3u£,j)

k+l=m+1
k>2

+ 3 Oyt (Ol + Ovpullt + Oyl + Oyuf + Oyul ;).
el

En appliquant 'opérateur de moyenne sur le tore (par rapport a la variable rapide ), il reste :

Oyuf ™t = =V, um + > &9t Ay ult(0) + & Bpu 9 ul (0)
k4+l=m-+1
k>2
+ Y 9y, 0F Oy ulE(0) + 9,0k Dyl 5(0).
k+0=m
E>2

30mettons temporairement les exposants * pour ne pas alourdir Décriture, et utilisons la convention de sommation
d’Einstein sur les indices répétés j € {1,2}.
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Supposons que 'on a en fait redressé les vitesses (uf)ggm indépendamment de ys3. Alors 'expression
ci-dessus se simplifie comme suit :

8Y3 m+1l _ _vy‘ﬂm + Z gj k+1 86wé+2( ) + Z 8}/’3 k+1 jw€+2(0).
k4+l=m—1 k+l=m—2

m+1,+

En mtegrant par rapport a Y3, la vitesse normale rapide us est alors donnée par (on réécrit les

exposants ) :

Y3 ——
uf T (ty, Ya) = — L Vyeu” Et,y, Vi) dYy + > &ult T o2ty 0)
o0
htt=m= 1/\ (5.5.112)
+ > u’jglia WYE2(t 4, 0).
k+l=m—2

Par ailleurs, le terme C:"lni(O) dans (5.5.111) peut aussi se calculer explicitement & partir de (5.5.16)
et (5.5.13), et on a :

GrEo) = Y AR, e 0) ¢ ) @W(O). (5.5.113)

7]
k+l=m—2 k+l=m—1

Ainsi, en injectant (5.5.112) et (5.5.113) dans (5.5.111), il vient :

V(t,y) €0, T] x T2, g *(t,y) /Za " (ty,0,Y3) dYs.
+o0

A présent, en vue d’aboutir & la condition de compatibilité (5.5.100) (toujours avec m < 5), on
commence par calculer, a ¢t € [0, 7] fixé :

/ g E () dy _2/2/ Oy uf’ £(t,y/,0,Y3) dYs dy’ (5.5.114)

:// By ul " (t,1',0,Y3) dYs dy'. (5.5.115)
T2 J+oco

Or, si on redresse effectivement les profils (ulji) k<m indépendamment de y3, alors cela se “répercute” sur
les moyennes rapides (ggi) k<m- En effet, en revenant a (5.5.112) (avec maintenant m au lieu de m + 1),
nous avons :

+ 1,+ Rt1E o 2 ,x
Us ' (t7y7Y3 = / Zay]u;ﬂ t y7Y'3/) dY?: + Z {] *+ 0 ,¢€+2(t y O)
+o0 j k-Hl=m—2
- (5.5.116)
k+1,+
+ Z u*J; 8y]w€+2(t,y', 0).
k+l=m—3
Dans (5.5.116), seule la vitesse rapide u™ 1% peut dépendre de y3. Il est donc clair par récurrence que si
w™ bF ne dépend pas de ys, alors g?’i n’en dépend pas non plus. Revenant & (5.5.115), il reste alors :

/W "ty dy' =0, (5.5.117)

ce qui acheve la démonstration de la condition de compatibilité (5.5.100) lorsque m < 5.

Si m > 6, nous aurons toujours ’égalité (5.5.117), mais la condition de compatibilité (5.5.100) ne
sera satisfaite que si le terme source A" _3’i, qui est & présent non nul, est & moyenne nulle sur T2. Ce
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point ne semble pas immédiat, compte tenu des expressions complexes des conditions de bord obtenues
au Paragraphe 5.5.3, et pourra constituer une piste de recherche future.

On peut maintenant appliquer le théoreme de Lax-Milgram, qui fournit une unique solution a moyenne
nulle sur © au probléme de Laplace (5.5.106). Afin de conclure sur ce systéme, il nous reste & tenir compte
de la condition de normalisation (5.5.41c) que doit vérifier ¢+, Comme la détermination de g™+
se fait a une constante (dépendant du temps) pres, il suffit de corriger convenablement la moyer;ne sur
Q de la solution fournie par le théoréeme de Lax-Milgram afin de vérifier la condition de normalisation
(5.5.41c) ; la propriété (HZ"™) est assurée.

Um—i—l,:t

La sous-étape (b) est maintenant achevée : nous avons déterminé la moyenne lente , qui de

surcroit appartient bien & Despace S7T.

Sous-étape (¢) : calcul de TTU™ 1=,

A ce stade, nous connaissons la moyenne lente U 1% et la partie rapide (I —1I) U™HLE 11 reste
déterminer ITU™HF, ¢est-a-dire les Composante;tangentielles de U™THF | La méthode est similaire & ce
qui a été fait pour la partie rapide IIUYT associée au profil principal (on renvoie au Paragraphe 5.4.2).
Pour ce faire, revenons a la premiére équation du systéeme (5.5.77) auquel on a appliqué l'opérateur de
moyenne sur le tore :

A 0y, U™ 2E(0) = F™HLE(0). (5.5.118)

Rappelons la définition (5.5.11) du terme source F™ L% (avec m + 1 dans le role de m). Grace a la
condition de résolubilité (5.5.88) et en utilisant la décomposition (5.5.87), on peut filtrer les composantes
lentes dans (5.5.118), et on en déduit!* :

Aétay Um+2,:|: — Fm-l—l,:l:
3 =0

5.5.119)
+1,+ +1,%+ +1,% + (
—F7 + Fy' - Fg + ™,

. s . . 1 . ,
Il est aisé de voir que les composantes rapides (F’ ;n—l— ’i)lgigg intervenant dans F™ 5% sont données par :

ET+1,i _ 7;:|:(8) QTYH-I,:I:’

FrLE _ pmilE gy (5.5.120)
Fgl+1,i _ AénJrl’i(O).

Les calculs des deux derniers coefficients de Fourier de (5.5.120) sont similaires & ceux effectués pour le
cas de ITUM* (voir (5.4.48) et (5.4.52)). Avant d’en donner les expressions, rappelons I'expression (5.5.75)
des coefficients de Fourier U™+1*(k), pour k # 0 :

O™ 15 (g, Ya, k) = o™ (g, k) TS RE(R) + U (8, Y, B),

ott Y™+ est un terme ne dépendant que des profils antérieurs (U/*, i +1) j<m- Dans les calculs a venir
(et uniquement dans ces calculs), on pourra supposer sans perte de généralité que le coefficient de Fourier
Um+L#E (k) est directement donné par

U™ (L y, Ya, k) = ™5 (L y, k) e S RE(k),

Fm,:l:

quitte a modifier convenablement le terme de reste présent dans (5.5.119) en lui incorporant les

141,7équation obtenue n’est rien d’autre que la condition de résolubilité (5.5.89) précisée.



184 CHAPITRE 5. ONDES DE SURFACE POUR LES NAPPES DE TOURBILLON-COURANT

contributions provenant du terme “d’ordre inférieur” 4™ *. Pour commencer, nous avons :

EgH—l,:l: _ ((bj:)Q N (C:t)Q) Z£2 (,LZZ(_E) ,ym—i-l,:l:(g) 4 X(y3) |£| ,LZZ(Z) {b\m—l—Q(_E)) e:F|Z|Y3 es

240
0001 (D=0 ") £ xlys) [0 9320 P (—0)) €T
040
x (¢ Afes + bF Afeg)
= " ey £ ATTLE (e AT ey + bF Age). (5.5.121)

Notons que les coefficients g™ +t1H+ et A™*TL% dans (5.5.121) sont en fait des fonctions de (t,y,Y3). Pour
finir, nous écrivons ’expression de E?H’i :

Egl+1,:|: _ 4X(93) ((bi)2 N (Ci)Z) ZEZ 12;2(_5) ,merl,i(g) e¥2|€|Y3 es
040
= — Ml ey, (5.5.122)

Le coefficient p™m 1L+

suit :

est également une fonction de (¢,y,Y3). On peut dés lors réécrire (5.5.119) comme

Aét 6y3Qm+2’i —_ _ﬂi(a)gm-i-l,:l: + )\m—i-l,:l:(czl: A?%eg + b:l: A3i€6)

5.5.123
4 (NerL:t + Vm+1,:|:)63 + mm,:t’ ( )

ott M"™E est un terme de reste comprenant F™* ainsi que toutes les contributions provenant de 4™+
qui intervient dans l’expression (5.5.75) du correcteur U mtlt Par conséquent, R™* ne dépend que
des profils antérieurs (Uj’i,¢j+1)j§m. De surcroit, il appartient & l'espace S car on a “filtré” toutes
les composantes lentes grace a ’étape précédente. Remarquons la similitude avec ’équation (5.4.53a)
que Pon avait obtenue lors de la détermination de la moyenne rapide UM% associée au profil principal au
Paragraphe 5.4.2. Insistons sur la derniére composante du systeéme (5.5.123), qui correspond a la contrainte

(5.5.12a) (avec m + 1 dans le r6le de m) que I'on impose & la vitesse u™ %% provenant de la contrainte
de divergence nulle sur la vitesse. Nous avons explicitement :
2
Oypufy P = = 30, w9 uf T 4 EAmLE 4 R (5.5.124a)
j=1

ol SR?"”’i € SF ne dépend que des profils antérieurs (U*,¢7%1);-,,,. Notons que la composante normale
ggbﬂ’i associée a la vitesse dans (5.5.124a) est a ce stade connue car nous I'avons déterminée lors de la
sous-étape (a). De méme, la contrainte (5.5.12b) (avec m + 1 dans le role de m) que 1'on avait adjointe

au systeme (5.5.77), nous donne :
2
Oy HY > = = 3709, HTNE — 9, HP VT 4 pE amthE oyt (5.5.124b)
j=1

ou %?’i € ST est un terme de reste analogue & E)‘i?li (c’est-a-~dire ne dépendant que des profils connus
. . . 1 .2
(U it j<m). Toute comme pour la vitesse, la composante normale H' gn—i— + associée au champ ma-

gnétique dans (5.5.124b) est connue, car on I’a déterminée lors de la sous-étape (a).

Des lors, on reprend exactement la méme démarche qu’a partir de I’équation (5.4.53a), grace a laquelle
nous avions déterminé les composantes tangentielles II UMF associées au profil principal. En explicitant
les équations du systeéme (5.5.123) ligne par ligne, et en utilisant les contraintes (5.5.124) qui permettent
“d’éliminer” les profils inconnus anJrz,i et H ?H’i, on aboutit a un systeme hyperbolique symétrique
inhomogéne satisfait par les composantes tangentielles II U™ 5%, Plus précisément, en définissant 1'in-

connue
m+1,+ m+1,+£ m+1,+ m—+1,+ m—+1,+
v = (@1 » U JHy Hy )a
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on obtient le systéeme suivant :
OVTEE L MTE 9, V" TIE £ MT 9,V E = WmE 4y ys) €10, T] x T2 x I, (5.5.125)

ou l'on rappelle la définition (5.4.57) des matrices ./\/lfE et Mét Le terme source W™+ € SF ne dépend
que des profils antérieurs (U7, 17+1);_,, et des composantes normales rapides (ggwl’i, H g”l’i) (tous
ces profils sont a ce stade connus par hypotheése de récurrence (H™)). Notons que les variables y3 € I
et Y3 2 0 jouent en fait un réle de parametres dans 1’équation (5.5.125). La donnée initiale associée a
Péquation (5.5.125) est libre, exactement comme pour le cas de I1U LE . conformément & (5.2.2), on la
choisit identiquement nulle. Les composantes tangentielles V"™ t1% de la moyenne rapide UM% vérifient

donc le systeme hyperbolique symétrique suivant :
{atvm—i_Li + Mi‘: aylvm+17i + Mg: 6112])Tn+1,i = Wm7i7 (tv y/7y3) € [07T] X 7]1‘2 X I:|:7
Vm—i_l’:t(ovylvy?)) = 0’ (y/7y3) S TQ X Ii-

La résolution d’un tel systéme est classique (on peut se référer par exemple & [BGS07]), car il ne nécessite
aucune condition sur les bords I' et 'y (puisque la matrice devant la dérivée partielle 9, est nulle). On
obtient une unique solution Y™+ telle que :

ymrhE e goo([0,T] x T? x I x Ry),

(5.5.126)

car le terme source W™ appartient en particulier & ’espace H>® ([0, T x T2 x I+ xR4). De plus, la solution
Ym+LE gatisfait 1’estimation d’énergie suivante (obtenue par intégrations par parties et en appliquant le
lemme de Gronwall), pour tout multi-indice o € N° :

VY; =0, Hagmvm“vi(yg)H < Or "8§‘y7Y3Wm’i(Y3)” (5.5.127)

H7([0,T]xT2x 1) Hr([0,T]xT2x 1)’

ou Cr > 0 ne dépend que du temps maximal T'. Dans tout ce qui suit, on dénotera toujours par Cr toute
constante strictement positive ne dépendant que de T'. Il reste a vérifier que la solution obtenue appartient
a l'espace SE. Grace aux injections de Sobolev et a 'aide de (5.5.127), on a pour tout multi-indice o € N° :
2

vt < orforvmriE |
t,y t,y
< crlferwmEm)|| = or ¥ [oferwrEy)

18]<3

2
3 2
Hy Liy

N 2
< Cr max 970 W™ *(v)|
181<3 Ly,
< CT,a e_6m Yga
cette derniere égalité étant obtenue grace au fait que W™* appartient a S. La constante Cra >0

ne dépend que du temps maximal T et du multi-indice c. Par conséquent, I'unique solution V1% du
systeme (5.5.126) appartient & 'espace Si, ce qui achéve le traitement de la partie rapide I1 U mtlE

Etape @
Le coefficient de Fourier U m+1’i(0) est completement déterminé grace a ’étape @, et est donné par
(5.5.87).

Pour terminer, on redresse par rapport ys les coefficients de Fourier U m“’i(k)]%:o, pour tout k # 0,
en multipliant par x(y3) (ot x a été introduite au Paragraphe 5.4.4, et est amenée a valoir 1 sur [—1, 1]
afin d’assurer les conditions de compatibilité (5.5.100) jusqu’a l'ordre 6). En reprenant les expressions
(5.5.75) et (5.5.76), on écrit :

O 4y . Yo, k) = () K] 074200 TS RE (k) + 071/ s Vi k), (5:5.128)

ce qui détermine entiérement un correcteur U™LE € S%_ et permet d’obtenir la propriété (H™+L.
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Conclusion. Ceci termine la résolution de la cascade BKW (5.5.17b), en fournissant des correcteurs
(U&i,@b”l)gggﬁ, tels que US* appartient & lespace ST = ST @ SE et ¢! appartient & H™, sa
moyenne par rapport a 6 étant nulle. Le Théoréme 5.2.2 est démontré. La construction de correcteurs
d’ordre supérieur a 7 est laissée comme piste de recherche future, et repose notamment sur la vérification
des conditions de compatibilité (5.5.100).

5.5.7 Phénomeéne de rectification

Au sein de ce paragraphe, nous nous attardons sur le cas du premier correcteur U>* et comparons nos
résultats avec ceux mis en évidence par Marcou [Marl0, Marll]. Dans le cas de 1’élasticité non-linéaire
en dimension 2 d’espace, Marcou a démontré que sous une condition générique (voir le Corollaire 2.5
et la Remarque 2.6 de [Marll]), le premier correcteur dans le développement BKW a une composante
lente dans ST non nulle (avec les notations de la définition (5.2.1)). Le phénomeéne de rectification —
qui consiste en la non-nullité de la composante lente des correcteurs — se produit donc des le premier
correcteur pour le cas de I’élasticité non-linéaire 2D.

Nous allons voir que ce n’est pas le cas pour le probleme des nappes de tourbillon-courant 3D, car le
premier correcteur U%¥ sera lui aussi localisé prés de la frontiére libre (c’est-a-dire U>* = 0), exactement
comme le profil principal UM% qui n’a pas de composante lente dans ST. Ceci est possible du fait des
degrés de liberté dont on dispose sur la donnée initiale qui donne lieu a I’hypothese (5.2.2) que l'on a
faite sur les moyennes initiales. Il subsiste une légere différence avec les résultats de Marcou [Mar10], dans
lesquels ce méme type de degrés de liberté conduit néanmoins & un phénomene de rectification des le
premier correcteur, tandis que dans notre cas ce phénomene va apparaitre génériquement des le second
correcteur U>*. En effet, nous montrons dans ce paragraphe que la composante lente U 3% est non nulle
en général.

Reprenons en détails les étapes ayant abouti au systéme linéarisé des nappes de tourbillon-courant que
doit satisfaire la moyenne lente U** (c’est-a-dire le systéme (5.5.99) avec m = 1). Nous sommes partis
du systeme (5.5.17b) satisfait par le correcteur U>*, et notamment :

Ly(0)U* = F**, Vy3 20, VY320, (5.5.129)

En vertu de la Proposition 5.5.1, le terme source F2% doit étre & moyenne lente nulle, i.e. F>T = 0.

Maintenant, si 1’on reprend I'expression du terme source F2* donnée par (5.5.90) (avec m = 1) il n’est
pas difficile de montrer que la moyenne lente I 2% yérifie

F** = —THO) U

Par conséquent, on en déduit que la moyenne lente 22,1 doit satisfaire le systeme d’EDP suivant :

TEO)U** = 0. (5.5.130)

Ainsi, les équations régissant la moyenne lente U>* dans les domaines fixes QF sont homogénes, exacte-
ment comme pour le cas du profil principal U LE N’oublions pas la contrainte (5.5.12b) (avec m = 2) sur
le champ magnétique que 'on a adjointe a 1’équation (5.5.129), et qui s’écrit :

vV, H** = 0.

Ceci termine ’établissement des équations régissant la moyenne lente U 2% dans les domaines fixes QF.

Considérons & présent les conditions de bord que doit satisfaire le correcteur U sur {y3 = Y3 = 0}
(voir les conditions de bord du systéme (5.5.17b) avec m = 1). Apres avoir appliqué lopérateur de
moyenne sur le tore (par rapport a la variable rapide 6), nous avons :

BYU*H(0) + B~ U*7(0) = GY(0) + GY7(0), y3=Y5=0.
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En décomposant & nouveau le coefficient de Fourier U 2’jE(O) en moyennes lente et rapide, il vient :

BTU>" + B~ U* = -BtU*" — B U?> + GY1(0) + GV(0), y3=Y3=0. (5.5.131)
Dans un premier temps, il convient donc de déterminer les moyennes rapides (gg’i, H g’i, gz’i) intervenant

dans le membre de droite de (5.5.131). Ensuite, on calculera les termes sources G1*(0) pour en déduire
finalement les conditions de bord vérifiées par les moyennes lentes (U*™, U*7).
Premiére étape : la partie (I — II) U>* de la moyenne rapide.

On considére 1’équation (5.5.118) (dans laquelle m = 0), qui nous donne la condition algébrique :

Af 0y, U* = FY5(0), Vys 20, VY320 (5.5.132)

Le terme source F'YF est donné par (5.4.7). Commencons par rappeler I'expression des coefficients de
Fourier de UL* que 1'on a calculés & la Section 5.4 (on renvoie & (5.4.107)) :

UV (ty, Y. k) = £x(us) K[ T 92 (1 g/ k) RE(R), Yk € L. (5:5.133)
Le calcul de F1¥(0) a déja été effectué au Paragraphe 5.4.2 (voir (5.4.53a)). On avait obtenu :
FY(0) = = TH@U™ +X* (cFAFes + b5 Afeq) + (u* + vF)es.
|
=0 par (5.4.22)

Les coefficients AT, u* et v* sont définis par (5.4.47) et (5.4.51). Les coefficients 4= intervenant dans ces
expressions sont maintenant connus et valent :

VE(t Y, k) = £ x(ys) k|93t k), Y(ty) €[0,T] x OF, VEkeZ,

en rappelant que QF désigne le domaine fixe T? x I. Le coefficient A* donné par (5.4.47) vaut alors :
Ai (t) Y, YS) = lX(y3) Z 63 &2 (t7 y/7 6) QZQ(IZ y/7 _E) e$‘ZIY3 =0,
(40

par imparité du terme général de la série par rapport a £. Nous avons également, toujours a partir des
expressions (5.4.47) et (5.4.51) :

1) ~ ~
Ly Ys) = 5 x(s) DI O3y 0 9Pty —0) T,
)

V:t (t’ Y Y}’) = -9 X(y3)2 Z |€’3 12;2 (ta y/7 Z) @2)\2 (t7 y,a _6) e:F2|€|Y3a
0£0

ou l'on rappelle la définition (5.4.97) du coefficient § (qui est non nul en vertu de I'hypothese (H3)). Ainsi,
en posant :

1) - ~
Gty Y5) = 5 xys) 1P TS (1= 2x(ys) TS ) D21,y ) D1,y -0), (5.5.134)
20

le coefficient de Fourier F''*(0) s’écrit simplement :

FY(0) = ¢Fes.
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En utilisant I'expression de la matrice A3 (c¢f. Annexe A.1), I'équation (5.5.132) donne alors :

ui™t (t,y, Ys) = 0,
E?i(t?y’yé) = 07

(5.5.135)
2,4+ b + / !
Gy ) = [ Gt Ve Y3,
+o0
Ainsi, le terme (I — IT) U%¥ est entiérement déterminé. En intégrant Pexpression (5.5.134) par rapport &
Y3, nous obtenons en particulier :

2 xws) 3 2T (1 y(y3) eTIN3) [92(8 o, 0)] . (5.5.136)

*E(ty,Ys) = F 5
240

2,j:|y3

Notamment, le saut de ¢ —o sur {y3 = 0} est nul :

[¢°|vs=0] = 0. (5.5.137)

Deuxiéme étape : les termes sources Gh+,

Calculons les coefficients de Fourier d’ordre 0 des composantes G%’i (les calculs sont analogues pour G%’i).
En reprenant 1’expression (5.5.16b), et puisque le profil principal 12 est & moyenne nulle par rapport a @,
il vient :

2 s
Al i 2
Gl Z U, ’y3,Y3:0 6917[} .
J=1
Ici, une simplification importante a lieu contrairement au cas du terme source G1 , pour m > 2, dont

on rappelle la définition (5.5.16¢). En effet, le terme source G1 ne contient pas de terme de “reste” GO o+
(comme on peut le voir dans I’expression (5.5.16b)), contrairement au terme source G * dont Pexpression
fait intervenir le terme de “reste” ng_l’i (en général non nul). Ceci explique pourquoi nous allons obtenir
les conditions de bord homogénes (5.5.138) ci-dessous, contrairement au cas général des conditions de bord
inhomogénes (5.5.98) précédemment mises en évidence.

En utilisant expression (5.5.133) de U* (k) évaluée en y3 = Y3 = 0, on obtient :
g v Op0® = —i 3 aE(0,0,k) kP (—k) = Figet Y k[k|P(k) (k) = 0,
k0 k0

par imparité par rapport a k. Par conséquent, nous avons :

GTE(0) = GyE(0) = 0. (5.5.138)

Ce calcul est une simplification notable qui a lieu uniquement dans le cas m = 1 correspondant au
premier correcteur. C’est & cette étape ou 'on constate la différence majeure vis-a-vis des résultats de
Marcou [Marll].

Conclusion sur les conditions de bord (5.5.131).

En regroupant les résultats (5.5.135), (5.5.137) et (5.5.138), on en déduit que les conditions de bord pour
la vitesse lente gg’i, le champ magnétique lent H :2)),1 et le saut de la pression lente QQ’i sont homogeénes.

Pour finir, en utilisant les conditions sur les bords fixes I'y (5.5.24a) et (5.5.25a) (pour m = 2), nous
avons :

2,4+ _ 2,£ _
uym = Hym =0, surly.
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En résumé, la moyenne lente U>* du premier correcteur satisfait le systéme des nappes de tourbillon-
courant linéarisé homogene, c’est-a-dire :

DuE + (u0F - V)2t — (HO= . V)gzi + Vg =0,
@gg,i + (uo,i . V)gQ,ﬂ: . (HO,i ) v)é&i =0,
Vy ~gz’i =V, -H** =0, dans[0,7] x QF,
u HQjE =[¢*] =0, sur0,T]xT,
ud® H?i =0, sur[0,7]xTy,
gi\tzo =0, dans QF.
Par conséquent, tout comme pour le profil principal UL* (voir (5.4.33)), on en déduit que gQi = 0,

compte tenu de la normalisation (5.5.41b) sur la pression. Le phénomeéne de rectification ne peut donc
se produire qu’a partir du second correcteur U>*, et ce phénomene se produit en général comme nous
allons le voir désormais.

En effet, attardons-nous a présent sur les termes de bord G%’i et G%’i donnés par (5.5.16¢) (avec
m = 2), associés au correcteur U>*. Nous avons'® sur {yz = Y3 = 0} :

2 2
G* = 0w + Y w0, 0% + 30 & (uF0pw? + upt 0yt + Zulia 2.
=i =

En particulier, en appliquant 'opérateur de moyenne sur le tore, il vient (rappelons que %> est & moyenne

nulle) :
2

2 —_— ——_—
GYH0) = Y g (u?’i g2 (0) + ul 9py(0) ) Z W 0, 02 (0) (5.5.139)
7=1

En utilisant I'expression (5.5.128) (dans laquelle m = 1), on écrit, pour j € {1,2} :
@57(0,0,k) = & ¢ kY3 (k) + UT(0,0,k), VY320, Vk#0.

On peut donc achever le calcul du terme source @fi(O) dans (5.5.139). D’abord, on a :

2 I
DoGurTapR(0) = Fict YL (=00 (0) — i Y0P (- Zsj Uy=(0,0,0).
j=1 ££0 ££0

Ensuite, on obtient :
2 _
D& u T 0) = Fict Y010 (0D (-0).
j=1 10
Enfin, il vient :

Zuliaij —ifciZ@ Ay, (1 1520)).

0
Revenant a (5.5.139), il reste :

Gir0) = —i Y 9Pt Zgj 1£(0,0,0) fciZ@ yJ(Zwy W‘(z)y?). (5.5.140)
£#0 ££0

Les termes sources intervenant dans le membre de droite de (5.5.140) semblent étre en général non nuls.
Par conséquent, la moyenne lente U associée au second correcteur vérifie le systéme linéarisé des
nappes de tourbillon-courant (5.5.99) (ott m = 2), avec des conditions de saut sur I inhomogénes. Ainsi,
le phénomeéne de rectification va apparaitre génériquement des le second correcteur et donne lieu a la
proposition suivante.

15 Utiliser 1’expression générale (5.5.13) pour expliciter les termes de “reste” G%’i et Gé’i.
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Proposition 5.5.3

Soient une nappe plane de référence U% satisfaisant (H1), une fréquence spatiale ¢ vérifiant (H2),
(H3) et une fréquence temporelle T # 0 vérifiant (H4).

Soit 2 € H*® (Tfj, x Ty) & moyenne nulle par rapport a sa derniére variable 0, et définissant la
perturbation initiale hautement oscillante (5.1.4).

Les données initiales pour le profil principal Ub* et les deux premiers correcteurs U>*, U+ sont
supposées vérifier (5.2.2).

D’une part, on peut en conclure que les moyennes lentes gl’i et gli sont identiquement nulles.
En d’autres termes, le profil principal UM% et le premier correcteur U>* sont purement localisés prés
de la frontiére libre, car ils n’ont aucune composante dans espace ST.

D’autre part, les moyennes lentes (U>+,U%7), associées au second correcteur (U™, U>7), est
solution du systéme linéarisé & coeflicients constants des nappes de tourbillon-courant (5.5.99) (ou
m = 2), avec des termes sources en général non nuls, de sorte que les moyennes lentes (U, U*™) ne
peuvent étre, en général, identiquement nulles sur [0,T].

5.6 Solutions approchées

Dans cette section, on se concentre sur les solutions approchées (Ué\gﬁg, w%p,g) dont on rappelle la défi-
nition (5.1.8) (ou M € {1,...,6}). Ces solutions approchées sont dorénavant bien définies en vertu du
Théoreme 5.2.2. Il convient a présent d’écrire le systeme d’équations aux dérivées partielles satisfait par
ces solutions approchées. Nous allons obtenir un systéme approché du systéme exact (5.0.1) car il contien-
dra des termes sources non nuls, mais de “tres faible” amplitude. Cependant, ces termes sources seront
fortement oscillants en 1 du fait de la définition des développements BKW (5.1.5), (5.1.6). Pour prendre
en considération ces fortes oscillations, nous introduisons au Paragraphe 5.6.2 un cadre fonctionnel pro-
pice aux estimations de normes L? de telles fonctions. Avant cela, nous revenons un peu plus en détails

sur le redressement des profils (U™, wm+1)m21 par rapport a la variable normale lente ys3.

5.6.1 Epaississement du domaine de définition des profils

Dans les Sections 5.4 et 5.5, nous avons déterminé les profils U™, pour m > 1, en les décomposant de
la facon suivante :

U™(t,y,Ys,0) = U™ (t,y) + U™ (t,y,Y3) + UME(t,y,Y3,0).

La moyenne lente gm’i et la moyenne rapide U™ ont été déterminées pour tout y3 € Iy, tandis que
UM% a d’abord été calculé en ys = 0, pour ensuite étre redressé par rapport a y3 en multipliant par la
fonction de redressement y (on renvoie au Paragraphe 5.4.4 pour le cas du profil principal, et & ’expression
(5.5.128) pour le cas des correcteurs). Nous devons maintenant préter attention au domaine de définition
des profils U™* par rapport & y3. En effet, comme nous I’avions remarqué dans la Section 5.1 (on renvoie
& la remarque page 113), la définition (5.1.8b) n’a de sens a priori que si les profils U™ sont définis sur un
intervalle “épaissi” par rapport & ys. Plus précisément, dans la définition (5.1.8b) des solutions approchées,
nous avons redressé la frontiére libre a ’aide du changement de variable y3 = 3 — ¢%p,g(t7 x'); comme
la variable normale 3 appartient a D'intervalle [12], _(t,2'),1] pour 'état “+” (resp. [ — 1,927, (¢, 2)]
pour I'état “—7), alors la “nouvelle” variable normale y3 devra vérifier :

pour l'état “+7, ys € IJ]X{E =1[0,1- ¢%p,s(t, y)],
pour I'état “—7, y3 € Iy’s = [— 1- ¢%p,g(t7y/) ) 0]-

Il faut donc donner un sens aux profils U™ lorsque 3 ¢ I..
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Nous prolongeons en dehors de 'intervalle I les profils (U m’i)lgmg M grace a un opérateur de pro-
longement P* qui préserve la régularité Sobolev. Pour ce faire, nous utilisons un résultat de [Ste70]. Il
existe un opérateur PE, tel que pour tout r € N, on a les deux propriétés suivantes :

(i) P* est continu de H"([0,T] x T? x I+ x Ry x T) dans H"([0,7] x T? x Ry x Ry x T),
(ii) siu € H"([0,T] x T? x I+ x Ry x T), alors (P*u)(t,y',ys,Y3,0) = u(t,y',ys, Y3,0) si y3 € L.

Pour m € {1,..., M}, posons :
gmt = prymE,

On définit ainsi une “nouvelle” solution approchée UM+ (resp. U M=) qui est & présent bien définie

app.e app.e N
quel que soit z3 € [w%pﬁ(t,x'), 1] (resp. z3 € [ — l,w%p@(t,x')}). Les “nouveaux” profils U™ restent

solutions de la cascade BKW (5.5.17) en vertu de la propriété (ii) ci-dessus. On se permettra dans la suite
d’omettre la notation “~” pour alléger ’écriture.

5.6.2 Estimations de fonctions “fortement oscillantes”

Du fait de la présence des termes hautement oscillants en % dans la définition (5.1.8) des solutions
approchées, il conviendra d’évaluer dans L? les “e-dérivées” el® op, et elfl 85 > pour tous multi-indices
a € N* et # € N3. Les domaines sur lesquels nous devrons effectuer les estimations L? dépendent eux-
mémes du temps ¢t € [0,7] et du petit parametre € > 0. En effet, pour M > 1 et t € [0,T], la solution

approchée U%}ﬁ(t, -) donnée par (5.1.8b) est définie dans le domaine approché suivant :

Qtzztpp,s(t) = {:L’ € TQ X (_17 1) ’ z3 % Tl}%p,g(tvml)} . (5.6.1)

On a choisi d’omettre 'entier M dans la définition (5.6.1) car ce dernier sera fizé suffisamment grand par
la suite. Pour tenir compte également de la variable de temps, on définit le domaine :

Ofp = |J {8 x5, () (5.6.2)
t€[0,T]

Les définitions des normes suivantes s’inspirent de celles utilisées par Marcou [Marl0, Marll]; on les
adapte dans le cas ou les domaines spatiaux sont donnés par (5.6.1), c’est-a-dire dépendant du temps et
possédant une frontiere fortement oscillante.

Définition 5.6.1

Soient s € N et ¢ > 0 un petit paramétre; on se donne également M € {1,...,6} et t € [0,T]
permettant de définir les domaines approchés (5.6.1). Si vt = v (t,z) est une fonction définie sur le
domaine Q=., on définit la norme o= ()| s par :

+ — Y g7.,E
o Ollm = i € 1200l 30,0 (563)

[v1<s

Pour tenir compte également des dérivées temporelles de v*, on définit la norme :

+ — k| ak, _ la| 192 ,,E
o Ollons = gmax 18O+ = max e 1080 Oll s, o 560
|a|<s

La Définition 5.6.1 va nous permettre de manipuler des familles de fonctions fortement oscillantes, et
donne lieu & la définition suivante :



192 CHAPITRE 5. ONDES DE SURFACE POUR LES NAPPES DE TOURBILLON-COURANT

Définition 5.6.2

Soient m,s, M € N, avec M € {1,...,6}, et (vF)o<ec<e, une famille de fonctions définies sur le
domaine ngT. On dit que la famille (v )o<e<e, est un O(s™) dans CH si :

3C >0, V0<e<e, Vtel0,T], HU?(?S)HCHES < Ce™.

En d’autres termes, une telle famille doit vérifier la condition suivante :

3C>0, YV0<e<ey, Ve[, T], Vo <s, N0 0F @)l 2qs o) < Ce™  (56.5)

app,e -

Remarque. Etant donné M € {1,...,6} et t € [0, T], nous serons également amenés & devoir estimer
le front approché ¢%p78 (t,-) donné par (5.1.8a). Cette fonction est définie sur la frontiére libre approchée
I'4pp,e donnée par :

Fzzpp,s = {1'3 = w%p,a(tvx/)}a (566)

oll nous avons omis de noter I'entier M comme pour la définition (5.6.1). Afin d’estimer dans L? les
dérivées de fonctions fortement oscillantes définies sur I'yyp ¢, il nous faut adapter la Définition 5.6.1. Cela
se fait sans peine en remplacant les domaines spatiaux QF ~_(t) par le tore T2.

app,e
Définition 5.6.3

Soient m, s € N et (uc)o<e<e, une famille de fonctions définies sur [0, T] x T2. On dit que la famille
(Ue)o<e<e, €st un O(e™) dans CHY si :

3C >0, Yo<e<e, Vte[0,T), VIB|<s, 0] uc(t)]amey < C™ (5.6.7)

Cette définition nous permettra d’estimer des fonctions hautement oscillantes de la forme :

t /
ue(t,a') = u(t, x, # ;x )), (t,2') € [0,T] x T2

5.6.3 Les équations approchées a 'intérieur du domaine

Dans ce paragraphe, nous écrivons les équations satisfaites par les solutions approchées (5.1.8). Reprenons
la forme conservative (5.0.4) du systéme des nappes de tourbillon-courant et posons, pour simplifier,

3
p(U*) == AgOU* 4+ 0n, f;(UF).
j=1

La solution exacte (UX,.) a laquelle on s’intéressera vérifiera évidemment
d(UF)(t,x) =0, YreQX(t), Vtelo,T],

ot QF(t) désigne le domaine “exact” défini par QF(t) := {3 = ¥.(t,2')}. Il convient maintenant de

calculer qb(U%ﬁE). Il suffit de reprendre la méme démarche ayant abouti aux équations de la cascade
BKW (5.5.17) au Paragraphe 5.5.1. Les développements en puissances de € ne sont dés lors plus formels,

car tronqués a Pordre M (resp. M + 1) pour UM=E (resp. 9™ ). Ainsi, par construction des profils
app.e P Yapp.e p P
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(U5, 1) << pr, nous obtenons :

P(Ugpre)(t,
M-1 M / / /
B T mlE Y, N T3 Vapp (B,2) TE+E 2
S [0 < ] () Tl 16 )

M / / /
x3 — Y t,x') rt+ € -z
O (R A N EULELAS S8

oit RM* est un terme de reste appartenant & I’espace S*. Plus précisément, si 'on pose

M / VA
S+ _ pM* / M 3= Yappe (L, 2) Tt ¢
R (t,x) := R; (t,:v 223 = Vapp.e (8,77, - , . ),
alors il est clair que RM* est un O(1) dans CHZ, pour tout s € N, comme défini par (5.6.5). Finalement,
puisque les profils (U*, 1), y< s sont solutions de la cascade BKW (5.5.17), il reste :

S(Upre) = O™, (5.6.8a)

app,e

ot le O(eM) a lieu dans CHZ, pour tout s € N, conformément & (5.6.5).

N’oublions pas la contrainte (5.5.12b) sur le champ magnétique, que I’on a adjointe & la cascade BKW
(5.5.17). Le raisonnement est identique a celui ayant abouti a ’équation (5.6.8a) : il suffit d’en considérer
la septieme composante correspondant a la contrainte sur la divergence de la vitesse approchée, puis de
remplacer u%ﬁs par H é‘gﬁ.. On obtient :

V- HME = O@EM). (5.6.8b)

app.,e

5.6.4 Les équations approchées prées de la frontiere libre

On souhaite écrire les conditions de bord sur la frontiere libre approchée (dont on rappelle la définition
(5.6.6)), que satisfont les solutions approchées (UM-E )M ) T1a encore, la démarche est la méme que

app.e’ ¥ app,e
celle ayant abouti a la cascade BKW (5.5.17) au Paragraphe 5.5.2. On définit le vecteur normal approché
N, (%[p’s par :

M M M
Nappe = (- NVuppe » —02Wapper 1 ).

Nous avons alors pour la vitesse normale approchée :

M+ M M
(uapp,e N, appe atwapp,s)

F(LPPaE

Al 1 [, m+lt &+ +2 m,+ / Tt+ & -2
:mz_:Ongr {ug E ot Gy —G1’}(t,x,0,0,f)

t !,
+ M+l Ry“vi(t,x’,o,o, w) (5.6.9)
€
Le terme de reste dans (5.6.9) correspond & la “double trace” sur {y3 = Y3 = 0} d’une fonction de S ; si
I’on pose
~ t g
RV ) = BRI (1,00, ST,
€
alors on a RM+LE = (1) dans CH?, pour tout s € N, au sens de la définition (5.6.7). Maintenant,
comme les profils (U%*, 1) </« ps sont solutions de la cascade BKW (5.5.17), il reste :

(vbtie - Nipe = 0tlpe)

app,e app,e

= O(@eMT, (5.6.10a)

M
FGPP@
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dans C'HZ, pour tout s € N. De facon analogue, le champ magnétique normal approché vérifie :

M+ M _ +1 +1+ g+ +2 e / Tt+ ¢ -
(Happa Napp, ) M - Z gm |:Hm —b 80¢m - G72n i| (t,[]? 70707 f)
appe =0
+ M+1RM+1:|:<t:E’O’O’Tt—f-é'/.x/)
9
= O(M*), (5.6.10D)

dans CH?, pour tout s € N. Enfin, le saut de la pression approchée est nul car tous les profils (q&i)lgg M
ont un saut nul sur {y3 = Y3 = 0} (voir les conditions de bord (5.5.13)) :
[q%p,e} = 0, (5.6.10C)

ou [-] dans (5.6.10c) dénote le saut a travers la frontiere libre approchée I'yy, ..

5.6.5 Les équations approchées sur les bords fixes 'L

Dans cette partie, on reprend les calculs qui ont été menés au Paragraphe 5.5.3. Tout d’abord, en reprenant
les expressions (5.5.19), (5.5.20) et (5.5.21), on obtient :

(u%pig>3 (t, o', £1) (5.6.11)

M
Z m mi‘Fi

4| M M

M—
Z Z i‘agg Er Y F Y @) et a)e)

Jj=m+2k n+..+ik=j—m
Ji>2

+ O(M+,

On avait ensuite isolé la partie moyennée par rapport & 6 de chaque produit 47! ... ¢J% en décomposant
ce dernier en série de Fourier :

(W7t ) (8,2, 0)
= Y P ) + Y Y B ) () €

ni+...4+n=0 n#0ni+...+ng=n
n;#0 n;7#0

%ﬁ)g (t,2',£1) : on peut la décomposer en une partie moyennée
par rapport a 6 (& savoir Iexpression a la ligne (5.6.12) ci-dessous), puis en une partie contenant tous les
modes de Fourier n # 0 (& savoir 'expression a la ligne (5.6.13) ci-dessous), cette derniére partie n’ayant
pas été considérée lors des calculs au Paragraphe 5.5.3 :

(ubtiz),, (t2,£1)

Revenons a l'expression (5.6.11) de (u

M
Zl e up Iy — fbl”_4’i] (5.6.12)
m=

4LM2‘"L
+ 2 kz_:l [ Oty (5.6.13)

M N . Tt + 5/ . CU/
X Z Z Z Z P (ng) ... % (ng) exp (mi)
J=m+ St Hjk=j—mn#F0ni+..+ng=n ¢

Ji>2 n; 70
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Par construction des vitesses lentes gg”’i, la somme donnée par (5.6.12) est nulle (voir les conditions de
bord (5.5.24)). L’expression de la somme (5.6.13) n’est en soi pas fondamentale, il suffit de remarquer que
le développement en puissances de ¢ commence a 'ordre 5 (pour m = 3 et k = 1). Cela reste cohérent
avec les résultats obtenus au Paragraphe 5.5.3, car on tient compte ici des modes de Fourier non nuls
dont la contribution intervient des ’ordre 5 ; la contribution provenant des modes de Fourier 0 intervient,
quant a elle, seulement & partir de 'ordre 7 (comme vu au Paragraphe 5.5.3), en vertu du degré de liberté
dont on dispose sur les moyennes (&E (0))e>2, que I'on choisit nulles. On obtient ainsi une expression de

la forme : .
Tt+¢& -
(udfic), (1o, 21) = &8 B2 (1o, TLEEETY,

~ t oy ~
ot R>* € H>®([0,T] x T3). En posant R>®(t,2') := R>* (t,x’, m), nous avons R>* = O(1)
€

dans CHZ, pour tout s € N, au sens de la définition (5.6.7). Finalement, on obtient :

app,e

(O )3 (t, 2, +1) = O(). (5.6.14a)

Ce raisonnement est également valable pour le champ magnétique. Ainsi, en utilisant les conditions de
bord (5.5.25), on peut écrire :

app,g

(HMi) (t, 2, +1) = O(). (5.6.14b)

5.6.6 Le systeme approché des nappes de tourbillon-courant

On peut maintenant écrire le systeme approché satisfait par les solutions approchées (U%ﬁ, @D%pﬁ), pour
M € {1,...,6}. Nous combinons pour ce faire les résultats (5.6.8), (5.6.10) et (5.6.14), ce qui aboutit au

systéme suivant (dans lequel on a omis l'indice ¢ et 'exposant M afin d’alléger ’écriture) :

atucjtcpp + (“fztpp ' v)uapp (Htiip V)H app + anpp = 0(M),
9:H, app (“app V)Haipp (Htﬁ)p v)ucjfpp ("),
Veug, =0EM), V-HE =0(EM), dans QF (1), te0,T],
ug,, - Napp at%pp = O(eM*1), (5.6.15)
Hg?)p app = O(eMH),

)
[qapp] = 0, sur Typp(t), t€[0,T],
=0

(uz:ztpp)g =0, (Hg;)p)

, sur I'y.

Notons que les O(¢M) dans (5.6.15) ont lieu dans CH? (pour tout s), au sens de la définition (5.6.5). En
revanche, les O(eM*1) dans (5.6.15) ont lieu dans CH? (pour tout s) au sens de la définition (5.6.7).

. . N . . , M
Remarque. Pour M > 7, si on parvient a construire une solution approchée (Uapp = Vapp, <), alors les

conditions de bord sur I'y dans (5.6.15) ne sont plus homogenes, car elles apportent une contribution en
O(&%) en vertu de (5.6.13).

La normalisation sur la pression approchée qapp - provient de (5.5.28), et s’écrit :

Vit e [0,T], /Q+ qapps (t,x)dx + / qam (t,z)dz = O(EMT).

app, E( ) aPP 5

Ceci conclut cette partie sur ’établissement du systéme approché (5.6.15). Il restera par la suite a
démontrer que les solutions “approchées” (Ué‘gpia, ¢app .) sont effectivement proches de la solution exacte
du systéeme des nappes de tourbillon-courant (5.0.1), dans une topologie adéquate. Ce résultat de stabilité
des solutions approchées pourra faire 1’objet d’une nouvelle piste de recherche dans la continuité des

résultats établis dans ce chapitre.






Conclusion et perspectives

La premiére partie de cette thése consistait en la construction de solutions analytiques au probleme
des nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incompressible. L’approche abordée visait a utiliser un
théoreme de Cauchy-Kowalevskaya pour exhiber une solution analytique locale en temps.

Les équations de la MHD idéale incompressible. Comme nous I’avons vu au Chapitre 3, "applica-
tion directe de ce théoréme a été possible sur le cas des équations de la MHD idéale incompressible (3.0.1)
(i.e. le cas “sans nappe”). L’étape clé consistait en I'estimation de la pression dans I’échelle d’espaces de
Banach introduite au Chapitre 2. On rappelle que la pression s’obtenait implicitement en fonction de la
vitesse et du champ magnétique via la résolution d’un probléeme de Laplace. Deux questions se posaient
alors : & quelle(s) condition(s) peut-on résoudre ce probléme de Laplace ? dans ce cas, quelles estimations
d’énergie vérifie la solution et comment peut-on ’estimer dans 1’échelle de régularité analytique ?

Pour résoudre le probleme de Laplace (3.1.4), nous avons vu que le terme source g dans (3.1.4) devait
vérifier une condition de compatibilité (dans ce cas précis, cette condition consiste en la nullité de la
moyenne de g sur le domaine spatial §2). Sous cette condition de compatibilité, on disposait alors d’une
estimation de régularité elliptique sur la pression, que I’on a ensuite étendue aux espaces de Banach définis
au Chapitre 2, ce qui a donné lieu a la Proposition 3.1.6.

Revenant au systeme de la MHD idéale incompressible (3.0.1), la résolution du probleme de Laplace
(3.2.2), dont le terme source est donné par (3.2.4), nécessitait les contraintes de divergence nulle et les
conditions de bord sur la vitesse et le champ magnétique pour que le terme source soit compatible. Afin
d’appliquer le théoreme de Cauchy-Kowalevskaya, nous avons donc dii incorporer ces contraintes au sein
des espaces fonctionnels, ce qui a été possible car ce sont des contraintes linéaires qui préservent les
espaces fonctionnels mis en jeu. Nous avons vu que le gradient de pression dans (3.0.1) jouait le rdle
d’une semi-linéarité car on gagnait un indice de régularité Sobolev par rapport a la vitesse et au champ
magnétique. Une fois munis des “bons” espaces de Banach et de I’estimation analytique sur la pression,
Papplication du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya pouvait se faire sans difficulté majeure et a donné lieu
au Théoreme 3.2.5. On rappelle que ce théoreme est loin d’étre optimal du point de vue de la régularité
des solutions ; le but était de comprendre comment on pouvait donner des estimations analytiques sur les
équations de la MHD en utilisant ’échelle d’espaces de Banach définis au Chapitre 2.

197
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Nappes de tourbillon-courant analytiques. Le cas des nappes de tourbillon-courant devient plus
délicat, car il s’agit d’un probleme couplé et a frontiére libre. Une premiere étape consistait a redresser
convenablement le front afin de se ramener a des domaines fizes. Le deuxiéme point auquel nous nous
sommes attardés est ’étude du probléeme de Laplace couplé (4.2.6) devant étre satisfait par la pression.
De la méme maniere qu’au Chapitre 3, la résolution de ce probleme de Laplace nécessite la condition
de compatibilité (4.2.9) sur les termes sources. Celle-ci est satisfaite des lors que la vitesse v*, le champ
magnétique BT et le front f vérifient les contraintes de “divergence” et les conditions de saut suivantes
pour tout ¢t € [0,7] (on renvoie au systeme (4.2.4)) :

ATY) v = (ATV).B* =0,  dans OF
{( ) vt = (ATY) G (6.0.1)

of =vt-N, BYT.-N =0, sur T

Lorsque les contraintes (6.0.1) sont satisfaites, le probleme de Laplace (4.2.6) admet une unique solution
a moyenne nulle sur le domaine , qui de surcroit vérifie 'estimation de régularité elliptique (4.2.11)
obtenue dans [CMST12].

Dans l'optique d’appliquer le théoréeme de Cauchy-Kowalevskaya, nous avons dii a ce stade donner
des estimations analytiques sur le redressement du front et sur la pression. Ce dernier point s’avérait
délicat en raison de la présence des coeflicients variables dépendant du front inconnu dans ’opérateur
elliptique du systéme (4.2.6). La définition intrinseque de la norme des espaces de Banach BW,U(Qi),
dont on rappelle la Définition 2.3.9, a permis d’estimer les dérivées tangentielles de la pression d’une part,
puis les dérivées normales par récurrence. Nous avons alors abouti au Théoreme 4.5.1 sur 'estimation de
la pression Q* dans Bp,37U(Qi) lorsque les parametres p et ¢ sont suffisamment petits.

Les contraintes de “divergence” dans (6.0.1) n’étant pas linéaires, nous avons reformulé notre probléme
en introduisant les nouvelles inconnues (u*,b*, f) définies par (4.2.12), en s’inspirant des travaux de
Trakhinin [Tra05, Tra09]. L’avantage de ces nouvelles inconnues est que 1'on a pu réécrire les contraintes
(6.0.1) en des expressions linéaires (4.2.14). Néanmoins, contrairement a ce qui a été fait au Chapitre 3,
on n’a pas pu appliquer directement le théoréme de Cauchy-Kowalevskaya en incorporant ces contraintes
au sein des espaces fonctionnels B, ;. (%), notamment en raison du front qui est défini par ’équation de
transport :

V(t, ') €[0,T] x T2, 9, f(t, ') = ui(t,2/,0).

La démarche proposée est de s’inspirer de la preuve du théoreme de Cauchy-Kowalevskaya établie par
Baouendi et Goulaouic [BGT78].

Cette preuve repose sur la construction d’un espace de Banach E, et d’une application T qui est
contractante sur un sous-ensemble fermé de E,, des lors que la parametre a > 0 est choisi suffisamment
petit. Dans la Section 4.3, nous avons défini une application T par (4.3.2) et nous avons vu qu’elle
préservait les contraintes algébriques (4.3.1). Le travail qu’il restera a poursuivre est de démontrer que Y
admet un point fixe, en s’inspirant des arguments de [BG78]. La premiére question est de savoir si T laisse
invariant un sous-ensemble convenable de 'espace E,, que 'on a défini par (4.6.18), ce qui reposera sur une
propriété similaire & ’hypothese (3.2.9) énoncée dans le Théoréme 3.2.2. Ensuite, nous devrons montrer
que YT est contractante, en utilisant une estimation “lipschitzienne” similaire & la seconde hypothése
(3.2.10) du Théoreme 3.2.2.

Quelques pistes ont été données a la Section 4.6. Nous avons commencé par donner une estimation
“lipschitzienne” sur la pression grace a la Proposition 4.6.1. Enfin, nous nous sommes attardés sur le front
f qui est le terme le plus déclicat dans les équations (4.2.15) car il fait intervenir des dérivées d’ordre
deux : ces termes n’entrent pas directement dans le cadre du Théoreme 3.2.2, et il nous faut donc adapter
la preuve de [BGT78] en estimant convenablement ces dérivées d’ordre deux. Nous avons vu comment on
pouvait estimer les dérivées tangentielles d’ordre au plus 1 du front dans ’espace B 0, g(']I‘Q), puis les

dérivées tangentielles d’ordre 2 dans l'espace E, défini en (4.6.14). Les estimations (4.6.23), (4.6.27) et
(4.6.28) constitueraient un point de départ raisonnable pour adapter les arguments de [BGT78].
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Nappes de tourbillon-courant de régularité Sobolev. Comme 'ont démontré récemment Sun
et al. [SWZ15], le probleme des nappes de tourbillon-courant est localement bien posé dans ’échelle
de régularité Sobolev. Une fois que l'on aurait démontré I’existence de nappes de tourbillon-courant
analytiques, la question naturelle qui se pose serait de retrouver le résultat de [SWZ15] par une méthode de
compacité, en approchant des données initiales de régularité Sobolev par des données initiales analytiques
(en vertu du Théoreme 2.3.7).

Comme pour le Théoreme 3.2.5 établi au Chapitre 3, la solution analytique de (4.2.4) serait définie
sur un intervalle de temps dépendant de la taille des données initiales dans 1’échelle analytiqgue. On peut
alors avoir un temps d’existence qui se restreint lorsque les données initiales deviennent grandes dans les
espaces By, 3,(QF) et B 90,3 (T?) (ou po représente ici le rayon d’analyticité des données initiales).

Le résultat d’estimation a priori établi dans [CMST12] serait ensuite un point de départ pour dé-
montrer, par un argument de compacité, ’existence et I'unicité de solutions au probléme des nappes de
tourbillon-courant lorsque ’on considére a présent des données initiales dans un certain espace de Sobolev.

Pour cela, on approcherait les données initiales (ug, b(jf, fo) (supposées de régularité Sobolev) par une
suite de données initiales analytiques (uaE . b(jf’n, f8),,50> erdce & la densité des espaces B, dans H"
(on renvoie au Théoreme 2.3.7 du Chapitre 2). L’unique solution analytique associée (uFm, pEn QT fm7)
possede alors un rayon d’analyticité p™ = p"(t), risquant de tendre vers 0 lorsque n tend vers 4+o00. Pour
remédier a cet obstacle, il suffirait d’exhiber une borne inférieure sur les quantités p"™(t), ne dépendant
que d’une norme Sobolev de la solution. Ainsi, on pourrait propager ’analyticité des solutions sur un
intervalle de temps qui ne dépendrait plus que de la norme Sobolev des solutions. Cette derniere n’explose
pas lorsque 'on fait tendre n vers 4+o00, ce qui permet d’avoir une borne inférieure strictement positive
sur le temps d’existence des solutions.

Pour des résultats de propagation de ’analyticité des solutions aux équations d’Euler incompressibles,
on pourra se référer par exemple a [BB77, AM86] et plus récemment a [LO97, KV09,KV11b,KV1la].

Ondes de surface pour les nappes de tourbillon-courant. La deuxiéme partie de cette these
consistait a étudier le comportement qualitatif des solutions exactes du systeme (5.0.1) issues de données
initiales de faible amplitude et fortement oscillantes. A T’aide d’outils issus de Poptique géométrique, nous
avons vu que pour des phases d’oscillation bien particuliéres (c’est-a-dire, dans notre cas, des racines du
déterminant de Lopatinskii (5.3.16)), la solution présente une structure d’onde de surface : elle est localisée
pres de la frontiére libre, oscille aux mémes fréquences que la donnée initiale, et décroit exponentiellement
par rapport a la variable normale a la nappe.

Nous avons cherché & approcher une solution eracte (UX,.) du systéme (5.0.1) sous la forme de
développements BKW donnés par (5.1.5) et (5.1.6). Le premier enjeu consistait en la détermination
du profil principal (U"*,2), qui repose intimement sur les propriétés de stabilité du systéme linéarisé.
Comme nous 'avons rappelé, ce dernier est dit faiblement bien posé car il vérifie la condition de Lopatinskii
simple mais non uniforme. Plus précisément, le déterminant de Lopatinskii s’annule en des fréquences
dites elliptiques, ce qui donne lieu a la formation d’ondes de surface.

Le profil principal U* a pu étre déterminé en résolvant le probleme rapide homogéne (5.2.3a), et
on a montré que ULF pouvait s’exprimer en fonction du profil principal 12 associé au front uniquement.
La détermination de ce profil ¥? provient d’un critére nécessaire a la résolution du probléme que doit
satisfaire le premier correcteur (U%*,1?). Grace & une condition d’orthogonalité de type “alternative de
Fredholm”, nous avons établi que 1)? devait étre solution d’une équation non-linéaire non-locale de type
Hamilton-Jacobi. A ce stade, nous avons obtenu le profil principal (UF, 1)?).

La démarche permettant de déterminer les correcteurs (U™, 9™ +1), 5o a ensuite été généralisée
grace a la Proposition 5.5.1, qui donne des conditions nécessaires et suffisantes permettant de résoudre
le probléme rapide inhomogéne (5.2.3b). Lors du calcul du coefficient de Fourier d’ordre 0 de U™*, que
l’on décompose en moyenne lente et moyenne rapide grace a la définition (5.2.1), une difficulté apparait
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dans la détermination de la moyenne lente U mE En effet, celle-ci doit satisfaire le systéme linéarisé des
nappes de tourbillon-courant (5.5.99) inhomogéne (dans lequel m+1 joue le role de m). Les contraintes de
divergence sur la vitesse et le champ magnétique dans (5.5.99) requiérent des conditions de compatibilité
sur les termes sources. Lorsque m < 6, nous avons pu démontrer que ces conditions sont bien satisfaites des
lors que I'on redresse les profils (Uﬁ’i) j<m tndépendamment de la variable normale lente y3 (on rappelle
les notations (5.2.1)).

Cette obstruction technique nous limite a des solutions approchées (Ué\gﬁe,w%p,s), dont on rappelle

la définition (5.1.8), d’ordre M < 6. L’obtention de solutions approchées a tout ordre M € N* pourra
constituer une piste de recherche future. Pour ce faire, il faudrait pouvoir vérifier les conditions de com-
patibilités (5.5.100) pour tout entier m > 0. La difficulté réside dans le fait que les termes sources associés
aux bords fixes I't dans (5.5.99) sont relativement complexes. Pour éventuellement palier a cette diffi-
culté, on pourrait s’interroger quant & la pertinence de Pespace fonctionnel S* dans lequel on a choisi de
travailler (on renvoie a la Définition 5.2.1). Pour affiner le développement asymptotique, une possibilité
serait de considérer dans S* des fonctions dépendant aussi de la variable tangentielle rapide 6. I1 faudrait
alors reprendre les étapes a partir de la Section 5.4 en tenant compte & présent de tous les modes de
Fourier de la composante dans S* des profils U™,

A ce stade, nous avons donc montré que les solutions dites “approchées” (Ué\gﬁéﬂ/)%p’a) vérifient le
systéme approché (5.6.15). Un nouvel axe de recherche, dans la continuité du Chapitre 5, consisterait a
démontrer que ces solutions sont effectivement proches de la solution exacte du systéeme des nappes de
tourbillon-courant (5.0.1), dans une topologie adéquate. Pour attaquer ce probleme de stabilité des solu-
tions approchées, on pourrait envisager d’exploiter les résultats de [SWZ15] pour obtenir des estimations
d’énergie sur (U%I’?’i&, ¢%p75)- La difficulté est d’incorporer des termes de faible amplitude et hautement
oscillants dans les équations de (5.0.1), pour ensuite les estimer dans des espaces fonctionnels ad hoc. Une
premiére piste serait d’adapter la méthode de Leray-Garding [Gar56] fournissant des estimations d’éner-
gie pour les équations hyperboliques scalaires, en combinant le résultat de Gues [Gue92] (puis revisité
par Métivier [Mét09] ainsi que Marcou [Marl0]) sur les systémes hyperboliques & coefficients de faible

amplitude et hautement oscillants.



Détails algébriques et calculs

Dans toute la suite de cette annexe, nous omettons les exposants * pour alléger les notations. Les états
U%* définissant la nappe plane (5.1.1) seront simplement notés U = (u, H,q), et on supposera qu'ils
satisfont ’hypothese de stabilité (H1).

A.1 DMatrices et noyaux

On commence par expliciter les matrices jacobiennes A; définies en (5.3.3), en utilisant I'expression des
fonctions f; données par (5.0.2). On rappelle que l'on s'est fixé & = (&,&) € R? tel que [¢'] = 1 et
(7,€1,&) € R3 une fréquence satisfaisant les hypotheéses (H2), (H3), (H4).

Les matrices jacobiennes A; s’écrivent comme suit :

2u1 0 0 —2H1 0 0 1

(%) ul 0 —H2 —H1 0 0

0 0 (51 0 0 —H1 0
Ai=10 0 0 0 0 0 0f,
H2 —H1 0 —U2 Ul 0 0

0 0 —H1 0 0 (5] 0

't 0 0 0 0 0 O

[ u9 (51 0 —H2 —H1 0 0_

0 2u9 0 0 —2H,5 0 1

0 0 u9 0 0 —H2 0
AQZ —H2 Hl 0 u —Uul 0 0 5
0 0 0 0 0 0 O

0 0 —-Hy O 0 ug 0

0 1 0 0 0 0 O
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0 0 (75} 0 0 —H1 0
0 0 u9 0 0 —HQ 0
00 0 OO0 O 1
A3: 0 0 H1 0 0 —Ul 0
0 0 H2 0 0 —Uu9 0
00 0 00 0 O
00 1 00 0 0

En particulier, on constate que Az n’est pas inversible : le probléme des nappes de tourbillon-courant
incompressibles est dit caractéristique. Le noyau de la matrice i A — A3 permet de déterminer les modes
propres en exp(£Y3) du systéme différentiel

dU
A3 S +4iAU =0, Y320, (A.1.1)
dYs

que l'on a dii résoudre & la Section 5.4 pour déterminer le profil principal U'. Rappelons que la matrice
A est définie par (5.3.3) :
A = 7A0+ 61 A1+ §A;

rappelons aussi la définition des parametres a, b et ¢ donnés par (5.1.2), (5.3.5) :
a = &u+&u2, b=&6H +86H, ¢c=T14a

La matrice i A — Ag s’écrit :

’L(C—l- §1u1) 1€2uq —U —’L(b—{—lel) —i&o H, H, &

1€1Us i(C—i-fQUQ) —U9 —1&1Hy —i(b+§2H2) Hy, &

0 0 ic 0 0 —ib —1
1A — Az = —1&3Hy 1€9Hy —H; i(T + {2’11,2) —1&2u7 Ul 0
i§1Ho —i&1Hy  —Hp —i&1uz i(T+&u) w0
0 0 —ib 0 0 ic 0

RS i&, -1 0 0 0 0]

Lorsque 'on procede & une analyse modale avec comme parametre de Laplace z := 7—iy (7 > 0) et comme
parameétre de Fourier & = (&1, &) € R?\{0}, on montre que le systéme linéarisé des nappes de tourbillon-
courant incompressibles (A.1.1) posséde un sous-espace stable Fq(z,¢’) de dimension 1 (la matrice A est
alors zAp+ &1 A1 + &2A43). Plus précisément, le noyau de la matrice i.4 — Ag est de dimension 1, aussi bien
pour I'état “+7 que pour I’état “—”. En considérant la limite ¥ — 0, nous allons vouloir prolonger® le
sous-espace stable Es(7 —i.0,&’) tout en conservant le fait que ce sous-espace est de dimension 1. Comme
nous l'avons évoqué au début du Paragraphe 5.4.1, les solutions du systéme (A.1.1) sont dans ce cas des
combinaisons linéaires des deux fonctions exponentielles e*¥3. Ce résultat a été obtenu grace au probléme
de Laplace (5.3.14) satisfait par la pression. Toutefois, il faut noter que pour aboutir & ce systéme, nous
avons utilisé les deux contraintes de divergence nulle sur la vitesse et sur le champ magnétique. Or, pour
certains choix des parametres 7, a et b, il se peut que la contrainte de divergence nulle sur le champ
magnétique ne soit pas satisfaite, et/ou la dimension du noyau de iA — Az peut devenir strictement
supérieure a 1. Ces cas “pathologiques” pour les parametres 7, a et b seront donc a écarter. En choisissant
convenablement ces parameétres, nous aurons alors encore un sous-espace stable Fg(7,¢’) de dimension 1,
ce qui nous donnera au final une “droite” d’ondes de surface.

Cas 1. Lorsque 7 # 0 et ¢ # b%, on montre que Ker(iA — A3) est de dimension 1, et engendré par le
vecteur

R = (glc, Eoc,ic, E1b, &b, ib, b2 — 02) eC. (A.1.2)

1On renvoie par exemple & [BGSO07] et ses références pour plus de détails sur le prolongement du sous-espace stable lorsque
le systéme est hyperbolique.
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En particulier, on obtient une généralisation du résultat de Ali et Hunter [AHO03] qui traitent ce méme
probleme en dimension 2 d’espace. De plus, on montre que ’on peut récupérer la contrainte de divergence
nulle sur le champ magnétique : si U := (v, B, q) € Ker(iA — A3), alors le champ magnétique B satisfait
automatiquement la contrainte &; EA31 + §2§2 + iég = 0, tout comme la vitesse U qui vérifie la contrainte
£101 + &y 4+ 003 = 0. Le cas ou 7 = 0 (i.e. ¢ = a) est plus délicat. La condition a®? # b? ne suffit plus a
avoir un noyau de dimension 1, car lorsque a # 0 et b = 0 le noyau de A — A3 est de dimension 2. Afin
que celui-ci soit de dimension 1, il faut en plus supposer b # 0.

Cas 2. Lorsque 7 =0, a® # b% et b # 0, Ker(iA — A3) est engendré par le méme vecteur R donné par
(A.1.2), dans lequel c est remplacé par a, et on peut encore récupérer automatiquement la contrainte de
divergence nulle sur le champ magnétique.

Récapitulons : si 7 # 0 et ¢ # b?, ousi 7 =0, a® # b% et b # 0, alors Ker(iA — A3) est de dimension
1, et on a la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique. Dans tous les autres cas de figure,
le noyau de i A — A3 est de dimension au moins 2. Nous ne nous placerons donc pas dans ce cadre.

Nous aurons également besoin du probleme dual

dv
— A3 — —i'AV =0, Y3=0. (A.1.3)
dYs

On considére pour cela le sous-espace Ker(itA — tA3).

Cas 1 (7 # 0 et ¢ # b?). Le noyau Ker(i*A — tA43) est de dimension 1 (méme dimension que le noyau
de la matrice transposée), et on montre qu’il est engendré par le vecteur

L:= (1&1, 7é2, iT, 261, 269b, 2ib, —7(c +a)) € C. (A.1.4)

Cas 2 (1 =0, a®> # V% et b #0). Nous avons encore Ker(i*{A — tA3) de dimension 1, et cet espace est
engendré par le vecteur

L':=(0,0,0,¢&,&,i,0),

L
c’est-a-dire engendré par le vecteur % de (A.1.4) évalué en 7 = 0. Ce cas devient un peu plus pro-

blématique lorsque I'on souhaite dériver I’équation d’amplitude satisfaite par le profil principal ¥? au
Paragraphe 5.4.3. En effet, comme nous ’avons vu lors de ’établissement de la formule de dualité (5.4.63),
le déterminant de Lopatinskii dual A* possede une racine double en 7 = 0, ce qui est génant lorsque I’'on
souhaite parvenir & I’équation d’amplitude (5.4.100) vérifiée par le profil principal 12 associé au front.
Toutefois, pour palier a cet obstacle, nous allons voir que I’on peut toujours se ramener au cas 7 # 0 en
procédant a un changement de référentiel galiléen.

On récapitule ici les contraintes sur la fréquence spatiale £’ qui permettent d’étre dans les “bons” cas
ou Ker(iA — A3) est de dimension 1 (a la fois pour ’état “+” et pour 1’état “—") :

soit 7 # 0 et (¢F)? # (b5)?%, (C1)
soit 7 = 0, (aF)? # (bF)? et bF # 0. (C2)

Changement de référentiel galiléen. Afin de se ramener au cas (C1l) pour l'analyse du systéme
(A.1.1) et du systéme dual (A.1.3), on utilise I'invariance du probléme des nappes de tourbillon-courant
(5.0.1) par changement de référentiel galiléen; et pour cause, ’hypotheése de stabilité (H1) sur la nappe
plane de référence U%* ne fait intervenir que le saut de la vitesse au niveau de l'interface plane, qui est
donc inchangé en procédant a une translation de vitesse. Posons

w0t 4 4,0
vi= ——

N 1
u0,+ . 0] 5

= —[u

Sl o= ——u
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de sorte que u®* = g%* + v. Notons que la composante normale vz est nulle, de sorte que la variable x3

est inchangée dans les nouvelles inconnues (u®, H*,§") définies ci-dessous. On pose :

ut(t,x) = ut(t,x —vt) +v, HE(t,x) := H(t,z —vt),

g (tx) = ¢tz —ot),  Pta) = Pt e =),
ou v’ désigne la composante tangentielle (v1,v2) de v. On peut facilement vérifier que (u, HE, g%, 1))
est solution du systéme (5.0.1) si et seulement si (u*, H*, g+, ) 'est également. On cherche donc un
développement asymptotique en puissance de € de la solution exacte U* sous la forme

0% ~ 00+ Y emmt,

m>1
oti la nouvelle nappe plane de référence U%* est donnée par U%* := (a®*, H%*,0). Dans ce cas, les
nouveaux parameétres a* correspondants sont :
+ -
~ ~0,+ ~0,+ a —a
at = &quy" +&uyT = 5
- +
~ ~0,— ~0,— a —a
= G G0 =
Par conséquent, la nouvelle fréquence temporelle 7 est donnée par
_ N at +a”
T =74+ ———
2

En effet, nous réécrivons 'égalité (¢7)? + (¢7)? = (b+)2 + (b~)? provenant de 'annulation du déterminant
de Lopatinskii (5.3.16) comme suit :

+ - + _ 4 \2 + - - _ gt \?2
<T+a +a L 2a)+<7+a +a L@ a):(b+)2+(b_)2.

2 2 2
%,C_/ ~ %,—/
p at+ a~
De plus, les nouveaux parametres bE et ¢ sont inchangés :
Eﬂ: — pt
4 + g
~ o~ a’ +a at —a
& =F4+at =74 5 =+ 5 = 74+aF =t

Maintenant, si I’on se place dans le cas (C2), alors nous allons voir que 'on peut se ramener au cas (C1)
en montrant que 7 # 0 et (¢5)2 # (b%)2.

» On peut d’abord voir que 7 # 0. En effet, on aurait dans le cas contraire a™ + a~ = 0. Mais alors,
Pannulation du déterminant de Lopatinskii (5.3.16) nous donne d’une part la relation

2(a)? = (b7 + (b7)*.

D’autre part, sous I’hypothése de stabilité (H1) (qui est inchangée car [u°] = [uY]), on sait que le
discriminant (réduit) D associé au déterminant de Lopatinskii est strictement positif (voir (5.3.17)), ce
qui s’écrit

2(7)2 4+ (7)) — (a™ —a™)? >0,
c’est-a-dire (b7)% + (b7)? > 2(a™)?, ce qui entraine une contradiction. En conséquence, nous avons bien
7 #0.
» Par ailleurs, ¢& = ¢ = aF car 7 = 0; et b = b*. Ainsi, I'hypothese (a®)? # (b%)? est équivalente &
()2 # (%)%
En conclusion, nous nous sommes ramenés au cas (C1) avec les nouveaux parametres 7, a* et b*. Dans
toute la Section 5.4, nous nous sommes placés dans le cas (C1), ce dernier étant assuré grace a I’hypothese
(H3) vérifiée par la fréquence spatiale £’
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A.2 Quelques produits hermitiens

Afin de prendre en compte le signe de k € Z apparaissant dans le systeme (5.4.1), on définit pour tout
k # 0 (on réécrit temporairement les exposants *) :

R+(k) = R+]1k->0 + ﬁ+ﬂk<0, R_(k) = ﬁ,_]lk>(] + R_ﬂk-<0,
LY (k) =L 150 + LT i, L7(k) ==L 150 + L™ 10

Explicitement, on obtient :

RE(k) = (€16%, oc™, Fisgn(k)c™, &ib*, &b*, +isgn(k)b™, (55)2 = (4)?), (A.2.1a)
LE(k) = (751 | 7, Lisgn(k)T, 26,6F , 26bF | £2isgn (k)b , —r(ct + ai)), (A.2.1b)
ou l'on a noté
+1 sik >0,
sgn(k):=¢ 0 si k=0,
-1 sik<O.

On donne a présent les expressions des produits hermitiens que 'on a été amené a calculer a la
Section 5.4. Lorsque U et V sont deux vecteurs (colonnes) de C7, on rappelle que “ - 7 désigne le produit
hermitien de C7, c’est-a-dire :

7
U-V=>UV,=U"V.
i=1

Distinguons bien les deux notations “-” et “ « 7 : la premiere fait référence au produit scalaire euclidien

que 'on utilise dans R? (notamment pour la phase plane 7t +¢'-2'), et la seconde fait référence au produit
hermitien de C”.

En partant de (A.2.1) et des expressions des matrices Ay, A; et Ay, on trouve :

L(k) - AgR(k) = 2(Tc+2b?), (A.2.2a)
L(k) +AR(k) = &7 (cuy — bHy) + 25 b (buy — cH)) (A.2.2b)
+ &1&(7 (cug — bHa) + 2b (cHy — bug))
—&1e(c+a)+27(cur —bHy) +2b(buy — cHy),
L(k) + AsR(k) = & 7 (cug — bHy) + 22 b (bug — cHy) (A.2.2¢)
+ &1&o (7 (cur — bHy) +2b(cHy — buy))
—&Te(c+a)+ 27 (cug — bHa) + 2b (bug — cHa),
On remarque en particulier que les deux derniers termes donnés par (A.2.2b) et (A.2.2c) présentent une
symétrie en les variables tangentielles (les roles de & et &o, de u; et ug, puis de Hy et Hy, sont échangés).

On se donne ensuite deux entiers k,¢ € Z; on a alors :

L(k) ARk —€) = 7 (b* — ) (1 —sgn(k — £)sgn(k)). (A.2.3)

A.3 Calcul des différentielles secondes

On détaille dans cette partie le calcul effectif des différentielles secondes qui apparaissent lors de la
détermination du profil UM & la Section 5.4.



206 ANNEXE A. DETAILS ALGEBRIQUES ET CALCULS

» Différentielle seconde de fi.

En utilisant la définition de f; donnée par (5.0.2), on voit que la différentielle seconde de fi, notée
V2f1, est constante. On dénote par A;, conformément & (5.4.6), la différentielle seconde de f; évaluée en
U%% (qui ne dépend donc pas des états “+7 et “—"), c’est-a-dire :

Ar(,0) = V2AUSE)( ).

Etant donnés deux vecteurs U, V € R”, nous noterons leurs composantes au sein de ce paragraphe de la
fagon suivante :
U = (u1,ug,u3, Hi, Ha, H3, q),

V = (vi,v2,v3, B1, B2, B3, p).
Nous donnons a présent 'expression de la différentielle seconde A7 :

2u1111 *2HlBl
u v +ug vy — Hy By — Ho By
uy vz +uzvy — Hy By — H3 By
AU, V) = 0 (A.3.1)
ulBg—l-HQUl—UQBl—HlUQ
uy B3 + Hzvy —ug By — Hyvs
0

Nous détaillons maintenant le calcul du terme donné par (5.4.91). Avant cela, pour clarifier les nota-
tions, remarquons que le produit hermitien L(k) « 02, f1 Rp(k — £) Rq(€) de (5.4.91) se réécrit & l'aide de
la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés de la fagon suivante :

L(k) + Opg fr Ry(k — ) Ry(£) = Ly (k) Oy fr.r Ry(k — £) Ry(0).

Dans (5.4.91), nous avons donc affaire a une expression de la forme

SNK(k—00) > 0nfiRy(k—0)RS(0), (A.3.2)
4 1<p,q<7

ou K(-,-) désigne un noyau de convolution symétrique, i.e. vérifiant K(k, k") = K(k',k) pour tous

k,k' € Z. Grace a la symétrie de K et des dérivées secondes de fi, on voit que I’expression donnée par

(A.3.2) est aussi égale a

S OK(k—0,0871+2> K(k—1¢,0 87, (A.3.3)
l l

ol les vecteurs Sy~ et S7<? sont définis par

7
ST = >R fiR(k— ) Ry(£) €C,
p=1

< 2 7
SI=i= Y O iRk — ) Ry(0) €C".
1<p<q<7
Autrement dit, on peut toujours se ramener par symétrie aux indices p,q € {1,...,7} tels que p < q.

Maintenant, vu la définition de R(k) donnée par (A.2.1a), on remarque que seuls R3 et R dépendent
de k; par conséquent on omettra la variable k& dans les autres composantes. Dans un premier temps, on
obtient :

SP=1 = 2(72%—72?1, 0,0,0,0, 0,0),
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puis

STt = Ry (0, Ra, Ra(0), 0, Rs, Re((), 0) = Ra (0, Rs, Re(€), 0, Ra, Ra(k —£), 0).
Du fait de la présence des produits de convolution dans (A.3.3), la symétrie des rdles joués par £ et k — ¢
permet de remplacer R3(k — ¢) ci-dessus directement par R3(¢). Pour achever le calcul de (5.4.91), il nous

reste & utiliser les deux quantités suivantes :

L(k) SV~ = 2831 ( —b?), (A.3.4a)
L(k) - ST = &7 (& + sen(O)sgn(k) ) (¢ = b?). (A.3.4b)

L’expression (5.4.91) (pour j = 1) se simplifie finalement comme suit :

/ €1 e £ (k) L Gphy (UME, UTE) (k) dYs
Ry

ikt (@ - 05) Y B (e i) Ph-0 0.
= 24 T((cF) — - .
' Sk — O+ ]+ k]
Le traitement de (5.4.91) pour j = 2 est effectué ci-apres.
» Différentielle seconde de fs.
La différentielle seconde de fs, notée As, s’exprime comme suit :
[ uy vy +ug vy — Hy By — Hy By |
2 U v — 2 H2 BQ
U v3 +uz vy — Ho B3 — H3 By
AQ(U, V) = |—u1 By — Hyvy +us B1 + Hi v (A36)
0
ug B3 + H3ve — ug Bo — Hy v
0

Les calculs pour simplifier (5.4.91) avec j = 2 sont identiques a ceux de f; (les roles de &; et &2 sont
échangés), et obtient de la méme facon que (A.3.5) :

&2 MY £ () < 9y A (ULE, UTF) (k) Yy
Ry

ik (@ 097) Uit P— 0 0.
= 21 T((cF) — 3 — .
’ AT EaTET R
» Différentielle seconde de fs.
La différentielle seconde de fs3, notée Aj, s’exprime comme suit :
[ wyv3 +uzvy — Hy By — H3 By |
u v3 +uz vy — Ho B3 — H3 By
2 usz vg — 2 H3 Bg
Ag(U, V) = |—uy Bg — Hyvy +us B1 + Hyvs (A.3.8)
—UQBg —H3’U2 +U3BQ +H2v3
0

0
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On définit comme précédemment les vecteurs de C” suivants :
_ 7
S51 = 0y faRp(k — £) Ry(0),
p=1

SE<T = > 2 fsRp(k — £) Ry(0).

1<p<qg<7

Alors on montre par un rapide calcul (on réécrit les exposants * car ils interviennent dans le résultat) :

$5=1 = 2(0, 0, Ry(k — HR3(0) = Re(k — ORs(0), 0, 0,0, 0),

(A.3.9a)
= 2((07)” — (¢)°) sgn(k — £)sgn(() es,
ou I’on rappelle que e3 désigne le troisiéme vecteur de la base canonique de C”. Ensuite, on a :
SE<T = Ry(6) (R1, Ra, 0, Ra, Rs, 0, 0) = Re(€) (Ra, Rs, 0, R, Ra, 0, 0).
= +ictsgn(l) (glci C&ct 0, 6bE, &b 0, o) (A.3.9b)
¥ i bEsgn(f) (glbi, &b, 0, &t &t 0, 0) € iR
On termine avec les deux quantités suivantes :

LE(E)-SPTT = +2ir ((ci)2 — (bi)Q) sgn(k — £)sgn(£)sgn(k), (A.3.10a)
LE(k) - S5~ = wirsgn(0) ((¢5)? - (04)?). (A.3.10b)

Nous pouvons des lors achever le calcul du terme donné par (5.4.88). Dans la convolution de ce dernier
terme apparait une quantité symétrique en (k — ¢,¢); on peut donc utiliser 'expression (A.3.2) comme
précédemment, avec cette fois-ci S5~ et SY=9. De la méme fagon que I'on a obtenu (A.3.5) et (A.3.7), on
aboutit finalement aux expressions (5.4.89), (5.4.90) annoncées au Paragraphe 5.4.3.

A.4 Compatibilité des termes sources dans la cascade BKW

Dans cette partie, on s’attarde sur la condition nécessaire de compatibilité (5.5.45) que doivent satisfaire les
termes sources F'* et G dans le probléme rapide (5.5.43). En effet, en vue d’appliquer la Proposition 5.5.1
pour construire les correcteurs (U™+L% p™+2), < par récurrence (on renvoie au Paragraphe 5.5.6), il
convient de vérifier au préalable si les termes sources F™* et G"* définis respectivement par (5.5.10) et
(5.5.16) satisfont bien la condition (5.5.45). Vu la complexité des expressions des termes sources F™* et
G™* il n’est pas clair de voir si la condition (5.5.45) est bien vérifiée pour tout m > 1. Le but de cette
partie est donc de montrer 1’égalité suivante pour tout m € N :

—b* GG + ¢ 0GYE = FE|—vamo. (A.4.1)

Rappelons pour cela d’ott proviennent les termes sources Fy ' o+ (i.e. la 6° composante du vecteur F"™*, voir
(5.5.10)), ainsi que G7"F et G4"F (i.e. les composantes du vecteur G™*, voir (5.5.16)). Nous omettons
dans toute la suite de cette partie les exposants * pour alléger I’écriture.

Les termes sources F{", pour m > 0, proviennent de la cascade BKW associée a 'EDP sur la compo-
sante normale du champ magnétique “exact” H, 3. Les calculs menés au Paragraphe 5.5.1 nous ont permis
d’écrire :

0 = QHe + u - VHeg — He-Vueg ~ > ™ (= bopu ™ + cOpHy — F"), (A.4.2)

m>0
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ce qui a abouti a la cascade BKW :
YmeN, —bopuitt + copHy ™ = FP. (A.4.3)
De méme, les calculs effectués au Paragraphe 5.5.2 ont permis d’écrire :

0= (ue- N~ 00 L mzz:o e (uptt — copy™? — G|

y3=Y3=0"

0= (H.-N.)

€

~ 3D emt (HPE = bogy™t? - G ,
m>0 y3=Y3=0

aboutissant & la cascade BKW associée a la frontiére libre :

YmeN, ul™|—vi—0 = cOp™? + GT', (A.4.4a)
HY ™ ymyim0 = bOpy™ ™ + G (A.4.4b)

Lorsque m = 0, les termes sources Fg, G{ et GY sont nuls?, de sorte que I'égalité (A.4.1) est trivialement
satisfaite. Regardons en détails la situation correspondant au cas m = 1, et montrons que la condition
(A.4.1) est bien vérifiée. Les calculs menés dans ce cas simple permettront de comprendre comment aboutir
a I’égalité (A.4.1) pour n’importe quel entier m > 1.

Le terme source Fy s’exprime explicitement de la facon suivante (en utilisant la convention de som-
mation d’Einstein sur les indices répétés j € {1,2}) :

F = — (0 + u§0)) Hi + (H)0;)ub
+ (= bOvyub + cOv HY) Ov® — uj o Hy + H3 Oyl (A.4.5)
— &ujOpH3 + & Hj Ogus.
Les termes sources de bord G% et G% sont quant & eux donnés par :
Gl = (B + uf9;)0* + &} lyy=vimo 00", (A.4.6a)
Gy = (H0;)0% + & Hjlys—vi=0 00” (A.4.6b)

En dérivant (A.4.6a) et (A.4.6b) par rapport a 6, il vient alors :

~bOGE + c0Gh = (b0 + 150 + o (H)5))) dyv* (A7)
+ & (= b0} + cOH])|ymvimo Ipt? (A.4.7b)
+& <_ buﬂl - CH31>|1/3:Y3:0 0F°. (A4.7¢)

On souhaite a présent montrer que l’expression (A.4.7) coincide avec I’expression (A.4.5) dont on a pris
la trace sur {y3 = Y3 = 0}. Pour alléger I’écriture, on omettra par la suite de noter les traces sur
{ys = Y3 = 0} dans (A.4.5) et (A.4.7); il faudra donc avoir en téte que les composantes u} et H}, pour
i € {1,2,3}, seront systématiquement évaluées en y3 = Y3 = 0.

A ce stade, la vérification de la condition (A.4.1) pour m = 1 permettra de construire le correcteur
(U?,43). Cette construction est basée sur la connaissance du profil “précédent” (U, +?), qui est connu
a cette étape. En particulier, nous allons pouvoir utiliser les conditions de bord vérifiées par le profil

2Rappelons que le profil principal (U?',4?) vérifie le systéme homogéne (5.5.17a).
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principal (U',?), afin de les injecter dans I'expression (A.4.5). Ces conditions de bord s’écrivent (on
renvoie a (5.5.17a), et plus généralement a la Section 5.4) :

ué‘y?,:Ys:O =cC 39¢2

(A.4.8)
Hi:ﬁl‘y3:Y3:0 = b60¢2-
En injectant (A.4.8) dans (A.4.5), on obtient :
Fglys=vimo = (= b(0 + uj8)) + c(H] 9;)) Op® (A.4.92)
+ (= bovud + cov HY) 9pv® — (cOpv?) by, HY + (b09y?) Ovyu} (A.4.9b)
— &l (baguﬂ) + & H) <0831/12). (A.4.9¢)

On remarque que (A.4.9a) coincide avec (A.4.7a); le terme donné par (A.4.9b) est nul, et enfin (A.4.9¢)
coincide avec (A.4.7c). Il nous reste donc a montrer que le terme donné par (A.4.7b) est nul. Pour ce faire,
nous allons utiliser la cascade BKW provenant des EDP satisfaites par les composantes tangentielles H. ;
et H. o du champ magnétique “exact” H.. De la méme facon que 'on a obtenu (A.4.2), les calculs menés
au Paragraphe 5.5.1 permettent d’écrire, pour i € {1,2} :

0 = QHey + ue- VHoy — HoVuey ~ 30 ™ (= bopu™t! 4 copH™ ! — F), (A.4.10)

m>0

d’ou la cascade d’équations :

Vie{1,2}, VmeEN, —bopu™ 4 cOpH" = Fm™ (A.4.11)

Prétons attention au fait que les termes sources Fi" et F3* dans (A.4.11) ne coincident pas directement
avec les composantes Fy* et F7" du termes source F™ dans la cascade BKW (5.5.17b). En effet, les termes
sources F1" et F4* proviennent de la forme non-conservative de 'EDP satisfaite par le champ magnétique
“exact” H., tandis que les termes sources F;" et F5" sont obtenus via la forme conservative de cette méme
EDP (voir (5.0.4)). Toutefois, grace aux contraintes de divergence nulle, les systemes d’équations obtenus
sont équivalents, comme nous 'avons constaté lors de la détermination du profil principal (U!,4?) au
Paragraphe 5.4.13.

Pour montrer que le terme (A.4.7b) est nul, utilisons ’équation de (A.4.11) avec m =0 :

Vie {1,2}, —bogu} + cOpH} = F) = 0. (A.4.12)

Notons que l'on retrouve bien les équations données par la troisieme ligne du systeme (5.3.12) (mode de
Fourier par mode de Fourier). Finalement, en vertu de (A.4.12), on peut affirmer que le terme (A.4.7b)
est effectivement nul, ce qui termine de démontrer la condition de compatibilité (A.4.1) pour m = 1.

On se donne a présent un entier m > 2, et on cherche a vérifier la condition de compatibilité (A.4.1).
Pour cela, il nous faut avant tout les expressions des termes sources G7*, G5* et F§". En vertu de (5.5.16¢)
et (5.5.13), on peut écrire (en omettant d’écrire les traces sur {ys = Y3 = 0}) :

GF = (0 + dfop) et 4 Y wo™ 4 Y gufop (A.4.13a)
k>1 k>1
Gy = (o) + 3 Hf o+ Y & Hfop' . (A.4.13b)
k4+t=m—1 k-+f=m
k>1 k>1

30n renvoie notamment aux systémes équivalents (5.3.12) et (5.3.10) ; ces deux systémes sont obtenus pour chaque mode
de Fourier k € Z, mais on pouvait effectuer les mémes opérations de lignes sur les problemes de départ avant de décomposer
les profils en séries de Fourier.
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En dérivant (A.4.13a) et (A.4.13b) par rapport a 6, il vient alors :

—bOyGY" + c0pGY'
= —b (0 + u)0;) ™ + c(H)0;)Opyp™
+ > (—bondk + copHN) O+ Y (= bkt cHS)0,000

k+l=m—1 k+l=m—1 (A414)
k>1 E>1

+ > (—b& 0l + c&H ) o+ > (—buf + cHF)oju .

k+f=m k+0=m
k>1 E>1

L’expression du terme source F¢" est nettement plus complexe, et s’obtient a partir de la 6° composante
de (5.5.10) :

By o= (H)0; )uy — (0, +u)o; ) Hy' (A.4.15a)
+ (= bovul™ + o HE)opu+?
k+l=m—1
+ (= by ub™ + coy HE ) gyt
k+l=m—2
+ (—3&U?{(H?@)¢“Q-F5m5@+16%+%@@>¢“2)
k+l=m—2
+ (= By ™ (HDO; )02 + Oy HEM (0 + w0y ) +?) (A.4.15D)
k+6=m—3
+ (= b (Ov HE™ + 0y, HE) + HE (9™ + 9y5ub) ) (A.4.15¢)
+ > (—gubopHET + ¢ HY 0pul*) (A.4.15d)
k+l=m
k>1

+ Z (—ufaij + Hf@ué)

_|_

4 fo+1 ) 1 lo+1 l3+2
S (Gul o HET — & HY Oyvyuf T ) o
l1+0o+03=m—1
6>1

¢ 141 ¢ 241 542
Y (Gl O HET — & H 0,,ufp ) 0yt
b1 +-la+l3=m—2
0>1
¢ lo+1 ¢ lr+1 3+2
+ Z <uj1 ay3H32 - Hjl (9y3u32 )8]1/) st

b1 +-la+l3=m—2
0>1

01 lo+1 01 lo+1 2 l3+2
Y (ur oy HET — HY Oy ot
L1+la+l3=m—3
1>1

A partir de Pexpression (A.4.15) de F§", on suit la méme démarche que ce qui a été fait pour le cas
simple m = 1%. Les termes sources G, GJ' et F{" de (A.4.13), (A.4.15) étant associés au correcteur
(U™+ 4p™+2) on peut supposer a ce stade que les profils “antérieurs” (U k ,wkﬂ)kgm sont connus. En

4On choisit ici de ne pas écrire les calculs en détails ; bien qu’ils apparaissent nettement “plus lourds” dans le cas général
m > 2 (du fait de la présence des nombreux termes dans (A.4.14) et (A.4.15)), on se contente d’expliquer la démarche
permettant d’aboutir & la condition de compatibilité (A.4.1), qui est analogue a ce qu’on a effectué sur le cas m = 1.
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particulier, ils vérifient les conditions de bord (A.4.4) (dans lesquelles on remplace m + 1 par k ici). Le
point de départ est de remarquer la présence des composantes normales u]§ et Hé‘“, pour k < m, dans le
terme source F§" (A.4.15). Comme les dérivées tangentielles O, 01, 02 et Jp commutent avec la trace sur
{ys = Y3 = 0}, on peut dans un premier temps dériver les conditions de bord (A.4.4) par rapport a ¢, y,
y2 et 0, pour ensuite les injecter dans (A.4.15a), (A.4.15b), (A.4.15¢) et (A.4.15d). Ceci nous permet de
simplifier un grand nombre de termes entre les expressions (A.4.14) et (A.4.15).

Pour traiter les termes restants, on utilise la cascade BKW (A.4.11) provenant des EDP satisfaites
par les composantes tangentielles du champ magnétique “exact” H.. Les équations données par (A.4.11)
permettent d’achever la comparaison des expressions (A.4.14) et (A.4.15), et conclut quant a la condition
de compatibilité (A.4.1) pour tout entier m > 1.
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Résumé

On considére dans cette thése le couplage de deux plasmas
homogenes et idéaux, présentant une discontinuité tangen-
tielle le long d’une hypersurface évoluant au cours de temps.
Le mouvement d’'un tel fluide est dicté par les équations de
la magnétohydrodynamique idéale incompressible. Le phéno-
mene de cisaillement du plasma conduit a la création d'une
nappe de tourbillon-courant.

Un premier travail consiste a construire des solutions analy-
tiques au systeme des nappes de tourbillon-courant, en utili-
sant un théoréme de Cauchy-Kowalevskaya.

Dans une seconde partie, on s’attarde sur le comportement
qualitatif des solutions exactes du systeme des nappes de
tourbillon-courant, issues de données initiales de faible ampli-
tude et fortement oscillantes. Pour ce faire, on utilise des ou-
tils d'optique géométrique, et on met en évidence la formation
d’'ondes de surface lorsque les données initiales oscillent a des
fréquences bien particuliéres.
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fonctions analytiques, théoreme de Cauchy-Kowalevskaya,
optique géométrique, ondes de surface, développements BKW

Abstract

In this thesis, we consider the coupling between two ideal and
homogeneous plasmas, giving rise to a tangential discontinu-
ity across a time-dependent hypersurface. The motion of such
a fluid is described by the ideal incompressible magnetohydro-
dynamics equations. This shear flow leads to the creation of a
current-vortex sheet.

The first part of this work is devoted to the construction of
analytic solutions to the current-vortex sheet system, using a
Cauchy-Kowalevskaya theorem.

In a second part, we look at the qualitative behavior of exact so-
lutions to the current-vortex sheet system, obtained from highly
oscillating initial data. We use tools of geometric optics and we
exhibit the creation of surface waves when the initial datum is
oscillating with particular frequencies.
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magnetohydrodynamics, current-vortex sheets, analytic
functions, Cauchy-Kowalevskaya theorem, geometric optics,
surface waves, WKB expansions
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