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Notations

Matrices et vecteurs

− Mn(K) (resp.Mp,n(K)) : espace des matrices carrées (resp. rectangulaires) de taille n×n (resp. de
taille p× n), avec n, p ∈ N, et à coefficients dans le corps K = R ou C.

− Sn(R) : espace des matrices symétriques réelles de taille n ∈ N.

− AT ou tA : transposée d’une matrice A ∈Mp,n(K).

− In : matrice identité de taille n ∈ N.

− 0p,n (resp. 0n) : matrice nulle deMp,n(R) (resp.Mn(R)).

− diag(a1, . . . , an) : matrice diagonale de taille n ∈ N, dont les éléments diagonaux sont les (aj)1≤j≤n.

− A : B : produit contracté de deux matrices A,B ∈Mp,n(K) défini par A : B :=
∑

1≤i≤p
1≤j≤n

aij bij .

− u× v : produit vectoriel de deux vecteurs u, v ∈ R3.

− u⊗ v : produit tensoriel de deux vecteurs u, v ∈ Rn défini par u⊗ v := (ui vj)1≤i,j≤n ∈Mn(R).

− u · v : produit scalaire canonique de deux vecteurs u, v ∈ Rn défini par u · v :=
n∑
i=1

ui vi.

− U qV : produit hermitien de deux vecteurs U, V ∈ Cn défini par U qV :=
n∑
i=1

Ui Vi.

Pour ne pas alourdir certaines notations, on se permettra souvent d’écrire les vecteurs de Rn ou Cn aussi
bien en ligne qu’en colonne.

Opérateurs différentiels

− t ≥ 0 : variable de temps.

− x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : variable d’espace.

− ∂t : dérivée partielle par rapport à t.

− ∂xi : dérivée partielle par rapport à xi, pour i ∈ {1, 2, 3}.

− |α| : longueur d’un multi-indice α ∈ N3 définie par |α| := α1 + α2 + α3.

11
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− α! : factorielle d’un multi-indice α ∈ N3 définie par α! := α1!α2!α3!.

− ∂α : dérivée partielle ∂α1
x1 ∂

α2
x2 ∂

α3
x3 , où α ∈ N3.

− ∇ : gradient en espace défini par ∇ = (∂x1 , ∂x2 , ∂x3)T .

− ∇ · u : divergence en espace d’un champ de vecteurs u = u(x) ∈ R3 définie par

∇ · u := ∂x1u1 + ∂x2u2 + ∂x3u3.

− ∇× u : rotationnel d’un champ de vecteurs u = u(x) ∈ R3 défini par

∇× u :=
(
∂x2u3 − ∂x3u2, ∂x3u1 − ∂x1u3, ∂x1u2 − ∂x2u1

)
.

− ∆ : opérateur Laplacien défini (sur R3) par ∆ :=
3∑
i=1

∂2
xi .

Espaces fonctionnels usuels

− Ck(Ω) : espace des fonctions de classe Ck sur un ouvert Ω de Rn, où k ∈ N.

− C∞(Ω) := ⋂
k∈N Ck(Ω).

− D(Ω) : espace des fonctions de classe C∞ et à support compact dans un ouvert Ω de Rn.

− D′(Ω) : espace des distributions sur Ω.

− S(Rn) : espace de Schwartz sur Rn.

− S ′(Rn) : espace des distributions tempérées sur Rn.

− Lp(Ω) : espace de Lebesgue d’indice p ∈ [1,+∞] sur un domaine Ω ⊂ Rn.

− W k,p(Ω) : espace de Sobolev d’indice (k, p) sur Ω.

− Hk(Ω) : espace de Sobolev hilbertien W k,2(Ω).

− H∞(Ω) := ⋂
k∈NH

k(Ω).

− Hs(T2) : espace de Sobolev fractionnaire d’indice s ∈ R+ sur le tore 2−dimensionnel T2 (choisi
1−périodique ou 2π−périodique selon les situations).



1
Introduction

1.1 Une problématique issue des Sciences Physiques

La magnétohydrodynamique (MHD) est une branche des Sciences Physiques qui étudie le mouvement
des fluides conducteurs de champs électromagnétiques (liquides ou gazeux). Ces fluides sont omniprésents
dans l’univers et se présentent sous forme de gaz ionisés, appelés plasmas. Ils constituent plus de 99% de
la matière connue dans l’univers, sous diverses formes : gaz des étoiles, vent solaire, aurores boréales etc.
Les plasmas ne sont pas uniquement hors de notre portée, puisqu’ils sont sources de nombreux travaux
de recherche et d’expériences actuelles ; on peut citer par exemple les Tokamaks, chambres toriques qui
confinent des plasmas et pourraient fournir un moyen de produire de l’énergie par fusion nucléaire.

Plusieurs modèles interviennent en MHD, selon les propriétés des plasmas que l’on souhaite modéliser
ainsi que les échelles spatio-temporelles mises en jeu. En astrophysique, par exemple, les échelles considé-
rées étant “très grandes”, on adopte le cadre de la MHD idéale qui constitue une bonne approximation
des phénomènes pouvant être observés. Le terme “idéal” signifie que la diffusion magnétique du plasma
est négligée. Nous considérerons dans cette thèse le cas d’un plasma homogène (densité constante) donc
incompressible, supposé également idéal et non visqueux (on néglige les termes de viscosité associés à la
vitesse et au champ magnétique du fluide). La dynamique d’un tel gaz est modélisée par les équations de
la MHD idéale incompressible, qui s’écrivent comme suit (sous forme adimensionnée, [Gal13,Lac63]) :

∂tu + ∇ · (u⊗ u−H ⊗H) + ∇q = 0,
∂tH − ∇× (u×H) = 0,
∇ · u = 0,
∇ ·H = 0.

(1.1.1)

Dans le système (1.1.1), u ∈ R3 désigne la vitesse du fluide, H ∈ R3 son champ magnétique et q ∈ R
la pression totale (définie par q := p + |H|2

2 , p étant la pression “physique”). Ce sont des fonctions qui
dépendent du temps t ≥ 0 et de la position x ∈ R3. La notation ⊗ désigne le produit tensoriel de deux
vecteurs de R3, défini par u⊗ v := (uivj)1≤i,j≤3 ∈ M3(R). L’incompressibilité du fluide se traduit par la
troisième équation du système (1.1.1), et provient de la conservation de la masse. En effet, cette dernière
s’écrit :

∂t% + ∇ · (% u) = 0, (1.1.2)

13
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où % est la densité du fluide. Comme nous considérons un fluide homogène, l’équation (1.1.2) donne
directement la contrainte de divergence nulle sur la vitesse du fluide. La contrainte de divergence nulle
sur le champ magnétique provient, quant à elle, des équations de Maxwell.

Les équations d’Euler. En l’absence de champ magnétique (i.e. H ≡ 0), le système (1.1.1) se réduit
au système d’Euler incompressible pour un fluide parfait. Lorsque l’on étudie l’évolution d’un tel fluide
dans un domaine borné suffisamment régulier Ω (dans R2 ou R3), une condition “naturelle” que l’on peut
imposer sur le bord ∂Ω est la suivante :

u · n = 0 sur ∂Ω, (1.1.3)

où n = n(x) désigne le vecteur normal sortant à Ω en tout point x ∈ ∂Ω. La condition de bord (1.1.3)
traduit une condition de non porosité du milieu considéré, modélisant le fait que le fluide “reste” à
l’intérieur du domaine Ω. Le système d’Euler incompressible en domaine borné s’écrit alors :

∂tu + ∇ · (u⊗ u) + ∇p = 0,
∇ · u = 0, dans [0, T ]× Ω,
u · n = 0, sur [0, T ]× ∂Ω.

(1.1.4)

L’étude du système d’Euler incompressible (1.1.4) a suscité un fort intérêt mathématique depuis le début
du XXe siècle. On peut par exemple citer les premiers résultats de Yudovich [Yud63] et Kato [Kat67],
sur l’existence et l’unicité des solutions régulières de (1.1.4) dans un domaine borné à bord régulier en
dimension 2 d’espace. Yudovich a montré l’existence et l’unicité des solutions de (1.1.4), en supposant le
tourbillon initial ω0 borné (on renvoie à la définition du tourbillon (1.1.5) ci-dessous) ; Kato a montré un
résultat analogue, sous l’hypothèse d’une vitesse initiale u0 prise dans une échelle de régularité Hölder.
Dans ce cas, le temps d’existence de la solution T > 0 peut être pris arbitrairement grand. L’existence et
l’unicité des solutions régulières du système (1.1.4) persiste en dimension 3 d’espace, mais on ne dispose
que d’un résultat local en temps. On pourra se référer aux livres de Marchioro et Pulvirenti [MP94],
Chemin [Che98], ou encore Majda et Bertozzi [MB02] pour de plus amples détails. Dans ces références
sont également traités les cas où le domaine spatial Ω vaut R2 ou R3 (la condition de bord (1.1.3) est
alors remplacée par une décroissance à l’infini des solutions).

En dimension 2 d’espace, le système (1.1.4) peut aussi se reformuler en terme du tourbillon ω, défini
comme étant le rotationnel de la vitesse :

ω := ∇× u = ∂x1u2 − ∂x2u1. (1.1.5)

Si u est une solution suffisamment régulière de (1.1.4), alors le tourbillon ω vérifie l’équation de transport :

∂tω + u · ∇ω = 0. (1.1.6)

La vitesse u est ensuite obtenue grâce à la Loi dite de Biot-Savart. L’étude de l’équation (1.1.6) au
sens des distributions permet de définir une notion de solution faible au système d’Euler incompressible.
De telles solutions existent globalement en dimension 2 d’espace, et l’unicité est assurée dès lors que
le tourbillon initial ω0 est borné et à support compact [MB02]. La littérature concernant le système
d’Euler incompressible est vaste, nous pouvons également citer à titre d’exemples les travaux de Beirão
da Veiga et Valli [BdVV80a, BdVV80b], Scheffer [Sch93], Shnirelman [Shn97], ou encore De Lellis et
Székelyhidi [DLS09].

Une classe particulière de solutions faibles en dimension 2 sont les poches de tourbillon (ou “vortex
patches”), pour lesquelles le tourbillon ω est donné par une fonction indicatrice. Ce thème est, encore
aujourd’hui, source de nombreux travaux de recherche ; on pourra citer à titre d’exemples les résultats
de Marchioro [Mar94], ou encore Hmidi, Mateu, et Verdera [HMV13]. En dimension 3, une définition
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analogue aux poches de tourbillon permet de définir les filaments de tourbillon (ou “vortex filaments”),
dont les propriétés sont par exemple étudiées par Banica et Vega [BV09, BV13], ainsi que les tubes de
tourbillon (ou “vortex tubes”) étudiés par Enciso et Peralta-Salas [EPS15].

Lorsque le tourbillon ω est une mesure portée par une hypersurface régulière, évoluant elle-même au
cours du temps, on parle de nappe de tourbillon. Celle-ci modélise un fluide séparé par une interface
à travers laquelle la vitesse présente une discontinuité tangentielle. Ce phénomène est bien connu en
hydrodynamique, et donne lieu aux instabilités de type Kelvin-Helmholtz (voir la figure 1.1 ci-dessous).
Du point de vue mathématique, les instabilités de Kelvin-Helmholtz sont bien comprises (en dimension

Figure 1.1 : Instabilités de Kelvin-Helmholtz sur Saturne (Source : Wikipédia).

2 et 3 d’espace) ; on peut citer les travaux de Sulem, Sulem, Bardos et Frisch [SSBF81], Delort [Del91],
Lebeau [Leb02] ou encore Wu [Wu06]. Notamment, le problème des nappes de tourbillon incompressibles
n’est bien posé que dans une échelle de régularité analytique. En revanche, en ajoutant de la tension de
surface, Ambrose et Masmoudi [AM07] ont montré que l’on pouvait récupérer l’existence et l’unicité des
nappes de tourbillon incompressibles en dimension 3 d’espace, dans une échelle de régularité Sobolev. Dans
ce même esprit, on verra que l’ajout d’un champ magnétique “suffisamment fort” (aboutissant au système
des nappes de tourbillon-courant (1.2.6) que l’on décrira ci-après), contrebalancera les instabilités de type
Kelvin-Helmholtz.

La MHD idéale incompressible. Le système de la MHD idéale incompressible (homogène ou inho-
mogène) a été étudié notamment par Alekseev, Schmidt et Secchi. En 1982, Alekseev [Ale82] a démontré
le caractère localement bien posé du système de la MHD idéale incompressible dans les espaces de Sobolev
W k,p(Ω), où Ω est un domaine borné régulier de Rn (n ≥ 2). D’autres contributions sur ce problème ont
ensuite été apportées par Schmidt [Sch88] et Secchi [Sec93] à titre d’exemples.

Les nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incompressible. On s’intéresse désormais au
cas d’un cisaillement d’un plasma, donnant lieu à la formation d’une nappe de tourbillon-courant. Ce
phénomène modélise le couplage de deux plasmas, dont la vitesse et le champ magnétique présentent une
discontinuité tangentielle le long d’une hypersurface (i.e. la nappe), qui elle-même évolue au cours du
temps. Il s’agit donc d’un problème couplé à frontière libre. La figure 1.2 ci-après représente schémati-
quement une nappe de tourbillon-courant, cette dernière étant notée Γ(t) (avec t la variable de temps).

Ce phénomène de cisaillement survient dans diverses situations. Par exemple, l’interface au niveau
de laquelle se rencontrent le vent solaire supersonique et le plasma interstellaire est modélisée par une
nappe de tourbillon-courant. Cette région, appelée héliopause (figure 1.3), peut être considérée comme
la “limite” du système solaire [FR95]. À une échelle spatiale moindre, on peut aussi évoquer la région
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où interfèrent le vent solaire et la magnétosphère de la Terre ; cette “frontière” est appelée magnétopause
(figure 1.4) [RW98].

Les nappes de tourbillon-courant trouvent également leur application dans l’étude des jets de matière
issus de différents objets astrophysiques. On trouvera par exemple dans [BK02,BK06,BV07] des simula-
tions numériques illustrant la formation des instabilités de Kelvin-Helmholtz en MHD, pour des jets de
plasmas. Étudier ce phénomène de cisaillement permettrait une meilleure compréhension du confinement
magnétique, et pourrait déboucher sur diverses applications dans le domaine énergétique.

1.2 Les nappes de tourbillon-courant dans un contexte mathématique

Les nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incompressible sont une classe de solutions particu-
lières du système (1.1.1). On s’intéresse en effet à des solutions faibles de (1.1.1), régulières de part et
d’autres d’une hypersurface Γ, et satisfaisant des conditions de saut adéquates sur cette hypersurface.
Plus précisément, on supposera que la frontière libre est un graphe, c’est-à-dire s’écrivant

Γ :=
{
(t, x) ∈ R× R3 ∣∣x3 = f(t, x′)

}
, (1.2.1)

où t est la variable de temps, x3 la variable normale et x′ = (x1, x2) la variable tangentielle (on peut se
référer à la figure 1.2). À un temps t fixé, on notera également Γ(t) l’hypersurface “spatiale” définie par

Γ(t) :=
{
x ∈ R3 ∣∣x3 = f(t, x′)

}
, (1.2.2)

dont un vecteur normal N = N(t) peut s’écrire :

N := (−∂x1f,−∂x2f, 1). (1.2.3)

En écrivant la formulation faible associée au système (1.1.1) (i.e. au sens des distributions), alors U :=
(u,H, q) est une solution de (1.1.1) si et seulement si U est une solution classique de (1.1.1) de part et
d’autre de l’hypersurface Γ et si les conditions de Rankine-Hugoniot (1.2.4) ci-dessous sont vérifiées en
tout point de Γ [Eva98]. Pour le cas de la MHD idéale incompressible, les conditions de Rankine-Hugoniot
sont explicitement données par [Cha61,BT02] :

[u ·N ] = 0, [H ·N ] = 0,
[c u ·N ] + [q] = 0, [c uτ ] = (H ·N) [Hτ ], [cHτ ] = (H ·N) [uτ ],

(1.2.4)

où l’on a posé c± := u± ·N − ∂tf . Dans (1.2.4), la variable de temps t ≥ 0 joue un rôle de paramètre, et
la notation [v] désigne le saut d’une fonction v à travers la nappe Γ(t) défini par :

∀ t ≥ 0, ∀x ∈ Γ(t), [v](t, x) := lim
s→0+

v(t, x+ sN)− v(t, x− sN),

où l’on rappelle la définition (1.2.3) du vecteur normal N . Les composantes tangentielles uτ etHτ associées
à la vitesse et au champ magnétique intervenant dans (1.2.4) sont données par :

uτ := (uτ1 , uτ2), Hτ := (Hτ1 , Hτ2),
vτi := v · τi, Hτi := H · τi, i = 1, 2,
τ1 := (1, 0, ∂x1f), τ2 := (0, 1, ∂x2f).

Notons à présent U+ = U+(t) (resp. U− = U−(t)) la restriction du vecteur U au domaine “supérieur”
Ω+(t) := {x3 > f(t, x′)} (resp. “inférieur” Ω−(t) := {x3 < f(t, x′)}). Les nappes de tourbillon-courant
sont des discontinuités tangentielles bien particulières, modélisant un fluide qui ne s’écoule pas à travers
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Figure 1.2 : Schéma d’une nappe de tourbillon-
courant.
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Figure 1.3 : Schéma représentant l’héliopause.

Figure 1.4 : La magnétopause terrestre (Source : Wikipédia).
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la nappe Γ(t), et dont le champ magnétique est purement tangentiel au niveau de Γ(t). Les conditions de
saut sur la frontière libre s’écrivent alors :

∂tf = u+ ·N = u− ·N, H+ ·N = H− ·N = 0, [q] = 0. (1.2.5)

On peut voir aisément que les conditions de saut (1.2.5) forment bien un cas particulier des conditions
de Rankine-Hugoniot (1.2.4) ; c’est-à-dire, si (1.2.5) est vérifié, alors (1.2.4) l’est automatiquement. Le
système des nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible que l’on étudiera dans cette thèse est
finalement donné par :

∂tu
± + (u± · ∇)u± − (H± · ∇)H± +∇q± = 0,

∂tH
± + (u± · ∇)H± − (H± · ∇)u± = 0,

∇ · u±(t) = ∇ ·H±(t) = 0, dans Ω±(t), t ∈ [0, T ],
∂tf = u± ·N, H± ·N = 0, [q] = 0, sur Γ(t), t ∈ [0, T ].

(1.2.6)

Les deux premières équations de (1.2.6) ne sont qu’une réécriture des deux premières équations de (1.1.1)
obtenues à l’aide des contraintes de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique. Pour des
solutions régulières de (1.2.6), la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique apparaît comme
une simple restriction sur la donnée initiale. Autrement dit, si l’on a ∇ ·H±|t=0 ≡ 0, alors en tout temps
t > 0, nous aurons ∇ ·H±(t) ≡ 0. En revanche, la contrainte de divergence nulle sur la vitesse joue un
rôle différent, car elle permettra de définir implicitement la pression q± en fonction de la vitesse u± et du
champ magnétique H± à travers la résolution d’un problème de Laplace.

Par commodité, on considérera un domaine spatial borné par rapport à la variable x3, et périodique
par rapport à la variable tangentielle x′ = (x1, x2). Le domaine spatial de référence considéré dans cette
thèse sera donc la bande périodique Ω := T2× [−1, 1], où T2 désigne le tore 1−périodique de dimension 2.
La compacité de Ω permettra de simplifier certains points dans l’analyse du système (1.2.6). Néanmoins,
il nous faudra ajouter des conditions sur les bords fixes “haut” et “bas” Γ± := {x3 = ±1}. Nous
modéliserons un plasma confiné dans la bande horizontale Ω (voir la figure 1.2), ce qui nous conduira à
ajouter les conditions de bord homogènes suivantes :

u±3 = H±3 = 0 sur Γ±. (1.2.7)

La définition des domaines supérieur et inférieur Ω±(t) est en conséquence légèrement modifiée :

Ω±(t) :=
{
(x′, x3) ∈ Ω

∣∣ x3 ≷ f(t, x′)
}
.

Enfin, le front de la discontinuité f sera astreint à vérifier la condition supplémentaire −1 < f(t, x′) < 1
pour tout (t, x′) ∈ [0, T ]× T2.

1.2.1 Rappels sur les problèmes aux limites hyperboliques linéaires à coefficients
constants.

Afin d’étudier le problème à frontière libre (1.2.6), il est courant en analyse non-linéaire de commencer
par étudier les propriétés du système linéarisé. Nous rappelons ci-après les propriétés de stabilité forte
et/ou faible des problèmes aux limites hyperboliques linéaires à coefficients constants. Plus précisément,
on considère le système suivant (en dimension 3 d’espace pour simplifier), dans lequel on se donne des
matrices Aj ∈Mn(R), pour j ∈ {1, 2, 3}, et une matrice de bord B ∈Mp,n(R) :

∂tU +
3∑
j=1

Aj ∂xjU = 0, t ≥ 0, x ∈ R3
+,

B U = 0, t ≥ 0, x′ ∈ R2, x3 = 0,
U |t=0 = U0, x ∈ R3

+.

(1.2.8)
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Dans (1.2.8), R3
+ désigne le demi-espace {x ∈ R3 |x3 > 0}, le vecteur U = U(t, x) ∈ Rn est l’inconnue, et

U0 est une donnée initiale. L’étude de tels problèmes aux limites est aujourd’hui bien comprise, et a été
initiée par Kreiss [Kre70] et Sakamoto [Sak70a, Sak70b] en 1970. Le système (1.2.8) ne possède pas de
contrainte sur U (analogue à une contrainte de divergence nulle par exemple) ; c’est un cas modèle par
rapport à la linéarisation du système (1.2.6), que l’on effectue de surcroît en domaine fixe.

On suppose le système (1.2.8) hyperbolique [BGS07], c’est-à-dire :

sup
ξ∈R3

∥∥ exp
(
i A(ξ)

)∥∥ < +∞, où A(ξ) :=
3∑
j=1

ξj Aj .

Une hypothèse simplificatrice consiste à considérer le bord {x3 = 0} comme non-caractéristique :
c’est-à-dire, on suppose la matrice A3 inversible. Cette hypothèse vise uniquement à simplifier l’étude
du système (1.2.8), mais ce dernier peut aussi être analysé dans le cas où le bord est caractéristique ; on
renvoie par exemple à [BGS07] ou aux travaux de [MO75,Ohk81,MS11]. Afin de ne pas sur-déterminer
ou sous-déterminer le système (1.2.8), le nombre de lignes de la matrice de bord B (i.e. le nombre de
conditions de bord p) doit coïncider avec le nombre de valeurs propres strictement positives de A3 [BGS07].

Dans le but d’étudier le caractère bien posé (ou non) du problème aux limites (1.2.8), dans une échelle
de régularité Sobolev, on procède à une analyse par modes normaux : on cherche à savoir s’il existe des
modes de la forme

U(t, x) = ei
(
(τ−iγ)t+ξ1x1+ξ2x2

)
U(x3), (1.2.9)

solutions de (1.2.8). Cela revient à effectuer une transformée de Fourier en la variable tangentielle x′ =
(x1, x2) (la variable duale est alors notée ξ′ = (ξ1, ξ2)), et une transformée de Laplace en temps (la variable
duale est alors notée σ = γ + iτ). Le but est de déterminer les profils U pouvant être solutions de (1.2.8).
Les paramètres qui interviennent dans (1.2.9) sont tels que τ ∈ R, γ > 0 et ξ′ ∈ R2. En injectant (1.2.9)
dans la première équation de (1.2.8), on obtient l’équation différentielle suivante que doit satisfaire le
profil U : (

i
(
τ − iγ

)
I3 + iξ1A1 + iξ2A2

)
U + A3

dU
dx3

= 0, x3 > 0. (1.2.10)

Le bord {x3 = 0} étant supposé non-caractéristique1, on peut définir la matrice résolvante :

A(τ − iγ, ξ′) := −i A−1
3

((
τ − iγ

)
I3 + ξ1A1 + ξ2A2

)
, (1.2.11)

de sorte que U est solution de l’EDO suivante :

dU
dx3

= A(τ − iγ, ξ′)U , x3 > 0. (1.2.12)

L’hypothèse d’hyperbolicité assure que lorsque τ ∈ R, γ > 0 et ξ′ ∈ R2, les valeurs propres de la matrice
A(τ − iγ, ξ′) ne peuvent pas être imaginaires pures (lemme de Hersh [Her63,BGS07]). Ce lemme permet
de définir le sous-espace stable Es(τ − iγ, ξ′) de la matrice A(τ − iγ, ξ′), constitué des vecteurs propres
de A(τ − iγ, ξ′) associés aux valeurs propres de partie réelle strictement négative (et s’il y a des blocs
de Jordan, on considère les sous-espaces propres généralisés). De même, on définit le sous-espace instable
Eu(τ − iγ, ξ′) de la matrice A(τ − iγ, ξ′), associé aux valeurs propres de partie réelle strictement positive.

Une première condition nécessaire pour que le système (1.2.8) soit bien posé (dans l’échelle de régularité
Sobolev) est donnée par la condition de Lopatinskii simple :

∀ τ ∈ R, ∀ γ > 0, ∀ ξ′ ∈ R2, KerB ∩ Es(τ − iγ, ξ′) = {0}. (1.2.13)
1C’est à ce stade que supposer la matrice A3 inversible simplifie nettement l’analyse de l’équation différentielle (1.2.10),

car cette dernière devient dans ce cas ordinaire.
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Le critère (1.2.13) permet en effet “d’éliminer” les éventuels modes exponentiellement croissants en temps
(typiquement en eγt), qui conduiraient à un problème fortement mal posé. Une condition nécessaire et
suffisante pour obtenir le caractère fortement bien posé du problème (1.2.8) est donnée par la condition
de Lopatinskii uniforme et est due à Kreiss [Kre70] et Sakamoto [Sak70a, Sak70b] ; elle étend la
condition (1.2.13) aux paramètres γ éventuellement nuls :

∀ τ ∈ R, ∀ γ ≥ 0, ∀ ξ′ ∈ R2, KerB ∩ Es(τ − iγ, ξ′) = {0}. (1.2.14)

La difficulté est que le lemme de Hersh ne s’applique plus (car γ peut être nul), et il faut pouvoir prolonger
par continuité le sous-espace stable Es(τ − iγ, ξ′) lorsque γ → 0+. Dans le cas des systèmes hyperboliques
à multiplicité constante, la structure par blocs de la matrice résolvante A(τ − iγ, ξ′) est bien comprise
lorsque γ → 0+, comme l’a montré Métivier dans [Mét00], ce qui permet de prolonger effectivement le
sous-espace stable Es à γ = 0, et donne bien un sens à (1.2.14).

Lorsque seule la condition de Lopatinskii simple (1.2.13) est vérifiée, on rentre dans le cadre des
problèmes faiblement bien posés. Dans ce cas, la condition de Lopatinskii uniforme (1.2.14) peut faire
défaut en des fréquences (τ, ξ′) ∈ R×R2 de plusieurs types. Les fréquences auxquelles on s’intéresse plus
particulièrement dans cette thèse sont les fréquences dites elliptiques, et qui donnent lieu à des solutions
qu’on appelle ondes de surface.

En effet, considérons le cas où la matrice résolvante A(τ, ξ′) est diagonale. On cherche une combinai-
son linéaire dans KerB de modes (1.2.9) dont le profil U est solution de (1.2.12). On obtient alors des
combinaisons linéaires de fonctions s’exprimant comme suit :

U(t, x) = ei (τt+ξ1x1+ξ2x2)+ξ3x3 R, ∀ (t, x) ∈ R× R3
+, (1.2.15)

où R ∈ Cn est un vecteur constant et ξ3 ∈ C est une valeur propre de A(τ, ξ′). Comme le spectre
de la matrice résolvante A ne peut être imaginaire pur, on a nécessairement Re ξ3 6= 0. De plus, on
ne garde que les valeurs propres ξ3 telles que Re ξ3 < 0 (pour éviter tout phénomène d’explosion lorsque
x3 → +∞), ce qui donne finalement un terme d’onde de surface, car la fonction donnée par (1.2.15) oscille
tangentiellement au bord {x3 = 0} et décroît exponentiellement lorsque la variable normale x3 tend vers
+∞2. De telles ondes interviennent par exemple en élastodynamique, et on les appelle ondes de Rayleigh.
On renvoie par exemple aux travaux de Lardner [Lar83], Parker [Par85] ou encore Hamilton, Il’insky et
Zabolotskaya [HIZ95]. Certains systèmes hyperboliques dont la condition de Lopatinskii uniforme dégénère
en des fréquences elliptiques ont par exemple été étudiés par Sablé-Tougeron [ST88], et plus récemment par
Lescarret [Les07] et Marcou [Mar10]. Nous verrons dans cette thèse que les ondes de surface surviendront
également pour le problème des nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible. Notre analyse
reprendra certaines idées de base mises en avant par Marcou dans [Mar10,Mar11]. Néanmoins, le problème
des nappes de tourbillon-courant introduira diverses difficultés supplémentaires, notamment par le fait
que c’est un problème à frontière libre, qui n’entre pas dans la catégorie des systèmes hyperboliques
“standards” à cause des contraintes de divergence nulle, et dont le bord est caractéristique. Nous
reviendrons sur ces points dans la Section 1.3 ci-après.

1.2.2 Un bref historique sur le problème des nappes de tourbillon-courant en MHD
incompressible.

Le problème à frontière libre (1.2.6) a été étudié d’un point de vue mathématique à partir des années
1950. Syrovatskĭı [Syr53], Axford [Axf62] ou encore Chandrasekhar [Cha61] ont ainsi été les principaux
scientifiques à s’attaquer à ce problème. Dans ces références, ils analysent avant tout le système linéarisé
des nappes de tourbillon-courant, ce qui apporte une première compréhension du phénomène, et met en

2Si l’on avait considéré le demi-espace {x3 < 0}, on aurait obtenu de façon analogue des ondes de surface qui décroissent
en eRe(ξ3) x3 lorsque x3 → −∞, où Re ξ3 > 0.
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évidence des propriétés fondamentales de stabilité qui pourraient être par la suite transposées sur l’étude
du système non-linéaire.

D’abord, il est aisé de voir que les solutions constantes par morceaux du système (1.2.6) sont données
par :

U0,± =
(
u0,±

1 , u0,±
2 , c,H0,±

1 , H0,±
2 , 0, q0,±) et f0 = c t+ d, (1.2.16)

où c, d ∈ R et (q0,+, q0,−) doit vérifier q0,+ = q0,−. L’invariance galiléenne du système (1.2.6) permet de
se ramener au cas où c = 0. En effet, considérons un vecteur vitesse v ∈ R3, et définissons les “nouvelles”
inconnues suivantes :

ũ±(t, x) := u±(t, x− vt) + v, H̃±(t, x) := H±(t, x− vt),
q̃±(t, x) := q±(t, x− vt), f̃(t, x′) := f(t, x′ − v′t) + v3t,

où v′ désigne la composante tangentielle (v1, v2) de v. On peut facilement vérifier que (u±, H±, q±, f) est
solution du système (1.2.6) si et seulement si (ũ±, H̃±, q̃±, f̃) l’est également. Cette invariance galiléenne
nous sera utile au Chapitre 5, lorsque nous étudierons les propriétés de la matrice résolvante associée au
système linéarisé des nappes de tourbillon-courant, dont la définition sera peu éloignée de la définition
(1.2.11) introduite précédemment.

Maintenant, si l’on se donne un état de référence constant U0,± := (u0,±, H0,±, q0,±) et un front
plan (par exemple f0 ≡ 0 pour simplifier), on peut étudier le système (1.1.1) linéarisé autour de cet état
constant en procédant à une analyse par modes normaux. Bien que le système linéarisé des nappes de
tourbillon-courant ne soit pas hyperbolique (au sens où il ne rentre pas dans le formalisme de (1.2.8)),
on peut encore utiliser les mêmes outils que l’on a rappelés au Paragraphe 1.2.1, et chercher des modes
de la forme (1.2.9) solutions du système linéarisé. On veut dans un premier temps assurer la condition
de Lopatinskii simple, ce qui est possible dès lors que l’état de référence U0,± vérifie les deux conditions
suivantes (voir par exemple [Cha61,MTT08]) :∣∣∣[u0]

∣∣∣2 ≤ 2
(
|H0,+|2 + |H0,−|2

)
, (1.2.17a)

∣∣∣[u0]×H0,−
∣∣∣2 +

∣∣∣[u0]×H0,+
∣∣∣2 ≤ 2

∣∣∣H0,+ ×H0,−
∣∣∣2 , (1.2.17b)

où le crochet [·] dans (1.2.17b) désigne ici le saut à travers l’interface plane {x3 = 0}. En outre, si l’on
suppose que les champs magnétiques H0,± vérifient H0,+ ×H0,− 6= 0 ainsi que la condition∣∣∣[u0]×H0,−

∣∣∣2 +
∣∣∣[u0]×H0,+

∣∣∣2 < 2
∣∣∣H0,+ ×H0,−

∣∣∣2 , (1.2.18)

alors (1.2.17a) découle de (1.2.18) avec une inégalité stricte. On obtient ainsi toute une classe de solutions
constantes, vérifiant (1.2.18), pour lesquelles on a assuré la condition de Lopatinskii simple.

Toutefois, la condition de Lopatinskii uniforme n’est jamais satisfaite, et les fréquences en lesquelles
la condition est violée se situent dans la zone elliptique, ce qui conduira dans ce cas à la formation d’ondes
de surface, comme mis en évidence par Alì et Hunter [AH03]. Nous rentrerons un peu plus dans les détails
dans la Section 1.3 ci-après. Les conditions (1.2.17) sont donc des conditions de stabilité linéaire faible.
Si ces conditions ne sont pas vérifiées, alors le système linéarisé conduit à une instabilité de type Kelvin-
Helmholtz. En d’autres termes, le champ magnétique doit être suffisamment fort pour stabiliser le système
et contrebalancer les instabilités de Kelvin-Helmholtz : c’est un résultat bien connu par les astrophysiciens.
En effet, en l’absence de champ magnétique, le système étudié se réduit aux nappes de tourbillon pour les
équations d’Euler incompressibles, pour lesquelles les instabilités de Kelvin-Helmholtz sont bien comprises
comme nous l’avons évoqué dans la Section 1.1. Le système des nappes de tourbillon n’est alors bien posé
que dans une échelle de régularité analytique [SSBF81], ce qui traduit une instabilité inconditionnelle.
En revanche, l’ajout d’un champ magnétique assez puissant va venir stabiliser le système (1.2.6), ce
qui constitue un phénomène analogue au cas des nappes de tourbillon avec tension de surface [AM07].
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Remarquons que les conditions de stabilité (1.2.17) ne font intervenir que le saut de vitesse [u0]. Cela est
cohérent avec le fait que le système (1.2.6) est invariant par changement de référentiel galiléen.

Les conditions de stabilité (1.2.17) ont été revisitées plus récemment par Trakhinin [Tra05], puis par
Morando, Trebeschi et Trakhinin [MTT08]. Sous une condition de stabilité plus restrictive, à savoir :

max
(∣∣∣[u0]×H0,+

∣∣∣ , ∣∣∣[u0]×H0,−
∣∣∣) < ∣∣∣H0,+ ×H0,−

∣∣∣ , (1.2.19)

Catania [Cat13] a démontré un résultat d’existence et d’unicité sur le problème linéaire, pour une régu-
larité des solutions dans l’espace de Sobolev H1 uniquement. Toujours sous la condition forte (1.2.19),
Coulombel, Morando, Secchi et Trebeschi [CMST12] ont établi des estimations a priori sans perte de
dérivées pour le problème non-linaire ; leur preuve est basée sur un argument de symétrisation introduit
par Trakhinin [Tra05]. Cette approche est donc une étape importante qui laisserait à penser que le sys-
tème des nappes de tourbillon-courant incompressibles serait bien posé dans une échelle de régularité
Sobolev. Les estimations étant sans perte de dérivées pour les solutions exactes, il pourrait être envisagé
d’éviter l’utilisation du théorème de Nash-Moser. Dans cette première partie de thèse, on se propose de
mettre en place un schéma de construction de solutions de régularité analytique au système des nappes de
tourbillon-courant, à l’aide d’un théorème de Cauchy-Kowalevskaya [Nir72,Nis77,BG78]. Puis, dans un
travail ultérieur, on pourrait utiliser le résultat de [CMST12] pour exhiber des solutions de régularité So-
bolev donnée, via un argument de compacité en approchant les données initiales Sobolev par des données
initiales analytiques.

Le système des nappes de tourbillon-courant incompressibles (1.2.6) est en effet bien posé dans l’échelle
Sobolev, comme l’ont démontré très récemment Sun, Wang et Zhang [SWZ15]. Leur approche pour ré-
soudre ce problème est totalement différente de celle que l’on propose, puisque l’idée principale est de
réduire l’étude sur la surface libre Γ(t) uniquement, comme il est courant dans la théorie des “water waves”
(citons par exemple le livre de Lannes [Lan13] qui donne un panorama de ce vaste sujet). En utilisant des
arguments de l’analyse elliptique, ils peuvent ensuite reconstruire la solution dans les domaines Ω±(t).
L’avantage de leur méthode est qu’ils obtiennent un théorème d’existence et d’unicité locale pour tout
le domaine de stabilité donné par (1.2.18), et pas uniquement sous la condition plus restrictive (1.2.19).
Néanmoins, pour tirer profit des outils de l’analyse elliptique, les contraintes de divergence nulle sont
cruciales pour reconstruire la vitesse et le champ magnétique dans les domaines Ω±(t). À l’inverse, la
méthode que l’on se propose d’adopter ici est basée sur des estimations a priori uniquement, et pourrait
donc être appliquée à d’autres systèmes hyperboliques. Par exemple, comme piste d’étude pour un travail
futur, on pourrait tenter d’éviter l’utilisation du théorème de Nash-Moser, dans l’optique de démontrer
l’existence et l’unicité locale des nappes de tourbillon-courant compressibles. Un tel résultat a été ob-
tenu simultanément par Chen et Wang [CW08], et par Trakhinin [Tra09], en utilisant une itération de
Nash-Moser.

Cette thèse se divise en deux parties. On commence par mettre en place plusieurs arguments dans l’op-
tique de construire des nappes de tourbillon-courant analytiques, en appliquant un théorème de Cauchy-
Kowalevskaya. On s’appuiera notamment sur la démonstration donnée par Baouendi et Goulaouic [BG78].
Le traitement de données initiales de régularité Sobolev pourra constituer une piste de recherche future.
La problématique sera de propager la régularité analytique sur un intervalle de temps qui ne dépendrait
que d’une norme Sobolev fixée de la solution. De cette manière, le temps d’existence de la solution ne se
réduirait pas à zéro lorsque la taille des données initiales dans l’échelle analytique tend vers l’infini (ce qui
typiquement se produit lorsqu’on procède par densité, en approchant des données initiales de régularité
Sobolev, par des données initiales analytiques).

Dans un second axe d’étude, on utilise le résultat d’existence et d’unicité locale de nappes de tourbillon-
courant dans l’échelle Sobolev, obtenu par Zun, Wang et Zhang [SWZ15]. L’idée est d’utiliser des outils
d’optique géométrique pour décrire de façon qualitative le comportement des solutions exactes issues de
données initiales fortement oscillantes.
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1.3 Organisation de la thèse

Partie I : Solutions de régularité analytique

On se propose dans un premier temps d’exhiber des solutions analytiques au système des nappes de
tourbillon-courant incompressibles. L’étude de l’analyticité des solutions de systèmes issus de l’hydrody-
namique a commencé dans les années 1970.

Dans [BG76], Baouendi et Goulaouic résolvent des problèmes de Cauchy pseudo-différentiels non-
linéaires dans l’échelle de régularité analytique, et illustrent une application sur les équations d’Euler
incompressible. Pour ce faire, ils caractérisent l’analyticité d’une fonction via la décroissance des normes
de ses dérivées dans les espaces de Hölder. Ils se placent alors dans des algèbres de Banach analytiques afin
d’appliquer une version abstraite du théorème de Cauchy-Kowalevskaya présentée par Nirenberg [Nir72]
(puis revisitée par Nishida [Nis77] ainsi que Baouendi et Goulaouic [BG78]).

L’analyticité des solutions des équations d’Euler incompressible dans un domaine Ω (de R2 ou R3) a par
exemple été traitée par Bardos et Benachour [BB77] (voir également [Bar76,BBZ76]). Leur point de vue
est différent de celui adopté dans [BG76], car ils complexifient le domaine Ω et manipulent des fonctions
holomorphes dont la restriction à Ω est analytique réelle. Ils emploient directement une méthode de point
fixe de type Picard, et n’utilisent pas un théorème de Cauchy-Kowaleskaya pour démontrer l’analyticité
locale des solutions.

Dans l’étude des nappes de tourbillon pour les équations d’Euler incompressible, Sulem, Sulem, Bardos
et Frish [SSBF81] mêlent en quelque sorte les deux points de vue que l’on trouve dans [BG76] et [BB77]. En
effet, ils complexifient les domaines spatiaux et caractérisent l’analyticité grâce aux normes “hölderiennes”
des fonctions holomorphes et de leurs dérivées. Ils concluent enfin en appliquant un théorème de Cauchy-
Kowalevskaya.

La caractérisation de l’analyticité de fonctions peut aussi s’obtenir grâce à la décroissance des normes
Sobolev (ou L∞) des dérivées. C’est dans cet esprit qu’Alinhac et Métivier [AM86] étudient la propagation
de l’analyticité des solutions des équations d’Euler incompressible, sans passer par une complexification du
domaine spatial. Ce point de vue de l’analyticité est également adopté par Sedenko [Sed94] : il construit
des solutions analytiques d’un problème à surface libre issu des équations d’Euler incompressible à densité
variable pour un fluide idéal barotrope. Les arguments utilisés sont assez proches de ceux de [BG76] ; en
se plaçant dans des algèbres de Banach analytiques, Sedenko démontre l’existence et l’unicité locale de
solutions en appliquant un théorème de Cauchy-Kowalevskaya.

Sur les domaines spatiaux périodiques Tn, ou sur l’espace entier Rn, il s’avère qu’on dispose d’une
caractérisation “pratique” de l’analyticité d’une fonction grâce à sa transformée de Fourier. En revanche,
lorsqu’on travaille sur un domaine spatial Ω (distinct de Tn et Rn), on ne dispose plus de cette caractérisa-
tion par l’analyse de Fourier. Néanmoins, on peut encore décrire l’analyticité d’une fonction via la décrois-
sance des normes Sobolev (ou Hölder) de ses dérivées, ce qui a été utilisé par [BG76,SSBF81,AM86,Sed94].
La démarche que l’on suivra dans la première partie de cette thèse suivra donc les idées de Sedenko ; on
mettra en place plusieurs points clés qui devraient permettre, dans un futur travail de recherche, de dé-
montrer le caractère localement bien posé du système (1.2.6) dans l’échelle de régularité analytique, en
s’appuyant sur la démonstration du théorème de Cauchy-Kowalevskaya donnée par Baouendi et Gou-
laouic [BG78]. Cet aspect permet de travailler sur les équations d’Euler ou de la MHD incompressible en
formulation eulérienne. Il pourrait être envisagé par la suite d’adapter cette méthode sur le cas compres-
sible, pourvu que la loi de pression satisfasse de “bonnes” estimations dans les espaces analytiques que
l’on manipulera.

Des travaux un peu plus récents traitent de la propagation de l’analyticité pour les équations d’Euler
(en dimension 2 ou 3 d’espace). Des résultats précis sur l’évolution du rayon d’analyticité des solutions des
équations d’Euler en fonction du temps ont été démontrés par Kukavica et Vicol [KV11a,KV11b,KV09]
en dimension 3 d’espace, et par Levermore et Oliver [LO97] pour l’équation des lacs peu profonds en
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dimension 2 d’espace. On pourrait envisager dans un futur travail de recherche d’adapter leurs arguments
pour étudier la propagation de l’analyticité des nappes de tourbillon-courant incompressibles, et ainsi
retrouver le résultat de [SWZ15] par densité des données initiales analytiques dans les espaces de Sobolev.

Cette première partie de thèse concerne les Chapitres 2 à 4, dont on expose le contenu un peu plus en
détails désormais.

Chapitre 2. Dans ce chapitre, nous présentons les espaces fonctionnels que l’on manipulera dans les
Chapitres 3 et 4, afin d’appliquer le théorème de Cauchy-Kowalevskaya. Comme nous nous placerons
dans un domaine de R3, nous ne disposerons pas de l’analyse de Fourier afin de caractériser l’analyticité
d’une fonction. Pour palier à cette difficulté, on s’inspirera des travaux de Sedenko [Sed94], dans lesquels
il utilise la caractérisation de l’analyticité par la décroissance des normes des dérivées dans les espaces de
Hölder. Les espaces fonctionnels que l’on définira s’appuieront plutôt sur les espaces de Sobolev, ce qui
diffère légèrement du cadre posé par Sedenko.

Nous donnerons tous les prérequis concernant les propriétés satisfaites par ces espaces fonctionnels.
En particulier, on donnera des estimations analytiques sur le produit de deux fonctions analytiques, et
sur la dérivée d’une fonction analytique. Pour estimer un produit de fonctions analytiques, nous aurons
notamment besoin d’appliquer la formule de Leibniz ; cette dernière faisant intervenir les coefficients
multinomiaux, nous rappellerons quelques outils de base de combinatoire tels que la formule du multinôme
ou le calcul de certaines sommes de coefficients multinomiaux [Com70]. L’estimation de la dérivée d’une
fonction analytique sera cruciale, car on retrouvera l’estimation “type” qui figure dans les hypothèses du
théorème de Cauchy-Kowalevskaya [Nis77,BG78].

Chapitre 3. Ce chapitre vise à comprendre sur un cas simple comment les estimations analytiques
s’obtiennent sur les équations de la MHD idéale incompressible données par (1.1.1). À l’aide des contraintes
de divergence nulle, les deux premières équations de (1.1.1) se réécrivent sous la forme :{

∂tu+ (u · ∇)u− (H · ∇)H +∇q = 0,
∂tH + (u · ∇)H − (H · ∇)u = 0.

(1.3.1)

Nous commencerons par voir comment s’estiment les termes convectifs de (1.3.1) (i.e. ceux de la forme
(u ·∇)u etc.) dans les algèbres de Banach introduites au Chapitre 2. Ils vérifieront bien l’estimation “type”
du théorème de Cauchy-Kowalevskaya, ce qui ne sera pas surprenant en soi, car ce sont en fait des termes
“prototype” qui rentrent dans le cadre de ce théorème.

En revanche, l’étude du système simplifié (1.1.1) constituera une première étape permettant de voir
comment il conviendra de traiter le terme de pression dans (1.2.6). En effet, la pression issue du système
simplifié (1.3.1) vérifiera un problème de Laplace, avec conditions au bord de Neumann. Estimer les
dérivées tangentielles de la pression ne sera pas la difficulté majeure, du fait de la géométrie simplifiée
dans laquelle on se placera. Néanmoins, le point clé sera de voir comment nous pourrons donner des
estimations analytiques sur les dérivées normales de la pression ; c’est à ce niveau précis que la définition
des espaces fonctionnels vus au Chapitre 2 entre en jeu, car elle permettra de traiter les termes de dérivées
normales par récurrence. Nous montrerons que la pression interviendra dans le système (1.1.1) comme
un terme semi-linéaire. On peut noter ici l’analogie avec le cas des équations d’Euler incompressible dans
l’espace entier, pour lesquelles la pression constitue également une semi-linéarité [Che98, chap. 4].

Chapitre 4. Nous nous concentrerons dans ce chapitre sur le système des nappes de tourbillon-courant
incompressibles (1.2.6), et généraliserons la démarche illustrée au Chapitre 3.

La première difficulté provient de la frontière libre : nous avons à présent affaire à un problème couplé
avec des conditions de saut à travers la nappe Γ(t), qui elle-même est inconnue. Une première étape
consistera alors à se ramener en domaines fixes en redressant convenablement le front. Cette méthode
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est classique dans l’étude des problèmes à surface libre : citons par exemple les travaux de Kano et
Nishida [KN79] sur les water waves, Majda [Maj83a,Maj83b] sur les chocs, ou encore Alinhac [Ali88] sur
les détentes. Le redressement que l’on effectuera ici provient de l’article de Coulombel et al. [CMST12],
et s’inspire des travaux de Lannes [Lan05]. Toujours dans l’optique d’appliquer le théorème de Cauchy-
Kowalevskaya, il conviendra de vérifier que le redressement effectué satisfait de “bonnes” estimations dans
les algèbres de Banach introduites au Chapitre 2.

La deuxième difficulté majeure proviendra du terme de pression. Nous verrons que la pression issue
du problème (1.2.6) satisfera un problème de Laplace couplé ; contrairement au cas du Chapitre 3, ce
problème de Laplace sera à coefficients variables, et ceux-ci dépendront du front inconnu f . L’enjeu
sera de partir d’un résultat de [CMST12] qui fournit une estimation de la pression dans une échelle de
régularité Sobolev, et de l’étendre dans l’échelle analytique introduite au Chapitre 2. Ici, l’étude menée au
Chapitre 3 va venir nous aider à comprendre comment nous pourrons estimer les dérivées tangentielles de
la pression d’une part, et les dérivées normales de la pression d’autre part. L’idée sera essentiellement la
même qu’au Chapitre 3, puisque nous pourrons estimer les dérivées normales par récurrence. En revanche,
la présence de coefficients variables dans l’opérateur elliptique associé au problème de Laplace générera
des commutateurs qu’il nous faudra estimer et “absorber” convenablement. L’estimation finale obtenue
montrera que le terme de pression dans (1.2.6) jouera à présent le rôle d’une quasi-linéarité, à l’inverse
du cas “sans nappe” pour lequel la pression jouait le rôle d’une semi-linéarité.

Nous proposerons ensuite un schéma de résolution qui devrait permettre dans un futur travail de
recherche d’établir l’existence et l’unicité locale de nappes de tourbillon-courant analytiques, en adaptant
les arguments de Baouendi et Goulaouic [BG78]. Contrairement à ce qui aura été vu au Chapitre 3, on
ne sera pas en mesure d’appliquer directement le théorème de Cauchy-Kowalevskaya. La raison principale
proviendra du terme de pression (q+, q−). En effet, pour que la pression soit bien définie, nous devrons
être en mesure de résoudre le problème elliptique qui lui est associé. Or, pour ce faire, les termes sources
apparaissant dans ce problème elliptique devront satisfaire des conditions de compatibilité. Celles-ci ne
seront satisfaites que si l’on dispose de certaines contraintes sur la vitesse u±, le champ magnétique H± et
le front de la discontinuité f . La présence de ces contraintes ne rentre pas directement dans les hypothèses
du théorème de Cauchy-Kowalevskaya (on renvoie au Théorème 3.2.2 pour un énoncé précis), et il nous
faudra donc pouvoir adapter la preuve donnée par Baouendi et Goulaouic [BG78]. L’idée consistera à
exhiber une application Υ et un espace de Banach Ea convenable (dont la définition reposera sur les
échelles d’espaces de Banach introduites au Chapitre 2), tel que Υ soit contractante sur un sous-ensemble
fermé de Ea, pourvu que le paramètre a > 0 soit choisi suffisamment petit. Nous donnerons à la fin du
Chapitre 4 plusieurs idées et arguments clés, plus ou moins approfondis, qui devraient permettre d’exhiber
des solutions analytiques au système (1.2.6) dans un travail ultérieur.

Les estimations analytiques que l’on effectuera sur le système (1.2.6) (donc directement sur la for-
mulation eulérienne), pourraient être transposées sur d’autres systèmes analogues. On a par exemple
en tête le cas des nappes de tourbillon-courant compressibles, dont le caractère bien posé est à ce jour
connu [CW08,Tra09] et a été démontré en appliquant le théorème de Nash-Moser. En revanche, procéder à
des estimations analytiques en vue d’appliquer un théorème de Cauchy-Kowalevskaya, pour ensuite propa-
ger l’analyticité, pourrait constituer une nouvelle piste de recherche, dans l’idée de contourner l’utilisation
du théorème de Nash-Moser.

Partie II : Développements d’optique géométrique

Dans la seconde partie de cette thèse, nous utilisons des outils d’optique géométrique pour décrire de
façon qualitative le comportement des solutions exactes du système des nappes de tourbillon-courant
incompressibles, issues de données initiales fortement oscillantes. Nous verrons que pour des phases d’os-
cillation bien particulières, la solution présente une structure d’onde de surface, c’est-à-dire qu’elle est
localisée près de la frontière libre, oscille aux mêmes fréquences que la donnée initiale, et décroît exponen-
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tiellement par rapport à la variable normale à la nappe. L’apparition d’ondes de surface pour le système
des nappes de tourbillon-courant incompressibles a été étudiée par Alì et Hunter [AH03] dans le cas de
la dimension 2 d’espace. Avec Alì, Parker et Austria [AHP02,AH13], Hunter s’est aussi intéressé à des
équations plus générales possédant une structure hamiltonienne, qui peuvent aussi générer des ondes de
surface. Citons également Serre [Ser06] qui étudie l’apparition d’ondes de surface pour des problèmes aux
limites variationnels. Ce phénomène est l’analogue des ondes de Rayleigh en élastodynamique, traitées
par Lardner [Lar83], Parker [Par85] ou encore par Hamilton, Il’insky et Zabolotskaya [HIZ95] (bien qu’il
s’agisse ici d’un système du second ordre, contrairement au système du premier ordre (1.2.6)).

Le domaine de l’optique géométrique est une branche de l’analyse des équations aux dérivées partielles
dont les outils ont été initiés de façon profonde par Lax [Lax57] sur les systèmes hyperboliques linéaires,
et développés encore récemment par Joly, Métivier, Rauch [JMR93,JMR95], Guès [Guè93], Chemin, Des-
jardins, Gallagher et Grenier [CDGG02], Gérard-Varet et Rousset [GVR07], Rauch et Métivier [MR11],
Iftimie et Sueur [IS11], ou encore Rauch [Rau12]. L’objectif est de décrire de façon qualitative le comporte-
ment des solutions de systèmes d’EDP, issues de données initiales fortement oscillantes et/ou comprenant
des termes sources fortement oscillants (typiquement en 1

ε , où ε > 0 est un petit paramètre, qui peut être
interprété comme une longueur d’onde en physique). L’idée est ensuite “d’espérer” que la solution exacte
uε hérite des propriétés fortement oscillantes des données initiales et/ou des termes sources. On cherche
alors à décrire le comportement asymptotique de la solution exacte uε sous la forme d’un développement
asymptotique en puissances de ε, et chaque profil associé à l’ordre εm, pour m ∈ N, est donné par une
fonction fortement oscillante um. La démarche consiste ensuite à déterminer ces profils um, ce qui se
fait communément par récurrence, comme on le verra au Chapitre 5 sur le cas particulier des nappes de
tourbillon-courant incompressibles.

Des contributions majeures ont depuis été apportées dans l’étude des problèmes non-linéaires (la liste
qui suit est très loin d’être exhaustive). Citons par exemple les travaux de Choquet-Bruhat [CB69], Joly,
Métivier, Rauch [JMR93, JMR95], ou encore Guès [Guè93], qui traite le problème de Cauchy associé à
des systèmes hyperboliques quasi-linéaires. Williams [Wil96,Wil99] s’est intéressé au cas des problèmes
aux limites hyperboliques vérifiant la condition de Lopatinskii uniforme. Citons également l’article de
Benzoni-Gavage, Rousset, Serre et Zumbrun [BGRSZ02] qui s’intéressent à une classe particulière (appelée
“classe WR”) de problèmes aux limites hyperboliques pour lesquels la condition de Lopatinskii uniforme
n’est pas vérifiée. Dans ce même esprit, Coulombel et Benzoni-Gavage [BGC12], ainsi que Coulombel et
Williams [CW16] ont étudié le cas des ondes de surface faiblement non-linéaires, qui peuvent survenir
lorsque la condition de Lopatinskii uniforme fait défaut dans la zone elliptique. Marcou [Mar10,Mar11] a
récemment étudié des problèmes aux limites hyperboliques (en dimension 2 d’espace) qui rentrent dans
ce dernier cas, et donnent lieu à des ondes de surface. Le travail mené dans cette seconde partie de thèse
s’inscrit notamment dans la continuité des travaux de Marcou.

Revenons sur le cas des nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible (système (1.2.6)). L’ap-
parition d’ondes de surface peut s’expliquer en procédant à une analyse modale : on cherche à savoir s’il
peut exister des ondes de la forme exp

[
i
(
(τ − iγ)t+ ξ1x1 + ξ2x2 + ξ3x3

)]
, avec τ ∈ R, γ > 0, (ξ1, ξ2) ∈ R2

et ξ3 ∈ C, solutions du système linéarisé des nappes de tourbillon-courant incompressibles (autour d’un
état de référence constant (U0,±, f0), comme défini par (1.2.16) avec f0 ≡ 0 pour simplifier). Ici, x3 ≷ 0
désigne la coordonnée normale à la nappe plane. Du fait des contraintes de divergence nulle sur la vitesse
et le champ magnétique, ce système n’est pas un système hyperbolique “standard”. En revanche, la mé-
thode employée est analogue à celle utilisée dans le cadre des systèmes hyperboliques [BGS07], comme
nous l’avons rappelé au Paragraphe 1.2.1 : on cherche à vérifier la condition de Kreiss-Lopatinskii simple
et/ou uniforme, afin d’en déduire un critère de stabilité pour les nappes planes. L’analyse du problème
linéarisé menée par [Syr53,Cha61,Axf62], et plus récemment revisitée par [MTT08], établit en premier
lieu le critère nécessaire de stabilité (1.2.17) en éliminant le cas γ > 0 pour lequel la solution explose (le
problème serait alors fortement mal posé). Le cas limite qui nous intéresse est lorsque γ = 0 : le problème
est dit faiblement bien posé. Morando, Trakhinin et Trebeschi [MTT08] montrent que ce cas est possible si
et seulement si (τ, ξ1, ξ2) ∈ R3 est racine d’un certain déterminant de Lopatinskii. En particulier, seule la
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condition de Lopatinskii faible est vérifiée, et il n’existe pas de nappe plane pour laquelle le déterminant
de Lopatinskii ne s’annule pas lorsque γ ≥ 0 : la condition de Lopatinskii uniforme n’est jamais satisfaite.

Les fréquences (τ, ξ1, ξ2) ∈ R3, racines du déterminant de Lopatinskii, peuvent se paramétrer par
(ξ1, ξ2), c’est-à-dire par une équation de la forme τ = τ(ξ1, ξ2). Sous l’hypothèse de stabilité (1.2.18), et
à (ξ1, ξ2) fixé, il existe exactement deux racines simples τ± = τ±(ξ1, ξ2), correspondant à des fréquences
elliptiques, car la fréquence normale ξ3 associée est alors imaginaire pure ; ces fréquences vont être à
l’origine de la formation d’ondes de surface, correspondant au cas Im ξ3 ≷ 0 (selon le signe de x3), pour
lesquelles la solution va décroître exponentiellement par rapport à x3.

Dans d’autres problèmes d’hydrodynamique, tels que les ondes de détonation étudiées par Majda et
Rosales [MR83,MR84], les nappes de tourbillon compressibles étudiées par Artola et Majda [AM87,AM89]
ou les ondes de choc étudiées par Serre [Ser01], le cas ξ3 ∈ R se présente, et on parle alors d’ondes
“internes”, qui se propagent dans tout le domaine (bulk waves). Ce dernier cas ne se présente pas pour
les nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible.

Cette deuxième partie de la thèse est constituée du Chapitre 5 dont on expose le contenu plus en
détails ci-après.

Chapitre 5. Au sein de ce chapitre, nous étudions le système des nappes de tourbillon-courant in-
compressibles (1.2.6), adjoint d’une donnée initiale fortement oscillante (en 1

ε , avec ε > 0 suffisamment
petit). Grâce aux outils de l’optique géométrique, on construit des solutions approchées sous la forme
d’un développement asymptotique en puissances de ε. Cette analyse a débuté par les travaux de Alì et
Hunter [AH03] : ils étudient le cas de la dimension 2 d’espace et donnent un développement asymptotique
formel à deux termes. Dans ce chapitre, on poursuit leur analyse dans le cas de la dimension 3 d’espace,
et on construit des solutions approchées à un ordre “élevé” en ε. L’idée est donc d’adapter les outils
déjà existants pour l’étude des systèmes hyperboliques non-linéaires, sur le cas particulier des nappes
de tourbillon-courant incompressibles ; ce système n’est pas un système hyperbolique “standard” du fait
de la présence des contraintes de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique. Un des enjeux
majeurs sera donc de comprendre comment interviennent ces deux contraintes dans la construction du
développement BKW.

Conformément à (1.2.16), on se fixera une nappe plane (U0,±, ψ1) de référence (dans tout ce chapitre,
le front f est noté ψ pour reprendre les notations de [AH03]), solution constante par morceaux du système
des nappes de tourbillon-courant :

U0,± := (u0,±
1 , u0,±

2 , 0, H0,±
1 , H0,±

2 , 0, 0), ψ1 := 0. (1.3.2)

On supposera que cette nappe plane vérifie l’hypothèse de stabilité (1.2.18), et on considérera des données
initiales comme étant des petites perturbations hautement oscillantes de la nappe plane (U0,±, ψ1). Pour
cela, nous définirons :

ψε(t = 0, x′) := ε2 ψ2
0

(
x′,

ξ′ · x′

ε

)
, (1.3.3)

où ψ2
0 sera de classe C∞. Plus généralement, nous pourrions prendre des profils ψ2

0, ψ3
0, ψ4

0, . . . et considérer
la donnée initiale :

ψε(t = 0, x′) = ε2 ψ2
0

(
x′,

ξ′ · x′

ε

)
+ ε3 ψ3

0

(
x′,

ξ′ · x′

ε

)
+ ε4 ψ4

0

(
x′,

ξ′ · x′

ε

)
+ . . . ,

mais cela n’introduirait aucune difficulté supplémentaire ; on restreindra donc notre étude au cas de la
donnée initiale (1.3.3) pour alléger quelques passages dans l’analyse qu’on mènera au Chapitre 5. Le
choix de la donnée initiale sur U±ε = (u±ε , H±ε , q±ε ) ne sera pas libre, nous discuterons de ce point ci-après.
Poursuivant l’analyse de [AH03], on cherche un développement asymptotique de la solution exacte (U±ε , ψε)
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du système (1.2.6) comme une petite perturbation hautement oscillante de la nappe plane (U0,±, ψ1),
c’est-à-dire de la forme :

U±ε (t, x) ∼ U0,± +
∑
m≥1

εm Um,±
(
t, x′, x3 − ψε(t, x′),

x3 − ψε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
. (1.3.4a)

ψε(t, x′) ∼
∑
m≥2

εm ψm
(
t, x′,

τ t+ ξ′ · x′

ε

)
. (1.3.4b)

Dans (1.3.4a), les profils Um,± sont des fonctions de 6 variables notées (t, y1, y2, y3, Y3, θ), et seront cher-
chées 2π−périodiques par rapport à θ. Les variables (t, y) seront qualifiées de “lentes”, tandis que les
variables (Y3, θ) seront qualifiées de “rapides” (du fait de la présence du facteur 1

ε ). Pour l’instant, on ne
précise pas les domaines auxquels appartiennent ces variables, ni les espaces fonctionnels dans lesquels
nous chercherons les profils Um,±. Notons que le changement de variable y3 ↔ x3 − ψε(t, x′) au sein des
profils Um,± dans (1.3.4a) sert à redresser le front afin de se ramener aux demi-espaces {y3 ≷ 0}. Enfin,
les profils ψm dans (1.3.4b) sont des fonctions de 4 variables notées (t, y1, y2, θ), et 2π−périodiques par
rapport à θ ; on reste volontairement imprécis sur les espaces fonctionnels dans lesquels nous chercherons
ces profils.

L’un des premiers enjeux sera de déterminer les profils (Um,±, ψm+1)m≥1 dans (1.3.4a) et (1.3.4b). Pour
ce faire, nous injecterons les anzats (1.3.4) dans le système (1.2.6), puis en identifiant les termes selon les
puissances de ε, on pourra en déduire une cascade d’équations satisfaites par les profils (Um,±, ψm+1)m≥1.
Cette cascade s’écrira sous la forme :{

L±f (∂)Um+1,± = Fm,±, ∀ t, y, Y3, θ,

B+ Um+1,+ + B− Um+1,− − ∂θψ
m+2 b = Gm,+ +Gm,−, ∀ t, y′, θ, y3 = Y3 = 0.

(1.3.5)

Ici, on n’entre pas dans les détails complets : nous verrons au Chapitre 5 les définitions explicites de
l’opérateur différentiel L±f (∂), des matrices de bord B+, B− ∈M5,7(R), et du vecteur b ∈ R5. Les termes
sources Fm,± et Gm,± dans (1.3.5) dépendent des profils “antérieurs” (U j,±, ψj+1)j≤m, et seront également
explicités au Chapitre 5. La première équation du système (1.3.5) provient des deux équations d’évolution
sur la vitesse et le champ magnétique de (1.2.6) ainsi que de la contrainte de divergence nulle sur la
vitesse. En revanche, du fait de son caractère non-évolutif, nous choisissons de traiter à part la contrainte
de divergence nulle sur le champ magnétique. En effet, pour la solution exacte de (1.2.6) (avec des données
initiales adéquates), la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique n’est qu’une restriction
sur la donnée initiale, comme nous le ferons remarquer au Chapitre 3. Cette contrainte peut donc être
omise du système (1.2.6), ce qui ramène l’étude à un système “plus simple”. Toutefois, dans ce chapitre,
nous garderons la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique, car nous ne prescrirons pas
de données initiales pour (u±ε , H±ε , q±ε ). En effet, celles-ci ne seront en fait pas libres, comme nous le
mentionnerons ci-après. Il faudra donc adjoindre à la cascade (1.3.5) une contrainte sur les profils Hm,±

associés au champ magnétique, qui s’écrira comme suit :

∂Y3H
m+1,±
3 + ξ1 ∂θH

m+1,±
1 + ξ2 ∂θH

m+1,±
2 = Fm,±8 , ∀ t, y, Y3, θ. (1.3.6)

Le terme source Fm,±8 de (1.3.6) sera analogue à Fm,± dans (1.3.5), c’est-à-dire qu’il ne dépendra que des
profils “antérieurs” (U j,±, ψj+1)j≤m.

Il est important de noter que la donnée initiale associée à U±ε = (u±ε , H±ε , q±ε ) n’est pas arbitraire.
Tous les profils Um±, pour m ≥ 1, seront en effet déterminés pour des temps t ∈ [0, T ]. En particulier,
on calculera la donnée initiale pour U±ε en même temps que la solution approchée en temps t > 0. Ceci
restreint donc le choix des données initiales pour U±ε ; néanmoins, le choix de ψ2

0 dans (1.3.3) sera, quant
à lui, libre. On demandera au front ψε (dont le développement asymptotique est recherché sous la forme
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(1.3.4b)) de coïncider avec la fonction (1.3.3) à l’instant initial t = 0. Autrement dit, on impose les
conditions initiales suivantes sur les profils ψm intervenant dans (1.3.4b) :

∀ y′, θ, ψ2(t = 0, y′, θ) = ψ2
0(y′, θ) et ∀m ≥ 3, ∀ y′, θ, ψm(t = 0, y′, θ) = 0. (1.3.7)

La première étape consistera à déterminer le profil principal (U1,±, ψ2). Nous détaillerons complè-
tement la démarche, ce qui permettra de comprendre comment les arguments peuvent s’adapter pour
la détermination des correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2. Nous verrons que le profil principal (U1,±, ψ2) de-
vra satisfaire le système linéarisé des nappes de tourbillon-courant autour de l’état constant (U0,±, ψ1)
que l’on s’est fixé. C’est pourquoi nous commencerons le Chapitre 5 en rappelant les propriétés fonda-
mentales de stabilité du système linéarisé, dont l’étude a été faite par [Syr53,Cha61,Axf62] et revisitée
par [MTT08,Cat13]. Après quoi, nous verrons que le profil principal U1,± pourra se paramétrer par le
profil principal ψ2 associé au front. Il restera ensuite à identifier le profil ψ2. Pour ce faire, nous utiliserons
le système que devra satisfaire le premier correcteur (U2,±, ψ3). Grâce à une condition de type “alterna-
tive de Fredholm”, nous exhiberons une condition d’orthogonalité que devra satisfaire le profil principal
ψ2. Cette condition d’orthogonalité aboutira alors à une équation de type Hamilton-Jacobi non-locale et
non-linéaire vérifiée par ψ2, qui s’écrira :

∂tψ
2 + v1 ∂y1ψ

2 + v2 ∂y2ψ
2 + H

[
b(ψ2, ψ2)

]
= 0. (1.3.8)

Dans (1.3.8), v1, v2 sont des coefficients réels et H désigne la transformée de Hilbert que l’on définit sur
l’ensemble des fonctions 2π−périodiques à moyenne nulle comme suit :

∀ k ∈ Z\{0}, H[ϕ]
∧

(k) := −i sgn(k) ϕ̂(k),

où ϕ̂(k) désigne le k−ième coefficient de Fourier de ϕ, et sgn(k) est défini par sgn(k) := k
|k| , pour k 6= 0.

L’application bilinéaire b(·, ·) dans (1.3.8) sera définie (au moins sur l’espace des fonctions 2π−périodiques,
de classe C∞ et à moyenne nulle) de la façon suivante :

∀ k ∈ Z\{0}, b(ϕ,ψ)
∧

(k) :=
∑
`∈Z

Λ(k − `, `) ϕ̂(k − `) ψ̂(`).

Dans le cas des nappes de tourbillon-courant incompressibles, le noyau de convolution Λ(·, ·) aura pour
expression :

∀ (k, k′) ∈ Z2\{(0, 0)}, Λ(k, k′) = 2 |k| |k′| |k + k′|
|k|+ |k′|+ |k + k′|

. (1.3.9)

L’équation (1.3.8) (avec v1 = v2 = 0), associée à des noyaux de convolution Λ plus généraux que (1.3.9)
(mais présentant d’importantes propriétés de symétrie), a été étudiée par Hunter [Hun06] et Benzoni-
Gavage [BG09], puis revisitée par Marcou [Mar10]. Ils obtiennent un résultat d’existence et d’unicité locale
pour le problème de Cauchy associé à (1.3.8), dans une échelle de régularité Sobolev. Ce type d’équation
permet de décrire divers phénomènes de propagation d’ondes faiblement non-linéaires, comme l’explique
Hunter dans [Hun06]. Le caractère bien posé de l’équation (1.3.8) permettra ainsi de déterminer le profil
principal ψ2 associé au front, ce qui terminera l’identification du profil principal (U1,±, ψ2). Ensuite, nous
nous intéresserons aux correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2, et nous verrons que l’on pourra les déterminer par
récurrence. Les développements d’optique géométrique effectués dans ce chapitre s’inscrivent dans un
régime faiblement non-linéaire, du fait de la faible amplitude associée aux profils (Um,±, ψm+1)m≥1 dans
(1.3.4) et de l’équation non-linéaire (1.3.8) permettant de déterminer le profil principal (U1,±, ψ2).

Une fois construite la suite de profils (Um,±, ψm+1)m≥1, nous disposerons d’une solution approchée à
l’ordreM , notée (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε), s’exprimant sous la forme suivante (nous restons volontairement imprécis

en omettant les variables) :

UM,±
app,ε := U0,± + εU1,± + ε2 U2,± + · · ·+ εM UM,±,

ψMapp,ε := ε2 ψ2 + · · ·+ εM+1 ψM+1.
(1.3.10)
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La donnée initiale “exacte” à considérer pour résoudre le système (1.2.6) s’écrira sous la forme

U±ε |t=0 :=
(
UM,±
app,ε

)∣∣
t=0 + UM,±

ε ,

où UM,±
ε sera un terme correcteur permettant d’assurer les contraintes de divergence nulle pour la vitesse

initiale u±ε |t=0 et le champ magnétique initial H±ε |t=0. L’entier M sera quant à lui restreint à appartenir
à l’ensemble {1, . . . , 6}.

Nous aurons à ce stade démontré le théorème suivant (qu’on énonce à dessein sous une forme imprécise,
pour illustrer l’idée générale du résultat de ce chapitre) :
Théorème 1.3.1

Soit une nappe plane de référence U0,± donnée par (1.3.2) et satisfaisant la condition de stabilité
(1.2.18) ; soient également une fréquence temporelle τ ∈ R\{0} et une fréquence spatiale (ξ1, ξ2) ∈ R2,
annulant le déterminant de Lopatinskii.

Soit ψ2
0 ∈ H∞ une donnée initiale définissant la perturbation hautement oscillante (1.3.3) du front,

et à moyenne nulle par rapport à sa dernière variable θ.
Alors il existe un temps T > 0, ne dépendant que d’une norme Sobolev fixée de ψ2

0, ainsi qu’une
suite de profils (Um,±, ψm+1)m≥1 (dans un espace fonctionnel adéquat), vérifiant la cascade BKW
(1.3.5) adjointe des conditions initiales (1.3.7) ; ces profils satisfont également les contraintes (1.3.6),
provenant de la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique. Cette suite peut être choisie
telle que, pour tout entier M ∈ {1, . . . , 6}, la solution approchée

(
UM,±
app,ε, ψ

M
app,ε

)
définie par (1.3.10)

vérifie les propriétés suivantes :

(i) le profil principal U1,± et le premier correcteur U2,± sont purement localisés près de la surface
libre ;

(ii) les profils ψm, pour m ≥ 2, associés au front sont à moyenne nulle par rapport à leur dernière
variable θ.

Remarques. On est resté volontairement vague sur le point (i) du Théorème 1.3.1. La notion “être
purement localisé près de la surface libre” sera définie de manière précise dans le Théorème 5.2.2 du
Chapitre 5. Pour fixer les idées, il faut avoir en tête que les profils U1,± et U2,± obtenus décroîtront
exponentiellement vers zéro loin de la frontière libre : c’est ce qui forme le caractère “onde de surface”
du développement BKW (1.3.4a).

Nous avons ici besoin de la condition de stabilité (1.2.18) pour pouvoir construire les solutions appro-
chées (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε). Cela provient du fait que la construction des profils (Um,±, ψm+1)m≥1 est intimement

liée au caractère bien posé du système linéarisé des nappes de tourbillon-courant, ce qui nécessite la condi-
tion de stabilité (1.2.18).

L’appellation “solutions approchées” est à ce stade abusive. En effet, bien que les solutions approchées
(UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε) vérifieront par construction un système des nappes de tourbillon-courant approché, il n’est

pas encore clair de savoir si elles seront effectivement proches des solutions exactes (dans une topologie
convenable). Ce résultat de stabilité des solutions “approchées” pourra constituer un nouveau travail de
recherche ultérieur. On pourrait envisager d’exploiter les résultats de [SWZ15] pour obtenir des estimations
d’énergie sur les solutions approchées. La difficulté est d’incorporer des termes de faible amplitude et
hautement oscillants dans les équations de (1.2.6), pour ensuite les estimer dans des espaces fonctionnels ad
hoc. Une première piste serait d’adapter la méthode de Leray-Gårding [Går56] fournissant des estimations
d’énergie pour les équations hyperboliques scalaires, en combinant le résultat de Guès [Guè92] (puis
revisité par Métivier [Mét09] ainsi que Marcou [Mar10]) sur les systèmes hyperboliques à coefficients de
faible amplitude et hautement oscillants.
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2
Espaces fonctionnels

Dans ce chapitre, nous présentons les espaces fonctionnels que l’on manipulera dans les Chapitres 3 et
4, qui permettront d’appliquer un théorème de Cauchy-Kowalevskaya [Nir72,Nis77,BG78]. Comme nous
nous placerons dans un domaine de R3, nous ne disposerons pas de l’analyse de Fourier afin de caractériser
l’analyticité d’une fonction. Pour palier à cette difficulté, on s’inspirera des travaux de Sedenko [Sed94],
dans lesquels celui-ci utilise la caractérisation de l’analyticité par la décroissance des normes des dérivées
dans les espaces de Hölder. Les espaces fonctionnels que l’on définira s’appuieront plutôt sur les espaces
de Sobolev, ce qui diffère légèrement du cadre posé par Sedenko.

Nous donnerons tous les prérequis concernant les propriétés satisfaites par ces espaces fonctionnels.
En particulier, on donnera des estimations sur la dérivée d’une fonction, ainsi que sur le produit de deux
fonctions appartenant à ces espaces, ce qui les munira d’une propriété d’algèbre. Pour estimer un produit
de fonctions, nous aurons notamment besoin d’appliquer la formule de Leibniz ; cette dernière faisant
intervenir les coefficients multinomiaux, nous rappellerons quelques outils de base de combinatoire tels
que la formule du multinôme ou le calcul de certaines sommes de coefficients multinomiaux [Com70]. L’es-
timation de la dérivée d’une fonction appartenant aux espaces introduits sera cruciale, car on retrouvera
l’estimation “type” qui figure dans les hypothèses du théorème de Cauchy-Kowalevskaya.

La définition intrinsèque des espaces de Banach introduits (et surtout de leur norme) servira aux
Chapitres 3 et 4 pour comprendre en particulier comment le terme de pression dans les systèmes (1.1.1)
et (1.2.6) pourra être estimé.

2.1 Rappels de quelques éléments de combinatoire

Cette partie est consacrée à des rappels de combinatoire, qui nous seront utiles ultérieurement. Tous les
résultats énoncés peuvent se retrouver dans [Com70].
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2.1.1 Formule du multinôme

Commençons par quelques notations (on se restreint à la dimension 3, pour plus de clarté). Pour x =
(x1, x2, x3) ∈ R3, et α = (α1, α2, α3) ∈ N3, on notera

xα := xα1
1 xα2

2 xα3
3 et α! := α1!α2!α3!.

La longueur du multi-indice α, notée |α|, est définie par |α| := α1 +α2 +α3. On énonce ci-après la formule
du multinôme, en dimension 3. Soient x ∈ R3 et n ∈ N. Alors la formule du multinôme s’écrit :

(x1 + x2 + x3)n =
∑

α1+α2+α3=n
αi∈N

n!
α1!α2!α3! x

α1
1 xα2

2 xα3
3 =

∑
α∈N3

|α|=n

|α|!
α! x

α. (2.1.1)

Le coefficient multinomial
(

n!
α1, α2, α3

)
:= n!

α1!α2!α3! s’interprète également comme le nombre de parti-

tions d’un ensemble à n éléments en 3 sous-ensembles de cardinaux respectifs α1, α2 et α3. En particulier,
on a :

∀α ∈ N3,
|α|!
α! ≥ 1.

D’autre part, une conséquence directe de (2.1.1) est l’inégalité suivante, valable pour tout multi-indice
α ∈ N3 :

|α|!
α! ≤ 3|α|.

En effet, posons n := |α| et écrivons :

n!
α! ≤

∑
β∈N3

|β|=n

|β|!
β! = (1 + 1 + 1)n = 3|α|.

On en déduit les deux inégalités suivantes sur les multi-indices α de N3 :

α! ≤ |α|! ≤ 3|α| α!. (2.1.2)

2.1.2 Formule de Vandermonde, généralisation

La formule de Vandermonde “classique” est souvent présentée de la sorte :(
m+ n

p

)
=

p∑
k=0

(
m

k

)(
n

p− k

)
, ∀m, n, p ∈ N. (2.1.3)

Une démonstration purement algébrique consiste à développer de deux façons différentes le polynôme
d’une variable (1 + X)m+n : d’une part en développant directement (1 + X)m+n à l’aide du binôme de
Newton, et d’autre part en écrivant (1 +X)m+n = (1 +X)m(1 +X)n, et en utilisant deux fois le binôme
de Newton. La formule (2.1.3) en découle en identifiant les puissances de X.

En s’inspirant de cette méthode, nous obtenons une généralisation de (2.1.3). On se donne α′ ∈ N2,
et on note n := |α′| ; soient également i1, i2 ∈ N tels que i1 + i2 = n. Alors on a l’égalité suivante :

∑
β′+γ′=α′

|β′|=i1, |γ′|=i2

α′!
β′! γ′! = n!

i1! i2! , (2.1.4)

où β′, et γ′ désignent des multi-indices de N2.
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Démonstration. Considérons le polynôme de deux variables P (X,Y ) := (X + Y )n. En appliquant
(2.1.1), on obtient d’une part :

(X + Y )n =
∑

j1+j2=n

n!
j1! j2! X

j1 Y j2 . (2.1.5)

D’autre part, puisque n = α1 + α2, on peut écrire :

P (X,Y ) =
2∏
i=1

(X + Y )αi =
2∏
i=1

∑
βi+γi=αi

αi!
βi! γi!

Xβi Y γi =
∑

β′+γ′=α′

α′!
β′! γ′! X

|β′| Y |γ
′|.

Ci-dessus, on a noté β′ = (β1, β2) ∈ N2, et ainsi de suite. En sommant selon la longueur des multi-indices,
il vient :

P (X,Y ) =
∑

j1+j2=n

 ∑
β′+γ′=α′

|β′|=j1, |γ′|=j2

α′!
β′! γ′!

 Xj1 Y j2 . (2.1.6)

En identifiant les coefficients des monômes Xj1Y j2 dans (2.1.5) et (2.1.6), on obtient bien la formule
(2.1.4).

�

La formule (2.1.4) peut se généraliser également pour des multi-indices de N3. La démonstration est
analogue, et se base cette fois-ci sur le développement du polynôme de trois variables (X + Y + Z)n. On
obtient alors, pour α ∈ N3, la formule suivante :

∑
β+γ+δ=α

|β|=i1, |γ|=i2, |δ|=i3

α!
β! γ! δ! = n!

i1! i2!, i3! , (2.1.7)

où β, γ et δ désignent des multi-indices de N3, et i1, i2, i3 ∈ N vérifient i1 + i2 + i3 = n := |α|.

2.1.3 Formule de Leibniz

Pour i = 1, 2, 3, on notera les dérivées partielles par rapport à xi (variables d’espaces par défaut) simple-
ment ∂i. Si α ∈ N3, on notera ∂α pour désigner la dérivée ∂α1

1 ∂α2
2 ∂α3

3 .
On rappelle ci-après la formule de Leibniz (en dimension 3 également), qui donne la dérivée d’un

produit de fonctions. Soient u et v deux fonctions supposées de classe C∞ sur R3 (pour simplifier), alors
pour tout multi-indice α ∈ N3, on a :

∂α (u v) =
∑

β+γ=α

α!
β! γ! ∂

βu ∂γv. (2.1.8)

2.2 Espaces de Sobolev

Dans cette partie, nous rappelons les propriétés de base des espaces de Sobolev que l’on utilisera par la
suite. On pourra se référer par exemple à [BGS07,Bre83,Eva98,Che98,Tri10,Zui02].
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2.2.1 Définitions

Espaces de Sobolev sur Rd.
Définition 2.2.1

Pour r ∈ N, on définit l’espace de Sobolev Hr(Rd) par :

Hr(Rd) :=
{
u ∈ L2(Rd)

∣∣∣ ∀α ∈ N3, |α| ≤ r, ∂αu ∈ L2(Rd)
}
, (2.2.1)

muni de la norme ‖ · ‖Hr(Rd) définie par :

‖u‖2Hr(Rd) :=
∑
|α|≤r

‖∂αu‖2L2(Rd). (2.2.2)

Les dérivées ∂αu sont à prendre au sens des distributions. À l’aide du théorème de Plancherel, la norme
définie par (2.2.2) est équivalente à la norme

(∫
Rd

(1 + |ξ|2)r |û(ξ)|2 dξ
) 1

2
, (2.2.3)

où | · | désigne la norme euclidienne sur Rd et û est la transformée de Fourier de u, définie comme suit
(au moins pour u dans l’espace de Schwartz S(Rd)) :

û(ξ) :=
∫
Rd
u(x) e−i x·ξ dx. (2.2.4)

On utilisera indifféremment les définitions (2.2.2) et (2.2.3) pour désigner la norme sur Hr(Rd) (et seule-
ment lorsqu’on sera sur Rd tout entier).

Muni du produit scalaire (·, ·)Hr(Rd) défini par

(u, v)Hr(Rd) :=
∑
|α|≤r

∫
Rd
∂αu · ∂αv dx, (2.2.5)

l’espace de Sobolev Hr(Rd) est alors un espace de Hilbert.

Remarque. Si s ∈ R, on peut également définir Hs(Rd) via la transformée de Fourier :

Hs(Rd) :=
{
u ∈ S ′(Rd)

∣∣∣ ∫
Rd

(1 + |ξ|2)s |û(ξ)|2 dξ < +∞
}
,

muni de la norme ‖ · ‖Hs(Rd) définie par :

‖u‖2Hs(Rd) :=
∫
Rd

(1 + |ξ|2)s |û(ξ)|2 dξ.

On rappelle que S ′(Rd) désigne l’espace des distributions tempérées sur Rd.

Espaces de Sobolev périodiques.

Notons T := R/Z le tore 1-périodique, c’est-à-dire l’intervalle [0, 1] dont on identifie les extrémités 0 et 1.
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Définition 2.2.2
Pour s ∈ R+, on définit l’espace de Sobolev périodique d−dimensionnel par (voir par exemple [Tri10]) :

Hs(Td) :=
{
u ∈ L2(Td)

∣∣∣ ∑
n∈Zd

(1 + |n|2)s |cn(u)|2 < +∞
}
, (2.2.6)

muni de la norme ‖ · ‖Hs(Td) définie par :

‖u‖2Hs(Td) :=
∑
n∈Zd

(1 + |n|2)s |cn(u)|2. (2.2.7)

Pour n ∈ Zd, on a noté dans (2.2.6) et (2.2.7) cn(u) le n−ième coefficient de Fourier de la fonction u,
dont on rappelle la définition :

cn(u) :=
∫
T
u(x) e−2iπn·x dx.

Comme pour les espaces Hs(Rd), nous disposons donc d’une caractérisation pratique des espaces Hs(Td)
grâce aux séries de Fourier.

Muni du produit scalaire (·, ·)Hs(Td) défini par

(u, v)Hs(Td) :=
∑
n∈Zd

(1 + |n|2)s cn(u) cn(v),

l’espace de Sobolev Hs(Td) est alors un espace de Hilbert.

Espaces de Sobolev dans un domaine borné de R3.

On considère à présent Ω un domaine borné et régulier de R3. Pour r ∈ N, la définition de Hr(Ω) est la
même que (2.2.1) :

Hr(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣∣ ∀α ∈ N3, |α| ≤ r, ∂αu ∈ L2(Ω)
}
, (2.2.8)

muni de la norme ‖ · ‖Hr(Ω) définie par :

‖u‖2Hr(Ω) :=
∑
|α|≤r

‖∂αu‖2L2(Ω). (2.2.9)

Prêtons attention au fait que dorénavant, nous ne disposons plus de caractérisation via la transformée de
Fourier. Si s ∈ R+ n’est pas entier, on peut toujours définir un espace de Sobolev Hs(Ω) par la théorie de
l’interpolation [BL76,AF03], mais nous n’en aurons pas l’utilité dans la suite. On définit sur Hr(Ω) un
produit scalaire (·, ·)Hr(Ω), dont l’expression est analogue à celle donnée par (2.2.5), qui en fait un espace
de Hilbert.

Cas particulier : espace de Sobolev Hr(T2 × (0, 1)).

Les équations de la magnétohydrodynamique que l’on considérera au Chapitre 3 seront posées dans
un domaine du type T2 × (0, 1), c’est-à-dire dans une bande horizontale de la forme {0 ≤ x3 ≤ 1},
et périodique par rapport à la variable tangentielle x′ := (x1, x2) ∈ T2. Dans les estimations a priori
effectuées dans [CMST12], le cadre fonctionnel est donc donné par l’espace de Sobolev Hr(T2 × (0, 1)),
pour r ∈ N. En utilisant le théorème de Fubini, on peut écrire, pour u ∈ Hr(T2 × (0, 1)),

‖u‖2Hr(T2×(0,1)) :=
∑
|α|≤r

‖∂αu‖2L2(T2×(0,1)) =
r∑

k=0

∥∥∂k3u∥∥2
L2
x3 ((0,1) ;Hr−k(T2)). (2.2.10)
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x2

x3

x1

T2
0

1

Figure 2.1 : Bande périodique T2 × (0, 1).

Par conséquent, on peut réécrire l’espace Hr(T2 × (0, 1)) sous la forme :

Hr(T2 × (0, 1)) =
r⋂

k=0
Hk
x3

(
(0, 1) ; Hr−k(T2)

)
.

D’un point de vue calculatoire, la norme donnée par (2.2.10) apporte un côté pratique. En effet, étant
donné k ∈ {0, . . . , r}, on pourra calculer les normes

∥∥∂k3u∥∥L2
x3 ((0,1) ;Hr−k(T2)) grâce aux séries de Fourier

en la variable tangentielle x′ ∈ T2.

2.2.2 Injections de Sobolev

Commençons par énoncer une injection classique, qui sera en partie à la base de la propriété d’algèbre
des espaces de Sobolev Hs(Ω), pour s assez grand.
Proposition 2.2.3

Soit Ω un domaine borné et régulier de Rd (d ≥ 1). Alors pour s > d
2 , on a l’injection :

Hs(Ω) ↪→ L∞(Ω). (2.2.11)

En d’autres termes, il existe une constante Cs > 0, ne dépendant que de s et de Ω, telle que, pour
toute fonction u ∈ Hs(Ω), on a l’estimation :

‖u‖L∞(Ω) ≤ Cs ‖u‖Hs(Ω). (2.2.12)

On énonce à présent certaines injections de Sobolev dont on se servira en dimension 2 et 3.
Proposition 2.2.4

Soit Ω un domaine borné et régulier de Rd (d = 2, 3). Alors on a les injections suivantes :

• Pour d = 2,

Hs(Ω) ↪→ L∞(Ω), ∀ s > 1. (2.2.13)

• Pour d = 3,

H1(Ω) ↪→ Lp(Ω), ∀ 1 ≤ p ≤ 6,
H2(Ω) ↪→ L∞(Ω).

(2.2.14a)
(2.2.14b)
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En particulier, une conséquence de (2.2.14b) est l’injection suivante :

H3(Ω) ↪→ W 1,∞(Ω), (2.2.15)

où W 1,∞(Ω) est l’espace de Sobolev des fonctions appartenant à L∞(Ω) telles que leur gradient
∇u est également dans L∞(Ω).

Remarquons que les injections (2.2.13) et (2.2.14b) sont un cas particulier de (2.2.11).

2.2.3 Propriétés

Comme nous l’évoquions dans la partie précédente, lorsque s est suffisamment grand, les espaces Hs(Ω)
acquièrent une propriété d’algèbre. Cette propriété s’en déduira de la proposition suivante.
Proposition 2.2.5

Soient Ω un domaine borné et régulier de Rd, et u, v ∈ Hs(Ω) ∩ L∞(Ω). Alors on a :

u v ∈ Hs(Ω) et ‖u v‖Hs(Ω) ≤ Cs
(
‖u‖Hs(Ω) ‖v‖L∞(Ω) + ‖u‖L∞(Ω) ‖v‖Hs(Ω)

)
,

où Cs > 0 est une constante ne dépendant que de s et de Ω.

Lorsque s > d
2 , on en déduit un corollaire immédiat grâce à l’estimation (2.2.12).

Corollaire 2.2.6
Soient Ω un domaine borné et régulier de Rd, et u, v ∈ Hs(Ω). Alors u v ∈ Hs(Ω), et satisfait
l’estimation :

‖u v‖Hs(Ω) ≤ Cs ‖u‖Hs(Ω) ‖v‖Hs(Ω), (2.2.16)

où Cs > 0 ne dépend que de s et de Ω. Autrement dit, l’espace Hs(Ω) est une algèbre dès lors que
s > d

2 .

Nous donnons maintenant une estimation douce de composées de fonctions, dans un cas bien particulier
(voir par exemple [Lan13, p.283]) :
Proposition 2.2.7

Soient r ∈ N et Ω ⊂ Rd un domaine borné et régulier. On considère u ∈ Hr(Ω) telle que :

∃ c0 > 0, ∀x ∈ Ω, c−1
0 ≤ 1 + u(x) ≤ c0.

Alors la fonction 1
1+u appartient à Hr(Ω), et satisfait l’estimation :∥∥∥∥ 1

1 + u

∥∥∥∥
Hr(Ω)

≤ Cr,c0

(
1 + ‖u‖Hr(Ω)

)
, (2.2.17)

où Cr,c0 > 0 ne dépend que de r, c0 et Ω.

Pouvoir estimer l’inverse d’une fonction donnée peut s’avérer utile lorsqu’on procède par exemple à des
changements de variables. En effet, des calculs de dérivées pourront faire apparaître le jacobien du
changement de variables, mais aussi son inverse.

La démonstration de la Proposition 2.2.7 consiste à écrire les dérivées ∂β( 1
1+u) (|β| ≤ r) à l’aide de la

formule de Faá di Bruno, puis à en estimer les normes L2 en appliquant l’inégalité de Hölder généralisée,
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ainsi que l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg. Lorsque r n’est pas entier, on obtient la même estimation
par la technique de Meyer (voir par exemple [AG91]).

Maintenant que nous avons rappelé les propriétés principales des espaces de Sobolev, nous allons
pouvoir construire des échelles d’espaces de Banach, dont la définition s’appuie sur les espaces de Sobolev
Hr(Ω).

2.3 Échelles d’espaces de Banach

2.3.1 Échelle d’espaces de Banach sur le domaine T2 × (0, 1)

Dans tout le Paragraphe 2.3.1, Ω désignera le domaine T2 × (0, 1). On notera également

Γ := T2 × {x3 = 0} et Γ+ := T2 × {x3 = 1}.

La norme sur l’espace de Sobolev Hr(Ω), pour r ∈ N, sera simplement notée ‖ · ‖Hr . On se donne
également un paramètre ρ0 > 0 fixé une fois pour toutes. Les définitions des espaces fonctionnels suivants
sont inspirées de la construction faite par Sedenko [Sed94].
Définition 2.3.1

Soient (r, k) ∈ N2 et ρ ∈ (0, ρ0]. On définit l’espace Bk
ρ,r par

Bk
ρ,r :=

{
u ∈ Hk+r

x3 ((0, 1) ; H∞(T2))
∣∣∣ ∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu‖Hr < +∞
}
,

où α désignera toujours un multi-indice de N3 et |α| sa longueur. Sur Bk
ρ,r on définit la norme ‖ · ‖kρ,r

par
‖u‖kρ,r :=

∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu‖Hr .

Les sommes partielles seront notées

‖u‖k,Nρ,r :=
N∑
n=0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu‖Hr .

Proposition 2.3.2
À (r, k) fixé, la suite (Bk

ρ,r)0<ρ≤ρ0 forme une échelle d’espaces de Banach, c’est-à-dire :

∀ 0 < ρ′ ≤ ρ ≤ ρ0, Bk
ρ′,r ⊃ Bk

ρ,r, avec ‖ · ‖kρ′,r ≤ ‖ · ‖kρ,r.

Démonstration. Les deux derniers points sont directs. Il suffit de montrer la complétude des espaces
Bk
ρ,r. Soit (up) ⊂ Bk

ρ,r une suite de Cauchy :

∀ ε > 0, ∃ p0 ∈ N, ∀ p, q ≥ p0,
∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αup − ∂αuq‖Hr < ε. (∗)

En particulier, à α fixé tel que α3 ≤ k, la suite (∂αup) est de Cauchy dans Hr, donc converge vers
un élément uα ∈ Hr. Pour α = 0, notons u := lim

p→+∞
up (pour la topologie de Hr). En passant à la
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limite dans l’espace des distributions D′(Ω), l’unicité de la limite permet d’obtenir uα = ∂αu, donc
u ∈ Hk+r

x3 ((0, 1) ; H∞(T2)).
Pour ε > 0 et p ≥ p0 donnés, passons à la limite en q dans l’inégalité (∗) :

∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αup − ∂αu‖Hr ≤ ε. (∗∗)

Grâce à l’inégalité triangulaire, on a u ∈ Bk
ρ,r. Enfin, l’inégalité (∗∗) montre que la suite (up) converge

vers u dans Bk
ρ,r, ce qui conclut quant à la complétude des espaces Bk

ρ,r.

�

En vue d’appliquer un théorème de Cauchy-Kowalevskaya, nous aurons besoin de propriétés d’algèbre
et de dérivation dans les espaces Bk

ρ,r. Les deux propositions suivantes donnent de telles propriétés.
Proposition 2.3.3

Soient r ∈ N tel que r > 3
2 , ainsi que u, v ∈ Bk

ρ,r et N ∈ N. Alors u v ∈ Bk
ρ,r et on a les estimations :

‖u v‖k,Nρ,r ≤ C ‖u‖k,Nρ,r ‖v‖k,Nρ,r , (2.3.1)

‖u v‖k,Nρ,r ≤ C
k∑
j=0
‖u‖j,Nρ,r ‖v‖k−j,Nρ,r , (2.3.2)

où C > 0 ne dépend que de r.

En passant au supremum par rapport àN dans les inégalités (2.3.1) et (2.3.2), on en déduit immédiatement
les deux estimations suivantes pour le produit de deux fonctions dans les espaces Bk

ρ,r. Sous les mêmes
hypothèses que dans la Proposition 2.3.3, on a :

‖u v‖kρ,r ≤ C ‖u‖kρ,r ‖v‖kρ,r, (2.3.3)

‖u v‖kρ,r ≤ C
k∑
j=0
‖u‖jρ,r ‖v‖k−jρ,r , (2.3.4)

où C > 0 ne dépend que de r. L’estimation (2.3.3) donne la propriété d’algèbre des espaces Bk
ρ,r, tandis

que l’inégalité (2.3.4) sera plus pratique dans la suite, car elle fait apparaître un produit de Cauchy.

Démonstration. Comme r > 3
2 , Hr(Ω) est une algèbre, donc pour tout α ∈ N3 tel que α3 ≤ k, on a

∂α(u v) ∈ Hr(Ω). Par définition, nous avons :

‖u v‖k,Nρ,r :=
N∑
n=0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂α(u v)‖Hr . (2.3.5)

Pour n ∈ {0, . . . , N}, le maximum ci-dessus est atteint pour un certain αn ∈ N3 de longueur n. À l’aide
de la formule de Leibniz et du fait que Hr(Ω) est une algèbre (r > 3

2), on peut écrire :

‖∂αn(u v)‖Hr ≤ Cr
n∑
i=0

∑
0≤β≤αn
|β|=i

(
αn

β

)
‖∂βu‖Hr‖∂αn−βv‖Hr .
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Majorons le produit des normes ci-dessus par le maximum de toutes ces normes :

‖∂βu‖Hr‖∂αn−βu‖Hr ≤ max
β+γ=αn
|β|=i

(
‖∂βu‖Hr‖∂γv‖Hr

)
.

On a alors

‖∂αn(u v)‖Hr ≤ Cr
n∑
i=0

max
β+γ=αn
|β|=i

(
‖∂βu‖Hr‖∂γv‖Hr

) ∑
0≤β≤αn
|β|=i

(
αn

β

)
. (2.3.6)

En utilisant l’égalité (2.1.7) (dans laquelle δ = 0), la majoration (2.3.6) se réécrit :

‖∂αn(u v)‖Hr ≤ Cr
n∑
i=0

(
n

i

)
max

β+γ=αn
|β|=i

(
‖∂βu‖Hr‖∂γv‖Hr

)
.

Le maximum ci-dessus est atteint, pour chaque entier i, en un certain couple (βn,i, γn,i) tel que βn,i+γn,i =
αn, |βn,i| = i et βn,i3 + γn,i3 ≤ k. Il vient alors :

‖∂αn(u v)‖Hr ≤ Cr
n∑
i=0

(
n

i

)
‖∂βn,iu‖Hr‖∂γn,iv‖Hr

≤ Cr
n∑
i=0

(
n

i

)
max
|β|=i

β3≤βn,i3

‖∂βu‖Hr max
|γ|=n−i
γ3≤γn,i3

‖∂γv‖Hr .

Revenant à (2.3.5), on obtient l’inégalité :

‖u v‖k,Nρ,r ≤ Cr
N∑
n=0

n∑
i=0

ρi

i!

 max
|β|=i

β3≤βn,i3

‖∂βu‖Hr

 ρn−i

(n− i)!

 max
|γ|=n−i
γ3≤γn,i3

‖∂γv‖Hr

 . (?)

D’une part, en majorant les entiers βn,i3 et γn,i3 directement par k, on obtient :

‖u v‖k,Nρ,r ≤ Cr
N∑
n=0

n∑
i=0

ρi

i!

max
|β|=i
β3≤k

‖∂βu‖Hr

 ρn−i

(n− i)!

 max
|γ|=n−i
γ3≤k

‖∂γv‖Hr

 ,

≤ Cr
2N∑
n=0

∑
0≤i≤n

i≤N,n−i≤N

ρi

i!

max
|β|=i
β3≤k

‖∂βu‖Hr

 ρn−i

(n− i)!

 max
|γ|=n−i
γ3≤k

‖∂γv‖Hr

 ,
= Cr ‖u‖k,Nρ,r ‖v‖k,Nρ,r ,

ce qui donne l’estimation (2.3.3). D’autre part, pour obtenir (2.3.4), on note que βn,i3 peut en fait prendre
toutes les valeurs j ∈ {0, . . . ,min(i, k)}. L’inégalité (?) donne alors :

‖u v‖k,Nρ,r ≤ Cr
N∑
n=0

n∑
i=0

max
0≤j≤min(i,k)

ρi
i!

max
|β|=i
β3≤j

‖∂βu‖Hr

 ρn−i

(n− i)!

 max
|γ|=n−i
γ3≤k−j

‖∂γv‖Hr




≤ Cr
N∑
n=0

n∑
i=0

min(i,k)∑
j=0

ρi

i!

max
|β|=i
β3≤j

‖∂βu‖Hr

 ρn−i

(n− i)!

 max
|γ|=n−i
γ3≤k−j

‖∂γv‖Hr


≤ Cr

N∑
n=0

n∑
i=0

k∑
j=0

ρi

i!

max
|β|=i
β3≤j

‖∂βu‖Hr

 ρn−i

(n− i)!

 max
|γ|=n−i
γ3≤k−j

‖∂γv‖Hr

 .
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En intervertissant les sommes, et en reconnaissant un produit de Cauchy, on obtient :

‖u v‖k,Nρ,r ≤ Cr
k∑
j=0

 2N∑
n=0

n∑
i=0

i≤N,n−i≤N

ρi

i!

max
|β|=i
β3≤j

‖∂βu‖Hr

 ρn−i

(n− i)!

 max
|γ|=n−i
γ3≤k−j

‖∂γv‖Hr




≤ Cr
k∑
j=0
‖u‖j,Nρ,r ‖v‖k−j,Nρ,r ,

d’où l’estimation (2.3.4) annoncée.

�

La proposition suivante montre comment agit la dérivation dans l’échelle (Bk
ρ,r)0<ρ≤ρ0 .

Proposition 2.3.4
Soient ρ ∈ (0, ρ0] et u ∈ Bk

ρ,r. Alors pour tout 0 < ρ′ < ρ, on a ∂1u, ∂2u ∈ Bk
ρ′,r avec

‖∂ju‖kρ′,r ≤
1

ρ− ρ′
‖u‖kρ,r, j = 1, 2. (2.3.7)

Si de plus k ≥ 1, alors ∂3u ∈ Bk−1
ρ′,r avec

‖∂3u‖k−1
ρ′,r ≤

1
ρ− ρ′

‖u‖kρ,r. (2.3.8)

La perte de dérivée peut aussi s’exprimer par rapport à l’indice de Sobolev r. Si r ≥ 1, alors pour
j = 1, 2, 3, on a ∂ju ∈ Bk

ρ,r−1 avec l’estimation

‖∂ju‖kρ,r−1 ≤ ‖u‖kρ,r. (2.3.9)

Démonstration. Démontrons l’inégalité (2.3.7). Nous avons pour j ∈ {1, 2},

‖∂ju‖kρ′,r =
∑
n≥0

ρ′n

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂α∂ju‖Hr ≤
∑
n≥0

ρ′n

n! max
|α|=n+1
α3≤k

‖∂αu‖Hr =
∑
n≥1

nρ′n−1

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu‖Hr .

On utilise l’inégalité nρ′n−1 ≤ 1
ρ−ρ′ ρ

n, qui s’obtient à l’aide du binôme de Newton, et on obtient :

‖∂ju‖kρ′,r ≤
1

ρ− ρ′
∑
n≥1

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu‖Hr ≤ 1
ρ− ρ′

‖u‖kρ,r,

d’où l’inégalité (2.3.7). La méthode est similaire pour les inégalités (2.3.8) et (2.3.9).

�

Afin de tenir compte de toutes les dérivées normales ∂α3
3 , α3 ∈ N, nous introduisons une nouvelle

échelle d’espaces de Banach construits à partir des espaces précédents. Ce sera dans cette nouvelle échelle
d’espaces de Banach que nous appliquerons le théorème de Cauchy-Kowalevskaya au chapitre suivant.
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Définition 2.3.5
Soient r ∈ N, σ > 0 (petit paramètre à fixer ultérieurement) et ρ ∈ (0, ρ0]. On définit l’espace Bρ,r,σ
par

Bρ,r,σ :=
{
u ∈ H∞(Ω)

∣∣∣ ∑
k≥0

σk‖u‖kρ,r < +∞
}
.

Sur Bρ,r,σ, on définit la norme ‖ · ‖ρ,r,σ par

‖u‖ρ,r,σ :=
∑
k≥0

σk‖u‖kρ,r.

Les sommes partielles seront notées

‖u‖Nρ,r,σ :=
N∑
k=0

σk‖u‖kρ,r.

Nous verrons qu’avec σ > 0 assez petit (le choix ne dépendra que des constantes r et ρ0), nous serons en
mesure d’appliquer un théorème de Cauchy-Kowalevskaya dans l’échelle d’espaces de Banach (Bρ,r,σ)ρ≤ρ0

pour les équations de la MHD idéale et incompressible dans le domaine fixe Ω. Sedenko [Sed94] applique
un théorème de Cauchy-Kowalevskaya dans une échelle d’espaces de Banach similaire afin de résoudre
un problème issu des équations d’Euler incompressible à densité variable pour un fluide idéal barotrope ;
c’est pourquoi on s’intéresse aux propriétés d’algèbre et de dérivation dans les espaces Bρ,r,σ.
Théorème 2.3.6

Soient r ∈ N tel que r > 3
2 et σ ∈ (0, 1]. La suite (Bρ,r,σ)0<ρ≤ρ0 forme une échelle d’espaces de

Banach :
∀ 0 < ρ′ ≤ ρ ≤ ρ0, Bρ′,r,σ ⊃ Bρ,r,σ, avec ‖ · ‖ρ′,r,σ ≤ ‖ · ‖ρ,r,σ.

De plus, si u ∈ Bρ,r,σ alors pour tout ρ′ < ρ, ∂iu ∈ Bρ′,r,σ (1 ≤ i ≤ 3) avec

‖∂iu‖ρ′,r,σ ≤
Cσ
ρ− ρ′

‖u‖ρ,r,σ, (2.3.10)

où Cσ := σ−1 > 0. Enfin, les espaces Bρ,r,σ sont des algèbres (pour le produit de fonctions usuel) :

∀u, v ∈ Bρ,r,σ, u v ∈ Bρ,r,σ et ‖u v‖ρ,r,σ ≤ Cr‖u‖ρ,r,σ‖v‖ρ,r,σ, (2.3.11)

où Cr > 0 est indépendante de ρ et de σ.

Démonstration.

Complétude. Soit (up) ⊂ Bρ,r,σ une suite de Cauchy :

∀ ε > 0, ∃ p0 ∈ N, ∀ p, q ≥ p0,
∑
k≥0

σk‖up − uq‖kρ,r < ε.

En particulier :

∀ ε > 0, ∃ p0 ∈ N, ∀ p, q ≥ p0, ∀K ≥ 0,
K∑
k=0

σk‖up − uq‖kρ,r < ε. (F)
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Pour K = 0, la suite (up) est de Cauchy dans B0
ρ,r, donc il existe u ∈ B0

ρ,r tel que

‖up − u‖0ρ,r −−−−→p→+∞
0.

Pour K ≥ 1, on se fixe k ∈ {1, . . . ,K} ; alors (up) est de Cauchy dans Bk
ρ,r. Il existe donc u(k) ∈ Bk

ρ,r tel
que

‖up − u(k)‖kρ,r −−−−→p→+∞
0.

En passant à la limite dans l’espace des distributions D′(Ω), on obtient u(k) = u, et ce quel que soit k ≥ 1.
Ainsi, u ∈

⋂
k≥0

Bk
ρ,r, d’où u ∈ H∞x3 ((0, 1) ; H∞(T2)) = H∞(Ω). Vérifions que u ∈ Bρ,r,σ. Pour ε > 0, p ≥ p0

et K ∈ N fixés, nous avons :
‖u‖Kρ,r,σ ≤ ‖u− up0‖Kρ,r,σ + ‖up0‖Kρ,r,σ

≤ ε+ ‖up0‖ρ,r,σ < +∞.

Ainsi, la suite
(
‖u‖Kρ,r,σ

)
K

est bornée, et u ∈ Bρ,r,σ. Enfin, en passant à la limite en q dans (F) on obtient :

∀ ε > 0, ∃ p0 ∈ N, ∀ p ≥ p0, ∀K ≥ 0,
K∑
k=0

σk‖up − u‖kρ,r ≤ ε,

donc (up)p tend vers u dans Bρ,r,σ.

Dérivation. Soit i ∈ {1, 2} ; en utilisant (2.3.7), il vient :

‖∂iu‖ρ′,r,σ =
∑
k≥0

σk‖∂iu‖kρ′,r ≤
1

ρ− ρ′
∑
k≥0

σk‖u‖kρ,r = 1
ρ− ρ′

‖u‖ρ,r,σ.

Pour la dérivée normale ∂3, on utilise (2.3.8) :

‖∂3u‖ρ′,r,σ ≤
1

ρ− ρ′
∑
k≥0

σk‖u‖k+1
ρ,r ≤

σ−1

ρ− ρ′
‖u‖ρ,r,σ.

D’où l’estimation (2.3.10) avec Cσ := max(1, σ−1) = σ−1.

Produit. Une conséquence directe de la Proposition 2.3.3 est l’inégalité suivante :

‖u v‖kρ,r ≤ Cr
k∑
j=0
‖u‖jρ,r‖v‖k−jρ,r .

Il vient alors :

‖u v‖Nρ,r,σ =
N∑
k=0

σk‖u v‖kρ,r ≤ Cr

N∑
k=0

k∑
j=0

σj‖u‖j,Nρ,r σk−j‖v‖k−j,Nρ,r

≤ Cr

2N∑
k=0

∑
i+j=k
i,j≤N

σi‖u‖i,Nρ,r σj‖v‖j,Nρ,r

≤ Cr ‖u‖Nρ,r,σ ‖v‖Nρ,r,σ ≤ Cr ‖u‖ρ,r,σ ‖v‖ρ,r,σ.

On a donc
sup
N≥0
‖u v‖Nρ,r,σ ≤ Cr‖u‖ρ,r,σ‖v‖ρ,r,σ,

d’où la propriété d’algèbre (2.3.11). �

Terminons par un résultat important de densité des espaces Bρ,r,σ.
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Théorème 2.3.7
Soient r ∈ N tel que r > 3

2 , ρ ∈ (0, ρ0] et σ ∈ (0, 1). Alors Bρ,r,σ est dense dans Hr(Ω).

Démonstration. Soit u ∈ Hr(Ω). On souhaite construire une suite d’éléments de Bρ,r,σ qui converge
vers u dans Hr(Ω). L’idée est de prolonger u par périodicité selon la troisième variable x3, tout en
préservant la régularité Sobolev. On notera temporairement T1 := R/Z le tore 1-périodique, et T2 := R/2Z
le tore 2-périodique.

Il existe un opérateur de prolongement Pr : Hr(T2
1 × (0, 1)) → Hr(T2

1 × R) satisfaisant aux deux
conditions suivantes (voir [DL87, p.909]) ; si u ∈ Hr(T2

1 × (0, 1)), alors :

‖Pru‖Hr(T2
1×R) ≤ Cr‖u‖Hr(T2

1×(0,1)) et Pru|T2
1×(0,1) = u,

où Cr > 0 ne dépend que de r.
Soit maintenant χ une fonction de troncature, c’est-à-dire telle que

χ ∈ C∞(R), 0 ≤ χ ≤ 1, χ ≡ 1 sur
(
−1

4 ,
5
4

)
, χ ≡ 0 sur R \

(
−1

2 ,
3
2

)
.

−0.5 0 0.5 1 1.50
0.5

1
1.5

Fonction de troncature

Posons alors, pour x = (x′, x3) ∈ T2
1 × R,

v(x) := χ(x3)Pru(x′, x3).

Par propriété d’algèbre (rappelons que r > 3
2), la fonction v ainsi définie appartient à l’espace Hr(T2

1×R).
De plus, v est identiquement nulle pour x3 en dehors de (−1

2 ,
3
2), et plate en −1

2 et 3
2 . Par conséquent,

si l’on prolonge la fonction v|T2
1×(− 1

2 ,
3
2 ) par 2-périodicité par rapport à x3 sur R en une fonction w, on

obtient w ∈ Hr(T2
1 × T2). Par définition de w, nous remarquons par ailleurs que

w|Ω ≡ u.

Nous avons ainsi prolongé la fonction u en une fonction périodique w ∈ Hr(T2
1 × T2), ce qui nous

permet d’utiliser la décomposition en séries de Fourier. En effet, on peut écrire l’égalité suivante dans
l’espace Hr(T2

1 × T2) :
w(x′, x3) =

∑
p∈Z3

cp(w)e2iπp′·x′eiπp3x3 ,

où, pour tout p = (p′, p3) ∈ Z3, on a noté cp(w) le p−ième coefficient de Fourier de w défini par

cp(w) := 1
2

∫
T2

1

∫
T2
w(x′, x3)e−2iπp′·x′e−iπp3x3dx3dx

′.

De plus, on a : ∑
p∈Z3

(1 + |p|2)r|cp(w)|2 < +∞. (2.3.12)
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Pour P ∈ N, posons alors

wP (x′, x3) :=
∑
p∈Z3

|p|≤P

cp(w)e2iπp′·x′eiπp3x3 , ∀ (x′, x3) ∈ T2
1 × T2.

Nous allons maintenant montrer que la suite (wP |Ω)P≥0 est constituée de fonctions appartenant à l’espace
Bρ,r,σ, et qu’elle converge vers u dans Hr(Ω). Ceci conclura alors sur la densité des espaces Bρ,r,σ dans
Hr(Ω).

Tout d’abord, la fonction wP étant un polynôme trigonométrique, on a clairement wP |Ω ∈ H∞(Ω).
On pose ensuite, pour p ∈ Z3,

ep(x′, x3) := e2iπp′·x′eiπp3x3 , ∀ (x′, x3) ∈ T2
1 × T2.

Étant donné que les fonctions wP sont des combinaisons linéaires (finies) des fonctions ep, pour montrer
que wP ∈ Bρ,r,σ, il suffit de montrer que pour tout p, on a ep ∈ Bρ,r,σ. Les coefficients de Fourier de ep
sont donnés par :

cq(ep) = δq,p, q ∈ Z3,

où δq,p est le symbole de Kronecker. Soient alors n ∈ N, et α ∈ N3 tel que |α| = n ; grâce à l’égalité

cq(∂αep) = (2iπ)α1+α2 (iπ)α3 qα1
1 qα2

2 qα3
3 cq(ep),

on peut facilement évaluer la norme ‖∂αep‖Hr(Ω) :

‖∂αep‖2Hr(Ω) ≤ ‖∂
αep‖2Hr(T2

1×T2) ≤ Cr
∑
q∈Z3

(1 + |q|2)r |cq(∂αep)|2

≤ Cr (1 + |p|2)r (2π)2n p2α1
1 p2α2

2 p2α3
3

≤ Cr (1 + |p|2)r (2π|p|)2n,

où Cr > 0 ne dépend que de r. Par définition des normes ‖ · ‖kρ,r, nous avons alors :

‖ep‖kρ,r ≤ Cr (1 + |p|2)
r
2 e2πρ|p|.

Enfin, pour σ ∈ (0, 1), nous avons :

‖ep‖ρ,r,σ =
∑
k≥0

σk‖ep‖kρ,r ≤ Cr(1 + |p|2)
r
2

e2πρ|p|

1− σ < +∞,

donc ep ∈ Bρ,r,σ. Pour conclure, démontrons que (wP ) converge vers u dans Hr(Ω) :

‖u− wP ‖2Hr(Ω) = ‖w − wP ‖2Hr(Ω) ≤ ‖w − wP ‖
2
Hr(T2

1×T2)

≤ Cr
∑
|p|>P

(1 + |p|2)r|cp(w)|2 −−−−−→
P→+∞

0,

d’après (2.3.12). Ceci achève la démonstration du Théorème 2.3.7.

�

L’introduction de l’échelle d’espaces de Banach (Bρ,r,σ)0<ρ≤ρ0 va nous permettre au Chapitre 3 de
comprendre comment construire des solutions très régulières (i.e. de régularité au moins C∞ et bornées
sur Ω) aux équations de la magnétohydrodynamique idéale incompressible, en utilisant un théorème de
Cauchy-Kowalevskaya.
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2.3.2 Généralisation

Dans cette partie, Ω désignera dorénavant le domaine de référence T2× (−1, 1), que l’on partage en deux
sous-domaines : Ω+ := T2 × (0, 1) et Ω− := T2 × (−1, 0). On notera également

Γ := T2 × {x3 = 0} et Γ± := T2 × {x3 = ±1}.

Pour (u+, u−) ∈ Hr(Ω+)×Hr(Ω−), on notera les normes de la façon suivante :

‖u+‖r,+ := ‖u+‖Hr(Ω+), ‖u−‖r,− := ‖u−‖Hr(Ω−),

‖u±‖r,± := ‖u+‖r,+ + ‖u−‖r,−. (2.3.13)

Échelles d’espaces de Banach sur Ω.
Définition 2.3.8

Soient (r, k) ∈ N2 et ρ ∈ (0, ρ0]. On définit :

Bk
ρ,r(Ω) :=

{
u ∈ Hk+r

x3 ((−1, 1);H∞(T2))
∣∣∣ ‖u‖kρ,r :=

∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu‖Hr(Ω) < +∞
}
.

Soit σ ∈ (0, 1) ; on définit :

Bρ,r,σ(Ω) :=
{
u ∈ H∞(Ω)

∣∣∣ ‖u‖ρ,r,σ :=
∑
k≥0

σk‖u‖kρ,r < +∞
}
.

Pour u ∈ Bρ,r,σ(Ω), si l’on note u± := u|Ω± , alors la norme ‖u‖ρ,r,σ se réécrit sous la forme

‖u‖ρ,r,σ =
∑
k≥0

σk
∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu±‖r,±.

Échelles d’espaces de Banach sur Ω+ et Ω−.
Définition 2.3.9

Soient (r, k) ∈ N2 et ρ ∈ (0, ρ0]. On définit :

Bk
ρ,r(Ω+) :=

{
u ∈ Hk+r

x3 ((0, 1);H∞(T2))
∣∣∣ ‖u‖k,+ρ,r :=

∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu‖r,+ < +∞
}

Soit σ ∈ (0, 1), on définit :

Bρ,r,σ(Ω+) :=
{
u ∈ H∞(Ω+)

∣∣∣ ‖u‖+ρ,r,σ :=
∑
k≥0

σk‖u‖k,+ρ,r < +∞
}
.

On procède de façon analogue pour Ω−. Si (u+, u−) ∈ Bρ,r,σ(Ω+)×Bρ,r,σ(Ω−), on notera :

‖u±‖±ρ,r,σ := ‖u+‖+ρ,r,σ + ‖u−‖−ρ,r,σ. (2.3.14)

Cette norme est équivalente à la norme donnée par la quantité :

9u± 9±ρ,r,σ :=
∑
k≥0

σk
∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu±‖r,±, (2.3.15)
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en accord avec la définition (2.3.13). Donnons brièvement les principaux arguments. D’abord, il est clair
que l’on a :

9u± 9±ρ,r,σ ≤ ‖u±‖±ρ,r,σ.

Pour l’inégalité inverse, on remarque tout d’abord que pour (u+, u−) ∈ Bρ,r,σ(Ω+)×Bρ,r,σ(Ω−) et (n, k) ∈
N2, il existe un multi-indice α+ vérifiant :

‖∂α+
u+‖r,+ = max

|α|=n
α3≤k

‖∂αu+‖r,+.

On peut alors écrire :

‖∂α+
u+‖r,+ ≤ ‖∂α

+
u+‖r,+ + ‖∂α+

u−‖r,−
≤ max
|α|=n
α3≤k

(
‖∂αu+‖r,+ + ‖∂αu−‖r,−

)
= max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu±‖r,±.

On procède de même pour u−, et finalement on en déduit :

max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu+‖r,+ + max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu−‖r,− ≤ 2 max
|α|=n
α3≤k

‖∂αu±‖r,±.

L’inégalité ‖u±‖±ρ,r,σ ≤ 2 9 u± 9±ρ,r,σ en découle facilement. On utilisera donc la même notation ‖u±‖±ρ,r,σ
pour désigner indifféremment la quantité donnée par (2.3.14) ou par (2.3.15).

Les propriétés d’algèbre et de dérivation établies au Paragraphe 2.3.1 sont toujours valables dans les
échelles d’espaces de Banach (Bk

ρ,r(U))0<ρ≤ρ0 et (Bρ,r,σ(U))0<ρ≤ρ0 définis ci-dessus, où U désigne à chaque
fois l’un des domaines Ω, Ω+ ou Ω−.

Échelles d’espaces de Banach sur Γ ' T2.
Définition 2.3.10

Soient s ∈ R+ et ρ ∈ (0, ρ0]. On définit :

Bρ,s(T2) :=
{
u ∈ H∞(T2)

∣∣∣ ‖u‖ρ,s :=
∑
n≥0

ρn

n! max
|α′|=n

‖∂α′u‖Hs(T2) < +∞
}
,

où α′ désigne ici un multi-indice de N2. On rappelle que la norme sur Hs(T2) est définie par (2.2.7).

Munis de telles échelles d’espaces de Banach, nous allons pouvoir construire dans le Chapitre 4 des
solutions analytiques au système des nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incompressible, en
appliquant toujours un théorème de Cauchy-Kowalevskaya.

Cependant, pour bien expliquer la stratégie adoptée, on commence par détailler au Chapitre 3 le cas
plus simple de la MHD idéale incompressible dans un domaine fixe. On incorporera la difficulté induite
par la surface libre définissant la nappe de tourbillon-courant au Chapitre 4.





3
Solutions analytiques aux équations de
la magnétohydrodynamique idéale
incompressible, en domaine fixe

Au Paragraphe 2.3.1 du Chapitre 2, nous avons défini une échelle d’espaces de Banach (Bρ,r,σ)0<ρ≤ρ0
,

associés au domaine fixe Ω := T2× (0, 1). Le paramètre ρ0 > 0 est fixé une fois pour toutes. Dans tout ce
chapitre, nous reprenons les notations du Paragarphe 2.3.1 (cf. Chapitre 2).

L’objet de ce chapitre est d’utiliser un théorème de Cauchy-Kowalevskaya (Théorème 3.2.2 ci-après)
afin de construire des solutions analytiques aux équations de la MHD idéale incompressible, posées dans
le domaine fixe Ω. Ces équations s’écrivent comme suit :

∂tu+ (u · ∇)u− (H · ∇)H +∇q = 0 dans [0, T ]× Ω,
∂tH + (u · ∇)H − (H · ∇)u = 0 dans [0, T ]× Ω,

∇ · u = ∇ ·H = 0 dans [0, T ]× Ω,
u3 = H3 = 0 sur [0, T ]× (Γ ∪ Γ+).

(3.0.1)

Les inconnues sont la vitesse u ∈ R3, le champ magnétique H ∈ R3 et la pression totale q ∈ R. Nous
reviendrons plus en détails sur ce système au Paragraphe 3.2.1 ci-après. Les estimations menées dans ce
chapitre sont une première étape pour comprendre comment se comportent les normes ‖ · ‖ρ,r,σ vis-à-
vis des inconnues u, H et q du système (3.0.1). Plus particulièrement, la définition des normes ‖ · ‖ρ,r,σ
permettra d’estimer “facilement” le terme de pression ∇q. Pour cela, nous remarquerons que la pression
pourra s’exprimer implicitement en fonction de u et H, via la résolution d’un problème de Laplace. Nous
verrons au Paragraphe 3.2.1 que ce problème de Laplace prendra la forme suivante :{

−∆q = g dans Ω,
∂3q = 0 sur Γ ∪ Γ+,

où g est un terme source s’exprimant en fonction des dérivées premières de u et de H. Les estimations
menées sur la pression montreront que le gradient de pression dans (3.0.1) pourra s’interpréter comme
un terme “semi-linéaire”, dans le même esprit que pour la construction de solutions régulières locales en
temps aux équations d’Euler incompressible que l’on pourra trouver par exemple dans [Che98, p.65,77].
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Le théorème principal de ce chapitre peut se résumer comme suit (nous renvoyons au Théorème 3.2.5
ci-après pour un énoncé plus précis).
Théorème

Soient ρ0 > 0 et r ≥ 3 un entier. Alors il existe un petit paramètre σ0 > 0, tel que, pour tous σ ∈ (0, σ0]
et R > 0, pour toutes données initiales u0, H0 ∈ Bρ0,r,σ vérifiant

‖u0‖ρ0,r,σ, ‖H0‖ρ0,r,σ < R,

∇ · u0 = ∇ ·H0 = 0,

il existe une unique solution régulière locale en temps (u,H, q) au système (3.0.1).

L’étude du système de la MHD idéale incompressible (3.0.1) n’est bien sûr pas nouvelle, et des résultats
plus forts que le théorème ci-dessus concernant le caractère bien posé de ce problème ont été notamment
obtenus par Alekseev [Ale82], Schmidt [Sch88], Yanagisawa et Matsumura [YM91], ou encore Secchi
[Sec93].

Le travail préliminaire effectué dans ce chapitre nous servira dans l’étude du système des nappes de
tourbillon-courant (1.2.6) en MHD idéale incompressible, dont on construira des solutions régulières au
Chapitre 4.

3.1 Estimations de la solution d’un problème de Laplace dans les es-
paces Bρ,r,σ

3.1.1 Régularité elliptique pour des problèmes de Laplace

Les équations de la magnétohydrodynamique idéale incompressible font apparaître un gradient de pression.
À l’aide des contraintes de divergence nulle, traduisant l’incompressibilité du milieu considéré, on montrera
que la pression est solution d’un problème de Laplace. Pour cela, nous commençons par rappeler quelques
résultats classiques de régularité elliptique sur les problèmes de Laplace avec condition au bord de Dirichlet
(voir [Eva98, p.308]) ou de Neumann homogène (voir [Tay96, p.344]). Dans tout ce chapitre, les problèmes
de Laplace considérés seront posés dans le domaine fixe

Ω := T2 × (0, 1),

dont on note les frontières

Γ := T2 × {x3 = 0} et Γ+ := T2 × {x3 = 1}.

Nous noterons également ‖ · ‖Hr la norme sur Hr(Ω), pour r ∈ N.
Proposition 3.1.1

Soient r ∈ N et f ∈ Hr(Ω). Si u ∈ H1
0 (Ω) est l’unique solution faible (c’est-à-dire au sens variationnel)

du problème de Laplace avec condition au bord de Dirichlet homogène{
−∆u = f dans Ω,

u = 0 sur Γ ∪ Γ+,
(3.1.1)

alors u ∈ Hr+2(Ω) ∩H1
0 (Ω), et u est solution forte de (3.1.1) ; de plus, on a l’estimation :

‖u‖Hr+2 ≤ Cr‖f‖Hr ,

où Cr > 0 ne dépend que de r et de Ω.
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Proposition 3.1.2

Soient r ∈ N et g ∈ Hr(Ω) vérifiant la condition de compatibilité
∫

Ω
g = 0. Si q ∈ H1(Ω), telle que∫

Ω
q = 0, est solution faible du problème de Laplace avec condition au bord de Neumann homogène{

−∆q = g dans Ω,
∂3q = 0 sur Γ ∪ Γ+,

(3.1.2)

alors q ∈ Hr+2(Ω) est solution forte et vérifie l’estimation :

‖q‖Hr+2 ≤ Cr‖g‖Hr , (3.1.3)

où Cr > 0 ne dépend que de r et de Ω.

Rappelons que la condition de compatibilité
∫

Ω
g = 0 est nécessaire pour pouvoir résoudre le problème

de Laplace (3.1.2) (il suffit d’intégrer la première équation de (3.1.2) sur Ω, et d’utiliser la formule de
Green), tandis que la détermination d’une solution q de (3.1.2) se fait à une constante près ; c’est pourquoi
on fixe la moyenne de q sur Ω en la prenant nulle par convention.

3.1.2 Estimations de la solution d’un problème de Laplace dans les espaces Bρ,r,σ

Commençons par donner des estimations dans les espaces Bk
ρ,r, de la solution du problème suivant :{

−∆q = g dans Ω,
∂3q = 0 sur Γ ∪ Γ+.

(3.1.4)

Ici, la fonction g est un terme source quelconque appartenant à l’un des espaces Bρ,r,σ, et satisfaisant la
condition de compatibilité

∫
Ω
g = 0. La méthode adoptée pour les estimations qui suivent est inspirée

de [Sed94].
Proposition 3.1.3

Soient r ∈ N, ρ ∈ (0, ρ0] et g ∈ B0
ρ,r satisfaisant la condition de compatibilité

∫
Ω
g = 0. Si q ∈ H∞(Ω)

est solution du problème (3.1.4), telle que
∫

Ω
q = 0, alors :

q ∈ B0
ρ,r+2 et ‖q‖0ρ,r+2 ≤ Cr‖g‖0ρ,r,

où Cr > 0 ne dépend que de r.

Démonstration. On sait par hypothèse que q ∈ L2
x3((0, 1) ; H∞(T2)). Soit α = (α1, α2, 0) ∈ N3. Alors

la fonction ∂αq ∈ H1(Ω) est la solution variationnelle du problème de Laplace{
−∆(∂αq) = ∂αg dans Ω,

∂3∂
αq = 0 sur Γ ∪ Γ+.

D’après l’estimation (3.1.3), on peut écrire :

‖∂αq‖Hr+2 ≤ Cr‖∂αg‖Hr .

Par définition des normes ‖ · ‖0ρ,r, on a alors pour tout entier N

‖q‖0,Nρ,r+2 ≤ Cr‖g‖
0,N
ρ,r ≤ Cr‖g‖0ρ,r,

ce qui conclut pour l’estimation dans B0
ρ,r en passant à la limite en N .
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On doit maintenant gérer les dérivées normales. On procédera pour cela par récurrence, en utilisant
la proposition suivante.
Proposition 3.1.4

Soient r, k ∈ N, ρ ∈ (0, ρ0] et g ∈ Bk+1
ρ,r satisfaisant la condition de compatibilité

∫
Ω
g = 0. Si

q ∈ Bk
ρ,r+2 est solution de (3.1.4), telle que

∫
Ω
q = 0, alors q ∈ Bk+1

ρ,r+2 et vérifie l’estimation :

‖q‖k+1
ρ,r+2 ≤ Cr,ρ0

(
‖q‖kρ,r+2 + ‖g‖k+1

ρ,r

)
,

où Cr,ρ0 > 0 ne dépend que de r et de ρ0.

Démonstration.

I Le cas k = 0 :
Posons q̃ := ∂3q et g̃ := ∂3g. Alors q̃ ∈ H1

0 (Ω) (car q ∈ H2(Ω) et ∂3q|Γ∪Γ+ = 0) est solution variationnelle
du problème de Laplace

{
−∆q̃ = g̃ dans Ω,

q̃ = 0 sur Γ ∪ Γ+.

D’après la Proposition 3.1.1, on a alors

‖q̃‖Hr+2 ≤ Cr‖g̃‖Hr .

De plus, on sait que q̃ ∈ L2
x3((0, 1) ; H∞(T2)). Soit alors α = (α1, α2, 0) ∈ N3. La fonction ∂αq̃ ∈ H1

0 (Ω)
est solution variationnelle du problème{

−∆(∂αq̃) = ∂αg̃ dans Ω,
∂αq̃ = 0 sur Γ ∪ Γ+.

D’après la Proposition 3.1.1, on en déduit que ∂αq̃ vérifie :

‖∂αq̃‖Hr+2 ≤ Cr‖∂αg̃‖Hr . (3.1.5)

On peut maintenant évaluer la norme ‖q‖1,Nρ,r+2. Par définition, nous avons pour N ∈ N,

‖q‖1,Nρ,r+2 =
N∑
n=0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤1

‖∂αq‖Hr+2 ≤
N∑
n=0

ρn

n! max
|α|=n
α3=0

‖∂αq‖Hr+2 +
N∑
n=1

ρn

n! max
|α|=n
α3=1

‖∂αq‖Hr+2

= ‖q‖0,Nρ,r+2 +
N∑
n=1

ρn

n! max
|α|=n
α3=1

‖∂αq‖Hr+2

= ‖q‖0,Nρ,r+2 +
N∑
n=1

ρn

n! max
|α|=n−1
α3=0

‖∂α(∂3q)‖Hr+2 .
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Par conséquent, en utilisant l’estimation de régularité elliptique (3.1.5), on peut affirmer qu’il existe une
constante Cr > 0, ne dépendant que de r, telle que :

‖q‖1,Nρ,r+2 ≤ ‖q‖
0,N
ρ,r+2 + Cr

N∑
n=1

ρn

n! max
|α|=n−1
α3=0

‖∂α(∂3g)‖Hr .

≤ ‖q‖0,Nρ,r+2 + Cr

N∑
n=1

ρn

n! max
|α|=n
α3≤1

‖∂αg‖Hr .

≤ Cr(‖q‖0,Nρ,r+2 + ‖g‖1,Nρ,r ).

En passant à la limite N → +∞, on en déduit le résultat annoncé pour k = 0.

I Le cas k ≥ 1 :
Ici, on fera apparaître des dérivées normales d’ordre au moins 2, ce qui permettra d’utiliser directement
l’équation satisfaite par q sans avoir recours à un problème de Laplace auxiliaire. Par une méthode usuelle
de régularité elliptique (que l’on peut trouver dans [Eva98, p.327]), on montre que pour tout α ∈ N3 tel
que α3 ≤ k + 1, on a ∂αq ∈ Hr+2(Ω). On décompose alors comme précédemment (pour N ≥ k + 1) :

‖q‖k+1,N
ρ,r+2 ≤ ‖q‖

k,N
ρ,r+2 +

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α|=n−k−1

α3=0

‖∂α(∂k+1
3 q)‖Hr+2 .

Comme on a −∆q = g, on peut exprimer la dérivée normale ∂k+1
3 q en fonction des dérivées tangentielles

de q et des dérivées normales de g :

∂k+1
3 q = −∂2

1∂
k−1
3 q − ∂2

2∂
k−1
3 q − ∂k−1

3 g.

Il vient alors :

‖q‖k+1,N
ρ,r+2 ≤ ‖q‖

k,N
ρ,r+2 +

2∑
i=1

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α|=n−k−1

α3=0

‖∂α(∂2
i ∂

k−1
3 q)‖Hr+2

+
N∑

n=k+1

ρn

n! max
|α|=n−k−1

α3=0

‖∂α(∂k−1
3 g)‖Hr+2

≤ ‖q‖k,Nρ,r+2 + 2
N∑

n=k+1

ρn

n! max
|α|=n
α3=k−1

‖∂αq‖Hr+2 +
N∑

n=k+1

ρn

n! max
|α|=n−2
α3=k−1

‖∂αg‖Hr+2 .

Pour l’estimation des termes ‖∂αg‖Hr+2 , on se ramène à l’espace Hr(Ω) en remarquant qu’il existe une
constante Cr > 0, ne dépendant que de r, telle que :

max
|α|=n−2
α3=k−1

‖∂αg‖Hr+2 ≤ C0

 max
|α|=n−2
α3≤k+1

‖∂αg‖Hr + max
|α|=n−1
α3≤k+1

‖∂αg‖Hr + max
|α|=n
α3≤k+1

‖∂αg‖Hr

 .
On peut donc écrire :

‖q‖k+1,N
ρ,r+2 ≤ ‖q‖

k,N
ρ,r+2 + 2‖q‖k−1,N

ρ,r+2 + C0(1 + ρ+ ρ2)‖g‖k+1,N
ρ,r

≤ Cρ0

(
‖q‖k,Nρ,r+2 + ‖g‖k+1,N

ρ,r

)
,

où Cρ0 > 0 est une constante ne dépendant que de ρ0, et on conclut de nouveau en passant à la limite
N → +∞.
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Les estimations a priori étant faites dans les espaces Bk
ρ,r, on peut en déduire des estimations dans les

espaces Bρ,r,σ.
Proposition 3.1.5

Si q ∈
+∞⋂
k=0

Bk
ρ,r+2 est solution de (3.1.4) telle que

∫
Ω
q = 0, avec g ∈ Bρ,r,σ vérifiant la condition

de compatibilité
∫

Ω
g = 0, alors il existe σ0 > 0 ne dépendant que de r et de ρ0 tel que, pour tout

σ ∈ (0, σ0], on a q ∈ Bρ,r+2,σ et l’estimation :

‖q‖ρ,r+2,σ ≤ Cr,ρ0‖g‖ρ,r,σ, (3.1.6)

avec Cr,ρ0 > 0 ne dépendant que de r et de ρ0 (mais pas de σ).

Démonstration. À l’aide des deux propositions précédentes, on peut écrire

‖q‖Nρ,r+2,σ = ‖q‖0ρ,r+2 +
N−1∑
k=0

σk+1‖q‖k+1
ρ,r+2

≤ Cr,ρ0

(
‖g‖0ρ,r + σ

N−1∑
k=0

σk‖q‖kρ,r+2 +
N−1∑
k=0

σk+1‖g‖k+1
ρ,r

)
≤ Cr,ρ0‖g‖Nρ,r,σ + Cr,ρ0σ‖q‖Nρ,r+2,σ.

Posons σ0 := (2Cr,ρ0)−1. Alors pour σ ∈ (0, σ0],

‖q‖Nρ,r+2,σ ≤ 2Cr,ρ0‖g‖Nρ,r,σ ≤ 2Cr,ρ0‖g‖ρ,r,σ.

Pour conclure, on passe à la limite N → +∞.

�

Il reste finalement à montrer qu’étant donné un terme source g ∈ Bρ,r,σ vérifiant la condition de

compatibilité
∫

Ω
g = 0, il existe bien une unique solution q ∈

+∞⋂
k=0

Bk
ρ,r+2 de (3.1.4) telle que

∫
Ω
q = 0.

Proposition 3.1.6
Soient r ∈ N, ρ ∈ (0, ρ0] et σ ∈ (0, σ0], où σ0 est donné par la Proposition 3.1.6. Soit g ∈ Bρ,r,σ tel
que

∫
Ω
g = 0 ; alors il existe une unique solution q ∈ Bρ,r+2,σ de (3.1.4) telle que

∫
Ω
q = 0. De plus, on

a l’estimation :
‖q‖ρ,r+2,σ ≤ Cr,ρ0‖g‖ρ,r,σ,

avec Cr,ρ0 > 0 ne dépendant que de r et de ρ0.

Démonstration. Tout provient de la régularité elliptique donnée par la Proposition 3.1.2. En effet, on
a en particulier g ∈ H∞(Ω), donc l’unique solution q de (3.1.4) dans H1(Ω) telle que

∫
Ω
q = 0 vérifie

q ∈ H∞(Ω), avec l’estimation
∀ r ∈ N, ‖q‖Hr+2(Ω) ≤ Cr‖g‖Hr(Ω).
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La Proposition 3.1.3 permet d’affirmer que q ∈ B0
ρ,r+2. Ensuite, grâce à la Proposition 3.1.4, on procède

par récurrence sur k ≥ 0 pour montrer que q ∈ Bk
ρ,r+2 (pour tout entier k). On conclut en appliquant la

Proposition 3.1.5 pour obtenir q ∈ Bρ,r+2,σ.

�

3.2 Résolution des équations de la MHD en domaine fixe par un théo-
rème de Cauchy-Kowalevskaya

3.2.1 Les équations de la MHD idéale incompressible

On considère le système d’équations aux dérivées partielles suivant, correspondant aux équations de la
magnétohydrodynamique idéale incompressible dans le domaine fixe Ω = T2 × (0, 1). On rappelle que les
bords sont notés Γ := T2 × {x3 = 0} et Γ+ := T2 × {x3 = 1}. Le système s’écrit :

∂tu+ (u · ∇)u− (H · ∇)H +∇q = 0 dans [0, T ]× Ω,
∂tH + (u · ∇)H − (H · ∇)u = 0 dans [0, T ]× Ω,

∇ · u = ∇ ·H = 0 dans [0, T ]× Ω,
u3 = H3 = 0 sur [0, T ]× (Γ ∪ Γ+).

(3.2.1)

À ce système s’ajoutent également des conditions initiales (u(0, ·), H(0, ·)) = (u0, H0). La donnée initiale
associée à la pression q n’est pas libre, et dépend implicitement des données initiales (u0, H0) via la résolu-
tion d’un problème de Laplace, comme nous allons le faire remarquer ci-après. Ces équations représentent
le mouvement d’un plasma parfaitement conducteur, homogène (c’est-à-dire dont la densité est constante)
donc incompressible, et non visqueux. Les fonctions u3 et H3 sont les composantes normales des champs
de vitesse u et magnétique H. La condition de bord satisfaite sur Γ ∪ Γ+ signifie physiquement que le
plasma considéré est confiné dans la bande {0 ≤ x3 ≤ 1}, et isolé magnétiquement ; si l’on prolonge le
champ magnétique H par zéro en dehors de (0, 1) (par rapport à x3), alors le milieu en dehors de T2×(0, 1)
s’apparente à du vide, et on obtient un champ magnétique à divergence nulle dans tout l’espace.

Notons que la pression totale q s’exprime implicitement en fonction de (u,H). En effet, en prenant
la divergence de la première équation du système (3.2.1) et en tenant compte du fait que u et H sont à
divergence nulle, on obtient le problème de Laplace suivant satisfait par la pression (dans lequel t ∈ [0, T ]
joue un rôle de paramètre) : {

−∆q = g dans Ω,
∂3q = 0 sur Γ ∪ Γ+.

(3.2.2)

La condition de bord de type Neumann homogène s’obtient à l’aide de la troisième composante de l’équa-
tion d’évolution sur u, en prenant la trace des différentes expressions en u, H et q sur Γ et Γ+. Le terme
source g dans (3.2.2) est défini par

g := ∇ · ((u · ∇)u− (H · ∇)H). (3.2.3)

En notant A : B := ∑
1≤i,j≤n aijbij le produit contracté de deux matrices carrées A et B de taille n, on

peut réécrire g sous la forme
g = ∇u : ∇uT −∇H : ∇HT , (3.2.4)

grâce aux contraintes de divergence nulle sur u et H. Le terme source défini en (3.2.4) ne fait intervenir
que des dérivées d’ordre 1, ce qui sera crucial dans l’application du théorème de Cauchy-Kowalevskaya. Le
problème (3.2.2), (3.2.4), satisfait par la pression totale q, a été entièrement étudié au Paragraphe 3.1.2,
dans le cadre des espaces fonctionnels Bρ,r,σ. En revanche, en vue d’appliquer la Proposition 3.1.6, il nous
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faudra vérifier au préalable que la condition de compatibilité
∫

Ω
g = 0 est bien vérifiée par le terme source

g donné par (3.2.4). Cela sera le cas grâce aux contraintes de divergence nulle sur u et H qui permettent
de revenir à la forme “conservative” (3.2.3) de g. On aura alors :∫

Ω
g =

∑
1≤i,j≤3

∫
T2×(0,1)

∂i
(
uj ∂jui −Hj ∂jHi

)
dx

=
3∑
j=1

∫
T2

∫ 1

0
∂3
(
uj ∂ju3 −Hj ∂jH3

)
dx3 dx

′

=
3∑
j=1

∫
Γ+

(
uj ∂ju3 −Hj ∂jH3

)
dx3 dx

′ −
∫

Γ

(
uj ∂ju3 −Hj ∂jH3

)
dx3 dx

′. (3.2.5)

Grâce aux conditions de bord sur Γ∪Γ+ dans (3.2.1), on peut affirmer que si j ∈ {1, 2}, alors ∂ju3|Γ∪Γ+ = 0
et ∂jH3|Γ∪Γ+ = 0. Ainsi, les deux intégrales de (3.2.5) sont nulles, et la condition de compatibilité∫

Ω
g = 0 est bien vérifiée. Comme nous avons besoin des contraintes de divergence nulle sur la vitesse et

le champ magnétique ainsi que des conditions au bord pour obtenir cette condition de compatibilité, nous
incorporerons l’ensemble de ces contraintes dans la définition des espaces fonctionnels que l’on manipulera
pour appliquer le théorème de Cauchy-Kowalevskaya au Paragraphe 3.2.2 ci-après.

3.2.2 Application du théorème de Cauchy-Kowalevskaya

Intégrons les conditions de bord et les contraintes de divergence nulle de (3.2.1) dans l’échelle d’espaces
de Banach que nous avons introduite au Chapitre 2. On définit pour cela

Bρ,r,σ :=
{
v ∈ (Bρ,r,σ)3

∣∣∣ ∇ · v = 0 et v3|Γ∪Γ+ = 0
}
, (3.2.6)

dont on notera la norme 9 · 9ρ,r,σ. Par continuité de l’application “trace” de Hr(Ω) dans Hr− 1
2 (Γ ∪ Γ+)

(pour r ≥ 1), il est clair que l’espace Bρ,r,σ est fermé dans (Bρ,r,σ)3. Les propriétés d’algèbre (coordonnée
par coordonnée) et de dérivation établies au Paragraphe 2.3.1 du Chapitre 2 s’étendent naturellement à
cet espace. Toutefois, la dérivation ∂3 par rapport à la variable normale ne laisse pas invariant l’espace
Bρ,r,σ. Néanmoins, on a toujours le résultat suivant sur l’estimation de la dérivée normale (adaptée du
Théorème 2.3.6, cf. Chapitre 2) : si v ∈ Bρ,r,σ, alors pour tout ρ′ < ρ, on a ∂3v ∈ (Bρ′,r,σ)3, avec
l’estimation :

‖∂3v‖ρ′,r,σ ≤
Cσ
ρ− ρ′

9 v9ρ,r,σ, (3.2.7)

où Cσ := σ−1 > 0.
La proposition suivante montre que dans les espaces Bρ,r,σ, nous pouvons interpréter le gradient de

pression ∇q comme un terme semi-linéaire.
Proposition 3.2.1

Soient ρ ∈ (0, ρ0], r ≥ 3 un entier et σ ∈ (0, σ0] (avec σ0 donné par la Proposition 3.1.5, dans laquelle
r joue le rôle de r− 1 ici). Si (u,H) ∈ Bρ,r,σ × Bρ,r,σ, alors le problème de Laplace (3.2.2), avec terme
source g donné par (3.2.4), admet une unique solution q ∈ Bρ,r+1,σ telle que

∫
Ω
q = 0. De plus, q

vérifie :
∇q ∈ (Bρ,r,σ)3 et ‖∇q‖ρ,r,σ ≤ Cr,ρ0

(
9u 92

ρ,r,σ + 9H 92
ρ,r,σ

)
,

où Cr,ρ0 > 0 ne dépend que de r et de ρ0.
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Démonstration. Le premier point est une conséquence directe de la Proposition 3.1.6. En effet, grâce
à la propriété d’algèbre (2.3.11) (valable car r − 1 ≥ 2), on a g ∈ Bρ,r−1,σ (où g est défini en (3.2.4)).
De plus, le terme source g vérifie bien la condition de compatibilité

∫
Ω
g = 0, comme nous l’avons fait

remarquer en (3.2.5), étant donné que l’on a incorporé les contraintes de divergence nulle et les conditions
au bord sur u et H dans les espaces fonctionnels Bρ,r,σ. Ainsi, on peut appliquer la Proposition 3.1.6, qui
fournit une unique solution q ∈ Bρ,r+1,σ du problème de Laplace (3.2.2), telle que

∫
Ω
q = 0. Terminons

par l’estimation satisfaite par ∇q :

‖∇q‖ρ,r,σ :=
3∑
i=1
‖∂iq‖ρ,r,σ ≤ 3 ‖q‖ρ,r+1,σ ≤ Cr,ρ0 ‖g‖ρ,r−1,σ,

d’après la Proposition 3.1.6. Compte tenu de la définition (3.2.4) de g, et du fait que Bρ,r−1,σ est une
algèbre (car r − 1 > 3

2 , on renvoie au Théorème 2.3.6), il vient alors :

‖∇q‖ρ,r,σ ≤ Cr,ρ0‖∇u : ∇uT −∇H : ∇HT ‖ρ,r−1,σ

≤ Cr,ρ0

∑
1≤i,j≤3

‖∂iuj ∂jui‖ρ,r−1,σ + ‖∂iHj ∂jHi‖ρ,r−1,σ

≤ Cr,ρ0

∑
1≤i,j≤3

‖∂iuj‖ρ,r−1,σ ‖∂jui‖ρ,r−1,σ + ‖∂iHj‖ρ,r−1,σ ‖∂jHi‖ρ,r−1,σ

≤ Cr,ρ0

∑
1≤i,j≤3

‖ui‖ρ,r,σ ‖uj‖ρ,r,σ + ‖Hi‖ρ,r,σ ‖Hj‖ρ,r,σ

= Cr,ρ0

(
9u 92

ρ,r,σ + 9H 92
ρ,r,σ

)
,

où Cr,ρ0 > 0 ne dépend que de r et de ρ0.

�

Nous utiliserons la version suivante du théorème de Cauchy-Kowalevskaya (voir [Nir72,Nis77,BG78]
pour la version ci-après, ou [Saf95] pour une autre approche) :
Théorème 3.2.2 (Cauchy-Kowalevskaya)

Soit (Bρ)0<ρ≤ρ0 une échelle d’espaces de Banach dont la norme est notée ‖ · ‖ρ, dans laquelle on
considère l’équation différentielle suivante au voisinage de t = 0 :{

d
dtu = F (u), |t| < τ,
u(0) = u0.

(3.2.8)

On suppose qu’il existe R > 0 et C > 0 tels que
u0 ∈ Bρ0 , avec ‖u0‖ρ0 < R,

∀ 0 < ρ′ < ρ ≤ ρ0, F : Bρ(0, 2R)→ Bρ′ est continue, (3.2.9)
où Bρ(0, 2R) désigne la boule de centre 0 et de rayon 2R de Bρ, et

∀ 0 < ρ′ < ρ ≤ ρ0, ∀u, v ∈ Bρ(0, 2R), ‖F (u)− F (v)‖ρ′ ≤
C

ρ− ρ′
‖u− v‖ρ. (3.2.10)

Alors il existe a > 0, ne dépendant que de ρ0 et R mais pas de u0, et une unique solution u de
l’équation différentielle (3.2.8) telle que

u ∈
⋂

0<ρ<ρ0

C1(]− a(ρ0 − ρ), a(ρ0 − ρ)[ ; Bρ(0, 2R)
)
.
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Pour rentrer dans le cadre du théorème précédent, réécrivons le système (3.2.1) sous la forme d’une
équation différentielle à valeurs dans l’échelle d’espaces de Banach (Bρ,r,σ × Bρ,r,σ)0<ρ≤ρ0 :{

d
dtU = F (U), t ∈ (0, T ),
U(0) = U0,

où U = (u,H) et F (U) est défini par :

F (U) =
(
−(u · ∇)u+ (H · ∇)H −∇q
−(u · ∇)H + (H · ∇)u

)
,

avec q solution du problème de Laplace (3.2.2), (3.2.4). Notons que F ne fait pas intervenir les contraintes
de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique, car celles-ci ont déjà été intégrées au sein des
espaces de Banach Bρ,r,σ.

Fixons R > 0, et considérons U = (u,H) ∈ Bρ,r,σ(0, 2R) × Bρ,r,σ(0, 2R) (où l’on a noté Bρ,r,σ(0, 2R)
la boule ouverte de centre 0 et de rayon 2R de Bρ,r,σ). Vérifions que l’on a bien F (U) ∈ Bρ′,r,σ × Bρ′,r,σ
pour tout ρ′ < ρ.

Les conditions de bord. On vérifie que sur Γ ∪ Γ+, on a :

−u · ∇u3 + H · ∇H3 − ∂3q = 0 et − u · ∇H3 + H · ∇u3 = 0.

Ceci est direct compte tenu du fait que u3 = H3 = 0 sur Γ ∪ Γ+, et du résultat de la Proposition 3.2.1.

Les contraintes de divergence nulle. Vérifions également que F préserve les contraintes de diver-
gence nulle. Par définition de la pression q, et en utilisant les contraintes de divergence nulle sur u et H,
on a dans un premier temps :

∇ ·
(
− (u · ∇)u + (H · ∇)H − ∇q

)
= −∆q −

(
∇u : ∇uT − ∇H : ∇HT ) = −∆q − g = 0.

Ensuite, toujours en utilisant les contraintes de divergence nulle sur u et H, la divergence de la seconde
composante de F vaut :

∇ ·
(
− (u · ∇)H + (H · ∇)u

)
= ∇ ·

(
∇× (u×H)

)
= 0.

L’estimation “lipschitzienne” (3.2.10) de F . On commence par estimer les normes 9 · 9ρ′,r,σ des
termes convectifs apparaissant dans l’expression de F comme le montrent les calculs suivants.
Proposition 3.2.3

Soient 0 < ρ′ < ρ ≤ ρ0, r ≥ 2 un entier et σ > 0. Soient R > 0 et u,H, ũ, H̃ ∈ Bρ,r,σ(0, 2R). Alors,

‖(u · ∇)H − (ũ · ∇)H̃‖ρ′,r,σ ≤
CrRσ

−1

ρ− ρ′
(
‖u− ũ‖ρ,r,σ + ‖H − H̃‖ρ,r,σ

)
, (3.2.11)

où Cr > 0 ne dépend que de r.

Tous les autres termes convectifs qui interviennent dans l’expression de F (U) sont estimés de façon
analogue. Réécrivons F (U) sous la forme F (U) = F1(U) + F2(U), avec

F1(U) =
(
−(u · ∇)u+ (H · ∇)H
−(u · ∇)H + (H · ∇)u

)
et F2(U) =

(
−∇q

0

)
.

Grâce à la Proposition 3.2.3, on peut notamment en déduire que l’application U 7→ F1(U) est continue
de Bρ,r,σ(0, R) × Bρ,r,σ(0, R) dans Bρ′,r,σ × Bρ′,r,σ, par bilinéarité de l’application F1 et par continuité
de la dérivation de Bρ,r,σ dans Bρ′,r,σ. L’hypothèse (3.2.9) est donc vérifiée pour F1. Nous démontrons
maintenant la Proposition 3.2.3.



3.2. APPLICATION D’UN THÉORÈME DE CAUCHY-KOWALEVSKAYA 61

Démonstration. On utilise les propriétés (2.3.10) et (2.3.11) satisfaites dans les espaces Bρ,r,σ (notons
que r ≥ 2, donc Bρ,r,σ est une algèbre). La i−ème composante du vecteur (u · ∇)H − (ũ · ∇)H̃ s’écrit,
avec la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés,

uj ∂jHi − ũj ∂jH̃i.

On a alors :

‖uj ∂jHi − ũj ∂jH̃i‖ρ′,r,σ = ‖uj ∂j(Hi − H̃i) + (uj − ũj)∂jH̃i‖ρ′,r,σ

≤ Cr Rσ
−1

ρ− ρ′
‖Hi − H̃i‖ρ,r,σ + Cr Rσ

−1

ρ− ρ′
‖uj − ũj‖ρ,r,σ

≤ Cr Rσ
−1

ρ− ρ′
(

9u− ũ 9ρ,r,σ + 9H − H̃ 9ρ,r,σ
)
.

�

Terminons par l’estimation “semi-linéaire” sur le gradient de pression (ce qui achèvera le cas de F2).
Proposition 3.2.4

Soient ρ ∈ (0, ρ0], r ≥ 3 un entier et σ ∈ (0, σ0], où σ0 est donné par la Proposition 3.1.5 (que l’on
applique avec r − 1 dans le rôle de r). Soient R > 0 et u,H, ũ, H̃ ∈ Bρ,r,σ(0, 2R). On note q (resp. q̃)
la solution de (3.2.2) avec terme source g (resp. g̃) donné par (3.2.4). Alors,

‖∇q −∇q̃‖ρ,r,σ ≤ Cr R
(

9u− ũ 9ρ,r,σ + 9H − H̃ 9ρ,r,σ
)
, (3.2.12)

où Cr > 0 ne dépend que de r.

Démonstration. D’après (3.1.6), et par linéarité du problème (3.2.2) nous avons :

‖∇q −∇q̃‖ρ,r,σ ≤ ‖q − q̃‖ρ,r+1,σ

≤ Cr,ρ0 ‖g − g̃‖ρ,r−1,σ

= Cr,ρ0 ‖∇u : ∇uT − ∇ũ : ∇ũT − ∇H : ∇HT + ∇H̃ : ∇H̃T ‖ρ,r−1,σ

≤ Cr,ρ0

∑
1≤i,j≤3

‖∂iuj ∂jui − ∂iũj ∂j ũi‖ρ,r−1,σ + ‖∂iHj ∂jHi − ∂iH̃j ∂jH̃i‖ρ,r−1,σ.

=: Cr,ρ0

∑
1≤i,j≤3

Ai,j + Bi,j .

Estimons Ai,j :

Ai,j = ‖∂i(uj − ũj) ∂jui + ∂j(ui − ũi) ∂iũj‖ρ,r−1,σ

≤ Cr
(
‖∂i(uj − ũj)‖ρ,r−1,σ ‖∂jui‖ρ,r−1,σ + ‖∂j(ui − ũi)‖ρ,r−1,σ ‖∂iuj‖ρ,r−1,σ

)
≤ Cr

(
‖uj − ũj‖ρ,r,σ ‖ui‖ρ,r,σ + ‖ui − ũi‖ρ,r,σ ‖uj‖ρ,r,σ

)
≤ Cr R 9 u− ũ 9ρ,r,σ .

L’estimation des termes Bi,j est identique, ce qui conclut quant à l’estimation (3.2.12) de ∇q −∇q̃.

�

La Proposition 3.2.4 montre en particulier qu’il n’y a aucune perte de dérivée pour le gradient de
pression (en terme du rayon d’analyticité ρ) car ∇q est estimé dans la même norme que u et H. La
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résolution de l’équation différentielle d
dtU = F2(U) relèverait alors du cadre classique du théorème de

Cauchy-Lipschitz (bien que ce terme ne propage pas les contraintes de divergence nulle à lui seul). Les
pertes de dérivées, ne survenant que sur F1, sont alors gérées par le théorème de Cauchy-Kowalevskaya.

Pour rentrer dans le cadre d’application du Théorème 3.2.2, on énonce deux résultats (plus faibles)
découlant de la Proposition 3.2.4.

D’abord, pour tout ρ′ < ρ, l’application U 7→ F2(U) = (−∇q, 0) est continue de Bρ,r,σ(0, R) ×
Bρ,r,σ(0, R) dans Bρ′,r,σ × Bρ′,r,σ : l’hypothèse de continuité (3.2.9) est donc finalement satisfaite par
F = F1 + F2.

D’autre part, on peut écrire l’estimation suivante :

‖∇q −∇q̃‖ρ′,r,σ ≤
Cr Rσ

−1

ρ− ρ′
(

9u− ũ 9ρ,r,σ + 9H − H̃ 9ρ,r,σ
)
, (3.2.13)

pour tout ρ′ < ρ. Par conséquent, en vertu de (3.2.11) et (3.2.13), le champ de vecteurs F (U) = F1(U) +
F2(U) vérifie bien l’estimation “lipschitzienne” (3.2.10).

On peut dès lors appliquer le Théorème 3.2.2 pour résoudre le système (3.2.1) avec une donnée initiale
régulière (u0, H0).
Théorème 3.2.5

Soient ρ0 > 0, r ≥ 3 un entier, σ ∈ (0, σ0] (où σ0 est donné par la Proposition 3.1.5), R > 0 et des
données initiales (u0, H0) ∈ Bρ0,r,σ × Bρ0,r,σ vérifiant :

9u0 9ρ0,r,σ, 9H0 9ρ0,r,σ < R.

Alors il existe a > 0, ne dépendant que de ρ0, r et R, et une unique solution (u,H, q) au système
(3.2.1), telle que pour tout ρ ∈ (0, ρ0),

u, H ∈ C1
t

( (
− a(ρ0 − ρ), a(ρ0 − ρ)

)
; Bρ,r,σ

)
,

9 u(t, ·), H(t, ·) 9ρ,r,σ < 2R, ∀ |t| < a (ρ0 − ρ),

q ∈ C1
t

(
(−a

(
ρ0 − ρ), a(ρ0 − ρ)

)
; Bρ,r+1,σ

)
,

‖q(t, ·)‖ρ,r+1,σ < C0R
2, ∀ |t| < a (ρ0 − ρ),∫

Ω
q(t, x)dx = 0, ∀ |t| < a (ρ0 − ρ),

où C0 > 0 est une constante numérique.

Remarques. Les données initiales u0 et H0 dans le Théorème 3.2.5 sont bien à divergence nulle compte
tenu de la définition (3.2.6) de l’espace Bρ0,r,σ.

La solution obtenue est définie au moins jusqu’au temps aρ0 > 0. On renvoie à [Ale82, Sch88,YM91,
Sec93] pour des résultats d’existence locale de solutions de régularité Sobolev à des systèmes issus de la
MHD dans des domaines fixes ; voir également [AH07] pour des résultats d’existence locale de solutions
de régularité Sobolev au système de la MHD inhomogène posé dans R3. On renvoie enfin à [Hmi14] pour
des résultats d’existence locale de solutions au problème des poches de tourbillon en dimension 2 d’espace,
dans le cadre de la MHD idéale incompressible.

Le résultat démontré ici est donc très loin d’être optimal en terme de régularité des données initiales.
L’intérêt était de comprendre comment les estimations étaient menées pour le cas de la MHD idéale
incompressible en domaine fixe. Au Chapitre 4, on poussera l’analyse plus loin en incorporant la frontière
libre à l’intérieur du domaine.
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Dans l’optique de construire des solutions moins régulières, une première difficulté à noter concerne
le temps d’existence des solutions. En effet, dans la démonstration de [Nis77], la quantité a > 0 dépend
de R, c’est-à-dire de la taille des données initiales dans l’échelle d’espaces de Banach (Bρ,r,σ)0<ρ≤ρ0 . On
peut alors avoir un temps d’existence qui se restreint lorsque les données initiales deviennent grandes
dans les espaces Bρ0,r,σ. C’est typiquement ce qui se produit lorsqu’on procède par densité en utilisant le
Théorème 2.3.7, en approchant une donnée initiale de régularité Sobolev Hr prescrite, par une suite de
données initiales dans Bρ0,r,σ (donc avec un même indice de régularité ρ0). On pourrait aussi faire tendre
ρ0 vers 0 avec la suite de données initiales, mais le temps d’existence aρ0 aurait a priori encore tendance
à tendre vers 0.





4
Vers des solutions analytiques au
problème des nappes de
tourbillon-courant

On pourra trouver sur arXiv une prépublication qui complète ce chapitre : arxiv.org/abs/1603.05114v2.
Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème des nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incom-

pressible. Il s’agit d’un problème modélisant le couplage de deux plasmas, dont la vitesse et le champ
magnétique présentent une discontinuité tangentielle le long d’une hypersurface, qui elle-même évolue au
cours du temps. Il s’agit donc d’un problème couplé à frontière libre. Dans la Section 4.1, nous présenterons
en détails les équations modélisant ce phénomène.

L’enjeu est ici de mettre en place un schéma de preuve pour démontrer l’existence locale de solutions
analytiques au problème des nappes de tourbillon-courant. Comme pour le Chapitre 3, on souhaitera ap-
pliquer un théorème de Cauchy-Kowalevskaya dans les espaces fonctionnels introduits au Chapitre 2. Afin
de gérer le terme de pression dans le système (4.1.2) ci-après, nous devrons tenir compte des contraintes
non-linéaires que doivent vérifier en tout temps la vitesse et le champ magnétique. La présence de ces
contraintes renferme une difficulté supplémentaire par rapport à ce qui a été traité au Chapitre 3, puis-
qu’elles tiennent compte des conditions de saut à travers la nappe. Pour palier à l’ensemble de ces diffi-
cultés, on s’inspirera de la démonstration du théorème de Cauchy-Kowalevskaya établie par Baouendi et
Goulaouic [BG78].

Les méthodes employées dans ce chapitre généraliseront ce qui a été vu au Chapitre 3. Contrairement
à ce qui a été fait précédemment, le gradient de pression ne sera plus un terme semi-linéaire, mais
quasi-linéaire. C’est pourquoi l’estimation de la pression dans les espaces analytiques s’avérera beaucoup
plus délicate. En revanche, la définition même des normes analytiques ‖ · ‖ρ,r,σ nous permettra de gérer
correctement ce terme de pression dans les estimations de la Section 4.5, en imposant une restriction sur
les paramètres ρ et σ.

Après avoir donné des estimations analytiques de la pression et du relèvement du front, nous propo-
serons un schéma de preuve qui devrait permettre dans un futur travail de recherche d’établir l’existence
et l’unicité locale de nappes de tourbillon-courant analytiques, en adaptant les arguments de Baouendi et
Goulaouic [BG78].

65
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4.1 Position du problème

Dans tout ce chapitre, Ω désignera le domaine de référence T2 × (−1, 1), que l’on partage en deux sous-
domaines : Ω+ := T2 × (0, 1) et Ω− := T2 × (−1, 0). On notera également les bords

Γ := T2 × {x3 = 0} et Γ± := T2 × {x3 = ±1}.

On rappelle que les équations de la MHD idéale incompressible s’écrivent sous la forme :
∂tu+ (u · ∇)u− (H · ∇)H +∇q = 0,
∂tH + (u · ∇)H − (H · ∇)u = 0,
∇ · u = ∇ ·H = 0,

(4.1.1)

où u représente la vitesse d’un plasma idéal incompressible, H son champ magnétique, et q la pression
totale. On s’intéresse à des solutions particulières de (4.1.1), régulières de part et d’autre d’une hyper-
surface Γ(t) qui évolue au cours du temps, et présentant une discontinuité tangentielle au niveau de Γ(t)
(voir [Syr53,Axf62,Cha61,Tra05,CMST12] pour des travaux antérieurs sur ce problème). On suppose que
l’hypersurface est une nappe paramétrée comme suit :

Γ(t) =
{
(x′, x3) ∈ Ω

∣∣x3 = f(t, x′)
}
,

où l’on suppose également que pour tout t ∈ [0, T ], le front f vérifie −1 < f(t, ·) < 1. Ainsi, Γ(t)
partitionne le domaine de référence Ω en deux sous-domaines Ω±(t) := {x3 ≷ f(t, x′)}, dans lesquels les
solutions (u±, H±, q±) de (4.1.1) sont régulières.

u−

u+

Γ(t)

x1

x2

x3

N

H+

H−

Ω−(t)

Ω+(t)

Figure 4.1 : Schéma d’une nappe de tourbillon-courant.

Le système modélisant les nappes de tourbillon-courant incompressibles s’écrit sous la forme d’un
problème à frontière libre :

∂tu
± + (u± · ∇)u± − (H± · ∇)H± +∇q± = 0, dans Ω±(t), t ∈ [0, T ],

∂tH
± + (u± · ∇)H± − (H± · ∇)u± = 0, dans Ω±(t), t ∈ [0, T ],

∇ · u±(t) = ∇ ·H±(t) = 0, dans Ω±(t), t ∈ [0, T ],
∂tf = u± ·N, H± ·N = 0, [q] = 0, sur Γ(t), t ∈ [0, T ],

u±3 = H±3 = 0, sur Γ±, t ∈ [0, T ].

(4.1.2)
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La notation [q] dans (4.1.2) désigne le saut de q à travers Γ(t) :

[q] := q+
∣∣∣
Γ(t)
− q−

∣∣
Γ(t) .

Enfin, N est un vecteur normal à Γ(t), que l’on choisit comme suit :

N := (−∂1f,−∂2f, 1).

Afin de résoudre le problème (4.1.2), on suit une stratégie usuelle dans l’étude des problèmes à frontière
libre : on se ramène tout d’abord dans les domaines fixes Ω± avec l’interface Γ (indépendants du temps)
en redressant convenablement le front f . Dans d’autres problèmes à frontière libre pour les fluides incom-
pressibles, d’autres stratégies sont possibles. Par exemple, dans la théorie des water waves [Lan05,Lan13],
ou encore pour les nappes de tourbillon incompressibles [SSBF81], la stratégie des auteurs a été de ré-
duire le problème sur la frontière libre uniquement ; c’est également ce point de vue qu’ont adopté Sun,
Wang et Zhang [SWZ15] dans leur preuve d’existence et d’unicité locale des nappes de tourbillon-courant
incompressibles dans l’échelle de régularité Sobolev. La méthode que nous choisissons d’adopter ici est
différente, puisqu’on garde en quelque sorte une approche “eulérienne” en considérant les équations de
(4.1.2) dans les domaines “de départ” Ω+ et Ω− (après avoir opéré un difféomorphisme convenable).

4.2 Reformulation du problème

4.2.1 Redressement du front f

On reprend la démarche de Coulombel et al. [CMST12] en redressant le front f défini sur [0, T ] × T2

en une fonction ψ définie dans tout le domaine, c’est-à-dire sur [0, T ] × Ω. On rappelle ici le Lemme 1
de [CMST12] qui définit ce redressement et permet de gagner une demi-dérivée dans l’échelle de régularité
Sobolev ; la stratégie est inspirée de Lannes [Lan05].
Lemme 4.2.1

Soit r ∈ N tel que r ≥ 2. Alors il existe une application linéaire continue

f ∈ Hr− 1
2 (T2) 7→ ψ ∈ Hr(Ω)

telle que, pour tout x′ ∈ T2, on a :

ψ(x′, 0) = f(x′), ψ(x′,±1) = 0, ∂3ψ(x′, 0) = 0. (4.2.1)

Les conditions de bord (4.2.1) vérifiées par le redressement ψ permettront de gérer convenablement les
conditions de saut et de bord du système (4.1.2) grâce au changement de variables opéré ci-après.

On définit en effet l’application Ψ : (t, x) 7→ (x′, x3 +ψ(t, x)), où ψ(t, ·) est donnée par le Lemme 4.2.1
appliqué à la fonction f(t, ·). D’après [CMST12], si l’on impose une condition de petitesse sur le front
f(t, ·) dans l’espace H 5

2 (T2), alors Ψ(t, ·) est un Hr-difféomorphisme de Ω dès que r ≥ 3, car alors
1 + ∂3ψ ≥ 1

2 (par exemple). On appellera J le jacobien de Ψ, A l’inverse de la matrice jacobienne de Ψ,
et a la comatrice JA :

J := 1 + ∂3ψ, A :=


1 0 0
0 1 0

−∂1ψ

J
−∂2ψ

J

1
J

 et a := JA =

 J 0 0
0 J 0
−∂1ψ −∂2ψ 1

 . (4.2.2)
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Notons que la comatrice a vérifie les identités dites de Piola : les divergences des colonnes de a sont nulles,
c’est-à-dire

∀ j ∈ {1, 2, 3},
3∑
i=1

∂iaij = 0, (4.2.3)

où on a noté aij les coefficients de la matrice a. Ces identités nous seront utiles ultérieurement pour
simplifier certaines expressions.

On définit également, pour x dans les domaines fixes Ω±, les nouvelles inconnues suivantes :

v±(t, x) := u±(t,Ψ(t, x)), B±(t, x) := H±(t,Ψ(t, x)), Q±(t, x) := q±(t,Ψ(t, x)).

Dans les nouvelles inconnues (v±, B±, Q±), le système (4.1.2) se réécrit comme suit :

∂tv
± + (ṽ± · ∇)v± − (B̃± · ∇)B± +AT∇Q± = 0, dans [0, T ]× Ω±,

∂tB
± + (ṽ± · ∇)B± − (B̃± · ∇)v± = 0, dans [0, T ]× Ω±,

(AT∇) · v± = (AT∇) ·B± = 0, dans [0, T ]× Ω±,
∂tf = v± ·N, B± ·N = 0, [Q] = 0, sur [0, T ]× Γ,

v±3 = B±3 = 0, sur [0, T ]× Γ±,

(4.2.4)

où l’on a posé :

N := (−∂1ψ,−∂2ψ, 1), ṽ± :=
(
v±1 , v

±
2 ,
v± ·N − ∂tψ

J

)
, B̃± :=

(
B±1 , B

±
2 ,
B± ·N
J

)
. (4.2.5)

Le vecteur N est ici défini dans tout le domaine Ω, et pas uniquement sur l’interface Γ. La notation [·]
désigne dorénavant le saut à travers l’interface fixe Γ :

[Q] := Q+
∣∣∣
Γ
− Q−

∣∣
Γ .

La pression totaleQ± dans (4.2.4) peut s’exprimer implicitement en fonction des inconnues (v±, B±, f),
en utilisant les contraintes de “divergence” nulle sur la vitesse et le champ magnétique. En reprenant les
calculs de [CMST12, p.266], on montre que le couple (Q+, Q−) satisfait le problème elliptique suivant
(obtenu en appliquant notamment l’opérateur (AT∇)· à la première équation de (4.2.4)) :

−AT∇ · (AT∇Q±) = F±, dans [0, T ]× Ω±,
[Q] = 0, sur [0, T ]× Γ,

[AT∇Q ·N ] = G, sur [0, T ]× Γ,
∂3Q

± = 0, sur [0, T ]× Γ±.

(4.2.6)

Les termes sources F± sont définis par :

F± := −∂tAki ∂kv±i +Aki ∂kṽ
± · ∇v±i − ṽ

± · ∇Aki ∂kv±i −Aki ∂kB̃
± · ∇B±i + B̃± · ∇Aki ∂kB±i , (4.2.7)

où l’on a adopté la convention d’Einstein sur la sommation des indices répétés i, k ∈ {1, 2, 3}. Le terme
source G dans (4.2.6) est défini comme suit :

G := −
[
2v′ · ∇′∂tf + (v′ · ∇′)∇′f · v′ − (B′ · ∇′)∇′f ·B′

]
, (4.2.8)

où la notation “ ′ ” désigne les parties tangentielles :

∇′ := (∂1, ∂2), v′ := (v1, v2), B′ := (B1, B2).
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La résolution du système (4.2.6) (à t ∈ [0, T ] fixé) requiert la condition nécessaire de compatibilité suivante
que doivent vérifier les termes sources F± et G, obtenue en intégrant par parties la première équation de
(4.2.6) : ∑

±

∫
Ω±

J F± dx =
∫

Γ
G dx′. (4.2.9)

En utilisant les définitions (4.2.7) et (4.2.8), ainsi que les identités de Piola (4.2.3), on montre après
quelques calculs que la condition de compatibilité (4.2.9) se réécrit :

∑
±

∫
Ω±

J
(
∂t
(
(AT∇) · v±

)
+ ṽ± · ∇

(
(AT∇) · v±

)
− B̃ · ∇

(
(AT∇) ·B±

))
dx

= −
∫

Γ

[(
v ·N − ∂tf

) (
∂3v ·N

)
−
(
B ·N

) (
∂3B ·N

)]
dx′.

(4.2.10)

On voit facilement que la condition de compatibilité (4.2.10) est satisfaite dès lors que la vitesse v± et le
champ magnétique B± sont à “divergence” nulle, c’est-à-dire vérifiant (AT∇) · v± = (AT∇) · B± = 0,
et s’ils vérifient de surcroît les conditions de saut ∂tf = v+ ·N = v− ·N et B+ ·N = B− ·N = 0 sur le
bord fixe Γ. Nous aurons donc besoin d’assurer ces contraintes non-linéaires afin de pouvoir définir la
pression (Q+, Q−) en tout temps. La difficulté, contrairement au cas “sans nappe” étudié au Chapitre 3,
est qu’on ne peut pas incorporer “facilement” ces contraintes dans les espaces fonctionnels Bρ,r,σ définis
au Chapitre 2, car cela ne définirait plus un espace vectoriel. C’est notamment pour cette raison que
l’on choisira dans ce chapitre de se reposer sur la démonstration du théorème de Cauchy-Kowalevskaya
donnée par Baouendi et Goulaouic [BG78] ; on reviendra plus en détails sur ce point dans la Section 4.3
ci-dessous.

Supposons pour l’instant que F± et G sont des termes sources quelconques appartenant respectivement
à H1(Ω±) et H

3
2 (Γ), satisfaisant en outre la condition de compatibilité (4.2.9). Si, pour tout t ∈ [0, T ],

le front f vérifie la condition de petitesse ‖f(t)‖
H

5
2 (T2)

< ε0 (pour une certaine constante numérique
ε0 > 0 fixée), alors le problème (4.2.6) est bien posé dans H3(Ω+) ×H3(Ω−). C’est-à-dire, il existe une
unique solution (Q+, Q−) de (4.2.6) appartenant à H3(Ω+)×H3(Ω−) telle que

∑
±

∫
Ω±

Q± = 01. De plus,

la solution satisfait l’estimation de régularité elliptique suivante (on renvoie aux notations (2.3.13) du
Chapitre 2 pour les normes associées aux espaces de Sobolev) :

‖Q±‖3,± ≤ C0
(
‖F±‖1,± + ‖G‖

H
3
2 (Γ)

)
, (4.2.11)

où C0 > 0 est une constante ne dépendant que de ε0. On ne détaille pas la démonstration du caractère
bien posé de (4.2.6), dont on pourra trouver des éléments de preuve dans [CMST12]. La démonstration
repose principalement sur des outils classiques de l’analyse elliptique tels que le théorème de Lax-Milgram
que l’on applique dans l’espace de Hilbert

H :=
{

(u+, u−) ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−)
∣∣∣ [u] = 0 et

∑
±

∫
Ω±

u± dx = 0
}
.

Ensuite, pour obtenir une estimation dans H2(Ω±), on évalue les quotients différentiels d’ordre 2 (voir
[Eva98]). Le gain d’une dérivée supplémentaire se fait par récurrence, en estimant convenablement les
commutateurs qui apparaissent (voir [CMST12, p.268]).

Une première étape consistera à étendre l’estimation (4.2.11) dans l’espace Bρ,3,σ(Ω+) × Bρ,3,σ(Ω−),
dès lors que les termes sources F± et G seront pris respectivement dans Bρ,1,σ(Ω±) et Bρ, 3

2
(T2). Nous

traiterons ce point ultérieurement dans la Section 4.5.
1La condition de moyenne sur Q± n’est qu’une convention de normalisation, car la détermination de la pression, à t fixé,

se fait à une constante près.
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Nous venons de voir que la résolution du système (4.2.6) nécessitait la condition de compatibilité
(4.2.9). Cette condition est vérifiée notamment grâce aux contraintes de “divergence” nulle sur la vitesse
et le champ magnétique, c’est-à-dire :

∀ t ∈ [0, T ], (AT∇) · v± = (AT∇) ·B± = 0 dans Ω±.

La difficulté est que ces opérateurs “divergence” dépendent eux-même du front inconnu f et présentent
donc une structure non-linéaire, ce qui rend peu aisée l’utilisation de ces contraintes. Pour palier à cette
difficulté, on se démarque des travaux de Coulombel et al. [CMST12] et de Sun et al. [SWZ15], en donnant
une nouvelle formulation du problème (4.2.4) inspirée de Trakhinin [Tra09].

4.2.2 Une nouvelle formulation du problème

Reprenons la formulation (4.2.4) du problème des nappes de tourbillon-courant en domaines fixes, dont
les inconnues sont (v±, B±, f) (on omet la pression Q± car elle s’obtient implicitement en fonction de
(v±, B±, f) via la résolution du problème de Laplace (4.2.6)). À partir de (v±, B±, f), nous définissons
des “nouvelles” inconnues (u±, b±)2 comme suit :

u± := a v± = (J v±1 , J v±2 , v± ·N) et b± := aB± = (J B±1 , J B±2 , B± ·N), (4.2.12)

où l’on rappelle la définition (4.2.2) de la comatrice a. On remarque que les termes ṽ± et B̃± dans (4.2.4)
se réécrivent aisément en fonction de (u±, b±), car on a :

ṽ± = u± − ∂tψ e3
J

, B̃± = b±

J
,

e3 désignant le troisième vecteur de la base canonique de R3. L’avantage de définir ces nouvelles inconnues
u± et b± est que l’on peut réécrire les conditions de saut, les conditions de bord, et les contraintes de
“divergence” du système (4.2.4) très simplement.

Les contraintes de “divergence”. Commençons par les contraintes que doivent satisfaire la vitesse
v± et le champ magnétique B± dans (4.2.4). Grâce aux identités de Piola (4.2.3), les “divergences” de v±
et B± se réécrivent très simplement en fonction des nouvelles inconnues u± et b±, car nous avons :

(AT∇) · v± = 1
J
∇ · u± et (AT∇) ·B± = 1

J
∇ · b±. (4.2.13)

L’avantage que l’on tire de (4.2.13) est que nous nous sommes ramenés à l’opérateur divergence d’ori-
gine, donc linéaire et à coefficients constants. Les nouvelles inconnues u± et b± seront donc cherchées à
divergence nulle en tout temps :

∀ t ∈ [0, T ], ∇ · u±(t) = ∇ · b±(t) = 0 dans Ω±. (4.2.14a)

Les conditions de saut. En terme des inconnues (u±, b±), les conditions de saut dans (4.2.4) se
réécrivent de la façon suivante :

∂tf = u+
3 = u−3 et b+3 = b−3 = 0 sur Γ. (4.2.14b)

En particulier, nous avons à présent affaire à des conditions linéaires sur le saut de u3 à travers Γ et sur
la trace de b+3 et b−3 sur Γ.

2Prêtons attention au fait qu’à partir d’ici, la notation u± ne fait plus référence à la vitesse qui intervenait dans le système
de départ (4.1.2).
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Les conditions sur les bords fixes Γ+ et Γ−. De la même façon, les conditions sur les bords fixes
dans (4.2.4) se réécrivent, en utilisant (4.2.1) :

u+
3 = u−3 = 0 et b+3 = b−3 = 0 sur Γ±. (4.2.14c)

Ce sont une fois de plus des conditions linéaires.

Les équations vérifiées par u± et b±. Compte tenu de la définition (4.2.12), nous pouvons écrire les
équations d’évolution que doivent satisfaire u± et b± dans les domaines Ω±. Au sein de ce paragraphe,
nous utilisons à nouveau la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés ; nous réservons
la notation i pour désigner des indices tangentiels appartenant à {1, 2}, et nous noterons k des indices
appartenant à {1, 2, 3}.

Commençons par les équations que doit vérifier la vitesse u±, et omettons temporairement les expo-
sants ± pour alléger l’écriture. Nous avons, pour i = 1, 2 :

∂tui + u · ∇ui
J

− b · ∇bi
J

− ∂3
(∂tψ ui

J

)
−
(
ui uk − bi bk

)∂kJ
J2 + J ∂iQ − ∂iψ ∂3Q = 0, (4.2.15a)

et pour la composante normale u3 :

∂tu3 + u · ∇u3
J

− b · ∇b3
J

+ ∂i
(∂tψ ui

J

)
+
(
ui uk − bi bk

)∂i∂kψ
J2 − ∂iψ ∂iQ + 1 + ∂iψ∂iψ

J
∂3Q = 0.

(4.2.15b)
De la même façon, les équations que doit vérifier le champ magnétique b sont données par :

∀ i = 1, 2, ∂tbi + u · ∇bi
J

− b · ∇ui
J

− ∂3
(∂tψ bi

J

)
−
(
bi uk − ui bk

)∂kJ
J2 = 0,

∂tb3 + u · ∇b3
J

− b · ∇u3
J

+ ∂i
(∂tψ bi

J

)
+
(
bi u3 − ui b3

)∂iJ
J2 = 0.

(4.2.15c)

(4.2.15d)

On adjoindra au système d’équations (4.2.15) des données initiales (u±0 , b±0 ) vérifiant les contraintes
(4.2.14), et un front initial f0. À t fixé, il convient de remarquer que si la vitesse u± appartient à Bρ,3,σ(Ω±),
alors par continuité de l’application “trace” de H3(Ω±) dans H 5

2 (Γ), nous aurons ∂tf ∈ Bρ, 5
2
(T2) en vertu

de (4.2.14b). À ce stade, il reste encore à éclaircir le point de savoir si l’on cherchera également le front
f dans Bρ, 5

2
(T2), ou bien si nous devrons gagner un indice de régularité Sobolev pour chercher f dans

Bρ, 7
2
(T2). On reviendra sur cette discussion à la Section 4.3.

Le problème de Laplace satisfait par la pression Q±. Le problème de Laplace associé à la pression
est identique à celui donné par (4.2.6) ; nous le réécrivons ci-après en fonction des inconnues u± et b±,
et utilisons les identités de Piola (4.2.3) pour nous ramener à l’opérateur de divergence classique. Nous
avons alors : 

−∇ ·
(
aAT ∇Q±

)
= J F±, dans [0, T ]× Ω±,
[Q] = 0, sur [0, T ]× Γ,(

1 + |∇′f |2
) [
∂3Q] = G, sur [0, T ]× Γ,
∂3Q

± = 0, sur [0, T ]× Γ±.

(4.2.16)

Les termes sources J F± et G dans (4.2.16), dont on rappelle les définitions (4.2.7) et (4.2.8), se réécrivent
en fonction de u± et b± comme suit (on omet les exposants ± pour plus de clarté) :

J F = 1
J

(
∂ku` ∂`uk − ∂kb` ∂`bk

)
− 2 ∂kJ

J2
(
ui ∂iuk − bi ∂ibk

)
+ 2 ∂iJ ∂kJ

J3
(
ui uk − bi bk

)
+ 2 ∂i∂jψ

J2
(
ui ∂3uj − bi ∂3bj

)
− 2 ∂jJ

J2
(
ui ∂juj − bi ∂jbj

)
.

(4.2.17a)
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Dans (4.2.17a), nous avons adopté la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés, et avons
réservé la notation i et j pour désigner des indices tangentiels appartenant à {1, 2}, et la notation k et `
pour des indices appartenant à {1, 2, 3}. Enfin, le terme source G se réécrit :

G = −
[
2u′ · ∇′∂tf + (u′ · ∇′)∇′f · u′ − (b′ · ∇′)∇′f · b′

]
. (4.2.17b)

Dorénavant, on se concentre sur le système (4.2.15), (4.2.16), (4.2.17) adjoint des contraintes de di-
vergence nulle et des conditions de bord (4.2.14), puis on cherche à en construire une solution analytique
(u±, b±, f) dès lors qu’on se donne une condition initiale (u±0 , b±0 , f0). À ce stade, on cherche à savoir com-
ment résoudre le problème des nappes de tourbillon-courant dans l’échelle analytique, par une méthode
de point fixe “du type Cauchy-Kowalevskaya”. L’avantage de la formulation de ce problème en terme des
inconnues (u±, b±, f) est que l’on a pu réécrire la majorité des contraintes et des conditions de bord du
système (4.2.4) comme des expressions linéaires. De la même manière qu’au Chapitre 3, on pourrait être
tenté de les intégrer dans la définition des espaces Bρ,r,σ, pour ensuite appliquer le théorème de Cauchy-
Kowalevskaya tel qu’on l’a énoncé au Théorème 3.2.2. Toutefois, la condition associée à la vitesse normale
(à savoir ∂tf = u+

3 = u−3 ) n’est en soi pas linéaire, et contient deux informations : d’une part, le saut de
u3 doit être nul (ceci apparaît effectivement comme une condition linéaire) ; d’autre part, cette condition
permet de définir ∂tf comme étant la trace commune de u+

3 et u−3 . Rappelons que nous avons besoin
de ces deux équations afin que la condition de compatibilité (4.2.10) soit vérifiée, pour pouvoir résoudre
en tout temps le problème de Laplace (4.2.6). En conséquence, nous n’entrons plus exactement dans le
formalisme du Théorème 3.2.2, et il nous faut adapter les arguments de la preuve donnée par [BG78], ce
qui fait l’objet de la partie suivante.

4.3 Proposition d’un schéma de résolution

On se propose de s’inspirer des travaux de [BG78] pour construire une solution locale en temps au système
(4.2.15), (4.2.14) dans les espaces Bρ,r,σ. Dans le même esprit que ce qui a été vu au Chapitre 3, l’idée est
d’incorporer au sein des espaces fonctionnels les contraintes (4.2.14). En revanche, le point délicat est la
présence de deux dérivées sur le redressement du front ψ dans les équations de (4.2.15), qui ne permettent
pas d’appliquer immédiatement le théorème de Cauchy-Kowalevskaya comme énoncé au Théorème 3.2.2 ;
c’est pourquoi nous avons choisi de nous reposer sur la démonstration donnée par Baouendi et Goulaouic,
dont l’idée générale est basée sur la recherche d’un point fixe d’une application contractante définie sur
un sous-ensemble fermé d’un espace de Banach.

Nous définissons à présent une application Υ, qui aura vocation à être contractante sur un espace
métrique complet convenable. On se donne (u±, b±, f) vérifiant les contraintes (4.2.14a) et les conditions
de bord (4.2.14b), (4.2.14c) sur un intervalle de temps [0, T ], c’est-à-dire :

∇ · u± = ∇ · b± = 0, dans Ω±,
∂tf = u+

3 = u−3 et b+3 = b−3 = 0, sur Γ,
u±3 = b±3 = 0, sur Γ±.

(4.3.1)

Ci-après, nous définissons
Υ(u±, b±, f) := (u]±, b]±, f ]), (4.3.2)

en suivant les idées de [BG78] : la vitesse u]± et le champ magnétique b]± seront définis de façon “explicite”.
Plus précisément, en vertu de (4.2.15a) et (4.2.15b), on commence par définir u]± comme solution des
EDP suivantes (en omettant les exposants ± pour plus de clarté). Pour i = 1, 2 :

∂tu
]
i := − u · ∇ui

J
+ b · ∇bi

J
+ ∂3

(∂tψ ui
J

)
+
(
ui uk − bi bk

)∂kJ
J2

− J ∂iQ + ∂iψ ∂3Q,
(4.3.3a)
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et pour la composante normale :

∂tu
]
3 := − u · ∇u3

J
+ b · ∇b3

J
− ∂i

(∂tψ ui
J

)
−
(
ui uk − bi bk

)∂i∂kψ
J2

+ ∂iψ ∂iQ −
1 + ∂iψ∂iψ

J
∂3Q.

(4.3.3b)

Notons que grâce aux contraintes (4.3.1), on peut résoudre le problème de Laplace (4.2.16), ce qui définit
bien la pression Q± dans (4.3.3).

Les données initiales (u]±|t=0, b
]±|t=0) seront supposées vérifier les contraintes apparaissant dans

(4.3.1), c’est-à-dire :
∇ · u]±|t=0 = ∇ · b]±|t=0 = 0, dans Ω±,[

u]3|t=0
]

= 0 et b]+3 |t=0 = b]−3 |t=0 = 0, sur Γ,
u]±3 |t=0 = b]±3 |t=0 = 0, sur Γ±.

(4.3.4)

Avec la définition (4.3.3) de u]±, nous devrons être en mesure de propager les contraintes associées à
la vitesse dans (4.3.1), afin de pouvoir définir le “nouveau” front f ] comme solution de l’EDO ∂tf

] = u]±3
sur Γ.

Propagation du saut de la vitesse normale. En prenant la trace de l’équation (4.3.3b) sur Γ (pour
l’état + et l’état −), et en utilisant (4.3.1) et (4.2.1) (qui montre que J = 1 sur Γ), on obtient :

∂tu
]±
3 = − 2u±j ∂j∂tf − u±i u

±
j ∂i∂jf + b±i b

±
j ∂i∂jf + ∂if ∂iQ

± −
(
1 + |∇′f |2

)
∂3Q

±.

Grâce aux conditions de saut du problème de Laplace (4.2.16), on en déduit alors :

∂t
[
u]3
]

= G −
(
1 + |∇′f |2

) [
∂3Q

]
= 0.

Par conséquent, le saut de la vitesse normale est bien propagé en vertu de (4.3.4), et on peut donc définir
f ] comme solution des EDP :

∂tf
] := u]+3 = u]−3 sur Γ. (4.3.5)

Propagation des conditions de bord sur Γ±. À l’aide des conditions de bord sur Γ± dans le problème
de Laplace (4.2.16), et en utilisant (4.3.1), on en déduit également :

∂tu
]±
3 = 0 sur Γ±.

Ainsi, les conditions de bord que doit vérifier la vitesse sur Γ± sont propagées car les données initiales
vérifient (4.3.4).

Propagation de la contrainte de divergence nulle sur la vitesse. En appliquant l’opérateur de
divergence au système (4.3.3a), (4.3.3b), nous avons après calculs :

∂t
(
∇ · u]±

)
= ∂i

(
J ∂iQ

± − ∂iψ ∂3Q
±) + ∂3

(1 + |∇′ψ|2
J

∂3Q
± − ∂iψ ∂iQ

±
)

+ J F±, (4.3.6)

où l’on rappelle l’expression (4.2.17a) du terme J F± dans (4.3.6). À l’aide des définitions données par
(4.2.2), il vient :

∂t
(
∇ · u]±

)
= ∇ ·

(
aAT ∇Q±

)
+ J F± = 0,
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en vertu de la première équation du problème de Laplace (4.2.16). En utilisant (4.3.4), la contrainte de
divergence nulle sur la vitesse est donc également propagée.

Passons à présent à la définition du champ magnétique b]±. On le définit encore de façon “explicite”,
comme pour la vitesse u]±, c’est-à-dire :

∂tb
]
i := − u · ∇bi

J
+ b · ∇ui

J
+ ∂3

(∂tψ bi
J

)
+
(
bi uk − ui bk

)∂kJ
J2 , i = 1, 2,

∂tb
]
3 := − u · ∇b3

J
+ b · ∇u3

J
− ∂i

(∂tψ bi
J

)
−
(
bi u3 − ui b3

)∂iJ
J2 ,

(4.3.7a)

(4.3.7b)

où l’on a volontairement omis les exposants ±.

Propagation des conditions de saut sur Γ. En utilisant les conditions (4.3.1), on obtient aisément :

∂tb
]±
3 = 0 sur Γ,

ce qui montre que les conditions de saut associées au champ magnétique sont bien propagées.

Propagation des conditions de bord sur Γ±. De la même façon, on vérifie sans peine que sur Γ±,
on a l’équation :

∂tb
]±
3 = 0,

ce qui propage là encore les conditions sur les bords fixes Γ±.

Propagation de la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique. Terminons par la
contrainte de divergence nulle que doit vérifier le champ magnétique b]±. Comme pour le cas de la vitesse
u]±, appliquons l’opérateur de divergence classique au système (4.3.7) :

∂t
(
∇ · b]

)
= − ∂i

(uk ∂kbi − bk ∂kui
J

)
+ ∂i

((
bi uk − ui bk

) ∂kJ
J2

)
− ∂3

(uk ∂kb3 − bk ∂ku3
J

)
− ∂3

((
bi u3 − ui b3

) ∂iJ
J2

)
.

(4.3.8)

En tirant profit des termes anti-symétriques présents dans le membre de droite de (4.3.8), et en utilisant
les contraintes de divergence nulle de (4.3.1), il vient :

∂t
(
∇ · b]

)
= 0.

Ainsi, la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique est propagée.
Récapitulons : nous avons défini une application Υ(u±, b±, f) = (u]±, b]±, f ]) à l’aide de (4.3.3),

(4.3.5) et (4.3.7). De surcroît, l’application Υ laisse invariant les contraintes algébriques (4.3.1) (dès lors
que nous les imposons à l’instant initial t = 0, ce qui sera in fine le cas).

La problématique est maintenant de trouver un espace métrique complet sur lequel l’application Υ
sera contractante. L’idée que l’on souhaite suivre, et qui constituera une piste de recherche future, est
d’adapter la preuve de [BG78] en définissant un espace vectoriel normé Ea à partir de l’échelle d’espaces
de Banach Bρ,r,σ, où a > 0 sera un paramètre à choisir suffisamment petit afin de rendre l’application
Υ contractante sur un sous-ensemble fermé de Ea. Avant cela, nous devrons être en mesure de montrer
que Υ laissera invariant ce sous-ensemble de Ea, ce qui reposera sur une propriété similaire à l’hypothèse
(3.2.9) énoncée dans le Théorème 3.2.2.

Typiquement, supposons u±, b± ∈ Bρ,3,σ(Ω±) et f ∈ Bρ, 7
2
(T2) (on renvoie au Paragraphe 2.3.2 du

Chapitre 2 pour les définitions de ces espaces fonctionnels) ; nous devrons montrer que, quel que soit
ρ′ ∈ (0, ρ), la vitesse u]± et le champ magnétique b]± appartiennent à Bρ′,3,σ(Ω±), et que f ] appartient à
Bρ′, 7

2
(T2). Pour ce faire, nous aurons plusieurs points à vérifier.
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q D’abord, comme nous avons redressé le front f en une fonction ψ définie sur Ω via le Lemme 4.2.1,
nous devrons donner des estimations de ψ dans l’espace Bρ,4,σ(Ω) ; c’est-à-dire, le gain d’une demi-
dérivée mis en évidence dans le Lemme 4.2.1 doit persister dans l’échelle (Bρ,4,σ(Ω))0<ρ≤ρ0 . Ce point
fera l’objet du Paragraphe 4.4.1 ci-après.q Les coefficients de l’opérateur elliptique dans la première équation de (4.2.16) doivent être de même
régularité que u± et b±, c’est-à-dire appartenir à Bρ,3,σ(Ω) ; compte tenu de la définition (4.2.2),
nous souhaitons donc avoir ∇ψ ∈ Bρ,3,σ(Ω), d’où le fait d’avoir supposé f ∈ Bρ, 7

2
(T2). Ensuite, nous

devrons étendre l’estimation de régularité elliptique (4.2.11) afin de pouvoir estimer la pression Q±
dans Bρ,3,σ(Ω±). Ce point s’avérera délicat, en raison des coefficients variables dans l’opérateur
elliptique de (4.2.16). L’estimation de la pression sera abordée à la Section 4.5 ci-après.q Enfin, le front f ] étant défini par l’équation de transport (4.3.5), nous obtiendrons ∂tf ] ∈ Bρ, 5

2
(T2)

par continuité de l’application “trace” de H3(Ω±) dans H 5
2 (T2). En revanche, cette équation de

transport ne peut pas faire gagner de régularité en échelle Sobolev et il n’est pas du tout immédiat
de voir si l’on a f ] ∈ Bρ, 7

2
(T2). Il nous faudra donc trouver un moyen d’estimer convenablement

ce nouveau front f ], par exemple en adaptant les arguments dans la preuve de [BG78]. Ce point
constituera une piste de recherche future, comme nous l’évoquerons au Paragraphe 4.6.2.

4.4 Redressement analytique

4.4.1 Estimation analytique du redressement ψ

Nous utiliserons par la suite les espaces fonctionnels Bρ,r,σ(Ω), Bρ,r,σ(Ω±) et Bρ,s(T2) introduits au
Paragraphe 2.3.2 du Chapitre 2. Pour l’instant, on se fixe un paramètre quelconque ρ0 ∈ (0, 1], mais
il sera amené à être choisi suffisamment petit ultérieurement. Munis de tels espaces, nous allons montrer
que le gain d’une demi-dérivée sur le relèvement ψ par rapport au front f , comme établi au Lemme 4.2.1,
persiste dans l’échelle (Bρ,r,σ(Ω))0<ρ≤ρ0 .
Proposition 4.4.1

Soient ρ ∈ (0, ρ0], r ≥ 2 un entier et σ ∈ (0, 1). Alors on peut choisir l’application linéaire du
Lemme 4.2.1 de telle sorte que, restreinte à l’espace Bρ,r− 1

2
(T2), elle envoie continûment Bρ,r− 1

2
(T2)

dans Bρ,r,σ(Ω) :

‖ψ‖ρ,r,σ ≤
Cr

(1− σ)3 ‖f‖ρ,r− 1
2
, (4.4.1)

où Cr > 0 est une constante ne dépendant que de r. Le choix de cette application est indépendant des
paramètres ρ, r et σ.
On rappelle que le redressement ψ vérifie, pour tout x′ ∈ T2,

ψ(x′, 0) = f(x′), ψ(x′,±1) = 0, et ∂3ψ(x′, 0) = 0.

Démonstration. On adapte la démonstration du Lemme 1 de [CMST12]. On commence par rappeler
la construction de ψ à partir de f .

Étape 1. Étant donné g ∈ Bρ,r− 1
2
(T2) on définit la fonction Φg par :

Φg(x′, x3) := ϕ(x3|D|)g(x′), (x′, x3) ∈ Ω, (4.4.2)
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où l’opérateur |D| correspond au multiplicateur de Fourier par |k| en la variable tangentielle x′ ∈ T2. On
impose pour l’instant à la fonction ϕ de satisfaire deux conditions :

ϕ(0) = 1 et ϕ ∈ H∞(R).

Le but de cette étape est d’estimer ‖Φg‖ρ,r,σ par ‖g‖ρ,r− 1
2
. Nous allons pour cela estimer dans un premier

temps les normes ‖Φg‖kρ,r, pour k ∈ N. Dans les calculs à venir, on notera C0 > 0 toute constante
numérique, et Cr > 0 toute constante ne dépendant que de r. Commençons par évaluer ‖Φg‖Hr(Ω). Pour
cela, on écrit à l’aide du théorème de Fubini :

‖Φg‖2Hr(Ω) =
r∑
j=0
‖∂j3Φg‖2L2

x3 ((−1,1);Hr−j(T2)),

et on évalue chacun des termes ‖∂j3Φg‖2L2
x3 (Hr−j(T2)).

I Pour j = 0 : par définition de l’opérateur |D|, on peut écrire :

‖Φg(·, x3)‖2Hr(T2) =
∑
k∈Z2

(1 + |k|2)r |ϕ(x3|k|)|2 |ck(g)|2

= |c0(g)|2 +
∑
k 6=0

(1 + |k|2)r |ϕ(x3|k|)|2 |ck(g)|2.

En intégrant par rapport à x3 ∈ (−1, 1), il vient :

‖Φg‖2L2
x3 (Hr(T2)) = 2|c0(g)|2 +

∑
k 6=0

(1 + |k|2)r |ck(g)|2
∫ 1

−1
|ϕ(x3|k|)|2dx3

= 2|c0(g)|2 +
∑
k 6=0

(1 + |k|2)r |ck(g)|2
∫ |k|
−|k|
|ϕ(s)|2 ds

|k|

≤ C0

|c0(g)|2 + ‖ϕ‖2L2(R)
∑
k 6=0

(1 + |k|2)r−
1
2 |ck(g)|2


≤ C0

(
1 + ‖ϕ‖2L2(R)

)
‖g‖2

Hr− 1
2 (T2)

.

I Pour j ∈ {1, . . . , r} : en dérivant la fonction Φg on obtient :

∂j3Φg(x) = ϕ(j)(x3|D|) (|D|jg)(x′).

Ainsi,
‖∂j3Φg(·, x3)‖2Hr−j(T2)) =

∑
k∈Z2

(1 + |k|2)r−j |ϕ(j)(x3|k|)|2 |k|2j |ck(g)|2

=
∑
k 6=0

(1 + |k|2)r−j |ϕ(j)(x3|k|)|2 |k|2j |ck(g)|2

≤
∑
k 6=0

(1 + |k|2)r |ϕ(j)(x3|k|)|2 |ck(g)|2.

En intégrant par rapport à x3, il vient :

‖∂j3Φg‖2L2
x3 (Hr−j(T2)) ≤

∑
k 6=0

(1 + |k|2)r |ck(g)|2
∫ |k|
−|k|
|ϕ(j)(s)|2 ds

|k|

≤ C0‖ϕ(j)‖2L2(R)
∑
k 6=0

(1 + |k|2)r−
1
2 |ck(g)|2

≤ C0‖ϕ(j)‖2L2(R)‖g‖
2
Hr− 1

2 (T2)
.
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En sommant par rapport à j, on a donc :

‖Φg‖2Hr(Ω) ≤ C0
(
1 + ‖ϕ‖2Hr(R)

)
‖g‖2

Hr− 1
2 (T2)

,

d’où finalement :
‖Φg‖Hr(Ω) ≤ C0

(
1 + ‖ϕ‖Hr(R)

)
‖g‖

Hr− 1
2 (T2)

. (4.4.3)

Étape 2. Passons maintenant aux normes ‖Φg‖kρ,r, pour k ∈ N. Commençons par le cas k = 0, pour
lequel les dérivées tangentielles ∂α, avec α = (α1, α2, 0) = (α′, 0), commutent avec l’opérateur ϕ(x3|D|).
Nous avons simplement :

‖Φg‖0ρ,r =
∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3=0

‖∂αΦg‖Hr(Ω) =
∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3=0

‖Φ∂α′g‖Hr(Ω).

On peut donc appliquer l’estimation (4.4.3) à la fonction ∂α′g dans le rôle de g, et on obtient :

‖Φg‖0ρ,r ≤ C0
(
1 + ‖ϕ‖Hr(R)

)∑
n≥0

ρn

n! max
|α′|=n

‖∂α′g‖
Hr− 1

2 (T2)

≤ C0
(
1 + ‖ϕ‖Hr(R)

)
‖g‖ρ,r− 1

2
. (4.4.4)

Afin d’estimer les normes ‖Φg‖k+1
ρ,r , avec k ≥ 0, on procède par récurrence :

‖Φg‖k+1
ρ,r =

∑
n≥0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k+1

‖∂αΦg‖Hr(Ω)

≤ ‖Φg‖kρ,r +
∑

n≥k+1

ρn

n! max
|α|=n
α3=k+1

‖∂αΦg‖Hr(Ω)

= ‖Φg‖kρ,r +
∑

n≥k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖∂k+1
3 Φ∂α′g‖Hr(Ω). (4.4.5)

Comme précédemment, on estime les normes ‖∂j3∂k+1
3 Φ∂α′g‖L2

x3 (Hr−j(T2)), pour tout j ∈ {0, . . . , r} :

‖∂j+k+1
3 Φ∂α′g(·, x3)‖2Hr−j(T2) =

∑
`6=0

(1 + |`|2)r−j |ϕ(j+k+1)(x3|`|)|2 |`|2(j+k+1) |c`(∂α
′
g)|2

≤
∑
` 6=0

(1 + |`|2)r |`|2(k+1) (2π|`1|)2α1 (2π|`2|)2α2 |c`(g)|2 |ϕ(j+k+1)(x3|`|)|2.

En intégrant par rapport à x3, on a :

‖∂j+k+1
3 Φ∂α′g‖

2
L2
x3 (Hr−j(T2)) ≤ C0 ‖ϕ(j+k+1)‖2L2(R)

∑
`6=0

(1 + |`|2)r−
1
2 |`|2(k+1)(2π|`1|)2α1(2π|`2|)2α2 |c`(g)|2.

(4.4.6)

On réécrit la somme de (4.4.6) comme ∑|`1|≤|`2|+∑|`2|<|`1| (si ` = 0, le terme général de la somme est
nul). Nous avons :∑

|`1|≤|`2|
(1 + |`|2)r−

1
2 |`|2(k+1)(2π|`1|)2α1(2π|`2|)2α2 |c`(g)|2

≤
∑
|`1|≤|`2|

(1 + |`|2)r−
1
2 (2`22)k+1 (2π|`1|)2α1(2π|`2|)2α2 |c`(g)|2

≤
∑
|`1|≤|`2|

(1 + |`|2)r−
1
2 (2π|`1|)2α1(2π|`2|)2(α2+k+1) |c`(g)|2. (4.4.7)
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Posons γ′ := (α1, α2 + k + 1). Alors on a |γ′| = n, et l’inégalité (4.4.7) nous donne :∑
|`1|≤|`2|

(1 + |`|2)r−
1
2 |`|2(k+1) (2π|`1|)2α1(2π|`2|)2α2 |c`(g)|2

≤
∑
|`1|≤|`2|

(1 + |`|2)r−
1
2
∣∣c`(∂γ′g)

∣∣2
≤ ‖∂γ′g‖2

Hr− 1
2 (T2)

≤ max
|β′|=n

‖∂β′g‖2
Hr− 1

2 (T2)
. (4.4.8)

Le cas de la deuxième somme ∑|`2|<|`1| est symétrique, et fournit la même majoration que (4.4.8). En
revenant à (4.4.6), on obtient alors :

‖∂j+k+1
3 Φ∂α′g‖

2
L2
x3 (Hr−j(T2)) ≤ C0 ‖ϕ(j+k+1)‖2L2(R) max

|β′|=n
‖∂β′g‖2

Hr− 1
2 (T2)

.

En sommant par rapport à j, on aboutit à l’estimation :

‖∂k+1
3 Φ∂α′g‖Hr(Ω) ≤ C0 ‖ϕ(k+1)‖Hr(R) max

|β′|=n
‖∂β′g‖

Hr− 1
2 (T2)

. (4.4.9)

En injectant (4.4.9) dans l’estimation (4.4.5), on a donc :

‖Φg‖k+1
ρ,r ≤ ‖Φg‖kρ,r + C0 ‖ϕ(k+1)‖Hr(R) ‖g‖ρ,r− 1

2
.

Par récurrence, et compte tenu de (4.4.4), on aboutit à l’estimation suivante valable pour tout k ≥ 0 :

‖Φg‖kρ,r ≤ C0

1 +
k∑
j=0
‖ϕ(j)‖Hr(R)

 ‖g‖ρ,r− 1
2
. (4.4.10)

Étape 3. Afin de conclure sur l’estimation de la norme ‖Φg‖ρ,r,σ, il reste à multiplier (4.4.10) par σk et
à sommer par rapport à k. Pour cela, les normes Sobolev des fonctions ϕ(j) ne doivent pas croître “plus”
que géométriquement. Pour ce faire, on choisit ϕ ∈ H∞(R) telle que :

ϕ̂(ξ) := π 1[−1,1](ξ), ∀ ξ ∈ R.

La fonction ϕ est donnée par la formule suivante :

ϕ(x) = 1
2π

∫
R

eixξ ϕ̂(ξ) dξ = sin(x)
x

.

En particulier, on a bien ϕ(0) = 1 et ϕ ∈ H∞(R). De plus, on estime facilement les normes ‖ϕ(j)‖Hr(R) à
l’aide de la transformée de Fourier et en utilisant la parité de ϕ̂ :

‖ϕ(j)‖2Hr(R) ≤ Cr
∫
R

(1 + ξ2)r ξ2j ϕ̂(ξ)2 dξ ≤ Cr
∫ 1

0
(1 + ξ2)r ξ2j dξ ≤ Cr. (4.4.11)

L’estimation (4.4.10) s’écrit finalement :

‖Φg‖kρ,r ≤ Cr (k + 1) ‖g‖ρ,r− 1
2
.

Soit maintenant K ∈ N, et notons ‖Φg‖Kρ,r,σ la somme partielle d’ordre K de ‖Φg‖ρ,r,σ. On a alors, pour
σ ∈ (0, 1) :

‖Φg‖Kρ,r,σ =
K∑
k=0

σk ‖Φg‖kρ,r ≤ Cr

K∑
k=0

(k + 1)σk ‖g‖ρ,r− 1
2
≤ Cr

(1− σ)2 ‖g‖ρ,r− 1
2
.

En passant au supremum en K, on en conclut que Φg ∈ Bρ,r,σ(Ω) et vérifie l’estimation :

‖Φg‖ρ,r,σ ≤
Cr

(1− σ)2 ‖g‖ρ,r− 1
2
. (4.4.12)
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Conclusion. Étant donné f ∈ Bρ,r− 1
2
(T2), on définit la fonction Ψf = ψ par :

Ψf (x′, x3) := (1− x2
3) Φf (x) = (1− x2

3)ϕ(x3|D|) f(x′), (x′, x3) ∈ Ω. (4.4.13)

Cette définition rentre dans le cadre de la démonstration du Lemme 1 de [CMST12] : les résultats sur le
redressement du front f rappelés dans le Lemme 4.2.1 restent donc valables.

On rappelle que l’on souhaite estimer ‖Ψf‖ρ,r,σ par ‖f‖ρ,r− 1
2
. Pour cela, il suffit d’utiliser la propriété

d’algèbre des espaces Bρ,r,σ(Ω) donnée par le Théorème 2.3.6, et l’estimation (4.4.12) obtenue lors de
l’étape 3. Nous avons alors, en appelant ω(x3) := 1− x2

3 :

‖Ψf‖ρ,r,σ ≤ Cr ‖ω‖ρ,r,σ ‖Φf‖ρ,r,σ ≤
Cr

(1− σ)2 ‖ω‖ρ,r,σ ‖f‖ρ,r− 1
2
.

Pour terminer, on évalue ‖ω‖ρ,r,σ par un calcul explicite, étant donné que toutes les dérivées tangentielles
de ω sont nulles. On obtient pour tout k ≥ 0 :

‖ω‖kρ,r =
k∑

n=0

ρn

n! ‖∂
n
3ω‖Hr(Ω) ≤

2∑
n=0

ρn

n! ‖∂
n
3ω‖Hr(Ω) ≤ C0,

car toutes les dérivées de ω d’ordre supérieur à 3 sont nulles, et ρ peut être directement majoré par 1.
Par conséquent, on a l’estimation :

‖ω‖ρ,r,σ ≤
C0

1− σ .

On peut donc conclure qu’il existe une constante Cr > 0, ne dépendant que de r, telle que :

‖Ψf‖ρ,r,σ ≤
Cr

(1− σ)3 ‖f‖ρ,r− 1
2
, (4.4.14)

ce qui achève la démonstration de la Proposition 4.4.1.

�

4.4.2 Estimation analytique de l’inverse du jacobien J

Le changement d’inconnue f 7→ ψ nécessitait l’estimation de continuité (4.4.1). D’autre part, dans les
nouvelles variables (u±, b±, f) introduites au Paragraphe 4.2.2, les équations de (4.2.15) font intervenir
l’inverse du jacobien J , dont on rappelle la définition (4.2.2). En vue d’estimer dans les espaces Bρ,r,σ(Ω±)
l’application Υ définie par (4.3.2), il conviendra de pouvoir estimer la norme ‖J−1‖ρ,r,σ. Pour ce faire,
nous allons utiliser la propriété d’algèbre des espaces Bρ,r,σ(Ω).
Proposition 4.4.2

Soient ρ ∈ (0, ρ0], r ≥ 2 un entier et σ ∈ (0, 1). Il existe ε1 = ε1(r) > 0 ne dépendant que de r, tel
que pour tout g ∈ Bρ,r,σ(Ω) vérifiant ‖g‖ρ,r,σ ≤ ε1, on a :

1
1 + g

∈ Bρ,r,σ(Ω) et
∥∥∥∥ 1

1 + g

∥∥∥∥
ρ,r,σ

≤ Cr
1− σ , (4.4.15)

où Cr > 0 ne dépend que de r.
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Démonstration. Commençons par rappeler la propriété d’algèbre des espaces Bρ,r,σ(Ω). Il existe une
constante Cr > 0 ne dépendant que de r, telle que, pour tous u, v ∈ Bρ,r,σ(Ω), on a :

u v ∈ Bρ,r,σ(Ω) et ‖u v‖ρ,r,σ ≤ Cr ‖u‖ρ,r,σ ‖v‖ρ,r,σ.

Posons ε1 := (2Cr)−1, et considérons g ∈ Bρ,r,σ(Ω) tel que ‖g‖ρ,r,σ ≤ ε1. Alors la série ∑m≥0(−1)mgm est
absolument convergente dans l’espace de Banach Bρ,r,σ(Ω). En effet, nous avons :∑

m≥0
‖(−1)mgm‖ρ,r,σ ≤ ‖1‖ρ,r,σ +

∑
m≥1

Cm−1
r ‖g‖mρ,r,σ ≤ ‖1‖ρ,r,σ + C−1

r .

La fonction constante égale à 1 s’évalue dans Bρ,r,σ(Ω) par un calcul direct, étant donné que toutes ses
dérivées sont nulles. On obtient :

‖1‖ρ,r,σ = C0
1− σ ,

où C0 > 0 est une constante numérique. Finalement, on en déduit l’estimation :

∑
m≥0
‖(−1)mgm‖ρ,r,σ ≤

C0
1− σ + C−1

r ≤ C ′r
1− σ < +∞,

où C ′r := C0 + C−1
r > 0 ne dépend que de r. La propriété de complétude des espaces Bρ,r,σ(Ω) permet

alors d’affirmer que l’inverse de 1 + g coïncide avec la série suivante dans Bρ,r,σ(Ω) :

1
1 + g

=
∑
m≥0

(−1)mgm.

Par conséquent 1
1 + g

appartient bien à l’espace Bρ,r,σ(Ω), et on a l’estimation :

∥∥∥∥ 1
1 + g

∥∥∥∥
ρ,r,σ

≤ C ′r
1− σ .

�

À l’aide de la Proposition 4.4.1, on en déduit un corollaire immédiat sur l’estimation de l’inverse du
jacobien J dans Bρ,r,σ(Ω). Dans un souci de clarté, nous supposerons dans toute la suite que σ ∈ (0, σ0],
où σ0 est une constante numérique fixée une fois pour toutes dans l’intervalle (0, 1), par exemple σ0 := 1

2 .
Ceci permettra de majorer directement la quantité 1

1−σ uniformément par rapport à σ, et allègera les
estimations à venir. Cette restriction n’affectera en rien les résultats ultérieurs, puisque σ sera voué à être
un petit paramètre que l’on se fixera lors de l’estimation de la pression à la Section 4.5.
Corollaire 4.4.3

Soient ρ ∈ (0, ρ0], r ≥ 2 un entier et σ ∈ (0, σ0]. Soit également f ∈ Bρ,r+ 1
2
(T2). Il existe une constante

η1 = η1(r) > 0, ne dépendant que de r, telle que :

‖f‖ρ,r+ 1
2
≤ η1 =⇒ 1

J
∈ Bρ,r,σ(Ω) et

∥∥∥∥ 1
J

∥∥∥∥
ρ,r,σ
≤Mr, (4.4.16)

où Mr > 0 ne dépend que de r.
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Démonstration. Pour commencer, réécrivons les résultats (4.4.14) et (4.4.15) en tenant compte du fait
que σ ≤ σ0 : il existe une constante C̃r > 0, ne dépendant que de r, telle que :

‖ψ‖ρ,r+1,σ ≤ C̃r‖f‖ρ,r+ 1
2
, (4.4.17)

par conséquent,
‖∂3ψ‖ρ,r,σ ≤ C̃r‖f‖ρ,r+ 1

2
. (4.4.18)

De même, il existe une constante Mr > 0, ne dépendant que de r, telle que :

‖g‖ρ,r,σ ≤ ε1 =⇒ 1
1 + g

∈ Bρ,r,σ(Ω) et
∥∥∥∥ 1

1 + g

∥∥∥∥
ρ,r,σ

≤Mr. (4.4.19)

Posons η1 := ε1

C̃r
, et supposons que ‖f‖ρ,r+ 1

2
≤ η1. En utilisant (4.4.18), on a alors ‖∂3ψ‖ρ,r,σ ≤ ε1, et

ainsi, en appliquant (4.4.19) à la fonction g := ∂3ψ, il vient :∥∥∥∥ 1
1 + ∂3ψ

∥∥∥∥
ρ,r,σ

≤Mr. �

Maintenant que nous avons établi des estimations sur le redressement du front f dans les espaces
Bρ,r,σ(Ω), nous pouvons traiter le cas de la pression Q±, solution du problème de Laplace (4.2.16), et
étendre l’estimation de régularité elliptique (4.2.11) dans les espaces Bρ,r,σ(Ω±).

4.5 Estimation analytique de la pression

Au Paragraphe 4.2.1, nous avons montré que la pression totale (Q+, Q−) peut s’exprimer implicitement
en fonction des inconnues (v±, B±) via la résolution d’un problème elliptique couplé, donné par (4.2.6)
ou (4.2.16) (ces deux systèmes sont équivalents en vertu des identités de Piola (4.2.3)). Nous choisissons
dans cette section de travailler sur la première version (4.2.6) du problème de Laplace, que l’on rappelle
ci-dessous : 

−Aji∂j(Aki∂kQ±) = F±, dans [0, T ]× Ω±,
[Q] = 0, sur [0, T ]× Γ,

(1 + |∇′f |2)[∂3Q] = G, sur [0, T ]× Γ,
∂3Q

± = 0, sur [0, T ]× Γ±.

(4.5.1)

Dans (4.5.1), on a adopté la convention de sommation d’Einstein pour les indices répétés i, j, k appartenant
à l’ensemble {1, 2, 3}. On rappelle l’expression de la matrice A donnée par (4.2.2) :

A =


1 0 0
0 1 0

−∂1ψ

J
−∂2ψ

J

1
J

 où J = 1 + ∂3ψ.

Les termes sources F± et G dans (4.5.1) sont pour l’instant considérés comme quelconques, nous
reviendrons ultérieurement sur le cas particulier où F± et G sont donnés en fonction de (v±, B±) par
(4.2.7) et (4.2.8) (ou bien par (4.2.17) si l’on choisit de travailler dans la formulation (u±, b±) introduite
au Paragraphe 4.2.2).

Rappelons le résultat du caractère bien posé du système (4.5.1) dans l’échelle de régularité Sobolev,
que l’on a énoncé à la fin du Paragraphe 4.2.1 :

q si les termes sources F± et G satisfont la condition de compatibilité (4.2.9),
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q si les coefficients Aji donnés par (4.2.2) appartiennent à H3(Ω),q si ‖ψ‖H3 ≤ ε0, pour une certaine constante numérique ε0 ∈ (0, 1) (ce qui sera le cas si le front f est
suffisamment petit dans H 5

2 (T2) en vertu du Lemme 4.2.1),

q si les termes sources F± et G appartiennent respectivement à H1(Ω±) et H 3
2 (Γ),

alors le problème (4.5.1) est bien posé dans H3(Ω+)×H3(Ω−). C’est-à-dire, il existe une unique solution
(Q+, Q−) dans l’espace H3(Ω+) × H3(Ω−) au problème (4.5.1), vérifiant la condition de normalisation∑
±

∫
Ω±

Q± = 0. De plus, la solution satisfait l’estimation de régularité elliptique (4.2.11) que l’on rappelle

ci-dessous :
‖Q±‖3,± ≤ C0

(
‖F±‖1,± + ‖G‖

H
3
2 (Γ)

)
,

où C0 > 0 est une constante ne dépendant que de ε0. Notons par ailleurs que grâce à la petitesse du front
f dans H 5

2 (T2), le jacobien J = 1 + ∂3ψ satisfera par exemple J ∈
[1

2 ,
3
2
]
.

On admettra que le problème (4.5.1) reste bien posé dans H∞(Ω+) × H∞(Ω−), c’est-à-dire que si
de plus les coefficients Aji et les termes sources F± et G sont dorénavant dans H∞ (et s’ils satisfont
toujours la condition de compatibilité (4.2.9)), alors il existe une unique solution (Q+, Q−) à moyenne
nulle au problème (4.5.1) appartenant à H∞ (voir [Eva98] pour la méthode générale). Dans la suite, nous
demanderons plus que la régularité H∞, puisque nous supposerons le front f appartenir à Bρ, 7

2
(T2), ce qui

permettra d’avoir ψ dans Bρ,4,σ(Ω) d’après la Proposition 4.4.1. Ainsi, les coefficients Aji appartiendront
à Bρ,3,σ(Ω). Les termes sources F± et G seront pris respectivement dans les espaces Bρ,1,σ(Ω±) et Bρ, 3

2
(Γ).

Se placer dans de tels espaces reste cohérent avec l’estimation (4.2.11). Intuitivement, en faisant “tendre”
le rayon d’analyticité ρ et le paramètre σ vers zéro, ces espaces “dégénèrent” sur les espaces de Sobolev
H3(Ω) (pour les coefficients Aji), H1(Ω±) et H 3

2 (Γ) (pour les termes sources F± et G).
Le but de cette partie est donc d’étendre l’estimation (4.2.11) aux espaces analytiques sus-mentionnés,

et on démontrera le théorème suivant :
Théorème 4.5.1

Il existe η1 > 0, ρ0 ∈ (0, 1] et σ0 ∈ (0, 1
2 ] tels que, pour tous ρ ∈ (0, ρ0] et σ ∈ (0, σ0], si l’on considère

un front f ∈ Bρ, 7
2
(T2) satisfaisant

‖f‖ρ, 7
2
≤ η1, (4.5.2)

et des termes sources F± ∈ Bρ,1,σ(Ω±) et G ∈ Bρ, 3
2
(Γ) vérifiant (4.2.9), alors l’unique solution (Q+, Q−)

à moyenne nulle sur Ω du problème elliptique (4.5.1) appartient à l’espace Bρ,3,σ(Ω+) × Bρ,3,σ(Ω−),
et satisfait de plus l’estimation suivante :

‖Q±‖±ρ,3,σ ≤ C
(
‖F±‖±ρ,1,σ + ‖G‖ρ, 3

2

)
, (4.5.3)

où C > 0 est une constante ne dépendant que de η1.

On observe que la pression totale Q± possède la même régularité que v± et B± dans l’échelle Sobolev,
contrairement à ce qui avait été observé au chapitre précédent où l’on gagnait une dérivée sur Q± par
rapport à v± et B±. Ceci s’explique par la présence du terme source G qui ne fait pas gagner de régularité
sur la pression ; en revanche, on gagne ici encore une dérivée sur F± a priori. Le gradient de pression
n’est donc plus un terme semi-linéaire, mais seulement quasi-linéaire.
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4.5.1 Estimation des dérivées tangentielles

Notation. Dans toute la suite, la notation f . g signifiera qu’il existe une constante numérique C0 > 0
(c’est-à-dire indépendante des fonctions f et g, et de tout autre paramètre tel que ρ ou σ), telle que
f ≤ C0 g.

Dans ce paragraphe, on se concentre sur l’estimation de Q± dans B0
ρ,3(Ω±) ; on cherche donc à évaluer

la quantité suivante :
‖Q±‖0,±ρ,3 =

∑
n≥0

ρn

n! max
|α′|=n

‖∂α′Q±‖3,±.

Nous allons démontrer dans ce paragraphe le théorème ci-après, qui constituera une première étape
permettant d’aboutir au Théorème 4.5.1 précédent.
Théorème 4.5.2

Il existe η1 > 0 et ρ0 ∈ (0, 1] tels que, pour tous ρ ∈ (0, ρ0] et σ ∈ (0, σ0], si l’on considère un front
f ∈ Bρ, 7

2
(T2) satisfaisant

‖f‖ρ, 7
2
≤ η1,

et des termes sources F± ∈ Bρ,1,σ(Ω±) et G ∈ Bρ, 3
2
(Γ) vérifiant (4.2.9), alors l’unique solution (Q+, Q−)

à moyenne nulle sur Ω du problème elliptique (4.5.1) appartient à l’espace B0
ρ,3(Ω±), et satisfait de

plus l’estimation suivante :
‖Q±‖0,±ρ,3 . ‖F

±‖0,±ρ,1 + ‖G‖ρ, 3
2
. (4.5.4)

La constante sous-jacente dans l’estimation (4.5.4) ne dépend que du paramètre η1 fixé.

Munis de l’estimation (4.2.11), nous allons pouvoir estimer les dérivées tangentielles ∂α′Q± dans
H3(Ω±). Les multi-indices α de N3 seront notés α := (α′, α3), où α′ ∈ N2. La notation α′ désignera dans
la suite systématiquement un multi-indice de N2 faisant référence aux dérivées tangentielles ∂1 et ∂2.
Pour N ∈ N, on notera ‖Q‖0,±,Nρ,3 la somme partielle d’ordre N de ‖Q±‖0,±ρ,3 . L’estimation de ∂α′Q± dans
H3(Ω±) va se faire en commutant le problème (4.5.1) avec ∂α′ . On pourra alors appliquer l’estimation
(4.2.11) à ∂α′Q±, avec des nouveaux termes sources F ′± et G′. Ces nouveaux termes sources contiennent
des commutateurs, faisant intervenir des dérivées de Q± et des coefficients de la matrice A. Pour les
estimer convenablement, il faut tenir compte du fait que l’on impose toujours la condition de petitesse
(4.5.2) sur le front f . Cela a pour conséquence la petitesse de f dans l’espace H 5

2 (T2), comme exploité
par Coulombel et al. dans [CMST12]. D’après le Lemme 4.2.1, la quantité ‖ψ‖H3(Ω) est donc également
petite. Par conséquent, si l’on écrit A = I3 − Ã, avec

Ã :=


0 0 0
0 0 0
∂1ψ

J

∂2ψ

J

∂3ψ

J

 , (4.5.5)

alors ‖Ã‖H2(Ω) sera de même une quantité petite. Lors de l’estimation des commutateurs, il faudra donc
toujours distinguer les cas où peu de dérivées portent sur A, afin d’exploiter la petitesse du front f .

Soit maintenant α′ ∈ N2 tel que |α′| = n ≥ 1. Remarquons que le cas n = 0 se traite directement à
l’aide de l’estimation (4.2.11), qui fournit l’inégalité :

‖Q±‖3,± . ‖F±‖1,± + ‖G‖
H

3
2 (Γ)

. ‖F±‖0,±ρ,1 + ‖G‖ρ, 3
2
. (4.5.6)
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On notera Q′± := ∂α
′
Q±. Commutons le problème (4.5.1) avec ∂α′ :

−Aji∂j(Aki∂kQ′±) = F ′± dans (0, T )× Ω±,
[Q′±] = 0 sur (0, T )× Γ,

(1 + |∇′f |2)[∂3Q
′] = G′ sur (0, T )× Γ,

∂3Q
′ = 0 sur (0, T )× Γ±.

(4.5.7)

Le terme source F ′± est défini par :

F ′± := ∂α
′F± +

[
∂α
′ ; Aji∂j(Aki∂k·)

]
Q±.

En écrivant A = I3 − Ã, on peut décomposer F ′± comme suit :

F ′± = ∂α
′F± +

[
∂α
′ ; Ãji∂j(Ãki∂k·)

]
Q± −

[
∂α
′ ; ∂iÃki∂k ·

]
Q± − 2

[
∂α
′ ; Ãji∂ji ·

]
Q±.

=: F1 + F2 − F3 + 2F4. (4.5.8)

Le terme de bord G′ est donné par :

G′ := ∂α
′G −

[
[∂α′ ; (1 + |∇′f |2)∂3]Q

]
=: G1 −G2.

(4.5.9)

Prêtons attention au fait que le crochet extérieur de (4.5.9) désigne le saut à travers Γ, tandis que le
crochet intérieur correspond à un commutateur. En appliquant l’estimation (4.2.11) au problème (4.5.7),
il vient :

‖Q′±‖3,± . ‖F ′‖1,± + ‖G′‖
H

3
2 (Γ)

. (4.5.10)

Ainsi, la somme partielle d’ordre N de ‖Q±‖0,±ρ,3 vérifie :

‖Q±‖0,±,Nρ,3 .
N∑
n=0

ρn

n! max
|α′|=n

‖F ′±‖1,± +
N∑
n=0

ρn

n! max
|α′|=n

‖G′‖H1,5(Γ). (4.5.11)

Estimation de F ′±. Le cas de F1 est aisé. En effet, par hypothèse on a choisi F± dans l’espace
Bρ,1,σ(Ω±). Notamment, la quantité ‖F±‖0,±ρ,1 est finie, et on peut écrire :

N∑
n=0

ρn

n! max
|α′|=n

‖F1‖1,± =
N∑
n=0

ρn

n! max
|α′|=n

‖∂α′F±‖1,± ≤ ‖F±‖0,±ρ,1 . (4.5.12)

Traitons maintenant le premier commutateur donné par F2 :=
[
∂α
′ ; Ãji∂j(Ãki∂k·)

]
Q±. Nous avons,

en développant :

F2 =
∑

β′+γ′+δ′=α′
|β′+γ′|≥1

α′!
β′! γ′! δ′!

(
∂β
′
Ãji ∂

γ′∂jÃki ∂
δ′∂kQ

± + ∂β
′
Ãji ∂

γ′Ãki ∂
δ′∂jkQ

±
)
. (4.5.13)

Posons T01 := ∂β
′
Ãji ∂

γ′∂jÃki ∂
δ′∂kQ

± et T02 := ∂β
′
Ãji ∂

γ′Ãki ∂
δ′∂jkQ

±. Afin d’estimer les termes T01 et
T02 dans H1(Ω±), on estime au cas par cas les dérivées d’ordre 0 et d’ordre 1 dans L2(Ω±). Dans la suite,
la notation ∂m désignera une dérivée quelconque d’ordre m, pour m ≥ 1. Chaque estimation qui suit est
établie à l’aide de l’inégalité de Hölder, et des injections de Sobolev que l’on rappelle ci-après (U désigne
l’un quelconque des domaines Ω, Ω+ ou Ω−) :

H1(U) ↪→ Lp(U), ∀ 1 ≤ p ≤ 6,
H2(U) ↪→ L∞(U).
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Commençons par les dérivées d’ordre 0 :

‖T01‖0,± = ‖∂β′Ãji ∂γ
′
∂jÃki ∂

δ′∂kQ
±‖0,±

. ‖∂β′Ã‖H2 ‖∂γ′Ã‖H1 ‖∂δ′Q±‖3,±, (inégalité de Hölder dans L∞ × L2 × L∞).

Dans les normes ci-dessus et dans la suite, la notation Hr désignera toujours l’espace Hr(Ω). On obtient
de même :

‖T02‖0,± . ‖∂β
′
Ã‖H2 ‖∂γ′Ã‖H2 ‖∂δ′Q±‖2,±, (inégalité de Hölder dans L∞ × L∞ × L2).

Calculons ensuite les dérivées d’ordre 1. On écrit ∂1T01 = T11 + T12 + T13, avec :

T11 = ∂β
′
∂1Ãji ∂

γ′∂1Ãki ∂
δ′∂1Q±, T12 = ∂β

′
Ãji ∂

γ′∂2Ãki ∂
δ′∂1Q±, T13 = ∂β

′
Ãji ∂

γ′∂1Ãki ∂
δ′∂2Q±.

Comme précédemment, en appliquant l’inégalité de Hölder dans L4×L4×L∞ pour T11, dans L∞×L2×L∞
pour T12 et dans L∞ × L4 × L4 pour T13, on obtient :

‖T11‖0,±, ‖T12‖0,±, ‖T13‖0,± . ‖∂β
′
Ã‖H2 ‖∂γ′Ã‖H2 ‖∂δ′Q±‖3,±. (4.5.14)

Le cas de T02 se traite de façon similaire. On écrit ∂1T02 = T14 + T15 + T16, avec :

T14 = ∂β
′
∂1Ãji ∂

γ′Ãki ∂
δ′∂2Q±, T15 = ∂β

′
Ãji ∂

γ′∂1Ãki ∂
δ′∂2Q±, T16 = ∂β

′
Ãji ∂

γ′Ãki ∂
δ′∂3Q±.

Grâce à l’inégalité de Hölder dans L4×L∞×L4 pour T14, dans L∞×L4×L4 pour T15 et dans L∞×L∞×L2

pour T16, on montre également que les termes T14, T15 et T16 satisfont l’estimation (4.5.14). En résumé,
on peut affirmer que

‖T01 + T02‖1,± . ‖∂β
′
Ã‖H2 ‖∂γ′Ã‖H2 ‖∂δ′Q±‖3,±. (4.5.15)

Nous pouvons dès à présent estimer le commutateur F2 donné par (4.5.13). En appliquant l’estimation
(4.5.15), il vient :

‖F2‖1,± .
∑

β′+γ′+δ′=α′
|β′+γ′|≥1

α′!
β′! γ′! δ′! ‖∂

β′Ã‖H2 ‖∂γ′Ã‖H2 ‖∂δ′Q±‖3,±.

En sommant selon la longueur des multi-indices (rappelons que |α′| = n), on a :

‖F2‖1,± .
∑

i1+i2+i3=n
i1+i2≥1

( ∑
β′+γ′+δ′=α′
|β′|=i1
|γ′|=i2
|δ′|=i3

α′!
β′! γ′! δ′!

)
max

β′+γ′+δ′=α′
|β′|=i1
|γ′|=i2
|δ′|=i3

(
‖∂β′Ã‖H2 ‖∂γ′Ã‖H2 ‖∂δ′Q±‖3,±

)
. (4.5.16)

On utilise ensuite l’égalité (2.1.7) établie au Chapitre 2 pour simplifier la deuxième somme de (4.5.16).
Puis, en majorant le maximum des produits par le produit des maximums, on obtient :

‖F2‖1,± .
∑

i1+i2+i3=n
i1+i2≥1

n!
i1! i2! i3! max

|β′|=i1
‖∂β′Ã‖H2 max

|γ′|=i2
‖∂γ′Ã‖H2 max

|δ′|=i3
‖∂δ′Q±‖3,±.

Il faut ensuite tenir compte du fait que i3 ne peut dépasser la valeur n− 1. Pour cela, on réécrit la somme
précédente en sommant sur les valeurs de i1 + i2 :

1
n!‖F2‖1,± .

n∑
i=1

∑
i1+i2=i

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H2
1
i2! max
|γ′|=i2

‖∂γ′Ã‖H2
1

(n− i)! max
|δ′|=n−i

‖∂δ′Q±‖3,±

.
n−1∑
i=0

∑
i1+i2=i+1

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H2
1
i2! max
|γ′|=i2

‖∂γ′Ã‖H2

× 1
(n− 1− i)! max

|δ′|=n−1−i
‖∂δ′Q±‖3,±,

(4.5.17)
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où l’on a ré-indexé selon i dans la ligne (4.5.17). Pour plus de clarté dans la suite, on réécrit la somme∑
i1+i2=i+1 à l’aide d’un seul indice i1 ∈ {0, . . . , i+ 1} :

1
n!‖F2‖1,± .

n−1∑
i=0

i+1∑
i1=0

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H2
1

(i+ 1− i1)! max
|γ′|=i+1−i1

‖∂γ′Ã‖H2

× 1
(n− 1− i)! max

|δ′|=n−1−i
‖∂δ′Q±‖3,±.

(4.5.18)

Rappelons que l’on doit distinguer les cas où l’on peut exhiber les normes ‖Ã‖H2 , car ce seront des
quantités petites. Dans l’estimation (4.5.18), on distingue donc le cas i = 0 faisant apparaître une norme
‖Ã‖H2 , et le cas i ≥ 1 qui fera apparaître des normes analytiques, que l’on gérera par la suite à l’aide du
rayon d’analyticité ρ > 0. On réécrit le membre de droite de (4.5.18) comme Si=0 + Si≥1. La partie Si=0
correspond au cas i = 0, et la partie Si≥1 au cas où l’on somme par rapport à i ≥ 1.

I Traitement de Si=0 :
On a directement l’estimation

Si=0 = 2‖Ã‖H2 max
|γ′|=1

‖∂γ′Ã‖H2
1

(n− 1)! max
|δ′|=n−1

‖∂δ′Q±‖3,±

. ‖Ã‖H2 ‖Ã‖H3
1

(n− 1)! max
|δ′|=n−1

‖∂δ′Q±‖3,±. (4.5.19)

I Traitement de Si≥1 :

Remarque : si n = 1, le terme Si≥1 n’est pas présent dans le membre de droite de (4.5.18). Par
conséquent, le cas n = 1 est déjà entièrement traité grâce à l’estimation (4.5.19), et on peut supposer
dans la suite que n ≥ 2.
En ré-indexant sur i, on peut écrire :

Si≥1 =
n−2∑
i=0

i+2∑
i1=0

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H2
1

(i+ 2− i1)! max
|γ′|=i+2−i1

‖∂γ′Ã‖H2
1

(n− 2− i)! max
|δ′|=n−2−i

‖∂δ′Q±‖3,±.

On isole une fois de plus le cas i1 ∈ {0, i+ 2} qui fait apparaître la norme ‖Ã‖H2 . On a alors :

Si≥1 = 2‖Ã‖H2

n−2∑
i=0

1
(i+ 2)! max

|γ′|=i+2
‖∂γ′Ã‖H2

1
(n− 2− i)! max

|δ′|=n−2−i
‖∂δ′Q±‖3,±

+
n−2∑
i=0

i+1∑
i1=1

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H2
1

(i+ 2− i1)! max
|γ′|=i+2−i1

‖∂γ′Ã‖H2

× 1
(n− 2− i)! max

|δ′|=n−2−i
‖∂δ′Q±‖3,±.

(4.5.20)

(4.5.21)

On notera Si1=0,i+2 (resp. S1≤i1≤i+1) le membre de droite de (4.5.20) (resp. (4.5.21)).

� Traitement de Si1=0,i+2 :

En utilisant les deux inégalités triviales suivantes,

max
|γ′|=i+2

‖∂γ′Ã‖H2 ≤ max
|γ′|=i+1

‖∂γ′Ã‖H3 et (i+ 2)! ≥ (i+ 1)!, (4.5.22)
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puis en ré-indexant sur i, on obtient :

Si1=0,i+2 . ‖Ã‖H2

n−1∑
i=1

1
i! max
|γ′|=i

‖∂γ′Ã‖H3
1

(n− 1− i)! max
|δ′|=n−1−i

‖∂δ′Q±‖3,±. (4.5.23)

Finalement, l’estimation (4.5.23) se réécrit comme suit :

Si1=0,i+2 . ‖Ã‖H2
∑

i1+i2=n−1

1
i1! max
|γ′|=i1

‖∂γ′Ã‖H3
1
i2! max
|δ′|=i2

‖∂δ′Q±‖3,±. (4.5.24)

Ceci achève le cas de Si1=0,i+2.

� Traitement de S1≤i1≤i+1 :

En ré-indexant sur i1, on a :

S1≤i1≤i+1 =
n−2∑
i=0

i∑
i1=0

1
(i1 + 1)! max

|β′|=i1+1
‖∂β′Ã‖H2

1
(i+ 1− i1)! max

|γ′|=i+1−i1
‖∂γ′Ã‖H2

× 1
(n− 2− i)! max

|δ′|=n−2−i
‖∂δ′Q±‖3,±.

En utilisant le même type d’inégalités données par (4.5.22), on aboutit à la majoration suivante :

S1≤i1≤i+1 .
n−2∑
i=0

i∑
i1=0

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H3
1

(i− i1)! max
|γ′|=i−i1

‖∂γ′Ã‖H3

× 1
(n− 2− i)! max

|δ′|=n−2−i
‖∂δ′Q±‖3,±.

Enfin, en réécrivant la somme par rapport à i1 avec deux indices i1 et i2 tels que i1 + i2 = i, on en
déduit finalement :

S1≤i1≤i+1 .
n−2∑
i=0

∑
i1+i2=i

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H3
1
i2! max
|γ′|=i2

‖∂γ′Ã‖H3

× 1
(n− 2− i)! max

|δ′|=n−2−i
‖∂δ′Q±‖3,±

.
∑

i1+i2+i3=n−2

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H3
1
i2! max
|γ′|=i2

‖∂γ′Ã‖H3
1
i3! max
|δ′|=i3

‖∂δ′Q±‖3,±,

(4.5.25)

(4.5.26)

ce qui conclut quant à l’estimation de S1≤i1≤i+1.

Revenons maintenant à l’estimation (4.5.18) du commutateur F2. On combine les inégalités (4.5.19),
(4.5.24) et (4.5.25) afin d’obtenir, pour |α′| = n ≥ 2 :

ρn

n! max
|α′|=n

‖F2‖1,± . ρ ‖Ã‖H2 ‖Ã‖H3
ρn−1

(n− 1)! max
|δ′|=n−1

‖∂δ′Q±‖3,±

+ ρ ‖Ã‖H2
∑

i1+i2=n−1

ρi1

i1! max
|γ′|=i1

‖∂γ′Ã‖H3
ρi2

i2! max
|δ′|=i2

‖∂δ′Q±‖3,±

+ ρ2 ∑
i1+i2+i3=n−2

ρi1

i1! max
|β′|=i1

‖∂γ′Ã‖H3
ρi2

i2! max
|γ′|=i2

‖∂γ′Ã‖H3

× ρi3

i3! max
|δ′|=i3

‖∂δ′Q±‖3,±.

(4.5.27)

(4.5.28)

(4.5.29)
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Si n = 1, rappelons que l’on a l’estimation plus simple :

ρn

n! max
|α′|=n

‖F2‖1,± . ρ ‖Ã‖H2 ‖Ã‖H3
ρn−1

(n− 1)! max
|δ′|=n−1

‖∂δ′Q±‖3,±,

qui s’avère identique à (4.5.27). On reconnaît dans les sommes (4.5.28) et (4.5.29) des produits de Cauchy
“partiels”. Ainsi, en sommant par rapport à n ∈ {1, . . . , N}, il vient (on majore directement la norme
‖Ã‖H3 par ‖Ã‖0ρ,3) :

N∑
n=1

ρn

n! max
|α′|=n

‖F2‖1,± . ρ ‖Ã‖H2 ‖Ã‖0ρ,3‖Q±‖
0,±,N−1
ρ,3 + ρ ‖Ã‖H2 ‖Ã‖0,N−1

ρ,3 ‖Q±‖0,±,N−1
ρ,3

+ ρ2 ‖Ã‖0,N−2
ρ,3 ‖Ã‖0,N−2

ρ,3 ‖Q±‖0,±,N−2
ρ,3 .

Étant donné que les coefficients de Ã appartiennent à l’espace Bρ,3,σ(Ω), nous pouvons dès lors nous
permettre de majorer les sommes partielles ‖Ã‖0,Mρ,3 directement par ‖Ã‖0ρ,3 qui est une quantité finie. Le
commutateur F2 satisfait donc l’estimation :

N∑
n=1

ρn

n! max
|α′|=n

‖F2‖1,± . ρ ‖Ã‖H2 ‖Ã‖0ρ,3 ‖Q±‖
0,±,N
ρ,3 +

(
ρ ‖Ã‖0ρ,3

)2
‖Q±‖0,±,Nρ,3 . (4.5.30)

Ceci conclut quant au premier commutateur F2.
Estimons maintenant le deuxième commutateur F3 donné par (4.5.8), dont on rappelle la définition :

F3 :=
[
∂α
′ ; ∂iÃki∂k ·

]
Q± =

∑
β′+γ′=α′
|β′|≥1

α′!
β′! γ′! ∂

β′∂iÃki ∂
γ′∂kQ

±. (4.5.31)

La méthode pour estimer F3 est totalement similaire à ce qui a été fait pour F2. Tout d’abord, en
considérant les dérivées d’ordre 0 et 1, on montre que

‖∂β′∂iÃki ∂γ
′
∂kQ

±‖1,± . ‖∂β
′
Ã‖H2 ‖∂γ′Q±‖3,±. (4.5.32)

Ceci entraine la majoration suivante (n ≥ 1) :

1
n! max
|α′|=n

‖F3‖1,± .
n∑

i1=1

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H2
1

(n− i1)! max
|γ′|=n−i1

‖∂γ′Q±‖3,±.

Les inégalités du même type que celles données par (4.5.22) permettent d’écrire que

1
n! max
|α′|=n

‖F3‖1,± .
∑

i1+i2=n−1

1
i1! max
|β′|=i1

‖∂β′Ã‖H3
1
i2! max
|γ′|=i2

‖∂γ′Q±‖3,±.

En sommant par rapport à n ∈ {1, . . . , N}, il vient finalement :

N∑
n=1

ρn

n! max
|α′|=n

‖F3‖1,± . ρ ‖Ã‖0ρ,3 ‖Q±‖
0,±,N
ρ,3 . (4.5.33)

Terminons avec le dernier commutateur F4 de F ′ :

F4 :=
[
∂α
′ ; Ãji∂ji ·

]
Q± =

∑
β′+γ′=α′
|β′|≥1

α!
β′! γ′! ∂

β′Ãki ∂
γ′∂kiQ

±. (4.5.34)
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Dans le même esprit que (4.5.32), on montre que

‖∂β′Ãki ∂γ
′
∂kiQ

±‖1,± . ‖∂β
′
Ã‖H2 ‖∂γ′Q±‖3,±.

Cette estimation est identique à celle donnée par (4.5.32). Par conséquent, on en conclut également que

N∑
n=1

ρn

n! max
|α′|=n

‖F4‖1,± . ρ ‖Ã‖0ρ,3 ‖Q±‖
0,±,N
ρ,3 . (4.5.35)

Ceci achève l’estimation du terme source F ′±. Résumons ci-après l’estimation finale satisfaite par F ′±,
en combinant (4.5.12), (4.5.30), (4.5.33) et (4.5.35) :

N∑
n=1

ρn

n! max
|α′|=n

‖F ′±‖1,± . ‖F±‖0ρ,1 + ρ ‖Ã‖0ρ,3
(
1 + ‖Ã‖H2

)
‖Q±‖0,±,Nρ,3

+
(
ρ ‖Ã‖0ρ,3

)2
‖Q±‖0,±,Nρ,3 . (4.5.36)

Nous allons maintenant procéder de façon analogue pour estimer le terme source de bord G′.

Estimation de G′. On rappelle que G′ est défini par (4.5.9). Le cas de G1 est identique à celui du terme
source intérieur F1. On obtient le même type d’estimation que (4.5.12), à savoir :

N∑
n=0

ρn

n! max
|α′|=n

‖G1‖
H

3
2 (Γ)

=
N∑
n=0

ρn

n! max
|α′|=n

‖∂α′G‖
H

3
2 (Γ)

≤ ‖G‖ρ, 3
2
. (4.5.37)

Traitons maintenant le cas du commutateur G2. Pour cela, on utilise la continuité de la trace de
H2(Ω±) dans H 3

2 (Γ) afin d’éliminer le saut à travers Γ, et la Proposition 4.4.1 pour se ramener à ψ :

‖G2‖H1,5(Γ) =
∥∥∥[[∂α′ ; (1 + |∇′f |2)∂3

]
Q
]∥∥∥
H1,5(Γ)

.
∥∥∥[∂α′ ; (1 + ∂hψ∂hψ)∂3

]
Q±
∥∥∥

2,±
,

où l’on a adopté la convention de sommation d’Einstein sur l’indice répété h ∈ {1, 2}. Posons alors

G±2 :=
[
∂α
′ ; (1 + ∂hψ∂hψ)∂3

]
Q±.

On obtient en développant :

G±2 =
∑

β′+γ′+δ′=α′
|β′+γ′|≥1

α′!
β′! γ′! δ′! ∂

β′∂hψ ∂
γ′∂hψ ∂

δ′∂3Q
±.

En utilisant la propriété d’algèbre de l’espace H2(Ω±), il vient :

‖G2‖H1,5(Γ) .
∑

β′+γ′+δ′=α′
|β′+γ′|≥1

α′!
β′! γ′! δ′! ‖∂

β′ψ‖H3 ‖∂γ′ψ‖H3 ‖∂δ′Q±‖3,±.

Le calcul est exactement le même que pour le commutateur F2 défini par (4.5.13), avec cette fois-ci ψ
dans le rôle de Ã, dont on estime les dérivées tangentielles dans H3 au lieu de H2 pour Ã. Ceci reste
cohérent, du fait de la définition de Ã qui ne fait intervenir que des dérivées d’ordre 1 de ψ. Les fonctions
Ã et ψ sont donc bien estimées au même niveau en échelle de régularité Sobolev. On obtient l’analogue
de (4.5.30), pour le commutateur G2 :

N∑
n=2

ρn

n! max
|α′|=n

‖G2‖H1,5(Γ) . ρ‖ψ‖H3 ‖ψ‖0ρ,4 ‖Q±‖
0,±,N
ρ,3 +

(
ρ ‖ψ‖0ρ,4

)2
‖Q±‖0,±,Nρ,3 . (4.5.38)
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Notons que la norme ‖ψ‖H3 sera, tout comme ‖Ã‖H2 , une quantité petite, du fait de la petitesse du front
f dans H 5

2 (T2). Nous résumons ci-après l’estimation finale de G′ à l’aide de (4.5.37) et (4.5.38) :

N∑
n=1

ρn

n! max
|α′|=n

‖G′‖H1,5(Γ) . ‖G‖ρ, 3
2

+ ρ ‖ψ‖H3 ‖ψ‖0ρ,4 ‖Q±‖
0,±,N
ρ,3 +

(
ρ ‖ψ‖0ρ,4

)2
‖Q±‖0,±,Nρ,3 . (4.5.39)

Estimation de Q′±. Revenons à l’estimation (4.5.11). Compte tenu des inégalités (4.5.36) et (4.5.39)
valables pour n ≥ 1, et de (4.5.6) pour le cas n = 0, on en déduit :

‖Q±‖0,±,Nρ,3 . ‖F±‖0,±ρ,1 + ‖G‖ρ, 3
2

+ ρ
((

1 + ‖Ã‖H2
)
‖Ã‖0ρ,3 + ‖ψ‖H3 ‖ψ‖0ρ,4

)
‖Q±‖0,±,Nρ,3

+ ρ2
(
‖Ã‖0ρ,3 ‖Ã‖0ρ,3 + ‖ψ‖0ρ,4 ‖ψ‖0ρ,4

)
‖Q±‖0,±,Nρ,3 .

(4.5.40)

Conclusion. Nous bouclons maintenant l’estimation (4.5.40), en absorbant les termes analytiques de
droite. On considère f ∈ Bρ, 7

2
(T2) satisfaisant (4.5.2), où η1 > 0 (constante numérique) est donnée par le

Corollaire 4.4.3. Quitte à restreindre encore η1, on peut par exemple assurer l’encadrement 1
2 ≤ J ≤ 3

2 ,
et on a alors l’estimation de régularité elliptique (4.2.11) (voir [CMST12, p.250, 271]). Dans tout ce qui
suit, on notera C > 0 toute constante numérique pouvant éventuellement dépendre de η1, mais pas des
paramètres ρ et σ. Grâce à l’hypothèse (4.5.2), on peut affirmer que ‖J−1‖H2 ≤ C. Ainsi, la propriété
d’algèbre de l’espace H2(Ω) et le Lemme 4.2.1 permettent d’écrire que

‖Ã‖H2 ≤ C.

Ensuite, on estime les normes analytiques de la façon suivante :

‖Ã‖0ρ,3 = ‖J−1∇ψ‖0ρ,3 ≤ ‖J−1∇ψ‖ρ,3,σ,

et ainsi :

‖Ã‖0ρ,3 ≤ C ‖J−1‖ρ,3,σ ‖ψ‖ρ,4,σ (propriété d’algèbre de Bρ,3,σ(Ω))
≤ C ‖J−1‖ρ,3,σ ‖f‖ρ, 7

2
(Proposition 4.4.1)

≤ C η1 ≤ C. (Corollaire 4.4.3 et hypothèse (4.5.2))

Dans un premier temps, nous avons donc :

ρ
((

1 + ‖Ã‖H2
)
‖Ã‖0ρ,3 + ‖ψ‖H3 ‖ψ‖0ρ,4

)
≤ C ρ,

et dans un second temps, on obtient également :

ρ2
(
‖Ã‖0ρ,3 ‖Ã‖0ρ,3 + ‖ψ‖0ρ,4 ‖ψ‖0ρ,4

)
≤ C ρ2.

Posons par exemple
ρ0 := min

{
1, 1

2C

}
∈ (0, 1], (4.5.41)

de sorte que pour tout ρ ∈ (0, ρ0], on a finalement :

‖Q±‖0,±,Nρ,3 . ‖F±‖0,±ρ,1 + ‖G‖ρ, 3
2
. (4.5.42)

En prenant le supremum par rapport à N , on obtient Q± ∈ B0
ρ,3(Ω±) et la même estimation avec la norme

‖Q±‖0,±ρ,3 , ce qui achève la démonstration du Théorème 4.5.2.
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Remarquons que l’on a déjà admis que le problème elliptique (4.5.1) admettait une solution Q± dans
H∞(Ω±). Le Théorème 4.5.2 apporte une information supplémentaire sur les dérivées tangentielles de
Q± lorsque les termes sources F± et G appartiennent respectivement à Bρ,1,σ(Ω±) et Bρ, 3

2
(T2), et lorsque

les coefficients de l’opérateur elliptique sont dans Bρ,3,σ(Ω) (avec une condition de petitesse). Le but du
paragraphe suivant est de gérer toutes les dérivées normales restantes, ce qui donnera finalement lieu au
Théorème 4.5.1.

4.5.2 Estimation des dérivées normales

Dans cette partie, on considère toujours des termes sources F± ∈ Bρ,1,σ(Ω±) et G ∈ Bρ, 3
2
(Γ), avec un front

f ∈ Bρ, 7
2
(T2) satisfaisant (4.5.2). Le but est dorénavant de montrer que la solution Q± (à moyenne nulle)

du problème (4.5.1) appartient à l’espace Bρ,3,σ(Ω±), pour σ > 0 suffisamment petit. Pour cela, nous
devons d’abord prendre en compte toutes les dérivées normales, afin de montrer que pour tout k ≥ 1, on
a Q± ∈ Bk

ρ,3(Ω±). Enfin, pour avoir Q± ∈ Bρ,3,σ(Ω±), il restera à évaluer les sommes partielles ‖Q±‖±,Nρ,3,σ.

On procède par récurrence sur k ≥ 0. Supposons que pour tout j ∈ {0, . . . , k}, on a Q± ∈ Bj
ρ,3(Ω±).

Tout d’abord, on sait que Q± ∈ H∞(Ω±), donc en particulier Q± ∈ Hk+4
x3 (H∞(T2)). Il reste à montrer

que la norme ‖Q±‖k+1,±
ρ,3 est une quantité finie. Pour N ≥ 0, nous noterons ‖Q±‖k+1,±,N

ρ,3 la somme
partielle d’ordre N . À l’aide de l’hypothèse de récurrence, on décompose la somme partielle comme suit
(on supposera N ≥ k + 1) :

‖Q±‖k+1,±,N
ρ,3 :=

N∑
k=0

ρn

n! max
|α|=n
α3≤k+1

‖∂αQ±‖3,±

≤ ‖Q±‖k,±ρ,3 +
N∑

n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖∂α′∂k+1
3 Q±‖3,±. (4.5.43)

Pour estimer la somme de droite dans (4.5.43), on décompose la norme ‖∂α′∂k+1
3 Q±‖3,± comme suit :

‖∂α′∂k+1
3 Q±‖23,± = ‖∂α′∂k+1

3 Q±‖22,± +
∑
|β|=3
|β′|≥1

‖∂β∂α′∂k+1
3 Q±‖20,± + ‖∂α′∂k+4

3 Q±‖20,±. (4.5.44)

Les deux premiers termes de droite de (4.5.44) permettent de se ramener à la quantité ‖Q±‖k,±ρ,3 . En effet,
dans un premier temps, on a la majoration

‖∂α′∂k+1
3 Q±‖2,± ≤ ‖∂α

′
∂k3Q

±‖3,± ≤ max
|α′|=n−k−1

‖∂α′∂k3Q±‖3,±.

Ainsi, en sommant par rapport à n, nous avons :
N∑

n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖∂α′∂k+1
3 Q±‖2,± ≤

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖∂α′∂k3Q±‖3,± ≤ ρ ‖Q±‖
k,±
ρ,3 .

Dans un second temps, les termes ‖∂β∂α′∂k+1
3 Q±‖0,±, pour |β| = 3 et |β′| ≥ 1, de (4.5.44) fournissent le

même type de majoration. En effet, comme β est un multi-indice de longueur 3, contenant au moins une
dérivée tangentielle que l’on note ∂̄, on peut écrire ∂β = ∂̄∂2. Nous obtenons alors :

‖∂β∂α′∂k+1
3 Q±‖0,± = ‖∂̄∂2 (∂α′∂k+1

3 Q±)‖0,± ≤ ‖∂̄∂α
′
∂k3Q

±‖3,± ≤ max
|α′|=n−k

‖∂α′∂k3Q±‖3,±.

Après sommation par rapport à n, on a :
∑
|β|=3
|β′|≥1

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖∂β∂α′∂k+1
3 Q±‖0,± .

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k

‖∂α′∂k3Q±‖3,± . ‖Q±‖
k,±
ρ,3 .
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Revenant à (4.5.43), on en déduit :

‖Q±‖k+1,±,N
ρ,3 . (1 + ρ) ‖Q±‖k,±ρ,3 +

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖∂α′∂k+4
3 Q±‖0,±. (4.5.45)

Le seul terme délicat à traiter est donc celui contenant le plus de dérivées normales, à savoir ∂α′∂k+4
3 Q±,

que l’on doit estimer dans L2(Ω±). Pour cela, on utilise d’abord la majoration suivante :

‖∂α′∂k+4
3 Q±‖0,± ≤ ‖∂α

′
∂k3 (∂2

3Q
±)‖2,±.

Ceci met en évidence exactement 2 dérivées normales de Q±, que l’on pourra éliminer en utilisant l’équa-
tion satisfaite par Q± dans le problème (4.5.1). Il suffira ensuite d’appliquer ∂α′∂k3 à cette équation, ce qui
exhibera au plus k dérivées normales. Par conséquent, grâce à l’hypothèse de récurrence, nous pourrons
faire apparaître toutes les quantités ‖Q±‖j,±ρ,3 , pour j ≤ k. Le décalage d’exactement une dérivée normale
entre l’étape k et l’étape k + 1 permettra par la suite de gagner une puissance de σ, après sommation
par rapport à k. Ce gain sera finalement crucial pour absorber certaines normes analytiques, en vue de
boucler les estimations sur la pression. Cette méthode est identique à celle employée dans l’estimation de
‖Q±‖0,±ρ,3 , où l’on gagnait jusqu’à deux puissances de ρ.

En développant la première équation du problème (4.5.1), on obtient :

1 + |∇′ψ|2
J2 ∂2

3Q
± = −∆′Q± + 2∂hψ

J
∂h∂3Q

± − F± − Aji ∂jÃki ∂kQ
±. (4.5.46)

Posons
ζ := J2

1 + |∇′ψ|2 , (4.5.47)

de sorte que l’on peut réécrire (4.5.46) sous la forme :

∂2
3Q
± = −ζ ∆′Q± + 2 ζ

J
∂hψ ∂h∂3Q

± − ζ F± − ζ A∂1Ã ∂1Q±. (4.5.48)

Posons α := (α′, k) (remarquons que |α| = n− 1), et appliquons ∂α à l’équation (4.5.48) :

∂α∂2
3Q
± = −∂α(ζ ∆′Q±) + 2∂α

(
ζ

J
∂hψ ∂h∂3Q

±
)
− ∂α(ζ F±) − ∂α

(
ζ A∂1Ã ∂1Q±

)
=: −T1 + 2T2 − T3 − T4. (4.5.49)

Il reste pour finir à évaluer chacun des termes Ti dans H2(Ω±).

I Traitement de T1 :
Nous avons :

T1 := ∂α(ζ ∆′Q±) =
∑

β+γ=α

α!
β! γ! ∂

βζ ∂γ∆′Q±.

Comme pour les estimations menées dans le cas de ‖Q±‖0,±ρ,3 au Paragraphe 4.5.1, on obtient :

‖T1‖2,± .
∑

i1+i2=n−1

(n− 1)!
i1! i2! max

β+γ=α
|β|=i1
|γ|=i2

(
‖∂βζ‖H2 ‖∂γ∆′Q±‖2,±

)
. (4.5.50)

Il faut dorénavant tenir compte du fait que β3 + γ3 = k. Par conséquent, on peut majorer le terme de
droite de (4.5.50) comme suit :

‖T1‖2,± .
∑

j1+j2=k

∑
i1+i2=n−1

(n− 1)!
i1! i2! max

|β|=i1
β3≤j1

‖∂βζ‖H2 max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γ∆′Q±‖2,±. (4.5.51)
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On ramène l’estimation sur Q± dans H3(Ω±) de la façon suivante :

max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γ∆′Q±‖2,± . max
|γ|=i2+1
γ3≤j2

‖∂γQ±‖3,±.

Par suite, en ré-indexant par rapport à i2, on obtient :

‖T1‖2,± .
∑

j1+j2=k

∑
i1+i2=n
i2≥1

(n− 1)!
i1! (i2 − 1)! max

|β|=i1
β3≤j1

‖∂βζ‖H2 max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γQ±‖3,±.

Enfin, en multipliant par ρn

n! et en sommant par rapport à n ∈ {k + 1, . . . , N}, il vient :

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖T1‖2,± .
∑

j1+j2=k

N∑
n=k+1

∑
i1+i2=n
i2≥1

(n− 1)! i2
n!

ρi1

i1! max
|β|=i1
β3≤j1

‖∂βζ‖H2
ρi2

i2! max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γQ±‖3,±

.
∑

j1+j2=k

N∑
n=k+1

∑
i1+i2=n

ρi1

i1! max
|β|=i1
β3≤j1

‖∂βζ‖H2
ρi2

i2! max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γQ±‖3,±,

où l’on a utilisé la majoration (n−1)! i2
n! ≤ 1. Enfin, en reconnaissant un produit de Cauchy partiel par

rapport à n, on peut écrire :

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖T1‖2,± .
∑

j1+j2=k
‖ζ‖j1,Nρ,2 ‖Q

±‖j2,±,Nρ,3 .
∑

j1+j2=k
‖ζ‖j1ρ,2 ‖Q

±‖j2,±ρ,3 , (4.5.52)

ce qui achève le cas de T1.

I Traitement de T2 :
On développe de la même façon T2, ce qui donne :

T2 := ∂α
(
ζ

J
∂hψ ∂h∂3Q

±
)

=
∑

β+γ=α

α!
β! γ! ∂

β
(
ζ

J
∂hψ

)
∂γ∂h∂3Q

±.

L’estimation de ‖T2‖2,± est ensuite identique à celle de T1, en estimant Q± dans H3(Ω±) via l’inégalité

max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γ∂h∂3Q
±‖2,± ≤ max

|γ|=i2+1
γ3≤j2

‖∂γQ±‖3,±.

On en conclut que

N∑
n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖T2‖2,± .
∑

j1+j2=k

∥∥∥∥ ζJ ∂hψ
∥∥∥∥j1
ρ,2
‖Q±‖j2,±ρ,3 . (4.5.53)

I Traitement de T3 :
Par définition,

T3 := ∂α
(
ζ F±

)
=

∑
β+γ=α

α!
β! γ! ∂

βζ ∂γF±.

On obtient comme précédemment :

‖T3‖2,± .
∑

j1+j2=k

∑
i1+i2=n−1

(n− 1)!
i1! i2! max

|β|=i1
β3≤j1

‖∂βζ‖H2 max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γF±‖2,±.
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Par hypothèse, on a F± ∈ Bρ,1,σ(Ω±). Par conséquent, on se ramène à la norme ‖ · ‖1,± grâce à l’inégalité

max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γF±‖2,± . max
|γ|=i2
γ3≤j2+1

‖∂γF±‖1,± + max
|γ|=i2+1
γ3≤j2+1

‖∂γF±‖1,±.

La suite de l’estimation de T3 est similaire à celle de T1 et T2, et on aboutit à l’inégalité suivante :
N∑

n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖T3‖2,± . (1 + ρ)
∑

j1+j2=k
‖ζ‖j1ρ,2 ‖F

±‖j2+1,±
ρ,1 . (4.5.54)

I Traitement de T4 :
Le cas de T4 est analogue à celui de T1, avec un terme supplémentaire à dériver :

T4 := ∂α
(
ζ A∂1Ã ∂1Q±

)
=

∑
β+γ+δ=α

α!
β! γ! δ! ∂

β(ζ A) ∂γ∂1Ã ∂δ∂1Q±.

On généralise l’estimation (4.5.51) avec trois indices i1, i2 et i3 :

‖T4‖2,± .
∑

j1+j2+j3=k

∑
i1+i2+i3=n−1

(n− 1)!
i1! i2! i3! max

|β|=i1
β3≤j1

‖∂β(ζ A)‖H2 max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γ∂1Ã‖H2 max
|δ|=i3
β3≤j3

‖∂δ∂1Q±‖2,±.

Ensuite, à l’aide des majorations

‖∂γ∂1Ã‖H2 ≤ ‖∂γÃ‖H3 et ‖∂δ∂1Q±‖2,± ≤ ‖∂δQ±‖3,±,

on en déduit :

‖T4‖2,± .
∑

j1+j2+j3=k

∑
i1+i2+i3=n−1

(n− 1)!
i1! i2! i3! max

|β|=i1
β3≤j1

‖∂β(ζ A)‖H2 max
|γ|=i2
γ3≤j2

‖∂γÃ‖H3 max
|δ|=i3
β3≤j3

‖∂δQ±‖3,±.

Finalement, on aboutit à l’estimation :
N∑

n=k+1

ρn

n! max
|α′|=n−k−1

‖T4‖2,± . ρ
∑

j1+j2+j3=k
‖ζ A‖j1ρ,2 ‖Ã‖

j2
ρ,3 ‖Q

±‖j3,±ρ,3 . (4.5.55)

En revenant à l’estimation (4.5.45), et en utilisant les estimations (4.5.52), (4.5.55), on a donc montré
que

‖Q±‖k+1,±,N
ρ,3 . (1 + ρ) ‖Q±‖k,±ρ,3 +

∑
j1+j2=k

(
‖ζ‖j1ρ,2 +

∥∥∥∥ ζJ∇′ψ
∥∥∥∥j1
ρ,2

)
‖Q±‖j2,±ρ,3

+ (1 + ρ)
∑

j1+j2=k
‖ζ‖j1ρ,2 ‖F

±‖j2+1,±
ρ,1

+ ρ
∑

j1+j2+j3=k
‖ζ A‖j1ρ,2 ‖Ã‖

j2
ρ,3 ‖Q

±‖j3,±ρ,3 .

(4.5.56)

On constate notamment que la norme ‖Q±‖k+1,±,N
ρ,3 est majorée uniformément par rapport à N . Ainsi,

en prenant le supremum par rapport à N , on a bien ‖Q±‖k+1,±
ρ,3 < +∞. Par récurrence, nous avons

alors Q± ∈ ∩k≥0B
k
ρ,3(Ω±), avec l’estimation (4.5.56) également satisfaite par la norme ‖Q±‖k+1,±

ρ,3 . En
multipliant par σk+1 et en sommant par rapport à k ∈ {0, . . . ,K−1} (où K ≥ 1 est un entier quelconque),
il vient (on a noté ‖Q±‖±,Kρ,3,σ la somme partielle d’ordre K dans la définition de la norme ‖Q±‖±ρ,3,σ) :

‖Q±‖±,Kρ,3,σ . ‖Q
±‖0,±ρ,3 + (1 + ρ) ‖ζ‖ρ,2,σ ‖F±‖±ρ,1,σ

+ σ

(
‖ζ‖ρ,2,σ +

∥∥∥∥ ζJ∇′ψ
∥∥∥∥
ρ,2,σ

+ ρ ‖ζ‖ρ,2,σ ‖A‖ρ,2,σ ‖Ã‖ρ,3,σ

)
‖Q±‖±,Kρ,3,σ.

(4.5.57a)

(4.5.57b)
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En utilisant l’estimation (4.5.4) sur ‖Q±‖0,±ρ,3 , et à l’aide de la majoration ρ ≤ ρ0 ≤ 1, on peut estimer le
terme de droite de (4.5.57a) par

C0
(
‖Q±‖0,±ρ,3 + ‖ζ‖ρ,2,σ ‖F±‖±ρ,1,σ

)
,

où C0 > 0 est une constante numérique. L’estimation (4.5.57) se réécrit comme suit :

‖Q±‖±,Kρ,3,σ ≤ C1
(
‖Q±‖0,±ρ,3 + ‖ζ‖ρ,2,σ ‖F±‖±ρ,1,σ

)
+ σ C1

(
‖ζ‖ρ,2,σ +

∥∥∥∥ ζJ∇′ψ
∥∥∥∥
ρ,2,σ

+ ρ ‖ζ‖ρ,2,σ ‖A‖ρ,2,σ ‖Ã‖ρ,3,σ

)
‖Q±‖±,Kρ,3,σ,

(4.5.58)

(4.5.59)

où C1 > 0 est une constante numérique. Il reste maintenant à absorber les termes analytiques de (4.5.59),
dans le but de boucler l’estimation sur ‖Q±‖±,Kρ,3,σ.

Absorption des termes analytiques.

I Traitement de ‖ζ‖ρ,2,σ :
Tout comme dans le cas de ‖Q±‖0,±ρ,3 , nous allons utiliser le gain d’une puissance de σ en vue d’absorber les
termes analytiques de (4.5.59), en choisissant σ suffisamment petit. On considère f ∈ Bρ, 7

2
(T2) satisfaisant

toujours l’hypothèse (4.5.2). En conséquence, on obtient les deux estimations suivantes (réécriture de
(4.4.16) et (4.4.18)) :

‖∇ψ‖ρ,3,σ ≤ ‖ψ‖ρ,4,σ ≤ C0‖f‖ρ, 7
2
≤ C0, (4.5.60)∥∥∥∥ 1

J

∥∥∥∥
ρ,3,σ

≤ C0. (4.5.61)

Ci-dessus, et dans toute la suite, on notera C0 > 0 toute constante numérique (ne dépendant éventuelle-
ment que de η1). Remarquons que les deux estimations (4.5.60) et (4.5.61) sont valables pour ρ ∈ (0, ρ0]
et σ ∈ (0, σ0] (le paramètre σ0 ayant été fixé, et valant 1

2). Par la propriété d’algèbre de Bρ,2,σ(Ω), nous
avons :

‖ζ‖ρ,2,σ ≤ C0

∥∥∥∥ 1
1 + |∇′ψ|2

∥∥∥∥
ρ,2,σ

‖J‖2ρ,2,σ.

D’une part, nous avons grâce à (4.5.60) :
‖J‖ρ,2,σ = ‖1 + ∂3ψ‖ρ,2,σ ≤ C0 (1 + ‖ψ‖ρ,3,σ) ≤ C0.

D’autre part, quitte à restreindre encore η1 > 0 (voir l’hypothèse (4.5.2)), on peut écrire :∥∥∥∥ 1
1 + |∇′ψ|2

∥∥∥∥
ρ,2,σ

≤ C0.

Il suffit en effet d’utiliser la Proposition 4.4.2 et d’adapter la démonstration du Corollaire 4.4.3. Ainsi, on
peut finalement affirmer que ζ est bornée dans Bρ,2,σ(Ω) :

‖ζ‖ρ,2,σ ≤ C0. (4.5.62)

I Traitement de
∥∥∥∥ ζJ∇′ψ

∥∥∥∥
ρ,2,σ

et de ρ ‖A‖ρ,2,σ ‖ζ‖ρ,2,σ ‖Ã‖ρ,3,σ :

On ne détaille pas dans la suite le traitement de ces deux termes, car la méthode est identique à ce qui a
été fait ci-dessus, et fournit exactement le même type de majoration que (4.5.62), à savoir :∥∥∥∥ ζJ∇′ψ

∥∥∥∥
ρ,2,σ

≤ C0 et ρ ‖ζ‖ρ,2,σ ‖A‖ρ,2,σ ‖Ã‖ρ,3,σ ≤ C0, (4.5.63)

où l’on a utilisé ρ ≤ ρ0 ≤ 1.
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I Limitation du paramètre σ :
Nous redéfinissons dès lors σ0 comme suit :

σ0 := 1
6C0C1

,

où C0 > 0 est donnée par (4.5.62), (4.5.63) et C1 par (4.5.59). Quitte à augmenter C0, on aura bien
σ0 ≤ 1

2 , donc toutes les estimations obtenues pour σ ∈ (0, 1
2 ] restent valides. Pour ρ ∈ (0, ρ0] et σ ∈ (0, σ0],

le membre de droite de (4.5.59) se majore de la façon suivante :

σ C1

(
‖ζ‖ρ,2,σ +

∥∥∥∥ ζJ∇′ψ
∥∥∥∥
ρ,2,σ

+ ρ ‖ζ‖ρ,2,σ ‖A‖ρ,2,σ ‖Ã‖ρ,3,σ

)
‖Q±‖±,Kρ,3,σ ≤ 3C0C1 σ ‖Q±‖±,Kρ,3,σ

≤ 1
2‖Q

±‖±,Kρ,3,σ.

Par conséquent, on obtient l’estimation suivante pour la norme ‖Q±‖±,Kρ,3,σ :

‖Q±‖±,Kρ,3,σ ≤ C1
(
‖Q±‖0,±ρ,3 + ‖ζ‖ρ,2,σ ‖F±‖±ρ,1,σ

)
. (4.5.64)

Pour conclure, en utilisant (4.5.62) et le résultat (4.5.4), on simplifie (4.5.64) pour aboutir à l’estimation :

‖Q±‖±,Kρ,3,σ ≤ C2
(
‖F±‖±ρ,1,σ + ‖G‖ρ, 3

2

)
,

où C2 > 0 est une constante numérique. En prenant le supremum sur K, on en déduit la même estimation
pour la norme ‖Q±‖±ρ,3,σ, ce qui achève la démonstration du Théorème 4.5.1.

4.6 Vers l’existence de solutions analytiques au problème des nappes
de tourbillon-courant et pistes de recherche future

Revenons à la définition de l’application Υ établie à la Section 4.3. L’objectif de cette partie est de
fournir plusieurs pistes de recherche future, plus ou moins approfondies, qui permettront de démontrer
que Υ sera contractante sur un espace métrique complet à déterminer. L’idée sera d’adapter les ou-
tils de la preuve du théorème de Cauchy-Kowalevskaya donnée par Baouendi et Goulaouic [BG78]. Cette
preuve repose avant tout sur l’estimation “lipschitzienne” (3.2.10) dans les hypothèses du Théorème 3.2.2.
Une telle estimation peut aisément s’obtenir pour les termes convectifs apparaissant dans les équations
(4.2.15), comme nous l’avons mis en évidence sur le cas simple étudié au Chapitre 3 (on renvoie no-
tamment à la Proposition 3.2.3). Néanmoins, il reste à estimer les termes de pression dans les équations
(4.2.15a) et (4.2.15b), afin d’obtenir une estimation du même type que (3.2.10). Ce point fera l’objet du
Paragraphe 4.6.1 ci-dessous, et découlera essentiellement du résultat fourni par le Théorème 4.5.1.

4.6.1 Estimation “lipschitzienne” de la pression

Reprenons les équations (4.2.15a), (4.2.15b) sur la vitesse u± (on se place dans la formulation en terme des
inconnues (u±, b±, f) établie au Paragraphe 4.2.2). La composante associée à la pression Q± est donnée
par :  J ∂1Q

± − ∂1ψ ∂3Q
±

J ∂2Q
± − ∂2ψ ∂3Q

±

− ∂1ψ ∂1Q
± − ∂2ψ ∂2Q

± + 1+|∇′ψ|2
J ∂3Q

±

 = aAT ∇Q±,

où l’on rappelle la définition (4.2.2) des matrices A et a. Dans toute la suite, on se donne deux triplets
(u±, b±, f) et (u±, b±, f) tels que :

(u±, b±, f), (u±, b±, f) ∈ Bρ,3,σ(Ω±)3 ×Bρ,3,σ(Ω±)3 ×Bρ, 7
2
(T2), (4.6.1)
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satisfaisant en outre les conditions (4.3.1). On notera Q± (resp. Q±) la solution du problème de Laplace
(4.2.16) dont les termes sources F± et G (resp. F± et G) ainsi que les coefficients de l’opérateur elliptique
sont donnés en fonction de (u±, b±, f) (resp. à (u±, b±, f)) via les expressions (4.2.17) et (4.2.2). De même,
toutes les quantités annexes définies à partir de (u±, b±, f) seront notées avec une barre soulignée. Le but
de ce paragraphe est d’établir une estimation du terme de pression aAT ∇Q±−aAT ∇Q± dans les espaces
Bρ′,3,σ(Ω±), pour tout ρ′ ∈ (0, ρ) ; cette estimation est résumée dans la proposition ci-dessous.
Proposition 4.6.1

Soient ρ ∈ (0, ρ0] et σ ∈ (0, σ0], où ρ0 et σ0 sont donnés par le Théorème 4.5.1. On se donne R > 0,
puis (u±, b±, f) et (u±, b±, f) vérifiant (4.6.1), (4.3.1) et contrôlés comme suit :

‖u±, b±, u±, b±‖±ρ,3,σ < R et ‖f, f‖ρ, 7
2
< η1, (4.6.2)

où η1 est donné par le Théorème 4.5.1. Alors pour tout 0 < ρ′ < ρ, on a l’estimation “lipschitzienne” :

‖aAT ∇Q±− aAT ∇Q±‖±ρ′,3,σ

≤ C

ρ− ρ′
(
‖u± − u±‖±ρ,3,σ + ‖b± − b±‖±ρ,3,σ + ‖f − f‖ρ, 7

2

)
,

(4.6.3)

où C > 0 ne dépend que de R et η1, mais pas de ρ ni de ρ′.

Démonstration. Notons αij (resp. αij) les coefficients de la matrice aAT (resp. aAT ). À i fixé, on
écrit :

αij ∂jQ
± − αij ∂jQ

± =
(
αij − αij

)
∂jQ

± + αij ∂j
(
Q± − Q±

)
=: E1 + E2.

Traitement de E1. Pour estimer le terme E1, on utilise la propriété d’algèbre de l’espace Bρ′,3,σ(Ω±) :

‖E1‖±ρ′,3,σ ≤ C0 ‖αij − αij‖ρ′,3,σ ‖∂jQ±‖±ρ′,3,σ.

En utilisant la Proposition 4.4.1 et le Corollaire 4.4.3, il est clair qu’on peut écrire la majoration :

‖αij − αij‖ρ′,3,σ ≤ C ‖f − f‖ρ, 7
2
, (4.6.4)

où C > 0 est une constante ne dépendant que de η1. Enfin, à l’aide de la propriété (2.3.10) et du
Théorème 4.5.1, on en déduit que

‖E1‖±ρ′,3,σ ≤
C

ρ− ρ′
(
‖F±‖±ρ,1,σ + ‖G‖ρ, 3

2

)
, (4.6.5)

où C > 0 ne dépend que de η1 et ε0.
Il nous faut à présenter estimer les termes sources F± et G donnés en fonction de (u±, b±, f) via les

expressions (4.2.17). Pour estimer F± dans Bρ,1,σ(Ω±), on pourra se permettre d’utiliser directement la
majoration plus “forte” ‖ · ‖±ρ,1,σ ≤ ‖ · ‖±ρ,2,σ, car F± ne comprend que des produits de termes d’ordre de
dérivation au plus 1 pour u± et b±, et au plus 2 pour ψ. En effet, estimons par exemple le dernier terme
intervenant dans F±, qui est donné par

2 ∂jJ
J3

(
u±i ∂ju

±
j − b±i ∂jb

±
j

)
= 2 ∂j∂3ψ

J3
(
u±i ∂ju

±
j − b±i ∂jb

±
j

)
.

Par propriété d’algèbre de l’espace Bρ,2,σ(Ω±) et en vertu du Corollaire 4.4.3, on a :∥∥∥∥2 ∂j∂3ψ

J3
(
u±i ∂ju

±
j − b±i ∂jb

±
j

)∥∥∥∥±
ρ′,2,σ

≤ C ‖ψ‖ρ,4,σ
(
‖u±i ‖

±
ρ,2,σ ‖u

±
j ‖
±
ρ,3,σ + ‖b±i ‖±ρ,2,σ ‖b±j ‖±ρ,3,σ

)
,
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où C > 0 ne dépend que de η1. Ainsi, la Proposition 4.4.1 et l’hypothèse (4.6.2) permettent d’en déduire
que ∥∥∥∥2 ∂j∂3ψ

J3
(
u±i ∂ju

±
j − b±i ∂jb

±
j

)∥∥∥∥±
ρ′,2,σ

≤ C,

où C > 0 ne dépend que de R et η1. Tous les autres termes apparaissant dans (4.2.17a) s’estiment de
façon analogue ; on en conclut alors que ‖F±‖±ρ,1,σ ≤ C.

Le cas de G est similaire, car à l’aide de la continuité de l’application trace de H2(Ω±) dans H 3
2 (Γ),

tous les termes d’ordre 1 contenus dans G seront estimés dans Bρ,2,σ(Ω±), exactement comme ci-dessus
pour F±.

Finalement, si l’on revient à (4.6.5), on aboutit à une estimation de la forme souhaitée ; c’est-à-dire,
il existe une constante C > 0, ne dépendant que de R et η1, telle que :

‖E1‖ρ′,3,σ ≤
C

ρ− ρ′
‖f − f‖ρ, 7

2
≤ C

ρ− ρ′
(
‖u± − u±‖±ρ,3,σ + ‖b± − b±‖±ρ,3,σ + ‖f − f‖ρ, 7

2

)
. (4.6.6)

Traitement de E2. Expliquons succinctement comment traiter le cas de E2. On commence par écrire
la majoration :

‖E2‖ρ′,3,σ = ‖αij ∂j
(
Q± − Q±

)
‖±ρ′,3,σ ≤

C

ρ− ρ′
‖αij‖ρ′,3,σ ‖Q± −Q±‖ρ,3,σ. (4.6.7)

Les mêmes arguments que ceux ayant abouti à (4.6.4) permettent d’écrire :

‖αij‖ρ′,3,σ ≤ ‖αij‖ρ,3,σ ≤ C,

où C > 0 ne dépend que de η1.
Posons ensuite P± := Q±−Q± et g := f − f ; afin d’estimer P± dans Bρ,3,σ(Ω±), nous allons exhiber

un problème elliptique satisfait par (P+, P−), de la même forme que le problème (4.5.1) étudié à la
Section 4.5. Comme l’opérateur elliptique dans (4.5.1) est à coefficients variables, nous allons devoir gérer
l’apparition de commutateurs. On obtient le problème elliptique suivant, dans lequel les termes sources
F± et G seront explicités ci-dessous par (4.6.11) :

−Aji ∂j
(
Aki ∂kP

±) = F±, dans [0, T ]× Ω±,
[P ] = 0, sur [0, T ]× Γ,(

1 + |∇′f |2
) [
∂3P

]
= G, sur [0, T ]× Γ,

∂3P
± = 0, sur [0, T ]× Γ±.

(4.6.8)

On peut appliquer le Théorème 4.5.1 et on obtient l’estimation :

‖P±‖±ρ,3,σ ≤ C
(
‖F±‖±ρ,1,σ + ‖G‖ρ, 3

2

)
. (4.6.9)

Il reste maintenant à expliciter les termes sources F± et G dans (4.6.8). Pour cela, nous faisons le lien
avec les problèmes elliptiques satisfaits par (Q+, Q−) d’une part (i.e. avec les coefficients de la matrice
A), et celui satisfait par (Q+, Q−) d’autre part (i.e. avec les coefficients de la matrice A). On écrit alors :

A = A+R, (4.6.10)

où la matrice R est un terme de “reste” défini par

R := A − A =

 0 0 0
0 0 0
R31 R32 R33

 ,



4.6. VERS L’EXISTENCE DE NAPPES DE TOURBILLON-COURANT ANALYTIQUES 99

et les coefficients R3j sont définis comme suit :

∀ j = 1, 2, 3, R3j := 1
J
∂j
(
ψ − ψ

)
− ∂jψ

J J
∂3
(
ψ − ψ

)
.

En injectant l’égalité (4.6.10) dans la première équation du système (4.6.8), on obtient l’expression des
termes sources F± :

F± := F± − F± + Aji ∂j
(
R3i ∂3Q

±) + R3i ∂3
(
Aki ∂kQ

±). (4.6.11a)

Le terme source G s’obtient en écrivant ∇′f = ∇′f + ∇′g dans la troisième équation du système (4.6.8) :

G := G − G −
(
2∇′f · ∇′g + |∇′g|2

) [
∂3Q

]
. (4.6.11b)

Il reste ensuite à estimer les termes sources F± et G. Par souci de clarté, on choisit de ne pas détailler ces
calculs, dont la méthode est rigoureusement identique à celle employée précédemment pour le traitement
de E1. On aboutit à une estimation de la forme :

‖F±‖±ρ,1,σ + ‖G‖ρ, 3
2
≤ C

(
‖u± − u±‖±ρ,3,σ + ‖b± − b±‖±ρ,3,σ + ‖f − f‖ρ, 7

2

)
,

avec C > 0 dépendant de R et η1, mais pas de ρ ni de ρ′. Revenant à (4.6.7), on peut donc achever
l’estimation de E2, et on obtient :

‖E2‖ρ′,3,σ ≤
C

ρ− ρ′
(
‖u± − u±‖±ρ,3,σ + ‖b± − b±‖±ρ,3,σ + ‖f − f‖ρ, 7

2

)
. (4.6.12)

En combinant les résultats (4.6.6) et (4.6.12), on a bien l’estimation (4.6.3) souhaitée.

�

4.6.2 Quelques pistes pour un futur travail de recherche

Reprenons plus en détails les éléments de la preuve du théorème de Cauchy-Kowalevskaya donnée dans
[BG78]. On se donne une échelle d’espaces de Banach (Bρ)0<ρ≤ρ0 , dont on notera la norme ‖·‖ρ, où ρ0 > 0
est fourni par le Théorème 4.5.1. L’espace Bρ correspondra ici à un espace produit :

Bρ :=
{(
u+, u−, b+, b−, f

) ∣∣∣ u±, b± ∈ Bρ,3,σ(Ω±) et f ∈ Bρ, 5
2
(T2)

}
, (4.6.13)

où σ est fixé une fois pour toutes dans l’intervalle (0, σ0] (on renvoie une fois de plus au Théorème 4.5.1).
Contrairement à ce qui a été fait jusqu’ici, on cherchera un front f dans l’espace Bρ, 5

2
(T2) au lieu de

Bρ, 7
2
(T2) ; nous expliquerons ce changement ci-après, et donnerons quelques pistes sur la façon dont on

pourra adapter les estimations de la pression établies à la Section 4.5.
On définit l’espace de Banach Ea suivant, où le paramètre a > 0 sera à choisir suffisamment petit

ultérieurement :

Ea :=
{
ẇ ∈

⋂
ρ∈(0,ρ0)

C
(
(−a(ρ0 − ρ), a(ρ0 − ρ)

)
; Bρ

) ∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣ẇ∣∣∣∣∣∣a < +∞
}
, (4.6.14)

où la norme
∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣

a
est définie par :

∣∣∣∣∣∣ẇ∣∣∣∣∣∣
a

:= sup
0<ρ<ρ0
|t|<a(ρ0−ρ)

‖ẇ(t)‖ρ (ρ0 − ρ)
√

1− |t|
a(ρ0 − ρ) . (4.6.15)
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De la même façon, on définit de façon évidente des espaces de Banach Ea(Ω), Ea(Ω±) et Ea(T2), dont la
définition est analogue à (4.6.14) : il suffit de remplacer l’espace Bρ dans (4.6.14) par Bρ,3,σ(Ω), Bρ,3,σ(Ω±)
etBρ, 5

2
(T2) respectivement. Les normes seront notées

∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣
a,Ω,

∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣
a,Ω± et

∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣
a,T2 . L’avantage de l’espace

Ea (4.6.14) est qu’il autorise une “divergence” de la norme ‖ẇ(t)‖ρ en une singularité intégrable en temps,
ce qui est crucial dans la démonstration de [BG78].

D’autre part, Baouendi et Goulaouic donnent une autre vision de la façon dont on peut résoudre un
problème de Cauchy de la forme : 

dw

dt
= F (w),

w(0) = w0.
(4.6.16)

En effet, la façon de procéder “usuelle” est de chercher un point fixe de l’application :

w 7→
[
t 7→ w0 +

∫ t

0
F
(
w(τ)

)
dτ
]
,

ce qui donne lieu à la version de [Nis77] pour la démonstration du théorème de Cauchy-Kowalevskaya.
Baouendi et Goulaouic ont reformulé le problème de Cauchy (4.6.16) en cherchant un point fixe sur la
dérivée temporelle de w, notée ẇ, c’est-à-dire un point fixe de l’application :

ẇ 7→
[
t 7→ F

(
w0 +

∫ t

0
ẇ(τ) dτ

)]
.

L’espace Ea défini par (4.6.14) correspondra donc aux dérivées temporelles des inconnues (u±, b±, f) ;
c’est-à-dire, il faudra interpréter ẇ dans (4.6.14) comme étant le vecteur (∂tu+, ∂tu

−, ∂tb
+, ∂tb

−, ∂tf).
Pour ne pas confondre avec les dérivées partielles en temps (qui requièrent de la régularité sur les fonctions
manipulées), on notera avec un “point” les fonctions de Ea : les composantes de ẇ ∈ Ea seront notées
(u̇+, u̇−, ḃ+, ḃ−, ḟ). À l’inverse, pour désigner les primitives de ces fonctions nulles à l’instant initial t = 0,
on écrira w = (u+, u−, b+, b−, f).

À présent, nous voudrons également tenir compte des contraintes (4.3.1) que l’on souhaite imposer sur
les inconnues (u±, b±, f). En s’inspirant de ce que l’on a fait au Chapitre 3, nous intégrons ces contraintes
dans la définition de l’espace Ea. L’avantage de la preuve de Baouendi et Goulaouic [BG78], par rapport
à celle donnée par Nishida [Nis77], est la mise en évidence d’une application contractante sur un sous-
ensemble fermé d’un espace métrique complet ; c’est pourquoi l’intégration des contraintes (4.3.1) dans
l’espace Ea paraît plus adaptée dans ce cas. L’inconnue (u̇±, ḃ±, ḟ) doit donc vérifier :

∇ · u± = ∇ · b± = 0, dans Ω±,

ḟ = u+
3 |t=0 +

∫ t

0
u̇+

3 (τ) dτ = u−3 |t=0 +
∫ t

0
u̇−3 (τ) dτ, sur Γ,

b+3 = b−3 = 0, sur Γ,
u±3 = b±3 = 0, sur Γ±.

(4.6.17)

On adapte la définition (4.6.14) en posant :

Ea :=
{
ẇ = (u̇+, u̇−, ḃ+, ḃ−, ḟ) ∈ Ea

∣∣∣ (u̇+, u̇−, ḃ+, ḃ−, ḟ) vérifie (4.6.17)
}
. (4.6.18)

Le but est maintenant de démontrer que l’application Υ définie par (4.3.2) est contractante sur Ea.
Nous avons déjà vu à la Section 4.3 que les contraintes (4.6.17) étaient propagées par Υ. La question
est maintenant de savoir si Υ est un champ de vecteurs sur Ea, ce qui pose la question de la régularité
de Υ(u±, b±, f) lorsqu’on se donne (u̇±, ḃ±, ḟ) dans Ea. Les mêmes arguments que ceux invoqués au
Paragraphe 4.6.1 sur l’estimation de la pression permettent de traiter sans difficulté majeure le cas de la
vitesse u]± et du champ magnétique b]± qui auront bien la même régularité que u± et b±. Le point délicat
concerne le front f ], car il n’est défini qu’à travers l’équation de transport :

ḟ ] = u]±3 |t=0 +
∫ t

0
u̇]±3 (τ) dτ, sur Γ.
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Comme u]±3 appartient à Bρ,3,σ(Ω±), la trace de u]±3 appartient à Bρ, 5
2
(T2). Par conséquent, nous aurons

“seulement” f ] ∈ Bρ, 5
2
(T2) après intégration en temps. L’hypothèse de choisir une front analytique f dans

Bρ, 7
2
(T2) semble donc trop restrictive : c’est pour cette raison que nous avons choisi de modifier l’espace

fonctionnel associé au front dans la définition (4.6.14).

Quelques estimations clés liées au front.

La version de [BG78] fournit une solution du problème de Cauchy (4.6.16) en cherchant un point fixe sur
la dérivée temporelle de l’inconnue w. Dans la définition (4.3.2) de Υ, on commence par définir la vitesse
u̇]± via le système (4.3.3) pour ensuite définir le front ḟ ] comme solution de la deuxième équation de
(4.6.17). Connaissant u̇]±, on peut donc en déduire f̈ ], c’est-à-dire la dérivée temporelle seconde du front
f . L’inconnue que l’on cherchera à construire par une méthode de point fixe, en reprenant les arguments
principaux de [BG78], sera donc (u̇±, ḃ±, f̈). Dans toute la suite de ce paragraphe, on notera C0 > 0 toute
constante numérique.

I Estimation d’une dérivée tangentielle du front.

Nous donnons ici une estimation de ∂jf(t), pour j ∈ {1, 2}, dans l’espace Bρ, 5
2
(T2) en fonction de

“l’inconnue” f̈ dans l’espace Ea(T2) introduit précédemment. En supposant que f |t=0 et ∂tf |t=0 sont
nulles, on peut écrire :

∂jf(t) =
∫ t

0

∫ t1

0
∂j f̈(t2) dt2 dt1.

En considérant ρ ∈ (0, ρ0) et |t| < a(ρ− ρ0), on a alors3, grâce à la propriété de dérivation (2.3.10) :

‖∂jf(t)‖ρ, 5
2
≤
∫ t

0

∫ t1

0
‖∂j f̈(t2)‖ρ dt2 dt1 ≤ C0

∫ t

0

∫ t1

0

‖f̈(t2)‖ρ(t2)
ρ(t2)− ρ dt2 dt1, (4.6.19)

pour une choix convenable de ρ(t2) ∈ (ρ, ρ0). Conformément à [BG78], on définira :

∀ |s| < a(ρ0 − ρ), ρ(s) := 1
2
(
ρ0 + ρ − |s|

a

)
. (4.6.20)

Nous obtenons les deux égalités suivantes :

ρ(s) − ρ = ρ0 − ρ
2

(
1− |s|

a(ρ0 − ρ)

)
,

ρ0 − ρ(s) = ρ0 − ρ
2

(
1 + |s|

a(ρ0 − ρ)

)
,

(4.6.21a)

(4.6.21b)

de sorte que l’on a bien ρ < ρ(s) < ρ0 pour tout |s| < a(ρ0 − ρ). Grâce à la définition (4.6.15), on peut
écrire la majoration :

‖f̈(t2)‖ρ(t2), 5
2
≤

∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2

ρ0 − ρ(t2)
1√

1− |t2|
a(ρ0−ρ(t2))

. (4.6.22)

Revenant à (4.6.19) et utilisant (4.6.21) et (4.6.22), il vient :

‖∂jf(t)‖ρ, 5
2
≤

4C0
∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣

a,T2

(ρ0 − ρ)2

∫ t

0

∫ t1

0

dt2 dt1(
1 + t2

a(ρ0 − ρ)

)(
1− t2

a(ρ0 − ρ)

)(
1−

2t2
a(ρ0−ρ)

1 + t2
a(ρ0−ρ)

)1/2
.

3Par symétrie, on supposera directement t ≥ 0 par la suite pour simplifier.
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À l’aide des changements de variables t2 := a(ρ0 − ρ) τ et t1 := a(ρ0 − ρ)σ, on obtient :

‖∂jf(t)‖ρ, 5
2
≤ 4C0 a

2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2

∫ t/(a(ρ0−ρ))

0

∫ σ

0

dτ(
1 + τ

)1/2 (1− τ)3/2 dσ
≤ 4C0 a

2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2

∫ 1

0

∫ σ

0

dτ(
1− τ

)3/2 dσ
≤ 16C0 a

2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2 .

Les dérivées tangentielles de f vérifient donc l’estimation :

∀ |t| < a(ρ0 − ρ), ‖∇′f(t)‖ρ, 5
2
≤ C0 a

2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2 , (4.6.23)

où l’on rappelle que ∇′f désigne (∂1f, ∂2f). En particulier, on constate que les dérivées tangentielles de
f(t) s’estiment dans l’espace Bρ, 5

2
(T2) uniformément en temps.

Un raisonnement analogue (et plus simple), permet également d’estimer f(t) dans Bρ, 5
2
(T2) en fonction

de la norme
∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣

a,T2 uniformément en temps. On commence par écrire (en supposant que f |t=0 et ∂tf |t=0
sont nulles) :

f(t) =
∫ t

0

∫ t1

0
f̈(t2) dt2 dt1.

Grâce à la définition (4.6.15), on en déduit après quelques estimations élémentaires :

∀ |t| < a(ρ0 − ρ), ‖f(t)‖ρ, 5
2
≤ C0 a

2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2 . (4.6.24)

Comme la norme
∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣

a,T2 contrôle uniformément en temps le front f(t) et ses dérivées tangentielles
∂jf(t), pour j = 1, 2, nous allons pouvoir contrôler f(t) dans Bρ, 7

2
(T2) uniformément en temps. En effet,

il est clair que l’on a la majoration :

‖f(t)‖
H

7
2 (T2)

≤ C0
(
‖f(t)‖

H
5
2 (T2)

+ ‖∇′f(t)‖
H

5
2 (T2)

)
. (4.6.25)

Ainsi, si l’on suppose f(t) ∈ Bρ, 5
2
(T2) vérifiant ∇′f(t) ∈ Bρ, 5

2
(T2), alors on a f(t) ∈ Bρ, 7

2
(T2) en vertu de

la Définition 2.3.10 donnée au Chapitre 2. En effet, la majoration (4.6.25) a pour conséquence directe :

‖f(t)‖ρ, 7
2
≤ C0

(
‖f(t)‖ρ, 5

2
+ ‖∇′f(t)‖ρ, 5

2

)
≤ C0 a

2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2 , (4.6.26)

où on a utilisé (4.6.23) et (4.6.24).

I Estimation de la dérivée normale du redressement du front.

Supposons ici que ρ0 et σ0 sont deux paramètres quelconques appartenant à (0, 1] et (0, 1
2 ] respective-

ment. On se donne ρ ∈ (0, ρ0] et σ ∈ (0, σ0]. D’après la Proposition 4.4.1, on peut écrire :
‖∂3ψ‖ρ,3,σ ≤ ‖ψ‖ρ,4,σ ≤ C0 ‖f‖ρ, 7

2
,

où C0 > 0 ne dépend que de σ0 et ψ désigne le relèvement de f défini par le Lemme 4.2.1. En utilisant
(4.6.26), il vient alors :

∀ |t| < a(ρ0 − ρ), ‖∂3ψ(t)‖ρ,3,σ ≤ C0 a
2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣

a,T2 . (4.6.27)

En choisissant a suffisamment petit, on pourrait être en mesure d’appliquer le Corollaire 4.4.3 afin d’esti-
mer J−1 dans Bρ,3,σ(Ω) sans imposer une petitesse du front f dans Bρ, 7

2
(T2). Nous laissons ces quelques

pistes ouvertes pour un futur travail de recherche.
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I Estimation de deux dérivées tangentielles du front.

On se donne i, j ∈ {1, 2} et on souhaite estimer ∂i∂jf dans Ea(T2) de la même manière que précédem-
ment. Comme ces termes comportent deux dérivées, l’estimation de ∂i∂jf(t) dans Bρ, 5

2
(T2) va alors faire

apparaître après deux intégrations en temps la singularité
(
1− |t|

a(ρ0−ρ)

)−1/2
; cette singularité n’est en soi

pas “dangereuse” puisqu’on peut la gérer à l’aide de la norme
∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣

a,T2 (dont la définition est analogue à
(4.6.15)). Nous démontrons par la suite l’estimation suivante :∣∣∣∣∣∣∂i∂jf ∣∣∣∣∣∣a,T2 ≤ C0 a

2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2 . (4.6.28)

Similairement à (4.6.19), on commence par écrire :

‖∂i∂jf(t)‖ρ, 5
2
≤ C0

∫ t

0

∫ t1

0

‖∂j f̈(t2)‖ρ(t2)
ρ(t2)− ρ dt2 dt1, (4.6.29)

où ρ(t2) est donné par (4.6.20). Il reste à estimer une nouvelle fois la dérivée tangentielle ∂j f̈ dans (4.6.29).
On définit pour cela un “deuxième” rayon d’analyticité ρ̃(s) par :

∀ |s| < a(ρ0 − ρ), ρ̃(s) := 1
2
(
ρ0 + ρ(s) − |s|

a

)
. (4.6.30)

On vérifie sans peine que l’on obtient les deux égalités suivantes :

ρ̃(s) − ρ(s) = ρ0 − ρ
4

(
1− |s|

a(ρ0 − ρ)

)
,

ρ0 − ρ̃(s) = ρ0 − ρ
4

(
1 + 3|s|

a(ρ0 − ρ)

)
,

(4.6.31a)

(4.6.31b)

de sorte que l’on a bien ρ < ρ(s) < ρ̃(s) < ρ0 pour tout |s| < a(ρ0 − ρ). Revenant à (4.6.29), on obtient
(en supposant t ≥ 0 par la suite) :

‖∂i∂jf(t)‖ρ, 5
2
≤ C2

0

∫ t

0

∫ t1

0

‖f̈(t2)‖ρ̃(t2), 5
2(

ρ(t2)− ρ
) (
ρ̃(t2)− ρ(t2)

) dt2 dt1. (4.6.32)

On applique l’inégalité (4.6.22) avec ρ̃(t2) dans le rôle de ρ(t2), ainsi que les égalités (4.6.31), puis après
quelques calculs élémentaires, on aboutit à l’estimation suivante :

‖∂i∂jf(t)‖ρ, 5
2
≤

32C2
0 a

2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2

ρ0 − ρ

∫ t/a(ρ0−ρ)

0

∫ σ

0

dτ(
1− τ

)5/2 dσ.
Après deux intégrations en temps, on en déduit :

∀ t ∈
[
0, a(ρ0 − ρ)

)
, ‖∂i∂jf(t)‖ρ, 5

2
≤ C0

a2 ∣∣∣∣∣∣f̈ ∣∣∣∣∣∣
a,T2

ρ0 − ρ

(
1− t

a(ρ0 − ρ)

)−1/2
.

Lorsque t ∈
(
−a(ρ0−ρ), 0

]
, on obtient une estimation analogue, ce qui conclut quant à la démonstration

de l’estimation (4.6.28) annoncée.
L’avantage qui semble se dégager des estimations (4.6.23) et (4.6.28) est la présence du facteur a2

dans les membres de droite. Intuitivement, dans l’optique de montrer dans un futur travail de recherche
que l’application Υ sera contractante sur Ea, il “suffirait” de choisir le paramètre a suffisamment petit.
Néanmoins, quelques points restent encore à éclaircir, comme l’estimation de la pression donnée par le
Théorème 4.5.1. En effet, parmi les hypothèses de ce théorème, nous avons considéré un front f petit
dans Bρ, 7

2
(T2) ; il nous faudra donc pouvoir relaxer cette hypothèse en choisissant “seulement” f dans

Bρ, 5
2
(T2), et utiliser plutôt l’estimation (4.6.27) établie précédemment.
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Après l’obtention de solutions analytiques ?

Une fois que l’on aurait démontré l’existence de nappes de tourbillon-courant analytiques, la question
naturelle qui se pose concerne le caractère bien posé du système (4.1.2) dans l’échelle de régularité Sobolev.

Comme pour le Théorème 3.2.5 établi au Chapitre 3, la solution analytique obtenue serait définie
sur un intervalle de temps dépendant de la taille des données initiales dans l’échelle analytique. On peut
alors avoir un temps d’existence qui se restreint lorsque les données initiales deviennent grandes dans les
espaces Bρ0,3,σ(Ω±) et Bρ0,

5
2
(T2) (où ρ0 représente ici le rayon d’analyticité des données initiales).

Le résultat d’estimation a priori établi dans [CMST12] serait ensuite un point de départ pour dé-
montrer, par un argument de compacité, l’existence et l’unicité de solutions au problème des nappes de
tourbillon-courant lorsque l’on considère à présent des données initiales dans un certain espace de Sobolev.

Pour cela, on approcherait les données initiales (u±0 , b±0 , f0) (supposées de régularité Sobolev) par une
suite de données initiales analytiques

(
u±,n0 , b±,n0 , fn0

)
n≥0, grâce à la densité des espaces Bρ,r,σ dans Hr

(on renvoie au Théorème 2.3.7 du Chapitre 2). L’unique solution analytique associée (u±,n, b±,n, Q±,n, fn)
possède alors un rayon d’analyticité ρn = ρn(t), risquant de tendre vers 0 lorsque n tend vers +∞. Pour
remédier à cet obstacle, il suffirait d’exhiber une borne inférieure sur les quantités ρn(t), ne dépendant
que d’une norme Sobolev de la solution. Ainsi, on pourrait propager l’analyticité des solutions sur un
intervalle de temps qui ne dépendrait plus que de la norme Sobolev des solutions. Cette dernière n’explose
pas lorsque l’on fait tendre n vers +∞, ce qui permet d’avoir une borne inférieure strictement positive
sur le temps d’existence des solutions.

Pour des résultats de propagation de l’analyticité des solutions aux équations d’Euler incompressibles,
on pourra se référer par exemple à [BB77,AM86] et plus récemment à [LO97,KV09,KV11b,KV11a].



II
Développements d’optique géométrique

pour le problème des nappes de
tourbillon-courant incompressibles
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5
Ondes de surface pour les nappes de
tourbillon-courant

Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement qualitatif de la solution du problème des nappes de
tourbillon-courant, issue d’une donnée initiale fortement oscillante. Plus précisément, on verra que pour
des fréquences bien particulières, la solution présente une structure d’onde de surface, c’est-à-dire qu’elle
est localisée près de la frontière libre, oscille aux mêmes fréquences que la donnée initiale, et décroît
exponentiellement par rapport à la variable normale à la nappe. Ce phénomène est l’analogue des ondes
de Rayleigh en élastodynamique [Lar83,Par85,HIZ95].

L’apparition d’ondes de surface peut s’expliquer en procédant à une analyse modale : on cherche à
savoir s’il peut exister des ondes de la forme exp

(
i(τt + ξ1x1 + ξ2x2 + ξ3x3)

)
, avec τ ∈ C, (ξ1, ξ2) ∈ R2

et ξ3 ∈ C, solutions du système linéarisé des nappes de tourbillon-courant incompressibles. Ici, x3 désigne
la coordonnée normale à la nappe. Du fait des contraintes de divergence nulle sur la vitesse et le champ
magnétique, ce système n’est pas un système hyperbolique “standard”. En revanche, la méthode employée
est analogue à celle utilisée dans le cadre des systèmes hyperboliques [BGS07] : on cherche à vérifier
la condition de Kreiss-Lopatinskii simple et/ou uniforme, afin d’en déduire un critère de stabilité pour
les nappes planes. L’analyse du problème linéarisé menée par [Syr53,Cha61,Axf62], et plus récemment
revisitée par [MTT08], établit en premier lieu un critère nécessaire de stabilité en éliminant le cas Im τ < 0
pour lequel la solution explose (le problème serait alors fortement mal posé). Le cas limite qui nous
intéresse est lorsque Im τ = 0 : le problème est alors dit faiblement bien posé. Morando, Trakhinin et
Trebeschi [MTT08] montrent que ce cas est possible si et seulement si (τ, ξ1, ξ2) ∈ R3 est racine du
déterminant de Lopatinskii. En particulier, seule la condition de Kreiss-Lopatinskii faible est vérifiée,
et il n’existe pas de nappe plane pour laquelle le déterminant de Lopatinskii ne s’annule pas lorsque
Im τ ≤ 0 : la condition de Lopatinskii uniforme n’est jamais satisfaite (on renvoie à [MTT08] pour les
détails complets, et à la Section 5.3 de ce chapitre).

Les fréquences (τ, ξ1, ξ2) ∈ R3, racines du déterminant de Lopatinskii, peuvent se paramétrer par
(ξ1, ξ2), c’est-à-dire par une équation de la forme τ = τ(ξ1, ξ2). À (ξ1, ξ2) fixé, il existe exactement deux
racines simples τ± = τ±(ξ1, ξ2), appelées fréquences elliptiques, car la fréquence normale correspondante
ξ3 est alors imaginaire pure ; ces fréquences vont être à l’origine de la formation d’ondes de surface, corres-
pondant au cas Im ξ3 ≷ 0 (selon le signe de x3), pour lesquelles la solution va décroître exponentiellement
par rapport à x3 (voir Section 5.4). Dans d’autres problèmes d’hydrodynamique, tels que les ondes de

107



108 CHAPITRE 5. ONDES DE SURFACE POUR LES NAPPES DE TOURBILLON-COURANT

détonation étudiées par Majda et Rosales [MR83,MR84], les nappes de tourbillon compressibles étudiées
par Artola et Majda [AM87, AM89] ou les ondes de choc étudiées par Serre [Ser01], le cas ξ3 ∈ R se
présente, et on parle alors d’ondes “internes”, qui se propagent dans tout le domaine (bulk waves). Ce
dernier cas ne se présente pas pour les nappes de tourbillon-courant en MHD incompressible.

Commençons par réécrire le système que l’on étudie (dorénavant, pour se conformer aux notations
de [AH03], on notera ψ le front associé à la nappe) :

∂tu
± + (u± · ∇)u± − (H± · ∇)H± +∇q± = 0 dans Ω±(t), t ∈ [0, T ],

∂tH
± + (u± · ∇)H± − (H± · ∇)u± = 0 dans Ω±(t), t ∈ [0, T ],

∇ · u±(t) = ∇ ·H±(t) = 0 dans Ω±(t), t ∈ [0, T ],
∂tψ = u± ·N, H± ·N = 0, [q] = 0 sur Γ(t), t ∈ [0, T ],

u±3 = H±3 = 0 sur Γ±.

(5.0.1)

On rappelle que l’on avait noté Ω±(t) =
{
(x′, x3) ∈ T2 × (−1, 1)

∣∣x3 ≷ ψ(t, x′)
}
les domaines “supérieur”

et “inférieur”, Γ(t) =
{
x3 = ψ(t, x′)

}
la frontière libre, ainsi que N = (−∂1ψ,−∂2ψ, 1) un vecteur normal

à la nappe (voir la Figure 5.1). Les bords fixes Γ± sont définis par Γ± :=
{
x3 = ±1

}
.

u−

u+

Γ(t)

x1

x2

x3

N

H+

H−

Ω−(t)

Ω+(t)

Figure 5.1 : Schéma d’une nappe de tourbillon-courant

Pour des raisons pratiques, on réécrit sous forme conservative les équations du système (5.0.1) posées
dans Ω±(t). Pour cela, posons :

U := (u1, u2, u3, H1, H2, H3, q) ∈ R7,
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ainsi que

f1(U) :=



u2
1 −H2

1 + q
u1u2 −H1H2
u1u3 −H1H3

0
u1H2 −H1u2
u1H3 −H1u3

u1


, f2(U) :=



u2u1 −H2H1
u2

2 −H2
2 + q

u2u3 −H2H3
u2H1 −H2u1

0
u2H3 −H2u3

u2


, f3(U) :=



u3u1 −H3H1
u3u2 −H3H2
u2

3 −H2
3 + q

u3H1 −H3u1
u3H2 −H3u2

0
u3


. (5.0.2)

Dans tout ce chapitre, nous manipulerons les vecteurs aussi bien en ligne qu’en colonne pour alléger
l’écriture. On pose également

A0 :=
[
I6 0
0 0

]
∈ S7(R). (5.0.3)

Alors les deux premières équations d’évolution de (5.0.1), ainsi que la contrainte de divergence nulle sur la
vitesse (qui, rappelons-le, permet de déterminer la pression totale (q+, q−) via la résolution d’un problème
de Laplace), se mettent sous la forme :

A0 ∂tU
± +

3∑
j=1

∂xj fj(U±) = 0, x ∈ Ω±(t), t ∈ [0, T ]. (5.0.4)

Du fait de son caractère non-évolutif, nous choisissons de ne pas inclure dans le système (5.0.4) la contrainte
de divergence nulle sur le champ magnétique, et de la traiter à part :

∇ ·H±(t, x) = 0, x ∈ Ω±(t), t ∈ [0, T ]. (5.0.5)

Pour la solution exacte du système des nappes de tourbillon-courant (5.0.1) (avec des données initiales
adéquates), la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique (5.0.5) n’est qu’une restriction sur
la donnée initiale, comme nous l’avons déjà vu aux Chapitres 3 et 4. Elle peut être omise du système
(5.0.1), ce qui ramène l’étude au système “réduit” (5.0.4) avec les conditions aux limites et de saut de
(5.0.1). Toutefois, dans ce chapitre, nous garderons la contrainte (5.0.5), car nous ne prescrirons pas de
données initiales pour (u±, H±, q±). Nous reviendrons plus en détail sur ce fait dans la Section 5.1 ci-après.

5.1 Choix des paramètres et des conditions initiales

En partant d’une condition initiale fortement oscillante (en 1
ε ), on va chercher à décrire asymptotiquement

la solution exacte (U±ε , ψε) de (5.0.1) en la cherchant sous la forme d’un développement asymptotique
en puissances de ε, appelé développement BKW (pour Brillouin-Kramers-Wentzel). On cherchera en
particulier à démontrer que la solution exacte (U±ε , ψε) de (5.0.1) issue d’une telle donnée initiale oscillante
existe sur un intervalle de temps [0, T ] indépendant de ε > 0 (suffisamment petit).

Choix de la nappe plane de référence. On commence par se fixer une nappe plane (U0,±, ψ1) de
référence, solution constante par morceaux de (5.0.1), donnée par

U0,± := (u0,±
1 , u0,±

2 , 0, H0,±
1 , H0,±

2 , 0, 0), avec ψ1 ≡ 0. (5.1.1)

Remarquons que l’on a pris q0,+ = q0,− = 0, ce qui correspond à la solution constante de (5.0.1) dont la
pression q0 est à moyenne nulle (i.e.

∫
Ω+ q0,+ +

∫
Ω− q

0,− = 0). On suppose que cette nappe plane satisfait
l’hypothèse de stabilité suivante :∣∣∣H0,+ × [u0]

∣∣∣2 +
∣∣∣H0,− × [u0]

∣∣∣2 < 2
∣∣∣H0,+ ×H0,−

∣∣∣2 , (H1)
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où l’on a noté [u0] := u0,+−u0,− le saut de u0 à travers l’interface plane {y3 = 0}, et × le produit vectoriel
de R3. Cette condition de “stabilité” a été mise en évidence dans [Syr53,Cha61,Axf62], et plus récemment
dans [MTT08]. Nous renvoyons au Paragraphe 5.3.2 ci-après pour plus de détails.

Choix des fréquences spatiale et temporelle. Nous commençons par donner quelques notations :
le tore 2π-périodique R/2πZ sera noté T, la variable spatiale tangentielle sera notée x′ = (x1, x2) ∈ T2,
le vecteur ξ′ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 et le réel τ seront respectivement les fréquences spatiale et temporelle, qui
définissent la phase plane τt+ ξ′ · x′ (où “ · ” désigne le produit scalaire euclidien sur R2). La situation à
laquelle nous nous intéresserons correspond au cas où ξ′ 6= 0 ; par conséquent, on supposera sans perte de
généralité que ξ′ est normé : |ξ′| :=

√
ξ2

1 + ξ2
2 = 1.

On définit également les quantités

a± := ξ1 u
0,±
1 + ξ2 u

0,±
2 et b± := ξ1H

0,±
1 + ξ2H

0,±
2 . (5.1.2)

Étant donnée v = v(x′, θ) une fonction 2π-périodique par rapport à (x′, θ) ∈ T3, on voudra assurer
la 2π-périodicité de fonctions du type vε(x′) := v

(
x′, ξ

′·x′
ε

)
. Pour ce faire, nous imposons une condition

supplémentaire sur la fréquence ξ′. Par exemple, si ξ1 6= 0, on supposera ξ2
ξ1
∈ Q. Autrement dit, on

demande à ξ′ d’être de la forme :

ξ′ = 1√
p2 + q2 (p, q) avec (p, q) ∈ Z2\{0}. (H2)

Ainsi, en considérant la suite (εj)j≥1 définie par

εj : = 1
j
√
p2 + q2 , j ≥ 1, (5.1.3)

qui tend vers 0 lorsque j tend vers +∞, nous aurons ξ′

εj
∈ Z2, ce qui permet d’affirmer que la fonction vεj

définie précédemment est 2π-périodique par rapport à x′. Dans ce qui suit, ε désignera un petit paramètre
dans l’intervalle (0, 1], qu’il faudra comprendre comme étant un élément de la suite (εj)j≥1.

Nous ajoutons une hypothèse pratique sur la fréquence ξ′, afin de satisfaire la condition technique
correspondant au cas (C1) évoqué dans l’Annexe A.1 (voir également la note en bas de page 140). Cette
dernière condition sera satisfaite dès lors que l’on choisit ξ′ telle que{ ∣∣a+ − a−

∣∣ 6= ∣∣b+ − b−∣∣,∣∣a+ − a−
∣∣ 6= ∣∣b+ + b−

∣∣. (H3)

Autrement dit, si l’on définit les vecteurs de R2 suivants :

v :=
(
u0,+

1 − u0,−
1 , u0,+

2 − u0,−
2
)
,

h :=
(
H0,+

1 −H0,−
1 , H0,+

2 −H0,−
2
)
,

k :=
(
H0,+

1 +H0,−
1 , H0,+

2 +H0,−
2
)
,

on demande à la fréquence ξ′ de n’être orthogonale à aucun des quatre vecteurs v−h, v−k, v+ h et
v+k. Ces quatre vecteurs sont non nuls, en vertu de l’hypothèse (H1). En effet, si par exemple v−h = 0,
alors on aurait [u] = H+ −H−. En injectant cette égalité dans (H1), on obtiendrait

2
∣∣H+ ×H−

∣∣2 < 2
∣∣H+ ×H−

∣∣2,
ce qui est évidemment absurde. Le choix d’une fréquence ξ′ vérifiant (H2), (H3) est possible car on enlève
au plus quatre directions du cercle unité S1 auquel appartient ξ′.
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La fréquence temporelle τ ∈ R sera choisie en fonction de ξ′ comme étant une racine du déterminant
de Lopatinskii défini par l’équation (5.3.16) ci-après, autrement dit satisfaisant l’égalité

(τ + a+)2 + (τ + a−)2 = (b+)2 + (b−)2. (H4)

Muni d’une telle fréquence (τ, ξ1, ξ2), on pourra également supposer sans perte de généralité que τ 6= 0
grâce à l’invariance galiléenne du système (5.0.1) : on renvoie à l’Annexe A.1 pour les détails de la
discussion. On insiste sur le fait que les hypothèses (H2), (H3), (H4), ainsi que τ 6= 0, permettent d’assurer
en particulier la condition (b±)2 6= (τ +a±)2, ce qui sera crucial lors de l’étude du problème dual au début
du Paragraphe 5.4.3. On explique d’où provient la condition τ 6= 0 dans l’Annexe A.1.

Dès lors, on se fixe une fréquence (τ, ξ1, ξ2) ∈ R3 comme ci-dessus, i.e. vérifiant les hypothèses (H1),
(H2), (H3), (H4), et τ 6= 0.

Choix des données initiales. Les données initiales pour (5.0.1) sont définies comme étant des petites
perturbations hautement oscillantes de la nappe plane (U0,±, ψ1). On définit

ψε(t = 0, x′) := ε2 ψ2
0

(
x′,

ξ′ · x′

ε

)
, (5.1.4)

où ψ2
0 ∈ C∞(T3) est supposée à moyenne nulle par rapport à sa dernière variable θ ∈ T. On rappelle que

ε ∈ (0, 1] sera en fait un élément de la suite (εj)j≥1 définie en (5.1.3). Plus généralement, nous pourrions
prendre des profils ψ2

0, ψ
3
0, ψ

4
0, . . . et considérer la donnée initiale :

ψε(t = 0, x′) = ε2 ψ2
0

(
x′,

ξ′ · x′

ε

)
+ ε3 ψ3

0

(
x′,

ξ′ · x′

ε

)
+ ε4 ψ4

0

(
x′,

ξ′ · x′

ε

)
+ . . . ,

mais cela n’introduirait aucune difficulté supplémentaire ; on restreint donc notre étude au cas de la donnée
initiale (5.1.4) pour alléger quelques passages dans l’analyse ci-dessous.

Par ailleurs, pour assurer que la nappe initiale ψε|t=0 soit bien à valeurs dans l’intervalle (−1, 1), nous
restreindrons si besoin ε. Par exemple, en prenant ε ≤

(
2‖ψ2

0‖L∞
)−1/2, nous aurons

1− ε2 ψ2
0 ≥

1
2 ,

d’où ψε|t=0 ≤ 1
2 . De même, nous aurons ψε|t=0 ≥ −1

2 .
Poursuivant l’analyse de [AH03], on cherche un développement asymptotique de la solution exacte

(U±ε , ψε) de (5.0.1) comme une petite perturbation hautement oscillante d’une nappe plane, c’est-à-dire
de la forme

U±ε (t, x) ∼ U0,± +
∑
m≥1

εm Um,±
(
t, x′, x3 − ψε(t, x′),

x3 − ψε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
. (5.1.5)

ψε(t, x′) ∼
∑
m≥2

εm ψm
(
t, x′,

τ t+ ξ′ · x′

ε

)
. (5.1.6)

On demande à ψε de coïncider avec la fonction (5.1.4) à l’instant initial t = 0. Autrement dit, on impose
pour tout (y′, θ) ∈ T3 :

ψ2(0, y′, θ) = ψ2
0(y′, θ) et ∀m ≥ 3, ψm(0, y′, θ) = 0. (5.1.7)

Dans (5.1.5), les profils Um,± sont des fonctions de 6 variables, notées (t, y′, y3, Y3, θ) dans toute la suite.
Les variables dites lentes sont (t, y′, y3) : t ∈ [0, T ] est la variable de temps, y′ ∈ T2 est la variable spatiale
tangentielle coïncidant avec x′, et y3 = x3 − ψε(t, x′) est la variable normale, qui permet de redresser la
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surface libre du problème (5.0.1). Les variables dites rapides sont (Y3, θ) : Y3 = y3
ε ∈ R± est la variable

normale rapide, qui traduira la décroissance exponentielle de l’onde de surface, et θ = τt+ξ′·x′
ε ∈ T est la

variable tangentielle rapide.
L’un des premiers enjeux sera de déterminer les profils (Um,±, ψm+1)m≥1 dans (5.1.5), (5.1.6). Pour

ce faire, nous aurons notamment besoin des deux contraintes de divergence nulle sur la vitesse u±ε et le
champ magnétique H±ε . Bien que la condition ∇ · H±ε = 0 soit propagée par les solutions du système
(5.0.4) (on se référera par exemple à [Tra05,Tra09]), il n’est pas clair que les contraintes correspondantes
régissant les profils Hm,± associés au champ magnétique H±ε soient propagées une à une. C’est pour cela
que nous avons choisi de garder la contrainte de divergence nulle (5.0.5) sur H±ε , en plus du système
(5.0.4).

Il est important de noter que la donnée initiale associée à U±ε n’est pas arbitraire. Tous les profils Um±
seront déterminés pour des temps t ∈ [0, T ]. En particulier, on calculera la donnée initiale pour U±ε en
même temps que la solution approchée en temps t > 0. Ceci restreint donc le choix des données initiales
pour U±ε ; en revanche, le choix de ψ2

0 est libre. En résumé, nous disposerons d’une solution approchée
(UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε) s’exprimant sous la forme suivante (nous restons volontairement imprécis en omettant les

variables ; les solutions approchées seront définies rigoureusement ci-après, voir (5.1.8)) :

UM,±
app,ε := U0,± + εU1,± + ε2 U2,± + · · ·+ εM UM,±,

ψMapp,ε := ε2 ψ2 + · · ·+ εM+1 ψM+1.

La donnée initiale “exacte” pour le système (5.0.1) sera de la forme

U±ε |t=0 :=
(
UM,±
app,ε

)∣∣
t=0 + UM,±

ε ,

où UM,±
ε sera un terme correcteur permettant d’assurer les contraintes de divergence nulle pour la vitesse

initiale u±ε |t=0 et le champ magnétique initial H±ε |t=0. L’entierM sera quant à lui fixé suffisamment grand.
Le scaling (5.1.5), (5.1.6) que l’on choisit ici est analogue à celui de l’optique géométrique faiblement

non-linéaire du problème de Cauchy que l’on peut par exemple trouver dans [Rau12, p.259], [Mar10] (pour
des ondes de surface dans un domaine fixe en dimension 2 d’espace), [Les07] ou encore [JMR93,JMR95].
Remarquons que le développement de ψε commence à l’ordre 2 en ε, étant donné que dans les équations
du système (5.0.1), le gradient de ψε est au même niveau de régularité que la trace de U±ε sur Γ(t). Nous
pouvons noter la similitude avec l’étude des chocs uniformément stables menée par Williams [Wil99],
où le profil ψ1 (nul dans notre cas) ne dépend pas des variables rapides. Citons également Coulombel
et Williams [CW16] qui traitent le cas des équations de l’élasticité non-linéaire (système d’ordre 2),
entraînant également un décalage d’indices dans leur scaling. Du fait du décalage d’une puissance de ε
dans le développement (5.1.6) par rapport au développement (5.1.5), les fonctions U±ε −U0,± et ∇ψε sont
alors d’ordre ε dans L∞ et oscillent en 1

ε .

Solutions approchées. Une fois construits les profils (Um,±, ψm+1)m≥1, nous disposerons d’une famille
de solutions approchées (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε)M≥1 données par

ψMapp,ε(t, x′) :=
M+1∑
m=2

εm ψm
(
t, x′,

τ t+ ξ′ · x′

ε

)
, (5.1.8a)

UM,±
app,ε(t, x) := U0,± +

M∑
m=1

εm Um,±
(
t, x′, x3 − ψMapp,ε(t, x′),

x3 − ψMapp,ε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
. (5.1.8b)

Comme nous l’avons évoqué précédemment, la donnée initiale pour U±ε (qui est “implicite”) correspondra
à la trace de la solution approchée UM,±

app,ε en t = 0 (plus un terme correcteur pour assurer les contraintes
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de divergence nulle). Cette donnée initiale s’écrit alors :

U±ε |t=0 := U0,± +
M∑
m=1

εm Um,±
(

0, x′, x3 − ψε(0, x′),
x3 − ψε(0, x′)

ε
,
ξ′ · x′

ε

)
+ UM,±

ε , (5.1.9)

car, par construction, la donnée initiale ψMapp,ε|t=0 est indépendante de M (voir (5.1.4)).

Remarque. En fait, comme on peut le voir dans la définition (5.1.8b), les profils (Um,+)1≤m≤M doivent
être définis sur un intervalle légèrement plus grand que [0, 1] par rapport à la variable normale lente y3.
En effet, afin que les solutions approchées UM,+

app,ε fassent sens quel que soit x3 dans le domaine

ΩM,+
app,ε(t) :=

{
ψMapp,ε(t, x′) < x3 < 1

}
,

il suffira de définir les profils Um,+ sur un intervalle “épaissi” par rapport à y3. Pour ce faire, nous
chercherons d’abord à déterminer les profils Um,+ sur l’intervalle [0, 1] par rapport à y3 ; ensuite, nous
choisirons par commodité d’étendre ces profils à tout R+ par rapport à y3. Cette démarche s’applique de
façon tout à fait analogue pour les profils Um,− que l’on prolongera à tout R− par rapport à y3.

Démarche. Nous procéderons par raisonnement dit “d’analyse-synthèse”, et supposerons qu’il existe
de tels développements asymptotiques (5.1.5) et (5.1.6) pour la solution exacte (U±ε , ψε) de (5.0.1), avec
des profils correspondants (Um,±, ψm+1)m≥1 suffisamment réguliers, que l’on cherchera à déterminer.
Pour construire ces profils, on injectera ces développements dans le système (5.0.1), on procédera à des
développements de Taylor, puis en identifiant les puissances de ε, on en déduira un ensemble d’équations
que doivent satisfaire ces profils, appelé cascade d’équations BKW. Le but sera alors de montrer qu’il est
possible de construire une telle suite de profils, ce qui conduira aux solutions approchées (5.1.8). Il restera
dans un dernier temps à justifier la stabilité de ces solutions approchées, afin de montrer qu’elles sont
“proches” d’une solution exacte de (5.0.1) dans une topologie convenable.

5.2 Résultats principaux

5.2.1 Le cadre fonctionnel

Les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons construire les profils (Um,±, ψm+1)m≥1 intervenant dans
(5.1.5) et (5.1.6) sont inspirés de ceux introduits par Marcou [Mar10] et Lescarret [Les07]. Le temps T > 0
intervenant ci-après est un temps qui sera fixé au Théorème 5.2.2, et qui ne dépendra que d’une norme
Sobolev fixée du profil initial ψ2

0.
Définition 5.2.1

L’espace S± désigne l’ensemble des fonctions appartenant à H∞
(
[0, T ]× T2 × I±

)
, où I+ (resp. I−)

désigne l’intervalle (0, 1) (resp. (−1, 0)). Les fonctions de S± ne dépendent que des variables lentes
(t, y).
L’espace S±? désigne l’ensemble des fonctions appartenant à H∞

(
[0, T ] × T2 × I± × R± × T

)
, 2π-

périodiques par rapport à la dernière variable θ, et qui décroissent exponentiellement vers zéro lorsque
Y3 → ±∞, ainsi que toutes leurs dérivées :

∃ δ > 0, ∀α ∈ N6, ∃Cα > 0, ∀Y3 ≷ 0,
∥∥∂αu±? (·, ·, Y3, ·)

∥∥
L∞
t,y,θ
≤ Cα e∓ δ Y3 .

Les fonctions de S±? dépendent des variables lentes (t, y) ainsi que des variables rapides (Y3, θ).
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Les profils Um,±, pour m ≥ 1, dans le développement (5.1.5) seront cherchés dans l’espace fonctionnel
S± := S± ⊕ S±? (la somme est bien directe, cela se vérifie sans peine en utilisant la décroissance expo-
nentielle par rapport à Y3 des fonctions de S±? ). Les profils ψm, pour m ≥ 2, seront quant à eux cherchés
dans l’espace fonctionnel H∞([0, T ]× T3).

Notations. Les fonctions de S± seront décomposées en modes de Fourier par rapport à θ comme suit :

U±(t, y, Y3, θ) = Û±(t, y, Y3, 0) +
∑
k∈Z
k 6=0

Û±(t, y, Y3, k) eikθ,

où Û±(k) désigne le k−ième coefficient de Fourier de U± :

Û±(t, y, Y3, k) := 1
2π

∫
T
U±(t, y, Y3, θ) e−ikθ dθ.

Compte tenu de la définition de l’espace S±, on peut décomposer également U± comme suit :

U±(t, y, Y3, θ) =: U±(t, y)︸ ︷︷ ︸
∈ S±

+ U±(t, y, Y3) + U±? (t, y, Y3, θ)︸ ︷︷ ︸
∈ S±?

. (5.2.1)

Dans ce cas, nous aurons d’une part la moyenne de U± sur le tore T donnée par

Û±(0) =: U± + U± ∈ S± + S±? ,

où U± (resp. U±) sera appelée moyenne lente (resp. moyenne rapide). D’autre part, U±? correspond à la
superposition des modes de Fourier non nuls :

U±? :=
∑
k 6=0

Û±(k) eikθ ∈ S±? .

Nous aurons besoin de décomposer la moyenne rapide U± comme suit :

U± = ΠU± + (I −Π)U±,

où Π = diag(1, 1, 0, 1, 1, 0, 0) ∈M7(R) est le projecteur orthogonal sur KerA±3 , la matrice A±3 étant définie
par (5.3.3) ci-après. En d’autres termes, si l’on note U± = (u±, H±, q±), alors le vecteur

ΠU± = (u±1 , u±2 , 0, H±1 , H±2 , 0, 0)

consiste en les composantes tangentielles associées à la vitesse u± et au champ magnétique H±.
Nous verrons aux Paragraphes 5.4.2 et 5.5.6 ci-après que l’on possède deux degrés de liberté sur la

moyenne des profils (Um,±)m≥1 (i.e. sur les coefficients de Fourier Ûm,±(0)) : nous choisirons d’imposer
à l’instant initial t = 0 les conditions suivantes :

∀m ≥ 1, ΠUm,±(t = 0) ≡ 0 et ΠUm,±(t = 0) ≡ 0. (5.2.2)

Ces choix ont pour but de simplifier la construction des profils (Um,±, ψm+1)m≥1 en se concentrant sur la
partie “onde de surface” (i.e. la composante dans l’espace S±? des profils Um,±).
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5.2.2 La cascade BKW

Dans la Section 5.5, nous verrons que les profils (Um,±, ψm+1)m≥1 doivent satisfaire un ensemble d’équa-
tions, appelé cascade d’équations BKW. Celle-ci s’écrit :{

L±f (∂)U1,± = 0, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,
B+U1,+ +B−U1,− − ∂θψ2 (b+ + b−) = 0, y3 = Y3 = 0,

(5.2.3a)

et pour tout m ≥ 1,{
L±f (∂)Um+1,± = Fm,±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,
B+Um+1,+ +B−Um+1,− − ∂θψm+2 (b+ + b−) = Gm,+ +Gm,−, y3 = Y3 = 0.

(5.2.3b)

On renvoie à (5.4.9), (5.4.2) et (5.4.3) pour les définitions de l’opérateur différentiel L±f (∂), les matrices
de bord B+, B− et les vecteurs b+, b−. Les termes sources Fm,± et Gm,± dans (5.2.3b) dépendent des
profils (U j,±, ψj+1)j≤m. Ils sont donnés par les formules (5.5.10) et (5.5.16) ci-après.

Aux systèmes donnés par (5.2.3) s’ajoute également la cascade d’équations provenant de la contrainte
de divergence nulle (5.0.5) sur le champ magnétique H±ε . Il n’est pas nécessaire que l’on explicite ces
équations, étant donné la symétrie des rôles joués par u±ε et H±ε . Ainsi, dans la dernière composante de
l’équation L±(∂)Um+1,± = Fm,±, pour m ≥ 0, il suffira dans les calculs de remplacer u par H dans les
membres de gauche et de droite lorsqu’on voudra assurer la contrainte de divergence nulle sur le champ
magnétique H±ε .

Dans les Sections 5.4 et 5.5, nous démontrerons le théorème suivant :
Théorème 5.2.2

Soient une nappe plane de référence U0,± satisfaisant (H1), une fréquence spatiale ξ′ vérifiant (H2),
(H3) et une fréquence temporelle τ 6= 0 vérifiant (H4).

Soit ψ2
0 ∈ H∞

(
T2
y′ × Tθ

)
à moyenne nulle par rapport à sa dernière variable θ, et définissant la

perturbation initiale hautement oscillante (5.1.4) du front.
Alors il existe un temps T > 0, ne dépendant que d’une norme Sobolev fixée de ψ2

0, ainsi que des
profils (Um,±, ψm+1)1≤m≤6 appartenant à l’espace S± × H∞

(
[0, T ] × T3), vérifiant la cascade BKW

(5.2.3) adjointe des conditions initiales (5.1.7) et (5.2.2) ; ces profils satisfont également les contraintes
(5.5.12b) sur la divergence du champ magnétique et les conditions (5.5.24), (5.5.25) sur les bords fixes
Γ+ et Γ−.

Ces profils peuvent être choisis tels que, pour tout entier M ∈ {1, . . . , 6}, la solution approchée(
UM,±
app,ε, ψ

M
app,ε

)
définie par (5.1.8) vérifie les propriétés suivantes :

(i) le profil principal U1,± et le premier correcteur U2,± sont purement localisés près de la surface
libre, i.e. U1,±, U2,± ∈ S±? ;

(ii) les profils (ψm)2≤m≤7 associés au front sont à moyenne nulle par rapport à θ.

Remarques. Nous possédons un premier degré de liberté sur le choix de la donnée initiale ψε|t=0 : nous
choisirons celle-ci indépendante de l’entierM qui définit les solutions approchées que l’on veut construire,
et supposerons ψ2

0 à moyenne nulle par rapport à sa dernière variable. En revanche, la donnée initiale
(5.1.9) pour la solution exacte U±ε dépendra de l’entier M , car tous les profils Um,±, pour m ≥ 1, sont
déterminés pour des temps t ∈ [0, T ] (donc y compris en t = 0), ce qui ne laisse plus le choix sur la
donnée initiale que l’on peut considérer. Toutefois, un deuxième degré de liberté persiste sur le choix des
moyennes lentes tangentielles initiales ΠUm,±(t = 0), pour m ≥ 1, ainsi que sur les moyennes rapides
tangentielles initiales ΠUm,±(t = 0), pour m ≥ 1. Lors de la détermination de la moyenne de U1,± au
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Paragraphe 5.4.2, et plus généralement des moyennes des correcteurs (Um,±)m≥2 au Paragraphe 5.5.6,
nous choisirons une donnée initiale satisfaisant l’hypothèse simplificatrice (5.2.2).

La trace du profil principal U1,± sur {y3 = 0} est déterminée de façon unique dès lors que l’on
souhaite construire une solution approchée dont les profils satisfont la cascade BKW (5.2.3). En revanche,
l’expression de ce même profil pour y3 ≷ 0 quelconque n’est pas unique, et dépend d’un choix arbitraire
d’une fonction de relèvement χ (introduite au Paragraphe 5.4.4 ci-après). Cette procédure de redressement
n’est pas nouvelle, et a déjà été utilisée auparavant dans les travaux de [Mét04, §4.2], [Les07], [Mar10]
et [Ben14] à titre d’exemples.

À partir du second correcteur U3,±, on observe le phénomène de rectification mis en évidence par
Marcou [Mar10,Mar11] : la composante de U3,± dans S± est non nulle en général. Ainsi, même avec un
profil principal localisé près de la surface libre, les correcteurs (Um,±)m≥3 auront une composante dans
S± non nulle dans tout le domaine. Ce résultat est formulé de manière précise dans la Proposition 5.5.3 au
Paragraphe 5.5.7 ci-dessous, dans lequel nous donnons également quelques commentaires plus approfondis
sur ce phénomène, en comparant nos résultats à ceux de Marcou.

Le Théorème 5.2.2 démontre l’existence d’un nombre fini de profils (Um,±, ψm+1) permettant de
définir les solutions approchées (5.1.8). Cette obstruction semble purement technique, et pourrait pro-
venir du choix de l’espace fonctionnel donné par la Définition 5.2.1. L’obtention d’une suite de profils
(Um,±, ψm+1)m≥1 vérifiant la cascade BKW (5.2.3) pourra constituer une piste de recherche future visant
à améliorer le résultat du Théorème 5.2.2.

Plan. Dans un premier temps, on s’intéresse au profil principal (U1,±, ψ2) et on généralise, en dimen-
sion trois d’espace, l’analyse faite par Alì et Hunter [AH03] en traitant des profils auxquels on a ajouté
une dépendance en les variables lentes (t, y). On verra dans la Section 5.3 que le problème satisfait par
(U1,±, ψ2) n’est rien d’autre que le linéarisé du système (5.0.1) autour de la nappe plane de référence
(U0,±, ψ1). Nous étudierons en détail ce système et rappellerons les propriétés des fréquences elliptiques
(τ, ξ1, ξ2) que l’on considère ici. Une fois la fréquence elliptique fixée, vérifiant les hypothèses (H2), (H3),
(H4), nous verrons au Paragraphe 5.4.1 que le profil U1,±|y3=0 s’exprime en fonction du profil ψ2 unique-
ment. Ainsi, nous nous intéresserons plus particulièrement à ce profil et montrerons au Paragraphe 5.4.3
que ψ2 satisfait une équation non-locale de type Hamilton-Jacobi, analogue au cas des ondes de Rayleigh
en élastodynamique [Lar83, Par85, HIZ95, CW16]. À ce stade, nous aurons donc entièrement déterminé
le profil principal (U1,±, ψ2) (au choix d’une fonction de relèvement par rapport à y3 ≷ 0 près). Pour
finir, la Section 5.5 traitera de la cascade BKW dans son ensemble, afin de construire les correcteurs
(Um,±, ψm+1)m≥2 par récurrence, ce qui généralisera les calculs menés pour le profil principal (U1,±, ψ2).

Algorithme de détermination des profils. On résume ci-après toute la démarche permettant de
calculer les profils (Um,±, ψm+1)m≥1 par récurrence.

1. Le profil principal (U1,±, ψ2).

(a) On détermine en premier lieu les coefficients de Fourier Û1,±(k), pour tout k ∈ Z\{0}, ce
qui construit U1,±

? . Pour k 6= 0, la trace sur {y3 = 0} du coefficient de Fourier Û1,±(k) est
proportionnelle à ψ̂2(k).

(b) On détermine une équation d’évolution non-linéaire de type Hamilton-Jacobi satisfaite par le
profil principal ψ2, à l’aide de la condition d’orthogonalité (5.4.73). Cette condition est une
première étape permettant d’amorcer la résolution du système satisfait par le premier correcteur
(U2,±, ψ3), comme l’indiquera la Proposition 5.5.1 ci-dessous. On obtient un profil principal
ψ2, ce qui, de surcroît, détermine entièrement la trace U1,±

? |y3=0.
(c) On termine par le calcul du coefficient de Fourier Û1,±(0).
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i. La partie (I − Π)U1,± de la moyenne rapide est obtenue via la résolution d’une équation
différentielle.

ii. La moyenne lente U1,± est obtenue comme solution du système linéarisé des nappes de
tourbillon-courant homogène.

iii. La seconde partie ΠU1,± de la moyenne rapide résout un système hyperbolique symé-
trique à coefficients constants homogène. Ces deux dernières étapes terminent d’amorcer
la résolution du système satisfait par le premier correcteur (U2,±, ψ3).

(d) On relève la trace U1,±
? |y3=0 par rapport à y3.

À ce stade, le profil principal (U1,±, ψ2) est entièrement déterminé et les termes sources dans le
système que doit satisfaire le premier correcteur (U2,±, ψ3) sont “bien préparés”, au sens où ils
vérifient une condition du type “alternative de Fredholm”.

2. Les correcteurs.
On se donne m ≥ 1 et on suppose que les profils (U j,±, ψj+1)j≤m ont été construits.

(a) On commence par exprimer les coefficients de Fourier Ûm+1,±(k), pour tout k 6= 0, à l’aide de
la formule de Duhamel. L’expression de ces coefficients de Fourier en y3 = 0 fait intervenir tous
les profils déjà construits (U j,±, ψj+1)j≤m, ainsi que le correcteur ψm+2.

(b) On détermine une équation d’évolution linéaire de type Hamilton-Jacobi satisfaite par ψm+2,
à l’aide de la condition d’orthogonalité (5.5.78). Cette condition est une première étape pour
amorcer la résolution du système que devra satisfaire le correcteur suivant (Um+2,±, ψm+3). À
ce stade, le correcteur ψm+2 et la trace Um+1,±

? |y3=0 sont connus.
(c) On termine par le calcul du coefficient de Fourier Ûm+1,±(0). On adopte exactement la même

démarche qu’à l’étape (1c). La seule différence est que les systèmes d’équations à résoudre
deviennent inhomogènes, ce qui donnera lieu au phénomène de rectification énoncé par la
Proposition 5.5.3 ci-dessous. Cette étape termine d’amorcer la résolution du système que devra
satisfaire le correcteur suivant (Um+2,±, ψm+3).

(d) On relève la trace Um+1,±
? |y3=0 par rapport à y3.

Le correcteur (Um+1,±, ψm+2) est alors complètement déterminé et les termes sources du système
satisfait par le correcteur suivant (Um+2,±, ψm+3) sont “bien préparés”. On procède ensuite par
récurrence sur l’entier m.

5.3 Analyse de stabilité : condition de Lopatinskii faible et fréquences
elliptiques

5.3.1 Rappels sur le système linéarisé des nappes de tourbillon-courant

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au profil principal (U1,±, ψ2). Pour déterminer ce profil, nous allons
voir que l’on pourra se ramener à l’étude du système linéarisé des nappes de tourbillon-courant autour
de la nappe plane (5.1.1). Nous étudierons donc ce problème, en rappelant les principaux résultats de
[MTT08] sur la condition de Lopatinskii faible, et les fréquences elliptiques associées (voir également
[Syr53, Cha61, Axf62]). Pour l’instant, nous reprenons une fréquence (τ, ξ1, ξ2) ∈ R3 quelconque, avec
ξ′ 6= 0, et considérons une solution exacte de (5.0.1) ayant un développement asymptotique sous la forme
(5.1.5), (5.1.6).

En tenant compte des nouvelles variables (t, y′, y3, Y3, θ) dont dépendent les profils Um,± dans (5.1.5),
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nous devrons tenir compte des règles de dérivation suivantes :

∂t ←→ ∂t − ∂tψε ∂y3 −
∂tψε
ε

∂Y3 + τ

ε
∂θ,

∂xj ←→ ∂yj − ∂xjψε ∂y3 −
∂xjψε

ε
∂Y3 + ξj

ε
∂θ, j = 1, 2,

∂x3 ←→ ∂y3 + 1
ε
∂Y3 .

(5.3.1)

On calcule :
∂tψε = ε τ ∂θψ

2 +O(ε2),
∂xjψε = ε ξj ∂θψ

2 +O(ε2), j = 1, 2,

puis on procède à un développement de Taylor des fonctions fj au voisinage de U0,± :

fj(U±ε ) = fj(U0,±) + ε∇fj(U0,±)U1,± +O(ε2). (5.3.2)

On “dérive” l’équation (5.3.2) par rapport à xj (la dérivée du terme O(ε2) donnant un O(ε)), on injecte
dans (5.0.4) et on tient compte des règles de dérivation (5.3.1), pour ensuite identifier les puissances de
ε. Rappelons ici que l’on ne s’intéresse qu’au profil principal (U1,±, ψ2) ; on renvoie à la Section 5.5 où
l’on généralisera cette démarche à tout ordre εN . En identifiant les termes en ε0, on obtient une première
équation satisfaite par le profil U1,±, que l’on simplifie en définissant les matrices deM7(R) suivantes :

∀j = 1, 2, 3, A±j := ∇fj(U0,±) et A± := τA0 + ξ1A
±
1 + ξ2A

±
2 . (5.3.3)

On renvoie à l’Annexe A.1 pour l’expression détaillée des matrices jacobiennes A±j et de A±. Le profil
principal U1,± doit satisfaire l’équation :

A±3 ∂Y3U
1,± +A± ∂θU1,± = 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T, (t, y′, y3) ∈ [0, T ]× T2 × I±. (5.3.4a)

Remarquons que la matrice A±3 n’est pas inversible : le problème des nappes de tourbillon-courant incom-
pressibles est qualifié de caractéristique, par opposition au cas non-caractéristique des ondes de choc pour
lequel l’équivalent de (5.3.4a) est une équation différentielle ordinaire en Y3 pour chaque mode de Fourier
par rapport à θ. Notons que les variables lentes (t, y′, y3) jouent un rôle de paramètres dans (5.3.4a). Il
faut également adjoindre au système (5.3.4a) la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique.
Cette condition s’écrit :

∂Y3H
1,±
3 + ξ1 ∂θH

1,±
1 + ξ2 ∂θH

1,±
2 = 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T, (t, y′, y3) ∈ [0, T ]× T2 × I±. (5.3.4b)

Passons maintenant aux conditions de bord du système (5.0.1). Pour simplifier les calculs, rappelons
la définition (5.1.2) des réels a± et b± :

a± := ξ1 u
0,±
1 + ξ2 u

0,±
2 , b± := ξ1H

0,±
1 + ξ2H

0,±
2 ,

et posons également
c± := τ + a±. (5.3.5)

En procédant exactement comme précédemment, l’identification des termes en ε1 permet d’obtenir les
trois conditions de bord suivantes pour le profil principal (U1,±, ψ2) :

u1,±
3 |y3=Y3=0 = c± ∂θψ

2,

H1,±
3 |y3=Y3=0 = b± ∂θψ

2,
[q1|y3=0] = 0.

(5.3.6)
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Dans (5.3.6), et dans tout ce paragraphe, le crochet [·] désigne le saut à travers {Y3 = 0}. Prêtons
attention au fait qu’ici les conditions de bord concernent la “double” trace sur {y3 = Y3 = 0} ; nous
verrons ultérieurement comment nous ramener à une trace “simple” sur {Y3 = 0}. Pour l’instant, on
n’entre pas dans les détails concernant les conditions sur les bords “haut” et “bas” Γ+ et Γ− ; on y
reviendra au Paragraphe 5.4.4.

Finalement, le profil principal (U1,±, ψ2) doit satisfaire le problème (5.3.4), (5.3.6). Afin de résoudre
ce problème, on commence par décomposer en séries de Fourier U1,± et ψ2 par rapport à la variable
tangentielle rapide θ. On définit pour cela le k−ième coefficient de Fourier de U1,± par :

Û1,±(Y3, k) := 1
2π

∫ 2π

0
U1,±(Y3, θ) e−ikθ dθ, k ∈ Z, (5.3.7)

et de même pour ψ̂2(k). En décomposant le problème linéaire (5.3.4a), (5.3.6) mode par mode (par rapport
à θ), on obtient la famille d’équations différentielles suivante (à t, y′, y3 fixés) :

A±3 ∂Y3Û
1,±(Y3, k) + ikA± Û1,±(Y3, k) = 0, Y3 ≷ 0, k ∈ Z, (5.3.8)

avec les conditions de bord 
û1,±

3 |y3=Y3=0 = ik c± ψ̂2,

Ĥ1,±
3 |y3=Y3=0 = ik b± ψ̂2,

[q̂1|y3=0] = 0.
(5.3.9)

Le système (5.3.8), (5.3.9) correspond exactement au système linéarisé étudié dans [MTT08], où (kξ1, kξ2)
joue le rôle de ω ∈ R2 (dans les notations de [MTT08, §4]). En omettant temporairement les exposants
0,± associés à la nappe plane U0,±, et les exposants ± associés aux quantités c±, b± et Û1,±, les équations
du système (5.3.8) s’écrivent en détail :

u1 ∂Y3 û
1
3 −H1 ∂Y3Ĥ

1
3 + ik(c+ ξ1u1) û1

1 + ikξ2u1 û
1
2 − ik(b+ ξ1H1) Ĥ1

1 − ikξ2H1 Ĥ
1
2

+ ikξ1 q̂
1 = 0,

u2 ∂Y3 û
1
3 −H2 ∂Y3Ĥ

1
3 + ikξ1u2 û

1
1 + ik(c+ ξ2u2) û1

2 − ikξ1H2 Ĥ
1
1 − ik(b+ ξ2H2) Ĥ1

2

+ ikξ2 q̂
1 = 0,

∂Y3 q̂
1 + ikc û1

3 − ikb Ĥ1
3 = 0,

H1 ∂Y3 û
1
3 − u1 ∂Y3Ĥ

1
3 − ikξ2H2 û

1
1 + ikξ2H1 û

1
2 + ik(τ + ξ2u2) Ĥ1

1 − ikξ2u1 Ĥ
1
2 = 0,

H2 ∂Y3 û
1
3 − u2 ∂Y3Ĥ

1
3 + ikξ1H2 û

1
1 − ikξ1H1 û

1
2 − ikξ1u2 Ĥ

1
1 + ik(τ + ξ1u1) Ĥ1

2 = 0,
−ikb û1

3 + ikc Ĥ1
3 = 0,

∂Y3 û
1
3 + ikξ1 û

1
1 + ikξ2 û

1
2 = 0.

(5.3.10)

Notons que la dernière équation du système (5.3.10) correspond à la contrainte de divergence nulle sur
la vitesse. N’oublions pas qu’il faut adjoindre à (5.3.10) la contrainte sur le profil H1,± provenant de la
contrainte de divergence nulle (5.0.5) ; nous réécrivons ces deux équations ci-dessous par commodité :

∂Y3 û
1
3 + ikξ1 û

1
1 + ikξ2 û

1
2 = 0,

∂Y3Ĥ
1
3 + ikξ1 Ĥ

1
1 + ikξ2 Ĥ

1
2 = 0.

(5.3.11a)
(5.3.11b)

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons k 6= 0. En injectant les contraintes (5.3.11) dans les
1ère, 2e, 4e et 5e équations du système (5.3.10), on obtient le système équivalent suivant :

c û1
j − b Ĥ1

j + ξj q̂
1 = 0, j = 1, 2,

∂Y3 q̂
1 + ik c û1

3 − ik b Ĥ1
3 = 0,

−b û1
j + c Ĥ1

j = 0, j = 1, 2, 3,
(5.3.12)
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auquel on a omis d’ajouter les contraintes (5.3.11) pour plus de clarté. Pour résoudre les équations de
(5.3.12), on peut se ramener à l’étude d’un système satisfait par la pression q̂1 uniquement, comme
dans [Syr53,Cha61,Axf62,MTT08]. Pour cela, on dérive par rapport à Y3 la deuxième équation de (5.3.12),
et on utilise les contraintes (5.3.11). On obtient l’équation :

∂2
Y3 q̂

1 + k2c
(
ξ1 û

1
1 + ξ2 û

1
2

)
− k2b

(
ξ1 Ĥ

1
1 + ξ2 Ĥ

1
2

)
= 0.

Enfin, en utilisant la première ligne de (5.3.12) (pour j = 1 et j = 2), on en déduit une EDO d’ordre 2
satisfaite par la pression (on réécrit désormais les exposants ±) :

∂2
Y3 q̂

1,± − k2 |ξ′|2 q̂1,± = 0, Y3 ≷ 0. (5.3.13)
Ceci n’est rien d’autre que la linéarisation autour de la nappe plane de l’équation de Laplace satisfaite par
la pression q1 que l’on avait obtenue dans le Chapitre 4. Il reste maintenant à déterminer les conditions
de bord en {y3 = Y3 = 0} pour q̂1,± et sa dérivée première. On sait déjà que le saut [q̂1|y3=0] est nul (voir
(5.3.9)). Pour la dérivée première, on prend la “double trace” de la deuxième équation de (5.3.12), puis
on utilise les conditions de bord (5.3.9). On aboutit finalement au problème de Laplace unidimensionnel
suivant satisfait par la pression q̂1,± :

∂2
Y3
q̂1,± − k2 |ξ′|2 q̂1,± = 0, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,

[q̂1|y3=0] = 0, y3 = Y3 = 0,
∂Y3 q̂

1,±|y3=0 = k2 ((c±)2 − (b±)2) ψ̂2, y3 = Y3 = 0.
(5.3.14)

Il est à noter que y3 n’est qu’un paramètre dans la première équation du système (5.3.14). La résolution
du système (5.3.14) pour y3 = 0 se fait sans difficulté. D’abord, la première équation de (5.3.14) montre
que q̂1,± est engendré par les fonctions exp(|k||ξ′|Y3) et exp(−|k||ξ′|Y3) :

q̂1,±(y3, Y3, k) = λ±(y3, k) e−|k||ξ′|Y3 + µ±(y3, k) e|k||ξ′|Y3 , ∀Y3 ≷ 0, ∀ y3 ≷ 0.
Les solutions recherchées devant au moins être dans L∞Y3

, il est donc nécessaire d’avoir µ+ = λ− ≡ 0 (sinon
la solution croît en exp(|k||ξ′||Y3|)). On peut donc écrire q̂1,± sous la forme

q̂1,±(y3, Y3, k) = γ±(y3, k) e∓|k||ξ′|Y3 , ∀ y3 ≷ 0, ∀Y3 ≷ 0.
Notons que les coefficients γ± dépendent en fait de (t, y, k) car les variables (t, y) jouent un rôle de
paramètre dans la première équation de (5.3.14). Il reste maintenant à déterminer ces coefficients, grâce
aux conditions de bord de (5.3.14). La première condition de bord donne en premier lieu :

γ+(y3 = 0, k) = γ−(y3 = 0, k).
Ainsi, la deuxième condition de bord sera satisfaite si et seulement si (rappelons que l’on a supposé k 6= 0,
et que l’on cherche des solutions non triviales, i.e. q̂1,± 6≡ 0 et ψ̂2 6≡ 0 pour au moins un mode de Fourier
k 6= 0) :

(c+)2 + (c−)2 = (b+)2 + (b−)2. (5.3.15)
Comme pour la théorie des systèmes hyperboliques [BGS07], l’égalité (5.3.15) s’apparente à l’annulation
d’un déterminant de Lopatinskii (voir [MTT08]), que l’on peut définir comme suit :

∆(τ, ξ1, ξ2) := (c+)2 + (c−)2 − (b+)2 − (b−)2

= 2τ2 + 2(a+ + a−) τ + (a+)2 + (a−)2 − (b+)2 − (b−)2.
(5.3.16)

Ceci n’est rien d’autre qu’un polynôme de degré 2 par rapport à τ , dont on peut facilement connaître
les racines. Sous l’hypothèse de stabilité (H1), on montre que ∆ admet exactement deux racines simples
et réelles τ1 = τ1(ξ1, ξ2) et τ2 = τ2(ξ1, ξ2) : seule la condition de Lopatinskii faible est donc vérifiée.
Nous donnons tous ces détails au paragraphe suivant. Une telle fréquence est appelée fréquence elliptique,
car elle correspond au cas où (τ, ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3 × iR : on a ξ3 = ±i|k||ξ′| ∈ iR, donnant lieu à une
décroissance exponentielle des fonctions (u1,±, H1,±, q1,±)|y3=0 par rapport à la variable normale Y3 (pour
k 6= 0). Ensuite, on va reconstruire le profil principal (u1,±, H1,±, q1,±) pour tout y3, qui sera également
à décroissance exponentielle par rapport à Y3.
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5.3.2 Déterminant de Lopatinskii et vitesse de groupe

Racines du déterminant de Lopatinskii. Notons D le discriminant réduit du polynôme ∆ défini
par (5.3.16), vu comme polynôme de degré 2 par rapport à τ . Nous avons

D := (a+ + a−)2 − 2
(
(a+)2 + (a−)2 − (b+)2 − (b−)2)

= 2
(
(b+)2 + (b−)2) − (a+ − a−)2.

(5.3.17)

Le discriminant D = D(ξ′) est une forme quadratique par rapport à ξ′ ∈ R2. Si D est définie positive,
alors le déterminant de Lopatinskii possède deux racines réelles τ1 et τ2 qui s’expriment en fonction de ξ′
comme suit :

τ1 = τ1(ξ′) = 1
2
(
− a+ − a− +

√
D
)
, τ2 = τ2(ξ′) = 1

2
(
− a+ − a− −

√
D
)
. (5.3.18)

C’est le cadre dans lequel la condition de Lopatinskii simple est vérifiée : on renvoie notamment à [MTT08]
pour une discussion plus approfondie sur la stabilité linéaire des nappes de tourbillon-courant planes ; le
problème des nappes de tourbillon-courant planes est dit faiblement bien posé. Nous allons voir que sous
la condition de stabilité (H1), la forme quadratique D sera effectivement définie positive. La matrice de
la forme quadratique D relativement à la base canonique de R2 est donnée par :(

2
(
(H0,+

1 )2 + (H0,−
1 )2)− [u0

1]2 2
(
H0,+

1 H0,+
2 +H0,−

1 H0,−
2
)
− [u0

1][u0
2]

2
(
H0,+

1 H0,+
2 +H0,−

1 H0,−
2
)
− [u0

1][u0
2] 2

(
(H0,+

2 )2 + (H0,−
2 )2)− [u0

2]2

)
.

Cette matrice est définie positive si et seulement si son déterminant et sa trace sont strictement positifs.
Après calculs, nous obtenons les deux conditions :

∣∣H0,+ × [u0]
∣∣2 +

∣∣H0,− × [u0]
∣∣2 < 2

∣∣H0,+ ×H0,−∣∣2,
1
2
∣∣[u0]

∣∣2 <
∣∣H0,+∣∣2 +

∣∣H0,−∣∣2.
(5.3.19a)

(5.3.19b)

La condition (5.3.19a) n’est rien d’autre que l’hypothèse de stabilité (H1) ; la deuxième condition (5.3.19b)
est quant à elle redondante, car elle découle de (5.3.19a). En effet, comme les vecteurs H0,+ et H0,−

ne peuvent être colinéaires afin de satisfaire (5.3.19a), il forment une base de l’interface plane R2. Par
conséquent, on peut écrire

[u0] = α+H0,+ + α−H0,−,

où α+ et α− sont des réels vérifiant (α+)2 + (α−)2 < 2 d’après (5.3.19a). Ainsi, en utilisant l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, puis l’inégalité de Young, on obtient :∣∣[u0]

∣∣2 ≤ (α+)2 |H0,+|2 + (α−)2 |H0,−|2 + 2 |α+| |α−| |H+| |H−|

≤
(
(α+)2 + (α−)2

) (
|H0,+|2 + |H0,−|2

)
< 2

(
|H0,+|2 + |H0,−|2

)
,

d’où l’inégalité (5.3.19b) satisfaite par la trace de D. Finalement, sous l’hypothèse de stabilité (H1), nous
avons bien deux racines réelles distinctes τ1 et τ2 du déterminant de Lopatinskii (5.3.16), paramétrées par
ξ′. Dans la suite, on se fixe une telle racine (τ , ξ1, ξ2) de ∆, c’est-à-dire

τ = τ1(ξ1, ξ2) ou τ = τ2(ξ1, ξ2).
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Vitesse de groupe. Au Paragraphe 5.4.3, nous déterminerons le profil principal ψ2, et montrerons
que celui-ci satisfait une équation non-linéaire non-locale de type Hamilton-Jacobi sur le bord {y3 =
0}. Cette équation comporte notamment une partie de transport, c’est-à-dire s’écrivant sous la forme
∂t − v · ∇y′ . Nous verrons que la vitesse de transport v coïncide avec la vitesse de groupe associée à la
variété caractéristique {τ − τ1(ξ′) = 0}, si l’on a choisi la racine τ1 du déterminant de Lopatinskii ; on
rappelle la définition de la vitesse de groupe ci-après (voir également [CG10,Mar10,BGC12]).

Comme la forme quadratique D en (5.3.17) est définie positive, on remarque que τ est racine simple
du déterminant de Lopatinskii. En effet, nous avons :

∂τ∆(τ, ξ′) = 4 τ + 2 (a+ + a−).

Ainsi, en évaluant en (τ , ξ1, ξ2), il vient :

∂τ∆(τ , ξ′) = 2 (−a+ − a− ±
√
D) + 2 (a+ + a−)

= ± 2
√
D 6= 0.

(5.3.20)

La vitesse de groupe v associée à la fréquence (τ , ξ′) est définie comme suit1 :

v := +∇ξ′τ1(τ , ξ′), (5.3.21)

en ayant choisi τ = τ1(ξ′). On factorise ∆ par rapport à τ :

∆(τ, ξ′) =
(
τ − τ1(ξ′)

) (
τ − τ2(ξ′)

)
.

Posons θ(τ, ξ′) :=
(
τ − τ2(ξ′)

)
; un rapide calcul montre que

∂τ∆(τ , ξ′) = θ(τ , ξ′),
∂ξj∆(τ , ξ′) = −θ(τ , ξ′) ∂ξjτ1(ξ′), j = 1, 2.

Comme (τ , ξ′) est racine simple de ∆, on peut affirmer que θ(τ , ξ′) 6= 0 ; par conséquent, les composantes
de la vitesse de groupe v vérifient :

vj = ∂ξjτ1(ξ′) = −
∂ξj∆
∂τ∆ (τ , ξ′), j = 1, 2. (5.3.22)

La relation (5.3.22) nous permettra d’identifier les coefficients apparaissant devant le terme de transport
dans l’équation (5.4.95) satisfaite par les coefficients de Fourier ψ̂2(k) du profil principal ψ2. D’abord,
en vertu de (5.3.20), l’équation (5.4.95) sera bien une équation d’évolution. Par ailleurs, les coefficients
apparaissant devant les dérivées tangentielles ∂y1 et ∂y2 sont reliés à la vitesse de groupe v (ce résultat
est obtenu par Marcou [Mar10] dans un cadre général et Coulombel-Williams [CW16] pour les ondes de
Rayleigh en élasticité non-linéaire ; nous le mettons en évidence dans notre cas particulier, pour le système
des nappes de tourbillon-courant). Nous avons explicitement :

∂τ∆ = 2 (2τ + a+ + a−) = 2 (c+ + c−) 6= 0,

puis
∂ξj∆ = 2 τ (u0,+

j + u0,−
j ) + 2

(
u0,+
j a+ + u0,−

j a− −H0,+
j b+ −H0,−

j b−
)

= 2
(
c+ u0,+

j + c− u0,−
j − b+H0,+

j − b−H0,−
j

)
.

1En choisissant de paramétrer la variété caractéristique associée à τ1 par {τ − τ1(ξ′) = 0}, la vitesse de groupe correspon-
dante est définie par convention avec un signe “+” dans (5.3.21), et donne lieu à l’opérateur de transport ∂t − v · ∇y′ ; en
revanche, si l’on avait choisi d’écrire la variété caractéristique sous la forme {τ + τ1(ξ′) = 0}, on aurait encore défini v avec
un signe “+” dans (5.3.21) et on aurait abouti à l’opérateur de transport ∂t + v · ∇y′ .
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Les composantes de la vitesse de groupe valent donc en vertu de (5.3.22) :

vj = −
c+ u0,+

j + c− u0,−
j − b+H0,+

j − b−H0,−
j

c+ + c−
. (5.3.23)

Ainsi, les coefficients devant les dérivées tangentielles ∂y1 et ∂y2 dans l’équation (5.4.95) coïncideront bien
avec les composantes v1 et v2 de la vitesse de groupe. En particulier, ces coefficients sont réels, ce qui
donne un premier critère raisonnable pour penser que l’équation (5.4.95) sera bien posée.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous nous fixerons à nouveau une fréquence (τ, ξ1, ξ2) ∈ R3 (on
omettra les barres soulignées) satisfaisant les hypothèses (H2), (H3), (H4) énoncées dans la Section 5.1.
On verra plus loin l’origine de la restriction τ 6= 0.

5.4 Cascade BKW : détermination du profil principal (U 1,±, ψ2)

L’objectif de cette partie est de construire le profil principal (U1,±, ψ2) du développement BKW (5.1.5),
(5.1.6). On y détaille complètement la résolution, ce qui nous aidera à comprendre la méthode générale
pour construire tous les correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2 par récurrence. On rappelle qu’en procédant à un
développement de Taylor à l’ordre 1 en ε, nous avions obtenu dans la Section 5.3 le système (5.3.4a), (5.3.6).
Pour tenir compte de la périodicité par rapport à θ, on avait ensuite décomposé mode de Fourier par mode
de Fourier le problème sus-mentionné. Pour tout k ∈ Z, le système satisfait par le k−ième coefficient de
Fourier Û1,±(Y3, k) était alors donné par (5.3.8) avec les conditions de bord (5.3.9). Par souci de clarté,
nous réécrivons ce système ci-après, en définissant l’opérateur différentiel L±k := A±3 ∂Y3 + ikA± :

L±k Û
1,±(Y3, k) = 0, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,

û1,±
3 = ik c± ψ̂2(k), y3 = Y3 = 0,
Ĥ1,±

3 = ik b± ψ̂2(k), y3 = Y3 = 0,
[q̂1] = 0, y3 = Y3 = 0.

(5.4.1)

N’oublions pas d’adjoindre à (5.4.1) la contrainte (5.3.11b) provenant de la contrainte de divergence nulle
sur le champ magnétique. Pour simplifier les notations, on définit les matrices de bord B+, B− ∈M5,7(R)
suivantes :

B+ :=


0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1

 B− :=


0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 −1

 ; (5.4.2)

ainsi que les vecteurs b+, b− ∈ R5 :

b+ := (c+, b+, 0, 0, 0), b− := (0, 0, c−, b−, 0). (5.4.3)

Remarquons que la matrice par blocs B := (B+B−) ∈ M5,14(R) est de rang 5, ce qui correspond aux 5
conditions de bord du système (5.4.1). Nous pouvons réécrire ce dernier système sous la forme matricielle
suivante :  L±k Û

1,± = 0, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,
B+Û1,+ +B−Û1,− − ik ψ̂2 (b+ + b−) = 0, y3 = Y3 = 0. (5.4.4)

Le profil principal (U1,±, ψ2) apparaît également dans le système que doit satisfaire le premier correcteur
(U2,±, ψ3). Nous dérivons ci-après ce système.
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Comme effectué dans la Section 5.3, on procède à un développement de Taylor des fonctions fj ,
dorénavant à l’ordre 2 en ε :

fj(U±ε ) = fj(U0,±) + εA±j U
1,± + ε2A±j U

2,± + 1
2 ε

2∇2fj(U0,±)(U1,±, U1,±) +O(ε3), (5.4.5)

où l’on rappelle que A±j désigne la matrice jacobienne ∇fj(U0,±) (cf. Annexe A.1). On notera également

Aj(·, ·) := ∇2fj(U0,±)(·, ·). (5.4.6)

On renvoie à l’Annexe A.3 pour l’expression détaillée des différentielles secondes Aj (qui de surcroît ne
dépendent pas des états “+” et “−”). En “dérivant” l’équation (5.4.5) par rapport à xj , puis en suivant
la même procédure qu’au Paragraphe 5.3.2, l’identification des termes en ε1 donne l’équation suivante :

A±3 ∂Y3U
2,± +A± ∂θU2,± = −

(
A0∂tU

1,± +
3∑
j=1

A±j ∂yjU
1,±
)

+ ∂θψ
2A± ∂Y3U

1,±

− 1
2
( 2∑
j=1

ξj ∂θAj(U1,±, U1,±) + ∂Y3A3(U1,±, U1,±)
)

=: −F±1 + F±2 −
1
2F
±
3 .

(5.4.7a)

(5.4.7b)

Pour être consistant avec (5.2.3b), on appellera F 1,± le terme source dans (5.4.7b) :

F 1,± := −F±1 + F±2 −
1
2F
±
3 . (5.4.7c)

On développe également les conditions de bord du système (5.0.1) à l’ordre 2 en ε, et on identifie les
termes d’ordre ε2 pour obtenir sur {y3 = Y3 = 0} :

u2,±
3 |y3=Y3=0 = c± ∂θψ

3 + ∂tψ
2 +

2∑
j=1

u0,±
j ∂yjψ

2 +
( 2∑
j=1

ξj u
1,±
j |y3=Y3=0

)
∂θψ

2,

H2,±
3 |y3=Y3=0 = b± ∂θψ

3 +
2∑
j=1

H0,±
j ∂yjψ

2 +
( 2∑
j=1

ξj H
1,±
j |y3=Y3=0

)
∂θψ

2,

[q2] = 0.

(5.4.8a)

(5.4.8b)

(5.4.8c)

Pour simplifier les notations, on introduit l’opérateur différentiel L±f (∂) suivant :

L±f (∂) := A±3 ∂Y3 +A± ∂θ, (5.4.9)

où l’indice “f” signifie “fast”, pour désigner les variables rapides. On définit également les termes sources
de bord

G1,+ :=
(
G+

1 , G
+
2 , 0 , 0 , 0

)
, G1,− :=

(
0 , 0 , G−1 , G−2 , 0

)
, (5.4.10a)

où les composantes G±1 et G±2 sont données par :

G±1 := ∂tψ
2 +

2∑
j=1

u0,±
j ∂yjψ

2 +
( 2∑
j=1

ξj u
1,±
j |y3=Y3=0

)
∂θψ

2,

G±2 :=
2∑
j=1

H0,±
j ∂yjψ

2 +
( 2∑
j=1

ξj H
1,±
j |y3=Y3=0

)
∂θψ

2.

(5.4.10b)

(5.4.10c)
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Le système satisfait par le premier correcteur (U2,±, ψ3) se réécrit sous la forme : L±f (∂)U2,± = F 1,±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T,
B+U2,+ +B−U2,− − ∂θψ3 (b+ + b−) = G1,+ +G1,−, y3 = Y3 = 0, (5.4.11)

auquel il faut adjoindre la contrainte sur H2,± provenant de la contrainte de divergence nulle sur le champ
magnétique. On rappelle que cette équation est analogue à la 7e composante de l’équation L±f (∂)U2,± =
F 1,±, où l’on remplace u par H dans les membres de gauche et de droite. Les variables (t, y′, y3) jouent
une fois de plus un rôle de paramètres dans l’équation aux dérivées partielles rapide du système (5.4.11).
Attention toutefois à y3 qui, à l’inverse de (t, y′), n’est plus un paramètre dans les conditions de bord de
(5.4.11). Notons que les termes sources F 1,± et G1,± ne dépendent que du profil principal (U1,±, ψ2) et
de la nappe plane de référence U0,±.

Comme pour (U1,±, ψ2), on décompose en modes de Fourier le système (5.4.11), et on obtient pour
tout k ∈ Z : L±k Û

2,± = F̂ 1,±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,
B+Û2,+ +B−Û2,− − ik ψ̂3 (b+ + b−) = Ĝ1,+ + Ĝ1,−, y3 = Y3 = 0. (5.4.12)

La résolution du système (5.4.12) va nous donner une condition nécessaire sur les profils Û1,± et ψ̂2 :
les termes sources (F̂ 1,±, Ĝ1,±) doivent appartenir à l’image d’un certain opérateur (qu’on choisit de
ne pas expliciter ici par souci de clarté), qui a un noyau de dimension 1. Dans le même esprit que les
opérateurs de Fredholm, la condition d’appartenir à l’image de l’opérateur se traduira par une relation
d’orthogonalité que devront vérifier (F̂ 1,±, Ĝ1,±) car l’opérateur en question n’est pas inversible. Cet
argument est détaillé de manière précise ci-après via la relation de dualité (5.4.73), qui est analogue à
celle obtenue dans [BGC12].

À ce stade, les deux systèmes auxquels on s’intéresse pour calculer le profil principal (U1,±, ψ2) sont
donc (5.4.4) et (5.4.12) (sans oublier les contraintes que doivent satisfaire les profils H1,± et H2,± associés
au champ magnétique).

5.4.1 Résolution du problème homogène satisfait par le profil (U1,±, ψ2)

Nous commençons par résoudre le problème homogène (5.4.4) satisfait par Û1,±(k). Dans ce paragraphe,
nous supposerons k 6= 0, et reviendrons ultérieurement sur le mode de Fourier k = 0.

Remarquons que si U± est solution de L±1 U± = 0, alors V ±(Y3) := U±(kY3) est solution de L±k V ± = 0,
et V ± est solution de L±−kV ± = 0, dans le cas où k > 0. Lorsque k < 0, nous avons un résultat similaire en
posantW±(Y3) := U±(−kY3) ; en effet,W± est solution de L±−kW± = 0 etW± est solution de L±kW± = 0.
Ainsi, la détermination des solutions de L±1 U± = 0 suffit à connaître les solutions de l’équation L±k V ± = 0
pour tout k 6= 0.

En vue de résoudre le problème (5.4.4), on commence par chercher les modes propres du système
L±1 U

± = 0 ; si la matrice A±3 était inversible (ce qui n’est pas le cas ici), on chercherait les éléments
propres de la matrice i (A±3 )−1A± afin de diagonaliser notre système. On procède de façon similaire en
cherchant des solutions de la forme eωY3R, où R est un vecteur constant de C7. En s’inspirant de ce qui
a été fait dans [AH03], on peut voir qu’il n’y a que deux modes propres associés au système L±1 U± = 0, à
savoir +1 et −1 (et compte tenu de la remarque précédente, les modes propres du système L±k U± = 0 sont
+k et −k). C’est le résultat que l’on a déjà obtenu dans la Section 5.3, où l’on avait ω = iξ3 = ±|k||ξ′|
(selon le signe de y3). En effet, en explicitant les équations du système L±k Û1,± = 0 (voir (5.3.10)), nous
nous étions ramenés à une EDO d’ordre deux sur la pression q̂1,±, à savoir :

∂2
Y3 q̂

1,± − k2 |ξ′|2 q̂1,± = 0, Y3 ≷ 0.
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Comme |ξ′| = 1 et k 6= 0, la fonction q̂1,± est nécessairement engendrée par les exponentielles e±kY3 . Ainsi,
toute solution de l’équation homogène L±k Û1,± = 0 s’exprime sous la forme

Û1,±(Y3, k) = α±(k) e−kY3 R± + β±(k) ekY3 R±, (5.4.13)

où α±(k) et β±(k) sont des scalaires à déterminer, et R± est un vecteur générateur de Ker(iA± − A±3 )
(défini par (A.1.2), voir l’Annexe A). Comme les variables (t, y) jouent un rôle de paramètre dans la
première équation de (5.4.4), il est important de noter que α±(k) et β±(k) sont en fait des fonctions de
(t, y).

Comme nous cherchons le profil U1,± au moins dans L∞Y3
, nous excluons la partie grossièrement di-

vergente e|k||Y3|. Ainsi, le profil U1,± aura une décroissance exponentielle en e−|k||Y3|, donnant lieu à une
onde de surface. Le profil Û1,± se simplifie alors comme suit (on réécrit les variables (t, y) qui jouent un
rôle de paramètres) :

si k > 0 : Û1,+(t, y, Y3, k) = α+(t, y, k) e−kY3 R+,

Û1,−(t, y, Y3, k) = β−(t, y, k) ekY3 R−,
si k < 0 : Û1,+(t, y, Y3, k) = β+(t, y, k) ekY3 R+

,

Û1,−(t, y, Y3, k) = α−(t, y, k) e−kY3 R−.

(5.4.14)

Il reste à déterminer les coefficients α± et β±. Pour cela, on utilise les conditions de bord apparaissant
dans (5.4.4). Il faut toutefois faire attention au fait que ces conditions sont posées sur {y3 = Y3 = 0}. Or,
comme nous venons de le faire remarquer, les coefficients α± et β± sont des fonctions de (t, y′, y3, k) ; par
conséquent les conditions de bord de (5.4.4) nous permettront de déterminer les valeurs de α±(t, y′, 0, k)
et β±(t, y′, 0, k). Nous verrons au Paragraphe 5.4.4 comment redresser convenablement ces fonctions par
rapport à y3, ce qui donnera l’expression finale des coefficients de Fourier Û1,±(t, y′, y3, Y3, k) pour tout
k 6= 0.

I Le cas k > 0 : les conditions de bord du système (5.4.4) donnent :

α+(t, y′, 0, k) = k ψ̂2(t, y′, k),
β−(t, y′, 0, k) = −k ψ̂2(t, y′, k).

En outre, la condition de saut sur la pression dans (5.4.4) est automatiquement satisfaite. En effet, nous
avons : [

q̂1] = α+(t, y′, 0, k)
(
(b+)2 − (c+)2) − β−(t, y′, 0, k)

(
(b−)2 − (c−)2)

= − k ψ̂2(t, y′, k)
(
(c+)2 + (c−)2 − (b+)2 − (b−)2) = 0,

car la fréquence (τ, ξ1, ξ2) annule le déterminant de Lopatinskii (voir (5.3.15)).

I Le cas k < 0 : comme précédemment, nous avons ici :

β+(t, y′, 0, k) = −k ψ̂2(t, y′, k),
α−(t, y′, 0, k) = k ψ̂2(t, y′, k).

En résumé, nous avons déterminé l’expression des coefficients de Fourier Û1,±(k)|y3=0, pour k 6= 0, en
fonction des coefficients de Fourier ψ̂2(k) du front :

Û1,±(t, y′, 0, Y3, k) = ± |k| ψ̂2(t, y′, k) e∓ |k|Y3 R±(k), (5.4.15)

où le vecteur R±(k) ∈ C7 est défini par (A.2.1a) (voir Annexe A). Ainsi, on constate que Û1,±(k)|y3=0,
pour k 6= 0, est entièrement déterminé par le k−ième coefficient de Fourier du profil principal ψ2 associé
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au front. Nous allons voir au Paragraphe 5.4.3 comment déterminer ce dernier profil, qui jusqu’ici est
inconnu. De plus, en posant

γ+(t, y, k) := α+(t, y, k)1k>0 + β+(t, y, k)1k<0,

γ−(t, y, k) := β−(t, y, k)1k>0 + α−(t, y, k)1k<0,

on peut réécrire Û1,±(k) comme suit :

Û1,±(t, y, Y3, k) = γ±(t, y, k) e∓|k|Y3 R±(k), ∀ k ∈ Z\{0}, ∀ (t, y) ∈ [0, T ]× T2 × I±. (5.4.16)

Pour y3 6= 0, les coefficients de Fourier Û1,±(k) sont donc déterminés par une fonction scalaire inconnue
γ±. Afin d’avoir des profils réels (c’est-à-dire vérifiant Û1,±(k) = Û1,±(−k) et ψ̂2(k) = ψ̂2(−k) pour tout
k ∈ Z), il est important de noter que la fonction γ± vérifie la condition de réalité suivante :

∀ k ∈ Z\{0}, ∀ (t, y) ∈ [0, T ]× T2 × I±, γ±(t, y, k) = γ±(t, y,−k). (5.4.17)

L’expression (5.4.15) est également valide à t = 0. Par conséquent, la donnée initiale pour U1,±

dépend de la donnée initiale associée à ψ2 (qui a été notée ψ2
0, on renvoie à (5.1.4)). Le choix de la donnée

initiale pour le profil principal U1,± n’est donc pas libre, mais dépend de ψ2
0, ce qui est une conséquence

de l’ansatz (5.1.5) sous lequel on cherche à approcher la solution oscillante U±ε . Cette “contrainte” sur
la donnée initiale s’apparente au cas des développements d’optique géométrique à une phase pour le
problème de Cauchy associé à un système hyperbolique, pour lequel les profils initiaux doivent satisfaire
des conditions de polarisation (voir par exemple [Rau12, p.159], [Lax57]).

5.4.2 Calcul de la moyenne du profil U1,±

Nous abordons dans ce paragraphe le cas du coefficient de Fourier d’ordre 0 de U1,±, à savoir Û1,±(0).
Nous allons voir que ce coefficient de Fourier est nul, compte tenu du choix (5.2.2) effectué à l’instant
initial.

Rappels. On cherche U1,± dans l’espace fonctionnel S± = S± ⊕ S±? . On utilisera la décomposition
(5.2.1) de U1,± introduite au Paragraphe 5.2.1 :

U1,±(t, y, Y3, θ) = U1,±(t, y)︸ ︷︷ ︸
∈ S±

+ U1,±(t, y, Y3) + U1,±
? (t, y, Y3, θ)︸ ︷︷ ︸

∈ S±?

. (5.4.18)

Le coefficient de Fourier d’ordre 0 de U1,± par rapport à θ s’écrit

Û1,±(0) = U1,±(t, y) + U1,±(t, y, Y3). (5.4.19)

Les fonctions U1,± ∈ S± et U1,± ∈ S±? sont respectivement les moyennes lente et rapide du profil principal
U1,±. Enfin, la fonction U1,±

? consiste en la superposition des modes de Fourier non nuls de U1,± :

U1,±
? (t, y, Y3, θ) =

∑
k 6=0

Û1,±(t, y, Y3, k) eikθ. (5.4.20)

Au paragraphe précédent, nous venons de construire U1,±
? |y3=0 (en fonction de ψ2), car nous avons

déterminé tous les coefficients de Fourier Û1,±(k) pour k 6= 0 (voir l’expression (5.4.15)). On verra que la
composante U1,±

? appartient bien à S±? du fait de la régularité du profil ψ2 que l’on calculera au paragraphe
suivant (on renvoie au Théorème 5.4.1 ci-après).
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Pour prendre en compte le noyau de A±3 (qui n’est pas réduit à {0}), on notera Π le projecteur
sur KerA±3 (qui ne dépend pas des états “+” ou “−”), dont la matrice dans la base canonique de R7

est diag(1, 1, 0, 1, 1, 0, 0). Cette matrice sera également notée Π pour simplifier. Ce choix de projecteur
s’explique par le fait qu’on souhaite distinguer dans le vecteur (u,H, q) d’une part les composantes tan-
gentielles (u1, u2, H1, H2) associées à la vitesse et au champ magnétique tangentiels, et d’autre part les
composantes normales (u3, H3) et la pression q qui jouent un rôle bien spécifique du fait des contraintes
de divergence nulle, qui relient les composantes normales aux composantes tangentielles (voir par exemple
(5.3.11)).

Le coefficient de Fourier Û1,±(0) s’écrit alors

Û1,±(0) = U1,±(t, y) + ΠU1,±(t, y, Y3) + (I −Π)U1,±(t, y, Y3). (5.4.21)

D’après (5.4.4) avec k = 0, nous obtenons la condition algébrique A±3 ∂Y3Û
1,±(0) = 0, pour tout Y3 ≷ 0.

En explicitant les équations de ce système différentiel, on obtient :

∂Y3 q̂
1,±(0) = ∂Y3 û

1,±
3 (0) = ∂Y3Ĥ

1,±
3 (0) = 0.

Par la décroissance exponentielle de U1,± à l’infini, on en déduit que

q̂1,±(t, y, Y3, 0) = q1,±(t, y),

û1,±
3 (t, y, Y3, 0) = u1,±

3 (t, y),
Ĥ1,±

3 (t, y, Y3, 0) = H1,±
3 (t, y).

(5.4.22)

Autrement dit, on peut affirmer que (I −Π)U1,± = 0. Il reste donc à déterminer U1,± et ΠU1,± = U1,±.
Nous allons pour cela utiliser le système (5.4.12) avec k = 0 : A±3 ∂Y3Û

2,±(0) = F̂ 1,±(0), y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,
B+Û2,+(0) +B−Û2,−(0) = Ĝ1,+(0) + Ĝ1,−(0), y3 = Y3 = 0. (5.4.23)

N’oublions pas d’adjoindre au système (5.4.23) la contrainte sur le coefficient de Fourier Ĥ2,±(0) provenant
de la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique. Le correcteur ψ3 n’apparaît plus dans le
système (5.4.23) ci-dessus, car ∂θψ3 est à moyenne nulle sur le tore. Par la suite, nous aurons besoin
d’utiliser l’expression de F̂ 1,±(0). Plus particulièrement, la connaissance de la limite limY3→±∞ F̂

1,±(0)
permettra de déterminer en premier lieu la moyenne lente U1,±. Dans un deuxième temps, pour calculer la
moyenne rapide U1,±, nous utiliserons les composantes “tangentielles” 1, 2, 4, 5 (correspondant aux vitesse
et champ magnétique tangentiels) du coefficient de Fourier F̂ 1,±(0). Ci-après, nous calculons explicitement
ce dernier coefficient, bien qu’au final, seules la limite en Y3 = ±∞ et les composantes tangentielles de
F̂ 1,±(0) nous intéresseront. Rappelons que les coefficients de Fourier Û1,±(k), pour k 6= 0, sont donnés
par l’expression (5.4.16), où la fonction (inconnue) γ± satisfait la condition de “réalité” (5.4.17). Nous
utiliserons les opérateurs différentiels lents suivants :

T ±s (∂) := A0 ∂t +
3∑
j=1

A±j ∂yj ,

T ±sh(∂) := A0 ∂t +
2∑
j=1

A±j ∂yj ,

(5.4.24a)

(5.4.24b)

l’indice “s” signifiant slow et l’indice “h” faisant référence au variables horizontales (y1, y2).
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La moyenne lente U1,±

Pour calculer la moyenne lente U1,±, il va nous suffire de passer à la limite Y3 → ±∞ et de prendre
la moyenne sur le tore du terme source F 1,± dans la première équation de (5.4.23) (on rappelle que
F 1,± est donné par (5.4.7)). L’analyse ci-dessous préfigure de manière plus générale le résultat de la
Proposition 5.5.1.

Tout d’abord, le membre de gauche A±3 ∂Y3Û
2,±(0) de (5.4.23) a une limite nulle en Y3 = ±∞. En

effet, comme pour Û1,±(0), on peut décomposer le coefficient de Fourier Û2,±(0) du premier correcteur
U2,± en une partie lente et une partie rapide :

Û2,±(0) = U2,±(t, y) + U2,±(t, y, Y3),

avec U2,± tendant exponentiellement vers zéro lorsque Y3 tend vers ±∞, ainsi que toutes ses dérivées.
Par conséquent,

lim
Y3→±∞

A±3 ∂Y3Û
2,±(0) = lim

Y3→±∞
A±3 ∂Y3U

2,± = 0.

Il nous reste maintenant à déterminer la limite de F 1,± en Y3 = ±∞, puis à appliquer l’opérateur
de moyenne sur le tore T par rapport à θ. Remarquons que ces deux dernières opérations commutent,
puisque les fonctions que l’on manipule ici sont très régulières (rappelons que l’on procède par “analyse-
synthèse” ; par conséquent, on suppose avoir des profils très réguliers, car cherchés dans l’espace fonctionnel
S±, devant satisfaire la cascade BKW (5.2.3)).

I Le cas de F±1 .

Grâce à la linéarité de l’opérateur T ±s (∂), on a directement :

F̂±1 (0) = T ±s (∂)U1,± + T ±s (∂)U1,±, (5.4.25)

donc on en déduit que
lim

Y3→±∞
F̂±1 (0) = T ±s (∂)U1,±. (5.4.26)

I Le cas de F±2 .

En dérivant par rapport à Y3 l’expression (5.4.20) de U1,±, nous obtenons

∂Y3U
1,± = ∂Y3U

1,± +
∑
k 6=0

∂Y3Û
1,±(k) eikθ.

Ainsi, d’après (5.4.16), nous aboutissons à

∂Y3U
1,±(t, y, Y3, θ) = ∂Y3U

1,±(t, y, Y3) ∓
∑
k 6=0
|k| γ±(t, y, k) e∓|k|Y3 eikθR±(k).

Par conséquent, on en déduit que

F±2 = ∂θψ
2A± ∂Y3U

1,± −−−−−→
Y3→±∞

0.

Puis, en appliquant l’opérateur de moyenne sur le tore T, on a alors

lim
Y3→±∞

F̂±2 (0) = 0. (5.4.27)
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I Le cas de F±3 .

Les termes ∂θ Aj(U1,±, U1,±) présents dans F±3 ont une moyenne nulle sur T, par conséquent ils n’in-
terviennent pas dans le calcul de la limite limY3→±∞ F̂

±
3 (0). De plus, en utilisant (5.4.16) et les mêmes

arguments que dans le cas de F±2 , on voit facilement que le dernier terme ∂Y3A3(U1,±, U1,±) a une limite
nulle en Y3 = ±∞. Finalement, nous obtenons

lim
Y3→±∞

F̂±3 (0) = 0. (5.4.28)

I Conclusion sur la moyenne lente U1,±.

En combinant (5.4.26), (5.4.27) et (5.4.28), nous obtenons une équation aux dérivées partielles satisfaite
par la moyenne lente U1,±, à savoir :

T ±s (∂)U1,± = 0.

La contrainte sur le profil H2,± que l’on a préalablement ajoutée au système (5.4.23) (provenant de la
contrainte de divergence nulle (5.0.5) sur le champ magnétique), donne également

∇y ·H1,± = 0.

De plus, les conditions de bord en {y3 = 0} du système (5.4.4) (avec k = 0) s’écrivent2

u1,±
3 = H1,±

3 =
[
q1] = 0.

Attardons-nous maintenant sur les conditions de bord “supérieur” et “inférieur” sur Γ+ et Γ−, intervenant
dans le système (5.0.1). La composante normale u±ε,3 de la vitesse u±ε doit être nulle sur Γ±. En considérant
le développement BKW (5.1.5) par lequel on souhaite approcher la solution exacte U±ε , nous avons à l’ordre
1 en ε :

u±ε,3(t, x′,±1) = ε u1,±
3

(
t, x′,±1− ψε(t, x′),

±1− ψε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
+ O(ε2). (5.4.29)

Décomposons ensuite la composante normale u1,±
3 dans l’espace fonctionnel S± = S± ⊕ S±? :

u1,±
3 (t, y, Y3, θ) = u1,±

3 (t, y) + v1,±(t, y, Y3, θ), u1,±
3 ∈ S±, v1,± ∈ S±? .

L’égalité (5.4.29) se réécrit alors :

u±ε,3(t, x′,±1) = ε u1,±
3 (t, x′,±1)

+ ε v1,±
(
t, x′,±1− ψε(t, x′),

±1− ψε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
+ O(ε2).

(5.4.30)

Or, on a v1,± ∈ S±? , donc il existe deux constantes C, δ > 0 telles que, pour tous (t, x′) et ε ∈ (0, ε0],∣∣∣∣v1,±
(
t, x′,±1, ±1− ψε(t, x′)

ε
,
τt+ ξ′ · x′

ε

)∣∣∣∣ ≤ C exp
[
∓δ
(±1− ψε(t, x′)

ε

)]
≤ C exp(−δ/ε) exp

(
δ
|ψε(t, x′)|

ε

)
. (5.4.31)

Au vu de la définition (5.1.8) des solutions approchées (UM,±
app,ε, ψ

M
app,ε) que l’on considérera, il faut interpré-

ter le terme 1
ε |ψε(t, x′)| dans l’exponentielle de (5.4.31) comme étant 1

ε |ψ
M
app,ε(t, x′)|, donc un O(ε) lorsque

2La notation [q1] désigne le saut de q1,± en {y3 = 0}, qui ne doit pas être confondue avec le saut de q1,± en {y3 = Y3 = 0}
noté de la même façon.
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ε tend vers 0. Par conséquent, il existe une constante CM > 0, ne dépendant que de M , telle que pour
tous (t, x′), on a : ∣∣∣∣v1,±

(
t, x′,±1, ±1− ψε(t, x′)

ε
,
τt+ ξ′ · x′

ε

)∣∣∣∣ ≤ CM e−δ/ε.

Comme l’exponentielle e−δ/ε est un O(ε∞), on en déduit que le terme ε v1,± dans (5.4.30) est également
un O(ε∞). En conséquence, il nous reste à l’ordre 1 en ε :

u±ε,3(t, x′,±1) = ε u1,±
3 (t, x′,±1) + O(ε2). (5.4.32)

La condition de bord u±ε,3|Γ± ≡ 0 nous permet d’en déduire que u1,±
3 |Γ± ≡ 0. Le raisonnement étant

identique pour le champ magnétique normal H±ε,3, on en déduit également que H1,±
3 |Γ± ≡ 0.

En résumé, la moyenne lente U1,± = (u1,±, H1,±, q1,±) satisfait le système linéarisé des nappes de
tourbillon-courant à coefficients constants, que l’on réécrit sous forme détaillée ci-après :

∂tu
1,± + (u0,± · ∇)u1,± − (H0,± · ∇)H1,± +∇q1,± = 0,

∂tH
1,± + (u0,± · ∇)H1,± − (H0,± · ∇)u1,± = 0,

∇ · u1,± = ∇ ·H1,± = 0, (t, y′, y3) ∈ [0, T ]× T2 × I±,
u1,±

3 = H1,±
3 =

[
q1] = 0, y3 = 0,

u1,±
3 = H1,±

3 = 0, y3 = ±1,
ΠU1,±|t=0 = 0, (y′, y3) ∈ T2 × I±.

(5.4.33)

Notons que la 4e ligne du système (5.4.33) est également valable à l’instant initial t = 0 : les moyennes
lentes normales initiales u1,±

3 |t=0 et H1,±
3 |t=0 doivent donc être identiquement nulles sur Γ et sur Γ±. En

outre, grâce à la contrainte de divergence nulle sur la vitesse, on en déduit que ∂y3u
1,±
3 |t=0 = 0, donc

en intégrant par rapport à y3, on doit avoir u1,±
3 |t=0 = 0. La raisonnement est identique pour le champ

magnétique, et on a H1,±
3 |t=0 = 0.

La moyenne lente initiale q1,±|t=0 associée à la pression sera, quant à elle, déterminée via la résolution
du problème de Laplace (5.4.34) ci-après (on verra qu’elle devra être identiquement nulle également).
Néanmoins, le choix des moyennes lentes tangentielles initiales ΠU1,±|t=0 est libre, contrairement aux
coefficients de Fourier Û1,±(k), pour k 6= 0, que l’on a déterminés en tout temps t ∈ [0, T ]. Pour simplifier,
nous choisissons ici un profil principal initial U1,±|t=0 tel que

ΠU1,±(t = 0) =
(
u1,±

1 , u1,±
2 , 0, H1,±

1 , H1,±
2 , 0, 0

)
≡ 0,

conformément à (5.2.2).
Nous allons maintenant voir que le système homogène (5.4.33) admet une unique solution suffisamment

régulière : la solution nulle. On pourra se référer aux travaux de Catania [Cat13] pour des résultats
d’existence et d’unicité dans un cadre L2 d’une solution au système linéarisé des nappes de tourbillon-
courant, mais sans les bords fixes “haut” et “bas” Γ±. L’analyse du système linéarisé (5.4.33) différant
légèrement de [Cat13], on choisit de détailler complètement l’étude de ce système ci-après. Commençons
par étudier la pression (q1,+, q1,−), qui satisfait le problème de Laplace linéaire homogène suivant (dans
lequel t ∈ [0, T ] joue un rôle de paramètre – y compris à l’instant t = 0, ce qui donnera automatiquement
la condition initiale restante q1,±(t = 0) = 0) :

∆q1,± = 0, dans Ω± := T2 × I±,[
q1] = 0,[

∂y3q
1] = 0, sur Γ := T2 × {y3 = 0},

∂y3q
1,± = 0, sur Γ±.

(5.4.34)
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On renvoie au Chapitre 4 dans lequel nous avions dérivé le problème de Laplace satisfait par la pression
(q+, q−) pour le système des nappes de tourbillon-courant non-linéaire (5.0.1). Le cas du système (5.4.33)
est plus simple, car il s’agit du linéarisé autour de la nappe plane {y3 = 0}.

Grâce au théorème de Lax-Milgram [Eva98], que l’on applique dans l’espace de Hilbert

H :=
{

(u+, u−) ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−)
∣∣∣ [u] = 0 et

∫
Ω+

u+ dx +
∫

Ω−
u− dx = 0

}
,

on montre qu’il existe une unique solution (q1,+, q1,−) au problème de Laplace (5.4.34), appartenant à
l’espace H. Afin de conclure sur le système (5.4.34), nous avons donc besoin de vérifier la condition de
normalisation ∫

Ω+
q1,+ dx +

∫
Ω−

q1,− dx = 0. (5.4.35)

Si q1,± est solution du système (5.4.34) et satisfait la condition (5.4.35), nous pourrons alors affirmer
qu’elle est identiquement nulle. Voyons maintenant d’où va effectivement provenir la condition (5.4.35). Il
s’avère que l’on peut imposer à la solution exacte (U±ε , ψε) du système des nappes de tourbillon-courant
(5.0.1) de satisfaire une condition de normalisation sur la pression q±ε (celle-ci étant définie à une constante
(dépendant du temps) près). En tout temps t ∈ [0, T ], on choisit de normaliser la pression exacte dans le
système (5.0.1) en lui imposant d’être à moyenne nulle sur tout le domaine de référence Ω = T2× (−1, 1),
c’est-à-dire :

∀ t ∈ [0, T ],
∫

Ω+
ε (t)

q+
ε (t, x) dx +

∫
Ω−ε (t)

q−ε (t, x) dx = 0, (5.4.36)

où l’on a posé
Ω±ε (t) :=

{
x ∈ Ω

∣∣x3 ≷ ψε(t, x′)
}
.

Il convient maintenant d’injecter les développements asymptotiques (5.1.5), (5.1.6) dans l’égalité (5.4.36),
et d’identifier les puissances de ε. La démarche est la même que celle permettant d’obtenir les équations
de la cascade BKW (5.2.3). Traitons le cas de q+

ε , les calculs sont analogues pour q−ε . À l’ordre 1 en ε,
nous avons d’après (5.1.5) :

q+
ε (t, x) = ε q1,+

(
t, x′, x3 − ψε(t, x′),

x3 − ψε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
+ O(ε2).

Il nous faut dès lors calculer l’intégrale I1,+
ε suivante :

I1,+
ε :=

∫
Ω+
ε (t)

q1,+
(
t, x′,x3 − ψε(t, x′),

x3 − ψε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
dx

=
∫
T2

∫ 1−ψε(t,x′)

0
q1,+

(
t, y′, y3,

y3
ε
,
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′,

(5.4.37)

où l’on a effectué le changement de variable (y′, y3)↔ (x′, x3−ψε(t, x′)). On décompose ensuite q1,+ dans
l’espace fonctionnel S+ ⊕ S+

? :

q1,+(t, y, Y3, θ) = q1,+(t, y) + q1,+(t, y, Y3)︸ ︷︷ ︸
= 0 par (5.4.22)

+ q1,±
? (t, y, Y3, θ),

avec q1,+ ∈ S+ et q1,+
? ∈ S+

? . L’intégrale de (5.4.37) vaut alors

I1,+
ε =

∫
T2

∫ 1−ψε(t,y′)

0
q1,+(t, y) dy3 dy

′ +
∫
T2

∫ 1−ψε(t,y′)

0
q1,+
?

(
t, y,

y3
ε
,
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′

=: I1,+(ε) + I1,+
? (ε).
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Maintenant, en écrivant3

ψε(t, y′) = O(ε2),
nous avons directement

I1,+(ε) =
∫
T2

∫ 1

0
q1,+(t, y) dy + O(ε2) =

∫
Ω+

q1,+(t, y) dy + O(ε2). (5.4.38)

Pour traiter l’intégrale I1,+
? (ε), nous utilisons la décroissance exponentielle de q1,+

? :

∃C, δ > 0, ∀ t, y, Y3, θ,
∣∣∣q1,+
? (t, y, Y3, θ)

∣∣∣ ≤ C e−δY3 .

En conséquence, l’intégrale I1,+
? (ε) se majore comme suit :

∣∣∣I1,+
? (ε)

∣∣∣ ≤ C

∫
T2

∫ 1−ψε(t,y′)

0
e−

δ
ε
y3 dy3 dy

′ ≤ C

∫ +∞

0
e−

δ
ε
y3 dy3 = O(ε). (5.4.39)

En conclusion, si l’on réunit les estimations (5.4.38) et (5.4.39), on obtient à l’ordre 1 en ε :∫
Ω+
ε (t)

q+
ε (t, x) dx = ε

∫
Ω+

q1,+(t, y) dy + O(ε2).

Les mêmes calculs donnent également pour q−ε :∫
Ω−ε (t)

q−ε (t, x) dx = ε

∫
Ω−

q1,−(t, y) dy + O(ε2).

Ainsi, la condition (5.4.36) sera satisfaite à l’ordre 1 en ε si et seulement si

∀ t ∈ [0, T ],
∫

Ω+
q1,+(t, y) dy +

∫
Ω−

q1,−(t, y) dy = 0,

d’où l’égalité (5.4.35). Ceci achève de montrer que la pression lente (q1,+, q1,−) est identiquement nulle.

Pour achever la résolution du système (5.4.33), il nous reste à déterminer (u1,±, H1,±). Comme nous
avons montré que pour tout t ∈ [0, T ], la pression q1,± est nulle, les deux premières équations de (5.4.33)
se réécrivent : {

∂tu
1,± + (u0,± · ∇)u1,± − (H0,± · ∇)H1,± = 0,

∂tH
1,± + (u0,± · ∇)H1,± − (H0,± · ∇)u1,± = 0.

(5.4.40)

D’après la définition (5.1.1) de la nappe plane U0,±, on remarque que la dérivée normale ∂y3 n’intervient
pas dans les deux équations du système (5.4.40). Posons alors U± := (u1,±, H1,±) ∈ R6, et définissons les
matrices symétriques

M±j :=
[
u0,±
j I3 −H0,±

j I3

−H0,±
j I3 u0,±

j I3

]
, j = 1, 2. (5.4.41)

Le système (5.4.40) prend la forme d’un système hyperbolique symétrique, dont on a fixé la donnée initiale
U±|t=0 à zéro par souci de simplification (voir (5.2.2)) :{

∂tU
± + M±1 ∂y1 U

± + M±2 ∂y2 U
± = 0, (t, y′, y3) ∈ [0, T ]× T2 × I±,

U±|t=0 = 0.

En procédant par méthode d’énergie [BGS07], on obtient alors U± ≡ 0. Ceci achève le calcul de la
moyenne lente U1,±, qui est donc identiquement nulle.

3Rappelons que le développement asymptotique (5.1.6) de ψε commence à l’ordre 2.
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La moyenne rapide U1,±

Il reste à déterminer la partie “rapide” du coefficient de Fourier Û1,±(0), dont on sait qu’elle est polarisée :
nous avons Û1,±(0) = U1,± = ΠU1,± ∈ KerA±3 . Ceci signifie que U1,± s’écrit

U1,± =
(
u1,±

1 , u1,±
2 , 0, H1,±

1 , H1,±
2 , 0, 0

)
. (5.4.42)

Nous allons maintenant déterminer les composantes “tangentielles” dans (5.4.42) liées à la vitesse et au
champ magnétique tangentiels. Pour ce faire, on considère à nouveau le système (5.4.23), mais on ne passe
plus à la limite Y3 → ±∞. Cette analyse préfigure là encore du cas général traité dans la Proposition 5.5.1.
D’une part, il nous faut calculer explicitement le terme source F̂ 1,±(0). Ce dernier faisant intervenir le
profil principal (U1,±, ψ2), nous utiliserons l’expression (5.4.16) des coefficients de Fourier de U1,± obtenue
précédemment. D’autre part, la première équation du système (5.4.23) fait intervenir la dérivée normale
rapide du premier correcteur U2,±, qui lui est inconnu à ce stade. Pour palier à cet obstacle, il sera
donc naturel d’utiliser les contraintes que doit satisfaire le correcteur U2,±, provenant des contraintes
de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique. En effet, l’idée est que celles-ci permettent
d’exprimer les dérivées normales en fonction des dérivées tangentielles, ce que nous allons voir plus en
détail ci-dessous.

Pour construire la moyenne rapide U1,± qui est polarisée d’après (5.4.22), nous commencerons par
projeter orthogonalement le système (5.4.23) sur KerA±3 ; puis, afin d’éliminer le premier correcteur U2,±

inconnu, nous nous servirons de la projection de ce même système (5.4.23) sur l’orthogonal de KerA±3 ,
ce qui revient à utiliser les contraintes de divergence nulle sur la vitesse et le champ magnétique. Cette
démarche décrit en fait la condition “abstraite” (5.5.46b) annoncée par la Proposition 5.5.1 que doit
satisfaire le terme source F 1,±.

I Le cas de F±1 .

Le terme source F±1 a déjà été traité ; en effet, l’égalité (5.4.25) et le résultat précédent sur la moyenne
lente U1,± donnent

F̂±1 (0) = T ±s (∂)U1,±. (5.4.43)

Grâce à la polarisation de U1,± = ΠU1,±, on peut affirmer que A±3 ∂y3U
1,± = 0 (quel que soit y3 ≷ 0).

Par conséquent, l’opérateur lent T ±s (∂) dans (5.4.43) peut être remplacé par l’opérateur lent tangentiel
T ±sh(∂) :

F̂±1 (0) = T ±sh(∂)U1,±. (5.4.44)

I Le cas de F±2 .

En reprenant la décomposition (5.4.18) du profil principal U1,±, on obtient :

∂Y3U
1,±(t, y, Y3, θ) = ∂Y3U

1,±(t, y, Y3) +
∑
k 6=0

∂Y3Û
1,±(t, y, Y3, k) eikθ.

Par conséquent, le terme source F±2 (dont on rappelle la définition (5.4.7)) s’écrit :

F±2 = ∂θψ
2(t, y′, θ)A± ∂Y3U

1,±(t, y, Y3) + ∂θψ
2(t, y′, θ)A±

∑
k 6=0

∂Y3Û
1,±(t, y, Y3, k) eikθ. (5.4.45)

Le premier terme du membre de droite de (5.4.45) est à moyenne nulle sur le tore T. Par conséquent, en
appliquant l’opérateur de moyenne sur T, et en utilisant (5.4.16), il vient :

F̂±2 (0) = ± i
∑
`∈Z

`|`| γ±(t, y, `) ψ̂2(t, y′,−`) e∓|`|Y3 A±R±(`).
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Ensuite, par définition du vecteur R±(`), nous avons R±(`) ∈ Ker
(
iA± ∓ sgn(`)A±3

)
(cf. Annexe A.2).

Par conséquent, la moyenne du terme source F±2 se réécrit :

F̂±2 (0) = ±
∑
`∈Z

`|`| γ±(t, y, `) ψ̂2(t, y′,−`) e∓|`|Y3
(
± sgn(`)A±3 R±(`)

)
. (5.4.46)

Notons (ej)1≤j≤7 la base canonique de C7. En ne gardant que la composante orthogonale à Ker(A±3 ) de
R±(`), on vérifie aisément que

A±3 R
±(`) = A±3 (I −Π)R±(`) = ± i sgn(`)

(
c±A±3 e3 + b±A±3 e6

)
+
(
(b±)2 − (c±)2

)
A±3 e7
= e3

.

Nous renvoyons à l’Annexe A.1 pour l’expression des vecteurs (A±3 e3 , A
±
3 e6 , e3) qui engendrent Im(A±3 ).

Maintenant, pour alléger l’écriture de F̂±2 (0), on pose :

λ±(t, y, Y3) := ± i
∑
`∈Z

`|`| γ±(t, y, `) ψ̂2(t, y′,−`) e∓|`|Y3 ,

µ±(t, y, Y3) :=
(
(b±)2 − (c±)2

) ∑
`∈Z

`2 γ±(t, y, `) ψ̂2(t, y′,−`) e∓|`|Y3 ,
(5.4.47)

de sorte que la moyenne de F±2 sur le tore s’écrit finalement

F̂±2 (0) = λ±
(
c±A±3 e3 + b±A±3 e6

)
+ µ± e3. (5.4.48)

Ceci achève provisoirement le traitement du terme source F̂±2 (0).

I Le cas de F±3 .

D’abord, remarquons que les dérivées ∂θA1 et ∂θA2 présentes dans F±3 (0) (voir (5.4.7)) ont une moyenne
nulle sur le tore. Il suffit donc de traiter le terme associé à A3. On a en particulier4 (avec la convention
de sommation d’Einstein pour les indices répétés p, q ∈ {1, . . . , 7}) :

A3(U1,±, U1,±)
∧

(0) = ∂2
pqf3 Û

1,±
p (0) Û1,±

q (0) +
∑
`6=0

∂2
pqf3 Û

1,±
p (`) Û1,±

q (−`). (5.4.49)

D’une part, en écrivant Û1,±(0) = U1,± et en dérivant par rapport à Y3, le premier terme de droite de
(5.4.49) donne :

∂Y3

(
∂2
pqf3 Û

1,±
p (0) Û1,±

q (0)
)

= 2 ∂2
pqf3 ∂Y3U

1,±
p U1,±

q . (5.4.50)

Comme U1,± est polarisé, il est de la forme (5.4.42). Ainsi, en tenant compte de l’expression (A.3.8) de
la différentielle seconde A3 (cf. Annexe A.3), le terme donné par (5.4.50) est identiquement nul. D’autre
part, en utilisant (5.4.16), le deuxième terme à droite de (5.4.49) s’écrit comme suit :∑

6̀=0
∂2
pqf3 Û

1,±
p (`) Û1,±

q (−`) =
∑
`6=0

γ±(`) γ±(−`) e∓2|`|Y3 ∂2
pqf3R±p (`)R±q (−`).

Grâce à la symétrie des dérivées secondes de f3, on peut écrire :

∑
1≤p,q≤7

∂2
pqf3R±p (`)R±q (−`) =

7∑
p=1

∂2
pf3R±p (`)R±p (−`) + 2Re

 ∑
1≤p<q≤7

∂2
pqf3R±p (`)R±q (−`)


= Sp=q3 + 2Re

[
Sp<q3

]
,

4Les notations adoptées dans les calculs ci-après sont expliquées en détails dans l’Annexe A.3.
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où les quantités Sp=q3 et Sp<q3 sont données explicitement en annexe par (A.3.9) avec k = 0. Comme Sp<q3
est imaginaire pur, on aboutit à l’expression :∑

1≤p,q≤7
∂2
pqf3R±p (`)R±q (−`) = 2

(
(c±)2 − (b±)2) e3.

En dérivant par rapport à Y3, nous obtenons finalement :

F̂±3 (0) = ± 4
(
(b±)2 − (c±)2)∑

`∈Z
|`| γ±(t, y, `) γ±(t, y,−`) e∓2|`|Y3 e3.

Remarquons ici que seule la troisième composante de F̂±3 (0) est non nulle ; en particulier, les composantes
tangentielles 1, 2, 4, 5 auront une contribution nulle. Pour la suite, simplifions les notations en posant

ν±(t, y, Y3) := ∓ 2
(
(b±)2 − (c±)2)∑

`∈Z
|`| γ±(t, y, `) γ±(t, y,−`) e∓2|`|Y3 , (5.4.51)

de sorte que la moyenne de F±3 sur le tore vérifie la relation

−1
2 F̂

±
3 (0) = ν± e3. (5.4.52)

I Conclusion sur la moyenne rapide U1,±.

En utilisant (5.4.44), (5.4.48) et (5.4.52), le terme source F̂ 1,±(0) se réécrit de la façon suivante :

F̂ 1,±(0) = −T ±sh(∂)U1,± + λ±
(
c±A±3 e3 + b±A±3 e6

)
+
(
µ± + ν±

)
e3.

Revenons au système (5.4.23) : en écrivant Û2,±(0) = U2,±(t, y) + U2,±(t, y, Y3), on aboutit finalement à
l’équation :

A±3 ∂Y3U
2,± = −T ±sh(∂)U1,± + λ±

(
c±A±3 e3 + b±A±3 e6

)
+
(
µ± + ν±

)
e3, (5.4.53a)

à laquelle il ne faut pas oublier d’adjoindre la contrainte sur le profil H2,± issue de la contrainte de
divergence nulle sur le champ magnétique. Cette équation s’obtient à l’aide de la 7e composante de
(5.4.53a) dans laquelle on remplace u par H dans les membres de gauche et de droite. Nous avons
explicitement :

∂Y3H
2,±
3 = − ∂y1H

1,±
1 − ∂y2H

1,±
2 + λ± b±. (5.4.53b)

Les moyennes rapides U1,± et U2,± doivent donc satisfaire le système (5.4.53), dont les équations s’ex-
priment explicitement comme suit :

u0,±
1 ∂Y3u

2,±
3 − H0,±

1 ∂Y3H
2,±
3 = −

(
T ±sh(∂)U1,±)

1 + λ±
(
c± u0,±

1 − b±H0,±
1
)

u0,±
2 ∂Y3u

2,±
3 − H0,±

2 ∂Y3H
2,±
3 = −

(
T ±sh(∂)U1,±)

2 + λ±
(
c± u0,±

2 − b±H0,±
2
)

∂Y3q
2,± = −

(
T ±sh(∂)U1,±)

3︸ ︷︷ ︸
= 0 par (5.4.22)

+µ± + ν±

H0,±
1 ∂Y3u

2,±
3 − u0,±

1 ∂Y3H
2,±
3 = −

(
T ±sh(∂)U1,±)

4 + λ±
(
c±H0,±

1 − b± u0,±
1
)

H0,±
2 ∂Y3u

2,±
3 − u0,±

2 ∂Y3H
2,±
3 = −

(
T ±sh(∂)U1,±)

5 + λ±
(
c±H0,±

2 − b± u0,±
2
)

0 = −
(
T ±sh(∂)U1,±)

6︸ ︷︷ ︸
= 0 par (5.4.22)

∂Y3u
2,±
3 = −∂y1u

1,±
1 − ∂y2u

1,±
2 + λ± c±

∂Y3H
2,±
3 = −∂y1H

1,±
1 − ∂y2H

1,±
2 + λ± b±.

(5.4.54)
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En injectant les contraintes 7 et 8 du système (5.4.54) dans les équations 1, 2, 4, 5, nous pouvons éliminer
le correcteur U2,± dans le membre de gauche de (5.4.54), et nous obtenons le système équivalent suivant :

∂tu
1,±
1 + ∑2

j=1
(
u0,±
j ∂yju

1,±
1 − H0,±

j ∂yjH
1,±
1
)

= 0
∂tu

1,±
2 + ∑2

j=1
(
u0,±
j ∂yju

1,±
2 − H0,±

j ∂yjH
1,±
2
)

= 0
∂tH

1,±
1 + ∑2

j=1
(
u0,±
j ∂yjH

1,±
1 − H0,±

j ∂yju
1,±
1
)

= 0
∂tH

1,±
2 + ∑2

j=1
(
u0,±
j ∂yjH

1,±
2 − H0,±

j ∂yju
1,±
2
)

= 0
∂Y3q

2,± = µ± + ν±

∂Y3u
2,±
3 = −∂y1u

1,±
1 − ∂y2u

1,±
2 + λ± c±

∂Y3H
2,±
3 = −∂y1H

1,±
1 − ∂y2H

1,±
2 + λ± b±.

(5.4.55)

Définissons le vecteur V± par :
V± :=

(
u1,±

1 , u1,±
2 , H1,±

1 , H1,±
2
)
.

Alors les quatre premières équations du système (5.4.55) permettent d’en déduire l’équation aux dérivées
partielles suivante sur V± :

∂tV± + M±1 ∂y1V± + M±2 ∂y2V± = 0, (t, y) ∈ [0, T ]× T2 × I±. (5.4.56)

Les matrices symétriques M±1 ,M
±
2 ∈M4(R) sont définies par :

M±j :=


u0,±
j 0 −H0,±

j 0
0 u0,±

j 0 −H0,±
j

−H0,±
j 0 u0,±

j 0
0 −H0,±

j 0 u0,±
j

 , j = 1, 2. (5.4.57)

Comme pour la moyenne lente U1,±, rappelons que la donnée initiale associée à l’EDP (5.4.56) est libre,
et on la choisit identiquement nulle conformément à (5.2.2). Par conséquent, toujours en procédant par
méthode d’énergie [BGS07], on en déduit que l’unique solution du système hyperbolique symétrique
(5.4.56), avec donnée initiale nulle, est la solution nulle : V± ≡ 0.

En conclusion, nous avons montré que la moyenne rapide U1,± est nulle. Le coefficient de Fourier
Û1,±(0) donné par (5.4.21) est donc identiquement nul. Ceci achève de traiter le cas k = 0 pour le
coefficient de Fourier Û1,±(0).

Bilan

À ce stade nous avons montré que le profil principal U1,± n’a aucune composante dans S±. Autrement
dit, U1,± ne peut être localisé que près de la frontière {y3 = 0}. De plus, les coefficients de Fourier de
U1,± sont donnés par la formule (5.4.16) :

Û1,±(t, y, Y3, k) = γ±(t, y, k) e∓|k|Y3 R±(k), ∀ k ∈ Z\{0},

où R±(k) est donné par (A.2.1a). Pour tenir compte du cas k = 0, on choisit de poser γ±(k = 0) ≡ 0. La
fonction γ± est pour l’instant inconnue, et on a une expression plus précise en y3 = 0 :

Û1,±(t, y′, y3 = 0, Y3, k) = ± |k| ψ̂2(t, y′, k) e∓|k|Y3 R±(k). (5.4.58)

En particulier, les coefficients de Fourier Û1,±(k)|y3=0 sont entièrement déterminés par les coefficients de
Fourier du profil principal ψ2 associé au front. Dans le Paragraphe 5.4.3 suivant, nous allons voir comment
construire ψ2, ce qui in fine déterminera complètement le profil principal U1,±|y3=0. Nous reviendrons
ultérieurement sur l’expression de U1,± pour y3 ≷ 0 quelconque (voir Paragraphe 5.4.4).
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5.4.3 Équation de Hamilton-Jacobi satisfaite par le profil ψ2

Pour achever le calcul du profil U1,±|y3=0, il nous reste à déterminer le profil principal ψ2 associé au front.
Pour cela, nous allons utiliser le système (5.4.12) que doit satisfaire le premier correcteur (U2,±, ψ3).

Nous considérons dans tout ce paragraphe un mode de Fourier k 6= 0, et nous allons mettre en évidence
des conditions nécessaires que doit satisfaire le profil ψ2. Plus précisément, nous allons établir que ψ2 obéit
à une équation non-linéaire non-locale de type Hamilton-Jacobi, similaire à celle intervenant dans l’étude
des ondes de Rayleigh faiblement non-linéaires [Lar83,Par85,HIZ95]. Ce type d’équation a été étudiée par
Hunter [Hun06], Benzoni-Gavage [BG09] et Marcou [Mar10]. Nous reviendrons plus en détails sur cette
équation ci-après.

Formule de dualité et condition nécessaire d’orthogonalité

Intéressons-nous temporairement au système général couplé suivant (pour k ∈ Z\{0}) : L±k U
± = F±, Y3 ≷ 0,

B+U+ +B−U− − ikϕ (b+ + b−) = G, Y3 = 0, (5.4.59)

où F+ et F− sont des fonctions quelconques données, supposées régulières sur R±, ϕ ∈ C (qui jouera
le rôle de ψ̂3(k)) et G ∈ C5. Ici on ne considère qu’une seule variable, à savoir Y3 ; l’étude du système
(5.4.59) va nous permettre d’analyser le cas particulier du système (5.4.12) dont on aura pris la trace en
{y3 = 0}.

On introduit l’opérateur dual (L±k )∗ := − tA±3 − ik tA±, et on se donne U±, V ± : R± → C7 deux
fonctions régulières, et décroissant suffisamment vite vers 0 en ±∞. Ci-après, nous dénoterons par “ q ”
le produit hermitien de C7, défini par :

∀U, V ∈ C7, U qV :=
7∑
j=1

Uj Vj .

En écrivant les vecteurs U, V ∈ C7 en colonne, le produit hermitien ci-dessus s’écrit plus simplement
U q V = U∗ V , où “ ∗ ” est la notation standard désignant la transposée conjuguée de matrices. En
procédant à une intégration par parties, on obtient les deux formules de dualité suivantes (pour l’état
“+ ” et l’état “− ”) :∫

R±
V ± qL±k U± dY3 =

∫
R±

(L±k )∗V ± qU± dY3 ∓ V ± qA±3 U±|Y3=0. (5.4.60)

Pour gérer le terme sur {Y3 = 0} dans (5.4.60), nous utilisons les conditions de bord du système (5.4.59).
Nous noterons par la suite U± = (u±, H±, q±) et V ± = (v±, B±, p±). Par commodité, nous réécrivons les
conditions de bord de (5.4.59) en détail :

u+
3 = ikc+ ϕ + G1,

H+
3 = ikb+ ϕ + G2,
u−3 = ikc− ϕ + G3,
H−3 = ikb− ϕ + G4,

q+ − q− = G5.

(5.4.61)

Nous pouvons maintenant gérer le terme V ± q A±3 U±|Y3=0 dans la relation (5.4.60) ; nous avons, pour
Y3 = 0 :

A+
3 U

+ = u+
3 A

+
3 e3 + H+

3 A+
3 e6 + q+A+

3 e7

=
(
ikc+ ϕ+ G1

)
A+

3 e3 +
(
ikb+ ϕ+ G2

)
A+

3 e6 + q+ A+
3 e7

= e3

.
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De même, on obtient :

A−3 U
− =

(
ikc− ϕ+ G3

)
A−3 e3 +

(
ikb− ϕ+ G4

)
A−3 e6 + q− A−3 e7

= e3

.

On aboutit aux deux égalités suivantes :∫ +∞

0
V + qL+

k U
+ dY3 =

∫ +∞

0
(L+

k )∗V + qU+ dY3 − q+V + qe3|Y3=0

−
(
ikc+ ϕ+ G1

)
V + qA+

3 e3|Y3=0 −
(
ikb+ ϕ+ G2

)
V + qA+

3 e6|Y3=0,

(5.4.62a)

∫ 0

−∞
V − qL−k U− dY3 =

∫ 0

−∞
(L−k )∗V − qU− dY3 + q−V − qe3|Y3=0

+
(
ikc− ϕ+ G3

)
V − qA−3 e3|Y3=0 +

(
ikb− ϕ+ G4

)
V − qA−3 e6|Y3=0.

(5.4.62b)

Nous souhaitons maintenant utiliser la dernière condition de bord dans (5.4.61). En remarquant que le
terme de bord q± V ± qe3|Y3=0 dans (5.4.62) vaut simplement q± v±3 , on peut écrire :

q+ v+
3 + q− v−3 = v+

3 (q+ − q−) + q− (v+
3 + v−3 )

= v+
3 G5 + q− (v+

3 + v−3 ).

Il suffit ensuite de soustraire (5.4.62a) à (5.4.62b) afin d’utiliser la dernière condition de bord de (5.4.61).
On a dans ce cas :∫ +∞

0
V + qL+

k U
+ dY3 −

∫ 0

−∞
V − qL−k U− dY3

=
∫ +∞

0
(L+

k )∗V + qU+ dY3 −
∫ 0

−∞
(L−k )∗V − qU− dY3

− ik ϕ
(
c+ V + qA+

3 e3 + b+ V + qA+
3 e6 + c− V − qA−3 e3 + b− V − qA−3 e6

)
|Y3=0

− q−
(
v+

3 + v−3

)
|Y3=0

−
(
G1 V

+ qA+
3 e3 + G2 V

+ qA+
3 e6 + G3 V

− qA−3 e3 + G4 V
− qA−3 e6 + G5 V

+ qe3
)
|Y3=0.

(5.4.63a)

(5.4.63b)

(5.4.63c)

Afin d’en déduire une condition d’orthogonalité sur les termes sources F± et G du système (5.4.59),
nous voudrions annuler dans un premier temps les deux intégrales dans (5.4.63a), ainsi que le terme de
(5.4.63b) car il contient le scalaire ϕ (qui, on le rappelle, jouera le rôle du profil ψ̂3(k) inconnu à ce stade).
Puis, on voudra aussi annuler le terme de (5.4.63c) afin d’éliminer q−, de sorte que les termes de bord
restants dans (5.4.63) ne feront plus intervenir que le terme source G de (5.4.59) et les fonctions “test”
V ±. Pour ce faire, nous introduisons le problème dual suivant, que devra satisfaire le couple de fonctions
test (V +, V −) :

(L±k )∗ V ± = 0, Y3 ≷ 0,
c+( tA+

3 V
+)

3 + b+
(
tA+

3 V
+)

6 + c−
(
tA−3 V

−)
3 + b−

(
tA−3 V

−)
6 = 0, Y3 = 0,

v+
3 + v−3 = 0, Y3 = 0.

(5.4.64)

La notation ( tA3V )j dans le système (5.4.64) désigne la j−ème composante du vecteur tA3V . En premier
lieu, on se concentre sur la résolution de la première équation du système (5.4.64), c’est-à-dire :

− tA±3 ∂Y3V
± − ik tA±V ± = 0, Y3 ≷ 0. (5.4.65)

Un problème analogue a déjà été résolu au Paragraphe 5.4.1 (voir (5.4.13)), pour les matrices A±3 et A±
au lieu de leur transposée. Pour k 6= 0, les solutions de (5.4.65) s’écrivent sous la forme

V ±(Y3, k) = λ±(k)e−kY3L± + µ±(k)ekY3L±,
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où L± engendre Ker(i tA± − tA±3 )5 et est donné explicitement par la formule (A.1.4) (cf. Annexe A.1).
Pour que V ± n’explose pas en ±∞, nous choisissons :

V ±(Y3, k) = α±(k) e∓|k|Y3 L±(k), (5.4.66)

avec L± ∈ C7 donné par (A.2.1b). Afin de déterminer les coefficients α±(k), il nous reste à utiliser les
conditions de bord dans le système dual (5.4.64). Ces dernières se réécrivent sous forme détaillée comme
suit (rappelons que le vecteur V ± a pour composantes (v±, B±, p±) et qu’on l’évalue ici en Y3 = 0) :

v+
3 + v−3 = 0,
c+ (u0,+

1 v+
1 + u0,+

2 v+
2 +H0,+

1 B+
1 +H0,+

2 B+
2 + p+)

− b+
(
H0,+

1 v+
1 +H0,+

2 v+
2 + u0,+

1 B+
1 + u0,+

2 B+
2
)

+ c−
(
u0,−

1 v−1 + u0,−
2 v−2 +H0,−

1 B−1 +H0,−
2 B−2 + p−

)
− b−

(
H0,−

1 v−1 +H0,−
2 v−2 + u0,−

1 B−1 + u0,−
2 B−2

)
= 0.

Ensuite, on injecte l’expression (5.4.66) de V ±|Y3=0 dans ces conditions de bord, ce qui va nous donner
un système de taille 2× 2 sur les coefficients α+ et α−. Après simplifications, on obtient le système :{

τ
(
α+ − α−

)
= 0,

τ
(
((b+)2 − (c+)2)α+ + ((b−)2 − (c−)2)α−

)
= 0.

(5.4.67)

Ceci nous permet de définir un déterminant de Lopatinskii dual ∆∗ :

∆∗(τ, ξ1, ξ2) :=
∣∣∣∣∣ τ −τ
τ
(
(b+)2 − (c+)2) τ

(
(b−)2 − (c−)2)

∣∣∣∣∣ = − τ2 ∆(τ, ξ1, ξ2), (5.4.68)

où l’on rappelle que ∆ désigne le déterminant de Lopatinskii défini par (5.3.16). On constate que le
déterminant de Lopatinskii dual ∆∗ admet une racine double en τ = 0, contrairement à ∆ qui, comme on
l’a vu au Paragraphe 5.3.2, n’admet que des racines simples. Ceci est une différence notable avec le cas des
systèmes hyperboliques pour lesquels le système dual hérite des mêmes propriétés que le système de départ.
On pourra par exemple consulter dans un cadre général [BGS07, Chap.4] pour de plus amples détails sur
le système dual (ou “adjoint”) et les déterminants de Lopatinskii ∆ et ∆∗ ; on peut aussi se référer au
cas des ondes de surface faiblement non-linéaires étudiées par Coulombel et Benzoni-Gavage [BGC12], où
l’hypothèse sur la simplicité des racines du déterminant de Lopatinskii est cruciale pour pouvoir aboutir
à une équation d’amplitude.

La racine double τ = 0 introduit ici une “dégénérescence” du système (5.4.67), puisque ce dernier
devient en effet trivial. Cela signifie que l’ensemble des solutions du système dual (5.4.64) forme un
espace vectoriel de dimension 2, contrairement au système de départ (5.4.4) dont l’ensemble des solutions
forme une droite vectorielle (voir notamment l’expression (5.4.16)). Afin de ne garder que des espaces de
solutions de dimension 1 (pour avoir in fine une droite d’onde de surface), il nous faut exclure le cas où
τ = 0. Ceci nous permettra à la fin de ce paragraphe d’obtenir l’équation d’amplitude (5.4.100) satisfaite
par le profil principal ψ2 associé au front.

Il se trouve que l’on peut toujours se ramener au cas où τ 6= 0. Pour ce faire, il suffit de remarquer que
le système des nappes de tourbillon-courant (5.0.1) est invariant par changement de référentiel galiléen.
Dans un souci de clarté, nous ne rentrons pas dans les détails complets au sein de ce paragraphe ; nous

5Rappelons que le noyau de i tA±− tA±3 est de dimension 1 lorsqu’on se place soit dans le cas où τ 6= 0 et (b±)2 6= (c±)2,
soit dans le cas où τ = 0, (b±)2 6= (a±)2 et b 6= 0 (voir Annexe A.1). Ci-après, nous éliminerons ce second cas, car nous allons
voir que l’on peut toujours se ramener au cas où τ 6= 0. Grâce à l’hypothèse (H3), la condition (b±)2 6= (c±)2 sera également
assurée.
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renvoyons à l’Annexe A pour une discussion plus approfondie concernant ce changement de référentiel.
Dans tout ce qui suit, nous supposerons donc τ 6= 0. Ainsi, le système (5.4.67) se simplifie comme suit :{

α+ = α−

α+ ((b+)2 + (b−)2 − (c+)2 − (c−)2) = 0.
(5.4.69)

La deuxième équation du système (5.4.69) est triviale, puisque (τ, ξ′) est racine du déterminant de Lopa-
tinskii (5.3.16). Il nous reste alors la condition α+ = α−( 6= 0), et nous choisissons de prendre par exemple
α+ = α− = 1, de sorte que les fonctions test considérées dans (5.4.63) seront

V ±(Y3, k) = e∓|k|Y3 L±(k). (5.4.70)

Revenons à la formule de dualité (5.4.63), et explicitons le vecteur tA±3 L±(k). Celui-ci s’écrit sous la
forme (0, 0, `±1 , 0, 0, `±2 ,± i sgn(k)), où les composantes `±1 et `±2 sont donnés par :

`±1 := 2(b±)2 − τ c± ∈ R et `±2 := −2a± b± − τ b± ∈ R. (5.4.71)

Finalement, comme (V +, V −) est solution du système dual homogène (5.4.64), l’égalité (5.4.63) peut se
simplifier et nous donne la condition d’orthogonalité suivante que doivent satisfaire les termes sources F±
et G du système (5.4.59) :∫ +∞

0
e−|k|Y3 L+(k) qF+ dY3 −

∫ 0

−∞
e|k|Y3 L−(k) qF− dY3

+ `+1 G1 + `+2 G2 + `−1 G3 + `−2 G4 − i sgn(k)G5 = 0.
(5.4.72)

Nous revenons maintenant au problème (5.4.12) satisfait par le premier correcteur (U2,±|y3=0, ψ
3),

auquel nous appliquons la condition d’orthogonalité (5.4.72). Les coefficients de Fourier (Û1,±(k), ψ̂2(k))
associés au profil principal doivent donc nécessairement vérifier la relation suivante (pour tout k 6= 0) :∫ +∞

0
e−|k|Y3 L+(k) q F̂ 1,+(k)|y3=0 dY3 −

∫ 0

−∞
e|k|Y3 L−(k) q F̂ 1,−(k)|y3=0 dY3

+ `+1 Ĝ
+
1 (k) + `+2 Ĝ

+
2 (k) + `−1 Ĝ

−
1 (k) + `−2 Ĝ

−
2 (k) = 0.

(5.4.73)

On rappelle que les termes sources de bord G1,+ et G1,− sont donnés par (5.4.10) ; en particulier, la
coordonnée G5 correspondante est nulle. Il est important de noter que les termes sources F̂ 1,±(k) dans
(5.4.73) sont évalués en y3 = 0. Nous allons maintenant calculer explicitement chaque contribution dans
(5.4.73) pour en déduire une équation satisfaite par le profil principal ψ2 du front ψε, dite équation
d’amplitude.

Calcul des termes de bord de (5.4.73)

Avant tout, nous rappelons l’expression (5.4.58) de Û1,±|y3=0 que l’on a obtenue au paragraphe précédent :

∀ k ∈ Z\{0}, Û1,±(t, y′, y3 = 0, Y3, k) = ± |k| ψ̂2(t, y′, k) e∓ |k|Y3 R±(k),

avec R±(k) donné par (A.2.1a). Cette égalité est encore valable pour k = 0, indépendamment des valeurs
de ψ̂2(0) et R±(0). On omettra par la suite les variables (t, y′) qui jouent un rôle de paramètres.
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I Traitement de Ĝ±1 .

Le k−ième coefficient de Fourier de G±1 (donné par (5.4.10b)) vaut :

Ĝ±1 = ∂tψ̂
2(k) +

2∑
j=1

u0,±
j ∂yj ψ̂

2(k) +
2∑
j=1

ξj u
1,±
j |y3=Y3=0∂θψ

2
∧

(k). (5.4.74)

On explicite le dernier terme à droite dans (5.4.74) :

u1,±
j |y3=Y3=0∂θψ

2
∧

(k) =
∑
`∈Z

∂̂θψ2(`) û1,±
j (k − `)|y3=Y3=0

=
∑
`∈Z

i ` ψ̂2(`)
(
± |k − `| ψ̂2(k − `) R±j (k − `)︸ ︷︷ ︸

= ξjc±

)

= ± i ξj c±
∑
`∈Z

` |k − `| ψ̂2(k − `) ψ̂2(`)

= ± i ξj c±
∑
`∈Z

`|k − `|+ (k − `)|`|
2 ψ̂2(k − `) ψ̂2(`), (5.4.75)

la toute dernière égalité étant obtenue en symétrisant le noyau de convolution. En injectant (5.4.75) dans
(5.4.74), on obtient finalement :

Ĝ±1 = ∂tψ̂
2(k) +

2∑
j=1

u0,±
j ∂yj ψ̂

2(k) ± i c±
∑
`∈Z

`|k − `|+ (k − `)|`|
2 ψ̂2(k − `) ψ̂2(`). (5.4.76)

I Traitement de Ĝ±2 .

Le calcul est similaire à celui de Ĝ±1 , et on obtient :

Ĝ±2 =
2∑
j=1

H0,±
j ∂yj ψ̂

2(k) ± i b±
∑
`∈Z

`|k − `|+ (k − `)|`|
2 ψ̂2(k − `) ψ̂2(`). (5.4.77)

I Conclusion. Compte tenu de (5.4.71) et des relations (5.4.76) et (5.4.77), on obtient après simplifi-
cations l’expression des termes de bord dans (5.4.73) :

`+1 Ĝ
+
1 + `+2 Ĝ

+
2 + `−1 Ĝ

−
1 + `−2 Ĝ

−
2

=
(
2
(
(b+)2 + (b−)2)− τ (c+ + c−)

)
∂tψ̂

2(k)

+
2∑
j=1

[(
2(b+)2 − τ c+

)
u0,+
j −

(
2a+ b+ + τ b+

)
H0,+
j

+
(
2(b−)2 − τ c−

)
u0,−
j −

(
2a− b− + τ b−

)
H0,−
j

]
∂yj ψ̂

2(k)

+ i

2 τ
(
(b+)2 − (b−)2 − (c+)2 + (c−)2

)∑
`∈Z

(
`|k − `|+ (k − `)|`|

)
ψ̂2(k − `) ψ̂2(`).

(5.4.78)

On appellera K0 le noyau de convolution symétrique apparaissant à la dernière ligne de (5.4.78), c’est-à-
dire :

∀ k, k′ ∈ Z, K0(k, k′) := k|k′|+ k′|k|. (5.4.79)
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Calcul des termes intégrés de (5.4.73)

On cherche maintenant à évaluer les deux intégrales intervenant dans (5.4.73). Pour cela, rappelons que
F 1,± est donné par (5.4.7) et qu’on doit évaluer les coefficients de Fourier (F̂ 1,±(k))k 6=0 en y3 = 0.

I Termes linéaires associés à F̂±1 .

Par linéarité, les coefficients de Fourier de F±1 par rapport à θ sont donnés par

F̂±1 = A0 ∂tÛ
1,± +

3∑
j=1

A±j ∂yj Û
1,±.

Il faut ici faire attention à la présence de la dérivée normale ∂y3 , car le terme source F±1 doit être évalué
en y3 = 0, donc l’expression de la trace (5.4.58) ne semble à première vue pas suffire pour calculer
F̂ 1,±(k)|y3=0. Toutefois, nous verrons que ce terme de dérivée normale ne posera finalement pas problème.
Grâce à l’expression (5.4.58) de Û1,±(y3 = 0, Y3, k), nous avons directement :

∂tÛ
1,±(0, Y3, k) = ± |k| ∂tψ̂2(k) e∓|k|Y3 R±(k),

∂yj Û
1,±(0, Y3, k) = ± |k| ∂yj ψ̂2(k) e∓|k|Y3 R±(k), j = 1, 2,

On obtient alors (en y3 = 0) :∫
R±

e∓|k|Y3L±(k) q F̂±1 (k) dY3

=
∫
R±
|k|e∓2|k|Y3 dY3

(
∂tψ̂

2(k)L±(k) qA0R±(k) +
2∑
j=1

∂yj ψ̂
2(k)L±(k) qA±j R±(k)

)
+
∫
R±

e∓|k|Y3 L±(k) qA±3 ∂y3Û
1,±(0, Y3, k) dY3.

(5.4.80)

Il s’avère que le terme dans la dernière ligne de (5.4.80) est nul et par conséquent la dérivée normale
∂y3Û

1,±(y3 = 0) n’intervient pas dans le calcul de F̂ 1,±(k)|y3=0. En effet, rappelons que le coefficient de
Fourier Û1,± du profil principal satisfait le système homogène (5.4.1), où y3 joue un rôle de paramètre
dans la première équation de ce système. Dans la suite, nous prendrons dorénavant y3 quelconque. En
s’inspirant d’un argument de Coulombel et Williams [CW16], on applique la formule de dualité (5.4.60)
sur tout intervalle (−∞, Y3] et [Y3,+∞) (on illustre l’argument pour L+

k , et la méthode est la même pour
L−k ). En prenant une fonction V + régulière assez décroissante à l’infini, on obtient :

0 =
∫ +∞

Y3
V + qL+

k Û
1,+(y3, Y

′
3 , k) dY ′3 =

∫ +∞

Y3
(L+

k )∗ V + q Û1,+ dY ′3

− V +(Y3) qA+
3 Û

1,+(y3, Y3, k).

On choisit V + comme étant une solution particulière du problème dual (L+
k )∗V + = 0 (dont on rappelle

l’expression générale (5.4.66)) et on aboutit dans un premier temps à l’égalité :

L+(k) qA+
3 Û

1,+(y3, Y3, k) = 0, ∀ y3, Y3,

puis, en dérivant par rapport à y3 et en évaluant en y3 = 0, on obtient :

L+(k) qA+
3 ∂y3Û

1,+(0, Y3, k) = 0, ∀Y3. (5.4.81)
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Finalement, revenant à (5.4.80), on aboutit à l’expression suivante :∫
R±

e∓|k|Y3L±(k) q F̂±1 dY3

= ± 1
2
(
L±(k) qA0R±(k) ∂tψ̂2(k) +

2∑
j=1
L±(k) qA±j R±(k) ∂yj ψ̂2(k)

)
.

(5.4.82)

Pour ne pas alourdir les calculs, on a choisi de ne pas expliciter les coefficients devant les dérivées partielles
de ψ̂2(k) dans (5.4.82) ; on renvoie à (A.2.2) (cf. Annexe A) pour le calcul détaillé des termes L± qA0R±
et L± qA±j R± pour j = 1, 2.

I Termes quadratiques associés à F̂±2 .

Rappelons (voir (5.4.7)) l’expression F±2 = ∂θψ
2A± ∂Y3U

1,±|y3=0. Par conséquent, le k−ième coefficient
de Fourier F̂±2 (k) s’écrit comme un produit de convolution :

F̂±2 (k) =
∑
`∈Z

i ` ψ̂2(`)A± ∂Y3Û
1,±(k − `).

D’après (5.4.58), on peut écrire

∂Y3Û
1,±(y3 = 0, Y3, k − `) = −|k − `|2 e∓|k−`|Y3 ψ̂2(k − `)R±(k − `),

et l’expression de F̂±2 (k) se simplifie comme suit :

F̂±2 (k) = −i
∑
`∈Z

` |k − `|2 e∓|k−`|Y3 ψ̂2(k − `) ψ̂2(`)A±R±(k − `). (5.4.83)

On peut maintenant calculer l’intégrale associée à F̂±2 (k) dans (5.4.73), et on obtient :∫
R±

e∓|k|Y3 L±(k) q F̂±2 (k) dY3 = −i
∑
`∈Z

`|k − `|2

|k − `|+ |k| ψ̂
2(k − `) ψ̂2(`)L±(k) qA±R±(k − `).

En utilisant l’expression (A.2.3) (cf. Annexe A), on trouve :∫
R±

e∓|k|Y3 L±(k) q F̂±2 dY3

= − i2 τ
(
(b±)2 − (c±)2

)∑
`∈Z

2`|k − `|2
|k − `|+ |k|

(
1− sgn(k − `) sgn(k)

)
ψ̂2(k − `) ψ̂2(`).

(5.4.84)

Là aussi on symétrise le noyau de convolution qui apparaît dans (5.4.84), en posant, pour tout (k, k′) ∈
Z2\{(0, 0)} :

K1(k, k′) := − k′ k2

|k|+ |k′|
(
1− sgn(k) sgn(k + k′)

)
− k k′2

|k|+ |k′|
(
1− sgn(k′) sgn(k + k′)

)
. (5.4.85)

I Termes quadratiques associés à F̂±3 .

Rappelons (voir (5.4.7)) l’expression F±3 = ∑2
j=1 ξj ∂θAj(U1,±, U1,±) + ∂Y3A3(U1,±, U1,±). Le vecteur

Aj(U1,±, U1,±) est un élément de C7 dont la r-ième composante est

∂2
pqfj,r(U0,±)U1,±

p U1,±
q , (5.4.86)
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où l’on a adopté la convention de sommation d’Einstein pour les indices répétés p, q ∈ {1, . . . , 7}. On
renvoie à l’Annexe A.3 pour les expressions des différentielles secondes Aj .

Commençons par traiter le cas de ∂Y3A3(U1,±, U1,±). Comme la différentielle seconde de f3 est
constante, on peut se permettre d’omettre le point U0,± en lequel on différentie, ce qui donne :

A3(U1,±, U1,±)
∧

(k) = ∂2
pqf3 U

1,±
p U1,±

q

∧

(k).

On réécrit le coefficient de Fourier ci-dessus à l’aide d’un produit de convolution, puis on utilise l’expression
(5.4.58) :

A3(U1,±, U1,±)
∧

(k) =
∑
`∈Z

∂2
pqf3 Û

1,±
p (k − `) Û1,±

q (`)

=
∑
`∈Z
|k − `| |`| ψ̂2(k − `) ψ̂2(`) e∓(|k−`|+|`|)Y3 ∂2

pqf3R±p (k − `)R±q (`). (5.4.87)

En dérivant par rapport à Y3, on obtient :

∂Y3A3(U1,±, U1,±)
∧

(k) =

∓
∑
`∈Z
|k − `| |`|

(
|k − `|+ |`|

)
ψ̂2(k − `) ψ̂2(`) e∓(|k−`|+|`|)Y3 ∂2

pqf3R±p (k − `)R±q (`),

puis en intégrant sur R± :∫
R±

e∓|k|Y3 L±(k) q∂Y3A3(U1,±, U1,±)
∧

(k) dY3

= ∓
∑
`∈Z

|k − `||`|
(
|k − `|+ |`|

)
|k − `|+ |`|+ |k| ψ̂2(k − `) ψ̂2(`)L±(k) q∂2

pqf3R±p (k − `)R±q (`). (5.4.88)

On renvoie de nouveau aux calculs détaillés dans l’Annexe A.3 afin d’achever le calcul de (5.4.88) ; on
obtient finalement l’égalité :∫

R±
e∓|k|Y3 L±(k) q∂Y3A3(U1,±, U1,±)
∧

(k) dY3

= −i τ
(
(b±)2 − (c±)2

)∑
`∈Z

K2(k − `, `) ψ̂2(k − `) ψ̂2(`),
(5.4.89)

où l’on a posé, pour tout (k, k′) ∈ Z2\{(0, 0)},

K2(k, k′) := −
|k| |k′|

(
|k|+ |k′|

)
|k|+ |k′|+ |k + k′|

(
2 sgn(k) sgn(k′) sgn(k + k′) + sgn(k) + sgn(k′)

)
. (5.4.90)

Remarquons en particulier que K2 est un noyau de convolution symétrique.

Nous traitons maintenant le terme
2∑
j=1

ξj ∂θAj(U1,±, U1,±)
∧

(k). Comme précédemment, avec la conven-

tion de sommation d’Einstein, nous avons :

Aj(U1,±, U1,±) = ∂2
pqfj U

1,±
p U1,±

q .

En utilisant (5.4.15), le calcul du k−ième coefficient de Fourier s’écrit alors :

∂θAj(U1,±, U1,±)
∧

(k) = i k
∑
`∈Z

∂2
pqfj Û

1,±
p (k − `) Û1,±

q (`)

= i k
∑
`∈Z
|k − `| |`| e∓(|k−`|+|`|)Y3 ψ̂2(k − `) ψ̂2(`) ∂2

pqfj R±p (k − `)R±q (`).



146 CHAPITRE 5. ONDES DE SURFACE POUR LES NAPPES DE TOURBILLON-COURANT

En intégrant par rapport à Y3, il vient :∫
R±

ξj e∓|k|Y3 L±(k) q∂θAj(U1,±, U1,±)
∧

(k) dY3

= i k ξj
∑
`∈Z

|k − `| |`|
|k − `|+ |`|+ |k| ψ̂

2(k − `) ψ̂2(`)L±(k) q∂2
pqfj R±p (k − `)R±q (`).

(5.4.91)

Une fois de plus, on renvoie aux calculs détaillés dans l’Annexe A.3 pour simplifier l’expression (5.4.91).
Ainsi, en combinant (A.3.5) et (A.3.7), puis en symétrisant le noyau de convolution, on obtient :

2∑
j=1

∫
R±

ξj e∓|k|Y3 L±(k) q∂θAj(U1,±, U1,±)
∧

(k) dY3

= −i τ
(
(b±)2 − (c±)2

) ∑
`∈Z

K3(k − `, `) ψ̂2(k − `) ψ̂2(`),
(5.4.92)

où l’on a posé, pour tout (k, k′) ∈ Z2\{(0, 0)},

K3(k, k′) := |k| |k′| (k + k′)
|k|+ |k′|+ |k + k′|

(
2 +

(
sgn(k) + sgn(k′)

)
sgn(k + k′)

)
. (5.4.93)

Bilan

Tous les termes apparaissant dans la condition d’orthogonalité (5.4.73) ont été calculés. Définissons le
noyau de convolution symétrique K par :

K(k, k′) :=
3∑
i=0

Ki(k, k′), ∀ (k, k′) ∈ Z2\{(0, 0)}, (5.4.94)

où les noyaux K0, . . . ,K3 sont donnés par (5.4.79), (5.4.85), (5.4.90) et (5.4.93). En réunissant les résultats
(5.4.78), (5.4.82), (5.4.84), (5.4.89) et (5.4.92), on en déduit finalement que ψ̂2(t, y′, k) doit satisfaire
l’équation aux dérivées partielles suivante, pour tout k 6= 0 :

2 τ
(
c+ + c−

)
∂tψ̂

2(k) + 2 τ
2∑
j=1

(
c+ u0,+

j + c− u0,−
j − b+H0,+

j − b−H0,−
j

)
∂yj ψ̂

2(k)

− i

2 τ
(
(b+)2 − (b−)2 − (c+)2 + (c−)2

) ∑
`∈Z

K(k − `, `) ψ̂2(k − `) ψ̂2(`) = 0.
(5.4.95)

Comme k 6= 0, on remarque que (k − `, `) 6= (0, 0), quel que soit ` ∈ Z. Par conséquent la série dans
(5.4.95) est bien définie, pourvu qu’on ait suffisamment de décroissance sur la suite des coefficients de
Fourier (ψ̂2(k))k 6=0 (i.e. suffisamment de régularité sur la fonction ψ2). En outre, on observe directement
la “dégénérescence” du cas τ = 0 dans l’équation (5.4.95), car celle-ci devient en effet triviale, et n’apporte
aucune information sur le profil ψ2 ; rappelons que l’on peut toujours supposer τ 6= 0, quitte à effectuer
un changement de référentiel galiléen convenable, et donc simplifier l’équation (5.4.95) par τ . Par ailleurs,
il s’avère que les coefficients devant les dérivées partielles ∂t, ∂y1 et ∂y2 dans (5.4.95) peuvent être reliés
à la vitesse de groupe v (que l’on avait introduite au Paragraphe 5.3.2), comme mis en évidence par
Marcou [Mar10] dans un cadre général (mais en dimension 2 d’espace). D’abord, on peut remarquer
que le déterminant de Lopatinskii vérifie l’égalité suivante (voir la définition (5.3.16) du déterminant de
Lopatinskii) :

∂τ∆(τ, ξ1, ξ2) = 2
(
c+ + c−

)
.

Comme la fréquence (τ, ξ1, ξ2) que l’on s’est fixée est racine simple de ∆, on en déduit que 2
(
c+ +c−

)
6= 0,

de sorte que l’équation (5.4.95) est bien une équation d’évolution. En divisant cette équation par ∂τ∆,
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on fait apparaître la vitesse de groupe réelle v = (v1, v2) (on renvoie à (5.3.23) pour l’expression des
composantes de v) : cela donne un premier critère raisonnable pour penser que l’équation (5.4.95) sera
bien posée.

L’équation (5.4.95) se réécrit sous la forme d’une partie de transport dans les variables spatiales
tangentielles y′ ∈ T2 à la vitesse de groupe v, et d’une partie quadratique non-locale comme suit :

∀ k 6= 0,
(
∂t − v · ∇y′

)
ψ̂2(k) − i δ

4 (c+ + c−)
∑
`∈Z

K(k − `, `) ψ̂2(k − `) ψ̂2(`) = 0, (5.4.96)

où l’on a posé
δ := (b+)2 − (b−)2 − (c+)2 + (c−)2. (5.4.97)

Sous l’hypothèse (H3), le coefficient δ est nécessairement non nul. En effet, supposons que τ annule δ.
Alors (τ, ξ′) vérifie le système : {

(c+)2 + (c−)2 = (b+)2 + (b−)2

(c+)2 − (c−)2 = (b+)2 − (b−)2,
(5.4.98)

où la première équation de (5.4.98) provient de l’annulation du déterminant de Lopatinskii (5.3.16). Dans
la suite, nous prenons par exemple τ = τ1(ξ′), le raisonnement étant analogue pour l’autre racine τ2 de ∆
(on renvoie à (5.3.18) pour l’expression détaillée des racines τ1 et τ2). En additionnant les deux équations
de (5.4.98), on montre que si τ annule δ alors :

(c+)2 = (b+)2,

i.e. τ = −a+ + b+ ou τ = −a+ − b+. Grâce à l’expression (5.3.18), nous obtenons après un calcul
élémentaire :

τ annule δ ⇐⇒ a+ − a− = b+ − b− ou a+ − a− = b+ + b−

ou a+ − a− = −b+ + b− ou a+ − a− = −b+ − b−.

L’hypothèse (H3) exclut ces cas de figure, et par conséquent nous avons bien δ 6= 0 dans (5.4.96).
En outre, définissons le noyau de convolution symétrique suivant, qui intervient également dans [HIZ95,

AHP02,AH03] :

Λ(k, k′) := 2 |k| |k′| |k + k′|
|k| + |k′| + |k + k′|

, ∀ (k, k′) ∈ Z2\{(0, 0)}. (5.4.99)

En distinguant les différents cas possibles, on peut vérifier que pour tout k 6= 0, et pour tout ` ∈ Z, on a

K(k − `, `) = 2 sgn(k) Λ(k − `, `).

L’équation (5.4.96) devient alors :

∀ k 6= 0, ∂tψ̂
2(k) − v · ∇y′ ψ̂2(k) − i δ′ sgn(k) b(ψ2, ψ2)

∧

(k) = 0, (5.4.100)

où v = (v1, v2) est la vitesse de groupe dont les composantes sont données par (5.3.22), δ′ := δ
2(c++c−)

est une constante réelle non nulle, et b(·, ·) est l’application bilinéaire symétrique définie, au moins sur
l’ensemble des fonctions 2π−périodiques de classe C∞ et à moyenne nulle sur le tore, par6 :

b(ϕ,ψ)
∧

(k) =
∑
`∈Z

Λ(k − `, `) ϕ̂(k − `) ψ̂(`), ∀ k ∈ Z\{0}.

La famille d’équations (5.4.100), pour k 6= 0, constitue un système fermé satisfait par la famille des
coefficients de Fourier (ψ̂2(k))k 6=0 (c’est-à-dire par la composante à moyenne nulle du profil principal ψ2).

6Les variables (t, y′) jouent ici un rôle de paramètres.
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En effet, dans l’équation (5.4.100), on peut voir que l’application bilinéaire b ne fait intervenir que les
coefficients de Fourier de ψ2 associés à un mode de Fourier non nul ; c’est une conséquence de l’expression
(5.4.99) du noyau de convolution Λ, qui donne Λ(k, 0) = Λ(0, k) = 0 pour tout k 6= 0.

Comme δ′ 6= 0, on peut se ramener au cas |δ′| = 1 et on peut également “éliminer” la partie de
transport présente dans (5.4.100) en procédant au changement de variables (t, y′) ↔

(
t
|δ′| , y

′ − t
|δ′|v

)
, de

sorte que l’on se ramène à la famille d’équations satisfaites par la fonction ϕ(t, y′, θ) := ψ2( t
|δ′| , y

′− t
|δ′|v, θ

)
:

∂tϕ̂(k) − i sgn(δ′) sgn(k) b(ϕ,ϕ)
∧

(k) = 0, ∀ k ∈ Z\{0}. (5.4.101)

Nous allons voir qu’il suffit de résoudre ces équations pour δ′ > 0. En effet, si δ′ < 0, on applique la
conjugaison complexe à l’équation (5.4.101), et en remarquant que ϕ̂(k) = ϕ̂(−k) (car on recherche des
profils à valeurs réelles), on obtient l’équation

∂tϕ̂(−k) + i sgn(k)
∑
`∈Z

Λ(k − `, `) ϕ̂(−k − `) ϕ̂(−`) = 0. (5.4.102)

On procède ensuite au changement de variable `↔ −` dans la somme de (5.4.102), ce qui fait apparaître
le noyau Λ(k+ `,−`). Grâce aux propriétés de symétrie satisfaites par le noyau Λ(·, ·) (par exemple, pour
tout (k, k′) ∈ Z2, on a Λ(k, k′) = Λ(−k,−k′)), on obtient :

Λ(k + `,−`) = 2|k + `| |`| |k|
|k + `|+ |`|+ |k| = Λ(−k − `, `).

Par conséquent, nous nous sommes ramenés à l’équation

∂tϕ̂(−k) − i sgn(−k)
∑
`∈Z

Λ(−k − `, `) ϕ̂(−k − `) ϕ̂(`) = 0,

c’est-à-dire la même équation que (5.4.101) où l’on considérerait δ′ > 0 et −k dans le rôle de k. Dans la
suite, nous supposerons alors sans perte de généralité que δ′ > 0.

Étudier l’équation (5.4.100) (cf. [HIZ95,AHP02]) revient finalement à considérer l’équation de type
Hamilton-Jacobi suivante, satisfaite par la fonction ϕ :

∂tϕ + H[b(ϕ,ϕ)] = 0, t > 0, θ ∈ T, y′ ∈ T2, (5.4.103)

où H[·] désigne la transformée de Hilbert sur le tore (que l’on définit pour les fonctions à moyenne nulle) :

H[ϕ]
∧

(k) := −i sgn(k) ϕ̂(k), ∀ k ∈ Z\{0}.

Les variables tangentielles y′ = (y1, y2) ∈ T2 jouent dans (5.4.103) un rôle de paramètres. On renvoie
à [Hun06] et ses références, ainsi que [BG09] pour plus de détails à propos de l’équation (5.4.103) pour
des noyaux de convolution Λ(·, ·) plus généraux. Muni d’une condition initiale, le problème de Cauchy
associé à l’équation (5.4.103) possède une unique solution locale en temps, comme le montre le théorème
suivant (conséquence des résultats de [Hun06] et [Mar10]).
Théorème 5.4.1

Soient s > 5
2 , et g ∈ Hs(T2

y′ × Tθ) une donnée initiale à moyenne nulle par rapport à sa dernière
variable θ, c’est-à-dire vérifiant ĝ(·, 0) = 0. Alors il existe T > 0 et une unique solution

ϕ ∈ C
(

[0, T ] ; Hs(T3)
)
∩ C1( [0, T ] ; Hs−1(T3)

)
au problème de Cauchy
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{
∂tϕ + H[b(ϕ,ϕ)] = 0, t ∈ [0, T ], θ ∈ T, y′ ∈ T2,
ϕ(0, ·) = g,

(5.4.104)

et à moyenne nulle par rapport à θ :

ϕ̂(t, y′, 0) = 0, ∀ t ∈ [0, T ], ∀ y′ ∈ T2.

Si de plus g ∈ H∞(T3), alors l’unique solution ϕ de (5.4.104), à moyenne nulle par rapport à θ,
appartient à C∞

(
[0, T ] ; H∞(T3)

)
, où T > 0 est donné par le résultat précédent avec, par exemple,

s = 3.

Remarque. Le temps T > 0 dépend a priori de l’indice de régularité Sobolev s. On peut en fait
montrer comme dans [Mar10] que T ne dépend que d’un indice Sobolev s0 fixé, donc l’intervalle de
temps d’existence de la solution [0, T ] ne se réduit pas à {0} lorsque s tend vers +∞. L’existence globale
de solutions (dans un sens plus faible ou non) du système (5.4.104) reste encore un problème ouvert
(voir [Hun06]) ; des simulations numériques que l’on peut trouver dans [AH03] semblent indiquer que
certaines solutions régulières de (5.4.104) développent des singularités sur la dérivée première en temps
fini, mais semblent toutefois rester continues.

En revenant au profil principal ψ2 associé au front, le Théorème 5.4.1 permet de construire la partie
à moyenne nulle de ψ2, c’est-à-dire la fonction

ψ2
?(t, y′, θ) :=

∑
k 6=0

ψ̂2(t, y′, k) eikθ, ∀ (t, y′, θ) ∈ [0, T ]× T3. (5.4.105)

Il nous reste à déterminer la moyenne de ψ2, c’est-à-dire le coefficient de Fourier ψ̂2(0). Notons tout
d’abord que ce dernier n’apparaît pas dans le système (5.2.3a) satisfait par le profil principal (U1,±, ψ2)
(car le terme ∂θψ2 est à moyenne nulle sur le tore T). De plus, ψ̂2(0) n’intervient que dans les conditions
de bord du système (5.4.11) régissant le premier correcteur (U2,±, ψ3), via les dérivées “lentes” ∂tψ̂2(0),
∂y1ψ̂

2(0) et ∂y2ψ̂
2(0) (voir (5.4.8) pour les équations explicites). Il pourrait subsister une condition de

résolubilité faisant intervenir le coefficient de Fourier ψ̂2(0), mais en fait il n’en est rien, comme l’indiquera
la Proposition 5.5.1 ci-après. On choisit de fixer la moyenne de ψ2 comme étant égale en tout temps à la
moyenne initiale, que l’on a fixée à zéro (on renvoie à (5.1.4)) :

ψ̂2(t, y′, 0) := 0, ∀ y′ ∈ T2, ∀ t ∈ [0, T ], (5.4.106)

Le choix d’une autre valeur de la moyenne ψ̂2(0) n’affecte en rien le profil principal U1,± (qui reste
à moyenne nulle en tout temps comme nous l’avons vu au Paragraphe 5.4.2). Ce choix influencera en
revanche le correcteur U2,±, ce qui se traduit par une erreur d’ordre ε2 dans le développement asymptotique
(5.1.5). En conclusion, on définit le profil principal ψ2 par

ψ2(t, y′, θ) := ψ2
?(t, y′, θ),

avec ψ2
? ∈ H∞

(
[0, T ]×T3) donné par (5.4.105). Le profil ψ2 définit entièrement le profil principal U1,±|y3=0

via l’expression (5.4.58). Insistons sur le fait que le profil principal ψ2 n’est pas unique, du fait du degré
de liberté dont on dispose sur sa moyenne ψ̂2(0) (mais cela n’affecte en rien le profil U1,±).

5.4.4 Achèvement du traitement du profil principal (U1,±, ψ2)

Jusqu’ici, nous avons déterminé les coefficients de Fourier Û1,±(k), pour k ∈ Z, uniquement pour y3 = 0.
Il nous reste à redresser convenablement ces coefficients par rapport à y3, qui, on le rappelle, joue un rôle
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de paramètre dans la première équation de (5.4.4) et n’intervient pas dans la condition d’orthogonalité
(5.4.73). On peut par exemple procéder de la même façon que dans [Les07], [Mar10] ou [Ben14] : on
redresse de façon arbitraire en multipliant par une fonction χ ∈ C∞(R) telle que χ(0) = 1 (contrairement
à [Les07], la variable normale y3 appartient ici à l’intervalle compact [−1, 1], donc il n’est pas nécessaire
de supposer χ à support compact). L’expression finale de U1,± est alors donnée par :

∀ k ∈ Z, Û1,±(t, y′, y3, Y3, k) = ±χ(y3) |k| ψ̂2(t, y′, k) e∓ |k|Y3 R±(k), (5.4.107)

avec R±(k) défini par (A.2.1a) (dont la définition en k = 0 n’importe pas du fait de la présence du facteur
|k| dans (5.4.107)). Le profil principal ψ2 est quant à lui donné par le Théorème 5.4.1. Le développement
asymptotique (5.1.5) de U±ε n’est alors pas unique, et dépend du choix de χ, comme mentionné dans
[Mét04, §4.2] et [Les07]. Une telle définition de U1,± et de ψ2 assure bien que le système (5.4.4) est vérifié.

Remarque. Pour des raisons techniques, nous serons éventuellement amenés à choisir χ ≡ 1 sur [−1, 1].
En d’autres termes, on redressera les coefficients de Fourier de U1,± indépendamment de y3. Nous re-
viendrons sur ce point lors de la détermination des correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2 au Paragraphe 5.5.6,
car nous aurons besoin d’assurer des relations de compatibilité sur les termes sources intervenant dans le
système (5.5.99).

Conclusion. La première étape de la résolution de la cascade BKW (5.2.3a) est dès lors entièrement
achevée et fournit le profil principal (U1,±, ψ2), le profil U1,± étant caractérisé par ses coefficients de
Fourier (5.4.107). Sa trace sur {y3 = 0} est déterminée de façon unique, tandis que son expression pour
y3 ≷ 0 dépend de façon arbitraire de la fonction de redressement χ choisie. Grâce à la régularité H∞
de ψ2, on peut notamment vérifier que U1,± = U1,±

? = ∑
k 6=0 Û

1,±(k) eikθ appartient bien à l’espace S±? ,
en reprenant les arguments de Marcou [Mar10]. En outre, la composante lente de U1,± dans S± est
identiquement nulle.

La seconde étape consiste en la résolution du système (5.2.3b), pour m = 1, afin de déterminer le
premier correcteur (U2,±, ψ3). Cette étape a été en partie amorcée au début du Paragraphe 5.4.3, dans
lequel nous avons assuré certaines conditions nécessaires que doivent vérifier les termes sources F 1,± et
G1,± : ces derniers doivent appartenir à l’image d’un certain opérateur, ce qui s’était traduit notamment
par la relation d’orthogonalité (5.4.73). On renvoie à la Proposition 5.5.1 ci-après pour une analyse générale
des conditions de résolubilité que l’on a établies sur le cas particulier du système (5.4.11).

Le but de la section suivante est de généraliser la démarche suivie tout au long de cette section, afin
de construire les correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2 dans (5.1.5) et (5.1.6) par récurrence.

5.5 Équations de la cascade BKW : détermination des correcteurs
(Um,±, ψm+1)m≥2

5.5.1 Les équations de la cascade BKW à l’intérieur du domaine

Dans cette partie, on généralise la méthode employée à la Section 5.4, afin d’obtenir des équations pour
tous les profils (Um,±, ψm+1), avec m ≥ 1. Pour cela, commençons par réécrire le système (5.0.4) sous la
forme suivante :

A0 ∂tU
± +

3∑
j=1
∇fj(U±) ∂xjU± = 0, t ∈ [0, T ], x3 ≷ ψ(t, x′). (5.5.1)

En tenant compte du développement asymptotique (5.1.5) supposé de U±ε , on peut écrire U±ε ∼ U0,±+Ũ±ε .
En procédant à un développement de Taylor exact des matrices jacobiennes ∇fj au voisinage de U0,±, on
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obtient :
∇fj(U±ε ) ∂xjU±ε = ∇fj(U0,±) ∂xj Ũ±ε + ∇2fj(U0,±) (Ũ±ε , ∂xj Ũ±ε ),

grâce à la linéarité de l’application U 7→ ∇fj(U) (les composantes de fj sont polynomiales de degré
2 en U). En utilisant les notations (5.3.3) et (5.4.6) introduites précédemment, et en remarquant que
∂xjU

±
ε = ∂xj Ũ

±
ε , on peut écrire :

∇fj(U±ε ) ∂xjU±ε = A±j ∂xj Ũ
±
ε + Aj (Ũ±ε , ∂xj Ũ±ε ).

On calcule ensuite ∂xj Ũ±ε (pour j = 1, 2), ce qui découle directement de (5.1.5) :

∂xj Ũ
±
ε ∼

∑
k≥1

εk
(
∂yjU

k,± − ∂xjψε ∂y3U
k,± −

∂xjψε

ε
∂Y3U

k,± + ξj
ε
∂θU

k,±
)
. (5.5.2)

Puis, en “dérivant” le développement (5.1.6), on a :

∂xjψε ∼
∑
`≥2

ε` ∂yjψ
` + ξj

∑
`≥1

ε` ∂θψ
`+1. (5.5.3)

Ainsi, en injectant (5.5.3) dans (5.5.2), on obtient :

∂xj Ũ
±
ε ∼

∑
m≥0

εm α±j,m, (5.5.4)

où les coefficients α±j,m (avec j = 1, 2) sont définis par :

∀m ∈ N, α±j,m := ξj ∂θU
m+1,± + ∂yjU

m,±

− ξj
∑

k+`=m−1
∂θψ

`+2 ∂Y3U
k+1,± −

∑
k+`=m−2

∂yjψ
`+2 ∂Y3U

k+1,±

− ξj
∑

k+`=m−2
∂θψ

`+2 ∂y3U
k+1,± −

∑
k+`=m−3

∂yjψ
`+2 ∂y3U

k+1,±.

(5.5.5)

Dans (5.5.5), on a adopté la convention ∑∅ = 0 pour tenir compte plus simplement du cas où 0 ≤ m ≤ 2.
Notons qu’on peut obtenir un résultat analogue pour ∂tŨ±ε ; il suffit de remplacer dans (5.5.5) ∂yj par ∂t
et ξj par τ . Ceci permet de définir également des coefficients α±0,m tels que

∂tŨ
±
ε ∼

∑
m≥0

εm α±0,m. (5.5.6)

Enfin, le calcul de ∂x3Ũ
±
ε est direct :

∂x3Ũ
±
ε ∼

∑
k≥0

εk
(
∂y3U

k,± + ∂Y3U
k+1,±). (5.5.7)

Finalement, en injectant (5.5.4), (5.5.6) et (5.5.7) dans (5.5.1), puis en identifiant les termes selon les
puissances de ε, on aboutit à l’ensemble des équations suivantes, définissant la première partie de la
cascade BKW : {

L±f (∂)U1,± = 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T,
L±f (∂)Um+1,± = Fm,±, Y3 ≷ 0, θ ∈ T, m ≥ 1,

(5.5.8)

où l’on rappelle que l’opérateur rapide L±f (∂) est donné par (5.4.9). Si m = 1, on retrouve dans (5.5.8) le
terme source F 1,± donné par (5.4.7) associé à l’équation sur le correcteur U2,±, à savoir :

F 1,± := −T ±s (∂)U1,± + ∂θψ
2A± ∂Y3U

1,±

− 1
2
( 2∑
j=1

ξj ∂θAj(U1,±, U1,±) + ∂Y3A3(U1,±, U1,±)
)
.

(5.5.9)
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Si m ≥ 2, le terme source Fm,± dans (5.5.8) est défini par :

Fm,± := − T ±s (∂)Um,±

+
∑

k+`=m+1
k≥2

∂θψ
kA±

(
∂Y3U

`+1,± + ∂y3U
`,±)

+
∑

k+`=m
k≥2

T ±sh(∂)ψk
(
∂Y3U

`+1,± + ∂y3U
`,±)

−
2∑
j=1

∑
k+`=m
k≥1

[
ξj Aj(Uk,±, ∂θU `+1,±) + Aj(Uk,±, ∂yjU `,±)

]

−
∑

k+`=m
k≥1

A3(Uk,±, ∂Y3U
`+1,± + ∂y3U

`,±)

+
2∑
j=1

ξj
∑

`1+`2+`3=m
`1,`2≥1

∂θψ
`1+1 Aj(U `2,±, ∂Y3U

`3+1,± + ∂y3U
`3,±)

+
2∑
j=1

∑
`1+`2+`3=m
`1≥2, `2≥1

∂yjψ
`1 Aj(U `2,±, ∂Y3U

`3+1,± + ∂y3U
`3,±).

(5.5.10)

Il conviendra de noter que l’on peut isoler les termes dépendant du correcteur (Um,±, ψm+1) dans l’ex-
pression de Fm,±. On décompose donc, pour m ≥ 2 :

Fm,± = −T ±s (∂)Um,±

+
(
∂θψ

m+1A± ∂Y3U
1,± + ∂θψ

2A± ∂Y3U
m,±

)
−

 2∑
j=1

ξj ∂θAj(U1,±, Um,±) + ∂Y3A3(U1,±, Um,±)

 + Fm−1,±

=: −Fm,±1 + Fm,±2 − Fm,±3 + Fm−1,±,

(5.5.11a)

(5.5.11b)

où Fm−1,± ne dépend que des profils (U j,±, ψj+1)0≤j≤m−1, voir (5.5.10).
Regardons plus en détails la 7e composante des équations (5.5.8), c’est-à-dire la contrainte sur le

profil um+1,±, provenant de la contrainte de divergence nulle sur la vitesse. Rappelons que l’on adjoint
également à (5.5.8) la contrainte sur le profil Hm+1,±, provenant de la contrainte de divergence nulle sur
le champ magnétique. Nous aurons besoin de ces deux contraintes au Paragraphe 5.5.6 afin de déterminer
le coefficient de Fourier d’ordre 0 du correcteur Um+1,±. Nous avons, pour tout m ≥ 0, (avec la convention∑

∅ = 0) :

∂Y3u
m+1,±
3 + ξ1 ∂θu

m+1,±
1 + ξ2 ∂θu

m+1,±
2 = −∇y · um,±

+
2∑
j=1

ξj
∑

k+`=m+1
k≥2

∂θψ
k
(
∂Y3u

`+1,±
j + ∂y3u

`,±
j

)

+
2∑
j=1

∑
k+`=m
k≥2

∂yjψ
k
(
∂Y3u

`+1,±
j + ∂y3u

`,±
j

)
.

(5.5.12a)
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Quant à lui, le profil Hm+1,± doit satisfaire la contrainte suivante, analogue à (5.5.12a) :

∂Y3H
m+1,±
3 + ξ1 ∂θH

m+1,±
1 + ξ2 ∂θH

m+1,±
2 = −∇y ·Hm,±

+
2∑
j=1

ξj
∑

k+`=m+1
k≥2

∂θψ
k
(
∂Y3H

`+1,±
j + ∂y3H

`,±
j

)

+
2∑
j=1

∑
k+`=m
k≥2

∂yjψ
k
(
∂Y3H

`+1,±
j + ∂y3H

`,±
j

)
.

(5.5.12b)

5.5.2 Les équations de la cascade BKW associées aux conditions de saut

Il nous faut ensuite déterminer les conditions sur le bord {y3 = Y3 = 0} que doivent satisfaire les
correcteurs (Um,±, ψm+1). On procède pour cela de la même façon que précédemment, en injectant les
développements (5.1.5) et (5.1.6) dans les conditions de bord données par le système (5.0.1). Pour m = 0,
on retrouve les conditions de bord (5.3.6) sur le profil principal (U1,±, ψ2) obtenues à la Section 5.4. Pour
m ≥ 1, on obtient les équations suivantes sur le bord {y3 = Y3 = 0} :

um+1,±
3 = ∂tψ

m+1 + τ ∂θψ
m+2

+
∑

k+`=m−1

(
uk,±1 ∂y1 + uk,±2 ∂y2

)
ψ`+2 +

∑
k+`=m

(
ξ1 u

k,±
1 + ξ2 u

k,±
2

)
∂θψ

`+2,

Hm+1,±
3 =

∑
k+`=m−1

(
Hk,±

1 ∂y1 + Hk,±
2 ∂y2

)
ψ`+2 +

∑
k+`=m

(
ξ1H

k,±
1 + ξ2H

k,±
2

)
∂θψ

`+2,

[qm+1|y3=0] = 0,

(5.5.13)

où [·] dénote le saut à travers l’interface plane {Y3 = 0}. Notons que l’on peut réécrire ces conditions
de bord en isolant les termes dépendant des profils Um,±, ψm+1 et ψm+2. Pour m = 1, on obtient
conformément à (5.4.8) :

u2,±
3 = c± ∂θψ

3 + ∂tψ
2 +

2∑
j=1

u0,±
j ∂yjψ

2 +
2∑
j=1

ξj u
1,±
j ∂θψ

2,

H2,±
3 = b± ∂θψ

3 +
2∑
j=1

H0,±
j ∂yjψ

2 +
2∑
j=1

ξj H
1,±
j ∂θψ

2,

[q2|y3=0] = 0.

(5.5.14a)

Le système (5.5.13) se réécrit, pour m ≥ 2, comme suit :

um+1,±
3 = c± ∂θψ

m+2 + ∂tψ
m+1 +

2∑
j=1

u0,±
j ∂yjψ

m+1

+
2∑
j=1

ξj
(
um,±j ∂θψ

2 + u1,±
j ∂θψ

m+1) + Gm−1,±
1 ,

Hm+1,±
3 = b± ∂θψ

m+2 +
2∑
j=1

H0,±
j ∂yjψ

m+1

+
2∑
j=1

ξj
(
Hm,±
j ∂θψ

2 + H1,±
j ∂θψ

m+1) + Gm−1,±
2 ,

[qm+1|y3=0] = 0,

(5.5.14b)

où les termes sources Gm−1,±
1 et Gm−1,±

2 ne dépendent que des profils (U j,±, ψj+1)0≤j≤m−1. En rappelant
la définition (5.4.2) des matrices de bord B+ et B−, les conditions de bord (5.5.14) se réécrivent sous la
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forme :

B+Um+1,+ +B−Um+1,− − ∂θψ
m+2 (b+ + b−) = Gm,+ +Gm,− sur {y3 = Y3 = 0}, (5.5.15)

où les termes sources Gm,+ et Gm,− sont définis par

Gm,+ :=
(
Gm,+1 , Gm,+2 , 0 , 0 , 0

)
,

Gm,− :=
(

0 , 0 , Gm,−1 , Gm,−2 , 0
)
.

(5.5.16a)

Lorsque m = 1, nous avons, conformément à (5.4.10) :

G1,±
1 := ∂tψ

2 +
2∑
j=1

u0,±
j ∂yjψ

2 +
2∑
j=1

ξj u
1,±
j ∂θψ

2,

G1,±
2 :=

2∑
j=1

H0,±
j ∂yjψ

2 +
2∑
j=1

ξj H
1,±
j ∂θψ

2.

(5.5.16b)

Lorsque m ≥ 2, les composantes Gm,±1 et Gm,±2 dans (5.5.15) sont données par :

Gm,±1 := ∂tψ
m+1 +

2∑
j=1

u0,±
j ∂yjψ

m+1 +
2∑
j=1

ξj
(
um,±j ∂θψ

2 + u1,±
j ∂θψ

m+1) + Gm−1,±
1 ,

Gm,±2 :=
2∑
j=1

H0,±
j ∂yjψ

m+1 +
2∑
j=1

ξj
(
Hm,±
j ∂θψ

2 + H1,±
j ∂θψ

m+1) + Gm−1,±
2 .

(5.5.16c)

Résumons ci-après les équations de la cascade BKW que doivent satisfaire le profil principal (U1,±, ψ2)
(déjà obtenues à la Section 5.4), ainsi que les correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2 :{

L±f (∂)U1,± = 0, Y3 ≷ 0,
B+U1,+ +B−U1,− − ∂θψ

2 (b+ + b−) = 0, y3 = Y3 = 0,
(5.5.17a)

et pour tout m ≥ 1,{
L±f (∂)Um+1,± = Fm,±, Y3 ≷ 0,
B+Um+1,+ +B−Um+1,− − ∂θψ

m+2 (b+ + b−) = Gm,+ +Gm,−, y3 = Y3 = 0.
(5.5.17b)

N’oublions pas d’adjoindre la contrainte (5.5.12b) à la cascade BKW (5.5.17). Le problème homogène
(5.5.17a) a déjà été résolu à la Section 5.4. Dans le Paragraphe 5.5.6 ci-après, nous nous intéresserons à
la résolution du problème inhomogène (5.5.17b) et on montrera que les correcteurs (Um+1,±, ψm+2)m≥1
pourront être entièrement déterminés par récurrence.

5.5.3 Les conditions sur les bords fixes Γ±

Le système des nappes de tourbillon-courant (5.0.1) contient également des conditions sur les bords
fixes Γ+ et Γ−. Il convient à présent d’établir la cascade BKW associée à ces conditions de bord. Les
calculs sont légèrement plus délicats qu’au Paragraphe 5.5.2, du fait du changement de coordonnées
(y′, y3) = (x′, x3 − ψε(t, x′)) effectué au sein même du développement BKW (5.1.5). La présence de la
frontière libre diffère de l’analyse faite par Marcou [Mar10,Mar11], et on pourrait s’interroger quant à la
pertinence de l’espace fonctionnel S± dans lequel on a choisi de travailler. Pour affiner le développement
asymptotique, une possibilité serait de considérer dans S±7 des fonctions dépendant aussi de la variable

7On rappelle la Définition 5.2.1 des espaces fonctionnels mis en jeu.
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tangentielle rapide θ. Toutefois, le cœur de notre analyse se situe principalement sur le profil principal
(U1,±, ψ2) – comme abordé dans la Section 5.4 précédente, puis en second plan sur le premier correcteur
(U2,±, ψ3) – ce que nous aborderons au Paragraphe 5.5.7 ci-dessous. L’espace S±, tel qu’on l’a défini au
Paragraphe 5.2.1, nous suffit pour exhiber le caractère “onde de surface pure”, comme l’indique le point
(i) du Théorème 5.2.2.

On se donne M ∈ N un entier suffisamment grand, correspondant à l’ordre des solutions approchées
(5.1.8) que l’on souhaite construire. Sur les bords fixes Γ±, la solution exacte doit vérifier la condition
homogène suivante :

∀ (t, x′) ∈ [0, T ]× T2, u±ε,3(t, x′,±1) = H±ε,3(t, x′,±1) = 0.

Nous allons donc chercher à annuler le développement asymptotique en puissances de ε (5.1.8b) pour
x3 = ±1. Nous avons :(

uM,±
app,ε

)
3

(t, x′,±1) =
M∑
m=1

εm um,±3

(
t, x′,±1− ψMapp,ε(t, x′),

±1− ψMapp,ε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
. (5.5.18)

On décompose ensuite les profils um,±3 dans l’espace S± (comme indiqué par (5.2.1)) :

um,±3 = um,±3 + um,±3 + um,±?,3 .

On commence par remarquer que les termes um,±3 et um,±?,3 nous donnent une contribution en O(ε∞)
dans le développement (5.5.18), du fait de leur décroissance exponentielle par rapport à Y3. En effet, en
généralisant le raisonnement ayant abouti à (5.4.32) lors du traitement du profil principal, on peut écrire :∣∣∣um,±?,3

(
t, x′,±1− ψMapp,ε(t, x′),

±1− ψMapp,ε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)∣∣∣
≤ CM exp

(
− δM

ε

)
exp

(1
ε

∣∣ψMapp,ε(t, x′)∣∣)
≤ CM exp

(
− δM

ε

)
exp

(
ε ‖ψ2‖L∞ + · · ·+ εM ‖ψM+1‖L∞

)
= O(ε∞),

où CM > 0 et δM > 0 ne dépendent que de M . Le développement (5.5.18) devient donc :(
uM,±
app,ε

)
3

(t, x′,±1) =
M∑
m=1

εm um,±3
(
t, x′,±1− ψMapp,ε(t, x′)

)
+ O(εM+1). (5.5.19)

On procède ensuite à un développement de Taylor des profils um,±3 au voisinage de y3 = ±1, jusqu’à
l’ordre M −m en ε (du fait de la présence du préfacteur εm dans (5.5.19)) :

um,±3
(
t, x′,± 1− ψMapp,ε(t, x′)

)
= um,±3 (t, x′,±1) +

bM−m2 c∑
k=1

(−1)k
k! ∂ky3u

m,±
3 (t, x′,±1)

(
ψMapp,ε(t, x′)

)k + O(εM−m+1).
(5.5.20)

Notons qu’on limite la somme de (5.5.20) à bM−m2 c car le développement asymptotique de ψMapp,ε commence
à l’ordre 2. De cette manière, le développement (5.5.20) va bien jusqu’à l’ordre M −m en ε. De plus, si
m = M ou m = M − 1, alors la somme dans le membre de droite de (5.5.20) n’apparaît pas. En tenant
compte de la définition (5.1.8a), on obtient :

um,±3
(
t, x′,±1− ψMapp,ε(t, x′)

)
= um,±3 (t, x′,±1)

+
bM−m2 c∑
k=1

(−1)k
k! ∂ky3u

m,±
3 (t, x′,±1)

M−m∑
j=2k

εj
∑

j1+...+jk=j
ji≥2

(
ψj1 ... ψjk

)(
t, x′, ϕ(t, x′)/ε

)
+ O(εM−m+1),

(5.5.21)
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où l’on a noté ϕ(t, x′) := τt+ ξ′ ·x′ la phase plane pour alléger quelque peu le calcul. À présent, rappelons
que la moyenne lente Um,± provient du coefficient de Fourier d’ordre 0 par rapport à θ du profil Um,±,
dont on a pris la limite en Y3 = ±∞ (la variable rapide Y3 n’intervient pas dans l’expression (5.5.21)). Pour
déterminer la cascade BKW associée aux conditions sur les bords fixes Γ±, nous prendrons uniquement
la moyenne par rapport à θ de l’expression (5.5.21). Ici, il est important de noter que lorsqu’on cherchera
à approcher la solution exacte U±ε par les solutions approchées UM,±

app,ε construites, il faudra tenir compte
des modes de Fourier non nuls dans les conditions de bord sur Γ±, qui contiennent les termes oscillants
exp(ikϕ(t, x′)/ε), pour tout k ∈ Z\{0}. Nous verrons au Paragraphe 5.6.5 que ces termes oscillants
apparaissent dès l’ordre 5 en ε, mais pas avant. Dans la Section 5.6 ci-après, nous reviendrons plus en
détails sur le système approché satisfait par les solutions approchées (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε) ; nous verrons à quel

ordre en ε ce système approché s’éloigne du système exact (5.0.1).
La moyenne par rapport à θ de (5.5.21) s’écrit :

sm,±0 := um,±3 +
bM−m2 c∑
k=1

(−1)k
k! ∂ky3u

m,±
3

M−m∑
j=2k

εj
∑

j1+...+jk=j
ji≥2

ψj1 ... ψjk
∧(

0)

= um,±3 +
bM−m2 c∑
k=1

(−1)k
k! ∂ky3u

m,±
3

M−m∑
j=2k

εj
∑

j1+...+jk=j
n1+...+nk=0
ji≥2, ni 6=0

ψ̂j1(n1) ... ψ̂jk(nk), (5.5.22)

les fonctions étant évaluées en (t, x′) ou (t, x′,±1) dans (5.5.22). Revenons dès lors sur le développement
(5.5.19), dont on ne considère que la partie moyennée par rapport à θ, c’est-à-dire :

SM,±
0 :=

M∑
m=1

εm sm,±0 .

Nous avons grâce à (5.5.22) :

SM,±
0 =

M∑
m=1

εm um,±3

+
M−2∑
m=1

bM−m2 c∑
k=1

(−1)k
k! ∂ky3u

m,±
3

M∑
j=m+2k

εj
∑

j1+...+jk=j−m
n1+...+nk=0
ji≥2, ni 6=0

ψ̂j1(n1) ... ψ̂jk(nk). (5.5.23)

Quelques simplifications peuvent être effectuées dans l’expression (5.5.23). En effet, nous avons montré
au Paragraphe 5.4.2 que la moyenne lente U1,± était identiquement nulle ; par conséquent, la somme
par rapport à m dans (5.5.23) peut être prise à partir de m = 2. De plus, le degré de liberté sur les
moyennes des profils (ψ`)`≥2 permet de les choisir nulles (on renvoie à la discussion aboutissant à (5.5.85)
ci-après). Ainsi, la somme par rapport à k dans (5.5.23) peut être amorcée à partir de k = 2. Cela fait
donc débuter la somme dans (5.5.20) à partir de k = 2, ce qui fait apparaître le terme quadratique
(ψMapp,ε)2. Comme ce dernier commence à l’ordre 4 en ε, la première somme de (5.5.23) s’effectue pour
m ∈ {2, . . . ,M −4} (car pour m = M −2 (resp. m = M −3) on obtient un terme en εM−2+4 = O(εM+1)
(resp. εM−3+4 = O(εM+1))).

Récapitulons : la partie moyennée par rapport à θ du développement (5.5.19) admet le développement
en puissances de ε suivant :

SM,±
0 =

M∑
m=1

εm um,±3 |Γ± +
M−4∑
m=2

bM−m2 c∑
k=2

(−1)k
k! ∂ky3u

m,±
3 |Γ±

M∑
j=m+2k

εj
∑

j1+...+jk=j−m
n1+...+nk=0
ji≥2, ni 6=0

ψ̂j1(n1) ... ψ̂jk(nk).
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Notons ici que des termes correctifs n’apparaissent qu’à partir de l’ordre 6 en ε (pour m = k = 2). En
effet, en identifiant les puissances de ε, on en déduit les conditions de bord suivantes pour les vitesses
normales lentes (um,±3 )m≥1 :

∀m ∈ {1, . . . , 5}, um,±3 |Γ± ≡ 0. (5.5.24a)

Pour le correcteur U6,±, nous avons :

u6,±
3 |Γ± = − 1

2
∑
n6=0

∣∣ψ̂2(n)
∣∣2 ∂2

y3u
2,±
3 |Γ± . (5.5.24b)

Nous verrons que grâce aux résultats du Paragraphe 5.5.7, la moyenne lente U2,± associée au premier
correcteur est elle aussi identiquement nulle, comme pour le profil principal U1,±. En conséquence, les
conditions de bord (5.5.24b) pour la vitesse normale lente u6,±

3 seront également homogènes. Toutefois, à
partir du correcteur U7,±, les conditions de bord sur Γ± pour u7,±

3 dépendent au moins de la moyenne lente
U3,± qui, elle, n’a plus aucune raison d’être nulle en général (on renvoie là encore au Paragraphe 5.5.7).
Ces conditions de bord s’écrivent sous la forme :

∀m ≥ 7, um,±3 |Γ± = hm−4,±
1 , (5.5.24c)

où hm−4,±
1 ne dépend que des vitesses normales lentes

(
uj,±3

)
2≤j≤m−4 et des profils (ψj)2≤j≤m−5.

Tout ce raisonnement s’applique de façon analogue au champ magnétique normal. On en déduit donc
les conditions de bord suivantes pour les champs magnétiques normaux lents (Hm,±

3 )m≥1 :

∀m ∈ {1, . . . , 5}, Hm,±
3 |Γ± ≡ 0. (5.5.25a)

Pour le correcteur U6,±, nous avons :

H6,±
3 |Γ± = − 1

2
∑
n6=0

∣∣ψ̂2(n)
∣∣2 ∂2

y3H
2,±
3 |Γ± . (5.5.25b)

Là encore, la condition de bord (5.5.25b) sera en fait homogène grâce aux résultats du Paragraphe 5.5.7
(car on verra que U2,± est nulle). Enfin, nous aurons :

∀m ≥ 7, Hm,±
3 |Γ± = hm−4,±

2 , (5.5.25c)

où hm−4,±
2 est le même terme source que hm−4,±

1 dans lequel on a remplacé la vitesse u par le champ
magnétique H.

Ceci termine l’établissement des conditions de bord sur Γ± pour les moyennes lentes (Um,±)m≥2.
Rappelons que l’on a pris uniquement le coefficient de Fourier d’ordre zéro par rapport à θ dans le
développement (5.5.21) ; par conséquent il faudra tenir compte de tous les modes de Fourier non nuls
lorsque l’on s’intéressera au système approché satisfait par les solutions approchées (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε). Nous

renvoyons pour cela au Paragraphe 5.6.5 ci-dessous.
Nous aborderons au Paragraphe 5.5.6 la résolution de la cascade BKW (5.5.17) adjointe de la contrainte

de divergence (5.5.12b) ainsi que des conditions de bord (5.5.24) et (5.5.25). De plus, on pourra toujours
faire en sorte que les profils associés à la pression vérifient les conditions de normalisation (5.5.41) que l’on
obtiendra au paragraphe suivant. Les correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2 seront déterminés par récurrence.

5.5.4 Contraintes sur la normalisation de la pression

La pression exacte q±ε intervenant dans le système (5.0.1) peut être choisie afin de satisfaire la condition
de normalisation (5.4.36), comme nous l’avons mentionné au Paragraphe 5.4.2 lors de la résolution du
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problème de Laplace (5.4.34). Cette condition s’écrit :

∀ t ∈ [0, T ],
∫

Ω+
ε (t)

q+
ε (t, x) dx +

∫
Ω−ε (t)

q−ε (t, x) dx = 0, (5.5.26)

où l’on rappelle que les domaines Ω±ε (t) sont définis par

Ω±ε (t) :=
{
x ∈ T2 × (−1, 1)

∣∣x3 ≷ ψε(t, x′)
}
.

L’égalité (5.5.26) prend la forme suivante, après avoir effectué le changement de variable (y′, y3)↔ (x′, x3−
ψε(t, x′)) :

∫
T2

∫ 1−ψε(t,x′)

0
q+
ε (t, y′, y3 + ψε(t, y′)) dy3 dy

′

+
∫
T2

∫ 0

−1+ψε(t,x′)
q−ε (t, y′, y3 + ψε(t, y′)) dy3 dy

′ = 0.
(5.5.27)

Cette condition de normalisation va se répercuter sur les profils (qm,±)m≥1, du fait de la forme des
développements asymptotiques (5.1.5) et (5.1.6) sous lesquels nous cherchons à approcher respectivement
la pression q±ε et le front ψε. Dans l’optique de construire des solutions approchées (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε), pour

M ≥ 1, on cherche aussi à vérifier l’égalité (5.5.27), à une erreur de taille O(εM+1) près. En d’autres
termes, les solutions approchées doivent permettre d’écrire :

∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,x′)

0
qM,+
app,ε(t, y′, y3 + ψMapp,ε(t, y′)) dy3 dy

′

+
∫
T2

∫ 0

−1+ψMapp,ε(t,x′)
qM,−
app,ε(t, y′, y3 + ψMapp,ε(t, y′)) dy3 dy

′ = O(εM+1).
(5.5.28)

Par la suite, nous traitons le cas de la première intégrale dans (5.5.28) ; le cas de qM,−
app,ε est similaire.

En injectant la définition (5.1.8) des solutions approchées dans le membre de gauche de (5.5.28), nous
obtenons la somme suivante pour l’état “+”, que l’on cherche ensuite à développer en puissances de ε
jusqu’à l’ordre M :

M∑
m=1

εm
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

0
qm,+

(
t, y′, y3,

y3
ε
,
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′. (5.5.29)

Pour tout m ∈ {1, . . . ,M}, nous utiliserons la décomposition (5.2.1) des profils qm,± dans l’espace S± :

qm,+(t, y, Y3, θ) = qm,+(t, y) + qm,+(t, y, Y3) + qm,+? (t, y, Y3, θ).

Chaque intégrale double dans (5.5.29) se décompose alors en trois parties de la façon suivante :

∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

0
qm,+

(
t, y′, y3,

y3
ε
,
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′

=
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

0
qm,+(t, y′, y3) dy3 dy

′

+
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

0
qm,+

(
t, y′, y3,

y3
ε

)
dy3 dy

′

+
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

0
qm,+?

(
t, y′, y3,

y3
ε
,
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′

=: Im,+(ε) + Im,+(ε) + Im,+? (ε). (5.5.30)
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Étape 1 : développement asymptotique de l’intégrale Im,+(ε).

On commence par se ramener au domaine fixe Ω+ = T2× (0, 1), dans l’idée que ε est petit et que chaque
profil qm,+ est défini sur Ω+ pour ensuite être prolongé à T2×R+ par rapport à y3. De cette manière, les

intégrales
∫ 1−ψMapp,ε

0 seront bien définies et chaque terme du développement en puissances de ε de Im,+(ε)
sera fonction uniquement des profils “antérieurs” à qm,+. À l’aide de la relation de Chasles, on écrit :

Im,+(ε) =
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

0
qm,+(t, y′, y3) dy3 dy

′

=
∫

Ω+
qm,+(t, y) dy +

∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

1
qm,+(t, y′, y3) dy3 dy

′

=: Im,+1 + Im,+2 (ε).

Afin de développer en puissance de ε l’intégrale Im,+2 (ε), nous définissons la primitive suivante de qm,+
par rapport à sa dernière variable y3 :

Qm,+(t, y′, y3) :=
∫ y3

0
qm,+(t, y′, z) dz.

Remarquons que pour tout j ≥ 1, nous avons ∂jy3Q
m,+ = ∂j−1

y3 qm,+. À l’aide d’un développement de
Taylor, on peut écrire∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

1
qm,+(t, y′, y3) dy3

= Qm,+(t, y′, 1− ψapp,ε(t, y′))−Qm,+(t, y′, 1)

=
M∑
j=1

(−1)j
j! ∂jzQ

m,+(t, y′, 1)
(
ε2 ψ2 + · · ·+ εM+1 ψM+1

)j
+ O(εM+1), (5.5.31)

où l’on a omis les variables (t, y′, ξ′·y′ε ) dans les profils (ψk)2≤k≤M+1. Du fait de la présence du préfacteur
εm dans (5.5.29) devant Im,+(ε), on peut limiter la somme de (5.5.31) aux indices j ∈

{
1, . . . , bM−m2 c

}
;

il vient alors après intégration sur le tore :

εm Im,+2 (ε) =
bM−m2 c∑
j=1

(−1)j
j!

M−m∑
k=2j

εk+m ∑
k1+···+kj=k

∫
T2
∂j−1
y3 qm,+(t, y′, 1)ψk1 . . . ψkj dy′ + O(εM+1).

Il convient à présent de développer en série de Fourier les profils ψki par rapport à leur dernière variable
θ. Nous obtenons(

ψk1 . . . ψkj
) (
t, y′,

ξ′ · y′

ε

)
=

∑
n1,...,nj∈Z

ψ̂k1(n1) . . . ψ̂kj (nj) exp
(
i (n1 + · · ·+ nj)

ξ′ · y′

ε

)
.

Lorsque les modes ni vérifient n1 + · · ·+ nj 6= 0, la méthode de la phase instationnaire permet d’obtenir
un terme en O(ε∞). Ainsi, à l’ordre M par rapport à ε, il nous reste seulement les modes ni vérifiant
n1 + · · ·+ nj = 0 :

εm Im,+2 (ε) =
bM−m2 c∑
j=1

(−1)j
j!

M−m∑
k=2j

εk+m ∑
k1+···+kj=k

ki∈N

∫
T2
∂j−1
y3 qm,+(t, y′, 1)

× 1
2π

∫
T
ψk1(t, y′, θ) . . . ψkj (t, y′, θ) dθ dy′ + O(εM+1).

(5.5.32)
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Le détail de l’expression (5.5.32) n’est en soi pas capital ; en revanche, il faut remarquer que l’on peut
réécrire (5.5.32) sous la forme

εm Im,+2 (ε) = εm+2Qm,+
m+2

(t) + εm+3Qm,+
m+3

(t) + · · ·+ εM Qm,+
M

(t) + O(εM+1), (5.5.33)

où chaque Qm,+
p

, pour m+ 2 ≤ p ≤M , ne dépend que des profils qm,+ et (ψk)2≤k≤p−2. Le développement
asymptotique (5.5.29) associé aux moyennes lentes qm,+ s’écrit alors :

M∑
m=1

εm Im,+(ε) =
M∑
m=1

εm
∫

Ω+
qm,+(t, y) dy +

M∑
m=3

εm
m−2∑
j=1
Qj,+
m

(t) + O(εM+1). (5.5.34)

Nous avons une expression similaire pour l’état “−”. On remarque que les termes “correctifs” Qj,+
m

inter-
viennent seulement à partir de l’ordre ε3. Cette remarque sera cruciale lors de l’étude du phénomène de
rectification mis en évidence au Paragraphe 5.5.7.

Étape 2 : développement asymptotique de l’intégrale Im,+(ε).

Comme lors de l’étape précédente, on se ramène au domaine fixe Ω+ en écrivant :

Im,+(ε) =
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

0
qm,+

(
t, y′, y3,

y3
ε

)
dy3 dy

′

=
∫

Ω+
qm,+

(
t, y′, y3,

y3
ε

)
dy3 dy

′ +
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

1
qm,+

(
t, y′, y3,

y3
ε

)
dy3 dy

′

=: Im,+3 (ε) + Im,+4 (ε).

I Cas de Im,+3 (ε). En procédant au changement de variable y3 = εz3, on peut écrire :

Im,+3 (ε) =
∫
T2

∫ 1/ε

0
ε qm,+

(
t, y′, εz3, z3

)
dz3 dy

′.

On effectue un développement de Taylor avec reste intégral de la fonction qm,+ au voisinage de y3 = 0 :

qm,+
(
t, y′, εz3, z3

)
=

M∑
j=0

(εz3)j
j! ∂jy3q

m,+(t, y′, 0, z3) + (εz3)M+1

M !

∫ 1

0
(1− u)M ∂M+1

y3 qm,+(t, y′, uεz3, z3) du.

Il vient alors :

εm Im,+3 (ε) =
M∑
j=0

εj+m+1

j!

∫
T2

∫ 1/ε

0
zj3 ∂

j
y3q

m,+(t, y′, 0, z3) dz3 dy
′

+ εM+m+2

M !

∫
T2

∫ 1/ε

0

∫ 1

0
(1− u)M ∂M+1

y3 qm,+(t, y′, uεz3, z3) du dz3 dy
′.

(5.5.35a)

(5.5.35b)

Le terme de reste donné par (5.5.35b) est clairement un O(εM+1). On décompose ensuite l’intégrale
∫ 1/ε

0
dans (5.5.35a) en

∫+∞
0 −

∫+∞
1/ε . Comme la moyenne rapide qm,+ appartient à l’espace S+

? , on peut affirmer
qu’il existe deux constantes CM , δM > 0, ne dépendant que de M , telles que :

∀ j, ∀m,
∣∣∣zj3 ∂jz3q

m,+(t, y′, 0, z3)
∣∣∣ ≤ CM e−δMz3 .

La contribution venant de l’intégrale
∫+∞

1/ε donnera donc un terme en O(ε∞). En effet, il suffit d’écrire la
majoration∣∣∣∣∣

∫
T2

∫ +∞

1/ε
zj3 ∂

j
y3q

m,+(t, y′, 0, z3) dz3 dy
′
∣∣∣∣∣ ≤ CM

∫ +∞

1/ε
e−δMz3 dz3 = CM

δM
e−

δM
ε = O(ε∞).
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Ainsi, l’expression (5.5.35a) se réécrit :

εm Im,+3 (ε) =
M∑
j=0

εj+m+1

j!

∫
T2

∫ +∞

0
zj3 ∂

j
y3q

m,+(t, y′, 0, z3) dz3 dy
′ + O(εM+1). (5.5.36)

Puisque l’on effectue un développement asymptotique à l’ordre M par rapport à ε, on peut limiter la
somme dans (5.5.36) aux indices j ∈ {0, . . . ,M −m− 1}. Comme pour l’expression (5.5.33) de Im,+2 (ε),
il convient de remarquer que le terme donné par (5.5.36) peut se mettre sous la forme :

εm Im,+3 (ε) = εm+1Qm,+m+1(t) + εm+2Qm,+m+2(t) + · · ·+ εM Qm,+M (t) + O(εM+1), (5.5.37)

où chaque Qm,+p , pour m+ 1 ≤ p ≤M , ne dépend que de la moyenne rapide qm,+.

I Cas de Im,+4 (ε). En utilisant une fois de plus le fait que les moyennes rapides qm,+ appartiennent à
S+
? , on peut majorer l’intégrale Im,+4 (ε) comme suit :∣∣∣Im,+4 (ε)

∣∣∣ ≤ CM

∫
T2

∣∣∣∣∣
∫ 1−ψMapp,ε

1
e−δM

y3
ε dy3

∣∣∣∣∣ dy′
≤ CM

δM
ε e−

δM
ε

∫
T2

∣∣∣∣1− exp
[(
εψ2 + · · ·+ εM ψM+1)(t, y′, ξ′ · y′

ε

)]∣∣∣∣ dy′
≤ C ′M e−

δM
ε = O(ε∞), (5.5.38)

où les constantes CM , C ′M , δM > 0 ne dépendent que de M .
En réunissant les résultats (5.5.37) et (5.5.38), le développement asymptotique (5.5.29) associé aux

moyennes rapides qm,+ s’écrit finalement :
M∑
m=1

εm Im,+ =
M∑
m=2

εm
m−1∑
j=1
Qj,+m (t) + O(εM+1). (5.5.39)

On obtient une expression similaire pour l’état “−”.

Étape 3 : développement asymptotique de l’intégrale Im,+? (ε).

On décompose une fois de plus l’intégrale Im,+? (ε) comme suit :

Im,+? (ε) =
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

0
qm,+?

(
t, y′, y3,

y3
ε
,
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′

=
∫

Ω+
qm,+?

(
t, y′, y3,

y3
ε
,
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′ +
∫
T2

∫ 1−ψMapp,ε(t,y′)

1
qm,+?

(
t, y′, y3,

y3
ε
,
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′

=: Im,+5 (ε) + Im,+6 (ε).

I Cas de Im,+5 (ε). Commençons par décomposer qm,+? en série de Fourier par rapport à sa dernière
variable :

Im,+5 (ε) =
∑
k 6=0

∫
T2

∫ 1

0
q̂m,+

(
t, y′, y3,

y3
ε
, k
)

exp
(
ik
τt+ ξ′ · y′

ε

)
dy3 dy

′.

La méthode de la phase instationnaire permet alors d’affirmer que

Im,+5 (ε) = O(ε∞).

I Cas de Im,+6 (ε). En utilisant le fait que qm,+? ∈ S+
? , on traite l’intégrale Im,+6 (ε) exactement de la

même façon que l’on a estimé Im,+4 (ε) en (5.5.38) , ce qui donne également

Im,+6 (ε) = O(ε∞).

Ainsi, l’intégrale Im,+? (ε) n’a aucune contribution jusqu’à l’ordre M dans le développement asymptotique
en puissances de ε (5.5.29).
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Conclusion sur la normalisation de la pression (5.5.26).

En réunissant des résultats (5.5.34) et (5.5.39), le développement asymptotique en ε de l’expression (5.5.29)
s’écrit finalement :

M∑
m=1

εm
∫

Ω+
qm,+(t, y) dy +

M∑
m=3

εm
m−2∑
j=1
Qj,+
m

(t) +
M∑
m=2

εm
m−1∑
j=1
Qj,+m (t) + O(εM+1), (5.5.40)

et de même pour l’état “−”. Insistons sur le fait que les termes de (5.5.40) ne font intervenir les profils
que sur le domaine fixe Ω+, et non sur un domaine “épaissi” par rapport à y3 comme c’était le cas au
départ comme on peut le voir dans l’expression (5.5.28). Ainsi, afin d’assurer l’égalité (5.5.28), il suffit
d’imposer les conditions de normalisation ci-après sur les profils qm,±. À l’ordre ε, nous retrouvons le
résultat (5.4.35) obtenu au Paragraphe 5.4.2 :∫

Ω+
q1,+(t, y) dy +

∫
Ω−

q1,−(t, y) dy = 0. (5.5.41a)

On peut également remarquer que la condition (5.5.41a) “persiste” pour le premier correcteur q2,±. En
effet, le terme Q1,±

2 d’ordre ε2 est identiquement nul (voir son expression détaillée (5.5.36)), car on a
montré au Paragraphe 5.4.2 que la moyenne rapide q1,± était nulle. Il reste donc à l’ordre ε2 :∫

Ω+
q2,+(t, y) dy +

∫
Ω−

q2,−(t, y) dy = 0. (5.5.41b)

À partir du rang m ≥ 3, la moyenne sur Ω du correcteur lent (qm,+, qm,−) n’est plus nécessairement nulle,
et doit vérifier :∫

Ω+
qm,+(t, y) dy +

∫
Ω−

qm,−(t, y) dy

= −
m−2∑
j=1

(
Qj,+
m

(t) + Qj,−
m

(t)
)
−

m−1∑
j=1

(
Qj,+m (t) + Qj,−m (t)

)
.

(5.5.41c)

Il est important de remarquer que le terme de droite de (5.5.41c) ne dépend que des profils d’ordre inférieur
(qj,±)j≤m−2, (qj,±)j≤m−1 et (ψj)j≤m−2. Les conditions de moyenne sur Ω (5.5.41) sont donc à adjoindre
à la cascade BKW (5.5.17).

À titre d’exemple, on explicite ci-dessous la condition de normalisation que doit vérifier le correcteur
lent q3,± :

∫
Ω+

q3,+(t, y) dy +
∫

Ω−
q3,−(t, y) dy

= −
∫
T2

∫
R+
q2,+(t, y′, 0, Y3) dY3 dy

′ −
∫
T2

∫
R−

q2,−(t, y′, 0, Y3) dY3 dy
′.

(5.5.42)

5.5.5 Résolution du problème “rapide” inhomogène

Pour commencer, considérons le problème inhomogène général suivant dont l’inconnue est (U±, ϕ) que
l’on cherche dans l’espace S± ×H∞

(
[0, T ]× T3) et où F± ∈ S± et G ∈ H∞

(
[0, T ]× T3) sont des termes

sources quelconques :
{

L±f (∂)U± = F±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T,

B+U+ +B−U− − ∂θϕ (b+ + b−) = G, y3 = Y3 = 0, θ ∈ T.

(5.5.43a)
(5.5.43b)
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Nous allons déterminer des conditions nécessaires et suffisantes sur F± et G afin que le système (5.5.43)
ait une solution (U±, ϕ) appartenant à l’espace S±×H∞

(
[0, T ]×T3). Dans (5.5.43), nous avons omis les

variables (t, y′) ∈ [0, T ]× T2 qui jouent un rôle de paramètres. Avant de résoudre le système (5.5.43), on
remarque que les termes sources doivent au préalable vérifier une condition de compatibilité. En effet, en
considérant la 6e ligne de (5.5.43a), nous avons explicitement :

−b± ∂θu±3 + c± ∂θH
±
3 = F±6 . (5.5.44)

Par conséquent, en prenant la trace de (5.5.44) sur le bord {y3 = Y3 = 0} et en utilisant les conditions de
bord (5.5.43b), on en déduit que les termes sources F± et G doivent nécessairement vérifier les conditions
de compatibilité suivantes : {

−b+ ∂θG1 + c+ ∂θG2 = F+
6 |y3=Y3=0,

−b− ∂θG3 + c− ∂θG4 = F−6 |y3=Y3=0.
(5.5.45)

Le but de ce paragraphe est d’expliquer l’ensemble des relations de compatibilité sur les termes sources
F±, G qui assurent qu’on puisse résoudre le système (5.5.43). Notre résultat est le suivant.
Proposition 5.5.1

Soient F± ∈ S± et G ∈ H∞
(
[0, T ]×T3) des termes sources satisfaisant (5.5.45), et soit (τ, ξ′) ∈ R3

une fréquence vérifiant (H3), (H4) avec τ 6= 0. Alors le système (5.5.43) possède une solution (U±, ϕ)
appartenant à S± ×H∞

(
[0, T ]× T3) si et seulement si :

(i) la moyenne lente de F± est nulle :

∀ (t, y) ∈ [0, T ]× Ω±, F±(t, y) = 0, (5.5.46a)

où l’on rappelle que Ω± désigne le domaine fixe T2 × I±, avec I+ = (0, 1) et I− = (−1, 0) ;

(ii) la moyenne rapide de F± vérifie :

∀ (t, y, Y3) ∈ [0, T ]× Ω± × R±, F±(t, y, Y3) ∈ ImA±3 ; (5.5.46b)

(iii) les coefficients de Fourier F̂±(k)|y3=0 et Ĝ(k) des termes sources F± et G satisfont la condition
d’orthogonalité suivante, pour tous les modes de Fourier k 6= 0 et pour tout (t, y′) ∈ [0, T ]×T2 :
∫ +∞

0
e−|k|Y3 L+(k) q F̂+(t, y′, 0, Y3, k) dY3 −

∫ 0

−∞
e|k|Y3 L−(k) q F̂−(t, y′, 0, Y3, k) dY3

+ `+1 Ĝ1(t, y′, k) + `+2 Ĝ2(t, y′, k) + `−1 Ĝ3(t, y′, k) + `−2 Ĝ4(t, y′, k)
− i τ sgn(k) Ĝ5(t, y′, k) = 0,

(5.5.46c)

où les coefficients réels `±1 et `±2 sont donnés par (5.4.71) et le vecteur L±(k) par (A.2.1b).

Dans ce cas, (5.5.43) admet une solution particulière de la forme (U±, 0), et toute solution (U±, ϕ) de
(5.5.43) vérifie :

∀ k 6= 0, ∀ t, y, Y3, Û±(t, y, Y3, k) = γ±(t, y, k) e∓|k|Y3 R±(k) + Û±(t, y, Y3, k). (5.5.47)

Dans (5.5.47), on rappelle que le vecteur R±(k) ∈ C7 est défini par (A.2.1a), et les coefficients γ±
satisfont :

∀ k 6= 0, ∀ (t, y′) ∈ [0, T ]× T2, γ±(t, y′, 0, k) = ± |k| ϕ̂(t, y′, k). (5.5.48)
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En outre, toute solution (U±, ϕ) de (5.5.43) vérifie :

∀ t, y, Y3, Û±(t, y, Y3, 0) − Û±(t, y, Y3, 0) = V ±(t, y) + V ±(t, y, Y3), (5.5.49)

où V ± et V ± satisfont les deux conditions suivantes :

ΠV ± = V ±, B+ V +|y3=0 + B− V −|y3=0 = 0. (5.5.50)

Rappelons que Π = diag(1, 1, 0, 1, 1, 0, 0) est le projecteur orthogonal sur KerA±3 .

Remarques. La Proposition 5.5.1 est très proche du résultat de Marcou [Mar10], à quelques variantes
près. En effet, on étudie ici un problème à frontière libre, caractéristique et possédant des contraintes de
divergence nulle. Ces différences expliquent la présence de la condition (5.5.46b) et du terme source G
dans la relation d’orthogonalité (5.5.46c). Au vu des conditions (5.5.49) et (5.5.50) satisfaites par V ± et
V ±, on constate que l’on dispose d’un degré de liberté sur les composantes tangentielles de V ± et V ±
(i.e. sur ΠV ± et ΠV ±). Ceci explique le choix que l’on effectuera sur les correcteurs Um,±, pour m ≥ 2,
en imposant les conditions initiales (5.2.2) qui visent à simplifier l’analyse menée au Paragraphe 5.5.6.

Les conditions de compatibilité (5.5.46) ne font pas intervenir les coefficients de Fourier d’ordre 0 de
G. C’est la raison pour laquelle on pourra se permettre de chercher les profils (ψm)m≥2 à moyenne nulle
sur le tore.

Les conditions (5.5.46) ont bien été imposées pour les termes sources (F 1,±, G1,+ +G1,−) du problème
(5.4.11) que l’on a utilisé pour déterminer le profil principal (U1,±, ψ2) à la Section 5.4. En effet, d’après la
démarche effectuée au Paragraphe 5.4.2, les conditions (5.5.46a) et (5.5.46b) sont satisfaites par le terme
source F 1,±. Enfin, la condition d’orthogonalité (5.5.46c) est également vérifiée par les termes sources
F 1,± et G1,+ + G1,− ; elle a conduit à l’équation de type Hamilton-Jacobi (5.4.100) satisfaite par ψ2 au
Paragraphe 5.4.3.

Démonstration. De la même façon qu’à la Section 5.4, on décompose le système (5.5.43) en modes de
Fourier par rapport à θ ; on obtient la famille de problèmes aux limites suivants, où k ∈ Z : L±k Û

±(k) = F̂±(k), y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,
B+Û+(k) +B−Û−(k) − i k ϕ̂(k) (b+ + b−) = Ĝ(k), y3 = Y3 = 0.

(5.5.51a)
(5.5.51b)

Rappelons la notation L±k = A±3 ∂Y3 + i kA±. Dans les équations de (5.5.51), les variables (t, y′) jouent
un rôle de paramètre, que l’on omettra par la suite par alléger les notations.

Conditions nécessaires. Supposons que (U±, ϕ) ∈ S±×H∞
(
[0, T ]×T3) est une solution du système

(5.5.43). Pour tout k ∈ Z, les coefficients de Fourier (Û±(k), ϕ̂(k)) vérifient donc le système (5.5.51).
Commençons par le cas du mode de Fourier k = 0, en décomposant les coefficients de Fourier Û±(0)

et F̂±(0) en moyenne lente et moyenne rapide (on renvoie aux notations (5.2.1)) :

Û±(0) = U± + U± ∈ S± ⊕ S±? ,
F̂±(0) = F± + F± ∈ S± ⊕ S±? .

L’équation (5.5.51a) (avec k = 0) se réécrit :

A±3 ∂Y3U
± = F± + F±.
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En passant à la limite Y3 → ±∞, on obtient directement la condition (5.5.46a) sur la moyenne lente du
terme source F±. Il en découle immédiatement la deuxième condition nécessaire (5.5.46b).

On se donne à présent un mode de Fourier k 6= 0 et on se concentre sur le système (5.5.51). On procède
exactement de la même façon qu’au Paragraphe 5.4.3 où l’on a étudié ce même système avec (U2,±, ψ3)
dans le rôle de (U±, ϕ) et (F 1,±, G1,+ +G1,−) dans le rôle de (F±, G). En multipliant la première équation
du système (5.5.51) par les fonctions “test” (V +, V −) (5.4.70) solutions du problème dual (5.4.64), on
aboutit à la condition d’orthogonalité (5.5.46c), tout à fait similaire à la condition (5.4.73) que l’on avait
obtenue au Paragraphe 5.4.3.

Conditions suffisantes. On suppose désormais que les termes sources F± ∈ S± et G ∈ H∞
(
[0, T ]×T3)

satisfont les conditions (5.5.45), (5.5.46) et on cherche à construire une/les solution(s) (U±, ϕ) du système
(5.5.43), dans l’espace S±×H∞

(
[0, T ]×T3). Pour commencer, supposons momentanément que l’on arrive

à construire une solution particulière de (5.5.43) sous la forme (U±, 0). Alors toute solution (U±, ϕ) ∈
S± ×H∞

(
[0, T ]× T3) de (5.5.43) s’écrit (U± + V ±, ϕ), où (V ±, ϕ) ∈ S± ×H∞

(
[0, T ]× T3) est solution

du problème homogène :{
L±f (∂)V ± = 0, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T,

B+V + +B−V − − ∂θϕ (b+ + b−) = 0, y3 = Y3 = 0, θ ∈ T.
(5.5.52)

Un tel problème a déjà été analysé en détails au Paragraphe 5.4.1, dans lequel nous avons montré l’exis-
tence d’une solution (V ±, ϕ) de (5.5.52) ; en outre, les coefficients de Fourier V̂ ±(k), pour k 6= 0, s’écrivent
sous la forme :

∀ k 6= 0, ∀ t, y, Y3, V̂ ±(t, y, Y3, k) = γ±(t, y, k) e∓|k|Y3 R±(k), (5.5.53)

où R±(k) ∈ C7 est donné par (A.2.1a). L’expression (5.5.53) permet d’obtenir le résultat (5.5.47) annoncé
par la Proposition 5.5.1. On a une expression plus précise en y3 = 0, car alors les coefficients de Fourier
V̂ ±(k), pour k 6= 0, sont paramétrés par ϕ comme suit :

∀ k 6= 0, ∀ t, y′, Y3, V̂ ±(t, y′, 0, Y3, k) = ± |k| ϕ̂(k) e∓|k|Y3 R±(k). (5.5.54)

L’expression (5.5.54) établit en particulier le résultat (5.5.48) de la Proposition 5.5.1. On dispose de plus
d’un degré de liberté sur la moyenne de ϕ, du fait de la présence de la dérivée ∂θϕ dans les conditions
de bord du système (5.5.43). Pour simplifier, on choisira ϕ à moyenne nulle dans la construction des
correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2 au Paragraphe 5.5.6.

Dès lors, il reste à résoudre le problème inhomogène (5.5.43) avec ϕ = 0, c’est-à-dire à construire une
solution particulière U± du problème :{

L±f (∂)U± = F±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T,
B+U+ +B−U− = G, y3 = Y3 = 0, θ ∈ T.

(5.5.55)

On commence la résolution de ce système en traitant le mode de Fourier 0. Rappelons les notations (5.2.1)
permettant de décomposer le coefficient de Fourier Û±(0) en moyennes lente et rapide :

Û±(0) = U± + U±. (5.5.56)

I La moyenne rapide U±. Dans un premier temps, on souhaite résoudre l’équation différentielle
suivante, obtenue à partir du système (5.5.55) auquel on a appliqué l’opérateur de moyenne sur le tore,
et où on a utilisé la condition (5.5.46a) :

A±3 ∂Y3U± = F±, ∀ y3 ≷ 0, ∀Y3 ≷ 0. (5.5.57)
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En vertu de la condition (5.5.46b), on peut définir :

F±(t, y, Y3) := C± F±(t, y, Y3), ∀ (t, y, Y3) ∈ [0, T ]× Ω± × R±,

où C± désigne un inverse partiel de la matrice A±3 (on pourra se référer par exemple à [Ser10]), de sorte
que l’on a A±3 F± = F±. L’équation (5.5.57) se réécrit :

A±3
(
∂Y3U± − F±

)
= 0, ∀Y3 ≷ 0,

et il suffit alors de considérer :

U±(t, y, Y3) :=
∫ Y3

±∞
F±(t, y, Y ′3) dY ′3 . (5.5.58)

Par continuité de l’inverse partielle C± et puisque F± ∈ S±? , on peut aisément vérifier que la moyenne
rapide U± définie par (5.5.58) appartient bien à S±? .

Maintenant que nous avons résolu l’équation différentielle (5.5.57), il restera à traiter les conditions
de bord de (5.5.55) pour le mode de Fourier 0, ce que l’on abordera au point suivant.

I La moyenne lente U±. La moyenne lente U± n’intervient que dans les conditions de bord du système
(5.5.55) pour le mode de Fourier 0. On possède donc plusieurs degrés de liberté pour construire U±. En
utilisant la surjectivité de l’application

R7 × R7 −→ R5

(W+,W−) 7−→ B+W+ +B−W−,

on peut affirmer qu’il existe un couple de moyennes lentes (U+,U−) ∈ S+ × S− vérifiant, pour tout
(t, y′) ∈ [0, T ]× T2 :

B+ U+(t, y′, 0) + B− U−(t, y′, 0) = Ĝ(t, y′, 0) −
(
B+ U+(t, y′, 0, 0) + B− U−(t, y′, 0, 0)

)
. (5.5.59)

En choisissant par exemple la moyenne lente U± indépendante de y3, le coefficient de Fourier Û±(0) donné
par (5.5.56) vérifiera bien le système (5.5.55) pour le mode de Fourier 0. De plus, U± appartient à l’espace
S± puisque U±|Y3=0 ∈ S± et G ∈ H∞

(
[0, T ]× T2).

I La composante U±? . Il nous reste à construire une solution particulière U±? de (5.5.55), qui consiste
en la superposition des modes de Fourier non nuls. On se fixe à présent un entier k 6= 0, et on cherche à
construire une solution Û±(k) du système (5.5.55) (pour le mode de Fourier k) qui permettra de définir
U±? ∈ S±? . On reprend la démarche que l’on a suivie au Paragraphe 5.3.1, qui consiste à ramener l’étude
du système (5.5.55) à un problème de Laplace satisfait par la pression. Le système (5.5.55) prend la forme
explicite suivante8 pour le mode de Fourier k :

u1 ∂Y3 û3 −H1 ∂Y3Ĥ3 + ik(c+ ξ1u1) û1 + ikξ2u1 û2 − ik(b+ ξ1H1) Ĥ1 − ikξ2H1 Ĥ2

+ ikξ1 q̂ = F̂1,

u2 ∂Y3 û3 −H2 ∂Y3Ĥ3 + ikξ1u2 û1 + ik(c+ ξ2u2) û2 − ikξ1H2 Ĥ1 − ik(b+ ξ2H2) Ĥ2

+ ikξ2 q̂ = F̂2,

∂Y3 q̂ + ikc û3 − ikb Ĥ3 = F̂3,

H1 ∂Y3 û3 − u1 ∂Y3Ĥ3 − ikξ2H2 û1 + ikξ2H1 û2 + ik(τ + ξ2u2) Ĥ1 − ikξ2u1 Ĥ2 = F̂4,

H2 ∂Y3 û3 − u2 ∂Y3Ĥ3 + ikξ1H2 û1 − ikξ1H1 û2 − ikξ1u2 Ĥ1 + ik(τ + ξ1u1) Ĥ2 = F̂5,

−ikb û3 + ikc Ĥ3 = F̂6,

∂Y3 û3 + ikξ1 û1 + ikξ2 û2 = F̂7.

(5.5.60)

8Pour alléger l’écriture, on omet les exposants 0,± associés à la nappe plane de référence U0,± et on note directement
Û = (û, Ĥ, q̂) (resp. F̂ ) pour désigner l’inconnue Û±(k) = (û±(k), Ĥ±(k), q̂±(k)) (resp. le terme source F̂±(k)).
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À présent, nous suivons exactement la même démarche que pour l’analyse du système homogène (5.3.10),
en tenant compte ici des termes sources (F̂i)1≤i≤7. L’idée est d’utiliser les contraintes sur la “divergence”
de la vitesse et du champ magnétique pour les injecter dans les équations 1, 2, 4 et 5, ce qui permet
“d’éliminer” les dérivées normales ∂Y3 û3 et ∂Y3Ĥ3 ; ensuite on dérivera l’équation 3 de (5.5.60) par rapport
à Y3 pour en déduire une EDO d’ordre 2 sur la pression q̂.

Avant cela, revenons sur les contraintes que doivent satisfaire la vitesse û et le champ magnétique
Ĥ. L’équation 7 du système (5.5.60) correspond à la contrainte de “divergence” sur la vitesse, mais nous
n’avons a priori aucune contrainte sur le champ magnétique. Cette dernière peut en fait être obtenue en
effectuant une opération adéquate sur les lignes du système (5.5.60), que l’on dénotera par (L1), . . . , (L7).
En effet, grâce à l’opération de lignes ξ1 (L4) + ξ2 (L5) + 1

ik ∂Y3(L6) (licite car k 6= 0), nous obtenons la
contrainte suivante sur le champ magnétique9, analogue à la ligne (L7) du système (5.5.60) :

∂Y3Ĥ3 + ikξ1 Ĥ1 + ikξ2 Ĥ2 = 1
ikτ

(
∂Y3F̂6 + ikξ1 F̂4 + ikξ2 F̂5

)
=: F̂8. (5.5.61)

Maintenant, on injecte la contrainte donnée par la ligne (L7) du système (5.5.60) ainsi que la contrainte
(5.5.61) dans les équations 1, 2, 4 et 5 du système (5.5.60), et on obtient le système équivalent suivant :

ik
(
c û1 − b Ĥ1 + ξ1 q̂

)
= F̂1 − u1 F̂7 +H1 F̂8

ik
(
c û2 − b Ĥ2 + ξ2 q̂

)
= F̂2 − u2 F̂7 +H2 F̂8

∂Y3 q̂ + ik
(
c û3 − b Ĥ3

)
= F̂3,

ik
(
− b û1 + c Ĥ1

)
= F̂4 −H1 F̂7 + u1 F̂8

ik
(
− b û2 + c Ĥ2

)
= F̂5 −H2 F̂7 + u2 F̂8

∂Y3 û3 + ikξ1 û1 + ikξ2 û2 = F̂7,

∂Y3Ĥ3 + ikξ1 Ĥ1 + ikξ2 Ĥ2 = F̂8,

(5.5.62)

où l’on rappelle la définition (5.5.61) du terme source F̂8. En dérivant l’équation 3 de (5.5.62) par rapport
à Y3 et en utilisant les équations 1 et 2 du système (5.5.62), nous obtenons une équation différentielle
ordinaire inhomogène d’ordre 2 satisfaite par la pression q̂, qui s’écrit :

∂2
Y3 q̂ − k2 q̂ = F̂ . (5.5.63a)

Le terme source dans (5.5.63a) est défini par :

F̂ := ∂Y3F̂3 + ik
(
ξ1 F̂1 + ξ2 F̂2 − (c+ a) F̂7 + 2b F̂8

)
= ∂Y3F̂3 + 2b

τ
∂Y3F̂6 + ik

τ

(
τξ1 F̂1 + τξ1 F̂

±
2 + 2ξ1b F̂4 + 2ξ2b F̂5 − τ(c+ a) F̂7

)
. (5.5.63b)

Il convient à présent d’écrire les conditions de bord sur {y3 = Y3 = 0} que doit satisfaire la pression. La
condition sur le saut de pression est donnée par la dernière composante des conditions de bord (5.5.55)
(pour le mode de Fourier k). Par la suite, on réécrit les exposants ± car on s’intéresse au couple (q̂+, q̂−).
Le saut de pression doit vérifier : [

q̂|y3=0
]

= Ĝ5, (5.5.63c)

où le crochet [·] ci-dessus désigne le saut à travers l’interface {Y3 = 0}. On termine par les conditions de
bord satisfaites par la dérivée première ∂Y3 q̂

±. En prenant la trace sur {y3 = Y3 = 0} de l’équation 3 du
système (5.5.62), et en utilisant les conditions de bord (5.5.55) (pour le mode de Fourier k), on en déduit :

∂Y3 q̂
±|y3=Y3=0 = Ĝ±, (5.5.63d)

9Rappelons que l’on a supposé τ 6= 0.
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où l’on a posé :
Ĝ+ := F̂+

3 |y3=Y3=0 − ik
(
c+ Ĝ1 − b+ Ĝ2

)
,

Ĝ− := F̂−3 |y3=Y3=0 − ik
(
c− Ĝ3 − b− Ĝ4

)
.

(5.5.64)

Récapitulons le problème de Laplace inhomogène que doit satisfaire la pression (q̂+, q̂−) :
∂2
Y3
q̂± − k2 q̂± = F̂±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0,[

q̂|y3=0
]

= Ĝ5, Y3 = 0,
∂Y3 q̂

±|y3=0 = Ĝ±, Y3 = 0.
(5.5.65)

La formule de Duhamel montre que les solutions de l’EDO (5.5.63a) s’écrivent sous la forme suivante :

q̂±(t, y, Y3, k) =
(
α±(t, y, k) − 1

2|k|

∫ Y3

0
e|k|Y ′3 F̂±(t, y, Y ′3 , k) dY ′3

)
e−|k|Y3

+
(
β±(t, y, k) + 1

2|k|

∫ Y3

0
e−|k|Y ′3 F̂±(t, y, Y ′3 , k) dY ′3

)
e|k|Y3 .

Comme on cherche une solution du système (5.5.43) dans l’espace S± (donc en particulier bornée par
rapport à Y3), il convient de choisir :q pour l’état “+” :

β+(t, y, k) := − 1
2|k|

∫ +∞

0
e−|k|Y ′3 F̂+(t, y, Y ′3 , k) dY ′3 ,q pour l’état “−” :

α−(t, y, k) := − 1
2|k|

∫ 0

−∞
e|k|Y ′3 F̂−(t, y, Y ′3 , k) dY ′3 .

Les coefficients restants α+ et β− seront, quant à eux, à déterminer à l’aide des conditions de saut du
problème de Laplace (5.5.65). Les solutions q̂± de (5.5.63a), appartenant au moins à l’espace L∞Y3

, s’écrivent
donc sous la forme suivante :

q̂±(t, y, Y3, k) = κ±(t, y, k) e∓|k|Y3 ∓ 1
2|k|

(∫ Y3

0
e∓|k|(Y3−Y ′3) F̂±(t, y, Y ′3 , k) dY ′3

−
∫ Y3

±∞
e±|k|(Y3−Y ′3) F̂±(t, y, Y ′3 , k) dY ′3

)
,

(5.5.66)

où les coefficients κ± sont à ce stade inconnus. Avant de déterminer ces coefficients, réécrivons l’expression
(5.5.66) en fonction du terme source F± uniquement. Pour gérer les dérivées ∂Y3F̂

±
3 et ∂Y3F̂

±
6 dans

(5.5.63b), on effectue une intégration par parties :∫ Y3

0
e±|k|Y ′3

(
∂Y3F̂

±
3 + 2b±

τ
∂Y3F̂

±
6

)
(t, y, Y ′3 , k) dY ′3

= ik

τ

∫ Y3

0
e±|k|Y ′3

(
± i sgn(k) τ F̂±3 ± 2 i sgn(k) b± F̂±6

)
(t, y, Y ′3 , k) dY ′3

+ e±|k|Y3
(
F̂±3 + 2b±

τ
F̂±6

)
(t, y, Y3, k) −

(
F̂±3 + 2b±

τ
F̂±6

)
(t, y, 0, k).

On procède de façon similaire pour traiter l’intégrale
∫ Y3
±∞ dans (5.5.66). Ainsi, l’expression (5.5.66) du

coefficient de Fourier q̂±(k) se réécrit en fonction du terme source F± de la façon suivante :

q̂±(t, y, Y3, k) =
(
κ±(t, y, k) ± 1

2|k|
(
F̂±3 (t, y, 0, k) + 2b±

τ
F̂±6 (t, y, 0, k)

))
e∓|k|Y3

∓ i sgn(k)
2τ

(
e∓|k|Y3

∫ Y3

0
e±|k|Y ′3 L±(k) q F̂±(t, y, Y ′3 , k) dY ′3

− e±|k|Y3

∫ Y3

±∞
e∓|k|Y ′3 L±(k) q F̂±(t, y, Y ′3 , k) dY ′3

)
,

(5.5.67)
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où le vecteur L±(k) ∈ C7 est défini par (A.2.1b).
Grâce aux conditions de bord du système (5.5.65), nous allons pouvoir déterminer les coefficients

κ± lorsque y3 = 0. Il restera dans un second temps à redresser l’expression obtenue par rapport à y3
qui, rappelons-le, joue un rôle de paramètre dans l’équation “rapide” (5.5.43a). Pour ne pas alourdir les
notations, nous omettons dans toute la suite de la démonstration les variables (t, y′) qui jouent également
un rôle de paramètres.

� Détermination des coefficients de Fourier q̂±(k) en y3 = 0.

Les fonctions q̂± données par (5.5.67) vérifieront (5.5.65) si et seulement si le système (5.5.69) ci-dessous
est satisfait par les coefficients κ±. On détermine donc à présent ces coefficients en y3 = 0. Pour ce faire,
on évalue en y3 = Y3 = 0 les fonctions q̂± et ∂Y3 q̂

± donnés par (5.5.67), puis on injecte les expressions
obtenues dans les trois conditions de bord de (5.5.65). On obtient un système linéaire de trois équations
que doivent satisfaire les deux coefficients κ+(0, k) et κ−(0, k). Pour écrire ce système de façon plus
concise, on définit :

I±k F̂
± :=

∫
R±

e∓|k|Y ′3L±(k) q F̂±(0, Y ′3 , k) dY ′3 . (5.5.68)

Notons que I±k F̂± est une fonction de (t, y′). En prenant en compte la définition (5.5.64) du terme source
Ĝ±, le système linéaire que doivent satisfaire les coefficients κ±(0, k) s’écrit explicitement comme suit (où
l’on a ôté la variable k dans les coefficients de Fourier pour alléger les notations) :



κ+ − κ− = − 1
2|k|

(
F̂+

3 + 2b+
τ
F̂+

6 + F̂−3 + 2b−
τ
F̂−6

)∣∣∣
y3=Y3=0

+ i sgn(k)
2τ

(
I+
k F̂

+ − I−k F̂
−)+ Ĝ5

−κ+ = 1
2|k|

(
F̂+

3 −
2b+
τ
F̂+

6

)∣∣∣
y3=Y3=0

+ i sgn(k)
2τ I+

k F̂
+ − i sgn(k)

(
c+Ĝ1 − b+Ĝ2

)
κ− = 1

2|k|
(
F̂−3 −

2b−
τ
F̂−6

)∣∣∣
y3=Y3=0

− i sgn(k)
2τ I−k F̂

− − i sgn(k)
(
c−Ĝ3 − b−Ĝ4

)
.

(5.5.69)

Le système (5.5.69) semble a priori surdéterminé, mais il n’en est rien grâce à la condition d’orthogonalité
(5.5.46c). Cette dernière permet effectivement “d’éliminer” la première équation du système (5.5.69) qui
est redondante avec les deux dernières10, ce qui détermine de façon unique les coefficients κ± à l’aide des
deux équations restantes. Les coefficients κ±(0, k) s’écrivent :

κ+(0, k) = i sgn(k)
(
c+Ĝ1 − b+Ĝ2

)
− i sgn(k)

2τ I+
k F̂

+ − 1
2|k|

(
F̂+

3 −
2b+
τ
F̂+

6

)∣∣∣
y3=Y3=0

κ−(0, k) = − i sgn(k)
(
c−Ĝ3 − b−Ĝ4

)
− i sgn(k)

2τ I−k F̂
− + 1

2|k|
(
F̂−3 −

2b−
τ
F̂−6

)∣∣∣
y3=Y3=0

.

(5.5.70)

On rappelle qu’on a omis les variables (t, y′) ∈ [0, T ]× T2 dans (5.5.70).
À présent, il reste à redresser les coefficients de (5.5.70) par rapport à y3 ∈ I±. On illustre la démarche

pour l’état “+”, le raisonnement sera similaire pour l’état “−”. Comme l’intervalle I+ = [0, 1] est compact,
10Pour obtenir la condition d’orthogonalité (5.5.46c), nous avons aussi simplifié l’expression des “traces doubles”

F±6 |y3=Y3=0 grâce à la condition de compatibilité (5.5.45).
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on peut par exemple redresser indépendamment de y3 le premier terme du membre de droite de κ+(0, k)
donné par (5.5.70) ; les deux termes restants, qui dépendent de F̂±, sont déjà des traces en y3 = 0 (on
renvoie notamment à (5.5.68)) : le redressement se fait donc de façon naturelle.

Revenons à l’expression (5.5.67) : une solution particulière du problème de Laplace (5.5.65) est la
suivante (en omettant une fois de plus les variables (t, y′)) :

q̂+(y3, Y3, k) = − i sgn(k)
τ

(
`+1 Ĝ1(k) + `+2 Ĝ2(k)

)
e−|k|Y3

− i sgn(k)
2τ

(
e−|k|Y3

∫ Y3

0
e|k|Y ′3 L+(k) q F̂+(y3, Y

′
3 , k) dY ′3

+ e|k|Y3

∫ +∞

Y3
e−|k|Y ′3 L+(k) q F̂+(y3, Y

′
3 , k) dY ′3

+ e−|k|Y3

∫ +∞

0
e−|k|Y ′3 L+(k) q F̂+(y3, Y

′
3 , k) dY ′3

)
,

(5.5.71a)

q̂−(y3, Y3, k) = i sgn(k)
τ

(
`−1 Ĝ3(k) + `−2 Ĝ4(k)

)
e|k|Y3

− i sgn(k)
2τ

(
e|k|Y3

∫ 0

Y3
e−|k|Y ′3 L−(k) q F̂−(y3, Y

′
3 , k) dY ′3

+ e−|k|Y3

∫ Y3

−∞
e|k|Y ′3 L−(k) q F̂−(y3, Y

′
3 , k) dY ′3

+ e|k|Y3

∫ 0

−∞
e|k|Y ′3 L−(k) q F̂−(y3, Y

′
3 , k) dY ′3

)
.

(5.5.71b)

Pour conclure sur la pression, il reste à montrer que la superposition des modes de Fourier donnés par
(5.5.71), pour k 6= 0, fournit bien un élément q±? dans l’espace S±? .

� Régularité des solutions.

Pour commencer on définit, pour j ∈ {1, . . . , 4}, la fonction :

q±j (t, y, Y3, θ) :=
∑
k 6=0

Ĝj(t, y′, k) e∓|k|Y3 eikθ, ∀ t, y, Y3, θ.

Comme le terme source G de (5.5.43) est de régularité H∞, il n’est pas difficile de voir que les fonctions
q±j ainsi définies appartiennent bien à S±? . En revanche, les termes intégraux restants dans (5.5.71) sont
un peu plus délicats, et se traitent en utilisant un lemme de Marcou [Mar10] que l’on adapte ici.
Lemme 5.5.2

Si F ∈ S+
? , alors IF :=

∑
k 6=0

IkF̂ (k) eikθ ∈ S+
? , où IkF̂ (k) est de la forme :

q si k > 0 : ∫ +∞

Y3
ek(Y3−Y ′3) F̂ (t, y, Y ′3 , k) dY ′3 ou

∫ Y3

0
e−k(Y3−Y ′3) F̂ (t, y, Y ′3 , k) dY ′3 ,

q si k < 0 : ∫ +∞

Y3
e−k(Y3−Y ′3) F̂ (t, y, Y ′3 , k) dY ′3 ou

∫ Y3

0
ek(Y3−Y ′3) F̂ (t, y, Y ′3 , k) dY ′3 .
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On renvoie à [Mar10] pour les éléments de démonstration. Le Lemme 5.5.2 s’adapte directement au cas où
F ∈ S−? . Revenons à l’étude des termes intégraux dans (5.5.71). D’après l’hypothèse (5.5.46a), les termes
sources F± appartiennent à S±? donc le Lemme 5.5.2 s’applique et on peut en conclure que la pression q±?
définie par (5.5.71) est un élément de S±? . Ceci achève entièrement le traitement de la pression ; il reste
dans un dernier temps à construire la vitesse u±? et le champ magnétique H±? .

� La vitesse et le champ magnétique.

On termine la démonstration de la Proposition 5.5.1 en déterminant la vitesse et le champ magnétique.
On n’entre pas dans les détails complets, car tous les arguments ont été abordés lors du traitement de la
pression. Revenons au système (5.5.62) : on détermine les composantes û±1 et Ĥ±1 à l’aide des équations 1
et 4. On obtient un sous-système linéaire dont le second membre contient la pression, à ce stade connue. Ce
sous-système est inversible car nous avons (c±)2− (b±)2 6= 0 en vertu de l’hypothèse (H3). On procède de
façon similaire pour déterminer les composantes û±2 et Ĥ±2 grâce aux équations 2 et 5 du système (5.5.62).
Enfin, les composantes normales û±3 et Ĥ±3 sont obtenues en intégrant les contraintes de “divergence”
données par les deux dernières équations de (5.5.62). Pour que les fonctions û±3 et Ĥ±3 décroissent vers 0
lorsque Y3 → ±∞, il suffit de poser :

û±3 (t, y, Y3, k) :=
∫ Y3

±∞

(
F̂±7 − ikξ1 û

±
1 − ikξ2 û

±
2

)
(t, y, Y ′3 , k) dY3,

Ĥ±3 (t, y, Y3, k) :=
∫ Y3

±∞

(
F̂±8 − ikξ1 Ĥ

±
1 − ikξ2 Ĥ

±
2

)
(t, y, Y ′3 , k) dY3.

Il faut ensuite vérifier que l’équation 3 du système (5.5.62) est bien satisfaite, ainsi que les conditions
de bord du système (5.5.55) (pour le mode de Fourier k). Pour obtenir l’équation 3 du système (5.5.62),
il suffit de vérifier que l’on a l’égalité suivante, puisque les coefficients de Fourier Û±(k), pour k 6= 0,
décroissent vers 0 lorsque Y3 → ±∞ :

∂2
Y3 q̂
± + ik

(
c± ∂Y3 û

±
3 − b± ∂Y3Ĥ

±
3
)

= ∂Y3F̂
±
3 .

Cette égalité est en fait trivialement satisfaite car q̂± est solution de l’équation de Laplace (5.5.63a), dont
le terme source F̂± est donné par (5.5.63b). De la même façon, on peut obtenir de nouveau la 6e équation
du système (5.5.60) en effectuant les opérations de lignes “inverses” de celles qui permettaient de passer
du système (5.5.60) au système (5.5.62). Ainsi, les composantes normales û±3 et Ĥ±3 satisfont le système
inversible suivant : {

ik
(
c± û±3 − b± Ĥ

±
3
)

= F̂±3 − ∂Y3 q̂
±

ik
(
− b± û±3 + c± Ĥ±3

)
= F̂±6 .

(5.5.72)

Nous obtenons donc les expressions de û±3 et Ĥ±3 en fonction des termes sources F̂±3 , F̂±6 et de la pression
q̂±. En évaluant les composantes normales û±3 et Ĥ±3 en y3 = Y3 = 0, puis en utilisant (5.5.64) et (5.5.45),
il en découle les conditions de bord du système (5.5.55) (pour le mode de Fourier k). Ceci termine de
fournir une solution particulière du problème inhomogène (5.5.55).

�

5.5.6 Détermination des correcteurs

Revenons à la cascade d’équations (5.5.17b) que doivent satisfaire les correcteurs (Um+1,±, ψm+2), pour
m ≥ 1. Le profil principal (U1,±, ψ2) a été entièrement déterminé à la Section 5.4 (voir l’expression
(5.4.107)). Nous allons à présent construire la suite de correcteurs (U j,±, ψj+1)j≥2 par récurrence. Pour
cela, on se fixe dans toute la suite un entier m ≥ 1. Rappelons que nous disposons du temps T > 0 fourni
par le Théorème 5.4.1, qui sera fixé dans toute la suite.
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Hypothèse de récurrence (Hm).

On suppose avoir déterminé des profils (U j,±, ψj+1)1≤j≤m tels que :

(Hm
1 ) pour tout j ∈ {1, . . . ,m},

U j,± ∈ S± et ψj+1 ∈ H∞
(
[0, T ]× T3),

où ψj+1 est à moyenne nulle par rapport à sa dernière variable θ ;

(Hm
2 ) le profil principal (U1,±, ψ2) donné par (5.4.107), (5.4.105) est solution du problème homogène

(5.5.17a) et si j ∈ {2, . . . ,m} alors (U j,±, ψj+1) est solution de (5.5.17b) (dans lequel l’exposant
“m+ 1” joue le rôle de j ici). Ces profils vérifient également la contrainte (5.5.12b) provenant de la
contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique ;

(Hm
3 ) les termes sources (Fm,±, Gm,±) dans le système (5.5.73) ci-dessous, donnés par (5.5.10) et (5.5.16c),

sont “bien préparés”, au sens où ils rentrent dans le cadre d’application de la Proposition 5.5.1 en
vérifiant les conditions de résolubilité (5.5.46a), (5.5.46b) et (5.5.46c) ;

(Hm
4 ) les vitesses normales lentes (uj,±3 )1≤j≤m et les champs magnétiques normaux lents (Hj,±

3 )1≤j≤m
vérifient respectivement les conditions de bord (5.5.24) et (5.5.25) sur Γ± (dans lesquelles l’exposant
“m” joue le rôle de j) ;

(Hm
5 ) les pressions lentes (qj,±)1≤j≤m satisfont les conditions de normalisation (5.5.41) (dans lesquelles

l’exposant “m” joue une fois de plus le rôle de j ici).

Étapes pour aboutir à la propriété (Hm+1). Nous suivons les étapes de l’algorithme décrit à la
page 116.

Ê On commence par déterminer les coefficients de Fourier Ûm+1,±(k), pour k 6= 0, à l’aide de la
Proposition 5.5.1. Leur expression en y3 = 0 est explicite et entièrement déterminée par le profil
ψm+2, pour l’instant inconnu.

Ë On détermine une équation d’évolution linéaire de type Hamilton-Jacobi satisfaite par ψm+2, pro-
venant de la condition d’orthogonalité (5.5.46c) de la Proposition 5.5.1, que l’on impose aux termes
sources Fm+1,± et Gm+1,±. À ce stade, on connaît donc le correcteur ψm+2 ainsi que la composante
Um+1,±
? |y3=0. Ces deux premières étapes permettront d’aboutir aux propriétés (Hm+1

1 ), (Hm+1
2 ) et

(Hm+1
3 ).

Ì On identifie le coefficient de Fourier restant Ûm+1,±(0). Pour ce faire, nous devrons imposer aux
termes sources Fm+1,± et Gm+1,± de satisfaire les deux autres conditions de résolubilité (5.5.46a)
et (5.5.46b) de la Proposition 5.5.1 ; la propriété (Hm+1

3 ) sera alors entièrement satisfaite. En outre,
pour déterminer la moyenne lente Um+1,±, nous imposerons les propriétés (Hm+1

4 ) et (Hm+1
5 ). No-

tons que la condition de normalisation dans la propriété (Hm+1
5 ) est triviale, puisque la résolution

du problème de Laplace (5.5.106) que doit satisfaire la pression qm+1,± se fait à une constante
(dépendant du temps) près ;

Í Pour finir, on devra relever la trace Um+1,±
? |y3=0 par rapport à y3.

Étape Ê

Pour commencer, on se concentre sur le système suivant, que doit vérifier le profil (Um+1,±, ψm+2) que
l’on cherche à déterminer :{

L±f (∂)Um+1,± = Fm,±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T,
B+Um+1,+ +B−Um+1,− − ∂θψ

m+2 (b+ + b−) = Gm,+ +Gm,−, y3 = Y3 = 0, θ ∈ T,
(5.5.73)
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où Fm,± et Gm,+ + Gm,− sont calculés en utilisant les expressions (5.5.10), (5.5.16c). N’oublions pas
d’adjoindre à ce système la contrainte (5.5.12b) provenant de la contrainte de divergence nulle sur le
champ magnétique.

Remarques.

• Afin de pouvoir appliquer la Proposition 5.5.1, il nous faut au préalable vérifier si les termes sources
Fm,± et Gm,+ + Gm,− dans (5.5.73) vérifient la condition nécessaire de compatibilité (5.5.45). Vu
la complexité des expressions de ces termes sources, il n’est pas clair de voir si cette condition est
bien vérifiée pour tout m ≥ 1. Nous renvoyons à l’Annexe A.4 pour les détails permettant d’aboutir
à (5.5.45).

• Des arguments similaires à ceux énoncés dans l’Annexe A.4 permettent de vérifier que le terme
source Fm,± vérifie l’égalité suivante, dans laquelle Fm,±8 désigne le membre de droite associé à la
contrainte de divergence (5.5.12b) sur le champ magnétique :

τ ∂θF
m,±
8 = ∂Y3F

m,±
6 + ξ1 ∂θF

m,±
4 + ξ2 ∂θF

m,±
5

= τ ∂θ
(
∂Y3H

m+1,±
3 + ξ1 ∂θH

m+1,±
1 + ξ2 ∂θH

m+1,±
2

)
.

(5.5.74a)

(5.5.74b)

L’égalité (5.5.74a) permet de retrouver l’expression (5.5.61), pour tous les modes de Fourier non nuls,
que l’on avait utilisée dans la preuve de la Proposition 5.5.1. On voit donc à travers (5.5.74b) que
la contrainte de divergence sur le champ magnétique Hm+1,± est directement donnée en fonction
du terme source Fm,± pour tous les modes de Fourier non nuls. En revanche, pour le mode de
Fourier nul, le terme (5.5.74b) n’apporte aucune information supplémentaire, et il nous faudra
utiliser directement la contrainte (5.5.12b) que l’on a adjointe au système (5.5.73).

Pour construire une solution du système (5.5.73), on exhibe à l’aide de la Proposition 5.5.1 une solution
particulière (Um,±, 0) du problème inhomogène suivant11 :{

L±f (∂)Um,± = Fm,±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T,
B+Um,+ +B−Um,− = Gm,+ +Gm,−, y3 = Y3 = 0, θ ∈ T.

D’après la Proposition 5.5.1, toute solution (Um+1,±, ψm+2) du système (5.5.73) vérifie :

∀ k 6= 0, ∀ t, y, Y3, Ûm+1,±(t, y, Y3, k) = γm+1,±(t, y, k) e∓|k|Y3 R±(k) + Ûm,±(t, y, Y3, k), (5.5.75)

où les coefficients γm+1,± dans (5.5.75) sont à ce stade inconnus, mais on peut les expliciter lorsque y3 = 0
en vertu de (5.5.48) :

∀ k 6= 0, ∀ (t, y′) ∈ [0, T ]× T2, γm+1,±(t, y′, 0, k) = ± |k| ψ̂m+2(t, y′, k). (5.5.76)

Il ne reste plus qu’à identifier le profil ψm+2 pour terminer la détermination de la fonction Um+1,±
? |y3=0

(rappelons les notations (5.2.1) pour la décomposition des profils dans l’espace S±).
À ce stade, quel que soit le choix ultérieur de ψm+2, le système (5.5.73) et la contrainte (5.5.12b) sont

bien vérifiés pour tous les modes de Fourier non nuls.
11La Proposition 5.5.1 peut effectivement s’appliquer en vertu de l’hypothèse de récurrence (Hm3 ) et de la condition de

compatibilité (A.4.1) établie dans l’Annexe A.4.



174 CHAPITRE 5. ONDES DE SURFACE POUR LES NAPPES DE TOURBILLON-COURANT

Étape Ë

Pour identifier le profil ψm+2, il faut maintenant prendre en compte le système (5.5.77) ci-dessous
associé au “correcteur suivant” (Um+2,±, ψm+3) (encore inconnu à ce stade), car les termes sources
(Fm+1,±, Gm+1,+ +Gm+1,−) dépendent du profil (Um+1,±, ψm+2) que l’on veut construire :{
L±f (∂)Um+2,± = Fm+1,±, y3 ≷ 0, Y3 ≷ 0, θ ∈ T,
B+Um+2,+ +B−Um+2,− − ∂θψm+3(b+ + b−) = Gm+1,+ +Gm+1,−, y3 = Y3 = 0, θ ∈ T.

(5.5.77)

Dans l’optique de pouvoir construire le correcteur suivant (Um+2,±, ψm+3), on souhaitera appliquer la
Proposition 5.5.1 au système (5.5.77) à l’étape suivante de la récurrence par rapport à l’entier m. Pour ce
faire, les termes sources dans (5.5.77) doivent en premier lieu vérifier la condition d’orthogonalité (5.5.46c),
c’est-à-dire :∫ +∞

0
e−|k|Y3 L+(k) q F̂m+1,+(t, y′, 0, Y3, k) dY3 −

∫ 0

−∞
e|k|Y3 L−(k) q F̂m+1,−(t, y′, 0, Y3, k) dY3

+ `+1 Ĝ
m+1,+
1 (t, y′, k) + `+2 Ĝ

m+1,+
2 (t, y′, k)

+ `−1 Ĝ
m+1,−
1 (t, y′, k) + `−2 Ĝ

m+1,−
2 (t, y′, k) = 0,

(5.5.78)

et ce quels que soient (t, y′) ∈ [0, T ]× T2 et k ∈ Z\{0}. Pour clarifier la démarche que l’on suit, on écrit
ci-dessous les expressions des termes sources Fm+1,± et Gm+1,+ +Gm+1,− (voir (5.5.11) et (5.5.16c), avec
m+ 1 dans le rôle de m) :

Fm+1,± = −T ±s (∂)Um+1,±

+
(
∂θψ

m+2A± ∂Y3U
1,± + ∂θψ

2A± ∂Y3U
m+1,±

)
−

 2∑
j=1

ξj ∂θAj(U1,±, Um+1,±) + ∂Y3A3(U1,±, Um+1,±)

 + Fm,±.

(5.5.79)

Les composantes du terme de bord Gm+1,+ +Gm+1,−, conformément à la définition (5.5.16a), s’écrivent :

Gm+1,±
1 := ∂tψ

m+2 +
2∑
j=1

u0,±
j ∂yjψ

m+2 +
2∑
j=1

ξj
(
um+1,±
j ∂θψ

2 + u1,±
j ∂θψ

m+2) + Gm,±
1 ,

Gm+1,±
2 :=

2∑
j=1

H0,±
j ∂yjψ

m+2 +
2∑
j=1

ξj
(
Hm+1,±
j ∂θψ

2 + H1,±
j ∂θψ

m+2) + Gm,±
2 .

(5.5.80)

Les termes “de reste” Fm,± dans (5.5.79) et Gm,±
1,2 dans (5.5.80) ne dépendent que des profils “antérieurs”

(U j,±, ψj+1)j≤m, qui sont connus à cette étape de la récurrence.
À présent, les calculs pour simplifier la relation (5.5.78) sont très proches de ceux qu’on a effectués au

Paragraphe 5.4.3, à quelques variantes près. En effet, l’expression des termes sources (5.5.79) et (5.5.80)
fait apparaître les profils ψm+2 et U1,± d’une part, et ψ2 et Um+1,± d’autre part. Par conséquent, les termes
de convolution dans la variable de Fourier feront maintenant apparaître les produits ψ̂2(k− `)ψ̂m+2(`) et
ψ̂2(`)ψ̂m+2(k − `) au lieu du terme quadratique ψ̂2(k − `)ψ̂2(`) que l’on avait au Paragraphe 5.4.3. Par
ailleurs, les termes sources Fm+1,± et Gm+1,+ +Gm+1,− contiennent les termes “d’ordre inférieur” Fm,±,
Gm,±

1 et Gm,±
2 ; c’est pourquoi des termes sources seront à prendre en compte dans les calculs, et ceux-ci

ne dépendront que des profils connus (U j,±, ψj+1)j≤m. Ceci est un fait nouveau dans la détermination des
correcteurs, contrairement au cas du profil principal (U1,±, ψ2) qui nous donnait in fine le problème homo-
gène (5.5.17a) satisfait par U1,±, et l’équation non-linéaire de type Hamilton-Jacobi homogène (5.4.103)
satisfaite par ψ2.
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Après calculs, on aboutit à la famille d’équations suivante que doivent satisfaire les coefficients de
Fourier (ψ̂m+2(k))k 6=0 :

∂τ∆ ∂tψ̂
m+2(k) +

2∑
j=1

∂ξj∆ ∂yj ψ̂
m+2(k)

− 2 i
(
(b+)2 − (b−)2 − (c+)2 + (c−)2

)
sgn(k) b(ψm+2, ψ2)
∧

(k) = Ψ̂m(k),
(5.5.81)

où Ψm ne dépend que des profils connus (U j,±, ψj+1)j≤m. Cette dernière équation est le linéarisé de
(5.4.100) autour du profil principal ψ2. Comme pour le cas de ψ2 que l’on a traité au Paragraphe 5.4.3,
l’équation (5.5.81) se décompose en une partie de transport en (y1, y2) à la vitesse de groupe v (dont on
rappelle la définition (5.3.21)), et une partie non-locale linéaire en ψm+2 :(

∂t − v · ∇y′
)
ψ̂m+2(k) − 2 i δ sgn(k) b(ψm+2, ψ2)
∧

(k) = Ψ̂m(k), (5.5.82)

où δ est défini par (5.4.97) et est non nul en vertu de l’hypothèse (H3). En effectuant le même changement
de variable que dans le cas de l’équation (5.4.100), on se ramène à l’étude de l’équation d’amplitude
inhomogène suivante satisfaite par la nouvelle inconnue ϕm(t, y′, θ) := ψm+2( t

|δ| , y
′ − t

|δ|v, θ
)
:

∂tϕ
m + 2H[b(ψ2, ϕm)] = Ψm

? , t > 0, θ ∈ T, y′ ∈ T2, (5.5.83)
avec condition initiale ϕm(0, ·) nulle (du fait de l’hypothèse simplificatrice (5.1.7)). Dans (5.5.83), la
fonction Ψm

? est à moyenne nulle, et est définie par :

Ψm
? (t, y′, θ) :=

∑
k 6=0

Ψ̂m(t, y′, k) eikθ, ∀ (t, y′, θ) ∈ [0, T ]× T3. (5.5.84)

Notons que Ψm
? ne dépend que des profils connus (U j,±, ψj+1)j≤m, et appartient à H∞

(
[0, T ] × T3) du

fait de l’hypothèse de récurrence (Hm
1 ). La même méthode que celle employée dans la démonstration

du Théorème 5.4.1 (cf. les détails dans [Hun06,BG09,Mar10]) permet d’affirmer qu’il existe une unique
solution ϕm de (5.5.83), à moyenne nulle par rapport à θ, définie sur l’intervalle de temps [0, T ]12 et
appartenant à l’espace H∞([0, T ]×T3). Revenons au cas du correcteur ψm+2 : nous venons de construire la
partie à moyenne nulle de ψm+2, c’est-à-dire la fonction ψm+2

? (dont la définition est similaire à (5.5.84)).
Il reste à déterminer la moyenne de ψm+2, c’est-à-dire le coefficient de Fourier d’ordre zéro ψ̂m+2(0).
Comme nous l’avons expliqué pour le cas du profil principal ψ2 (on renvoie à (5.4.106)), nous disposons
d’un degré de liberté sur la moyenne des correcteurs (ψj)j≥2. Nous choisissons de fixer la moyenne de
ψm+2 comme étant égale en tout temps à la moyenne initiale, que l’on a fixée à zéro (on renvoie à (5.1.7)) :

ψ̂m+2(t, y′, 0) := 0, ∀ y′ ∈ T2, ∀ t ∈ [0, T ], (5.5.85)
Nous expliquerons ultérieurement les motivations de ce choix lors de la détermination du coefficient de
Fourier Ûm+1,±(0) (on renvoie à la discussion permettant d’aboutir aux contraintes de divergence (5.5.93)
ci-dessous). En conclusion, le correcteur ψm+2 est donné par

ψm+2(t, y′, θ) := ψm+2
? (t, y′, θ) =

∑
k 6=0

ψ̂m+2(t, y′, k) eikθ. (5.5.86)

En outre, ce correcteur appartient à l’espace H∞
(
[0, T ]×T3) et est à moyenne nulle par rapport à θ. Par

ailleurs, les expressions (5.5.75), (5.5.76) déterminent entièrement la trace sur {y3 = 0} des coefficients
de Fourier Ûm+1,±(k), pour tout k 6= 0.

À ce stade, on a donc déterminé la trace sur {y3 = 0} de Um+1,±
? (qui correspond à la superposition

des modes de Fourier non nuls), ainsi que le correcteur ψm+2 donné par (5.5.86). On a ainsi assuré (Hm+1
3 )

en partie, car nous avons la condition (5.5.46c), et la propriété (Hm+1
1 ) est vérifiée par le correcteur ψm+2.

La solution obtenue vérifie (5.5.73) ainsi que la contrainte (5.5.12b) pour tous les modes de Fourier non
nuls, en vertu de (5.5.74b). Il restera dans la suite à traiter le mode de Fourier 0.

12On rappelle que T > 0 a été fixé par le Théorème 5.4.1.
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Étape Ì

Plaçons-nous dorénavant dans le cas du mode de Fourier 0, et calculons Ûm+1,±(0). De la même façon
que pour le profil principal U1,±, on commence par décomposer Ûm+1,±(0) comme suit (on renvoie à la
définition (5.2.1)) :

Ûm+1,±(t, y, Y3, 0) = Um+1,±(t, y) + ΠUm+1,±(t, y, Y3) + (I −Π)Um+1,±(t, y, Y3). (5.5.87)

Pour déterminer Ûm+1,±(0), nous allons avoir besoin d’imposer aux termes sources du problème (5.5.77)
de satisfaire les deux autres conditions de résolubilité (5.5.46a) et (5.5.46b) pour que l’on puisse appliquer
la Proposition 5.5.1 à l’étape suivante de la récurrence. Ces conditions s’écrivent :

∀ (t, y) ∈ [0, T ]× Ω±, Fm+1,±(t, y) = 0,
∀ (t, y, Y3) ∈ [0, T ]× Ω± × R±, Fm+1,±(t, y, Y3) ∈ ImA±3 ,

(5.5.88)
(5.5.89)

en rappelant que Ω± désigne le domaine fixe T2 × I±, avec I+ = (0, 1) et I− = (−1, 0).
Le calcul s’effectue en trois étapes.

(a) D’abord on détermine la partie rapide (I −Π)Um+1,± à l’aide de la première équation du système
(5.5.73) auquel on a appliqué l’opérateur de moyenne sur le tore, sans oublier la contrainte (5.5.12b)
satisfaite par le correcteur Hm+1,± que l’on doit adjoindre au système (5.5.73).

(b) On utilise la première équation du système (5.5.77) : en vertu de la condition de résolubilité (5.5.88),
on pourra en déduire un système d’EDP sur la moyenne lente Um+1,±. Le fait important à noter
ici est que Um+1,± ne sera plus nécessairement nul sur [0, T ]. C’est ce qui est appelé phénomène de
“rectification”, mis en évidence notamment par Marcou [Mar10] ; nous y reviendrons plus en détails
au Paragraphe 5.5.7 ci-après.

(c) En utilisant une fois de plus le système (5.5.77), on pourra en déduire la partie rapide restante
ΠUm+1,±, grâce à la seconde condition de résolubilité (5.5.89).

Sous-étape (a) : calcul de (I −Π)Um+1,±.

Les termes sources Fm,± et Gm,± vérifiant la condition (5.5.46b), il suffit d’appliquer la Proposition 5.5.1
au système (5.5.73). Ici, comme nous avons ajouté la contrainte (5.5.12b) sur le champ magnétique,
les calculs sont explicites et les composantes rapides um+1,±

3 , Hm+1,±
3 et qm+1,± sont alors entière-

ment déterminées (on renvoie à l’étape ayant abouti à l’expression (5.5.58) dans la démonstration de
la Proposition 5.5.1).

Quels que soient les choix ultérieurs de Um+1,± et ΠUm+1,±, cela n’affectera en rien la résolution du
problème rapide (5.5.73) établie jusqu’ici, et la contrainte (5.5.12b) sur le champ magnétique Hm+1,± est
satisfaite pour tous les modes de Fourier : nous avons bien assuré la propriété (Hm+1

2 ).

Sous-étape (b) : calcul de Um+1,±.

On utilise la condition de résolubilité (5.5.88), où le terme source Fm+1,± est donné par (5.5.10) et
Gm+1,± par (5.5.16) (avec dans les deux cas m+ 1 dans le rôle de m). L’expression de la moyenne lente
Fm+1,± s’obtient en passant à la limite Y3 → ±∞ et en appliquant l’opérateur de moyenne sur le tore
à l’expression (5.5.10) (avec m + 1 au lieu de m). Avec la convention ∑∅ = 0, on obtient sans difficulté
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majeure l’expression suivante :

Fm+1,± = −T ±s (∂)Um+1,± +
∑

k+`=m+1
k,`≥2

T ±sh(∂) ψ̂k(0) ∂y3U
`,±

−
∑

k+`=m+1
k,`≥2

3∑
j=1

Aj
(
Uk,±, ∂yjU

`,±)

+
∑

`1+`2+`3=m+1
`1,`2,`3≥2

2∑
j=1

∂yj ψ̂
`1(0)Aj

(
U `2,±, ∂y3U

`3,±).
(5.5.90)

L’hypothèse de récurrence (Hm
1 ) indique que les moyennes par rapport à θ des profils (ψk)2≤k≤m+1 sont

nulles, c’est-à-dire ψ̂k(0) = 0, pour tout k ∈ {2, . . . ,m+ 1}. Rappelons que nous possédons un degré de
liberté sur les moyennes des profils (ψk)k≥2 : ce choix bien particulier est motivé ci-dessous, et permettra
aux moyennes lentes um+1,± et Hm+1,± de satisfaire des contraintes de divergence nulle (voir les équations
(5.5.93) ci-dessous). En combinant (5.5.88) et (5.5.90), on obtient l’équation :

T ±s (∂)Um+1,± = −
∑

k+`=m+1
k,`≥2

3∑
j=1

Aj
(
Uk,±, ∂yjU

`,±). (5.5.91)

Attardons-nous sur les contraintes de divergence que doivent satisfaire la vitesse lente um+1,± et le champ
magnétique lent Hm+1,±, qui permettent de gérer le terme de pression ∇qm+1,±. En effet, ces contraintes
permettent d’en déduire un problème de Laplace que doit vérifier la pression qm+1,±, comme nous l’avions
fait au Paragraphe 5.4.2 (voir le système (5.4.34) satisfait par q1,±). Regardons en détails la 7e composante
de l’équation (5.5.90). Comme la 7e composante des différentielles secondes (Aj)1≤j≤3 est nulle (on renvoie
à l’Annexe A.3 pour leur expression), il reste :

∇y · um+1,± =
2∑
j=1

∑
k+`=m+1
k,`≥2

∂yj ψ̂
k(0) ∂y3u

`,±
j
, (5.5.92)

en adoptant toujours la convention ∑∅ = 0. Par commodité, nous choisirons d’imposer aux correcteurs
(ψk)k≥2 d’être à moyenne nulle par rapport à leur dernière variable, de sorte que la vitesse lente um+1,±

sera à divergence nulle. Ce choix est possible, car nous n’avons aucune restriction sur la moyenne des cor-
recteurs ψk, comme nous l’avons déjà évoqué lors du traitement du profil principal ψ2 au Paragraphe 5.4.3
(voir (5.4.106)). Finalement, grâce à ce choix des moyennes des correcteurs ψk, nous avons :

∇y · um+1,± = 0. (5.5.93a)

Concernant le champ magnétique, il faut avoir à l’esprit que lorsque l’on voudra déterminer le correcteur
“suivant” (Um+2,±, ψm+3), nous adjoindrons au système (5.5.77) la contrainte (5.5.12b) (avec m+ 1 dans
le rôle de m) que devra satisfaire le correcteur Hm+2,±. Les mêmes arguments que ceux ayant permis
d’aboutir à (5.5.93a) permettent d’en déduire la contrainte suivante sur le champ magnétique :

∇y ·Hm+1,± = 0. (5.5.93b)

Déterminons à présent les conditions de saut que doit satisfaire Um+1,± sur l’interface {y3 = 0}. Il
suffit de considérer les conditions de bord du système (5.5.73) auxquelles on a appliqué l’opérateur de
moyenne sur le tore. On obtient sur {y3 = 0} :

B+Um+1,+ +B−Um+1,− = −
(
B+Um+1,+|Y3=0 +B−Um+1,−|Y3=0

)
+ Ĝm,+(0) + Ĝm,−(0). (5.5.94)
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Calculons pour commencer les moyennes Ĝm,±(0) dans (5.5.94), en rappelant la définition (5.5.16) des
termes sources Gm,±. On obtient sur {y3 = Y3 = 0} :

Ĝm,±1 (0) = ∂tψ̂
m+1(0) +

2∑
j=1

u0,±
j ∂yj ψ̂

m+1(0)

+
2∑
j=1

ξj

(
um,±j ∂θψ

2
∧

(0) + u1,±
j ∂θψ

m+1
∧

(0)
)

+ Ĝm−1,±
1 (0).

(5.5.95)

En vertu de la Proposition 5.5.1, nous pouvons écrire les coefficients de Fourier Ûm,±(k)|y3=0, pour k 6= 0,
sous la forme suivante :

Ûm,±(t, y′, 0, Y3, k) = ± |k| ψ̂m+1(t, y′, k) e∓|k|Y3 R±(k) + Ûm−1,±(t, y′, 0, Y3, k). (5.5.96)

Le terme de “reste” Ûm−1,± dans (5.5.96) ne dépend que des profils d’ordre inférieur (U j,±, ψj+1)j≤m−1.
Par conséquent, dans tous les calculs à suivre (et uniquement dans ces calculs), quitte à incorporer les
contribution de Ûm−1,± dans les termes de reste Ĝm−1,±

1 (0) et Ĝm−1,±
2 (0), nous pourrons supposer sans

perte de généralité que les coefficients de Fourier Ûm,±(k)|y3=0 s’écrivent directement sous la forme :

Ûm,±(t, y′, 0, Y3, k) = ± |k| ψ̂m+1(t, y′, k) e∓|k|Y3 R±(k).
Dans ce cas, nous obtenons en premier lieu :

um,±j ∂θψ
2
∧

(0) + u1,±
j ∂θψ

m+1
∧

(0) = ∓ i ξj c±
∑
`∈Z

` |`|
(
ψ̂2(`) ψ̂m+1(−`) + ψ̂2(−`) ψ̂m+1(`)

)
= 0,

par imparité du terme général de la série par rapport à `. Revenant à (5.5.95), et en utilisant le fait que
la moyenne du correcteur ψm+1 est nulle par hypothèse de récurrence (voir (Hm

1 )), il nous reste :

Ĝm,±1 (0) = gm−1,±
1 , (5.5.97a)

où gm−1,±
1 est un terme qui ne dépend que des “restes” Ĝm−1,±

1 (0) et Um−1,± (donc il ne dépend que des
profils “antérieurs” (U j,±, ψj+1)j≤m−1). Il en va de même pour Ĝm,±2 (0), et on peut écrire :

Ĝm,±2 (0) = gm−1,±
2 . (5.5.97b)

Finalement, les conditions de bord (5.5.94) s’écrivent comme suit :
um+1,±

3 = −um+1,±
3 |Y3=0 + gm−1,±

1 =: gm,±
1

Hm+1,±
3 = −Hm+1,±

3 |Y3=0 + gm−1,±
2 =: gm,±

2[
qm+1] = −

[
qm+1|Y3=0

]
,

(5.5.98)

où le crochet [·] ci-dessus désigne le saut en {y3 = 0}. Il est important de remarquer ici que le système
(5.5.98) est aussi valable à l’instant initial t = 0. Par conséquent, le choix des moyennes lentes initiales
(um+1,±

3 , Hm+1,±
3 , qm+1,±)|t=0 n’est pas libre, à l’inverse des composantes tangentielles um+1,±

1 , um+1,±
2 ,

Hm+1,±
1 et Hm+1,±

2 que l’on choisit nulles à t = 0 conformément à (5.2.2).
En conclusion, en combinant (5.5.91), (5.5.93), (5.5.98), (5.5.24) et (5.5.25), on obtient le système

linéarisé des nappes de tourbillon-courant inhomogène suivant satisfait par la moyenne lente Um+1,± :

∂tu
m+1,± + (u0,± · ∇)um+1,± − (H0,± · ∇)Hm+1,± +∇qm+1,± = fm−1,±

1 ,

∂tH
m+1,± + (u0,± · ∇)Hm+1,± − (H0,± · ∇)um+1,± = fm−1,±

2 ,

∇y · um+1,± = ∇y ·Hm+1,± = 0, dans [0, T ]× Ω±,
um+1,±

3 = gm,±
1 , Hm+1,±

3 = gm,±
2 ,

[
qm+1] = −

[
qm+1|Y3=0

]
, sur [0, T ]× Γ,

um+1,±
3 = hm−3,±

1 , Hm+1,±
3 = hm−3,±

2 , sur [0, T ]× Γ±,
ΠUm+1,±|t=0 = 0, dans Ω±.

(5.5.99)
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Les termes sources fm−1,±
1,2 ne dépendent que des moyennes lentes (U j,±)2≤j≤m−1 (voir l’expression

(5.5.91)) ; les termes sources gm,±
1,2 ne dépendent que des profils

(
U j,±|y3=0, ψ

j+1)
1≤j≤m et les termes

sources hm−3,±
1,2 ne dépendent que des moyennes lentes

(
U j,±

)
2≤j≤m−3 et des profils (ψj)2≤j≤m−4.

Remarquons le cas particulier de m = 1, pour lequel il n’y a en fait aucun terme source dans le
système (5.5.99). Nous renvoyons au Paragraphe 5.5.7 ci-dessous dans lequel nous abordons le phénomène
de rectification mis en évidence par Marcou [Mar10,Mar11], et nous nous attarderons plus en détail sur le
premier correcteur U2,±. Nous verrons que sa moyenne lente U2,± est nulle, ce qui précise le phénomène
de rectification dans le cas particulier des nappes de tourbillon-courant en dimension 3 d’espace.

Tout comme pour le profil principal U1,±, le choix de la moyenne lente tangentielle à l’instant initial
ΠUm+1,±(t = 0) est libre, de sorte qu’on la choisit identiquement nulle conformément à (5.2.2). Toutefois,
du fait de la présence des termes sources dans le système (5.5.99), en général non nuls, la moyenne lente
Um+1,± ne sera plus nécessairement nulle sur l’intervalle [0, T ], à l’inverse du profil principal U1,± qui n’a
aucune composante lente du fait du phénomène de rectification (voir les résultats de la Proposition 5.5.3
au Paragraphe 5.5.7 ci-après).

La présence des contraintes de divergence nulle et des conditions de bord dans (5.5.99) soulève natu-
rellement la question de la compatibilité des termes sources de bord gm,±

1 et hm−3,±
1 d’une part, et des

termes sources gm,±
2 et hm−3,±

2 d’autre part. En effet, l’opérateur divergence est surjectif dès lors que ces
termes sources vérifient les conditions de compatibilité suivantes :

∀ i = 1, 2,
∫

Γ
gm,+
i dy′ =

∫
Γ+

hm−3,+
i dy′ et

∫
Γ
gm,−
i dy′ =

∫
Γ−

hm−3,−
i dy′. (5.5.100)

En outre, le terme source “intérieur” fm−1,±
2 doit être à divergence nulle, ce qu’on peut vérifier en appli-

quant l’opérateur divergence aux composantes 4, 5 et 6 de (5.5.91)
Supposons temporairement que les conditions (5.5.100) sont satisfaites. On peut dans ce cas trouver

des solutions vm+1,± et bm+1,± aux problèmes de divergence suivants, dans lesquels t ∈ [0, T ] est fixé :
∇y · vm+1,± = 0, dans Ω±,
vm+1,±

3 = gm,±
1 , sur Γ,

vm+1,±
3 = hm−3,±

1 , sur Γ±,


∇y · bm+1,± = 0, dans Ω±,
bm+1,±
3 = gm,±

2 , sur Γ,
bm+1,±
3 = hm−3,±

2 , sur Γ±.
(5.5.101)

En définissant les nouvelles inconnues

ũm+1,± := um+1,± − vm+1,± et H̃m+1,± := Hm+1,± − bm+1,±, (5.5.102)

ainsi que les nouveaux termes sources

f̃m−1,±
1 := fm−1,±

1 − ∂tv
m+1,± −

(
u0,± · ∇

)
vm+1,± +

(
H0,± · ∇

)
bm+1,±,

f̃m−1,±
2 := fm−1,±

2 − ∂tb
m+1,± −

(
u0,± · ∇

)
bm+1,± +

(
H0,± · ∇

)
vm+1,±,

(5.5.103)

le système (5.5.99) se réécrit avec des conditions de bord homogènes comme suit :

∂tũ
m+1,± + (u0,± · ∇)ũm+1,± − (H0,± · ∇)H̃m+1,± +∇qm+1,± = f̃m−1,±

1 ,

∂tH̃
m+1,± + (u0,± · ∇)H̃m+1,± − (H0,± · ∇)ũm+1,± = f̃m−1,±

2 ,

∇y · ũm+1,± = ∇y · H̃m+1,± = 0, dans [0, T ]× Ω±,
ũm+1,±

3 = H̃m+1,±
3 = 0,

[
qm+1] = −

[
qm+1|Y3=0

]
, sur [0, T ]× Γ,

ũm+1,±
3 = H̃m+1,±

3 = 0, sur [0, T ]× Γ±,

(5.5.104)

adjoint des conditions initiales :(
ũm+1,±

1 , ũm+1,±
2 , H̃m+1,±

1 , H̃m+1,±
2

)
|t=0 = −

(
vm+1,±

1 , vm+1,±
2 , bm+1,±

1 , bm+1,±
2

)
|t=0. (5.5.105)
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La pression lente qm+1,± dans la première équation du système (5.5.104) se traite via la résolution
du problème de Laplace ci-dessous, obtenu grâce aux contraintes de divergence nulle dans (5.5.104). La
différence par rapport au cas du profil principal U1,± est que le système obtenu sur la pression est à
présent inhomogène, du fait de la présence des termes sources intérieurs dans le système (5.5.104). On
obtient, à t ∈ [0, T ] fixé : 

∆qm+1,± = Fm,±, dans Ω±,[
qm+1] = −

[
qm+1|Y3=0

]
,

∂y3q
m+1,± = Gm,±, sur Γ,

∂y3q
m+1,± = Hm,±, sur Γ±,

(5.5.106)

où les termes sources dans le système (5.5.106) sont donnés par :

Fm,± := ∇y · f̃m−1,±
1 , Gm,± :=

(
f̃m−1,±

1
)
3

∣∣∣
Γ
, Hm,± :=

(
f̃m−1,±

1
)
3

∣∣∣
Γ±
. (5.5.107)

La résolution du problème de Laplace (5.5.106), avec des termes sources généraux F±,G± etH±, s’effectue
de façon usuelle en appliquant le théorème de Lax-Milgram [Eva98] dans l’espace de Hilbert

H :=
{

(u+, u−) ∈ H1(Ω+)×H1(Ω−)
∣∣∣ [u] = 0 et

∫
Ω+

u+ dx +
∫

Ω−
u− dx = 0

}
,

comme nous l’avons déjà évoqué au Paragraphe 5.4.2 (voir le système (5.4.34)). La présence des termes
sources n’introduit aucune difficulté majeure pour vérifier les hypothèses du théorème de Lax-Milgram.
On trouvera par exemple une étude similaire dans [CMST12], où les auteurs traitent le cas d’un opérateur
elliptique plus général que le Laplacien. Néanmoins, les termes sources du système (5.5.106) doivent au
préalable vérifier la condition de compatibilité suivante :∫

Ω+
Fm,+ dy +

∫
Ω−

Fm,− dy = −
∫

Γ

[
Gm

]
dy′ +

∫
Γ+
Hm,+ dy′ −

∫
Γ−
Hm,− dy′, (5.5.108)

obtenue en intégrant par parties la première équation du système (5.5.106). En vertu des conditions
(5.5.100) que l’on a supposé vérifiées jusqu’ici, il en découle aisément la condition (5.5.108). Par ailleurs,
afin de se ramener à un saut de pression nul, on peut poser par exemple

q̃m+1,± := qm+1,± + qm+1,±|Y3=0,

et on obtient un nouveau problème de Laplace satisfait par q̃m+1,±. La vérification de la compatibilité des
nouveaux termes sources générés est triviale, et le théorème de Lax-Milgram peut donc s’appliquer.

Dès lors, on peut résoudre le système hyperbolique symétrique suivant [BGS07], provenant de (5.5.104)
dans lequel nous avons passé la pression en terme source. En omettant les exposants relatifs à m dans les
termes de (5.5.104), on a alors le système : ∂tũ

± +
(
u0,± · ∇

)
ũ± −

(
H0,± · ∇

)
H̃± = f̃±1 − ∇q±, dans [0, T ]× Ω±,

∂tH̃
± +

(
u0,± · ∇

)
H̃± −

(
H0,± · ∇

)
ũ± = f̃±2 , dans [0, T ]× Ω±,

(5.5.109)

adjoint de la condition initiale (5.5.105). Comme les termes sources dans (5.5.109) sont de régularité H∞,
on en déduit que la vitesse ũ± et le champ magnétique H̃±, solutions de (5.5.109), vérifient donc :

ũ±, H̃± ∈ S± = H∞
(
[0, T ]× T2 × I±

)
.

Pour récupérer les contraintes de divergence nulle sur ũ± et H̃± dans (5.5.104), on applique l’opérateur
divergence au système (5.5.109), et on obtient le système hyperbolique symétrique homogène ci-dessous.
En effet, on peut voir facilement que le terme source f̃±1 − ∇q± dans la première équation de (5.5.109)
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est à divergence nulle, par définition de la pression q± (voir (5.5.106)) ; de même pour le terme source f̃±2
(cela découle notamment de (5.5.101) et (5.5.103)). On obtient :{

∂t
(
∇y · ũ±

)
+ u0,± · ∇

(
∇y · ũ±

)
− H0,± · ∇

(
∇y · H̃±

)
= 0, dans [0, T ]× Ω±,

∂t
(
∇y · H̃±

)
+ u0,± · ∇

(
∇y · H̃±

)
− H0,± · ∇

(
∇y · ũ±

)
= 0, dans [0, T ]× Ω±,

avec condition initiale nulle. En conséquence, la vitesse ũ± et le champ magnétique H̃± sont bien à
divergence nulle. Le raisonnement est analogue pour en déduire les conditions de bord sur Γ et Γ± que
doivent satisfaire ũ± et H̃± dans (5.5.104). Ceci achève de traiter la construction de la moyenne lente
Um+1,± et conclut quant à la sous-étape (b).

Retour sur les conditions de compatibilité (5.5.100). Il convient désormais de s’attarder sur les
conditions de compatibilité (5.5.100) que doivent vérifier les termes sources gm,±

i et hm−3,±
i du système

(5.5.99), pour i = 1, 2. Pour commencer, évoquons le cas “plus simple” où m ≤ 5 : les termes sources
hm−3,±
i associés aux bords fixes Γ± sont alors identiquement nuls (on renvoie aux conditions de bord

(5.5.24) établies au Paragraphe 5.5.3).
Supposons pour l’instant que l’on a m ≤ 5 : à ce stade, cela revient à dire que l’on a au mieux construit

les 5 premiers profils (U j,±, ψj+1)j≤5, et que l’on souhaite déterminer au mieux le correcteur (U6,±, ψ7).
Pour vérifier la relation de compatibilité (5.5.100), il suffit donc de montrer que∫

Γ
gm,±

1 dy′ = 0. (5.5.110)

Pour ce faire, il convient d’expliciter le terme source gm,±
1 , qui a été défini en (5.5.98). En utilisant

(5.5.97a), on avait :
gm

1 = −um+1,±
3 |y3=Y3=0 + Ĝm,±1 (0). (5.5.111)

La vitesse normale rapide um+1,±
3 dans (5.5.111) a été déterminée lors de la sous-étape (a). On pouvait

même complètement expliciter um+1,±
3 , grâce à la contrainte (5.5.12a) satisfaite par la vitesse um+1,±.

En effet, en décomposant um+1,± dans l’espace fonctionnel S± = S± ⊕ S±? (conformément aux notations
définies par (5.2.1)), la contrainte (5.5.12a) nous donne13 :

∂Y3u
m+1
3 + ∂Y3u

m+1
?,3 + ξj ∂θu

m+1
?,j

= − ∇y · um︸ ︷︷ ︸
= 0

−∇y · um − ∇y · um?

+
∑

k+`=m+1
k≥2

ξj ∂θψ
k
(
∂Y3u

`+1
j + ∂Y3u

`+1
?,j + ∂y3u

`
j

+ ∂y3u
`
j + ∂y3u

`
?,j

)

+
∑

k+`=m
k≥2

∂yjψ
k
(
∂Y3u

`+1
j + ∂Y3u

`+1
?,j + ∂y3u

`
j

+ ∂y3u
`
j + ∂y3u

`
?,j

)
.

En appliquant l’opérateur de moyenne sur le tore (par rapport à la variable rapide θ), il reste :

∂Y3u
m+1
3 = −∇y · um +

∑
k+`=m+1

k≥2

ξj ∂θψ
k ∂Y3u

`+1
?,j

∧

(0) + ξj ∂θψ
k ∂y3u

`
?,j

∧

(0)

+
∑

k+`=m
k≥2

∂yj ψ̂
k ∂Y3u

`+1
?,j

∧

(0) + ∂yj ψ̂
k ∂y3u

`
?,j

∧

(0).

13Omettons temporairement les exposants ± pour ne pas alourdir l’écriture, et utilisons la convention de sommation
d’Einstein sur les indices répétés j ∈ {1, 2}.
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Supposons que l’on a en fait redressé les vitesses (u`?)`≤m indépendamment de y3. Alors l’expression
ci-dessus se simplifie comme suit :

∂Y3u
m+1
3 = −∇y · um +

∑
k+`=m−1

ξj ∂Y3u
k+1
?,j ∂θψ

`+2
∧

(0) +
∑

k+`=m−2
∂Y3u

k+1
?,j ∂yjψ

`+2
∧

(0).

En intégrant par rapport à Y3, la vitesse normale rapide um+1,±
3 est alors donnée par (on réécrit les

exposants ±) :

um+1,±
3 (t, y, Y3) = −

∫ Y3

±∞
∇y · um,±(t, y, Y ′3) dY ′3 +

∑
k+`=m−1

ξj u
k+1,±
?,j ∂θψ

`+2
∧

(t, y′, 0)

+
∑

k+`=m−2
uk+1,±
?,j ∂yjψ

`+2
∧

(t, y′, 0).
(5.5.112)

Par ailleurs, le terme Ĝm,±1 (0) dans (5.5.111) peut aussi se calculer explicitement à partir de (5.5.16)
et (5.5.13), et on a :

Ĝm,±1 (0) =
∑

k+`=m−2
uk+1,±
?,j ∂yjψ

`+2
∧

(0) +
∑

k+`=m−1
ξj u

k+1,±
?,j ∂θψ

`+2
∧

(0). (5.5.113)

Ainsi, en injectant (5.5.112) et (5.5.113) dans (5.5.111), il vient :

∀ (t, y′) ∈ [0, T ]× T2, gm,±
1 (t, y′) =

∫ 0

±∞

3∑
j=1

∂yju
m,±
j (t, y′, 0, Y3) dY3.

À présent, en vue d’aboutir à la condition de compatibilité (5.5.100) (toujours avec m ≤ 5), on
commence par calculer, à t ∈ [0, T ] fixé :

∫
T2

gm,±
1 (t, y′) dy′ =

3∑
j=1

∫
T2

∫ 0

±∞
∂yju

m,±
j (t, y′, 0, Y3) dY3 dy

′

=
∫
T2

∫ 0

±∞
∂y3u

m,±
3 (t, y′, 0, Y3) dY3 dy

′.

(5.5.114)

(5.5.115)

Or, si on redresse effectivement les profils (uk,±? )k≤m indépendamment de y3, alors cela se “répercute” sur
les moyennes rapides (uk,±3 )k≤m. En effet, en revenant à (5.5.112) (avec maintenant m au lieu de m+ 1),
nous avons :

um,±3 (t, y, Y3) = −
∫ Y3

±∞

3∑
j=1

∂yju
m−1,±
j (t, y, Y ′3) dY ′3 +

∑
k+`=m−2

ξj u
k+1,±
?,j ∂θψ

`+2
∧

(t, y′, 0)

+
∑

k+`=m−3
uk+1,±
?,j ∂yjψ

`+2
∧

(t, y′, 0).
(5.5.116)

Dans (5.5.116), seule la vitesse rapide um−1,± peut dépendre de y3. Il est donc clair par récurrence que si
um−1,± ne dépend pas de y3, alors um,±3 n’en dépend pas non plus. Revenant à (5.5.115), il reste alors :∫

T2
gm,±

1 (t, y′) dy′ = 0, (5.5.117)

ce qui achève la démonstration de la condition de compatibilité (5.5.100) lorsque m ≤ 5.
Si m ≥ 6, nous aurons toujours l’égalité (5.5.117), mais la condition de compatibilité (5.5.100) ne

sera satisfaite que si le terme source hm−3,±
i , qui est à présent non nul, est à moyenne nulle sur T2. Ce
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point ne semble pas immédiat, compte tenu des expressions complexes des conditions de bord obtenues
au Paragraphe 5.5.3, et pourra constituer une piste de recherche future.

On peut maintenant appliquer le théorème de Lax-Milgram, qui fournit une unique solution à moyenne
nulle sur Ω au problème de Laplace (5.5.106). Afin de conclure sur ce système, il nous reste à tenir compte
de la condition de normalisation (5.5.41c) que doit vérifier qm+1,±. Comme la détermination de qm+1,±

se fait à une constante (dépendant du temps) près, il suffit de corriger convenablement la moyenne sur
Ω de la solution fournie par le théorème de Lax-Milgram afin de vérifier la condition de normalisation
(5.5.41c) ; la propriété (Hm+1

5 ) est assurée.
La sous-étape (b) est maintenant achevée : nous avons déterminé la moyenne lente Um+1,±, qui de

surcroît appartient bien à l’espace S±.

Sous-étape (c) : calcul de ΠUm+1,±.

À ce stade, nous connaissons la moyenne lente Um+1,± et la partie rapide (I − Π)Um+1,±. Il reste à
déterminer ΠUm+1,±, c’est-à-dire les composantes tangentielles de Um+1,±. La méthode est similaire à ce
qui a été fait pour la partie rapide ΠU1,± associée au profil principal (on renvoie au Paragraphe 5.4.2).
Pour ce faire, revenons à la première équation du système (5.5.77) auquel on a appliqué l’opérateur de
moyenne sur le tore :

A±3 ∂Y3Û
m+2,±(0) = F̂m+1,±(0). (5.5.118)

Rappelons la définition (5.5.11) du terme source Fm+1,± (avec m + 1 dans le rôle de m). Grâce à la
condition de résolubilité (5.5.88) et en utilisant la décomposition (5.5.87), on peut filtrer les composantes
lentes dans (5.5.118), et on en déduit14 :

A±3 ∂Y3U
m+2,± = Fm+1,±

= −Fm+1,±
1 + Fm+1,±

2 − Fm+1,±
3 + Fm,±,

(5.5.119)

Il est aisé de voir que les composantes rapides (Fm+1,±
i )1≤i≤3 intervenant dans Fm+1,± sont données par :

Fm+1,±
1 = T ±s (∂)Um+1,±,

Fm+1,±
2 = F̂m+1,±

2 (0),
Fm+1,±

3 = F̂m+1,±
3 (0).

(5.5.120)

Les calculs des deux derniers coefficients de Fourier de (5.5.120) sont similaires à ceux effectués pour le
cas de ΠU1,± (voir (5.4.48) et (5.4.52)). Avant d’en donner les expressions, rappelons l’expression (5.5.75)
des coefficients de Fourier Ûm+1,±(k), pour k 6= 0 :

Ûm+1,±(t, y, Y3, k) = γm+1,±(t, y, k) e∓|k|Y3 R±(k) + Ûm,±(t, y, Y3, k),

où Um,± est un terme ne dépendant que des profils antérieurs (U j,±, ψj+1)j≤m. Dans les calculs à venir
(et uniquement dans ces calculs), on pourra supposer sans perte de généralité que le coefficient de Fourier
Ûm+1,±(k) est directement donné par

Ûm+1,±(t, y, Y3, k) = γm+1,±(t, y, k) e∓|k|Y3 R±(k),

quitte à modifier convenablement le terme de reste Fm,± présent dans (5.5.119) en lui incorporant les
14L’équation obtenue n’est rien d’autre que la condition de résolubilité (5.5.89) précisée.
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contributions provenant du terme “d’ordre inférieur” Um,±. Pour commencer, nous avons :

Fm+1,±
2 =

(
(b±)2 − (c±)2)∑

` 6=0
`2
(
ψ̂2(−`) γm+1,±(`) ± χ(y3) |`| ψ̂2(`) ψ̂m+2(−`)

)
e∓|`|Y3 e3

± i
∑
6̀=0
` |`|

(
ψ̂2(−`) γm+1,±(`) ± χ(y3) |`| ψ̂2(`) ψ̂m+2(−`)

)
e∓|`|Y3

×
(
c±A±3 e3 + b±A±3 e6

)
=: µm+1,± e3 + λm+1,±(c±A±3 e3 + b±A±3 e6

)
. (5.5.121)

Notons que les coefficients µm+1,± et λm+1,± dans (5.5.121) sont en fait des fonctions de (t, y, Y3). Pour
finir, nous écrivons l’expression de Fm+1,±

3 :

Fm+1,±
3 = 4χ(y3)

(
(b±)2 − (c±)2)∑

` 6=0
`2 ψ̂2(−`) γm+1,±(`) e∓2|`|Y3 e3

=: − νm+1,± e3. (5.5.122)

Le coefficient νm+1,± est également une fonction de (t, y, Y3). On peut dès lors réécrire (5.5.119) comme
suit :

A±3 ∂Y3U
m+2,± = − T ±s (∂)Um+1,± + λm+1,±(c±A±3 e3 + b±A±3 e6

)
+
(
µm+1,± + νm+1,±)e3 + Rm,±,

(5.5.123)

où Rm,± est un terme de reste comprenant Fm,± ainsi que toutes les contributions provenant de Um,±
qui intervient dans l’expression (5.5.75) du correcteur Um+1,±. Par conséquent, Rm,± ne dépend que
des profils antérieurs (U j,±, ψj+1)j≤m. De surcroît, il appartient à l’espace S±? car on a “filtré” toutes
les composantes lentes grâce à l’étape précédente. Remarquons la similitude avec l’équation (5.4.53a)
que l’on avait obtenue lors de la détermination de la moyenne rapide U1,± associée au profil principal au
Paragraphe 5.4.2. Insistons sur la dernière composante du système (5.5.123), qui correspond à la contrainte
(5.5.12a) (avec m+ 1 dans le rôle de m) que l’on impose à la vitesse um+2,±, provenant de la contrainte
de divergence nulle sur la vitesse. Nous avons explicitement :

∂Y3u
m+2,±
3 = −

2∑
j=1

∂yju
m+1,±
j − ∂y3u

m+1,±
3 + c± λm+1,± + Rm,±

7 , (5.5.124a)

où Rm,±
7 ∈ S±? ne dépend que des profils antérieurs (U j,±, ψj+1)j≤m. Notons que la composante normale

um+1,±
3 associée à la vitesse dans (5.5.124a) est à ce stade connue car nous l’avons déterminée lors de la

sous-étape (a). De même, la contrainte (5.5.12b) (avec m + 1 dans le rôle de m) que l’on avait adjointe
au système (5.5.77), nous donne :

∂Y3H
m+2,±
3 = −

2∑
j=1

∂yjH
m+1,±
j − ∂y3H

m+1,±
3 + b± λm+1,± + Rm,±

8 , (5.5.124b)

où Rm,±
8 ∈ S±? est un terme de reste analogue à Rm,±

7 (c’est-à-dire ne dépendant que des profils connus
(U j,±, ψj+1)j≤m). Toute comme pour la vitesse, la composante normale Hm+1,±

3 associée au champ ma-
gnétique dans (5.5.124b) est connue, car on l’a déterminée lors de la sous-étape (a).

Dès lors, on reprend exactement la même démarche qu’à partir de l’équation (5.4.53a), grâce à laquelle
nous avions déterminé les composantes tangentielles ΠU1,± associées au profil principal. En explicitant
les équations du système (5.5.123) ligne par ligne, et en utilisant les contraintes (5.5.124) qui permettent
“d’éliminer” les profils inconnus um+2,±

3 et Hm+2,±
3 , on aboutit à un système hyperbolique symétrique

inhomogène satisfait par les composantes tangentielles ΠUm+1,±. Plus précisément, en définissant l’in-
connue

Vm+1,± :=
(
um+1,±

1 , um+1,±
2 , Hm+1,±

1 , Hm+1,±
2

)
,
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on obtient le système suivant :

∂tVm+1,± + M±1 ∂y1Vm+1,± + M±2 ∂y2Vm+1,± = Wm,±, (t, y′, y3) ∈ [0, T ]× T2 × I±, (5.5.125)

où l’on rappelle la définition (5.4.57) des matricesM±1 etM±2 . Le terme source Wm,± ∈ S±? ne dépend
que des profils antérieurs (U j,±, ψj+1)j≤m et des composantes normales rapides

(
um+1,±

3 , Hm+1,±
3

)
(tous

ces profils sont à ce stade connus par hypothèse de récurrence (Hm)). Notons que les variables y3 ∈ I±
et Y3 ≷ 0 jouent en fait un rôle de paramètres dans l’équation (5.5.125). La donnée initiale associée à
l’équation (5.5.125) est libre, exactement comme pour le cas de ΠU1,± ; conformément à (5.2.2), on la
choisit identiquement nulle. Les composantes tangentielles Vm+1,± de la moyenne rapide Um+1,± vérifient
donc le système hyperbolique symétrique suivant :{

∂tVm+1,± + M±1 ∂y1Vm+1,± + M±2 ∂y2Vm+1,± = Wm,±, (t, y′, y3) ∈ [0, T ]× T2 × I±,
Vm+1,±(0, y′, y3) = 0, (y′, y3) ∈ T2 × I±.

(5.5.126)

La résolution d’un tel système est classique (on peut se référer par exemple à [BGS07]), car il ne nécessite
aucune condition sur les bords Γ et Γ± (puisque la matrice devant la dérivée partielle ∂y3 est nulle). On
obtient une unique solution Vm+1,± telle que :

Vm+1,± ∈ H∞
(
[0, T ]× T2 × I± × R±

)
,

car le terme sourceWm,± appartient en particulier à l’espaceH∞
(
[0, T ]×T2×I±×R±

)
. De plus, la solution

Vm+1,± satisfait l’estimation d’énergie suivante (obtenue par intégrations par parties et en appliquant le
lemme de Gronwall), pour tout multi-indice α ∈ N5 :

∀Y3 ≷ 0,
∥∥∥∂αt,y,Y3V

m+1,±(Y3)
∥∥∥
Hr
(
[0,T ]×T2×I±

) ≤ CT
∥∥∥∂αt,y,Y3W

m,±(Y3)
∥∥∥
Hr
(
[0,T ]×T2×I±

), (5.5.127)

où CT > 0 ne dépend que du temps maximal T . Dans tout ce qui suit, on dénotera toujours par CT toute
constante strictement positive ne dépendant que de T . Il reste à vérifier que la solution obtenue appartient
à l’espace S±? . Grâce aux injections de Sobolev et à l’aide de (5.5.127), on a pour tout multi-indice α ∈ N5 :∥∥∥∂αVm+1,±(Y3)

∥∥∥2

L∞t,y
≤ CT

∥∥∥∂αVm+1,±(Y3)
∥∥∥2

H3
t,y

≤ CT
∥∥∥∂αWm,±(Y3)

∥∥∥2

H3
t,y

= CT
∑
|β|≤3

∥∥∥∂β∂αWm,±(Y3)
∥∥∥2

L2
t,y

≤ CT max
|β|≤3

∥∥∥∂β∂αWm,±(Y3)
∥∥∥2

L∞t,y

≤ CT,α e−δm Y3 ,

cette dernière égalité étant obtenue grâce au fait que Wm,± appartient à S±? . La constante CT,α > 0
ne dépend que du temps maximal T et du multi-indice α. Par conséquent, l’unique solution Vm+1,± du
système (5.5.126) appartient à l’espace S±? , ce qui achève le traitement de la partie rapide ΠUm+1,±.

Étape Í

Le coefficient de Fourier Ûm+1,±(0) est complètement déterminé grâce à l’étape Ì, et est donné par
(5.5.87).

Pour terminer, on redresse par rapport y3 les coefficients de Fourier Ûm+1,±(k)|y3=0, pour tout k 6= 0,
en multipliant par χ(y3) (où χ a été introduite au Paragraphe 5.4.4, et est amenée à valoir 1 sur [−1, 1]
afin d’assurer les conditions de compatibilité (5.5.100) jusqu’à l’ordre 6). En reprenant les expressions
(5.5.75) et (5.5.76), on écrit :

Ûm+1,±(t, y′, y3, Y3, k) = ±χ(y3) |k| ψ̂m+2(k) e∓|k|Y3 R±(k) + Ûm,±(t, y′, y3, Y3, k), (5.5.128)

ce qui détermine entièrement un correcteur Um+1,± ∈ S±, et permet d’obtenir la propriété (Hm+1).
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Conclusion. Ceci termine la résolution de la cascade BKW (5.5.17b), en fournissant des correcteurs
(U `,±, ψ`+1)2≤`≤6, tels que U `,± appartient à l’espace S± = S± ⊕ S±? et ψ`+1 appartient à H∞, sa
moyenne par rapport à θ étant nulle. Le Théorème 5.2.2 est démontré. La construction de correcteurs
d’ordre supérieur à 7 est laissée comme piste de recherche future, et repose notamment sur la vérification
des conditions de compatibilité (5.5.100).

5.5.7 Phénomène de rectification

Au sein de ce paragraphe, nous nous attardons sur le cas du premier correcteur U2,± et comparons nos
résultats avec ceux mis en évidence par Marcou [Mar10,Mar11]. Dans le cas de l’élasticité non-linéaire
en dimension 2 d’espace, Marcou a démontré que sous une condition générique (voir le Corollaire 2.5
et la Remarque 2.6 de [Mar11]), le premier correcteur dans le développement BKW a une composante
lente dans S± non nulle (avec les notations de la définition (5.2.1)). Le phénomène de rectification –
qui consiste en la non-nullité de la composante lente des correcteurs – se produit donc dès le premier
correcteur pour le cas de l’élasticité non-linéaire 2D.

Nous allons voir que ce n’est pas le cas pour le problème des nappes de tourbillon-courant 3D, car le
premier correcteur U2,± sera lui aussi localisé près de la frontière libre (c’est-à-dire U2,± ≡ 0), exactement
comme le profil principal U1,± qui n’a pas de composante lente dans S±. Ceci est possible du fait des
degrés de liberté dont on dispose sur la donnée initiale qui donne lieu à l’hypothèse (5.2.2) que l’on a
faite sur les moyennes initiales. Il subsiste une légère différence avec les résultats de Marcou [Mar10], dans
lesquels ce même type de degrés de liberté conduit néanmoins à un phénomène de rectification dès le
premier correcteur, tandis que dans notre cas ce phénomène va apparaître génériquement dès le second
correcteur U3,±. En effet, nous montrons dans ce paragraphe que la composante lente U3,± est non nulle
en général.

Reprenons en détails les étapes ayant abouti au système linéarisé des nappes de tourbillon-courant que
doit satisfaire la moyenne lente U2,± (c’est-à-dire le système (5.5.99) avec m = 1). Nous sommes partis
du système (5.5.17b) satisfait par le correcteur U3,±, et notamment :

L±f (∂)U3,± = F 2,±, ∀ y3 ≷ 0, ∀Y3 ≷ 0. (5.5.129)

En vertu de la Proposition 5.5.1, le terme source F 2,± doit être à moyenne lente nulle, i.e. F 2,± ≡ 0.
Maintenant, si l’on reprend l’expression du terme source F 2,± donnée par (5.5.90) (avec m = 1) il n’est
pas difficile de montrer que la moyenne lente F 2,± vérifie :

F 2,± = −T ±s (∂)U2,±.

Par conséquent, on en déduit que la moyenne lente U2,± doit satisfaire le système d’EDP suivant :

T ±s (∂)U2,± = 0. (5.5.130)

Ainsi, les équations régissant la moyenne lente U2,± dans les domaines fixes Ω± sont homogènes, exacte-
ment comme pour le cas du profil principal U1,±. N’oublions pas la contrainte (5.5.12b) (avec m = 2) sur
le champ magnétique que l’on a adjointe à l’équation (5.5.129), et qui s’écrit :

∇y ·H2,± = 0.

Ceci termine l’établissement des équations régissant la moyenne lente U2,± dans les domaines fixes Ω±.
Considérons à présent les conditions de bord que doit satisfaire le correcteur U2,± sur {y3 = Y3 = 0}

(voir les conditions de bord du système (5.5.17b) avec m = 1). Après avoir appliqué l’opérateur de
moyenne sur le tore (par rapport à la variable rapide θ), nous avons :

B+ Û2,+(0) + B− Û2,−(0) = Ĝ1,+(0) + Ĝ1,−(0), y3 = Y3 = 0.
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En décomposant à nouveau le coefficient de Fourier Û2,±(0) en moyennes lente et rapide, il vient :

B+ U2,+ + B− U2,− = −B+ U2,+ − B− U2,− + Ĝ1,+(0) + Ĝ1,−(0), y3 = Y3 = 0. (5.5.131)

Dans un premier temps, il convient donc de déterminer les moyennes rapides (u2,±
3 , H2,±

3 , q2,±) intervenant
dans le membre de droite de (5.5.131). Ensuite, on calculera les termes sources Ĝ1,±(0) pour en déduire
finalement les conditions de bord vérifiées par les moyennes lentes (U2,+, U2,−).

Première étape : la partie (I −Π)U2,± de la moyenne rapide.

On considère l’équation (5.5.118) (dans laquelle m = 0), qui nous donne la condition algébrique :

A±3 ∂Y3U
2,± = F̂ 1,±(0), ∀ y3 ≷ 0, ∀Y3 ≷ 0. (5.5.132)

Le terme source F 1,± est donné par (5.4.7). Commençons par rappeler l’expression des coefficients de
Fourier de U1,± que l’on a calculés à la Section 5.4 (on renvoie à (5.4.107)) :

Û1,±(t, y, Y3, k) = ±χ(y3) |k| e∓|k|Y3 ψ̂2(t, y′, k)R±(k), ∀ k ∈ Z. (5.5.133)

Le calcul de F̂ 1,±(0) a déjà été effectué au Paragraphe 5.4.2 (voir (5.4.53a)). On avait obtenu :

F̂ 1,±(0) = − T ±sh(∂)U1,±︸ ︷︷ ︸
= 0 par (5.4.22)

+λ±
(
c±A±3 e3 + b±A±3 e6

)
+
(
µ± + ν±

)
e3.

Les coefficients λ±, µ± et ν± sont définis par (5.4.47) et (5.4.51). Les coefficients γ± intervenant dans ces
expressions sont maintenant connus et valent :

γ±(t, y, k) = ±χ(y3) |k| ψ̂2(t, y′, k), ∀ (t, y) ∈ [0, T ]× Ω±, ∀ k ∈ Z,

en rappelant que Ω± désigne le domaine fixe T2 × I±. Le coefficient λ± donné par (5.4.47) vaut alors :

λ±(t, y, Y3) = i χ(y3)
∑
`6=0

`3 ψ̂2(t, y′, `) ψ̂2(t, y′,−`) e∓|`|Y3 = 0,

par imparité du terme général de la série par rapport à `. Nous avons également, toujours à partir des
expressions (5.4.47) et (5.4.51) :

µ±(t, y, Y3) = δ

2 χ(y3)
∑
`6=0
|`|3 ψ̂2(t, y′, `) ψ̂2(t, y′,−`) e∓|`|Y3 ,

ν±(t, y, Y3) = − δ χ(y3)2 ∑
`6=0
|`|3 ψ̂2(t, y′, `) ψ̂2(t, y′,−`) e∓2|`|Y3 ,

où l’on rappelle la définition (5.4.97) du coefficient δ (qui est non nul en vertu de l’hypothèse (H3)). Ainsi,
en posant :

ζ±(t, y, Y3) := δ

2 χ(y3)
∑
` 6=0
|`|3 e∓|`|Y3

(
1− 2χ(y3) e∓|`|Y3

)
ψ̂2(t, y′, `) ψ̂2(t, y′,−`), (5.5.134)

le coefficient de Fourier F̂ 1,±(0) s’écrit simplement :

F̂ 1,±(0) = ζ± e3.
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En utilisant l’expression de la matrice A±3 (cf. Annexe A.1), l’équation (5.5.132) donne alors :
u2,±

3 (t, y, Y3) = 0,
H2,±

3 (t, y, Y3) = 0,

q2,±(t, y, Y3) =
∫ Y3

±∞
ζ±(t, y, Y ′3) dY ′3 .

(5.5.135)

Ainsi, le terme (I −Π)U2,± est entièrement déterminé. En intégrant l’expression (5.5.134) par rapport à
Y3, nous obtenons en particulier :

q2,±(t, y, Y3) = ∓ δ2 χ(y3)
∑
` 6=0

`2 e∓|`|Y3
(
1− χ(y3) e∓|`|Y3

) ∣∣ψ̂2(t, y′, `)
∣∣2. (5.5.136)

Notamment, le saut de q2,±|Y3=0 sur {y3 = 0} est nul :

[
q2|Y3=0

]
= 0. (5.5.137)

Deuxième étape : les termes sources G1,±.

Calculons les coefficients de Fourier d’ordre 0 des composantes G1,±
1 (les calculs sont analogues pour G1,±

2 ).
En reprenant l’expression (5.5.16b), et puisque le profil principal ψ2 est à moyenne nulle par rapport à θ,
il vient :

Ĝ1,±
1 (0) =

2∑
j=1

u1,±
j |y3,Y3=0 ∂θψ

2
∧

.

Ici, une simplification importante a lieu contrairement au cas du terme source Gm,±1 , pour m ≥ 2, dont
on rappelle la définition (5.5.16c). En effet, le terme source G1,±

1 ne contient pas de terme de “reste” G0,±
1

(comme on peut le voir dans l’expression (5.5.16b)), contrairement au terme source Gm,±1 dont l’expression
fait intervenir le terme de “reste” Gm−1,±

1 (en général non nul). Ceci explique pourquoi nous allons obtenir
les conditions de bord homogènes (5.5.138) ci-dessous, contrairement au cas général des conditions de bord
inhomogènes (5.5.98) précédemment mises en évidence.

En utilisant l’expression (5.5.133) de Û1,±(k) évaluée en y3 = Y3 = 0, on obtient :

u1,±
j |y3,Y3=0 ∂θψ

2
∧

= −i
∑
k 6=0

û1,±
j (0, 0, k) k ψ̂2(−k) = ∓ i ξj c±

∑
k 6=0

k |k| ψ̂2(k) ψ̂2(−k) = 0,

par imparité par rapport à k. Par conséquent, nous avons :

Ĝ1,±
1 (0) = Ĝ1,±

2 (0) = 0. (5.5.138)

Ce calcul est une simplification notable qui a lieu uniquement dans le cas m = 1 correspondant au
premier correcteur. C’est à cette étape où l’on constate la différence majeure vis-à-vis des résultats de
Marcou [Mar11].

Conclusion sur les conditions de bord (5.5.131).

En regroupant les résultats (5.5.135), (5.5.137) et (5.5.138), on en déduit que les conditions de bord pour
la vitesse lente u2,±

3 , le champ magnétique lent H2,±
3 et le saut de la pression lente q2,± sont homogènes.

Pour finir, en utilisant les conditions sur les bords fixes Γ± (5.5.24a) et (5.5.25a) (pour m = 2), nous
avons :

u2,±
3 = H2,±

3 = 0, sur Γ±.
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En résumé, la moyenne lente U2,± du premier correcteur satisfait le système des nappes de tourbillon-
courant linéarisé homogène, c’est-à-dire :

∂tu
2,± + (u0,± · ∇)u2,± − (H0,± · ∇)H2,± +∇q2,± = 0,

∂tH
2,± + (u0,± · ∇)H2,± − (H0,± · ∇)u2,± = 0,

∇y · u2,± = ∇y ·H2,± = 0, dans [0, T ]× Ω±,
u2,±

3 = H2,±
3 =

[
q2] = 0, sur [0, T ]× Γ,

u2,±
3 = H2,±

3 = 0, sur [0, T ]× Γ±,
U2,±|t=0 = 0, dans Ω±.

Par conséquent, tout comme pour le profil principal U1,± (voir (5.4.33)), on en déduit que U2,± ≡ 0,
compte tenu de la normalisation (5.5.41b) sur la pression. Le phénomène de rectification ne peut donc
se produire qu’à partir du second correcteur U3,±, et ce phénomène se produit en général comme nous
allons le voir désormais.

En effet, attardons-nous à présent sur les termes de bord G2,±
1 et G2,±

2 donnés par (5.5.16c) (avec
m = 2), associés au correcteur U3,±. Nous avons15 sur {y3 = Y3 = 0} :

G2,±
1 = ∂tψ

3 +
2∑
j=1

u0,±
j ∂yjψ

3 +
2∑
j=1

ξj
(
u2,±
j ∂θψ

2 + u1,±
j ∂θψ

3
)

+
2∑
j=1

u1,±
j ∂yjψ

2.

En particulier, en appliquant l’opérateur de moyenne sur le tore, il vient (rappelons que ψ3 est à moyenne
nulle) :

Ĝ2,±
1 (0) =

2∑
j=1

ξj

(
u2,±
j ∂θψ

2
∧

(0) + u1,±
j ∂θψ

3
∧

(0)
)

+
2∑
j=1

u1,±
j ∂yjψ

2
∧

(0). (5.5.139)

En utilisant l’expression (5.5.128) (dans laquelle m = 1), on écrit, pour j ∈ {1, 2} :

û2,±
j (0, 0, k) = ± ξj c± |k| ψ̂3(k) + Û1,±

j (0, 0, k), ∀Y3 ≷ 0, ∀ k 6= 0.

On peut donc achever le calcul du terme source Ĝ2,±
1 (0) dans (5.5.139). D’abord, on a :

2∑
j=1

ξj u
2,±
j ∂θψ

2
∧

(0) = ∓ i c±
∑
` 6=0

` |`| ψ̂2(−`) ψ̂3(`) − i
∑
`6=0

` ψ̂2(−`)
2∑
j=1

ξj Û1,±
j (0, 0, `).

Ensuite, on obtient :
2∑
j=1

ξj u
1,±
j ∂θψ

3
∧

(0) = ∓ i c±
∑
`6=0

` |`| ψ̂2(`) ψ̂3(−`).

Enfin, il vient :
2∑
j=1

u1,±
j ∂yjψ

2
∧

(0) = ± 1
2 c
±

2∑
j=1

ξj ∂yj

(∑
`6=0
|`|
∣∣ψ̂2(`)

∣∣2).
Revenant à (5.5.139), il reste :

Ĝ2,±
1 (0) = − i

∑
6̀=0
` ψ̂2(−`)

2∑
j=1

ξj Û1,±
j (0, 0, `) ± 1

2 c
±

2∑
j=1

ξj ∂yj

(∑
`6=0
|`|
∣∣ψ̂2(`)

∣∣2). (5.5.140)

Les termes sources intervenant dans le membre de droite de (5.5.140) semblent être en général non nuls.
Par conséquent, la moyenne lente U3,± associée au second correcteur vérifie le système linéarisé des
nappes de tourbillon-courant (5.5.99) (où m = 2), avec des conditions de saut sur Γ inhomogènes. Ainsi,
le phénomène de rectification va apparaître génériquement dès le second correcteur et donne lieu à la
proposition suivante.

15Utiliser l’expression générale (5.5.13) pour expliciter les termes de “reste” G1,±
1 et G1,±

2 .
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Proposition 5.5.3

Soient une nappe plane de référence U0,± satisfaisant (H1), une fréquence spatiale ξ′ vérifiant (H2),
(H3) et une fréquence temporelle τ 6= 0 vérifiant (H4).

Soit ψ2
0 ∈ H∞

(
T2
y′ × Tθ

)
à moyenne nulle par rapport à sa dernière variable θ, et définissant la

perturbation initiale hautement oscillante (5.1.4).
Les données initiales pour le profil principal U1,± et les deux premiers correcteurs U2,±, U3,± sont

supposées vérifier (5.2.2).
D’une part, on peut en conclure que les moyennes lentes U1,± et U2,± sont identiquement nulles.

En d’autres termes, le profil principal U1,± et le premier correcteur U2,± sont purement localisés près
de la frontière libre, car ils n’ont aucune composante dans l’espace S±.

D’autre part, les moyennes lentes (U3,+, U3,−), associées au second correcteur (U3,+, U3,−), est
solution du système linéarisé à coefficients constants des nappes de tourbillon-courant (5.5.99) (où
m = 2), avec des termes sources en général non nuls, de sorte que les moyennes lentes (U3,+, U3,−) ne
peuvent être, en général, identiquement nulles sur [0, T ].

5.6 Solutions approchées

Dans cette section, on se concentre sur les solutions approchées (UM,±
app,ε, ψ

M
app,ε) dont on rappelle la défi-

nition (5.1.8) (où M ∈ {1, . . . , 6}). Ces solutions approchées sont dorénavant bien définies en vertu du
Théorème 5.2.2. Il convient à présent d’écrire le système d’équations aux dérivées partielles satisfait par
ces solutions approchées. Nous allons obtenir un système approché du système exact (5.0.1) car il contien-
dra des termes sources non nuls, mais de “très faible” amplitude. Cependant, ces termes sources seront
fortement oscillants en 1

ε du fait de la définition des développements BKW (5.1.5), (5.1.6). Pour prendre
en considération ces fortes oscillations, nous introduisons au Paragraphe 5.6.2 un cadre fonctionnel pro-
pice aux estimations de normes L2 de telles fonctions. Avant cela, nous revenons un peu plus en détails
sur le redressement des profils (Um,±, ψm+1)m≥1 par rapport à la variable normale lente y3.

5.6.1 Épaississement du domaine de définition des profils

Dans les Sections 5.4 et 5.5, nous avons déterminé les profils Um,±, pour m ≥ 1, en les décomposant de
la façon suivante :

Um,±(t, y, Y3, θ) = Um,±(t, y) + Um,±(t, y, Y3) + Um,±? (t, y, Y3, θ).

La moyenne lente Um,± et la moyenne rapide Um,± ont été déterminées pour tout y3 ∈ I±, tandis que
Um,±? a d’abord été calculé en y3 = 0, pour ensuite être redressé par rapport à y3 en multipliant par la
fonction de redressement χ (on renvoie au Paragraphe 5.4.4 pour le cas du profil principal, et à l’expression
(5.5.128) pour le cas des correcteurs). Nous devons maintenant prêter attention au domaine de définition
des profils Um,± par rapport à y3. En effet, comme nous l’avions remarqué dans la Section 5.1 (on renvoie
à la remarque page 113), la définition (5.1.8b) n’a de sens a priori que si les profils Um,± sont définis sur un
intervalle “épaissi” par rapport à y3. Plus précisément, dans la définition (5.1.8b) des solutions approchées,
nous avons redressé la frontière libre à l’aide du changement de variable y3 = x3 − ψMapp,ε(t, x′) ; comme
la variable normale x3 appartient à l’intervalle

[
ψMapp,ε(t, x′), 1

]
pour l’état “+” (resp.

[
− 1, ψMapp,ε(t, x′)

]
pour l’état “−”), alors la “nouvelle” variable normale y3 devra vérifier :

pour l’état “+”, y3 ∈ IM+,ε :=
[
0 , 1− ψMapp,ε(t, y′)

]
,

pour l’état “−”, y3 ∈ IM−,ε :=
[
− 1− ψMapp,ε(t, y′) , 0

]
.

Il faut donc donner un sens aux profils Um,± lorsque y3 /∈ I±.
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Nous prolongeons en dehors de l’intervalle I± les profils (Um,±)1≤m≤M grâce à un opérateur de pro-
longement P± qui préserve la régularité Sobolev. Pour ce faire, nous utilisons un résultat de [Ste70]. Il
existe un opérateur P±, tel que pour tout r ∈ N, on a les deux propriétés suivantes :

(i) P± est continu de Hr
(
[0, T ]× T2 × I± × R± × T

)
dans Hr

(
[0, T ]× T2 × R± × R± × T

)
,

(ii) si u ∈ Hr
(
[0, T ]× T2 × I± × R± × T

)
, alors

(
P±u

)
(t, y′, y3, Y3, θ) = u(t, y′, y3, Y3, θ) si y3 ∈ I±.

Pour m ∈ {1, . . . ,M}, posons :
Ũm,± := P± Um,±.

On définit ainsi une “nouvelle” solution approchée ŨM,+
app,ε (resp. ŨM,−

app,ε), qui est à présent bien définie
quel que soit x3 ∈

[
ψMapp,ε(t, x′), 1

]
(resp. x3 ∈

[
− 1, ψMapp,ε(t, x′)

]
). Les “nouveaux” profils Ũm,± restent

solutions de la cascade BKW (5.5.17) en vertu de la propriété (ii) ci-dessus. On se permettra dans la suite
d’omettre la notation “∼” pour alléger l’écriture.

5.6.2 Estimations de fonctions “fortement oscillantes”

Du fait de la présence des termes hautement oscillants en 1
ε dans la définition (5.1.8) des solutions

approchées, il conviendra d’évaluer dans L2 les “ε-dérivées” ε|α| ∂αt,x et ε|β| ∂βt,x′ , pour tous multi-indices
α ∈ N4 et β ∈ N3. Les domaines sur lesquels nous devrons effectuer les estimations L2 dépendent eux-
mêmes du temps t ∈ [0, T ] et du petit paramètre ε > 0. En effet, pour M ≥ 1 et t ∈ [0, T ], la solution
approchée UM,±

app,ε(t, ·) donnée par (5.1.8b) est définie dans le domaine approché suivant :

Ω±app,ε(t) :=
{
x ∈ T2 × (−1, 1)

∣∣∣x3 ≷ ψ
M
app,ε(t, x′)

}
. (5.6.1)

On a choisi d’omettre l’entier M dans la définition (5.6.1) car ce dernier sera fixé suffisamment grand par
la suite. Pour tenir compte également de la variable de temps, on définit le domaine :

Ω±ε,T :=
⋃

t∈[0,T ]
{t} × Ω±app,ε(t). (5.6.2)

Les définitions des normes suivantes s’inspirent de celles utilisées par Marcou [Mar10, Mar11] ; on les
adapte dans le cas où les domaines spatiaux sont donnés par (5.6.1), c’est-à-dire dépendant du temps et
possédant une frontière fortement oscillante.
Définition 5.6.1

Soient s ∈ N et ε > 0 un petit paramètre ; on se donne également M ∈ {1, . . . , 6} et t ∈ [0, T ]
permettant de définir les domaines approchés (5.6.1). Si v± = v±(t, x) est une fonction définie sur le
domaine Ω±ε,T , on définit la norme ‖v±(t)‖Hs

ε
par :

‖v±(t)‖Hs
ε

:= max
γ∈N3

|γ|≤s

ε|γ| ‖∂γxv±(t)‖L2(Ω±app,ε(t)). (5.6.3)

Pour tenir compte également des dérivées temporelles de v±, on définit la norme :

‖v±(t)‖CHs
ε

:= max
0≤k≤s

εk ‖∂kt v±(t)‖Hs−k
ε

= max
α∈N4

|α|≤s

ε|α| ‖∂αt,xv±(t)‖L2(Ω±app,ε(t)). (5.6.4)

La Définition 5.6.1 va nous permettre de manipuler des familles de fonctions fortement oscillantes, et
donne lieu à la définition suivante :
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Définition 5.6.2
Soient m, s,M ∈ N, avec M ∈ {1, . . . , 6}, et (v±ε )0<ε≤ε0 une famille de fonctions définies sur le

domaine Ω±ε,T . On dit que la famille (v±ε )0<ε≤ε0 est un O(εm) dans CHs
ε si :

∃C > 0, ∀ 0 < ε ≤ ε0, ∀ t ∈ [0, T ], ‖v±ε (t)‖CHs
ε
≤ C εm.

En d’autres termes, une telle famille doit vérifier la condition suivante :

∃C > 0, ∀ 0 < ε ≤ ε0, ∀ t ∈ [0, T ], ∀ |α| ≤ s, ε|α| ‖∂αt,xv±ε (t)‖L2(Ω±app,ε(t)) ≤ C εm. (5.6.5)

Remarque. Étant donné M ∈ {1, . . . , 6} et t ∈ [0, T ], nous serons également amenés à devoir estimer
le front approché ψMapp,ε(t, ·) donné par (5.1.8a). Cette fonction est définie sur la frontière libre approchée
Γapp,ε donnée par :

Γapp,ε :=
{
x3 = ψMapp,ε(t, x′)

}
, (5.6.6)

où nous avons omis de noter l’entier M comme pour la définition (5.6.1). Afin d’estimer dans L2 les
dérivées de fonctions fortement oscillantes définies sur Γapp,ε, il nous faut adapter la Définition 5.6.1. Cela
se fait sans peine en remplaçant les domaines spatiaux Ω±app,ε(t) par le tore T2.
Définition 5.6.3

Soient m, s ∈ N et (uε)0<ε≤ε0 une famille de fonctions définies sur [0, T ]×T2. On dit que la famille
(uε)0<ε≤ε0 est un O(εm) dans CHs

ε si :

∃C > 0, ∀ 0 < ε ≤ ε0, ∀ t ∈ [0, T ], ∀ |β| ≤ s, ε|β| ‖∂βt,x′uε(t)‖L2(T2) ≤ C εm. (5.6.7)

Cette définition nous permettra d’estimer des fonctions hautement oscillantes de la forme :

uε(t, x′) := u
(
t, x′,

ϕ(t, x′)
ε

)
, (t, x′) ∈ [0, T ]× T2.

5.6.3 Les équations approchées à l’intérieur du domaine

Dans ce paragraphe, nous écrivons les équations satisfaites par les solutions approchées (5.1.8). Reprenons
la forme conservative (5.0.4) du système des nappes de tourbillon-courant et posons, pour simplifier,

φ(U±) := A0 ∂tU
± +

3∑
j=1

∂xj fj(U±).

La solution exacte (U±ε , ψε) à laquelle on s’intéressera vérifiera évidemment

φ(U±ε )(t, x) = 0, ∀x ∈ Ω±ε (t), ∀ t ∈ [0, T ],

où Ω±ε (t) désigne le domaine “exact” défini par Ω±ε (t) := {x3 ≷ ψε(t, x′)}. Il convient maintenant de
calculer φ(UM,±

app,ε). Il suffit de reprendre la même démarche ayant abouti aux équations de la cascade
BKW (5.5.17) au Paragraphe 5.5.1. Les développements en puissances de ε ne sont dès lors plus formels,
car tronqués à l’ordre M (resp. M + 1) pour UM,±

app,ε (resp. ψMapp,ε). Ainsi, par construction des profils
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(U `,±, ψ`+1)1≤`≤M , nous obtenons :

φ(UM,±
app,ε)(t, x)

=
M−1∑
m=0

εm
[
L±f (∂)Um+1,± − Fm,±

] (
t, x′, x3 − ψMapp,ε(t, x′),

x3 − ψMapp,ε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
+ εM RM,±

ε

(
t, x′, x3 − ψMapp,ε(t, x′),

x3 − ψMapp,ε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
,

où RM,±
ε est un terme de reste appartenant à l’espace S±. Plus précisément, si l’on pose

R̃M,±
ε (t, x) := RM,±

ε

(
t, x′, x3 − ψMapp,ε(t, x′),

x3 − ψMapp,ε(t, x′)
ε

,
τt+ ξ′ · x′

ε

)
,

alors il est clair que R̃M,±
ε est un O(1) dans CHs

ε , pour tout s ∈ N, comme défini par (5.6.5). Finalement,
puisque les profils (U `,±, ψ`+1)1≤`≤M sont solutions de la cascade BKW (5.5.17), il reste :

φ(UM,±
app,ε) = O(εM ), (5.6.8a)

où le O(εM ) a lieu dans CHs
ε , pour tout s ∈ N, conformément à (5.6.5).

N’oublions pas la contrainte (5.5.12b) sur le champ magnétique, que l’on a adjointe à la cascade BKW
(5.5.17). Le raisonnement est identique à celui ayant abouti à l’équation (5.6.8a) : il suffit d’en considérer
la septième composante correspondant à la contrainte sur la divergence de la vitesse approchée, puis de
remplacer uM,±

app,ε par HM,±
app,ε. On obtient :

∇ ·HM,±
app,ε = O(εM ). (5.6.8b)

5.6.4 Les équations approchées près de la frontière libre

On souhaite écrire les conditions de bord sur la frontière libre approchée (dont on rappelle la définition
(5.6.6)), que satisfont les solutions approchées (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε). Là encore, la démarche est la même que

celle ayant abouti à la cascade BKW (5.5.17) au Paragraphe 5.5.2. On définit le vecteur normal approché
NM
app,ε par :

NM
app,ε :=

(
− ∂1ψ

M
app,ε , −∂2ψ

M
app,ε , 1

)
.

Nous avons alors pour la vitesse normale approchée :(
uM,±
app,ε ·NM

app,ε − ∂tψ
M
app,ε

)∣∣∣
Γapp,ε

=
M−1∑
m=0

εm+1
[
um+1,±

3 − c± ∂θψm+2 − Gm,±1

] (
t, x′, 0, 0, τ t+ ξ′ · x′

ε

)
+ εM+1RM+1,±

ε

(
t, x′, 0, 0, τ t+ ξ′ · x′

ε

)
. (5.6.9)

Le terme de reste dans (5.6.9) correspond à la “double trace” sur {y3 = Y3 = 0} d’une fonction de S± ; si
l’on pose

R̃M+1,±
ε (t, x′) := RM+1,±

ε

(
t, x′, 0, 0, τ t+ ξ′ · x′

ε

)
,

alors on a R̃M+1,±
ε = O(1) dans CHs

ε , pour tout s ∈ N, au sens de la définition (5.6.7). Maintenant,
comme les profils (U `,±, ψ`+1)1≤`≤M sont solutions de la cascade BKW (5.5.17), il reste :(

uM,±
app,ε ·NM

app,ε − ∂tψ
M
app,ε

)∣∣∣
ΓMapp,ε

= O(εM+1), (5.6.10a)
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dans CHs
ε , pour tout s ∈ N. De façon analogue, le champ magnétique normal approché vérifie :

(
HM,±
app,ε ·NM

app,ε

)∣∣∣
ΓMapp,ε

=
M−1∑
m=0

εm+1
[
Hm+1,±

3 − b± ∂θψm+2 − Gm,±2

] (
t, x′, 0, 0, τ t+ ξ′ · x′

ε

)
+ εM+1RM+1,±

ε

(
t, x′, 0, 0, τ t+ ξ′ · x′

ε

)
= O(εM+1), (5.6.10b)

dans CHs
ε , pour tout s ∈ N. Enfin, le saut de la pression approchée est nul car tous les profils (q`,±)1≤`≤M

ont un saut nul sur {y3 = Y3 = 0} (voir les conditions de bord (5.5.13)) :[
qMapp,ε

]
= 0, (5.6.10c)

où [·] dans (5.6.10c) dénote le saut à travers la frontière libre approchée Γapp,ε.

5.6.5 Les équations approchées sur les bords fixes Γ±

Dans cette partie, on reprend les calculs qui ont été menés au Paragraphe 5.5.3. Tout d’abord, en reprenant
les expressions (5.5.19), (5.5.20) et (5.5.21), on obtient :(

uM,±
app,ε

)
3

(t, x′,±1)

=
M∑
m=1

εm um,±3 |Γ±

+
M−4∑
m=3

bM−m2 c∑
k=1

(−1)k
k! ∂ky3u

m,±
3 |Γ±

M∑
j=m+2k

εj
∑

j1+...+jk=j−m
ji≥2

(
ψj1 ... ψjk

)(
t, x′, ϕ(t, x′)/ε

)
+ O(εM+1).

(5.6.11)

On avait ensuite isolé la partie moyennée par rapport à θ de chaque produit ψj1 ... ψjk en décomposant
ce dernier en série de Fourier :(

ψj1 ... ψjk
)
(t, x′, θ)

=
∑

n1+...+nk=0
ni 6=0

ψ̂j1(t, x′, n1) ... ψ̂jk(t, x′, nk) +
∑
n6=0

∑
n1+...+nk=n

ni 6=0

ψ̂j1(t, x′, n1) ... ψ̂jk(t, x′, nk) ein
θ
ε .

Revenons à l’expression (5.6.11) de
(
uM,±
app,ε

)
3

(t, x′,±1) : on peut la décomposer en une partie moyennée
par rapport à θ (à savoir l’expression à la ligne (5.6.12) ci-dessous), puis en une partie contenant tous les
modes de Fourier n 6= 0 (à savoir l’expression à la ligne (5.6.13) ci-dessous), cette dernière partie n’ayant
pas été considérée lors des calculs au Paragraphe 5.5.3 :(

uM,±
app,ε

)
3

(t, x′,±1)

=
M∑
m=1

εm
[
um,±3 |Γ± − hm−4,±

1

]

+
M−4∑
m=3

bM−m2 c∑
k=1

(−1)k
k! ∂ky3u

m,±
3 |Γ±

×
M∑

j=m+2k
εj

∑
j1+...+jk=j−m

ji≥2

∑
n6=0

∑
n1+...+nk=n

ni 6=0

ψ̂j1(n1) ... ψ̂jk(nk) exp
(
in
τt+ ξ′ · x′

ε

)
.

(5.6.12)

(5.6.13)
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Par construction des vitesses lentes um,±3 , la somme donnée par (5.6.12) est nulle (voir les conditions de
bord (5.5.24)). L’expression de la somme (5.6.13) n’est en soi pas fondamentale, il suffit de remarquer que
le développement en puissances de ε commence à l’ordre 5 (pour m = 3 et k = 1). Cela reste cohérent
avec les résultats obtenus au Paragraphe 5.5.3, car on tient compte ici des modes de Fourier non nuls
dont la contribution intervient dès l’ordre 5 ; la contribution provenant des modes de Fourier 0 intervient,
quant à elle, seulement à partir de l’ordre 7 (comme vu au Paragraphe 5.5.3), en vertu du degré de liberté
dont on dispose sur les moyennes (ψ̂`(0))`≥2, que l’on choisit nulles. On obtient ainsi une expression de
la forme : (

uM,±
app,ε

)
3

(t, x′,±1) = ε5R5,±
ε

(
t, x′,

τ t+ ξ′ · x′

ε

)
,

où R5,±
ε ∈ H∞

(
[0, T ] × T3). En posant R̃5,±

ε (t, x′) := R5,±
ε

(
t, x′,

τ t+ ξ′ · x′

ε

)
, nous avons R̃5,±

ε = O(1)
dans CHs

ε , pour tout s ∈ N, au sens de la définition (5.6.7). Finalement, on obtient :(
uM,±
app,ε

)
3

(t, x′,±1) = O(ε5). (5.6.14a)

Ce raisonnement est également valable pour le champ magnétique. Ainsi, en utilisant les conditions de
bord (5.5.25), on peut écrire : (

HM,±
app,ε

)
3

(t, x′,±1) = O(ε5). (5.6.14b)

5.6.6 Le système approché des nappes de tourbillon-courant

On peut maintenant écrire le système approché satisfait par les solutions approchées (UM,±
app,ε, ψ

M
app,ε), pour

M ∈ {1, . . . , 6}. Nous combinons pour ce faire les résultats (5.6.8), (5.6.10) et (5.6.14), ce qui aboutit au
système suivant (dans lequel on a omis l’indice ε et l’exposant M afin d’alléger l’écriture) :

∂tu
±
app + (u±app · ∇)u±app − (H±app · ∇)H±app +∇q±app = O(εM ),

∂tH
±
app + (u±app · ∇)H±app − (H±app · ∇)u±app = O(εM ),

∇ · u±app = O(εM ), ∇ ·H±app = O(εM ), dans Ω±app(t), t ∈ [0, T ],
u±app ·Napp − ∂tψapp = O(εM+1),

H±app ·N±app = O(εM+1),[
qapp

]
= 0, sur Γapp(t), t ∈ [0, T ],(

u±app
)
3 = 0,

(
H±app

)
3 = 0, sur Γ±.

(5.6.15)

Notons que les O(εM ) dans (5.6.15) ont lieu dans CHs
ε (pour tout s), au sens de la définition (5.6.5). En

revanche, les O(εM+1) dans (5.6.15) ont lieu dans CHs
ε (pour tout s) au sens de la définition (5.6.7).

Remarque. Pour M ≥ 7, si on parvient à construire une solution approchée (UM,±
app,ε, ψ

M
app,ε), alors les

conditions de bord sur Γ± dans (5.6.15) ne sont plus homogènes, car elles apportent une contribution en
O(ε5) en vertu de (5.6.13).

La normalisation sur la pression approchée qM,±
app,ε provient de (5.5.28), et s’écrit :

∀ t ∈ [0, T ],
∫

Ω+
app,ε(t)

qM,+
app,ε(t, x) dx +

∫
Ω−app,ε(t)

qM,−
app,ε(t, x) dx = O(εM+1).

Ceci conclut cette partie sur l’établissement du système approché (5.6.15). Il restera par la suite à
démontrer que les solutions “approchées” (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε) sont effectivement proches de la solution exacte

du système des nappes de tourbillon-courant (5.0.1), dans une topologie adéquate. Ce résultat de stabilité
des solutions approchées pourra faire l’objet d’une nouvelle piste de recherche dans la continuité des
résultats établis dans ce chapitre.





6
Conclusion et perspectives

La première partie de cette thèse consistait en la construction de solutions analytiques au problème
des nappes de tourbillon-courant en MHD idéale incompressible. L’approche abordée visait à utiliser un
théorème de Cauchy-Kowalevskaya pour exhiber une solution analytique locale en temps.

Les équations de la MHD idéale incompressible. Comme nous l’avons vu au Chapitre 3, l’applica-
tion directe de ce théorème a été possible sur le cas des équations de la MHD idéale incompressible (3.0.1)
(i.e. le cas “sans nappe”). L’étape clé consistait en l’estimation de la pression dans l’échelle d’espaces de
Banach introduite au Chapitre 2. On rappelle que la pression s’obtenait implicitement en fonction de la
vitesse et du champ magnétique via la résolution d’un problème de Laplace. Deux questions se posaient
alors : à quelle(s) condition(s) peut-on résoudre ce problème de Laplace ? dans ce cas, quelles estimations
d’énergie vérifie la solution et comment peut-on l’estimer dans l’échelle de régularité analytique ?

Pour résoudre le problème de Laplace (3.1.4), nous avons vu que le terme source g dans (3.1.4) devait
vérifier une condition de compatibilité (dans ce cas précis, cette condition consiste en la nullité de la
moyenne de g sur le domaine spatial Ω). Sous cette condition de compatibilité, on disposait alors d’une
estimation de régularité elliptique sur la pression, que l’on a ensuite étendue aux espaces de Banach définis
au Chapitre 2, ce qui a donné lieu à la Proposition 3.1.6.

Revenant au système de la MHD idéale incompressible (3.0.1), la résolution du problème de Laplace
(3.2.2), dont le terme source est donné par (3.2.4), nécessitait les contraintes de divergence nulle et les
conditions de bord sur la vitesse et le champ magnétique pour que le terme source soit compatible. Afin
d’appliquer le théorème de Cauchy-Kowalevskaya, nous avons donc dû incorporer ces contraintes au sein
des espaces fonctionnels, ce qui a été possible car ce sont des contraintes linéaires qui préservent les
espaces fonctionnels mis en jeu. Nous avons vu que le gradient de pression dans (3.0.1) jouait le rôle
d’une semi-linéarité car on gagnait un indice de régularité Sobolev par rapport à la vitesse et au champ
magnétique. Une fois munis des “bons” espaces de Banach et de l’estimation analytique sur la pression,
l’application du théorème de Cauchy-Kowalevskaya pouvait se faire sans difficulté majeure et a donné lieu
au Théorème 3.2.5. On rappelle que ce théorème est loin d’être optimal du point de vue de la régularité
des solutions ; le but était de comprendre comment on pouvait donner des estimations analytiques sur les
équations de la MHD en utilisant l’échelle d’espaces de Banach définis au Chapitre 2.
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Nappes de tourbillon-courant analytiques. Le cas des nappes de tourbillon-courant devient plus
délicat, car il s’agit d’un problème couplé et à frontière libre. Une première étape consistait à redresser
convenablement le front afin de se ramener à des domaines fixes. Le deuxième point auquel nous nous
sommes attardés est l’étude du problème de Laplace couplé (4.2.6) devant être satisfait par la pression.
De la même manière qu’au Chapitre 3, la résolution de ce problème de Laplace nécessite la condition
de compatibilité (4.2.9) sur les termes sources. Celle-ci est satisfaite dès lors que la vitesse v±, le champ
magnétique B± et le front f vérifient les contraintes de “divergence” et les conditions de saut suivantes
pour tout t ∈ [0, T ] (on renvoie au système (4.2.4)) :{ (

AT∇
)
· v± =

(
AT∇

)
·B± = 0, dans Ω±,

∂tf = v± ·N, B± ·N = 0, sur Γ.
(6.0.1)

Lorsque les contraintes (6.0.1) sont satisfaites, le problème de Laplace (4.2.6) admet une unique solution
à moyenne nulle sur le domaine Ω, qui de surcroît vérifie l’estimation de régularité elliptique (4.2.11)
obtenue dans [CMST12].

Dans l’optique d’appliquer le théorème de Cauchy-Kowalevskaya, nous avons dû à ce stade donner
des estimations analytiques sur le redressement du front et sur la pression. Ce dernier point s’avérait
délicat en raison de la présence des coefficients variables dépendant du front inconnu dans l’opérateur
elliptique du système (4.2.6). La définition intrinsèque de la norme des espaces de Banach Bρ,r,σ(Ω±),
dont on rappelle la Définition 2.3.9, a permis d’estimer les dérivées tangentielles de la pression d’une part,
puis les dérivées normales par récurrence. Nous avons alors abouti au Théorème 4.5.1 sur l’estimation de
la pression Q± dans Bρ,3,σ(Ω±) lorsque les paramètres ρ et σ sont suffisamment petits.

Les contraintes de “divergence” dans (6.0.1) n’étant pas linéaires, nous avons reformulé notre problème
en introduisant les nouvelles inconnues (u±, b±, f) définies par (4.2.12), en s’inspirant des travaux de
Trakhinin [Tra05,Tra09]. L’avantage de ces nouvelles inconnues est que l’on a pu réécrire les contraintes
(6.0.1) en des expressions linéaires (4.2.14). Néanmoins, contrairement à ce qui a été fait au Chapitre 3,
on n’a pas pu appliquer directement le théorème de Cauchy-Kowalevskaya en incorporant ces contraintes
au sein des espaces fonctionnels Bρ,r,σ(Ω±), notamment en raison du front qui est défini par l’équation de
transport :

∀ (t, x′) ∈ [0, T ]× T2, ∂tf(t, x′) = u±3 (t, x′, 0).

La démarche proposée est de s’inspirer de la preuve du théorème de Cauchy-Kowalevskaya établie par
Baouendi et Goulaouic [BG78].

Cette preuve repose sur la construction d’un espace de Banach Ea et d’une application Υ qui est
contractante sur un sous-ensemble fermé de Ea, dès lors que la paramètre a > 0 est choisi suffisamment
petit. Dans la Section 4.3, nous avons défini une application Υ par (4.3.2) et nous avons vu qu’elle
préservait les contraintes algébriques (4.3.1). Le travail qu’il restera à poursuivre est de démontrer que Υ
admet un point fixe, en s’inspirant des arguments de [BG78]. La première question est de savoir si Υ laisse
invariant un sous-ensemble convenable de l’espace Ea que l’on a défini par (4.6.18), ce qui reposera sur une
propriété similaire à l’hypothèse (3.2.9) énoncée dans le Théorème 3.2.2. Ensuite, nous devrons montrer
que Υ est contractante, en utilisant une estimation “lipschitzienne” similaire à la seconde hypothèse
(3.2.10) du Théorème 3.2.2.

Quelques pistes ont été données à la Section 4.6. Nous avons commencé par donner une estimation
“lipschitzienne” sur la pression grâce à la Proposition 4.6.1. Enfin, nous nous sommes attardés sur le front
f qui est le terme le plus déclicat dans les équations (4.2.15) car il fait intervenir des dérivées d’ordre
deux : ces termes n’entrent pas directement dans le cadre du Théorème 3.2.2, et il nous faut donc adapter
la preuve de [BG78] en estimant convenablement ces dérivées d’ordre deux. Nous avons vu comment on
pouvait estimer les dérivées tangentielles d’ordre au plus 1 du front dans l’espace Bρ, 5

2
(T2), puis les

dérivées tangentielles d’ordre 2 dans l’espace Ea défini en (4.6.14). Les estimations (4.6.23), (4.6.27) et
(4.6.28) constitueraient un point de départ raisonnable pour adapter les arguments de [BG78].



199

Nappes de tourbillon-courant de régularité Sobolev. Comme l’ont démontré récemment Sun
et al. [SWZ15], le problème des nappes de tourbillon-courant est localement bien posé dans l’échelle
de régularité Sobolev. Une fois que l’on aurait démontré l’existence de nappes de tourbillon-courant
analytiques, la question naturelle qui se pose serait de retrouver le résultat de [SWZ15] par une méthode de
compacité, en approchant des données initiales de régularité Sobolev par des données initiales analytiques
(en vertu du Théorème 2.3.7).

Comme pour le Théorème 3.2.5 établi au Chapitre 3, la solution analytique de (4.2.4) serait définie
sur un intervalle de temps dépendant de la taille des données initiales dans l’échelle analytique. On peut
alors avoir un temps d’existence qui se restreint lorsque les données initiales deviennent grandes dans les
espaces Bρ0,3,σ(Ω±) et Bρ0,

5
2
(T2) (où ρ0 représente ici le rayon d’analyticité des données initiales).

Le résultat d’estimation a priori établi dans [CMST12] serait ensuite un point de départ pour dé-
montrer, par un argument de compacité, l’existence et l’unicité de solutions au problème des nappes de
tourbillon-courant lorsque l’on considère à présent des données initiales dans un certain espace de Sobolev.

Pour cela, on approcherait les données initiales (u±0 , b±0 , f0) (supposées de régularité Sobolev) par une
suite de données initiales analytiques

(
u±,n0 , b±,n0 , fn0

)
n≥0, grâce à la densité des espaces Bρ,r,σ dans Hr

(on renvoie au Théorème 2.3.7 du Chapitre 2). L’unique solution analytique associée (u±,n, b±,n, Q±,n, fn)
possède alors un rayon d’analyticité ρn = ρn(t), risquant de tendre vers 0 lorsque n tend vers +∞. Pour
remédier à cet obstacle, il suffirait d’exhiber une borne inférieure sur les quantités ρn(t), ne dépendant
que d’une norme Sobolev de la solution. Ainsi, on pourrait propager l’analyticité des solutions sur un
intervalle de temps qui ne dépendrait plus que de la norme Sobolev des solutions. Cette dernière n’explose
pas lorsque l’on fait tendre n vers +∞, ce qui permet d’avoir une borne inférieure strictement positive
sur le temps d’existence des solutions.

Pour des résultats de propagation de l’analyticité des solutions aux équations d’Euler incompressibles,
on pourra se référer par exemple à [BB77,AM86] et plus récemment à [LO97,KV09,KV11b,KV11a].

Ondes de surface pour les nappes de tourbillon-courant. La deuxième partie de cette thèse
consistait à étudier le comportement qualitatif des solutions exactes du système (5.0.1) issues de données
initiales de faible amplitude et fortement oscillantes. À l’aide d’outils issus de l’optique géométrique, nous
avons vu que pour des phases d’oscillation bien particulières (c’est-à-dire, dans notre cas, des racines du
déterminant de Lopatinskii (5.3.16)), la solution présente une structure d’onde de surface : elle est localisée
près de la frontière libre, oscille aux mêmes fréquences que la donnée initiale, et décroît exponentiellement
par rapport à la variable normale à la nappe.

Nous avons cherché à approcher une solution exacte (U±ε , ψε) du système (5.0.1) sous la forme de
développements BKW donnés par (5.1.5) et (5.1.6). Le premier enjeu consistait en la détermination
du profil principal (U1,±, ψ2), qui repose intimement sur les propriétés de stabilité du système linéarisé.
Comme nous l’avons rappelé, ce dernier est dit faiblement bien posé car il vérifie la condition de Lopatinskii
simple mais non uniforme. Plus précisément, le déterminant de Lopatinskii s’annule en des fréquences
dites elliptiques, ce qui donne lieu à la formation d’ondes de surface.

Le profil principal U1,± a pu être déterminé en résolvant le problème rapide homogène (5.2.3a), et
on a montré que U1,± pouvait s’exprimer en fonction du profil principal ψ2 associé au front uniquement.
La détermination de ce profil ψ2 provient d’un critère nécessaire à la résolution du problème que doit
satisfaire le premier correcteur (U2,±, ψ3). Grâce à une condition d’orthogonalité de type “alternative de
Fredholm”, nous avons établi que ψ2 devait être solution d’une équation non-linéaire non-locale de type
Hamilton-Jacobi. À ce stade, nous avons obtenu le profil principal (U1,±, ψ2).

La démarche permettant de déterminer les correcteurs (Um,±, ψm+1)m≥2 a ensuite été généralisée
grâce à la Proposition 5.5.1, qui donne des conditions nécessaires et suffisantes permettant de résoudre
le problème rapide inhomogène (5.2.3b). Lors du calcul du coefficient de Fourier d’ordre 0 de Um,±, que
l’on décompose en moyenne lente et moyenne rapide grâce à la définition (5.2.1), une difficulté apparaît
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dans la détermination de la moyenne lente Um,±. En effet, celle-ci doit satisfaire le système linéarisé des
nappes de tourbillon-courant (5.5.99) inhomogène (dans lequel m+1 joue le rôle de m). Les contraintes de
divergence sur la vitesse et le champ magnétique dans (5.5.99) requièrent des conditions de compatibilité
sur les termes sources. Lorsquem ≤ 6, nous avons pu démontrer que ces conditions sont bien satisfaites dès
lors que l’on redresse les profils (U j,±? )j≤m indépendamment de la variable normale lente y3 (on rappelle
les notations (5.2.1)).

Cette obstruction technique nous limite à des solutions approchées (UM,±
app,ε, ψ

M
app,ε), dont on rappelle

la définition (5.1.8), d’ordre M ≤ 6. L’obtention de solutions approchées à tout ordre M ∈ N∗ pourra
constituer une piste de recherche future. Pour ce faire, il faudrait pouvoir vérifier les conditions de com-
patibilités (5.5.100) pour tout entier m ≥ 0. La difficulté réside dans le fait que les termes sources associés
aux bords fixes Γ± dans (5.5.99) sont relativement complexes. Pour éventuellement palier à cette diffi-
culté, on pourrait s’interroger quant à la pertinence de l’espace fonctionnel S± dans lequel on a choisi de
travailler (on renvoie à la Définition 5.2.1). Pour affiner le développement asymptotique, une possibilité
serait de considérer dans S± des fonctions dépendant aussi de la variable tangentielle rapide θ. Il faudrait
alors reprendre les étapes à partir de la Section 5.4 en tenant compte à présent de tous les modes de
Fourier de la composante dans S± des profils Um,±.

À ce stade, nous avons donc montré que les solutions dites “approchées” (UM,±
app,ε, ψ

M
app,ε) vérifient le

système approché (5.6.15). Un nouvel axe de recherche, dans la continuité du Chapitre 5, consisterait à
démontrer que ces solutions sont effectivement proches de la solution exacte du système des nappes de
tourbillon-courant (5.0.1), dans une topologie adéquate. Pour attaquer ce problème de stabilité des solu-
tions approchées, on pourrait envisager d’exploiter les résultats de [SWZ15] pour obtenir des estimations
d’énergie sur (UM,±

app,ε, ψ
M
app,ε). La difficulté est d’incorporer des termes de faible amplitude et hautement

oscillants dans les équations de (5.0.1), pour ensuite les estimer dans des espaces fonctionnels ad hoc. Une
première piste serait d’adapter la méthode de Leray-Gårding [Går56] fournissant des estimations d’éner-
gie pour les équations hyperboliques scalaires, en combinant le résultat de Guès [Guè92] (puis revisité
par Métivier [Mét09] ainsi que Marcou [Mar10]) sur les systèmes hyperboliques à coefficients de faible
amplitude et hautement oscillants.



A
Détails algébriques et calculs

Dans toute la suite de cette annexe, nous omettons les exposants ± pour alléger les notations. Les états
U0,± définissant la nappe plane (5.1.1) seront simplement notés U = (u,H, q), et on supposera qu’ils
satisfont l’hypothèse de stabilité (H1).

A.1 Matrices et noyaux

On commence par expliciter les matrices jacobiennes Aj définies en (5.3.3), en utilisant l’expression des
fonctions fj données par (5.0.2). On rappelle que l’on s’est fixé ξ′ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 tel que |ξ′| = 1 et
(τ, ξ1, ξ2) ∈ R3 une fréquence satisfaisant les hypothèses (H2), (H3), (H4).

Les matrices jacobiennes Aj s’écrivent comme suit :

A1 =



2u1 0 0 −2H1 0 0 1
u2 u1 0 −H2 −H1 0 0
0 0 u1 0 0 −H1 0
0 0 0 0 0 0 0
H2 −H1 0 −u2 u1 0 0
0 0 −H1 0 0 u1 0
1 0 0 0 0 0 0


,

A2 =



u2 u1 0 −H2 −H1 0 0
0 2u2 0 0 −2H2 0 1
0 0 u2 0 0 −H2 0
−H2 H1 0 u2 −u1 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 −H2 0 0 u2 0
0 1 0 0 0 0 0


,
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A3 =



0 0 u1 0 0 −H1 0
0 0 u2 0 0 −H2 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 H1 0 0 −u1 0
0 0 H2 0 0 −u2 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0


.

En particulier, on constate que A3 n’est pas inversible : le problème des nappes de tourbillon-courant
incompressibles est dit caractéristique. Le noyau de la matrice iA − A3 permet de déterminer les modes
propres en exp(±Y3) du système différentiel

A3
dU

dY3
+ iAU = 0, Y3 ≷ 0, (A.1.1)

que l’on a dû résoudre à la Section 5.4 pour déterminer le profil principal U1. Rappelons que la matrice
A est définie par (5.3.3) :

A = τA0 + ξ1A1 + ξ2A2;
rappelons aussi la définition des paramètres a, b et c donnés par (5.1.2), (5.3.5) :

a = ξ1u1 + ξ2u2, b = ξ1H1 + ξ2H2, c = τ + a.

La matrice iA−A3 s’écrit :

iA−A3 =



i(c+ ξ1u1) iξ2u1 −u1 −i(b+ ξ1H1) −iξ2H1 H1 iξ1
iξ1u2 i(c+ ξ2u2) −u2 −iξ1H2 −i(b+ ξ2H2) H2 iξ2

0 0 ic 0 0 −ib −1
−iξ2H2 iξ2H1 −H1 i(τ + ξ2u2) −iξ2u1 u1 0
iξ1H2 −iξ1H1 −H2 −iξ1u2 i(τ + ξ1u1) u2 0

0 0 −ib 0 0 ic 0
iξ1 iξ2 −1 0 0 0 0


.

Lorsque l’on procède à une analyse modale avec comme paramètre de Laplace z := τ−iγ (γ > 0) et comme
paramètre de Fourier ξ′ = (ξ1, ξ2) ∈ R2\{0}, on montre que le système linéarisé des nappes de tourbillon-
courant incompressibles (A.1.1) possède un sous-espace stable Es(z, ξ′) de dimension 1 (la matrice A est
alors zA0 + ξ1A1 + ξ2A2). Plus précisément, le noyau de la matrice iA−A3 est de dimension 1, aussi bien
pour l’état “+” que pour l’état “−”. En considérant la limite γ → 0, nous allons vouloir prolonger1 le
sous-espace stable Es(τ − i.0, ξ′) tout en conservant le fait que ce sous-espace est de dimension 1. Comme
nous l’avons évoqué au début du Paragraphe 5.4.1, les solutions du système (A.1.1) sont dans ce cas des
combinaisons linéaires des deux fonctions exponentielles e±Y3 . Ce résultat a été obtenu grâce au problème
de Laplace (5.3.14) satisfait par la pression. Toutefois, il faut noter que pour aboutir à ce système, nous
avons utilisé les deux contraintes de divergence nulle sur la vitesse et sur le champ magnétique. Or, pour
certains choix des paramètres τ , a et b, il se peut que la contrainte de divergence nulle sur le champ
magnétique ne soit pas satisfaite, et/ou la dimension du noyau de iA − A3 peut devenir strictement
supérieure à 1. Ces cas “pathologiques” pour les paramètres τ , a et b seront donc à écarter. En choisissant
convenablement ces paramètres, nous aurons alors encore un sous-espace stable Es(τ, ξ′) de dimension 1,
ce qui nous donnera au final une “droite” d’ondes de surface.

Cas 1. Lorsque τ 6= 0 et c2 6= b2, on montre que Ker(iA − A3) est de dimension 1, et engendré par le
vecteur

R :=
(
ξ1c , ξ2c , ic , ξ1b , ξ2b , ib , b

2 − c2
)
∈ C7. (A.1.2)

1On renvoie par exemple à [BGS07] et ses références pour plus de détails sur le prolongement du sous-espace stable lorsque
le système est hyperbolique.
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En particulier, on obtient une généralisation du résultat de Alì et Hunter [AH03] qui traitent ce même
problème en dimension 2 d’espace. De plus, on montre que l’on peut récupérer la contrainte de divergence
nulle sur le champ magnétique : si Û := (v̂, B̂, q̂) ∈ Ker(iA− A3), alors le champ magnétique B̂ satisfait
automatiquement la contrainte ξ1B̂1 + ξ2B̂2 + iB̂3 = 0, tout comme la vitesse v̂ qui vérifie la contrainte
ξ1v̂1 + ξ2v̂2 + iv̂3 = 0. Le cas où τ = 0 (i.e. c = a) est plus délicat. La condition a2 6= b2 ne suffit plus à
avoir un noyau de dimension 1, car lorsque a 6= 0 et b = 0 le noyau de iA− A3 est de dimension 2. Afin
que celui-ci soit de dimension 1, il faut en plus supposer b 6= 0.

Cas 2. Lorsque τ = 0, a2 6= b2 et b 6= 0, Ker(iA− A3) est engendré par le même vecteur R donné par
(A.1.2), dans lequel c est remplacé par a, et on peut encore récupérer automatiquement la contrainte de
divergence nulle sur le champ magnétique.

Récapitulons : si τ 6= 0 et c2 6= b2, ou si τ = 0, a2 6= b2 et b 6= 0, alors Ker(iA−A3) est de dimension
1, et on a la contrainte de divergence nulle sur le champ magnétique. Dans tous les autres cas de figure,
le noyau de iA−A3 est de dimension au moins 2. Nous ne nous placerons donc pas dans ce cadre.

Nous aurons également besoin du problème dual

− tA3
dV

dY3
− i tAV = 0, Y3 ≷ 0. (A.1.3)

On considère pour cela le sous-espace Ker(i tA− tA3).

Cas 1 (τ 6= 0 et c2 6= b2). Le noyau Ker(i tA− tA3) est de dimension 1 (même dimension que le noyau
de la matrice transposée), et on montre qu’il est engendré par le vecteur

L :=
(
τξ1 , τξ2 , iτ , 2ξ1b , 2ξ2b , 2ib , −τ(c+ a)

)
∈ C7. (A.1.4)

Cas 2 (τ = 0, a2 6= b2 et b 6= 0). Nous avons encore Ker(i tA− tA3) de dimension 1, et cet espace est
engendré par le vecteur

L′ := (0 , 0 , 0 , ξ1 , ξ2 , i , 0),

c’est-à-dire engendré par le vecteur L
2b de (A.1.4) évalué en τ = 0. Ce cas devient un peu plus pro-

blématique lorsque l’on souhaite dériver l’équation d’amplitude satisfaite par le profil principal ψ2 au
Paragraphe 5.4.3. En effet, comme nous l’avons vu lors de l’établissement de la formule de dualité (5.4.63),
le déterminant de Lopatinskii dual ∆∗ possède une racine double en τ = 0, ce qui est gênant lorsque l’on
souhaite parvenir à l’équation d’amplitude (5.4.100) vérifiée par le profil principal ψ2 associé au front.
Toutefois, pour palier à cet obstacle, nous allons voir que l’on peut toujours se ramener au cas τ 6= 0 en
procédant à un changement de référentiel galiléen.

On récapitule ici les contraintes sur la fréquence spatiale ξ′ qui permettent d’être dans les “bons” cas
où Ker(iA−A3) est de dimension 1 (à la fois pour l’état “+” et pour l’état “−”) :

soit τ 6= 0 et (c±)2 6= (b±)2,

soit τ = 0, (a±)2 6= (b±)2 et b± 6= 0.
(C1)
(C2)

Changement de référentiel galiléen. Afin de se ramener au cas (C1) pour l’analyse du système
(A.1.1) et du système dual (A.1.3), on utilise l’invariance du problème des nappes de tourbillon-courant
(5.0.1) par changement de référentiel galiléen ; et pour cause, l’hypothèse de stabilité (H1) sur la nappe
plane de référence U0,± ne fait intervenir que le saut de la vitesse au niveau de l’interface plane, qui est
donc inchangé en procédant à une translation de vitesse. Posons

ũ0,+ := 1
2[u0], ũ0,− := −1

2[u0] et v := u0,+ + u0,−

2 ,
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de sorte que u0,± = ũ0,± + v. Notons que la composante normale v3 est nulle, de sorte que la variable x3
est inchangée dans les nouvelles inconnues (ũ±, H̃±, q̃±) définies ci-dessous. On pose :

ũ±(t, x) := u±(t, x− vt) + v, H̃±(t, x) := H±(t, x− vt),
q̃±(t, x) := q±(t, x− vt), ψ̃(t, x′) := ψ(t, x′ − v′t),

où v′ désigne la composante tangentielle (v1, v2) de v. On peut facilement vérifier que (u±, H±, q±, ψ)
est solution du système (5.0.1) si et seulement si (ũ±, H̃±, q̃±, ψ̃) l’est également. On cherche donc un
développement asymptotique en puissance de ε de la solution exacte Ũ± sous la forme

Ũ± ∼ Ũ0,± +
∑
m≥1

εm Ũm,±,

où la nouvelle nappe plane de référence Ũ0,± est donnée par Ũ0,± := (ũ0,±, H0,±, 0). Dans ce cas, les
nouveaux paramètres ã± correspondants sont :

ã+ := ξ1 ũ
0,+
1 + ξ2 ũ

0,+
2 = a+ − a−

2 ,

ã− := ξ1 ũ
0,−
1 + ξ2 ũ

0,−
2 = a− − a+

2 .

Par conséquent, la nouvelle fréquence temporelle τ̃ est donnée par

τ̃ := τ + a+ + a−

2 .

En effet, nous réécrivons l’égalité (c+)2 + (c−)2 = (b+)2 + (b−)2 provenant de l’annulation du déterminant
de Lopatinskii (5.3.16) comme suit :(

τ + a+ + a−

2︸ ︷︷ ︸
τ̃

+ a+ − a−

2︸ ︷︷ ︸
ã+

)2
+
(
τ + a+ + a−

2 + a− − a+

2︸ ︷︷ ︸
ã−

)2
= (b+)2 + (b−)2.

De plus, les nouveaux paramètres b̃± et c̃± sont inchangés :

b̃± := b±,

c̃± := τ̃ + ã± = τ + a+ + a−

2 ± a+ − a−

2 = τ + a± = c±.

Maintenant, si l’on se place dans le cas (C2), alors nous allons voir que l’on peut se ramener au cas (C1)
en montrant que τ̃ 6= 0 et (c̃±)2 6= (b̃±)2.
I On peut d’abord voir que τ̃ 6= 0. En effet, on aurait dans le cas contraire a+ + a− = 0. Mais alors,
l’annulation du déterminant de Lopatinskii (5.3.16) nous donne d’une part la relation

2(a+)2 = (b+)2 + (b−)2.

D’autre part, sous l’hypothèse de stabilité (H1) (qui est inchangée car [u0] = [ũ0]), on sait que le
discriminant (réduit) D associé au déterminant de Lopatinskii est strictement positif (voir (5.3.17)), ce
qui s’écrit

2
(
(b+)2 + (b−)2)− (a+ − a−)2 > 0,

c’est-à-dire (b+)2 + (b−)2 > 2(a+)2, ce qui entraîne une contradiction. En conséquence, nous avons bien
τ̃ 6= 0.
I Par ailleurs, c̃± = c± = a± car τ = 0 ; et b̃± = b±. Ainsi, l’hypothèse (a±)2 6= (b±)2 est équivalente à
(c̃±)2 6= (b̃±)2.
En conclusion, nous nous sommes ramenés au cas (C1) avec les nouveaux paramètres τ̃ , ã± et b̃±. Dans
toute la Section 5.4, nous nous sommes placés dans le cas (C1), ce dernier étant assuré grâce à l’hypothèse
(H3) vérifiée par la fréquence spatiale ξ′.
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A.2 Quelques produits hermitiens

Afin de prendre en compte le signe de k ∈ Z apparaissant dans le système (5.4.1), on définit pour tout
k 6= 0 (on réécrit temporairement les exposants ±) :

R+(k) := R+1k>0 + R+1k<0, R−(k) := R−1k>0 + R−1k<0,

L+(k) := L+1k>0 + L+1k<0, L−(k) := L−1k>0 + L−1k<0.

Explicitement, on obtient :

R±(k) =
(
ξ1c
± , ξ2c

± , ±i sgn(k)c± , ξ1b
± , ξ2b

± , ±i sgn(k)b± , (b±)2 − (c±)2
)
,

L±(k) =
(
τξ1 , τξ2 , ±i sgn(k)τ , 2ξ1b

± , 2ξ2b
± , ±2i sgn(k)b± , −τ(c± + a±)

)
,

(A.2.1a)

(A.2.1b)

où l’on a noté

sgn(k) :=


+1 si k > 0,
0 si k = 0,
−1 si k < 0.

On donne à présent les expressions des produits hermitiens que l’on a été amené à calculer à la
Section 5.4. Lorsque U et V sont deux vecteurs (colonnes) de C7, on rappelle que “ q ” désigne le produit
hermitien de C7, c’est-à-dire :

U qV =
7∑
i=1

UiVi = U∗V.

Distinguons bien les deux notations “ · ” et “ q ” : la première fait référence au produit scalaire euclidien
que l’on utilise dans R2 (notamment pour la phase plane τt+ξ′ ·x′), et la seconde fait référence au produit
hermitien de C7.

En partant de (A.2.1) et des expressions des matrices A0, A1 et A2, on trouve :

L(k) qA0R(k) = 2
(
τ c+ 2 b2

)
,

L(k) qA1R(k) = ξ2
1 τ (cu1 − bH1) + 2 ξ2

2 b (bu1 − cH1)
+ ξ1ξ2

(
τ (cu2 − bH2) + 2 b (cH2 − bu2)

)
− ξ1 τ c (c+ a) + 2 τ (cu1 − bH1) + 2 b (bu1 − cH1),

L(k) qA2R(k) = ξ2
2 τ (cu2 − bH2) + 2 ξ2

1 b (bu2 − cH2)
+ ξ1ξ2

(
τ (cu1 − bH1) + 2 b (cH1 − bu1)

)
− ξ2 τ c (c+ a) + 2 τ (cu2 − bH2) + 2 b (bu2 − cH2),

(A.2.2a)
(A.2.2b)

(A.2.2c)

On remarque en particulier que les deux derniers termes donnés par (A.2.2b) et (A.2.2c) présentent une
symétrie en les variables tangentielles (les rôles de ξ1 et ξ2, de u1 et u2, puis de H1 et H2, sont échangés).

On se donne ensuite deux entiers k, ` ∈ Z ; on a alors :

L(k) qAR(k − `) = τ
(
b2 − c2)(1− sgn(k − `)sgn(k)

)
. (A.2.3)

A.3 Calcul des différentielles secondes

On détaille dans cette partie le calcul effectif des différentielles secondes qui apparaissent lors de la
détermination du profil U1,± à la Section 5.4.



206 ANNEXE A. DÉTAILS ALGÉBRIQUES ET CALCULS

I Différentielle seconde de f1.

En utilisant la définition de f1 donnée par (5.0.2), on voit que la différentielle seconde de f1, notée
∇2f1, est constante. On dénote par A1, conformément à (5.4.6), la différentielle seconde de f1 évaluée en
U0,± (qui ne dépend donc pas des états “+” et “−”), c’est-à-dire :

A1(·, ·) := ∇2f1(U0,±)(·, ·).

Étant donnés deux vecteurs U, V ∈ R7, nous noterons leurs composantes au sein de ce paragraphe de la
façon suivante :

U =
(
u1, u2, u3, H1, H2, H3, q),

V =
(
v1, v2, v3, B1, B2, B3, p).

Nous donnons à présent l’expression de la différentielle seconde A1 :

A1(U, V ) =



2u1 v1 − 2H1B1
u1 v2 + u2 v1 −H1B2 −H2B1
u1 v3 + u3 v1 −H1B3 −H3B1

0
u1B2 +H2 v1 − u2B1 −H1 v2
u1B3 +H3 v1 − u3B1 −H1 v3

0


(A.3.1)

Nous détaillons maintenant le calcul du terme donné par (5.4.91). Avant cela, pour clarifier les nota-
tions, remarquons que le produit hermitien L(k) q∂2

pqf1Rp(k − `)Rq(`) de (5.4.91) se réécrit à l’aide de
la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés de la façon suivante :

L(k) q∂2
pqf1Rp(k − `)Rq(`) = Lr(k) ∂2

pqf1,rRp(k − `)Rq(`).

Dans (5.4.91), nous avons donc affaire à une expression de la forme∑
`

K(k − `, `)
∑

1≤p,q≤7
∂2
pqf1R±p (k − `)R±q (`), (A.3.2)

où K(·, ·) désigne un noyau de convolution symétrique, i.e. vérifiant K(k, k′) = K(k′, k) pour tous
k, k′ ∈ Z. Grâce à la symétrie de K et des dérivées secondes de f1, on voit que l’expression donnée par
(A.3.2) est aussi égale à ∑

`

K(k − `, `)Sp=q1 + 2
∑
`

K(k − `, `)Sp<q1 , (A.3.3)

où les vecteurs Sp=q1 et Sp<q1 sont définis par

Sp=q1 :=
7∑
p=1

∂2
pf1Rp(k − `)Rp(`) ∈ C7,

Sp<q1 :=
∑

1≤p<q≤7
∂2
pqf1Rp(k − `)Rq(`) ∈ C7.

Autrement dit, on peut toujours se ramener par symétrie aux indices p, q ∈ {1, . . . , 7} tels que p < q.
Maintenant, vu la définition de R(k) donnée par (A.2.1a), on remarque que seuls R3 et R6 dépendent

de k ; par conséquent on omettra la variable k dans les autres composantes. Dans un premier temps, on
obtient :

Sp=q1 = 2
(
R2

1 −R2
4 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0

)
,
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puis

Sp<q1 = R1
(
0 , R2 , R3(`) , 0 , R5 , R6(`) , 0

)
−R4

(
0 , R5 , R6(`) , 0 , R2 , R3(k − `) , 0

)
.

Du fait de la présence des produits de convolution dans (A.3.3), la symétrie des rôles joués par ` et k− `
permet de remplacer R3(k− `) ci-dessus directement par R3(`). Pour achever le calcul de (5.4.91), il nous
reste à utiliser les deux quantités suivantes :

L(k) qSp=q1 = 2ξ3
1 τ (c2 − b2),

L(k) qSp<q1 = ξ1 τ
(
ξ2

2 + sgn(`)sgn(k)
)

(c2 − b2).

(A.3.4a)

(A.3.4b)

L’expression (5.4.91) (pour j = 1) se simplifie finalement comme suit :∫
R±

ξ1 e∓|k|Y3 L±(k) q∂θA1(U1,±, U1,±)
∧

(k) dY3

= 2 i k ξ2
1 τ
(
(c±)2 − (b±)2

) ∑
`∈Z

|k − `| |`|
|k − `|+ |`|+ |k|

(
ξ2

2 + sgn(`) sgn(k)
)
ψ̂2(k − `) ψ̂2(`).

(A.3.5)

Le traitement de (5.4.91) pour j = 2 est effectué ci-après.

I Différentielle seconde de f2.

La différentielle seconde de f2, notée A2, s’exprime comme suit :

A2(U, V ) =



u1 v2 + u2 v1 −H1B2 −H2B1
2u2 v2 − 2H2B2

u2 v3 + u3 v2 −H2B3 −H3B2
−u1B2 −H2 v1 + u2B1 +H1 v2

0
u2B3 +H3 v2 − u3B2 −H2 v3

0


(A.3.6)

Les calculs pour simplifier (5.4.91) avec j = 2 sont identiques à ceux de f1 (les rôles de ξ1 et ξ2 sont
échangés), et obtient de la même façon que (A.3.5) :∫

R±
ξ2 e∓|k|Y3 L±(k) q∂θA2(U1,±, U1,±)
∧

(k) dY3

= 2 i k ξ2
2 τ
(
(c±)2 − (b±)2

) ∑
`∈Z

|k − `| |`|
|k − `|+ |`|+ |k|

(
ξ2

1 + sgn(`) sgn(k)
)
ψ̂2(k − `) ψ̂2(`).

(A.3.7)

I Différentielle seconde de f3.

La différentielle seconde de f3, notée A3, s’exprime comme suit :

A3(U, V ) =



u1 v3 + u3 v1 −H1B3 −H3B1
u2 v3 + u3 v2 −H2B3 −H3B2

2u3 v3 − 2H3B3
−u1B3 −H3 v1 + u3B1 +H1 v3
−u2B3 −H3 v2 + u3B2 +H2 v3

0
0


(A.3.8)
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On définit comme précédemment les vecteurs de C7 suivants :

Sp=q3 :=
7∑
p=1

∂2
pf3Rp(k − `)Rp(`),

Sp<q3 :=
∑

1≤p<q≤7
∂2
pqf3Rp(k − `)Rq(`).

Alors on montre par un rapide calcul (on réécrit les exposants ± car ils interviennent dans le résultat) :

Sp=q3 = 2
(
0 , 0 , R3(k − `)R3(`)−R6(k − `)R6(`) , 0 , 0 , 0 , 0

)
,

= 2
(
(b±)2 − (c±)2) sgn(k − `) sgn(`) e3,

(A.3.9a)

où l’on rappelle que e3 désigne le troisième vecteur de la base canonique de C7. Ensuite, on a :

Sp<q3 = R3(`)
(
R1 , R2 , 0 , R4 , R5 , 0 , 0

)
−R6(`)

(
R4 , R5 , 0 , R1 , R2 , 0 , 0

)
.

= ± i c± sgn(`)
(
ξ1c
± , ξ2c

± , 0 , ξ1b
± , ξ2b

± , 0 , 0
)

∓ i b± sgn(`)
(
ξ1b
± , ξ2b

± , 0 , ξ1c
± , ξ2c

± , 0 , 0
)
∈ iR7.

(A.3.9b)

On termine avec les deux quantités suivantes :

L±(k) qSp=q3 = ± 2i τ
(
(c±)2 − (b±)2

)
sgn(k − `)sgn(`)sgn(k),

L±(k) qSp<q3 = ± i τ sgn(`)
(
(c±)2 − (b±)2

)
.

(A.3.10a)

(A.3.10b)

Nous pouvons dès lors achever le calcul du terme donné par (5.4.88). Dans la convolution de ce dernier
terme apparaît une quantité symétrique en (k − `, `) ; on peut donc utiliser l’expression (A.3.2) comme
précédemment, avec cette fois-ci Sp=q3 et Sp<q3 . De la même façon que l’on a obtenu (A.3.5) et (A.3.7), on
aboutit finalement aux expressions (5.4.89), (5.4.90) annoncées au Paragraphe 5.4.3.

A.4 Compatibilité des termes sources dans la cascade BKW

Dans cette partie, on s’attarde sur la condition nécessaire de compatibilité (5.5.45) que doivent satisfaire les
termes sources F± et G dans le problème rapide (5.5.43). En effet, en vue d’appliquer la Proposition 5.5.1
pour construire les correcteurs (Um+1,±, ψm+2)m≥1 par récurrence (on renvoie au Paragraphe 5.5.6), il
convient de vérifier au préalable si les termes sources Fm,± et Gm,± définis respectivement par (5.5.10) et
(5.5.16) satisfont bien la condition (5.5.45). Vu la complexité des expressions des termes sources Fm,± et
Gm,±, il n’est pas clair de voir si la condition (5.5.45) est bien vérifiée pour tout m ≥ 1. Le but de cette
partie est donc de montrer l’égalité suivante pour tout m ∈ N :

−b± ∂θGm,±1 + c± ∂θG
m,±
2 = Fm,±6 |y3=Y3=0. (A.4.1)

Rappelons pour cela d’où proviennent les termes sources Fm,±6 (i.e. la 6e composante du vecteur Fm,±, voir
(5.5.10)), ainsi que Gm,±1 et Gm,±2 (i.e. les composantes du vecteur Gm,±, voir (5.5.16)). Nous omettons
dans toute la suite de cette partie les exposants ± pour alléger l’écriture.

Les termes sources Fm6 , pour m ≥ 0, proviennent de la cascade BKW associée à l’EDP sur la compo-
sante normale du champ magnétique “exact” Hε,3. Les calculs menés au Paragraphe 5.5.1 nous ont permis
d’écrire :

0 = ∂tHε,3 + uε · ∇Hε,3 − Hε · ∇uε,3 ∼
∑
m≥0

εm
(
− b ∂θum+1

3 + c ∂θH
m+1
3 − Fm6

)
, (A.4.2)
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ce qui a abouti à la cascade BKW :

∀m ∈ N, −b ∂θum+1
3 + c ∂θH

m+1
3 = Fm6 . (A.4.3)

De même, les calculs effectués au Paragraphe 5.5.2 ont permis d’écrire :

0 =
(
uε ·Nε − ∂tψε

)∣∣∣
Γε
∼
∑
m≥0

εm+1
(
um+1

3 − c ∂θψ
m+2 − Gm1

)∣∣∣
y3=Y3=0

,

0 =
(
Hε ·Nε

)∣∣∣
Γε
∼
∑
m≥0

εm+1
(
Hm+1

3 − b ∂θψ
m+2 − Gm2

)∣∣∣
y3=Y3=0

,

aboutissant à la cascade BKW associée à la frontière libre :

∀m ∈ N, um+1
3 |y3=Y3=0 = c ∂θψ

m+2 + Gm1 ,

Hm+1
3 |y3=Y3=0 = b ∂θψ

m+2 + Gm2 .

(A.4.4a)
(A.4.4b)

Lorsque m = 0, les termes sources F 0
6 , G0

1 et G0
2 sont nuls2, de sorte que l’égalité (A.4.1) est trivialement

satisfaite. Regardons en détails la situation correspondant au cas m = 1, et montrons que la condition
(A.4.1) est bien vérifiée. Les calculs menés dans ce cas simple permettront de comprendre comment aboutir
à l’égalité (A.4.1) pour n’importe quel entier m ≥ 1.

Le terme source F 1
6 s’exprime explicitement de la façon suivante (en utilisant la convention de som-

mation d’Einstein sur les indices répétés j ∈ {1, 2}) :

F 1
6 = −

(
∂t + u0

j ∂j
)
H1

3 +
(
H0
j ∂j

)
u1

3

+
(
− b ∂Y3u

1
3 + c ∂Y3H

1
3

)
∂θψ

2 − u1
3 ∂Y3H

1
3 + H1

3 ∂Y3u
1
3

− ξj u
1
j ∂θH

1
3 + ξj H

1
j ∂θu

1
3.

(A.4.5)

Les termes sources de bord G1
1 et G1

2 sont quant à eux donnés par :

G1
1 =

(
∂t + u0

j ∂j
)
ψ2 + ξj u

1
j |y3=Y3=0 ∂θψ

2,

G1
2 =

(
H0
j ∂j

)
ψ2 + ξj H

1
j |y3=Y3=0 ∂θψ

2.

(A.4.6a)

(A.4.6b)

En dérivant (A.4.6a) et (A.4.6b) par rapport à θ, il vient alors :

− b ∂θG1
1 + c ∂θG

1
2 =

(
− b

(
∂t + u0

j ∂j
)

+ c
(
H0
j ∂j

))
∂θψ

2

+ ξj
(
− b ∂θu1

j + c ∂θH
1
j

)
|y3=Y3=0 ∂θψ

2

+ ξj
(
− b u1

j + cH1
j

)
|y3=Y3=0 ∂

2
θψ

2.

(A.4.7a)

(A.4.7b)

(A.4.7c)

On souhaite à présent montrer que l’expression (A.4.7) coïncide avec l’expression (A.4.5) dont on a pris
la trace sur {y3 = Y3 = 0}. Pour alléger l’écriture, on omettra par la suite de noter les traces sur
{y3 = Y3 = 0} dans (A.4.5) et (A.4.7) ; il faudra donc avoir en tête que les composantes u1

i et H1
i , pour

i ∈ {1, 2, 3}, seront systématiquement évaluées en y3 = Y3 = 0.
À ce stade, la vérification de la condition (A.4.1) pour m = 1 permettra de construire le correcteur

(U2, ψ3). Cette construction est basée sur la connaissance du profil “précédent” (U1, ψ2), qui est connu
à cette étape. En particulier, nous allons pouvoir utiliser les conditions de bord vérifiées par le profil

2Rappelons que le profil principal (U1, ψ2) vérifie le système homogène (5.5.17a).
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principal (U1, ψ2), afin de les injecter dans l’expression (A.4.5). Ces conditions de bord s’écrivent (on
renvoie à (5.5.17a), et plus généralement à la Section 5.4) :

u1
3|y3=Y3=0 = c ∂θψ

2

H1
3 |y3=Y3=0 = b ∂θψ

2.
(A.4.8)

En injectant (A.4.8) dans (A.4.5), on obtient :

F 1
6 |y3=Y3=0 =

(
− b

(
∂t + u0

j ∂j
)

+ c
(
H0
j ∂j

))
∂θψ

2

+
(
− b ∂Y3u

1
3 + c ∂Y3H

1
3

)
∂θψ

2 −
(
c ∂θψ

2
)
∂Y3H

1
3 +

(
b ∂θψ

2
)
∂Y3u

1
3

− ξj u
1
j

(
b ∂2

θψ
2
)

+ ξj H
1
j

(
c ∂2

θψ
2
)
.

(A.4.9a)

(A.4.9b)

(A.4.9c)

On remarque que (A.4.9a) coïncide avec (A.4.7a) ; le terme donné par (A.4.9b) est nul, et enfin (A.4.9c)
coïncide avec (A.4.7c). Il nous reste donc à montrer que le terme donné par (A.4.7b) est nul. Pour ce faire,
nous allons utiliser la cascade BKW provenant des EDP satisfaites par les composantes tangentielles Hε,1
et Hε,2 du champ magnétique “exact” Hε. De la même façon que l’on a obtenu (A.4.2), les calculs menés
au Paragraphe 5.5.1 permettent d’écrire, pour i ∈ {1, 2} :

0 = ∂tHε,i + uε · ∇Hε,i − Hε · ∇uε,i ∼
∑
m≥0

εm
(
− b ∂θum+1

i + c ∂θH
m+1
i − Fmi

)
, (A.4.10)

d’où la cascade d’équations :

∀ i ∈ {1, 2}, ∀m ∈ N, −b ∂θum+1
i + c ∂θH

m+1
i = Fmi . (A.4.11)

Prêtons attention au fait que les termes sources Fm1 et Fm2 dans (A.4.11) ne coïncident pas directement
avec les composantes Fm4 et Fm5 du termes source Fm dans la cascade BKW (5.5.17b). En effet, les termes
sources Fm1 et Fm2 proviennent de la forme non-conservative de l’EDP satisfaite par le champ magnétique
“exact” Hε, tandis que les termes sources Fm4 et Fm5 sont obtenus via la forme conservative de cette même
EDP (voir (5.0.4)). Toutefois, grâce aux contraintes de divergence nulle, les systèmes d’équations obtenus
sont équivalents, comme nous l’avons constaté lors de la détermination du profil principal (U1, ψ2) au
Paragraphe 5.4.13.

Pour montrer que le terme (A.4.7b) est nul, utilisons l’équation de (A.4.11) avec m = 0 :

∀ i ∈ {1, 2}, −b ∂θu1
i + c ∂θH

1
i = F0

i = 0. (A.4.12)

Notons que l’on retrouve bien les équations données par la troisième ligne du système (5.3.12) (mode de
Fourier par mode de Fourier). Finalement, en vertu de (A.4.12), on peut affirmer que le terme (A.4.7b)
est effectivement nul, ce qui termine de démontrer la condition de compatibilité (A.4.1) pour m = 1.

On se donne à présent un entier m ≥ 2, et on cherche à vérifier la condition de compatibilité (A.4.1).
Pour cela, il nous faut avant tout les expressions des termes sources Gm1 , Gm2 et Fm6 . En vertu de (5.5.16c)
et (5.5.13), on peut écrire (en omettant d’écrire les traces sur {y3 = Y3 = 0}) :

Gm1 =
(
∂t + u0

j ∂j
)
ψm+1 +

∑
k+`=m−1

k≥1

ukj ∂jψ
`+2 +

∑
k+`=m
k≥1

ξj u
k
j∂θψ

`+2,

Gm2 =
(
H0
j ∂j

)
ψm+1 +

∑
k+`=m−1

k≥1

Hk
j ∂jψ

`+2 +
∑

k+`=m
k≥1

ξj H
k
j ∂θψ

`+2.

(A.4.13a)

(A.4.13b)

3On renvoie notamment aux systèmes équivalents (5.3.12) et (5.3.10) ; ces deux systèmes sont obtenus pour chaque mode
de Fourier k ∈ Z, mais on pouvait effectuer les mêmes opérations de lignes sur les problèmes de départ avant de décomposer
les profils en séries de Fourier.
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En dérivant (A.4.13a) et (A.4.13b) par rapport à θ, il vient alors :

− b ∂θGm1 + c ∂θG
m
2

= − b
(
∂t + u0

j∂j
)
∂θψ

m+1 + c
(
H0
j ∂j

)
∂θψ

m+1

+
∑

k+`=m−1
k≥1

(
− b ∂θukj + c ∂θH

k
j

)
∂jψ

`+2 +
∑

k+`=m−1
k≥1

(
− b ukj + cHk

j

)
∂j∂θψ

`+2

+
∑

k+`=m
k≥1

(
− b ξj ∂θukj + c ξj ∂θH

k
j

)
∂θψ

`+2 +
∑

k+`=m
k≥1

(
− b ukj + cHk

j

)
∂2
θψ

`+2.

(A.4.14)

L’expression du terme source Fm6 est nettement plus complexe, et s’obtient à partir de la 6e composante
de (5.5.10) :

Fm6 :=
(
H0
j ∂j

)
um3 −

(
∂t + u0

j∂j
)
Hm

3

+
∑

k+`=m−1

(
− b ∂Y3u

k+1
3 + c ∂Y3H

k+1
3

)
∂θψ

`+2

+
∑

k+`=m−2

(
− b ∂y3u

k+1
3 + c ∂y3H

k+1
3

)
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`+2
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∑

k+`=m−2

(
− ∂Y3u

k+1
3

(
H0
j ∂j

)
ψ`+2 + ∂Y3H

k+1
3

(
∂t + u0

j∂j
)
ψ`+2

)
+

∑
k+`=m−3

(
− ∂y3u

k+1
3

(
H0
j ∂j

)
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3

(
∂t + u0

j∂j
)
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)
+
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3
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`
3

))

+
∑

k+`=m
k≥1

(
− ξj ukj ∂θH`+1
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j ∂y3u
`2+1
3

)
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(A.4.15a)

(A.4.15b)

(A.4.15c)

(A.4.15d)

À partir de l’expression (A.4.15) de Fm6 , on suit la même démarche que ce qui a été fait pour le cas
simple m = 14. Les termes sources Gm1 , Gm2 et Fm6 de (A.4.13), (A.4.15) étant associés au correcteur
(Um+1, ψm+2), on peut supposer à ce stade que les profils “antérieurs” (Uk, ψk+1)k≤m sont connus. En

4On choisit ici de ne pas écrire les calculs en détails ; bien qu’ils apparaissent nettement “plus lourds” dans le cas général
m ≥ 2 (du fait de la présence des nombreux termes dans (A.4.14) et (A.4.15)), on se contente d’expliquer la démarche
permettant d’aboutir à la condition de compatibilité (A.4.1), qui est analogue à ce qu’on a effectué sur le cas m = 1.
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particulier, ils vérifient les conditions de bord (A.4.4) (dans lesquelles on remplace m + 1 par k ici). Le
point de départ est de remarquer la présence des composantes normales uk3 et Hk

3 , pour k ≤ m, dans le
terme source Fm6 (A.4.15). Comme les dérivées tangentielles ∂t, ∂1, ∂2 et ∂θ commutent avec la trace sur
{y3 = Y3 = 0}, on peut dans un premier temps dériver les conditions de bord (A.4.4) par rapport à t, y1,
y2 et θ, pour ensuite les injecter dans (A.4.15a), (A.4.15b), (A.4.15c) et (A.4.15d). Ceci nous permet de
simplifier un grand nombre de termes entre les expressions (A.4.14) et (A.4.15).

Pour traiter les termes restants, on utilise la cascade BKW (A.4.11) provenant des EDP satisfaites
par les composantes tangentielles du champ magnétique “exact” Hε. Les équations données par (A.4.11)
permettent d’achever la comparaison des expressions (A.4.14) et (A.4.15), et conclut quant à la condition
de compatibilité (A.4.1) pour tout entier m ≥ 1.
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Nappes de tourbillon-courant
en magnétohydrodynamique

Current-vortex sheets
in magnetohydrodynamics

Résumé
On considère dans cette thèse le couplage de deux plasmas
homogènes et idéaux, présentant une discontinuité tangen-
tielle le long d’une hypersurface évoluant au cours de temps.
Le mouvement d’un tel fluide est dicté par les équations de
la magnétohydrodynamique idéale incompressible. Le phéno-
mène de cisaillement du plasma conduit à la création d’une
nappe de tourbillon-courant.
Un premier travail consiste à construire des solutions analy-
tiques au système des nappes de tourbillon-courant, en utili-
sant un théorème de Cauchy-Kowalevskaya.
Dans une seconde partie, on s’attarde sur le comportement
qualitatif des solutions exactes du système des nappes de
tourbillon-courant, issues de données initiales de faible ampli-
tude et fortement oscillantes. Pour ce faire, on utilise des ou-
tils d’optique géométrique, et on met en évidence la formation
d’ondes de surface lorsque les données initiales oscillent à des
fréquences bien particulières.

Abstract
In this thesis, we consider the coupling between two ideal and
homogeneous plasmas, giving rise to a tangential discontinu-
ity across a time-dependent hypersurface. The motion of such
a fluid is described by the ideal incompressible magnetohydro-
dynamics equations. This shear flow leads to the creation of a
current-vortex sheet.
The first part of this work is devoted to the construction of
analytic solutions to the current-vortex sheet system, using a
Cauchy-Kowalevskaya theorem.
In a second part, we look at the qualitative behavior of exact so-
lutions to the current-vortex sheet system, obtained from highly
oscillating initial data. We use tools of geometric optics and we
exhibit the creation of surface waves when the initial datum is
oscillating with particular frequencies.

Mots clés
magnétohydrodynamique, nappes de tourbillon-courant,
fonctions analytiques, théorème de Cauchy-Kowalevskaya,
optique géométrique, ondes de surface, développements BKW
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magnetohydrodynamics, current-vortex sheets, analytic
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