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CHAPITRE1

Introduction générale

Les matériaux composés de particules molles constituent une classe importante mais peu

étudiée des milieux particulaires. Outre les matériaux granulaires tels que les poudres métal-

liques, dont les particules peuvent se déformer plastiquement, on peut inclure un grand nombre

de produits cosmétiques et alimentaires, les émulsions et les cellules biologiques dans cette

classe. Ces matériaux comportent des particules microscopiques hautement déformables de

tailles allant de 10 à 1000 µm. Les grains d’amidon utilisés dans les aliments et les particules

d’hydrogel pour la prescription des médicaments sont des exemples connus. Ces particules ont

des formes quasi-sphériques et elles présentent des modules élastiques relativement faibles.

La déformation des micro-particules a fait l’objet des études expérimentales et théoriques

aux faibles déformations et plus récemment pour les grandes déformations. Dans le cas des

émulsions (mayonnaise, lait, sang. . . ), la déformabilité des particules est liée à leur caractère

visqueux, à leur tension surfacique et à l’extensibilité de leurs parois. Bien que le comportement

des particules individuelles ait fait l’objet d’études expérimentales avec des appareilles conçus

à cet effet ou dans un écoulement cisaillé, le régime dense avec des interactions multiples entre

particules reste peu exploré.

A la différence des matériaux composés de particules faiblement déformables (élastique

fragile, très dure ou soumis à de faibles pressions de confinement), le comportement mécanique

d’un assemblage de particules molles, que nous allons désigner dans la suite de ce mémoire

sous le terme générique de Soft Particle Materials (SPM), est régi à la fois par les réarran-

gements de particules, par leur changement de forme et en partie par leur compressibilité. Les

changements de forme peuvent être purement élastiques (granules d’amidon), plastiques (par-

ticules métalliques) ou visqueuses (vésicules) (voir la figure 1.1). Mais dans tous les cas, ils
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4 INTRODUCTION GÉNÉRALE

modifient profondément le comportement collectif des particules. En particulier, la compacité

peut dépasser celle d’un assemblage aléatoire compact (Random Close packing : RCP) et les

particules peuvent se réarranger tout en changeant de forme.

Sur le plan mécanique, contrairement aux milieux granulaires à particules dures, la pres-

sion de confinement joue un rôle déterminant pour les SPM dans la mesure où la déformabilité

des particules est régie par une contrainte caractéristique (module d’élasticité dans le cas des

particules élastiques, le seuil plastique dans le cas des particules plastiques et la contrainte vis-

queuse et tension de surface dans le cas des émulsions). Lorsque la pression de confinement est

faible devant cette contrainte, les particules se déforment peu et le comportement reste proche de

celui d’un assemblage de particules dures. Dans le cas contraire, le comportement est fortement

dépendant de la pression de confinement.

FIGURE 1.1 – Structure des SPM avec des compacités supérieures à la compacité RCP. (a) Mi-

crogels (d ≃ 0, 2 µm) ; (b) émulsion d’huile dans l’eau d ≃ 2 µm ; (c) Vésicules

multilamellaires (d ≃ 5 µm) ; Bonnecaze et Cloitre (2010).

L’un des obstacles devant l’étude des SPM a été l’absence d’une modélisation discrète

propre aux particules molles. La méthode des Eléments Discrets (Discrete Element Method :

DEM), utilisée pour les particules dures, est fondée sur l’approximation des petites déforma-

tions de contact entre particules. Ainsi, les seuls degrés de liberté pris en compte dans cette

méthode sont ceux des particules (déplacements et rotations). Pour les particules molles, il est

nécessaire de prendre en compte les degrés de liberté internes des particules. Le développe-

ment des méthodes de simulation des milieux continus pour les grandes déformations depuis

une vingtaine d’années permet aujourd’hui de considérer des méthodes couplant la déformation

des particules au traitement de leurs contacts. Parmi ces approches, la méthode la plus efficace

sur le plan numérique est la méthode des Points Matériels (Material Point Method : MPM) qui

a déjà été appliquée à l’étude des problèmes de mécanique, y compris des milieux granulaires à

particules molles. Néanmoins, cette méthode n’a jamais été vraiment utilisée pour l’étude de la

rhéologie des SPM. On peut aussi considérer une approche de Particules liées (Bonded Particle

Method : BPM) pour représenter chaque particule comme un agrégat de particules primaires

rigides. L’avantage de cette méthode est de permettre l’application de la DEM aux particules

primaires. Cette approche a été surtout utilisée pour la simulation des particules sécables. Son

application aux SPM implique l’introduction des forces d’attraction à distance entre particules
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primaires de manière à permettre aux particules de se déformer sans rupture ou dispersion des

particules primaires.

L’objectif des travaux menés dans le cadre de cette thèse a été de développer une approche

numérique pour la simulation des SPM et de l’appliquer pour l’étude de leurs propriétés de

compaction et de cisaillement. Nous allons négliger les forces colloïdales pour nous focaliser

uniquement sur les contacts mécaniques. En ce sens, nos particules, bien que fortement dé-

formables, sont des particules solides macroscopiques. Nous avons largement utilisé la MPM

pour la compaction des SPM à particules élastiques. Le code développé couple la MPM pour

la déformation des particules à la méthode de Dynamique des Contacts (Contact Dynamics :

CD) pour le traitement des contacts entre particules. Nous avons également développé pour la

première fois une approche BPM pour les particules molles composées de particules primaires.

Ces dernières interagissent par des forces d’attraction de type Lennard-Jones et par des contacts

inélastique non-frottants. Même en l’absence de frottement entre particules, ces particules pré-

sentent un comportement élasto-plastique.

Nous avons appliqué ces méthodes pour une étude systématique de la compaction uniaxiale

des assemblages de particules dans une boîte en partant d’un gaz de grains et en poursuivant la

compression jusqu’à atteindre une compacité proche de 1. Nos études ont permis de caractériser

ce processus en différents régimes et de montrer la différence de comportement des assemblages

entre les particules élastiques et plastiques. Nous avons également analysé la microstructure en

termes du nombre de coordination, de la surface spécifique, de l’anisotropie et des distributions

des forces. Nous avons ensuite étudié la rhéologie des assemblages en géométrie de cisaillement

simple en utilisant la BPM et en partant d’un état isotrope obtenu pour différentes valeurs de la

pression de confinement. Nous avons mis en évidence l’influence de la pression de confinement

sur les relations déformation-contrainte, sur la dilatance et sur l’état critique (état stationnaire

atteint au terme d’un cisaillement long). Nous avons aussi caractérisé les formes des particules,

leur orientations et les surfaces de contact au cours du cisaillement.

Ce mémoire est organisé en 5 chapitres. Le premier chapitre est consacré à une brève in-

troduction aux milieux granulaires et aux concepts et outils pour leur analyses ainsi qu’aux

particules molles dans différents domaines. Le deuxième chapitre décrit en détail les approches

numériques développées et l’étude de la déformation d’une seule particule. Le troisième cha-

pitre présente nos résultats sur la compaction uniaxiale. Le quatrième chapitre est consacré à la

rhéologie quasi-statique des assemblages cisaillés. Le mémoire se termine par des conclusions

générales sur l’ensemble de ces travaux les perspectives possibles pour leur poursuite.
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CHAPITRE2

Milieux granulaires et
particules molles
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Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans le contexte des recherches actuelles sur les mi-

lieux granulaires. Nous allons brièvement rappeler les propriétés génériques de ces milieux et

certains concepts et outils d’analyse dont nous aurons besoin dans les chapitres qui suivent. On

s’intéresse ensuite aux matériaux à particule molles et certains enjeux scientifiques associés.

Nous allons décrire des études expérimentales réalisées pour mieux comprendre les déforma-

tions des particules molles dans divers domaines (émulsions, mousses,poudres). Les aspects

numériques seront plus amplement discutés dans le chapitre suivant en rapport avec la présen-

tation de nos modèles numériques.
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8 MILIEUX GRANULAIRES ET PARTICULES MOLLES

2.1 Matériaux granulaires

Les matériaux granulaires sont des assemblages de particules solides qui interagissent par

des forces de surface. Ces forces font dépendre leur comportement mécanique de la pression,

de la densité et du temps (Wood (1990); Nedderman (1992); Radjai et al. (2004b); GDR-MiDi

(2004)). Les milieux granulaires se présente sous une multitudes de formes avec des particules

de formes, tailles et propriétés très variées qui peuvent évoluer sous l’effet des actions mé-

caniques (déformation ou fragmentation) ou chimiques (Herrmann et al. (2003); Donev et al.

(2004); Antony et Kuhn (2004); Voivret et al. (2007); Azéma et al. (2009b); Azéma et Radjai

(2010); CEGEO et al. (2012)). Les systèmes granulaires sont également caractérisés par une

microstructure désordonnée et une transmission très hétérogènes des contraintes (Radjai et al.

(1996, 1998); Kruyt (2003); Majmudar et Behringer (2005); Agnolin et Roux (2007b); Richefeu

et al. (2009)). Nous allons brièvement discutés ces aspects dans la suite de cette section.

2.1.1 Contact frottant

Les interactions de contact entre particules dans un milieu granulaire dépendent de la na-

ture des matériaux et de leurs états de surface. Mais d’une manière générale, ces interactions

peuvent être décrites en termes de forces élastiques, frictionnelles et cohésives, ainsi que par la

dissipation d’énergie due au comportement plastique ou visqueux au contact.

R1 R2

δn

a

a

(a)

R1 R2
δt

(b)

FIGURE 2.1 – Géométrie de contact entre deux particules. Déflexions normale (a) et tangentielle

(b).

Le cas le plus classique de contact élastique est celui de Hertz (Johnson (1985); Makse et al.

(1999); Agnolin et Roux (2007c)) pour deux sphères lisses de même matériau. La déflexion

élastique δn au contact (figure 2.1(a)) est reliée à la force normale fn par une loi non-linéaire :

fn =

√
2

3

E

1− ν2p
R1/2 δ3/2n , (2.1)

où R−1 = R−1
1 + R−1

2 est le rayon réduit des deux sphères de rayons R1 et R2, et E et ν
sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson. Le caractère non-linéaire

de la loi de Hertz est une conséquence de la courbure de l’interface. La relation 2.1 peut être

également mise sous la forme fn = kn δn, où kn est la raideur de contact qui dépend elle-même
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de la déflexion et, d’une manière équivalente, de la force normale : kn = E
1−ν2

√
d
3
δ
1/2
n . Loi de

Herz obtenue par un calcul analytique suppose que la déformation au contact est petite (< 0.05).

La force de frottement constitue un ingrédient essentiel de contact mécanique entre par-

ticules dans les milieux granulaires. Sous sa forme la plus classique et la plus simple, elle est

régie par la loi de frottement sec de Coulomb. Cette loi stipule que la force de frottement s’op-

pose au déplacement relatif entre deux corps au contact et que celle-ci est proportionnelle à la

force normale et indépendante de la surface de contact :

ft = −µs fn sgn(vt) , (2.2)

où vt est la vitesse de glissement et µs est le coefficient de frottement solide. Les processus phy-

siques à l’origine du frottement et de la valeur de µs sont complexes et relèvent de la tribologie.

Mais d’une manière générale, on peut considérer que la loi de Coulomb est une conséquence

de la déformation plastique des aspérités dans la zone de contact (Bowden et Tabor (1950)). La

valeur du coefficient de frottement est donc liée à la fois au seuil plastique et à la distribution

de ces aspérités. Cette origine microscopique du frottement explique aussi pourquoi celui-ci est

une grandeur souvent très variable et fluctuante.

La force de frottement au glissement donnée par l’équation (2.2) correspond à la force

seuil atteinte pendant le glissement. La loi de Coulomb n’informe en rien sur la valeur de cette

force sans déplacement relatif au contact. Dans ce cas, la force de frottement se trouve être

juste mobilisée pour équilibrer les autres forces agissant sur les deux corps. En d’autres termes,

la force de frottement au repos est une simple force de réaction. Mais, cette mobilisation du

frottement implique une déflexion élastique tangentielle δt entre les deux corps dans la zone

de contact ; voir figure 2.1(b). Sous sa forme simple, cette dépendance est décrite par une loi

élastique linéaire :

ft = kt δt , (2.3)

où

kt ≃ αkn avec α = 2
1− ν

2− ν
, (2.4)

où le glissement se déclenche lorsque cette force atteint sa valeur limite µfn en valeur absolue

(Agnolin et Roux (2007c)).

Très souvent les contacts secs présentent un caractère non-cohésif et ne peuvent donc pas

résister à un effort de traction. Des forces d’adhésion peuvent apparaître, soit sous forme de

forces de surface pour les particules de très petites tailles, soit par la présence d’un liant solide

(ponts solides) ou liquide (ponts liquides). Les forces de surface dépendent de la taille des

particules. En dessous de 100 µm, les interactions dominantes sont d’origine physico-chimiques

(forces de van der Waals, forces électrostatiques . . . ). La cohésion des poudres fines et des

suspensions colloïdales résulte de ce type de forces. Dans la gamme millimétrique, les forces

d’adhésion peuvent provenir de l’énergie de surface γs.

Il existe deux modèles principaux de contact élastique avec adhésion. Le modèle JKR

(Johnson, Kendall et Roberts) (Johnson et al. (1971)) est une correction du contact élastique
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de Hertz. En considérant le contact entre deux sphères lisses et en adoptant les hypothèses de

la théorie de Hertz, le modèle JKR donne l’expression suivante pour le rayon de la zone de

contact :

a3 =
R

kn

[

fn + 3γsπR +
√

6γsπRfn + (3γsπR)
]

. (2.5)

Dans cette expression, les deux derniers termes du membre de droite intègrent la correction par

rapport à la théorie de Hertz. Comme a2 = 2δR, cette relation correspond en fait à une relation

implicite entre la force et le déplacement.

La séparation des deux sphères a lieu pour un effort de traction maximale donné par :

fJKR
c =

3

2
πγsR . (2.6)

On remarque que la force de séparation ou d’adhésion ne dépend pas du module élastique. Un

modèle alternatif pour le contact adhésif est le modèle DMT (Derjaguin, Müler et Toporov)

(Derjeguin et al. (1975)). L’essence de ce modèle est de négliger la déformation au contact qui

est indirectement prise en compte en calculant la force d’attraction par l’intégration des forces

intermoléculaires. La force d’attraction est alors simplement donnée par

fDMT
c = 2πγsR . (2.7)

Ce modèle constitue une bonne approximation dans la limite des faibles adhésions et petites par-

ticules tandis que l’approximation JKR est plus correcte pour les grandes énergies d’adhésion

et des particules de plus grande taille mais de faible module d’élasticité.

En présence des forces d’adhésion, la force de frottement de Coulomb croît en raison de

l’augmentation de la surface de contact. L’approximation la plus simple consiste à ajouter la

force d’adhésion maximale fc à la force normale fn (Preechawuttipong (2001); Radjai et Dubois

(2011)) :

ft = µs(fn + fc) sgn(vt) . (2.8)

La valeur maximale de fn en traction étant −fc, la somme fn + fc est toujours définie positive

de telle sorte que le signe de ft est toujours donné par celui de la vitesse relative vt. Il est clair

que cette écriture constitue une simple extrapolation linéaire de la loi de Coulomb et que la

force de frottement est en fait contrôlée par l’aire réelle de contact à tout instant.

Le caractère dissipatif des milieux granulaires résulte du frottement ou de la rupture des

contacts cohésifs (lorsqu’il y a cohésion) mais aussi des collisions inélastiques entre particules.

La dissipation se traduit par le fait que l’énergie élastique emmagasinée dans les particules

(zones de contact) lors des collisions n’est pas complètement restituée après la séparation (Wal-

ton (1993); Hart et al. (1988); Luding (2008)). On définit ainsi un coefficient de restitution

normale en par le rapport des vitesses relatives après et avant une collision :

en = −v
+
n

v−n
, (2.9)
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où v−n est la vitesse avant et v+n est la vitesse après la collision. Le signe négatif indique que la

direction de la vitesse change, de telle sorte que en est toujours positif avec une valeur qui varie

entre 0, pour une collision parfaitement inélastique, et 1 pour une collision élastique. Lorsque

en = 0, les deux particules restent en contact après la collision. Le coefficient de restitution

normale peut être lié au comportement visqueux, plastique ou bien à la cohésion. La viscosité

du matériau peut être prise en compte par un amortissement visqueux au niveau du contact :

fn = knδn − γnδ̇n , (2.10)

où γn est la viscosité effective au contact. Avec la loi de Hertz, qui implique une dépendance

de kn par rapport à la force normale fn, on peut montrer que le coefficient de restitution nor-

male dépend de la vitesse de collision (Hertzsch et al. (1995); Brilliantov et al. (2007)). Enfin,

l’adhésion au contact entraîne un coefficient de restitution < 1 en raison de la perte de contact.

Même si le frottement pendant un glissement entre deux particules dissipe de l’énergie,

les trois facteurs énumérés plus haut pour la force normale peuvent conduire également à une

dissipation d’énergie par les forces tangentielles dans un contact non-glissants. Pour cela, on

définit un coefficient de restitution tangentielle :

et =
v+t
v−t

. (2.11)

A la différence de en, et peut prendre à la fois des valeurs positives et négatives dans l’intervalle

[−1,+1]. La valeur 1 correspond à une collision dans laquelle la composante tangentielle de

la vitesse relative ne change pas pendant la collision. La valeur et = −1 correspond à un

rebondissement tangentiel.

Une autre source de dissipation possible est la résistance au roulement ou au pivotement

entre deux particules (Taboada et al. (2006); Estrada et al. (2008, 2011)). En règle générale, les

moments associés sont nettement plus faibles que les forces de frottement lors du glissement.

Mais cette dissipation existe et peut jouer un rôle sachant que lors d’un cisaillement lent d’un

matériau granulaire, la grande majorité des contacts sont en roulement. Le couple qui résiste au

déplacement par roulement d’un cylindre sur un plan est proportionnel à la force normale au

contact de telle sorte qu’il est possible de définir un coefficient de frottement de roulement µr :

M = µrRfn . (2.12)

Avec cette définition, µr est une grandeur sans dimension, tout comme le coefficient de frot-

tement de glissement µs. Si l’on place un disque sur un plan, celui-ci peut être incliné jusqu’à

un angle θ tel que tan θ = µr sans que le cylindre ne tourne. La résistance au pivotement est

spécifique au cas 3D (Johnson (1999)). Il s’agit d’une résistance à une rotation relative entre

particules autour du vecteur normal. La résistance au pivotement s’exprime par un couple de

rotation C qui peut être proportionnel à la force normale au contact de telle sorte que, de la

même manière qu’il est possible pour le frottement de roulement, de définir un frottement de

pivotement µp :

C = µpRfn . (2.13)
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2.1.2 Rhéologie quasi-statique

Le comportement mécanique des matériaux granulaires a fait l’objet des études expérimen-

tales plus particulièrement en mécanique des sols et en technologie des poudres. En mécanique

des sols, on s’intéresse plus particulièrement aux petites déformations que peut subir un sol

sous l’effet de son propre poids ou par les contraintes exercées par un ouvrage. On distingue

les sols grossiers, qui se caractérisent souvent par des particules non-cohésives et des sols fins

qui contiennent des particules fines avec des interaction colloïdales (Mitchell et Soga (2005)).

En technologie des poudres, les matériaux granulaires interviennent dans divers procédés qui

mettent en jeu des grandes déformations du matériau ou de l’écoulement des particules.

Dans la limite des faibles taux de cisaillement, le matériaux granulaire présente une compa-

cité Φ (le rapport du volume occupé par les particules sur le volume total) élevée et un caractère

"solide" décrit par un comportement élasto-plastique. Pour des taux de cisaillement élevés, un

matériau granulaire présente une compacité faible et un caractère "fluide" avec des propriétés

non-newtoniennes (Jaeger et al. (1996)). Pendant longtemps, les liens entre ces deux groupes de

propriété (solide et fluide) sont restés obscurs. Par ailleurs, les études réalisées dans différentes

géométries d’écoulement (silos, cisaillement simple, plan incliné . . . ) étaient souvent difficiles

à comparer.

Des études expérimentales et numériques récentes ont permis de montrer que ces com-

portements peuvent être classifiés en termes de deux paramètres sans dimension (GDR-MiDi

(2004); da Cruz et al. (2005); Agnolin et Roux (2007a); Andreotti et al. (2011)). Le premier pa-

ramètre est le rapport entre le module élastique E des particules et la pression de confinement

pc :

κ =
E

pc
. (2.14)

Ce paramètre caractérise la rigidité relative du système granulaire. Ainsi, un système granulaire

composé des particules de faible module de Young se comporte comme un matériau dur lors-

qu’il est soumis à une faible pression de confinement (Roux (1997); Agnolin et Roux (2008)).

Le deuxième paramètre sans dimension est défini à partir du rapport des forces inertielles

induites par le cisaillement et des forces statiques dues à la pression de confinement (GDR-MiDi

(2004); da Cruz et al. (2005)). Pour un taux de cisaillement ε̇, l’ordre de grandeur de la quantité

de mouvement échangée entre particules est m ε̇ d, où m et d sont respectivement la masse et

le diamètre moyen. Les échanges de quantité de mouvement ont lieu sur un temps typique de

∼ 1/ε̇. La force impulsionnelle moyenne, définie comme la quantité de mouvement échangée

par unité de temps, est donnée par :

Fd = m d ε̇2 . (2.15)

Ainsi, on définit un nombre inertiel à partir du rapport de Fd et de la force statique Fs =
pc d

D−1 :

Is =

√

Fd

Fs

= ε̇

√

m

pc dD−2
. (2.16)
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On peut également raisonner en termes de temps caractéristiques. Le premier temps est le

temps de cisaillement tcis = ε̇−1. C’est le temps caractéristique imposé globalement au système

et qu’on peut qualifier de temps de déséquilibre puisque le cisaillement perturbe en permanence

l’assemblage des particules. L’autre temps est précisément le temps de retour à l’équilibre que

l’on peut assimiler à un déplacement accéléré sur une faible distance de l’ordre d’un interstice

entre particules sous l’effet de la pression de confinement imposée. L’ordre de grandeur de la

force moyenne subie par une particule étant pc d
D−1, on peut évaluer ce temps tis de retour à

l’équilibre en considérant le temps de déplacement d’une particule sur une distance égale à sa

propre taille d (qui est nettement plus grande qu’un gap entre les particules voisins, mais d a

l’avantage de correspondre à une longueur interne bien définie) en intégrant l’équation de la

dynamique :

m
d2x

dt2
= pcd

D−1 , (2.17)

ce qui donne

tis ≃
√

m

pcd
≃ d

√

ρs
pc
, (2.18)

où ρs est la densité de la particule et où nous avons utilisé la relation m ≃ ρsd
D. Le nombre Is

n’est alors rien d’autre que le rapport donné par :

Is =
tis

tcis
= ε̇d

√

ρs
pc
. (2.19)

Une déformation quasi-statique correspond aux faibles valeurs de Is. Les effets inertiels

augmentes avec Is et dominent le comportement aux grandes valeurs de Is. Pour étudier le

comportement quasi-statique, on soumet un échantillon granulaire soit à une compaction lente

pour l’étude de la compressibilité du matériau, soit à un cisaillement lent pour l’étude de la

résistance au cisaillement. Dans ce dernier cas, l’échantillon est confiné par une contrainte ex-

térieure (Hicher (2000)). Cette rhéométrie propre à l’étude des matériaux granulaires s’appuie

sur un confinement en contrainte permettant à l’échantillon de changer de volume alors que,

pour les fluides complexes, les tests mécaniques sont souvent réalisés à volume constant. En

mécanique des sols, on s’intéresse également aux tests à volume constant pour modéliser les

déformations dites “non-drainés" des sols.

Les appareils d’essaie modernes permettent de contrôler les différentes composantes de dé-

formation ou de contrainte dans différentes directions de l’espace. Mais une géométrie commu-

nément utilisée en mécanique des sols est la compression triaxiale pour laquelle les directions

principales de déformation et de contrainte sont imposées. Une autre géométrie classique pour

l’étude des écoulements granulaires est la géométrie annulaire où le matériau est cisaillé entre

deux cylindres. Indépendamment de la géométrie, la réponse mécanique est analysée en termes

des invariants des tenseurs de déformation εαβ et de contrainte σαβ . Pour fixer les idées, consi-

dérons le cisaillement d’un matériau granulaire dans la direction x par l’application d’un taux

ε̇zx avec une contrainte de confinement σzz appliquée dans la direction z. Pour simplifier l’ana-

lyse, les déformations d’allongement suivant les directions x et y sont nulles : ε̇yy = ε̇xx = 0
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(cisaillement plan). Dans ces conditions, le système peut être analysé dans le plan xz. Sous

l’effet du cisaillement ε̇zx, la contrainte σzx et le volume V de l’échantillon évoluent avec la

déformation de cisaillement cumulée εzx =
∫ t

0
ε̇zx dt ; voir figure 2.2.

(a) (b)

FIGURE 2.2 – Comportement d’un milieu granulaire dense (ligne continue) et lâche (traits). (a)

Variation de la contrainte de cisaillement σzx et (b) de la compacité Φ en fonction

de la déformation de cisaillement cumulée εzx.

Pour une rigidité relative κ élevée, une faible partie de la déformation est élastique. Les

modules d’élasticité peuvent être mesurés à partir du début de la courbe de variation de V et de

σzx en fonction de εzx. Comme nous l’avons discuté plus haut, d’après la loi de Hertz, la raideur

kn au contact dépend de la force normale. A l’échelle macroscopique, cet effet se traduit par un

module élastique effective E qui, pour un système assez dense, doit augmenter avec la pression

moyenne comme p
1/3
c . Pour la plupart des matériaux, le domaine élastique correspond à de

très faibles déformations. Lors d’une déformation élastique, aucun glissement n’a lieu dans

le matériau, mais des nouveaux contacts peuvent se former et des contacts existants peuvent

disparaître. Cette évolution du réseau des contacts avec la pression de confinement conduit

cependant à une évolution des modules d’élasticité qui diffèrent de la loi en p
1/3
c (Agnolin et

Roux (2007c)). C’est en particulier le cas aux faibles valeurs de la compacité.

Au-delà des déformations élastiques, la déformation devient irréversible et s’accompagne

des réarrangements importants des particules. Les glissements de celles-ci les unes par rapport

aux autres se traduisent par une dissipation d’énergie par frottement. Les simulations par la

méthode en éléments discrets (DEM) montrent que le frottement n’est mobilisé qu’au niveau

d’une faible fraction des contacts (inférieure à 10%) qui portent des forces normales très faibles

(Radjai et al. (1998)). Durant cette déformation plastique, la microstructure (l’organisation des

particules dans l’espace) évolue et devient de plus en plus anisotrope. Par conséquent, la résis-

tance au cisaillement augmente. Si le matériau est initialement lâche, avec une compacité Φ0

inférieure à une compacité critique Φ∗, σzx tend asymptotiquement vers une valeur constante

σ∗
zx. Si le matériau est dense avec Φ0 > Φ∗, alors σzx passe par un pic avant de diminuer vers la

même valeur stationnaire σ∗
zx que dans le cas lâche. Par ailleurs, dans le cas dense, la compacité

Φ diminue et tend asymptotiquement vers Φ∗ tendis que dans le cas lâche, elle augmente pour

tendre asymptotiquement également vers Φ∗.

Les valeurs stationnaires σ∗
zx et Φ∗ dépendent de la contrainte de confinement σzz et donc

ne constituent pas des propriétés intrinsèques d’un milieu granulaire sauf si les particules sont
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parfaitement rigides. Les expériences montrent que cette dépendance peut être exprimée sous

la forme suivante (Wood (1990)) :

σ∗
zx = σzz tanϕ∗ (2.20)

Φ∗ = Φ∗(σr
zz) + C ln(σzz/σ

r
zz) (2.21)

où σr
zz est une contrainte de référence, C représente la compressibilité du matériau et ϕ∗ est

l’angle de frottement interne du matériau. Une propriété essentielle des milieux granulaires à

particules dures est le fait que ϕ∗ est à la fois indépendant de la compacité initiale Φ0 et de la

contrainte de confinement σzz, et constitue à ce titre une propriété du matériau.

Suivant l’école de mécanique des sols de Cambridge, l’état quasi-statique stationnaire avec

son angle de frottement interne ϕ est appelé état critique ( Roscoe et al. (1958); Roscoe (1970);

Wood (1990)). Cet état est indépendant de l’état initial et il est atteint lorsque le matériau est

cisaillé suffisamment longtemps pour lui faire perdre la mémoire de l’état initial. Notons que la

relation linéaire (2.20) entre la contrainte de cisaillement et la contrainte de confinement signifie

simplement que l’échelle des contraintes internes est imposée par la contrainte de confinement

appliquée. Ceci reflète le fait que la loi de frottement ne comporte aucune échelle de contrainte

particulière, ce qui est en contradiction avec la présence d’une contrainte de référence dans

l’équation (2.21). En effet, la théorie des états critiques a été initialement développée pour

les argiles où le matériau comporte une contrainte caractéristique interne liée aux interactions

colloïdales entre les plaquettes d’argile. Pour beaucoup de matériaux granulaires à particules

peu déformables, l’influence de l’élasticité des particules sur la compacité est négligeable devant

celle des réarrangements de telle sorte que la dépendance logarithmique de Φ∗ par rapport à la

contrainte de confinement peut être négligée et, en pratique, l’état critique peut être également

caractérisé par sa compacité Φ∗. Les expériences et simulations numériques donnent Φ∗ ≃ 0.58
pour un assemblage des particules sphériques de même taille (GDR-MiDi (2004); Azéma et al.

(2009a)). Cette valeur est bien inférieure à celle d’un assemblage RCP avec Φ ≃ 0.64.

Comme les argiles, les matériaux granulaires peuvent aussi présenter une contrainte in-

terne. Par exemple, si les contraintes appliquées sont élevées, les particules peuvent se frac-

turer. Dans ces conditions, la contrainte de référence est le seuil de rupture des particules en

compression ou en cisaillement et donc la compacité critique peut dépendre de la pression de

confinement.

Par rapport à l’état critique, on distingue deux transitoires : 1) le durcissement (hardening)

qui correspond à la montée de σzx avec la déformation, 2) l’adoucissement (softening) qui

correspond à la réduction de σzx après un pic de contrainte. En normalisant les contraintes par la

contrainte de confinement, on peut décrire ces transitoires par l’évolution de tanϕ = σzx/σzz.

L’angle ϕ caractérise l’angle de frottement interne pour un état donné du matériau. Pour un

matériau préparé par compression isotrope, elle a une valeur initialement nulle. Sa valeur au

pic ϕ+ (pour Φ0 > Φ∗) augmente avec Φ0. Comme Φ0 ne peut pas dépasser la valeur RCP de

la compacité, l’angle ϕ+ pour Φ0 = ΦRCP peut être considéré comme une grandeur matérielle

(caractérisant le matériau).

La relation (2.20) écrite dans la configuration de cisaillement est une loi de frottement pour
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les contraintes exercées sur le plan xy (perpendiculaire à l’axe z). Par rapport à ce plan, σzz est

la contrainte normale et σzx est la contrainte tangente suivant la direction x de l’écoulement.

Etant donné que l’état critique est un état sans mémoire dont les propriétés reflètent les ca-

ractéristiques des particules, la même relation doit se vérifier sur tous les plans orientés dans

différentes directions d’espace n :

σ∗
t (n) = tanϕ∗ σn(n) , (2.22)

où σ∗
t et σn sont respectivement la contrainte tangente et la contrainte normale sur le plan n

dans l’état critique. Cette relation exprime le critère de Coulomb. Elle peut être reformulée en

termes des invariants du tenseur de contrainte dans le plan xz. Nous considérons différentes

orientations n= (cos θ, sin θ) dans ce plan. Nous avons (Radjai et al. (2004a)) :

σn(θ) = p+ q cos 2(θ − θσ) (2.23)

σt(θ) = q sin 2(θ − θσ) (2.24)

où p = (σ1+σ3)/2 est la pression moyenne dans le plan xz et q = (σ1−σ3)/2 est le déviateur.

σ1 et σ3 sont les valeurs propres du tenseur de contrainte dans le plan xz et θσ est sa direction

principale majeure. En utilisant le cercle de Mohr, il est facile à montrer que sinϕ∗ = q/p
et θσ = π/2 − ϕ/2 dans la configuration de cisaillement simple où le plan de cisaillement

(en fait, sa normale) est orienté à θ = π/2. En d’autres termes, contrairement aux fluides et

solides habituels, la contrainte principale majeure n’est pas orientée à 45 degrés par rapport à la

verticale.

De la même manière que la contrainte de cisaillement est proportionnelle à la contrainte de

confinement, la déformation d’allongement ε̇zz suivant z dans l’état quasi-statique est induite

par la déformation de cisaillement ε̇zx et donc la grandeur pertinente est leur rapport :

tanψ = − ε̇zz
ε̇zx

, (2.25)

où ψ est l’angle de dilatance de Reynolds. Rappelons que dans les milieux granulaires, il est

commun de compter positivement les contraintes compressives et les contractions. Une expan-

sion suivant z est donc négative et le signe négative dans la définition ψ permet de caractériser

une dilatation par un angle positif. Un angle négatif correspond à une contraction ou “dilatance

négative". L’angle de dilatance peut être exprimé d’une manière générale en termes des inva-

riants du tenseur des taux de déformation, ce qui permet de le généraliser à d’autres géométries.

En 2D ou pour les déformations planes, on obtient (Radjai et al. (2004a)) :

sinψ = − ε̇p
ε̇q
, (2.26)

où ε̇p est le taux de déformation volumétrique et ε̇q est le taux de cisaillement. L’angle ψ a

une valeur positive dans un matériau granulaire initialement dense et tend avec le cisaillement

asymptotiquement vers zéro dans l’état critique. Il a une valeur négative dans un matériau lâche,

mais tend également vers zéro dans l’état critique.
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De la même manière que l’angle de frottement interne caractérise la surface de charge

dans un milieu granulaire, l’angle de dilatance caractérise la règle d’écoulement, c’est-à-dire,

la direction de la déformation plastique. Le comportement plastique des matériaux granulaires

serait associé si ces deux angles étaient égaux : ϕ = q/p = ψ = −ε̇p/ε̇q. Or, si cette égalité

était vérifiée à tout instant de l’évolution d’un matériau granulaire, alors la puissance dissipée

par les déformations pε̇p + qε̇q serait nulle ! En supposant que la puissance est positive (énergie

dissipée), on obtient ϕ > ψ, ce qui est généralement observé et reflète ainsi le caractère non-

associé de la plasticité des sols.

2.1.3 Microstructure granulaire

La rhéologie des matériaux granulaires reflète les contacts frottants, le désordre géomé-

trique et le comportement collectif des particules. Le lien entre ces deux niveaux de description

n’est pas trivial et reste l’un des objectifs de la recherche actuelle sur les milieux granulaires.

Pour le comportement plastique, tel qu’il est décrit par le critère de Mohr-Coulomb et la dila-

tance, les paramètres décrivant la microstructure granulaire peuvent être considérés comme des

paramètres internes qui déterminent l’angle de frottement interne (en tant que surface de charge)

et l’angle de dilatance (en tant que règle d’écoulement) (Roux (1997); Radjai et al. (2004b)).

La texture granulaire est généralement décrite par des paramètres liés à la distribution de

trois vecteurs :

— vecteur normal au contact ndéfini comme vecteur unitaire normal au plan de contact,

— vecteur branche n′ℓ reliant les centres des particules en contact, avec n′ vecteur unitaire

d’orientation du vecteur branche reliant les centres des particules,

— le vecteur de contact c reliant les centres des particules aux points de contact.

A l’ordre le plus bas, la texture est décrite par des grandeurs scalaires relatives à la connec-

tivité des particules par le réseau des contacts actifs entre particules. Les contacts actifs sont les

contacts où la force est non nulle. Les contacts inactifs et les particules flottantes (sans contacts

actifs) ne contribuent pas à la transmission des contraintes. Comme les contacts sont ponc-

tuels, la connectivité moyenne est caractérisée par le nombre de coordination Z. La connec-

tivité peut être caractérisée d’une manière plus fine en considérant les proportions Pc(c) des

particules possédant exactement c voisins de contact. Le nombre de coordination est donné

par Z =
∑

c c Pc(c). La figure 2.3 montre le réseau des contacts actifs dans un assemblage

granulaire à l’équilibre.

Les variables de connectivité sont de simples scalaires et ne nous renseignent pas sur l’ani-

sotropie du milieu qui est “encodée” dans les distributions des orientations des trois vecteurs

n, n′l et c. Généralement, la résistance au cisaillement des milieux granulaires est attribuée

au développement de la texture anisotrope sous l’effet d’une sollicitation en cisaillement (Ro-

thenburg et Bathurst (1989); Radjai et Roux (2004a); Radjaï et Azéma (2009); Azéma et al.

(2009a)). Considérons l’anisotropie liée au vecteur normal unitaire au contact. Il est possible de

définir un tenseur de texture pour décrire la distribution des orientations de ce vecteur à l’ordre
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FIGURE 2.3 – Réseau des forces dans un assemblage de particules rigides. L’épaisseur des traits

entre particules est proportionnelle à la grandeur de la force.

le plus bas (Satake (1982); Kanatani (1984); Radjai et al. (1998)) :

F c
αβ =

1

Nc

∑

c∈V

nc
αn

c
β , (2.27)

où Nc est le nombre des contacts dans le volume de contrôle V , et α et β indiquent les compo-

santes des vecteurs (1 à 2 en 2D et de 1 à 3 en 3D). L’anisotropie est donnée par les différences

des valeurs propres F c
1 , F c

2 et F c
3 . En 2D, on définit l’anisotropie ac par

ac = 2(F c
1 − F c

2 ) . (2.28)

D’une manière équivalente, on peut considérer la probabilité Pc(n) dθ d’avoir un contact

dont le vecteur nest dans un secteur angulaire compris entre θ − dθ/2 et θ + dθ/2. Comme les

vecteurs n n’ont pas d’orientation intrinsèque, la fonction Pc(n) est périodique de période π.

Un développement de Fourier tronqué en fonction de ndonne (Rothenburg et Bathurst (1989)) :

Pc(θ) =
1

2π
{1 + ac cos [2(θ − θc)]} , (2.29)

où θc est la direction privilégiée des contacts et ac est définie par la relation (2.28).

De la même manière qu’on peut définir le tenseur de texture F c avec son anisotropie ac,
on peut également définir des tenseurs décrivant les anisotropies des orientations des vecteurs

branches et des forces normales et tangentielles en pondérant les produits tensoriels nαnβ dans

l’équation (2.27) par la longueur du vecteur branche ou la grandeur de la force normale ou

tangentielle (Rothenburg et Bathurst (1989); Radjai et al. (1998)).
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Ces relations sont établies à partir de l’expression micromécanique du tenseur des contraintes

et en négligeant les corrélations entre les vecteurs branches et les forces de contact ainsi que

les produits croisés des anisotropies. Si dans un milieu continu, il n’y a pas d’ambiguïté dans

la définition du tenseur de contrainte, il n’est pas de même dans les milieux granulaires où le

désordre et la distribution hétérogène des forces impliquent une moyenne sur un ensemble de

contacts. Pour un volume de contrôle bien supérieur à l’échelle de la particule, on peut ainsi

définir une densité surfacique (en 3D et linéique en 2D) de forces exercées par les particules

extérieur au volume de contrôle. Par contre, lorsque ce volume tend vers la taille d’une parti-

cule, cette densité perd son sens. A cette échelle, il semble plus pertinent de travailler avec les

moments tensoriels internes introduits par (Moreau (1997)). Ce moment pour une particule i est

donné par :

M i
αβ =

∑

c∈i

f c
α r

c
β , (2.30)

où f c
α est la composante α de la force exercée sur la particule i au contact c et rcβ est la com-

posante β du vecteur position du point de contact. Ce moment a la particularité d’être additif

en vertu du principe d’égalité des actions et des réactions entre deux particules à leur point de

contact. Il est aussi indépendant de la position d’origine du vecteur position ri. Pour un volume

de contrôle V, on peut calculer la densité volumique du moment tensoriel :

〈M i
αβ〉V =

1

V

∑

i∈V

M i
αβ . (2.31)

On peut montrer que cette expression tend vers le tenseur de Cauchy lorsque le volume aug-

mente (c’est-à-dire, lorsque le nombre de particules dans le volume de contrôle augmente).

2.1.4 Transmission des contraintes

La distribution très large et hétérogène des forces de contact est une propriété remarquable

des milieux granulaires. Les expériences et simulations numériques par la DEM montrent que

les forces sont bien mises à l’échelles par la force moyenne et leur densité de probabilité est

bien approximée par une loi exponentielle décroissante pour les forces supérieures à la force

moyenne et par une distribution uniforme avec un pic de faible amplitude ou une loi de puis-

sance pour les forces plus faibles (Radjai et al. (1996); Mueth et al. (1998)). La figure 2.4

montre un exemple de densité de probabilité des forces obtenue par simulations en utilisant la

méthode de dynamique des contacts (CD) (Radjai (2015)) et à partir des expériences (Mueth

et al. (1998)). On observe un très bon accord entre les données numérique et expérimentale.

Un aspect intriguant de la distribution est le fait que le nombre des forces ne tend pas vers

zéro lorsque la force tend vers zéro. En d’autres termes, alors que les forces supérieures à la

force moyenne correspondent aux chaînes de forces observées sur les clichés photo-élastiques

et qui représentent les forces majeures qui équilibrent les contraintes déviatoriques appliquées

sur le système, les forces inférieures à la force moyenne constituent une population particu-

lière des forces qui reflètent l’équilibre interne des particules. Cette dualité des forces a été
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rigoureusement mise en en évidence par l’analyse de l’anisotropie du réseau des contacts pour

différentes classes de forces (Radjai et al. (1998); Radjai (1999)).
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FIGURE 2.4 – La densité de probabilité des forces normales obtenues par expériences en utilisant

l’empreinte des forces sur papier carboné (Mueth et al. (1998)) et dans un milieu

granulaire à l’équilibre statique, simulé par la méthode CD. La fonction d’ajustement

est la prédiction par un modèle théorique (Radjai (2015)).

Des modèles ont été proposés pour expliquer l’origine des distributions observées des

forces et les ajuster. Le q-model était le premier modèle proposé en considérant la “propaga-

tion" des forces, représentées par une grandeur scalaire, d’une couche granulaire à une couche

en respectant l’équilibre des particules (Coppersmith et al. (1996)). Ce modèle diffusif conduit

à une distribution purement exponentielle des forces. Récemment, un modèle simple de “cas-

cade" des forces à partir de la population des forces supérieures a été proposé (Radjai (2015)).

La figure 2.4 montre le très bon ajustement par ce modèle des densités de probabilité des forces

obtenues par simulations et expériences. L’expression prédite par le modèle est la suivante :

P (f) = β(1 + γ)
γ eβf

(1 + γ eβf )2
. (2.32)

Sous cette forme, P (f) est une force normalisée avec deux paramètres. Mais en imposant, de

plus, que la force moyenne est 1, on obtient la relation suivante entre ces deux paramètres :

β = (1 + γ) ln

(

1 + γ

γ

)

. (2.33)

La courbe d’ajustement de la figure 2.4 est obtenue avec β ≃ 1, 7 ou γ ≃ 0, 45. Dans ce modèle,

la densité de probabilité des forces proches de zéro est donnée par P (0) = γ ln[(1+γ)/γ]. Cette
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fonction présente un pic pour f = − ln γ/{(1 + γ) ln[(1 + γ)/γ]} lorsque γ ≤ 1. On notera

aussi que P tend vers une fonction exponentielle β[(1 + γ)/γ]e−βf pour les grandes valeurs de

la force f .

2.2 Matériaux à particules molles (SPM)

Le comportement mécanique et les propriétés de texture, brièvement présentés ci-haut, re-

flètent en partie le caractère faiblement déformable des particules dans les milieux granulaires

étudiés. Par exemple, les distributions hétérogènes des forces sont liées aux faibles aires de

contact entre particules (ce qui permet de les assimiler à des contacts ponctuels) et aux exclu-

sions stériques. De même, le comportement plastique et la perte de mémoire de l’état initial

dans l’état critique résultent des réarrangements des particules et de la dissipation d’énergie par

frottement et collisions inélastiques. Or, il existe une large classe de matériaux avec la particu-

larité d’être composés de particules molles, définies comme des particules qui peuvent subir des

grandes déformations sans se fracturer. Etant données les propriétés connues des milieux gra-

nulaires à particules dures, le problème central dans l’étude de ces matériaux, que nous allons

appeler Soft Particle Materials (SPM), est de comprendre dans quelle mesure leurs propriétés

dépendent de la déformabilité des particules surtout dans la limite des grandes déformations des

particules et compacités élevées. Il n’y a pas encore une littérature consolidée sur ces aspects et

le sujet reste encore largement ouverte. Néanmoins, nous allons tenter de présenter ici certaines

études liées aux travaux réalisés dans cette thèse.

2.2.1 Exemples des SPM

Il est utile de passer d’abord en revue des exemples des SPM dans divers domaines même

si tous ces matériaux ne sont pas nécessairement régis par les mêmes lois d’interaction entre

particules. Ce qui nous intéresse est avant tout le caractère discret ou divisé de ces matériaux.

Les SPM comprennent certaines pâtes colloïdales, de nombreuses poudres, les émulsions et les

tissus biologiques. De nombreux exemples de ces matériaux se trouvent plus particulièrement

dans les industries agroalimentaire et pharmaceutique. Les produits en poudre alimentaire, tels

que le café instantané et le lait séché, ont généralement un comportement très dépendant de l’hu-

midité et de la température. De leur production à leur utilisation, ils sont soumis à différentes

étapes d’hydratation, de séchage et de cuisson, qui modifient le comportement mécanique des

particules, plus ou moins molles, et leurs interactions. Les gels et les hydrogels avec les parti-

cules très déformables, qui sont présentes dans les denrées alimentaires, dictent en grande partie

leur comportement rhéologique (Lorenzo et al. (2013)). On peut aussi placer les argiles dans la

classe des SPM dans la mesure où à l’échelle nanoscopique les argiles sont constitués des agré-

gats de plaquettes qui peuvent être souples ou changer de forme par glissement les unes sur les

autres (Ebrahimi et al. (2014)).

Les gels à base de protéines sont des matériaux idéaux pour l’encapsulation de composés
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FIGURE 2.5 – Différents types de particules molles : (a) particules solides recouvertes de polymères

absorbés ou greffés ; (b) particules de microgel ; (c) polymères en étoile ; (d) micelle

de copolymères à bloc ; (e) émulsion de gouttelettes ; (f) vésicule multi-lamellaire ;

(g) liposome ; (h) cellules biologiques ; (i) poudres métalliques.

bioactifs, tels que les vitamines, les peptides bioactifs, les probiotiques et les antioxydants. Ils

soutiennent des nouveaux aliments fonctionnels qui peuvent avoir des avantages physiologiques

ou réduire les risques de maladie (Chen et al. (2006)). Les phénomènes d’auto-assemblage tels

que auto-assemblage de monoglycérides sont recherchés pour encapsuler la rétention d’arôme,

de la drogue . . . (Sagalowicz et al. (2006)). Les hydrogels peuvent également être ajoutés au sol

pour améliorer ses caractéristiques de rétention d’eau, ce qui permet de créer des conditions

d’eau optimales pour la croissance des plantes dans les régions où l’eau est rare. En effet, les

hydrogels sont super-absorbants en ce sens qu’ils absorbent et emmagasinent l’eau des centaines

de fois leur propre poids (Koupai et al. (2008)).

La circulation du sang, les dispositifs micro-fluidiques et le traitement des émulsions mettent

en jeu des particules molles de taille du micron, comme les cellules, les vésicules et les gouttes

dans les écoulements. La déformabilité de ces particules joue un rôle essentiel dans leurs

propriétés rhéologiques. Par exemple, les globules rouges du sang prennent des formes non-

sphériques et s’adaptent à la taille des veines dans la plus grande échelle des artères et dans la

microcirculation à travers de très petits capillaires. En outre, les vésicules étant des membranes

fermées, constituent des particules molles en raison du caractère visqueux de leur fluide interne
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et la souplesse de leur membrane lipidique visqueuse (Mader et al. (2006); Abkarian et Viallat

(2008)).

Les particules constitutives de tous ces matériaux sont des agrégats macro-moléculaires

ou granulaires, de tailles comprises entre 1 nm et 1 mm. Sur la base de leur composition et

architecture, elles peuvent être regroupées en quatre catégories (Bonnecaze et Cloitre (2010)) :

particules de type colloïdal, particules de réseau, systèmes polymère-colloïdes et particules ten-

sioactives (Fig. 2.5). Bien que toutes ces particules soient molles et élastiques, l’origine de

leur élasticité et déformabilité dépend de leur composition et structure. Dans les particules de

type colloïdal, la souplesse est une conséquence des modifications physiques et/ou chimique

de la surface des particules (Fig. 2.5a). Les particules de réseau telles que celles de microgel

(Fig. 2.5b) sont des objets colloïdaux constitués de chaînes polymères réticulées et/ou enchevê-

trées. En raison de ce réseau polymère, ells sont partiellement impénétrables et intrinsèquement

souples et déformables comme polymères. Les particules de polymère-colloïdes sont consti-

tuées d’un noyau solide entouré de chaînes polymères. Cette couronne polymère rend ces par-

ticules souple et déformable. Les polymères en étoile, les micelles de copolymères à blocs et

les particules greffées sont classés dans cette catégorie de particules (Fig. 2.5c-d). Les sur-

factants permettent la dispersion de deux phases liquides. Par conséquent, les particules avec

une membrane mince (les surfactants) et un fluide interne présentent un caractère déformable.

Les émulsions, les vésicules et les liposomes sont des exemples des particules de surfactant

(Fig. 2.5e-g).

Cette liste peut être davantage enrichie en incluant les cellules biologiques (Fig. 2.5h), les

mousses et les poudres métalliques (Fig. 2.5i), les matériaux granulaires composés d’agrégats

lâches, et les particules d’usure métalliques produites par le frottement entre les corps solides

(appelées "troisième corps" en tribologie) au processus de formage à chaud (Lepesant et al.

(2013)). La compaction de poudres molles est devenue un procédé de fabrication bien établie

pour les métaux et polymères monolithiques, ce qui permet de produire des composants avec des

tolérances dimensionnelles appropriées (Martin et Bouvard (2003)). Les cellules biologiques

appartiennent à la classe des particules molles car elles sont généralement des mélanges de

liquides et matériaux solides encapsulées dans une membrane avec la spécificité d’exécution

de fonctions vitales telles que le flux d’entrée/sortie de la masse, la croissance, la division et

la mort (Fig. 2.5h). La morphogenèse implique des cellules qui se développent et se déforment

individuellement et se réarrangent collectivement (Blanchard et al. (2009); Kabla (2012)).

Tous ces exemples montrent l’immense importance des SPM. Elles partagent la caractéris-

tique commune d’être composées de particules bien définies qui peuvent subir des déformations

importantes sans rupture et d’interagir grâce à des potentiels faibles qui peuvent être réglées par

le biais de leur composition chimique. Nous allons discuter plus bas des caractéristiques des

particules dans certains de ces matériaux.
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2.2.2 Déformation des particules molles

Les grandes déformations d’une seule particule molle et les interactions entre deux parti-

cules dépendent de la nature du matériau et de la forme de la particule. Les particules étudiées

sont essentiellement de forme sphérique. Différentes approches expérimentales ont été utilisées

pour ces études notamment la compression diamétrale, micro-compression et microscopie à

force atomique (AFM) pour les micro- et nano-particules telles que les particules biologiques

et les vésicules (Shull (2002); Liu (2006)).

On notera que les forces d’adhésion deviennent importantes lorsque les tailles des par-

ticules et leurs raideurs diminuent. Pour avoir une idée de l’effet de taille, il faut considérer

l’énergie d’adhésion Gc et le module élastique E. Le rapport ℓc = Gc/E a la dimension d’une

longueur qu’il faut comparer à la taille des particules. L’ordre de grandeur de Gc est 0,1 Jm2

pour les forces d’adhésion des matériaux organiques et matériaux inorganiques de faible éner-

gie. Par conséquent, pour les métaux et céramiques la longueur ℓc est très petite et ne devient

significative que pour les particules de taille nano-métrique. Pour les élastomères, elle est de

l’ordre de 0.1 µm et pour les cellules et tissues de l’ordre de 100 µm (Shull (2002)). En l’ab-

sence de forces extérieures, ces particules molles se déforment considérablement lorsqu’elles

sont en contact les unes avec les autres sous l’effet même de leur propre force d’adhésion.

Les modèles JKR et DMT, brièvement rappelés plus haut, s’appliquent à ces contacts adhésifs

seulement dans la limite de faibles déformations, c’est à dire lorsque ℓc/d, où d est le diamètre

typique des particules, n’excède pas 5%. C’est pourquoi des nouveaux modèles ont été dévelop-

pés pour l’adhésion entre particules avec grandes surfaces de contact. Par exemple, le modèle

de Maugis constitue une extension du modèle JKR pour prendre en compte les grandes sur-

faces de contact (Maugis (2000)). Comme nous nous intéressons dans cette thèse aux contacts

non-cohésifs, nous n’allons pas considérer ces modèles d’adhésion. Nous sommes plus parti-

culièrement intéressés par les déformations sous l’effet des forces indépendamment de leurs

origines.

Il existe maintenant plusieurs modèles pour les grandes déformations des particules so-

lides simples tels que sphères solides homogènes, membranes sphériques remplies par un fluide

incompressible et les coques sphériques élastiques. Par exemple, le modèle de Tatara pour les

sphères homogènes prédit qu’au-delà d’un rapprochement δ/d de 10% entre deux particules, la

force varie comme δ3 et pour les rapprochements encore plus élevées comme δ5 (Tatara et al.

(1991)). Ce modèle a été validé expérimentalement pour les sphères d’élastomère (Afrin et al.

(2005)). Le cas des coques et des membranes sphériques est plus complexe dans la mesure où

la déformation dépend des modules de compression et de flexion et donc, de l’épaisseur de la

parois (Wan et al. (2002)). Dans le cas des sphères élasto-plastiques, la déformation plastique

est initiée aux bords de la zone de contact et la déformation continue avec la contrainte dans ces

zones restant égale au seuil plastique.

En ce qui concerne les formes des particules élastiques, il y a eu quelques études dans des

cas simples. Par exemple, Lin et al. (2008) ont étudié la déformation des particules compres-

sibles et incompressibles en compression diamétrale ; voir Figure 2.6. Ils trouvent que la forme
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des particules hors la zone de contact peut être bien approximée par un ellipse et que l’extension

latérale de la particules est plus grande dans le cas incompressible. Ceci indique que dans un

assemblages de particules incompressibles, les vides sont mieux remplies.

(a) (b) (c)

FIGURE 2.6 – (a) Une particule de caoutchouc soumise à la compression axiale ; (b) La forme de

la particule comparée à un profile elliptique à différentes étapes de compression ; (c)

La relation force-déformation ; Lin et al. (2008).

2.2.3 Assemblages denses de particules molles

FIGURE 2.7 – Les micrographies optiques des particules de microgel pAAm sous différentes pres-

sions osmotiques à la température ambiante ; Menut et al. (2012).

Les propriétés géométriques et mécaniques des assemblages de particules molles ont été

plus particulièrement étudiées dans le cas des émulsions et microgels. Par exemple, en utilisant

la technique micro-fluidique et d’autres méthodes, Menut et al. (2012) ont étudié la rhéologie

des microgels colloïdales et granulaires (macrogels). La micrographie de la Fig. 2.7 montre les

particules déformées sous l’effet de la pression osmotique. Ces auteurs ont montré que pour

les compacités supérieures à une compacité critique, qui correspond à la compacité de blocage
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(jamming), le mouvement brownien est sans effet pour le comportement élastique de particules

colloïdales, et qu’elles se comportent essentiellement comme des particules granulaires (micro-

gels de grandes tailles). Aux compacités très élevées, leur nature polymérique fixe la pression

osmotique et le module de cisaillement est égal à celui d’un gel continu de polymères. En re-

vanche, la nature particulaire des microgels se manifeste pendant l’écoulement. Les microgels

restent séparés les un des autres à cause de leur mouvements thermiques et une couche de sol-

vant tandis que les macrogels s’interpénètrent partiellement et développent ainsi une force de

frottement qui domine leur rhéologie.

FIGURE 2.8 – Modèle de sphères molles avec des contacts de Hertz mais grands recouvrements

entre particules ; Bonnecaze et Cloitre (2010).

FIGURE 2.9 – Module de cisaillement G0 en fonction de la concentration par simulations des

sphères élastiques en permettant l’interpénétration des sphères (symboles +) en com-

paraison des données expérimentales pour les gouttes d’huile de silicone dans l’eau

(cercles fermés) et une autre émulsion (cercles ouverts). Les données pour les pâtes

de microgel sont également présentées (diamants) ; Bonnecaze et Cloitre (2010).

Bonnecaze se réfère aux assemblages des particules molles comme des modèles de Verres

Mous (Soft Glasses), ce qui est équivalent au terme SPM (le mot verre étant utilisé au sens large
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FIGURE 2.10 – La résistance au cisaillement des émulsions concentrées (huile dans l’eau) norma-

lisée par la résistance au seuil d’écoulement pour différentes valeurs de la concen-

tration en fonction du taux de cisaillement normalisée ; Seth et al. (2011).

des matériaux amorphes) (Bonnecaze et Cloitre (2010)). Le modèle micromécanique proposé

par Bonnecaze est simplement la DEM sans frottement et avec des interactions de Hertz (et

particules rigides), mais pour des recouvrements entre particules plus grands que le domaine

de Hertz (voir la figure 2.8). Malgré le fait que ce modèle correspond de fait à un système très

compressible, les résultats obtenus semblent en bon accord avec les expériences. En particulier,

le module de cisaillementG0 à faible fréquence normalisé par le module élastique des particules

augmente rapidement avec la concentration et tend vers une valeur constante, comme dans les

mesures réalisées sur les émulsions (voir la figure 2.9). En ce qui concerne le comportement

en écoulement, ces mêmes simulations reproduisent bien la dépendance de la contrainte de

cisaillement par rapport au taux de cisaillement d’après la loi de Herschel-Bulkley (Seth et al.

(2011)) :

σ

σy
= 1 +K

(

ηγ̇

G0

)m

, (2.34)

où σy est la contrainte seuil, K dépend du matériau et m est proche de 0,5 ; voir figure 2.10.

Des modèles similaires ont été utilisés dans d’autres contextes. Par exemple, on obtient un

comportement similaire pour les mousses en modélisant les bulles comme des sphères élastiques

sans frottement avec une raideur qui dépend de la tension de surface (Durian (1995)). Ces

simulations mettent en évidence une compacité critique φc qui correspond à la compacité en-

dessous de laquelle le module de cisaillement s’annule. Le nombre de coordination est Zc = 4
pour cette compacité critique, ce qui correspond à un assemblage isostatique de sphères. Mais

elle augmente comme Z − Zc ∝ (φ − φc)
θ pour les valeurs plus élevées de la compacité avec

θ ≃ 0, 5.

La rhéologie des mousses a été plus amplement étudiée par expériences dans une géomé-

trie de Taylor-Couette (Katgert (2008)). La relation entre le nombre de coordination Z et la

compacité Φ est similaire à celle obtenue par Durian (1995), comme on peut le voir sur la fi-
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(a) (b)

FIGURE 2.11 – (a) La relation entre le nombre de coordination Z et la compacité φ dans une

mousse 2D ; (b) La distribution mesurée des forces pour différentes valeurs de la

compacité ; Katgert (2008).

gure 2.11(a). Par ailleurs, la distribution des forces mesurées entre les bulles présente une forme

proche de celle observées dans les milieux granulaires (avec une distribution exponentielle dé-

croissante pour les grandes forces) ; voir figure 2.11(b). L’effet de la compacité est de diminuer

la largeur de la distribution. En d’autres termes, la distribution des forces est plus homogène

dans le cas dense et elle comporte, en particulier, moins de chaines de force importantes.

FIGURE 2.12 – Photo d’une poudre de fer obtenue par Miscroscopie Electronique à Balayage ;

Olmos (2009).

Les poudres métalliques constituent un autre exemple important des SPM avec des parti-

cules qui se déforment plastiquement sous l’effet des contraintes mécaniques. La métallurgie

de poudres est de utiliser un ensemble de techniques pour la fabrication de pièces à partir de

poudres de divers types de métal ou de leurs mélanges. Le procédé de fabrication comprend les

trois étapes de préparation de la poudre, son mélange avec des adjuvants (lubrifiant, élément

d’alliage . . . ) pour faciliter le procédé ou les propriétés finales du matériau, mise en forme par

compactage et frittage. La figure 2.12 montre une micrographie d’une poudre de fer avec des

particules irrégulières et poreuses.
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La compression à froid en matrice est l’une des principales méthodes utilisées pour la

mise en forme. Elle sert à créer un compact de résistance suffisante pour qu’il soit manipulable

(appelé résistance à vert) et avec une porosité réduite par rapport à la poudre initiale. La den-

sification durant le compactage est produite par différents phénomènes. Aux faibles contraintes

(inférieure à quelques dizaines de MPa), les réarrangements des particules sont responsables

de la densification. Les particules bougent, ce qui réduit les plus grosses porosités. Une gra-

nulométrie étalée et une forme sphérique favorisent cette étape de compaction. Lorsque les

contraintes appliquées deviennent suffisamment importantes, les particules commencent à se

déformer plastiquement si elles sont ductiles. Dans certains cas, les particules sont fragiles et

se fragmentent. La déformation plastique permet le rapprochement entre les particules et l’aug-

mentation du nombre de contacts et des surfaces de contact. Les déformations plastiques per-

mettent de parvenir à une densité relative de 1. Par contre, la fragmentation ne permet pas en

général d’atteindre des densités relatives supérieures à 0, 7 (Olmos (2009)).

(a)

(b)

FIGURE 2.13 – (a) Evolution des contraintes axiales supérieure, inférieure et radiale moyenne en

fonction de la densité relative moyenne et de la déformation d’une poudre Distaloy

AE ; (b) Micrographies MEB de la surface supérieure de deux échantillons compri-

més respectivement à 100 et 600 MPa. ; Toussaint (2001).

La figure 2.13 montre l’évolution des contraintes axiale (haut et bas) et radiale en fonction

de la déformation axiale d’une poudre Distaloy AE et des micrographies de la surface supérieure
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de l’échantillon à deux pressions différentes (Toussaint (2001)). On voit que la déformation

subie par la poudre est très importante, 82% à la fin de la compression, ce qui correspond à une

densité relative moyenne de 94%. L’écart entre les courbes de contraintes axiales supérieure et

inférieure est une conséquence du frottement poudre/paroi de la matrice.

Dans de nombreuses applications de pointe telle que la fabrication des crayons de com-

bustible nucléaire, on cherche à améliorer la qualité du produit final avec un contrôle intime de

la microstructure (et pas seulement de la densité relative) ; Saint-Cyr et al. (2011). Il est alors

important de comprendre le processus de compactage à l’échelle des particules. Il est en parti-

culier important de comprendre comment les surfaces de contact entre particules, leurs formes

et leurs arrangements évoluent au cours de la déformation plastique des particules.

2.3 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons décrit quelques enjeux industriels et scientifiques de la re-

cherche sur les matériaux à particules molles. Même si les matériaux évoqués, leurs comporte-

ments et leurs domaines d’application sont très variées, ils présentent le dénominateur commun

d’être des matériaux divisés avec des particules molles. Pour ces matériaux, la déformation et la

compressibilité des particules constituent un mécanisme important de déformation et d’écoule-

ment, et l’existence d’une contrainte caractéristique fait leur rhéologie dépendre de la pression

de confinement.

A travers plusieurs exemples brièvement discutés, nous avons montré qu’un progrès sub-

stantiel est encore nécessaire pour atteindre une approche numérique fiable pour modéliser ces

matériaux. Dans pratiquement tous les cas, les modèles discrets utilisés sont ceux des particules

rigides. Nous allons présenter les aspects liés à la modélisation numérique dans le chapitre sui-

vant, où nous allons aussi détailler les méthodes que nous avons développées pendant cette

thèse.
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Les particules molles ont souvent été simulées par l’approche DEM (Discrete Element

Method) en autorisant un recouvrement important entre particules mais en modifiant les lois

d’interaction. En gardant la forme sphérique des particules comme géométrie de référence pour

définir la déformation locale, ce type de modèles impliquent une forte compressibilité des parti-

cules. Les vraies déformations des particules molles ne peuvent être traitées qu’en introduisant

des degrés de liberté internes des particules soit dans le cadre de la mécanique des milieux

continus soit en représentant les particules comme des agrégats de particules primaires en inter-

actions mutuelles. Nous décrivons dans ce chapitre deux algorithmes basés sur ces idées et qui

seront appliqués au processus de compaction et de cisaillement d’une collection de particules

molles dans les chapitres suivants.

3.1 Particules molles et méthodes numériques

3.1.1 Lattice Element Method

La simulation des particules molles nécessite l’introduction des degrés de liberté internes

des particules avec un traitement approprié de l’impénétrabilité des particules et du frottement

dans les zones de contact. Une approche possible en ce sens consiste à représenter chaque

particule par un ensemble de points reliés par des ressorts linéaires. Le réseau de ressorts est

équivalent à un milieu élastique avec des modules qui dépendent de la raideur des ressorts. Une

formulation plus avancée de cette approche est la méthode de discrétisation sur réseau (Lattice

Element Method : LEM) (Topin et al. (2009)). Les simples ressorts peuvent être remplacés par

des éléments qui peuvent transférer aussi bien les forces radiales que les forces de cisaillement

ou des moments de flexion entre les noeuds. Il est également possible d’introduire des seuils

de rupture en force ou en déplacement pour représenter la cohésion d’une phase ou de son in-

terface avec une autre phase. Chaque phase (particules, matrices continues) et ses bords sont

matérialisés par les liens partageant les mêmes modules et les mêmes seuils de rupture. Cette

méthode a été appliquée avec succès pour étudier les propriétés élastiques et la rupture de tex-

tures complexes telles que les granules d’amidon dans une matrice protéique (continu) (Topin

et al. (2007)) et les bétons (Affes et al. (2012)). La figure 3.1 montre une carte des contraintes

dans un assemblage de particules molles en présence d’une matrice de ciment simulé par la

LEM.

Les études réalisées montrent à la fois la grande souplesse et l’efficacité de cette méthode

pour la prise en compte des microstructures complexes. Mais son utilisation pour la simula-

tion d’un assemblage de particules molles implique un traitement approprié des contacts (par

couplage avec une méthode dynamique comme nous allons le faire dans ce travail de thèse) et

se limite actuellement au comportement élastique fragile. Pour les grandes déformations, qui

sont au centre de nos études dans ce mémoire, l’utilisation de la LEM implique des précautions

numériques importantes liées aux déplacements des noeuds et possibles enchevêtrements des

liens entre noeuds. C’est pourquoi, comme on verra plus bas, nous avons privilégié une ap-
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FIGURE 3.1 – La carte des contraintes verticales dans un assemblages de particules collées par

une matrice de ciment poreuse ; Affes et al. (2012).

proche dans laquelle les noeuds sont remplacés par des particules primaires (Bonded-Particle

Method) ; voir plus bas.

3.1.2 Approches variationnelles

Pour prendre en compte les propriétés matérielles des particules d’une manière générale,

ainsi que leurs interactions mutuelles, des approches variationnelles basées sur les descriptions

Eulérienne (Benson (1997)) et Lagrangienne (Munjiza et al. (1995); Bardenhagen et al. (2000))

ont été développées. Ces méthodes consistent à mailler les particules et résoudre les équations

continues en prenant en compte des formes régularisées des interactions de contact et de frot-

tement. Dans ce cadre, la première approche peut être de combiner la méthode des éléments

finis (Finite Element Method : FEM) et la méthode des éléments discrets (DEM) (Munjiza et al.

(1995); Munjiza (2004)). Dans la FEM-DEM, chaque particule est discrétisée par la FEM et

des interactions entre particules sont modélisées par la DEM. Par exemple, Gethin et al. (2001)

ont appliqué cette technique au compactage de poudres métalliques ; voir la figure 3.2. D’autres

examples d’application de la FEM-DEM peuvent être trouvés dans Munjiza (2004). L’incon-

vénient majeur de cette méthode est le coût élevé du traitement de contact entre particules

discrétisées par la FEM.

Dans le cadre des modèles Eulériens, une approche intéressante est la méthode Eulérienne

multi-matériaux des éléments finis (Benson (1997, 2000)). Les formulations Eulériennes multi-

matériaux ont été initialement développées pour résoudre les problèmes à haute pression (P>

1 Mbar). A pressions élevées et aux petites échelles de temps, la pression est beaucoup plus
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FIGURE 3.2 – (a) Compactage d’une poudre métallique utilisant l’approche FEM-DEM ;Gethin

et al. (2001).

grande que les contraintes déviatoriques, qui sont parfois négligées.

Dans le contexte des systèmes granulaires, une théorie de mélange décrivant les contacts

entre particules, appelé Lagrangien-Eulérien Arbitraire, a été développée par Benson (2000).

Cette théorie permet d’assurer les conditions aux limites et les contacts entre particules. Sa

mise en oeuvre nécessite la résolution simultanée des équations algébriques non linéaires dans

chaque cellule occupée par plus d’un matériau. Benson note qu’il y a des erreurs dans le trans-

port et le développement d’une couche limite à l’interface. Celles-ci semblent être une consé-

quence de l’incapacité du modèle à prendre en compte les glissements entre les zones à déplace-

ment rigide. La figure 3.3 montre un exemple de compactage d’une poudre d’acier en utilisant

cette approche (Benson (2000)).

3.1.3 Material Point Method

La méthode de points matériels (Material Point Method : MPM) est un modèle Lagrangian

(Sulsky et al. (1994, 1995)) et constitue une extension d’une méthode de particules-en-cellule

(Particle-In-Cell ou PIC), initialement développée pour traiter les fluides (Brackbill et Ruppel

(1986); Brackbill et al. (1988)), à la mécanique des solides. Il s’agit d’une méthode mixte basée
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FIGURE 3.3 – (a) Compactage d’une poudre d’acier ; (b) les morphologies intermédiaires et finaux

de la poudre ; Benson (2000).

sur la combinaison des descriptions Eulérienne et Lagrangienne du matériau. La description

Lagrangienne consiste à discrétiser chaque corps en un ensemble de points matériels, et la des-

cription Eulérienne est basée sur un maillage de l’espace. Des masses constantes sont attribuées

aux points matériels, ce qui permet de satisfaire implicitement la conservation de la masse.

L’information transportée par les points matériels est projetée sur le maillage de fond, où les

équations du mouvement sont résolues. La solution du maillage est alors utilisée pour mettre à

jour les positions et les informations portées par les points matériels. La MPM combine ainsi

les avantages des méthodes Eulérienne et Lagrangienne, ce qui limite la distorsion du maillage

Lagrangien et permet de suivre correctement les bords des corps. Elle a été appliquée aux pro-

blèmes en grandes déformations (Wieckowski (2004); Beuth et al. (2011)), en mécanique de

la rupture (Guo et Narin (2006)) et en rupture dynamique (Chen et al. (2003)). Elle a été aussi

appliquée aux matériaux granulaires (Bardenhagen et al. (2000, 2001); Cummins et Brackbill

(2002)). L’avantage majeure de la MPM est son efficacité numérique et la possibilité de simuler

de très grandes déformations.

Traitement des contacts frottants

Dans le contexte de la MPM, différentes procédures de contact/glissement/séparation ont

été proposées. Il est intéressant de noter que, dans la MPM, l’utilisation du même ensemble de

fonctions de forme continues dans les deux configurations de mapping (le mapping des points

matériels aux nœuds du maillage et le mapping des nœuds du maillage aux points matériels) se

solde par un schéma naturel de contact non-glissant de telle sorte qu’aucune interpénétration se

peut produire. Pour cette raison, et pour l’utilisation d’une valeur unique de vitesse pour mettre

à jour les positions des points matériels, le contact non-glissant entre deux corps différents peut

être traité automatiquement, sans aucun coût supplémentaire par rapport à la MPM classique,

et la surface de contact n’a pas besoin d’être détectée. Il est donc impossible de distinguer ou

séparer les objets en contact avec la MPM classique.
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Cependant, la séparation et/ou le glissement peuvent se produire au cours de l’évolution

des corps en contact. Pour cela, Bardenhagen et al. (2000) ont étendu la MPM classique aux

contacts frottants entre corps solides déformables permettant de prendre en comte le frottement

de Coulomb et le glissement au niveau des nœuds de contact. Dans cet algorithme, le contact

peut se produire si les points matériels des différents corps sont projetés sur les mêmes nœuds

du maillage de fond, et si la force de contact est associée à la vitesse du centre de masse central.

L’algorithme de Bardenhagen permet alors la séparation, le glissement et le roulement entre par-

ticules. Une combinaison de cet algorithme de contact et la MPM classique a été appliquée pour

simuler les déformations en cisaillement dans les matériaux granulaires. Pour améliorer l’algo-

rithme de contact, Bardenhagen et al. (2001) ont pris en compte la tension normale comme

critère de séparation libre. Cet algorithme leur a permis d’étudier la propagation des contraintes

dans un matériau granulaire. Notons que, contrairement à la MPM, dans les méthodes tradition-

nelles d’éléments finis, nous avons besoin d’une recherche coûteuse des surfaces de contact sur

un maillage régulier.

Pour mettre en œuvre l’algorithme de contact non-glissant dans la MPM, Hu et Chen

(2003) ont proposé un système du mapping multi-maillage ; c’est-à-dire, pour chaque corp,

un maillage de fond individuel est défini plutôt qu’un maillage commun. Dans cette procédure,

la vitesse normale de tout point matériel à la surface de contact est calculée dans le maillage de

fond commun, alors que la vitesse tangentielle est recherchée sur la base de l’information cor-

respondante dans le maillage individuel respectif. Dans leur algorithme, l’accélération normale

s’annule si les points matériels des différents corps sont projetés sur le même nœud. Cependant,

dans certains cas, les corps peuvent se séparer bien que leurs points matériels ne soient pas

projetés sur les mêmes nœuds, ce qui conduit à la dissipation d’énergie lors d’un contact. De

plus, dans leur algorithme, le frottement entre les différents corps est complètement ignoré car

les vitesses tangentielles des différents corps sont supposées indépendantes.

Un algorithme de contact multi-maillage amélioré pour MPM a été proposé par Pan et al.

(2008). Dans cette approche, le critère de la condition de contact est similaire à Bardenhagen, ce

qui garantit une recherche rapide du contact entre différents corps. Mais, contrairement aux al-

gorithmes de contact de Bardenhagen et de Hu et Chen, les vitesses normales et tangentielles de

chaque point matériel à la surface de contact sont calculées dans les maillages individuelles res-

pectifs. Afin d’éviter une interpénétration, la force de contact normale est calculée à la surface

de contact et le frottement de Coulomb est appliqué dans la direction tangentielle.

Dans le cas de particules rigides, il existe deux méthodes pour le traitement des contacts

frottants. La méthode la plus populaire est la méthode des éléments discrètes (DEM) introduite

par Cundall et Strack (1979) à partir de la méthode de Dynamique Moléculaire (Molecular Dy-

namics ou MD). Les particules sont traitées comme des corps rigides, mais les contacts entre

les particules sont considérés comme étant déformables et ils obéissant à un comportement

élastique dans lequel la variable de déformation au contact est déduite des positions et dépla-

cements relatifs des particules. Pour prendre en compte le caractère inélastique du contact et

des chocs entre particules, une force visqueuse est également introduite. Les lois de force per-

mettent d’appliquer les méthodes d’intégration classique avec un pas de temps faible devant le
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temps de réponse élastique du contact.

Une autre variante de l’approche discrète est la méthode de Dynamique des Contacts

(Contact Dynamics : CD) développée par J.J. Moreau et M. Jean au LMGC (Moreau (1977,

1983, 1988b,a, 1993, 1994); Jean et Pratt (1985); Jean (1988, 1995, 1999); Jean et Moreau

(1992); Jean et al. (1994)). Pour la distinguer de la DEM basée sur la MD, nous nous y référons

ici par l’acronyme CD-DEM. Elle est ressorti d’une formulation mathématique de dynamique

non-régulière et des développements algorithmiques par J.J. Moreau et M. Jean . La différence

essentielle entre cette approche et la DEM classique (MD-DEM) réside dans le traitement des

interactions de contact. Dans la méthode CD-DEM, les interactions de contact sont traitées sans

introduire des lois de force spécifiques. Les équations du mouvement de corps rigide sont inté-

grées en prenant en compte les contraintes cinématiques résultant des interactions de contact.

Ces interactions sont caractérisées par trois paramètres : le coefficient de frottement et, les co-

efficients de restitution normale et tangentielle qui contrôlent le taux de dissipation. Un schéma

d’intégration temporelle implicite rend la méthode inconditionnellement stable. Pour cette rai-

son, la méthode CD-DEM admet des pas de temps bien plus grands que l’approche MD-DEM.

Un algorithme itératif similaire à la méthode non-linéaire de Gauss-Seidel est souvent utilisé

pour déterminer simultanément les forces de contact et les vitesses des particules à tous les

contacts admissibles entre les particules. Il faut noter que, bien que la méthode CD-DEM soit

basée sur une intégration temporelle implicite des vitesses, elle nécessite une détermination

explicite du réseau de contacts au début de chaque intervalle de temps.

La méthode CD-DEM a été largement appliquée pour étudier les matériaux granulaires

(Moreau (1997); Radjai et al. (1996); Radjaï (1998); Bratberg et al. (2002); Radjai et Roux

(2002); Staron et al. (2002); Nouguier-Lehon et al. (2003); Renouf et al. (2004); McNamara

et Herrmann (2004); Taboada et al. (2005); Saussine et al. (2006); Azéma et al. (2007); Ries

et al. (2007); Estrada et al. (2008); Azéma et Radjai (2010); Saint-Cyr et al. (2011); Quezada

et al. (2012); Nguyen et al. (2015)), ainsi que d’autres systèmes mécaniques composés des

corps rigides avec des interactions de contact frottant tels que la maçonnerie et la structure de

tenségrité (Acary et Jean (1998); Nineb et al. (2006)). Les résultats se révèlent souvent être

en bon accord avec l’observation expérimentale et pour les propriétés de cisaillement statique

et plastique avec des simulations MD-DEM (Radjai et al. (1995, 1997); Radjai (1999); Moreau

(1997); Lanier et Jean (2000); Radjai et Roux (2004b)). Les différences entre les deux méthodes

résultent principalement des échelles de description et de la présence de paramètres élastiques

dans la méthode DEM classique (Radjai et al. (1997); McNamara et Herrmann (2004, 2006)).

Un avantage important de la méthode CD-DEM est le traitement des contacts frottants sans

régularisation. C’est la raison pour laquelle elle peut être directement appliquée au problème de

contact entre particules molles.

Récemment, une procédure numérique basée sur une approche implicite de la MPM en

association avec la méthode CD-DEM a été développée (Nezamabadi et al. (2015)) ; voir la

figure 3.4. La formulation implicite permet la stabilité numérique et un couplage efficace avec

la modélisation implicite des contacts unilatéraux et le frottement entre les particules comme

dans la méthode CD-DEM. Les détails de cette technique, utilisée pour certaines simulations
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dans cette thèse, sont présentés plus bas.

FIGURE 3.4 – Les états déformés au même niveau de déformation pour un exemple de la compac-

tion d’un assemblage de particules élastiques (le module de Young de 10 MPa et le

coefficient de Poisson de 0,45) avec (a) et sans (b) frottement, utilisant un algorithme

de MPM implicite en association avec un traitement implicite des contacts unilaté-

raux basée sur la méthode CD-DEM. Les champs de contraintes de Von Mises sont

représentés avec la même échelle de couleurs ; Nezamabadi et al. (2015)

3.2 Modèle de particules liées (BPM)

Nous avons vu que, parmi différentes représentations des particules molles, il existe deux

approches générales possibles : 1) comme un agrégat de particules primaires rigides, que nous

allons appeler Bonded Particle Method (BPM) et 2) comme un ensemble de points matériels ou

Material Point Method (MPM). Remarquons que la LEM peut être considérée comme un cas

particulier de la BPM avec des interactions élastiques. Le point important pour le traitement des

particules molles avec la BPM est la modélisation des interactions entre particules primaires. En

ce qui concerne la MPM, il est nécessaire de la coupler avec la CD pour un traitement rigoureux

des contacts frottants. Nous allons décrire ces deux approches en commençant par la BPM qui

a été plus souvent utilisée pour les simulations et les analyses présentées dans les chapitres

suivants.

3.2.1 Interactions des particules primaires

Les particules primaires rigides dans un agrégat doivent pouvoir se déplacer et se réarran-

ger selon les forces extérieures exécrées sur ses bords par d’autres agrégats. Ces interactions

doivent comporter une partie d’attraction pour empêcher la dispersion des particules primaires

tout en permettant leurs déplacements et réarrangements. Les interactions entre particules pri-

maires appartenant au même agrégat peuvent être différentes de celles avec d’autres agrégats.

Lorsque les interactions entre les particules primaires sont gouvernées par une loi de contact
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cohésive qui peut être rompue à un certain seuil, ce modèle peut être utilisé pour la simula-

tion des particules sécables (Sator et al. (2008); Wang et Yan (2013); Ma et al. (2014); Nguyen

et al. (2015)). Dans ce cas, les particules subissent une rupture irréversible et peuvent casser

en plusieurs morceaux lorsque le seuil de rupture est atteint pour plusieurs points de contact

entre les particules primaires. Afin d’éviter la fragmentation et de permettre des déformations

réversibles entre particules primaires, il est nécessaire de remplacer l’interaction de contact (qui

est toujours courte-distance) par une force centrale de longue portée comme dans les systèmes

colloïdaux, conjointement avec une force repulsive courte-distance (Israelachvili (1993)).

Pour la partie attractive de la force, nous avons utilisé une loi de puissance. Considérons

deux disques rigides aux rayons a1 et a2 séparées d’une distance δ. La force d’attraction s’ex-

prime sous la forme :

Fa = −F0

(

1 +
δ

a0

)−γ

, (3.1)

où a0 = a1 + a2, et F0 est la valeur maximale de la force d’attraction pour une distance nulle

entre particules (δ = 0). Avec γ = 7, cette expression est simplement la partie attractive de la

force de Lennard-Jones (LJ) (Israelachvili (1993); Ioannidou et al. (2014)). Le choix de l’ex-

posant γ n’est pas crucial pour le problème qui nous intéresse dans cette thèse, mais il a été

montré que cette loi avec différentes valeurs de cet exposant peut représenter le potentiel de

la force moyenne dans des matériaux complexes tels que le ciment et l’argile (Ioannidou et al.

(2014)).

La partie répulsive de l’interaction entre particules primaires peut être définie de diffé-

rentes façons. Mais, comme nous avons utilisé la méthode CD pour la simulation des particules

primaires, nous considérons que les particules sont parfaitement rigides de sorte que la force

répulsive Fr est activée uniquement lorsque les deux particules se touchent, à savoir pour un

gap δ = 0 (Moreau (1988b); Radjai et Richefeu (2009b)). Par conséquent, la force d’interaction

F = Fa + Fr en fonction de δ se réduit au terme d’attraction à une distance arbitraire δ > 0
et prend une valeur ∈ [−F0,+∞] au contact (δ = 0). Le graphe de cette loi d’interaction est

présenté sur la figure 3.5 pour γ = 2 et γ = 7.

Pour une mise en œuvre efficace de cette loi, une coupure à une certaine distance est né-

cessaire. Pour γ = 7, la force d’attraction est négligeable au-delà de δ ≃ a0, auquel cas seuls

les premières et secondes voisines de chaque particule sont impliqués dans les interactions avec

chaque particule. Cette distance est courte, mais suffisante pour permettre aux particules pri-

maires appartenant à une particule de rester ensemble pendant les déformations quasi-statiques.

Afin d’éviter des effets de localisation des déformation et des variations de volume, le co-

efficient de frottement entre les particules primaires appartenant à une particule est fixé à zéro.

En effet, en l’absence de frottement entre particules primaires, le volume de chaque particule

est presque constante car les réarrangements ne produisent pas de dilatance (Peyneau et Roux

(2008)). Par conséquent, la compacité interne des particules reste proche de celle d’un assem-

blage aléatoire désordonné. Par ailleurs, les rotations des particules primaires à l’intérieur d’une

particule ne sont plus matérielles et aucune dissipation d’énergie à l’intérieur des particules ne

se produit par frottement. Cependant, nous avons fixé les coefficients de restitution normale et



40 MODÉLISATION DES PARTICULES MOLLES

 

 

γ = 7

γ = 2

δ

F/F
0

3 4 5 62
1

−1

−0.5

1+δ/a
0

0

FIGURE 3.5 – La loi de force d’attraction entre deux particules pour les deux valeurs de l’exposant

γ ; voir l’équation (3.1).

tangentielle à zéro de manière à permettre la dissipation d’énergie pendant les réarrangements

des particules primaires. Cette dissipation confère indirectement un caractère frottant aux parti-

cules car la dissipation sous l’effet des chocs est proportionnelle à la vitesse relative est donc à

la contrainte qui s’exerce sur la particule.

En outre, en raison des exclusions stériques mutuelles des particules primaires, une parti-

cule peut être en équilibre statique avec des configurations variables des particules primaires.

En d’autres termes, une particule BPM peut prendre des formes variées et la conserver lorsque

les forces extérieures sont supprimées. La déformation de chaque particule contient à la fois une

faible partie réversible due à l’action des forces d’attraction et une partie plastique provenant de

réarrangements de particules primaires.

Notons que, comme les particules primaires interagissent sans frottement, il est inutile

d’ajouter une force de frottement entre les particules primaires appartenant à deux particules

distinctes. La force de frottement n’est jamais mobilisée à de tels contacts frottants car les rota-

tions des particules primaires aux points de contact ne sont pas couplées à la rotation globale de

chaque particle. Un tel effet ne peut être mécaniquement matériel que si on ajoute une résistance

au roulement entre particules primaires.

3.2.2 Paramètres numériques

Pour un choix de l’exposant γ, la loi d’interaction entre particules primaires comporte les

deux paramètres F0 et a0, ou d’une manière générale, les distributions des tailles des particules

primaires. Le choix de F0 n’est pas critique dans la mesure où la déformation des particules est

déterminée par le rapport entre les forces extérieures et F0. Il est plus commode d’introduire la

contrainte caractéristique pI = F0/〈a0〉. Si la pression de confinement p d’un assemblage de
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particules BPM est inférieure à pI , alors les particules se déforment peu et le système peut être

considéré comme régi par les réarrangements des particules. Si, au contraire, p/pI ≫ 1, alors les

particules sont fortement déformées et les déformations sont régies par celles des particules. Le

comportement mécanique dépend donc du rapport p/pI . Cet effet de pression de confinement est

l’effet recherché dans cette thèse. Il est absent du comportement d’un assemblage de particules

indéformables et insécables. En ce sens, pI correspond au seuil plastique des particules BPM,

comme on le verra plus bas ; voir figure 3.11.

La distribution des tailles des particules primaires modifie seulement la compacité internes

des particules. Nous avons testé l’écrasement des particules avec différentes granulométries. Les

déformations des particules sont un peu plus lisses dans le cas des distributions polydiserpses

des tailles. C’est pourquoi, dans la plupart de simulations nous avons introduit un facteur deux

entre les tailles maximale et minimale des particules primaires. Notons aussi que la valeur ab-

solue de a0 n’est pas cruciale et ne modifie que la valeur de pI . Enfin, la précision du modèle

naturellement augmente avec le nombre de particules primaires par particule. En 2D, un nombre

de particules primaires supérieur à 1000 permet, même dans un état très déformée, d’obtenir une

bonne représentation des formes des particules molles. Nous en verrons des exemples plus bas.

3.3 Algorithme MPM implicite

Dans cette section, nous présentons la formulation de base de la méthode des points ma-

tériels. Ensuite, une procédure MPM implicite est développée pour la simulation de particules

déformables en association avec la méthode CD pour le traitement des contacts frottants entre

particules. Notre procédure est implantée de telle sorte que des variables de contact (la vitesse,

la force. . . ) sont calculées simultanément avec des variables de volume (les contraintes, les

déformations. . . ).

3.3.1 Formulation de la MPM

Equations principales

Considérons un domaine Ω dans RD,D étant la dimension du domaine, désignant un corps

avec un bord extérieur ∂Ω. La conservation de la masse est décrit par l’équation de continuité

suivante :
∂ρ(x, t)

∂t
+∇(ρ(x, t) · v(x, t)) = 0 dans Ω , (3.2)

où ρ(x, t) est la densité du matériau et v(x, t) représente la vitesse à la position x et le temp t.

Dans le contexte de la théorie des déformations infinitésimales, la conservation de la quan-

tité de mouvement est donnée par :

∇ · σ(x, t) + b(x, t) = ρ(x, t) a(x, t) dans Ω, (3.3)
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où σ(x, t) est le tenseur des contraintes de Cauchy, b(x, t) indique la force volumique du corps

et a(x, t) désigne l’accélération à la position x et le temp t.

Ce corps est soumis aux déplacements et efforts imposés sur les parties complémentaires

disjointes du bord ∂Ωu (conditions aux limites de type Dirichlet) et ∂Ωf (conditions aux limites

de type Neumann), respectivement (∂Ω = ∂Ωu ∪ ∂Ωf et ∂Ωu ∩ ∂Ωf = 0) . Les conditions aux

limites sont alors données par :

{

u(x, t) = û(t) sur ∂Ωu,

σ(x, t) · n = f(t) sur ∂Ωf ,
(3.4)

où u(x, t) est le champ de déplacement et û(t) et f(t) sont les déplacements et efforts imposés,

respectivement. n représente est la normale unitaire sortante à ∂Ω.

L’équation de la conservation de la masse (3.2) et l’équation du mouvement (3.3) doivent

être complétées par une loi de comportement qui est supposée ici d’être linéaire, homogène,

isotrope et élastique :

σ(x, t) = C : ε(x, t), (3.5)

où C représente le tenseur d’ordre quatre des constates d’élasticité et ε est le tenseur des dé-

formations (ε = 1
2

(

∇u+∇u
T
)

). Notons que, ici, on se limite à une loi de comportement

linéaire pour simplifier la formulation et que des lois de comportement non-linéaires (y compris

les comportements inélastiques tels que la plasticité) peuvent être également appliquées dans ce

contexte.

Formes variationnelles et discrétisées

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, le corps est divisé en éléments de masse

infinitésimale à laquelle une quantité de masse constante est allouée pendant le calcul. Dans la

MPM, ces éléments sont représentés par des points matériels avec masses fixes. Cela implique

que la relation de conservation de la masse (3.2) est automatiquement satisfaite. Par ailleurs, la

forme faible associée à l’équation du mouvement (3.3) et les conditions aux limites (3.4) peut

être écrite comme suit :

Trouver u ∈ S(Ω), ∀δu ∈ S0(Ω) et satisfaisant u = û sur ∂Ωu, tel que :

∫

Ω

σ : δεdΩ +

∫

Ω

ρa · δudΩ =

∫

Ω

b · δudΩ +

∫

δΩf

f · δudΓ, (3.6)

où S(Ω) désigne l’espace des fonctions suffisamment régulières et cinématiquement admis-

sibles et S0(Ω), S0(Ω) = {δu ∈ S(Ω), δu = 0 sur ∂Ωu} est l’espace des fonctions suffisam-

ment régulières et nulles sur le bord Dirichlet.

La MPM peut être considérée comme une extension de la méthode des éléments finis clas-

sique. Les intégrales classiques de la force nodale et de la matrice de masse sont définies de la
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même façon qu’en FEM. La forme faible (3.6) peut donc se réécrire sous la forme suivante :

Ne
∑

e=1

∫

Ω

σ : δεdΩ +
Ne
∑

e=1

∫

Ω

ρa · δudΩ =
Ne
∑

e=1

∫

Ω

b · δudΩ +

∫

δΩf

f · δudΓ, (3.7)

où Ω
e représente le domaine occupé par e-ième élément etNe est le nombre d’éléments. Dans le

contexte de la MPM, les points matériels servent comme points d’intégration pour calculer les

intégrales dans la FEM. Cependant, dans la FEM standard, les positions des points d’intégration

et leurs masses sont choisies de façon à optimiser la précision d’intégration pour un ensemble

donné de fonctions d’interpolation. La MPM discrétise ces intégrales à l’aide d’une fonction de

Dirac. Par exemple, la densité peut alors être discrétisée pour un élément comme suit :

ρ(x, t) =

Ne
p

∑

p=1

ρpδ(x−Xp(t), (3.8)

où ρp et Xp(t) sont la densité et la position d’un point matériel, respectivement. δ est la fonction

de Dirac etN e
p est le nombre des points matériels dans un élément. Notez que la densité de point

matériel est égale à ρp = mp/Vp avec la masse mp et la volume Vp de point matériel

Le déplacement up et la déformation εp au point matériel Xp s’expriment en fonction des

déplacements aux nœuds d’un élément ue
node appelés des déplacements nodaux. up et ue

node sont

liés par une matrice Np appelée matrice d’interpolation ou matrice des fonctions de forme au

point Xp (up = Npu
e
node). A partir de ces matrices, on définit facilement la matrice Gp qui

relie le gradient du déplacement aux déplacements nodaux u
e
node (εp = Gpu

e
node). Bien entendu,

chaque terme de Gp est une dérivée d’une fonction de forme. Le déplacement virtuel δup et la

déformation virtuelle δεp au point matériel Xp peuvent donc être définis de la même manière

(δup = Npδu
e
node et δεp = Gpδu

e
node). Par conséquent, la forme discrétisée du problème (3.7)

est donnée sous la forme suivante en tenant compte des interactions de contact entre plusieurs

corps :

Manode(t) = F
int(t) + F

ext(t) + F
C(t), (3.9)

où anode est le vecteur des accélérations nodales et FC désigne le vecteur des forces nodales de

contact (voir la section 3.3.3). M est la matrice de masse nodale définie par :

M =
Ne
∑

e=1

Ne
p

∑

p=1

mp Np , (3.10)

F
int donne le vecteur des forces internes :

F
int = −

Ne
∑

e=1

Ne
p

∑

p=1

Gp σp Vp (3.11)

et Fext représente le vecteur des forces extérieures appliquées :

F
ext =

Ne
∑

e=1

Ne
p

∑

p=1

Npbp + F
S (3.12)
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avec F
S comme le vecteur des forces surfaciques.

Enfin, puisqu’il y a généralement plus des points matériels que les nœuds du maillage, une

approche des moindres carrées est utilisée afin de déterminer les vitesses nodales vnode à partir

des vitesses aux points matériels vp. Les vitesses nodales sont donc obtenues en résolvant la

relation suivante :

Pnode = Mvnode =
Ne
∑

e=1

Ne
p

∑

p=1

mp Np vp. (3.13)

où Pnode est le vecteur des quantités nodales de mouvement.

3.3.2 Résolution implicite

Nous proposons ici une approche MPM avec une intégration temporelle implicite comme

celle de Guilkey et Weiss (2003). Dans le contexte de la résolution implicite, pour avancer la

solution dans le temps de (3.9) de t à t + ∆t, on considère que F
ext(t+∆t) sont connus. En

outre, la règle trapézoïdale est utilisée pour faire avancer la grille cinématique :

unode(t+∆t) =
∆t

2
(vnode(t) + vnode(t+∆t)), (3.14)

vnode(t+∆t) = vnode(t) +
∆t

2
(anode(t) + anode(t+∆t)), (3.15)

Notons que unode(t) = 0 car unode(t + ∆t) est en fait le vecteur des déplacements nodaux à

partir de t à t+∆t. A partir des équations (3.14) et (3.15), le vecteur des accélérations nodales

en temps t+∆t peut être donné par :

anode(t+∆t) =
4

∆t2
unode(t+∆t)− 4

∆t
vnode(t)− anode(t). (3.16)

Afin d’évaluer le volume de point matériel Vp à partir de t à t + ∆t, en considérant la

relation de la conservation de masse (3.2), la règle trapézoïdale et le fait que la masse de point

matériel (mp) est fixe, nous obtenons :

Vp(t+∆t) = Vp(t)
1 + ∆t

2
∇ · vp(t)

1 + ∆t
2
∇ · vp(t)−∇ · up(t+∆t))

(3.17)

Dans le cadre d’un algorithme de résolution incrémental-itératif, une nouvelle estimation

de unode à l’itération k, uk
node(t+∆t), est obtenue en ajoutant ∆u

k
node, le déplacement incrémen-

tal, au déplacement estimé précédemment :

u
k
node(t+∆t) = u

k−1
node(t+∆t) + ∆u

k
node (3.18)
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Afin d’obtenir ∆u
k
node, à l’itération k nous résolvons l’équation linéarisée suivante qui est la

forme incrémentale de la relation (3.9) :

K
k−1∆u

k
node = R

k (3.19)

où K
k−1 est la matrice de rigidité :

K
k−1 =

4

∆t2
M−

Ne
∑

e=1

N e
p

∑

p=1

V k−1
p (t+∆t)Gp CGp

−
Ne
∑

e=1

N e
p

∑

p=1

V k−1
p (t+∆t)

1 + ∆t
2
∇ · vp(t)−∇ · uk−1

p (t+∆t)
Gp σ

k−1
p (t+∆t)BGp

(3.20)

et Rk représente le terme résiduel :

R
k = F

ext(t+∆t) + F
int(k−1)

(t+∆t) + F
C(k−1)

(t+∆t)−Ma
k−1
node(t+∆t) . (3.21)

L’objectif de cet algorithme incrémental est de trouver d’un vecteur des déplacements no-

daux unode(t +∆t) qui minimise le terme résiduel, R. Ainsi, comme Guilkey et Weiss (2003),

nous introduisons deux critères de convergence :

C1 =
‖∆u

k
node‖

‖∆u1
node‖

< ǫ1 et C2 =
‖∆u

k
nodeR

k‖
‖∆u1

nodeR
1‖ < ǫ2, (3.22)

où ǫ1 et ǫ2 sont des paramètres de précision sur des vitesses et l’énergie, respectivement, ‖ · ‖
est la norme du vecteur, ‖∆u

max
node‖ désigne la valeur maximale de la norme du vecteur des

déplacements incrémentaux et ‖∆u
1
nodeR

1‖ indique la valeur initiale du produit scalaire des

vecteurs des déplacements incrémentaux et du terme résiduel. Après l’obtention des solutions

nodales, elles sont projetées sur les points matériels, ce qui permet de mettre à jour l’information

portée par ces points.

3.3.3 Traitement des contacts frottants

Pour étudier un assemblage de particules molles, les forces de contact FC entre les par-

ticules nécessitent d’être calculées à l’aide d’un algorithme de contact prenant en compte la

condition de non-interpénétration de la matière ainsi que la loi de frottement de Coulomb.

Comme nous utilisons un schéma implicite pour l’implémentation de la MPM, la méthode CD

qui est une approche implicite, est un choix naturel pour le traitement des points de contact.

Cependant, contrairement à des particules parfaitement rigides, la méthode de résolution doit

être adaptée aux particules discrétisées en points matériels. De ce fait, dans la MPM, un algo-

rithme de contact multi-maillage est développé pour implémenter des lois de contact tels que

la loi de frottement de Coulomb ou des lois d’adhésion au niveau des points de contact (Hu
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ft~t
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β
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β
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FIGURE 3.6 – Schéma de l’algorithme de contact multi-maillage de la MPM.

et Chen (2003)). Dans ce modèle, les variables de contact sont calculées en même temps que

celles associées au comportement volumique.

Considérons deux corps déformables α et β ; voir figure 3.6. Dans le cadre de l’algorithme

multi-maillage, un maillage de fond approprié à chaque corps est défini. Un point de contact à

l’interface entre les deux corps peut être traité par l’introduction d’un maillage de fond commun

avec le même type de grille pour le transfert de quantités nodales de maillages appropriés au

maillage commun. Les points de contact entre les corps α et β sont traités au niveau des nœuds

voisins appartenant au maillage de fond commun. Leurs valeurs nodales impliquent des contri-

butions des deux corps. A un nœud de contact potentiel i, un vecteur normal unité ni, orienté

du corps β vers le corps α, est défini par le gradient de la masse nodale dans le corps individuel

(Bardenhagen et al. (2001); Huang et al. (2011)) :

ni =
n̂
β
i − n̂

α
i

|n̂β
i − n̂α

i |
(3.23)

avec

n̂
α
i =

∑Ne
p

p=1 Gpm
α
p

|∑Ne
p

p=1 Gpmα
p |

et n̂
β
i =

∑Ne
p

p=1 Gpm
β
p

|∑Ne
p

p=1 Gpm
β
p |

(3.24)

où mα
p et mβ

p représentent la masse du point matériel p dans les corps α et β, respectivement.

En outre, un vecteur tangentiel unité ti est défini par :

ti =
(vα

i − vβi )− (vα
i − vβi ) · nini

|(vα
i − vβi )− (vα

i − vβi ) · nini|
(3.25)

Tant que la vitesse relative normale vn reste positive,

vn = (vα
i − v

β
i ) · ni > 0, (3.26)
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la force normale répulsive fn est égale à zéro. Mais quand vn = 0, une force non-négative

normale répulsive fn est mobilisée au niveau du nœud de contact. Ces conditions définissent

la condition de Signorini en vitesse comme le montre la figure 3.7(a) (Jean (1995); Brogliato

(1999)).

fn

vn

(a)

ft

vt

(b)

µfn

−µfn

FIGURE 3.7 – Conditions de contact : (a) Condition de Signorini reliant la vitesse normale rela-

tive vn et la force normale fn ; (b) Loi de frottement de Coulomb reliant la vitesse

de glissement vt et la force de frottement ft ; µ est le coefficient de frottement. Les

lignes pointillées représentent des relations linéaires extraites des équations de la

dynamique.

Afin de résoudre les équations du mouvement en même temps que la condition de Signorini

en vitesse à tous les nœuds de contact potentiels, il est nécessaire d’exprimer les équations du

mouvement en fonction des variables de contact fn et vn. Une telle relation peut être obtenue

en combinant les équations du mouvement au niveau du nœud commun i :

mα
i a

α
i = F

α,int
i + F

α,ext
i + F

C,αβ
i +

∑

γ

F
C,αγ
i , (3.27)

mβ
i a

β
i = F

β,int
i + F

β,ext
i + F

C,αβ
i −

∑

γ

F
C,γβ
i , (3.28)

où
∑

γ F
C,αγ
i et

∑

γ F
C,γβ
i sont des forces de contact des autres corps à ce nœud commun. A

partir des équations ci-dessus, il est facile d’obtenir une relation linéaire entre fn(fn = F
C,αβ
i ·

ni) et vn :

fn =
2

∆t

mα
i m

β
i

mα
i +mβ

i

vn + kn, (3.29)

où kn représente une force compensée dépendant d’autres forces de contact exercées par les

corps voisins de α et β. Les forces normales à tous les nœuds de contact sont obtenues par une

procédure itérative en intersectant cette relation linéaire avec le graphe de Signorini, comme le

montre la figure 3.7(a).
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Dans la même façon, la loi de frottement sec de Coulomb est une relation complémentaire

entre la force de frottement ft et la vitesse tangentielle vt (vt = (vα
i − v

β
i ) · ti) au nœud de

contact ; voir figure 3.7(b). Comme le graphe de Signorini, la loi de Coulomb ne peut pas être

réduite à une fonction à valeur unique. La force de frottement et la vitesse tangentielle peuvent

être déterminées en expriment les équations du mouvement en fonction des variables de contact

ft et vt :

ft =
2

∆t

mα
i m

β
i

mα
i +mβ

i

vt + kt, (3.30)

En intersectant cette dernière équation avec le graphe de Coulomb, la force de frottement ft
peut être calculée à tous les nœuds de contact simultanément dans la même procédure itérative

utilisée pour calculer les forces normales. La convergence vers la solution à la fois pour les

forces de contact et les contraintes internes est lisse, et une précision élevée peut être obtenue.

3.4 Compression diamétrale d’une particule

Nous étudions ici la précision et l’efficacité des modèles proposés en considérant le com-

portement d’une seule particule en utilisant les deux méthodes décrites plus haut. Nous allons

aussi analyser les origines du comportement élasto-plastique de la particule BPM.

3.4.1 Les simulations

Nous avons réalisé des simulations BPM et MPM d’une particule de rayon R = 5 mm

et comprimée entre deux parois rigides comme le montre la figure 3.8. La paroi inférieure est

fixe et la paroi supérieure se déplace vers le bas à une vitesse constante de 0,2 m/s. Pour les

simulations BPM, la particule est composée de 1750 particules primaires rigides. Les diamètres

des particles primaires varient de 0,16 à 0,26 mm. Leurs interactions sont régies par l’équation

(3.1) avec F0 = 100 N, γ = 7.

Dans la MPM, les simulations ont été effectuées à deux dimensions dans le cadre des dé-

formations planes. Le domaine de calcul est maillé avec des éléments quadrangulaires à quatre

nœuds et une distribution initiale de quatre points matériels par élément a été utilisé. De plus,

les points matériels ont été distribués de manière à répondre au mieux à la forme initialement

circulaire de la particule comme le montre la figure 3.9b. Le module de Young, le coefficient

de Poisson et la densité de la particule sont égales à E = 10 MPa, ν = 0,45 et ρ = 990 kg/m3,

respectivement. Le choix de la valeur de ν est motivé par la volonté de limiter les variations de

volume comme pour les particules BPM. La faible compressibilité des particules implique que

le changement de forme domine la déformation des particules. La résolution spatiale relative

est ξ = ∆r
R

= 0,029 , où ∆r est la distance moyenne entre les points matériels.

Les particules déformées pour une déformation verticale ε = 30 % sont présentées sur les

figures 3.9c et 3.9d avec des chaînes de force dans le premier cas et des contraintes von Mises
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FIGURE 3.8 – Géométrie du problème de compression diamétrale d’une particule.

dans le second cas. Les courbures latérales pour les deux cas sont presque similaires à la rugo-

sité de la surface de la particule BPM près. Une inspection de la zone de contact avec les parois

révèle une ligne de contact parfaite de la particule BPM, reflétant un comportement plastique de

cette particule, alors que la particule MPM ne touche les deux parois que sur un court segment

au centre. Par conséquent, les contraintes à l’intérieur des particules sont différentes : presque

homogène dans la particule BPM (aux inhomogénéités locales des chaînes de force près) et in-

homogène avec des gradients le long de et perpendiculaire à l’axe vertical de la particule MPM.

Dans ce cas, les contraintes les plus fortes sont localisées au centre de la particule déformée.

3.4.2 Relation force-déplacement

La figure 3.10 montre la contrainte verticale σ = F/L, où L est le diamètre horizontal de

la particule à tout instant, en fonction de la déformation axiale cumulée ε = ln(1 + d/R) ; voir

figure 3.8. La particule MPM montre un comportement élastique linéaire à faible déformation

comme prédite par l’analyse d’Hertz pour un disque (Nezamabadi et al. (2015)) :

F =
π

4

E

(1− ν2)
R ε, (3.31)

Une déviation du comportement linéaire est observée pour ε > 0, 05. Cette faible gamme de

déformation de Hertz (avec un exposant 3/2 en 3D et 1 en 2D) est généralement utilisée pour

des simulations de dynamique moléculaire du comportement élastique des matériaux granu-

laires composés de particules sphériques (Thornton (1997); Makse et al. (2000); Silbert et al.

(2007); Singh et al. (2015)). Une transition vers un régime linéaire avec une pente plus faible

est observée au-delà de ε = 0, 15.

La particule BPM se caractérise par une réponse linéaire aux petites déformations de

l’ordre de 2% et un comportement plastique au-delà. La contrainte plastique seuil reste constante
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FIGURE 3.9 – La discrétisation d’une particule molle par le BPM (a) et la MPM (b) ; Les particules

déformées pour la déformation verticale ε = 30 % pour le BPM (c) et la MPM (d).

En (c), l’épaisseur de la ligne rouge entre les particules primaires est proportionnelle

à la valeur de la force répulsive normale. En (d), le code de couleur représente des

contraintes von Mises aux points matériels variant de valeurs les plus faibles en bleu

à des valeurs les plus grandes en rouge.
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FIGURE 3.10 – La contrainte axiale en fonction de la déformation axiale cumulative pour une par-

ticule subissant une compression axiale à l’aide des simulations BPM et MPM.

et elle est presque égal à la contrainte caractéristique pI ≃ 0, 5 MPa. La déformation de la par-

ticule BPM dépend faiblement de la polydispersité de la taille des particules primaires. C’est ce

que nous observons sur la figure 3.11 pour trois ploydispersitiés de tailles différentes. Dans les
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FIGURE 3.11 – La contrainte axiale en fonction de la déformation axiale cumulative pour trois par-

ticules BPM de même taille avec une distribution de tailles uniforme des particules

primaires, mais avec différentes gammes de leurs diamètres : (a) 2400 particules

primaires avec diamètres dans l’intervalle [0, 1, 0, 24] mm, (b) 1750 particules pri-

maires avec diamètres dans l’intervalle [0, 16, 0, 26] mm et (c) 1300 particules pri-

maires avec diamètres dans l’intervalle [0, 22, 0, 28] mm.

trois exemples, les particules primaires ont une distribution uniforme de leur volumes, mais le

rapport de taille entre les particules les plus grandes et les plus petites varie. La variation de la

contrainte seuil reflète celle de 〈a0〉.
Pour illustrer la plasticité de la particule BPM, nous avons appliqué une décharge à deux

niveaux de déformation (10% et 30%). La figure 3.12 montre que la contrainte diminue linéaire-

ment lors de la décharge avec une pente qui semble augmenter légèrement avec la déformation.

La particule déformée après une décharge à partir de ε = 30 % est présentée sur les figures 3.13

avec des chaînes de force. Notons que, malgré les chaînes de force présentes à l’intérieur de la

particule, la contrainte macroscopique moyenne après décharge est nulle. Les chaînes, en effet,

ne représentent que les forces de répulsion aux contacts entre particules primaires. A l’équilibre,

ces forces sont compensées par les forces d’attraction mutuelles entre particules. La particule

maintient sa forme à l’équilibre malgré l’annulation des contraintes appliquées.

3.4.3 Origines du comportement élasto-plastique des particules
BPM

L’assemblage des particules primaires rigides sans frottement avec des forces d’attraction

à distance, constitue un système caractérisé par une multitude d’états d’équilibre. Chaque état

d’équilibre correspond à un minimum d’énergie potentiel du système et une configuration (une
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FIGURE 3.12 – La contrainte axiale en fonction de la déformation axiale cumulative pour une par-

ticule subissant une compression vertical suivi d’une décharge à partir de 10% et

de 30% de déformation. Les simulations ont été réalisées par la BPM.

FIGURE 3.13 – Une image de la particule BPM après la décharge à partir d’une déformation ver-

ticale de ε = 30 %. L’épaisseur des lignes rouges entre les particules primaires est

proportionnelle à la valeur de la force de répulsion normale.

conformation dans le langage des polymères). Lorsque la particule est soumise à des forces

extérieures, les particules primaires s’écartent de leur positions d’équilibre. Si l’écart est suffi-

samment faible, le système revient à sa configuration initiale après une décharge. Autrement, le

système tend vers un état d’équilibre proche et la configuration change. La particule dans son

ensemble présente donc un comportement élasto-plastique.

Le seuil plastique correspond à la contrainte nécessaire pour déplacer une particule pri-

maire d’une distance nécessaire pour un changement de configuration. Cette distance est de

l’ordre de la distance moyenne entre particules primaires 〈a0〉. Par ailleurs, la force nécessaire
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pour ce déplacement est F0. Le seuil plastique est donc donnée par

σY =
F0

〈a0〉
. (3.32)

Ce seuil est égal à la contrainte caractéristique pI introduit précédemment. Sur la figure 3.9,

la valeur du seuil plastique 0, 5 MPa est bien donnée par cette expression avec F0 = 100 N et

〈a0〉 ≃ 0, 2 mm.

La première pente de la courbe de décharge sur la figure 3.12 correspond à un module

élastique de E ′ ≃ 25 MPa. Comme le seuil plastique, ce module reflète les valeurs de F0 et a0,
mais aussi l’exposant γ. En effet, le module élastique pour la phase de décharge correspond à

de très faibles déplacements de retour à l’équilibre des particules primaires, et dans cette limite

la relation force-déplacement entre deux particules primaires se réduit à

F = γF0
δ

〈a0〉
≃ γF0ε . (3.33)

Dans l’hypothèse de déformations affines des particules primaires, le rapport δ/〈a0〉 est égal à

la déformation macroscopique ε.

Par ailleurs, F/〈a0〉 donne l’ordre de grandeur de la contrainte moyenne pour la force F .

Pour être plus précis, il faut prendre en compte le réseau des contacts entre particules primaires

pour le calcul de σ. L’expression du tenseur des contraintes permet en effet de montrer que la

composante de la contrainte dans une direction donnée (ici verticale) est donnée par (Richefeu

et al. (2007); Radjai et Richefeu (2009a)) :

σ =
1

2
ncℓ〈F 〉 , (3.34)

où nc est la densité numérique des contacts et ℓ est la longueur moyenne des vecteurs branches

reliant les centres des particules (primaires). nc peut être évalué à partir du nombre de coordi-

nation z′ et de la taille moyenne des particules primaires, ce qui donne nc = z′φ′/(π〈a0〉2), où

φ′ est la compacité interne (pour l’assemblage de particules primaires). En posant ℓ = 〈a0〉, on

obtient l’expression de la contrainte en fonction de la force F :

σ =
z′φ′

π〈a0〉
F . (3.35)

En introduisant l’expression de F (3.33) dans la relation (3.35), on obtient une relation

linéaire entre σ et ε :

σ = E ′ε , (3.36)

avec le module E ′ donné par

E ′ =
γz′φ′F0

π〈a0〉
=
γz′φ′

π
σY . (3.37)
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Comme les particules primaires sont sans frottement, elles constituent un système isostatique

avec z′ = 4. Pour la même raison, leur compacité est de l’ordre de la compacité RCP φ′ ≃ 0, 8
pour un ensemble légèrement polydisperse. On trouve donc un facteur γz′φ′/π ≃ 7 entre E ′ et

σY . Ce facteur est nettement (d’un facteur de 7) plus faible que la valeur mesurée sur la figure

qui, pour la première décharge, donne E ′/σY ≃ 25/0, 5 = 50. Cette différence suggère que les

déplacements de retour à l’équilibre ne sont pas répartis de manière affine dans tout le volume.

En considérant, par exemple, un fraction de 7% seulement de paires de particules primaires, on

retrouve le bon rapport. En d’autres termes, les déplacements relatives pendant la décharge sont

localisés sur une fraction de 7% de paires de particules.

En raison de leurs interactions cohésives, les particules présentent aussi une tension sur-

facique ou énergie de surface γs. En 2D, l’unité de γs est celle d’une force. En effet, l’énergie

nécessaire pour arracher une particule primaire de la surface d’une particule est approximati-

vement donnée par γs ≃ F0〈a0〉/〈a0〉 = F0. L’effet de cette énergie de surface est de tendre

à arrondir les angles. La longueur élasto-capillaire théorique correspondante est donnée par

(Mora et al. (2013)) :

γs
E ′

≃ π〈a0〉
γz′φ′

≃ 1

7
〈a0〉 . (3.38)

Comme E ′ est sous-évalué par son expression théorique, la valeur réelle de cette longueur

est encore plus petite (d’un facteur 7) que cette valeur théorique. Elle est donc pratiquement

négligeable devant la taille des particules.

3.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux approches numériques pour modéliser le com-

portement des matériaux à particules molles. La première approche est le modèle des particules

liées (BPM) qui repose sur la représentation des particules molles par des agrégats de particules

primaires rigides interagissant via une force de répulsion aux points de contact et une force d’at-

traction entre les centres de particules jusqu’à une distance de coupure de l’ordre du diamètre

d’une particule. Dans cette thèse, la force répulsive de contact est traitée en utilisant la méthode

de dynamique des contacts (CD). Pour la force d’attraction, une loi de force de Lennard-Jones

est introduite. La deuxième approche est la méthode des points matériels (MPM) qui consiste

en une discrétisation des particules en points matériels. Nous avons développé une formulation

implicite de la MPM combinée avec la méthode CD pour le traitement des contacts frottants.

Nous avons montré, par la compression diamétrale d’une particule, que les particules

MPM se comportent comme les particules purement élastique (car un comportement élastique

est considéré dans la formulation) alors que les particules BPM ont un comportement élasto-

plastique avec un seuil qui peut être évalué à partir des interactions entre particules primaires.

Notons que, dans le cadre de la MPM, nous nous sommes limités ici à une loi de comportement

élastique linéaire dans cette thèse. Mais les lois de comportement inélastique et/ou non-linéaire

(l’hyper-élasticité, la plasticité. . . ) peuvent être mise en œuvre dans cette méthode. Pour cela, la
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MPM offre une alternative plus fiable aux méthodes DEM avec l’avantage de permettre la prise

en compte du comportement individuel réel des particules. Notre algorithme MPM-CD fournit

donc un outil de simulation important pour les grandes déformations des particules.

Par ailleurs, la BPM avec des particules molles étend considérablement la portée de la

DEM dans son application aux SPM. Le comportement des particules molles peut être calibré ou

modifié en jouant sur les interactions entre les particules primaires ou en utilisant ces particules

avec différentes formes et différentes distributions de tailles. En substance, les contacts entre

les particules primaires représentent rien de plus que des potentiels répulsifs très durs qui se

produisent entre les molécules. Pour cette raison, la BPM peut être appliquée à des entités

colloïdales en interaction par un potentiel effectif attractif.
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Dans le chapitre précédant, les deux approches MPM and BPM ont été proposées pour la

modélisation des SPM. Dans ce chapitre, nous appliquons ces techniques au problème de com-

paction uniaxial d’un assemblage de particules molles. Cet assemblage peut potentiellement

atteindre des compacités élevées par changement de forme des particules. Nous allons montrer

que la MPM et le BPM permettent de simuler la compaction au-delà de la compacité RCP.

Nous étudions l’évolution de différentes variables de texture de l’assemblage (la compacité, la

connectivité. . . ) et leurs différences pour les deux méthodes. Comme nous le verrons, les deux

méthodes conduisent à des textures similaires, mais la loi de comportement (élastique vs. plas-
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tique) des particules individuelles affecte l’évolution de l’assemblage. Nous allons également

considérer les contacts avec et sans frottement entre les particules. Mais on verra que ce frot-

tement n’est pas effectif dans le cas des simulations BPM en raison de l’absence de frottement

entre particules primaires.

4.1 Le système simulé

Nous considérons un assemblage de 300 particules circulaires en 2D, confinées dans une

boîte rectangulaire de largeur L dont seule la paroi supérieure est mobile. Une faible polydis-

persité de taille (diamètres ∈ [1, 4 , 2, 4] mm) est introduite afin d’éviter la mise en ordre longue

distance des particules. Dans configuration initiale, les particules sont réparties de manière as-

sez dense dans la boîte. A partir de cette configuration initiale, on simule la compaction en

déplaçant la paroi supérieure vers le bas à une vitesse constante de 5 m/s et un pas de temps de

δt = 0, 1µs. La gravité est négligée afin d’éviter des gradients de contrainte supplémentaires.

Deux cas sont étudiés : 1) sans frottement et 2) avec un coefficient de frottement µ = 0, 5 entre

les particules (le frottement entre les particules et les parois, et entre particules primaires du

BPM étant nul).

Dans les simulations BPM, les particules de l’assemblage sont discrétisées par 100 000

particules primaires rigides non-frottantes de densité 2000 kg/m3 et de polydispersité de taille

avec diamètres ∈ [0, 07 , 0, 13] mm. Ainsi, chaque particule est composée d’un minimum de

200 particules primaires ; voir figure 4.1a). La relation (3.1) définit les interactions entre les

particules primaires dans chaque particule avec F0 = 100 N et γ = 7.

Les simulations MPM ont été effectuées à deux dimensions dans le cadre de l’hypothèse

des déformations planes. Le domaine de calcul est maillé par des éléments quadrangulaires à

quatre nœuds et une distribution initiale de quatre points matériels par élément a été utilisée.

Les parois de la boîte sont également modélisées en utilisant la MPM. Une loi de comportement

élastique linéaire a été considérée pour chaque particule avec le module de Young E = 10 MPa,

coefficient de Poisson ν = 0, 45 et densité ρ = 990 kg/m3. La résolution spatiale relative pour

chaque particule est ξ = 0, 17 ; ξ = ∆r
R

, où ∆r est la distance moyenne entre les points matériels

et R indique le rayon d’une particule ; voir la figure 4.1d.

4.2 Relations déformation-contrainte

Les figures 4.1a-f montrent trois états de compaction au cours de la compression uniaxiale

pour les simulations BPM 4.1a-c et MPM 4.1d-f. Dans ces simulations, le coefficient de frotte-

ment entre les particules et entre les particules et les parois est zéro. Etant donné que la com-

paction débute par un assemblage de particules non bloquées, au cours de la phase initiale de

la compaction, des nouveaux contacts se forment entre les particules jusqu’à ce qu’elles se

bloquent et la contrainte verticale commence à croître.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

FIGURE 4.1 – Trois états de compaction au cours de la compression uniaxiale d’un assemblage de

particules molles simulé par les approches BPM (a-c) et MPM (d-f) ; Zoom sur les

images BPM (g) et MPM (h). Les cercles pleins sont des points matériels dans la

MPM et les particules primaires rigides dans le BPM.
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A partir de ce point, la compacité augmente à cause de la déformation des particles. A la fin

de la compaction, tout l’espace est presque rempli par les particules déformées. Au cours de la

compaction, des nouveaux contacts peuvent encore s’établir entre les particules et les surfaces

de contact (longueurs en 2D) croissent avec la déformation. Les formes des particules changent

graduellement d’une forme circulaire à une forme presque polygonale comme on peut voir sur

la figure 4.1g-h. Notons que les gaps apparents observés sur les clichés des simulations MPM

entre les particules sont liés à la résolution spatiale.
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FIGURE 4.2 – La contrainte verticale σ normalisée par la contrainte de consolidation σ0 en fonc-

tion de la déformation verticale cumulée ε′ pour les assemblages des particules frot-

tantes et non-frottantes par les simulations BPM et MPM.

La figure 4.2 montre la contrainte verticale σ, calculées à partir des forces agissant sur la

paroi inférieure et normalisée par la contrainte de consolidation σ0, définie pour une compacité

Φ0, en fonction de la déformation verticale cumulée ε′ = ln(1 + ∆h/h0). Le couple (σ0,Φ0)
définit un état de référence. Nous avons choisi Φ0 = 0, 8 qui correspond au début de blocage

des particules (voir section 4.3.1). Dans les simulations MPM, la relation entre la contrainte et

la déformation cumulée est linéaire, ce qui reflète, comme nous allons voir plus bas, le com-

portement linéaire de chaque particule et le fait que la déformation est liée au changement de

forme des particules. En revanche, dans les simulations BPM, la contrainte verticale augmente

à un taux croissant avec ε′ comme dans la compaction des poudres métalliques (figure 2.13).

Dans les deux cas, le frottement entre particules a peu d’effet sur la déformation.

La figure 4.3 montre l’évolution de la compacité Φ en fonction de la contrainte axiale. La

compacité de l’échantillon BPM est calculée en considérant les volumes des particules définis

à partir des particules primaires appartenant à leurs contours. Les micro-pores entre particules

primaires ne sont pas comptées. Dans les simulations MPM, la compacité est une fonction li-

néaire de σ jusqu’à des niveaux très élevés de la compacité tandis que dans les simulations BPM

une augmentation presque exponentielle de la compacité est observée. Trois facteurs contrôlent
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FIGURE 4.3 – La compacité en fonction de la contrainte axiale normalisée pour les assemblages

de particules sans et avec frottement. Les lignes pointillée et solide indiquent les

predictions des modèles simples de compaction introduits dans ce chapitre ; voir les

équations (4.1) et (4.5).

cette évolution : (1) le changement de volume élastique et/ou plastique des particules, (2) les

réarrangements des particules et (3) les changements de forme des particules. Seul ce dernier

permet à la compacité de dépasser considérablement la compacité RCP. La comparaison entre

les deux figures 4.3 et 4.2 suggère que les particules ne changent pratiquement pas de volume

et les réarrangements à partir du point de référence considéré ne sont pas significatifs. La dé-

formation est donc liée au changement de forme des particules (la compacité varie linéairement

avec la déformation axiale).

Pour décrire quantitativement l’évolution de la contrainte verticale dans le cas BPM, nous

faisons l’hypothèse que toutes les particules sont au seuil plastique. La variation dσ de la

contrainte se traduit donc par une variation de la surface (longueur) de contact entre particules

et donc par une variation dΦ de la compacité. On peut aussi faire l’hypothèse que l’effort né-

cessaire est proportionnelle au volume disponible et donc à la porosité 1 − Φ de l’échantillon.

Dans cette approximation linéaire, nous avons donc dΦ ∝ (1 − Φ)dσ, ce qui conduit à une

augmentation exponentielle de Φ en fonction de σ :

Φ = 1− (1− Φ0)e
−α( σ

σ0
−1)

, (4.1)

où α est un paramètre qui caractérise la compressibilité de l’assemblage. La figure 4.3 montre

qu’une forme exponentielle ajuste assez bien les données des simulations BPM jusqu’à une

compacité Φ ≃ 0.98 avec α ≃ 0.27. Au-delà de cette limite, les pores entre les particules sont

presque de même taille que les pores à l’intérieur des particules. Pour cette raison, l’évaluation

de la compacité dans cette plage dépend de la convention utilisée pour la détermination de
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l’interface entre les particules. En d’autres termes, la compacité peut varier d’une valeur qui est

égale à la porosité le long de toutes interfaces particule-particule.

Dans le cas des simulations MPM, puisqu’un modèle élastique linéaire a été utilisé pour les

particules déformables, l’assemblage se comporte comme un milieu élastique avec un module

d’élasticité isostatique K reliant l’evolution du volume dV à l’incrément de la contrainte dσ :

KdV = −dσ . (4.2)

Le signe négatif est dû à la convention que les contraintes compressives et les contractions sont

comptées positivement. Il est plausible de considérer une déformation uniforme, les mêmes

pour les particules et pour les pores, de sorte que la règle de mélange de Voigt s’applique

(Torquato (2002)). Par conséquent, le module d’élasticité isostatique effectif augmente pro-

portionnellement à la compacité : K = ΦKP , où KP est le module d’élasticité isostatique

d’une particule (en 2D, KP = E/2(1− ν)). On notera que cette dernière relation n’est valable

que pour les déformations n’excédant pas 15% de la déformation d’une particule, comme on

l’avait vu sur la figure 3.10. Mais son extension jusqu’à 25% de déformation, nécessaire pour

le remplissage complet des pores, parait comme une bonne approximation. Donc, nous avons

dσ = −KpVpdV/V où Vp est le volume total des particules. En supposant de plus que la varia-

tion du volume des particules VP est du second ordre par rapport au changement de forme des

particules, on obtient
σ

σ0
= 1 +

KpVp
σ0

ε′ ≡ 1 + βε′ , (4.3)

avec β ≃ 10. C’est une relation linéaire entre la contrainte normalisée et la déformation cumulée

ε′ = ln(V/V0) = ln(h/h0), comme observée sur la figure 4.2.

A partir de l’équation (4.3), on obtient également l’évolution de la compacité en fonction

de la contrainte :

Φ = Φ0e(σ/σ0−1)/β . (4.4)

Comme le rapport σ/σ0 ne varie que d’un facteur 2 et β est grand, un développement au premier

ordre (linéaire) constitue une excellente approximation :

Φ− Φ0 ≃
Φ0

β

(

σ

σ0
− 1

)

, (4.5)

avec une pente Φ0/β ≃ 0, 08, en bon accord avec la figure 4.3.

4.3 Evolution de la microstructure

La microstructure d’un assemblage de particules molles peut être caractérisée en termes de

variables géométriques habituelles dans les milieux granulaires telles que le nombre de coordi-

nation et l’anisotropie du réseau des contacts. Mais elle présente aussi des aspects spécifiques

aux particules déformées tels que l’aire de contact moyenne et l’anisométrie des particules.

Nous allons analyser dans cette section ces propriétés pour nos assemblages simulés.
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4.3.1 Connectivité des particules
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FIGURE 4.4 – Evolution du nombre de coordination Z (a) et de la compacité Φ (b) en fonction de

la déformation verticale cumulée ε pour les assemblages de particules sans et avec

frottement par les simulations BPM et MPM.

La microstructure de l’assemblage peut être caractérisée à l’ordre le plus bas, comme dans

le cas des particules rigides, par son nombre de coordination Z. Pour les déformations de l’as-

semblage au-dessus de 20%, les particules sont suffisamment déformées pour que les contacts

ne puissent plus être décrits comme des contacts ponctuels. Dans ce régime, la forme des par-

ticules (même pour les particules plastiques de BPM) peut être bien approximée par des poly-

gones, comme on peut voir sur la figure 4.1, et Z représente alors le nombre de côtés de ces

polygones. Les lignes de contact forment un réseau avec des vertex à trois branches, comme
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dans une mousse 2D, avec des angles souvent proches de 120◦. Pour une faible polydispersité

de tailles des particules, chaque particule est souvent entourée par 6 voisines, mais on y trouve

aussi des particules avec 5 and 7 voisines.

La figure 4.4 montre Z et Φ en fonction de la déformation verticale cumulée ε définie

à partir du début des simulations. La compacité Φ est une fonction presque linéaire de ε. En

effet, comme le volume des particules ne varie pas, nous avons Φ = Φ0eε ≃ Φ0(1 + ε). Ici,

Φ0 ≃ 0, 7. Dans le cas des particules MPM, le comportement est élastique linéaire, et donc

les petits pores qui restent pour les compacités élevées ne peuvent être remplis que pour des

contraintes beaucoup plus élevées (impliquant des rayons de courbure de plus en plus petites).

En revanche, dans les simulations BPM, les pores peuvent être remplis plus facilement par

la déformation plastique des particules pour un niveau de contrainte beaucoup plus faible. Le

processus de remplissage des pores est similaire dans les deux approches MPM et BPM tant que

la taille des pores entre particules est supérieure à la taille des particules primaires. La limite

où les tailles des pores internes des particules sont du même ordre que les pores à l’interface

entre deux particules, correspond à la compacité de 0, 93 dans les simulations BPM. La valeur

de Z dans ce régime est Z1 ≃ 5, 5 dans toutes les simulations. Cette valeur reflète la faible

polydispersité de taille des particules.

Le nombre de coordination moyen Z augmente avec ε. Dans les simulations BPM, nous

n’observons pas de différence entre particules frottantes et non-frottantes et le nombre de coor-

dination se stabilise pour une déformation de 40%. Dans les simulations MPM, nous observons

des valeurs légèrement plus élevées de Z pour les particules non-frottantes. La transition de

blocage a lieu pour ε ≃ 0, 08 où Z ≃ 3 et Φ ≃ 0, 75. A partir de cet état, la contrainte verticale

σ se met à augmenter. Cependant, l’assemblage reste fragile (réarrangements des particules)

jusqu’à une compacité critique de Φ0 ≃ 0, 8 pour une contrainte σ0 que nous avons appelée

contrainte de consolidation et que nous avons utilisée pour mettre à l’échelle les contraintes

(voir la section 4.2) .

Le fait que le frottement entre les particules n’ait aucun effet sur Z et Φ dans les simu-

lations BPM est une simple conséquence de l’absence de frottement entre les particules pri-

maires. En effet, la force de frottement au niveau du contact entre deux particules primaires aux

frontières de deux particules en contact ne peut pas être mobilisée car ces particules primaires

peuvent tourner librement sans dissipation. Afin de permettre au frottement de s’exprimer au ni-

veau des contacts entre les particules, il est nécessaire d’introduire une résistance au roulement

entre les particules primaires appartenant à chaque particule. Cette résistance doit être suffi-

samment grande pour empêcher les rotations relatives des particules primaires sous l’action des

contraintes de cisaillement (Bratberg et al. (2002); Taboada et al. (2006); Estrada et al. (2008)).

Il est intéressant de noter que, comme le montre la figure 4.4, dans les simulations MPM, la

compacité est la même dans les cas avec ou sans frottement à tous les niveaux de déformation

alors que Z est plus élevé dans le cas sans frottement. Cet effet est observable à partir du point

de blocage Φ ≃ 0, 75.

La figure 4.5 montre l’évolution de Z en fonction de la compacité pour les deux approches

et les deux cas avec ou sans frottement. On voit qu’en normalisant Z − Z0 par Z1 − Z0, où
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FIGURE 4.5 – Evolution du nombre de coordination moyen Z en fonction de la compacité Φ. La

ligne est une loi de puissance en (Φ− Φ0)
0.5.

Z0 est le nombre de coordination correspondant à Φ ≃ 0, 8 et Z1 à Φ ≃ 1, tous les points de

données se superposent et une loi de puissance ajuste bien la courbe. Au-delà de Φ0, le nombre

de coordination Z augmente comme une loi de puissance en (Φ − Φ0)
0.5 comme dans le cas

des émulsions et des mousses (O’Hern et al. (2003); van Hecke (2010); Zhang et al. (2010)) ;

voir figure 2.11. Cette dépendance du nombre de coordination par rapport à la compacité est

assez robuste et pratiquement indépendante du potentiel d’interaction, de la polydispersité ou

du frottement (O’Hern et al. (2003)).

(a) (b)

FIGURE 4.6 – Un pore entre trois particules déformables (a) et quatre particules déformables (b).

Le gain continuel de contacts dans un système aussi dense peut paraître surprenant dans la

mesure où les particules ne bougent pas. Mais c’est précisément la déformation des particules

qui est responsable de l’apparition de nouveaux contacts. Considérons le schéma de la figure4.6

qui représente deux pores : un entre trois particules et un autre entre quatre particules. Les trois
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particules sont en contact les unes avec les autres. Pendant que les trois particules se déforment,

la taille du pore diminue mais le nombre de contacts ne change pas. Par contraste, dans le cas

du pore entre quatre particules, toutes les particules ne sont pas en contact et il y a donc un

potentiel de gain de contact entre deux particules situées de part et d’autre du pore. Le gain de

contacts est donc un processus de transformation des boucles (ou cycles) à 4 ou plus de contacts

vers des boucles à 3 contacts.

4.3.2 Evolution des formes des particules

Pour nos particules presque incompressibles, le changement de forme des particules est

le facteur principal de l’évolution de la compacité. Pour caractériser ces déformations, nous

allons analyser la surface spécifique moyenne de contact S, l’anisotropie d’orientation Am, et

le rapport d’aspect moyen α des particules dans les simulation BPM et MPM. Ces variables

sont définies par les expressions suivantes :

S =

∑NP

p=1 S
C
p

∑NP

p=1 πDp

, (4.6)

α =
1

NP

NP
∑

p=1

l1p
l2p

, (4.7)

Am = 2(G1 −G2) . (4.8)

Dans ces relations, NP est le nombre total des particules, et Dp et SC
p représentent le diamètre

et la surface de contact de la particule p, respectivement. l1p et l2p sont les dimensions maximale

et minimale de la particule p, représentant ses longueurs le long de ses axes principaux x1 et x2 ;

voir la figure 4.7. Am est l’anisotropie d’orientation des particules définie à partir des valeurs

propres G1 et G2 (G1 > G2) du tenseur d’orientation G :

G =













1

NP

NP
∑

p=1

cos2(θp)
1

NP

NP
∑

p=1

cos(θp) sin(θp)

1

NP

NP
∑

p=1

cos(θp) sin(θp)
1

NP

NP
∑

p=1

sin2(θp)













, (4.9)

où θ est l’orientation de la particule illustrée sur la figure 4.7.

Sur la figure 4.8, nous avons tracé la surface spécifique S, l’anisotropie d’orientationAm et

le rapport d’aspect moyen α en fonction de la compacité Φ. Ces grandeurs augmentent globale-

ment avec Φ à la fois dans les simulations MPM et BPM, mais avec des taux différents. Mais on
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FIGURE 4.7 – Schéma d’une particule déformée avec son orientation θ et ses axes principaux x1 et

x2.

peut distinguer plus précisément trois régimes dans les deux cas, comme indiqué sur la figure

4.8. Même si on observe des différences notables entre les deux approaches, les valeurs de tran-

sition entre ces régimes coincident assez bien. Le premier régime correspond à Φ < 0, 78 (avant

l’état de blocage). Le deuxième régime concerne l’intervalle 0, 78 < Φ < 0, 95. Le troisième

régime correspond aux compacités élevées Φ > 0, 95. Ces valeurs de Φ sont approximatives en

raison de la précision numérique.

Dans le premier régime, la configuration des particules évolue en raison des réarrange-

ments des particules. On notera que la valeur de l’anisotropie Am dans ce régime n’est pas

significative. Cette valeur correspond à de très faibles déformations des particules. Par ailleurs,

les particules BPM avec différentes tailles ont été créées à partir du même échantillon des par-

ticules primaires. Cela conduit à une orientation privilégiées pour ces particules.

L’évolution de S, Am et α est due à l’allongement des particules dans le second régime

(0, 78 < Φ < 0, 95). Ici, bien que la surface spécifique de contact S varie approximativement

au même taux pour les cas sans et avec le frottement, l’anisotropie d’orientationAm et le rapport

d’aspect α croissent avec un taux plus élevé pour le cas avec le frottement par rapport au cas

sans le frottement. Le frottement entre les particules permet des chaînes de contrainte plus fortes

et plus linéaires de se former par rapport aux particules sans frottement. Par conséquent, dans

le cas frottant les particules sont plus allongées (Nezamabadi et al. (2015)).

Dans le troisième régime (Φ > 0, 95), les particules s’enchevêtrent fortement et elles ne

peuvent plus se déplacer. Elles se déforment individuellement de façon élastique pour les par-

ticules MPM et plastique pour les particules BPM. Ainsi, S, Am et α varient à un rythme plus

lent que dans le second régime pour les particules MPM tandis pour les particules BPM, ces

paramètres évoluent à un taux plus élevé.

Comme les volumes des particules ne changent pas au cours de la déformation, les varia-

tions du rapport d’aspect reflète la déformation des particules. Cette déformation moyenne des

particules est donnée par

η =
α− 1

α + 1
. (4.10)
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FIGURE 4.8 – L’évolution de la surface spécifique moyenne de contact, de l’anisotropie d’orienta-

tions et du rapport d’aspect moyen en fonction de la compacité.

Cette déformation varie de 0 pour une particule circulaire à 1 pour une particule complète-

ment écrasée. Par ailleurs, comme la valeurs de Am peuvent être insignifiantes pour les faibles

déformations des particules, il est plus pertinent de la pondérer par la valeur de η. On définit

Aη =
1

2
η Am . (4.11)

Cette grandeur mesure en fait l’anisotropie associée au changement de forme. On peut en par-

ticulier distinguer deux limites. Si l’anisotropie Am est très faible, alors Aη aussi reste faible

même si les particules sont très déformées. Dans l’autre limite, si les particules se déforment

peu (η faible), alors Aη est toujours faible même lorsqu’elles ont une orientation privilégiée.

La figure 4.9 montre la variation de η et de Aη. On observe clairement les trois régimes

marqués par un premier régime où Aη ≃ 0 suivi d’une transition de blocage à Φ ≃ 0, 78 à partir
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FIGURE 4.9 – L’évolution des paramètres η et Aη en fonction de la compacité.

de laquelle Aη augmente d’une manière quasi-linéaire avec Φ. Pour Φ > 0, 95, on observe

une augmentation brutale de Aη dans les simulations BPM et une stagnation dans le cas MPM.

On voit aussi que Aη ne pose aucun problème dans le premier régime car, contrairement à la

variable Am, sa valeur n’est pas sensible aux détailles de mesure ou aux défauts des particules.

Comme la microstructure met clairement en évidence trois régimes bien distincts, il est

normal de chercher leurs signatures sur les courbes déformation-contrainte. On retrouve en effet

ces trois régimes sur les figures de la section 4.2 pour les simulations BPM notamment dans

l’évolution de la contrainte en fonction de la déformation. La contrainte augmente beaucoup

plus vite dans le troisième régime que dans le deuxième régime. Par contraste, les courbes

macroscopiques des simulations MPM ne permettent pas de distinguer ces régimes.

4.4 Distribution des efforts de contact

Un autre aspect du comportement des particules molles sous contrainte, est l’influence

de la déformation des particules et de la compacité sur la transmission des contraintes. Dans

le cas des particules rigides, les distributions des forces entre particules sont assez large avec

un nombre exponentiellement décroissante des fortes forces et un nombre important de faibles

forces.

Pour étudier les distributions des forces, nous avons calculé les forces entre particules par



70 COMPRESSION UNIAXIALE D’UN ASSEMBLAGE DE PARTICULES MOLLES

la somme vectorielle des forces entre particules primaires ou points matériels le long de la

surface de chaque contact. Le faible nombre de particules utilisées ne permet pas d’obtenir une

statistique suffisante pour les distributions des forces. Mais nous allons voir que les tendances

sont claires.
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FIGURE 4.10 – La fonction de densité de probabilité (pdf) des forces normales de contact normali-

sées par la force normale moyenne dans les simulations BPM pour quatre valeurs

de la compacité Φ = 0, 8 , 0, 85 , 0, 90 et 0, 95 au cours de la compression axiale.

La ligne solide montre un ajustement par l’équation (2.32) pour le cas Φ = 0, 8
avec γ = 0, 25.

La figure 4.10 montre les densités de probabilité des forces pour quatre valeurs de la com-

pacité. Le pdf pour Φ = 0, 8 est celui qu’on observe habituellement dans les milieux granulaires

avec particules rigides. Cette distribution est bien ajustée par l’équation (2.32). Elle présente une

décroissance exponentielle aux grandes valeurs de la force, un pic pour une force légèrement

inférieure à la force moyenne et un nombre de forces faibles qui reste fini lorsque la force tend

vers zéro. Pour les compacités plus élevée, les nombres des forces fortes et faibles diminuent et

la distribution se concentre sur la force moyenne avec une forme proche d’une Gaussienne. En

d’autres termes, la distribution des forces devient de plus en plus homogène avec l’augmentation

de la compacité.

Les distributions des forces dans les simulations MPM sont présentées sur la figure 4.11.

Les tendances sont similaires à celles des simulations BPM pour les faibles forces mais les

grandes forces ne semblent pas changer. On peut attribuer cette observation aux effets de taille

finie pour un faible nombre de particules. Les particules tendent à former des chaines de force

qui enjambent l’espace entre deux parois opposées. Ces “colonnes" de très fortes forces sont

contradictoirement plus importantes pour les grandes déformations lorsque la paroi supérieure

est plus proche de la paroi inférieure. Cet effet peut donc annuler l’effet attendu dû à la diminu-
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FIGURE 4.11 – La fonction de densité de probabilité (pdf) des forces normales de contact normali-

sées par la force normale moyenne dans les simulations MPM pour quatre valeurs

de la compacité : Φ = 0, 8 , 0, 85 , 0, 90 et 0, 95. La ligne solide montre un ajuste-

ment par l’équation (2.32) pour le cas Φ = 0, 8 avec γ = 0, 15.

tion de la porosité.

4.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons analysé la compression uniaxiale d’un assemblage de parti-

cules molles au-delà de l’état RCP en utilisant les deux techniques BPM et MPM. Nous avons,

en particulier, mis en évidence trois régimes à partir de l’analyse de la microstructure. Nous

avons aussi caractérisé le comportement macroscopique et proposé des modèles simples pour

les expliquer. Un résultat intéressant concerne la relation entre la compacité et le nombre de

coordination par une loi simple également observé dans le cas des émulsions. On a aussi mis

en évidence l’allongement des particules et une anisotropie des orientations des particules qui

augmente pendant la compression uniaxiale. Les simulations par les deux techniques ont permis

de mettre en évidence les différences importantes entre les assemblages de particules élastiques

et plastiques.

La compaction uniaxiale constitue un mode de déformation très particulière dans la mesure

où le changement de volume est imposé. Le comportement mécanique d’un milieu granulaire

peut être plus généralement étudié en cisaillement par compression biaxiale à pression de confi-

nement imposée. C’est l’objet du chapitre suivant.
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L’étude du comportment des particules molles sous compaction uniaxiale, présentée dans

le chapitre précédent, a permis de mettre en évidence l’influence du changement de forme des

particules sur les propriétés de remplissage d’espace, la transmission des efforts et la texture

au-delà de l’état RCP. Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la compression biaxiale des

assemblages de particules molles à partir d’une configuration initiale préparée par la compaction

isotrope en utilisant la méthode BPM. Nous nous intéressons également à la rhéologie quasi-

73
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statique, c’est-à-dire à l’évolution vers l’état stationnaire (critique) en termes de contraintes

de cisaillement et de compacité, mais aussi à la texture dans l’état critique, dans le but de

comprendre l’effet de la contrainte de confinement et donc de la compacité sur la résistance au

cisaillement.

5.1 Compaction isotrope

Pour avoir un état initial bien défini, nous commençons par préparer des échantillons par

compaction isotrope pour différentes valeurs de la pression isotrope. En effet, comme c’est

souvent le cas en mécanique des sols, la rhéologie quasi-statique ne peut être bien caractérisée

que si les états d’empilement sont bien contrôlés en termes de la compacité et de l’anisotropie

des contraintes. En partant d’un état isotrope, on peut analyser correctement le développement

de l’anisotropie, le niveau de contrainte de cisaillement et la variation de la compacité. La valeur

de la compacité initiale joue un rôle cruciale. Elle peut dépendre de la méthode de préparation,

mais aussi des caractéristiques du matériaux. Comme nos particules BPM sont non-frottantes,

la compacité obtenue est maximale par compaction isotrope. Mais la valeur de cette compacité

est contrôlée par la contrainte de confinement. Nous allons donc considérer plusieurs valeurs de

la contrainte de confinement et analyser l’évolution du système en fonction de cette contrainte.

5.1.1 Procédures numériques

y

x

pc

pc

FIGURE 5.1 – Schéma de la compaction isotrope.

Comme dans la compression uniaxiale, les échantillons sont constitués de 300 particules,

chaque particule étant composé d’un minimum de 200 particules primaires. La distribution
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des tailles des particules est la même que dans les échantillons utilisées pour la compaction

uniaxiale.

Les échantillons sont soumises à une contrainte de confinement pc sur la paroi supérieure

et sur la paroi de droite, les deux autres parois étant toujours fixes ; voir la figure 5.1. Une fois

l’équilibre atteint, le système est isotrope et nous avons σxx = σyy = pc.

Nous avons appliqué cinq valeurs différentes de la contrainte de confinement : pc = 0, 2 ,

0, 4 , 0, 8 , 1, 6 , 3, 2 MPa pendant le chargement isotrope. Ce choix des valeurs de pc est justifié

par la contrainte caractéristique pI = F0/〈a0〉 définie dans la section 3.2. Dans les simulations

de ce chapitre, les diamètres des particules primaires sont entre 0, 07 et 0, 13 mm et nous avons

posé F0 = 100 N. Par conséquent, la contrainte caractéristique de cet assemblage varie entre

0, 7 MPa et 1, 4 MPa suivant les tailles des particules. En prenant la valeur moyenne 〈a0〉 de

la distance entre particules primaires, on obtient une contrainte caractéristique pI = 1, 1 MPa.

On voit que parmi les valeurs des contraintes de confinement pc considérées, nous avons trois

valeurs inférieures à pI et deux valeurs supérieures à pI . Ceci nous permettra d’analyser plus

clairement l’influence de la contrainte de confinement par rapport à la contrainte caractéristique.

Dans le chapitre précédent, nous avions utilisé la compacité pour les variations de volume.

Nous allons plus amplement utiliser dans ce chapitre l’indice des vides e qui est la grandeur

souvent considérée en mécanique des sols pour pouvoir interpréter et comparer nos résultats

avec le comportement connu des sols. L’indice des vides est le rapport du volume des pores à

celui des particules. Il y a donc la relation suivante entre la compacité Φ et e :

e =
1

Φ
− 1 . (5.1)

On notera que pendant le cisaillement, le volume total des particules varie peu et donc, e reflète

directement la variation du volume des pores.

5.1.2 Relation contrainte-compacité

La figure 5.2 montre la compacité dans l’état isotrope à l’équilibre en fonction de la

contrainte de confinement pc normalisée par la contrainte caractéristique. On voit une augmen-

tation régulière mais non-linéaire de Φ en fonction de pc. Les valeurs de Φ, dans tous les cas,

dépassent la compacité RCP. On voit qu’un ajustement logarithmique marche bien :

Φ = Φ(pI) + k log10
pc
pI
, (5.2)

avec k ≃ 0, 13 et Φ(pI) ≃ 0, 93. En mécanique des sols, la forme classique de cette relation

est également logarithmique avec l’indice des vides comme variable (Wood (1990)). En effet,

on voit sur la figure 5.3 que e est une fonction logarithmique de la contrainte de confinement.

Nous avons :

e = e(pI)− Ce log10(
pc
pI
) , (5.3)
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FIGURE 5.2 – La compacité Φ en fonction de la contrainte de confinement pc dans l’état isotrope.
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FIGURE 5.3 – Indice des vides e en fonction de la contrainte de confinement pc.

oùCe ≃ 0, 15 représente l’indice de compression et e(pI) est l’indice des vides pour pI , e(pI) ≃
0, 08.

La dépendance logarithmique a surtout été mise en évidence pour les argiles dont les va-

riations de volume peuvent être importantes. Pour les sables, avec des grains rigides, la com-

pacité dépend peu de la contrainte isotrope sauf si les particules se fragmentent. Dans ce cas,

la contrainte caractéristique est la cohésion interne des particules. En l’absence de la fragmen-

tation, la variation du volume ne peut être qu’élastique. Dans notre cas, la variation du volume
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est liée aux déformations plastiques des particules. De ce point de vue, notre système ressemble

aux argiles dans la mesure où les argiles sont composés des agrégats qui peuvent changer de

forme sous l’effet des contraintes. Physiquement, la forme logarithmique peut se comprendre

comme une conséquence du fait que la variation du volume des pores est d’autant plus difficile

que le volume est petit.
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FIGURE 5.4 – Nombre de coordination Z en fonction de la contrainte de confinement pc.
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FIGURE 5.5 – Nombre de coordination Z en fonction de Indice des vides e.

La figure 5.4 montre le nombre de coordination Z en fonction de pc. Il augmente avec la

contrainte de confinement comme dans la compression uniaxiale. Nous constatons également
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qu’une dépendance logarithmique fonctionne aussi pour Z, comme indiqué sur la figure 5.4 :

Z = Z(pI)− CZ log10(
pc
pI
) , (5.4)

où CZ ≈ 1, 1 et Z(pI) ≃ 4, 8 est le nombre de coordination pour pI . A partir des équations

(5.3) et (5.4), on obtient une relation linéaire entre Z et e indépendamment de la valeur de la

pression :

Z − ZI = −CZ

Ce

(e− eI) . (5.5)

Cette relation est très bien vérifiée comme on peut le voir sur la figure 5.5. Mais elle contraste

la relation en loi de puissance entre ces grandeurs en compression uniaxiale ; voir figure 4.5. Ce

résultat montre que la relation en loi de puissance est spécifique à une déformation uniaxiale

et que les relations entre la compacité et la connectivité des particules dépendent du chemin

de déformation. Il a été montré que dans certains cas (par exemple en inversant la direction de

cisaillement), la compacité augmente alors que le nombre de coordination diminue (Radjai et

Roux (2004b)).

En supposant que l’équation (5.5) est valable pour toutes les pressions, on peut notamment

considérer le cas limite où la porosité s’annule. Cette limite où e = 0 correspond à la valeur

maximale Z1 de Z. Cette valeur obtenue pour les simulations BPM dans le chapitre précédent

est Z1 ≃ 5, 4. On obtient donc une relation entre les paramètres :

eI =
Ce

CZ

(Z1 − ZI) . (5.6)

La valeur prédite par cette relation pour eI à partir des valeurs des autres paramètres est en

accord avec la valeur mesurée (eI ≃ 0, 08).

5.2 Compaction biaxiale

5.2.1 Procédures numériques

Les assemblages obtenus par compaction isotrope sont soumis à un chargement biaxial en

imposant la contrainte de confinement constante σxx = pc sur la paroi de droite et en déplaçant

la paroi supérieure vers le bas à une vitesse constante de 0,01 m/s ; voir figure 5.6. Avec cette

vitesse, le taux de déformation verticale ε̇ est assez faible pour que le système reste dans le

régime quasi-statique. En effet, le paramètre d’inertie I (GDR-MiDi (2004)) est inférieur à 10−3

pour toutes les valeurs de pc. Chaque assemblage est cisaillé jusqu’à ce que l’état stationnaire

soit atteint.

Pour décrire le comportement mécanique, il est nécessaire d’évaluer l’état de contrainte et

les déformations cumulées du système à tout instant et dans un élément volumique quelconque.

Dans un essai de compression biaxiale, la direction principale majeure des contraintes coïncide
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FIGURE 5.6 – Schéma de la compression bi-axiale

avec l’axe de compression et les contraintes principales σ1 et σ2 sont respectivement orientées

suivant les directions de compression (ici verticale) et d’extension (ici horizontale) de telle sorte

que σ1 = σyy et σ2 = σxx = pc. Nous allons utiliser la pression moyenne p et le déviateur des

contraintes q donnés par

p =
1

2
(σ1 + σ2) , (5.7)

q =
1

2
(σ1 − σ2) . (5.8)

Le rapport ζ = q/p en 2D est égal à sinϕ, où ϕ est l’angle de frottement interne du matériau

dans le cas des milieux granulaires à particules dures.

Les variables de déformation sont données par les déformations de la cellule de simulation.

Soient h0 et l0 respectivement la hauteur initiale et la largeur initiale de la cellule. La compres-

sion étant pilotée suivant la direction verticale, les déformations principales cumulées ε1 et ε2
sont données par

ε1 = ln

(

h

h0

)

, (5.9)

ε2 = ln

(

l

l0

)

, (5.10)

où h et l sont respectivement la hauteur actuelle et la largeur actuelle de la cellule. La déforma-

tion de cisaillement εq est alors donnée par

εq = ε1 − ε2 . (5.11)
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Pendant la compression, p n’est pas contrôlée, mais le chemin de contrainte dans l’espace

(p, q) est une ligne droite de pente 1. La figure 5.7 montre que cette relation est bien respectée

pour différentes valeurs de la contrainte de confinement pc.
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FIGURE 5.7 – Déviateur de contraintes q en fonction de la pression moyenne p pour différentes

valeurs de la contrainte de confinement pc.

5.2.2 Relations déformation-contrainte

Les figures 5.8 et 5.9 présentent l’évolution du déviateur des contraintes normalisé ζ = q/p
et de la pression p en fonction de la déformation de cisaillement εq pour différentes valeurs de la

contrainte de confinement pc. La pression augmente pendant la compression biaxiale et se stabi-

lise à une valeur p∗ constante dans l’état stationnaire. L’évolution de ζ est similaire aux courbes

déformation-contrainte dans les milieux granulaires. Ce rapport augmente et passe par un pic

pour les pressions inférieures à la pression caractéristique et ensuite diminuent vers une valeur

constante aux fluctuations près. Pour les pressions supérieures à la pression caractéristique, q/p
augmente de façon monotone vers sa valeur stationnaire avec beaucoup moins de fluctuations.

Les fluctuations aux faibles pressions reflètent le faible nombre de particules. Lorsque les dé-

formations des particules sont plus importantes pour les valeurs de la pression plus élevées, le

comportement n’est plus contrôlé uniquement par les réarrangements mais aussi par les défor-

mations des particules, ce qui absorbe et régularise les fluctuations.

Pour comprendre ces courbes, il faut d’abord remarquer qu’il n’y pas de frottement entre

particules. Il est connu que les assemblages de particules rigides sans frottement présentent une

résistance au cisaillement mais une dilatance nulle (Combe et Roux (2000)). Cette résistance ré-

sulte des exclusions stériques entre particules et de la dissipation par collisions inélastiques. Ici,

on observe le même phénomène mais avec des valeurs de q/p plus élevées. Cette valeur élevée
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FIGURE 5.8 – Déviateur de contraintes normalisé q/p en fonction de la déformation de cisaillement

εq pour différentes valeurs de la contrainte de confinement pc.
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FIGURE 5.9 – Pression moyenne p en fonction de la déformation de cisaillement εq pour différentes

valeurs de la contrainte de confinement pc.

peut donc être attribuée à la déformation plastique des particules et aussi partiellement à leurs

interactions par des contacts “rugueux" entre particules primaires. Mais il y a une différence

fondamentale entre le cas des particules rigides et le cas des particules molles. Dans le cas des

particules rigides, la contrainte déviatorique q se met à l’échelle avec la pression p de telle sorte

que sinϕ est indépendant de p et définit un frottement interne à caractère coulombien. Dans
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le cas présent, lorsqu’on augmente p le rapport q/p notamment dans l’état stationnaire change,

comme nos courbes le montrent bien. Par conséquent, on ne peut plus parler du coefficient de

frottement effectif.

Un autre aspect nontrivial de ces courbes est le fait que la valeur stationnaire ζ∗ = q∗/p∗

de la contrainte normalisée ne varie pas de façon monotone avec pc. Pour les trois premières

valeurs de pc, ζ
∗ augmente mais pour les deux valeurs suivantes (valeurs au-dessus du seuil

plastique), il diminue. On peut comprendre cette tendance contre-intuitive en considérant les

mécanismes qui contribuent au cisaillement. Lorsque les particules ne se déforment pas beau-

coup, c’est-à-dire pour pc < pI , les déformations sont essentiellement par réarrangements des

particules et ce sont les contacts entre particules qui dissipent l’énergie. L’augmentation de pc
contribue alors à augmenter les facteurs qui jouent dans un milieu granulaire sur la résistance au

cisaillement : augmentation du nombre des contacts, de l’anisotropie du réseau et des chaînes

de forces, comme on verra dans l’analyse de la microstructure. Pour pc > pI , les particules se

déforment et ce sont les changements de forme et les déformations plastiques des particules

qui dominent et contribuent à diminuer l’anisotropie du réseau des contacts. Le rapport des

contraintes varie alors comme pI/pc, et donc diminue lorsque pc augmente. Dans la limite de

très grandes pressions, la déformation d’ensemble se réduit à celle des particules et la résistance

globale est égale à celle des particules.
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FIGURE 5.10 – Compacité Φ en fonction de la déformation de cisaillement εq pour différentes va-

leurs de la contrainte de confinement pc.

Les figures 5.10 et 5.11 montrent respectivement la variation de la compacité Φ et de la

déformation volumétrique cumulée en fonction de εq. Pour les deux premières valeurs faibles

de pc, on observe une nette dilatance qui diminue lorsque pc augmente et devient négative

(contraction) pour des valeurs plus grandes de pc. La dilatance positive est cohérent avec la

présence des pics sur les courbes de q/p. La dilatance négative aussi diminue en valeur absolue
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FIGURE 5.11 – Déformation volumique cumulée εv en fonction de la déformation de cisaillement

εq pour différentes valeurs de la contrainte de confinement pc.

pour les valeurs plus élevées de pc. La dilatance tend donc à s’annuler lorsque pc augmente.

C’est cohérent avec l’image d’un assemblage sans frottement et sans pores ou avec très peu de

pores (Φiso ≃ 0, 98 pour pc = 3, 2 MPa) de telle sorte que les variations de volume ne sont plus

possibles. Mais la compacité Φ augmente de manière régulière avec pc et tend vers 1.
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FIGURE 5.12 – Indice des vides e en fonction de la contrainte de confinement pc.
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FIGURE 5.13 – Clichés de quatre états au cours de la compression biaxiale d’un assemblage de particules molles simulée par l’approche

BPM pour les contraintes de confinement pc = 0, 2 MPa (a-d) et pc = 0, 4 MPa (e-h). Ces états correspondent aux

déformations de cisaillement εq = 0 , 0, 2 , 0, 5 et 0, 8. Les cercles pleins sont les particules primaires rigides des

particules BPM.
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FIGURE 5.14 – Clichés de quatre états au cours de la compression biaxiale d’un assemblage de particules molles simulée pour les

contrainte de confinement pc = 0, 8 MPa (a-d) et pc = 1, 6 MPa (e-h). Ces états correspondent aux déformations de

cisaillement εq = 0 , 0, 2 , 0, 5 et 0, 8. Les cercles pleins sont les particules primaires rigides des particules BPM.



86
C

O
M

P
R

E
S

S
IO

N
B

IA
X

IA
L

E
D

’U
N

A
S

S
E

M
B

L
A

G
E

D
E

PA
R

T
IC

U
L

E
S

M
O

L
L

E
S

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 5.15 – Clichés de quatre états au cours de la compression biaxiale d’un assemblage de particules molles pour la contraintes de

confinement pc = 3, 2 MPa (a-d). Ces états correspondent aux déformations de cisaillement εq = 0 , 0, 2 , 0, 5 et 0, 8. Les

cercles pleins sont les particules primaires rigides des particules BPM.
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En raison de l’augmentation de p, la valeur de Φ dans l’état stationnaire est différente de

celle de l’état isotrope. La figure 5.12 montre l’indice des vides e en fonction de pc/pI dans

les deux états. On observe une dépendance presque logarithmique dans les deux mais avec des

coefficients différents. Ce comportement n’est pas conforme aux modèles des sols qui supposent

que les coefficients sont les mêmes (Mitchell et Soga (2005)). Nous observons que pour une

valeur de pc donnée, l’indice des vides dans l’état critique est d’autant plus grand par rapport à

celui de l’état isotrope que la contrainte est plus faible. Cette observation est en accord avec le

fait que la dilatance est plus importante pour les valeurs plus faibles de pc.

Il faut enfin remarquer que les variations de volume, analysées ici en termes de la dilatance

et de l’indice des vides, ne sont pas nécessairement uniformes dans le volume. Comme dans le

cas des particules rigides, on observe la localisation du cisaillement dans des bandes, comme on

peut voir sur les clichés des échantillons à différentes étapes de déformation présentés sur les fi-

gures 5.13, 5.14 et 5.15. Malgré ces déformations localisées, les bandes de cisaillement naissent

et meurent dans différents endroits du matériau et par conséquent une compacité presque ho-

mogène est atteinte vers εq = 0, 4.

5.2.3 Analyse de la microstructure

Nous nous intéressons ici aux descripteurs de la texture lors de la compression biaxiale.

Certains descripteurs ont été présentés et analysés dans le chapitre précédant pour la compres-

sion uniaxiale. Nous allons considérer les mêmes grandeurs.
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FIGURE 5.16 – Nombre de coordination Z en fonction de la déformation de cisaillement εq pour

différentes valeurs de la contrainte de confinement pc.

La figure 5.16 montre l’évolution du nombre de coordination Z en fonction de la déforma-
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FIGURE 5.17 – Surface spécifique moyenne S en fonction de la déformation de cisaillement εq pour

différentes valeurs de la contrainte de confinement pc.

tion de cisaillement pour différentes valeurs de la contrainte de confinement. Contrairement à

ce qu’on pouvait attendre et malgré le fait que la pression p augmente, dans tous les cas Z di-

minue au cours du cisaillement. Ce comportement est néanmoins proche de celui des particules

rigides. En partant d’un échantillon dense, le nombre de coordination ne peut que diminuer par

réarrangements des particules et pertes de contacts. Cette perte est néanmoins moins importante

pour les pressions élevées et Z garde alors des valeurs élevées.

La figure 5.17 montre l’évolution de la surface spécifique S. Contrairement à Z, elle aug-

mente avec la déformation pour pc > pI , et ceci est d’autant plus important que pc est plus

grande. Pour pc < pI , elle garde sensiblement sa valeur initiale. Ce comportement reflète donc

directement la variation de p avec le cisaillement (faible pour pc < pI et plus importante pour

pc > pI). On voit que les évolutions des Z et de S ne sont pas corrélées avec celle de q/p, qui

est non monotone.

Les figures 5.18 et 5.19 montrent respectivement la variation du paramètre de forme η
et de l’anisotropie d’orientation Aη en fonction de la déformation de cisaillement. Ces deux

paramètres varient peu ou ne varient presque pas pour pc < pI , mais elles augmentent considé-

rablement pendant le cisaillement pour pc > pI . Ces variations sont pratiquement linéaires en

fonction de εq. L’effet de cisaillement au-dessus du seuil plastique est effectivement d’induire

une forte anisotropie de forme. La plupart des particules sont par ailleurs orientées perpendicu-

lairement à l’axe de compression. Mais l’augmentation monotone de ces deux paramètres avec

pc n’explique pas la tendance non monotone de q/p.

Il reste deux paramètres pour caractériser la texture et qui peuvent être corrélés avec q/p :

les anisotropies du réseau des contacts ac et des forces normales aux contacts af (il n’y pas de
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FIGURE 5.18 – Paramètre η en fonction de la déformation de cisaillement εq pour différentes va-

leurs de la contrainte de confinement pc.
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FIGURE 5.19 – Anisotropie d’orientation Aη en fonction de la déformation de cisaillement εq pour

différentes valeurs de la contrainte de confinement pc.

frottement). L’anisotropie des contacts est définie par l’expression suivante :

ac = 2(F1 − F2) , (5.12)

where F1 et F2 (F1 > F2) sont les valuers propres du tenseur de texture F définit par le produit
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FIGURE 5.20 – Anisotropie du réseau des contacts ac en fonction de la déformation de cisaillement

εq pour différentes valeurs de la contrainte de confinement pc.

tensoriel des vecteurs normals aux contacts n :

F = 〈n⊗ n〉 . (5.13)

La trace de ce tenseur est 1. La figure 5.20 montre ac en fonction de εq. Les tendances pour les

différentes valeurs de la pression de confinement sont très similaires à celles de q/p. De façon

générale, les anisotropies sont plus élevées pour les grandes valeurs de la pression comme dans

le cas des anisotropies de forme. L’anisotropie des contacts reflète les orientations des contacts.

Dans notre système, l’orientation privilégiée est la direction verticale.
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FIGURE 5.21 – Anisotropie des forces normales af en fonction de la déformation de cisaillement

εq pour différentes valeurs de la contrainte de confinement pc.
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L’anisotropie des forces normales aux contacts af peut être exprimée de façon suivante :

af = 2(χ1 − χ2)− ac , (5.14)

où χ1 et χ2 (χ1 > χ2) sont les valuers propres d’un tenseur des forces χ. Ce tenseur est définit

à partir du produit tensoriel des forces et des normales aux contacts :

χ =
〈f⊗ n〉
〈f · n〉 . (5.15)

où f est la force de contact. La figure 5.21 montre la variation de af en fonction de la déforma-

tion de cisaillement εq. On constate que l’anisotropie des forces passe par une valeur pic pour

toutes les valeurs de la pression de confinement pc. On observe surtout qu’à partir de la défor-

mation de 0, 2, af diminue alors que ac augmente. Il y a donc une compensation entre ces deux

anisotropies : l’une diminue et l’autre augmente. Il semble donc que le changement de forme

des particules entraine une augmentation de l’anisotropie des contacts mais favorise l’isotropie

des forces.
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FIGURE 5.22 – Demie-somme des anisotropie des contacts et des forces normales 1
2(ac + af ) en

fonction du déviateur de contraintes normalisé q/p pour différentes valeurs de la

contrainte de confinement pc.

L’analyse du tenseur des contraintes permet de relier q/p aux anisotropies ac and af . On

peut donc exprimer q/p comme une demie-somme des anisotropie des forces et des contacts

(Bathurst et Rothenburg (1988); Azéma et Radjai (2012)) :

q

p
=

1

2
(ac + af ) . (5.16)

La figure 5.22 montre cette demie-somme en fonction de q/p. On voit que cette relation est très

bien vérifiée dans nos simulations pendant la compression biaxiale pour toutes les pressions.
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Cette relation donc révèle le fait que la microstructure continue à changer lorsque l’état critique

est atteint. Dans cet état, l’anisotropie des forces diminue tandis que l’anisotropie des contacts

augmente. Par conséquent, q/p reste pratiquement constant.

5.3 Déchargement biaxial

Afin de compléter cette étude, nous avons soumis les assemblages, soumis précédem-

ment à un chargement biaxial, à une décharge biaxiale en gardant la contrainte de confinement

constante pc sur la parois de droite et en déplaçant la paroi supérieure vers le haut à la même

vitesse et avec le même pas de temps que pour le chargement. Ces déchargements sont effec-

tués à partir de deux niveaux de déformation de cisaillement εq = 0, 1 (avant l’état critique) et

0, 4 (dans l’état critique). Chaque assemblage est déchargé jusqu’à ce que l’état critique soit de

nouveau atteint dans la nouvelle direction de cisaillement.

Les figures 5.23 montrent le déviateur des contraintes normalisé q/p en fonction de la

déformation de cisaillement εq pour trois valeurs de la contrainte de confinement (pc = 0, 4 ,

0, 8 et 3, 2 MPa) pour à la fois le chargement et la décharge à partir de εq = 0, 1 et εq = 0, 4,

respectivement. Pour pc = 0, 4 MPa, on observe un transitoire relativement long avant que l’état

critique soit atteint tandis que le transitoire pour pc = 3, 2 est plus court.

Il est remarquable que la valeur critique q∗/p∗ dans la nouvelle direction est légèrement

différente de la valeur atteinte pendant le chargement. Cette différence est liée au fait que la

pression moyenne p n’est pas la même pendant le chargement et la décharge. En effet, pendant la

décharge, la direction principale majeure du tenseur de contrainte est horizontale et sa valeur est

pc. La valeur de la contrainte dans la direction verticale est donc inférieure à pc. Par conséquent,

la pression moyenne diminue pendant la décharge et elle est inférieure à pc. Or, on avait vu

que la pression pendant le chargement était, au contraire, supérieure à pc. Par conséquent, alors

que la méthode utilisée pour la décharge est conforme à la pratique usuelle pour les particules

rigides, il est nécessaire dans le cas des particules molles de maintenir la pression moyenne à

la même valeur de manière à rester dans les mêmes conditions que pendant la décharge. Ceci

explique aussi pourquoi les courbes passent par un pic de contrainte pendant la décharge, un

effet qu’on n’observe pas dans le cas de particules rigides notamment lorsque le point de départ

est dans l’état critique.

5.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons analysé les données issues des simulations BPM pour la

compression biaxiale d’un assemblage de particules molles. Nous avons considéré cinq valeurs

différentes de la pression utilisées pour la préparation des échantillons par compaction isotrope

et puis comme pression de confinement pour la compression biaxiale. Nous avons montré que,

malgré l’absence de frottement entre particules, le système développe une forte résistance au
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FIGURE 5.23 – Déviateur de contraintes normalisé q/p en fonction de la déformation de cisaille-

ment εq pour différentes valeurs de la contrainte de confinement pc pour le charge-

ment et la décharge biaxiaux à partir des déformations de cisaillement εq = 0, 1
(a) et εq = 0, 4 (b).

cisaillement. Cette résistance reflète globalement à la fois les réarrangements des particules et

leurs déformations plastiques au cours du cisaillement. Mais ces dernières dominent le com-

portement lorsque la pression de confinement est supérieure à la contrainte caractéristique des

particules. Un conséquence inattendue est le fait que la résistance diminue lorsque la pression de

confinement augmente dans ce régime et le matériau se rapproche d’une limite où la résistance

de l’assemblage des particules est celle des particules prises individuellement.

En ce qui concerne les déformations volumétriques, nous avons vu que la dilatance n’est

pas uniquement contrôlée par l’état de densité initiale (qui est toujours maximale dans notre

système pour une pression donnée), mais qu’elle dépend également de la pression de confine-

ment en raison de son influence sur les déformations plastiques des particules. Pour la même

raison, la déformabilité des particules tend à supprimer le pic de contrainte.
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Un aspect important de ces analyses concerne la définition de l’état critique et du coeffi-

cient de frottement interne pour les milieux à particules molles. Nous avons vu que la contrainte

déviatorique ne se met pas à l’échelle avec la pression de confinement et que, par conséquent,

on ne peut plus définir un angle de frottement interne pour le matériau indépendamment de

la pression. C’est un résultat attendu dans la mesure où le système comporte une pression ca-

ractéristique. Malgré cette différence, on observe une dépendance logarithmique de l’indice des

vides par rapport à la pression de confinement à la fois dans l’état isotrope et dans l’état critique,

comme observé en mécanique des sols.

Nous avons étudié aussi l’évolution de la microstructure pour mieux comprendre l’effet du

cisaillement et de la pression de confinement. Nous avons montré que le cisaillement conduit

à une forte anisotropie des particules et de leurs orientations dans le régime des déformations

plastiques. Le cisaillement entraine une diminution du nombre de coordination mais la surface

spécifique augmente. Nous avons montré que la contrainte de cisaillement normalisée par la

pression moyenne est pratiquement identique à l’anisotropie du réseau des contacts. Ce résul-

tat surprenant peut être expliqué par la plasticité des particules. Enfin, nous avons aussi mon-

tré comment une décharge affecte le comportement par un effet de diminution de la pression

moyenne.



CHAPITRE6

Conclusion générale

Les matériaux divisés composés de particules molles, Soft Particle Materials ou SPM

comme nous les avons appelé dans ce mémoire, couvrent une large classe de matériaux tels

que les émulsions, les microgels, les mousses, les cellules biologiques et les poudres métal-

liques. Ces matériaux ont en commun la possibilité de se déformer sans rupture des particules

et atteindre par changement de forme des particules des compacités au-delà de celle d’un assem-

blage de particules rigides. L’objectif des travaux présentés dans ce mémoire était de développer

une méthodologie pour la simulation des SPM sans considérer pour l’instant les forces d’adhé-

sion au contact et l’appliquer pour l’étude du comportement rhéologique des système modèles.

Cette méthodologie devait nécessairement introduire des degrés de liberté internes des parti-

cules.

Pour ce faire, nous avons développé d’une part une approche fondée sur la représentation

des particules par un agrégat de particules primaires rigides avec des interactions à distance et

une répulsion au contact et sans frottement interne. Cette approche, que nous avons appelée

Bonded Cell Model ou BPM, conduit à un comportement élasto-plastique des particules avec

un seuil plastique et une rigidité contrôlés par la force et la distance caractéristiques des inter-

actions. Nous avons également conduit des simulations avec une forme implicite de Material

Point Method, ou MPM, développé au laboratoire avec un comportement élastique linéaire pour

les particules et la prise en compte des contacts par la méthode Contact Dynamics ou CD.

Comme une première application, nous avons appliqué ces deux approches à l’étude de la

compression uniaxiale d’un assemblage de particules molles. Nous avons mis en évidence trois

régimes à partir de l’analyse de la microstructure. Dans le premier régime, aux faibles pres-

sions, la compaction est dominé par les réarrangements des particules. Dans le second régime,

95
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aux pressions supérieures à la contrainte caractéristique des particules, les réarrangements sont

accompagnés des déformations plastiques (BPM) ou élastiques (MPM) des particules. Dans le

troisième régime, aucun réarrangement n’a lieu, mais la microstructure continue à évoluer par

les déformations plastiques des particules et le remplissage des pores accompagné de l’établis-

sement de nouveaux contacts entre particules.

Les deux approches conduisent à un remplissage progressif de l’espace, mais avec des

contraintes qui dans un cas sont dictées par la plasticité des particules et dans l’autre cas par le

module élastique. Nous avons montré une dépendance exponentielle de la compacité en fonction

de la contrainte uniaxiale dans le cas BPM et une dépendance linéaire dans le cas MPM. Un

résultat intéressant est la relation en loi de puissance entre le nombre de coordination et la

compacité, également observé dans le cas des émulsions avec le même exposant. Les analyses

ont également porté sur les formes des particules et la surface spécifique. Nous avons montré que

les particules se déforment et prennent une forme anisotrope avec une anisotropie d’orientation

qui augmente pendant la compaction.

L’approche BPM a été ensuite appliquée pour l’étude de la compression biaxiale des SPM

avec plusieurs valeurs de la pression de confinement. En partant d’un état isotrope, les simu-

lations ont permis de montrer que, malgré l’absence de frottement entre particules, le système

présente une forte résistance au cisaillement. Dans le régime de réarrangements, cette résis-

tance augmente avec la pression de confinement tandis que dans le régime des déformations

plastiques des particules, elle diminue lorsque la pression de confinement augmente. Dans ce

régime, le matériau se rapproche en fait d’une limite où la résistance est celle des particules

prises individuellement. Nous avons aussi trouvé que la déformabilité des particules supprime

le pic de contrainte et le système adopte un comportement contractant malgré sa compacité

élevée.

Il a été argumenté qu’en raison de la présence d’une contrainte caractéristique dans le sys-

tème, la résistance au cisaillement ne se met pas à l’échelle avec la pression de confinement et

qu’il n’est donc pas possible de caractériser l’état critique par un simple coefficient de frotte-

ment. Les simulations ont permis aussi de mettre en évidence une dépendance logarithmique de

l’indice des vides par rapport à la pression de confinement aussi bien dans l’état isotrope que

dans l’état critique comme dans le cas des argiles ou des sols fragmentables en mécanique des

sols.

L’analyse de la microstructure pendant la compression biaxiale a permis de mettre en évi-

dence la forte anisométrie des particules et le développement d’une anisotropie d’orientations.

Au cours du cisaillement, le nombre de coordination diminue tandis que la surface spécifique

des contacts augmente. Nous avons montré que la contrainte de cisaillement normalisée par la

pression moyenne est identique à l’anisotropie des contacts en fonction de la déformation de

cisaillement. La plasticité des particules permet d’expliquer ce résultat. Ainsi, la résistance au

cisaillement est portée de manière égale par les anisotropies des forces et des orientations des

contacts.

Ces résultats ont été obtenus pour des assemblages composés d’un faible nombre de par-

ticules. Mais les simulations sont relativement longues en raison du nombre total de degrés de
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liberté qui a été en moyenne 200 fois le nombre des particules. Il nous semble que cet effort

numérique est inévitable pour la simulation des particules molles. Mais nous avons été surpris

par le fait que même un faible nombre de particules en 2D permet d’obtenir des résultats de

bonne qualité en association avec des analyses et en utilisant deux méthodes différentes. Nos

simulations montrent que malgré sa simplicité de base, l’approche BPM peut être appliquée à

la simulations des SPM avec des particules plastiques tels que les poudres métalliques. Mais

l’approche MPM est bien plus générale et elle permet d’inclure une loi de comportement quel-

conque pour les particules.

Pour améliorer les performances de la BPM, il nous semble possible d’introduire du frotte-

ment entre particules en permettant les particules primaires d’interagir aussi bien par une force

d’attraction à distance que par une résistance au roulement. La résistance au roulement n’em-

pêche pas les particules primaires de se réarranger mais elle rend les rotations des particules

primaires et donc le frottement entre les particules effectif. Le modèle BPM peut être utilisé

pour représenter aussi des particules avec une structure interne. Par exemple, en modulant les

forces d’interaction entre particules primaires en fonction de leurs positions dans l’agrégat, on

peut générer des particules dure entourées d’une peau souple ou inversement. Il est aussi pos-

sible d’inclure l’adhesion dans les interactions entre particules.

En ce qui concerne la MPM, nous ne l’avons pas encore appliqué pour l’étude de la com-

pression biaxiale. Il serait intéressant de voir dans quelle mesure les comportements parfois

contre-intuitifs observés sont pertinents pour un assemblages de particules élastiques. De même,

il serait intéressant de comparer la MPM avec un comportement élasto-plastique des particules

avec la BPM. La méthode MPM peut être appliquée aussi pour l’étude des assemblages de cel-

lules, par exemple pour comprendre le développement des contraintes mécaniques pendant la

croissance cellulaire.

La recherche sur la rhéologie des SPM n’est qu’à ses débuts aussi sur le plan expéri-

mental. Il nous semble utile de développer des expériences modèles avec des particules ultra-

déformables. L’étude rhéologique de ces particules implique des nouvelles méthodes de me-

sures pour bien caractériser non seulement les déplacements des particules mais aussi leurs

déformations et contacts. Des études sont nécessaires entre autres pour la validation des ré-

sultats numériques. De même, des analogies avec d’autres types de particules molles tels que

les microgels peuvent permettre de mieux comprendre leurs liens et les spécificités de chaque

matériau.
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Modélisation numérique et rhéologie des matériaux à particules déformables

Résumé: Les matériaux à particules hautement déformables sont des formes complexes de 

matière avec de nombreuses applications en chimie, pharmacie, cosmétique et agro-alimentaire. 

L’effet conjugué du désordre et des grandes déformations des particules conduit à des propriétés 

mécaniques nouvelles par rapport aux matériaux à particules indéformables. En particulier, la 

compressibilité et la résistance au cisaillement sont contrôlées par une combinaison de 

réarrangements et de changement de forme des particules. Dans ce travail de thèse, nous avons 

développé une approche numérique originale pour la simulation de ces systèmes. Pour permettre 

aux particules de se déformer indéfiniment, nous avons modélisé chaque particule par un agrégat de 

particules primaires sans frottement qui interagissent par une force d’attraction de type Lennard-

Jones et une contrainte de non-interpénétration. La dissipation d’énergie par collisions inélastiques 

entre les particules primaires confère un caractère plastique aux déformations des particules. Nous 

avons utilisé ce modèle pour étudier les propriétés de compaction et de cisaillement de ces 

systèmes. Nos résultats ont permis de mettre en évidence le caractère non-linéaire de la 

compressibilité lorsque la compacité progressivement augmente au-delà de celles des assemblages 

de particules indéformables. Sous cisaillement, un état critique est atteint avec une dilatance 

contrôlée par la pression de confinement. Dans cet état, nous avons exploré les distributions des 

formes des particules, les textures et les distributions des forces pour différentes valeurs de la 

pression. Nous avons également comparé la compressibilité simulée par l’approche développée 

avec celle obtenue par la Méthode des Points Matériels (MPM) en utilisant des particules élastiques.  

Mots-clés: Matériaux granulaires, Compacité, Transition de blocage, Méthode des points matériels, 

Méthode de dynamique des contacts.  

Numerical modeling and rheology of soft particle materials 

 

 Abstract : Soft-particle materials are complex forms of matter that occur in numerous 

applications in chemical, pharmaceutical, cosmetic and food products. Joint effects of disorder and 

large particle deformations lead to novel mechanical properties that differ from those of rigid-

particle materials. In particular, the compressibility and shear resistance depend on both particle 

rearrangements and their shape change. In this doctoral work, we developed an original approach 

for numerical simulation of these systems. To allow the particles to deform without breakage, each 

particle is modeled as an aggregate of frictionless primary particles interacting via a Lennard-Jones 

attraction force and impenetrability constraints. Energy dissipation by inelastic collisions between 

primary particles leads to the plastic nature of particle deformations. This model was used to 

investigate the compaction and shear behavior of soft-particle systems. We find that the 

compressibility is strongly nonlinear as the packing fraction increases beyond that of a random 

close packing of rigid particles. In continuous shearing, a critical state is reached with a dilatancy 

that depends on the confining pressure. In this state, we investigate the shear resistance, 

distributions of particle shapes, fabric properties and inter-particle forces as a function of the 

confining pressure. We also compare our results with those obtained by using the Material Point 

Method (MPM) with elastic particles. 

Keywords  : Granular materials, Packing fraction, Jamming transition, Material point method, 

Contact dynamics method. 
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