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“Regardez-les passer ! Eux, ce sont les sauvages.
Ils vont où leur désir le veut, par-dessus monts,
Et bois, et mers, et vents, et loin des esclavages.
L’air qu’ils boivent ferait éclater vos poumons.”

Jean Richepin, Les oiseaux de passage.
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Résumé

Les propriétés du béton constituant les enceintes de confinement des centrales électro-
nucléaires évoluent sous les effets de mécanismes de vieillissement résultant notamment de
transferts couplés de chaleur et de masse au sein du matériau. Ces phénomènes peuvent
être modélisés par des équations de transports moyennées : lois de Fick pour le transport
d’espèces en solution et lois de Fourier pour la description de la diffusion thermique. Dans
cette étude, les développements concernent la diffusion de la thermique dans un milieu
hétérogène fissuré représentant un matériau cimentaire dégradé chimiquement.

Le problème thermo-mécanique est traitée à l’aide d’une approche multi-corps reliés
par des lois d’interactions enrichies (zones cohésives). La diffusion thermique est écrite
dans le formalisme cohésif-volumique en prenant en compte le couplage entre un état
d’endommagement local de la zone cohésive et une conductivité homogénéisée.

Afin d’optimiser les coûts de calculs, une étude est menée sur la dimension d’un volume
élémentaire représentatif (VER). Pour cela, la méthode d’eigenerosion est étendue à la
fissuration de milieux hétérogènes puis appliquée aux milieux cimentaires.

La propagation de fissures sous chargement thermique est ensuite analysée dans des
VERs de béton dégradés représentatifs des enceintes de confinement des centrales nu-
cléaires après plusieurs années. Le vieillissement est modélisé par un taux de pré-dégrada-
tion initial entre le mortier et les granulats. Le développement de multi-fissures est relié
au taux de pré-dégradation et la formation “d’écrans” à la diffusion de la thermique est
mise en évidence.





Abstract

During their confinement in a nuclear power plant, the mechanical properties of the
constitutive materials of concrete change as a result of ageing. This is due to the trans-
portation of chemical species at the microscopic level of the media. Firstly, this can be
modelled with average equations. The Fick laws represent the evolution of chemical dif-
fusion and the Fourier laws, the transportation of heat at a mesoscopic level. In this
research, we will consider thermal evolution on a fractured media.

This thermomechanical problem is solved with a staggered method. The mechanical
contribution used an approach based on multi-bodies system linked with cohesive zone
models. The thermal problem is based on the approximation of the heat transfer equation
at the cohesive interface. This approach has been implemented and validated. The des-
cription of the heat trough the interface is composed with the definition of an homogenised
conductivity and the local damage parameter.

In order to optimize the computational cost with a good agreement of the crack pro-
pagation, a criterion is proposed for sizing a representative elementary volume (REV).
The eigenerosion method is used, validated and extended to heterogeneous media. Two
studies are carried out on the morphological properties on a cementious media. As a result
of those studies, a minimal size for a REV is defined.

Crack spread under thermal loads are investigated on a media representing the concrete
of the containment of a nuclear power station. The ageing effects are taken into account as
an initial damage between the mortar and the aggregates. These parameters are expressed
in terms of rate of initial damage. A study is proposed for different values of this rate. As
assumed, the development of multi-cracks is linked with the rate of initial damage and
the creation of thermal border is proposed.
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Introduction

Cette thèse s’est déroulée dans le cadre du laboratoire de Micromécanique et Intégrité
des STructures (MIST). Ce laboratoire “sans mur” regroupe et associe les moyens de trois
entités : le CNRS, l’Université de Montpellier et l’IRSN. Trois thématiques de recherche
sont développées pour la sûreté nucléaire :

— changements d’échelles,
— couplages multiphysiques,
— fissuration-fracturation.

Cette thèse s’est déroulée dans le cadre des axes “couplages multiphysiques” et “fissuration-
fracturation”.

Contexte industriel

L’Institut de Radioprotection et de Sûreté Nucléaire est un EPIC (Établissement pu-
blic à caractère industriel et commercial) dont le but est de mener des missions d’expertises
et des recherches dans les domaines de la sûreté nucléaire et de la radioprotection. Ces
études se déclinent en cinq thématiques :

— la sûreté nucléaire,
— la sûreté des transports de matières radioactives et fissiles,
— la protection de l’homme et de l’environnement contre les rayonnements ionisants,
— la protection et le contrôle des matières nucléaires,
— la protection des installations nucléaires et des transports de matières radioactives

et fissiles contre les actes de malveillance.
Dans le cadre de cette thèse, la thématique abordée est la sûreté des installations nu-
cléaires.
La chaudière nucléaire est installée dans un bâtiment appelé “bâtiment du réacteur”. En
cas d’une éventuelle situation accidentelle, des substances radioactives peuvent être relâ-
chées. Les quantités doivent être limitées aux valeurs acceptables pour le type d’accident
considéré. La fonction de confinement est obtenue par “l’enceinte de confinement” consti-
tuée par la paroi en béton du bâtiment (voir la Figure 1). Elle constitue la troisième
barrière de sûreté après les gaines de combustibles et la cuve du réacteur.

Deux types d’enceintes sont actuellement en exploitation :
— les enceintes à paroi unique (réacteur 900MWe). Elles sont constituées d’un bâ-

timent cylindrique en béton précontraint (37m de diamètre, 60m de hauteur et
90cm d’épaisseur) surmonté d’un dôme. La surface intérieure est recouverte d’une
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extérieur

faible température
faible pression

intérieur

haute température
+

haute pression

béton 
précontraint

vieillissement  
(réactions physicochimiques) 

+
multi-fissuration

Figure 1 – Enceinte de confinement pour un palier de 1300− 1450MWe. Paroi interne
en béton précontraint (épaisseur 0.9m à 1.2m) et paroi externe en béton armé (épaisseur

0.55m).

peau métallique de 6mm d’épaisseur assurant l’étanchéité.
— les enceintes à double paroi (réacteurs 1300MWe et 1450MWe). La paroi interne

(120cm d’épaisseur) est en béton précontraint. La paroi externe est en béton armé
(55cm d’épaisseur). Le béton n’est pas recouvert d’une peau d’étanchéité.

Cette étude s’intéresse à la fonction de confinement de l’enceinte et particulièrement
à l’impact des dégradations du béton sur son étanchéité.

Demarche de la thèse
Le béton est un matériau composite fortement hétérogène composé de granulats de

dimensions différentes liés entre eux par une pâte cimentaire (ciment et eau ainsi qu’éven-
tuellement des adjuvants, voir [49]). La Figure 2 représente, en terme de volumes, les
principaux constituants lors de l’élaboration du béton.

granulats

mortier

eau
air

40%

54%

1%− 6% volume
des fluides

volume
des solides

Figure 2 – Constitution du béton : la majorité du volume est occupé par la phase solide
composée des granulats et du liant hydraulique (addition du ciment, du sable et de l’eau).

Dans le béton utilisé en génie civil, le ciment de Portland est couramment employé
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(composé de clinker obtenu par la cuisson de calcaire et de silice). Mélangé avec de l’eau
(eau de gâchage), il a le rôle de liant hydraulique entre les granulats. Les éléments four-
nissant la résistance et atténuant les variations volumiques sont les granulats ( graviers,
cailloux, ...) dont la provenance géographique est proche du lieu de production du béton.
Les propriétés physico-chimiques sont dépendantes de la composition et de l’origine des
constituants du béton.

Introduit en faible quantité (moins de 10 kg.m−3), l’ajout d’adjuvants permet de “do-
per” certaines propriétés du béton : l’aptitude à être mis en œuvre (ouvrabilité), la prise et
le durcissement, la perméabilité, la formation de micro-bulles d’air stables uniformément
réparties dans la masse du béton (permet de résister au gel et au sel de déverglaçage,
etc.).

Le béton est un matériau présentant des phases de nature physique et chimique dif-
férentes (granulats solides, eau de gâchage sous forme liquide et gazeuse, ...). Pendant
son cycle de vie, de nombreuses réactions, aux cinétiques différentes, ont lieu et sont
susceptibles de modifier les propriétés mécaniques du matériau.

La réaction de lixiviation [30] est observée sur des ouvrages soumis à de grande quantité
d’eau (piles de pont ou barrage). Un schéma de la réaction est proposé sur la Figure 3.
L’eau pénètre dans le béton et dissout la portlandite en ions calcium. Suite à des gradients

Ca2+

Ca2+

Ca2+

Ca2+

Ca2+ Ca2+

Ca2+

Ca2+

Ca2+ Ca2+

Ca2+

Ca2+

État initial
Dissolution-
précipitation

Diffusion-
échange État dégradé

Figure 3 – Dégradation par lixiviation.

de concentration, les ions calcium diffusent et précipitent à des endroits différents. Cette
dégradation touche la pâte cimentaire et a pour conséquence une augmentation de la
porosité du béton.

La réaction alcali-silice [11] est un autre exemple de dégradation d’origine chimique.
Elle se produit par la réaction des ions alcalins, présents dans le réseaux poreux, avec
la silice constituant certains granulats. La Figure 4 présente les quatre étapes de cette
réaction. Les ions alcalins provenant de la pâte de ciment sont dissous (suite à la péné-
tration d’eau dans le béton) et réagissent avec la silice composant certains granulats pour
former un gel. Ce gel est alors susceptible de se développer et de générer des contraintes
sur la pâte cimentaire environnante.

La dernière réaction caractéristique mise en avant est d’origine thermique. L’effet de
la température sur le béton est important [16] et cette dégradation est d’une cinétique
rapide comparée aux deux premières. La Figure 5 présente la dégradation d’une surface
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Apparition
de fissures

Expansion
du gel

Diffusion
des espècesEtat Initial

Figure 4 – Dégradation par réaction alcali-silice.

en béton suite à un incendie. Un réseau de fissures d’écaillage apparaît sur le béton.

Figure 5 – Dégradation thermique.

Les phénomènes thermiques sur la dégradation du béton sont de plusieurs ordres :
— mécanique : la dilatation différentielle des différents constituants du béton implique

l’apparition de fissures,
— thermodynamique : avec une augmentation de la température, il y a un changement

de phase de l’eau résiduelle en vapeur.
— chimique : les cinétiques de certaines réactions sont accélérées.

Le vieillissement du béton est un processus multi-physiques fortement dépendant de
l’histoire du béton. Plusieurs réactions peuvent être constatées et agir simultanément.
L’annexe A propose un aperçu de différentes pathologies susceptibles d’intervenir et dif-
férentes modélisations associées à la réaction alcali-silice.
La prise en compte multi-phasiques des différentes dégradations est développée à l’aide
d’un cadre rigoureux : la mécanique des milieux poreux. Ce formalisme est détaillé pour
la lixiviation, la réaction alcali-silice et l’écaillage par choc thermique. Cependant, la mise
en place de cette approche requiert la connaissance de nombreuses lois de fermetures.
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Dans cette thèse, les effets des phénomènes de vieillissement sont considérés comme
un état initial du matériau. Les désordres occasionnés par les différentes réactions sont
représentés par une pré-dégradation à l’interface entre le mortier et les granulats.

En première approximation, les réactions chimiques faisant intervenir la diffusion d’une
espèce chimique i peuvent être modélisées par les lois de Fick :

— la première loi représente le vecteur densité de courant (flux de diffusion) en fonc-
tion du gradient de concentration :

ji = −DimgradCi, (1)

où ji (m−2s−1) est le vecteur densité de courant, Dim (m2s−1) est le coefficient de
diffusion de l’espèce i dans le milieu m et Ci est la concentration de l’espèce i,

— la seconde loi de Fick représente le flux sortant φi
(
φi =

∫∫

S

ji · dS
)

de particules

de l’espèce i à travers la surface S du volume Ω. Le flux est égal à la variation
temporelle de la concentration de l’espèce i :

φi = − ∂

∂t

∫∫∫

Ω

CidΩ. (2)

En utilisant le théorème de Green-Ostrogradsky et en supposant le coefficient de diffusion
constant et isotrope, on obtient :

∂Ci
∂t

= Dim∆Ci. (3)

D’une manière analogue, la propagation de la thermique dans un volume élémentaire
représentatif peut être modélisée par l’équation de la chaleur (lois de Fourrier) :

∂T

∂t
= D∆T, (4)

où T (K) représente la température et D (m2s−1) la conductivité thermique.

Le but de la thèse est de modéliser l’effet de la diffusion thermique (loi de Fourier,
équation (4)) sur la fissuration d’un volume élémentaire représentatif de béton pré-dégradé
(voir Figure 6).

Plan de l’étude
Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres.

Le premier chapitre concerne la modélisation du problème thermo-mécanique en pré-
sence de fissures. La fissuration est modélisée à l’aide d’un modèle de zones cohésives.
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Timp

Tini

Figure 6 – Volume Élémentaire de béton pré-dégradé representatif des effets du vieillis-
sement.

Le couplage repose sur une résolution étagée des équations mécaniques et thermiques.
En particulier, les discrétisations spatiale et temporelle du problème thermo-mécanique
discontinu sont développées. Une attention particulière est portée à la modélisation de la
diffusion thermique à l’interface due à des phénomènes de conduction.

Le deuxième chapitre porte sur le traitement numérique du problème thermo-mécanique
discontinu. La stratégie repose sur la méthode Non-Smooth Contact Dynamics. Chaque
élément d’un maillage Éléments Finis est considéré comme un corps indépendant reliés
par des zones cohésives. Les résolutions mécaniques et thermiques sont couplées. Une dis-
cussion des nouveaux paramètres associés au transfert thermique aux interfaces est menée.
La méthode est validée sur la fissuration thermo-mécanique de matériaux hétérogènes.

Afin de maîtriser le coût numérique associé à l’utilisation de modèles cohésifs, le troi-
sième chapitre est consacré à la recherche d’une taille adaptée pour un volume élémentaire
représentatif pour un milieu cimentaire. Une méthode efficiente en terme de coût de calcul
est utilisée : la méthode d’eigenerosion (initialement proposée par [93]). Cette méthode
permet de modéliser la propagation de fissure par la suppression d’éléments au cours de
la simulation. Une extension aux matériaux hétérogènes est développée et validée. Deux
études morphologiques, sur la fraction volumique et sur la taille des granulats, sont me-
nées afin de proposer une dimension optimale d’un volume élémentaire représentatif d’un
milieu cimentaire.

Le quatrième chapitre présente une application sur un béton pré-dégradé représentatif
du béton des centrales nucléaires à double peau après plusieurs années. Une étude para-
métrique des effets du taux de pré-dégradation initial d’un VER de béton est menée. Les
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résultats sont analysés pour plusieurs taux de pré-dégradation et l’évolution temporelle
de la fissuration et de la diffusion thermique en fonction de l’endommagement dans un
volume élémentaire multi-fissurés sont présentés.

Afin de compléter les modélisations sur les dégradations du béton et l’analyse thermo-
mécanique des calculs, deux annexes sont proposées. La première concerne la modélisation
des mécanismes de dégradations dans le béton pouvant survenir au cours de son cycle de
vie. Un formalisme unifié permettant la prise en compte fine de l’évolution des propriétés
locales est proposée.
La seconde annexe décrit l’implémentation des équations thermiques et les études thermo-
mécaniques. La matrice associée au problème thermique est décrite. Puis, l’étude d’un
VER de béton pré-dégradé à hauteur de 20% des interfaces matrice-inclusion est présentée
mettant en évidence le caractère local de la propagation de fissure.
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Chapitre 1

Fissuration thermo-cohésive

Ce chapitre présente la modélisation d’un problème thermo-mécanique contenant une
discontinuité géométrique (Figure 1.1).
Dans une première partie, la modélisation reposant sur une approche surfacique-volumique
est présentée. La discontinuité des champs thermiques et mécaniques est traitée à l’aide
du formalisme surfacique des modèles thermo-cohésifs.
Dans une seconde partie, une bibliographie des modèles de zones cohésives thermiques
est présentée puis un modèle de zone thermo-cohésive dédié à la fissuration en présence
de gradients thermiques volumiques et de fluide interstitiel dans la zone de discontinuité
est proposé. Ce modèle repose sur une modification de la loi de Fourier reliant le flux
thermique, le saut de température et la conductivité surfacique effective. Le modèle de
conductivité effective s’appuie d’une part sur la proportion locale de matière saine / en-
dommagée et d’autre part sur une longueur caractéristique associée à l’approximation du
gradient de température à l’interface.

1 Modélisation de la fissuration par une approche sur-
facique-volumique

Cette partie présente la modélisation et la discrétisation d’un problème thermo-mécanique
dans un milieu contenant des discontinuités géométriques.

1.1 Problème thermo-mécanique discontinu

Soit un milieu matériel (Figure 1.1) occupant un domaine Ω de frontière Γ. Un char-
gement thermo-mécanique est appliqué au solide. Le milieu contient une discontinuité de
frontière Γ+

d ∪ Γ−d .
Le système thermo-mécanique est décomposé en une partie mécanique et une partie ther-
mique.

• Problème mécanique :
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Fimp

uimp

!!!
!!!!!

φrob

T∞

   
   
   
   

φimp

‖

‖

Timp

Γ±

− +

φ−

n−
 
Γ−d

φ+

Γ+
d

n+

Ω

 

Rcoh ([u])

Figure 1.1 – Représentation du milieu matériel Ω et des chargements thermo-
mécaniques. Le milieu possède une discontinuité de frontière Γ± = Γ+

d ∪ Γ−d .

L’évolution du système mécanique est modélisée par l’équation de la dynamique :

ρü = divσ + f dans Ω \ Γ± (1.1)

avec ρ la masse volumique du matériau, u le vecteur déplacement, σ le tenseur des
contraintes et f les efforts volumiques. Le milieu est supposé élastique linéaire sous l’hy-
pothèse des petites perturbations.

Sous cette hypothèse, le tenseur des déformations s’exprime en fonction du vecteur
déplacement :

ε =
1

2

(
∇u+∇ut

)
= ∇su dans Ω \ Γ± (1.2)

où ∇su représente le gradient symétrique du champ de déplacement.

Les conditions aux limites mécaniques sont :

u = uimp sur Γuimp (1.3)
σ · n = Fimp sur ΓFimp (1.4)
σ · n = σ± sur Γ± (1.5)

où σ± représente le vecteur contrainte sur les lèvres de la fissure qui peut provenir d’un
contact frottant, d’une relation adhésive (voir 2.3) ou d’une pression interne à la fissure.
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n représente la normale unitaire sortante au bord considéré.
La condition de non recouvrement des bords associés aux conditions aux limites du pro-
blème mécanique est :

Γuimp ∩ ΓFimp = ∅ (1.6)
Γuimp ∩ Γ± = ∅ (1.7)
ΓFimp ∩ Γ± = ∅ (1.8)

• Problème thermique :
L’évolution du système thermique est modélisée par l’équation de la chaleur :

ρcṪ + divφ = w dans Ω \ Γ± (1.9)

avec c la capacité thermique, T la température, φ le flux à l’intérieur du volume Ω et w
une source de production thermique. La température est reliée au flux à l’aide de la loi
de Fourier (λ est un tenseur d’ordre deux) :

φ = −λ · ∇T dans Ω \ Γ± (1.10)

Les conditions aux limites thermiques sont :

T = Timp sur ΓTimp (1.11)
−φ · n = φimp sur Γφimp (1.12)
−φ · n = hc (T∞ − T ) sur Γrob (1.13)

où hc est le coefficient de convection et T∞ est la température à l’infini.
Sur les bords de la discontinuité, les flux sont exprimés par les relations suivantes :

−φ · n = φ+ sur Γ+
d (1.14)

−φ · n = φ− sur Γ−d (1.15)

avec n représentant la normale unitaire sortante au bord considéré (ici Γ+
d ou Γ−d ).

La condition de non recouvrement des bords associés aux conditions aux limites du pro-
blème thermique est :

ΓTimp ∩ Γrob = ∅ Γrob ∩ Γφimp = ∅ (1.16)
ΓTimp ∩ Γφimp = ∅ Γrob ∩ Γ± = ∅ (1.17)

ΓTimp ∩ Γ± = ∅ Γφimp ∩ Γ± = ∅ (1.18)

Notons que les bords mécaniques et thermiques ne sont pas dissociés.
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Le problème mécanique s’écrit :

Trouver u tel que :
- équation d’équilibre : ρü = divσ + f dans Ω \ Γ±

- loi de comportement : σ (ε, T ) dans Ω \ Γ±

- conditions aux limites : u = uimp sur Γuimp
σ · n = Fimp sur ΓFimp
σ · n = σ± sur Γ±

Le problème thermique s’écrit :

Trouver T tel que :

- équation de la chaleur : ρcṪ + divφ = w dans Ω \ Γ±

- loi de comportement : φ = −λ · ∇T dans Ω \ Γ±

- conditions aux limites : T = Timp sur ΓTimp
−φ · n = φimp sur Γφimp
−φ · n = hc (T∞ − T ) sur Γrob

−φ · n = φ+ sur Γ+
d

−φ · n = φ− sur Γ−d

1.2 Formulation variationnelle

La méthode des Éléments Finis [24], retenue pour la résolution du problème thermo-
mécanique discontinue, nécessite l’écriture d’une formulation variationnelle.

Soit T h une partition du domaine Ω. Afin de prendre en compte une éventuelle fissu-
ration en tout point du maillage, les discontinuités sont supposées insérées sur toutes les
faces internes. Les sous-domaines élémentaires Ωe ∈ T h vérifient : Ω = ∪Ωe et ∩

◦
Ωe = {∅}.

Soient les espaces fonctionnels (“broken Sobolev space”) U , V , T et W (m ∈ [2,3] est la
dimension de l’espace) :

U =
{
u ∈ [L2 (Ω)]

m | u|Ωe ∈ [H1 (Ωe)]
m ∀Ωe ∈ T h,u = uimp sur Γuimp

}

V =
{
v ∈ [L2 (Ω)]

m | v|Ωe ∈ [H1 (Ωe)]
m ∀Ωe ∈ T h,v = 0 sur Γuimp

}

T =
{
T ∈ [L2 (Ω)] | T|Ωe ∈ [H1 (Ωe)]∀Ωe ∈ T h, T = Timp sur ΓTimp

}

W =
{
w ∈ [L2 (Ω)] | w|Ωe ∈ [H1 (Ωe)]∀Ωe ∈ T h,w = 0 sur ΓTimp

}

Une projection des équations d’équilibres (1.1)-(1.9) sur les champs de vitesses v et
de températures w virtuels s’écrit :

∀u ∈ U ,
∫

Ω

ρü · vdΩ =

∫

Ω

divσ · vdΩ +

∫

Ω

f · vdΩ ∀v ∈ V (1.21)

∀T ∈ T ,
∫

Ω

ρcṪwdΩ +

∫

Ω

divφwdΩ =

∫

Ω

wwdΩ ∀w ∈ W (1.22)
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En utilisant le théorème de Green :
∫

Ω

divσ · vdΩ =

∫

Γ

σ · n · vdΓ−
∫

Ω

σ : ∇ (v) dΩ (1.23)

∫

Ω

divφwdΩ =

∫

Γ

φ · nwdΓ−
∫

Ω

φ · ∇wdΩ (1.24)

la formulation faible du problème thermo-mécanique s’écrit :

∀u ∈ U ,
∫

Ω

ρü · vdΩ +

∫

Ω

σ : ∇ (v) dΩ =

∫

Ω

f · vdΩ +

∫

Γ

σ · n · vdΓ ∀v ∈ V (1.25)

∀T ∈ T ,
∫

Ω

ρcṪwdΩ +

∫

Ω

−φ · ∇wdΩ =

∫

Ω

wwdΩ +

∫

Γ

−φ · nwdΓ ∀w ∈ W (1.26)

1.3 Discrétisation spatiale

En exprimant l’intégrale sur l’ensemble du domaine Ω comme la somme des intégrales
sur les sous-domaines e et en utilisant les conditions aux limites, on obtient :

∀u ∈ U ,
∑

e

(∫

Ωe

ρü · vdΩ +

∫

Ωe

σ (ε, T ) : ∇vdΩ

)
(1.27)

=
∑

e

(∫

Ωe

f · vdΩ +

∫

ΓelFimp

Fimp · vdΓ +

∫

Γel±

σ± · vdΓ

)
∀v ∈ V

∀T ∈ T ,
∑

e

(∫

Ωe

ρcṪwdΩ +

∫

Ωe

∇T · λ · ∇wdΩ

)
(1.28)

=
∑

e

(∫

Ωe

wwdΩ +

∫

Γelφimp

φimpwdΓ +

∫

Γelrob

hc (T∞ − T )wdΓ

+

∫

Γ+
el

φ+wdΓ +

∫

Γ−el

φ−wdΓ

)
∀w ∈ W

Les discrétisations des domaines thermique et mécanique sont identiques. Les fonctions
de formes utilisées sont du même ordre.
Soit la discrétisation de u suivante [24] :

∀X ∈ Ω u (X) =
Nb noeuds∑

i=1

uiN i (X) v (X) =
Nb noeuds∑

j=1

vjN j (X)

∇u (X) =
Nb noeuds∑

i=1

ui∇N i (X) ∇v (X) =
Nb noeuds∑

j=1

vj∇N j (X)

(1.29)
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De même, soit la discrétisation de T suivante :

∀X ∈ Ω T (X) =
Nb noeuds∑

i=1

T iN i (X) w (X) =
Nb noeuds∑

j=1

wjN j (X)

∇T (X) =
Nb noeuds∑

i=1

T i∇N i (X) ∇w (X) =
Nb noeuds∑

j=1

wj∇N j (X)

(1.30)

où N i, i ∈ [1,Nb noeuds], sont des fonctions de formes et Nb noeuds le nombre de noeuds.
En élasticité linéaire, la loi de comportement s’écrit (C est le tenseur de Hooke) :

σ (ε) = C : ε (1.31)

Sur un élément e l’équation (1.27) s’écrit :

∀X ∈ Ω∫

Ωe

ρ
∑

i

üiN i (X)
∑

j

vjN j (X) dΩ +

∫

Ωe

∑

i

ui∇N i (X)
∑

j

vj∇N j (X)C
ij
dΩ

=

∫

Ωe

f
∑

j

vjN j (X) dΩ +

∫

ΓelFimp

Fimp
∑

j

vjN j (X) dΓ +

∫

Γel±

∑

i

σ±
∑

j

vjN j (X) dΓ

Sur un élément e, l’équation (1.28) s’écrit :

∀X ∈ Ω∫

Ωe

ρc
∑

i

Ṫ iN i (X)
∑

j

wjN j (X) dΩ +

∫

Ωe

∑

i

T i∇N i (X)
∑

j

wj∇N j (X)λijdΩ

=

∫

Ωe

w
∑

j

wjN j (X) dΩ +

∫

Γelφimp

φimp
∑

j

wjN j (X) dΓ

+

∫

Γelrob

∑

i

hc
(
T∞ − T iN i (X)

)∑

j

wjN j (X) dΓ

+

∫

Γ+
el

∑

i

φ+
(
N i (X)

)∑

j

wjN j (X) dΓ +

∫

Γ−el

∑

i

φ−
(
N i (X)

)∑

j

wjN j (X) dΓ

Les expressions étant vérifiées pour tous vj et pour tous wj, on a :

∀X ∈ Ω
∑

i

∑

j

üi
∫

Ωe

ρN i (X)N j (X) dΩ +
∑

i

∑

j

ui
∫

Ωe

C
ij
∇N i (X)∇N j (X) dΩ

=
∑

j

∫

Ωe

fN j (X) dΩ +
∑

j

∫

ΓelFimp

FimpN
j (X) dΓ +

∫

Γel±

σ±
∑

j

N j (X) dΓ
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∀X ∈ Ω
∑

i

∑

j

Ṫ i
∫

Ωe

ρcN i (X)N j (X) dΩ +
∑

i

∑

j

T i
∫

Ωe

λij∇N i (X)∇N j (X) dΩ

=
∑

j

∫

Ωe

wN j (X) dΩ +
∑

j

∫

Γelφimp

φimpN
j (X) dΓ

+
∑

i

∑

j

∫

Γelrob

hc
(
T∞ − T iN i (X)

)
N j (X) dΓ

+
∑

i

∑

j

∫

Γ+
el

φ+N i (X)N j (X) dΓ +
∑

i

∑

j

∫

Γ−el

φ−N i (X)N j (X) dΓ

Les vecteurs lignes sont notés par {•} et les vecteurs colonnes par 〈•〉. Les vecteurs associés
à la seconde dérivée temporelle du déplacement et au déplacement sont notés :

{
üeli
}

=
{
üel1 , . . . , ü

el
nb noeuds

}
(1.32){

ueli
}

=
{
uel1 , . . . , u

el
nb noeuds

}
(1.33)

Les vecteurs associés à la dérivée temporelle de la température et à la température sont
notés :

{
Ṫ eli

}
=
{
Ṫ el1 , . . . , Ṫ

el
nb noeuds

}
(1.34)

{
T eli
}

=
{
T el1 , . . . , T

el
nb noeuds

}
(1.35)

Les matrices élémentaires MMe,el
ji , KMe,el

ji , CTh,el
ji et KTh,el

ji sont définies telles que :

MMe,el
ji =

∫

Ωe

ρN i (X)N j (X) (1.36)

KMe,el
ji =

∫

Ωe

C
ij
∇N i (X)∇N j (X) (1.37)

CTh,el
ji =

∫

Ωe

ρcN i (X)N j (X) (1.38)

KTh,el
ji =

∫

Ωe

λij∇N i (X)∇N j (X) +

∫

Γelrob

hcN
i (X)N j (X) (1.39)

Les vecteurs des sollicitations mécaniques et thermiques sont définies par :

〈FMe,el
j 〉 =

〈∫

Ωe

fN j (X) dΩ +

∫

ΓelFimp

FimpN
j (X) dΓ

〉

〈F Th,el
j 〉 =

〈∫

Ωe

wN j (X) dΩ +

∫

Γelφimp

φimpN
j (X) dΓ +

∫

Γelrob

hcT∞N
j (X) dΓ

〉
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Les vecteurs associés aux discontinuités sont notés :

〈rMe,el
ji 〉 =

〈∫

Γel±

σ±N j (X) dΓ

〉
(1.40)

〈rTh,elji 〉 =

〈∫

Γ+
el

φ+N i (X)N j (X) dΓ +

∫

Γ−el

φ−N i (X)N j (X) dΓ

〉
(1.41)

On a : 



MMe
ji =

∑

el

MMe,el
ji 〈üi〉 =

∑

el

〈üeli 〉 〈FMe
j 〉 =

∑

el

〈FMe,el
j 〉

KMe
ji =

∑

el

KMe,el
ji 〈ui〉 =

∑

el

〈ueli 〉 〈rMe〉 =
∑

el

〈rMe
el 〉

CTh
ji =

∑

el

CTh,el
ji 〈Ṫi〉 =

∑

el

〈Ṫ eli 〉 〈F Th
j 〉 =

∑

el

〈F Th,el
j 〉

KTh
ji =

∑

el

KTh,el
ji 〈Ti〉 =

∑

el

〈T eli 〉 〈rThji 〉 =
∑

el

〈rTh,elji 〉

(1.42)

Le système à résoudre pour la mécanique est :

MMe
ji 〈üi〉 = −KMe

ji 〈uj〉+ 〈FMe
j 〉+ 〈rMe〉, (1.43)

l’équation (1.43) est réécrite de manière simplifiée :

MMeü = −KMeu+ FMe + rMe [ mécanique ] (1.44)

Le système à résoudre pour la thermique est :

CTh
ji 〈Ṫi〉 = −KTh

ji 〈Ti〉+ 〈F th
j 〉+ 〈rThji 〉, (1.45)

l’équation (1.45) est réécrite de manière simplifiée :

CThṪ = −KThT + F Th + rTh [ thermique ] (1.46)

Les termes rMe et rTh correspondent à la prise en compte des discontinuités mécanique et
thermique. Le terme rMe nécessite un traitement particulier dû au problème non régulier.
La résolution est décrite dans la partie 1 du chapitre 2. La résolution de la discontinuité
du système thermique est décrite dans la partie 2 du chapitre 2.

1.4 Discrétisation temporelle

La discrétisation temporelle repose sur une θ-méthode (avec θ ∈ [0, 1]).

1.4.1 Discrétisation temporelle du problème thermique

On a :
∫ tn+1

tn

Ṫ (t) dt ' T (tn+1)− T (tn) (1.47)
∫ tn+1

tn

f(t)dt = ∆ttherm(θf(tn+1) + (1− θ)f(tn)) (1.48)
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CHAPITRE 1. FISSURATION THERMO-COHÉSIVE

où ∆ttherm est le pas de temps pour la résolution du problème thermique.
L’équation (1.46) est intégrée sur l’intervalle [tn, tn+1] :

∫ tn+1

tn

CThṪ (t) dt =

∫ tn+1

tn

−KThT (t) + F Th (t) + rTh (t) dt (1.49)

Les relations (1.47) et (1.48) sont utilisées :

CTh (T (tn+1)− T (tn)) '∆tthermθ
(
−KThT (tn+1) + F Th (tn+1) + rTh (tn+1)

)
(1.50)

+ ∆ttherm (1− θ)
(
−KThT (tn) + F Th (tn) + rTh (tn)

)

En notant T (n+ 1), T (n), F Th (n+ 1), F Th (n), rTh (n+ 1) et rTh (n) les valeurs de
T (tn+1), T (tn), F Th (tn+1), F Th (tn), rTh (tn+1) et rTh (tn) et en factorisant on obtient :
(
CTh + ∆tthermθKTh

)
(T (n+ 1)− T (n)) ' ∆tthermθ

(
F Th (n+ 1) + rTh (n+ 1)

)

−∆tthermKThT (n) + ∆ttherm (1− θ)
(
F Th (n) + rTh (n)

)

Soit la matrice C̃ =
(
CTh + ∆tthermθKTh

)
, supposée inversible, on a :

T (n+ 1) ' T (n) + C̃
−1 [−∆tthermKThT (n)

+∆tthermθ
(
F Th (n+ 1) + rTh (n+ 1)

)

+∆ttherm (1− θ)
(
F Th (n) + rTh (n)

)]
(1.51a)

1.4.2 Discrétisation temporelle du problème mécanique

L’intégration temporelle du problème de mécanique est effectuée sur un intervalle
]tn, tn+1] de longueur ∆t. Les résultantes des efforts aux contacts sont définies sur cet
intervalle. L’inconnue est la vitesse u̇. En intégrant l’équation de la dynamique (1.44) sur
]tn, tn+1], on a (voir [63]) :

MMe (u̇ (tn+1)− u̇ (tn)) =−
∫ tn+1

tn

KMeu (t) dt+

∫

]tn,tn+1]

FMe (t) dt,+

∫

]tn,tn+1]

rMe (t) dt,

(1.52)

u (tn+1) =u (tn) +

∫ tn+1

tn

u̇dt.

Les efforts de contact sont calculés sous la forme d’une impulsion iMe (n+ 1) sur l’intervalle
]tn, tn+1]. À partir de cette impulsion on peut calculer une réaction moyenne :

rMe (n+ 1) =
iMe (n+ 1)

∆t
(1.53)

Cette contribution peut résulter d’une interaction cohésive qui est traitée dans la section
1 du chapitre suivant.
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2. MODÈLES DE ZONE COHÉSIVE THERMO-MÉCANIQUE

En notant u̇ (n+ 1), u̇ (n), u (n+ 1), u (n) les valeurs de la vitesse et du déplacement
aux temps tn+1 et tn, la θ-méthode s’écrit :

∫ tn+1

tn

KMeuds '∆tθKMeu (n+ 1) + ∆t (1− θ)KMeu (n) ,

u (n+ 1) =u (n) + ∆tθu̇ (n+ 1) + ∆t (1− θ) u̇ (n) (1.54)

La dépendance du comportement à la vitesse u̇ pourrait être également prise en compte
par l’introduction d’une matrice d’amortissement (voir le cas général [63]).

L’équation (1.44) s’écrit :

MMe (u̇ (n+ 1)− u̇ (n)) =∆tθ
(
−KMeu (n+ 1) + FMe (tn+1)

)
(1.55)

+ ∆t (1− θ)
(
−KMeu (n) + FMe (tn)

)
+ iMe (n+ 1)

En introduisant l’équation (1.54) dans (1.55) et en notant M̃ = MMe + ∆t2θ2KMe, la
résolution temporelle du problème dynamique (1.55) s’écrit :

u̇ (n+ 1)− u̇ (n) =M̃
−1 (−∆tKMe (u (n) + θ∆tu̇ (n)) + ∆tFMe (n+ 1) + iMe (n+ 1)

)
,

avec FMe (n+ 1) =θFMe (tn+1) + (1− θ)FMe (tn)

La matrice M̃ est supposée inversible. Cette hypothèse est satisfaite si ∆t est assez petit
et si la matrice MMe est définie positive.
On introduit la vitesse libre, c’est-à-dire la vitesse sans la prise en compte des efforts
d’interaction, notée vfree et définie par :

vfree (n+ 1) =u̇ (n) + M̃
−1 [−∆tKMe (u (n) + θ∆tu̇ (n)) + ∆tθFMe (tn+1) (1.56)

+∆t (1− θ)FMe (tn)
]

La vitesse u̇ (n+ 1) est calculée en ajoutant à la vitesse libre la vitesse due à l’impulsion
de contact :

u̇ (n+ 1) = vfree (n+ 1) + M̃
−1

iMe (n+ 1) . (1.57)

1.5 Couplage thermo-mécanique

Le couplage entre les problèmes mécanique et thermique est étagé : le problème mé-
canique est résolu puis le problème thermique (voir Figure 1.2). La prise en compte des
phénomènes non réguliers pendant et après la rupture est réalisée à l’aide de la dynamique
non régulière des contacts.
Le pas de temps thermique ∆ttherm est le même que celui utilisé en mécanique ∆t (voir
la partie 3.1 du chapitre 2).

2 Modèles de zone cohésive thermo-mécanique
Dans cette partie, la formulation des modèles cohésifs avec contact frottant est rapi-

dement rappelé, une bibliographie sur les modèles de zones cohésives incorporant de la
thermo-mécanique est présentée et le modèle de zone thermo-cohésive proposé est détaillé.
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thermique

∆ttherm

∆t

Figure 1.2 – Résolution faible du couplage thermo-mécanique.

2.1 Modèles de zone cohésive frottante

Le concept de zone cohésive initialement introduit par Dugdale [28] consiste à relier
le vecteur contrainte R au saut de déplacement [u] entre les deux lèvres d’une fissure en
train de se créer (Table 1.1). On parle de relation traction-séparation. Usuellement, le
front de fissure est représenté par une zone totalement endommagée en aval du front de
fissure et par une zone d’élaboration en pointe de fissure. La zone totalement endommagée
peut être libre de contrainte (ouverte) ou soumise à des conditions de contact frottant
(fermée). La zone d’élaboration (e.g. coalescence de micro-fissures) est celle soumise à des
forces cohésives qui résistent à la séparation des lèvres de la fissure.

Continu Nucléation des micro-fissures

Physique l l + [u]

σ

σ

Numérique • •

••

• •

••

l

• •

••

• •

••

[u]

σl/2

Rcoh ([u])

σl/2

Table 1.1 – Représentation de la physique associée aux modèles de zones cohésives.

Les modèles de zones cohésives permettent de caractériser de nombreux phénomènes as-
sociés à la fissuration d’un milieu. Une bibliographie complète est proposée dans [79] et
[95].

Un des avantages pratiques majeurs des modèles cohésifs est que l’amorçage des fis-
sures résulte naturellement du chargement sans ajout de critère supplémentaire. Ces mo-
dèles cohésifs peuvent être perçus comme des modèles d’endommagement surfacique et de
nombreuses mise en œuvre numériques sont possibles. La présente approche se restreint
à la démarche cohésive-volumique où les zones cohésives sont introduites entre chaque
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2. MODÈLES DE ZONE COHÉSIVE THERMO-MÉCANIQUE

éléments d’un maillage Éléments Finis : le trajet de fissure n’est pas connu a priori, les
mécanismes de multi-fissuration et de bifurcation de fissures sont possibles. Par ailleurs,
dans le cas d’une fissure en propagation rectiligne, l’utilisation des modèles de zones co-
hésives est équivalent à l’utilisation d’un critère de Griffith [79] et se prête aisément à des
bilans d’énergie.

Un autre avantage de ces modèles est de pouvoir rendre compte d’une physique post-
rupture complexe. Pour une fissure ouverte, la pression liée, par exemple, à la présence
d’un fluide interstitiel, peut être prise en compte. Pour une fissure fermée en compression,
des conditions de contact peuvent être insérée par des modèles de type Signorini. Pour
une fissure fermée en compression ou cisaillement, des conditions de frottement peuvent
être modélisées par des approches de Coulomb éventuellement associées à des mécanismes
de dilatance. Une bibliographie sur ces aspects peut être trouvée dans [79, 63, 97, 80, 96].

Deux phénomènes sont usuellement représentés par une loi de contact, la condition de
contact unilatéral de Signorini et le frottement de Coulomb (voir Figure 1.3).

Contact
unilatéral
RN

g

s

Cône
de Coulomb
RN

t
RT

µ

Figure 1.3 – Condition de Signorini Coulomb.

• Condition de contact unilatéral de Signorini

La réaction RN entre deux corps ne peut être négative (pas de cohésion) et elle n’est
transmise que lorsque les deux corps sont en contact (la distance g séparant les deux corps
est nulle). Il s’agit de la condition de contact unilatérale de Signorini. Cette relation est
exprimée par :

g ≥ 0, RN ≥ 0, gRN = 0 (1.58)

• Loi de Coulomb

La loi de Coulomb peut se décomposer en deux parties : une zone d’adhérence entre
les deux corps et une zone de glissement des deux corps. Le cône de Coulomb (voir
Figure 1.3) contient ces deux zones. À l’intérieur de ce cône aucun déplacement tangent
ne peut avoir lieu : ‖ UT ‖= 0 car : ‖ RT ‖< µRN . Le glissement entre deux corps est
possible lorsque la réaction tangentielle atteint le seuil de frottement ‖ RT ‖= µRN . La
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direction de la réaction est opposée au déplacement tangent :

‖ UT ‖6= 0⇒ RT = −µRN
UT

‖ UT ‖
(1.59)

µ est le coefficient de frottement.
Pour la résolution numérique du problème de contact, les relations cinématiques sont
discrétisées en temps (voir section 1.3 du chapitre 2).
L’approche cohésive-frottante initiée par [106] permet de résumer cette physique post-
rupture au travers d’un couplage entre les efforts cohésifs, ceux du contact unilatéral et
ceux du frottement de Coulomb :

0 6
(
RN +Rcoh

N

)
⊥ [uN ] > 0 (1.60)

{
‖ RT +Rcoh

T ‖< µ | RN +Rcoh
N |⇒ ˙[uT ] = 0

‖ RT +Rcoh
T ‖= µ | RN +Rcoh

N |⇒ ∃λ > 0 tel que ˙[uT ] = −λ
(
RT +Rcoh

T

) (1.61)

Les indices T et N indiquent les composantes tangentielle et normale de la réaction totale
(R = RNn+RT ), de la réaction cohésive (Rcoh = Rcoh

N n+Rcoh
T ) et du saut de déplacement

([u] = [uN ]n + [uT ]), n est le vecteur unitaire normal à la zone cohésive. Le coefficient
de frottement est noté µ.

Ces modèles cohésifs-frottants peuvent être basés sur une approche extrinsèque où
seule la partie liée à l’endommagement surfacique est décrite dans la relation traction-
séparation, ou sur une approche intrinsèque décrivant également une résistance élastique
ou un écrouissage positif dans cette relation. Du fait que les modèles intrinsèques corres-
pondent également aux cas de rechargement élastique d’un modèle cohésif partiellement
rompu, l’approche considérée est ici restreinte à ces derniers. La réaction de la zone co-
hésive Rcoh est alors une fonction de la variable d’endommagement surfacique β ∈ [0,1]
via un tenseur de raideur cohésive K (β) :

Rcoh =

{
K (β) · [u] si β > 0 ou [uN ] = 0
K (β) · [u]− p · n sinon (1.62)

où β = min
(
β̃ (‖ [u] ‖) , β̃ (‖ [umax] ‖)

)
avec ‖ [umax] ‖ la valeur maximale atteinte par

‖ [u] ‖, K (β) une matrice décrivant le comportement surfacique adoucissant pendant la
propagation de la fissure, p une pression interstitielle post-fracture et β̃ une fonction
décroissante de ‖ [u] ‖ : β = 1 le modèle cohésif est parfaitement adhérent, β = 0 le
modèle cohésif est rompu.

L’évolution de la variable d’endommagement doit alors être précisée par la donnée de
K (β) et par celle de la fonction β̃ (ou parfois de sa dérivée temporelle pour les modèles
avec viscosité surfacique) pour définir intégralement le modèle. De très nombreux choix
sont possibles. Nous retenons ici une variante de la loi d’endommagement surfacique de
[75] proposée par [97, 96] :

K (β) = β

(
CNn⊗ n+ CT

[uT ]⊗ [uT ]

‖ [uT ] ‖2

)
(1.63)
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β̃ (x) =





β0 si x 6 δ0

0 si x > δc
β0 (δc − x)

δc − 2δ0 + x
sinon

(1.64)

avec δ0 =

√
w

(9− 4ln4)

(
1

CN
+

1

CT

)
, δc = 3δ0, où CN et CT sont les rigidités interfa-

ciales tangentielle et normale dans le cas de la cohésion complète (β = 1), 0 6 β0 6 1
est l’endommagement surfacique initial et w représente l’énergie de rupture. La sensibi-
lité des différents paramètres de ce modèle est discutée dans [95] et dans la partie 3.3.
En anticipant sur la suite du mémoire, la prise en compte de ce modèle dans le cadre
Nonsmooth Fracture Dynamics tel que proposé par [63] permet également une gestion
post-rupture des éventuels fragments créés lors de la fissuration. Le modèle est illustré sur
la Figure 1.4.

1/3 1

0

−RN

R̂N

1

[uN ] /δc

(a) Réaction normale.

µRN

−RT

R̂T

1

1/3 10 [uT ] /δc

(b) Réaction tangentielle.

Figure 1.4 – Modèle de zone cohésive frottante [95] en deux dimensions.

La mise en place pratique des modèles de zone cohésive comporte cependant des diffi-
cultés liées d’une part à sa nature endommageable et aux instabilités associées et d’autre
part à l’existence d’une longueur caractéristique dans la relation traction-séparation qui
induit une dépendance de ces modèles à la taille de maille. Les instabilités induisent des
sauts de solution qu’il est possible de gérer de différentes manières (voir [15]) ; nous uti-
lisons ici le cadre des solutions dynamiques proposé par [96]. Les difficultés liées à la
longueur caractéristique interne sont gérées via les critères récemment proposés par [10]
(voir également la partie 3.2 du chapitre suivant).
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2.2 Quelques modèles cohésifs thermo-mécaniques

La notion de “couplage thermo-mécanique” dans le cadre d’une approche cohésive-
volumique peut être comprise de différentes manières selon que les équations thermiques
sont résolues en volume et/ou en surface, que les propriétés mécaniques dépendent de la
température en volume et/ou en surface. Cette section propose un rapide survol des prin-
cipaux modèles de la littérature dédiés aux comportements cohésifs thermo-mécaniques.

L’approche de Secchi et al. [116] propose une prise en compte de la thermo-élasticité
volumique en présence de modèles cohésifs extrinsèques. Des modélisations plus fines
[57, 91, 105] tiennent compte des flux thermiques sur les lèvres de la fissure en fonction du
saut de température. L’approche plus complète de Moonen et al. [82] décrit la physique
dans la zone cohésive et dans la fissure établie avec notamment la prise en compte du
rayonnement et de la convection. La définition des transferts dans l’interface cohésive
dépend de la physique que l’on souhaite mettre en œuvre.

2.2.1 Le modèle de Secchi et al. [116]

Ces auteurs proposent classiquement de prendre en compte une dilatation thermique
isotrope à l’aide d’une partition de la déformation volumique :

σij = cijrs (εrs − δrsεT ) , avec εT =
α

3
∆T (1.65)

où ε est la déformation totale, εT la déformation associée à la variation de température
∆T , α le coefficient de dilatation du milieu, δrs est le symbole de Kronecker. Le coefficient
élastique cijrs est exprimé dans le cas d’un comportement isotrope (E module d’Young et
ν coefficient de Poisson) :

cijrs =
E

2 (1 + ν)
(δisδjr + δirδjs) +

Eν

(1 + ν) (1− 2ν)
δijδrsδij (i,j,r,s = 1,2,3) (1.66)

Le modèle de zone cohésive utilisé par les auteurs est purement mécanique mais la puis-
sance de ses efforts surfaciques est considérée comme un terme source dans l’équation de
la thermique.

Le modèle cohésif est un modèle extrinsèque linéaire avec charge-décharge élastique
(Figure 1.5) qui s’écrit en mode I :

RN = R̂N

(
1− [uN ]

δc

)
(1.67)

où R̂N représente la réaction critique, [uN ] le saut de déplacement normal et δc le saut de
déplacement critique. Une extension en mode mixte est réalisée à la manière classique de
[71] et [25]. Ce modèle a été utilisé pour la fissuration d’une poutre hétérogène en flexion
soumise à un chargement thermique (convection avec l’extérieur). Les résultats obtenus
sont en bon accord avec l’expérience. Cependant dans l’interface cohésive aucune relation
ne décrit l’évolution de la thermique.
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[uN ] /δc

−RN

R̂N

1

1

0

Figure 1.5 – Modèle de zone cohésive utilisé par Secchi et al. [116].

2.2.2 Le modèle de Hattiangadi et al. [57]

Ces auteurs proposent une modélisation complète du transfert de chaleur dans l’inter-
face cohésive. La partie saine de la zone cohésive est représentée comme des fibres reliant
les deux lèvres de la fissure avec une orientation spécifique (de direction m). Ce modèle
est générique et ne dépend que du saut de déplacement normal de la zone cohésive. Le
saut de température [T ] = T+− T− entre les lèvres de la fissure est lié au flux thermique
φCZM à travers la fissure via la conductance cohésive hCZM :

φCZM = hCZM [T ] m avec hCZM = hf + hg + hr (1.68)

où le transport thermique dans l’interface est modélisé par trois conductances :
— hf la conductance dans la partie saine,
— hg la conductance du fluide dans la fissure,
— hr une conductance associée au rayonnement entre les deux surfaces de la fissure.

Dans la partie saine, la conductance dépend du saut de déplacement normal [uN ], de la
température moyenne à l’interface (T+ + T−)/2, de la conductivité de la partie solide λs
et de la fraction volumique de “fibres” solides dans l’interface V c

s :

hf
(
[u] , T+, T−

)
= V c

s

[
λs + Cs

(
T+ + T−

2

)]
sinα

[uN ]
(1.69)

où α représente l’angle des fibres avec la surface cohésive. Cette conductance prend en
compte une évolution de la conductivité en fonction de la température moyenne dans
l’interface avec un coefficient d’évolution Cs. D’une manière similaire, la conductance du
fluide contenu dans la fissure est :

hg
(
[u] , T+, T−

)
= (1− V c

s )

[
λg + Cg

(
T+ + T−

2

)]
1

[uN ]
(1.70)
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avec λg la conductivité du fluide et Cg le coefficient d’évolution du fluide. La conductance
due au rayonnement est également prise en compte par :

hr
(
T+, T−

)
=

Sb
2/em − 1

[(
T+ − Tr

)
+
(
T− − Tr

)] [(
T+ − Tr

)2
+
(
T− − Tr

)2
]

(1.71)

où Sb est la constante de Stefan-Boltzman (Sb = 56710−10W.m−2K4), une émissivité
em = 1.0 des surfaces de la fissure est supposée et Tr est une température de référence.

Ce modèle, relativement complet, ne considère la fissure que pendant la phase d’ou-
verture et ne prend pas en compte un transfert de chaleur par contact en cas de fermeture
de la fissure.

2.2.3 Le modèle de Özdemir et al. [91]

Ce modèle est une extension du précédent. La modélisation repose d’une part sur le
transport par conduction dans la partie non-endommagée et d’autre part sur la présence
d’un fluide dans la fissure. La re-fermeture de la fissure est maintenant prise en compte à
l’aide d’une résistance de contact thermique.

Pendant l’endommagement, la partie non endommagée est considérée comme consti-
tuée de fibres. Dans ce cas, un saut de température entre les deux faces de la discontinuité
est considéré et orienté le long de la fibre :

[T ] = [T ]m (1.72)

où m est le vecteur unitaire indiquant la direction de la fibre.
Le transfert de chaleur dans la fissure est modélisé soit par une conduction dans les

fibres soit par une conduction dans la fissure. Après un chargement thermo-mécanique, la
zone cohésive peut s’endommager totalement et le transfert de chaleur ne s’effectue alors
que par le fluide éventuellement contenu dans la fissure. Le flux de chaleur transmis par
l’interface solide est exprimé par :

φβ = −βhβ [T ] (1.73)

β est la variable d’endommagement surfacique (β = 1 pas d’endommagement, β = 0
rupture complète) et hβ la conductance thermique effective (déterminée par la conducti-
vité des différentes fibres, leur fraction par rapport à la surface unitaire cohésive et leur
géométrie). Pour des interfaces parfaites, hβ serait infiniment grand.
Le vecteur de flux de chaleur est décomposé en deux termes, normal et tangent :

φβ · n = −βhβ [T ]m · n (1.74)

φβ · t = −βhβ [T ]m · t (1.75)

avec n et t les vecteurs unitaires normal et tangent de la zone cohésive. Notons que la
conduction de la chaleur à travers le milieu n’est prise en compte que dans la composante
normale du flux de chaleur ([T ]m · n). Le flux de chaleur transmis par le fluide (de
conductance h1−β) contenu dans la fissure est :

φ1−β · n = −h1−β [T ]m · n (1.76)
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La chaleur transportée par radiation étant faible, cette contribution n’est pas prise en
compte dans ce modèle. Les expressions des composantes normale et tangentielle du flux
de chaleur à l’interface sont :

φn = − (βhβ + h1−β) [T ]m · n
φt = −βhβ [T ]m · t (1.77)

avec φn et φt définis comme étant les flux de chaleur dans les directions n et t. Dans le
cas où la fissure se referme, un contact entre deux surfaces avec des aspérités (localisées
en certains points) apparaît. Le flux de chaleur est décomposé en deux parties l’une à
travers le contact et l’autre à travers le milieu. En suivant Mikic [76] et Ciavarella et
al. [19], le modèle choisi pour la conduction de contact thermique dépend des propriétés
élastiques des corps en vis-à-vis (coefficient de Poisson νi, module d’Young Ei) et de leur
conductivité thermique (λi) :

hcont =
2λeq
M

dRN

d [uN ]
(1.78)

où
1

λeq
=

1

λ1

+
1

λ2

(1.79)

est une résistance équivalente de contact entre les deux corps et

1

M
=

1− ν2
1

E1

+
1− ν2

2

E2

(1.80)

est une compliance équivalente.
En suivant un modèle fractal de contact, la force de contact RN dépend de la rugosité

de la surface :
RN = CgmN (1.81)

où C est la rigidité en compression de l’interface, gN est le saut normalisé et m une
puissance qui dépend des aspérités m ∈ [2; 3.33]. La conductance du contact hcont est
exprimée par :

hcont =
2
E1

(1− ν2
1) + 2

E2
(1− ν2

2)
1
λ1

+ 1
λ2

Cmg(m−1)
N (1.82)

Pour une surface partiellement fissurée et en cas de refermeture de la fissure, la cha-
leur sera conduite par les fibres reliant la surface non endommagée et par les aspérités
de contact dans les régions où les surfaces sont complètement séparées. Ainsi ces deux
phénomènes agissent en parallèle et la conductance interfaciale hCZM est estimée par une
loi des mélanges sur l’endommagement surfacique :

hCZM = βh1−β + (1− β)hcont (1.83)

Dans ce cas, le flux de chaleur est supposé être transmis uniquement par la partie normale
pour le contact [91] :

φn · n = −hCZM [T ]m · n
φt · t = 0

(1.84)
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Cependant, dans le cas de la refermeture de la fissure après une séparation complète (i.e.
β = 0), la conductivité interfaciale est égale à la conductivité de contact.

Le modèle cohésif repose pour sa partie mécanique sur une extension de celui de Xu
et Needleman [23] (voir Figure 1.6) :

RN =
ΦN

δcN

(
uN,m
δcN

)
exp

(
−uN,m
δcN

)
exp

(
u2
N,m

δ2
cT

)
(1.85)

RT = 2
ΦT

δT

(
uT,m
δcT

)(
1 +

uN,m
δcN

)
exp

(
−u

2
T,m

δ2
cT

)
exp

(
−uN,m
δcN

)
(1.86)

avec uN,m = [uN ] − uTN et uT,m = ‖uT‖ − uTT et une ouverture équivalente (ξ est un
paramètre du modèle) :

δ =

√
ξ2 [uT ] · [uT ] + [uN ]2 (1.87)

[uN ] /δcN

−RN

R̂N

1

1

0

(a) Évolution de la contrainte normale en
fonction du saut de déplacement normal

uT/δcT

−RT

R̂T

1

1

0

(b) Évolution de la contrainte tangentielle en
fonction du saut de déplacement tangent

Figure 1.6 – Modèle de Tvergaard [127]. Prise en compte de l’irréversibilité et du
contact post-rupture.

La variable d’endommagement est prise comme étant le rapport du déplacement équi-
valent maximum atteint sur la valeur du déplacement critique équivalent. Ce modèle
est utilisé pour la fissuration d’un polycristal de céramique avec un chargement thermo-
mécanique. La mise en place de barrières thermiques lors des simulations est mise en
avant : lorsque la fissure se propage, la conductivité cohésive chute et la conduction de
chaleur perpendiculairement à la fissure est limitée. Ce modèle est proche de celui que
nous visons à mettre en place pour le comportement thermo-mécanique des matériaux
cimentés.
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2.2.4 Le modèle de Rakotomalala [105]

Ce modèle est une synthèse des travaux réalisés par [57] et [91]. La conductivité de
l’interface cohésive dépend de la température moyenne de la fissure et un comportement
post-rupture est pris en compte. Le modèle proposé par [105] repose sur la définition d’une
conductance dépendante des valeurs de la variable interne d’endommagement et du saut
de déplacement normal [uN ].

Lorsque l’interface est saine ou partiellement endommagée et que la fissure est fermée
([uN ] = 0), l’interface est parfaitement conductrice hCZM → +∞ et le saut de température
est nul [T ] = 0.

Lorsque l’interface est endommagée et que la fissure est en ouverture ([uN ] > 0), la
conductance est définie de la même manière que dans [57] :

hCZM = β
λs

[uN ]
+ (1− β)

(λg + Cg(T
+ + T−)/2)

[uN ]
(1.88)

avec la possibilité d’une dépendance à la conductivité d’éventuels fluides interstitiels dans
la fissure.

Lorsque l’interface est complètement endommagée et qu’un contact est présent, la
conductance de l’interface dépend de la rugosité de celle-ci ω̄ :

hCZM =
λeqpc
2ω̄M

+
(λg + Cg(T

+ + T−)/2)

2ω̄
(1.89)

avec M donné en (1.80), λeq donné en (1.79) et pc représente la pression sur la zone
cohésive.

Lorsque l’interface est complètement endommagée et que le saut de déplacement est
supérieur aux rugosités des lèvres de la fissure, la conductance est :

hCZM =
(λg + Cg(T

+ + T−)/2)

[uN ]
+

Sb
2/em − 1

(
T+ + T−

) [
(T+)2 + (T−)2

]
(1.90)

où Sb la constante de Boltzmann.
Le modèle de zone cohésive utilisé dans les calculs est une loi triangle similaire à celle

utilisée Figure 1.5.
Ce modèle est utilisé avec succès pour décrire l’endommagement et le délaminage

dans un matériau composite de deux couches soumis à un chargement thermique. Une
application au domaine aéronautique est également proposée.

Ce modèle est dans sa physique assez proche des modèles que nous avons en tête
pour les applications de fissuration thermo-mécanique du béton ; il s’appuie cependant
fortement sur un modèle de conductance au contact très orienté sur la notion de rugosité
interfaciale, paramètre qu’il s’agit d’estimer expérimentalement ou de calibrer par des
modélisations numériques aux échelles inférieures.

2.2.5 Le modèle de Moonen et al. [82]

Ce modèle met l’accent sur une description détaillé des flux thermiques dans les zones
de discontinuités en milieu hétérogène. Le flux transmis par différentes parties de la fron-
tière Γ entre les deux milieux est pris en compte. Le modèle de zone cohésive est développé
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à partir de la discrétisation de l’équation de la chaleur pour différentes positions de la
fissure représentée par les bords Γ−d , Γ+

d et Γd (Figure 1.7 et 1.8).

(1 − β) dA

0 1a

Γ+
dΓ−

d

Γd

Figure 1.7 – Représentation des différentes frontières.

Ω−

φ− · n−

φ̄Γ−
d

φeff

Γ−
d

(a) Partie de gauche (Γ−
d ).

φeff

Γ−
d

φeff

Γ+
d

(b) Partie du milieu (Γd).

Ω+

φeff

Γ−
d

φ̄Γ+
d

φ+ · n+

(c) Partie de droite (Γ+
d ).

Figure 1.8 – Représentation détaillée des flux sur les frontières Γ−d , Γd et Γ+
d

Pour une surface élémentaire dA de Γ−d avec une normale sortante n−, la conservation
de l’énergie s’écrit :

∑
Q = 0⇒ φ− · n−dA+ φeff

Γ−d
βdA+ φ̄Γ−d

(1− β) dA = 0 (1.91)

avecQ le flux d’énergie à travers la surface dA, φ− le flux de chaleur dans Ω− par l’interface
Γ−d , φ

eff

Γ−d
le flux de chaleur dans la partie saine de la zone cohésive (de surface βdA) entre

Γd et Γ−d , φ̄Γ−d
le flux de chaleur dans la partie endommagée de la zone cohésive (de surface

(1− β) dA) entre Γd et Γ−d . Ce dernier flux représente un flux d’évaporation à la surface
de rupture.

Le flux de chaleur effectif φeff
Γ−d

est décomposé en une partie proportionnelle au gra-
dient de température, égale au flux continu dans Ω− sur Γ−d et en une partie discrète
proportionnelle à la différence de température entre Γ−d et Γd. Le terme φeff

Γ−d
est :

φeff
Γ−d

= −φ− · n− + γ−1a−1KΓ−d

(
TΓd − TΓ−d

)
(1.92)
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où le signe négatif devant le flux de chaleur indique un terme de puit, la quantité γ vient
de l’analyse dimensionnelle et est égale à un mètre. La variable a, comprise entre 0 et 1,
indique la position relative de l’interface matérielle avec la zone cohésive. Pour a → 0,
Γd coïncide avec Γ−d et pour a→ 1, l’interface matérielle coïncide avec Γ+

d . La valeur par
défaut est médiane a = 0.5. Physiquement, a définit la contribution relative de chacun
des matériaux partageant l’interface matérielle et le comportement matériel à l’interface
de la zone cohésive. TΓd et TΓ−d

sont les températures sur Γd et Γ−d respectivement. KΓ−d
=

n− · KΩ− · n− est la conduction discrète de la frontière matérielle, i.e. la projection de
la conductivité sur l’interface Γ−d . Une expression de KΓ−d

est déterminée par des moyens
expérimentaux ou remontée depuis de plus petites échelles pour lesquelles la dégradation
de la zone cohésive est connue en détails.
Deux flux sont définis par [82] :

φ− · n− = β
(
φ− · n− + γ−1a−1KΓ−d

(
TΓ−d
− TΓd

))
− (1− β) φ̄Γ−d

(1.93)

φ+ · n+ = β
(
φ+ · n+ + γ−1 (1− a)−1KΓ+

d

(
TΓ+

d
− TΓd

))
− (1− β) φ̄Γ−d

(1.94)

La conservation de l’énergie pour la partie intacte du matériau d’interface Γd est :

φeff
Γ−d

+ φeff
Γ+
d

= 0 (1.95)

L’équation (1.95) permet de déterminer la température d’interface TΓd en y incorporant
l’expression (1.92) et une expression équivalente pour φeff

Γ+
d

:

(
φ− · n− + γ−1a−1KΓ−d

(
TΓ−d
− TΓd

))
+
(
φ+ · n+ + γ−1(1− a)−1KΓ+

d

(
TΓ+

d
− TΓd

))
= 0

(1.96)
La détermination de φ− · n− l’équation (1.93) et de φ+ · n+ par l’équation (1.94)

fournit la température d’interface :

TΓd =
γ−1

(
a−1KΓ−d

TΓ−d
+ (1− a)−1KΓ+

d
TΓ+

d

)
− φ̄Γd

γ−1
(
a−1KΓ−d

+ (1− a)−1KΓ+
d

) (1.97)

où φ̄Γd = (1− β)
(
φ̄Γ−d

+ φ̄Γ+
d

)
est la quantité totale d’énergie échangée par la partie

endommagée. La fissure n’occupe qu’une fraction (1− β) de la surface élémentaire dA de
la zone cohésive. φ̄Γd est positif si l’énergie est transférée de la fissure au milieu. Ce qui
amène à l’expression suivante de la conservation de l’énergie sur le volume élémentaire
représentatif :

φ− · n− + φ+ · n+ + φ̄Γd = 0 (1.98)

• Cas d’une fissure isolée ou d’une cavité
Dans le cas d’une fissure isolée ou d’une cavité, il n’y a pas de sources externes. Le flux
de la partie endommagée de Γ−d doit être égal au flux Γ+

d de cette cavité : φ̄Γ−d
= −φ̄Γ+

d
.

Le flux thermique dans la partie dégradée vaut :

− (1− β)φ · n = βγ−1KΓd [T ] + (1− β) φ̄Γ−d
(1.99)
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Cette dernière équation montre qu’un saut de température ne peut pas être présent s’il
n’y a pas d’endommagement (β = 1).

• Cas d’une fissuration adiabatique
En l’absence d’échange entre le milieu matériel et la fissure, φ̄Γ−d

= φ̄Γ+
d

= 0 :

− (1− β)φ · n = βγ−1KΓd [T ] (1.100)

En se concentrant sur la zone cohésive en front de fissure (où le transport thermique
convectif est supposé non prédominant), deux types de transferts thermiques sont consi-
dérés par [82] : la conduction et la radiation. Pour de nombreux matériaux, la présence de
micro-fissures joue le rôle de résistance thermique. Comme la résistance thermique aug-
mente avec la distance, le transfert par conduction intervient préférentiellement le long
d’une micro-fissure. Dans les micro-cavités, la capacité du fluide est négligée :

φ̄Γd = hΓd

(
T−Γd − T

+
Γd

)
avec hΓd =

λNu

[uN ]
+

SbFT
1
e
Γ−
d

+ 1
e
Γ+
d

− 1
(1.101)

Le premier terme associé à hΓd correspond au type transport (convectif ou conductif). Le
second terme correspond quant à lui au transport par radiation entre les deux surfaces
parallèles. Nu est le nombre de Nusselt, sans dimension, il décrit la proportion entre les
transports convectif et conductif du flux de chaleur, [uN ] correspond ici à la dimension
de la micro-cavité dans la direction normale à la discontinuité, Sb la constante de Stefan-
Boltzman (Sb = 56710−10W.m−2K4), eΓ−d

et eΓ+
d
sont les facteurs d’émissivité des lèvres

de la fissures et FT est le facteur de température donné par :

FT ≈
4

100

(
Tm
100

)3

(1.102)

avec Tm = 1/2
(
TΓ−d

+ TΓ+
d

)
. Dans le cas de la refermeture de la fissure, la conductance

effective doit être bornée :
1

hΓd

= max

(
1

hcontactΓd

,
1

hΓd

)
(1.103)

où hcontactΓd
est la conductance thermique résiduelle lors de la fermeture de la fissure ([uN ] =

0). Si la fissure se referme, la résistance thermique diminue jusqu’à une valeur 1/hcontactΓd
.

La résistance de contact est définie par la relation :

1

hcontactΓd

= min

(
1

hhistoireΓd

,
1

hcontact,ω=1
Γd

)
(1.104)

avec hhistoireΓd
la conductance thermique effective minimale déjà atteinte et hcontact,ω=1

Γd
la

conductance de contact pour une interface complètement endommagée.
Ce modèle permet d’envisager de nombreux phénomènes thermiques dans la fissure

ainsi que lors du comportement post-rupture. La température dans la fissure, i.e. sur la
frontière Γd, est également fournie.
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Le modèle de zone cohésive utilisé ici est également une loi triangle. Les auteurs pro-
posent une utilisation du modèle sur des essais unitaires dans un milieu poreux. Les résul-
tats sont très concluants. La physique modélisée est fine mais n’inclut pas de frottement
sur les lèvres post-rupture.

2.2.6 Conclusion

Les différents modèles proposés dans la littérature reposent pour la majorité sur la
définition d’un transport thermique entre les lèvres de la fissure. La connaissance de la va-
riable interne d’endommagement surfacique conditionne les différents modes de transports
(conductif dans la matière encore saine en pointe de fissure ou dans le fluide interstitiel
s’il est présent en aval de la pointe de fissure). La physique considérée dépend fortement
de l’utilisation visée du modèle.

T+ T−
diffusion

T+

T−
conduction

Figure 1.9 – Deux rôles distincts pour un fluide interstitiel dans la fissure : à gauche, le
fluide apporte de la chaleur (ou en évacue) qui diffuse dans le volume ; à droite, la chaleur
arrive d’un côté de la fissure et le fluide conduit la chaleur de l’autre côté de la fissure.

En particulier, le modèle thermique de la zone cohésive est conditionné par le rôle que
l’on souhaite faire jouer au potentiel fluide interstitiel dans la fissure. Comme illustré sur
la Figure 1.9, on peut envisager un fluide qui apporte de la chaleur (ou l’évacue) au
solide environnant : le rôle thermique de la zone cohésive est alors essentiellement celui de
diffuser un champ thermique surfacique vers (de) un champ thermique volumique. Mais
on peut également envisager — ce qui est le cadre de cette étude — que la chaleur arrive
d’un côté de la fissure et que la zone cohésive a pour objectif thermique de conduire cette
chaleur de l’autre côté de la fissure. Dans ce dernier cas, une fissure établie sans fluide
interstitiel doit jouer le rôle d’un isolant partiel ou total : une barrière thermique.

Pour cet objectif, les récents modèles de Rakotomalala et al [105] et Moonen et al
[82] sont de bons candidats. Nous visons cependant à les enrichir par un modèle de zone
cohésive mécanique frottante tel que défini à la section 2.1 et par une approximation du
gradient thermique de type loi d’échelle avec dépendance de la longueur caractéristique
au taux d’endommagement surfacique.
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2.3 Un modèle thermo-cohésif frottant

Le modèle proposé repose sur un modèle de zone cohésive frottante au travers de
laquelle le flux thermique est modifié. La Figure 1.10 présente la modélisation visée.
On associe au modèle cohésif une épaisseur caractéristique e et on décompose la zone
cohésive en pointe de fissure en une partie saine Sβ et une partie endommagée S1−β. Les
températures sur les lèvres de la fissure sont T− et T+.

σN,T
−

σN,T
+

[uN ]

φ1−β φβ

⇒ e

λ2

λ1

λβ

Sβ

λ1

λ3

λ2

λ1−β

S1−β

T+

T−

Figure 1.10 –Modèle de zone cohésive thermique : partition en une partie saine (λβ,φβ)
et en une partie endommagée (λ1−β,φ1−β).

Nous supposons que la loi de Fourier isotrope s’applique dans la zone cohésive :

φCZM = −λCZM∇T (1.105)

et que le flux thermique total est l’addition d’un flux associé à la parties saine et d’un
flux associé à la partie endommagée :

φCZM = − (βλβ + (1− β)λ1−β)∇T = (−βλβ∇T )︸ ︷︷ ︸
φβ

+ (− (1− β)λ1−β∇T )︸ ︷︷ ︸
φ1−β

(1.106)

Les conductivités λβ et λ1−β associées aux flux φβ et φ1−β sont définies à partir
des conductivités des milieux considérés dans une géométrie laminée : λ1–λ2 pour la zone
saine et λ1–λ3–λ2 pour la zone endommagée. La conductivité λ3 peut être celle d’un fluide
interstitiel si nécessaire.

Conductivité équivalente de l’interface saine : λβ

De la même manière que les travaux bibliographiques évoqués dans ce chapitre à la
section 2.2, la conductivité de la partie saine λβ est prise égale à celle d’un milieu laminé
λ1–λ2 à deux couches de même épaisseur. En suivant (1.79), on a :

λβ = 2λeq =
2λ1λ2

λ1 + λ2

(1.107)
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où le pré-facteur 2 permet d’avoir λβ = λ1 = λ2 dans le cas d’un milieu homogène.

Conductivité équivalente de l’interface endommagée λ1−β

La Figure 1.11 représente la partie endommagée de la zone cohésive. Celle-ci est
composée de trois milieux d’une conductivité λi et d’une épaisseur ei pour le milieu i. La
surface est supposée identique pour tous les milieux et e =

∑

i

ei.

Dans le cas d’une interface ouverte, [uN ] > 0, la loi de Fourier

e

e2

e3

e1λ1

λ3

λ2

λ1−β

S1−β

T+

T−

Figure 1.11 – Partie endommagée : représentation des trois milieux en série de conduc-
tivités λ1, λ2 et λ3.

(
T+ − T−

)
=

(
e1

λ1S1−β
+

e3

λ3S1−β
+

e2

λ2S1−β

)
φ1−β · n (1.108)

se résume, dans le cas de milieux d’épaisseurs identiques, à :

(
T+ − T−

)
=

e

S1−β

1

λ1−β
φ1−β · n avec λ1−β =

3λ1λ2λ3

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

(1.109)

Dans le cas d’une interface fermée, [uN ] 6 0, la conductivité associée à la partie
endommagée devient celle associée au contact de deux milieux :

λ1−β = λcont ([uT ] ,σ) (1.110)

et dépend par le biais du saut de déplacement tangentiel [uT ] et de la contrainte lo-
cale de la physique que l’on souhaite modéliser. Plutôt que de définir explicitement cette
dépendance ou de s’appuyer sur des modèles de rugosité pré-existants tels que ceux évo-
qués précédemment à la section 2.2, le choix est fait ici de proposer des tendances de
modélisation selon les échelles d’observation retenues. Ces tendances vérifient :

— sans glissement ([uT ] = 0), le recollement entre les deux surfaces est parfait, la
conductivité est λmaxcont et ne dépend pas de la contrainte appliquée,
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— en glissement sans pression ([uT ] > 0 et RN = 0), la conductivité diminue progres-
sivement jusqu’à une valeur minimale,

— en glissement avec pression ([uT ] > 0 et RN > 0), la conductivité augmente jusqu’à
λmaxcont .

Les Figures 1.12(a) et 1.12(b) indiquent deux choix de modélisation possible, à deux
échelles différentes : à une échelle bien supérieure à celle d’une collection de rugosités
locales (échelle macroscopique) et à l’échelle de quelques rugosités locales (échelle mi-
croscopique). Pour ces illustrations, les hypothèses suivantes ont été retenues choisies :
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(a) Conductivité de contact à l’échelle
macroscopique
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(b) Conductivité de contact à l’échelle
microscopique : prise en compte de l’état de surface

local

Figure 1.12 – Modèles possibles pour la conductivité de contact λcont à deux échelles
d’observation distinctes.

λmaxcont = 3
4
λβ et λmoycont = 1

4
λβ, les rugosités locales sont périodiques de période τ et conduc-
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tivité de contact oscille entre λ+ = 1
2
λβ qui correspond à un emboîtement des aspérités

et λ− = 1
100
λβ qui représente le contact "pics-à-pics".

Finalement, la conductivité associée à la partie endommagée est :




λ1−β = λcont ([uT ] ,σ) si [uN ] 6 0

λ1−β = λrup =
3λ1λ2λ3

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

si [uN ] > 0
(1.111)

qui peut s’écrire :

λ1−β = H[uN ]λcont ([uT ] ,RN) +
(
1−H[uN ]

)
λrup (1.112)

où H[uN ] est la fonction d’Heaviside :

H[uN ] =

{
1 si [uN ] 6 0
0 si [uN ] > 0

(1.113)

Flux équivalent à l’interface

Les zones saine et endommagée de l’interface sont supposées de même épaisseur :
(
T+ − T−

)
=

e

Sβλβ + S1−βλ1−β
φCZM (1.114)

et, avec Sβ = β et S1−β = 1− β, le flux thermique s’exprime par :

φCZM = λCZM
(T+ − T−)

e
n avec λCZM = βλβ + (1− β)λ1−β (1.115)

Cette forme de modèle thermo-cohésif repose sur :
— l’état mécanique de la zone cohésive : endommagement surfacique β, contrainte

normale RN , saut de déplacement normal [uN ] et tangentiel [uT ],
— la connaissance des conductivités des deux milieux en vis-à-vis λ1 et λ2 et de celle

de l’éventuel fluide interstitiel dans la fissure λ3,
— l’estimation du gradient thermique à travers la zone cohésive via une loi d’échelle

(T+−T−)
e

faisant intervenir une longueur caractéristique e.
Concernant cette longueur caractéristique e, deux situations simples peuvent être envisa-
gées :

1. La longueur caractéristique est fixée e = eref et à mesure que l’endommagement
se développe, les épaisseurs “solides” e1 et e2 diminuent au profit de l’épaisseur
interstitielle e3 en conservant eref = e1 + e3 + e2. On peut alors imaginer un modèle
simple dans lequel
— pour une interface saine β = 1 : e1 = e3 = e2 = eref/3,
— pour une interface rompue β = 0 : e1 = e2 = 0 et e3 = eref ;
ce qui pourrait donner

e1 = e2 = (eref/3)β et e3 = (eref/3)(1− β)
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et la conductivité endommagée en traction dépendrait alors de la variable d’endom-
magement

λrup(β) =
3λ1λ2λ3

(1− β)λ1λ2 + βλ1λ3 + βλ2λ3

2. Les épaisseurs “solides” e1 et e2 sont fixes et l’épaisseur interstitielle e3 augmente avec
l’endommagement surfacique de sorte que e croît à mesure que l’endommagement
se développe. Une dépendance simple

e(β) = (1− β)eref

peut alors être envisagée.
Cette dernière solution nous semble être plus adaptée dans la mesure où la matière associée
aux épaisseurs e1 et e2 ne disparaît pas avec la fissuration progressive.

Par ailleurs, un tel modèle ayant pour objectif d’être implémenté dans une formulation
surfacique-volumique, on s’attend à ce que la longueur caractéristique eref dépende de
la taille de maille locale lc des éléments finis adjacents à la zone cohésive. Une simple
règle de proportionnalité est envisagée : eref = γlc avec γ > 0. En combinant ces deux
dépendances, nous proposons

e(β) = γlc [(1− ζ) + ζ(1− β)] où γ > 0, ζ ∈ [0,1] (1.116)

Le modèle final de flux thermique s’écrit

φCZM =
(T+ − T−)

γlc [(1− ζ) + ζ(1− β)]

(
β

2λ1λ2

λ1 + λ2

+

(1− β)
[
H[uN ]λcont ([uT ] ,RN) +

(
1−H[uN ]

)
3λ1λ2λ3

λ1λ2+λ1λ3+λ2λ3

])
n

(1.117)

Une analyse de l’influence des paramètres γ et ζ est proposée dans la partie 3.4 du
chapitre 2.

3 Conclusion
Ce chapitre a présenté une stratégie de modélisation numérique étagée pour un pro-

blème de thermo-mécanique à discontinuités incluant un endommagement surfacique par
zones thermo-cohésives frottantes et thermiquement conductrices. Une bibliographie sur
les modèles de zones cohésives thermiques et la méthodologie aux Éléments Finis cohésive-
volumique développée au laboratoire MIST et au LMGC a permis de proposer un nouveau
modèle thermo-cohésif principalement dédié à la fissuration thermo-mécanique des milieux
hétérogènes dont les équations principales sont rappelées dans la Table 1.2.

Les paramètres de ce modèle sont :
— pour la discrétisation locale

— une longueur caractéristique de maille lc > 0,
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Table 1.2 – Synthèse du modèle thermo-cohésif frottant

[ Découpage normal-tangent ]

R = RNn+RT , Rcoh = Rcoh
N n+Rcoh

T , [u] = [uN ]n+ [uT ]

[ Conditions de Signorini-Coulomb avec cohésion ]

0 6 RN ⊥ [uN ] > 0 et

{
‖RT‖ < µ|RN | ⇒ ˙[uT ] = 0

‖RT‖ = µ|RN | ⇒ ∃λ > 0, ˙[uT ] = −λRT

où
{
RN = RN +Rcoh

N

RT = RT +Rcoh
T

et Rcoh =

{
K (β) · [u] si β > 0 ou [uN ] = 0
K (β) · [u]− p · n sinon

[ Modèle d’endommagement surfacique ]

K (β) = β
(
CNn⊗ n+ CT

[uT ]⊗[uT ]
‖[uT ]‖2

)
, β = min

(
β̃ (‖ [u] ‖) , β̃ (‖ [umax] ‖)

)

et β̃ (x) =





β0 si x 6 δ0

0 si x > δc
β0 (δc − x)

δc − 2δ0 + x
sinon

où





δ0 =

√
w

(9− 4ln4)

(
1
CN

+ 1
CT

)

δc = 3δ0

[ Modèle de conduction surfacique ]

φCZM = (βλβ + (1− β)λ1−β)
(T+ − T−)

e
n avec e = γlc [(1− ζ) + ζ(1− β)]

et λβ =
2λ1λ2

λ1 + λ2

, λ1−β =

[
H[uN ]λcont ([uT ] ,RN) +

(
1−H[uN ]

) 3λ1λ2λ3

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

]

— pour la partie mécanique
— des raideurs cohésives normale et tangentielle CN > 0 et CT > 0,
— une énergie de rupture w > 0,
— un saut de déplacement critique d’amorçage de la fissuration δ0 > 0,
— un niveau initial d’endommagement surfacique 0 ≤ β0 ≤ 1,
— un coefficient de frottement µ > 0
— une pression de fluide interstitiel si nécessaire p ≤ 0,

— pour la partie thermique
— des coefficients de conduction de part et d’autre de la fissure λ1 > 0 et λ2 > 0,
— une coefficient de conduction du fluide interstitiel λ3 > 0,
— un modèle de conduction de contact laissé au choix de l’utilisateur λcont,
— un coefficient de correction de gradient γ > 0,
— un paramètre d’effet d’ouverture sur le gradient ζ.

Une attention particulière a été portée à la définition du flux thermique aux interfaces
endommagées et cette dernière incorpore une longueur caractéristique discutée à la section
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3.4 du chapitre 2.
Le traitement numérique du problème de contact mécanique et de la gestion des in-

terfaces thermiques est détaillé dans la partie suivante.
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Chapitre 2

Traitement numérique du contact
thermo-cohésif

Suite au positionnement du problème présenté dans le premier chapitre, le traitement
numérique de la résolution thermo-mécanique est abordée ici. Une attention particulière
est portée à la résolution des modèles de zones cohésives. La résolution du problème
mécanique discontinu repose sur l’approche de la dynamique non régulière du contact
(Non-Smooth Contact Dynamics, NSCD) qui sera décrite dans la section 1. Le problème
discontinu thermique est résolu par une méthode Éléments Finis présentée dans la section
2. Le couplage thermo-mécanique est pris en compte au travers de la variable d’endomma-
gement mécanique. La troisième partie de ce chapitre présente la validation et l’application
sur des tests élémentaires de la méthode développée. Les différents paramètres associés à la
définition du modèle de zones cohésives thermo-mécanique sont discutés. Plusieurs essais
sur un matériau hétérogène permettent de mettre en avant les principaux phénomènes à
l’origine de l’initiation et de la propagation de fissures sous un chargement thermique. On
envisage également la présence d’une pré-dégradation afin de modéliser les conséquences
du vieillissement dans un milieu cimentaire.

1 Méthode de la dynamique non régulière des contacts

La mécanique non régulière propose un formalisme adapté aux problèmes de contact
frottant en dynamique [63].
La méthode de la dynamique non régulière du contact permet de résoudre ces problèmes.
Elle permet d’introduire une physique plus ou moins fine au niveau du contact à l’aide
d’une loi de comportement surfacique. Le comportement surfacique le plus couramment
décrit est le contact unilatéral avec frottement de Coulomb. Par un simple changement de
variable la méthode de la dynamique non régulière du contact est applicable aux modèles
de zones cohésives [63].

La résolution par l’approche NSCD s’appuie sur trois points :
— la gestion du contact : ceci nécessite la recherche de points en contact potentiel (voir

partie 1.1 et partie 1.2) et la définition d’un modèle de comportement permettant
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de relier la force d’interaction aux informations cinématiques (distance, vitesse
relative, etc.). Le cas classique est le contact unilatéral de Signorini avec frottement
de Coulomb (voir 2.1 du chapitre 1).

— une forme discrétisée en espace et en temps de l’équation de la dynamique.
— une méthode numérique de résolution (dans la mesure ou on utilise une description

implicite du contact). Ici la résolution est menée en condensant l’équation de la
dynamique au contact en s’appuyant sur les matrices de passage entre inconnues
locales (au contact) et globales (degrés de libertés de la structure) (voir partie 1.3).

1.1 Contact entre deux corps maillés

Le contact entre deux corps maillés est défini par un ensemble de couples de points
candidats et antagonistes. La Figure 2.1 représente une configuration envisagée. Un point
du corps candidat représenté par le point P est supposé entrer en contact avec le corps
antagoniste, ici sur l’arête définie par les points A et B. Un vecteur normal n orthogonal
à la frontière du corps antagoniste et dirigé du corps antagoniste vers le corps candidat
est associé au point P . Le point matériel P ′ sur le bord du corps antagoniste est défini
tel que le vecteur ~P ′P soit colinéaire au vecteur n. Une base orthogonale associée à ce
contact est alors construite avec les vecteurs unitaires t et s (en 3D).

• •

V (P )
•P

P ′

Corps candidat

Corps antagoniste

V (P ′)n

t
A B

Définition de la
vitesse relative U

−V (P ′)

V (P )

U

Figure 2.1 – Contact entre le corps candidat et le corps antagoniste. Définition géomé-
trique de la vitesse relative.

La vitesse du point matériel P est V (P ) et la vitesse du point matériel P ′ est V (P ′).
La vitesse relative U entre les deux corps est définie par U = V (P ) − V (P ′). Les
composantes de ce vecteur dans la base locale sont U = (UN ,UT ).
On considère comme inconnue duale à U la force de réaction R qu’applique le corps
antagoniste sur le corps candidat. Le corps antagoniste subit −R. Dans la base locale,
on a : R = (RN ,RT ). Pour ce contact, le saut de déplacement, noté g, est défini par la
distance signée entre les points P et P ′.
Cette situation est généralisable à l’ensemble des contacts pour un problème multi-corps.
Le nombre total de contacts est noté χ.
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1.2 Relations entre inconnues locales et globales

Une relation linéaire Ga (q) est introduite pour le contact a entre la vitesse relative
au contact U a et la vitesse des degrés de liberté du système q̇ (t) :

U a = Ga (q) q̇ (2.1)

On peut appliquer cette approche au cas précédent du contact entre deux objets maillés
(Figure 2.2), où P est un nœud candidat et P ′ le point antagoniste sur le bord d’une maille
dont les extrémités sont A et B. La vitesse du point P ′ est : V (P ′) =

(
ĀP ′/ĀB

)
V (B)+(

¯P ′B/ĀB
)
V (A).

• •

V (P )
•P

P ′

Corps candidat

V (P ′)

ĀP ′ ¯P ′B

ĀB

A B

V (A)

V (B)

Figure 2.2 – Calcul de la vitesse du point P ′.

L’équation (2.1) pour le cas du contact entre le point P et P ′ aura la forme (car le repère
local est aligné sur le repère global) :

U =

(
1 −

¯P ′B

ĀB
− ĀP ′

ĀB

)

︸ ︷︷ ︸
G (q)



V (P )
V (A)
V (B)




︸ ︷︷ ︸
q̇

(2.2)

L’équation (2.1) doit être vue comme une transformation du système global (vecteur des
vitesses q̇) à un système local (vitesse relative au contact U).
D’une manière analogue, on peut évaluer la contribution à la résultante des forces de
contact (∆r) due au contact a (Ra). En se servant du fait que la puissance d’un effort
de contact a est indépendante du repère dans lequel forces et vitesses sont exprimées, on
obtient :

∀q̇, T (Ga (q) q̇)Ra = T q̇TGa (q)Ra = T q̇∆r (2.3)

En résumé on a :
U a = Ga (q) q̇, ∆r = Ha (q)Ra (2.4)

avec Ha (q) = TGa (q) la transposée de Ga (q).
Une formule relie la dérivée temporelle de l’ouverture g à la vitesse relative normale UN :

ġ = UN . (2.5)
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Le passage entre les différentes échelles est illustré par la Figure 2.3.

U R

rq̇
Équation de la dynamique

Lois de contact

G H

Échelle globale

Échelle Locale

Figure 2.3 – Dialogue entre les échelles locale et globale.

La résolution du problème mécanique avec contact comporte :
— une échelle globale avec la résolution de l’équation de la dynamique (1.52),
— un dialogue entre deux échelles (par les matrices G et H),
— la résolution de problèmes locaux (de contact présenté dans 2.1 du chapitre 1, de

zone cohésive dans 1.4),
— la résolution de l’ensemble des problèmes de contacts (voir 1.3).

La forme discrète de l’équation (2.4) est :

U a (n+ 1) = Ga (q̂) q̇ (n+ 1) , ∆r (n+ 1) = Ha (q̂)Ra (n+ 1) . (2.6)

La configuration q̂ est utilisée pour la détection du contact (calcul de distance, de repère
local, etc). Usuellement la longueur ∆tU a (n+ 1) est petite devant le rayon de courbure
des corps en contact et la configuration de détection est fixée sur le pas de temps. La confi-
guration de détection sur l’incrément [tn, tn+1] est q̂ = qn + (1− θ) ∆tq̇n. Sur [tn+1, tn+2]
ça sera qn+1 + (1− θ) ∆tq̇n+1. Dans ce cas on constate que q̂n+1 = q̂n + ∆tq̇n+1.
En s’appuyant sur (2.5) on obtient la relation :

ga (n+ 1) = ga (n) + ∆tUa
N (n+ 1) (2.7)

Dans la suite la référence à q̂ sera omise.

1.3 Résolution du problème de contacts

Dans la résolution du système multi-contacts, chaque contact peut dépendre de l’état
d’autres contacts présents dans le système. La Figure 2.4 illustre la répartition des points
de contact dans une approche volumique-surfacique 2D. Dans l’exemple considéré, pour
représenter un milieu continu fissurable quatre corps déformables sont reliés entre eux par
deux points de contact sur chaque arrête commune. Huit contacts sont ainsi introduits et
sont interdépendants.

L’équation de la dynamique (1.57) est condensée au contact pour faire apparaître
les variables locales : la vitesse relative U (n+ 1) et l’impulsion de contact I (n+ 1).
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Maillage
éléments finis

⇒

•Contacts b
Contact a

•

•

•
• •

•

•

Figure 2.4 – Insertion dans un maillage éléments finis de lois de contact entre les
éléments.

L’équation de la dynamique pour le contact a s’écrit :

U a (n+ 1) = U a
free +

∑

b

WabIb (n+ 1) , (2.8)

où U a
free est la vitesse relative libre au contact a : U a

free = Gavfree et W est la matrice
de Delassus :

Wab = GaM̃
−1
Hb

Si on suppose que les valeurs de Ib (n+ 1) sont connues, l’équation (2.8) devient une
relation linéaire entre U a et Ia :

U a (n+ 1) = U a
loc free + WaaIa (n+ 1)︸ ︷︷ ︸

effet du contact a sur lui même

, (2.9)

avec :
U a
loc free = U a

free︸ ︷︷ ︸
effet des contributions connues sur a

+
∑

b6=a

WabIb (n+ 1)

︸ ︷︷ ︸
effet des autres contacts sur a

. (2.10)

Afin de pouvoir résoudre le problème de Signorini (1.58) qui est écrit en “distance” et non
en “vitesse relative normale” on peut grâce à la relation (2.7) introduire un changement
de variable dans (2.9). Les variables pour le contact a sont alors :

Ū =

{
ŪN = 1

∆t
ga (n+ 1)

ŪT = U a
T (n+ 1)

, Ī = Ia (n+ 1) ,

et :

Ūloc free =

{
Ūa
loc free N = Ua

loc free N + 1
∆t
ga (n)

Ū a
loc free T = U a

loc free T

, W̄
aa

= Waa (2.11)

D’un point de vue pratique on utilise une méthode de résolution itérative du problème
de contact. Lors de l’itération p+ 1 on calcule une approximation de U et I pour chaque
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contact. Si on considère le contact a, une solution a déjà été calculée pour le contact b
(b < a), alors que si b > a on ne connaît que la valeur de l’itération p. Dans ce cas la
vitesse libre modifiée du contact a est calculée comme :

Ua
loc free = U a

free +
∑

b<a

WabIb (p+ 1) +
∑

b>a

WabIb (p) , (2.12)

La résolution du problème de contact est présentée dans l’algorithme 1 :

Si (Non convergé) Alors
Tant que (p < pmax) faire

Tant que (a < χ) faire
Initialisation de Uloc free au contact a :
Ua
loc free = U a

free

Tant que (b < χ) faire
Si (b < a) Alors

Ua
loc free = Ua

loc free + WabIb (p+ 1)

Fin Si
Si (a > b) Alors

Ua
loc free = Ua

loc free + WabIb (p)
Fin Si

Fait
Calcul de Ū a (p+ 1) et Ia (p+ 1) connaissant Ua

loc free

Fait
Vérification convergence

Fait
Fin Si

Algorithme 1 – Résolution du contact.

1.4 Prise en compte des CZM

Une prise en compte d’une loi cohésive à l’aide de la stratégie NSCD a été proposée par
[63]. Nous proposons ici une approche légèrement différente. Supposons un seuil cohésif
(voir 2.3) défini par la relation Icoh ([u]) reliant l’impulsion au contact et le saut de dépla-
cement. L’impulsion est composée d’une partie normale IcohN et d’une partie tangentielle
IcohT . Les lois de contact cohésives peuvent s’écrire comme des lois de contact classiques
(voir 2.1 du chapitre 1) grâce au changement de variables :

ĨN = IN + IcohN

ĨT = IT + IcohT
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Le système (2.11) est rappelé en explicitant l’opérateur de Delassus W̄
aa :

(
Ūa
N

Ū a
T

)
=

(
Ua
loc free N + 1

∆t
ga

U a
loc free T

)
+

(
WNN WNT

WTN WTT

)(
IaN
IaT

)
(2.13)

Le saut de déplacement normal [uN ] représente alors la distance g entre le corps candidat
et antagoniste. Les composantes de la vitesse relative peuvent être écrites en fonction des
sauts de déplacement normal ([uN ]) et tangent ([uT ]).
La prise en compte de la cohésion nécessite un nouveau changement de variables :

(
[uN ]
∆t

[uT ]
∆t

)
=

(
Ua
loc free N + 1

∆t
[uN ]a

U a
loc free T

)
+

(
WNN WNT

WTN WTT

)(
ĨN − IcohN

ĨT − IcohT

)
(2.14)

Les impulsions normale et tangentielle IcohN et IcohT s’expriment en fonction de l’endomma-
gement surfacique β et du saut de déplacement [u] par l’intermédiaire des transformations
normale et tangentielle KN (β) et KT (β) (évolution surfacique de l’endommagement) :

(
IcohN

IcohT

)
=

(
KN (β) [uN ]
KT (β) [uT ]

)
(2.15)

Aussi le système devient :
(

[uN ]
∆t

[uT ]
∆t

)
=

(
Ua
loc free N + 1

∆t
[uN ]a

U a
loc free T

)
+

(
WNN WNT

WTN WTT

)(
ĨN −KN (β) [uN ]

ĨT −KT (β) [uT ]

)
(2.16)

Ce qui peut s’écrire sous la forme suivante :
(

1 +WNN∆tKN (β) WNT∆tKT (β)
WTN∆tKN (β) 1 +WTT∆tKT (β)

)

︸ ︷︷ ︸
W̃

aa

(
[uN ]
∆t

[uT ]
∆t

)
=

(
Ua
loc free N + 1

∆t
[uN ]a

U a
T

)

+

(
WNN WNT

WTN WTT

)

︸ ︷︷ ︸
W aa

(
ĨN
ĨT

)

La matrice W̃
aa

est supposée inversible. Pour une loi adhésive, le changement de variable
conduit à résoudre le système :

(
[uN ]
∆t

[uT ]
∆t

)
= W̃

aa−1

(
Ua
loc free N + 1

∆t
[uN ]a

U a
T

)
+ W̃

aa−1W aa

(
ĨN
ĨT

)
(2.17)

2 Traitement numérique du problème discontinu ther-
mique

La résolution thermo-mécanique est effectuée à l’aide d’un couplage faible. Le pro-
blème mécanique est résolu puis le problème thermique est traité (voir section 1.5). Le
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couplage a lieu par les effets de la dilatation thermique sur le modèle mécanique et par
la prise en compte de l’endommagement surfacique β de la zone cohésive dans le modèle
thermique de l’interface. Deux états de la zone cohésive sont considérés : saine β = 1
et endommagée β < 1. Le calcul s’appuie sur une discrétisation multi-corps du modèle
(imposé par la mécanique), toutefois étant donné qu’il n’y a pas de non régularité dans
le modèle thermique la résolution se fait par inversion d’un système global “sparse” où
chaque corps introduit une matrice bloc diagonale et où chaque interaction introduit des
couplages entre les degrés de libertés de deux corps.

2.1 Contribution d’une interface saine

Lorsque le calcul mécanique ne prédit pas d’endommagement dans les zones cohésives
le saut de température à l’interface entre les deux corps est nul (voir la section 1.1). Dans
ce cas il est procédé à une élimination des degrés de liberté dans la matrice sparse (voir
l’exemple dans la partie 1 de l’annexe B).

2.2 Résolution dans le cas d’une interface endommagée

Lorsque une ou plusieurs zones cohésives sont endommagées, des termes de couplage
dus au comportement thermique dans les discontinuités sont introduits. Ce terme rTh est
assemblé dans le système global (voir la partie 1.3 du chapitre 1) :

〈rTh,elji 〉 =

〈∫

Γ+
el

φ+N i (X)N j (X) dΓ +

∫

Γ−el

φ−N i (X)N j (X) dΓ

〉
(2.18)

avec : |φ+| − |φ−| = 0.
Le flux à l’interface discontinue s’écrit (section 2.3 du chapitre précédent) :

φ+ · n = φ+ = φCZM = λCZM
(T+ − T−)

e
(2.19)

avec, d’après l’équation (1.115) : λCZM = (βλβ + (1− β)λ1−β).

Afin d’illustrer l’ajout des termes modélisant la discontinuité, une interface d’un pro-
blème 2D est considérée. La Figure 2.5 représente un interface endommagé (β < 1). Le
terme supplémentaire s’appuie sur les bords Γ+

el (inconnues T1 et T2) et Γ−el (inconnues T3

et T4).
Les fonctions d’interpolations associées aux quatre variables nodales sont : N1, N2, N3

et N4. XT+ et XT− représentent les points où les températures T+ et T− sont calculées.
La conductivité λCZM et la longueur e sont identiques pour les bords Γ+

el et Γ−el.
Les températures T+ et T− sont interpolées à l’aide des fonctions de formes et des variables
nodales :

{
T+ = T1N

1 (XT+) + T2N
2 (XT+)

T− = T3N
3 (XT−) + T4N

4 (XT−)
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T−

T+

T3 T4
• •

T1 T2
• •

Γ+
el

Γ−
el

Figure 2.5 – Résolution de l’interface thermique entre deux éléments.

Le terme φ+N i (X)N j (X) s’écrit en fonction des variables nodales :
∫

Γ+
el

φ+N i (X)N1 (X) dΓ =
λCZM
e

[
T1N

1 (XT+) + T2N
2 (XT+) (2.20)

−T3N
3 (XT−)− T4N

4 (XT−)
]
N1 (XT+)∫

Γ+
el

φ+N i (X)N2 (X) dΓ =
λCZM
e

[
T1N

1 (XT+) + T2N
2 (XT+) (2.21)

−T3N
3 (XT−)− T4N

4 (XT−)
]
N2 (XT+)

Dans les équations (2.20) et (2.21), les fonctions d’interpolations associées à la fonction
test sont prises sur le bord Γ+

el au point XT+ .
Le flux φ− est de direction opposé à φ+ donc le calcul du saut de température est T−−T+.
Le flux φ− sur le bord Γ−el est :

φ− · n = φ− =
λCZM
e

(
T− − T+

)
(2.22)

Le terme φ−N i (X)N j (X) de l’équation (2.18) est :
∫

Γ−el

φ−N i (X)N3 (X) dΓ =
λCZM
e

[
T3N

3 (XT−) + T4N
4 (XT−) (2.23)

−T1N
1 (XT+)− T2N

2 (XT+)
]
N3 (XT−)∫

Γ−el

φ−N i (X)N4 (X) dΓ =
λCZM
e

[
T3N

3 (XT−) + T4N
4 (XT−) (2.24)

−T1N
1 (XT+)− T2N

2 (XT+)
]
N4 (XT−)

Lors de l’assemblage des termes élémentaires, les termes associés à la matrice de rTh,el est
ajoutée au système global :

〈rTh,el〉 =
λCZM
e




N1N1 N1N2 −N1N3 −N1N4

N2N1 N2N2 −N2N3 −N2N4

−N3N1 −N3N2 N3N3 N3N4

−N4N1 −N4N2 N4N3 N4N4







T1

T2

T3

T4


 (2.25)
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2.3 Implémentation

La formulation numérique du problème thermo-mécanique discontinu est implémentée
dans les logiciels LMGC90 (voir [27]) et Xper (voir [96]). Le couplage thermo-mécanique
est faible. Une résolution mécanique est effectuée puis une résolution thermique.

L’algorithme 2 résume les principales étapes de la résolution.

Tant que (t < tfinal) faire
Application du chargement thermo-mécanique
Résolution du problème mécanique :
⇒ Résolution du contact avec obtention du champ d’endommagement (β)
Prise en compte des interfaces thermiques dans le système global :
Si (β = 1 ) Alors

élimination des ddls
Fin Si
Si (β < 1) Alors

ajout de la matrice élémentaire de l’interface
Fin Si
Résolution du système thermique global

Fait

Algorithme 2 – Résolution du problème thermo-mécanique.

Les logiciels obtenus permettent une résolution thermo-mécanique couplée de l’initia-
tion jusqu’à la prise en compte de comportements thermo-mécaniques post-ruptures.
La résolution thermique est illustrée sur un exemple dans la partie 1 de l’annexe B.

3 Etude des paramètres mécaniques et thermiques du
modèle et validation

Le problème thermo-mécanique discontinu considéré est celui décrit dans la partie
1. Le modèle de zone thermo-cohésive est celui détaillé à la section 2.3. On précise ici
la calibration de certains paramètres du modèle thermo-cohésif, on analyse l’influence
des paramètres les plus significatifs et on évalue la capacité du modèle à reproduire les
phénomènes thermo-mécaniques discontinus.

3.1 Paramètres de comportement volumique

Les paramètres volumiques — ceux utilisés aux points de Gauss — sont les para-
mètres matériaux thermo-mécanique locaux : on vise ici pour l’essentiel à modéliser de la
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thermo-élasticité isotrope dilatante. Les coefficients d’élasticité, de dilatation et de capa-
cité thermique sont ceux des matériaux en présence. La conductivité thermique subit un
traitement spécifique.

Pour la mécanique, la résolution des modèles de zones cohésives nécessite l’utilisation
de pas de temps petits dû notamment à la maîtrise des éventuelles instabilités associées à
l’endommagement surfacique [79]. Pour la thermique, le temps de résolution du problème
dépend de la diffusivité du matériau considéré : D = λ

ρc
. Cette diffusivité est généralement

petite (10−7m.s−1 pour un matériau cimentaire) et entraîne l’utilisation de grands pas de
temps pour conserver un temps de calcul raisonnable.

Les pas de temps mécanique et thermique sont donc incompatibles. Pour pallier ce
problème et sans perte de généralité, on opère dans le problème thermique (1.46)

CTh ∂T

∂ttherm
= −KThT + F Th + rTh (2.26)

un changement de variable ttherm = αt :

CThṪ = −αKThT + αF Th + αrTh (2.27)

Ce changement de variable modifie la cinétique du système thermique mais n’influe pas sur
le comportement physique, en particulier la diffusivité D devient D̃ = αD. En pratique,
ce changement de variable sur la diffusivité est appliqué sur le coefficient de conduction
thermique et on raisonne sur le pas de temps incrémental ∆t.

Dans la suite, le pas de temps mécanique ∆t est retenu pour la résolution du problème

couplé thermo-mécanique et le changement de variable est choisi avec α =
1

∆t
.

3.2 Calibration des paramètres cohésifs

Coefficient de frottement mis à part, les paramètres cohésifs à calibrer sont (section
2.3) : les raideurs initiales interfaciales CN , CT , l’énergie à rupture w et le saut de dépla-
cement d’amorçage de la fissuration δ0 (ou de manière équivalente la contrainte cohésive
σcritique). Les calibrations proposées ici sont orientées pour une structure cimentaire conte-
nant trois types de zones cohésives : celles dans la matrice (matrice/matrice), celles dans
les granulats (inclusion/inclusion) et celles aux interfaces matrice/inclusion.

Les raideurs initiales interfaciales CN et CT sont identifiées, dans le cas d’un maillage
plan de Delaunay, à l’aide des travaux de [10] :

CN ≥
23

1− ν
E

lc
et CT = 2

1− 2ν

1 + 3ν
CN , (2.28)

où lc est la taille de maille, E et ν sont respectivement le module d’Young et le coefficient
de Poisson des éléments volumiques reliés par la zone cohésive. Lorsque deux éléments
appartiennent à deux phases différentes, le choix est fait de prendre les raideurs interfa-
ciales les plus faibles des deux.
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Les énergies à rupture w sont tirées de [81] et synthétisées dans la Table 2.1.

Pour l’estimation de la contrainte cohésive critique σcritique dans un béton, on s’appuie
simultanément sur les travaux de [10] et [70]. En notant ici σtraction la limite de résistance
en traction d’un matériau, [10] ont montré que l’approche cohésive-volumique pour un
milieu homogène et sans pré-fissure initiale conduisait à une contrainte limite effective

Σeff

σtraction
=

√
η2 +

η

3T
(2.29)

où η =
σcritique
σtraction

est la contrainte cohésive critique normée et T = 3(1−2ν)
2(1+ν)

Σm
Σeq

est un taux
apparent de triaxialité en contrainte avec Σm = 1

3
trΣ = s

3
la contrainte hydrostatique,

ΣD = Σ− 1
3
trΣ1 la contrainte déviatorique et Σeq =

√
3
2
ΣD : ΣD la contrainte équivalente

de von Mises.
Du fait de la cinématique normale-tangente de l’approche cohésive, les taux de triaxia-

lité en contrainte ne peuvent pas tous être atteints. En se limitant aux chargements ap-
parents de type traction-cisaillement équi-biaxés (modèle cohésif sollicité simultanément
en mode I et en mode II) :

Σ =



s 1

2
s 0

1
2
s 0 0

0 0 0


 (2.30)

et aux coefficients de Poisson ν ' 0.2, on a 3(1−2ν)
2(1+ν)

' 0.75, Σm = s/3 et Σeq = s
√

7/2

(s > 0), soit
T ' 0.19

L’estimation du ratio Σeff/σtraction est effectué sur la base des résultats macroscopiques
de [70] rappelés sur Figure 2.6. Pour le chargement traction-cisaillement précédent, les
contraintes principales

σ1 =
1 +
√

2

2
s, σ2 =

1−
√

2

2
s et σ3 = 0

conduisent au rapport
σ1

σ2

=
1 +
√

2

1−
√

2
' −6 (2.31)

Pour un tel rapport entre contraintes principales, la Figure 2.6 indique que la contrainte
critique en mode mixte vaut à peu près

Σeff =

√
(0.75σtraction)2 + (−6× 0.75σtraction)2 ' 4.6σtraction (2.32)

Ces deux estimations fournissent avec (2.29) :

η =
σcritique
σtraction

' 3.8
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σ1

σ2

' −6

Σeff

σ1 = 0.75σtraction

Figure 2.6 – Réponse du béton sous chargement bi-axial [70].

Par ailleurs, [10] indique que cette évaluation doit être corrigée d’un facteur multiplicatif
pour prendre en compte l’existence éventuelle de pré-fissures. Ce facteur est compris entre
2.7 et 5.4 selon les coefficients de Poisson des matériaux en présence. Pour la présente
estimation, un facteur intermédiaire de 4 est retenu. Ce qui donne

σcritique ' 15.2σtraction

En supposant de plus que cette estimation — valable globalement sur un béton — reste
convenable pour chacune des phases qui le constituent

R̂matrice = σmatricecritique ' 15.2σmatricetraction et R̂inclusion = σinclusioncritique ' 15.2σinclusiontraction

et en s’appuyant enfin sur les travaux de [73] qui donnent σmatricetraction ' 3MPa et σinclusiontraction '
9MPa, on obtient les valeurs de la Table 2.1 en considérant lc = 1.5 · 10−3m.

CN (Pa.m−1) CT (Pa.m−1) w (J.m−2) R̂ (Pa)
matrice/matrice 5.9× 1014 4.4× 1014 20 4.6× 107

inclusion/inclusion 2.4× 1015 1.8× 1015 60 1.4× 108

matrice/inclusion 5.9× 1014 4.4× 1014 20 4.6× 107

Table 2.1 – Propriétés surfaciques des modèles de zones cohésive dans le béton : raideurs
interfaciales, énergies de rupture et contraintes critiques.

3.3 Influence des paramètres mécaniques

Pour fixer les idées, une rapide étude paramétrique sur les effets dissociés de la
contrainte cohésive maximale R̂ et sur ceux de l’énergie cohésive w est conduite sur un test
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unitaire de deux mailles quadrangulaires reliées par le modèle thermo-cohésif et soumises
à un chargement thermo-mécanique (voir Figure 2.7(a)). Les quadrangles ont une taille
de maille lc = 1.5×10−3m ; sur le bord gauche, un vitesse horizontale u̇imp = 0.6m×s−1 et
une température T 20

imp = 20◦C sont imposés ; le bord droit est encastré selon x (ux = 0) et
une température est imposée à T 0

imp = 0◦C. Les propriétés surfaciques de la zone cohésive
sont celles d’une interface matrice/matrice (voir Table 2.1) et les propriétés volumiques
sont celles d’une matrice cimentaire thermo-élastique dilatante (voir Figure 2.7(b)).

•

••

•

•

•

T0

CZM

lc
T 20
imp T 0

impuimp · x

y

x

(a) Schéma du test unitaire et
conditions aux limites.

Module d’Young (GPa) E = 15
Coefficient de Poisson ν = 0.2

Masse volumique (kg.m−3) ρ = 2900
Conductivité (W.m−1.K−1) λ = 1.10−7

Capacité thermique (J.kg−1.K−1) C = 760
Coefficient de dilatation (K−1) α = 2.10−5

(b) Propriétés thermo-élastiques.

Figure 2.7 – Définition du cas test unitaire.

• Contrainte cohésive critique R̂

La Figure 2.8 présente en fonction du saut de déplacement normal [uN ], la réaction
normale de la zone cohésive, le flux de la zone cohésive φCZM et le saut de température
[T ] pour trois valeurs de la contrainte cohésive critique : 2R̂, R̂ et R̂/2, avec R̂ définie
dans la Table 2.1.

Figure 2.8 – Étude paramétrique sur la contrainte cohésive critique R̂.

À énergie de rupture fixée, plus la contrainte cohésive critique est grande, plus la rup-
ture est fragile (ouverture maximale à rupture plus faible). Plus la rupture est fragile,
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plus l’équilibre thermique interfacial est atteint rapidement.

• Énergie à rupture w

La Figure 2.9 présente les résultats pour trois valeurs de l’énergie à rupture : 2w, w
et w/2.

Figure 2.9 – Étude paramétrique sur la valeur de l’énergie de rupture interfaciales w.

Les résultats sont assez proches de l’étude portant sur la contrainte maximale R̂ : une
énergie de rupture faible tend vers un comportement fragile du modèle de zone cohésive,
et comme précédemment vers un établissement rapide de l’équilibre thermique.

3.4 Influence des paramètres thermiques

Dans la section 2.3, le modèle thermo-mécanique proposé introduit une longueur ca-
ractéristique e dans la définition du gradient thermique à travers la surface cohésive. Cette
partie concerne d’une part une étude paramétrique de cette longueur e et d’autre part
une étude sur l’influence de la conductivité thermique λ3 de l’éventuel fluide interstitiel.

3.4.1 Influence de la longueur caractéristique e

Le test unitaire envisagé est assez similaire au précédent : deux quadrangles (lc =
15.10−4m) (voir Figure 2.10(a)) sont reliés par la loi thermo-cohésive définie dans la
section 2.3. Une température initiale T0 = 0◦C est appliquée sur les deux éléments et une
température Timp = 20◦C est imposée sur le bord gauche. Un milieu homogène thermo-
élastique dont les propriétés sont présentées sur la Figure 2.10(b) est considéré.

On rappelle que le modèle proposé pour la longueur caractéristique e introduit une
dépendance à la taille de maille lc et à la variable d’endommagement surfacique β :

e = γlc[(1− ζ) + ζ(1− β)]
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•

••

•

•

•

T0

CZM

lc
Timp

(a) Schéma du test unitaire

Module d’Young (GPa) E = 15
Coefficient de Poisson ν = 0.2

Masse volumique (kg.m−3) ρ = 2900
Conductivité (W.m−1.K−1) λ = 1.107

Capacité thermique (J.kg−1.K−1) C = 760
Coefficient de dilatation (K−1) α = 2.10−5

(b) Propriétés thermo-élastique.

Figure 2.10 – Définition du cas test unitaire.

où γ > 0 et ζ ∈ [0,1]. L’étude paramétrique porte sur six valeurs différentes de la longueur
e :

— e = 1 : longueur unitaire, γ = 1/lc et ζ = 0,
— e = lc : ordre de la taille de maille lc, γ = 1 et ζ = 0,
— e = lc/10 : plus petite que la taille de maille, γ = 1/10 et ζ = 0,
— e = 10lc : plus grande que la taille de maille, γ = 10 et ζ = 0,
— e = (1− β) : dépendance à l’endommagement, γ = 1/lc et ζ = 1,
— e = lc(1 − β) : dépendance à l’endommagement et à la taille de maille, γ = 1 et

ζ = 1.
La variable d’endommagement permettant de piloter l’état de la zone cohésive ther-

mique, sept calculs sont menés afin de représenter l’évolution de l’endommagement de
l’interface : β ∈ [1, 0.95, 0.8, 0.5, 0.2, 0.05,0] (le cas β = 1 est particulier car sa résolution
ne fait pas intervenir la conduction du modèle thermo-cohésif).

Les variables de référence sont le saut de température [T ] entre deux nœuds supports
de la zone cohésive et l’évolution du flux la traversant i.e. la quantité φCZM . L’objectif
physique visé est d’obtenir une dégradation de la conduction thermique surfacique dont
l’intensité évolue avec le niveau d’endommagement surfacique. En l’absence de données
expérimentales dédiées, on vise intuitivement à un modèle permettant d’atteindre l’équi-
libre thermique en environ 50µs (ce qui représente 5s en multipliant par le coefficient α
de la partie 3.1) à l’échelle d’une maille de 1.5mm pour une interface endommagée à 50%
(β = 0.5).

• e=1

La Figure 2.11 montre dans le cas d’une longueur unitaire un comportement similaire
à celui d’une zone totalement endommagée : une longueur caractéristique unitaire donne
lieu à une cinétique thermique toujours trop lente et la conduction d’une interface quasi
saine ne peut être retrouvée.

• e = lc

La Figure 2.12 présente les résultats pour une longueur correspondant à la taille
de maille lc. Pour un endommagement très faible (β = 0.95) l’équilibre est atteint trop
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(a) Saut de température à
l’interface.

(b) Flux au travers de
l’interface.

Figure 2.11 – e = 1

lentement. De plus, à l’initiation de l’endommagement (de β = 0.95 jusqu’à β = 0.5),
l’évolution de la réponse thermique est très faible. La conduction thermique est dégradée
rapidement même pour des endommagement très faibles : la progressivité visée n’est que
partiellement obtenue.

(a) Saut de température à
l’interface.

(b) Flux au travers de
l’interface.

Figure 2.12 – e = lc

• e = lc/10

La Figure 2.13 présente les résultats pour h = lc/10. Dans le cas d’une longueur infé-
rieure à la taille de maille, l’interface reste thermiquement quasi-saine jusqu’aux derniers
moments de la rupture totale. La dégradation progressive recherchée n’est pas modélisée.

• e = 10lc
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(a) Saut de température à
l’interface.

(b) Flux au travers de
l’interface.

Figure 2.13 – e = 10−1lc.

La Figure 2.14 présente les résultats pour e = 10lc. Le phénomène est similaire à
celui obtenu pour e = lc.

(a) Saut de température à
l’interface.

(b) Flux au travers de
l’interface.

Figure 2.14 – e = 10lc.

• e = (1− β)

La Figure 2.15 présente les résultats lorsque la longueur e dépend de l’endomma-
gement : e = (1− β). La dépendance de la longueur à l’endommagement permet une
meilleure séparation des valeurs lors de l’initiation de la rupture. Cependant, les résultats
obtenus montrent une cinétique trop lente dans la dégradation du flux thermique.

• e = (1− β) lc

La Figure 2.16 présente les résultats pour une longueur dépendante de la taille de
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(a) Saut de température à
l’interface.

(b) Flux au travers de
l’interface.

Figure 2.15 – e = (1− β)

maille pondérée par l’endommagement : e = lc (1− β). Les résultats obtenus permettent
une représentation de la physique transitoire qui nous semble correcte. Pour un endom-
magement très faible (β = 0.95), la valeur maximale et la cinétique de la réponse sont
proches du cas sain. Lorsqu’il y a un endommagement important, le temps pour atteindre
l’équilibre thermique est conséquent ce qui représente correctement la physique d’une in-
terface à conduction dégradée.

(a) Saut de température à
l’interface.

(b) Flux au travers de
l’interface.

Figure 2.16 – Approximation du gradient par une pondération de la taille de maille
par l’endommagement.

Dans la suite, la longueur e choisie est : e = lc (1− β) car une longueur e = lc qui
représente le mieux la progressivité visée conduit cependant à une diffusion dans la partie
endommagé ne dépendant pas de l’endommagement :

φCZM =

(
β

1− βλβ + λ1−β

)
(T+ − T−)

lc
n (2.33)
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3.4.2 Influence de la conductivité interstitielle λ3

Pour l’influence de la conductivité du fluide interstitiel λ3, le cas test de la Figure 2.8
est repris. La Figure 2.17 présente les résultats pour trois conductions dans la zone co-
hésive : λ3, 103λ3 et 106λ3.

Figure 2.17 – Étude paramétrique sur la conductivité λ3 associée au modèle de zone
cohésive thermique.

L’impact de cette conductivité interstitielle sur la réaction cohésive normale RN est
très faible. La cinétique de diffusion dans la zone cohésive augmente avec la conductivité
λ3. Le saut de température tend vers la valeur théorique du cas stationnaire lorsque la
conductivité de l’interface est importante.

3.5 Expériences numériques sur cellule élémentaire

Cette partie est consacrée à mettre en évidence la capacité du modèle à reproduire
les phénomènes thermo-mécaniques discontinus à l’aide d’expériences numériques sur un
matériau hétérogène.

Le cas envisagé est celui d’une cellule élémentaire correspondant à une plaque carrée
composée d’un matériau cimentaire contenant une inclusion circulaire centrale (granulat).
La plaque a pour dimension 50mm× 50mm, l’inclusion est centrée de rayon r = 7.5mm.
Une température est appliquée sur le bord gauche : Timp = 150◦C et la température initiale
est fixée à 0◦C sur l’ensemble de la plaque (voir Figure 2.18(a)). Un comportement
thermo-élastique dilatant est appliqué à la matrice et à l’inclusion dont les propriétés sont
décrites sur la Figure 2.18(b).

L’objectif est de mettre en évidence l’effet non trivial d’une pré-dégradation sur le
comportement de ce bimatériau matrice/inclusion.

3.5.1 Cas de référence : matériau sain

La Figure 2.19 représente le comportement thermique du bimatériau à l’instant
t = 50µs dans le cas où aucune dégradation à l’interface matrice/inclusion n’est pos-
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r

x

y a

Timp

T0

(a) Schéma du test unitaire

Matrice
Modules d’Young E1 (GPa) 15
Coefficient de Poisson ν1 0.2

Masse volumique ρ1 (kg.m−3) 29.102

Conductivité λ1 (107W.m−1.K−1) 1
Chaleur spécifique c1 (J.kg−1.K−1) 760
Coefficient de dilatation α1 (K−1) 20× 10−6

Inclusion
Modules d’Young E2 (GPa) 60
Coefficient de Poisson ν2 0.2

Masse volumique ρ2 (kg.m−3) 26.102

Conductivité λ2 (107W.m−1.K−1) 3.2
Chaleur spécifique c2 (J.kg−1.K−1) 840
Coefficient de dilatation α2 (K−1) 4× 10−6

(b) Propriétés volumiques de la matrice et de l’inclusion.

Figure 2.18 – Définition du cas test matrice-inclusion circulaire.

sible ni ne pré-existe. La conductivité de l’inclusion étant plus grande que celle de la
matrice, un front de température légèrement décalé dans l’inclusion est observé. Le ma-
tériau étant homogène en amont de l’inclusion, le profil de température y est linéaire ;
en aval de l’inclusion, l’hétérogénéité spatiale du champ de température donne lieu à des
profils de température non linéaires. Cette hétérogénéité spatiale est également observée
sur les champs mécaniques, voir Figure 2.20.

Front T ∈ [32, 33] Température

Matrice Inclusion

Matrice

λ1λ2λ1

(◦
C
)

< >

Figure 2.19 – Comportement thermique du bimatériau. De gauche à droite : front de
température avec T ∈ [32◦C,33◦C], champ de température, distribution de la température

le long de la ligne horizontale médiane dessinée sur le champ de température.
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Champ σxx Champ σxy Champ σyy

Figure 2.20 – Comportement mécanique du bimatériau. De gauche à droite : champs
de contrainte σxx, σxy et σyy. Les valeurs maximale et minimale sont respectivement :

σ+ = 30MPa (en rouge) et σ− = −23MPa (en bleu).

La Figure 2.21 présente les résultats thermo-mécaniques pour les instant t = 20µs et
t = 100µs. La colonne de gauche présente le temps et les contraintes maximale σ+ (rouge)
et minimale σ− (bleu) atteintes par le champs de contrainte. De gauche à droite, les
champs de températures et de contraintes (σxx, σxy et σyy) sont présentés. Pour t = 100µs,
l’équilibre thermique est atteint et la dilatation de l’inclusion entraîne des contraintes
locales autour de celle-ci : le champ thermique est homogène, le champ mécanique ne l’est
pas.

Température Champ σxx Champ σxy Champ σyy

t = 20µs
σ− = −22

σ+ = 42

t = 100µs
σ− = −37

σ+ = 29

Figure 2.21 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau. De gauche à droite :
temps et valeurs limites des contraintes (σ−, σ+ enMpa), champ de température, champs

de contrainte σxx, σxy et σyy.

62 sur 218



CHAPITRE 2. TRAITEMENT NUMÉRIQUE DU CONTACT
THERMO-COHÉSIF

3.5.2 Bimatériau pré-dégradé

Une pré-dégradation est maintenant introduite autour de l’inclusion. Les zones co-
hésives représentant la pré-dégradation possèdent une énergie de rupture très faible de-
vant celles des interfaces matrice/matrice et inclusion/inclusion. Deux cas principaux
sont considérés : une interface matrice/inclusion entièrement pré-dégradée et une inter-
face partiellement pré-dégradée. Dans le cas partiellement pré-dégradé, trois lieux de pré-
dégradation sont envisagés.

• Interface matrice-inclusion entièrement pré-dégradée

Le cas d’une interface matrice/inclusion entièrement dégradée est étudié et est comparé
au cas d’une plaque trouée. La Figure 2.22 représente les géométries considérées.

x

y

Timp

T0

Timp

T0

Figure 2.22 – Géométries du bimatériau entièrement pré-dégradé et de la plaque trouée.

Les Figures 2.23 et 2.24 présentent le comportement thermo-mécanique du bima-
tériau entièrement pré-dégradé respectivement à l’instant t = 30µs et à la fin du cal-
cul. L’inclusion est isolée thermiquement du fait de la pré-dégradation. Deux fissures se
propagent à 45◦ en aval de l’inclusion jusqu’à entraîner une barrière thermique dans le
matériau. Cette barrière est illustrée sur le profil de température en le comparant à celui
du cas sain : la température est plus élevée en amont de l’inclusion, moins élevée en aval,
une transition nette est observée à l’interface matrice/inclusion.

Température à t+ 10µs Champ σxx Champ σxy Champ σyy

n = 3
σ− = −33

σ+ = 41

Figure 2.23 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau entièrement pré-
dégradé (t = 30µs). De gauche à droite : temps et valeurs limites des contraintes (σ−, σ+

en Mpa), champ de température, champs de contrainte σxx, σxy et σyy.
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Figure 2.24 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau entièrement pré-
dégradé (pour t = 270µs). À gauche : champ thermique en présence de multi-fissures.
À droite : température le long de la ligne sur le champ thermique (en jaune le cas sain,

en bleu le cas pré-dégradé).
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Cette situation de barrière thermique est similaire à celle que l’on peut obtenir sur
une plaque trouée. Les différences principales viennent alors du champ mécanique.

Pour le cas de la plaque trouée, la Figure 2.25 et la Figure 2.26 présentent les
résultats des simulations en cours de calcul et à la fin de la simulation. Au cours du
calcul, les faciès du champ de température sont présentés à chaque fois qu’une fissure
s’initie depuis le trou. La colonne de gauche de la Figure 2.25 présente l’incrément en
temps et les valeurs maximales des contraintes atteintes (σ+ et σ− enMPa). Les colonnes
suivantes présentent les champs de température et de contraintes.

La fissure se propage préférentiellement perpendiculairement au front de température
jusqu’à entraîner une barrière thermique à la fin de la simulation.

Température à t+ 10µs Champ σxx Champ σxy Champ σyy

t = 30µs
σ− = −29

σ+ = 36

t = 120µs
σ− = −34

σ+ = 30

t = 140µs
σ− = −31

σ+ = 34

Figure 2.25 – Comportement thermo-mécanique d’une plaque trouée (différents
temps). De gauche à droite : le temps et valeurs limites des contraintes (σ−, σ+ en Mpa),

champ de température, champs de contrainte σxx, σxy et σyy.
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Figure 2.26 – Comportement thermo-mécanique d’une plaque trouée (pour t = 220µs).
À gauche : champ thermique en présence de multi-fissures. À droite : température le long
de la ligne sur le champ thermique (en jaune le cas sain, en bleu le cas pré-dégradé et en

vert le cas troué).
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• Pré-dégradation entourant partiellement l’inclusion

Une pré-dégradation partielle est introduite sur un demi-périmètre de l’interface ma-
trice/inclusion. Plusieurs cas sont considérés pour la pré-dégradation (le positionnement
est donné par rapport au front de température) : en amont (à gauche), au médian (au
dessus) et en aval (à droite), voir la Figure 2.27.

x

y

Timp

T0

Timp

T0

Timp

T0

Figure 2.27 – Géométrie des trois cas pré-dégradés. La zone noire autour de l’inclusion
représente la partie dégradée.

Les Figures (2.28)-(2.29), (2.30)-(2.31) et (2.32)-(2.33) représentent les résultats pour
les pré-dégradations respectivement à gauche, au-dessus et à droite.
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Température à t+ 10µs Champ σxx Champ σxy Champ σyy

t = 20µs
σ− = −34

σ+ = 29

t = 70µs
σ− = −23

σ+ = 27

Figure 2.28 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau dégradé sur la partie
gauche de l’inclusion. De gauche à droite : temps et valeurs limites des contraintes (σ−,

σ+ en MPa), champ de température, champs de contrainte σxx, σxy et σyy.

Figure 2.29 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau dégradé sur la partie
gauche de l’inclusion à t = 140µs. À gauche : champ thermique en présence de multi-
fissures. À droite : température le long de la ligne sur le champ thermique (en jaune le

cas sain et en bleu le cas pré-dégradé). Mise en évidence d’une barrière thermique.
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Température à t+ 10µs Champ σxx Champ σxy Champ σyy

t = 10µs
σ− = −56

σ+ = 25

t = 20µs
σ− = −32

σ+ = 34

t = 60µs
σ− = −48

σ+ = 39

Figure 2.30 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau dégradé sur le dessus
de l’inclusion. De gauche à droite : temps et valeurs limites des contraintes (σ−, σ+ en

MPa), champ de température, champs de contrainte σxx, σxy et σyy.

Figure 2.31 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau dégradé sur le dessus
de l’inclusion à t = 290µs. À gauche : champ thermique en présence de multi-fissures. À
droite : température le long de la ligne sur le champ thermique (en jaune le cas sain et en

bleu le cas pré-dégradé).
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Température à t+ 10µs Champ σxx Champ σxy Champ σyy

t = 10µs
σ− = −55

σ+ = 25

t = 30µs
σ− = −41

σ+ = 35

Figure 2.32 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau dégradé sur la partie
droite de l’inclusion. De gauche à droite : temps et valeurs limites des contraintes (σ−, σ+

en MPa), champ de température, champs de contrainte σxx, σxy et σyy.

Figure 2.33 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau dégradé sur la partie
droite de l’inclusion à t = 140µs.À gauche : champ thermique en présence de multi-
fissures. À droite : température le long de la ligne sur le champ thermique (en jaune le

cas sain et en bleu le cas pré-dégradé).
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Les résultats confirment une propagation de fissuration en mode mixte. Une barrière
thermique apparaît dans les cas d’une dégradation perpendiculaire au front de tempéra-
ture.

L’orientation de la pré-dégradation a une influence significative sur le faciès de fissu-
ration. Dans le cas des pré-dégradations sur les parties gauche et droite de l’inclusion, le
faciès de fissuration est à peu près parallèle au front de température initial et une barrière
thermique séparant le bimatériau en deux parties est observée. Pour une pré-dégradation
sur le dessus de l’inclusion, le faciès de rupture est perpendiculaire au front de tempéra-
ture.
Par ailleurs, pour une inclusion pré-dégradée sur la partie droite, la propagation de fis-
sures se fait vers les gradients thermiques les plus importants. Pour une pré-dégradation
sur la partie gauche de l’inclusion, la diffusion thermique est perturbée et la propagation
de fissures dans ce cas est plus tardive.

L’existence de pré-dégradations aux interface matrice/inclusion et leurs orientations
par rapport au front local de température peuvent donc induire des situations thermo-
mécaniques et des faciès de rupture de nature très différentes. Ces résultats simples per-
mettent d’anticiper une fissuration thermo-mécanique du béton possédant une grande
variété de comportement locaux et la nécessité de recourir à des échantillons de grande
taille pour obtenir une statistique représentative.

L’analyse locale est poursuivie avec une cellule unitaire contenant deux inclusions.
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3.5.3 Cas de deux inclusions verticales

Une cellule unitaire contenant deux inclusions verticales séparées d’une distance d
(voir Figure 2.34) et ne présentant pas de pré-dégradation est considérée. Deux cas sont
envisagés : d = lc et d = r avec r le rayon des inclusions.

Paramètres géométriques :
longueur L = 50mm
largeur l = 30mm
rayon r = 3mm

Définitions de deux types :
type 1 d = lc
type 2 d = r
(a) Schéma du test unitaire

x

y

d

l

L

r

Timp

T0

(b) Schéma du test unitaire

Figure 2.34 – Paramètres géométriques du matériau contenant deux inclusions. Deux
types sont générés avec une distance d différentes.

Les Figures (2.35)-(2.36) et (2.37) présentent respectivement le comportement thermo-
mécanique et les faciès de rupture pour les deux distances considérées. La température
est tracée le long des lignes horizontales blanches. La cinétique de fissuration est d’autant
plus grande que les inclusions sont proches. Dans les deux cas, une barrière thermique est
obtenue à la fin de la simulation.

La distance séparant deux inclusions a également un rôle dans la propagation de
fissure. Plus cette distance est petite, plus l’hétérogénéité thermo-mécanique intraphase
est exacerbée. Comme pour les composés pré-dégradés, une multi-fissuration est engendrée
et a pour conséquence la création d’une barrière thermique.
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Température à t+ 10µs Champ σxx Champ σxy Champ σyy

t = 1050µs
σ− = −46

σ+ = 59

Figure 2.35 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau de type 1. De gauche à
droite : temps et valeurs limites des contraintes (σ−, σ+ enMPa), champ de température,

champs de contrainte σxx, σxy et σyy.

Température à t+ 10µs Champ σxx Champ σxy Champ σyy

t = 190µs
σ− = −32

σ+ = 53

Figure 2.36 – Comportement thermo-mécanique du bimatériau de type 2. De gauche à
droite : temps et valeurs limites des contraintes (σ−, σ+ enMPa), champ de température,

champs de contrainte σxx, σxy et σyy.
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Figure 2.37 – Faciès de rupture et champs de température pour les type 1 et le type 2
à la fin de la simulation. De gauche à droite : champs thermiques du type 1 et 2, évolution

de la température le long de ligne présente sur les champs.
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4 Conclusion
Le traitement numérique du problème thermomécanique repose sur une résolution

étagée. L’approche Non Smooth Contact Dynamics est utilisée pour la résolution des
discontinuités mécaniques. La connaissance des variables internes résultant vient alors
alimenter la résolution thermique. Deux cas sont considérés pour chaque interface. Dans
le cas sain, on procède à une élimination de degrés de libertés. Dans le cas endommagé,
un élément d’interface est introduit dans la résolution du système global de la thermique.

La seconde partie de ce chapitre a été consacrée à la calibration du modèle thermo-
cohésif. L’influence des paramètres mécaniques a été discutée (énergie de rupture- contrainte
critique) ainsi que l’influence des paramètres thermiques (longueur d’approximation du
gradient thermique-conductivité du fluide dans la zone cohésive). Suite à ces études pré-
liminaires, l’approximation du gradient est choisie avec une taille de maille (h = lc).

Enfin, des expériences numériques ont montré une capacité du modèle proposé à repré-
senter les phénomènes thermo-mécaniques dus à la fissuration d’un matériau hétérogène.
On peut retenir les éléments suivants :

— la présence d’une pré-dégradation favorise l’initiation de fissure,
— l’orientation locale des pré-dégradations par rapport au front thermique a un im-

pact sur la propagation de fissure,
— en fonction de la distance séparant deux inclusions, une concentration de contrainte

peut être remarquée,
— un phénomène de multi-fissuration se produit conduisant à la formation de barrière

thermique.
Dans l’annexe 2, trois simulations pré-dégradées (en aval, au médian et en amont de
l’inclusion) avec une interface parfaitement conductrice sont présentées.

Le modèle sera appliqué dans le dernier chapitre à l’étude de l’influence de pré-
dégradations dans la fissuration d’un volume élémentaire représentatif de béton.
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Chapitre 3

Méthode d’eigenerosion et
optimisation de la taille d’un VER
cimentaire.

Les modèles de zones cohésives thermiques présentés précédemment permettent une
étude thermomécanique fine de matériaux hétérogènes. Néanmoins, ces simulations nu-
mériques sont très coûteuses. Pour pallier ce problème une implémentation numérique re-
posant sur l’utilisation du calcul parallèle à mémoire distribuée a été réalisée. Par ailleurs
dans la phase de recherche d’une taille de VER adapté une méthode numérique moins
coûteuse, mais qui conserve la richesse des phénomènes physiques, a été utilisée.

Ce chapitre présente la stratégie retenue : la méthode d’eigenerosion. Elle repose sur
une technique de suppression d’éléments dans un maillage Éléments Finis basée sur un
critère énergétique. La méthode, initialement développée pour des matériaux homogènes
par [93], est décrite et validée. Afin de traiter les matériaux cimentaires, la méthode est
ensuite étendue aux matériaux hétérogènes.

Enfin, la recherche d’une taille de VER convenable pour la suite de l’étude est conduite.

1 Méthode d’eigenerosion

La méthode d’eigenerosion a été initialement développée par Pandolfi et al. [93] pour
l’étude de la propagation de fissure fragile dans des matériaux homogènes.

La méthode respecte le cadre théorique de Francfort et Marigo [37] et assure ainsi un
critère énergétique de type Griffith basé sur la notion de taux de restitution d’énergie
critique Gc.

Soit Ω un solide supposé élastique de frontière Γ. C représente l’aire de la fissure,
Γuimp le bord où sont appliquées les conditions aux limites en déplacement et ΓFimp les
conditions aux limites en contrainte. Sous ces conditions, l’énergie potentielle s’écrit :
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E(u, C,t) =

∫

Ω\C
W (ε(u)) dV −

∫

ΓFimp

Fimp · u dS, (3.1)

où Ω\C représente le domaine privé de la surface de la fissure, u est le champ de
déplacement correspondant, dV et dS sont les éléments de volume et d’aire, W est la
densité d’énergie élastique du solide, Fimp est le chargement appliqué sur le bord ΓFimp de
la frontière de Ω et ε(u) l’opérateur de déformation linéaire élastique : ε(u) = ∇su. Sur
Γuimp , on a : u(x) = uimp où uimp représente le déplacement imposé.

Une forme régularisée de la formulation variationnelle de [37] a été proposée par [114]
sur la base d’une notion de pointe de fissure émoussée et d’un ε−voisinage Cε du trajet
de fissure :

Fε(u,ε
∗,t) =

∫

Ω

W (ε (u)− ε∗) dV −
∫

ΓFimp

Fimp · udS +Gc
|Cε|
2ε

(3.2)

où ε∗ est un champ d’eigendeformation tel qu’introduit par [86], Gc est le taux de
restitution d’énergie critique du milieu d’étude supposé homogène, ε est une longueur de
régularisation destinée à tendre vers 0. Lorsque ε tend effectivement vers 0, la formulation
variationnelle de Francfort et Marigo est retrouvée [114].

Dans la suite la mise en œuvre de la méthode est exposée.

2 Mise en œuvre

La méthode d’eigenerosion nécessite le calcul du taux de restitution d’énergie. Entre
deux états de chargement, la variation ∆E des configurations énergétiques permet d’es-
timer la variation du taux de restitution d’énergie par la quantité −∆E/∆A où ∆A est
l’éventuel incrément d’avancée de fissure. Le calcul de ces deux quantités est détaillé dans
le suite.

2.1 Incrément d’avancée de fissure ∆A

L’incrément d’avancée de fissure est calculé à l’aide de la notion d’ε-voisinage. Pour un
maillage Éléments Finis comportant une fissure, représentée ici par des éléments érodés,
l’ε-voisinage est défini comme la dilatation de cette fissure par une boule de rayon ε. La
Figure 3.1 représente la propagation de fissure sur un incrément. À gauche, la configura-
tion initiale est représentée par des éléments érodés contigus d’épaisseur lc, et à droite, la
propagation à une nouvelle maille K est décrite en gris. L’incrément d’ε-voisinage est la
différence entre la mesure de l’ε-voisinage initial |Cε| et celle du nouvel ε-voisinage après
propagation | (C ∪K)ε |. Le calcul de l’incrément de fissure ∆AK est ainsi le ratio de
l’incrément d’ε-voisinage et d’une dimension caractéristique liée à la boule de dilatation
(ici le diamètre) [114].
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2ε

lc

(S + ∆SK)u = f

∆A(K) =
| (C ∪K)

ε
\ Cε|

2ε

2ε

lc

| (C ∪K)
ε
\ Cε|

S (u + ∆uK) = f

Figure 3.1 – Notion d’ε-voisinage et incrément de fissure associé.

La configuration initiale est présentée sur la Figure 3.1 (gauche). Les voisins associés
à chaque maille constituant la fissure sont désactivés. À droite de la Figure 3.1, la maille
en gris correspond à l’avancée éventuelle de la fissure.

L’incrément de fissuration ∆AK pour un élément K s’écrit :

∆AK =
|(C ∪K)ε \ Cε|

2ε
(3.3)

Lors de l’amorçage de fissure sur un bord, la longueur initiale est de
πε

2
et est donc

surévaluée. Un critère spécifique doit être utilisé. Dans cette étude, une longueur équiva-
lente (LEqui), égale au diamètre d’une boule ayant un volume équivalent au volume de
l’élément, est considérée (voir Table 3.1).

Initiation de la fissure Solution retenue

2ε

lc

LEqui = d,
avec d le diamètre de la boule
équivalente au volume de l’élément K
(en gris)

Table 3.1 – Mise en évidence de la surestimation de la longueur incrémentale lors de
l’initiation de la fissure à la frontière du domaine.

De plus, lorsque la fissure rencontre le bord du domaine, l’ε-voisinage n’est plus défini.
La solution retenue est d’étendre le maillage au-delà du bord du domaine en conservant
les mêmes propriétés topologiques (voir Table 3.2).

L’algorithme 3 décrit les principales étapes du calcul de l’incrément de longueur. lc repré-
sente la taille de maille utilisée, d est le diamètre de la boule équivalente au volume de
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Fissure arrivant sur le bord Solution retenue

2ε

lc

2ε

lc

Table 3.2 – Fissure arrivant sur le bord du domaine. En blanc, status 0, en noir status
1, en hachure status 2, en point status 3

l’élément K. Les status des mailles correspondent à :
— status (K) = 0, l’élément est actif : c’est un élément du maillage à une distance

supérieure à ε de la fissure,
— status (K) = 1, l’élément est supprimé : c’est un élément appartenant à la fissure

(C),
— status (K) = 2, l’élément est dans le voisinage de la fissure : cette maille a servi de

support pour le calcul de l’incrément de fissure ∆AK ,
— status (K) = 3, l’élément est un nouveau voisin de la fissure : le volume de cette

élément sert à calculer la valeur actuelle de ∆AK .

Tant que (∀Kavec status(K) 6= 1) faire
Tant que (K ′ ∈ la boule dilatante de centre K et de rayon ε) faire

Si (status(K ′) == 3) Alors
status(K ′) == 2

Fin Si
Si (status(K ′) == 0) Alors

status(K ′) == 3 et K ′ ∈ K ′new
V (K) = V (K) + V (K ′new)

Fin Si
Fait

∆AK =
V (K)

2ε
Si (∆AK > 2lc) Alors

∆AK = d
Fin Si

Fait

Algorithme 3 – Algorithme de calcul de la longueur incrémentale de fissuration.

Dans la suite des calculs, on utilise d’une manière analogue à [93], une taille ε = 4lc.
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2.2 Incrément d’énergie de fissuration ∆E

L’énergie de la structure est calculée comme la différence de l’énergie élastique de la
structure avant et après la suppression des mailles (voir Figure 3.1). Pour une maille
supprimée K, on note ∆SK la matrice de rigidité de l’élément et ∆uK la variation du
champ de déplacement. Avant propagation, on note (S + ∆SK) la matrice de rigidité de
la structure, u le champ de déplacement, et f le chargement extérieur.

Les deux configurations à l’équilibre et soumises à une force f s’écrivent :
— avant fissuration :

(S + ∆SK)u = f , (3.4)

— après fissuration :
S (u+ ∆uK) = f . (3.5)

La différence d’énergie s’écrit :

−∆EK =
1

2
Tu (S + ∆SK)u− Tuf − 1

2
T (u+ ∆uK)S (u+ ∆uK) (3.6)

+ T (u+ ∆uK)f .

En développant les termes, on a :

−∆EK =
1

2
TuSu+

1

2
Tu∆SKu− Tuf − 1

2
TuSu− 1

2
T∆uKSu (3.7)

− 1

2
TuS∆uK −

1

2
T∆uKS∆uK + Tuf + T∆uKf

puis en simplifiant :

−∆EK =
1

2
Tu∆SKu−

1

2
T∆uKSu−

1

2
TuS∆uK −

1

2
T∆uKS∆uK + T∆uKf (3.8)

D’après (3.4), on a :

f = (S + ∆SK)u (3.9)

−∆EK =
1

2
Tu∆SKu−

1

2
T∆uKSu−

1

2
TuS∆uK −

1

2
T∆uKS∆uK (3.10)

+ T∆uK(S + ∆SK)u

En simplifiant :

−∆EK =
1

2
Tu∆SKu−

1

2
T∆uKS∆uK + T∆uK∆SKu (3.11)

Les équations (3.4) et (3.5) permettent d’expliciter ∆uK :

∆uK = S−1∆SKu (3.12)
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En utilisant l’expression de ∆uK , l’équation (3.11) devient :

−∆EK =
1

2
Tu∆SKu−

1

2
Tu∆SKS

−1SS−1∆SKu+ Tu∆SKS
−1∆SKu (3.13)

Finalement, la différence d’énergie s’écrit :

−∆EK =
1

2
Tu∆SKu
︸ ︷︷ ︸

∆EeleK

+
1

2
Tu∆SKS

−1∆SKu
︸ ︷︷ ︸

∆EstructK

(3.14)

On obtient une double contribution de la maille (variation de la raideur de la maille
∆SK) et de la structure (variation de la raideur globale ∆SKS

−1∆SK).
On note que seule la contribution élémentaire est prise en compte dans [93]. Cette

contribution est équivalente à une approximation de premier ordre et a pour conséquence
de provoquer une rupture tardive (voir section 3.1).

Par la suite les deux termes sont pris en compte avec le calcul d’un prédicteur local
∆Eele

K , puis de la contribution énergétique de la structure ∆Estruct
K .

2.3 Algorithme

L’implémentation de la méthode d’eigenerosion est décrite par l’algorithme 4 où t
indique le temps, ∆t le pas de temps, tfinal est le temps final du calcul, K0 l’ensemble des
éléments candidats à l’érosion parmi les N éléments de la structure.

Tant que (t < tfinal) faire
a/ Evaluation de −∆EK (3.14), et de ∆AK (3.3), ∀K ∈ [1,N ]
b/ Prédiction des éléments érodables K0

c/ Erosion et point fixe sur a/ si nécessaire
d/ t = t+ ∆t

Fait

Algorithme 4 – Algorithme de la méthode d’eigenerosion

L’étape d’estimation (a) s’appuie sur les équations (3.3) et (3.14).
L’étape de prédiction (b) vise à classer l’ensemble des éléments de la structure en

fonction d’une estimation locale du taux de restitution d’énergie, i.e. −∆EK/∆AK , sans
prendre en compte la contribution structurale sur la variation d’énergie élastique ∆EK :

Crithomo = ordonnancement
(

(1/2)Tu∆SKu

∆AK

)

où l’opérateur d’ordonnancement classe chaque élément du plus grand taux de restitution
d’énergie au plus petit.
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L’étape d’érosion (c) consiste à supprimer les éléments sélectionnés par l’étape de pré-
diction et à vérifier si le critère de Griffith réel sur la structure (i.e. tenant compte de la
contribution structurale dans la variation d’énergie) est dépassé : −Ftot =

∑
K −∆EK −

∆AKGc > 0.

Dans la suite, des cas tests de validation de la méthode d’Eigenerosion sont présentés.

3 Validation

3.1 Traction

Le cas test repose sur un essai en traction simple sur une plaque carrée proposé par
[93]. La plaque est un carré de côté a = 1m (voir Figure 3.2(a)). Le matériau est élastique
(module d’Young E = 1.06Pa, coefficient de Poisson ν = 0.33) avec un taux de restitution
d’énergie critique de Gc = 10−4J.m−2. Une pré-fissure d’une profondeur p = 0.25m est
introduite sur le bord gauche. Les déplacements imposés sur les parties supérieure et
inférieure sont respectivement uimp = uimp

−→y et uimp = −uimp−→y avec uimp = 10−5m. Un
maillage avec des quadrangles découpés en deux triangles est utilisé, avec une taille de
maille de lc = 1/80m, soit 12800 éléments. On effectue 2000 pas de chargement.

−→y

−→x

p

0.5

0.5

a

uimp
−→y

−uimp
−→y

(a) Essai en traction mise en place par [93]. (b) Faciès de fissuration obtenu.

Figure 3.2 – Mise en place de l’essai de traction proposé par [93]. Présentation du
résultat obtenu.

Les Figures 3.3(a) et 3.3(b) représentent respectivement la réaction en fonction du
déplacement imposé et l’énergie en fonction de la longueur de fissure pour les résultats de
référence issus de [93] (local ∆Eele

K ) et les résultats avec un critère complet (local ∆Eele
K

et global ∆Estruct
K ).
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(a) Réaction vs déplacement imposé. (b) Énergie élastique de la structure vs longueur de
fissure.

Figure 3.3 – Comparaison entre le critère local ∆Eele
K et critère complet ∆Eele

K +
∆Estruct

K .

Le comportement est élastique fragile. Le critère local entraîne une propagation tardive
de la fissure. Sur la Figure 3.3(b), l’énergie décroît pendant la propagation de la fissure.

3.2 Flexion 3 points

L’objectif de ce cas test est d’illustrer la capacité de la méthode à simuler la propaga-
tion de fissures sous un chargement complexe (mode I et II).

Le cas test concerne une poutre contenant trois trous en flexion [130]. La Figure 3.4
représente la géométrie de cet essai. Les dimensions associées sont k = 3.175 cm, h =
5.08 cm, d = 10.16 cm, l/2 = 25.4 cm et le rayon des trois trous est r = 0.635 cm. Une
pré-fissure est introduite sur la partie inférieure de l’éprouvette dont la profondeur et
l’emplacement sont des variables de l’étude (voir Table 3.3). La poutre est en PMMA
(module d’Young E = 300 MPa, coefficient de Poisson ν = 0.4) avec un taux de restitu-
tion d’énergie critique Gc = 29.10−3 J ·m−2. Un déplacement est imposé uimp = −uimp−→y
avec uimp = 10−2 m au centre de la partie supérieure.

Le maillage est une triangulation de Delaunay avec une taille de maille de lc =
1.10−3 m, soit 160000 éléments.

L’incrément de chargement est ∆t = 10−2s et le nombre total d’incréments est nbtot =
700.

Deux configurations sont étudiées dépendant de l’emplacement et de la profondeur
de la pré-fissure (voir Table 3.3). Ces configurations entraînent des faciès de fissuration
différents (voir Figure 3.5 (a)).

Les faciès de fissuration obtenus par [130] sont présentés sur la Figure 3.5(a) pour
les deux configurations. La Figure 3.5(b) présente les faciès obtenus par la méthode
d’eigenerosion. Les faciès de rupture sont similaires. La méthode semble efficace en mode
mixte.
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l/2

b

p

−uimp
−→y

r

d

h

h

k

l/10 l/10

l/2

Figure 3.4 – Géométrie du cas test proposé par [130].

configuration profondeur p décalage b
type 1 3.81 · 10−2 m 12.7 · 10−2 m
type 2 2.54 · 10−2 m 14.24 · 10−2 m

Table 3.3 – Emplacement et profondeur de l’encoche pour les deux configurations
différentes envisagées.

Type 1 Type 2

(a) Résultats expérimentaux [130].

Type 1 Type 2

(b) Résultats numériques par la
méthode d’eigenerosion.

Figure 3.5 – Comparaison expérimental/numérique des faciès de rupture.

3.3 Dynamique

Le cas test considéré a été étudié expérimentalement par Kalthoff et Winkler [64].
Dans cette étude, aucun terme supplémentaire pour tenir compte de la fissuration dyna-
mique n’est introduit (Freund [38]). Ainsi on peut considérer que le test est effectué en
dynamique lente.
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Une éprouvette rectangulaire de dimension 0.2 m × 0.1 m est soumise à une vitesse
imposée v = v0

−→x avec v0 = 16.5m · s−1 sur le bord gauche contenant deux pré-fissures
(longueur a = 0.05 m) (voir Figure 3.6).

Le matériau est un acier considéré purement élastique (module d’Young E = 190 GPa,
coefficient de Poisson ν = 0.3, masse volumique ρ = 8000.0 kg.m−3) avec un taux de
restitution d’énergie critique Gc = 22.103 J.m−2.

Le maillage est une triangulation de Delaunay avec une taille de maille lc = 1.10−3 m,
soit 60000 éléments.

Le pas de temps est ∆t = 1µs et le temps final est ttot = 120 µs.

Le faciès de rupture est comparé aux résultats de Belytschko et al. [7]. Les auteurs
mettent en œuvre une méthode, basée sur la perte d’hyperbolicité du modèle, pour modé-
liser la propagation de fissures. La cinétique de propagation de fissure est comparée aux
résultats de [7] et de Zang [138].

−→y

−→x

L

l

p

p

L− p

2

v0−→x

Figure 3.6 – Cas test dynamique de Kalthoff et al..

La Figure 3.7 présente le faciès de rupture obtenu. Deux fissures se sont propagées.
Quantitativement, les angles de ±68◦ entre les fissures et les pré-fissures initiales sont
proches des résultat expérimentaux présentant un angle de ±70◦ (voir [64]).

Les Figures 3.8, 3.9, 3.10 et 3.11 présentent les faciès de rupture pour respectivement
t = 30 µs, t = 46 µs, t = 65 µs et t = 86 µs. Les résultats des simulations (droite) sont
comparés à ceux de [7] (gauche).

La Figure 3.12 compare la cinétique de propagation de fissures avec les résultats de
[7] et [138]. La fissure s’initie à t = 26µs ce qui correspond au résultat de [7] (t = 26.17µs).
La vitesse moyenne, calculée comme la somme des incréments de fissuration sur un pas
de temps

∑
i

∑
Kdel

∆AtiK/∆ti, est de 1180m.s−1. Ce résultat est en accord avec la vitesse des

ondes de Rayleigh (cR = 2800m.s−1) (ligne en pointillé sur la Figure 3.12(a)).
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Figure 3.7 – Faciès de rupture : fissure (noir) et voisinage (rouge).

(a) Résultats de [7] (b) Résultat par eigenerosion

Figure 3.8 – Kalthoff et Winkler : faciès de rupture à t = 30 µs

L’évolution temporelle de la longueur de la fissure, calculée comme la somme des incré-
ments de fissuration

∑
Ksup

∆AK (voir section 2.1)), est présentée sur la Figure 3.12(b). Les

résultats sont comparés à ceux de Zhang et al. [138]. La longueur obtenue, 84 · 10−3m, est
proche de la valeur théorique pour une fissure rectiligne et un angle de 68◦ (83.5 · 10−3m).

Les faibles différences obtenues peuvent être dues à l’absence de traitement spécifique
de la dynamique dans le critère de propagation de la méthode d’eigenerosion.
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(a) Résultats de [7] (b) Résultat par eigenerosion

Figure 3.9 – Kalthoff et Winkler : faciès de rupture à t = 46 µs

(a) Résultats de [7] (b) Résultat par eigenerosion

Figure 3.10 – Kalthoff et Winkler : faciès de rupture à t = 65 µs

(a) Résultats de [7] (b) Résultat par eigenerosion

Figure 3.11 – Kalthoff et Winkler : faciès de rupture à t = 86 µs
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(a) Vitesse de propagation de la fissure vs
temps

(b) Longueur de la fissure vs temps

Figure 3.12 – Kalthoff et Winkler : comparaison de la vitesse de propagation de la
fissure et de la longueur de fissuration avec [7] et [138].

4 Extension aux matériaux hétérogènes
Une extension de la méthode d’eigenerosion aux matériaux hétérogènes est proposée

dans cette partie. Le critère de Griffith est modifié afin de prendre en compte les propriétés
locales du matériau. La “validation” de ce nouveau critère repose sur la simulation de la
fissuration d’un composite matrice-inclusion avec une interphase.

4.1 Modification du critère d’eigenerosion

Un hypothèse forte de cette extension est de supposer que le critère de Griffith est
valable localement. Ainsi, un critère de Griffith local Gc(K) est défini pour chaque maille
K. Le prédicteur (b) de la méthode d’eigenerosion devient :

Crithétéro = ordonnancement
(

(1/2)Tu∆SKu

∆AKGc(K)

)
(3.15)

et le critère de Griffith pour l’érosion de l’élément K0 :

− Ftot =
∑

K

−∆EK0 −∆AK0Gc(K0) > 0 (3.16)

L’algorithme de résolution n’est pas modifié et la modification de l’implémentation
concerne essentiellement le calcul du critère de rupture.

4.2 Validation sur un composé matrice-inclusion avec interphase

Le cas test est une plaque carrée de côté a = 10−1m avec une pré-fissure de longueur
p = 25.10−3m. Une inclusion rectangulaire (linc = 20.10−3m et H inc = a/2) est centrée et
est entourée d’une interphase (e = 2lc) (voir Figure 3.13). Les propriétés des différentes
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phases sont présentées dans la Table 3.4. Les déplacements imposés en haut et en bas
sont respectivement uimp = uimp

−→y et uimp = −uimp−→y avec uimp = 10−4m.
Le maillage est une triangulation de Delaunay avec une taille de maille de lc = 10−3 m,

soit 30000 éléments.
L’incrément de chargement est de ∆t = 10−2s et le nombre total d’incréments est

nbtot = 400.

a

p
a

2

linc

e

e

H inc

−→x

−→y

uimp
−→y

−uimp
−→y

Figure 3.13 – Géométrie du cas test de validation de l’extension aux matériaux hété-
rogènes de la méthode d’eigenerosion.

inclusions interphase matrice
Young (GPa) 65 65 15

Poisson 0.25 0.25 0.2
Gc (J.m−2) 60 {10, 40, 60} 20

Table 3.4 – Propriétés mécaniques utilisées lors de la
validation de l’extension au cas hétérogène.

L’utilisation d’un critère de Griffith local permet de simuler les effets de pénétra-
tion/contournement dans les matériaux composites (Figure 3.14).

En particulier, la Figure 3.14 indique que :
— lorsque l’interphase est faible, Gint

c /Ginc
c = 1/6 (Figure 3.14(a)), la fissure se

propage dans celle-ci en contournant l’inclusion,
— lorsque l’interphase est forte, Gint

c /Ginc
c = 1 (Figure 3.14(c)), la fissure traverse

l’inclusion,
— lorsque l’interphase est d’une ténacité intermédiaire,Gint

c /Ginc
c = 2/3 (Figure 3.14(b)),

une concurrence des phénomènes de pénétration/contournement intervient dans
l’interphase.
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(a) Gint
c /Ginc

c = 1/6 (b) Gint
c /Ginc

c = 2/3 (c) Gint
c /Ginc

c = 1

Figure 3.14 – Faciès de fissuration pour trois valeurs du taux de restitution d’énergie
critique de l’interphase.

5 Application à l’étude morphologique de VER de mi-
lieux cimentaires

La méthode d’eigenerosion est appliquéepour la recherche d’une taille de VER adap-
tée à une étude thermomécanique à l’aide de modèles de zones cohésives. Pour cela, une
analyse de la tortuosité apparente des macro-fissures de matériaux numériques équiva-
lents à un matériau cimentaire est effectuée. La tortuosité est définie comme le rapport
de la longueur de la plus petite fissure percolante sur la longueur théorique la plus courte.
Une étude paramétrique sur la distribution de la taille des agrégats, la fraction volumique
de granulats et leur étalement (rapport entre les tailles extremums des granulats) est
conduite.

Une plaque rectangulaire de dimension 0.35m × 0.2m contenant une pré-fissure de
longueur p = 25.10−3m est soumise à des déplacements imposés en haut et en bas :
uimp = uimp

−→y et uimp = −uimp−→y avec uimp = 10−5m.

Des granulats, avec une interphase, sont tirés aléatoirement dans la plaque. Les pa-
ramètres morphologiques des granulats (distribution de taille, fraction volumique, étale-
ment) sont des paramètres de l’étude.

Les propriétés mécaniques sont définies dans la Table 3.4 avec une interphase faible
(Gint

c /Ginc
c = 1/6).

Le maillage est une triangulation de Delaunay avec une taille de maille de lc = 1.75mm
pour 60210 éléments.

L’incrément de chargement est de ∆t = 10−2s et le nombre total d’incréments est
nbtot = 550.
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l

L

p

uimp
−→y

−uimp
−→y

Figure 3.15 – Géométrie et chargement d’une éprouvette modèle pour la recherche
d’un VER de béton en fissuration.

5.1 Tortuosité

La mesure de la tortuosité τ est tout d’abord illustrée pour un matériau homogène
composé de matrice cimentaire. La longueur de fissure est obtenue comme la somme des
incréments de fissure ∆AK . Cette méthode assure une prise en compte des éventuelles bi-
furcations et donc une potentielle surestimation de la longueur percolée et par conséquent
de la tortuosité.

Pour une fissure se propageant en mode I dans un matériau homogène, la tortuosité
attendue est de 1 (propagation en ligne droite). Le faciès de la Figure 3.16 exhibe une
tortuosité voisine de 1.055. Les résultats présentés pour la tortuosité seront donc considérés
à ±5.5%.

Figure 3.16 – Faciès de rupture pour un matériau homogène en traction.
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Par ailleurs, les résultats de l’étude seront comparés aux résultats de Stroeven [121]
qui, pour une fissure se propageant en ligne droite en contournant des inclusions sphériques
distribuées aléatoirement et de fraction volumique ρp, prédit théoriquement une tortuosité
de croissance affine avec ρp :

τ = 1 +

(
π2

8
− 1

)
ρp, (3.17)

5.2 Effet de la distribution granulométrique

L’étude concerne une éprouvette cimentaire comportant 3 classes de tailles de granu-
lats. Les trois classes sont à peu près représentatives des tailles de granulats que l’on trouve
dans les milieu cimentaires : Rgros = 10.5mm, Rmoyen = 7.25mm et Rpetit = 5.25mm. La
fraction volumique totale des granulats est de 30%. Le paramètre est ici la fraction volu-
mique de chaque classe. La Table 3.5 décrit les distributions considérées. Pour chaque
distribution, cinq tirages aléatoires sont effectués. Ces tirages reposent sur une génération
aléatoire de disques polydisperses selon un processus “noyau de cerise”.

classe des granulats gros moyens petits
diamètre (10−3m) 20.1 14.5 10.5

distribution fraction de la classe
1 6% 14.25% 9.75%
2 9.75% 6% 14.25%
3 9.75% 14.25% 6%
4 6% 9.75% 14.25%
5 14.25% 6% 9.75%
6 14.25% 9.75% 6%
7 10% 10% 10%

Table 3.5 – Caractéristiques géométriques et distributions des différentes classes de
granulats

La Figure 3.17 représente un faciès de rupture dans le cas de la distribution 1. La
fissure se propage dans la matrice et dans les interphases (contournement des inclusions).
À la différence de l’estimation analytique (3.17) de Stroeven la fissure ne se propage
pas macroscopiquement en ligne droite. L’évolution de la tortuosité en fonction de la
distribution considérée est indiquée sur la Figure 3.18.

Pour une fraction volumique d’inclusions de ρp = 0.3, l’estimation rectiligne de Stroe-
ven (3.17) prévoit τ = 1.07. La Table 3.6 montre que les tortuosités calculées sont
supérieures à celle de la propagation rectiligne, comme attendu. De plus, les tortuosités
obtenues pour les différentes distributions présentent un écart type maximal d’environ
4%, écart inférieur à la précision supposée et qui semblent donc indiquer que l’effet de la
distribution granulaire est inférieure aux imprécisions liées à la discrétisation spatiale.

Dans la suite, les classes de granulats sont prises avec la même fraction volumique.
Pour un mélange bidisperse gros-petits à une fraction volumique de 30%, la répartition
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Figure 3.17 – Un faciès de rupture.

Figure 3.18 – Comparaison de la tortuosité avec l’estimation théorique (3.17) d’une
propagation macroscopiquement rectiligne.

retenue est iso-fraction volumique : 15% de gros et 15% de petits.

5.3 Effet de l’étalement et de la fraction volumique totale

On considère ici des granulats bidisperses iso-fraction volumique pour deux étalements
distincts. L’étalement est estimé par le rapport du diamètre de la classe granulaire de plus
grande taille sur celui de la classe granulaire de plus petite taille. La Table 3.7 indique
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tortuosité maximale minimale moyenne
distribution 1 1.21 1.11 1.15
distribution 2 1.22 1.12 1.15
distribution 3 1.24 1.13 1.18
distribution 4 1.21 1.11 1.15
distribution 5 1.23 1.11 1.17
distribution 6 1.18 1.09 1.13
distribution 7 1.16 1.11 1.14

moyenne sur les maximale minimale moyenne
7 distributions 1,21 1,11 1,15
écart relatif max 4% 2% 2.4%

Table 3.6 – Tortuosités obtenues après post-traitement des calculs

les tailles de granulats considérés pour des étalements de 2 et 3.

type de granulats étalement de 2 étalement de 3
gros (10−3m) 40 40
petit (10−3m) 20 13.5

Table 3.7 – Taille des granulats pour les deux étalements considérés

La Figure 3.19 et la Figure 3.20 présentent des faciès dans le cas d’un étalement
de 3 avec des fractions volumiques respectives de 30% et 40%.

La Table 3.8 présente les tortuosités numériques et les tortuosités rectilignes. Les
résultats pour deux fractions volumiques de granulats (30% et 40%) et deux étalements
(2 et 3) sont considérés.

fraction volumique 30% 40%

Stroeven étalement de 2 1.07 1.10
étalement de 3 1.07 1.10

numérique étalement de 2 1.12 1.15
étalement de 3 1.14 1.18

écart relatif maximum étalement de 2 4% 4%
étalement de 3 2.6% 4%

Table 3.8 – Tortuosités rectilignes et numériques obtenues pour deux étalements et
deux fractions volumiques de granulats.
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Figure 3.19 – Résultat pour une fraction volumique de granulats de 30% et un étale-
ment de 3

Figure 3.20 – Résultat pour une fraction volumique de granulats de 40% et un étale-
ment de 3

La Figure 3.21 décrit l’évolution de la tortuosité en fonction de la fraction volumique
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des granulats pour les deux étalements considérés. Les résultats sont comparés à ceux
de Stroeven [121]. Les résultats sont du même ordre de grandeur que l’estimation de la
tortuosité rectiligne tout en restant supérieurs. La tortuosité augmente avec la fraction
volumique de granulats et semble également augmenter avec l’étalement.

Figure 3.21 – évolution de la tortuosité en fonction de la fraction volumique pour deux
étalements différents (2 en noir et 3 en gris) comparaison avec les expressions de Stroeven

[121].

Dans le cadre des applications visées au-delà de ce travail de thèse et qui concernent les
taux de fuites des enceintes de confinement des centrales nucléaires, cette sur-estimation
de la tortuosité correspond à une sous-estimation du taux de fuite. Ainsi, si dans le cadre
d’une étude de sûreté,l’approche proposée ici est utilisée, elle doit être perçue comme une
approche du taux de fuite par valeur inférieure.

5.4 Choix d’une taille convenable de VER

L’étude paramétrique a montré une augmentation de la tortuosité avec l’étalement et
la fraction volumique totale de granulat.

Dans ces deux études, deux différentes tailles de VER peuvent être définies en fonction
de la dimension des plus gros granulats. Dans la première étude, les plus gros granulats
ont un diamètre de 20.5mm et la longueur de l’éprouvette est de 0.35m. Cette longueur
représente environ 18 gros granulats les uns à cotés des autres. Dans la seconde étude, les
plus gros granulats ont un diamètre de 40mm et la longueur d’éprouvette est la même.
Cette longueur représente environ 9 gros granulats. D’une point de vue statistique, l’écart
type relatif est de 4% maximum sur l’ensemble des études. Ainsi cinq distributions suffisent
pour une modélisation et une quantification de la tortuosité correcte.

D’après cette analyse, les VER du chapitre suivant doivent avoir une longueur mini-
male équivalente à la taille de 9 gros granulats dans la direction présupposée de propaga-
tion de la fissure. De plus, d’une manière analogue aux études proposées dans cette partie,
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cinq tirages aléatoires semblent suffisants pour obtenir un comportement moyen.

6 Conclusion
Ce chapitre a été consacré à la mise en œuvre de la méthode d’eigenerosion, méthode

de suppression d’éléments reposant sur un critère énergétique pour la modélisation de
la propagation de fissure. Le socle théorique est succinctement présenté puis la mise en
œuvre numérique est décrite. Une contribution de la structure dans le calcul de l’énergie
est notamment mise en évidence. Cette contribution a permis de traiter plusieurs cas
complexes de fissuration. Les résultats sont en accord avec les résultats de la littérature.

L’objectif est l’étude d’un matériau cimentaire. Pour traiter ce type de matériau, la
méthode d’eignerosion a été étendue aux milieux hétérogènes. Cette extension repose sur
l’hypothèse de l’existence d’un critère de Griffith local dans le matériau. Les critères ont
été modifiés en prenant en compte ce caractère local. La démarche a été validée sur un
composé matrice-inclusion. Les phénomènes de pénétration/contournement des inclusions
ont été simulés avec succès.

Une étude paramétrique de la distribution et de l’étalement et la fraction volumique
des granulats a montré l’évolution de la tortuosité en fonction des paramètres. Un VER de
taille adaptée, permettant d’accorder une certaine confiance aux résultats, a été proposé
et sera utilisé dans la suite de l’étude.

La méthode d’eigenerosion comporte de nombreux avantages comme un coût de calcul
réduit et une implémentation Éléments Finis aisée. Cependant certains paramètres sont
à définir (taille de la ε-boule par exemple) et la méthode ne permet pas de prendre en
compte une physique locale fine.

À titre démonstratif, la méthode a été utilisée pour la propagation de fissures dans un
VER 3D (voir Figure 3.22).
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(a) Configuration initiale.

(b) Faciès final.

Figure 3.22 – Fissuration dans un VER 3D de 0.1m× 0.08m× 0.05m. Découpage du
domaine sur 96 processeurs (représentés en transparence).
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Chapitre 4

Étude thermo-mécanique d’un VER de
béton pré-dégradé

Ce chapitre présente la caractérisation de l’influence de pré-dégradations d’origines
physiques ou chimiques sur la fissuration d’un matériau cimentaire sous sollicitations
thermiques. Le matériau de l’étude est un milieu représentant un béton constituant les
enceintes de confinement des centrales nucléaires françaises.

La première section décrit la mise en place de l’étude paramétrique. Une attention
particulière est portée d’une part sur la génération d’une microstructure numérique équi-
valente et d’autre part sur le tirage des pré-dégradations représentant les conséquences
d’une réaction de type alcali-granulat. La seconde section traite de l’influence des pré-
dégradations sur la propagation de fissures sous sollicitations thermiques.

1 Génération d’un Volume Élémentaire Représentatif
de béton pré-dégradé

Cette partie est consacrée à la détermination d’un Volume Élémentaire Représentatif
de béton pré-dégradé. Le volume doit d’une part être représentatif de la microstructure
d’un béton de centrales nucléaires et d’autre part prendre en compte les dégradations
obtenues à la suite d’une réaction de type alcali-granulat.

Sur la Figure 4.1, un exemple de béton est présenté [31]. Ce béton est similaire au
béton constituant l’enceinte de confinement interne de la centrale de Civaux.

Dans cette étude, l’évolution de la dégradation n’est pas traitée et ses conséquences
font parties des conditions initiales. Les dégradations sont ainsi prises en compte à l’aide
de tirages aléatoires de défauts dans le matériau.

1.1 Microstructure équivalente d’un béton constituant l’enceinte
de confinement de centrale nucléaire

Dans un premier temps, cette partie présente les caractéristiques morphologiques d’un
béton ainsi que les propriétés thermo-mécaniques utilisées. La Table 4.1 présente les
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(a) Béton issu du projet Biloba (b) Binarisation de l’image de droite

Figure 4.1 – Exemple de béton de centrale nucléaire [31].

fractions volumiques de granulats et de mortier (d’après [49, 67]).

Centrale Chooz Civaux B11 Civaux BHP Flamanville Paluel Penly moyenne
Mortier 58.2% 60.4% 58.7% 61.1% 60.4% 62.3% ' 60%

Granulats 41.8% 39.6% 41.3% 38.9% 39.6% 37.7% ' 40%

Table 4.1 – Fraction volumique des granulats et de la matrice pour les bétons utilisés
dans six installations nucléaires [49, 67].

Dans la suite, 40% de granulats et 60% de mortier sont considérées.

Pour la granulométrie des agrégats, une analyse morphologique est effectuée sur la
Figure 4.1(a).

Dans un premier temps, la Figure 4.1(b) montre une binarisation de l’image avec en
noir, les granulats et en blanc, le mortier. Soit l’indice de circularité τCirc = 4πaire

perimetre2 ,

permettant de quantifier la circularité des granulats (1 pour des granulats circulaires et 0
pour des granulats très allongés). La Figure 4.2(a) présente l’histogramme de cet indice
de circularité.

Une grande partie des granulats de la Figure 4.2(a) présentent une circularité proche
de 1 et la circularité moyenne est une ellipse avec un aspect ratio (rapport du grand axe
sur le petit axe) proche de 0.9. Ainsi, dans cette étude, des granulats sphériques sont consi-
dérés. Notons que cette hypothèse est également retenue dans les travaux de [119, 134, 20].
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(a) Circularité associé au béton de Civaux. (b) Représentation de la
circularité moyenne

Figure 4.2 – Étude sur la circularité du béton de la Figure 4.1(a).

Dans un second temps, la granulométrie du mélange est étudiée. La Figure 4.3 pré-
sente l’histogramme de la distribution cumulée en fonction du diamètre réduit. Le diamètre
réduit d (x) vaut 1 pour le diamètre maximum et 0 pour le diamètre minimum. x est le dia-

mètre courant entre dmin et dmax : d (x) =
x− dmin

dmax − dmin
. Dans l’échantillon de béton de la

Figure 4.1(b), le rayon équivalent moyen est de 2mm et le rayon maximum est de 7.5mm.
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Figure 4.3 – Courbe granulométrique du béton.

Cet histogramme peut être approché par une courbe représentant la génération de
la granulométrie (voir Voivret [131]). L’équation (4.1) permet de calculer la fraction vo-
lumique cumulée d’inclusions en fonction de la plage de taille des diamètres entrant en
jeu :
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γ (d (x) , a, b) =
Γ (a+ b)

Γ (a) Γ (b)

∫ d(x)

0

td(x)−1 (1− t)b−1 dt (4.1)

où la fonction Γ (x) est définie par : Γ (x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt et les coefficients a > 0 et

b > 0 sont deux paramètres décrivant la distribution.
Dans le cas du béton étudié ici, l’histogramme de distribution peut être approximé

par a = 1 et b = 6 (voir Figure 4.3).

D’après les travaux de thèses de Menou [73] et Nguyen [88], les diamètres les plus
élevés des granulats utilisés dans la fabrication du béton des enceintes de confinement est
de l’ordre de 25mm. On suppose que l’estimation de la Figure 4.3 permet de modéliser
le béton avec cette étendue granulométrique. La Table 4.2 présente les 3 classes de
granulats choisies et les fractions volumiques associées : Rmin = 5mm, Rmoy = 7.5mm et
Rmax = 10mm.

taille rayon (en mm) fraction
gros 10 5%

moyen 7.5 25%
petit 5. 70%

Table 4.2 – Classes retenues et fractions volumiques associées.

Afin d’obtenir une statistique du comportement du béton, les agrégats sont tirés aléa-
toirement suivant les paramètres de la Table 4.2. Dans cette étude, 5 distributions sont
considérées.

1.2 Propriétés thermo-mécaniques des constituants du béton

Les propriétés mécaniques sont issues des travaux de Granger [49], Le [67], Nguyen
[88] et Menou [73]. Pour les propriétés thermiques des constituants du béton, Marshall
[72] a proposé des propriétés pour la pâte cimentaire et différents types de granulats et
Qomi et al. [104] ont proposé une étude sur les constituants de la pâte cimentaire.

Une synthèse de la plage de valeurs ainsi que les valeurs choisies sont présentées dans
la Table 4.3 pour la pâte cimentaire et la Table 4.4 pour les granulats.

1.3 Dégradations représentatives des conséquences d’une réac-
tion alcali-granulat

Dans le cadre de l’étude que l’on propose, les effets associés au vieillissement du bé-
ton sont considérés comme une donnée initiale du problème. Dans l’annexe A, de nom-
breuses dégradations du béton sont présentées. D’une manière générale, l’interface entre
les granulats et la matrice est un emplacement privilégié pour le développement de pré-
dégradations. À titre d’exemple, dans le cas de la réaction alcali-silice, un gel se forme
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propriété plage valeur choisie
module d’Young (GPa) E ∈ [14.2− 18] 15
coefficient de Poisson ν ∈ [0.2− 0.28] 0.2

coefficient de dilatation (K−1) α ∈ [5.10−6 − 1.10−4] 2.10−5

masse volumique (kg.m−3) ρ ∈ [22.102 − 3.103] 29.102

conductivité thermique W.m−1.K−1) λ ∈ [0.7− 3.5] 1
chaleur spécifique (J.kg−1.K−1) Cp ∈ [690− 933] 730

Table 4.3 – Propriétés thermo-mécaniques de la pâte cimentaire.

propriété plage valeur choisie
module d’Young (GPa) E ∈ [30− 72] 60
coefficient de Poisson ν ∈ [0.2− 0.28] 0.2

coefficient de dilatation (K−1) α ∈ [3.10−6 − 8.10−6] 4.10−6

masse volumique (kg.m−3) ρ ∈ [25.102 − 27.102] 26.102

conductivité thermique (W.m−1.K−1) λ ∈ [1.2− 4.5] 3.2
chaleur spécifique (J.kg−1.K−1) Cp ∈ [730− 880] 840

Table 4.4 – Propriétés thermo-mécaniques des granulats.

autour des granulats et vient générer des contraintes à l’origine de la propagation de
fissures (voir Figure 4.4).

Figure 4.4 – Dégradation par réaction alcali-granulat. Présence de fissures (en blanc)
sur le bord du granulat.

Dans cette étude, ces phénomènes sont représentés à l’aide de pré-dégradations initia-
lement réparties dans les VERs.

Les pré-dégradations sont modélisées à l’aide de zones cohésives possédant des pro-
priétés faibles devant celles de la matrice et des inclusions. Ces zones seront donc le lieu
privilégié d’initiation de fissures dans l’échantillon. Le taux de pré-dégradation est défini
comme le pourcentage d’interface ayant cette propriété.
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Pour chaque taux de pré-dégradation, on suppose que toutes les classes de granulats
sont impactées. L’orientation ainsi que la longueur de chaque pré-dégradation sont tirées
aléatoirement pour chaque granulat jusqu’à l’obtention de la surface totale souhaitée.

Pour chacune des 5 distributions de granulats, 5 taux de pré-dégradations sont consi-
dérées : τpred ∈ [0%, 5%,10%, 15%, 20%]. Soit un ensemble de 25 VERs distincts.
Pour l’évaluation de la vitesse de propagation de multi-fissures (voir la partie 2.2), 5 cal-
culs complémentaires sont menées (un par distribution) avec un taux de pré-dégradation
de τpred = 100%.

1.4 Échantillon numérique pré-dégradé

Les VERs sont rectangulaires de taille 300mmx150mm (voir Figure 4.5). La taille
respecte le critère de représentativité décrit dans le chapitre 3 (taille supérieure à 9 fois la
taille du plus gros granulat, ici 20mm). La méthode "take-and-place" [78] est employée ici
pour le dépôt des inclusions. Les granulats sont introduits aléatoirement dans le mortier
sans recouvrement entre eux et avec le bord du domaine et suivant les paramètres de la
section 1.1. Le maillage, de type Delaunay, est effectué a posteriori. Cette méthode permet
d’obtenir une meilleure représentativité du béton (voir [14, 133]). Des défauts, représen-
tant les conséquences des dégradations du béton, sont introduits dans la microstructure
(à l’interface des éléments rouges et bleu de la Figure 4.5).

Une température de 150◦C est imposée sur la frontière gauche, les autres frontières
sont considérées adiabatiques et la température initiale est Tini = 0◦. Des conditions de
bords libres mécaniques sont imposées sur toutes les frontières.

Afin d’éviter un écaillage précoce du bord d’application des sollicitations thermiques,
une zone d’exclusion de fissuration est introduite (en jaune sur la Figure 4.5). Cette zone
possède des propriétés cohésives élevées.

L’utilisation de modèles de zones cohésives entraînent l’introduction de comporte-
ments surfaciques entre les mailles. Les paramètres volumiques sont définis pour la matrice
(mortier) et les inclusions (granulats) dans la section 1.2. Les paramètres surfaciques sont
définis pour les interfaces matrice-matrice, matrice-inclusion, inclusion-inclusion, matrice-
dégradation et inclusion-dégradation. La calibration des paramètres mécaniques des zones
cohésives est proposée dans la section 3.2 du chapitre 2. Les Tables 4.5 et 4.6 présentent
les propriétés surfaciques thermo-mécaniques utilisées.

Le pas de temps est de ∆t = 1.10−7s et le temps final est tfin = 10−3s. La taille de
maille est de lc = 1.5mm pour environ 50000 éléments.
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Timp

Tini

l

L

Figure 4.5 – Conditions aux limites, géométrie et phases utilisées pour l’étude para-
métrique.

interface R̂ (en Pa) CN (en Pa.m−1) CT (en Pa.m−1) w (en J.m−2)
zone d’exclusion 46.1019 38.1013 29.1013 2.1010

matrice-matrice 46.106 38.1013 29.1013 20
inclusion-inclusion 14.107 15.1014 12.1014 60
matrice-dégradation 46.106 38.1013 29.1013 20
inclusion-dégradation 14.107 15.1014 12.1014 60

dégradation-dégradation 46.10−9 38.1013 29.1013 2.10−11

Table 4.5 – Propriétés surfaciques mécaniques
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interface λ1-λ2 (en W.m−1.K−1) λ3 (en W.m−1.K−1)
zone d’exclusion 1.107-1.107 25.102

matrice-matrice 1.107-1.107 25.102

matrice-inclusion 1.107-32.106 25.102

inclusion-inclusion 32.106-32.106 25.102

matrice-dégradation 1.107-1.107 25.102

inclusion-dégradation 32.106-32.106 25.102

dégradation-dégradation 1.107-32.106 25.102

Table 4.6 – Propriétés surfaciques thermiques
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2 Résultats
Dans cette étude, 25 calculs sont effectués (5 distributions aléatoires de granulats

et 5 taux de pré-dégradations par distribution). 5 calculs supplémentaires pour chaque
distributions sont menés avec un taux de pré-dégradation de 100%. Ces calculs ne sont
exploités que pour l’étude de la vitesse de propagation de multi-fissures (voir la partie 2.2
de ce chapitre). D’un point de vue numérique, chaque calcul est effectué à l’aide d’une
architecture parallèle (MPI) sur la Plateforme de calcul scientifique haute performance
HPC@LR i.

Le temps de calcul total est d’environ 20000 heures CPU.

2.1 Faciès de rupture

Les Figures 4.6 et 4.7 présentent les faciès de fissuration superposés au champ ther-
mique pour deux distributions avec respectivement 5% et 20% de dégradations. La multi-
fissuration est représentée à l’aide de la variable d’endommagement β de la zone cohésive
(en noir, β < 0.2, voir chapitre 2). Des isothermes à intervalle de 10◦C sont tracées sur
les faciès du champ de température final.

Les Figures 4.6(a) et 4.6(b) présentent le champ de température et l’endommagement
pour une pré-dégradation de 5% à l’instant initial et final.

Les interfaces pré-dégradées sont des lieux privilégiés pour l’initiation et la propagation
de fissure. Deux phénomènes sont mis en évidences : une fissuration de type écaillante
(partie supérieure gauche) entraînant la formation d’une barrière thermique (conducti-
vité d’interface réduite) et une fissuration pénétrante (perpendiculaire au chargement
thermique) dans le volume.

Les Figures 4.7(a) et 4.7(b) présentent les champs de température et l’endomma-
gement initial et final avec une pré-dégradation de 20%. La fissuration est essentielle-
ment écaillante sur le bord d’application des sollicitations thermiques. Le taux de pré-
dégradations étant relativement élevé (20%), une barrière thermique est formée sur toute
la surface empêchant l’initiation de nouvelles fissures en profondeur.

i. HPC@LR est un méso-centre de calcul financé par la Région Occitanie / Pyrénées-Méditerranée,
la Métropole Montpellier Méditerranée et l’Université de Montpellier

109 sur 218



2. RÉSULTATS

(a) Champ de température
initial

(b) Champ de température à la
fin du calcul

Figure 4.6 – Champs de température initial et final pour la distribution 3 avec une
pré-dégradation de 5%.
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(a) Champ de température
initial

(b) Champ de température à la
fin du calcul

Figure 4.7 – Champs de température initial et final pour la distribution 1 avec une
pré-degradation de 20%.
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Dans la suite, l’ensemble des faciès de fissuration obtenus lors de la campagne de calcul
est présenté.

Pour un état initial sain (τpred = 0%), la fissure s’initie dans les zones où plusieurs
granulats sont proches.

Pour les simulations avec des taux de pré-dégradations faibles (5%− 10%), les fissures
pénétrantes sont plus prononcées. Comme présenté précédemment, une barrière thermique
se crée par la coalescence des fissures initiées par les pré-dégradations.
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• Résultats pour la distribution 1

τpred = 0% τpred = 5% τpred = 10%

τpred = 15% τpred = 20%
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• Résultats pour la distribution 2

τpred = 0% τpred = 5% τpred = 10%

τpred = 15% τpred = 20%
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• Résultats pour la distribution 3

τpred = 0% τpred = 5% τpred = 10%

τpred = 15% τpred = 20%
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• Résultats pour la distribution 4

τpred = 0% τpred = 5% τpred = 10%

τpred = 15% τpred = 20%
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• Résultats pour la distribution 5

τpred = 0% τpred = 5% τpred = 10%

τpred = 15% τpred = 20%
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2.2 Analyse de la propagation de fissures

La Figure 4.8(a) présente l’évolution de la longueur cumulée de fissure projetée sur
les axes x et y. Ce tracé est effectué pour chacun des taux de pré-dégradation envisagé.
Les longueurs projetées sur y représentent la longueur de fissures verticales. Les longueurs
projetées sur x représentent la longueur de fissures horizontales.
La Figure 4.8(b) présente l’évolution de la vitesse de multi-fissuration normée par la
vitesse du cas sain. Cette vitesse est présentée en fonction du taux de pré-dégradation.

(a) Longueur cumulée de fissures projetée sur
les axes x et y en fonction du temps.

(b) Vitesse de multifissuration normée par la
vitesse du cas sain en fonction du taux de

pré-dégradation.

Figure 4.8 – Évolutions de la longueur cumulée de fissures en fonction du temps et de
la vitesse de multi-fissuration en fonction du taux de pré-dégradation.

La Figure 4.8(a) montre une propagation équivalente selon x et y. La longueur de
fissure est d’autant plus grande et évolue d’autant plus vite que le taux de pré-dégradation
est élevé. La longueur de fissure totale est composée à parts à peu près égale de fissures
pénétrantes et de fissures écaillantes.
La Figure 4.8(b) montre une dépendance de la vitesse de multi-fissuration avec la pré-
dégradation initiale. Plus le VER est pré-dégradé plus la vitesse est importante. Cette
relation entre le taux de pré-dégradation et la vitesse normée est être approximée par :

Vnorm = (A+ 1)

(
1− kexp

(
τpred
τC

))
(4.2)

avec A = 12, k = 0.92 et τC = 0.25. La vitesse normée de multi-fissuration évolue
fortement dans la plage de pré-dégradation τpred ∈ [0− 0.25].

Une analyse complémentaire est par la suite proposée. Celle-ci porte sur l’impact de la
pré-dégradation sur la pénétration des fissures dans les VERs. Cette étude porte sur les
simulations ayant atteint une température de 120◦C à une distance 2Rmoy par rapport au
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bord d’application de la température. La Figure 4.9(a) présente le faciès de fissuration
pour la distribution 2 et une pré-dégradation de 5%. Sur la Figure 4.9(b), l’extraction
de la fissure pénétrante (en blanc) la plus importante et la distance prise en compte pour
la mesure de la température (diamètre du granulat en bleu) sont présentées.

(a) Faciès de fissuration. (b) Extraction de la
fissure pénétrante la plus

importante.

Figure 4.9 – Mise en place de l’étude sur les fissures pénétrantes.

La Figure 4.10 présente l’évolution de la longueur de la plus grande fissure pénétrante
normée par celle du cas sain en fonction de la pré-dégradation. Comme attendu, une pré-
dégradation importante conduit à un écaillage plus prononcé des VERs. La propagation
de fissures pénétrantes est donc favorisée par une pré-dégradation faible.
À ce stade, les conclusions préliminaires sont le suivantes :

— le chargement thermique engendre une multi-fissuration de l’éprouvette cimentaire,
— les fissures se propagent de manière isotrope,
— une pré-dégradation élevée entraîne une vitesse de propagation de multi-fissures

plus importante,
— une pré-dégradation faible favorise la pénétration horizontale des fissures.
Par la suite, on s’intéresse à l’évolution de la fissuration dans la partie gauche de

l’éprouvette.

2.3 Analyse du taux de fissures

Le volume élémentaire est décomposé en plusieurs sous domaines (voir Figure 4.11).
Un domaine, appelé “avant”, est décomposé en deux tranches, chacune d’une largeur de
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Figure 4.10 – Caractérisation des fissures pénétrantes en fonction de la pré-dégradation
des VERs.

l/10. Le domaine arrière, soumis plus tardivement aux sollicitations thermiques, est le
complémentaire du domaine “avant”.

Domaine
arrière

Tranche 1

Tranche 2

x

y

Figure 4.11 – Définition des domaines d’études pour le post-traitement.

Soit un taux de fissures définit, pour l’axe X, X ∈ {x,y} , par :
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τavantfiss =

∑
longueur projetée sur X “avant”∑

longueur projetée sur X “avant” +
∑

longueur projetée sur X “arrière”
(4.3)

La Figure 4.12 présente l’évolution du taux de fissuration “avant” avec le temps.

(a) Projection des longueurs sur l’axe x. (b) Projection des longueurs sur l’axe y.

Figure 4.12 – Taux de fissuration dans le domaine “avant” avec une projection selon x
et y.

Comme attendu, les fissures se développent préférentiellement dans le domaine “avant”
(τavantfiss ∈ [0.5− 1]), domaine soumis aux sollicitations thermiques. Le taux de fissures pro-
jeté sur l’axe y dans la partie avant est plus important que le taux de fissures projeté sur
l’axe x. La propagation dans le domaine “arrière” est conditionnée par une diffusion suffi-
sante et donc une prépondérance de fissures pénétrantes. De plus la vitesse de propagation
de fissures est accentuée par la présence d’une pré-dégradation initiale importante.

2.4 Effet de la fissuration sur la diffusion thermique

L’évolution de la diffusion thermique dans le milieu fissuré est analysée. L’étude
concerne les deux tranches du domaine “avant” (voir Figure 4.11) de l’éprouvette. La
valeur moyenne du gradient thermique horizontal, suivant l’axe x, dans chaque tranche
en fonction du nombre de zones cohésives rompues et donc de la longueur de fissure est
tracée. Les valeurs de référence sont obtenues pour des volumes élémentaires représentatifs
sans pré-dégradation.

La Figure 4.13 présente les résultats obtenus pour la première tranche, contenant le
bord d’application des sollicitations thermiques. Dans cette tranche, le gradient moyen
est croissant correspondant à la mise en place de la diffusion thermique.
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Figure 4.13 – Première tanche : évolution du gradient thermique projeté sur l’axe x
en fonction du nombre de zones cohésives rompues pour la première tranche.

La diffusion est retardée par le développement des fissures. Dans le cas d’une multi-
fissuration importante, le gradient (en valeur absolue) diminue entraînant une diffusion
de plus en plus faible de la chaleur. Ce phénomène contribue à la formation de barrières
thermiques retardant fortement la diffusion de la chaleur dans les autres parties du VER.

La Figure 4.14 met en évidence une diminution du gradient moyen dans la seconde
tranche. Les zones cohésives rompues dans la première tranche jouent le rôle de pré-
dégradations initiales pour cette tranche.

L’évolution du gradient thermique sans pré-dégradation indique une augmentation (en
valeur absolue) avec la diffusion de la chaleur dans la tranche. Pour les éprouvettes présen-
tant une pré-dégradation, le gradient suit la même tendance. Cependant la propagation
des fissures entrainent une réduction de la diffusion de la chaleur.

Le changement de l’évolution du gradient avec la pré-dégradation de la Figure 4.14 est
dû à la propagation de multi-fissures ne permettant pas un transport de chaleur optimal.
À titre d’exemple, la valeur moyenne finale pour le cas sain est 1.75 fois supérieure au
gradient moyen final avec un cas pré-endommagé à hauteur de 20%.
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Figure 4.14 – Seconde tranche : évolution du gradient thermique projeté sur l’axe x
en fonction du nombre de zone cohésive pour la seconde tranche.

3 Conclusion

Le but de ce chapitre était de mettre en œuvre sur une application de type industrielle
la méthode numérique développée. L’application concerne l’influence des pré-dégradations
d’origines physiques ou chimiques sur la propagation de fissures dans un béton sous sol-
licitations thermiques.

Une microstructure numérique équivalente à celle d’un béton de centrale a été décrite
à l’aide d’outils morphologiques.

Dans cette étude, on s’intéresse à l’influence des dégradations et non à leurs évolu-
tions. Ainsi, les phénomènes de vieillissement ont été pris en compte à l’aide de tirages de
pré-dégradations dans le volume élémentaire représentatif. À l’aide de cette modélisation,
une étude statistique sur la répartition et le taux de dégradations a été effectuée.

Une première analyse des résultats a permis de confirmer une propagation préférentielle
des fissures proches de la zone d’application des sollicitations. Ce phénomène est commun
à tous les taux de pré-dégradations étudiés. Les fissures se développent préférentiellement
dans les zones où les granulats présentant des pré-dégradations sont proches.
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Une analyse a mis en évidence la création de barrières thermiques locales. Lors de la
propagation de la fissure, la conduction entre les lèvres est très faible, limitant la diffusion
de la chaleur. En partie 3 de l’annexe B, une étude des phénomènes thermo-mécaniques
locaux est proposée pour un volume élémentaire représentatif pré-dégradé à 20% de la
surface totale des interfaces matrice-inclusion.

Dans le cas d’un chargement purement thermique nous pouvons retenir les éléments
suivants :

— une pré-dégradation importante induit une importante multi-fissuration sur les
bords où la température imposée est élevée, et donc favorise l’écaillage,

— une pré-dégradation faible favorise les fissures pénétrantes.
Du point de vue de la sûreté nucléaire, ce résultat est paradoxal : plus le milieu est vieilli
(et donc pré-endommagé), plus l’écaillage en peau interne devrait être prédominant ; moins
les fissures devraient être traversantes. Et par extension, en forçant le trait : plus le béton
est vieilli, moins sa perméabilité par fissure pénétrante est importante. Bien évidemment,
cette conclusion doit être prise avec mesure. Elle ne vaut que dans le cas d’un chargement
purement thermique et l’analyse doit être étendue aux chargements thermomécaniques.
Pour être représentatifs, ces derniers se doivent de s’appuyer sur un calcul de structure,
lui-même ne devenant significatif que sur la base d’une modélisation de microstructure
incluant un comportement fiable du béton en endommagement-rupture et une prise en
compte des effets complexes des armatures acier dans le béton.
Pour faire office de conclusions prédictives, nos analyses doivent être complétées (et cou-
plées) par des calculs de structure avec prise en compte des effets micro (les granulats) et
méso (les armatures acier) structuraux.

Plusieurs axes peuvent compléter cette étude.
Les phénomènes physiques concernant le transport de chaleur dans la fissure peuvent

être enrichis. En effet, l’ouverture de la fissure est supposée faible, validant le choix d’une
diffusion dans un éventuel fluide piégé dans la fissure. Cependant dans le cas d’une ou-
verture plus importante, cette hypothèse n’est plus valide et un transport par convection
est à envisager.

D’une point de vue numérique, les pas de temps mécanique et thermique sont choi-
sis identiques. Cependant, la cinétique des phénomènes de diffusion étant très faible, la
conductivité thermique a été adaptée. L’utilisation d’un schéma d’intégration temporelle
avec deux pas de temps distincts peut être envisagée.

Enfin, les réactions alcali-granulats sont complexes. Le transport d’espèce, jouant un
rôle majeur dans ces dégradations, au cours de la fissuration peut être pris en compte.
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Conclusion

Ce travail s’inscrit dans le cadre des recherches sur la durée de vie des éléments sensibles
d’une centrale nucléaire. Le béton constitutif de l’enceinte de confinement des centrales
de 1300MWe et 1450MWe a en particulier été étudié. Comme de nombreux matériaux,
le béton est un milieu susceptible de voir ses propriétés mécaniques évoluer au cours du
temps. L’objectif de la thèse a été de proposer une méthode permettant de modéliser la
fissuration de ce matériau avec la prise en compte de phénomènes mécaniques et diffu-
sifs. Le choix a été fait de s’intéresser à la diffusion de la thermique. Les phénomènes de
vieillissement ont été modélisés comme une donnée initiale du problème par la génération
d’interfaces pré-dégradées entre pâte cimentaire et granulats.

La première partie de ce mémoire a présenté la formulation du problème thermo-
mécanique en présence d’une discontinuité. Un couplage faible a été envisagé avec une
résolution séparée du problème de mécanique et de thermique. Pour modéliser l’initiation
et la propagation de fissures, des modèles de zones cohésives ont été introduits. Au cours de
cette thèse une attention particulière a été portée sur la description des modèles cohésifs
thermiques existants. Les paramètres de ces interfaces et la physique prise en compte
dépendent fortement du problème que l’on cherche à modéliser. Le modèle mécanique
cohésif que l’on a considéré permet une description complète de l’évolution de la fissure :
de l’initiation jusqu’à un potentiel contact frottant post-rupture. L’interface thermique
mise en place modélise un transport par conduction entre les deux lèvres de la fissure.
La conductivité a été formulée comme dépendante de la variable d’endommagement de
l’interface.

Dans une seconde partie, l’implémentation de la résolution du problème thermo-
mécanique a été abordée. Des zones cohésives ont été introduites entre chaque éléments
d’un maillage Éléments Finis. La résolution mécanique a reposé sur une méthode non
régulière. Le traitement de la thermique repose sur la connaissance du champ de variable
interne. Lorsqu’un endommagement est présent, les termes associés à la propagation de la
fissure ont été ajoutés dans le système linéaire final à résoudre. Les paramètres constituant
le modèle de zones cohésives ont ensuite été étudiés et le couplage thermo-mécanique a été
validé. L’étude d’un matériau hétérogène sous chargement thermique a permis de dégager
la physique associée à la propagation de fissures.

Le coût de calcul associé aux modèles de zones cohésives étant élevé, une estimation
de la taille d’un VER a été proposée dans la troisième partie. Une méthode eigenerosion
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a été utilisée. Après une validation de la méthode avec des chargements complexes (mode
mixte et dynamique), la méthode a été étendue aux matériaux hétérogènes. Une étude
morphologique sur un VER de milieu cimentaire a été menée et a permis alors de le
dimensionner en fonction de la taille des plus grosses inclusions.

L’application à la fissuration thermo-mécanique sur ces VER de béton a été propo-
sée dans la dernière partie. Une distribution granulométrique représentative d’un béton
de centrale a été utilisée. Une étude paramétrique a été proposée sur le taux de pré-
dégradation initial entre la pâte cimentaire et les granulats. L’étude a porté sur cinq
distributions spatiales de granulats et sur cinq taux de pré-dégradation différents. Les ré-
sultats ont été présentés sur le développement de multi-fissures en partie avant de l’éprou-
vette. Une diminution de la diffusion thermique associée à la propagation de fissure a été
mise en avant. Ce phénomène est d’autant plus prononcé que le taux de dégradation initial
est élevé.

Une conclusion sur la tenue mécanique des enceintes en fonction du vieillissement ne
peut pas être présentée dans ce mémoire. Les résultats que l’on propose ici doivent être
complétés et enrichis pour quantifier les phénomènes multi-physiques propres au dévelop-
pement et à la propagation de fissures dans un milieu pré-dégradé.

Perspectives

Plusieurs axes seraient à suivre pour compléter cette étude.
Le couplage faible entre résolution thermique et mécanique que l’on a proposé est

suffisant pour décrire en première approximation la diffusion de la chaleur. Cependant,
la prise en compte de l’évolution des propriétés locales des matériaux avec la thermique
serait un complément important pour appréhender plus finement la dégradation du milieu.
Par exemple, tenir compte de la dépendance du module d’Young à la température dans la
pâte de ciment permettrait de décrire une physique plus fine. Un couplage monolithique
avec une résolution simultanée de la thermique et de la mécanique serait à envisager.

Dans un deuxième temps, le modèle d’interface mis en place dans cette étude suppose
de faibles variations spatiales du maillage. Une relation entre les interfaces est définie une
seule fois au début du calcul. Une mise à jour des données concernant le contact au cours
du calcul serait un atout pour modéliser la propagation de la fissure tout au long du
chargement thermique.

Dans le cas d’une modélisation avec de grandes déformations, le modèle d’interface
thermique serait changé. Dans le cadre de la thèse, on suppose une ouverture de fissure
assez faible où siègent uniquement des phénomènes de conduction thermique. Cependant
d’autres moyens de transport existent et dans le cas d’une fissure très développée, des
phénomènes de convections entre les lèvres devraient également être pris en compte.

Un autre axe de développement porte sur l’extension de la méthode d’eigenerosion à
la diffusion thermique. Le travail à fournir pour cette extension porte dans un premier
temps sur le critère d’initiation de la fissure. Comme nous avons pu le constater au cours de
cette étude, une multi-fissuration de l’éprouvette cimentaire est constatée. Un second point
d’évolution porte sur le traitement spécifique de deux fissures se rejoignant. Phénomène
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fréquent lors de la modélisation thermo-mécanique.
La méthode que l’on a proposé ici est générique, une extension à la diffusion d’espèce

peut être proposée. D’une manière analogue à la thermique, la diffusion dans l’interface
cohésive serait à définir en fonction de la variable d’endommagement. Il s’agirait cependant
d’une méthode présentant des difficultés similaires à celles rencontrées dans cette étude.
Avec une représentation couplant les phénomènes thermiques, chimiques et mécaniques,
l’évolution d’un milieu cimentaire aux cours du temps serait mieux compris.
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Annexe A

Compléments sur les mécanismes de
dégradations du béton

1 Mécanismes de dégradation des matériaux cimentaires

Durant sa vie en réacteur, le béton constituant les enceintes de confinement évolue
sous l’effet de dégradations physiques et chimiques. Ces dégradations peuvent entraîner
une modification de la perméabilité du béton. Les désordres sont associés à l’initiation, la
propagation de fissures ou encore à un endommagement du milieu.

Dans cette section, quelques pathologies dues à des agressions mécaniques (gel, ther-
mique) et chimiques (transport d’espèces) sont présentées.

1.1 Les cycles de gel-dégel

Lors du processus de fabrication du béton, l’eau de gâchage peut rester présente dans le
milieu poreux. Lorsque l’eau résiduelle occupe complètement le volume des vides (pores ou
réseaux capillaires), deux phénomènes de dégradation par gel/dégel peuvent être observés :
la fissuration interne et l’écaillage en surface (voir [32] et [34]).

Lors de la solidification de l’eau, le volume occupé par cette phase augmente (environ
de 9%). De nouvelles contraintes apparaissent dans le matériau (voir Figure A.1) et
provoquent un développement de la fissuration de la structure.

Le nombre de cycles ainsi que leur sévérité (température, taux de gel, saturation)
influencent la fissuration interne du béton. Pour les granulats, la taille, la porosité et la
perméabilité jouent un rôle prépondérant sur la gélivité. Les grains de sable sont moins
impactés par le gel que les plus gros granulats.

1.2 Agressions thermiques

Les dégradations du béton causées par les chargements thermiques sont très impor-
tantes. Le comportement du béton à haute température dépend de nombreux paramètres
dont la température, l’humidité, le temps et les cycles de chargements. La composition
physico-chimique du béton entre en jeu (porosité et taille des pores).
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État initial :
saturé en
eau liquide

État final :
expansion du
volume d’eau

Solidification de l’eau

Figure A.1 – Représentation de l’influence des cycles de gel/dégel. La partie hachurée
représente l’expansion volumique de l’eau.

La Figure A.2 présente le réseau de fissures développé dans une dalle de béton suite à
un incendie.

Figure A.2 – Développement d’un réseau de fissure dans une dalle en béton suite à un
feu [124].

De nombreux processus physico-chimique interviennent dans le béton lors d’une ex-
position à un flux de chaleur. L’évaporation, la déshydratation et des réactions chimiques
sont à l’origine de la décomposition de la pâte cimentaire.
Une description des réactions chimiques en jeu est :
• la décomposition du CSH du ciment :

3.4CaO · 2SiO2 · 3H2O =⇒ 3.4CaO · 2SiO2 · 3H2O

• la décomposition du CH :

Ca(OH)2 =⇒ CaO +H2O

La résistance mécanique du béton est donnée pour quatre domaines de température
([36] et [16]) :

— T < 90°C, une perte de plus de 50% de la résistance à la traction est constatée et
il n’y a pas d’effet sur la résistance en compression,
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— T < 400°C, la résistance en compression est impactée avec une perte de 15% pour
les bétons ordinaires,

— T < 600°C, le béton n’a plus de tenue mécanique à la compression,
— T > 800°C, le béton se désagrège.

Lors de cycles thermiques à faible température (65°C), les résistances à la traction/compression,
les liens et le module élastique sont impactés [8].

1.3 La lixiviation

La lixiviation est un phénomène associé aux ouvrages soumis à de grandes quantités
d’eau (barrage par exemple). Cette réaction se développe en deux temps :

— une attaque du béton (fortement basique) par l’eau,
— une migration des ions majoritaires (matrice cimentaire -Ca2+) de la solution in-

terstitielle vers l’extérieur due à un gradient de concentration. La Figure A.3
représente une carotte de béton suite à un essai accéléré de dégradation par lixi-
viation. La partie centrale en rose représente la partie intact de l’éprouvette.

Figure A.3 – Mise en évidence du phénomène de lixiviation (résultat expérimental de
[90]). La partie en rose représente la partie n’ayant pas encore réagi au bout de 36 jours.

Une dissolution et une précipitation des phases solides de la pâte cimentaire sont
provoquées par une modification de l’équilibre chimique initial. Lors de la lixiviation, la
réaction chimique principale est la dissolution de la portlandite selon la réaction suivante :

Ca(OH)2 ⇐⇒ Ca2+ + 2OH−

La porosité augmente (parfois jusqu’à 30%) rendant le béton plus vulnérable aux agents
agressifs extérieurs. L’ensemble du processus de lixiviation est représenté sur la Figure A.4.

La cinétique de la lixiviation est très faible et ce phénomène s’observe sur des ouvrages
longtemps exposé à l’eau (pont-barrage).
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Ca2+

Ca2+

Ca2+

Ca2+

Ca2+ Ca2+

Ca2+

Ca2+

Ca2+ Ca2+

Ca2+

Ca2+

État initial
Dissolution-
précipitation

Diffusion-
échange État dégradé

Figure A.4 – Principe de la lixiviation [89] : pour rehausser le pH, la portlandite se
dissout et les ions Ca2+ migrent vers les zones de concentration plus faibles.

1.4 La carbonatation

La carbonatation du béton impacte le niveau de pH du béton. Suite à la pénétration
du dioxyde de carbone (CO2), le niveau de pH du béton est modifié. Ce type de dégrada-
tion est rencontré dans les tunnels et les parkings souterrains (concentration importante
en CO2).
Le CO2 pénètre dans le béton par la porosité ouverte du béton. L’apport en dioxyde de
carbone peut se faire en solution aqueuse (par la pluie) ou par échange gazeux (atmo-
sphérique). Suite à un ensemble de réactions chimiques, le béton est dépassivé. Le pH
initial très basique (environ 13) diminue jusqu’à une valeur de 10. Le scenario chimique
du processus est proposé par Vu [132].

Le CO2 gazeux présent dans l’atmosphère se dissout dans l’eau pour former de l’acide
carbonique (H2CO3) :

CO2(g) +H2O(l)⇐⇒ H2CO3(l)

L’acide carbonique formée n’est pas stable dans l’eau (pH plus élevé). Cette espèce se
dissocie par deux réactions :

H2CO3(l) +OH−(l) ⇐⇒ HCO2−
3 (l) +H2O(l)

HCO2−
3 (l) +OH−(l) ⇐⇒ CO2−

3 (l) +H2O(l)

Les deux acides formés par ces réactions ont des domaines de prédominance disjoints à
20°C. L’espèce HCO2−

3 prédomine pour un pH compris entre 6.3 et 10.3 alors que l’ion
CO2−

3 prédomine pour un pH supérieur à 10.3. Suite à la consommation d’ions OH− pour
le passage en solution du CO2, le pH de la solution diminue. La portlandite se dissout :

Ca(OH)2 ⇐⇒ Ca2+ + 2OH−

Les ions calcium réagissent avec les ions carbonates (CO2−
3 ) pour former du carbonate de

calcium (CaCO3) :

Ca2+ + CO2−
3 ⇐⇒ CaCO3
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L’ensemble du processus de carbonatation est représenté sur la Figure A.5. On peut
synthétiser le mécanisme réactionnel de la carbonatation de Ca(OH)2 par :

Ca(OH)2 + CO2 ⇐⇒ CaCO3 +H2O

CO2(g)

H2CO3(l)

HCO−
3 (l) CO2−

3 (l) + Ca2+(l)

H3O
+(l)

H2O(l)

OH−(l)

CaCO3(s)
Ca(OH)2(s)Phase Solide

Phase Liquide

Phase gazeuse

Figure A.5 – Principe de la carbonatation [125] : le dioxyde de carbone gazeux se
dissout dans l’eau puis va venir attaquer la portlandite.

L’avancement du front de pénétration lors de la carbonatation dépend de plusieurs
paramètres : la porosité, le taux de saturation, la quantité de minéraux susceptibles de
réagir avec le CO2, la concentration en CO2, l’humidité relative et la condition d’exposi-
tion. La modélisation de la carbonatation a été proposée par de nombreux auteurs (Bary
et Sellier [4], Papadakis et al. [94], Thiery [125], Nguyen [90], Saetta et Vitaliani [108],
Burkan et Ghani [12], Hyvert et al.[61]). Les modèles prédictifs sont généralement basés
sur les lois macroscopiques de transports d’espèces (loi de Fick). Ils se différencient par :

— les espèces chimiques prises en compte dans les équations de conservation de la
masse (calcium, dioxyde de carbone, eau),

— le caractère constant ou variable des grandeurs thermodynamiques (température,
humidité relative, pression),

— les cinétiques chimiques considérées pour la consommation des hydrates,
— la finesse de prise en compte des paramètres liés aux matériaux (évolution de la

diffusivité et de la porosité, évolution du comportement hydrique).

1.5 La corrosion

Une des conséquences de la carbonatation précédemment présentée est la corrosion.
Un film protecteur est formé sur l’acier lorsque le pH est élevé. En dessous d’un pH de
10.5, le film est dépassivé et la corrosion peut se produire. La carbonatation du béton est
un processus favorable à l’apparition de la corrosion. Cependant les travaux de Chang et
al. [17], de Hamada [56] et de Yoon [137] soulignent le fait que l’attaque des armatures
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peut apparaître lorsque l’épaisseur d’enrobage non carbonaté devient inférieure à 8mm.
Sur la Figure A.6, une structure en béton ayant subit la corrosion est représentée.

Figure A.6 – Les armatures du béton armée apparaisent et le béton s’est écaillé.

La corrosion n’apparaît qu’en phase aqueuse et le processus chimique est modélisé par
une électrolyse (oxydoréduction).
• une dissolution du fer dans l’eau :

Fe −→ Fe2+ + 2e−

• la décomposition de l’eau à la cathode :
— en l’absence d’oxygène :

2H2O + 2e− −→ 2OH− + 2H+

2H+ + 2e− −→ H2

— en présence d’oxygène :

O2 +H2O + 4e− −→ 4OH−

• la migration des ions OH− vers l’anode :

Fe2+ + 2OH− −→ Fe(OH)2

L’ensemble de ces réactions chimiques sont représentées sur la Figure A.7.

Les réactions présentées précédemment prévalent dans la phase d’initiation de la cor-
rosion. L’hydroxyde ferreux Fe(OH)2 n’est généralement pas stable. La détermination
des produits formés dépendent de plusieurs facteurs parmi lesquels le pH de la solution
et les ions qu’elle contient, l’oxygénation de l’eau et la valence de l’atome de fer. Le sys-
tème Fe/H2O produit principalement de l’hydroxyde ferreux Fe(OH)2 et de la magnétite
Fe2O4. Dans un béton déjà carbonaté, un autre produit peut être présent : la sidérite
FeCO3. La corrosion entraîne une forte dégradation de l’état de surface du béton par un
écaillage et la mise à nue des armatures.
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Fe −→ Fe2+ + 2e− 1

2
O2 +H2O+ 2e− −→ 2OH−

Fe2+ + 2OH− −→ Fe(OH)2

2e−

2OH−

Anode Cathode

Produit de
la corrosion

BétonArmature
en acier

Figure A.7 – Principe de la corrosion : mise en place d’un processus électrochimique
proposé par Ahmad [1], Houst [59] et Gulikers [53].

1.6 La réaction Sulfatique interne (RSI)

La réaction sulfatique interne est une dégradation identifiée récemment. Il s’agit de la
formation de l’ettringite suite à des réactions chimiques avec le sulfate (présent notamment
dans les granulats). Trois types de réactions sont susceptibles d’intervenir :

— l’ettringite primaire est un produit de l’hydratation du mélange, il s’agit d’une
forme qui ne provoque pas de désordre,

— l’ettringite secondaire se forme par un apport extérieur de sulfate, une expansion
et un gonflement du béton sont remarqués (voir [62]),

— l’ettringite de formation différée : suite à un chargement thermique (au delà de
60◦C), la cinétique de la réaction est amplifiée et un gonflement endogène apparaît
dans un béton initialement sain ([123]).

Cette réaction peut entraîner l’apparition d’un réseau de fissure associé à un gonflement
du béton. L’impact de la température ([33]) dans la réaction sulfatique interne est impor-
tant et de nombreuse études sont menées pour en connaître plus précisément les causes
et les effets.

1.7 La réaction alcali-silice (RAS)

La réaction alcali-silice est la réaction la plus répandue dans les dégradations de type
réactions alcali-granulat. La solution alcaline (provenant du ciment de Portland ou d’autre
constituant du béton) réagit avec la silice mal cristallisée composant les granulats. La
Figure A.8 présente le déroulement de la RAS.

Sur la Figure A.9, le faciès d’une structure après une réaction alcali-silice et le déve-
loppement de la RAS à l’échelle des granulats sont présentés.

La réaction alcali-silice se déroule en deux étapes :
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Apparition
de fissures

Expansion
du gel

Diffusion
des espècesEtat Initial

Figure A.8 – Représentation du mécanisme de la RAS : après une période de diffusion des
ions alcalins, un gel hydrophile se forme et son expansion est à l’origine de l’apparition de

contraintes dans la matrice cimentaire. À l’état final des micro-fissures apparaissent.

Figure A.9 – Faciès de fissuration dans une structure en béton après une réaction
alcali-silice (gauche) et réaction alcali-silice à l’échelle du granulat (droite) [92].

— Pendant la première période, la silice présente dans les pores du matériau est dis-
soute suite à des réactions topo-chimiques à l’interface du granulat et de la solution
alcaline. Les ions dissous sont transportés par diffusion dans les vides et dans les
fissures contenus dans le squelette (pâte cimentaire et granulats). La silice réagit
avec les ions alcalins et précipite pour former un gel amorphe. Plusieurs processus
complexes interviennent pendant la première partie de la RAS (voir la section 3.2
pour une modélisation par une réaction chimique globale avec une cinétique im-
portante). L’expérience de Dron et Brivot [26] a confirmé que cette étape peut être
décrite par une loi dont la cinétique est du premier ordre. L’expérience de Larive
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[66] a démontré que le taux de réaction dépend de l’humidité et de la température.
La présence d’eau est nécessaire pour le développement de la réaction.
Le mécanisme réactionnel le plus couramment admis entre les ions alcalins (Na+

ou K+) et la silice (Si) est :
• l’ionisation des groupes silanols par les ions hydroxyles :

Si−OH +OH− =⇒ Si−O− +H2O

• la décomposition des ponts siloxanes par les ions hydroxyles :

Si−O − Si+ 2OH− =⇒ 2Si−O− +H2O

• la neutralisation des sites ionisés par les alcalins :

Si−O− +Na+ =⇒ Si−O −Na

La cinétique de la réaction dépend de nombreux paramètres (pH, alcalinité, concen-
tration en ions calcium, etc). En particulier, une augmentation de la température
va diminuer la solubilité de la portlandite et augmenter celle de la silice.

Suite à cette réaction, un gel silico-alcalin fortement hydrophyle se combine avec
l’eau et augmente de volume. Lorsque la porosité présente dans le béton ne peut
pas contenir tout le gel, la pression exercée lors du gonflement du gel entraîne l’ini-
tiation et la propagation de fissures. Sur la structure en béton, il apparaît alors un
réseau de fissures en faïençage. Cette réaction est conditionnée par :
— une humidité suffisante du milieu pour permettre la diffusion des ions et des

substances réactives,
— la teneur en alcalins solubles,
— la silice réactive dans le béton.

— Lors de la seconde phase, le gel amorphe (fortement hydrophile) se combine avec
l’eau et voit son volume augmenter [99]. Le gel est considéré comme un constituant
du squelette solide. Après avoir rempli l’espace poreux vide (suite à la période la-
tente de l’expansion [29]), le gel génère une augmentation de la pression interne
dans la matrice cimentaire. Une déformation macroscopique est alors engendrée.
La capacité du gel hydrophile à se combiner avec l’eau est altérée par un effet de
vieillissement (processus physico-chimique intrinsèque indépendant de la formation
du gel). Le processus de vieillissement influence l’expansion et les valeurs asymp-
totiques de déformation de la RAS.
La seconde phase peut être modélisée comme une combinaison d’eau poreuse avec
le gel déjà formé accompagnée par une expansion macroscopique significative du
matériau. L’expansion est représentée par des déplacements imposés au squelette.

Des modélisations aux échelles microscopiques, mésoscopiques et macroscopiques de
la réaction alcali-silice sont proposés dans la section suivante. Une description fine est
proposée à la section 3.2.
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2 Modélisations de la Réaction Alcali-Silice (RAS)

Les modélisations de la réaction Alcali-Silice sont issus de la synthèse de [92].
La réaction alcali-silice a pour conséquence le développement d’un gel à l’interface

entre le granulats et la matrice cimentaire. Ce gel a un caractère expansif et va entraîner
des contraintes locales sur la matrice cimentaire (section 1.7).

Dans la suite, des modélisations aux trois échelles sont décrites.

2.1 Modèles microscopiques

À cette échelle, le volume élémentaire représentatif est constitué d’une particule sphé-
rique entourée par une pâte de ciment (voir Figure A.10).

• Modèle de Hobbs [58]

Le modèle repose sur le taux de réaction, proportionnel à la quantité de granulats réac-
tifs, associé à la RAS. Le modèle permet de prédire la cinétique d’initiation et d’expansion.
Les résultats sont en bon accord avec le comportement observé du mortier contenant de
la silice opaline réactive. Le modèle est cependant limité au mortier et ne permet pas de
reproduire une fissuration dans du béton.

• Modèle de Groves et Zhang [52]

Le modèle repose sur la théorie élastique linéaire de la dilatation de billes de verre (si-
lice) dans un mortier de Portland. L’expansion est prédite par l’augmentation du volume
des particules de verre additionné à celle de la couche de la RAS (placée à l’interface entre
le ciment et le granulat).

• Modèle de Furosawa [39]

Les deux phases de la réaction sont modélisées :
— la diffusion de l’hydroxide et des ions alcalins dans le granulat ainsi que les réactions

chimiques consécutives sont prises en comptes (première phase),
— la dilatation du gel lorsque le volume des pores à l’interface ciment/granulat est

rempli (deuxième phase).

• Modèle de Bazǎnt et Steffens [5]

Bazǎnt et Steffens [5] proposent un modèle d’expansion à l’aide d’une cellule unitaire
contenant une sphere en verre (voir la Figure A.10). La croissance radiale de la couche
sphérique de gel de RAS (considéré en verre) est supposée contrôlée par la diffusion d’eau
vers le front de la réaction. L’expansion du gel est partiellement accommodée par son ex-
pulsion dans le réseau capillaire dans un voisinage de l’inclusion. La diffusion d’eau dans
la pâte cimentaire adjacente est également prise en compte entraînant le gonflement du
gel. Le modèle a été utilisé pour une étude paramétrique de la taille des granulats sur les
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effets de la RAS. Le modèle n’est pas utilisé pour du béton ordinaire mais pour les essais
conduits par Meyer et Baxter [74] en incorporant des déchets de verres et de la terre dans
du béton.

r

δc

a

Figure A.10 – Cellule unitaire utilisée par Bazǎnt et Steffens [5]. Le cercle gris avec un
rayon r représente la taille de l’inclusion à l’origine. δc est la couche poreuse dans laquelle
le gel peut s’infiltrer. La couronne entre ces deux cercles représente la zone où la RAS

s’est développée.

• Modèle de Xi et al. [122, 136]

Un couplage chemo-mécanique est proposé par Xi et al. [122, 136]. Le béton est re-
présenté par un milieu composite [135]. La modélisation chimique est composée de deux
phénomènes de diffusion en opposition. La diffusion d’ions de la solution poreuse vers les
granulats et la perméation du gel de la RAS de la surface des granulats vers la pâte ci-
mentaire. Dans la partie chimique, la diffusion de l’hydroxile et des ions alcalins pénétrant
de la solution poreuse vers les granulats est décrite par la loi de Fick [35]. La perméation
du gel est décrite par une loi de Darcy. La taille critique des granulats est obtenue en
combinant le modèle composites et la diffusion avec les effets microstructuraux du béton.

• Modèle de Bazǎnt et al. [6]

Les théories développées précédemment mettent en avant le mécanisme de diffusion
pendant l’expansion de la RAS. Á l’inverse, Bazǎnt et al. [6] ont proposé une théorie de
la rupture pour prédire la taille critique de granulat. Dans ce modèle un tableau régulier
de cellule cubique est créé. Chaque case contient une inclusion sphérique de verre dans
une matrice de ciment (voir la Figure A.11).

Dans une seule cellule, le champ de contrainte induit par le gel est supposé exercer
une pression p sur les fissures et les vides. Le champ de contraintes total est supposé
comme résultant de cette pression hydrostatique et du champ de contraintes extérieur σ.
Le facteur d’intensité de contrainte en pointe de fissure s’exprime :

K1 = (σ + p)
√
sk (ω) (A.1)

avec k (ω) le facteur de contrainte intensive et ω est définie comme une variable d’endom-
magement :

ω =
Ac
s2

(A.2)
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Figure A.11 – Réseau de cellules proposé par Bazǎnt et Steffens [6]. Sur chaque cellule
une pression p est imposée représentant l’action du gel produit par la RAS.

dans laquelle Ac est l’aire de la fissure et s la taille des vides sphériques dans une cellule.

2.2 Modèles mésoscopiques

À l’échelle mésoscopique, peut de modèles ont été développés. Le volume élémentaire
représentatif est constitué de granulats réactifs dans une matrice cimentaire. La distribu-
tion spatiale et la taille des particules sont des paramètres d’étude.

• Modèle de Comby [20]

Un modèle 3D biphasique, ciment/granulat, est proposé par [20]. Le ciment est supposé
élastique endommageable et les granulats sont supposés élastiques. Les effets de la RAS
sont modélisés par une dilatation isotrope de quelques granulats répartis aléatoirement.

La Figure A.12 présente la variation de volume des granulats en fonction du temps
(voir [107]). Ce modèle permet de modéliser le réseau de fissures et la dégradation pro-
gressive du béton.

• Modèle de Haha [55]

Ce modèle prend en compte l’expansion macroscopique du mortier. Dunant et Scrive-
ner [29] a confirmé cette phénoménologie ainsi que la relation entre les vides et les fissures
des granulats. Les auteurs supposent que l’endommagement du béton est introduit par la
croissance de poche de gel dans les granulats connectées au réseau poreux.
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Figure A.12 – Évolution de la variation de volume de granulats en fonction du temps
(voir [107]).

Ce modèle a permis de relier les observations micro-structurelles et les mesures ma-
croscopiques. Des granulats sphériques sont générés de façon aléatoire dans un volume
élémentaire représentatif. Les poches de gel sont décrites par des fonctions enrichies (voir
[77]). Un contact parfait est supposé entre les poches et le granulat. Trois phases sont
considérées : les poches de gel élastiques, les granulats et la pâte de ciment quasi-fragiles
endommageables. Un déplacement imposé permet de modéliser la croissance du gel à
chaque pas de temps jusqu’à 3% des granulats réactifs. Puis, la croissance du gel continue
et génère des contraintes endommageant les granulats et la pâte de ciment. Les chemins
de fissuration obtenus sont est en bon accord avec l’expérience [54]. La perte de rigidité
du béton est fonction de l’avancement de la réaction (voir Figure A.13).

• Modèle de Shin et al. [118, 117]

À une échelle plus fine, Shin et al. [118, 117] ont analysé une microstructure de béton
par simulation Éléments Finis et analyse de données expérimentales (analyses d’images).
Les effets de la RAS sont définis après un procédé de microscopie électronique à balayage
d’une éprouvette de béton dégradé. Les différents constituants du béton sont ensuite
obtenus par une analyse dispersive en énergie. Le maillage Éléments Finis suit les hété-
rogénéités obtenues par analyse d’image. Une pression imposée à partir d’une dilatation
thermique permet de prendre en compte la formation du gel. Les résultats des simulations
2D sont en bon accord avec l’expérience. La Figure A.14 présente le maillage Éléments
Finis utilisé et l’image du volume représentatif de béton.

2.3 Modèles macroscopiques

À l’échelle de la structure, les approches reposent sur le champ de déplacement, le
champ de contrainte et le réseau de fissure du béton obtenus par la RAS. L’objectif de ces
modèles est la mise en place de mesures correctives sur les structures. Les modèles sont
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Figure A.13 – Perte de la rigidité relative en fonction de l’avancement de la réaction
[29].

Figure A.14 – Modèle de [118, 117] : maillage utilisé (gauche) et volume élémentaire
représentatif (droite).

phénoménologiques et reposent sur une résolution par les Éléments Finis d’un système
d’équations couplées chemo-mécaniques.

• Modèle de Charlwood et al [18] et Thomson et al. [126]

Les auteurs supposent que la direction principale de l’expansion coïncide avec les
directions principales des contraintes. Le taux d’expansion anisotropique est donné par :

ε̇asri =





ε̇u pour 0 ≤ σi ≤ σL

ε̇u −Klog (σi/σL) pour σL ≤ σi ≤ σMAX

0 pour σi > σMAX

(A.3)

avec ε̇u le taux de déformation libre, σL permettant de borner la déformation (σL =
0.3MPa), σMAX la contrainte en compression au dessus de laquelle il n’y a pas de défor-
mation liée à la RAS (σMAX ∈ [5,10]MPa), K la pente associée à l’évolution du taux
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de déformation en fonction du logarithme de la contrainte et i = 1,2,3 les directions des
contraintes principales.

La Figure A.15 représente l’évolution du taux de déformation dû à la RAS en fonc-
tion des contraintes principales. L’expansion du modèle est traitée comme une déformation
initiale introduite par une augmentation de température équivalente. Ce modèle ne prend
pas en compte les détails de la réaction chimique associé à la RAS.

Figure A.15 – Évolution du taux de déformation dû à la RAS en fonction de la
contrainte [18].

• Modèle de Léger et al. [68]

Le modèle de Léger et al. [68] repose sur l’observation de la déformation du béton
constitutif des barrages. La déformation est fonction de plusieurs paramètres : état de
contrainte, température, humidité et constituant du béton. Les auteurs supposent que
la réaction est susceptible d’intervenir dans une zone particulière. La RAS introduit les
déformations suivantes :

εmasr =βm (t) [Fc (σc,t) · FT (t) · FM (t) · FR (t)]m

=βm · CTMRm

avec m les éléments d’un maillage où se produit la réaction, Fc, FT , FM et FR les facteurs
d’expansions normalisés correspondant respectivement à l’état de contrainte lors de la
compression, la température, l’humidité et la réactivité, CTMRm la déformation norma-
lisée introduite par la RAS, βm un paramètre numérique pour ajuster les résultats aux
valeurs expérimentales. Dans cette méthode, les facteurs d’expansions normalisés sont dé-
terminés en utilisant des méthodes empiriques. Les effets associés à l’apparition de fissures
et à l’expansion de la RAS sont introduits en réduisant la résistance critique en traction
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et le module d’Young du béton estimés expérimentalement.

• Modèle de Huang et Pietruszczak [100, 101]

Un modèle non-linéaire proposé par Huang et Pietruszczak [100, 101] permet de dé-
crire les effets de la RAS dans les structures en béton. La progression de la réaction est
couplée avec la dégradation des propriétés mécaniques décrite par des modèles élastoplas-
tiques. Les influences de la température et de l’humidité sont négligées. Une extension du
modèle a été proposée pour prendre en compte la température dans les lois gouvernants
le taux de RAS. Le taux d’expansion est contrôlé par les alcalins de la pâte de ciment,
l’amplitude des contraintes de confinement et la température. Ce modèle a été appliqué
aux barrages de gravité et dans la structure de Beauharnois au Canada [100] ainsi que
pour des structures sous sollicitations sismiques. Le modèle permet également de prendre
en compte des structures en béton armé en remplaçant le béton par un matériaux com-
posite avec un renforcement.

• Modèle de Ulm et al [128]

La cinétique de la RAS et les effets associés au gonflement sont présentés par Ulm
et al. [128] par la définition d’un modèle chemo-élastique. Le gel produit par la RAS
est supposé remplir les pores et les microfissures de la matrice cimentaire. Suite à cette
réaction le gel exerce une pression sur le pâte cimentaire et les granulats. La pression
interne de gonflement pg du gel expansif dans le réseau poreux est alors contre balancé
par la contrainte proche du pore σµ (représentant un facteur intensité). La Figure A.16
présente le modèle rhéologique mis en place.

Figure A.16 – Modèle rhéologique proposé par [128].

Notons que les différentes cinétiques de réaction proposées par Ulm [128], Larive [66],
Huang et Pietruszczak [60] sont acceptées par la communauté et peuvent alimenter des
modèles mécaniques non-linéaires.

• Modèle de Saouma et Perotti [113]
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Dans ce modèle, l’effet de l’état de contrainte est pris en compte pour l’expansion de
la RAS. Saouma et Perotti [113] ont supposé que les fissures sont dues à des contraintes
importantes. Le gel formé lors de la réaction vient remplir les cavités. La formation du gel
exerce une pression plus faible sur la matrice cimentaire. Deux fonctions dépendantes de
la contrainte en compression et en traction sont introduites. La dégradation des propriétés
mécaniques pendant la RAS est prise en compte dans le modèle de Huang [60]. Ce modèle
est appliqué en deux dimensions à un barrage de gravité en arc.

• Modèle de Multon et al. [84]

Multon et al. [84] ont développé un modèle chemo-élastique couplé avec une distri-
bution de l’humidité. Comme dans le modèle précédent, l’état de contrainte a un rôle
sur l’expansion du béton. Les simulations numériques ont été calibrées par l’expérience
de [83]. Une conclusion de cette étude est de prendre en compte une anisotropie lors de
calcul sur des structures endommagées par la RAS. Multon et al. [85] ont quantifié l’effet
des contraintes sur l’expansion anisotropique de la RAS.

• Modèle de Comi et al. [21]

Un modèle chemo-thermo-endommageable a été proposé par Comi et al. [21] en com-
binant les cinétiques de la RAS avec un modèle isotrope endommageable. Le modèle fut
calibré et validé sur les bases de données de [85, 66]. L’endommagement provoqué par la
RAS dans le barrage de Newell [87] a été ensuite simulé et comparé au faciès actuel. Comi
et Perego [22] ont étendu ce modèle à un endommagement anisotrope.

• Modèle de Bangert et al. [3]

Bangert et al. [3] ont développé un modèle hygro-thermo-mécanique dans le cadre de la
mécanique des milieux poreux. Le béton est considéré comme un mélange de trois phases
superposées les unes sur les autres et interagissant entre elles : le squelette, le liquide et
le gaz dans les pores. Le squelette représente trois états : réagi, pas gonflé et pas réagi
et gonflée. La RAS est décrite en utilisant des relations cinétiques du premier ordre. Il a
alors été prouvé que une petite distribution non uniforme d’humidité peut produire des
gradients de contraintes à l’origine de fissures dans la structure.

• Modèle de Poyet et al. [103]

Poyet et al. [103] ont proposé une loi cinétique de réaction pour modéliser l’expansion
en considérant l’effet de l’eau et de la température. Une variable adimensionnée A est
définie et décrit la progression de la RAS. Elle dépend de la température absolue T , du
temps t et de la saturation Sr.
L’avancement de la RAS est donnée par :

Ȧ (Sr, T, t) = α0exp

[
Ea

R

(
1

T̄
− 1

T

)]
(Sr − S0

r )
+

(1− S0
r )

[Sr − A (Sr,T,t)]
+ (A.4)
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la quantité (.)+ est la partie positive de l’équation, α0 est une constante caractérisant
la cinétique de la RAS, Ea est l’énergie d’activation de la réaction, R est la constante
des gaz parfaits, T̄ est la température de référence, T la température courante et S0

r est
la plus petite saturation nécessaire pour avoir une évolution de la réaction chimique. La
déformation associée à la RAS εasr est reliée à l’avancement A par :

{
ε̇asr = 0, A < A0;

ε̇asr = KȦ, A ≥ A0

avec A0 l’avancement minimal de la RAS pour initier le gonflement.

• Modèle de Grimal et al. [51]

Grimal et al. [51] ont combiné l’avancement de la RAS présenté ci-dessus avec un
endommagement visco-elasto-plastique orthotropique pour modéliser le comportement du
béton au long terme en considérant des phénomènes de fluage et de rétrécissement par
séchage. Les effets mécaniques de la RAS sont introduits par un gel de pression Pg et sa
formulation est choisie de la manière suivante :

Pg = Kg

[
AVg − (A0Vg + bgtrε)

+]+ (A.5)

avec Kg le module d’élasticité isostatique du gel, bg un coefficient qui permet une diminu-
tion de la pression du gel en accord avec l’expansion volumique trε et Vg est la fraction
volumique maximale de gel qui peut être générée par la RAS.

• Modèle de Capra et Sellier [13]

Capra et Sellier [13] ont développé un modèle orthotropique pour le gonflement du
béton sujet à la RAS basé sur une description probabiliste des paramètres les plus im-
portants du béton et de la réaction. La réaction est modélisée par des relations cinétiques
globales incluant les effets de la température et de l’humidité. Une probabilité est définie
pour définir le taux d’endommagement du matériau. Ce modèle décrit une décroissance
des propriétés élastiques, du gonflement résiduel de la RAS et du chargement mécanique
induit.

3 Approche par la mécanique des milieux poreux
Lors de l’élaboration du béton et plus généralement des matériaux cimentaires, un

processus chimique complexe intervient. Le béton est constitué de plusieurs phases (solide,
liquide, gazeuse) et de plusieurs espèces. Une approche à l’aide du formalisme fourni par
la mécanique des milieux poreux est ainsi adaptée à la modélisation fine des phénomènes
et de leurs couplages.

Les modélisations décrites dans la suite sont issues des travaux de Gawin, Pesavento,
Schrefler et al. dans [44, 45, 99]. Trois pathologies, la lixiviation, la réaction alcali si-
lice et l’agression thermique, modélisées. Pour chacune des dégradations envisagées, nous
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écrirons les lois de conservations et la fermeture du modèle. Enfin, à partir de ces trois pa-
thologies, nous présenterons un modèle générique issu de la mécanique des milieux poreux.

Le béton, multi-phasiques et multi-espèces, est considéré comme étant un milieu po-
reux. Le béton est supposé constitué de trois phases, gazeuse, liquide et solide. Chaque
phase peut contenir un certain nombre de constituants. On suppose la présence de deux
espèces chimiques, l’eau (H2O) sous forme liquide et gazeuse et les ions calcium (Ca2+)
sous forme liquide (voir la Figure A.17). Les vides de la structure sont soit des pores soit
des capillaires. Ils peuvent contenir une phase gazeuse et une phase liquide. La saturation
des vides avec les phases liquide et gazeuse peut varier.

Capillaire

Phase liquide :

• des molécules d’eau H2O

• des ions calcium Ca2+

Pore

Phase gazeuse :

• des molécules d’eau H2O

Phase liquide :

• des ions calcium Ca2+

• des molécules d’eau H2O

Figure A.17 – Mécanique des milieux poreux : application au béton.

Pour chaque espèce en présence, les modélisations des dégradations (sections 3.1, 3.2
et 3.3) reposent sur la même approche. La première étape consiste à écrire les équations
constitutives (conservation de la masse et éventuellement des bilans d’enthalpie) et les
équations de la fermeture du modèle (lois d’endommagements, etc). L’écriture des ten-
seurs mécaniques et la conservation de la quantité de mouvement du milieu sont écrits
dans le cadre de la mécanique des milieux poreux.

Les équations de conservation de la masse des phases considérées sont écrites par
rapport au solide. Ainsi, on introduit la dérivée matérielle permettant de décrire l’évolution
d’une grandeur d’une phase par rapport à une autre phase. On utilise la décomposition
de la vitesse en une partie advective et une partie diffusive. La Figure A.18 présente la
décomposition pour la vitesse vw de l’eau. Les deux termes représentent le mouvement du
fluide (décrit par son centre de gravité, le terme advectif) et un mouvement local (terme
diffusif).

Dans la suite, lors de l’écriture de la dérivée matérielle, le terme diffusif sera noté sous
la forme uα avec α l’espèce considérée.

3.1 La lixiviation

3.1.1 Équations de conservation

Gawin et al. [45] proposent une approche macroscopique de la dégradation du béton
par lixiviation. Les équations de conservation de la masse volumique relative aux maté-
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−→x

−→y

vW

vl

vWl

vl

vW

Eau de gâchage

Figure A.18 – Représentation du transport d’espèces.

riaux cimentaires sont ici écrites dans le cadre des milieux poreux multiphasiques supposés
à l’équilibre thermodynamique. On ne considère que les milieux saturés en eau dans les
pores, les équations sont développées dans le cas plus général d’un milieu plus ou moins
saturé. Les pores présents dans le squelette sont supposés ne contenir qu’une phase fluide
(liquide et/ou gazeuse). La phase liquide est constituée d’eau résiduelle et la phase ga-
zeuse est composée en partie d’air sec et de vapeur d’eau (les gaz sont supposés parfaits).
L’équation de conservation de la masse moyenne s’écrit :

π

Dρπ
Dt

+ ρπdivvπ = ρπe
π(ρ), (A.6)

avec π la phase considérée, ρπ la masse volumique apparente (relative au volume total
du milieu), vπ la vitesse et ρπeπ(ρ) la production massique volumique. Dans le cas du
squelette solide, le bilan massique est :

s
Dρs
Dt

+ ρsdivvs = −ṁdiss, (A.7)

avec ṁdiss le terme de production massique de calcium en phase liquide provenant de
la dissolution du squelette. La relation entre la masse volumique moyenne de phase (ρπ)
et la masse volumique moyenne intrinsèque de phase (ρπ) est :

ρπ = ηπρπ, (A.8)

avec ηπ la fraction volumique de la phase π (pour la phase solide ηs = 1− n avec n la
porosité). L’équation (A.7) s’écrit :

(1− n)

ρs

s
Dρs

Dt
−

s
Dn

Dt
+ (1− n)divvs = −ṁdiss

ρs
. (A.9)
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L’équation de conservation de la masse volumique moyenne pour l’eau (capillaire et
physiquement absorbée) dans la phase liquide est :

w
Dρw
Dt

+ ρwdivvw = −ṁvap, (A.10)

avec ṁvap le terme de production de vapeur par évaporation ou par désorption. On
transforme l’expression de la dérivée matérielle :

l
Dρw
Dt

=

w
Dρw
Dt
−∇ρw.vwl, (A.11)

où le terme vwl représente la décomposition de la vitesse de l’eau en un terme diffusif
uw = vwl = vw − vl et advectif (i.e. relié au centre de gravité de l’ensemble de la phase
liquide), vl. L’équation (A.10) s’écrit :

l
Dρw
Dt

+ divJw
D + ρwdivvl = −ṁvap, (A.12)

avec Jw
D = ρwuw le flux diffusif d’eau dans la solution poreuse.

La solution poreuse est supposée être constituée d’eau et d’ions calcium Ca2+ provenant
de la dissolution de la pâte de ciment (ρl = ρw +ρca). La vitesse d’advection de l’eau étant
grande devant la vitesse de diffusion, le flux diffusif sera négligé dans la suite : Jw

D ≈ 0.
En introduisant la vitesse relative du liquide au sein des pores et la dérivée matérielle de
la densité d’eau avec le squelette, on a :

s
Dρw
Dt

+ vls∇ρw + ρwdiv(vs + vls) = −ṁvap, (A.13)

avec vπs la vitesse relative de la phase π par rapport au squelette.

s
Dn

Dt
+

n

ρw

s
Dρw

Dt
+

n

Sw

s
DSw

Dt
+

1

Swρw
div(nSwρ

wvls) + ndivvs =
−ṁvap

Swρw
, (A.14)

en notant Sw le degré de saturation des pores en eau liquide et n la porosité. En
éliminant la dérivée temporelle de la porosité par sommation des équations (A.14) et
(A.9), l’équation de conservation de masse d’eau liquide par rapport au squelette solide
est obetnue :

(1− n)

ρs

s
Dρs

Dt
+ divvs +

n

ρw

s
Dρw

Dt
+

n

Sw

s
DSw

Dt
+ (A.15)

1

Swρw
div(nSwρ

wvls) = − ṁvap

Swρw
− ṁdiss

ρs
.
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Un développement similaire permet d’obtenir les équations de conservation de la masse
volumique de l’air sec, de la vapeur d’eau et du calcium :

n

Sg

s
DSg

Dt
+

n

ρga

s
Dρga

Dt
+

1

Sgρga
divJga

D +
1

Sgρga
div(nSgρ

gavgs) +
1− n
ρs

s
Dρs

Dt
+ (A.16)

divvs = −ṁdiss

ρs

n

Sg

s
Dρg
Dt

+
n

ρgw

s
Dρgw

dt
+

1

Sgρgw
divJgw

D +
1

Sgρgw
div(nSgρ

gwvgs) +
1− n
ρs

s
Dρs

Dt
+ (A.17)

divvs = −ṁdiss

ρs
+

ṁvap

Sgρgw

(1− n)

ρs

s
Dρs

Dt
+ divvs +

n

cca

s
Dcca
Dt

+
n

Sw

s
DSw

Dt
+

n

ρw

s
Dρw

Dt
+

1

ccaSwρw
divJcaD + (A.18)

1

ccaSwρw
div(ccanSwρ

wvls) =
ṁdiss

ccaSwρw
− ṁdiss

ρs

Les phénomènes hygrothermiques dans le béton sont relativement lents et sont donc
négligés. L’équation de conservation de la quantité de mouvement pour la phase π a la
forme générale suivante :

divσπ + ρπg + ρπ[eπ(ρṙ) + σ̂π] = 0, (A.19)

avec σπ le tenseur macroscopique dans la phase π, g l’accélération de la pesanteur,
ρπσ̂

π le terme d’échange volumique de quantité de mouvement avec les autres phases dû
aux interactions mécaniques et ρπeπ(ρṙ) le terme résultant du changement de phase ou
des réactions chimiques. Ce terme d’échange est sujet à la contrainte suivante :

∑

π

ρπ[eπ(ρṙ) + σ̂π] = 0. (A.20)

En sommant les équations de conservation de la quantité de mouvement pour toutes
les phases, en introduisant le tenseur de contrainte totale σ = σs + σl + σg, en prenant
en compte la condition de l’équation (A.20) et en vérifiant la continuité des contraintes à
l’interface fluide-solide, on obtient :

divσ + ρg = 0, (A.21)

où

ρ = (1− n)ρs + nSwρ
l + n(1− Sw)ρg, (A.22)

est la moyenne de la densité apparente du milieu.
Les équations de la moyenne volumique du moment angulaire montrent (pour un milieu

non polaire comme le béton humide) que tous les tenseurs partiels sont symétriques :
σπ = (σπ)T .
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3.1.2 Lois de fermeture

La lixiviation du béton est un phénomène physico-chimique très complexe ([111, 112,
110]). On suppose qu’il existe un équilibre thermodynamique local entre le calcium formé
dans le squelette et le calcium dissout dans l’eau des pores. Sous cette hypothèse et à une
température T = Tref , on définit la courbe d’équilibre entre les concentrations de calcium
solide et liquide (seqca(cca)) que l’on représente sur la Figure A.19 [48, 47].

Figure A.19 – Évolution de la courbe d’équilibre entre les concentrations de calcium
solide et liquide proposée par Gerard et al [48, 47].

L’évolution du calcium peut être décrite par l’équation suivante :

seqca(cca) = 0, si cca = 0,

seqca(cca) = s0
ca(1− αc)sh

(
1− cca

10c̄
+

1

4

( cca
10c̄

)2
)
− si 0 < cca < c0, (A.23)

s0
ca − sh

1 +
(
cca
cp

)n −
αcsh

1 +
(
cca
ccsh

)m ,

seqCa(cCa) = s0
Ca, sinon

avec c̄ = 1 mol.m−3, αc, n, m des constantes matérielles, s0
Caet c0 les valeurs à l’équi-

libre du calcium contenu dans le squelette et la concentration en calcium dans l’eau des
pores lorsque le matériau est sein. Les concentrations moyennes de calcium dissout ap-
partenant à la phase CSH et à la portlandite sont représentées respectivement par ccsh et
cp. Le calcium solide contenu dans la portlandite libre de la matrice cimentaire est sh.

L’irréversibilité du processus de dissolution du calcium (la concentration de calcium
solide ne peut pas augmenter) implique qu’il n’y a pas de relation unique entre les valeurs
actuelles de la concentration de calcium dans le squelette du béton sca(r,t) et la concen-
tration en ions calcium dans la solution poreuse cca(r,t) (en notant r la coordonnée du
vecteur du point analysé).
Lorsque la concentration du calcium liquide atteint sa valeur d’équilibre, il n’y a pas de
changement de concentration en calcium solide. Sous l’hypothèse isotherme, la valeur de la
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concentration en calcium solide sCa(r,t) correspond à la valeur minimale de la concentra-
tion en ions calcium cCa,min(r,t) pour l’instant t au point r. La cinétique de la lixiviation
du calcium est strictement dépendante du taux de changement de la concentration en ions
calcium :

∂sCa(r,t)

∂t
=
∂seqCa
∂cCa

∣∣∣∣
cCa

cCa(r,t)

∂t
si, cCa(r,t) < cCa,min(r,t), (A.24)

∂sca(r,t)

∂t
= 0 sinon.

Après une décroissance de la concentration liquide en calcium sous la valeur cCa,min(r,t),
le nouvel état d’équilibre est atteint.

Une telle hypothèse est valide pour un phénomène "relativement lent" i.e. avec une
échelle temporelle caractéristique d’observation considérablement plus grande que le temps
caractéristique du processus de lixiviation τlixi. Le phénomène est engendré par deux élé-
ments : la diffusion des ions calcium et la dissolution du calcium. Ainsi τlixi dépend du
coefficient de diffusion des ions calcium dans l’eau Dca

D et de la production de calcium
liquide ṁdiss = −Mcaṡca avec Mca la masse molaire du calcium.

Le moteur de la lixiviation est la diffusion des ions calcium. Il faut donc que le flux
sortant du site où les ions calcium sont relâchés vers l’espace libre soit à une certaine
concentration. Cette dernière est alors donnée pour une distance moyenne de diffusion llixi.
L’équation linéarisée de diffusion du calcium en 1D en considérant le terme de production
décrit dans l’équation (A.24) est utilisée :

∂cca
∂t

= Dca
D

∂2cca
∂x2

− ∂sca
∂cca

∂cca
∂t

. (A.25)

On définit le temps caractéristique de lixiviation τlixi par :

τlixi ∼=
l2lixi
Dca
D

(1 +
∂sca
∂cca

). (A.26)

Cette formule peut être considérée comme un temps caractéristique de micro-diffusion du
calcium dans la solution poreuse entre la surface du squelette (portlandite, ettringite, les
CSH où a lieu la dissolution du calcium) et les pores ouverts ayant une concentration
de calcium liquide. La distance moyenne de diffusion est prise ici à llixi ≈ 50µm pour un
temps caractéristique de τlixi.

Compte tenu du fait que la phase solide est constituée de plusieurs espèces, on peut
définir différents temps caractéristiques de lixiviation s’étendant sur une plage de valeur
allant de 10 minutes pour l’ettringite à plus de 3 heures pour la portlandite. L’hypothèse
de l’équilibre thermodynamique entre le calcium liquide et solide pendant le processus de
lixiviation couramment utilisée dans la simulation numérique est donc discutable.

La lixiviation du béton peut être décrite par la théorie des milieux poreux chimico
plastique. En négligeant les termes dus aux déformations élastique et plastique ainsi que
les phénomènes durcissant et adoucissant, le taux de lixiviation du matériau dans les
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conditions actuelles est décrit par les données (cca,sca) et est (pour le point d’équilibre
thermodynamique (ceqca,seqca)) exprimé par la relation suivante :

∂sca
∂t

=
1

η
As, (A.27)

où

As = RT ln

(
cca
ceqca

)∫ sca

seqca

κ (s̄) ds̄, (A.28)

avec η = RTτlixi le coefficient relatif à la diffusion des ions Ca2+ dans les pores du
matériel et κ(S) la constante d’équilibre du processus de lixiviation. Les valeurs de ceqca et
seqca correspondent à un point d’équilibre entre le calcium solide et liquide (seqca = seqca(c

eq
ca)).

La lixiviation du calcium est supposée irréversible et le phénomène apparaît seulement si
les valeurs actuelles de concentration en calcium liquide et solide cca et sca remplissent la
condition suivante sca > seqca(cca), (As < 0). La valeur maximale du taux de lixiviation est
quant à elle limitée par des contraintes thermodynamiques.
Les valeurs de la constantes d’équilibres κ (s̄) peut être obtenue par la forme incrémentale
suivante (d’après [129]) :

κ (sca) =
RTref
cca

(
dsca
dcca

)−1

. (A.29)

Pour chaque point (cca,sca) décrivant l’état actuel du système,s∗ca = seqca (Cca) est dé-
terminé à partir de la formule suivante[45] :

∂sca
∂t

=
1

η
As =

1

η

∫ sca

s∗ca

κ (s̄) ds̄ =
1

η

[∫ s∗ca

s0ca

κ (s̄) ds̄−
∫ sca

s0ca

κ (s̄) ds̄

]
, (A.30)

avec le coefficient η dépendant de la concentration solide de calcium η = η (sca).

a) Modélisation des déformations du béton dégradé par la lixiviation et écri-
ture du tenseur de contrainte effective

Pour modéliser les déformations du béton, on utilise le degré de lixiviation défini par :

Γlixi [sca (t)] =
s0
ca − sca (t)

s0
ca

, (A.31)

avec sca (t) la valeur actuelle de la concentration en calcium dans le squelette du béton
c’est la plus petite valeur atteinte par sca (t) = sca,min (t) à l’instant t (le processus de
dissolution est irréversible). On définit le taux de lixiviation

(
Γ̇lixi

)
par :
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Γ̇lixi =
∂Γlixi

∂t
= − 1

s0
ca

∂sca (t)

∂t
. (A.32)

Lors de l’analyse de l’état de contrainte et de déformation du milieu poreux, il est néces-
saire de considérer non seulement l’action d’un chargement extérieur mais également la
pression exercée par les fluides présents dans les vides sur le squelette (voir Figure A.20).

pw < 0

pw > 0
ps > 0

pw < 0 pw > 0

pw > 0
ps > 0

ps < 0

J s
ws

Jg
wgair humide

(vapeur d’eau + air sec)

eau capillaire

eau physiquement absorbée squelette solide

Figure A.20 – Prise en compte de l’action des fluides sur le squelette [46].

Le tenseur des contraintes σ agissant en un point du milieu poreux peut être décom-
posé en un tenseur de contrainte effective σse (effets des contraintes dues au changement
de porosité, variation spatiale de la porosité et les déformations de la matrice solide) et
en une autre partie prenant en compte la pression exercée sur la phase solide par les
fluides des pores, σ = σse − αP sI, où α est le coefficient de Biot et P s est une mesure
de la pression solide agissant sur le système. Plusieurs formes différentes de P s ont été
proposées ces dernières décennies en géomécanique, en prenant en compte la microstruc-
ture du béton (interactions microstructurales complexes entre les molécules d’eau et le
squelette du béton). La formulation de Gray et Schreffler [50] inclut le degré de contact
de chaque phase du fluide avec la phase solide. En introduisant les interfaces entre les
constituants, le coefficient de Biot représente le ratio de la partie hydrostatique du ten-
seur des contraintes totale (ptotal) sur la force normale exercée à la surface solide par le
fluide environnant −〈ns · σs · ns〉ss :

α = − ptotal

−〈ns · σs · ns〉ss
= 1− K̃T

K̃s
. (A.33)

Cette relation prend en compte différentes valeurs du module de compressibilité pour
la matrice et l’ensemble du milieu K̃s et K̃T . σs est le tenseur de contraintes de la phase
solide au niveau microscopique, ns est le vecteur unité normale à la phase solide en chaque
point et les 〈〉ss représentent une moyenne sur la surface solide. Avec ces résultats, P s est
prise pour représenter la force normale moyenne exercée sur la surface solide par les
fluides :
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P s = −〈ns · σs · ns〉ss. (A.34)

En considérant les interfaces et en formulant le modèle au niveau microscopique, la
forme suivante connue sous le nom de “pression standard solide”, pS est obtenue :

ps = χws
s p

w + χgs
s p

g + χws
s γ

wsJ s
ws + χgs

s γ
gsJ s

gs, (A.35)

où χws
s et χgs

s sont les fractions d’aire du squelette en contact avec l’eau et le gaz res-
pectivement, alors que J s

ws et J s
gs sont les courbures des interfaces eau/solide et gaz/solide.

Les deux expressions de la pression solide sont reliées entre elles par la relation suivante :

ps = αP s. (A.36)

En utilisant cette définition simplifiée de la pression capillaire (valable pour un équi-
libre thermodynamique) et en négligeant la contribution directe des interfaces :

pc ≡ pg − pw = Πf − γwgJw
wg, (A.37)

l’équation A.35 devient :

ps = pg + χws
s γ

wgJw
wg − χws

s Πf + χws
s γ

wsJ s
ws + (1− χws

s )γgsJ s
gs. (A.38)

La dernière équation considère la pression de disjointement Πf et peut être appliquée
dans la région hygroscopique (lorsque le niveau de saturation est plus petit que le point de
saturation solide et l’eau est présente seulement comme un film très fin sur la surface du
squelette) aussi bien que dans la région non hygroscopique (pour des niveaux d’humidité
contenue plus haut, pour lesquels les valeurs dépassent le point de saturation solide).

Dans l’équation (A.38), on peut reconnaître les termes correspondants aux principaux
phénomènes physiques impactant le béton : le premier terme du membre de droite décrit
l’effet de la pression du gaz, le deuxième la tension capillaire, le troisième le disjointement
de la pression et les deux derniers résultent de l’action de la tension de surface sur les
interfaces avec le fluide des pores (négligeables). En prenant en compte ces simplifications
et en utilisant (A.37), la relation de la contrainte effective est reformulée :

σse = σ + (pg − χws
s p

c)I. (A.39)

Le tenseur de contraintes effective décrit ci-dessus a été utilisé dans le modèle de Ga-
win [45] pour prendre en compte les déformations autogènes (provoquées par le béton
lui-même) des structures en béton au jeune âge ou exposé à un environnement caractérisé
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par une petite/grande humidité.

La relation reliant les dérivées temporelles de la contrainte et de la déformation d’un
béton vieilli dans des conditions isothermiques est :

σ̇se = D (ε̇tot − ε̇c) , (A.40)

avec D le tenseur tangent du matériau et εc la déformation par fluage. De même,
on définit une variable V représentant la dégradation chimique (fonction indirecte de la
concentration en ions calcium) :

V = 1− E (Γlixi)

E0

, (A.41)

avec E0 le module d’Young du matériau sain et la relation suivante pour E (Γlixi) :

E (Γlixi) = E0 − Γlixi.∆Elixi, (A.42)

avec ∆Elixi un paramètre matériel déterminé expérimentalement. De nouveau, on
considère pour l’endommagement un milieux poreux multiphasique, la relation reliant
les dérivées temporelles de la contrainte et de la déformation est de la forme suivante :

σ̇se = (1− V )D
0

(ε̇tot − ε̇c)− V̇D0
(εtot − εc) , (A.43)

avec D0 le tenseur tangent dans le cas d’un milieu sain.

b) Relations de transport des propriétés chimiques

La dissolution de la masse de squelette solide ṁdiss (reliée au taux de lixiviation du
calcium Γ̇lixi) est décrite par :

ṁdiss (Γlixi) = −Mdisss
0
caΓ̇lixi, (A.44)

avecMdiss la masse molaire moyenne de squelette dissout et s0
ca la concentration molaire

initiale du squelette en calcium et à la fin du processus (lorsque la totalité du squelette
est dissout dans l’eau pure sca = 0). L’évolution de la porosité du béton est :

n = n0 + ∆nch (Γlixi) , (A.45)

où ∆nch (Γlixi) est déterminé expérimentalement et est en général proportionnel au
degré de lixiviation du calcium (Γlixi) :
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∆nch =
Mdiss

ρdiss
s0
ca.Γlixi. (A.46)

Les lois de Fick sont utilisées pour représenter l’évolution du flux diffusif des ions
calcium dans la solution poreuse :

Jca
D = −ρwDca

D∇ (cca) , (A.47)

avec Dca
D , le tenseur de diffusion du calcium dont l’expression est :

Dca
D = Dca

D I = nSwτ

[
Dca

0 +
A1κ

1 + κa

] [
1 +

A3κ

(1 + κa)2

]
I, (A.48)

avec Dca
0 le coefficient de Nernst pour une solution infiniment diluée, I le tenseur

unité du second ordre, n la porosité, τ le facteur de tortuosité, κ la longueur inverse de
Debye-Hückel (exprimée par κ = A2

√
cca), a représente le diamètre ionique de la solution

électrolyte et A1, A2, A3 sont des paramètres dépendant des propriétés électrolytiques
(A1 < 0, A2 > 0 et A3 < 0). Pour la masse volumique intrinsèque de squelette solide, la
forme suivante de l’équation d’état est prise :

ρs = ρs (ps,trσs
e,Γlixi) , (A.49)

avec ps la pression de la phase solide décrit précédemment, trσse le premier invariant du
tenseur de contraintes effective et Γlixi le degré de lixiviation. L’expression suivante pour
le taux de variation du premier invariant du tenseur de contraintes effective est proposée :

s
D (trσse)

Dt
= 3K̃T

(
divv̄s +

1

K̃s

Dsps

s
Dt

)
. (A.50)

De même, pour l’eau contenu dans les pores, la masse volumique intrinsèque s’exprime :

ρl = (pw,cca) = ρw (pw) (1 + κpcca) , (A.51)

avec ρl et ρw sont les masses volumiques intrinsèques de liquide contenue dans les pores
et d’eau pure, κp est un paramètre dépendant de la pâte cimentaire. La structure interne
des pores du béton est très complexe cependant à l’échelle macroscopique la description
du flux moyen advectif d’eau liquide peut être décrit par la loi de Darcy :

nSπv
πs = −k

rπk

µπ
[∇ (pπ)− ρπg] , (A.52)
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avec k = kI est le tenseur de perméabilité intrinsèque, krπ et µπ (π = g,l) représente la
perméabilité relative et la viscosité dynamique de la phase gazeuse et de la phase liquide.
En général la viscosité du liquide poreux dépend de la température et de la concentration
en calcium mais pendant le processus de lixiviation la fraction molaire de calcium est très
faible ainsi cet effet est négligé et on suppose alors que µl = µw (Tref).
Pendant la lixiviation du béton, la perméabilité intrinsèque k peut augmenter de manière
significative à cause de la décalcification du squelette et est reliée à l’augmentation de la
porosité (∆nch). On suppose que cet effet est pris en compte par le degré de lixiviation
Γlixi, ainsi on décrit k par l’expression suivante :

k = k (n0) 10AΓΓlixi , (A.53)

avec AΓ un paramètre matériel déterminé expérimentalement. D’après l’expérience de
Saito et Deguchi [109], l’évolution de la perméabilité du béton lors de la lixiviation est
reliée à la porosité actuelle n par l’équation suivante :

k∗ = B10Ann
∗
, (A.54)

avec k∗ et n∗ les valeurs de la perméabilité et de la porosité divisée par la fraction de
volume de la pâte cimentaire

(
V̄pâte

)
. Par conséquent, le paramètre AΓ est donné par :

AΓ = An
∆nch
V̄pâte

=
An
V̄pâte

Mdiss

ρdiss
s0
ca. (A.55)

Pour décrire la diffusion surfacique d’eau absorbée, on utilise également la loi de Fick
(Gawin [41]) :

nSwvws = −Db∇Sw, (A.56)

avec Db = f (Sw,T,Γlixi) le tenseur de diffusion du film d’eau, Sw (Ψc) représente le
degré de saturation de l’eau absorbée et Ψc est décrit par Ψc = −ρwpc.
Pour le flux de particules gazeuses dans le mélange d’air sec et de vapeur d’eau, la loi de
Fick est écrite sous la forme suivante :

Jgw
D = −ρgDgw∇

(
ρgw

ρg

)
, (A.57)

avec Dgw = f (Sw, n, p
g, fs) le tenseur effectif de diffusion d’air sec.

3.1.3 Bilan de la modélisation

• Équations constitutives

Les quatre équations constitutives du modèle sont :
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— la conservation de la masse d’air sec :

Sgn

ρga
∂ρga

∂t
+

1− n
ρs

Sg
∂ρs

∂Γlixi

∂Γlixi

∂t
+ n

∂Sg

∂t
+ αSgdivv̄s +

1

ρga
divJga

d

+
1

ρga
div (nSgρ

gavgs) =
Sg

ρs
(ṁlixi)

— la conservation de la masse d’eau :

Sgn
∂ρgw

∂t
− n (ρgw − ρw)

∂Sw

∂t
+ divJgw

d + div (nSwρ
wvws) + div (nSgρ

gwvgs)

+
1− n
ρs

(Sgρ
gw + Swρ

w)
∂ρs

∂Γlixi

∂Γlixi

∂t
+ α (Swρ

w + Sgρ
gw) divv̄s =

−ṁdiss (ρgwSg + ρwSw)

ρs

— la conservation de la masse de calcium :

(1− n) ccaSw
1

ρs
∂ρs

∂Γlixi

∂Γlixi

∂t
+ ncca

∂Sw

∂t
+ nSw

∂cca
∂t

+ αccaSwdivv̄s +
1

ρw
divJca

D

+
1

ρw
div
(
ccanSwρ

wvls) =
ṁdiss

ρw
− ṁdiss

ρs
ccaSw

— la conservation de la quantité de mouvement :

div

[
(1− V )D

0

(
∂εtot
∂t
− ∂εc

∂t
− ε̇ch

)
− ∂V

∂t
D

0
(εtot − εc − εch)

]

−div

[
α

(
∂pg

∂t
− ∂χws

s

∂t
pc − χws

s
∂pc

∂t

)
I

]
+
∂ρ

∂t
g = 0

• Valeurs numériques des paramètres utilisés

Les valeurs caractéristiques des principaux paramètres sont[45] :

Paramètre Symbole Valeur pour le béton
Masse molaire moyenne des composants du
squelette solide dissout

Mdiss [kg.kmol−1] 79.975

Porosité initiale n0 [−] 0.122
Incrément de porosité par lixiviation ∆nch [−] 0.055
Valeur initiales de la perméabilité intrinsèque k (n0) [m2] 5.10−19

Paramètre décrivant l’augmentation de la
perméabilité intrinsèque due à la lixiviation

AΓ [−] 0.167

Courbe d’équilibre sca (cca) [kmol.m−3] voir Gerard et al. [48]
Coefficient de diffusion en ions calcium Dca

D [m2.s−1] voir Kuhl et Meschke [65]
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3.2 La réaction alcali-silice (RAS)

La réaction alcali-silice décrite à la section 1.7 se déroule en deux temps :
— une dissolution et une diffusion de la silice dans le réseau poreux,
— la formation d’un gel hydrophile à caractère expansif.
Dans la suite, une écriture du tenseur de contraintes effectives et des équations de

conservation dans le cadre des milieux poreux sont décrites. L’analyse de ces deux étapes
au travers d’un formalisme thermodynamique est issue des travaux de Steffens [120]. La
prise en compte des conditions hygrothermiques variables est effectuée par Pesavento [99].

3.2.1 Équations de conservation

Les équations bilans sont formulées pour un matériau cimentaire considéré comme
étant un milieu poreux multiphasique, en équilibre locale hygrothermique. On suppose
que les vides du squelette solide sont partiellement remplis par de l’eau liquide et par une
phase gazeuse composé par un mélange de vapeur d’eau et d’air sec.
Les équations de conservation de la masse macroscopique pour les phases, de l’enthalpie et
de la quantité de mouvement pour un milieu multiphasique ont été obtenues en moyennant
leurs expressions à une échelle microscopique en accord avec la théorie de Hassanizadeh
et Gray. Le développement complet de ces équations a été présenté dans [69]. L’équation
macroscopique finale sera développée à partir de l’équation de conservation fournie par
[69]. Dans ce qui suit, les indices représentent des quantités physiques relatives au volume
total du milieu et les exposants représentent les valeurs intrinsèques relatives à une seule
phase ou au constituant seulement. Les symboles s, w, g, gw et ga représentent respecti-
vement le squelette solide, l’eau liquide, la phase gazeuse en générale, la vapeur et l’air sec.

L’équation de conservation de la masse volumique moyenne macroscopique de la phase
π a la forme générale suivante :

π

Dρπ
Dt

+ ρπdivvπ = ρπe
π(ρ), (A.58)

où ρπ est la densité apparente (relative au volume total du milieu), vπ la vitesse et
ρπe

π(ρ) le terme de production volumique de masse, les indices ou les exposants π font
référence à la phase π (π = s, g,w, gw et ga).
La masse volumique moyenne de phase, ρπ, et la masse volumique intrinsèque moyenne
de phase, ρπ, sont reliées par la relation :

ρπ = ηπρπ, (A.59)

avec ηπ la fraction volumique de la phase π.
La conservation de la masse pour le squelette solide a la forme suivante :

s
Dρs
Dt

+ ρsdivvs = ṁRAS, (A.60)
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où ṁRAS est le terme de production de masse dans le squelette solide associé à la
combinaison de l’eau lors de la formation du gel pendant la première phase de la RAS.
Après avoir introduit l’équation (A.59) avec ηs = 1 − n, où n représente la porosité du
milieu, l’équation (A.60) s’écrit :

(1− n)

ρs

s
Dρs

Dt
−

s
Dn

Dt
+ (1− n)divvs =

ṁRAS

ρs
. (A.61)

L’équation de conservation de la masse pour l’eau pure (capillairement et physique-
ment absorbée) s’écrit :

w
Dρw
Dt

+ ρwdivvw = −ṁvap − ṁRAS, (A.62)

où ṁvap est la source de production massique par évaporation de l’eau liquide et−ṁRAS

est la masse d’eau consommée pendant la seconde étape de la RAS.
En introduisant la vitesse relative du liquide au sein des pores, la dérivée matérielle de la
densité d’eau par rapport au squelette, ηw = nSw (Sπ degré de saturation de la phase π),
l’équation (A.62) s’écrit :

s
Dn

Dt
+

n

ρw

s
Dρw

Dt
+

n

Sw

s
DSw

Dt
+ ndivvs =

−ṁvap

Swρw
+
−ṁRAS

Swρw
. (A.63)

Dans le but d’éliminer la dérivée temporelle de la porosité,
s
Dn

Dt
, de la dernière équation,

on l’additionne à l’équation A.61 et on obtient la conservation de masse d’eau liquide et
du squelette solide :

(1− n)

ρs

s
Dρs

Dt
+ divvs +

n

ρw

s
Dρw

Dt
+

n

Sw

s
DSw

Dt
=
−ṁvap

Swρw
+
−ṁRAS

Swρw
+
ṁRAS

ρs
. (A.64)

L’équation volumique moyenne de conservation de la masse d’air sec macroscopique
est :

ga
Dρga
Dt

+ ρgadivvga = 0. (A.65)

Après avoir changé la dérivé matérielle

ga
Dρga
Dt

en

g
Dρga
Dt

et la décomposition de la vitesse
d’air sec en une partie diffusive et une partie advective (relative au centre de gravité de
toute la phase gazeuse) uga = vga − vg, l’équation peut être réécrite comme :
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g
Dρga
Dt

+ divJga
d + ρgadivvg = 0, (A.66)

où

Jga
d = ρgau

ga = nSgρ
gauga. (A.67)

est le flux massique diffusif de molécule d’air sec dans la phase gazeuse.
Rappelons qu’il n’y a pas de terme source relatif à l’air sec. L’équation (A.66) est trans-
formée de manière analogue au bilan massique d’eau liquide. La dérivée matérielle et la
vitesse relative par rapport au solide sont introduites, la relation ηga = nSg est appli-
quée, l’équation résultante est divisée par ρgaSg et on somme le résultat avec l’équation
de conservation de la masse pour le squelette solide. On obtient l’équation suivante :

n

Sg

s
DSg

Dt
+

n

ρga

s
Dρga

Dt
+

1

Sgρga
divJga

d +
1

Sgρga
div (nSgρ

gavgs) +
(1− n)

ρs

s
Dρs

Dt
+ (A.68)

divvs =
ṁRAS

ρs
,

où vgs représente la vitesse relative de la phase gazeuse par rapport au squelette.
L’équation macroscopique de conservation de la masse de vapeur d’eau est :

gw
Dρgw
Dt

+ ρgwdivvgw = ṁvap. (A.69)

L’équation (A.69) peut être transformée similairement à l’équation (A.65) pour l’air
sec :

g
Dρgw
Dt

+ divJgw
d + ρgwdivvg = ṁvap, (A.70)

où le flux massique diffusif de molécules de vapeur d’eau dans les gaz est défini par :

Jgw
d = ρgwugw = nSgρ

gwugw. (A.71)

La phase gazeuse est un mélange binaire idéal de gaz entre l’air sec et la vapeur d’eau,
ainsi :

Jgw
d = −Jga

d . (A.72)
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En appliquant la même transformation que pour la conservation de la masse d’air sec
et en sommant les équations (A.70) et (A.61) on obtient :

n

Sg

s
DSg

Dt
+

n

ρgw

s
Dρgw

Dt
+

1

Sgρgw
divJgw

d +
1

Sgρgw
div(nSgρ

gwvgs) +
(1− n)

ρs

s
Dρs

Dt
+(A.73)

divvs =
ṁvap

Sgρgw
+
ṁRAS

ρs
.

Dans le but d’éliminer de la dernière équation le terme de production de masse ṁvap,
on multiplie par Sgρ

gw et on additionne avec l’équation de conservation de la masse d’eau
liquide multipliée par Sgρ

w. On obtient alors l’équation de conservation de la masse des
espèces dans l’eau (similaire à la lixiviation).
L’équation volumique de l’enthalpie macroscopique moyenne pour la phase π après avoir
négligé quelques termes relatifs à la dissipation visqueuse et au travail mécanique (ré-
sultant de la variation de densité due au changement de température et de fractions
volumiques), la forme générale suivante est obtenue :

ρπC
π
p

π

DT π

Dt
= ρπh

π − div(q̃π) + ρπR
π
H − ρπeπ(ρ)Hπ, (A.74)

où Cπ
p est la chaleur spécifique isobare, q̃π le flux de chaleur, ρπhπ les sources volumiques

de chaleur, ρπRπ
H le terme exprimant les échanges avec les autres phases (en incluant les

interactions mécaniques et en excluant l’échange d’enthalpie dû aux sources de masse),
Hπ est l’enthalpie spécifique de la phase π. Dans le béton exposé à la RAS, toutes les
sources de chaleur (exceptées celles relatives aux changements de phases) peuvent être
négligées.
On suppose ici que toutes les phases du matériau sont localement à l’équilibre thermody-
namique. Donc les températures sont les mêmes T π = T (π = s, w, g), ces températures
peuvent cependant varier dans le domaine.
En additionnant les bilans d’enthalpie pour toutes les phases du milieu, en prenant en
compte les termes de production massique spécifiques pour les constituants particulaires,
en transformant toutes les dérivées temporelles matérielles pour les écrire par rapport au
squelette solide et en considérant la relation suivante :

∑

π

ρπR
π
H = 0, (A.75)

on obtient l’équation bilan d’enthalpie dans tout le milieu :

(ρCp)eff

s
DT

Dt
+ (ρwC

w
p vws + ρgC

g
pv

gs)∇T − divq̃ = −ṁvap∆Hvap, (A.76)

où

(ρCp)eff = ρsC
s
p + ρwC

w
p + ρgC

g
p , (A.77)

= ρs(1− n)Cs
p + ρwSwnC

w
p + ρg(1− Sw)nCg

p ,
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q̃ = q̃s + q̃l + q̃g, (A.78)

∆Hvap = Hgw −Hw. (A.79)

Ci-dessus, vws représente la vitesse relative de l’eau liquide par rapport au squelette solide.
∆Hvap est l’enthalpie spécifique d’évaporation, Hgw et Hw sont les enthalpies spécifiques
de vapeur et d’eau.
Les phénomènes hygrothermiques dans le béton sont relativement lents ainsi les forces
inertielles peuvent être négligées. Pour un tel cas macroscopique, l’équation de conserva-
tion de la quantité de mouvement pour la phase π a la forme générale suivante :

divσπ + ρπg + ρπ [eπ(ρṙ) + σ̂π] = 0, (A.80)

où σπ est le tenseur de contraintes macroscopique dans la phase π, g l’accélération de la
gravité, ρπσ̂ le terme d’échange volumétrique de la quantité de mouvement avec les autres
phases dû aux interactions mécaniques et ρπeπ(ρṙ) est dû aux changements de phases ou
aux interactions chimiques. Ces termes d’échanges sont sujet à la contrainte :

∑

π

ρπ [eπ(ρṙ) + σ̂π] = 0. (A.81)

Après avoir additionné les équations de conservation de la quantité de mouvement
pour toutes les phases et en introduisant le tenseur de contrainte total :

σtot = σs + σl + σg, (A.82)

en prenant en compte la condition (A.81) et en supposant la continuité des contraintes à
l’interface fluide-solide on obtient :

divσtot + ρg = 0, (A.83)

où ρ = (1− n)ρs + nSwρ
w + n(1−Sw)ρg est la densité moyenne apparente dans le milieu.

L’équation de conservation de la quantité de mouvement montre que pour les milieux non
polaires comme le béton humide, tous les tenseurs de contraintes partiellement macrosco-
pique sont symétriques, σπ = (σπ)T .

3.2.2 Lois de fermeture

Similairement au cas de la lixiviation, on présente ici les équations permettant la ferme-
ture du modèle. Cependant on ne détaillera pas ce qui a déjà été présenté précédemment.

a) Modélisation de la première étape pour des conditions hygrothermiques
variables

• Prise en compte de la température
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La première étape est décrite par une réaction générale normalisée ΓRAS ∈ [0,1]
(ΓRAS = 0 au début de la réaction et ΓRAS = 1 à la fin) qui inclut toutes les réactions
chimiques complexes mentionnées à la section 1.7. Cependant ΓRAS a un sens thermody-
namique similaire à une réaction chimique.
Pour des conditions hygrothermiques constantes, la valeur de ΓRAS peut être déterminée

d’après la déformation induite par la RAS : ΓRAS =
εRAS(t)

εRAS.∞
où εRAS(t) et εRAS.∞ sont

les valeurs des déformations volumiques actuelles et asymptotiques (pour une réaction
complète dans le milieu) dans le cas où la réaction se produit libre de contrainte.
Cependant la réaction est envisagée pour une humidité et une température variables. La
valeur final de εRAS.∞ n’est pas unique et dépend de l’évolution des conditions hygro-
thermiques des pores. Ainsi la mesure de la réaction ΓRAS est définie en accord avec la
thermodynamique des réactions chimiques (Steffens [120]) :

ΓRAS = 1− exp

(
− t

tr

)
. (A.84)

Le taux de réaction
(

Γ̇RAS

)
est modélisé par une loi cinétique au premier ordre (tra-

vaux de Dron et Brivot [26]) :

Γ̇RAS =
1− ΓRAS

tr
, (A.85)

où tr est le temps caractéristique de la RAS. Pour une humidité constante et une
température T donnée, la valeur est fournie par[128] :

tr = τr(T )
1 + exp [−τL(T )/τr(T )]

ΓRAS + exp [−τL(T )/τr(T )]
, (A.86)

où τr(T ) et τL(T ) représentent les constantes de temps respectivement de la réaction
et de la latence à une température T. Les dépendances en température sont données par
des relations de types Arrhenius.

• Prise en compte de l’humidité

D’après les données expérimentales de Larive [66], la valeur finale de l’expansion de la
RAS et son évolution temporelle sont affectées par l’humidité du milieu. Ulm [128] a trouvé
une dépendance linéaire entre les deux constantes de temps, τr et τL, et l’humidité. Basée
sur la même expérience, Steffens [120] propose une équation sous forme exponentielle
pour décrire l’effet de l’humidité contenue (définie par un degré de saturation en eau des
pores Sw) dans la constante de temps de la réaction τr. La RAS est modélisée par une
combinaison des deux relations précédemment proposées sous la forme suivante :

tr(Sw,T,ΓRAS) = τr(Sw,T )
1 + exp [−τL(Sw,T )/τr(Sw,T )]

ΓRAS + exp [−τL(Sw,T )/τr(Sw,T )]
, (A.87)
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où la dépendance des constantes τr(Sw,T ) et τL(Sw,T ) en température et en saturation
sont données par :

τr(Sw,T ) = τr0

[
Er
R

(
1

T
− 1

T0

)]
(ArSw +Br). (A.88)

τL(Sw,T ) = τL0

[
EL
R

(
1

T
− 1

T0

)]
(ALSw +BL). (A.89)

où τr0 et τL0 sont les constantes de temps de réactions et de latence pour la tem-
pérature de référence T0 et Sw = 1, Er et EL sont leurs énergies d’activation, R est la
constante universelle des gaz parfaits et Ar, Br, AL et BL sont des paramètres déterminés
expérimentalement.

b) Modélisation de la seconde étape pour des conditions hygrothermiques va-
riables

La modélisation de la seconde étape de la RAS (absorption de l’eau et expansion du
gel) est issue des travaux de Steffens [120]. Sous l’hypothèse d’isotropie des déformations
induites par la réaction et en supposant que le taux de ces déformations (ε̇RAS) est pro-
portionnel au taux de combinaison de la masse d’eau avec les produits de la première
étape (ṁRAS), on a :

ε̇RAS(t) =
α

ρRAS
ṁRAS(t)I, (A.90)

où α est le coefficient de dilatation chemo-élastique, ρRAS la densité de gel formé et
I le tenseur unité d’ordre deux. Le terme ṁRAS est proportionnel au taux de formation
du gel (Γ̇RAS) et est influencé par le processus de vieillissement de celui-ci. L’expérience
de Larive [66] montre qu’à cause de quelques processus physico-chimiques, il y a une
perte du potentiel de gonflement du gel déjà formé. En prenant en compte ces effets sur
l’évolution du taux de déformation et d’expansion, Steffens [120] propose un paramètre
matériel supplémentaire. Ainsi le temps caractéristique de vieillissement ta est affecté au
taux d’expansion et aux valeurs asymptotiques des contraintes. Ce paramètre caractérise
la cinétique du processus de combinaison avec l’eau du gel déjà formé due à la RAS. Ce
processus peut être décrit par une loi d’évolution de la forme suivante :

Γ̇a =
1− Γa
ta

, (A.91)

où Γa représente la mesure normalisée du processus de vieillissement. En considérant
les effets de ce processus (diminution de la combinaison du gel avec l’eau) au taux de
(1− Γa)

−1, on obtient la relation suivante :
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ṁRAS(Sw,t) = MRAS(Sw)(1− Γa)Γ̇RAS, (A.92)

où MRAS(Sw) représente le coefficient de combinaison de l’eau pour un degré de satu-
ration de Sw (capacité unité de combinaison en eau de gel amorphe sans effet du vieillis-
sement).
En accord avec les résultats expérimentaux donnés dans [66] et les analyses présentées
dans [120] et [2], MRAS(Sw) peut être approximée par les relations suivantes :

MRAS(Sw) = MRAS0(ÃRASSw + B̃RAS), (A.93)

MRAS(Sw) = MRAS0exp(C̃RASSw + D̃RAS), (A.94)

où MRAS0 = MRAS(Sw = 1), ÃRAS, B̃RAS, C̃RAS et D̃RAS sont des paramètres. Pour
une température et une humidité constante, Steffens [120] obtient la relation suivante :

1− Γa = (1− ΓRAS)β, (A.95)

où β =
τr0
ta

.

On suppose que cette relation est toujours valide pour des conditions variables et le
coefficient β n’est pas affecté par la température et l’humidité. Cela permet d’écrire la
déformation due à l’évolution de la RAS sous la forme suivante :

ε̇RAS(t) = ε̇RAS [Sw(t),T (t)] =
α

ρRAS
M(Sw)(1− ΓRAS)βΓ̇RASI, (A.96)

où
α

ρRAS
M(Sw) = β̃RAS(Sw) .

D’après des résultats expérimentaux de Dunant [29], le gel formé lors de la RAS se place
dans des “poches” distribuées dans tout le volume contenant des granulats réactifs. Pour
cette raison, on suppose que le gel est une partie du squelette en modifiant sa structure
intérieure et relie des propriétés physiques, par exemple les isothermes de sorption et la
perméabilité intrinsèque.

Sous l’hypothèse de l’irréversibilité de la RAS
(

Γ̇RAS ≥ 0
)
, les déformations induites

par l’expansion lors de la RAS ne peuvent pas diminuer. Cependant, pendant l’expé-
rience portant sur l’évolution de l’expansion de la RAS dans les éprouvettes de bétons
exposées à une ambiance humide variable (condition de Poyet), on a observé que lors du
séchage, les déformations totales de l’éprouvette ont diminué et, pendant l’humidification
de cette dernière, elles ont de nouveau augmentées. Ces phénomènes sont modélisés par
une contrainte effective et les déformations sont traitées sous l’hypothèse de déformations
élastiques du squelette (contenant le gel précédemment formé qui occupe une partie du
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volume du squelette) dues à un changement de la valeur de la pression des pores : rétré-
cissement des déformations pendant le séchage, Ṡw > 0. Pendant ce processus, la réaction
peut progresser en causant une expansion de déformation additionnelle. Ainsi dans le mo-
dèle proposé, la composante de déformation du gel déjà formé pendant le séchage ne peut
pas diminuer et la diminution observée des déformations totales du matériel semble être
la cause des déformations de contraction.

c) Modélisation des déformations du béton dégradé par la RAS et écriture du
tenseur de contraintes effectives

La modélisation des déformations est équivalente à celle décrite dans le cadre de la
lixiviation à l’exception d’un terme propre à la RAS.
L’irréversibilité du processus entraîne nécessairement une augmentation des déformations.
Cependant, des données expérimentales (sous des conditions variables d’humidité relative
pendant le processus de séchage) ont montré une diminution de la déformation macrosco-
pique pour des conditions hydrométriques variables. Ces effets sont modélisés en considé-
rant la formation de gel avec des pores très fins entraînant une modification de la fraction
de surface solide χws

s . Les changements sont supposés être proportionnels à la masse d’eau
combinée pendant la formation du gel amorphe lors de la seconde phase, mRAS(t), en
accord avec la relation :

χws
RAS(Sw,ΓRAS) = χws

s

[
1 +

mRAS

mRAS∞δRAS

]
, (A.97)

où mRAS∞ représente la masse totale d’eau combinée pendant la formation du gel dans
le béton pleinement saturé avec de l’eau pendant le processus. Il s’agit d’un paramètre
matériel pouvant être déterminé à partir des déformations de rétrécissement du matériau
n’ayant pas réagi (mRAS/mRAS∞ = 0) et complètement réagi (mRAS/mRAS∞ = 1). Il
permet de prendre en compte un rétrécissement supplémentaire causé par la perte d’eau
dans le gel durant le processus de séchage. La pression de phase solide devient :

ps = pg − χws
RASp

c. (A.98)

La réaction peut se développer en parallèle de ces processus entraînant une déforma-
tion d’expansion supplémentaire.

d) Relations de transports des propriétés chimiques

La masse volumique intrinsèque de squelette lors de la RAS s’exprime par :

ρs(t) =
ρs0 +mRAS(t)(1−n)−1

1 + εvolRAS(t)
, (A.99)

où ρs0 représente la masse volumique intrinsèque du squelette n’ayant pas réagit,
mRAS(t) la masse totale d’eau combinée (pour 1m3 de béton). Comme pour la lixiviation,
le taux de variation du premier invariant du tenseur de contraintes effectives s’écrit :
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s
D (trσse)

Dt
= 3K̃T


divv̄s +

1

K̃s

Dsps

s
Dt
− βs

s
DT

Dt


 . (A.100)

On retrouve une forme similaire à celle de la lixiviation avec un terme supplémentaire
dans le terme de droite prenant en compte les effets thermiques avec βs le coefficient
d’expansion linéaire thermique. La progression de la réaction entraîne une augmentation
du volume total des pores (Vp) qui peut être décrit par :

Vp
(
T, ps, trσse, ε

vol
RAS

)
= Vp0

(
T, ps, trσse, ε

vol
RAS = 0

) [
1 + εvolRAS(t)

]
, (A.101)

où Vp0 est le volume des pores du milieu sain. Pour la sorption isotherme pendant le
processus de la RAS, la description suivante est utilisée :

Sw (pc,mRAS) = Sw (pc, 0) +
mRAS

mRAS∞
[Sw (pc,mRAS∞)− Sw (pc,0)] . (A.102)

Comme dans le cas de la lixiviation, le volume moyen de flux advectif d’eau liquide
est décrit par les lois de Darcy. On utilise l’expression de la perméabilité intrinsèque k :

k = k (mRAS, d) = k010Ak(mRAS/mRAS∞).10Add. (A.103)

L’expression des contraintes en fonction des déformations s’écrit :

σ̇se = D (ε̇tot − ε̇c − ε̇t − ε̇RAS) + Ḋ (εtot − εc − εt − εRAS) . (A.104)

On retrouve les mêmes termes que dans la modélisation de la lixiviation avec deux
déformations supplémentaires : déformations thermique (εt) et déformations liées à l’ex-
pansion. On définit des endommagements mécanique (d) et chimique (V ) :

d = 1− E

E (εvolRAS,0)
, V = 1− E

(
εvolRAS,0

)

E0

, (A.105)

où E
(
εvolRAS,0

)
représente le module d’Young du matériau chimiquement détérioré. E0

est le module d’Young du matériau sain.

3.2.3 Bilan de la modélisation

• Équations constitutives
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— Conservation de la masse d’air sec :

Sgn

ρga
∂ρga

∂t
− βs (α− n)Sg

∂T

∂t
+

1− n
ρs

Sg

(
∂ρs

∂εvolRAS

∂εvolRAS

∂t
+

∂ρs

∂mRAS

∂mRAS

∂t

)

+n
∂Sg

∂t
+ αSgdivv̄s +

1

ρga
divJga

d +
1

ρga
div (nSgρ

gavgs) =
ṁRAS

ρs
Sg. (A.106)

— Conservation des espèces contenues dans l’eau :

Sgn
∂ρgw

∂t
− βswg =

∂T

∂t
− n (ρgw − ρw)

∂Sw

∂t
+ divJgw

d + div (nSwρ
wvws)

+div (nSgρ
gwvgs) +

1− n
ρs

(Sgρ
gw + Swρ

w)

(
∂ρs

∂εvolRAS

∂εvolRAS

∂t
+

∂ρs

∂mRAS

∂mRAS

∂t

)

+α (Swρ
w + Sgρ

gw) divv̄s = −ṁRAS +
ṁRAS

ρs
(ρgwSg + ρwSw) . (A.107)

— Conservation de l’enthalpie :

(ρCp)eff
∂T

∂t
+
(
ρwC

w
p vws + ρgC

g
pv

gs)∇T − div (χeff∇T ) = −ṁRAS∆Hvap.(A.108)

— Conservation de la quantité de mouvement :

div

[
(1−D)D

0

(εtot
∂t
− εc
∂t
− εt
∂t
− εRAS

∂t

)
+
∂D

dt
D

0
(εtot − εc − εt − εRAS)

]
−

div

[(
∂pg

∂t
− ∂χws

RAS

∂t
pc − χws

RAS
∂pc

∂t

)
I

]
+
∂ρ

∂t
g = 0 (A.109)

• Valeurs numériques des paramètres utilisés

Les valeurs caractéristiques des paramètres sont issus des expériences de Larive [66]
et de Poyet [102] :
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Paramètre Symbole Larive [66] Poyet [102]
Ratio eau/ciment w/c (−) 0.48 0.50
Valeur initiale de latence τL0 (jours) 40.1 37.0
Valeur initial du temps de réaction τR0 [jours] 16.9 67.0

Énergie d’activation pour la période latente UL [J ] 6000 10000

Énergie d’activation pour la réaction UR [J ] 2500 6000
Coefficient pour la période latente AL [−] −8.7 −1.0
Coefficient pour la période latente BL [−] 9.7 2.0
Coefficient pour la réaction AR [−] −6.94 −1.0
Coefficient pour la réaction BR [−] 7.94 2.0
Temps de vieillissement ta [jours] 145.5 200.0

Coefficient pour la fonction de déformation de la RAS β̃RAS0 [−] 0 .0037 0.0043
Coefficient pour la fonction de déformation de la RAS C̃RAS [−] 3.56 1.10
Porosité n [%] 10 17
Valeur finales de la perméabilité intrinsèque kfin [m2] 5.10−19 5.10−22

3.3 Agression thermique

L’état du béton à haute température peut être décrit à l’aide de quatre variables
d’état primaires : la pression du gaz (pg), la pression capillaire (pc), la température (T )
et le vecteur de déplacement (u) et trois variables internes décrivant l’avancement de
la déshydratation et le processus de détérioration : le degré de déshydratation (Γdehydr),
le paramètre d’endommagement chimique (V ) et le paramètre d’endommagement méca-
nique (d). Le paramètre d’endommagement D peut être calculé à partir des ces variables.
Le modèle considère 7 équations : deux conservations de la masse (équation de continuité),
le bilan d’enthalpie (énergie), l’équation de conservation de la quantité de mouvement
(équation d’équilibre mécanique) et trois équations d’évolution. La forme finale des équa-
tions du modèle, exprimée en termes de premières variables d’état est listée ci-dessous.
Le développement complet de ces équations est présenté dans [42], [40] et [98].

3.3.1 Équations de conservation

L’équation de conservation de la masse d’air sec (en introduisant la conservation de la
masse du squelette) prend en compte les termes diffusif et advectif du flux d’air, ainsi que
la variation de la porosité causée par le processus de déshydratation et les déformations
du squelette :

−n
s
DSw

Dt
− βs(1− n)Sg

s
DT

Dt
+ Sgdivvs +

Sgn

ρga

s
Dρga

Dt
+

1

ρga
divJgw

g + (A.110)

1

ρga
div (nSwρ

wvws)− (1− n)Sg

ρs
∂ρs

∂Γdehydr

s
DΓdehydr

Dt
=
ṁdehydr

ρs
Sg.

L’équation bilan des espèces de l’eau (en introduisant la conservation de la masse du
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squelette) considère le flux diffusif et advectif de vapeur d’eau, les termes de production
de masse relative aux changements de phases de la vapeur (évaporation-condensation,
absorption désorption physique et déshydratation) et la variation de la porosité causée
par le processus de déshydratation et la déformation du squelette :

n (ρw − ρgw)

s
DSw

Dt
+ (ρwSw + ρgwSg)αdivvs − βswg

s
DT

Dt
+ Sgn

s
Dρgw

Dt
+

div (nSwρ
wvws) + div (nSgρ

gwvgs)− (A.111)

(ρwSw + ρgwSg)
(1− n)

ρs
∂ρs

∂Γdehydr

s
DΓdehydr

Dt
=
ṁdehydr

ρs
(ρwSw + ρgwSg − ρs) ,

où βswg est définie par : βswg = βs(1− n) (Sgρ
gw + Swρ

w) + nβwSwρ
w.

En prenant en compte les flux de chaleur conductif et convectif, les effets de la chaleur
dus aux changements de phases et au processus de déshydratation, l’équation bilan de
l’enthalpie pour le milieu multi-phasique s’écrit :

(ρCp)eff
∂T

∂t
+
(
ρwC

w
p vw + ρgC

g
pv

g)∇T − div (χeff∇T ) = (A.112)

−ṁvap∆Hvap + ṁdehydr∆Hdehydr,

où χeff est la conductivité effective obtenue expérimentalement,

(ρCp)eff = ρsC
s
p + ρgC

g
p , (A.113)

∆Hvap = Hgw −Hw, (A.114)

∆Hdehydr = Hw −Hws (A.115)

et

ṁvap = −ρwSwdiv
∂u

∂t
+ βswρ

w∂T

∂t
− ρwn∂Sw

∂t
(A.116)

−div

[
ρw
kkrw

νw
(−∇pg +∇pc + pwg)

]

−
(
ṁdehydr + (1− n)

∂ρs

∂Γdehydr

∂Γdehydr

∂t

)
ρwSw

ρs
+ ṁdehydr,

avec βsw = Sw [(1− n)βs + nβw] et le taux de masse d’eau déshydratée est proportion-
nel au taux de déshydratation : ṁdehydr = kbΓ̇dehydr, kb est un paramètre matériau relatif
à la chimie de l’eau liée et dépend de la stœchiométrie de la réaction chimique associée
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au processus de déshydratation. L’équation de conservation de la quantité de mouvement
du milieu multiphasique est :

div (σs
e − αpsI) + ρg = 0, (A.117)

où α = 1 − KT/Ks est le coefficient de Biot et la contrainte effective σs
e est donnée

par :

σs
e = (1− d)(1− V )Λ

0
: (εtot − εth − εtchem − εtr) . (A.118)

3.3.2 Lois de fermeture

Supposant l’irréversibilité du processus de déshydratation, la loi s’écrit :

Γdehydr(t) = Γdehydr(Tmax(t)). (A.119)

et :

Γ̇dehydr =
∂Γdehydr(T )

∂T

∂T

∂t
, si T (t) > Tmax(t), (A.120)

Γ̇dehydr = 0, sinon,

où Tmax(t) est la température maximale atteinte par le béton à l’instant t. Les relations
constitutives Γdehydr(T ) peuvent être obtenues à partir des résultats de thermo-gravimétrie
(essai TG), en utilisant la définition du degré de déshydratation au moyen du changement
de masse pendant l’échauffement du béton :

Γdehydr(T ) =
m(T0)−m(T )

m(T0)−m(T∞)
, (A.121)

où m(T ) est la masse de béton mesurée à une température T pendant les essais TG,
T0 et T∞ sont les températures initiale et finale.

On suppose ici que T0 = 105°C et T∞ = 1000°C.
L’équation de l’endommagement thermochimique, obtenue sur la base de résultats ex-
périmentaux, prend en compte le caractère irréversible des changements structuraux du
matériau et s’écrit :

V (t) = V (Tmax−(t)). (A.122)

L’équation de l’endommagement mécanique,d(t) = d(ε̃(t)), est exprimée en terme
d’une déformation équivalente, ε̃, obtenue dans le cadre de la théorie classique de l’en-
dommagement isotrope non local. Les paramètres peuvent être déterminés par les résultats
de [42].
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Les vides du squelette solide sont partiellement remplis par de l’eau liquide et par une
phase gazeuse.

Sous la température critique de l’eau (Tcr), la phase liquide est constituée d’eau po-
reuse et d’eau capillaire (apparaissant lorsque le degré de saturation en eau excède la
valeur limite Sssp). Au-dessus de la température Tcr, la phase liquide n’est que de l’eau
liée (couche très fine). Dans la totalité de la gamme de température, la phase gazeuse
est constituée d’un mélange d’air sec et de vapeur d’eau (un gaz condensable pour une
température T < Tcr).
Les constituants ne sont pas supposés réagir chimiquement excepté pour la phase solide
qui est formée par les granulats et les produits de l’hydratation de la pâte cimentaire (du
gel CSH et de l’hydroxyde de calcium principalement). Pour des températures excédant
105°C, un phénomène de déshydratation est visible.
La phase solide est supposée être en contact avec tous les fluides dans les pores. Le sys-
tème global multi-phasique est traité par Gawin [43] par la théorie de la moyenne en
partant du niveau microscopique et en appliquant les opérateurs de moyenne à la masse,
l’aire et le volume moyen dans la forme locale des équations bilans. Comme souligné par
Schrefler [115], la prise en compte des interfaces entre les constituants et leurs propriétés
thermodynamiques sont importantes afin de traiter correctement les relations. Elles sont,
de plus, prises en compte par Gawin [43] dans la définition générale du modèle et dans
l’exploitation de la seconde loi de la thermodynamique.
Cette loi est appliquée pour un milieu poreux multi-phasique, dont le squelette est le lieu
de réactions chimiques (déshydratation) et de détérioration matérielle (les deux endom-
magements thermochimique et mécanique). Il est possible de définir la pression capillaire
et le tenseur de contraintes effectives pour la phase solide ainsi que des restrictions ther-
modynamiques imposées aux équations d’évolution pour la déshydratation du squelette et
les processus de détérioration. L’ensemble du développement est présenté en détail dans
[43] pour des déformations finies du squelette solide et dans [115] pour une dépendance
fonctionnelle plus développée de l’énergie libre.
De cette approche, on obtient à l’état d’équilibre la forme simplifiée de la pression capil-
laire :

pc = pg − pw. (A.123)

Pour une humidité plus faible, lorsque l’eau est seulement présente comme un film fin
sur la surface du squelette, la pression capillaire peut être interprétée comme un potentiel
Ψ d’eau absorbée multiplié par la masse volumique de l’eau ρw :

pc = −Ψρw, Ψ = −∆Hads/Mw, (A.124)

où ∆Hads est l’enthalpie d’adsorption.
La pression du film d’eau (pw) varie de la pression de l’eau de réservoir (pw0 ) par une
quantité égale à la pression de disjointement Πw en accord avec le modèle mis en œuvre
par Gray et Schrefler [50] :

pw = pw0 − Πw. (A.125)
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Ainsi la pression capillaire à l’équilibre est définie par :

pc = pg − pw = Πw − γwgJw
wg. (A.126)

Pour des niveaux d’humidité contenue plus importants (pour des valeurs de la satu-
ration excédant celle du point de saturation solide), la pression capillaire devient :

pc = −γwgJw
wg. (A.127)

Similairement, dans le domaine hygroscopique, la pression thermodynamique du solide
à l’équilibre peut être exprimée par une formule simplifiée en négligeant le terme relatif à
l’épaisseur du ménisque de la surface (valide lorsque l’épaisseur du film est plus petit que
le rayon de courbure de la particule solide) :

ps ∼= χws
s (pw0 − Πw) + χgs

s p
g + χws

s γ
wsJ s

ws + χgs
s γ

gsJ s
gs. (A.128)

Dans le domaine non hygroscopique (pour des niveaux modérés de saturation de la
phase humide), la pression thermodynamique s’écrit :

ps ∼= χws
s p

w + χgs
s p

g + χws
s γ

wsJ s
ws + χgs

s γ
gsJ s

gs, (A.129)

où χws
s et χgs

s sont les fractions d’aire du squelette en contact avec l’eau et le gaz res-
pectivement.
La pression capillaire ainsi que les termes dans les équations (A.128) et (A.129) repré-
sentent un saut de la pression au travers de la surface du solide. Les deux derniers termes
du membre de droite de ces équations ne sont généralement pas inclus dans l’expression
utilisée pour le calcul de la pression de la phase solide et sont négligés dans le présent mo-
dèle. En utilisant la définition de la pression capillaire, les différents niveaux de saturation
en eau, les équations (A.126) et (A.127) ainsi que l’identité χws

s +χgs
s = 1, l’expression de

la pression de la phase solide peut s’écrire sous la forme suivante :

ps = pg − χws
s p

c. (A.130)

L’équation (A.130) est similaire à l’expression développée par Bishop [9] pour les
milieux poreux partiellement saturés. Cependant, elle est également valide pour les maté-
riaux avec de très petits pores et dont les pores de surface sont bien développés où l’eau
peut être présente comme un film fin (par exemple dans le béton [50]).
À partir de la seconde loi de la thermodynamique, il est également possible d’obtenir les
lois de Fick, de Fourrier et de Darcy modélisant respectivement la diffusion de compo-
sant miscible (vapeur d’eau et air sec) dans la phase gazeuse, le transfert de chaleur par
conduction et le transport de masse dû au gradient de gaz et à la pression capillaire.
Pour la fermeture du modèle, plusieurs relations thermodynamiques (e.g. l’équation de
Kelvin) sont valides car l’hypothèse de l’état d’équilibre local, la loi des gaz parfaits et la
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loi de Dalton pour la description de l’état des phases gazeuses et pour la description de
pression partielle ont été utilisées.
Les relations constitutives décrivent les déformations du béton en considérant les dété-
riorations mécaniques et thermochimiques aussi bien que les phénomènes de transition
thermique (voir Gawin [43]). En suivant ce modèle, la déformation totale εtot d’un béton
chargé mécaniquement à une température T , peut être décomposée comme suit :

εtot (σ̃s
e,T ) = εel (σ̃

s
e,T ) + εth (T ) + εtchem (V (T )) + εtr (σ̃s

e,T ) , (A.131)

où εel est la déformation élastique due aux contraintes nettes effectives (σ̃s
e) causée

par un chargement externe en pression des fluides des pores (l’eau liquide et l’air humide),
εth est la déformation thermique, εtchem est la déformation thermochimique (composant
irréversible) et εtr est la déformation thermique de transition.

3.3.3 Bilan de la modélisation

Sur la base de la mécanique des milieux poreux, Gawin [44] propose une formulation
de la dégradation du béton par choc thermique. Cependant de nombreux paramètres ne
sont pas fournis mais une application à un feux ‘normalisé” conforte la théorie.

Le modèle est similaire à ceux développés dans le cadre de lixiviation et de la réaction
alcali-silice. Par soucis de clarté, le modèle n’est donc pas réécrit ici.

3.4 Conclusion et modèle générique

Les modélisations mises en œuvres pour les trois dégradations, lixiviation, réaction
alcali-silice et agression thermique sont similaires. Trois équations constitutives sont uti-
lisées : deux pour décrire le milieu poreux et une pour l’évolution du déplacement. Par
contre, l’équation de conservation est spécifique à la dégradation étudiée : l’équation de
conservation de la masse du calcium pour la lixiviation et l’équation de conservation de
l’enthalpie pour la RAS et l’agression thermique.

Dans la suite, un formalisme générique est proposé.
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Modélisation des milieux poreux

Équation de conservation de la masse d’air sec

Sgn

ρga
∂ρga

∂t
− βs (α− n)Sg

∂T

∂t
+

1− n
ρs

Sg (Evoldégrad)

+n
∂Sg

∂t
+ αSgdivv̄s +

1

ρga
divJga

d +
1

ρga
div (nSgρ

gavgs) =
Sg

ρs
(ṁdégrad) (A.132)

Équation de conservation des espèces de l’eau

Sgn
∂ρgw

∂t
−βswg

∂T

∂t
− n (ρgw − ρw)

∂Sw

∂t
+ divJgw

d + div (nSwρ
wvws) + div (nSgρ

gwvgs)

+
1− n
ρs

(Sgρ
gw + Swρ

w) (Evoldégrad) + α (Swρ
w + Sgρ

gw) divv̄s =
1

ρs
Proddégrad

Dégradation Evoldégrad Proddégrad
∂ρs

∂Γlixi

∂Γlixi

∂t
−ṁdiss (ρgwSg + ρwSw)Lixiviation

∂ρs

∂εvolRAS

∂εvolRAS

∂t
+

∂ρs

∂mRAS

∂mRAS

∂t
ṁRAS (ρgwSg + ρwSw − ρs)RAS

∂ρs

∂Γdehydr

∂Γdehydr

∂t
ṁdehydr (ρgwSg + ρwSw − ρs)Thermique

Dans les équations précédentes, les termes en rouge sont dus à la prise en compte de la
thermique et ceux en vert sont propres à chaque dégradation.

Modélisation du déplacement

Équation de conservation de la quantité de mouvement

div

[
(1− V )D

0

(
∂εtot
∂t
− ∂εc

∂t
− ˙Défodégra

)
− ∂V

∂t
D

0
(εtot − εc −Défodégra)

]

−div

[
α

(
∂pg

∂t
− ∂χws

s

∂t
pc − χws

s
∂pc

∂t

)
I

]
+
∂ρ

∂t
g = 0

Dégradation Défodégra
Lixiviation εch

RAS εt + εRAS
Thermique εtchem + εth

On écrit ici en vert les termes propres à chaque dégradation.
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Prise en compte de la thermique

Équation de conservation de l’enthalpie

(ρCp)eff
∂T

∂t
+
(
ρwC

w
p vw + ρgC

g
pv

g)∇T − div (χeff∇T ) = −ṁvap∆Hvap

+ṁdehydr∆Hdehydr

Le terme en rouge est dû à l’écaillage par choc thermique.

Prise en compte d’une espèce

Équation de conservation de la masse d’une espèce

(1− n) ccaSw
1

ρs
∂ρs

∂Γlixi

∂Γlixi

∂t
+ ncca

∂Sw

∂t
+ nSw

∂cca
∂t

+ αccaSwdivv̄s +
1

ρw
divJca

D

+
1

ρw
div
(
ccanSwρ

wvls) =
ṁdiss

ρw
− ṁdiss

ρs
ccaSw

On reprend ici l’équation de conservation de la masse de calcium pour le cas de la lixivia-
tion.

Nous présentons dans la suite les équations utilisées pour la fermeture des modèles.

Équations de fermeture des modèles
Endommagement chimique V
Endommagement mécanique d

nSπv
πs = −k

rπk

µπ
[∇ (pπ)− ρπg]Lois de Darcy

JcaD = −ρwDca
D∇ (cca)Loi de Fick

Degré de dégradation Γdégra

Taux de dégradation Γ̇dégra

On rappelle que les symboles s, w, g, gw et ga représentent respectivement le squelette
solide, l’eau liquide, la phase gazeuse en général, la vapeur et l’air sec. Cinq équations
permettent de décrire les phénomènes : deux pour les milieux poreux, une pour le dépla-
cement, une pour la thermique et une pour la diffusion d’une espèce.
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4 Conclusion
La complexité et la variété des phénomènes susceptibles d’intervenir au cours de la vie

d’un ouvrage en béton sont très importantes. Suite à de nombreuses réactions chimiques,
le béton est considéré dans sa phase opérationnelle comme un solide. Cependant la micro-
structure est composée de pores dans lesquelles des espèces chimiques sont susceptibles de
réagir. Le vieillissement du béton est associé à ces réactions. Les cinétiques des différentes
réactions sont conditionnées par de nombreux paramètres : l’humidité, la température,
les constituants du béton...
De nombreuses dégradations différentes ont été présentées dans cette annexe. Plusieurs
modélisations existent pour décrire le comportement du béton ayant subi ces dégradations.
Dans cette partie nous nous sommes intéressés en particulier à la réaction alcali-silice. Les
modélisations que l’on a proposé portent sur plusieurs échelles différentes. En première
approximation, des modèles mécaniques sont considérés et intègrent la réaction par le
biais de déformations spécifiques. Des modélisations plus pertinentes prennent en compte
un couplage chemo-mécanique avec la diffusion d’espèces dans un volume élémentaire re-
présentatif.
L’utilisation de la mécanique des milieux poreux pour la modélisation de trois dégrada-
tions a été présentée. Il s’agit d’un formalisme puissant permettant de modéliser à l’échelle
mésoscopique des réactions intervenant à l’échelle microscopique. Il s’agit des modèles les
plus complets. Cependant de nombreux paramètres sont à utiliser reposant sur des expé-
riences et le nombre d’équations à résoudre est conséquent.
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Annexe B

Compléments sur la fissuration
thermo-mécaniques

Cette annexe présente d’une part l’assemblage des termes élémentaires du problème
thermique dans la matrice du système linéaire et d’autre part une interprétation fine
des simulations numériques sur des volumes élémentaires unitaires composés d’une inclu-
sion entourée par un milieu cimentaire. En particulier, l’influence de l’approximation du
gradient thermique (voir partie 3.4 du chapitre 2) sur la diffusion thermique est étudiée.

1 Assemblage des termes élémentaires thermiques

Le système linéaire du problème thermique est de la forme (voir section 1.4.1 du
chapitre 1) :

A {T} = {F} (B.1)

ou A est la matrice de conductitivé, {T} est le vecteur d’inconnues nodales et {F} est le
vecteur des flux généralisés.
La forme de la matrice de conductivité dépend de l’endommagement local des inter-
faces. Ainsi, plusieurs configurations sont envisagées : Éléments Finis classique (maillage
continu), maillage discontinu sans endommagement et maillage discontinu.

Les termes de la A sont notés aij où i,j ∈ [0,N ], N étant le nombre d’inconnues
nodales. Les termes résultant de l’endommagement sont notés ηij.

1.1 Éléments Finis classiques

Par souci de clarté, nous supposons le maillage de la Figure B.1 constitué de deux
mailles.

Le système à résoudre est de la forme suivante :



a11 a12 a13 0
a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

0 a42 a43 a44







T1

T2

T3

T4


 =




F1

F2

F3

F4


 (B.2)
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1. ASSEMBLAGE DES TERMES ÉLÉMENTAIRES THERMIQUES

T1•

T2•

T3•
T4

•

Figure B.1 – Maillage éléments finis constitué de deux mailles.

1.2 Traitement de la continuité avec un maillage discontinu

Nous souhaitons représenter des phénomènes continus, sans endommagement, avec un
maillage discontinu. Le maillage utilisé similaire à celui utilisé avec les modèles de zones
cohésives (voir Figure B.2). Chaque maille est supposée indépendante.

T1•

T2•

T3•
T4

•

T6•

T5

•

β = 1

Figure B.2 – Maillage discontinu : chaque maille est indépendante.

Dans ce cas, sans relation entre les nœuds, le système à résoudre est de la forme :




a11 a12 a13 0 0 0
a21 a22 a23 0 0 0
a31 a32 a33 0 0 0
0 0 0 a44 a45 a46

0 0 0 a54 a55 a56

0 0 0 a64 a65 a66







T1

T2

T3

T4

T5

T6




=




F1

F2

F3

F4

F5

F6




(B.3)

Pour le traitement d’un problème continu, nous imposons les relations suivantes entre
les noeuds : T3 = T4 et T2 = T6. L’assemble des termes associés dans la matrice de
conductivité B.3 entraîne :
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


a11 a12 a13 0 0 0
a21 (a22 + a66) (a23 + a64) 0 a65 0
a31 (a32 + a46) (a33 + a44) 0 a45 0
0 0 0 1 0 0
0 a56 a54 0 a55 0
0 0 0 0 0 1







T1

T2

T3

T4

T5

T6




=




F1

F2 + F6

F3 + F4

0
F5

0




(B.4)

Notons qu’un traitement particulier est appliqué aux inconnues T4 et T6. En effet, pour
assurer l’inversibilité de la matrice, ces inconnues ne sont pas calculées mais mis à jour à
la fin du calcul : T4 = T3 et T6 = T2.

1.3 Maillage discontinu et endommagement surfacique

Nous considérons ici deux interfaces : saines (Figure B.3 (a)) et le cas hybride avec
une interface saine et une interface endommagée (Figure B.3 (b)).

T1•

T2•

T3•
T4

•

T6•

T5

•

T7•

T8

• T9

•

β = 1
β = 1

(a) Aucun endommagement
présent entre les trois éléments.

T1•

T2•

T3•
T4

•

T6•

T5

•

T7•

T8

• T9

•

β = 1
β 6= 1

(b) Un endommagement est
introduit entre les éléments de la

partie droite.

Figure B.3 – Maillage discontinu avec trois éléments.

Dans le cas où les deux interfaces sont saines, le système linéaire à résoudre a la forme
suivante :



a11 a12 a13 0 0 0 0 0 0
a21 a22 + a66 + a77 a23 + a64 0 a65 + a87 0 0 0 a79
a31 a32 + a46 a33 + a44 0 a45 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0 0 0
0 a56 + a78 a54 0 a55 + a88 0 0 0 a89
0 −1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 1 0
0 a97 0 0 a98 0 0 0 a99







T1
T2
T3
T4
T5
T6
T7
T8
T9




=




F1

F2 + F6 + F7

F3 + F4

0
F5 + F8

0
0
0
F9




(B.5)

avec T6 = T7 = T2, T4 = T3 et T8 = T5.

183 sur 218



2. ANALYSE THERMO-MÉCANIQUE D’UNE INTERFACE PARFAITEMENT
CONDUCTRICE

Dans le cas d’un endommagement, les termes supplémentaires, notés ηij, sont décrits
dans la section 2.2 du chapitre 2. Le système linéaire à résoudre devient :



a11 a12 a13 0 0 0 0 0 0
a21 a22 + a66 + η66 a23 + a64 0 a65 + η65 0 η67 η68 0
a31 a32 + a46 a33 + a44 0 a45 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0 0 0
0 a56 + η56 a54 0 a55 + η55 0 η57 η58 0
0 −1 0 0 0 1 0 0 0
0 η76 0 0 η75 0 a77 + η77 a78 + η78 a79
0 η86 0 0 η85 0 a87 + η87 a88 + η88 a89
0 0 0 0 0 0 a97 a98 a99







T1
T2
T3
T4
T5
T6
T7
T8
T9




=




F1

F2 + F6

F3 + F4

0
F5

0
F7

F8

F9




(B.6)

avec T4 = T3 et T6 = T2.

2 Analyse thermo-mécanique d’une interface parfaite-
ment conductrice

Dans la partie 3.5.2 du chapitre 2, la position d’une pré-dégradation autour d’une
inclusion a été étudiée. Trois positions sont considérées : en amont, au médian et en aval
de l’inclusion. Dans cette étude, une conduction faible dans l’interface cohésive rompue
est utilisée. Cette section reprend les calculs avec une conduction dans l’interface cohésive
rompue idéale, équivalente à une interface saine.
Pour chaque cas, le champ thermique et les zones cohésives endommagées (β < 0.2)
sont présentés. L’évolution du champ de température suivant une droite (en blanc sur les
figures) est tracé. Le cas d’une évolution sans prédégratation est superposé (en jaune sur
la courbe).

Les Figures B.4, B.5 et B.6 représentent respectivement les résultats pour une pré-
dégradation sur la partie gauche, au dessus et la partie droite de l’inclusion.

Dans les trois cas, le champ thermique présente une discontinuité faible. Les différences
sont dues essentiellement à l’approximation du gradient thermique par une longueur (voir
partie 3.4 du chapitre 2). Dans le cas d’une pré-dégradation à droite (Figure B.6), la
dégradation de l’échantillon est très prononcée entraînant un écart plus important. Dans
tous les cas, une multi-fissuration des échantillons est observée. La prise en compte de
l’influence de la discontinuité sur la conductivité permet une représentation plus physique
des phénomènes.
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(a) Champ de température. (b) Comparaison du champ de
température avec la droite.

Figure B.4 – Interface parfaitement conductrice et pré-dégradation à gauche.

(a) Champ de température. (b) Comparaison du champ de
température avec la droite.

Figure B.5 – Interface parfaitement conductrice et pré-dégradation sur le dessus.
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2. ANALYSE THERMO-MÉCANIQUE D’UNE INTERFACE PARFAITEMENT
CONDUCTRICE

(a) Champ de température. (b) Comparaison du champ de
température avec la droite.

Figure B.6 – Interface parfaitement conductrice et pré-dégradation à droite.
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3 Analyse thermo-mécanique d’un calcul pré-dégradé
avec un taux de 20%

Cette section présente une analyse thermo-mécanique d’un volume élémentaire pré-
dégradé à hauteur de 20% de la surface entre la matrice cimentaire et les granulats.

Deux sous-domaines sont considérés (voir Figure B.7). La Figure B.7 présente le
champ de température à t = 35.8µs.
Pour le champ de température, les couleurs rouge et bleu représentent les extremums.

Domaine 1

Domaine 2

Figure B.7 – Champ de température à la fin du calcul et sous domaines considérés.

Pour le gradient thermique, la couleur rouge correspond à un gradient nul et la couleur
bleu à une intensité importante.
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3. ANALYSE THERMO-MÉCANIQUE D’UN CALCUL PRÉ-DÉGRADÉ AVEC
UN TAUX DE 20%

3.1 Analyse du domaine 1

Deux instants sont considérés.

Le premier présente l’initiation de la fissure à partir du granulat le plus à gauche.
La Figure B.8 présente le champ du gradient de température horizontal avant et après
l’initiation de la fissure.
Dans la partie non pré-dégradée du granulat, le gradient de température est très important

(a) Champ du gradient de
température à t = 4.1µs.

(b) Champ du gradient de
température à t = 4.2µs.

Figure B.8 – Gradient de température avant et après la propagation de la fissure.
∇Tmaxx = −17500K ·m−2.

entraînant des contraintes locales importantes (voir les Figures B.9, B.10 et B.11). La
fissure est initiée en mode I.
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(a) Champ de contrainte σxx à
t = 4.1µs.

(b) Champ de contrainte σxx à
t = 4.2µs.

Figure B.9 – Champ de contrainte σxx avant et après propagation de la fissure.
σmaxxx = 20MPa.

(a) Champ de contrainte σxy à
t = 4.1µs.

(b) Champ de contrainte σxy à
t = 4.2µs.

Figure B.10 – Champ de contrainte σxy avant et après propagation de la fissure.
σmaxxy = 1.5MPa.
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3. ANALYSE THERMO-MÉCANIQUE D’UN CALCUL PRÉ-DÉGRADÉ AVEC
UN TAUX DE 20%

(a) Champ de contrainte σyy à
t = 4.1µs.

(b) Champ de contrainte σyy à
t = 4.2µs.

Figure B.11 – Champ de contrainte σyy avant et après propagation de la fissure.
σmaxyy = −9.5MPa..
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ANNEXE B. COMPLÉMENTS SUR LA FISSURATION
THERMO-MÉCANIQUES

Le second instant considéré correspond à la propagation de la fissure verticale dans la
matrice cimentaire (t = 20.3µs). Plusieurs fissures se propagent dans le domaine et une
barrière thermique est créée. L’intensité du gradient de température est faible avant et
après la fissure. Le gradient horizontal est présenté sur la Figure B.12. Les Figures B.13,
B.14 et B.15 présentent respectivement les contraintes σxx, σxy et σyy.

(a) Champ du gradient de
température à t = 20.3µs.

(b) Champ du gradient de
température à t = 20.4µs.

Figure B.12 – Gradient de température avant et après la propagation de la fissure.
∇Tmaxx = −10000K ·m−2

(a) Champ de contrainte σxx à
t = 20.3µs.

(b) Champ de contrainte σxx à
t = 20.4µs.

Figure B.13 – Champ de contrainte σxx avant et après propagation de la fissure.
σmaxxx = 4.5MPa.
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3. ANALYSE THERMO-MÉCANIQUE D’UN CALCUL PRÉ-DÉGRADÉ AVEC
UN TAUX DE 20%

(a) Champ de contrainte σxy à
t = 20.3µs.

(b) Champ de contrainte σxy à
t = 20.4µs.

Figure B.14 – Champ de contrainte σxy avant et après propagation de la fissure.
σmaxxy = 1.3MPa.

(a) Champ de contrainte σyy à
t = 20.3µs.

(b) Champ de contrainte σyy à
t = 20.4µs.

Figure B.15 – Champ de contrainte σyy avant et après propagation de la fissure.
σmaxyy = −9.9MPa.
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ANNEXE B. COMPLÉMENTS SUR LA FISSURATION
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Les champs de gradient de température horizontal et de contrainte σxx à la fin du
calcul sont présentés sur la Figure B.16. Les champs de contraintes σxy et σyy sont
présentés sur la Figure B.17. Le domaine contenant de nombreuses fissures, le gradient
de température horizontal est très faible ce qui a un impact les champs de contraintes sur
la partie arrière du domaine.

(a) Gradient de température à
t = 35.8µs.

(b) Champ de contrainte σxx à
t = 35.8µs.

Figure B.16 – Champ du gradient de température horizontal et de contrainte σxx à la
fin de la simulation.

(a) Champ de contrainte σxy à
t = 35.8µs.

(b) Champ de contrainte σyy à
t = 35.8µs.

Figure B.17 – Champs de contrainte σxy et σyy en fin de simulation.
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3. ANALYSE THERMO-MÉCANIQUE D’UN CALCUL PRÉ-DÉGRADÉ AVEC
UN TAUX DE 20%

3.2 Analyse du domaine 2

Une analyse similaire est menée pour le second domaine. Le premier instant étudié est
t = 13.6µs. Les champs du gradient thermique horizontal, σxx, σxy et σyy sont représentés
avant et après l’initiation de la fissure. D’une manière analogue au domaine précédent, le
champ de gradient présente une intensité importante proche de la zone de propagation de
la fissure (Figure B.18) et une concentration de contraintes (voir Figures B.19, B.20
et B.21). La fissure se propage en mode mixte I et II.

(a) Champ du gradient de
température à t = 13.6µs.

(b) Champ du gradient de
température à t = 13.7µs.

Figure B.18 – Gradient de température avant et après la propagation de la fissure.
∇Tmaxx = −3582K ·m−2.
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(a) Champ de contrainte σxx à
t = 13.6µs.

(b) Champ de contrainte σxx à
t = 13.7µs.

Figure B.19 – Champ de contrainte σxx avant et après propagation de la fissure.
σmaxxx = 2.8MPa.

(a) Champ de contrainte σxy à
t = 13.6µs.

(b) Champ de contrainte σxy à
t = 13.7µs.

Figure B.20 – Champ de contrainte σxy avant et après propagation de la fissure.
σmaxxy = −4.6MPa.
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3. ANALYSE THERMO-MÉCANIQUE D’UN CALCUL PRÉ-DÉGRADÉ AVEC
UN TAUX DE 20%

(a) Champ de contrainte σyy à
t = 13.6µs.

(b) Champ de contrainte σyy à
t = 13.7µs.

Figure B.21 – Champ de contrainte σyy avant et après propagation de la fissure.
σmaxyy = −9.9MPa.
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ANNEXE B. COMPLÉMENTS SUR LA FISSURATION
THERMO-MÉCANIQUES

Le second instant étudié est t = 30.2µs. La fissure se propage entre deux granulats. La
propagation de la fissure est due à l’hétérogénéité des comportements mécaniques locaux.
La contrainte locale maximale est obtenue en cisaillement.

(a) Champ du gradient de
température à t = 30.2µs.

(b) Champ du gradient de
température à t = 30.3µs.

Figure B.22 – Gradient de température avant et après la propagation de la fissure.
∇Tmaxx = −3528K.m−2

(a) Champ de contrainte σxx à
t = 30.2µs.

(b) Champ de contrainte σxx à
t = 30.3µs.

Figure B.23 – Champ de contrainte σxx avant et après propagation de la fissure.
σmaxxx x = −1.15MPa.
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3. ANALYSE THERMO-MÉCANIQUE D’UN CALCUL PRÉ-DÉGRADÉ AVEC
UN TAUX DE 20%

(a) Champ de contrainte σxy à
t = 30.2µs.

(b) Champ de contrainte σxy à
t = 30.3µs.

Figure B.24 – Champ de contrainte σxy avant et après propagation de la fissure.
σmaxxy = −11MPa.

(a) Champ de contrainte σyy à
t = 30.2µs.

(b) Champ de contrainte σyy à
t = 30.3µs.

Figure B.25 – Champ de contrainte σyy avant et après propagation de la fissure.
σmaxyy = 7.76MPa.
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Les Figures B.26 et B.27 présentent les champs étudiés à la fin du calcul (t = 35.8µs).
Le gradient de température est élevé en pointe de fissure avec une barrière thermique plus
faible que dans le premier domaine.

(a) Champ du gradient de
température t = 35.8µs.

(b) Champ de contrainte σxx à
t = 35.8µs.

Figure B.26 – Champs du gradient de température horizontal et de contrainte σxx à
la fin du calcul.

(a) Champ de contrainte σxy à
t = 35.8µs.

(b) Champ de contrainte σyy à
t = 35.8µs.

Figure B.27 – Champs de contrainte σxy et σyy à la fin du calcul.
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4. CONCLUSION

4 Conclusion
La résolution du problème thermique repose sur la connaissance des variables internes

associées à l’endommagement. L’assemblage des termes élémentaires dans le système li-
néaire a été décrit en fonction de l’état de la zone cohésive (saine ou endommagée).
Une analyse thermo-mécanique a été ensuite menée sur des composés matrice-inclusions
dont une partie de l’interface entre les deux milieux est pré-dégradée. En particulier, l’hy-
pothèse d’une conductivité parfaite a été étudiée. Enfin, le caractère très local associé à
la fissuration thermo-mécanique a été mis en avant :

— le gradient de température est élevé en pointe de fissure (de l’ordre de 3000K ·m−2),
— plusieurs modes de rupture interviennent (modes I et II),
— la proximité de deux inclusions peut être un facteur de concentration de contraintes

et par conséquent de propagation de fissure (partie 3.5.3 du chapitre 2).
De plus, les résultats confirment l’hypothèse de la section 3.2 du chapitre 2 : la présence
des pré-dégradations est un emplacement privilégié pour l’initiation et la propagation de
fissures.
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Nomenclature

Les grandeurs en gras représentent des quantités vectorielles.
Lettres grecques milieux poreux

Symbole Représentation Unité

α Coefficient de Biot [-]

αβ Interface générique entre α et β [-]

βswg Coefficient d’expansion thermique cubique du solide, du liquide et
du gaz combinés [K−1]

βs Coefficient d’expansion thermique cubique du solide [K−1]

σπ Tenseur de contrainte de la phase π [Pa]

σeff Tenseur de contrainte effective [Pa]

σtot Tenseur de contrainte totale [Pa]

σs Tenseur de contrainte de la phase solide [Pa]

χαββ Fraction de surface de la phase β en contact avec la phase α [-]

χeff Conductivité thermique effective [W ·m−1 ·K−1]

∆Hads Enthalpie d’absorption par unité de masse [J · kg−1]

∆Hdehydr Enthalpie de déshydratation par unité de masse [J · kg−1]

∆Hvap Enthalpie de vaporisation par unité de masse [J · kg−1]

Γ̇lixi Taux de mesure de la réaction de la RAS [s−1]

Γ̇RAS Taux de mesure de la réaction de la RAS [s−1]

ηπ Fraction volumique de la phase π [-]

Γlixi Degré de réaction de la lixiviation [-]

ΓRAS Degré de réaction de la RAS [-]

Γdehydr Degré de déshydratation [-]

Λ0 Tenseur de rigidité du matériau non endommagé [Pa]
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Nomenclature

Πf Pression de disjointement [Pa]

Πw Pression de disjointement [Pa]

Ψ Potentiel en eau [J · kg−1]

ρ Densité apparente du milieu poreux [kg ·m−3]

ρπ Masse volumique intrinsèque de la phase π [kg.m−3]

ρπ Masse volumique apparente de la phase π [kg.m−3]

τL Constante de latence de la RAS [m]

τr Constante de temps de la RAS [s]

q̃π Densité de flux de chaleur de la phase π [W ·m−2]

σ̃se Tenseur de contrainte ’net’ effective [Pa]

ε̃ Déformation équivalente d’après la théorie d’endommagement de Mazars [-]

εtchem tenseur de déformation thermo-chimique [-]

εth Tenseur de déformation thermique [-]

εtot Tenseur de déformation total [-]

εtr Tenseur de déformation thermique transitoire [-]

cCa Concentration en calcium liquide [mol ·m−3]

sCa Concentration en calcium solide [kmol ·m−3]

Lettres latines milieux poreux

Symbole Représentation Unité

ṁdehydr Taux de production de masse venant de la déshydratation [kg ·m−3 · s−1]

ṁdiss Taux de production de masse par dissolution du squelette [kg ·m−3 · s−1]

ṁvap Taux de production de masse venant de la vaporisation [kg ·m−3 · s−1]

JβαD Flux diffusif de l’espèce α dans la phase β [kg ·m−2 · s−1]

k Tenseur de perméabilité absolue [m−2]

sαβ Tension de surface à l’interface entre les phases α et β [Pam]

uβ Vitesse advective de la phase β [m · s−1]

vαβ Vitesse diffusive de l’espèce α dans la phase β [m · s−1]

vπ Vitesse de la phase π [m · s−1]

vgs Vitesse relative de la phase gazeuse [m · s−1]

vws Vitesse relative de la phase liquide [m · s−1]
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Nomenclature

b Porosité totale (volume des pores/volume total) [-]

Cp Chaleur effective spécifique du milieu poreux [J · kg−1 ·K−1]

Cg
p Chaleur spécifique de la phase gazeuse [J · kg−1 ·K−1]

Cw
p Chaleur spécifique de la phase liquide [J · kg−1 ·K−1]

Jααβ Courbure de l’interface αβ par rapport à la phase α [m−1]

k Ratio de chaleur spécifique [-]

krπ Perméabilité relative de la phase π (π = g, w) [-]

kb Paramètre matériel dépendant de la stoechiométrie de la déshydratation [kg]

Ks Module d’élasticité isostatique modifié pour les granulats [Pa]

KT Module d’élasticité isostatique modifié pour le milieu poreux [Pa]

mRAS Masse d’eau combinée lors de la RAS [kg]

pc Pression capillaire [Pa]

pg Pression de la phase gazeuse [Pa]

P s Pression solide [Pa]

ps Pression du squelette solide [Pa]

pw Pression de l’eau liquide [Pa]

pw0 Pression du réservoir d’eau liquide [Pa]

R Constante des gaz parfaits [J ·mol−1 ·K−1]

Sg Saturation volumique de la phase gazeuse
(volume du gaz/ volume des pores) [-]

Sw Saturation volumique de la phase liquide
(volume du liquide/ volume des pores) [-]

tr Temps caractéristique de la RAS [s]

n Porosité [-]

Lettres grecques

Symbole Représentation Unité

Γuimp Frontière pour les déplacements imposés [-]

ΓTimp Frontière pour la température imposé [-]

ΓFimp Frontière pour les efforts imposés [-]

Γφimp Frontière pour un flux imposé [-]
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Nomenclature

Γrob Frontière pour la convection imposée [-]

λcont Conductivité thermique du contact [ W ·m−1 ·K−1]

λmaxcont Conductivité de contact maximale [ W ·m−1 ·K−1]

λmincont Conductivité de contact minimale [ W ·m−1 ·K−1]

λmoycont Conductivité de contact moyenne [ W ·m−1 ·K−1]

λCZM Conductivité thermique de l’interface [ W ·m−1 ·K−1]

λ2 Conductivité du milieu 2 [ W ·m−1 ·K−1]

λrup Conductivité thermique pendant la rupture [ W ·m−1 ·K−1]

λ3 Conductivité du milieu 3 [ W ·m−1 ·K−1]

λ1 Conductivité du milieu 1 [ W ·m−1 ·K−1]

σ Contrainte [Pa]

∆SK Matrice de rigidité associé à l’élément K [Pa]

∆AK Incrément de fissuration associé à K [m]

Ω Domaine matériel [-]

Γ−d Frontière de la fissure − [-]

Γ+
d Frontière de la fissure + [-]

β Variable interne d’endommagement de la zone cohésive [-]

β0 Variable interne d’endommagement de la zone cohésive initiale [-]

η Étalement [-]

φCZM Flux de chaleur transmis par l’interface cohésive [ W ·m−2]

φ1−β Flux de chaleur transmis par l’interface endommagée [ W ·m−2]

φimp Flux de chaleur imposé [ W ·m−2]

φβ Flux de chaleur transmis par l’interface non endommagée [ W ·m−2]

λg Conductivité du gaz [ W ·m−1 ·K−1]

λs Conductivité dans la partie solide [ W ·m−1 ·K−1]

ε Matrice de déformation [m]

φ+ Flux de chaleur sur le bord Γ+
d [ W ·m−2]

φ− Flux de chaleur sur le bord Γ−d [ W ·m−2]

ρp Fraction volumique de granulats [kg ·m−3]

δc Saut de déplacement critique pour lequel la zone cohésive n’a
plus de tenu mécanique [m]
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Nomenclature

δ0 Saut de déplacement à l’initiation de l’endommagement [m]

τ Tortuosité [-]

τcirc Circularité [-]

τpred Taux de pré-dégradations initial [-]

σ± Vecteur contrainte sur les lèvres de la fissure [Pa]

µ Coefficient de frottement [-]

ν Coefficient de Poisson [-]

ρ Masse volumique [ kg ·m−1]

∆t Pas de temps [s]

Lettres latines

Symbole Représentation Unité

e Longueur pour l’approximation du gradient thermique [m]

w̄ Rugosité [-]

c Chaleur spécifique [ J ·kg−1 ·K−1]

hc Coefficient de convection [W ·m−2 ·K−1]

a Grandeur associée au contact a [-]

b Grandeur associée au contact b [-]

q Vecteur de coordonnée des nœuds [-]

a Longueur du côté d’un carré [m]

u Vecteur déplacement [m]

uimp Déplacement imposé [m]

u̇T Composante tangentielle de la vitesse associée au saut de déplacement[ m ·s−1]

w Énergie de rupture [J ]

e2 Épaisseur associée au milieu 2 [m]

e3 Épaisseur associée au milieu 3 [m]

e1 Épaisseur associée au milieu 1 [m]

Fimp Force imposée [N ]

f Force volumique mécanique [N.m−3]

w Source de production thermique [ W ·m−1 ·K−1]

H Matrice de passage des coordonnées globales à locales [-]
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Nomenclature

H[uN ] Indicateur d’ouverture/fermeture de la CZM [-]

l Largeur d’un domaine géométrique [m]

G Matrice de passage des coordonnées locales à globales [-]

L Longueur d’un domaine géométrique [m]

g Accélération de la pesanteur [m.s−2]

S Matrice de rigidité avant propagation de fissure [Pa]

K Matrice de conduction [ W ·m−1 ·K−1]

χ Nombre total de contact [-]

p Pression post-rupture [Pa]

r Rayon d’un cercle [m]

CN Rigidité normale interfaciale de la zone cohésive [Pa]

CT Rigidité tangentielle interfaciale de la zone cohésive [Pa]

[umax] Saut de déplacement maximum atteint [m]

[u] Saut de déplacement [m]

[uN ] Composante normale du saut de déplacement [m]

[uT ] Composante tangentielle du saut de déplacement [m]

S1−β Surface saine [m2]

Sβ Surface endommagée [m2]

lc Taille de maille [m]

T Température [K]

Timp Température imposée [K]

T∞ Température ambiante [K]

T0 Température initiale [K]

Tmax Température maximale [K]

[T ] Saut de température [K]

C Tenseur de Hooke [Pa]

R̂ Vecteur contrainte cohésive maximum [Pa]

RT Vecteur contrainte cohésive tangentielle [Pa]

I Vecteur impulsion [N.s−1]

Icoh Vecteur impulsion à la zone cohésive [N.s−1]

IN Impulsion normale [N.s−1]
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Nomenclature

IcohN Impulsion normale à la zone cohésive [N.s−1]

IT Impulsion tangentielle [N.s−1]

IcohT Vecteur impulsion tangentielle à la zone cohésive [N.s−1]

i Vecteur impulsion aux nœuds [N.s−1]

RN Contrainte normale à la zone cohésive [Pa]

r Vecteur réaction aux nœuds [N ]

uT Saut de déplacement tangent [m]

U Vitesse relative entre deux corps [m · s−2]

UN Vitesse relative normale entre deux corps [m · s−2]

UT Vitesse relative tangentielle entre deux corps [m · s−2]

E Module d’Young [Pa]

em Émissivité [-]

Gc Taux de restitution d’énergie [J.m−2]

h1−β Conductance associée à la partie endommagée [W ·m−2 ·K−1]

hβ Conductance associée à la partie saine [W ·m−2 ·K−1]

hCZM Conductance de la zone cohésive [W ·m−2 ·K−1]

hf Conductance associée au fluide [W ·m−2 ·K−1]

hg Conductance associée au gaz [W ·m−2 ·K−1]

hr Conductance associée au rayonnement [W ·m−2 ·K−1]

K Élément du maillage [-]

K0 Élément érodable [-]

Sb Constante de Stefan-Boltzmann [W ·m−2 ·K−4]
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