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Chapitre 1

Introduction
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La notion des “défauls topologiques” a une longue histoire en physique de la matidre
condensée; d'abord utilisée par les métallurgistes (coté applications) et les théoriciens des
milicux continus (coté théorique) du sitcle dernier, elle a trouvé un champ de développement
fécond dans le domaine des solides cristallins ct des liquides anisolropes dés les débuts de
ndtre siecle {1].

Quels sont ces “défauts”? Ce sont des configurations particulieres avee la propriété que,
si on trace unc boucle fermée autour d'une, on peut définir une quantité invariante par
déformations topologiques de cette boucle (c.a.d. qui ne la déchirent pas) qui scra non-nulle.

Dans un cristal ces défauts sont des dislocations et des disinclinuisons (ou dislocations
de rotation suivant une termminologic antéricure) et la quantité invariante est le vecteur de
Burgers; i.e. des opérations de translation ou de rofation pendant laquelle on ajoutc ou enléve
de la matiére.

Ces défauts ne peuvent pas “disparaitre” (ou apparaitre 1} spontanément, si la quantité
invariunte qui les caractérise est différente de zéro, mais ils peuvent le faire par paires de
“quantités” de signes opposées (e.g. vecteurs de Burgers 1 et-1).

Une application nouvelle de ces notions a été suggéré dans un papier, depuis devenu
célchre, par Kosterlitz et Thouless [2]. Ils y ont étudié lc modéle XY A dcux dimensions.
Depuis Peierls, Landau ct plus récemment, Mermin et Wagner [2], on sait qu’il n’existe pas
d’ordre magnétique 4 longue distance dans ce systeme; cependant, des résultats numériques
(2] indiquaient V’existence d’unc transition & température finie, qui se manifestait par un
changement de réponsc & des perturbations externes. Ils ont montré qu’on pourrait définir,
pour toute configuration des spins, une quantité entiére ,qui était invariante topologique, dans
le sens indiqué plus haut, appelée vorticité; et ils ont interprété le changement observé en
supposant qu’au-dessous d’une température critique T, le systéme était constitué de paires
de configurations dc vorticité nulle (e.g. de paires (n,—n), n cntier), tandis qu'audessus
ces paires se brisaient, donnant naissance a des domaines d’une vorticité différente de zéro.
D’ailleurs, si la fonction de corrélation spin-spin ne tend pas vers une constante audessous de
T, condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’un ordre magnétique “conventionnel”

a longue distance, il décroit comme une loi de puissance, c.d.d. tiés lentement; par contre,

[ ]



audessus de T, elle décroit suivante une loi exponenticlle, et la longueur de corrélation n’a
pas un comportcment en loi de puissance de Pécart du point critique. 1ls ont, alors, pro-
posé, qu’en parle d’un ordre topologique audessous de T., qui serait détruit par la libération
dc'es configurations a vorticité différente de zéro. Ils ont aussi indiqué que lewrs arguments
pouvaicnt étre transposés pour ’étude d’autres systémes bidiniensionnels, tels un plasma de
charges (+4,-¢), unc couche mince suprafluide (d’on Porigine du terme “vorticité”) et un
cristal. Dans ce dernier cas, les défauts responsables seraient, bien siir, des dislocations (il
est mtéressant de remarquer A ce point que la distinction entre ordre translationnel et ordre
orientationnel n'a pas &Lé faite (i.c. entre dislocations et disinclinaisons); la notion de la
disinclinaison était heaucoup plus courante dans le domaine des cristaux liquides (3] que dans
les solides).

Ces idées ont trouvé unc confimmation impressionnante dans des expériences sur des
couches minces d’hélium-4 suprafluide [4] et ont été le point de départ d’une théorie de
la fusion bidimensiounelle [3] qui, quoiqu’elle soit restée en controverse du point de vue
expérimentale ainsi que des simulations numdériques (6], a eu nne rétombée d'importance
conceptuelle considérable, la possibilité de Pexistence d’une phase qui possdderait un ordre
orientalionnel sans un ordre translutionnel (la phase hezatigue) [3].

En parallel avee cet axe de recherchie a été développée une théorie de classification dc
défauts, ie. qui pourrait prédire quelles seraient les configurations défectucuses possibles
(c.2.d. quelles seraient les quantités invariantes possibles) et stables (c.i.d. topologiquement
non-équivalentes A identité) d’un systéme (7].

Il faut bien comprendre que la stabilité topologique n'implique pas une stabiljté énergétique
(ou, & température finie, par rapport & 'énergie libre). Plus précisement, si une configuration
est stable pour des raisons topologiques, clle sera, au moins, métastable pour des raisons
éncrgétigues. Mais si clle est instable pour des raisons topologiques, clle peut ne pas 'étre
pour des raisons éncrgétiques; la raison cn est que les transformations to) ~logiques, qui
conduisent d'une configuration & Pidentité, peuvent avoir un coit prohibitif ei énergie; alors
la configuration peut étre stable pour les échelles de temps “expérimentales”.

Ces travaux ont connu un grand suceds dans la déscription des défauts de I'hélium-3
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suprafluide ct, surtout, dans le domaine des cristaux liquides [8).

Un domame, qui est resté, cependant, & 'écart de ces développements, est celui des
7 1 b I b b

amorphes,

Qu'est-ce que c’est qu’un amorphe?

1. D’abord, c’est un solide, dans le sens ot il posséde un module de cisaillement non-nul,

contrairement a un liquide.

Lo

Ensuite, il ne poss¢de pas d'ordre translationnel & longue portée (il n’est pas périodiquc).
La conséquence en est que, si on fait Pexpérience de la diffraction de ravons-X par un
1 [ue, i Y P

amorphe, on n'obticnt pas de pics de Bra mais des anneaux diffus.
1 k]

3. Enfin, il ne possede d’ordre orientationnel & longue portée non plus.

En fait, on est allé trop vite dans le paragraphe précédent; si le résultat de la diffraction des
X est un cnsemble d’anncaux diffus, il 0’y a ni Pordre translationnel, ni ’ordre orientationnel.
Sile résultat est un ensemble de pics de Bragg, qui possédent une symétrie cristallographique,
In structurc est cristelline. 1l y a peu de temps, on pensait qu'il n y avait pas d’autre pos
sibilité; maintenant on sait qu'il existe des structures, dont I'espace réciproque cst diseret,
mais possede une symcétrie non-cristallographique, qui témoigne de 'existence d’un ordre ori-
entationnel, a longue portée, incompatible avec un ordre cristallographique dans la structure
(nous reviendrons sur ce point plns tard).

La question, qui se pose, alors, est “quelle est la réponse d’un amorphe & une perturbation
extéricure?”. Pour y répondre, il faut avoir un modéle pour la structure de cet amorphe, ct
pouvoir parler de défauts (qui expriment cette réponse), de leur stabilité, etc.

Il'y & eu deux approches: une, qui essaie de faire la correspondance entre Pamoiphe et un
“réseau cristallin moyen”, et P'autre, qui considere d’emblée quiun “réscan cristallin moyen
ou autre” n’a pas de sens.

En effet, la premitre approche a seulement un sens, si on peut définir des “domaines”,
d'une taille “macroscopique”, cristallins ct considérer, alors, I'amorphe comme une structure

contenant des “joins de grains”. Cette maniére de pensée convient plutst quand on a affaire



& des structures cristallines perturbées: on commence avec une structurc bien définie et on y
introduit du désordre. Il est évident, qu’a partir d’un certain moment, la notion du “cristal
moyen” perd son sens. ‘

. D’autre part, cetie approche est trés arbitraire ot conduit a des approximalions qu’on ne
contrble pas bicn, lorsqu’on est forcé de stimplifier le probléme pour le rendre abordable. On
va, donc, essayer Paulre approche (du “fort désordre”) el voir cc qu’on peut faire avec,

Cette approche date, en fait, des annédes trente, quand Zachariasen [9] & introduit son
modéle de “réseau continu aléatoire” et en a déduit des regles empirigues pour comprenclre
punrquol certains composés covalents taient amorphes et d’autres non. Rivier {10] a re-
marqgué que, dans un réscau quelconque, on pouvait dénir des “lignes” qui, passant & travers
tous les anncaux a nombre d'arétes Impair, en évitant tous les anneaux i nombre d'ardtes
pair, étaient fermées ou terminaient & la surfice de I'échantillon; en plus, ces lignes pouvaient
étre interprétées comnme des disinclinaisons de charge 27, Elles étaient stables, parce que le
groupe fondamental corrcspondant de SO(3) (le groupe des rotations de Pespace tridimen-
sionnel} est m,(SO(3)) = 2, # identité (on rappelle ici qu'un systtie, de dimension d, qui
est invariant sous l'action d’un groupe G, admet des défauts stables, de dimension , Si, et
seulement si, 7,_p_,(G) # identité, od () est 'n-iéme groupe homotopique de @ {11)).

La notion du réscau continn aléatoire, conjugude avee Iidentification des ces “lignes im-
paires” de Rivier semble étre trés utjle pour comprendre les propridtés des semiconducteurs
amorphes {12]; mais les derniéres années ont vu la naissance d’autres modeéles, inspirés de la
théorie des polylopes, qu’on présentera maintenant.

Pour les métaux amorphes, ainsi que pour leurs alliages désordonnés, le “réseau continy
aléatoire” est mal-adapté parce qu'il produit des structures de faible densité (cc qui est
logique, puisqu’il est adapté aux exigences des covalents!). Ces structures étant de densité
élevée, 1a notion de “Pempilement compact de sphéres plus ou moins dures” semble étre une
bonne idéc de départ.

Le probléme de Pempilement compact cst bien connu des mathématiciens. A deux dimen
sions cuclidienncs I'empilement le plus compact consiste i placer trois disques en contact, La

figure qu’on obtient est un iriangle. Cette configurantion >eub étre continuer pour remplir Ie
E | ) g i [ 1
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plan de fagon périodique. A trois dimensions euclidiennes 'empilement le plus compact con-
siste & placer 4 sphéres en contact. La figure qu’on obtient est un tétraédre. Contrairement au
:

cas bidimensionnel, cette figure ne remplit pas 'espace. Si on cssaie d'empiler des tétraddres,
il faut les déformer ct plus Pamas devient gros, plus les déformations seront importantes, ct
il sera avantageux pour la structure d’admettre d’autres “blocs”(e.g. des octaddres pour le
réseau cubique-faces centrées, qui réalisc ainsi un empilement périodigue de l'espace). 1l a
¢té proposé, il y a longtemps, par Coxeter [13}, que cc probléme, qui est div au fait qu’on
considére un nombre entier de tétratdres autour d'une aréle, peut étee “résolu” on admettant
que cc nombre peut prendre des valeurs réelles. La motivation était d’obtenir une estimation
pour la densité mesurée des alliages amorphes. Il trouva que la valeur magique est un tout
petit peu plus grande que cing.

L'intéret des physiciens aux problémes d’empilement date de fort longtemnps (on cite sou-
vent un évéque du dix-scptiéme sidcle en Angleterre, qui a fait des expériences sur des em pile-
ments de petits pois) mais dans le contexte particulier du sujet de la structure des amorphes
notre point de départ sera unc discussion a la “Royal Society” (14], pendant laquelle Frank a
présenté scs idées sur unc série d’expériences réalisées par Turnbull et collaborateurs dans les
laboratoires de General Electric & la fin des années quarante [15). Rappclons que Turnbull
faisait des cxpériences sur des liquides (pures ou mélanges) et avail remarqué qu’on pouvait,
sous certaines conditions, les surfondre, c.a.d. les garder en &tat liquide a des températures
mféricures a celle de la transition liquide-cristal; mais, audessous d’une tempéralure T, qui
dépendait, en général de 'histoire de I'échantillon, le liquide devenait “solide”qui était emor-
phe. Frank a donné Pinterprétation suivante: les atomes d’un liquide intéragissent, dans une
bonne approximation (surtout dans le cas des métaux et un peu moins dans le cas des co-
valents dont les liaisons sont dirigées) par des forces de paires centrales, répulsives A courte
portée (pour éviter I'effondrement de la structure) et attractives a longue portée (pour assurer
la cohésion). Un potenticl-type bien connu est le “6-12” de Lennard-Joues:

U(rij) = —4e | () ~ (=)'
LT LY

Ensuite, on peut calculer énergic de cohésion, & partir de ce potenticl, de quclques amas



caractéristiques de sphéres (= “atomes”); c'est bien connu cmpiriquement, mais pas en-
core démontré rigoureusement, que les amas, qui conduisent & Pempilement le plus compact,
mais périodique, sont I configuration de douze spheres du cubique-faces centrées et celle de
Phexagonal compact. Mais il existe un autre amas de douze sphires, en contact avec Porigine,
& savoir Pcosaddre, qui ne conduit pas & un cipilement périodique et qui a une énergic de
cohiésion inféricur & celles des autres amas! La proposition de Frauk était, alors, que Pordre
locale dans ces liquides, proche de Picosaédrique, pour des raisons énergétiques, était figé lors
d’une trempe rapide, ce qui cimpécherait, ainsi la cristallisation (faute du temps nécessaire
pour Ia formation des centres de nucléation, comme on peut “montrer” par un celeul rapide,
I} serait, évidemment, faux de prendre cet argument pour plus qu’il n'en soit: le calcul de
Pénergic de cohésion (a partir d'un potenticl effectif dont on ne contrdle pas le domaine de
validité dans tous les cas) d’un amas isolé ne saurait 8tre une démonstration de l'existence de
cet amas dans une phase condensée et encore moins de la proposition qu’il y soit la configura-
tion préférée. 1 sert comme un guude, dont Putilité est i vérifier a posteriori. En particulier,
il faut clarificr un aspect, qui a égaré beaucoup de monde, A savoir la liaison entre l'ordre
icosuédrique local, déduit par Frank et la notjon de Pempilement compact.

Rappclons la différence entre pavege et ordre. Unc tuile pave un espace si cet espace
peut etre partitionner en domaines disjoints, congruentes i la tuile, et dont 1'union serait
tout 'espace. Par contre, 'existence d’un ordre quelconque veut dire que des arrangements
locaux de liens autour d’un “atome” sont correlés entre cux. Les tétragdres, en s'empilant,
forment, de préférence, des amas icosaédriques autour des atomes. Conclusion, il est naturel
de s’attendre A ce que les amorphes posscdent un ordre 4 peu prés icosaédrique a courte portée.
L’icosatdre posséde des symétries de rotation d’ordre cing qui ne sont pas compatibles avee un
ordre translationnel cristallographique a longue distance, ce qui conduit & une structure non-
costalline, en général amorphe. La question naturelle (qui n'était pas posée), de 'existance
des structures dans la nature, dans lesquelles ces amas seraient correlés & longue distance,
devait attendre plus de trente ans avant détre posée par les théoriciens ct récevoir Ia réponse
affirmative de la part des expérimentateurs.

Cette idée a été développée dans une théorie cohérente de la structure des amorphes
J
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métalliques par Sadoc ct collaborateurs dans les années quatre-vingt [16).

Le principe est tres géndéral: supposous qu’unc structure dans un espace E est construite &
partir des “bloes™ B, qui purtagent des “faces”. Si B pave B, la struclure pent étre périodique
(si on n'a pas imposé de régles d’appariement, qui forceront un pavage non-périodique). Par
con'trc, si B ne pave pas E, la structure sera, forcément, apériodique. Dans ce cas on peut la
décrire de la manicre suivante:

on cherche un autre espace E', qui est “pavable” par B, et une application ¥ : E' — E
pour faire correspondre la “structure idéale de référence”, définie dans E', & des strucbures
“réelles”, définies dans B, Le point important est que les distortions présentes dans les
structures, qui vivent dans E (puisque B ne le pave pas), sont “codées” dans ¥ de manitre
asscz souple pour bien rendre compte de la multiplicité de structures possibles avec{3 +
défauts } dans E. Dans la structure finale il y aura de régions, ou lc pavage par B sera
discernible, et d’autres, qui serviront de “ponts”.

Appliquons cette idée au cas des métaux amorphes: B est un tétraddre, la configuration
gui représente Vempilement le plus compact a trois dimensions euclidiennes. Le tétraddre ne
pave pas P'espace cuclidien, mais il pave S3, c’est-a-dire I'espace tridimensionnel & courbure
constante positive. En effet, il existe un “polyédre”(on utilise le terme générique “polytope”)
mscrit dans $ (Ia surface de Ia boule 2 + 22 + 22 4 2} < r?, ol r est le rayon de la sphére,
qu’on normaliscra & 1 dans tout cc qui suit), qui est régulier. 11 a 120 sommets et 600 cellules
tétraédrignes. Ce n’est pas un empilement d’icosaddres! Chaque sommet a douze voisins,
qui forment un icosa¢dre “plus que parfait” puisque les vingt tétraddres sont tous réguliers,
contrairement & ce qui se passc pour un icosaédre “parfait” dans lequel les ardtes sont de 1.05
fois plus longues que le rayon de la sphere circonscrite. La courbure de Pespace a “fermé” le
vide! Ce polytope est bien connu en géométrie; dans la notation consacrée (de “Schlafli”) il

porte le nom {3,3,5}. Expliquons cctte notation:
1. Un polygone de p cotés porte le symbole {p}.

2. Un polyédre dont les faces sont des polygones de p ¢étés dont ¢ se partagent un sommet

porte le symbole {p, q}.
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3. Un polytope dont les ccliules sont des polyédres {p,q} dont r se purtagent une aréte
potte le symbole {p,q,r}.
Cette classification est imnddiatement généralisable & des espaces de dimension arbitraire
(mais entiére!): un {p1, ..., Pu1,Pu} ost un “polytope” n-dimensionnel dont pn “polytopes”
n — l-dimensionnels, & savoir des {py,...,p.-1} sc partagent chaque élement de dimension
n — 2 du polytope original.

Alors, le {3,3,5} est un polytope 3-dimensionnel, dans lequel 5 polyedres {3,3)} sc parta-
gent chaque aréte (= élement 1-dimensionnel). Le polyédre {3, 3} est un' tétracdre; 3 Lrlianglcs
partageut chaque sommet (= élement 0-dimensionnel).

Dans la notation des paragraphes précédentes E = B3 E' = 9, L'application ¥ consiste
a introduire des “défauts” pour réduire le rayon de courbure & zéro. Dans les structures fi-
nales, qui vivent dans ’espace plat, on aura des régions qui ressembleront A certains arrange-
ments de tétraddres du “polyddre” sur §° et d’aubres, correspondant 3 des coufigurations
“délectucuses”, qu'on a introduit pour “décourher”.

Cette approche de “Iécole frangaisc” est trés géométrique et exige, pour la suivre, une
facilité de visualiser dans l'espace. En fait, un des point forts de cetic approche est qu'elle
propose des images explicites des modéles physiques.

L’¢cole américaine sest attachée & faire une étude exhaustive des propriétés du “polyedre
dec référence” sur $? par la théorie des groupes. On a ainsi classifier les défauts possibles
et stables (en accord avec la construction géomélrique de Sadoc et al), et calculé exacte-
ment la densité d’états Clectroniques, dans approximation des linisons fortes (17] comme les
propriétés acousliques [19]). Malhcureusement, cette approche n’est (par construction) plus

applicable & des structures avec défauts et ne se préte pas & la construction d’un schéma

d’approximation quclconque. Et, il faut le rappeler, le probléme important est de mettre au

paint une méthode capable d’étudicr la “région grise” entre S® et R,

En somme, le modéle des polytopes permet de comprendre la structure des amorphes cdans

la limite du fort désordre et propose des moyens de faive des calculs fables. TI peut étre étendue

a la déscription des phases périodiques complexes par 'identification des configurations de
P P q 1 g

défauts, arrangés de maniére pcériodique, telles les phases A15, ainsi que les autres “phases de



Frank et Kasper” [20]. Cette identification est encore heuristique ot il n’existe pus, & présent,
la construction explicite des configurations qui ménent de 3 A ces phases.

La théoric des polytopes a trouvé un champ d’applications fécond également daus la con
struction de modeles pour les semiconducteurs amorphes [21]. Le point de départ est une
structure tétravalente, c.iud. dont les sommets ont coordinance quatre comme les atomes de
Siou Ge. Cette propriété est valable tant dans les phases eristadlines gue dans les amorphes.
Lu différence entre elles reste, esseutiellement dans la distribution des “anneaunx” dauns la
structure. Par exemple, Ia structure “canonique” de ces composds, le réscan diamant, est de
coordinance quatre el posséde senlement des anneauy A six colés, A savoir des hexagons non-
planaires. Une structure désordonnée aurait une forte population d’anne: ux & sept ct  cing
cotés. Une remarque fort utile est gqne e résean diamant peut étre obtenu par deux réscaux cu-
biques faces-centrées, déplacés d’un quart de la dingonale principale. Revenouns, maintenant,
au “polyedre” régulicr, défini sur S3. Dans ce cas Popération ne sera pas une translalion,
mais unc autre symétric de cette structure. On obtient ainsi un “polycdre” tétravalent, & 240
sommets [22], qui s’avére étre un bon point de départ pour décerire, de maniére systématique,
la structure et les propriétés du silicium amorphe hydrogéné. Malheureuscinent, la construc-
tion de Papplication ¥ est beaucoup plus difficile dans ce cas que dans le cas d’empilement
compact, puisqu’on doit hinposer la contrainte physique que la coordinance reste constante.
Néanmoins, on a pu réaliser la construction de “structures intérmdédiares” & partir d’autres
configurations initiales, ct les résultats, quoique partiels, sont encouragcants.

Lc domaine des amorphes a été fortement sécoud par la découverte de phases, qui possé-
daicnt un ordre orientationnel non-cristallographique a longue portée [24] ('ordre découvert
dans les phases de cc papier est icosaédrique; depuis, on a découvert des plhases possédant
d’autres types d’ordre orientationnel). On a introduit le terme “quasicristal” pour ces phases
(30]. Comme on a vu dans la discussion sur la fusion bidimensionnelle, on pourrait, en
principe, au moins, concevoir des phases, dans lesquelles des paires de dislocations se sont
cissociées, détruisant 'ordre translationnel, mais les paires des disinclinaisons restent intactes
et il y a eu des cfforts d'éerire une théorie & la Landau pour les transitions “cristal —

icosaédratique — liquide” (dans le méme esprit que [23]); les calculs ne sont pas encore au
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point final ct les expériences, susceptibles A les mettie & Pépreuve, sont difficiles, tant du
point de vie préeision que du point de vue de Pinterprétation des résuliats,

A part la théorie de Landau un travail important a été consacré anx propriétés géomélriques
de ces phases, considérées comme des empilements compacts de certains “blocs fondamen-
taux”. Le probleme a ré=oudre d’abord était didentifier ces “bloes” ainsi que leurs “régles
d'apparicment” (matching rules) qui régissent leur juxtaposition. 11 n’existe de solution
complite qu'h deux dimensions euclidiennes: c’est “le pavage de Penrose” [253]. Ces pavages
(car 1] s’agit, en fait, d'une famille) posstdent un ovdre orientationnel & longue portée, qui
peut étre non-cristallographique; le premier membre de cette fumille avait un ordre pentago-
nal O connait d’autres constructions, valables pour n’importe quelle dimensionnalité, mais

on ne connait pas les régles d’appariement correspondantes. Ces méthodes sont:

1. la formulation zbstraite de de Bruijn [27] et, indépendamment, de Janner et Jansen
{28] ¢t de Kramer et Neri {29]. Voire aussi L formulation, ditant aussi, comme celle de

Janner et Jannsen des anndes soixante-dix, d’Amman [26].
2. la méthode des grilles de Levine et Steinhardt [30].

3. la méthode de “coupe et projection” de Dunean et KNatz [31} ct, indépendannnent,

A'Elscer [32]. Une autre variante sur le méme théme a été proposée aprés par Bak [33].
proj ) D

Le modéle des polytopes est-il rélevant pour la déscription des phases quasicristallines? Il doit
¥ avoir certainement une relation, puisque la configuration du départ sur §  possode un ordre
icosaédrique parfait; a priori, il suffit de trouver les configurations de défauts “décourbants”
, qui préservent néanmoins cet ordre dans la limnite de 'espace plat. Ce probleme n'est pas
encove résolu, mais un premier pas a été franchi dans le travail de Mosseri et Sadoc [34]; ils
y discutent la relation entre la méthode de la coupe ct projection et une méthode qu’ils ont
proposée pour réaliser application ¥ dans le cas de Pempilement compact [35], dans le cadre
d'une décoration des “cellules” d'un réseau 4-dimensionnel, qui est “projeté” dans un espace
3-dimensionnel. Le résultat de ces opérations est une structure (ou, plutét, une familie de

structures) qui, sous certaines conditions, poss™le un ordre oricniationnel et, en plus, est
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self-simalaire, propriélé ausst des pavages de Penrose, ainsi que des structures construites
par les autres méthodes (nous rappelons que cette propriété implique I'invariance sous des
transformations d’échelle, a partir d’une configuration de base; c.a.d., on peut construirc
le pavage & une taille L; en “décorant” cclui & une taille Ly; cette décoration consiste i
remplacer les “blocs” a Péchelle L, par leurs “copies conforines” & Péchelle L,. Eu général,
comme dans les pavages de Penrose, on remiplace certaines combinaisons de tuiles a Uéchelle
Ly par dantres, a 'échelle L,). On a prété beaucoup dliiportance & cette propriété, Lrop
peut-éire; elle simplific, certes, le travail mais il n'est pas certain qu’clle soit une propriété
universelle des structures réelles. En effet, un grand probléme, encore ouvert, est celui de
Vemplacemnent des atomes dans les phases quasi-cristallines. Leur densité est assez proche de
cclle des phases cristallines, mais les propositions de décoration des réseaux quasipériodiques’
réalisées jusqu’d présent donnent des valeurs beaucoup trop faibles. Ceci laisse & penser que les
vraics phases contiennent des configurations de “défauts”; I'expérience semble appuyer cette
conjencture, puisqu’on a observé des pies de Bragg dc forme asscz étrange [36). Les délants
possibles ont été classés sur la base de la théorie des défauts [37], [38], dans le cas des pavages
de Penrose; on ne dispose pas d’une procédure générale. C’est sur ce point que le modéle
des polytopes a, peut-étre, des fortes chances de se montrer utile; en conjugaison avee la
méthode de projection il peut proposer des constructions explicites de diverses confizurations
de defauts.

Ces phascs ont-clles des propriétés physiques mtéressantes, & part lour structure? 1l serait
utile de rappeler que la motivation initiale pour Pétude de ces structures était de micux
comprendre la formation des alliages & base de métaux de transition; sur ce point on n'cst
pas tres avancés, dans le sens on, si la fabrication de ces phascs est maintenant réproductible,
on ne counait pas les raisons profondes qui font que certains alliages les possédent ¢t autres
non; on manque de regles, fussent-elles empiriques, du type de Zachariasen.

Les modéles mathématiques ont, certes, des propriéiés physiques, si on ose dire, remar-
quables (de transport, par exemnple) [39], mais on manque d’expériences qui puissent les
contrdler avec la précision réquise. Ces modéles somt, d’ailleurs, trop simples, pour qu’on

puisse les confronter avee des vraies expdriences; ils ne sont, & I’heure actuelle, que des “toy



models”, qui servent commme bancs d'essai pour des stratégies d’approximation de plus en
plus réalistes. On peut dire que, malgré des efforts assidus, on ne peut & présent, au moins,
prétendre qu’a une compréhension particlle de 1a structure électronique des pavages de Pen-
rose (on dispose, seulemnent, de beaucoup de résultats nunériques et d’arguments heuristiques
qui en découlent mais) et nettement moins des structures tridimensionnelles, dc méme pour
les autres propriétés (e.g. vibrationnelles, ou, méme structurales, comme Pordre orientation-
nel). Néunmoins, ces premidres tentatives ont montré les limites des approximations utilisées
ct cn méme temps, que ces problémes sont beaucony plus complexes, qu'on n'en pensait
et il faut mettre au point des approches nonvelles. Une autre dircction intéressante semble
étre Pétude des propriétés de systémes de la mdécanigue ste\.tis{.iqué.sm’ les quasi-réscaux (c.g.
modeles de spins [40], de gaz sur réscan [41,42) cte.).

Par contre, la théorie hiydrodynamique [43] fait des prédictions assez précises dans la
limite oltla déscription continne est valable, mais les expériences, pour les metire A I'épreuve,
restent a faire.

Quant au probléme dc lu structure atomique, «de point de vue théorique, d’abord, le
probleme mathématique de classification des ensembles de “diffuseurs portuels” par rapport
a leur spectre de diffraction ( périodique, quasipcriodiqgue, continu) reste ericore sans solution,
Ce qui veut dire que, contrairement au cas des cristaux, on nc connait pus toutes Jos “Quasi-
réscanx” possibles. Ensuite, comme on a mentionné plus haut, il ne parait aucune solution
“évidente” au probleme des positions des atomes, i.c. la buse du quasi-résean [44)] pour les
phases expérimentales. 11 faut, alors, adapter les méthodes de la cristallographic tradition-
nelle aux structures nouvelles. 1l semble [45] qu'une solution cst sortie, pour la “structure
canonique”, I'alliage (Al, Si) — Mn qui s’accord assez bien avec les résultats expérimentaux.
Est-cc que Papproche est généralisable aux autres structures?

Il faudrait, dans ce context, parler, un peu, de “Vopinion cdissidente”, qui existe sur ce
sujet, dont la porte-parole est Prof. L. Pauling. 1l a expring, depuis le début, des doutes
quant & interprétation des expériences, qui ont mis en évidence ces nouvelles phases; il a
suggéré qu’il s’agissait de micles de cristanx A tros grande maille et il & proposé un modéle

pour les positions des atomes [46]. 11 a, en plus, prédit qu'il n'existait ancune raison pour
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que ces phases aient des propriétés extraordinaires (dans le sens litéral du mot). Scs chiffres
sont contestés par beaucoup de chercheurs dans le domaine (qui n’ont pas trouvé de traces
suggérant P'existence de miicles {47] et sa conclusion semble arbitraire.

D’autant plus qu'il y a cu des expériences réeentes [48], qui suggérent que la phasc qua-
sicristelline de Valliage (Al 51) ~ Mn a un comportement de type verre de spin & basse
tempcérature, tandis que la phasc cristalline n'est pas du tout magnétique. Il n’y a pas, ponr
Iinstant, un modéle théorique qui puisse expliquer ces résultats.

En conclusion, comment est-ce que se situe le sujet de cette thése par rapport & la condition
actuclle du domaine? Il constitue une continuation naturclle de la théoric des polytopes;
dans le premier chapitre on propose unc nouvelle méthode pour introduire des défauts dans
la structure dc référence sur S3, et on caleule la fonction de distribution radiale pour lcs
configurations ainsi déduites. On discute aussi de la relation entre cette méthode et celles
proposées jusqu’a présent. Dans le deuxieme chapitre on étudic les propri¢tés lectroniques
des nouvelles structures (ainsi que de quelques ancicnnes) dans Papproximation des liaisons
fortcs. Enfin, on s’intéresse & 'influence des défauts, qu’on introduit, & la dégradation de
Pordre orientationnel; 1a structure du départ possecle un ordre icosuddrique parfait, que les
défauts doivent,en général, briser; comment le font-ils? On termine avee nos conclusions sur

ces questions et les perspectives de cette théorie.
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Chapitre 2

Construction de Polytopes Disinclinés



2.1 Introduction

Ce chapitre cst consucié & la présentation de deux méthodes systémaliques pour la construc-
tion de Papplication ¥ : $3 — N3 pour l¢ cas de Pempilement compact. Il est clair que
cette application doit incorporer, d’une fagon ou d'unc autre, Pintroduction de défauts dans
la configuration du départ, qui correspondra Pimpossibilité de paver Pespace réel avee des
tétratdres. Du coup, ces défauts scrviront pour définir les “défants” de la structure amorphe.
Le probi¢me qui se pose, alors, est (a) quels défauts introduire? ot (b) comment? Le premier
point a ¢té résolu par Kléman et Sadoc [49); ils suggérérent que les d’cfauts A introduire sont
les dusinclinuisons. La raison est que les disinclinajsons portent de la courbure;et comme §3
est un espace courbe (de courbure constante 1/, oti r est le rayon de la sphére) tandis que
I? est un espace plat (de courbure zéro), il est naturel de penser a introduire des défauts de
courbure négative pour annuler la courbure initiale.

Rappelons qu’une disinclinaison est un défaut qui détruit Pordre orientationnel (tandis
qu'unc dislocation détruit ordre translationncl); ainsi, une dislocation peut étre crée en
ajoutant ou enlevant de la matiére correspondant 3 unc sym“tric de translation, telle un
nombre entier de mailles d’un réscau, tandis qu'unc disinclinaison peut étre crée en ajoutant
ou enlevant de la matiére correspondant & une symétric de rotation. Explicitons ces notions
par un exemple concret:

considérons le réscan carré (un systénie bi-dimensionnel). Une dislocation dlementaire
{vecteur de Burgers 4+1) peut &tre cr'ee en ajoutant, a partir d’une rangée, unc demi-colonne
supplémentaire. On remarque que la colonne ajoutée correspond A un élement de symétric du
réseau carré: on pourrait aussi bien ajouter une rangée supplémentaire & partir d’une colonne
donnée; mais pas ajouter la tranche a un angle arbitraire.

Le groupe de rotations du réscau carré est le groupe Cy, c.a.d. lc groupe des rotations
autour d’un axe d’angle 2wn/4,n =0, 1,2, 3. Réalisons, maintenant, V'opération suivante: un
carré du réseau est divisé en quatre triangles droits par ses deux diagonales. Enlevons un des
quatres ct refermons; le réscau aura un point conique au centre du carré oi cette opération

+ r # - 2 - - -
a ¢té réalisée; i.e., unc concentration de courbure positive.



2.2 La méthode itérative [35]

Par cette procédure sont construits des polytopes qui conticnnent des réseaux enchévétrds de
disinclinaisons, & partir d'un polytope initial quelconque.

- La méthode est la suivante: considérons, a Pétape n = 0, un polytope Fy. A 1étape
n = 1 remplagons chaque sommet du Py par un sommet, le polyédie de coordinance de
ce somnict ¢t le polyédie dual du polyédre de coordinance de telle maniere que les deux
polyedres dunux, qui correspondent & des sites voisins & 'étape d’avant, partagent une face.
Poursuivons cette démarche; pour n — oo il est clair qu’on aura unc infinité de points. 1] est
possible, maintenant, de compter le nombre de sommets de chaque coordinance pour toute
valeur de n. Notons par 28, . Z,E.") les différentes coordinances & 'étape » et définissons le
vecteur V, = (EZ,("), e ,iiZ,E."))T, oll ﬁZé") = nombre de sominets de coordination Z,. & Fétape
n. Exprimons, alors, la transformation de P, — Py par une matrice de transfert Tlm+1)
qui, agissant sur le vecteur V,, produit le vecteur 12,.,.1 = ('g!Z,("“),...,EZI(,““))T (avee, en
général, p £ k). La signification de 1’élement T‘g"'"“} est, alors, Ia suivante: ¢’cst combien de
sommets de coordinance Z;, & Pétape n 4 1, donne 1 sommet de coordinance Z; a I'étape n,

Pour un Py quelconque V, est donné par Pexpression suivante:

Vi = [T 7"V, = T4V,

ke=1
1l est clair que le rang de 7j, risque d’étre grand quand n — 09, ce qui rend le décompte des
catégorics des somunets assez pénible, sinon mmpossible, pratiquement.
Si on choisil comme By le {3, 3,8}, on sc rend compte que tous les TF41 gont les mémes
et, en plus, que leur rang est trois. Essayons de comprendre ceci:
Au début (n = 0), P, = {3,3,5}. Ce polytope a 120 sommets de ccordination 12 (= Z12),
puisque chaque sommect a 12 voising qui forment un icosaddre régulicer. D

ans ln notation de
la matrice de transfert:

2{" = 212,§2(" = 120,V} = (120,0,.. . ,0)"

i |

T s ﬂ

g
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A Pétape suivante les sominets du {3, 3,5} restent de type Z12. Les sommets appartcnant au
polyédre de coordinance sont, égale ment, de type 212 puisque chacun d'eux a cing voisins
sur echu-ci, qui est un icosatdre, cing voisins sur le polyedrde dual, qui est un dodécaedre,
le. point de départ et “Ihomologic” du somumet en question sur le polyédre de coordinance
du sommet du {3,3,5) voisin & 'étape d’avant, Done, chaque site Z12 A I'¢tape n donne 13
sites 212 & P'étape n 4 1. Quant aux sites appartenant au polyédre dual (ici un dodécasdre,
chacun est le centre d'nne cellude tétraédrique et a 12 voisins appartenant aux polyedres de
coordinance (chaque téiraddre a 4 sommets, qui sont des sites Z12 et un icosaddre a des faces
triangulaires) ci 4 voisins qui sont les centr es des cellules tétraddriques qui partagent los
fuces avec la cellule en question, donce ¢’est un site Z16. Chaque dodéeaddre a 20 sommets ct,
alors, chaque site Z12 donnera 20 sites 216 a Pétape suivante; mais conne chaque sommet’
d'un dodéentdre appartient & 4 dodéeaddres, il faut diviser par 4. Réswmons: Z12(n) —
13Z212(n + 1) 4 5Z16(n + 1).

Considérons, & présent, un site Z16 & ’étape n. A Pétape n + 1 nous remplagons ce site
par un point, un Z16 ct un Z16 (dual du Z16). Pour compter correctement les différents
sites, rappelons ce que c’est qu’un polyedre Z16:

Prenons un tétraédre régulicr et partageons chacune de scs arétes en trois. Si on trace los
liaisons, on obtient quatre hexagons (un par face) et quatic triangles (formés des liaisons qui
relient des sommets qui appartiennent 2 des fuces différentes). Ces douze points se trouvent
tous sur la méme spheére. Si on trace les perpendiculaires du centre aux faces du tétracdre,
jusqu’a ce qu’clles coupent cette sphére, on obticnt quatre points supplémentaires et on relic
chacun d’eux aux sommets de Phexagon le plus proche. Ce polyédre, le Z16, a 16 sommects,
28 faces triangulaires (6 x 4 4 4) ct (par Euler) 42 arétes. Son dual, alors, le Z16*, aura 28
sommets, 16 faces ct 42 arétes.

Prenons, alors, un sommet du polyedre de coordinance qui est de coordinance cing sur
cclui-ci; il aura cing voisins sur le Z16* (qui forment unc face pentagonale du Z16*) ct deux
encore: le centre du Z16 et un sommet sur le polyédre de coordinance appartenant au point
vaisin de l'étape d'avant; il sera, done, un site Z12 et, comme un Z16 a douze sommets de

coordinance cing, nous concluons qu’un site Z16 a I’étape n donne douze sites Z12 & Pétape



n+41.

Les somnucts du polyedre de coordinance de coordinance six sur celui-ci (il y en a quatre)
ont, au total, quatorze voisins: six sur leur propre polyedre, six sur le polyédre dual, le centre
de leur polydre et un sur le polyedre de coordinance du sommet vo; sin d’avant. Quatre sites
Z14, donc, a étape n + 1.

Quant aux sommets du Z16°, ils sont des sites Z16 pour les mémes raisons que celles
cxposées pour les sites du dodéeaddre. Iy en a % = 7 plus Lc site original; huit sites; done,
Z16 a Vétape n 4 1.

Un polyedre Z14 est trés similaire & un icosacdre, la scule différence étunt qu'un axe
d’ordre cing est devenu d’ordre six. Les deux hexagons sont tournés de = Pun par rapport a
Pautre (une position “téte biche” est la méme que la position “normale” pour un polygone
d’ordre pair). Il a quatorze sommets, vingt-quatre faces ct trente-six arcles, donc son dual,
l¢ Z14%, a vingl-quatre sommets, quatorze faces et tronte-six arctes. Les arguments jci sont
identiques & ceux exposés pour les autres types de sites et donnent: Z14(n) = 12212(n +
1) +3214(n +1) + 62Z16(n + 1)

Le fait rémarquable est, alors, qu'il n'y a pas d'autres types de sommets! Toutes los

matrices T sont identiques et d’ordre trois:

13 12 12
IT'=10 3 4
5 6 8

En N étapes le vecteur 17}3 = (120, O,O)T devient V;.r = TNI::) ct, pour N trés grand (on
s'intéresse a la limite N — oo, qui correspond A la limite de Pespace plat et la structure
aura une infinité de sommets), la configuration finale sera déterminée par la valeur pro-
pre la plus grande de T. Cette valeur propre est rationnelle; ndanmoins, la structure est
APERIODIQUE (une valeur propre irrationnelle serait, en oflet une condition suffisanic;
mais elle n'est pas nécessaire, comme le montre une analyse plus complite de la structure
[33]).

Cette méthode réalise explicitement Papplication ¥; la méthode qui sera présentée dans

1.3
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la section suivante, a été construite, de fagon explicite, pour quelque cas spécifiques. Comme
on a indiqué dans Pintroduction géncérale, la méthode itérative a aussi scrvi comme point de
départ pour de constructions de pavages sclf-similaires; elle a, enfin, été généralisée [58] pour

la eonstruction de paradigimes de propriétés de verres.

2.3 Polytopes avec de disinclinaisons enlacées [50]

Le point de départ de la méthode, qui sera exposée dans cette section, cst une propriété
géométrique du polytope {3,3,5} :

ses cent-vingt sommets appartiennent a douze grands cercles (avee, done, dix sommets par
grand cercles), qui n’ont pas de points communs. [51]

Et, en effct, la Jongueur (sur $%) de aréte du {3,3,5) est Z.

Ce fait nous conduit a regarder, de plus prés, les possibles fidrations de S par de grands
cercles. La raison est claire si on sc rappelle de image suivante d’une fibration: c’est unc
partition des points d'un enscmble en familles, qui sont munies d’unc relation d’équivalence,
de maniére & ce quelles appartiennent toutes & In mé@me classe (sous la relation) ct telles que
chaque point apparticnne & une, et sculement une, famille.

Exemple: le fibretion du plan cuclidien par des droites paralléles; les famnilles sc.;]t‘les
droites, la relation d'équivalence est “d’étre paralléle & unc direction donnée” ct tout point
du plan appartient & une droite sculement.

Aux années trente le mathématicien H. Hopf a étudié des fibrations de §2 par de grands
cercles, qu'on a appelées “fibrations de Hopf” par la suite, de manidre générique. 1l a aussi
découvert qu'on pouvait écrire une application @ de S® & 52, qui & chaque point de S° associe
un point de §2. Sa forme explicite est la suivante: (notons par (g, 2), T2, 23) le point sur §°

ct (y1,v2, ya) le point-image sur S?) [52]

o= 2(zeTa + 2173)

Py = 2ziy — vo73)
— .2 .2 .2 .2
Y3 = zgta]—2;—25
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On va démontrer, maintenant, que cette application déerit une fibration de §° par de grands
cercles. D'apres Pimage qu’on s’est donnd, il faul montrer que cette application ameéne un
grand cercle de §3 & un point de §?, que ces grands cercles ne s’enfrecoupent pas ct qu’ils
apparticnnent & la méme “classe d*équivalence”,

- Un point sur §? est Pimage d'un grand cercle sur §°.

On introduit la variable complexe z,

L _ Wit
= 2L T2
1-y
{qui déRnit une projeciion stéréographique de 52 au plan complexe). Sion remplace les Y

par leur expressions en fonction des 2 j» on trouve que

Tg -+ 11y

g + g
On mect en égalitéd les deux expressions ¢t on obtient deux éguations linénires pour les aj;
clles définissent un 2-plan. Llintersection de ce 2-plan, qui passe par Porigine, et % est un
grand cercle.
- Ces grands cercles ne s’entrecoupent pas.
De fagon équivalente: deux grands cercles, qui ont pour images deux points distincts de
52, n'ont pas de points communs. Ceci ost évident par la forme de ®; le point (y1,y2,ys)
est déterminé de fagon univoque; alors le point commun ne pouvait pas a

voir deux imagces
distinctes.

- Tous les grands cercles, définis via &, appartienncnt & la méme classe d ‘Equivalence.

Ceci a ét¢ démontré par Hopf. la démonstration fait appel 4 des poings de topologie
différentielle qui sont trés intéressants mais qui dont la présentation sort du cadre de ce travail.
Nous envoyons le lecteur au livre de Milor [54] et de Doubrovine, Novikov et Fomenko [55].
Powr ne pas lc¢ laisscr, cependant, sur sa faim, nous dirons que les grands cercles de cette
fibration ont une propriété d’enlacement qui est ¢vidente de la 2.1

On peut définir un “nombre d’enlacement™; pour exprimer que la courbe 4; entoure 7,.

Cc nombre est un jnvariant topologique. Pour des grands cercles de la fibration de Hopf cet
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Figure 2.1: Deux courbes enlacdées

mmvanant vaut 1; ils existent, cependant, d'autres fibrations de §° par des courbes fermées
(pas de grands cercles 1), qui ont des “nombres d’enlacement” (linking munbers) diftérents de
1; elles s’appellent “les fibrations de Scifert”.

Rétournons au polytope {3,3,5} dans Vorientation déerite an début de celie section et
appliquons i ses somimets la transformation €. Les douze grands cercles vont donner comme
images douze points sur 82, qui définissent un icosaédre rdgulier ct 'axe Oya y est un axe de
symétrie d’ordre cing.

L'idée qui vient, alors, est la suivante:

Introduire de disinclinaisons (points a deux dimmensions) dans cet icosaddre ct, en inversant
P, construire de nouveaux polytopes, qui, contenant des défauts, scront plus “décourbés” que
le {3,3,5) et, alors, plus “proches” de structures de Pespace plat.

Cette construction scra présentée ici dans cing exemples, qui contiennent un petit nombre
de disinclinaisons; en principe, on pourrait la suivre jusqu'a 'espace plat, par la construction
des configurations de type “démes de Fuller”.

Les configurations qui conticnnent un petit nombre de défauts nous permetient de mettre
en évidence plus facilement leur véle localement. Comme on verra plus loin, on peut saisir
les différences dans les fonctions de distribution radiales et les densités d’états électroniques
asscz clairement quand on passe d'une structure a Pautre.

Enfin, on peut utiliser Jes polytopes construits de cette manicre comme configurations de

départ pour la procédurc itérative et ainsi déduire de nouvelles familles de structures.



-

Le progrumme, qu'on va exposer, prend, alors, la forme suivante:
1. Etape n = 0: Introduction de disinclinaisons dans licosatdre-image du {3,3,5} sur §%

2. Btape n = 1 Inversion de @ pour construire image de ces polyddres sur §3. 1 faut
comprendre que le mot “inversion” est utilisé avec une certaine libertd, la transformation
¢ wélant pas, strictement, bijective; le sens préeis sera défing dans les paragraphes

suivantcs.
Désrivons, maintenant, en détail; chacune de ces étapes. Comme lan = 1 est général. on va
coramencer par elle.
2.3.1 IL’inversion de¢ ¢

Il scra plus commode de regarder sa forme équivalente, los équations qui déterminent le 2-
plan, dont Pintérsection avee la 3-sphére est un grand cerele (puisque le 2-plan passc par

Porigine):

(1 = w3)ra = y125 — Y23

(1 = ya)z1 = yaza + Y123

.2 -2 ) 2 _
atartaztay;=1

On peut résoudre les deux premiéres équasions pour %o, 1 en fonction de xp,25 et, en sub-

stituant dans la troisi¢ine, déduire Péquation du grand cercle:

) "2
o = OTLpT - 1% .2 2 o'
30+3-1+m2"| I _-1
oy = M Mo
R et B et
11—y
2 2 Y3
ol 4ol = 2
2
Ces exnressions deviennent plus transparentes s1 on exprime les @ iy, 45 en cnordonndes

sphérijues ct les zy, z3 en polaires:



T, = \/’—",L,ﬂco';ﬁ
T3 = \/3;1"15}119

Y = Sinw - cos¢
Y2 = sinw - sing
Yz - COSw

( w = angle polaire, ¢ = angle azimutal sur $?); ct on utilise des identités trigonométriques

¢lementaires:

l-cosw = 2 sin -f
sinw = 2sin§ -cos ¥

On trouve:

zg = cos% -cos(¢+ 8)

. . ‘_- B . 8
1T sy S0 0w 6 € [0,2n), 8 € [0, 27)

T, = s - cosd
T3 = siny -siné b

Pouwr un polytdre & N sommnicts, inserit sur $?, nous obtenons N groupes d’équations qui
défimssent V grands cercles appartenant tous a la fibration de Hopf. Puisqu’on s’intéresse &
la construction de polytopes il faut discréliser ces grands cercles; par exemple, dans le cas du
{3,3,5}, les douzc grands cercles sont discrétisés: on a défini dix points sur chacun d’eux. 1l
faut faire parcil dans le cas des polytopes généralisés, construits ici. Supposons que chaque
grand cercle a été discrétisé en A points; dans ce cas on peut écrire 8 comme

2rm

g = v, +a,m=0,...,Al -1

ot @ maintenant varie de 0 & 27 /AS. Le probléme qui sc pose est de calculer M ct . Avant de
présenter notre solution, justifions le choix d’nn M unique pour toutes les fibres du polytope

{par contre, o, comme w et ¢, porte un indice correspondant 4 la fibre).

L]
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Nous rappelons que le modéle des polylopes avee comme “structure idéale de référence”
le polytope {3,3,5} a éLé congu pour comprendre la structure et les propriétés des métaux
amorphes et lenrs allinges. Une régle empirique est qu’on pecut les considérer comme des
cmpilements compacts de “sphéres”. Celte contrainte physique a été incorporé en postulant
Cll'lc les “blocs structuraux” étaicnt des télraddres et il est clair qu’elle doit rester valable
pendant toute la procédure de introduction de défauts dans le {3,3,5} pour que le modeéle
des polytopes puisse espérer aboulir i des structures réalistes i Ia linite de Pespace plat. Or,
chaque sommet sur une fibre-grand cercle a deux voisins sur cclle-ci Ia contrainte impligne
qu'il a deux voisins sur chacune des fibres proches de la sienne. Les triangles ainsi formés
sont les faces des “blocs tétraddriques”. 1l est ainsi clair que cct “apprvicinent” nwlest paifait
que si toutes les fibres ont le méme nombre A de sommets. On pourrait, eventucllement,.
considérer des structures plus générales en admettant un “Jeu de AL {M} (o7 est Pindice de
la fibre); ces structures pourraient étre considérées comme contenant des “lacunes” et fou des
“interstices”. Dans le présent travail nous ne les considérons pas, mais nous nous attachons
a construire les “configurations fondamentales” et laisscrons coté, pour le présent, ces
“structures cxcitées”.

Le probleme sc pose, ¢ priord, de la fagon suivante:

" Efant donnd un polycdre sur 8% trouver le polytope sur §3 qui est defini par les

s équations
swivantes:

— Ly L oA 27n
Ty = cos-cos(dy+ ay+ oo
ERp— w : 2an
Ty, = COS§ -.3‘ -Sm(qh + o + A

I=1,...,Nn=0,... M—1

&
)
1l

SR Lo 2An
sin % - cos(ay + O

_— in B, el | 2En
T3 = sin % - sin(ay o 4%

w = angle polaire, ¢ = angle azimutal (su S$%), a €0, .

Les inconnus sont Af et {e, 1= 1,... » N}, Pour un choix quelconque de ces paramétres

on obtient un polytope. Pour lever cet arbitraire nous postulerons un critére d’optimisation,

qui cst bas¢ sur des considéralions physiques.
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En fait, Penscinble de grands cercles ainsi construit sur $® posséde une échelle Je longueur
interne: la distance minimale entre deux grands cercles est fixée par la distance géodésique
de leurs points-images sous Hopf sur §%. Discrétisous, maintenant, chaque grand cercle en M
points; la distance géodésique entre deux points voising est 2w /M. On sc rappelle que chaque
sommet sur une fibre a, outre ces deux points voisins sur celle-ci, deux points plus proches
voisins sur chacune des fibres, proche & la sienne et on postule que ces deux distances doivent
elre “le plus proche possible” & 27 /M. Cecl imposc unc contrainte sur Af (27 /A1 doit étre
plus grande ou &gale a la distance minimale). Sid) et dy sont ces distances (d'un sonnnet &

scs deux voisins sur une fibre voisine), nous définissons notre fonction objective comme

— 27\ ? 27\ 2
rezi(n-37) +{a-3)
ou la somme porte sur toutes les paires.

Le raisonnement derriére le choix de F est qu’on cherche & construire des polylopes
ou les distances entre premicrs voisins ont la plus petite dispersion autour de la distance
25 [, qui est celle entre deux sommets proches voisins sur la méme fibre; en cflet, F' n'est,
essentiellement, autre chose que 'écart quadratique moyen d’un ensemble de distances autour
O /M. '

Dans F M cntre comime un paramétre. Unc stratégic counsisterait, alors, & minimiscr
F pour différentes valeurs de AL ct, ensuite, choisir le minimum dans ce sous-ensemble, 11
s'avere que, pour les polytopes construits ici, on dispose d’arguments géométriques qui nous
fixent la valeur de Af (et qui sont compatibles avec cette stratégie).

Le probléme, alors, qui reste, est la minimisation de F pour M fixe. Ce probléme ressemble
beancoup aux problemes d’optimisation d'intérét général, qui sont au centre de beaucoup de
travaux actuels. Une configuration possible est défini par {M;ay,...,an) ct la fonction
objective est F'. Le probleme d’optimisalion est rendu, par ailleurs, complexe par I’existence
de plusieurs minima locaux, comme on a constaté cmpiriquement. On n’a pas fait, cependant,
une analysc pour vérifier si ce probleme est N P-cmplet ou non. Ilest clair, en tout cas, que les
symétries résiduclles (aprés la diserétisation) y sont pour quelque chose et une classification

des extrema en fonction de celles-ci est un probléme qui doit &tre poursuivi jusqu’au bout.
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Figure 2.2: Liaisons cntre deux fibres

Nolre solution consiste a itérer sur les {ay,...,an} jusqu’d ce qu'on soit arriver & un min-
imum. Pour s’assurer qu’on n’est pas “bloqué” dans un “minimum sécondaire” on a mtrocnit
un paramctre “phénoménologique” qui nous permet de “saunter” par-dessus les barrieres et
donl la valeur a été trouvé par essai. Cependant, nous n’avons pas de preuve formelle qu'on
a trouvé le minimunn global, si celui existe.

L’idée derritre la forme explicite de Vitération est la suivante: considérons dcux fibres
prochus voisines ( j ct 7) et les somnets du polytope sur elles (¢f. 2.2); la distance géodésique
d(jr-1, ji) = 3" = d(jk, Jie1). De méme, d(ii-y, i) = '- = d(11,2141). La distance glodésique
entre 7, el ¢—y (ainsi qu’entre j; ct ;) est donnde par les expressions suivantes
c 3

d(ji, 1) = cos™H| 3 aikgies

Ln=0

(32 -
d(ji,41) = cos™V [ Y gl

Ln=0

o {z,}3_¢ sont les coordonnées, sur 53, de chaque sommet. On se rappelle les expressions

des x, en coordonnées “angulaires”

= cos = cos(h" + o5+ a;)
b = cos =i s,n(zd + ¢ + ;)
ar = sin 3 cos( 32 4 q;)
xl = sin 3 sin{ 3F + o))

a0



ou (w, ¢) sont, respectivenment, Pangle azhmutale et Pangle polaire sur $? du point-image de
la fibre 5 et o est unc phase, mesurée sur la fibre. On trouve, alors, expression suivante

pour la distance:

&"."O: = 0 - o
Mg = g4
d(jx,t-1) = cos™! [cos (:‘)-’- cos % cos(i(jk — (L)) + AYS 4 Ata) -
2 2 Af
2n

2

Loy L Ly (
51N —= Sin — Cos
2 2 M

G = (i-0)) + ¥ a0

On voudrait imposer les conditions d(ji, 1) = %} = d(ji,4); ¢t localement, ¢.d.d. avtour
d'un point, jr par exemple, on pourrait trouver une solution, i.c. des valeurs pour o, ot o
Mais 1l scra, en générn]; impossible que ces conditions soient satisfaites pour le voisinage de
chaque point sur les fibres 7 et i; on est en face d'une instance de frusiration, dans le sens ol
une regle locale est empéchée de devenir globele. La raison de cette “frustration” n'est pas
d'une subtilite sibylline; c’est que le polytope considéré n’est pas, en géndral, régulier!
L'issuce de cet impasse est une approche type “champ moyen”: pour chaque fibre j on
calcule les phases a; et {a,|p € voisinage(;7)} telles que les distances entre un sommet de la
fibre j el scs deux voisins sur une fibre voisine soient égales. On répéte ce caleul pour toutes

les voisines de 7 et, a la fin, on “corrige” o; d’une quantité proportionnelle 4 la somme des

écarts des a; des valeurs “idéales™:

n+tl ¥ o w
al ) = a-g‘} - 3 (aj-"} — o — d;, - ﬁ)
reV(j)

On peut sc convainere de ce fait par la démonstration suivante:

considérons ’expression pour d{jx,1;-1) comme une équation trigonométrique dans la vari-
able o; — o + E(jx — 111) = (Jk, 11-1). Introduisons aussi la notation AU = cos 3 cos &,
pui = sin 2 sine et cosd(j;, -1} = d(Gk, i), On en déduit, par des transformations

elementaires,

d(jx, 1) = AU cos(8(5r, 5121) + AF $) + BYD cos 851, 1-y) =

a1
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(c0s 8(ix, i1-1))( AV cos(A7'9) + BUDY — AGN(sin( AT §)(sin 6(jy, iy_y)) =

((A(j“'))cos((_\"'gf)) 4 B("'f)) [cos 8(71, f1-1) + tan diisinf(ji, 1)) =
sind;;

cos(8(fx, i1-1) — d;:)
' De méme, on cn déduit 'expression pour d(jx, ) (il suffit de remplacer 8 par ‘%‘7 +98.

Les expressions sont compatibles avee d(jy, 44 ) = d(j ks ¥1) si sculement

.. w
8(5x,11-1) — d,; = T
ou
7
o — oy = dj; + X‘I

si on prend Porigine sur les fibres 3 ¢t 2 de telle maniere i ce que jp = 75y, c¢ qui est toujours
possible.

Ensuite, on choisit une des &; = 0, ce qui est aussi toujours possible, puisque ce choix
correspond & choisir une cerfaine orientation globale du polytope, ¢t on caleule les autres
phases. Ou obtient, ainsi, un premier “jeu de phascs”, {crf,”), p=1,...,N}. Sl polytopc est
régulicr, cette procédure scra consistente; ce qui entraine, d'aprés les équations de “champ
moyen” que Y puere dji = 0 mod 27 /M. Pour un polytope général celte relation nc‘scm plus

valable. Dans ce cas on calcule un nouveau “jeu de phases™:

a-_s-l) = ag‘o) +A4 S (a-}c) - (.\'?(,n) - -];% ~d _,-,,)
rEV(7)

et on recomunence. Chaque fois on calcule F' et on chaisit le jeu de phases qui Ie minimise. T
cst clair qu’on peut “remonter” dans Pespace de phases de F ct, en ajustant A, on peut ainsi
¢viter de rester pidgés dans des minima locaux. Cependant, s'il est clair que la récurrence
des {a} ne posséde pas de points fixes exacts, on ne connait pas la nature de ses structures
asymptoliques ot on possérde pas de démonstration qu’clles correspondent, ou non, i des
extrema de F. On a constaté, par nos travaux numériques, quun point stationnaire de la
suite des o correspond A un minimum local de F. Cet aspect du probléme mériterait d’étre

étudier plus profondement.



2.3.2 Les polytopes construits avec cette méthode

On rappelle que I'idée centrale de la méthode est d’introduire des “défauts” (sormmets de
coordination différente de cing) dans Vicosagdre-image du {3,38,5) sur S? ct, ensuile, par
application de la transformation inverse, @1, d’cn déduire des polytopes sur 5. Ces polytopes
conticndront, alors, des fibres qui auront plus (ou moins) que cing voisines ct plus {ou moins)
que cent-vingt somimcts.  Si on exprime le rayon en fonction d’unc longueur d'aréte, clle
présentera de fluctuntions, qui scront principalement de sipne négative, si on introduit des
lignes de coordinance plus grand que cing. Clest ce cas qui nous intéresse, puisqu’on cherchie
une correspondance entre un espace de conrbare positive (5%) ct un espace plat (%)

Les polyedres déerits ici ont 6té étudiés pur Frank ct Kasper [56} en 1938. Les polytopes
construits a partir de ces polyedres peuvent étre considérés comme des “phases Frank-Kasper
gencralisées” ) intermédinires enbre le {3,3,5} et des structures de Pespace plat. Il y a, no
tamment, une ressemblance avece la phase A15 (qui contient des sites de coordinance 12 ot 14

seulement, comme les polytopes construits ici), qui n'est pas, peut étre, fortuite.

1. Le polyédre Z14
Il est obtenu de I'icosatdre en remplacant un axe d’ordre cing par un axc d’ordre six,
1.e. en introduisant une disinclinaison de charge =% 1l a quatorze sommets (an lien
des douze de icosaldre) dont denx (les bouts de Paxe d’ordre six) sont de coordinance

six; les douze autres (appartenant aux deux hexagons) sont de coordinance cing.

On applique 7' aux sommets de ce polyddre ct on obticnt un systeme de grands cer-
cles sur 5% qu’on doit discétiscr, pour avoir un polytope. QOu peut déduire In bonne
valcur en faisant explicitement le décompte des sommcts: pour mieux le faire, revenons
au {3,3,5}; son hmage sous ¢ cst un icosaddre. On travaille dans un systéme de co-
ordonnées tel que 'axe Oy; soit un axe d’ordre cing. Les sommets aux extremitds de
cet axce sont “le pdle Nord”(yy = 1) et “le péle Sud”(ys = —1). Ces points (sur 5%)
ont, comme inage sous €71 denx grands cercles orthogonaux sur $2. Les dix aukres
sommets de licosatdre (les deux pentagones) donuent dix antres grands cercles, tous

arrangés A ce que chacun d'eux ait cing qui vrilient autour de lui. Cette propriété con-
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duit a l'existence d’enliprisines pentngonanzs (i.c. d'icosaddres embriqués suivant leur

axe d'ordre cing); ces configurations réalisent Pempilement compact de tétraddres avee

une symétrie pentagonale. Liintroduction des disinclinaisons a 'effet d’angmenter le

nombre de sonmcts sur les deux grands cercles orthogonaux de 10 & 12, pour garder
la symétrie d’ordre six. Alors on compte 24 sommnicts. Ensuite, chiacun de ceux-ci est

entouré par un antipiisme dordre six (les deux grands ccreles ont chacun six aubres

grands cereles proches voisins, qui correspondent aux sommets des deux hexagons du
714 ct on discrétise les grands cercles). 1 est, alors, évident, en suivant unc de ces
autres fibres, qu'on obtient douze sommets sur chacune aussi: 12 x 6 (pour lc voisinage
d'un des deux grands cercles orthogonaux) 12 x G {pour "autre) plus los 24 déji cmptés
fait 168 en total, avec 12 somunets, alors, par grand cercle. Ce poly

D14,

topc porte le nom

Le poly&dre Z13
I contient trois “demi-disinclinaisons” arrangées avee la symétrie d'ordre trois. Ainsi,

il a trois sommets de coordinance six ¢t douze de coordinance cing. La loi de com-

position de disinclinaisons (3] nous indique quc la somnme des trojs charges doit étre

= 0 mod 27/5. I'ar un changement de coordonnées on peut, alors ramener un sommet

de coordinance six au pdle Nard et “rem dlacer” les deux autres par une “eflcctive” de
i

charge 27/5, ce qui conduira & douze sommets par fibre daus ce cas aussi. La procédure

d’optimisation présentée plus haut appuic cctte conjecture. On obtient, ainsi, un poly-

tope & 180 somicts. It porte le nom 115,

Le polyeédre Z16

IF est déduit de I'icosagdre en introduisant quakre sommets de coordinance six arrangés

avee la symétrie tétraédrique. On en a déja parlé dans Ia section précédente, pendant

la discussion des types de sommets dans la méthode itérative. Dans ce cas, aussi, une

conjecture sur la base de la composition des disinclinaisons donne M = 12 en accord

avec les résultats numériques. 11 a 192 somniets, alors, ot porte le nom D1G.
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o

Le polyedre Z18

Ce polyédre est diffcrent des autres parce que des sites de coordinance six y sont premiers
voisins entre cux. Il en existe six au total, qui sont arrangés en deux triangles, et douzc
de coordinance cing. 11 est une illustration d’un argument général de Frank et Kasper
(50, ’apres lequel, dans tout polyédre de plus de 16 sommets lc voisinage de deux sites

de coordinance six est inévitable.
Il peut &tre déduit de l'icosacdre en y introduisant une disinclinaison de =, ce qui

suggere que la bonne disciétisation est quinze. Le polytope correspondant aura, done,

270 sommects ct portera le nom D18,

. lc polycdre Z2d12

C'est un polyedre a douze sommets, comme 'icosaddre, mais dont deux faces trinn
gulaires, qui définissent un axe d’ovrdre trois, au lieu d'étre “téte-béche” ont la méme
orientation. Ce changement entraine Papparition de trois sites de coordinance six ot
trois de coordinance quatre. La coordinance reste la méme (dix) et les 120 sommets
sur S% donnent un polytope avec trois “dipoles” (disinclinaison, anti-disinclinaison). Il
s'appelle Dd12. 11 aura GO sites Z12, 30 sites Z14 ct 30 Z10. Le polyddre 210 est un
“antiprisme d’ordre quatre avec pdles”; il consiste de deux carrds, tournés 'un par rap-
port & Pautre de § et les intersections de 'axe d’ordre quatre par la sphére circonscrite

a cette structure).

Si on applique la mcthode itérative & ce polytope on obtient:

Z12(n) — 13Z12(n+1)
Z14(n) — 12212(n+1)

o

0Z14(n +1) + SZ16(n+1) + 0210(n + 1)
£ 3Z214(n+1) + 6Z16(n+1) + 0Z10(n 4 1)
Z16(n) — 12Z212(n-+1) + 4Z14(n+1) + 8Z16(n+1) + 0Z10(n + 1)
Z10(n) — 8Z12(n+1) + 0Z14(n+1) + 4Z16(n+1) + 3Z10(n +1)

Avee 120 sommets & I'¢tape n = 0 on trouve 2160 sommets & 'étape n = 1 et unc
W {‘ _t' lﬁ, 1 Aen?? 1 k, SN, e 't‘:..t' e N }-t l, l’ ..t
connguration dcesoraomee’ dc ia premmerce iteration avec conune pPoiyiope de depn

le {3,3,5).



L’intérét de ceile slructure reste i ce qielle contient des “paires” de disinclinaisons, i.e.
des dislocations et on voudrait voir si sc scrait possible de pousser cette image plus loin
ct construire un modele glométrique de fusion, suivant les idées de Halperin-Nelson-

Younug {5.?].

2.3.3 Les fonctions de distribution radiale

Une fois qu’on a obtenu des polytopes disinclinds on peut ¢tudier les détails de leur structure
de plus pres, en particulier calenler la fonction de distribution rachale, gui est une quantité
accessible anx expériences pour essayer, ainsi de se rendre compte des tendences (seule pos-
sibilité, vu que ces slructures sont encore “loin® des structures viaiment “possibles” dans un
espace plat).

La techinique de caleul est tout a fait conventionnel: on caleule les distances d’un sommet
vers tous les autres et on augmente par une unité un comiptenr chague fois qu'on trouve la
méme distance. A la fin, bien entendu, on divise par le nombre des sommets pour normaliscr,

Quest-ce qu’on peut en déduire? Déja la RDF du {3,3,5} s’accorde bien avee cellc
du fer amoprhe [61] tant du point de vue positions des pics que du point de vu intensitd
On remarque que les sutres RDF continuent de renforcer ces tendences. Bn particulier, le
fameux “épavlement” aux deuxidémes voisins (60] est trés Lien en évidence dans tontes les
figures (2.4). Un caractéristique “artificicl” est la symétric des RDF par rapport & 90 degrés
(i.e. Péquatenr), sauf pour le D18. Ceei cst di au fait gue la discrétisation des fibres est
paire., ce qui conduit & une syméirie des voisinages des sommets dizmetralement opposds sur
la méme fibre.

Voila pour les caractéristiques généraux des RDF; cssayons, maintenant, de regarder de
plus prés chacune entre clles.

Rappelons, d’abord, que aire de Ia RDF autour de Ia distance des premicrs voisins (qui
sont toujours bicn dédmaés de la reste) donne la coordinance 1noyenne, qui ne dépend pas
de Ia discrétisation des grands cercles:

ENa

Y



N; est le nombre de sonnnets de coordinance zio Mais S N; = N x M et N N,-f X M avec

N/ le nombre de grands cercles dont les sommets sont de coordinance N;.

b

- Le DI4- 11 a une coordinance moyenne do 12.29 ((2 x 14 +12 x 12)/14 - 12.29). On

peut voir clairement effet de Nintrduction de défants, & savoir des nouvelles distances
peruaises, a part celles du {3,3,5}, dont la structurc est dominante. 1l cst intéressant
de remarquer que si on caleule Ia largeur de la distribution de distances dans le paquet
de premiecrs voisins pour diflérentes valeurs de la distance entre les deux hexagons sur

5%, on trouve qu’elle a un mininum pour la méme distance que celle de Vicosa edre.

Le D15 Ce polytope a une coordinance moycane de 12.4. La distribution de distances
permises tend & couvrir tout Pinterval de 0 & %; on rappelle ict que les distances sont

normalisées & celle des premiers voisins pour chaque polytope.

- Le D16- Il a unc coordinance moyenne de 12.5. Les cffets remarqués dans le cos du D15

sont encore plus clairs ict. Néanmoins, les pics du {3,3,5) sont toujours discernibles ot

leur dargissement explicite.

Le D18 11 a une coordinance moyenne de 12.67. Clest le seul polytope qui ait un

nombre impair de sommets par grand cercle ¢t ceci cst ¢vident, puisque la RDF nlest

plus symétrique autour de Iéquateur.

Le Dd12- La coordinance moyenne est 12, comme pour le {3,3,5}. Sa RDF est remar
quable; le grand pic 4 90 degrés est imposant, tandis que les autres pics du {3, 3, 5} sont
fortement réduits. On peut comprendre ce résultat par le fait que, par la péométric du
polyédre, dont les relations de voisinage sont transférées an polytope, il ¥ a une forte

concentration de sommets (et, done, de cercles enlacés) autour de I’équatcur.

2.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons présenté une nouvelle méthode pour introduire des défauts

de courbure négative dans le polytope {3,3,5} et construire ainsi des configurations “in-



termédiuires” entre §% et R, Ces stinctures sont encore “loin” guand méine ¢t on ne peut
que noter des lendences encouragentes,

Ion plus, on peut combiner les deux méthodces, Piterative ct lu nouvelle et ainsi construire
daulres familles de polytopes disinclinés; c’est d’autant plus intéressant u’on ne peut, i
i"heure actuclle, construire des polytopes avee un nombre arbitraiverment grand de disinceli-
nalsons.

Bien str, les applications de cette méthode sonl encore & vemir. Un des buts de celte
thése est de présenter la méthode de manitre accessible el suflisamment en détail pour qu'on
puissc Nappliquer avee confiance. Les ezemples choisis servent sculement & atbiver Pattention
sur les points forts ct faibles pour stimuler un examen ultéricur approfondi.

Une extension possible est dans I'étude des relations de récnrrence pour la détermination
des phases. 11 parait, en fait, possible de déduire des vésaltats sur des polytopes plus grands
sans qu’on ait bésoin d’une construction explicite, notamment en ce qui concerne les propriétés
de leur espace de phase en relation avee des réarrangements locaux d’amas de sommets. Cette
direction mdérite une exploration de ces possibilités attrayantes.

Une autre application possible est Pétude plus détailtée de la strucutre Ddl2 pour bien
clarifier Ia relation avee le processus de fusion tridimensionnelle. Un autre aspect & suivre
dans I'étude de cetie structure est Vapparition des lignes de délfaats pendant la transformation
{3,3,5} — Dd12.

Enfin, le dévcloppement de nouvelles techniques d’oplimisation laisse & espérer gu’on
puisse améliorer la précision de la construction ezplicite des configurations, rendre possible
celle de polytopes contenant un nombre important de défauts ct confronter des prédictions

possibles sur le paysage énergétique a des expériences nunériques fiables.
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Chapitre 3

Propriétés Electroniques des

| Polytopes



3.1 Introduction

Dans ce chapitre sera éludié un modele de laisons fortes sur les polytopes construits dans le
c!'mpitrc précédent, a savoir le {3, 3,5} (comme conirdle), le D14, le D15, lc D16, le D18, le
Dd12 et le résultant d'une itération de la méthode & la matrice de transfert, avee configuration
de départ le {3,3,5}, qui a 2160 sommets ct sera appelé polytope P1 (récemment on a pu
calendé les densités d’états en bande non-dégénérée pour quelques polytopes, qui conticnnent
des défauts, notamment le D14, par unc autre méthode [57]. La méthode utilisée ici est,
toutelois, plus économique et, essenticllement, exacte),

Le probléme principal qu’on doit résoudre quand on cssaic de mettre an point des moddles
de structures désordonndes est trouver une méthode systématique pour la construction des
¢lements de matrice du Hamiltouien. Dans un systeme désordonné le nombre d'onde n’est
plus un bon nombre quantique, on ne dispose plus de théoreme de Bloch, pour réduire 1a taille
de la matrice Hamiltonicnne & des limites raisonnables et on doit faire des approxhnations
suppi¢mentaires (qu'on commence, cependant, & maitriser de micux on micux comme la
méthode des moments [61)). Dans le cas des polytopes il s’avére qu'on peux définir une zone
de Brillouin unidimensionnelle dans lagquelle une sorte de vecteur donde servira & indexer
les états ct toute la machineric de 1a physique des structures cristallines sera de nouveau A
notre disposition. La différence est qu'au lieu d’unc translation Vopération de symétric sera
une espece de déplacement hélicoidal sur S, Cette méthode a été introcuite pour I'étude des
propri¢tés électroniques d'un modéle des polytopes pour les scmiconducteurs amorphes {22
eb toul ce qui sera présenté ici peut &tre trouvé dans [53).

Le plan de ce chapitre est lc suivant: dans Ia premiere section sera expliqué le principe de
la construction des élements de matrice du Hamiltonicn. Ensuite on montrera sa réalisation
pour les polytopes qu’on étudicra. Enfin, nous discutcrons les résultats obtenus ¢t terminerons

par quelques remarques sur les limitations de la méthode.
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3.2 Constlcuction des élements de matrice du Hamil-
tonien. Cas générique.

Nous préscnterons la construction pour une bande non-dégénérée (un orbital par atome). Le
cas de la bande dégénérée présente des difficultés techniques non-triviales dues 4 la dépendence
angulaire; le caleul a été possible sculement pour la structure sans défauts, le polytope {3,3,5)
par la théorie des groupes [18].

Sile polytope a NV sonunels la base des orbitales peut étre notée par {JI),/ = 1,..., NV}

ct le Hamiltonien, dans cctte base, a la forme suivante

H=1t 3> |I){k|

kev(n)
oli ¢ scra normalis¢ & -1 dans tout ce qui suit et V{I) est I'ensemble des sommets plus proches
voisins du sommet k.

Nous utiliscrons, maintenant, Pexistence de certaines syméiries du polylope (qui forment
un sous-groupe abéhien du groupe du polytope) pour diviser les NV sommets en N famalles
(o Af membres chacunc) ct, ainsi, transformer la diagonalisation (unc fois) du Hamiltonien,
qui a priert cst une matrice NV x NV, a la diagonalisation de AL blocs N x N, auqucls elle
a ¢té réduite. Pour illustrer cette procédure nous présenterons le cas d’unc chaine linéaire a
Al sites. Le cas des polytopes est strictement pareil, dans une dimension de plus (du point
de vuc Hamiltonien: au licu d'un vecteur, on aura affaire & un tableau).

Le Hamiltonien de la chaine linéaire est de la méme forme que celui du polytope avec la
simplification de 'enscmble V{{), qui coutient ici deux élements: V(1) = {{ + 1,1~ 1} ¢t on
a unpost des conditions périadiques & la chaine. On définit Vopérateur des translations 77 de

la fagon habituelle:

b} =T.[I00m=0,...,Af -1

ct on mtroduit une base de veeteurs propres de T



i i e el

A1
. |LPY == +—--—Zc“'"’]1 0,....,M—1
|
Démeustration
A1
1 TiLYY = z e i 0
M=1
—_— E e MI”'E) 4 1) =
; V r=0
"L"|L”)Q .D.
Le Hamiltonien est manifestemnent invariant sous translations, alors il scra diagonal dans cette
hase:
i ) 1 :'2-’5( ) 'r’) !
(LM |HILT) = o 3 e vrr ™ X | Hr)
1 T,l"
] A’ t
| (1Hlr) = 320 I 1) + (U= 1)) =
1=1
j1 ‘Sr,r'-|-1 + 5!',1-"—-1

alors,

(L |HIL") = 6(p — p')(2 cos -*p)Q ED.

Qu’est-ce qui change dans le cas d’un polytope? En apparence, pas grand’chiose. Les sommets
seront munis de deux indices (au licu d'une pour la chaine); un pour la famille et un autre
pour la position dans la famille. L'opérateur de symétrie T agira seulement & Vintérieur d'une
famille. Pour chaque valeur de p il ne faut plus calculer un seul nombre mais diagonaliser une

matrice A" x N {dans les élements de laquelle p entre comme paramétre; la forme de toutes

ces matrices est la inéme).
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3.3 Le Hamultonien des Polytopes

Iei nous présenterons 'appheabion du princape géndral aux polytopes construits dans le

chapitre précédente.

3.3.1 Lec cas des “Hopf{”

Lex familles sont les fibres grands cercles et Voperation de symdtric | qui consiste a changer

m +— m - 1 dans les formules des coordonndées du chapitre 1

zg = cos%cos(Z A &+ )
xy =~ cos's sin(g-g-}ﬂ» + ¢4 a)
Ta T sin % cos 2;:—'}' + o)
Ty = sin % SN 2:"}“ -} a-)

devient trés simple, 51 on infroduit les variables

u o=z dim = (cosy)expi( 3P + 4 +a)
v o= e + 11'3 = (Sill ':_;)Cxpi 3%-}20)

En ces variables, T peut étre éerite comme

YEFRY 2+ /A
u s e fu, v =+ €' /My

ou. en termes de quaternions (cf. Appendice de ce chapitre) (u,v) — (/M 0)(n,v) et
on réconnait le *déplaceinent hélicoidal gauche” (d’apeds la terminologic de [61]) ou “screw
gauche” dans le bon franglais. Pour le {3,3,5}, alors, ¢’est un screw d’ordre 10, ainsi que
pour le Dd12, pour les D14, D15, D16 c’est un screw d’ordre 12 et pour le D18 un screw
d’ordre 15.

Les olements de matrice du Hamiltonien peuvent étre “deéduits” de ccux pour la chame

Nudaire en fnisant les substitutions suivantes:

1. |} & |m,n), olt n st Vindice de la famille et m de 1a position dans la famille.
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|L?) « [L?) (ct on remplace |r) dans la somme par I, q)).

3. Les élements de matrice (r'|H]r) n’ont plus une expression si simple. Llexistence de
Popération de syméirie nous assure, cependant, qu'ils ne dépendent que de la différence
| — r| = R; il faut fairc une dernitre sustitution: remplacer 2cos 27 /M (la somme
de deux exponenticlles correspondant & la position des deux voisins d'un point sur la

chaine) par

A1

> e S g, RIHI0, g)

i.-

Les termes de la somme sur R sont différents de zéro s1, ¢t sculement si, les sommets
(R,q') et (0,9) sont proches voisins; nous rappelons que d'apris la fibration de Hopf,
unc fibre sur 5 a comme image un point sur 5?,ce qui inplique que Pensemble des
fibres de ces polytopes ont comme images des polyadres sur 52 (c’est & partir de ces
images qu’on les a construits, d’ailleurs). On comprend, alors, immédiatement, que
¢,4 sont les numéros des sommets de ces polytdres-images. La premitre condition,
alors, pour que les deux sommets mentionnés plus haut soient proches voisins st quils
apparticnnent & la méme fibre ou 3 des fibres dont les images sont proches voisines sur

S’ils appartiennent & la méme fibre, ils scront conséenutifs; R = 1 mod M et la

! o #
somme scra 2cos2wp/Af. Les valeurs de R pour I'nutre cas 3 ont &té trouvées
1 q

numériquement,

3.3.2 Le cas de la méthode itérative

Le cas de ces polytopes est un peu plus délicat que celui des précédents. s ne adimettent
pas, en général, une partition de leurs sommets en familles qui, sous Hopf, donnerait
le méme image & chaque point de In méme faumille; il y a “dispersion”. Puisque ces
polytopes sont des décorations bien spéeifiques du polytope {3,3,5}, ils ont le méme

groupe de symétric que Ini, on peut, alors, travailler avec un “screw” d’ordre 10, par




exemple. le probléme qui se pose est de réaliser la pavtition des sommets sous cetle
opération, appelons-la T L'idée Ia plus sunple est L suivante:

Soit x = (7g, 71,22, ry) un sommet quelconque du polytope. On applique T sur x ct
on oblient les points {qui sont anssi sominets du polytope, puisque T’ représente uae

symétric de In structure)

Y '_""me,nll'o,-..,]“[“].

(il existe un M tel que Thyx'= x, puisque le nombre de senunets du polytope est fini).
Les sommets {yn, m = 0,..., 8 — 1} apparticninent a la méme famille, celle d de x,
sous T. On choisil, mainteuant, un autre sommet, z |, different des y,, on recommence
ct ainst de suite jusqu’a ce qu'on a classe tous les sormmets, Iy a deux questions,

auxquelles on doit répondre:

(2) Y a-t-jl des sommets qui apparticnneut i plusicurs familles?
Riponse: Non. Supposons, en effet, que T,x = y,, Ths = w,; 2 # X mais

Y = Wy pour 12 et n quelconques. Dans ce cas, on peut déduire

Toux =102 & TpeniX = 2

c.ind. z appartient a la famille de x, et les deux familles co-madent (elles ont les

memes sonunets numérotds dans un ordre différent).

(b) Est-ce que toutes les familles ont le méme nombre de sommets?
Réponsc: Puisque toutes fes Tamilles ont é4¢ produites par une opération T Pun
ordre M, clles auront toutes A membres. 11 est, maintenant, pessible que plusieurs
familles (dans ce sens) de sommets appartiennent “physiquement” au méme groupe,
sous unc autre classification des sonmnets du polylope. Clest le cas du polytope
P1, dont on peut partitionner les sommets en faumlles si T est v “serew” dlordre
10; mais on pcut gruper ces sommiets on grands ceveles; dans ce cas, il y a des

grands cercles qui regrouperont cusenible 10 sommets (une famille) et d’autres qui

T T s e e o
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regrouperont trois familles, de maniere alternée, i.c. 30 sommets (c.a.d. ABCAB-

CABC...; si A, B, C sont les noms génériques des sommets d’une famille).

Le nombre de sommets dans ces polytopes augmente trés vite avee le nombre d’itérations
[35]; mémec les techniques présentées ici sont incapables de faive des miracles avee des
amas de millions de sites! Le polytope résultant d’une itération, appclé P1, a 2160 sites
ct marque la limite actuelle, au-dela de laquelle ces techniques perdent leur avantage.
Avece clles nous avons réduit la matrice hamiltonicnne & 216 x 216, taille qui est en-
core abordable par un sous programme standard sur unc machine conventionnolle (qui
n'est pas 4 processeurs paralltles). Nous avons obtenu toutes les valeurs propres ct pu

tracer la densité d’états électroniques (les quarante plus basscs valcurs propres ont été

calculées, par une méthode nuniérique, dans [57)).

3.4 Discussion des Résultats

Les densités d’états sont montrées sur la Fig. 3.5. Elles présentent de caractéristiques

intéressantes:

(a) Comme on a indigud au chapitre précédent, on peut suivre facilement Papparition
de nouveaux niveaux d'énergie au fur et & mesure que la taille du polytope aug-

mente; comment les pics isolés du {3,3,5} tendent vers la “bande” quasi-continue

du 1.

(b} Toutes ont un maximwin prononcé 4 E = +2 (en unités de Pintégrale de récouvrement).
Il est possible de comprendre pourquoi tous les polytopes étudliés ici ont cette valeur
d’éncrgie pour valeur propre par I'argument suivant [62]):

On construit le vecteur suivant:

NV

) = 3 ell)

{=1

[
b



ot les cocfficients ¢ prennent la méme valear sur tous les sites mais de signe alterné
dans une famille {pour toutes les famnilles); on peut normaliser cette valeur & 1 sans
perle de généralité. 11 est, mainlenant, possible de montrer (a) gue ce vectenr est
vecteur propre du Hamillonien générique ¢t (b) la valeur propre correspondant
est 2 (en unités de Vintégrale de récouvrement. Le point (a) peut &tre montré
par substitution direcle; quant au (L}, on peut s’apercevoir que , sur chaque som-
mct, les contributions des denx sonunets plus proches voisins, appartenant & ung
autre famille, sannulent ¢t reste sculement la contribution des denx sommiets plus
proches voisins de la méme famille que Je sommet en quesiion, qun donne 2, Les
polytopes D18 et P1 sont des cas a part; le D18 a un nombre iunpair de sommets
par famille, cc qui conduit a des effets de frustration: ils se manifesteront par
un dlargissement du pic a 2 et 4 une diminution de la valeur 4 2 luiméme. En
général, les effels de cebte frustration {due & Ja parité du nombre de sommets par
famille) doit devenir moins prononcé au fur b & mesure que ce nombre angmente.
D’autre part, Pexistence d'un maxnnwum ebsolue & F = 42 samble étre 'cfict
d’un arrangement de sommets qui ne sobsistera pent &tre pas dans des configu-
rations plus générales; ce auquel on doit, cependant, s’atlendre ¢’est Pexistence
darrangements locour d'atomes en configurations antiprismatigues, qui sont les
principaux résponsables d'une concentration d’élats antour de B = 42

Ce raisonnemnt nous aidera a micux comprendre fa situation du P1; argument
présenté plus haut n’est plus valable, car dans ce polylope chaque sommet n'a
qu'un voisin sur chacune des familles voisines et avcun sur sa propre famille.
Néammoins, on y trouve beancoup de configurations anliprismatiques, qui provo-
quent une forte concentration avtour de la valeur B = 2.

En résundé, si on ne peat pas exphliquer pourquol les densités d’élats présentent un
maximum 2 cetie valeur spéeiale, on peut metive on évidence les ratsons micro-
scopigues qui favoriseraient cette situation.

Le comportement du bord antiliant mérite un commentaire. Rappelons, d’abord,

quelques propriétés bien-établies de ce bord {63]; nous normaliserons Putégende de

R TR L Bt
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récouvrement & -1 pendant cette discussion.
St le réseaun en question n’a que des anncaux de nombre d'arétes pair Ie bord

anlillant sature le borne B = +z, oli z est la coordinance. Son vecteur d'état est
¥

de Ia forme

1) = 3 et}

!
olt ¢ = -+1 ou -1 alternativement tout le résean (contrairement au cas de la valeur
4-2, pour Jaquelle cette alternance restait dans chaque famille). Si le réscau contient
d’anncaux de nombre d’arétes impair, le borne E = +2z n'est pas saturé par cause
de Ia frustration (il n’est pas possible de réaliser Palternance suivant les anncaux
impairs); Pénergic sera inférireure 3 z. Par contre, si on ajoute dans un réseau
parcil des anneaux “pairs”, on peut lever, particllement, bien siir, cette frustration:
le bord se rapprochera de la valeur =,

Essayons de comprendre les résultats obtenus sur los polytopes dans la huniére deo
ces données. Rappelons-nous que le {3,3,5} n’a pas de vrais anncaux hexagonaux
(sauf le cas trivial du double parcours d'un anncau impair), le D14 contient deux
grands cercles, qui braversent des “vrais” anneaux liexagonaux, le D15 en contient
trois ct le D16 quatre . Le P contient des réscaux de lignes de disinelinaison
qui traversent de “vrais” anncaux hexagonaux. Mais il ne faut pas perdre de

vue que tous ces polytopes contienuent beucoup plus d’anncaux triangulaires et

pentagonaux. On trouve les valeurs suivantes:

B({3,3,5}) = 8.71 B(D14) =369 E(D15) = 3.9
E(D16) =403 E(D1S) = 4.67 E(P1) = 4.19

On peut ienx comprendre ce qui sc passe si on sc rend compte que le processus
de “passage” de $* & R (qui conduit du {3,3,5) & de polytopes avee un grand
nombre de défauts) entraine une augmentation du nombre d’anncaux triangu-
laires ainsi qu'une (beaucoup plus modeste) augmentation du nombre de “vrajs”

anncaux hexagonaux. Tous les deux effets ont pour cause Pangmentation de la
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coordinance moyenne, conséquence de Pintroduction de ligues qui traversent des
anncaux hexagonaux dans un milicu d’anneaux pentagonaux, La compétition en-
tre Veffet des anneaux triangulaires et celui des anucaux hexagonanx peut &tre un
des facteurs determinants pour la position du bord antiliant. Il cst amusant de
remarquer que le bord antiliant des 16, D18, P1 est situé au deld de 4, le bord
antiliant du réseaw cubique-faces centrées.

(d) Quant au polytope P1, il est intéressont de remarquer que si on “lisse” sa densité

v
Y

d’¢tats avee v pas 0.5 (en unités de Piniégrale de vécouvrement), i appait unc

forte concentration d’états prés de E = -3, supéricure 4 celle du “canal” E = 42,

On a récemment proposé [57) que les défauts de courbure négative, c.a.d., dans le
coutexte actucl, les sites de coordinance plus grand que cing, joueni un rdle de centres
attracteurs pour les lectrons. Ce qu'on sanble entendre par celte proposition est que
la densité dlectronique est plus forte sur les défauts que sur les non-défauts. Nous
la mettrons & Pépreuve pour les structures étudiées dans ce chapitre. Powr le faire on
caleulera la densité sur les défauts cb sur les non-défauts en fonction du nivean de Fermi
(3.c. de Pénergie du plus haut niveau ranpli dans la baade). Ou remplit les nivenux de
la fagon suivante: & chaque niveau correspond un (s'il est non-dégéndérd) ou plusienrs
(5’1l est dégénéré) états. On introduit denx électrons (dent on ne tient pas comple de
Pintéraction mutuelle) pour chague état d’énergic jusqu’s ce que lous les étals i cetto
énergie soient occupés, avant de commencer & rempliv ceux du niveau suivant. 1 sera
plus commode de réaliser Ie calenl dans la base de familles, dans laquelle on a déji caleulé
les veelenrs propres. Ou somme, alors, In composante pertinente des vecteurs propres
gui correspondent & des énergies entre le bord liant ¢l le niveau de Fermni T est évident
que e taux dloccupation de chague famille restera constant entre deux niveaux d’cnergic
successifs (il 0’y a pas d’éhats & remplit). Swr la Fig. 3.1 on montre, comme illustration
d'un tel caleud, les vésultats ponr le D14 (qui coutient deux lignes (ou fmnilles) de
défauts de courbure négative. Il existe des valeurs du niveau de Fermi, pour lesquelles

In densité an défant est mféricure & celle an non-défaut. Cependant, av-dessous de zéro
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ces valeurs “spéciales” sont Pexception, tandis qu’au-dessus ellos devicnnent la régle.
Ce résultat peut étre formulé de la maniere suivante: dans une bande presque vide les
¢lectrons sont atlirds vers les sites de haute coordinance parce que leurs fonclions d’onde
peuvent s'¢taler cb ainsi réduire leur énergic cinétique; par dualité ¢lectron-trou, les trous
doivent &tre attirds vers ces sites dans un bande presque remplic. Cette image souldve
la question de transfer de charge entre défauts et non défauts. ce phénomeéne doit étre
braité de manidre auto-cohérente; pour un exemple d’un tel caleul dans des alliages de
métaux de transition, c¢f. [G4]. Dans la plupart des cas la correction sur 1a distribution
de la charge est trés faible; il nlest pas a priori évident que c’est le cas ici aussi, Pour
résumer, existence de ces valenrs “spéciales”nous indique que la proposition de [57]
(ainsi que Pimage qui essaie de la réctifier, quoique suggestive en général, n’cst pas une
solution compléte du probléme; il y a ’autres facteurs, spécifiques & chaque structure,
qui doivent &tre pris en compte (on doit ajouter que des caleuls semblables sur d’autres
polytopes appuicnt ccs conjectures; le D14 ne semble pas €tre, & cet égard, un cas
singulier}. Bien stir, loutes nos conclusions dépendent des limitations de notre modle:
Papproximation d’unc mtégrale de récouvrement identique pou chaque liaison devient
suspeet dans le eas de polytopes irréguliers; dans un deuxicme temps il faudrait en
tenir compte de Panisotropic et/ou la dépendence en distance de ce parimcetre. Un
aspect remarquable dans la 3.1 est Papparition de “platcaux” dans le diagramme de la
densité sur les défauts; ceci peut étre déduit de Pexistence de régions dans la Figure
olt la densité reste constante sur les défauts, tandis qu’clle continuc i croitre sur les
non-défauts. Ces “platcaux” indiquent qu’il existe des états dénergic pour lesquels la

composante, sur le défaut, du vecteur propre est zéro.

3.5 Conclusion

Ce scrait irréaliste d’esperer pouvoir confronter les résultats obtenus dans ce chapitre
avee ceux dle vraies expéricnces; ces structurcs sont, encore, trop “loin” de Vespace réel.

Le mienx qu'on puisse faive est de regarder les tendences de ces résultats; essayer d’en



déduire de regles gualivatives pour le colporlement, en gros, des densités d’états. Ce
que nous awons essayc de faire. On 2 pu, sinon expliquer, au moins comprendre Porigine
du maxnnum absolu gu'aflichalent toutes les structures étudiées pour I = —}-'}.‘;ainsi
que le comportement, parfois inatlendu, du bord antiliant. Ces régles sont en accord
avee des résultats mumérigques sur des systimes alaioives d’anpilement compact (el la

figure pertinenle dians [57), par exemple).

Aprés ces remargues sur le probleme de la densité d'états, nous nous somies intéressés

au rdle des défauts comme centres atbracteurs pour les ¢leclrons. Des résultats préliminaives

laissaicnl & penser que les sites de coordinance élévée altivaient toujours les électrons;
heurcusement, Ia situation sc révéla plus intéressante: 1 existe des valaws pour le
niveau de Fermi, pour lesquelles les électrons sont plus altivds par les sites de coordi-
nanee meins ¢lévée. La signtfication profonde de ce résultat n'est pas évident, pour
Pinstant. Il montre sculement que’il faut se méfier des résultats “banals” et “évidents”;

varfois ils sont, e réalité, beaucoup moins évidents gu’ils nlen ont Pair.
’ ' 1 i

Mais, bien sir, il faut garder toujours dans esprit les nombreuscs upproximatiuns, (i
sont & ln base de ce caleul, qui Pont rendv possible mais, aussi, de ce fait, d®une vabdité
limitée. H existe certainement d’autres méthodes, plus puissantes que Papproximation
des liaisons fortes, surtout gu’elle est principalement applicable duns des cas ou les fone-
tions d’ondes atomiques (Ta base du développement, les |{} ou [, n)) sont sutfisamment

localisées, ce qui n’est pas toujours le cas avee des fonctions de type s.

Prendre Pintégrale de réeouvrement comine une constante n’est pas trés réaliste, non
plus. Le probltme est que la dépendence de cette quantité en distance rj;, ot £ et §
1‘ ,C#,t » ] t‘,i "t’ f 1' .!. 1 S "y 2 Sy
denx Tatomes” du modele, nlest pas bien connue; da parancinsation revét dun cor-
actére phénoménologique bordant, parfois, la magie noire quune approche vraiment
T _— . - 1) B - - . . -‘ ’ 3 B M . . 3 . .
microscopique. Clest pourquot il est préférable d’ubiliser une approximation sinpliste,
mais qu’on controle bien qu'un schéma plus compliqué dont Ies failles sont moeins visi-
bles. Mais il est ¢vident que cette intégrale doit rétlcter les symdétries du systéine, done

afficher une anisolropie; une question intéressante est quel cst U'effet de cette anisotropie

o8




sur les densilés d’¢luts, Enfin, on a évoqué ta possibilité du transfer de chavge dan
site & un auwbee induit pac la présence des défauts el 3l semble que es caleuls faits sw
d'auties systémes appuient Popinion que cet ellet n’est pas déeisif pour la détermination
des propriétés d'un systome. dans Ia plupart des cas. (Mest une question ouverte si ¢lest,
le cax ponr les strncbures présentées i,

Powr résumer In situation: On a étwdié des modeles élecbroniques en linisons forles sur
des polytopes sans défauls décourhants (le {3,3,5} ainsi qulavee quelques configura-
tions parliculitres de tels défauts, Ou a découvert quelques aspects surprenants, qui

mériteraiend (’ére explorés plus en détail.,
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Chapitre 4

L’ordre orientationnel et le modele

des polytopes




+ Y ———.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on s'intéressera aux possibles “arrangements de liens” autour dun
sommnet dans les polytopes consbruits au chapitre 1, ainsi qu’d I’étude de Pinfluence
qu'un arrangement, & un endroit donné, peut avoir pour déterminer Uarrangement.
un autre endroit dans la slructwie. Le langage semble asscs ambigué et un des buts de
cc chapitie sera de mcttre au point un formalisime au permelie Pexpression précise et
quantitative des images évoquées par ce Janguge intuitif.

L’idée derrigre cette étude est de comprendre le rdie des défauts, introdnits pendant la
réalisatiopn du passage de % & §%, dans la degradation de Vordre (i.c. arrangements
locaux correlés i Jongue distance) icosacdrique parfait de la structure du départ, le

polytope {3,3,5}.

La premiére chose & faire eslh de proposcr unc délinition guantiiative de la notion de
Pordre orientationnel (Section 3.1); on va, cnsuite, appliquer les “notions” ainsi in
troduites a des excmiples simples pour bien comprendre comment eles “marchent” ct
acquérir Iintuition nécessaire pour les chiffres qui sorlent de ces caleuls (Seetion 3.2).
En particulier, nous déduirons quelques résultats ezacts pour des configurations de liens.
Enfin, nous appliquerons ce formalisme aux polytopes {3,3,5} ct PP1; nous oblenons des
résultats numériques, quon essaic de comprendre par les régles déduites auparavant.
Nous termincrons par une discussion cdes points forts ct faibles du formalisme développé

et de ses extensions possibles dans d’autbres cas d’intérét.

4.2 L’ordre orientationnel. Notions et Notations

Qu'est-ce que c'est que Uordre orientationnel? Plutdt, quand est-ce qu’on peut dire
qu'une structure cst ordonnée de point de vue de Porientation de secs liens? Cette for-
mulation de la question suggére déja In réponse; une structure possedera ce type d’ordre

uand “Parrangement” de ceux-ci 4 un endroit & une influcnce sur 14ur arrangeimnent A
5
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un endroil “lfinimient éloignd” (Pinfluence sera “moycnnde™ surn toutes les paires de
poiuts distinctes).

- 1 est, alors, naturel de chercher a définir un “paramclre dlordre”, gui permettrait
de distinguer un dlat “ordonnd”d’un autre, "désordonnc”.  On pourra, ainsi, parler
de correlations ¢t décrire précisement, conune cst le but de cette étude, la situation

présentée dans la paragraphie précédente.

L¢aboration d’une vraie théorie, capnble de déerive les différents types d'ordre dortentations

de liens n'est pas encore achevée. Jusgu'aujourd’hui on peut, cependant, distinguer trois
périodes; les towrnants ctaient, 1978 et 1984, En 1978 a ¢té proposée uue théorie de
la fusion 4 deux dimensions [3]. Un des points de départ est que la fusion consisle
A la disparition de la vésistance au cisaillement. Quelques anndes avant, Kesterlitz ct
Thouless ont proposé unc transition médiée par de défants dans des systémes bidi-
mensionnels pour comprendre le changement de comnporlement observé & tempdrature
finie, malgré le fait qu’il n’existail pas d’ordre & longue portée, et ont suggdré que les
dislocations peuvent jouer un réle important. Les caleuls ultéricurs ont montré gue,
s1l y & une transition lors de cassure des paires de dislocations (la travsition qn’ont
étudide Kosterlitz ot Thouless), elle ne correspondait pas i la fusion, puisque le systéme
continuait a résister au cisaillement; en fait, ordre translationnel disparaissait, comme
on pourrait s'apercevoir par le caleul du facteur de structure qui ne présentait plus de
pics de Bragg; 'espace réciproque n’étant, alors,plus discret. Mais les arrangements de
liens autour des atomes restaient correlés; ce n’était qu'apres la dissociation des dislo
cations hibres en disnclinaisons que cet ordre disparaissait et le systéme devenait fluide.
Dans le modele considéré Pordre résiduel étaient hexagonal (e.g. si le systeme original
¢tait un empilement de disques); on a alors appelé lu phase intermdédiaire, “hexatique”.
L’observation expérimentale de ces phénomenes reste encore cantroversée. Les calculs
n'excluent pas,d’ailleurs, la possibilité d’une scule transition, de premier ordre, comme
semble étre le cas a trois dimensions; le seul systéine ol ces 1dées ont trouvé unc écho

favorable est un cmpilement de couches d’un eristal liquide smectique, appelé depuis
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Hexatie Sinectic Iib. Cependant, Pimportance de ce travajl reste dans la distinction
qu’il fait entre Pordre translationnel ct orientationnel ainsi que dans Pidentification des
cdéfauts (an sens de Kosterlitz of Thouless) qui détruisent Pun et I'antre. Ce formalisme
a scrvi comime point de départ pour un essai A la construction ’un théorie de Landau
pour les transitions entre différentes phases d’ordre orientationnel dans les cristaux lig-
uides [23]; mais 1a transition N —» Sa reste encore comme picrre d’achoppeinent entre

théorie est expérience [63).

An début des années quatre vingt le modéle des polytopes [59] est proposé pour com
prendre la structure des amorplics metalliques; la configuration de départ posséde un
ordre orientationnel particulicr (icosaédrique) parfait. Cet ordre est détruit par les
défauts qui sont nécessaires pour la réalisation de la correspondance enlie cel état de

référence ct lcs stiuctures réelles.

Les groupes américaines, en poursuwivant la construction d’une théorie & la Landau
de Pordre orientatiouncl, ont étudié le cas tiidimensionnel d’un systéme de particules
intéragissant avec un potenticl Lennard-Jones. s ont défini les paramétres d’ordre per-
tinents ainsi quc les fonclions de corrélation, qu'ils ont caleulé, par la suite, numériquement.
En simulant une trempe rapide (toujours facile dans un ordinateur, le récuit étant beau-
coup plus diflicile), ils ont obtenu une stiucture apériodigue, qui ¢tait caractérisée par

des corrélations de liens de symétric icosaédrigue & longuc portée.

Que lordre orientationnel était d™unc lmportance fondamentale pour la compréhension
de la structure a été souligné de facon assex dramatique par la découverte d'une
phase “quasi-cristalline” en 1984 par Scheehtman, Blech, Gratias et Cahn [24], qui
a provoqué unc véritable révolution parmi les cristallographes.  Cette phasc d'un al-
liage de type Al-Mn (Ia stoichciométric originale était AlgMn,,) posséde un espace
véeiproque discret (indicatif d'un ordre A longue portéc) dont la symétrie ponctucl est
non-cristallographique! Le débat qu’a été ainsi déclenché a divisé les pécialistes en
deux partics; la grande majorité sont convaincus que cette phase (et les autres, qu'on a

découvert par la suite) cst vraiment une “nouvelle phase, intermédiare du cristal et de

69



Iunorphe”, tandis qu'nue minorit¢, dout la porte-parole est Prof. .. Padling, propose
qu'il s’agit d’'une phase maclée a trés grande 1naille. Les expériences semblent pouvoir
exclure le macloge ¢l la question de Pexistence diune maille trés grande devient vite
academique.

Aprés cetle brove mise en scéne, nous présenterons en détail le parametre Qorcee orie

entationnel via des examples simples, d’abord i denx ety ensnite, & trois dimensions.

4.2.1 Le cas bidimensiounel

Nous conmmencerons ici parce gque cest beaucoup plus facile a se faire des images,
quii trois dimensions.  Llextension au cas tridimensionnel (ainsi qu’a des cas plus
généraux) pose de problimes i Li fois techniques el coneeptucts, qui sont, cependant,

considérablement réduils poar une maitrise de la procéddu » A deux.

Soit P un plan, muni d'un systtme de coordonnées cartesiennes global (i, y) ot N
points { Py, k== 1,..., N} sur ce plan. On peut définir des Hens entre ces points par la
construction de Voronoz

on trace, d'abord, les liaisons de chague point & tous les autres ek, ensnite, leurs bi-
sceteurs. Ces bisceteurs définissent des polygones ( de Voronot ou, dans le cas cristallin,
de Wigner-Scitz); les points-voisins d’nn autre sont ceux dont les liasions avec ce dernier
ont comme biscctenrs les arétes de son polygone de Voronoi. Cette procédure définit
un résean de fagon univoque dans Ja grande majorité des cus. Il y a, bien sir, des cas

“pathologiques”, qu’on doit traiter & part.

Halperin ct Nelson définissent, maintenant, le paramcfre d’ordre orientetionnel de la
maniere suivante (of. Figure 4.1): Soit un poiut quelronque, 1, du réseaun et 1, ..., ju
ses proches voisins. Dans le systéme (2, 4) on peut définir Vangle que fait chacune des
halsons & - j, avee Paxe des 2 (c.dud. Pangle azimutal du point 7, si on place Porigine

du systeme global (2, %) sur le point 7):

T o — e p——
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Figure 4.1:

. - Y-
0]) L tan.“l [& #}

Le paramétre d'ordre cst, alors, donné par

i . .
Qm(i) S chmap = (Cuna)
n i
Essayons de comprendre, mainten

ant, ce que ce paramétre
trer. 1l est censé étre sensible & des configur

tions 27l/m, | = 0

particulier peut nous mon-

ations de liens en €lotles, suivant les direc-

y--ym = 1. Pour le voir, calculerons,@,, pour une étoile tétragonale

(Vordre local d'un réseau carré, cf. Fig. 4.2

(a) les liens sont arrangés pour co-incider avee les axes du systéme global (Fig.4.2).

Qm = 41 (1 + c::.,,., + cimr -+ gJT*"’“) -

%(1-]—8'-"1")(1 _i_c'—",’—?-)

Alors, @,, est différent de zéro sculement si

m = 2p ped
m = 4dq,q€ Z



Figure 4.2: Ordie local d'un réscan carrd

Figure 4.3:

c.dd., si, et sculement si m = dnyn € Z, cc qui cst bien colidrent avee notre
mtuition!

(1) il est clair que le résultat précédent ne dépendait pas de Porientation de Pétoile
par rapport au systéme global (z, ¥); néanmoins, démontrons-le explicitement (cf.

Fig. 4.3):

Qm(g) — i(cimd + cim{ﬂ| 3] 4 cn-u_t?-i-ﬁ] + RIS ‘2'}) .

eimo('d?m(e = U)

Doue, lo palenr des Q. changera, mais la condition sur les valeurs permises de

B —— s
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Figure 4.4: Un contre-exemple ?

reslera toujours valable. Les {,.} semblent remplir leur mission de parameétic

d'ordrc: etre difiérents de zér, quand Vordre cxiste et zdéro sinon.
y €1

Mais il faut se méfier, quand méme! Si Q,, = 0, on peut déduire que les liens ne sont
pas arrangds en “Gloile 27 /A", Si @ # 0, qu'est-ce qu’on peut déduire? L’exemple

suivant montre comment il frut étre prudent (cf. Fig. 4.4):

1
Qm S Z(

Cl'mz - 1)(61'"14:5 4 1)

Pour ¢ = ?A—’;, N queleonque, Qzy = 1, indication d'un ordre “2N”-gonal parfait.
Cependant, on n ¢ considére pas qu'un résean, dont les sommets sont arrangés de cette
fagon, comine possédant un ordre, disons décagonal (jour N = 5)) La raison, bien
sir, est que les sommets du réseau ne sont pas répartis uniformement le long toutes les
branches de P’ctoile, qui est la conditon “intuitive” pour qu’on identific un ordre. Mais
il cst intéressant de noter que les @, ne sont pas sensibles & ce détail; il n'cst, alors,
pas possible de arviver & des conclusions sur I'existence ou non d’un ordre donné si on

dispose sculcient des @2,,,.

A part cette limitation sur le domaine de validité des Q,, il semble que ces quantités sont
admissibles comme paramétre d’ordre dans le sens du emportement de leurs fluctuations

a 'approche d’un point eritique; car, comme c'est bicn connu, un pavamétre d’ordre

T3
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Figure 4.5: Réscan carré parfait

n'est pas sculement une quantité qui est zéro dams une phasc et différente de zéro dans
une autre; ses fluctuations, a Papproche du point critique doivent “diverger”, signe d’un
plicnomene coopératif (c.a.d. de Pordre a longue portée) (pour une discussion de cct
aspect du choix d'vn paramétre dordre voir [66)). U purait que les @, se comportent de
fagon salsifuisante & cel égnrd, d’aprts les noribreuses expériences réalises, nolamment
sur de systemes de eristaux liquides,

Apres la définition du parametre d'ordre, on peut parler de cou vélations, c.a.d. entie
Parrangement de liens auvtowr d’un point, @ ¢t Parrangement autour d’un autre point,

b. La fonction de corrélations orientationnelles est définie par Pexpression

5| i(fj] oL o)
m / = Clm —Jml., r
=767 2 |7 N («)2

(@ (0)QL. ()}

Exemple: le réseau carré (nous nnposons des conditions an lunites périodiques en
ajoutant de voisins aux bords pour éviter les difficultés avee ta taille inie de Pexemple);

Iig. 4.5
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(1) Compter les paires { @ = 1); on ne compte pas Jes sommets ajoutds au bords pour
compléter le nombre de liaisons autour de chaque sommet (7ijy Npaires): (1, 17),

(V2, 12), (2, 10), (V5, 14), (2v2, 4), (3, 3), (V13, 2).

Dans cet exemple ce comptage n'est pas vraiment nécessaire, puisque Lous les

sommets donnent le méme résulind.
(b) Caleul du Q(7): Quu(r) = 21+ ™ )1 + c'."zﬁ),Vr.

(c) Caleul du G () G(r) = 51 + ™)1 4+ CL"';'.') X (1 4 em™7)1 + c"'%’z') =
YA+ e (1 47,

(.. cst unc constante: zdéro si m n’est pas un multiple de 4 ¢t 1 571l ’est. On rétrouve
le résultat intuitivement évident, gue le réscau carré pussede un ordre tétragonal a
longuce distance (si on s’arrange avee les conditions aux bords, bien sir; sinon il y
aura des termes oscillants, diis aux différences de voisinages entre sommets intérieurs
et sominets de surface. Cette remarque n’est pas absolument vide de sens; dans un
réscau de Penrose, par exeinple, on ne peut pas imposer des conditions périodiques aux
bords, parce quiil n'y a pas de symétrie de translation ct on ne peut pas “cmpléter”
les coordinances a la suiface, parce que la continuation n’est pas unique. Une solution
consiste a utiliser In proprié¢té de self-similarité et essayer de faire une éstimation de la

contribution des sommets de la surface, e.g. par des relations de réecurrence.

Quant au comportement de la fonctionG.,.(r) sous rotations, il est facile de constater

que ¢’est unc invariante: Sous une rotation du systéme (z,y) d’un angle 6

Qﬂl ¥ c"”iaQTﬂ

cc ¢qul enbraing,

(Qi’:-Q:ﬂ) B (cmemC-ima :l} - (Q'"Q:n)



En résumé, dans cetie sous-section nous avons présenté la définition d'un paramdtre
d'ovdre orientationnel & deux dimensions enclidienues e discuté quelques-unes de scs
limitations. Dans la sous-scetion suivante nous essaicrons d*étendre co formalisme i

Pespace cuclidien tridimensionnel,

Mais, avant de quiller les deux dimensions, nous pensons qu’il faut faire un bref com-
mentaive sur les extensions que le formalisme exposé icd a connu dans le domaine des
surfuces aléatoires. Ces surfuces peuvent ¢tre des moddales utiles pour des moléeules
arephiphiles [67). [68] ¢l il est, alors, inléressant de regarder comment on peul. Efinir
le parametre d’ordre pour pouvoir ainsi prédive les différentes confignrations possibles
et les tramsilions entre clles. Un aspect de Pordie orientationnel, & saveir In relation
entre un ordre cristallin cb un ordre de type “hexatique” a 46 traité récemment [69)
ct [70]. Les dernicrs ont essay¢ de faire une analyse A la Kostorlitz-Thouless mais ont
seulainent étndicr le cas hexatique {eb n’ont pns traiter le cas des Lransitions possi-
bles de cette plinse & une antre, par excmple quasicristalline) et ont négligé le réle des

disinclinaisons, les défauts qui détruisent 'ordre orientaionucl. Dans le cadre de lonrs

approximations ¢’cst, peul-&tre, justifi¢, mais il reste encore beaucoup de chases A faire .

dans cette divection.

4.2.2 le cas tridimensionnel

Le cas tridimensionnel est, & premidre vue, une extension des nolions qu'ont ¢1é définies
pour les systémes bidimensionnels; soit, maintenant, un espace plat, nnni d'un systéme
de coordonnées (x,y,2), N points, {P,, k = 1,..., N} ct leurs liens L;;, construils
suivant Ia procédure de Voronoi. Le puramétre d’ordre, introduit par Steinhardt, Nelson

et Ronchetti [71] est une généralisation as=ex naiure! des

LA

i 1M
Q!m = ‘__[ L lin (@k; ‘Tjk)
B T |

ot 1 est le point de référence, @, P sont les angles respectivement polaire et azimutal de

ses AL voisins, par rapport & un systéme de coordonndes idendivne au systéine global,

o

=]

e

T




mais qui a conune ongine e point 7; plus préciscient, on note par des miniscules les
coordonndes des sommets dans le systéme global fixe et par majuscules les coordonndées

.d'un somimel dans le systéme de rélérence fixé sur un de ses voisins:

r; = sinflcosd, =z, = sinfcosd,

Y = sinfising; y, = siné;sind;

Z = CcOs 9; L = cOs 6;
X = x5 —ay
2 ? -2 "2 2 O = cos™ [ﬂ
}' = MYr— ]L = \/)& “I' } + Z .,

P, = tan”! [3{-]

Z = -z ’

(L'indice 7 sur les ©,® est omis pour ne pas trop alourdir la notation; il sera toujours

évident par le context quel cst le sommet 7).

Les Qun ont le désavantage qu’elles ne sont pas invariantes par rotation; il scra, alors,

commode d’en construire de guantités qui le sont. Un tel invariant est

dn !
2

QI = e Ilel
| 2[ + 1 m"z--l
1
, Démonstration: [43] D’apres la théoric de groupes les 17, transforme comme une
! représentation irréductible sous une rotation, ¢.a.d. les { ne se mélangent pas:
1
i __a * 1 _ - l ) ~ - .
| }!m(g :qs ) >___,D,m"'(aaﬂa f)1im'(8) d));
| m’

ou les angles sont “génériques” (la notation nlest plus régic par la convention entre
g )2

minuscules et majuscules); on s'intgOresse aux rotations globales du systéme. Les € b
]

sont proportionnels aux Yi,,, alors on peut écrire une loi de transformation pareille pour
leur cas (substitver @ A la place de 7). Les matrices Dim « sont une représentation du

groupe de rotations & trois dimensions de matrices orthogonales; ainsi




1 ! ! I
S_\ Ql’m(r){g;m(r) = Z (Z Dfnm' (21111' )(Z "Df'nm’r Qh-l" ) :' Z bm'm” Olm' Qhu"
o ! "

=, '
" A

I "
m ut HyoTH

"

T.e méine ratsonnciment montre que I fonetion do corrdélation

i

G = 3 QO @ (7))

me -t

o langle...) est la moyenne sur tous les points & distance » de Porigine, st aussi
invarinnte de rotation.

En résumé, dans cetle seclion nous avons défini In notion de Pordre orientationnel et
introduit le formalisme mathématique néeessaire (mas pus touwjours suflisant!) pour
Pétudier de manicre quiantitative. It consiste & définir des quantités, gui dépendent de
facon caractéristique sur un type d’ordre (e.g. tetragonal, pentagonal, hexagonal a 2D,
cubique, tétracdrique, icoxaddrigque & 3D) particulicr.

Il faut, cependant, attirer Pattention sur le fait que ces définitions ne sont pas dépourvus
dambipguité dans des cas assez courants. Dans la sccbion suivante nous allons les utiliser

pour en déduire des résultats exacts sui le parametre d'ordre A trois dimensions.

4.3 L.e cas tridimensionnel: Résultats Exacts

Dans cetle scction nous étudicrons de plus prés le cas tridimensionnel. Nous appli
querons le formalisme de la scction précédente a des situations simples ¢t obtiendions
des résultals ezects pour le paramndtre d’ordre. 1ls nous aideront i micnx coruprendre les
résultats numérigues obtenus pour les polytopes (e nous présenterons dans In section
suivante). Les struclures que nous éturlierons sont les prisines et antiprismes d'ordre k

(avee on sans poles. Expliguons ces Lermes:

(a) Prismec d’ordre k- Soit un cylindre, de hauteur £, dont les deux faces circulaires

e 2 e . S :
sont discrétistées en polygones réguliers de & ¢o6Ldés, gui sont. ovientds de Ja méne
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maniére. Bn tragant les liens paralicles a I'axe, on oblient une structure qui a
2k sonunets, 3k arctes ot 2 4 & faces (outre les denx polygones, k faces latérales
rectangulaires). On peut, maintena nt, inscrire ce prisme dans une sphere. L’axe du
prisie (qui passe par les centres des deux k-gones) coupe la sphere en deux points,
appelés les poles. Sion trace leos liens de chaque pale & Ia face polygonale la plus
proche, on obtiendra une structure qui possede, en plus, 2k faces (trinuguinires)

moins deux faces (polygonales) ct 24 liens cn plus; done la relation Euler Poincaré

V~-E+F=2

ot ¥V = nombre de sommets (vertices), E = nombre d’ardles (¢cdges) et F =
nombre de faces. Enfin, on voudrait remarquer que ka position des poles déerite ici
est la plus courante: en géndéral le péle peut avoir n’importe quelle position d’unc

hauteur supéricur & celle de In face k-gonale.

Antiprisme d’ordre k- Les définitions, introduites dans la paragraphe précédentc,
restent valables pour les antiprismes. La scule différence ost que les deux faces
polygonales ne sont plus orientées de la méme fagon; si & est pair, clles sont
tournées de w/k, Pune par rapport i autre et, si I est impair, d'un angle =
(position “téte beche”). On comprend, alors, que les faces latérales sont ici dos
triangles.

Pour avoir des images concretes de ces structures, e priori un peu abstraites, nous
rappelons que Vicosaddre est un antiprisine d'ordre ¢cing, avee deux poles (en posi-
tion normale) | le cube est un prisme dordre quatre et Voclaédre est un antiprisme
d’ordre trois (of. F ig. 4.6). Lc probléme physique que nous nous posons cans
cette scetion est: Quel est le sygnature de la présence d*un ordre local guelconque
? Clest-a-dire, comment s’apercevoir, A partir des valeurs des @1, que Pordre local
est cubique, icosaddrique ou autre?

La solution restc dans le caleul des ( pour des amas caractéristiques, tels cubes,

icosatdres, prismes et antiprismes ct la déduction de régles de sélection sur I, Cotie



Figure 4.6: Prismes ¢ Antiprimes

démarche a ¢lé entrep~is dans In ref. [71) pour les amas cubique et icosaddrique;
ils en déduirent que le signature d’un ordre cubique ¢lait @ = 0 pour | < 4
et d'un ardie icosaddrique Qr = 0 pour | < 6. Powr Pordre cubique e résultat
restait valable pour les rdscau cubique simple, cubique centré et cubique faces
centrées; pour Pordre icosaédrique le résulint restait valable pour Picosatdre, le
trincontacdre et cosidodécacdre. Ils ont aussi trouvé les valewrs I > 6 (ct, pour
le cubique, 1 > 4) pour lesquels @ # 0.

Dans celle section, & part la dérivation de regles de sélection, i.c. toutes les
valeurs de I, telles que Q) = 0, nous mettrons en évidence le réle des poles; nous
discuterons, & la fin, Peffet des déformations de ces amns, i.e. comment ces regles

sont brisfes.

4.3.1 Le cas du Prisme k-gonal

(CL. Figure 4.7 Les harmoniques sphériques 17,,(9, ¢) sont doundes par Pexpression

habituelle:

. (— sin Geity™
hn(a) ¢') = 2’![

(I —m)! B o "’"____ N ;
(1 -+ 1)l d{cos G)i+m (c0s’0 = 1)

ou ¢ est 'angle polaire et ¢ 'angle azimutal d’un sommet quelconque du prisme,

dans le systéme de al Fig, 4.7.
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PFigure 4.7: le prisme-k

Les somunets du prisme apparticnnent & deux familles: & avec z > 0 ct & avee

z < 0. Chaque sommet d’une famille donnde o le méme angle polaire 6. Langle

- v bl
¢, kui, varie de o

et il y a deux sonunets, qui apparticnnent & des familles différentes, qui ont In

meme valeur de ¢, Avee ces convenlions, Q. peut étre &crit comnne

1 2k 1
th = 'é_}: Z}flm(gps ¢p) = ﬁ' [Z }‘}m + E}’;m]

p=i =>»0 <0

La dérivée-(I + m) peut étre éerite (par le théoréme du bindinc):

{4-1n { Hi
e LR VIR y L S A
Cos

n=0 Lt I(l-__ ﬁﬁ

T I 2(1 = n))!
(cos )™ 5 nI(l — )] (1(~(2n - )731)!

n=0

(cos 8)7*"(—1 »

Clest, donc, clair que la seule différence entre 7,4 et 2oz<o estun facteur (=1)-m
(puisque le cos change de signe). Pay alleuss, cos sommes donuent des fonctions
delta, puisque le seul facteur, qui y entre, cst le ™ (p, = (2m)s/k), ct Pexpression

pour les @y, devient:
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1
Qun = 57 (1+ (=1) )60 = pk) v

_ (— sy (:’——m)'L i i (2(1 — n))! (cos 6)727( - 1)"

l bl
————— s @)
At 24 (¢ -+ m_)!(co il = )i (! = 2n —m)!
. [ I ( m
Q! )[ +1 ml"-l-ll 2‘
On déduit immédiatement wne régle de sélection swe bom o= kp,p € Z (par la

fonction delta);
[ =24 ¢ C 7% (pu le facteur 14 (=)™)

entranment

=1Ly 2q

avec In co wninte: A
Il est a noter que lu hawlewr du prismie (i.e. 8) n’a avcune influence sur 'existence
de cette régle, mais sculement sur la valeur des Q.

Application: Le cube- (kL =4), | =4dp | 2¢

On remarque que ! = 2 cst, a priori, perinise par cette rigle. 11 est intéressant de
voir pourquoi il est absent, si le systéme a un ordre cubique: Lorsque I = 2 scule

m = () est permisc (in = 4p, [m| < 1), done Q2 = (cte)|Qu0l, ot

cos?@ 4
= 12 —
(o 8 [ Los"é]

ce qui implique qu’il est zéro powr cos@ = L. cid. pour la hauteur du cube.
1 { 1 Va

Ce résaltat ost, en fail, valable pour v’importe quel k-prisme.  La Lauicur est
responsable pour anmilation “accidentelle” de certains Q, o priori permis.

Quel est ke rile des pdles? Tes Qn régoivent une contribution supplémentaire (on
erit (8, ¢1) pour le “Péle Nord”, (82, ¢2) pour le “Péle Sud” ; dans le cas habitucel

8, =0,¢ = 0,8, =7,¢ =0 scul le terme & wr = 0 reste:

i
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tod '}i

1 — e
fm = Q“"(S“n Q])OI’CS) )(l\- I _1) '7(.,\_-1-_15 [c'"-'r’a -"11‘,:1(91) '|' Cn "J'A[m(gz)]

sup _ : t'E-m._O ! (9(1 - 7?))’
e 2(k + 1)2’1'(1 + (=1 )“20 n{l—n) (1 -2 m)'( b

Pour I = 2 on tiouve, alors, que

mp 5.,12
2m 2 -+ 1

ct on peut caleuler la hauteur (=2 cos 0o) du prisme, telle que 1a contribution ! =

s'annule:

!'-l

= 04> co=b, =

Quelles sont les implications physiques de ces caleuls? [43]) IIs impliquent Pexistence
d’anisolropies dans le facteur de structure (accessible par diffraction de rayons-X,
par exemple), puisque, en ordre gquadratique en dév cloppement de la densité (3] faut
chercher les couplages entre fluctuations de a densité et Pordre oricntationnel),

PHamiltonien a la forme suivante (@ est un vecteur dans Vespace réciproaue):
)’ 1 t

@ = (ae + b 3°Q;, Yim(G))l o1 ?

m

ct les fluctuations de 1a densité, (Jpg|?) ont Pexpression

(lrc]?) = f‘fPiPGIQe HikpgT _

kpT
e + bG Zm Q;,,-_}flm(G)

(Le @5, dans la somme exprime les propriétés de rotation de Péchantillion, ici

le prisme, ou un ensemble de prismes, ¢t Y, celles du vecteur G de Vespace

réciproque, i.c. spéeific la direction of on regarde).

83



Une antre approche consisie a faive la diffusion de la lumicre sue un tel échantillion;
dans ce cas le terme [ == 2 représente le couplage avee le champ dipelaire, qui donne
In contribution dominante; si ce termne est zéro, par symdétnie, il it meawer des

snsceptibilitds d’ordre supéricur, i.e. chercher pour des effcts von-lindoires.

Passons, maintenant, aux anfiprisnes

4.3.2 Lc cas de Panti-prisme -gonal

Cotnne on a indigué an début de cette section, i faut distingacy deax “sous-cus™
pour les antiprismes: (a) k est pair, (b) & est inpair.
1.k est pair.
Ici les deux polygones a k ¢OLés sont tournés de a/k Pun par rapport & autre,

les coordonnées (8, ¢) des somnets sont, alors,
2> 0: (9,?—;’3) p=0,..., k-1
. v
z2<0: (6,22 47) p=0,... k-1

Dc méme que pour I prismie, on derit @y, comme deux somues, Pune portante
sur les sommets & = > 0 et Pantre & 2 < 0. Les somnies donnent des fonctions

delta sur m et on abtient

1 -
th = 2}“ [Z']'L Hrn =

§(m ~ ph)(1 4 (—1)""e ) 4y,

La fonction delta nous permet de remplacer = opar p € Z dans Pexposant.
On peut, également, remplacer (=1)™ par e"(-™) ot obtenir une eXpression

con:pacte d’olt on peut immédiatement déduire une régle de séleetion sur b

le == 6("'” - 1)}")(1 + CEIU.*.P“ kn-“ihn

ct les seales valeurs de I, qui dounent, a priors, Oy, (ct, par conséquent, Q)

diftérent. de zévo sont
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T4 p(l=k)=29&1=2¢4p(k-1),qpe %

avee la contrainte [m| <1 |plk < 2¢ 4 p(k - 1).

Application- k = 4. La régle donue I = 2¢ | 3p (contrainte: 4p| — 3p < 2¢)
comme valeurs permises pour L On trouve de videurs assez remarquables:
Beemples: 1= 5,7,9,11. Une élude immérique de Vexpression

. I (20— 2u)!
' no=
b L nl(l —n) (I —2n m)!

fie={)

(—1)"(cos 0)~*

indique qu'il 0’y a pas “d’accident” qui annnlerait 7 pour ces valours de {, poml'
cosf = 1/v/3 (la hauteur du cube); une question intéressante est, €'l existe
une valeur de cos@ (i.e. de la hauteur de cet antiprisme) qui annulerait la
contribution de ¥ pour ces valeurs de 1. Il est amusant de constater que, pour
les valeurs citées an moins, on peul traiter le probléme analytiquement! Fu
cltet, le do@nominatenr (I—2n-m)! ne permet pas d'aller & des exposants trés

¢levés et les polyndines, qu’on obtient, peuvent étre factorisés (x = 1/(cos 0)?):

Foy = 10!

Fioy = (2 = 1)1

Fra o= H-1-(2
Fr, = (x—1)"(~1202 + 516)

(il est, peut étre, ntile de remarquer que Fy 4 = 2661120(— 1262 - 546)).

I est, done, clair qu'il n’existe pas de valeur de 8 qui annulera tous les F
(F54 7 0). La raison déire de ces valeurs, o priori inhabituels, (ou, plutét,
la raison pour laquelle elles ne sont pas absents d’office) est quece polyedre

e ’ : ot : : ‘

ne possede pas de centre d’inversion; il n'y a pas de points diamétralement.
opposcs, ce qui annulerait tous les I impairs. 11 faut noter, cependant, que, si
cette raison est valable pour tout angle de rotation relative des deux k-gones,

fa regle de selection n’est valable ¢ue si coette anele est #/k.
& i



Quel est e 1ole des poles? Th donneront un ferme pour e w2 0 senlomest (&
cause du Tctenr (- sin @)™) o climgeront mepltnde pour Jes §pairs (i = dp),
vons précenterons en détail les cadeuls pour 122 4:

Nons whHiliserous L néme expression pour Q07 gulon o calondd dises e cas dos

Prisines; WEon tronve

g
t{‘.‘_“'.!t

O;"p = &0z -
v 1 iy o Iy
" S0 » 24

On y ajoule Ie ternre venant de Pintiprisms ol on tronve,

’. 1 . . 4 - o
Q:I.Itl = _&,5::'?-1(]05“(“ 0" — 1.10vos 67 -4 523)

Far diserhininante de ce trindme est A = 1107 - 4w 523 % 1080 <0 0. (34,0.
est, alors, tonjours de signe posttif. On comstale que les poles renforcent la
contribution & = 4, puisque ln discviminante, sans lene teenne, est positive et
(o peul s’annuder pour une valeur de 6.

1. kst nnpair.

Lis deux polygones sout “ite béehe el tournds de 7 T par rapport & Pantre,
14 . Iy .
Qin = (mt — plY(1 + (—1)) A,
Lavrigle de sélection maintenant est: senles los valours pasres de ! soal permises.

r

=24 ycZtm=Lp peZ k

o
-

pl =2

Applications: b = 3; Poctaddre,

La hauvtewr de Voctaddre tégulier est 2/ V3, deme, il n'y a pas de contribution a
Lo 2ot b premiése coutvibniion différente de zéro est 0 = 1 chose rir notirelie,
#ton se rappelle gne Poctid e pesséde Te méme groupe de syméurie que le cubé,
k== 0y un dcosatdre sans poles.,

Ce e ostoasser vemarquable: Ta wale de sélection peret, en elfel, tontes los

St



valeurs paires pour [, tandis que étude de (71} montre que seules ! - 6,10,12

(1i13) subsistent, lorsqu’on ajoute les pdles. Nous ¢tudicrons, alors, les I = 2,4, 8

sans ct avec Ja contribution des péles.

1.

1.

1.

N 2! 2
=2 A, =Y, ,,.(,'n). (,_2,,"),( 1)*(cos )2, La contrainte sur ™, m =
’m

op, laisse scule m = 0 comme valeur permise. On trouve

A =0 cosf = —

& =

la contribution des pdles est

ill 9[ -~ 2 ! 1
Imp - 6::10 z ( H) ( 1)

et n'(! —n} (I = 2n ~m)l

pour [ = 2 on trouve A3’ = §; AL = 0 cosé| = \}5 On rappelie que,
pour l'icosaidre, |cos @) = 1/v/5 ¢t on comprend, alors, que les poles Luent Ia

contribution { = 2.

[a= 4;

A. sans pbles: Quo = cte(1680(cos 8)* ~ 1440(cos 6)*)144) # 0 pour cosf =
1/V5.

B. avec péles: Qo0 = cte(8400(cos 8)* — 7200(cos 0)? +1104) = 0 pour cos 8 =
0.8106, 1/+/5. Dans ce cas, aussi, la contribution des péles sert & annuler
Quo.

{=8:

Ici il y a trois valeurs de m permises: m = 0, m = 5 m — -5 Comme

les péles ne contribuent qu'a la premidre valeur, il faut montrer que les deux

autres donnent zéro identiqueincnt; pour cos § = 1//5.

4.3.3 Résumé de la situation 4 trois dimensions

Quelles sont les conclusions aprés ce long calcul? D’abord, encore unc fois, que

les sujets les plus “banals” peuvent cacher des agréables snrprises, ¢.g. existence



des raisons bien précises pour des cancellations, jadis considérées comime “sim-
ple co-incidence™.  DEnsuite, la possibilité que ces “jeux” aient des applications
* . & ’ . - Aok, I
plivsiques insoupgoundes dans lu déscription de la structure et des propriétés
physiques (c.g. optiques, électriques cte). Enfin, on dispose d’un guide précicux
pour Pinerprétation de 1ésultats numériques; les rles de sélection nous perme
ttent d’identifier rapidemcent Pordre dominante dans une structure, ainsi que de
faire Punadyse des “effels sous-dominant s, leur apparition et lewre disparition sous
) ) 1
déformalions. Ainsi, on pourra interpréter des expéricuces en optique non-linéaire
(en effet, les { dPordre plus grand que 2 metient en jeu des susceplibililés ne
linéaires; c’est la picrre d’achoppement d’une mesure divecte du paramétre dordic

orienatationnel pour des systéines plus compliqués que biaxes).

4.4  Reésultats Numériques pour les fonctions de

corrclation. Le cas des polytopes

Dans cetle section nous présenterons une méthode pour caleuler los fonctions de
correlation orientationnelles des polytopes ct Pappliquerons aun cas du polytope
{3,3,5} et du P1.

Ces structures ¢tant définies sur S2, on aurail pensé que ce caleul mettraient en jeu
les harmoniques hypersphériques; mais notre but est, surtout, d’explora 'ordre
sur la “surface” 8% i.c. de pouvoir déerive Parrangeinent des licus entre les sommets
sur 5% ct non entre Porigine ot les sommets. Pour cette raison on ajmeralt utiliser
les “harmoniques sphériques ¥y, puisque $% est unc variété tridimensionnolle.
Le probleme, bien sir, est qu’on ne peut pas définir un systéine de coordonnées
tndimensionnel globelement sur 5. Powr contourner cetle obstacle, il ¥ n deux

solutions:
1. La projection conforme

1. La projection orthegonale.
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La projection conforme a le grand avantage de conserver les angles, ce qui est une

propriété toute d fail désirable. La projectio orthogonale nc jouit pas de cctte

propriété et doit, a priori, 8tre véjetée. Une astuce nous permettra de rendie le

choix le choix entie les deux essentiellement acadéniquc.

Le probléme est, dabord, que toules les denx conduisent & des déformations jin.

portantcs quand le nombre de a projeter est grand. Dans cc cas la projection con-

forme est stirement préférable. Mais on n'a pas besoin de projeter toul le poltope

d’abord ct faire nos caleuls sur Pimage déformée! Les déformations induites par

n’importe laquelle des deux méthodes rendraient les résultats de nos caleuls “non-

transférables” a ln structure du dé sart. 1 faut rappeler que la quantiteé 'intéret
! Pi i 1

cst

1
Gi(r) = { z’Qrm(P)Qfm(O))

ni—=—

ou O cst Vorigine sur Ihyperplan, qu’on choisit &tre le point de contact avee §3

¢t r indique la position sur Phyperplan de P'imiage d’un autre sommet du poly

tope. La moyenne est prisc sur tous les sommets & distance r de Porigine (ou, de

fagon équivalente, distance géoddésique R de Porigine-point de contact sur 5%). La

quantité @, (r) est définic par

1 Nyo".h’ns
Qhu(r): N ._'_ ,\z: Y}m(quf’)
voizings =1

ou & est Pindice des voisins du sommet et (8, ¢) leurs coordonnées angulaires
calculées dans un référenticl sur Phyperplan, dont le sommet cst l'origine,

On s’apergoit, alors, que le calcul de G(») peut &tre réalisé par des opérations

locales; on n’a pas besoin de projeter tout un

amas mais seulement les Novisins

voisins du sommet de contact de Phyperplan. La procédure & suivre consiste, &

1. Choisir un point de $* comme point de contact de Iliyperplan R°. ce potnt
peut étre un somnect du polytope; c’est une simplification de commodité,

plutdt que de nécessité; par la suile on utilisera cette convention.
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i. Projeter orthogonalcment les N, du sommel de contact sur Iiyperplan
ct caleuler @, (O).
ii. Partager les sommets du polytopes en couches suivant tenr distance géodésigue

du point de contact.

1v. Pour nne couche donndée:

A. Ramener chaque sommet au point de contact ot caleuler ainsi Q,, ().

B. caleuler {n—-—l th(o)Qhu(r)‘ = D

. ] Nevuehes
C. caleuler . =< B

Reste a définiv Popération précise pour ramener un sonunet au point de contact.
Celte opération doit conserver L distance géotlésique entre somrmats du poly-
tope pour que le parlage en couches garde son sens. Un candidat scmble étre le
“screw”; mais cetle opération a une propriéié toute a fail inaceeptable dans la
présente discussion, 4 savoir, clle ne conserve pas Porientation initiale d'un amas
ainsi Lransporté,

Essayons d'clre plus clatrs: Lorsqu’on runéne un sommet de R A Ry, on raméne,
cu fait, Nygisine -1 poin:  puisqu’on doit mmener avee scs voisins pour les projeter
et caleuler @, Pour que le calcul de la fonction Gi(») ait un sens, pour le
polytope, il faut que les propriétés dorientation de minas restent mchangées par
cetle opération. Or, un serew, comme son nom Vindique, “vrilie” "amas, ce qui
conduit, précisement, & provoquer des rémaniements indésirables. Ilopération, qui
cst micux adaptée & la situation est la rotation, qui, clle, conserve les orientations
locales. Une rptalion peut étre envisagée comme un “roulement” de S% sur 1% on
comumence au pomnt de contoct et on roule (sans glissement) jusqu’au point ddsiré.
On ealeule les @y, par projection de 'amas des voisins autour dn sommet, qu’on a
attcint ct on revient & la configuration initiale, on roule jusqu’d v autre sommet

el ains de suife.

Ii est facile, alors, de compredre que les deux méthodes de projection ne présentent
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pas de différences appréciables; il suffit de sc rappeler que sur §?, par exemple,
la projection orthogonale des cing voisins d'un sormmet de Picosaddre donne un
pentagone r¢gulicr, aussi bien qu’une projection stéréographique; en plus, 1a pro-
Jection orthogonale induit beancoup moins de distortions dans les longucws des
arcies que la projection stercographique! Il en est de méme pour les polytopes
sur .S% Pour cette raison nous avons choisit la projection orthogonale. Une autre
raison, toul aussi important, est que 'implémentation de la projection orthogonale
est beaucoup plus simple que celle de la projection stéréonraphique, ce qui conduit

a beaucoup moins d'erreurs numériques.

4.4.1 Comment écrire la rotation

Dans ce paragraphe un peu technique, nous essaicrons de montrer comment oll
peut réaliser concretement une rotation sur S3, ch d. une opération R, qui
associc a Lout point x de 2 un autre point x' de §°

x = R(x)

qui conserve la norme de ces quaternions et n’cst pas une reflection. Ce matéricl
n’est pas original; il peut étre trouvé dans le livre de Coxeter “Regular Complex
Polytopes”, chap. 6 ct la scule Justification de la décision de Pinclure dans cebte
these est de rendre la présentation plus facile & suivre jusqu’au bout; comme cette
opcération constituc une étape décisive du caleul des fonctions de corrélation, clle
mérite un cffort supplémentaire pour se familiariser avee cllc.

Powr commencer nous présenterons la déscription des rotations et réflections i
trois dimensions cuclidienncs en termes des quaternions; unc fois gqu'on ait ainsi
établi les notations ot présenté les notions de basc nécessaires, on transcrira les
formules au cas quadridimensionnel (on considére §% plongé dans RY, cesl ainsi

que scs poinks sont déterminés par quatre nombres).



1.

1.

Iteflcctions Soit O Torigine d'un systeme de comrdonnées (X,Y, Z), x un
vecteur de O a un point quelconque et y nu avdre veeteur unitaire quelconque.
On cherclie & trouver le vecteur x', de O au point-image de la fin du vecleur
x sous unc reflection dans le plan perpendienlaire au vecteur y. Une simiple

addition de vecteurs donne

4

X =x—=2(x-y)y

- # .
Dans le imgage des quaternions, les vecteurs x, ¥ et y deviennent les qualer

N i .
nions pures ¥, ¢ ¢t y, on

o= (O,X)
= (0,x")
vy = (0,y)

et leur produit scalaire x - y = (ay 4 yx)/2; alors on obtient

v =+ (xy + yr)y = yry

puisgue 1a norine dun quaternion y et y? = —1.

Rotations

Il est bien connu qu’unce invesion ccatrale (¢, 4. d. Popération x — —x )
peut étre éerite comme le produit d'une reflection dans un plan contenant le
centre ¢k une rotation de m antour d’un axe perpendiculaire au plan miroir;
comme, mantenant, toutes ces opérations sont involutives (c. & d. lewr caré
cst l'identité ) on peut éerire la rotation de @ comme prodnit d’une reflexion

et unc inversion centrale; en termes de quaternions

puisque e’ = cosabysina, si y? = —1 (généralisation de la formule d'Euler).
On voit immédiatement, alors, qu'une rotalion d'un angle arbilraire 2¢ sera

Gerite comme
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L

x o=e

ze®?

Cette opération lnisse inverianis los points 0, 1 = (1,0,0, 0) et y. Donc ¢'est
unc rolation dans le plan orthogonal & celui défini par les points (0,1,3); la

rotation dans le plan (0,1,y) est, alors,
r
T o= Mgt

Voila la formule qu’on cherche; le probléime auquel on veut appliquer est le sujvant
Probiéme : Etant donné un pomt ¥ = (yo, 41, v, ys) sur 53, trouver la rolation qui
Paméne au “Péle Nord”, (1, 0, 0, 0).

Solution : Le produit ¥-1 = yo = cos2a. L’angle de rotation est, alors, 2a.
Lorsque ¥ devient le péle nord, le péle nord précédent deviendra le point (yo, — y).

La forme explicite de la rotation est

yory =e My

P = (0,?}1,?}2: y!l)
VUi yE + o2

Déinonstration :

(ycosa — Pysina)(cosa ~ sin o) ==
yP 4+ Py

o

ycos’a 4 PyPsin o -

sin 2¢v

On utilise les fornmles dlementaires de la irigonométric el on trouve
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vy Pyl? oyl 4Py o 9% 4 y— PyP 5
y = — sin 2a - ~== cos Qe
! 2 2 2
I} est facile, maintenant, de s’apercevoir que yP = Py e, puisine £2? = —1, on

obtient, eflectivement
y = (1,0,0,0)

4.4.2 Calcul des fonctions de corrdélaiion

Le but est de ealenler les fonctions de corrélntions oricutationnelles. Laleorithme
qui le réalise est le suivaut:

Soit P le polytope inseril dans S%, dans un systéne de coordonndes tel quun de ses
sommets est le péle noed, (1, 0, 0, 0). Ce point n conme Image sous unc projection
orthogonale sur Pespace , = 0 Porigine. Ou projette aussi ses proches voising ol
on obtient ainst un polyedre de N, sommets donl on enleule les Qi = Qu.(()
sclon les formules de |71

On partage, maintenant, les sommets du polytope en couches, suivant leur distance
géodesique du péle nord. On refait le caleul précédent pour chaque somnet dans
une couche donnde el on obtient ainsi les QFP(r), ol & parconrt les sonunets de la
couche p (i.e. les suininets qui sont a la distance r du péle nord). On fait, ensuile
la mouenue sur tous les sommcls de la conche et on ealcule ainsi la fouckion de

corrélations orientationnelles couche par couche:

G;(l‘) == ( Z ana(o)Qiﬁ-(r))

7.'1:-“
et () = (/i) 3% od i(p) = nombre de sonmets dans la couche p. Comme il-
lustration de ce caleul on a appliqué cot algorithme dans le cas du polytope {3, 3,5},

qui posscde, par construction, un ordre icosaddrique parfait, ot du polytope 171,

=




qui conlient des réseaux de disinclinaisons négatives, arrangés d’une maniére tréy
pinliculicre {35]). Ce caleul est, par nécessité, numérique mais Pinlerprétation des
résultats est beaucoup facilité par Pétude des propriélés des prismes et antiprismes
daus les sections précédentes; les conclusions de ce caleul sonl les suivanles:

le {3,3,5) posstde, comme ou le savait, un ordre icosaddrique parfail (lc caleul,
dan ce cas, servait de “conutroler” la procédure). Ceci est basé sur le fait que seules
les fonctions G, G et Gy, sont différentes de zéro ot qu’elles ne décroissent pas
& longue distance mais ont un caractare oscillaloire. Les oscillations sonl tres
spécifiques et correspondent aux différentes arrangements possibles des icosaddres
parfaits.

Dans le cas du P1 Yordre icosaédrique reste dominante; les fonctions Gs. Gy et
G2 restent les plus fortes et les oscillations sont encore visibles, mais on observe
auusi des décroissances entre deux pics, qui correspondaient A ceux dn {3,3,5};
malheureusemncut, le nombre de points reste encorc trop faible pour pouvoir ar-
river a des conclusions plus détaillées sur ce point. Mais, en plus, il y a des valeurs
de I autres que 6, 10, 12, pour lesquelles Gy est différente de zro; ceci provient
du fait que le P1 contient, & part 120 sites du {3,3.5}, 600 sites Z16 ct 1440
sites de coordinance icosaédrique, dans lesquelles Picosaidre est déflormé; or une
déformation entraine brisure des regles de sélection et Papparition de nouvelles
valeurs permises pour . En particuber, les polyedres de coordination des 1440
siles sont des icosatdres déformiés de telle manidre (parmi autres) quil n'est plus
centrosymétrique, ce gui entraine Mapparition des valeurs impaires pour { (on rap-
pelle que la symétric par rapport au centre annulle les valeurs impaires de 1),
Naturellement, In méme chose arrive avec les 600 sitcs Z16, puisque le 216 n’est
pas centrosymctrique non plus. Une conséquence amusante est, cn particulier,
Papparition d’unc contribution pour { = 3, puisque tant Vicosatdre que le Z16 ont
des axes dordre trois. La détection expérimentale reste, certes, difficile (il faut

mesurer une susceplibilité non-linéaire) mais entre dans Ja région du faisable.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons ¢tudié hunotion de Nordre orictitionnel des liens dans
le context d’un modele pour la structine des configurations d crupilenient compact.
Nous avons présenté le formalione mathématigue appropric pour la déseriplion
quantitative de cette progpmiclé et Pavons ensnife apphqué 2 des exemples sim
ples mals pertinants; enfin nous avons essiyd de micnx illnstrer ses possibilitds en
étndiant deux polytopes caracténstiques. Nous croyous que le formalisme s'est
montré & in hiutenr de la tiche et qu’il iénte d'¢lee appliqué & d'aubres systénies
plus réalistes et fou plus compliquds sour micax se vendre compte de ses mitations

essenticlles, comme, par exemple, les pavages de Penrose.
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Chapitre 5

Conclusion Générale



Les verres métalhiques peuvent étre considérés, dans unc bonne approximation,
comme des empilements aléatoires de sphéres intéragissant par de potenticls de
paires. En effet, Punité de Pempilement compact i trois dimensions cst le tétrabdie,
qui ne rempht pas lespace eaclidien.

Le point de départ du modéle des polytopes cst la remarque que le tétraddre
remplit Pespace tridimensionnel qui poss‘tde une courbure positive constante, la
sphére §3. Ce pavage définit une structure finic sur la sphére, un espiécede polytdre
a quatre dimensions (le terme d’usage courante est “polytope™), qui a 120 sommiets
dont chacun a douze voisins qui forment un icosatdre “plus que parfuit”, puisque
les tétracdres sont réguliers (on rappelle que les vingl tétraddres dans un icosaddre |
régulier sont déformés; 'mréte d'un icosaddre est environ 5% plus grande que le
rayon de la sphere circonserite). Ce polytope posside, alors, un ordic orientation-
nel des licns icosaddrique parfait ct sert comme “référence” A partir de laquclic on
pourra définir les défauts dans les structures & empilement compact dans I'espace
réel.

Le probleme, en cffet, qui se pose, est Pétablissement d’unc correspondance en-
tre cette structure idéale, qui est définie dans un espace courbe, et les verres
métalliques, qui vivent dans un espace plat. Dans cette thése on proposc unc
méthode de réaliser cette correspondance, & savoir par Pintroduction de certaines
configurations de disinclinaisons de courbure négative, dont Pimportance a été
cdéja réconnue. L'introduction de la courbure négative dans un espace & courbure
positive a, bien siir, comnic résultat la diminution de celle-ci; ainsi il est possi-
ble, a la limite d"un nombre infinic de configurations introduites, de recupérer des
structures qui vivent dans un espace plat ct scront, on espere, rélevantes pour la
déscription des structures réelles. Ici on se base sur Pexistence des symdétrics du
polytope initiale qui entrainent que ses somumncts appartiennent a douze grands cor-
cles, membres d’une fibration de 8% par des grands cercles, ¢.d d. unc partition des
points de 5% en familles telles que chague famille soit un grand cercle, et que tout

point de §? appartienne & une seule famille. 11 s'avére, alors, possible d’intraduire



d’aulres grimds cercles, membres de I ménie fibration, dont les voisinages sont
différents de cenx des cercles originany; les somimets qui y apparticnnent ond des
polyédres de courdination qui ne sont pas des jcosaadres “plus que parfailes”; ces
sites servont les défauts, Elles seront de courbire négalive, parce que le nombre des
voisins sera supéricnr & doure. Comme iMustration de Ja mcéthode on eonstruit des
polylupes qui conticnnent deux, trois, quetra et siv grands cereles de deéfauts alis
qu'un polytope qui contiend des paires de disinelinaisons posibives el négatives. On
caleule, ensuite, la fonction de distribution radiale de ces structures ¢t on remarque
des tendences encourageantes par rapport aux résultats sur des structuces réclles.
On étudie, aussi, les proprictés ¢lectroniques de ey polytopes et plus purtic-
ulizrement, on caleule In densité d’élats en bande s dans Papproximation des liaisons
fortes. Loxistence des symétiics permet la définition d'ine zone de Brillouin ot
Putilisation d’une espéee de théordme de Bloch, ¢e qui rend le probléme traitable de
manicre essenticllement exacte. Les résultats mont, ent assez clairement Pevolution
d’un spectre diserct vers un spectre de bande au fur eb A mesure gue le nonibre
des sommiets du polytope augmente. Ils ont anssi d'andres propridhés as-es 1eming

guables, qui mérilent unc étude plus complete, & soveir

on peut remplir les niveaux d’énergie, A partic du bord Kant, avee deux dleclrons
par niveaux, on peut caleuler, via les vecteurs propres, la densité sar Ies famitles
des défauts ot celles des non-défauts. A faible remplissage cetie densiié est plas
forte sur les défauts, avee, néannoins, des exceplions assez caractéristiques. A
partiv du milicu de {a bande, la densité devient plus forte sur les non-défauts. 11
seral’ intéressint de regarder cet effel de plis prés pour des modéles plus réalistes
(e.g. comment il dépend de Panisotropic des couplages).

Lav question de la dépendence spatiale de Pintégrale de récouvremont. est ur- point
dont Pimportance ne peul étre surestimer; les résultads obtens dins cos o s

ples mettent une dtude plus en valenr,

Enfin, on regarde Pinfluence des défiuts sur Pordie orientationnel des liens. On

Dasse en révue les développements réeonts dins co domaine el applique ce formal
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isme & des cas siinples mais intéressants b déduit des nouvelles régles de sélection.
Ensuite, on étudic munériquement Pordre orientationnel des lieus de deux poly-
topes ¢t on cssaie d'interpréter ces résultats a la lumitre des 1égles exactes,

Le premicr cas est le polytope idéal; on arrive ainsi & pouvoeir donner une mesure
quantitative ala notion de “Vordre icosaddrique parfait”; les fonctions de corrélation
ont un compaortement oscillatoire avec des pies correspondant aux différenics ori-
entations possibles des polyédres de coordinalion, dont Pétude des propriéids o la
déduction des régles exacles ont bien servi pour illuminer le rdle.

" L’autre polytope contient des réseaux hiérarchiques des défauts; dons ce eas, aussi
on trouve que ovdre icosaddrique reste dominant, mais on découvre en plus la -
fagon dont il est bris¢ par la présence des défauts: les pics ont une grandeur
réduite par rapport an cas préeédent et il en exisle d’autres, intermaediares, qui
témoignent d’une déeroissance; malhenercusement, on 1’cst pas encore en mesure
de dire si clle est exponentielle ou algébrique: Ie nombre des points est cucore
trop faible. Enfin, Pexistence de polyddres déformés fait apparaiire des nouvelles
valeurs des parametres caractéristiques, témoins de la manidre précise de la brisure
des régles de sélection,

On sc rend comple que le formalisme cst capable de fournir de renscignements
utiles dans tous les cas étudids, mais il y a des limitations, dans des cas asscz
simiples, qui méritent une étude plus détaillée, surtout dans les cas des structures

trés anisotropes.

En cffct, ces paramctres d’ordre sont plutot sensibles 4 Pexistence de quelques
branches d'unc éloile donnée de licns; s’ils peuvent détecter tres bien la présence
de branches “parasites”, ils indiquent la présence d’un ordre méme si trds peu
de directions correspondantes sont manifestes. Clest pourquoi il faul aussi tenir
conipte de In modulation de la densité des points sur le réscan suivant tontes les
directions possibles corvespondant a 'ordie cherché. Cet aspect du probléme n’a

)as récu 'attention mérité,
i
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Le domaine des moddles géométriques est actuctement un des plus actifs du secteur
des systemes désordonnds. Bt commme c’est ¢vident, les résultals de cotle those
monlent & la surface beuacoup plus de problemes qulils ne résolvent. Faisons un
mventare rapide chapitre par ciapitre:

dans le premier chapitre 1] reste encore & construire des moddles avee plusicurs
ignes de definuts. e n'est pas une géndralisation shmple de I procdédure, puisgue
Palgorithme numérique risque d’lre inslable; Jos preblemes de convergence, néanmeins,
demanderont une newvelle interprétalion physique ¢l ne doivent pas élre ignords.
Une antre direction prommeticuse cst Uexploration des liens entic les relations de
réeurrence c¢tablies pour les phases des grands corcles et Ia théorie des svstémes
dynmmniques, daus laquelle, il parait, on rencontre des construction aeomdélriques

<

assez seimblables.

Les liens entre la méthode de la fibration de Hopf et 1n mdéthode itérative est en
core un domaine, daus lequel il reste encore beucoup i fuive; la construction des
polytopes hybrides laisse une graude hiberté de manocuvre qui doit ire VIgoUreuse-
ment exploitée. Surlout, que les hiens entre les qusicristnux el los polytopes [72)
se eristallisent le dernier temps.

Enfin, la construction de moddles géométriques pour li fusion Lridimensionnelle,
qui a ¢té bricvement évoqude, mérite une ¢tude séricusc.

Dans le deuxitine ehapitre, les premiers résultats sur des modéles simples out réveld
des possibilités remarguahles, tant du paint de vue des calenls exacls que de Patilite
potenticlle d’un schéma d*approximation, si les arrangements des sonunets ne sont
pas tont & fait respectds dans des structures réelles. Des problémes ouverts sont,
surtout, lvsodélisation de la dépendence spatiale de Pinkégrale de réconvrement
(ainsi que son anisotropie) of Pétude des bandes dégénddes. Est-ce que los résultats
obtenus ici resicront vilables dans Ies modéles plus complexes?

L’ordre orientationuel, pour sa part, a atteint la maturité et es: en train de pusser

dans b phase eritique. Son étude n’est plus le domaine exclusif de b siiulation
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numdérique, mais pent elre basée a des résultals exacls qui, quoiqu’obtenus dans
des cas shinples ont une puissance surprenante. Une géudralisation inléressante sera
I'élude plus prlonde des surlaces aléaloirves, qui démande des efforts non seulement
tecliniques mais aussi concepluels. Dans un régistre plus & terre on a mis en
évidence des limitations de la déseription courante de 'ordre orientationnel dans les
struclrues anisotropes dont a relevance pour 'élude des structnes quasicristallines
ext evidente. A propos des quasicristanx, enfin, on manque une compréhension de
Porigine ¢t de la brisuic de Pordre orientationnel en termes de la déseription de
{T1].

Enfin, il y aussi les problémes dyvnamiques, qui sont trés intéressants: par exemple,
la diffusion dans un polytope (surtout dans le cas hicrarchigne). Est-ce qu'un
polytope est complexe?

Pour résumer: le wmodéle des polylopes se porte trés bicn; son pouvoir déscriptil
sl élablic, son pouvoir prédiclif s'affirme de nouveau ct il est capable de définir

des nouvelles dircctions; ¢'esl les signes de santé de toute théorie.



Appendice A

Les Quaternions



Le but de cetic appendice est de rappeler Ia définition ot quelques propriélés des
quaternions, qu'on a utilisées dans le texte; pour apprendrce plus on renvoic le

lecteur intéress¢ aux livres de Coxeter.,
Un quaternion g cst défini comme une paire de nombres complexes, u et v:
g = (u’u)

On définit les opérations daddition et mwltiplication de deux guatermons par les

formules suivantes:

(5,8) 4 (u,v) = (s + u, i+ v)
(s,1) - (u,0) = (su — tw, su -+ tTW)
Puisque on peut représenter un nombre complexe par unc paire de nombres réels,
la définition d’un quaternion (et comine son nom Vindique) suggére qulon puissc
le représenter par un ensemble ordonné de quatre nombres réels:
¢ = (20,91, ¢ 92)

ou

¢ = o+ qr-t g7 4 g3k

ol les ¢, j, L ont les propriétés de composition suivantes, pour que cette représentation

soit cohérente avee les régles dladdition et multiplication présentds plus haut:

¢ = 1
o= -
Bo= -1
ik = =1
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Jes edlihres formalen intvoduites par Hamilton, qui soul gravées sur un pont &

Dublin. O définit le guaternion § conjugud an ¢ par

g = gy~ @11 = ga7 qsk

et da norme [g]* = ¢-§ = ¢ +q? + g3t g3 1 est facile, waintenant, de déduire

une géndralisation nmdédiate de la relation EFaler:

e™ = cona | ysina

sty? = —1ct a est un nombre réel. Celte relation mdigque gue onl quaternmion de
norme ¢gale & 1 peut &tre mis sous cette forme par v choix appropri¢ de y ct a.
La raison pour laquelle on s'intdresse tanl aux quatcrnions est, gu’il est possible
de établiv une correspondance entre ceux-ei ef Jes points d'une sphere S* de rayon
¢gale & In norme. En particudier, on peut duudier les isométiics sur les polylopes
définis sur % unc isoméiric ost une opération qut faitl correspondre & un qualer-
nion (sommet du polytope) un autre quaternion sans changer la norme, alors on
peut Ta veprésester par un élement du groupe O(4); st on sinbéresse sculement aux
opérations gni ne changent pas les orientations, le groupe devient SO(4). Ou peut

réaliser ces opérations de la manidre suivante:

1. IEn multipliant & gauche par un quaternion de nore éoale o 1:
& 1 &

¢ — Lg

On appelle cette opdration un screw gauche.

1. seit cn muliipliant & dreite paa un quaternion de norme cgale o 1:

H

q = qlt

On appelle cette opération nue screw drojte.

it L'opération la plus géndeale pent, alors, dtre derite conmme
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g - LqRR

IV est, maintenant, évident, fque ceble opcration géndeale est déterminde par un cou-
ple (L, ) modulo un signe, puisque Popération (- L, —R) donne le méme résultat.
On obtient, ainsi, le résultat suivant: Jo groupe SO(4) est un produit direct du
groupe “screw gauche *x “serew droite” /Za, ot Zy est e groupe (multiplicatif) i
deux élements 1 et -1, Quel est e groupe des serews, 0.4 .d. lo groupe de multipli-
cation par un quaternion? On peutl montrer que ce groupe est wsomorphe av groupe
SU(2), des matrices unitaires, wnimodulaives 2 x 2. Ce groupe cst trés connu et
une base dans Pensemble de ces mnatrices cst la matrice unité et les trojs malrices
de Pauli o, ay ¢t g.. A chaque quaternion g on fait correspondre une matrice
M(q) = g1 - q - 0. Cetle matrice st unitaire ¢t de déterminant ¢gal & 1 (si le
quaternion ¢ est de norme unité). 1 est maintenant une simple question d’algébre
de vérifier que Papplication Af : Q = SU(2), ott Q est le groupe des quaternions,
avee Jes regles de niultiplication et daddition énoncées plus haut, est un isomor-
phisine: au quateinion ¢ = 41+ g2 correspond la matrice M(g') = M{g) + M(q,)
et au ¢ = g - g correspond Af(q") = M(qr) - M(42). La conclusion est que le
groupe SO(4) est le produit direct de SU(2yx SU(2)/2,. Lt lc groupe de symetrics

du {3,3,5}, un sous-groupe de S0(4), qu’on notera Y, est

I'x T
Zy

Y =

ol I est le “lift” du groupe de Picosaddre de SO(3) & SU(2), ic. l'ensenble
{Gy, -Gy}, cn &vitant de compter deux fois les opérations communcs & Gy el

Gy.
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Nom: NICOLIS Prénom: Stamatios

Titre: Etude des défauts topologiques dans les structures atomiques désordonnées. In-
fluence sur le spectre d’excitations.

Les verres métalliques peuvent &tre considérés, dans une bonne approximation, comme
des empilements aléatoires de spheéres intéragissant avec de simples potentiels de paires. C'est
raisonnable, d’un point de vue géométrique, puisque I’unité de I’empilement compact a trois
dimensions, le tétraédre, ne remplit pas l'espace euclidien. Il pave un espace courbe, la
3-sphere. La configuration ainsi définie, un polytope, posséde un ordre icoasédrique parfait.

Dans cette theése on introduit des défauts dans cette structure pour réduire la courbure .
a zéro et interpoler ainsi entre la 3-sphére et ’espace réel. Ceci est fait en exploitant les
symétries de la structure idéale et on introduit des défauts & courbure négative qui sont
localisés sur des membres d’une fibration de la 3-spheére par des grands cercles, la fibration de
Hopf. Comme application de la méthode, on construit des polytopes avec deux, trois, quatre,
six lignes ainsi qu’un polytope avec des paires de lignes de défauts de courbure negative et
positive. On calcule ensuite leurs fonctions de distribution radiale.

En exploitant les propriétés de symétrie des polytopes, on arrive & calculer la densité
d’états électroniques (pour une bande non-dégénérée) d’une fagon trés efficace. Il est possible
de définir une zone de Brillouin (uni-dimensionnelle) et régrouper les sommets en familles.

Enfin, nous étudions l'influence des défauts sur l'ordre orientationnel des liens. Nous
passons en revue de sdéveloppements récents et appliquons ce formalisme pour déduire des
résultats exacts et des régles de sélection pour des amas d’intérét physique et en utilisons
pour interpréter les résultats numeériques de deux polytopes, qu’on a traités comme exemple
de cette approche.

On termine en évoquant quelques problémes ouverts et des voies de recherche ultérieures.

Mots Clés: Modéle Palytope des Amorphes; Espaces Courbes; Fibration de Hopf; Structure

Electronique des Amorphes: Ordre Orientationnel.




