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Abstract
In this thesis, we have attempted to contribute to the optimization of dynamical problems with

delay in state space.
We are specifically interested in the viewpoint of Pontryagin who outlined in his book published

in 1962 the necessary conditions required for solving such problems. In his work published in 1972,
Warga catalogued the possible solutions. Li and al. analyzed the case of periodic control.

We will treat an optimal control problem governed by a Delay Functional Differential Equation.
Our method is close to the one of P. Michel on dynamical system governed by Ordinary Differential
Equations. The main problem ariving out in this approach is the use of the resolvent of the Delay
Functional Differential Equation. We also consider Euler-Lagrange condition in the framework of
variational problems with delay.

Keywords : Optimal control, Pontryagin principle, Delay Functional Differential Equations,
variational calculus with delay.

Résumé
L’objectif de cette thèse est de contribuer à l’optimisation de problèmes dynamiques en présence

de retard. Le point de vue qui nous intéressera est celui de Pontryagin qui dans son ouvrage publié
en 1962 a donné les conditions nécessaires d’existence de solutions pour ce type de problème. Warga
dans son ouvrage publié en 1972 a fait un catalogue des solutions possible, Li et al. ont étudié le cas
de contrôle périodique. Notre méthode de démonstration est directement inspirée de la démonstration
de P. Michel du cas des systèmes gouvernés par des équations différentielles ordinaires. La principale
difficulté pour cet approche est l’utilisation de la résolvante de l’équation différentielle fonctionnelle
linéarisée de l’équation différentielle fonctionnelle d’évolution qui gouverne le système.

Nous traitons aussi de condition d’Euler-Lagrange dans le cadre d’un problème de calcul varia-
tionnel avec retard.

Mots-clés : Contrôle optimal, principe de Pontryagin, Équation différentielle fonctionnelle avec
retard, calcul des variations avec retard.
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Introduction

L’objectif de cette thèse est de contribuer à l’optimisation de problèmes dynamiques en présence
de retard. C’est-à-dire qu’à chaque date t, non seulement la valeur de la fonction inconnue en t, x(t),
intervient mais aussi toutes les valeurs x(s), quand s ∈ [t− r, t], interviennent.
Le point de vue qui nous intérèssera est celui de Pontryagin [47] qui dans son ouvrage édité en 1962
a donné les conditions nécessaires d’existence de solutions pour ce type de problème. Warga [54]
dans son ouvrage édité en 1972 a fait un catalogue des solutions possible, Li et al. [39] ont étudié
le cas de contrôle périodique. Seront traités : un problème de contrôle optimal gouverné par une
équation différentielle fonctionnelle (une classe d’équation différentielle à retard) du point de vue des
conditions nécessaires d’optimalité sous forme d’un principe de Pontryagin et un problème de
calcul des variations, là aussi du point de vue des conditions nécessaires d’optimalité sous forme
d’équation d’Euler-Lagrange.

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires et dans la théorie du calcul des variations,
il existe deux cadres basiques couramment utilisés :

1. le cadre où les fonctions inconnues sont continûment dérivables.
2. le cadre où les fonctions inconnues sont absolument continues.

Les hypothèses de base pour ces deux cadres sont différentes :
1. champs de vecteurs et/ou intégrandes continus avec des conditions de Fréchet-différentiabilité

partielle pour le premier cadre
2. champs de vecteurs et/ou intégrandes Lebesgue-mesurables avec des conditions de Lebesgue-

intégrabilité partielles (Caratheodory) pour le second ordre.
Dans la théorie du contrôle optimal des problèmes gouvernés par des équations différentielles

ordinaires, il existe aussi deux cadres basiques couramment utilisés :
1. les fonctions d’état sont continûment dérivables par morceaux (continues) et les fonctions de

contrôle sont continues par morceaux.
2. Les fonctions d’état sont absolument continues et les fonctions de contrôle sont Lebesgue-

mesurable bornées.
Les hypothèses de base pour ces deux cadres sont différentes :

1. champs de vecteurs et intégrandes continues partiellement Fréchet-différentiable par rapport
à la variable d’état.

2. champs de vecteurs et intégrandes Lebesgue-mesurables avec des conditions de Lebesgue-
intégrabilité partielles.

Pour le contrôle optimal des systèmes gouvernés par des équations différentielles fonctionnelles, le
second cadre (absolument continue) est traité notamment par H. T. Banks [6], [7] qui utilise une
méthode qui est proche de celle de Hale et Verduyn Lunel mais il change la notion de solution ;
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il utilise les fonctions absolument continues qui satisfont l’équation Lebesgue presque partout et la
fonction initiale est uniquement à variation bornée.

Ici nous traitons du premier cadre, celui des fonctions d’état continûment dérivables par morceaux
et des fonctions continues par morceaux. Notre méthode de démonstration est directement inspirée
de la démonstration de P. Michel [43] du cas des systèmes gouvernés par des équations différentielles
ordinaires. La principale difficulté pour cet approche est l’utilisation de la résolvante de l’équation
différentielle fonctionnelle linéarisée de l’équation différentielle fonctionnelle d’évolution qui
gouverne le système.

Naito [45] et Hino [32] se sont intéressés au cas d’équations différentielles fonctionnelles retardées
avec un retard infini et Adimy [1] qui traite d’équation différentielle fonctionnelle autonome par des
techniques de semi-groupes.

Elsgolc [24] a initié un calcul des variations pour les systèmes à retard et une théorie du contrôle
optimal de systèmes gouvernés par des équations différentielles à retard, après lui Hughes [33] et
Sabbagh [50] ont aussi travaillé sur ces sujets. Blot et Ayachi [5] ont développé des méthodes fonc-
tionnelles et variationnelles pour l’existence des solutions presque-périodiques des équations différen-
tielles ordinaires à retard, puis Ayachi [4] a développé des méthodes variationnelles pour la résolution
d’équations différentielles fonctionnelles du second ordre avec un retard infini.

Pour l’étude de l’équation différentielle linéaire appelée "équation adjointe" nous nous sommes
inspirés du travail de McClamroch [42].

Maintenant nous décrivons le contenu de chacun des chapitres.

Le chapitre 1 contient tout d’abord la description des espaces fonctionnels qui seront utilisés :
espaces de fonctions continues, de fonctions bornées et continues à gauche, de fonctions bornées et
continues à droite, de fonctions réglées, de fonctions Riemann-intégrables, de fonctions Lebesgue-
intégrables, de fonctions continues par morceaux, de fonctions continûment dérivables par morceaux,
de fonctions à variations bornées.
Il contient un rappel sur les différents énoncés du théorème de point fixe de Schauder.
Il contient des énoncés sur des passages à la limite à gauche ou à droite pour des fonctions définies
par des intégrales et des résultats sur les dérivations à gauche ou à droite de fonctions définies par
des intégrales.
Il contient un développement utile sur la fonction à variation bornée à paramètre qui représente des
opérateurs linéaires continus non autonomes jouant un rôle crucial dans les questions de résolution
d’équations différentielles fonctionnelles qui nous intéresseront.

Le chapitre 2 contient des rappels sur les résultats de base de la théorie des équations diffé-
rentielles fonctionnelles : existence et unicité des solutions des problèmes de Cauchy, solutions non
prolongeables. Par rapport au livre de Hale et Verduyn Lunel [29], nous avons seulement précisé
quelques points de démonstration et précisé certaines hypothèses.

Dans le chapitre 3 nous traitons des équations différentielles fonctionnelles linéaires non auto-
nomes. Dans un premier temps, en utilisant le théorème de représentation de Riesz du dual d’un
espace de fonctions continues par des intégrales de Lebesgue-Stieltjès via des fonctions à variations
bornées, nous décrivons le plus possible les propriétés de la matrice à variation bornée qui représente
le champ de vecteurs linéaires en utilisant comme seule hypothèse la continuité du champ
de vecteurs.

Pour la construction de la résolvante d’une équation différentielle fonctionnelle linéaire, nous

TABLE DES MATIÈRES 10
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utilisons (comme Hale et Verduyn Lunel) la résolution d’une équation intégrale, mais sur un espace
fonctionnel différent de celui utilisé par Hale et Verduyn Lunel.

La description précise des propriétés de la matrice à variation bornée qui représente le champ
de vecteurs permet de décrire et de justifier les propriétés des différents termes de la formule de la
résolvante. Ceci permet de démontrer rigoureusement la formule (usuelle) de la résolvante et d’établir
une liste précise de ses propriétés dans le cadre des solutions continûment différentiables sans autre
hypothèse que la continuité du champ de vecteurs.

Nous préciserons aussi les propriétés de l’équation différentielle fonctionnelle linéaire appelée
"équation adjointe".

Dans le chapitre 4 nous traitons d’équations différentielles fonctionnelles retardées non auto-
nomes. Le contrôle du système dynamique est ici une application continue par morceaux, cela entraîne
des discontinuités en nombre fini dans le comportement du système dynamique. En nous appuyant
sur les résultats du chapitre 2, nous énonçons les résultats d’existence et d’unicité locales de solution
du problème de Cauchy, puis à l’aide du chapitre 3 en utilisant une forme adaptée du théorème de
représentation de Riesz nous décrivons les propriétés de la matrice à variation bornée en utilisant
comme hypothèse la continuité par morceaux du champs de vecteurs. Nous établissons une liste des
propriétés de la formule de la résolvante dans le cadre des solutions continûment différentiables par
morceaux. Enfin nous étendons au cas continu par morceaux les propriétés de l’équation fonctionnelle
linéaire appelée "équation adjointe" explicitée dans le chapitre 4.

Dans le chapitre 5 nous établissons un principe de Pontryagin pour un problème de contrôle
optimal, avec un critère de Mayer, d’un système gouverné par une équation différentielle fonctionnelle.
La démonstration donnée ici est une adaptation de la démonstration réalisée par P. Michel dans le
cas des systèmes gouvernés par des équations différentielles ordinaires. Cette méthode consiste à se
ramener à des problèmes d’optimisation statique en dimension finie. Une fois fixé un échantillon fini
de dates, les seules inconnues sont la largeur des "aiguilles" de la variable de contrôle ; ces aiguilles
étant des variations autour de la fonction de contrôle optimal. La principale difficulté conceptuelle et
technique pour cette généralisation est le statut de la fonction adjointe (le multiplicateur dynamique).
On obtient que le contrôle optimal maximise le hamiltonien, à chaque date, parmi toutes les valeurs
possibles du contrôle. Pour l’équation dite adjointe, le hamiltonien n’apparaît pas. C’est la matrice
à variation bornée à paramètre qui représente la différentielle partielle du champ de vecteurs
(par rapport à la variable d’état retardée) qui permet de formuler cette équation adjointe. L’équation
adjointe formulée ressemble à celle de Banks [7] et présente des analogies avec celle formulée par
Colonius [22] pour les problèmes périodiques des systèmes gouvernés par des équations différentielles
fonctionnelles. Banks et Colonius travaillent dans un cadre de fonctions d’état absolument continues
et de fonctions de contrôle Lebesgue-mesurables bornées.

Dans le chapitre 6 nous établissons une équation que nous qualifions d’Euler-Lagrange pour un
problème de Calcul des variations avec un critère sous forme intégrale où la fonction inconnue apparaît
avec le retard sur un segment. Les fonctions inconnues sont continûment dérivables. Comme dans
le cadre usuel du Calcul des variations, en utilisant les opérateurs de Nemytskii (encore appelés
opérateurs de superposition) on peut traduire le fait qu’une fonction est un point critique de la
fonctionnelle-critère par une condition, sous forme intégrale, qui utilise les différentielles partielles
de l’intégrande du critère. La difficulté est alors de traduire cette condition en une formule valable à
chaque date, sans intégrale. Pour réaliser ceci, c’est la fonction à variation bornée à paramètre,
qui représente la différentielle partielle de l’intégrande du critère par rapport à la position (retardée),

Mamadou Ibrahima Koné 11
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qui va jouer le rôle essentiel.
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Chapitre 1

Espaces fonctionnels et questions
d’intégration

1.1 Des espaces fonctionnels

1.1.1 Notations

On considère :
— N∗ := N \ {0}.
— a, b, T ∈ ]0; +∞[ ;n,m, p ∈ N∗.
— S := [a, b], I = [0, T ] des intervalles fermés et bornés de R.
— S := l’ensemble des subdivisions de l’intervalle [a, b].
— R = ]−∞; +∞[.
— Rn un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une norme | · |.
— Ω est un ouvert de Rn.
— U est un sous-ensemble ouvert de Rm.
— E est un espace vectoriel de dimension finie.
— F est un sous-espace vectoriel de R.
— B(Ω) la tribu de Borel de Ω.
— B(Ω) la tribu de Lebesgue de Ω.
— B(S,E) := l’espace de Banach des applications bornées sur S à valeurs dans E muni de la

norme de la convergence uniforme.
— R(S,E) := l’espace des fonctions réglées sur S à valeurs dans E.
— AC(S,E) := l’espace des fonctions absolument continues définies sur S à valeurs dans E.
— C0(S,E) := l’espace de Banach des applications continues sur S à valeurs dans E muni de la

norme de la convergence uniforme.
— PC0(S,E) := l’espace de Banach des applications continues par morceaux sur S à valeurs

dans E muni de la norme de la convergence uniforme.
— C0

b (S,E) := l’espace des applications continues et bornées sur S à valeurs dans E.
— C0

g (S,E) := l’espace des fonctions continues à gauche sur S à valeurs dans E. De plus on
définit BC0

g (S,E) := B(S,E) ∩ C0
g (S,E) et RC0

g (S,E) := R(S,E) ∩ C0
g (S,E). Muni de la

norme de la convergence uniforme BC0
g (S,E) et RC0

g (S,E) sont des espaces de Banach.
— C0

d(S,E) := l’espace des fonctions continues à droite sur S à valeurs dans E. De plus on définit
BC0

d(S,E) := B(S,E) ∩ C0
d(S,E) et RC0

d(S,E) := R(S,E) ∩ C0
d(S,E). Muni de la norme

13
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de la convergence uniforme BC0
d(S,E) et RC0

d(S,E) sont des espaces de Banach.
— C1(S,E) := l’espace des applications dérivables sur S, à dérivées continues, à valeurs dans E.
— PC1(S,E) := l’ensemble des fonctions continues de S dans E, qui sont dérivables sauf au plus

en un nombre fini de points, et dont les dérivées aux points de discontinuité ont des limites à
gauche et à droite.

— UC(I, E) ensemble des fonctions uniformément continues définie sur I à valeurs dans E.
— C := C0([−r, 0];Rn) muni de la norme de la convergence uniforme.
— ∀(σ, φ), (α,ψ) ∈ R× C on définit la distance sur R× C par

d((σ, φ), (α,ψ)) = max{|σ − α|, ‖φ− ψ‖C}.
— RI(S,E) := l’espace des applications Riemann intégrables sur S à valeurs dans E muni de la

norme de la convergence uniforme est un espace de Banach. On a RI(S,E) ⊂ B(S,E), c’est
aussi une algèbre quand E = R.

— La norme de φ ∈ C0([a, b];Rd) est définie par ‖φ‖C = sup
a≤θ≤b

|φ(θ)|.

— λn est la mesure de Lebesgue de Rn.
— L1

loc(Ω,Rn) est l’espace des (classes d’) applications Lebesgue-intégrables sur tout compact de
Ω à valeurs dans Rn, quand Ω est un ouvert de Rn.

— L1(Ω,Rn) est l’espace des (classes d’) applications Lebesgue-intégrables définies sur Ω à valeurs
dans Rn.

— Lp(Ω,Rn) = {f : Ω→ Rn/f mesurable et |f |p ∈ L1(Ω,Rn}.
— L∞(Ω,Rn) = {f : Ω→ Rn/f mesurable et ∃M > 0 tel que |f | ≤M pp. dans Ω}.
— L(E,F ) est l’espace des applications linéaires continues définies sur l’espace vectoriel normé

E et à valeurs dans l’espace vectoriel normé F .
— L0(X,Y ) est l’ensemble des applications Lebesgue-mesurables définies sur X à valeurs dans

Y , où X et Y sont des sous-ensembles de Rd munis de la tribu borélienne de Rd.
— Mn(R) est l’ensemble des matrices carrées d’ordre n.
— On note Adh(X), l’adhérence topologique de X.
— BV (S,E) est l’ensemble des fonctions à variation bornée de S dans E.
— NBV (S,E) est l’ensemble des fonctions à variation bornée normalisée de S dans E.

�

1.1.2 Définitions

Notation 1 (Limite à gauche et à droite d’une fonction). Soit f : S −→ E une application.
— Pour tout t ∈ [a, b[, f(t+) := lim

s→t+
f(s) = lim

s→t,s>t
f(s) est, lorsqu’elle existe, la limite à

droite de f en t.
— Pour tout t ∈ ]a, b], f(t−) := lim

s→t−
f(s) = lim

s→t,s<t
f(s) est, lorsqu’elle existe, la limite à

gauche de f en t.
Lorsque f(t+) (respectivement f(t−)) existe pour t ∈ [a, b[ (respectivement t ∈ ]a, b]),
On définit la fonction f+ : [a, b] −→ E (respectivement f− : [a, b] −→ E) en posant ∀t ∈ [a, b[ (f+)(t) =
f(t+) et (f+)(b) = f(b) (respectivement ∀t ∈ ]a, b] (f−)(t) = f(t−) et (f−)(a) = f(a)).

Définition 1.1.1 (Fonction réglée). Soit f : S −→ E. L’application f est réglée quand,
∀t ∈ [a, b[, f(t+) et, ∀t ∈ ]a, b], f(t−) existent dans E.
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Muni de la norme de la convergence uniforme, l’espace des fonctions réglées est un espace de
Banach [23] et de plus R(S,E) ⊂ RI(S,E) où RI(S,E) est l’espace des applications Riemann inté-
grables sur S à valeurs dans E.

Définition 1.1.2 (Applications continues par morceaux). Une application φ : [0, T ] −→ Rd (d ∈
N∗) est continue par morceaux s’il existe t0, t1, . . . , tp avec 0 = t0 < · · · < tp = T tel que :

— ∀i = 0, . . . , p− 1, ψ est continue sur ]ti−1, ti[,
— ∀i = 0, . . . , p, ψ(ti−) := lim

s→ti,s<ti
ψ(s) existe,

— ∀i = 0, . . . , p, ψ(ti+) := lim
s→ti,s>ti

ψ(s) existe.

Notation 2 (Dérivées). Soit f une application d’une variable réelle.
On note f ′d(t) (respectivement f ′g(t)) la dérivée à droite de f en t (respectivement la dérivée à gauche
de f en t).
Quand Φ : S ×A −→ F où A est un sous-ensemble de l’espace normé E.
On note ∂Φ

∂t+(t, a) (respectivement ∂Φ
∂t−(t, a)) la dérivée à droite (respectivement à gauche) de l’appli-

cation partielle Φ(·, a) en t.

Définition 1.1.3 (Applications de classe C1 par morceaux). Une application f : [0, T ] × C ×
U −→ Rd est de classe C1 par morceaux si :

— f est continue sur [0, T ]× C× U .
— f est différentiable par rapport à la seconde variable et D2f est continue par morceaux sur
[0, T ]× C× U

Définition 1.1.4 (Fonctions à mémoire). Si a > 0 et x ∈ C0([−r, a];Rn) alors, ∀t ∈ [0, a], on
définit xt ∈ C par xt(θ) = x(t+ θ) pour θ ∈ [−r, 0].

Définition 1.1.5 (Équations différentielles fonctionnelles). Si D est un sous-ensemble de R×C
et f : D −→ Rn une application continue, on définit l’équation différentielle fonctionnelle :

x′(t) = f(t, xt). (1.1.1)

Une application x est une solution de (1.1.1) sur [−r, a] si :

— x ∈ C0([−r, a],Rn) et x ∈ C1([0, a],Rn).
— (t, xt) ∈ D et x satisfait l’équation (1.1.1) pour tout t ∈ [0, a].

Définition 1.1.6 (Équations différentielles fonctionnelles contrôlées). Si D est un sous-ensemble
de R× C× Rm et f : D −→ Rn une application continue.
On définira l’équation différentielle fonctionnelle contrôlée

x′(t) = f(t, xt, u(t)). (1.1.2)

Une application x est une solution de (1.1.2) sur [−r, a] si :

Mamadou Ibrahima Koné 15



CHAPITRE 1. ESPACES FONCTIONNELS ET QUESTIONS D’INTÉGRATION

— x ∈ PC0([−r, a],Rn) et est PC1 sur [0, a].
— (t, xt, u(t)) ∈ D et (xt, u(t)) satisfait l’équation (1.1.2), pour tout t ∈ [0, a].

Pour σ ∈ R, φ ∈ C, on dira que x(σ, φ, u, f) est une solution de l’équation (1.1.2) de valeur initiale φ
en σ, s’il existe a > 0 tel que x(σ, φ, u, f) vérifie l’équation (1.1.2) sur [σ, σ + a[ et xσ(·, φ, u, f) = φ.

On dit que l’équation (1.1.2) est linéaire si f(t, φ) = L(t) · φ + h(t) où L(t) · φ est linéaire en
φ, linéaire homogène si h ≡ 0 et linéaire non homogène si h 6= 0. L’équation (1.1.2) est autonome si
f(t, φ, u(t)) = g(φ, u(t)) où g ne dépend pas de t.
Notons que l’application t 7→ f(t, φ, u(t)) est continue par morceaux.

Lemme 1.1.1. Si x ∈ C0([σ − r, σ + α],Rn) alors [t 7→ xt] est continue de [σ, σ + α] dans C.

Démonstration. Puisque x est continue sur [σ − r, σ + α] qui est un compact de R, par le théorème
de Heine ([36], p.109), x est uniformément continue donc

∀ε < 0,∃δε > 0, ∀t, τ ∈ [σ, σ + α], |t− τ | < δε =⇒ |x(t)− x(τ)| < ε.

Fixons τ ∈ [σ, σ + α], ε > 0, et prenons t ∈ [σ, σ + α] tel que |t− τ | < δε. Alors :

∀θ ∈ [−r, 0], |(t+ θ)− (τ + θ)| = |t− τ | < δε

donc |x(t+ θ)− x(τ + θ)| < ε, c.-à-d. |xt(θ)− xτ (θ)| < ε, donc ||xt − xτ ||C < ε.

Lemme 1.1.2. Soit σ ∈ R , φ ∈ C. On suppose que (t, φ) 7→ f(t, φ) est continue de [σ, σ+a]×C
dans Rd.
Alors trouver une solution de l’équation (1.1.1) passant par (σ, φ) est équivalent à résoudre l’équation
intégrale avec condition initiale :

x(t) = φ(0) +
∫ t

σ
f(s, xs)ds si t ≥ σ

xσ = φ.

 (1.1.3)

Démonstration. Supposons que x soit une solution de x′(t) = f(t, xt) passant par φ en σ . On a
xσ = φ.

De plus x étant continue sur [σ− r, σ+ a], par le lemme précédent, l’application [t 7→ xt] est une
fonction continue sur [σ, σ + a[, donc l’application [t 7→ f(t, xt)] est une fonction continue, comme
composée de fonctions continues (t 7→ (t, xt) et (t, φ) 7→ f(t, φ)), qui vérifie x′(t) = f(t, xt).
Par intégration on obtient : ∫ t

σ
x′(s)ds =

∫ t

σ
f(s, xs) si t ≥ σ.

Comme x′ est continue, x est de classe C1 sur [σ, σ + a] donc

x(t)− x(σ) =
∫ t

σ
x′(s)ds.
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Ainsi on a :

x(t)− x(σ) =
∫ t

σ
f(s, xs)ds⇒

x(t) = x(σ) +
∫ t

σ
f(s, xs)ds⇒

x(t) = φ(0) +
∫ t

σ
f(s, xs)ds,

ce qui est l’équation (1.1.3) .

Réciproquement supposons que x satisfasse (1.1.3). La fonction [s 7→ f(s, xs)] étant conti-
nue, comme composée de fonctions continues, son intégrale indéfinie est dérivable et a pour dérivée
f(s, xs) ; x est dérivable et on a x′(t) = f(t, xt). On a bien l’équation (1.1.1).

Les résultats suivants sont issus de [10].

Proposition 1.1.1. Soit φ : [a, b] −→ E. On suppose que

(∀x ∈ [a, b[, φ(x+) existe dans E)

Alors, en notant
(φ+)(x) := φ(x+), on a (φ+) ∈ C0

d([a, b], E).

Démonstration. fixons x ∈ [a, b[, Alors, par hypothèse, on a :

∀ε > 0, ∃δε > 0, ∀y, x < y < x+ δε ⇒ ‖φ(x+)− φ(y)‖ ≤ ε. (1.1.4)

Fixons ε > 0. Soit y, z tel que x < y < z < x+δε alors, par l’équation (1.1.4) on a : ‖φ(x+)−φ(z)‖ ≤ ε.
Faisons tendre z vers y+ alors on a : lim

z→y+
‖φ(x+)− φ(z)‖ ≤ ε.

Or lim
z→y+

‖φ(x+) − φ(z)‖ = ‖φ(x+) − lim
z→y+

φ(z)‖ car ‖ · ‖ est continue, donc ‖φ(x+) − φ(y+)‖ ≤ ε.
On a prouvé :

∀ε > 0, ∃δε > 0, x < y < x+ δε ⇒ ‖φ(x+)− φ(y+)‖ ≤ ε;

donc (φ+) est continue à droite en x.

Proposition 1.1.2. Soit φ : [a, b] −→ E. On suppose que :
(i) ∀x ∈ [a, b[, φ(x+) existe dans E.
(ii) φ bornée sur [a, b].

Alors (φ+) est Riemann-intégrable sur [a, b], et (φ+) = φ Lebesgue-presque partout sur [a, b].

Démonstration. D’après la proposition 1.1.1, (φ+) ∈ C0
d([a, b], E). Avec (ii), cf [10], l’ensemble des

points de discontinuité de (φ+) est au plus dénombrable, donc est Lebesgue-négligeable, donc, d’après
un théorème de Lebesgue, (φ+) est Riemann-intégrable sur [a, b].
Toujours d’après [11], {x ∈ [a, b[: (φ+)(x) 6= φ(x)} est au plus dénombrable, car inclus dans l’ensemble
des points de [a, b[ où φ est discontinue qui est lui-même au plus dénombrable, donc Lebesgue-
négligeable, donc (φ+) = φ Lebesgue-presque partout sur [a, b].
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Proposition 1.1.3. Soit φ ∈ C0
g ([a, b], E). Alors, ∀x ∈ ]a, b], lim

y→x−
(φ+)(y) = φ(x).

Démonstration. On fixe x ∈ ]a, b]. Puisque φ est continue à gauche en x, on a :

∀ε > 0,∃δε > 0,∀y, x− δε < y < x⇒ ‖φ(y)− φ(x)‖ ≤ ε.

Fixons ε > 0 et y ∈ ]x − δε, x[. Alors ∀z ∈ ]y, x[, on a z ∈]x − δε, x[⇒ ‖φ(z) − φ(x)‖ ≤ ε. Faisons
z → y+, alors, puisque ‖ · ‖ est continue, on obtient ‖φ(y+)− φ(x)‖ ≤ ε.
Ainsi on a prouvé :

∀ε > 0, ∃δε > 0, ∀y, x− δε < y < x⇒ ‖φ(y+)− φ(x)‖ ≤ ε

c.-à-d. lim
y→x−

φ(y+) = φ(x).

Conséquence 1.1.1. Si (φ+) est continue, alors (φ+) est continue à gauche, donc, avec la
proposition 1.1.3, (φ+) = φ, et donc φ est continue.
Ainsi (φ+) ∈ C0([a, b], E) ⇒ φ ∈ C0([a, b], E) et en contraposant : φ /∈ C0([a, b], E) ⇒ (φ+) /∈
C0([a, b], E).

Théorème 1.1.1. Soit X un ensemble et Y un espace de Banach.
B(X,Y ) := {f : X −→ Y : f bornée }. Alors (B(X,Y ), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach, où
‖f‖∞ := sup

x∈X
‖f(x)‖.

Démonstration. On vérifie aisément que B(X,Y ) est un espace vectoriel et que ‖ · ‖∞ est une norme
sur B(X,Y ). Soit (fn)n ∈ B(X,Y )N une suite de Cauchy, c.-à-d. :

∀ε > 0, ∃ Nε,∀p, q ∈ N, p, q ≥ Nε ⇒ ‖fp − fq‖∞ ≤ ε.

∀x ∈ X, ‖fp(x) − fq(x)‖ ≤ ‖fp − fq‖∞ ≤ ε, de quoi on déduit que : ∀x ∈ X, (fn(x))n est une suite
de Cauchy de Y . Puisque Y est complet,

∀x ∈ X, ∃! f(x) ∈ Y tel que f(x) = lim
n→+∞

fn(x).

Soit ε > 0, si p, q ≥ Nε alors ∀x ∈ X, ‖fp(x) − fq(x)‖ ≤ ε, et en faisant q → +∞ on obtient
‖fp(x)− f(x)‖ ≤ ε.
Ainsi : ∀ε > 0, ∃ Nε ∈ N, ∀p ∈ N, p ≥ Nε ⇒ ∀x ∈ X, ‖fp(x)− f(x)‖ ≤ ε⇒ ‖fp − f‖∞ ≤ ε. Donc :

lim
n→+∞

‖fn − f‖∞ = 0. (1.1.5)

∀x ∈ X, ‖f(x)‖ ≤ ‖fn(x)− f(x)‖+ ‖fn(x)‖ ≤ ‖fn − f‖∞ + ‖f‖∞ < +∞

donc f ∈ B(X,Y ), et (1.1.5) prouve la complétude.

Remarque 1.1.1. Lorsque Y = R, ce résultat est établi dans [3], page 23. La démonstration
donnée ici est très semblable.
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Théorème 1.1.2. Soit S = [a, b] un segment de R, Y un espace de Banach et
BC0

d(S, Y ) := {f : S −→ Y : f est bornée et continue à droite sur S}. Alors BC0
d(S, Y ), ‖ · ‖∞ est

un espace de Banach.

Démonstration. On vérifie que BC0
d(S, Y ) est un espace vectoriel comme sous-espace vectoriel de

B(S, Y ), et que ‖ · ‖∞ est une norme sur BC0
d(S, Y ). Pour la complétude, soit (φn)n une suite de

Cauchy de BC0
d(S, Y ). Puisque B(S, Y ) est complet et que (φn)n est aussi une suite de Cauchy de

B(S, Y ), ∃φ ∈ B(S, Y ) tel que lim
n→+∞

‖φn − φ‖ = 0. Soit t ∈ [a, b], t1 ∈ [a, b] tel que t1 > t, alors

∀n ∈ N, ‖φ(t)− φ(t1)‖ ≤ ‖φ(t)− φn(t)‖+ ‖φn(t)− φn(t1)‖+ ‖φn(t1)− φ(t1)‖
≤ 2‖φ− φn‖∞ + ‖φn(t)− φn(t1)‖

Soit ε > 0 et nε ∈ N tel que ‖φ− φnε‖∞ ≤ ε
2 . Alors ‖φ(t)− φ(t1)‖ ≤ ε+ ‖φnε(t)− φnε(t1)‖∞, et donc

0 ≤ lim inf
t1→t+

‖φ(t)− φ(t1)‖ ≤ lim sup
t1→t+

‖φ(t)− φ(t1)‖

0 ≤ ε+ lim
t1→t+

‖φnε(t)− φnε(t1)‖

comme lim
t1→t+

‖φnε(t)− φnε(t1)‖ = 0, donc

∀ε > 0, 0 ≤ lim inf
t1→t+

‖φ(t)− φ(t1)‖ ≤ lim sup
t1→t+

‖φ(t)− φ(t1)‖ ≤ ε

ainsi lim
t1→t+

‖φ(t)− φ(t1)‖ = 0.

Donc φ est continue à droite sur S, donc φ ∈ BC0
d(S, Y ).

Proposition 1.1.4. Soit E un espace de Banach et g ∈ R(S,E).
Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) g+ ∈ R(S,E) ∩ C0
d(S,E) et (g+)(t−) = (g−)(t) pour tout t ∈ ]a, b].

(ii) g− ∈ R(S,E) ∩ C0
g (S,E) et (g−)(t+) = (g+)(t) pour tout t ∈ [a, b[.

Démonstration. Comme g est réglée, l’existence de g(t−) entraîne :

∀ε > 0,∃δ = δt,ε > 0,∀s, t− δ ≤ s < t =⇒ ‖g(t−)− g(s)‖ ≤ ε.

Soit ε > 0. Si t − δ ≤ s < r < t nous avons ‖g(t−) − g(r)‖ ≤ ε. Prenons r → s+, nous obtenons
‖g(t−)− g(s+)‖ ≤ ε. Alors nous avons : t− δ ≤ s < t =⇒ ‖g(t−)− g(s+)‖ ≤ ε, i.e.
lim
s→t−

‖g(t−)− g(s+)‖ = 0, de plus lim
s→t−

(g+)(s) = g(t−). Nous avons prouvé (g+)(t−) = g(t−).

La définition de g(t+) donne

∀ε > 0, ∃δ1 = δ1
t,ε > 0,∀s, t− δ ≤ s < t =⇒ ‖g(t+)− g(s)‖ ≤ ε.

Soit ε > 0. Si t < s < r ≤ t + δ1 nous avons ‖g(t+) − g(r)‖ ≤ ε. Et ainsi nous avons r → s+ =⇒
‖g(t+)− g(s+)‖ ≤ ε. Et ainsi nous avons

∀ε > 0,∃δ1 = δ1
t,ε > 0, ∀s, t− δ ≤ s < t =⇒ ‖g(t+)− g(s+)‖ ≤ ε,

i.e. lim
s→t+

(g+)(s) = (g+)(t). Ainsi nous avons prouvé g+ ∈ C0
d(S,E). Nous avons prouvé (i). La

preuve de (ii) est similaire.
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Proposition 1.1.5. E est un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b.
Soit M : [a, b]× [a, b] −→ E une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
(α) ∀s ∈ [a, b], M(·, s) ∈ R([a, b], E).
(β) ∀t ∈ [a, b], M(t, ·) ∈ RI([a, b], E).
(γ) ∃m ∈ R, ∀(t, s) ∈ [a, b]× [a, b], ‖M(t, s)‖ ≤ m.

Nous définissons la fonction F : [a, b] −→ E en posant F (t) :=
∫ t

a
M(t, s)ds pour tout t ∈ [a, b].

Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) ∀t ∈ [a, b], M(t+, ·) ∈ L1([a, b], E;λ1) et nous avons F (t+) :=
∫

[a,t]
M(t+, s)dλ1(s).

(ii) ∀t ∈ [a, b], M(t−, ·) ∈ L1([a, b], E;λ1) et nous avons F (t−) :=
∫

[a,t]
M(t−, s)dλ1(s).

Démonstration. (i) Soit t ∈ ]a, b[.
Comme RI([a, b], E) ⊂ L1([a, b], E;λ1) et m ∈ L1([a; b], E;λ1), en utilisant le théorème de conver-
gence dominée de Lebesgue on obtient queM(t+, ·) ∈ L1([a, b], E;λ1). Pour tout h > 0 suffisamment
petit, nous avons

F (t+h) =
∫ t

a
M(t+h, s)ds+

∫ t+h

t
M(t+h, s)ds. Comme ‖

∫ t+h

t
M(t+h, s)ds‖ ≤ h.m nous obtenons

que lim
h→0+

∫ t+h

t
M(t + h, s)ds = 0, et en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue

nous obtenons
lim
h→0+

∫ t

a
M(t+ h, s)ds =

∫
[a,t]

M(t+, s)dλ1(s). Et ainsi (i) est prouvée. Le raisonnement est similaire

pour (ii).

Proposition 1.1.6. Soit S = [a, b]. Soit fn : S −→ Rd, f : S −→ Rd, tel que fn + et f +
existent partout et lim

n→+∞
‖fn − f‖∞ = 0. Alors

lim
n→+∞

‖(fn+)− (f+)‖ = 0.

Démonstration. Par hypothèse, on a :

∀ε > 0,∃ nε ∈ N,∀n ∈ N, n ≥ nε ⇒ ∀x ∈ S, ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε. (1.1.6)

Fixons ε > 0 ; soit n ∈ N tel que n ≥ nε, soit t ∈ [a, b[, alors ∀δ ∈ ]a, b−t[, on a : ‖fn(t+δ)−f(t+δ)‖ ≤
ε.
Fixons t ∈ [a, b[, alors en utilisant la conservation des inégalités larges par passage à la limite, on a :

‖fn(t+)− f(t+)‖ = lim
δ→0+

‖fn(t+ δ)− f(t+ δ)‖ ≤ ε.

On a prouvé :

∀ε > 0, ∃nε ∈ N,∀n ∈ N, n ≥ nε ⇒ ∀t ∈ S, ‖(fn+)(t)− (f+)(t)‖ ≤ ε

donc : lim
n→+∞

‖(fn+)− (f+)‖∞ = 0
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Proposition 1.1.7. (RC0
d(S,E), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach et (RC0

g (S,E), ‖ · ‖∞) l’est
aussi.

Démonstration. On a déjà vu que (BC0
d(S,E), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach. Il suffit de prouver

que (RC0
d(S,E), ‖ · ‖∞) est un sous-espace vectoriel fermé de (BC0

d(S,E), ‖ · ‖∞).
Si f ∈ R(S,E) alors ∃(en)n suite de fonctions en escalier de S dans E tel que lim

n→+∞
‖en − f‖∞ = 0.

Toute fonction en escalier est bornée et (B(S,E), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach, donc f ∈ B(S,E).
On a prouvé :

RC0
d(S,E) ⊂ BC0

d(S,E). (1.1.7)

Par ailleurs, si (fn)n∈N ∈ (RC0
d(S,E), ‖ · ‖∞)N est une suite de Cauchy, alors elle est aussi une suite

de Cauchy à valeurs dans (BC0
d(S,E), ‖ · ‖∞). Donc

∃f ∈ BC0
d(S,E) tel que lim

n→+∞
‖fn − f‖∞ = 0.

∀n ∈ N∗, ∃en en escalier de S dans E tel que ‖fn − en‖∞ ≤ 1
n .

Donc, ∀n ∈ N∗, ‖en − f‖∞ ≤ ‖en − fn‖+ ‖fn − f‖∞ ≤ 1
n + ‖fn − f‖∞ → 0 (n→ +∞)

donc f ∈ RC0
d(S,E).

Lemme 1.1.3. Soit I et J deux intervalles fermés de R.
Si f ∈ C1(I × J,E) et si g ∈ C0(I,BV (J,E)), alors le produit fg ∈ C0(I,BV (J,E)).

Démonstration. Soit p = (x0, . . . , xn) ∈ SJ et t ∈ I, on a alors :

n∑
i=0
‖f(t, xi)g(t, xi)− f(t1, xi)g(t1, xi)− f(t, xi+1)g(t, xi+1) + f(t1, xi+1)g(t1, xi+1)‖

=
n∑
i=0
‖f(t, xi)g(t, xi)− f(t, xi)g(t, xi+1) + f(t, xi)g(t, xi+1)− f(t1, xi)g(t1, xi)

+ f(t1, xi)g(t1, xi+1)− f(t1, xi)g(t1, xi+1)− f(t, xi+1)g(t, xi+1) + f(t1, xi+1)g(t1, xi+1)‖

=
n∑
i=0
‖f(t, xi)[g(t, xi)− g(t, xi+1)] + f(t, xi)g(t, xi+1)− f(t1, xi)[g(t1, xi)− g(t1, xi+1)]

− f(t1, xi)g(t1, xi+1)− f(t, xi+1)g(t, xi+1) + f(t1, xi+1)g(t1, xi+1)‖

=
n∑
i=0
‖[f(t, xi)− f(t1, xi)][(g(t, xi)− g(t1, xi))− (g(t, xi+1)− g(t1, xi+1))]

+ f(t, xi)g(t, xi+1)− f(t1, xi)g(t1, xi+1)− f(t, xi+1)g(t, xi+1) + f(t1, xi+1)g(t1, xi+1)‖
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=
n∑
i=0
‖[f(t, xi)− f(t1, xi)][(g(t, xi)− g(t1, xi))− (g(t, xi+1)− g(t1, xi+1))]

+ [f(t, xi)− f(t, xi+1)]g(t, xi+1)− [f(t1, xi)− f(t1, xi+1)]g(t1, xi+1)‖

=
n∑
i=0
‖[f(t, xi)− f(t1, xi)][(g(t, xi)− g(t1, xi))− (g(t, xi+1)− g(t1, xi+1))]

+ [f(t, xi)− f(t, xi+1)]g(t, xi+1)− [f(t1, xi)− f(t1, xi+1)]g(t1, xi+1)

=
n∑
i=0
‖[f(t, xi)− f(t1, xi)][(g(t, xi)− g(t1, xi))− (g(t, xi+1)− g(t1, xi+1))]

+ [(f(t, xi)− f(t1, xi))− (f(t, xi+1)− f(t1, xi+1))]g(t, xi+1)
+ [f(t1, xi)− f(t1, xi+1)][g(t, xi+1)− g(t1, xi+1)]‖,

et grâce à l’inégalité triangulaire, on a :

≤
n∑
i=0
|f(t, xi)− f(t1, xi)|‖(g(t, xi)− g(t1, xi))− (g(t, xi+1)− g(t1, xi+1))‖

+
n∑
i=0
|(f(t, xi)− f(t1, xi))− (f(t, xi+1)− f(t1, xi+1))|‖g(t, xi+1)‖

+
n∑
i=0
|f(t1, xi)− f(t1, xi+1)|‖g(t, xi+1)− g(t1, xi+1)]‖

≤
n∑
i=0
‖f(t, ·)− f(t1, ·)‖∞‖(g(t, xi)− g(t1, xi))− (g(t, xi+1)− g(t1, xi+1))‖

+
n∑
i=0
|(f(t, xi)− f(t1, xi))− (f(t, xi+1)− f(t1, xi+1))|‖g(t, ·)‖∞

+
n∑
i=0
|
∫ xi+1

xi

Dyf(t1, y)dy| · ‖g(t, ·)− g(t1, ·)‖∞

≤ ‖f(t, ·)− f(t1, ·)‖∞
n∑
i=0
‖(g(t, xi)− g(t1, xi))− (g(t, xi+1)− g(t1, xi+1))‖

+ V d
c (f(t, ·))− f(t1, ·))‖g(t, ·)‖∞ +

n∑
i=0

∫ xi+1

xi

|Dyf(t1, ·)|dy · ‖g(t, ·)− g(t1, ·)‖∞

≤ ‖f(t, ·)− f(t1, ·)‖∞V d
c (g(t, ·)− g(t1, ·))

+ V d
c (f(t, ·))− f(t1, ·))‖g(t, ·)‖∞ +

∫ xi+1

xi

|Dyf(t1, ·)|dy · ‖g(t, ·)− g(t1, ·)‖∞

≤ ‖f(t, ·)− f(t1, ·)‖∞‖g(t, ·)− g(t1, ·)‖BV + ‖f(t, ·)− f(t1, ·)‖BV ‖g(t, ·)‖∞
+ ‖g(t, ·)− g(t1, ·)‖∞ · (b− a)‖Dyf‖∞

≤ [2‖f‖∞ + (b− a)‖Dyf‖∞] · ‖g(t, ·)− g(t1, ·)‖BV + ‖g‖∞ · ‖f(t, ·)− f(t1, ·)‖BV ;

on a bien [t 7→ f(t)× g(t)] ∈ C0(I,BV (J,E)).

CHAPITRE 1. ESPACES FONCTIONNELS ET QUESTIONS D’INTÉGRATION 22



Contrôl optimal et calcul des variations en présence de retard sur l’état.

1.2 Des dérivations sous intégrales.

Dans [48], pp. 221, on trouve le résultat suivant et son corollaire : nous considèrerons des résultats
de différentiabilité de fonctions définies par des intégrales.

Théorème 1.2.1 (Théorème de dérivabilité). Soit S := [a, b] ⊂ R, E espace de Banach.
f : S −→ E une fonction Riemann-intégrable sur S.
Soit t ∈ [a, b[(resp. t ∈ ]a, b]) tel que f(t+) (resp. f(t−)) existe. Alors [y 7→

∫ y

a
f(x)dx] est dérivable

à droite (resp. à gauche) en t et d

dt+

∫ t

a
f(x)dx = f(t+) (resp. d

dt−

∫ t

a
f(x)dx = f(t−)).

Corollaire 1.2.1. Soit S = [a, b], E un espace de Banach, f : S −→ E, une fonction Riemann-

intégrable sur S. Soit t ∈ ]a, b[ tel que f est continue en t. Alors [t 7→
∫ t

a
f(x)dx] est dérivable en t

et d

dt

∫ t

a
f(x)dx = f(t).

Nous rappellerons un résultat dont la preuve est dans [20], p.81.

Lemme 1.2.1. E est un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b. Soit Φ ∈ C0([a, b], E)
et ϕ ∈ C0([a, b],R) tels que, pour tout t ∈ ]a, b[, Φ′d(t) et ϕ′d(t) existent et satisfont ‖Φ′d(t)‖ ≤ ϕ′d(t)
(respectivement Φ′g(t) et ϕ′g(t) existent et satisfont ‖Φ′g(t)‖ ≤ ϕ′g(t)).
Alors, pour tout t < t1 appartenant à [a, b], nous avons ‖Φ(t)− Φ(t1)‖ ≤ ϕ(t)− ϕ(t1).

Proposition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b. Soit f : [a, b]×
[a, b] −→ E une application vérifiant les conditions suivantes.

1. ∀t ∈ [a, b], f(t, ·) ∈ R([a, b], E).

2. ∀s ∈ [a, b], f(·, s) ∈ C0([a, b], E).

3. ∀t ∈ [a, b[, ∀s ∈ [a, b], ∂f(t,s)
∂t+ existe dans E.

4. ∃m ∈ L1([a, b],R+;λ1), ∀t ∈ [a, b[, ∀s ∈ [a, b], ‖∂f(t,s)
∂t+ ‖ ≤ m(s).

Alors, pour tout t ∈ [a, b], ∂

∂t+

∫ t

a
f(t, s)ds existe et nous avons

∂

∂t+

∫ t

a
f(t, s)ds =

∫
[a,t]

∂f(t, s)
∂t+ dλ1(s) + f(t, t+).
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Démonstration. On pose F (t) :=
∫ t

a
f(t, s)ds, soit t ∈ [a, b[ et on considère h ∈ ]0, b− t]. Nous avons

1
h

(F (t+ h)− F (t)) = 1
h

(∫ t+h

a
f(t+ h, s)ds−

∫ t

a
f(t, s)ds

)

= 1
h

(∫ t

a
f(t+ h, s)ds+

∫ t+h

t
f(t+ h, s)ds−

∫ t

a
f(t, s)ds

)
= 1

h

∫ t

a
(f(t+ h, s)− f(t, s))ds+ 1

h

∫ t+h

t
f(t+ h, s)ds

=
∫ t

a

1
h

(f(t+ h, s)− f(t, s))ds+
∫ t+h

t

1
h

(f(t+ h, s)− f(t, s))ds

+ 1
h

∫ t+h

t
f(t, s)ds.

Nous introduisons 

Ih :=
∫ t

a

1
h

(f(t+ h, s)− f(t, s))ds

IIh :=
∫ t+h

t

1
h

(f(t+ h, s)− f(t, s))ds

IIIh := 1
h

∫ t+h

t
f(t, s)ds.

Les raisonnements précédents nous permettent d’obtenir la relation suivante.

1
h

(F (t+ h)− F (t)) = Ih + IIh + IIIh. (1.2.1)

On fixe s, soit Φ(t) := f(t, s) et ϕ(t) := t.m(s), où m est obtenu par l’assertion (4). De l’assertion
(3) on a Φ′d(t) = ∂f(t,s)

∂t+ et ϕ′d(t) = m(s) existent. De l’assertion (2), on a que Φ est continue, et ϕ est
clairement continue. De l’assertion (4) on obtient ‖Φ′d(t)‖ ≤ ϕ′d(t). Et alors on peut utiliser le lemme
1.2.1 et on peut affirmer que ‖Φ(t + h) − Φ(t)‖ ≤ ϕ(t + h) − ϕ(t) = h.m(s), et ainsi les assertions
suivantes sont vérifiées.

∀t ∈ [a, b[,∀h ∈ ]0, b− t], ∀s ∈ [a, b],
‖1
h

(f(t+ h, s)− f(t, s))‖ ≤ m(s).

 (1.2.2)

On pose gh(s) := 1
h

(f(t+h, s)− f(t, s)). De l’assertion (1), nous savons que f(t+h, ·) et f(t, ·) sont
Riemann-intégrables de plus elles sont Lebesgue-intégrables, de plus ils sont Lebesgue-mesurables,
et conséquemment g − h est Lebesgue-mesurable sur [a, b]. De l’assertion (4) et (1.2.2), nous savons
qu’il existe m ∈ L1([a, b],R;λ) tel que ‖gh(s)‖ ≤ m(s) pour tout s ∈ [a, b]. De l’assertion (3) nous

savons que lim
h→0+

gh(s) = ∂f(t, s)
∂t+ pour tout s ∈ [a, b]. Et ainsi nous pouvons utiliser le théorème de

convergence dominée de Lebesgue et nous obtenons les propriétés suivantes.

lim
h→0+

Ih =
∫

[a,t]

∂f(t, s)
∂t+ dλ1(s). (1.2.3)

Utilisant (1.2.2) nous avons

‖IIh‖ = ‖
∫ t+h

t
gh(s)ds‖ ≤

∫ t+h

t
‖gh(s)‖ds ≤

∫
[t,t+h]

m(s)dλ1(s).
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Comme [ξ 7→
∫

[t,ξ]
m(s)dλ1(s)] est absolument continue, elle est continue et par conséquent, nous

avons lim
h→0+

∫
[t,t+h]

m(s)dλ1(s) =
∫

[t,t]
m(s)dλ1(s) = 0. Et ainsi nous avons prouvé les assertions

suivantes.
lim
h→0+

IIh = 0. (1.2.4)

De l’assertion (1) nous savons que f(t, t+) existe et alors nous avons

∀ε > 0,∃δ = δt,ε > 0, ∀s, t < s ≤ t+ δ =⇒ ‖f(t, s)− f(t, t+)‖ ≤ ε.

Soit ε > 0 et h ∈ ]0, δ] ; alors nous avons, pour tout s ∈ ]t, t+h], ‖f(t, s)− f(t, t+)‖ ≤ ε ceci entraîne
1
h

∫ t+h

t
‖f(t, s)− f(t, t+)‖ds ≤ 1

h

∫ t+h

t
εds = ε. Et ainsi nous avons prouvé :

∀ε > 0, ∃δ = δt,ε > 0,∀h, a < h ≤ δ =⇒ 1
h

∫ t+h

t
‖f(t, s)− f(t, t+)‖ds ≤ ε,

i.e. lim
h→0+

1
h

∫ t+h

t
‖f(t, s)− f(t, t+)‖ds = 0. Notons que nous avons

‖1
h

∫ t+h

t
f(t, s)ds− f(t, t+)‖ = ‖1

h

∫ t+h

t
(f(t, s)− f(t, t+))ds‖

≤ 1
h

∫ t+h

t
‖f(t, s)− f(t, t+)‖ds,

ceci entraîne
lim
h→0+

IIIh = f(t, t+). (1.2.5)

Le résultat est une cons équence de (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) et de (1.2.5).

Par un raisonnement similaire on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.2.2. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit a < b. Soit
f : [a, b]× [a, b] −→ E une application qui satisfait les propriétés suivantes.

1. ∀t ∈ [a, b], f(t, ·) ∈ R([a, b], E).
2. ∀s ∈ [a, b], f(·, s) ∈ C0([a, b], E).

3. ∀t ∈ ]a, b], ∀s ∈ [a, b], ∂f(t, s)
∂t−

existe dans E.

4. ∃m1 ∈ L1([a, b],R+;λ1), ∀t ∈ ]a, b], ∀s ∈ [a, b], ‖∂f(t, s)
∂t−

‖ ≤ m1(s).

Alors, pour tout t ∈ [a, b], ∂

∂t−

∫ t

a
f(t, s)ds existe et nous avons

∂

∂t−

∫ t

a
f(t, s)ds =

∫
[a,t]

∂f(t, s)
∂t−

dλ1(s) + f(t, t−).
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1.3 Théorème du point fixe de Schauder

Il existe plusieurs énoncés qui portent le nom de “théorème de point fixe de Schauder” dans la
littérature ; c’est pourquoi nous précisons l’énoncé qui sera utilisé plus loin et le vocabulaire asso-
cié. Dans Hale, (cf. [28], page 40), et Hale et Verduyn Lunel, (cf. [29], page 43), on trouve, sans
démonstration et sans référence l’énoncé suivant :

Théorème 1.3.1 (Théorème du point fixe de Schauder). Si U est une partie convexe bornée
fermée d’un espace de Banach X, et si T : U −→ U est une fonction complètement continue alors T
possède au moins un point fixe.

Rappelons les deux définitions suivantes :

Définition 1.3.1. Soit X et Y deux espaces topologiques et
F : X −→ Y une fonction continue.

1. F est dite compacte lorsque F (X) est incluse dans un compact de Y .
2. Si, en outre, X est métrique, F est dite complètement continue lorsque : pour tout sous-

ensemble borné B de X, F (B) est incluse dans un compact de Y .

L’énoncé le plus courant du théorème du point fixe de Schauder est le suivant. ([27], p119) :

Théorème 1.3.2. Soit C un convexe d’un espace normé E, et F : C −→ C une fonction
compacte. Alors F a au moins un point fixe.

Démontrons que le théorème 1.3.1 est un corollaire du théorème 1.3.2.

Démonstration. Soit U une partie convexe bornée fermée de l’espace de Banach X, et T : U −→ U
une fonction complètement continue. Puisque U est bornée, il existe un compact K ⊂ U tel que
T (U) ⊂ K. Donc T est compacte. Alors d’après le théorème 1.3.2, T possède au moins un point
fixe.

Remarque 1.3.1. 1. L’énoncé de Hale ([28]) et de Hale et Verduyn Lunel contient deux
hypothèses inutiles :
— “X est un espace de Banach” ; X “espace vectoriel normé” suffit.
— “U fermée”.

2. La démonstration de Hale ([28], page 39) et de Hale et Verduyn Lunel ([29], page 42) contient
une erreur. L’ensemble K tel qu’il est défini n’est pas inclus dans A(α, β) (cf. (2.1.2)). Il
convient de définir K comme suit :

K := {g ∈ C0([−r, α],Rn) : ∀t, τ ∈ Iα,
|g(t)− g(τ)| ≤M |t− τ |, |g(t)| ≤Mα, g0 = 0} (1.3.1)

pour que K soit inclus dans A(α, β).

Les références sur le théorème de Schauder :
1. R. F. Brown ([18]) et D.R. Smart ([52]) dans lequel le théorème est énoncé, à la page 25, de

la façon suivante :
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Théorème 1.3.3. Soit M une partie convexe non vide d’un espace normé B, soit F :
M −→ K une fonction continue où K est un compact inclus dans M . Alors F a au moins un
point fixe.

2. Dans Le livre de L. Kantorovitch and G. Akilov [34], on trouve à la page 179, le théorème
suivant :

Théorème 1.3.4. Soit Ω un ensemble convexe fermé d’un espace de Banach X, et
P : Ω −→ ∆ une fonction continue où ∆ est une partie compacte de Ω. Alors P possède au
moins un point fixe.

3. Dans M. S. Berger ([9]), on trouve la définition d’opérateur compact au sens de ce que nous
avons défini comme “complètement continu”. Il énonce le théorème du point fixe de Schauder
comme le théorème 1.3.1.

4. Dans L. Nirenberg ([46]), on trouve : “f compact” à notre sens “f complètement continu” et
l’énoncé du théorème 1.3.1.

1.4 Fonctions à variation bornée

Les définitions suivantes sont issues de [36], p.328 et [38], p.278. Les fonctions à variation bornée
sont aussi développées dans [2] et [25]. Soit S = [a, b] un intervalle de R.

Définition 1.4.1. Une fonction f définie sur S à valeurs dans E (espace vectoriel de dimension
finie) est dite à variation bornée s’il existe une constante C > 0 telle que

n∑
k=1
‖f(xk)− f(xk−1)‖ ≤ C (1.4.1)

pour toute subdivision

p := (x0, x1, · · · , xn) telle que a = x0 < x1 < · · · < xn = b de S. (1.4.2)

On notera BV (S,Rn) l’espace des fonctions à variation bornée de S dans Rn.

Définition 1.4.2. Soit f une fonction à variation bornée. Alors la variation totale de f est
notée V b

a (f) définie par :

V b
a (f) = sup

p∈S

n∑
k=1
‖f(xk)− f(xk−1)‖. (1.4.3)

où S est l’ensemble des subdivisions de S.

Définition 1.4.3. Une fonction f définie sur un intervalle S de R est dite à variation bornée
normalisée si :

1. f est à variation bornée.
2. f est continue à gauche sur [a, b[.

On notera NBV (S,Rn) l’ensemble des fonctions à variation bornée normalisée de S dans Rn
NBV0(S,E) := {f ∈ BV (S,E) ∩ C0

g (S,E) : f(b) = 0}.
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Les quatre résultats suivants sont issus de [8].

Théorème 1.4.1. BV (S,Rn) est un espace vectoriel.

Théorème 1.4.2. Muni de la norme

‖f‖BV := ‖f(b)‖+ V b
a (f),

BV (S,Rn) est un espace de Banach.

Théorème 1.4.3. Soit f ∈ BV (S,Rn). L’ensemble des points de discontinuité de f est au plus
dénombrable.

Théorème 1.4.4. Soit g ∈ BV (S,Rn). Si f est Riemann-Stieltjès-intégrable par rapport à g
sur S, alors :

‖
∫ b

a
fdg‖ ≤ ‖f‖∞V b

a (g).

Proposition 1.4.1. Soit f ∈ BV (S,Rn). Alors on a :

‖f‖∞ := sup
x∈S
‖f(x)‖ ≤ 2‖f‖BV .

Démonstration. ∀x ∈ ]a, b[, (a, x, b) ∈ Sb
a et donc

‖f(a)− f(x)‖+ ‖f(x)− f(b)‖ ≤ V b
a (f) =⇒

‖f(a)− f(x)‖ ≤ V b
a (f)

or |‖f(a)‖ − ‖f(x)‖| ≤ ‖f(a)− f(x)‖
donc |‖f(a)‖ − ‖f(x)‖| ≤ V b

a (f)
d’où :

‖f(x)‖ ≤ ‖f(a)‖+ V b
a (f) = ‖f‖BV ,

donc :
∀x ∈ ]a, b[, ‖f(x)‖ ≤ ‖f‖BV . (1.4.4)

On a ‖f(b)− f(x)‖ ≤ V b
a (f), de même, comme |‖f(b)‖ − ‖f(x)‖| ≤ ‖f(b)− f(x)‖

on a ‖f(b)‖ ≤ ‖f(x)‖+ V b
a (f)

d’où ‖f(b)‖ ≤ ‖f‖BV + V b
a (f), d’après (1.4.4), donc

‖f(b)‖ ≤ 2‖f‖BV . (1.4.5)

Par définition de ‖ · ‖BV , on a ‖f(a)‖ ≤ ‖f‖BV ≤ 2‖f‖BV , donc on a avec (1.4.4) et (1.4.5) :

∀x ∈ S, ‖f(x)‖ ≤ 2‖f‖BV =⇒ ‖f‖∞ ≤ 2‖f‖BV .
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Corollaire 1.4.1. Si f ∈ BV (S,Rn), alors f est bornée sur S.

Proposition 1.4.2. Soit f ∈ BV (S,Rn). Alors f est Riemann-intégrable sur S, et donc aussi
Lebesgue-intégrable sur S.

Démonstration. Tout d’abord, f est bornée par 1.4.1 et définie sur un segment fermé borné. Puisque
les parties au plus dénombrables de R sont Lebesgue-négligeables, l’ensemble des points de dis-
continuité de f est Lebesgue-négligeable par 1.4.3, et alors d’après un théorème de Lebesgue, f
est Riemann-intégrable sur [a, b]. Avec un autre théorème de Lebesgue, f est alors aussi Lebesgue-
intégrable sur [a, b].

Proposition 1.4.3. Soit f, g ∈ BV (S,Rn). Alors on a :

‖f − g‖∞ ≤ 2‖f − g‖BV .

En conséquence, si f ∈ BV (S,Rn) et (fn)n ∈ (BV (S, (Rn))N, si lim
n→+∞

‖fn − f‖BV = 0
alors lim

n→+∞
‖fn − f‖∞ = 0.

Démonstration. La première inégalité résulte du théorème 1.4.1 et de la proposition 1.4.1. La seconde
assertion découle de la première.

Proposition 1.4.4. Soit S = [a, b] ⊂ R, g ∈ NBV (S,R), f ∈ C0(S,R) et c ∈ ]a, b[. On définit
la fonction Q : S −→ R en posant, ∀t ∈ [a, c], Q(t) :=

∫ c

t
f(x)dg(x). Alors Q ∈ C0

g ([a, c],R).

Démonstration. Première étape : f ∈ C1(S,R).
Par la formule de l’intégration par parties, on a :

Q(t) =
∫ c

t
f(x)dg(x) = f(c)g(c+)− f(t)g(t)−

∫ c

t
f ′(x)g(x)dx

[t 7→ f(c)g(c+)] est constante donc continue
[t 7→ f(t)g(t)] est continue à gauche car f et g le sont
[t 7→

∫ c

t
f ′(x)g(x)dx] est absolument continue donc continue.

Ainsi Q ∈ C0
g ([a, c],R) comme somme de trois fonctions continues à gauche.

Deuxième étape : f ∈ C0(S,R).
Il existe (fn)n ∈ (C1(S,R))N telle que lim

n→+∞
‖fn − f‖∞ = 0.

Posons : ∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, b], Qn(t) :=
∫ c

t
fn(x)dg(x). ∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, c],

|Qn(t)−Q(t)| ≤ |
∫ c

t
(fn(x)− f(x))dg(x)|

≤ V c
t (g) · sup

t≤x≤c
|fn(x)− f(x)|

≤ V b
a (g) · ‖fn − f‖∞.
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Alors
sup
a≤t≤c

|Qn(t)−Q(t)| ≤ V b
a (g) · ‖fn − f‖∞ → 0 (n→ +∞)

ainsi
sup
a≤t≤c

|Qn(t)−Q(t)| → 0 (n→ +∞). (1.4.6)

Par ailleurs, ∀t ∈ [a, c],
|Q(t)| = |

∫ c

t
f(x)dg(x)|

≤ V c
t (g)‖f‖∞

≤ V b
a (g)‖f‖∞ < +∞,

et de même : ∀t ∈ [a, c], |Qn(t)| ≤ V b
a (g)‖f‖∞, donc

∀n ∈ N, Qn ∈ BC0
g ([a, c],R) par la première étape. (1.4.7)

Puisque (BC0
g ([a, c],R), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach, les équations (1.4.6) et (1.4.7) impliquent

que Q ∈ BC0
g ([a, c],R).

Rappelons (cf.[53], p.44) le résultat suivant :

Théorème 1.4.5. Soit F : R −→ R, une application croissante et continue à gauche. Alors
∃! µ[F ] : B(R) −→ [0,+∞], mesure positive telle que :

∀(α, β) ∈ R× R, µ[F ]([α, β[) = F (β)− F (α).

Si F : [a, b] −→ R est croissante et continue à gauche, on peut la prolonger en F̃ : R −→ R
croissante et continue à gauche en posant :

F̃ (x) :=


F (a) si x < a
F (x) si a ≤ x ≤ b
F (b) si x > b.

Puisque [a, b] est fermé, [a, b] ∈ B(R) et donc tout B ∈ B([a, b]) peut être considéré comme élément
de B(R). Alors en utilisant le théorème 1.4.5 sur F̃ , on peut définir µ[F ](B) := µ[F̃ ](B) pour tout
B ∈ B([a, b]), et obtenir ainsi que µ[F ] est une mesure positive sur B([a, b]). Avec ceci on doit obtenir :

Théorème 1.4.6. Soit F : [a, b] −→ R une application croissante et continue à gauche. Alors
∃!µ[F ] : B([a, b]) −→ R+, mesure positive finie telle que

∀(α, β) ∈ [a, b]× [a, b], α < β, µ[F ]([α, β[) = F (β)− F (α).

Corollaire 1.4.2. Soit F : [a, b] −→ R une application croissante et continue à gauche. Alors
∀(α, β) ∈ [a, b[×[a, b[, α < β on a :

µ[F ](]α, β[) = F (β)− F (α+)
µ[F ]([α, β]) = F (β+)− F (α)
µ[F ](]α, β]) = F (β+)− F (α+)

En outre, ∀α ∈ [a, b[, on a : {
µ[F ]([α, b]) = F (b)− F (α)
µ[F ](]α, b]) = F (b)− F (α+).
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Démonstration. — a ≤ α < β < b ;
]α, β[= ∪n≥n0 [α+ 1

n , β[ où n0 ∈ N∗ est tel que α < α+ 1
n0
. ([α+ 1

n , β[)n≥n0 est croissante. Par
la continuité monotone séquentielle d’une mesure positive, on a :

µ[F ](]α, β[) = lim
n→+∞

µ[F ]([α+ 1
n
, β[)

= lim
n→+∞

(F (β)− F (α+ 1
n

))

= F (β)− lim
n→+∞

(α+ 1
n

)
= F (β)− F (α+).

— a ≤ α < β < b.
[α, β] = ∩n≥n1 [α, β + 1

n [ où n1 ∈ N∗ est tel que β < β + 1
n . ([α, β + 1

n [)n≥n1 est décroissante ;

µ[F ]([α, β + 1
n1

[) = F (β + 1
n1

)− F (α).

Donc on peut utiliser la continuité monotone séquentielle des mesures positives et affirmer :

µ[F ]([α, β]) = lim
n→+∞

µ[F ]([α, β + 1
n

[)

= lim
n→+∞

(F (β + 1
n

)− F (α))
= F (β+)− F (α).

— a ≤ α < β < b
]α, β] = ∪n≥n0 [α + 1

n , β] où n0 ∈ N∗ est tel que α + 1
n0

< β. ([α + 1
n , β])n≥n0 est croissante.

Donc par la continuité monotone séquentielle des mesures, on a :

µ[F ](]α, β]) = lim
n→+∞

µ[F ]([α+ 1
n
, β])

= lim
n→+∞

(F (β + 0)− F (α+ 1
n

))
= F (β+)− F (α+).

— a ≤ α < b

[α, b] = ∩n≥1[α, b+ 1
n

[, ([α, b+ 1
n [)n≥1 est décroissante ;

µ[F̃ ]([α, b+ 1
n

[) = F̃ (b+ 1
n

)− F (α)

Donc on peut utiliser la continuité monotone séquentielle des mesures positives et affirmer :

µ[F ]([α, b]) = µ[F̃ ]([α, b])
= lim

n→+∞
µ[F̃ ]([α, b+ 1

n
[)

= lim
n→+∞

(F̃ (b+ 1
n

)− F̃ (α))
= lim

n→+∞
(F (b)− F (α))

= F (b)− F (α).
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— a ≤ α < b
]α, b] = ∪n≥n0 [α + 1

n , b] où n0 ∈ N∗ est tel que α + 1
n0
< b. ([α + 1

n , b])n≥n0 est décroissante.
Donc par la continuité séquentielle des mesures positives, on a :

µ[F ](]α, b]) = lim
n→+∞

µ[F ]([α+ 1
n
, b])

= lim
n→+∞

(F (b)− F (α+ 1
n

))

= F (b)− lim
n→+∞

F (α+ 1
n

)
= F (b)− F (α+).

Remarque 1.4.1. Soit F : [a, b] −→ R croissante et continue à gauche. Soit x ∈ [a, b[. Alors
µ[F ]({x}) = F (x+) − F (x). Donc si F n’est pas continue à droite en x, on a : µ[F ]({x}) > 0 ; et
ainsi {x} n’est pas µ[F ]-négligeable alors que {x} est Lebesgue-négligeable.

Démonstration. {x} = ∩n≥q[x, x+ 1
n [ où q ∈ N∗ est tel que x+ 1

q < b.
([x, x+ 1

n [)n≥q est décroissante, et µ[F ]([x, x+ 1
q [) = F (x+ 1

q )−F (x) < +∞. Donc par la continuité
monotone séquentielle de µ[F ], on a :

µ[F ]({x}) = lim
n→+∞

µ[F ]([x, x+ 1
n

[)

= lim
n→+∞

(F (x+ 1
n

)− F (x))
= F (x+)− F (x).

Remarque 1.4.2. Soit G : [a, b] −→ R croissante et continue à droite. Alors il n’existe pas de
mesure positive m : B([a, b]) −→ R+ tel que ∀(α, β) ∈ [a, b]× [a, b],m([α, β[) = G(β)−G(α).

Démonstration. Raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existe une mesure positive
m : B([a, b]) −→ R+ tel que ∀(α, β) ∈ [a, b]× [a, b];m([α, β[) = G(β)−G(α).
Soit x ∈ ]a, b[. Soit q ∈ N∗ tel que x− 1

q > a et x+ 1
q < b. Alors {x} = ∩n≥q[x− 1

n , x+ 1
n [.

([x − 1
n , x + 1

n [)n≥q est décroissante ; m([x − 1
q , x + 1

q [) < +∞, donc on peut utiliser la continuité
séquentielle de m et affirmer :

m({x}) = lim
n→+∞

m([x− 1
n
, x+ 1

n
[)

= lim
n→+∞

(G(x− 1
n

)−G(x+ 1
n

))

= lim
n→+∞

G(x− 1
n

)− lim
n→+∞

Gx+ 1
n

)
= G(x+)−G(x−)
= G(x)−G(x−)
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car G est continue à droite. On a prouvé :

m({x}) = G(x)−G(x−). (1.4.8)

Mais on a aussi {x} = ∩n≥q[x, x + 1
n [. ([x, x + 1

n [)n≥q est décroissante et m([x, x + 1
q [) < +∞, donc

on peut utiliser la continuité monotone séquentielle de m et affirmer :

m({x}) = lim
n→+∞

m([x, x+ 1
n

[)

= lim
n→+∞

(G(x+ 1
n

)−G(x))

= lim
n→+∞

G(x+ 1
n

)−G(x)
= G(x+)−G(x)
= G(x)−G(x)
= 0 car G est continue à droite.

Alors, avec (1.4.8), on obtient G(x−) = G(x), c.-à-d. G est continue à gauche en x : ce qui est
impossible si G n’est pas continue à gauche en x.

Rappelons que si F : [a, b] −→ R est croissante continue à gauche, alors ∀f ∈ L1([a, b], µ[F ]),∫
[a,b]

fdµ[F ] =
∫

[a,b]
f(x)dF (x) =

∫ b

a
f(x)dF (x)

Proposition 1.4.5. Si F : [a, b] −→ R est croissante, continue à gauche, alors on a :

(i) si a ≤ α < β < b,
∫ β

α
1dF (x) = F (β+)− F (α),

(ii) si a ≤ α < b,
∫ b

α
1dF (x) = F (b)− F (α).

Démonstration. (i) ∫ β

α
1dF (x) =

∫ b

a
1[α,β](x)dF (x)

=
∫

[a,b]
1[α,β]dµ[F ]

= µ[F ]([α, β])
= F (β+)− F (α)

(ii) ∫ b

α
1dF (x) =

∫ b

a
1[α,b](x)dF (x)

=
∫

[a,b]
1[α,b]dµ[F ]

= µ[F ]([α, b])
= F (b)− F (α)
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Si Ψ ∈ NBV ([a, b],R) alors Ψ = F −G où F : [a, b] −→ R et G : [a, b] −→ R sont croissantes et
continues à gauche.
On définit µ[Ψ] : B([a, b]) −→ R par : ∀B ∈ B([a, b]), µ[Ψ](B) = µ[F ](B) − µ[G](B). µ[Ψ] est une
mesure signée.
Si f ∈ L1([a, b], µ[Ψ]) alors

∫
[a,b]

fdµ[Ψ] =
∫

[a,b]
fdµ[F ]−

∫
[a,b]

fdµ[G] notée encore

∫ b

a
f(x)dΨ(x) =

∫ b

a
f(x)dF (x)−

∫ b

a
f(x)dG(x).

En corollaire de la proposition 1.4.5 on obtient :

Proposition 1.4.6. Soit Ψ ∈ NBV ([a, b],R).

(i) Si a ≤ α < β < b alors
∫ β

α
1dΨ(x) = Ψ(β+)−Ψ(α).

(ii) Si a ≤ α < b alors
∫ b

α
1dΨ(x) = Ψ(b)−Ψ(α).

Soit S = [a, b] ⊂ R.

Proposition 1.4.7. Soit g ∈ NBV (S,R), z ∈ S et f ∈ C0(S,R). Alors∫
{z}

fdg = f(z)[(g+)(z)− g(z)].

Démonstration. ∫
{z}

f(x)dg(x) =
∫
{z}

f(z)dg(x)

= f(z)
∫
{z}

dg(x)

= f(z)µg({x})
= f(z)[(g+)(z)− g(z)]

Nous présentons ici une démonstration du théorème d’intégration par parties, puis nous énonce-
rons la version du résultat donnée dans le livre de Helson [31]. Ce résultat est essentiel dans plusieurs
points des chapitres précédents.

Théorème 1.4.7. Soit g ∈ NBV (S,R) et f ∈ C1(S,R).
(i) Soit a ≤ α ≤ β < b ; alors on a :∫ β

α
f(x)dg(x) = f(β)g(β+)− f(α)g(α)−

∫ β

α
f ′(x)g(x)dx.

(ii) Soit a ≤ α < b ; alors on a∫ b

α
f(x)dg(x) = f(b)g(b)− f(α)g(α)−

∫ b

α
f ′(x)g(x)dx.
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Démonstration. f ∈ C1([a, b],R) =⇒ f ∈ L1([a, b], dg,R) car ‖f‖∞ < +∞ et les constantes sont
dg-intégrables sur [a, b].

∀x ∈ [α, β], f(x)− f(α) =
∫ x

α
f ′(y)dy =

∫ β

α
f ′(y)1[α,x](y)dy.

Notons que

1[α,x](y) =
{

1 si α ≤ y ≤ x
0 si x < y.

et

1R+(x− y) =
{

1 si y ≤ x
0 si x < y,

donc, quand y ∈ [α, β] on a 1[α,x](y) = 1R+(x− y), donc, on en déduit :

∀x ∈ [α, β], f(x)− f(α) =
∫ β

α
f ′(y)1R+(x− y)dy. (1.4.9)

Par ailleurs, on a : ∫ β

α
f(x)dg(x) =

∫ β

α
(f(x)− f(α) + f(α))dg(x)

ce qui entraîne : ∫ β

α
f(x)dg(x) =

∫ β

α
(f(x)− f(α))dg(x) +

∫ β

α
f(α)dg(x). (1.4.10)

Notons que ∫ β

α
f(α)dg(x) = f(α).

∫ β

α
1dg(x) = f(α)(g(β+)− g(α))

par le résultat (ii) de la proposition 1.4.6 ; donc∫ β

α
f(α)dg(x) = f(α)g(β+)− f(α)g(α). (1.4.11)

Notons que la fonction [(x, y) 7→ f ′(y)1R+(x − y)] est mesurable comme produit de deux fonctions
mesurables : [(x, y) 7→ y 7→ f ′(y)] et [(x, y) 7→ x− y 7→ 1R+(x− y)].

En outre : ∀(x, y) ∈ [α, β]× [α, β], |f ′(y)1R+(x− y)| ≤ ‖f ′‖∞, donc elle est dg ⊗ dt-intégrable.
En utilisant (1.4.9) et le théorème de Fubini, on obtient :∫ β

α
(f(x)− f(α))dg(x) =

∫ β

α
[
∫ β

α
f ′(y)1R+(x− y)dy]dg(x)

=
∫ β

α
[
∫ β

α
f ′(y)1R+(x− y)dg(x)]dy

=
∫ β

α
f ′(y)[

∫ β

α
1R+(x− y)dg(x)]dy,

et puisque

1R+(x− y) =
{

1 si x ≥ y
0 si x < y

et

1[y,β](x) =
{

1 si x ≥ y
0 si x < y
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on voit que pour x ∈ [α, β],1R+(x− y) = 1[y,β](x), donc :∫ β

α
(f(x)− f(α))dg(x) =

∫ β

α
f ′(y)[

∫ β

α
1[y,β](x)dg(x)]dy

=
∫ β

α
f ′(y)[

∫ β

y
1dg(x)]dy

=
∫ β

α
f ′(y)[g(β+)− g(y)]dy

d’après le résultat (ii) de la proposition 1.4.6, on a :∫ β

α
(f(x)− f(α))dg(x) =

∫ β

α
f ′(y)g(β+)dy −

∫ β

α
f ′(y)g(y)dy

= (f(β)− f(α))g(β+)−
∫ β

α
f ′(y)g(y)dy

= f(β)g(β+)− f(α)g(β+)−
∫ β

α
f ′(y)g(y)dy;

et ainsi on a prouvé : ∫ β

α
(f(x)− f(α))dg(x) = f(β)g(β+)− f(α)g(β+)

−
∫ β

α
f ′(y)g(y)dy.

(1.4.12)

En utilisant les équations (1.4.11) et (1.4.12) dans l’équation (1.4.10) on a :∫ β

α
f(x)dg(x) = f(α)g(β+)− f(α)g(α) + f(β)g(β+)

−f(α)g(β+)−
∫ β

α
f ′(y)g(y)dy

alors : ∫ β

α
f(x)dg(x) = f(β)g(β+)− f(α)g(α)−

∫ β

α
f ′(y)g(y)dy.

Pour (ii), d’après (ii) de la proposition 1.4.5, lorsque β = b, g(β+) devient g(b).

Proposition 1.4.8. Soit g ∈ NBV (S,R) et f ∈ AC(S,R). Alors les assertions suivantes sont
vérifiées.

(i) Quand a ≤ α < β < b,∫ β

α
dg(t)f(t) = g(β+)f(β)− g(α)f(α)−

∫ β

α
g(t)f ′(t)dt.

(ii) Quand a ≤ α < b, ∫ b

α
dg(t)f(t) = g(b)f(b)− g(α)f(α)−

∫ b

α
g(t)f ′(t)dt.

La preuve de cette proposition est donnée dans [31], pp.176.
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Théorème 1.4.8. Soit g ∈ NBV (S,R) et f ∈ C0(S,R).
Alors, ∀c ∈ ]a, b[, les relations suivantes sont vérifiées.

(i)
∫ c

c
f(x)dg(x) = f(c)[g(c+)− g(c)].

(ii) Pour a < c < b,∫ b

a
f(x)dg(x) =

∫ c

a
f(x)dg(x) +

∫ b

c
f(x)dg(x)− f(c)[g(c+)− g(c)].

(iii)
∫ b

a
f(x)dg(x) =

∫
[a,c[

f(x)dg(x) +
∫ b

c
f(x)dg(x)

Démonstration. (i) on a ∫ c

c
f(x)dg(x) =

∫
{c}

f(x)dµ[g](x)

=
∫
{c}

f(c)dµ[g](x)

= f(c)µ[g]({c}),
ceci entraîne le résultat voulu.

(ii) Première étape f ∈ C1([a, b],R).
On utilise l’intégration par parties ; alors on a :∫ b

a
f(x)dg(x) = f(b)g(b+)− f(a)g(a)−

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx (1.4.13)

∫ c

a
f(x)dg(x) = f(c)g(c+)− f(a)g(a)−

∫ c

a
f ′(x)g(x)dx (1.4.14)∫ b

c
f(x)dg(x) = f(b)g(b+)− f(c)g(c)−

∫ b

c
f ′(x)g(x)dx (1.4.15)

Avec les équations (1.4.14) et (1.4.15) on obtient :∫ c

a
f(x)dg(x) +

∫ b

c
f(x)dg(x) = f(b)g(b)− f(c)g(c) + f(c)g(c+)− f(a)g(a)

−
∫ c

a
f ′(x)g(x)dx−

∫ b

c
f ′(x)g(x)dx.

Par la relation de Chasles sur l’intégrale de Riemann, on a :∫ c

a
f ′(x)g(x)dx+

∫ b

c
f ′(x)g(x)dx =

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx,

et en utilisant l’équation (1.4.13), on a :∫ c

a
f(x)dg(x) +

∫ b

c
f(x)dg(x) =

∫ b

a
f(x)dg(x) + f(c)[g(c+)− g(c)]

d’où : ∫ b

a
f(x)dg(x) =

∫ c

a
f(x)dg(x) +

∫ b

c
f(x)dg(x)− f(c)[g(c+)− g(c)]. (1.4.16)
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Deuxième étape f ∈ C0([a, b],R). Par le théorème de Stone-Weierstrass, si f ∈ C0([a, b],R),
il existe (fn)n ∈ (C1([a, b],R))N tel que ‖fn− f‖∞ → 0, (n→ +∞), où ‖φ‖∞ := sup

a≤x≤b
|φ(x)|.

D’après l’équation (1.4.16), on a : ∀n ∈ N,
∫ b

a
fn(x)dg(x) =

∫ c

a
fn(x)dg(x) +

∫ b

c
fn(x)dg(x)

−fn(c)[g(c+)− g(c)].
(1.4.17)

|
∫ b

a
fn(x)dg(x)−

∫ b

a
f(x)dg(x)| = |

∫ b

a
(fn(x)− f(x))dg(x)|

≤ V b
a (g)‖fn − f‖∞ → 0 (n→ +∞).

Ainsi :
lim

n→+∞

∫ b

a
fn(x)dg(x) =

∫ b

a
f(x)dg(x). (1.4.18)

|
∫ b

c
fn(x)dg(x)−

∫ b

c
f(x)dg(x)| = |

∫ b

c
(fn(x)− f(x))dg(x)|

≤ V b
c (g) supc≤x≤b |fn(x)− f(x)|

≤ V b
c (g)‖fn − f‖∞ → 0 (n→ +∞)

donc :
lim

n→+∞

∫ b

c
fn(x)dg(x) =

∫ b

c
f(x)dg(x). (1.4.19)

La convergence uniforme entraîne la convergence simple, donc :

lim
n→+∞

fn(c) = f(c). (1.4.20)

En utilisant les équations (1.4),(1.4.18), (1.4.19), (1.4.20) dans l’équation (1.4.17) on obtient :∫ b

a
f(x)dg(x) =

∫ c

a
f(x)dg(x) +

∫ b

c
f(x)dg(x)− f(c)[g(c+) + g(c)].

(iii) Cette relation est une traduction de la relation π([a, b]) = π([a, c[∪[c, b]) = π([a, c[) + π([c, b]).

Remarque 1.4.3. Soit a < c < b dans R. Alors :∫ b

a
1dg(x) = µ[g]([a, b]) = g(b+)− g(a)∫ c

a
1dg(x) = µ[g]([a, c]) = g(c+)− g(a)∫ b

c
1dg(x) = µ[g]([c, b]) = g(b+)− g(c).

Donc : ∫ c

a
1dg(x) +

∫ b

c
1dg(x) = g(b+)− g(a) + [g(c+)− g(c)]

d’où : ∫ b

a
1dg(x) =

∫ c

a
1dg(x) +

∫ b

c
1dg(x)− [g(c+)− g(c)].

CHAPITRE 1. ESPACES FONCTIONNELS ET QUESTIONS D’INTÉGRATION 38



Contrôl optimal et calcul des variations en présence de retard sur l’état.

Proposition 1.4.9. Soit g ∈ NBV (S,R). On définit g+ : S −→ R en posant (g+)(t) := g(t+)
pour t ∈ [a, b[ et (g+)(b) := g(b). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) g+ ∈ BC0
d(S,R) ∩BV (S,R).

(ii) ‖g + ‖∞ ≤ V b
a (g+).

(iii) Si g et g+ sont dérivables en t ∈ ]a, b[ alors (g+)′(t) = g′(t).

Démonstration. (i) Comme g ∈ NBV (S,R), g est réglée et ainsi g+ est bien définie. On fixe arbi-
trairement t ∈ [a, b[. Nous avons

∀ε > 0,∃δ = δ(t, ε) > 0,∀s, t < s < t+ δ =⇒ |g(t+)− g(s)| ≤ ε.

On fixe arbitrairement ε > 0. Quand s, r sont tels que t < s < r < t+δ, on obtient |g(t+)−g(r)| ≤ ε,
et quand r → s+, on obtient |g(t+) − g(s+)| ≤ ε. Et ainsi on a |(g+)(t) − (g+)(s)| ≤ ε quand
t < s < t+ δ. Et ainsi on a prouvé que g+ ∈ C0

d(S,R). Soit (ti)0≤i≤n ∈ S(S). Nous obtenons
n∑
i=0
|(g+)(ti+1)− (g+)(ti)| ≤

n∑
i=0
|(g+)(ti+1)− g(ti+1)|

+
n∑
i=0
|g(ti+1)− g(ti)|+

n∑
i=0
|g(ti)− (g+)(ti)|

≤
n∑
i=0
|µ[g]|({ti+1}) + V b

a (g) +
n∑
i=0
|µ[g]|({ti})

= |µ[g]|({ti : i ∈ {1, ..., n+ 1}) + V b
a (g) + |µ[g]|({ti : i ∈ {0, ..., n})

≤ 2|µ[g]|(S) + V b
a (g) < +∞.

De plus on a g+ ∈ BV (S,R). Comme BV (S,R) ⊂ B(S,R), nous obtenons (i).
(ii) Comme (g+)(b) = 0, en utilisant [35], on a ‖g + ‖∞ ≤ V b

a (g+) + |(g+)(b)| = V b
a (g+).

(iii) Soit t ∈ ]a, b[ tel que g et g+ sont dérivables en t. Comme BV (S,R) ⊂ R(S,R) il existe
D ⊂ S, D au plus dénombrable, tel que g est continue en tout point de S\D, [10]. En conséquence , si
s ∈ S \D, nous avons g(s) = (g+)(s). S \D est dense dans S, comme le contraire impliquerait qu’un
sous-ensemble au plus dénombrable contiendrait un sous-ensemble ouvert de S ceci est impossible.
Nous pouvons trouver une suite (rq)q∈N telle que t + rq ∈ S \D, et telle que lim

q→+∞
rq = 0. Comme

t+ rq ∈ S \D, nous avons (g+)(t+ rq) = g(t+ rq) pour tout q ∈ N. Comme (g+)′(t) existe, on a

(g+)′(t) = lim
q→+∞

(g+)(t+ rq)− (g+)(t)
rq

= lim
q→+∞

g(t+ rq)− g(t)
rq

= g′(t).

Proposition 1.4.10. Soit g ∈ NBV (S,R) et f ∈ C0(S,R). Nous considérons l’application

P : S −→ R définie par P (t) :=
∫ t

a
dg(s)f(s). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) P ∈ BV (S,R) ∩BC0
d(S,R).

(ii) Pour tout t ∈ ]a, b], P (t−)− P (t) = [g(t)− g(t+)]f(t).
(iii) Si en outre nous supposons que f ∈ C1(S,R), alors pour Lebesgue-presque tout t ∈ S, P et g

sont dérivables en t et nous avons P ′(t) = g′(t)f(t).
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Démonstration. (i) Soit (ti)0≤i≤n ∈ S(S). En utilisant la propostion 1.4.8, nous obtenons, pour tout
i ∈ {0, ..., n}, ∫ ti+1

a
dg(t)f(t)−

∫ ti

a
dg(t)f(t) =

∫ ti+1

ti

dg(t)f(t)− [(g+)(ti)− g(ti)]f(ti).

Alors, en utilisant l’additivité de la variation des fonctions à variation bornée et l’additivité des
mesures, nous avons

n∑
i=0
|P (ti+1)− P (ti)| =

n∑
i=0
|
∫ ti+1

a
dg(t)f(t)−

∫ ti

a
dg(t)f(t)|

=
n∑
i=0
|
∫ ti+1

ti

dg(t)f(t)− [(g+)ti)− g(ti)]f(ti)|

≤
n∑
i=0
|
∫ ti+1

ti

dg(t)f(t)|+
n∑
i=0
|[(g+)(ti)− g(ti)]f(ti)|

≤
n∑
i=0

V
ti+1
ti (g)‖f‖∞ +

n∑
i=0
|(g+)(ti)− g(ti)||f(ti)|

≤ V b
a (g)‖f‖∞ +

n∑
i=0
|µ[g]({ti})|‖f‖∞

= V b
a (g)‖f‖∞ + |µ[g]({ti : i ∈ {0, ..., n}})|‖f‖∞

≤ V b
a (g)‖f‖∞ + |µ[g]|(S)‖f‖∞ < +∞.

Donc nous avons prouvé que P ∈ BV (S,R).
D’après le théorème de Stone-Weierstrass, C1(S,R) est dense dans C0(S,R). Soit (fq)q∈N une

suite de l’espace C1(S,R) tel que lim
q→+∞

‖fq − f‖∞ = 0. Pour tout q ∈ N nous définissons la fonction

Pq : S −→ R en posant Pq(t) :=
∫ t

a
dg(s)fq(s). En utilisant la Proposition 1.4.8 nous avons, pour

tout t ∈ [a, b[,

Pq(t) = (g+)(t)fq(t)− g(a)fq(a)−
∫ t

a
g(s)f ′q(s)ds. (1.4.21)

Comme f ′q ∈ C0(S,R) et g ∈ BV (S,R), f ′q et g sont Riemann-intégrables, et leur produit g · f ′q est
aussi Riemann-intégrables, et en conséquence g ·f ′q est Lebesgue-intégrable sur S, et ainsi nous avons

[t 7→
∫ t

a
g(s)f ′q(s)ds] ∈ AC(S,R) ⊂ C0(S,R). (1.4.22)

En utilisant la proposition 1.4.9, nous savons que g+ ∈ C0
d(S,R), et comme fq est continue, nous

obtenons (g+)fq ∈ C0
d(S,R). Et ainsi Pq ∈ C0

d(S,R) comme une somme de fonction continue à droite
sur S. En nous appuyant sur le début de cette preuve nous savons que Pq ∈ BV (S,R) ⊂ B(S,R), et
donc nous obtenons Pq ∈ BC0

d(S,R) pour tout q ∈ N.
Pour tout t ∈ S, et pour tout q ∈ N, en nous appuyant sur la linéarité de l’intégrale, nous avons

|P (t)− Pq(t)| =
∣∣∣∣∫ t

a
dg(s)(f(s)− fq(s))

∣∣∣∣ ≤ V t
a (g)‖f − fq‖∞,

cela implique ‖P − Pq‖∞ ≤ V b
a (g)‖f − fq‖∞, et conséquemment nous avons lim

q→+∞
‖P − Pq‖∞ = 0.

Comme BC0
d(S,R) est complet pour ‖ · ‖∞, nous obtenons que P ∈ BC0

d(S,R).
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(ii) Nous utilisons les suites (fq)q∈N et (Pq)q∈N comme précédemment. Fixons t ∈ ]a, b]. En
utilisant (1.4.21) en s < t et s→ t−, nous obtenons

Pq(t−) = (g+)(t−)fq(t)− g(a)fq(a)−
∫ t−

a
g(s)f ′q(s)ds.

En utilisant (i) de la Proposition 1.1.4, et (1.4.22) nous obtenons

Pq(t−) = g(t)fq(t)− g(a)fq(a)−
∫ t

a
g(s)f ′q(s)ds,

et donc, en utilisant (1.4.21), nous avons Pq(t−) − Pq(t) = [g(t) − (g+)(t)]fq(t). À ce stade, en
appliquant la convergence uniforme de (fq)q∈N vers f et la convergence uniforme de (Pq)q∈N vers P
nous obtenons le résultat annoncé.

(iii) Comme P, g, g+ ∈ BV (S,R), [36], P , g et g+ sont différentiables λ1-p.p. sur S. Comme
une union de trois sous-ensembles λ1-négligeable est λ1-négligeable, il existe N ⊂ S, tel que N est
λ1-négligeable et tel que P , g, et g+ sont dérivables en chaque point de S \N . Comme f ′ et g sont
Riemann-intégrables, leurs produits g · f ′ est aussi Riemann-intégrables, donc g · f ′ est Lebesgue-
intégrable sur S, et en conséquence, la fonction [t 7→

∫ t

a
g(s)f ′(s)ds] est absolument continue, et en

conséquence, il existe N1 ⊂ S, tel que N1 est λ1-négligeable et tel que d
dt

∫ t

a
g(s)f ′(s)ds = g(t)f ′(t)

pour tout t ∈ S \N1, [36]. En utilisant la proposition 1.4.8, nous avons

P (t) = (g+)(t)f(t)− g(a)f(a)−
∫ t

a
g(s)f ′(s)ds.

Soit N2 := N∪N1. Alors N2 est λ1-négligeable, et en dérivant dans la formule précédente en t ∈ S\N2
utilisant aussi (iv) de la proposition 1.4.9, nous obtenons

P ′(t) = g′(t)f(t) + g(t)f ′(t)− 0− g(t)f ′(t) = g′(t)f(t).
Notons que dans le dernier calcul, (g+)(t) = g(t) comme g est dérivable en t, elle est continue en
t.

Proposition 1.4.11. Soit g ∈ NBV0(S,R). Alors on a :
(i) (g+) ∈ C0

d(S,R)
(ii) (g+) ∈ BV (S,R)
(iii) Si g et (g+) sont dérivables en x ∈ ]a, b[, alors (g+)′(x) = g′(x).

Démonstration. (i) découle de la proposition 1.1.1.
(ii) Soit a = x0 < x1 < · · · < xn+1 = b une subdivision de S. Alors :

n∑
i=0
|(g+)(xi)− (g+)(xi+1)| =

n∑
i=0
|(g+)(xi)− g(xi) + g(xi)− (g+)(xi+1)

+g(xi+1)− g(xi+1)|

=
n∑
i=0
|[g(xi)− g(xi+1)] + [(g+)(xi)− g(xi)]

−[(g+)(xi+1)− g(xi+1)]|

≤
n∑
i=0
|g(xi)− g(xi+1)|+

n∑
i=0
|(g+)(xi)− g(xi)|

+
n+1∑
i=1
|(g+)(xi)− g(xi)|
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n∑
i=0
|(g+)(xi)− (g+)(xi+1)| ≤ V b

a (g) +
n∑
i=0
|µ[g]({xi})|+

n+1∑
i=1
|µ[g]({xi})|

≤ V b
a (g) +

n∑
i=0
|µ[g]|({xi}) +

n+1∑
i=1
|µ[g]|({xi})

car |µ[g]| est positive.
≤ V b

a (g) + |µ[g]|(S) + |µ[g]|(S) < +∞
car |µ[g]| est une mesure positive finie.

(iii) Puisque g est dérivable en x, g est continue en x.
Puisque BV (S,R) ⊂ R(S,R), il existe D ⊂ S, D au plus dénombrable tel que, ∀y ∈ (S \D)N,
g est continue en y, cf. [10].
Soit (rn)n tel que (x+ rn)n ∈ (S \D)N et tel que lim

n→+∞
rn = 0. Alors, par la caractérisation

séquentielle des limites dans les espaces métriques, on a :

(g+)(x) = lim
n→+∞

1
rn

((g+)(x+ rn)− (g+)(x))

= lim
n→+∞

1
rn

(g(x+ rn)− g(x))
= g′(x).

Proposition 1.4.12. Soit g ∈ NBV (S,R), f ∈ C0(S,R) et c ∈ ]a, b[. Soit la fonction Q :
[a, c] −→ R définie par Q(t) :=

∫ c

t
dg(s)f(s).

Alors nous avons Q ∈ BC0
g ([a, c],R).

Démonstration. Nous fixons t ∈ [a, c]. En nous appuyant sur le théorème de Stone-Weierstrass, nous
savons qu’il existe une suite (fq)q∈N in C1([a, c],R) tel que lim

q→+∞
‖fq − f‖∞ = 0. Pour tout q ∈ N,

nous définissons Qq : [a, c] −→ R en posant Qq(t) :=
∫ c

t
dg(s)fq(s). En utilisant la proposition 1.4.8,

nous avons
Qq(t) =

∫ c

t
dg(s)fq(s) = g(c+)fq(c)− g(t)fq(t)−

∫ c

t
g(s)f ′q(s)ds.

Comme fq est continue et g est continue à gauche, le produit g · fq est continue à gauche. Comme g
et f ′q sont Riemann-intégrables, le produit g ·f ′q est Riemann-intégrable, et aussi Lebesgue intégrable,

et ainsi la fonction [t 7→
∫ c

t
g(s)f ′q(s)ds] est absolument continue et aussi continue, et alors Qq est

la somme de deux fonctions continues à gauche et d’une constante, et ainsi nous avons prouvé que
Qq ∈ C0

g ([a, c],R).
Comme lim

q→+∞
‖fq‖∞ = ‖f‖∞, la suite réelle (‖fq‖∞)q∈N est bornée dans R. Pour tout t ∈ [a, c],

nous avons
|Qq(t)| =

∣∣∣∣∫ c

t
dg(s)f(s)

∣∣∣∣ ≤ V c
t (g)‖fq‖∞ ≤ V c

a (g) sup
q∈N
‖fq‖∞ < +∞.

Nous avons aussi Qq ∈ BC0
g ([a, c],R). Pour tout q ∈ N, pour tout t ∈ [a, c], nous avons

|Qq(t)−Q(t)| =
∣∣∣∣∫ c

t
dg(s)(fq(s)− f(s))

∣∣∣∣ ≤ V c
a (g)‖fq − f‖∞,
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ceci entraîne lim
q→+∞

‖Qq − Q‖∞ = 0. Comme BC0
g ([a, c],R) est complet nous obtenons que Q ∈

BC0
g ([a, c],R).
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Chapitre 2

Équations différentielles fonctionnelles
générales

Dans ce chapitre, après avoir précisé les notations et les définitions dans les chapitres précédents,
nous présentons les conditions d’existence et d’unicité locales de solutions des problèmes de Cauchy.

2.1 Existence et unicité de solutions locales des problèmes de Cau-
chy

2.1.1 L’énoncé du théorème

On s’intérèsse au problème de Cauchy :

x′(t) = f(t, xt)
xσ = φ,

}
(2.1.1)

sur lequel nous considérons les ensembles :

Iα = [0, α]
Bβ = {ψ ∈ C : ||ψ||C ≤ β}

A(α, β) = {y ∈ C0([−r, α];Rn) : y0 = 0, yt ∈ Bβ, t ∈ Iα}

 (2.1.2)

où yt est l’application définie sur [−r, 0] à valeurs dans Rn telle que yt(θ) = y(t+θ), θ ∈ [−r, 0], quand t ∈
[0, α], et les hypothèses suivantes :

— (σ, φ) ∈ R× C
— f ∈ C0([σ, T ]× C,Rn).

On cherche une solution x ∈ C0([σ − r, σ + r];Rn) et de classe C1 sur [σ, r] de (2.1.1).
L’énoncé suivant figure dans les livres de Hale ([28], page 41) et de Hale et Verduyn Lunel ([29],

page 43).

Théorème 2.1.1 (Existence). Supposons que :
— Ω est un sous-ensemble ouvert de R× C
— f ∈ C0(Ω;Rn).

Si (σ, φ) ∈ Ω alors il existe au moins une solution de (2.1.1) passant par (σ, φ). Plus généralement,
si W est compact et f0 ∈ C0(Ω,Rn),
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— il existe un voisinage V ⊆ Ω de W tel que f0 ∈ C0
b (V ;Rn),

— il existe un voisinage U ⊆ C0
b (V ;Rn) de f0 et α > 0 tel que ∀(σ, φ) ∈ W, f ∈ U il existe

une solution x(σ, φ, f) de (2.1.1) passant par (σ, φ) définie sur [σ − r, σ + α].

2.1.2 La démonstration du théorème 2.1.1.

Nous proposons ici une démonstration qui a des différences avec celles données dans les ouvrages
pré-cités de Hale et Verduyn Lunel. La première différence est l’utilisation du lemme de Heine-
Schwartz.

La seconde différence est de modifier l’ensemble fonctionnel compact qui intervient dans l’utili-
sation du théorème de point fixe de Schauder. Nous commençons par les résultats suivants :

Lemme 2.1.1. Trouver une solution de (1.1.1) est équivalent à trouver α > 0 et une fonction
y ∈ C0([−r, α],Rn) qui résout le problème :

y0 = 0

y(t) =
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds, si t ≥ 0,

 (2.1.3)

pour 0 ≤ t ≤ α.

Démonstration. Pour (σ, φ) ∈ R× C, soit φ̃ ∈ C0([σ − r, T ];Rn) définie par :

φ̃σ = φ

φ̃(t+ σ) = φ(0) si t ≥ 0.

}
(2.1.4)

Supposons que x : [σ − r, σ + a] −→ Rn soit une solution de l’équation (1.1.1) passant par
(σ, φ) ∈ R× C. On définit la fonction y en posant :

y(t) = x(t+ σ)− φ̃(t+ σ) si − r ≤ t ≤ a. (2.1.5)

Alors le lemme 1.1.2 entraîne que y vérifie :

y0 = 0

y(t) =
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds, si t ≥ 0.

 (2.1.6)

En effet, puisque x est solution de (1.1.1), on a :

x(t) = φ(0) +
∫ t

σ
f(s, xs)ds, si σ ≤ t ≤ σ + a

xσ = φ

 (2.1.7)

donc
x(t+ σ) = φ(0) +

∫ t+σ

σ
f(s, xs)ds si 0 ≤ t ≤ a.

Posons u := s− σ, alors par un changement de variable on a :

CHAPITRE 2. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES FONCTIONNELLES GÉNÉRALES 46



Contrôl optimal et calcul des variations en présence de retard sur l’état.

∀t ∈ [0, a], x(t+ σ) = φ(0) +
∫ t

0
f(u+ σ, xu+σ)du

∀t ∈ [0, a], x(t+ σ)− φ(0) =
∫ t

0
f(u+ σ, xu+σ)du

∀t ∈ [0, a], y(t) =
∫ t

0
f(u+ σ, xu+σ)du.

D’après (2.1.5) ; on a y(t) = x(t+ σ)− φ̃(t+ σ) alors pour w ∈ [0, a], θ ∈ [−r, 0], on a
y(w + θ) = x(w + θ + σ)− φ̃(w + θ + σ)⇒ yw(θ) = xw+σ(θ)− φ̃w+σ(θ)⇒ xw+σ = yw + φ̃w+σ.

Quand w = 0 on a :
y0 = xσ − φ̃σ = φ− φ = 0. (2.1.8)

D’où (2.1.3).
De même si y est une solution de (2.1.3), alors on a x solution de (1.1.1) par la transformation

précédente : en effet pour x(t+ σ) = φ̃(t+ σ) + y(t) si −r ≤ t ≤ a, en posant t = w + θ avec 0 ≤
w ≤ a, on a xw+σ(θ) = φ̃w+σ(θ) + yw(θ) si − r ≤ θ ≤ 0, y0(θ) = xσ(θ)− φ̃σ(θ), or y0 = 0 donc

xσ(θ) = φ̃σ(θ), −r ≤ θ ≤ 0
xσ = φ.

}
(2.1.9)

Et ainsi xσ = φ̃σ = φ.

On a :

x(t+ σ)− φ̃(t+ σ) =
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds si 0 ≤ t ≤ a

x(t+ σ) = φ̃(t+ σ) +
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds

x(t+ σ) = φ(0) +
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds.

Posons u := s+ σ et effectuons le changement de variable, alors on a :

x(t+ σ) = φ(0) +
∫ t+σ

σ
f(s, xs)ds

d’où, avec τ := t+ σ :
x(τ) = φ(0) +

∫ τ

σ
f(s, xs)ds
xσ = φ.

 (2.1.10)

D’où le lemme.

Rappelons le lemme de Heine-Schwartz [51].

Lemme 2.1.2 (Heine-Schwartz). Soit X et Y deux espaces métriques, f : X −→ Y une fonction
continue et K un compact de X, alors :

∀ε > 0 ∃δε > 0, ∀x ∈ K, ∀z ∈ X, d(x, z) < δε ⇒ d(f(x), f(z)) < ε.
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Démonstration. Supposons la conclusion fausse :
∃ε > 0, ∀δ > 0, ∃xδ ∈ K, ∃zδ ∈ X, d(xδ, zδ) ≤ δε et d(f(xδ), f(zδ)) > ε.
Pour tout n ∈ N∗, prenons δ = 1

n et posons un = x 1
n
et vn = z 1

n
. Puisque K est compact, il existe

σ : N∗ −→ N∗ strictement croissante, et il existe u ∈ K tel que limn→+∞ uσ(n) = u.
On a, ∀n ∈ N∗, d(uσ(n), vσ(n)) ≤ 1

σ(n) , et puisque limn→+∞ σ(n) = +∞ on en déduit que lim vσ(n) = u.
Or, ∀n ∈ N∗, d(f(uσ(n)), f(vσ(n))) ≥ ε. Or f étant continue, lim f(uσ(n)) = f(u) et lim f(vσ(n)) = f(u)
donc

0 = d(f(u), f(u)) ≥ ε : c’est la contradiction.

Remarque 2.1.1. Nous appelons le lemme précédent "lemme de Heine-Schwartz" car sa dé-
monstration est très proche du théorème de Heine ("Toute fonction continue sur un espace métrique
compact est uniformément continue") et la plus ancienne référence que nous connaissons qui contient
le lemme 2.1.2 est le cours de l’X de Laurent Schwartz [51] à la page 355. Ce résultat n’a rien d’ano-
din, il permet de travailler sur des espaces normés de dimension infinie où les bornés ne sont pas
relativement compacts. En dimension finie, pour démontrer ce lemme, il suffirait d’utiliser le fait que
pour tout compact, il existe un ouvert qui contient ce compact et qui est d’adhérence compacte (cf. J.
Dieudonné [23]), et puisque une fonction continue sur cette adhérence compacte est uniformément
continue, on obtient le résultat. Ce raisonnement ne fonctionne plus en dimension infinie car une
boule ne peut plus être d’adhérence compacte d’après un théorème de Riesz (cf.[23]). Ce lemme s’est
avéré très utile dans l’étude des opérateurs de superposition, par exemple dans [13] et [14].

Lemme 2.1.3. Supposons que :
— Ω ⊆ R× C est ouvert
— W ⊆ Ω est compact
— f ∈ C0(Ω,Rn).

Nous rappelons que A(α, β) = {y ∈ C0([−r, α];Rn) : y0 = 0, yt ∈ Bβ, t ∈ Iα}. Alors :
(i) Il existe un voisinage V ⊆ Ω de W tel que f ∈ C0

b (V,Rn).
(ii) Il existe un voisinage U ⊆ BC0(V,Rn) de f et des constantes strictement positives M,α, β

tels que
∀(σ, φ) ∈ V, ∀f ∈ V, ‖f(σ, φ)‖ < M. (2.1.11)

(iii) De plus ∀t ∈ Iα,∀y ∈ A(α, β), ∀(σ, φ) ∈W on a

(σ + t, yt + φ̃σ+t) ∈ V.

Démonstration. (i) Puisque f est continue sur le compact W on a :

∃M ∈ ]0; +∞[ tel que ∀(σ, φ) ∈W, ‖f(σ, φ)‖ ≤M.

D’après le lemme 2.1.2 on a :

∀ε > 0,∃δε > 0,∀(σ, φ) ∈W, ∀(σ1, φ1) ∈ R× C,

d((σ, φ), (σ1, φ1)) < δε ⇒ ‖f(σ, φ)− f(σ1, φ1)‖ < ε

et donc
‖f(σ1, φ1)‖ < ‖f(σ, φ)‖+ ε.
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Nous fixons ε ∈ ]0,+∞[ et nous posons
V := {(σ1, φ1) ∈ R× C : d((σ1, φ1),W ) < δε}. Alors, par ce qui précède, on a :

∀(σ1, φ1) ∈ V, ‖f(σ1, φ1)‖ ≤ sup
(σ,φ)∈W

‖f(σ, φ)‖+ ε.

Donc f est bien continue et bornée sur V ; ce qui prouve l’assertion (i).
(ii) Introduisons :

U := {g ∈ C0
b (V,Rn) : ‖g − f‖C < rε}.

et
ξ := sup

(σ,φ)∈W
‖f(σ, φ)‖+ ε.

C’est la boule ouverte de centre f et de rayon r dans l’espace de Banach (C0
b (V,Rn), ‖ · ‖C).

Alors pour tout (σ1, φ1) ∈ V , on a :

‖g(σ1, φ1)‖ = ‖g(σ1, φ1)− f(σ1, φ1) + f(σ1, φ1)‖
‖g(σ1, φ1)‖ ≤ ‖g(σ1, φ1)− f(σ1, φ1)‖+ ‖f(σ1, φ1)‖
‖g(σ1, φ1)‖ ≤ r + ξ.

Donc, ∀g ∈ U, sup(σ,φ)∈W ‖g(σ, φ)‖ ≤ r + ξ. Et ainsi l’assertion (ii) est prouvée.

(iii) Soit (σ, φ) ∈W . Pour t ∈ Iα, yt ∈ Bβ, α = β = δε, comme

d((σ + t, yt + φ̃σ+t), (σ, φ)) = max{|t|; ‖φ̃σ+t + yt − φ‖}

on a alors |t| < δε et ‖φ̃σ+t + yt − φ‖ < δε et donc (σ + t, yt + φ̃σ+t) ∈ V.

Lemme 2.1.4. Supposons que :
— Ω ⊆ R× C est ouvert
— W ⊆ Ω est compact
— f ∈ C0(Ω,Rn)
— les voisinages U et V et les constantes M , α et β sont ceux du lemme 2.1.3.

Si l’opérateur T : W × U ×A(α, β) −→ C0([−r, α],Rn) est défini par

T (σ, φ, f, y)(t) = 0 si t ∈ [−r, 0]

T (σ, φ, f, y)(t) =
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds si t ∈ Iα

 (2.1.12)

alors T est continu et il existe un compact K de C0([−r, α];Rn) tel que

T (W × U ×A(α, β)) ⊆ K,

où A(α, β) est défini par (2.1.2).
De plus si Mα ≤ β alors :

T (W × U ×A(α, β)) ⊆ A(α, β).
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Démonstration. Commençons par prouver que :
T est à valeurs dans C0([−r, α];Rn).
En effet l’application [s 7→ (σ+s, φ̃σ+s+ys)] est continue sur [−r, α] et l’application f : Ω −→ Rn est

continue sur Ω, ainsi [s 7→ f(σ+ s, φ̃σ+s + ys)] est continue sur [−r, α] d’où [t 7→
∫ t

0
f(σ+ s, φ̃σ+s)ds]

est continue sur [−r, α].
De plus la relation (2.1.11) implique que

‖T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)‖ ≤M |t− τ |,

d’où
∀t, τ ∈ Iα, ‖T (σ, φ, f, y)(t)‖ ≤Mα. (2.1.13)

En effet :

‖T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)‖ = ‖
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds

−
∫ τ

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds‖

⇒ ‖T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)‖ = ‖
∫ t

τ
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds‖

⇒ ‖T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)‖ ≤ |
∫ t

τ
Mds|

⇒ ‖T (σ, φ, f, y)(t)− T (σ, φ, f, y)(τ)‖ ≤ M(t− τ)

(2.1.14)

et

‖T (σ, φ, f, y)(t)‖ = ‖
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds‖

⇒ ‖T (σ, φ, f, y)(t)‖ ≤ Mt (∀t ∈ Iα)
⇒ ‖T (σ, φ, f, y)(t)‖ ≤ Mα.

Ainsi (2.1.13) est prouvée.
Posons

K := {g ∈ C0([−r, α];Rn) : ∀t, τ ∈ Iα, ‖g(t)− g(τ)‖ ≤M |t− τ |,
‖g(t)‖ ≤Mα, g0 = 0}.

Ainsi (2.1.13) se traduit par :

∀(σ, φ, f, y) ∈W × U ×A(α, β), T (σ, φ, f, y) ∈ K.

Nous allons montrer que K est compact .
La convergence uniforme entraînant la convergence simple sur [−r, α], on vérifie que K est fermé

dans C0([−r, α];Rn) pour || · ||C .
En effet, soit (gn)n une suite convergente, de limite g, d’éléments de K, montrons que g ∈ K. Soit
t, τ ∈ Iα, on a d’une part

‖g(t)− g(τ)‖ = ‖g(t)− gn(t) + gn(t)− gn(τ) + gn(τ)− g(τ)‖
‖g(t)− g(τ)‖ ≤ ‖g(t)− gn(t)‖+ ‖gn(t)− gn(τ)‖+ ‖gn(τ)− g(τ)‖.

Comme ∀ε > 0, ∀n ≥ N0, ‖gn(t)− g(t)‖ < ε
2 ,

on a ∀ε > 0,∀n ≥ N0, ‖g(t)− g(τ)‖ < ε+ ‖gn − gτ‖
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⇒ ∀n ≥ N0, ‖g(t)− g(τ)‖ ≤ ‖gn(t)− gn(τ)‖. Puisque ∀n ∈ N, gn ∈ K, on a ‖g(t)− g(τ)‖ ≤M |t− τ |
d’autre part, on a aussi :

∀n ∈ N, ‖g(t)‖ = ‖g(t)− gn(t) + gn(t)‖
‖g(t)‖ ≤ ‖g(t)− gn(t)‖+ ‖gn(t)‖

∀ε > 0, ‖g(t)‖ < ε+ ‖gn(t)‖

et puisque, ∀n ∈ N, gn ∈ K, alors ‖gn(t)‖ ≤Mα d’où ‖g(t)‖ ≤Mα et on a bien g ∈ K.
Ainsi pour prouver que K est compact, il suffit de prouver que K est relativement compact. Pour cela
d’après la version du théorème d’Ascoli-Arzèla donnée dans ( [17], page 25), il suffit de prouver que
K est uniformément équicontinu, puisque dim Rn < +∞ et les fonctions de K sont à valeurs dans un
borné. En effet pour tout ε > 0, en posant δε := ε

M , on a : ∀t, τ ∈ [−r, α],
|t − τ | ≤ δε =⇒ ∀g ∈ K, ‖g(t) − g(τ)‖ ≤ Mδε = ε ; ainsi K est bien uniformément équicontinu donc
compact.
On a vu ci-dessus que T (σ, φ, f, y) ∈ K dès que (σ, φ, f, y) ∈W × U ×A(α, β) ; d’où

T (W × U ×A(α, β)) ⊆ K. (2.1.15)

On doit maintenant montrer que T est continu.
Soit (σk, φk, fk, yk)k une suite à valeurs dans W × U ×A(α, β) qui converge vers (σ, φ, f, y) ∈ W ×
U ×A(α, β). Il s’agit de démontrer que

lim
k→+∞

T (σk, φk, fk, yk) = T (σ, φ, f, y).

Dans un premier temps, montrons que lim
k→+∞

fk(σk + s, φ̃kσk+s + yks ) = f(σ + s, φ̃σ+s + ys).
Soit s ∈ Iα ; on a :

‖fk(σk + s, φ̃kσk+s + yks )− f(σ + s, φ̃σ+s + ys)‖ ≤
‖fk(σk + s, φ̃kσk+s + yks )− f(σk + s, φ̃kσk+s + yks )‖

+ ‖f(σk + s, φ̃kσk+s + yks )− f(σ + s, φ̃σ+s + ys)‖,

et comme lim
k→+∞

‖fk − f‖C = 0, on a, ∀s ∈ Iα,

lim
k→+∞

‖fk(σk + s, φ̃kσk+s + yks )− f(σk + s, φ̃kσk+s + yks )‖ = 0. (2.1.16)

De plus on a,
∀s ∈ Iα, lim

k→+∞
fk(σk + s, φ̃kσk+s + yks ) = f(σk + s, φ̃kσk+s + yks ),

et la continuité de f nous permet d’obtenir que : ∀s ∈ Iα,

lim
k→+∞

f(σk + s, φ̃kσk+s + yks ) = f(σ + s, φ̃σ+s + ys). (2.1.17)

Finalement, avec (2.1.16) et (2.1.17), ∀s ∈ Iα, on a :

lim
k→+∞

fk(σk + s, φ̃kσk+s + yks ) = f(σ + s, φ̃σ+s + ys)

On a aussi vu précédemment que ∀(σ, φ) ∈ V et ∀f ∈ V on a : ‖f(σ, φ)‖ ≤ M , ainsi puisque
∀k ∈ N, fk ∈W, on a : ∀(σ, φ) ∈ V, ‖fk(σ, φ)‖ ≤M .
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Comme ∀t ∈ Iα, ∀k ∈ N, (σk + t, φ̃k
σk+t + ykt ) ∈ V , on a ‖f(σk + t, φ̃k

σk+t + ykt )‖ ≤ M . Puisque les
constantes sont Lebesgue-intégrables sur [σ, T ], on a, d’après le théorème de convergence dominée de
Lebesgue :

∀t ∈ Iα, lim
k→+∞

T (σk, φk, fk, yk)(t) = lim
k→+∞

∫ t

0
fη(k)(ση(k) + s, φ̃η(k) + s, yη(k)

s )ds

=
∫ t

0
lim

k→+∞
fη(k)(ση(k) + s, φ̃η(k) + s, yη(k)

s )ds

=
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)

= T (σ, φ, f, y)(t).

Ceci permet de conclure que T est continu.

Maintenant, nous pouvons démontrer le théorème.

Démonstration. Supposons que W = {(σ, φ)}, W est compact, d’après le lemme 1.1.1 et en consi-
dérant Ω ⊆ R × C et f ∈ C0(Ω,Rn), il existe un voisinage de W tel que f ∈ C0

b (V,Rn) et il existe
U ⊆ C0

b (V,Rn) un voisinage de f et M,α, β positifs tels que

∀(σ, φ) ∈ V et ∀f ∈ U, |f(σ, φ)| < M.

Si T : W × U ×A(α, β) −→ C0([−r, α];Rn) est défini par :

T (σ, φ, f, y)(t) = 0 si t ∈ [−r, 0]

T (σ, φ, f, y)(t) =
∫ t

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds si t ∈ Iα

 ,
σ, φ, f étant donnés, on peut considérer T (σ, φ, f, ·) = F et avec Mα ≤ β

F : A(α, β) −→ A(α, β).
Vérifions que F est continu et A(α, β) est fermé, borné et convexe dans C0([−r, α];Rn).
En effet, soit t ∈ [0, 1] et u, v ∈ A(α, β), alors

|tu+ (1− t)v| ≤ t|u|+ (1− t)|v| et ||u||C ≤ β et ||v||C ≤ β ⇒
‖tu+ (1− t)v‖ ≤ tβ + (1− t)β ⇒
‖tu+ (1− t)v‖ ≤ β d’où tu+ (1− t)v ∈ A(α, β).

De plus, pour tout sous-ensemble borné B de A(α, β), F (B) est uniformément équicontinue.
En effet :
soit ε > 0, |t1 − t2| < α⇒

‖Fy(t1)− Fy(t2)‖ = ‖
∫ t1

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds−

∫ t2

0
f(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds‖

‖Fy(t1)− Fy(t2)‖ = ‖
∫ t2

t1
f(σ + s, φ̃σ+s+ys)ds‖

‖Fy(t1)− Fy(t2)‖ ≤
∫ t2

t1
‖f(σ + s, φ̃σ+s+ys)‖ds

‖Fy(t1)− Fy(t2)‖ ≤ M |t1 − t2| ainsi Ty ∈ T (B).
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Posons ε = Mα ; on a alors

‖Fy(t1)− Fy(t2)‖ < ε, Fy ∈ T (B),

donc F (B) est bien uniformément équicontinue et donc par le théorème d’Ascoli ([51]) F (B) est
relativement compacte dans A(α, β).
Comme T (B) est fermée alors T (B) est compacte dans A(α, β), on peut ainsi utiliser le théorème du
point fixe de Schauder (cf. sous-section 1.3.1) et donc il existe y tel que Ty = y.
Ainsi on a :

y(t) =
∫ t

0
f0(σ + s, φ̃σ+s + ys)ds si t ≥ 0

y0 = 0.



Théorème 2.1.2 (Unicité). Supposons que :
— f : Ω −→ Rn
— f est continue
— f(t, φ) est lipschitzienne en φ sur chaque compact de Ω.

Si (σ, φ) ∈ Ω alors il existe une solution unique x : [σ − r, σ + a] −→ Rn de l’équation passant par
(σ, φ) tel que si y : [σ − r, σ + a1] −→ Rn, avec a1 < a, est une solution de l’équation passant par
(σ, φ) alors y = x|[σ−r,σ+a1].
Démonstration. Soit

x : [σ − r, σ + α] −→ Rn

une solution de l’équation passant par φ. Soit

0 < a1 < α et y : [σ − r, σ + a1] −→ Rn

une solution de l’équation passant par (σ, φ). Posons x̃ = x|[σ−r,σ+a1] et supposons x̃ 6= y, alors

x̃(t)− y(t) =
∫ t

σ
[f(s, x̃s)− f(s, ys)]ds pour σ ≤ t ≤ σ + a1

x̃σ − yσ = 0.

Soit k la constante de Lipstchitz de f pour un compact contenant {(t, xt), (t, yt) : t ∈ [σ, σ + α]}.
Prenons ᾱ suffisamment petit tel que kᾱ < 1, alors pour t ∈ [σ, σ + a1],

‖x̃(t)− y(t)‖ = ‖
∫ t

σ
[f(s, x̃s)− f(s, ys)]ds‖

‖x̃(t)− y(t)‖ ≤
∫ t

σ
‖f(s, x̃s)− f(s, ys)‖ds

≤ k

∫ t

σ
‖x̃s − ys‖Cds

≤ k

∫ t

σ
sup

σ≤s≤σ+a1
‖x̃s − ys‖Cds

≤ k sup
σ≤s≤σ+a1

‖x̃s − ys‖C
∫ t

σ
1ds

≤ kᾱ sup
σ≤s≤σ+a1

‖x̃s − ys‖C , ( si σ ≤ t ≤ ᾱ)
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Or on a xs : [−r, 0] −→ Rn, [u 7→ x(s+ u)], et
∀t ∈ [σ, σ + a1], ‖x̃(t)− y(t)‖ ≤ kᾱ sup

σ≤s≤t
‖x̃(s+ ·)− y(s+ ·)‖C ,

∀t ∈ [σ, σ + a1], ‖x̃(t)− y(t)‖ ≤ kᾱ sup
σ≤s≤σ+a1

‖x̃(s+ ·)− y(s+ ·)‖C .

Comme kᾱ < 1, on a si t ∈ [σ, σ +A1] :

‖x̃(t)− y(t)‖ < sup
σ≤s≤σ+a1

‖x̃(s+ .)− y(s+ .)‖C

‖x̃(t)− y(t)‖ < sup
σ≤s≤σ+a1

sup
−r≤θ≤0

‖x̃(s+ θ)− y(s+ θ)‖,

‖x̃(t)− y(t)‖ < sup
σ−r≤z≤σ+a1

‖x̃(z)− y(z)‖,

sup
σ≤t≤σ+a1

‖x̃(t)− y(t)‖ < sup
σ−r≤z≤σ+a1

‖x̃(z)− y(z)‖.

Par hypothèse on a x̃σ = φ = yσ, or x̃σ : [−r, 0] −→ Rn est définie par x̃σ(θ) = x̃(σ + θ) pour − r ≤
θ ≤ 0. Ainsi on a x̃(z) = y(z) pour z ∈ [σ − r, σ] ; d’où

sup
σ−r≤t≤σ+a1

‖x̃(t)− y(t)‖ < sup
σ−r≤z≤σ+a1

‖x̃(z)− y(z)‖.

Ce qui est impossible donc en fait x|[σ−r,σ+a1] = y pour a1 < α , d’où l’unicité.

2.2 Solutions non prolongeables
La section précédente traite des solutions locales des problèmes de Cauchy. Ici on s’intéresse aux

solutions globales. Elle contient les énoncés de Hale ([28], page 43) et Hale et Verduyn ([29], page
45) dont nous explicitons les démonstrations.

Supposons l’application f de l’équation (1.1.1) continue. Si x est une solution de l’équation (1.1.1)
sur un intervalle [σ, a], où a > σ, on dit que x̃ est un prolongement de x s’il existe b > a tel que x̃,
définie sur [σ − r, b[, coïncide avec x sur [σ − r, a[ et x satisfait l’équation (1.1.1) sur [σ, b[.

Une solution x est dite non prolongeable si un tel prolongement n’existe pas ; ainsi, l’intervalle
[σ, a[ est l’intervalle maximal d’existence de la solution x. L’existence de solutions non prolongeables
est prouvée avec le lemme de Zorn.

Théorème 2.2.1. Supposons que :
— Ω ⊆ R× C un sous-ensemble ouvert
— f ∈ C0(Ω,Rn).

Si x est une solution non prolongeable de l’équation (1.1.1) sur [σ, b[ alors pour tout compact W ⊆ Ω,
il existe un tW ∈ [σ, b[ tel que (t, xt) /∈W pour tW ≤ t < b.

Démonstration. Si b = +∞, le graphe de la solution sort de tout compact donc il nous reste à traiter
le cas où b est fini.
Cas r = 0, il s’agit d’une équation différentielle ordinaire .
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SoitW un compact de Ω, alors il existe U ⊆ C0
b (V,Rn) un voisinage de f et α > 0 tel que ∀(σ, y) ∈W

et f ∈ U , il existe une solution x = x(σ, y, f) de (2.1.1) passant par (σ, y) qui existe sur [σ, σ + α].
Maintenant supposons que l’assertion du théorème soit fausse, c.-à-d. : il existe un compact W ⊆ Ω
tel que ∀ tW ∈ [σ, b[,∃ t ∈ [tW , b[ tel que (t, x(t)) ∈W .
Posons M := sup

(s,y)∈W
||f(s, y)||, M est fini car f est continue et W est compact. Ceci entraîne que

[s 7→ x(s)] est lipschitzienne, donc uniformément continue sur [σ, b[. En effet pour t, τ ∈ [σ, b[ on a :

‖x(t)− x(τ)‖ = ‖
∫ t

τ
f(s, x(s))ds‖

≤ M |t− τ |.

Soit (tn)n une suite d’éléments de [σ, b[ qui converge vers b. Ainsi

∀ε > 0, ∃N0 ∈ N,∀p, q ≥ N0, |tp − tq| < ε,

d’où
∀p, q ≥ N0, ‖x(tp)− x(tq)‖ < Mε,

qui entraîne que (xn)n est une suite de Cauchy, donc convergente dans Rn ; soit ` sa limite. Ainsi
nous pouvons prolonger x par continuité en b, en posant x(b) = ` et (b, x(b)) ∈ W . Comme x′(t) =
f(t, x(t)), on a x de classe C1 sur [σ, b]. En considérant le problème de Cauchy :

x′(t) = f(t, x(t))
x(b) = `,

}
le théorème de Cauchy-Lispchitz ([19]) d’existence et d’unicité locales, implique qu’il existe une
solution locale y : [b− α, b+ α] −→ Rn.
On obtient ainsi un prolongement x̂ de x sur [σ, b+ α] en posant :

x̂(t) = x(t), pour t ∈ [σ, b[
x̂(t) = y(t), pour t ∈ [b, b+ α].

}
Et donc x ne serait plus solution non prolongeable et cela contredit l’hypothèse.

Cas r > 0. Si l’assertion du théorème est fausse, Il existe un compact W ⊆ Ω tel que ∀ tW ∈
[σ, b[, ∃ t ∈ [tW , b[ tel que (t, xt) ∈ W.
Posons M := sup

(s,φ)∈W
||f(s, φ)||, M est fini car f est continue et W est compact. Ceci entraîne que

[s 7→ x(s)] est lipschitzienne car sa dérivée est bornée, donc uniformément continue sur [σ, b[. Comme
précédemment, il existe ψ : [−r, 0] −→ Rn tel que lim

t→b−
xt = ψ ; en effet soit (tk)k une suite d’éléments

de [σ, b[ convergeant vers b.
∀ θ ∈ [−r, 0] on a xt(θ) = x(t+ θ) on a

lim
k→+∞

xtk(θ) = limk→+∞ x(tk + θ)
= x(b+ θ)
= ψ(θ).

 (2.2.1)

Ainsi nous pouvons prolonger x par continuité en b, en posant xb = ψ et (b, xb) ∈ W. Comme
x′(t) = f(t, xt), on a x de classe C1 sur [σ − r, b]. En considérant le problème de Cauchy :

x′(t) = f(t, xt)
xb = ψ,

}
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le théorème d’existence locale, (théorème 2.1.1), implique qu’il existe une solution locale y : [b−α, b+
α] −→ Rn. On obtient ainsi un prolongement x̂ de x sur [σ − r, b+ α] en posant :

x̂(t) = x(t), pour t ∈ [σ, b[
x̂(t) = y(t), pour t ∈ [b, b+ α].

}

Et donc x n’est plus une solution non prolongeable et cela contredit l’hypothèse.

Introduisons l’ensemble :

L∞L1(I × J,E) = {u ∈ L0(I × J,E) : [t 7→ u(t, ·)] ∈ L∞(I, L1(J,E))}

Théorème 2.2.2. Supposons que :
— Ω ⊆ R× C un ouvert
— f : Ω −→ Rn est complètement continue
— x est une solution non prolongeable de l’équation (1.1.1) sur [σ − r, b[.

Alors pour tout sous-ensemble fermé et borné U de R × C, U ⊆ Ω, il existe tu tel que (t, xt) /∈
U, pour tout t ∈ [tu, b[.

Démonstration. Si b = +∞ alors le graphe de la solution sort de tout compact donc la solution n’est
pas bornée donc il ne peut rester dans un compact.
Si b < +∞, nous considérons deux cas : r = 0 et r > 0.
cas r = 0 (alors C = Rn), cela nous ramène à une équation différentielle ordinaire. De plus U est un
fermé borné de R× Rn, il est donc compact. On se retrouve donc dans le cas du théorème 2.2.1 .
cas r > 0 supposons la conclusion du théorème fausse, c.-à-d. ∃ U fermé, borné de R × C, U ⊆ Ω,
∀ T < b, ∃ tT ∈ [T, b[ tel que (tT , xtT ) ∈ U . En posant T := b− 1

k ,∀ k ∈ N∗, on a (tk, xtk) ∈ U .
U étant borné, ∃M ∈]0; +∞[ tel que (∀(t, φ) ∈ L∞L1(I × J,E), |t|+ ‖φ‖∞ < M), ainsi
∀ k ∈ N∗, ‖xtk‖∞ ≤M c.-à-d. sup

θ∈[−r,0]
‖x(tk + θ)‖ ≤M .

D’une part, comme lim
k→+∞

tk = b−, on a : ∃ K,∀ k ≥ K, |tk − b| <
r

2 ⇒ (∀k ≥ K, |tk − tk+1| < r)
⇒ (∀k ≥ K, tk ∈ [tk+1 − r, tk+1]) ⇒ (∀t ∈ [tK , b[, ||x(t)|| ≤M).
D’autre part, puisque x est continue sur [σ−r, tK ] qui est compact, x est bornée sur cet intervalle, et
finalement x est bornée sur [σ−r, b[. f étant complètement continue sur l’ensemble borné {(t, xt), t ∈
[σ, b[}, son image est relativement compacte. L’ équation intégrale pour les solutions de (1.1.1)
entraîne

‖x(t+ τ)− x(t)‖ = ‖
∫ t+τ

t
f(s, xs)ds‖ ≤Mτ pour t, t+ τ < b.

x est uniformément continue sur [σ − r, b[, donc prolongeable en b. En définitive {(t, xt), t ∈ [σ, b[}
est contenu dans un compact de Ω et ceci contredit le théorème 2.2.1.
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Chapitre 3

Équations différentielles fonctionnelles
linéaires

Dans toute la suite : J = [σ, T ], S = [σ − r, T ], S1 = [σ − r − T, T ], ∆ = [−r, 0] ⊂ R

3.1 Théorème de représentation des fonctions linéaires continues
sur C0([a, b],Rn)

Nous allons énoncer sans le démontrer la version du théorème de Riesz qui concerne l’espace des
fonctions continues [36] :

Lemme 3.1.1. Pour tout Γ ∈ C∗, ∃F ∈ BV ([−r, 0],Rn) telle que

< Γ, φ >=
∫ 0

−r
dF (θ)φ(θ),

et nous avons l’égalité suivante :
‖Γ‖C∗ = V 0

−r(F ).

Pour tout t ∈ J , nous avons L(t) ∈ L(C0(∆,Rn),Rn). Si (ej)1≤j≤n est la base canonique de Rn
et (e∗j )1≤j≤n sa base duale, pour tout j ∈ {1, ..., n}, posons Lj(t) := e∗j ◦ L(t) ∈ L(C0(∆,Rn),R). Et
alors, pour tout φ ∈ C0(∆,Rn), nous avons L(t).φ = (L1(t).φ, ..., Ln(t).φ). Pour tout φ ∈ C0(∆,Rn),
nous avons φ = (φ1, ..., φn), où φk ∈ C0(∆,R), et alors nous avons, pour tout j ∈ {1, ..., n},

Lj(t).φ = Lj(t).(φ1, ..., φn) =
n∑
k=1

Lj(t).(0, ..., 0, φk, 0, ..., 0).

Nous définissons `j,k(t) ∈ L(C0(∆,R),R) en posant
`j,k(t).φk := Lj(t).(0, ..., 0, φk, 0, ..., 0). Et ainsi nous avons

L(t).(φ1, ..., φn) =
(

n∑
k=1

`1,k(t).φk, ...,
n∑
k=1

`n,k(t).φk
)
. (3.1.1)

En utilisant le théorème de représentation de Riesz de l’espace L(C0(∆,R),R), dual de C0(∆,R),
[35], [40], nous savons que, pour tout t ∈ J et pour tout j, k ∈ {1, ..., n}, il existe gj,k[t] ∈ BV (∆,R)
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tel que, pour tout φk ∈ C0(∆,R), nous avons

`j,k(t).φk =
∫

∆
dgj,k[t]φk =

∫ 0

−r
dgj,k[t](θ)φk(θ).

Comme expliqué dans [35], nous pouvons trouver ηj,k[t] ∈ NBV (∆,R) tel que, pour tout φk ∈
C0(∆,R), nous avons ∫ 0

−r
dgj,k[t](θ)φk(θ) =

∫ 0

−r
dηj,k[t](θ)φk(θ).

On noteMn(R) l’espace des matrices réelles n×n, nous définissons l’application η : J×∆ −→Mn(R)
en posant η(t, θ) = (ηj,k(t, θ))1≤j,k≤n := (ηj,k[t](θ))1≤j,k≤n pour tout t ∈ J et pour tout θ ∈ ∆. Et
ainsi, pour tout φ = (φ1, ..., φn) ∈ C0(∆,Rn), nous avons

L(t).φ =
∫ 0

−r
d2η(t, θ)φ(θ) :=

(
n∑
k=1

∫ 0

−r
dηj,k[t](θ)φk(θ)

)
1≤j≤n

. (3.1.2)

Nous établissons le résultat de régularité suivant :

Théorème 3.1.1. Soit L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)). Alors il existe une application
η : J ×∆ −→Mn(R) qui vérifie les propriétés suivantes.

(i) Pour tout t ∈ J , η(t, ·) ∈ NBV (∆,Mn(R)).
(ii) Pour tout t ∈ J , ‖η(t, ·)‖BV = ‖L(t)‖L.
(iii) [t 7→ η(t, ·)] ∈ C0(J,NBV (∆,Mn(R))).
(iv) Pour tout φ ∈ C0(∆,Rn), pour tout t ∈ J , (3.1.2) est vérifiée.
(v) η est Lebesgue-mesurable sur J ×∆.
(vi) η est Riemann-intégrable sur J ×∆.

Démonstration. (i) est vérifié par construction de η.
(ii) C’est une conséquence de la formule donnée dans [35], p.156 et au choix de la valeur 0 en 0.
(iii) Notons que, pour tout t, t1 ∈ J , et pour tout φ ∈ C0(∆,Rn), en utilisant la linéarité de

l’intégrale nous avons
(L(t) − L(t1)) · φ =

∫
∆
d2(η(t, θ) − η(t1, θ))φ(θ), et en conséquence, comme pour (ii), nous

obtenons ‖L(t)− L(t1)‖L = ‖η(t, ·)− η(t1, ·)‖BV , et alors l’assertion découle de la continuité
de [t 7→ L(t)].

(iv) Cette assertion est due à la construction de η.
(v) Si A ∈ B(J) et c ∈ NBV (∆,Mn(R)), nous définissons l’application u : J × ∆ −→ Mn(R)

en posant u(t, θ) := 1A(t) · c, où 1A est l’indicatrice de A. Comme l’application [(r, e) 7→ r.e]
est bilinéaire continue, c’est une mesure de Borel, [(t, θ) 7→ t 7→ 1A(t)] est Borel-mesurable
comme composition d’applications Borel-mesurables, [(t, θ) 7→ θ 7→ c(θ)] est Borel-mesurable
comme composition d’applications Borel-mesurables, et ainsi u est Borel-mesurable comme
composition d’applications Borel-mesurables.
Si (Ai)1≤i≤m ∈ (B(J))m est tel que ∪1≤i≤mAi = J et Ai ∩Aj = ∅ quand i 6= j, si (ci)1≤i≤m ∈
NBV (∆,Mn(R))m, alors la fonction v : J×∆ −→Mn(R), définie par v(t, θ) :=

∑
1≤i≤m

1Ai(t) ·

ci(θ), est Borel-mesurable comme une somme finie d’applications Borel-mesurables.
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Comme [t 7→ η(t, ·)] ∈ C0(J,NBV (∆,Mn(R)) ⊂ L1(J,NBV (∆,Mn(R)), il existe une suite
de fonctions étagées qui converge λ1-presque partout vers [t 7→ η(t, ·)] sur J , [41]. Alors, [41],
comme λ1(J) < +∞, il existe une sous-suite de cette suite qui converge simplement vers
[t 7→ η(t, ·)] λ1-presque partout.
Et ainsi il existe une suite (fq)q∈N telle que fq(t) =

∑
1≤i≤mq

1Aq,i(t).cq,i est une fonction étagée,

λ1-presque partout. Pour tout t ∈ J , nous avons lim
q→+∞

‖fq(t)− η(t, ·)‖BV = 0.
Nous définissons vq : J ×∆ −→Mn(R) par vq(t, θ) := fq(t)(θ). Nous avons donc montrer que
vq est Borel-mesurable sur J ×∆. Nous définissons

K := {t ∈ T : lim
q→+∞

‖fq(t)− η(t, ·)‖BV = 0}.

Nous savons que K ∈ B(J) et λ1(J \K) = 0. Nous définissons C := K ×∆. Comme ‖ · ‖∞ ≤
‖·‖BV sur NBV (∆,Mn(R)), et ainsi la convergence uniforme implique la convergence simple,
nous obtenons, pour tout (t, θ) ∈ C, lim

q→+∞
vq(t, θ) = η(t, θ). Notons que C ∈ B(J) ⊗B(∆),

et λ2((J × ∆) \ C) = λ2((J \ K) × ∆) = λ1(J \ K) · λ1(∆) = 0. Nous définissons wq :
J × ∆ −→ Mn(R) par wq(t, θ) := vq(t, θ) · 1C(t, θ). Alors wq est Lebesgue-mesurable sur
J ×∆ comme un produit de deux applications Lebesgue-mesurables. Nous définissons de plus
w : J ×∆ −→Mn(R) par w(t, θ) := lim

q→+∞
wq(t, θ) = η(t, θ) · 1C(t, θ) pour tout (t, θ) ∈ J ×∆.

Notons que w est Lebesgue-mesurable sur J × ∆ comme une limite simple d’une suite de
fonctions Lebesgue-mesurables. Comme (J × ∆) \ C est λ2-négligeable en J × ∆, l’égalité
w = η.1C entraîne que η = w Lebesgue-presque partout sur J ×∆, et comme B(J ×∆) est
une tribu complète, nous obtenons que η est Lebesgue-mesurable sur J ×∆.

(vi) Nous introduisons l’ensemble

D := {(t, θ) ∈ J ×∆ : η(t, θ+) 6= η(t, θ)}.

Notons que, comme une fonction à variation bornée est réglée, le terme η(t, θ+) existe dans
Mn(R). Dans un premier temps, nous prouvons que l’ensemble des points de discontinuité de
η dans J × ∆ est égal à D. Il est clair que si (t, θ) ∈ D alors η n’est pas continue en (t, θ).
Inversement, si η n’est pas continue en (t, θ) alors il existe ε ∈ (0,+∞) et une suite (tq, θq)q∈N∗
dans J ×∆ telle que : ‖(tq, θq)− (t, θ)‖ ≤ 1

q et ‖η(tq, θq)−η(t, θ)‖ > ε, pour tout q ∈ N∗. Nous
obtenons

ε < ‖η(tq, θq)− η(t, θ)‖
≤ ‖η(tq, θq)− η(t, θq)‖+ ‖η(t, θq)− η(t, θ)‖
≤ ‖η(tq, ·)− η(t, ·)‖BV + ‖η(t, θq)− η(t, θ)‖,

et après (iii) nous avons lim
q→+∞

‖η(tq, ·)−η(t, ·)‖BV = 0, nous obtenos pour tout q suffisamment
grand, ε2 < ‖η(t, θq)−η(t, θ)‖, ceci implique que η(t, ·) n’est pas continue en θ, et comme η(t, ·)
est réglée et continue à gauche nous avons nécéssairement η(t, θ+) 6= η(t, θ), i.e. (t, θ) ∈ D.
Après (v), nous savons que η est Lebesgue-mesurable, et en utilisant la Proposition 1.4.9 et
un raisonnement similaire nous pouvons prouver que la fonction η+ := [(t, θ) 7→ η(t, θ+)] est
de plus Lebesgue-mesurable. Alors D est Lebesgue-mesurable comme (η − η+)−1(R \ {0}).
Notons que Dt,. := {θ ∈ ∆ : (t, θ) ∈ D} est Lebesgue-mesurable dans R ; c’est l’ensemble des
points de discontinuité de η(t, ·). Comme l’ensemble des points de discontinuité d’une fonction
à variation bornée est au plus dénombrable, il est Lebesgue-négligeable, et ainsi nous avons
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λ1(Dt,.) = 0. En utilisant [36], nous avons λ2(D) =
∫
J
λ1(Dt,.)dλ1(t) =

∫
J

0dλ1(t) = 0, et en

conséquence, D est Lebesgue-négligeable dans R2. En utilisant [49] nous obtenons que η est
Riemann-intégrable sur J ×∆.

Remarque 3.1.1. La fonction [α 7→ η(t, α− t)] est continue à gauche.
On a aussi :

lim
h→0+

η(t, α− t+ h) = lim
h→0+

η(t, α+ h− t)
= η(t, (α+)− t)

et enfin : {α ∈ [σ, t] : η(t, (α+)− t) 6= η(t, α− t)} est au plus dénombrable, donc Lebesgue-négligeable.

Proposition 3.1.1. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; η est définie par le théorème
3.1.1. Soit φ ∈ C0(∆,Rn). Nous définissons la fonction ψ : [σ, T ] −→ Rn en posant

ψ(t) :=


∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) si t ∈ [σ, σ + r]

0 si t ∈ ]σ + r, T ].

Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) ψ ∈ BC0

g ([σ, T ],Rn).
(ii) Pour tout t ∈ [σ, σ + r], ψ(t)− ψ(t+) = [η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)] · φ(0).
(iii) ψ(σ + r) = [η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)] · φ(0).
(iv) ψ(σ) = L(σ) · φ.

Démonstration. (i) Fixons t ∈ ]σ, σ+ r]. Soit h ∈ ]0, t− σ[. Alors nous avons t− h ∈ ]σ, σ+ r[, et

ψ(t− h)− ψ(t) =
∫ σ−t+h

−r
d2η(t− h, θ)φ(t− h− σ + θ)−

∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ).

Nous introduisons

Ih :=
∫ σ−t+h

−r
d2η(t− h, θ)φ(t− h− σ + θ)−

∫ σ−t+h

−r
d2η(t, θ)φ(t− h− σ + θ),

IIh :=
∫ σ−t+h

−r
d2η(t, θ)φ(t− h− σ + θ)−

∫ σ−t+h

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ),

et
IIIh :=

∫ σ−t+h

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)−

∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ).

Alors nous avons
ψ(t− h)− ψ(t) = Ih + IIh + IIIh. (3.1.3)

Nous avons

‖Ih‖ = ‖
∫ σ−t+h

−r
d2[η(t− h, θ)− η(t, θ)]φ(t− h− σ + θ)

≤ V σ−t+h
−r (η(t− h, ·)− η(t, ·)).‖φ‖∞

≤ V 0
−r(η(t− h, ·)− η(t, ·)).‖φ‖∞ = ‖L(t− h)− L(t)‖L · ‖φ‖∞,
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et comme L est continue, nous avons lim
h→0+

‖L(t− h)− L(t)‖L = 0 ceci implique

lim
h→0+

Ih = 0. (3.1.4)

Suivant un théorème de Heine, φ est uniformément continue sur le compact [−r, 0] qui permet
de prouver l’assertion suivante

lim
h→0+

sup
θ∈[−r,σ−t+h]

‖φ(t− h− σ + θ)− φ(t− σ + θ)‖ = 0.

Alors nous avons

‖IIh‖ = ‖
∫ σ−t+h

|r
d2η(t, θ)[φ(t− h− σ + θ)− φ(t− σ + θ)‖

≤ V 0
−r(η(t, ·)) · sup

θ∈[−r,σ−t+h]
‖φ(t− h− σ + θ)− φ(t− σ + θ)‖,

et en utilisant la relation précédente, nous obtenons

lim
h→0+

IIh = 0. (3.1.5)

Pour traiter IIIh, posons fk(θ) := φ(t− σ + θ), gj,k(θ) := ηj,k(t, θ),
et P j(x) :=

∑n
k=1

∫ x

−r
dgj,k(θ)fk(θ), notons que IIIh = (P j(σ − t + h) − P j(σ − t))1≤j≤n, et

en utilisant (i) de la proposition 1.4.10, nous obtenons

lim
h→0+

IIIh = 0. (3.1.6)

Utilisant (3.1.4), (3.1.5) et (3.1.6) dans (3.1.3), nous obtenons
lim
h→0+

(ψ(t − h) − ψ(t)) = 0, i.e. ψ(t−) = ψ(t) quand t ∈ [σ, σ + r], et comme ψ est constant
sur ]σ + r, T ], nous avons prouvé

ψ ∈ C0
g ([σ, T ],Rn). (3.1.7)

Comme L est continue et [σ, σ + r] est compact, nous avons
sup

t∈[σ,σ+r]
‖L(t)‖L < +∞. Quand t ∈ [σ, σ + r], nous avons

‖ψ(t)‖ = ‖
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)‖ ≤ V σ−t

−r (η(t, ·)) · ‖φ‖∞
≤ V 0

−r(η(t, ·)) · ‖φ‖∞ = ‖L(t)‖L · ‖φ‖∞
≤ sup

t∈[σ,σ+r]
‖L(t)‖L · ‖φ‖∞ < +∞,

et comme ‖ψ(t)‖ = 0 sur ]σ + r, T ], nous avons ψ ∈ B([σ, T ],Rn), et (i) est prouvé.
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(ii) Fixons t. Soit h > 0.

ψ(t)− ψ(t+ h) =
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)

−
∫ σ−t−h

−r
d2η(t+ h, θ)φ(t+ h− σ − θ)

=
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)−

∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ − θ)

+
∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)

−
∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)φ(t+ h− σ + θ)

+
∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)φ(t+ h− σ + θ)

−
∫ σ−t−h

−r
d2η(t+ h, θ)φ(t+ h− σ + θ)

Donc on a :
∀h > 0, ψ(t)− ψ(t+ h) = Ah +Bh + Ch. (3.1.8)

En posant :

Ah =
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)−

∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ − θ)

Bh =
∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)−

∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)φ(t+ h− σ + θ)

Ch =
∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)φ(t+ h− σ + θ)−

∫ σ−t−h

−r
d2η(t+ h, θ)φ(t+ h− σ + θ)

‖Ch‖ = ‖
∫ σ−t−h

−r
[d2η(t, θ)− d2η(t+ h− σ + θ)]φ(t+ h− σ + θ)‖

≤ V σ−t−h
−r (η(t, ·)− η(t+ h, ·))‖φ‖∞

≤ V 0
−r(η(t, ·)− η(t+ h, ·))‖φ‖∞

= ‖L(t)− L(t+ h)‖∗ · ‖φ‖∞ → 0 (h→ 0+) car L est continue.

donc :
lim
h→0+

Ch = 0. (3.1.9)

‖Bh‖ = ‖
∫ σ−t−h

−r
d2η(t, θ)[φ(t− σ + θ)− φ(t+ h− σ + θ)]‖

≤ V σ−t−h
−r (η(t, ·)) · sup

−r≤θ≤σ−t−h
‖φ(t− σ + θ)− φ(t+ h− σ + θ)‖

≤ V 0
−r(η(t, ·)) · sup

−r≤θ≤σ−t−h
‖φ(t− σ + θ)− φ(t+ h− σ + θ)‖

comme sup
−r≤θ≤σ−t−h

‖φ(t− σ + θ)− φ(t+ h− σ + θ)‖ → 0 (t→ 0+) donc :

lim
h→0+

Bh = 0. (3.1.10)

Ah =
∫ σ−t

σ−t−h
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)− φ(−h)[η(t, (σ − t− h)+)− η(t, σ − t− h)] (3.1.11)
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d’après la relation de Chasles ;
par la proposition 1.1.3, puisque η(t, (σ − t− h)+)− η(t, ((σ − t)+)− h) on a :

lim
h→0+

η(t, (σ − t− h)+) = η(t, (σ − t)). (3.1.12)

En outre, puisque η(t, ·) est continue à gauche, on a

lim
h→0+

η(t, σ − t− h) = η(t, (σ − t)). (3.1.13)

Puisque φ est continue, des équations (3.1.12) et (3.1.13), on a :

lim
h→0+

−φ(−h)[η(t, (t− σ − h)+)− η(t, t− σ − h)] = 0. (3.1.14)

Appliquons la propostion 1.4.12 à
∫ σ−t

σ−t−h
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) avec c := σ − t

g(θ) = η(t, θ), f(θ) = φ(t − σ + θ), on sait que, Q(x) :=
∫ σ−t

x
dg(θ)f(θ), Q est continue à

gauche, donc, ζ(h) := Q(σ−t−h), ζ est continue à droite, et donc : lim
h→0+

ζ(h) = ζ(0) = Q(σ−t)
entraîne que

lim
h→0+

∫ σ−t

σ−t−h
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) =

∫ σ−t

σ−t
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ)

= [η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)]φ(t− σ + σ − t)

⇒ lim
h→0+

∫ σ−t

σ−t−h
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) = [η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)]φ(0). (3.1.15)

Avec les équations (3.1.14) et (3.1.15) on obtient :

lim
h→0+

Ah = [η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)]φ(0). (3.1.16)

En utilisant les équations (3.1.9), (3.1.10), (3.1.16) dans l’équation (3.1.8) on obtient :

ψ(t)− ψ(t+) = [η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)]φ(0).

(iii) En utilisant la proposition 1.4.8, nous avons

ψ(σ + r) =
∫ −r
−r

d2η(t, θ)φ(r + θ) = [η(σ + r,−r+)− η(σ + r,−r)].φ(0).

(iv) En utilisant la définition de ψ, nous avons ψ(σ) =
∫ 0

−r
d2η(σ, θ)φ(θ) = L(σ).φ.

Mamadou Ibrahima Koné 63



CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES FONCTIONNELLES LINÉAIRES

3.1.1 Prolongement de η à [σ, T ]× [σ − r − T, T ]

Dans cette partie on souhaite étendre le domaine de définition de η.
NBV ([a, b], E) = BV ([a, b], E) ∩ C0

g ([a, b], E).
NBV0([a, b], E) := {f ∈ NBV ([a, b], E) : f(b) = 0}.
Alors ‖f‖NBV := V b

a (f) est une norme sur NBV0([a, b], E) qui devient un espace de Banach.
On prolonge η en η̄ de la façon suivante :

η̄ : [σ, T ]× [σ − r − T, T ] −→ E

η̄(t, θ) :=


η(t,−r) si t ∈ [σ, T ], θ ∈ [σ − r − T,−r[
η(t, θ) si t ∈ [σ, T ], θ ∈ [−r, 0]
0 si t ∈ [σ, T ], θ ∈ ]0, T ].

(3.1.17)

On a le résultat suivant :

Proposition 3.1.2 (propriétés de η̄). On a :
(a) ∀t ∈ [σ, T ], η̄(t, ·) ∈ NBV0([σ − r − T, T ], E)
(b) ∀t ∈ [σ, T ], V T

σ−r−T (η̄(t, ·)) = V 0
−r(η(t, ·))

(c) [t 7→ η̄(t, ·)] ∈ C0([σ, T ], NBV0([σ − r − T, T ], E)).
(d) η̄ est Lebesgue-mesurable sur [σ, T ]× [σ − r − T, T ].
(e) η̄ est Riemann-intégrable sur [σ, T ]× [σ − r − T, T ].

(f) Pour tout t ∈ J, ψ(t) =
∫ σ−t

−r
d2η̄(t, θ)φ(t− σ + θ).

Démonstration. — Soit t ∈ [σ, T ] ; η(t, ·) ∈ C0
g ([−r, 0], E)⇒

η̄(t, ·) est continue à gauche sur ]− r, 0[. (3.1.18)

Sur [σ − r − T,−r[, η̄(t, ·) est constante ⇒

η̄(t, ·) est continue à gauche sur [σ − r − T,−r[. (3.1.19)

lim
θ→(−r)−

η̄(t, θ) = η̄(t,−r) car η̄(t, θ) = η(t,−r) et η̄(t,−r) = η(t,−r) quand θ ∈ [σ−r−T,−r[,

donc :
η̄(t, ·) est continue à gauche en − r. (3.1.20)

Puisque η(t, ·) est C0
g en 0, on a lim

θ→0−
η(t, θ) = η(t, 0)⇒ lim

θ→0−
η̄(t, θ) = η̄(t, 0) d’où :

η̄(t, ·) est continue à gauche en 0. (3.1.21)

Enfin η̄(t, ·) est constante sur ]σ, T ] donc :

η̄(t, ·) est C0
g sur ]σ, T ]. (3.1.22)

Avec (3.1.19), (3.1.18), (3.1.20), (3.1.21), (3.1.22) on a

η̄(t, ·) ∈ C0
g ([σ − r − T, T ], E). (3.1.23)

D’après [21], p.100, Proposition 24.3 dit que :

V T
σ−r−T (η̄(t, ·)) = V −rσ−r−T (η̄(t, ·)) + V 0

−r(η̄(t, ·)) + V T
0 (η̄(t, ·))
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Puisque η̄(t, ·) est constante sur [σ − r − T,−r] et sur [σ, T ], on a V −rσ−r−T (η̄(t, ·)) = 0 et
V T

0 (η̄(t, ·)) = 0, et puisque η̄(t, ·) = η(t, ·) sur [−r, 0] on a

V T
σ−r−T (η̄(t, ·)) = V 0

−r(η(t, ·)). (3.1.24)

Ceci prouve (a) et (b).
— En utilisant le même argument, on prouve que

∀t, t1 ∈ [σ, T ], V T
σ−r−T (η̄(t, ·)− η̄(t1, ·)) = V 0

−r(η̄(t, ·)− η̄(t1, ·))

ainsi η̄(t, ·)− η̄(t1, ·) ∈ NBV0([−r, 0], E). D’où on obtient (c).
— Introduisons les sous-ensembles suivants de J ×∆1 : A1 := [σ, T ] × [σ − r − T,−r[, A2 :=
[σ, T ]× [−r, 0] et A3 := [σ, T ]×]0, T ]. Comme [σ, T ] ∈ B(J), et comme [σ − r− t,−r[, [−r, 0],
]0, T ] ∈ B(∆1), nous avons A1, A2, A3 ∈ B(J ×∆1) = B(J)⊗B(∆1) ⊂ B(J ×∆1). Notons
de plus que A1 ∪ A2 ∪ A3 = J × ∆1, et que A1, A2, A3 sont deux à deux disjoints. La
fonction f1 := [(t, θ) 7→ t 7→ η(t,−r)] est Lebesgue-mesurable sur A1 comme une composition
d’applications Lebesgue-mesurables. L’application nulle 0 est Lebesgue-mesurable sur A3 car
constante. Grâce au théorème 3.1.1, nous savons que η̄ est Lebesgue-mesurable sur A2. Quand
B ∈ B(Mn(R)), nous avons (η̄)−1(B) = [f−1

1 (B)∩A1]∪ [η̄−1(B)∩A2]∪ [0−1(B)∩A3]. Comme
f−1

1 (B)∩A1, η̄−1(B)∩A2, 0−1(B)∩A3 ∈ B(J×∆1), nous obtenons que (η̄)−1(B) ∈ B(J×∆1).
— Utilisant la notation introduite dans la preuve de (c), on a η̄ continue en tout point de A1

et en tout point de A3. Notons D2 l’ensemble des points de discontinuité de η dans J×]−r, 0[,
l’ensemble des points de discontinuité de η̄ est inclus dans (J ×{−r})∪ (J ×D2)∪ (J ×{0}).
Comme λ2(J × {−r}) = λ1(J) · 0 = 0, λ2(J × {0}) = λ1(J) · 0 = 0, et comme λ2(D2) = 0
grâce au théorème 3.1.1, (J × {−r}) ∪ (J ×D2) ∪ (J × {0}) est λ2-négligeable, et comme un
sous-ensemble d’un ensemble λ2-négligeable est de plus λ2-négligeable, l’ensemble des points
de discontinuité de η̄ est λ2-négligeable. Nous concluerons en utilisant [49].

— Quand t ≤ σ + r nous avons −r ≤ σ − t ≤ 0 et alors, pour tout θ ∈ [−r, σ − t], nous avons

η̄(t, θ) = η(t, θ) qui implique
∫ σ−t

−r
d2η̄(t, θ)φ(t − σ + θ) = ψ(t). Quand t > σ + r nous avons

σ − t < −r et de plus∫ σ−t

−r
d2η̄(t, θ)φ(t − σ + θ) = −

∫ −r
σ−t

d2η̄(t, θ)φ(t − σ + θ) et, pour tout θ ∈ [σ − t,−r],

nous avons η̄(t, θ) = η(t,−r) (constant par rapport à sa seconde variable) qui entraîne que

−
∫ −r
σ−t

d2η̄(t, θ)φ(t− σ + θ) = 0 = ψ(t).

Proposition 3.1.3. L’application [s 7→ η̄(t, s+)] est continue à droite sur [σ − r − T, T ] et à
valeurs dans E.

Démonstration. On sait que η̄(t, ·) ∈ BV ([σ − r− T, T ], E) donc η̄(t, ·) ∈ R([σ − r− T, T ], E). Donc
on peut appliquer la proposition 1.1.1.

Proposition 3.1.4. L’application [t 7→ η̄(t, (σ − t)+)] est continue à gauche sur [σ − r − T, T ]
et à valeurs dans E.

Mamadou Ibrahima Koné 65



CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES FONCTIONNELLES LINÉAIRES

Démonstration. Fixons t ∈ ]− T − r + σ, T ]. Posons f(t) := η̄(t, (σ − t)+).
Soit k > 0, alors f(t− k) = η̄(t− k, (σ − t+ k)+) entraîne que :{

f(t− k) = [η̄(t− k, (σ − t+ k)+)− η̄(t, (σ − t+ k)+)]
+η̄(t, (σ − t+ k)+). (3.1.25)

On sait que :

lim
δ→0+

[η̄(t−k, σ− t+k+δ)− η̄(t, σ− t+k+δ)] = [η̄(t−k, (σ− t+k)+)− η̄(t, (σ− t+k)+)]. (3.1.26)

Or, ∀δ > 0, assez petit, on a

‖η̄(t− k, σ − t+ k + δ)− η̄(t, σ − t+ k + δ)‖ ≤ ‖η(t− k, ·)− η̄(t, ·)‖∞
≤ ‖L(t− k)− L(t)‖∗;

ce qui entraîne :

lim
k→0+

‖η̄(t− k, σ − t+ k + δ)− η̄(t, σ − t+ k + δ)‖ ≤ ‖L(t− k)− L(t)‖∗,

et puisque la norme est continue, on a :

‖η̄(t− k, (σ − t+ k)+)− η̄(t, (σ − t+ k)+)‖ ≤ ‖L(t− k)− L(t)‖∗.

Puisque L est continue, lim
k→0+

‖L(t− k)− L(t)‖∗ = 0, donc

lim
k→0+

[η̄(t− k, (σ − t+ k)+)− η̄(t, (σ − t+ k)+)] = 0. (3.1.27)

D’après la proposition 3.1.3, on sait que :

lim
k→0+

η̄(t, (σ − t+ k)+) = η̄(t, (σ − t)+). (3.1.28)

En utilisant les équations (3.1.27) et (3.1.28), on obtient :
lim
k→0+

f(t− k) = 0 + η̄(t, (σ − t)+)⇒ f(t−) = f(t). Donc f est continue à gauche en t.

Proposition 3.1.5. L’application [s 7→ η̄(t, (s − t)+)] est continue à droite sur [σ − r − T, T ]
et à valeurs dans E.

Démonstration. Notons γ(s) := η̄(t, s−t) ; on sait que γ ∈ C0
g ([σ−r−T, T ], E). D’après la proposition

1.1.1, (γ+) ∈ C0
d([σ − r − T, T ], E). Or (γ+)(s) = (γ(s+)) = η̄(t, (s+)− t) = η̄(t, (s − t)+). D’où le

résultat.

Proposition 3.1.6. Soit γ : [σ, T ] −→ Rn la fonction définie par :

γ(t) :=

 −η(t, (σ − t)+)φ(0) +
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) +H(t) si t ∈ [σ, σ + r]

−η(t, σ − r)φ(0) +H(t) si t ∈ ]σ + r, T ].

Alors γ ∈ C0([σ, T ],Rn).
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Démonstration. Notons que η(·, σ− r)φ(0) est continue sur ]σ+ r, T ] et H est continue sur ]σ+ r, T ]
d’où

γ est continue sur ]σ + r, T ]. (3.1.29)
Notons que

γ(σ + r) = −η(σ + r, (σ − r)+)φ(0) +
∫ −r
−r

d2η(σ + r, θ)φ(r + θ) +H(σ + r)

= −η(σ + r, (σ − r)+)φ(0) + η(σ + r, (σ − r)+)φ(0)
−η(σ + r, σ − r)φ(0) +H(σ + r)⇒
γ(σ + r) = −η(σ + r, σ − r)φ(0) +H(σ + r). (3.1.30)

Puisque η(·,−r) est continue sur [σ + r, T ] on a :

γ((σ + r)+) = −η(σ + r, σ − r)φ(0) +H(σ + r). (3.1.31)

Des équations (3.1.30) et (3.1.31) on obtient :

γ((σ + r)+) = γ(σ + r). (3.1.32)

Notons M(t) := −η(t, (σ − t)+)φ(0) +H(t). Ainsi :

∀t ∈ [σ, σ + r], γ(t) = M(t) + ψ(t).

D’après la proposition 3.1.1 et la proposition 3.1.4, M est continue à gauche sur ]σ, σ + r] et ψ est
continue à gauche sur ]σ, σ + r], donc :

γ est continue à gauche sur ]σ, σ + r]. (3.1.33)

En particulier, de l’équation (3.1.33) on déduit :

γ((σ + r)−) = γ(σ + r). (3.1.34)

Avec les équations (3.1.32) et (3.1.34) on obtient :

γ est continue au point σ + r. (3.1.35)

D’après les propositions 1.1.3 et 3.1.4, on a :

∀t ∈ [σ, σ + r[, M(t+) = −η(t, σ − t)φ(0) +H(t), donc :

M(t)−M(t+) = η(t, (σ − t)+)φ(0) + η(t, σ − t)φ(0). (3.1.36)
D’après la proposition 3.1.1 on a :

ψ(t)− ψ(t+) = η(t, (σ − t)+)φ(0)− η(t, σ − t)φ(0). (3.1.37)

Des équations (3.1.36) et (3.1.37), puisque γ(t)−γ(t+) = M(t)−M(t+) +ψ(t)−ψ(t+), on obtient :
(∀t ∈ [σ, σ + r[, γ(t) = γ(t+))⇒

γ est continue à droite sur[σ, σ + r[. (3.1.38)

Des équations (3.1.33) et (3.1.38) on déduit :

γ est continue sur [σ, σ + r[. (3.1.39)

Enfin, avec les équations (3.1.29), (3.1.35) et (3.1.39) on obtient que γ est continue sur [σ, T ].

Lemme 3.1.2. l’application [s 7→ η̄(t, s+)] est continue à droite sur [σ − r − T, T ].
Démonstration. On sait que η̄(t, ·) ∈ BV ([σ−r−T, T ],Mn(R)) donc η̄(t, ·) ∈ R([σ−r−T, T ],Mn(R)).
Donc on peut appliquer 1.4.9.
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3.1.2 La construction de k(t, s) à partir de η(t, θ) et ses propriétés

On rappelle que J := [σ, T ], S := [σ − r, T ] et S1 = [σ − r − T, T ].
On définit :

k : J × S −→ E
(t, s) 7−→ η̄(t, s− t) (3.1.40)

On suppose que L ∈ C0(J,L(C0(S,Rn),Rn)), on a donc :

Proposition 3.1.7 (Propriétés de k). Les assertions suivantes sont vérifiées
(a) k ∈ L([σ, T ]× [σ − r, T ], E)
(b) ∀t ∈ [σ, T ], k(t, ·) ∈ NBV0([σ − r, T ], E)
(c) ∀s ∈ [σ − r, T ], k(·, s) ∈ C0

d([σ, T ], E)

Démonstration. (a) Introduisons M : R2 −→ R2, M(t, s) := (t, s − t). M est linéaire. Notons
que M est inversible, M−1(t, s) = (t, s+ t) et que M(J × S) ⊂ J × S1. Nous noterons M0 la
restriction de M à J×S. Comme M est linéaire sur un espace vectoriel de dimension fini, M0

est continue et en cons̀’equence est mesurable de (J ×S,B(J ×S)) dans (J ×S1,B(J ×S1)).
Pour P ∈ B(J × S1) il existe B ∈ B(J × S1) et Q ⊂ J × S1 tel que P = B ∪ Q et Q
est µ2−négligeable. Alors il existe Z ∈ B(J × S1) tel que Q ⊂ Z et µ2(Z) = 0. Alors nous
avons (M0)−1(Q) ⊂ (M0)−1(Z), nous obtenons que (M0)−1(Q) est µ2−négligeable et en
conséquence que (M0)−1(Q) ∈ B(J × S). En utilisant la mesurabilité de M0 pour la tribu
Borélienne, nous avons (M0)−1(B) ∈ B(J × S) ⊂ B(J × S). Alors nous avons (M0)−1(P ) =
(M0)−1(B ∪Q) = (M0)−1(B) ∪ (M0)−1(Q) ∈ B(J × S). Et ainsi nous avons prouvé que M0

est mesurable de (J × S,B(J × S)) dans (J × S1,B(J × S1)). Comme η̄ est mesurable de
(J × S1,B(J × S1)) dans (Mn(R),B(Mn(R))), nous obtenons que k = η̄ ◦M0 est mesurable
de (J × S,B(J × S)) dans (Mn(R),B(Mn(R))).

(b) Soit t ∈ [σ, T ]. Soit (x0, . . . , xn) ∈ S|[σ−r,T ]. On introduit y−1 := σ−r−T, y0 := x0−t, . . . , yn :=
xn − t, yn+1 := T , Alors (y−1, . . . , yn+1) ∈ S|[σ−r−T,T ].

n−1∑
i=0
‖k(t, xi)− k(t, xi+1)‖ =

n−1∑
i=0
‖η̄(t, xi − t)− η̄(t, xi+1 − t)‖

=
n−1∑
j=0
‖η̄(t, yj)− η̄(t, yj+1)‖

≤
n∑

j=−1
‖η̄(t, yj)− η̄(t, yj+1)‖

≤ V T
−T−r(η̄(t, ·)) < +∞

d’après proposition 3.1.2.

En passant au sup sur S|[σ−r,T ], on obtient

V T
σ−r(k(t, ·)) ≤ V T

σ−r−T (η̄(t, ·)) < +∞,

d’où l’on déduit :
k(t, ·) ∈ BV ([σ − r, T ], E). (3.1.41)

Notons que :
k(t, T ) = η̄(t, T − t) = 0. (3.1.42)
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Soit s ∈ ]σ − r, T ] ; alors s − t ∈ ]σ − r − T, T ]. Par la proposition 3.1.2, puisque η̄(t, ·) est
continue à gauche en s− t, on a :{

∀ε > 0,∃ δε > 0, ∀ θ ∈]σ − r − T, T ], 0 < (s− t)− θ ≤ δε ⇒
‖η̄(t, θ)− η̄(t, s− t)‖ ≤ ε,

donc : 
∀ε > 0, ∃ δε > 0,∀ s1 ∈]σ − r, T ], 0 < s− s1 ≤ δε ⇒

0 < (s− t)− (s1 − t) ≤ δε ⇒
‖η̄(t, s1 − t)− η̄(t, s− t)‖ ≤ ε⇒ ‖k(t, s1)− k(t, s)‖ ≤ ε.

Ceci prouve :
k(t, ·) ∈ C0

g ([σ − r, T ], E). (3.1.43)

Avec (3.1.41), (3.1.42), (3.1.43), on a prouvé (b).
(c) Soit s ∈ [σ − r, T ]. Soit t ∈ [σ, T ]. Pour tout t1 ∈ [σ, T ], on a

‖k(t, s)− k(t1, s)‖ = ‖η̄(t, s− t)− η̄(t1, s− t1)‖
≤ ‖η̄(t, s− t)− η̄(t, s− t1)‖+ ‖η̄(t, s− t1)− η̄(t1, s− t1)‖
≤ ‖η̄(t, s− t)− η̄(t, s− t1)‖+ ‖η̄(t, ·)− η̄(t1, ·)‖∞
≤ ‖η̄(t, s− t)− η̄(t, s− t1)‖+ ‖η̄(t, ·)− η̄(t1, ·)‖BV0 .

Puisque η̄(t, ·) est continue à gauche, on a :

lim
t1→t+

‖η̄(t, s− t)− η̄(t, s− t1)‖ = 0.

Puisque [t 7→ η̄(t, ·)] est continue, elle est continue à gauche et on a :

lim
t1→t+

‖η̄(t, ·)− η̄(t1, ·)‖BV0 = 0.

Ainsi on obtient : ∀s ∈ [σ − r, T ], lim
t1→t+

‖k(t, s)− k(t1, s)‖ = 0.

Proposition 3.1.8. La fonction [t 7→ k(t, ·)] est bornée de [σ, T ] dans NBV0([σ − r, T ], E).

Démonstration. On a prouvé dans la proposition précédente que ,

∀t ∈ [σ, T ], ‖k(t, ·)‖BV0 = V T
σ−r(k(t, ·)) ≤ V T

σ−r−T (η̄(t, ·)) = ‖η̄(t, ·)‖BV0 .

Puisque [t 7→ η̄(t, ·)] ∈ C0([σ, T ], NBV0([σ − r − T, T ], E)), et puisque [σ, T ] est compact, on a :

sup
t∈[σ,T ]

‖η̄(t, ·)‖BV0 < +∞, donc sup
t∈[σ,T ]

‖k(t, ·)‖BV0 < +∞.

Proposition 3.1.9. Pour tout s ∈ R, k(·, s) est réglée.
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Démonstration. On fixe t ; on sait que k(·, s) est continue à droite. Il reste à montrer que k(t−, s)
existe dans E.
On sait que η̄(t, ·) est BV donc réglée ainsi :

η̄(t, σ+) existe en tout σ. (3.1.44)

η̄(t, (s− t)+) = lim
h→0+

η̄(t, (s− t) + h)
= lim

h→0+
η̄(t, s− t+ h)

= lim
h→0+

η̄(t, s− (t− h))
= η̄(t, s− (t−))

D’où :
η̄(t, (s− t)+) = η̄(t, s− (t−)). (3.1.45)

∀h > 0
‖k(t− h, s)− η̄(t, (s− t)+)‖ = ‖η̄(t− h, s− (t− h))− η̄(t, (s− t)+)‖

≤ ‖η̄(t− h, s− (t− h))− η̄(t, s− (t− h))‖
+‖η̄(t, s− (t− h))− η̄(t, (s− t)+)‖

≤ ‖η̄(t− h, ·)− η̄(t, ·)‖∞
+‖η̄(t, s− (t− h))− η̄(t, (s− t)+)‖

≤ ‖η̄(t− h, ·)− η̄(t, ·)‖BV0

+‖η̄(t, s− (t− h))− η̄(t, (s− t)+)‖
En résumé on a prouvé : ∀h > 0

‖k(t− h, s)− η̄(t, (s− t)+)‖ ≤ ‖η̄(t− h, ·)− η̄(t, ·)‖BV0

+‖η̄(t, s− (t− h))− η̄(t, (s− t)+)‖ (3.1.46)

D’après (3.1.44) on a : lim
h→0+

‖η̄(t, (s− t) + h)− η̄(t, (s− t)+)‖ = 0.

Puisque [t 7→ η̄(t, ·)] ∈ C0([σ, T ], NBV0(S,E)) on a :

lim
h→0+

‖η̄(t− h, ·)− η̄(t, ·)‖BV0 = lim
h→0
‖η̄(t− h, ·)− η̄(t, ·)‖BV0 = 0.

En utilisant ces deux limites dans (3.1.46) on obtient :

lim
h→0+

‖k(t− h, s)− η̄(t, (s− t)+)‖ = 0.

Donc k(t−, s) existe dans E. Ainsi k(·, s) est réglée.

Proposition 3.1.10. Pour tout t, pour tout σ ≤ t, k(t−, σ) = η(t, (σ − t)+).

Démonstration. Fixons t, σ et δ > 0. Alors on a :

‖η(t− δ, σ − t+ δ)− η(t, σ − t+ δ)‖ ≤ ‖η(t− δ, ·)− η(t, ·)‖∞
≤ ‖η(t− δ, ·)− η(t, ·)‖BV0 → 0 (δ → 0+)

puisque [t 7→ η(t, ·)] ∈ C0
d(J,NBV0(S,E)), donc on a : lim

δ→0+
(η(t− δ, σ − t+ δ)− η(t, σ − t+ δ)) = 0,

ce qui entraîne que :
lim
δ→0+

(k(t− δ, σ)− η(t, σ − t+ δ)) = 0. (3.1.47)
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Puisque η(t, ·) ∈ R(J,E) on a :

lim
δ→0+

η(t, σ − t+ δ) = η(t, (σ − t)+). (3.1.48)

Alors avec les équations (3.1.47) et (3.1.48), k(t−, σ) = lim
δ→0+

k(t− δ, σ) existe et

k(t−, σ) = lim
δ→0+

k(t− δ, σ)
= lim

δ→0+
η(t− σ, σ − t+ δ)

= lim
δ→0+

η(t, σ − t+ δ)
= η(t, (σ − t)+).

Proposition 3.1.11. Les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) k est Riemann-intégrable sur J × S.
(ii) k(t, s) = 0 quand s ≥ t dans J .
(iii) Soit E = Rn ou Mn(R), et soit f ∈ RI(J,E). Nous définissons la fonction K : J −→ E en

posant K(t) :=
∫ t

σ
k(t, θ)f(θ)dθ. Alors K ∈ C0(J,E).

Démonstration. (i) Comme Λ−1 est continue, (Λ0)−1 est de plus continue, et en notant D l’en-
semble des points de discontinuité de k et par D1 l’ensemble des points de discontinuité de η̄
dans Λ−1(J × S), nous avons D = (Λ0)−1(D1). Et alors, utilisant [26] et la preuve de (e) de
la proposition 1.4.9, nous obtenons

λ2(D) = λ2((Λ0)−1(D1)) = |det(Λ−1)| · λ2(D1) = λ2(D1) = 0.

Alors en utilisant [49], nous pouvons affirmer que k est Riemann-intégrable dans J × S.
(ii) Quand s ≥ t, nous avons s− t ≥ 0 et par (3.1.17) nous obtenons k(t, s) = η̄(t, s− t) = 0.
(iii) Fixons t ∈ J . Notons que k(t, ·) ∈ RI(J,Mn(R)) et f ∈ RI(J,E) implique que

[θ 7→ k(t, θ)f(θ)] ∈ RI(J,E). Et ainsi K(t) est bien définie.

Du (a) de la proposition 1.4.9 nous savons que la fonction

[θ 7→ η̄(t, θ − t)] ∈ R([σ, t],Mn(R)) ∩ C0
g ([σ, t],Mn(R))

et l’ensemble de ces points de discontinuité est égal à

{θ ∈ [σ, t] : η̄(t, (θ+)− t) 6= η̄(t, θ − t)} = {θ ∈ [σ, t] : η̄(t, (θ − t)+) 6= η̄(t, θ − t)}

et cet ensemble est λ1-négligeable. Utilisant la proposition 3.1.10 nous obtenons que
{θ ∈ [σ, t] : k(t−, θ) 6= k(t, θ)} est λ1-négligeable. Alors {θ ∈ [σ, t] : k(t−, θ)f(θ) 6= k(t, θ)f(θ)}
est λ1-négligeable. Et ainsi nous pouvons affirmer que [θ 7→ k(t−, θ)f(θ)] appartient à L1([σ, t], E)
et, utilisant la proposition 1.1.5
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K(t) =
∫ t

σ
k(t, θ)f(θ)dθ =

∫
[σ,t]

k(t, θ)f(θ)dλ1(θ)

=
∫

[σ,t]
k(t−, θ)f(θ)dλ1(θ) = K(t−).

(3.1.49)

Et ainsi nous avons prouvé que K est continue à gauche. Utilisant la proposition 1.1.5 et la
continuité à droite de k(·, θ), nous obtenons

K(t) =
∫ t

σ
k(t, θ)f(θ)dθ =

∫
[σ,t]

k(t, θ)f(θ)dλ1(θ)

=
∫

[σ,t]
k(t+, θ)f(θ)dλ1(θ) = K(t+).

(3.1.50)

Et ainsi, K est continue.

3.2 Équation intégrale

Dans cette partie nous mettons en place les outils qui permettront la résolution de l’équation :

y(t) = g(t)−
∫ t

σ
k(t, s)y(s)ds. (3.2.1)

Où le noyau k de l’équation (3.2.1) est défini par :

k(·, ·) : [σ, T ]× [σ − r − T, T ] −→Mn(R)
(t, s) 7→ η̄(t, s− t). (3.2.2)

Proposition 3.2.1. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)). k est définie par (3.2.2). On
définit l’espace fonctionnel suivant

R := { R ∈ RI(J × J,Mn(R))) :
• [t 7→ R(t, ·)] ∈ B(J,NBV (J,Mn(R))
• ∀s ∈ J,R(·, s) ∈ RC0

d(J,Mn(R))

• ∀s ≤ t dans J,
∫ t

s
k(t, α)R(α, s)dα =

∫ t

s
R(t, α)k(α, s)dα

• ∀s > t dans J,R(t, s) = 0}.

La formule |||R||| := supt∈J ‖R(t, ·)‖BV définie une norme sur R et (R, ||| · |||) est un espace de
Banach.

Démonstration. Premièrement, en utilisant les propositions, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.9 et 3.1.11 nous voyons
que la restriction de k à J × J est contenue dans R ; ceci nous assure que R est non vide. Comme
toutes les conditions utilisées pour définir R sont linéaires, R est un sous-espace vectoriel de RI(J ×
J,Mn(R))). Il est simple de vérifier que ||| · ||| est une norme sur R. Soit (Rq)q∈N une suite de Cauchy
dans R. Comme nous avons

sup
t∈J

(sup
s∈J
‖R(t, s)‖) ≤ |||R|||, (3.2.3)
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(Rq)q∈N est de plus une suite de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme sur J × J .
Comme RI(J × J,Mn(R)) est complet pour la norme de la convergence uniforme, il existe R ∈
RI(J × J,Mn(R)) tel que

lim
q→+∞

sup
t∈J

(sup
s∈J
‖Rq(t, s)−R(t, s)‖) = 0. (3.2.4)

Comme (Rq)q∈N est une suite de Cauchy pour |||.|||, ([t 7→ Rq(t, ·)])q∈N est une suite de Cauchy dans
B(J,NBV (J,Mn(R)). Comme ce dernier espace est complet, il existe R1 : J ×J −→Mn(R) tel que
[t 7→ R1(t, ·)] ∈ B(J,NBV (J,Mn(R)) et tel que lim

q→+∞
|||Rq−R1||| = 0. De (3.2.3), (3.2.4) et l’unicité

de la limite dans un espace vectoriel normé, nous déduisons que R1 = R, et alors nous avons les deux
propriétés suivantes.

[t 7→ R(t, ·)] ∈ B(J,NBV (J,Mn(R)). (3.2.5)

lim
q→+∞

|||Rq −R||| = 0. (3.2.6)

Fixons s ∈ J . Alors nous avons

sup
t∈J
‖Rq(t, s)−R(t, s)‖ ≤ |||Rq −R|||,

ceci implique, en utilisant (3.2.6), lim
q→+∞

sup
t∈J
‖Rq(t, s)−R(t, s)‖ = 0.

Comme RC0
d(J,Mn(R)) est complet, nous obtenons

∀s ∈ J, R(·, s) ∈ RC0
d(J,Mn(R)). (3.2.7)

Fixons s < t dans J . Notons que, après (3.2.7) nous avons R(·, s) ∈ RI(J,Mn(R)). Comme k(t, ·) ∈
RI(J,Mn(R)), nous avons k(t, ·)R(·, s) ∈ RI(J,Mn(R)), et de plus

‖
∫ t

s
k(t, ξ)Rq(ξ, s)dξ −

∫ t

s
k(t, ξ)R(ξ, s)dξ‖

≤
∫ t

s
‖k(t, ξ)‖ · ‖Rq(ξ, s)−R(ξ, s)‖dξ

≤
∫ t

s
‖k(t, ξ)‖ · |||Rq −R|||.

Alors, en utilisant (3.2.6), nous obtenons lim
q→+∞

∫ t

s
k(t, ξ)Rq(ξ, s)dξ =

∫ t

s
k(t, ξ)R(ξ, s)dξ. Par un

raisonnement analogue, nous obtenons lim
q→+∞

∫ t

s
Rq(t, ξ)k(ξ, s)dξ =

∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ. Comme Rq ∈

R, nous obtenons

∀s < t dans J,
∫ t

s
k(t, α)R(α, s)dα =

∫ t

s
R(t, α)k(α, s)dα. (3.2.8)

Fixons s > t dans J . Nous savons que nous avons Rq(t, s) = 0 pour tout q ∈ N. En utilisant (3.2.3)
nous avons ‖Rq(t, s)−R(t, s)‖ ≤ |||Rq −R||| ceci implique, en faisant q → +∞,

∀s > t dans J, R(t, s) = 0. (3.2.9)

De (3.2.5), (3.2.7), (3.2.8) et (3.2.9) nous obtenons que R ∈ R, et de (3.2.6) nous obtenons la
complétude de R.
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Lemme 3.2.1. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; k est définie par (3.1.40) et R
par la proposition 3.2.1. Pour tout R ∈ R, nous définissons

Γ(R) := [(t, s) 7→ k(t, s)−
∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ].

Alors
Γ(R) ∈ R et ∀(t, s) ∈ J × J,

∫ t

s
k(t, ξ)Γ(R)(ξ, s) =

∫ t

s
Γ(R)(t, ξ)k(ξ, s)dξ.

Démonstration. Fixons R ∈ R et (t, s) ∈ J × J . Comme R(t, ·) ∈ RI(J,Mn(R)) et k(·, s) ∈
RI(J,Mn(R)), R(t, ·)k(·, s) ∈ RI(J,Mn(R)) et ainsi Γ(R)(t, s) est bien définie. Nous définissons
R0(t, ξ, s) := R(t, ξ). Comme R0 est l’application [(t, ξ, s) 7→ (t, ξ) 7→ R(t, ξ)] et comme [(t, ξ, s) 7→
(t, ξ)] est continue, considérons NR0 (respectivement NR), l’ensemble des discontinuités de R0 (res-
pectivement R), en raisonnant par contraposition, nous obtenons que NR0 ⊂ NR × J . Comme
R ∈ RI(J ×J,Mn(R)) nous savons que NR est λ2−négligeable (i.e. µ2−négligeable) et ainsi il existe
A ∈ B(J×J) tel que NR ⊂ A et µ2(A) = 0. Alors nous avons λ(A×J) = µ3(A×J) = µ2(A)·µ1(J) =
0 · µ1(J) = 0 puisque µ3 = µ

Γ(R) ∈ RI(J × J,Mn(R)). (3.2.10)

Pour tout ξ ∈ [t, T ], nous avons ξ − t ≥ 0 par conséquence k(t, ξ) = η̄(t, ξ − t) = 0 d’après (3.1.17),
ceci implique k(t, ξ)R(ξ, T ) = 0, et ainsi nous obtenons

Γ(R)(t, T ) = k(t, T )−
∫ t

T
R(t, ξ)k(ξ, T )dξ = 0−

∫ t

T
k(t, ξ)R(ξ, T )dξ = 0.

Et ainsi nous obtenons
∀t ∈ J, Γ(R)(t, T ) = 0. (3.2.11)

Posons F (t, s) :=
∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ. Soit (xi)0≤i≤n+1 ∈ S(J). Nous avons

n∑
i=0
‖F (t, xi+1)− F (t, xi)‖

=
n∑
i=0
‖
∫ t

xi+1
R(t, ξ)k(ξ, xi+1)dξ −

∫ t

xi

R(t, ξ)k(ξ, xi)dξ‖

≤
n∑
i=0
‖
∫ t

xi+1
R(t, ξ)k(ξ, xi+1)dξ −

∫ t

xi+1
R(t, ξ)k(ξ, xi)dξ‖

+
n∑
i=0
‖
∫ t

xi+1
R(t, ξ)k(ξ, xi)dξ −

∫ t

xi

R(t, ξ)k(ξ, xi)dξ‖

=
n∑
i=0
‖
∫ t

xi+1
R(t, ξ)[k(ξ, xi+1)− k(ξ, xi)]dξ‖+

n∑
i=0
‖
∫ xi

xi+1
R(t, ξ)k(ξ, xi)dξ‖

≤
n∑
i=0

∫ t

xi+1
(‖R(t, ξ)‖ · ‖k(ξ, xi+1)− k(ξ, xi)‖)dξ

+
n∑
i=0

∫ xi

xi+1
‖R(t, ξ)‖dξ · |||k|||

≤
∫ T

σ
(‖R(t, ξ)‖ ·

n∑
i=0
‖k(ξ, xi+1)− k(ξ, xi)‖)dξ +

∫ T

σ
‖R(t, ξ)‖dξ · |||k|||

≤ 2(T − σ) · |||R||| · |||k|||.
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Par conséquence nous avons prouvé

∀t ∈ J, V t
σ(F (t, ·)) ≤ 2(T − σ)|||R||| · |||k|||. (3.2.12)

De cette dernière relation, comme k(t, ·) ∈ NBV (J,Mn(R)), nous déduisons

∀t ∈ J, Γ(R)(t, ·) ∈ BV (J,Mn(R)). (3.2.13)

Soit h > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

F (t, s− h)− F (t, s)

=
∫ t

s−h
R(t, ξ)k(ξ, s− h)dξ −

∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s− h)dξ

+
∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s− h)dξ −

∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ

=
∫ s

s−h
R(t, ξ)k(ξ, s− h)dξ +

∫ t

s
R(t, ξ)[k(ξ, s− h)− k(ξ, s)]dξ.

Notons que ‖
∫ s

s−h
R(t, ξ)k(ξ, s− h)dξ‖ ≤ h|||R||| · |||k||| de cela nous déduisons que

lim
h→0+

∫ s

s−h
R(t, ξ)k(ξ, s− h)dξ = 0. Pour le second terme, nous avons, pour tout ξ ∈ J ,

lim
h→0+

(R(t, ξ)[k(ξ, s− h)− k(ξ, s)]) = R(t, ξ) · 0 = 0 comme k(t, ·) est continue à gauche. Nous avons
de plus, pour tout ξ ∈ J et pour tout h > 0, ‖R(t, ξ)[k(ξ, s − h) − k(ξ, s)]‖ ≤ 2|||R||| · |||k|||, et
la constante 2|||R||| · |||k||| est Lebesgue-intégrable sur J . Par conséquent, en utilisant le théorème

de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons lim
h→0+

∫ t

s
R(t, ξ)[k(ξ, s − h) − k(ξ, s)]dξ = 0.

Alors, nous avons prouvé que lim
h→0+

F (t, s − h) = F (t, s), et ainsi F (t, ·) ∈ C0
g (J,Mn(R)). Comme

k(t, ·) ∈ C0
g (J,Mn(R)), nous obtenons

∀t ∈ J, Γ(R)(t, ·) ∈ C0
g (J,Mn(R)). (3.2.14)

De (3.2.11), (3.2.13) et (3.2.14) nous obtenons

∀t ∈ J, Γ(R)(t, ·) ∈ NBV (J,Mn(R)). (3.2.15)

De (3.2.12) nous obtenons que, pour tout t ∈ J , ‖Γ(R)(t, ·)‖BV ≤ 2(T −σ)|||R||| · |||k|||, cela implique

[t 7→ Γ(R)(t, ·)] ∈ B(J,NBV (J,Mn(R))). (3.2.16)

Fixons s ∈ J . Soit h > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

F (t+ h, s)− F (t, s) =
∫ t+h

s
R(t+ h, ξ)k(ξ, s)dξ −

∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ

=
∫ t+h

t
R(t+ h, ξ)k(ξ, s)dξ +

∫ t

s
[R(t+ h, ξ)−R(t, ξ)]k(ξ, s)dξ.

Notons que ‖
∫ t+h

t
R(t+ h, ξ)k(ξ, s)dξ‖ ≤ h|||R||| · |||k||| cela implique que

lim
h→0+

∫ t+h

t
R(t+ h, ξ)k(ξ, s)dξ = 0. Pour le second terme, Comme R(·, s) est continue à droite, nous
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avons lim
h→0+

([R(t+ h, ξ)−R(t, ξ)]k(ξ, s)) = 0 pour tout ξ ∈ J . Nous avons aussi
‖[R(t + h, ξ) − R(t, ξ)]k(ξ, s)‖ ≤ 2|||R||| · |||k||| pour tout ξ ∈ J , et la constante 2|||R||| · |||k|||
est Lebesgue-intégrable sur J . Alors nous pouvons utiliser le théorème de convergence dominée de
Lebesgue et affirmer que lim

h→0+

∫ t

s
[R(t + h, ξ) − R(t, ξ)]k(ξ, s)dξ = 0. Par conséquent nous avons

prouvé que lim
h→0+

F (t + h, s) = F (t, s), i.e. F (·, s) ∈ C0
d(J,Mn(R)). Du (c) de la proposition 3.1.7

nous savons que k(·, s) ∈ C0
d(J,Mn(R)), et ainsi nous obtenons

∀s ∈ J, Γ(R)(·, s) ∈ C0
d(J,Mn(R)). (3.2.17)

Fixons s ∈ S et t ∈ ]σ, T ]. Soit h > 0 suffisamment petit. Nous savons

F (t− h, s) =
∫ t−h

s
R(t− h, ξ)k(ξ, s)dξ =

∫ t−h

t
R(t− h, ξ)k(ξ, s)dξ +

∫ t

s
R(t− h, ξ)k(ξ, s)dξ.

Notons que ‖
∫ t−h

t
R(t− h, ξ)k(ξ, s)dξ‖ ≤ h|||R||| · |||k||| cela implique que

lim
h→0+

∫ t−h

t
R(t− h, ξ)k(ξ, s)dξ = 0. Sur le second terme, comme R(·, s) est réglée, nous avons

lim
h→0+

R(t − h, ξ)k(ξ, s) = R(t−, ξ)k(ξ, s) pour tout ξ ∈ J . Nous avons aussi ‖R(t − h, ξ)k(ξ, s)‖ ≤
|||R||| · |||k||| pour tout ξ ∈ J ,et la constante |||R||| · |||k||| est Lebesgue-intégrable sur J . En utilisant

le théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons lim
h→0+

∫ t

s
R(t − h, ξ)k(ξ, s)dξ =∫ t

s
R(t−, ξ)k(ξ, s)dξ. Alors nous avons prouvé que F (t−, s) existe, et en utilisant la proposition 3.1.7

nous savons que k(t−, s) existe. Par conséquent nous avons

Γ(R)(t−, s) = k(t−, s)−
∫ t

s
R(t−, ξ)k(ξ, s)dξ. (3.2.18)

De (3.2.17) et (3.2.18) nous obtenons

∀s ∈ J, Γ(R)(·, s) ∈ RC0
d(J,Mn(R)). (3.2.19)

Fixons (t, s) ∈ J × J, s ≤ j. En utilisant l’égalité suivante

{(ξ, ζ) : s ≤ ξ ≤ t, ξ ≤ ζ ≤ t} = {(ξ, ζ) : s ≤ ζ ≤ t, s ≤ ξ ≤ ζ},

et avec le théorème de Fubini nous avons∫ t

s
Γ(R)(t, ξ)k(ξ, s)dξ =

∫ t

s
(
∫ t

ξ
R(t, ζ)k(ζ, ξ)dζ)k(ξ, s)dξ

=
∫ t

s
(
∫ t

ξ
k(t, ζ)R(ζ, ξ)dζ)k(ξ, s)dξ =

∫ t

s
(
∫ ζ

s
k(t, ζ)R(ζ, ξ)k(ξ, s)dξ)dζ

=
∫ t

s
k(t, ζ)(

∫ ζ

s
R(ζ, ξ)k(ξ, s)dξ)dζ =

∫ t

s
k(t, ζ)Γ(R)(ζ, s)dζ.

Et ainsi nous avons prouvé

∀(t, s) ∈ J × J, s ≤ t,
∫ t

s
Γ(R)(t, ξ)k(ξ, s)dξ =

∫ t

s
k(t, ξ)Γ(R)(ξ, s)dξ. (3.2.20)
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Quand s > t dans J , nous avons
∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ = −

∫ s

t
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ, et nous avons s ≥ ξ

quand ξ ∈ [t, s], par conséquent, en utilisant (iii) de la proposition 3.1.11, nous avons k(ξ, s) = 0,

cela implique
∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ = 0. Même avec (iii) de la proposition 3.1.11, nous avons k(t, s) = 0.

Et ainsi nous obtenons
Γ(R)(t, s) = 0 quand s > t dans J. (3.2.21)

De (3.2.10), (3.2.16), (3.2.19), (3.2.20 et (3.2.21), nous obtenons Γ(R) ∈ R, et la dernière assertion.

Théorème 3.2.1. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; k est définie par (3.1.40).
Alors il existe une unique fonction R ∈ RI(J × J,Mn(R)) qui vérifie les conditions suivantes.

(i) ∀(t, s) ∈ J × J , R(t, s) = k(t, s)−
∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ.

(ii) [t 7→ R(t, ·) ∈ B(J,NBV (J,Mn(R))].
(iii) ∀s ∈ J , R(·, s) ∈ RC0

d(J,Mn(R)).

(iv) ∀(t, s) ∈ J × J ,
∫ t

s
R(t, ξ)k(ξ, s)dξ =

∫ t

s
k(t, ξ)R(ξ, s)dξ.

(v) ∀s > t dans J , R(t, s) = 0.

Démonstration. Première étape. Supposons que |||k||| < 1
2(T−σ) . Nous utilisons R définie par la

proposition 3.2.1. d’après le lemme 3.2.1, on peut considérer Γ comme un opérateur de R dans R.
Maintenant nous montrons que Γ est une contraction stricte sur l’espace de Banach R.

Soit R,R1 ∈ R, et (xi)0≤i≤n+1 ∈ S(J).

n∑
i=0
‖Γ(R)(t, xi+1)− Γ(R1)(t, xi+1)− Γ(R)(t, xi) + Γ(R1)(t, xi)‖

=
n∑
i=0
‖
∫ t

xi+1
k(t, ξ)R(ξ, xi+1)dξ −

∫ t

xi+1
k(t, ξ)R1(ξ, xi+1)dξ

−
∫ t

xi

k(t, ξ)R(ξ, xi)dξ −
∫ t

xi

k(t, ξ)R1(ξ, xi)dξ‖

=
n∑
i=0
‖
∫ t

xi+1
k(t, ξ)[R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)]dξ

−
∫ t

xi

k(t, ξ)[R(ξ, xi)−R1(ξ, xi)]dξ‖

=
n∑
i=0
‖
∫ t

xi

k(t, ξ)[R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)]dξ

−
∫ xi+1

xi

k(t, ξ)[R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)]dξ

−
∫ t

xi

k(t, ξ)[R(ξ, xi)−R1(ξ, xi)]dξ‖

=
n∑
i=0
‖
∫ t

xi

k(t, ξ)[R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)−R(ξ, xi) +R1(ξ, xi)]dξ

−
∫ xi+1

xi

k(t, ξ)[R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)]dξ‖
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n∑
i=0
‖Γ(R)(t, xi+1)− Γ(R1)(t, xi+1)− Γ(R)(t, xi)− Γ(R1)(t, xi)‖

≤
n∑
i=0

∫ xi+1

xi

‖k(t, ξ)‖ · ‖R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)‖dξ

+
n∑
i=0

∫ t

xi

‖k(t, ξ)‖ · ‖R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)−R(ξ, xi) +R1(ξ, xi)‖dξ

≤
n∑
i=0

∫ xi+1

xi

‖k(t, ξ)‖ · ‖R(ξ, ·)−R1(ξ, ·)‖BV dξ

+
n∑
i=0

∫ T

σ
(|||k||| · ‖R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)−R(ξ, xi) +R1(ξ, xi)‖)dξ

≤
∫ T

σ
‖k(t, ξ)‖ · |||R−R1|||dξ

+
∫ T

σ
(|||k||| ·

n∑
i=0
‖R(ξ, xi+1)−R1(ξ, xi+1)−R(ξ, xi) +R1(ξ, xi)‖)dξ

≤ 3(T − σ) · |||k||| · |||R−R1|||.

En prenant le sup sur S(J), nous obtenons que

∀t ∈ J, V T
σ (Γ(R)(t, ·)− Γ(R1)(t, ·)) ≤ 3(T − σ)|||k||| · |||R−R1|||,

et en prenant le sup dans t ∈ J , nous obtenons

∀R,R1 ∈ R, |||Γ(R)− Γ(R1)||| ≤ 3(T − σ)|||k||| · |||R−R1|||.

Et ainsi, en utilisant le théorème de Picard-Banach-Cacciopoli, nous pouvons affirmer qu’il existe un
unique R ∈ R tel que R = Γ(R), qui est la solution voulue.

Deuxième étape. Dans cette partie, nous voulons éliminer la condition : ‖k‖∞ < 1
3(T−σ)

— On introduit η̃(t, s) := η̄(t, s)e−γs
— On ajuste γ pour avoir ‖η̃‖ < 1

3(T−σ) .
En effet : On veut que ‖η̄(t, s− t)‖e−γ(t−s) ≤ C < 1
Quand t− s = 0, on a besoin de ‖η̄(t, s− t)‖ ≤ ε si t− δε ≤ s ≤ t, or η̄(t, 0) = 0 donc

∀ε > 0, ∃ρε tel que ∀t ∈ I, ∀z ∈ [0, ρε], ‖η̄(t, z)‖ ≤ ε

En effet, on raisonne par l’absurde, on suppose la négation vraie :

∃ε > 0, ∀ρ > 0,∃tρ ∈ J, ∃zρ ∈ [0, ρ], ‖η̄(t, z)‖ > ε

∀n ∈ N∗, avec ρ = 1
n , τn := t 1

n
et un := z 1

n
; on a :

∃ε > 0, ∀n ∈ N∗,∃τn ∈ J, ∃un ∈ [0, 1
n

], ‖η̄(τn, un)‖ > ε.

Puisque J compact, ∃β : N −→ N croissante, ∃τ∗ ∈ J tel que

lim
n→+∞

τβ(n) = τ∗. (3.2.22)
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On sait que :
∀n ∈ N∗, ‖η̄(τβ(n), uβ(n))‖ > ε. (3.2.23)

[t 7→ η̄(t, ·)] est continue de J dans NBV et ‖ · ‖∞ ≤ ‖ · ‖BV sur NBV , donc :

∀ε′ > 0,∃δε′ > 0,∀t ∈ [τ∗ − δε′ , τ∗ + δε′ ],∀s, ‖η̄(t, s)− η̄(τ∗, s)‖ ≤ ε′. (3.2.24)

Donc {
∀ε′ > 0, ∃nε′ ∈ N∗,∀n ≥ nε′ ,∀s
‖η̄(τβ(n), s)− η̄(τ∗, s)‖ ≤ ε′

en particulier : ∀n ≥ nε′ , ‖η̄(τβ(n), uβ(n))− η̄(τ∗, uβ(n))‖ ≤ ε′.
Fixons ε > 0. Prenons ε′ = ε

2 , alors ∃ mε := n ε
2
∈ N∗ tel que

∀n ≥ mε, ‖η̄(τβ(n), uβ(n))− η̄(τ∗, uβ(n))‖ <
ε

2

⇒ |‖η̄(τ∗, uβ(n))‖ − ‖η̄(τ∗, uβ(n))‖| < ε
2

⇒ ε < ‖η̄(τβ(n), uβ(n))‖ ≤ ‖η̄(τ∗, uβ(n))‖+ ε
2

⇒ ε
2 = ε− ε

2 < ‖η̄(τ∗, uβ(n))‖

pour ∀n ≥ mε, ‖η̄(τ∗, uβ(n))‖ >
ε

2 . (3.2.25)

Mais η̄(τ∗, ·) est continue à gauche en 0 et η̄(τ∗, 0) = 0⇒ lim
n→+∞

η̄(τ∗, uβ(n)) = η̄(τ∗, 0) = 0

car 0 ≤ uβ(n) ≤ 1
β(n) → 0 (n → +∞). Donc en faisant n → +∞ dans (3.2.25), on arrive à :

0 ≥ ε
2 > 0 : contradiction. Ainsi

sup
t∈I, t−Rε≤s≤t

‖η̄(t, s− t)‖e−γ(t−s) ≤ sup
t∈I, t−Rε≤s≤t

‖η̄(t, s− t)‖.

et :
sup

t∈I, s≤t−Rε
‖η̄(t, s− t)‖e−γ(t−s) ≤ sup

t∈I, s≤t−Rε
‖η̄(t, s− t)‖ ≤ ‖η̄‖∞ · e−γRε

on ajuste γ pour que la relation précédente soit majorée par ε. Donc

sup
t,s
‖η̄(t, s− t)‖e−γ(t−s) ≤ ε.

— on applique le point fixe des contractions avec k̃(t, s) = η̃(t, s − t) ce qui donne l’existence
de R̃(t, s) tel que

∀t ≥ s, R̃(t, s) = η̃(t, s− t)−
∫ t

s
R̃(t, α)η̃(α, s− α)dα. (3.2.26)

— On pose R(t, s) := R̃(t, s)e−γ(t−s), alors en multipliant (3.2.26) par e−γ(t−s) on obtient :

R̃(t, s)e−γ(t−s) = η̃(t, s− t)e−γ(t−s) −
∫ t

s
e−γ(t−s)R̃(t, α)η̃(α, s− α)dα.
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— On exprime η̃ en fonction de η̄, ce qui donne

R(t, s) = η̄(t, s− t)e−γ(s−t)e−γ(s−t)

−
∫ t

s
e−γ(t−α)e−γ(α−s)R̃(t, α)η̄(α, s− α)e−γ(s−α)

= η̄(t, s− t)−
∫ t

s
(e−γ(t−α)R̃(t, α))e−γ(α−s)e−γ(s−α)η̄(α, s− α)dα

= η̄(t, s− t)−
∫ t

s
R(t, α)η̄(α, s− α)dα.

— On doit maintenant s’assurer que R ∈ C0([σ, T ], BV ([σ − r − T, T ],Mn(R))), sachant que
R̃ ∈ C0([σ, T ], BV ([σ − r − T, T ],Mn(R))) où R(t, s) = R̃(t, s)e−γ(t−s). Pour cela, on utilise
le lemme 1.1.3.

Proposition 3.2.2. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; k est définie par (3.1.40) ;
R est donnée par le théorème 3.2.1. Soit E = Rn ou Mn(R). Alors les assertions suivantes sont
vérifiées.

(i) Pour tout (t, s) ∈ J × J , R(t−, s)−R(t, s) = k(t−, s)− k(t, s).

(ii) Soit ϕ ∈ RI(J,E). Alors la fonction [t 7→
∫ t

σ
R(t, ξ)ϕ(ξ)dξ] est continue sur J .

(iii) Soit ϕ ∈ RI(J,E). Alors, pour tout t ∈ J , les égalités suivantes sont vérifiées.∫
[σ,t]

R(t−, ξ)ϕ(ξ)dλ1(ξ) =
∫ t

σ
R(t, ξ)ϕ(ξ)dξ.

Démonstration. (i) Utilisant (iii) de la proposition 3.1.11 nous obtenons R(t−, s) = k(t−, s) −∫ t

s
k(t, ξ)R(ξ, s)dξ. Comme R(t, s) = k(t, s)−

∫ t

s
k(t, ξ)R(ξ, s)dξ, nous obtenons l’égalité an-

noncée.
(ii) Grâce au théorème 3.2.1 nous obtenons∫ t

σ
R(t, ξ)ϕ(ξ)dξ =

∫ t

σ
k(t, ξ)ϕ(ξ)dξ −

∫ t

σ

(∫ t

ξ
k(t, α)R(α, ξ)dα

)
ϕ(ξ)dξ.

Du (iii) de la Proposition 3.1.11, nous savons que [t 7→
∫ t

σ
k(t, ξ)ϕ(ξ)dξ] est continue sur J .

Pour travailler sur la seconde fonction du terme de droite de l’égalité précédente, nous notons
que [(ξ, α) 7→ ϕ(ξ)] est Riemann-intégrable sur J × J puisque ϕ ∈ RI(J,E). Alors le produit
[(ξ, α) 7→ k(t, α)R(α, ξ)ϕ(ξ)] est Riemann-intégrables sur J × J comme un produit de trois
fonctions Riemann-intégrable. Nous posons D := {(ξ, α) : σ ≤ ξ ≤ t, ξ ≤ α ≤ t} = {(ξ, α) :
σ ≤ α ≤ t, σ ≤ ξ ≤ α}, et en utilisant le théorème de Fubini nous obtenons∫ t

σ

(∫ t

ξ
k(t, α)R(α, ξ)dα

)
ϕ(ξ)dξ =

∫
D
k(t, α)R(α, ξ)ϕ(ξ)dξdα

=
∫ t

σ

(∫ α

σ
k(t, α)R(α, ξ)ϕ(ξ)

)
dα

=
∫ t

σ
k(t, α)

(∫ α

σ
R(α, ξ)ϕ(ξ)

)
dα

=
∫ t

σ
k(t, α)P (α)dα.
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De la proposition 1.1.5 nous obtenons l’existence de P (t+) et de P (t−) qui assure que P ∈
R(J,E) et de plus P ∈ RI(J,E), et alors nous pouvons utiliser la proposition 3.1.11, (iii),

pour affirmer que [t 7→
∫ t

σ
k(t, α)P (α)dα] est continues. Et ainsi la fonction considérée est

continue comme une somme de deux fonctions continues.

(iii) Fixons t ∈ J . Posons P (t) :=
∫ t

σ
R(t, ξ)ϕ(ξ)dξ. De (ii), nous savons que P (t−) = P (t). De

la proposition 1.1.5 nous obtenons P (t−) =
∫

[σ,t]
R(t−, ξ)ϕ(ξ)dλ1(ξ). Et ainsi nous obtenons

l’égalité annoncée.

À ce niveau, nous sommes en mesure de donner une expression explicite de la solution de (3.2.1).

Théorème 3.2.2. Soit σ ∈ [0, T ] et H ∈ C0([σ, T ],Rn),

soit g(t) := −η̄(t, σ − t)φ(0) +
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) +H(t) pour tout t ∈ [σ, T ].

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes pour une fonction y ∈ L1([σ, T ],Rn).

(i) ∀t ∈ [σ, T ], y(t) = g(t)−
∫ t

σ
k(t, s)y(s)ds

(ii) ∀t ∈ [σ, T ], y(t) = g(t)−
∫ t

σ
R(t, s)g(s)ds.

Démonstration. (i)⇒ (ii) Par (i), ∀τ ∈ [σ, T ], on a :

y(τ) = g(τ)−
∫ τ

σ
k(τ, s)y(s)ds⇒

R(t, τ)y(τ) = R(t, τ)g(τ)−R(t, τ)
∫ τ

σ
k(τ, s)y(s)ds⇒∫ t

σ
R(t, τ)y(τ)dτ =

∫ t

σ
R(t, τ)g(τ)dτ −

∫ t

σ
R(t, τ)

∫ τ

σ
k(τ, s)y(s)dsdτ. (3.2.27)

Notons que {(s, τ) : σ ≤ τ ≤ t, σ ≤ s ≤ τ} = {(s, τ) : σ ≤ s ≤ t, s ≤ τ ≤ t} ; alors en utilisant le
théorème de Fubini, on a :∫ t

σ
R(t, τ)

∫ τ

σ
k(τ, s)y(s)ds =

∫ t

σ
(
∫ τ

σ
R(t, τ)k(τ, s)y(s)ds)dτ

=
∫ t

σ
(
∫ t

s
R(t, τ)k(τ, s)y(s)dτ)ds

=
∫ t

σ
(
∫ t

s
R(t, τ)k(τ, s)dτ)y(s)ds

=
∫ t

σ
(k(t, s)−R(t, s))y(s)ds car R résolvante

=
∫ t

σ
k(t, s)y(s)ds−

∫ t

σ
R(t, s)y(s)ds.

En utilisant cette égalité dans (3.2.27) on obtient∫ t

σ
R(t, τ)y(τ)dτ =

∫ t

σ
R(t, τ)g(τ)dτ −

∫ t

σ
k(t, s)y(s)ds+

∫ t

σ
R(t, s)y(s)ds,
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ce qui entraîne que ∫ t

σ
R(t, τ)g(τ)dτ =

∫ t

σ
k(t, s)y(s)ds.

Alors, avec (i), on a : y(t) = g(t)−
∫ t

σ
R(t, s)g(s)ds, qui est (ii).

(ii)⇒ (i) Par (ii), ∀τ ∈ [σ, T ] on a :

y(τ) = g(τ)−
∫ τ

σ
R(τ, s)g(s)ds⇒

k(t, τ)y(τ) = k(t, τ)g(τ)− k(t, τ)
∫ τ

σ
R(τ, s)g(s)ds⇒∫ t

σ
k(t, τ)y(τ)dτ =

∫ t

σ
k(t, τ)g(τ)dτ −

∫ t

σ
k(t, τ)

∫ τ

σ
R(τ, s)g(s)dsdτ. (3.2.28)

Notons que {(τ, s) : σ ≤ τ ≤ t, σ ≤ s ≤ τ} = {(τ, s) : σ ≤ s ≤ t, s ≤ τ ≤ t} alors en utilisant le
théorème de Fubini, on a :∫ t

σ
k(t, τ)

∫ τ

σ
R(τ, s)g(s)dsdτ =

∫ t

σ
(
∫ τ

σ
k(t, τ)R(τ, s)g(s)ds)dτ

=
∫ t

σ
(
∫ t

s
k(t, τ)R(τ, s)g(s)dτ)ds

=
∫ t

σ
(
∫ t

s
k(t, τ)R(τ, s)dτ)g(s)ds

=
∫ t

σ
(k(t, s)−R(t, s))g(s)ds car R résolvante

=
∫ t

σ
k(t, s)g(s)ds−

∫ t

σ
R(t, s)g(s)ds.

En utilisant cette égalité dans (3.2.28) on obtient∫ t

σ
k(t, τ)y(τ)dτ =

∫ t

σ
k(t, τ)g(τ)dτ −

∫ t

σ
k(t, s)g(s)ds+

∫ t

σ
R(t, s)g(s)ds

d’où ∫ t

σ
k(t, τ)y(τ)dτ =

∫ t

σ
R(t, s)g(s)ds. (3.2.29)

En utilisant (ii) et (3.2.29) on arrive à :

y(t) = g(t)−
∫ t

σ
k(t, τ)y(τ)dτ,

ce qui est (i).

3.3 Équations différentielles fonctionnelles linéaires
Soit :
— T > 0.
— (σ, φ) ∈ R× C (où C = C0([−r, 0],Rn)).
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— Ω ⊆ [σ − r, T ]× C un sous-ensemble ouvert.
— Pour t ∈ [σ, T ], L(t) : C −→ Rn est linéaire et continue.
— [t 7→ L(t)] est définie et continue sur [σ, T ] à valeurs dans L(C,Rn).
— Pour tout t ∈ [σ, T ],

L(t) : C −→ Rn
φ 7→ L(t)φ

est continue.
On considère le système linéaire :

x′(t) = L(t)xt +H(t) (3.3.1)

ou de manière équivalente :

x(t) = φ(0) +
∫ t

σ
L(s)xsds+

∫ t

σ
H(s)ds (3.3.2)

et si l’on fixe φ ∈ C, on considère le problème de Cauchy :

x′(t) = L(t)xt +H(t)
xσ = φ,

}
(3.3.3)

où H ∈ C0([σ, T ];Rn).

On a le résultat d’existence suivant :

Théorème 3.3.1. Soit (σ, φ) ∈ R × C. Alors il existe une unique fonction x(·, σ, φ) définie et
continue sur [σ − r, T ], dérivable sur [σ, T ], satisfaisant le système (3.3.3) sur [σ, T ].

Remarque 3.3.1. Dans le système linéaire la solution est définie jusqu’à T , fixé à l’avance,
dès que le champ de vecteurs est défini jusqu’à T .

Démonstration. L’application L(t) : C −→ Rn étant continue sur Ω, le théorème 2.1.1 nous assure
de l’existence d’une solution x ∈ C0([σ− r, σ+ α],Rn) de l’équation (3.3.3). L’unicité résulte du fait
que L est lipschitzienne en φ et de l’application du théorème 2.1.2. Pour montrer l’existence de la
solution sur [σ − r, T ] tout entier, supposons que x est une solution non prolongeable de (3.3.3) sur
[σ − r, b[ où b < T . L’intégration de (3.3.3) donne :

∀t ∈ [σ, b[, x(t) = x(σ) +
∫ t

σ
L(s)xsds+

∫ t

σ
H(s)ds

comme L est continue sur [0, T ], alors ∃M > 0, tel que ‖L(t)‖ ≤M

∀t ∈ [σ, b[ ‖x(t)‖ ≤ ‖φ(0)‖+
∫ t

σ
M‖xs‖∞ds+

∫ t

σ
‖H(s)‖ds.
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Si t ∈ [σ, b[, ‖xt‖∞ = sup
−r≤θ≤0

‖x(t+ θ)‖, en posant s = t+ θ, on a ‖xt‖∞ = sup
σ−r≤s≤t

‖x(s)‖,

‖xt‖∞ = max{ sup
σ−r≤s≤σ

‖x(s)‖; sup
σ≤s≤t

‖x(t)‖},

‖xt‖∞ ≤ max {‖φ‖∞; sup
σ≤s≤t

{‖φ(0)‖+
∫ s

σ
M‖xu‖∞du+

∫ s

σ
‖H(u)‖du}}

≤ max {‖φ‖∞; ‖φ(0)‖+ sup
σ≤s≤t

{
∫ s

σ
M‖xu‖∞du+

∫ s

σ
‖H(u)‖du}}

≤ max {‖φ‖∞; (‖φ‖∞ +M

∫ t

σ
‖xs‖∞ds+

∫ t

σ
‖H(s)‖ds)},

‖xt‖∞ ≤ ‖φ‖∞ +M

∫ t

σ
‖xs‖∞ds+

∫ t

σ
‖H(s)‖ds.

Par le lemme de Gronwall ([29], p.15), on a :

‖xt‖ ≤ [‖φ‖∞ +
∫ t

σ
‖H(s)‖ds] exp[M(t− σ)] pour tout t ∈ [σ, b[. (3.3.4)

En effet, posons u(t) = ‖φ‖∞ +
∫ t

σ
M‖xs‖ds+

∫ t

σ
‖H(s)‖ds ; on a :

u′(t) = M‖xt‖∞ + ‖H(t)‖
u′(t) ≤ Mu(t) + ‖H(t)‖
u′(t) − Mu(t) ≤ ‖H(t)‖.

Posons v(t) = [u(t)] exp(−M(t− σ)) ; on a :

v′(t) = u′(t) exp(−M(t− σ))−Mu(t) exp(−M(t− σ))
v′(t) = [u′(t)−Mu(t)] exp(−M(t− σ)),
v′(t) ≤ ‖H(t)‖ exp(−M(t− σ)) si t ∈ [σ, b[,∫ t

σ
v′(s)ds ≤

∫ t

σ
‖H(u)‖ exp(−M(u− σ))du

v(t) ≤ |φ|+
∫ t

σ
‖H(u)‖ exp(−M(u− σ))du.

Comme exp(−M(u− σ)) ≤ 1, on a : v(t) ≤ ‖φ‖∞ +
∫ t

σ
‖H(s)‖ds, donc

[u(t)] exp(−M(t− σ)) ≤ ‖φ‖∞ +
∫ t

σ
‖H(s)‖ds et

u(t) ≤ [‖φ‖∞ +
∫ t

σ
‖H(s)‖ds] exp(M(t− σ)) ; ainsi on a :

‖xt‖∞ ≤ [‖φ‖∞ +
∫ t

σ
‖H(s)‖ds] exp(M(t− σ)), pour tout t ∈ [σ, b[.

En partant du fait que ‖x′(t)‖ ≤M‖xt‖∞ + ‖H(t)‖ quand t ∈ [σ, b[, on peut en déduire que ‖x′(t)‖
est majorée par une fonction dans C0([σ − r, T ];Rn). Posons f(t) = M‖xt‖∞ + ‖H(t)‖, on a donc
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‖x′(t)‖ ≤ f(t) pour tout t ∈ [σ, b[.

Puisque x(t) = φ(0) +
∫ t

σ
f(s, xs)ds, on a : ‖x(t)− x(s)‖ = ‖

∫ t

s
f(u, xu)du‖.

Or on sait que ‖x(t)− x(s)‖ = ‖
∫ t

s
x′(u)du‖, donc ‖x(t)− x(s)‖ ≤ ‖

∫ t

s
f(u)du‖ et ensuite ‖x(t)−

x(s)‖ ≤ sup
s≤u≤t

f(u)|t−s| ; cela entraîne que x est lipschitzienne donc uniformément continue sur [σ, b[

donc x peut donc être prolongée en b avec x(b) = lim
t→b

x(t). On peut considérer le problème :

x′(t) = f(t, xt)
xb = ψ.

}
(3.3.5)

D’après le théorème 2.1.1, il existe une solution x̃ ∈ C0([σ − r, b + β],Rn) de l’équation qui est
telle que x̃|[σ−r,b[ = x. x n’est donc pas la solution maximale du problème (3.3.3).

On souhaite obtenir une représentation de la solution de (3.3.3). Pour ce faire il est utile de
réécrire l’équation en mettant en évidence les paramètres dépendant de la condition initiale xσ. Nous
allons montrer un lemme technique puis le résultat voulu.

Lemme 3.3.1. Si xσ = φ ∈ C0([−r, 0],Rn), σ ≤ t et −r ≤ θ ≤ σ − t, alors

t+ θ − σ ∈ [−r, 0], et φ(t+ θ − σ) = x(t+ θ)

Démonstration. (σ ≤ t et − r ≤ θ ≤ σ − t) =⇒ (σ − r ≤ t− r ≤ t+ θ ≤ σ)
=⇒ (σ − r ≤ t + θ ≤ σ) =⇒ (−r = −σ + σ − r ≤ t + θ − σ ≤ 0) =⇒ t + θ − σ ∈ Dom φ = [−r, 0].
Après, φ(t+ θ − σ) = xσ(t+ θ − σ) = x(t+ θ − σ + σ) = x(t+ θ).

Théorème 3.3.2. Soit σ ∈ [0, T ], φ ∈ C0([−r, 0],Rn) et x : [σ − r, T ] −→ Rn tel que
x|[σ−r,σ] ∈ C0([σ − r, σ],Rn), x|[σ,T ] ∈ C1([σ, T ],Rn) et telle que x est solution de{

x′(t) = L(t)xt
xσ = φ.

Alors on a : 
x′(t) = −

∫ t

σ
η̄(t, α− t)x′(α)dα− η̄(t, (σ − t)+)φ(0)

−
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) quand t ∈ [σ, σ + r]

et  x′(t) = −
∫ t

σ
η̄(t, α− t)x′(α)dα− η̄(t, (σ − t)+)φ(0)

quand t ∈ ]σ + r, T ]

Démonstration. Premiér cas : t ∈ [σ, σ + r]. Par un changement de variable, on a :

x′(t) =
∫ 0

−r
dθη(t, θ)x(t+ θ) =

∫ t

t−r
dαη(t, α− t)x(α),
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et t ≤ σ + r ⇒ t− r ≤ σ ≤ t, donc par la relation de Chasles (proposition 1.4.8 (ii)), on a : x′(t) =
∫ σ

t−r
dαη(t, α− t)x(α) +

∫ t

σ
dαη(t, α− t)x(α)

−[η(t, (σ − t)+)φ(0)− η(t, σ − t)φ(0)].
(3.3.6)

Quand α ∈ [t− r, σ], on a : α− σ ∈ [(t− σ)− r, 0] ⊂ [−r, 0] donc

x(α) = x(σ − σ + α) = xσ(α− σ)⇒∫ σ

t−r
dαη(t, α− t)x(α) =

∫ σ

t−r
dαη(t, α− t)φ(α− σ). (3.3.7)

Par le changement de variable β = α− t, on a :∫ σ

t−r
dαη(t, α− t)x(α) =

∫ σ−t

−r
dβη(t, β)φ(t− σ + β). (3.3.8)

En utilisant la formule d’intégration par parties (proposition 1.4.8 (ii)), on a :∫ t

σ
dαη̄(t, α− t)x(α) = η(t, 0+)x(t)− η(t, σ − t)x(σ)

−
∫ t

σ
η̄(t, α− t)x′(α)dα,

donc : ∫ t

σ
dαη̄(t, α− t)x(α) = −η(t, σ − t)φ(0)−

∫ t

σ
η̄(t, α− t)x′(α)dα. (3.3.9)

En utilisant l’équation (3.3.8) et (3.3.9) dans l’équation (3.3.6), on obtient x′(t) =
∫ σ−t

−r
dθη(t, θ)φ(t− σ + θ)− η(t, σ − t)φ(0)−

∫ t

σ
η̄(t, α− t)x′(α)dα

−η̄(t, (σ − t)+)φ(0) + η̄(t, σ − t)φ(0)

d’où : 
x′(t) = −

∫ t

σ
η̄(t, α− t)x′(α)dα− η̄(t, (σ − t)+)φ(0)

+
∫ σ−t

−r
dθη̄(t, θ)φ(t− σ + θ)

(3.3.10)

qui est la formule annoncée quand t ∈ [σ, σ + r].

Deuxième cas : t ∈ ]σ + r, T ] x′(t) =
∫ 0

−r
dθη(t, θ)x(t+ θ).

Par un changement de variable, on a :

x′(t) =
∫ t

t−r
dαη(t, α− t)x(α). (3.3.11)

Notons que : t > σ + r ⇒ σ < t− r ⇒ σ − r < t− r. Donc :

∀α ∈ [σ − r, t− r], α− t ∈ [σ − t− r,−r] ⊂ [−T − r + σ,−r]⇒ η(t, α− t) = η(t,−r)⇒∫ t−r

σ−r
dαη(t, α− t)x(α) = 0. (3.3.12)
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Notons qu’on peut toujours décider que :

η(t, (−r)+) = η(t,−r). (3.3.13)

Par la relation de Chasles, on a :∫ t

σ−r
dαη(t, α− t)x(α) =

∫ t−r

σ−r
dαη(t, α− t)x(α) +

∫ t

t−r
dαη(t, α− t)x(α)

−[η(t, (−r)+)− η(t,−r)]x(+(−r))⇒

∫ t

t−r
dαη(t, α− t)x(α) =

∫ t

σ−r
dαη(t, α− t)x(α)−

∫ t−r

σ−r
dαη(t, α− t)x(α). (3.3.14)

Donc, on a :

x′(t) =
∫ t

σ−r
dαη(t, α− t)x(α). (3.3.15)

Par la relation de Chasles, on a :
∫ t

σ−r
dαη(t, α− t)x(α) =

∫ σ

σ−r
dαη(t, α− t)x(α) +

∫ t

σ
dαη(t, α− t)x(α)

−[η(t, (σ − t)+)φ(0)− η(t, σ − t)φ(0)]

Quand α ∈ [σ − r, σ] on a α− t ∈ [σ − t− r, σ − t] ⊂ [σ − r − T,−r]⇒ η(t, α− t) = η(t,−r)⇒∫ σ

σ−r
dαη(t, α− t)x(α) = 0 d’où avec l’équation (3.3.15) :

x′(t) =
∫ t

σ
dαη(t, α− t)x(α)− η(t, (σ − t)+)φ(0) + η(t, σ − t)φ(0). (3.3.16)

En utilisant la formule de l’intégration par parties, on a :∫ t

σ
dαη(t, α− t)x(α) = η(t, 0+)x(t)− η(t, σ − t)φ(0)

−
∫ t

σ
η(t, α− t)x′(α)dα

avec l’équation (3.3.16), on a :

x′(t) = −
∫ t

σ
η(t, α− t)x′(α)dα− η(t, σ − t)φ(0)
−η(t, (σ − t)+) + η(t, σ − t)φ(0)

Cette expression entraîne que :

x′(t) = −
∫ t

σ
η(t, α− t)x′(α)dα− η(t, (σ − t)+)φ(0). (3.3.17)

Et ceci est la formule annoncée.

Le résultat suivant est la réciproque du théorème 3.3.2.
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Lemme 3.3.2. — Soit H ∈ C0([σ, T ],Rn), φ ∈ C0([−r, 0],Rn), g : [σ, T ] −→ Rn définie
par : ∀t ∈ [σ, T ],

g(t) := −η(t, σ − t)φ(0) +
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) +H(t).

— Soit y ∈ C0([σ, T ],Rn) qui satisfait : ∀t ∈ [σ, T ], y(t) = −
∫ t

σ
η(t, α− t)y(α)dα+ g(t).

On pose :

x(t) :=


∫ t

σ
y(s)ds+ φ(0) si t ∈ [σ, T ]

φ(t− σ) si t ∈ [σ − r, σ].

— Alors : x ∈ C0([σ − r, T ],Rn), x|[σ,T ] ∈ C1([σ, T ],Rn),

∀t ∈ [σ, T ], x′(t) = L(t)xt +H(t) et xσ = φ.

Démonstration. (A) x|[σ,T ] est C1 comme primitive d’une fonction continue.

(B) D’après (A), x est continue sur ]σ, T ] ; x est continue sur [σ − r, σ[ car φ est continue. Reste
le point σ. On a x(σ−) = φ((σ−) + σ) = φ(0−) = φ(0) car φ est continue sur [−r, 0]. On a
x(σ+) = 0 + φ(0) = x(σ). Donc x(σ−) = φ(0) = x(σ) = x(σ+), donc x est continue en σ.

(C) De la définition de x on déduit, ∀t ∈ [σ, T ],

x′(t) = y(t) = −
∫ t

σ
η(t, α− t)y(α)dα+ g(t),

et par la formule d’intégration par parties prouvée en 1.4.8, il vient :

x′(t) =
∫ t

σ
dαη(t, α− t)x(α) + η(t, σ − t)x(σ) + g(t)

=
∫ 0

σ−t
d2η(t, θ)x(t+ θ) + η(t, σ − t)x(σ)

+[−η(t, σ − t)φ(0) +
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) +H(t)]

=
∫ 0

σ−t
d2η(t, θ)x(t+ θ) +

∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)x(t+ θ) +H(t)

=
∫ 0

−r
d2η(t, θ)x(t+ θ) +H(t)

= L(t)xt +H(t).

Proposition 3.3.1. L’application t 7→
∫ t

σ
η(t, α− t)x′(α)dα est continue sur [σ, T ].

Démonstration. Notons Ψ cette fonction. Fixons arbitrairement t ∈ S.
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Démontrons que Ψ est continue à droite en t. Soit h > 0. Alors :

Ψ(t+ h)−Ψ(t) =
∫ t+h

σ
η(t+ h, α− t− h)x′(α)dα−

∫ t

σ
η(t, α− t)x′(α)dα

=
∫ t+h

σ
η(t+ h, α− t− h)x′(α)dα−

∫ t

σ
η(t+ h, α− t− h)x′(α)dα

+
∫ t

σ
η(t+ h, α− t− h)x′(α)dα−

∫ t

σ
η(t, α− t)x′(α)dα

=
∫ t+h

t
η(t+ h, α− t− h)x′(α)dα

+
∫ t

σ
[η(t+ h, α− t− h)− η(t, α− t)]x′(α)dα

ce qui entraîne :

‖Ψ(t+ h)−Ψ(t)‖ ≤
∫ t+h

t
‖η(t+ h, α− t− h)‖ · ‖x′(α)‖dα

+
∫ t

σ
‖η(t+ h, α− t− h)− η(t, α− t)‖ · ‖x′(α)‖dα

≤ h sup
τ∈S
‖η(τ, ·)‖BV0 · ‖x′‖∞

+‖x′‖∞ ·
∫ t

σ
‖η(t+ h, α− t− h)− η(t, α− t− h)‖dα

+‖x′‖∞ ·
∫ t

σ
‖η(t, α− t)− η(t, α− t)‖dα

et ainsi : ∀h > 0,

‖Ψ(t+ h)−Ψ(t)‖ ≤ h sup
τ∈S
‖η(τ, ·)‖BV0 · ‖x′‖∞

+‖x′‖∞ · (t− σ) · ‖η(t+ h, ·)− η(t, ·)‖BV0

+‖x′‖∞ ·
∫ t

σ
‖η(t, α− t− h)− η(t, α− t)‖dα.

(3.3.18)

Puisque [τ 7→ η(τ, ·)] ∈ C0(S,NBV0(J,E)), [τ 7→ ‖η(τ, ·)‖NBV ] ∈ C0(S,R+) et puisque S est com-
pact, par le théorème d’optimisation de Weierstrass, sup

τ∈S
‖η(τ, ·)‖NBV < +∞ et donc on a :

lim
h→0+

(h sup
τ∈S
‖η(τ, ·)‖ · ‖x′‖∞) = 0. (3.3.19)

avec la continuité de [t 7→ η(t, ·)] on a :

lim
h→0+

(‖x′‖∞ · (t− σ)‖η(t+ h, ·)− η(t, ·)‖BV0 = 0 (3.3.20)

Soit une suite (hn)n tel que (∀n ∈ N, hn > 0) et lim
n→+∞

hn = 0. Introduisons la fonction

φn(α) := ‖η(t, α− t− hn)− η(t, α− t)‖.

Puisque η(t, ·) est continue à gauche sur J , on a : ∀α, lim
n→+∞

φn(α) = 0. En outre on a : ∀n ∈ N, 0 ≤
φn(α)2‖η(t, ·)‖NBV < +∞, et les constantes sont intégrables sur J compact, donc on peut utiliser le
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théorème de convergence dominée de Lebesgue et affirmer : lim
n→+∞

∫ t

σ
φn(α)dα =

∫ t

σ
lim

n→+∞
φn(α)dα =∫ t

σ
0dα = 0, d’où par la caractérisation séquentielle des limites dans R,

lim
h→0+

∫ t

σ
‖η(t, α− t− h)− η(t, α− t)‖dα = 0. (3.3.21)

En utilisant les équations (3.3.19), (3.3.20), (3.3.21) dans (3.3.18) on obtient : lim
h→0+

‖Ψ(t+h)−Ψ(t)‖ =
0, donc Ψ est continue à droite en t.

Démontrons que Ψ est continue à gauche en t. Soit h > 0, alors

Ψ(t− h)−Ψ(t) =
∫ t−h

σ
η(t− h, α− t+ h)x′(α)dα−

∫ t

σ
η(t, α− t)x′(α)dα

=
∫ t−h

σ
η(t− h, α− t+ h)x′(α)dα−

∫ t

σ
η(t− h, α− t+ h)x′(α)dα

+
∫ t

σ
η(t− h, α− t+ h)x′(α)dα−

∫ t

σ
η(t, α− t)x′(α)dα

=
∫ t−h

t
η(t− h, α− t+ h)x′(α)dα

+
∫ t

σ
[η(t− h, α− t− h)− η(t, α− t)]x′(α)dα

=
∫ t−h

t
η(t− h, α− t+ h)x′(α)dα

+
∫ t

σ
[η(t− h, α− t+ h)− η(t, α− t+ h)]x′(α)dα

+
∫ t

σ
[η(t, α− t− h)− η(t, α− t)]x′(α)dα

ce qui entraîne que

‖Ψ(t− h)−Ψ(t)‖ ≤ h sup
τ∈S
‖η(τ, ·)‖BV0 · ‖x′‖∞

+
∫ t

σ
‖η(t− h, ·)− η(t, ·)‖BV0 · ‖x′(α)‖dα

+
∫ t

σ
‖η(t, α− t+ h)− η(t, α− t)‖dα · ‖x′‖∞,

d’où
‖Ψ(t− h)−Ψ(t)‖ ≤ (sup

τ∈S
‖η(τ, ·)‖NBV · ‖x′‖∞)h

+(σ − t)‖x′‖∞ · ‖η(t− h, ·)− η(t, ·)‖BV0

+‖x′‖∞ ·
∫ t

σ
‖η(t, α− t+ h)− η(t, α− t)‖dα.

(3.3.22)

On a déjà vu que supτ∈S ‖η(τ, ·)‖NBV < +∞, donc on a

lim
h→0+

[(sup
τ∈S
‖η(τ, ·)‖NBV · ‖x′‖∞)h] = 0. (3.3.23)

Puisque [t 7→ η(t, ·)] ∈ C0(S,NBV0(J,E)) on a :

lim
h→0+

[(σ − t)‖x′‖∞ · ‖η(t− h, ·)‖NBV ] = 0. (3.3.24)
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Soit une suite réelle (hn)n telle que (∀n ∈ N, hn > 0) et lim
n→+∞

hn = 0.
Introduisons, ∀n ∈ N, la fonction ζn(α) := ‖η(t, α− t+ hn)− η(t, α− t)‖. Puisque η(t, ·) est BV, elle
est réglée, et donc

∀α ∈ J, lim
n→+∞

ζn(α) = ‖η(t, (α− t)+)− η(t, α− t)‖.

∀n ∈ N, ∀α ∈ J, 0 ≤ ζn(α) ≤ 2‖η(t, ·)‖NBV < +∞, et puisque les constantes sont intégrables sur J ,
on peut utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue et affirmer que :

lim
n→+∞

∫ t

σ
ζn(α)dα =

∫ t

σ
lim

n→+∞
ζn(α)dα

=
∫ t

σ
‖η(t, (α− t)+)− η(t, α− t)‖dα.

Par la caractérisation séquentielle des limites dans R, on a :

lim
h→0+

∫ t

σ
‖η(t, α− t+ h)− η(t, α− t)‖dα =

∫ t

σ
‖η(t, (α− t)+)− η(t, α− t)‖dα. (3.3.25)

Puisque η(t, ·) est réglée, {s ∈ J : η(t, s+) 6= η(t, s)} est au plus dénombrable donc Lebesgue-

négligeable et donc
∫ t

σ
‖η(t, (α− t)+)− η(t, α− t)‖dα. De l’équation (3.3.25) on obtient :

lim
h→0+

∫ t

σ
‖η(t, α− t+ h)− η(t, α− t)‖dα = 0. (3.3.26)

En utilisant les équations (3.3.23), (3.3.24) et (3.3.26) dans l’équation (3.3.22) on obtient :
lim
h→0+

‖Ψ(t− h)−Ψ(t)‖ = 0, donc Ψ est continue à gauche en t.

3.3.1 Résolvante de l’équation linéaire (3.3.3).

On définit la fonction X : J × J −→Mn(R) en posant

X(t, s) := I −
∫ t

s
R(ξ, s)dξ (3.3.27)

où I est la matrice identité n× n.

Lemme 3.3.3. On suppose que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; R est donnée par le théorème
3.2.1 et X est donnée par (3.3.27). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) ∀s ∈ J , X(·, s) ∈ AC(J,Mn(R)).
(ii) ∀s ∈ J , ∀t ∈ J , X(·, s) est différentiable à droite en t, ∂X(t,s)

∂t+ = −R(t, s), et ∂X(·,s)
∂t+ ∈

RC0
d(J,Mn(R)).

(iii) ∀s ∈ J , ∀t ∈ J , X(·, s) est différentiable à gauche en t, ∂X(t,s)
∂t− = −R(t−, s), et ∂X(·,s)

∂t− ∈
RC0

g (J,Mn(R)).
(iv) ∀s ∈ J , l’ensemble des points de J où X(·, s) n’est pas différentiable est au plus dénombrable.
(v) ∀t ∈ J , X(t, ·) ∈ BV (J,Mn(R)) ∩ C0

g (J,Mn(R)).

(vi) ∀s ∈ J , ∀t ∈ J , X(t, s+) = I −
∫ t

s
R(ξ, s+)dξ.
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Démonstration. Pour alléger l’écriture nous introduisons N(t, s) :=
∫ t

s
R(ξ, s)dξ.

(i) Fixons s ∈ J . De (iii) du théorème 3.2.1 nous déduisons que R(·, s) ∈ RI(J,Mn(R)) par consé-
quence R(·, s) est Lebesgue-intégrable sur J , et en conséquence nous avons N(·, s) ∈ AC(J,Mn(R)),
[37].
Alors X(·, s) ∈ AC(J,Mn(R)) comme une différence de deux fonctions qui sont AC(J,Mn(R)).
(ii) Comme R(·, s) ∈ RI(J,Mn(R)) ∩ C0

d(J,Mn(R)), en utilisant un théorème p.221 dans [48],
nous obtenons que, pour tout t ∈ J , N(·, s) est différentiable à droite en t, ∂N(t,s)

∂t+ = R(t, s), et
∂N(·,s)
∂t+ ∈ C0

d(J,Mn(R)). Comme une constante est différentiable avec une différentielle égale à zéro,
nous obtenons l’assertion.
(iii) Comme R(·, s) ∈ R(J,Mn(R)), en utilisant un théorème p.221 dans [48], nous obtenons que,
pour tout t ∈ J , N(·, s) est différentiable à gauche en t, ∂N(t,s)

∂t− = R(t−, s), et ∂N(·,s)
∂t− ∈ C0

g (J,Mn(R)).
Comme une constante est différentiable avec une différentielle égale à zéro, nous obtenons l’assertion.
(iv) En utilisant (ii) et (iii), nous voyons que l’ensemble des points de J où X(·, s) n’est pas
différentiable est égal à l’ensemble {t ∈ J : R(t−, s) 6= R(t, s)}. Comme R(·, s) est réglé, en utilisant
le théorème 1.1 de [10], nous pouvons affirmer que cet ensemble est au plus dénombrable.
(v) Soit (xi)0≤i≤n+1 ∈ S(J). Alors nous avons

n∑
i=0
‖N(t, xi)−N(t, xi+1)‖

=
n∑
i=0
‖
∫ t

xi

R(ξ, xi)dξ −
∫ t

xi+1
R(ξ, xi+1)dξ‖

=
n∑
i=0
‖
∫ xi+1

xi

R(ξ, xi)dξ +
∫ t

xi+1
R(ξ, xi)dξ −

∫ t

xi+1
R(ξ, xi+1)dξ‖

≤
n∑
i=0

∫ xi+1

xi

‖R(ξ, xi)‖dξ +
n∑
i=0

∫ t

xi+1
‖R(ξ, xi)−R(ξ, xi+1)‖dξ

≤
n∑
i=0

(xi+1 − xi) · |||R|||+
n∑
i=0

∫ t

σ
‖R(ξ, xi)−R(ξ, xi+1)‖dξ

≤ (T − σ)|||R|||+
∫ T

σ

n∑
i=0
‖R(ξ, xi)−R(ξ, xi+1)‖dξ

≤ (T − σ)|||R|||+
∫ T

σ
V T
σ (R(ξ, ·))dξ ≤ 2(T − σ)|||R|||.

En prenant le sup sur S(J) nous obtenons V T
σ (N(t, ·)) ≤ 2(T − σ)|||R||| < +∞. Et ainsi nous avons

N(t, ·) ∈ BV (J,Mn(R)). Comme une fonction constante est à variation bornée, nous obtenons que
X(t, ·) ∈ BV (J,Mn(R)). Maintenant nous fixons t ∈ J et s ∈ [σ, T [. Soit h > 0 suffisamment petit.
Alors nous avons

‖X(t, s− h)−X(t, s)‖ = ‖
∫ t

s−h
R(ξ, s− h)dξ −

∫ t

s
R(ξ, s)dξ‖

= ‖
∫ s

s−h
R(ξ, s− h)dξ +

∫ t

s
[R(ξ, s− h)−R(ξ, s)]dξ‖

≤
∫ s

s−h
‖R(ξ, s− h)‖dξ +

∫ t

s
‖R(ξ, s− h)−R(ξ, s)‖dξ

≤ h|||R|||+
∫ t

s
‖R(ξ, s− h)−R(ξ, s)‖dξ.
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Il est clair que lim
h→0+

(h|||R|||) = 0. Pour le second terme de la somme précédente, nous notons
que lim

h→0+
‖R(ξ, s − h) − R(ξ, s)‖ = 0, pour tout ξ ∈ J , comme R(ξ, ·) est continue à gauche, et

nous notons que ‖R(ξ, s − h) − R(ξ, s)‖ ≤ 2|||R||| et la constante est Lebesgue-intégrable sur J .
Et ainsi nous pouvons utiliser le théorème de convergence dominée de Lebesgue et affirmer que
lim
h→0+

∫ t

s
‖R(ξ, s−h)−R(ξ, s)‖dξ = 0. Et alors, en utilisant les inégalités précédentes, nous obtenons

lim
h→0+

X(t, s− h) = X(t, s), i.e. X(t, ·) ∈ C0
g (J,Mn(R)). Et ainsi (v) est prouvée.

(vi) Nous fixons t ∈ J et s ∈ [σ, T [. Soit h > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

X(t, s+ h) = I −
∫ t

s+h
R(ξ, s+ h)dξ

= I +
∫ s+h

s
R(ξ, s+ h)dξ −

∫ t

s
R(ξ, s+ h)dξ.

Comme ‖
∫ s+h

s
R(ξ, s + h)dξ‖ ≤ h|||R|||, nous obtenons que lim

h→0+

∫ s+h

s
R(ξ, s + h)dξ = 0. Pour le

troisième terme de la somme précédente, nous notons que lim
h→0+

R(ξ, s+ h) = R(ξ, s+). Nous notons
de plus que ‖R(ξ, s + h)‖ ≤ |||R||| pour tout ξ ∈ J et pour tout h > 0, et la constante |||R|||
est Lebesgue-intégrable sur J . En utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous
obtenons que lim

h→0+

∫ t

s
R(ξ, s+h)dξ =

∫ t

s
R(ξ, s+)dξ. Et ainsi nous obtenons la formule annoncée.

Remarque 3.3.2. Utilisant la proposition 3.2.2, la définition de k dans (3.1.40) et la proposi-
tion 3.1.10, (iii) du résultat précédent nous donne la relation suivante :

∂X(t,s)
∂t+ − ∂X(t,s)

∂t− = R(t−, s)−R(t, s)
= k(t−, s)− k(t, s) = η̄(t, (s− t)+)− η̄(t, s− t),

et ainsi la discontinuité de η̄(t, ·) entraîne la non-différentiabilité de X(·, s).

Introduisons la fonction z : J × J × C0(∆,Rn) −→ Rn définie en posant

z(t, s, φ) :=
∫ t

s
X(t, ξ)

(∫ s−ξ

−r
d2η

1(ξ, θ)φ(ξ − s+ θ) +H(ξ)
)
dξ. (3.3.28)

où H ∈ C0([σ, T ],Rn).

Lemme 3.3.4. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; X est donnée par (3.3.27) avec
R donnée par le théorème 3.2.1.
Fixons φ ∈ C0(∆,Rn). Alors les assertions suivantes sont satisfaites.

(i) z(·, σ, φ) ∈ C0(J,Rn).

(ii) ∀t ∈ J , ∂z(t,σ,φ)
∂t+ existe et ∂z(·,σ,φ)

∂t+ est continue à droite sur J .

(iii) ∀t ∈ J , ∂z(t,σ,φ)
∂t− existe et ∂z(·,σ,φ)

∂t− est continue à gauche sur J .

(iv) ∀t ∈ J , ∂z(t,σ,φ)
∂t+ − ∂z(t,σ,φ)

∂t− = [R(t, σ)−R(t−, σ)]φ(0).
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Démonstration. Posons f(t, ξ) := X(t, ξ)
(∫ σ−ξ

−r
d2η

1(ξ, θ)φ(ξ − σ + θ) +H(ξ)
)
dξ.

Notons que f(t, ξ) = X(t, ξ)ψ(ξ) où ψ est définie dans la proposition 3.1.1, et nous avons

z(t, σ, φ) =
∫ t

σ
f(t, ξ)dξ.

Dans un premier temps, nous prouvons que f satisfait l’assertion des propositions 1.1.5, 1.2.1 et
1.2.2. Utilisant (i) and (ii) de la proposition 3.1.1, nous savons que ψ ∈ R(J,Rn). Utilisant (iv) du
Lemme 3.3.3 nous savons que X(t, ·) ∈ R(J,Mn(R)) et en conséquence nous obtenons

∀t ∈ J, f(t, ·) ∈ R(J,Rn). (3.3.29)

De (i) du Lemme 3.3.3 nous savons que X(·, ξ) ∈ C0(J,Mn(R)), et en conséquence nous avons

∀ξ ∈ J, f(·, ξ) ∈ C0(J,Rn). (3.3.30)

Du (ii) du Lemme 3.3.3 nous savons que nous avons

∀(t, ξ) ∈ J × J, ∂f(t, ξ)
∂t+ existe et ∂f(·, ξ)

∂t+ ∈ C0
d(J,Rn)). (3.3.31)

De (iii) du Lemme 3.3.3 nous savons que nous avons

∀(t, ξ) ∈ J × J, ∂f(t, ξ)
∂t−

existe et ∂f(·, ξ)
∂t−

∈ C0
g (J,Rn)). (3.3.32)

Comme R est bornée sur J × J , et comme les constantes sont Lebesgue-intégrables J × J , utilisant
(ii) et (iii) du Lemme 3.3.3, et en posant m(ξ) = m1(ξ) := sup(t,s)∈J×J ‖R(t, s)‖ pour tout ξ ∈ J ,
nous obtenons les propriétés suivantes.

∃m ∈ L1(J,R;λ1),∀t ∈ J, ∀ξ ∈ J, ‖∂f(t, ξ)
∂t+ ‖ ≤ m(ξ). (3.3.33)

∃m1 ∈ L1(J,R;λ1),∀t ∈ J, ∀ξ ∈ J, ‖∂f(t, ξ)
∂t−

‖ ≤ m1(ξ). (3.3.34)

Et ainsi toutes les assertions des propositions 1.1.5, 1.2.1 et 1.2.2 sont vérifiées. Après ces préliminaires
nous prouvons les assertions du lemme.

(i) Utilisant la proposition 1.1.5 et (3.3.29) nous avons

z(t+, σ, φ) =
∫

[σ,t]
X(t+, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dλ1(ξ) =

∫
[σ,t]

X(t, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dλ1(ξ)

=
∫ t

σ
X(t, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dξ = z(t, σ, φ),

et

z(t−, σ, φ) =
∫

[σ,t]
X(t−, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dλ1(ξ) =

∫
[σ,t]

X(t, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dλ1(ξ)

=
∫ t

σ
X(t, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dξ = z(t, σ, φ),

et ainsi z(·, σ, φ) est continue sur J .
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(ii) Utilisant la proposition 1.2.1 nous pouvons affirmer que ∂z(t,σ,φ)
∂t+ existe et

∂z(t, σ, φ)
∂t+ =

∫
[σ,t]

∂X(t, ξ)
∂t+ (ψ(ξ) +H(ξ))dλ1(ξ) +X(t, t+)(ψ(t+) +H(t)).

Comme R(t, s) = 0 quand s > t, nous obtenons X(t, t+) = I − 0 = I. Du lemme 3.3.3 nous
savons que ∂X(t,ξ)

∂t+ = −R(t, ξ), et comme R est Riemann-intégrable nous obtenons la formule
suivante pour tout t ∈ J .

∂z(t, σ, φ)
∂t+ = −

∫ t

σ
R(t, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dξ + (ψ(t+) +H(t)). (3.3.35)

De la proposition 1.1.4 nous savons que ψ+ ∈ C0
d(J,Rn). De la proposition 3.2.2 nous savons

que [t 7→
∫ t

σ
R(t, ξ)(ψ(ξ) + H(ξ))dξ] est continue sur J . Comme la somme de deux fonctions

continues à droite est continue à droite, nous obtenons que ∂z(·,σ,φ)
∂t+ est continue à droite.

(iii) Utilisant la proposition 1.2.2 nous pouvons dire que ∂z(t,σ,φ)
∂t− existe et

∂z(t, σ, φ)
∂t−

=
∫

[σ,t]

∂X(t, ξ)
∂t−

(ψ(ξ) +H(ξ))dλ1(ξ) +X(t, t−)(ψ(t−) +H(t)).

De (i) de la proposition 3.1.1 nous savons que ψ est continue à gauche, et alors ψ(t−) = ψ(t).
De (v) du Lemme 3.3.3 nous savons que X(t, ·) est continue à gauche et ainsi X(t, t−) =
X(t, t) = I. Utilisant (iii) du lemme 3.3.3 nous obtenons la formule suivante.

∂z(t, σ, φ)
∂t−

= −
∫

[σ,t]
R(t−, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dξ + (ψ(t) +H(t)).

Utilisant (iii) de la proposition 3.2.2 nous obtenons

∂z(t, σ, φ)
∂t−

= −
∫

[σ,t]
R(t, ξ)(ψ(ξ) +H(ξ))dξ + (ψ(t−) +H(t)). (3.3.36)

Utilisant (ii) de la proposition 3.2.2, comme la somme de deux fonctions continues à gauche
est continue à gauche, nous obtenons que ∂z(t,σ,φ)

∂t est continue à gauche.
(iv) Utilisant (3.3.35), (3.3.36) et (ii) de la proposition 3.1.1, nous obtenons

∂z(t, σ, φ)
∂t+ − ∂z(t, σ, φ)

∂t−
= ψ(t+)− ψ(t) = [R(t, σ)−R(t−, σ)]φ(0).

Lemme 3.3.5. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; X est donnée (3.3.27) avec R
donnée par le théorème 3.2.1, et z est donnée par (3.3.28). Fixons φ ∈ C0(∆,Rn). Alors la fonction
[t 7→ U(t, σ, φ) := X(t, σ)φ(0) + z(t, σ, φ)], de J à valeurs dans Rn, est continûment différentiable sur
J .
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Démonstration. De (i) du lemme 3.3.3 et (i) du lemme 3.3.4 nous déduisons que U(·, σ, φ) est continue
comme une somme de deux fonctions continues. De (ii) du lemme 3.3.3 et (ii) du lemme 3.3.4 nous
déduisons que ∂U(t,σ,φ)

∂t+ = ∂X(t,σ)
∂t+ φ(0)+ ∂z(t,σ,φ)

∂t+ existe pour tout t ∈ J et ∂U(·,σ,φ)
∂t+ est continue à droite

comme somme de deux fonctions continues à droite. De (iii) Lemme 3.3.3 et (iii) du lemme 3.3.4
nous déduisons que ∂U(t,σ,φ)

∂t− = ∂X(t,σ)
∂t− φ(0) + ∂z(t,σ,φ)

∂t− existe pour tout t ∈ J et ∂U(·,σ,φ)
∂t− est continue

à gauche comme somme de deux fonctions continues à gauche.
Fixons t ∈ J . De (ii) et (iii) du lemme 3.3.3 et du (iv) du lemme 3.3.4 nous obtenons

∂U(t,σ,φ)
∂t+ − ∂U(t,σ,φ)

∂t− = ∂X(t,σ)
∂t+ φ(0)− ∂X(t,σ)

∂t− φ(0) + ∂z(t,σ,φ)
∂t+ − ∂z(t,σ,φ)

∂t−
= [−R(t, σ) +R(t−, σ)]φ(0) + [R(t, σ)−R(t−, σ)]φ(0) = 0.

De plus ∂U(t,σ,φ)
∂t existe et ∂U(t,σ,φ)

∂t = ∂U(t,σ,φ)
∂t+ = ∂U(t,σ,φ)

∂t− est continue puisque continue à droite et à
gauche.

Lemme 3.3.6. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) et φ ∈ C0(∆,Rn) ; γ est définie
dans (iii) de la proposition 3.1.6 et k est donnée par (3.1.40).

(i) Soit x ∈ C0([σ − r, T ],Rn), tel que x|[σ,T ] ∈ C1([σ, T ],Rn), est une solution de (3.3.3) sur
[σ, T ]. Alors l’égalité suivante est vérifiée pour tout t ∈ [σ, T ] :

x′(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ + γ(t).

(ii) Soit y ∈ C0([σ, T ],Rn) qui vérifie l’équation y(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)y(ξ)dξ + γ(t) pour tout t ∈

[σ, T ]. Alors la fonction x : [σ − r, T ]→ Rn, définie par

x(t) :=

 φ(t− σ) si t ∈ [σ − r, σ]

φ(0) +
∫ t

σ
y(s)ds si t ∈ [σ, T ],

est une solution de (3.3.3).

Démonstration. (i) Premier cas : t ∈ [σ, σ+ r]. Alors nous avons −r ≤ σ− t ≤ 0, et en utilisant
les propositions 1.4.8 et (3.1.2)) nous obtenons

x′(t) = L(t)xt =
∫ 0

−r
d2η(t, θ)x(t+ θ)

=
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)x(t+ θ) +

∫ 0

σ−t
d2η(t, θ)x(t+ θ)

−[η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)]x(t+ σ − t),

et comme x(σ) = φ(0) nous obtenons

x′(t) =
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)x(t+ θ) +

∫ 0

σ−t
d2η(t, θ)x(t+ θ)

−[η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)]φ(0).

 (3.3.37)

Quand θ ∈ [−r, σ − t] nous avons −r ≤ (t− σ)− r ≤ (t− σ) + θ ≤ 0, de plus φ(t− σ + θ) =
xσ(t− σ + θ) = x(t+ θ), ceci implique que∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)x(t+ θ) =

∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ) = ψ(t), (3.3.38)
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où ψ est donnée par la proposition 3.1.1. En faisant un changement de variable nous obtenons∫ 0

σ−t
d2η(t, θ)x(t+ θ) =

∫ t

σ
d2η(t, ξ − t)x(ξ), et en utilisant la proposition 1.4.8 nous obtenons

∫ t

σ
d2η(t, ξ − t)x(ξ) = η(t, 0+)x(t)− η(t, σ − t)x(σ)−

∫ t

σ
η(t, ξ − t)x′(ξ)dξ

= 0− η(t, σ − t)φ(0)−
∫ t

σ
η̄(t, ξ − t)x′(ξ)dξ,

ce qui implique ∫ 0

σ−t
d2η(t, θ)x(t+ θ) = −η(t, σ − t)φ(0)−

∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ. (3.3.39)

Maintenant, utilisant (3.3.38) et (3.3.39) dans (3.3.37) nous obtenons

x′(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ − η(t, σ − t)φ(0) + ψ(t)
−[η(t, (σ − t)+)− η(t, σ − t)]φ(0)

= −
∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ − η(t, (σ − t)+) + ψ(t)

et, notant que −η(t, (σ − t)+) + ψ(t) = γ(t) quand t ∈ [σ, σ + r], nous obtenons

x′(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ + γ(t), when t ∈ [σ, σ + r]. (3.3.40)

Deuxième cas : t ∈]σ + r, T ]. Alors nous avons σ − t < −r et de plus η̄(t, σ − t) = η̄(t,−r).
Utilisant la proposition 1.4.8 et un changement de variable nous obtenons∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ =

∫ t

σ
η̄(t, ξ − t)x′(ξ)dξ

= η̄(t, (t− t)+)x(t)− η̄(t, σ − t)x(σ)−
∫ t

σ
dξη̄(t, ξ − t)x(ξ)

= 0− η̄(t, σ − t)φ(0)−
∫ 0

σ−t
d2η̄(t, s)x(t+ s)

= −η̄(t,−r)φ(0)−
∫ 0

σ−t
d2η̄(t, s)x(t+ s).

Nous déduisons de ces inégalités la relation suivante

−
∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ + γ(t) =

∫ 0

σ−t
d2η̄(t, s)x(t+ s). (3.3.41)

Utilisant (iii) de la proposition 1.4.8 nous avons∫ 0

σ−t
d2η̄(t, s)x(t+ s) =

∫
[σ−t,−r[

d2η̄(t, s)x(t+ s) +
∫ 0

−r
d2η̄(t, s)x(t+ s),

comme η̄(t, ·) est constant sur [σ−t,−r] la mesure µ[η̄(t, ·)] (notation de la sous-section 1.4) est
nulle sur le Borélien de [σ− t,−r] et en conséquence nous avons

∫
[σ−t,−r[

d2η̄(t, s)x(t+ s) = 0,

et ainsi nous obtenons −
∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ + γ(t) = L(t)xt = x′(t) qui implique

x′(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ + γ(t), quand t ∈ [σ + r, T ]. (3.3.42)
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Les relations (3.3.40) et (3.3.42) permettent d’obtenir la formule annoncée.

(ii) Premier cas : t ∈ [σ, σ + r]. Alors nous avons

x′(t) = y(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)y(ξ)dξ + γ(t)

= −
∫ t

σ
k(t, ξ)x′(ξ)dξ − η̄(t, (σ − t)+)φ(0) +

∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)φ(t− σ + θ),

et comme φ(t − σ + θ) = x(t + θ) quand t ∈ [σ, σ + r] et utilisant la définition de k, nous
obtenons

x′(t) =
∫ σ−t

−r
d2η(t, θ)x(t+ θ)−

∫ t

σ
η̄(t, ξ − t)x′(ξ)dξ − η̄(t, (σ − t)+)φ(0). (3.3.43)

Utilisant la proposition 1.4.8 et η̄(t, 0+) = 0, nous obtenons∫ t

σ
η̄(t, ξ − t)x′(ξ)dξ = η̄(t, (t− t)+)x(t)− η̄(t, σ − t)x(σ)

−
∫ t

σ
d2η̄(t, ξ − t)x(ξ)

= −η̄(t, σ − t)φ(0)−
∫ 0

σ−t
d2η̄(t, θ)x(t+ θ),

et ainsi avec (3.3.43) nous obtenons

x′(t) =
∫ σ−t

−r
d2η̄(t, θ)x(t+ θ) +

∫ 0

σ−t
d2η̄(t, θ)x(t+ θ)

−[η̄(t, (σ − t)+)− η̄(t, σ − t)]φ(0),

et en utilisant la Proposition 1.4.8 nous obtenons x′(t) =
∫ 0

−r
d2η̄(t, θ)x(t+ θ), et alors

x′(t) = L(t)xt quand t ∈ [σ, σ + r]. (3.3.44)

Deuxième cas : t ∈ ]σ + r, T ]. Dans ce cas nous avons σ − t < −r. nous avons

x′(t) = y(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)y(ξ)dξ − η̄(t,−r)φ(0)

= −
∫ t

σ
η̄(t, ξ − t)x′(ξ)dξ − η̄(t,−r)φ(0).

Utilisant la proposition 1.4.8 nous obtenons∫ t

σ
η̄(t, ξ − t)x′(ξ)dξ = η̄(t, 0+)φ(0)− η̄(t, σ − t)φ(0)

−
∫ t

σ
d2η̄(t, ξ − t)x(ξ)

= −η̄(t,−r)φ(0)−
∫ 0

σ−t
d2η̄(t, θ)x(t+ θ)

= −η̄(t,−r)φ(0)−
∫

[σ−t,−r)
d2η̄(t, θ)x(t+ θ)

−
∫ 0

−r
d2η̄(t, θ)x(t+ θ)

= −η̄(t,−r)φ(0)− 0− L(t)xt,
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et ainsi nous obtenons x′(t) = η̄(t,−r)φ(0) + L(t)xt − η̄(t,−r)φ(0) ceci entraîne que

x′(t) = L(t)xt quand t ∈ ]σ + r, T ]. (3.3.45)

De (3.3.44) et (3.3.45) nous obtenons que x est une solution de (3.3.1) sur [σ, T ]. La définition
de x donne xσ = φ, et alors x est une solution de (3.3.3) sur [σ, T ].

Lemme 3.3.7. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; k est donnée par (3.1.40). Si

u ∈ C0([σ, T ],Rn) satisfait u(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)u(ξ)dξ pour tout t ∈ [σ, T ] alors u(t) = 0 pour tout

t ∈ [σ, T ].

Démonstration. Posons N := {τ ∈ [σ, T ] : ∀t ∈ [σ, τ ], u(t) = 0}. Notons d’abord que N est non vide
puisque σ ∈ N . Si (τq)q est une suite dans N qui converge vers τ ∈ [σ, T ], alors nous avons u(τq) = 0
pour tout q ∈ N, et alors u(τ) = 0 comme u est continue. De plus, si t ∈ [σ, τ [, alors, pour tout ε > 0,
il existe q ∈ N tel que τq ∈]t, τ + ε[ qui entraîne que t ∈ [σ, τq] et alors nous avons u(t) = 0 comme
τq ∈ N . et ainsi nous avons prouvé que N est fermé dans [σ, T ].

Fixons τ1 ∈ N . Comme k est bornée, nous choisissons τ2 ∈]τ1, T ] tel que (τ2−τ1).‖k‖∞ < 1. Intro-

duisons l’opérateur T : C0([τ1, τ2],Rn) −→ C0([τ1, τ2],Rn) en posant T (v) := [t 7→
∫ t

τ1
k(t, ξ)v(ξ)dξ].

De (iii) de la proposition 3.1.11 nous savons que cet opérateur est bien définie. T est clairement
linéaire. Nous avons

‖T (v)(t)‖ ≤
∫ t

τ1
‖k(t, ξ)‖dξ · ‖v‖∞ ≤ (τ2 − τ1) · ‖k‖∞

duquel nous déduisons que T est une contraction stricte. De plus T possède un unique point fixe,
et la fonction nulle est clairement un point fixe, et ainsi son unique point fixe est l’application nulle.
Notons que la restriction de u à [τ1, τ2] est encore un point fixe de cet opérateur comme, pour tout

t ∈ [τ1, τ2], nous avons u(t) =
∫ t

σ
k(t, ξ)u(ξ)dξ =

∫ τ1

σ
k(t, ξ)0dξ +

∫ t

τ1
k(t, ξ)v(ξ)dξ. Alors nous avons

nécessairement u(t) = 0 pour tout t ∈ [τ1, τ2]. En conséquence τ2 ∈ N , et nous avons aussi [σ, τ2] ⊂ N ,
et [σ, τ2] est un voisinage de τ1 Dans N . Et ainsi nous avons prouvé que N est ouvert dans [σ, T ].

Comme l’intervalle [σ, T ] est connexe et N est un sous-ensemble fermé et ouvert de [σ, T ], nous
obtenons N = [σ, T ] ceci implique que u(t) = 0 pour tout t ∈ [σ, T ].

Lemme 3.3.8. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)) ; k est donné par (3.1.40), R est
donné par le théorème 3.2.1, et γ l’est par (iii) de la proposition 3.1.6. Si x est une solution de
(3.3.3) alors, pour t ∈ [σ, T ], la relation suivante est vérifiée

x′(t) = −
∫ t

σ
R(t, ξ)γ(ξ)dξ + γ(t).

Démonstration. Posons p(t) := −
∫ t

σ
R(t, ξ)γ(ξ)dξ pour tout t ∈ [σ, T ]. Dans les calculs suivants nous

utilisons (i) du Théorème 3.2.1, l’égalité {(ξ, β) : σ ≤ ξ ≤ t, ξ ≤ β ≤ t} = {(ξ, β) : σ ≤ β ≤ t, σ ≤
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ξ ≤ β} et le théorème de Fubini.

p(t) = −
∫ t

σ
k(t, ξ)γ(ξ)dξ +

∫ t

σ

(∫ t

ξ
k(t, β)R(β, ξ)dβ

)
γ(ξ)dξ

= −
∫ t

σ
k(t, ξ)γ(ξ)dξ +

∫ t

σ

(∫ β

σ
k(t, β)R(β, ξ)γ(ξ)dξ

)
dβ

= −
∫ t

σ
k(t, ξ)γ(ξ)dξ +

∫ t

σ
k(t, β)

(∫ β

σ
R(β, ξ)γ(ξ)dξ

)
dβ

= −
∫ t

σ
k(t, ξ)γ(ξ)dξ +

∫ t

σ
k(t, β)p(β)dβ

= −
∫ t

σ
k(t, ξ)[γ(ξ) + p(ξ)]dξ

ce qui implique [γ(t)+p(t)] = −
∫ t

σ
k(t, ξ)[γ(ξ)+p(ξ)]dξ+γ(t), et en conséquence, utilisant le lemme

3.3.6,
[γ(t) + p(t)− x′(t)] = −

∫ t

σ
k(t, ξ)[γ(ξ) + p(ξ)− x′(ξ)]dξ.

Alors en utilisant le lemme 3.3.7 nous obtenons

x′(t) = γ(t) + p(t) = −
∫ t

σ
R(t, ξ)γ(ξ)dξ + γ(t).

Théorème 3.3.3. Supposons que L ∈ C0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)). X est définie par (3.3.27), ψ
par la proposition 3.1.1, U est définie dans le lemme 3.3.5 et η̄ est définie par le théorème 3.1.1. Si
x : [σ−r, T ] −→ Rn est une solution de (3.3.3) alors nous avons x(t) = U(t, σ, φ) pour tout t ∈ [σ, T ],
i.e. x(t) = X(t, σ)φ(0) + z(t, σ, φ), i.e.

x(t) = X(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ
X(t, ξ)(

∫ σ−ξ

−r
d2η̄(ξ, θ)φ(ξ − σ + θ) +H(ξ))dξ. (3.3.46)

Démonstration. Fixons t ∈ [σ, T ]. Utilisant le lemme 3.3.8 et la formule x(t) = φ(0) +
∫ t

σ
γ(s)ds,

nous obtenons l’égalité suivante

x(t) = φ(0) +
∫ t

σ
γ(s)ds−

∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)γ(ξ)dξ

)
ds. (3.3.47)

De la définition de γ nous obtenons
∫ t

σ
γ(s)ds = −

∫ t

σ
η̄(s, σ − s)φ(0)ds+

∫ t

σ
ψ(s)ds ceci implique

∫ t

σ
γ(s)ds = −

∫ t

σ
k(s, σ)φ(0)ds+

∫ t

σ
ψ(s)ds. (3.3.48)

Nous avons∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)γ(ξ)dξ

)
ds = −

∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)η̄(ξ, σ − ξ)φ(0)dξ

)
ds+

∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)ψ(ξ)dξ

)
ds

= −
∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)k(ξ, σ)φ(0)dξ

)
ds+

∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)ψ(ξ)dξ

)
ds
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et comme −
∫ s

σ
R(s, ξ)k(ξ, σ)φ(0)dξ = R(s, σ)φ(0)− k(s, σ)φ(0), nous obtenons

∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)γ(ξ)dξ

)
ds =

∫ t

σ
R(s, σ)φ(0)ds−

∫ t

σ
k(s, σ)φ(0)ds

+
∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)ψ(ξ)dξ

)
ds.

 (3.3.49)

Utilisant (3.3.48) et (3.3.49) dans (3.3.47), et utilisant l’égalité {(s, ξ) : σ ≤ s ≤ t, σ ≤ ξ ≤ s} =
{(s, ξ) : σ ≤ ξ ≤ t, ξ ≤ s ≤ t} et le théorème de Fubini nous obtenons

x(t) = φ(0)−
∫ t

σ
R(s, ξ)φ(0)dξ +

∫ t

σ
ψ(s)ds−

∫ t

σ

(∫ s

σ
R(s, ξ)ψ(ξ)dξ

)
ds

= (I −
∫ t

σ
R(s, ξ)dξ)φ(0) +

∫ t

σ
ψ(s)ds−

∫ t

σ

(∫ t

ξ
R(s, ξ)ψ(ξ)ds

)
dξ

= X(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ
ψ(ξ)dξ −

∫ t

σ

(∫ t

ξ
R(s, ξ)ds

)
ψ(ξ)dξ

= X(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ

(
I −

∫ t

ξ
R(s, ξ)ds

)
ψ(ξ)dξ

= X(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ
X(t, ξ)ψ(ξ)dξ.

En utilisant le (f) de la proposition 3.1.2, nous obtenons la formule annoncée.

Remarque 3.3.3. Comme nous l’avons prouvé dans le lemme 3.3.5, l’application [t 7→ U(t, σ, φ)]
est de classe C1, mais ces deux composantes [t 7→ X(t, σ)φ(0)] et [t 7→ z(t, σ, φ)] ne sont pas de classe
C1 comme montré dans la remarque 3.3.2 et dans le (ii) du lemme 3.3.4. Dans [29] les auteurs
affirment que x(·, σ, φ) est une solution de l’équation différentielle fonctionnelle, mais comme X
n’est pas de classe C1, il est nécessaire de modifier la notion de solution de l’équation différentielle
fonctionnelle pour pouvoir affirmer cela.

Nous allons rappeler dans les pages suivantes les principaux résultats de ce sous-paragraphe.
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Proposition 3.3.2. Soit L : [σ, T ] −→ L(C0([−r, 0],Rn),Rn). Il existe une application η :
[σ, T ]× [−r, 0] −→Mn(R) qui vérifie les propriétés suivantes.

(i) ∀t ∈ [σ, T ], η(t, ·) ∈ NBV ([−r, 0],Mn(R))
(ii) ∀t ∈ [σ, T ], ‖η(t, ·)‖BV = ‖L(t)‖L
(iii) [t 7→ η(t, ·)] ∈ C0([σ, T ], NBV ([−r, 0],Mn(R)))
(iv) ∀t ∈ [σ, T ], ∀φ ∈ C0([σ − r, T ],Rn), L(t)φ =

∫ 0
−r d2η(t, θ)φ(θ)

(v) η est Lebesgue-mesurable sur [σ, T ]× [−r, 0]
(vi) η est Riemann-intégrable sur [σ, T ]× [−r, 0].
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Théorème 3.3.4. Soit L : [σ, T ] −→ L(C0([−r, 0],Rn),Rn). Alors il existe une application
X : [σ, T ]× [σ, T ] −→Mn(R) qui vérifie les propriétés suivantes.

(i) ∀s, t ∈ [σ, T ] tel que s ≥ t, X(t, s) = I (identité)

(ii) ∀s ∈ [σ, T ], X(·, s) ∈ AC([σ, T ],Mn(R))

(iii) ∀s, t ∈ [σ, T ], X(·, s) est différentiable à droite et différentiable à gauche en t,
∂X(·,s)
∂t+ ∈ C0

d([σ, T ],Mn(R)), ∂X(·,s)
∂t− ∈ C0

g ([σ, T ],Mn(R))

(iv) ∀s, t ∈ [σ, T ] tel que s ≥ t, ∂X(t,s)
∂t+ − ∂X(t,s)

∂t− = η(t, (s− t)+)− η(t, (s− t)−)

(v) ∀s ∈ [σ, T ], l’ensemble des points de [σ, T ] où X(·, s) n’est pas différentiable est au plus dé-
nombrable.

(vi) ∀t ∈ [σ, T ], X(t, ·) ∈ BV ([σ, T ],Mn(R)) ∩ C0
g ([σ, T ],Mn(R)).

Définissons l’application z : {(t, α) ∈ [σ, T ]× [σ, T ] : t ≥ α} × C0([−r, 0],Rn) −→ Rn en posant

z(t, σ, φ) :=
∫ t

σ
X(t, ξ)

(∫ σ−ξ

−r
d2η(ξ, θ)φ(ξ − σ + θ) +H(ξ)

)
dξ.

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout σ ∈ [0, T ] et pour tout φ ∈ C0([−r, 0],Rn).

(vii) z(·, σ, φ) ∈ C0([σ, T ],Rn)

(viii) ∀t ∈ [σ, T ], z(·, σ, φ) est différentiable à droite et différentiable à gauche en t,
∂z(·,σ,φ)
∂t+ ∈ C0

d(([σ, T ],Rn), et ∂z(·,σ,φ)
∂t− ∈ C0

g (([σ, T ],Rn)

(ix) ∀t ∈ [σ, T ], ∂z(t,σ,φ)
∂t+ − ∂z(t,σ,φ)

∂t− = ∂X(t,s)
∂t− − ∂X(t,s)

∂t+ .

Définissons l’ensemble D := {(t, α) ∈ [σ, T ]×[σ, T ] : t ≥ α−r} et l’application U : D×C0([−r, 0],Rn) −→
Rn en posant

U(t, σ, φ) :=
{
X(t, σ)φ(0) + z(t, σ, φ) si t ≥ σ
φ(t− σ) si σ − r ≤ t ≤ σ.

Alors les assertions suivantes sont vérifiées pour tout σ ∈ [0, T ], pour tout φ ∈ C0([−r, 0],Rn).

(x) U(·, σ, φ)|[σ,t] ∈ C
1([σ, T ],Rn) et U(·, σ, φ) ∈ C0([σ − r, T ],Rn)

(xi) U(·, σ, φ) est l’unique solution de (1.4.22) sur [σ, T ].

De plus on définit l’application V : D× C0([−r, 0],Rn)× C0([σ, T ],Rn) −→ Rn en posant

V (t, σ, φ,H) :=
{
U(t, σ, φ) +

∫ t
σX(t, α)H(α)dα si t ≥ σ

φ(t− σ) si σ − r ≤ t ≤ σ.

Alors les assertions suivantes sont vérifiées pour tout σ ∈ [0, T ] pour tout φ ∈ C0([−r, 0],Rn) et pour
tout H ∈ C0([σ, T ),Rn)

(xii) V (·, σ, φ,H)|[σ,T ] ∈ C
1([σ, T ],Rn) et V (·, σ, φ, h) ∈ C0([σ − r, T ],Rn)

(xiii) V (·, σ, φ,H) est l’unique solution de (3.3.1) sur [σ, T ].
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3.4 L’équation adjointe du problème linéaire et la forme bilinéaire
associée

Dans cette partie, nous considérons le système linéaire :

x′(t) =
∫ 0

−r
[d2η̄(t, θ)]x(t+ θ) (3.4.1)

où nous rappelons que η̄(·, ·) est définie en (3.1.17). On considère en plus l’équation non homogène :

x′(t) = L(t)xt +H(t) (3.4.2)

où H ∈ C0([σ, T ],Rn). Grâce au théorème 3.3.3, la solution x(t) de (3.4.2) peut s’écrire :

x(t) = X(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ
X(t, α)(

∫ σ−α

−r
d2η̄(α, θ)φ(α− σ + θ)

+
∫ t

σ
X(t, α)H(α)dα

(3.4.3)

Définition 3.4.1. L’équation adjointe à l’équation (3.4.1) est :

d

ds

(
z(s) +

∫ T+r

s
z(α)η̄(α, s− α)dα

)
= 0, pour σ ≤ s ≤ T (3.4.4)

où z ∈ NBV ([σ, T + r],Rn∗).

Le résultat suivant établit le lien entre la matrice résolvante X(t, s) de (3.4.1) et la matrice
résolvante Y (σ, t) de l’équation adjointe (3.4.4).

Théorème 3.4.1. si x est solution de (3.4.2) sur [σ, T ], alors pour t ∈ [σ, T ],

x(t) = Y (σ, t)x(σ) +
∫ σ

σ−r
d2[
∫ t

σ
Y (σ, t)η̄(α, β − α)dα]x(β)

+
∫ t

σ
Y (α, t)H(α)dα,

(3.4.5)

où Y est une matrice carrée n× n définie par :

Y (σ, t) = 0, pour t < σ

Y (σ, t) = I −
∫ t

σ
Y (α, t)η̄(α, σ − α)dα, pour σ ≤ t.

 (3.4.6)

Et en outre on a :
Y (σ, t) = X(t, σ) (3.4.7)

où X vient de (4.5.11).
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Démonstration. Soit x une solution de (3.4.2) passant par (σ, φ). Multiplions (3.4.2) par Y (α, t) et
intégrons de σ à t, ce qui donne :

Y (α, t)x′(α) = Y (α, t)L(α)xα + Y (α, t)H(α),∫ t

σ
Y (α, t)x′(α)dα =

∫ t

σ
Y (α, t)L(α)xαdα+

∫ t

σ
Y (α, t)H(α)dα.

Une intégration par parties (cf.[31],p.179) du terme de gauche de l’égalité donne :∫ t

σ
Y (α, t)x′(α)dα = [Y (α, t)x(α)]tσ −

∫ t

σ
DαY (α, t)x(α)dα

= x(t)− Y (σ, t)x(σ)−
∫ t

σ
DαY (α, t)x(α)dα.

On a donc :

x(t)− Y (σ, t)x(σ)−
∫ t

σ
DαY (α, t)x(α)dα−

∫ t

σ
Y (α, t)h(α)dα =

∫ t

σ
Y (α, t)L(α)xαdα.

On s’intéresse au membre de droite de l’égalité précédente ; on a :

L(α)xα =
∫ 0

−r
[dθη̄(α, θ)]x(α+ θ)

qui, par le changement de variable u = α+ θ, devient

L(α)xα =
∫ α

α−r
[duη̄(α, u− α)]x(u).

Ainsi on a : ∫ t

σ
Y (α, t)L(α)xαdα =

∫ t

σ
{Y (α, t)

∫ α

α−r
[duη̄(α, u− α)]x(u)}dα.

Pour α ≤ u ≤ t, on a 0 ≤ u− α ≤ t− α, et comme η̄(α, θ) = 0, pour θ ≥ 0 on a :∫ t

σ
Y (α, t)L(α)xαdα =

∫ t

σ
{Y (α, t)

∫ t

α−r
[duη̄(α, u− α)]x(u)}dα,

or, en posant k(α, u) = η(α, u− α), on a :∫ t

α−r
duk(α, u)x(u) =

∫ t

σ−r
duk(α, u)x(u) +

∫ σ−r

α−r
duk(α, u)x(u)∫ t

σ−r
duk(α, u)x(u) =

∫ t

α−r
duk(α, u)x(u)−

∫ σ−r

α−r
duk(α, u)x(u)

=
∫ t

α−r
duk(α, u)x(u) +

∫ α−r

σ−r
duk(α, u)x(u)

et comme α ≤ u ≤ t, on a k(α, u) = 0 ainsi∫ t

σ−r
duk(α, u)x(u) =

∫ t

α−r
duk(α, u)x(u).

Donc : ∫ t

σ
Y (α, t)L(α)xαdα =

∫ t

σ
Y (α, t){

∫ t

σ−r
duk(α, u)x(u)}dα. (3.4.8)
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Grâce à l’intégration par parties prouvée au théorème 1.4.7, on a :∫ t

σ−r
duk(α, u)x(u) = k(α, t+)x(t)− k(α, σ − r)x(σ − r)−

∫ t

σ−r
k(α, u)x′(u)du

∫ t

σ
Y (α, t){

∫ t

σ−r
duk(α, u)x(u)}dα =

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, t+)x(t)dα

−
∫ t

σ
Y (α, t)k(α, σ − r)x(σ − r)dα

−
∫ t

σ
Y (α, t){

∫ t

σ−r
k(α, u)x′(u)du}dα.

En appliquant le théorème de Fubini ([36], p.359) au second terme à droite de l’égalité, on a :∫ t

σ
Y (α, t){

∫ t

σ−r
k(α, u)x′(u)du}dα =

∫ t

σ−r

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)x′(u)dαdu. (3.4.9)

Par une intégration par parties du terme de droite de l’égalité, on a :∫ t

σ−r

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)x′(u)dαdu =

∫ t

σ−r
{
∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x′(u)du

= [
∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)x(u)dα]tσ−r

−
∫ t

σ−r
{du

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x(u)

∫ t

σ−r

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)x′(u)dαdu =

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, t+)x(t)dα

−
∫ t

σ
Y (α, t)k(α, σ − r)x(σ − r)dα

−
∫ t

σ−r
{du

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x(u).


(3.4.10)

Ainsi, avec (3.4.8), (3.4.9), (3.4.10), on a :
∫ t

σ
Y (α, t)L(α)xαdα =

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, t+)x(t)dα

−
∫ t

σ
Y (α, t)k(α, σ − r)x(σ − r)dα−

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, t+)x(t)dα

+
∫ t

σ
Y (α, t)k(α, σ − r)x(σ − r)dα+

∫ t

σ−r
{du

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x(u).

Donc

x(t)− Y (σ, t)φ(0)−
∫ t

σ
DαY (α, t)x(α)−

∫ t

σ
Y (α, t)H(α)dα =

∫ t

σ−r
du{

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x(u).

(3.4.11)
Comme ∫ t

σ−r
du{

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x(u) =

∫ σ

σ−r
du{

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x(u)

+
∫ t

σ
du{

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x(u),

(3.4.12)
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sachant que Y (σ, t) = I −
∫ t

σ
Y (α, t)k(α, σ)dα, on a :

Y (u, t) = I −
∫ t

u
Y (α, t)k(α, u)dα.

Or : ∫ t

u
Y (α, t)k(α, u)dα =

∫ σ

u
Y (α, t)k(α, u)dα+

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα∫ t

u
Y (α, t)k(α, u)dα+

∫ u

σ
Y (α, t)k(α, u)dα =

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα

Comme σ ≤ α ≤ u on a k(α, u) = 0 ; d’où :∫ t

u
Y (α, t)k(α, u)dα =

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα,

et ainsi on a : ∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα = I − Y (u, t).

Soit φ ∈ C1([σ − r, σ],Rn) et d’après le théorème 1.4.7, on a :∫ t

σ
du{

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}φ(u) =

∫ t

σ
du{I − Y (u, t)}φ(u)

et on a :∫ t

σ
du{I − Y (u, t)}φ(u) = [(I − Y (u, t))φ(u)]tσ −

∫ t

σ−r
(I − Y (u, t))φ′(u)du

= (I − Y (t, t))φ(t)− (I − Y (σ − r, t))φ(σ − r)

−
∫ t

σ−r
(I − Y (u, t))φ′(u)du

= −(I − Y (σ − r, t))φ(σ − r)− ((I − Y (t, t))φ(t)

−(I − Y (σ − r, t))φ(σ − r)−
∫ t

σ−r
−DuY (u, t)φ(u)du)

∫ t

σ
du{I − Y (u, t)}φ(u)−

∫ t

σ
DuY (u, t)φ(u)du. (3.4.13)

Finalement avec (3.4.12) et (3.4.13) dans (3.4.11) on obtient :

x(t)− Y (σ, t)φ(0)−
∫ t

σ
DαY (α, t)x(α)dα−

∫ t

σ
Y (α, t)H(α)dα =∫ σ

σ−r
du{

∫ t

σ
Y (α, t)k(α, u)dα}x(u)−

∫ t

σ
DuY (u, t)x(u)du.

On a bien le résultat du théorème :

x(t) = Y (σ, t)x(σ) +
∫ σ

σ−r
d2[
∫ t

σ
Y (σ, t)η(α, u− α)dα]x(u) +

∫ t

σ
Y (α, t)H(α)dα. (3.4.14)

Ainsi avec (3.4.3), on peut conclure que X(t, σ) = Y (σ, t).
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3.4.1 Expression matricielle de la solution de (3.4.4).

On remarque aussi que l’application Y définie en (3.4.6) est solution de la forme matricielle

d

ds

(
M(s) +

∫ T+r

s
M(α)η(α, s− α)dα

)
= 0

de l’équation adjointe (3.4.4). En effet, pour σ ≤ t ≤ T , on a :

Y (t, T ) = I −
∫ T

t
Y (α, T )η(α, t− T )dα,

et, comme
∫ T+r

T
Y (α, T )η(α, t− α)dα = 0, ( sachant que T ≤ α ≤ T + r, on a α > T ),

on a :
Y (t, T ) = I −

∫ T+r

t
Y (α, T )η(α, t− α)dα

Y (t, T ) +
∫ T+r

t
Y (α, T )η(α, t− α)dα = I, σ ≤ t ≤ T.

�

3.4.2 Expression explicite de z.

Nous allons donner une expression explicite de z en fonction de Y . Pour ce faire on considère x
une solution de (3.4.1) sur [σ, T ] avec x(θ) = φ(θ) pour θ ∈ [σ − r, σ].
Soit z ∈ NBV ([σ, T + r];Rn∗) solution de (3.4.4), c.-à-d. vérifiant

d

ds

(
z(s) +

∫ T+r

s
z(α)η̄(α, s− α)dα

)
= 0, si s ∈ [σ, T ]. (3.4.15)

Soit σ < t < T , en utilisant l’intégration par parties prouvée dans l’annexe de [31], on a :∫ t

σ
dz(α)x(α) = [z(α)x(α)]tσ −

∫ t

σ
z(α)x′(α)dα

= z(t)x(t)− z(σ)x(σ)−
∫ t

σ
z(α)x′(α)dα,

et ainsi on obtient :

z(t)x(t)− z(σ)x(σ) =
∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ
z(α)x′(α)dα

=
∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ
z(α)(

∫ α

α−r
dsp(α, s)x(s))dα,

en posant : p(α, s) = η̄(α, s− α). Or on a :∫ t

σ
z(α)(

∫ α

α−r
dsp(α, s)x(s))dα =

∫ t

σ
z(α)

∫ t

α−r
dsp(α, s)x(s)dα,

car pour s ≥ α, on a p(α, s) = 0, et par le même calcul que (3.4.9), (3.4.10), (3.4.11), (3.4.12),
(3.4.13), on a : ∫ t

σ
z(α)

∫ α

α−r
dsp(α, s)x(s)dα =

∫ t

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s),
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et ainsi on obtient :

z(t)x(t)− z(σ)x(σ) =
∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s). (3.4.16)

On s’intérèsse particulièrement au second terme du membre de droite de l’égalité :∫ t

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

∫ σ

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t−r

σ
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t

t−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s),

or comme∫ σ

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) +

∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ

σ+r
z(α)p(α, s)dα)x(s)

et
σ − r ≤ s ≤ σ
σ + r ≤ α ≤ t⇒ σ ≤ α− r ≤ t− r ⇒ s ≤ α− r,

d’où p(α, s) = p(α, α− r),

on obtient alors
∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ

σ+r
z(α)p(α, s)dα)x(s) = 0, et ainsi

∫ σ

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s).

On a aussi

ds

∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα = ds

∫ s

σ
z(α)p(α, s)dα+ ds

∫ t

s
z(α)p(α, s)dα,

et comme σ < α < s alors p(α, s) = 0, et ainsi on obtient∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα =

∫ t

s
z(α)p(α, s)dα.

Par ailleurs,

ds

∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα = ds

∫ t

s
z(α)p(α, s)dα+ ds

∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα;

or t < α < t+ r,
σ < s < t− r,
t− r < α− r < t,

donc pour s < α− r, on a p(α, s) = p(α, α− r) d’où

ds

∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα = ds

∫ t+r

s
z(α)p(α, α− r)dα = 0.
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On a : ∫ t

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t−r

σ
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t

t−r
ds(
∫ t

s
z(α)p(α, s)dα)x(s).

Ensuite on va ajouter et retrancher
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s) à l’expression précédente, ce qui

donne : ∫ t

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t−r

σ
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t

t−r
ds(
∫ t

s
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s)

−
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s)

∫ t

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t−r

σ
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s)

−
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s)

∫ t

σ−r
ds(
∫ t

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t

σ
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s)

−
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s).

En réinjectant cette dernière égalité dans (3.4.16), on a :

z(t)x(t)− z(σ)x(σ) =
∫ t

σ
dz(α)x(α)

+
∫ t

σ
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s)

−
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s),
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d’où :

z(t)x(t) +
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

+ z(σ)x(σ) +
∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s)

+
∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s).

Notons que∫ t

σ
dz(s)x(s) +

∫ t

σ
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s) =

∫ t

σ
ds{z(s) +

∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα}x(s).

Comme
∫ T+r

t+r
z(α)p(α, s)dα =

∫ T+r

t+r
z(α)p(α, α− r)dα, et puisque

t+ r < α < T + r
t < α− r < T

σ < s < t alors s < α− r,

on a
∫ T+r

t+r
z(α)p(α, s)dα = 0. Finalement, on obtient

∫ t

σ
dz(s)x(s) +

∫ t

σ
ds(
∫ t+r

s
z(α)p(α, s)dα)x(s)

=
∫ t

σ
ds{z(s) +

∫ T+r

s
z(α)p(α, s)dα}x(s)

= 0 grâce à (3.4.4).

En posant

Bt(x, y) = z(t)x(t) +
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s) (3.4.17)

avec x et z solutions respectives de (3.4.1) et (3.4.4), et F (t) = Bt(x, z), on a,

pour tout t > σ, F (t) = F (σ).

Cela entraîne que F est constante.
De la relation (3.4.17), on souhaite déduire une expression de la solution de (3.4.4).
Si σ < t, Bσ(x, z) = Bt(x, z)⇒

z(σ)x(σ) +
∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
z(α)p(α, s)dα)x(s) = z(t)x(t) +

∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)x(s).

On considère X(·, ·) la matrice solution de la version matricielle de (3.4.1), on a :

z(σ)X(σ, σ)+
∫ σ

σ−r
ds(
∫ σ+r

σ
p(α, s)y(α)dα)X(s, σ) = z(t)X(t, σ)+

∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)X(s, σ),
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d’où z(σ) = z(t)X(t, σ)+
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
p(α, s)y(α)dα)X(s, σ). Comme nous avions vu précédemment

que X(t, σ) = Y (σ, t), alors on obtient :

z(σ) = z(t)Y (σ, t) +
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)Y (σ, s).

�
Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Théorème 3.4.2. Si z est la solution de l’équation (3.4.4) sur [σ, T ], alors pour tout t ∈ [σ, T ],
on a :

z(σ) = z(t)Y (σ, t) +
∫ t

t−r
ds(
∫ t+r

t
z(α)p(α, s)dα)Y (σ, s). (3.4.18)
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Chapitre 4

Équations différentielles fonctionnelles
contrôlées

4.1 Représentation de t 7→ L(t) continue par morceaux sur [σ, T ] à
valeurs dans C∗.

L étant continue par morceaux, il existe t0, t1, . . . , tp avec σ = t0 < · · · < tp = T tel que :
— ∀i = 0, . . . , p− 1, L est continue sur ]ti−1, ti[,
— ∀i = 0, . . . , p, L(ti−) := lim

s→ti,s<ti
L(s) existe,

— ∀i = 0, . . . , p, L(ti+) := lim
s→ti,s>ti

L(s) existe.
Ainsi, soit t ∈ [σ, T ], il existe i ∈ {0, . . . , p−1} tel que t ∈ [ti, ti+1], L ayant une limite finie à droite en
ti et à gauche en ti+1, on peut prolonger L par continuité sur [ti, ti+1] et alors, l’application linéaire
continue L(t) : C −→ Rn peut être représentée par :

L(t)φ =
∫ 0

−r
dsη0(t, s)φ(s)1[t0,t1](s) +

p−1∑
i=1

∫ 0

−r
dsηi(t, s)φ(s)1]ti,ti+1](s), où φ ∈ C (4.1.1)

avec ηi(·, ·) vérifiant :

(C1’) ηi est mesurable de [ti, ti+1]×∆ dansMn(R).
(C2’) Pour tout t ∈ [ti, ti+1], ηi(t, ·) ∈ NBV (∆,Mn(R)).
(C3’) Pour tout t ∈ [ti, ti+1], ‖ηi(t, ·)‖BV = ‖L(t)‖L
(C4’) L’application [t 7→ ηi(t, ·)] est continue par morceaux sur [σ, T ] à valeurs dans BV ([σ −

r, σ],Mn(R)), quand BV ([σ − r, σ],Mn(R)) est muni de la norme V 0
−r(·).

(C5’) η est Riemann-intégrable sur [ti, ti+1]×∆

4.2 Prolongement de η à [σ, T ]× [σ− r−T, T ] dans le cas continu par
morceaux

On pose

η̄0(t, z) =


η0(t, z) si z ∈ [σ − r, σ]
0 si z ∈ [σ, t1]
η0(t, σ − r) si z ∈ [σ − r − t1, σ − r]

(4.2.1)
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et, pour i ∈ {1, . . . , p− 1} :

η̄i(t, z) =


ηi(t, z) si z ∈ [ti − r, ti]
0 si z ∈]ti, ti+1]
ηi(t, ti − r) si z ∈]ti − r − ti+1, ti − r].

(4.2.2)

Le résultat suivant peut être vu comme un corollaire du précédent :

Lemme 4.2.1. Avec η̄0 et η̄i, i ∈ {1, . . . , p− 1} définies en (4.2.1) et (4.2.2), on a :
(i) η̄0(t, ·) ∈ BV ([−t1 − r − σ, t1],Mn(R)) et pour tout i ∈ {1, . . . , p− 1},
η̄i(t, ·) ∈ BV (]− ti+1 − r − ti, ti+1],Mn(R)) .
(ii) V t1

−t1−r+σ(η̄0(t, ·)) = V σ
σ−r(η̄0(t, ·)) et pour i ∈ {1, . . . , p−1}, V ti+1

−ti+1−r−ti(η̄i(t, ·)) = V ti
ti−r(η̄i(t, ·)).

(iii) η̄0(t, ·) ∈ NBV ([−t1 − r − σ, t1],Mn(R)) et pour tout i ∈ {1, . . . , p− 1},
η̄i(t, ·) ∈ BV (]− ti+1 − r − ti, ti+1],Mn(R)).
(iv) [t 7→ η̄0(t, ·)] ∈ C0([σ, t1], NBV ([−t1 − r + σ, t1],Mn(R))) et pour tout i ∈ {1, . . . , p− 1},
[t 7→ η̄i(t, ·) ∈ C0(]ti, ti+1], NBV (]− ti+1 − r − ti, ti+1],Mn(R)))].
(v) η̄0 est Lebesgue-mesurable sur [σ, t1] × [−r, 0] et η̄i est Lebesgue-mesurable sur ]ti, ti+1] ×
[−r, 0] pour i ∈ {1, . . . , p− 1}.
(vi) η̄0 est Riemann-intégrable sur [σ, t1]× [−r, 0] et η̄i est Riemann-intégrable sur ]ti, ti+1]×
[−r, 0] pour i ∈ {1, . . . , p− 1}.

4.3 Existence et unicité locales de solutions du problème de Cauchy

Pour établir l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (1.1.2) nous nous appuierons sur
le théorème 2.1.1.
En effet l’application f est continue par morceaux sur [σ−r, T ]×C×U et continue sur [σ−r, t1]×C×U .
L’idée est d’étudier l’existence sur [σ, t1] car sur cet intervalle [s 7→ f(s, xs, u(s))] est continue et on
se retrouve bien dans le cas du théorème 2.1.1.

f : [σ − r, t1]× C× U −→ Rn.

En posant :
f̃ = f|[σ−r,t1]×C×U ,

on a les théorèmes d’existence et d’unicité suivants :

Théorème 4.3.1 (existence). Supposons que :
— Ω̃ est un sous-ensemble non vide de [σ − r, t1]× C× U
— f̃ ∈ C0(Ω̃;Rn).

Si (σ, φ, u(σ)) ∈ Ω̃, alors : il existe une solution de (1.1.2) passant par (σ, φ, u(σ)).
Plus généralement, si W̃ ⊆ Ω̃ est compact et f̃ ∈ C0(Ω̃,Rn) :

— Il existe un voisinage Ṽ ⊆ Ω̃ de W̃ tel que f̃ ∈ C0
b (Ṽ ;Rn).

— Il existe un voisinage Ũ ⊆ C0
b (Ṽ ;Rn) de f̃ et α > 0 tel que

∀(σ, φ, u(σ)) ∈ W̃ , g ∈ Ũ .
— Il existe une solution x(σ, φ, u, f) de (1.1.2) passant par (σ, φ, u(σ)) définie sur [σ−r, σ+α].

Théorème 4.3.2 (Unicité). Supposons que :
— f : Ω̃ −→ Rn
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— f est continue
— φ 7→ f(t, φ, u(t)) est lipschitzienne.

Si (σ, φ, u(σ)) ∈ Ω̃, alors :

il existe une solution unique x : [σ − r, α] −→ Rn, de l’équation passant par (σ, φ, u(σ)) tel que
si y : [σ − r, α2] −→ Rn, avec α2 < α, est une solution de l’équation passant par (σ, φ, u(σ)) alors
y = x|[σ−r,α2].

4.4 Solutions non prolongeables
Théorème 4.4.1. Supposons que :
— Ω̃ ⊆ [σ − r, σ + t1]× C× U un sous-ensemble non vide.
— f ∈ C0(Ω̃,Rn).

Si x est une solution non prolongeable de l’équation (1.1.1) sur [σ − r, b[, alors : pour tout compact
W̃ ⊆ Ω̃, il existe un tW̃ tel que (t, xt, u(t)) /∈ W̃ pour tW̃ ≤ t < b.

4.5 Problèmes linéaires continus par morceaux
Soit :
— T > 0.
— (σ, φ, u(σ)) ∈ R× C× Rm.
— O ⊆ [σ − r, T ]× C× Rm un sous-ensemble ouvert.
— Pour t ∈ [σ, T ], L(t) : C −→ Rn une application linéaire.

On considère le système linéaire :

x′(t) = L(t)xt +H(t)
xσ = φ

}
(4.5.1)

ou
x(t) = φ(0) +

∫ t

σ
L(s)xsds+

∫ t

σ
H(s)ds (4.5.2)

où H ∈ PC0([σ, T ];Rn) et L tel que :
— t 7→ L(t) est définie et continue par morceaux sur [σ, T ] à valeurs dans C∗.

Soit (t′i)0≤i≤p′ les instants de discontinuité de H et (τi)0≤i≤p ceux de L. En tenant compte de ces
partitions de [σ, T ], nous les rénumérotons pour former une seule partition notée (ti)0≤i≤p+p′ . On a
donc le résultat suivant :

Théorème 4.5.1. Soit (σ, φ) ∈ R× C.
Alors il existe une unique fonction x(·, σ, φ, h) définie et dérivable par morceaux sur [σ − r, T ] satis-
faisant (4.5.1) sur [σ, T ].

Démonstration. Nous avons vu dans le cas continu que sur [σ, t1], il existe une unique fonction
x0(·, σ, φ) définit et continue sur [σ − r, t1] satisfaisant (4.5.1) sur [σ, t1].
Considérons le problème sur [t1, t2]

x′(t) = L(t)xt +H(t)
xt1 = φ1.

}
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En réappliquant le théorème 3.3.1, il existe une unique fonction x1(·, σ, φ) définie et continue sur
[t1 − r, t2] satisfaisant (3.3.1) sur [t1, t2].
En procédant ainsi sur chaque intervalle [ti, ti+1], pour i variant de 0 à p + p′ − 1, on obtient une
solution de (4.5.1) définie sur [σ, T ] par

x(t) = x0
1[t0,t1](t) +

p+p′−1∑
i=1

xi1]ti,ti+1](t).

On considère l’application

k̂ : [σ, T ]× [−T − r + σ, T ] −→Mn(R)

(t, s) 7→ η0(t, s− t)1[t0,t1] +
p+p′−1∑
i=1

ηi(t, s− t)1]ti,ti+1](t).
(4.5.3)

Elle a les propriétés suivantes.

On suppose que L ∈ PC0(J,L(C0(∆,Rn))), on a :

Proposition 4.5.1. Soit E = Rn ouMn(R), les assertions suivantes sont vérifiées

(i) k̂ ∈ L0([σ, T ]× [σ − r − T, T ], E).
(ii) ∀t ∈ [σ, T ], k̂(t, ·) ∈ NBV0([σ − r − T, T ], E).
(iii) ∀s ∈ [σ − r − T, T ], k̂(·, s) ∈ PC0

d([σ, T ], E).

(iv) [t 7→ k̂(t, ·)] ∈ B([σ, T ], NBV0([σ − r − T, T ], E)).
(v) Pour tout s ∈ R, k̂(·, s) est réglée.
(vi) k̂ est Riemann-intégrable sur [σ, T ]× [σ − r − T, T ].
(vii) k̂(t, s) = 0 quand s ≥ t dans [σ, T ].
(viii) Soit f ∈ RI([σ, T ], E). Nous définissons la fonction

K : [σ, T ] −→ E en posant K(t) :=
∫ t

σ
k̂(t, α)f(α)dα. Alors K ∈ PC0([σ, T ], E).

Théorème 4.5.2. k̂ est définie par (4.5.3). Alors il existe une unique fonction R̂ ∈ RI(J ×

J,Mn(R)) définie par R̂(t, s) = R0(t, s)1[t0,t1](t) +
p+p′−1∑
i=1

Ri(t, s)1]ti,ti+1](t) qui vérifie les conditions

suivantes.

(i) ∀(t, s) ∈ J × J , R̂(t, s) = k̂(t, s) +
∫ t

s
R̂(t, α)k̂(α, s)dα.

(ii) [t 7→ R̂(t, ·) ∈ B(J,NBV (J,Mn(R))].
(iii) ∀s ∈ J , R̂(·, s) ∈ RC0

d(J,Mn(R)).

(iv) ∀(t, s) ∈ J × J ,
∫ t

s
R̂(t, α)k̂(α, s)dα =

∫ t

s
k̂(t, ξ)R̂(α, s)dα.

(v) ∀s > t dans J , R̂(t, s) = 0.
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Démonstration. Considérons les points de discontinuité (ti)0≤i≤p+p′ . Posons J0 = [t0, t1].
Sur J0, L est continue et vérifie les résultats du lemme 3.2.1, c.-à-d. pour le (i), ∃R0 ∈ RI(J0 ×

J0,Mn(R)) tel que ∀(t, s) ∈ J0 × J0, R0(t, s) = k0(t, s) +
∫ t

s
R0(t, α)k0(α, s)dα avec k0(t, s) =

η̄0(t, s− t).
On considère J1 =]t1, t2] sur lequel L est continue et vérifie les mêmes conditions, on notera R1 la ré-
solvante et k1(t, s) = η̄1(t, s−t), on procède de la même façon pour la famille ([t0, t1], ]ti, ti+1])1≤i≤p+p′−1

et en posant R̂(t, s) = R0(t, s)1[t0,t1](t) +
p+p′−1∑
i=1

Ri(t, s)1]ti,ti+1](t), on a l’application R̂ ∈ RI(J ×

J,E).

4.5.1 Résolvante de l’équation linéaire (4.5.1)

On définit la fonction X : J × J −→Mn(R) en posant

X̂(t, s) = I −
∫ t

s
(R0(t, α)1[t0,t1](t) +

p+p′−1∑
i=1

Ri(t, α)1]ti,ti+1](t))dα (4.5.4)

où I est la matrice identité n× n.

Lemme 4.5.1. On suppose que L ∈ PC0(J,L(C0(∆,Rn),Rn)), R̂ est donnée par le théorème
4.5.2 et X̂ est donnée par (4.5.4). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) ∀s ∈ J, X̂(·, s) ∈ APC0(J,Mn(R)).

(ii) ∀s ∈ J, ∀t ∈ J, X̂(·, s) est différentiable à droite en t, ∂X̂∂t+(t, s) = −R̂(t, s) et ∂X̂
∂t+(·, s) ∈

RPC0
d(J,Mn(R)).

(iii) ∀s ∈ J, ∀t ∈ J, X̂(·, s) est différentiable à gauche en t, ∂X̂∂t−(t, s) = −R̂(t, s) et ∂X̂
∂t−(·, s) ∈

RPC0
g (J,Mn(R)).

(iv) ∀s ∈ J , l’ensemble des points de J où X(·, s) n’est pas différentiable est au plus dénombrable.
(v) ∀t ∈ J , X(t, ·) ∈ BV (J,Mn(R)) ∩ C0

g (J,Mn(R)).

(vi) ∀s ∈ J, ∀t ∈ J,X(t, s+) = I −
∫ t

s
R̂(θ, s+)dθ

Théorème 4.5.3. Supposons que L ∈ PC0([σ, T ],L(C0(∆,Rn),Rn)). X̂ est définie par (4.5.4),
alors pour σ et φ donnés, H ∈ PC0([σ, T ],Rn), il existe une unique solution x(·;σ, φ) définie sur
[σ − r, T ] qui vérifie le système (4.5.1) sur [σ, T ]. De plus cette solution est donnée par :

x(t, σ, φ,H) = X̂(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ
X̂(t, α)(

∫ σ−α

−r
d2η̄0(α, θ)1[t0,t1](α)x(α+ θ)

+
p−1∑
i=1

X̂(t, α)
∫ ti−α

−r
d2η̄(α, θ)1]ti,ti+1](α)x(α+ θ))dα

+
∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα, si σ ≤ t ≤ T,

(4.5.5)
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Démonstration. Considérons la partition (ti)0≤i≤p+p′ de [σ, T ] où les ti sont les intants de discontinui-
tés introduits par le contrôle. Ainsi sur [σ, t1], L ∈ C0([σ, t1],L(C0(∆,Rn),Rn)), grâce au théorème
3.3.3 on a ∀t ∈ [σ, t1]

x(t) = X̂(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ
X̂(t, α)(

∫ σ−α

−r
d2η̄0(α, θ)φ(α− σ + θ))dα

+
∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα

(4.5.6)

et
x(t1) = X̂(t1, σ)φ(0) +

∫ t1

σ
X̂(t1, α)(

∫ σ−α

−r
d2η̄0(α, θ)φ(α− σ + θ))dα

+
∫ t1

σ
X̂(t1, α)H(α)dα

(4.5.7)

On considère maintenant le problème x′(t) = L(t)xt + H(t), t ∈ [t1, t2] de condition initiale x(t1).
De même L ∈ C0([t1, t2],L(C0(∆,Rn),Rn)), ainsi

x(t) = X̂(t, t1)x(t1) +
∫ t

t1
X̂(t, α)(

∫ t1−α

−r
d2η̄1(α, θ)φ(α− σ + θ))dα

+
∫ t

t1
X̂(t, α)H(α)dα

(4.5.8)

en multipliant x(t1) par X̂(t, t1) on a

X̂(t, t1)x(t1) = X̂(t, σ)x(σ) + X̂(t, t1)
∫ t1

σ
X̂(t1, α)(

∫ σ−α

−r
d2η̄0(α, θ)x(α+ θ))dα

+
∫ t1

σ
X̂(t, α)H(α)dα

(4.5.9)

donc pour t ∈ [t1, t2], on a

x(t) = X̂(t, σ)x(σ) +
∫ t1

σ
X̂(t, α)(

∫ σ−α

−r
d2η̄0(α, θ)x(α+ θ))dα

+
∫ t

t1
X̂(t, α)(

∫ t1−α

−r
d2η̄1(α, θ)x(α+ θ))dα+

∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα.

(4.5.10)

On peut procéder ainsi sur (]ti, ti+1])2≤i≤p+p′−1 et on a

x(t, σ, φ,H) = X̂(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ
X̂(t, α)(

∫ σ−α

−r
d2η̄0(α, θ)1[t0,t1](α)x(α+ θ)

+
p+p′−1∑
i=1

X̂(t, α)
∫ ti−α

−r
d2η̄(α, θ)1]ti,ti+1](α)x(α+ θ))dα

+
∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα, si σ ≤ t ≤ T,

(4.5.11)

4.6 L’équation adjointe du problème linéaire continu par morceaux
et la forme bilinéaire associée

Dans cette partie, nous considérons le système linéaire

x′(t) = D2f(t, xt, u(t))xt. (4.6.1)
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L’application t 7→ D2f(t, xt, u(t)) étant continue par morceaux et φ 7→ D2f(t, xt, u(t))φ linéaire et
continue, on a d’après le théorème de représentation des fonctions linéaires continues, qu’il existe η̄
définie sur [σ, T ]× [σ− r−T, T ] à valeurs dansMn(R), vérifiant les hypothèses du lemme 4.2.1 telle
que :

x′(t) =
p−1∑
i=0

∫ 0

−r
dθ[η̄0(t, θ)1[t0,t1](t) +

p−1∑
i=1

η̄i(t, θ)1]ti,ti+1](t)]x(t+ θ) (4.6.2)

On considère en plus l’équation non homogène :

x′(t) = D2f(t, xt, u(t))xt +H(t), (4.6.3)

où H est PC0([σ, T ],Rn). Dans un soucis d’allègement des écritures, posons :

L(t)xt = D2f(t, xt, u(t))xt, (4.6.4)

et

η̂(t, α) = η̄0(t, α)1[t0,t1](t) +
p−1∑
i=1

η̄i(t, α)1]ti,ti+1](t).

Ainsi (4.6.3) s’écrit
x′(t) = L(t)xt +H(t) (4.6.5)

et le théorème 4.5.3 permet, en développant et réorganisant l’expression, de dire que la solution
x(t, σ, φ,H) de (4.6.4) s’écrit

x(t, σ, φ,H) = X̂(t, σ)φ(0) +
∫ σ

σ−r
dβ

∫ t

σ
{X̂(t, α)η̂(α, β − α)}x(β)

+
∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα

= X̂(t, σ)φ(0) +
∫ σ

σ−r
dβ

∫ t

σ
X̂(t, α)η̂(α, β − α)x(β)

+
∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα,

(4.6.6)

d’où

x(t, σ, φ,H) = X̂(t, σ)φ(0) +
∫ σ

σ−r
dβ

∫ t

σ
X̂(t, α)k̂(α, β)x(β)dα+

∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα, (4.6.7)

où
k̂(α, β) = η̂(α, β − α). (4.6.8)

En effet, comme

x(t, σ, φ,H) = X̂(t, σ)φ(0) +
∫ t

σ
X̂(t, α)[Ĝ(α, σ, φ,H)]dα si σ ≤ t ≤ T, (4.6.9)

avec
Ĝ(α, σ, φ,H) =

∫ σ−s

−r
dθ[η̂(s, θ)]φ(s− σ + θ) +H(α), (4.6.10)
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on peut, de même que précédemment, multiplier (4.6.10) à gauche par X̂(t, α) puis intégrer de σ à
t, pour obtenir :∫ t

σ
X̂(t, α)Ĝ(α, σ, φ,H)dα =

∫ t

σ
X̂(t, α)

∫ σ−α

−r
d2[η̂(α, θ)]φ(α− σ + θ)dα+

∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα

=
∫ t

σ
X̂(t, α)

∫ σ−α

−r
d2[η̂(α, θ)]x(α+ θ)dα+

∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα.

Par le changement de variable β = α+ θ, on a alors :∫ t

σ
X̂(t, α)Ĝ(α, σ, φ,H)dα =

∫ t

σ
X̂(t, α)

∫ σ

α−r
d2[η̂(α, β − α)]x(β)dα+

∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα

et grâce au théorème de Fubini, on a∫ t

σ
X̂(t, α)

∫ σ

α−r
d2[η̂(α, β − α)]x(β)dα =

∫ σ

σ−r
d2

∫ t

σ
X̂(t, α)[η̂(α, β − α)]x(β)dα.

Ainsi :

x(·, σ, φ,H)(t) = X̂(t, σ)φ(0) +
∫ σ

σ−r
d2

∫ t

σ
X̂(t, α)k̂(α, β)x(β)dα+

∫ t

σ
X̂(t, α)H(α)dα.

Définition 4.6.1 (L’équation adjointe). L’équation adjointe à l’équation (4.6.1) est :

d

ds

z(s) +
∫ T+r

s
z(α)(η̄0(α, s− α)1[t0,t1](s) +

p−1∑
i=1

η̄i(α, s− α)1]ti,ti+1](s))dα

 = 0, (4.6.11)

pour σ ≤ s ≤ T où z ∈ NBV ([σ, T + r],Rn∗).

Nous souhaitons établir un lien entre la matrice "résolvante" X̂(t, s) de (4.6.1) et la matrice
résolvante de l’équation adjointe (4.6.11).

Théorème 4.6.1. Soit x solution de (4.6.5) sur [σ, T ]. Alors pour tout t ∈ [σ, T ],

x(t) = Ŷ (σ, t)x(σ) +
∫ σ

σ−r
dβ[
∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, t)dα]x(β) +

∫ t

σ
Ŷ (α, t)H(α)dα

où Ŷ (σ, t) est une matrice carrée définie par :

Ŷ (σ, t) = 0 pour σ > t

Ŷ (σ, t) = I −
∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, σ)dα pour σ ≤ t.

(4.6.12)

Et on a :
Ŷ (σ, t) = X̂(t, σ). (4.6.13)
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Remarque 4.6.1. Avant de débuter la preuve du résultat précédent, nous observons que dans
l’énoncé, l’application β 7→

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, β)dα est à variation bornée.

En effet, soit p = (β0, . . . , βk) ∈ S[σ−r,σ].
Soit

F (β) =
∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, β)dα.

On a :

k−1∑
i=1
‖F (βi)− F (βi+1)‖ =

k−1∑
i=1
‖
∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, βi)dα−

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, βi+1)dα‖

=
k−1∑
i=1
‖
∫ t

σ
Ŷ (α, t)[k̂(α, βi)− k̂(α, βi+1)]dα‖

≤
k−1∑
i=1

∫ t

σ
‖Ŷ (α, t)‖ · ‖k̂(α, βi)− k̂(α, βi+1)‖dα

=
∫ t

σ
‖Ŷ (α, t)‖ · (

k−1∑
i=1
‖k̂(α, βi)− k̂(α, βi+1)‖)dα

≤
∫ t

σ
‖Ŷ (α, t)‖ · V σ

σ−r(k̂(α, ·))dα

≤ sup
α∈[0,t]

V σ
σ−r(k̂(α, ·)) ·

∫ t

σ
‖Ŷ (α, t)‖dα

or, d’une part pour tout α ∈ [σ, t] l’application α 7→ ‖Ŷ (α, t)‖ est continue donc
∫ t

σ
‖Ŷ (α, t)‖dα <

+∞, d’autre part comme α 7→ k̂(α, ·) est continue par morceaux sur [σ, t] dans BV ([σ−r, σ],Mn(R)),
alors α 7→ V σ

σ−r(k̂(α, ·)) est continue par morceaux sur [σ, t]. Ainsi :

k−1∑
i=1
‖F (βi)− F (βi+1)‖ < +∞, pour tout p ∈ S([σ−r,σ]).

Démonstration. Soit x, solution de (4.6.5) passant par (σ, φ). Multiplions (4.6.5) par Ŷ (α, t) et inté-
grons de σ à t, on a :

Ŷ (α, t)x′(α) = Ŷ (α, t)L(α)xα + Ŷ (α, t)H(α)∫ t

σ
Ŷ (α, t)x′(α)dα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t)L(α)xαdα+

∫ t

σ
Ŷ (α, t)H(α)dα.

Une intégration par parties du terme à gauche de l’égalité donne :∫ t

σ
Ŷ (α, t)x′(α)dα = [Ŷ (α, t)x(α)]tσ −

∫ t

σ
DαŶ (α, t)x(α)dα

= Ŷ (t, t)x(t)− Ŷ (σ, t)x(σ)−
∫ t

σ
DαŶ (α, t)x(α)dα

= x(t)− Ŷ (σ, t)x(σ)−
∫ t

σ
DαŶ (α, t)x(α)dα.
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On a :

x(t)− Ŷ (σ, t)x(σ)−
∫ t

σ
DαŶ (α, t)x(α)dα−

∫ t

σ
Ŷ (α, t)H(α)dα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t)L(α)xαdα. (4.6.14)

On s’intérèsse au membre de droite ; on a :

L(α)xα =
∫ 0

−r
dθ[η̂(α, θ)]x(α+ θ),

qui, par le changement de variable u = α+ θ, devient

L(α)xα =
∫ α

α−r
du[η̂(α, u− α)]x(u)

=
∫ α

α−r
duk̂(α, u)x(u). (d’après (4.6.8))

Ainsi, on a : ∫ t

σ
Ŷ (α, t)L(α)xαdα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t){

∫ α

α−r
duk̂(α, u)x(u)du}dα.

Comme
k̂(α, θ) = k̂(α,−r) si θ ≤ α− r
k̂(α, θ) = 0 si θ ≥ 0,

on a : ∫ α

α−r
k̂(α, u)x(u)du =

∫ t

α−r
k̂(α, u)x(u)du,

et donc on a : ∫ t

σ
Ŷ (α, t)L(α)xαdα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t){

∫ t

α−r
duk̂(α, u)x(u)}dα,

or : ∫ t

α−r
duk̂(α, u)x(u) =

∫ t

σ−r
duk̂(α, u)x(u) +

∫ σ−r

α−r
duk̂(α, u)x(u)∫ t

σ−r
duk̂(α, u)x(u) =

∫ t

α−r
duk̂(α, u)x(u)−

∫ σ−r

α−r
duk̂(α, u)x(u)

=
∫ t

α−r
duk̂(α, u)x(u)−

∫ α−r

σ−r
duk̂(α, u)x(u)

et comme σ− r ≤ u ≤ α− r ≤ α, on a k̂(α, u) ainsi
∫ t

σ−r
duk̂(α, u)x(u) =

∫ t

α−r
duk̂(α, u)x(u). Donc :

∫ t

σ
Ŷ (α, t)L(α)dα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t){

∫ t

σ−r
duk̂(α, u)x(u)}dα. (4.6.15)

Grâce à l’intégration par parties prouvée en annexe, on a :∫ t

σ−r
duk̂(α, u)x(u) = k̂(α, t)x(t)− k̂(α, σ − r)x(σ − r)−

∫ t

σ−r
k̂(α, u)x′(u)du

= k̂(α, t)x(t)−
∫ t

σ−r
k̂(α, u)x′(u)du

∫ t

σ
Ŷ (α, t){

∫ t

σ−r
duk̂(α, u)x(u)}dα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, t)x(t)dα−

∫ t

σ
Ŷ (α, t){

∫ t

σ−r
k̂(α, u)x′(u)du}dα.
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En appliquant le théorème de Fubini ([36], p.359) au second terme à droite de l’égalité, on a :∫ t

σ
Ŷ (α, t){

∫ t

σ−r
k̂(α, u)x′(u)du}dα =

∫ t

σ−r

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)x′(u)dαdu. (4.6.16)

Par une intégration par parties du terme à droite de l’égalité, on a :∫ t

σ−r

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)x′(u)dαdu =

∫ t

σ−r
{
∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x′(u)du

= [
∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)x(u)dα]tσ−r

−
∫ t

σ−r
{du

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x(u)

∫ t

σ−r

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)x′(u)dαdu =

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, t)x(t)dα

−
∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, σ − r)x(σ − r)dα

−
∫ t

σ−r
{du

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x(u)


(4.6.17)

Ainsi, avec (4.6.15), (4.6.16), (4.6.17), on a :∫ t

σ
Ŷ (α, t)L(α)xαdα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, t)x(t)dα−

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, t)x(t)dα

+
∫ t

σ−r
{du

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x(u).

Donc

x(t)− Ŷ (σ, t)φ(0)−
∫ t

σ
DαŶ (α, t)x(α)−

∫ t

σ
Ŷ (α, t)H(α)dα =

∫ t

σ−r
du{

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x(u).

(4.6.18)
Comme∫ t

σ−r
du{

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x(u) =

∫ σ

σ−r
du{

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x(u)

+
∫ t

σ
du{

∫ t

σ
Ŷ (α, t)hk(α, u)dα}x(u),

(4.6.19)

sachant que Ŷ (σ, t) = I −
∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, σ)dα, on a :

Ŷ (u, t) = I −
∫ t

u
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα.

Or : ∫ t

u
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα =

∫ σ

u
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα+

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα

∫ t

u
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα+

∫ u

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα
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Comme σ ≤ α ≤ u alors k̂(α, u) = 0, d’où :∫ t

u
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα =

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα

ainsi on a : ∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα = I − Ŷ (u, t).

Soit φ ∈ C1([σ − r, σ],Rn), on a :∫ t

σ
du{

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}φ(u) =

∫ t

σ
du{I − Ŷ (u, t)}φ(u)

d’après le théorème d’intégration par parties 1.4.8, on a :∫ t

σ
du{I − Ŷ (u, t)}φ(u) = [(I − Ŷ (u, t))φ(u)]tσ −

∫ t

σ−r
(I − Ŷ (u, t))φ′(u)du

= (I − Ŷ (t, t))φ(t)− (I − Ŷ (σ − r, t))φ(σ − r)

−
∫ t

σ−r
(I − Ŷ (u, t))φ′(u)du

= −(I − Ŷ (σ − r, t))φ(σ − r)− ((I − Ŷ (t, t))φ(t)

−(I − Ŷ (σ − r, t))φ(σ − r)−
∫ t

σ−r
−DuŶ (u, t)φ(u)du)

∫ t

σ
du{I − Ŷ (u, t)}φ(u)−

∫ t

σ
DuŶ (u, t)φ(u)du. (4.6.20)

Finalement avec (4.6.19) et (4.6.20) dans (4.6.18) on obtient :

x(t)− Ŷ (σ, t)φ(0)−
∫ t

σ
DαŶ (α, t)x(α)−

∫ t

σ
Ŷ (α, t)H(α)dα =

∫ σ

σ−r
du{

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x(u)

−
∫ t

σ
DuŶ (u, t)x(u).

On a bien le résultat énoncé dans le théorème :

x(t) = Ŷ (σ, t)φ(0) +
∫ t

σ
Ŷ (α, t)H(α)dα+

∫ σ

σ−r
du{

∫ t

σ
Ŷ (α, t)k̂(α, u)dα}x(u),

et ainsi, avec (4.6.4), on peut conclure que X̂(t, σ) = Ŷ (σ, t).
�

On remarque aussi que la matrice Ŷ (t, σ) définie en (4.6.12) est solution de l’équation adjointe
(4.6.11). En effet, pour σ ≤ t ≤ T , on a :

Ŷ (t, T ) = I −
∫ T

t
Ŷ (α, T )k̂(α, t)dα,

et comme ∫ T+r

T
Ŷ (α, T )k̂(α, t)dα = 0 (car Ŷ (α, T ) = 0 pour α > T ),
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on a :

Ŷ (t, T ) = I −
∫ T+r

t
Ŷ (α, T )k̂(α, t)dα

Ŷ (t, T ) +
∫ T+r

t
Ŷ (α, T )k̂(α, t)dα = I, pour σ ≤ t ≤ T.

�

On considère x, solution de (4.6.1) sur [σ, T ] avec x(θ) = φ(θ) pour θ ∈ [σ − r, σ]. Soit z ∈
NBV ([σ, T + r];Rn) solution de

d

ds
{z(s) +

∫ T+r

s
z(α)k̂(α, s)dα} = 0, si s ∈ [σ, T ]

Si σ < t < T , en utilisant l’intégration par parties prouvées dans [31], on a :∫ t

σ
dz(α)x(α) = [z(α)x(α)]tσ −

∫ t

σ
z(α)x′(α)dα

= z(t+)x(t)− z(σ)x(σ)−
∫ t

σ
z(α)x′(α)dα.

Ainsi :

z(t+)x(t)− z(σ)x(σ) =
∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ
z(α)x′(α)dα

=
∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ
z(α)

∫ α

α−r
duk̂(α, u)x(u)dα

(4.6.21)

or
∫ t

σ
z(α)

∫ α

α−r
duk̂(α, u)x(u)dα =

∫ t

σ
z(α)

∫ t

α−r
duk̂(α, u)x(u)dα car, pour u ≥ α, on a k̂(α, u) = 0.

Grâce au théorème de Fubini, on a :∫ t

σ
z(α)

∫ t

α−r
duk̂(α, u)x(u)dα =

∫ t

σ−r
du{

∫ t

σ
z(α)k̂(α, u)dα}x(u)

ainsi :
z(t+)x(t)− z(σ)x(σ) =

∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ−r
du{

∫ t

σ
z(α)k̂(α, u)dα}x(u).

Comme précédemment, on a :∫ t

σ−r
du{

∫ t

σ
z(α)k̂(α, u)dα}x(u) =

∫ σ

σ−r
ds{
∫ σ+r

σ
z(α)k̂(α, s)dα}x(s)

+
∫ t

σ
ds{
∫ t+r

s
z(α)k̂(α, s)dα}x(s)

−
∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}x(s).

En réinjectant dans (4.6.21) on a :

z(t+)x(t)− z(σ)x(σ) =
∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ σ

σ−r
ds{
∫ σ+r

σ
z(α)k̂(α, s)dα}x(s)

+
∫ t

σ
ds{
∫ t+r

s
z(α)k̂(α, s)dα}x(s)−

∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}x(s)
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d’où :

z(t+)x(t) +
∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}x(s) = z(σ)x(σ)+∫ σ

σ−r
ds{
∫ σ+r

σ
z(α)k̂(α, s)dα}x(s) +

∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ
ds{
∫ t+r

s
z(α)k̂(α, s)dα}x(s).

Or∫ t

σ
dz(α)x(α) +

∫ t

σ
ds{
∫ t+r

s
z(α)k̂(α, s)dα}x(s) =

∫ t

σ
{dz(s) + ds

∫ t+r

s
z(α)k̂(α, s)dα}x(s) = 0.

En posant :
B̂t(x, z) = z(t+)x(t) +

∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}x(s), (4.6.22)

avec x et z respectivement solutions de (4.6.2) et (4.6.11) et F̂ (t) = B̂t(x, z), on a, pour tout t >
σ, F̂ (t) = F̂ (σ). Cela entraîne que F̂ est constante.
De la relation (4.6.22), on souhaite déduire une expression de la solution de (4.6.11).
Si σ < t, B̂σ(x, z) = B̂t(x, z)⇒

z(σ)x(σ) +
∫ σ

σ−r
ds{
∫ σ+r

σ
z(α)k̂(α, s)dα}x(s) = z(t+)x(t) +

∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}x(s).

On considère X̂(t, σ) la matrice solution de (4.6.2) ; on a :

z(σ)X̂(t, σ)+
∫ σ

σ−r
ds{
∫ σ+r

σ
z(α)k̂(α, s)dα}X̂(s, σ) = z(t+)X̂(t, σ)+

∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}X̂(s, σ),

d’où :
z(σ) = z(t+)X̂(t, σ) +

∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}X̂(s, σ).

Comme précédemment, on a vu que X̂(t, σ) = Ŷ (σ, t), alors

z(σ) = z(t+)Ŷ (σ, t) +
∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}Ŷ (σ, s).

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Théorème 4.6.2. Si z est la solution de l’équation (4.6.11) sur [σ, T ], alors pour tout t ∈ [σ, T ],
on a :

z(σ) = z(t+)Ŷ (σ, t) +
∫ t

t−r
ds{
∫ t+r

t
z(α)k̂(α, s)dα}Ŷ (σ, s).
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Chapitre 5

Formulation du problème de contrôle
optimal

Nous considérons le problème de contrôle optimal avec un critère de type Mayer suivant, en pré-
sence d’un retard sur l’état :

Maximiser J(x(·), u(·)) := g0(x(T ))
quand x ∈ C0([−r, 0]; Ω), x ∈ PC1([0, T ]; Ω), u ∈ PC0([0, T ];U)

(i) ∀t ∈ [0, T ], x′(t) = f(t, xt, u(t))
(ii) x0 = φ
(iii) ∀j = 1, . . . , ni, gj(x(T )) ≥ 0
(iv) ∀j = ni + 1, . . . , ni + ne, g

j(x(T )) = 0.


(5.0.1)

On suppose les conditions suivantes vérifiées :
1. f ∈ C1([0, T ]× C× U,Rn).
2. ∀j = 0, . . . , ni + ne, g

j ∈ C1(Ω,R).

5.1 Un résultat d’optimisation statique
Ce résultat issu de [44], dû à Halkin [30], est donné par Blot et Hayek [15] avec une reformulation

de la démonstration de Philippe Michel [44], est appelé règle des multiplicateurs :

Théorème 5.1.1. Soit : A un voisinage de 0 dans RN .
Soit q, q′ ∈ N. Pour tout j = 0, ..., q + q′, soit φj : A −→ R une fonction continue sur un voisinage
de 0 et différentiable en 0.
On suppose que 0 est solution du problème suivant :

Maximiser φ0(a)
quand a ∈ A

∀j = 1, · · · , q, φj(a) ≥ 0
∀j = q + 1, · · · , q + q′, φj(a) = 0.

 (5.1.1)

Alors il existe (µ0, ..., µq+q′) ∈ R1+q+q′ tel que :
1. (µ0, ..., µq+q′) est non nulle
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2. ∀j = 0, ..., r, µj ≥ 0
3. ∀j = 1, · · · , r, µjφj(0) = 0
4. ∀a ∈ RN+ ,

∑j=0
q+q′ µjDφ

j(0) · a ≤ 0.

5.2 Variations en aiguilles
Nous allons perturber u(·) en des variations dites “en aiguilles” ce qui induit des variations de la

trajectoire d’état correspondante.
Ces variations en aiguilles sont introduites, dans le cadre de systèmes gouvernés par une équation
différentielle ordinaire sans retard, par Philippe Michel dans [43], puis explicité par Blot dans son
polycopié de cours [12].
Dans cette partie, nous considérons que les commandes u(·) sont continues par morceaux sur [0, T ].
On fixe arbitrairement N ∈ N∗, on introduit :

S = ((ti, vi))i=1,··· ,N (5.2.1)

où, pour tout i = 1, · · · , N , ti ∈ [0, T ], vi ∈ U, et 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tN < T.
Nous noterons : S l’ensemble de telles listes S. À un tel S qu’on fixe pour l’instant, on associe, pour
tout i = 1, . . . , N ,

JS(i) := {j ∈ N/1 ≤ j ≤ i, tj = ti}. (5.2.2)

À chaque a = (a1, . . . , aN ) ∈ RN+ , on associe la liste (bi)1≤i≤N définie par :

bi = bi(S, a) =


0 si JS(i) = ∅∑
j∈JS(i)

aj si JS(i) 6= ∅

et on note, pour tout i = 1, . . . , N ,

Ii = Ii(S, a) := [ti + bi, ti + bi + ai[.

Ces notions nécessitent quelques commentaires. Pour i = 1, nous avons JS(1) = ∅, donc b1 = 0, donc
I1 = [t1, t1 + a1[ (et I1 = ∅ si a1 = 0).
Pour i = 2, on a :

JS(2) =
{
∅ si t2 > t1
{1} si t2 = t1.

Premier cas : JS(2) = ∅.
Alors b2 = 0, donc I2 = [t2, t2 + a2[ (et I2 = ∅ si a2 = 0).
Deuxième cas : JS(2) = {1}.
Alors b2 = a1, donc I2 = [t1 + a1, t1 + a1 + a2[.
Si a1 = 0, a2 = 0, alors I2 = ∅ (et I1 = ∅).
Si a1 = 0, a2 > 0, alors I2 = [t1, t1 + a2[ (et I1 = ∅).
Si a1 > 0, a2 = 0, alors I2 = ∅ (et I1 = [t1, t1 + a1[).
Si a1 > 0, a2 > 0, alors I2 = [t1 + a1, t1 + a1 + a2[ (et I1 = [t1, t1 + a1[).
Donc même lorsque t1 = t2 on a I1 ∩ I2 = ∅. Ceci est la motivation pour introduire les bi.
lorsqu’on a t2 > t1, a1 > 0, a2 > 0, on a T1 = [t1, t1 + a1[ et I2 = [t2, t2 + a2[, et donc pour avoir
I1 ∩ I2 = ∅, on doit prendre a1 assez petit.
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Lemme 5.2.1. Notons

δ(S) := min{ti+1 − ti / ∀i ∈ {1, . . . , N}, ti < ti+1}.

Si ‖a‖1 :=
N∑
i=1
|ai| =

N∑
i=1

ai ≤ δ(S), alors on a :

(i) ∀i = 1, · · · , N − 1, sup Ii ≤ inf Ii+1

(ii) ∀i 6= j, Ii ∩ Ij = ∅.

Démonstration. (i) Fixons arbitrairement i ∈ {1, . . . , N − 1}.
Si ti+1 = ti alors bi+1 = bi + ai, donc ti + bi + ai = ti + bi+1, donc sup Ii = inf Ii+1.
Si ti+1 > ti alors JS(i+ 1) = ∅, donc bi+1 = 0 et

bi + ai ≤
∑
j<i

aj + ai ≤
∑

1≤j≤N
aj ≤ δ(S) ≤ (ti+1 − ti)

=⇒ ti + bi + ai ≤ ti+1 = ti+1 + bi+1 =⇒ sup Ii ≤ sup Ii+1.

(ii) Supposons qu’il existe i0 ∈ {1, . . . , N−1} tel que t ∈ Ii0∩Ii0+1, dans ce cas inf Ii0+1 < sup Ii0 ,
ce qui contredirait le (i).

On introduit la variation en aiguilles de u(·) de la façon suivante : pour tout S ∈ S, pour tout
a ∈ RN

+ tel que ||a||1 ≤ δ(S), pour tout t ∈ [0, T ],

u(t, S, a) =
{
vi si t ∈ Ii(i ∈ {1, . . . , N}))
u(t) si t ∈ [0, T ]\

⋃
1≤i≤N Ii.

On considère l’équation différentielle controlée retardée linéaire homogène suivante :

y′(t) = D2f(t, xt, u(t))yt, (5.2.3)

l’application t 7→ f(t, xt, u(t)) étant continue par morceaux et D2f(t, xt, u(t)) : C −→ Rn linéaire
continue, on a d’après le théorème de représentation de Riesz (4.1.1) de la section 3.1

D2f(t, xt, u(t))φ =
∫ 0

−r
dθ[η0(t, θ)1[t0,t1](t) +

N−1∑
i=1

ηi(t, θ)1]ti,ti+1](t)]φ(θ). (5.2.4)

La résolvante de l’équation (5.2.3) est donnée page 115 (4.5.4) , nous la rappelons :

X̂(t, s) = I −
∫ t

s
(R0(t, α)1[t0,t1](t) +

p+p′−1∑
i=1

Ri(t, α)1]ti,ti+1](t))dα. (5.2.5)

Définition 5.2.1. Soit B un voisinage de 0 dans Rn, une fonction F : B ∩RN+ −→ Rk. On dit
que F est différentiable en 0 lorsque :

il existe L ∈ L(Rn,Rk), il existe ρ : B ∩ RN+ → Rk vérifiant lim
a→0

ρ(a) = 0, telles que, pour tout
a ∈ B ∩ RN+ :

F (a) = F (0) + L · a+ ‖a‖1ρ(a).
Alors L est appelée la différentielle de F en 0, et on notera L := DF (0). Les dérivées partielles de
F en 0 sont, pour tout i = 1, . . . , N , Fai(0) = DF (0) · ei où (ei)1≤i≤N est la base canonique de RN .
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Lemme 5.2.2. Soit F : B ∩ RN+ −→ Rk, où B est un voisinage de 0 dans RN . On suppose
qu’il existe L ∈ L(RN ,Rk), et pour tout i = 1, . . . , N , qu’il existe une fonction φi : B ∩ RN+ −→ Rk
vérifiant lim

a→0
φi(a) = 0, telles que, pour tout a ∈ B ∩ RN+ :

F (a) = F (0) + L · a+
N∑
i=1

aiφi(a).

Alors F est différentiable en 0, et Df(0) = L.

Démonstration. Définissons la fonction ρ : B ∩ RN+ −→ Rk en posant

ρ(a) :=


0 si a = 0

1
‖a‖1

N∑
i=1

aiφi(a) si a 6= 0.

Alors, pour tout a 6= 0,

‖ρ(a)‖1 = 1
‖a‖1

‖
N∑
i=1

aiφi(a)‖1 ≤
1
‖a‖1

N∑
i=1

ai‖φi(a)‖1

=
N∑
i=1

ai
‖a‖1

‖φi(a)‖1 ≤
N∑
i=1
‖φi(a)‖1 → 0 (a→ 0)

donc ρ(a)→ 0 quand a→ 0, a 6= 0, et comme ρ(0) = 0, on a lim
a→0

ρ(a) = 0.
On note que F (a) = F (0) + L · a+ ‖a‖1ρ(a), ce qui prouve que F est différentiable en 0.

5.3 Résultats
Le résultat suivant établit des propriétés de régularité de la trajectoire d’état associée à la fonction

de contrôle obtenue par variation en aiguilles à partir de la fonction de contrôle optimal. Précisement,
il s’agit de la régularité par rapport aux largeurs des aiguilles à la date finale.

Théorème 5.3.1. Soit S fixé, il existe un voisinage convexe VS de 0 tel que la solution x(·, S, a)
du système :

∂x(t, S, a)
∂t = f(t, x(·, S, a)t, u(t, S, a)), pour 0 ≤ t ≤ T

x(·, S, a)0 = φ

 (5.3.1)

est définie pour a ∈ VS ∩AS et la valeur en T est continue par rapport à a et différentiable en 0, de
dérivées partielles :

∂x(T, S, 0)
∂ai

= X̂(T, ti)[f(ti, x̄ti , vi)− f(ti, x̄ti , u(ti))] (5.3.2)

pour 1 ≤ i ≤ N , où X̂ est définie en (5.2.5).

La preuve de ce théorème nécessitera les trois lemmes suivants :
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Lemme 5.3.1. Soit S = ((ti, vi))1≤i≤N ∈ S. Pour chaque a ∈ RN+ tel que ‖a‖1 ≤ δ(S) (cf.
lemme 5.2.1), on note z(·, S, a) la solution non prolongeable de

z′(t) = D2f(t, xt, u(t))zt + [f(t, xt, u(t, S, a))− f(t, xt, u(t))]
z0 = 0.

}
(5.3.3)

Alors la fonction a 7→ z(T, S, a) est différentiable en 0 (au sens de la définition 5.2.1) et, pour tout
a = (a1, . . . , an) ∈ RN+ on a :

Daz(T, S, 0) · a =
N∑
i=1

aiX̂(t, ti)[f(ti, x̄ti , vi)− f(ti, x̄ti , u(ti))] (5.3.4)

où X̂(T, ti) est définie en (5.2.5).

Démonstration. Tout d’abord, notons que le problème (5.3.3) vérifie les hypothèses du théorème 4.5.1
(section 4.5, chapitre 4) et ainsi z(·, S, a) est définie sur [0, T ] tout entier.
Si t ∈ [0, T ] et a ∈ RN+ , introduisons

∆(t, a) = f(t, xt, u(t, s, a))− f(t, xt, u(t)). (5.3.5)

En utilisant la construction de u(t, S, a) on note que

∆(t, a) :=
{

0 si t ∈ [0, T ] \ ∪Ni=1Ii
f(t, xt, vi)− f(t, xt, u(t)) si t ∈ Ii (i ∈ {1, . . . , N}). (5.3.6)

En utilisant la formule de variation des constantes (cf. 4.5.3, section 4.5, chapitre 4), on a, ∀t ∈ [0, T ],

z(t, S, a) = X̂(t, 0) · 0 +
∫ t

0
X̂(t, s)∆(s, a)ds. (5.3.7)

En particulier, on a :

z(T, S, a) =
∫ T

0
X̂(T, s)∆(s, a)ds, (5.3.8)

et en utilisant l’additivité par rapport au domaine d’intégration, on a :

z(T, S, a) =
∫

[0,T ]\ ∪Ni=1Ii
X̂(T, s)∆(s, a)ds+

∫
∪Ni=1Ii

X̂(T, s)∆(s, a)ds.

Avec la relation (5.3.6), le premier terme est nul, et ainsi on obtient, puisque les Ii sont deux à deux
disjoints,

z(T, S, a) =
N∑
i=1

∫
Ii

X̂(T, s)∆(s, a)ds,

donc

z(T, S, a) =
N∑
i=1

∫ ti+bi+ai

ti+bi
X̂(T, s)∆(s, a)ds. (5.3.9)

Notons que, ∀i ∈ {1, . . . , N},

∆[i] := ∆(ti, a) = f(ti, xti , vi)− f(ti, xti , u(ti)) (5.3.10)
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ne dépend pas de a. En outre, puisque ai · X̂(T, ti)∆[ti] ne dépend pas de s, on a :

ai · X̂(T, ti)∆[ti] =
∫ ti+bi+ai

ti+bi
X̂(T, ti)∆[ti]ds. (5.3.11)

Notons que u(s, S, 0) = u(s), donc

∆(s, 0) = f(s, xs, u(s))− f(s, xs, u(s)) = 0,

et par la formule (5.3.8),

z(T, S, 0) =
∫ T

0
X̂(T, s) · 0ds.

Alors on a, avec (5.3.9) et (5.3.11)

z(T, S, a)− z(T, S, 0)−
N∑
i=1

ai · X̂(T, ti)∆[ti] =
N∑
i=1

∫ ti+bi+ai

ti+bi
X̂(T, s)∆(s, a)ds− 0

−
N∑
i=1

ai · X̂(T, ti)∆[ti]

=
N∑
i=1

∫ ti+bi+ai

ti+bi
[X̂(T, s)∆(s, a)− X̂(T, ti)δ[ti]]ds.

Donc :

z(T, S, a)− z(T, S, 0)−
N∑
i=1

ai · X̂(T, ti)∆[ti] =
N∑
i=1

aiφi(a) (5.3.12)

où

φi(a) :=


0 si ai = 0
1
ai

∫ ti+bi+ai

ti+bi
[X̂(T, s)∆(s, a)− X̂(T, ti)∆[ti])]ds si ai 6= 0. (5.3.13)

φi : RN+ −→ RN .

Avec le lemme 5.2.2, il suffit de prouver que ∀i ∈ {1, . . . , N}, lim
a→0

φi(a) = 0. En effectuant le

changement de variable θ := s−ti−bi
ai

, si ai 6= 0, on obtient s = ti + bi + θai avec θ ∈ [0, 1] et

φi(a) =
∫ 1

0
[X̂(T, ti + bi + θai)∆(ti + bi + θai, a)− X̂(T, ti)∆[ti]]dt. (5.3.14)

Introduisons
ψi(θ, a) := X̂(T, ti + bi + θai)∆(ti + bi + θai, a)− X̂(T, ti)∆[ti]. (5.3.15)

En utilisant la continuité de x(·), de t 7→ xt, la continuité à droite de u(·) et la continuité de f , en
notant que :

a→ 0 =⇒ ∀i ∈ {1, . . . , N}, bi → 0 et ∀θ ∈ [0, 1], bi + θai → ai, lim
a→0

f(ti + bi + θai, xti+bi+θai , u(ti + bi + θai)) = f(ti, xti , u(ti))
lim
a→0

f(ti + bi + θai, xti+bi+θai , vi) = f(ti, xti , vi),

donc on a
∀θ ∈ [0, 1], lim

a→0
∆(ti + bi + θai, a) = ∆[ti]. (5.3.16)
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Par ailleurs, en utilisant la continuité de X̂(T, ·) (car c’est une solution de (5.2.5)), on a :

∀θ ∈ [0, 1], lim
a→0

X̂(T, ti + bi + θai) = X̂(T, ti). (5.3.17)

Puisque la fonction (L, x) 7→ L · x est bilinéaire continue (dimension finie), (5.3.23) et (5.3.17) on
déduit :

∀θ ∈ [0, 1], lim
a→0

X̂(T, ti + bi + θai)∆(ti + bi + θai) = X̂(T, ti)∆[ti],

c.-à-d.
∀θ ∈ [0, 1], lim

a→0
ψi(θ, a). (5.3.18)

‖ψi(θ, a)‖ ≤ ‖X̂(T, ti + bi + θai)‖ · ‖∆(ti + bi + θai, a)‖
+‖X̂(T, ti)∆[ti]‖

≤ ‖X̂(T, ti + bi + θai)‖ · ‖∆(ti + bi + θai)‖
+ max

1≤i≤N
‖X̂(T, ti)∆[ti]‖.

(5.3.19)

X̂(T, ·) est continue sur [0, T ] donc,

∀ai ∈ RN+ , sup
1≤i≤N

‖X̂(T, ti + bi + θai)‖ ≤ sup
t∈[0,T ]

‖X̂(T, t)‖ < +∞.

On a, ∀i ∈ {1, . . . , N},{
∆(ti + bi + θai, a) = f(ti + bi + θai, xti+bi+θai , vi)

−f(ti + bi + θai, xti+bi+θai , u(ti + bi + θai)).

[s 7→ xs] est continue sur le compact [0, T ] donc {xs : s ∈ [0, T ]} =: K1 est compact dans C.
u(·) est PC0 donc bornée sur [0, T ] ainsi K2 :=Adh(u([0, T ])) est compacte dans Rn.
Pour tout a telle que ‖a‖1 ≤ δ(S), ∀i ∈ {1, . . . , N}, et pour tout θ ∈ [0, 1], on a

(ti+bi+θai, xti+bi+θai , u(ti+bi+θai)) ∈ [0, T ]×K1×K2 qui est compact comme produit de compact,
et puisque f est continue, f([0, T ]×K1 ×K2) est compacte donc bornée.
Puisque {vi : i ∈ {1, . . . , N}} = K3 est fini, il est compact et puisque f est continue, f([0, T ]×K1×K2)
est compact donc bornée. Ainsi finalement en notant

M := sup{‖f(t, φ, v) : (t, φ, v) ∈ [0, T ]×K1 ×K2‖}
+ sup{‖f(t, φ, v) : (t, φ, v) ∈ [0, T ]×K1 ×K3‖} < +∞,

on a prouvé : {
∀i ∈ {1, . . . , N}, ∀a ∈ B(0, δ(S)) ∩ RN+ ,
∀θ ∈ [0, 1], ‖∆(ti + bi + θai, a)‖ ≤M.

(5.3.20)

Avec la formule (5.3.19) on a :{
∀i ∈ {1, . . . , N}, ∀a ∈ B(0, δ(S)) ∩ RN+ ,
∀θ ∈ [0, 1], ‖ψi(θ, a)‖ ≤M1 < +∞ (5.3.21)

où M1 := sup
t∈[0,T ]

‖X̂(T, t)‖ ·M + max
1≤i≤N

‖X̂(T, ti)∆[ti]‖.

Puisque les constantes sont Lebesgue-intégrables sur [0, 1], puisque ψi(·, a) est PC0 ; elle est Riemann-
intégrable sur [0, 1] donc Lebesgue-intégrable sur [0, 1] pour tout a ∈ B(0, δ(S))∩RN+ , et par (5.3.18)
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on peut utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue et affirmer, ∀(ak)k ∈ (B(0, δ(S))∩
RN+ )N telle que lim

k→+∞
ak = 0,

lim
k→+∞

φi(ak) = lim
k→+∞

∫ 1

0
ψi(θ, ak)dθ =

∫ 1

0
0dθ.

Par le théorème de caractérisation séquentielle des limites de fonctions dans les espaces métriques on
en déduit que :

∀i ∈ {1, . . . , N}, lim
a→0

φi(a) = 0.

Lemme 5.3.2. Soit (ti, vi)1≤i≤N ∈ S. Il existe une constante k ∈ R+ et un voisinage W de 0
tels que l’on ait, ∀a ∈W ∩ RN+ ,

∫ T

0
||f(t, xt, u(t, S, a))− f(t, xt, u(t))||dt ≤ k||a||1.

Démonstration. Posons
∆(s, a) := f(t, xt, u(t, S, a))− f(t, x, u(t))

et
σ(t, a) :=

∫ t

0
‖∆(s, a)‖ds. (∀t ∈ [0, T ])

Si ∆(t, 0) = 0 alors σ(T, 0) = 0 et aussi ∀ t ∈ [0, T ] \ ∪Ni=1Ii, ∆(t, a) = 0. Ainsi :

σ(T, a)− σ(T, 0)−
N∑
i=1

ai · ‖∆[ti]‖ =
∫ T

0
‖∆(t, a)‖dt− 0−

N∑
i=1

ai · ‖∆[ti]‖

=
∫

[0,T ]\ ∪Ni=1
‖∆(t, a)‖dt+

∫
∪Ni=1Ii

‖∆(t, a)‖dt

−
N∑
i=1

ai · ‖∆[ti]‖

= 0 +
N∑
i=1

∫
Ii

‖∆(t, a)‖dt−
N∑
i=1

ai · ‖∆[ti]‖

=
N∑
i=1

∫ ti+bi+ai

ti+bi
‖∆(t, a)‖dt−

N∑
i=1

∫ ti+bi+ai

ti+bi
‖∆[ti]‖dt

=
N∑
i=1

∫ ti+bi+ai

ti+bi
(‖∆(t, a)‖ − ‖∆[ti]‖)dt

=
N∑
i=1

ai ·
1
ai

∫ ti+bi+ai

ti+bi
(‖∆(t, a)‖ − ‖∆[ti]‖)dt,

si les ai > 0.

On introduit :

νi(a) :=


0 si ai = 0
1
ai

∫ ti+bi+ai

ti+bi
(‖∆(t, a)‖ − ‖∆[ti]‖)ds si ai > 0.
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Alors on a :

∀a ∈ B(0, δ(S)) ∩ RN+ , σ(T, a) = σ(T, 0) +
N∑
i=1

ai · ‖∆[ti]‖+
N∑
i=1

aiνi(a)

avec νi : B(0, δ(S)) ∩ RN+ −→ R.
Effectuons le changement de variable t = ti + bi + θai, 0 ≤ θ ≤ 1, on obtient :

νi(a) =
∫ 1

0
(‖∆(ti + bi + θai)‖ − ‖∆[ti]‖)dθ. (5.3.22)

On a déjà vu que :

lim
a→0

(‖∆(ti + bi + θai, a)‖ − ‖∆[ti]‖) = 0, (∀i ∈ {1, . . . , N},∀θ ∈ [0, 1]) (5.3.23)

On a aussi déjà vu que :

∃M ∈ R+
∗ , ∀a ∈ B(0, δ(S)) ∩ RN+ ,∀θ ∈ [0, 1],

∀i ∈ {1, . . . , N}, ‖∆(ti + bi + θai, a)‖ ≤M.
(5.3.24)

Posons : M ′ := M + max
1≤i≤N

‖∆[ti]‖ < +∞. Alors :

∃M ′ ∈ R+
∗ ,∀a ∈ B(0, δ(S)) ∩ RN+ , ∀θ ∈ [0, 1],

∀i ∈ {1, . . . , N}, |‖∆(ti + bi + θai, a)‖ − ‖∆[ti]‖| ≤M ′.
(5.3.25)

L’application : [θ 7→ ‖∆(ti + bi + θai)‖− ‖∆(ti)‖] est PC0 sur [0, 1] elle est alors Riemann-intégrable
sur [0, 1] donc Lebesgue-intégrable sur [0, 1]. Avec (5.3.22), (5.3.25) on peut utiliser le théorème de
la convergence dominée de Lebesgue et affirmer que :

lim
a→0

νi(a) =
∫ 1

0
0dθ = 0 (5.3.26)

Il est clair en outre que

νi(0) =
∫ 1

0
(‖f(ti + 0, xti+0, vi)− f(ti + 0, xti+0, u(ti))‖

−‖f(ti, xti , vi)− f(ti, xti , u(ti))‖)dθ

=
∫ 1

0
0dθ = 0.

Donc, en utilisant le lemme 5.2.2 et (5.3.26) on peut affirmer que σ(T, ·) est différentiable en 0 et
donc ∃ρ : B(0, δ(S)) ∩ RN+ −→ R tel que lim

a→0
ρ(a) = 0 et

∀a ∈ B(0, δ(S)) ∩ RN+ , σ(T, a) = σ(T, 0) +
n∑
i=1

ai‖∆[ti]‖+ ‖a‖iρ(a)

et Daσ(T, 0) · a =
N∑
i=1

ai · ‖∆[ti]‖.
(5.3.27)

Alors ∃r ∈]0, δ(S)[ tel que a ∈ B(0, r) ∩ RN =⇒ |ρ(a)| < 1.
Donc : ∀a ∈ B(0, r) ∩ RN+ ,

σ(T, a) = |σ(T, a)| ≤ ‖Daσ(T, 0)‖ · ‖a‖1 · 1
=: k · ‖a‖1

(5.3.28)

en prenant k := ‖Daσ(t, 0)‖+ 1 ; d’où le résultat.
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Lemme 5.3.3. Il existe une constante k1 et un voisinage V1 de 0 tel qu’on a, ∀a ∈ V1 ∩AS, le
système :

x′(t) = f(t, x(·, S, a)t, u(t, S, a))
x0 = φ

}
(5.3.29)

admet sur [0, T ] une solution qui vérifie, ∀t ∈ [0, T ],

‖x(t)− x̄(t)‖ ≤ k1‖a‖.

Démonstration. On définit par récurrence la suite de fonctions (xn(·))n dont le premier terme x0 est
défini comme solution de (5.3.29) pour a = 0. Et, pour n ≥ 0, on définit :

xn(t) = φ(0) +
∫ t

0
f(s, xn−1

s , ua(s)).

Pour a = 0 on a
x1(t)− x0(t) =

∫ t

0
[f(s, x̄s, ua(s))− f(s, x̄s, u(s))].

D’après le lemme 5.3.2, pour a ∈W ∩AS , on a : ‖x1(t)− x0(t)‖ ≤ k‖a‖. On définit maintenant :

B = {(t, x, v) ∈ [0, T ]× C([−r, T ],Rn)× U/||x− x0||C ≤ r et
v ∈ {u0(t), v1, ..., vN}}.

On pose k2 = sup{||D2f(t, x, v)|| : (t, x, v) ∈ B}. On choisit r ∈ ]0, 1] tel que k2 < +∞. Montrons
que, ∀a ∈W ∩AS tel que

||a|| ≤ r

k
exp(−k2T ), (5.3.30)

la suite (xn)n vérifie, pour tout n ≥ 0 :

||xn+1(t)− xn(t)|| ≤ 1
n!k||a||(k2t)n. (5.3.31)

Pour n = 0, on a :
‖x1(t)− x0(t)‖ ≤ rk‖a‖.

Comme on suppose l’inégalité (5.3.31) vraie pour n ≤ p− 1, on somme de 0 à n et on a :
‖xn+1(t)− x0(t)‖ ≤

∑n
i=0 ‖xi+1(t)− xi(t)‖ d’où ||xn+1(t)− x0(t)|| ≤ k‖a‖

∑n
i=1

(k2t)i
i! ≤ r

alors (t, xn+1, ua(t)) ∈ B. Le théorème de la moyenne nous assure que :

||f(t, xat , ua(t))− f(t, xp−1
t , ua(t))|| ≤ k2||xpt − x

p−1
t ||

||f(t, xpt , ua(t))− f(t, xp−1
t , ua)(t)|| ≤ k2

1
(p− 1)!k||a||(k2t)p−1,

et comme xp+1(t)− xp(t) =
∫ t

0
(f(s, xps, ua(s))− f(s, xp−1

s , ua(s)))ds, alors on a :

||xp+1(t)− xp(t)|| ≤
∫ t

0
||f(s, xps, ua(s))− f(s, xp−1

s , ua(s))||ds
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et par intégration sur [0, T ] on a :

||xp+1(t)− xp(t)|| ≤ 1
p!k||a||(k2t)p,

et ainsi la suite (xn)n est de Cauchy sur (C([0, T ],Rn), ‖ · ‖∞) donc uniformément continue vers x qui
est continue. x(·) vérifie la formule de récurrence xn(t) et en utilisant (5.3), on a :
||x(t)− x0(t)|| ≤ k||a||ek2T .

Corollaire 5.3.1. Pour tout t ∈ [0, T ], on a :

‖xat − x0
t ‖C ≤ k1‖a‖.

Démonstration. Pour tout z ∈ [0, T ], on a, d’après le lemme 5.3.3, ‖xa(z)− x0(z)‖ ≤ k1‖a‖.
Pour t = 0 on a ‖xa0(θ) − x0

0(θ)‖ = 0 grâce à la condition initiale (5.3.29), ∀z ∈ [−r, 0], ‖xa(z) −
x0(z)‖ ≤ k1‖a‖ donc, ∀z ∈ [−r, T ], on a : ‖xa(z) − x0(z)‖ ≤ k1‖a‖ ; d’où, ∀t ∈ [0, T ],∀θ ∈
[−r, 0], ‖xat (θ)− x0

t (θ)‖ ≤ k1‖a‖ et ainsi on a le résultat.

Démonstration du théorème 5.3.1

On pose
Γat = (xat − zat )− (x0

t − z0
t )

= xat − xt − zat ,

}
(5.3.32)

et
γ(t, a) = D1Γ(t, a)−D2f(t, xt, u(t))Γat .

On sait que D1x(t, a) = f(t, xt(·, a), u(t, a)) et x̄′(t) = f(t, xt, u(t)), et
D1z(t, a) = D2f(t, xt, u(t))zt(·, a) + [f(t, xt, u(t, a))− f(t, xt, u(t))]. Ainsi on a

Γ(t, a) = x(t, a)− x̄(t)− z(t, a),

et
D1Γ(t, a) = D1x(t, a)− x̄′(t)− z(t, a)

= f(t, xt(·, a), u(t, a))− f(t, xt, u(t))−D1f(t, xt, u(t))zt(·, a)
−[f(t, xt, u(t, a)− f(t, xt, u(t))]

= f(t, xt(·, a), u(t, a))− f(t, xt, u(t))−D1f(t, xt, u(t))zt(·, a),
et

γ(t, a) = f(t, xt(·, a), u(t, a))− f(t, xt, u(t))−D2f(t, xt, u(t))zt(·, a)
−D2f(t, xt, u(t))(xat − xt) +D2f(t, xt, u(t))zt(·, a).

}
(5.3.33)

γ(t, a) = (
∫ 1

0
D2f(t, xt + θ(xat − xt), u(t, a))dθ).(xt − xat )

−D2f(t, xt, u(t)).(xt − xat )
= ‖xt − xat ‖ε(t, a) où ε(t, a) = 0 si xat = xt,

et ε(t, a) = [
∫ 1

0
D2f(t, xt + θ(xat − xt), u(t, a))dθ

−D2f(t, xt, u(t))] xat−xt
‖xat−xt‖
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‖ε(t, a)‖ ≤
∫ 1

0
‖D2f(t, xt + θ(xat − xt), u(t, a))‖dθ + ‖D2f(t, xt, u(t))‖

≤ k2 + k2

‖ε(t, a)‖ ≤ 2k2

∀t ∈ [0, T ],∀a ∈ VS ∩ RN+ , ‖ε(t, a)‖ ≤ 2k2.

Montrons que lim
a→0

∫ T

0
‖ε(t, a)‖dt = 0.

On sait que ε(t, a) = 0 lorsque t ∈ [0, T ] \
⋃N
i=1 Ii, ainsi on a

∫ T

0
‖ε(t, a)‖dt =

N∑
i=1

∫
Ii

‖ε(t, a)‖dt

=
N∑
i=1

∫ ti+bi+ai

ti+bi
‖ε(t, a)‖dt

≤
N∑
i=1

ai2k2,

et comme lim
a→0

2k2‖a‖ = 0, on a bien le résultat.

Montrons que Γ(t, a) =
∫ t

0
X̂(t, s)γ(s, a)ds.

Comme γ(t, a) = D1Γ(t, a)−D2f(t, xt, u(t))Γat ,

on a

D1Γ(t, a) = D2f(t, xt, u(t))Γat + γ(t, a)
Γ(0, a) = x(0, a)− x̄(t)− z(0, a) = 0,

et ainsi

Γ(t, a) = X̂(t, 0)Γ(0, a) +
∫ t

0
X̂(t, s)γ(s, a)ds

=
∫ t

0
X̂(t, s)γ(s, a)ds.

‖x(T, a)− z(T, a)− (x(T, 0)− z(T, 0))‖ = ‖Γ(T, a)‖

≤
∫ T

0
‖X̂(T, s)‖‖γ(s, a)‖ds

≤
∫ T

0
M‖γ(s, a)‖ds

‖x(T, a)− z(T, a)− (x(T, 0)− z(T, 0))‖ ≤
∫ T

0
M‖xas − x̄s‖‖ε(s, a)‖ds

‖x(T, a)− z(T, a)− (x(T, 0)− z(T, 0))‖ ≤
∫ T

0
Mk1‖a‖‖ε(s, a)‖ds,
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et ainsi ∀ε > 0,∃βε > 0 tel que ∀a ∈ RN+ , ‖a‖ ≤ βε, ‖x(T, a)− z(T, a)− (x(T, 0)− z(T, 0))‖ ≤ ε‖a‖.
Ceci prouve que x(T, 0)− z(T, 0) est différentiable en 0. On remarque aussi que :

Dax(T, 0) = Da(x(T, ·)− z(T, ·))(0) +Daz(T, 0)
= 0 +Daz(T, 0).

Précédemment on avait obtenu dans le lemme 5.3.1 que :

Daz(T, 0) · a =
N∑
i=1

aiX̂(t, ti)[f(ti, x̄ti , vi)− f(ti, x̄ti , u(ti))].

Ainsi :
Daix(T, 0) = X̂(t, ti)[f(ti, x̄ti , vi)− f(ti, x̄ti , u(ti))].

Théorème 5.3.2. Soit S fixé, si (x̄, u) est une solution optimale du problème, alors il existe
λj , 0 ≤ j ≤ ni + ne, satisfaisant :

ni+ne∑
j=0
|λj | = 1 (5.3.34)

λj ≥ 0, pour 0 ≤ j ≤ ni (5.3.35)
λjgj(x̄(T )) = 0, 1 ≤ j ≤ ni (5.3.36)
d(λ).X̂(T, ti)[f(ti, x̄ti , vi)− f(ti, x̄ti , u(ti))] ≤ 0, 1 ≤ i ≤ N (5.3.37)

où d(λ) est défini par :

d(λ) =
ni+ne∑
j=0

λjDgj(x̄(T )).

Démonstration. grâce à 5.1 on obtient les relations (5.3.34) et (5.3.35) ; comme

φj(0) = gj(x(T, 0)) (5.3.38)
= gj(x̄(T )) (5.3.39)

implique, que pour tout j = 1, · · · , ni, λjgj(x̄(T )) = 0.
Pour a ∈ VS ∩ RN+ , on a : φj(a) = gj(x(T, a)) entraîne que Dφj(0) = Dgj(x(T, a)) · ∂∂ax(T, a)
donc, pour tout a ∈ RN+ on a :

ni+ne∑
j=0

λjDφ
j(0) · a =

ni+ne∑
j=0

λjDg
j(x(T, a)) ◦ ∂

∂a
x(T, a) · a

= d(λ) ◦ ∂

∂a
x(T, a) · a,

et ainsi, ∀a ∈ RN+ d(λ) ◦ ∂∂ax(T, a) ·a ≤ 0, et alors en prenant a = ei, le i-ème vecteur de la base
canonique de RN .
On obtient :

d(λ) ◦ ∂

∂a
x(T, a) · ei ≤ 0

d(λ) ◦ ∂

∂a
x(T, a) ≤ 0
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et grâce au lemme 5.3.1 : d(λ) · X̂(T, ti)[f(ti, x̄ti , ui)− f(ti, x̄ti , u(ti))] ≤ 0.

Théorème 5.3.3. Si (x̄, u) est une solution optimale du problème, il existe λj , 0 ≤ j ≤ ni+ne,
vérifiant les conclusions du théorème 5.3.2, pour tout ti ∈ [0, T ] et pour tout vi ∈ L∞L1(I × J,E).

Démonstration. À chaque S ∈ S, on associe :

K(S) := {(λj)0≤j≤r+r′ ∈ R1+r+r′/
r+r′∑
j=0
|λj | = 1, (∀j = 0, · · · , r)

(∀j = 1, · · · , r, λjgj(x̄(T )) = 0), (∀i = 1, · · · , N, d(λ).Daix(T, 0) ≤ 0)}.

D’après le théorème 5.3.2, on a pour tout S ∈ S,K(S) 6= ∅.
Pour tout S ∈ S,K(S) est fermé car construit avec des égalités, des inégalités larges et des fonctions
continues de (λj)0≤j≤r+r′ .
Pour tout S ∈ S, on a K(S) ⊂ S1+r+r′(0, 1) la sphère unité de R1+r+r′ .
Soit une liste finie (Sk)1≤k≤l tel que Sk = (ti,k, vi,k)1≤i≤Nk d’éléments de S. Considérons
Ŝ = (t̂i, v̂i)1≤i≤N̂k , la liste constituée de la réunion des Sk, k = 1, · · · , l. Les t̂i sont les ti,k(k =
1, · · · , l, i = 1, · · · , Nk) réordonnés par ordre croissant et v̂i = vi,k quand t̂i = ti,k. Alors Ŝ ∈ S.
Montrons que K(Ŝ) ⊂ K(Sk) pour tout k = 1, · · · , l.
Soit (λj)0≤j≤r+r′ ∈ K(Ŝ), alors on a :

(
∑r+r′
j=0 |λj | = 1), (∀j = 0, · · · , r, λj ≥ 0), (∀j = 1, · · · , r, λjgj(x̄(T )))

(∀i = 1, · · · , N̂ , d(λ) ·X(T, t̂i) · [f(t̂i, x̄ti , vi)− f(t̂i, x̄ti , u(t̂i))] ≥ 0)

or, pour tout i = 1, · · · , Nk, il existe j ∈ {1, · · · , N̂} tel que ti,k = t̂j , et donc vi,k = v̂j . Donc on a :

d(λ) · X̂(T, ti,k) · [f(ti,k, x̄ti,k , vi,k)− f(ti,k, x̄ti,k , u(ti,k))],

ce qui prouve (λj)0≤j≤r+r′ ∈ K(S).
Ainsi on a démontré que, pour tout k = 1, · · · , l,K(Ŝ) ⊂ K(Sk), donc : K(Ŝ) ⊂ ∩lk=1K(Sk), par le
théorème 5.3.2 on sait que K(Ŝ) 6= ∅, donc on a : ∩lk=1K(Sk) 6= ∅. Ainsi on a démontré : pour toute
liste finie (Sk)1≤k≤l d’élements de S, ∩lk=1K(Sk) 6= ∅.
Puisque les K(S) sont des parties fermées du compact S(0, 1), par la propriété de l’intersection finie
des espaces compacts, on peut affirmer :

∩S∈SK(S) 6= ∅.

Nous pouvons donc prendre un élément (λj)0≤j≤r+r′ ∈ ∩S∈SK(S).

Énoncé du Principe de Pontryagin

Dans un premier temps nous donnons les conditions de qualification de Michel [43], où (x, u) est
un processus admissible de (5.0.1).

(QC)



∀(λj)0≤j≤ni+ne ∈ R1+ni+ne

si ∀j = 0, ..., ni, λj ≥ 0
∀j = 1, ..., ni, λjgj(x(T )) = 0∑ni+ne
j=0 λjDg

j(x(T )) = 0
alors ∀j = 0, ..., ni + ne, λj = 0.

(5.3.40)
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Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème 5.3.4. Une condition nécessaire pour que (x, u) soit une solution optimale du pro-
blème posé est qu’il existe des réels λj , 0 ≤ j ≤ ni +ne et une application p(·) ∈ BV ([σ, T + r];Rn)∩
C0
g ([σ, T + r],Rn) tels que :

1. les λj vérifient :

(λ0, . . . , λni+ne) 6= (0, . . . , 0)
λj ≥ 0 pour 0 ≤ j ≤ ni

λjgj(x̄(T )) = 0 pour 1 ≤ j ≤ ni

2. p(·) est solution de l’équation

∀t ∈ [σ, T ] d

dt

(
p(t) +

∫ T+r

t
p(α)[k̂(α, t)]dα

)
= 0

p(T ) =
ni+ne∑
j=0

λjDg
j(x̄(T ))

3. ∀s ≤ T, ∀ω ∈ U, p(s) · f(x̄s, u(s), s) ≥ p(s) · f(x̄s, ω, s).

Si de plus la condition de qualification (QC) est vérifiée, nous obtenons la conclusion additionnelle
suivante :

4. il existe ε > 0 tel que p(t) 6= 0 pour tout t ∈ ]T − ε, T ].

Dans ce résultat, l’application k̂ est celle définie en 4.5.3 avec L(t) = D2f(t, xt, u(t)).

Preuve du théorème. Notre preuve s’appuie sur celle de Michel [43] ; nous y apportons les change-
ments adaptés au cas d’un système gouverné par une équation différentielle fonctionnelle. Soit λ véri-

fiant les conclusions du théorème 5.3.3. On pose p(t) = d(λ) · X̂(T, t), avec d(λ) =
ni+ne∑
j=0

λjDgj(x̄(T ))

et alors on a p(T ) = d(λ) · X̂(T, T ), p(t) = d(λ) d’où p(T ) =
ni+ne∑
j=0

λjDgj(x̄(T )).

L’appartenance de p à BV ([σ, T + r];Rn) ∩ C0
g ([σ, T + r],Rn) est issu de (v) du lemme 4.5.1.

La première relation est issue du théorème 5.3.2. Ensuite, on considère (t, u) ∈ S, alors (λj)0≤j≤ni+ne ∈
K(t, u) et on a
d(λ) · X̂(T, t) (f(t, xt, u)− f(t, xt, u(t))) ≤ 0,
d(λ) · X̂(T, t) (f(t, xt, u)) ≤ d(λ) · X̂(T, t)f(t, xt, u(t)),
et comme p(t) = d(λ) · X̂(T, t) on a

p(t) (f(t, xt, u)) ≤ p(t)(f(t, xt, u(t))).

On veut montrer que p(t) = d(λ) · X̂(T, t) est solution de l’équation adjointe

d

dt

(
p(t) +

∫ T+r

t
p(α)[k̂(α, t)]dα

)
= 0
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or comme X̂(T, t) = Ŷ (t, T ), on a : p(t) = d(λ)Ŷ (t, T ), ainsi, ∀t ∈ [σ, T ] :

p(t) = d(λ)[I −
∫ T

t
Ŷ (α, T )k̂(α, t)dα]

= d(λ)I −
∫ T

t
d(λ)Ŷ (α, T )k̂(α, t)dα

= d(λ)I −
∫ T

t
d(λ)X̂(T, α)k̂(α, t)dα

= d(λ)I −
∫ T

t
p(α)k̂(α, t)dα

d’où on a : ∀t ∈ [σ, T ], p(t) +
∫ T

t
p(α)k̂(α, t)dα = d(λ)I. La fonction

[t 7→ p(t) +
∫ T

t
p(α)k̂(α, t)dα] est dérivable sur [σ, T ] de dérivée nulle, donc :

d

dt

(
p(t) +

∫ T

t
p(α)k̂(α, t)dα

)
= 0

et p(·) est bien solution de l’équation adjointe, avec p(T ) = d(λ).
En partant de la condition de qualification (QC), si p(T ) = 0, comme 1. est vérifiée on a une

contradiction, donc p(T ) 6= 0. Comme X̂(T, t) = I −
∫ T

t
R̂(α, t)dα, et R̂ est bornée, si on prend

ε ∈]0, ‖R̂‖−1
∞ ], alors quand t ∈]T − ε, T ], nous obtenons que X̂(T, t) est inversible. En nous servant de

l’expression de p(T ) on a p(t) = p(T )X̂(T, t), et p(T ) étant non nulle, on a bien p(t) 6= 0 d’où le 4..

Remarque 5.3.1. A priori, l’application [t 7→
∫ T+r

t
p(α)k̂(α, t)dα] n’est pas dérivable car

[t 7→ k̂(·, t)] ne l’est pas, mais nous avons montrer que dans notre cas, elle l’est avec une dérivée
nulle.
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Chapitre 6

Sur le calcul variationnel avec un
processus à mémoire

6.1 Problème de calcul variationnel

— Soit r ∈ ]0,+∞[, ∆ = [−r, 0], T ∈ ]0,+∞[.
— Soit L : [0, T ]× C0(∆,Rn)× Rn −→ R.
— Les hypothèses sur L sont :

(H)



•L ∈ C0([0, T ]× C0(∆,Rn)× Rn;R)
•∀(t, φ, v) ∈ [0, T ]× C0(∆,Rn)× Rn, D2L(t, φ, v) existe et
D2L ∈ C0([0, T ]× C0(∆,Rn)× Rn;L(C0(∆,Rn),R))
•∀(t, φ, v) ∈ [0, T ]× C0(∆,Rn)× Rn, D3L(t, φ, v) existe et
D3L ∈ C0([0, T ]× C0(∆,Rn)× Rn;L(Rn,R)).

On considère la fonctionnelle
I : x 7→

∫ T

0
L(t, xt, x′(t))dt. (6.1.1)

Dans cette partie, nous souhaitons exprimer une variante du lemme fondamentale du calcul des
variations et une version des conditions d’Euler-Lagrange.

6.2 Mise en place du cadre de travail

on définit l’espace fonctionnel

X = {x ∈ C0([−r, T ],Rn) : x|[0,T ] ∈ C1([0, T ],Rn)}

Lemme 6.2.1. Muni de la norme ‖x‖X := sup
−r≤t≤T

‖x(t)‖ + sup
0≤t≤T

‖x′(t)‖, X est un espace de

Banach.

Démonstration. Puisque C0([−r, T ],Rn) est un espace vectoriel et puisque C1([0, T ],Rn) est un es-
pace vectoriel, X est un sous-espace vectoriel de C0([−r, T ],Rn). ∀x ∈ X, x([−r, T ]) et x′([0, T ]) sont
compactes comme images continues de compacts, donc bornées, ce qui assure que ‖x‖X est bien définie
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dans R+. ‖0‖X = 0 + 0 = 0. Réciproquement, si ‖x‖X = 0 alors (∀t ∈ [−r, T ], ‖x(t)‖ ≤ 0)⇒ x = 0.
Si x ∈ X,∀λ ∈ R,

‖λx‖X = sup
−r≤t≤T

‖λx(t)‖+ sup
0≤t≤T

‖λx′(t)‖

= |λ| · sup
−r≤t≤T

‖x(t)‖+ |λ| · sup
0≤t≤T

‖x′(t)‖

= |λ| · ‖x‖X.

Si x, y ∈ X alors

‖x+ y‖X = sup
−r≤t≤T

‖x(t) + y(t)‖+ sup
0≤t≤T

‖x′(t) + y′(t)‖

≤ sup
−r≤t≤T

‖x(t)‖+ sup
−r≤t≤T

‖y(t)‖+ sup
0≤t≤T

‖x′(t)‖+ sup
0≤t≤T

‖y′(t)‖

= ‖x‖X + ‖y‖X.

Ainsi, ‖ · ‖X est une norme sur X. Notons

‖x‖∞,[−r,T ] := sup
−r≤t≤T

‖x(t)‖

‖x‖∞,[0,T ] := sup
0≤t≤T

‖x(t)‖

‖x‖C1,[0,T ] := ‖x(t)‖∞,[0,T ] + ‖x′‖∞,[0,T ].

Soit (xq)q∈N ∈ XN une suite de Cauchy pour ‖ · ‖X.
Puisque ‖x‖∞,[−r,T ] ≤ ‖x‖X, (xq)q est aussi une suite de Cauchy pour ‖ · ‖∞,[−r,T ].
Comme (C0([−r, T ],Rn), ‖·‖∞,[−r,T ]) est complet, ∃x̂ ∈ C0([−r, T ],Rn) tel que lim

q→+∞
‖xq−x̂‖∞,[−r,T ] =

0.
Puisque ‖x‖C1,[0,T ] ≤ ‖x‖X, (xq)q est aussi une suite de Cauchy pour ‖ · ‖C1,[0,T ].
Comme (C1([0, T ],Rn), ‖·‖C1,[0,T ]) est complet, ∃ẑ ∈ C1([0, T ],Rn) tel que lim

q→+∞
‖xq−ẑ‖C1,[0,T ] = 0.

Puisque ‖x‖∞,[0,T ] ≤ ‖x‖∞,[−r,T ], on a aussi lim
q→+∞

‖xq − x̂‖∞,[0,T ] = 0.
Comme ‖x‖∞,[0,T ] ≤ ‖x‖C1,[0,T ], on a aussi lim

q→+∞
‖xq − ẑ‖∞,[0,T ] = 0.

Par unicité de la limite dans ((C0([0, T ]),Rn), ‖·‖∞,[0,T ]) on a : x̂|[0,T ] = ẑ ⇒ x̂|[0,T ] ∈ C1([0, T ],Rn)⇒
x̂ ∈ X.

∀q ∈ N, ‖xq − x̂‖X = ‖xq − x̂‖∞,[−r,T ] + ‖x′q − x̂′‖∞,[0,T ]
≤ ‖xq − x̂‖∞,[−r,T ] + ‖xq − x̂‖C1,[0,T ] → 0 + 0 = 0

quand q → +∞⇒ lim
q→+∞

‖xq − x̂‖X = 0.

On fixe φ̂ ∈ C0([−r, 0],Rn) et b ∈ Rn. On définit

A = {x ∈ X : x0 = φ̂, x(T ) = b}.

Lemme 6.2.2. L’ensemble A a les propriétés suivantes
(i) A 6= ∅.
(ii) A est un sous-ensemble affine fermé de X.
(iii) Le sous espace vectoriel directeur de A est

V = {h ∈ X : h0 = 0, h(T ) = 0}.
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Démonstration. (i) Soit u : [0, T ] −→ Rn définie par :
∀t ∈ [0, T ], u(t) := (1− t

T )φ̂(0) + t
T b. Alors u ∈ C

1([0, T ],Rn), u(0) = φ̂(0), u(T ) = b. Posons

x(t) :=
{
φ̂(t) si t ∈ [−r, 0]
u(t) si t ∈]0, T ].

(ii) Soit x, y ∈ A et λ ∈ R. On pose z := (1−λ)x+λy. Alors z ∈ X (car X est un espace vectoriel),

z0 = (1− λ)x0 + λy0
= (1− λ)φ̂+ λφ̂

= φ̂,

z(T ) = (1− λ)x(T ) + λy(T )
= (1− λ)b+ λb.

Donc z ∈ A. Ceci prouve que A est affine.
Pour la fermeture, soit (xq)q ∈ AN et x ∈ X tel que lim

q→+∞
‖xq − x‖X = 0. Alors, ∀θ ∈

[−r, 0], ∀q ∈ N,
‖φ̂(θ)− x(θ)‖ = ‖xq(θ)− x(θ)‖

≤ ‖xq − x‖X

lorsque q → +∞, on a φ̂(θ) = x(θ), donc x0 = φ̂. En outre, ∀q ∈ N,

‖b− x(T )‖ = ‖xq(T )− x(T )‖
≤ ‖xq − x‖X

de même lorsque q → +∞, on a b = x(T ). Donc x ∈ A.
(iii) On vérifie que V est un sous espace vectoriel de X.

Fixons x̃ ∈ A. Si h ∈ V alors x̃+ h ∈ X, x̃0 + h̃0 = φ̂+ 0 = φ̂,
x̃(T ) + h(T ) = b+ 0 = b ; donc x̃+ h ∈ A. Ceci prouve que (x̃+ V) ⊂ A.
Si x ∈ A alors x − x̃ ∈ X, x0 − x̃0 = φ̂ − φ̂ = 0, x(T ) − x̃(T ) = b − b = 0, donc x − x̃ ∈ V.
Puisque x = x̃+ (x− x̃), ceci prouve que A ⊂ (x̃+ V). D’où : A = x̃+ V.

Remarque 6.2.1. Dans le langage des sous-variétés différentielles, V = TxA, si x ∈ A, c.-à-d.
V est l’espace vectoriel tangent à A au point x.

Si x ∈ C0([−r, T ];Rn) on définit x : [0, T ] −→ C0([−r, 0];Rn) par : ∀t ∈ [0, T ], x(t) = xt.

Lemme 6.2.3. Si x ∈ C0([−r, T ],Rn) alors x ∈ C0([0, T ];C0([−r, 0],Rn)).

Démonstration. Puisque [−r, T ] est compact, par le théorème de Heine, x est uniformément continu
sur [−r, T ], donc

∀ε > 0, ∃δε > 0, ∀s, t ∈ [−r, T ], |s− t| ≤ δε ⇒ ‖x(s)− x(t)‖ ≤ ε.

Soit ε > 0, soit t, t1 ∈ [0, T ] tel que |t− t1| ≤ δε. Alors ∀θ ∈ [−r, 0], |(t+ θ)− (t1 + θ)| = |t− t1| ≤ δε
donc ‖x(t+ θ)− x(t1 + θ)‖ ≤ ε, c.-à-d. ‖x(t)− x(t1)‖∞,[−r,0] ≤ ε.
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Ce lemme permet de définir l’opérateur :

S : C0([−r, T ],Rn) −→ C0([0, T ], C0([−r, 0],Rn))
x 7→ x.

Lemme 6.2.4. S est un opérateur linéaire continu de C0([−r, T ],Rn) dans C0([0, T ], C0([−r, 0],Rn)).

Démonstration. Soit x, y ∈ C0([−r, T ],Rn) ; alors x+ y ∈ C0([−r, T ],Rn) et

x+ y(t) = [θ 7→ (x+ y)(t+ θ)]
= [θ 7→ x(t+ θ) + y(t+ θ)]
= [θ 7→ x(t)(θ) + y(t)(θ)]
= x(t) + y(t).

Donc S(x+ y) = S(x) + ∫(y).
Soit x ∈ C0([−r, T ],Rn) et λ ∈ R ; alors λx ∈ C0([−r, T ],Rn) et

λx(t) = [θ 7→ (λx)(t+ θ)]
= [θ 7→ λx(t)(θ)]
= λx(t).

Donc S(λx) = λS(x). Ceci prouve que S est linéaire.
Pour la continuité, ∀x ∈ C0([−r, T ],Rn),∀t ∈ [0, T ],

‖S(x)(t)‖∞,[−r,0] = ‖x(t)‖∞,[−r,0]
= sup

θ∈[−r,0]
‖x(t+ θ)‖

≤ ‖x‖∞,[−r,T ],

donc ‖S(x)‖∞,[0,T ] ≤ ‖x‖∞,[−r,T ], ce qui assure la continuité de S.

Lemme 6.2.5. Notons S1 := S|X. Alors S1 est linéaire continu de (X, ‖ · ‖X) dans
C0([0, T ], C0([−r, 0],Rn)).

Démonstration. La restriction d’un opérateur linéaire est linéaire, donc S1 est linéaire. Pour sa conti-
nuité, on a, ∀x ∈ X, ‖S1‖∞,[0,T ] = ‖S(x)‖∞,[0,T ] ≤ ‖x‖∞,[−r,T ] ≤ ‖x‖X d’après un argument de la
preuve du lemme précédent. Donc S1 est continue.

Introduisons l’opérateur :
D : X −→ C0([0, T ],Rn)

x 7→ x′

Il a la propriété suivante :

Lemme 6.2.6. D est un opérateur linéaire continu.

Démonstration. La linéarité de D provient de celle de d

dt
.

Pour la continuité, si x ∈ X alors ‖D(x)‖∞,[0,T ] = ‖x′‖∞,[0,T ] ≤ ‖x‖X.
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Introduisons l’opérateur de Nemytskii sur L :

NL : C0([0, T ];C0([−r, 0],Rn))× C0([0, T ],Rn) −→ C0([0, T ],Rn)
NL(u, v) := [t 7→ L(t, u(t), v(t))].

Lemme 6.2.7. Sous les hypothèses (H), NL est de classe C1, et

∀u, δu ∈ C0([0, T ];C0([−r, 0],Rn)),
∀v, δv ∈ C0([0, T ],Rn),

DNL(u, v) · (δu, δv) := [t 7→ D(2,3)L(t, u(t), v(t)) · (δu(t), δv(t))]
:= [t 7→ D2L(t, u(t), v(t))δu(t) +D3L(t, u(t), v(t))δv(t)]

La preuve de ce lemme résulte de [13].

Introduisons la fonctionnelle

J : X −→ R

J(x) :=
∫ T

0
L(t, xt, x′(t))dt

Lemme 6.2.8. Sous les hypothèses (H), J est de classe C1 sur X, et ∀x, h ∈ X,

DJ(x) · h =
∫ T

0
(D2L(t, xt, x′(t)) · ht +D3L(t, xt, x′(t)) · h′(t))dt.

Démonstration. Considérons l’opérateur I : C0([0, T ],Rn) −→ R définie par I(ψ) :=
∫ T

0
ψ(t)dt ; I

est linéaire et puisque (∀ψ ∈ C0([0, T ],Rn), |I(ψ)| ≤ T · ‖ψ‖∞,[0,T ]), I est continue, donc de classe
C1.
Puisque les applications linéaires continues sont C1, S1 et D sont C1, et on a aussi (S1,D) de classe
C1 car ses coordonnées le sont. Notons que J = I ◦NL ◦ (S1,D) ; ainsi J est C1 comme composée de
C1.
Passons au calcul de la différentielle de J .

DJ(x) · h = DJ(NL ◦ (S1,D)(x)) · (DNL(S1(x),D(x)) · (DS1(x) · h,DD(x)))
= I(DNL(x, x′) · (h, h′))

=
∫ T

0
D(2,3)L(t, xt, x′(t)) · (ht, h′(t))dt

=
∫ T

0
(D2L(t, xt, x′(t)) · ht +D2L(t, xt, x′(t)) · h′(t))dt.

6.3 Théorème de représentation de Riesz
Comme le théorème 4.1 de l’article [16] on établit le résultat suivant :

Théorème 6.3.1. Il existe Γ : [0, T ]× [−r, 0] −→ Rn∗ qui vérifie les propriétés suivantes :
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(i) ∀t ∈ [0, T ],Γ(t, ·) ∈ NBV ([−r, 0],Rn∗).0
(ii) ∀t ∈ [0, T ], ‖Γ(t, ·)‖BV = ‖D2L(t, xt, x′(t))‖L.
(iii) [t 7→ Γ(t, ·)] ∈ C0([0, T ], NBV ([−r, 0],Rn∗)).

(iv) ∀φ ∈ C0([−r, 0],Rn), ∀t ∈ [0, T ], D2L(t, xt, x′(t))φ =
∫ 0

−r
d2Γ(t, θ)φ(θ).

(v) Γ est Lebesgue-mesurable sur [0, T ]× [−r, 0].
(vi) Γ est Riemann-intégrable sur [0, T ]× [−r, 0].

On prolonge Γ en Γ1 : [0, T + r]× [−r, 0] −→ Rn∗ en posant

Γ1(t, θ) :=
{

Γ(t, θ) si t ∈ [0, T ], θ ∈ [−r, 0]
Γ(T, θ) si t ∈ ]T, T + r], θ ∈ [−r, 0].

Proposition 6.3.1. Les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) ∀t ∈ [0, T + r], Γ1(t, ·) ∈ NBV ([−r, 0],Rn∗).
(ii) [t 7→ Γ1(t, ·)] ∈ C0([0, T ], NBV ([−r, 0],Rn∗))
(iii) Γ1 est Lebesgue-mesurable sur [0, T + r]× [−r, 0]
(iv) Γ1 est Riemann-intégrable sur [0, T + r]× [−r, 0].

6.4 Une variante du lemme fondamental du calcul des variations
Proposition 6.4.1. Sous les hypothèses (H), soit p : [0, T ] −→ Rn∗ définie par :

∀s ∈ [0, T ], p(s) :=
∫ s+r

s
Γ(t, s− t)dt. Alors on a :

(i) ∀s ∈ [0, T ], p(s) =
∫ 0

−r
Γ(s− u, u)du

(ii) p ∈ C0([0, T ],Rn∗)

Démonstration. (i) Soit φ : [−r, 0] −→ R, φ(u) = s− u. On note que φ est C1, φ(0) = s, φ(−r) =
s+ r. Alors par la formule du changement de variable, on a∫ s+r

s
Γ1(t, s− t)dt =

∫ φ(−r)

φ(0)
Γ1(t, s− t)dt

=
∫ −r

0
Γ1(φ(u), s− φ(u)) · φ′(u)du

=
∫ 0

−r
Γ1(s− u, u)du

(ii) Soit s ∈ [0, T ]. Soit (sq)q ∈ [0, T ]N telle que lim
q→+∞

sq = s. Alors, ∀u ∈ [−r, 0],Γ1(sq−u, u) tend

vers Γ1(s− u, u) lorsque q → +∞, en outre ‖Γ1(sq − u, u)‖ ≤ c car Γ est Riemann-intégrable,

donc par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on a : lim
q→+∞

∫ 0

−r
Γ1(sq−u, u)du =∫ 0

−r
Γ1(s− u, u)du d’où lim

q→+∞
p(sq) = p(s). On conclut avec la caractérisation séquentielle de

la limite.
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Remarque 6.4.1. On peut exprimer p en termes de Γ au lieu de Γ1.
1) Si 0 ≤ s ≤ T − r alors s ≤ t ≤ s+ r ⇒ −s ≥ −t ≥ −s− r ⇒

0 ≥ s− t ≥ −r, donc p(s) =
∫ s+r

s
Γ(t, s− t)dt.

2) Si T − r < s ≤ T alors T < s+ r et

p(s) =
∫ T

s
Γ1(t, s− t)dt+

∫ s+r

T
Γ1(t, s− t)dt

=
∫ T

s
Γ(t, s− t)dt+

∫ s+r

T
Γ(T, s− t)dt.

Définissons q : [0, T ] −→ Rn∗ en posant

q(s) :=


p(s) si 0 ≤ s ≤ T − r∫ T

s
Γ1(t, s− t)dt si T − r < s ≤ T.

Proposition 6.4.2. L’application q a les propriétés suivantes

(i) ∀s ∈ ]T − r, T ], q(s) =
∫ 0

s−T
Γ1(s− u, u)du.

(ii) q ∈ C0([0, T ],Rn∗).

Démonstration. (i) Si s ∈ ]T − r, T ], posons φ : [0, s− t] −→ R, φ(u) := s− u, φ est C1, φ′(u) =
−1, φ(0) = s, φ(s− T ) = T . Alors par la formule du changement de variable, on a

q(s) =
∫ T

s
Γ1(t, s− t)dt

=
∫ φ(s−T )

φ(0)
Γ1(t, s− t)dt

=
∫ s−T

0
Γ1(φ(u), s− φ(u))φ′(u)du

=
∫ 0

s−T
Γ1(s− u, u)du.

(ii) On sait par la proposition 6.4.1 que q|[0,T−r] ∈ C0.
Par la proposition 2.2 [16], et par (i), on sait que q|[T−r,T ] est C0.

q((T − r)−) = q(T − r)
= p(T − r)

=
∫ 0

−r
Γ1(s− u, u)du

par la proposition 2.2, on a

q((T − r)+) =
∫ 0

(T−r)−T
Γ1(T − r − u, u)du

=
∫ 0

−r
Γ1(T − r − u, u)du

= q(T − r).
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Donc q est continue en T − r, donc q est C0 sur [0, T ].

Lemme 6.4.1. Soit h ∈ V. Alors on a,

∀s ∈ [0, T ],
∫ T

0
(
∫ t

t−r
Γ1(t, s− t)h′(s)ds)dt =

∫ T

0
q(s)h′(s)ds.

Démonstration. Notons f(t, s) := Γ1(t, s − t)h′(s). Alors f est Riemann-intégrable sur [0, T + r] ×
[−r, 0] donc y est Lebesgue-intégrable. Soit A := {(t, s) : 0 ≤ t ≤ T, t − r ≤ s ≤ t}. Par le théorème
de Tonelli on a :

∀s ∈ [0, T ],
∫ T

0
(
∫ t

t−r
Γ1(t, s− t)h′(s)ds)dt =

∫
A
f(t, s)dsdt. (6.4.1)

Nous découpons A en trois parties :

I := {(t, s) : T − r ≤ s ≤ T, s ≤ t ≤ T}
II := {(t, s) : 0 ≤ s ≤ T − r, s ≤ t ≤ s+ r}
III := {(t, s) : −r ≤ s ≤ 0, 0 ≤ t ≤ s+ r}

— On a A = I ∪ II ∪ III

— I ∩ II = [(T − r, T − r), (T, T − r)] qui est de mesure de Lebesgue nulle dans R2.
— I ∩ II = ∅.
— II ∩ III = [(0, 0), (r, 0)] qui est de mesure de Lebesgue nulle dans R2, donc on a :∫

A
f(t, s)dsdt =

∫
I
f(t, s)dsdt+

∫
II
f(t, s)dsdt+

∫
III

f(t, s)dsdt

−
∫
I∩II

f(t, s)dsdt−
∫
II∩III

f(t, s)dsdt−
∫
I∩III

f(s, t)dsdt⇒

∫
A
f(t, s)dsdt =

∫
I
f(t, s)dsdt+

∫
II
f(t, s)dsdt+

∫
III

f(t, s)dsdt. (6.4.2)

En utilisant le théorème de Fubini, on a :∫
I
f(t, s)dsdt =

∫ T

T−r
(
∫ T

s
Γ1(t, s− t)dt)h′(s)ds

=
∫ T−r

0
q(s)h′(s)ds

(6.4.3)

d’où ∫
I
f(t, s)dsdt =

∫ T

T−r
q(s)h′(s)ds. (6.4.4)

En utilisant le théorème de Fubini, on a :∫
II
f(t, s)dsdt =

∫ T−r

0
(
∫ s+r

s
Γ1(t, s− t)dt)h′(s)ds

=
∫ T−r

0
p(s)h′(s)ds
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d’où ∫
II
f(t, s)dsdt =

∫ T−r

0
q(s)h′(s)ds. (6.4.5)

En utilisant le théorème de Fubini∫
III

f(t, s)dsdt =
∫ 0

−r
(
∫ s+r

0
Γ1(t, s− t)dt)h′(s)ds = 0

d’où ∫
III

f(t, s)dsdt = 0. (6.4.6)

En utilisant (6.4.2), (6.4.4), (6.4.5), (6.4.6) dans (6.4.1) on obtient∫ T

0
(
∫ t

t−r
Γ1(t, s− t)h′(s)ds)dt =

∫ T

T−r
q(s)h′(s)ds+

∫ T−r

0
q(s)h′(s)ds+ 0

=
∫ T

0
q(s)h′(s)ds.

6.5 Condition d’Euler-Lagrange
Lemme 6.5.1. Soit x ∈ A, h ∈ V. Alors on a :∫ T

0
D2L(t, xt, x′(t))dt = −

∫ T−r

0
Γ1(s+ r,−r)h(s)ds−

∫ T

0
q(s)h′(s)ds.

Démonstration. Avec la proposition 3.2 de [16], on a∫ 0

−r
d2Γ1(t, θ)h(t+ θ) = Γ1(t, 0+)h(t)− Γ1(t,−r)h(t− r)

−
∫ 0

−r
Γ1(t, θ)h′(t+ θ)dθ,

et Γ1(t, 0+) = 0 entraîne que :∫ 0

−r
d2Γ1(t, θ)h(t+ θ) = −Γ1(t,−r)h(t− r)−

∫ 0

−r
Γ1(t, θ)h′(t+ θ)dθ. (6.5.1)

Donc
∫ T

0
D2L(t, xt, x′(t))htdt =

∫ T

0
(
∫ 0

−r
d2Γ1(t, θ)h′(t+ θ))dt et avec (6.5.1), on a

∫ T

0
D2L(t, xt, x′(t))ht = −

∫ T

0
Γ1(t,−r)h(t− r)dt−

∫ T

0
(
∫ 0

−r
Γ1(t, θ)h′(t+ θ)dθ)dt. (6.5.2)

Soit φ : [−r, T − r] −→ R, φ(u) := u + r, φ est C1, φ′(u) = 1, φ(−r) = 0, φ(T − r) = T , donc par la
formule du changement de variable on a :∫ T

0
Γ1(t,−r)h(t− r)dt =

∫ φ(T−r)

φ(−r)
Γ1(t,−r)h(t− r)dt

=
∫ T−r

−r
Γ1(φ(u),−r)h(φ(u)− r)φ′(u)du

=
∫ T−r

−r
Γ1(u+ r,−r)h(u)du
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comme h|[−r,0] = 0, on a

∫ T

0
Γ1(t,−r)h(t− r)dt =

∫ T−r

0
Γ1(u+ r,−r)h(u)du. (6.5.3)

Soit ψ : [t− r, t] −→ R, ψ(u) := u− t, ψ est C1, ψ′(u) = 1, ψ(t) = 0, ψ(t− r) = −r, et par la formule
du changement de variable, on a∫ 0

−r
Γ1(t, θ)h′(t+ θ)dθ =

∫ ψ(t)

ψ(t−r)
Γ1(t, θ)h′(t+ θ)dθ

=
∫ t

t−r
Γ1(t, ψ(u))h′(t+ ψ(u))ψ′(u)du

=
∫ t

t−r
Γ1(t, u− t)h′(u)du

d’où ∫ 0

−r
Γ1(t, θ)h′(t+ θ)dθ =

∫ t

t−r
Γ1(t, u− t)h′(u)du. (6.5.4)

En utilisant les équations (6.5.3) et (6.5.4) dans (6.5.2), on obtient :∫ T

0
D2L(t, xt, x′(t))htdt = −

∫ T−r

0
Γ1(u+ r,−r)h(u)du

−
∫ T

0
(
∫ t

t−r
Γ1(t, u− t)h′(u)du)dt,

et on conclut avec le lemme 6.4.1.

Lemme 6.5.2. Soit x ∈ A qui réalise un minimum local de J sur A. Alors :

∀h ∈ V, DJ(x)h = 0.

Démonstration. ∃r ∈ ]0,+∞[ tel que ∀y ∈ A ∩ BX(x, r), J(y) ≥ J(x) où BX(x, r) = {y ∈ X :
‖y − x‖X < r}.
Définissons K : V ∩ BX(0, r) −→ R en posant K(h) := J(x + h). ∀h ∈ V ∩ BX(0, r) on a x + h ∈
A ∩ BX(x, r), donc : ∀h ∈ V ∩ BX(0, r),K(h) ≥ K(0). Puisque K est C1 comme composée de C1

et V ∩ BX(0, r) est un ouvert de V, on en déduit : DK(0) = 0 (c.-à-d. ∀h ∈ V, DK(0) · h = 0). Or
DK(0) = DJ(x) ; d’où la conclusion.

Nous allons rappeler un résultat très important prouvé par Paul David Gustav du Bois-Reymond.

Rappel 6.5.1. Soit α < β dans R, a ∈ C0([α, β],Rn∗), b ∈ C0([α, β],Rn∗). On suppose que :

∀h ∈ C1([α, β],Rn) tel que h(α) = h(β) = 0,
∫ β

α
(a(t)h(t) + b(t)h′(t))dt = 0.

Alors
b ∈ C1([α, β],Rn∗) et b′ = a.

CHAPITRE 6. SUR LE CALCUL VARIATIONNEL AVEC UN PROCESSUS À MÉMOIRE 152



Contrôl optimal et calcul des variations en présence de retard sur l’état.

Lemme 6.5.3. Soit a, b ∈ C0([α, β],Rn∗) tel que ∀φ ∈ C1
c ([α, β],Rn) := {φ ∈ C1([α, β],Rn) :

supp φ ⊂ ]α, β[},
∫ β

α
(a(t)φ(t) + b(t)φ′(t))dt = 0. Alors ∀h ∈ C1([α, β],Rn) tel que h(α) = h(β) = 0,

on a : ∫ β

α
(a(t)h(t) + b(t)h′(t))dt = 0.

Démonstration. C1
c ([α, β],Rn) est dense dans H1

0 (α, β,Rn), cf.[17], Remarque 14, p.133.

∀φ ∈ H1
0 (α, β;Rn), |

∫ β

α
(a(t)h(t) + b(t)φ′(t))dt| ≤ ‖a‖L2‖φ‖L2 + ‖b‖L2‖φ′‖L2 , l’opérateur linéaire

[φ 7→
∫ β

α
(a(t)φ(t) + b(t)φ′(t))dt] est linéaire continu sur H1

0 (α, β;Rn), et donc avec l’hypothèse, on
a :

∀φ ∈ H1
0 (α, β;Rn),

∫ β

α
(a(t)φ(t) + b(t)φ′(t))dt = 0 (6.5.5)

∀φ ∈ C1([α, β],Rn), φ(t) = φ(0) +
∫ t

0
φ′(s)ds alors φ est absolument continue, φ, φ′ sont continues,

ainsi φ, φ′ ∈ L2([α, β],Rn), enfin :

C1([α, β],Rn) ⊂ H1(α, β;Rn). (6.5.6)

Introduisons C1
z ([α, β],Rn) := {φ ∈ C1([α, β],Rn) : φ(α) = φ(β) = 0}. Soit φ ∈ C1

z ([α, β],Rn).
Alors par l’équation (6.5.6) on a : φ ∈ H1(α, β;Rn). D’après le théorème VIII.11 p.133 de [17],
puisque φ(α) = φ(β) = 0, on a φ ∈ H1

0 (α, β;Rn).
Ceci prouve :

C1
z ([α, β],Rn) ⊂ H1

0 (α, β;Rn). (6.5.7)

De l’équation (6.5.5), avec la relation 6.5.7, on obtient la conclusion annoncée.

Théorème 6.5.1. Soit x ∈ A qui réalise un minimum local de J sur A. On suppose (H)
vérifiée. Rappelons que

q(t) :=


∫ t+r

t
Γ1(u, t− u)du si t ∈ [0, T − r]∫ T

t
Γ1(u, t− u)du si t ∈ ]T − r, T ].

Alors [t 7→ D3L(t, xt, x′(t)) − q(t)] est de classe C1 sur [0, T − r] et est de classe C1 sur [T − r, T ],
et on a

(i) ∀t ∈ [0, T − r], d

dt
[D3L(t, xt, x′(t))− q(t)] = −Γ1(t+ r,−r)

(ii) ∀t ∈ ]T − r, T ], d

dt
[D3L(t, xt, x′(t))− q(t)] = 0.

Démonstration. Pour alléger les écritures nous noterons, quand k ∈ {2, 3},DkL[t] := DkL(t, xt, x′(t)).
D’après le lemme 6.5.2, on a : ∀h ∈ V, DJ(x)h = 0, et d’après le lemme 6.2.8, on a :

∀h ∈ V,
∫ T

0
D2L[t]htdt+

∫ T

0
D3L[t]h′(t)dt = 0.
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en utilisant le lemme 6.5.1, on arrive à :

∀h ∈ V,
∫ T−r

0
−Γ1(t+ r,−r)h(t)dt+

∫ T

0
(D3L[t]− q(t))h′(t)dt = 0. (6.5.8)

Soit φ ∈ C1
c ([0, T − r],Rn), alors en prolongeant φ en φ̃ par 0, on obtient φ̃ ∈ C1([−r, T ],Rn) avec

φ̃0 = 0 et φ̃(T ) = 0, donc φ̃ ∈ V. Puisque supp φ̃ ⊂ ]0, T − r[, on en déduit de l’équation (6.5.8) :∫ T−r

0
(−Γ1(t+ r,−r)φ̃(t) + (D3L[t]− q(t))φ̃′(t))dt = 0 donc :

∀φ ∈ C1
c ([0, T − r],Rn),

∫ T−r

0
(−Γ1(t+ r,−r)φ(t) + (D3L[t]− q(t))φ′(t))dt = 0. (6.5.9)

Alors avec le lemme 6.5.3, on obtient :

∀k ∈ C1([0, T − r],Rn) tel que k(0) = k(T − r) = 0,∫ T−r

0
(−Γ1(t+ r,−r)k(t) + (D3L[t]− q(t))k′(t))dt = 0

(6.5.10)

Soit ψ ∈ C1
c ([T − r, T ];Rn), alors en prolongeant ψ à ψ̃ par 0, on obtient ψ̃ ∈ C1([−r, T ],Rn) avec

ψ̃0 = 0 et ψ̃(T ) = 0 ; et puisque supp ψ̃ ⊂ ]T − r, T [ on obtient de l’équation (6.5.8) :∫ T−r

0
−Γ1(t+ r,−r)ψ̃(t)dt+

∫ T

0
(d3L[t]− q(t))ψ̃′(t)dt = 0

d’où : 0 +
∫ T

0
(D3L[t]− q(t))ψ̃′(t)dt = 0. Donc on a prouvé :

∀ψ ∈ C1
c ([T − r, T ];Rn),

∫ T

T−r
(D3L[t]− q(t))ψ̃′(t)dt = 0. (6.5.11)

Alors avec le lemme 6.5.3, on obtient :

∀l ∈ C1
c ([T − r, T ];Rn) tel que l(T − r) = l(T ) = 0,∫ T

T−r
(D3L[t]− q(t))l′(t)dt = 0. (6.5.12)

Alors on peut appliquer le lemme de Dubois-Reymond à l’équation (6.5.12) et obtenir

[t 7→ (D3L[t]− q(t))] ∈ C1([T − r, T ],Rn∗)
et,∀t ∈ [T − r, T ], ddt(D3L[t]− q(t)) = 0 (6.5.13)

Avec les équations (6.5.11) et (6.5.13) le théorème est démontré.

Remarque 6.5.1. On peut écrire q(t) =
∫ min {t+r,T}

t
Γ(u, t − u)du, ce qui permet d’utiliser

seulement la représentation Γ au lieu de son prolongement Γ1.
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