N
N

N

HAL

open science

Controle optimal et calcul des variations en présence de
retard sur ’état.

Mamadou Ibrahima Koné

» To cite this version:

Mamadou Ibrahima Koné. Controle optimal et calcul des variations en présence de retard sur ’état..
Optimisation et controle [math.OC]. Université Paris 1 - Panthéon Sorbonne, 2016. Frangais. NNT:

. tel-01499422

HAL Id: tel-01499422
https://hal.science/tel-01499422
Submitted on 31 Mar 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/tel-01499422
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE PARIS 1 PANTHEON-SORBONNE

These

Présentée pour obtenir le grade de

Docteur es-sciences
Spécialité : Mathématiques Appliquées
présentée par
Mamadou Ibrahima KONE

sous le titre

Contréle optimal et calcul des variations en présence de retard sur
I’état.

These soutenue le 15 Mars 2016 devant le jury composé de :

M. ADIMY Mostafa Rapporteur  Directeur de recherche INRIA-Grenoble-Rhone-Alpes
M. BLOT, Joél Directeur Professeur a 1I’Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne
M. CARLIER Guillaume Examinateur Professeur & 1’Université Paris-Dauphine

Mme FRANKOWSKA Hélene Rapporteur  Directeur de recherche Université Pierre et Marie Curie
M. HADDAD Georges Examinateur Professeur a I’Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne

M. NAZARET Bruno Examinateur Professeur a ’Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne



1 université Paris I - Pantheon Sorbonne, laboratoire SAMM.(EA 4543) mamadou.kone@malix.univ-parisl.fr, http:
//samm.univ-parisl.fr/-KONE-Mamadou-


http://www.univ-paris1.fr/
http://samm.univ-paris1.fr/
http://samm.univ-paris1.fr/-KONE-Mamadou-
http://samm.univ-paris1.fr/-KONE-Mamadou-

Abstract

In this thesis, we have attempted to contribute to the optimization of dynamical problems with
delay in state space.

We are specifically interested in the viewpoint of Pontryagin who outlined in his book published
in 1962 the necessary conditions required for solving such problems. In his work published in 1972,
Warga catalogued the possible solutions. Li and al. analyzed the case of periodic control.

We will treat an optimal control problem governed by a Delay Functional Differential Equation.
Our method is close to the one of P. Michel on dynamical system governed by Ordinary Differential
Equations. The main problem ariving out in this approach is the use of the resolvent of the Delay
Functional Differential Equation. We also consider Euler-Lagrange condition in the framework of
variational problems with delay.

Keywords : Optimal control, Pontryagin principle, Delay Functional Differential Equations,
variational calculus with delay.

Résumé

L’objectif de cette theése est de contribuer a 'optimisation de problemes dynamiques en présence
de retard. Le point de vue qui nous intéressera est celui de Pontryagin qui dans son ouvrage publié
en 1962 a donné les conditions nécessaires d’existence de solutions pour ce type de probleme. Warga
dans son ouvrage publié en 1972 a fait un catalogue des solutions possible, Li et al. ont étudié le cas
de controdle périodique. Notre méthode de démonstration est directement inspirée de la démonstration
de P. Michel du cas des systemes gouvernés par des équations différentielles ordinaires. La principale
difficulté pour cet approche est 'utilisation de la résolvante de I’équation différentielle fonctionnelle
linéarisée de I’équation différentielle fonctionnelle d’évolution qui gouverne le systeme.

Nous traitons aussi de condition d’Euler-Lagrange dans le cadre d’un probleme de calcul varia-
tionnel avec retard.

Mots-clés : Contrdle optimal, principe de Pontryagin, Equation différentielle fonctionnelle avec
retard, calcul des variations avec retard.
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Introduction

L’objectif de cette thése est de contribuer a I’optimisation de problemes dynamiques en présence
de retard. C’est-a-dire qu’a chaque date ¢, non seulement la valeur de la fonction inconnue en ¢, x(t),
intervient mais aussi toutes les valeurs x(s), quand s € [t — r, t], interviennent.
Le point de vue qui nous intéréssera est celui de Pontryagin [17] qui dans son ouvrage édité en 1962
a donné les conditions nécessaires d’existence de solutions pour ce type de probleme. Warga [54]
dans son ouvrage édité en 1972 a fait un catalogue des solutions possible, Li et al. [39] ont étudié
le cas de controle périodique. Seront traités : un probléme de contrdle optimal gouverné par une
équation différentielle fonctionnelle (une classe d’équation différentielle & retard) du point de vue des
conditions nécessaires d’optimalité sous forme d’un principe de Pontryagin et un probléme de
calcul des variations, la aussi du point de vue des conditions nécessaires d’optimalité sous forme
d’équation d’Euler-Lagrange.

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires et dans la théorie du calcul des variations,
il existe deux cadres basiques couramment utilisés :

1. le cadre ou les fonctions inconnues sont continiment dérivables.
2. le cadre ou les fonctions inconnues sont absolument continues.
Les hypotheses de base pour ces deux cadres sont différentes :

1. champs de vecteurs et/ou intégrandes continus avec des conditions de Fréchet-différentiabilité
partielle pour le premier cadre

2. champs de vecteurs et/ou intégrandes Lebesgue-mesurables avec des conditions de Lebesgue-
intégrabilité partielles (Caratheodory) pour le second ordre.

Dans la théorie du controle optimal des probléemes gouvernés par des équations différentielles
ordinaires, il existe aussi deux cadres basiques couramment utilisés :

1. les fonctions d’état sont contintiment dérivables par morceaux (continues) et les fonctions de
contrdle sont continues par morceaux.

2. Les fonctions d’état sont absolument continues et les fonctions de contrdle sont Lebesgue-
mesurable bornées.

Les hypotheses de base pour ces deux cadres sont différentes :

1. champs de vecteurs et intégrandes continues partiellement Fréchet-différentiable par rapport
a la variable d’état.

2. champs de vecteurs et intégrandes Lebesgue-mesurables avec des conditions de Lebesgue-
intégrabilité partielles.

Pour le controle optimal des systémes gouvernés par des équations différentielles fonctionnelles, le
second cadre (absolument continue) est traité notamment par H. T. Banks [6], [7] qui utilise une
méthode qui est proche de celle de Hale et Verduyn Lunel mais il change la notion de solution;
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il utilise les fonctions absolument continues qui satisfont I’équation Lebesgue presque partout et la
fonction initiale est uniquement a variation bornée.

Ici nous traitons du premier cadre, celui des fonctions d’état continiment dérivables par morceaux
et des fonctions continues par morceaux. Notre méthode de démonstration est directement inspirée
de la démonstration de P. Michel [43] du cas des systémes gouvernés par des équations différentielles
ordinaires. La principale difficulté pour cet approche est I'utilisation de la résolvante de 1’équation
différentielle fonctionnelle linéarisée de 1’équation différentielle fonctionnelle d’évolution qui
gouverne le systeme.

Naito [45] et Hino [32] se sont intéressés au cas d’équations différentielles fonctionnelles retardées
avec un retard infini et Adimy [1] qui traite d’équation différentielle fonctionnelle autonome par des
techniques de semi-groupes.

Elsgolc [24] a initié un calcul des variations pour les systémes a retard et une théorie du contrdle
optimal de systémes gouvernés par des équations différentielles & retard, apres lui Hughes [33] et
Sabbagh [50] ont aussi travaillé sur ces sujets. Blot et Ayachi [5] ont développé des méthodes fonc-
tionnelles et variationnelles pour I’existence des solutions presque-périodiques des équations différen-
tielles ordinaires a retard, puis Ayachi [1] a développé des méthodes variationnelles pour la résolution
d’équations différentielles fonctionnelles du second ordre avec un retard infini.

Pour I’étude de I'équation différentielle linéaire appelée "équation adjointe" nous nous sommes
inspirés du travail de McClamroch [412].

Maintenant nous décrivons le contenu de chacun des chapitres.

Le chapitre 1 contient tout d’abord la description des espaces fonctionnels qui seront utilisés :
espaces de fonctions continues, de fonctions bornées et continues a gauche, de fonctions bornées et
continues & droite, de fonctions réglées, de fonctions Riemann-intégrables, de fonctions Lebesgue-
intégrables, de fonctions continues par morceaux, de fonctions contintiment dérivables par morceaux,
de fonctions a variations bornées.

Il contient un rappel sur les différents énoncés du théoréme de point fixe de Schauder.

Il contient des énoncés sur des passages a la limite a gauche ou a droite pour des fonctions définies
par des intégrales et des résultats sur les dérivations & gauche ou a droite de fonctions définies par
des intégrales.

Il contient un développement utile sur la fonction & variation bornée a parametre qui représente des
opérateurs linéaires continus non autonomes jouant un roéle crucial dans les questions de résolution
d’équations différentielles fonctionnelles qui nous intéresseront.

Le chapitre 2 contient des rappels sur les résultats de base de la théorie des équations diffé-
rentielles fonctionnelles : existence et unicité des solutions des problemes de Cauchy, solutions non
prolongeables. Par rapport au livre de Hale et Verduyn Lunel [29], nous avons seulement précisé
quelques points de démonstration et précisé certaines hypotheses.

Dans le chapitre 3 nous traitons des équations différentielles fonctionnelles linéaires non auto-
nomes. Dans un premier temps, en utilisant le théoréeme de représentation de Riesz du dual d’'un
espace de fonctions continues par des intégrales de Lebesgue-Stieltjes via des fonctions a variations
bornées, nous décrivons le plus possible les propriétés de la matrice a variation bornée qui représente
le champ de vecteurs linéaires en utilisant comme seule hypothése la continuité du champ
de vecteurs.

Pour la construction de la résolvante d’une équation différentielle fonctionnelle linéaire, nous

TABLE DES MATIERES 10



Control optimal et calcul des variations en présence de retard sur 1’état.

utilisons (comme Hale et Verduyn Lunel) la résolution d’une équation intégrale, mais sur un espace
fonctionnel différent de celui utilisé par Hale et Verduyn Lunel.

La description précise des propriétés de la matrice a variation bornée qui représente le champ
de vecteurs permet de décrire et de justifier les propriétés des différents termes de la formule de la
résolvante. Ceci permet de démontrer rigoureusement la formule (usuelle) de la résolvante et d’établir
une liste précise de ses propriétés dans le cadre des solutions contintiment différentiables sans autre
hypothese que la continuité du champ de vecteurs.

Nous préciserons aussi les propriétés de 1’équation différentielle fonctionnelle linéaire appelée
"équation adjointe".

Dans le chapitre 4 nous traitons d’équations différentielles fonctionnelles retardées non auto-
nomes. Le controle du systeme dynamique est ici une application continue par morceaux, cela entraine
des discontinuités en nombre fini dans le comportement du systéeme dynamique. En nous appuyant
sur les résultats du chapitre 2, nous énoncons les résultats d’existence et d’unicité locales de solution
du probleme de Cauchy, puis a I’aide du chapitre 3 en utilisant une forme adaptée du théoreme de
représentation de Riesz nous décrivons les propriétés de la matrice a variation bornée en utilisant
comme hypothése la continuité par morceaux du champs de vecteurs. Nous établissons une liste des
propriétés de la formule de la résolvante dans le cadre des solutions contintiment différentiables par
morceaux. Enfin nous étendons au cas continu par morceaux les propriétés de I’équation fonctionnelle
linéaire appelée "équation adjointe" explicitée dans le chapitre 4.

Dans le chapitre 5 nous établissons un principe de Pontryagin pour un probléme de controle
optimal, avec un critére de Mayer, d’un systéme gouverné par une équation différentielle fonctionnelle.
La démonstration donnée ici est une adaptation de la démonstration réalisée par P. Michel dans le
cas des systémes gouvernés par des équations différentielles ordinaires. Cette méthode consiste a se
ramener a des problémes d’optimisation statique en dimension finie. Une fois fixé un échantillon fini
de dates, les seules inconnues sont la largeur des "aiguilles" de la variable de controle; ces aiguilles
étant des variations autour de la fonction de contrdle optimal. La principale difficulté conceptuelle et
technique pour cette généralisation est le statut de la fonction adjointe (le multiplicateur dynamique).
On obtient que le controle optimal maximise le hamiltonien, a chaque date, parmi toutes les valeurs
possibles du controle. Pour I’équation dite adjointe, le hamiltonien n’apparait pas. C’est la matrice
a variation bornée a parametre qui représente la différentielle partielle du champ de vecteurs
(par rapport a la variable d’état retardée) qui permet de formuler cette équation adjointe. L’équation
adjointe formulée ressemble a celle de Banks [7] et présente des analogies avec celle formulée par
Colonius [22] pour les problémes périodiques des systémes gouvernés par des équations différentielles
fonctionnelles. Banks et Colonius travaillent dans un cadre de fonctions d’état absolument continues
et de fonctions de controle Lebesgue-mesurables bornées.

Dans le chapitre 6 nous établissons une équation que nous qualifions d’Euler-Lagrange pour un
probléme de Calcul des variations avec un critere sous forme intégrale o la fonction inconnue apparait
avec le retard sur un segment. Les fonctions inconnues sont continfiment dérivables. Comme dans
le cadre usuel du Calcul des variations, en utilisant les opérateurs de Nemytskii (encore appelés
opérateurs de superposition) on peut traduire le fait qu’une fonction est un point critique de la
fonctionnelle-critére par une condition, sous forme intégrale, qui utilise les différentielles partielles
de I'intégrande du critére. La difficulté est alors de traduire cette condition en une formule valable a
chaque date, sans intégrale. Pour réaliser ceci, c’est la fonction a variation bornée a parametre,
qui représente la différentielle partielle de I'intégrande du critére par rapport a la position (retardée),

Mamadou Ibrahima Koné 11
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qui va jouer le role essentiel.
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Chapitre 1

Espaces fonctionnels et questions
d’intégration

1.1 Des espaces fonctionnels

1.1.1 Notations

On considere :

— N*:=N\ {0}.

— a,b, T € ]0;+00[;n,m,p € N*.

— S :=a,b],I =]0,T] des intervalles fermés et bornés de R.

— & := lensemble des subdivisions de I'intervalle [a, b].

— R =] — 00;400].

— R™ un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une norme | - |.

— € est un ouvert de R™.

— U est un sous-ensemble ouvert de R™.

— F est un espace vectoriel de dimension finie.

— F est un sous-espace vectoriel de R.

— B(Q) la tribu de Borel de .

— B(Q) la tribu de Lebesgue de €.

— B(S, E) := l'espace de Banach des applications bornées sur S a valeurs dans F muni de la
norme de la convergence uniforme.

— R(S, F) := l'espace des fonctions réglées sur S a valeurs dans FE.

— AC(S, E) := l'espace des fonctions absolument continues définies sur S a valeurs dans E.

— (O, E) := 'espace de Banach des applications continues sur S & valeurs dans E muni de la
norme de la convergence uniforme.

— PCY(S, E) := l'espace de Banach des applications continues par morceaux sur S & valeurs
dans E muni de la norme de la convergence uniforme.

— C’,?(S, E) := T’espace des applications continues et bornées sur S a valeurs dans F.

— Cg (S, E) := l'espace des fonctions continues a gauche sur S a valeurs dans E. De plus on
définit BCY(S, E) := B(S,E) N CJ(S, E) et RCY(S, E) := R(S,E) N CY(S,E). Muni de la
norme de la convergence uniforme BCS(S, E) et RC’S(S, E) sont des espaces de Banach.

— CY9(S, E) := l'espace des fonctions continues a droite sur S & valeurs dans E. De plus on définit

BCY(S,E) := B(S,E) N CY(S,E) et RCY(S,E) := R(S,E) N CY(S, E). Muni de la norme

13



CHAPITRE 1. ESPACES FONCTIONNELS ET QUESTIONS D’INTEGRATION

de la convergence uniforme BCY(S, E) et RCY(S, E) sont des espaces de Banach.

— CY(S, E) := l'espace des applications dérivables sur S, & dérivées continues, & valeurs dans E.

— PCY(S, E) := I’ensemble des fonctions continues de S dans E, qui sont dérivables sauf au plus
en un nombre fini de points, et dont les dérivées aux points de discontinuité ont des limites a
gauche et a droite.

— UC(I, E) ensemble des fonctions uniformément continues définie sur I a valeurs dans E.

— € := C%[~r,0];R") muni de la norme de la convergence uniforme.

— Y(o,9), (a,1) € R x € on définit la distance sur R x € par
4((, ), (a, 1)) = max{lo - al, |6 — ¥lle}.

— RI(S, E) := l'espace des applications Riemann intégrables sur S a valeurs dans F muni de la
norme de la convergence uniforme est un espace de Banach. On a RI(S,F) C B(S, E), c’est
aussi une algebre quand F = R.

— La norme de ¢ € C°([a, b]; RY) est définie par ||p|lc = sup |p(0)].

a<0<b

— Ap est la mesure de Lebesgue de R"™.

— L} .(9,R™) est I'espace des (classes d’) applications Lebesgue-intégrables sur tout compact de
Q a valeurs dans R”, quand €2 est un ouvert de R”.

— LY(Q,R") est I'espace des (classes d’) applications Lebesgue-intégrables définies sur ) & valeurs
dans R".

— LP(Q,R") = {f : Q — R"/f mesurable et |f|P € L1 (2, R"}.

— L*(Q,R™) = {f: Q2 — R"/f mesurable et IM > 0 tel que |f| < M pp. dans Q}.

— L(E, F) est 'espace des applications linéaires continues définies sur ’espace vectoriel normé
E et a valeurs dans 'espace vectoriel normé F'.

— L%X,Y) est I'ensemble des applications Lebesgue-mesurables définies sur X & valeurs dans
Y, ot X et Y sont des sous-ensembles de R? munis de la tribu borélienne de R?.

— M, (R) est I'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

— On note Adh(X), 'adhérence topologique de X.

— BV/(S, E) est 'ensemble des fonctions & variation bornée de S dans E.

— NBV(S, E) est 'ensemble des fonctions a variation bornée normalisée de S dans F.

O
1.1.2 Définitions
Notation 1 (Limite & gauche et a droite d’une fonction). Soit f : S — E une application.
— Pour tout t € [a,b], f(t+) = Slggrf(s) = S_l)ltI;l>t (s) est, lorsqu’elle existe, la limite d
droite de f en t.
— Pour tout t €la,bl, f(t—) = lim f(s) = lim f(s) est, lorsqu’elle existe, la limite a
s—t— s—t,s<t

gauche de f en t.
Lorsque f(t+) (respectivement f(t—)) existe pourt € [a,b| (respectivement t € la,b]),
On définit la fonction f+ : [a,b] — E (respectivement f— : [a,b] — E) en posant V't € [a,b] (f+)(t) =
f(t+) et (f+)(b) = f(b) (respectivement Vt € ]a,b] (f—)(t) = f(t—) et (f—)(a) = f(a)).

Définition 1.1.1 (Fonction réglée). Soit f : S — E. L’application f est réglée quand,
Vt € [a,b], f(t+) et, Vt €la,b], f(t—) existent dans E.
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Muni de la norme de la convergence uniforme, l’espace des fonctions réglées est un espace de
Banach [23] et de plus R(S, E) C RI(S,E) ou RI(S,E) est l’espace des applications Riemann inté-
grables sur S d valeurs dans F.

Définition 1.1.2 (Applications continues par morceaux). Une application ¢ : [0, T] — R? (d €
N*) est continue par morceaux s’il existe to,t1,...,t, avec 0 =ty < --- <t, =T tel que :

— Vi=0,...,p—1, ¢ est continue sur |t;_1,t;],

— Vi=0,...,p, ¥(t;—) = lUm )(s) existe,

s—t;,8<t;

— Vi=0,...,p, ¥(t;+) := lm 1(s) existe.

s—t;,8>1;

Notation 2 (Dérivées). Soit f une application d’une variable réelle.
On note f,(t) (respectivement f;(t)) la dérivée a droite de f ent (respectivement la dérivée a gauche
de f ent).
Quand ® : S x A — F ou A est un sous-ensemble de ’espace normé E.
On note gt%(t, a) (respectivement g%(t, a)) la dérivée a droite (respectivement da gauche) de l'appli-
cation partielle ®(-,a) en t.

Définition 1.1.3 (Applications de classe C! par morceaux). Une application f : [0,T] x € x
U — R? est de classe C! par morceaux si :
— f est continue sur [0,T] x € x U.
— f est différentiable par rapport a la seconde variable et Do f est continue par morceaux sur
0,T]x€xU

Définition 1.1.4 (Fonctions & mémoire). Sia > 0 et x € CO([—r,a]; R™) alors, ¥t € [0,a], on
définit x; € € par x(0) = z(t +6) pour 6 € [—r,0].

Définition 1.1.5 (Equations différentielles fonctionnelles). Si D est un sous-ensemble de R x €
et f: D — R™ une application continue, on définit I'équation différentielle fonctionnelle :

a'(t) = f(t,2e). (1.1.1)

Une application x est une solution de (1.1.1) sur [—r,a] si :

— 2€ C%[-r,a],R") et z € C*(]0,a],R™).
— (t,z¢) € D et x satisfait U'équation (1.1.1) pour tout t € [0, al.

Définition 1.1.6 (Equations différentielles fonctionnelles contrdlées). Si D est un sous-ensemble
de Rx €xXxR™ et f: D — R™ une application continue.
On définira I'équation différentielle fonctionnelle contrélée

2 (t) = f(t,ze, u(t)). (1.1.2)

Une application x est une solution de (1.1.2) sur [—r,a] si :
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— x € PCY([—r,a],R™) et est PC' sur [0, al.
— (tyz,u(t)) € D et (xe,u(t)) satisfait 'équation (1.1.2), pour tout t € [0,al.

Pour o € R, ¢ € €, on dira que z(0o, ¢,u, f) est une solution de I’équation (1.1.2) de valeur initiale ¢
en o, s’il existe a > 0 tel que x(o, ¢, u, f) vérifie l'équation (1.1.2) sur [o,0 + a[ et z,(-, ¢, u, f) = ¢.

On dit que l’équation (1.1.2) est lindaire si f(t,¢) = L(t) - ¢ + h(t) ou L(t) - ¢ est linéaire en
¢, linéaire homogene si h = 0 et linéaire non homogene si h # 0. L’équation (1.1.2) est autonome si

flt, o,u(t)) = g(o,u(t)) ou g ne dépend pas de t.
Notons que Uapplication t — f(t, ¢, u(t)) est continue par morceaux.

Lemme 1.1.1. Six € C%([o0 — 7,0 + a],R™) alors [t — x4] est continue de [0,0 + o] dans €.

Démonstration. Puisque x est continue sur [0 — r,0 + a] qui est un compact de R, par le théoréme
de Heine ([36], p.109), x est uniformément continue donc

Ve < 0,36 > 0,Vt,7 € [o,0+ al, |t — 7| < 0 = |x(t) — z(7)| < e.
Fixons 7 € [0,0 + a,€ > 0, et prenons ¢ € [0,0 + a] tel que |t — 7| < d. Alors :
VO € [—r,0),|(t+0)— (T+0)] =t — 7] <o

donc |z(t+6) — z(T 4+ 0)| <€, c-a-d. |z¢(0) — 2-(0)| < ¢, donc ||z — ;|| < €. O

Lemme 1.1.2. Soito € R, ¢ € €. On suppose que (t, ) — f(t,d) est continue de [o,0+a] x €
dans R?.

Alors trouver une solution de l’équation (1.1.1) passant par (o, ¢) est équivalent a résoudre I’équation
intégrale avec condition initiale :

z(t) = ¢(0)+/tf(s,:vs)ds si tZU} (1.1.3)
Lo = (b

Démonstration. Supposons que z soit une solution de z/(t) = f(¢,z;) passant par ¢ en o . On a
Ty = ¢.

De plus z étant continue sur [0 — r, o + a], par le lemme précédent, I'application [t — x| est une
fonction continue sur [o,0 + a, donc lapplication [t — f(¢,x¢)] est une fonction continue, comme
composée de fonctions continues (¢t — (¢, x¢) et (t,0) — f(t,¢)), qui vérifie 2/(t) = f(t, z¢).

Par intégration on obtient :

/t 2'(s)ds = /tf(s,xs) si t>o.

Comme 2’ est continue, = est de classe C! sur [0, 0 + a] donc

t

z(t) —xz(o) = / 7'(s)ds.

[
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Ainsi on a :
t

2(t) — 2(0) :/ Fls,zy)ds =

o

z(t) = z(o) + /: f(s,x5)ds =
z(t) = ¢(0) + /Ut f(s,zs)ds,

ce qui est I’équation (1.1.3) .

Réciproquement supposons que z satisfasse (1.1.3). La fonction [s — f(s,zs)] étant conti-
nue, comme composée de fonctions continues, son intégrale indéfinie est dérivable et a pour dérivée
f(s,xs); = est dérivable et on a 2/(t) = f(t,z¢). On a bien 1’équation (1.1.1). O

Les résultats suivants sont issus de [10].

Proposition 1.1.1. Soit ¢ : [a,b] — E. On suppose que
(Vx € [a,b], ¢(x+) existe dans E)

Alors, en notant

(+)(@) := p(a+), on a (¢+) € Cg([a,b], ).

Démonstration. fixons x € [a,b], Alors, par hypothése, on a :
Ve > 0,30 > 0,Vy,z <y <z+d = ||op(z+) — o(y)| < e (1.1.4)

Fixons € > 0. Soit y, z tel que x < y < z < x40, alors, par 'équation (1.1.4) on a : ||¢p(z+)—d(2)|| < e.
Faisons tendre z vers y+ alors on a : lirn+ lo(x+) — o(2)|| < e
zZ—=Y

Or lim [[¢(a+) — ¢(=)]| = 6(a+) — lim 6(=)]] car |- | est continue, donc [[¢(w-+) — o(y+)]| < e

On a prouvé :
Ve> 0,30 > 0,2 <y <x+6 = ||p(x+) — d(y+)|| < €

donc (¢+) est continue & droite en z. O

Proposition 1.1.2. Soit ¢ : [a,b] — E. On suppose que :
(i) Yz € [a,b], ¢(z+) existe dans E.
(ii) ¢ bornée sur |a,b].
Alors (¢p+) est Riemann-intégrable sur [a,b], et (p+) = ¢ Lebesque-presque partout sur |a,b].

Démonstration. D’apres la proposition 1.1.1, (¢+) € C’g([a,b],E). Avec (ii), cf [10], Pensemble des
points de discontinuité de (¢+) est au plus dénombrable, donc est Lebesgue-négligeable, donc, d’apres
un théoréme de Lebesgue, (¢+) est Riemann-intégrable sur [a, b].

Toujours d’apres [11], {z € [a,b]: (¢+)(z) # ¢(x)} est au plus dénombrable, car inclus dans I’ensemble
des points de [a,b] ou ¢ est discontinue qui est lui-méme au plus dénombrable, donc Lebesgue-
négligeable, donc (¢+) = ¢ Lebesgue-presque partout sur [a, b]. O
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Proposition 1.1.3. Soit ¢ € C’g([a,b],E). Alors, Yz €a, b, 1_1>m (p+)(y) = é(x).
y—a—

Démonstration. On fixe = € |a, b]. Puisque ¢ est continue a gauche en z, on a :
Ve > 0,35 > 0,Vy, z — de <y <z = ||o(y) — p(x)| <e.

Fixons € > 0 et y € |x — d¢, x[. Alors Vz € Jy,z[, on a z €]z — 0., z[= ||¢(2) — ¢(x)| < e. Faisons
z — y+, alors, puisque || - || est continue, on obtient ||¢(y+) — ¢(x)| < e.
Ainsi on a prouvé :

Ve> 0,30 > 0,Vy, v — 6 <y <z = [d(y+) — p(x)] <€

c-a-d. lim ¢(y+) = ¢(z). O

y—T—

Conséquence 1.1.1. Si (¢+) est continue, alors (¢p+) est continue & gauche, donc, avec la
proposition 1.1.3, (¢p+) = ¢, et donc ¢ est continue.
Ainsi (¢p+) € C%[a,b], E) = ¢ € C°[a,b], E) et en contraposant : ¢ ¢ C°([a,b], E) = (¢+) ¢
C%([a, 0], ).

Théoreme 1.1.1. Soit X un ensemble et Y un espace de Banach.
B(X,Y) :={f : X — Y : f bornée }. Alors (B(X,Y),| - |loo) est un espace de Banach, oi

[1fllo == sup [|f(@)]|.
zeX

Démonstration. On vérifie aisément que B(X,Y") est un espace vectoriel et que | - ||oo est une norme
sur B(X,Y). Soit (fu)n € B(X,Y)N une suite de Cauchy, c.-a-d. :

Ve > 073 Nevvpvq € Nap7q Z Ne = pr - fq”oo S €.

Ve e X, ||fp(x) — fo(@)|| < |lfp — fqllo < €, de quoi on déduit que : Vo € X, (fn(x))y est une suite
de Cauchy de Y. Puisque Y est complet,

Vee X, 3 f(x) €Y tel que f(x) = lim fp(z).

n—-+o0o

Soit € > 0, si p,q > N alors Vo € X, ||fp(x) — fy(x)| < €, et en faisant ¢ — +oo on obtient

1fp(z) = f(@)]| < e
Ainsi : Ve > 0,3N. e N, Vpe N, p> N =Vz e X, ||fp(x) — f(2)|| <e=|fp — flloo <€ Donc :

i [lfa — flloo = 0. (1.L5)

Ve e X, [f(@)] < [Ifn(x) = F@)[ + [ fa(@)]] < fn = Flloo + 1 flloo < 400
donc f € B(X,Y), et (1.1.5) prouve la complétude. O

Remarque 1.1.1. Lorsque Y = R, ce résultat est établi dans [3], page 23. La démonstration
donnée ici est tres semblable.
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Théoréme 1.1.2. Soit S = [a,b] un segment de R, Y un espace de Banach et
BCY(S,Y) :={f :S — Y : f est bornée et continue a droite sur S}. Alors BC(S,Y),| - |loo est
un espace de Banach.

Démonstration. On vérifie que BCg(S,Y) est un espace vectoriel comme sous-espace vectoriel de
B(S,Y), et que || - ||oo est une norme sur BCY(S,Y). Pour la complétude, soit (¢,,), une suite de
Cauchy de BCY(S,Y). Puisque B(S,Y) est complet et que (¢y,), est aussi une suite de Cauchy de
B(S,Y), 3¢ € B(S,Y) tel que ll)rf |pn, — @|| = 0. Soit t € [a,b],t1 € [a,b] tel que t; > ¢, alors
VneN, o) —o(t)ll < [¢@) = ()l + [|6n(t) — dn(t1)]| + lon(tr) — ¢(t1)]]
< 2H¢ - ¢n||oo + ||¢n(t) - ¢n(t1)H
Soit € > 0 et ne € N tel que [|¢ — ¢, |loo < 5. Alors [|¢(t) — (t1)|| < €+ || Pn, () = Pn. (t1)] o0, et done
< Timi B “h B
0 < minf (1) — 6(n)] < limsup 9(1) — (1)

1=+

0 < et lim [l¢n(t) = ¢n (t1)l]

comme tllg?+ ||pn. (t) — én. (t1)|| = 0, donc
Ve > 0,0 <liminf [[¢(¢) — ¢(t1)]| < limsup [[¢(t) — ¢(t)]| <€
t1—t+ t1—t+

ainsilim_[[6(t) — 6(t2)]| = 0.

Donc ¢ est continue & droite sur S, donc ¢ € BCY(S,Y). O

Proposition 1.1.4. Soit E un espace de Banach et g € R(S, E).
Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) g+ € R(S,E)NCYS, E) et (g+)(t—) = (g—)(t) pour tout t € ]a,b].
(i) g— € R(S,E)NCY(S,E) et (9—)(t+) = (g+)(t) pour tout t € [a,b].

Démonstration. Comme g est réglée, 'existence de g(t—) entraine :
Ve>0,30 =0 > 0,Vs,t =0 <s<t=|lg(t—) —g(s)|| <e.

Soit € > 0. Sit— 9 < s < r < t nous avons |[g(t—) — g(r)|| < e. Prenons r — s+, nous obtenons
llg(t—) — g(s+)|| < e. Alors nous avons : t —§ < s <t = ||g(t—) — g(s+)]| <, i.e.

lir? llg(t—) — g(s+)]| = 0, de plus lir? (9+)(s) = g(t—). Nous avons prouvé (g+)(t—) = g(t—).
s—t— s—t—

La définition de g(t+) donne
Ve > 0,30 = 5,5176 >0,Vs,t =0 <s<t=|g(t+) —g(s)|| <e.

Soit € > 0. Sit < s < r < t+ 8" nous avons ||g(t+) — g(r)|| < e. Et ainsi nous avons r — s+ =
llg(t+) — g(s+)|| < e. Et ainsi nous avons

Ve>0,36' =6/, >0,Vs,t —6 < s <t=|g(t+) —g(s+)|| <e,

ie. 1_i>r{1+(g+)(s) = (g+)(t). Ainsi nous avons prouvé g+ € CY(S, E). Nous avons prouvé (i). La
S

preuve de (ii) est similaire. O
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Proposition 1.1.5. E est un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b.
Soit M : [a,b] x [a,b] — E une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
(a) Vs € la,b], M(-,s) € R([a,b], E).
(B) Vtela,b], M(t,-) € RI([a,b],E).
(y) Im e R, V(t,s) € [a,b] x [a,b], |M(t,s)| < m.

t
Nous définissons la fonction F : [a,b] — E en posant F(t) ::/ M (t,s)ds pour tout t € [a,b].
Alors les assertions suivantes sont vérifiées. ¢

(i) Vt € [a,b], M(t+,-) € L ([a,b], E; \1) et nous avons F(t+) := M(t+, s)dA1(s).
[a,t]

(ii) V¢ € [a,b], M(t—,-) € L} ([a,b], E;\1) et nous avons F(t—) := M(t—, s)dAi(s).
[a.t]
Démonstration. (i) Soit t € ]a, b.
Comme RI([a,b], E) C LY([a,b], E;\1) et m € L([a;b], E; A1), en utilisant le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue on obtient que M (t+,-) € £!([a,b], E; \1). Pour tout h > 0 suffisamment

petit, nous avons
t t+h t+h
F(t+h) = / M(t+h,s)ds+ M (t+h,s)ds. Comme || M (t+h,s)ds|| < h.m nous obtenons
a t t
t+h
que hh%l+ M(t + h,s)ds = 0, et en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
- t
nous obttenons

hlir61+ / M(t+ h,s)ds = / M (t+, s)dA1(s). Et ainsi (i) est prouvée. Le raisonnement est similaire
— a [CL,t]

pour (ii). O

Proposition 1.1.6. Soit S = [a,b]. Soit f, : S — R% f : S — R?, tel que f, + et f +
existent partout et lirf | frn = flloo = 0. Alors
n—-—+0o0

i [|(fut) — (f4)]] = 0.

n—-+o0o

Démonstration. Par hypothese, on a :
Ve>0,3n.e N,VneNn>n.=Vee S, | fulz)— flz)] <e (1.1.6)

Fixons € > 0; soit n € N tel que n > ne, soit ¢ € [a, b[, alors Vo € |a,b—t[,ona: ||fp(t+0)— f(t+7)] <
€.
Fixons t € [a, b[, alors en utilisant la conservation des inégalités larges par passage a la limite, on a :

[nlt4) = F(4)] = limn falt+8) = (2 + )] < e
On a prouvé :
Ve >0,3ne e NyVn e Non > ne = Ve € S, ||(fnt+)(t) — (fH) ()] <e

donc : i [|(fut) — (f4) oo = 0 a
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Proposition 1.1.7. (RCJ(S,E),|| - [|e) est un espace de Banach et (RC)(S, E), | - lloo) I'est
ausst.

Démonstration. On a déja vu que (BCY(S, E), || - ||oo) est un espace de Banach. Il suffit de prouver
que (RCY(S, E), | - lloo) est un sous-espace vectoriel fermé de (BCY(S, E), || - |loo)-
Si f € R(S, E) alors 3(ey,), suite de fonctions en escalier de S dans E tel que EIE llen — flloo = 0.

Toute fonction en escalier est bornée et (B(S, E), || - |«) est un espace de Banach, donc f € B(S, E).
On a prouvé :

RCY(S,E) c BCY(S,E). (1.1.7)

Par ailleurs, si (fu)nen € (RCY(S, E), || - [Joo)Y est une suite de Cauchy, alors elle est aussi une suite
de Cauchy a valeurs dans (BCY(S, E),|| - ||oo). Donc

3f € BCy(S,E) tel que lim || fn = flloc = 0.

Vn € Ny, Je, en escalier de S dans E tel que ||f, — enlloo < &

Donc, ¥n € Ny, [len — flloo < llen — full + [ fn — flloo < % +[[fo = flloo =0 (n — +00)
donc f € RCY(S,E). O

Lemme 1.1.3. Soit I et J deux intervalles fermés de R.
Si feCYIx J,E) etsigeCoI,BV(J,E)), alors le produit fg € C°(I, BV (J, E)).

Démonstration. Soit p = (xg,...,zn) € Syet t € I, on a alors :

D ONFw)g(t i) — [ty z)g(t, ai) — f(t i) g(t migr) + f (b, 2ig)g(ty, zi) |
=0

= Zn: 1f(t,2i)g(t i) — f(t,2)g(t wiv1) + f(E20)g(t, zivr) — f(t1,20)g(t1, 1)
=0

+ f(tr,wi)g(t, wiv1) — f(t,20)g(ty, wi1) — f(E 2iv1)g(t win) + f(t1, 2i1) g (t1, i) |

= It xa)[g(t, ) — g(t,zir1)] + f(E2a)g(t, wigr) — F(tr, @) gt 25) — g(tr, wig1)]
=0
— ft, 2i)g(ty, ziv1) — f(t, wip1)g(t zivr) + f(t1, zig1)g(tr, wig) ||
= Z ILf (¢, @i) — f(tr, 20)][(g(t, i) — g(t1, 2:)) — (9(t, Tiv1) — g(t1, Tit1))]

=0
+ f(tzi)g(t, wiv1) — f(t, xa)g(ty, wiv1) — f(t, 1) gt zivr) + f(t1, zig)g(tn, wig) ||
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= > @) = flte)][(g(t @) = gty 20) = (9(t zi1) — gltr, wig1)))
=0

+ [f(t @) — f(tzip)]g(ts wipr) — [f(t1, @) — f(t1, ziva)]g(ta, mig) ||

n

=Y N m) = flt,2a)ll(g(t @) — gt %) — (9t wig1) — gty wir))]

=0
+ [f(t, 2) — f(ip)]g(ts wir) — [f(t1, @) — f(t, wiva)]g(th, wia)

=Y N m) = flt,z)ll(g(t @) — gt 20) — (9t zig1) — gt zir))]

1=0
+ [(f(t, @) — f(tr,20) — (F( @i1) — f(t1, @ig1))]g(t @itr)
+ [f(t1,@i) — f(t, 2 )] 9 zit) — g(tr, i)l

et grace a l'inégalité triangulaire, on a :

< Z |f(t, @) — f(t,z)ll[(9(t, 2i) — g(tr, i) — (9t zig1) — g(t1, i)

n

SN ) — Fltna) — (Ftaes) — FEn a9t el
1=0
S ) — Ftn el 2 — gt el
1=0

<D = Fltn ) ool (9t 20) = gt 0)) = (9(t i) = g(tr, zig0)

=0
Y N wi) = f(tr, ) — (f(Ezin) = F(E @) l9(E oo
=0
=301 Dyl o)~ g,
i=0 YT
< |If(,- HooZH (t,zi) — g(t1, i) — (9(t wiv1) — g(t1, i) ||

+VE(f(t) = f(t )t ”oo+Z/ 1Dy f(t1,)ldy - Nlg(t;-) = 9(t1, ) lloo

< IF(t) = b )l Vil (g(ts ) = gltrs )
V) ~ 10Dl [ D0l () — g0l
< Nf@s-) = flts ) lloollg(t, ) — g, )y + 1F (£ ) = f(E1 )l Bv 19, ) lloo
+ llg(t, ) = g(t1, oo - (b= a)[| Dy fll
< 2 fllo + (b= a)[[Dy fllso] - [l9(t,-) = g(tr, By + llgllos - 1 f (X, ) = f(t1,-) BV
on a bien [t — f(t) x g(t)] € C°(I, BV (J, E)). O
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1.2 Des dérivations sous intégrales.

Dans [48], pp. 221, on trouve le résultat suivant et son corollaire : nous considérerons des résultats
de différentiabilité de fonctions définies par des intégrales.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de dérivabilité). Soit S := [a,b] C R, E espace de Banach.
f S — E une fonction Riemann-intégrable sur S.

y
Soit t € [a,b[(resp. t €a,b]) tel que f(t+) (resp. f(t—)) existe. Alors [y r—)/ f(x)dx] est dérivable

a droite (resp. a gauche) en t et cltdﬂ—/at f(z)dx = f(t+) (resp. dti— /atf(x)d$ = f(t—)).

Corollaire 1.2.1. Soit S = [a,b], E un espace de Banach, f : S — E, une fonction Riemann-

t
intégrable sur S. Soit t € |a,b[ tel que f est continue en t. Alors [t — / f(z)dz] est dérivable en t

d t
et - / Flx)de = f(D).

Nous rappellerons un résultat dont la preuve est dans [20], p.81.

Lemme 1.2.1. E est un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b. Soit ® € C°([a, b], E)
et o € C%a,b],R) tels que, pour tout t €la,b], ®(t) et @/,(t) existent et satisfont || ®,(t)| < ¢4(t)
(respectivement ®(t) et oy (t) existent et satisfont ||®y(t)[| < ¢ (t)).

Alors, pour tout t <ty appartenant d [a,b], nous avons ||®(t) — ®(t1)]| < p(t) — (t1).

Proposition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b. Soit f : [a,b] x
[a,b] — E une application vérifiant les conditions suivantes.

1. Vt € [a,b], f(t,-) € R([a,b], E).
2. Vs € [a,b], f(,8) € C%a,b], E).

3. Vt € [a,b], Vs € [a,b], 8’;’;’3) existe dans E.

4. 3m e LY([a,b],Res A1), VE € [a, b, Vs € [a,b], || 22| < m(s).

o [t
Alors, pour tout t € [a,b], ﬁ/ f(t,s)ds existe et nous avons
a

o [ _ [ 0f(ts)
ﬁ/a f(t; S)dS = /['a’t] Wd)\]_ (S) + f(t’t—f—)
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Démonstration. On pose F'(t / f(t,s)ds, soit t € [a,b] et on considere h € ]0,b — t]. Nous avons

1 t+h t
(P(t+h) = F(t) = 1 ( [ f(t+h,s)ds—/a £, s)ds)

f(t+h,s)ds— / f(t, s)ds)

t+h

a
t+h

[t hos) = feosnds+ 5 [ g+ hs)as
tal t+h
_ / (F(t+hs)— f(t.s ds+/ (f(t+hys) = f(t,s))ds

1
h
1 t

= = f(t+h,s)ds +
h\Ja t
1 rt
h

Nous introduisons

I, = /: %(f(t +hys) — f(t,s))ds

t+h
1, := /t %(f(t—i—h?.s)—f(t,s))ds

1 t+h
111, = —/ f(t,s)ds
h Ji

Les raisonnements précédents nous permettent d’obtenir la relation suivante.
1
E(F(t—{—h)—F(t))ZIh+IIh+IIIh. (1.2.1)

On fixe s, soit ®(t) := f(t,s) et @(t) := t.m(s), o m est obtenu par l’assertion (4). De ’assertion
(3) ona @(t) = %’f) et ¢} (t) = m(s) existent. De 'assertion (2), on a que ® est continue, et ¢ est
clairement continue. De I'assertion (4) on obtient | ®/,(¢)|| < ¢/;(t). Et alors on peut utiliser le lemme
1.2.1 et on peut affirmer que [|®(t + h) — ®(¢)|| < @(t + h) — @(t) = h.m(s), et ainsi les assertions

suivantes sont vérifiées.

Vt € [a,b],Yh €]0,b —t],Vs € [a,b], }
(1.2.2)

I3+, 5) = 72, 8] < m(s).

On pose gp(s) :== %(f(t—i— h,s)— f(t,s)). De 'assertion (1), nous savons que f(t+h,-) et f(¢,-) sont
Riemann-intégrables de plus elles sont Lebesgue-intégrables, de plus ils sont Lebesgue-mesurables,
et conséquemment g — h est Lebesgue-mesurable sur [a, b]. De I'assertion (4) et (1.2.2), nous savons
qu’il existe m € L([a,b],R; \) tel que ||gn(s)|| < m(s) pour tout s € [a,b]. De I'assertion (3) nous

t,s

ot+
convergence dominée de Lebesgue et nous obtenons les propriétés suivantes.

savons que hli]r(r)lJr gn(s) = pour tout s € [a,b]. Et ainsi nous pouvons utiliser le théoréme de
%

of(t,s)
lim I, d (). 1.2
hvor " /[a,t] ory ) (123)

Utilisant (1.2.2) nous avons

t+h
=1 el < [ s < [ msians)

t,t+h]
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Comme [§ +— m(s)dAi(s)] est absolument continue, elle est continue et par conséquent, nous
[t.€]
avons lim m(s)dAi(s) = / m(s)dAi(s) = 0. Et ainsi nous avons prouvé les assertions
h=0+ J{t t-+h] [t.1]
suivantes.
lim II, =0. 1.24
i T 24

De ’assertion (1) nous savons que f(¢,t+) existe et alors nous avons
Ve> 0,30 =01 >0,Vs,t <s<t+d=|f(t,s)— f(t,t+)| <e.
Soit € > 0 et h € ]0, ] ; alors nous avons, pour tout s € |t,t+h], || f(¢,s) — f(t,t+)| < € ceci entraine

1 [tth 1 rtt+h
E/t | f(t,s) — f(t,t+)]|ds < E/t eds = €. Et ainsi nous avons prouvé :

1 t+h
Ve > 0,36 = 8 > 0.Vha < h < § = E/ 1f(t,s) — f(t,t0)|ds < e,
t

1 rtth
ie. lim —/ | f(t,s) — f(t,t+)]/ds = 0. Notons que nous avons
h—0+ h J¢

+h

t+h t
I [ fesds— el = Ny [ s - fet)ds)
t+h
< 3 [ s — S t)lds,

cecl entralne

lim 11, = f(¢,t+). 1.2.
Jm T1T, = f(t,¢+) (1.2.5)
Le résultat est une cons équence de (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) et de (1.2.5). O

Par un raisonnement similaire on obtient le résultat suivant.
Proposition 1.2.2. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit a < b. Soit
f :la,b] x [a,b] — E une application qui satisfait les propriétés suivantes.
1. Vt e [aab]; f(ta ) € R([aa b]7E)
2. Vs € [aab]; f(':s) S CO([a7 b]vE)

3. Vt €]a,bl], Vs € [a,b], agttls) existe dans E.
4. 3my € 21008, Ry ), Ve €8], s € [a.8], | 220D | < i),

o
Alors, pour tout t € |a,b], — | f(t,s)ds existe et nous avons
ot
- a

t
ata—/a f(t, s)ds:/[at] (wdh(S)%—f(t,t—).
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1.3 Théoreme du point fixe de Schauder

Il existe plusieurs énoncés qui portent le nom de “théoréme de point fixe de Schauder” dans la
littérature ; c’est pourquoi nous précisons 1’énoncé qui sera utilisé plus loin et le vocabulaire asso-
cié. Dans Hale, (cf. [28], page 40), et Hale et Verduyn Lunel, (cf. [29], page 43), on trouve, sans
démonstration et sans référence 1’énoncé suivant :

Théoréme 1.3.1 (Théoréme du point fixe de Schauder). Si U est une partie convexe bornée
fermée d’un espace de Banach X, et siT : U — U est une fonction complétement continue alors T’
possede au moins un point fixe.

Rappelons les deux définitions suivantes :

Définition 1.3.1. Soit X et Y deux espaces topologiques et
F: X — Y une fonction continue.

1. F est dite compacte lorsque F(X) est incluse dans un compact de Y.

2. Si, en outre, X est métrique, F' est dite completement continue lorsque : pour tout sous-
ensemble borné B de X, F(B) est incluse dans un compact de Y.

L’énoncé le plus courant du théoreme du point fixe de Schauder est le suivant. ([27], p119) :

Théoréme 1.3.2. Soit C un convere d’un espace normé E, et F' : C — C une fonction
compacte. Alors F' a au moins un point fize.

Démontrons que le théoreme 1.3.1 est un corollaire du théoreme 1.3.2.

Démonstration. Soit U une partie convexe bornée fermée de ’espace de Banach X, et T : U — U
une fonction complétement continue. Puisque U est bornée, il existe un compact K C U tel que
T(U) ¢ K. Donc T est compacte. Alors d’aprés le théoreme 1.3.2, T' posseéde au moins un point
fixe. O

Remarque 1.3.1. 1. L’énoncé de Hale ([28]) et de Hale et Verduyn Lunel contient deux
hypothéses inutiles :
— “X est un espace de Banach”; X “espace vectoriel normé” suffit.
— “U fermée”.

2. La démonstration de Hale ([28], page 39) et de Hale et Verduyn Lunel ([29], page 42) contient
une erreur. L’ensemble K tel qu’il est défini n’est pas inclus dans A(a, ) (cf. (2.1.2)). 1l
convient de définir I comme suit :

K = {ge€C%—r,a]l,R") :Vt 1€ l,,

lg(t) — g(7)| < M|t —7|,]9(t)| < Ma,go = 0} (1.3.1)

pour que K soit inclus dans A(a, ).
Les références sur le théoréme de Schauder :

1. R. F. Brown ([18]) et D.R. Smart ([52]) dans lequel le théoréme est énoncé, a la page 25, de
la facon suivante :
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Théoréme 1.3.3. Soit M une partie convexe non vide d’un espace normé B, soit F' :
M — K une fonction continue ot K est un compact inclus dans M. Alors F' a au moins un
point fize.

2. Dans Le livre de L. Kantorovitch and G. Akilov [34], on trouve a la page 179, le théoréme
suivant :

Théoréeme 1.3.4. Soit Q) un ensemble convexe fermé d’un espace de Banach X, et
P Q — A une fonction continue ot A est une partie compacte de . Alors P posséde au
moins un point fize.

3. Dans M. S. Berger ([9]), on trouve la définition d’opérateur compact au sens de ce que nous
avons défini comme “complétement continu”. Il énonce le théoreme du point fixe de Schauder
comme le théoreme 1.3.1.

4. Dans L. Nirenberg ([16]), on trouve : “f compact” & notre sens “f complétement continu” et
I’énoncé du théoreme 1.3.1.
1.4 Fonctions a variation bornée

Les définitions suivantes sont issues de [30], p.328 et [38], p.278. Les fonctions a variation bornée
sont aussi développées dans [2] et [25]. Soit S = [a, b] un intervalle de R.

Définition 1.4.1. Une fonction f définie sur S a valeurs dans E (espace vectoriel de dimension
finie) est dite a variation bornée s’il existe une constante C > 0 telle que

o f ) = flan)| < C (1.4.1)
k=1
pour toute subdivision
p = (xo,x1, - ,xpn) telle que a =29 <21 < -+ < xp =b de S. (1.4.2)

On notera BV (S,R"™) l'espace des fonctions a variation bornée de S dans R™.

Définition 1.4.2. Soit f une fonction a variation bornée. Alors la variation totale de f est
notée V2(f) définie par :

VA = sup 3 [ FGaw) — Flann)]l (1.4.3)

PES —1

ot © est l'ensemble des subdivisions de S.

Définition 1.4.3. Une fonction f définie sur un intervalle S de R est dite a variation bornée
normalisée st :

1. f est d variation bornée.
2. f est continue a gauche sur [a,b|.

On notera NBV (S,R") l’ensemble des fonctions a variation bornée normalisée de S dans R™

NBVy(S,E) :={f € BV(S,E)nNCJ(S,E) : f(b) =0}
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Les quatre résultats suivants sont issus de [3].

Théoréme 1.4.1. BV (S,R") est un espace vectoriel.

Théoréme 1.4.2. Muni de la norme

IflBv = I F®) + V()

BV (S,R") est un espace de Banach.

Théoréme 1.4.3. Soit f € BV (S,R"™). L’ensemble des points de discontinuité de f est au plus
dénombrable.

Théoréme 1.4.4. Soit g € BV (S,R"). Si f est Riemann-Stieltjés-intégrable par rapport d g
sur S, alors :

b
I fdgll <171V 0).

Proposition 1.4.1. Soit f € BV(S,R"). Alors on a :
[flloo == sup [Lf ()] < 2[|fll5v
zes

Démonstration. Vx € ]a,b|, (a,z,b) € G et donc

1£(a) = f@@)l| + [ () = FO) < Vo (f) =
If(@) — f@] < V2
or |[[f(@)l=1lf@)l < [f(a)— f()]
donc |[[[f(a)ll = If (@) < V2(f)
d’ou :
1F @) < 1F @+ Vo () = 1fllsv,
donc :

v € Ja, b, |[f (@)l < I f]zv- (1.4.4)
On a [|f(b) = f(x)]| < V{(f), de méme, comme [[[f(b)]| = [1f (@)II] < 1£(0) — f ()]l

on a [|f®)I < |[f ()] + V2 (f)
dot [IfF®) < Ifllv + V7 (f), dapres (1.4.4), donc
LA <2 fllBv- (1.4.5)
Par définition de || - [|gy, on a ||f(a)| < ||fllav < 2| f|lBv, donc on a avec (1.4.4) et (1.4.5) :

Ve e S, |f(@) <2/ fllsv = [flle < 2/l f]Bv-
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Corollaire 1.4.1. Si f € BV(S,R"), alors f est bornée sur S.

Proposition 1.4.2. Soit f € BV(S,R"). Alors f est Riemann-intégrable sur S, et donc aussi
Lebesgue-intégrable sur S.

Démonstration. Tout d’abord, f est bornée par 1.4.1 et définie sur un segment fermé borné. Puisque
les parties au plus dénombrables de R sont Lebesgue-négligeables, ’ensemble des points de dis-
continuité de f est Lebesgue-négligeable par 1.4.3, et alors d’apres un théoreme de Lebesgue, f
est Riemann-intégrable sur [a,b]. Avec un autre théoréeme de Lebesgue, f est alors aussi Lebesgue-
intégrable sur [a, b]. O

Proposition 1.4.3. Soit f,g € BV(S,R™). Alors on a :

If = 9gllee <2Ilf — gllBV-

En conséquence, si f € BV (S,R") et (fn)n € (BV(S, (R")N, si ll)ril |fn— fllBy =0

alors lim || fn, — flleo = 0.
n—+oo

Démonstration. La premieére inégalité résulte du théoréme 1.4.1 et de la proposition 1.4.1. La seconde
assertion découle de la premiere. ]

Proposition 1.4.4. Soit S = [a,b] CR, g € NBV(S,R), f € C°(S,R) et c € ]a,b[. On définit

C

la fonction Q : S — R en posant, Vt € [a,c], Q(t) := / f(x)dg(z). Alors Q € Cg([a,c],R).
t

Démonstration. Premiere étape : f € C1(S,R).
Par la formule de I'intégration par parties, on a :

Q) = [ f@)dgla) = F©)gle+) ~ FOglt) — [ F@)gla)da

[t — f(c)g(c+)] est constante donc continue
[t — f(t)g(t)] est continue & gauche car f et g le sont
(&

[t — / f'(z)g(z)dz] est absolument continue donc continue.

t
Ainsi Q € CY([a, ], R) comme somme de trois fonctions continues & gauche.
Deuxiéme étape : f € CO(S,R).
1l existe (f)n € (CH(S,R)N telle que lim | f, — flloo = O.

n—-+00

Posons : Vn € N, Vt € [a,b], Qn(t) := / fu(x)dg(x). Vn € N, Vt € [a, ],
t

Cc

1Qn(t) — Q)] < \/t(fn(x)—f(x))dg(x)l
< V¥€(9)- sup. | fu(x) — f()]
< V29) - lIfn— fllo-
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Alors
sup Qn(t) = QW) <V (9) - I1fa = flloo = 0 (n — +00)
ainsi o
sup |Qn(t) — Q)| =0 (n — +00). (1.4.6)
a<t<c
Par ailleurs, Vt € [a, ],
Q)| =|/f )dg(a
< D fllso

< a( ) flloo < o0,
et de méme : Vt € [a,c], [|Qn(t)] < V2(9)]f]lo0, donc
VneN, Q, € BC’S([&, c],R) par la premiere étape. (1.4.7)
Puisque (BCY([a,c],R),]| - [ls) est un espace de Banach, les équations (1.4.6) et (1.4.7) impliquent
que Q € BCS([a, c,R). O
Rappelons (cf.[53], p.44) le résultat suivant :

Théoréme 1.4.5. Soit F' : R — R, une application croissante et continue a gauche. Alors
Al u[F] : B(R) — [0, 400], mesure positive telle que :

V(a, 8) € B x B, ulF)([a, B) = F(B) — F(a).

Si F : [a,b] — R est croissante et continue & gauche, on peut la prolonger en F : R — R
croissante et continue a gauche en posant :

F(a) si z<a
F(x): =4 F(z) si a<z<b
Fb) si x>0
Puisque [a, b] est fermé, [a,b] € B(R) et donc tout B € B([a, b]) peut étre considéré comme élément
de B(R). Alors en utilisant le théoréme 1.4.5 sur F, on peut définir p[F|(B) := u[F](B) pour tout
B € B([a, b]), et obtenir ainsi que p[F] est une mesure positive sur B([a, b]). Avec ceci on doit obtenir :

Théoréme 1.4.6. Soit F : [a,b] — R une application croissante et continue d gauche. Alors
A p[F] : B([a,b]) — Ry, mesure positive finie telle que

V(a, B) € [a,0] X [a,b], a < B, p[F([av, B]) = F(B) — F(a).

Corollaire 1.4.2. Soit F : [a,b] — R une application croissante et continue d gauche. Alors
V(e B) € [a,b[x[a,b[,a < B on a :

En outre, Va € [a,b], on a :
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Démonstration. —a<a<pf<b;
Ja, B[= Unzne o+ %,/B[ ol ng € N* est tel que o < o+ % ([a+ %, B[)n>n, st croissante. Par
la continuité monotone séquentielle d’une mesure positive, on a :

plF)Ja 8 = tim_ plF)act 6D
= lim (F(8) ~ Fla+ )
= F(®)~ Jm (a+ )
= F(B) — F(a+).

—a<a<f<hb
[, B] = My [, B+ L[ ot g € N* est tel que B < B+ L. ([, B+ 2[)n>n, est décroissante;

plF)([@, B+ ) = F(B+55) - F(a).

Donc on peut utiliser la continuité monotone séquentielle des mesures positives et affirmer :

plF)(o B) = Tim ulF)(of+ )
= lim (F(3+ )~ F(a)
— F(34) - Fla).

—a<a<p<b
Ja, B] = Upsnolae + £, 8] ot mg € N* est tel que o + nio < B. ([a+ %, B])n>n, est croissante.
Donc par la continuité monotone séquentielle des mesures, on a :

plF)e8) = tim_plF)(act o 6)
= lim (F(3+0)~ Fla+ )

= F(B+) — F(a+t).

—a<a<b

[, b] = Np>1le, b+ =, ([, b+ 2[)n>1 est décroissante;
> n >

pIF) (b + ) = F(b+ >) — F(a)

Donc on peut utiliser la continuité monotone séquentielle des mesures positives et affirmer :

plF)([es b)) = plF]([e, b))

= i (b4 2D

n—-+o0o

— HETOO(F(b + %) — F())
= lim (F(b) - F(a)
= F(b) - F(a).
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—a<a<b
Jo, b] = Upznolae + 2,0] ot ng € N* est tel que a + nio < b. ([ + 2,0))n>n, est décroissante.
Donc par la continuité séquentielle des mesures positives, on a :

plFat) = lim plFl(a+b)

n—-+o0o

= lim (F() - Fla+ )

n—-+o0o
= F(b) — F(a+).

Remarque 1.4.1. Soit F : [a,b] — R croissante et continue a gauche. Soit x € [a,b]. Alors
ulF|({z}) = F(z+) — F(x). Donc si F' n’est pas continue da droite en xz, on a : p[F]({z}) > 0; et
ainsi {x} n’est pas p[F]-négligeable alors que {x} est Lebesgue-négligeable.

Démonstration. {x} = Np>qlz, 2 + L[ olt ¢ € N* est tel que z + é < b.
([z,2+ L[)n>q est décroissante, et p[F]([z,z + %[) =F(z+ %) — F(z) < 400. Donc par la continuité
monotone séquentielle de u[F], on a :

plFI(a)) =t plF)(w e+ )
= lim (Fle+ )~ F(2))
= F(z+) - F(x).

Remarque 1.4.2. Soit G : [a,b] — R croissante et continue da droite. Alors il n'existe pas de
mesure positive m : B([a,b]) — RT tel que ¥(«, B) € [a,b] X [a,b],m([a, B]) = G(B) — G(a).

Démonstration. Raisonnons par I'absurde, supposons qu’il existe une mesure positive

m : B([a,b]) — R tel que V(a, B) € [a,b] x [a,b];m([e, B) = G(B) — G(a).

Soit x € ]a,b]. Soit ¢ € N* tel que = — é >aetx+ % < b. Alors {z} = Mp>glz — L, + L.

(lr — 1,2 + 1[)n>q est décroissante; m([z — %,x + %[) < 400, donc on peut utiliser la continuité
séquentielle de m et affirmer :

m(fa}) = Jim m(le— w4
. 1 ) 1
= Jdm Gle—)= lim Godt o)
= G(z+) - G(z—)
= G(z) - G(z—)
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car G est continue a droite. On a prouvé :
m({z}) = G(z) — G(z—). (1.4.8)

Mais on a aussi {z} = Np>¢lz, 2+ [ ([2,2 + L[)>4 est décroissante et m([z,z + %[) < 400, donc
on peut utiliser la continuité monotone séquentielle de m et affirmer :

m({z}) = lim m([x,m—l—%[)

n—-4o0o

= lim (G(z+ %) — G(x))

n—-+o0o

—  lim G(x—i—%)—G(:L‘)

n—+oo
= G(z+) - G(x)
= G(z) — G(x)

= 0 car G est continue & droite.

Alors, avec (1.4.8), on obtient G(z—) = G(z), c.-a-d. G est continue & gauche en x : ce qui est
impossible si G n’est pas continue a gauche en x. O

Rappelons que si F' : [a,b] — R est croissante continue & gauche, alors Vf € £([a, b], u[F]),
b

L JaiE) = [ s@art) = [ e

a

Proposition 1.4.5. Si F : [a,b] — R est croissante, continue d gauche, alors on a :

B
(1) sia<a<f<b, / 1dF(z) = F(+) — F(a),

67

b
(i) sia<a<b, / 1dF(z) = F(b) — F(a).

Démonstration. (i)

/a ’ AP (@) = / ' 10 g1 (2)dF (z)

= /:a,b}]l[a,ﬁ]du[F]
= p[F|([e, B])
= F(B+) - F(a)
(i) b b
/ 1dF(z) = / 1oy (2)dF (z)

[0}
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Si U € NBV([a,b],R) alors ¥ = F — G ou F' : [a,b] — R et G : [a,b] — R sont croissantes et
continues & gauche.
On définit u[¥] : B([a,b]) — R par : VB € B(la,b]), u[¥]|(B) = p[F](B) — u|G](B). p[¥] est une
mesure signée.

Si f € £Y([a,b], u[¥]) alors / fdulv / fdulF / fdu]G] notée encore

/fd\IJ /de /fdG

En corollaire de la proposition 1.4.5 on obtient :

Proposition 1.4.6. Soit ¥ € NBV([a,b],R).

B
(i) Sia<a<f<b aors / 14U (z) = U(B+) — U(a).

«

b
(ii) Sia < a <b alors / 1d¥(z) = U(b) — ¥(a).

Soit S = [a,b] C R
Proposition 1.4.7. Soit g € NBV(S,R), z € S et f € C°(S,R). Alors

/{z} fdg = f(2)[(g+)(2) — g(2)].

Démonstration.

/{Z}f(m)dg(x) - /{ f(2)dg(x)

O]

Nous présentons ici une démonstration du théoreme d’intégration par parties, puis nous énonce-
rons la version du résultat donnée dans le livre de Helson [31]. Ce résultat est essentiel dans plusieurs
points des chapitres précédents.

Théoréme 1.4.7. Soit g € NBV(S,R) et f € C}(S,R).
(i) Soita<a<p<b;alorsona :

B B
| 1@dg(a) = 18)9(8+) = f@)g(@) — [ [(@)gla)da.

(ii) Soita < a <b; alors on a

b b
| 1@dgla) = 10)a(t) - f@)g(@) — [ (@)g(a)de.
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Démonstration. f € Cl([a,b],R) = f € L([a,b],dg,R) car | f|leoc < +0oc et les constantes sont
dg-intégrables sur [a, b].
x B
Vo € o B, () = £0) = [ @y = [ @)Yy
Notons que

1 si afy<zx
]l[a’x}(y)_{() si x<uy.

et
1 si y<=zx

1R+($_y):{ 0 si <y

donc, quand y € [, 8] on a 1|4 4(y) = Ig+(z — y), donc, on en déduit :

B8
vz € [, 8], f(z) — fa) = / £/ ()15 (= — y)dy. (1.4.9)

Par ailleurs, on a :
B B
/a f(x)dg(x) = /a (f(z) = fla) + fla))dg(x)
ce qui entraine :

B B B
| t@igta) = [ (1) = f@)dg(@) + [ fla)dgla). (1.4.10)

« « «

Notons que 5 5
/a fla)dg(z) = f(a)-/a ldg(z) = f(a)(9(8+) — g(e))

par le résultat (ii) de la proposition 1.4.6 ; donc

B
/a f()dg(z) = f(a)g(B+) — F(a)g(a). (1.4.11)

Notons que la fonction [(z,y) — f'(y)1g+(z — y)] est mesurable comme produit de deux fonctions
mesurables : [(z,y) — y — f'(y)] et [(z,y) = 2 —y — Ip+(z —y)].
En outre : V(x,y) € [o, 8] x [, B, [ f'(y) Ir+(z — y)| < || f']lco, donc elle est dg @ dt-intégrable.
En utilisant (1.4.9) et le théoréme de Fubini, on obtient :

B B B
| @ = rends@) = [ 1] £ @ - dyldgla)

« «

BB
= [ rwis@—dg@ldy

«

= [ m e - pagtelay,

et puisque
si z2>y
si <y

_ 1 si z>y
11@75](3:)_{0 siox<y
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on voit que pour x € [, B], Ig+ (z — y) = 1}, 5)(x), donc :

B B B
| t@=s@nas@ = [l 1@l

d’apres le résultat (ii) de la proposition 1.4.6, on a :

g B
| @ =s@yds@) = [ rwasody - [ 1 wewdy

et ainsi on a prouvé :

[ (@)~ st = {3+ ~ Fleg(5+)
a (1.4.12)

SRLL

En utilisant les équations (1.4.11) et (1.4.12) dans ’équation (1.4.10) on a :

B
/a f@)dg(z) = fle)g(B+) — fle)g(a) + F(B)g(A+)
~r@e@+) - [ S Wty

«

alors : 5 5
[ f@)dg(a) = £@9(3+) - fl@)gle) - [ £ ey,
Pour (ii), d’apres (ii) de la proposition 1.4.5, lorsque 5 = b, g(8+) devient g(b). O
Proposition 1.4.8. Soit g € NBV(S,R) et f € AC(S,R). Alors les assertions suivantes sont
vérifices.

(i) Quanda <a < <b,

[ g7 = 95059~ a(@) @) - [ g Wi

(ii) Quand a < a <b,

La preuve de cette proposition est donnée dans [31], pp.176.
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Theoreme 1.4.8. Soit g € NBV(S,R) et f € C°(S,R).
Alors, Ve € ]a, b, les relations suivantes sont vérifiées.

@) [ Fdgta) = Flgle+) - g(o)].

(ii) Poura < c <b,

/fdg /fdg /fdg Jg(et) — g(o)].
i) [ f(a)dgte) = /Lﬁ[f<x>dg<x>4-j{ () dg(x)

Démonstration. (i) on a

ceci entraine le résultat voulu.

(ii) Premiére étape f € C1([a,b],R).
On utilise 'intégration par parties; alors on a :

b b
[ r@dgta) = 10)(b+) — fl@g() — [ @pg(a)da (1.413)

/%ummw=f@ﬂm»—ﬂ@mw—/fﬂmmwm (1.414)

/f )dg(x /f (1.4.15)

Avec les équations (1.4.14) et (1.4.15) on obtient :

[ s@as@)+ [ @itz = 7090 - 5@00e) + Fleh) - Flaol)

[ s [ P@gw

Par la relation de Chasles sur I'intégrale de Riemann, on a :

/ fx dw+/ fx d:cz/abf'@)g( )d

et en utilisant ’équation (1.4.13), on a :

[ s@iste) + [ gy = [ f@dgte) + F@lgler) ~ gle)
d’ou :

b c b
| r@dg@) = [ 1@dg(a@) + [ 1@dgla) - sl g0 (1416)
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Deuxiéme étape f € C%([a,b],R). Par le théoréme de Stone-Weierstrass, si f € C°([a,b],R),
il existe (fu)n € (C1([a,b],R)N tel que ||frn — fllo = 0, (n = +00), ol |||l := sup |¢(z)].
a<x<b

D’apres 1’équation (1.4.16), on a :

c b

b
{VneN, | fawrg@) = [ @dgte)+ [ ala)agta (1.4.17)
—fn(0)]glet+) — g(o)].

b
[ fa@gte) — [ s@rage) = 1| [ (@)~ f@)de(o)
< VA9l ~ fle =0 (1= +00).

Ainsi :

n—-+o0o

[ gt /f()dg()\:\/fn ~ F@)dg(a)

< Vg )Supc<x<b\fn( )*f@)l
< V2@Ifa = flloo =0 (n— +00)

b b
lim /a fu(@)dg(a) = [ f(x)dg(a). (1.4.18)

donc :
ngrfoo/ fn(x)dg(z /f )dg(x (1.4.19)

La convergence uniforme entraine la convergence simple, donc :
lim f,(c) = f(c). (1.4.20)

En utilisant les équations (1.4),(1.4.18), (1.4.19), (1.4.20) dans I’équation (1.4.17) on obtient :

/f )dg(a /f )dg(a +/f Jdg(w) — F(e)lgle+) + (o))

(iii) Cette relation est une traduction de la relation 7([a, b]) = 7([a, c[U[c, b]) = 7 ([a, ¢]) + 7([c, b]).

O

Remarque 1.4.3. Soit a < ¢ < b dans R. Alors :
b
| 1as@) = lgl(fa.) = 9(b+) — gl
| 1ds@) = plgl(la.c) = gler) — al@)
b
| 1@ = ulgl(le.t]) = (6+) = g(o).

Donc :

[ 1dgte) + [ 1dg(w) = g04) ~ gla) +lglet) ~ gle)]

d’ou :

b c b
| 1dg@) = [ 1dg@)+ [ 1dg(a) - lo(e+) — g(c))
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Proposition 1.4.9. Soit g € NBV(S,R). On définit g+ : S — R en posant (g+)(t) := g(t+)
pour t € [a,b] et (g+)(b) := g(b). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) g+ € BCY(S,R) N BV (S,R).
(i1) [lg + [loc < VZ(g+).-

(iii) Si g et g+ sont dérivables en t € Ja,b| alors (g+)'(t) = ¢'(t).

Démonstration. (i) Comme g € NBV(S,R), g est réglée et ainsi g+ est bien définie. On fixe arbi-
trairement ¢ € [a, b]. Nous avons

Ve > 0,30 =d(t,e) > 0,Vs,t <s<t+ 0= |g(t+) —g(s)| < e

On fixe arbitrairement e > 0. Quand s, r sont tels que t < s < r < t+49, on obtient |g(t+) — g(r)| < e,
et quand r — s+, on obtient |g(t+) — g(s+)| < e. Et ainsi on a [(g+)(t) — (9+)(s)| < € quand
t < s <t+4d. Et ainsi on a prouvé que g+ € C9(S,R). Soit (¢;)o<i<n € &(S). Nous obtenons

— [ulgl({ti i € {1, oim + 1}) + Vab(g) + [ulgll({ti : i € {0, ...,n})
< 2|p[g]l(S) + Vi (g) < +oo.

De plus on a g+ € BV(S,R). Comme BV (S,R) C B(S,R), nous obtenons (i).
(i) Comme (g+)(b) = 0, en utilisant [35], on a [lg + [loo < V2(g+) + [(g+)(B)] = V2(g+).

(iii) Soit t € Ja,b[ tel que g et g+ sont dérivables en ¢t. Comme BV (S,R) C R(S,R) il existe
D C S, D au plus dénombrable, tel que g est continue en tout point de S\ D, [10]. En conséquence , si
s € S\ D, nous avons g(s) = (g+)(s). S\ D est dense dans S, comme le contraire impliquerait qu'un
sous-ensemble au plus dénombrable contiendrait un sous-ensemble ouvert de S ceci est impossible.

Nous pouvons trouver une suite (4)qen telle que t + 14 € S\ D, et telle que ligl rq = 0. Comme
q—+oo

t+rqy €S\ D, nous avons (g+)(t + r4) = g(t + rq) pour tout ¢ € N. Comme (g+)'(t) existe, on a

(g4)(t) = Tim IDCEFT) = DO _ 9t +rd) —9()

q—+00 Tq q—r+00 Tq

O]

Proposition 1.4.10. Soit g € NBV(S R) et f € C°(S,R). Nous considérons l’application
P:S — R définie par P(t / dg(s . Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) P € BV(S,R) ﬂBCd(S R).
(ii) Pour tout t € Ja,b], P(t—) — P(t) = [g(t) — g(t+)]f(t).
1

(iii) Si en outre nous supposons que f € C*(S,R), alors pour Lebesque-presque toutt € S, P et g
sont dérivables en t et nous avons P'(t) = ¢'(t) f(t).
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Démonstration. (i) Soit (t;)o<i<n € &(5). En utilisant la propostion 1.4.8, nous obtenons, pour tout

i€{0,...,n},
/ do(0)f0) - [ " dg(t) (1) = / g0 (1) = (gt — gt (1)

Alors, en utilisant 'additivité de la variation des fonctions & variation bornée et l'additivité des
mesures, NOus avons

> 1PGien) — Pt = X1 [ doto) - [ dotorc)
=0 z+1 i=0 "¢ @
=3 / ~ [lg+)t) — gt (1)

<Y1 |+Z| g4)(t:) — gt (6
i ||f||oo+i (o) (E) — gt (E)

=0

<VJ(g HfHooJrZ!u {ED I flloo

= V2 flloo + i)t 1 € 0, 3Dl
< V2(g) flloo + 1lgl ()] lls0 < +oc!

Donc nous avons prouvé que P € BV (S, R).

D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, C1(S,R) est dense dans C°(S,R). Soit (f;)sen une
suite de l'espace C''(S,R) tel que lim | fg — flloo = 0. Pour tout ¢ € N nous définissons la fonction

P, : S — R en posant Py( / dg(s)fy(s). En utilisant la Proposition 1.4.8 nous avons, pour
tout t € [a, b,

Ri(0) = )05 — 9@ (o) ~ [ () fy(s)ds. (1.4.21)

Comme f; € C°(S,R) et g € BV(S,R), f/ et g sont Riemann-intégrables, et leur produit g - f; est
aussi Riemann-intégrables, et en conséquence g - fé est Lebesgue-intégrable sur S, et ainsi nous avons

= / s)ds] € AC(S,R) C C°(S, R). (1.4.22)

En utilisant la proposition 1.4.9, nous savons que g+ € C’g(S, R), et comme f, est continue, nous
obtenons (g+)f, € C(S,R). Et ainsi P, € C}(S,R) comme une somme de fonction continue a droite
sur S. En nous appuyant sur le début de cette preuve nous savons que P, € BV (S,R) C B(S,R), et
donc nous obtenons P, € BCY(S,R) pour tout g € N.

Pour tout t € S, et pour tout g € N, en nous appuyant sur la linéarité de I'intégrale, nous avons

|P(t) — Py(t)] =

[ d9(6)(6) = 5| < Ve ~ Sl

cela implique ||P — Pylloc < V2(9)|If — fylloo, et conséquemment nous avons hm |P — Pylloc = 0.
g—

Comme BCY(S,R) est complet pour || - ||oo, nous obtenons que P € BCY(S,R).
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(ii) Nous utilisons les suites (fy)qen €t (Py)qen comme précédemment. Fixons ¢t € ]a,b]. En
utilisant (1.4.21) en s < t et s — t—, nous obtenons
t—

Py(t=) = (g+)(t=)fq(t) — g(a) fy(a) — g 9(s)fq(s)ds.

En utilisant (i) de la Proposition 1.1.4, et (1.4.22) nous obtenons
t

P(t=) = 901,(1) = g(@)fyfa) = | a(s)f;()ds,

a

et donc, en utilisant (1.4.21), nous avons P,(t—) — P,(t) = [g(t) — (g+)()]f,(t). A ce stade, en
appliquant la convergence uniforme de (f;)qen vers f et la convergence uniforme de (Py)4en vers P
nous obtenons le résultat annoncé.

(iii) Comme P, g,9+ € BV(S,R), [30], P, g et g+ sont différentiables A;-p.p. sur S. Comme
une union de trois sous-ensembles A\j-négligeable est A\j-négligeable, il existe N C 5, tel que N est
A1-négligeable et tel que P, g, et g+ sont dérivables en chaque point de S\ N. Comme f’ et g sont
Riemann-intégrables, leurs produits g - f’ est aussi Riemann-intégrables, donc g - f’ est Lebesgue-

t
intégrable sur S, et en conséquence, la fonction [t — / g(s)f'(s)ds] est absolument continue, et en
a

t
conséquence, il existe N1 C S, tel que N7 est A\j-négligeable et tel que %/ g(s)f'(s)ds = g(t)f'(t)
a

pour tout ¢ € S\ Ny, [36]. En utilisant la proposition 1.4.8, nous avons

P(0) = ()0 0) ~ (a5 (@) — [ o(6)5 (s

Soit Ny := NUNj. Alors Ny est A\j-négligeable, et en dérivant dans la formule précédente en t € S\ Ny
utilisant aussi (iv) de la proposition 1.4.9, nous obtenons

P'(t) =g' (&) f(t) + g(&)f'(t) — 0 — g(&)f'(t) = g' (1) f (2).
Notons que dans le dernier calcul, (g+)(t) = g(t) comme g est dérivable en ¢, elle est continue en
t. O

Proposition 1.4.11. Soit g € NBVy(S,R). Alors on a :

(i) (g+) € CY(S.R)

(i) (9+) € BV(5,B)

(iii) Sig et (g+) sont dérivables en x € la,b|, alors (g+) (z) = ¢'(x).

Démonstration. (i) découle de la proposition 1.1.1.
(i) Soit a =xp < 1 < -+ < Tp41 = b une subdivision de &. Alors :

-

s
Il
o

[(g+) (i) — g(z:) + g(x:) — (9+)(Tit1)
+9(wit1) — g(wit1)]
llg(xi) — g(ziv1)] + [(g+) (i) — g(=4)]

. —[(g+)(zit1) — g(ﬂfnz‘+1)]|
Z lg(wi) — g(xit1)| + Z [(g+) (i) — g(z3)
i=0

1=0

[(gH) (i) = (gH)(@ir1)| =

n
=0

Il

Il
o

)

IN

n+1

+ Z [(g+)(xi) — g(z:)|
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n n n+1
> llgH) (@) = (gH) ()| < V2(g) + D lulgl({zih)] + Z |ulg]({zi})]
=0 1=0
n n+1
< Volg) + D lulall({aa}) + Y lulgll({z:})
=0 =
car |ulg]| est positive.
< Vag) + lulgl|(S) + lulgl|(S) < +o0

car |p[g]| est une mesure positive finie.
(iii) Puisque g est dérivable en z, g est continue en x.
Puisque BV (S,R) C R(S,R), il existe D C S, D au plus dénombrable tel que, Vy € (S\ D),
g est continue en y, cf. [10].
Soit (rp)n tel que (z + 1), € (S\ D)N et tel que lirf rn, = 0. Alors, par la caractérisation
n—-+00

séquentielle des limites dans les espaces métriques, on a :

(9@ = lm () +ra) ~ (54)(x)
=  Hm a(g(:r +7rn) = g(x))
= ¢'(z).

O]

Proposition 1.4.12. Soit g € NBV(S,R), f € CY(S,R) et ¢ € Ja,b[. Soit la fonction Q :
[a,c] — R définie par Q(t) ::/ dg(s)f(s).
t
Alors nous avons Q € BCY([a,c|,R).

Démonstration. Nous fixons t € [a, ¢]. En nous appuyant sur le théoréme de Stone-Weierstrass, nous
savons qu’il existe une suite (f;)qen in C1([a, ], R) tel que lim | fg — flloo = 0. Pour tout ¢ € N,

nous définissons Q) : [a, ] — R en posant Q,(?) / dg(s fq( ). En utilisant la proposition 1.4.8,
nous avons

Qu(t) = [ dg(s)14s) = e fule) = a(01falt) = [ 9(5)1y(5)ds

Comme f, est continue et g est continue a gauche, le produit g - f, est continue a gauche. Comme g
et fc/1 sont Riemann-intégrables, le produit g- fé est Riemann-intégrable, et aussi Lebesgue intégrable,

C
et ainsi la fonction [t — / 9(s) f;(s)ds] est absolument continue et aussi continue, et alors @, est

la somme de deux fonctions continues a gauche et d’une constante, et ainsi nous avons prouvé que
0
Qq € Cg([a7 C]uR)'

Comme lim | fyllooc = || flloo, la suite réelle (|| fq|loc)qen est bornée dans R. Pour tout ¢ € [a, c],
q—+o00

[

Nous avons aussi Q4 € BC’S([a, ], R). Pour tout ¢ € N, pour tout ¢ € [a, ¢], nous avons

nous avons

Qq(t)] =

< VE@falloo < Va(9) sup [falloo < o0
q

Qu(0) ~ @)l = | [ das)(folo) ~ £5))] < VE@ISy  Flloe
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ceci entraine EI_B |Qq — Qllc = 0. Comme Bcg([a,c],R) est complet nous obtenons que Q €
q oo

BCY([a, ], R). O
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Chapitre 2

Equations différentielles fonctionnelles
générales

Dans ce chapitre, apres avoir précisé les notations et les définitions dans les chapitres précédents,
nous présentons les conditions d’existence et d’unicité locales de solutions des problémes de Cauchy.

2.1 Existence et unicité de solutions locales des problemes de Cau-
chy

2.1.1 L’énoncé du théoréme

On s’intéresse au probléme de Cauchy :

:”/5;) _ é(t’xt)} (2.1.1)

sur lequel nous considérons les ensembles :

I, = [0,q]
Bg = {¢peC:|lle <B} (2.1.2)
.A(Oé,ﬁ) = {yECO([—T,OJ];Rn) :y0:07yt€B,Bat€Ia}

ou y; est Papplication définie sur [—r, 0] & valeurs dans R"™ telle que y;(0) = y(t+0), 6 € [-r,0], quand t €
[0, @], et les hypotheses suivantes :

— (0,9) eRx €

— feC%o,T] x &,R").
On cherche une solution x € C%([o — r, o + r]; R") et de classe C! sur [o,7] de (2.1.1).

L’énoncé suivant figure dans les livres de Hale ([28], page 41) et de Hale et Verduyn Lunel ([29],
page 43).

Théoréme 2.1.1 (Existence). Supposons que :

— § est un sous-ensemble ouvert de R x €

— f e 0% RY).
Si (o,¢) € Q alors il existe au moins une solution de (2.1.1) passant par (o, ¢). Plus généralement,
si W est compact et fO € C°(Q,R"),
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— il existe un voisinage V. C Q de W tel que f° € Cg(V;R”),
— il existe un voisinage U C CP(V;R™) de f° et a > 0 tel que ¥(o,¢) € W, f € U il existe
une solution x(o, ¢, f) de (2.1.1) passant par (o,$) définie sur [c —r,0 + a].

2.1.2 La démonstration du théoréme 2.1.1.

Nous proposons ici une démonstration qui a des différences avec celles données dans les ouvrages
pré-cités de Hale et Verduyn Lunel. La premiere différence est 1'utilisation du lemme de Heine-
Schwartz.

La seconde différence est de modifier ’ensemble fonctionnel compact qui intervient dans 1'utili-
sation du théoreme de point fixe de Schauder. Nous commencons par les résultats suivants :

Lemme 2.1.1. Trouver une solution de (1.1.1) est équivalent d trouver o > 0 et une fonction
y € C°([—r,a],R") qui résout le probléme :

Yo = 0 .
7 2.1.3
y(t) = / f(J + s, ¢O'+S + ys)d57 si t>0, ( )

0

pour 0 <t < a.
Démonstration. Pour (o,¢) € R x €, soit ¢ € CO([o — r,T]; R") définie par :
an = ¢

o(t+o) = ¢0) si t>0. (2.1.4)

Supposons que = : [0 — r,0 + a] — R"™ soit une solution de ’équation (1.1.1) passant par
(0,¢) € R x €. On définit la fonction y en posant :

yt)=z(t+0)—dt+o) si —r<t<a. (2.1.5)

Alors le lemme 1.1.2 entraine que y vérifie :

Yo = 0 .
~ 2.1.

y(t) = / f(O' + 8, Qots + ys)ds7 si t>0. ( 6)

0

En effet, puisque x est solution de (1.1.1), on a :
t
z(t) = ¢(0) +/G f(s,z5)ds, si o<t<o+a } (2.1.7)
To = ¢

donc .
+o
x(t+a):¢(0)+/ f(s,xzs)ds si 0<t<a.

Posons u := s — o, alors par un changement de variable on a :
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t
Vt € [0,a], 2(t + o) = $(0) + /O F(u+ 0, Tro)du
vt € [0,al, z(t+ o) — ¢(0) = /Ot flu+ o, zy40)du

t
Vi € [0,a], y(t) = / Flu+ 0, 2uro)du.
0

D’apres (2.1.5); on a y(t) = z(t + o) — é(t + o) alors pour w € [0,a], 0 € [-r,0], ona
y(w+0) =x(w+0+0) = g(w+0+0) = yu(0) = Twie() = duio(8) = Twio = Yo + uio-

Quand w=0on a : )

Yo =To — o = ¢ — ¢ =0. (2.1.8)

D'ott (2.1.3).

De méme si y est une solution de (2.1.3), alors on a z solution de (1.1.1) par la transformation
précédente : en effet pour z(t + o) = ¢(t + o) +y(t) si —r <t < a, en posant t =w +60 avec 0<
w < a,on a Tyts(d) = Quwto(0) +yw(@) si —r <0 <0, yo(0) = 25(0) — ¢5(6), or yo =0 donc

,(0) = ¢5(0), —r<O<0
v = o (2.1.9)
Et ainsi x, = qg,, = ¢.
On a :
~ t -
z(t+o)—¢t+o) = / flo+ 58, ¢ots+ys)ds si 0<t<a
0
-~ t -
wlt+0) = Gt+0)+ [ S0+ 5 drstpu)ds
0
t ~
wlt+a) = 00+ [ F@+ 5 oo+ y)ds
0
Posons u := s + o et effectuons le changement de variable, alors on a :
t+o
z(t+ o) = ¢(0) + / f(s,zs)ds
d’ou, avec T:=t+ o0 :
2(r) = 9(0) + [ f(s.z.)ds .10
Ty = ¢.
D’ou le lemme. O

Rappelons le lemme de Heine-Schwartz [51].

Lemme 2.1.2 (Heine-Schwartz). Soit X etY deux espaces métriques, f : X — Y une fonction
continue et K un compact de X, alors :

Ve>0 36.>0,Vre K,Vze X, d(z,z) <d=d(f(z),f(2) <e.
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Démonstration. Supposons la conclusion fausse :
de >0, V6 > 0, Jzs € K, Jzs € X,d(z5,25) < 0c et d(f(zs), f(zs)) > €.
Pour tout n € N*, prenons § = % et posons u, = 1 et v, = z1. Puisque K est compact, il existe
o : N* — N* strictement croissante, et il existe u €K tel que lﬁinn*)+oo Ug(n) = U
On a, Vn € N*, d(uq(n), Vo(n)) < ﬁ, et puisque limy, 1o 0(n) = 400 on en déduit que lim v, (,,) = @.
Or, Vn € N*, d(f(Ug(n)), f(Va(n))) = € Or f étant continue, lim f(uq(n)) = f(W) et im f(vy(n)) = f(7)
donc

0=d(f(u), f(uw)) > € : c’est la contradiction. O

Remarque 2.1.1. Nous appelons le lemme précédent '"lemme de Heine-Schwartz" car sa dé-
monstration est trés proche du théoréme de Heine ("Toute fonction continue sur un espace métrique
compact est uniformément continue") et la plus ancienne référence que nous connaissons qui contient
le lemme 2.1.2 est le cours de I’X de Laurent Schwartz [51] a la page 355. Ce résultat n’a rien d’ano-
din, il permet de travailler sur des espaces normés de dimension infinie ou les bornés ne sont pas
relativement compacts. En dimension finie, pour démontrer ce lemme, il suffirait d’utiliser le fait que
pour tout compact, il existe un ouvert qui contient ce compact et qui est d’adhérence compacte (cf. J.
Dieudonné [23]), et puisque une fonction continue sur cette adhérence compacte est uniformément
continue, on obtient le résultat. Ce raisonnement ne fonctionne plus en dimension infinie car une
boule ne peut plus étre d’adhérence compacte d’aprés un théoréme de Riesz (cf.[23]). Ce lemme s’est
avéré tres utile dans l’étude des opérateurs de superposition, par exemple dans [15] et [1]].

Lemme 2.1.3. Supposons que :
— Q C R x € est ouvert
— W C Q est compact
— f € COUQRY).
Nous rappelons que A(a, 8) = {y € CO([—r,a];R") 1 yo = 0,y; € Ba,t € I,}. Alors :
(i) Il existe un voisinage V.C Q de W tel que f € CP(V,R").

(ii) 1l existe un voisinage U C BCO(V,R™) de f et des constantes strictement positives M, a, 3
tels que
V(o.¢) €V, VfeV, [f(o,9) <M. (2.1.11)

(iii) De plus Vt € I,,Vy € A(w,3),Y(0,¢) € W on a

(0 +t,yr + ott) € V.

Démonstration. (i) Puisque f est continue sur le compact W on a :
IM € ]0; oo tel que Y(o,¢) € W, || f(o,¢)| < M.
D’apres le lemme 2.1.2 on a :
Ve > 0,36, > 0,V(o,9) € W,¥(01,¢1) € R x €,
d((0,9), (01, ¢1)) < be = [|f(0,9) = fo1,¢1)| <€

et donc

1 f(o1, 1) < If (o, 8)]| + e
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Nous fixons € € ]0, +o0] et nous posons
Vi={(o1,01) e Rx € : d((o1,¢1), W) < ¢ }. Alors, par ce qui précede, on a :

V(o,01) €V, |[flo, o) < sup [ f(o,0)] +e.

(o,0)EW

Donc f est bien continue et bornée sur V' ; ce qui prouve I'assertion (i).
(ii) Introduisons :
U:={9€Cy(V.R") : llg— flle <re}-

et
g= swp ||If(o,9)| +e

(o,0)EW

C’est la boule ouverte de centre f et de rayon r dans l'espace de Banach (CP(V,R"), || - ||¢)-
Alors pour tout (o1,¢1) € V,on a :

lg(o1, o1)ll = llg(o1, 1) — f(o1,61) + f(o1,01)]]
lg(o1, d1)ll < llg(o1, ¢1) — f(o1, )|l + [ f (o1, H1) ]
lg(o1, 1) <7+ €.

Donc, Vg € U, sup(, g)ew l9(0, @)l <7+ & Et ainsi I'assertion (ii) est prouvée.
(iii) Soit (o,¢) € W. Pour t € I, y: € B, a = 3 = 0, comme

d((O’ +ty + éa-l—t)v (07 (b)) - max{\tL ”(ZEO'-H + Yt — (ZS”}
on a alors [t| < & et |[gort +yt — ¢|| < dc et donc (o +t,y; + dyrs) € V.

O
Lemme 2.1.4. Supposons que :
— Q CR x € est ouvert
— W C Q est compact
— feC' QR
— les voisinages U et V et les constantes M, o et B sont ceur du lemme 2.1.3.
Si Uopérateur T : W x U x A(a, 8) — CO([—r,a],R"™) est défini par
T(Ua ¢7 fa y)(t) = 0 s te [_T) O]
t ~ . (2.1.12)
T(0,6,f9)(1) = Afw+a%ﬁ+%wsmtem}

alors T est continu et il existe un compact K de C°([—r,a]; R™) tel que
T(W xU x Ao, B)) C K,

ot A(a, B) est défini par (2.1.2).
De plus si Mo < (3 alors :

T(W xU x A(a, B)) € A, B).
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Démonstration. Commencons par prouver que :
T est & valeurs dans C%([—r, af; R™).

En effet Papplication [s — (0 + 5, gis+ys)] st continue sur [—r, o] et Papplication f : Q — R™ est

-~ t ~
continue sur 2, ainsi [s — f(0 + s, Pots + Ys)] est continue sur [—r, ] d’ou [t — / flo+ 8, Ppots)ds]
0

est continue sur [—r, a].
De plus la relation (2.1.11) implique que

”T(Ua ¢7 f7 y)(t) - T(Uv ¢7 f’ y)(T)H < M|t - 7-’7

d’ou
Vi, 7 € Lo, |T(0, 6, f,y)(0)|| < Ma. (2.1.13)
En effet :
t 3
IT(0, 6, £,9)(t) = T(o,6, f)(D)| = | /0 F(0 + 8, Boss +ys)ds
_/(%T f(0-+87(50'+8 +ys)d5||
= | T(0,6, f9)(t) = T, 6, ) ()| = | / F(0 + 8, bosa + ya)ds] (2.1.14)
t
= 706, £.9)(®) = Tlo. 6, £)(D < | [ Mds
:>HT(Uv(bafvy)(t)_T(Ua(bafvy)(T)” S M(t_T)
et

t ~
[T 0 O = || [ S0+ 50me+ )|

= |T(o, 0, fy)OI < Mt (Vtel)
= HT(Ja ¢7 f7 y)(t)H S Mo
Ainsi (2.1.13) est prouvée.
Posons
K = {ge€C-r,a;R"):Vt,T € I, |lg(t) — g(7)|| < M|t — 7|,

lg@) < Ma, go = 0}.
Ainsi (2.1.13) se traduit par :

V(o,¢,f,y) € W xU x Ao, B), T(0,9, f,y) € K.

Nous allons montrer que X est compact .

La convergence uniforme entrainant la convergence simple sur [—r, ], on vérifie que K est fermé
dans C°([—r,a]; R™) pour || - ||c.
En effet, soit (gn)n une suite convergente, de limite g, d’éléments de C, montrons que g € K. Soit
t,7 € I, on a d’'une part

lg(@) =gl = lg(t) = gn(t) + gn(t) = gn(7) + gn(7) = g(7)
lg() =g < Ng(®) = gn @O + lgn(t) = gn (Tl + [lgn(T) = g(T)]I-

Comme Ve > O,V’I’L > N07 Hgn(t) - g(t)” < %7
on a Ve > 0,¥n > No, lg(t) — g(7)[| < €+ [lgn — g7l
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= Vn = No, [|g(t) = g(T)|| < llgn(t) — gn(7)]|. Puisque Vn € N, gn € K, on a ||g(t) — g(7)[| < M|t — 7|
d’autre part, on a aussi :

vneN gl = llg(t) = gnlt) + gn(®)]l
L@ < llg®) = gn Ol + llgn @D
ve>0, gl < e+ llgn(®)ll

et puisque, Vn € N, g, € K, alors ||g,(t)|| < Ma d’ou ||g(t)|| < M« et on a bien g € K.

Ainsi pour prouver que K est compact, il suffit de prouver que K est relativement compact. Pour cela
d’apres la version du théoreme d’Ascoli-Arzela donnée dans ( [17], page 25), il suffit de prouver que
IC est uniformément équicontinu, puisque dim R" < 400 et les fonctions de K sont a valeurs dans un
borné. En effet pour tout € > 0, en posant d. := 7, on a : V&, 7 € [, af,

|t — 7] <6 = Vg € K,|lg(t) — g(7)]| < Md. = €; ainsi K est bien uniformément équicontinu donc
compact.

On a vu ci-dessus que T'(o, ¢, f,y) € K dés que (0,0, f,y) € W x U x A(x,3); d’ou

T(W x U x Ao, B)) C K. (2.1.15)
On doit maintenant montrer que 1" est continu.
Soit (o*, ¢F, f*,y¥);, une suite & valeurs dans W x U x A(a, B) qui converge vers (o, ¢, f,y) € W x
U x A(a, B). 11 s’agit de démontrer que
lim T(c",¢", f*,4*) = T(o, 0, f,y).

k——+oc0

Dans un premier temps, montrons que klim fro* + s, ‘Z’i’u-s + k) = flo+ 5, dors + ys).
—+00
Soit s € I,; on a :

ka(o'k + s, (gl;k_;,_s =+ yg) - f(O' + Saﬁga-&-s + ys)H <
||fk(0-]C + S, ¢§-k+3 + yf:) - f(ak + S, ¢l§-k+5 + y§)||
+ Hf(o'k + s, ¢§k+s =+ yg) - f(O' + Sa¢a+s + yS)H7

et comme lim | f* — flle =0, on a, Vs € I,
k—+o00

Hm [0 + 5,05+ k) — f(o" + 5,05, + D)l =0. (2.1.16)
k—4o0

De plus on a, . .
Vs € Lo, lim Yo" 45,600y +u8) = Fl0" 45,600y + 00),

et la continuité de f nous permet d’obtenir que : Vs € I,

Jim f(oh s, dge ) = F(o 4 5 Gors + 1), (2.1.17)
Finalement, avec (2.1.16) et (2.1.17), Vs € I,, on a :

Jim AR 4, 00+ uS) = F(o+ 8 dos + 1)

On a aussi vu précédemment que V(o,¢) € V et Vf € V on a : ||[f(0,¢)| < M, ainsi puisque
Vk €N, ffF e W, ona:V(o,¢) €V,|fFo, )| <M.
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Comme Vt € I,,Vk € N, (o + ta(f;iut +yF) e V,ona | f(o* + t,ngghrt +yF)|| £ M. Puisque les
constantes sont Lebesgue-intégrables sur [0, T, on a, d’apres le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue :

t ~
V€ Lo, lim T(o", 6" f,y")(1) lim / F1E (o) 5, 1K) 45y ds
—+00 0

k——+oo

0

k——+o00

i ~
= /Of(a+sv¢o+s+ys)
= T(0, 9, f.y)(t).

Ceci permet de conclure que T est continu. ]

Maintenant, nous pouvons démontrer le théoréme.

Démonstration. Supposons que W = {(o,¢)}, W est compact, d’apres le lemme 1.1.1 et en consi-
dérant @ C R x € et f € CO(Q,R"), il existe un voisinage de W tel que f € CP(V,R") et il existe
U C CP(V,R") un voisinage de f et M, «, 3 positifs tels que

V(o,0) €V et VfeU,|f(o,¢)| < M.
SiT:W xU x Ala, B) — C%([~r, a]; R") est défini par :
T(0,6,f,y)(t) = 0 si &[0
T(06f0)0) = [ Slots.orstds si 1€ a }

o, ¢, f étant donnés, on peut considérer T'(o, ¢, f,-) = F et avec Ma < f3

F: Ala, B8) — Ao, B).

Vérifions que F' est continu et A(a, 3) est fermé, borné et convexe dans C°([—r, a]; R").
En effet, soit ¢ € [0,1] et u,v € A(«, 3), alors

tu+ (1= t)o] <tlu| + (1 =B)fo] et |lullc <Bet[jvllc <B=
ltu+ (1 —=t)v|| <tB+(1—1t)8 =
ltu+ (1 —t)v|| <p  dou tu+ (1—1t)ve Ala, ).

De plus, pour tout sous-ensemble borné B de A(a, 3), F(B) est uniformément équicontinue.
En effet :
soit € >0, |[t1 —t2| < a =

t1 - to -
HFy(tl)—Fy(tz)H:H/O flo+5,¢0ts + ys)ds — ; f(o+5,¢01s + ys)ds||

t2 ~
[Fy(t) — Fy(t2)| = | ) f(o + 8 Qotsty,)ds||
1

12 ~
1Fy(0) = Fytt)ll < [ 10+ 5,00ss)lds

1
[Fy(t) — Fy(ta)ll < Mt —to| ainsi Ty € T(B).
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Posons € = M« ; on a alors
[Fy(t) — Fy(t2)l| <€, FyeT(B),

donc F(B) est bien uniformément équicontinue et donc par le théoreme d’Ascoli ([51]) F(B) est
relativement compacte dans A(«, ).

Comme T'(B) est fermée alors T'(B) est compacte dans A(c, 3), on peut ainsi utiliser le théoreme du
point fixe de Schauder (cf. sous-section 1.3.1) et donc il existe y tel que Ty = y.

Ainsi on a :

t ~
y(t) = / fO>0 + 8,054s +ys)ds si t>0 }
0
yo = 0.

Théoréme 2.1.2 (Unicité). Supposons que :

— f:Q—R"

— f est continue

— f(t, @) est lipschitzienne en ¢ sur chaque compact de Q.

Si (o,¢) € Q alors il existe une solution unique x : [0 — r,0 + a] — R™ de l’équation passant par
(0,0) tel que siy : [0 —r,0+ a1] — R, avec a1 < a, est une solution de l’équation passant par
(0,¢) alors Yy = Z|jg—r.otay]-
Démonstration. Soit
x:lo—r,c+a] — R"
une solution de I’équation passant par ¢. Soit
O<ai<a et y:lo—r,0+a] —R"

une solution de I'équation passant par (o, ¢). Posons & = 2|, _; s4.q,] €t Supposons I # y, alors

z(t) —y(t) = /t[f(s,is)—f(s,ys)]ds pour 0 <t<o+a
Te —Yyo = 0.

Soit k la constante de Lipstchitz de f pour un compact contenant {(¢,x¢), (t,y) : ¢ € 0,0 + «]}.
Prenons & suffisamment petit tel que ka < 1, alors pour ¢ € [0, 0 + a1],

t

&) =yl = || [ 1722 = F(s,))ds]
50 vl < [ 15067 - FGs,lds
< k/j!fcs—ysllcds
< k[ s - lods

o c<s<o+a;

t
< k sup Hj':s—ySHc/ 1ds
o<s<o-+a o
< ka sup |5 —yslle, (sio<t<a)

o<s<o+ay
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Orona z,:[—r0 — R", [u— z(s+ u)], et

V€ [o,0 +arl, |2(t) —y(®) < ka sup [|i(s+-) —y(s+)lle,

vte oot 50 - yOI <ha_sup s+~ yls+ e
o<s<o+ai

Comme ka<1l,onasité€[o,0+ A :

50 ~y® < _swp [#(s+) ~ls+)e

|2(t) —y@®)| <  sup  sup [Z(s+6) —y(s+0)],
o<s<o+a; —r<6<0

1Z(t) —y@I < sup — [2(2) = y(2)],

o—r<z<o+ai

sup [|2(t) —y(@)| < sup [lE(z) —y(2)]l-
o<t<o+ai o—r<z<o+ai
Par hypothése on a T, = ¢ = y,, Or T, : [—7,0] — R™ est définie par Z,(0) = Z(c + 6) pour —r <
0 < 0. Ainsi on a Z(z) = y(z) pour z € [0 —r,0]; d’ou

sup  [2(t) —y(@)| < sup [lZ(z) —y(2)].
o—r<t<o+a; o—r<z<o+ai

Ce qui est impossible donc en fait |,y 54.4,) = ¥ pour a; < a , d’ou 'unicité. O

2.2 Solutions non prolongeables

La section précédente traite des solutions locales des problémes de Cauchy. Ici on s’intéresse aux
solutions globales. Elle contient les énoncés de Hale ([28], page 43) et Hale et Verduyn ([29], page
45) dont nous explicitons les démonstrations.

Supposons l'application f de I’équation (1.1.1) continue. Si x est une solution de I’équation (1.1.1)
sur un intervalle [0, a], oi @ > o, on dit que Z est un prolongement de z s’il existe b > a tel que Z,
définie sur [0 — r, b, coincide avec x sur [0 — r,a] et z satisfait ’équation (1.1.1) sur [0, b].

Une solution x est dite non prolongeable si un tel prolongement n’existe pas; ainsi, I'intervalle
[0, a[ est 'intervalle maximal d’existence de la solution x. L’existence de solutions non prolongeables
est prouvée avec le lemme de Zorn.

Théoreme 2.2.1. Supposons que :

— Q C R x € un sous-ensemble ouvert

— [ € COUQLRY).
Si x est une solution non prolongeable de I’équation (1.1.1) sur [0, b] alors pour tout compact W C €,
il existe un ty € [o,b] tel que (t,x¢) ¢ W pour tw <t <b.

Démonstration. Si b= +00, le graphe de la solution sort de tout compact donc il nous reste a traiter
le cas ou b est fini.
Cas r = 0, il s’agit d’une équation différentielle ordinaire .
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Soit W un compact de 2, alors il existe U C Cp(V,R") un voisinage de f et a > 0 tel que V(o,y) € W

et f € U, il existe une solution z = z(o,y, f) de (2.1.1) passant par (o,y) qui existe sur [o,0 + .

Maintenant supposons que l’assertion du théoréme soit fausse, c.-a-d. : il existe un compact W C

tel que YV ty € [o,b], 3t € [tw,b] tel que (¢, x(t)) € W.

Posons M := sup ||f(s,y)||, M est fini car f est continue et W est compact. Ceci entraine que
(s,y)eWw

[s — x(s)] est lipschitzienne, donc uniformément continue sur [0, b. En effet pour ¢,7 € [o,b[ on a :

¢
Jz(t) — (T = H/ f(s,2(s))ds]|
T
< Mt —r|.
Soit (t,)n une suite d’éléments de [0, b] qui converge vers b. Ainsi
Ve > 0,3Ng € N,Vp,q > Ny, [t, — t4| <,
d’ou
Vp,q = No, [[z(tp) — x(ty)|| < Me,

qui entraine que (z,), est une suite de Cauchy, donc convergente dans R™; soit ¢ sa limite. Ainsi

nous pouvons prolonger x par continuité en b, en posant xz(b) = £ et (b,z(b)) € W. Comme 2'(t) =
f(t,z(t)), on a = de classe C! sur [o,b]. En considérant le probléme de Cauchy :

o(t) = f<t,w<t>>}
z(b) = ¢,

le théoreme de Cauchy-Lispchitz ([19]) d’existence et d’unicité locales, implique qu’il existe une
solution locale y : [b — a, b+ a] — R™.
On obtient ainsi un prolongement Z de x sur [0,b + «] en posant :

z(t) = x(t), pourt € [o,b]
#(t) = y(t), pourt e [b,b+ al.

Et donc = ne serait plus solution non prolongeable et cela contredit ’hypothese.

Cas r > 0. Si l'assertion du théoreme est fausse, Il existe un compact W C  tel que V tyy €
[o,b], 3t € [tw, [ tel que (¢, ;) € W.
Posons M := sup ||f(s,¢)||, M est fini car f est continue et W est compact. Ceci entraine que
(s,p)eW
[s — x(s)] est lipschitzienne car sa dérivée est bornée, donc uniformément continue sur [o, b[. Comme

précédemment, il existe 1 : [—r,0] — R™ tel que lirgl x¢ = 1 ; en effet soit (x)x une suite d’éléments
t—b—

de [0, b] convergeant vers b.
Voe[-r0]onaxz(d) =z(t+6)ona

kliIJIrl zy, (0) = limgqooz(ty +6)
= 2(b+0) (2.2.1)
= P(0).

Ainsi nous pouvons prolonger z par continuité en b, en posant x = ¥ et (b,zp) € W. Comme
2'(t) = f(t,z;), on a z de classe C! sur [0 — r,b]. En considérant le probleme de Cauchy :

o' (t) = f(t, ) }
Ty =1,
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le théoreme d’existence locale, (théoréme 2.1.1), implique qu’il existe une solution locale y : [b—a, b+
a] — R™. On obtient ainsi un prolongement Z de x sur [0 — r,b + a] en posant :

#(t) = z(t), pourt € [o,b]
2(t) = y(t), pourt € [b,b+ al.
Et donc x n’est plus une solution non prolongeable et cela contredit I’hypothese. ]

Introduisons ’ensemble :
L¥ILNI x J,BE) ={uec L°(I x J,E) : [t — u(t,-)] € L>°(I,L*(J, E))}

Théoreme 2.2.2. Supposons que :

— Q CR x € un ouvert

— [ :Q — R" est complétement continue

— x est une solution non prolongeable de l’équation (1.1.1) sur [o —r,b].

Alors pour tout sous-ensemble fermé et borné U de R x €, U C Q, il existe t, tel que (t,z;) ¢
U, pour tout t € [ty,b].

Démonstration. Sib = +oo alors le graphe de la solution sort de tout compact donc la solution n’est
pas bornée donc il ne peut rester dans un compact.
Si b < +00, nous considérons deux cas : 7 =0 et r > 0.
cas r = 0 (alors € = R"™), cela nous ramene & une équation différentielle ordinaire. De plus U est un
fermé borné de R x R™, il est donc compact. On se retrouve donc dans le cas du théoréme 2.2.1 .
cas r > 0 supposons la conclusion du théoréme fausse, c.-a-d. 3 U fermé, borné de R x &, U C ,
VT <b, Ity € [T,b] tel que (tr,z+,) € U. En posant T :=b — %,V ke N* ona (tg,z,) € U.
U étant borné, 3 M €]0; +oo| tel que (V(t,¢) € L°LY(I x J, E),|t| + ||¢]lcc < M), ainsi

VkeN |z lloo < Mec-a-d. sup |z(tp+6)] < M.

oe[—r,0]

D’une part, comme lim ¢ =b—,ona :3 K Vk> K, |t —b| < g = (Vk > K, |ty — tga1| < 1)

k—+o00
= (Vk > K, ty, € [tpr1 — 7 tes1]) = (VE € [tk b, ||z(t)|] < M).
D’autre part, puisque x est continue sur [0 — 7, tx] qui est compact, = est bornée sur cet intervalle, et
finalement = est bornée sur [0 —r, b[. f étant complétement continue sur I’ensemble borné {(¢,z;),t €
[0,b]}, son image est relativement compacte. L’ équation intégrale pour les solutions de (1.1.1)
entraine

t+7
|zt + 1) —2(t)]] = | f(s,xs)ds|| < Mt pour t,t+ 7 <b.
t

x est uniformément continue sur [0 — r,b[, donc prolongeable en b. En définitive {(¢,z),t € [0, b[}
est contenu dans un compact de §2 et ceci contredit le théoreme 2.2.1. O
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Chapitre 3

Equations différentielles fonctionnelles
linéaires

Dans toute la suite : J = [0,T], S =[oc —r,T],S' =[c —r - T,T], A =[-r,0] CR

3.1 Théoréme de représentation des fonctions linéaires continues

sur C°([a,b],R")

Nous allons énoncer sans le démontrer la version du théoréme de Riesz qui concerne I'espace des
fonctions continues [36] :

Lemme 3.1.1. Pour tout I' € €*, 3F € BV ([—r,0],R") telle que
0
<T¢>= [ dF(0)s(0),

et nous avons l’égalité suivante :
0
[Plles = V2, (F).

Pour tout ¢ € J, nous avons L(t) € £(C°(A,R™),R™). Si (ej)1<j<n est la base canonique de R”
et (€%)1<j<n sa base duale, pour tout j € {1,...,n}, posons L7(t) := e} o L(t) € £(C°(A,R"),R). Et
alors, pour tout ¢ € C°(A,R™), nous avons L(t).¢p = (L'(t).¢, ..., L"(t).¢). Pour tout ¢ € CO(A,R"),
nous avons ¢ = (¢!, ..., ¢"), ou ¢* € C°(A,R), et alors nous avons, pour tout j € {1,...,n},

Li(t).¢ = L) (t).(¢', ..., ") = Enj L().(0, ...,0,¢%,0, ..., 0).
k=1

Nous définissons % (t) € £(C(A,R),R) en posant
0k (t).¢F = LI(t).(0, ...,0,¢%,0,...,0). Et ainsi nous avons

L(t).(¢', ..., ") = (Z F).gF, LD 6”7k(t).¢k> . (3.1.1)
k=1 k=1

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz de l'espace £(C°(A,R),R), dual de C°(A,R),

[35], [40], nous savons que, pour tout ¢t € J et pour tout j, k € {1,...,n}, il existe ¢*"*[t] € BV(A,R)
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tel que, pour tout ¢* € C°(A,R), nous avons
0 )
or0.0° = [ dgtelet = [ dg™(1(0)6"0).

Comme expliqué dans [35], nous pouvons trouver 77F[t] € NBV(A,R) tel que, pour tout ¢* €
C°(A,R), nous avons

D a0 0) = [ drH0)650).

—r -
On note M,,(R) l'espace des matrices réelles n x n, nous définissons ’application n : J XA — M,,(R)
en posant 1(t,0) = (17*(t,0))1<jk<n = (17*[t](0))1<jk<n Pour tout t € J et pour tout § € A. Et
ainsi, pour tout ¢ = (¢!, ..., ¢") € CY(A,R™), nous avons

L(t).¢ = ’ don(t, )¢ (Z di?*[t](0) " (0 )) . (3.1.2)
" 1<j<n

Nous établissons le résultat de régularité suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit L € C°(J, £(C°(A,R™),R")). Alors il existe une application
n:J x A — My(R) qui vérifie les propriétés suivantes.
(i) Pour toutt e J, n(t,-) € NBV(A, M,(R)).
(i) Pour tout t € 7, [ln(t, )l sy = IIL(0)e.
(iii) [t — n(t,-)] € C°(J, NBV (A, M, (R))).
(iv) Pour tout ¢ € CO(A,R™), pour tout t € J, (3.1.2) est vérifiée.
(v) n est Lebesgue-mesurable sur J x A.

(vi) n est Riemann-intégrable sur J x A.

Démonstration. (i) est vérifié par construction de 7.
(ii) C’est une conséquence de la formule donnée dans [35], p.156 et au choix de la valeur 0 en 0.

(iii) Notons que, pour tout t,t; € J, et pour tout ¢ € C°(A,R"), en utilisant la linéarité de
Iintégrale nous avons

(L(t) — L(t1)) - ¢ = / da(n(t,0) — n(t1,0))o(0), et en conséquence, comme pour (ii), nous
A
obtenons || L(t) — L(t1)||e = [|n(t, ) — n(t1,-)||Bv, et alors I'assertion découle de la continuité
de [t — L(t)].
(iv) Cette assertion est due a la construction de 7.

(v) Si A e ®B(J) et c e NBV(A, My(R)), nous définissons I'application u : J x A — M, (R)
en posant u(t,0) := 14(t) - ¢, ou 14 est l'indicatrice de A. Comme l'application [(r,e) — r.€]
est bilinéaire continue, c’est une mesure de Borel, [(t,0) — t — 14(t)] est Borel-mesurable
comme composition d’applications Borel-mesurables, [(¢,60) — 6 — c(6)] est Borel-mesurable
comme composition d’applications Borel-mesurables, et ainsi u est Borel-mesurable comme
composition d’applications Borel-mesurables.

Si (Ai)lgigm € (%(J))m est tel que UISiSmAi =Jet A4; ﬁA' =0 quand i # j, si (Cz)1<z<m G
NBV (A, My (R))™, alors la fonction v : J x A — My, (R), définie par v(t,6) := > 14,(t

1<i<m
¢i(0), est Borel-mesurable comme une somme finie d’applications Borel-mesurables.
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Comme [t — 7(t,-)] € C°(J, NBV (A, M,(R)) C L}(J, NBV (A, M,(R)), il existe une suite

de fonctions étagées qui converge Aj-presque partout vers [t — n(t,-)] sur J, [41]. Alors, [41],

comme \i(J) < 400, il existe une sous-suite de cette suite qui converge simplement vers

[t — n(t, )] Ai-presque partout.

Et ainsi il existe une suite (fy)qen telle que fo(t) = Z L4,,(t).cqi est une fonction étagée,
1<i<my

A1-presque partout. Pour tout ¢ € J, nous avons qggloo | f¢(t) —n(t,)||By = 0.

Nous définissons vg : J x A — M (R) par v,(t, 0) := f4(t)(0). Nous avons donc montrer que
vg est Borel-mesurable sur J x A. Nous définissons

Ki={teTs lim_|f,(t) = it )y =0}

Nous savons que K € B(J) et A1 (J \ K) = 0. Nous définissons C := K x A. Comme || - ||oo <

||| v sur NBV (A, M,,(R)), et ainsi la convergence uniforme implique la convergence simple,

nous obtenons, pour tout (¢,0) € C, EIJP vg(t,0) = n(t,0). Notons que C' € B(J) @ B(A),
q oo

et A((J x A)\C) = X((J\ K) x A) = M(J\ K) - Ai(A) = 0. Nous définissons wy :
J x A — Mp(R) par wy(t,8) = v4(t,0) - 1c(t,0). Alors w, est Lebesgue-mesurable sur
J X A comme un produit de deux applications Lebesgue-mesurables. Nous définissons de plus
w:Jx A — M,(R) par w(t,0) := qll;rfoowq(t,ﬁ) =n(t,0)-1c(t,0) pour tout (¢,0) € J x A.
Notons que w est Lebesgue-mesurable sur J x A comme une limite simple d’une suite de
fonctions Lebesgue-mesurables. Comme (J x A) \ C' est Ag-négligeable en J x A, 'égalité
w = 1n.1¢ entraine que ) = w Lebesgue-presque partout sur J x A, et comme B(J x A) est
une tribu compléte, nous obtenons que 7 est Lebesgue-mesurable sur J x A.

(vi) Nous introduisons l’ensemble
D :={(t,0) € J x A:n(t,0+) #n(t,0)}.

Notons que, comme une fonction & variation bornée est réglée, le terme n(t, +) existe dans
M,,(R). Dans un premier temps, nous prouvons que l’ensemble des points de discontinuité de
n dans J x A est égal a D. Il est clair que si (t,0) € D alors n n’est pas continue en (¢,0).
Inversement, si ) n’est pas continue en (¢, ) alors il existe € € (0, +00) et une suite (4, 04)qen,
dans J x A telle que : ||(tg,0,) — (t,0)]| < L et ||n(ty,0,) —n(t,0)| > ¢, pour tout ¢ € N,. Nous

obtenons

[n(tq; 0q) — n(t,0)

[n(tq: 0q) — n(t, 0g)|| + [In(t, 04) — n(t, 0)||
[n(tg;-) —n(t, BV + lIn(t,0,) — n(t, )],

et apres (iii) nous avons EI_P In(ty,-)—n(t,-)||Bv = 0, nous obtenos pour tout ¢ suffisamment
q oo

€

INIA A

grand, § < |[n(t,0,) —n(t,0)]|, ceci implique que 7(t, -) n’est pas continue en 6, et comme 7(t, -)
est réglée et continue & gauche nous avons nécéssairement 7(t,0+) # n(t,0), i.e. (t,6) € D.
Apres (v), nous savons que 7 est Lebesgue-mesurable, et en utilisant la Proposition 1.4.9 et
un raisonnement similaire nous pouvons prouver que la fonction n+ := [(¢,0) — n(t, 6+)] est
de plus Lebesgue-mesurable. Alors D est Lebesgue-mesurable comme (n — n+)"1(R \ {0}).
Notons que Dy := {0 € A: (t,0) € D} est Lebesgue-mesurable dans R; c’est ’ensemble des
points de discontinuité de 7(¢, -). Comme ’ensemble des points de discontinuité d’une fonction
a variation bornée est au plus dénombrable, il est Lebesgue-négligeable, et ainsi nous avons
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A1 (Dy,) = 0. En utilisant [36], nous avons Ag(D / A (Dy, )dA (t / 0dA\1(t) =0, et en

conséquence, D est Lebesgue-négligeable dans R2. En utilisant [419] nous obtenons que 7 est
Riemann-intégrable sur J x A.

O
Remarque 3.1.1. La fonction [a — n(t,a — t)] est continue d gauche.
On a aussi :
lim nt,a—t+h) = lim n(t,a+h—t
g )=l )

= 77(757 (Oé+) - t)
et enfin : {a € [o,t] : n(t, (a+) —1t) # n(t,a—1t)} est au plus dénombrable, donc Lebesgue-négligeable.

Proposition 3.1.1. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")) ; n est définie par le théoréme
3.1.1. Soit ¢ € C°(A,R™). Nous définissons la fonction 1 : [0, T] — R™ en posant

o) i { /J (L 0)6(t— o+ 0) s telo,otr]
0 si telo+rT).
Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) ¢ € BCY([o, T],R™).
(ii) Pour toutt € [o,0 + 1], ¥(t) — Y(t+) = [n(t, (0 —t)+) —n(t,o0 —t)] - $(0).
(iii) ¢(o+7r) =[n(t, (0 —t)+) —n(t,o = 1)] - ¢(0).
(iv) (o) = L(0) - ¢.

Démonstration. (i) Fixonst € |o,0+r|. Soit h € ]0,t — o[. Alors nous avons t — h € |o, 0 + 1], et

o—t+h o—t

don(t — h, 0)(t — h— o + 0) — / don(t,0)6(t — o + 0).

=T

wlt—h) - w(t) = |

-r
Nous introduisons

o—t+h o—t+h
= [ 000 o0~ [T ot 00000~ b0 0,

-r -r

o—t+h

I}, := /U_Hh don(t,0)p(t —h —o +6) — / dan(t,0)p(t — o +0),

s bt

et

o—t+h o—t
I, = / don(t,0)(t — o + 0) — / dan(t, 0)6(t — o + 0).
Alors nous avons

W(t — h) — () = I, + 1T, + IT1,. (3.1.3)

Nous avons

1

\/0 T ol — 1 0) — (6,06t — h— o+ 0)

Ve ”h(n( hy <) =n(t;-))- 19l
VOt = hy) = n(t, )-I6lloe = It = h) = LB - 6]
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et comme L est continue, nous avons hlir61+ |IL(t — h) — L(t)||¢ = 0 ceci implique
—

lim I, = 0. 3.1.4
g I (3.1.4)

Suivant un théoreme de Heine, ¢ est uniformément continue sur le compact [—r, 0] qui permet
de prouver ’assertion suivante

lim sup ||t —h—0+0)—p(t—o+6)|=0.
h=0+ ge[—r,o—t+h]

Alors nous avons

ey

oc—t+h
1) . 0)pt —h =0 +0) = gli—0 +0)]

VOt ) sup  lg(t—h—o+0) =t —o+0),
Oe[—r,oc—t+h]

IN

et en utilisant la relation précédente, nous obtenons

lim 11, = 0. 3.1.5
e M (3.1.5)

Pour traiter 111}, posons f*(0) := ¢(t — o +0), g"F(0) := n/*(¢,0),

et Pj(x) = 22:1/ dgj’k(H)fk(G), notons que I} = (Pj(a —t+h)— Pj(a —t))i<j<n, €t

T
en utilisant (i) de la proposition 1.4.10, nous obtenons
lim Il =0. 1.
g T =0 (310

Utilisant (3.1.4), (3.1.5) et (3.1.6) dans (3.1.3), nous obtenons
hlirg+(z/1(t —h) —(t)) =0, ie. P(t—) = ¥(t) quand ¢ € [0,0 + 7], et comme ?) est constant
—

sur Jo + r,T], nous avons prouvé
¥ € CY([o, T],R™). (3.1.7)

Comme L est continue et [0, 0 + r| est compact, nous avons

sup ||L(t)||e < +o00. Quand ¢ € [0, 0 + 7], nous avons
tefo,0+47]

@)l

| /i_t dan(t,0)p(t — o + 0)[| < V2 (n(t,)) - [ 6lloo

Vet ) 19l = L)1 - lollo

sup  [|L(t)lle - |9lloc < +00,
te[o,o+r]

IAIA

et comme ||¢(t)|| = 0 sur o + r, T, nous avons ¢ € B([o,T],R"™), et (i) est prouvé.
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(ii) Fixons t. Soit h > 0.

B(t) — p(t+ ) =(f;%w@ﬂW@—0+®

o—t—h
—/ don(t + h,0)(t + h — o — 0)
- o—t—h

-/ " dn(t,0)6(t — o 1 6) - JAR T )
o—t—h

+ - don(t,0)o(t — o +0)

o—t—h
—/ T 06t h— o+ 0)
0'—_tr—h
+/ don(t,0)p(t +h — o +0)

oc—t—h
—/ (. 0)6(t + h— o+ 0)

b

Donc on a :
Vh > 0, ¢(t) —¢(t+h) = Ay, + By, + C},.
En posant :
o—t o—t—h
Ay = [ o)t -or0) - [ dm(t.0)é(t o~ 0)
o—t—h T o—t—h
By = / d2n(ta G)gf)(t —o+ 9) - / d2"7(t’ 9)¢(t +h—o+ 9)

o—t—h

(3.1.8)

Cn = /H_h don(t,0)p(t +h — o +0) — / don(t + h,0)p(t +h — o +0)

-r -r

o—t—h
IChll = | [don(t,0) —dan(t +h — o +0)]o(t +h —o+0)]
S Vfr_t_h(n(t? ) - 77(’5 + ha ))H(bHoo
< VO.(nt,) =0t +h,)6lle
= |[L(t) = Lt + h)||« - ||¢lloc = O (h — 0+4) car L est continue.
donc :
hlg& Cy, = 0. (3.1.9)
o—t—h
IBull = | don(t,0)[p(t — o +0) — ¢(t +h — o+ 0)]||
< VITM(t) - sup o [lg(t—o+60) = ¢(t+h—o+0)
—r<0<o—t—h
< VO.nt)-  sup gt —o+0)—d(t+h—o+0)|
—r<0<o—t—h
comme sup lp(t—o+60)—p(t+h—0+0)|] -0 (t— 0+) donc:
—r<0<o—t—h
hlg& By, = 0. (3.1.10)
o—t
Ap = / . don(t,0)p(t — o +0) — ¢(=h)[n(t, (6 —t —h)+) —n(t,oc —t —h)]  (3.1.11)
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d’apres la relation de Chasles;
par la proposition 1.1.3, puisque 7n(t, (c —t —h)+) —n(t, ((c —t)+) —h) on a :

hll%lJrn(t’ (c —t—h)+) =n(t, (o0 —1)). (3.1.12)

En outre, puisque 7(t,-) est continue a gauche, on a

hl_i>%1+77(t, o—t—nh)=n(t(oc—1t)). (3.1.13)

Puisque ¢ est continue, des équations (3.1.12) et (3.1.13), on a :

hl—i>%l+ —¢(—=h)[n(t,(t —o —h)+) —n(t,t —o — h)] =0. (3.1.14)

—t
dan(t,0)p(t —o +60) avec c:=0 — ¢

h
g(0) =n(t,0), [f(0) = ¢(t—o+0), on sait que, Q(z) := /U_t dg(0)f(0), Q est continue a

T

gauche, donc, ((h) := Q(o—t—h), ¢ est continue & droite, et donc : hh%l-i- ¢(h) =<¢(0) =Q(c—t)
—>

entraine que

Appliquons la propostion 1.4.12 a /
o—t

o—t

lim / Tt 0)6(t — o+ 0) / dan(t,0)6(t o+ )

h—0t Jo—t—h o—
= [n(t, (0 =t)+) =n(t,o —1)]¢(t —o +0 — 1)

= hl—i>r(€l+ /a(:ih don(t,0)p(t — o+ 0) = [n(t, (o —t)+) — n(t,o — t)]$(0). (3.1.15)

Avec les équations (3.1.14) et (3.1.15) on obtient :

im A = [1(t, (7 = )+) = n(t,0 = H](0). (3.1.16)

En utilisant les équations (3.1.9), (3.1.10), (3.1.16) dans 1’équation (3.1.8) on obtient :
o(t) = P(t+) = [n(t, (o — 1) +) —n(t, o — 1)]6(0).

(iii) En utilisant la proposition 1.4.8, nous avons

Y(o+r)= - dan(t,0)p(r +0) = [n(o +r,—r+) —n(o +r,—r)].¢(0).

-

0
(iv) En utilisant la définition de v, nous avons (o) = don(o,0)e(0) = L(o).¢.

-Tr
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3.1.1 Prolongement de n a [0,T| X [0 —r —T,T

Dans cette partie on souhaite étendre le domaine de définition de 7.
NBV([a,b], E) = BV ([a,b], E)N C’g([a, b, E).
NBVy(la,b], E) :={f € NBV([a,b],E) : f(b) = 0}.

Alors || fllnpy = V2(f) est une norme sur NBVy([a,b], E) qui devient un espace de Banach.

On prolonge 7 en 7 de la fagon suivante :
n:lo,T|x[c—r—T,T| — E

,—r) si teloT),0€lc—r—T,—r|
,0) si telo,T], 0€]-r0]
si telo,T], 0€]0,T).

On a le résultat suivant :

Proposition 3.1.2 (propriétés de 7). On a :

(a) Vi € [0,T), i(t,") € NBVo(lo — r — T, ), E)

(b) Vt € [o0.T], VI, (ilt, ) = VO,(n(t. )

(©) [t = n(t. )] € CO((o, T), NBVi([o —r — T,T], E)).
(d) 7 est Lebesgue-mesurable sur [o,T] x [0 —r —T,T].
(e) 1 est Riemann-intégrable sur [o,T] X [0 —r —T,T].

o—t

(f) Pour tout t € J, (t) = / dan(t,0)p(t — o +6).

-r

Démonstration. — Soit t € [0,T]; n(t,-) € Cg([—r, 0,F) =
n(t,-) est continue & gauche sur | — r,0[.
Sur [0 —r —T,—r[, 7(t,-) est constante =

7(t,-) est continue a gauche sur [0 —r — T, —7].

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

lim  7(t,0) = n(t,—r) car n(t,0) = n(t, —r) et n(t, —r) = n(t,—r) quand 0 € [c—r—T, —r],

9—(—r)—
donc :
n(t,-) est continue a gauche en — r. (3.1.20)
Puisque n(t, -) est Cg en 0, on a 91_i>r(r)l_ n(t,0) =n(t,0) = 01_1)1%1_ n(t,0) = n(t,0) d’ou :
7(t,-) est continue & gauche en 0. (3.1.21)
Enfin 7(t, ) est constante sur |o,T] donc :
n(t,-) est CS sur |o, T. (3.1.22)
Avec (3.1.19), (3.1.18), (3.1.20), (3.1.21), (3.1.22) on a
iit,") € Cy(lo —r —T,T], E). (3.1.23)
D’apres [21], p.100, Proposition 24.3 dit que :
Vo (it, ) = Vo _p(ii(t, ) + VEL((E, ) + V' (2, )
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Puisque 7(t,-) est constante sur [0 —r — T, —r] et sur [0,T], on a V" _,(7(t,-)) = 0 et
VL (7(t,+)) = 0, et puisque 7(t,-) = n(t,-) sur [-r,0] on a

Voo (it ) = VO, (n(t, ). (3.1.24)

Ceci prouve (a) et (b).
— En utilisant le méme argument, on prouve que

Vit € [0,T), Vo_p_p((t,) —7i(t1,-)) = VO,.(q(t, ) = ii(t1,-))

ainsi 7(t,-) — 7(t1,-) € NBVy([—r,0], E). D’ou on obtient (c).

— Introduisons les sous-ensembles suivants de J x Al : Al := [0, T| x [0 —r — T, —r[, A? :=
[0, T] x [-7,0] et A3 := [0, T]x]0,T]. Comme [o,T] € B(J), et comme [0 —r —t, —r[, [-7,0],
10, 7] € B(A'), nous avons Al, A%, A3 € B(J x Al) = B(J) @ B(A') € B(J x Al). Notons
de plus que A' U A2 U A3 = J x Al, et que A', A%, A3 sont deux & deux disjoints. La
fonction f1 := [(t,0) — t — n(t, —7)] est Lebesgue-mesurable sur A comme une composition
d’applications Lebesgue-mesurables. L’application nulle 0 est Lebesgue-mesurable sur A3 car
constante. Grace au théoréme 3.1.1, nous savons que 7 est Lebesgue-mesurable sur A%. Quand
B € B(M,(R)), nous avons (7)~1(B) = [f; ' (B)Nn A U[7~1(B)NA%JU[0~'(B)N A3]. Comme
fH(B)NAY, 77 Y(B)NA2, 0~ 1(B)NA3 € B(J x Al), nous obtenons que (7)1 (B) € B(J xAL).

— Utilisant la notation introduite dans la preuve de (c), on a 7 continue en tout point de A!
et en tout point de A3. Notons D? I'ensemble des points de discontinuité de 1 dans J x| —r, 0],
I'ensemble des points de discontinuité de 7 est inclus dans (J x {—r}) U (J x D?)U (J x {0}).
Comme Ao(J x {—7}) = A (J) -0 =0, Ao(J x {0}) = A\ (J) -0 = 0, et comme Ay(D?) =0
grace au théoreme 3.1.1, (J x {—r}) U (J x D?) U (J x {0}) est Ao-négligeable, et comme un
sous-ensemble d’un ensemble Ag-négligeable est de plus Ag-négligeable, I’ensemble des points
de discontinuité de 77 est Ag-négligeable. Nous concluerons en utilisant [19].

— Quand t < o 4 r nous avons —r < 0 — t < 0 et alors, pour tout 6 € [—r, o — t|, nous avons
o—t

n(t,0) = n(t,0) qui implique / dan(t,0)p(t — o + 0) = (t). Quand t > o + r nous avons

o —t < —r et de plus
o—t —r
/ doii(t,0)6(t — o + 0) = —/ doii(£,0)6(t — o + ) et, pour tout § € [0 — ¢, 7],
t

—r _
nous avons 7(t,6) = n(t, —r) (constant par rapport a sa seconde variable) qui entraine que

[ ik, 0)b(t — o + 0) = 0 = (2).

o—t

O]

Proposition 3.1.3. L’application [s — 7(t,s+)] est continue a droite sur [0 —r —T,T] et d
valeurs dans E.

Démonstration. On sait que 7(t,-) € BV ([oc —r —T,T],E) donc 7(t,-) € R([c —r —T,T], E). Donc
on peut appliquer la proposition 1.1.1. O

Proposition 3.1.4. L’application [t — 7(t, (0 — t)+)] est continue a gauche sur [c —r —T,T]
et a valeurs dans E.
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Démonstration. Fixons t € | =T — r + o, T). Posons f(t) := n(t, (o —t)+).
Soit k > 0, alors f(t — k) =7n(t — k, (0 —t + k)+) entraine que :

flt=k) = [t —Fk (o —t+k)+)—q(t,(c — t + k)+)]
{ fﬁ(t, (0 —t+Fk)+). ! (3.1.25)

On sait que :

i [i(t =k, 0 —t+k+0) =it 0 — t+k+0)] = [t =k, (0~ t+k)+) —i(t, (0~ t+k)+)]. (3.1.26)

Or, V6 > 0, assez petit, on a

17(t — ko —t+k +0) — ii(t,o — t + k + )|

IAIA
3
o

~
|
u@‘
N—
|
3
S+~~~

ce qui entraine :

hm In(t —k,o—t+k+0)—n(t,o—t+k+9)| <|L({t—k)— L(t)|-,

et puisque la norme est continue, on a :
1n(t =k, (0 =t +k)+) —0(t, (o0 —t + k)+)[| < L — k) — L(E)]+.

Puisque L est continue, lim |L(t — k) — L(t)|l« = 0, donc
k—0+

kl_i>H01+[77(t —k,(c—t+k)+)—n(t, (o —t+k)+)] =0. (3.1.27)

D’apres la proposition 3.1.3, on sait que :
lim 7(t, (c —t+k)+) =1n(t, (o —t)+). (3.1.28)
k—0+

En utilisant les équations (3.1.27) et (3.1.28), on obtient :

klir&f(t —k)=0+7(t, (c —t)+) = f(t—) = f(t). Donc f est continue & gauche en t. O
N

Proposition 3.1.5. L’application [s — 7(t, (s — t)+)] est continue d droite sur [c —r — T, T]
et a valeurs dans E.

Démonstration. Notons (s ) 7(t, s—t) ; on sait que y € CY([o—r—T, T}, E). D’aprés la proposition

1-1-11, (v+) € Ci(lo —r =T, T], E). Or (v+)(s) = (v(s+)) = 0(t, (s+) — t) = q(t, (s — ) +). D’Oﬁg
résultat.

Proposition 3.1.6. Soit v : [0,T] — R" la fonction définie par :

T

() = { —n(t, (o —t)+)o(0) + - don(t,0)p(t —o+0)+ H(t) si te€o,0+T7]
—n(t,c —r)p(0) + H(¢) si telo+rT.

Alors v € C%([o, T],R™).
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Démonstration. Notons que 7(-,0 —1)¢(0) est continue sur |o +r,T] et H est continue sur o +r, T
d’ou
~ est continue sur |o + r, T. (3.1.29)

Notons que

yo+r) = —nlo+r(oc—7r)+)e0)+ /4 don(o +r,0)p(r+0)+ H(o+ 1)

—1(
— (o7 (0—r))0) + (o + 7 (0 — 1)+)H(0)
—n(c+r,0—r)p(0)+ H(oc+71)=

vyo+1r)=-n(c+r,0—1)p0)+ H(oc + ). (3.1.30)
Puisque (-, —r) est continue sur [0 + r,T] on a :
v((o+7)+)=—n(c+r,0—7)p(0) + H(c + r). (3.1.31)
Des équations (3.1.30) et (3.1.31) on obtient :
Y((o+71)+) =~(c+71). (3.1.32)

Notons M (t) := —n(t, (o —t)+)$(0) + H(t). Ainsi :
Vit € lo,o+7r], ()= M)+ ().

D’apres la proposition 3.1.1 et la proposition 3.1.4, M est continue & gauche sur |o,0 + r] et ¢ est
continue a gauche sur |o, o + 7], donc :

~ est continue a gauche sur |o, o + r]. (3.1.33)
En particulier, de 1’équation (3.1.33) on déduit :
Y((o+7)=) =~(c+ 7). (3.1.34)
Avec les équations (3.1.32) et (3.1.34) on obtient :
~ est continue au point o + r. (3.1.35)
D’apres les propositions 1.1.3 et 3.1.4, on a :

Vtelo,o+r], M(t+) = —n(t,c —t)¢(0) + H(t), donc :

M(t) — M(t+) = n(t, (0 — t)+)p(0) + n(t, o — t)¢(0). (3.1.36)
D’apres la proposition 3.1.1 on a :
P(t) = p(t+) = n(t, (0 = )+)o(0) — n(t, o — )$(0). (3.1.37)

Des équations (3.1.36) et (3.1.37), puisque y(t) —y(t+) = M (t) — M (t+) +1(t) —1(t+), on obtient :
(Vt€[o,0+r[, () =~(t+)) =

~ est continue & droite surfo, o + 7. (3.1.38)

Des équations (3.1.33) et (3.1.38) on déduit :
« est continue sur [0, 0 + 7]. (3.1.39)
Enfin, avec les équations (3.1.29), (3.1.35) et (3.1.39) on obtient que 7 est continue sur [o, T]. O

Lemme 3.1.2. lapplication [s — 7(t, s+)] est continue d droite sur [oc —r —T,T).

Démonstration. Onsait que(t,-) € BV ([o—r—T,T], M, (R)) donc 7(t, ) € R([c—r—T,T], M,(R)).
Donc on peut appliquer 1.4.9. O
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3.1.2 La construction de k(t,s) a partir de 7(t,0) et ses propriétés

On rappelle que J := [0,T], S := [0 —r,T] et S* = [0 — 7 — T, T).
On définit :
k:JxS — FE

(t,s) — n(t,s—1)
On suppose que L € C°(J, L(C°(S,R"™),R™)), on a donc :

(3.1.40)

Proposition 3.1.7 (Propriétés de k). Les assertions suivantes sont vérifiées
(a) ke L([o,T] x [0 —r,T],E)

(b) Vt € [0,T), k(t,") € NBVy([o —,T],E)

(c) Vs €[o—nrT], k(-,s) € CY([o,T], E)

Démonstration.  (a) Introduisons M : R? — R2, M(t,s) := (t,s —t). M est linéaire. Notons
que M est inversible, M~1(t,s) = (t,s +t) et que M(J x S) C J x S. Nous noterons MY la
restriction de M & J x S. Comme M est linéaire sur un espace vectoriel de dimension fini, M°
est continue et en cons’equence est mesurable de (J x S, B(J x S)) dans (J x ST, B(J x S§1)).
Pour P € B(J x S') il existe B € B(J x SY) et Q C J x S tel que P = BUQ et Q
est us—négligeable. Alors il existe Z € B(J x S1) tel que Q C Z et uz(Z) = 0. Alors nous
avons (M°)~1(Q) c (M°)~1(Z), nous obtenons que (M°)~1(Q) est uz—négligeable et en
conséquence que (M%) ~1(Q) € B(J x ). En utilisant la mesurabilité de M° pour la tribu
Borélienne, nous avons (M%)~1(B) € B(J x S) C B(J x S). Alors nous avons (M%)~1(P) =
(M)~"1(BuQ) = (M""1(B)uU (M*)~YQ) € B(J x S). Et ainsi nous avons prouvé que M
est mesurable de (J x S,B(J x §)) dans (J x S*,B(J x S1)). Comme 7 est mesurable de
(J x ST, B(J x S1)) dans (M, (R),B(M,(R))), nous obtenons que k = 7 o M est mesurable
de (J x S,B(J x S)) dans (M, (R), B(M,(R))).

(b) Soitt € [0, T]. Soit (20, - .., Zn) € S|jg—p ). Onintroduit y_1 1= o—r—T,yo := zo—t, ..., Yyn =
Ty —t,yns1 =T, Alors (y—1,...,Yn+1) € Sp—r—1/77-

n—1 n—1
DNk @) =kt aa)| = D0tz — ) =itz — 1)
=0 =0

n—1
= > llatty;) — 2t yi)||
j=0

< it yy) — ity |
=1
< VI (0(t,) < +oo

d’apres proposition 3.1.2.
En passant au sup sur &, _, 7], on obtient
Vﬂ;r—r(k(ta )) < VUT—T—T(ﬁ(ta )) < +o0,

d’ou 'on déduit :
k(t,-) € BV([o —r,T|, E). (3.1.41)

Notons que :
kE(t,T)=n(tT—t)=0. (3.1.42)
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Soit s € Jo —r,T]; alors s —t € Jo —r — T,T]. Par la proposition 3.1.2, puisque 7(t,-) est
continue a gauche en s — ¢, on a :

Ve>0,36.>0,V0€lo—r—T,T],0<(s—t)—0 <=
||ﬁ(t7 0) _ﬁ(t78_t)H < €,

donc :
Ve>0,36.>0,Vsy€lo—rT],0<s—5 <=
0<(s—t)—(s1—1t) <de =
7t 51— 1) — ity 5 — ) < € = [t 51) — b(t,5)]| < .

Ceci prouve :
k(t,-) € Cy(lo — 7, T), E). (3.1.43)
Avec (3.1.41), (3.1.42), (3.1.43), on a prouvé (b).

(c) Soit s € [0 —r,T]. Soit t € [0, T]. Pour tout ¢; € [0,T], on a
1E(t, ) = k(ty, o) 17t s =) —n(t1, s — t1)]]

||’F/(t7 s — t) - ’F/(t? s — tl)” + Hﬁ(t s = tl) - 7(t17 S — tl)”

Hf](t, S = t) - ﬁ(t7 S = tl)H + Hﬁ(ﬂ ) - ﬁ(th )HOO

||77/(t7 s — t) - ﬁ(t7 s — tl)” + Hﬁ(ta ) - ﬁ(tlv )

VAVARVANI

HBVO'
Puisque 7(t, ) est continue a gauche, on a :

Jim (s — 1) = 0(t,s — 0] = 0.
Puisque [t — 7(t,-)] est continue, elle est continue a gauche et on a :

Jim (6, ) = 7, )l v = 0.

Ainsi on obtient : Vs € [0 — T, T]’tthlJr \|k(t,s) — k(t1,s)|| = 0.
1—

O
Proposition 3.1.8. La fonction [t — k(t,-)] est bornée de [0, T]| dans NBVy([c —r,T|, E).
Démonstration. On a prouvé dans la proposition précédente que ,
vt € [0, T), 1kt )l Bve = Voo, (k(t, ) < Vo ((t, ) = 17, )| By
Puisque [t — 7(t,-)] € C°([0,T], NBVy([oc — r — T, T, E)), et puisque [0, T] est compact, on a :
sup ||7(t, )|l Bvy < 400, donc sup [|k(t,)|Bv, < +00.
t€lo,T) te(o,T]
O

Proposition 3.1.9. Pour tout s € R, k(-, s) est réglée.
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Démonstration. On fixe t; on sait que k(-,s) est continue a droite. Il reste & montrer que k(t—, s)
existe dans E.
On sait que 7(t,-) est BV donc réglée ainsi :

7(t,o0+) existe en tout o. (3.1.44)
(s —t)+) = lim a9t (s —t) +h)

N hlig)lJrn(t’ s=tth)

= Jlim a(t,s - (t - h))

= (s —(t-))
D’ou :

it (s — 6)4) = i(t, s — (t—)). (3.1.45)
Vh >0
[kt = h,s) —n(t, (s =)+l [7(t = h,s = (t=h)) —n(t, (s —t)+)||

[7(t —h,s = (t—h)) —n(t,s — (¢t —h))
+Hﬁ(t, s—(t—h)) =0t (s —t)+)]
[7(t = h,-) =0t )0
+n(t, s — (= h)) =0t (s —t)+)]
[7(t = h,-) —n(t, ) Bve
+n(t, s = (= h)) —n(t, (s —t)+)]

IN IA

IN

En résumé on a prouvé : Vh > 0

\k(t —h,s)—n(t, (s—O)+H)| < |nt—nh,-)—nt, ')HBVO
+||7(t,s — (t —h)) —n(t, (s — t)+)|| (3.1.46)

D’apres (3.1.44) on a : hlirélJr In(t, (s —t)+h) —n(t, (s —t)+)|| = 0.
—
Puisque [t — 7(t, )] € C°([0,T], NBVy(S, E)) on a :
i 7t~ B, ) (6, v, =l (e — by ) — 0, ) v, = 0.
En utilisant ces deux limites dans (3.1.46) on obtient :

hm |k(t — h,s) —n(t, (s —t)+)] = 0.

Donc k(t—, s) existe dans E. Ainsi k(-, s) est réglée. O

Proposition 3.1.10. Pour tout t, pour tout o < t,k(t—,0) =n(t,(c —t)+).

Démonstration. Fixons t,o et 6 > 0. Alors on a :

In(t —d,0 —t+0) —nt,o —t+0)| < |n(t—0,-) =n(t)lloo
< @ =4,-) =n(t, )z, =0 (6 = 0+)

puisque [t — n(t,-)] € CI(J, NBVy(S, E)), donc on a : 6lim (n(t—0,0 —t+9d)—n(t,o—t+0)) =

—0+
ce qui entraine que :

lim (k(t —d0,0) —n(t,o —t+9)) =0. (3.1.47)
60—0+
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Puisque 7(t,-) € R(J,E) on a :

lim n(t,oc —t+0) =n(t, (o0 —t)+). (3.1.48)

6—0+

Alors avec les équations (3.1.47) et (3.1.48), k(t—,0) = 511%1+ k(t — 6,0) existe et
—

k(t— o) = 611%1+ k(t —90,0)
—
= 613(%7’“_0’0_75—}_5)
- 52151+n(t, o-t+9)

= n(t, (0 —t)+).

Proposition 3.1.11. Les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) k est Riemann-intégrable sur J x S.
(ii) k(t,s) =0 quand s >t dans J.
(iii) Soit E = R"™ ou My( ), et soit f € RI(J,E). Nous définissons la fonction K : J — E en
posant K (t / k(t,0)f(0)dd. Alors K € C°(J, E).

Démonstration. (i) Comme A~! est continue, (A°)~! est de plus continue, et en notant D 1’en-
semble des points de discontinuité de k et par D' I’ensemble des points de discontinuité de 7
dans A=1(J x S), nous avons D = (A?)~1(D%). Et alors, utilisant [26] et la preuve de (e) de
la proposition 1.4.9, nous obtenons

X (D) = X((A°)7H(DY)) = |det(ATH)] - A2(D') = X(D*) = 0.
Alors en utilisant [19], nous pouvons affirmer que k est Riemann-intégrable dans J x S.
(i) Quand s > t, nous avons s — t > 0 et par (3.1.17) nous obtenons k(t,s) = n(t,s —t) = 0.
(iii) Fixons t € J. Notons que k(t,-) € RI(J, M,(R)) et f € RI(J, E) implique que
[0 — Kk(t,0)f(0)] € RI(J,E). Et ainsi K (t) est bien définie.
Du (a) de la proposition 1.4.9 nous savons que la fonction
[0+ 7(t,0 — )] € R([o, t], Ma(R)) N Cg([o, 1], Mn(R))

et I’ensemble de ces points de discontinuité est égal a

{0 clot]:nt, (0+) —t) #0(t,0 =)} ={0 € [o,8] : (¢, (6 — 1) +) # 70(t, 0 — )}

et cet ensemble est A\i-négligeable. Utilisant la proposition 3.1.10 nous obtenons que

{0 € [o,t] : k(t—,0) # k(t,0)} est A\;-négligeable. Alors {0 € [o,t] : k(t—,0)f(0) # k(t,0)f(6)}
est A\;-négligeable. Et ainsi nous pouvons affirmer que [0 — k(t—, ) f(0)] appartient & £!([o, t], E)
et, utilisant la proposition 1.1.5
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t
K@) = [ we0)f@)a= [ Keo)s)dn0)
o [ot] (3.1.49)
= - k(t—,0)f(0)d\(0) = K(t—).
Et ainsi nous avons prouvé que K est continue a gauche. Utilisant la proposition 1.1.5 et la
continuité a droite de k(+,#), nous obtenons

K(t) — /;k(t,e de—/ k(t,0) £(6)dM (6)

= )., k(t+,0) f(0)dA (0 ) K(t+).

(3.1.50)

Et ainsi, K est continue.

3.2 Equation intégrale

Dans cette partie nous mettons en place les outils qui permettront la résolution de 1’équation :

t
_ / k(t, 5)y(s)ds. (3.2.1)
Ou le noyau k de I’équation (3.2.1) est défini par :

k(-,-) @ [0,T]|x[o—r—=T,T] — My,(R)

(t,s) — 7(t, s — t). (3.2.2)

Proposition 3.2.1. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R™),R")). k est définie par (3.2.2). On
définit Uespace fonctionnel suivant

R:={ Re RI(JxJ M,R))):
e [t = R(t, )] € B(J,NBV(J, My(R))
eVse J R(s) GRC’O(JM (R))

oVs<tdansJ/ k(t, a)R(asda—/Rtak(a s)da
e Vs >t dans J, R(t,s) = 0}.

La formule |||R||| := supscs ||R(,-)||Bv définie une norme sur R et (R, ||| - |||) est un espace de
Banach.

Démonstration. Premierement, en utilisant les propositions, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.9 et 3.1.11 nous voyons
que la restriction de k a J x J est contenue dans 3 ; ceci nous assure que ‘R est non vide. Comme
toutes les conditions utilisées pour définir R sont linéaires, R est un sous-espace vectoriel de RI(J x
J, M, (R))). Il est simple de vérifier que ||| ||| est une norme sur K. Soit (Ry)qen une suite de Cauchy
dans 3. Comme nous avons

Sup(sup 1R(E $)I) < [ RI]], (3.2.3)
teJ sed
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(Rg)qen est de plus une suite de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme sur J x J.
Comme RI(J x J,Myu(R)) est complet pour la norme de la convergence uniforme, il existe R €
RI(J x J, M,(R)) tel que

lim sup(sup | Ry(t,s) — R(t,5)[|) = 0. (3.2.4)

q—>+00 e seJ

Comme (R;)qen est une suite de Cauchy pour [||.|||, ([t — Ry(t,-)])qen est une suite de Cauchy dans

B(J, NBV(J, M, (R)). Comme ce dernier espace est complet, il existe R : J x J — M,,(R) tel que

[t = R(t,-)] € B(J, NBV(J, M,(R)) et tel que Erf l||R;—RY|| = 0. De (3.2.3), (3.2.4) et 1'unicité
q oo

de la limite dans un espace vectoriel normé, nous déduisons que R' = R, et alors nous avons les deux
propriétés suivantes.

[t = R(t,")] € B(J, NBV(J, Mn(R)). (3.2.5)
Jm[1R, — Rl =0. (326)

Fixons s € J. Alors nous avons
sup || Ry(t, s) — R(t, s)|| < |[[Rq — RIl],
teJ
ceci implique, en utilisant (3.2.6), lim sup ||R,(t,s) — R(t,s)|| = 0.
42+ e
Comme RCY(J, M,,(R)) est complet, nous obtenons
Vs € J, R(-,s) € RCY(J, M,(R)). (3.2.7)

Fixons s < t dans J. Notons que, apres (3.2.7) nous avons R(-,s) € RI(J, M,(R)). Comme k(t,-) €
RI(J, M, (R)), nous avons k(t,-)R(-,s) € RI(J, M, (R)), et de plus

H/kt£ (&) — [ Kt ORIE, )
/Hkti Ry(€5) — R s)
[ 1K1 1R, ~ Bl

IN

IN

Alors, en utilisant (3.2.6), nous obtenons hm / E(t,&)Ry(&, s)dE = / k(t,§)R(E, s)dE. Par un

raisonnement analogue, nous obtenons EIJP / Ry(t,6)k(E, 5)dE = / R(t,€)k(&, s)d¢. Comme R, €
g—+o0 Jg

S
R, nous obtenons

t t
Vs < t dans J,/ k(t,a)R(a, s)do = / R(t, a)k(a, s)da. (3.2.8)

Fixons s > ¢ dans J. Nous savons que nous avons Ry(t,s) = 0 pour tout ¢ € N. En utilisant (3.2.3)
nous avons || Rq(t,s) — R(t,s)|| < |||Rqy — R||| ceci implique, en faisant ¢ — +o0,

Vs >t dans J, R(t,s) =0. (3.2.9)

De (3.2.5), (3.2.7), (3.2.8) et (3.2.9) nous obtenons que R € R, et de (3.2.6) nous obtenons la
complétude de $R. O
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Lemme 3.2.1. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R™)); k est définie par (3.1.40) et R
par la proposition 3.2.1. Pour tout R € R, nous définissons

DR 1= [(15) o Ktvs) = [ RO EKE, )]

Alors
(R)emetV(ts)eJxJ/ktg /r (£, E)k(€, 5)dE.

Démonstration. Fixons R € R et (t,s) € J x J. Comme R(t,-) € RI(J, M,(R)) et k(-,s) €
RI(J, M, (R)), R(t, )k(-,s) € RI(J,My,(R)) et ainsi I'(R)(t,s) est bien définie. Nous définissons
RO(t,¢,8) == R(t,€). Comme R° est 'application [(t,£,s) — (t,€) — R(t,£)] et comme [(t,&,5) —
(t,€)] est continue, considérons NT (respectivement N), I'ensemble des discontinuités de R (res-
pectivement R), en raisonnant par contraposition, nous obtenons que N R® - NB x J. Comme
R € RI(J x J, M,,(R)) nous savons que N est \o—négligeable (i.e. ja—négligeable) et ainsi il existe
A€ B(JxJ)tel que N C Aet pus(A) = 0. Alors nous avons N(Ax J) = uz(AxJ) = pz(A)-p1(J) =
0-p1(J) = 0 puisque 3 = p

I'(R) € RI(J x J,M,(R)). (3.2.10)
Pour tout £ € [t,T], nous avons £ —t > 0 par conséquence k(t,&) = 7(t,£ —t) = 0 d’apres (3.1.17),
ceci implique k(t,&)R(£,T) = 0, et ainsi nous obtenons

D(R)(t,T) =k(t,T) — /;R(t,f)k(f,T)d& =0- /Tt k(t,&)R(E,T)dE = 0.

Et ainsi nous obtenons

vt € J, D(R)(t,T) = 0. (3.2.11)

Posons F(t,s) := / R(t,&)k(&, s)d€. Soit (x;)o<i<n+1 € ©(J). Nous avons

Z [F(t, zip1) — F(¢, i) ||
- ZH R KE 7is1)de — [ RULOME )]

z+l :

Tit1 Ti4+1

n t t
+Z|| Rt ME 7)dE — | R( (€ )]
i=0 /Tt
n t
= I, ROOhE i)~ Kew) d§H+ZH [ Rk m
Tit1 Tit1
< Z / (IR - 1(6, i) — k(€ i) )€
+Z/x IR(t, ) g - 1K
i+1 -
< [ areol Z”k57$z+1) k(e wl)de + [ IRl - K]

< 2T —o)- IR Ikl
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Par conséquence nous avons prouvé
vt € J, VA(F(t,) < 2(T = o)ll|RI[] - |[k]]]- (3.2.12)
De cette derniére relation, comme k(t,-) € NBV (J, M,(R)), nous déduisons
vt € J, T(R)(t, ) € BV(J, M,(R)). (3.2.13)
Soit h > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

F(t,s —h)—F(t,s)

= [ ROME s~ hde — [ Rt ks — )i
h s

S—

" /st R(LOk(E.s — h)de — [ R(L R, 5)de
- /; R(t,€)k(&, s — h)de + / R )[R(E, s — h) — (€, 5)Jde.

Notons que ||/ R(t,&)k(€, s — h)dE|| < h|||R]|| - |||k]|| de cela nous déduisons que
s—h

S
lim R(t,&)k(§,s — h)d¢ = 0. Pour le second terme, nous avons, pour tout £ € J,
h—0+ Js—h

hlir&(R(t,ﬁ) [k(&,s —h) — k(& 9)]) = R(t,§) -0 =0 comme k(t,-) est continue a gauche. Nous avons
—

de plus, pour tout £ € J et pour tout h > 0, ||R(¢,&)[k(&,s —h) — k(& s)]|| < 2[||R]|| - |||kl|], et
la constante 2|||R||| - |||k]|| est Lebesgue-intégrable sur J. Par conséquent, en utilisant le théoréme

t
de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons hh%lJr/ R(t,&)[k(&,s — h) — k(& s)]d§ = 0.
— s
Alors, nous avons prouvé que th(I)lJrF(t’ s —h) = F(t,s), et ainsi F(t,-) € CJ(J, My(R)). Comme
_>
k(t,-) € C’S(J,/\/ln(R)), nous obtenons
vt € J, T(R)(t,) € CH(J, Mn(R)). (3.2.14)
De (3.2.11), (3.2.13) et (3.2.14) nous obtenons
vVt e J, I(R)(t,) € NBV(J,M,(R)). (3.2.15)
De (3.2.12) nous obtenons que, pour tout ¢t € J, |I'(R)(¢t,)||sv < 2(T —o)|||R||| - |||%|||, cela implique
[t — T(R)(t,-)] € B(J, NBV(J, M,(R))). (3.2.16)

Fixons s € J. Soit h > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

t+h t
F(t+hys) — F(t,s) = / R(t+h,§)k(§,s)d§—/$ R(t, &)k (€, 5)de

t+h t
= [ R+ k(e 9)ds + [ [R(E+ ) = RILOIK(E )i
t+h
Notons que ||/ R(t+ h,&)k(&, s)dE|| < R|||R]|| - |||k]|| cela implique que
t
t+h

hh%l—i- R(t+ h,&)k(&, s)dé = 0. Pour le second terme, Comme R(-, s) est continue & droite, nous
=0+ .J¢
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avons hlir(r)1+([R(t + h,&) — R(t,€)]k(&,s)) = 0 pour tout £ € J. Nous avons aussi
%

I[R(t + h, &) — R(t, &Ik, s)l < 2|[[R][] - [|[k]]| pour tout § € J, et la constante 2[[|R]|| - |||l
est Lebesgue-intégrable sur J. Alors nous pouvons utiliser le théoréme de convergence dominée de

t
Lebesgue et affirmer que hlir(r)1+/ [R(t + h,&) — R(t,&)]k(&, s)d = 0. Par conséquent nous avons
- s
prouvé que hlir(r)l+ F(t + h,s) = F(t,s), i.e. F(-,5) € CY(J, Mp(R)). Du (c) de la proposition 3.1.7
—
nous savons que k(-, s) € C9(J, M, (R)), et ainsi nous obtenons

Vs € J, T(R)(-,s) € CY(J, Mn(R)). (3.2.17)

Fixons s € S et t € |o,T]. Soit h > 0 suffisamment petit. Nous savons

t—h t—h t
F(t—h,s) = R(t — h,§)k(&, s)dE = R(t—h,§)k(§,s)d§+/ R(t — h,§)k(&, s)dé.
s t s
t—h
Notons aue || [ R(t — h, k(€ s)del| < hIIRI| - [[H]] cla implique que
t
t—h
lim R(t — h,&)k(&, s)d = 0. Sur le second terme, comme R(-, s) est réglée, nous avons

h—0+ J¢
hlir&R(t — h, k(& s) = R(t—,&)k(, s) pour tout £ € J. Nous avons aussi ||R(t — h,&)k(, s)|| <
—

IRl - |||k]|| pour tout £ € J,et la constante |||R||| - |||%||| est Lebesgue-intégrable sur J. En utilisant

t
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons hli]o(f)lJr / R(t — h,§)k(&, s)dE =
- s

t
/ R(t—,&)k(&, s)d&. Alors nous avons prouvé que F(t—, s) existe, et en utilisant la proposition 3.1.7
S

nous savons que k(t—, s) existe. Par conséquent nous avons

T(R)(t—, s) = k(t—, s) — / " R(t—. )k (£, 5)de. (3.2.18)
De (3.2.17) et (3.2.18) nous obtenons
Vs € J, I(R)(-,s) € RCY(J, M,(R)). (3.2.19)
Fixons (t,s) € J x J, s < j. En utilisant 1’égalité suivante
{(§Q):s<g<t, <<t ={(§ s <<t s << (L
et avec le théoréme de Fubini nous avons
t t ot
J T o s = [ (] Rt OME QM s)ag
t ot t ¢
= [ ([ rt0RC OOk )de = [ ([T REORCOME s)de)dc

s JE s
= [ ko " R(C, k(< 5)d€)dC k(t, QT(R)(C, 5)dC.

S

Et ainsi nous avons prouvé

V(t,s) € Jx J, s <t, / DR (L k(e 5)de = / it ET(R) (€, 5)de. (3.2.20)
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t s

Quand s > ¢ dans J, nous avons | R(LE)K(€,5)d = — [ R(LEK(E,5)dE, et nous avons s > ¢
s t

quand & € [t,s], par conséquent, en utilisant (iii) de la proposition 3.1.11, nous avons k(§,s) = 0,

cela implique / R(t,&)k(&, s)d€ = 0. Méme avec (iii) de la proposition 3.1.11, nous avons k(t, s) = 0.

Et ainsi nous obtenons

I'(R)(t,s) = 0 quand s > t dans J. (3.2.21)
De (3.2.10), (3.2.16), (3.2.19), (3.2.20 et (3.2.21), nous obtenons I'(R) € R, et la derniére assertion.
0

Théoréme 3.2.1. Supposons que L € CO(J, £(C°(A,R"),R™)); k est définie par (3.1.40).
Alors il existe une unique fonction R € RI(J x J, M, (R)) qui vérifie les conditions suivantes.

t
() ¥(t.) € T x . Rit.s) = hit,s) — [ RILOKE ).
(ii) [t — R(t,-) € B(J, NBV(J, M,(R))].
(iii) Vs € J, R(-,s) € RCY(J, M,(R)).

t t

(V) Y(t.5) € T x I, [ RUKE ) = [ KEOR(E 9)de.
(v) Vs >t dans J, R(t,s) =0.

Démonstration. Premiere étape. Supposons que [||k||| < ﬁ Nous utilisons R définie par la
proposition 3.2.1. d’apres le lemme 3.2.1, on peut considérer I' comme un opérateur de R dans fR.
Maintenant nous montrons que I' est une contraction stricte sur ’espace de Banach fA.

Soit R, R! € 4R, et (xi)0§i§n+1 € G(J)

Z IT(R)(t, zi41) — T(RY)(t, 2i41) — D(R)(t, 23) + T(RY) (t, i) |

t

= Z II / R(&wi)de — [ k(t,©R (€, wipn)de

Tit+1

t
_ / k(€ R(E, 2,)dE — / k(t, € RY(E, ) de|

= ZH/I 1 R(&, miy1) — RY(E, mi41)]dE
- / B )R w1) — B(E wo)d]

n

= ZH/ (t, R, wir1) — RY(E, wig)]dE
=0 xzfl
—/ k(t, ©)[R(E, zip1) — RN (& wig)]dE
o
- / k( t£ JIR(E 2;) — RME,@)]de]
= Z || o k; t f €7$Z+l) 1(£’$i+1) - R(gvxz) +R1(€7x7,)]df

‘/f“ B ©)IR(E, Ti41) — B € i)
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an (1) = D(RY)(t 2i41) — D(R)(t,;) — T(RY) (8,

IN

Z / (€)1 1R wi1) = B i)

+Z Hk (&) - IR, wiv1) — R (€, wiv1) — R(E, x3) + RY(E, )| de

ZOxl

Z / ()1 IR(E ) = RAE )l ve

IN

3 [ IR(E 2i1) — RN 1) — R0 + B (€ ) e
2 ),

IN

k€)1 11— Rl

+/ (TR - ZIIR (& @i1) = RY(E wiv1) — R(E @) + RNE, 24))d€
< 3(T-o0)- Hlk‘\ll IR — RY]|.

En prenant le sup sur &(J), nous obtenons que
vt e J, Vo (D(R)(t,-) = T(RY)(t,) < 3(T — o) ||[k]]| - [[|R — RMlI,
et en prenant le sup dans t € J, nous obtenons
VR, R' € R, ||[L(R) = D(R)||| < 3(T = o)l[[k]|| - [||R = R|lI.

Et ainsi, en utilisant le théoréme de Picard-Banach-Cacciopoli, nous pouvons affirmer qu’il existe un
unique R € R tel que R = T'(R), qui est la solution voulue.

Deuxiéme étape. Dans cette partie, nous voulons éliminer la condition : || k|| < ﬁ

— On introduit 7(t, s) := n(t, s)e 7*
— On ajuste v pour avoir ||7]] < ﬁ

En effet : On veut que ||7j(t,s —t)|e 7= < C < 1
Quand t — s = 0, on a besoin de [|77(t,s —t)|| <esit— 3 <s <t orn(t0) =0 donc

Ve > 0, Jpe tel que Vt € I,Vz € [0, pl, ||7(t, 2)]| < e
En effet, on raisonne par I’absurde, on suppose la négation vraie :
Jde > 0,Vp > 0,3t, € J, 3z, € [0,p],||7(t, 2)|| > €
Vn € Ny, avec p = %,Tn ::t% et uy, := zijona:
Je > 0,Yn € Ny, 3 € J, Fup € [0, %], 177 )| > €.
Puisque J compact, 38 : N — N croissante, I7* € J tel que

lim Tﬁ(n) = 7’ . (3222)

n—-+oo
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On sait que :
Vn € N, Hﬁ(Tﬂ(n)?uﬁ(n))H > €. (3.2.23)
[t — 7(t,-)] est continue de J dans NBV et || - ||oo < || - ||y sur NBV, donc :
Ve' > 0,30 > 0,Yt € [T% — dr, 75 + 8ur], Vs, ||(¢, 8) — (7%, 5)|| < €. (3.2.24)
Donc
Ve > 0,3ns € N,,Vn > ny, Vs
17(75(n), ) = 0(T", s)[| < €
en particulier : Vn > ng . 17(78(n)> Ug(n)) — (T ugm)) |l < €.
Fixons € > 0. Prenons ¢ = §, alors 3 m, := ne € N, tel que
Vn > me, [|1(Ta(n), Umy) — (T ugm)) |l < 5
=0 wg) | = 1707, ug) Il < 5
= €< ||77(Tﬁ (n)s Ugm)) || < HTI(T ugny)ll + 5
= §=€e—3< HU(T  ug()) |
pour Vn > me, [|7(7%, ugm))ll > 5 (3.2.25)

Mais 7(7*, ) est continue a gauche en 0 et 7(7*,0) =0 = 1irJ£1 (T, ugm)) = n(7",0) =0
n—-+00
car 0 < ug(p) < B(n) — 0 (n = +00). Donc en faisant n — +oo dans (3.2.25), on arrive a :

0 Z > 0 : contradiction. Ainsi

sup it s —t)]le < sup [lig(t, s — 1)])-
tel, t—R.<s<t tel, t—R.<s<t

et :

sup  [|7(t,s —t)e 7D < sup ||ty s — )] < [|7]]oc - €7
tel, s<t—R. tel, s<t—R.

on ajuste y pour que la relation précédente soit majorée par €. Donc

sup [[7(t, s — )]l 1) < e,
t,s

— on applique le point fixe des contractions avec k(t,s) = 7j(t,s — t) ce qui donne l'existence
de R(t,s) tel que

YVt > s, R(t,s) =7i(t,s —t) / R(t, a)ii(a, s — a)da. (3.2.26)
— On pose R(t,s) := R(t,s)e"7=%) alors en multipliant (3.2.26) par e~7(¢=%) on obtient :

R(t,s)e™ =) = fi(t, s — t)e =9 —/ e VIRt a)ij(a, s — a)de.

S
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— On exprime 7 en fonction de 7, ce qui donne
R(t7 S) = ﬁ(t, S — t)e_V(S—t)e—’Y(s—t)
t ~
_/ e_V(t—a)@_'Y(a—s)R(t7 a)i(a, s — a)e—v(s—a)

s

t .
= n(t,s—t)— / (e VIRt a))e @)=Y 5(q, s — a)da

s

t
= 7n(t,s—t)— / R(t, a)n(a, s — a)da.

— On doit maintenant s’assurer que R € C%o, T), BV([o —r —T,T], M,(R))), sachant que

R € C%[o,T],BV([oc — r — T,T], Mn(R))) ot R(t,s) = R(t,s)e”"*=%). Pour cela, on utilise

le lemme 1.1.3.
O

Proposition 3.2.2. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")); k est définie par (3.1.40);
R est donnée par le théoréeme 3.2.1. Soit E = R"™ ou M, (R). Alors les assertions suivantes sont
vérifiées.
(i) Pour tout (t,s) € J x J, R(t—,s) — R(t,s) = k(t—, s) — k(t, s).
t
(ii) Soit ¢ € RI(J, E). Alors la fonction [t — / R(t,&)p(&)dE] est continue sur J.

(iii) Soit ¢ € RI(J, E). Alors, pour tout t € J, les égalités suivantes sont vérifiées.
t

|, B Oe@an) = [ Re.pee
Démonstration. (i) Utilisant (iii) de la proposition 3.1.11 nous obtenons R(t—,s) = k(t—,s) —
t ¢
/ k(t,§)R(E, s)dE. Comme R(t,s) = k(t,s) — / k(t,&)R(&, s)d€, nous obtenons 1’égalité an-
noncée. ’

(ii) Gréace au théoreme 3.2.1 nous obtenons

¢ t t ot
[ reere@ae = [ ke [ ([ kt.cona.da ) ele)as
Du (iii) de la Proposition 3.1.11, nous savons que [t — /t E(t,&)p(£)dE] est continue sur J.

Pour travailler sur la seconde fonction du terme de droite de I’égalité précédente, nous notons
que [(§, @) = ¢(&)] est Riemann-intégrable sur J x J puisque ¢ € RI(J, E). Alors le produit
[(§,0) = E(t,a)R(a, §)p(§)] est Riemann-intégrables sur J x J comme un produit de trois
fonctions Riemann-intégrable. Nous posons D := {(§,a) : 0 < £ < t,{ < a <t} ={(& ) :
o< a<to<¢<al,eten utilisant le théoréme de Fubini nous obtenons

/Ut </:k(t’oz)R(oz,£)da) p(&)d¢ = /Dk(t’j)R(a7£)90(£>d€da
([ ht.0)R(0,96(0)) da

= [0 ([ Re.90©) da

= k(t,a)P(a)do.

[l
T
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De la proposition 1.1.5 nous obtenons l'existence de P(t+) et de P(t—) qui assure que P €
R(J,E) et de plus P € RI(J,E), et alors nous pouvons utiliser la proposition 3.1.11, (iii),
t

pour affirmer que [t — / k(t,a)P(a)da) est continues. Et ainsi la fonction considérée est

o
continue comme une somme de deux fonctions continues.

(iii) Fixons ¢t € J. Posons P(t / R(t,&)¢(€)dE. De (ii), nous savons que P(t—) = P(t). De

la proposition 1.1.5 nous obtenons P(t—) = R(t—,&)p(&)dA1(€). Et ainsi nous obtenons
[ot]
I’égalité annoncée.

O
A ce niveau, nous sommes en mesure de donner une expression explicite de la solution de (3.2.1).

Théoréme 3.2.2. Soit o € [0,T] et H € C°([0,T],R"),
o—t
soit g(t) := —n(t,oc — t)p(0) + daon(t,0)p(t — o + 0) + H(t) pour tout t € [o,T).

bt
Alors les deur assertions suivantes sont équivalentes pour une fonction y € LY ([0, T], R™).

() Vi € [0,T),y /kts

(ii) Vt € [0, T,y /Rts

Démonstration. (i) = (ii) Par (i), V7 € [0,T], on a :

/k:Ts s)ds =

R(t,T)y(t) = R(t,7)g(T) — R(t, T) /T k(r,s)y(s)ds =

t ¢
R(t, T)y(T)dT:/ R(t,T)g dT—/ R(t, ) / k(t,s)y(s)dsdr. (3.2.27)

Notons que {(s,7) :0 <7 <t, 0 <s<7}={(s,7) : 0 <s<t, s <7 <t};alors en utilisant le
théoréme de Fubini, on a :

/Ut R(t,T) /UT k(r,s)y(s)ds = /Ut(/UT R(t, 7)k(r, s)y(s)ds)dr

t(/s y(s)dr)ds
g
K

= /k(t,s s)ds — Rts

Il
—

~+

R, )R, 5)
R(t, 7)k(T, s)dT)y(s)ds
t

,8) — R(t, s) ( )ds car R résolvante

I
Wq\“q
—

En utilisant cette égalité dans (3.2.27) on obtient

t

/ R(t, 7)y(7)dr — / "Rt 7)g(r)dr — / Ut s)y(s)ds + / R(t, s)y(s)ds,

o g
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ce qui entraine que

tR(t T)g(T)dT = /: k(t, s)y(s)ds.

Alors, avec (i), on a : y(¢ / R(t,s)g(s)ds, qui est (ii).
(ii) = (i) Par (ii), VTE[UT ona:

T

y(1) = g(7) — / R(7,8)g(s)ds =

k(t 7)y(7) = k(t, 7)g(r) — k(L 7) / " R(r, 5)g(s)ds =

/Utk;(t, T)y(T)dT = / E(t T)dT —/ k(t, T / R(1,s)g(s)dsdr. (3.2.28)

Notons que {(7,8) 10 <7 <t, 0 <s<7}={(r,8):0 <s<t, s <7 <t} alors en utilisant le
théoréme de Fubini, on a :

/ tT/RTs dsdT:/U/k:tT (1,8)g(s)ds)dr
L

= / (k(t, s) — R(t,s))g(s)ds car R résolvante

= tk(t,S)g(S)dS - /ot R(t7 S)g(S)dS

En utilisant cette égalité dans (3.2.28) on obtient

t t t
/k(m dT_/ h(t dT—/ k(t,s)g(s)ds+/ R(t, s)g(s)ds
doi t
/ k(t,7) — [ R(t,s)g (3.2.29)

En utilisant (ii) et (3.2.29) on arrive a :

ce qui est (i). O

3.3 Equations différentielles fonctionnelles linéaires

Soit :
— T >0.
— (0,0) € R x € (ou € = C%[—r,0],R")).
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— Q C [0 —r,T] x € un sous-ensemble ouvert.

— Pour t € [0,T], L(t) : € — R™ est linéaire et continue.

— [t — L(t)] est définie et continue sur [o,T] & valeurs dans L£(€, R").
— Pour tout ¢ € [0, T],

L(t) : ¢ —R"

¢ L(t)o
est continue.
On considere le systeme linéaire :
2'(t) = L(t)z,+ H(t) (3.3.1)
ou de maniere équivalente :
t ¢
2(t) = 6(0)+ / L(s)zsds + / H{(s)ds (3.3.2)

et si 'on fixe ¢ € €, on considere le probleme de Cauchy :

x'g) - i(t)xtJrH(t)} (3.3.3)

ot H € C%[o, T); R™).

On a le résultat d’existence suivant :

Théoréme 3.3.1. Soit (0,¢) € R x €. Alors il existe une unique fonction x(-,0,¢) définie et
continue sur [0 —r,T], dérivable sur [o,T], satisfaisant le systéme (3.3.3) sur [o,T].

Remarque 3.3.1. Dans le systéme linéaire la solution est définie jusqu’a T, fizé & avance,
des que le champ de vecteurs est défini jusqu’a T

Démonstration. L’application L(t) : € — R"™ étant continue sur €2, le théoreme 2.1.1 nous assure
de I'existence d'une solution x € C%([o — r, o + a], R") de I’équation (3.3.3). L'unicité résulte du fait
que L est lipschitzienne en ¢ et de 'application du théoréme 2.1.2. Pour montrer I'existence de la
solution sur [0 — r, T tout entier, supposons que x est une solution non prolongeable de (3.3.3) sur
[0 —r,b[ ou b < T. L’intégration de (3.3.3) donne :

t
Vi e o b, x(t) = / s)zsds + | H(s)
comme L est continue sur [0, 77, alors 3M > 0, tel que HUL(t |
Ve o b el < 16O+ [ Mlelocds + / | (s)]|ds.
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()1,

Site€ o], |zt]loo = sup ||z(t+0)|, en posant s =t + 6, on a ||z = sup
<0

—r< o—r<s<t

max{ sup
o—r<s<o

max {0l sup {I6(0)]+ [ Mlzulloodu+ [ 1F () du}}
o<s<t o o

[zillo =

o)l sup [l2(0)l},
o<s<t

el <
< max {olli 10O)] + sup { [ Mleullodu+ [ 1H(w)|dup}

t t
< max {0l (10l + M [ lzullcds+ [ () ds)},
t t
lailoe < N6loe + 21 [ lslocds + [ 1Hs)ds.

Par le lemme de Gronwall ([29], p.15), on a :

ol < (il + [ I1H()]ds] explM(t ~ )] pour tout. ¢ € [,

t t
En effet, posons u(t) = ||¢||eo —i—/ M ||xs||ds +/ ||H(s)||ds; on a :

u'(t) = Mzl + [H@)

u'(t) < Mu(t) + [|H(t)]

u'(t) — Mu(t) < |H(@).
Posons v(t) = [u(t)] exp(—M(t —0)); on a :

V'(t) = U (t)exp(—=M(t — o)) — Mu(t)exp(—=M(t — 7))
V(t) = [u'(t) — Mu(t)]exp(=M(t — o)),
V() < JH®)lexp(—M(t—0)) si te o],

IN

W(syds < [ IH@w)] exp(—M(u — 0))du
/ /

o1+ [ ()| exp(— M (u — o))du.

-1
~—~
~~
SN—
IA

Comme exp(—M(u —0)) <1,on a: v(t) < ||¢|le + /Ut |H (s)||ds, donc
0] exp(—M(t =) < [6lc + [ [H(s)lds et

u(t) < [||¢]|oo + /Ut ||H(s)||ds] exp(M(t — o)) ; ainsi on a :

t
[2tlloo < [l +/U [1H (s)l|ds] exp(M (¢ — 7)), pour tout ¢ € [o,b].

(3.3.4)

En partant du fait que ||2/(t)]] < M||z¢||oo + [[H (t)|| quand ¢ € [o,b[, on peut en déduire que [|2’(t)||
est majorée par une fonction dans C°([o — r, T]; R™). Posons f(t) = M||z¢||eo + ||H(t)||, on a donc
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I ()]l < f(t) pour tout t € [0, b].
Puisque z(t) = +/fs:c5ds ona: ||z(t) —x(s H—H/fuxuduH

Or on sait que [z(t) — (M—H/ ()wmeﬂmU—x(H<H/f )dul| et ensuite [(t) -

z(s)|| < sup f(u)|t—s|; cela entraine que x est lipschitzienne donc uniformément continue sur [o, b
s<u<t

donc z peut donc étre prolongée en b avec z(b) = ynlly z(t). On peut considérer le probléeme :
—

x(;z - ﬁt?xt)} (3.3.5)

D’aprés le théoréme 2.1.1, il existe une solution # € C°([o — 7,b + 3], R™) de I'équation qui est
telle que |, _,p = z.  n’est donc pas la solution maximale du probleme (3.3.3). O

On souhaite obtenir une représentation de la solution de (3.3.3). Pour ce faire il est utile de
réécrire I’équation en mettant en évidence les parametres dépendant de la condition initiale x,. Nous
allons montrer un lemme technique puis le résultat voulu.

Lemme 3.3.1. Siz, = ¢ € CO([-7,0],R"), 0 <t et —r <0 < o —t, alors

t+0—oce[-r0], etp(t+60—0)=x(t+0)

Démonstration. (0 <tet —r<f<oc—t)=(c—r<t—r<t+0<o)

—= (0—1r<t+0<o0)= (—r=—-0+0c—-r<t+0—-—0<0)=1t+0—0 € Dom ¢ =[-r0].
Apres, p(t+0 —0) =x,(t+0 —0) =z(t+60 —0 +0) =x(t+0). O
Théoréme 3.3.2. Soit o € [0, T] ¢ € CO[-r,0],R?) et x : [0 —r, T] — R™ tel que
L|o—ro] € CO(lo —1,0],R"), 21,11 € C*([0,T],R") et telle que x est solution de
2(t) = L(t)xs
Ty = ¢
Alors on a :

(1) = ~ [ alta— e (@)da (s (7 - )60
— /g_t don(t,0)p(t —o +0) quandt € [o,0 + 7]

T

{f@ = = [t 0= (@)~ (1, (7 — +)0(0)

quand t € o +1r,T]

Démonstration. Premiér cas : t € [0,0 + r|. Par un changement de variable, on a :

2 (t) = ’ don(t,0)z(t + 0) = t don(t,a — t)z(a),

—r t—r
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ett<o+r=t—r <o <t, donc par la relation de Chasles (proposition 1.4.8 (ii)), on a :

t—r

—[n(t, (o = )+)¢(0) = n(t, o = 1)$(0)].

Quand a € [t —r,0],ona:a—o €[t —o)—r,0] C [-r,0] donc

{ Jd) = [ dan(t,a—t)m(a)+/Utda77(t=a—t)x(a) (3.3.6)

z(a)=z(c —o+a) =2, —0) =

" dan(ta— D) = [ dan(t,a— ol — o). (3.3.7)

t—r t—r

Par le changement de variable f =a — ¢, on a :

" dantto—tyate) = [ don(t, )60t — 7 + ). (3.3.8)

t—r —7r

En utilisant la formule d’intégration par parties (proposition 1.4.8 (ii)), on a :

/U Cdaiita—Da(a) = n(t00)a() — (o — (o)

—/Utﬁ(t,a — )2 (a)da,

donc : .

/Utdan(t,a—t):r(a) — (0 — 1)(0) — / i(t, o — £ (a)da. (3.3.9)

o

En utilisant I’équation (3.3.8) et (3.3.9) dans I’équation (3.3.6), on obtient

{ () = /_U_t don(t,0)p(t — o+ 0) — n(t,o — t)p(0) — /: n(t,a —t)2' (a)da
—i(t, (o = 1)+)9(0) + 7, o — £)$(0)

d’ou :
/() = — [ ilta— ' (@)da ~ it (o~ )+)6(0)
o (3.3.10)
+ [ deii(t,0)e(t — o + )

-r

qui est la formule annoncée quand t € [o,0 + 7).
0

Deuxieéme cas : t € o +r,T] 2/(t) = dgn(t,0)x(t + 6).
Par un changement de variable, on a :71“
t
2 (t) = don(t,a — t)z(a). (3.3.11)

t—r

Notons que : t >0 4+r=0<t—r=0—r<t—r. Donc:

Va€lo—rt—r], a—t€lo—t—r,—r|C[-T—r+o,—-r]=nlt,a—1t)=nt,—r)=

/ " dan(ta — Ha(a) = 0. (3.3.12)

a—r
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Notons qu’on peut toujours décider que :

n(t, (=r)+) = n(t, —r) (3.3.13)
Par la relation de Chasles, on a :
t t—r t
/ don(t,a —t)z(a) = / don(t,a — t)z(a) + don(t,a — t)z ()
o—r o—r t—r
—[n(t, (=r)+) = n(t, =r)lz(+(-r)) =
t t t—r
dan(t, a — t)z(a) = / don(t, @ — t)z(a) — / don(t, o — t)z(a). (3.3.14)
t—r o—r o—r
Donc, on a
t
- / don(t, o — £)z(a). (3.3.15)
Par la relation de Chasles, on a :
t
{ / don(t,o — t)z / don(t,a —t)z(a) —|—/ don(t, o — t)z ()
—[n(t, (o = 1)+)p(0) — n(t, 0 — 1)$(0)]
Quand a € [o —r,glonaa—tejo—t—r,c—t|Clo—r—T,—r]=n(t,a—1t)=n(t, —r) =
/ don(t,o — t)z (o) = 0 d’ou avec Iéquation (3.3.15) :
t
a'(t) = / dan(t, o = t)a(a) = n(t, (o — t)+)0(0) + n(t, o — t)$(0). (3.3.16)
En utilisant la formule de I'intégration par parties, on a :
¢
/ don(t,a —t)z(a) = 7(t,040)z(t) —n(t,o — )6(0)
7 t
n(t,a —t)z'(a)da
avec I’équation (3.3.16), on a :
t
d(0) = = [ alt.a~Da'(@)da —n(t.c ~ H6(0)
—n(t, (o —t)+) +n(t,o — 1)¢(0)
Cette expression entraine que :
t
2 (t) = / n(t,a — D' (@)da — n(t, (0 — 1)+)H(0) (3.3.17)
Et ceci est la formule annoncée. O
Le résultat suivant est la réciproque du théoreme 3.3.2.
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Lemme 3.3.2. — Soit H € C%([o,T],R"),¢ € C°([-7,0],R"™), g : [0,T] — R" définie
par : ¥t € [0,T],

o—t

g(t) := —n(t,oc —t)p(0) + dan(t,0)p(t — o + 0) + H(t).

-

t
— Soity € C%[o, T],R") qui satisfait : Vt € [0, T], y(t) = —/ n(t,a — t)y(a)da + g(t).
On pose : 7

g

2(t) == { /t y(s)ds + ¢(0) st te€[o,T]
ot —o) si telo—raol.
— Alors : x € C%([o — r, T],R"), 211y € C*([0,T],R"),
Vt € [o,T),2'(t) = L)z + H(t) et x5 = ¢.

Démonstration.  (A) x|, 1) est C ! comme primitive d’une fonction continue.

(B) D’apres (A), = est continue sur ]o,T]; x est continue sur [0 — r, o[ car ¢ est continue. Reste
le point 0. On a z(c—) = ¢((6—) + o) = ¢(0—) = ¢(0) car ¢ est continue sur [—r,0]. On a
xz(o+) =04 ¢(0) = (o). Donc xz(0—) = ¢(0) = z(0) = z(o+), donc x est continue en o.

(C) De la définition de x on déduit, Vt € [0, T],

20 =yt) =~ [ nlt. ~ tylada+ g(0),

et par la formule d’intégration par parties prouvée en 1.4.8, il vient :

0 = [ dantt.a—0() + nltso ~ 0sl0) + o0
-/ Ot dan(t, 0)a(t + 0) + n(t,0 — t)a(0)

Hn(t,o —0)¢0) + [ dan(t,0)6(t — o +0) + H(?)]
0 o—t

_ don(t, 0)z(t + 0) + / don(t, 0)2(t + 0) + H(2)

— 70 don(t, )zt 4+ 0) + H(t)
= L(t)xy + H(t).

t
Proposition 3.3.1. L’application t — / n(t,a — t)z'(a)da est continue sur [o,T).

[

Démonstration. Notons ¥ cette fonction. Fixons arbitrairement ¢ € S.
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Démontrons que ¥ est continue a droite en t. Soit A > 0. Alors :

U(t+h)—U(t) — /Hh n(t+ by — t — B)e (@)do — /tn(t, a — 1) (a)da

o o
t

t+h
= / nt+h,a—t— h)x’(a)da—/ n(t+h,a —t — h)z'(a)da

Tt

+/ n(t+h,a—t—h)r' (a)da— [ nt,a—t)2 (a)da

[

29

i-th
= / n(t+h,a —t —h)z'(a)da
t

+ /Ut[n(t +h,a—t—h)—nt,a—t)]r(a)da

ce qui entraine :

t+h
[e+m =@ < [ e+ ha—t=b)]-a'()]da
+ [nte+hoa =t = b) = nit.a = o) [a'(@)] da

o
hsup [[n(r, ) Bvy - [12”[|oo
TES

IN

t
el [t + hoa =t = h) =yt~ t = h)|da

Tt
2 oo - [ lIn(t,a —t) = n(t,a —t)||da

g

et ainsi : Vh > 0,
[+ ) = @] < hsupnr)lsv, - I+
+|2]oo - (t =) lln(t + B ) = n(t. )llsv, (3.3.18)
Helloe - [ 0ttt = ) = n(t,a — )| da.

Puisque [ + n(7,-)] € CY(S,NBVy(J, E)), [t — |n(r,-)|Inv] € C°(S,R*) et puisque S est com-
pact, par le théoréme d’optimisation de Weierstrass, sup ||n(7,)||npy < +oo et donc on a :
TES

(hstelg (7, Il - 12”]le) = 0. (3.3.19)

lim
h—0+
avec la continuité de [t — n(t,-)] on a :

lim ([|2"[leo - (t = o)[In(t + h,-) = n(t,)llBv, =0 (3.3.20)
h—0t+

Soit une suite (hy), tel que (Vn € N, h, > 0) et lim h, = 0. Introduisons la fonction

n——+0o00
Pnla) = [0t o =t = hy) —n(t, = ).

Puisque 7(t, ) est continue a gauche sur J, on a : Va, ll)rf ¢n(a) =0. Enoutreona:vneN, 0 <
n o

dn(a)2]n(t,)||NBy < 400, et les constantes sont intégrables sur J compact, donc on peut utiliser le
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t
théoreme de convergence dominée de Lebesgue et affirmer :  lim / on(a)da = / lim ¢, (a)da =

n—-+o0o n—-+o0o

t
/ Oda. = 0, d’ou par la caractérisation séquentielle des limites dans R,

t
Mn/Hmua—ﬁJw—mua—ﬂMa:O

h‘)0+ o

En utilisant les équations (3.3.19), (3.3.20), (3.3.21) dans (3.3.18) on obtient : hlirgl+ ¥ (t+h)
%

0, donc ¥ est continue a droite en t.

Démontrons que ¥ est continue & gauche en ¢. Soit A > 0, alors

U(t—h)—T(t) — L%%M—h@—t+@ﬂ@ﬂa—/%@a—ﬂﬂ@ﬂa

oz

(3.3.21)

(@) =

t—h t
= / n(t — h,a—t+h)x'(a)da—/ n(t —h,a—t+ h)2'(a)da

7 ¢

+ /t n(t—h,a—t+h)z'(a)da — / n(t,a —t)z'(a)da
= /tt_h n(t—h,a—t+h)2'(a)do
+ t[n(t —hya—t—h) —nt,a—1t)]r(a)do
= /tth n(t—h,a—t+h)r'(a)da
/t Nt —h,a—t+h)—nt,a—t+h)r(a)da
+/ (t,a —t —h) —n(t,a —t)]2'(a)da
ce qui entraine que
1wt =h) =2l < hsupln(r,)lsv, 2] o
+ / In(t = hy2) = (e, )y, - /() | da
+ [ nttsa =4 0) = it = B)dac- oo,
d’ou

@t —n) =0 < (jlelg (7, sy - [[2lloc)

+(o — t)”x,ono “ln(t = h,-) = n(t, )l Bvy (3.3.22)
o' loe - [t a = t+b) =it a = 0)jda.
On a déja vu que sup,¢g ||7(7, -)||[nBv < 400, donc on a
lim [(sup [|n(7, )lInBv - [|[2[lc)h] = 0. (3.3.23)
h—0t" 7¢g8
Puisque [t — n(t,-)] € C°(S,NBVy(J,E)) on a :
lim [(0 —t)[|2"]|oc - [[n(t = h,-)|InBYV] = 0. (3.3.24)
h—0+
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Soit une suite réelle (hy,), telle que (Vn € N, hy, >0) et lim h, =0.
n—+oo

Introduisons, Vn € N, la fonction (,(«) := ||n(t,a — t + hy) — n(t, — t)||. Puisque 7(¢,-) est BV, elle
est réglée, et donc
Va e J, lim (u(a) = [n(t, (@ —t)+) —n(t, o —1)].
n——+00

Vn € N,Va € J,0 < Gy () < 2||n(t,-)|[npy < +00, et puisque les constantes sont intégrables sur J,
on peut utiliser le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue et affirmer que :

lim /tCn(oz)da = /t lim (,(a)da

n—-+oo

Par la caractérisation séquentielle des limites dans R, on a :

lim /Ut Int,a —t+h) —n(t,a —t)||da = /Ut In(t, (o —t)+) — n(t, — t)||dev. (3.3.25)

h—0+
Puisque 7(t,-) est réglée, {s € J : n(t,s+) # n(t,s)} est au plus dénombrable donc Lebesgue-
t
négligeable et donc / In(t, (o — t)+) — n(t,a — t)||dae. De I’équation (3.3.25) on obtient :
t
lim / In(t, =t + ) — n(t,a — £)|da = 0. (3.3.26)
h—0Tt o

En utilisant les équations (3.3.23), (3.3.24) et (3.3.26) dans ’équation (3.3.22) on obtient :
hliIélJr |¥(t —h) —¥(t)|| =0, donc ¥ est continue a gauche en t. O
—

3.3.1 Résolvante de I’équation linéaire (3.3.3).

On définit la fonction X : J x J — M, (R) en posant

t
X(t,s) =1 — / R(¢, s)de (3.3.27)
ou I est la matrice identité n x n.

Lemme 3.3.3. On suppose que L € CO(J, £(C°(A,R™),R™)); R est donnée par le théoréme
3.2.1 et X est donnée par (3.3.27). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Vs € J, X (-, s) € AC(J, Mn(R)).

(i) Vs € J, Vt € J, X(-,s) est différentiable a droite en t, a)gt(is) = —R(t,s), et a)a(t(f) €
RCY(J, M, (R)).
(iii) Vs € J, Vt € J, X(-,s) est différentiable a gauche en t, a)a(t(fs) = —R(t—,s), et wgt(f) €

RCS(J,MH(R)).
(iv) Vs € J, l’ensemble des points de J ou X (-, s) n'est pas différentiable est au plus dénombrable.
(v) vte J, X(t,-) € BV(J, M,(R))N Cg(J,Mn(R)).

(vi) Vs J, VteJ, X(t,s+) =1 — /t R(&, s+)de.

Mamadou Ibrahima Koné 91



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONCTIONNELLES LINEAIRES

Démonstration. Pour alléger ’écriture nous introduisons N (t, s) / R(&, s)d¢.

(i) Fixons s € J. De (iii) du théoréme 3.2.1 nous déduisons que R(-,s) € RI(J, M,(R)) par consé-
quence R(-,s) est Lebesgue-intégrable sur .J, et en conséquence nous avons N(-,s) € AC(J, M, (R)),
[37].

Alors X(-,s) € AC(J, My (R)) comme une différence de deux fonctions qui sont AC(J, M, (R)).
(ii) Comme R(-,s) € RI(J,M,(R)) N CY(J, M,(R)), en utilisant un théoréme p.221 dans [45],
nous obtenons que, pour tout t € J, N(-,s) est différentiable & droite en ¢, aj;gis) = R(t,s), et
Blgt(;s) € CY(J, My(R)). Comme une constante est différentiable avec une différentielle égale a zéro,
nous obtenons ’assertion.

(iii) Comme R(-,s) € R(J, M,(R)), en utilisant un théoréme p.221 dans [18], nous obtenons que,
pour tout t € J, N (-, s) est différentiable & gauche en ¢, BN(t 9 — = R(t—,s), et aN( 2 ¢ CY(J, Mn(R)).
Comme une constante est différentiable avec une dlfferentlelle égale a zéro, nous obtenons I’assertion.

(iv) En utilisant (ii) et (iii), nous voyons que l'’ensemble des points de J ou X(-,s) n’est pas
différentiable est égal a l'ensemble {t € J : R(t—,s) # R(t,s)}. Comme R(-,s) est réglé, en utilisant
le théoréme 1.1 de [10], nous pouvons affirmer que cet ensemble est au plus dénombrable.

(v) Soit (zi)o<i<n+1 € 6(J). Alors nous avons
Z IN (i) = Nt i)

t
- Z” Rf,xZ d¢ — R(&, @ig1)de||

Prlt t
- ZH / R w)ds+ [ REa)ds — [ R(Ewip)de]
< Z / IR(€, ) ||de+z 0y RLCE R CEI:
< Y- |||R\||+Z / IR( @) — R, ainn) ldg

=0

< -oirl+ [ ZuRg,xz R(& 1) | dg
< @-oiRl+ [ VAR, i <20 - IR

En prenant le sup sur &(J) nous obtenons V.I' (N(t,-)) < 2(T — o)|||R||| < +oo. Et ainsi nous avons
N(t,-) € BV(J,Mu(R)). Comme une fonction constante est a variation bornée, nous obtenons que
X(t,-) € BV(J, M,(R)). Maintenant nous fixons ¢ € J et s € [, T]. Soit h > 0 suffisamment petit.
Alors nous avons

X5 =0 = Xt = || [ Ree.s —nag— [ Rigs)ae]
= | / | R(es—mde+ [ (€, =)~ (e )]
| IRGE s = mllds+ [ 18,5 = 1) = R(&,5)]de
IR+ [ IR(E 5 )~ (& 5) e,

IN

IN
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Il est clair que hlir61+(h|\|RH|) = 0. Pour le second terme de la somme précédente, nous notons
—
que hhr& |IR(&, s —h) — R(&,s)|| = 0, pour tout £ € J, comme R(,-) est continue a gauche, et
—

nous notons que ||R(&,s — h) — R(&,s)|| < 2|||R||| et la constante est Lebesgue-intégrable sur J.
Et ainsi nous pouvons utiliser le théoreme de convergence dominée de Lebesgue et affirmer que

t
hlilr(l)aJr / |R(&,s—h)— R(&, s)||d§ = 0. Et alors, en utilisant les inégalités précédentes, nous obtenons
- s

hli%1+X(t, s—h) = X(t,s), ie. X(t,-) € CJ(J, My,(R)). Et ainsi (v) est prouvée.
—

(vi) Nous fixons t € J et s € [, T]. Soit h > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

t

X(t,s+h) = I— R(&, s+ h)d¢
s+h
s+h

t
— I+ [ R s+ h)de— / R(E, s + h)de.
s+h s+h
Comme ||/ R(&, s + h)dE|| < hl|||R]||, nous obtenons que hli%l+/ R(&,s 4+ h)d§ = 0. Pour le
s - s
troisieme terme de la somme précédente, nous notons que hli%lJr R(&, s+ h) = R(, s+). Nous notons
4>

de plus que [|R(§,s + h)|| < |||R]|| pour tout & € J et pour tout h > 0, et la constante |||R]||
est Lebesgue-intégrable sur J. En utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous

t t
obtenons que hh%lJr / R(&,s+h)dE = / R(&, s+)d€. Et ainsi nous obtenons la formule annoncée. [
- s s

Remarque 3.3.2. Utilisant la proposition 3.2.2, la définition de k dans (3.1.40) et la proposi-
tion 3.1.10, (iii) du résultat précédent nous donne la relation suivante :

P - 95 = R(t-.s) - R(t,s)
= k(t_a S) - k(ta S) = ﬁ(ta (3 - t)+) - ﬁ(tv s — t)a

et ainsi la discontinuité de 1(t,-) entraine la non-différentiabilité de X (-, s).

Introduisons la fonction 3 : J x J x C°(A,R") — R™ définie en posant

T

t s—&
3(t,s,9) = /8 X(t,€) </ dan' (€,0)6(E — s +0) + H(f)) dg. (3.3.28)

ot H € C%[o, T],R™).

Lemme 3.3.4. Supposons que L € C°(J, £(CY(A,R"),R"™)); X est donnée par (3.3.27) avec
R donnée par le théoréeme 5.2.1.
Fizons ¢ € CO(A,R™). Alors les assertions suivantes sont satisfaites.

(1) 5('7Ua ¢) € CO(‘L Rn)

(i) vt € J, B2 cpigte et 8009 oot continue a droite sur J.

ot+ ot+
(iii) Vt € J, w existe et w est continue d gauche sur J.
. 03(t,o, 03(t,o,
(iv) vt e J, 2zd) _ BlLod) _ [R(t o) — R(t—,0)]$(0).
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g

T

Démonstration. Posons f(t,€) := X(¢,€) / - don' (€,0)p(& — o + 0) + H(§)> deg.

Notons que f(t,&) = X (t,£)¥(§) ou ¢ est définie dans la proposition 3.1.1, et nous avons
t

sitr0) = [ ()

Dans un premier temps, nous prouvons que f satisfait ’assertion des propositions 1.1.5, 1.2.1 et
1.2.2. Utilisant (i) and (ii) de la proposition 3.1.1, nous savons que ¢ € R(J,R"™). Utilisant (iv) du
Lemme 3.3.3 nous savons que X (t,-) € R(J, M, (R)) et en conséquence nous obtenons

Vte J, f(t,-) € R(J,R"). (3.3.29)
De (i) du Lemme 3.3.3 nous savons que X (-,£) € C°(J, M,(R)), et en conséquence nous avons

Ve € J, f(-,€) € CO(J,R™). (3.3.30)

Du (ii) du Lemme 3.3.3 nous savons que nous avons

8f(t,§) . af(ag) 0 n
V(t, &) € J x J, T existe et T € Cy(J,R™)). (3.3.31)
De (iii) du Lemme 3.3.3 nous savons que nous avons
V(t,€) € J x J, a];itf) existe et a’;(t”_f) € Co(J,R™)). (3.3.32)

Comme R est bornée sur J x J, et comme les constantes sont Lebesgue-intégrables J x J, utilisant
(if) et (iii) du Lemme 3.3.3, et en posant m(§) = m1(§) := sup( gecsx [|R(t, s)|| pour tout € J,
nous obtenons les propriétés suivantes.

Im e LY, R; M), Vt € JVE € T, 8J;(ttf> | <m(§). (3.3.33)
Imy € LYJ,R; \),Vt € J,VE € J, yaJ;(ttf)n < mq(§). (3.3.34)

Et ainsi toutes les assertions des propositions 1.1.5, 1.2.1 et 1.2.2 sont vérifiées. Apres ces préliminaires
nous prouvons les assertions du lemme.

(i) Utilisant la proposition 1.1.5 et (3.3.29) nous avons

X[+, @) + H(E)dM (&) = | X(£,6)((E) + H(E))dA(E)

(1] [0,1]

= [ X0 + HO)E = s(t. . ).

g

3(t+,0,0)

et

3(t—0,0) = /[U ; X(E= @) +H(E)dM(E) = | X(1,6) (&) + H(E))dAi(£)
g

[o1]

= [ XWOWE) + HE)E = 5(t,0,0),

g

et ainsi 3(-, 0, ¢) est continue sur J.
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03(t,0,9)

poa existe et

(ii) Utilisant la proposition 1.2.1 nous pouvons affirmer que

%(t,0,9) _ /[Ut] 0X(t,¢) ((&) + H (€)1 (€) + X (¢, t+) (W (t+) + H(1)).

ot+ ot+

Comme R(t,s) = 0 quand s > t, nous obtenons X (¢,t+) = I — 0 = I. Du lemme 3.3.3 nous

savons que 2X48) — _p t,£), et comme R est Riemann-intégrable nous obtenons la formule
q I+ g

suivante pour tout ¢t € J.

03(t, 0, 9)

520 - - ["REOWE + HOME+ W) +HO).  (333)

De la proposition 1.1.4 nous savons que ¥+ € Cg(J, R™). De la proposition 3.2.2 nous savons

t
que [t — / R(t,&)(¥(&) + H(E))dE] est continue sur J. Comme la somme de deux fonctions

83('707¢)

o est continue a droite.

continues a droite est continue a droite, nous obtenons que

03(t,0,¢)

o existe et

(iii) Utilisant la proposition 1.2.2 nous pouvons dire que

AT [ ST + HOMM(©) + X (1) (0(e-) + H(D).

De (i) de la proposition 3.1.1 nous savons que ¢ est continue a gauche, et alors ¢(t—) = ¥ (t).
De (v) du Lemme 3.3.3 nous savons que X(¢,-) est continue & gauche et ainsi X (¢,t—) =
X(t,t) = I. Utilisant (iii) du lemme 3.3.3 nous obtenons la formule suivante.

W = Jiow R(t—,§)(¥(&) + H(&))dE + ((t) + H(t)).

Utilisant (iii) de la proposition 3.2.2 nous obtenons

W == J g FEOWE) + HEO)ME+ (0(t=) + H(D)). (3.3.36)

Utilisant (ii) de la proposition 3.2.2, comme la somme de deux fonctions continues a gauche

93(t,0,9)
ot

est continue a gauche, nous obtenons que est continue a gauche.

(iv) Utilisant (3.3.35), (3.3.36) et (ii) de la proposition 3.1.1, nous obtenons

O3(t.7.0)  D5(t.0.6) _ _
S0 L S y(t4) — (t) = [R(t, o) — R(t—,0)]0(0).

O

Lemme 3.3.5. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")); X est donnée (3.3.27) avec R
donnée par le théoréme 3.2.1, et 3 est donnée par (3.3.28). Fivons ¢ € C°(A,R™). Alors la fonction
[t — Ul(t,o,¢):=X(t,0)p(0)+3(t,0,0)], de J d valeurs dans R™, est continiment différentiable sur
J.
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Démonstration. De (i) dulemme 3.3.3 et (i) du lemme 3.3.4 nous déduisons que U(+, 0, ¢) est continue
comme une somme de deux fonctions continues. De (ii) du lemme 3.3.3 et (ii) du lemme 3.3.4 nous

oU (t,o,¢) _ 8X(t,o)¢(0)+ 03(t,0,0) U (-,0,¢)

déduisons que —; n T ~oi - existe pour tout ¢ € J et =7 est continue a droite

comme somme de deux fonctions continues & droite. De (iii) Lemme 3.3.3 et (iii) du lemme 3.3.4
nous déduisons que aUéttf’¢) = 8)§£t7,0)¢(0) + % existe pour tout t € J et W est continue
a gauche comme somme de deux fonctions continues a gauche.

Fixons t € J. De (ii) et (iii) du lemme 3.3.3 et du (iv) du lemme 3.3.4 nous obtenons

oU (t,o, AU (t,0, oX(t, oX(t, 93(t,0, 93(t,0,
{gti¢) o étfd)) = 8§+a)¢(0) N ai—a)‘b(o)"' 359tj-¢) o 359;1@

= [-R(t,0)+ R(t—,0)]¢(0) + [R(t,0) — R(t—, 0)]$(0) = 0.

oU(t,0,9) (t,o,¢) _ OU(to,¢) _ 9U(to,8)
ot t

. oU
De plus existe et 5 S = o

gauche. O

est continue puisque continue a droite et a

Lemme 3.3.6. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")) et ¢ € CO(A,R™); v est définie
dans (iii) de la proposition 3.1.6 et k est donnée par (3.1.40).
(i) Soit x € C%Jo — r,T],R"™), tel que Ty € Cl([o, T],R"), est une solution de (3.3.3) sur
[0, T]. Alors l’égalité suivante est vérifiée pour tout t € [o,T] :

t
2 (t) = = [ k' (€)dE + ()

t
(ii) Soit y € C°([o, T],R™) qui vérifie Iéquation y(t) = —/ k(t,&)y(&)dE + v(t) pour tout t €
[0, T]. Alors la fonction x : [0 —r,T] — R", définie par ’

¢p(t—o) si te[o—ro]

ﬂw:{¢@+/ﬁ@w i te [T,

[

est une solution de (3.3.3).

Démonstration. (i) Premier cas : ¢ € [0,0+r]. Alors nous avons —r < g —t < 0, et en utilisant
les propositions 1.4.8 et (3.1.2)) nous obtenons

() = L(t)x = _0 dan(t,0)x(t + 0)
- / " dan(t 0)2(t 4+ 0) + ’ don(t, 0)z(t + 0)

-7 o—t

—[n(t, (0 = t)+) =n(t,o = )]zt + 0 — 1),

et comme x(0) = ¢(0) nous obtenons

P(l) = /_ i_t don(t, 0)x(t + 0) + /U O_t dan(t, 0)a(t + ) } (5.3.37
—[n(t, (o = t)+) = n(t,o — 1)]¢(0).
Quand 0 € [—r,0 —t] nous avons —r < (t —o) —r < (t —o) + 60 <0, de plus ¢(t — o +0) =

To(t — o+ 0) = x(t + ), ceci implique que

/ " (. 0)a(t + 0) = / " ot 0)6(t — o + 8) = (8), (3.3.38)

-r -r
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ou v est donnée par la proposition 3.1.1. En faisant un changement de variable nous obtenons

0 i
don(t,0)z(t 4+ 0) = / dan(t, & —t)x(€), et en utilisant la proposition 1.4.8 nous obtenons
t o

[ dantt.6 = 02(6) = (e, 04)2(0) —nlt.o — )2(o) — [ nles6 — 01 (€)d¢
= 0 it~ 06(0) ~ [ Alt.€ ~ D

ce qui implique

/U Ot don(t,0)a(t + 0) = —(t, 0 — 1)b(0) — / ()2’ (€)d. (3.3.39)

(e

Maintenant, utilisant (3.3.38) et (3.3.39) dans (3.3.37) nous obtenons

0 =~ [ K6OF @~ a0~ H6(0) + 00
~[u(t, (o~ )4) = n(t.0 ~ ]6(0)
= — [ KO ©ds = n(t, (o = )4) + w1

et, notant que —n(t, (¢ —t)+) + ¢(t) = v(t) quand ¢ € [0, 0 + r|, nous obtenons
20 = — [ KO (EdE + (1), when € [o,0 +7]. (3.3.40)

Deuxiéme cas : t €|o + r,T]. Alors nous avons o —t < —r et de plus 7(t, o — t) = n(t, —r).
Utilisant la proposition 1.4.8 et un changement de variable nous obtenons
t

[ rwoaeie = [ ae—nae

= it (= D)a(t) ~ it~ Da(o) = [ dei(t.€ ~ a(e)
0 ii(to—D6(0) — [ daii(t, $)a(t + 5)

= —q(t,—r)p(0) — dan(t, s)x(t + s).

Nous déduisons de ces inégalités la relation suivante

t 0
- [ MOS0 = [ it )t +5). (33.41)
o —t
Utilisant (iii) de la proposition 1.4.8 nous avons
0 0
di(t, 5)a(t + 5) = /[ At (e )+ [t )elt +9),
o—t o—t,—r -r

comme 7)(t, -) est constant sur [0 —t, —r] la mesure u[7(t, -)] (notation de la sous-section 1.4) est

nulle sur le Borélien de [0 — ¢, —7] et en conséquence nous avons dan(t, s)x(t+s) =0,
o—t,—r

t
et ainsi nous obtenons —/ k(t,&)x' (€)dE +~(t) = L(t)zy = 2/ (t) qui implique

2 (t) = — /Ut k(t, &)’ (&)dE +~y(t), quandt € [0 + 7, T). (3.3.42)
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Les relations (3.3.40) et (3.3.42) permettent d’obtenir la formule annoncée.

(ii) Premier cas :t € [0,0 + r]. Alors nous avons

20 = ylt)= - [ K6 + (0
=~ [ k.02 O e, 0~ 0+00) + [ dan(t, 000t — o +0),

T

et comme ¢(t — o + 0) = x(t + 0) quand ¢t € [0,0 + r] et utilisant la définition de k, nous
obtenons
t

2(t) = /“_td2n<t,e>x<t+e>— [t = 0a'(©d ~ (e, (o = +)8(0). (3.3.43)

-r o

Utilisant la proposition 1.4.8 et 77(¢,0+) = 0, nous obtenons

[ att6 = 0@ = qlt, ¢~ +)ate) = a0~ (o)
/ dai(t, € — 1) ()
— ij(t, 0 — 1)6(0) — / doii(t, 0)(t + ),

o—t
et ainsi avec (3.3.43) nous obtenons

Z(t) = /Ut don(t,0)x(t + 0) + oot dan(t,0)x(t + 6)

b

—[n(t, (o = t)+) —0(t, 0 — 1)]$(0),

0
et en utilisant la Proposition 1.4.8 nous obtenons /(t) = dan(t,0)x(t + 0), et alors

T

2/ (t) = L(t)x; quand t € [o,0 + 7). (3.3.44)

Deuxiéme cas : t € Jo +r,T|. Dans ce cas nous avons ¢ —t < —7r. nous avons

20 = v =~ [ KOs — it ~r)o0)
= — [ att6 — 0 (€1 — e, ~)o(0).
Utilisant la proposition 1.4.8 nous obtenons
[ atte =0 ©de = a(t,00)6(0) ~ .0~ 6(0)
/ doii(t, € — )3(€)

— it —r)o / dai(t, 0)z(t + 0)
= it -ne0) = [ daift0)at +6)
[c—t,—7)

—/_0 doi(t, 0)a(t + 6)
= —q(t,—7)$(0) — 0 — L(t)a,
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et ainsi nous obtenons z’(t) = 7(t, —r)¢(0) + L(t)x: — 1(t, —r)p(0) ceci entraine que
2'(t) = L(t)z; quand t € |o+r,T). (3.3.45)

De (3.3.44) et (3.3.45) nous obtenons que z est une solution de (3.3.1) sur [0, T]. La définition
de = donne z, = ¢, et alors x est une solution de (3.3.3) sur [0, 7.
O

Lemme 3.3.7. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")); k est donnée par (3.1.40). Si
t

u € C%[o, T),R") satisfait u(t) = —/ E(t,&)u(&)de pour tout t € [o,T] alors u(t) = 0 pour tout
teloT]. 7

Démonstration. Posons N := {7 € [0,T] : Vt € [0, 7|,u(t) = 0}. Notons d’abord que N est non vide
puisque 0 € N. Si (74)4 est une suite dans N qui converge vers 7 € [, T, alors nous avons u(7,) =0
pour tout ¢ € N, et alors u(7) = 0 comme u est continue. De plus, si ¢ € [0, 7|, alors, pour tout € > 0,
il existe ¢ € N tel que 7, €]t, T + €] qui entraine que t € [0, 7,] et alors nous avons u(t) = 0 comme
74 € N. et ainsi nous avons prouvé que N est fermé dans [o, T'.

Fixons 71 € N. Comme k est bornée, nous choisissons 75 €]71, T tel que (12 —71).[|k|lc < 1. Intro-
t

duisons l'opérateur T : C([1, 2], R") — C°([1, 2], R") en posant T (v) := [t = [ k(t,&)v(€)dE].
T1

De (iii) de la proposition 3.1.11 nous savons que cet opérateur est bien définie. 7 est clairement
linéaire. Nous avons

ITEON < [ 1 Olde - ol < (72 =) - [l

duquel nous déduisons que 7 est une contraction stricte. De plus 7 posséde un unique point fixe,
et la fonction nulle est clairement un point fixe, et ainsi son unique point fixe est 'application nulle.
Notons que la restriction de u a [r1, 73] est encore un point fixe de cet opérateur comme, pour tout

t € [r1,72], nous avons u(t / k(t,&)u(§)de = / k(t,£)0d¢ + k(t &v(€)dE. Alors nous avons

nécessairement u(t) = 0 pour tout t € [y, TQ] En conséquence 9 € N et nous avons aussi [0, 2] C N,
et [0, 9] est un voisinage de 71 Dans N. Et ainsi nous avons prouvé que N est ouvert dans [o, 7.

Comme l'intervalle [0, T est connexe et N est un sous-ensemble fermé et ouvert de [o,T], nous
obtenons N = [0, T ceci implique que u(t) = 0 pour tout t € [0, T]. O

Lemme 3.3.8. Supposons que L € CO(J, £(CY(A,R"),R")) ; k est donné par (3.1.40), R est
donné par le théoréme 3.2.1, et v lest par (iii) de la proposition 3.1.6. Si x est une solution de
(3.3.3) alors, pour t € [o,T], la relation suivante est vérifiée

- [ Rt )€ + 200,

t
Démonstration. Posons p(t) := —/ R(t,£)v(&)dE pour tout t € [0, T]. Dans les calculs suivants nous

utilisons (i) du Théoreme 3.2.1, l’éagalité {(,8) 10 <<, <B<t}={(pP):0<p<to<
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¢ < B} et le théoreme de Fubini.

o) = - [ K66 §+/t(/k (LAR ﬁﬁdﬂ) +(€)d
:—/k:tf d§+/</ktﬁ )dg)dﬁ
_ /(t§ d§+/ tﬁ(/ d£>d5
- /k:t§ d5+/kt5(
- —/kt,f plE)de

ce qui implique [y / k(t, &)[y (&)]dE + (), et en conséquence, utilisant le lemme
3.3.6,

(8) +plt) = 2'(8)] = - / () + p(6) = (O)de.

Alors en utilisant le lemme 3.3.7 nous obtenons

20 =10 +p(0) =~ [ RE91OIE +1(0).
g

Théoréme 3.3.3. Supposons que L € CO(J, £(C°(A,R"),R"™)). X est définie par (3.3.27), 1
par la proposition 3.1.1, U est définie dans le lemme 3.53.5 et 1 est définie par le théoréme 3.1.1. Si
x:[o—r,T] — R" est une solution de (5.3.3) alors nous avons x(t) = U(t, o, ¢) pour tout t € [0, T],

ie. o(t) = X(t,0)p(0) + 3(t,0,0), i.e

o(0) = X(,0)60) + [ X0, (e 0)0(6 o +6) + HE)e (3.3.46)

t
Démonstration. Fixons t € [o,T]. Utilisant le lemme 3.3.8 et la formule z(t) = ¢(0) +/ v(s)ds,

nous obtenons ’égalité suivante
t t s
2(0) = 6(0) + [ v(s)ds — [ ([ Bl (e ds. (3.3.47)

t t t
De la définition de v nous obtenons / ~v(s)ds = —/ n(s,o0 — s)p(0)ds + / 1 (s)ds ceci implique

[ s == [ ks o00s + [ wiss )
Nous avons

[ ([ msenterie)as = = [ ([ s cteco—erotone) as+ | (/,R wle)de)
— /0(/ R(s dg)ds+/ (/U R(s, €)% >ds
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et comme —/s R(s,8)k(&,0)p(0)dE = R(s,0)0(0) — k(s,0)¢(0), nous obtenons

/ (/ Rls dg)ds - / s /:k (3.3.49)
(o

Utilisant (3.3.48) et (3.3.49) dans (3.3.47), et utilisant Iégalité {(s,£) : 0 < s < t,0 < & < s} =
{(s,6) : 0 <& <t,6& <s <t} et le théoreme de Fubini nous obtenons

2(t) = 6(0) /t R(s.€)0 d§+/w s — [ ([ Re.epvcrae) as

= (- [ Ris.0a00) + [ v >ds—/t(/tR<s,s>¢<5>ds)ds
- X(t,a>¢<>+;w £)de - /(/R ) (€)as

— X(t0)o(0) + /t( §>ds)¢<£>d§
= X(t,0)p(0) + | X(t, f)w(f)ﬁ

q

En utilisant le (f) de la proposition 3.1.2, nous obtenons la formule annoncée. O

Remarque 3.3.3. Comme nous ’avons prouvé dans le lemme 3.3.5, Uapplication [t — U(t, o, ¢)]
est de classe C, mais ces deuzx composantes [t — X (t,0)¢(0)] et [t — z(t, 0, ¢)] ne sont pas de classe
Ct comme montré dans la remarque 3.5.2 et dans le (ii) du lemme 3.8.4. Dans [29] les auteurs
affirment que x(-,0,¢) est une solution de [’équation différentielle fonctionnelle, mais comme X
n’est pas de classe C1, il est nécessaire de modifier la notion de solution de I’équation différentielle
fonctionnelle pour pouvoir affirmer cela.

Nous allons rappeler dans les pages suivantes les principaux résultats de ce sous-paragraphe.
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Proposition 3.3.2. Soit L : [0,T] — £(C°([-r,0],R"),R"). Il existe une application n :
[0, T] x [=r,0] — M,(R) qui vérifie les propriétés suivantes.
(i) vt € [0,T], n(t,-) € NBV([—r,0], M,(R))
(ii) Vt € [0,T], [In(t,-)lBv = [L(?)[e
(iii) [t — n(t,-)] € C°[o, T), NBV([-7,0], M,(R)))
(iv) Vt € [0,T], ¥ € CO(lo —r, T),R"), L(t)p = [°, dan(t, 0)$(6)
(v) n est Lebesgue-mesurable sur [o,T] x [—r,0]
(vi) n est Riemann-intégrable sur [o,T] x [—r,0].
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Théoréme 3.3.4. Soit L : [0,T] — £(C°([~r,0],R"),R"). Alors il existe une application
X :[0,T] x [0,T] — Myu(R) qui vérifie les propriétés suivantes.

(i) Vs,t € [o,T] tel que s > t, X(t,s) =1 (identité)
(i) Vs € [0,T], X(-,s) € AC([o,T], Mp(R))

(iii) Vs,t € [0,T], X (-, s) est différentiable a droite et différentiable d gauche en t,
o0X(, o0X(,
5t € CY(lo, T), Ma(R)), %5 € Of ([0, T), Ma(R))

(iv) Vs,t € [0,T] tel que s > t, 2552 — O = n(t, (s — O)+) = n(t, (s — 1)-)

(v) Vs € [0,T], l’ensemble des points de [0, T] ou X(-,s) n’est pas différentiable est au plus dé-
nombrable.

(vi) Vt € [0,T], X(t,-) € BV(|o,T], Mn(R))N Cg([a, T, Mp(R)).

Définissons Uapplication 3 : {(t,a) € [0,T] x [0,T] : t > a} x CO([~r,0],R") — R™ en posant

t o—¢&
3(t,0,¢) = /U X(t,€) (/ dan(&,0)¢(§ — o +0) + H(§)> dg.

T

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout o € [0,T] et pour tout ¢ € C°([—r, 0], R™).
(Vii) 3(+ 0, ¢) € CO([Uv T]7Rn)

(viii) Vt € [0,T], 3(-,0,¢) est différentiable a droite et différentiable a4 gauche en t,

2629 & OY(([o, T], R"), et 2529 € CY(([o, T), R")

i at77 8t77 8Xt7 a.Xt7
(ix) Vi € [0, T], 2L2d) _ Wlbod) _ 0X(te) _ X(hs)

Définissons lensemble ® := {(t,a) € [0, T|x [0, T) : t > a—r} et Uapplication U : D xC([—r, 0], R") —
R"™ en posant

) X(t,0)9(0) +5(t,0,9) si t=0
U(t’a’¢)'_{¢(t—a) si. o—r<t<o.
Alors les assertions suivantes sont vérifiées pour tout o € [0,T], pour tout ¢ € C°([—r,0], R™).
(x) U(,0.0),., € CY([o, T),R™) et U(-,0,¢) € C°([o — r,T],R"™)
(xi) U(-,0,0) est l'unique solution de (1.4.22) sur [o,T).
De plus on définit Uapplication V : D x C°([—r,0],R") x C°([o, T],R") — R" en posant

Ult,o,0) + [L X(t,a)H(a)da si t>o
o(t—o) si o—r<t<o.

Vt,o,¢,H) := {

Alors les assertions suivantes sont vérifiées pour tout o € [0,T] pour tout ¢ € CO([—r,0],R™) et pour
tout H € C%([o,T),R™)

(Xil) V(7 g, ¢7H)\[J,T] € Cl([0-¢ T]an) et V(v o, 9, h) S CO([U - T]aRn)
(xiii) V(-,0,¢,H) est l'unique solution de (3.3.1) sur [o,T].
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3.4 L’équation adjointe du probleme linéaire et la forme bilinéaire
associée

Dans cette partie, nous considérons le systéme linéaire :

2(t) = / " [doii(t, )]t + 0) (3.4.1)

-r

ol nous rappelons que 7(-, -) est définie en (3.1.17). On considére en plus I’équation non homogene :
2/ (t) = L(t)x, + H(t) (3.4.2)

ot H € C°[o, T],R™). Grace au théoréme 3.3.3, la solution x(t) de (3.4.2) peut s’écrire :

o—x

2(t) = X(t,0)6(0) + /UtX(t,a)(/ doi(c, 0)d(c — o + )

. - (3.4.3)
+ / X (t, ) H(a)da
g
Définition 3.4.1. L'équation adjointe d l’équation (3.4.1) est :

d T+r
T (z(s) —I—/ z(a)n(a, s — a)da) =0, pourc <s<T (3.4.4)
S s

ot z € NBV([o,T +r],R™).

Le résultat suivant établit le lien entre la matrice résolvante X(¢,s) de (3.4.1) et la matrice
résolvante Y (o,t) de 'équation adjointe (3.4.4).

Théoréme 3.4.1. si x est solution de (3.4.2) sur [0,T], alors pourt € [o,T],

o) = Yioeo)+ [ al[ Vie a5 - adala(s)

" (3.4.5)
+ / Y (a, t)H(a)da,
g
ou'Y est une matrice carrée n X n définie par :
Y(o,t) = 0, pourt<o
¢ _ (3.4.6)
Y(o,t) = 1 —/ Y(a,t)n(a, 0 — a)da, pour o < t.
e
Et en outre on a :
Y(o,t) = X(t,0) (3.4.7)

ot X vient de (4.5.11).
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Démonstration. Soit x une solution de (3.4.2) passant par (o, ¢). Multiplions (3.4.2) par Y (a,t) et
intégrons de o a t, ce qui donne :

Y(a,t)2' (o) = Y (o, t)L(a)xe + Y(a, t)H(a),

/ Y(a, da—/Yat xada—{—/YatH( )dov.

Une intégration par parties (cf.[31],p.179) du terme de gauche de I’égalité donne :

/;Y(a,t)m'(a)da — [Y(a /D Y(a, t)a(a)da

On a donc :

2(t) — Y (0, 0)2(0) — / " DaY (o, t)x(a)der — / Yo h(a)da = / Yo ) L(a)zado.

e e e

On s’intéresse au membre de droite de 1’égalité précédente; on a :

Eo)ra = [ om0, 00+ )

-T

qui, par le changement de variable u = a + 6, devient

L(a)zg = /a (duii(cr, u — )] (u).

a—r

Ainsi on a :

/ Yo ) L(@)zada /J "Yant) /a :[duﬁ(a, w— o)z (u)}da.

o

Poura <u<t,onal<u-—a<t-—a,et comme 7(x,0) =0, pour § >0ona:

/t Y(a,t)L(a)zqda = /:{Y(a, t) /at_r[duﬁ(a, u— a)]z(u) Hda,

[

or, en posant k(a,u) = 7(a,u — ), on a :

/t dyk(o,u)x(u) = /t duk(a,u)x(u)—l—/g_r dyk(o,u)x(u)

a—rT a—r

<8
<
o
<
~—
I
—
3
S8
<
e
—
L
=
8
—
£
|
—
q
I
S8
RA
—~
Q
<
S~—
=
£

o—r a;r Ol&IT
= dyk(o, u)x(u) —I—/ dyk (o, u)z(u)

et comme o <wu <t, ona k(a,u)=0 ainsi

Donc :

/:Y(oz HL(a )xada—/ Y(a,t {/t duk(a, u)z(u) o (3.4.8)
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Grace a l'intégration par parties prouvée au théoreme 1.4.7, on a :

t

/:r dyk(a,u)x(u) = k(a,t+)z(t) — k(a,o0 —r)x(c—1) — / k(o, )z’ (u)du

/Yat / dyk(a,u)x(u)tda = /;Y(at)k(at—i—) (t)do
/Yatk(a o—r)x(oc—r)da

/Yat{/ k(a,u)z' (u)du}da.

En appliquant le théoréme de Fubini ([36], p.359) au second terme & droite de 1’égalité, on a :

/ Y(a,t) {/ u)dulda = /t_T /:Y(a,t)k(a,u)x'(u)dadu. (3.4.9)

Par une intégration par parties du terme de droite de I’égalité, on a :

/ / Y (o, t)k(o,u)2’ (u)dadu = /t {/tY (o, t)k(, u)da}x' (u)du
= /Yat (o, u)z(u)da]t
—/ {dy, / Y (o, t)k(a, u)datz(u)

/t /t Y (o, t)k(a, u)z' (u)dadu = / Y (a, t)k(o, t+)x(t)do

/ Y(a,t)k(a,0 — r)z(o — r)da (3.4.10)
—/U_T{d /: (0, )k, w)day e (u).
Ainsi, avec (3.4.8), (3.4.9), (3.4.10), on a :
/U V(o ) L(@)zada /U 'Yl (e, t4)2(t)da
t

/ Y(a,t)k(a,0 — r)x(o — r)da —/ Y (o, t)k(a, t+)x(t)da

o

+/Yat )(a—rda—{—/ {d/Yatk(au)da}m()
Donc
2(t) — Y (o, 6)6(0) — /:D / Y (a, ) H(a)da = /t_ du{/;Y(a,t)k(a,u)da}m(u).
(3.4.11)
Comme

/t du{/tY(a,t)k(a,u)da}x(u) _ /U Td {/ Y (a, £)k(ar, u)da}a(u)
+/d{/ (o, t)k(a, u)datz(u),
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t
sachant que Y (o,t) =1 — / Y(a,t)k(a,0)da, on a :

Y@J*:I-/Sqmoumumw

Lt Y(a, t)k(a,u)da = /:Y(a,t)k:(oz,u)da + /;Y(a,t)k:(oz,u)da
[j Y(a,t)k(o, u)do + /ou Y(a,t)k(a,u)da = /Ut Y (o, t)k(a, u)da
Comme 0 < o <won a k(a,u) =0; d’ou:
/ut Y(o, t)k(a,u)da = /Ut Y(o, t)k(a, u)dey,

et ainsi on a :

/3«mou%uma:1—ym¢)

Soit ¢ € CY([o — r,0],R™) et d’aprés le théoréme 1.4.7, on a :

[t [ ¥ ke wdayot) = [ dulr - v (w0360

et on a :

[ aulr =y yee) = [0 vol - [ (Y06
= (I -Y t7t>)¢(t) - (I - Y<J -7 t))¢(0 - 7’)

o—r)=(I=Y(1)e(t)

/ dy{I =Y (u,t)}p(u / D,Y (u,t)¢ (3.4.13)
Finalement avec (3.4.12) et (3.4.13) dans (3.4.11) on obtient :
x(t) /DYat da—/Yat
/7 u{/ Y(a,t)k(a, u)datz(u) — /t D,Y (u,t)x(u)du.
On a bien le résultat du théoreme :
x(t) —i—/ dz/YO‘t (o, u — a)dalx +/Yat (3.4.14)

Ainsi avec (3.4.3), on peut conclure que X (t,0) = Y(o,1t).
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3.4.1 Expression matricielle de la solution de (3.4.4).
On remarque aussi que 'application Y définie en (3.4.6) est solution de la forme matricielle

T+r

% (M(S) + : M(a)n(a, s — a)doz) =0

de I’équation adjointe (3.4.4). En effet, pour 0 < ¢ < T, on a:

T
Y(t,T)=1 —/ Y(a, T)n(a, t — T)da,

T+r
et, comme / Y(a,T)n(a,t — a)da =0, ( sachant que T <a<T +7r, onaa>1T),

on a : T

T+r
Y(t,T)=1- /t Y(a, T)n(a, t — a)do

T+r
Y (¢, T) +/ Y(a, T)n(a,t —a)da=1, 0 <t <T.
t

3.4.2 Expression explicite de z.

Nous allons donner une expression explicite de z en fonction de Y. Pour ce faire on considere x
une solution de (3.4.1) sur [o,T] avec z(0) = ¢(0) pour 0 € [0 —r,0].
Soit z € NBV ([o, T 4 r]; R™) solution de (3.4.4), c.-a-d. vérifiant

dis (z(s) + /STJFT z(a)n(a, s — a)da) =0, si s € [0, 7). (3.4.15)

Soit o < t < T, en utilisant I'intégration par parties prouvée dans ’annexe de [31], on a :

/Utdz(oz)z(oz) = [Z(oz):n(a)]f,—/Utz(a)g;’(a)da

et ainsi on obtient :

~+
+

g

t
= /dz(

en posant : p(a,s) =n(a,s —a). Oron a :

A(B)a(t) — 2(0)a(o) = / dz(@)z(a) + [ ()7 (a)da
a)z(a) +

car pour s > «, on a p(a,s) = 0, et par le méme calcul que (3.4.9), (3.4.10), (3.4.11), (3.4.12),
(3.4.13),on a:

[ o) [ data, et = [ ([ =(@)pla s)daya(s)

e oa—r o—
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et ainsi on obtient :

t

AB)a(t) — 2(0)x(0) = /U " dx()z(a) + /U t / ()p(a, s)da)z(s). (3.4.16)

(e

On s’intéresse particulierement au second terme du membre de droite de I’égalité :

/;_T ds(/;z(a)p(oz,s)da)x(s) = /0 ds (/:z(oz)p(a s)do)z(s)
+/Ut T / )p(a, s)da)x(s)
t ds(/a z(a)p(a, s)da)z(s),

/:r ds(/gt z(a)p(a, s)da)z(s) = / /:Jrr p(a, s)da)x(s) + /:r ds(/:rr z(a)p(a, s)da)z(s)
et

c—r<s<o
c+r<aslt==oc<a—r<t—-r=s<a-—-r,
d’ot p(a, s) = p(a, 0 — 1),

on obtient alors

) als(/(7 z(a)p(a, s)da)x(s) = 0, et ainsi

I
[ ot [ et spaarnts) = [ as [ tamta et

g—r
On a aussi

ds /t z(a)p(a, s)da = dg /: z(a)p(a, s)da + ds /: z(a)p(a, s)da,

[

et comme o < a < s alors p(«, s) = 0, et ainsi on obtient

/Ut z(a)p(a, s)da = /Slt z(a)p(a, s)da.

Par ailleurs,
t+r

t+r
ds/ z(a)p asda—d/ asda+d/ a)p(a, s)da;
S

ort<a<t+r,
o<s<t—r,
t—r<a-—r<t,

donc pour s < a —r, on a p(a,s) = p(a,a —r) d’ou
t+r t+r
d/ asda—d/ a)p(a,a — r)da = 0.
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On a:

/:_T ds( Utz(a)P(a,s)da)x(S) = /:rds(/:ﬂ 2()p(a, s)da)z(s)
+/: T /HT p(a, s)da)x(s)
dy / 2(a)pla s)da)a(s)

t—r

t t+r
Ensuite on va ajouter et retrancher / ds( / z(a)p(ay, s)da)x(s) a Pexpression précédente, ce qui
t—r t

donne :
[ [ e derets) = [ a [ s(@plas)darats
+ /J:_T ds(/;—w z(a)p(a, s)da)x(s)
+ ds(/S z(a)p(a, s)da)x(s)

t—r
t

t+r
+ [ [ sepas)dajals)
[ [ saipte s)daats

En réinjectant cette derniere égalité dans (3.4.16), on a :

(0)e(0) — =()e(o) = [ de(@)ala)
+/ /HT p(a, s)da)x(s)

+/U ) /U—H p(a, s)da)z(s)

/t . s</tt+rz<a>p<a 5)da)z(s),
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d’ou :

o o+r

+ z(0)z(0) + ds( z(a)p(a, s)da)z(s)

_|_/ +/ /Hr )p(a, 8)da)x(s).

Notons que

/: dz(s)xz(s) + /t ds(/st—w z(a)p(a, s)da)z(s) = /Ut ds{z(s) + /SH_T z(a)p(ay s)datx(s).

[

T+r

T+r
Comme / z(a)p(a, 8)da = / z(a)p(a, « — r)day, et puisque
t+r t+r

t+r<a<T+r
t<a—r<T
o< s<talorss<a-—r,

T+r
on a / z(a)p(a, s)da = 0. Finalement, on obtient
t+r

[ atere)+ [ [ stamla spdaes)
_ / d,{=(s) + / p(a, s)da}a(s)

=0 grace a (3.4.4).
En posant
t t+r
By(x,y) = =(t)a(t) + / d( / (a)p(a, 5)da)a(s) (3.4.17)
t—r t
avec x et z solutions respectives de (3.4.1) et (3.4.4), et F(t) = By(z, 2), on a,
pour tout t > o, F(t) = F(0).

Cela entraine que F' est constante.
De la relation (3.4.17), on souhaite déduire une expression de la solution de (3.4.4).
Sio <t By(z,2) = Bi(z,2) =

o+r t t+r
A+ [ dl] T el sdaats) =200+ [ dl [ z@pla,s)daja(s).
t—r t
On considére X (-, -) la matrice solution de la version matricielle de (3.4.1), on a :

(0,0 +/ /U—H ,S)y(a)da) X (s,0) = z(t) X (t,0)+ t ds(/tt—i_rz(a)p(a,s)da)X(s,a),

t—r
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t t+r
d'ou z(o) =z(t)X(t,0)+ ds(/ p(a, s)y(a)da) X (s, o). Comme nous avions vu précédemment
t—r t

que X (t,0) =Y (o,t), alors on obtient :

t t+r
z(o) = z()Y (o,t) + dS(/t z(a)p(a, s)da)Y (o, s).

t—r
O
Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Théoréme 3.4.2. Si z est la solution de ’équation (3.4.4) sur [, T], alors pour tout t € [o,T],

on a :
t

t+r
z(0) = z2(t)Y (o,t) + ds(/t z(a)p(a, s)da)Y (o, s). (3.4.18)

t—r
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Chapitre 4

Equations différentielles fonctionnelles
controlées

4.1 Représentation de t — L(t) continue par morceaux sur [0,7] a
valeurs dans C*.

L étant continue par morceaux, il existe tg,t1,...,t, avec o0 =19 < --- < t, =T tel que :
— Vi=0,...,p—1, L est continue sur |t;_1, t;[,
— Vi=0,...,p, L(t;—) := lim< L(s) existe,

S—

— Vi=0,...,p, L(t;+) = hm> L(s) existe.

Ainsi, soit t € [0,T], il existe i € {0,...,p—1} tel que t € [t;,t;11], L ayant une limite finie a droite en
t; et & gauche en t;;1, on peut prolonger L par continuité sur [t;,t;+1] et alors, I'application linéaire
continue L(t) : € — R™ peut étre représentée par :

0
L(t)p = dsno(t, 8)P(8) Ly, (8) + Z dsm (t,8)d(8) 1y, 40,11 (8), oW P € C (4.1.1)

b

avec 1;(-, ) vérifiant :
(C1’) n; est mesurable de [t;,t;+1] X A dans M, (R).
(C2’) Pour tout t € [t;,tiy1], 7i(t,-) € NBV (A, M, (R)).
(C3’) Pour tout ¢ € [ti, tiya], [ni(t, )l Bv = [|L(t)]c
(C4’) L’application [t +— n;(t,-)] est continue par morceaux sur [o,7] a valeurs dans BV ([o —
r, 0], Mn(R)), quand BV ([o — r, 0], M,(R)) est muni de la norme VO,(.).
(C5’) n est Riemann-intégrable sur [t;, ti41] x A

4.2 Prolongement de n & [0,T] x [0 —r —T,T| dans le cas continu par
morceaux
On pose
no(t, z) si z€lo—r0]

ﬁo(t, Z) = 0 si ze€ [U,tl] (4.2.1)
no(t,o—r) si z€log—r—t,o0—r]
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et, pouri € {1,...,p—1}:

771'(75, Z) si z¢€ [ti -, ti]
ﬁi(t, Z) = 0 si z E]ti, ti+1] (4.2.2)
ni(t,ti—r) stz €t —r—tiy1,ti — ).

Le résultat suivant peut étre vu comme un corollaire du précédent :

Lemme 4.2.1. Avec ny et n;, i € {1,...,p — 1} définies en (4.2.1) et (4.2.2), on a :

(i) no(t,-) € BV([-t1 —r —o,t1], Mu(R)) et pour tout i € {1,...,p — 1},
i (1, ) € BV(] —lit1 — tzatz-l-l]aMn(R)) :

(it) V2, o (io(t, ) = ch—r(ﬁo(ta ) et pouri € {1,...,p=1}, VI Ly (5:(t,-) = Vi (i, ).

(iii) 7o(t,-) € NBV([—t1 —r — o, t1], Mp(R)) et pour tout i € {1,...,p— 1},
ni(t,-) € BV(] = tig1 —r — ti, tig1], Mn(R)).

(iv) [t — no(t, )] € C%[o,t1], NBV ([-t1 — r + 0, t1], M, (R))) et pour tout i € {1,...,p— 1},
[t 7i(t,) € OOt i), NBV(| — tist — 1 — b, tis1], Mo (R))].

(v) no est Lebesque-mesurable sur [o,t1] x [—r,0] et n; est Lebesque-mesurable sur |t;,t;y1] X
[—7,0] pouri e {l,...,p—1}.

(vi) no est Riemann-intégrable sur [o,t1] x [—r,0] et n; est Riemann-intégrable sur |t;, t;+1] X
[—7,0] pouri e {1l,...,p—1}.

4.3 Existence et unicité locales de solutions du probleme de Cauchy

Pour établir I'existence et 'unicité de la solution de 1’équation (1.1.2) nous nous appuierons sur
le théoreme 2.1.1.
En effet application f est continue par morceaux sur [oc—r, T| X €x U et continue sur [oc—r,t;| X ExU.
L’idée est d’étudier l'existence sur [o,t1] car sur cet intervalle [s — f(s,zs,u(s))] est continue et on
se retrouve bien dans le cas du théoreme 2.1.1.

filo—rt]xEexU— R".

En posant :
= fllo—rti]xexvs

on a les théorémes d’existence et d’unicité suivants :

Théoréme 4.3.1 (existence). Supposons que :
— Q est un sous-ensemble non vide de [0 —r,t1] x € x U
— [eCORM).
Si (0, ¢,u(0)) € Q, alors : il existe une solution de (1.1.2) passant par (o, ¢, u(o)).
Plus généralement, si W C Q est compact et fe CO(Q R™) :
— Il existe un voisinage V. C Q de W tel que fe C’O(V R™).
— Il existe un voisinage UCCYV;R™) de f et a >0 tel que
(o, ¢,u(0)) €W, g€ U.
— Il existe une solution x(o, ¢, u, f) de (1.1.2) passant par (o, ¢, u(o)) définie sur [c—r,o+al].

Théoréme 4.3.2 (Unicité). Supposons que :
— [ Q—R"
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— [ est continue
— ¢ f(t,p,u(t)) est lipschitzienne.
Si (o, ¢,u(0)) € Q, alors :
il existe une solution unique x : [0 — r,a] — R", de "équation passant par (o, ¢,u(c)) tel que
siy:o—ra) — R, avec as < «, est une solution de l’équation passant par (o, ¢,u(c)) alors

Y = T|o—ra2]-

4.4 Solutions non prolongeables

Théoreme 4.4.1. Supposons que :

— QClo—r,o0+t1] x € x U un sous-ensemble non vide.

— feCOUQRY).
Si x est une solution non prolongeable de l’équation (1.1.1) sur [ — r,b[, alors : pour tout compact
W C Q, il existe un ty, tel que (t,x,u(t)) € W pour ty, <t <b.

4.5 Problemes linéaires continus par morceaux

Soit :

— T >0.

— (0,¢,u(0)) e R x € x R™.

— O Co—rT] x€xR™ un sous-ensemble ouvert.

— Pour t € [0,T], L(t) : € — R™ une application linéaire.
On considere le systeme linéaire :

3:';75) z g(t)fﬂﬁH(t)} (4.5.1)

L(s)xsds + /t H(s)ds (4.5.2)

ot H € PC%([o, T];R™) et L tel que :

— t > L(t) est définie et continue par morceaux sur [0, T] a valeurs dans €*.
Soit (t;)o<i<, les instants de discontinuité de H et (7;)o<i<p ceux de L. En tenant compte de ces
partitions de [0, T], nous les rénumérotons pour former une seule partition notée (¢;)p<i<ptp- On a
donc le résultat suivant :

Théoréme 4.5.1. Soit (0,¢) € R x €.
Alors il existe une unique fonction x(-,0,¢,h) définie et dérivable par morceaux sur [0 — r,T] satis-
faisant (4.5.1) sur [o,T].

Démonstration. Nous avons vu dans le cas continu que sur [o,;], il existe une unique fonction
20(-, 0, ¢) définit et continue sur [0 — r, t1] satisfaisant (4.5.1) sur [0, #1].
Considérons le probleme sur [t1,?2]

2(t) = L(t)a + H(t)
SCtl = (;51.
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En réappliquant le théoréme 3.3.1, il existe une unique fonction x!(-,0,¢) définie et continue sur
[t1 — 7, to] satisfaisant (3.3.1) sur [t1, ta).
En procédant ainsi sur chaque intervalle [t;,¢;+1], pour i variant de 0 & p + p’ — 1, on obtient une

solution de (4.5.1) définie sur [0, T] par
ptp' -1

w(t) =T ]]‘ tDytl] + Z Z 1 t'utz+l D

On considére 'application

ko2 [o,T) x [-T —r+0,T] — M,(R)
pip (4.5.3)
(t’ 5) = no(t, s — t)ﬂ[to,tl] + Z ni(tv s — t)ﬂ]ti,ti-q-ﬂ(t)'
i=1

Elle a les propriétés suivantes.

On suppose que L € PCY(J, £(C°(A,R"))), on a :

Proposition 4.5.1. Soit E = R"™ ou M, (R), les assertions suivantes sont vérifiées
() ke £9([o,T] x [0 —r —T,T],E).

(ii) Vt € [0,T], k(t,-) € NBVy([o —r — T,T), E).

(iii) Vs € [0 —r — T, T), k(-,s) € PCY([0,T), E).

(iv) [t — k(t,)] € B([o,T), NBVy([o — r — T, T, E)).

(v) Pour tout s € R, k(-,s) est réglée.

(vi) k est Riemann-intégrable sur [o,T] x [0 —r — T, T).
(vii) k(t,s) =0 quand s >t dans [o,T].
(viii) Soit f € RI([o,T],E). Nous deﬁmssons la fonctzon

K :[0,T] — E en posant K (t / k(t,a)f(a)do. Alors K € PC%([o,T), E).

Théoréme 4.5.2. k est définie par (4.5.3). Alolrs il existe une unique fonction R € RI(J x
J, M,(R)) définie par R(t,s) = RO(t, s Mg, ( p+§: 1 i(t,s Mt 2,01 (8) qui vérifie les conditions
sutvantes.
(i) V(t,s) € J x J, R(t,s) = k(t,s) + / t R(t,0)k(a, s)da.
(ii) [t — R(t,-) € B(J, NBV(J, M,(R))].
(iii) Vs € J, R(-,s) € RCY(J, M, (R)).
(iv) V(t,s) € J x J, /t R(t, a)k(a, s)da = /t%(t,g)R(a,s)da

(v) Vs >t dans J, R(t,s) = 0.
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Démonstration. Considérons les points de discontinuité (¢;)o<i<pip. Posons JO = [to, t1].
Sur JO, L est continue et vérifie les résultats du lemme 3.2.1, c.-a-d. pour le (i), IR € RI(J° x

t
JO M, (R)) tel que V(t,s) € J° x JO RO(t,s) = Kk%(t,s) +/ R(t, 0)k% (o, s)da avec kO(t,s) =

70 (t7 s — t)'

On considére J! =]ty to] sur lequel L est continue et vérifie les mémes conditions, on notera R! la ré-

solvante et k'(t, s) = 1 (¢, s—t), on procede de la méme fagon pour la famille ([to, t1], ¢, tit1])1<i<prp—1
ptp’ -1

et en posant R(t,s) = RO(t,5)Ly, () + Y R(t,5)1y,4,,,1(t), on a Dapplication R € RI(J X

J,E). - 0

4.5.1 Résolvante de ’équation linéaire (4.5.1)

On définit la fonction X : J x J — M, (R) en posant

ptp’ -1
X(t,s) =T — / Ot 0) ey + S Ri(ta)ly, o, (t)da (4.5.4)
=1

ol I est la matrice identité n x n.
Lemme 4.5.1. On suppose que L € PCO(J, L(CO(A,R™),R™)), R est donnée par le théoréme
4.5.2 et X est donnée par (4.5.4). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) Vs € J, X(-,5) € APC(J, M(R)).
(ii) Vs € J,Vt € J,X(.,s) est différentiable & droite en t
RPCY(J, M, (R)).
(iii) Vs € J,Vt € J,X(-,s) est différentiable i gauche en t,gf( (t,s) = —R(t,s) et th( s) €
0
RPC(J, Mu(R)).
(iv) Vs € J, l'ensemble des points de J ot X (-, s) n’est pas différentiable est au plus dénombrable.
(v) Vte J, X(t,-) € BV(J,M,(R)) N Cg(J,Mn(R)).

X (1s) = —R(t,s) et 2X(.5) €

t A
(vi) Vs € TVt € J, X (t,s4) =1 —/ R0, s+)do

Théoréme 4.5.3. Supposons que L € PC([o, T], £(C°(A,R™),R")). X est définie par (4.5.4),
alors pour o et ¢ donnés, H € PC°([o, T],R"), il eviste une unique solution x(-;o,d) définie sur
[c — 7, T| qui vérifie le systéme (4.5.1) sur [o,T]. De plus cette solution est donnée par :

oo, 6, H) — )+ / X(t,a / daio v, 0) Ly 11 (0)z(cx + 0)
—1—222'(@0()/. dan(a, 0) 1y, 4, (@)x( + 6))dex (4.5.5)
i=1 -r

t A
+ | X(t,a)H(a)da, sio <t <T,
[ea
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Démonstration. Considérons la partition (¢;)o<i<ptp de [0, T] ot les t; sont les intants de discontinui-
tés introduits par le contrdle. Ainsi sur [o,t1], L € C°([o,t1], £(C°(A,R™),R")), grice au théoréme
3.3.3 on a Vvt € [0,11]

o(t) = X(t,a)¢(0)+/:X(t,a)(/:_adgﬁo(a,ﬁ)qb(a—a+9))da

t A
+/ X(t,a)H(a)do

t1 —
x(t1)) = t1, +/ (t1, o [ doo(, 0)p(a — o + 0))da

[

(4.5.6)

et

(4.5.7)

A

+ X(tl, a)H (a)do

On considere maintenant le probleme 2/(t) = L(t)x; + H(t), t € [t1,t2] de condition initiale x(¢1).
De méme L € CO([t1,ts], £(CO(A,R"), R”)) ainsi

o) = Ktalt) + [ Ko dama.0)6(a - o+ 0)da
- (4.5.8)
/ a)da
en multipliant z(¢;) par X (¢,¢1) on a
Xt t)at) = Xt o))+ Xt ) /tl X(t, a)(/H daiio (@, 0)x(cr + 0))dax
4 o -r (459)

+ [ Xt a)H(a)da

o

donc pour ¢ € [t1,t2], on a

2(t) = X(to)wlo)+ /U " %t 0 /_ i_a daiio(, 0)(cx + 0))dar

t o t1—a t (4510)
4 X(t,a)(/ daiin (, 8)z(cx + 0))dax +/ X(t,0) H(a)da.
t1 —7r o
On peut procéder ainsi sur (]t;, tiy1])a<i<ptp—1 €t on a
ot 0,0, H) — )+ / X(ta / o, 0)1 gy ¢,y (@)(cx + )
p+p’ — R i—a
+ X( )/ doi)(, )1y, 4,4 (@) (0 + 0) ) dx (4.5.11)
i=1 -r
t A
+/ X(t,o)H(a)do, sio <t <T,
]

4.6 L’équation adjointe du probleme linéaire continu par morceaux
et la forme bilinéaire associée

Dans cette partie, nous considérons le systéme linéaire

2'(t) = Dof (t, T, u(t)) . (4.6.1)
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L’application ¢t — Dy f(t, %y, u(t)) étant continue par morceaux et ¢ — Do f(t, Ty, u(t))¢ linéaire et
continue, on a d’apres le théoreme de représentation des fonctions linéaires continues, qu’il existe 7
définie sur [0, T] X [0 —r — T, T] a valeurs dans M,,(R), vérifiant les hypotheéses du lemme 4.2.1 telle
que :

p—1 o p—1
(0 =3 | dolio(0) Vo)1) + 3 7t 0) Ly, e+ 6) (4.6.2)
i=0""" i=1
On considere en plus ’équation non homogene :
2'(t) = Dof (t, Ty, u(t))ze + H(t), (4.6.3)

ott H est PC°([o, T],R™). Dans un soucis d’allégement des écritures, posons :

L(t)zy = Do f(t, T, u(t)) s, (4.6.4)
et
p—1
ﬁ(tv a) = ﬁo(tv a)ﬂ[to,tﬂ(t) + Z ﬁi(tv a):ﬂ‘]ti,ti+1](t)’
i=1
Ainsi (4.6.3) s’écrit
2'(t) = L(t)xy + H(t) (4.6.5)

et le théoreme 4.5.3 permet, en développant et réorganisant l'expression, de dire que la solution
x(t,o,¢, H) de (4.6.4) s’écrit

g

2(t,o,¢,H) = X(t,0)p(0)+ [ dg /;{X<t,a>ﬁ<a,6—a>}x<ﬂ>

a—rT

o , . (4.6.6)
4y [ X(ta)i(a, 8 - a)a(B)

d’olt
z(t, 0,6, H) = X(t,0)p(0) + 0 ds tf((t, a)k(a, B)z(B)da + / t X(t,0)H(a)da, (4.6.7)
ou
f@'(a, 5) = ﬁ(@, /8 - a) (468)
En effet, comme
x(t,o,6,H) = X(t,0)0(0) + /tf((t, o)[G(a,0,¢, H)da sio<t<T, (4.6.9)
avec 3
Clava,o.H) = [ doli(s,0))6(s — o+ 6) + H(a), (4.6.10)
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on peut, de méme que précédemment, multiplier (4.6.10) & gauche par X (¢, ) puis intégrer de o a
t, pour obtenir :

t

/ X(t,a)G(o,0,¢, Hyda = /:X(t,a) /a_adg[ﬁ(aﬂ)]gﬁ(a—J—i—0)d0¢+/ X(t,a)H(a)do

-r o

X(t, a) /g_a da[f (e, 0)]z (o + 0)dor + /: X (t,0)H(a)da.

Il
Q\“
|
it

Par le changement de variable 5 = a + 6, on a alors :

t

/X t,a)G(a, 0,0, H da—/ X(t,a /U dg[ﬁ(a,ﬁ—a)]x(ﬁ)da—i—/ X(t,a)H(a)do

a—r o

et grice au théoreme de Fubini, on a
t o o t .
/ X(t7 a) / dQ[ﬁ(O‘7 5 - a)]$(6)da = / d2/ X(t7 a)[ﬁ(a, 6 - O‘)]J;(ﬁ)da
Ainsi :

20,6 H)(t) = X (2, +/ d2/ £, o)k (a B)x(ﬁ)daJr/ X(t, ) H(a)da.

Définition 4.6.1 (L’équation adjointe). L’équation adjointe da I’équation (4.6.1) est :

d T+r _
T (2(5) + / z(a)(no(a, s — )Ly, 4(s) + Z ni(a Il]t“tiﬂ](s))da) =0, (4.6.11)

pour o < s <T ouze NBV([o,T +r],R™).

Nous souhaitons établir un lien entre la matrice 'résolvante" X (t,s) de (4.6.1) et la matrice
résolvante de 1’équation adjointe (4.6.11).

Théoréme 4.6.1. Soit x solution de (4.6.5) sur [o,T]. Alors pour tout t € [o,T],

z(t) = ?(a,t)m(o)+/U:dg[/:?(a,t) (o, t)da)x +/ (o, ) H

ot Y (o,t) est une matrice carrée définie par :

17(0, t) = 0pouroc>t
N t . N 4.6.12
Y(o,t) = 1 —/ Y(a,t)k(a, o)da pour o < t. ( )
Et on a :
Y(o,t) = X(t,0). (4.6.13)
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Remarque 4.6.1. Avant de débuter la preuve du résultat précédent, nous observons que dans
t A A
U’énoncé, Uapplication 8 +— / Y (o, t)k(a, B)da est a variation bornée.

En effet, soit p = (Bo, - - -, ﬁk()j € Slo—r0]-
Soit

On a :

A 3 A A
ZHF 8~ FBin)ll = Zn [ @k, gda~ [ V(@i fisr)dal

- / (0.0l 5) — K@, i) )dal
< Z / ¥ (00l - (e 62) = B i) o
=177
t A
= [ (@0 Zukz @, Bis1) ) da
< / I¥ (0.0 Vi (o, o
< sup V7 (k(x HYatHda

a€l0,t]

A t A
or, d’une part pour tout o € [o,t] Uapplication a — ||Y (i, t)| est continue donc / 1Y (e, t)||da <
g

+00, d’autre part comme a — k(o) est continue par morceauz sur [o,t] dans BV ([o—r, 0], M (R)),
alors a— VZ_ (k(a,-)) est continue par morceauz sur [o,t]. Ainsi :

Z | F(Bi) = F(Biv1)|| < 400, pour tout p € & ((r_p0))-

Démonstration. Soit x, solution de (4.6.5) passant par (o, ¢). Multiplions (4.6.5) par Y (a, t) et inté-
grons de o a t,on a :
F(a0a'(a) = V(a,t)La)za + V(a0 H(a)
t . t ‘.
/ V(a0 (@)da = [ V(o t)L(a)zada + / V(a, t) H(a)da

o
Une intégration par parties du terme a gauche de 1’égalité donne :

/Utf’(a,t)x’(a)da = [Y(a,t)z(a)], - tDa}A/(a,t):L‘(a)doz

g
7 t

— Y, D2(t) — Vo, (o) — / DY (a, ()

~+

= 2(t) = Y(o,t)x(0) — | DY (o, t)x(a)der.
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On a:
" t " t t
2(t) — V(o t)z(0) — / Da¥ (a, )(a)dar — / Y (a, t) H(a)da = / V(a, ) L()zada.  (4.6.14)
On s’intéresse au membre de droite; on a :
0
L(a)ze = / dol(a, )] z(a + 6),

qui, par le changement de variable u = a + 6, devient

«

L(a)zy, = du[f(c, u — a)]z(u)
_ / dufe(c, w)z(u). (dapres (4.6.8))
Ainsi, on a :
t . .
/ Y(a,t)L mada—/ Y (a,t){ / dy k(o (u)du}dor.

Comme R R

k(a,0) = k(a,—r) si 6<a—r

k(a,0) = 0 si 6>0,
ona:

/a E(ov, w)a(u )du—/lt (v, w)a(uw)du,

a—rT

et donc on a :

or:
¢ A . o—r
/ dyk(a,u)x(u) = / dyk(o, u)x(u) +/ dyk(o, u)x(u)
Oé{?” . O';T . afjr .
dyk(a,u)x(u) = / dyk(o,u)x(u) —/ dyk(o, u)x(u)
g—r at*’l" . afjr
= dyk(a,u)z(u) —/ dyk(a,uw)z(u)
et commeo —r<u<a-—-r<a, onak(au)a1ns1/ dyk(o,u)z / dyk(or, u)z(u). Don :

/ Y(a, t)L doz—/tf/(a,t){/at_r dufo(r, w)e(u)}da. (4.6.15)

Grace a l'intégration par parties prouvée en annexe, on a :

/Utr duk(o,u)z(v) = kla,t)z(t) — k(a,0 —r)z(oc —r) — /t k(o w)a! (w)du

/Utf/(oz,t){/atr dyk (o, u)z(u) Ydo = /ty(a k(o t)z(t)do —/ (a, t){ /0 ) w)du}da.

(el
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En appliquant le théoréme de Fubini ([36], p.359) au second terme a droite de 1’égalité, on a :

/U (o, t) {/ w)du}do —/ / (o, )k 7' (u)dadu. (4.6.16)

Par une intégration par parties du terme a droite de 1’égalité, on a :

/;_ /:Y(a,t)ie(a,u)x/(u)dadu = /t { tY(ozj)lz:(a,u)da}gc’(u)du

- /Ut Y(a,t)k(o, 0 — r)az(o — r)da (4.6.17)

—
~
Q
~
8
Q
=
Q
|

q\“
<
B

SN
=
L

Nt
8
=
<
Q
|

<
B
Nt
iy
L
N
8
=
<
Q

x(t)—Y(a,t)gb(O)—/tDaY(a,t)x(a)— tf/(a,t)H(a)da:/Ut_rdu{/t?(a,t)l%(a,u)da}x(u).
(4.6.18)

/ d{/ (a,k(a,u)da}z(u) = /(:Td{/ (o ), u)do k() (4.6.19)
_|_/J dU{/a (o, t)pk(a, u)datx(u),

A t A A
sachant que Y (o,t) =1 — / Y(a,t)k(a, 0)da, on a :

g

V(u,t)=1I— /tf/(a,t)l%(a,u)da.

o

/ut?(a Dk wda = [ 7 (@ 0k, u)doz—i—/tf/( O, u)da

/u Y (o, t)k(a, u)da + /a /U t)k(a, u)do
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Comme o < a < u alors l;:(a,u) =0, dou :

/ut Y (a,t)

=
=
Q
Il
Q\&
=<
B
N
>
L
£
jo 8
Q

ainsi on a :

Soit ¢ € CY([o —7,0],R™), on a :

/ u{/ Y (a, (e, u)da}d(u) = /tdu{l—ff(u,t)}qﬁ(u)

[

d’apres le théoreme d’intégration par parties 1.4.8, on a :

[ udr =V twot) = 0=Vl - [ (1= w0)d

= ~(I-Y(o—nrt)goc—r) - (- Y(t,1)(t)
~(I=Y(oc—rt)plc—7)— | —DuY(u,t)p(u)du)
t R t
/ A dT =V (u, ) (u) — / DoV (u, £) () du. (4.6.20)
Finalement avec (4.6.19) et (4.6.20) dans (4.6.18) on obtient :
o t
z(t) — Y(o,t DY (o, t) V(o t)H = do{ [ V(a,t)k(a,w)da}z(u)
- [t | [ ]
— | DY (u,t)x(u)
On a bien le résultat énoncé dans le théoreme :
z(t) =Y (o, t)o( +/Yat da—l—/ / k(a, w)da}z(u),

et ainsi, avec (4.6.4), on peut conclure que X(t,a) =Y (o,t).
O

On remarque aussi que la matrice Y (¢, o) définie en (4.6.12) est solution de I'équation adjointe
(4.6.11). En effet, pour 0 <t < T, on a:

A T A A
V(t,T) = I—/ Y(a, T)k(a, t)da,
t
et comme

THr . .
/ Y(a, T)k(a,t)da =0 (car Y(a,T) =0 pour a > T),
T
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on a:
N T+r A
V(t,T) = 1—/ Y (a, T)(a, t)da
t
N T+r N
Y(t,T) —l—/ Y(a, T)k(a,t)da = I, pour o <t <T.
t
U

On consideére x, solution de (4.6.1) sur [o,T] avec z(f) = ¢(0) pour 0 € [0 — r,0]. Soit z €
NBV ([0, T + r];R™) solution de

THr
{z —I-/ k(a, s)da} =0, si s € [0,T)
Si o <t <T,en utilisant 'intégration par parties prouvées dans [31], on a :

/:dz(oa):v(a) — )@ - /:zm)xxa)da

= z(t+)x(t) az
Ainsi :
z2(t4+)z(t) — z(o)x(o) = tdzaa:oz tzoz:z/adoz
(t4)e(0) = ()a(0) = [ dele)a(e)+ [ s(e)e(e) A .
=/ dz(a)z(a) + g z(a)/a_Tduk(a,u)x(u)da
or /:z(a)/:Tdul%(a,u) (u da—/ / dyk(o, u)z(u)do car, pour u > a, on a k(a,u) = 0.

Gréace au théoreme de Fubini, on a :

/ / dyk(o,u)z )da—/ u{/ k(o w)data(u)

()2 (t) — 2(0)a(o) = /U dz(a)z(a) + / du{ / (o, w)da}a(u).

Comme précédemment, on a :

/ d{/ (o, w)data(u) :/ d{/ k(o s)da}a(s)

/ 4. / (a)(ar s)da}a(s)
—/trd{/tw ko, s)data(s).

ainsi :

En réinjectant dans (4.6.21) on a :

z(t+)x(t) — z(o)z (o) = /t dz(a)z(a) + /_rd {/ (a, s)da}z(s)
+/ d {/m (e, s)dada(s) — /H ds{/tt”z(a)z%(a,s)da}x(s)
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d’ou :
z(t+)x(t) + . Td {/HT k(a, s)da}x(s) = z(o)z(o)+
/ d{/ k(o s)da}a(s +/dz /d{/H_T E(o, s)da}a(s).
Or

/td( o /d{/HT )fi(a, s)da}a(s ):/{dz )+ d, /HT @)li(a, s)da}a(s) = 0.

e
En posant :
R t+r
By(z,2) = 2(t+)z() + | df / (a, s)da}z(s), (4.6.22)
t—r
avec x et z respectivement solutions de (4.6.2) et (4.6.11) et F'(t) = By(z, z), on a, pour tout ¢t >
0, F'(t) = F(0). Cela entraine que F' est constante.

De la relation (4.6.22), on souhaite déduire une expression de la solution de (4.6.11).
Sio<t, By(z,z) =Bz, 2) =

ot [ alf T (@)k(a s)da)a(s) = 2(t+)a(t) + ttTds{ / T (@)@, s)daa(s).

On considére X (¢,0) la matrice solution de (4.6.2); on a :

Xt o +/ d {/W (, s)da} X (s,0) = 2(t+)X (¢, o) +/t d, {/HT (, s)da} X (s, 0),

don : A "
Ao) = ()X (t,0) + | d {/ i, 5)da} X (s, 0).
t—r

Comme précédemment, on a vu que X (t,o) = Y(U7 t), alors

~ t+r
z(0) = z(t+)Y (0, t) + . 7nd {/ k(a, s)da}Y (o, s).

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Théoréme 4.6.2. Si z est la solution de l’équation (4.6.11) sur [0, T], alors pour tout t € [o,T],
on a :

z(0) = z(t+ )?(U, )+ - Td {/HT k(a, s)da}Y(a, s).
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Chapitre 5

Formulation du probleme de controle
optimal

Nous considérons le probleme de controle optimal avec un critére de type Mayer suivant, en pré-
sence d’un retard sur 1’état :

Maximiser J(z(), u()) := ¢*(z(T))
quand z € CO([-r,0];Q),2 € PCY([0,T];),u € PC°([0,T); U)
(1) vt € [0, T], () = f(t, z¢, u(t))
S 5.0.1
(13) xy = ¢ _ ( )
(i) Vi =1,...,n;, ¢°(x(T)) >0
(iv) Vi =ni + 1,...,n; +ne, ¢/ (2(T)) = 0.
On suppose les conditions suivantes vérifiées :
1. feCH[0,T] x € x U,R™).
2. Vj=0,...,n; +ne, ¢ € CH{QR).
5.1 Un résultat d’optimisation statique
Ce résultat issu de [14], di & Halkin [30], est donné par Blot et Hayek [15] avec une reformulation

de la démonstration de Philippe Michel [14], est appelé régle des multiplicateurs :

Théoréme 5.1.1. Soit : A un voisinage de 0 dans RY.
Soit q,q¢' € N. Pour tout j = 0,...,q + ¢, soit ¢ : A — R une fonction continue sur un voisinage
de 0 et différentiable en 0.

On suppose que 0 est solution du probléme suivant :

Maximiser ¢"(a)
quand a € A
ijla"'vfb ¢](a)20
Vi=q+1,--,9+q¢, ¢(a)=

(5.1.1)

Alors il existe ({0, -, figrq) € R¥7TIT tel que :

1. (ft0s - fgtq) €St non nulle
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2. Vj=0,...,7, u; >0
3.Vj=1,--+,r, uj¢’(0) =0
4. Va e RY, Y720 11;D¢7(0) - a < 0.

5.2 Variations en aiguilles

Nous allons perturber u(-) en des variations dites “en aiguilles” ce qui induit des variations de la
trajectoire d’état correspondante.
Ces variations en aiguilles sont introduites, dans le cadre de systémes gouvernés par une équation
différentielle ordinaire sans retard, par Philippe Michel dans [43], puis explicité par Blot dans son
polycopié de cours [12].
Dans cette partie, nous considérons que les commandes u(-) sont continues par morceaux sur [0, 7.
On fixe arbitrairement N € N*, on introduit :

S = ((ti,vi))izly...71\] (521)

Oﬁa pourtouti:lv"' aN) t; € [OaT]v Uy GUa et Ogtl <t <...<tn <T.
Nous noterons : S I'ensemble de telles listes S. A un tel S qu’on fixe pour l'instant, on associe, pour
touti=1,..., N,

Js(l) = {] S N/l << i,tj = ti}. (5.2.2)
A chaque a = (a1,...,an) € Rﬂ\r[, on associe la liste (b;)1<i<n définie par :
0 si Jg(i) = 0
bi = bz(S, a) = Z a; si Js(l) @
j€Js(i)
et on note, pour tout ¢ =1,..., N,

I; =I;(S,a) :== [ti + b, t; + b; + ai[.

Ces notions nécessitent quelques commentaires. Pour ¢ = 1, nous avons Jg(1) = ), donc b; = 0, donc
I = [tl,tl +a1[ (et L1=0sia = 0)
Pour : =2, 0n a :

0 sity >t

JS(Q) - { {1} sity = t1.

Premier cas : Jg(2) = (.

Alors by = 0, donc Iy = [ta,to + ag[ (et I = 0 si ag = 0).

Deuxieme cas : Jg(2) = {1}.

Alors by = ay, donc Iy = [t + a1, t1 + a1 + agl.

Si al = O,CLQ = 0, alors .[2 = (Z) (et Il = @)

Si ap =0,ag > 0, alors Iy = [t1,t1 + as] (et Iy = 0).

Sia; >0,a3 =0, alors I = () (et L = [tl,tl +a1[).

Sia; > 0,a9 > 0, alors I, = [tl +ai,t1 +a1 + ag[ (et I = [tl,tl +a1[).

Donc méme lorsque t; =t on a I; N Is = (). Ceci est la motivation pour introduire les b;.
lorsqu’on a to > tj,a; > 0,a2 > 0, on a T1 = [t1,t1 + a1 et Ia = [ta,t2 + ag[, et donc pour avoir
I NI, = (), on doit prendre a; assez petit.
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Lemme 5.2.1. Notons

(S(S) = min{tiﬂ — 1 / Vi € {1, ce ,N},ti < tprl}.

N N
Si ||all1 == Z la;| = Zai < 0(S5), alors on a :
i=1 i=1

(i) vi=1,--- ,N—1, supl; <infl;;

Démonstration. (i) Fixons arbitrairement ¢ € {1,..., N —1}.
Si ti+1 = t; alors bj+1 = b; + a;, donc t; + b; + a; = t; + b1, donc sup I; = inf I; 4.
Si ti11 > t; alors Jg(i + 1) =0, donc b1 =0 et
bi+ai <Y aj+a; < Y a; <6(S) < (tigr — )
j<i 1<j<N
= t;+b+a; <tig1 =tiv1 +bip1 = sup; < suplit1.
(ii) Supposons qu’il existe ig € {1,..., N —1} tel que t € I;,NI; 11, dans ce cas inf I;, 11 < sup I;,,
ce qui contredirait le (i).
O

On introduit la variation en aiguilles de %(-) de la fagon suivante : pour tout S € S, pour tout
a € RY tel que ||al|; < §(S), pour tout ¢ € [0, 7],

B (s sitEIi(iE{l,..-,N}))
u(t’ S, CL) o { ﬂ(t) site [OaT]\UISiSN I;.

On considere I’équation différentielle controlée retardée linéaire homogene suivante :

Y (t) = Daf(t, T, u(t))ye, (5.2.3)
I'application t — f(t,7:,u(t)) étant continue par morceaux et Daf(t, T, u(t)) : € — R™ linéaire
continue, on a d’apres le théoréme de représentation de Riesz (4.1.1) de la section 3.1

N-1

Dot 7w (0)6 = [ doliolt, 0) Lo (8) + 3 1l 0) Ty 0 (D]6(6). (5.2.4)
-r i=1

La résolvante de I’équation (5.2.3) est donnée page 115 (4.5.4) , nous la rappelons :

p+p’ -1

X(tvs) =1- /t(RO(tva)]l[to,tﬂ(t) + Z Ri(tva)ﬂ]ti,ti-‘-ﬂ(t))da' (5.2.5)
5 i=1

Définition 5.2.1. Soit B un voisinage de 0 dans R™, une fonction F : BN Rf — R*. On dit
que F' est différentiable en O lorsque :

il existe L € L(R",R¥), il existe p : BNRY — R¥ vérifiant lin%) p(a) = 0, telles que, pour tout
a—r
a€BNRY :
F(a) = F(0) + L -a+ [lall1p(a).
Alors L est appelée la différentielle de F en 0, et on notera L := DF(0). Les dérivées partielles de
F en 0 sont, pour touti=1,...,N, F,,(0) = DF(0) - e; ot (e;)1<i<n est la base canonique de RY.
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Lemme 5.2.2. Soit F': BN Rf — R*, ou B est un voisinage de 0 dans RY. On suppose
qu’il existe L € E(RN,R’“), et pour tout i = 1,..., N, qu’il existe une fonction ¢; : BN Rf — R
vérifiant lin% oi(a) =0, telles que, pour tout a € BN Rf :

a—r

N
F(a)=F0)+L-a+ Z aigi(a)

Alors F est différentiable en 0, et Df(0) =

Démonstration. Définissons la fonction p : BN Rf — R¥ en posant

0 sia=0

=

pla) = (a) sia#0.

Alors, pour tout a # 0,

||p( ||1 || ” ||Zal¢l Hl — ” H Zal||¢l Hl

|¢i(a H1<ZH¢>@ )l =0 (a—0)

N
g HaHl

donc p(a) — 0 quand @ — 0, a # 0, et comme p(0) =0, on a hII(l) pla) =0.
a—
On note que F(a) = F(0) + L - a+ ||al]|1p(a), ce qui prouve que F est différentiable en 0.

5.3 Reésultats

Le résultat suivant établit des propriétés de régularité de la trajectoire d’état associée a la fonction
de controle obtenue par variation en aiguilles & partir de la fonction de contréle optimal. Précisement,
il s’agit de la régularité par rapport aux largeurs des aiguilles a la date finale.

Théoréme 5.3.1. Soit S fixé, il existe un voisinage conveze Vg de 0 tel que la solution x(-, S, a)
du systeme :

W = f(t,:r(-,S,a)t,u(t,S,a)), pOUTOStST (531)
$(', S7 CL)() = ¢
est définie pour a € Vg N Ag et la valeur en T est continue par rapport a a et différentiable en 0, de
dérivées partielles :

0xz(T, S,0)
8@2-
pour 1 <i < N, ot X est définie en (5.2.5).

= X(T,t)[f (ti, By, 01) — f(ti, Ty, ()] (5.3.2)

La preuve de ce théoréeme nécessitera les trois lemmes suivants :

CHAPITRE 5. FORMULATION DU PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL 130



Control optimal et calcul des variations en présence de retard sur 1’état.

Lemme 5.3.1. Soit S = ((t;,v;))1<i<ny € S. Pour chaque a € RY tel que |lall; < §(S) (cf.
lemme 5.2.1), on note z(+,S,a) la solution non prolongeable de

) = Daf(t,mm(t) + 10 ult, 5, ) — F(t,7, () } (5.3.3)

20 = 0.
Alors la fonction a — z(T, S, a) est différentiable en 0 (au sens de la définition 5.2.1) et, pour tout
a=(ai,...,a,) ERY ona:
N A
DQZ(T, S, 0) Q= Z (IZ'X(t, tl') [f(tl', :Z‘ti, Ui) — f(tl', Zi‘ti,ﬂ(ti))] (5.3.4)
i=1
ot X(T,t;) est définie en (5.2.5).
Démonstration. Tout d’abord, notons que le probléme (5.3.3) vérifie les hypothéses du théoréme 4.5.1

(section 4.5, chapitre 4) et ainsi z(-, S, a) est définie sur [0, 7] tout entier.
Site[0,T] et a € RY, introduisons

A(t,a) = f(t, T, ult, s,a)) — f(t, T, ult)). (5.3.5)
En utilisant la construction de u(¢,.S,a) on note que

0 sitel0,T]\UX,I;

Alt,a) :_{ F(t T 0) — f(tTna(t) sitel(ie{l,...,N}). (5.3.6)

En utilisant la formule de variation des constantes (cf. 4.5.3, section 4.5, chapitre 4), on a, vVt € [0,T],
A t A
2,5, a) = X(£,0) - o+/ X(t, 8)A(s, a)ds. (5.3.7)
0

En particulier, on a :

AT, S,a) = /0 (T ) A (s, a)ds, (5.3.8)

et en utilisant ’additivité par rapport au domaine d’intégration, on a :

2(T, S, a) :/

0,77\ U, I;

X(T, 5)A(s,a)ds + / N X(T,5)A(s, a)ds.

Uis11i
Avec la relation (5.3.6), le premier terme est nul, et ainsi on obtient, puisque les I; sont deux a deux
disjoints,

N A
2(T,S,a) = Z»Zl/liX(T, s)A(s, a)ds,

donc
ti+bi+a;
(T, 8,0) =3 / X (T, 5)A(s, a)ds. (5.3.9)
i=1 ti+bi
Notons que, Vi € {1,..., N},
Ali] == A(ti,a) = f(ti, T, vi) — f(ti, Ty, u(ts)) (5.3.10)
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ne dépend pas de a. En outre, puisque a; - X(T, ti)A[t;] ne dépend pas de s, on a :

N t +b —+a; N
a; - X(T, 1) Alti] = / X (T, t;) Alt,]ds. (5.3.11)
ti+b;

Notons que u(s, S,0) = u(s), donc
A(s,0) = f(s,Ts,u(s)) — f(s,Ts,u(s)) = 0,
et par la formule (5.3.8),
2(T, S,0) = /OTX(T, s) - 0ds.

Alors on a, avec (5.3.9) et (5.3.11)

N ti+bi+a;
2(T,S,a) — (T, S,0) Zaz Alti] = Z/ . X(T,s)A(s,a)ds —0
= it
N
— Zai . X(T, tz)A[tz]
i=1
N titbita; R
_ ; /t:H [X(T,s)A(s, a) — X (T, t:)0[t:]]ds.
Donc : N
2(T,S,a) — (T, S,0) Zaz (T, t;)Alt;] = Zaiqﬁi(a) (5.3.12)
ol
0 sia; =0
) — itbita; A
¢ila) '_{ 1_/'5+ TR (T 5)A (s, a) — R (T 1)A])ds s ai 0. (5:3.13)
ti+b;

¢i: RY — RV,
Avec le lemme 5.2.2, il suffit de prouver que Vi € {1,...,N}, lir% ¢i(a) = 0. En effectuant le
a—r
changement de variable 6 := %ﬁ,—bi, si a; # 0, on obtient s = t; + b; + Oa; avec 6 € [0,1] et

oi(a) = /I[X(T, t; + b; + 0a;) A(t; + b; + Oa;, a) — X(T, ti)A[tint. (5.3.14)
0

Introduisons
Vi(0,a) == X(T,t; + b + 0a;) A(t; + b; + 0a;,a) — X (T, t;) Alt;]. (5.3.15)

En utilisant la continuité de Z(-), de ¢t — Ty, la continuité a droite de @(-) et la continuité de f, en
notant que :
a—0=Vie {1,...,N}, b; — 0 et VO € [0,1], b; + 0a; — a;,

clzi—r)r(l) f(tz + bz + 9ai7§t¢+bi+9aiaﬂ(ti + bz + eaz)) = f(tm thaa(t2)>
Cllig% J(ti 4 bi + 00, Ty, b,400;,vi) = f(ts, Ty, v3),
donc on a
Vo € [0, 1], 11_% A(tl + b; + Oa;, CL) = A[tl] (5.3.16)
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Par ailleurs, en utilisant la continuité de X (7, -) (car c’est une solution de (5.2.5)), on a :
v6 € [0,1], lim X(T,t; + b + 0a;) = X (T, t;). (5.3.17)
a—

Puisque la fonction (L,z) — L -z est bilinéaire continue (dimension finie), (5.3.23) et (5.3.17) on
déduit :
Vo € [0, 1], lin%) X(T, ti +b; + Qai)A(ti +b; + Gai) = X(T, ti)A[ti],
a—

c.-a~d.
VO € [0,1], lim v;(60,a). (5.3.18)
a—0

10, 0)| < |R(Tot: + b+ 0a:)| - | Alti + bi + Oa, a)|
~ HIX(T )ALt £ 319
< X (T, t; 4+ b+ 6a)|| - | + bi + 6as)| (5.3.19)
+ max || X(T, t) A
1<i<N

A

X(T,-) est continue sur [0, 7] donc,

Va; € Rﬂ\:, sup || X(T,t; + b; + 0ay)|| < sup || X(T,t)| < +oo.

1<i<N t€[0.7]
On a, Vi€ {1,...,N},
A(ti + b; + Oa;, a) = f(t, + b; + Haivfti—&-bi-i-aai, Ui)
—f(ti +b; + 0(1¢,fti+bi+9ai,ﬂ(ti + b; + 0a;)).

[s — T4| est continue sur le compact [0, 7] donc {Zs : s € [0,T]} =: K1 est compact dans €.
() est PCY donc bornée sur [0, T ainsi K3 :=Adh(w([0,T])) est compacte dans R™.

Pour tout a telle que ||all;y < 0(S),Vi € {1,..., N}, et pour tout 6 € [0, 1], on a
(ti+bi+0a;, Tt 1b,40a;, u(ti+bi+0a;)) € [0,T] x K1 x K9 qui est compact comme produit de compact,
et puisque f est continue, f([0,7] x K1 x K2) est compacte donc bornée.

Puisque {v; : i € {1,...,N}} = K3 est fini, il est compact et puisque f est continue, f([0,T]x K1 x K2)
est compact donc bornée. Ainsi finalement en notant

M = Sup{”f(t’ ¢,U) : (ta ¢7v) € [O’T] X K1 x KQH}
+sup{|[f(t,¢,0) = (£, ¢,v) € [0,T] x K1 x K3} < o0,

on a prouveé :

Vie{l,...,N},Va € B(0,6(9)) NRY, (5.3.20)
VO € [0,1], ||A(t; + b; + Oa;,a)|| < M. e
Avec la formule (5.3.19) on a :
Vie{l,...,N},Va € B(0,6(5)) NRY, (5.3.21)
v € [0,1], [[¢i(0,a)[| < My < +oo o

ot My := sup || X(T,t)||- M + max || X(T,t;)A[t]]|.
t€[0,7] LI<i<N

Puisque les constantes sont Lebesgue-intégrables sur [0, 1], puisque (-, a) est PC? ; elle est Riemann-
intégrable sur [0, 1] donc Lebesgue-intégrable sur [0, 1] pour tout a € B(0,6(5)) NRY, et par (5.3.18)
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on peut utiliser le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue et affirmer, V(a*); € (B(0,5(S))N
RY)N telle que lim o =0,

k——+o0

lim ¢;(a”) = lim /LbZQa d@—/ 0d8.

k—+o0 k——+o0

Par le théoreme de caractérisation séquentielle des limites de fonctions dans les espaces métriques on
en déduit que :
j 1,...,N} i i(a) =0.
Vi € { ) ’ }7 all}%)(bl(a) 0

O]

Lemme 5.3.2. Soit (t;,vi)1<i<n € S. Il existe une constante k € Ry et un voisinage W de 0
tels que l'on ait, Ya € W N Rﬂf,

T
/O £t T, ult, S, a)) — F(t, 7, 7(t))]|dt < K|lal|1.

Démonstration. Posons
A(s,a) = f(t, T, u(t, S, a)) — f(t,7,7(t))
et .
@ = [ A a)lds. (v € [0.7))

Si A(t,0) = 0 alors o(T,0) = 0 et aussi V ¢ € [0,7] \ UX,I;, A(t,a) = 0. Ainsi :

N

o)~ o(,0) - Yas JAIN = [ a0~ za, NG

i=1
= Jo 1800 it + / NGO
[0, T}\U 1 1 )

—Zal IIA[t;
_ 0+Z/ HAtaHdt—Zal 1AL

tit+bita; titbi+

_ Z/ 1AL, a)|ldt — Z/ ALt

N ti-‘rbi
= > [ aawal - Al

i=1 ti+bi

N 1 [titbita;
= Y [T U - Ak

ag Jt;+b

7 7

i=1
siles a; > 0.

On introduit :

0 sia; =0
) — ti+bi+a;
AT A [ Al - 1AkIDds siai > o

a;
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o(T,a) =0o(T,0) —i—Zaz | At ]H—Z:cw/z
i=1

Alors on a :
=1

Ya € B(0,5(S)) NRY,

avec v; : B(0,6(S)) NRY — R
Effectuons le changement de variable t = ¢; + b; 4+ fa;,0 < # < 1, on obtient
1
(o) = [ 1A+ b+ 0a) | — | Al ao. (5.3.22)
On a déja vu que :
i (A1 + b+ fag,a)]| — AR = 0. (vie {L....N},¥0 € [0.1) (5.3.23)
On a aussi déja vu que :
M € R}, Va € B(0,5(S)) NRY, V0 € [0,1] (5.3.24)
Vie{l,...,N} ||A(t; + b; + 0a;,a)|| < M. e
Posons : M’ := M + max_||A[t;]|| < +oc. Alors
1<i<N
M’ € R}, Va € B(0,6(S)) NRY, V0 € [0,1] (5.3.25)
N}, (1A + bi + Oai, a)|| — [|AL]]]| < M. o

Viedl,...,
L’application : [0 = ||A(t; + b; + 0a;)|| — ||A(t)]]] est PC? sur [0, 1] elle est alors Riemann-intégrable
sur [0,1] donc Lebesgue-intégrable sur [0, 1]. Avec (5.3.22), (5.3.25) on peut utiliser le théoreme de
(5.3.26)

la convergence dominée de Lebesgue et affirmer que
hm vi(a / 0d6 =0

Il est clair en outre que
1
vi(0) = / (1F (i + 0, Tp, 40, vi) — f(ti + 0, T, 0, u(ti))|
=171 0) = (ks () )0

/ 0df = 0.

Donc, en utilisant le lemme 5.2.2 et (5.3.26) on peut affirmer que o (T, ) est différentiable en 0 et

donc 3p : B(0,6(S)) NRY — R tel que hm p( )=0et
Ya € B(0,5(S)) NRY, o(T,a) = o(T,0) +ZaZHA 1+ llallip(a)
=1 N (5.3.27)
et DaU(Tvo) a4 = Zai ’ ”A[tl]H
i=1
Alors 3r €]0,(9)] tel que a € B(0,7) NRY = |p(a)| < 1
Donc : Va € B(0,7) NRY,
U(Ta CL) = ’U(T7 a)’ < ||DGU(T7 O)H ’ ”aH1 -1 (5328)
= k- alh
en prenant k := ||Dyo(t,0)| + 1; d’ou le résultat O
135
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Lemme 5.3.3. Il existe une constante k1 et un voisinage Vi de 0 tel qu’on a, Ya € V1 N Ag, le
systéme :

$,(t) i f(t7x(‘7sva)t7u(t’8’a))} (5.3.29)
ro = ¢

admet sur [0,T] une solution qui vérifie, Vt € [0,T],
[2(t) = 2@)[| < F1lla].

Démonstration. On définit par récurrence la suite de fonctions (2" (-)),, dont le premier terme z° est
défini comme solution de (5.3.29) pour a = 0. Et, pour n > 0, on définit :

0+ [ flost )

l—xoztsfu“s—siﬂs.
26 = 2%(0) = [ (51700 () ~ £(5.5,,7())

Pour a =0 on a

D’apres le lemme 5.3.2, pour a € W N Ag, on a : ||z!(t) — 2°(t)|| < k||a]|. On définit maintenant :

B = {(t’xﬂ)) € [O’T] X Q:([_T7T]7Rn) X U/HI _xo”ﬁ <ret
v e {ul(t),v,...,un}}

On pose ky = sup{||D2f(t,z,v)|| : (t,z,v) € B}. On choisit r €]0,1] tel que k2 < +o00. Montrons
que, Ya € W N Ag tel que
lall <  exp(~kaT), (5.3.30)

la suite (z™),, vérifie, pour tout n >0 :

" H(t) — 2" ()] < %klla\l(kzt)"- (5.3.31)

Pour n =0, on a :
[t (t) = 2°(®)]| < rklall.

Comme on suppose 'inégalité (5.3.31) vraie pour n < p — 1, on somme de 0 & n et on a :
n i xt N n k
|21 (8) — 20(0)|| < S a1 (t) — 2 (1) Aot [[am (1) — 20(t)]| < Klla]l Spy B2 <

alors (¢, m"‘H, u®(t)) € B. Le théoréeme de la moyenne nous assure que :

1f (8, u(8) = ftaf ™ u(8)]] < koll2} —af |
1/ (8, 2f,u () = f(t 2} u®) (0] < k2(p_11)!k||a!|(k2t)p_1>

et comme zPt1(t) — 2P (t) = /t(f(s,a:g,u () — f(s,2271, u%(s)))ds, alors on a :
0

a7 0) = a2l < [ 17,280 (5) = Fs, 7 6)) s

CHAPITRE 5. FORMULATION DU PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL 136



Control optimal et calcul des variations en présence de retard sur 1’état.

et par intégration sur [0,7] on a :

1
[P (1) — 2P (B)]] < prFllallCeat)”,

et ainsi la suite (z"),, est de Cauchy sur (C([0,T],R"™), || |lcc) donc uniformément continue vers = qui
est continue. z(-) vérifie la formule de récurrence z"™(t) et en utilisant (5.3), on a :
l(t) — 20(8)] < KllafjetT. m

Corollaire 5.3.1. Pour toutt € [0,T], on a :

lzf — aflle < kallal.

Démonstration. Pour tout z € [0,T], on a, d’apres le lemme 5.3.3, [|z%(2) — 2°(2)|| < k1||a]|.

Pour t = 0 on a [|Jz&() — ()| = 0 grice a la condition initiale (5.3.29), Vz € [-7,0], [|z%(z) —
22(2)|| < ki|lal| donc, Yz € [~r,T], on a : [|2%(2) — 2°(2)|| < killa||; d’ou, V¢ € [0,T],¥8 €
[—7,0], [|22(0) — 22(0)|| < k1||a| et ainsi on a le résultat. O

Démonstration du théoréme 5.3.1

On pose
rf =<ﬁ—4%ﬂﬁ—#)} (5.3.32)

et

On sait que Dix(t,a) = f(t, z¢(-, a),u(t,a)) et Z'(t) = f
D1z(t,a) = Dof (t, T, u(t))2e(-, a) + [f(t, Tt, u(t,a)) — f(t, T, u(t))]. Ainsi on a

[(t,a) = x(t,a) — 2(t) — z(t,a),

et
DiT'(t,a) = Diz(t,a) — 7' (t) — 2(t,a)
= f(tvxt(‘ﬂ a)? u(tva)) - f(taftaﬁ(t)) - le(uft?ﬂ(t))zt('?a)
_[f(tvfta u(t7a) - f(tvftaﬂ(t))]
= f(tth(" a)? u(t7a)) - f(thtvﬁ(t)) - le(t7ft7ﬁ(t))zt('7a)7
et

ya)) — f(t, T, u(t)) — Daf (t, T, u(t)) 2 (-, a)
—Do f(t, T, u(t))(xf —Ty) + Daf (8, T, u(t))2e (-, a). } (5.3.33)

2
—~
“ﬂ-
S
SN—
I

Qépﬁ@@+mﬁ—@%mmmwmﬁ—ﬁ)

=Dy f(t, ¢, u(t)). (T — 2f)
= HTt — z?||e(t,a) ou e(t,a) =0 si xf = 7y,

ot e(t,a) — /Dﬁtm+m@ ), u(t, a))do
—Da (1.7, 1(1))| e
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le(t, a)]

IN

1
| 1D2r 7+ 0t = 71),ut. )4 + | Daf (¢, 70,50

< ko + ko
et a)| < 2k

vt €[0,T),Va € Vs NRY, |le(t, a)|| < 2ks.
T
Montrons que lim / |le(t,a)||dt = 0.
a—0 Jo
On sait que €(t,a) = 0 lorsque t € [0, 7] \ U;~; i, ainsi on a

T N
[ et ollae = 3 [ et

N

tit+bita;
= > [ et
i=1 ti+bi

N
< Z ai2k2a
i=1
et comme lin%] 2ks||lal| = 0, on a bien le résultat.
a—
t A
Montrons que I'(t,a) = / X(t,s)y(s,a)ds.
0

Comme ~(t,a) = D1I'(¢t,a) — Daf (t, T, u(t))Iy,

on a

DiI(t,a) = Daf(t, 7, u(t))l} + (¢, a)
I'0,a) = z(0,a) —z(t) — 2(0,a) =0,

et ainsi
A t A
T(t,a) — X(t,O)I‘(O,a)+/ X (¢, 5)7(s, a)ds
0

= /tX(t, $)y(s,a)ds.
0

[2(T, a) = 2(T, a) = («(T,0) = 2(T, 0))]]

IT(T, a)]

T A
| 1£@. )5, 0)as

T
| M. s

IN

IN

T
[2(T, a) = (T, a) — («(T,0) = 2(T,0))| < /0 M[zs — zs[[l[e(s, a) | ds

T
[2(T’, a) = 2(T, a) — («(T,0) — 2(T,0))| < /0 Mk ||alllle(s, a)|ds,
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et ainsi Ve > 0,38 > 0 tel que Va € RY, |la|| < B, ||z(T,a) — 2(T,a) — (x(T,0) — z(T,0))|| < €llal|.
Ceci prouve que z(7',0) — z(7',0) est différentiable en 0. On remarque aussi que :
Dox(T,0) = Dg(x(T,-)— 2(T,-))(0) + Dyz(T,0)
= 0+ D,2(T,0).

Précédemment on avait obtenu dans le lemme 5.3.1 que :

N

Dy2(T,0)-a= Z @i X (6 t)[f (tiy Ty, 05) — f (b, Ty, 0(t:))]
i—1

Ainsi :
Daix(T) O) = X(tv ti)[f(ti’ T, vi) - f(tiv ftwﬂ(ti))]'
Théoréme 5.3.2. Soit S fixé, si (z,u) est une solution optimale du probléme, alors il existe
Aj, 0 < j < n; + ne, satisfaisant :

ni+ne

> l=1 (5.3.34)
7=0

Aj >0, pour 0<j<mny (5.3.35)
Ajgi(Z(T) =0, 1<j<m (5.3.36)
d(N).X (T, t3)[f (ti, Ty, vi) — f (i, 20, 0(8))] <0, 1< i< N (5.3.37)

ot d(\) est défini par :

ni+ne

d(\) = Y XjDg;(z(T)).
j=0

Démonstration. grace & 5.1 on obtient les relations (5.3.34) et (5.3.35); comme
¢(0) = ¢ (x(T,0) (5.3.38)
= ¢(z(T)) (5.3.39)

implique, que pour tout j =1,--- ,n;, A\jg/(Z(T)) = 0.
Pour a € Vs NRY, on a : ¢/(a) = ¢/ (z(T, a)) entraine que D¢’ (0) = D¢ (z(T, a)) - %x(T, a)
donc, pour tout a € Rf on a :

ni+ne ni+ne

Z ND¢ (0)-a = Z \jDg’ (2(T,a)) o ((ia;(T, a)-a
5=0 §=0

0
= d(N)o %x(T, a) - a,

et ainsi, Va € Rf d(\)o %w(T, a)-a < 0, et alors en prenant a = e;, le i-éme vecteur de la base

canonique de RV,

On obtient :
d(\) o %x(T, a)-e, < 0
i) o L u(Ta) < 0

a
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et grace au lemme 5.3.1 : d(\) - X (T, t)[f (ts, T1,, ui) — f(ts, Te,, 6(t;))] < 0.
O

Théoréme 5.3.3. Si (Z,u) est une solution optimale du probléme, il existe \j, 0 < j < nj+ne,
vérifiant les conclusions du théoréme 5.3.2, pour tout t; € [0,T] et pour tout v; € L°LY(I x J, E).

Démonstration. A chaque S € S, on associe :

r+r’
K(S) = {(\ogjzrar €RFTT/ D TINI=1,(¥) =0, 1)
=0
(Vj=1,---,r )\jgj(i’(T))j: 0),(WVi=1,---,N,d(A).Dg,z(T,0) <0)}.
D’apres le théoréme 5.3.2, on a pour tout S € S, K(S) # .
Pour tout S € S, K(S) est fermé car construit avec des égalités, des inégalités larges et des fonctions
continues de (Aj)o<j<rir-
Pour tout S € S, on a K(S) C Sy4y4,(0,1) la sphére unité de R+,
Soit une liste finie (Sy)i1<k<; tel que Sy = (¢ik, vik)i<i<n, d’éléments de S. Considérons
S = (fi’ﬁi)lgigj\?k’ la liste constituée de la réunion des S,k = 1,---,1. Les #; sont les t; x(k =
1 ,l,i=1,---,Nj) réordonnés par ordre croissant et 0; = v; ;, quand t; = t; k- Alors Ses.
Montrons que K (S) C K(Sy) pour tout k=1,--- 1.

A

Soit (Aj)o<j<ri+r € K(S), alors on a :

( ;:6/ |)\]’ :Al)v (\V/] = 07 T )\] > O)a (\V/j = ]-7 T )‘]g](:i(T)))
(VZ =1, >N7 d(A) ’ X(T7 fl) : [f(fiv"ftiavi) - f(flai‘tmu(fl))] > 0)

y oo

or, pour tout i = 1,--- , Nj, il existe j € {1,--- ,]\7} tel que t; = t;, et donc v;, = ;. Donc on a :
d(A) : X(Tv tl,k) ' [f(tl,ka ',itqb',ka Ui,k) - f(ti,k‘a i'ti7kaﬂ(ti,k))]a

ce qui prouve (Aj)o<j<r4r € K(S5).

Ainsi on a démontré que, pour tout k = 1,--- .1, K(S) C K(S), donc : K(S) C nk_,K(Sk), par le

théoréme 5.3.2 on sait que K(S) # @, donc on a : Ny_, K(Sk) # &. Ainsi on a démontré : pour toute

liste finie (Sk)1<k<; d’élements de S, ﬂfk:lK(Sk) =+ .

Puisque les K(.S) sont des parties fermées du compact S(0, 1), par la propriété de I'intersection finie

des espaces compacts, on peut affirmer :

NsesK(S) # 2.

Nous pouvons donc prendre un élément (A;)o<j<r4r € NsesK(S). O

Enoncé du Principe de Pontryagin

Dans un premier temps nous donnons les conditions de qualification de Michel [13], ou (Z,u) est
un processus admissible de (5.0.1).

v()\j)OSjSm'—l—ne c RI+ni+ne
si Vj:(),...,ni, )‘j >0
(QC) Vi =1, .ni, \ig/(T(T)) =0 (5.3.40)
Y5 AiDg? (&(T)) =0
alors Vi=0,..,n; +ne Aj =0.
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Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 5.3.4. Une condition nécessaire pour que (T,u) soit une solution optimale du pro-
bléme posé est qu’il existe des réels Aj, 0 < j < n;+ne et une application p(-) € BV ([o, T +r];R™)N
Cg([U,T—i-r],R") tels que :

1. les A\j vérifient :

(A0s- -5 Anitne) # (0,...,0)
Aj >0 pour0<j<mn
Ajg;(@(T)) =0 pour 1 <j<mn

2. p(-) est solution de l’équation
T+r R
vVt e [o,T] —1—/ Vk(a,t)]da | =

ni+ne

T)= Y. \Dg(x(T))
7=0

3. Vs <T,YweU, p(s)- f(zs,u(s),s) > p(s) f(zs,w,s).

Si de plus la condition de qualification (QC') est vérifiée, nous obtenons la conclusion additionnelle
suivante :

4. il existe € > 0 tel que p(t) # 0 pour tout t € |T —¢€,T].
Dans ce résultat, Papplication & est celle définie en 4.5.3 avec L(t) = Dof(t, Ty, u(t)).

Preuve du théoréme. Notre preuve s’appuie sur celle de Michel [13]; nous y apportons les change-
ments adaptés au cas d’un systéme gouverné par une équation différentielle fonctionnelle. Soit A véri-

ni+ne
fiant les conclusions du théoréme 5.3.3. On pose p(t) = d()) - X (T, t), avec d(A Z AjDg;(z(T
N ni+ne
et alors on a p(T') = d()) - X(T,T), p(t) = d(A) dou p(T Z AjDgj(z

L’appartenance de p & BV ([0, T + r]; R"™) N Cg([a,T +r],R™) est issu de (v) du lemme 4.5.1.

La premiere relation est issue du théoreme 5.3.2. Ensuite, on considere (t,u) € S, alors (Aj)o<j<n;+n. €
K(t,u) et on a
d(d) - X(T't) (f (t, s,
d(d) - X(T,t) (f(t, (T

et comme p( )=

9 - 116
Tt on
p(t) (70 w)) < p(O)(F(E 70 T(0))).

(T, t) est solution de 1’équation adjointe

X
( +/T+r (o )]da)zo
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or comme X (T,t) =Y (t,T), on a : p(t) = d(\)Y (t,T), ainsi, V¢ € [0, T] :

p(t) = A - / Y (a, T)(a, t)da]

d'otton a: Vt €| +/ = d(A)I. La fonction

[t — p(t) + / (o, t)da] est dérivable sur [o,T] de dérivée nulle, donc :

T A
% (p(t) —|—/t P(Oé)k‘(oz,t)da> -0

et p(-) est bien solution de I’équation adjointe, avec p(T') = d()).
En partant de la condition de qualification (QC), si p(T) = 0, comme 1. est vérifiée on a une
T

contradiction, donc p(T) # 0. Comme X(T,t) = I —/ R(a,t)de, et R est bornée, si on prend
t

e €]0, || R||Z}], alors quand t €]T — €, T], nous obtenons que X (T',t) est inversible. En nous servant de
Pexpression de p(T') on a p(t) = p(T)X (T, t), et p(T') étant non nulle, on a bien p(t) # 0 d’ou le 4..
O

T+r N
Remarque 5.3.1. A priori, l'application [t +— / p(a)k(a,t)da] n’est pas dérivable car
t

[t — k(-,t)] ne lest pas, mais nous avons montrer que dans notre cas, elle l’est avec une dérivée
nulle.
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Chapitre 6

Sur le calcul variationnel avec un
processus a mémoire

6.1 Probléme de calcul variationnel

— Soit r €]0,+o0[, A = [—r,0], T €]0, +o0[.
— Soit L:[0,T] x CO(A,R") x R — R.
— Les hypotheéses sur L sont :

ol ¢ CO([O, T] x C°(A,R™) x R™R)
ov(t,¢,v) € [0,T] x C°(A,R"™) x R*, DyL(t, ¢, v) existe et
(H) DQL € C([0,T] x CY(A,R™) x R™; £(C°(A,R"),R))
ov(t,¢,v) € [0,T] x C°(A,R") x R", D3L(t, ¢, v) existe et
DsL € C°([0,T] x C°(A,R"™) x R™; £(R™, R)).

On considére la fonctionnelle .
Iz / L(t, 1, 2/ (£))dt. (6.1.1)
0

Dans cette partie, nous souhaitons exprimer une variante du lemme fondamentale du calcul des
variations et une version des conditions d’Euler-Lagrange.
6.2 Mise en place du cadre de travail
on définit I’espace fonctionnel
X= {Cl:' € CO([_Tv T]7Rn) * Z[0,T7] € Cl([ovT]7Rn>}

Lemme 6.2.1. Muni de la norme ||z||x := sup Hx(t)H + sup ||2/(t)|, X est un espace de
r< 0<t<T

Banach.

Démonstration. Puisque CO([—r, T],R™) est un espace vectoriel et puisque C1([0,T], R") est un es-
pace vectoriel, X est un sous-espace vectoriel de C°([—r, T],R"). Vo € X, x([-7,T]) et 2'([0,T]) sont
compactes comme images continues de compacts, donc bornées, ce qui assure que ||z||x est bien définie
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dans Ry. [|0]|x = 0+ 0 = 0. Réciproquement, si ||z||x = 0 alors (Vt € [—r,T], ||z(t)]| <0) =z = 0.
SixzeX,VIeER,

Azllx = sup [Az(t)]| + sup [[A2'(1)]
—r<t<T 0<t<T
/
= A+ sup [[z(@)]| +[Al- sup [[z°(2)]
—r<t<T 0<t<T
= Al [z

Siz,y € X alors

lz+yllx = sup o) +y@)ll+ sup [l2'(t) + 4/ (1)
—r<t<T 0<t<T
< sup z@l+ sup y@®)ll + sup [’ @)+ sup [l (@)
—r<t<T —r<t<T 0<t<T 0<t<T
= llllx + [yl
Ainsi, || - ||x est une norme sur X. Notons
|[2lloo -y = sup_z(t)]]
—r<t<T
[2llocor) = sup_[lz(t)]]
0<t<T
[zllcror) = 2@l o + 12lloo,0,77-

Soit (z4)4en € XN une suite de Cauchy pour || - [|x.

Puisque [|7||o (—r1] < [|Z]lx, (74)q est aussi une suite de Cauchy pour || - ||o (—r77-

Comme (CO([—r, T|,R™), |||l [—r,1]) €st complet, Iz € CO([—r, T],R") tel que liril 12g—2 oo (—r,1] =
2 K qﬁ o0 k) bl

0.

Puisque [|z(|c1 jo,77 < [|2]lx, (24)q est aussi une suite de Cauchy pour || - [|c1 [0 77-

Comme (C([0,T],R"™), [l jo,r)) est complet, 32 € C([0,T],R") tel que EIJP |zg—2llcr jo,m) = 0.
q 00

Puisque ||$||oo,[O,T} < ||:L'||oo,[—r,T]a on a aussi qEI—Poo ||5Uq - ‘%Hoo,[O,T] =0.
Comme ||z][oo j0,77 < [|%]lc1,[0,77, On & aussi qll;l}_loo g = 2l00,j0,71 = O

Par unicité de la limite dans ((C°([0,T7]), R™), ||- lloo,jo,r)) 0D & 2 &0 1) = £ = Ejj0,r] € C'([0,T],R") =
TeX

Vg € N, [lzg — 2% 12g = 2loo,[—r,7) + 125 — 'l oo,jo,7]

< l#g = #llos,f—ry + 12 = 2l 10,0y = 0+0=0

quand ¢ = +00 = lim |z, — Z||x = 0. O
q——+00

On fixe ¢ € CO([—r,0],R™) et b € R™. On définit
A={zeX: 2= z(T)=>b)

Lemme 6.2.2. L’ensemble A a les propriétés suivantes

(i) A#0.
(ii) A est un sous-ensemble affine fermé de X.

(iii) Le sous espace vectoriel directeur de A est

V={heX:hy=0h(T)=0}
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Démonstration. (i) Soit u: [0, T] — R" définie par : R
vt € [0,T), u(t) == (1 — £)¢(0) + £b. Alors u € C1([0,T],R™), u(0) = ¢(0), w(T) = b. Posons

@) site[-r0
“ﬂ“{u@)atanL

(ii) Soit z,y € Aet A € R. On pose z := (1—A)z+ Ay. Alors z € X (car X est un espace vectoriel),

20 = (I=Xzo+ Ayo
= (1=X¢+ A

)

2(T) = (1=XNaz(T)+ My(T)
(1 — A\)b + Ab.
Donc z € A. Ceci prouve que A est affine.
Pour la fermeture, soit (z7), € AN et 2 € X tel que EIJP |lzg — z|]x = 0. Alors, V8 €
q [e's)

[—7,0],Vq € N,

[o(0) —z(0)] = [l=9(0) — z(0)]]
< 2 —xllx

lorsque g — +00, on a &(0) = z(#), donc zp = 6. En outre, Vq € N,

16 = 2(T)| [24(T) — =(T)]|

de méme lorsque ¢ — +o00, on a b = z(T'). Donc = € A.

(iii) On vérifie que V est un sous espace vectoriel de X.
Fixons 7 € A. SihEValorsi“—i—hE%,io—l-ﬁo:qz;—i-O:gZA),
Z(T)+h(T)=b+0=0b; donc &+ h € A. Ceci prouve que (Z + V) C A.
Size Aalorsx — % € X,19 — To :quS—(;AS:O,a:(T)—i“(T) =b—-—b=0,doncx—x € V.
Puisque z = Z + (x — &), ceci prouve que A C (Z+ V). Dot : A =%+ V.
O

Remarque 6.2.1. Dans le langage des sous-variétés différentielles, V = T, A, six € A, c.-d-d.
V est l'espace vectoriel tangent 4 A au point x.

Si z € CO([—r, T);R™) on définit z : [0,T] — C°([—r,0]; R") par : V¢ € [0,T], z(t) = .
Lemme 6.2.3. Siz € C°([—r,T],R") alors z € C°([0, T]; C°([—r, 0], R™)).

Démonstration. Puisque [—r,T] est compact, par le théoréme de Heine, x est uniformément continu
sur [—r, T], donc

Ve > 0,36 > 0,Vs,t € [-r,T],|s —t| <6 = ||z(s) —z(t)]| <e.

Soit € > 0, soit ¢,t1 € [0,T] tel que |t —t1] < d¢. Alors VO € [—r,0], [(t+60) — (t1 +0)| = |t —t1] <6
donc [|z(t +0) — x(t1 + 0)[| <€, c-a-d. [|z(t) — 2(t1) oo [—r,0) < € O
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Ce lemme permet de définir 'opérateur :

S : O%-rT],R") — C°([0,T],C°([~r,0],R™))
T — .

Lemme 6.2.4. S est un opérateur linéaire continu de C°([—r, T],R"™) dans C°([0, T], C°([~r

Démonstration. Soit z,y € C°([—r,T],R"); alors z +y € C°([—r, T],R") et

z+y(t) = [0 (z+y)(t+0)
[0 — x(t+6)+y(t+0)]
[9(?93( ()() ) +y(®)(0)]

Donc S(z +y) = S(z) + [(y)-
Soit € CV([—r,T],R") et A € R; alors Ax € CO([—r,T],R") et

Az(t) = [0 = (A)(t+0)]
= [0—= Az(t)(0)]
= Ax(t).

Donc S(Az) = AS(z). Ceci prouve que S est linéaire.
Pour la continuité, Vo € C°([—r, T],R"),Vt € [0, T],

IS(@)(Dlloo,=r0) = N2 lloo,[—r0]
= sup |z(t+9)|
0e[—r,0]

< Hx“oo,[—r,T]7

donc [|S(7)|lo,j0,7] < |%]|oo,[—r,7], c€ qui assure la continuité de S.

Lemme 6.2.5. Notons S1 := S|y. Alors Si est linéaire continu de (X, - ||x) dans
CO([OaTLCO([_T? 0]7Rn))

0], R™)).

Démonstration. La restriction d’un opérateur linéaire est linéaire, donc &7 est linéaire. Pour sa conti-
nuité, on a, Vo € X, [|S1lo,j0,1) = IS(2)llsc,jo,r1 < Zlloo,(—r,7) < [|7]lx d’aprés un argument de la

preuve du lemme précédent. Donc Sy est continue.

Introduisons 'opérateur :
D : X — C%0,7],R")
x>

Il a la propriété suivante :

Lemme 6.2.6. D est un opérateur linéaire continu.

d
Démonstration. La linéarité de D provient de celle de —.

Pour la continuité, si z € X alors |D(z)|lsc,j0,77 = 12" lloo,0,77 < ll2]|%-

O]
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Introduisons 'opérateur de Nemytskii sur L :
Ny o+ %[0, T];CO([-r, 01, R™)) x C°([0, T], R") — C°([0, T}, R™)
Nip(u,v) ==t = L(t,U( ), v(t))]-
Lemme 6.2.7. Sous les hypothéses (H), N1, est de classe C1, et

Yu, du € C°([0, T]; CO([—r, 0], R™)),
Yo, 6v € C°([0, T], R™),

DN (u,v) - (0u,6v) = [t = Dz L(t,u(t),v(t)) - (du(t), dv(t))]
= [t = DaoL(t,u(t),v(t))du(t) + DsL(t, u(t),v(t))ov(t)]

La preuve de ce lemme résulte de [13].

Introduisons la fonctionnelle
J : X—R
T
() ::/ L(t, 1, 2/ (1)) dt
0

Lemme 6.2.8. Sous les hypothéses (H), J est de classe C' sur X, et Vo, h € X,

DJ(x)-h = /OT(DQL(t, 20,2 (1)) - he + Dy L(t, 20, 2 (1)) - W' (1))dt.

T
Démonstration. Considérons l'opérateur Z : C°([0, T],R") — R définie par Z(v)) := / Y(t)dt; T
0
est linéaire et puisque (V¢ € CO([0,T],R™), |Z(¢))] < T - |¢[lo,fo,17): Z est continue, donc de classe

o

Puisque les applications linéaires continues sont C!, 81 et D sont C!, et on a aussi (Sp, D) de classe
C* car ses coordonnées le sont. Notons que J = Zo N, 0 (Sy,D); ainsi J est C' comme composée de

Cl.
Passons au calcul de la différentielle de J.

DJ(z)-h = DJ(NL o (81,D)(x)) - (DNL(S1(x), D(x)) - (DS1(z) - h, DD(x)))
= DNL(x x') - (h,h))

. / Doy Lt 20/ () - (o, (1))t

_ /(DgL(t 20,2 (8)) - he + DoL(t, 20, 2 (1)) - ' (1))dt.

0
O
6.3 Théoreme de représentation de Riesz
Comme le théoréme 4.1 de 'article [16] on établit le résultat suivant :
Théoréme 6.3.1. [l existe T : [0,T] x [—r,0] — R™ qui vérifie les propriétés suivantes :
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(i) Vvt € [0,T],T(t,-) € NBV([-r,0],R™).0
(ii) Vvt € [0, T, [T(t,-)|IBv = | D2L(t, x4, 2'(t))]| -
(iii) [t — I'(t,-)] € C°([0,T], NBV ([-r,0],R™)).

(iv) Vo € CO([—r,0],R), ¥t € [0, T), DoL(t, o4, ' (t)) = _0 doT (¢, 0)(0).

(v) T est Lebesgue-mesurable sur [0,T] x [—r,0].
(vi) T est Riemann-intégrable sur [0,T] x [—r,0].

On prolonge ' en I' : [0, T + 7] x [—r,0] — R™ en posant

) I(t,0)sit€[0,T], 6 € [-r,0]
['(t,6) = { I(T,0) si t €T, T +1], 6 € [=r,0].

Proposition 6.3.1. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) vt € [0,T + 7], T'(t,") € NBV([-r,0],R™).
(ii) [t — T(t,-)] € CO([0,T], NBV([-r,0],R™))
(iii) T'' est Lebesgque-mesurable sur [0, T +7r] x[—
[ [-

;0]
(iv) T est Riemann-intégrable sur [0, T + r] x 0

.
r,0].
6.4 Une variante du lemme fondamental du calcul des variations

Proposition 6.4.1. Sous les hypothéses (H), soit p: [0,T] — R™ définie par :
Ss+r
Vs €10, T, p(s) ::/ [(t,s — t)dt. Alors on a :
S

(i) Vs €[0,T], p(s) = ’ (s —u,u)du

bt

(ii) p € C9([0, T],R™)

Démonstration. (i) Soit ¢ : [-7,0] — R, ¢(u) = s —u. On note que ¢ est C1, ¢(0) = s, ¢(—r) =
s+ r. Alors par la formule du changement de variable, on a

s+r o(—r)
/ It s —t)dt = / Tl(t, s —t)dt
s $(0)

'

= TH(g(u), s — d(u)) - ¢'(u)du

%
= (s —u,u)du
(ii) Soit s € [0, T]. Soit (sq)4 € [0, T]" telle que E{Ln sq = 8. Alors, Vu € [—r,0], ' (s, —u, u) tend
q—+oo

vers I'! (s — u, u) lorsque ¢ — 400, en outre ||[I'}(s; — u,u)|| < ¢ car I' est Riemann-intégrable,

donc par le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue, on a : hm / Fl (sq—u,u)du =

(s —u,u)du d’ott EIJP p(8q) = p(s). On conclut avec la caractérisation séquentielle de
—r q 0o
la limite.

O]
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Remarque 6.4.1. On peut exprimer p en termes de I' au lieu de T'L.
1) Si0<s<T—ralorss<t<s+r=—-s>—-t>—-s—r=

S+r
0>s—t>—r, donc p(s) :/ [(t, s — t)dt.
S
2) SiT—r<s<TalorsT<s+r et

p(s) = / I‘lts—tdt—l—/ Yt, s —t)dt
s+r
= / Fts—t)dt—i—/ (T, s —t)dt.

Définissons ¢ : [0,7] — R™ en posant
si0<s<T—r
/Fts—tdt siT—r<s<T.

Proposition 6.4.2. L’application q a les propriétés suivantes
0
(i) Vse|T' —r,T], q(s)= / (s — u,u)du.
s=T
(if) ¢ € CO(0,7],R™).

Démonstration. (i) Sis €]T —r,T], posons ¢ : [0,5 —t] — R, p(u) := s —u, ¢ est C, ¢'(u) =
—1,¢(0) = s,¢(s —T') = T. Alors par la formule du changement de variable, on a

T
a(s) = /rl(t,s—t)dt
[o(s=T)
_ / Tl(t, s — t)dt
4(0)

_ /0 P 6 (w), s — o) (u)du
— /0 T'(s — u,u)du.
s—T

(ii) On sait par la proposition 6.4.1 que q|jo 7y € O,
Par la proposition 2.2 [16], et par (i), on sait que g|jp_, 7 est Co.

(T =r)=) = T —r)
= p(T—r)
0
= (s —u,u)du

-

par la proposition 2.2, on a

0
o(T=re) = [ P
0

= / YT — 7 —u,u)du
= (T =)
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Donc ¢ est continue en T — r, donc g est C° sur [0, T.

Lemme 6.4.1. Soit h € V. Alors on a,

t

Vs € [0,7], /OT( T(t,s — t)h'(s)ds)dt = /OT q(s)h (s)ds.

t—r

Démonstration. Notons f(t,s) := I''(t,s — t)h/(s). Alors f est Riemann-intégrable sur [0, 7 + r] x
[—7,0] donc y est Lebesgue-intégrable. Soit A := {(t,s) : 0 <t <T,t —r < s < t}. Par le théoréme
de Tonelli on a :

T t

Vs € [0,T], /O ([ TMts =i (s)ds)dr = /A F(t, s)dsd. (6.4.1)

Nous découpons A en trois parties :

I = {(t,s): T —r<s<T,s<t<T}
IT = {(t,s):0<s<T—r,s<t<s+r}
11T = {(t,s): —r<s<0,0<t<s+r}

— OnaA=1UIIUIII

— INII=[(T—r,T—7),(T,T —r)] qui est de mesure de Lebesgue nulle dans R?.
— INII=1.
— IINIII=1(0,0),(r,0)] qui est de mesure de Lebesgue nulle dans R?, donc on a :

/f(t,s)dsdt = /f(t,s)dsdt+/ f(t,s)dsdt+/ f(t,s)dsdt
A 1 17 117
—/ f(t, s)dsdt—/ f(t,s)dsdt—/ f(s,t)dsdt =

IniI 1INII1 INIII

/ F(t, 5)dsdt = / F(t, 8)dsdt + / F(t, 8)dsdt + / F(t, 5)dsdt. (6.4.2)
A I II II7

En utilisant le théoreme de Fubini, on a :

kﬁf@sﬂ&ﬁ = /T(LTr%as—tmwM@yw

Tor (6.4.3)
= / q(s)h'(s)ds
0
d'ot
T
/ F(t, s)dsdt — / a(s)H (s)ds. (6.4.4)
I T—r

En utilisant le théoreme de Fubini, on a :

/OT—T(/:M pl(t, s —t)dt)h'(s)ds
= /OT_TP(S)h’(s)ds

f(t,s)dsdt
1
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d’ou T
/ f(t, s)dsdt :/ q(s)h'(s)ds. (6.4.5)
1 0

En utilisant le théoréme de Fubini

0 s+r
F(t, s)dsdt = / ( / TL(t, 5 — £)dt)h (s)ds = 0
T —rJo
d’ou
/ F(t, s)dsdt = 0. (6.4.6)
7
En utilisant (6.4.2), (6.4.4), (6.4.5), (6.4.6) dans (6.4.1) on obtient
T T—r
/ Tl(t, s — )/ (s)ds)dt = / a(s)(s)ds + / g(s)1 (s)ds + 0
t—r T—r 0
T

= /0 q(s)h'(s)ds.

0
6.5 Condition d’Euler-Lagrange
Lemme 6.5.1. Soit x € A;h € V. Alors on a :
/OT DoL(t,xy, 2’ (t))dt = — /OT_T T (s + 7, —r)h(s)ds — /OT q(s)h'(s)ds.
Démonstration. Avec la proposition 3.2 de [16], on a
" doTH(t, 0)h(t +0) = TNt 04)h(t) — T (t, —r)h(t —r)
—/0 T (¢, )R (¢ + 0)do),
et T''(¢,04) = 0 entraine que :
’ doT (t,0)h(t +6) = =T (t, —r)h(t — 1) — ’ T, 0)1 (t + 6)do. (6.5.1)

—r —r

T T 0
Donc / DaL(t, 24, 2 (£)) hadt — / ([ doT'(t,0)H/ (¢ + 6))dt et avec (6.5.1), on a
0

0 —r
T T T 0
/0 DaL{t,ar,a'(0)h == [ ' —r)h(t—r)dt—/o ([ T on @+ oo (65.2)

Soit ¢ : [-r, T — 7] — R, ¢(u) :=u+7r, ¢ est C, ¢'(u) = 1,¢(—r) = 0,¢(T — r) = T, donc par la
formule du changement de variable on a :

/T LUt —r)h(t —r)dt = /W_r) Tt —r)h(t — r)dt
0

ot
= [ M, —rh(() — r)é'(w)du

T—r
= / T (u+ 7, —r)h(u)du

-
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comme hyj_.o =0, on a

T T—r
/ TL(¢, —r)h(t — r)dt = / T (u + 7, —r)h(u)du. (6.5.3)
0 0

Soit 1 : [t — 7, t] — R,p(u) :=u—t, ¢ est Ct, 9/ (u) = 1,9(t) = 0,9(t — r) = —r, et par la formule
du changement de variable, on a

0 P(t)
DL, )1/ (t +6)df = / (¢, 0)h (¢ + 6)df
—r uft—n)

= [ T @) @+ v ()

= /t Tt u — t)h (u)du

d’ott
0 t
Tt 0)n' (t + 0)do = T (t,u — t) (u)du. (6.5.4)

- t—r

En utilisant les équations (6.5.3) et (6.5.4) dans (6.5.2), on obtient :

T T—r
/ DoL(t,xy, o' (t))ydt = — / I (u+ 7, —r)h(u)du
0 0

_ /OT(/;T Fl(t, u — t)h' (u)du)dt,

et on conclut avec le lemme 6.4.1. O

Lemme 6.5.2. Soit x € A qui réalise un minimum local de J sur A. Alors :

Vh eV, DJ(z)h = 0.

Démonstration. Ir €]0,4o00[ tel que Yy € AN Bx(x,r), J(y) > J(z) ou Bx(z,r) = {y € X :
Iy — ol < 7.

Définissons K : V N Bx(0,7) — R en posant K(h) := J(z + h). Vh € VN Bx(0,r) ona x + h €
AN Bx(x,7), donc : Yh € VN Bx(0,7), K(h) > K(0). Puisque K est C! comme composée de C!
et VN Bx(0,7) est un ouvert de V, on en déduit : DK(0) = 0 (c.-a~-d. Yh € V, DK (0) - h = 0). Or
DK(0) = DJ(x); d’ou la conclusion. O

Nous allons rappeler un résultat treés important prouvé par Paul David Gustav du Bois-Reymond.
Rappel 6.5.1. Soit a < 3 dans R, a € C%([a, B],R™), b € C°([a, B], R™). On suppose que :

Vh € C([a, B],R™) tel que h(a) = h(B) = 0, /j(a(t)h(t) +b(t)h'(t))dt = 0.

Alors
be C[a, B],R™) et b/ = a.
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Lemme 6.5.3. Soit a,b € C°([a, 8], R™) tel que V¢ € Cl([a, B, R") := {¢ € C([e, 5], R") :
supp ¢ Cla, B[}, /B(a(t)gb(t) +b(t)¢'(t))dt = 0. Alors Vh € C'([a, B8], R™) tel que h(a) = h(B) = 0,

on a : @

/ ? (a(®)h(t) + bR (1))dt = 0.

[0

Démonstration. CL([a, 5], R") est dense dans H}(«, 8,R"), cf.[17], Remarque 14, p.133.
B
Vo € Hé(a,ﬁ;R")J/ (a®)h(t) + b(t)¢'())dt| < llallr2ll@llzz + [[bllz2]|¢[| L2, Vopérateur linéaire

B
¢ — a(t)p(t) + b(t)¢'(t))dt] est linéaire continu sur Hl(«, B;R™), et donc avec I'hypothese, on
0
a: @

Vo € HY (o, B;R™), /B(a(t)d)(t) +b(t)¢'(t))dt =0 (6.5.5)

«

t

Vo € CHa, B],R™), ¢(t) = ¢(0) —I—/ ¢'(s)ds alors ¢ est absolument continue, ¢, ¢’ sont continues,
0

ainsi ¢, ¢' € L%([, 8], R™), enfin :

C'([e, B1,R") C H'(a, B; R™). (6.5.6)

Introduisons C1([a, B],R"?) := {¢ € C([a, B],R") : d(a) = ¢(B) = 0}. Soit ¢ € CL([ex, 5], R™).
Alors par 1'équation (6.5.6) on a : ¢ € H'(a,3;R™). D’apres le théoréme VIII.11 p.133 de [17],
puisque ¢(a) = ¢(3) =0, on a ¢ € H}(a, B;R™).

Ceci prouve :

C:(la, B, R™) C Hg(a, B;R"). (6.5.7)

De I’équation (6.5.5), avec la relation 6.5.7, on obtient la conclusion annoncée. ]

Théoréme 6.5.1. Soit v € A qui réalise un minimum local de J sur A. On suppose (H)
vérifiée. Rappelons que

t+r
/ I(u,t —u)du si te[0,T —r]
q(t) =4 i
/ M (u,t —u)du si t €]T —r,T).
t

Alors [t = D3L(t,zy,2'(t)) — q(t)] est de classe C* sur [0,T —r] et est de classe C* sur [T —r,T],

et on a

() vt e [0,T — 7, %[DgL(t,mt,m’(t)) (8] = —TN(t + 7, —7)

(if) Vt €T —r, 1], %[DgL(t,xt,x’(t)) —q®)] =0.

Démonstration. Pour alléger les écritures nous noterons, quand k € {2,3}, Dy L[t] := Dy L(t, x¢, 2/ (t)).
D’apres le lemme 6.5.2, on a : Vh € V, DJ(x)h = 0, et d’apres le lemme 6.2.8, on a :

T T
VheV, / DLt hudt + / Ds LIt (£)dt = 0.
0 0
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en utilisant le lemme 6.5.1, on arrive a :
T—r T
Vhe, / Tt 4 —r)h()d + / (DsL[t] — q(t))W (t)dt = 0, (6.5.8)
0 0

Soit ¢ € Cicl([O,T — 1], R"), alors en prolongeant ¢ en ¢ par 0, on obtient ¢ € CY([-r,T),R") avec
¢o=0et ¢(T) =0, donc ¢ € V. Puisque supp ¢ C|0,T — r[, on en déduit de 1’équation (6.5.8) :

/OT T(—Fl(t + 7, —1)p(t) + (DsL[t] — q(t))gg'(t))dt = 0 donc :

v$ € Co([0,T —r],R"), /OT_T(—Fl(t +1,=1)¢(t) + (D3L[t] — q(t))¢'(t))dt = 0. (6.5.9)
Alors avec le lemme 6.5.3, on obtient :

Vk € CY([0,T — 7],R") tel que k(0) = k(T —r) =0,

/T—T(Fl(t + 1, —1)k(t) + (DsL[t] — q(t))K (¢))dt = 0 (6.5.10)
0

Soit ¢ € C’;([T — 1, T];R™), alors en prolongeant ¢ a ¥ par 0, on obtient ¢y € C([—r, T],R™) avec
Yo =0et Y(T)=0; et puisque suppt C |T —r,T[ on obtient de I’équation (6.5.8) :

T—r _ T -
/ ST (¢, —r) () dt + / (dsL[t] — q(£)d (£)dt = 0
0 0

T .
d’ou: 0 +/ (DsL[t] — q(t))Y'(t)dt = 0. Donc on a prouvé :
0

Vi € CHT — r, T];R™), /TT_ (D3L[t] — q(t))y' (t)dt = 0. (6.5.11)

Alors avec le lemme 6.5.3, on obtient :

vie CH|T —r, T);R") tel que (T —r) = I(T) =0,

T 5.12
[ srit)— it eyar =o. (65.12)
T—r
Alors on peut appliquer le lemme de Dubois-Reymond & 1’équation (6.5.12) et obtenir
et,Vt € [T —r,T], L(DsL[t] — q(t)) =0 e
Avec les équations (6.5.11) et (6.5.13) le théoréme est démontré. O

min {t+r,T}
Remarque 6.5.1. On peut écrire q(t) = / I(u,t — u)du, ce qui permet d’utiliser
t

seulement la représentation T' au lieu de son prolongement I'.
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