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Notations

Notations générales

i nombre complexe tel que i2 = — 1

z conjugué du complexe z
|x|, \z\ valeur absolue du réel x, module du complexe z

ï tenseur identité

t variable temps
ii et £2 temps arbitraires (t\ < £2)

/ fréquence d'excitation
fm fréquence d'excitation moyenne (100 kHz)
u> = 2 irf pulsation (ou fréquence angulaire)
um = 2 7rfm pulsation (ou fréquence angulaire) moyenne
k nombre d'ondes

transformée de Fourier spatiale de la fonction g{z)

Po pression atmosphérique

Les indices s et f indiquent que la quantité se rapporte respectivement à la sonde ou
au fluide. Par exemple, ps est la masse volumique du guide d'ondes et p/ celle du fluide
dans lequel il est plongé.

L'exposant ~ est utilisé pour préciser une dépendance temporelle harmonique. On note
alors g = 3? (g e "" ).

Repères et coordonnées

Système cartésien
(O, i, j , k) repère cartésien
(xi, X2, X3) coordonnées cartésiennes
(xi',xi) axe des abscisses
(x2',X2) axe des ordonnées



Notations

Autres systèmes
(p, ip, £3) coordonnées polaires
(£, 77, z) coordonnées elliptiques
(o^, ô^, ôt) base elliptique
(w, u, tu) coordonnées curvilignes orthogonales

Remarque : Xz = z

Dérivées
On note indifféremment :

dui . d2Ui
Ui>3 > ^ ~ 0 U 5 J W i i U»»JA: OU ; Ui,t OU

Pour une fonction ne dépendant que d'une seule variable, on peut noter f'(z) — ——

Par ailleurs, la dérivée normale dn p (M) est définie par le produit scalaire :
dn p (M) = n . gradp (M)

Fonctions

Log logarithme népérien

Fonctions vérifieint l'équation de Bessel (voir annexe C) :

J±n{z) solution de première espèce, fonction de Bessel

Nn(z) solution de deuxième espèce, fonction de Neumann

Hn ' (z) et Hn (z) solutions de troisième espèce, fonctions de Hankel

Fonctions vérifiant l'équation de Mathieu

ou l'équation de Mathieu modifiée (voir annexe D) :

, cos 77) f. de Mathieu de première espèce, d'ordre m, paire.

, cos 77) f. de Mathieu de première espèce, d'ordre m, impaire.

f. de Mathieu de deuxième espèce, d'ordre m, paire.

f. de Mathieu de deuxième espèce, d'ordre m, impaire.

, ch£) f. de Mathieu modifiée de première espèce, d'ordre m, paire.

, ch£) f. de Mathieu modifiée de première espèce, d'ordre m, impaire.



Notations

, ch£) f. de Mathieu modifiée de deuxième espèce, d'ordre m, paire.

, ch£) f. de Mathieu modifiée de deuxième espèce, d'ordre m, impaire.

H°m(kh,

On utilise aussi :
B%(kh,m) coefficient du développement en série de Fourier de S^(kh,cos77)
M^(kh) norme de S^(kh, cos rj)
M^(kh) norme de S^(kh, cos77)

Autres notations mathématiques

Symboles :
u = O(e) signifie que la fonction u s'annule comme e, pour e -¥ 0
u = o(e) signifie que u s'annule plus vite que e

5/ symbole de Kronecker : il vaut 1 si i = j , 0 sinon

<5(i — a) mesure de Dirac en t = a

7 constante d'Euler (définie par (C.13))

$l(z) partie réelle du complexe z
Q(z) partie imaginaire du complexe z

f * g produit de convolution de / et g :
00

si f et g sont des fonctions, on a / * g = f f(u)g(t — u) du
—00

Opérateurs :
Tr trace d'une matrice (somme des termes diagonaux)
Det déterminant d'une matrice

grad / gradient du scalaire /
div u divergence du vecteur u
rôt u rotationnel du vecteur u
A Laplacien

On utilise parfois l'écriture A(çi7,) pour préciser les coordonnées par rapport auxquelles
on dérive.



Notations

Les distributions :
L'écriture avec un crochet de dualité (exemple : f(u) = < f(t), e"" >) est fréquem-

ment utilisée dans ce mémoire. On trouve, en annexe F, les définitions d'espaces vectoriels,
de la notion de distribution, ainsi que les propriétés que l'on utilise. Notons que, pour éviter
les confusions, on peut écrire < . , . > pour préciser les variables d'intégration.
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Notations relatives au guide d'ondes

Géométrie

L

X\
z = a

surface £

contour a

d

FiG. 1: Géométrie du guide d'ondes

L longueur totale du guide
ŒL proportion de longueur de guide immergée
l = OULL longueur de guide immergée
S surface transversale du guide (de contour s)
a contour du guide (frontière entre le guide et le fluide environnant)

Si le guide est de section elliptique, a est décrit en coordonnées elliptiques par l'équa-
tion £ = £o, ce ̂  z ^ (3 ; s'il est circulaire, par p = R, a ^ z ^ /3 où R est le rayon du
cercle.

Les constantes de la section :
d ordre de grandeur de la section transversale
Is moment d'inertie de la section autour de l'axe (Oxz) (défini en (3.47) page 46)
J constante de torsion (définie en (3.75) page 49)
P inertie de gauchissement (définie en (3.48) page 46)

L'ellipse :
a demi grand axe
b demi petit axe
e excentricité
h demi-distance focale
£o coordonnée elliptique constante sur le contour de l'ellipse

Pour les applications numériques, on prendra a = 310~3 m et b = 10~3 m.

On rappelle que a2 = b2 + h2 et e = — =
a
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FIG. 2: Dimensions caractéristiques de l'ellipse

On utilisera aussi (chapitres 4 et 5) les constantes A et B définies par

192
et B =

192
(1)

Matériau
ps masse volumique du guide
À, /J, coefficients de Lamé
E, v module d'Young et coefficient de Poisson

Pour les applications numériques, on pourra choisir un guide en acier inoxydable :
alors (voir [1] par exemple) ps = 7900 kg /m 3 ; fi = 7,57 1010 P a et E = 19,6 1010 Pa .

On rappelle ici les relations entre les coefficients de Lamé, le module d'Young et le
coefficient de Poisson (voir par exemple [2] p. 76) :

A —
(1 + v)(l- 2v)

E
2(1 + 1/)

E =

v =

fi (2/x + 3A)

(A + /*)

A
2(A + fi)

(2)

Notations de mécanique
scalaires

énergie cinétique
énergie de déformation
travail des forces extérieures appliquées à un système
terme de rigidité de l'équation de torsion
terme d'inertie de l'équation de torsion

T
V
W
R
I
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On ajoute parfois h Ret I les indices v, flcomp ou fkncomp pour préciser l'équation de
torsion à laquelle ils se rapportent (respectivement dans le vide, dans le fluide compressi-
ble, et dans le fluide incompressible).

vecteurs
u déplacement d'un point du guide
u\, U2-, uz coordonnées cartésiennes de u
up, ut, uz coordonnées polaires de u
uç,Ur,, uz coordonnées elliptiques de u

un = iï.n composante normale du déplacement

tenseurs
U tenseur des déformations
a tenseur des contraintes

La torsion :
9 angle de torsion
6[a,0](z) = Q(z) Pour a ^ z ^ fi

= 0 sinon
<j> fonction de torsion
M(LU) moment imposé pour générer la torsion
m{t) transformée de Fourier inverse de M(u)
W\ travail dû au moment imposé pour générer la torsion

Notations d'acoustique :
durée de propagation de l'onde de torsion :

A*o dans le guide dans le vide
Aii dans la partie du guide dans l'air
Ai2 dans la partie immergée du guide
Ai dans le guide partiellement immergé

vitesse de phase apparente de l'onde de torsion :
co dans le guide dans le vide
c dans le guide immergé dans un fluide incompressible
c{u>) dans le guide immergé dans un fluide compressible

coefficient lié à l'amplitude d'une onde :
72-1 réfléchie à l'interface air/fluide
72-2 réfléchie à l'extrémité du guide d'ondes
7lmn ayant subi plus d'une réflexion
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Notations relatives au fluide

0, domaine occupé par le fluide

M(£, 77, z) point situé dans le fluide
M'(Ç', rf, z') point du fluide où est placée la source acoustique
P(£o, rf, z') point de a, à l'interface fluide/structure

Pf masse volumique du fluide
pa masse volumique de l'air
pe masse volumique de l'eau

Hf viscosité dynamique du fluide
Vf viscosité cinématique du fluide

T dans un mélange diphasique,
rapport entre le volume de gaz et le volume total
(selon les auteurs, taux de présence volumique, taux de vide)

Notations de mécanique :
4>f potentiel des vitesses
Vfivf^Vfc) vitesse du fluide dans le plan {xi,x2)

If inertie apparente du fluide de KiM [3] (voir (2.4))

p(M) pression au point M

W2 travail exercé par la pression du fluide à la surface du guide d'ondes

Notat ions d'acoustique :
à atténuation linéique de l'onde de torsion

lorsque le fluide est visqueux

kf nombre d'ondes du fluide

\f longueur d'onde dans le fluide

Cf = — vitesse du son dans le fluide
kf

ce vitesse du son dans l'eau
ca vitesse du son dans l'air

S M1 (M) mesure de Dirac au point M'
= ôç> (£) ® 5rf {rf) <g> ôzi (z) en trois dimensions et en coordonnées elliptiques
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. Ç(M, M') fonction de Green de l'espace à trois dimensions

GKf{C, £', Vi rf) fonction de Green de l'espace à deux dimensions
pour un nombre d'ondes Kf

G°Kf (£, f', T], rf) partie impaire de GKf (M, M')
Ge

Kf (Ç, ?, V, rf) partie paire de GKf (M, M1)

GK} (£, f. V, rf) champ diffracté
en dimension 2 pour un nombre d'ondes Kf

Gr
K (M, M') rayonnement en espace indéfini de Ô

pour un nombre d'ondes Kf



Chapitre 1

Avant-propos

Ce chapitre replace le travail de thèse dans son contexte industriel : la recherche
d'instrumentation alternative pour la cuve, et plus généralement pour les enceintes à eau
sous pression (pressuriseur . . . ) des Réacteurs à Eau Pressurisée. Il s'agit d'identifier et
de développer une nouvelle méthode permettant de réaliser l'inventaire en eau dans les
meilleures conditions possibles.

Après avoir brièvement présenté les Réacteurs à Eau Pressurisée et précisé le besoin
de l'inventaire en eau en nous limitant au cas de la cuve, nous présentons différentes
méthodes permettant de le réaliser, dont la méthode par sonde à onde de torsion, qui fait
l'objet de cette thèse.

1.1 Les Réacteurs à Eau Pressurisée

Les documents de culture générale [4] et [5] constituent la source d'informations prin-
cipalement utilisée pour la rédaction de ce paragraphe.

1.1.1 Principe de fonctionnement

Une centrale nucléaire produit de la vapeur à haute pression, dont la détente fait
tourner la turbine, entraînant l'alternateur qui produit le courant électrique. La filière
REP, Réacteurs à Eau Pressurisée, représente 57 % de l'énergie électronucléaire mondiale.
En France, 57 réacteurs de ce type (unités de 900 ou 1300 MW électriques) fournissent
aujourd'hui plus de 70 % de notre électricité.

Le REP est un réacteur à circuit de refroidissement fermé, dont les circuits d'échange
thermique sont séparés (Figure 1.1) :

+ dans le circuit de refroidissement primaire, de l'eau sous pression circule à travers
le cœur du réacteur, lieu des réactions nucléaires : elle descend dans un espace
annulaire ménagé entre le réacteur et la paroi interne de la cuve, remonte le long
des éléments combustibles (uranium enrichi), et extrait, par convection, la chaleur
produite par les fissions nucléaires.

• la chaleur est véhiculée vers les générateurs de vapeur dans lesquels l'eau d'un autre
circuit séparé, dit secondaire, est portée à ebullition. La vapeur produite est ainsi
acheminée à l'abri de toute contamination radioactive vers la turbine.
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Pour assurer, malgré ce cycle indirect, des caractéristiques de la vapeur (pression et
température) acceptables, il faut rechercher une température moyenne du fluide primaire
aussi élevée que possible ( ~ 320 °C), ce qui implique une pression également élevée
(l,55 107Pa).

Générateur de vapeur
(Evhungeur de chaleur)

Refroidisseur:
Rivière ou
mer ou
aéroréfrigérant

FIG. 1.1: Réacteur à Eau Pressurisée
d'après un document CEA

1.1.2 Rôle de l'eau dans la cuve du réacteur

La cuve d'un REP de 1300 MW est un récipient de plus de 13 m de haut et 4 m
de diamètre, fermé par un couvercle. Totalement étanche, elle contient le cœur et l'eau
primaire.

• L'eau refroidit le cœur : les fissions nucléaires produisent de la chaleur extraite
par convection par l'eau qui circule dans la cuve.

• L'eau permet de contrôler les lentes modifications de réactivité : en effet,
l'eau sert de modérateur de neutrons. Elle contient également du bore qui absorbe les
neutrons. Cela permet de contrôler les lentes modifications de réactivité, y compris
l'épuisement du combustible. Les autres variations de la réactivité sont contrôlées
par les grappes de contrôle, qui sont constituées de faisceaux de crayons absorbants.
Le matériau absorbant utilisé est le carbure de bore ou un alliage indium-argent-
cadmium.

Ainsi, on comprend que le cœur du réacteur doit rester immergé. L'eau a donc un rôle
primordial dans la sûreté du réacteur.
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En situation normale, on contrôle que la cuve du réacteur est totalement remplie
d'eau. En situation accidentelle, la quantité d'eau peut baisser. Citons l'exemple de la
dépressurisation avec fuite, où, de plus, l'eau change d'état et un mélange diphasique d'eau
et de bulles de vapeur d'eau apparaît. Le sommet du mélange d'eau et de vapeur représente
le niveau gonflé. Afin de contrôler l'immersion du cœur, l'exploitant est également intéressé
par la connaissance du niveau tassé, c'est-à-dire le niveau de liquide qui serait obtenu après
repressurisation. On présente au paragraphe 1.2 l'instrumentation permettant de réaliser,
sur les REP du parc nucléaire mondial actuel, l'inventaire en eau de la cuve.

1.2 Les méthodes de mesure de niveau actuellement
en place sur les REP

Les méthodes de mesure de niveau permettent l'inventaire en eau de la cuve du
réacteur, du pressuriseur, notamment. Les exemples présentés dans ce mémoire sont ap-
pliqués au cas de l'inventaire en eau de la cuve du réacteur, dont nous avons vu les enjeux
précédemment.

1.2.1 Mesure de niveau par différence de pression

C'est la méthode de niveau la plus couramment employée dans les réacteurs à eau :
elle équipe les réacteurs embarqués de TECHNICATOME, les Réacteurs à Eau Pres-
surisée du parc EDF et aux États-Unis ceux construits par BABCOCK k, WILCOX et
WESTINGHOUSE, ainsi que de nombreux réacteurs à eau bouillante.

On relie la mesure de la différence de pression entre le haut et le bas de la cuve au poids,
et donc à la quantité, d'eau présente dans la cuve. Concrètement, ce système comporte
deux prises de pression, en haut et en bas de la cuve, qui sont reliées aux deux extrémités
d'un capteur à pression différentielle. On trouve dans [6] et [7] de nombreuses explications
techniques sur l'utilisation de cette méthode dans les réacteurs.

On souhaite faire évoluer cette méthode pour les deux raisons principales suivantes :
d'une part, elle nécessite une interprétation du signal plus complexe en milieu diphasique ;
d'autre part, elle nécessite la traversée d'instrumentation en partie basse de la cuve.

1.2.2 Mesure de niveau par sonde à transfert thermique

Le principe de la sonde (décrite dans [8]) repose sur le fait que la capacité de re-
froidissement de l'eau liquide est supérieure à celle de sa vapeur. La sonde est constituée
d'une paire de capteurs de température très proches l'un de l'autre, l'un des deux étant
chauffé. Lorsque la sonde est située en phase vapeur, la différence de température entre
les deux capteurs est notablement supérieure à ce qu'elle est lorsque la sonde est située en
phase liquide ou dans un mélange de liquide et de vapeur (dont la capacité de refroidisse-
ment reste grande jusqu'à de forts taux de vide). L'analyse de la différence de température
permet donc de détecter le passage d'une interface liquide-vapeur ou mélange-vapeur dans
le cas diphasique.

Diverses variantes technologiques ont été proposées par FRAMATOME, TEC (Tech-
nology for Energy Corporation), JAERI (Japan Atomic Energy Research Institute),
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COMBUSTION ENGINEERING et SIEMENS. Les plus qualifiées dans le contexte indus-
triel des réacteurs à eau pressurisée sont celles de COMBUSTION ENGINEERING (les
capteurs sont des thermocouples) et de SIEMENS (les capteurs sont des thermistances).
Dans les deux cas, l'élément de chauffage est une résistance électrique.

Citons les principales contraintes de ces sondes intrusives :

• elles ne permettent pas une mesure continue de niveau, mais seulement une mesure
ponctuelle. Leur nombre étant limité par les contraintes de traversée de la cuve, un
choix judicieux des niveaux instrumentés doit être effectué.

• elles ne sont sensibles qu'au niveau gonflé. Pour pouvoir détecter un niveau tassé,
elles doivent être installées dans un tube de tranquillisation et de tassage. Le com-
portement réel de ces tubes dans certaines conditions de fonctionnement du réacteur
(pompes primaires en marche) peut soulever des interrogations.

1.3 Recherche d'une méthode alternative de mesure
de niveau

On a expliqué précédemment qu'il est primordial d'avoir dans la cuve du réacteur une
quantité d'eau suffisante pour assurer le refroidissement du cœur. Dans le cas contraire, les
conséquences peuvent être graves, comme lors de l'accident de Three Mile Island (Penn-
sylvanie) en mars 1979, où le cœur du réacteur resta partiellement découvert pendant
plusieurs heures, au cours desquelles le combustible fut fortement endommagé (voir [9]
pour plus de détails sur l'accident et ses conséquences au niveau de la réglementation
nucléaire aux Etats-Unis).

Pour connaître à tout moment l'inventaire en eau de la cuve, des recherches sont
menées, visant la mise en place d'instrumentation alternative sur les REP.

1.3.1 Choix d'une technique à valider au CEA

Après la température, la pression et le débit, le niveau est un des paramètres les
plus étroitement surveillés en milieu industriel. Toute une panoplie de techniques exis-
tent et l'auteur de [10] en présente une revue récente destinée à orienter les industriels.
Concernant l'application à l'instrumentation des réacteurs à eau pressurisée, la plupart
des techniques ne sont pas applicables : les techniques intrusives posent le problème des
contraintes d'accès, de tenue en température et en pression, de tenue aux rayonnements
d'origine nucléaire . . . Les techniques non intrusives se heurtent également à des problèmes
technologiques, principalement parce que la conception de la cuve et de ses éléments in-
ternes leur masque presque toujours le niveau à mesurer. Par ailleurs, le comportement
demandé en milieu diphasique empêche l'utilisation d'un certain nombre de dispositifs.

Le Département d'Études des Réacteurs du CEA a concentré ses efforts sur deux types
de méthodes appartenant à ses domaines de compétences :

• des méthodes nucléaires non intrusives fondées sur l'absorption et la spectrométrie
gamma (voir [11] par exemple). Sur les branches chaudes, un dispositif comportant
une source de césium 137 et une chambre de détection à ionisation collimatée per-
mettrait de mesurer le taux de vide, via l'atténuation des photons gamma, qui est
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plus élevée dans l'eau que dans la vapeur. Pour la mesure dans la cuve, la source
de rayonnement gamma pourrait être le cœur du réacteur. Cette méthode nécessite
des adaptations liées à la non constance du cœur en tant que source et à la pos-
sibilité de sources secondaires (produits de fissions en cas de rupture de gaines de
combustible). Enfin, une autre voie consisterait à compter les photons gamma issus
des collisions de neutrons lents avec l'acier de la cuve, le transport neutronique dans
la cuve étant un reflet de l'état du fluide. Le problème rencontré est alors que les
signaux attendus sont trop faibles pour qu'on puisse les interpréter.

• une méthode acoustique intrusive, utilisant une sonde à onde de torsion, qui fait
l'objet de la thèse, et sur laquelle nous revenons au paragraphe suivant.

1.3.2 Mesure de niveau par sonde à onde de torsion

Le principe de cette sonde a été initialement développé aux Etats-Unis, dans le but
de mesurer des niveaux dans des réacteurs à eau pressurisée. Il s'agit d'une technique
qui exploite la variation de la célérité d'une onde de torsion dans un barreau métallique
non axisymétrique en fonction des caractéristiques du milieu environnant. En effet, quand
l'onde de torsion traverse la tige immergée, l'interface fluide/solide est alternativement
accélérée et décélérée, et deux mécanismes de couplage entraînent le mouvement du fluide :

• si la section transversale de la sonde n'est pas circulaire, le mouvement de la surface
solide entraîne l'existence d'une composante normale de la vitesse, qui va générer
un champ de vitesse dans le fluide ;

• de plus vient s'ajouter, lorsque le fluide est visqueux, une force de frottement.
En mesurant la vitesse et l'atténuation de l'onde de torsion, on peut obtenir des infor-
mations sur différentes propriétés rhéologiques du fluide environnant (masse volumique,
viscosité), ou sur des caractéristiques qui lui sont corrélées : niveau du liquide par exemple.

En annexe A, nous présentons un prototype d'appareil dont l'utilisation est fondée sur
ce principe.

Antérieurement à cette thèse, des travaux visant à exploiter les possibilités de cette
technique ont déjà été réalisés :

• le comportement de la sonde a été modélisé pour un fluide environnant monopha-
sique et incompressible. La sonde est dans ce cas sensible à la masse volumique du
fluide, ce qui permet de l'exploiter pour effectuer une mesure de niveau de l'interface
séparant deux fluides ;

• des expériences ont mis en évidence un comportement satisfaisant en conditions
eau/air à température ambiante et pression atmosphérique, quand les phases fluides
sont séparées, mais la présence de petites bulles d'air perturbe le comportement de
la sonde ;

• des fonctionnements en conditions de diphasique eau-vapeur ont été expérimentés,
dans des conditions de température et de pression inférieures à celles de la cuve
d'un réacteur à eau pressurisée : suivi de la variation de la masse volumique du
fluide au cours d'une fuite avec dépressurisation à partir des conditions initiales de
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5,4 106 Pa et 257°C [12], expérience de mesure de niveau dans un pressuriseur à
basse température [8], expérience de mesure de niveau à basse température (105°C
et 128°C) dans un bouilleur [13].

1.4 Objet de la thèse

Dans le cadre de la recherche d'instrumentation alternative permettant l'inventaire en
eau de la cuve des réacteurs, l'étude d'une technique par sonde à onde de torsion a été
entreprise au CEA. Ce travail de thèse vise à améliorer les modélisations existantes, dont
les hypothèses (fluide environnant monophasique et incompressible) sont trop restrictives
pour une utilisation future dans les conditions de fonctionnement d'un REP.



Chapitre 2

Etude bibliographique et choix d'une
démarche

Nous commençons par dresser un inventaire des travaux réalisés sur le thème de la
sonde à onde de torsion. Nous nous intéressons ensuite aux principaux développements
théoriques qui ont permis de modéliser son fonctionnement. Nous passons également en
revue les résultats existants sur l'utilisation de la sonde en milieu diphasique.

Nous poursuivons en présentant d'abord les hypothèses, puis la démarche, qui sont
appliquées au cours des chapitres suivants pour conduire à un nouveau modèle de la
sonde à onde de torsion.

Afin d'uniformiser l'écriture des résultats de la littérature, nous adoptons les notations
définies au début de ce mémoire. La tige élastique est un cylindre d'axe (O £3), de longueur
L et de section transversale uniforme.

2.1 Historique

L'idée qu'une onde ultrasonore se propageant dans une structure solide peut permettre
de caractériser le milieu dans lequel le solide se trouve n'est pas neuve. En effet, dès 1945,
des expériences montraient qu'une onde de Rayleigh était amortie si on posait un doigt
sur le solide; la transmission d'ondes longitudinales a aussi été expérimentée (voir les
travaux de FIRESTONE et LING [14] relatés dans [15]).

LYNNWORTH, de la société PANAMETRICS, a été le premier à utiliser la technique de
la sonde à onde de torsion [16] [17]. A partir d'expériences, des relations entre la vitesse de
propagation de l'onde dans la sonde immergée et la masse volumique du fluide environnant
ont été établies. En 1979, ARAVE [12] écrit un article dans lequel il relate des expériences
faites en milieu diphasique.

Aucune théorie n'a été présentée avant 1986, date à laquelle BAU [18] expose ses
travaux, fondés sur des considérations énergétiques. En 1987, WANG [19] présente une
thèse dans laquelle l'effet de la viscosité du fluide est pris en compte (la théorie est
reprise dans [20]). En 1989, KlM [3] soutient une thèse, dont l'intérêt principal est la
recherche d'une amélioration de la sensibilité de la sonde, grâce à la recherche d'une
section transversale optimale. Il y synthétise aussi les travaux précédents de BAU [18],
WANG [19], K I M et BAU [21]... D'autre part, K I M et BAU [22] publient en 1991 un article
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sur l'amélioration de la sensibilité obtenue en utilisant une sonde de section transversale
circulaire, dont le rayon varie périodiquement en fonction de la coordonnée z sur son axe.
En 1993, un article de KIM et al. [15] présente des applications en milieu fluide diphasique :
il s'agit de fluides à phases séparées, et de liquides à masse volumique variable. On ne
trouve ensuite plus de travaux de ces auteurs sur le sujet.

En 1996, un article de FRIESEL [23] propose des améliorations permettant d'éviter le
calcul de certaines constantes, et prend en compte les effets de la température. Fin 1998,
SMIT et SMITH [24] proposent un mode opératoire différent (génération d'une onde con-
tinue au lieu de trains d'ondes) permettant d'utiliser des guides d'ondes de section plus im-
portante que jusqu'à présent. Cependant, l'application visée se restreint à la détermination
de la masse volumique des liquides.

2.2 Modélisation de H.H. Bau par une méthode
énergétique

H.H. BAU [18] a été le premier à publier un article sur la théorie de la sonde à onde
de torsion. Ses résultats ont été repris par KIM [3] dans sa thèse, et c'est sur ce dernier
document, plus complet, que nous nous sommes appuyés pour rédiger ce paragraphe.

2.2.1 Calcul de la célérité apparente de l'onde

Les hypothèses

Le fluide est supposé :

• monophasique

• incompressible

• non visqueux

• au repos, à l'exception du mouvement dû au passage de l'onde dans le guide. Cette
dernière hypothèse n'est pas limitante. En effet, on peut montrer que l'effet d'un
écoulement externe est nul. KIM en fait la démonstration dans [3], p. 77-83.

De plus, il n'y a pas de dissipation d'énergie.

Les énergies mises en jeu

Soit 6 l'angle de torsion. KIM [3] choisit d'écrire l'équation régissant le mouvement de
la tige (en l'absence de fluide extérieur) de la façon suivante :

où /I est le second coefficient de Lamé du matériau de la tige, ps sa masse volumique, J
est une constante appelée constante de torsion qui ne dépend que de la géométrie de la
section du guide, {ixJ est la rigidité de torsion), et Is est le moment d'inertie de la section
transversale de la tige autour de l'axe (Ox^).
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II écrit ensuite :

• l'énergie de déformation de la tige :

• son énergie cinétique :

/ / ' ( i ) ' < b » (23)

• pour le fluide mis en mouvement par le passage de l'onde dans le guide (avec les
hypothèses d'absence de viscosité et de mouvement plan), il pose, par analogie :

en appellant / / inertie apparente du fluide, qu'il faudra déterminer. On présente plus loin
le résultat obtenu pour une section elliptique.

La vitesse apparente de l'onde

KlM écrit ensuite que "d'après les équations (2.2) à (2.4)", il vient :

f? = c 2 0 (25)

où :

c=J /J
 T (2.6)

y P I + p I K '
On reconnaît l'équation d'une onde se propageant selon x$ avec une célérité apparente c.
(2.6) est l'équation qui met en évidence l'influence du fluide sur la propagation de l'onde
dans la tige. Dans cette équation, J et Is dépendent de la géométrie de la section de la
tige (on les calcule au chapitre 3). ps et fj, dépendent du matériau de la tige, et sont donc
connus. (2.6) peut donc nous permettre de déterminer pf, à condition de savoir exprimer
/ / . C'est l'objet du paragraphe suivant.

Calcul de If

Pour les raisons que nous évoquerons au paragraphe 2.7.1, le cas qui nous intéresse est
celui où la section transversale de la tige est elliptique.

Pour calculer / / , on va chercher l'expression exacte de l'énergie cinétique T/ du fluide,
fi

i r 89
puis en déduire / / en écrivant T/ = - I Pf If ^ r

2 dx3, avec Clr = —. En supposant que
Z J ut
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la torsion de la tige métallique induit un mouvement plan du fluide, dans le plan (xi, X2),
l'énergie cinétique du fluide de vitesse W/(v/i,t;/2) s'écrit classiquement :

0

Tf = / \2 Pf / / v2f(XuX2%) d x i dx2) dx3

% (2-7)

= J (2 Pf JJ(Vh + Vh) d*l d
a

Or Vfo et Vf2 sont reliés au potentiel des vitesses 0/ par :

d'où:

KIM reprend le potentiel des vitesses calculé par LAMB ([25], §72). Mais LAMB ne traite
pas exactement le même problème : il s'agit bien d'un cylindre de section transversale
elliptique immergé dans un fluide initialement au repos, mais c'est la rotation du cylindre
autour de son axe (et non sa torsion) qui va engendrer un mouvement du fluide. Clr est
supposée indépendante de la variable longitudinale z. Cependant, l'auteur affirme que le
problème du mouvement d'un fluide dans ou autour d'un cylindre en rotation est dans une
certaine mesure mathématiquement identique à celui de la torsion d'une barre uniforme.
Cette approximation nécessiterait des explications supplémentaires.

LAMB montre qu'alors :

J ± a 2 - b2f Ùr
2 àx3 (2.10)

où a et b sont respectivement les demi grand axe et demi petit axe de l'ellipse.
D'où, en comparant (2.4) et (2.10) :

If = !*(<?-?)* (2.11)

Dans le cas où la section transversale de la sonde est elliptique, on connaît maintenant,
grâce à (2.6) et (2.11), la relation entre la vitesse apparente de l'onde et la masse volumique
du fluide.

Remarques :

• MILNE-THOMSON [26], §9.65, obtient le même résultat pour Tf en considérant aussi
un cylindre en rotation, mais par un méthode différente : il calcule le potentiel pour
une section circulaire, et en déduit celui d'une section elliptique par une transforma-
tion conforme de Joukowski (sur les transformations conformes, voir [27] au §6.3.).
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Le cas d'une section transversale circulaire correspond au cas particulier où
a = b. Alors If = 0 et I$ = J, d'où c = Jj^, vitesse de propagation dans le

vide. On retrouve le résultat connu : si la section du guide est circulaire, la vitesse
de propagation de l'onde dans le guide n'est pas perturbée par la présence d'un
fluide non visqueux autour de ce guide.

2.2.2 Application à la mesure de niveau

On s'intéresse ici au cas où la sonde n'est que partiellement plongée dans le fluide.
Soit I, I < L, la longueur de tige immergée (Figure 2.1).

— —

l

FiG. 2.1: Sonde partiellement immergée

Si on connaît la masse volumique du fluide :

+ soit Ai0 la durée de propagation de l'onde lorsque le guide est dans le vide, qu'on
utilise comme approximation de la durée de propagation lorsqu'il est entièrement

I uj L
dans l'air. Dans ce cas, It = 0, c = CQ = \ / ——, et Ain = — ;

Y ps Is CQ

• soit Aï la durée de propagation lorsque le guide est partiellement immergé, alors
L-l l

At = h -.
Co C

II vient :

A t - A t p = I f L . P f l f \ ^ . l p f l f l
At0 L\\l PsIs )-2PsIsL

où l'approximation correspond au premier terme de la série de Taylor.

Lorsque p/ est connue, on peut donc calculer l :

psls At-Ato

(2.12)

~ 2L
Pf If At0

(2.13)
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JôL_
l .

sonde a sonde b

FIG. 2.2: Mesure de niveau à l'aide de deux guides d'ondes

Si on ne connaît ni la masse volumique ni le niveau du fluide :

La méthode ([3], p. 89) consiste à utiliser deux guides d'onde de même géométrie et
du même matériau, le second guide étant situé à une distance ôL plus haut que le premier
(Figure 2.2).

L'écriture des deux temps de propagation comme en (2.12) permet de calculer les deux
inconnues : en effet, soient Ata et Atb les durées de propagation dans les sondes a et b
respectivement. D'après (2.12), on peut écrire :

At. - Ato
At0

.. 1 Pf1/ l

2 psls L

Ata - At0

At0

A t 6 -
At

Atb

L

Ato

0

-At0

1 Pf1!
2 Psls

1
2

ÔL

L

Pf
Ps

Ifl-ÔL
Is L

d'où:

Cette équation permet de déterminer pf.

De plus, en utilisant la première équation de (2.14) et (2.15), on écrit :

A -f __ A +A 7 A "f — A + «. A -f. — A +«.
tA6a —̂it'O » /i-ifcrt ^Aon i-i6h — i-itn \

" -)

(2.14)

(2.15)

[ }At0 ~ 6L[ Ato At0

Cette équation permet de déterminer l.

2.2.3 Optimisation de la sonde

Soit c0 la vitesse de propagation de l'onde lorsque la tige est dans le vide, et c la vitesse
de propagation équivalente de l'onde lorsque la tige est immergée. Alors, d'après (2.6) :

c

co 1 + Pf1!
(2.17)

ps et pf étant fixés pour un matériau et un fluide donnés, on ne peut intervenir que sur le

rapport -j-. On montre (paragraphe 3.3.1) que pour une section elliptique,
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7 T a b . 9 , 9 . _
Is = (a2 + b2). Donc :

!f « W > (2.18)

On maximise donc - / en augmentant 7. Cependant il y a des limites à cette augmenta-
is 0

tion : d'une part, le guide doit être suffisamment résistant pour ne pas casser, et on ne
doit donc pas trop diminuer b. D'autre part, a doit rester faible devant la longueur d'onde
pour qu'on puisse négliger la dispersion.

Il existe d'autres façons d'augmenter -j- : confiner le guide en l'enfermant dans un tube

coaxial (voir annexe de [20]), utiliser un guide creux (résultats moyennement convaincants,
voir [3]), une tige filetée [22], ou encore utiliser des guides de formes plus compliquées [21].
Dans [12], ARAVE propose des formes hydrodynamiques particulières pour une utilisation
de la sonde en écoulement (choix d'un bon profil et d'un angle d'attaque).

2.2.4 Critique de la méthode

La méthode énergétique du paragraphe 2.2 présente deux inconvénients majeurs :

+ Elle paraît difficilement généralisable au cas d'un fluide moins idéal. En particulier,
on ne saurait exprimer If pour un fluide compressible, voire diphasique, . . . . De
plus, pour calculer If, on assimile la torsion à une rotation : qu'est-ce qui justifie
cette hypothèse ?

• Sa mise en œuvre n'est pas détaillée :

On comprend que, pour obtenir (2.6), une méthode de variation des énergies est
utilisée. Les différentes étapes ne sont pas présentées, en particulier les conditions
aux limites ne sont pas exposées.

On constate également que le fluide environnant apporte une inertie additionnelle
au système, mais pas de raideur ajoutée.

2.3 Etude bibliographique du cas où le fluide est
visqueux

2.3.1 Méthode de Wang pour un guide de section circulaire

On considère maintenant une tige de section circulaire, dont le rayon R est supposé
petit devant la longueur L. On se place en coordonnées cylindriques classiques (p, (p, £3).
On notera û le déplacement de la tige, et fif la viscosité du fluide. Au cours de ce para-
graphe uniquement, pour ne pas alourdir les notations, la vitesse du fluide est notée v et
non Vf.
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Hypothèses :

• Le fluide a une masse volumique et une viscosité constantes ;

+ La déformation de la barre est suffisamment faible pour négliger les termes non
linéaires ;

• Le problème est axisymétrique : les quantités sont indépendantes de <p ;

• II n'y a pas de glissement à l'interface fluide/solide.

Modélisation :

4 Équation d'équilibre dynamique du guide :

= diva (2.19)

où a est le tenseur des contraintes. La relation entre contraintes et déformations dans
un milieu homogène et isotrope doué d'élasticité linéaire s'écrit : â = X TrÛ 1 + 2 fj, Û, où
I est le tenseur identité et U le tenseur des déformations (Uij = \{u^j +Uj,i )).

• Équations pour le fluide :

Pour un fluide visqueux incompressible de masse volumique constante, on peut écrire
les équations suivantes (voir [28]) :

—>• conservation de la masse : div v = 0

—» mouvement du fluide (équation de Navier-Stokes) :

Pf(^7 + v.grâÀv) = -^dÀp + fj,fAv (2.20)

où p est la pression dans le fluide.

-> le tenseur des contraintes s'écrit : a = — pi + 2/j.f V, où V est le tenseur des taux
de déformation, de composantes V^ = ^{vi,

• Conditions aux limites :

On écrit la continuité de la contrainte normale et de la vitesse à l'interface fluide /solide,
et on écrit que la déformation de la barre est finie en p = 0, et la vitesse du fluide finie
en p = oo.

• Système à résoudre :

Après soustraction des équations ci-dessus écrites à l'état stationnaire, application des
hypothèses (linéarisation, indépendance en ip), on obtient le système suivant :
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1 dup uv d^}

p dp p2 dxl /

On change ensuite d'unités, en utilisant les variables réduites :

T E> T L°
Lo — K, ±o = —, Po = ps

dt2 ps \ dp2 p dp p2

+ T-^T ~ Ta + -5l2")> R<p<oo (2.22)

v = ^ , P = R (2.24)

uv fini, p = 0 (2.25)

vv finie, p -̂ - oo (2.26)

et en posant p = -^ et ite = — ,

pour finalement obtenir :

dvw 1 ,d2Vm 1 dvu> Vu,

Re{dp p ] ~ dp p ' P ~ 1

^ = ^ , P = l (2.30)

wv fini, p = 0 (2.31)
uv finie, p -» oo (2.32)

Notons que, dans la définition de .Re, au lieu d'utiliser comme échelle des vitesses la
vitesse du fluide, nous avons choisi ici Co : Re représente donc un nombre de Reynolds
basé sur la vitesse de propagation de l'onde de torsion dans le guide immergé, et non sur
le mouvement du fluide.

• Résolution :
On va chercher uv et vv de la forme :

vv{p,x3,t) =V(p) e-a*»+i*(*s-ct) { • >

où à représente l'atténuation de l'onde.
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On réécrit alors les équations (2.27) à (2.32), et on obtient un problème aux valeurs
propres :

1 2

P
1 ,

P

c2
 + (-à + i,

îe + (-à +1

1

P

fc)2-i]t7 = 0,

fc)2-l]y = o,

i?e p
-iA;[/ = y,

[/fini,
V finie,

0 < p < 1

1 < p < oo

p = l

p = l
p = 0
p—>• o o

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
(2.38)
(2.39)

qui permet d'obtenir c et à en fonction de p* et /i/ (ou i2e).
Les équations étant compliquées, on ne peut obtenir de solution générale analytique. C'est
pourquoi WANG a procédé numériquement. Cependant, il propose aussi une méthode
asymptotique, valable lorsque la viscosité est faible (il est amené à utiliser le fait que -7=
est petit), qu'il a validée en comparant les résultats obtenus avec ceux de la méthode
numérique. L'avantage est qu'elle permet d'obtenir des résultats explicites :

1

+ _ . . . . . .., ...\ 3
Re

a .

- k + 5 )

Résultats :

Finalement, WANG donne quelques résultats qui montrent que les effets de la viscosité
sont très faibles, et conclut en écrivant : l'effet visqueux peut être négligé à coup sûr.
D'après ses expériences, la viscosité fait toujours baisser la vitesse de l'onde de torsion de
moins de 1 %.

2.3.2 Méthode de Kim
KlM écrit que l'inertie du fluide If est la somme de deux contributions :

• If,nv, contribution non visqueuse, de la forme C\IS, avec C\ constante du guide.
If>nv n'existe que pour un guide de section non circulaire ;
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• Ifv, contribution visqueuse, s'écrit : Ci A—^—, où w = 27r/, / fréquence de
y ua2 pf

l'onde. CÏ est une constante géométrique déterminée par l'expérience, et d est une
dimension caractéristique de la section transversale.

Or, d'après l'équation (2.12) :

psls ) 2 psls

donc :
At - Ai0 Ci

(2.43)
At0

En utilisant cette seule expression, on aurait deux inconnues, p/ et ///, pour une seule
équation. Mais si on utilise un guide circulaire, seule 7/)V intervient et donc y/pf Hf peut
être déterminé. En remplaçant ce terme par sa valeur dans (2.43), on peut alors obtenir
Pf, et donc fj,f.

On peut donc déterminer viscosité et masse volumique d'un fluide à partir de deux
mesures de durée de propagation d'ondes de torsion : pour l'une des deux mesures, on
utilise un guide d'ondes de section circulaire, et pour l'autre mesure, on utilise un guide
d'ondes de section non circulaire.

2.3.3 Comparaison entre ces deux méthodes

La méthode de WANG s'appliquant exclusivement pour un guide de section circulaire
plongé dans un fluide visqueux, on va vérifier la cohérence entre les résultats de KlM et
ceux de WANG dans ce cas. On supposera que la viscosité du fluide est faible, de façon
à utiliser les résultats asymptotiques donnés par les équations (2.40) et (2.41), qui sont
explicites et donc facilement exploitables.

Écrivons la vitesse de propagation de l'onde en utilisant les résultats de KlM (paragra-
phe 2.3.2) adaptés à ce cas. On applique l'équation (2.6) à un guide de section circulaire

(J = Is) et après changement d'unités (avec Co = * — et p* = —) , on obtient :
V Ps Ps

c = , \ m r (2.44)

Or, d'après KlM :

If = °2 / d = °2 V o K K* pf

d'où :

c = = (2.46)

\/RIsy/Re~Vk
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Lorsque la viscosité est faible, Re est grand et un développement limité permet d'obtenir :

c = 1 - — ^ /-= + o(-L) (2.47)
2VRIVk/Rë WRê

Or WANG a montré (équation (2.40)) que :

^ ( 2 ' 4 8 )

En prenant pour C2 la valeur 2y/2y/RIs, on obtient bien la même évolution de c en
fonction des paramètres fréquence, masse volumique et viscosité.

On a donc montré la cohérence entre les résultats de KIM et ceux de WANG, et évalué
la valeur de la constante C2 pour un guide de section circulaire.

2.3.4 Critiques

• KIM travaille à partir d'expériences. Étant intéressés par une modélisation plus
rigoureuse, nous ne retiendrons pas sa démarche.

• L'application de la méthode de WANG à notre problème est difficile : nous ne voulons
pas nous restreindre à une section transversale circulaire, ni à un fluide monophasi-
que. Or, cette méthode paraît difficilement exploitable dans ces nouveaux cas : elle
mènerait à des équations trop compliquées pour être résolues analytiquement.

• La démarche de WANG n'est pas assez commentée : uz est-il toujours nul? De
plus, en écrivant uv et v^ sous la forme (2.33), on ne présente pas les résultats qui
prendraient en compte la réflexion de l'onde à l'extrémité du guide d'ondes.

2.4 Etudes expérimentales avec des fluides
diphasiques

On trouve peu de littérature sur l'utilisation de la sonde en milieu fluide diphasique. Les
références relatent majoritairement des expériences. En vue d'une utilisation ultérieure,
on s'intéresse ici de plus près à celles pour lesquelles le milieu diphasique est - au moins
approximativement - caractérisé (nombre et taille de bulles, rapport entre le volume de
gaz et le volume total . . . ).

2.4.1 Fluide à phases séparées

L'article [15] est consacré à cette étude. Pour déterminer les masses volumiques, les
auteurs proposent d'utiliser un guide fonctionnant dans trois zones superposées : liquide,
mixte, vapeur, en utilisant les phases gazeuse et liquide comme zones de référence.
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2A.2 Ecoulement de fluide diphasique

Dans [12], ARAVE présente les expériences réalisées dans différents types d'écoulements
diphasiques (écoulements à bouchons, annulaire, à brouillard, à goutelettes,... voir [29]
pour plus de précisions sur la définition de ces écoulements). Pour expliquer la non-
adéquation de tous les résultats obtenus, il met en question le piégeage des bulles dans les
zones de recirculation autour de la sonde (lorsque la section de la sonde n'est pas choisie
de façon à offrir peu de résistance à l'écoulement).

2.4.3 Eau avec bulles d'air

D'un point de vue qualitatif, des effets ont pu être observés [13]. Rien n'a été quantifié,
et aucune étude théorique n'a été menée. Les résultats diffèrent en fonction de la taille
des bulles :

• La présence de petites bulles (diamètre très inférieur au millimètre) se traduit par
deux effets sur le signal de l'onde de torsion : d'une part, son amplitude diminue, et d'autre
part, le temps de parcours change.

Notons que le rayon des bulles se situe dans la gamme des valeurs pour lesquelles les
bulles peuvent entrer en résonance aux fréquences de signal utilisées.

• Les bulles plus grosses ont très peu d'influence sur le signal.

2.5 Conclusion de l'étude bibliographique

L'étude bibliographique que nous venons de réaliser a mis en évidence les limites
des modélisations existantes. D'une part, le fluide dans lequel la sonde est immergée
est incompressible, ce que nous considérons comme une hypothèse trop restrictive (voir
§ 2.6.1). Le cas d'autres liquides (avec bulles . . . ) a surtout été abordé expérimentalement.
D'autre part, les théories ne sont pas suffisamment développées. Il manque en particulier
des informations sur les hypothèses et la nature des méthodes utilisées.

Cependant, les résultats présentés sont intéressants : nous retiendrons en particu-
lier l'expression de la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion se propageant
dans un guide immergé dans un fluide incompressible, (2.6), que les auteurs ont validée
expérimentalement, et sur laquelle nous reviendrons ultérieurement.

Maintenant, présentons et justifions les hypothèses dont nous tirerons parti au cours
des chapitres de modélisation. Expliquons ensuite les grandes lignes de la démarche qui
est adoptée pour conduire à une nouvelle modélisation de la sonde à onde de torsion pour
la mesure de niveau de fluides compressibles.

2.6 Nouvelles hypothèses liées au fluide

2.6.1 Compressibilité prise en compte

D'après l'étude bibliographique, le fonctionnement de la sonde à onde de torsion n'a
été modélisé qu'en milieu fluide considéré incompressible. Or, dans les réacteurs à eau
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pressurisée, le fluide peut devenir diphasique (voir chapitre 1) : la simple présence de
bulles va alors à rencontre de l'hypothèse d'incompressibilité, entre autres.

C'est la raison pour laquelle nous avons cherché à étendre la modélisation de la sonde
à onde de torsion au cas où cette dernière est partiellement immergée dans un fluide
compressible. Ceci implique en particulier la prise en compte d'un nouveau phénomène
lié à la compressibilité : le rayonnement acoustique dans le fluide.

La prise en compte de la compressibilité est une étape vers la modélisation du dispositif
pour une utilisation ultérieure en milieu diphasique.

2.6.2 Viscosité négligée

D'après WANG [19] (voir aussi le paragraphe 2.3), qui a isolé les effets de la viscosité
en utilisant un guide d'ondes de section circulaire, la viscosité peut être négligée.

Quant à BAU [18], il justifie cette hypothèse par la faible épaisseur de la couche limite :
celle-ci est plus petite que les dimensions de la section transversale du guide d'ondes.

I ^f
En effet, l'épaisseur de la couche limite est de l'ordre de , / , où vt est la viscosité

V 2TT/
cinématique du fluide et / la fréquence d'excitation de l'onde de torsion. Vérifions cette
hypothèse sur les fluides que nous utiliserons pour nos simulations au chapitre 5, et lors
d'expérimentations futures :

• pour l'eau à 20°C, Vf = 1,006 10~6 m2/s (d'après [30]), ce qui donne, à une fréquence
de 100 kHz, une épaisseur de couche limite de l'ordre de 10~6 m. Or le guide d'ondes
de section elliptique a un grand axe de 6 10~3 m. L'hypothèse est donc bien vérifiée ;

• pour le diiodométhane à 20°C, uf = 8,42 10"7 m2/s (donnée de la société MERCK),
et l'épaisseur de la couche limite est encore de l'ordre de 10~6 m ;

• pour de l'eau aux conditions de fonctionnement des réacteurs à eau pressurisée, on
a Vf ~ 1,5 10"7 m2/s (donnée tirée de [31] pour de l'eau à 325°C et 1,5 107 Pa), et
donc l'épaisseur de couche limite est de l'ordre de 5 10~7 m. Là encore, la viscosité
serait donc négligeable.

Notons par ailleurs qu'en ce qui concerne l'acoustique des milieux diphasiques, nous
pourrions facilement considérer la viscosité des fluides, par exemple en écrivant que la
masse volumique Pf et la vitesse du son c/ sont des nombres complexes. Dans un premier
temps, nous avons préféré simplifier le problème.

2.6.3 Effets de l'écoulement négligés

On pose cette hypothèse de façon à simplifier la résolution du problème.
Lorsque le fluide environnant est incompressible, KiM, dans [3] p. 77-83, démontre que

les effets de l'écoulement sont effectivement nuls.
Par ailleurs, quelques expériences en milieu fluide diphasique vont en ce sens : ARAVE

[12] montre que dans des mélanges eau/vapeur, les écoulements n'agissent presque jamais
sur la propagation de l'onde. C'est le cas aussi pour des mélanges eau/air, lorsque les
écoulements se font à des vitesses inférieures à 3 m/s. Il est tout de même plus prudent
de choisir un guide d'ondes dont la forme offre peu de résistance à l'écoulement.
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2.6.4 Température supposée constante

En réalité, il y a bien des différences de température entre le fond et le haut de la
cuve des réacteurs à eau pressurisée. On considère alors que le matériau du guide d'ondes
a un coefficient de Lamé /z (donnée dont dépendent les équations) qui varie peu avec la
température.

2.7 Nouvelles hypothèses liées à la géométrie du
guide d'ondes

La sonde est une tige cylindrique d'axe (O £3), de longueur L et de section transversale
uniforme (Figure 1 page 5).

2.7.1 Forme de la section transversale

Afin de faciliter la résolution du problème, on désire choisir une forme simple de section
transversale. Celle-ci ne peut être circulaire : en effet, le passage d'une onde de torsion
dans un guide cylindrique de section circulaire n'est pas affectée par le fluide environnant,
sauf lorsque ce dernier est visqueux (voir [3]). Notre choix s'est finalement porté sur un
guide cylindrique de section elliptique, pour les raisons suivantes :

• Des résultats existent : par exemple, SOKOLNIKOFF [32] a travaillé sur la torsion des
barres minces de section elliptique. De plus, KlM [3], dans sa thèse sur les guides à
ondes de torsion en milieu monophasique, note que dans un guide ayant une telle
géométrie, l'onde de torsion se propage en étant bien sensible aux caractéristiques
du fluide extérieur ;

• Ce type de guide peut être fabriqué par déformation d'un tube de section circulaire ;

• L'ellipse est une forme qui offre relativement peu de résistance à un écoulement (voir
paragraphe 2.6.3) ;

• En acoustique, si on étudie un barreau relativement plat, c'est-à-dire si les hy-
pothèses sur les longueurs d'ondes permettent d'assimiler sa section transversale à
un segment, alors cette section peut être modélisée par une ellipse d'excentricité 1
(voir annexe B) ;

• II est possible de pousser assez loin, a priori, les calculs analytiques : l'expression
des conditions aux limites est facilitée, en particulier dans un système de coor-
données elliptiques. Or, dans le cadre d'une application future possible en Réacteur
à Eau Pressurisée, on cherche des résultats analytiques, applicables facilement, pour
connaître l'inventaire en eau en temps réel.

Nous utilisons donc le système de coordonnées adapté : coordonnées du cylindre ellip-
tique (en trois dimensions), ou coordonnées elliptiques (dans le plan de la section transver-
sale du cylindre). L'annexe B page 111 rappelle la définition des coordonnées elliptiques :
rapport aux coordonnées cartésiennes, définition des vecteurs de base . . . , et donne l'ex-
pression des opérateurs différentiels classiques (gradient, Laplacien . . . ) dans ce système
de coordonnées.
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2.7.2 Dimensions

Etant donné le contexte de l'application future de la méthode, des hypothèses supplé-
mentaires peuvent être formulées :

• Les dimensions transversales du guide sont petites devant sa longueur. Pour les
applications numériques, on choisira typiquement L = 3 m et, pour les demi grand
axe et demi petit axe de l'ellipse, a = 3 mm et b = 1 mm.

• Les dimensions transversales du guide sont petites devant les longueurs d'onde Xf
dans le fluide. Soit / la fréquence de l'onde générée (environ 100 kHz pour notre

application) et cy la célérité du son dans le fluide. On a A/ = —. Cela veut dire

qu'on considère des fluides dans lesquels le son se propage à une célérité Cf telle
que Cf > d x / , où d est une dimension caractéristique de la section transversale du
guide. Nous reviendrons plus loin sur ce choix et ses limites (voir paragraphe 5.5.1).

2.8 Méthode de résolution

2.8.1 La méthode variationnelle

Nous allons aborder le problème dynamique en termes énergétiques. Nous emploierons
une méthode variationnelle, en appliquant le principe de Hamilton, qu'on énonce ainsi
(voir par exemple [33] p. 166) :

Soit T l'énergie cinétique totale du système, et V son énergie potentielle de déforma-

tion. On forme alors l'intégrale / (T — V) dt , prise pour t entre des valeurs initiale et

finale fixées t\ et t<i, en supposant que seul le déplacement u varie, et que ses valeurs en

t\ et ti sont données. Soit alors la variation S I (T — V) dt . On note ôW le travail des

forces extérieures dû à une variation du déplacement. Alors le principe de Hamilton s'ex-

prime par l'équation :

2

5 f{f-V)dt+ f6Wdt = 0 (2.49)

La méthode variationnelle est classiquement mise en œuvre de la façon suivante (voir
[34] p. 18-22) :

• On choisit un déplacement u qui satisfait les conditions aux limites données ;
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• On peut alors écrire f(u) et W(u). On exprime en fonction de u les contraintes et
déformations du système, ce qui permet d'écrire V(iï) ;

(T — V) dt+ / 5W dt en se donnant un accroissement virtuel Su

satisfaisant les conditions aux limites, dont les conditions en t\ et £2 :

ôû=0 pour t = ti et t = t2 (2.50)

• L'écriture de (2.49) permet d'obtenir l'équation du mouvement vérifiée par u.

2.8.2 Les étapes de la modélisation
Pour des raisons de simplicité, on décide d'aborder le problème en considérant une

dépendance temporelle harmonique. Lorsqu'il est nécessaire de le préciser, on note g une
fonction dépendant du temps, et g = %t(ge~lut). Le principe de Hamilton (2.49) s'écrit
alors, en intégrant sur un nombre entier de périodes :

ô(T-V + W) = 0 (2.51)

Le système mécanique considéré est la sonde à onde de torsion. T et V sont donc
respectivement ses énergies cinétique Ts et de déformation Vs. Les forces extérieures qui
lui sont appliquées sont de deux natures : d'une part, pour générer l'onde, on impose
un moment de torsion à une extrémité de la sonde. D'autre part, le fluide environnant
exerce une pression à la surface de cette sonde. Les travaux correspondants sont notés
respectivement W\ et W2, avec W = W\ + W^.

De plus, nous recherchons, non pas l'équation du mouvement vérifiée par u, mais
l'équation, appelée équation de torsion, vérifiée par l'angle de torsion 6 (dont u dépend).
La méthode variationnelle est appliquée à notre problème de la façon suivante :

• Nous étudions la torsion du guide d'ondes dans le vide, pour obtenir une approxi-
mation de Ts et Vs en fonction de 9, l'angle de torsion (chapitre 3) ;

• Nous résolvons le problème de Neumann extérieur pour l'équation de Helmholtz
dans le fluide compressible, afin d'obtenir l'expression de la pression exercée par le
fluide sur la surface du guide. On traite à ce moment là un problème idéalisé, en
prolongeant le guide par un baffle rigide. Nous en déduisons Wz{6) (chapitre 4) ;

• Nous appliquons (2.51), de façon à obtenir une approximation de l'équation de
torsion et de la vitesse de phase de l'onde de torsion (chapitre 5).

Nous sommes alors en mesure d'utiliser les résultats obtenus pour mesurer la longueur de
sonde immergée : nous présentons cette application, ainsi que les résultats de quelques
simulations.



Chapitre 3

Etude de la torsion du guide d'ondes
dans le vide

Nous abordons ici la torsion du guide d'ondes dans le vide : aucun phénomène de
couplage ou de dissipation n'est pris en compte pour le moment. Le but est en effet
d'obtenir les expressions de Ts et Vs, énergies cinétique et de déformation de la sonde, qui
interviennent dans le principe de Hamilton (2.51) et permettent d'obtenir l'équation de
la torsion du système.

De nombreux auteurs se sont intéressés à la torsion des poutres. Leurs travaux diffèrent
en ce qu'ils présentent des théories plus ou moins complexes : par exemple, ils ne con-
sidèrent pas tous les effets du gauchissement, la distorsion, . . . STEPHEN [35], en 1985, et
KIM, dans sa thèse [3] en 1989, ont recensé des articles sur la torsion. Cependant, aucune
de ces deux revues n'explique la méthode d'obtention des équations : elles se limitent à
leur énoncé. Or, on aimerait construire un modèle à partir des hypothèses propres à notre
problème.

Dans un premier temps, nous présentons un état de l'art des différentes théories de
la torsion, de la plus simple à celle qui considère le plus grand nombre de paramètres
physiques. Dans un second temps, nous élaborons notre modèle : nous établissons les ex-
pressions des composantes du déplacement du guide sollicité en torsion, et les expressions
de Ts et Vs qui en résultent. Cela nous permet également d'écrire l'équation de la torsion
du guide d'ondes dans le vide.

Géométrie de la poutre : on sollicite en torsion un cylindre (Figure 3.1) :

• d'axe {Oxz) ;

• de section transversale uniforme occupant le domaine S ;

• de contour a ;

• de dimension transversale d petite devant la dimension longitudinale L ;

• de matériau homogène et élastique.

Le cylindre occupe le domaine défini par : {x^x-i) G £ et a ^ x$ ^ (3. Aucune
hypothèse n'est faite a priori sur la forme de S. Cependant, pour les raisons évoquées au
paragraphe 2.7.1, on présentera les résultats de calculs pour une section elliptique.
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F I G . 3.1: Géométrie du guide d'ondes

On rappelle que l'angle de torsion est noté 9, ou 9 lorsqu'on spécifie une dépendance
temporelle harmonique. Dans ce dernier cas, on note 9 = 9ft(0e~"" ).

3.1 État de Part

Nous présentons ici différents modèles utilisés pour décrire la torsion de poutres de
section transversale quelconque, en insistant sur les hypothèses à la base de ces modèles.
On donne, lorsque cela est possible, les équations de la torsion (équations différentielles
vérifiées par l'angle de torsion 9) qu'elles permettent d'obtenir et les domaines de validité
des résultats.

3.1.1 Modèle de B. de Saint-Venant

B. DE SAINT-VENANT [36], en 1849, ne prend en compte que les contraintes de ci-
saillement et les forces d'inertie qui agissent dans le plan de la section transversale. Il
propose l'écriture suivante du déplacement u(ui,U2,u3) de la poutre :

«î = -x2 9(x3,t)

u2= Xi9(x3,t)

Qû

(3.1)

u3 = <f>(xi,x2)
OXz

où <t>(xi,X2) est appelée fonction de torsion.

Ainsi, au cours de la déformation décrite par (3.1), chaque section droite de la poutre
tourne autour de l'axe (Ox3) et cesse en même temps d'être plane.
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B. DE SAINT-VENANT écrit l'équation de la torsion de la façon suivante :

Le matériau a pour masse volumique ps et pour second coefficient de Lamé fj,. Is est le
moment d'inertie autour de l'axe (Oxs) de la section transversale du cylindre, et J est
une constante (appelée constante de torsion) qui dépend de la forme de la section.

Deux auteurs ont travaillé avec les mêmes hypothèses sur la forme du déplacement,
tout en affinant la théorie pour introduire des effets de gauchissement :

• A.E.H. LOVE [33], en 1944, propose une correction pour ajouter à la théorie de
SAINT-VENANT l'influence de l'inertie longitudinale. Il s'agit d'un effet de gauchisse-
ment qui apparaît dans les problèmes de vibrations de torsion de sections transver-
sales non circulaires.
Il obtient l'équation de la torsion suivante :

$0 ( 3-3)

où P, l'inertie de gauchissement, est une constante qui dépend de la forme de la
section transversale.

La contrainte longitudinale est un autre effet de gauchissement, que J.M. GERE
[37] considère, en 1954, tout en négligeant l'inertie longitudinale.
Son équation de la torsion est alors :

d2e T d2e ^n&e n^ E p ° (3-4)
E est le module d'Young du matériau.

Remarques :

• Les résultats prédits par la théorie de B. DE SAINT-VENANT sont :

• exacts uniquement pour le mode fondamental de propagation d'ondes de torsion
dans une tige circulaire uniforme ;

• une approximation raisonnable pour de grandes longueurs d'ondes (d'après
les expériences de A.D.S. BARR [38] réalisées à l'aide de poutres de section
rectangulaire de largeur 26, les résultats de B. DE SAINT-VENANT sont bons

tant que - << 0,01).
A

• Les résultats auxquels A.E.H. LOVE parvient sont bons pour les sections dont la
forme n'est pas trop allongée (aucune dimension n'est très supérieure à l'autre),
par exemple un carré, ou encore une ellipse de faible excentricité. Sinon, ils sont en
désaccord avec l'expérience.
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3.1.2 Modèle de A.D.S. Barr

A.D.S. BARR [38], en 1962, considère contraintes ET inertie longitudinales.
Il suppose que la section transversale de la poutre est telle que torsion et flexion ne

sont pas couplées.
Selon lui, le comportement véritable de la poutre se situe quelque part entre les

deux corrections proposées par A.E.H. LOVE et J.M. GERE. Pour obtenir une équation
prenant en compte les deux effets du gauchissement, il s'appuie sur une autre hypothèse
quant à la forme du déplacement de la poutre :

= -X2 Ô(x3,t)

(3.5)

u3 = a(x3,t)

où a(z,t) est appelée fonction de déplacement longitudinal.

Il obtient une équation de la torsion de la forme :

d4d K{1-K)/J, d29

dx3
ù

(Ps
E Jdx3

2dt2 T2E
(3-6)

d2e
T2E dt2 ^E fi dit = o

où r\ est un coefficient numérique déterminé expérimentalement, et K et T sont des cons-
tantes qui dépendent de la forme de la section transversale.

Des expériences (voir [38]) ont été menées sur des poutres de section rectangulaire.
Elles ont montré une bonne adéquation avec la théorie de A.D.S. BARR : en particulier,
la nature dispersive des ondes de torsion est bien prise en compte.

3.1.3 Modèle de Gay et Boudet

D. GAY et R. BOUDET [39], en 1980, prennent en considération, en plus, le fait que la
section peut se déformer dans son propre plan. Pour ce faire, ils introduisent 77 (771,772,773),
gauchissement complémentaire, et £(x$, t), paramètre de gauchissement, dans les équations
de définition du déplacement, qui prennent alors la forme suivante :

= -x2 9(xz, t) + 771

u2 = xi (3.7)

u3 = <f>{xi,x2)
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L'équation de la torsion est de la forme :

I.P 50 , #0 , « „ ,„„,
J J = 0 (3-8)

où k^ est un coefficient de cisaillement pour un gauchissement non uniforme, dont la
détermination nécessite la résolution d'un problème aux limites.

3.1.4 Modèle de Muller

MULLER [40] ajoute une autre précision aux théories précédentes : le gauchissement
n'est pas identique quelle que soit la section droite de la poutre. Il définit d(x$, t), taux de
glissement dans les directions x\ et x2, et obtient la forme suivante du déplacement, qui
autorise la distorsion de la section transversale dans son propre plan :

= x2
- 6(x3,t)J

L'angle de torsion 6 est alors solution du système suivant :

i d2 d

\ Hi U U LL Oo lJL ~~ \_^311 IX . Ou IX O(X

, Is lps dxl dt2 ps C4 J ps
 3 dxz 1 Pi Q~

où Ci, C2, Cz et C\ sont des constantes qui dépendent de la forme géométrique de la
section transversale.

3.1.5 Conclusion de l'état de l'art et méthode de travail

Nous venons de passer en revue différents modèles décrivant la torsion d'une poutre de
section transversale quelconque. Nous avons commencé par le modèle de B. DE SAINT-
VENANT, qui obtient l'équation de la torsion la plus simple, et avons poursuivi en présen-
tant des modèles plus complexes, où des paramètres tels que la contrainte longitudinale,
le gauchissement, . . . sont pris en compte. Cependant, tous ces modèles sont fondés sur
une écriture supposée du déplacement, dont la pertinence est vérifiée par l'expérience.
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Dans le cadre de l'étude de la sonde à onde de torsion, nous procédons différemment :
il s'agit d'établir l'écriture du déplacement à partir d'hypothèses adaptées au problème.
Cela nous permet de calculer les énergies cinétique et de déformation du guide d'ondes.
Nous recherchons ensuite l'équation de torsion dans le cas particulier de l'onde harmonique
libre : en l'étudiant, nous simplifions l'écriture des énergies. Nous traitons finalement le cas
du guide d'ondes sollicité en torsion : écriture des énergies (qu'on réutilisera au chapitre 5
lorsqu'on appliquera le principe de conservation de l'énergie au guide immergé), et de
l'équation différentielle vérifiée par l'angle de torsion 6.

On suppose que :
+ de petites déformations résultent de la torsion du guide d'ondes, de façon à considérer

la torsion d'une section transversale comme une rotation ;
• les longueurs d'onde dans le guide sont bien plus grandes que les dimensions de la

section transversale. Par conséquent, l'angle de torsion 9 ne dépend que de x$ ;
• la dimension transversale caractéristique du guide est petite devant sa longueur.

Ainsi, en suivant l'argumentation proposée par LANDAU et LIFCHITZ [41] p. 93, les
forces extérieures agissant sur la surface a du guide sont petites devant les forces
intérieures dues à la torsion : on peut écrire sur a une condition de contrainte nulle.

3.2 Déplacement du guide sollicité en torsion

En nous inspirant des résultats justifiés par LANDAU et LIFCHITZ [41], nous allons
d'abord établir l'expression des composantes du déplacement du guide.

3.2.1 Composantes transversales du déplacement

Plaçons-nous dans une section transversale, et cherchons à établir, dans un premier
temps, les expressions de u\ et «2, composantes selon X\ et x^ du déplacement, en fonction
de l'angle de torsion 6.

FiG. 3.2: Torsion d'une section transversale

D'après l'hypothèse de petites déformations, la torsion d'une section transversale est
essentiellement une rotation, les autres composantes du déplacement étant du second
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ordre. Soit P(x1,x2) un point de la section avant déformation. Après déformation, la
section a donc tourné (Figure 3.2), et ce point occupe une nouvelle position, P'{x\ +
U\) x2 ~H u2)-

On utilise l'écriture en coordonnées polaires pour évaluer u\ et u2.

•p{ X\ = p COS if p , f Xi + U\ = p COs(if + 0)

\ x2 = p sin if \ x2 + u2 = p sm(if + 0)

d'où:

{ ux =
\ u2 =

= p [cos(<£ + 0) - cos (p)
u2 = p [sin(y + ^) — sin ip\

En développant les fonctions trigonométriques, on obtient :

f - 1) - z2sin0
= x2(cos9— l)+xism0 ^ '

0 étant petit, on écrit ensuite un développement limité de cos0 et sin# au premier ordre
autour de 0 = 0 :

Finalement :

u2= Xl0 + O{03) v

En appliquant la relation (B.12) entre les coordonnées cartésiennes et elliptiques d'un
vecteur, on obtient l'approximation correspondante pour les composantes transversales
du déplacement en coordonnées elliptiques :

h cos 77 sin 77
0V ch £ — cos2 77

(3.16)

Vch 2£ — cos2 77

L'obtention de U3 (ou uz), qui nécessite plus de calculs, fait l'objet du paragraphe
suivant. Elle résulte de l'écriture de la condition de contrainte nulle sur a.

3.2.2 Composante longitudinale du déplacement
Calcul du tenseur des contraintes

On l'écrit en utilisant des résultats classiques de la mécanique des mileux continus, au
sujet desquels on peut trouver davantage d'explications dans les cours de P. GERMAIN
[42] par exemple.
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En se plaçant dans le cadre de l'élasticité linéaire, un élément Uij du tenseur des
déformations U s'écrit en fonction des composantes Ui du déplacement û :

(3.17)

où Ui,j = —-. En introduisant les composantes transversales du déplacement (3.15) dans
OXj

(3.17), on obtient :

2
1*3,3

(3.18)

Or, d'après la loi de comportement de Hooke d'un milieu homogène isotrope doué
d'élasticité linéaire, les éléments â - du tenseur des contraintes a s'écrivent en fonction de
ceux du tenseur des déformations U :

(3.19)

où

f l pour
1 (̂  0 sino ( 3 2 0 )

À et ii sont les coefficients de Lamé, et TrÔ" désigne la trace du tenseur Ù d'ordre 2.

Finalement, en reportant (3.18) dans (3.19), il vient :

/ Au3,3 0

0 Au3)3

\ fl (-X2 0,3 +«8,1) A* (3i 8,3 + U3,2

A* (-32 0,3 +u3,i )

A* (3i0,3 +«8,2) (3.21)

Conséquence de la condition de contrainte nulle sur a

La dimension transversale d étant très petite devant la longueur L, les forces extérieures
agissant sur le contour de la poutre sont faibles devant les forces internes qui apparaissent
lors de la déformation de torsion. Elles peuvent donc être considérées comme nulles pour
la détermination des conditions aux limites ([41] p. 93). Ainsi, sur le contour de la poutre :

ij j = 0 (3.22)
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où n (ni, n2,713) est une normale au contour, dirigée vers l'extérieur. Dans notre cas, l'axe
(Oxz) étant l'axe du cylindre, 713 = 0. D'où :

alx ni + <j12 TI2 = 0

<72i ni + a22 n2 = 0 (3.23)

°3i ni + 032 n2 — 0

En remplaçant les termes <7y par leurs valeurs calculées en (3.21), on obtient le système
d'équations :

A «3,3 ni = 0

A u3,3 n2 = 0 (3.24)
H (-x2 6,3 + u3n )ni + fj, (xi d,3 + w3)2 ) n2 = 0

Les deux premières équations donnent la même condition u3,3 = 0. Finalement, en première
approximation, on a sur le contour :

| u3,3 = 0

\ ( -x 2 0,3 + u3n ) ni + (xi 6,3 + u3,2 ) n2 = 0

La première égalité de (3.25) permet d'écrire :

(3.26)

où C ne dépend pas de x3. En introduisant ce résultat dans la seconde équation de (3.25),
on obtient que, sur a :

(x2 ni - xi n2) 6,3 = C (</>,i ni + <j),2 n2) (3.27)

On en déduit que 6,3 ne dépend pas de X3. Sans perte de généralité, on peut choisir :

6,3= C (3.28)

Finalement, sur a :

u3 = <f>{xi,x2)6,3 (3.29)

et <p, appelée fonction de torsion, vérifie, sur a :

4>i\ ^1 + ^2 n-2 = x2ni — Xi n2 (3.30)

De (3.29), il résulte que, à l'intérieur du guide, U3 est de la forme :

u3{xi,x2, x3) = (j>(xi, x2) 6,3 +v3(xi,x2, x3) (3.31)

où:

1,2:2,3:3) = 0 sur a (3.32)
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On utilise ensuite l'hypothèse que les dimensions transversales du guide sont petites devant
sa longueur L pour développer ^3 en série de Taylor :

v3(xux2,x3) = u3(0,0,x3) + X! v3,i (0,0,x3) + x2vz,2 (0,0,x3) + ... (3.33)

La condition (3.32) donne alors :

Î;3(0,0,X3) = 0 (3.34)

et, en première approximation :

v3(xl,x2,x3) = 0 (3.35)

Finalement, l'expression (3.29) de u3 est donc valable partout dans le guide d'ondes.

La fonction de torsion 4>

• D'après (3.30), on a, sur le contour a :

(-X2 + 0,i ) «i + (xi + (j),2 ) n2 = 0 (3.36)

ce qui nous donne une première condition sur <j>.

Remarque : cette condition s'écrit également :

grad <f).n = x2ni — xxn2 (3.37)

II s'agit d'une condition de Neumann.

• Par ailleurs, on écrit l'équation d'équilibre de la poutre (voir [41]). Nous choisissons
d'écrire une condition d'équilibre statique car on va considérer des variations temporelles
lentes :

aij,j = 0 (3.38)

d'où :

^,1+^32,2+^33,3=0 (3.39)

En reportant (3.28) et (3.29) dans l'expression (3.21) de la matrice des contraintes,
l'égalité précédente s'écrit :

A(j> = 0 (3.40)

**• En résumé, <f> est solution du problème aux limites suivant :

0 f 3 4 1 )

+ 0,i ) ni + (xi + 0,2 ) n2 = 0 sur a v ;
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Pour une section elliptique de demi grand axe a et demi petit axe b, on a (SOKOL-

NIKOFP [32] §36) :

Remarque : on montre facilement que la fonction de torsion (3.42) vérifie le système
(3.41). Pour la condition aux limites de (3.41),.on prend n = aç, dont les composantes
sont calculées en annexe B (équation (B.7)).

3.2.3 Conclusion sur le déplacement

D'après tout ce qui précède, les composantes Ui du déplacement de la poutre soumise
à une déformation de torsion s'écrivent, en première approximation :

ux ~ -x2 9
u2~ xi0 (3.43)

où (f>(xi,X2) est la fonction de torsion définie par (3.41), qui ne dépend que de la géométrie
de la section transversale de la poutre.
Finalement, les composantes obtenues pour le déplacement sont les mêmes que celles de
la théorie de SAINT-VENANT (équation (3.1)). On a donc montré que les hypothèses
propres à notre problème nous permettent d'utiliser la mise en équations la plus simple
de la torsion.

Nous allons maintenant nous intéresser à l'équation de la torsion qu'elles permettent
d'obtenir. Pour ce faire, nous appliquons le principe de Hamilton énoncé en 2.8.1. Il nous
faut donc d'abord calculer les énergies cinétique et de déformation du guide.

*

3.3 Energies cinétique et de déformation du guide
sollicité en torsion

On rappelle que le guide occupe le domaine défini par : {x^x-i) G S et a ^ £3 ̂  /?.

3.3.1 Calcul de l'énergie cinétique
Calcul de fs

On suppose ici une dépendance temporelle harmonique. La quantité physique corres-
pondant à l'angle de torsion s'écrit alors 9 où 0 = %t(9e~lut).

Connaissant le déplacement du guide en torsion, on calcule la vitesse correspondante.
On dérive (3.43) par rapport au temps :

~ -x2 9,t
Û2,t~ xi§,t _ (3.44)
ùz,t- <f>{xi, x2) 9,zt
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Or par définition :

fs = IJJ [ i ps (ûx,t
2 + Û2,t

2 + w3)t
2)] d£ dx3 (3.45)

X3 £

D'où :

Tsci j\ps[jj {x2+x2)ds]è2 dx*
x} i ut „ , i - a

 (3-46)

+ J 2Ps[JJ *(*i>*2) &]*>****13

On pose alors

/,
s

et

= / / (x ? + x|)d5 (3.47)

<f>2(x1,x2)dS (3.48)

/5 est le moment d'inertie de la section transversale de la poutre autour de l'axe (Ox$) ;
P est appelée inertie de gauchissement.

On obtient finalement :

fs ~ / £ ps /, (9,2 dx3 + I )• ps P Ô,2t dx3 (3.49)
J * J *
X3 X3

On peut calculer Is et P pour une section elliptique. On obtient Js par un simple change-
ment de variables, et P en utilisant l'expression (3.42) de la fonction de torsion <f> :

h =
£

1 2TT

= I ( ° 2 r 2 cos2 <p + b2r2 sin2 <p) a b r dr dip (3.50)
o o
7 T a b , o ,ov
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Calcul de Ts

Pour appliquer le principe de Hamilton tel qu'il est écrit en (2.51), on a besoin de
connaître Ts, énergie cinétique exprimée en fonction de 0, où 0 = $l(6e~'wt).

Pour ce faire, d'après (3.49), il nous faut écrire (3R(—iw0e~""*)) et (9ft(—io;0,3 e"""*)) .

On décompose 0 en :

0 = & (0) + i S (0) (3.52)

Alors :

ee~'ut = (fi (9) + i S (0)) (cosart - i sin art) (3.53)

et :

—ia>0e ""' = (3f(0)a; cosut — 5ft(0)a; sina;i)
V N (3-54)

- i ( U (0) a; cos ut + 5 (0) a; sin ut)

Donc :

fs~ [\psls u2 ( (3 (0))2 cos2 a;* + (fi (0))2 sin2 a;*

- 2 3? (0) 5 (6) cos art sin art) dx3

M / (3-55)

+ / ^ s P w 2 ( ( 5 (0,3 ))2 cos2 art + (R (0,3 ))2 sin2 ut
X3

- 2 5R (0,3 ) 9 (0,3 ) cos art sin art) dx3

En intégrant sur une période (ce qui est équivalent à prendre la moyenne sur un nombre
entier de périodes), il vient :

Ts~ j\PsIs u2 ((S (0))2

" (3"56)

S3

c'est-à-dire :

~ j\psls uj26ddx3+ /"I ps Pu29,3 d~3 àx3 (3.57)

X3 X3

où 6 est le complexe conjugué de 0.
Dans notre cas, 0 est une fonction réelle, donc :

Ts~ -psls u2 02 drr3 + / J ps P u2 62 dx3 (3.58)
13
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3.3.2 Calcul de l'énergie de déformation

En mécanique des milieux continus, l'énergie de déformatioji (sur une période) Vs

s'écrit classiquement, en fonction des tenseurs des déformations Û et des contraintes a :

Vs = - Oij Uij d£ dx3

X3 £

Or, en utilisant (3.18) et (3.43), on obtient :

0 - {Xl 0,3 +4,2 0,3 )

- (-Z2 0,3 0,3

et en reportant (3.43) dans (3.21), il vient :

/ 0 0

a ~

IX (-X2 0,3 +<j>,l 0,3 )

0 0 M(Xi0,3+<^,2 0,3)

M (-X2 0,3 +<t>* 0,3 ) M fa 0,3 +0,2 0,3 ) 0

D'où:

V. ~ I l-v 6,1 x2
2 +<t>,22 + 2 an (j>,2-2 x2 fa ) de]dx3

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

Pour simplifier cette expression, démontrons la relation utilisée par A.E.H. LOVE

([33] p. 313) :

(3.63)

En effet, appliquons la formule (voir par exemple [43] p. 112) :

div(<£ a) = <j> div a + graâ <j>. a

au vecteur a = grad </>.

Comme div (grad <p) = A<j), il vient :

div(<£ grâcï <j>) = <f> A<f> + (grâcî 0)2

(3.64)

(3.65)
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Or,

On

où .

d'après (3.41), A<j> = 0. D'où :

JJ (grâcU
£

applique ensuite le théorème de

/ / div(#j
£

s est le contour de £. D'où :

J J
£

b)2 d£ = jf div(<£ grââ» d£
£

Green-Ostrogradski (voir par exemple [43] p.

grad <j>) d£ = / (/» grâd < .̂ n ds

a

j. (p) d£ — I tp grad (p. n ds
J
s

(3.66)

121) :

(3.67)

(3.68)

Or, d'après (3.37), grad<p.n = x2^i — 2:1^2- Donc :

/ / (grad^)2 d£ = / cpfani — X\U2) ds (3.69)
£ s

On reconnaît au second membre de (3.69) une écriture du type / Â.n ds, où :

(3.70)A =

Or, toujours d'après le théorème de Green-Ostrogradski,

j A.n ds = jj div A d£ (3.71)

Calculons alors div A :

div A = *g£2> + « t ^ t l = ̂  X2 - <t,,2 Xl (3.72)

D'où:

£ £

qui est une autre façon d'écrire (3.63).

Jj fê& 4>fd£ = JJ (4>,i x2 - (j>,2 xi ) d£ (3.73)

En introduisant (3.63) dans (3.62), il vient :

V, ~ /" | /* 0,1 [ Jf (xl +x2
2 + Xl 0,2 -x2 0,i ) d£] dx3 (3.74)

13 S

On met ainsi en valeur la constante de torsion définie classiquement par :

J = [J të + 3% + Xi fa -xi 0,i ) àS (3.75)
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Finalement :

Vs ~ / - n J 6,1 dx3 (3.76)

En utilisant l'expression (3.42) de la fonction de torsion ainsi qu'un changement de vari-
ables, on calcule facilement la constante J d'une section elliptique :

j -
3 ~

3.4 Cas particulier de l'onde harmonique libre

Disposant des expressions des énergies cinétique et de déformation du guide, nous
sommes maintenant en mesure d'obtenir l'équation différentielle en 0 régissant le mouve-
ment du système, en utilisant le principe de conservation de l'énergie de Hamilton.

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas de l'onde harmonique libre, qui présente
l'avantage d'être simple à traiter : en effet, les frontières du guide ne reçoivent ni ne
perdent aucune énergie.

3.4.1 Variation des énergies
Énergie de déformation

D'après (3.76),

Vx- J \»J0,l dx3 (3.78)5

X3

donc :

6VS~ f /i J 0,3 50,3 àx3 (3.79)

On procède ensuite à une intégration par parties :

f ii J 0,3 66,3 dx3 = [/x J 0,3 50] - I iiJ 0,33 S6 dxz (3.80)
X3

Le terme /z J 0,3 représente un moment : aucune énergie n'étant reçue ou perdue aux
extrémités, ce terme est donc nul en x3 = a et X3 = /3. D'où :

~ - j ix J 0,33 50 dx3 (3.81)svs
X3
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Énergie cinétique

D'après (3.58) :

Ts ~ J\psls u202 dx3 + J^PsPu262 dx3 (3.82)
X3 X3

On va calculer la variation de chacun des termes du membre de droite :

• Premier terme :

6 f ^Psisu
2e2dx3 = f Psisu

2esedx3 (3.83)
X3 X3

• Deuxième terme :
Une intégration par parties est nécessaire. Comme il n'y a pas de transfert d'énergie

aux extrémités, le terme tout intégré s'annule.

^PSPLJ2 9,2 dx3 = J PsPu2 6,3 66,z dx3

1 3

= [p, P UJ2 6,3 <w] * - J P$P u2 6,33 56 dx3

-1 PsPu2 6,33 56 dx3

Finalement la variation d'énergie cinétique s'écrit :

6TS~ f pslsu
26 56 dx3 - f ps P u2 6,33 66 dx3 (3.85)

X3

3.4.2 Application du principe de Hamilton
On va appliquer ici le principe de Hamilton au guide, de la façon annoncée en 2.8.2.

Celui-ci étant pour le moment dans le vide, W2 = 0, T — Ts et V = Vs. L'onde étant
libre, on a aussi W\ = 0. Par conséquent, on va écrire :

5 (T, -V,) = 0 (3.86)

En utilisant (3.81) et (3.85), il vient :
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f(p, Isoj29-psP u2 9,33 +M J 0,33 ) 69 dx3 == 0 (3.87)

Ceci doit être vrai quel que soit 69, donc :

M J 0,33 +Ps Isu
29-psP u2 9,33 = 0 (3.88)

Remarque : nous obtenons ici l'équation de la torsion (3.3) de LOVE.

3.4.3 Remarque sur les ordres de grandeur

Cherchons 9 sous la forme : Ae " . Cela nous donne pour (3.88) :

kp

d'où:

k2
p u

2 + pslsoj2 = 0 (3.89)

ps Is

Dans le cas où l'inertie de gauchissement P est négligée, 9 est de la forme A e avec :

k2 = P-^~ (3.91)

Donc :

Ùî= - i

En vue de simplifications éventuelles des équations, on cherche à savoir pour quelles

fréquences —— ——- est négligeable.
Il J - psP UJ2

En utilisant un guide en acier inoxydable (données numériques page 6), on obtient les
résultats suivants :

PsPuJ <0,01 =• / < 8 5 k H z
J - ps P LU2

PsP co2

J - psP UJ2
< 0,02 =• / < 120 kHz



fl J -

Ps
fiJ-

Ps

• Ps

p

• Ps

p

p

U2

P

U2
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PsPuJ <0,03 =̂  / < 146 kHz

< 0,04 =^ / < 167 kHz

„ < 0,05 =*• / < 186 kHz
fi J - p s P U)2

Par la suite, dans la mesure où on va travailler à des fréquences proches de 100 kHz, il
semble donc tout à fait justifié de négliger le terme d'énergie cinétique de gauchissement
dans (3.49). Dans ce cas, l'équation de la torsion (3.88) devient :

fi J 0,33 +ps Isw
2e = 0 (3.93)

On retrouve logiquement l'équation de la torsion de B. DE SAINT-VENANT, qui, on l'a vu
au paragraphe 3.1.1, est une approximation de l'équation de la torsion de LOVE lorsque
l'inertie de gauchissement est négligée.

Notre étude nous a donc finalement conduit vers une modélisation simple de la torsion :
la géométrie du guide et la fréquence de l'onde de torsion nous ont permis de négliger les
effets de gauchissement ou de distorsion des modèles les plus complexes (GAY et BOUDET,

MULLER, . . . ).

3.5 Cas du guide d'ondes sollicité en torsion

Cette fois, on génère une onde en x$ = /5 en appliquant un moment de torsion.
Afin d'obtenir l'équation de la torsion du guide d'ondes dans le vide, nous adoptons la

même démarche qu'au paragraphe 3.4 pour l'onde harmonique libre : calcul des variations
d'énergie, puis application du principe de Hamilton.

3.5.1 Variation des énergies

Energie cinétique

On est dans le cas où on peut négliger le second terme de (3.58), ce qui nous permet
d'écrire :

J± (3.94)

Donc :

6TS ~ f ps I, u2 9 66 dxz (3.95)
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Énergie de déformation

D'après (3.76),

V.~ [ l»J9,l dx3 (3.96)

En procédant de même qu'en 3.4.1, on obtient :

5 Vs ~ [// J 9,3 59^ - j ix J 0,33 59 dx3 (3.97)
13

On écrit ensuite des conditions aux limites. On considère que le guide a :

• une extrémité libre en x3 = a, donc fx J9,3 = 0 en x$ = a ;

• une extrémité, en X3 = fi, où on impose un moment, donc fx J 9,3 ̂  0 en xz = fi-

On obtient finalement :

5 V s ~ i x J 9 , 3 (fi) ôd(fi) - f l * J 0 ,33 S9 d z 3 (3.98)

3.5.2 Équation de la torsion du guide d'ondes dans le vide

Nous avons maintenant tous les éléments pour appliquer le principe de Hamilton de
la façon annoncée en 2.8.2. Contrairement au cas de l'onde libre où on avait 5W\ = 0,
il nous faut ici prendre en compte le moment de torsion appliqué en X3 = fi. Soit M. ce
moment, qui dépend de la fréquence (sa transformée de Fourier est notée m(t)). Alors :

SW1=M(fi)ô9{fi) (3.99)

En appliquant (2.51) avec les expressions (3.95) de 5 Ts, (3.98) de 5 Vs et (3.99) de 6 Wx,
il vient :

[ ) 0 (3.100)

donc :

J 0)33 +Ps Is u
2 9 = 0 pour a ^ x3 ̂  fi

(3.101)

La première équation de (3.101) est l'équation de la torsion du guide d'ondes dans le vide.
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3.6 Conclusion
Au cours de ce chapitre, nous avons établi des résultats sur la torsion du guide d'ondes

dans le vide : dans les conditions de notre étude (élasticité linéaire, dimension transversale
du guide petite devant sa dimension longitudinale, . . . ), nous connaissons maintenant
l'expression du déplacement, et des énergies cinétique et de déformation du guide. Cela
nous a permis d'obtenir l'équation de la torsion du guide dans le vide.

Or, dans le contexte d'une utilisation pour la mesure de niveau, la sonde sera immergée
dans un fluide compressible : la torsion du guide induit alors des mouvements dans le
fluide. Il en est question au chapitre suivant.



Chapitre 4

Résolution du problème de
Neumann extérieur dans le fluide

Nous nous intéressons maintenant au fluide dans lequel la sonde est immergée. L'ob-
jectif est d'exprimer la pression qu'il exerce sur la surface du guide d'ondes, et d'en déduire
le travail élémentaire 6 W2 des forces extérieures au système mécanique que constitue le
guide d'ondes. Le fluide étant compressible, nous devons prendre en compte le rayon-
nement acoustique. Par conséquent, nous cherchons à résoudre le problème de Neumann
extérieur lié à l'équation de Helmholtz dans le fluide, et écrivons la pression grâce à sa
représentation de Green. La transformée de Fourier spatiale est utilisée, et, pour obtenir
une expression analytique de la pression, une approximation "grandes longueurs d'ondes"
est réalisée. Le calcul de 5 W% est alors possible.

Comme annoncé au paragraphe 2.7.1, nous considérons un guide de section elliptique,
et utilisons le système de coordonnées approprié : les coordonnées elliptiques.

Pour des commodités d'écriture, nous faisons appel à la théorie des distributions de
L. Schwartz : nous rappelons en annexe E les définitions et propriétés dont il est question
dans ce mémoire.

4.1 Démarche suivie

Nous allons d'abord nous intéresser au problème pour un fluide occupant l'espace
indéfini. Ensuite, puisque le but final est la mesure de niveau, il nous faudra considérer
qu'un guide d'ondes peut n'être que partiellement immergé : dans ce cas, le fluide n'occupe
plus qu'un demi-espace, avec une surface libre sur laquelle la pression acoustique est nulle.

4.1.1 Cas du fluide occupant l'espace indéfini

Pour faciliter la résolution du problème, le guide d'ondes est supposé baffle (Figure 4.1).

Énoncé du problème de Neumann extérieur

a (£ = £0, a ^ z ^ (3) est la frontière du cylindre elliptique, (£ = £0, {z < a)\J(z > f3))
la frontière de son baffle, et £1 est le milieu extérieur, occupé par le fluide. En un point P
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à la frontière du guide (ou de son baffle), soit n le vecteur unitaire normal à a et dirigé
vers l'intérieur du guide (ou de son baffle).

—iwt
Les mouvements dépendent harmoniquement du temps (e ).

z = a

n

F I G . 4.1: Guide d'ondes baffle

Soit p(M) la pression acoustique en un point M(Ç,T], Z) du fluide. Elle doit vérifier :

(A + kf
2) p(M) = 0 dans fi

dn p{M) = pf co2 un

= 0

et le principe d'absorption limite.

pour £ = fo, a ^ z ^ 0
pour £ = fo, (z<a)\J(z> 0)

(4.1)

La première équation de (4.1) est l'équation de propagation dans le fluide (on fait l'hy-
pothèse de petites perturbations), kf est le nombre d'ondes dans le fluide.
La seconde exprime la condition aux limites qui résulte de la conservation de la quantité
de mouvement à la surface du guide et de son baffle. un est le déplacement normal du
guide en torsion.
Le principe d'absorption limite est une façon de satisfaire le principe de conservation
de l'énergie. Soit e un paramètre positif et pe l'unique solution bornée correspondant au
nombre d'ondes kt = kf(l + ie). Alors pour un nombre d'ondes réel kf, la solution qui
satisfait le principe de conservation de l'énergie est la limite, pour e —>• 0, de pe (voir par
exemple [44] §3.2.1).
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La fonction de Green

On détermine p à l'aide de sa représentation de Green. Ceci nécessite la connaissance
de la fonction de Green du problème de Neumann extérieur pour l'équation de Helmholtz,
que l'on définit ici. Soit ÔM'(M) la mesure de Dirac au point M'(^',rj',z'). On cherche la
fonction de Green Ç vérifiant le problème aux limites suivant :

(Att>^) + kf
2) Ç(M, M') = 6M,(M) dans fi

(4.2)
dnÇ = 0 pour f = &

ainsi que le principe d'absorption limite.

A(çj77>z) est le Laplacien calculé en dérivant par rapport aux trois coordonnées £, 77 et z du
point M.
La seconde équation de (4.2) traduit le fait que la paroi du guide (et de son baffle) est
rigide.

La transformée de Fourier spatiale du problème

Prenons la transformée de Fourier spatiale par rapport à la variable z de (4.2), définie,
en utilisant la notation de L. Schwartz (voir annexe F) :

^ —2'nrzZ

f(Z)=<f(z),e > (4.3)

La première équation de (4.2) s'écrit :

, e', »7, rf, z, z') + kf
2 Ç(t, £', 77, r/, z, z') = %(£) ® <V (v) ® ̂ (z) (4.4)

D'où sa transformée de Fourier (on trouvera en annexe E les résultats sur la transformée
de Fourier utilisés dans ce mémoire) :

A(^) £(£,£',r?,r/,Z,2;') + tf/2 G(Ç,?,ri,rf,Ziz') = e " " " %(£) ® <Vfa) (4.5)

où on a posé :

^ / 2 = V - 4 7 r 2 Z 2 (4.6)

On choisit if/ > 0 si K2 > 0 et 3 {Kf) > 0 sinon.

Alors on peut écrire :

£(£, ^', r?, 77', Z, z') = e"2wZZ' GK/(£, ^, 17, »/) (4-7)

ou encore :

—2iirzZ —2mZz'
?,ritrf,z,2>),e > = e G K / (£, C, ̂7> V) (4.8)
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où GK}{^, £', Î?, v') e s t défini comme la solution bornée à l'infini de :

dans fi
dnGKf=0 poure = eo { '

On ramène ainsi le problème initial (4.2) en trois dimensions à un problème, (4.9), en
deux dimensions.

Ecrivons maintenant :

<t = G'K/ + G% (4.10)

ou :
GK est la fonction de Green en champ libre, qui vérifie :

+ Kf
2) Gz

Kf (£, r , 17, rf) = % (0 ® ̂  (17) (4.11)

• C?̂ - est le champ diffracté. Il est solution de l'équation de Helmholtz homogène,
que l'on détermine, sachant qu'il faut de plus répondre aux exigences suivantes :

• Pour que GK} soit bornée à l'infini, Gë doit être borné à l'infini.

• GKS = GK + GK doit vérifier la condition aux limites de (4.9) : dnGKf = 0
pour f = &)•

La représentation de Green de la pression

La représentation de Green de la pression p(M) en un point M du fluide s'écrit clas-
siquement (voir [44] p. 81-84) :

p(M) = H [ p(P) dnÇ(M, P) - Q(M, P) dnp(P) ] da(P) (4.12)

Or, d'après (4.2), Q vérifie dnQ ~ 0 sur a, d'où :

p(M) = - II G(M, P) dnp(P) àa(P) (4.13)

Par la suite, nous l'écrirons en utilisant la notation des distributions de L. Schwartz :

p(M) = - < Ç(M, P), dnp{P) ôa(P) > (4.14)

où :

V <i> € V <<t>, dnp(P) 6a(P) > = H<I> dnP(P) àa (4.15)
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En coordonnées elliptiques, (4.14) s'écrit :

, 77, z) = - < Q{Z, £0, v, rf, z, z') , dnp(Ço, rf, z') 6a(Ç0, rf, z') > (4.16)

où < . , . > indique que les variables d'intégration du produit de dualité sont rf et z'.
r,',z>

Or, d'après ce qui précède, on s'intéresse à la transformée de Fourier spatiale de cette
expression. En utilisant successivement (4.3), (4.16) et (4.7), il vient :

—2Î7T ZZ

( ) ( )

*'*''* (4.17)
= - < G(t, £o, V, rf, Z, z') , dnp ( 6 , rf, z') <*„(£„, rf, z') >

n',z'

= - < e ' * * £ * , ( £ , fo, V, rf) , dnp ( 6 , rf, z') ô0{Ço, rf, z1) >

p est ensuite calculé par transformée de Fourier spatiale inverse de l'expression obtenue
à partir de (4.17). Pour que le résultat soit analytique, une approximation "grandes lon-
gueurs d'onde" est adoptée.

Le travail de la pression

On calcule finalement le travail élémentaire effectué par la charge fluide sur le contour
du guide d'ondes :

• / / '

pn.ôiïda (4.18)

à l'aide des résultats obtenus précédemment.

4.1.2 Prise en compte de la surface du fluide

Jusqu'à présent, on considérait que le guide d'ondes était plongé dans un fluide in-
fini. Nous allons maintenant nous affranchir de cette hypothèse, en prenant en compte
l'interface entre le fluide et l'air, surface sur laquelle la pression doit être nulle.

On choisit de modéliser le problème par une méthode d'images (Figure 4.2). On place
la surface libre en z = 0. Si le guide occupe le domaine où a ^ z ^ 0, de contour o\, on
s'intéresse aussi à son image, qui occupe le domaine où —0 ̂  z ^ —a, de contour o^-
On reprend le problème énoncé en 4.1.1 avec a — o\ + 0-2,. La modélisation telle qu'elle
a été choisie ici permet de ne pas recalculer la fonction de Green associée au problème.
C'est bien la fonction de Green du problème sans surface libre. Seule une équation pour
la pression change : la seconde équation de (4.1) devient :

-pf LU2 un{r],-z) pourf = 6), -0 ^ z ^-a (4.19)
0 pour e = Co, (z < a) \J (/? < z < -0) \J(z> -a)
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—a

a

0

FIG. 4.2: Méthode des images

Alors (4.17) devient :

p{£,V,Z)=- < e
-2iirZz'

tf,z>

Le problème sera traité au paragraphe 4.5. On s'intéresse avant au cas du fluide infini,
qui nous permet, entre autres, de calculer la fonction de Green.

4.2 Calcul de la transformée de Fourier spatiale de
la fonction de Green

Dans ce paragraphe, nous développons les différentes étapes permettant d'obtenir la
transformée de Fourier spatiale de la fonction de Green définie par :

(4-21)

4.2.1 Fonction de Green en champ libre

G*K (£,£', r), rj'), rayonnement en espace indéfini d'une source ponctuelle unitaire et
isotrope placée au point M'(£', rf), s'écrit en coordonnées elliptiques en fonction des fonc-
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tions de Mathieu et des fonctions de Mathieu modifiées ([45] p. 1421) :

Gh&e^rf) (4.22)

f v~* b i xi f /i, cos 77 )

m=0
00 o

m=l

pour £ < £'

m=0
OO Q

+ E Mof
(T7l)s°m(Kf h>cos^)J™(^/ ̂ c h o ^ ( ^ / >̂ ̂ 0

m=l

pour £' < £

4.2.2 Calcul du champ diffracté

On rappelle que G ^ (^, Ç', 77,77') vérifie :

• l'équation de Helmholtz homogène ;

• une condition aux limites non homogène, pour avoir 9nG^- + dnG^ = 0 en £

et reste bornée à l'infini.

Nous cherchons donc G£ (£, £', 77,77') sous la forme :

m=0
00

• ̂  ae
m[Kf h, ch £', cos rj^S^Kf h, cos rftH^Kj h, ch £)

m=0

(4-23)

et nous calculons les coefficients a^ et a£, de façon à vérifier la condition aux limites, qui
s'écrit en coordonnées elliptiques :

dÇ Gir, (£, e', 17, »/) + 5ç G% (£, r , »7, V) = 0 en £ = Co (4-24)
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ce qui donne, en dérivant (4.22) prise pour £ < £' et (4.23) :

m=0

]Se
m(Kf h, h, ch£o

ch£', cos V) h,ch&)

, c

+1 -

oo

m=0

=0

Les fonctions S^Kfh,COST/) et S^(Kfh,cos77') étant orthogonales (voir (D.21)), dans
(4.25), le coefficient de chacune d'entre elles est nul. Il vient :

, ch£', cos 7/)

M m ( A / A)

, Ch£', COS 7/)

a°0(Kf h, ch£, cos 7)') = 0

(Kf h, C

(4.26)

, ̂ ',77,77') est donc entièrement déterminé.

4.2.3 Transformée de Fourier spatiale de la fonction de Green

On peut maintenant calculer £^(£,£',77,77') = G'K/(£,£',77,77') + G%(£,i'^rf) à
l'aide de (4.22), (4.23) et (4.26). On obtient finalement :
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oo

HE
ro=O

oo

E
m=l

Ë

h, cosrf)

pour £ < £' (4.27)

fc, ci &

V H^'iKf h, ch &

pour ^' < ̂

On peut séparer les parties paire et impaire de GKS (£, £, "H, rf) en écrivant :

GKf {t, e', V, rf) = Ge^ (£, e', r;, 7?') + G°Kf {& Ç, V, rf) (4.28)

où, pour f < £' :

(4.29)
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'H^(Kfh:chQJ^(Kfh,ch ft)- J°m{Kf ft, ch t)H^(Kfh, chft)

et, pour f ' < f :

m=0

- ^ ( j r , ft, ch Qjggt'(jr/ft,chft)
ft, ch £o)

(4.31)

( 4 3 2 )

Finalement, d'après (4.7) et (4.27), il vient :

^ -' r) r\' 7, y'\ (à. VK\

= e

i e
m=0

'iKf h, ch &

/ — , —p:—bm{Kf h, cos t])H{Kf h, chç )
m=l m V

pour Ç <
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î e
m=0
£

h, ch fc

H°m(Kf h, chÇ)JX{Kf h, che0) -

pour ^' <

4.3 Transformée de Fourier spatiale de la pression

4.3.1 En tout point du fluide

D'après l'équation (4.17),

v',J)8*fa,r/,z?)> (4.34)
Tf,Z>

Or, d'après (4.1),

- [ Pf "2 Un (£°' ̂ ' Z"> P0Uf Q ** Z' ** &
| z, < a) y (y

où un (Ço,v',z') est le déplacement normal du guide en torsion. D'après l'étude de la
torsion au chapitre 3, on a, pour a ^ z' ^ (3 (voir équation (3.16)) :

un (&, r/, / ) H* (&, 77, ^ ) * J
V ch ô - cos2 77'

De plus, en coordonnées elliptiques, d'après (B.24), on a :

d<r (&, rf, z') = h y^ch^o-cos2 77' dry' dz' (4.37)

Donc (4.34) devient :

-2iirZz'

p(fn,Z)-<e GKf (Ç, ̂ 0, V, rf) , Pf u? h2 cos rf sin rf 0[a>/3] (z
1) >

*'2 ' (4.38)
~ pf J

2 h2 B{aA{Z) < GKf{Ç,Ço,r},rf) , cosr/ sinT?' >
1

ou :

0 ^ (4.39)
sinon v
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77' —>• cos 77' sin 77' étant une fonction impaire de 77', seuls les termes impairs de l'expression
de GKS(£,£o,?7,7/) contribuent. D'après (4.28), on obtient finalement :

p (£, 77, Z) ~ p , a;2 /i2 ̂  (Z) < G°Kf (£, 6 , *7, r/) , cos 77' sin 77' > (4.40)

où G°Kf(Ç,£o,T],r/) est défini par (4.32).

4.3.2 A la surface du guide

Sur le contour a, on a £ = £o- Nous allons donc maintenant chercher p (fo> V: %)• Pour
ce faire, d'après (4.40), il suffit d'exprimer G°K (£o,r), 77'). Écrivons donc £' = £0 et £ = £0
dans (4.32) :

(4.41)

On reconnaît au numérateur de (4.41) une quantité qui fait intervenir le Wronskien de
deux fonctions de Mathieu modifiées (voir D.5.2 sur le Wronskien), qui vaut —i. Donc :

no ,c „ rft - V S°JKfh,iX*if) H°m(Kfh,cHo)
GK, (£0, V, V ) - )_ , M.{Kf h) SJK, h, cos77) H^l{Kf K c h & ) (4.42)

Reportons ce résultat dans (4.40). Il vient :

S°m(Kf h,cos77) H°m{Kf h,chfr) x (4.43)
< ^ ( ^ ^ - S 7 7 ) , COST, sm77 >)

Cette expression peut être simplifiée. En effet, les fonctions de Mathieu impaires de
première espèce se développent en séries de Fourier de la façon suivante :

S°2m(Kf h, cos V') = J2B°2n(Kfh,2m) sm(2nr)')
n£l (4.44)

Sïm+1(Kfh,cosr}') = J2
71=0

2TT

Or I — / sin (77.77') cos 77'sin 77' àrj' se calcule aisément :

0

2?r 27T

(n - 2)77') drç' - ! cos((n + 2)77') d^ '} = ^ <52 (4.45)

0
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Finalement, on obtient pour p :

P (£o, V, Z) ~ p f u)2 —^- 0[aji\(Z)

S°2m(Kf h,cosrj) Him(Kf h,^su/ wv_ ^

m=\

À ce stade là, on aimerait simplifier l'écriture de p. Cela nous permettrait de poursuivre
les calculs analytiques. Nous pourrions alors obtenir p (£o, ?7, z) par transformée de Fourier
inverse, et en déduire l'expression recherchée de la charge fluide à la surface du guide.
Cela nous permettrait aussi, après application du principe de conservation de l'énergie
de Hamilton, de comparer avec les résultats obtenus dans le cas plus simple d'un fluide
incompressible (résultats de la littérature).

Pour ce faire, on considère des fluides dans lesquels le son se propage à une célérité C/
telle que c/ >> d x / , où d est une dimension caractéristique de la section transversale
du guide, typiquement inférieure à 6 10~3 m, et / est la fréquence de l'onde de torsion,
typiquement 100 kHz. Alors les longueurs d'ondes À/ dans le fluide sont grandes devant

2?r
d. On va pouvoir écrire kfh-ïQ, où kt = — et h est la demi-distance focale de l'ellipse.

xf
C'est l'approximation " grandes longueurs d'ondes ".

4.4 Approximation "grandes longueurs d'ondes"

Présentons les étapes qui, dans le cadre de l'hypothèse "grandes longueurs d'ondes",
permettent d'atteindre le but fixé au début de ce chapitre : le calcul d'une approximation
de 8W2, travail élémentaire de la charge fluide à la surface du guide d'ondes.

4.4.1 Démarche suivie

On réalise l'approximation "grandes longueurs d'ondes" sur p, pour obtenir une ex-
pression dont on calculera facilement la transformée de Fourier spatiale inverse p.

Justification de l'approximation

Nous allons développer p en série de puissances de Kj h, en écrivant que Kfh—ïQ. Or,
on a kf h —>• 0 et (Kf h)2 = (kf h)2 — 4TT2 h2 Z2. Dans la mesure où on intégrera ensuite
p en Z pour prendre la transformée de Fourier spatiale inverse, on va supposer que le
résultat est au moins une série asymptotique.
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Mise en œuvre sur p

D'après (4.46),

E -
m=l

Pour Kfh^-0, toutes les fonctions qui interviennent dans la série sont développables
en séries de Taylor ou de Laurent par rapport à Kf h. Dans le cadre de notre étude, on
cherche une approximation de p en prenant en compte les termes jusqu'à l'ordre 2 en
Kf h : en effet, à l'ordre 0, Kf n'intervient plus, donc kf non plus, et la compressibilité
du fluide n'est plus prise en compte. De plus, on verra qu'il n'y a pas de terme d'ordre 1.
Le terme correspondant à m = 1 de la série (4.47) est suffisant : pour m plus grand, l'ap-
proximation des différentes fonctions conduit à des développements dont les termes de plus
bas degré sont en (Kf h)4 minimum. Par conséquent, on s'intéresse ici à l'approximation
de :

Sï(Kfh,cosri)

Les développements de S^Kfh,COST?), M^Kfh) et B^iKfh,2) pour Kfh petit sont
donnés dans la littérature ([45] p. 1413 par exemple). En revanche, il nous faut calculer
celui de :

Hj(Kf h, chgp) ^ ( i ^ c h ^ + i iV- ' ^^cheo )
H?(Kfh,chÇ0) JZ'(KhchÇ) + iNi'(KhchÇ) K ' *}

On utilise le développement de J%(Kfh, ch£o), N%(Kf h, ch.£o), Jg'iKfh, ch£o) et
Ng'iKfh, ch£0) en fonction des fonctions de Bessel et de Neumann, dont l'approxima-
tion pour Kf h —¥ 0 est donnée dans la littérature. Remarquons que, pour éviter les
confusions de notations, Jn et JVn désignent des fonctions de Bessel ou Neumann alors
que J° et N° désignent des fonctions de Mathieu modifiées (impaires).

Afin de vérifier nos calculs, nous avons utilisé le logiciel MATHEMATICA. L'annexe G
présente notre listing et les résultats obtenus.

4.4.2 Approximation des fonctions de Mathieu
Résultats liés aux fonctions de Mathieu

On écrit les développements en présentant seulement les termes qui interviennent dans
le calcul de p. Ces résultats sont tirés de [45] p. 1413.

S°2(Kf h,cosr,) = ( | + ^ £ ) sin(2r?) - ( ^ ! ) s i n ( 4 r ? ) + O(Kf h)
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O(Kf hf (4.50)

J°(Kf h,

On utilise le développement en série de fonctions de Bessel tiré de [45] p. 1568-1573
(voir aussi le paragraphe D.4.2) :

W oc

=\ (4.51)

En étudiant les ordres de grandeur, on montre que le premier terme de la série suffit. On
va donc chercher l'approximation de :

(4.52)

En utilisant les développements établis en annexe C, on obtient après calculs :

+ V 51232 V 512 1536

et :

J (Kf h)4 + O(Kf h)6

32e2«° V 512

Finalement,

J° (Kf h,

32 ( ^ ) V ï 1536
(4.55)

De même que pour J2(Kf h,ch^o), on utilise le développement en série de fonctions
de Bessel et Neumann tiré de [45] p. 1568-1573 (voir aussi le paragraphe D.4.2), et on
obtient :
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'2 n = i (4.56)

Nous passons ici sur le détail des calculs, que le lecteur passionné peut trouver en annexe G.
Les premiers termes de la série permettent d'obtenir :

+

(4-57)

O(Kfhf

On connaît l'expression de J%(Kfh, ch^o) en fonction des fonctions de Bessel. Pour
connaître l'expression de sa dérivée, on utilise la relation de récurrence tirée de [46] (voir
(C.2)) :

(4-58)

et la règle des dérivations de fonctions composées. Par exemple

(4.59)

On est donc en mesure de dériver (4.51).

Tous calculs faits, on obtient :

Î6

(4.60)

N?(Kf h, ch £o)

La façon de procéder est la même que pour
ment en série de fonctions de Bessel et Neumann de

ch£o) : on utilise le développe-
, ch£o)> que l'on dérive en
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utilisant la relation de récurrence (C.2). Après calculs, on obtient :

16*/î
7T 1 2 8

(4.61)

{Kfhf

+ 0{Kf hf

4.4.3 Calcul de la pression par transformée de Fourier spatiale
inverse

Disposant des développements en puissances de Kf h de toutes les fonctions nécessaires
à l'obtention de l'approximation "grandes longueurs d'ondes" de p, on calcule facilement
cette dernière. Finalement, la transformée de Fourier spatiale de la pression à la surface
du guide s'écrit, pour Kf h petit :

~ -pf eu2 h2 0 M ] (Z) «M ± + ^ + ' {Kf h)2) sin(2 77)

(4.62)
1

sin (4 77)

Nous allons maintenant pouvoir calculer la transformée de Fourier spatiale inverse de
(4.62) pour obtenir la pression à la surface du guide.
Rappelons que Kf2 = kf2 — 4 n2 Z2 et simplifions l'écriture de p (Ço, 77, Z) en posant :

constantes qui ne dépendent que de la forme de la section transversale du guide d'ondes.
Alors :

p(to,V,Z)- -Pfu>2h26[a>0](Z) {((\ + Akf
2)sm(2ri)-Bkf2sm(Ar,))

(4.64)
- 4 7T2 Z2 (A sin(2 77) - B sin(4 rA ]

et :

,e
z

~ — pf ui h ( ( - + A kf ) sin(2 77) — B kf sin(4 77) I < 6[a^]{Z) , 1

- pf u 2 h 2 ( A s i n ( 2 77) - B s i n ( 4 7 7 ) ) < - 4 T T 2 Z 2 9 [ a A { Z ) , e ^ Z Z
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En utilisant les propriétés de la transformée de Fourier rappelées en annexe E, il vient :

p (£o, ri,z) ~ -Pi u? h2\ ( ( i + A kf
2) sin(2 77) - B kf

2 sin(4 77))0M](z)

où A et B sont les constantes définies par (4.63).

4.4.4 Calcul de la charge fluide

Le travail effectué par la charge fluide lors d'une rotation élémentaire 56 du barreau
s'écrit :

= I pn.ou

" n 2* (4.67)

= - / / P (Co, V, z) ôu^ h y ch 2£0 - cos2 77 éq àz
a 0

°ù P (£o> i)-, z) est la pression du fluide à la surface du guide, n est le vecteur unitaire normal
à a en P (£0, V,z) et Su est le déplacement dû à la torsion du guide (Su = ôuç0 a^
6uz az ; et n. Su = — Suç0).

D'après (3.16) on a :

h cos 77 sin 77

. 2£0 - cos2 77

Donc :

0 1-n

Wj^W (4.68)

<5 W2 ~ - / / p (£0,77, z) h2 cos 77 sin 77 56(z) d?7 àz (4.69)

Q 0

En poursuivant les calculs à l'aide de (4.66), il vient :

^ } (4.70)

, A L 2 (e + 3
ou A = br

192
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4.5 Prise en compte de la surface libre

Les calculs sont menés de la même façon qu'aux paragraphes précédents pour recher-
cher la transformée de Fourier spatiale inverse de la pression et la charge du fluide. On
change seulement les données du problème : dorénavant, a = O\ + ai-
D'après (4.20) :

p(£,r},Z)=- < e f

Tf,Z>

avec, d'après (4.19) et (3.16) :

, 2 • COST/sin 7/ . ,.
—Pf h uz 9{z) sur ai

V ch £o — cos2 rf
(4.72)

, 2 COST/sin r/ ,
Pf h UJ —j====z 9(—z ) sur o"2

4.5.1 Calcul de la pression

Transformée de Fourier spatiale de la pression

En suivant le raisonnement du paragraphe 4.3, (4.40) devient :

p(C,r},Z)~pfU2h2 <G°Kf{t,to,ri,rf),cosrfsuirf> (9[aA{Z)-9[aA{-Z)) (4.73)

II vient, à la surface du guide (voir (4.46)) :

rj 2
0 0 QO

et, en faisant l'approximation "grandes longueurs d'ondes" on a, d'après (4.62) :

P (£0, TI,Z)CZ- Pf u? h2 (e[aA{z) - e[a,0](-z))

\ (4.75)
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Expression de la pression

De (4.75), on déduit l'approximation "grandes longueurs d'ondes" de la pression à la
surface du guide d'ondes, en calculant la transformée de Fourier spatiale inverse de cette
expression. On procède de même qu'au paragraphe 4.4.3. Il vient :

P (fo, V,z)-~ Pf u2 h2

\ + Akf
2 s in(2V)-B kf

2 sin(477)) (d[aA(z) - 6[a,p](-z))

Remarque : excepté le cas où z = 0 pour lequel p = 0, on n'a jamais en même temps
Q[a,0\{z) 7̂  0 et 0[a,/?](—z) 7̂  0 lorsque le guide est totalement immergé.

4.5.2 Calcul de la charge fluide

Calculons

= [( pn.5uàax (4.77)5W2

cri

a ^ z ^ j3 donc 8[a^](—z) = 0. On retrouve donc le résultat (4.70) :

x f Pfu?ï£{e{z)(\ + Akf
2) + A^}ô0dz (4.78)

Conclusion : telle que l'approximation est effectuée, on ne voit pas l'influence de la
surface libre.

4.6 Conclusion

Après avoir écrit 5TS, 6VS et ÔWi au chapitre 3, nous venons d'établir l'expression
de SW2, et possédons donc tous les éléments nécessaires à l'application du principe de
Hamilton (2.51), qui réalise le couplage, étudié au chapitre suivant, entre le guide d'ondes
et le fluide compressible environnant.



Chapitre 5

Couplage entre le guide sollicité en
torsion et le fluide compressible

Dans un premier temps, nous présentons les derniers développements théoriques du
modèle.

Nous appliquons d'abord le principe de Hamilton pour obtenir l'équation de la torsion
du guide immergé. Nous en déduisons l'expression de la vitesse de phase apparente de
l'onde de torsion se propageant dans un guide d'ondes immergé dans un fluide compres-
sible.

En comparant l'équation de la torsion obtenue avec celle du guide dans le vide (obtenue
au chapitre 3), nous mettons en évidence l'influence du fluide sur les caractéristiques
mécaniques du système. Nous pouvons également isoler les termes dus à la compressibilité
du fluide.

Nous résolvons ensuite l'équation de torsion pour un guide partiellement immergé : cela
nous permet de conclure quant à l'observabilité des ondes réfléchies à l'interface air/fluide
et à l'extrémité du guide d'ondes.

Dans un second temps, nous nous intéressons à V application des résultats que nous
avons obtenus : une méthode de mesure de niveau est proposée. Quelques simulations sont
réalisées, qui montrent la pertinence des termes correctifs dus à la prise en compte de la
compressibilité dans notre modèle.

Nous concluons en présentant les limites, liées à l'approximation "grandes longueurs
d'ondes", de notre modèle.

5.1 Equation de torsion du guide immergé

5.1.1 Application du principe de Hamilton

On rappelle que, dans le contexte de notre problème, le principe de Hamilton s'écrit
(voir paragraphe 2.8.2) :

- Vs + Wx + W2) = 0 (5.1)
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où :
• Ts est l'énergie cinétique du guide d'ondes sollicité en torsion ;

• Vs est son énergie de déformation ;
• Wi + W2 représente le travail des forces extérieures qui lui sont appliquées :

• Wi est dû au moment de torsion appliqué en z = j3 pour générer l'onde de
torsion ;

• W2 représente la charge du fluide sur le guide.

En étudiant la torsion du guide d'ondes au chapitre 3, nous avons obtenu les approxima-
tions (3.95) de 6TS et (3.98) de 6VS. 6W\ est donné par (3.99) et le calcul de 5 W2 faisait
l'objet du chapitre 4. Une approximation en est donnée par (4.70).

Nous avons donc tous les éléments nécessaires pour appliquer (5.1). On obtient :

(5.2)

+ IM(8)-UJ6,A0))S6(8) =0

, 2Ço o 2&
( 6 +36 )

2 —où A est la constante géométrique définie en (4.63) : A = h

Ceci doit être valable quelle que soit la rotation élémentaire 56 du barreau. Il vient :

J + pfu
2A — ) 9,zz + [ps I, + P / — ( ^ + A —2)J u

2 9(z) = 0

pour a ̂  z ̂  f3 (5.3)

La première équation de (5.3) est l'équation de la torsion du guide, lorsqu'il est immergé
dans un fluide compressible.

5.1.2 Vitesse de phase apparente de l'onde de torsion

L'équation de torsion de (5.3) est de la forme :

S i M + - g _ ( , ( z ) = 0 (5.4)
avec :

7
// + Pf

Hs s * yj cy

irh4

2

(ï +

2

U2 .

Cf2

(5.5)
r . 7T fl' ,L . . UJ- ,

C(UJ) est la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion qui se propage dans le guide
immergé dans un fluide compressible.
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5.2 Analyse des termes de l'équation de torsion

5.2.1 Termes dus à la présence du fluide

Comparons l'équation de la torsion de la structure chargée par le fluide (5.3) avec celle
qui correspond pour la structure dans le vide. Sous nos hypothèses, il s'agit de l'équation
obtenue au chapitre 3 (équation (3.101)) :

vJ0,zz + PsIsu
20{z) = 0 (5.6)

(5.3) et (5.6) s'écrivent sous la forme :

R 9,zz +1 u>2 6(z) = 0 (5.7)

où R fait intervenir la rigidité du système, et / son inertie.
En utilisant les indices v et flcomp, lorsque la structure est respectivement dans le vide ou
immergée dans le fluide compressible, on a :

Rv = fj,J Rflcomp=(iJ + pfuj2A—-

Iv = PsIs Iflcomp=PsIs + pf—(- + A-^)

d'où :

Rficomp = Rv + Pfu
2A—-

hicomp = ïv + Pf—(4+ ^ }

On met ainsi en évidence des termes de rigidité et d'inertie additionnelles, dus à la charge
du fluide compressible sur le système.

5.2.2 Cas particulier du fluide incompressible

On peut traiter le cas du fluide incompressible comme étant un cas limite du fluide
compressible, pour lequel kf —ï 0, ou encore c/ —>• 00 (l'équation de propagation de (4.1)
se ramène alors à l'équation de Laplace Ap(M) = 0).

Dans ce cas, l'équation de la torsion (5.3) devient :

(JJLJ + PJUÏA ^ - ) 6,2Z + [p. Is + pf^-) u2 6(z) = 0 (5.10)

que l'on peut écrire :

Rfiinc0,zz + Ifiincu;2e(z)=0 (5.11)
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avec :

A —

A —
.4 2 (5.12)

T r i '
Ifknc - PsIS + Pf—£-

7T/l4

Comparons (5.9) et (5.12) :

• Rfkomp — Rfknc '• qu e ^e fluide soit compressible ou non, la rigidité due à la charge
fluide s'écrit de la même façon.

, 4 2

• Ifi-comv = h Une + Pf ~Z~ -̂  —9 : quand le fluide est compressible, l'inertie ajoutée
2 Cf

est plus grande que lorsqu'il est incompressible. Le terme supplémentaire dépend de
la fréquence.

5.2.3 Comparaison avec les résultats de la littérature

L'équation de torsion

Comme on l'a vu au chapitre 2, le comportement de la sonde à onde de torsion n'avait
été modélisé jusqu'à présent que dans le cas où le fluide environnant était incompressi-
ble. Comparons donc (5.12) au résultat obtenu par les autres auteurs, dont par exemple
KiM [3], pour qui (voir page 19) :

( T> # . 7 "D
I JX — fJ"J — " » /r 1 O\

< T T . T (5.13)
\ I = psls + Pflf V '

• Inertie ajoutée :
TT/I4

Le terme d'inertie de (5.12) peut s'écrire psls + Pflf, où 1/ = —— est Y inertie
o

équivalente de KiM [3] dans le cas où la section transversale du guide d'ondes est
elliptique. Les résultats concordent donc.

• Raideur ajoutée :
Dans la littérature, aucune mention n'est faite d'une raideur ajoutée : le fluide
n'introduirait que de l'inertie. Physiquement, ce résultat ne semble pourtant pas
évident. Pour éclairer cette différence avec notre modélisation du problème, deux
explications sont possibles :

• une approximation moins fine lors de la mise en équation du problème par
KiM [3]

7T h

• l'ordre de grandeur du terme additionnel : négliger pfco A devant \i J
revient à écrire :

On T

r (5-14)
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Pour une onde de torsion générée à une fréquence de 100 kHz dans un guide
en acier inoxydable (données numériques page 6) de section elliptique pour
laquelle a = 3 10~3 m et b = 10"3 m, (5.14) s'écrit :

/9/<gC59737kg/m3 (5.15)

Cette condition est vérifiée pour tous les liquides avec lesquels nous travail-
lons par la suite : pour l'eau à 20° C et à la pression atmosphérique, pf =
1 000 kg/m3 ; pour l'eau de la cuve des réacteurs à eau pressurisée, pj =
662 kg/m3 [31] ; pour le diiodométhane, pf = 3324 kg/m3 [47].

La vitesse de phase apparente

Dans le cas d'un fluide environnant incompressible, on avait (voir chapitre 2) :

c =

\ Ps/ . H

fJ, J

Y Pi
7T/ I4

8

(5.16)

Comparons maintenant (5.5) et (5.16), afin d'évaluer les effets de la compressibilité
du fluide sur la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion.

Vitesse
de phase

apparente
(m/s)

2000 j

1900

1800

1700

1600

1500

1400
50 60 70 80 90 100 110 120

Fréquence (kHz)
130 140 150

: modèle avec fluide incompressible
: modèle avec fluide compressible

F I G . 5.1: Vitesse de phase apparente de l'onde de torsion se propageant dans un guide
d'ondes immergé dans de l'eau à 1,55 107 Pa et 325°C, en fonction de la fréquence d'ex-
citation

La figure 5.1 présente les résultats de la simulation suivante : on génère une onde de torsion
dans un barreau en acier inoxydable (les valeurs numériques de y, et ps sont données page
6), de section elliptique pour laquelle a = 3 10~3 m et b = 10~3 m, plongé dans de l'eau
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aux conditions de la cuve d'un réacteur à eau pressurisée : la pression étant de 1,55 107 Pa
et la température de 325°C, on a pf = 662 kg/m3 d'après [31] et cf = 783 m/s d'après [1].
On calcule la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion en fonction de la fréquence
d'excitation, dans le cas où l'eau est considérée comme incompressible en utilisant la
formule (5.16), et dans le cas où la compressibilité est prise en compte par le modèle en
utilisant la formule (5.5). Dans ces conditions, la simulation présentée sur la figure 5.1
montre que la correction apportée par notre modèle sur la vitesse de phase apparente
atteint 4,7 % à 150 kHz.
On chiffrera, lors de l'application à la mesure de niveau au paragraphe 5.4, les répercus-
sions de cette correction sur le temps de propagation du signal et la mesure de longueur
de sonde immergée.

5.3 Résolution de l'équation de torsion du guide
partiellement immergé

5.3.1 Pertinence du choix d'une fréquence d'excitation moyenne

II a déjà été précisé plusieurs fois dans ce mémoire que l'onde de torsion est générée à
une fréquence d'excitation située dans une bande de fréquences étroite, autour de 100 kHz.
Or, pour résoudre facilement (5.4), on aimerait pouvoir écrire :

c(u) ~ c(wm) (5.17)

de façon à obtenir une équation de propagation plus facile à résoudre. Dans ce paragraphe,
nous étudions les variations de la vitesse de phase apparente en fonction de la fréquence,
autour de fm = 100 kHz. Pour les différents fluides environnants que nous utilisons par
la suite, nous vérifions que :

• c(u>) varie peu dans une gamme de fréquences autour de fm = 100 kHz ;

• le développement en série de Taylor de c(u) autour de u = um,

c(w) = c(um) + (W - um) c'(um) + {U ~£m) c"(ivm) + ... (5.18)

peut être réduit à son premier terme : c(co) ~ c(um). Pour ce faire, on vérifie que :

[w - um)

Posons c(u) = ^F(u) avec, d'après (5.5),

< 1 (5.19)

«h', 1 À.K (5-20)
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Alors :

(5.21)

avec :

F'(u;m) =

(5.22)

On est donc amené à vérifier que :

2c2(a;m)
(5.23)

Passons maintenant en revue les différents fluides qui seront utilisés par la suite (pour
les simulations du paragraphe 5.4, et expérimentalement au Laboratoire de Systèmes de
Mesures pour les Réacteurs). Les simulations présentées ici sont réalisées dans les mêmes
conditions que précédemment : on considère toujours qu'une onde de torsion est générée
dans un barreau en acier inoxydable de section elliptique. Les données numériques ne
changent pas (voir page 81).

Pour l'eau à 20°C et à la pression atmosphérique :

Vitesse
de phase

apparente
(m/s)

1750

1740

1730

1720

1710

1700
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Fréquence (kHz)

FiG. 5.2: Vitesse de phase apparente de l'onde de torsion se propageant dans un guide
d'ondes immergé dans de l'eau à 20°C et à la pression atmosphérique, en fonction de la
fréquence d'excitation
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La figure 5.2 montre que c(u) varie dans des proportions qui paraissent suffisamment
faibles autour de 100 kHz. Appliquons (5.23) au cas où le fluide environnant est de l'eau
à 20°C et à la pression atmosphérique. On obtient la condition :

/ « 17700 kHz (5.24)

qui est largement vérifiée, puisque la fréquence de l'onde de torsion, autour de 100 kHz,
est donc environ 177 fois plus petite.

Pour l'eau aux conditions de fonctionnement du réacteur à eau pressurisée :

Sur la figure 5.1 apparaît la dépendance en fréquence de la vitesse de phase apparente
dans le cas où le fluide environnant est de l'eau aux conditions de fonctionnement du
réacteur à eau pressurisée. En appliquant (5.23) à ce cas, on obtient la condition :

/ < 2 548 kHz (5.25)

qui est bien vérifiée.

Pour le diiodométhane :

Le diiodométhane, de formule chimique CH2I2) a pour masse volumique
Pf = 3 324 kg/m3 et la célérité du son dans ce liquide est de c/ = 973 m/s [47].

Vitesse
de phase

apparente
(m/s)

1550

1520

1490

1460

1430

1400
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Fréquence (kHz)

FIG. 5.3: Vitesse de phase apparente de l'onde de torsion se propageant dans un guide
d'ondes immergé dans du diiodométhane, en fonction de la fréquence d'excitation

La figure 5.3 montre que c(a>) varie dans des proportions qui paraissent raisonnables
autour de 100 kHz. Appliquons (5.23) au cas où le fluide environnant est le diiodométhane.
On obtient la condition :

/ < 1528 kHz (5.26)

qui, bien que laissant moins de marge que pour les cas précédents, est toujours vérifiée.
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Conclusion

L'étude précédente conduit à la conclusion qu'on peut écrire :

c(u) ~ c(wra) (5.27)

pour tous les fluides que nous considérons par la suite, avec

cûm = 2nfm et / m = 100 kHz (5.28)

Posons alors :

Cm = c(um) (5.29)

Par la suite, on écrit donc, au lieu de (5.4) :

9, 9(z) = 0 pour oc ^ z (5.30)

L'équation de torsion se ramène donc à une équation de Helmholtz à coefficients constants.

5.3.2 Système à résoudre

air

fluide

z = -aL L

FiG. 5.4: Guide d'ondes partiellement immergé dans un fluide compressible

Considérons un guide de longueur L, dont une partie seulement, de longueur aL L, est
immergée dans un fluide compressible (Figure 5.4).

Soient 9° et 9l les angles de torsion dans les parties du guide d'ondes respectivement dans
le vide (et par approximation dans l'air), et dans le fluide compressible. Rappelons les
équations de propagation dans chacun des milieux :

2 7

• d'après (3.101), 9° vérifie : 9°zz +^T9°(z) = 0 avec cl = — ;
Co Pa l a

• d'après (5.30), 9l vérifie : 9}zz+—9l{z) = 0, où c , est donné par (5.29).



86 5. Couplage entre le guide sollicité en torsion et le fluide compressible

Afin de résoudre ces deux équations, nous avons besoin de quatre conditions aux limites.
Écrivons les conditions sur 9,z imposées aux extrémités du guide d'ondes :

• en z = L(l — a£), un moment est imposé pour générer l'onde de torsion, et d'après

(5.3) on a : 0,° (L(l - aL)) =
M(CJ)

• en z = — ai L, l'extrémité est libre. On a alors : 9}z (—a^V) = 0

Les deux dernières conditions nécessaires à la détermination des angles de torsion sont
données par les conditions de continuité en z = 0 :

• 00(0) = 01(O)

En résumé, on cherche les solutions 9°(z) et 91(z) du système suivant :

, ,2

0 ^ z - aL)

—aL L ̂  z ^ 0

(5.31)

e% (o) = 9}z (o)

5.3.3 Résolution dans le domaine fréquentiel

Solution générale

On cherche la solution de (5.31) en écrivant 9°(z) sous une forme qui mette en évidence
le moment imposé à l'extrémité du guide d'ondes :

=

6l {z) s'écrit sous la forme :

Z —

9 (z) — a e + p e

if (5.32)

(5.33)

On détermine les quatre coefficients a0, /?°, a1 et fll grâce aux quatre dernières conditions
de (5.31). Tous calculs faits, on obtient :



5.3 Résolution de l'équation de torsion du guide partiellement immergé 87

a0 = M(U)CQ H-;

D

M(u)co c ^ ( i - * ) Cm(l + ecm ) + co(l-e
D

(5.34)

1 _
D

! _ 2M{u)coCm e
D

OÙ :

'm ))(l-ecm )-Cm(l-eCo )(l + e'm ) (5.35)

fL{laL) ^aLL

Remarque : en mettant en facteur e " e m , on obtient cette autre écriture
de£>:

D = 4 e e

c0 cos(— L(l - aL)) sin(— aL L) + t̂ n sin(— L(l - aL)) cos(— «z, L) )
V C0 Crn Co C™ /

II est alors possible d'étudier les fréquences de résonance du barreau partiellement
immergé, c'est-à-dire les fréquences qui annulent D, en fonction de la proportion de guide
immergée, aL- Cela pourrait nous amener à considérer le protocole expérimental suivant,
pour la mesure de niveau : détermination expérimentale d'une suite de fréquences de
résonances du barreau, dont on déduirait une information sur le niveau de fluide environ-
nant.

Par exemple, autour de / = 100 kHz, une simulation correspondant à un barreau en
acier inoxydable de section elliptique avec a = 310~3 m, b = 10~3 m, L = 3 m donne
la relation présentée sur la figure 5.5 entre les pulsations UQ telles que D(ÙJ0) = 0 et la
proportion de guide immergée ai,.

Écriture simplifiée de la solution à l'extrémité du guide

En z = L(l — ai ), où on observe le signal, on a :

- aL)] = * M « + ao e * « - " + ^ e ^ < - > (5.37)
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627500 627750 628000 628250 628500 628750
UJQ

FIG. 5.5: Relation entre les pulsations de résonance U)Q d'un barreau partiellement immergé
et la proportion de guide immergée ai

Le terme -—^— est dû au moment imposé en z = L(l — ai) pour générer la torsion.
fj, J\L)

En z = L(l — ai), on va également observer des ondes qui auront subi une ou plusieurs
réflexions à l'interface air/fluide en z = 0 et/ou à l'extrémité z = — ai L. Elles s'écrivent
en fonction des composantes principales suivantes :

• e " (pour un aller/retour dans l'air)

• eCm (pour un aller/retour dans le fluide compressible)

Afin de les mettre en évidence, calculons le terme a0 e
D'après (5.34), on a :

+ /?° e° e de (5.37).

9°[L(l-aL)}

_ 2M(OJ)CQ (1

IxJiu)

où D est donné par (5.35).
Simplifions cette écriture, en posant :

c+ = Cm +

II vient :

2M(u)co(l
2

C- e

c_ e

co(l-e
D

et C- = Cm - Co

+ c+e

(5.38)

(5.39)

(5.40)
2 i t

c+ e - c+ - c_ e
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air

2 = 0

z=L{l-aL) mz=L(l-aL)

fluide

Z=—Q£ L Z=—<XL L

F I G . 5.6: Représentation des ondes réfléchies une fois

Maintenant, intéressons-nous particulièrement aux ondes réfléchies une fois, soit à
l'interface air/fluide en z = 0 (cas © de la figure 5.6), soit à l'extrémité z — —ai,L du
guide d'ondes (cas ® de la figure 5.6). Afin d'obtenir l'écriture de 6°[L(1 — a^)] qui met
en évidence ces réflexions, cherchons à écrire (5.40) sous la forme :

e°[L(l-aL)} =

2miu; i
(5.41)

représente, au facteur
2M(UJ)CO

près, l'amplitude de l'onde du cas © de la figure 5.6 ;
f

72-2 représente, au même facteur près, celle de l'onde du cas © de la figure 5.6 ; enfin,
1Zmn, celle d'une onde qui a subi plus d'une réflexion avant de pouvoir être observée en
z = L(l-aL).

De la comparaison de (5.40) et (5.41), il vient :

+ 7e2 e
m,n

c_ e + c+ e
(5.42)

c_ e c+ e - c+ - c_ e

En réduisant au même dénominateur et en procédant par identification, on détermine :

- C_ Co -
et 7l2 =

+
(5.43)
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Donc :

- aL)}

2M(U)CQ | ^ e ^

flJlU \2 CQ + Cm (Cm + Co)2 (5.44)2

m,n

C'est l'écriture de l'angle de torsion en z = L(l — au,), dans le domaine fréquentiel.

5.3.4 Résolution dans le domaine temporel

Afin d'établir l'expression de 6°[L(1 - aL),t], on va calculer la transformée de Fourier
temporelle inverse de (5.44).

Remarquons d'abord que (5.44) s'écrit sous la forme :

9»[L{l-aL)M

2M(CO)C0 A |

2

m,n

ou :

e

m,n

En utilisant deux propriétés de la transformée de Fourier - transformée de Fourier d'un
produit de convolution et transformée de Fourier d'une primitive (annexe E) - on a :

9°[L(l -aL),t] = ̂  [[m * f](t) dt (5.47)

où * désigne le produit de convolution, m(t) et f(t) sont respectivement les transformées
de Fourier temporelles inverses de M.(uS) et F(UJ).
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1 -iwt
Calculons f(t) = — < F(u), e > :

2 7T

~ n~Z 1 < ô 'I IT v. Z Co + Cm

< e c° e '

, e >

—ia>t

,e >

m,n

2?r

Co)2
CO Cm

m,n co Cm.

Finalement,

2L(l-aLy

co

m,n
co Cm V

et, d'après (5.47) :

e«\L{l-aL)A=jj J[-±rn{t)- mit

m,n

,2mL(l-ûi)

co Cm

(5.48)

(5.49)

(5.50)

5.3.5 Conclusion pour l'observation des signaux

En comparant les valeurs absolues de 7£i et Hi donnés par (5.43), on peut savoir,
parmi les deux ondes réfléchies une fois (ondes représentées sur la figure 5.6), quelle est
celle que l'on va le mieux observer.

eau
20°C, 105 Pa

3,2810~2

0,999

eau
325°C, l ,5510 7Pa

l,8710~2

~ 1

diiodométhane

1,110"1

0,987
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En effet, l'onde qui subit sa première réflexion à l'extrémité du guide d'ondes a une
amplitude beaucoup plus importante, quel que soit le liquide considéré. C'est celle que
nous prenons en compte lors de l'utilisation de la sonde à onde de torsion pour la mesure
de niveau (abordée au paragraphe suivant). Ce résultat est donc satisfaisant, surtout en
vue des expérimentations que nous pensons réaliser prochainement au Laboratoire de
Systèmes de Mesures pour les Réacteurs.

5.4 Application : la mesure de niveau de fluides
compressibles

5.4.1 Principe de la mesure de niveau

Le principe de la mesure de niveau est présenté sur la figure 5.7 : l'inconnue <XL est
déterminée grâce à la mesure du temps de propagation At, par une formule obtenue
d'après les résultats précédents sur la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion
dans le fluide.

At

V

— —

a*

FiG. 5.7: Principe de la mesure de niveau par sonde à onde de torsion

On décompose le temps de propagation At en At = 2(Ati + At2), où Ati est le temps
de propagation dans la première partie de la sonde (de longueur L(l — CIL)), et At2 le
temps de propagation dans la partie immergée de la sonde (de longueur a^L).

On rappelle que CQ est la vitesse de phase de l'onde lorsque la sonde est dans le vide, qu'on
utilise comme approximation de la vitesse de phase apparente dans l'air :

(5.51)

et Cm est la vitesse de phase apparente de l'onde lorsque la sonde est immergée dans le
fluide compressible, obtenue grâce à la formule (5.5) et en prenant en compte les remarques
(5.27) à (5.29) :

\

irhA .1
(5.52)
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où um = 2 7T fm avec fm — 100 kHz.

Par suite, At s'écrit :

CO Cm

d'où la formule donnant la portion de sonde immergée :

Cm (
= —

Cm ( ùdCQ \ . .
aL = — —— - 1 (5.54)c C y 2L J

Remarque : la façon de procéder ne diffère pas selon que le fluide soit considéré comme
compressible ou incompressible. Seule l'expression de la vitesse de phase apparente de
l'onde dans le fluide change. Pour un fluide incompressible, les expressions (5.53) et (5.54)
doivent être écrites en remplaçant Cm par c donné par la formule (5.16).

5.4.2 Exemple avec un fluide monophasique
Afin de mettre en valeur l'amélioration proposée par notre modèle qui prend en compte

la compressiblité du fluide, nous avons réalisé différentes simulations, en choisissant des
fluides pour lesquels la différence entre le cas où la compressibilité est prise en compte
et celui où elle ne l'est pas est significative. Parmi les différents fluides qui répondaient
à ce critère, nous avons choisi le diiodométhane (pf = 3324 kg/m3, c/ = 973 m/s), qui
pourrait être utilisé sans danger sur une maquette au laboratoire.
Les simulations présentées ci-dessous ont été réalisées en considérant un guide d'ondes
ayant les mêmes caractéristiques que précédemment (voir page 81), de longueur L = 3m.

La figure 5.8 montre les variations de la durée de propagation de l'onde en fonction de
aL- La correction apportée par notre modèle atteint 4 % lorsque le guide est complètement
immergé.

La figure 5.9 met en valeur la pertinence des termes correctifs pour l'application à la
mesure de niveau. En effet, on calcule ai à partir de la mesure simulée d'une durée de pro-
pagation, et on compare les résultats entre le cas où la compressibilité du diiodométhane
est prise en compte et le cas où elle ne l'est pas : par exemple, les termes additionnels
corrigent de près de 19 % la valeur de a^ déduite d'une durée de propagation mesurée de
3,85 ms.
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At (ms)

(At)inc.
: (At)comp.

4,3

4,1

3,9

3,7

3,5

3,3

3,1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

FiG. 5.8: Durée de propagation de l'onde de torsion dans un guide partiellement immergé
dans du diiodométhane successivement considéré comme compressible et incompressible,
en fonction de la proportion de longueur immergée.

0,75

0,5

0,25

3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 4,0 4,1

At (ms)

: modèle avec fluide incompressible
: modèle avec fluide compressible

FiG. 5.9: ai calculé à partir de la mesure de la durée de propagation de l'onde de torsion
dans un guide partiellement immergé dans du diiodométhane
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5.4.3 Exemple avec un fluide diphasique
Ce travail de thèse a permis d'inclure la compressibilité du fluide environnant dans la

modélisation du fonctionnement du guide d'ondes. Cela n'était pas nécessaire pour une
utilisation dans de l'eau à 20°C et à la pression atmosphérique, mais le devient si on désire
se servir de la sonde pour mesurer des niveaux en réacteur à eau pressurisée, où le fluide
environnant peut devenir diphasique. En effet, la présence de bulles introduit une forte
compressibilité.

Or, la prise en compte de la compressibilité nous a conduit à une nouvelle expression
de la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion dans le guide :

7T h4 Pf 7T h4
(5.55)

L'utilisation de la sonde en milieu diphasique est donc possible si on est capable d'exprimer
Pf et Cf dans ce type de milieu. De manière générale, ces quantités dépendent de la taille,
du nombre et de la forme des bulles, de la fréquence d'excitation de l'onde . . .

Pour donner une première idée des résultats que l'on peut obtenir avec un fluide
diphasique, nous avons choisi le modèle très simple présenté par P . ARZELIES dans [48].
Nous considérons un mélange contenant de l'eau et une densité donnée de bulles d'air de
taille uniforme, de rayon suffisamment petit (typiquement inférieur à 500 ^m), de façon à
pouvoir caractériser un milieu diphasique homogène équivalent, avec une masse volumique
et une compressibilité adéquates. Supposons de plus que la fréquence de résonance des
bulles est beaucoup plus grande que la fréquence de l'onde de torsion (100 kHz), pour
considérer qu'il y a équilibre thermodynamique entre les bulles et le liquide. Nous pouvons
alors définir les grandeurs thermodynamiques du mélange en fonction de celles de ces
constituants et du rapport r entre le volume des bulles et le volume total du mélange :

(5.56)

pe et pa sont respectivement les masses volumiques de l'eau et de l'air, Xe et Xa respec-
tivement les compressibilités de l'eau et de l'air.

Or, en milieu homogène (voir par exemple [44], chapitre 1, p.15) :

cf
2 = — (5.57)

PfXf

En considérant que pa <C pe, Xe "C Xo et que le phénomène est adiabatique, il vient :

cf = . 1 ' = = (5.58)
Ri - r ) 2 r2 r ( l - r)pe
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où 7 = 1,4 est le rapport des chaleurs spécifiques et PQ = 101300 Pa est la pression
atmosphérique.

La figure 5.10 représente les résultats du calcul de «£ à partir de la durée de propaga-
tion simulée de l'onde de torsion dans le guide immergé dans le mélange. Les données
numériques sont r = 310~~4, pe = 998 kg/m3, pa = 1,3 kg/m3. On met en évidence une
différence de 47 % entre a^ obtenu en considérant le mélange comme incompressible et
ai obtenu grâce à notre modèle, pour une durée de propagation de l'onde de torsion de
3,43 ms.

OIL

0,75

0,5

0,25

3,20 3,25 3,30 3,35 3,40 3,45 3,50 3,55 3,60 3,65

At (ms)

: modèle avec fluide incompressible
: modèle avec fluide compressible

FiG. 5.10: ai calculé à partir de la mesure de la durée de propagation de l'onde de torsion
dans un guide partiellement immergé dans un mélange contenant de l'eau et une densité
donnée de bulles d'air de taille uniforme

5.5 Conséquences de l'approximation "grandes
longueurs d'ondes"

Revenons maintenant sur un point particulier de notre modélisation, qui limite sa va-
lidité : l'approximation "grandes longueurs d'ondes" (prise en compte à partir du paragra-
phe 4.4 où elle est réalisée) présente l'avantage de conduire à des expressions analytiques,
mais restreint aussi le choix du fluide environnant. De plus, elle ne permet pas de prendre
en compte la surface entre l'air et le fluide dans le modèle.
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5.5.1 Domaine de validité des résultats obtenus

L'approximation "grandes longueurs d'ondes" restreint la validité de la modélisation
de la sonde à onde de torsion, en imposant que la célérité du son dans le fluide environnant
soit supérieure kdx f (voir page 69), où d est une dimension caractéristique de la section
transversale de la sonde et / est la fréquence d'excitation de l'onde de torsion. Dans
le cadre de notre étude, d ~ 6 10~3 m et / = 100 kHz : on doit donc s'assurer que
Cf >• 600 m/s. Cette condition est bien vérifiée dans le cas où le fluide environnant est
de l'eau à 20°C et à la pression atmosphérique, car alors Cf ~ 1500 m/s. Elle est déjà
plus contestable pour l'eau à 325°C et 1,5 107 Pa, où c/ ~ 783 m/s, cas qui correspond
pourtant aux conditions de fonctionnement en réacteur à eau pressurisée.

Rappelons la raison pour laquelle nous avons effectué cette approximation : nous de-
vions résoudre le problème du calcul de p(£o>*7, z), transformée de Fourier inverse de
l'expression suivante (voir page 69) :

S°2m(Kfh,cosV)

£ M°2m{Kfh) HS

Cette opération aurait pu être réalisée numériquement, sans restreindre la validité de
la modélisation. Cependant, au cours de cette thèse, nous avons toujours cherché des
expressions analytiques des résultats : en effet, ces dernières permettent une bonne com-
préhension des phénomènes mis en jeu. Par exemple, nous avons obtenu une formule de
la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion (équation (5.5)) qui nous a permis de
mettre en évidence les termes dus à la compressibilité du fluide environnant.

5.5.2 Problème de la surface libre

Telle que l'approximation "grandes longueurs d'ondes" est réalisée, la présence de
la surface entre le fluide et l'air n'a aucune influence sur les résultats (voir paragraphe
4.5). Ici encore, une résolution numérique nous permettrait d'être plus précis. Cependant,
l'objectif fixé d'obtenir une expression analytique ne serait pas atteint.

Nous avons tenté sans succès une autre méthode de résolution, consistant en l'appro-
ximation du champ diffracté seul. Mais même sans prendre en compte la surface libre, on
aboutit à une impasse. Expliquons en effet cette démarche. On écrit :

P (6 , V, A = p1 (&, V, z) + pD (&, V, z) (5.60)

Cette décomposition est liée à la décomposition de la fonction de Green en une partie en
champ libre et une partie due à la diffraction (voir page 60).

• PD (£o, V:z) e s t calculé à l'aide de l'approximation "grandes longueurs d'ondes" de
PD (£o> V: Z) de la même manière que p (£0, rç, z) est calculé à partir de p (£o, V, Z)
au paragraphe 4.4. Tous calculs faits, on obtient une expression similaire à celle
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obtenue pour p (£o, ??, z) au paragraphe 4.4.3 :

D
D

A' k}) sin(277) - B' k) s

ou :

Ce résultat nous satisfait, mais le problème se pose à l'étape suivante.

• pour calculer p1 (£o, V> z)> o n écrit que :

-ïkf p(£o,7}tf ,Z,z')

En poursuivant les calculs, on obtient :

-ikfp(Ç0,T,,t/,z,z')y «M y
a 0

qu'on n'a pas réussi à calculer sans recours aux méthodes numériques.

et B' = h2 1 + e (5.62)



Chapitre 6

Conclusion

Contexte

Afin de renforcer l'instrumentation existante pour la mesure de niveau d'eau dans les

enceintes pressurisées des REP, Réacteurs à Eau Pressurisée, le Département d'Études des

Réacteurs du Commissariat à l'Energie Atomique s'intéresse à une méthode acoustique

utilisant une sonde à onde de torsion. Il s'agit d'une technique qui exploite la variation

de la célérité d'une onde de torsion dans un barreau métallique non axisymétrique en

fonction des caractéristiques du milieu environnant. Antérieurement à cette thèse, des

modélisations ont été établies pour une sonde plongée dans un fluide monophasique et

considéré incompressible. Cependant, en situation accidentelle, dépressurisation avec fuite

par exemple, le fluide peut devenir diphasique, et la présence de bulles introduit une forte

compressibilité. Dans ce cas, des expériences ont montré que la présence de bulles per-

turbait le comportement de la sonde. C'est pourquoi nous avons développé un nouveau

modèle du fonctionnement de la sonde, prenant en compte la compressibilité du fluide

environnant. Nous nous sommes intéressés à l'application de cette technique pour la me-

sure de niveau d'eau dans les cuves des REP, où il est indispensable que le cœur reste

immergé.

État de l'art

Nous avons d'abord dressé un inventaire des travaux réalisés sur le thème de la sonde

à onde de torsion, en insistant sur les formulations théoriques. Tous les développements

réalisés avant ce travail de thèse supposent que le fluide environnant est monophasique

et incompressible, et les méthodes exposées présentent l'inconvénient majeur d'être diffi-

cilement généralisables à des fluides moins idéaux. Cependant, les résultats obtenus ont

retenu notre attention : en particulier, différents auteurs ont obtenu une expression de

la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion se propageant dans le guide d'ondes
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immergé dans un fluide incompressible.

Hypothèses

Notre souci étant de bien comprendre les phénomènes physiques qui entrent en jeu

et de poursuivre les investigations le plus loin possible analytiquement, nous avons posé

certaines hypothèses simplificatrices. En particulier, la sonde est un cylindre de section

transversale elliptique (nous utilisons donc les coordonnées elliptiques), dont les dimen-

sions sont petites devant la longueur du guide et devant les longueurs d'ondes dans le

fluide. Les effets de l'écoulement du fluide et sa viscosité sont négligés, ainsi que les vari-

ations de température.

Méthode

Le problème a été abordé en termes de variations d'énergie. Nous avons considéré le

système mécanique constitué par la sonde, et avons écrit le principe de Hamilton, qui

relie les variations d'énergies cinétique et potentielle du système au travail élémentaire

exercé par les forces extérieures agissant sur ce système, dans notre cas de deux natures :

la charge du fluide à la surface du guide d'ondes, et le travail dû au moment imposé pour

générer la torsion.

Etude de la torsion du guide d'ondes

Afin d'obtenir les expressions des énergies cinétique et de déformation de la sonde,

l'étude de la torsion du guide d'ondes a été entreprise. Un état de l'art nous a per-

mis de passer en revue différentes écritures de l'équation différentielle vérifiée par l'an-

gle de torsion, ou équation de torsion, en fonction des paramètres physiques considérés :

gauchissement, distorsion .. . Nous avons ensuite établi un modèle à partir des hypothèses

propres à notre problème. Utilisant des résultats de mécanique des milieux continus,

nous avons écrit les équations d'élasticité du guide, nous permettant d'exprimer les com-

posantes du déplacement du guide sollicité en torsion, son énergie cinétique, son énergie

de déformation. Nous avons également établi l'équation de torsion du guide dans le vide.

L'étude du cas de l'onde harmonique libre nous a permis de constater que l'inertie de

gauchissement était négligeable, donc de simplifier cette équation, pour finalement obtenir

celle du modèle le plus simple, celui de B. DE SAINT-VENANT.
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Calcul de la charge fluide

II nous restait alors à calculer le travail des forces extérieures appliquées au guide

d'ondes. Nous nous sommes donc intéressés au fluide environnant, pour évaluer la charge

qu'il exerce à la surface du guide. Dans la mesure où il a été supposé compressible, il nous

a fallu prendre en compte le rayonnement acoustique lié à la torsion du guide.

Dans un premier temps, nous avons considéré que le fluide occupait un espace indéfini,

et nous avons écrit le problème de Neumann lié à l'équation de Helmholtz dans le fluide.

Pour simplifier la résolution du problème, le guide a été supposé baffle. La démarche a alors

consisté à calculer la fonction de Green pour exprimer la pression par sa représentation de

Green. Nous avons travaillé à l'aide des transformées de Fourier spatiales de ces quantités.

La fonction de Green est la somme de deux contributions : l'une en champ libre, l'autre

prenant en compte la diffraction par le guide d'ondes. La transformée de Fourier spatiale

de la pression à la surface du guide s'exprime en fonction des fonctions de Mathieu, et sa

transformée de Fourier spatiale inverse ne peut être calculée analytiquement. Privilégiant

l'obtention d'une expression analytique approchée plutôt qu'un résultat numérique exact,

nous avons réalisé une approximation "grandes longueurs d'ondes", utilisant l'hypothèse

selon laquelle les longueurs d'ondes dans le fluide sont grandes devant les dimensions

transversales du guide d'ondes. Pour ce faire, nous avons développé les fonctions de Ma-

thieu en séries de Laurent et de Taylor, et avons obtenu une expression de la transformée

de Fourier spatiale de la pression, dont nous avons facilement calculé la transformée de

Fourier spatiale inverse. Nous en avons déduit le travail exercé par la pression à la surface

du guide.

Dans un second temps, le but final étant la mesure de niveau, il nous a fallu considérer

qu'un guide d'ondes peut n'être que partiellement immergé : dans ce cas, le fluide n'occupe

plus qu'un demi-espace, avec une surface libre sur laquelle la pression acoustique est nulle.

Une méthode d'images a été employée, mais l'approximation "grandes longueurs d'ondes"

telle qu'elle est réalisée conduit aux mêmes résultats que lorsque le fluide occupe un espace

indéfini.

Obtention du nouveau modèle

Nous connaissions alors tous les termes nécessaires pour appliquer le principe de Hamil-

ton, ce qui nous a permis d'obtenir l'équation de torsion du guide d'ondes immergé dans un

fluide compressible, et l'expression de la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion.

En comparant l'équation de torsion avec celle que nous avions obtenue pour le guide d'on-

des dans le vide, nous avons mis en évidence l'influence du fluide : il apporte une inertie
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et une raideur supplémentaire. Nous avons vérifié que lorsque le fluide était incompressi-

ble, nous retrouvions les résultats de la littérature. De plus, nous avons isolé les termes

dus à la prise en compte de la compressibilité. Ces derniers s'expriment en fonction des

caractéristiques géométriques de la section transversale du guide d'ondes (demi-distance

focale et excentricité de l'ellipse), de la fréquence d'excitation de l'onde de torsion, de la

masse volumique du fluide et de la vitesse de propagation du son dans le fluide.

Application à la mesure de niveau - Simulations

Finalement, nous avons appliqué les résultats que nous venions d'obtenir au cas pra-

tique de la mesure de niveau : la relation entre le temps mis par l'onde pour réaliser un

aller/retour dans le guide et la proportion de guide immergée fait intervenir la vitesse de

phase apparente de l'onde de torsion dans la partie immergée du guide.

Nous avons ensuite réalisé quelques simulations de calcul de la proportion de guide

immergée à partir de la donnée de temps de propagation. Pour certains fluides comme le

diiodométhane, la différence entre le cas où la compressibilité est prise en compte et celui

où elle ne l'est pas peut atteindre près de 19%. Nous présentons également un exemple

avec un modèle très simple de fluide diphasique, pour lequel cette différence atteint 47%.

Perspectives

Dans la mesure où nous avons mis en évidence l'importance de la prise en compte

de la compressibilité dans le modèle, nous aimerions maintenant préciser nos résultats

théoriques en étudiant l'acoustique des milieux diphasiques. Une étude bibliographique

devrait permettre de détailler, dans la formule de la vitesse de phase apparente de l'onde

de torsion, les expressions de la masse volumique du fluide et de la vitesse de propagation

du son dans le fluide en fonction du nombre et de la taille des bulles, du rapport entre le

volume des bulles et le volume total . . .

De plus, nous avons présenté dans ce mémoire des résultats analytiques approchés,

nous donnant la possibilité d'analyser les quantités physiques mises en jeu, pour la

vitesse de phase apparente de l'onde de torsion par exemple. Il pourrait maintenant être

intéressant de s'intéresser à une résolution numérique du problème : cela nous permettrait

d'une part, de considérer des guides d'ondes de section transversale quelconque (recours

possible à des méthodes d'éléments finis), et d'autre part, d'effectuer des calculs de trans-

formées de Fourier sans avoir recours à l'approximation "grandes longueurs d'ondes", qui,

on l'a vu, restreint la validité du modèle.

Par ailleurs, le Laboratoire de Systèmes de Mesures sur les Réacteurs du CEA de
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Cadarache dispose d'une maquette de sonde à onde de torsion construite par la société

PANAMETRICS. Nous envisageons de l'utiliser prochainement pour tester les résultats

théoriques que nous venons d'obtenir.

De plus, l'exploitation de la mesure des fréquences de résonance pourrait se révéler

très fructueuse : elles contiennent non seulement une information sur le niveau, mais

également des informations pouvant très vraisemblablement permettre la détermination

des caractéristiques mécaniques du fluide extérieur (par exemple le taux de bulles).
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Annexe A

Présentation d'une maquette de
sonde à onde de torsion

Le Laboratoire de Systèmes de Mesures pour les Réacteurs dispose d'une maquette de
démonstration, construite par la société PANAMETRICS. Nous la présentons ici, dans le
but d'expliquer le principe de fonctionnement d'une sonde à onde de torsion.

A.l Le matériel

Le matériel utilisé se compose de trois éléments (Figure A.l) :

F I G . A.l: Vue d'ensemble du dispositif expérimental

le guide d'ondes en acier inoxydable, de longueur 760 mm. Sa section transversale est
en forme de losange de 6 mm sur 2 mm. II est logé dans une éprouvette cylindrique
en plexiglass, de diamètre intérieur 25 mm, que l'on peut remplir de fluide ;
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• un émetteur/récepteur PANAMETRICS, qui émet une impulsion électrique et am-
plifie les signaux reçus ;

+ un oscilloscope numérique, permettant d'analyser les signaux reçus.

Avec cette maquette, on met en évidence expérimentalement une relation entre le
niveau de fluide dans l'éprouvette, /, que l'on fait varier, et le temps de propagation de
l'onde de torsion dans la sonde. At correspondant, que l'on mesure à l'oscilloscope.

A.2 L'excitation de l'onde de torsion

L'excitation de l'onde de torsion est réalisée en attaquant les bords opposés de la
section du guide par des ondes d'extension-compression (déplacement longitudinal) syn-
chrones et en phase, véhiculées dans des tiges cylindriques. Ces dernières sont excitées
par des capteurs magnétostrictifs placés dans des boîtiers situés derrière la traversée de
paroi (Figure A. 2). Ces capteurs transforment le signal électrique envoyé par l'émetteur
en un signal mécanique véhiculé par les tiges cylindriques. Chaque extrémité de la sonde
est soudée à de telles tiges.

éhiculant les ondes longitudinales

FIG. A.2: Vue de dessus de la sonde
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A.3 Choix du mode de fonctionnement de la sonde

Notons que, puisque chaque extrémité de la sonde comporte un jeu de transducteurs,
la sonde peut fonctionner selon deux modes (Figure A.3) :

• en réflexion, l'onde parcourant alors un aller/retour dans le guide. C'est le cas étudié
lors des simulations numériques dont les résultats sont présentés dans ce mémoire ;

• en transmission, entre les deux extrémités du guide (donc avec émission et réflexion
sur deux capteurs différents).

L'utilisation en transmission permet de travailler avec de meilleurs rapports
signal/bruit ;

At
L'utilisation en réflexion permet une meilleure sensibilité —, avec Ai variation du

temps de propagation et Al variation du niveau de liquide à mesurer.

On le
de

Transmission Réflexion

FIG. A.3: Mode de fonctionnement de la sonde : transmission ou réflexion
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Les coordonnées elliptiques

Nous introduisons le système des coordonnées elliptiques. Après quelques définitions,
nous nous intéressons à l'expression des opérateurs différentiels classiques (gradient, Lapla-
cien . . . ) dans ce système de coordonnées.

Les coordonnées elliptiques sont présentées dans divers ouvrages. On retiendra celui de
MCLACHLAN [49] sur les fonctions de Mathieu. L'expression des opérateurs différentiels
est calculée selon la méthode présentée par ANGOT [43].

B.l Le système des coordonnées elliptiques
On travaille ici en deux dimensions, et on introduit les coordonnées elliptiques (£,77).

Pour élargir aux trois dimensions, il faut ajouter la troisième coordonnée z (z = £3), et
—*

le vecteur de base az — k le long de l'axe du cylindre. On parle alors de coordonnées du
cylindre elliptique.

B.l . l Définition

Écrivons xx + i x2 — h ch (£ + i 77). Cette écriture complexe sert pour écrire facilement
certaines équations classiques - équation de propagation par exemple - en coordonnées
elliptiques. En égalant parties réelle et imaginaire, on obtient la relation entre les coor-
données cartésiennes (£1,0:2) et les coordonnées elliptiques (£,77) :

£1 = hchÇcosr] , v
7 - 1 / - . (J3. I )

£2 = n, sn ç sm 77

Alors :

et :

=1
h2 cos2 Tj h2sin2T)

(B.2) représente une famille d'ellipses homofocales de grands axes 2o = 2hchÇ et de
petits axes 2 b = 2 h sh £, les foyers communs étant les points X\ = ±h, x2 — 0.
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(B.3) représente une famille d'hyperboles homofocales.

Les deux familles de coniques se coupent de façon orthogonale (Figure B.l), et chaque
intersection correspond à un point défini par les coordonnées (B.l). À tout couple (xi, £2)
correspond un et un seul couple (£,77).

- - 77 = cte

F I G . B.l: Système des coordonnées elliptiques

L'angle 77

II varie de 0 à 2?r pour faire le tour de l'ellipse. Sa représentation graphique est donnée
sur la figure B.2 : soit M(£, 77) un point et soit C le cercle circonscrit à l'ellipse sur
laquelle M se trouve. Soit M' le point de C de même abscisse que M. Alors 77 est l'angle
(Oxi, OM') : c'est la seconde coordonnée polaire de M'.

Cas particuliers :

• 77 = 0 : d'après (B.l), lorsque £ varie, on décrit la demi-droite \Ox\).

• 77 = | : de même, on montre qu'on décrit la demi-droite [0x2)-

4 77 = 7T : on décrit [Ox^).

• 77 = Ç : on décrit [Ox2').
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FlG. B.2: Représentation graphique de l'angle rj

La coordonnée £

£ varie avec l'excentricité de l'ellipse : soit e cette excentricité, alors

h — ae et e = (B.4)

Cas limites

• Si e —>• 1 (£ —>• 0), alors a —ï h : ainsi, l'ellipse dégénère en un segment de largeur
2/i.

• Avec a constant, si e —> 0 (£ —>• oo), l'ellipse devient un cercle de rayon a. Comme
h = ae, /i —>• 0, les foyers fusionnent à l'origine du repère.

De plus, hchÇ —» /ish£ —> o. Finalement, si e —>• 0 et 77 —> (p, on retrouve les
coordonnées polaires.

B.l.2 Vecteurs de base

En un point M, les deux vecteurs de base 5^ et of sont portés respectivement par les
tangentes à l'ellipse et à l'hyperbole qui lui est orthogonale (Figure B.3).

On utilise ici des résultats classiques d'analyse tensorielle (voir par exemple la présen-
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tation de [50], au chapitre : Vector and tensor fields). Soit f= OM, alors :

df - 1 df
ii i \111 W

Tous calculs faits, on obtient :

cos rj sh ̂  i + sin rj ch ̂  j

•\/ch 2£ — cos2 77

—ch £ sin 77 ? + sh £ cos 77

\ / c h 2£ — cos2 77

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

F I G . B.3: Vecteurs de base en coordonnées elliptiques

B.I.3 Coordonnées elliptiques d'un vecteur

Soit A un vecteur. On désire connaître ses coordonnées elliptiques
de ses coordonnées cartésiennes Ai et A<i.

On écrit :

A = A\ i + Ai j = Ae ôç + An ai

et A^ en fonction

(B.9)
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D'après les expressions (B.7) de ô£ et (B.8) de ô ,̂ (B.9) permet d'écrire

AJ+A2]

cos 77 sh £ sin 77 ch £ .-*

•\/ch 2£ — cos2 77 A / C ^ 2£ ~ c o s 2 V (B.10)

, sin 77 ch £

\/ch 2£ — cos2 77

cos 77 sh £ . -r

/ h 2£ ~ c o s 2 V

Par identification :

cos 77 sh £ sin 77 ch £

V^ch 2£ — cos2 77 \ / ch 2£ — cos2 77

_ sin 77 ch £ cos 77 sh £
Ai = —, 9 Aç -{—, . Afj

V ch £ — cos2 77 y ch £ — cos2 77

En inversant ce système, on obtient, tous calculs faits :

cos 77 sh £ Ai + sin 77 ch £ A2

(B.ll)

Af =
\/ch 2£ — cos2 77

— sin 77 ch £ Ai + cos 77 sh £

\/ch 2£ — cos2 77

(B.12)

B.2 Expression des opérateurs différentiels classiques

On a vu précédemment que le système de coordonnées elliptiques était un système de
coordonnées curvilignes orthogonales. Pour ce type de système, ANGOT [43], par exem-
ple, calcule les opérateurs différentiels classiques. Nous appliquons les résultats qu'il ob-
tient pour calculer l'expression des gradient, rotationnel, divergence et Laplacien en co-
ordonnées elliptiques.

B.2.1 En coordonnées curvilignes orthogonales

Soit (x\,X2,xz) le système de coordonnées cartésiennes, et (u,v,w) celui des coor-
données curvilignes orthogonales. Alors l'élément de longueur qui s'écrivait en coordonnées
cartésiennes :

ds2 = + dx2
2 + dx3

2 (B.13)

s'écrit :

(B.14)
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avec :

h2 =

h2 =

\du) \duJ

v) +\dv)\dv dv
(B-15)

( ) + ( ] +(
V dw ) \ dw / V dw

h, h et 3̂ sont appelées unités de longueur locales (ou encore facteurs d'échelle).

Soit V un scalaire et A (Au, Av, Aw) un vecteur. On peut ensuite démontrer l'écriture
des opérateurs différentiels suivants (voir [43]) :

ërâd V =

f ±dV_
h du

l_dV_
h dv

\_dV_

(B.16)

rôt Â = < (B.17)

div A = —(/2/3 Au) + — (kh Av) + -z-{hl2 Aw)\
du dv dw Jdv dw

(B.18)

du) dv\l2 dv) dw\ l3 dw

D'autre part, on utilise la définition suivante du laplacien d'un vecteur :

A.Â = grad (div A) - rôt (rôt A) (B.20)



B.2 Expression des opérateurs différentiels classiques 117

B.2.2 Application aux coordonnées elliptiques

Unités de longueurs locales

On a :

x\ — h ch £ cos 77
£2 = h sh £ sin 77

On applique (B.15) et on trouve les unités de longueur suivantes

h2 = h2{ch2Ç-cos2r1)
2 2

(B.21)

(B.22)

Dans la suite de cette annexe, on notera toujours :

A = y ch 2£ — cos2 77

II vient :

et

(B.23)

(B.24)

Opérateurs différentiels

En remplaçant h, I2, et Z3 par leurs valeurs (B.24) dans les équations (B.16) à (B.19), et
en poursuivant les calculs, on trouve les expressions suivantes des opérateurs différentiels
elliptiques :

êrâd V =gra

JiA 9^

1 ay
/ iA Ô77

dV_
dz

(B.25)

r o t A — <

1 a^z dAr,
hA dt] dz

1 dAz

dz hA dt,
(B.26)
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1 /
div A = —— sh f ch £ Ac + sin 77 cos 77

nAà \

i
hA\

u
drj ) dz

(B.27)

( }
h2 A2 \ dÇ2 + dr? ) + dz2

(B.28)

De plus, en utilisant les résultats précédents et en appliquant (B.20), on obtient

1 / 2 cos 77 sin 77 dAn 2 ch £ sh £ dA^
l Â2 âç Â5 â̂ "

A4

A4

l h2 A2 \

1 / 2 ch £ sh £ dAç 2 cos 77 sin 77 dAç

h2A2\ "Â2 Tq Â1 df

az
dr)2 ) dz2

(B.29)



Annexe C

Quelques résultats sur les fonctions
de Bessel et de Neumann

Les résultats énoncés ici sont ceux auxquels nous avons recours dans ce mémoire. On
en trouve de nombreux autres dans le livre de M. ABRAMOWITZ et LA. STEGUN [46],
dont le chapitre 9 de F.W.J. OLVER est consacré aux fonctions de Bessel.

C l Définition

On appelle équation de Bessel l'équation différentielle

Elle admet des solutions :

• de première espèce, J±n(z), les fonctions de Bessel;

• de deuxième espèce, Nn(z), les fonctions de Neumann;

• de troisième espèce, Hn (z) et Hn(z), les fonctions de Hankel.

C.2 Les dérivées

Soit $ toute solution ou combinaison linéaire de solutions de l'équation (Cl). Alors
$ vérifie la relation de récurrence :

(C.2)
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C.3 Approximation "grandes longueurs d'ondes"

Les fonctions de Bessel d'indice entier se développent en séries de la façon suivante
([46] p. 360) :

^ d ô i (c-3)

Dans le cadre de l'approximation "grandes longueurs d'ondes" du paragraphe 4.4, on
s'intéresse aux fonctions de Bessel de type Jn(^Kfh e~îo), où Kfh est petit. De (C.3),
on déduit les développements limités suivants :

T (l K he~
i0\-^ (Kf h^ i (Kfh) (Kffe) 8

Jo{-Kf he ) 1 + ^-
2

2 16 e 1024 e 147456

) (Kh)Ji(~Kfhe ) = T- 3^- + ïë- + O(Kfh) (C.5)
2 4 e 128 e 12 288 e

_ (Kfh? (Kfh)4 (Kfh)6
 8

- 2&" Ï̂ T + ë&"+ °\Kîh)
3 2 e 4 1 5 3 6 e 4 0 1 9 6 6 0 8 e 4 0

T Ars hr-'°\- (KfHî (Kîhf • (Kfhf , ntv u\
J3(-Kfhe ) - 3^- 5 -̂ + Y^+ U{Kfh)

2 384 e 24576 e 4 3932160 e1 ( TS L\4 I TS I.^6

2 6144 e 4 491520 e

)
2 122 880 e 11796480 e

Par ailleurs, les fonctions de Neumann se développent ainsi ([46] p. 360) :

(CIO)

N0{z) = |{Log(|)+7}Jb(«)

g(^z) Jn(z) (Cil)
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où \&(n) est la fonction Psi qui, lorsque n est un entier, est définie par :

n - l

fc=l

et 7 est la constante d'Euler qui vaut :

Il vient :

^ T - Log(2) + Log(^-) + Log {K, h))

O(Kfh)2

- 4
é° -K (Kf h)

O(Kfh)3

- 1 5 3 6 3 2 J^ e**{Kfh

) e i f ) 27T 967T

O(Kfh)A

AK ,.«ov - 2 4 5 7 6 3 8 4
5 l 2 A / j " 7T ( ^ />)5 e 3 ^ 7T ( ^ ^ ) 3 e î o

 TT

7 = iim[l + - + - + - + ...+ - - L o g m ]
m->oo Z û 4 771 tç\ -io\

= 0,5772156649...

(C.14)

~1 28 4 ^(if /ft) , ,3



Annexe D

Les fonctions de Mathieu

Ici encore, nous ne présentons que les résultats que nous utilisons dans ce mémoire.
On trouve de plus amples développements dans la littérature, notamment dans [49] et
dans un ouvrage plus récent, [51], entièrement consacrés à ces fonctions.

Pour le paragraphe D.3, nous nous sommes particulièrement inspirés de [52], où les
auteurs s'intéressent à l'équation d'ondes en coordonnées elliptiques, et présentent claire-
ment et succintement les fonctions nécessaires à sa résolution : les fonctions de Mathieu.
Les résultats du paragraphe D.4 sont majoritairement tirés de [45].

D.l Équation de Helmholtz en coordonnées
elliptiques

On rappelle que :

f xi =
\ X2 =

Utilisons la notation complexe :

f z = Xi + i
\ ~z = Xi — iZ <D-2>

alors :

et 4 ^ = = ^ + ^ ) (D.3)
dz dz \dx2 &c /

De plus, (D.l) et (D.2) permettent d'écrire :

f z = hchE x .
\ - u \Tâ o u £ = £ + 177 (D.4)
\ z = h chE s ' v '

II vient :

« = ̂ 4 « . » » (D.5)



1 2 4 D . Les fonctions de Mathieu

et :

d2 1 (d _&_\

O r :

shE shË = sh (f + i 77) sh (f - i 77) = ch 2f - cos2 77 (D.7)

On obtient finalement, en utilisant (D.3) et (D.6) :

d2 d2 1 (d2 cP\

* * J

Donc l'équation de Helmholtz s'écrit en coordonnées elliptiques :

1 fd
2<f> ,

drp)
(D.9)

D.2 Équation de Mathieu et équation de Mathieu
modifiée

Pour résoudre (D.9), on utilise une méthode de séparation de variables. On pose :

d'où, en reportant dans (D.9) :

^ + k2h2 ch2e = k2h2 cos2 77 - ^ (D.ll)

Le premier membre de (D.ll) ne dépend que de £, et son second membre de dépend que
de 77. Par conséquent, on pose qu'ils sont égaux à une constante 7. Alors (D.ll) nous
permet d'écrire :

4>"r, + (7 - k2h2 cos2 77) 6 , = 0 (D.12)

et :

<j)'l - ( 7 - k2h2 ch 2 £) <f>ç = 0 (D.13)

(D.12) est appelée équation de Mathieu. Si on remplace f par if dans (D.13), on obtient
(D.12). Par conséquent, (D.13) est appelée équation de Mathieu modifiée.
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D.3 Fonctions de Mathieu et fonctions de Mathieu
modifiées

Les solutions de (D.12) s'écrivent sous la forme :

be
m F^(kh,COST]) \ 7 = 7m ) m = 0,1,...

m=0
(D.14)

— Z/° m — 1 9

m=l

, cos77) et S^(kh, cos77) sont les fonctions de Mathieu de première espèce et d'ordre
m, respectivement paires et impaires. Ce sont des fonctions périodiques, de période TT OU
2TT, selon que m est pair ou impair.

, cos 77) et F^(kh, cos 77) sont les fonctions de Mathieu de deuxième espèce et d'ordre
m. Ces fonctions ne sont pas périodiques.

Les solutions de (D.13) s'écrivent sous la forme :

{ } 7 = 7L m = 0,1,...
m=0

(D.15)

MO = E {c- J°m{kh,cH)+ d°mN°m(kh,eh®} 7 = 72. m = 1,2,...m = l

J?n(kh, ch£) et J?n(kh, chÇ) sont les fonctions de Mathieu modifiées de première espèce
et d'ordre m, respectivement paires et impaires. Ce sont des fonctions périodiques, de
période in ou i2?r, selon que m est pair ou impair.

N^(kh, ch£) et N^(kh, ch£) sont les fonctions de Mathieu modifiées de deuxième espèce
et d'ordre m. Ces fonctions ne sont pas périodiques.

On peut poser :

fe _ je
JO — jo _|_ :
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D.4 Développement en séries

D.4.1 Développement en séries de Fourier des fonctions de Ma-
thieu

Les fonctions de Mathieu périodiques sont de 4 types différents. Leurs développements
en séries de Fourier s'écrivent :

, cos 77) = y . Bin (kh, 2m) cos(2n 77)
n=0

00

Sfm+i (kh,cos77) = y^^2 n + i ( kh ,2m + 1) cos((2n + 1) 77)
71=0

(D.17)

S2m{kh,cosr)) = 2.^2n(kh,2m) sin(2n 77)
7 1 = 1

00

S%m+l{kh,COST?) = X ^ n + i ^ . 2 m + 1) sin((2n + 1) 77)
n=0

Lorsque kh est petit, on peut calculer les premiers coefficients de ces séries ([45]
p. 1413) :

SI(kh,cosV)=

512

13 {kh)4\ . ({kh)2 {kh)4
x / Z(kh)2 13 {kh)4\ . ({kh)2

cos,) = (l + - V - + -3^ - ) sm, - ( i^ - +

(D.18)
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D.4.2 Ecriture des fonctions de Mathieu modifiées

On peut développer les fonctions de Mathieu modifiées en séries à l'aide des fonctions
de Bessel et Neumann présentées en annexe C. Plusieurs formes existent (voir le résumé
de [45] p. 1568-1573). Citons les formes que nous utilisons, en raison de leur convergence :

-kh é)-
2 (D.20)

D.5 Quelques propriétés

D.5.1 Orthogonalité et normes
Les fonctions de Mathieu vérifient les propriétés suivantes :

2ir

/ S°m{kh, cos v)Sn(kh, cos77) drç = 0 V(m, n)

J S°m(kh, cosV)S°n(kh, cos77) d77 = % M° (kh) (D.21)

0

2TT

y 5^(fc/i, cosr])Se
n(kh,cos77) dT? = 51 M*m{kh)

0

Lorsque /c/i est petit, on peut calculer les premiers termes des normes ([45] p. 1413) :

MZ{kh) = 7T

M?(kh) = 7T fl + — (kh)2 + —(kh)4 + ...)1V ' V 16 384V ' )
(D.22)

/ i l \
M{(kh) = 7 (kh) +
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D.5.2 Wronskien
Définition

On définit le Wronskien de deux solutions y\ et 3/2 d'une équation homogène C(y) = 0
par la quantité :

(D.23)

Wronskien de fonctions de Mathieu modifiées

Le Wronskien mettant en jeu une solution de première espèce et la solution correspon-
dante de seconde espèce vaut 1 :

N°J = 1 (D.24)

Calculons alors A(JÏ£, J£) (#£ est défini par (D.16)) :

Ho
mJ°n! ~ JX = (J°m + i N°JJ°m' - J°m(J°m' + i K ' )

= i (N°mJ°m' - J°mN°m') (D.25)
= —i



Annexe E

Quelques rappels sur les
transformées de Fourier

E.l Définitions
ATTENTION : dans cette annexe, on utilise des intégrales pour écrire les transformées

de Fourier. Dans le cas où les fonctions / ou X seraient telles que ces intégrales ne
convergent pas, il faudrait prendre ces écritures au sens des distributions (voir annexe F).

E.l . l Transformée de Fourier spatiale

On convient de définir la transformée de Fourier f(Z) de la fonction f(z) par :

f(Z) = / f(z) e ^ " dz (E.l)

La formule d'inversion est alors :

f(z) = I f(Z) eZi 'zZ dZ (E.2)

E.l.2 Transformée de Fourier temporelle
En acoustique, on a plutôt l'habitude de dire que tout signal temporel X(t) peut être

décomposé en intégrale de Fourier :
00

. X(t) = J - f X(u) e~iwt du (E.3)
27T J

—oo

X(UJ) est la transformée de Fourier temporelle de X(t) :
oo

X(u>)= f X(t) e u t dt (E.4)
- 0 0
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E.1.3 Ecriture générale

Afin d'énoncer les propriétés de la transformée de Fourier de façon à ce qu'elles soient
valables pour chacune des deux transformées de Fourier définies ci-dessus, on adopte les
écritures générales suivantes (x représente z ou t, et X représente Z on u) :

• Pour la transformée de Fourier directe :
00

F(X)= J f(x)e-icXx
(E.5)

• Pour la transformée de Fourier inverse :

icxx
fix) = f^ / F(X)e dX

—oo

Ainsi, dans le cas de la transformée de Fourier spatiale, on aura :

C = 2TT

et pour la transformée de Fourier temporelle :

c = - l

E.2 Propriétés

(E.6)

(E.7)

(E.8)

On énonce ici les propriétés dont on se sert dans ce mémoire. Dans [53], R. PETIT
donne plus de propriétés, et explique comment les démontrer.

• Transformée de Fourier, dérivation et intégration :

Fonction

/(*)

d2/
dx2

Transformée de Fourier

F(X)

c2X2 F(X)

Fonction

fix)

J fix) dx

Transformée de Fourier

F(X)

icX W

• Transformée d'une fonction constante :

00

/

±icxx 2TT .

e dx = — 6(X)
c

— 00

iô(X) est la distribution de Dirac)

(E.9)
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• Transformée de Fourier et translation

Fonction

f(x-x0)

Transformée de Fourier

F(X)

e~icx°xF(X)

• Produit et produit de convolution :

Soient f efg les transformées de Fourier des fonctions f et g respectivement. Alors :

- Le produit f x g a pour transformée de Fourier le produit de convolution / * <?.

- Le produit de convolution / * g a pour transformée de Fourier le produit / x 'g.



Annexe F

La notion de distribution :
présentation, propriétés

Nous présentons les notions de base indispensables à la compréhension de l'écriture et
de l'utilisation des distributions de L. Schwartz. Pour plus de développements, le lecteur
peut se reporter aux chapitres I à III du livre de R. PETIT [53], dont nous avons extrait
toutes les informations qui suivent.

F.l Définitions

• Espace fonctionnel T : ensemble de fonctions ayant une structure d'espace vecto-
riel, c'est-à-dire tel que toute combinaison linéaire de deux fonctions <j>\ et fo appartenant
à T appartienne aussi à F.

• Fonctionnelle : une fonctionnelle T est une application de T dans le corps des
complexes C Le nombre T{4>) associé à la fonction <f> par la fonctionnelle T est noté
< T, <f) >, d'après la notation de L. Schwartz.

Exemples de fonctionnelles :
T est l'ensemble des fonctions dérivables et < T, (j> > = <j>'(2)
T est l'ensemble des fonctions continues et < T, <f> > = 2

• L'intégration selon Lebesgue est une fonctionnelle qui, à tout élément d'un cer-
tain ensemble de fonctions (les fonctions intégrables au sens de Lebesgue, ou sommables),

associe un nombre noté : I f(x) dx. Les fonctions sommables sont des fonctions réelles
R

ou complexes d'une variable réelle.

• Fonction localement sommable : une fonction f(x) est dite localement sommable
si elle est sommable pour tout intervalle borné.

• Support : on appelle support d'une fonction (j> le plus petit ensemble fermé en
dehors duquel 4> est nulle.
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+ L'espace X> est l'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables à support
borné.

• Les distributions de L. Schwartz sont des fonctionnelles linéaires continues sur
V. A toute fonction f(x) localement sommable, on peut associer une distribution T/
définie par :

\t<t>{x) eV, < 7 ) , 0 > = J f(x)<j>{x) dx (F.l)

Par abus de langage, on dit couramment que les fonctions localement sommables sont
des distributions et on écrit :

\/<j>(x) € V, < f(x), <t>{x) > = j f(x) <(>{x) dx (F.2)

+ Les distributions singulières :
Dans R3, la distribution de Dirac notée 6 ou 6(x, y, z) est définie par :

, y , z)eV, < 5(x, y , z ) , 0 (x , y,z)> = <f>(0,0,0) (F.3)

De même, si a est une surface, on notera :

jjda (F.4)

Remarque : pour éviter les confusions, lorsqu'on utilise des fonctions de plusieurs
variables, on précise parfois, sous la virgule du crochet, les variables par rapport auxquelles
on intègre. Par exemple :

<6O , </>>= f[<f>(x,y)dxdy (F.5)
x,y J J

F.2 Opérations sur les distributions

• Dérivation : la dérivée d'une distribution T est la distribution T' définie par :

<T',<f>>=- <T,<f>'> (F.6)

• Produit d'une distribution T par une fonction et indéfiniment derivable :

M4>eV, <aT,<f)> = <T,a<j)> (F.7)
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F.3 Transformée de Fourier

Dans ce mémoire, nous utilisons la transformée de Fourier d'une distribution T. En
utilisant la notation (F.l) des distributions de L. Schwartz, il semble naturel d'écrire ainsi
la transformée de Fourier :

F(X)=<f(x),e-icxX > (F.8)

Voyons quelles sont les conditions dans lesquelles on peut écrire cette relation.

F.3.1 Définitions

• L'espace E est l'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables à support
quelconque.

• L'espace <S est l'espace vectoriel des fonctions de variable réelle indéfiniment déri-
vables "à décroissance rapide". De façon plus précise, on dit que (f>(x) 6 S si :

- sa dérivée ralème, (j^m\x), existe quel que soit m entier positif;

- quels que soient les entiers positifs ou nuls p et m, xp (f>^ est bornée. Autrement
dit, <j>{x) et chacune de ses dérivées tendent plus rapidement vers zéro que tout

puissance de -— quand \x\ —» oo.
\x

• Une distribution tempérée est une distribution prolongeable par une forme
linéaire continue sur <S. On note 5 ' l'espace des distributions tempérées.

F.3.2 Transformée de Fourier d'une distribution tempérée

Cas général

Si T G <S', sa transformée de Fourier est la distribution tempérée notée T et définie
par :

€ S, <f,<f> > = < T , J > (F.9)

Cas particulier des distributions à support borné

Si de plus T est à support borné, sa transformée de Fourier est une fonction T{a)
définie par :

T{o)=< T(x),e~'c'x >

Ce crochet en x a toujours un sens car e """ € E.



Annexe G

Listing MATHEMATICA

Le listing qui suit détaille les premières étapes du calcul, par le logiciel
MATHEMATICA, de l'approximation "grandes longueurs d'ondes" de p(^0,r],Z),
transformée de Fourier de la pression exercée par le fluide à la surface du guide d'on-
des. La démarche et les résultats sont présentés au paragraphe 4.4.

Nous laissons volontairement apparaître quelques développements supplémentaires
(calcul de termes de trop grand degré, résultats intermédiaires) qui nous ont permis de
vérifier toutes les étapes de notre calcul.

Précisions :

• MATHEMATICA désigne par "EulerGamma" la constante d'Euler que nous avons
appelée 7 et qui est définie par (C.13) ;

• "HsurHprime" est l'approximation "grandes longueurs d'ondes" de l'expression (4.49),
et "Fraction" celle de (4.48).
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(* 0. DEFINITIONS PREALABLES *)

(* Coefficients de Fourier de la fonction de Mathieu de première espèce,

d1 ordre 2, impaire *)

B2 = (1/2) + (KhA2/48) + (23*KhA4) / 36864

B4 = -((KhA2/96) + (KhA4/2304))

B6 = KhA4 / 12288

1 Kh^ 23 Kh4
+ 48 + 36864

Kh2 _ Kh4

96 2304

Kh4

12288

(* I. EXPRESSION DES FONCTIONS DS BESSEL ET NEUMANN *)

(* Développement des fonctions de Bessel Jn pour Kh petit

en Kh/(2 e£) *)

JO = Series [BesselJ [0, Kh/(2*E A£)], {Kh, 0, 6}]

Jl = Series [BesselJ [1, Kh/ (2*EAf)], {Kh, 0, 6}]

J2 = Series [BesselJ [2, Kh/ (2*EA£)], {Kh, 0, 6}]

J3 = Series [BesselJ [3, Kh/ (2*EA£)], {Kh, 0, 6}]

J4 = Series [BesselJ [4, Kh/ (2*EA£)], {Kh, 0, 6}]

J5 = Series [BesselJ [5, Kh/ (2*EA£)], {Kh# 0, 6}]

g-^Kh4 e-^Kh6
 8

~6Ï4l 491520 + ° [ K h ]

_.-«Kh» e-^Kh
7 ,,0[Kh]8

122880 11796480

(* Développement des fonctions de Bessel Jn pour Kh petit

en (Kh <e()/2 *)
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JOI = Series[BesselJ[O, (Kh*E*f)/2], {Kh, 0, 8}]

J1I = Series [BesselJ [1, (Kh*EA?)/2], {Kb, 0, 8}]

J2I = Series [BesselJ[2, (Kh*EA£)/2], {Kh, 0, 8}]

J3I = Series[BesselJ[3, (Kh*EAf)/2], {Kh, 0, 8}]

J4I = Series [BesselJ [4, (Kh*EAf)/2], {Kh, 0, 8}]

J5I = Series[BesselJ[5, (Kh*EA£)/2], {Kh, 0, 8}]

^ j 4 ^ + ^ - ^ - - ; „ . ^o[Khi128 12288 2359296

K h3 _
384 24576 3932160 1132462080

e4 «Kh4 es_^Kh^ ^ e ^ K h 8 , o [Kh]10

6144 491520 94371840

•O[Kh]3

10

122880 11796480 2642411520

(* Développement des fonctions de Neumann Ha pour Kh petit en (Kh e£) / 2 *)
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NO = Series[BesselY[0,

NI = Series [BesselY [1,

N2 = Series [BesselY [2,

N3 = Series [BesselY [3,

N4 = Series[BesselY[4,

N5 = Series [BesselY [5,

(Kh*EA£)/2], {Kh, 0, 4}]

(Kh*EA?)/2], {Kh, 0, 4}]

(Kh*EAf)/2], {Kh, 0, 6}]

(Kh*EA£)/2], {Kh, 0, 8}]

(Kh*EA£)/2], {Kh, 0, 10}]

(Kh*EAf)/2], {Kh, 0, 8}]

2 EulerGamma 2 (-Log[2] -^-] + Log[Kh]'

2 - 2 EulerGamma Log[2] -Log[-^-j -Log[Kh]
2JX

Kh2+O[Kh]4

4 e' f

7rKh

16 e-*
7T K h 2

-1 + 2 EulerGamma -Log[2] +Log[-^-] + Log[Kh]
2 rr n

O[Kh]:

+ 2 EulerGamma -Log [2] + Log[-y-] +Log[Kh]
8~7r ilr

Kh2 +O[Kh] 4

Kh

TTKh3 7TKh 8 7T

• ̂ j- + 2 EulerGamma -Log[2] +Log[-^-] +Log[Kh]
48 7T 2 4 7T

Kh3 +O[Kh] !

1536 e"4

16

24576 e-
TTKh5

7T K h 2 2 7T 9 6 n

-• | | - + 2 EulerGamma -Log[2] +Log[-y-] +Log[Kh]
384 7T 1 9 2 7T

h4 + O[Kh]'

4e"E e f Kh
7TKh 24 7T

•O[Kh];

(* IX. COMBINAISONS UTILES POUR LA SUITE *)

(* Pour le calcul de J02,
fonction de Mathieu modifiée de première espèce,d' ordre 2, impaire *)
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JO J2I = Series [BesselJ [0, Kh/ (2 *EAf) ] * BesselJ [2, (Kh*EA£)/2], {*&' 0, 8}]

J2J0I = Series [BesselJ [2, Kh/ (2 *E*f) ] * BesselJ [0, (Kh*EAf) /2], {Kb, 0, 8}]

J1J3I = Series [BesselJ [1, Kh/ (2 *EA£) ] *BesselJ[3, (Kh*EAf) /2], {Kh, 0, 8}]

J3J1I = Series [BesselJ [3, Kh/ (2 *E*f) ] *BesselJ[l, (Kh*EA£) /2], {Kh, 0, 8}]

J2J4I = Series [BesselJ[2, Kh/ (2 *E A f) ] * BesselJ [4, (Kh*EA£) / 2] , {Kh, 0, 8}]

J4J2I = Series [BesselJ[4, Kb/ (2*EA£)] * BesselJ [2, (Kh*EAf) / 2], {Kh, 0, 8}]

32 \ 512 1536 j { 32768 24576 196608

1 e-4^ e4^ e8?
9

1572864 4718592 3145728 47185920

32 K 1 512 1536 j ( 196608 24576 32768 j

8
1572864 47185920 3145728 4718592

e2 f Kh4 ! 1 e4 f \ 6 f e"2 f e2 « e6 f

[ J Kh +1536 + [19Î52 ?83Ô4J K h + 14718592 + 3145728 + 15728640

1 e"4 f \ 6 C e"6 s e"2 f e2 f

1536 + I 49152 98304 J ̂  + [ 15728640 + 3145728 + 4718592

e2 ̂  Kh6 / 1 e4^ \ 8[ J196608 + [ 9437184 15728640 J

???0T + (- 9437184 ' 15728640 ) * * ' + O [ K h ]

(* Pour le calcul de N02,

fonction de Mathieu modifiée de deuxième espèce,d1 ordre 2, impaire *)
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J0N2 = Series[BesselJ[O, Kh/(2 *EA £) ] *BesselY[2,
J1N3 = Series [BesselJ [1, Kh/ (2*EAf)] *BesselY[3,
J2N0 = Series [BesselJ [2, Kh/ (2*EA£)] *BesselY[0,
J2N4 = Series [BesselJ [2, Kh/ (2*EAf)] *BesselY[4,
J3N1 = Series [BesselJ [3, Kh/ (2 *EAf) ] *BesselY[l,
J4N2 = Series [BesselJ [4, Kh/ (2*EA£)] *BesselY[2,

(Kh*EA£)/2], {Kb, 0, 4}]
(Kh*EAf) /2], {Kh, 0, 4}]
(Kh*EA£) /2], {Kh, 0, 4}]
(Kh*EA£)/2], {Kh, 0, 4}]
(Kh*EA£) / 2], {Kh, 0, 4}]
(Kh*EAf) /2], {Kh, 0, 4}]

16<e-2f

__
7TKh2

6 4 TT 1 6 TT

- y + 2 EulerGamma -Log[2] + Log[-^-] + Log[Kh]
8 4 7T

Kh2 +

9216/r 1 0 2 4 ; T 16

- 2 EulerGamma Log[2] - Logf 4pl - Log[Kh]
+ L-^J

1
"6Ï

- 4 + 2 EulerGamma

967T

-Log [2]

48 7T

-̂ -1 +Log[Kh]
Kh4 + O [Kh] 5

32

7rKh2

1

Kh2 +
e-«f

32 n 96 n 32 n) [ 18432 TT 3072 TT 1024 TT

- -^ + 2 EulerGamma -Log [2 ] + Log [ -̂ - ] + Log [Kh]

48 n 2 4 7T
Kh4 +O[Kh]5

32

2 EulerGamma 2 (-Log[2] +Log[-^-] +Log[Kh])

n
Kh2 +

128
2-2 EulerGamma Log[2]

+
-^-] -Log[Kh]

2 EulerGamm,a 2 (-Los[2]+Log[-y]+Log(Kh])

1536
Kh4 + 0 [Kh] :

4 8 e " 6 f f e "

7T K h 2 [ 7T

1 e"

TT

e-10 f e-6 f e-2 Ç
128 n + "48lf ~ "ëïrf

3072 TT 30720TT 6144TT 3072TT

"4 f Kh2

Kh4 +O[Kh]!

9 6 7T

e- 6 ? 1
6144TT + 768

2 EulerGamma -Log[2] +Log[4p] +Log[Kh]
Kh4 + O [Kh]:

384 TT 30720 TT 6144 n
Kh4 + O [Kh]!

(* Pour le premier terme de la dérivée de J02, TU02prime *)
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J1J2I = Series [BesselJ[l, Kh/ (2 *E*f) ] *BesselJ[2, (Kh*EAf) / 2 ] , {Kh, 0, 8}]
J2J1I = Series[BesselJ[2, Kh/ (2 *EAf) ] *BesselJ[l, (Kh*EAf) / 2 ] , {Kh, 0, 8}]
J1J0I = Series [BesselJ[l, Kh/ (2 *EA£) ] * BesselJ [0, (Kh*EA£) / 2] , {Kh, 0, 8}]
JO J1I = Series [BesselJ [0, Kh/ (2 *E Af) ] *BesselJ[l, (Kh*EA£) / 2] , {Kh, 0, 8}]
JO J3I = Series [BesselJ [0, Kh/ (2 * E* f ) ] *BesselJ[3, (Kh*EA£) / 2 ] , {Kh, 0, 8}]
J3J0I = Series [BesselJ[3, Kh/ (2*EAf)] * BesselJ [0, (Kh*EA£) / 2 ] , {Kh, 0, 8}]

e~f e3 M 5 / e"3 f e f e5 f

(128 [ 4096 6144 j { 393216 196608 786432

128 I 6144 4096j \ 786432 196608 393216

4 { 128 64 j { 12288 2048 4096

e~ 7 f e~- • e- e-- i _,_7 _r 9
- 7? *»-3f «,f e 5 Ç \

- Kh7 +O[Kh]!
2359296 196608 131072 589824

64 128 J { 4096 2048 12288

Kh7 + O [Kh]9

589824 131072 196608 2359296

i l l e 3 'K h 3 + (--6Î4T " 24T76 ) Kh5+ (lêkë + l^ïïïë + Ismëô) ** + ° [Kh]9

(* Pour le deuxième terme de J02prime, T2J02prime, en plus de ce qui précède *)

J2J3I = Series [BesselJ[2, Kh/ (2*BA$)] * BesselJ [3, (Kh*EAf) /2], {Kh, 0, 8}]

J3J2I = Series [BesselJ [3, Kh/ (2*EA£)] * BesselJ [2, (Kh*EAf) / 2] , {Kh, 0, 8}]

J1J4I = Series [BesselJ [1, Kh/ (2 *E A£) ] * BesselJ [4, (Kh*EAf) /2], {Kh, 0, 8}]

J4J1I = Series [BesselJ [4, Kh/ (2 *E Af) ] *BesselJ[l, (Kh*BAf) / 2] , {Kh, 0, 8}]

e3? Kh7 + O[Kh]9

12288 [ 589824 786432

' Kh7 + 0 [Kh] 9
12288 { 786432 589824 .

Kh 7+O[Kh] 9

24576 [ 786432 1966080

14576+ ( I 9 6 6 W 781431

(* Pour le premier terme de la dérivée de N02, TlN02prime *)
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J1H2 = Series[BesselJ[l, Kh/ (2 *EAf) ] *BesselY[2,

J2N1 = Series [BessolJ [2, Kh/ (2*EAf)] *BesselY[l,

J1N0 = Series [BesselJ[l, Kh / (2 *EAf) ] *BesselY[0,

J0N1 = Series [BesselJ[0, Kh/ (2 *E* f) ] *BesselY[l,

J0N3 = Series[BesselJ[0, Kh/ (2*EAf)] *BesselY[3,

J3N0 = Series [BesselJ [3, Kh / (2 *E A f) ] *BesselY[0,

(Kh*EAf)/2], {Kh, 0, 4}]

(Kh*EA£) / 2] , {Kh, 0, 4}]

(Kh*EAf)/2], {Kh, 0, 4}]

(Kh*EA?) / 2], {Kh, 0, 4}]

(Kh*EAf) /2], {Kh, 0, 4}]

(Kh*EA£)/2], {Kh, 0, 4}]

ill
7T Kh 1 8 n

Kh

768 7T 1 2 8 :

e"3 f Kh
87T 3 8 4 77

16

1

64

- -j- + 2 EulerGamma -Log [ 2 ] + Log [ -y- ] + Log [Kh]

8 n 4 7T

-1 + 2 EulerGamma - L o g [ 2 ] + L o g [ - ^ - ] + L o g [ K h ]

2 7T n

Kh3 +O[Kh]

Kh3 +O[Kh]

2 EulerGamma_ 2 (-Log[2] Log[Kh])

n 7T
Kh

16

2 - 2 EulerGamma Log[2] -Log[-^-] -Log[Kh]

128

2EulerGamma 2 (-Log[2] +Log[-^-] +Log[Kh]
Kh3 +O[Kh]:

- 1 + 2 EulerGaroma -Log[2] +Log[-y-] +Log[Kh]
2/r

Kh

256TT

32

•f - 2 EulerGamma Log[2] - Logf-^-1 - Log[Kh] )
_é + L_£—i _1 6 7T

- 1 + 2 EulerGamma -Log[2] +Log[-^-] +Log[Kh]
27T

Kh3 +O[Kh]:

128 e'3

TrKh3 Kh 8 7X An
Kh

256TT + 128TT

Kh3 +O[Kh]5

+ 2 EulerGamma -Log[2] + Logf-^-1 + Log[Kh]
+ i—±—;

48n 24n

384

2 EulerGamma 2 (-Log[2] +Log[-^-] -t-Log[Kh] '
7T

Kh3 +O[Kh]5

(* Pour l e deuxième terme de N02prime, T2N02prime, en plus de ce gui précède *)



listing.nb. 145

J2N3 = Series[BesselJ[2, Kh/ (2*BA£)] *B«sselY[3, (Kh*EAf)/2], {Kb, 0, 4}]

J3N2 = Series [BesselJ[3, Kh/ (2 *E A £ ) ] *B«sselY[2, (Kh*EAf)/2], {Kb, 0, 4}]

J1N4=Series[BesselJ[l, Kb/ (2 *E A£) ] *BesselY[4, (Kh*EA£)/2], {Kb, 0, 4}]

J4N1 = Series[BesselJ[4, Kh/ (2*EAf)] *BesselY[l, (Kh*EAf) /2], {Kb, 0, 6}]

*~'5i W-^-4^- )Kh + ( - - | ^ - + ^il-^-)Kh3
+0[Kh]5

TrKh 1. 12 7T 8n j [ 1536/r 384TT 256TT

Kh3 +O[Kh]
24rr I 1536 rr 3847T

3 8 4 G r̂ ~ 7T l *- . *• *- l xru .

7T Kh 3 Kh \ 8 7T 4 7T 8 7T

e e ^ Kh3 + O [Kh] 5

15367T 3847T 256TT 384rr

- 3 f I -1+2 EulerGamma -Lofl[2]*Log[V ,
r5fKh3 -^ '
1536 1228807T 12288

Kh5 +O[Kh]7

(* Pour le troisième terme de N02prime, T3N02prime, en plus de ce qui précède *)

J2N5 = Series [BesselJ[2, Kh/ (2*EAf)] *BesselY[5, (Kb*EAf) / 2], {Kh, 0, 4}]

J3N4 = Series [BesselJ [3, Kh/ (2 *EA£) ] *BesselY[4, (Kb*EAf)/2], {Kh, 0, 4}]

J4N3 = Series [BesselJ[4, Kb/ (2*EAf)] *BesselY[3, (Kh*EAf) /2], {Kb, 0, 6}]

J5N2 = Series[BesselJ[5, Kh/ (2*EA?)] *BesselY[2, (Kh*EAf)/2], {Kh, 0, 4}]

7 6 8 6 " ' e f-^ 4 Kh-
7T Kh3 Kh { 8 n 4 7T 8 7r

— ^Kh3+O[Kh]5

1920/r 5127T 384TT 7687T

Kh+ I - ^ T T - + - ^ s - - ^ r - Kh3
 +O[Kh]5

TrKh 1, 16 7T 12TTJ \ 2560TT 768TT 768TT

Kh ! e-»« e"»f ^ Kh3 + (_ ' " " ' + , ' " ' . - , ' ê ô , 1 Kh5
 + 0 [ K h ] 7

4 8 K 138407T 1 5 3 6 T T J I 7372807T 122880TT 49152 n

r 7 « Kh3

76807T
0[Kh];

(* ZZX. CilLCUL DES FONCTIONS DE MATHIEU MODIFIEES *)

J02 = Series[(Sqrt[Pi/ 2] / B2) *

(B2 * (J0J2I - J2J0I) - B4 * (J1J3I - J3J1I) + B6 * (J2J4I - J4J2I) ) , {Kb, 0, 4}] ;

Simplify [

J02]
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N02 = Series [ (Sqrt [Pi / 2] / B2) * (B2 * (J0N2 - J2N0) - B4 * (J1N3 - J3N1) + B6 * ( J2H4 - J4N2) ) ,
{Kh, 0, 2}]; Siinplify[N02]

Kh2

1 -18e 8 f -24e 4 f EulerGamma+24 e8f EulerGamma+24 e 4 f Log[2] -
3 8 4 V 2 7T

24 e 8 € L o g [ 2 ] + 2 4 e 4 ^ ( - l + e 4 f ) L o g f - ^ - 1 + 2 4 e 4 S ( - l + e 4 f ) L o g [ K h ] ) Kh2 1 + O [ K h ] 3

(* I V . CALCUL DES DERIVEES DES FONCTIONS DE MATHIEU MODIFIEES * )

(* J02prime*)

TlJ02prime =
Series [Sqrt [Pi/ 2] * (Kh/2) * (EA (-f) * J1J2I + E A § * J2 J1I + ((E* (-Ç)) /2) *J1JOI

((EAf) /2) *JOJ1I- ((EAf) /2) *J0J3I- ((E* (-Ç)) / 2) *J3J0I), {Kh, 0, 4}]

e-4« e*S i i i e M 1 f ( e"f e3« , , , ,; ,,w4 « r T 1 . , .
^e~€ " T ^ e 3 f - 7 T + ^ T e f — Ï Î - - T Ô Ô - , ô- Kh4 + O[Kh]-2 i 64 768 768 2 ^ 128 64 J 2 [ 64 128

T2J02prime = Series [-Sqrt [Pi / 2] * (1/B2) *B4*
(Kh/4) * (-EA (-Ç) * J0J3I -EAf * J3J0I + EAÇ* J1J2I + EA (-£) * J2J1I +

EA {-i) * J2J3I + EAf * J3J2I-EA?* J1J4I-EA (-f) *J4J1I), {Kh, 0, 6}]

1 fe"2« + ï Kh6+O[Kh]
7

192 ^ 192 192 j -y 2

J02prime = TlJ02prime + T2 J02prime;
Simplify[J02prime]

Kh4+O[Kh]5

(* N02prime»)
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TlN02prime=
S e r i e s [ S q r t [ P i / 2 ] * (Kh/2) * (E* (-f) * J1N2 + EAf * J2N1 + ((EA ( -£)) / 2) *J1NO

((EAf) / 2 ) *JON1- ((EAf) / 2 ) *J0N3- ( (E A ( - f ) ) / 2) *J3N0), {Kh, 0, 2}]

16 e-2* J-2-
Kh"

1
2 \ 2

g 4 e f

yx 8
1
— e

87T A n j 2 \ Bn An 8 n

2 EulerGamma 2 (-Log[2] +Log[-^-] + Log[Kh])

2EulerGamma -Log [2] +Log[-^-] +Log[Kh]
27T 7T

Kh2 +O[Kh]

T2NO2prime=

Series[-Sqrt[Pi/2] * (1/B2) *B4* (Kh/4) * (-E* (-f) * J0N3 -EAf * J3N0 +EAf * J1N2 +
EA (-f) *J2N1 + EA (-Ç) *J2N3+E*f*J3N2-E*f*JlH4-EA (-f) * J4H1) , {Kh, 0, 2}]

4e" < f 4 e"2 f 1 e
18 n

— Kh2 +O[Kh]-

T3NO2prime =
S e r i e s [ S q r t [ P i / 2 ] * (1/B2) *B6* (Kh/4) * (-EA (-f) *J1N4 -I

EAf *J4N3+EAf*J2N3+EA (-f) * J3N2 - E A § * J2N5 - E A (-4

AÇ* J4N1+ EA ( - f ) *J3N4
*J5N2), {Kh, 0, 2}]

3 e-6 g Kh2

64
O[Kh]:

NO2prime = TlNO2prime + T2NO2prime + T3NO2prime;

Simplify[NO2prime]

T 2
Kh2

1

192 -JTn
e"6f |3 -28 e44"- 6 e8 f + 24 e4f EulerGamma + 24 e8f EulerGamma - 24 e44" Log[2] -

24 e84" Log [2] +24 e44" (1 + e44") Log [ 4 - 1 +24e 4 4 " ( l + e 4 f ) Log[Kh] Kh2 +O[Kh] 3

(* V. CALCUL DE L' APPROXIMATION SE LA FRACTION*)

(* terme intermédiaire, HsurHprimo *)



listing.nb 148

HsurHprime = Se r i e s [ ( J02 + I * N02) / ( J02prime + I * N02prime) , {Kh, 0, 2} ] ;
Simplify[HsurHprime]

" T ~J6 {e'2S (1 + 3 e* f>> Kh2
+O[Kh]3

(* enfin, la fraction *)

Fraction = Series[B2A 2 * HsurHprime * 2 / (1+ (KhA2/ 12) + (43/9216) *KhA 4), {Kh, 0, 2}];

Simplify[Fraction]
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RESUME : Afin de renforcer l'instrumentation existante pour la mesure de niveau d'eau
dans des enceintes de Réacteurs à Eau Pressurisée, on s'intéresse à une méthode fondée
sur l'étude de la propagation d'une onde de torsion dans un guide d'ondes immergé.
Antérieurement à cette thèse, ce dispositif avait été modélisé dans le contexte particulier
d'un fluide environnant monophasique et incompressible. Notre modèle permet d'utiliser
la sonde à onde de torsion pour mesurer des niveaux de fluides compressibles, situation qui
apparaît en configuration accidentelle lorsque le fluide environnant devient diphasique.

Nous considérons un guide d'ondes cylindrique de section elliptique, dont les dimen-
sions transversales sont petites devant sa longueur et la longueur d'onde dans le fluide.

Nous écrivons d'abord les équations d'élasticité du guide. Ensuite, nous exprimons la
pression exercée par le fluide à la surface du guide, et nous en calculons une approxima-
tion "grandes longueurs d'ondes". Nous appliquons finalement le principe de conservation
de l'énergie de Hamilton pour obtenir une équation approchée du mouvement du guide
d'ondes, et une expression de la vitesse de phase apparente de l'onde de torsion dans
le guide immergé. Nous pouvons alors utiliser ces résultats pour la mesure de niveau.
Quelques simulations sont réalisées, qui montrent la pertinence de la prise en compte de
la compressibilité.

MOTS-CLÉS : Réacteur à Eau Pressurisée, mesure de niveau, guide à onde de torsion,
interaction fluide/structure vibrante.

SUMMARY : In order to provide complementary means for measurement of water levels
in pressurized vessels of nuclear reactors, the possibilities of an immersed torsional wave
sensor are being looked into. It has already been modeled, considering an incompressible
fluid. Yet, because the fluid can turn into a two-phase fluid, we have investigated how to
extend the existing model. As a first step, we have taken into account the compressibility
of the surrounding fluid.

We focus on a cylindrical waveguide with an elliptic cross-section. Its transverse di-
mensions are small compared with its length and the wavelengths in the fluid.

We start with the elasticity equations for the waveguide. Then, from the exact expres-
sion of the pressure exerted by the fluid on the waveguide boundary, a long wavelength
approximation is obtained. We end by applying Hamilton's principle of energy conser-
vation, which leads to an approximate equation governing the fluid-loaded waveguide
motion, and to an expression of the apparent phase velocity of the torsional wave in the
immersed waveguide. Finally, fluid level measurement is possible. Some simulations are
made, highlighting the influence of the compressibility.

KEYWORDS : Pressurized Water Reactor, level measurement, torsional wave sensor,
fluid/structure interaction.

DISCIPLINE : Mécanique, spécialité acoustique et vibrations
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