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Chapitre 1

Introduction

Ce travail est principalement consacré au développement de schémas numériques de type

Godunov "2D" pour ’équation de transport non linéaire :

O w0+ oty )22 (0,,) b0, ,)

dg(u)
dy

(x,y,t) =0 pourt >0
complétée de la condition initiale :

U(.T, Y, 0) = 'U’O('r? y)

ou :
— les fonctions {(z,y,t) — a(z,y,t)} et {(x,y,t) — b(x,y,t)} appartiennent a L>°(R? x
R™), mais peuvent étre discontinues,

— les fonctions f et g sont lisses et monotones,

— la fonction {(z,y) — uo(z,y)} appartient a L>(R?).

Nous nous intéressons plus particuliérement au cas ou les fonctions a, b et uy présentent
des sauts et s’écrivent sous la forme de produit tensoriels de fonctions de type Heaviside
(ceci sera explicité dans le chapitre 2) et a la recherche et au calcul numérique de solutions
faibles (dans un sens précisé au chapitre 3) présentant elles-mémes ce type de singularité.

Par exemple, les solutions cherchées peuvent étre de la forme
H = Hy ® Hy = [(2,y) — (Hie ® Hye) (2,Y)lg, (r2)

ou Hj et Hy sont deux fonctions de type Heaviside (dans un sens précisé ultérieurement) ou

posséder des formes plus complexes, comme étre une somme de fonctions du type précédent.



En dimension un en espace, le probléme de Riemann et la construction des schémas
ont été traité par Bernard [3,4] et Remaki [24]. En dimension deux en espace, il est usuel
d’utiliser un splitting explicité dans [24, 28, 29|, ce qui conduit & la résolution de deux
problémes de Riemann mono dimensionnels. Un certain nombre de résultats existent, con-
cernant le traitement direct du probléme bidimensionnel, par exemple ceux de Wagner et
de Zhang et Zheng [30, 31] dont la résolution du probléme de Riemann 2D pour des lois de

conservation fait état de référence. Plusieurs choses y sont décrites :

Le probléme de Riemann pour une loi & deux variables,

— certains résultats comme ’existence d’une solution faible,

— la notion d’entropie a la Krushkov (incontournable dans les lois de conservation),

— les conditions de Rankine-Hugoniot dont on se servira pour la résolution du probléme

de Riemann 2D.

Notons, cependant, que la résolution de 1’équation initiale, méme dans le cadre linéaire
(f(u) = g(u) = u) fait apparaitre des produits de distributions, essentiellement celui de
fonctions de Heaviside par des masses de Dirac, qui peuvent ne pas avoir de sens en théorie
des distributions, en fonction de la position respective des fronts d’ondes de ces distribu-
tions. Pour nous affranchir de cette difficulté, nous avons choisi de développer la partie
théorique de ce travail dans le cadre de la théorie des fonctions généralisées simplifiées de
J.-F. Colombeau. En effet, ’espace des distributions s’injecte naturellement dans les algébres
simplifiés de J.-F. Colombeau permettant ainsi d’écrire I’ensemble des produits requis "sans
prendre de précaution particulieres". De plus, une égalité faible au sein de cette algebre

permet de développer le concept de solution faible qui nous est nécessaire.

Nous commengons ce travail (chapitre 2) par les rappels minimaux, nécessaires a la suite
du travail, sur la théorie des fonctions généralisées simplifiées de J.-F. Colombeau.

Pour pouvoir construire ultérieurement des solutions faibles s’écrivant grosso modo
comme produits tensoriels de fonctions de Heaviside, nous développons le concept de pro-
duit tensoriel dans le cadre des algebres simplifiés de J.-F. Colombeau Gg(2) ol Q est
I'adhérence de tout ouvert Q de R”([?]). Dans notre cas Q = R? x [0; +oo[ i = 1,2.

Un des résultats clés (pour déterminer les solutions faibles cherchés) donne des con-
ditions suffisantes pour que lorsqu’une somme de fonctions généralisées particuliéres est

associée & 0, chacune des fonctions généralisées est nulle. C’est la :



Proposition 24. Soient H; et Ha des fonctions de Heaviside de Gg(R) ayant pour représen-
tants respectifs Hy. et Ha.. On considére les fonctions généralisées f et g de Gg(R? x

[0, 400[) définies par

[ [(xv y,t) — KH{,&(LE —cit)Hae(y — C2t)] Gs(R2x[0,+00])

g: [(LE, Yy, t) — K/Hl,z?(x - Clt)Hé,s(y - CQt)] Gs (R2x[0,+00[)

ott (c1,c, K, K') € R4,
On suppose que f + g ~ 0 dans Gg(R? x [0, +o0[), alors K =0 et K' =0.

Dans le chapitre 3, nous définissons le concepte de "solutions généralisées faibles" dans
Gs(Q). Nous utilisons ensuite les résultats théoriques (notamment la proposition 24) et une
extension des techniques introduites par S. Bernard et Remaki pour démontrer I’existence
de solutions faibles du type cherché, dans le cas linéaire. On note que le passage de la
dimension 1 des travaux cités au cas de la dimension 2 étudiée ici introduit une plus grande
complexité, en raison de la propagation des discontinuités dans deux directions (comme
dans l'exemple donné ci dessus.) Nous nous bornons, dans ce chapitre a présenter les cas

exactement nécessaires & la construction des chémas de type Godunov.

Comme déja indiqué, on résout usuellement le probléme de Riemann en deux dimensions
(probléme 2D) par une méthode de splitting. La méthode de splitting consiste & décomposer
I’équation bidimensionnelle en deux sous équations mono dimensionnelles qui se traitent
chacune de fagon identique. Si les résultats numériques sont reconnus comme trés fiables,
la méthode méme du splitting n’est pas sans susciter des critiques sur le plan de la rigueur
mathématique (considérer que si une somme de termes est nulle chaque terme est nul est a la
base du splitting). A 'aide de I’étude faite au chapitre 3, nous développons ici des schémas
numériques de Godunov en dimension 2 (chapitre 4). Cependant le solveur bibimensionnel
en espace (qui s’écrit sous forme de produit tensoriel de fonctions de type Heaviside) utilisé
lors de la résolution du probléme de Riemann 2D n’a pas été justifié de facon théorique, nous
le validons par des test numériques, qui comparent les résultats obtenus par ces schémas et
ceux de la méthode du splitting.

Les tests réalisés montrent que les schémas numériques 2D sont aussi fiables que ceux
par Splitting, mais aussi beaucoup plus simples dans leur écriture. En effet, ils n’ont pas de

termes en r d’ordre deux comme ceux de la méthode par Splitting, ou 7 est un paramétre



lié a la variation temporelle At et au pas h par la relation At = rh. Enfin nous disposons

d’un résultat de stabilité pour la norme L*° pour les schémas numériques 2D.

De plus, nous montrons que les mémes schémas peuvent étre construits dans le cas non
linéaire (chapitre 5). Les tests montrent que dans ce cas également, les schémas numériques
2D sont aussi fiables que ceux par splitting, avec le méme gain dans leurs écriture que dans
le cas linéaire. Un résultat de stabilité pour la norme L°° est également établi pour les

schémas numériques 2D.



Chapitre 2

Cadre théorique : rappels et
compléments sur la théorie des

fonctions généralisées simplifiées

Dans les problémes mathématiques issus du domaine de la mécanique des milieux con-
tinus, une onde de choc dont on néglige I’épaisseur peut étre représentée par une fonction
discontinue telle que la fonction de Heaviside. Malheureusement cette représentation mathé-
matiques des variations trés brutales de grandeurs physiques comme c’est le cas des modeéles
écrits sous forme non conservative fait apparaitre des produits de distributions, comme celui
d’une fonction de Heaviside par une masse de Dirac. En plongeant les distributions dans une
algébre différentielle, J-F Colombeau a introduit un outil permettant d’écrire ces produits
sans condition restrictive. Nous commencons ce chapitre par des rappels sur l'algébre des
fonctions généralisées simplifiées et ses propriétés, mais pour étre en adéquation avec notre
probléme, nous prolongeons la définition classique de Colombeau sur €2, ’adhérence de
ouvert de R"(Pour de plus amples détails, on peut se référer a [5, 8, 9,10,11,20,22]. Nous
le poursuivons par des compléments sur les fonctions généralisées de Dirac et de Heaviside.
Enfin, dans une section consacrée au produit tensoriel, nous introduisons notre outil prin-
cipal, démontrons des résultats relatif au comportement de 1’égalité faible vis-a-vis de ce

produit tensoriel et les propositions annoncées dans l'introduction.



2.1 Rappels sur P’algébre des fonctions généralisées simpli-
fiées
2.1.1 Définition de ’algébre Gs(12)

On considére 2 un ouvert de R™. Posons :
Es(Q) = ¢ ()0,

Définissons :

Enms(Q) = {Re €&s(Q)/VK cC Q,Va e Ny, g € N sup |0°R.(z)| = O(e79), e — 0} ,
zeK

Ns(2) = {Re €&s(Q)/VK cC Q,Vae Ny, Vm € N sup |0°R.(z)| = O(e™), € — 0} .
zeK

Proposition 1 L’ensemble E5(S2) est une algébre, Enr,s(2) forme une sous algébre de

Es(Q) et Ng(Q) est un idéal de Epr5().
Ces propriétés justifient la définition suivante.

Définition 2 L’algébre des fonctions généralisées simplifiées (de Colombeau) est l’espace

quotient
_ Eus(Q)

gS(Q) Ns(Q) :

Proprietés 3

a) L’algébre C* () s’injecte dans Gs(X2). Plus précisément, l'application
o:C®(Q) = Gs(), fr— R+ Ns(Q)

avec Re(+) = f() pour tout € € |0,1[, est un homomorphisme injectif d’algébre.
b) Il existe une injection (non canonique) de l'espace des distributions D'() dans l’espace

des fonctions généralisées simplifiées Gg(2).
Voici comment on peut construire une telle injection. Posons :
K.={ze€Q /dz,R"\Q) >¢c et d(z,0)<1/ec}.

Considérons (k.) € D(R™))%U tel que pour tout € € 10,1], 0 < k. <1, k. = 1 dans K..(Par

exemple, (k:). peut étre obtenue par convolution de la fonction caractéristique de K, /2 avec

8



des fonctions tests (¢.) € D(R™))1%Y dont le support décroit suffisament rapidement vers

zéro. Soit X € D(R"), 0 < X <1, X =1dans B(0,1), X = 0 dans R"\ B(0,2) et p € S(R"),
/p(x)dm = 1 telle que /xmp(x)dx = 0. Posons, pour tout € € ]0,1], tout = € R", tout
m € N"\ {0},

pe(x) = "p(ze™h) s Oe(x) = pe(2)X(|Ine| z) et b1 (z) =1,

L’application
ia:D(Q) — Gs(Q) T+ ((kT) % 6:): + Ns(Q)
est un homomorphisme injectif d’espaces vectoriels. De plus, 4 |Coo (rny = 0. (Pour de plus

amples détails, on peut consulter larticle [11].)

Théoréme 4 Un élément R. de Eps(2) appartient aussi & Ng(Q) si et seulement si la

condition suivante est satisfaite :

VK cC Q, Ym e N sup |R.(z)] =O0(™), e — 0.
zeK

Preuve : voir [22].
2.1.2 Constantes généralisées
Pour K =R ou K = C, posons :

ers = {R €K™ / peN |R|=0(7), e -0},

Is={R. €epus /VmeN |R|=0("),e—0}.
Comme ci dessus, €),5 est une sous algebre de R et Zs est un idéal de €)7,.

Définition 5 L’anneau des constantes (réelles) généralisée est l’anneau quotient :

EM,S

K= .
Is

On vérifie sans peine que Gg(€2).est une algébre sur R.

2.1.3 L’association dans Gg(2)

A coté de l'égalité algébrique dans Gg(€2), on introduit une égalité plus faible appelée

association notée =.



Définition 6 On dit que Z € R admet un nombre réel associé Z € R si il existe un

représentant (arbitraire) R, de Z tel que lim._,o R, = Z dans R.

Définition 7 On dit que deux fonctions généralisées G1,Go € Gs(Q2) sont associées 'une
a Uautre si :

Vo € D(Q), glil(l) A [Ri1c(z) — Rac(x)] p(x)dz =0

ot Ri¢, Ror € Ep,5(Q) sont des représentants respectifs de Gi, Go.
On note G1 =~ Go.

Remarque 8 L’association n’est pas cohérente avec la multiplication, mais ’est avec la

dérivation.

Définition 9 Considérons T € D'(QQ) une distribution. On dit qu’une fonction généralisées
G € Gs(R2) admet la distribution T comme aspect macroscopique s’il existe un représentant
R, de G tel que :

Vo € D(Q), lim [ Re(z)p(x)dx = (T, o).

e—0 R

Remarque 10 La différence avec [’association vient du fait qu’il n’y a pas linclusion
canonique D' (Q) dans Gs(Q), ia(T) est un élément bien défini de Gs(€2) quoique non canon-
iquement associé o T.

En considérant U'inclusion Gs(2) dans G(Q2), alors G admet T' comme aspect macroscopique

si et seulement si G =T (T étant un élément bien défini de G(2)).

2.1.4 Restriction et support d’une fonction généralisée

On rappelle que Gg(-) forme un faisceau d’algébres sur R™. En particulier soit R € G(€2).
Rappelons que :
— pour un ouvert Q' inclus dans Q et R € G(Q), la restriction de R a Q' est définie par
Rlgq) = [RE(-)|Q,]Q(Q,) ot Rc(+) est un représentant quelconque de R ;
— le support de R est le complémentaire dans 2 du plus grand ouvert de €2 sur lequel R

est nulle.

10



2.1.5 Définition de ’algébre Gs(Q)

On considére 2 un ouvert de R™. Posons :

0>

&

y—x, ye

= {f Q= R, fig€eC®(Q), YaeN, Vo€, lim DYf(y)= D(a)f(:c)}

2l

Ens( ):{( ). € CQ) /YK €, Vo e NE, 3g e N sup DYy ()‘:O(s_q),EHO}

zeK

Ns(Q) = {( e € C®@Q)IOY /YK € Q, Yo e NI, Vm € N sup |D® )ua(x)‘ =0(™), EHO}
zeK

Proposition 11 L’ensemble C®(Q)0Y est une algebre, Err.5(Q) forme une sous algebre

de O ()10 et Ng(Q) est un idéal de Epr ().
Ces propriétés justifient la définition suivante.

Définition 12 L’algébre des fonctions généralisées simplifiées (de Colombeau) prolongé a

Q est Uespace quotient

En,s(Q)

Gs() = Ns(Q)

Dans le but de définir une égalié faible au sein de Gg(f2), nous introduisons quelques

définitions auxilliaires.

Definition 13 Soit Q un ouvert de R"™.Pour la fonction f : Q@ — C, la définition du support

est la définition classique

Suppf ={z €Q, f(z) #0}

ot ladhérence dépend de la topologie de Q induite par celle de R™. Nous définissons l’espace

des fonctions de C>®() a supports compacts
D(Q) = {cp € C=(Q) / Suppy compact € Q / Yo e N D )‘P\ag = O}
et pour tout compact K € Q

{chD /SuppgoCK}

De facon naturelle, la topologie sur C*°(Q) est celle définie par les semi-normes (Pr,K) K T ken
ou

C®(@) > f - pex(f) = sup ‘D(a)f(x)‘
zeK,|a|<k

11



L’espace Dg(2) est muni de la topologie induite par celle de C*°(f2) et comme D(2) =

U_Dg (), nous définissons sur D(£2), la topologie limite inductive de celle de Dg (£2). Soit
KeQ _ _ .
I'injection canonique ix : Di () — D(Q2), T fonction C-linéaire sur D({2) est continue pour
la topologie de D(ﬁ) si et seulement si pout tout K & €, la fonction T = T o ig est

continue pour la topologie de Dg (£2). Ceci nous amene a la définition(inhabituelle) suivante

de D'(Q2).

Definition 14 Nous définissons D' () lespace des fonctions linéaires de D*(Q) continues

pour la topologie de D(S)

D*(Q) = L(D(Q),C)

D@ ={TeD@Q) /VKeQ, 3C>0,3keN, Vo € D(Q): (T, )| < Cpri(p)}

Definition 15 On définit la topologie faible x sur D'(2) (Nous n’avons pas la certitude que

D(Q) soit réflexif). Quelque soit Ty € D' (Q), une base de voisinages faible x de Ty est forméé

par les ouverts faible x de la forme
{TeDQ)/ (T —To,pi)| <&, Viel}
ot e >0, I est fini et p; € D(Q). La convergence faible * est caractérisée par
T, = T dans D' (Q) < VYo € D(Q) (T},,¢) — (T, ) dans C

Remark 16 C*(Q) s’injecte dans D'(Q) puisque pour tout f € C*®(Q), pour tout K € (,

pour tout ¢ € Dg ()

[(f o)l < [K|Sup|f(z)| Sup|e(z)] < Cpo.x(e)
zeK zeK

De part la définition, les éléments de D(SY) ainsi que leurs dérivées successives s’annulent
sur la frontiére (Voo € N D(a)cplaﬁ = 0), par conséquent les opérations dans D'(Q) sont

similaires a celles dans D' (), plus particuliérement la dérivation
Yo € D(Q) <D(°‘)T, (p> = (—1)l <T,D(a>¢>
Definition 17 On dit que uq,us € QS(Q) sont associées si et seulement si :

Vo € D(Q), ;g% - [u1,6(x) — uge(z)] p(x)dxr =0
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OU Ule, Ue € 5M75(§) sont les représentants respectifs de w1, uo, c’est-a-dire

Ure —u2e — 0 quand e — 0 dans D'(Q).

On note ui = us.

Definition 18 On dit que uy € Gs(Q) est associé a la distribution Ty € D'(Q) si et seule-

ment si :

Yo € D(Q), i% 5ul,a(aﬁ)qﬁ(ac)alac = (T1, ¢)

ol Uy e € EM,S(Q) est un représentant de uy, c’est-a-dire
ure — 11 — 0 quand € — 0 dans D'(Q).

On note u1 =~ T7.

Remark 19 La définition de l’association ne dépend pas des réprésentants de uy et us car

si ic € Ng(Q) alors

VmeN =0(E™), e—0

/ io(2)0()d

Q

ce qui conclut.

Remark 20 L’association n’est pas compatible avec le produit, mais l’est avec la dérivation.

2.1.6 Le préfaisceau Gg

Definition 21 Classiquement G représente un faisceau sur R™ de l’algébre des fonctions
généralisées de Colombeau ([?]).
Nous définissons
G(0) 1= B
2(0)

avec

E5.11(0) = {(ug)g e C®(OY JYK €0, vk e NI, 3¢ €N priclus) = 09, ¢ — o}

Ne(0) = {(ue)e e C®(OY )VK € Q, Yk € NI, Vm €N proc(ue) = O(E™), & — 0} .

13



Nous savons [?] que Gg est un préfaisceau des (C,e,P)-algébres engendrée par la famille
((€))e avec le principe de localisation en plus. D’aprés [?], quand O est owvert dans Q, le

support de u € G5(O) peut étre défini comme le complémentaire dans O de l'ouvert
Ogs(u) = {re0/3V eV, uy=0}

ol Vy est l'ensemble de tous les voisinages de x dans O . De plus, grace au principe de
localisation, Ogﬁ(u) est aussi l'union de tous les ouverts et le plus grand sur lequel u s’an-

nule.

2.2 Fonctions généralisées de Heaviside et de Dirac dans
Gs(R)
Nous rappelons et complétons les notions introduites dans [Bernard).

Définition 22 Une fonction généralisée H dans Gs(R) est appelée fonction généralisée de
Heaviside si elle a un représentant H. € Ens(R) tel qu’il existe une fonction A(e) €
(R qvec lime—oA(e) = 0 et :

1) Ve €]0;1], He|\_oo,—a(ey =0,

2) Ve € 10; 1], Hel(p(e) o0 = L

3) SUPeel0;1),2€R |H8(IE)| < +00.

Définition 23 Une fonction généralisée de Dirac sur R est un élément 6 de Gs(R) dont
un représentant 6. € Epr,5(R) vérifie : il existe A(e) € (Rj‘r)m;l} avec lime—0A(e) =0 et :
1) Ve € |0:1], belpn j—a(e)a(e) = 0

2) Ve €10;1], [ 0c(z)dx =1,

8) sup.ejoa) Jp 10=(2)] dz < +o0.

Proposition 24
(a) Toutes les fonctions généralisées de Heaviside (resp. Dirac) sont associées entre elles.
(b) Toute dérivée de fonction généralisée de Heaviside est associée a une fonction généralisée

de Dirac (et d’aprés le (a) a toutes).

Preuve
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(a) Soient Hy et Hy deux Heaviside généralisés de Gg(R) ayant pour représentants respectifs
H, . et Hy vérifiant les conditions de la définition 22. Soit ¢ € D(R). Il existe A(e) > 0 tel

que :
A(e)

/ (1 o(2) — Hoo()) pla)da = / (H1.2(2) — Hao(2) p(z)da
R

—A(e)
Posons M; = sup.¢jo.1], zer [Hie(z)| (i=1,2). Ona:

< (My+ M) [l Ale)

/R (Hyo(2) — Hoo(2)) p(z)de

ce qui conclut.

Soient §; et Jo deux Dirac généralisés de Gg(R) ayant pour représentants respectifs
01 et d2 vérifiant les conditions de la définition 23. Posons, pour tout € € [0;1], Hy . =
/x d1(t)dt et Hy o = /z d2£(t)dt. 11 est clair que Hy. et Ha . appartiennent a €7 5(R)
et O\jériﬁent les propriété;oci), 2) et 3) de la définition 22. Donc H; = [H.| ainsi que
Hy = [Hs ] sont des Heavisides généralisés. On sait que tous les Heavisides généralisés sont

associés. Ainsi Hp est associé & Ho, et par compatibilité de ’association avec la dérivation,
H{ = [Hj ] = [01,] = 01 est associé a Hy = [Hj | = [62] = 2.

(b)Soit ¢ un Dirac généralisé de Gg(R) ayant pour représentant J. vérifiant les conditions
de la définition 23 et soit H un Heaviside généralisé de Gg(R) ayant pour représentant H.
vérifiant les conditions de la définition 22

Pour tout ¢ € D(R) en utilisant le théoréme des accroissements finis, on a

/ (6:(x) — H.(2))p(x)dz = (0) / (6-(x) — H!(z))da
R R

A(e)

[ 00)(buta) ~ Hle))da
—A(e)

avec 0 < 0 < 1 et A(e) € (R%)1%! qui tend vers 0 quand e tend vers 0. Des hypotheéses,

nous avons immédiatement

Par conséquent

/ (6-(x) — H.(2))p(x)dz
R

Ale)
- ‘ / 2 (0x) (6 (x) — H.(x))dx
—A(e)

Ae) Ale)
< A(e)Sup |g0/(x)| [/ ‘55(£E)| dz + /A( \ |Hé(l‘)| dl‘]

z€R —A(e)

TV
<+oo d’apres les hypothéses
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Or le membre de gauche de cette inégalité tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, ce qui conclut

la démonstration.

Proposition 25 Toutes les fonctions généralisées de Heaviside (resp. Dirac) ont pour sup-

port Ry (resp. {0} ).

Preuve : Soit H une fonction généralisée de Heaviside de représentant H. vérifiant les
conditions 1), 2), 3) de la définition 23 pour A (g). Pour tout compact K CC R* ;ona H. =0
R = [H6 Ri} = 0. Donc supp H C R\R* =R,.

Par ailleurs, il est clair que, pour tout ouvert U C R tel que U NRy # @, on a H|; # 0.

sur K pour epsilon assez petit. Ainsi H

Donc I'ouvert d’annulation de H, égal a R\ supp H, est inclus dans R* . Ainsi R C supp H.
D’ot supp H =R,

La preuve est analogue pour les fonctions généralisées de Dirac.ll

2.3 Produit tensoriel

Le but de cette partie est de définir le produit tensoriel de fonctions généralisées. Pour
cela, commencons par quelques rappels sur le produit tensoriel des fonctions classiques.

Pour plus de détails, on peut consulter [12, 26].

Definition 26 Soient Q et Q' deur ouverts respectivement de R™ et R%. Soient f et g
deux fonctions complexes continues définies respectivement sur Q2 et . On appelle produit

tensoriel de f et de g, noté f ® g, la fonction {(x,y) — f(x)g(y)}.

Proposition 27 Si f est de classe C®sur 2 et g de classe C° sur ', alors f @ g est de
classe O sur Q x Y et l'on a :
a) DB (f®g) =D foDWPg avec a € N" et € N.

b) supp(f ® g) = supp f X suppg.

On désigne par D(2) @ D() le sous espace vectoriel de D(€2 x Q') engendré par les
fonctions de la forme f ® g, avec f € D(Q) et g € D().

Proposition 28 Pour tout k € N, D(Q)®@D(Y') est séquentiellement dense dans DF(Q2x ')

(espace des fonctions appartenant o C*(Q x ') & support compact).
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Preuve : voir [12,26].

On va maintenant définir le produit tensoriel de deux fonctions généralisées. Comme ce
ne sont pas des fonctions usuelles, on doit montrer que la définition du produit tensoriel de

deux fonctions généralisées ne dépend pas des représentants de ces fonctions.

Soient Q un ouvert de R™ et ' un ouvert de R%, u; € Gg(Q) (resp. uz € Gs(Q')), u1 - et

U . deux représentants de uy dans Epr,5(§2)(resp. uz e et u, . deux représentants de ug dans
En,s()).

1) On montre d’abord aisément que T, = u; . ® ug ou U = U . @ Uy . appartiennent tous
deux a Epp5( x ).

En effet le produit tensoriel de deux familles de fonctions modérées est une famille
de fonctions modérées puisqu’un opérateur de dérivation appliquée au produit tensoriel se
scinde en produit de deux opérateurs de dérivation (d’ou la majoration cherchée).

2) On montre facilement aussi que Re = 1. @ uge — Uy . @ uy . € Ng(Q x ).
Tout d’abord R. € Eyr,5(Q x ) par stabilité de I'espace vectoriel £y 5(Q x ) par la

différence.De plus :
R. = U2,e @ (u1,€ - g1,6) + Uy e ® (UQ,E - H2,5)

ol ure —uy . € Ng(Q) et uge —uy, € Ns(QV). Ainsi, R, est une somme de deux termes
dont le premier, par exemple, est le produit tensoriel d’une famille de fonctions modérées
par une famille de fonctions de 'idéal Ng (ﬁ) La encore, comme précédement, la majoration
cherchée est immeédiate.

Ainsi [uj . ® u275]gs(ﬁxﬁ) définit une fonction généralisée ne dépendant que de uy et uo
et non de leurs représentants. On notera u; ® ug = [u1. ® u27€]gs(§xﬁ) appelée produit

tensoriel de u; et us.
Proposition 29 Avec les notations précédentes on a supp (u; ® uz) C supp uj X supp ug.

Preuve.— Soit O = Q x Q'\ supp uj X supp ug. Pour tout (z,y) € O, il existe un voisinage
ouvert de (z,y) de la forme U x V tel que U C Q\ suppu; ou V C '\ supp ug. Supposons,
par exemple, U C Q\suppui. On a alors u|;; = 0, donc uy.|, € Ng(U). D’aprés un
raisonnement analogue a celui ci-dessus, on en déduit que u; . @ ug. € Ng(U x V) et donc
que u1 @ Uzl = 0. D’apres la propriété de recollement, il en résulte que u1 ® ua|y = 0

et donc que supp (u; ® ug) C suppu; X supp ug.l
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Proposition 30 Soient Y et H des fonctions de Heaviside généralisées de Gg(R) ayant
pour représentants respectifs Y. et H..

a) Le support de la fonction généralisée [(z,1) — He(x — ct)lgymxjo.4o0p) €St Uensemble :
I, = {(z,t) € R x [0;400[ /z—ct >0}.

b) Le support de la fonction généralisée [(x,t) — Hl(z — ct)]g  mx[o;+o00)) €St l'ensemble :
Ie={(z,t) e Rx [0;+00] Jx —ct=0}.

Preuve.— Les propriétés a) et b) se montrent de maniére analogue a la proposition 25.

Proposition 31 Awvec les notations de la proposition 30, on a

a) Pour ¢ > 0, la fonction généralisée [(x,t) — He(z — ct)lgymxjo.400p €St nulle dans
Gs(R* x [0; +0o0]) .

b) Pour ¢ > 0, la fonction généralisée [(x,t) — H.(x — ct)|g mx(o;4o0o)) €St Nulle dans
Gs(RZ x [0;+00[) et pour ¢ < 0 la fonction généralisée [(z,t) — H.(z — ct)]g, rx[0:+o00])
est nulle dans Gs(R%. x [0;4-00[).

¢) Pour ¢ <0, la fonction généralisée [(z,t) — Yo(2)HL(z — ct)]g rx(o,+oop) 5T nulle dans
Gs(R* x [0; 4-00]).

d) Pour ¢ > 0, [(z,
dans Gs(R* x [0; 400
e) Pour ¢ >0, [(z,t) = Ye(z)He(z — ct)lg (mx ooy = [(#:1) = He(® = t)] gy mx[o;4+o0])
dans Gs(R* x [0; 400]).

t) = Ye(@)H{(z — ct)lgymxoyoop = [(@:1) = Hi(z = ct)]gymx ;o0
).

Preuve

a)En effet, si ¢ > 0, R* x [0; +oc[ est ouvert dans Q = R x [0; +-o0[ de telle sorte que
R* x [0;400[NIL, = &
ainsi
[(z,1) = He(z — ct)lggmxo;oop = 0 dans Gg(RE x [0; 4-00]).

b) Ce cas se montre de fagon similaire au a).

¢) On pose

R=[(z,t) = Yo(z)H'e(x — Ct)]gs(Rx[0;+oo[)

18



On peut écrire

R = [(LE, t) — (Ye® 1) (z,t)H.(x — ct)]

Gs (Rx[0;400()
avec
supp [(IE, t) - }/5 & 15(517, t)]gs(RX[O;-f—OOD C R+ X [0, +OO[
Subp [(LE, t) — Hé(m - Ct)]gs(RX[O;Jroo[) =T
ainsi

supp R C supp [(z,t) — Yz ® 1(x, t)]gs(]RX[O;+ooD Nsupp [(z,t) — H.(z — Ct)]gs(Rx[o;Jroo[)

C Ry x [0;+o00[NT..
Si ¢ < 0 alors R* x [0; +o0[ est ouvert dans Q = R x [0; +o0| de telle sorte que
R* x [0; +oo[ MRy x [0;+00[NT. = &

par conséquent

R =0 dans Gg(R* x [0;+00]).

Le d) et le e) se montrent de fagon similaire au c).l

Proposition 32 Soient f, g € Gs(R™), de représentants respectifs fe, g- et h € Gg(R™)

ayant pour représentant h.. On suppose les propriétés suivantes :
(i) f=~g dans Gs(R™)
(#4) Pour tout K CC R", il existe A € RY tel que :

veelo 1] [ @l <A, [ (f@ldr<A [ loldo< A
K K K
Alors on a h® f =~ h® g dans Gg(R"™™).

Preuve.— Soit ¢ € D(R"™™). Par densité séquentielle de Dg(R"*™) dans D(R"T™), il
N(n)
existe une suite (¢, )y, tel que ¢, = Y &ix @ (i appartienne & Dg (R™1™) et lirf UV =@
71 n—-+:0oo

k=
pour la topologie "limite inductive" de D(R™™™).
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Etape 1 : On montre le résultat pour ¢} € D(R™™) de la forme & ® (i avec (&, (k) €

D(R") x D(R™). On pose 9} = &ix @ Cjk & 4,7, k fixés. On a :

‘ / /]R o [he) fel@) = he(y)ge ()] w,i(x,y)dxdy‘
< [ Gl ds| [ 170 - g o)

< sup G0 4| [ 1£:0) = .0 (o).

yeR™

Comme lim:_g | [pn [f=(2) — ge(2)] &k (2)dz| = 0 (puisque f =~ g dans Gg(R")), on a :

iy [ () fe0) ~ he(9)g )] )y =

e—0

Etape 2 : On montre que le résultat est vrai pour les v, = Ziv:(?) ik ® Cj finies. Par
linéarité, du fait que si lim._,g A; = 0, alors lin% Zfil A; = 0 pour toute somme finie, on
E—

obtient immédiatement :

Vn e N, Ya >0, 36 > 0,Ve, |e| < S

«
— [ h0L@ - h@e@] o enda| <5 )
Etape 3 : On utilise le raisonnement de densité.
Il existe K1 CC R"™™ et Nk, € N tel que pour tout n > Nk,, suppt, C K et
limy,— 400 ¥n = @ au sens de la topologie de Dy, (R"*"™) (on a bien entendu supp ¢ C K7).
On peut, de plus, choisir K1 = Ky, x Ky, ou K;, CC R" et K;,, CC R™. Par

découpage, on obtient :

' / /]R o [he)fe(@) = he(y)ge ()] go(:c,y)d:rdy' <
‘/ /Kl [he(y) fe(@) = he(y)ge(2)] [p(2,y) — Yo (2, Y)] dxdy‘+

(a)
‘//K1 [he(y) fe(x) — he(y)ge ()] wno(x,y)dscdy‘

(b)

On va majorer chaque quantité (a) et (b).

(a) majorons ‘ff iy [heW) fe (@) = he(y)g=(2)] [0 (2, y) — Yo (2, y)] ddy| .
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/ / | |fe(@) — ge ()| dady
< /KM Ihe(y)| dy (/Klz | fe(x)| dx + /KLZ |9e ()] dx)

<2A2=M

De plus, comme lirf Un, = ¢, alors pour tout a > 0, il existe Ny € N tel que, pour ng
n—-—r+od

fixé,

no > sup(No, Ng,) = sup  |¢(z,y) — ¥no(2,y)| < 7= 5
(z,y)EK1

et suppn, C K1, donc finalement, on a :

M

'[LNHWM@—m@mmﬂM%w—wM%wmm4g

?&J<xy ¢mxy|// DI1V.(a) — g.(0) dedy < 2nr = <.
maJOrODS //K — he(y)ge(2)] @bno(sc,y)d:z:dy' .

-~

D’apres (*) dans I’étape 2 pour n = ng, (puisque supp¢n, C K1) on a :
Va >0, 36> 0,Vz, |g| < f =
[ 0 1-0) = he9)g ) )| =

'//Kl [he(y) fo(z) — he(y)ge ()] @bno(sc,y)d:rdy' < %'

En appliquant les majorations (a) et (b), on obtient :
Va >0, 36> 0,Ve, |e| <

:%K@mﬂuwﬁwmw%@mmwmm4<g+%:a

ce qui conclut la preuve.ll

Proposition 33 Soient Hy et Hy des fonctions de Heaviside de Gg(R) ayant pour représen-
tants respectifs Hy. et Ha.. On considére les fonctions généralisées f et g de Gs(R? x

[0, +00]) définies par

[ [(zy,t) — KHj (x —cit)Ha(y — CQt)]gS(RQX[O’_i_OOD

g: [(z,y,t) » K'Hy (x — ait)Hy (y — C2t)]gs(R2X[0,+ooD
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ot (c1,c2, K, K') € R%.
On suppose que f + g ~ 0 dans Gs(R? x [0, +00|), alors K =0 et K' =0.

Preuve : Par contraposée, on va supposer ici que K’ # 0, (le cas K # 0 se traitant

similairement) et montrons que f + g n’est pas associé a 0. On pose :

F()=K H{a(ac —c1t)Ha o (y — cat)o(x,y, t) dedydt+
R2x[0,+00]

K'/ Hic(x — cit)Hy (y — cat)(x,y, t) dedydt.
R2x[0,+00[

ot ¢ € D(R? x [0, +00|).

Par définition, il existe une fonction A(e) € (R%)1%U telle que lim._,o A(e) = 0, vérifiant :
Hio(§—ct)=0 for{<ct—Ae) , Hi(§—ct)=1 for&>ct+Ale) i=1,2.

(On a supp Hy (€ — cit) € {(6,) /€ > eit — AE)}.)
Etape 1 : Construction de la fonction test.

Comme lim._,g A(g) = 0, alors pour ap > 0 fixé,
38 > 0, Ve € ]0; ] = A(e) < .

Fixons C' = [to,t1] compact de [0, +00]. Soit ¢ une fonction C'*° positive & support com-
pact C' telle que goc|8 > 0. Soit A un segment de R inclus dans|sup,cq (c1t) + ap; +00[ =
|eits + ag; +o00[. Soit 4 une fonction C* & support A telle que gpA|;‘ > 0. Soit enfin B
un segment de R tel que [inficc (cot) — ao;supseo (cat) + o] = [cato — aw; cat1 + ] soit

inclus dans B. Soit ¢p une fonction C*° & support compact B telle que ¢ B\]o3 > 0.

On peut remarquer que :
/ vp(s)ds >0, pour D = A, B,C.
D

On pose ¢(x,y,t) = pa(x)pp(y)pc(t).La fonction ¢ est donc une fonction C*° comme

produit tensoriel de fonctions C* et & support compact inclus dans le compact A x B x C.

Etape 2 : Simplification de 'expression de F' (&) pour € € ]0; 5].
Ona:

/ H{E(sc —c1t)Ha o (y — cat)o(x,y, t) dedydt =
R2 x[0,+00[

/ H) (v — ext) Hoo(y — cat)pla, y ) dadydt (%)
R2xC
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car supppc = C. On a :
supp H (z — c1t) C {(x,t) e Rx C' [z € [ert — A(e); eat + A(e)]} .
De plus, pour tout t € C, on a :
A C |sup (e1t) + o, +oo| Claat + A(e);+oo]  car it + A(e) < sup (ert) + ay,

teC teC

pour tout ¢ € ]0; 8]. Donc :

supp(pa ® 1jo, o) N (supp {(z,t) — Hy (z —c1t) "R x C) =@
Ainsi
Hi(z —c1t)Ha e (y — cat)p(2,9,1) o o = O,
et donc, pour tout € € ]0; 3],
/ Hi .(z — c1t)Ha o (y — cat)p(z,y, t)dzdydt = 0
R2xC
Ainsi, pour tout € € |0; 4], il vient :

K’ /R g [H{,E(x — e1t)Hae(y — eat)p(,y, t)dadydt = 0.
X [0,400

Etape 3 : Nouvelle simplification de I’expression de F' ()

D’apres l’étape précédente, on a, pour tout € € ]0; ],
F(e) = K'/ Hy(x — clt)Héﬁ(y — cat)p(z, y, t) dedydt
R2x[0,+00]
= [ ([t ([ #.00-ctronwiay) o
c \JRr
puisque supppc = C' Mais, d’une part :
supp (¢4 ® Lo, 400) Nsupp ({(z,1) = Hie(x — 1)} NRx C) = A x C,

avec {(x,t) = Hi(x — c1t)}| 4, = 1. D’autre part :

supp (¢B @ 1jg;400[) N (supp {(y, t) — Héﬁ(y — czt)} NR x C’)

C{(y,t) e Rx C/y € [cat — A(e); cat + A(e)]} .

Donc :

Fe) = K’ / pa(@)d / ( / H, (y - Czt)ch(y)dy> ().
A C [cat—A(e);cat+A(e)]
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Etape 4 : Calcul de lim._,o F ()

On a
lim Hy (y — cat)op(y)dy = B(cat) (2.1)
e—0 [cat—A(e);cat+A(e)]
En effet

Hy (y — cat)op(y)dy — pp(cat)

/[czt—A<a>;czt+A<a>}

/ Yy — cat) (05(y) — oi(cat)) dy
[cat—A(e);cat+A(e)]

puisque / Hy (y—cot) =1
[cat—A(e);eat+A(e)]

< Sup e (y) — en(cat)| | Hy o (y — cat)| dy
y€E[cat—A(e);eat+A(e)] [cat—A(e);eat+A(e)]
borné indépe;l(riamment de e

Le second membre de cette inégalité tend vers 0 quand € tend versO puisque la fonction g
est continue en cyt, ce qui conclut (2.1).

Par un argument de convergence uniforme et utilisant ’égalité (2.1), on a

e—0

lim ( / Hy (y — Czt)sDB(y)dy> po(t)dt = / e(cat)pc(t)dt, (2.2)
C [cat—A(g);cat+A(e)] C

puisque

‘ < / Hy (y — Czt)wB(y)dy> oo(t)
[cat—A(e);cat+A(e)]

< Suplec(t)] Suplep(y)| |Hj (y — cat)| dy < +00
teC yeB )]

[cat—A(e);eat+A(e

et C est compact.

Finalement, en utilisant 1’égalité (2.2), on a

lim F (¢) = K'/AcpA(m)dx/Cch(CQt)gpc(t)dt # 0.

e—0

et donc f 4 g n’est pas associé a 0. Ceci conclut la preuve de la proposition 33.H

Proposition 34 Soient f et g € Gs(R™) ayant pour représentants respectifs f- et g.. Soit
¢ € C®°(R" x I; R™) ou I est un intervalle ouvert borné de R*.. Supposons que :

(i) Pour tout t € I, {z — f(6(x, 1)} ~ {& — g(6(z,£))} dans Gs(R™),
(i) Pour tout K CC R", il existe A € R tel que :

Ve I,Ve €0, 1] /K o(6(w, )] dz < A, /K 10 (6(z, )| dz < A,

Alors les fonctions généralisées {(xz,t) — f(p(x,t))} et {(z,t) — g(d(x,t))} sont associées
dans Gg(R™ x I).
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Preuve : Soit ¢ € D(R"™xI). Par densité séquentielle de Dg (R™ x I') dans D(R" x I), il existe
N(n)

une suite (¢n,)n telle que ¥, = > & ® (i appartienne & Dg(R"™ x 1) et limy, 4o ¥y, = ¢
K=1

pour la topologie limite inductive de D(R™ x I).
Posons h = f — g et H.(¢(x,t)) = fo(Pp(x,t)) — ge(Pp(x, t)). 11 est évident que :

VK CCR", A €RY, Ve e I, Ve €0, 1] / \Ho((x, )| do < 24 = A"
K
De méme :
VK CCR" x I,3B € R%, Ve € 0, 1] / H.(6(z, )| dwdt < B,
K

En effet, pour tout K CC R"x [, il existe K, CC R", il existe Ky CC I tel que K C K, X K;.

Par conséquent :

L;mxaxJDMMﬁsaﬁ%(/zux¢u¢»um)dt<Aunv:Bﬂ

De méme, [} |ge(¢(x,t))|dedt < B dou [, |He(p(,t))| dzdt < 2B’ = B.

Etape 1 : On montre le résultat pour ¢, € D(R™ x I) de la forme &, ® (i, avec (&, (i) €
D(R™) x D(I).
On pose 1/}% = &k @ Gk & 1, J, k fixés. Ecrivons :
J[L._ Hetota 0yt ot = [ Rt on R = ([ (ot 0)6ula)is ) Gl
nx I 1 n

Pour tout t € I, on a :

{z — h(é(z,t))} =0 dans Gs(R"),
par conséquent, pour tout t € I, lim._,g F.(t) = 0.
La famille de fonctions {Fa}ae}o;l} est intégrable sur I. De plus, pour tout ¢ € I, on a :

|[Fe()] <sup|Gr(t)]  sup  [&ik(z)] |He(é(2,t))| d
tel z€supp(&ix) supp(&ix)

< A'sup |Gr(t)|  sup  [&x(x)] =C.
tel z€supp(&ix)

Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue on a :

lim [ F(t)dt =0, donc lim / H.(¢(x, 1))} (z, t)dzdt = 0.
e~ RrxI

e—0 I
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N(n)
Etape 2 : Le résultat est vrai pour les sommes v, = »_ & ® (i finies par linéarité. On
K_

a donc :
VneN, Ya>0, 36 >0, Ve, |g] < f =

/ (80, ) (o )dndt]| < & (++%)
R x T

Etape 3 : On utilise le raisonnement de densité.

Il existe N, € Net K1 CC R" x I tel que pour tout n > Nk, suppv, C K et hrf
n—-+oo

1n, = @ au sens de la topologie de Dy, (R™ x I) avec supp p C K.
On peut choisir K1 = Ky, x K1 ot Ky, CR" et K74 C I. Par découpage, on obtient :

'/ | (0@ D)p (e, dadt] <

‘ / [ (60,1 ol0.8) = .0 dxdt‘—ir ' / [ B, o 0

~~

(a) (b)

.On va majorer chaque quantité (a) et (b).

a) majorons ‘fle H.(p(z,t)) [p(z,t) — by (2, 1)] dxdt‘.

Du fait que lim,_, 100 ¥ = @, pour tout o > 0, il existe Ny € N tel que, pour ng fixé,

a
ny = Sup(NOaNKl) = Ssup |(,0(£E, t) - 77Z1n0(5["at)| < 2B’
(z,t)eK1
et supp ¥, C Ki. Par conséquent,
] 000 ot t) =y )] ] <
1
sup x,t) wnxt// o(z,t)) dmdt<—B——
($7t)eK1 | ( 0 | Ky | QB 2
b) majorons |[[ye, He(e(, 1)), (2, t)dscdt‘ .
D’apres (***) dans I’étape 2 pour n = ng, on a (puisque supp ¢, C Ki) :

Va>0 38>0,Ve, || <=
et
[ oyt o] = | [ ot )it < G,
R xT K
Donc finalement, en utilisant les majorations (a) et (b), il vient :

/ H.(¢(z,t))p(x, t)dxdt
RnxI

soit donc, {(z,t) — h(¢(z,t))} ~ 0 dans Gg(R™ x I), ce qui conclut la preuve de la propo-
sition 34.1

a o
< =—+—=-—=«

Va>0 35>0,Ve |g| <= 5 T3
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Chapitre 3

Probléme de Riemann linéaire :

existence de solutions généralisées

faibles

3.1 Enoncé du probléme

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a 'existence de solutions généralisées faibles pour

I’équation de transport :

ou ou ou
E(x7y7t) + a($7y7t>%(maya t) =+ b(may7t>a_y(mayat) =0 pour t > 0

complétée de la condition initiale :

U(.T, Y, 0) = U0($, y)
avec les fonctions {(z,y,t) — a(z,y,t)} et {(z,y,t) — b(z,y,t)} appartenant & L>(R? x
R*), mais pouvant étre discontinues et la fonction {(z,y) — uo(z,y)} € L=(R?).

Nous présentons dans ce qui suit la résolution du probléme de Riemann 2D via I'exten-
sion des techniques utilisées par S.Bernard et L.Remaki [3, 4, 24], en utilisant les outils de

type produit tensoriel de fonctions généralisées de Heaviside.

Plus précisement, le probléme "prototypique" auquel on s’intéresse est celui de données
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initiales du type :

up x>0 y>0

ug <0 y>0

uﬂ(xay):
ug <0 y<O0
| U4 x>0 y<0
avec des coefficients du type :
ap x>0 y>0 rbl x>0 y>0
ag <0 y>0 bo <0 y>0
a(z,y,t)={ ’ L by t)={ y

az <0 y<O0 bs <0 y<0
[ @ x>0 y<0 by >0 y<0

ou les u;, a; et b; (i =1,2,3,4) sont des constantes réelles.

On a choisi, dans ce qui suit, de traiter plus particuiérement le cas :

UL = Ug , U = U3 = Uq = Ug

ap=aq, ag=az3=ag=aq ; by =0bg, bo=b3="byg =10,

Les coefficients et les données sont discontinus le long des demi-droites Rt x {0} et {0} xR™.
Le plan est séparé en deux domaines Q1 = R x RT et son complémentaire Q; = R?\Q;.
(On introduira parfois @) = R™* x R™*.) Le choix de ce cas est justifié parce qu'il introduit
des discontiuités "selon les deux directions", ce qui présente un caractére inédit par rapport

aux travaux de S. Bernard et Remaki. Les autres cas se traiteraient de fagon analogue.

On a donc a résoudre le probléme de Riemann 2D :

Oou  Ou Ou 2 ‘
E + a% + ba—y =0 dans gS(R X [0, +OOD (1)

avec comme condition initiale et comme coefficients :

up = [({E, y) — Ug + AULE(‘T7 y>]gs(R2) 5 Au = ug — Ug
a=|[(z,y) = ag+ AaYe(z,y)lg g2y, Aa=aq—ay (*)
b=[(z,y) — by + AbZe(2,y)] gy ey Ab=ba—1by

ol ag, Gg, Ud, Ug, by, by sont des constantes réelles arbitraires, L = [(z,y) — Le(sc,y)]gs(RQ),

Y = [(z,y) = Ye(@,9)]gymrey et Z = [(#,y) = Ze(2,y)]gyre) des fonctions généralisées

28



définies comme suit :

L=L®Ly=(@y) - (Lie ® Lo) (@,9)lg, gy (31)
Y=YiaYe =[(z,9) = (Vi@ Yee) (,9)]g, )

Z=7®Zy=|(,y) = (21 ® Z2¢) (2,9)]g4 re)
Y1,Ya, Ly, Lo, Z1, Z5 étant des fonctions généralisées de Heaviside usuelles de Gg(R).

Notation 35 On conviendra par la suite d’écrire

[(l'a y) - (He ® PE) (l‘a y)]gS(RQ) = [(LE, y) - HE(SL‘) Pe(y)]gs(R2)

Definition 36 Pour toute équation homogéne F(u) =0 dans Gs(Q)(P) avec F : Gs(Q) —
Gs(Q) et u € Gs(Q), on appelle "solution faible du probléme (P) toute solution u de I’équa-
tion F(u) ~ 0 dans Gs(Q).

3.2 Solutions généralisées faibles

Nous cherchons des solutions :

— de type produit tensoriel de fonctions de Heaviside présentant, & ¢ fixé, une disconti-
nuité selon z = ¢t et une selon y = cot dans le plan des (z,y) (dites solution & une
discontinuité, par analogie avec le cas unidimensionnel),

— de type somme de deux produits tensoriel de fonctions Heaviside présentant, a t
fixé, dans le plan des (x,y) d’une part une discontinuité selon x = ¢t et une selon
x = ¢t et d’autre part une selon y = cot et une selon x = ¢t (dites solution a deux
discontinuités, par analogie avec le cas unidimensionnel).

Ces choix sont justifiés par la construction des schémas numériques au chapitre 5.

3.2.1 Recherche de solutions de type produit de Heaviside

Nous cherchons une solution de la forme :

U = [(:rv y,t) — Ug + (ug — Ug)He(SU —cat,y — C2t)]gs(]R2><[O;+oo[) (3.2)

29



ou c1, co sont les vitesses de propagation respectivement suivant les axes des = et des
y, (c1,c2) € R%et H = [(z,y) — He(2,y)]gy g2y une fonction généralisée de Gs(R?) définie
ainsi :
H=H ®Hy = [(z,y) — (Hie ® Ha,) (w:y)]gs(u{z)
ou H; et Hs sont des fonctions généralisées de Heaviside usuelles.
Introduisons dans un premier temps quelques lemmes trés utiles pour la suite.

Lemme 37 Dans Gs((R*)? x [0;+00[), on a pour ¢; > 0 et ¢z > 0

[(z,y,t) = Yo(2,y)H) (x — c1t) Ha e (y — czt)]gs(sz[O&mD =

[(z,y,t) — Hi (x — cit)Hye(y — Cgt)}gS(sz[oH_o(
[(2,9,) = Ze(z,y) Hie(z — ext) Ha o (v = e28)] g o 0r ooy =

[(z,y:t) = Hie(z — eit)Hy o (y — 2t)] o, 04

Preuve : Justifions la premiére égalité, la seconde étant similaire.Grace a la proposition

31,on a:

[(2,1) = Yie(2)Hy (2 — eit)] = [(z,t) = H{ .(z — c1t)]

Gs(Rx[0+00]) Gs(Rx[0+0c0])

[(y,t) = Yae(y)Hae(y — C2t)]gS(Rx[o+oo[) = [(y,t) — Hae(y — C2t)]gS(Rx[o+oo[) :
dans Gg (R* x [0 + o) .Par conséquent, on a :
[(.7:, Y, t) — Yl,f-:(x)Hi,a(x - Clt)] Gs(R2x [0;+00]) = [(‘757 Y, t) = H{,a(x - Clt)] Gs(R2x [0;+00])
[(z,y,t) = Yo (y)Hae(y — C2t)]gs(R2><[o;+oo[) = [(z,y,t) = Hae(y — C2t>]gs(R2x[o;+oo[)
dans Gg((R*)? x [0; +0oc]), en faisant le produit dans Gg((R*)? x [0; +-00[), on conclut. M
Lemme 38 Dans Gs((R*)? x [0;4+00[), on a pour ¢; <0 et ¢z < 0
[(LE, y,t) — Ye(z, y)H{,s(l‘ - Clt)HQ,S(y - C2t)] Gs(R2x[0;400]) 0,
[(SL‘, Yy, t) = Ze(z, y)HLS(SC - Clt)Hé,s(y - CQt)] Gs(R2x[0;400]) 0.
Preuve : Grace a la proposition 31, on a :

[(m, t) — Ylg(ac)H{E(x — clt)] =0,

Gs(Rx[0+o0])

[(% t) — Zz,a(y)Hé,s(y - C2t>]gs(Rx[O+ooD =0
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dans Gg (R* x [0 + oo]) .Par conséquent

[(xa y,t) — YLS(x)H{,s(x - Clt)] Gs(R2x[0;400]) 0
(@09, = Zacly)H (3 — cat)] g g oy = O 10 Gs((R7)? x [0 o).

ce qui conclut.ll
Lemme 39 Dans Gs((R*)? x [0;+00]), on a pour ¢; >0 et ¢y < 0

[(LE, y,t) — Ye(z, y)H{,s(l‘ - Clt)HQ,S(y - CQt)] G (R2 x[0;+00])
= [(LE, Yy, t) — 3/275(y)H{,€(£E - Clt)HZS(y - C2t)]gS(R2X[O;+OOD
[(z,y,t) = Z(x,y)H1(x — c1t) Hy (y — Cgt)]gS(R2X[0;+OO[) =0.
Preuve : En effet, grace a la proposition 31, on a :

[(IE, t) = Yl,E(x)H{,s(x - Clt)] = Hi,s(:‘c - Clt)]

®x(0+o0) = (@) Gs (B [0+o0])

Gs
[(:% t) = ZQ,E(y)Hé,a(y - C2t>] G (Rx [0+00]) =0
dans Gg (R* x [0 + oo[). Ainsi,

[(z,y,t) — Yie(o)Hy (7 — Clt)]QS(R2><[O;+oo[) = [(z,y,t) — Hi (v — clt)]gS(R2X[0;+w[)
[(xu y7 t) — ZQ,E(y)Hé,s(y - CQt)] gs(sz[O;-f—ooD = 0

dans Gg((R*)? x [0; +00]), ce qui conclut.l

Lemme 40 Dans Gg ((R})? x [0;+00[), on a pour ¢; >0 et c3 <0
[(l‘a Yy, t) — Hé,s(y - CQt)] Gs(R2x[0;400]) 0
[(IE, Y, t) = }/275(y)H£,€(IE - Clt)HZE(y - C2t)]QS(R2X[O;+ooD
= [(z,y,t) — Hj (x — c1t)Ha e (y — CQt)]gs(sz[O;-i—oo[)
Preuve : Comme ¢y < 0, on a (R} x [0; +o0]) N T, = &, alors
[(y,t) — Hy (y — CQt)]gS(RX[O;+OO[) =0 dans Gg (R} x [0;+00]),
ce qui conclut la premiére égalité. La seconde égalité vient du fait que
ly — Y2,e(y)]gS(R) =1 dans Gg (R*—'—) )

donc
[(:‘Cayat) = n,s(y)]gs(sz[o&o@[) =1 dans Gg ((R*Jr)2 X [05 +OOD )

ce qui conclut.ll
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Lemme 41 [(2,y,t) = Y2(y)lg mex o, 00p = 0 dans Gs (R x RY x [0; +00])
Preuve : On remarque que

[y — YQ,e(y)]gs(]R) =0 dans Gg (R;) )

ce qui conclut la preuve.ll

Ceci induit la proposition suivante,
Proposition 42 a) Pourag > 0 et by > 0, [’équation (1) a une solution faible de la forme :

u=|[(z,y,t) — Ug + (ug — ug)Hs(x —agt,y — bdt)]gs(sz[0;+oo[)

dans Gs((R*)? x [0; +o0]).

b) Pour ag <0 et by <0, l’équation (1) a une solution faible de la forme :

u=|[(z,y,t) — Ug + (ug — ug)Hs(x —agt,y — bgt)]gs(R%dO;—&-oo[)

dans Gs((R*)? x [0; +o0]).

¢) Pour by <0, Uéquation (1) a une solution faible de la forme :

u=[(2,y,t) = ug + (va = ug) He(z = agt,y — bgt)|g (2 x 014001

dans Gs (RF)? x [0+ oc) et de la forme :
w=[(2,y,t) = ug + (ug — ug) He(x — agt,y = byt)lg_ 2 f0: 100y
dans Gs ((R*)*\(R))?) x [0 + oof).
Preuve :

En injectant u de la forme (3.2) dans ’équation (1), on obtient :

[(x, y,t) — —c1(ug — ug)HLa(ac —c1t)Ha e (y — cat) — ca(ug — ug)Hie(x — clt)Héﬁ(y — cat)+
(uqg — ug)Hy (z — c1t) Ha (y — cot) (ag + AaYz(z,y)) +

(ug — ug)Hyc(z — ert)Hy (y — cot) (bg + AbZ(, y))]gs(]sz[O;—l—oo[) ~0  (*%)
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puisque, uqg — ug # 0, on a

[(x, y,t) — (ag — cl)HLE(x —c1t)Ho(y — cat) + (bg — c2)Hy o(x — clt)Héﬁ(y — cat)

+ACLY:5(LE, y)Hi,s(x - Clt)HQ,E(y - CQt) + AbZE(xv y)HLE(x - Clt) Hé,s(y - CQt)] G5 (R2 x[0;+00]) ~ 0
(3.3)

dans Gs((R*)? x [0; +00[).

a) A partir du lemme 37 et de la relation (3.3), on a :
[(z,y,t) = (ag — c1)H] (x — c1t)Hoe(y — cot) + (bg — co) Hie(z — c1t)Hy (y — C2t)]gs(R2><[0;+ooD ~0
dans Gg((R*)? x [0; +ool). Grace & la proposition 33, on a :
c1 = aq et co = by.

ce qui conclut.ll

b) En utilisant le lemme 38 et la relation (3.3), on obtient :
[(z,5,) =)(ag — c1) Hi o(z — ert) Hae(y — cat) + (by — ) Hie(w — cxt) Hy (Y — c2t)] g o 0. o) = O
dans Gg((R*)? x [0; +oo]). CGrace & la proposition 33, on obtient :
c1=aget ca = by

ce qui conclut.l

c¢) A partir du lemme 39, la relation (3.3) devient :
[(@,9,1) = (ag — c1) Hi (x — c1xt) Hae(y — cat) + (bg — c2) Hie(w — crt) H; (y — cat)
FRaYs. () H (& — 1) Ha (5 — 1)) 5 g 0140y = 0 10 G (B x 0: 4oc). (3.40)

En faisant intervenir les supports dans la relation précédente, on a deux cas & considérer :
Dans un premier temps dans (R;)? x [0; +ool.

Grace au lemme 40, la relation (3.4) devient dans Gg ((R})? x [0; 400]) :
[(x, Y, t) — (ag — cl)H{,E(x —ct)Ha e (y — c2t>]gs(R2><[0;+ooD ~ 0 dans Gg ((Rj)Q x [0; +oo[) .

puisque [(z,y,t) — H{ _(x — c1t)Hoe(y — C2t)]gs(R2><[0'+ooD n’est pas associé & 0 dans Gg ((R})? x [0; +00[),
alors

C1 = aq.
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Dans un deuxiéme temps dans ((R*)*\(R;)2) x [0; 4-00].
On remarque que dans Gg (R, x R* x [0; +00[), la relation (3.4) devient 1’égalité faible
triviale 0 ~ 0.

En utilisant le lemme 41 a la relation (3.4), on obtient :
[(LE, Y, t) = (ag - Cl)HZ,l,a(x - Clt)H2,€(y - C2t) + (bg - CQ)H1,€(£E - Clt)Hé,a(y - CQt)] Gs(R2 x[0;+00]) ~0
dans Gs(R x R, x [0; +00[). On applique la proposition 33, et donc

cr=ag et co =10y

Nous avons démontré que pour by < 0, une solution faible de I’équation (1) est :
u=[(z,y,t) = ug + (uqg — ug) H-(z — agt,y — bgt)]gS(Rgx[o;JrooD dans Gg ((Ri)2 x [0; +oo[)
et
u={[(2,y,t) = ug + (ua — ug) He(z — agt,y — bgt)]gS(R2X[o;+oo[) dans gS(((R*)Q\(Rj)Q) x[0; +o0[).

ce qui conclut le ¢).l

3.2.2 Recherche d’une solution bloquée a l’origine

Nous cherchons une solution qui & 'instant ¢ est de la forme :
u=[(z,y,t) — ug + (ua — ug) He(, y)]gS(R3)
ot H = [(z,y) — He(z,y)]g,(r2) est une fonction généralisée de Gs(R?) définie ainsi :
H=H,® Hy = [(I‘,y) - (Hl,e @ H2,e) (xvy)]gs(u{z)

ou Hj et Hs sont des fonctions généralisées de Heaviside usuelles.

En remplagant v dans (1), on obtient :

(2,9, t) = (va — ug) H} (x) Hae(y) (ag + AaYe(z,y)) + (ud — ug) Hie(x) Ha o (y) (bg + AbZ:(x,y))] g sy = O
dans Gg(R?). Comme ug — u, # 0, on peut simplifier par ce terme. D’ot :

[(@,9,1) = (ag + AaYe(z,y)) Hi (2)Hae(y) + (bg + AbZc(2,y)) Hie(2) Hy o (y)] ~ 0 dans Gs(R?).

Gs(R3)

Soit :
[(2.9,8) = (ag + AaYe(a, ) Hy o(2) Hao(y)

= [(e9.6) = (b + AbZ:(@,9) Ho () Hy o ()

Gs(R3) Gs (RS

dans Gs(R?).
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3.2.3 Recherche de solutions présentant deux discontinuités avec valeur

intermédiaire
Nous cherchons une solution de I’équation (1) qui a 'instant ¢ est de la forme :

u=[(z,y,t) = ug + (A —ug)He(x — ity — cht) + (uqg — N Kc(z — 1ty — CQt)]gs(Wx[o;Jroo[)
(3.5)

ot ¢y, ca, ¢}, ch sont les conditions de saut, (c1, ca, ¢}, ch) € R, X la valeur intermédiaire, A €

Ret H = [(z,y) — He(2,9)]gyre2), K = [(2,9) = Ke(@,9)]g,(r2y des fonctions généralisées

de Gs(IR?) définies comme suit :

H=H ®Hy; = [(55, y) — (Hl,s ® H2,€) (Sc’y)]gs(RQ)

K=K ®Ky= [(sc,y) - (Kl,e @ K2,e) (xvy)]gs(n@)
Introduisons dans un premier temps quelques lemmes trés utiles pour la suite.
Lemme 43 Dans Gs((R*)? x [0; 4+00[),0n a pour ¢; >0, c3 >0, ¢, <0 et ¢y <0
[ ,) o Yl ) B o — ) ey — ¢51)] g g oo = O

[(mu Y t) = Ze(z,y)Hie(z — Cllt)Hé,a(y - Cl2t>] Gs(R2x[05+00]) 0,

[(xu y,t) — Ye(z, y>KZ,l,a($ - Clt>K2,€(y - C2t>] Gs(R2x[0;4+00])
[(w7 y7 t) = Ki,&(‘r - Clt)K27€(y - CQt)] gs(R2X[0;+O
[(xv Y, t) — Z(x, y)Kl,e(x - Clt)Ké,a(y - C2t)] Gs(R2x[0;4-00])
[(l‘a Y, t) = Kl,e(x - Clt)Ké,a(y - CQt)] Gs(R2x [0;+0
La preuve est similaire & celle du lemme 37 et du lemme 38.
Lemme 44 Dans Gs(((R*)2\(R)?) x [0; +0c]), on a pour ¢; >0 et ¢y > 0
[(m, yt) — Kiﬁ(x —ct)Ka(y - Czt)]Qs(R%[O;—&-ooD =0
[(m, y,t) — K (z — clt)Kéﬁ(y — CQt)]gS(RQX[O;+OO[) =0.

Preuve : On se place dans R, x R* x [0; +-00[, le cas R* x R, x [0; +-00[ étant similaire

par symétrie. Comme ¢; > 0, (R, x [0;4+00[) N[, = @ et (R x [0; +00[) NI, = @, alors :
[(z,t) — Ky (x — Clt)]gs(]Rx[O—I—ooD = [(z,t) = K} (x — Clt)]gs(RX[OJroo[) =0 dansGg (R} x [0;400]) ,
ce qui conclut.l
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Lemme 45 Dans Gs((R})?) x [0;400[), on a pour ¢, <0 et ch <0
1 2

[(z,y,t) — Hj (x — cit)Hae(y — C/Qt)]gs(R2><[o;+oo[) =0

[(z,y,t) — Hye(x — ct)Hy (y — C/Qt)]gs(R2><[o;+oo[) =0.
Preuve : En effet pour i = 1,2, comme ¢} <0, (R} x [0;+00[) NI'yy = & alors
[(u, t) Hz’a(u — cit

)] Gs(Rx[0+o0[) = (0 dans gS (R:‘ X [0; +OOD

ce qui conclut.ll
Lemme 46 (i) On a :

ViLh ~ AL ~ ALK

ZQL/2 ~ AQL/Q ~ AQKé
dans Gs(R) avec

400
Al = [Al,e]gs(]R) = |:/ Yl,g(.’lf) &’E($)d$:|g ®
—c0 S

—+oo
te= o = | [ bt
-0 Gs(R)

(ii) On a :

ZlLl ~ Ll =~ Kl

YoLo =~ Lo = K3
dans Gs(R).
Preuve : (i) Pour lassociation Y1 L) ~ A; L}, on doit montrer que
Ve € D(R), limy | (.(0) ~ A1) L4 la)pla)do =0,
Comme [Yi.(z)| et [ ‘L’le(:rﬂ dz sont bornés indépendamment de €, on a

|Ae] < Sup\YLg(:r)|/ ‘L’la(;c)‘ de < M
z€eR R
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Pour ¢ € D(R)

A(e)
/R (Vie(z) — Ayo) L (2)p(x)dz = p(0) / (YVie(2) — Av) I, (2)da (3.6)

—A(e)

Ale)
4 / 20 (02)(Vie(z) — AL o)L (z)de  (3.7)
—A(e)

avec 0 < 0 < 1 et A(e) € (R%)%U qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Des hypothéses, on

a immédiatement

A(e)
/ (Yie(z) — A1) L (2)dz = 0
—A(e)

puisque A; . est une constante et
A(e)
/ | (x)dr = 1.
—A@)
De plus, la valeur absolue du second terme du second membre de I’égalité(3.6) est majorée
par :
A(e)
Ale) <Sup |Y1:(x)] + M) sup !go’(m)! / ‘L/le(:c)‘ dx

z€R z€R —A(e)

qui tend vers 0 quand € tend vers 0, ce qui conclut. l

Pour I'association A;L) ~ A1 K], on doit montrer que

Vo € D(R) hm/ — K (2))A1p(z)dz = 0.
Pour ¢ € D(R)
Ale
/(Lﬁ,e(ﬂﬂ) — K () Arep(a / (L c(z) — K1 (2)Arep(z)dz (3.8)
R Ale

Des hypotheses, on a immédiatement

A(e)
/ (T4 (2) — K} (2)) Ay edz = 0.

—A(e)

De plus, la valeur absolue du second terme du second membre de 1’égalité (3.8) est majorée

Ae) Ae)
A(e)Msup |<p/(:c)‘ (/ !L’le(m‘ﬂ dx +/ ‘K{E(m)‘ dsc)
zeR —Ae) —A(e)

qui tend vers 0 quand € tend vers 0, ce qui conclut. l

par :

i1) Ces associations sont évidentes.

37



Lemme 47 Dans Gs(R? x [0;+00[), Pour c; >0, ¢} <0, c2>0, ¢y >0, on a :

[(2,9,1) = Ye(z,y) Hi (v = 1) Ha e (y = 48)] g 2 0rsoop) = O
[(@,9,) = Ze(,y) Hie(z — i) Ha o (Y = )] o 0s 400 =
[(2,9,) = Z1c(2) Hie(e = i) Ha o (y = 48)] 5 o 0c ooy
[(2,5,) = Ye(2,9) K1 o (2 = c1t) Koz (Y = 2t) g 10, o0y =
[(% Yy, t) Kig(ac —c1t) Ko e (y — C2t>]gs(R2X[O;+ooD
[(@,y,1) = Ze(z,y) K1e(z — eit) Koo (1 = e2t) | 6o 0r o)) =

[ (z,y,t) — K1,€($ - Clt)Ké,a(y - C2t>] Gs(R2x[0;400) °

Lemme 48 Dans Gs(R; x R} x [0; +00[) pour ¢1 > 0, ca >0, on a

[(SL‘, Yy, t) — Zl,E(x)]gs(sz[O;—f—ooD =0
[(z.y:8) = K1 (2 — cit) Ko e(y = e2t) | g o000 = O

[(m, Y, t) — Kie(z — clt)Kéﬁ(y — CQt)]gS(WX[O;erD =0

Lemme 49 Dans Gs((R})? x [0; +-00[), pour ¢} <0, ¢y >0, on a :

[(z,y,1) = Z1.c(2)] gy mexorroop = 1 €t

[(SL‘, Y, t) - Hjll,a(x o C&t)HQ,E(y - Cét)]gs(R2><[0;+oo[) =0.
Ceci induit la proposition suivante,

Proposition 50 a) Pour ay < 0, by < 0, ag > 0 et bg > 0, I’équation (1) a une solution
faible de la forme :

u=[(z,y,t) = ug + (A —ug)He(x — agt,y — byt) + (ug — N\) Ko (x — aqt,y — bdt)]gS(R2x[o;+oo[)

dans Gs((R*)? x [0; +00[) ot A = ug — AAu, A €]0;1[.

b)Pour ag <0, aq > 0 et bg > 0, l"équation(1) a une solution faible de la forme :
u=[(z,y,t) = ug+ (A —ug)He(z — agt,y — bgt) + (ug — \) Ko(x — agt,y — bdt)]gS(sz[0;+oo[)

dans Gs((R*)? x [0;4+00[) ot A\ = ug — AAu, A €]0;1]
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Preuve :
En injectant u de la forme (3.5) dans I’équation (1), on obtient :
[(@,9,1) = —ch (A —ug) Hi (2 — cit) Hae(y — cyt) — ch(A — ug) Hie(w — cit) Hy (y — cht)—
A(ug— N K] (x — c1t) Ko o (y — cat) — caug — N K1 e(x — ert) Ky (y — cat)+
(ag + ACLY;—(CL‘, y)) ((A - ug)H{,e(:‘C - Cllt)HQ,E(y - C/Qt) + (Ud - )‘)Ki,s(x - Clt)K2,€(y - CQt)) +

(bg + AbZE(SCa y)) (()‘ - ug)Hlﬁ(x - Cllt)Hé,a(y - C/2t) + (ud - )‘)KI,E(SL‘ - Clt)Ké,a(y - C2t))]gs(R2><[0;+oo[) ~

Apreés factorisation, on a :

[(@,9,1) = (A= ug)(ag — ) Hy (z — i) Hac(y — cht) + (A — ug)(bg — c5) Hie(x — cit) Hy (y — cht) +
(ua — M)(ag — c1) K1 (x — e1t) Koo (y — eat) + (ug — A)(bg — c2) K e(z — e1t) K (y — cat)+
(A=) (5, ) (15— cht) H e (y — i)+ Aa(g — WY (2, 9) K o (@ — 1) Ko (y — eat) +
Ab()‘ - ug>Z€($7 y)Hl,E(‘T - C?lt>Hé,a(y - C/2t> + Ab(ud - )‘)ZE(‘T7 y)Kl,E(‘T - Clt)Ké,a(y - C2t>] G5 (R2 x[0;+00])

~0 (3.10)
dans Gg((R*)? x [0; +00]).
a) Grace au lemme 43 et a la relation (3.10), on a :
(@, 9,1) = (A —ug)(ag — ) Hy (z — i) Hac(y — cht) + (A — ug)(by — ) Hie(x — 1) Hy (y — cht)

+(ug — N)(aqg — 1)K (x — c1t) Ko e (y — eat) + (ug — A)(ba — c2) K1 o(x — c1t) Ky (y — C2t>]QS(R2X[O;+ooD ~ (
(3.

dans Gg((R*)? x [0; +00]).
Dans un premier temps, on se place dans (R*)Q\(Rj)Q) X [0; +o0]

Grace au lemme 44, la relation (3.11) devient, puisque A — ug # 0,
[(LE, Y, t) = (ag o Cll)HZ,l,a(x o Cllt)HZE(y o C/2t) + (bg o Cé)Hl,E(x o Cllt)Hé,a(y o Cét)] Gs(R2? x[0;4-00]) ~0
dans Gs(((R*)*\(R;)?) x [0; +00[). Grace a la proposition 33, on a :
¢l = ay et = by.

Dans un deuxiéme temps, on se place dans (R})?) x [0; 4+o0]

39



Grace au lemme 45, la relation (3.11) devient, puisque ug — A # 0 :
[(2,5,1) = (aa = )KL (2 = c1t) Ka(y — eat) + (ba — e2) K1e(@ — 1)Ko (y = e2t) ] g o f0r ooy = 0
dans Gs((R;)?) x [0; +00]). On applique la proposition 33, on obtient :
c1 =aq and ¢y = by.

Nous allons maintenant déterminer la valeur de \.

Ecrivons la relation (3.10) en ¢ =0, on a :

[(m, y) = —ag(A — Ug)Hi,s(x)HZa(y) —bg(A — “g)HLa(SU)Hé,s(y) —ag(uq — )‘)Ki,e(SU)KZE(y)
~ba(ua—A) K16 (2) K3 (y)+(ag + AaYe(z,y)) (A — ug) Hi (2) Ha e (y) + (ug — N K1 (2) K2 (y))

+(bg + AbZe(2,y)) (A — ug) Hio(2) Hy o (y) + (ua — N K12 (2) K5 (1)) ] ~0 (3.12)

Gs(R2)

dans Gg((R*)?).

Pour ¢ = 0, nous avons aussi en utilisant la donnée (*) et u de la forme (3.5)

[(LE, y) — Ug + (A— “g)Hl,e(SU)HZe(Z/) + (ug — )\)Kl,e(SU)KZE(Z/)]gS(Rz) =
[(l‘a y) — Ug + AULl,s(x)L2,€(y)]gS(R2)

en dérivant par rapport a x et y séparément, on obtient

[($7 y) - ()‘ - u9>Hi,a(w>H27€(y) =+ (ud - )‘>K2,l,a(x)K2,€(y)] Gs(R2) = [(IE, y) - AULll,a(w>L2,€(y>] Gs(R2)
(3.13)

[(LE, y) - (>‘ - ug)HLE(SC)Hé,a(y) + (ud - )‘)Kl,e(x)Ké,a(y)] Gg(R2) = [(l‘a y) - AULLE(SC) é,a(y)] Gs(R2)

En utilisant les égalités (3.13), la relation (3.12) devient

[(@,y) = —Aa(ug — ME] () K26(y) — Ab(ug — ) K1,(2) K3 . (y) + AaAuY12(2) Y2, (y)

Ly o(2)Log(y) + AbAuZy o (2) Zoe(y) L1e () Ly o (y)] ~0 (3.14)

Gs(R2)

dans Gg((R*)?).

Grace a la proposition 32 et au lemme 46, la relation (3.14) devient :

(@, y) = —Aa(ug — N E] (2)Kae(y) — Ab(ug — N E1e(2) K5 (y) + AaAuA; K () Kae (y)

+AbAuAL K () Ky (y)] ~0

Gs(R2?)
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dans Gg((R*)?).

Ainsi :

[(m, y) — (—Aa(ug — A) + AaAuAl)Kis(x)Kg,g(y) + (—Ab(ug — A) + AbAuAQ)K175($)K§7€(y)]

dans Gg((R*)?).

Par conséquent :

[(x, y,t) = (—Aa(ug — ) + AaAuAl)KLE(x)Kg,g(y)

+(=Ab(ug — A) + AbAuA2) K1 () K5 ()] ~0

Gs(R2x [0;+00])

dans Gs((R*)? x [0; +-00[).Grace & la proposition 33, on obtient

A=ug— A1Au and )\ =uyg— AsAu.

On choisit A = ug — AAu ou A appartient a ]0; 1] pour que A soit compris entre ug et ug ce

qui semble plus raisonnable d’un point de vue physique, ce qui conclut la preuve du a).l

Remarque 51 Ceci a permis la construction des schémas de Godunov (cas 1,8,9,16) décrit

dans le chapitre 4.

b) Les méthodes sont celles employées dans le a).
Le report dans la relation (3.10) des égalités du lemme (47) permettent de la simplifier

en :

(29,8 = (A= ug)(ag — ) Hy (& — i) Hae(y = &ht) +
(A = ug)(by — ) + Ab(A = ug) Z1 o(w)) Hye(x — 1) Hy o (y — cht)+
(ta — N)(ag — 1)K (2 — e1t) Koo (y — cot) + (ta — A)(ba — c2) K1c( — ert) Ky (y — Czt)]
dans Gg(R? x [0; +o0).
1°7 étape : Etude sur R?\ (RT)?
Sur Gs(R x R, X [0;400]), on obtient une relation triviale. On travaille donc sur donc
Gs(R™ x R x [0; 400]).

En utilisant le lemme (48), la relation (??) devient

Gs(R2?)

Gs(R2x[0;+00)

[(x, Y, t) = (A —ug)(ag — c’l)Hia(m — t)Ha o (y — cét)]gS(R2X[0;+w[) ~ 0 dans Gs(R; xR} x[0; +o00[).
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Comme \ —u4 # 0, il vient
[(z,y,t) — (ag — A)H) (x — c\t)Ho e (y — C’Qt)]gS(RQX[O;+OO[) ~ 0 dans Gg(R; xR, x[0; +00|).
Or Hia(x — cit)Hae(y — cht) n’est pas associé a 0, donc

/
Clzag

20me gtape : Etude sur (R1)?

En utilisant le lemme(49) dans la relation (?7), il vient donc :

[(2,y,8) = (A = ug)(ba — ch) Hie(z — c1t) Hy (y — cht) + (ug — M) (aa — 1) K] (z — ext)

Ko (y — eat) 4 (ug — N (bg — ¢2) K1 o (z — c1t) Ky (y — cat) = 0 dans Gs((R;])?x[0; +00]).
’ s (R2x[0;+00])

Or ¢, = by donc :

[(z,y,t) — (ug — A)(ag — c1) K] (x — cit) Ko o (y — cat)+

(ug — A)(bg — c2) K1 c(x — Clt)Ké’E(y — CQt)] G (R2 x [03+00]) ~ 0 dans gs((Rj)2 X [0; +00]).

Comme ug — A # 0, il vient, dans Gs((R])? x [0; 4-o00]) :

[(LE, Y, t) = (ad - Cl)Ki,s(x - Clt)K2,€(y - CQt) + (bd - CQ)KI,E(SC - Clt)Ké,e(y - CQt)] Gs (R2 x[0;4-00]) ~ 0.
On applique la proposition 33, pour obtenir

c1=ag et cg = by

Comme dans le a), en reportant la solution u(zx, y,t) dans ’équation (1), on obtient une
relation triviale. On détermine alors A\ par la méme méthode qu’en a), ce qui conclut le b).

Remarque 52 Ceci a permis la construction des schémas de Godunov (cas 3,11,6,10,7,15,2,14)

décrit dans le chapitre 4.

Remarque 53 Les cas suivants :

cas 8 :c1>0,c0>0,¢; >0, >0,
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cas 4 :c1<0,c2<0,¢) <0,y <0,

cas 5 :cid) >0 et cady >0 et cieq <0,

peuvent étre réduits au cas d’une solution présentant une seule discontinuité traitée
précédemment, a savoir :

cas 8 :cy >0, co > 0,4 >0, ¢y >0 correspond a la recherche d’une solution avec
propagation dans le quadrant x > 0 et y > 0 avec ¢; > 0, co > 0,

cas 4 :c1 <0, e < 0,¢) <0, ¢y <0 correspond a la recherche d’une solution avec
propagation suivant les x et y négatifs, avec ¢y > 0, co > 0,

cas b :eidy > 0 et cady > 0 et cica < 0 correspond & la recherche de solutions avec

propagation "mixte", avec (c; >0 et ca < 0) ou (c1 <0 et ca >0).
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Chapitre 4

Schémas numeériques de type
Godunov et tests numériques dans

le cas linéaire

4.1 Construction des schémas numériques de type Godunov

4.1.1 Cadre général

On cherche a construire des schémas numeériques de type Godunov associés a I’équation :

ou ou ou
E(mayat) =+ a($7y7t>%(m7 y7t> =+ b($7y7t>a_y(maya t) ~0 (1>

dans Gg(R? x R}), avec comme condition initiale et comme coefficients :

uo(z,y) = ug + Aul(z,y) Au=us—1uq
CL(LU, Y, t) = Qg + A(LY(J,‘, y) Aa = aq — Qg
b(z,y,t) = by + AbZ(z,y) Ab=by—b,

ol ag, @g, Ud, Ug, b, by sont des constantes réelles arbitraires, L,Y et Z des fonctions général-

isées définies comme suit :
L(z,y) = (L1 ® L) (z,y) ; Y(z,y) =YV @Y2)(2,y); Z(z,y) = (Z1® Z2) (z,y)

les Y1,Ys, Ly, Lo, Z1, Z5 étant des fonctions généralisées de Heaviside usuelles de Gg(R).

Soit A > 0 et At = rh avec r > 0 & fixer.
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On discrétise 'axe des X, Y en posant :
I = [mi_%;xH_%[ (on z; =ih, i €Z); Iy = {yi,_%;yi,+% { (ot yy =i'h, i' € Z)
et I’axe des ¢ en posant :

In = [tn;tn+a] ou t, =nAt, n € N.

n

On cherche une approximation u,

de la solution du probléme (1) au point (x;,y;) a
I'instant ¢,,.

On note up, la fonction pas qui est égale a ufl, sur le parallélépipede I; x I;; x J,, pour
tout (i,4') € Z2, pour tout n € N.

Posons :

a;y :i// / a(z,y,t)dxdydt ; b, :// / b(z,y,t)dxdydt.
’ Th’3 I; il n ’ I; il n

Notons ay,p, la fonction pas qui est égale a a;, sur le parallélépipede I; x Iy x J,,, pour
tout (i,i’) € Z2, pour tout n € N et notons de fagon similaire by, j, la fonction pas qui est
égale a b7, sur le parallélépipede I; X Iy X J,,, pour tout (4,') € 72, pour tout n € N .

n
4,4")

1
0o _
Uit = 73 /1 /i, uo(z, y)dzdy.

Supposons connu u,,, pour tout (i,i') € Z?, pour tout n € N . Sur le parallélépipede

Pour construire la suite u!*,,, on procéde comme suit. Soit :

I; x I;y x J,, on résout le probléme de Riemann avec les données :

a(z,y,t) = ai_yp + (ajy — ai g )Vi(z —z; 1)
=ajy_1+(aiy —aiy_1)Ya(y — yi,_%)
= a;y + (a1 — aiy)Ys(x — xH%)

= a;y + (0] 41 — aiy)Yaly — Z/Z-ur%) ;

de méme :
b(z,y,t) = by + (b — by ) 21 (2 — xz;%)
=biy_1+ (b9 — biy_1)Z2(y — yi/,%)

= bZZ/ + ( ?—i—l,i’ - bZZ/)Zg(m — xl-ﬁ-%)

= by + (b1 — b ) Zay — yiur%) ;
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et de méme :

u" (2, y) = ui g+ (uly —uiy ) La(z — SCZ-,%)
= w1+ (Uily — iy 1) La(y = Yy _1)
= Uiy + (u?-i-l,i’ — ui ) Ls(z — $i+%)
=gy + (U —uiy) La(y — yz‘q_%)
onY;, Z; et L; (1 <i<4)sont des fonctions généralisées de Heaviside usuelles. On résout :

up + aug + buy =0
u(.y .y ty) = u”

dans Gs(R? x R}). On pose :

ZL;rl hg/lv/ ulx yv n+1 dl‘dy

n V1
Nous avons 16 cas possibles selon les signes de a;' | ;/, @'y, @i’ 1, b

i,

b?,i'ﬂ et bZi’Jrl'
Nous allons développer en détail un des cas et plus briévement les suivants, qui reposent

sur le méme principe

4.1.2 Etude détaillée du cas 1 : » 20,07 >0, a4, <0,b7 <0

4,3/

Nous avons vu lors de la résolution du probléme de Riemann au chapitre précédent que

siag >0, aq <0,bg >0 et b, <0, alors I’équation (1) posséde une solution de la forme
w(x,y,t) =ug + (A —ug)H(x — agt,y — bgt) + (ug — N K (x — agt,y — bat)

dans Gg(R? x]0; +oo[) obtenue en prenant A = (1—A)uy+Auy, A € ]0; 1[. En projetant cette
solution sur la surface parallélépipedique I; x Iy X {t,+1}, on obtient une approximation de

la solution de ’équation (1) de la forme :
(% — ragh® — rbgh®)ug + ragh® X + rbgh*\,
soit donc, aprés simplification par h?, de la forme :
(1 —raqg — rbg)ug + ragh + rog.

En conclusion, si ag > 0, ay <0, bg > 0 et by < 0, la projection de la solution de I'équation

(1) sur la surface parallélépipedique I; x Iy X {tn+1} est de la forme :
(1 —rag — rbd)ud + rad)\ + ’I“bd)\.
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Ceci permet d’écrire le cas 1 (af', >0 0", >0 a' ;, <0 b, 1 <0.) Ona:

n+1 n n n \n n \n
wly = (1 —=ra, —rbl)uly + Tai,i’)‘i_%,i/ + 70 A L

8! 4,8 —

avec AT ; ., = Al ul o+ (1-Af ) )u?

27

Ui it )\Zi’—% = Az Z/U’ 1+(1 Az z/) Zi/ ot AZZ/ € ]07 1[

Ainsi donc :

nt+l _ n n n
U, ., — ui,i/ + Tai’i/AM/(

4,1/

U‘zfl,i’ Uu; z/) + Tb?z/Az z/( z -1 U‘Zz’)

Lon

4.1.3 Les autres cas

Cas 2: aZi, >0, bZi, >0, a? ,, <0, b, ;> 0.— Delaméme facon que précédemment,

K 0,0

siag > 0, ag <0, bg > 0 et by > 0, la projection de la solution de I’équation (1) sur la

surface parallélépipedique I; x Iy X {t,+1} est de la forme :
(1 —rag — rbg)ug + rag + rbgug,
ce qui permet d’écrire :

n+1 n n n n \n n
uly = (1 —=ral, —rbly)uly +raly )\F%,i, + b} u

n
(R4 3,8 —1

avec )\” 1= A” T
27

g+ (1= AY)uiy o A, €10 1], soit donc :

1—1,2

n+1 n 7, n n
u gt raly Al Z/( Ly u“/) + rbi,i,(ui,l-/,l —ui).

4,3/
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cas 2

45

Cas3: a, >0, b, >0, a ., <0, b, ; >0.— Delaméme fagon que précédemment,
siag >0, a5 > 0,bs >0et by <O, la projection de la solution de '’équation (1) sur la

surface parallélépipedique I; x Iy X {t 11} est de la forme :

(1 —raqg — rba)ug + ragug + rbgA.

On a donc :
n+1 __ n n n n ,mn n o \n
wn = (1 =raly —rbl)uiy + rafyu gy + Ol A1

avec )\Zi’—% = Alyuiy _ + (1= Al )uiy on A7, € ]0;1], soit donc :

n+l _ . n n n _.n AT n _.n
A N rag (Ui g g —upy) + 0ty A (uity g — uity)
/t,,u
LN
o L
rb/.h*
—rbl H e
ble o i ¥l
i K
uy
z,,
x"; cas 3

Cas4: a) >0, b7y 20, ai 1, 20, by 1 >20.— Siag > 0,ay >0,bg >0et by >0, la
projection de la solution de I’équation (1) sur la surface parallélépipedique I; x Iy X {t, 1}

est de la forme :

(1 —rag —rba)ug + raqug + rbguy.
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On a alors :

n+l __ n n n n n n n
um-/ = (1 — Tam-/ — T’bi7i/)ui’i/ + Tam-/ui_u/ + Tbi7i/ui’i/_1.

D’ou 'on déduit :

nt+l _ n n n n n n n
um-/ = U’i,i/ + Ta‘i,i' (U’i—l,i' — U’i,i/) + Tbi7i/(ui’i/_1 — U’i,i')‘

Cas5: a, <0 b, <0 a? <0 bﬁi,HgO.— Siag <0,ay <0,bg<0et b, <O, la

i i i+1,1!
projection de la solution de I’équation (1) sur la surface parallélépipedique I; x I;r X {t,41}
est de la forme :

(1 +rag+rbg)ug — ragug — rbgug.
Alors :

n+1 __ n n n n n n n
un = (1+ rag;; + Tbl-7l-/)ul-7i, —ra; iy g — Ol

. n n n n 7 n n
=iy +ragy(uly —ulg p) F 0l (uly —uii ).

v
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Cas6: a;, <0, 0, <0, a4, 20, by y <0.— Siag>0,a9 <0,bg <Oetby <O, la

projection de la solution de I’équation (1) sur la surface parallélépipedique I; X I;r X {t, 41}
est de la forme :

(14 rag +rbg)ug — ragh — rbgug.

ce qui permet d’écrire :

n+1 __ n n n n \n n o,mn
Uy = (1+ ra; i+ rbl-7i/)ul-7i, — rai,l-/)\H%’i, — rbi,i,ui,i,ﬂ

n _ AN n AN n n . : .
avec )‘i+§,z" = Al vy + (1= AL )uly o avee A7 €105 1], soit donc

n+l _ n n n n n n n n n n n
=gy T rafy Al (il o —uie) Frady (uty —wlg o) + bl (wle —ugli ).

i

u

ten

v

cas 6

Cas 7: aly <0, bZi’ <0, ayy 0 <0, bZi’nLl >0.— Siag <0,ay <0,bg>0et by, <O0,la

projection de la solution de I’équation (1) sur la surface parallélépipedique I; X I;r X {t,41}
est de la forme :

(14 rag 4+ rbg)ug — ragug — rbgA.
Ceci qui permet d’écrire :

n+1 __ n n n n ,mn n o o\n
Uy = (1+ ra; i + rbl-7i/)ul-7i, = T Uihy i — rbi,i,)\i7i,+%

n AN n AN n NV . : .
avec )\i,i/+% = ALy iy + (1= Ay ulyyy ot A7y €103 1], soit done ¢
nt+tl _ n n n n n n n n n n n
ui,i/ == ui7i/ + Tam-/(ui’i/ - ui+17i/) + Tbi,i’ (ui,i’ - ui7i/+1) + Tbi7i/Ai7i/+1(ui7i/+1 — ui,i')'
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v

=
e

Cas 8 : aZi, <0, bZi’ <0, aﬁrl’i, >0, bZ’i,+1 >0.— Siag >0,ay <0,bg >0et by, <O0,la
projection de la solution de I’équation (1) sur la surface parallélépipedique I; x Iy X {t, 41}
est de la forme :

(1 +rag+rbg)ug — ragh — rbgA.

On a donc :

n+l __ n n n n o \n o \n
um-/ - (]. + Ta"L',’L'/ + ’I“bl-ﬂ-/)uLﬂ - Tam-/ )\’L'—‘r%,i’ - Tbi7i’)\’i,’i/+%
n _ AN n _ AN n n _ An n _ AN n
avec ’\H_%,@-/ = Ai—l—l,i/ui,i/ +(1 Az‘—|—1,i’)ui—|—1,i’ et /\i,i’—|—% = Ai,i/+1ui,i’ +(1 A@',@'/H)U@-,yﬂ

ol A?—I—l,i,’A’Z’L"-’-l c ]O, 1[

Il vient donc :

n+l _

n n n n n n n
uln =iy +raly (Ui — iy ) bl (uly — uip )+

n n n n n n n n
Tai,i’Ai—l-l,i/ (ui—l-l,i/ - U’i,i’) + Tbi,i/Ai,i’+1(ui,i/—|—1 - um/)

Lo

Reésultats pour les cas 9 & 16 Par des raisonnements analogues, on obtient tous les

autres schémas, du cas 9 au cas 16

ol



On obtient :

Cas 9: a, 20, b7, <0, a' ,, <0, by ;>

0,3’

n+1 n n \n N
uly = (L—=raiy + 10y )uiy +raly )\i_%’i, — b A

n n n n — n n _ n n N
avec Al = A} + (L= Af)ui, A = Alppuly + (1= Ay )udy gy on

2’ ’ A
Al Al €105 1[. Il vient donc :

1,4")

U,TH;I + ra; I/A ( Z*l i Z l/) + Tb ( A’Ziurl)(uzi/ — u?,i/+1)‘

1,0

tntl

N

Cas 10: a?, >0, b, <0, a ., <0, b} < 0.— On obtient :

B4 4+1 =
n+1l __ n n n n \n n o, n
uy =(1- rag; + rbl-7l-/)ul-7i, +ragy )\i_%’i, — b i

avec A 1 ., = Alyul g+ (1= ARy )uly ot A, € ]0; 1], soit donc

(X

nt+l _  n nAn n _n 7 n.o_,n
w'y =gy +raly Al (g g — ) bl (wly —ugli ).

Cas 11 : azi, >0, bzi, <0, a”_u, >0, b > (0.— On obtient :

i = al+1

1
ultt = (L —ray + rbfy)uly +rajyui

1,1’ 1,47

noyn
rbi,i' )\i,i’-l- 1

52



n AN n AN n NEY . : .
avec )\i,i’-i-% = Ai,i’+1ui,i/ + (]. Ai,i’-i—l)ui,i'-i-l ou Ai,i’—l—l € ]07 ]_[7 soit donc :

n+l _ . n n n n n n n n
win =gy Fragy (g g — uity) bl (1= Ay ) (Wl — uity )

Lo

v

Cas 12 : a};, >0, by <0, a1, >0, by, <0.— On obtient :

n+l __ N ) n n n ,n IS X (N ¢}
ui’i, = (1 T’ai’i/ + Tbi’i/)um-/ + Tai’i/ui_Li/ rbi,i’“i,i’—i—l
_,n+tl _ n n n n n n n
= uy = Uiy +ragy (Ui g — Uiy) + 03y (uiy — Uiy ).

v

cas 12

Cas 13 : agi, <0, bZi, >0, a?+1,i’ <0, bZi’—l > 0.— On obtient :

n+1

_ n _ T n _ n n 7 n

ui’i, = (1 + T’ai’i/ Tbi’i/)um-/ Tai’i/ui_’_Li/ + rbi,i’“i,i’—l
_.nt+l _ . n n n n n n n
= ui,i’ = ui,i’ + Ta’i,i’ (um-/ — ui+17i/) + T’bi’i/(’u/' -1 um-/).
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\4

cas 13

. n n n n _ : .
Cas 14 : aily <0, bi,i’ >0, 'y g >0, bm.,_1 > 0.— On obtient :
n+l __ n n n n o \n n o, n
(]. + Ta"i,i/ - 'I"b,hl'/)ui’i/ - Tam-/ )\i—‘r%,i' + Tbi7ilui7i/_1

Ui =

n _ An n _An n s An . I
avec )\H%’i, = APy puiy + (1= APy )udy 0 ot A €105 1] Dot
n+l _ . n n n n n n n n
wly =gy Fraly (L — Ay ) (Wl — ity o) + by (Wl — uily)

cas 14

Cas 15 : azi, <0, bzi, >0, a?—i—l,i’ <0, bzi,_l < 0.— On obtient :

n+1l __ no__.an n.o__ ..n ,n n o \n
wlt = (1+ Tag Tbi,i’)ui,i’ TR S P VI
b ) 2

n _ AN ,m _ AN n N n . Pl .
avec )\i’i,_% = APuly oy + (1= AP)ufy ot AR, €105 1[. Ainsi :

n+1l _  n n n n 7, n n n
v = U T ragy (uy — ity ) + bRy Al (Uil — ugly).

u

o4



cas 15

Cas 16 : agi, <0, bgi, >0, a?+17i, >0, bZi’—l < 0.— On obtient :

n+1 __ n n n n \n n o o\n
ui’i/ = (]. + Ta’i,i/ - Tbi7l'/)ul'7i/ - Tam-/ )\i-l-%,i/ + Tbi’i/)\i7i,_%

n _ An n AN n n _ An ,n _An n YO
avec )‘i+§,i' = AP, pudy + (1= AY )it et Ai’i,_% = Apauiy o+ (=AY )uity ot A

1,17
Al p €101 Dou

n+l _ . n n n n n n
u =gty raly (U= Ay ) (ugly —uiyq ) + b}

n ( n _.n )
il ’AZ,Z’ ul,z’—l 'LL,L7,Ll .

4.2 Construction des schémas numériques par Splitting et

comparaisons

Les schémas numériques construits précédemment ne peuvent étre considérés comme a
priori validés du fait que les solveurs de Riemann utilisés n’ont pas été justifiés. Nous allons
faire cette validation en comparant les résultats obtenus avec ces schémas numériques de
Godunov "2D" construits précédemment avec ceux obtenus par une méthode de Spiltting.

Nous allons commencé par construire les schémas par Splitting puis analyser les dif-

férences entre les deux types de schémas avant de procéder aux tests numériques.
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Pour cela, nous utiliserons donc les résultats numériques dévellopés par Séverine Bernard
dans sa thése[3,4], dont nous faisons un bref rappel.
Le travail de Séverine Bernard consiste en la recherche et au calcul numérique de solu-

tions faibles (au sens des fonctions généralisées) de 1’équation de transport non linéaire

ou Of(u) B
pr (x,t) + a(z,t) o (x,t) =0 pourt >0

complétée de la condition initiale : u(x,0) = ug(x) ou la fonction {(z,t) — a(z,t)} ap-
partient & L>®°(R x RT), mais peut étre discontinue, la fonction f est lisse et la fonction
{x — wup(x)} appartient & L= (R).

Dans un premier temps, un rappel sur les outils utilisés, & savoir les espaces de fonctions
généralisées, est fait, notamment des résultats théoriques sur les fonctions généralisées de
Heaviside.

Dans un deuxiéme temps, grace a ces résultats théoriques, on résout le probléme de
Riemann 1D a l'aide d’un solveur s’écrivant comme fonctions type Heaviside afin d’obtenir

les solutions faibles.

Enfin, ces solutions faibles permettent alors la construction des schémas numériques de
type Godunov 1D,que nous utiliserons pour la construction des schémas numériques par

Splitting dans ce chapitre 4 ainsi qu’au chapitre 5.

4.2.1 Construction des schémas par Splitting
Cadre général
On considére I’équation (1) exposée précédemment

ou ou ou
E(xvyvt) + (l(fL',y, t)%(l‘ayat) + b(l‘ayat)a_y(xvyv t) ~0 (1)

dans Gs(R? x R}), avec comme condition initiale et comme coefficients :

ug(w,y) = Ug + AuL(z,y) Au =ug — Ug
a(xvyvt) = Qg + ACLY(SU, y) Aa = ad — Qg
b($,y,t) :bg+AbZ($,y) Ab:bd—bg

ol agq,ag, Uq, Ug, by, by sont des constantes arbitraires, L,Y et Z des fonctions généralisées

construites comme précédemment :
L(z,y) = (L1 ® L2) (z,y) Y(z,y) = V1 ®@Y2)(2,y) Z(z,y) = (Z1® Z3) (z,y)
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et Y1,Ya, L1, Lo, Z1, Z> sont des fonctions généralisées de Heaviside usuelles de Gg(R).

On utilise une méthode explicite de directions alternées qui consiste & décomposer I’équa-
tion bidimensionnelle en deux sous équations mono dimensionnelles qui se traitent chacune
de fagon identique. (Pour de plus amples détails sur le splitting, on peut se référer a [24,28,
29].) On considére donc les splitting de direction :

Suivant la direction des x

ou ou

ae — T
of T, ©0  dans Gs(R X RY) (o)

Suivant la direction des y

ou ou +
Eral ba_y ~0 dans Gs(RxR)) (b)

La méthode comporte trois étapes (dont les deux premiéres ont été décrites par Bernard |3,

4] et Remaki [24]).

Premiére étape : On approche 1’équation (a) par des schémas numériques qui permettent

1
n+3 .
de calculer u, ,* en fonction de u[,.

Deuxiéme étape : On approche I’équation (b) par les mémes schémas numeériques mais qui
1

. n+3
?z,rl en fonction de u, , °.
b 9

calculent u

Troisieme étape : On injecte les expressions de u, , > obtenues dans la premiére étape dans

n+1

i,/

n+1

I’expression de o en fonction de
b

obtenue dans la deuxiéme étape, et 1’on obtient u

4,4

Description des schémas

1) Premiére étape.— Nous avons a distinguer 4 cas repris dans le tableau suivant :

1
N . , n+_
Cas a considérer Valeur de u, ,*
a) a, >0, a? un+% =ul, +ral, (ul ., —ul)
i = Y Qg4 Z it Uy 3, \Wi—1 4/ 3,0/
1
n+s5
n n 2 n n n n _ n
b) Ay = 0, ;g < 0 Uy~ = Uyy +Tai,i’Az’,i’ (uifl,i’ u”,)
c) a'y, <0, a’,, <0 un+% =uly +ral, (uly, —ul )
it =Y Qg0 S iit . Uy i, \Wi g0 i1,
1
n n nt3 _ . n n _An n_ _ .n
d) a;y <0, ayy >0 Ui ™ = Ui+ mm'(l Ai+17i’>(ui7i’ “z‘+1,z‘f>
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2) Deuxiéme étape.— Nous devons également distinguer 4 cas, selon le tableau suivant :

Cas a considérer Valeur de un+1
B W20 U 20 | =iyt - i)
b) b, >0, bffi/—l <o urt =ult? + rbzi,AﬂA (u ;‘ﬁl — )
C) bzi’ =0, i,i'+1 =0 “ﬁl — u::% + rbn ( +2 uZ;’r-ié-l)
d) b?’zl S 0’ ?,i’Jrl 2 0 uzjl _ Z :’_é + sz z’( z+1 z’)(un+ u?,j’—él)

° oo 2 n n
3) Troisiéme étape.— Nous avons 16 cas possibles selon les signes de ai’ , ,/, aiy, af'y; i,

" n
b; I bz‘,i’—l et bzz 141-
. n n n T
Casl: ajy >0, b >0, ay;, <0, b;_; <0
n+1 __ n n n n n
wp = Uiy Hragy Ay (Ui g — uity) + by Ay (Uil — ugy)

2in n n n n n 2 n n n
+r bi,i’ai,i’flAi,i’Ai,i’fl(uifl,i’fl — Uy )= bz i Qg irAj Z’AZ z’( Uj—1,40 — UH')
. n T 7
Cas 2: a;l'y = 0, bi,i >0, a? Ly S 0, bi,iul >0

n+1 n n n n
U; i1 gt raly Ay (wig o —wgty) + bl (uit g — uily)

21n n n n 2 n
+77b; ,a“ 71141',1"71(“1'71,@"71 7“@',1"71) —r°b; 4 Z’A (ug Uj—1,4 *“m")-

Cas3: afy >0, by >0, af >0, by <0

u' it = u?ll + Ta;fi, (’LL;‘L_LZ‘/ - ) + ’I“b ,A a(ul Uiy g — ufzf)

1,1

2 n 2 n
+r b ’azz’ 1A ( z—lz’ 17ui,i’—) bzz’azz’A ( 7,—17, 7“1‘,1")‘

Casd: af'y >0, by >0, af |, >0, by >0

n+l _ ,n n n _.n n n _n
wln =gy Frady (Wl —ugy) by (wly g — ugly)
21n n n 2in . n n n
+77b; ’azz —1(%‘—1,1"—1 - Uz‘,z"—l) -r bi,i’ai,i’(ui—l,i’ - Uz‘,z")-

Cas5:aZi,§0, bZi<0 a’ <0, b <0

i+1,3 i, +1 =

n+1 __

n n n n n
wp = gy Hragy (Ui — ity ) b (U — il i)

2 n n 2in n n n
+r bz g i/ (UH' - ui+1,i’) -r bi,i’ai,iurl(ui,iurl - ui+1,i’+1)'

Cas 6 : aily <0, b”,<0 ailyq 20, b”Jr1 0
n+l _  n n n n n n n n
wp = Uy Hragy Al (Wl — wly) e (uly — uitg i)

2 2
+r bnz'a (1 A?Jrl,i’)(u?,i’ - U?Jrl,i’) -T bZi’aZiUrl(l - A?+1,i’+1)(“2i’+1 - “?+1,z"+1)-
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CasT: aly <0, by <0, alyy <0, blyyy >0

i+1,3 1,0/ +1 =

n+1l _ ,n n n n n n n n n
wln =y ragy (uty — ity ) bl (wly — uilp ) bl Al (Ui — uily)

2 2
+r b?,z"a?,i'(l - A?,i'ﬂ)(u?,z" - U?+1,z") -r b?,i’a?,i’-l—l(l - A?,i’-i-l)(u?,i’—f—l - U?+1,z"+1)-

. n '3 7
Cas 8: ay <0, b, <0, alyy, >0, by g =20
Wiy = U g (U =ity )+ (W —ugy g ) rady Ay o (Wi =g )+ Ay 4 (W g —uily)

)

2 2
+r b?,i’a?,i’(1_A?+1,i’)(1_A2i’+1)(u?,i’_U?Jrl,i’)_T b?,i’a?,i”rl(1_A?,i’+1)(1_A?+1,i’+1)(u2i’+1_U?Jrl,iurl)'

. n '3 '3
Cas 9 : a;y = 0, bi,i <0, a} L S 0, bi,i’+1 >0
n+1 n n n n n n
Uy i o tra; Z’AZ z’( U145 — “m/) + Tbi,i'(l - Ai,i’Jrl)(ui,i’ - ui,i’Jrl)

21n n n n 2in n n n n n
+r°b; A Z’AZ z'(1*Ai,¢'+1)(ui71,i'*“m")*?" bi,i’ai,i’JrlAi,iUrl(17Ai,i’+1)(ui71,i’+17ui,i’+1)'

. n 7
CaS 10 : ai,i’ 2 0, b < 0 (l —1,4 S 0; bi,i’Jrl g 0
n+1 n n n n
U; i1 gt ray Ay (wig e —wgty) + bl (gt — ugte )

21n n n 2in n n n n
+r b v a; ’Az o (u U145 — ui,i’) -r b@',i'ai,z"+1f4i,z"+1(“z’—l,z"ﬂ - “z’,z”+1)-

CaSll:aZiIEO,b <0 (l 1/20, b?:iq,lzo

?:71 = uiy +rai(uig g —uiy) + bl (U — Ay ) (il — uiiiq)

+ T2b§fi'a2i'(1 - Azz"+1)(uzﬂ—1¢' - U?u) - TQbZi’aZi’+1(1 - A:‘L,z"+1)(uzn—1,i'+1 - uZi’-{-l)‘

(7

. n n
Cas12: afy >0, b7y <0, af |, >0, by, <0
n+l _ n + n ( n o ) 4 b ( _an )
Uy gr = Wy T TG (Uj_q g T0; 31 \Wg 50 — Uj 341
2 n 2in n n n
+ 7°b; Z’az i/ (uiq A U“') -r bi,i’ai,iurl(uifl,iurl - ui,iurl)'
Cas 13 : a“,<0 b“,>() az+12<0 b”, 120
n+l _ . n n n n n n n
wi = gy gy (Ui — ity ) bl (U g — ugly)
2in n n n 2in n n n
+r bz’,z"ai,iul(ui,zul - ui+1,z”71) -r bi,i’ai,i’ (Um' - ui+1,i’)'
Cas14: a}, <0, b}y >0, al'y,, >0, by ;>0
n+l _ . n n n n n () n n
wpy =gy Hraly (L= Af ) (Wl — il o) + 07wty — uily)

2 2
+ 770} Z’az i (1= A?ﬂ,iul)(uzzul - U?H,zul) -r b?,i’a?,i’(l - A?Jrl,i’)(u?,i’ - U?Jrl,i’)'
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Ca.s 15 . a’ﬁi’ S 0, b;fz/ 2 0, a’?—‘,—l,i’ S 07 b?;i’—l S 0

n+1

. n n n n T n n n
wp = gy Hragy (Uly — it i) by Ay (it g — uily)

1,0

2in n n n n 2in n n n n
+r bi,i’ai,i’flAi,i’ (Um"fl - ui+1,i’71> -r bi,i’ai,i’Ai,i’ (Um' - ui+1,i’>'

Cas 16 aj, <0, b, >0, ayy, >0, by 1 <0

n+l _ n n n n n n n n n
wls "t =gty +ragy (U= Al ) (udy — udg o) + 70y Al (uily g —uily)

i,/

21n n n n n
+ bl party Al (L= Ay o q)(u

- -

4.2.2 Remarques sur les differences entre la méthode 2D et la méthode

par Splitting
Différences dans le principe de construction

La méthode par Splitting (directions alternées), comme il a été rappelé plus haut, con-
siste & décomposer notre équation bidimensionnelle en deux sous-équations monodimension-
nelles qui se traitent chacune de fagon identique. La méthode par Splitting consiste donc a
résoudre deux problémes de Riemann monodimensionnel alors que la méthode 2D consiste
a résoudre un probléme de Riemann bidimentionnel.

Dans le cas de la méthode par Splitting, le solveur constitué de Heaviside généralisés est
de dimension un en espace, alors que dans la méthode 2D, le solveur utilisé est de dimension

deux en espace, utilisant des produits tensoriels de Heavisides généralisées.

Remarque 54 Sur le plan théorique, la résolution du probléme de Riemann différe, les cal-
culs pour la méthode par Splitting se font dans Gs(Rx ]0;400(), les calculs pour la méthode
2D se font dans Gg(R?x ]0; +o0]).

Différences dans les expressions

Cette différence dans le principe de construction débouche surtout sur une différence

des schémas numériques obtenus, que nous allons expliciter sur le cas 1 : a}';, >0 ', >0
b} b

al y, <0 b, <0.

2

— Par la méthode 2D, on obtient le schéma numérique suivant

n+l _ . n n_oAn n _.n noAn n _.n
wih =y +ragy Al (wl gy — uity) by Ay (uiy g — ugly)

-~

Pyp(r), polynome en r de degré 1
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— Par la méthode par Splitting, on obtient le schéma numérique suivant

n+l _ n n n n n n n n n
wpn = Uiy ragp Ay (uiy g — uity) + by Ay (uily g — uily)+

On reconnait Pop(r), polynéome en r de degré 1

2in .n n n n n 2in . n n n n n
T bi7i’ai7i’—1Ai7i’Ai7i’—1(ui—l,i’—l - %z"—l) -r bi7i’ai,i’Ai,i’Ai,i’ (Uz‘—l,z" - Um‘/)

Qsp(rz)7 terme uniquement en 72

Remarque 55 Ces constats sont vrais pour chacun des 16 cas de schémas numériques,

comme on le constate sur les expressions obtenues.

En conclusion pour chacun des 16 cas de schémas numériques, par la méthode 2D, on

obtient des schémas numériques de la forme

ul'tt = Pyp(r)

3,0

ou Pyp(r) est un polynome en r de degré 1. Par la méthode par Splitting, on obtient

des schémas numériques de la forme
n+1l __ P 2
uy = Pap(r) + Qgp(r’)

ot Pop(r) est le polynome en 7 de degré 1 obtenu ci-dessus par la méthode 2D et Qgp(r?),

un polynome uniquement en r2.

4.3 Tests numériques

Nous allons tester les schémas numériques selon les signes de ag4, aq4, by et by, afin de
retrouver les differents cas, puis nous allons vérifier une certaine proximité des résultats
concernant les comparaisons des tests en vue de valider les schémas numériques.

Dans un premier temps, nous allons tester les schémas numériques pour le probléme de
Riemann, et retrouver les différentes solutions correspondant aux différents cas. On choisit

A=0,5.

Les résultats (a ¢ fixé) sont illustré par :
1) ag <0,aq>0,by <0etbg > 0:casdeladouble zone intermédiaire suivant les directions

zety. (Cas 1,8,9, 16)

2) ag <0, aq>0,b; >0cet bg >0 : cas de la zone intermédiaire suivant la direction x et

discontinuité de uy se propageant vers la "droite" suivant la direction y. (Cas 2, 14)
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3) ag <0, aq <0, by >0etbg >0 : discontinuité de uy se propageant vers la "gauche"

suivant la direction x et vers la "droite" suivant la direction y. (Cas 13)

4) ag <0, a9 <0,by <0etby>0:cas de la zone intermédiaire suivant la direction y et

discontinuité de ug se propageant vers la "gauche" suivant la direction z. (Cas 7, 15)

5) ag <0,aq>0,b; <0etby <O : cas de la zone intermédiaire suivant la direction x et

discontinuité de ug se propageant vers la "gauche" suivant la direction y. (Cas 6, 10)

6) ag > 0, ag > 0, by > 0 et by > 0 : discontinuité de ug se propageant vers la "droite"

suivant les directions x et y. (Cas 4)

7) ag <0, a9 <0, by <0etby <O : discontinuité de ug se propageant vers la "gauche"

suivant les directions z et y. (Cas 5)

8) ag >0, ag <0, by >0 et by <0 : phénomene de blocage en t = 0.

9) ag >0, ag >0, by <0 et by >0 : cas de la zone intermédiaire suivant la direction y et
discontinuité de ug se propageant vers la "droite" suivant la direction z. (Cas 3, 11)

10) ag > 0, ag > 0, by < 0 et bg < 0 : discontinuité de ug se propageant vers la "droite"

suivant la direction x et vers la "gauche" suivant la direction y. (Cas 12)

ag<0, ag>0, by <0 et bg>0

(Cas de la double zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des x et

des y)
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

ZEN
AN
LSRRI

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08
20

Croquis représentant Ierreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
ag>0, ag>0, bg>0 et bg>0

(Discontinuité de ug se propageant dans le quadrant x>0 et y>0)
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques par Splitting

Croquis représentant Ierreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting

ag<0, ag<0, bg<0 et bg<0
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques par Splitting

Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
ag>0, ag<0, bg>0 et bg<0

(Phénomeéne de blocage)
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques par Splitting

Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
ag>0, ag>0, by<0 et bg>0

(Cas de la zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des y et disconti-
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nuité de uy se propageant suivant la direction des x>0)
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques par Splitting

Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
ag>0, ag>0, by<0 et bg<0

(Discontinuité de uy se propageant dans le quadrant x>0 et y<0)
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W
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

S
R
SR \\8‘ 0

& SOCTS
2 A

O

o
Fenunsitanty
l“\e\\\\\\““\\\\\\\‘\‘

Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
ag<0, ag>0, by<0 et bg<0

(Cas de la zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des x et disconti-
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques par Splitting

-20 -20

Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
ag<0, ag<0, by <0 et bg>0

(Cas de la zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des y et disconti-

nuité de uy se propageant suivant la direction des x<0)
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D
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Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting

ag<0, ag<0, bg>0 et bg>0
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques par Splitting

0.15+
0.1

0.054

Croquis représentant Ierreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
ag<0, ag>0, bg>0 et bg>0

(Cas de la zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des x et disconti-

nuité de ug se propageant suivant la direction des y>0)
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques 2D

8-
6+ S
4] { 0%
RN
2
S OOSSOTIS
0.l SESSSES

20

-20 -20

Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques par Splitting

0.05

-0.05

Croquis représentant Ierreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
Maintenant, nous allons effectuer les tests numériques en faisant varier uy, 14 ainsi que
les coéfficients ag4, aq, by et bg, & pas h constant, afin de voir si les résultats restent conformes
aux prédictions.
Nous allons uniquement tester le cas a, < 0, ag > 0, by, < 0 et by > 0, les autres cas

se testant de fagon similaires.

cas a;<0, ag>0, by<0 et by>0

Les tests qui suivent sont tous effectués a pas constant h = 0, 15.
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1%cas) ug < uq

Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = 1, ug = 8, ay, = —0, 75,

aqg = 0,85, by = —0,65 et by = 0,95

(4.1)

La figure 4.1 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

(4.2)

La figure 4.2 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting
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-0.024

-0.04 4

-0.06

-0.08

-0.1.
20

10 20
10

-10 -10
(4.3)

La figure 4.3 correspond & l'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = —4, uqy = 6, ay = —0, 85,

aqg = 0,75, by = —0,95 et by = 0,85

(4.4)

La figure 4.4 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

78



(4.5)

La figure 4.5 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par Split-

ting

-0.054
-0.14

-0.154

-0.2.
20

10 20
10

10 -10
(4.6)
La figure 4.6 correspond & l'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, =5, ug = 9, ay = -2,

aqg =3, by =—3,5 et bg=2,5
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6.6

6.4

6.2

20
20

-10 -10
(4.7)

La figure 4.7 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

6.8+
6.6
6.4

6.2

20
20

-10 -10

(4.8)

La figure 4.8 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par Split-

ting
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-0.02+

-0.03

-0.04 4

-0.054

-0.06

-0.07
20

10 20
10
10 -10
(4.9)
La figure 4.9 correspond & l'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting

Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = -5, uq = 4, ayg = —1,

ad=1,5, bg=—2 et bd=1,75

5.
20

-10 -10

(4.10)

La figure 4.10 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

81



=
=ty
Il"ooo":‘\\‘ OSSO
0 203NN\
2o NN =
SN
S

10 20

-10 -10
(4.11)

La figure 4.11 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

10 20
10

-10 -10

(4.12)

La figure 4.12 correspond & 'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting

Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = —4, ug = —1, a4y =
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—1,5, ag =2, by = —2,5 et by =1,75

10 20

-10 -10

(4.13)

La figure 4.13 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

10 20

-10 -10
(4.14)

La figure 4.14 correspond au test des schémas numeériques obtenus par la méthode par
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Splitting

-0.02
-0.04
-0.06 4
-0.08
-0.14

-0.12.
20

10 20

10 10
(4.15)
La figure 4.15 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = 7, uqg = —4, a4y =

—0,65, ag = 0,85, by = —0,95 et by = 0,75

(4.16)
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La figure 4.16 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

(4.17)

La figure 4.17 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

-0.014
-0.02 4

-0.034

-0.04 . -
20

10 20
10

-10 -10
(4.18)
La figure 4.18 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting

2% cas) ug > uq

Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = 6, uq = 3, ag = —0, 65,

aqg = 0,95, by = —0,75 et by = 0,85
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20
10 20
10
0 0
10 -10

(4.19)

La figure 4.19 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

55
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N7 7/
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=
3.54
3.
20
10 20
10
0 0
-10 -10

(4.20)

La figure 4.20 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting
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0.08+

0.06

0.04

0.02

(4.21)

La figure 4.21 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = 7, ug = -5, ay = —0, 75,

ag = 0,95, by = —0,65 et by = 0,85
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20
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10
0 0
-10 -10

(4.22)
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La figure 4.22 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

64
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24
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20
10 20
10
0 0
-10 -10

(4.23)
La figure 4.23 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

0.25+

0.2

0.15

(4.24)

La figure 4.24 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = 5, ug = 2, a5 = —2,

ag=1,5, by =—-3 et bg=2,5
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-10 -10

(4.25)

La figure 4.25 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

3.9

3.8

1l
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-10 -10

Illllll

]

(4.26)

La figure 4.26 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting
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(4.27)

La figure 4.27 correspond a l’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = 3, ug = —4, ayg = —1,

ag=1,5,b,=—1,5 et by=2,5
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La figure 4.28 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

: \\\\\\ N
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” 0 10 =

N (4.29)

La figure 4.29 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

0.2+

0.15+

(4.30)

La figure 4.30 correspond & 'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode

2D et ceux obtenus par Splitting
Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u, = —1, uqg = -5, ay =
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—0,8, ag = 0,75, by = —0,65 et by = 0,9
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(4.31)

La figure 4.31 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

-5
20

-10 -10

(4.32)

La figure 4.32 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par
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Splitting

0.1

0.08

0.06

(4.33)

La figure 4.33 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
Les tests qui suivent sont effectués pour les valeurs u;, = -2, uqg = -7, a4y =

—2,5, ag =3, by = —3,5 et by = 2,75

-3.6+

10

-10 -10

(4.34)
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La figure 4.34 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

10 20
10

-10° -10
(4.35)
La figure 4.35 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting
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0
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-10° -10

(4.36)

La figure 4.36 correspond a l’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting

Maintenant, on va effectuer les tests en faisant varier uniquement le pas afin de voir
Iinfluence du maillage sur les tests.

On se place toujours dans le cas ay, < 0, ag > 0, by < 0 et by > 0, les autres cas se
testant de fagon similaires.

Les tests qui suivent sont tous effectués pour les valeurs u, = 7, uqg = —5,
ag = —0,75, ag = 0,95, by = —0,65 et by = 0,85, en faisant varier uniquement le pas afin

de voir si le maillage a une influence sur les résultats obtenus.
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1" cas h=10,15
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(4.37)

La figure 4.37 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

20
-10 -10
(4.38)

La figure 4.38 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

0.25+
0.2

0.15

(4.39)

95



La figure 4.39 correspond & 'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
2°me cas h =1,5/20 = 0,075

10+

-5.l
40

20 40

(4.40)

La figure 4.40 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D
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40
2 40
20
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20 -20

(4.41)

La figure 4.41 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par
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Splitting

(4.42)

La figure 4.42 correspond & 'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
3%m¢ cas h =1,5/30 = 0,05

10+

40 -40

(4.43)
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La figure 4.43 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

10+

(4.44)

La figure 4.44 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

(4.45)

La figure 4.45 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode

2D et ceux obtenus par Splitting

98



4%m¢ cas h =1,5/40 = 0,0375

10+

-5,
50

50

-50 -50

(4.46)

La figure 4.46 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

10+

5
50

50

-50 -50

(4.47)

La figure 4.47 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par
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Splitting

0.4+
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-50 -50

(4.48)

La figure 4.48 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
5°m¢ cas h =1,5/50 = 0,03

10+

-5,
100

50 100
50

-50 -50
(4.49)

100



La figure 4.49 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

10+

50 100
50

50 -50
(4.50)
La figure 4.50 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

0.4+

100

-50 -50

(4.51)

La figure 4.51 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode

2D et ceux obtenus par Splitting
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6°me cas h = 1,5/60 = 0,025

10+

(4.52)

La figure 4.52 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

10+

100

-50 50
-100 -100

(4.53)

La figure 4.53 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

-100 -100

(4.54)
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La figure 4.54 correspond & l'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
7°™mC cas h =1,5/70 ~ 0, 02

10+

100

-100 -100

(4.55)

La figure 4.55 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

10+

100

-100 -100

(4.56)

La figure 4.56 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par
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Splitting

0.4+
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0
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100

-100 -100

(4.57)

La figure 4.57 correspond a l’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
8me cas h = 1,5/100 = 0,015
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(4.58)

La figure 4.58 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D
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-5.l

200
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-100 -100

(4.59)
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La figure 4.59 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

-100 -100

(4.60)

La figure 4.60 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting
9°me cas h =1,5/150 = 0,01

10+

200

(4.61)

La figure 4.61 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

10+

200
100 200

-100 100
-200 -200

(4.62)
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La figure 4.62 correspond au test des schémas numeériques obtenus par la méthode par

Splitting

200

(4.63)

La figure 4.63 correspond a l’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode
2D et ceux obtenus par Splitting

Conclusion : Que I'on fasse varier les données initiales (ug, uq et les coefficients agy,
aq, by et by ) ou le pas h, les résultats numériques par les tests des schémas numériques 2D
ainsi que ceux par Splitting s’accordent parfaitement comme en témoignent les figures 4.1
a 4.63.

Par conséquent, on en déduit que le choix du maillage n’altére en rien la concordance
des résultats numériques obtenus par les tests des schémas numériques 2D ainsi que ceux
par Splitting, comme en témoignent les figures 4.37 & 4.63, il semblerait méme que lorsque
le pas h diminue, l'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting diminue
comme en témoignent les figures 4.39, 4.42, 4.45, 4.48, 4.51, 4.54, 4.57, 4.60 et 4.63.

De plus, lorsque le pas h diminue, les formes arrondies des figures obtenues par les tests
numériques des schémas numériques 2D, des schémas numériques par Splitting ainsi que de
Perreur entre ces deux schémas numériques deviennent moins arrondies, plus anguleuses,
comme en témoignent les figures 4.37 a 4.63, ce qui laisse penser que lorsque le pas h

diminue, il y a moins de diffusion numérique.
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4.4 Interprétation des résultats et calcul de la complexité des

deux méthodes

4.4.1 Interprétation

Lors de la résolution du probléme de Riemann par la méthode 2D, I’écriture du solveur
utilisé n’a pas été justifié de fagon rigoureuse.

L’utilisation de la méthode par Splitting et surtout la comparaison avec la méthode 2D
par les tests informatiques a pour but de valider ou au contraire de non valider le solveur
utilisé pour la résolution du probléme de Riemann par la méthode 2D.

Nous allons considérer que les résultats sont concluants si et seulement si les figures
obtenues par les tests des schémas numériques 2D ainsi que ceux par Splitting sont suffisa-
ment voisines.

Les croquis représentant l'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méth-
ode par Splitting et les schémas numériques obtenus par la méthode 2D corroborent cette
propriété, I'erreur diminuant lorsque le pas h diminue.

La comparaison par les tests entre la méthode 2D et la méthode par Splitting s’avére
concluante.

Nous pouvons donc conclure que les schémas numériques obtenus par la méthode 2D
sont aussi fiables que ceux obtenus par la méthode par Splitting, ce qui de plus, valide le
solveur utilisé pour la résolution du probléme de Riemann par la méthode 2D.

La méthode 2D donne donc des résultats numériques fiables, et elle bénificie d’un cadre
de résolution rigoureux, alors que la méthode par Splitting est basé sur le fait que si une
somme de deux termes est nulle, alors chaque terme peut étre considéré comme nulle (on
scinde notre équation en deux sous-équations), ce qui d’un point de vue théorique est préju-
diciable.

Par ailleurs, les schémas numériques obtenus par la méthode 2D sont plus simples dans
leur écriture, ils n’ont pas de termes en r d’ordre deux comme ceux de la méthode par
Splitting, de ce fait ils utilisent moins d’opérations élémentaires (addition et multiplication)
que ceux obtenus par la méthode par Splitting, donc ils sont moins couteux.

La méthode 2D est donc moins cotteuse que la méthode par Splitting en temps d’exé-
cution, donc plus rapide.

De plus, on verra dans ce méme chapitre que les schémas numériques obtenus par la
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méthode 2D sont stables pour la norme L°°, alors que les schémas numériques obtenus par

la méthode par Splitting ne sont pas stables pour la norme L*°.

4.4.2 Analyse de la complexité de la méthode par Splitting et de la méth-
ode 2D.

La complexité d’un algorithme se mesure essentiellement en calculant le nombre d’opéra-
tions élémentaires utilisées pour traiter une donnée de taille n.
Les opérations élémentaires considérées sont :
1) Les Tests (les instructions de controle, les comparaisons....),
2) Les affectations (les initialisations....),
3) Les opérations arithmétiques (additions, multiplications) (calculs de sommes, de

produits, incrémentations,...).

Le calcul de la complexité se fait suivant les régles suivantes :
1) Le temps d’exécution (t.e) des opérations élémentaires nommeées ci-dessus est considéré
comme constant c.
2) Le temps d’exécution d’une séquence d’instructions est la somme des t.e des instructions
qui la composent.
3) le temps d’exécution d’une boucle est égal & la somme du cott du test, du cott du corps

de la boucle et du cott du test de sortie de boucle.

Nous allons présenter 'organigramme de la méthode 2D et de la méthode par Splitting

afin de calculer la complexité de ces deux méthodes.
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ORGANIGRAMME

Lecture de données|

:=-n.an Boucles

J
pe | :=-n @ n
X=
Hypothéses sur les Données Y=
Pour la résolution du Probléme
De Riemann (Chapitre 3)
X>0 etY> d\h
Oui |
Calcul Gaul
A A
B B
W Un
Wk K
Calcul DT
R :=DT/DX
Partie initialisation
e J ;=0 @ n
—1:=0an

Calcul desccroissements U et Uy suivant les directions
de X etde Y_(@aspour les méthodes 2D et Splitting
sweint les signes de @, aq, by et by)
16 casuivant les signes de @, aq, bg et bgpour le calcul de
RCARRE pour la méthae par Splitting

Boucle en temps

U :=U+WJ+Uy (méthode 2D)
U:=U+WY+Uy +RCARRE (méthode par Splitting)

On appelle Top(n) la complexité de la méthode 2D et Tsp(n) la complexité de la méthode
par Splitting. On introduit les cotits suivants :
c1 :colit d’un test, co : cotit d’une affectation, c3 : colit d’'une addition, ¢4 : cotiit d’une

multiplication, c5 : cotit d’une incrémentation.
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On a alors

Top(n) = 23ca + Cn? ot C =26¢; + 49¢3 + 10c3 + 28¢c4 + 2c5

Tsp(n) = 23co + C'n?  oi C' = 42¢; + 65¢o + 59¢3 + 204c4 + 3cs

Ces deux méthodes ont une complexité en O(n?).
On remarque que pour des petites valeurs de n, comme C << C’, la méthode 2D est

plus efficace que la méthode par Splitting, car nettement moins cotiteuse.

4.5 Stabilité des schémas numériques 2D

Nous allons énoncer un résultat de stabilité des schémas numériques obtenus par la
méthode 2D. Tout d’abord, nous allons préciser la condition de Courant -Fréderich-Levy
dite condition CFL : vu que les fonctions {(z,y,t) — a(z,y,t)} et {(z,y,t) — b(z,y,t)}

appartiennent & L>®°(R? x R]), on a :

1 1
dr >0,/ sup !a?’i, <2—et sup \bﬁa|<g-

(i3")€Z2 T (i,i")ez?

Proposition 56 On suppose que les fonctions {(x,y,t) — a(z,y,t)} et {(z,y,t) — b(x,y,t)}
appartiennent ¢ L™ (R? x RY) et que la fonction { (x,y) — ug(x,y)} € L®(R?) alors le

schéma numérique 2D est stable pour la norme L, c’est-a-dire :
v(i,i') € Z%,¥n e N, [uf | < |luol poo g2y -

Nous ne démontrons pas ce résultat ici, car une proposition similaire sera établie au

chapitre 5 dans le cadre de la stabilité des schémas numériques 2D pour le cas non linéaire.
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Chapitre 5

Schémas numeériques de type
Godunov et tests numériques dans

le cas non linéaire

On cherche & construire des schémas numériques de type Godunov associés a I’équation

Of (u(z,y,1)) Ig(u(z, y, )

o +b(z,y,t) ay

@(fﬂ', y,t) +alz,y,t) ~0 (2

ot
dans Gs(R? x RY), ol f et g sont monotones et appartiennent a C°(R), avec comme
condition initiale et comme coefficients :
uo(z,y) =ug + Aul(z,y) Au=1uq—uy
a(z,y,t) = ag+ AaY (z,y) Aa=aq—ay
b(z,y,t) = by + AbZ(x,y) Ab=bg— b,
Les agq,ag, uq, ug, by, by sont des constantes réelles arbitraires, les L,Y et Z des fonctions

généralisées définies comme suit
L(z,y) = (L1 ® La) (z,y) ; Y(z,y) = (V1 ®@Y2)(2,9) 5 Z(z,y) = (Z1® Z2) (2,9)

ou Y1,Ys, Ly, Lo, Z1, Zs sont des fonctions généralisées de Heaviside usuelles de Gg(R).

Par analogie au cas linéaire, nous cherchons des approximations de la solutions w :
— de type produit tensoriel de fonctions de Heaviside présentant, & t fixé, une disconti-
nuité selon z = ¢t et une selon y = cot dans le plan des (z,y) (dites solution a une

discontinuité, par analogie avec le cas unidimensionnel),
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— de type somme de deux produits tensoriels de fonctions Heaviside présentant, a t
fixé, dans le plan des (z,y) d’une part une discontinuité selon x = ¢t et une selon
x = |t et d’autre part une selon y = cot et une selon = = ¢4t (dites solution a deux
discontinuités, par analogie avec le cas unidimensionnel).
Dans la recherche de ces solutions, nous écrirons, chaque fois que nécessaire, f(u) et
g(u) sous une forme analogue a celle de w.
Ces choix de forme d’approximations sont justifiés par la construction des schémas
numériques dans ce méme chapitre. Comme dans le cas linéaire, ces approximations dépen-
dent du signe des vitesses de propagation suivant les axes des = et des y, ce qui nous améne

& distinguer les cas suivants.

a) Sous I'hypothése qgftd)=I(a) ~ o bdw > 0, lapproximation (au sens de

Ug—TUg d—Ug

l’association) de la solution est de la forme :

(e, ) = g+ (g — ug) B — a, T 0=y o 0a) — 90a),
Ug — Ug Ug — Ug
dans Gg (R? x ]0 4 o0f).
Cette forme est utilisée pour la construction du schéma numérique (cas 4) décrit dans ce

méme chapitre.

b) Sous I’hypothése aq4 ! (ugiiiiu ) < 0et bg%ﬁ < 0, approximation (au sens de

Passociation) de la solution est de la forme :

fua) — f(ug)t7 Y — by g(ua) — g(ug)t)

’U,({I,‘,y,t):ug+(Ud—ug>H($—ag Ug — U Ug — U
g g
dans Gg (R? x ]0 4 o0f).

Cette forme est utilisée pour le cas 5 dans la construction du schéma numeérique.

¢) Pour bg%g—) < 0, 'approximation (au sens de I’association) de la solution est de la

forme :

fua) = f(ug)

dans Gg ((R)? x ]0 + oo]) et :

dans Gg (R*\(RT)?) x ]0 + oof).
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Cette forme est utilisée pour la construction du schéma numeérique (cas 12,13).

d) Pour ag%g—) < 0, bg%ﬁ < 0, ad% > 0 et bd% > 0, "approxi-

mation (au sens de l'association) de la solution est de la forme

fA) = fug) 9(A) — g(uy)

u(xay7t>:ug+()‘_ug)H(x_a9 )\_ug t’y_bg )\_ug t)
+ (ug — N K(z — adwt, Yy — bdwﬂ

dans Gs(R? x ]0; +o0|) oit A = ug — AAu, A €]0;1].
Cette forme est utilisée pour la construction du schéma numeérique (cas 1,8,9,16).

e) Pour ag4 f(’\;_f(u ) < 0, adﬂ“—jd:u{& >0 et bdﬂu—jd:ui& > 0, Papproximation (au sens de

—Ug

l’association) de la solution est de la forme :

u(w,y,t) = ug + (A—ug)H(x_agWuy_bdww
+ (ug — N K(z — adww ~ bdw_i%
Ud — Ug —

dans Gs(R? x ]0; +o0|) oit A = ug — AAu, A €]0;1].

Cette forme est utilisée pour la construction du schéma numeérique (cas 3,11,6,10,7,15,2,14).

Ces formes, pour les approximations de solutions particulieres se justifient (notamment en
raison des hypothéses particuliéres faites pour les fonctions a et de b) de maniére trés proche

aux propositions analogues présentées dans le cas linéaire 3.

5.1 Construction des schémas numériques de type Godunov

Ces schémas sont basés sur les approximations présentées dans les cas a) a e) exposés

ci-dessus.

5.1.1 Cadre et notations

Soit h > 0 et At =1rh avec r > 0 a fixer. On discrétise 'axe des X, Y en posant :
L=z yiwy | ohai=ih GEZ) , Ip=yy_1i9,m1| o0 ye = (7 €7)
et I'axe des ¢ en posant :
In = [tn;tns1] o0 t, =nAt (n€N).
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On cherche une approximation u?, de la solution du probléme (2) au point (z;,yy) a
I'instant ¢,,.
Notons uy, j, la fonction pas qui est égale a u;'; sur le parallélépipede [; x Iy X Jy, pour

tout (i,4') € Z2, pour tout n € N. Posons :

1
a;y = 8 /IZ/,/n x,y, t)dzdydt , i = W/Il /i, /n b(z,y,t)dxdydt.

Notons ap,p, (resp. by ;) la fonction pas qui est égale a al’;, (resp. b,,) sur le parallélépipede

I; x Iy X Jp, pour tout (i,4') € Z2, pour tout n € N.

Pour construire la suite u,,, on procede comme suit. Soit :

1
Wy = ﬁ/fz /i’ uo(z, y)dzdy.

Supposons connu uzi,, pour tout (i,i') € Z2, pour tout n € N. Sur le parallélépipede
I; x Iy x Jy,, on résout le probléme de Riemann (au sens de la recherche de solutions de la
forme présentées dans les cas a) a e) ci-dessus) avec les données :
a(z,y,t) = aiyp + (aly —ai 1 )}/i(x_xi—%)
a1+ (aiy —aiy_1)Ya(y — yi/_%)
= app + (@10 — i) Ya(@ = 241)

= aZi' + (a?,iurl - aZi’)Y‘l(y - Z/Z-ur%) ;

de méme :
b(z,y,t) = by + (bl — by i) Za(z — %_%)
= biy—q + (O = 0ly1)Za(y — Y1)
= bity + (1,0 — bilr) Zs(x — $i+%)
= by + (b1 — 0) Za(y — yiur%) ;
et enfin :

u"(z,y) = w4+ (uiy —uiy ) L (2 — 5%;%)
zz—1+( zz—l)LZ(y Yir— —)
= uZi’ + (u?-i-l,i, — UZZ/)Lg(w — :I:Z-i-%)

=y + (U —uiy) La(y — yiq_%)
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onY;, Z;et Ly (1 <i<4)sont des fonctions généralisées de Heaviside usuelles.

Ainsi, on résout (au sens de la recherche de solutions sous la forme présentées dans les

cas a) a e) ci-dessus) le probléme
e+ a(f(u)e +b(g(w)y 20 ul,.,t,) = T

dans Gg(R? x R}). On pose, enfin

ulht = // w(z,y, tny1)dzdy.

Nous avons 16 cas possibles selon les signes de ai’ |,/ f'(ui 1 ), @'y f'(uly), @it o F1(W 40),s
g '(u] Z/) by 9’(“21’/71) et by gl(u? ' /1) La construction des schémas numériques 2D
se fait comme dans le cas linéaire, par projection de 'approximation de la solution faible
généralisée (au sens de l'association) décrite dans les cas a) a e), sur la surface paral-

lélépipedique I; X Iir X {tp41}-

5.1.2 Schémas numériques 2D

Cas 1 : aZi,f’(u?’i/) >0, b?ﬂ-/g’( “/) >0, a?ﬁl’i,f’(uﬁl,i/) <0, b 19 (u “-/71) < 0.—

Par projection, on obtient :

un+1 (1 - Ta?;i/ /(U,Zi/) - Tb?;i’ g/(uzzl))uzll + Ta?:i/ f/(uzi/))\?_%ﬂ:, + Tb?:i/ g/(uzll))\?l,

(R4 ,

/+(1 A’L’L/) ZZ/’)\?i/fl
) 2

= A’Zl/u 1+(1 A’L ’L/) Zi/ ou AZZI S ]07 1[’

n n
avec )\FQ = Al

soit donc :

+1 _ / !
ul = Uzi/ + Ta?;i’f ('LLZZ/)AZZ/ (U?—l,i’ — 'LLZ,L/) + TbZi’g (UZZ/)AZZ/ (uZi'—l — 'LLZ,L/)

0,0

e / -

bl g (U], )h® ——y

\/ iR o /ST L

n
U, e* - b,
_." n
- a

e cas 1
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Cas 2 : aj, f'(u}

D)2 0, B () 2 0 ) S0, B g/ () > 0
Par projection, on obtient
UZL;H (L—=raiy f'(uiy) —rbiug (uiy) ) uiy + ra’gi’f,(u?,i’))‘?_%yil + 70 g (uf i )uit
avec X.L_%’i, = APui g o+ (1= AP)uiy ou A7, €105 1[. Donc :
uﬁl = ufy +raly f (ul) Al (w0 —

)+sz 49 ( zz’)(uZi’—l - U’:Lz’)

Lwir
>
x 1
g
La
cas 2
Cas 3 : a, f'(ujy) =20, blyg'(ul'y) >0, a y . f/(uly ) >0, by 19 (ufyq) < 0.—
Par projection, on obtient
’U,Z;',_l = (1 — T’a/zi/ /(U,Z,L'/) - rbzz’g/(u?:l’))u:fl’ + ’ra/?:i/ f/(u:fi/)u?_lyi/ + szi/g/(uzi/))\zi,_é
avec )\Z ,_% — AZz’unz’—l + (]. AZZ’) Z’L/ Ou An i G ]O, ].[ D’Ol_\l
uﬁ—l =y + raiy f(uf

uz,i’)(u?—l,i’ - u ) + Tbnz’g ( Uy z’)A;l,z (u?z -1 u?z’)

£on

\J

tn
, A
P

I}
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Cas 4 : af, f'(uly) >0, blug'(uy) 20, a y o f'(uily ) >0, by yg'(ufy 1) > 0.—

Par projection, on obtient :

1
uZ;’,’ =(1- rag f’(ufl/) — by g'(uzi,))u?’i, +rag f'(u?’i/)u?_l’i, + 7rbiy g'(uzi,)uzi/_l

= u?,i’ + ’f'a?’i/ fl(u?,i’)(u?—l,i’ — U?’l/) -+ TbZi’gl(uZi’)(u?,i'—l — uzzl)

fon
TV
S = Tk
e :
o ;\

Cas 5 : a7 f'(ujy) <0, b0 (uly) <0, alyy , f/(wlyy ) <0, b2y (uly ) < 0.—

Par projection, on obtient :

n+1

uly = (1+ Tagi,f'(uzi/) + T’bgi,g'(ugi,))uﬁi, —ray f’(uzi/)uﬁ_l’i, — T’bzi,g'(uzi,)ugi/H

= u?’i/ + Ta;l’l’/ fl(uzzl)(uzl/ - u;l_i_l’i/) + szzfg/(uzl/)(uzzf — u?;i’—kl)'

cas 5
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Cas 6 : af,f'(uly) <0, blug'(uly) <0, afyy o f (uily ) 20, bPuyyg'(uly,) < 0.—

Par projection, on obtient :

1
Uz;’,_ = (1 + TaZi’f/(uZi,) + T’bzl,g’(uzl,))uzzl - T’O,Zi, /(uZil))\?—l-%,i’ - T’bzi,gl(uzi/)uziq_l

n __ An n n n N AN . .
avec )\H—l - Ai-i—l,i’ui,i’ + (]‘ - Ai+1,i’)ui+1’i' ou Ai—i—l,i/ S ]0, ].[ Donc :

2

1 !
’LLZ;,_ = UZ,L'/ +7’CLZ7:/ fl (UZ,L/ ) A?—l—l,i’ (u?_H’i, —uzi/ ) +7’a2i/ fl(uzi/ ) (UZ'L, _u?-i-l,i’ ) +Tb21’g (UZ,L/ ) (UZ,L/ _u?,i’-l-l ) .

Cas 7 : afyf'(upy) <0, bPug'(uiy) <0, afyyof (W) <0, by g'(uf, ) > 0.~

Par projection, on obtient :

un‘H = (1 + Tazi,f/(uzi/) + rbzzlg/(uzzl))uzll — ’f’a?;i/ /(uzi,)uﬁ_l’i, — szi’g/(uzi’)AZi'+%

i

n — n n n n Y n . .
avec A, 1 = Ay quily + (1= Ay )ufyyq o A7y €]0;1[. Donc :

+}

U?:V t= ug A rary £ (ui ) (ugto =ity o) Fr07 g (Wl ) (ug s =l ) 407 g (wlti ) Al g (Wl =)

BB il OB '

5
S A
/ —rbl.g (], h? Q;:\ =
~ ;&
ul, W
b P ] s
i --.,.' x = »-
La=*T T2 ay,
Pl o 3 i
T 1 F 48

cas 7
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Cas 8 : aZi,f’(uZi,) <0, b",g( ') <0, a?+1,i'f/(“?+1,i') >0, bzi,ﬂg’(uzi,ﬂ) > 0.—

Par projection, on obtient :

upst = (Lt raly f'(uly) + bl g (uil) yully — rally f'(ui) A},

ZZ

=1y g (u?’i,))\”

1 . 1
30 7,77,’+§
n _ AN n AN n n _ AN n AN n N
avec AT T Al oudy + (1= Al )ud g Aopr = Al uily + (1= Afy)ui g on
Ay i Al € 10; 1[. Donc :
n+1l _ ' n n l(, n n n n I/.n n n
Ujgr = Uy + mi,i/f (Uzz')(um/ - ui+1,i/) + T’bz‘,z"g (U”/)(U“' - U’i,i’Jrl)

+ragy f1(uln) ALy o (uig o — udts) + 1070 g (U ) ATy (uite g — uily).

rb;nr'ng'(uf"f'n)hz 4

[ bn hz v
rbl. g (u]) ﬁo

Lo

cas 8

Cas 9 : afy f'(uly) > 0, bPug'(uily) <0, @iy, f'(uf ) <0, by g (Ui, y) > 0.—

Par projection, on obtient :

1
un+ (1 — ’]“CLZi/ ’(Uzi’) + szz,g/(uzzl))uﬁzl + TaZi’ f’(ugi/))\?_%ﬂ:, — szi,g/(uzi/))\zi,_’_%

ZZ

avec )\” = A” T
27

ALy, Aly .y €105 1] Done :

n n n i n n n n 3
o+ (U= Al Ny = Al ity + (1= Ay )uily y od

' ’
i—1,0 4,8" ) il z,z’Jr%

U/Z:/_l = U/Zi/ + Tazi/f/(uzi/)AZi/ (u?—l,i’ — UZZ/) + TbZZ/g/(u:fZ/)(l — AZ,L'/+1)(UZ7;/ — u?;i’-i—l)‘
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‘rb:]'ﬂcg-l (u:r'+l )hz
—rbl.g (u]; Ya?

tnil

Cas 10 : aZi,f/(uZi,) 2 0, bzl/g/(uzzl) S 0, a’?—l,i/f/(uzn—l,i’) S 07 bzi/_i_lg/(uzi/_i_l) S 0.—

Par projection, on obtient :

+1 _
u?z, =(1- raZi, ! (ufz,) + TbZi' gl(uZi'))“Zﬂ + razi, f (“Zi'))‘?_ 1y~ TbZi' g'(uzi,)uzi, 11

avec A" | |
7/—5,7,

= Al g+ (1= Af)ugl, ou A7, €10:1]. Done :

A 7,

“+1 _ / /
Uzi, = ’U/Zi/ + Ta’?,i’f (’U/ZZ/)AZI/ (u?—l,i’ — U?’Z/) + Tb?;i/g (u?,l’)(u?;z’ — uzi/+1).

-

cas 10

Cas 11 : a?,i’fl(u’gi’) >0, b?,i’gl(u?,i’) <0, a?—u/f/(u?—l,i') 20, b?,z’/+1gl(u2i'+1) > 0.—
Par projection, on obtient :
Wt = (1- rag /(u?Z/) + 70y g'(uzi,))uzi/ +rag f’(uzi,)u?_lyi, — by g'(uzi,)AZi, 1

i
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n AN n AN n YO . .
avec /\i’i,+% = Ay iy + (1= ALy uly oy o Ay €105 1] Done
un—l—l

i,/

=uly Frafo f () (ul g o — i) 410 g (uln) (1 — Afyy ) (Ul — ufl g q)-

g Wl

N - "b:!.g' (u:::‘)hz /
o

e

o 1
Fb—
2
F
x 1
2
cas 11

Par projection, on obtient :

uZ;’,’l =(1- razi,f'(uzi/) + szi,g'(uzi,))uzi/ +rag f’(uzv)u?_l i T'bgfi,g'(uZ ')uZi'H
=uy +ra;, f /(uzz")(uzn—l,i/ —ui'y) + T'bzz"gl(uzz'/)(uzz" —Ugirg1)-

Lo
gl S |

cas 12
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Cas 13 : af, f'(uiy) <0, b7.g'(ufy) >0, aiy o f' (uiyy ) <0, by 19 (uily 1) = 0.—
Par projection, on obtient :
uZ;’,’l = (1+ mz i f (u; z’) - rb’gi’gl(u’gi’))u?,i’ - ra’Zi’fl(u?,i’)u?—H,i’ + T'bzz"gl(uzz")uzz'/—l

uiy + TGZi’fI(UZi’)(uZi’ Uy ) +rbilg "(uj i) (Wit — uit).

foa

cas 13

Cas 14 : af, f'(uiy) <0, b7.g'(uiy) >0, aily o f' (uiyy ) >0, by 19 (uily 1) > 0.—

Par projection, on obtient :

un-l—l (1 + T’CLZ K f ( ) - rbZi’g/(uZi’))uni’ - T’CLZZ-/ /(uzz ))‘ + rbz z’g ( 3,3 ) U; =1

ZZ 1,

n — n n n
avec )‘H—%,i’ = APy gty + (1= AR )udyy o ou AR 4 €105 1[ Donc

uﬁ—l =y +ragy (i) (1= Ay i)y —uiq ) + rbZi’gl(uZi’)(uZi’—l —Uiy)-

lon

cas 14
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Cas 15 :  af, f'(ufy) <0, 0lug'(uily) >0, afyy o f'(ufyy ) <0, 0Py 19 (uffy 4) < 0.—

Par projection, on obtient :

u?jl (I+raly ' S (ul ) — rbZi’g/(uZi’))uZi’ — razi, ’(uzi,)ugﬂrl’i, + rbzi,g'(uzi,)/\zi,_%

=

+1 _ / !
Ur-l-, = uzil + TaZi/f (UZZ/)(UZZ/ — u?—i—l,i’) + szi/g (UZ'L,)AZZI (u?:i’—l — UZ,L/)

1,0

1
rb.g'(u )k’
- rb,':‘__lg'(u:",. |)h?
= T <l R >
& ..' x n x_ 1
b,'_;-» - T ) "l
-'. = au'
N i
s
X
ar cas 15

Cas 16 : a, f'(uj,) <0, bl.g'(ul'y) >0, alyuf'(uiyy ) >0, by 19" (ufly_y) < 0.—

Par projection, on obtient :

un—l—l (1 + Ta’z ! f ( Uy z/) - rb;fz’gl(u;fz/))u? —ra; z/f ( ))\n + rbZi’gl(uZi’)A?i/_%

1, i s

n — n
avec /\i+%,i/ = Al

Alyy ARy €105 1] Donce

n n n n _ AN n N
i Wi T (1 - Az’—|—1,i’)ui+1,i” Al A Uiy_q + (1 Ai,i’)ui,i’ ou

/
7,2 )

1
Uﬁ/— = uiy +ralu f (uln) (1= AR o) (uls — iy o) + 7000 g () ALy (uil ) — uily).

on

Y

= cas 16

123



5.1.3 Schémas numériques par Splitting
Cadre général

On considére I’équation (2) exposée précédemment :

Of (u(z,y,t))
ox

9g(u(z,y,t))

+ b(z,y,t) Y

0
T (@, 0) + alz, y, 1) ~0  (2)

ot
dans Gg(R? x R), f et g appartenant & C*°(R), avec comme condition initiale et comme

coefficients : :
uo(z,y) = ug + AuL(z,y) Au = ug — ug

CL(.’I,‘, Y, t) = Qg + AGY(IE, y) Aa = aq — Qg
b(z,y,t) = by + AbZ(x,y) Ab=1bg— b,
ol ag, @g, Ud, Ug, b, by sont des constantes réelles arbitraires, L,Y et Z des fonctions général-

isées définies comme suit :
L(z,y) = (L1 ® L) (z,y) ; Y(z,y) = (V1 ©Y2)(z,y); Z(z,y) =(Z1® Z2) (2,y)
les Y1,Ys, Ly, Lo, Z1, Zy étant des fonctions généralisées de Heaviside usuelles de Gg(R).

On utilise, comme dans le cas linéaire, une méthode explicite des directions alternées
qui consiste a décomposer 1’équation bidimensionnelle en les deux sous équations mono-
dimensionnelles suivantes :

— Suivant la direction des x

ou of(uw) _ +

5 Ta = 0 dans Gs(R x R)) (a)
— Suivant la direction des y

du . dg(u) +

5 b, =0 dans Gs(RxRY) (b)

Comme dans le cas linéaire, on procéde en trois étapes (on renvoie & Voir Bernard [3, 4] et
Remaki [24] pour les deux premiéres) :

— Etape 1 : on approche I’équation (a) par des schémas numériques qui permettent de

n

1
n+y .
calculer u, ,* en fonction de u,,.

— Etape 2 : on approche ’équation (b) par les mémes schémas numériques mais qui calculent
1

. n+3
"+1 on fonction de (TP

Wi 4
1

.. . n+3 BN .
— Etape 3 : on injecte les expressions de u, ,? obtenues dans la premiére étape dans I’-
n+1

i

n+1

o obtenue dans la deuxiéme étape, et 'on obtient wu en fonction de

expression de u
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Description des schémas

1) Premiére étape.— Nous avons a distinguer 4 cas repris dans le tableau suivant :

Cas a considérer Valeur de u?:%
a) a?,i’f/(u?,i’) >0, a?fl,i’f/(u?fl,i’) 20 “?:% =y + Ta?,i’f,(u?i’)(u?fl il “zlz')
b) azz"f/(“:‘fi') >0, a?—l,i'f/(ugl—l,ﬁ <0 U?:% = Ujy + Ta?;i’f/( )AL ( (A u?z,)
c) a?,i’f/(u?,i’) <0, a?Jrl,i’f/(u?Jrl,i’) <0 u?:% =y + Ta?,i’f,(u ,z'>( il i+1,i’>
d) a?,i’f/(u?,i’) <0 az+1,i’f/( 1) =0 “?;% =y + m?,z"f,(“ ,z')( z+1,i’)(u2i’ - U?Jrl,i’)

2) Deuxiéme étape.— Nous devons (symétriquement) a distinguer 4 cas, selon le tableau

suivant :

Cas a considérer Valeur de u"+1
1 n+3 n+i n+
a) b?z’gl(u 1,7’ ) b?,z’flgl(u?,z’fl) >0 UZ:,— = i,i’2 + Tb?,i’g (u?,z’)(u i’zl 1, 2)
b) 7 z’gl(u ,z’) bz z’flg/(u?,i’fl) <0 UZ:’FI = 2+ Tbn /(u ,z')A?z'( i 1’31 ui,z 2)
n+3 +3
c) 29 (U] J,) , b Z,Jrlg’(uffzurl) <0 u:‘;fl 2 + by ’(u?z,)(u”, 2 _ u?i,il)
1 + n+3 n+l
d) b Z’gl(u?,z’) b?,i“rlg/(u?,iurl) =0 u:‘j = Uy ?+ Tb?,i’ /(u;l,z’)( A?H z')( P -y ! 111
3) Troisiéme étape.— Comme dans le cas linaire, nous avons 16 cas possibles selon

les signes de a;" 14 f (! Wi_qir ) aZi,f’(uZi,), a?—i—l,i’f/(u?-i—l,i’)v bZi,g’(uZi,), b“ —19( i)i— 1) et
bi,i’+1g (ui,i’+1)
Cas 1: al, f'(ufy) >0, blug'(uly) >0, afy o f'(uly ;) <0, b1 (ully_4) <0

Uz;tl = uZil + Tazi/f,(UZiJAZi/ (U?_Li/ — UZ#) + szllg/(uZZ,)AZZ ( ii—1 u? /)

2
+r bZi’g/(unz ) X —1f ( 1,1/ — ) ’Azz — ( zn—l,i’—l - uZi’—1>
- T2b2i/g/(u:~fi/)aziff/(uZiI)AZi/AZi/(u?_l’i/ — ’U/ZZ/)
M : aZi’f,(u?,i’) 2 0’ b?,i’g/( zl’) 2 0 az lz’f,( Ui 1@’) < 0 b i/ 19( zz’fl) >0
'U/:tjl_l = Uzi/ + raZi’f/(u?,i’)Azi’(u?—l,i’ — UZZ/) + rbzi’g,(uziJ(uZi’—l — 'U/;ZJ/)
2 2
+r bZi’g/(unz )a;' Qj 41— 1f (u;’ i, — A zz’—l(uzn—l,i’—l - U;‘fz"—ﬁ -r bZz"Ql(U:‘fz"Wﬁi' /(U?z )A?z (w1 ;
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Cas 3: ai, f'(uily) 20, bPug (uity) 20, af g o f'(uf g ) >0, by 19" (ufy 1) <0

ZZ—

Uﬁrl =y 4 raiy f(ula) (g g —udi) +r0tug (uf ) ALy (ud _y — udy)
2
+r b?,i’g,( 1,1’ ) a; Ji'— 1f ( zz’ 1) zz’(u?fl,i’fl - U‘Zi’fl)

— T2b§fi,g'(un-,)an- f’(unv)Azi, (u?,l,i, — u?l,)

a8 ) %! 1,0

Casd: af, f'(uily) 20, b2ug (uity) 20, af g o f'(u g ) >0, 0%y 19" (ufty 1) >0

un",'l = Uzi/ + Ta’zi’f,(u?;i’)(u?—l,i’ — 'U/ZZ/) + szi/g/(uzi/)(uzi,_l — UZZ/)‘F

1,1

TQbZi’ ( 7,) Qj 4 — 1f( Us 47— )(U?—l,i'—l - uZi’—l) - TQbZi’gl(uZi’)aZi’ /(uZi’)(u?—l,i’ - U?z')
m : a?,i’f( zz’) < 0 bz z’g( zz’) < 0 az+1 z’f (U?Jrl,i’) < 0’ b?,iurlgl(u?,iurl) < 0

u”",’l = ’U,Zi/ + Tazi/f/(uzi/)(uzi/ — U?+17i/) + TbZZ,g/(uZZ,)(uZZ, — u?;i’-i—l)—i_

1,1

2 2
T bZi’gl(uZi’)aZi’f/(uZi’)(uZz" - uzn—l—l,i’) -r bZz"Ql(U:‘fz")a;‘fz"ﬂf/(uzz"ﬂ)(U:‘fz"+1 - uzn—l—l,i’—i—l)‘
CaS 6 a f,(u /) < 0 b /g (U /) < 0 aZ+1 i f,(u?—f—lj’) 2 0, bZi/-‘rlgl(uZi/'i‘l) S 0

’U;Zj;l = ’U;ZZ‘/ + TCLZZ'/ f,(uzi/)A?+1,i/ (U?+1,i/ — 'U/ZZ/) + Ta?:l" f’(uzzl)(u?’l/ - /U/;:,LZ'/)
+ 107 g (ui ) (Ul — uityy) 7 *b g (ui)ad o f1(ud ) (1= ARy ) (uly — udyy o)

2
-r b?,i’g/(u?,i’)G’Ziurlf,(u?,i”rl)(1 - A?+1,i'+1)(uzz"+1 - U?ﬂ,ﬂﬂ)-
Cas 7: aZi’f/(uZi’) <0, b9 g (uj ) <0, ayq ot (uzn—l—l,i’) <0, bZi’-ﬁ-lg/(uZi’-i-l) >0

U?jl = uiy +raly f(ul) (Ul —uily o) + e g (ule) (ully — ugli )

+ 707 g (i )AL (Wi g — uityr) + TQbZi'Q/(UZi')aZi'f/(uzi')(1 — Al i)y — wilyy )

2
-r bZi/Q’(“Zz")aZi'+1f/(UZi'+1)(1 - AZZ”-‘,—l)(“Zi’—}—l - uzn—l—l,i’—i—l)'
Cas 8 aiy ['(uily) <0, bug'(uily) <0, aiyy o ' (uilyy ) 20, 19/ (il 1) 20

1
UZ;*/— = U‘Zi’ + Taziff/(uzi/)(uzi/ — /u’zn—l—l,i’) + T’bZZ/g/(UZZ/)(UZZ/ — uZil-i-l)

+ragy f(ug ) ARy o (Uit g — i) + 7089 (ud ) Al (ugyy — uily)
2
+r b?,i’gl(u?,i’)a?,i’f,(u?,i’)(1 - ?+1,i')(1 - AZZ"H)(U?,@" - U?ﬂ,ﬂ)

- TZb?,i’g/(uZi’)G’Ziurlf,(u?,i”rl)(1 - AZi’Jrl)(l - A?+1,i'+1)(uzz"+1 - U?ﬂ,ﬂﬂ)-
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Cas 9: a, f'(uily) 20, bPug (uity) <0, af g o f'(uf g ) <0, 019" (ufyy) >0

’U;Zj;l = ’U;ZZ‘/ + TCLZZ'/ f’(u?’i/)AZi/(unyi/ — 'U/ZZ/) + szzlgl(uzzl)(l — AZZ/+1)(UZZ/ - ’U;ZZ‘/+1)
+ T2b2i’g,(u2i’)a?,i’f/(u?,i’) rir(L= Al ) (uiy o —ui'y)
2
-r b?,i’g,(u?,i’)a?,i’Jrlf/(uZi’Jrl)AZiUrl(1 - Azz‘fﬂ)(u?q,i'ﬂ - uZiUrl)'

Ca.s 10 : azi f ( ) > 0 bZ Z’g ( ) < 0 az 1,/ f/(u?—ljl) S 0, bZi’-ﬁ-lg/(uZi’-f—l) S 0

U?jl = uiy +raly f () ALy (Ui o —uile) + 0 g (wl) (Ul — uilyyq)
+ T2bzi/g/(uzi,)a2i, /(uZi’)AZi’(uZﬂ—l,i’ — uZZ’)
- r2b?i’g/(u2i’)aZi’—i-lf/(uZi’-i-l)AZi’-‘rl(uzn—l,i’-i-l - U;‘fz‘url)-

CaS 11: CLZZ- f ( ) > 0 bnllg ( Zl’) < 0 CLZ 1 Z/f,(U?LLi/) 2 0, b?:l"+1g/(u2l',+1) 2 0

u?;frl = uiy +raly f () (g g — i) +rblug (uln ) (1 — Al ) (Ul — ufl )
+ TQbZi’gl(uZi’)aZi’f/(uZi’)(1 — Ay (Ui —uity)
- sz?,i’g/(u?,i’)a?,iurlf,(u?,iurl)(1 - AZZ"H)(U?A,i'H - “Zi/ﬂ)-
Cas 125 af, f/(u) 2 0, Blug/(ul) <0, aly /(g ) = 0, Byiyg/(ulyyy) <0

1
U?;fr =y 4 raiy f(uls) (g g — i) +r0fug (ufy) (uly — ity y)

+r2b2i’gl(u2i’)a?,i’ /('U’Zi’)(u?fl,i’ _'U’Zi’) _TQbZi’gl(u?,i’)aZiUrlf,(uZiUrl)(u?fl,z“rl _uZiUrl)'
7(}&8 13 a’z K ( ) < 0 bnz’g ( ) 2 0 a’H—l z’f (u?-l-lﬂl’) < 0’ bZi’—lg/(uZi’—l) >0

U?jl = uiy +raly f () (Ul —uily i) + 00 g (ule ) (ully = uy)

+T2b§fi'9/(UZ') il 1f( Usir—1 ) Us 11— i+1,i’—1)_r2bzi’g/(u2i’)a2i’ /(UZi')(UZi'—U?+1,i')-

Cas 14 : az 4 ( ) <0, bnz’g ( zz’) 20, alJrl z’f,(uﬁrl,i’) >0, b?,i’flgl(uzi'*l) 20

Uﬁl = U?z' + TaZi’f/(uZi’)(l - A?+1,i/)(“§fi' - uzn—l—Li’) + TbZifgl(U:‘fi')(UZi'—l - Usz')
+T2b§fi'9/( riagy oy f (w1 ) (1= ARy ) (g — g 1)
-r bz g (U ( i, a ?sz/(UZif)(l - Azn—l—l,i’)(uZi’ - uzn—l—l,i’)'
Cas 15+ %y f'(ulty) <0, bug/(ufy) > 0, afyy o f'(ulyy ) <0, by 1g/(ufy 1) <0

%

Uﬁrl =y 4 rapy f(uls) (ufy —uily p) + 10t g (uf )ALy (ud _y — ud'y)

2
+r b?,i’g,(u?,z’) i, flf( Uj 41 —1 1) nz (U?,iul*“?ﬂ,ifq) T bz z’g( z) ?z f’(“?i')AZi'(“Zi'*U?ﬂ,i')-
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Cas 16 = afy f'(uiy) <0, Ulpg (ui) 2 0, afyy o f' (Wi 1) 20, b 19" (0 1) <0

1,0

’U/Zj;l = ’LL?:i/ + TG/ZZ'/ f,(uZZ’>(1 - A?+1,i/)(u2i/ - u;l+17i/> + szi/g/(uzi/)AZi/(uzi_l - ’U/ZZ/)
2
+r b?,z‘/gl(uzz")azz"qf,(uzz‘ul) Zi'(l - A?Jrl,i’fl)(u?,i’fl - U?Jrl,i’fl)

7“25%'9/(“%')@21" /(U;‘fi'>AZi'(1 - A?+1¢/)(“Zi' - Uzn+1,z">-

5.1.4 Remarques sur les differences entre la méthode 2D et la méthode

par Splitting

Les différences sont techniquement les mémes que dans le cas linéaire & la fois dans le
1

(aiy f'(uiy) =
0, bug' (ul,) >0, a y,f'(ul ;) <0, by 19’ (ul',_;) <0) afin de bien distinguer les

principe de construction et dans les expressions. Prenons ’exemple du cas

différences au niveau de ’expression.

Par la méthode 2D, on obtient le schéma numérique suivant :

ul it =uf o al fH (i) AR s (uy = ud) bR g (i) AR (ult = udy)

1,0

Pyp(r), polynome en r de degré 1

Par la méthode par Splitting, on obtient le schéma numérique suivant :

n+l _ n n I/ n n n n n I/n n n n
w =y aly fug ) Al (witg g — i) bl g (ud ) A (it g — uit )+

1,1

—~
On reconnait Pop(r), polynome en r de degré 1
2in ! n n
r bm"g (ug i, a; Qj ,1f ( 1)A H'A 1(%71,@"71 - Um"q)

2in I/.n n (., N n n n n
r bz‘,z"g (uz‘,z">ai7i’ (Uz‘,z">Az‘,z"Az‘,z" (Uz‘—l,z" - Um‘/)

Le terme souligné Qgp (r2) ne contient que des termes en r2. Ces constats sont vrais pour
chacun des 16 cas de schémas numériques.
En conclusion pour chacun des 16 cas de schémas numériques, par la méthode 2D, on

obtient des schémas numériques de la forme

n+1 P2D( )

zz’

ou Pop(r) est un polynome en r de degré 1. Par la méthode par Splitting, on obtient

des schémas numériques de la forme

ulst = Pop(r) + Qgp(r’)
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ot Pop(r) est le polynome en 7 de degré 1 obtenu ci-dessus par la méthode 2D et Qgp(r?),

un monome en 72.

5.2 Comparaison des schémas numériques 2D et Splitting

par les tests numériques

Nous allons tester les schémas numériques selon les signes de agug, aquq, byug et bgug, afin
de retrouver les differents cas, puis nous allons vérifier une certaine proximité des résultats
concernant les comparaisons des tests en vue de valider les schémas numériques. Dans un
premier temps, nous allons tester les schémas numériques pour le probléme de Riemann, et

retrouver les différentes solutions correspondant aux différents cas.
On choisit A = 0,5 et f(u) = g(u) = 0,5u* (on choisit f et g ni croissantes, ni décrois-
santes, réguliéres et non linéaire). Les résultats (a ¢ fixé) sont illustrés par :

1) agug < 0, agug > 0, byuy < 0 et bgug > 0 : cas de la double zone intermédiaire suivant

les directions x et y. (Cas 1, 8, 9, 16).

2) agug < 0, aguq > 0, byug > 0 et bgug > 0 : cas de la zone intermédiaire suivant la direction

x et discontinuité de up se propageant vers la "droite" suivant la direction y. (Cas 2, 14)

3) agug < 0, agug < 0, bgug > 0 et bgug > 0 : discontinuité de uy se propageant vers la

"gauche" suivant la direction x et vers la "droite" suivant la direction y. (Cas 13)

4) agug < 0, aqug < 0, bgug < 0 et bgug > 0 : cas de la zone intermédiaire suivant la
direction y et discontinuité de ug se propageant vers la ”gauche” suivant la direction =x.

(Cas 7, 15)

5) agug < 0, agug > 0, byug < 0 et bgug < 0 : cas de la zone intermédiaire suivant la
direction = et discontinuité de ug se propageant vers la "gauche" suivant la direction y.

(Cas 6, 10)

6) agug > 0, agug > 0, bgug > 0 et byug > 0 : discontinuité de uo se propageant vers la

"droite" suivant les directions z et y. (Cas 4)

7) agug < 0, agug < 0, byuy < 0 et bgug < 0 : discontinuité de ug se propageant vers la

"gauche" suivant les directions z et y. (Cas 5)

8) agug > 0, aqug < 0, byug > 0 et bgug < 0 : phénomeéne de blocage en ¢t = 0.
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9) agug > 0, aquq > 0, byuy < 0 et bgug > 0 : cas de la zone intermédiaire suivant la direction
y et discontinuité de ug se propageant vers la "droite" suivant la direction z. (Cas 3, 11)
10) agug > 0, aqug > 0, byug < 0 et bgug < 0 : discontinuité de uy se propageant vers la

"droite" suivant la direction x et vers la "gauche" suivant la direction y. (Cas 12)
agug <0, agug>0, bgugy<0 et bqug>0

(Cas de la double zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des x et

des y)

ﬂ \‘\I\\“““\‘é\ -
“\ “}““\\‘\‘“‘A’ =
s““““';“'x:‘:"

4@.«

20
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques par Splitting

0002 -
)i Ty o I

-0.006 -

Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
agug >0, aqug>0, bguy>0 et bqug>0

(Discontinuité de uy se propageant dans le quadrant x>0 et y>0)

BT

78 -
F.6--"" o , L ?IJ}I;I?}'-:.,I;"I-I’:‘l'lllljll i||?l .I'i‘ s
Fdof - | :
20

20

-20 -20
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

G

7.8
764" fﬂf -
7.4\--.-‘,-‘A_ g % -‘I-. (308 :

AR
72].-- _ I"“‘ ) .

20

-20  -20

Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques par Splitting

amin

-0.005 -~

-0.01

-0.015
20

Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting

ague <0, agug<0, bguy<0 et bquq<0
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(Discontinuité de up se propageant dans le quadrant x<0 et y<0)
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques par Splitting

-0.005 4

-0.01 4 \

Croquis représentant I’erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
agug >0, aqug <0, bguy>0 et bqug<0

(Phénomeéne de blocage)
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

0.5 -

0.5

Croquis représentant I’erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
agug>0, aqug >0, bgug<0 et bqug>0

(Cas de la zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des y et disconti-
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nuité de uy se propageant suivant la direction des x>0)

7.8

7.6

.............

7.4
3 Wl
Zrssit T
7z ZA TN
SRR .

20
20

-20 -20

Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

7.8

7.6

7.4 i
- p T

-20 -20
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques par Splitting

Croquis représentant I’erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
agug>0, aquqg >0, bgug<0 et bqug<0

(Discontinuité de ug se propageant dans le quadrant x>0 et y<0)
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20
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

8§..--" "~
o2 3 , _ , - e,
iy

20

1/ A
Ne0 N MR R S S

u
-
-
-

Croquis représentant I’erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
agug<0, aqug >0, bgug<0 et bqug<0

(Cas de la zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des x et disconti-
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nuité de uy se propageant suivant la direction des y<O0)

“.‘1$ ‘11-“
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20

=20 -20

Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques par Splitting

Croquis représentant I’erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
agug<0, aqug <0, bgug<0 et bqug>0

(Cas de la zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des y et disconti-

nuité de ug se propageant suivant la direction des x<0)

27 o
20 e

S
LT

i
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

A
‘}.‘:“' S

%9, PRI et
i

=

I
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20

Croquis représentant I'erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting

ague <0, agug<0, bgus>0 et bquq>0
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(Discontinuité de up se propageant suivant la direction des x<0 et y>0)

1
I
L e

10

20
10
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Tests numériques obtenus a partir des schémas numériques par Splitting

12—

Croquis représentant I’erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting
agug<0, aquqg >0, bgug>0 et bqug>0

(Cas de la zone intermédiaire suivant la direction de ’axe des x et disconti-

nuité de ug se propageant suivant la direction des y>0)
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Tests numériques obtenus & partir des schémas numériques 2D

Tests numériques

-10

Croquis représentant I’erreur entre les schémas numériques 2D et ceux par Splitting

Maintenant, comme dans le cas linéaire, nous allons effectuer les tests en faisant varier
uniquement le pas h afin de voir 'influence du maillage sur les tests.

Nous ne testerons qu’un cas particulier qui correspond au cas ay f'(ug) < 0, aqf'(uq) <0,
beg' (ug) > 0 et bgg'(uq) > 0, les autres cas se testant de fagon similaire.

Les tests qui suivent sont tous effectués pour les valeurs u, = 1, uy = 8,
ag = —0,75, ag = —0,95, by = 0,65, by = 0,85, f(u) = 0,5u? et g(u) = iu‘l en faisant

varier uniquement le pas afin de voir si le maillage a une influence sur les résultats obtenus.

144



1" cas h=10,15

(5.1)

La figure 5.1 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

i
Vit
s \\\

il

La figure 5.2 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par Split-

\

20

(5.2)

ting

S o A W N P O

N

(5.3)

La figure 5.3 correspond & l'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode

2D et ceux obtenus par Splitting
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2°m¢ cas b =1,5/30 = 0,05

o

7

2z
/
V// 7!

(%
Uil g,

o“\‘\\

il

(5.4)

La figure 5.4 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

07 W
Wit e T
,;;é';;;;zzé’;?;;,ﬂcz;;;gzzg:;\‘“\\\\\\\\\\\\\\\\\\
e A
il

ﬂlm

S

: .‘,m\,\\\\!)!

(5.5)

La figure 5.5 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par Split-

ting

(5.6)

La figure 5.6 correspond & l'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode

2D et ceux obtenus par Splitting
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3¢me cas h =1,5/70 ~ 0,02

(5.7)

La figure 5.7 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

(5.8)

La figure 5.8 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par Split-

ting

(5.9)

La figure 5.9 correspond & l'erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode

2D et ceux obtenus par Splitting
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44me cas h =1,5/150 ~ 0,01

(5.10)

La figure 5.10 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode 2D

200

-100 -100

(5.11)

La figure 5.11 correspond au test des schémas numériques obtenus par la méthode par

Splitting

(5.12)

La figure 5.12 correspond a ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méthode

2D et ceux obtenus par Splitting
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Conclusion : Lorsque le pas h diminue, 'erreur entre les schémas 2D et ceux par
Splitting diminue, comme en témoignent les figures 5.3, 5.6, 5.9 et 5.12.

De plus, lorsque le pas h diminue, les figures données par les tests présentent moins
d’arrondies, sont plus anguleuses, ce qui laisse penser que la diminution du pas entraine une

diminution de diffusion numérique.

5.3 Interprétation des résultats et calcul de la complexité des

deux méthodes

5.3.1 Interprétation

Comme dans le cas linéaire, seule une comparaison par les tests numériques entre sché-
mas numériques 2D et schémas numériques par Splitting permet de valider les schémas
numériques 2D.

Nous allons considérer que les résultats sont concluants si et seulement si les figures
obtenues par les tests des schémas numériques 2D ainsi que ceux par Splitting sont suffisa-
ment voisines.

Les croquis représentant ’erreur entre les schémas numériques obtenus par la méth-
ode par Splitting et les schémas numériques obtenus par la méthode 2D corroborent cette
propriété, I'erreur diminuant lorsque le pas h diminue.

De plus, il est & noter que le choix de A = 0,5 semble impliquer certains profils, comme
ceux de la page 125, 126.

Page 123, 124, le blocage observé n’est pas réalisé par la solution exacte qui progresse
en conservant des fronts raides (chocs), mais certainement par I’approximation faite de la
solution et donc du schéma.

Les paramétres A utilisés sont les mémes pour les deux schémas numeériques (2D et
Splitting), ce qui contribue a ce que la différence entre ces deux schémas est faible.

La comparaison par les tests entre la méthode 2D et la méthode par Splitting s’avére
concluante.

Nous pouvons donc conclure que les schémas numériques obtenus par la méthode 2D
sont aussi fiables que ceux obtenus par la méthode par Splitting.

Par ailleurs, les schémas numériques obtenus par la méthode 2D sont plus simples dans

leur écriture, ils n’ont pas de termes en r d’ordre deux comme ceux de la méthode par
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Splitting, de ce fait ils utilisent moins d’opérations élémentaires (addition et multiplication)
que ceux obtenus par la méthode par Splitting, donc ils sont moins couteux.

La méthode 2D est donc moins cotteuse que la méthode par Splitting en temps d’exé-
cution, donc plus rapide.

De plus, on verra dans ce méme chapitre que les schémas numériques obtenus par la
méthode 2D sont stables pour la norme L°°, alors que les schémas numériques obtenus par

la méthode par Splitting ne sont pas stables pour la norme L°.

5.3.2 Analyse de la complexité de la méthode par Splitting et de la méth-
ode 2D.

Nous allons présenter 'organigramme de la méthode 2D et de la méthode par Splitting

afin de calculer la complexité de ces deux méthodes.
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ORGANIGRAMME

Lecture de donnée

o7

J:=-nan Boucles

— | :=-n an
X=
Hypothéses sur les Donnéeq Y=
Pour la résolution du Probleme |
De Riemann (Chapitre 3)
X>0 et Y>p—— _ ON
Oui
Calcul cal
A A
B B
W Un
W J
Calcul DT
R :=DT/DX

Partie initialisation

l—J:=0an
==I1:=0an

Calcul dascroissements i et Uy suivant les directions
de X et de Y ¢8spour les méthodes 2D et Splitting
suivant Isignes de gf'(ug), asf'(u ), by g'(ug)et by g’'(ug))
16 casivant les signes degd'(ug), asf'(ud), ba g’'(Ug)et by g’(ug
pour le calcul d@CARRE pour la méthode par Splitting.

Boucle en temps

U :=UHU+Uy (méthode 2D)
U :=U+HU+tUy +RCARRE (méthode par Splitting)

On appelle Top(n) la complexité de la méthode 2D et Tsp(n) la complexité de la méthode
par Splitting.
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On introduit les cofits suivants :
c1 :cott d’'un test, ¢y : cott d’une affectation, cg : cott d’une addition, ¢4 : colit d’une

multiplication, c5 : colit d’une incrémentation.

Top(n) = 25¢3 + Cn? ot C =26¢; + 49¢3 + 10c3 + 44cy + 2c5

Tsp(n) = 25¢o + C'n? ou C' = 42¢;1 + 65¢5 + 59¢5 + 268¢4 + 3¢5

Comme dans le cas linéaire, ces deux méthodes ont une complexité en O(n?).
On remarque que pour des petites valeurs de n, comme C << C’, la méthode 2D est

plus efficace que la méthode par Splitting, car nettement moins cotiteuse.

Remarque 57 Le gain en terme de codts entre la méthode 2D et la méthode Splitting est
encore plus important dans le cas non linéaire que dans le cas linéaire, ce qui induit que la
méthode 2D est encore plus efficace dans le cas non linéaire que dans le cas linéaire.

En effet, supposons que la différence en terme d’opérations élémentaires + et X entre un
schéma numérique 2D et celui par Splitting correspondant au méme cas est de N opérations
élémentaires dans le cas linéaire, elle est de N opérations élémentaires plus 2 multiplications
dans le cas non linéaire, ce qui correspond a un gain en terme de cotts pour la méthode 2D
de 32 multiplications (16 schémas numériques) dans le cas non linéaire par rapport au cas

linéaire.

5.4 Stabilité des schémas numériques 2D

Nous allons énoncer un résultat de stabilité des schémas numériques obtenus par la
méthode 2D. Tout d’abord, nous allons préciser la condition de Courant -Fréderich-Levy
dite condition CFL : Vu que les fonctions {(z,y,t) — a(x,y,t)} et {(x,y,t) — b(z,y,t)}
appartiennent a8 L>®(R? x R}) et que les fonctions f et g appartiennent & C*°(R) (f et ¢’
sont continues sur R), on a :

1 1
Ir>0 sup !a”,f rir)| < o et sup !bz a9 ( ”,)| < —.
(i,i)ez 2r  (ii)eze 2r

Proposition 58 On suppose que les fonctions {(x,y,t) — a(z,y,t)} et {(z,y,t) — b(x,y,t)}
appartiennent ¢ L™ (R? x RY), que la fonction { (x,y) — ug(x,y)} € L®(R?) et que les

fonctions f et g appartiennent a C*°(R), alors le schéma numérique 2D est stable pour la
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norme L°°, c’est-a-dire :
v(i,i') € Z%,¥n € N, [uf | < |luol poo g2y -

Preuve de la proposition 58.— Nous allons montrer cette propriété par récurrence sur n

comme dans [3]. Pour tout n € N, posons :

Ay ={(4,7) € z J aiy f'(uly) > 05 afq o f'(uiq ) < 0}
Apo = {(M’) ez’ / aiy (g ) > 05 ai’ f,(U?A,z") 2 0}
Anz ={(i,7) € /g afty f'(uly) <05 afy o f'(uipg ) <0}
Apa={@,7) € / alyf'(uly) <05 afyy o f (uiy4) >0}
Bni={(i,7") €Z® / b}ug (uiu) = 0; by 19 (uy 1) <0}

B ={(i.i) € Z* / blyg (ully) > 03 0y 19/ (uly 1) 20 }
Bnz={(i,{) € Z® / b}ug'(uly) <03 b7y 19 (ufyyq) <0}
Bna={(i.7) €Z* / blyg (uiy) <05 by a9 (ufly 1) 20}

Initialisation

Lemme 59 On a :

V(3,4

0
ui,i’

) .

Preuve du lemme 59. On a :

:h2//u0xydscdy< //|uoxy|dxdy<

I; Iy I; Iy

1
73 10l oo 2y > [l X L] < [|uo poo )

V(i,i') € 72, !ul i

vu que I; et I;; sont de longueur h, ce qui conclut la preuve du lemme 59. B
hérédité.— Supposons maintenant que la proposition 58 est vraie jusqu’au au rang n et
montrons qu’elle I'est encore au rang n + 1.

Il suffit de vérifier que 'on a, pour les 16 cas de schémas numériques 2D, le

Lemme 60 On a :

V(i,7) € Anj N By (G, k= 1.4), lul$?

) .
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Preuve du lemme 60.— On va traiter un seul des 16 cas, les 15 autres se traitant de fagon

similaire. Si (4,4") € Ap1 N By 1, alors :

1
'LLZ?; = (]_ — TCLZZ'/ f,(u22/> - szllg/(uzfl/))u?ﬂ/ + Tazi/f/(u;fi/))\?_%’i, + szi/g/(uzi/))\zi,_ 1.

Or (1 —ral, f'(uly) — rbl'yg'(ul'y)) > 0 d’aprés la condition CFL, al, f'(ul’,) > 0,

b9 (ul'y) >0 car (i,4') € Ap1 N By, donc :

'U/:tjl_l < (1—ra2i,f/(u2i,)—szfi/g/(uzi/)) "U/ZZ/ —i—TaZi,f/(uZi/) )\?;%,i’ +Tb21/g/(u;fl/) )\Zi,*% .
(5.13)
Or:
)\?_%W < AZ@" |U?71,¢'| +(1 - AZ@") U?z' < AZZ" HUOHLOO(R?) +(1- A?,i’) ||U0HL<><>(R2)
(AZZ,,>O et (1—Azi,)>0 car Azi,e]o;l[) En appliquant l’hy[:cr)thése de récurrence
(5.14)
= [luoll oo (m2)

De méme :

)\Zi,,% < ||u0HL°°(R2)‘ (5.15)

Par conséquent, en utilisant 'inégalité 5.13 ainsi que les inégalités 5.14 et 5.15, on obtient :

i,/

UnH‘ <(1- Ta?;i’ /(U?ﬁ - rbZi’g/(uZi’» HUOHLOO(RZ)"‘mZz"f/(UZi') ||U0HLOO(RZ)"‘szz"Q/(UZﬁ ||U0HL0<>(R2) =

En appliquant ’hypothése de récurrence

[[uoll Lo (o) -

ce qui conclut la preuve du lemme 60 et achéve la démonstration de la proposition 58.H
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Chapitre 7

Annexe

Caractéristiques du matériel utilisé

Pour effectuer les tests numériques, nous avons utilisé un ordinateur portable Toshiba
ayant un disque dur de capacité 80 Go tournant a 5400 tours/min, un processeur Celeron,
une capacité mémoire de 512 Méga Octets et comme systéme d’exploitation Windows XP.

Le programme permettant la mise en forme des tests numériques a été écrit dans le

langage matlab a I'aide du logiciel matlab.
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Chapitre 8

Perspectives et théoréme
d’existence de solution forte

"presque partout"

— Elargir les tests numériques & d’autres configurations,

— Comparaison de la méthode 2D développée ici avec d’autres méthodes pour les équa-

tions hyperboliques,

— Etudier de maniére plus poussée le cas non linéaire (choix des parameétres intervenants

dans le schéma,...)

Quelques éléments sur un théoréme d’existence de
solution forte

Dans les années 80, Michael Oberguggenberger et L. Laffon ont développé un théoréme
d’existence et d’unicité d’une solution généralisée pour des systémes hyperboliques linéaires
(n x n) de type :

O = in: Aj(z,t)0ju + B(x,t)u + F(x,t)
j=1 (0)
u(z,0) = G(x)

avec

— Aj, B € My(Gs(R™)) et A; est symétrique (id est A; a un représentant qui est
une matrice symétrique),

- Fe(@s®™)", G e (Gs(R™)".
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Ce théoreme est montré que sous des hypothéses de constances a I’infini de 4;, B.

Or : ’hypothése de constance a l'infini n’est pas vérifiée dans le cadre du probléme

abordé ici, ou on dispose a la place d’une hypothése "de constance par morceaux".

Théoréme attendu

On suppose que A; est une matrice symétrique et que %, B sont a croissance loga-
rithmique globale (K,j = 1....m) et "constantes par morceauz". Alors le probléme (0) a

une solution unique généralisée simplifiée u € (Gg(R™ 1)),

Eléments encore a préciser :

— Une bonne notion de "constance par morceaux",

— Un controle de la vitesse de propagation

(Non seulement A\(K) doit étre finie, mais on doit savoir la majorer en fonction du
petit parameétre ¢),

— Cadre algébrique : changer d’échelle asymptotique (Scarpalézos)? (C, &, P)-algebres

(Marti/Dévoué) ?

Ceci étant, dans la configuration du probléme abordée ici, nous avons malgré tout un
théoreme d’existence de solution forte "presque partout"”, puisque la solution u & notre prob-
léeme défini ci- dessus appartient & (Gg(R™,/0) x R)™ (ou O sera explicité ultérieurement)
et non pas a (Gg(R™1))?comme nous I'envisagions au départ.

On considére le probléme de Cauchy pour un systéme hyperbolique linéaire (n x n).

Oyu = i Aj(e,)0u + Bz, tyu + F(z,t)  (O)

u(z,0) = G(x)

«F € (Gs(R™))",

xAj et B appartiennent a M,,(Gs(R™*1)) et A; matrice symétrique( A; a un représen-
tant a;(c) € My (Enr,s(R™H)) qui soit une matrice symétrique),

*G € (Gg(R™))™.

Hypothése ensembliste (H)

Soient O1 ¢ et O3 deux ouverts non bornés simplement connexe de R a frontiére lisse,
O3, fermé non borné simplement connexe de R™ & frontiere lisse, deux & deux disjoints, et
formant une partition de R™.

On suppose que les ouverts O; . et O3, sont décroissants pour € tendant vers 0, c’est-

a-dire :
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Il existe n > 0, pour tout (e1,e2) € ]0;77[2, sier <egalors O, C Oy, @ =1,3.
On suppose que 'ouvert Oy . est croissant pour € tendant vers 0.
Il existe n > 0, pour tout (e1,&3) € ]0;77[2, sie1 < e alors Oy C Oap,.

On pose O = ﬂ Oz
€€]0,1]
Enfin, géométriquement O, et O3, sont "de part et d’autre" de Os ., c’est-a-dire :

Pour tout p; € Oy, pour tout ps € O3 ., le segment [p1;p3] N Oz # et réciproque-
ment, pour tout ps € Oa, il existe p; € Oy, il existe pg € O3 tels que p € |p1;p3l.
On va chercher a résoudre ce probléme dans (Gg(R™,/O) x R)™.
Pour tout T' > 0, pour tout € € ]0; 1], on consideére la famille de systémes hyperboliques
classiques (O) défini sur R™ x [0; 7]
m
dyu(e) = ;ag‘(é)aﬂ(é) + b(e)u(e) + f(e) (O)

J
u(e,z,0) = g(e)
avec pour donnée initiale la fonction lisse g(e) € (C°°(R™))™ et pour coefficients les fonctions
lisses a;(¢), b(e) appartenant a M,,(C>®(R™ x [0;T7])) et f(e) € (C®(R™ x [0;T]))"™ .
On suppose que pour tout ¢ € ]0;1], les coefficients {a;(¢) : (¢,z,t) — aj(e,x,t)}
et {b(e) : (e,z,t) — b(e, x,t)} sont constants pour z € 01, et pour z € O3 .
Nous allons rappeler quelques définitions utiles pour la suite.

Dans ce qui suit, ) est un ouvert de R™.

Definition 61 Un élément V € Gs(R!) est a croissance logarithmique globale si il admet
un représentant v(e) ayant la propriété suivante :

AN eN, 3C >0, 3In >0 tel que sup |v(e,y)| < Nlog (%) D<e<nm
y€ERL

Definition 62 On dit que la famille de systémes hyperboliques classiques (O) a une vitesse
de propagation finie sur Q x [0;T] si et seulement si :

Pour tout compact K de ), il existe un nombre fini \(K) (vitesse de propagation) tel
que :

Pour tout € € 10;1], st le support de g(e)|q est inclus dans K, alors le support de la solu-

tion u(e)|qy 0. st inclus dans U )(f, 0)+C';\F(K) ot C’;r(K) ={(z,t) € QA x [0;T]/ |z| < ANK)t}.

£€Supp(g(e)

Proposition 63 Si pour tout € € |0;1] les coefficients {a;(€) : (¢, x,t) — aj(e, x,t)} et
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{b(e) : (g,x,t) — b(e,x,t)} sont constants pour x € Q, alors la famille de systémes
hyperboliques classiques (O) a une vitesse de propagation finie sur € x [0;T].

Preuve : (voir Mizohata [19]).

Lemma 64 Pour tout € € ]0; 1], la famille de systémes hyperboliques classiques (0O) a une
vitesse de propagation finie sur l'union (O x[0; T])U(O3 . x[0; T]) = (O1,UO03 ) x[0; T'].De

plus cette vitesse de propagation est bornée pour epsilon tendant vers 0.

Preuve : Soit € quelconque fixé dans 0; 1].

Pour tout compact K. CC O;. U O3, tel que Suppg(s)|ol’euo3yS C K., il existe
Ki.CCOicet K3, CC Oz, tels que K. C K1 UKs, et tels que Suppg(s)\OL6 C Kieet
Suppg(e)lp,. C Kse.

Du fait que pour tout € € |0;1], les coefficients {a;(¢) : (¢, z,t) — aj(e, x,t)} et

{b(e) : (e,z,t) — b(e, x,t)} sont constants pour z € O1. et pour z € Oz, le systéme
hyperbolique classique (O) a une vitesse de propagation finie sur O; ¢ x [0; 7| et une vitesse
de propagation finie sur O3 . x [0; T, donc il existe A\i (K1) et A3(K3.) tels que :

Supp u(s) |(’)i,S x[0;T] - U(&a 0) + C;\FZ(KZ <) i=1,3.
£eSuppg(e)lo, '

ou CF

(K = 1@ t) € R0 T] / o] < MK )ty i=1,3.

Par conséquent, on obtient :

Supp u(5>|((91,sU(93,s)><[0?T] = U(& 0> " C;—(KE)
£eSuppg(e)lo, _uo, .

ot M(K.) = max(A1(Kie), A3(K3.)) et C’;L(KE) ={(z,t) e R™ x [0;T] / |x| < MK¢)t}.

En conclusion, pour tout ¢ € ]0; 1], la famille de systémes hyperboliques classiques (O)
a une vitesse de propagation finie sur (01U Os.) x [0;T].

De plus chaque \;(K;.) dépend d'un compact K;. i=1,3, mais comme sur ce compact
les coefficients sont constants, chaque \;(Kj;.) i=1,3 est bornée lorsque epsilon tend vers 0,

de méme pour A\(K.) = max(A; (K1), A3(K3.)).

Lemma 65 Pour ¢ tendant vers 0, la famille de systémes hyperboliques classiques (O) a

une vitesse de propagation finie sur (R™,/0O) x [0;T7.
Preuve :
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Soit K un compact quelconque de (R™,/0O).

D’aprés les hypotheéses faites sur Oz pour ¢ tendant vers 0, il existe go(K) € ]0;1]
(e0(K) suffisament petit) tel que pour tout ¢ € |0;e9(K)[ KN (O2.,/0) = @, soit donc
pour tout € € [0;e9(K)[ K C (O1,UOze).

On suppose que pour tout € € |0;e0(K)[, Suppg(e)|gm .o C K alors pour tout ¢ €
10;e0(K)[, Suppg(e)lo, .uo,. C K.

D’apres le lemme 64, il existe A.(K) (vitesse de propagation) tel que :

Pour tout ¢ € |0;e9(K)[ Supp U(E)‘(Ol,EUO&E)X[O;T} < &) ’ C;;(K)
£eSuppg(e)lo; _uos .

ou C’;\:(K) = {(z,t) € (01, UO3.) x [0;T]/|z| < A(K)t}.
On sait d’apres le lemme 64 que les A:(K) sont bornés pour tout € dans un voisinage
de 0,
IM(K) >0,3no(K) >0, Ve €]0;m0(K)[, 0<AI(K)<MK).

Par conséquent, pour tout € € ]0; Min(eo(K),no(K))[ on a :

Supp u(e)l (0, .05 ) x[0:7] © U(¢, 0) +C (k) et 0<A(K) < M(K)
EESUPPQ(E)‘OLEUO&S

D’apreés les hypotheses, les ouverts O ;UO3 - sont décroissants pour tout € € ]0; Min(go(K), no(K))|,

alors on a :

Rm/O = U (Ol,s U 03,5)

€€]0;Min(eo (K),no(K))[

Par conséquent, pour tout € € ]0; Min(eo(K), no(K))],

Supp u(8)|(Rm/O)X[O;T} = U (Supp U(S)‘(OLEUO:&@)X[O;T})
£€]0;Min (g0 (K),m0(K))[

C U U(€,0) +CF
e€]0;Min(go(K),mo(K))[ £€Supp 9(5)|(9175UO375

C U(&,0) +C*

max M (EN=M(K
£€Supp g(e)lrm o EG]O;Min(EO(K),nO(K))[( <(K)=M(K)

En conclusion, pour tout compact K de R™ 0O, il existe n(K) > 0, il existe M (K) (vitesse

de propagation) tel que :

Pour tout & € |0;n(K)[, si Supp g(¢)|gm ,o C K alors Supp u(e)|rm ,0yxjo:17 C U(&,0) +C;\L/[(K)
£eSupp g(e)lgm , o
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ol Cfy ) = {(.t) € (R™/0) x [0;T] / |z < M(K)t}.

Pour € tendant vers 0, la famille de systémes hyperboliques classiques (O) a une vitesse
de propagation finie sur (R™,/0) x [0;T].

Afin de simplifier la rédaction, on écrira dans la suite :

Pour tout compact K de R™ 70, il existe n(K) > 0, il existe Ky(K) compact de R™ /O

tel que :
Pour tout € € J0;n(K)[, si Supp g(¢)|gm ,o C K alors Supp u(e)|gm ,0yx o) C Ko(K)*[0; T].

En remontant le temps, c’est-a-dire en prenant ¢ € [—T;0], les lemmes 64 et 65 sont
toujours vrais, ce qui permet d’avoir les lemmes 64 et 65 pour tout ¢t € [T T].

Ceci nous permet d’introduire le théoréme d’existence et d’unicité suivant.

Theorem 66 On considére le systéme hyperbolique linéaire (O) ot A;, B sont des matrices
de My (Gs(R™T), F € (Gs(R™))" et G € (Gs(R™))™.

On suppose que A; est une matrice symétrique et que % ainst que B sont & croissance
logarithmique globale (K,j=1....m).

On suppose U'hypothése ensembliste (H) vérifiée.

On suppose que A; et B ont respectivement un représentant aj(e) et b(e) telque pour
toute €10;1], {a;j(e) : (e,z,t) — aj(e,z,t)} et {b(e) : (¢,2,t) — b(e, x,t)} sont constants
pour © € O1. et pour x € O3,, alors le probléme (O) a une solution unique généralisée

simplifiée u € (Gg(R™,/O) x R)™.

Preuve :

Existence d’une solution généralisée simplifice u € (Gg(R™,/O) x R)™.

Soit U une solution classique lisse au systéme hyperbolique classique (O) ou les matrices
Aj, B et I sont aussi des fonctions lisses.

Rappelons le réultat suivant, utile pour la suite.

Lemma 67 SoitT > 0 fizé. On suppose qu’il existe K compact de R™ tel que supp( U|Rm><[fT;T}) C
K x [=T3T) et supp(Flgm«(_1;7)) C K X [=T3T], alors on a lestimation de lénergie suiv-
ante :

d m
P IO Z2my < e(n) | 2Bl oo ey + || D_054; + 1 | 1Tz em)
j=1 Lo (K x[~T;T))

HIFO I 2@y VE € [-T5T] (1)
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flt

) <wo+ /f(s)a(s)ds alors 0 < f(t) <wupexp /a(s)ds
0

ot ¢(n) n'est qu’une constante dépendant de n.

En intégrant (1) par rapport a ¢ pour ¢t > 0, on obtient :
t

Hcmon%%Rm)st/éow 2Bl ey + || 320545 +1
0 =1 Loo (K x[~T3TY))
t
\wmﬁmmw+/wmﬁmmw Vi e [-T;T]. )
0

Rappelons le résultat suivant, utile pour la suite.

Lemme de Gronwall :

Soit « : [to;t1] — R fonction continue et positive et ug constance positive. Si 0 <
t

0
On pose
£ = 10O @m) »

+1],
Loo (K x[~T3TY))

a(s) = c(n) | 2Bl g rex iy +

>_0A;
7j=1

t
mz/wmﬁmmw
0

On applique le lemme de Gronwall & (2) pour ¢ < T' et on obtient :

t
W@ﬁmms/wmﬁmmw
0
t

exp /C(n) 2||Bll oo (5 x [-Ty17) T
0

+1]ds]|,
Loo (K x[~T3T))

> 0jA;
7=1

soit donc
t

0Oy < | 10O Eaqam + | [ 1P dr
0

+1|Vte[-T;T)
Lo (K x[~T;T))

expe(n)T | 2 ||BHL°°(K><[—T;T]) +

> 0A;
7j=1

Dans un premier temps, on suppose que la condition initiale G est & support compact

et que la projection du support de F' sur ’hyperplan {t = 0} est aussi compacte.
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Soit T' > 0 fixeé, il existe g(e) et f(e) représentants respectifs de G et F' vérifiant :
dKy CC R™, Ve €10;1], supp(g(e)) C Ko et supp(f(€)|RmX[,T;T}) C Ko x [-T;T].

Soient a;(e) et b(e) des représentants respectifs de A; et B, telque pour tout ¢ € ]0;1],
{aj(e) : (e,2,t) — aj(e,x,t)} et {b(e) : (¢,2,t) — b(e, x,t)} sont constants pour € O ¢
et pour z € Oz .

On construit une fonction { u(e) : (e,2,t) — (e, @,t)}jg1)xrm+1 tel que u(e) soit
une solution lisse classique du systéme hyperbolique classique (O) dans R™ x [T T avec
pour donnée initiale g(¢) et pour coeflicients a;(e), b(e) et f(e) définis comme suit :

{g9(e) : (e,2) — gle,z }|]0 1xR™> {aj(e):(e,2,t) — aj(s,sc,t)}hoﬂmeﬂ,
[6E): (eat) = bem D oyperms et { FE): (Gimt) = Fle,a )} o

Montrons que u(e) € (Ear,s((R™,/O) xR))™, alors sa classe U sera solution du probléme
linéaire (O) dans (Gs((R™,/0O) x R))".

D’apres le lemme 65, le systéme hyperbolique classique (O) a une vitesse de propagation
finie sur (R™,/O) x [-T;T] et puisque supp(u(e,.,0)|gm /(’)) est compact, il existe un com-
pact K de R™ /O (plus grand que K)j) tel que, pour tout £ € ]0; 1], supp(u ‘(Rm/(’)) - T;T]) C
K x [-T;T).

En conclusion, supp(f(e)lmm  oyx—r:11) C K % [=T5T] et supp(w(e)|mm ,0yx[—1;17) C
K x [=T;T), on applique le lemme 67, u(e), a;(¢), b(e), f(e) et g(e) vérifie I'estimation de

Iénergie (1), puis par le lemme de Gronwall, I'inégalité (3).

(e, ) T2@m 0y < | l9(e: N Te@m 0y + /||f(5,-aT)Hi2(Rm/O)dT

+1
Lo (K x[~T;T))

exp | ¢(n)T 2HbHLoo(Kx[—T;T])

m
+ 1| X 95a;
j=1

vVt e [-T;T].

En appliquant le fait que g(e) et f(e) sont modérées et a support compacts par rap-
port & = inclus dans un compact indépendant de € et que dxA; et B sont a croissance

logarithmique, alors on obtient :

a) [bll oo (i x[—T577) = sup |b(e, z,t)| < Ny log (g)
(z,t)eKX[-T;T]

= sup Y- 0jaj(e, x,t)
(z,t)eKX[-T;T) |j=1

b)

m
> 0ja;
=1

m
<X sup 0ja;(e, z,t)|
j:

(K x[-T3T)) 1 (zt)eK x[-T;T]

L
< i Nglog( )<mNglog( )<M110g( )
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o) lg(e, Niz@n o) =/\ (e,0)* dz < |K| sup |g(e, )" < |K| C%™>M < Cre™

zeK
K
t
/Hf €, ||L2Rm/(9)dT < sup ||If(e, ., HL?Rm/o / T <T sup /|f€$7\ dx <
T€E[0; t] 0 T€[0; t]
T|K| sup sup |f(e,z,7)> < T|K| sup |f(e,z,7)|* < T|K|C22N> < CoT e N

T€[0; t] TzEK (z,7)EK X0, t]
donc on obtient

|ue, ., )HL2 @m0y < (C1e™ + CoTe™ V) exp {C3T (1+ Nlog ©)}r )
< Cye M,

ou Nj et Cy sont des constantes indépendantes de € (on voit la nécessité de la croissance
logarithmique).

Il reste & vérifier que 0%u(e, ,t) ot v € N™*! vérifie une méme estimation que précédem-
ment.

a)On va procéder par récurrence sur l'ordre de dérivation par rapport a la variable x .

Pour toute solution U au probléme (O), alors le vecteur V' des dérivées successives de
U par rapport a la variable xx a Pordre r V = (0*1U,0%?U.,....... ,0U) avec |a;| =7 est
solution du systéme symétrique hyperbolique suivant (Il suffit de dériver I’équation (O) par

rapport a la variable g a l'ordre r ).

A 0 0 0
0 A

V=3 AOV+BV+RV) on A= o 0

Jj=1 0

0 .. 0 0 A

est la matrice diagonale (vm x vm) dont la diagonale comprend v copies de A;, B est
la matrice (vm x vm) construite & partir de B et de g A; (K,j =1,....,m) et enfin R(V)
terme impliquant toutes les dérivées de U d’ordre plus petit que r.

Si par hypothése de récurrence on a des estimations du type (5) pour tous les 9%u(e, z, t)
par rapport a la variable zx avec || < r, montrons que 1’on obtient encore une estimation
de type (5) pour tous les 0%u(e, x,t) par rapport a la variable xx avec |a| = r.

En observons minutieusement la structure de AT] et B ainsi que les propriétés de mod-
ération de tous les coefficients impliqués, il suffit de remplacer dans l'estimation (3) F' par
R(u(e,x,t)) et on obtient alors une estimation de type (5) pour tous les V' solution du

probléme :
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OV =3 AoV +BV+RYV)
=1

Soit donc on obtient une estimation de type (5) pour tous les 0%u(e, z,t) par rapport a
la variable z i avec |a| = r. En effet, on rappelle que V est le vecteur des dérivées successives
de n’importe quelle solution U au probléme (O) par rapport a zx al’ordre 7 et que u(e, z,t)
est justement une solution du probléme (O).

On a donc montré par récurrence que pour tout o € N™, on a une inégalité du type
|02 ule, .,t)HL2 < Ce N,

b) Il reste & avoir une estimation de type (5) pour les dérivées successives de U par
rapport a la variable .

On a l'inégalité suivante :

2 2 2
[05ule, ., )|I72 + Ibll oo lule, - D72 + ([ f (&, -, D)7z
LOO
< C1e™N 4 Coe™ 4 C3e™N < Cse=M | d’apres les conditions de modération des coef-

m
2.4

Jj=1

[Opule, ., 1)|[22 <

ficients impliqués et de la modération des dérivées successives de u(e, x,t) par rapport a la
variable xx.

Maintenant si on dérive I’équation (O) par rapport a la variable x g, alors on obtient de
la méme fagon que précédemment une estimation de type (5) pour d;0xu(e, z,t), soit donc
10:0Ku(e, . t)|| ;2 < Ce™™ .

Puis ensuite, on dérive I’équation (O) deux fois par rapport a la variable ¢, puis comme
précédemment, on obtient une estimation de type (5) pour 9;0su(e, x, t), soit donc ||0;0sul(e, ., )| ;2 <
Ce™V , et 'on continue le processus ainsi indéfiniment et ’on obtient, pour tout o € N une
inégalité du type ||9fu(e, ., t)||;2 < Ce .

En conclusion, on obtient :

VT >0, Vo € NJ'™', 3Ny, € N, 3074 > 0, Inre > 0, Ve € 10;07.4], VE € [-T5T7,

10%u(e, . )l L2mm s 0) < CTa8™ VT

Et donc, on obtient aussi une majoration pour la norme Hy de u(e, .,.) pour tout s € N,

VI >0,VseN, INp; € N, 3Crs > 0, Inrs > 0, Ve € [0;n7,4],

1/2
(e, My @m oyxray = | D, 10%u(e, - NIz2(@m, 0)x(—r:1) =
0<lal<s
T 1/2
S [0 ute s o
0<lal<s 77
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1/2
<| ) 2rci e e < CrgeNrs.
0<|al|<s

Quelque soit Q ouvert de classe C! borné de (R™,/0) x R, il existe Tp > 0 tel que

QC (R™,/0) x [—To; Tp], et donc
Quelque soit Q ouvert de classe C' borné de (R™,0) x R, pour tout s € N, il ex-
iste No7,s € N, il existe Cor, s > 0, il existe no7.s > 0, pour tout ¢ € |0;n0.7.s
—N. s
[u(e, - M, < NwE - Mumm oyx—mim)) < Carse 2T

On va appliquer I'une des inégalités de Sobolev.

Corollary 68 Dans ce qui suit, m, N et p sont des entiers naturels non nuls. Soit Q ouvert
de classe C* borné de RV. On supose que m — N/p n’est pas entier et stictement positif, on
pose k = E(m — N/p).

Il existe C(Q2,N,p) > 0 tel que : || 0%l ooy < Cllullyymnq) oo |af < k.

On applique le corollaire,

Quelque soit Q ouvert de classe C! borné de (R™,0) x R, pour tout s € N, pour
tout o € NZ)”H, la| < E(s — (m + 1)/2), il existe Nopysa € N, il existe Cor1psa >
0, il existe o750 > 0, pour tout € € ]0;1m0.17,.5.0l, H@O‘u(s,.,.)||Loo(Q) < C(Q,m +

1,2) [[u(e, -, ).y < C(Qm+1,2)Coamse V200 < Copysac NoT0o,

Quelque soit K compact de (R™,/0) x R, il existe T1 > 0, il existe {2y ouvert de classe
C* borné de (R™,/0) x R tel que K C Qg C (R™,/0) x [-Ty; Ty, d’ott
VEKcC(R"/0)xR,VseN, Va € N6”+1, la| < E(s —(m+1)/2), ANay 11,50 € N,

3Cay,1y,5,0 > 0, Inag, 11,50 > 0, Ve € 10; nQO7T17570¢]7 ( Sl;p |0%u(e, z,t)| = [|0%ule, ., ')HLOO(K) <
z,t)eK

[0%u(e, ., )l oo ) < Co Ty.5.0 00 T15%,

On en déduit donc que u(e) est modérée et sa classe U est solution du probléeme (O)
dans (Gs((R™,/0) x R))™.

Maintenant si F'et G ne sont pas a support compact, on va procéder a un recollement.
On choisit une partition de I'unité localement finie {X;},cy avec Xx € D(R™).

Soit wug(e) solution classique lisse du systéme hyperbolique classique (O) dans R™ x

[—T';T) avec pour donnée initiale X,g(c) et pour coefficients a;(e), b(e) et X5 f(e).
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On se retrouve comme précédemment avec la donnée initiale X;g(e) a support compact
inclus dans un compact indépendant de €, et supp(Xyf(€)|rm  o)x[—1;r)) inclus dans un
compact K x [-T;T] ou K est indépendant de ¢, donc pour tout k € N, uy(e) est modérée.

D’apres le lemme 65, le systéme hyperbolique classique (O) a une vitesse de propagation
finie sur (R™,/0) x [-T;T] et comme supp(u(e,.,0)|gm o) est compact, alors a T' >
0 fixé, il existe un compact K de R™ tel que, pour tout k& € N, pour tout ¢ € ]0;1],
supp(ux(€)) N (R™0) x [-T3T]) € K x [-T;T].

Soit # un ouvert relativement compact de (R™,/O)x [T T, il existe des entiers naturels
ki, ..k, tel que :

supp(ug(e)) N0 # @ <k € {ki,..kn},

c’est-a-dire le support des ug(e) intercepté avec la bande (R™,/0O) x [=T;T] constitue

une famille localement finie.
“+o0 “+o0

Posons u/(e,z,t) = Z ug(e,z,t) (Il n’y a aucune raison de penser que Z ug(e, z,t)
k=1 k=1
est la solution u(e, x,t) du probléme (O) construite précédemment).
n

u'(e)|y = Z u, (€) est modérée comme somme finie de modérées.

Par CODSé(Z]l:lént, pour tout 7' > 0, pour tout ouvert 6 relativement compact de (R™ Q) x
~T57), (2))y € (Ears(O))"

Or, pour tout ouvert 6 relativement compact de (R™ /0O) xR, il existe 7" > 0 tel que § C
(R™0) x [=T";T"], donc u'(¢)|, € (Em,s(0))™ pour tout ouvert 6 relativement compact
de (R™/0) x R, soit donc u'(¢) € (Ep,s((R™,/0) x R))™.

Il est clair que u/(g) est solution du probléme (O).

dru(e) = Y- aj(€)djun(e) + b(e)un(e) + Xuf (2)
Vk € N, j=1

’U,k(:f, B 0) = :{kg(5>
Avec les arguments de {X}.}; o famille localement finie et partition localement finie, on
peut écrire u/'(€)|y, f(€) et g(€) avec la méme famille finie, quitte & ajouter un nombre finie
d’indices bien choisis, soit

n

w(e)lg = uni(e)
1=1

f&) =Y % f(e)
i=1

9(e) =Y Eig(e)
i=1
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On en déduit a partir de (*),

n

2 (Zk <s>> = 50,0 (Zuk <s>) +0(e) (Zu;ﬁ <s>) +Y %)

=1
Zuki (55 o 0) = Zxklg(g)
i=1 i=1

Soit donc

O (e)], = i 0;(2)0; o/ ()] + b(E) (e, + 1)
j:
(e 0)], = 9(e)

Par conséquent, pour tout 7' > 0, pour tout ouvert 0 relativement compact de (R™ Q) x
[—T;T], v ()|, est solution classique lisse du probléeme (O) avec pour donnée initiale g(¢)
et pour coefficients a;(e), b(e) et f(e).

Or, pour tout ouvert 6 relativement compact de (R™,/0) x R, il existe 7" > 0 tel que
6 C (R™,0)x[-T";T'], donc (¢)|, est solution classique lisse du probléme (O) avec pour
donnée initiale g(e) et pour coefficients a;(e), b(e) et f(e) pour tout ouvert 6 relativement
compact de (R™,/0) x R, soit donc u/(g) est solution classique lisse du probleme (O) avec
pour donnée initiale g(¢) et pour coefficients a;(e), b(e) et f(e).

En conclusion, u/(¢) € (Epr,s((R™,/0) x R))™ et est solution classique lisse du probléme
(O), donc sa classe U est solution du probléeme (O) dans (Gs((R™,/O) x R))".

Unicité de la solution généralisée simplifiée.

Soient U; et Uy deux solutions généralisées simplifiées au probléme (O) et posons Wy =
Uy — Uz de représentant wy(e).

Il est clair que Wy € (Gs((R™,/0) x R))™ et que Wy est solution du probléme suivant :

m

oW = ZAJ'(SL‘, t)8jW + B(x, t)W

7j=1
W(z,0) =0

ou Aj et B vérifient les hypotheses du théoreme.

Pour wy(e) représentant de Wy, pour a;(c) et b(e) les représentants respectifs de A; et
B construits dans la premiére partie et vérifiant les hypothéses de constance et d’estimation
logarithmique, il existe d(g) € (Ng((R™,/0O) xR))" et do(e) € (Ns(R™,/O)" tels que wp(e)

soit solution classique du probléme
dw = > aj(e)djw + b(e)w + d(e)
j=1

w(zx,0) = dy(e, x)
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dans (R™,0) x [T T7.

Dans un premier temps, on suppose que la condition initiale dy(g) a un support compact
indépendant de epsilon et que la projection du support de d(e)sur 'hyperplan {t = 0} est
incluse dans un compact indépendant de epsilon.

De fagon similaire & ce qui a été fait pour la preuve de ’existence de la solution généralisée
simplifiée, par le méme argument de vitesse de propagation finie, comme supp(wo(e, .,0)|gm /O>
est compact, a T' > 0 fixé, il existe un compact K de R™ O tel que, pour tout ¢ € 0; 1],
supp(d(e)|wm ,0yxj—1;77) C K % [=T5T] et supp(wo(e)|mm s oyxj—1;77) C K x [=T5T].

En conclusion, on applique le lemme 67, wo(¢), a;j(e), b(e), d(¢) et dy(e) vérifie 'estima-

tion de I’énergie (1), puis par le lemme de Gronwall, I'inégalité (3).

[wo(e, - 1) 72m o) < | Ido(e, N T2m o) + /Hd(&-aT)H%z(Rm/O) dr

Z 0ja; +1
7=1 Loo(K x[~T5T))

Vi e [-T;T). (6)

exp | ¢(n)T 2HbHLoo(Kx[—T;T])Jr

En utilisant les propriétés de modération et d’estimation logarithmique des coefficients
aj(e) et b(e) comme précédemment ( voir a) et b) ) et du fait que d(e) € (Ng((R™,/O)xR))"
et do(s) € (Ns(R™ /0O)™, alors :

t
/Hd € ||L2(Rm/(9) dr| < Sl(l)pt] Hd( & ||L2(Rm/(9 /dT <T Sl(l)pt]/‘d &I, T ‘ dr <
TE|
0

T|K| sup sup |d(e,z,7))* <T|K]| sup ld(e,z,7)]* < T|K|C%e2N < C’2T eM
T€[0; t] TzEK (z,7)EK %[0, t]

b) [ldo(e, N T2@m 0y = / |do(e, 2)[* de < |K]| SEII;WO(&SE‘)F < |K|C?e*M < Gy

On obtient immédiatemelr(lt une estimation de la forme.
lwoe, Ol o) < CM T <t<T (D)

ou M € N et ¢ petit.

A partir de 14, par récurrence comme pour la preuve de I'existence de la solution général-
isée simplifiée, pour tout 17" > 0, pour tout a € N6”+1, on obtient une majoration de type
(7) pour la norme L2(R™ /0) de 0%y (e, ., t), pour tout t € [-T'; T], c’est-a-dire une majo-
ration de type (7) pour la norme Hs((R™ /O) x [-T;T)]) de wy(e, ., .), pour tout s € N, et

en appliquant la méme méthode que pour la preuve de I'existence de la solution généralisée
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simplifiée, par le théoréme d’injection continue de Sobolev, on obtient une majoration de
type (7) pour la norme L*°(K) de 0%wy(e, ., .), pour tout compact K de (R™ /0O) x R, soit
donc wy(e) € (Ns((R™,/0) x R))™, et donc Wy = Uy — Uz = 0 dans l'espace des fonctions
généralisées simplifiées d’out 'unicité de la solution du probleme (O).

Maintenant si dy(¢) et d(e) ne sont pas & support compact, on va procéder a un
recollement. On choisit une partition de I'unité localement finie {X;}, . avec X3, € D(R™).

Soit wy (e) solution classique lisse du probléme (I) dans (R™,/0) x [-T';T] avec pour
donnée initiale Xjdo(e) et pour coeflicients a;(e), b(e) et Xpd(e).

On se retrouve comme précédemment avec la donnée initiale Xdp(g) & support com-
pact inclus dans un compact indépendant de ¢, et supp(%kd(s)\(Rm /O)x[—T;T]> inclus dans
un compact K x [-T;T] o K est indépendant de e, donc pour tout k € N, wp(e) €
(Ns((R™/0) x R))".

Par le méme argument de vitesse de propagation finie que pour la preuve de ’existence de
la solution généralisée simplifiée, le support des wy (¢) intercepté avec la bande (R™,/O) x
[—T'; T constitue une famille localement finie.

oo

Posons w(e) = Jrz: wo i (€) et comme dans la preuve de l'existence de la solution général-
isée simplifiée, w(sl)czel (Ns((R™/0O) x R))™ et est solution classique du probléeme (I).

Il reste a montrer que w(e) est un représentant de Wy.

Posons v(e) = wo(e) — w(e).

11 est évident que v(e) est solution classique du probléme suivant,

Ow = i a;(e)0jw + b(e)w + 0
j=1

w(z,0) =0
dans (R™,0) x [-T;T.

On se retrouve dans le cas ou la condition intiale, la fonction {z — 0}, a un support
compact indépendant de epsilon et que la projection du support du coéfficient {(z,t) — 0}
sur ’hyperplan {t = 0} est incluse dans un compact indépendant de epsilon. De fagon sim-
ilaire & ce qui a été fait pour la preuve de 'existence de la solution généralisée simpli-
fiée, par le méme argument de vitesse de propagation finie, comme supp(v(e,.,0)|gm /O)
est compact, & T > 0 fixé, il existe un compact K de R™ /O tel que, pour tout ¢ €
10;1], supp({(z,t) = O} gm s oyx[—1;77) C K % [=T5T] et supp(v(€)|gm oy —1:17) C K %
[-T;T).
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En conclusion, on applique le lemme 67, v(¢), a;(¢€), b(e), {(x,t) — 0} et {z — 0} vérifie
Pestimation de ’énergie (1), puis par le lemme de Gronwall, I'inégalité (3).
lo(e, - t)lIz2@m o) < (0+0)

+1
Loo (K x[~T5TY))

exp | ¢(n)T 2HbHL°°(K><[7T;T])+ Zlajaj
]:

vVt e [-T;T).

En conclusion, ||v(e, .,t)||%2(Rm/O) = 0, soit donc v(g) = 0, d’ott wp(e) = w(e).
Pour conclure, w(e) € (Ng((R™,/0O)xR))"™ et sa classe Wy est nulle dans (Gg((R™,/O) x

R))™, d’out I'unicité de la solution généralisée simplifiée du probléme (O).
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Résumé
Nous nous intéressons a la recherche et au calcul numeérique de solutions faibles (au sens des fonctions
généralisées) de I’équation de transport non linéaire

%(x’ v ) + alz, ?J’t)%(;)(x, y,t) + b(x,y, 1) a%(;)

(z,y,t) =0 pour ¢t >0

complétée de la condition initiale : u(z,y,0) = ug(x,y) on les fonctions {(z,y,t) — a(z,y,t)} et
{(z,y,t) — b(w,y,t)} appartiennent & L>(R? x RT) (mais peuvent étre discontinues), les fonctions
f et g sont lisses et monotones, la fonction {(z,y) — ug(z,y)} appartient & L>°(R?). Des rappels
sur les fonctions généralisées nous permettent d’introduire leur produit tensoriel. Un des résultats
clés (pour déterminer ultérieurement les solutions faibles cherchées) donne des conditions suffisantes
pour que, lorsqu’une somme de fonctions généralisées (de type produit d’Heaviside ou de Dirac) est
associée a 0, chacun des termes de la somme est nul. Grace & ces résultats théoriques, on résout
le probléme de Riemann 2D a I'aide d’un solveur s’écrivant comme produit tensoriel de fonctions
type Heaviside (ou comme somme de produit tensoriel de fonctions type Heaviside) afin d’obtenir
les solutions faibles. Ces solutions faibles permettent la construction des schémas numeériques de
type Godunov 2D. Nous les validons par des test numériques comparant les résultats obtenus par
ces schémas 2D et ceux de la méthode du splitting. Ces tests montrent que les schémas numériques
2D sont aussi fiables que ceux par splitting, alors qu’ils sont plus simples dans leur écriture. Une
étude comparative plus compléte entre les deux types de schémas numériques montre de plus que les
schémas 2D sont nettement moins cotteux a la fois dans les cas linéaire et non linéaire et qu’ils sont
stables pour la norme L°°, contrairement aux schémas par splitting. Enfin des perspectives ainsi
qu’un théoréme d’existence de solutions fortes "presque partout" pour des systémes hyperboliques
linéaires sont abordés.

Abstract

This work is devoted to the theoritical research and to the numerical calculus of weak solutions (in
the sens of generalized functions) for the non linear transport equation

Of (u)

28 (1, 6) + bz, 1) 22

dy

3}
_u(%yat)-i-a(x,y,t) (z,y,t) =0 pour t >0

ot
with the initial condition u(z, y,0) = ug(x, y) where the functions {(x,y,t) — a(x,y,t)} and {(z, y, )
— b(x,y,t)} belong to L>(R? x RT) (but can be discontinuous), the functions f and g are smooth
and monotonous, the function {(z,y) — uo(z,y)} belongs to L>(R?). We recall the necessary no-
tions on nonlinear generalized functions for introducing their tensorial product. The main results (to
determine the weak solutions) are sufficient conditions so that, when a sum of généralized functions
(like Heaviside or Dirac products) is associated with zero, each terms of the sum is equal to zero.
Thanks to these theoretical results, we can solve the Riemann problem with the help of a solver
written like tensorial product of Heaviside functions (or like a sum of tensorial product of Heavi-
side functions) in order to obtain the weak solutions. These weak solutions allow to develop two
dimensional numerical Godunov type schemes. Then, numerical tests are performed which give a
comparison between the results obtained by these 2D schemes and the ones of the splitting method.
These tests prove that the 2D numerical schemes are as reliable as the ones obtained by splitting.
They are also more simple in their expression. Moreover, a more detailed comparative study of the
two types of numerical schemes show that the 2D schemes are far less expensive in the linear case
as well as in the non linear case. They are stable for the L> norm, unlike the splitting schemes. At
least some perspectives as well as an existence theorem of a strong solution "almost eveywhere" for
linear hyberbolic systems are studied.



