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RESUME

Mes travaux de thése ont consisté a développer des modeles mathématiques pour dé-
crire la dynamique des flux de données dans des réseaux informatiques comprenant un grand
volume de données, spécifiquement pour les réseaux de grilles de calcul et les réseaux avio-
niques de type AFDX. L'objectif est de réduire, par une modélisation adaptée, la complexité des
simulations numériques. Si la modélisation des deux types de réseaux étudiés répond a des
motivations spécifiques et a nécessité de développer deux modeles fluides distincts, la métho-
dologie suivie a été la méme. Il s’agit, a partir d’'une description particulaire de la dynamique
du réseau, d’identifier les grandeurs caractéristiques du réseau. Leur hiérarchisation par ordre
de grandeur permet de définir une limite asymptotique formelle et d’obtenir une description
cinétique du réseau. On peut alors en déduire, via la méthode des moments, les modeles ma-
croscopiques correspondants, sous forme de systémes de lois de conservation. Nous avons tra-
vaillé pour chaque réseau avec une limite asymptotique spécifique. Le systéme fluide résultant
a ensuite fait 'objet d'une étude mathématique démontrant le caractére bien posé de notre
modele. Par la suite, nous avons mis en ceuvre des méthodes numériques de type volumes finis,
qui ont permis de simuler nos modéles macroscopiques et de montrer que chacun a un com-
portement qualitatif conforme avec le réseau qu’il décrit. Une étude d'un réseau AFDX illustre
comment ce type de méthode peut permette d’identifier les points faibles (i.e. de congestion)
du réseau.

Afin de prendre en compte une palette plus large de comportements du réseau, nous
avons cherché a prendre en compte le cas ol certains parametres de notre modélisation de-
viennent tres petits, comme par exemple le temps de latence dans des réseaux hétérogenes.
Dans ces circonstances, la condition CFL de stabilité liée aux schémas numériques classiques
devient critique. Cela correspond en fait a une limite asymptotique singuliere, pour laquelle
les schémas classiques appliqués a nos modeles fluides ne sont plus efficaces. A partir de ce
constat, nous nous sommes intéressés aux schémas dits “asymptotic preserving” (AP), dans
I'objectif, a terme, d’obtenir un schéma numérique qui nous permette de simuler ce type de
comportement limite du réseau. Les schémas AP permettent de discrétiser un probléeme qui
présente une singularité a la limite. Pour cela, ils reformulent le probleme singulier a I'asymp-
totique en tirant profit du“bon” probléme limite afin d’obtenir un probleme qui dégénere vers
la bonne limite. Nous avons illustré cette technique AP dans un autre domaine de la physique
qui fait couramment intervenir ce type de schéma : les plasmas de fusion, plus particuliere-
ment lorsque les masses des particules sont fortement disparates et que le plasma est étudié
dans la direction des lignes de champ. Le schéma que nous avons développé permet de faire
la transition entre deux régimes électroniques : le régime électronique cinétique et le régime
adiabatique fluide des électrons, donné par la relation de Boltzmann. Lefficacité du schéma
est alors illustrée par des résultats numériques.

Mots clefs : modélisation fluide, limite asymptotique, réseau AFDX, grille de calcul, sché-
mas AP, plasma de fusion.
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INTRODUCTION

Lobjet de cette these est de développer des modéles mathématiques pour décrire la
dynamique des flux de données dans des réseaux informatiques comprenant un grand volume
de données. Notre intention est de réduire la complexité des simulations numériques.

Ces dernieres années, les besoins en capacité de calcul (utilisation de simulations numé-
riques pour remplacer des mesures expérimentales coliteuses) et en capacité de stockage (big
data) ont explosé. Les réseaux informatiques gerent un volume de données qui croit de maniere
exponentielle. Par ailleurs, on constate I'apparition de réseaux embarqués de plus en plus com-
plexes dans de nombreux secteurs industriels (aéronautique, robotique). Comprendre le com-
portement de tels réseaux, dans le but d’aider a leur conception, de garantir leur qualité de
service ou bien d’optimiser leur comportement, passe par la modélisation de leur dynamique.

Or, simuler un grand volume de données, dont la dynamique évolue en temps court,
pose des difficultés numériques. Dans ce contexte, nous cherchons a obtenir un modeéle ma-
thématique et numérique qui permette de réduire la complexité des simulations. Une telle ap-
proche ouvre des perspectives de simulation en temps rapide des réseaux, ce qui constituerait
un outil précieux pour leur étude.

Il existe différentes méthodes permettant de décrire le comportement des flux de don-
nées dans les réseaux informatiques. Parmi elles, le “calcul réseau” est une méthode algébrique
qui donne, entre autres, des bornes maximales pour le temps de traversée du réseau par les flux
de données. Cette méthode a 'avantage de fournir des garanties de non dépassement sur ses
résultats mais les bornes obtenues sont pessimistes. La méthode de files d’attente fluide re-
pose quant a elles sur des équations aux dérivées partielles traduisant de maniére empirique
la conservation de la quantité de données dans le réseau. Elle permet de simuler la dynamique
réelle des réseaux avec un cofit faible mais laisse peu de place a des extensions.

Nous proposons ici une méthode pour décrire la dynamique des réseaux et ainsi enri-
chir les méthodes existantes. La modélisation fluide repose sur une approche systématique qui
s’accompagne d'un formalisme mathématique rigoureux. Il s’agit d'une approche “en moyen-
ne” qui, a partir d'une description de chaque message du réseau, permet d’obtenir un systéme
d’équations sur le comportement global de la dynamique du réseau, ce systéme étant indé-
pendant du nombre de messages présents dans le réseau. Cette approche permet d’utiliser des
méthodes classiques de discrétisation des équations aux dérivées partielles pour obtenir des si-
mulations rapides du comportement global d'un réseau comprenant une quantité importante
de données.

Dans cette thése, nous nous intéressons plus spécifiquement a deux types de réseaux in-
formatiques qui font intervenir un grand volume de données : les grilles de calcul et les réseaux
AFDX. Ces deux types de réseaux sont de natures différentes, ainsi que les exigences de qualité
de service qui leur sont associées.



— Une grille de calcul est un réseau qui interconnecte des clusters de calcul. La mise en com-
mun de ces ressources informatiques permet d’effectuer des calculs lourds, mais aussi de
déplacer les calculs a accomplir entre des clusters situés partout dans le monde. L'étude de
la dynamique de ce type de réseau permettrait d’optimiser le temps d’exécution des cal-
culs et la consommation énergétique qu’ils engendrent. Nous avons pour cela cherché a
modéliser I'évolution de la charge de calcul présente sur les clusters.

— Un réseau AFDX (Avionics Full DupleX) est un réseau embarqué avionique composé de
commutateurs interconnectés. Il sert de support aux communications internes d'un avion.
La qualité de service exigée afin de certifier un avion comporte des contraintes fortes. Il
faut notamment garantir qu’aucune donnée ne sera perdue et donner une borne maximale
pour le temps de traversée du réseau par les données. Ceci amene de nombreuses difficul-
tés, dues au fait que le volume de données est tres important. La méthode de calcul réseau
est la méthode utilisée pour la certification de ces réseaux. Il s’agit d'une méthode de mo-
délisation “pire-cas”, qui fournit des bornes maximales sur les flux de données. Ses résul-
tats sont pessimistes et leur utilisation a pour conséquence de sur-dimensionner le réseau.
De plus, cette méthode ne décrit nullement la dynamique réelle du réseau. La méthode de
modélisation fluide que nous proposons ici de mettre en ceuvre ne permet pas de garantir
un non dépassement des résultats fournis mais permet néanmoins de mieux comprendre
les comportements sensibles qui peuvent s’y produire, et ainsi d’identifier les parametres
dimensionnant le pire temps de traversée. Nous nous sommes donc penchés sur la modé-
lisation du transport des données dans un réseau AFDX.

La modélisation de ces réseaux répond donc a des motivations spécifiques et c’est pour
cela que nous avons introduit deux modeles distincts qui décrivent leurs dynamiques respec-
tives. Ces modeéles fluides sont toutefois obtenus par la méme approche. Il s’agit de partir d'une
description particulaire de la dynamique du réseau. En identifiant les grandeurs caractéris-
tiques du réseau, nous définissons une limite asymptotique formelle pour obtenir une des-
cription cinétique. Puis nous en déduisons des modeles macroscopiques par la méthode des
moments. Nous avons travaillé avec une limite asymptotique spécifique, et le systeme fluide
résultant a ensuite fait 'objet d'une étude mathématique démontrant le caractére bien posé de
notre modele. D’autres limites asymptotiques apparaissent toutefois possibles, chacune étant
liée a un comportement particulier du réseau. Les méthodes numériques classiques de vo-
lumes finis mises en ceuvre par la suite permettent de simuler nos modeles macroscopiques et
de montrer que chacun a un comportement qualitatif conforme avec le réseau qu’il décrit.

Afin de prendre en compte une palette plus large de comportements du réseau, nous
avons cherché a prendre en compte le cas ol certains parametres de notre modélisation de-
viennent tres petits, comme par exemple le temps de latence dans des réseaux hétérogenes.
A ce moment 13, la condition CFL liée aux schémas numériques classiques devient critique.
Cela correspond en fait a une limite asymptotique singuliére, pour laquelle les schémas clas-
siques appliqués a nos modeles fluides, ne sont plus efficaces. A partir de ce constat, nous
nous sommes intéressés aux schémas dits “préservant I'asymptotique” (AP), ou asymptotic pre-
serving dans |’objectif, a terme, d’obtenir un schéma numérique qui nous permette de simuler
ce type de comportement limite du réseau. Les schémas AP permettent de discrétiser un pro-
bleme qui présente une singularité a la limite. Pour cela, ils reformulent le probléme singulier
a l'asymptotique en tirant profit du “bon” probleme limite afin d’obtenir un probleme qui dé-
génere vers la bonne limite.
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Dans notre cas, le “bon” probleme limite n’ayant pas encore été identifié, nous avons
décidé, en guise de préparation, de nous familariser avec cette technique AP dans un autre
domaine de la physique qui fait couramment intervenir ce type de schéma : les plasmas de
fusion. Nous avons travaillé a la construction d'un schéma AP effectuant la transition entre
deux régimes électroniques : le régime cinétique et le régime adiabatique fluide, donné par la
relation de Boltzmann. Cette partie nous permettra de mieux appréhender les techniques AP,
pour ensuite pouvoir les utiliser sur nos modeles.

Le raisonnement décrit jusqu’ici dicte la trame de ce manuscrit, qui est structuré selon
trois parties distinctes et organisé comme suit. La premiére partie détaille 'obtention des
modeles mathématiques respectifs aux deux réseaux informatiques : les grilles de calcul et les
réseaux AFDX. La seconde partie illustre le fonctionnement des deux modeles construits dans
la partie précédente grace a des simulations numériques. La troisieme partie est consacrée a
I’étude des schémas AP, dans le domaine d’application des plasmas de fusion.

Dans le chapitre 1, nous exposons les problématiques liées aux grilles de calcul ainsi
qu’aux réseaux AFDX et expliquons pourquoi nous avons utilisé la méthode fluide pour y ré-
pondre. Dans un premier temps, nous présentons quelques notions générales des réseaux in-
formatiques (Sect. I). Puis, nous nous focalisons sur les grilles de calcul et les réseaux AFDX
et entrons davantage dans les détails sur leur fonctionnement, afin de spécifier les problemes
qui surgissent lors de leur étude (Sect. II et III). Nous présentons ensuite quelques unes des
méthodes existantes qui permettent de modéliser les performances d'un réseau informatique.
Nous décrivons finalement le principe de la modélisation fluide et expliquons en quoi elle est
adaptée pour répondre aux problématiques détaillées dans les sections précédentes (Sect. IV).

Le chapitre 2 est consacré a la modélisation des grilles de calcul. En premier lieu, nous
présentons la description particulaire : nous décrivons la configuration de la grille de calcul
et les parametres pertinents permettant de décrire les taches et leur dynamique (Sect. I). Pour
obtenir I'équation cinétique régissant le comportement global des taches dans le réseau, nous
adimensionnons les grandeurs caractéristiques du réseau pendant un petit temps d’observa-
tion. Une limite asymptotique formelle nous permet d’obtenir I'’équation cinétique régissant
la dynamique de la densité de probabilité des taches (Sect. II). Nous étudions ensuite le ca-
ractere bien posé du modéele fluide obtenu par la méthode des moments (Sect. I1I). Une prise
en compte de comportements différents du réseau nous conduit a nous intéresser a une autre
asymptotique, qui mene a la modélisation d'une grille de calcul qui optimise en temps réel les
déplacements des taches entre les clusters (Sect. IV).

Le chapitre 3 est consacré a la modélisation des réseaux AFDX. Nous y abordons tout
d’abord la description particulaire des trames sur un réseau AFDX (Sect. I). Pour obtenir I’équa-
tion cinétique adimensionnée, nous décrivons le comportement des grandeurs caractéris-
tiques du réseau pour une certaine asymptotique, puis appliquons un passage a la limite formel
(Sect. II). Nous définissons le systeme fluide en introduisant les quantités macroscopiques, et
nous obtenons les équations de conservation commandant la dynamique du réseau (Sect. III).
Nous nous interrogeons ensuite sur le caractere bien posé du systeme fluide non linéaire ob-
tenu (Sect. IV). En remarquant I'apparition d'un temps caractéristique supplémentaire lié a la
vitesse de transfert et au temps de latence dans le réseau, nous explorons une asymptotique
différente, qui consiste a considérer une vitesse de transfert trés grande et un temps de latence
trés petit (Sect. V).

Le chapitre 4 est consacré a la discrétisation numérique et a la simulation du modele



fluide obtenu pour les grilles de calcul dans le chapitre 2. Nous approximons le systéme fluide
par une méthode classique de volumes finis (Sect. I). Nous illustrons ensuite nos résultats nu-
mériques en étudiant tout d’abord un cas test simple, pour lequel les solutions exactes sont
faciles a trouver, afin d’étudier la convergence du schéma. Nous nous intéressons aussi au com-
portement du réseau lorsque nous faisons évoluer les grandeurs caractéristiques, de maniére a
modéliser un réseau avec un temps de décision instantanée. Un comportement plus complexe
de la grille de calcul est ensuite étudié (Sect. II).

Le chapitre 5 est consacré a la simulation de la dynamique des réseaux AFDX étudiée
dans le chapitre 3. Nous utilisons des méthodes de volumes finis afin de discrétiser le pro-
bleme fluide et expliquons en particulier la méthode de calcul du temps d’attente et de la vi-
tesse entre les commutateurs (Sect. I). Nous proposons ensuite une analyse d'un réseau com-
plexe qui est étudié par un laboratoire d’Airbus, et dont la particularité est de mettre en ceuvre
des commutateurs aux performances hétérogénes. Lobjectif est de montrer que notre modele
permet d’identifier les points critiques du réseau. Nous illustrons ensuite comment, en modi-
fiant quelques parametres liés aux performances des commutateurs, nous pouvons modifier
la dynamique du réseau. En particulier, nous mettons en évidence que 'amélioration locale de
performances n’améliore pas forcément la performance du réseau et peut simplement dépla-
cer les points de congestion (Sect. II).

Le chapitre 6 traite des plasmas de fusion, explore leurs propriétés ainsi que les mé-
thodes qui peuvent étre mises en ceuvre afin de les modéliser. Nous listons dans un premier
temps les propriétés générales d'un plasma. Nous nous intéressons ensuite a un type de plasma
artificiel : les plasmas de fusion. Nous présentons les principes de cette réaction nucléaire ainsi
que ceux relatifs au confinement magnétique mis en place dans un tokamak (Sect. I). Par la
suite, nous introduisons les différents modéles permettant de décrire le comportement d'un
plasma de fusion et examinons les avantages et limites de chaque niveau de description : par-
ticulaire, cinétique ou fluide (Sect. II). Or, la modélisation d'un plasma est un probléme multi-
échelle. Nous expliquons les complications auxquelles nous sommes confrontés lorsque 1'on
tente de traiter un probléme multi-échelle. Nous abordons ensuite les méthodes analytiques
et numériques qui permettent d'y remédier (Sect. III). Parmi ces méthodes figure la méthode
préservant 'asymptotique, que nous présentons plus en détails et qui sera le point clef de notre
travail sur les plasmas de fusion (Sect. IV).

Le chapitre 7 explore la construction d'un schéma AP pour des plasmas de fusion,
lorsque les masses des particules sont fortement disparates et que le plasma est étudié dans
la direction des lignes de champ. Ce schéma doit permettre de faire la transition entre le ré-
gime électronique cinétique et le régime adiabatique fluide des électrons. Nous introduisons
tout d’abord le modéle cinétique électron-ion ainsi que son adimensionnement (Sect. I). Puis
nous abordons I'obtention de modeles macroscopiques correspondant aux deux équations ci-
nétiques adimensionnées (Sect. II). Grace a une décomposition micro-macro, nous reformu-
lons I'équation cinétique adimensionnée pour les électrons (Sect. I1I). Nous présentons par la
suite un schéma AP pour la résolution de la dynamique électronique dans le régime cinétique
ainsi que dans le régime adiabatique (Sect. IV). Enfin, nous exposons les résultats numériques
(Sect. V).

Dans notre conclusion, nous détaillons les perspectives qui s’ouvrent a l'issue de
cette these, en particulier 'application des schémas AP aux modeles fluides que nous avons
construits.
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CHAPITRE 1

DECRIRE LA DYNAMIQUE D’UN RESEAU
INFORMATIQUE : DES COMPOSANTS A LA
MODELISATION FLUIDE.
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Dans ce chapitre, nous nous proposons d’expliquer les problématiques liées aux grilles
de calcul ainsi qu’aux réseaux AFDX et pourquoi nous avons utilisé la méthodologie fluide afin
d’y répondre.

Dans un premier temps, nous présentons quelques notions générales des réseaux infor-
matiques, notamment celles qui permettent de distinguer les réseaux entre eux (Sect. I). Ainsi,
lorsque nous présentons finalement les grilles de calcul et les réseaux AFDX, nous entrons da-
vantage dans les détails sur leur fonctionnement et expliquons les problemes qui surgissent
lors de I'étude générale de leurs performances (Sect. II et III). Nous présentons par la suite
quelques unes des méthodes qui permettent de simuler les performances d'un réseau infor-
matique. Nous expliquons alors le principe de la méthode de modélisation fluide et pourquoi
elle est adaptée pour répondre aux problématiques détaillées dans les sections précédentes
(Sect. IV).
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NOTIONS GENERALES SUR LES RESEAUX INFORMATIQUES

Cette section est une breve introduction sur les notions importantes rencontrées lorsque
I'on s’intéresse aux réseaux informatiques.

Un réseau informatique est un réseau de télécommunication qui permet le transport
rapide d’informations entre des équipements terminaux. Ces terminaux peuvent étre des or-
dinateurs, des tablettes ou des serveurs, qui envoient et recoivent de I'information. Les termi-
naux sont reliés par des lignes de communication. Afin de maintenir, d’orienter ou de contrdler
le transport de données, il existe des équipements que ’'on appelle nceuds intérieurs. Chaque
nceud a une fonction bien précise (1.2.1).

Depuis le terminal de départ, les données sont envoyées avec une “en-téte”, c’est-a-dire
une information de contrdle qui sert a orienter les données dans le réseau pour I'envoyer a
I’endroit voulu et aussi a vérifier a posteriori qu'il n'y a pas eu d’erreur dans le transfert. Chaque
donnée est ainsi acheminée sur les lignes de communication et transite de nceud en noeud
jusqu’a arriver au terminal destinataire.

11 existe de nombreuses manieres de classifier les types de réseaux informatiques. Nous
en évoquons quelques unes dans cette section. Nous abordons en premier lieu les protocoles
de communication, c’est-a-dire les régles mises en places au sein d'un réseau pour que les dif-
férents terminaux et nceuds intérieurs aient un langage commun. A titre d’exemple, nous évo-
quons brievement le modele OSI et citons les protocoles Ethernet et IP (Sect. 1.1). Les réseaux
informatiques peuvent aussi étre répartis selon leur topologie, qui représente la facon dont les
lignes de communications sont reliées grace aux nceuds. Nous détaillons quelques unes des
topologies existantes, en présentant les équipements les plus utilisés en tant que noeuds (Sect.
1.2). Par la suite, nous détaillons le transport de I'information dans un réseau. Nous évoquons le
routage et la commutation, processus qui permettent de transporter les données correctement
vers leur destination, mais aussi d’optimiser le chemin emprunté (Sect. 1.3). Finalement, nous
évoquons les performances d'un réseau, analysées par le biais de sa qualité de service et don-
nons quelques exemples des grandeurs caractéristiques d'un réseau qui permettent d’évaluer
cette qualité de service (Sect. .4).

I.1 Protocoles de communication
I.1.1 Standards de communication

Puisque les réseaux ont été créés afin de réaliser simplement et rapidement 1’échange
d’'informations entre des terminaux, il a fallu normaliser le fonctionnement de ces réseaux,
c’est-a-dire créer des regles de communication entre tous les équipements d'un méme réseau
ou de réseaux distincts. Ces regles sont décrites par des protocoles de communications et ré-
gissent par exemple la facon d’envoyer ou de recevoir de I'information. Il s’agit d'un langage
commun a tous les équipements d’'un méme réseau.

Afin d’établir des protocoles de communication entre les différents équipements (nceuds
et terminaux) d'un méme réseau, le fonctionnement du réseau est subdivisé en “couches”. 1l
existe différents modeles proposant chacun une subdivision. Les plus utilisés sont le modele
OSI (Open System Interconnexion) et le modele TCP/IP (voir Figure 1.1).

Chaque couche d'un modeéle donné représente une catégorie de probleme que !'on peut
rencontrer dans un réseau. Un protocole de communication est établi entre les couches si-
milaires de chacun des équipements souhaitant communiquer. La plupart des réseaux sup-
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portent ainsi des hiérarchies de protocoles : chaque couche fournit a la couche supérieure une
garantie que le travail qui lui a été confié a été réalisé sans erreur et isole donc la couche su-
périeure des détails des protocoles utilisés dans les couches inférieures. Listons brievement les
fonctions que remplit chacune des couches du modele OSI.

osl TCP/IP
7 Application Application
6 Présentation R Absents dans
ce modele
5 Session ol
4 Transport Transport
3 Réseau Internet
2 | Liaison de données Liaison
1 Physique *

FIGURE 1.1 — Comparaison des modeles OSI et TCP/IP [1].

— La couche 1 (ou couche Physique) concerne les supports physiques, c’est-a-dire les pro-
bléemes strictement matériels d'un réseau, tels que le matériel physique, les types de lignes
de communication utilisées pour la transmission des signaux sous forme binaire. Sur cette
couche, le bit représente 'unité de mesure des informations échangées.

— La couche 2 (ou couche Liaison de données) porte sur la maniére par laquelle un terminal
est identifié sur un réseau physique. Est associée la notion d’adressage physique. En effet,
chaque terminal souhaitant accéder a un réseau possede une carte réseau. Celle-ci a un
identifiant unique au monde, son adresse MAC (Media Access Control). Cette couche du ré-
seau ajoute 'adresse MAC des terminaux source et destinataire a1’ “en-téte” de chacune des
données : cet ensemble constitue une trame, I'unité de mesure des informations échangées
sur cette couche.

— La couche 3 (ou couche Réseau) s’occupe de trouver un chemin pour acheminer une don-
née entre deux terminaux. Elle détermine le parcours des données et met en place un autre
type d’adressage : 'adresse IP (Internet Protocol). En effet, 'adresse MAC permet identifier
un terminal au sein d'un réseau local, mais lorsqu’il s’agit de communiquer dans un réseau
mondial par exemple, une adresse IP est assignée au terminal. Il s’agit d'une adresse dyna-
mique qui peut étre modifiée, et qui est attribuée a chaque terminal connecté a un réseau
utilisant I’ Internet Protocol. Cette couche insére entre autres les adresses IP des terminaux
source et destinataire dans 1'“en-téte”. Avec la donnée a transmettre, cela constitue un pa-
quet, 'unité de mesure des informations échangées sur cette couche.

— La couche 4 (couche Transport) concerne la communication directe entre le terminal
source et le terminal destinataire. Cette notion s’appelle connexion de bout en bout. Cette
couche concerne le controle des flux de données ainsi que la qualité de service, que nous
évoquons avec plus de détails par la suite (Sect. [.4.1).

— La couche 5 (couche Session) porte sur la transmission des données de programmes a pro-
grammes.

— La couche 6 (couche Présentation) concerne les échanges d’'informations entre les applica-
tions.
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— La couche 7 (couche Application) concerne les communications entre les applications.

Les quatre premieéres couches sont fournies par un systeme d’exploitation tandis que les trois
derniéres sont tournées vers les applications. Dans le modele TCP/IP, par exemple, nous pou-
vons voir (Fig. 1.1) que ces trois derniéres couches ne sont pas distinguées les unes des autres.

Dans cette étude en vue de modéliser des réseaux informatiques, les données auxquelles
nous nous intéressons sont liées a différentes couches. Ce que nous allons modéliser est le
transport des données, tout en prenant en compte le comportement du systeme d’exploitation
ou des applications, qui constituent nos données de départ afin de bien définir notre espace
des phases.

I.1.2 Exemples de protocoles de communication

Citons deux exemples de protocoles de communication parmi les plus connus et utilisés.

— Le protocole Ethernet est un protocole de la couche 2 du modele OSI. 11 est utilisé dans
les réseaux locaux mettant en ceuvre de la commutation. Il existe divers types de trames
Ethernet, chacun définissant la structure standardisée d'une trame. Un réseau AFDX fait
intervenir ce protocole. Il s’agit d'un réseau Ethernet.

— Le protocole IP, pour Internet Protocol, es utilisé pour les grands réseaux. Il fait partie de
la famille de protocoles TCP/IP (avec le protocole TCP, ou Transmission Control Protocol) et
correspond a la couche 2 du modele TCP/IP (et 3 du modéle OSI). Il existe plusieurs versions
de ce protocole.

Nous nous pencherons, par la suite, sur les protocoles de communication permettant de
palier aux problemes liés a la dynamique des données. Nous nous intéresserons a la commu-
tation, au routage, et aux protocoles de communication qui régissent le transport des données
et les interactions entre les terminaux afin d’assurer ce transport (Sect. 1.3).

1.2 Structure d’'un réseau

Nous introduisons maintenant les équipements que I'on trouve généralement dans un
réseau, pour ensuite présenter les topologies qui permettent de les relier.

I.2.1 Matériel physique

— Les supports de communication d'un réseau, c’est-a-dire le matériel constituant les lignes
de communication, sont composés de cables électriques, de fibre optique ou peuvent sim-
plement étre des ondes radios.

— Les nceuds intérieurs sont des équipements électroniques d’interconnexion. Ils sont ca-
pables de créer, de recevoir ou de transmettre I'information le long des lignes de communi-
cation. On trouve notamment

¢ Unrépéteur est un équipement Ethernet, c’est-a-dire qui fonctionne selon un protocole
de communication Ethernet (Sect. 1.1.2). Il recoit un signal, le débarrasse du bruit et le
renvoie a une puissance plus importante.

¢ Un concentrateur (ou hub) est un équipement Ethernet qui peut se comprendre comme
un répéteur avec plusieurs ports de sortie. Il répete les données recues sur un de ses
ports sur tous ses autres ports.

10
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+ Un commutateur (ou switch) est un équipement avec plusieurs ports, qui recoit de I'in-
formation, la filtre, puis la renvoie. C’est un équipement de la couche 2. 1l se distingue
d’un concentrateur car il renvoie I'information seulement vers le port correspondant au
chemin voulu, et non sur 'ensemble de ses ports. Il fait cela en examinant les adresses
des terminaux source et destinataire et grace a une table dite de routage. Nous revien-
drons sur la notion de routage par la suite (Sect. 1.3).

e Un routeur est un équipement lié a I'Internet. Il est connecté a plusieurs réseaux en
méme temps et peut envoyer l'information de I'un a l'autre. Il peut par exemple servir
a interconnecter des réseaux pour former des inter-réseaux. Tout comme un commu-
tateur, il renvoie 'information dans la direction désirée, en fonction des adresses des
terminaux source et destination lues.

Ces équipements possédent une mémoire tampon, ou buffer, quileur permet de stocker les
données recues au fur et a mesure, pour ne pas les perdre dans le cas ou elles arriveraient
plus rapidement qu’il n’est capable de les réémettre.

I.2.2 Quelques topologies d’interconnexion

La topologie physique d'un réseau cablé représente le réseau du point de vue de 'empla-
cement des matériels. Nous présentons ici quelques unes des principales topologies physiques,
qui sont illustrées sur la figure 1.2.

I 1 1
é 4l

(a) Bus (b) Anneau (c) Etoile (d) Maille

FIGURE 1.2 — Schémas des topologies de base d’'un réseau [2].

— La topologie en bus est 'organisation la plus simple d'un réseau. Tous les terminaux sont
reliés a une méme ligne de transmission par 'intermédiaire d'un cable. Le mot bus désigne
cette ligne physique qui relie les terminaux. Cette topologie a pour avantage d’étre facile a
mettre en ceuvre et de fonctionner simplement. En revanche, elle est vulnérable car si'une
des connexions est défectueuse, '’ensemble du réseau en est affecté.

— Dans une topologie en anneau, chaque terminal est connecté a son voisin, a la facon d’'un
bus sauf que le dernier terminal est connecté au premier. Il présente les mémes inconvé-
nients qu'un bus.

— Dans une topologie en étoile, les terminaux du réseau sont reliés a un concentrateur. Celui-
ci assure la communication entre les différentes branches de I'étoile. Contrairement a un
réseau construit sur une topologie en bus, ce type de réseau est peu vulnérable : une
connexion défectueuse ne paralyse pas le reste du réseau. Cependant, le point névralgique
de ce réseau est le concentrateur, car sans lui plus aucune communication n’est possible
entre les terminaux du réseau .
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— Une topologie maillée est une évolution de la topologie en étoile ou1 chaque terminal est
relié a tous les autres. Linconvénient est le nombre de liaisons nécessaires qui devient élevé
lorsque le nombre de terminaux augmente.

Remarque 1.1. On distingue deux types de technologies de transmission pour les réseaux : les ré-
seau a diffusion (en anglais, point-to-multipoint ou broadcast) et les réseaux point-a-point (en
anglais, point-to-point). Dans un réseau a diffusion, un seul canal de transmission est partagé
par tous les terminaux : les données sont recues par tous les terminaux. A la réception de la don-
née, chaque terminal lit le champ mentionnant U'adresse du terminal destinataire, procede au
traitement de la donnée si elle reconnait sa propre adresse, ou l'ignore dans le cas contraire. Dans
un réseau point-a-point, chaque ligne de communication connecte deux nceuds et la donnée est
émise seulement sur le chemin qui convient. Les topologies possibles pour un réseau a diffusion
sont par exemple le bus ou l'anneau, tandis que pour les réseaux point-a-point, on retrouve une
topologie maillée ou en étoile.

La topologie du réseau a modéliser va affecter les notions de position et de transport que
nous allons utiliser dans nos modeles. En effet, dans un réseau qui présente une topologie de
type bus ou anneau, |'existence d’'un seul lien de transmission nous permet d'utiliser la notion
classique de transport (Chap. 3). Dans un réseau présentant une topologie de type étoile ou
maille, la notion d’éloignement entre les nceuds est absente. Il n'existe en effet pas de notion
d’avancée dans le réseau comme on pourrait le voir dans un réseau en bus et cela affectera
notre maniere de modéliser la position (Chap. 2).

I.3 Routage et commutation

Dans cette section, nous détaillons davantage les processus de transport de données au
sein des réseaux informatiques, c’est-a-dire le fait de choisir un chemin plutét qu'un autre
afin d’acheminer des données. Nous nous intéressons donc seulement aux réseaux a diffu-
sion point-a-point. Lemploi de routeurs ou de commutateurs est dépendant du type de réseau
considéré. Ainsi, un commutateur est plutot utilisé afin de raccorder plusieurs terminaux dans
un réseau local de type Ethernet, tandis qu'un routeur est présent dans les réseaux qui utilisent
le protocole IP pour assurer I'interconnexion de plusieurs réseaux.

Un réseau local point-a-point utilise un commutateur afin de transmettre les données
vers leur destination. Pour cela, un commutateur lit I'adresse MAC du terminal destinataire
dans |'"“en-téte” et, grace a une table de commutation, en déduit le port sur lequel la donnée
doit étre renvoyée.

Le role du routage, utilisé dans les grands réseaux, est plus délicat : il s’agit de choisir
un chemin parmi plusieurs. Une table de routage donne au routeur les différents chemins dis-
ponibles jusqu’au terminal destinataire. Le choix des nceuds empruntés pour transmettre les
données est un probleme complexe si I'on souhaite exploiter au maximum les performances
des équipements afin de contréler les flux de données dans le réseau. En contrepartie, la sou-
plesse augmente : si un chemin se retrouve coupé ou fortement congestionné, la donnée peut
en emprunter un autre.

Afin de choisir le chemin opportun, le routeur prend en compte des informations en plus
de I'adresse du destinataire, comme par exemple la charge du réseau. Notons qu'une table de
routage peut étre fixe ou dynamique. Une table de routage dynamique “apprend” tout au long
de la vie du réseau, tandis qu'une table de routage fixe est établie dés le début. Elle a 'avantage
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d’avoir une réponse systématique et donc rapide, et 'inconvénient de ne pas pouvoir s’adapter
en fonction du comportement des réseaux auxquels elle est connectée.

Pour résumer, la commutation consiste a émettre la donnée sur le port qui convient, tan-
dis que le routage consiste a déterminer le chemin le plus adapté pour atteindre la destination.

Les mots routeur et commutateur sont donc trompeurs. En effet, un commutateur peut
faire du routage et un routeur commute en plus de router. Il ne s’agit donc pas de choisir un
processus plutdét qu'un autre. Une information recue sur un routeur ou un commutateur est
toujours réémise vers le bon port : il y a donc toujours commutation. Le choix d'un chemin
préférentiel, qui peut varier en fonction de I'état du réseau, n’est par contre pas obligatoire : le
routage n’est pas automatique.

Ces deux processus font souvent intervenir des protocoles de communication pour véri-
fier que leur fonctionnement est correct. Ainsi, la commutation est souvent accompagnée d'un
protocole de réservation des ressources : avant d'émettre la donnée vers le bon chemin, un si-
gnal est envoyé “en reconnaissance” vers le terminal de destination. Cette opération permet de
réserver, dans les nceuds du réseau, les ressources nécessaires pour accueillir la donnée lors-
qu’elle est finalement émise. Nous verrons aussi par la suite que le protocole AFDX permet de
garantir une bande passante aux flux de données, notamment grace au contréle des commuta-
teurs (Sect. I11.2). Ce protocole de communication permet d’éviter une possible congestion du
réseau et fait partie des nombreux protocoles existants qui permettent de garantir une qualité
de service.

I.4 Performances d’un réseau
I.4.1 Qualité de service

Les performances d'un réseau informatique sont généralement évaluées par sa qualité
de service. Celle-ci refléte la capacité du réseau a véhiculer dans de bonnes conditions un trafic
donné, en évaluant sa disponibilité, son débit, ses délais de transmission, son taux de perte de
paquets, etc.

A chaque type de réseau sont associées des performances spécifiques attendues. En effet,
la qualité de service d'un réseau répond aux attentes spécifiques liées aux propriétés particu-
lieres de chaque réseau (local, grandes distances, sans fils, etc).

Nous verrons plus tard que les performances attendues d'un réseau peuvent essentiel-
lement étre classées en deux catégories : les “performances pire-cas” et les “performances en
moyenne” (Sect. [V). La premiere catégorie réuni les réseaux pour lesquels on souhaite garantir
des performances minimales. C’est par exemple le cas des réseaux AFDX, qui doivent étre cer-
tifiés et exigent donc des garanties qualitatives sur les caractéristiques temporelles du réseau. A
I'inverse, les performances moyennes sont associés a des réseaux sans exigences quantitatives.

1.4.2 Criteres d’évaluation des performances d'un réseau

Pour estimer la qualité de service d'un réseau, il existe différents indicateurs, tels que le
débit, les délais de transmission ou bien les taux d’erreurs. Nous évoquons ici quelques unes
de ces grandeurs caractéristiques d’'un réseau.

— Un débit s’exprime en bits par secondes (bit/s). On parle de débit nominal pour évoquer la
vitesse de transmission du cable. Le débit utile représente le débit nominal auquel est retiré
le débit de la liaison affecté au controle. Par exemple, le débit nominal d'un réseau Ethernet
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est de 10 000 Mbits/s mais évolue de plus en plus vers 1 Gbit/s. Un réseau AFDX, qui est une
variante d'un réseau Ethernet, transmet donc une grande quantité de données.

— Les différents délais caractéristiques d'un réseau sont exprimés en secondes.

¢ La durée de transmission D; est le temps que met le terminal de départ pour envoyer
la totalité de I'information. Il dépend de la quantité de données Q ainsi que du débit D

selon la formule D, = %

* Le délai de propagation, noté D, dépend de I'éloignement L, des délais dus aux nceuds

L
intérieurs D; et a la vitesse de propagation dans la liaison V. Alors, D, = v + ZD,-.
i

station &
durée durrsitement de Fémettewr &~

o { _tdélai de propagaton

station B

durée de ransrmissi

t durée du traiternent durécepteur

temps d”aller-retour

temps

FIGURE 1.3 — Schéma des temps de transmission, de propagation et de
traitement de données [3].

e Le temps aller-retour comprend ces temps de transmission et de propagation, auquel
s’ajoutent le temps de traitement par le terminal destinataire ainsi que le temps d’ac-
quittement, qui désigne le temps d’envoyer et de transmettre un accusé de réception au
terminal source. La figure 1.3 schématise ces délais entre deux terminaux, notés A et B.

1l existe différentes mesures des taux d’erreurs. Nous n’entrerons pas dans les détails a leur
propos. Nous souhaitons seulement donner un ordre de grandeur de ces grandeurs carac-
téristiques. Un réseau local d'une étendue de 1 km, avec un débit d’environ 10 Gbits/s et un
temps aller retour de 1 ms, a un taux d’erreur de I'ordre de 10~!2. Un inter-réseau de 10 000
km, avec un débit classique de 100 Mbits/s, un délai de 100 ms, présente un taux d’erreur
un peu plus élevé, de I'ordre de 1078, Les taux d’erreur, que ce soit dans des réseaux locaux
ou tres étendus, ont donc un ordre de grandeur treés petit.

Nous présentons maintenant les deux types de réseau étudiés dans ce manuscrit : les
grilles de calcul (Sect. I) et les réseaux AFDX (Sect. I1I).

LES GRILLES DE CALCUL

Dans cette section, nous présentons les grilles de calcul. Dans une premieére partie, nous
introduisons les réseaux de grilles informatiques et expliquons leurs spécificités par rapport a
d’autres systemes distribués (Sect. I1.1). Par la suite, nous expliquons de maniére plus détaillée
ce qu’est une grille de calcul (Sect. I1.2).
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II.1 Lesréseaux de grilles informatiques

La consommation énergétique mondiale liée aux centres de données (serveurs, centres
de stockage, équipements réseaux et de télécommunications) augmente sans cesse. Entre 2000
et 2005, I’électricité utilisée par les centres de données dans le monde a doublé [13] et de 2005
22010, elle a augmenté de 56% [14]. De plus, les besoins en puissance de calcul augmentent de
facon trés importante avec I’essor des simulations numériques, que ce soit pour les besoins de
I'industrie afin de s’épargner le cofit de tests grandeur nature, ou qu’il s’agisse de simuler des
comportements encore incompris dans le cadre académique. Il existe donc de forts besoins en
puissance de stockage ainsi qu’en puissance de calcul. Afin d'y répondre, différents types de
supercalculateurs et de systemes distribués ont fait leur apparition.

Une grille informatique est un systéme distribué. Ce terme se définit dans le sens opposé
a un systéme centralisé : il s’agit d’'un ensemble constitué de terminaux autonomes qui sont
connectés via un réseau.

Le nom de grille informatique (grid computing) provient du terme anglais grid, utilisé
en premier dans le terme electric grid, ou grille électrique. Le principe des grilles informatiques
est en effet inspiré du principe des grilles électriques : le réseau doit étre capable d’offrir a
l'utilisateur les ressources dont il a besoin, via une interface simple, et sans I'impliquer dans la
complexité du réseau. L'utilisateur doit ainsi pouvoir varier sa consommation sans prévenir et
la grille doit s’adapter et donc étre capable de réquisitionner une grande quantité de ressources
rapidement.

Ainsi, un réseau de grille informatique se veut trés flexible et capable de fournir une
capacité de stockage ou de calcul a la demande. Pour accomplir cela, les réseaux de grilles
informatiques ont tiré profit du fait que les réseaux du monde entier sont inter-connectés, no-
tamment grace a Internet. La structure d'une grille peut en effet traverser plusieurs réseaux
différents. Une des spécificités d'un réseau de grille informatique est qu’il est possible d’avoir
un éloignement géographique trés important entre ses différents terminaux.

Une autre de ses spécificités repose sur sa grande flexibilité car 'ensemble des terminaux
peut étre hétérogéne. La puissance de calcul ou de stockage d'une grille peut étre distribuée
entre des ordinateurs, des clusters, serveurs, etc. Et chaque terminal peut par exemple fonc-
tionner sur un systéme d’exploitation différent. La possibilité de pouvoir relier des terminaux
du monde entier sur lesquels sont imposées peu de contraintes est 'avantage principal d'un
réseau de grille informatique.

Or, un réseau de grille informatique n’est puissant que sile nombre de terminaux inter-
connectés est grand : c’est la mise en commun qui crée sa puissance. Participer a une grille
doit donc pouvoir étre simple. Pour cela, les terminaux d'une grille sont tous indépendants et
n'importe quel terminal peut entrer ou sortir de la grille comme il I'entend.

Comparons le pour cela a un autre systéme distribué, qui permet de mettre en commun
des ressources : le cluster. Un cluster est composé de nombreux ordinateurs ou serveurs reliés
par un réseau afin de ne plus former qu’'un seul ordinateur virtuel, dont la puissance de sto-
ckage et de calcul est phénoménale (Fig. 1.4). Une des différences notables avec une grille est
qu'une fois le cluster formé, chaque ordinateur ou serveur perd son indépendance et sa capa-
cité de décision. IlIs doivent donc tous étre standardisés pour pouvoir fonctionner ensemble
comme un seul terminal.
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FIGURE 1.4 — Photo d’un cluster basé au CERN [4].

Une grille informatique est le réseau distribué le plus général possible : c’est la somme de
ses parties. Ainsi, pour assurer une bonne qualité de service a une grille, chacun de ses termi-
naux doit garantir une certaine qualité de service. Considérons un réseau de grille informatique
reliant uniquement des clusters, c’est-a-dire un systéme distribué flexible (la grille) composé de
sous-systémes distribués peu flexibles (les clusters). La qualité de service des clusters se refléte
alors sur toute la grille.

Afin de gérer la grille tout en laissant son indépendance a chaque composant de la grille,
un intergiciel (ou middleware) est mis en place. Il peut étre vu comme le systéme d’exploitation
de la grille. Il est chargé par exemple de gérer les calculs, aussi appelées taches : les soumettre,
les planifier, les ordonnancer. Il se charge aussi de la gestion des données, telles que le stockage
et les transferts.

La mutualisation des ressources recherchée avec les réseaux de grilles informatiques sert
différents objectifs. Chacun de ces objectifs a donné lieu a un type de grille informatique.

— La grille d’'information, comme par exemple les moteurs de recherche comme Google, per-
met le partage de 'information a travers un réseau.

— La grille de stockage stocke des données externalisées entre plusieurs serveurs.

— La grille de calcul, qui met en commun la puissance de calcul de plusieurs terminaux
comme des ordinateurs ou des clusters. C’est ce systeme qui nous intéresse et que nous
détaillons dans la suite de cette section.

II.2 Les grilles de calcul

L'avantage d’'une grille de calcul par rapport a un autre réseau qui présente une grande
puissance de calcul repose dans son coft, autant matériel que d’utilisation (consommation
énergétique principalement). Les supercalculateurs ainsi que les clusters sont des équipements
matériels qui cotitent cher [15]. Al'inverse, une grille de calcul exploite les ressources informa-
tiques qui sont déja a disposition mais qui ne sont pas exploitées au maximum de leurs per-
formances. Elle ne nécessite donc aucun achat de matériel. Concernant les cotits de consom-
mation, les clusters et supercalculateurs consomment énormément de ressources et sont gé-
néralement couplés a un cofiteux systeme de refroidissement. Une grille met quant a elle a
profit les ordinateurs allumés qui, sans elle, auraient vu leurs puissance de calcul non-utilisée
et leur consommation énergétique gaspillée. De plus, le fait de pouvoir exploiter des équipe-
ments géographiquement éloignés permet a une grille d’optimiser la consommation énergé-
tique. Comme par exemple en exploitant les équipements placés dans les zones ot il fait nuit.
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Ces dernieres années, de grands projets de grilles de calcul se sont développés. 1l en
existe plusieurs types.

— Les grilles de calcul privées, restreintes d’acces, par exemple au sein d'une entreprise.

— Les grilles de calcul de recherche nationales, comme Grid’5000 (Figure 1.5) en France, récu-
peérent les ressources informatiques inutilisées pour former un terminal virtuel hétérogeéne.
C’est une pratique courante des laboratoires, actuellement utilisée pour la recherche expé-
rimentale sur le calcul parallele.

i j 6“5
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FIGURE 1.5 — Carte de la grille de calcul Grid’5000 [5].

— Les grilles de calcul dites de projet, comme le Worldwide LHC Computing Grid, la plus
grande grille du monde, coordonnée par le CERN (Centre d’Etude et de Recherche Nu-
cléaire) et qui pourvoit une énorme puissance de calcul afin de stocker, distribuer et analy-
ser les données générées par le Large Hadron Collider (LHC). 1l s’agit d'un projet européen
réunissant 21 institutions de 15 pays différents, comme nous pouvons le voir sur la figure
1.6. Il réunit des grilles internationales et régionales plus petites [16]. Cette grille traite jus-
qu’a 1 pétabit (c’est-a-dire 10'° bits) par an.

(a) Carte mondiale (b) Carte zoomée sur I'Europe

FIGURE 1.6 — Carte des centres de calcul interconnectés participant a la
grille mondiale Worldwide LHC Computing Grid.

Pour résumer, les grilles de calcul sont une généralisation du calcul distribué. Lorsqu'une
grille de calcul réunit la puissance inutilisée d’ordinateurs hétérogenes, la grille de calcul est
une solution bon marché pour faire du calcul de haute performance, mais elle ne permet pas
de garantir une qualité de service. Lorsqu’elle réunit des clusters, elle devient un supercalcu-
lateur, capable de garantir une forte qualité de service. Dans ce second cas, étre capable de
déplacer les taches a exécuter vers I'autre bout du monde représente une bonne opportunité
pour consommer moins d’énergie.
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LES RESEAUX AFDX

Dans cette section, nous introduisons les réseaux AFDX. Nous présentons tout d’abord
les principales caractéristiques des systémes embarqués avioniques ainsi que les enjeux qui
ont amené a concevoir cette nouvelle architecture pour ces réseaux (Sect. I11.1). Ensuite, nous
présentons les réseaux AFDX et nous insistons sur la notion importante de lien virtuel (ou vir-
tual link) et sur les caractéristiques des commutateurs d'un tel réseau (Sect. I11.2).

III.1 Les réseaux avioniques

Les architectures des réseaux embarqués avioniques n’'ont cessées d’évoluer en com-
plexité ces dernieres années. Une étude a établit que la complexité des systémes avioniques
double tous les 5 ans [17]. Les améliorations des systémes embarqués avioniques ont pourtant
des inconvénients : ils augmentent le nombre de composants et le nombre de cables les reliant,
et ce poids représente un colit non négligeable. De plus, le systeme avionique représente 30%
du cofit de construction d'un avion [18]. Cela entraine aussi une augmentation des cofits de
développement et de maintenance. Il a donc été nécessaire de faire évoluer I'architecture de
ces systeémes, ce qui a conduit a se tourner vers la conception de systemes plus modulaires.

Avant l'introduction des réseaux AFDX, la majorité des systémes embarqués avioniques
fonctionnaient selon un standard aéronautique décrivant un bus de communication de don-
nées. Au fur et a mesure de l'introduction de nouvelles fonctionnalités dans le systeme, le
nombre de cables a atteint une taille critique. L'Airbus A380 n’aurait tout simplement pas pu
étre créé sans l'invention d’'une nouvelle architecture de systéme embarqué. Lidée était de
concevoir un réseau Ethernet commuté, c’est-a-dire un réseau local de transmission de don-
nées faisant intervenir des commutateurs, et ayant donc une topologie de type étoile.

III.2 Lastructure d'un réseau AFDX

Un réseau AFDX (Avionics Full DupleX switched Ethernet) est constitué d’équipements
(calculateurs, capteurs, actionneurs), chacun appartenant a un sous-systeme tel que le systeme
du train d’atterrissage, les commandes de vol, la cabine,etc. Ces équipements sont reliés au
réseau par l'intermédiaire de systemes terminaux, ou end-systems, dont 'acronyme est ES. 1l
s’agit des noeuds terminaux du réseau, qui envoient et recoivent les trames, c’est-a-dire les
données accolées d'une “en-téte”.

FIGURE 1.7 — Commutateurs présents dans le réseau embarqué AFDX d’un Airbus A380.
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IIs sont reliés entre eux par des cables et centralisés au niveau du cockpit, d’ol1 proviennent les
commandes. Des commutateurs jouent le role de nceuds intérieurs du réseau. Nous pouvons
observer, sur la figure 1.7, les commutateurs présents dans un Airbus A380, le premier avion
ayant intégré un réseau AFDX. A titre indicatif, cet avion comprends quatre cent kilomeétres de
cables informatiques.

Ce systeme présente ’avantage d’utiliser du matériel et des outils de développement
déja existants (les commutateurs). De plus, ces composants matériels sont fiables et faciles
a maintenir. Néanmoins, ce systeme avionique doit respecter des contraintes temps-réel, in-
contournables pour que les autorités certifient I’avion apte a voler. En effet, les problemes qui
pourraient se poser au sein d'un avion sont classés par les autorités en fonction de leur sé-
vérité. Un dysfonctionnement du réseau avionique, comme par exemple une perte des com-
munications, est classé comme catastrophique. Il s’agit du plus haut niveau de sévérité. Pour
mitiger ces risques, les autorités imposent que les réseaux embarqués avioniques garantissent
une certaine qualité de service. Une des contraintes imposées est de connaitre le temps maxi-
mal mis par toute information pour traverser le réseau (appelé pire temps de bout en bout). Par
exemple, le temps maximal autorisé pour transférer une trame est de 100 millisecondes. Ainsi,
il faut étre capable d’estimer les performances du réseau dans le cadre “pire cas”. Une autre de
ces contraintes est de garantir I’absence de perte de trames par congestion.

Cependant, le réseau AFDX met en ceuvre de nombreux commutateurs. Mais I'usage de
commutateurs dans une architecture ne comporte pas de mécanismes permettant de garantir
une qualité de service requise. Afin d’éviter les collisions entre les trames, le réseau est cablé
avec des lignes de communication qui opérent selon le mode Full-Duplex, c’est-a-dire des bus
bidirectionnels. Ainsi, les données ne se croisent pas et il n'y a pas de collision possible dans
les lignes de communication. Ceci a un autre avantage majeur : une amélioration tres nette du
débit dans un réseau AFDX, qui est d’environ 100 Mbps (millions de bits par seconde). De plus,
pour maitriser les flux, il faut pouvoir les prévoir. Les tables de commutation des commuta-
teurs sont donc imposées statiques, c’est-a-dire déja établies avant le décollage. Il est ensuite
nécessaire de maitriser les flux, afin qu’ils n’entrent pas en compétition pour 'utilisation des
ressources des commutateurs et engendrent des congestions, voire des pertes de trames, ce
qui n’est pas admissible dans un réseau avionique. Pour cela, le concept de virtual link a été
développé.

I11.2.1 Notion de virtual link

Pour permettre la ségrégation des différents flux de données, un niveau d’abstraction
est institué : le virtual link, ou lien virtuel dont 'acronyme est VL. Il constitue un canal de
communication virtuel qui relie les end-systems, comme schématisé sur la figure 1.8.
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FIGURE 1.8 — Flux des virtual link [6].
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Les commutateurs passent un contrat de trafic avec le réseau : ils réservent une bande
passante a chaque virtual link les traversant et filtrent le trafic pour s’assurer que ce contrat est
respecté. Ainsi, chaque Virtual Link est indépendant des autres. Pour éviter la congestion d'un
virtual link dans un commutateur, une taille maximale de trame L, 4, est imposée, ainsi qu'un
temps minimum entre deux envois de trames consécutifs : le BAG (Bandwidth Allocation Gap).
De ces contraintes, nous pouvons déduire la bande passante maximale d'un virtual link, égale
a Lyax! BAG.

II1.2.2 Les commutateurs d’'un réseau AFDX

La commutation se déroule comme suit : le commutateur lit, dans I’“en-téte” de la trame,
le numéro du virtual link sur lequel cette trame transite ainsi que 'adresse MAC de son end-
system destinataire. Sa table de commutation (statique) lui indique alors sur quel port renvoyer
la trame. En fonction du virtual link d’appartenance de cette trame, le commutateur s’assure
que la bande passante réservée a ce virtual link est respectée. Laréservation de bande-passante
pour chaque virtual link empéche donc la compétition des flux de données entre eux.

Nous avons mentionné que les problémes qui pourraient se poser dans les réseaux avio-
niques sont considérés par les autorités comme les plus critiques. Néanmoins, les données
liées au pilotage de I'avion sont évidemment plus critiques que celles de I’écran tactile du pas-
sager placé au siege 7H. Des niveaux de priorités sont donc mis en place. Pour rendre cela
possible, chaque commutateur posséde deux mémoires tampons, une dédiée aux données cri-
tiques et une aux données non critiques. Les données de priorités différentes ayant été sépa-
rées, chaque mémoire tampon fonctionne selon le principe FIFO qui est'acronyme de First In,
First Out, c’est-a-dire premier entré, premier sorti.

Evoquons rapidement la fagcon dont le réseau et les commutateurs gerent les duplica-
tions des trames, c’est-a-dire le cas d'une trame envoyée a plusieurs end-systems destinataires
distincts. Lorsque les chemins des différents exemplaires de cette trame se séparent, le réseau
AFDX duplique la donnée. Chaque copie emprunte alors un itinéraire différent pour arriver a
son end-system destinataire (Figure 1.9). Ce protocole est mis en place afin d’éviter de surchar-
ger le réseau .

FIGURE 1.9 — Dédoublement de trois virtual link notés VL1, VL2 et VL3,
lors de la duplication de trames [7].

Pour résumer, modéliser un réseau AFDX présente plusieurs difficultés. La quantité de
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données qui transite n’est pas gigantesque, si nous comparons avec une grille de calcul, mais
le débit de données est grand. Si nous ajoutons les exigences en matiére de qualité de service,
nous pouvons parler de probleme complexe. Etre capable de diminuer la complexité associée
de ce type de réseau nous permettrait d’obtenir des simulations en temps rapides, dans le but
de mieux comprendre les comportements critiques qui peuvent s’y produire.

MODELISATION DES PERFORMANCES D’UN RESEAU INFORMATIQUE

La croissance des grands réseaux de télécommunication comme les grilles de calcul ou
internet, mais aussi I'apparition de réseaux complexes dans les systémes embarqués comme
les réseaux AFDX, posent des problémes divers, qui peuvent surgir a différents stades de la
“vie” d'un réseau. La modélisation des performances d'un réseau a donc des objectifs divers :

— Elle peut contribuer a la conception du réseau, c’est-a-dire permettre de mieux appréhen-
der le réseau, par exemple pour la validation a priori de ses performances.

— Elle peut servir lors du développement du réseau, avec le dimensionnement des éléments
du réseau par exemple. Dans le cas d'un réseau AFDX, la modélisation peut aider a dimen-
sionner la taille des mémoires tampons pour minimiser le risque de congestion.

— La modélisation peut aussi contribuer a I’'optimisation des performances du réseau a l'uti-
lisation, et ainsi améliorer sa qualité de service. Pour reprendre le cas d'un réseau AFDX,; il
peut s’agir par exemple d’améliorer la majoration du temps de parcours d’'une trame d'un
bout a I'autre du réseau.

L'évolution permanente de réseaux informatiques d'une grande complexité et/ou met-
tant en jeu d’'importantes quantités de données a conduit a faire évoluer les outils pouvant en
faciliter I'étude.

Puisque les réseaux et les criteres de qualité de service qui leurs sont associés sont trés
variés, il n’existe pas de méthode systématique pour construire un modéle. Nous pouvons ce-
pendant classer les méthodes en deux catégories selon I'approche qu’elles ont de I'étude des
performances : I'approche “pire-cas” ou I'approche “en moyenne”.

— Lapproche “pire-cas” regroupe des méthodes qui sont surtout utilisées afin de certifier les
réseaux : il s’agit de garantir des performances minimales au réseau. Leur principal avan-
tage est de modéliser le comportement du réseau et ce, quel que soit le trafic. La consé-
quence de cette approche est 'obtention de résultats pessimistes qui ménent a surdimen-
sionner les réseaux. Citons comme exemple la méthodes du calcul réseau, dont nous par-
lerons dans la premiére partie de cette section.

— Lapproche “en moyenne” considére au contraire que les comportements extrémes dans
un réseau sont rares et regroupe donc des méthodes cherchant plutét a évaluer les per-
formances moyennes, c’est-a-dire les comportements les plus fréquents. On trouve ici la
méthode de files d’attentes fluides, que nous évoquons en seconde partie de cette section.

IV.1 Méthode de calcul réseau

Le calcul réseau ou network calculus, est une méthode déterministe. Il s’agit de la mé-
thode la plus utilisée pour borner les temps de traversée dans un réseau. Son principe est basé
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sur des résultats de Cruz [19,20] et de Chang [21] qui ont été enrichis plus tard par d’autres au-
teurs, tels que Le Boudec [22] et Thirian [23]. C’est la méthode qui a été utilisée afin de certifier
I’A380. 11 s’agit donc d’'une approche de modélisation des performances “pire cas” d'un réseau.

Le calcul réseau modélise les flux de données (les virtual links dans le cas d'un réseau
AFDX) par des fonctions cumulatives notés A(¢) qui représentent le nombre de bits émis par
le flux de données pendant I'intervalle [0, ¢[. Chaque élément du réseau (un commutateur par
exemple) est modélisé par une fonction cumulative d’arrivée R(¢) et une fonction cumulative
de sortie R*(¢), qui représentent respectivement les flux d’entrée et de sortie de cet élément. La
figure 1.10 résume ces définitions, ainsi que celles qui suivent.

.
L

courbe d'arrivée
off} = hipt

données

courbe de service
P Re{s-Ty

.

T temps

FIGURE 1.10 — Schéma des différentes quantités de données utilisées par la méthode de
calcul réseau, exprimées en fonction du temps.

A partir de ces quantités, le retard virtuel d(#) est alors défini, afin de désigner le temps
mis par un bit entré dans I’élément au temps ¢ pour le traverser. L'arriéré q(t) représente le
nombre de bits présents dans I'élément au temps ¢.

La théorie se base sur des données qui sont en général fournies par le constructeur des
composants : les courbes d’arrivées et de service. A chaque élément du réseau est associé une
courbe d’arrivée appelée a(t), ainsi qu'une courbe de service notée (). La courbe d’arrivée
fixe une limite supérieure a la quantité de données pouvant étre déplacée par une ligne de
communication pendant un temps ¢, c’est-a-dire contraint la quantité maximale de données
pouvant rentrer dans I’élément pendant une période ¢. La courbe de service fixe une limite
inférieure a la quantité d’'information pouvant étre traitée par un élément du réseau durant
une période de temps donnée.

Une algebre spécifique, appelée algebre Min-Plus, permet de démontrer qu’il existe une
borne supérieure de la mémoire tampon Q,,,, nécessaire pour éviter toute perte, et une borne
supérieure du temps de bout en bout D,,,. Cette algebre Min-Plus a été développée car elle
facilite les calculs lorsque ’'on compose les éléments entre eux (en série, en parallele, etc). Le
calcul réseau montre que ces bornes sont atteintes pour un réseau comprenant un seul élément
mais ne sera jamais atteinte dans le cas d'un réseau a plusieurs éléments.

Ainsi, le calcul réseau est une méthode assez générale, flexible et s’appuyant sur des ré-
sultats algébriques forts mais, dans un réseau tres complexe tel qu'un réseau AFDX, ses résul-
tats sont pessimistes, comme schématisé sur la figure 1.11. Le lecteur intéressé pourra lire [24].

22



CHAPITRE 1. DECRIRE LA DYNAMIQUE D’UN RESEAU INFORMATIQUE
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calcul réseau
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FIGURE 1.11 — Schéma donnant les délais de bout en bout observés dans
un réseau AFDX, I'indication du temps pire-cas de bout en bout et de la
borne supérieure de ce temps, calculée par le calcul réseau [8].

IV.2 Méthode des files d’attente fluides

La modélisation en files d’attente fluides de réseaux est une méthode déterministe, des-
tinée a estimer les performances “en moyenne” d'un réseau. Elle a été développée vers le début
des années 2000, en réponse au développement des grands réseaux et a la croissance expo-
nentielle des données a gérer, phénomene qui s’annongcait durable. Cette méthode a été déve-
loppée dans le but de mieux comprendre le comportement de grands réseaux comprenant un
important trafic, comme par exemple les réseaux IP [25, 26].

Cette méthode décrit le comportement des réseaux de maniere déterministe en utilisant
des équations continues. Mais contrairement aux modélisations déterministes qui considerent
le mouvement individuel de chacune des trames d'un réseau, I'unité discrete est ici un fluide
qui s’écoule dans le réseau. Chaque nceud du réseau, comme par exemple un commutateur,
est modélisé par une file d’attente fluide. Il est désigné par le terme réservoir et est schématisé

comme le montre la figure 1.12.
A
]

FIGURE 1.12 — Schéma d’un réservoir de débit d’entrée A, de débit de
sortie ¢, et contenant une quantité de fluide Q [9].

Certaines informations sont nécessaires a la définition d'une file d’attente. On associe a
chaque file d’attente fluide (ou réservoir) un débit d’arrivée A(#) € [0, +00) et un débit maximal
de sortie c. Alors, le taux d’arrivée du fluide, c’est-a-dire le volume fluide qui arrive dans le
réservoir pendant I'intervalle [0, t] est donné par

t
A(t)=f A(s)ds.
0
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On peut en déduire le niveau du réservoir Q(t), c’est-a-dire la quantité de fluide se trouvant
dans le réservoir au temps t

t
Q1) =Q(0) +f0 (A(s)—c) ds.

Sil’on considere la probabilité p(f) que la mémoire tampon perde des données, I'évolution du
niveau du réservoir est alors donnée par I'équation différentielle

dQ(r)
dt

ol D(t) représente le taux de sortie du réservoir, égal au débit maximal de sortie ¢ dés que
Q(#) > 0. La figure 1.13 illustre les résultats obtenus dans le cas d'un réseau comprenant un
seul réservoir, de parametres son taux d’arrivée A(t), et son taux de départ D(¢). La quantité de
fluide Q(?) présent dans le réservoir est déduite [27]. Cette méthode de files d’attente fluides
permet aussi d’obtenir des estimations des performances pour lesquelles on ne dispose pas de
résultats analytiques, comme les délais de bout en bout et la taille des mémoires tampons.

=AM [1-p®]-D(1),

A6) ¢
T T2 T3
1 . -
D(1)
Con | op p(r) os
2 |
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1
¢

2 45 16 115 14
FIGURE 1.13 — Evolution des quantités de fluide dans un réservoir.

Cette méthode s’avere plus efficace qu'une modélisation déterministe des trames : elle
entraine un gain considérable sur le cotlit des simulations numériques, d’autant plus lorsqu’il
s’agit de réseaux qui font intervenir une grande quantité de données. Néanmoins, cette tech-
nique a des inconvénients majeurs : les équations différentielles qui régissent le comportement
du fluide au cours du temps manquent de formalisme et il est difficile d’adapter cette technique
des lors que le réseau est légerement modifié.

Nous allons nous inspirer de cette modélisation et des avantages qu’elle présente quant a
la vitesse de simulation des performances des grands réseaux. Par ailleurs, nous allons la com-
biner avec un formalisme mathématique. Notre objectif est donc de développer une méthode
de modélisation fluide des réseaux informatiques par I'analyse asymptotique.

IV.3 Une approche mathématique de la modélisation fluide

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la modélisation mathématique et au for-
malisme qui lui est associé. Nous introduisons pour cela une hiérarchie de modeles : particu-
laire, cinétique, et fluide (Sect. IV.3.1). Nous expliquons ensuite comment la modélisation au
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niveau de description fluide peut faciliter I'estimation des performances des réseaux informa-
tiques, et plus précisément des grilles de calcul et des réseaux AFDX (Sect. IV.3.2).

IV.3.1 Introduction a la modélisation mathématique

Modéliser mathématiquement un phénomene physique, chimique, biologique, etc, si-
gnifie traduire ce phénomene complexe en termes mathématiques et doit répondre aux deux
exigences suivantes :

— Obtenir un modéle aussi fidéle que possible. En effet, la modélisation mathématique est
mise en ceuvre dans le but de mieux comprendre le fonctionnement réel et les mécanismes
fondamentaux sous-jacents le régissant, ce qui demande de s’approcher au plus prés du
comportement réel. Elle présente I'avantage, lorsque I'on est capable de garantir sa préci-
sion, d’épargner des tests “grandeur nature” trés coliteux.

— Mais souvent, essayer de rendre un modele trop fidele a la réalité augmente sa complexité
et pénalise le colit de sa simulation numérique. La seconde exigence est donc d’obtenir un
modele que 'on peut simuler avec un cotit numérique acceptable.

Ainsi, le défi de la modélisation mathématique réside dans le fait de répondre a ces deux pro-
blemes contradictoires, c’est-a-dire de trouver un compromis entre la précision et le cotit de
simulation du modele. Pour cela, il existe trois niveaux de description mathématique.

— Le niveau de description le plus précis est le niveau de description particulaire, aussi appelé
description microscopique. Il décrit chacune des particules du systeme individuellement.
Il peut s’agir de particules élémentaires comme des électrons ou des ions, mais aussi de cel-
lules appartenant a un organisme biologique, de poissons d'un banc de poisson, ou encore
de voitures dans la circulation automobile. Nous modélisons dans cette theése des données
informatiques.

Chacune des particules des N particules du systeme considéré est décrite par des para-
metres. Soit les parametres p; (t) € R3 et g;(f) € R qui décrivent la dynamique de la particule
i,avec i € {1,.., N}. Il peut par exemple s’agit de la position et la vitesse. Alors, la dynamique
de la particule i est modélisée par le systeme d’équations :

dpi
= t) M )
5” f&pq
qi
—=g(t,p,q).
Py gt p,q)

Ce niveau de description est principalement utilisé lorsque 'on s’'intéresse a un probléme
peu connu. En effet, sile nombre de particules N intervenant dans le phénomene est grand,
ce niveau de description présente un colit numérique excessivement élevé.

— Leniveau de description cinétique, aussi appelée description mésoscopique, est moins pré-
cis que la description particulaire. Il est utilisé lorsque le nombre de particules N est grand
et que décrire toutes les particules du systéme n’est pas envisageable car trop cotiteux. On
introduit pour cela une fonction de densité de probabilité des particules, notée f(z, p, q) ou
(p, q) € R® xR3 représente I'espace des phases. Si nous reprenons I'exemple donné lors de la
présentation du niveau particulaire, alors la densité de probabilité de particules s’exprime
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Cette densité de probabilité compte la proportion de particules présentes au temps ¢ avec
les parameétres p et g. L'équation qui régit I’évolution de f au cours du temps s’appelle
équation cinétique. On obtient donc une seule équation pour décrire la dynamique glo-
bale des particules. Le cotit de simulation est donc significativement moindre que pour la
description particulaire, car la modélisation est maintenant indépendante du nombre de
particules N. Ce niveau de description est cependant moins précis, moins fidele a la réalité
que le niveau de description microscopique. C’est pour cela qu’il est avantageux d’utiliser
cette méthode seulement lorsque N est grand.

Afin d’obtenir une équation cinétique a partir de la description particulaire, il convient
d’étudier le comportement global de la densité de probabilité dans I'espace des phases,
traduit par cette équation cinétique. Pour ce faire, il faut en premier lieu obtenir un modeéle
adimensionné du systeme quel’on étudie . Le but de’adimensionnement est d’obtenir une
équation cinétique sans dimension qui reflete les différentes échelles de temps ou d’espace
entrant en jeu dans la dynamique du modele. Le principe de I'adimensionnement est le
suivant :

« On distingue tout d’abord les grandeurs caractéristiques spatiales ou temporelles du
systeme étudié. Nous les notons ici % et .

¢ On utilise alors ces grandeurs caractéristiques comme grandeurs de référence et !’on ex-
prime toutes les variables en fonction de ces grandeurs via les changements de variables
x=xx"ett=1r.

e L'équation obtenue sur les nouvelles variables x" et ¢’ s’appelle équation adimension-
née : elle fait intervenir des parametres sans dimension. Ces parametres expriment des
rapport entre les échelles de référence choisies et les échelles auxquelles les phéno-
menes physiques ont lieu. On peut ainsi déterminer quels termes sont déterminants
dans le comportement du modele et quels termes peuvent étre négligés.

Une fois 'adimensionnement effectué, nous obtenons une équation dans laquelle peut étre
insérée n'importe quelle valeur de X et f car chaque parametre est dimensionné par rapport
a ces grandeurs caractéristiques. Nous pouvons donc appliquer a I'équation cinétique adi-
mensionnée la limite asymptotique que I'’on souhaite étudier.

Le niveau de description le plus global est appelé description macroscopique, ou descrip-
tion fluide. Ce niveau de description porte sur les moments de la densité de probabilité,
comme par exemple sa densité, sa quantité de mouvement, etc. Il est obtenu en utilisant
la méthode des moments pour aboutir a un systéme d’équations macroscopiques, chaque
équation décrivant la dynamique d'un moment. Ce type de probléme a été trés étudié, no-
tamment dans le domaine de la mécanique des fluides, d’'ou le nom d’équations fluides.
Il s’accompagne ainsi d'une littérature abondante, notamment de théorémes permettant
d’étudier le caractere bien posé du systeme d’équations obtenus. Le lien entre le niveau ci-
nétique et le niveau fluide a été abondamment étudié [28-30]. Il existe aussi de nombreux
résultats empiriques qui donnent des lois d’état et permettent ainsi de fermer le systeme
mais aussi de simplifier les calculs. Ce niveau de description présente le grand avantage de
fournir des équations indépendantes du nombre de particules considérée et qui peuvent
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donc donner lieu a des simulations numériques encore moins cofliteuses que la description
cinétique, car on a réduit 'espace des phases.

La modélisation fluide permet donc une description globale d'un comportement
“moyen”. Elle résulte en une économie considérable du point de vue du volume de calcul,
surtout lorsqu’il s’agit de modéliser des réseaux qui font intervenir un grand nombre de don-
nées. En effet, les équations fluides obtenues peuvent étre simulées a I'aide de techniques de
discrétisation classiques, a un cotit indépendant du nombre de trames ou de taches considé-
rées. De plus, le formalisme mathématique sur lequel elle se base en fait une méthode tres
flexible, pouvant s’appliquer a un panel de phénomenes tres large. Notons que cette approche
fluide ne permet pas d’obtenir des résultats précis et ne peut garantir par exemple que la valeur
d’une variable ne sera jamais dépassée.

IV.3.2 Lamodélisation fluide de réseaux par ’analyse asymptotique

La modélisation des performances d'un réseau informatique a des objectifs différents en
fonction de la qualité de service que I'on cherche a garantir a ce réseau. Les modeles que nous
construisons sont donc différents.

Un réseau informatique de type grille de calcul fait un grand nombre de calculs en pa-
rallele en mettant en commun la puissance de différents terminaux interconnectés par une to-
pologie maillée. Notre objectif est de modéliser une grille de calcul du méme type que la grille
de calcul du CERN en définissant la position pour les calculs a effectuer. Un tel réseau est mo-
délisé afin, par exemple, de mieux comprendre son comportement et d’aider a I'optimisation
de ses performances. L'objectif de notre modele fluide est de pouvoir modéliser la dynamique
de la charge des clusters, dans le but d’évaluer la politique de répartition des taches, avec pour
objectif de minimiser la consommation énergétique tout en maintenant un temps de calcul
acceptable.

La quantité de données sur un réseau AFDX est bien moins importante que sur une grille
de calcul. Néanmoins, les débit sont trés rapides et les exigences en matiere de qualité de ser-
vice sont fortes. La modélisation des performances de ce type de réseau doit pouvoir fournir
des valeurs précises. Nous avons déja évoqué la méthode de calcul réseau, qui permet d’obte-
nir des bornes supérieures pour borner ces valeurs, quelque soit le comportement du réseau.
Mais les bornes fournies sont souvent bien plus larges que celles observées lors d'un fonc-
tionnement nominal, ce qui en fait une méthode pessimiste, qui conduit & sur-dimensionner
le réseau. De plus, cette méthode ne donne qu’une tres faible visibilité sur les réelles perfor-
mances d'un réseau AFDX, les comportements du réseau qui conduisent aux scénarios les plus
nuisibles sont en effet tres rares. Notre approche n'est pas d’essayer d’améliorer les résultats
obtenus par le calcul réseau. Nous souhaitons réduire la complexité du probleme en utilise
la méthode de modélisation fluide. Des simulations en temps rapide, nous permettraient de
mieux comprendre les comportements “en moyenne” du réseau et peut-étre comprendre ceux
qui entrainent une criticité. L'objectif est donc de partir d'une description particulaire du trans-
port des flux de données le long du réseau, pour obtenir un modeéle fluide modélisant la charge
des mémoires tampons.

Lidée de construire, pour les réseaux informatiques, des modeles fluides obtenus grace a
I'analyse asymptotique a déja été explorée. Il s’agissait, dans ces travaux, de créer des modeles
fluides modélisant la dynamique des grilles de calcul [31] ainsi que des réseaux AFDX [32]. Les
travaux exposés dans ce manuscrit s'inscrivent a la suite de ce travail.
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Dans ce chapitre, nous nous consacrons a la modélisation de la dynamique des grilles de
calcul telles que nous les avons présentés au chapitre 1, en utilisantla méthode de modélisation
fluide.

Dans un premier temps, nous effectuons la modélisation particulaire des taiches dans
une grille de calcul. Pour cela, nous décrivons la configuration de la grille de calcul, choisis-
sons les parametres pertinents permettant de décrire les clusters et les taches qui s’exécutent
dessus. Afin que la description particulaire des taches soit complete, nous modélisons 1'évo-
lution en temps des parametres qui caractérisent les taches et décidons comment sont prises
les décisions de déplacer les taches vers un autre cluster (Sect. I). Nous utilisons par la suite la
description particulaire des taches afin d’obtenir I'équation cinétique régissant leur comporte-
ment global dans le réseau. Pour cela, nous introduisons une densité de probabilité des taches
dans chaque cluster. Nous décrivons ensuite tous ses comportements possibles pendant un
petit temps d’observation, que nous faisons ensuite tendre vers zéro afin d’obtenir un “instan-
tané” du comportement global des taches sur les clusters. Pour cela, nous dimensionnons les
grandeurs caractéristiques du réseau par rapport a ce temps d’observation et appliquons un
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passage a la limite formel. Nous obtenons ainsil’équation cinétique. En séparant la densité de
probabilité entre la densité de probabilité des taches en exécution et celle des taches en dé-
placement vers un cluster, nous obtenons une équation de conservation sur chacune de ces
inconnues (Sect. II). Puis, nous vérifions le caractére bien posé de notre modele (Sect. III). La
démonstration du temps d’existence d'une solution fluide fait apparaitre un temps caractéris-
tique qui définit le temps d’optimisation du réseau. Afin d’'intégrer a notre modele la modélisa-
tion de réseaux hétérogenes, nous nous sommes intéressés a une autre asymptotique que celle
choisie précédemment, permettant la modélisation d'une grille qui optimise en temps réel les
déplacements des taches entre les clusters (Sect. IV).

MODELISATION PARTICULAIRE D’UNE GRILLE DE CALCUL

I.1 Description d'un réseau de grille de calcul

Les réseaux de grilles de calcul ont déja été évoqués (Chap. 1-Sect. II). Nous rappelons
ici qu'il s’agit d'un systeme distribué capable de mettre en commun la puissance de calcul
de nombreux terminaux éloignés géographiquement, en tirant partie de leur inter-connexion
grace a l'existence de réseaux a grandes échelles. La particularité d'une grille de calcul est sa
grande flexibilité : chaque équipement est indépendant et tous peuvent étre hétérogenes. Pour
la modélisation dans laquelle nous nous lancons, nous considérons le cas d'une grille de calcul
dont le nombre de nceuds est fixé égal a C et chacun de ces nceuds est un cluster. Nous consi-
dérons donc une grille de calcul qui contient un nombre fini C de clusters inter-connectés, que
I'on note Cj, avec j € {1,..,C}. La grille est gérée par un intergiciel (ou middleware) qui décide
sur quel cluster chaque tache s’exécute et, le cas échéant, transfere les taches vers un autre clus-
ter dans un souci d’économie énergétique ou d’amélioration du temps d’exécution. Cette flexi-
bilité peut permettre, en choisissant judicieusement le cluster sur lequel chaque tache s’exé-
cute, d’optimiser les cofits matériel et énergétique du fonctionnement des grilles de calcul.
Comme nous l'avons expliqué dans la présentation de cette méthode (Chap. 1-Sect. 1V.3), la
modélisation fluide appliquée a une grille de grande ampleur - a titre d’exemple, la grille du
CERN traite environ deux millions de tiches par jour - peut permettre de capturer l'essentiel
de son comportement avec un cotit numérique faible. Chaque cluster C; est identifié par :

— son indice de performance v; € R", c’est-a-dire la vitesse a laquelle il effectue les calculs,

— saconsommation énergétique par unité de temps Z;(t, ) € R*, qui dépend du temps ¢ ainsi
que de la charge du cluster. Elle pourrait aussi dépendre du nombre de processeurs utilisés
par le cluster,

— son cott de fonctionnement C;(f) € R, comme par exemple le cotit de location du maté-
riel,
— son nombre de processeurs 7 ; € N*,

— le nombre maximal de taches T; € N* que le cluster peut exécuter en parallele,

Dans le cadre de notre modele, nous ne prendrons pas en compte le nombre de processeurs
de chaque cluster. De plus, nous définissons les temps de transfert entre chacun des clusters
interconnectés de la grille. Nous définissons la matrice des temps de transferts (7 j¢) j keq1,..,c
avec 7 j; € R" le temps de transfert entre les clusters C; et C. Nous avons 7 ;; = 0 et supposons

qQue Tk = Tkj-
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I.2 Description particulaire des taches

Nous considérons un nombre N de taches, notées J;, avec i € {1,.., N}, qui s’exécutent
sur la grille. Chaque tache est décrite par :

— sataille s; € R}, c’est-a-dire la taille mémoire nécessaire pour la stocker sur un cluster,

— g;(t) € R}, la charge de données restante a exécuter,

— saposition P;(¢) € {Cy,..,Cc}, c’est-a-dire le cluster sur lequel la tache s’exécute a I'instant ¢,
— pi €N*, le nombre minimum de processeurs nécessaire pour exécuter la tache,

— l'age de la tache a; (1) € R", c’est-a-dire depuis combien de temps elle est dans la grille,

— son temps d’attente 0;(f) € R, que nous introduisons par la suite pour faciliter la construc-
tion de notre modele lorsqu’une tache est transférée vers un autre cluster.

Pour l'instant, les parameétres s; et p; ne sont pas pris en compte. Ainsi, les temps de
transferts entre les clusters ne dépendent pas de la taille des taches a déplacer et nous pouvons
supposer qu’ils sont connus a priori.

Maintenant que les variables qui définissent chaque tache ont été introduites, nous nous
intéressons aux criteres du probléme de minimisation qui va déterminer si une tache est dé-
placée ou pas.

I.2.1 Décision de déplacer une tache

La décision de déplacer une tache du cluster ou elle se trouve a un instant donné vers
un autre cluster peut dépendre de plusieurs critéres. Par exemple le temps d’exécution restant
pour finir I'exécution de la tache, la consommation d’énergie associée, le cotit d'utilisation du
matériel, etc. Nous considérons que cette décision revient a une entité que 'on suppose ex-
térieure a notre modélisation et qui nous fournit sa décision de déplacer (ou non) les taches.
Cette décision est cohérente avec le fonctionnement de I'intergiciel qui opere en tant que sys-
téme d’exploitation de la grille et décide de ces déplacements.

Pour faire le choix de déplacer une tache, 'intergiciel se base sur I’estimation d'une fonc-
tion de cofit. Les criteres qu'il prend en compte sont : cotit matériel, le cotit de la consommation
énergétique et le temps de calcul. Chacun de ces criteres peut étre défini avec les parametres
que nous avons défini sur les taches et les clusters. Par exemple, le temps restant d’exécution
d’une tache J; qui est en exécution au temps ¢ sur le cluster P;(t) = C; et qui, apres avoir été
testée par I'entité, se trouve sur le cluster Cy, avec k = j ou k # j, est défini par:

i (L
t°*°(q;i (1), Pi(t) =C;,Cy) = q;—(k) +Tjk, Vj, kell,.,C}.

Ou bien la consommation d’énergie nécessaire pour finir d'exécuter cette tache, et que nous
pouvons définir par :

qi(1)

Kexe(qi(t),Ck):fo * Z(t,q)dt, Vj, kefl,.., C}.

Nous définissons maintenant la fonctionnelle K(qg;(t), Cx) que I'on souhaite minimiser, et qui
fait intervenir ces deux critéres contradictoires :

K(q;i(1),Cy) = c: t°*°(qi (1), C;,Cx) + ce K°(qi (1), Cy),
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avec les poids ¢; et ¢, € R* tels que ¢; + c. = 1.
La tache est alors transférée vers un cluster qui permet de minimiser cette fonction de
cofit, que nous notons Cg+. Ainsi,

K(qi(0),Cy+) = mkin {K(qi(1),Cy), kel,..,C}}.

Ce cluster Cy+ peut étre le cluster sur lequel la tache se trouve déja (P;(t) = Cy+). De plus, k* €
{1,..,C} n’est pas forcément unique. Dans ce cas, le premier cluster Cy- trouvé qui minimise la
fonction de cofit est arbitrairement choisi. Ce choix n’a pas d’incidence tant que les clusters ne
sont pas saturés.

Une fonction de décision Dec est associée a la fonction de cofit telle que

1 siP;i(t) #Cyr et P=Cy~,

DeC(t,LIi(t),Pi(t),p):{ 0 sinon

Ainsi, l'intergiciel est pensé comme une boite noire qui renvoie le résultat de la fonction de
décision pour chaque tache : 1 si la tache doit étre déplacée vers un cluster optimal, et 0 sinon.

Nous introduisons 7, le temps mis pour minimiser la fonction de colt associée a une
tache et renvoyer le résultat de la fonction de décision Dec, ce que nous appelons “tester une
tache”. Puisque toutes les tiches sont supposées de méme taille, la durée de ce test est la méme
pour chaque tache. Nous supposons que l'intergiciel teste les taches les unes apres les autres.
Nous associons un numéro «; € {1,.., N} a chacune d’elle, qui détermine dans quel ordre cha-
cune est testée. Il faut donc un temps a;7,, pour qu'une décision soit prise pour la tache J;.
Nous supposons de plus que lorsque la charge d'une tache est tres faible, cette tache n’est ja-
mais déplacée : la fonction de Dec est toujours égale a zéro.

I.2.2 Définition du temps d’attente d’'une tache

La position d'une tache est décrite par le cluster sur lequel elle se trouve. Le transfert
d'une tache entre deux clusters pose donc probleme. En effet, d’apres notre choix de modé-
lisation jusqu’ici, une tache ne peut se trouver entre deux clusters. Remarquons maintenant
que dans une grille de calcul, I'intergiciel, en plus de décider des déplacements, réserve les res-
sources d’'espace nécessaires a ces déplacements dans les clusters d’arrivée, et ceci aussitot sa
décision prise.

Ainsi, afin de modéliser une tache J; qui est déplacée d’un cluster de départ C; vers un
cluster d’arrivée Cy, nous pouvons supposer qu’aussitot la décision prise de la déplacer, elle
arrive instantanément dans Cg. Nous introduisons néanmoins un temps d’attente de la tache
avant son exécution dans Ci, noté 0;(¢) € R, afin de représenter le temps de transfert entre les
deux clusters.

Ainsi, 6;(f) = 7 jr au moment ¢ ol la tache arrive sur Cy, puis ce temps décroit a la vitesse
1. Tant que ce temps d’attente n’est pas écoulé, nous dirons que la taches est en attente, c’est-a-
dire elle ne s’exécute pas sur Cg, et sa charge g; () reste constante, puisque les taches en attente
représentent en réalité des taches en cours de transfert. Dés que 0;(¢) < 0, la tache J; reprend
son exécution. Son temps d’attente ne décroit plus et sa charge diminue proportionnellement
a l'indice de performance du cluster Cy. sur lequel elle se trouve désormais. Ainsi, I’évolution
en temps de la charge et du temps d’attente est donnée par les équations suivantes :

q;(t) = =vp,0) Lg, >0 Lo,n=0, 2.1)

32



II

CHAPITRE 2. MODELISATION FLUIDE DES GRILLES DE CALCUL

C

0;(t) = —1g,(n>0 + ) Tk Dec(t,qi(1),Cj,Cr) 86,(1)=0, (2.2)
k=1
k#j

Ainsi, 8; () et g;(t) n’évoluent jamais en méme temps.

Remarque 2.1. Notons que, de par son domaine de définition, 0;(t) peut étre négative. Cepen-
dant, ce ne sera jamais le cas. Ce choix d'un domaine de définition ouvert pour 0 est exclusive-
ment technique et facilitera les calculs par la suite, lorsque les équations cinétiques sont défi-
nies au sens des distributions. En conséquence, lorsqu'une tdche s'exécute, nous avons en réalité
0;(t) =0.

Remarque 2.2. Notons que lorsqu'une tdche est en attente sur un cluster, elle n'est pas testée
pour savoir si elle sera déplacée ou pas. Ainsi, seulement les tdches en exécution dans un cluster
pourront étre déplacées, ce qui est cohérent puisque les tdches en attente ne sont pas réellement
“sur” ce cluster.

OBTENTION DE L’EQUATION CINETIQUE

Dans cette section, nous souhaitons utiliser la description particulaire des taches afin de
définir I'équation cinétique régissant la dynamique globale des taches. Pour cela, nous intro-
duisons une densité de probabilité sur chaque cluster (Sect. I1.1). Afin d’étudier I'évolution de
la densité de probabilité, nous utilisons la description particulaire et étudions tous les com-
portements possibles des taches, plus particulierement de ses parameétres pendant un petit
temps d’observation (Sect. I1.2). Nous dimensionnons ensuite les grandeurs caractéristiques
des taches dans la grille par rapport cette durée d’observation et effectuons la limite asympto-
tique, ce qui revient a réunir tous les comportements observables des taches et a prendre un
instantanée de toute cette activité, que I’on rassemble dans I’évolution de la densité de proba-
bilité des taches : 'équation cinétique (Sect. I1.3). Vient ensuite I’étude mathématique de cette
équation (Sect. 11.4).

II.1 Définition de la densité de probabilité

Afin de décrire le comportement global des taches dans la grille de calcul sans avoir a étu-
dier chacune d’elles individuellement, nous introduisons la densité de probabilité des taches,
que nous notons f. Il s’agit du vecteur des densités de probabilités des taches sur chacun des
clusters de la grille de calcul, f/ :

f(6,Pq0)=(f1(t,,0)8p-c,)

jel1,..,cy
avec
. 1 N
f(t,q,0) =— Z Og=q:(v 00=0,(1) -
Tj i=1
P;(0=Cj
. R o _Nj : .
Nj représente le nombre de taches dans le cluster C;. Ainsi, f? = —. Ceratio représente le

.0 Tj
taux de remplissage du cluster C;.

La densité de probabilité des taches sur le cluster C; est fonction du temps ¢ et de I'es-
pace des phases (q,0). Elle compte a chaque temps t le nombre de tiches présentes dans
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C; qui ont une charge g et un temps d’attente 6. Pour le formuler de maniere différente,
f(t,9,0)dq do exprime la probabilité de trouver une tache du cluster C; dans le petit élément
de volume dq df au temps ¢.

II.2 Evolution de la densité de probabilité

Soit £ > 0 un petit temps d’observation. Nous allons étudier les variations de f/ entre les
temps ¢ et £+ au sens des distributions. Pour cela, nous définissons ¢/ € 2 RY)4®2(R)g, avec
j €1{1,..,C}, un ensemble de fonctions test tensorisées, chacune étant relative a un cluster. La
fonction test associée a la totalité de la grille est'addition des fonctions test sur chaque cluster:

C .
O(Pq,0) =) ¢'(q,0) Lp=c.
j=1

Alors, en testant f/ contre une fonction test, nous obtenons

N;
(Fw,¢)y=— Z T (qi(0,0:(0)) .
riloc;

Afin d’étudier tous les comportements possibles de la densité de probabilité sur le clus-
ter C; pendant le temps €, nous nous intéressons aux comportements des taches décrit par la
description particulaire, notamment a I’évolution de leurs parametres pendant cette période.
L'ensemble des comportements possibles d'une tache peut se classer en deux catégories : soit
la tache est déplacée vers un autre cluster entre le temps ¢ et le temps ¢ + €, soit elle ne I'est pas.
Chacun de ces deux scénarios, respectivement dénotés A et B dans la formule (2.3), sera étudié
en détail.

) 1 ) )
(Fi+o- ff(t)¢>f> Z Z ¢! (qi(t+€),0:(t+€) - P (q:(1),0:(D)

(t+£) P; (t)P (z+s)¢P (0]
- ]

=A+B.

Listons tous les comportements possibles des taches sur le cluster C;j en 'absence de déplace-
ment. Nous les nommons Al, A2, A3, A4 et A5.

— Les taches s’exécutent du temps ¢ au temps ¢ + €, alors

N.
1 J .
Al = T] ; —evj 0,47 (qi(1),0;(D) Lg,(y>v;e Lo;=0 + O ().

Pi(n=C;j

— Les taches sont en attente du temps ¢ au temps ¢ + €, ainsi,

NA
1 J .
A2=— ) — £ 09 (Gi(£),0:(0) Lgy50 Lo, 0>e + O(E?).
7] i=1

Pi(0=C;j
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— Les taches sont en attente au temps ¢ jusqu’au temps ¢ + 6;(¢), puis reprennent leur exécu-
tion jusqu’au temps ¢ + €, donc

N.
1 J ,
A3 = T Z - vj (€=0;(1) 054’ (g:(1),0) Lo<p,(1)=¢ L4 5v-0,0)
jooi=l
P;(N=C;

j 2
= 0i(1) 09’ (qi(1),0:(1) Lo<g,(n<e Lgi(y>v;e-0,(0) + OE7).
— Les taches s’exécutent au temps ¢ et finissent leur exécution avant le temps ¢ + €.
1 N .
Ad = T Z — ¢! (qi(1),0;(1) Lgin=vje Lo;n=0-
p,-(;icj

— Les taches sont en attente au temps ¢, jusqu’au temps ¢ + 8;(t), puis reprennent leur exécu-
tion et finissent leur exécution avant le temps ¢ + €.

N.
1 N
A5 = T Y —¢l(qi(0,0:(0) g =vje-0,0) Lo<o;(1=e -
] i=1
P;(=C

En regroupant le tout, et en notant (., -) le produit de dualité sur IRL*] x Rg, nous obtenons

A=A1+ A2+ A3+ A4+ A5
=—vje(fl(1),05 ¢ Lgsv;e Lg<o)
—e(fI(1), 09 p7 150 Lgse)
—vj {e=0) f1(1),04 ¢ (9,0) Loo=e Lgsv;(e+0))
=0 f7(1), 09 ¢’ Lo<oze Lg,0>v;c+0))
—(f1®), ¢’ 1 g=v;e Lo=o)
—(f1(0), ¢ L=y, (e-0) Lo<o=e)
+0O(€).

(2.4)

Remarque 2.3. Nous pouvons remarquer que, si nous avions effectué une approximation en
temps du terme A, nous aurions fait apparaitre les dérivées partielles en q et 0 de la densité de
probabilité :

1
A=—
Tj 4

Pi(D)

M=

£ (05 99 @7 (q:(0,0:(0) + (1) g 7 (q:(0),0:(0) | + O,

Il =

Cj

avec q; (1) etH;. (?) définis selon les définitions (2.1) et (2.2). Cette approximation rejoint le résultat
l'équation (2.4), qui comporte néanmoins davantage de précisions. Les termes Al et A2 nous
permettent de retrouver les définitions de 9;. (1) et q; (2). Les autres termes nous permettent d’'avoir
plus de détails sur le comportement lorsqu’il y a un passage entre l'attente et l'exécution, avec
notamment le terme A3, qui fait apparaitre une dérivée sur la charge q lorsque 0;(t) € [0, €].
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Quant au terme B, qui désigne des taches qui sont déplacées entre le temps ¢ et le temps
t + &, nous imposons quelques hypothéses avant de I’étudier. Tout d’abord, afin de seulement
étudier le comportement des taches qui ont été déplacées, nous imposons
€< min T,
ik k!
pour ne pas se ramener aux comportements déja mentionnés dans le terme A, de taches ayant
été déplacées et ayant fini leur temps d’attente pendant l'intervalle €. Le critére

AiTpr < e, Viedl,..,, N},

est lui aussi imposé, puisqu’'une tache doit avoir été testée entre les instants ¢ et ¢ + & pour qu'il
y ait eu décision de la déplacer. Sous ces hypotheses, deux cas se présentent :

— Les taches arrivent sur C; depuis d’autres clusters entre les temps 7 et t +&.
— Les taches quittent C; entre les temps 7 et ¢ + ¢ pour étre déplacées vers d’autres clusters.

Nous numérotons B1 et B2 ces deux cas de figure et notons Cy, avec k # j, les clusters d’ou
proviennent les taches ou vers lesquels elles sont déplacées. Alors

N; N;
B=Bl1 +BZ:% Z] ¢ (gi(t+£),0:(t+¢)) - Z] ¢ (gi(1),0:(0)

i=1 i=1
Pi(t+£)=Cj#P;()=Cy, Pi(=C;#P;(t+e)=Cy
Le terme B1 exprime la densité de probabilité des tdches qui arrivent sur le cluster C; au temps
t+a;Tp, depuis les clusters Cy, et qui ont un temps d’attente égal a 7;; au moment de leur
arrivée. On remarque que ce terme peut aussi s'écrire comme la somme des densités f* qui
ont quitté les clusters Cy. Ainsi,

C 1 Nj .
Bl= ) T, < O (i () = v @ity Trj— (€= aiTpr) Lo, (=0 Lgi()> e
i) I piintey
Pi(t+e):Cj a;Tprs<e

]lDeC(Hairpr,q,-(t)—Vka,-rpr,k.j)=1 .

D’une maniere similaire au comportement lors du passage entre I'attente et 'exécution, ol
le terme A3 décrit une variation de la charge lorsque 8;(#) € [0, €] c’est a dire lorsque la tache
est en attente, au moment du passage entre le cluster Cy. et le cluster C;, nous reformulons
B1 afin que les quantités qui partent des clusters Cy en exécution aient une variation de leur
temps d’attente. Ceci nous permet de souligner la conservation des quantités déplacées. Nous
effectuons une approximation au premier ordre du terme B1 au point (g; (), Tx) et obtenons

C T 1 Ni . ;

Bl=Y —— % [(/)J (9i(0),Tkj) = v @iTpr 0 ¢ (qi(D), 7))
o T T = (2.5)
k#j ajTprse .

—(e—a;Tp,) 0g P’ (Cli(l‘),Tkj)] Lo,(0=0 Lgi0>vie LDect+aitpr,qi(0-viaitpr ke )=1-

Ecrivons maintenant le terme B2 qui exprime les taches quittant le cluster C; :

C 1 N; X

B2=-) T Y ¢ (qi(0,0:(0) Lo, i9=0 Lgi>vje LDectt+astpmait-vjaitpjdo=1- (2.6
k=1 ] i=1
k#j a;Tprse
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Nous obtenons alors I'équation qui regroupe tous les comportements possibles des taches sur
le cluster C;

<ff(t+s)—ff(t),¢>f>=A1+A2+A3+A4+A5+31+Bz. @2.7)

II.3 Limite asymptotique

Nous avons étudié les variations de f/ pendant un temps d’observation €. Nous nous in-
téressons dans cette partie a la maniere dont cette densité de probabilité se comporte lorsque
nous faisons tendre cette durée vers zéro. Avant d’effectuer cette limite, nous allons dimension-
ner les grandeurs caractéristiques par rapport a € afin de décrire un comportement particulier
des taches dans la grille de calcul a I'asymptotique € — 0.

Nous voulons retenir le comportement qui nous permet d’observer des transferts entre
les clusters. Ainsi, nous voulons que la grille ait le temps de tester de nombreuses taches durant
le temps &€, quelle que soit la valeur de €. Nous supposons donc que le temps nécessaire pour
tester une tache est trés inférieur a ¢ :

Tpr <<E&.

Cependant, nous ne souhaitons pas que la grille teste 'ensemble des taches pendant le
temps €. Cela s’apparenterait a une entité prenant des décisions instantanées (Sect. IV). Nous
nous intéressons plutét a un comportement du réseau ol1 le temps nécessaire pour tester I'en-
semble des taches du réseau .7 = N7, est constant. Nous imposons donc

T =0(1).
Propriété 2.1. Nous adoptons l'asymptotique suivante :
Tpr = 2 <<e<< T =0(1).

Remarque 2.4. La premiere chose a noter est que ce choix dasymptotique implique que le
nombre total de taches dans la grille N = G (1/&%). Faire tendre € vers zéro revient donc aussi
a appliquer la limite N — oco. Pour cela, nous écrirons dorénavant les densités de probabilité
f=fnvetfi= f]{, pour faire apparaitre cette dépendance.

De la méme manieére, puisque N = Z]CZI Nj et que le nombre C de clusters est fini, N; e
oco. Ainsi, leratio Nj/ N demeure borné, vV j € {1,..,C}.

De plus, nous pouvons dimensionner le nombre de tdches testées dans l'ensemble de la
grille pendant lUintervalle de temps €, défini par

1
NE:L:@(—)>>1.
Tpr £

Ce nombre tend donc vers linfini a l'asymptotique e — 0 mais reste tout de méme bien inférieur a
N (ceci revient aussi a dire d'une facon différente que l'ensemble des taches n'est pas testé pendant
€) puisque la proportion de tdches testées sur l'ensemble de la grille est égale a

Ng_i_
W‘y‘@(g)' (2.8)
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Si nous nous intéressons aux tdches appartenant seulement au cluster C;, nous supposons
tout d’'abord que toutes les tdches sont indépendantes et identiquement réparties. Alors le nombre
de tdches de la grille ayant été testées pendant le temps € et appartenant a C; est égal a

NjN =N £ —@(1)>>1
N Vg e '

Et la proportion de tdches testées dans chaque cluster pendant le temps d’observation est la méme
que la proportion de tdches testées dans l'ensemble de la grille pendant la méme durée.

Au dela de ces déductions sur le comportement des taches, tirées de notre choix
d’asymptotique, nous allons néanmoins imposer une ultime condition : nous devons nous
assurer que le cluster ne présente pas de trop-plein lors du passage a la limite asymptotique.
Pour cela, nous imposons que

. Nj
f fil=—L=0q0).
a0" Tj
Cette condition nous assure aussi les taux de remplissage ne deviennent pas négligeables lors
du passage a la limite asymptotique.

Lemme 2.2. Passage a la limite formelle s — 0 (et N — +00).
L'équation cinétique régissant I'évolution de la densité de probabilité dans chaque cluster Cj,
avec j ={1,..,C}, pour tout temps t > 0 est donnée au sens de (@’([Ri))q ®(2'R)), par:

. ) . 1 £ .
0rf/ (1) = Tg<ovj0qf/ (1) — Lg500g f (1) = 7 Y. (1) 1g<o Dec(j, k)
k=1

k#j

(2.9)

1 & T, i ;
+ = Y. 2 (H 0 Dectk ), Lo<o),y So-ry:

J

k=1
k#j
Démonstration. Afin d’obtenir 'équation cinétique qui régit la dynamique de la densité de
probabilité f]<, lors du passage a la limite asymptotique € — 0, nous allons diviser I'équation
(2.7) par € et lui appliquer la limite e — 0 de maniere formelle. Nous avons vu dans la remarque
2.4 que faire tendre ¢ — 0 revient, avec le choix d’asymptotique imposé a la Propriété 2.1, a
considérer N — oco. Dans la suite de cette preuve, nous utilisons donc ces deux limites sans
distinction. _
Nous supposons que fI{, N f7 au sens faible-*.
e—0
— Appliquons tout d’abord la limite au terme A donné par I'équation (2.4), et qui modélise le
comportement des taches ne subissant pas de déplacement.

Nous nous intéressons tout d’abord au passage a la limite pour le terme A3. Nous pouvons
N;

1
remarquer que — Y lp<g.(n<e — O(e) d’apres (2.8),donc —A3 — 0.
4 4 T]‘ 1:Zi 0=6:(r)=e N—>+Ooo © P ( ) € N—>+Ooo
E— E—

En ce qui concerne le terme A4, il disparait car supp ¢/ cR* @R

Pour traiter le terme A5, nous nous souvenons que lorsque la charge d'une tache est tres
faible, la fonction de décision Dec est toujours égale a zéro. Ainsi, In > 0 tel que Dec(t, g <
1) = 0. Ainsi, le terme A5 représente un comportement qui n’arrive jamais : il est nul.
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Nous obtenons

EAN—»_> —Vj f](t) aq (,b] ]1q>0 ]10<0> - <f] 66(/)] ]lq>0 ]lB>0>
e—0

Avant d’effectuer le passage a la limite sur les termes B1 et B2 donnés par les formules (2.5)
et (2.6) et représentant un déplacement entre des clusters, nous remarquons que le critére
@;Tpr < €AMENE ;T py — 0 et le terme B1 se trouve réduit a

E—

C Ni
Z Z ¢’ (qi(0), ki) 10,020 Lgi(v>vee LDec(t+ait prdi (0 -viait prkoj)= 1 +0 ().
k=1 i=1

k#j airprss

La difficulté dans le calcul de la limite formelle pour le terme B est de déterminer, sur un
cluster donné, le nombre de taches qui sont déplacées. En effet, la fonction Dec dépend des
caractéristiques de chaque tache se trouvant dans ce cluster et il nous est impossible de sa-
voir si lesquelles sont déplacées. Afin de contourner ce probleme, nous faisons ’hypothese
suivante.

Hypotheése. Supposons que Dec™ {1} est un ouvert.

Cette hypothese est valide dés que la fonction cofit est continue. Ainsi, cette hypothése tra-
duit le fait qu’il y a doit y avoir un intérét a faire un déplacement : le gain, du point de vue
de la minimisation de la fonction cofit, doit étre strictement positif. Ainsi, il existe un pe-
tit intervalle sur lequel Dec est constant. Nous notons I I'intervalle d’appartenance de g
correspondant. Grace a cette hypothése, Dec ne dépend plus que des caractéristiques des

taches et non plus du numéro i des taches.

U
1l s’agit maintenant d’appliquer la limite € — 0 sur le terme o Y. ¢! (qi(1),0;(1) lorsque
k

i=1
a;Tprse

Dec(t,q;i(t),k, j) = 1. Alors les taches qui sont déplacées lorsque € — 0 sont celles qui sont
testées, c’est-a-dire qui vérifient la condition a;7,, < &. Nous avons vu que la proportion

£
de taches de C; qui sont testées pour déplacement pendant le temps ¢ est égal a 7 Alors,

nous obtenons la limite faible-*

N 3
6 6 —f/
T] Z a=a:0 O0=0,) 7 [
Dtrpr<£ e—0
P;(0=C;j

Alors, pour supp c/)j c I ®R, le passage a la limite pour le terme B2 s’écrit :

C Nj
B2 = - Z Z (/’] (%(t) 0; (t)) 116 )<0 ]lq,»(t)>vj£ 1Dec(t+airp,,qi(t)—vjairp,,j,k):l
llz;} ] a; Tpr<£

c
—Z §<f](t) ¢’ Lg<oLgs0) Ipecit,g,j0=1-

N—>+oo
€0 k#]
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Pour le terme B1, nous voulons exprimer les quantités présentes sur le cluster C; au temps
t+a; Tpr en fonction des quantités présentes dans les clusters Cy, avec k # j, juste avant
leur déplacement (au temps ¢+ a;7,,,). Afin de décrire le saut du temps d'attente, qui passe
instantanément de 0;(¢) <0a 6;(t) = 74, nous utilisons le fait que les variables g et 6 n’évo-
luent pas en méme temps, raison pour laquelle la fonction test ¢/ a été choisie tensorielle.

Nous posons
$1(a.0)= (¢} ©6)) (4,00 € (2RD),, © @Ry, Vj=1,..,C}.

et introduisons la notation (., .)g pour désigner le produit de dualité sur Rg.

Cette astuce nous permet d’exprimer la quantité en attente comme une quantité en exécu-
tion a laquelle on ajoute un temps d’attente. Ainsi, si supp ¢4 < 1,

C Np i
Z Z ql(t)) 19 (=<0 ]lql(t)>vk£ ]lDec(H—a Tpr qi (D= Vra; r,,r,k J=1 (pg (Tk]) +@(5 )

k=1 =1
k#j a; pr5

- Z <f (t)]lq>0]lDec(t q,k,j)= 1;(Pq®]16<0> (Pg (Tk])

N—>+Ooo =1
€=U gy

— Z
N—+oo o
€20 1y

Tk £
<<fk(t)]1q>0]1Dec(tq,k]) 1 Lo<0o, ¢} ® 9 (7)) -

Si nous introduisons la notation Dec(j, k) pour simplifier I'expression 1 pec(t,q, j,k)=1, NOUS
obtenons la limite formelle pour les termes B1 et B2:

1 C

Bl — — Z ?’“ (FE) Dectk, ), 1o<01 45000 So=re ¢,
e~ ¢
et
1
EBZNj —_Z<f](t) ¢]19<0]1q>0> DeC(] k)r
e—0 k#]

qui permettent d’établir I'équation cinétique (2.9).

Remarque 2.5. Dans I'équation cinétique (2.9), le terme source qui représente les tdches migrant
vers un autre cluster (que C;) est négatif et le terme source qui décrit les tdches se déplacant vers
le cluster C; depuis d'autres clusters est positif. Remarquons que ces deux termes représentent

T
des quantités similaires, et ceci malgré le ratio ?k qui apparait devant le terme qui modélise

J
les tdches quittant Cy. et arrivant sur C;. Ce ratio exprime les constantes de normalisation des
densités de probabilités impliquées.
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II.4 Etude deI'équation cinétique

Comme nous 'avons déja mentionné, les évolutions sur les variables g et 8 sont dis-
jointes. Alors, nous allons décomposer la densité de probabilité f/ comme

f](t’ q, 9) = P?xe(t; q) 59:0 + p}i}(lit(t’ q, 9) ]10>0 + p}g-arb(t; q,e) ]16<0’ (2.10)

garb

avec les fonctions pexe (taches en exécution), pw“” (taches en attente) et P; définies par :

Pt ) = f1(t,q,019=0, pY"(£,0,0)=1(1,6.0) 1050, p5""(1,4,0)= £1(£,,0) Tp<o.

Remarque 2.6. Nous remarquons que, puisque I'évolution en  cesse des que 6 est négatif, p8*"?
est seulement pris en compte dans le but de conserver notre modele le plus général possible. Ce-
pendant, il sera utile par la suite, puisqu’il permet de travailler sur un domaine de définition
ouvertde®.

Nous allons tout de suite voir que I'intérét d’introduire cette décomposition de f/ repose
sur le fait que chacune des fonctions restreintes, conserve sa régularité pour tout temps t.

Lemme 2.3. Caractérisation des solutions de I'équation cinétique
Nous supposons que f/(t =0, q,0) se décompose selon la relation (2.10) avec

pére(t=0,q) e W ®R), p!f "' (1 =0,4,0) € W' (R} xRY) etpf.“rb(tzo,q,e)ewlm(RixRi).

Alors, les solutions dans (2' R?)) ,®(2'(R)), de 'équation cinétique (2.9) au temps t > 0 peuvent
toujours se décomposer selon la relation (2.10), avec

p;"“”(t, 7,0) e L°R*, W (R? xRY)) et p;‘?“’b(t, q,0) e L°®R*, W (R* x R*)).

Démonstration. Nous allons montrer qu'aucune singularité en 6 n’apparait lors de I'évolution

wait wait garb

en temps de p;t et p}g. . Pour cela, nous cherchons I'’expression vérifiée par p; " etp;

au temps t > 0. En testant’équation cinétique (2.9) contre une fonction test </)J avec supp (/)J c
(R}), ® (RZ)y, nous obtenons

@ f1 (0, ¢y = 0,08 (1), @)

avec
t

0,g+vt,0)- Zpgmb(s q+vj(t-s),0) Dec(s,q+v;(t—s), j, k) ds.

k#]

garb gurh

(t,q,0) =

(2.11)
En testant 'équation cinétique (2.9) contre une fonction test ¢/ avec supp ¢’ c (RY) q® (RY) 0
nous obtenons

@cf1(0), ¢7y = @} (1), ¢

avec
wult walt 1 & Ty k
(t,9,0) = 0,9,0+0)+| = — [5(s,q,0+1—35)Dec(s,q,k, j)d0 69 t—s=r,; ds.
o 7 = Tj Jo<o
k#j
Puisque les conditions initiales sont supposées régulieres, les quantités pexe pjb.”‘”' et p?mb
sont réguliéres au temps ¢ > 0. O
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I1I. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE FLUIDE

Nous avons jusqu’a présent gardé le formalisme le plus général possible en conservant

la quantité p8%’?. Nous précisons maintenant la forme de f/ en remarquant que, si nous sup-

posons que p}gmb(o, -,+) =0 dans I'équation (2.11), alors pf“rb(t, -,+-)=0pour t>0.

garb

Nous pouvons alors appliquer le Lemme 2.3 avec p;

I’équation cinétique se décompose, si elle existe, selon :

(0,-,-) = 0. Alors, la solution de

F1(5,4,0) = p§*(1,q) Sg=0 + p'*'"(£,,6) Lgso. (2.12)

wait définies par

avec les fonctions p;xe et p;

Pt @) = (f1(1,4,0), Lg<o) et p'*'"(1,q,60) = [/ (1,4,0) Lgso.

ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE FLUIDE

Nous étudions dans cette section le systeme fluide vérifié par pj.xe et p;.““i ! pour tout
j €11,.,,C}. Nous allons montrer que le modeéle fluide obtenu est bien posé, et en déduirons
que I'’équation cinétique admet une unique solution.

III.1 Obtention du systeme d’équations de conservation
Nous calculons tout d’abord le systeme d’équations vérifié par p?xe et p?’“” . Pour cela,
nous utilisons les fonctions tests tensorisées ¢/ € (2'(R})),, ® (2'®), telles que
¢7(4,0) = (9,0 Lg<o + """ (4,0) Lo (2.13)

En testant 'équation cinétique (2.9) contre (,bj avec, successivement (,bw“” (+,8 > 0) = 0 puis
¢°*¢(-,0 = 0) =0, nous obtenons, au sens des distributions, Vj € {1, .., C}

0P (1,q) = vj0gpS(1,q) = p1(0 = 07) = S (1, ),
| . . (2.14)
01p " (t,4,0) = 0pp "' (1,4,0) = SY*'' (£, q,0),
avec 1
ST @) == 3 pi*(t,q) Dec(j, k), @15
Py
et
wait 1 Tk oxe ;
S (t,q,0)= T Y = Pt @) Dectk, ) Sp=r,;- (2.16)
iz T

Remarque 2.7. Signalons ici que parler de modele fluide pour désigner le systeme d'équations
vérifié par p;xe et p}f’“” est un abus de langage. 1l s'agit plutot d'une restriction du probleme
cinétique.

La premiére équation de (2.14) est écrite au sens de (@’ (IR{D) q etreprésente I’évolution de
la charge des taches en exécution, puisqu’il s’agit tout simplement d’'une équation d’advection
en ¢, avec des termes sources représentant ’addition des taches ayant fini leur temps d’attente
et recommencant leur exécution ainsi que la soustraction des taches étant déplacées vers un
autre cluster.
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Quant a la seconde équation de (2.14), elle est comprise au sens de (2'([R?)) .® (2 ®),
et modélise I’évolution des taches en attente par une équation d’advection en § avec un terme
source d’addition des taches provenant d’'un autre cluster. Ce terme source est exactement le

“symétrique” que le terme source qui a été compté en négatif dans I'équation sur p;xe.

Remarque 2.8. Remarquons maintenant que nous aurions pu introduire des parametres sup-
plémentaires pour caractériser les tdches, mais que cela Waurait pas enrichi le modeéle et l'aurait,
au contraire, alourdi. En effet, prenons en compte des parametres supplémentaires :

— s; €RY la taille d’'une tdche,
— pi € N* le nombre de processeurs nécessaires a l'exécution de la tdche J;,
— a; R} l'age de la tdche, c'est-a-dire le temps écoulé depuis de début de son exécution.

Ces parametres évoluent avec le temps selon
a, (=1, s;()=0, pi(t) =0.

Alors, si nous notons x = (a, p, S) nous obtenons l'équation cinétique suivante, au sens des distri-
butions

(0:p5™° = 00405 +0ap5*) (1, q, %) = p! ' (2,4,0 = 0%, %) = §5°(1, g, %),
(@:p¥ " = 0gp! " +0ap'*'")(1, 4,0, %) = SV (1,4,0,x).

exe

¢ etpwait’

Afin d’obtenir les équations fluides sur les moments des fonctions de distributions p 7

nous introduisons les moments suivants :

ngxe/watt — pgxe/waztdx'
J x J

. Iwait lwait
ajngere :fap;xe wart, fora ={a,p, s},
X

avec n;?xe/’”“” la densité de taches , (nja;)***'"4' I'age moyen des tdches, (n;§;)**¢/wait |g

taille moyenne des tdches, (njp ]—)"’xe/ wait e pombre moyen de processeurs nécessaires aux
tdaches, pour les tdches en exécution ainsi que pour les tdches en attente. Nous remarquons que
p?xe/w“”(t, q,x) = njxe/w“”(t, Q) 6p=p; Oa=a; Os=5; et ainsi, excepté pour un terme additionel
traduisant le transport de l'dge des tdches, qui ne nous intéresse pas dans notre modélisation, le
systeme macroscopique obtenu avec les parametres supplémentaires est le méme que le systeme
(2.14). Ce sera donc (2.14), qui comprend seulement les parametres essentiels a notre modele,
que nous étudierons, et ceci jusqu'a la fin de ce chapitre.

III.2 Equivalence cinétique / fluide sous hypothése de fermeture

Afin de prouver |'existence de solutions au systeme fluide (2.14), nous utilisons un théo-
reme de Jabin [33], que nous remanions afin de I'appliquer a notre modele. Le théoreme de cet
article démontre I'équivalence entre I'existence d'une solution a I'équation cinétique, sous une
hypothese dite de fermeture, et I'existence de solutions au systeme fluide obtenu a partir des
moments de cette densité de probabilité.

Nous posons les conditions initiales suivantes :

FO.)=fo, p§0,)=p55 etpi(0,-,) = pf". (2.17)
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Lemme 2.4. Equivalence cinétique / fluide sous hypothése de fermeture

Il est équivalent d’affirmer que pjxe etp ;” @t munies des conditions initiales données par (2.17),

sont solutions du systeme fluide (2.14), dans 2'[R}) 4 et (2'(R})) .® (2'(®)), respectivement, et
de dire que f/ écrit sous la forme (2.12) est solution de 'équation cinétique (2.9) avec sa condition
initiale qui vérifie aussi I'hypothese de fermeture (2.12).

Démonstration. Nous prouvons cette équivalence en deux étapes.

exe

— Supposons tout d’abord que P
tions du systéme fluide (2.14) et que

et p}”“” , munies de leurs conditions initiales, sont solu-

£100,4,0) = p§°(0,9) Sg=0+ p"*'(0,,6) o . (2.18)

Montrons que cela implique que la solution de ’équation cinétique (2.9) s’écrit selon la
décomposition (2.12). Puisque pfj’.' mb(O, -,-) =0 et quel’on a (2.18), nous pouvons appliquer
le Lemme 2.3 de caractérisation des solutions de I'équation cinétique. Nous en déduisons
directement que la solution de I'équation cinétique est la densité de probabilité qui s’écrit
atout temps ¢ > 0 sous la forme

f1t,4,0) = p5%(t,q) o=0 + 0" (1,4,0) 1p5o.

— Afin de prouver I'implication dans 'autre sens, nous écrivons I’équation cinétique au sens
des distributions avec les fonctions tests définies par la formule (2.13) et remplacons f/ par
I'hypothése de fermeture. Alors, en testant cette équation contre ¢/ avec, successivement
$*¢(-,0 < 0) = 0 puis ¢p*(-,8 > 0) = 0, nous obtenons que p°*¢ et p?’“” sont solutions du

J
systeme fluide (2.14).
O

III.3 Etude d’existence et d’'unicité

Le systeme fluide (2.14) est non linéaire a cause de la fonction de décision Dec. En effet,
la fonction de cofit a minimiser avant chaque prise de décision peut étre dépendante de la
consommation d’énergie du cluster Z;(t, q), qui dépend de la charge totale du cluster, c’est-a-
dire de 'ensemble des taches en exécution ainsi qu’en attente.

Si p?xe € B%*¢ et p4it ¢ BW4il yje (1,.,C}, alors (2.14) existe au sens des distributions,
avec ces espaces définis par

B =1%°(0, T, W' R})g) nFy et B =1((0, T), W (), x W' (R)g| N Fy

avec
sz{fIVx,Elytelque lirg f(x+77)=y}.
n—0*

Nous introduisons les vecteurs p¢* et p%! tels que p®*¢ = (pj.xe)je{ll_.,c} € (B*9)C et

; ; inC s
plait = (p}f’“”)je{l,..,C} € (B"4")" . De plus, nous définissons la norme de p®** telle que

C
1o llexe = Y Tilp5 M pexe -
j=1
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Propriété 2.5. Etude d’'un probléeme modeéle
Soienta€R et p € B =1°°([0, T1, W'*°(R)). Nous considérons le probleme

atp(t,x)_axp(t,x)zs(t) 6x:a» V(t,x)E[O, T]XIR)
p(0,x) = po(x), VxeR.
Alors, la solution p(t, x) € B n {limite a doite en x} existe et est donnée par
po(x+1) ,Six<a—-tousix=a,
p([, X) = (2.19)
pox+0)+Sx+t—a) ,sia-t<x<a,

a condition que S(x + t — a) admette une limite a droite.

Démonstration. 11s’agit d'une équation de transport de vitesse négative. En effectuant le chan-

gement d’'inconnue v(z,¢) = p(¢, x), avec { g i ot 1 nous nous ramenons a 'équation diffé-
rentielle d
v
E (T’ f) = S(T) 6{—1,':51 ]
v(0,8) = po(¢).
Donc

t
p(t,x) :P0(€)+L S(8) Os=(x+n-a ds.

Sinous imposons que S(x+ ¢ — a) admette une limite a droite, nous obtenons la solution (2.19),
illustrée par la figure 2.1.

.
i
a—1 a

FIGURE 2.1 — Graphe représentant p(-, x) en fonction de x, en posant pg(x) = 0.

Théoréme 2.6. Existence et unicité des solutions fluides
Soient les fonctions p;xe € B%¢ et p}f’“” € BYU' qui vérifient le systeme (2.14) pour tout j €
{1,..,C}, avec pf.xe(o, q) = p%e(q) et p (0, q,0) = p“%(q,0). Alors il existe une unique solu-

7,0
tion p¢ et pW 4! g ce systeme pour tout temps t € R*.

Démonstration. Lidée de cette preuve est d’appliquer un théoréme de point fixe. Nous définis-
sons I'application W : pe*e) — pexel+1) gyec perel) ¢ (Bexe)C et pwait(h) ¢ (gwait)Cleg éléments
de la [-ieme itération, solutions des équations

exe(l+1

‘ t,q)— v 0,0V (1, q) = " Dit,q,0 =07) - ije”“)(t, q), (2.20a)

Ocp j j

0:p 1"V (2,4,0)- 09 p "V (1,6,0) = SV (£, 4,0), (2.20b)
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avec c
1
s (t, q) = -2 P52, q) Dec(j, k), (2.21)
k=1
k#j
et
Swait(l)(l_ 0 _i d E exe(l) ,
; 14,0 = — ) — pp"(t,q) Dec(k, j) So=r,; - (2.22)
1 gk:l T]
k#j

Nous accompagnons ces équations de conditions initiales : a chaque itération [ € N*,

exe(l) _ ,exe _ [ exe *
PO =Py ) = (Pj,o (q))je{l,..,C} VAERy

wait(l) _ ,wait _ [ jwait * *
p"0,q,0)=p{""(0,0)= [l (@.0)) V(@0 €R, xRS

La premiére partie de la preuve consiste a obtenir une expression explicite de p®*¢!+D dépen-

dant seulement des quantités des itérations précédentes. Pour cela, pjxe(” est injecté dans la

formule (2.22) donnant S}”“” (l), dans le but de résoudre I'équation (2.20b). Pour cela, nous
wait(l)
. . . . . . j

tion qu'il admette une limite en 6 = 0%, peut alors étre inséré dans I'équation (2.20a) pour enfin

trouver la solution pe.xe(l *1 de cette équation de transport classique. Ce cheminement est sché-

matisé sur la figure 2.2.

utilisons la Propriété 2.5 donnant la solution du probléme modele. Le résultat p , a condi-

wait(l) /)'urm',t(l) (9 — 0+>

pere(l) Guwait(l) 14
Lieisn |

FIGURE 2.2 — Définition de .

Nous pouvons utiliser le probleme modéle énoncé a la Propriété 2.5 et nous obtenons la
solution de I'’équation (2.20b)

p;."’g”(q,0+t) sif<tij—tousif=1y,
wait(l) wait 1 & Ty exe(l)
pj (t,q,@): pj,o (q»6+t)+§z ? k (0+t_7kj,q) ]lDec(8+t—Tkj,q,k,j):1 ’
o7
J

SiTpj—t<0 <71y,

a condition que le second membre de I'équation (2.20b) admette une limite a droite en temps
au point 0 + t — Ty, c'est-a-dire que pzxe(l) admette une limite a droite en temps. Or, pzxe(l)
vérifie I'équation (2.20a) et donc pixe(“ = pifoe(q + V(0 +t—7;)). Et puisque po x € Whe(R*) N
Fy4, la condition est respectée.

Nous pouvons en déduire le terme p}”ait(l) (t,q,0 =0"):

P a, 0, sir<tgj,
wait(l) + C
P (t’ q;o ) = ] 1 Tk ) .
J p}%‘”(q, 1)+ 7 ; ?] sze( (t- Tkj» DLpecit-145,q,k,j)=1, S =Tkj.
=1

k#j
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CHAPITRE 2. MODELISATION FLUIDE DES GRILLES DE CALCUL

Ce terme exprime le fait que pour qu’'une tache ait fini son temps d’attente a I'instant ¢, elle
était soit en attente au temps initial (si £ < 7x;), soit elle a été déplacée au temps ¢ —7;; = 0. En
injectant cette expression dans I’équation (2.20a) et en résolvant cette équation, nous obtenons

ije l+1)(t L]) pexe(q)

I
Z exe( )(S_ Tkj’ q+ Vj(t_ s)) ]lDec(s—Tkj,q+vj(t—s),k,j):l ds
0 y k;&]

(2.23)
f pw“” (g+vj(t—ys),5)ds

(I+1
j Z pexe )(3, q+vi(t—s)) ]]-DeC(S,q+Uj(t_S)vj’k):1 ds.
0 k#j

Afin d’appliquer le théoréme de point fixe, nous introduisons les vecteurs pjxe(” € Bexe

wait(l)

€ BW4it golutions du systeme fluide (2.20a)-(2.20b) pour tout j € {1,..,C} et munies
wait(l) .

et i;

des mémes conditions initiales que pexe(l)

etp; : & chaque itération / € N*,

10, q) = pg*(q) et p"(0,4,0) = p{*'(q,0), ¥(q,0) e R} x R}

Dans l'objectif d’utiliser le lemme de Gronwall, nous remarquons que Ipexe(l“)

e+ | peut s’écrire sous la forme

J
t
1PV (2, ) = SV (8, )l = x(1,9) - fo wis,q) (0, - u UV (s, ) ds
t
<lx(t, @)+ fo (s, @115 (s, q) = u™ T Vs, gl ds
avec
1
X(t’q) Z ( exe(l) 'uzxe(l)) (s—’rkj,q+ l}j(t—S)) ﬂDec(s—‘rkj,q+l/j(t—s),k,j):1 ds,
0 y k;,g]
et

1
1/1(3: CI) = ? ]§ ILDec(s,q+vj(z‘—s),j,k):l .
J

Les fonctions |y| et |w| sont des fonctions positives et puisque p%*¢ € B*® et p‘.““” € Bwait,
Vje{l,.,C} elles sont bornées. Nous appliquons 'inégalité de Gronwall et obtenons une ex-
pression explicite des quantités a l'itération / + 1 en fonction de celles a 'itération /, donnée

par
t t
05V (@, q) = SV (1, )l < (1, ) +f0 1x(s, DI (s, ) exp (f lw () du) ds
N

En majorant cette expression, nous obtenons

exe(l+1) exe(l+1) 1 exe(l) exe(l)
le; —K; oo, 11 o@D ) < 7 1 Z T, ||.0 —H T o, Lo ®?) )
k#j ©J

[rren[ P2
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En prenant la dérivée partielle en g de I'équation (2.23) et en suivant le méme raisonnement,

nous obtenons
1 1 !
—— Y Tellp§ — ps® | gese

Tj ||p§xe(l+l) _H;xe(Hl)”B”e < —
k#j

=)

—1+exp( 7

Et puisque

exe(l+1) ”Bexe
5 )

C
I+1 I+1 1+1
”pexe( + )_uexe( + )”exe — Z Tj ”p;xe( + )_'u]

j=1
nous pouvons finalement écrire

C
1+1 1 1
”pexe( +1) _'uexe(l+ )”exe < ”pexe(l) ‘uexe( )”exe (_1 + exp(

T(C—l)))
Cc-1 '

T

Donc y est une contraction si

g 2C-1
TS—C_IIH C = Tmax-

De plus, le coefficient de la contraction T,,, montre que le temps d’existence décroit lorsque
le nombre de clusters C augmente. Nous remarquons aussi que le temps d’existence d'une so-
lution augmente lorsque .7 augmente. Ceci se comprend facilement lorsque si nous réalisons
que la proportion de tdches déplacées apreés chaque décision est de 'ordre de 1/.7. Les quan-
tités en exécution perdent donc une proportion de tiches moins importante lorsque .7 aug-
mente, ce qui lui assure une régularité plus grande. Ainsi, la valeur T;, 4, du temps d’existence
de la solution est liée a 'asymptotique choisie a la Propriété 2.1.

Afin d’étendre I'existence d’une solution au dela du temps T,;,,x, nous appliquons une
nouvelle itération. Pour cela, nous modifions les conditions initiales :

P T = u T, = 5,

et

p;ual s (T! 5 ') = p;ual 1 (T) ) ) ) H;Ual s (T? 5 ) = H;Ual[(l) (Tv ) ) .
Ainsi, nous obtenons I'existence d’'une solution sur l'intervalle [T,2T] sous la condition T <
Tmax- En répétant encore et encore les itérations, nous obtenons existence d'une unique solu-

tion pour tout temps f € R*. O

Théoréme 2.7. Existence et unicité de la solution cinétique sous hypothese de fermeture

Soient p*¢ et p ' définis tels que p$*e e B et p;.”“” € BY% yérifient le systéme d’équations
fluides (2.14) Y j € {1,..,C}, avec les conditions initiales pjxe(o, q) =pjolq) et p;"“”(o, q,0) = 0.
Supposons que fI(t =0, q,0) se décompose selon U'hypothese de fermeture (2.10). Alors il existe
une unique solution a l'équation cinétique qui se décompose selon Uhypothese de fermeture, pour

tout temps t € R}.

Démonstration. Leshypotheses sur la densité de probabilité permettent d’appliquer le Lemme
2.3 de caractérisation des solutions cinétiques. Alors, a chaque temps, la solution f se décom-
pose selon 'hypothese de fermeture. De plus, les hypotheéses de ce théoréme permettent d’ap-
pliquer le Théoréme 2.6 et de montrer 'unicité des solutions p?xe etp ;” @it Et puisque la densité
de probabilité, qui se décompose selon 'hypothese de fermeture, se définit de maniere unique
selon ses moments, eux méme uniques, 'unicité de la solution cinétique, écrite selon la dé-
composition, est prouvée. O
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous avons construit dans ce chapitre un modéle permettant de décrire la dynamique
dans une grille de calcul. Nous avons montré que le modéle fluide obtenu était cohérent en
étudiant son caracteére bien posé.

Afin d’éprouver un peu plus notre modele, il serait intéressant d’explorer une limite
asymptotique qui décrit le cas d'une grille de calcul qui s’optimise instantanément. Il s’agirait
alors d’adopter I'asymptotique suivante :

ezzrpr <<eet T =o0().

Nous considérions jusqu’a présent une grille de calcul avec un grand nombre de taches s’ef-
fectuant en parallele. Cette nouvelle asymptotique équivaut a considérer en plus que le temps
d’observation est trés supérieur au temps mis par l'intergiciel pour tester 'entiéreté du réseau.
Il s’agit de considérer que les taches ont une charge importante et d’observer en temps long
I’évolution des charges du réseau ainsi que I'optimisation du temps de calcul et de la consom-
mation énergétique.

Néanmoins, nous avions remarqué lors de la démonstration du Théoreme 2.6, que le
temps d’existence de la solution est lié a .7. Pour I'étude de cette asymptotique, nous avons
donc existence d'une solution en temps trés court. Nous explorerons ce cas de figure dans le
chapitre 4 lors des simulations numériques.
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CHAPITRE 3

MODELISATION FLUIDE DES RESEAUX
AFDX
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Ce chapitre est consacré a la modélisation de la dynamique des réseaux AFDX qui ont
été introduits dans le chapitre 1, en utilisant la méthode de modélisation fluide.

Nous nous intéressons en premier lieu a la description particulaire des trames dans un
réseau AFDX. Nous définissons la configuration du réseau AFDX et aux parametres des trames
transitant dans le réseau (Sect. I). Par la suite, nous souhaitons capturer la dynamique globale
des trames. Nous introduisons pour cela des densités de probabilité sur le réseau. Afin d’ob-
tenir I’équation cinétique adimensionnée, nous décrivons le comportement des grandeurs ca-
ractéristiques du réseau pour une certaine asymptotique puis appliquons un passage a la li-
mite formel (Sect. II). Puis, nous définissons le systéme fluide : nous introduisons les quantités
macroscopiques en calculant les moments de la densité de probabilité et obtenons les équa-
tions de conservation commandant leur dynamique (Sect. III). Nous étudions ensuite le ca-
ractere bien posé du systeme fluide non linéaire obtenu (Sect. IV). Pour finir, nous explorons
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I. DESCRIPTION PARTICULAIRE D’UN RESEAU AFDX

de possibles extensions de notre modele, notamment des niveaux de priorités différents entre
les trames, un moment d’ordre deux sur I'age des trames et envisageons d’élargir la gamme de
comportements pris en compte par notre modeéle via une autre limite asymptotique (Sect. V).

DESCRIPTION PARTICULAIRE D’UN RESEAU AFDX

I.1 Modélisation du réseau AFDX
I.1.1 Description du réseau AFDX

Le réseau AFDX que nous allons étudier est composé d’'un nombre fini M de commuta-
teurs, que nous notons S, k € {1,.., M}. Nous avons déja présenté les commutateurs d'un ré-
seau AFDX (Chap. 1-Sect. I11.2.2). Rappelons ici les points importants. Les commutateurs sont
traversés par des virtual links dans lesquels transitent des trames. Ils ont la fonction simple
d’orienter les trames vers leur destination. Pour cela, chaque commutateur consulte I’en-téte
de la trame, qui comprend entre autres les adresses MAC des end-systems source et destination
ainsi que le numéro du virtual link dans lequel la trame évolue. Le commutateur possede une
table de commutation statique qui lui permet de savoir ol vers ot orienter la trame, en sachant
d’ot elle vient et ou elle va. La tache des commutateurs dans un réseau AFDX consiste aussi a
isoler les virtual links les uns des autres. Pour cela, il affecte a chaque virtual link une bande
passante maximale et vérifie que cette contrainte est respectée.

Contrairement aux commutateurs d'un réseau AFDX qui possédent deux mémoires tam-
pons afin de traiter deux niveaux de priorités différents, nous supposons ici qu'un commuta-
teur Sy posséde une seule mémoire tampon.

Nous décrivons chaque commutateur Sy par les parametres suivants :

— sa bande passante maximale Dy = D € R} pour un virtual link VL, donné. Nous omet-
trons par la suite I'indice lié aux virtual links car tout 'intérét de leur existence est de pou-
voir les traiter indépendamment les uns des autres.

— sa charge Ci(?) € N, qui renseigne sur la quantité totale de trames présentes dans sa mé-
moire tampon au temps ¢,

— sa taille mémoire Ty € N*, c’est-a-dire la quantité maximale de trames que sa mémoire tam-
pon peut contenir,

— son temps de latence a '’émission L € RY, c’est-a-dire 'intervalle de temps entre I'émis-
sion de deux trames. Nous le considérons constant pour chaque commutateur pour simpli-
fier la modélisation mais normalement, ce temps représente le BAG (Bandwidth Allocation
Gap), auquel est soustrait le temps d’émission de la trame. Prendre un temps de latence L
constant équivaut donc a faire '’hypothese que toutes les trames ont la méme taille, comme
schématisé sur la figure 3.1. Ces choix sont cohérents avec le comportement d'un réseau
AFDX. En effet, afin d'imposer un BAG dans un réseau AFDX, dans le but de garantir une
bande passante minimale, il faut imposer une taille maximale pour les trames (Chap. 1-Sect.
I1.2.1).
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BAG BAG BAG
pt—r

ple——

v

FIGURE 3.1 — Cas d’'un temps de latence L constant.

Précisons également qu'en accord avec le fonctionnement des commutateurs d'un réseau
AFDX, la file d’attente dans les mémoires tampons est gérée par la méthode FIFO (First In-
First Out) et que le chemin suivi par chaque trame dans le réseau est considéré connu a priori,
puisque les tables de commutation sont statiques.

I.1.2 Notion de flot

Soit un nombre fini V' de virtual links, notés VL, avec v € {1,.., V}. Afin de prendre en
compte la notion de duplication de trames déja abordée (Chap. 1-Sect. 111.2.2), ot la donnée
est dupliquée lorsque les chemins de chacune de ses copies se séparent, nous introduisons la
notion de flot. Dans le cas d'une trame dupliquée, nous introduisons un flot correspondant a
chaque copie de cette trame. Il y a donc autant de flots que de destinataires différents de la
trame et la réunion des flots de toutes les copies constitue le virtual link. Nous considérons un
nombre fini F de flots, notés f avec f € {1,.., F}.

Pourtant, considérer plusieurs flots sur la portion de chemin commune a toutes les co-
pies d'une méme trame ne correspond pas a la réalité du réseau, qui évite la surcharge en
prenant en compte la duplication de trames. Afin de rester cohérent, nous introduisons des
poids pour chaque flot, notés wy. Sur les chemins que les flots n’ont pas en commun, ce poids
est fixé égal a 1. Par contre, lorsque plusieurs flots partagent le méme chemin, le poids total
de 1 est partagé également entre ces flots. Le poids d'un flot sur chaque partie d'un virtual
link dépend donc de combien d’autres flots la traversent. Nous notons le poids d'un flot f par
wg= {w}, j€f{l,..,]}}, ou J est le nombre total de commutateurs qu’il traverse. Notons que la
valeur de J varie selon les flots. Prenons tout de suite un exemple pour illustrer cette notion de
flot.

Exemple 3.1. Soit un réseau comprenant 3 end-systems : un émetteur E,, deux récepteurs R et
Ry, ainsi que deux commutateurs Sy et So. Une trame est envoyée par E, dans ce réseau, sché-
matisé par la figure 3.2, et nous souhaitons transmettre une copie de cette trame a chaque ré-
cepteur. Deux flots différents empruntent donc le méme chemin Ey — S et divergent ensuite :
S1 — S2 — Ry pour une copie (et son flot) et S; — R» pour l'autre (et son flot).

| By S14—Sy—Ry  flow 1
E1—>51-:—>R2 ﬂ0w2

|
L — — — =
chemin commun

méme VL

FIGURE 3.2 — Schématisation des flots en cas de duplication de trames.

Ne pas imposer de poids sur les deux flots reviendrait a considérer que la charge du réseau
sur Ey — S est égale a 2. Nous imposons donc w% = w% = 1/2 sur le commutateur commun S et

un poids wf =1 sur le commutateur S, pour le flot 1.
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Remarque 3.1. Lintroduction de ces poids permet de conserver la masse de données totale : si
nous considérons l'ensemble des commutateurs Sy d'un réseau, avec k = {1,..,K}, alors

Fl} K k V
wp= Z Z 1.
f=1 k=1 v=1 k=1
Skef SkeVLy

Ainsi, pour un virtual link donné, si nous additionnons l'ensemble des poids des flots traversant
chaque commutateur, nous obtenons toujours 1. Pour illustrer ce résultat, reprenons l'exemple
précédent.

Exemple 3.2. Pour le réseau illustré par la figure 3.2, nous avons

S Y whs(wlrud)(w)=2= Y 1.

/e

k€

%)
4~
[

Remarque 3.2. Puisque les chemins des trames sont connus a priori, il en découle que les poids
sont aussi connus a priori. Nous considérons qu'ils sont pris en compte dans la charge de chaque
mémoire tampon C;(t). Nous pourrons alors traiter chaque flot séparément au sein d'un méme
virtual link, leur interdépendance étant implicitement prise en compte dans le calcul de charge
du commutateur considéré.

Puisque les virtual links peuvent étre traités indépendamment les uns des autres, nous
allons nous concentrer sur la modélisation d'un seul virtual link : VL,. La modélisation de la
totalité du réseau, c’est-a-dire de 'ensemble des virtual links reviendra a appliquer la modéli-
sation qui nous allons construire sur VL, sur tous les VL, avec v € {1,.., V}. Nous notons F, le
nombre (fini) total de flots dans ce virtual link.

I.2 Description particulaire des trames

Nous considérons, sur le réseau AFDX un nombre N de trames, notées f;, avec i €

{1,.., N}. Puisque notre objectif est de mettre en place une méthode fluide, N est amené a étre
grand. Nous définissons chaque trame par les parameétres suivants :
— sataille s; € R}, c’est-a-dire la place mémoire qu’elle occupe,
— son age a;(t) € R*, correspondant au temps total passé dans le réseau,
— sa priorité p; € {m, w2}, qui détermine sila trame peut passer devant des trames de priorité

inférieure : les trames possédant une priorité p; = m; sont prioritaires,
— son virtual link d’appartenance VL; € {VL;,..,VLy}.

La taille, la priorité ainsi que le virtual link d’appartenance d'une trame sont invariants au

cours du temps :
d d d

i —p; = —
ar’ " ar’' T ar
etl’age d'une trame croit en méme temps que le temps :

VL;=0,

a;(n=1.

Nous avons déja évoqué la modélisation des performances d'un réseau par files d’at-
tentes fluides (Chap. 1-Sect. IV.2). Cette méthode de modélisation modélise des commutateurs
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fluides comme des réservoirs dans lesquels le fluide arrive et ressort. Ici, notre approche sera
différente. En effet, nous définissons la position d'une trame comme continue le long d'un flot
et souhaitons modéliser le transport des trames le long des commutateurs. Nous représentons
alors chaque commutateur comme un segment de longueur arbitraire 1. Nous faisons égale-
ment ’hypotheése que les temps de transferts entre chaque commutateur sont inclus dans les
temps de latence L. Alors, un flot comprenant / commutateurs est représenté par un segment
[0, J] dont les extrémités sont les end-systems émetteur (E) et le récepteur (R), comme schéma-
tisé sur la figure 3.3.

Contrairement a la modélisation des grilles de calcul, ol1 la position était discrete (sur un
cluster ou un autre) et notée P;(f) = C; (Chap. 2), nous notons ici la présence d’'une trame ;
dans le commutateur S;, du flot f par P; ¢(#) € [j — 1, j[. Cette notation explicite la dépendance
de la position vis-a-vis du flot dans lequel elle se définit.

S SJ’ Sy
E |—| .......... |—| .......... ||—| R
0 1 j—1 3 J—-1 J
1

FIGURE 3.3 — Segment [0,]] modélisant un flot de J commutateurs dans un
virtual link.

Remarque 3.3. Remarquons que les notations adoptées pour la position d’'une trame sont re-
latives au flot auquel elle appartient. Par abus de notation, les commutateurs sont dorénavant
considérés relativement a leur position dans le flot que nous étudions, ce qui differe donc des no-
tations prises a la partie I.1.1 qui considéraient chaque commutateur Sy, avec k € {1,..,K} fixé
dans tout le réseau.

Cette notation relative, qui porte sur les indices j, avec j € {1,.., ]} et ] le nombre total de
commutateurs traversés par chaque flot, se refletera aussi sur les parametres des commutateurs.
Ainsi, lorsque nous notons D ou Cj(t), cela signifie la bande passante et la charge du commu-
tateur correspondant aux positions dans [j — 1, j[ dans le flot f étudié.

Maintenant que nous avons défini la position d'une trame dans un flot donné, nous lui
associons une vitesse P;_ f(t) = v;(t, P; r(1)). Elle est égale au ratio de la distance restante a par-
courir par la trame dans la mémoire tampon par le temps d’attente restant avant qu’elle soit
émise :

J—Pir(D)

g, et .
0:(t, P, (1)) Pip(elj-1]l 3.1)

vi(t, Py p(1) 1=

Remarque 3.4. Nous remarquons ici que cette définition s'écrit en réalité

J—Pir(0)

vi(t, Py p(0) = 0(t,P; (1)

1p, ;etj-1,jilp; jvef-

Néanmoins, la notation de la vitesse, qui fait apparaitre la dépendance vis-a-vis du flot f, nous
permet d'alléger les notations en considérant l'indicatrice 1 p, ,ne f comme sous-entendue. Nous
intégrons cette simplification des notations dans les définitions et calculs suivants.

Le temps d’attente d’'une trame 0;(#, P; ¢(f)) dans la mémoire tampon d’'un commuta-
teur est exactement le temps restant pour émettre chacune des trames qui sont devant elle
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dans la file d’attente, auquel s’ajoute le temps de latence entre chacun de ces envois. Afin de
modéliser ce temps d’attente, il nous faut prendre en compte le nombre des trames présentes
devant t; dans la mémoire tampon et donc considérer tous les flots du virtual link VL, qui tra-
versent ce commutateur. Le temps d’attente dans un commutateur donné est donc le méme
pour tous les flots qui le traverse. Cependant, de par la notion de position P; r@elj-1jl
avec j € {1,.,J} et J variable en fonction du flot étudié, 6;(z, P; (1)) est définie sur chaque flot.
Cette remarque vaut aussi pour la vitesse d'une trame.

Le temps d’attente d'une trame ¢; présente dans la mémoire tampon d'un commutateur
[j—1,jl et un flot f donné, avec f € {1,.., F,}, est égal a la somme des temps d’émission et
de latence de toutes les trames #; se trouvant devant elle, dans tous les flots qui traversent ce
commutateur. Les quantités sont pondérées par le poids de chacun de ces flots w}. Ainsi, le
temps d’attente s’écrit

N

Z (D] +Lj

Lp  erp po,ji | Lpspoelj-1,ji- 3.2)

B
0: (t,Pir(0):= ) w Z
= A

Remarque 3.5. Un commutateur qui se trouve en position [j — 1, j[ dans le flot f donné n'a pas
forcément la méme position dans les autres flots qui le traversent : nous rappelons que j € {1,.., J}
varie en fonction du flot traversé.

Remarque 3.6. Nous pouvons identifier dans cette définition le terme qui représente le nombre
de trames entre une position P donnée dans [j — 1, j[ et la fin de ce commutateur, c’est-a-dire j.
Nous le notons Cj(t, P). Il se définit par

N

B
Ci(t,P)= Y wp Y (Z ﬂpkf(t)ele[) Lpegj-1,jt-
=1 ' j=1

Dans le cas oii toutes les trames ont la méme taille s, le temps d’attente de la trame t; peut s'écrire
plus simplement en utilisant cette notation :

0; (¢, P s(1) = Zc (¢, Pi r (1)) (—+L])11p,fme[, Ljl- (3.3)
j=1

I.3 Evolution en temps des parameétres des trames :

Une telle définition du temps d’attente d’'une trame permet de déduire I’évolution de ce
temps le long de la trajectoire de la trame : avec une décroissance linéaire le long de chaque
commutateur et la présence d'un saut lors de 'entrée dans un commutateur :

d
104, Py p()] = -1 +07°7 () 86,1, 10 (3.4)
La valeur de ce saut a 'entrée du commutateur [j — 1, j[, notée B;ef (), est définie par

e;ef(t) == 0;(1, Py, (1)) Op, ;(0=(j-1)" - (3.5)

et correspond a la multiplication de la charge totale C;(f) dans le commutateur au moment ¢
de I'arrivée de la trame, par le temps d’envoi de chacune de ces trames.
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Remarque 3.7. Ainsi, le temps d’attente d’'une trame t; dans un commutateur est égal a H;ef €3]

lorsque P; r(t) = (j—1)* etégal a0 lorsque P; ¢ (t) = j~. En reprenant I'hypothese de trames ayant
toutes la méme taille s, nous obtenons :

. S
0;(r,j-D") = B;ef(t) =C;j(1) (D—j +Lj)

et
0; (l‘,j_) =0.

Remarque 3.8. Les définitions (3.4) et (3.5) impliquent I’ équivalence entre 6;(t, P; ¢ (1)) = 0 et
Pip()=j",Vjell, ., Jh

Del’équation différentielle (3.4) exprimantI’évolution du temps d’attente, nous pouvons
déduire le lemme suivant.

Lemme 3.1. L'évolution en temps de la vitesse v;(t) d’'une trame le long d'un commutateur est
nulle. Ainsi, la vitesse d'une trame est constante le long de chaque commutateur. Dans un flot, elle
est donc constante par morceaux avec des discontinuités aux jonctions entre les commutateurs.

Démonstration. Supposons Pi,f(t) e[j—1,jl,avec je{l,..,J}. Alors

d
[vit, Pi p(1))] =

d i( J—Pi (1) )
dt

dt\0;(t, P; (1)

_(_p' (no.(t P o) L 10.r P 1
—( P} (1) 038, Pi (1) + (] = Pi,g (1) — [05(2, Py, p(0)] T

Nous concluons la démonstration en utilisant les équations (3.1) et (3.4), prises a I'intérieur
d’'un commutateur, et obtenons :

d
a [vi(t, P r(1))] = 0.
O

Remarque 3.9. Si nous supposons que toutes les trames ont méme taille s et utilisons la défi-
nition du temps d’attente (3.3), nous pouvons en déduire l'évolution en temps de la quantité de
charge devant la trame t;, a l'intérieur d'un commutateur :

a [Ci(t, P; p(0))] = !
dr I - 7’
s
avect; = D + Lj qui représente le temps mis par le commutateur [ j — 1, j[ pour émetire chaque

trame. Le nombre de trames (pondéré, car la charge prend en compte les poids des flots) devant
t; dans le commutateur décroit donc a une vitesse égale au nombre de trames émises par le com-
mutateur par unité de temps.
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II. OBTENTION DE LEQUATION CINETIQUE

OBTENTION DE L'EQUATION CINETIQUE

II.1 Définition de la densité de probabilité

Afin de décrire le comportement des trames dans le réseau AFDX sans avoir a étudier
I'évolution des parametres de chaque trame individuellement, nous introduisons une densité
de probabilité normalisée des trames sur le réseau. Elle dépend du temps, de 'age a € R,
du temps d’attente 0 € R*, de la taille s € R* et du virtual link d’appartenance des trames. Et
compte a chaque temps ¢ le nombre de trames présentes dans le réseau ayant un age égal a a,
un temps d’attente égal a 0, une taille égal a s et un virtual link d’appartenance égal a V L. Nous
normalisons en divisant par le nombre total de trames dans le réseau.

1 N
g(t,a,0,s,VL) = N Z‘i Sa=a;(n) 60=0;(1,P; ;1) Os=s; OVLI=VL, -
i=

En restreignant cette densité de probabilité a un seul virtual link, nous définissons une densité
de probabilité pour chaque virtual link. Soit (g") yeq1,.., vy un ensemble de densités de probabi-
lité des trames sur les virtual links, définies telles que, Vv € {1,.., V},

gv(t) a’e)s) 5VL:VL,, = g(t) (1,0, S, VL) .

En d’autres termes, nous obtenons

1 N
g'(t,a,0,s) = N Y Sa=a;it0) 80=0,(1,P, (1)) Os=s; LevL,
i-1

ainsi qu'une densité de probabilité spécifique a chacun des flots de ce virtual link VL,. Nous
définissons alors une famille de densités de probabilité des trames spécifique a chacun des
flots de ce virtual link, notée (g/) feil,.F,) et définie telle que

N N
gf(trpyavg)s) = ? g(tr a,G, S, VL) 5P€f/f€VL = T gy(t» arey S) 5P€f/f€VLV'
f f

J
avec Ty = Z T; la capacité maximale que peut contenir 'ensemble des commutateurs du

j=1
-Lgter

flot f. Alors nous considérons

r Ly

g’ (t,Pa,b,s) = T Y Sazain 80=0,(t,P; (1)) Os=s; LpefifevL, -
i=1

Remarque 3.10. D'apres cette définition et la remarque 3.1, nous remarquons qu’il 'y a pas
d’échange directs de trames entre les flots : les flots ne partagent pas de trames. Le couplage entre
les flots intervient au niveau de la variable B;ef . Nous travaillons donc dorénavant seulement
avec les densités de probabilité des trames sur les flots.

Nous définissons une fonction test ¢ € 2([0, J1p x R; x Ry x RY). Alors

d
0,850, ) =gl (1), vop®) - g/ (1), 0.9y — (g7 (1), — 100, P(1)] 09 §).
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II.2 Limite asymptotique

Nous souhaitons maintenant utiliser la description particulaire de chaque trame pour
définir 'équation cinétique adimensionnée vérifiée par g/. Nous introduisons dans ce but un
petit parametre € > 0 et posons le changement de variable ¢ = 7 ¢/, avec ¢’ le temps adimen-
sionné, c’est-a-dire le temps d’observation du réseau et 7 la grandeur caractéristique en temps.
Afin d’adimensionner I'équation vérifiée par g/, la premiere étape est de décider comment se
comportent les grandeurs caractéristiques du réseau pendant ce temps d’observation.

— Tout d’abord, nous posons que le temps d’observation ¢’ du réseau est du méme ordre que
le temps de vidage des commutateurs. Nous imposons alors le changement de variable

e;efm = fe;ef'(t’), Viell, ./},

avec B;ef / (th= 0} (¢, P(t)) 6 p(r)=j-1 le temps d’attente adimensionné.

— Cependant, nous ne souhaitons pas qu'une mémoire tampon ait le temps de se vider en-
tierement pendant ce temps d’observation. Ce comportement traduirait une évolution des
files d’attente a l'intérieur de chaque commutateur trop rapide pour pouvoir I'observer et
équivaudrait a I'’émission instantanée des trames d’'un commutateur. Pour cela, nous po-
sons

t=01),Vjefl,.,Ji.

— En revanche, nous voulons pouvoir observer le déplacement des trames dans un commu-
tateur, c’est-a-dire voir la file d’attente avancer. Nous effectuons le changement de variable

/

s.
Tj:fT], avecrj:#+Lj,Vi€{l,..,Cj(t)},

J

et posons donc le temps caractéristique d’émission d'une trame négligeable devant le
temps caractéristique d’observation du réseau :

t=e<<i=001),Vjefl,.,J}.
— Si nous adimensionnons la charge des mémoires tampons C;(f) = C b C}(t), Vjell,.,J},
alors nous obtenons la relation
!/
, G 7

1 1
- = =—==—=0\|-|,Vt,Vjell,., Ji.
J C}(t) T 1 (8) jetl. g}

ref’

] (t'), nous en déduisons que

Et puisque nous avons H;ef (1)=0
e;ef’(t’) =Cl T, Ve, T

— Nous imposons ici que la capacité maximale d’'une mémoire tampon T; devienne égale-
ment grande lorsque la charge adimensionnée des mémoires tampons devient grande. Pour
cela, nous fixons le taux de remplissage d'une mémoire tampon, afin qu'’il reste inchangé a

J
I'asymptotique. Ce taux est noté aje R*, Vje{l,.,J}. Ainsi, en notant Tf = Z T;

j=1
U-Ljlef

Cj(n)
Ty

=aj,Vt,Vjell, ., ]},

59
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ce qui implique que
Cj=Ty et Ci(1) = a;.

!

— Enadoptantlanotation t i

i
= D_l’ +L’]. , Vie{l,.., Cj(1)}, nous déduisons 'adimensionnement

des débits et temps de latence

1
_ I e 1
Dj—Tij, etLJ—T Lj'
f
Cet adimensionnement effectué, nous pouvons faire la remarque suivante.
J
Remarque 3.11. Puisque, a t fixé, N = Z C;(t) et que le nombre de commutateurs ] est fini,

j=1

nous pouvons en déduire que
1 1 )
N:@(—) et Tj =@’(—),V]€{1,..,]}.
€ €
Ainsi, lorsque nous passerons par la suite a la limite ¢ — 0, nous effectuerons aussi la limite
N — +o0.
L'adimensionement des variables v, a et 8 s’écrit donc
v(t, P(0) = 0V'(¢', P("), a(t) = ad'(t') et (1, P(1) =66'(¢', P(1)

avec V', a’ et 0’ les variables adimensionnées et avec les grandeurs caractéristiques prises telles
que

v=a=0=t.
1
Afin de faire apparaitre la dépendance de g vis-a-vis de ¢ (car g dépend de N =@ (—)), nous
€

notons gf = ggf . Nous pouvons maintenant écrire I'évolution de la densité de probabilité adi-
mensionnée, en tenant compte de cette notation.

d
@rgl (), ¢y =gl (e, V£, P)opdy—(gl (t), 0w py—(gl (1), - [0/, PUD] 0g ). (3.6

Lemme 3.2. Passage a la limite formelle e — 0 (et N — +00).
Supposons que gEf —; § ausens faible —x. Alors, la densité de probabilité a la forme particuliere
E—

gt',Ra,0',s)=g(t',Pad,s)8y_g p»

avec
_ F, . 1 ]
0, P)=Y w.) |= (f f sg(t',x,a,0',s)da do' ds dX)ﬂpg[j_lyj[
=1 ! i=1 D' P Ja'\o,s
f=r =l 3.7)
j
+L (f f g(t’,x,a’,@’,s)da'd@'dsdx)1p€[j_1,j[] ,
P Ja,o,s
et

V(P — I
e—0 (1, P)

De plus, § vérifie I'équation cinétique suivante, dans 2' (R}, x [0, J1p x R)} xRY),

Lpe(j-1,ji=0(t',P).

0pg(t',Ra,s)+0p(3(¢,P)§(f',Rd,s)) +0x§(t,Pd,s) = 0. (3.8)
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Remarque 3.12. Nous avons6(t, P(t)) =0'(t', P(t')). Nous utilisons la définition particulaire du
temps d'attente donnée par (3.2). Alors

0; (', Py p(t)) = Lp, janetj-1,jt-

N
Sk /
Z (D/ +L )ﬂpkf(r' YelPi (2,

Quand € — 0, alors N — oo, et puisque gf est la densité de probabilité des trames appartenant

au flot f, nous avons, Vi,

1 X i f
— Y Ap, (e, 1), —»f f (¢, Pa,0',s)da’ do' dsdP.
Ty iz Do ORI o Jp oy Jarer 8

D'out

F, .
0; (¢, Pip(th) = > wp), Lp, imetj-v,ji-
JEE=

f [ ( +L’)g£(t Pd,0',s)da' do'dsdP
P Ja0's

Si nous définissons

Fu j J
ot Plf(t))— Z

Lp, snetj-1,j0>

f f (—+L')g(t’,Ra’,H’,s)da'dB’dsdP
Py Jaor,s

nous pouvons alors écrire que 0 (', P; ¢ (1)) - 6(t, P;, £ (1)) au sens faible-*. Ainsi,
E—

N
&l @), ¢ = Z PPy, (1, @; (1, 0;(8, P p (1), 80) Ly sinepigev,
i:I
— (&, = @)y py=gir,py P

A partir de maintenant, nous omettons les 'primes’ sur les variables adimensionnées
pour alléger les notations, mais gardons tout de méme l'indice f sur la position afin de ne pas
oublier cette dépendance de la position, qui est toujours définie sur un flot donné. Nous notons
donc la position Py.

111 MODELE FLUIDE

I11.1 Définition des moments

Les moments de la densité de probabilité sont définis pour chaque flot f avec f €
{1,.., F,}. La densité de trames n/, la taille moyenne des trames (ou densité de quantité de
trames) p/ et I'age moyen des trames (n@)/ sont définis grace aux définitions suivantes :

n/(t,Py)=| gt Psas)dads, 3.9)
a,s
pf(t,Pf)Zf s&(t,Ps,a,s)dads, (3.10)
a,s
(na)f(r,Pf)zf ag(t,Pr,a,s)dads,. (3.11)
a,s
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Remarque 3.13. S’il n’y a pas de variation sur la taille des trames, ce qui est tres courant pour
des réseau AFDX, alors pf (t,P) = n/(t, P) s. Ici, nous gardons possible la variation sur la taille
des trames, et donc pf (t,P) = nf(t,P) s/, avec s' la taille moyenne des trames dans le flot f .

Le temps d’attente moyen des trames dans une mémoire tampon peut alors étre réécrit
en injectant ces définitions des moments dans (3.7). Il vient

_ F, . J ] 1
0(t,Pp)=3 wiy (f —pf(t,x)+L]-nf(t,x)dx) 11pf€[]-_1,j[] (3.12)
=1 7 im e D

ainsi que la vitesse moyenne des trames dans un commutateur et la position associées :

) j— Py L
v(t,Pr)=——1 i_1.ir1, avec P¢(1f) =f v(w,Pr(w)) dw. (3.13)
f H(t,Pf) Prelj-1,jl f 0 f

Avant d’exprimer les équations d’évolution correspondant aux dynamiques de n/, p/
et (na)’, nous étudions le comportement de la vitesse a la sortie d’'un commutateur [j — 1, j|

donné. En effet, lorsque P = la vitesse est définie comme le ratio de deux fonctions tendant
vers zéro.

Lemme 3.3. Supposons que n' et p/ € L (RY,Wheo([j -1, /1)), Vjefl,., Jh
Alors,

Ey il f- . f- .
wa — ! 0@, j)+Lj(n! 0)(¢,j7)| =1 (3.14)
- Dj
f=1 J
Démonstration. Soit 1> 0. Nous étudions v(t, j —n) avecn — 0*.
o n n
v(t,j—m=—=—] = , .
G(t;]_n) Ly ] J 1 f f
wf —p/ (6, x)+L;n’ (t,x)|dx
- i-n\D;
f=1 j-n\Lj

D’apres I'hypothese de régularité sur n/ et p/, le temps d’attente moyen et donc la vitesse
moyenne sont assez réguliéres au voisinage de la position P = j pour étudier leur comporte-
ment au voisinage de Py = j~. Pour cela, nous définissons 1 > 0 et étudions v(¢, j —n) avec
n— 0%*. Ce qui donne

1
v(t, j— - .
v n)n—>0+ T fer im
]g’lwf D_]p (t,] )+L]n (t,] )

O

Remarque 3.14. Si nous nous intéressons au flux sortant d'un commutateur, le flux de trames
sortant est égal au débit maximal D de ce commutateur, auquel est retirée la partie correspon-
dant aux trames qui ne sont pas sorties pendant le temps de latence.

En multipliant (3.14) par D ;, nous obtenons une relation entre le flux de trames d'un vir-
tual link sortant d'un commutateur et son débit “physique” D :

F, . F, .
wi (! 9)(t,j7)=Dj~ Y w;D;L; (0 0)(t,j7).
f=1 f=1
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Le comportement des commutateurs dans notre modele est donc cohérent avec un commutateur
dont la vitesse d'émission est maximale tant que le commutateur n'est pas vide. En conséquence,
la vitesse définie par (3.13) est bornée lorsque Py — j quand nf >o.

III.2 Systéme fluide

Afin d’obtenir les équation fluides vérifiées par n/, p/ et (na)’, il suffit de tester suc-
cessivement (3.8) contre ¢ = {1, 5, a}. En intégrant ces trois équations sur s, a et 8, nous abou-
tissons aux équations fluides recherchées sur les variables macroscopiques n/, p/ et a/. Le
systeme fluide décrivant la dynamique des trames dans un commutateur est donc décrit, dans
2'([R* x [0, ]]), par le systeme

o, +0p,(nf5)=0
.07 +0p,(p ) =0

0t(nd)f+apf (ﬁ(nc’z)f) =nl,
3 (3.15)

0(t,Ps) = Z fZ( — o0+ Lyn! (t,%) dx| 1pefj-1,j1,
f=1 p; Dj
bt Py =20 g -

Ce systeme d’équations est non linéaire. En effet, les quantités n/, p/ et # sont couplées
via le temps d’attente dans un commutateur : la vitesse moyenne 7 dans un commutateur dé-
pend de la charge de ce commutateur, c’est-a-dire des quantités n/ et p/ de tous les flots le
traversant, qui se propagent elles mémes a la vitesse 7.

Nous posons n/, pf, (na)’, 0 et v e L>® (R*,Whee([j -1, j[)), Vj €{1,.., J}. Les conditions
initiales qui leur sont associées sont notées :

n (0,9 =no, p’ 0,-) = po, 9(0,)) = By, 6(0,) =y, @’ (0,-) = do. (3.16)
Les conditions au bord (du commutateur [j — 1, j[, avec j € {1,.., J}) sont notées

G G-DT =0, ol (G- =p™", 0, -1 = ', 0¢, (j-DT) =6, al (¢, (j-1DT) = a™"
3.17)

De plus, nous introduisons 7 et p'"* des constantes positives. Et posons

F, i J i
gmll’l(Pf — Z Z (] Pf) _pmln ]nmln HPfE[j—l.j[

Cherchons maintenant les équations de conservation vérifiées par 6(t, P r) et v(t, Py).

Lemme 3.4. Soient n/, p/ € 1 (R*,W>® ([j -1, j[)), Vj € {1,.., J}. Alors, tant que > 0, les
équations de conservation relatives au temps d'attente moyen 0 et a la vitesse moyenne i(t, P)
des trames dans un commutateur [j—1, j|, j € {1,.., J} sont données au sens des distributions par
les équations

0;0+00p.0=-1 et 0;0+00p, 7=0.
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Démonstration.
0(t,Pr(1)]=— w' (_/ f(t,x)dx+L'f nf(t,x)dx)]l .
[ ! | dt =1 szzl Dj P/(t)p J Pr(1) Prelj-1jl
> jz[l(fj 0ip! (1,0d (f‘)(p))
= D, t,x)dx— (p! D)(z,
= T E D U P P !

J
+L; (f a.nt (¢, x)dx - (nfﬁ)(t,Pf)) ﬂpfe[j_l,j[]
Py(t)
En utilisant les équations fluides vérifiées par n! et pf ,

d - L 1
T [0(1, Pr(1)] =fz_:l w]]c (—D—j(Pfﬁ)(t,]')—Lj(nfﬁ)(f,j))ﬂpfe[j—l,j[
Puis nous nous servons de (3.14),

a .-
— [6(t, Pp(1)] = -

dt
Quant a trouver I'équation vérifiée par la vitesse moyenne 7, les relations suivantes
_ 0 -1 0
6170:——_6[1_/ et Opf9=——_——_6pf17,
17 v

nous permettent d’obtenir, puisque 6 > 0,

(-1-00p,0)=—-00p, .

Lemme 3.5. Equivalence entre les systéemes fluides (3.15) et (3.18)

Soient nf, pf, v, 0 et al € L™ (R, Wh°([j—1,j[)), Vj € {1,..,J}. De plus, supposons que
nf(t,Pf) > p™n et pf(t,Pf) > p™min, V(t,Py) € R* x [j =1, j1. Alors le systeme (3.15) est équi-
valent au systeme suivant
o;n! +0p,(n/ 9)=0
007 +0p,(p ) =0
} 0.af +vop al =1, (3.18)

0:0+00p,0=-1,

0:0+ D@pf =0,
avec les conditions initiales données, VPrelj—1,jl, par

J
Do(Pyr) =
o 6o (Py)

Fy
et Oo(Pp)=) w Z([ —po(x)+L]n0(x)dx)]lpf€[] L (3.19)
f=1 "j=t

avec ny, pg € Wh([j —1, j). Et les conditions limites données, V't = 0, par

. iy P(1)
7 = éij(t) er 01" (r) = [[ ( 1//(s)+L])((s)) ds+f_ (DL] po(y)+Lj no(y)) dy] .
(3.20)
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Ol les fonctions y, w € WY (RY) représentent les flux sortants du commutateur précédent [ j —
2,j—11, avec j € {2,.., ]}, et sont définies par :

=/ 06G-07), v=0 HeG-17), (3.21)
et ot P (t) est défini par P (t) + t 1o (P (1)) = j.

Remarque 3.15. Les flux sortants du commutateur [j—2, j—1[, avec j € {2,.., ]}, sont exactement
les flux entrants dans le commutateur [j — 1, j[, avec j € {1,.., J}. Ainsi,

in~in in~in

x=n""v'", w=p"p'".

Démonstration. Nous allons montrer I’équivalence en deux étapes.

— Montrons que si nous avons le systéme (3.15), alors nous avons aussi le systéme (3.18), muni
des conditions limites (3.20).
Puisque n/ et p/ sont supposées suffisamment régulieres et que les conditions n/ (¢, P )=
n™Min et pf(t, Py) = pmi" nous assurent que é(t,Pf) > 9mi”(Pf) >0,V(t,Py) € R*x[j-1,/l,
le lemme 3.4 peut étre appliqué pour obtenir les équations de transport vérifiées par v et
6. Alors, ¥ vérifie I’équation de Burgers et est constant le long de ses caractéristiques. Alors,
p/ et n/ se transportent le long de ces caractéristiques et vérifient donc des équations de
transport de coefficient #. Pour obtenir 'équation sur @/, nous remarquons que

{ atnf+6pf(nfz7):O

{ atnf+6pf(nfl7):0
0:(na)’ +op, (0 (na))=n

0.a’ +vop,al =1

Pour retrouver les conditions limites, les définitions de la vitesse et du temps d’attente
moyens données dans le systeme (3.15) nous permettent d’écrire

! . F,oooejoq
O pIT avec 0= w} . 1(3 o’ (t, %) +L; nl (t,x)| dx.
f=1 j-1\Lj

Or, les quantités p/ (¢, x) et n/ (¢, x), présentes dans la mémoire tampon [j — 1, j[ au temps
t peuvent étre ramenées a leurs conditions initiales ou aux flux entrants dans le commuta-
teur.

En effet, si ces quantités étaient présentes dans la mémoire tampon au temps initial (c’est-
a-diresi j—1+t7y(j—1) < x < j), alors comme p/ (¢, x) et n/ (¢, x) vérifient des équations de
transport de coefficient 7, nous pouvons écrire

4 L s / 7o
f o (—p (t,x)+Ljn (t,x)) dx:[ (—pg(y)+Ljn0(y) dy,
j-1+t,(j-n \ Dj j-1 \Dj

avec 22(t) défini par 22 (1) + t vy (2P (1)) = j.

Au contraire, si ces quantités n’étaient pas présentes dans la mémoire tampon au temps
initial, c’est-a-dire si j —1 < x < j—1+ tig(j — 1), c’est qu’elles y sont rentrées pendant
lintervalle de temps ]0, t], en quantités que nous pouvons connaitre grace a la valeur des
flux qui sont entrés dans le commutateur. Ainsi, nous pouvons ramener ces quantités aux
temps s €]0, t] ol les caractéristiques, étant au point (¢, x), croisent la droite P = {j — 1},
c’est-a-dire lorsque x — (£ — 5)#(s,(j — 1)) = j — 1. Nous définissons alors I'application ¢ :
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_x=@-D
v(t,x)
pv(t,(j—1*) = x(¢), nous avons

— x=j—=1+ (-5 0(s,(j—17). Alors, puisque nv(t,(j— 1)) = w(1) et

J=1+too (-1 ( 1 HONE]
f (—pf(t,x) +L;j nf(t,x)) dx:f (—p(t,x) +L;j n(t,x)) dx
j-1 Dj & \Dj

tri1
:fo (D—j)((s)+Lj1,l/(s)) ds.

Nous trouvons la condition limite pour 6 :

- F, i I 2(1) 1
6" (1) = Z wh UO (Hu/(s)+ij(s)) ds+f_1 (Fpo(y)uj no(y)) dy] .
f=1 J J J

— Montrons que si nous avons le systéme (3.18), munies des conditions limites (3.20), alors
nous avons aussi le systeme (3.15).
Si ¥ vérifie I’équation de Burgers, alors il est constant le long de ses caractéristiques et
v(t, Pr) est égal soit a ses conditions initiales, soit a ses conditions limites. Nous avons vu
précédemment que ces deux conditions peuvent étre exprimées via les quantités pg et ng
ou les flux y et . En utilisant les équations de transport vérifiées par p/ et n/, nous rame-
nons les quantités p/ et n/ au temps ¢ et retrouvons les définitions de 7 et 8 du systeme
(3.15).

O

Remarque 3.16. Pour obtenir le systeme fluide dans l'ensemble d’un flot, il suffit de reprendre la
démonstration du lemme 3.4 en prenant en compte le terme de saut B;Qf (2) du temps d'attente
dans l'équation (3.4).

ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE FLUIDE

Dans cette section, nous allons maintenant étudier si le probleme fluide (3.15) est bien
posé. Pour cela, nous procédons en deux étapes. Tout d’abord nous montrons I'existence de so-
lutions uniques a ce systeme fluide a I'intérieur d'un commutateur (Sect. IV.1). Dans un second
temps, nous montrons cela sur tout le flot (Sect. IV.2).

IV.1 Analyse mathématique dans un commutateur

Notre objectif dans cette partie est de montrer I'existence d'une unique solution au sys-
téme (3.15) dans un commutateur [j — 1, j[, avec j € {1,.., J}. Avec le lemme d’équivalence 3.5,
nous avons montré ’équivalence entre les systemes (3.15) et (3.18), lorsque ce dernier est ac-
compagné de conditions initiales et limites adaptées. Plutot que de montrer |'existence du pre-
mier systeme fluide couplé, oi1 la vitesse moyenne s’exprime en fonction de n/ et de p/, le
lemme d’équivalence nous a permis d’obtenir une équation régissant la dynamique de o.

Afin de montrer le caractere bien posé de notre modele, nous allons étudier I'existence
de solutions pour ce second systéme. Nous allons utiliser la méthode des caractéristiques afin
d’étudier I'existence de solutions pour #. Une fois I’existence de © obtenue, nous en déduirons
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I'existence de solutions aux équations de conservations régissant la dynamique de n/ et de
p/. Montrer I'existence et 'unicité des quantités @ et 6 ne présentera pas de difficulté sup-
plémentaire. Ceci fait, nous utiliserons le résultat du lemme 3.5 pour conclure sur le caractere
bien posé du systéme fluide original (3.15).

Le lemme suivant montre I’existence d’'une unique solution a I'’équation sur 7(t, Py)
lorsque (t,P) € [j —1, j[x[0, T].

Lemme 3.6. Existence d’une solution v dans un commutateur
Soit l'équation
0,0+ l76pfl7=0, (3.22)

munies des conditions initiales et limites définies par les formules (3.19) et (3.20). Afin de garantir
la régularité de ces conditions, nous supposons que nf(o,Pf), pf(',Pf) e whee ([R*), que ny, po €
W ([j -1, j[), Vj € {1,..]} et que x, w € W' (R™). De plus, nous supposons que n' (¢, Py) =
n™min ot pf(t,Pf) > p’”i”, V(t,Py) € R* x [j — 1, ] et qu'il existe xmi" et 1,//’”"” des constantes
positives telles que y' (t) = y™" ety (1) = w™i", YVt e R*. Alors, 3T > 0 tel qu'il existe une unique
solution v(t, Py) € L ([0, T1,W>* ([j - 1, j[)), Vj €11,..J} a I'équation (3.22).

Démonstration. Les caractéristiques relatives a ¥ sont des droites définies par

ax
ar =v(t, X (1) avec t€ [0, T], (3.23)

avec les conditions initiales donnée par
X(0,0,Pg) = Pyavec Py € [j—1, jI,

et les conditions limites
X, 1,j-1)=j—-1avect €0, 1].

Lobjectif de cette preuve est de montrer que ces droites caractéristiques ne se croisent pas

al'intérieur du commutateur [j — 1, 1[ considéré. Pour cela, nous distinguons deux domaines

distincts dans I’ensemble A = {(t, P el0, TIx[j-1,j [} avec T le temps d’attente total dans ce
commutateur, défini par X(T,0, j — 1) = j. Ces domaines sont définis par :

— Al = {(t,Pf) €0, TIx[j—1,jl/Pr=X(t,0,]— 1)}. Ce domaine concerne les trames pré-
sentes dans la mémoire tampon au temps initial ¢ = 0.

— A2= {(t, Pf) €0, TIx[j— l,j[/Pf < X(t,0,j— 1)}. Dans ce domaine, nous connaissons les
flux entrants en j—1, pour les trames qui sont entrées dans le commutateur apres le temps
initial.

L'absence de croisement entre les caractéristiques de chacun de ces domaines nous per-

mettra de conclure sur I'existence de solutions a I’équation de Burgers. Pour cela, nous résou-
drons le probléme séparément selon les ensembles introduits précédemment.

— Démonstration dans Al :

Pour cela, nous posons deux droites caractéristiques qui ont un pied de caractéristique
(et appartenant donc a Al). Nous les notons X1 et X2. Elles sont définies par

ax1_ v(t, X1(1)) axz _ v(t, X2(1))
dt - ) ’ et dt - ) )
X1(0,0,P1)=P1, X2(0,0,P2) = P2.
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Nous posons j—1<P1<P2<j.

Nous raisonnons par I'absurde en supposant que ces caractéristiques se croisent au point
(1, P) € A1, comme représenté sur la figure 3.4.

t

j—1 P1 P2 J

FIGURE 3.4 — Hypothése dans le domaine Al : les caractéristiques X1 et X2
se coupent au point (%, 15).

D’apres les définitions de ces caractéristiques et puisque ¥ est constante le long de chacune
d’elles sur [0, 7],

X1(#,0,P1) = P1+ ig(P1) = P = P2+ iy(P2) t = X2(%,0, P2),
et

P2-P1
0o(P1) = 0p(P2)

~>
11

En utilisant la définition de la vitesse moyenne (3.13) et en remarquant que les temps

d’attente aux points P1 et P2 peuvent étre exprimés I'un par rapport a 'autre en posant

- _ F, J P2

00(P2) =0y(Pl)—a avec a = Z w} Z ( Di po(x) + Ljno(x) dx|1py,p2efj-1,j[, nous ob-
f=1 =R B

tenons la relation

pP2-P1 a(j—-Pl1)

0o(P2)  Bo(P1)By(P2)

Uo(P1) = 09 (P2) =

-P1
Or, @ = 0 donc 7y(P1) — 7y(P2) < m En reportant cette inégalité dans I’expression de
0

f puis de P, nous montrons que
P =P2+0(P2) i = P2+ 0p(P2) 0y(P2) = j.

Nous arrivons a un résultat incohérent avec ’hypothése P < j et pouvons donc conclure
que les droites caractéristiques de ¥ ne se croisent pas dans le domaine Al. Nous pouvons
alors en déduire qu'il existe un unique 2(¢), Vt € [0, T].

Démonstration dans A2 :

La seconde étape de cette démonstration consiste a montrer que des chocs ne peuvent
avoir lieu entre les caractéristiques appartenant au domaine A2. Nous raisonnons encore
par I'absurde en supposant deux droites caractéristiques X1 et X2 qui se coupent au point
(%, P) € A2 et qui sont définies par
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axi_ o(t, X1(8) ax2 _ o(t, X2(1)
dr ’ et dr '
X1(ty,71,j-D=j-1, X2(T2,72,j-1) =

avec 7; €]0, t[, i € {1,2} le temps ot la caractéristique X; coupe la droite Py = {j — 1}, et avec
0 <1 <712 <T.Lafigure 3.5 schématise ces hypotheses.

T2

1

=1 J

FIGURE 3.5 — Hypothése dans le domaine A2 : les caractéristiques X1 et X2
se coupent au point (7, P).

En utilisant les définitions des caractéristiques et le fait que 7 est constant le long de ses
caractéristiques, nous obtenons

Xl(Z,Tl, -D=j-1+0(11,j -1 (- Tl)—P J=1+0(12,] —1)(i—rg) X2(t, T2, j—1).

Donc _ . _ . _ .
110, j-D-120(T2,j 1) _ (T1—712) 0(12,j—1)

i= =T
(T, j-1D)—0(12,j—1) O(1,j—1)-0(12,j - g

Nous utilisons les conditions limites de 6 (7 i»j—1),avecie{l,2}:

FU @) (1
O, j—1) = [f ( -x()+L; w(s)) ds+f ) (Hpo(y)+Lj no(y)) dy] .
Jj- J

avec 2 (t;) défini par 2 (1;) + 1, 1o(P (1)) = j.
Nous pouvons maintenant calculer 9(11, j—-1 - 9(12, j—D.

L)

P(11) 9(12)

AL Y]]
J= J=

Nous pouvons remarquer que les caractéristiques qui passent par les points 2(1;) et 2(15)
appartiennent au domaine Al. Elles ne se coupent donc pas, comme démontré dans la
premiere partie de cette démonstration. Et puisque 72 > 71, il vient 2 (7,) < & (71). Ainsi,

G(le - 1) _Q(TZ) - 1)

F,o.
0(r1, j-1)-0(12,j-1) =} wj
f=1

—f”(i—()+L-(ﬂd
i Dju/s ix(s)|ds

1

) (1
+f (—Po(y)+Lj ﬂo(y)) dy] .
P \Dj
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Nous remarquons alors que le second terme peut étre reformulé comme le flux quittant le
commutateur entre les temps 7 et 72 :

P(11) 1 5 1
& ety [t ety s
f@(m (Dj Po(y) ]no(J’)) y W \D; (' 9)(s, i) +Lj(n D)(s,j7)| ds

Nous reconnaissons dans le terme de droite la relation (3.14). Alors,
0(r1,j-1)-0(12,j- D) <T2-711,

et nous en concluons que

T1—T2

— = Oy, j-1)=11+0(1,j-1)=T.
0(t2,j—-1D—-0(11,j-1)

Z:T1+

Nous arrivons a un résultat incompatible avec I’hypothese 7 < T et concluons sur I'absence
de choc entre les droites caractéristiques de ¥ dans le domaine A2.

Nous avons montré I'existence d’une unique solution v € L ([0, T], W ([j -1, j)) a l'inté-
rieur d'un commutateur. O

Remarque 3.17. Remarquons que le temps caractéristique d’existence T d’'une solution est exac-

tement le temps total d'attente dans le commutateur ———— = éj (1) = 6™in s o,
o(t,j—1) ref

Nous en déduisons I'existence des solutions n/ et p/ a leurs équations de conservation
respectives.

Lemme 3.7. Existence de solutions n' et p/ dans un commutateur
Soient T le temps d'existence du lemme 3.6 et U(t, P¢) € L™ (10, T1,Wh°([j — 1, j1)). Nous consi-
dérons le systeme

o;nt +0p,(nf ) =0,
(3.24)

0,07 +0p,(p’ D) =0,

muni des conditions initiales ngy, pg € Wl'oo([j —1,jD, Vje{l,..J} et des conditions limites ni" et
p" € Wh ([0, T)). De plus, nous supposons que n/ (t, Py) = nmin etpf(t,Pf) > p™in, (L, Pp)e
R* x [j—1, jl. Alors, les solutions n/, p/ € L® (R, Whe° ([ — 1, j[)) au systeme (3.24) existent et
sont uniques.

Démonstration. Puisque que 7 existe et est assez réguliere, nous pouvons définir les caracté-
ristiques relatives a n/ et p/.

ax
— =0(t, X(¢)) pourte[0,T].
dt
Nous définissons le pied de la caractéristique
X(0,0,Py) = Pyavec Py € [j—1, 1.

Puisque # > 0, nous définissons la condition limite

X, 7, j-1)=j—-1lavect €0, 1].
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Si nous utilisons les conditions initiales, c’est-a-dire si Pr = X(t,0,Py) = X(¢,0, j — 1), nous ob-
tenons

t
n! (t,Py) = no(Po) eXp(— f apfv(s,X(s,o,Po))ds) :
0

t
,Of(t»Pf) = po(Po) eXp(—[O prﬁ(s,X(s,O,Po))dS).

Si nous utilisons les conditions limites, c’est-a-dire si Py =X(t,7,j—-1) = X(¢,0,j — 1), nous
obtenons

X t

nf(t,Pf) =n'"(1) exp (—‘[T 0p, (s, X(s,7,]— 1))ds) ,
) t

ol (t,Pp) = p"" (1) exp(—f 6pf17(s,X(s,T,j—1))ds).

11 existe donc une unique solution (n/, p/) au systéme (3.24) pour ¢ € [0, T] et Prelj—1,jl.De
plus, n/ et p/ e L® (R*,Wl’o" (lj—1,j0). O

Remarque 3.18. Remarquons ici qu'a la suite de ce théoreme, et grdce au fait que n' (t, Py) =
pmin etpf(t, Py) = o™ (L, Pp)e R* x [j —1, j1, nous pouvons tirer un principe du maximum
pourl/n’ et1/pf. Alors

— siPp=X(t,0,Pp) = X(1,0,j-1),
1 1
< -
nf(t,Py) ~ nmin
1 < 1 Uta U( X(OP))d)
< — X vis, £(s,0, S|
Pf(t,Pf) pmm p 0 Py 0

— siPp=X(t,1,j-1) < X(£,0,j - 1),

t
exp (f dp, (s, X (5,0, Pp)) ds) ,
0

1 1 t ) ‘
nf(t, Py) = pmin eXP(fT aP,«V(S»X(s,r,]—1))613),
1 1

t
< — ex op, (s, X(s,7,j—1))ds]|.

De plus, dans le cas ot v est plus régulier que supposé dans I'énoncé du théoreme, il est alors
possible d'alors obtenir une estimation plus fine pour1/n! et1/p/, en majorant la divergence de
la vitesse.

A partir de ces deux lemmes, nous pouvons conclure a I'existence, a I'intérieur de chaque
commutateur, de solutions nf, pf et ¥ au systeme fluide (3.18).

Théoréme 3.8. Existence de solutions n', pf et v a lintérieur d’'un commutateur
Soit le systeme fluide
o,nf +0p,(nf 0) =0,

a:07 +0p,(p7 ) =0,
{ 8.al +vopal =1,
0:0+00p,0=-1,

0,0+ D0p, 9=0,
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muni des conditions initiales ny, Dy, po € Wl'oo([j -1, jD) qui vérifient (3.19) et ay € Wl"’o([j -
1,jD, et des conditions initiales @', n'"*, p'" € Wh°(R") et 7' € W'°(R*) qui vérifie (3.20).
Supposons les flux entrants y, w € WY [R"Y) qui vérifient (3.21). De plus, nous supposons
nf(t,Pp) = n™", pf(t,Pp) = p™", ¥(t,Pp) € R* x [j — 1, j] et quiil existe y™" et y™" des
constantes positives telles que )(f(t) > )(mi” et ulf(t) = wmi”, YVt € R". Alors il existe une unique
solution n!, p!', 0,0, al" a ce systeme, pour toutPye[j—1,jl, avec je{l,., ]}, et tout t e R*.

Démonstration. En combinant les résultats des lemmes 3.6 et 3.7, nous pouvons dire qu'’il
existe une unique solution fluide, dans [0, T] x [j — 1,1[, avec T = éief(t) > ™" > 0, au
systeme (3.18), muni des conditions initiales (3.19) et des conditions limites (3.20). Afin de
démontrer I'existence d’une solution pour ¢ € R, nous prolongeons en temps le domaine
A={(t,Pf)€10,T] x [j -1, j[}. Nous introduisons le domaine B = {(t, Py) € [T,2T] x [j - 1, j[}.
11 est possible, pour ce domaine aussi, d’effectuer la méme décomposition en deux domaines
distincts de part et d’autre de la droite caractéristique Py =X(t,T,j—1). Et nous démontrons
de la méme maniere qu’il existe un unique 7 (et donc n/ et p/) dans B, et donc dans AU B.
Puisque T = ™" > 0, alors nous pouvons répéter ce processus indéfiniment. Pour conclure, il
existe une unique solution au systéme (3.18) lorsque Pr € [j — 1, j[ et pour tout ¢ € R". O

D’apres le lemme d’équivalence 3.5, nous pouvons en déduire 'existence d'une unique
solution au systéme fluide original (3.15).

IV.2 Analyse mathématique dans un flot

Lorsque Py € [0, ]], la vitesse U est continue par morceaux avec des discontinuités aux
points Py = {j} avec j € {1,.., J}. Ainsi, les caractéristiques ne peuvent étre définies sur I'en-
semble du flot au sens habituel. Le probleme des équations de transport a coefficient discon-
tinu a donné lieu a plusieurs publications de la part de Bouchut et James [34, 35], et d’auteurs
comme Poupaud et Rascle [36].

Une des seules conditions qui doit étre vérifiée pour pouvoir appliquer ces résultats est
que la vitesse soit lipschitzienne a droite, c’est-a-dire que apfﬁ < a(t) dans R} x [0, J], avec
a € L' (R?), ce que nous avons puisque nous avons supposé dans I'ensemble de ce chapitre que
o(t, Py) € WH([0, J1).

Le principe de ces articles repose sur la construction de caractéristiques généralisées,
définies aussi aux points de discontinuités. En approximant la vitesse discontinue par une vi-
tesse plus réguliere aux points de discontinuités, appelée représentant canonique, on obtient
I'existence d'une solution unique, au sens des distributions. Si la vitesse est discontinue par
morceaux, alors le représentant canonique peut étre trouvé explicitement. Notons que I'ap-
proximation de la vitesse en un point de discontinuité dépend des signes des vitesses de part
et d’autre de la discontinuité. Tous les cas sont traités dans les articles, notamment le cas d'un
choc et d’'une détente.

Nous formulons le théoreme qui montre I'existence d’'une solution au sens des distri-
butions lorsque la vitesse discontinue a été approximée par une autre vitesse, que nous no-
tons D(t, Py). Notre cas n'est pas des plus compliqué puisque les vitesses de part et d’autre des
discontinuités Pr = {j}, avec j € {1,..,J}, ont le méme signe. Il ne se produit donc ni de com-
pression des caractéristiques, ni de détente. Ainsi, pour construire une approximation de la
vitesse ¥ sur I'ensemble du flot, il nous suffit de mettre bout-a-bout les solutions construites
sur chaque commutateur.
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Donnons ici le résultat de Bouchut et James que nous allons appliquer.

Lemme 3.9. Existence d’'une solution a une équation de transport a vitesse continue par mor-
ceaux. Soit 1 € € ([0, T, ([0, ]]1) — 0 (M0 ([0, 1), € ([0, ]]))) solution de I'équation

Orp+0x(ap) =0,

avec la vitesse a € L*°(]0, T[x[0, J1) bornée mais possiblement discontinue. Alors nous pouvons
construire le représentant canonique da, donné par

X(t+et,x)—x
e—07 E )

Il existe alors une unique solution dans 2'(10, T[x [0, J1) au probléme
Oipu+0p(ap) =0.

Théoreme 3.10. Existence et unicité de solutions fluides dans un flot.
Soit le systeme fluide (3.18) muni des conditions initiales (3.16). Alors il existe une unique solu-
tion a ce systeme, au sens des distributions, lorsque la vitesse est approximée par 0, définie par :

J
b(t,Py) = 0(t,Py), siPpe | JIj - L jl. (3.25)
j=1

Démonstration. Nous avons montré dans le théoréme 3.8 que ¥ est suffisamment régulier pour
appliquer le résultat de Bouchut et James énoncé au lemme 3.9. La vitesse # est donc bien dé-
finie dans tout le flot lorsqu’elle est approximée par 0. Nous obtenons donc 'existence et 'uni-
cité de la vitesse moyenne des trames sur I’ensemble du flot. Nous pouvons alors en déduire
I'existence et I'unicité de n/, p/, a/ et § sur I'ensemble du flot. O

Afin de montrer I'existence d'une solution a 1'équation cinétique, nous procédons
comme au chapitre 2, en adaptant un théoreme de Jabin [33] afin d’établir une relation
d’équivalence entre I'existence d'une solution au probleme fluide et I'existence d'une solu-
tion cinétique, et cela a la condition que g vérifie une relation de fermeture.

Lemme 3.11. Equivalence cinétique / fluide sous condition de fermeture
Il est équivalent d’affirmer que n', pf = 5/ n! et al', munies de conditions initiales ny, po = 5 no
et ap, sont solutions du systeme fluide (3.15), et de dire toute fonction g vérifiant la relation

g0, Py, a,s) =no(Pf) ba=aypy) Os=5(P)>
et qui se décompose V't sous la forme

g(t,Pp,a,8)=n! (t,P§) a=a,p;) Os=s. (3.26)

est solution de I'équation cinétique (3.8), avec v dans cette équation défini par v = é](_ =) Lpegj-1,ji-
L

Démonstration. De la méme facon qu’au lemme 2.4 du chapitre 2, nous démontrons cette
équivalence en prouvant que les deux implications sont vraies.
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— Si g vérifie 'hypothese de fermeture (3.26) au temps ¢ = 0, il suffit de montrer que I'hy-
pothése de fermeture, une fois insérée dans le terme de gauche de I’équation cinétique,
permet de retrouver que celui-ci est nul. Pour cela, nous utilisons I'existence de nf, pf cal
et le fait que n/ vérifie I'équation fluide.

— Afin de prouver I'implication dans 'autre sens, nous écrivons g selon la relation de fer-
meture dans 1'équation cinétique et prenons une fonction test respectivement égale a
¢ =11, s, a}. Alors, en testant cette équation contre ¢, nous obtenons les équations fluides
vérifiées par n/, p/ et a’. O

Théoréme 3.12. Existence et unicité de solutions a U'équation cinétique.

Soit le systeme fluide couplé (3.15) vérifié par les quantités nf, p/ = 5/ n!, af, 8, avec v ap-
proximée par ¥ donnée par (3.25), sur l'ensemble du flot. Alors il existe une unique solution g a
léquation cinétique (3.8) qui se décompose selon la condition de fermeture (3.26).

Démonstration. Les hypotheéses sur les quantités fluides nous permettent d’appliquer le théo-
reme d’existence et d'unicité des solutions fluides. Le lemme 3.11 permet de conclure. O

EXTENSIONS DU MODELE / CONCLUSION

Nous avons construit, dans ce chapitre, un modele permettant de décrire la dynamique
d’un réseau AFDX. Nous avons montré que ce modele macroscopique était cohérent en étu-
diant son caractere bien posé. Nous présentons dans la partie suivante des pistes d’extension
de notre modele, avec 'introduction de niveaux de priorités. Nous évoquons aussi rapidement
une autre limite asymptotique envisageable.

V.1 Introduction de différents niveaux de priorité

Nous avons introduit en début de chapitre la priorité d’'une trame p; € {1, 7>}, o 7; est
la priorité la plus élevée des deux. Nous allons maintenant prendre en compte ce parametre.
Pour cela, il convient, au niveau particulaire, d'introduire un temps d’attente spécifique a cha-
cun des deux niveaux de priorité.

Sila trame t; est prioritaire, c’est-a-dire p; = 7, les seules trames qui sont émises par le
commutateur avant ¢; sont celles qui ont méme priorité et qui sont arrivées dans la mémoire
tampon avant elle. En revanche, si la trame ¢; n’est pas prioritaire (p; = ), elle doit attendre
avant d’étre émise que soient envoyées :

— les trames de priorité 7, qui sont arrivées avant elle dans la mémoire tampon,
— l'ensemble des trames de priorité ; se trouvant dans la mémoire tampon au temps ¢,

— les trames de priorité 7, qui arriveront dans le commutateur apres le temps ¢, mais avant
que t; ne soient émise par le commutateur.

Nous allons donc considérer des temps d’attentes particulaires différentes selon la priorité des
trames. Nous notons le temps d’attente 6;.” (t,P; p(1) sip; =m et 9?2 (£, P, £(1)) si p; = 2. Nous
définissons le temps d’attente d'une trame de priorité p; = m; par

F,
07 (6, Pip(1) =3 wi )

N
Sk
> (— + Lj) 8 pe=m Loy perpip,ji | Lppetj-1,ji-
f:] ]:]

=1 \Dj
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et celui d'une trame de priorité p; = n, par

F,
b/
07 (t,Pip(1) = Z f Z Z (— +L]) (6 pe=m, Ly j(0etj-1,j1 + O pe=m, Lpy s0e1p; p0,j1) | Lpspetj-1,j1-
f=1
La vitesse particulaire associée a ces temps d’attente est donnée par
Pj ¢ (1)
vi (£, P p(8)) = =nLp,j(nelj-1,jl,  Pourm={m,ms}.

0”(t Pifp() 7T

Ainsi, la vitesse des trames prioritaires est supérieure a celle des non-prioritaires. Il est
donc possible que des trames non-prioritaires se fassent dépasser dans la mémoire tampon, et
voient alors leur temps d’attente modifié.

Le comportement des trames non prioritaires sera donc dépendant ce celui des trames
prioritaires. Pour cela, nous définissons tout d’abord le modeéle pour les trames particulaires.
Il reprend en grande partie ce qui a déja été fait dans ce chapitre. L'évolution en temps du
temps d’attente particulaires des trames prioritaires est inchangée par rapport a celle obtenue
en début de chapitre :

d ref,m
T 107 (0 Py p (D] = =140 (1) Ggma g p, =0

avec la valeur de ce saut a 'entrée du commutateur [j — 1, j[, notée H;ef (7), est définie de la
méme maniere que précédemment

0777 (0) = 07 (4, Py p(8) 8p,j0=j-1,  pourm = {my, 7).
Nous pouvons alors définir une densité de probabilité des trames prioritaires, notée g”™!. Elle
est définie par
1 3
gr(t, P¢,a,0,s) = Ff Z Oa=a;t) 0= 071 (1,P; (1) Os=5; Op;=m ]leef/fGVL,,
i=1

J
avec Ty = Z T la capacité maximale que peut contenir I’ensemble des commutateurs du
j=1
U-Ljlef
flot f. Nous obtenons les équations cinétiques sur g™! de la méme maniere que précédem-
ment : nous considérons le choix de dimensionnement des grandeurs caractéristiques tempo-
relles inchangé (Sect. 11.2). En ce qui concerne le passage a la limite formel, nous obtenons, au

sens faible-*,
gglnl(typf,a;e»s) - gm(t,Pf» a,@, S) = gnl(t,Pf,Cl, S) 6g:én1(t,p)y

avec le temps d’attente moyen des trames prioritaire défini par

_ Fy i
6™ (t,Pf) = Z

ff (_+L)g”1(t,x,a,s)dadsdx Lpserj-1,jis
PrJa,s

Nous allons maintenant utiliser I'évolution du temps d’attente moyen des trames priori-
taires pour définir I’évolution du temps d’attente particulaire pour les trames non prioritaires

d d -
d—t[e?z(r, Pip(0)] = =1+ [67 (£, Py, (1)] +0]’.ef ") Sz 1,p, (1)=0-
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Nous pouvons maintenant définir la densité de probabilité g™ :
Ty

. 1
g”‘(t, Pf, a,0,s) = Tf Z 6u:u,~(t) 59:9{[2(1',})1']‘(0) 6s:si 6pi:n2 ]]-PfEf/fEVL,, .
i=1 ! '

Les deux densités de probabilités g™ et g”2 sont couplées par le terme de charge totale des
mémoires tampons C; (). En ce qui concerne le passage a la limite formel, nous obtenons, au
sens faible-*,

g“"(t,Py,a,0,s) — g"(t,Pr,a,0,s) = §"*(t, Py, a,s) 56:9”1(t,j—1)+é”2(t,Pf)’

avec le temps d’attente moyen des trames non prioritaires qui peut étre défini en fonction de
celui des trames prioritaires. Il est défini par

_ _ F,oooo T J
0™ (t,j-1)+0™(t,Py) = Z w]]c Z f 1[ (Di +Lj) g™ (t,x,a,s)dads dx
=1 7 j=1lJj-1das\Lj

j
+{f f (%-l—Lj) gnz(t,X,d,S)dddS dx} ]lpfe[j—l,j[] .
Pf a,s j

Alors, dans chaque commutateur, les équations cinétiques sont données au sens des distribu-
tions par

0:8"(t, Py, a,5)+0p, (071 (t,Pf) §"'(t, Py, a,5)) + 048" (¢, Pf,a,5) =0,
0:8"(t, Py, a,s) +0p, (07%(t, P) §"*(t, Py, a,5)) + 048" (1, Pf,a,5) = 0.
avec

j-P J— Py

] f -
PPy = T i et 57t Py) = = J
P gmig, ppy eV P g, j— 1)+ 6m (B j-1)

Lpe(j-1,il-
Nous définissons maintenant les moments de g" avec & = {71, m,} pour chaque flot.

n"(t,Py) :/ &"(t,Pr,a,0,s)dads,
a,s

p”(t,Pf):f sg"(t,Py,a,5)dads,

a,0,s

(nc_l)”(t,Pf):f ag"(t,Pr,a,s)dads.

a,0,s
Les temps d’attente et vitesses moyennes des trames dans une mémoire tampon peuvent
alors étre réécrites en utilisant ces définitions des moments. Nous notons

0 pp =Y w Y
f r&
]:

J (1
f (—p”(t,x)+Lj n”(t,x)) dx

]lpfe[j_lyj[, pour 7 € {7y, mo}.

f=1 P \Dj
Alors les vitesses associées aux trames prioritaires et non prioritaires sont données par
_ J—Ps _ J—Ps
0" (t,Pp) = Prelj-1,jl et D" (t, Py) = Lpsepj-1,ji-

—1 - —
0™ (¢, Py) 0™ (¢, j — 1) +072(t, Py)
La méthode des moments nous permet d’obtenir deux systémes de lois de conservation dans
2'(10,T]1 % [0,]]). En ce qui concerne les trames prioritaires, le systéme fluide obtenu est le
méme que (3.15), vérifié ici pour les moments n”™!, p™, a*, 6™ et ™. En ce qui concerne

les moments relatifs aux quantités non prioritaires, ils nécessiteront une analyse spécifique.
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V.2 D’autres limites asymptotiques possibles

Afin d’éprouver un peu plus notre modele, il serait intéressant de s’intéresser a d’autre
limites asymptotiques que celle donnée précédemment (Sect. I1.2), olt nous avions choisi le
temps d’observation du réseau du méme ordre que le temps de vidage d'un commutateur
9! (1), c’est a dire le temps moyen de transit pour une trame dans un commutateur.

Le temps de transit dans un commutateur comprend deux types de périodes : les temps
d’émission des trames et les temps de latence. Elles correspondent a deux temps caractéris-
tiques : la capacité maximale d’'un commutateur, multipliée par le temps d’émission d'un mes-

s
sage : TfD—, et la capacité maximale d'un commutateur, multipliée par le temps de latence de

celui-ci : T¢L;. Il serait intéressant de considérer des ordres de grandeurs différents pour ces

deux temps caractéristiques, c’est a dire les cas Tf% <<TyLjet ng >>TrLj.

Afin de pousser plus loin la description macrtj)scopique, nous p]ourrions considérer ces
deux temps caractéristiques (c’est-a-dire un temps de traversée des commutateurs) négli-
geables devant le temps d’observation du réseau : 9! (£) = o(1). A condition que le nombre
de commutateurs du réseau soit grand, le temps d’observation du réseau équivaudrait alors au
temps de traversée de 'ensemble du réseau. La notion de position le long de chaque flot s’ave-
rerait alors inadaptée, au profit d'une vision plus globale du réseau, le long de chaque virtual
link.
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Dans ce chapitre, nous simulons la dynamique d’'un réseau de grille de calcul, en uti-
lisant le modele développé dans le chapitre 2. Dans un premier temps, nous approximons le
systeme fluide par une méthode classique de volumes finis (Sect. I). Ensuite, nous illustrons
nos résultats numériques par I'étude de deux cas tests. En premier lieu, nous étudions un cas
test simple, pour lequel les solutions exactes sont faciles a trouver, afin d’étudier la conver-
gence du schéma. Nous nous intéressons aussi au comportement du réseau lorsque nous
faisons évoluer ses parametres, de maniére a modéliser un réseau avec un temps de décision
instantanée. Un cas test reflétant un comportement plus complexe est ensuite étudié (Sect. II).

Soit une grille de calcul comprenant des clusters, notés C; avec j € {1,..,C}, sur lesquels
sont définies les quantités fluides p?xe et p;"“” . Ces quantités décrivent le nombre de taches
dans le cluster C; qui sont en exécution et en attente. Nous avons montré que nous pouvons
modéliser la dynamique au sein d'une grille de calcul en utilisant la modélisation fluide et

avons établi le systeme fluide suivant pour chaque cluster C; :

3: P58, q) — v 0g pS° (1, q) = S5°(1, 9, (4.1a)

3:p " (t,4,0) — 0p p'*"" (1,4,0) =S¥ (1,4,0), (4.1b)
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avec les termes sources S?"e et S}”“” définis par

. 1 &
S = py 1 (1,q,0 =01 = — 3 p§(t,q) Dec(j k),
k=1

k#j
et
Swart(y 9)—iiﬂ °xe(t,q) Dec(k, j) &
j ,67, - y pt T] pk »q ’] 9:Tkj'
k#j

Nous avons montré qu'’il existait une unique solution a ce systeme. Nous pouvons donc le dis-
crétiser en utilisant des schémas de volumes finis, afin de simuler la dynamique sous jacente a
ces équations.

APPROXIMATION PAR VOLUMES FINIS

I.1 Discrétisation

Nous allons tout d’abord discrétiser les espaces des phases respectifs de ces deux équa-
tions. Pour cela, nous choisissons les domaines de définitions g € [0, Gmnax] €t 0 € [0,0,4x], OU
dmax €St choisi en supposant un temps d’exécution maximal et un débit maximal dans la grille,
et Omax est défini tel que 6,4 = Max; keq1,.,cy T jk-

Le domaine de définition de g est subdivisé en N, cellules de longueurs uniformes
égales a Aq = qmax/Ng. Les Ny + 1 points de discrétisation sont notés g;-1,2 = (i —1)Aq avec
i€fl,..,Nyg+1}L Alors 0= q1/2 < g3/2 < ... < gng-1/2 < qN,+1/2 = Gmax- Les cellules sont notées

Qi et sont telles que Q; = [gi-1/2, Gi+1/2], avec UfV:"l Qi =10, max]-

La variable 6 est discrétisée de maniere similaire : nous subdivisons [0, 8;,,,x] en Ny cel-
lules, notées ©,, = [0—-1/2,0m+1/2] avec O,,—1/2 = (m —1)AB, pour m € {1,.., Ng + 1}. Le pas du
maillage est donné par AQ = 0,45/ Np. Alors 0 =012 <032 < ... <On,-1/2 <ON,+1/2 = Omax-.

Nous posons T la borne maximale temporelle et introduisons une discrétisation de [0, T']
en N; intervalles. Les points de discrétisation sont notés t" = n x At, avec n € {0,.., N} et le pas
de temps défini par At = T/Nj.

I.2 Forme semi-discrétisée

Afin de mettre en place la méthode de volumes finis, I'inconnue p;xe aux points milieux
qgi = (ql’+1/2 + qi_l/g) /2 est approximée, sur chaque cluster Cj, avec j € {1,..,J}, par sa valeur
moyenne sur la cellule Q; = [g;-1/2, i+1/2].- Nous notons p?’;e (¢) Papproximation de la valeur

moyenne de p?xe(t, q) sur Q; au temps £ :

exe 1 qdiv1/2 exe
P (f)=A—q p; (g dq.

qi-1/2
wait
j
aux points (q;,0p), avec q; = (qi+1/2+ qi-1/2) 12 €t Oy = @m-1/2 + Om+1/2) /2, est approximée,

D’une maniére similaire, 'inconnue p aux points milieux des pavés Q; x ©,,, c’est-a-dire
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sur chaque cluster C;, par sa valeur moyenne sur sur le pavé Q; x ©,,. Nous notons p;"fﬁé(t)

I'approximation de la valeur moyenne de p ;" @it(¢ g,0) sur ce pavé au temps ¢ :

qi+1/2

m—1/2
wait ~ wmt
Pjim(® = AqAH - fm 5 (t,q,6) dq do.
Nous définissons maintenant les flux de taches qui entrent et sortent de chaque cellule
Q; et O, dans le cluster C;. Léquation (4.1a) est une équation de transport en dimension un :
dans le cluster Cj, la quantité pexe est transportée au cours du temps le long de I'axe {q, g €
[0, gmaxl} ala vitesse —v; < 0. Alnsi, le flux de taches qui passent par le point g;+1/2 au temps
t ne passe que dans un sens : c’est le flux qui sort de la cellule Q;+1 = [gi+1/2, Gi+3/2] et entre
dans la cellule Q; = [gi-1/2, gi+1/2] & cet instant. Nous choisissons pour cela de prendre un flux
décentré. A l'ordre un, nous approchons donc le flux

F7¥(t, giv112) = —vj p§™° (1, Giv112),

par le flux numérique
ex exe
F; z+1/2(t) —Vj P (D).

Nous définissons de facon similaire le flux des taches en attente dans le cluster C;. Léqua-
tion (4.1b) est une équation de conservation dans un espace des phases en deux dimensions.
Elle exprime le transport des taches le long de I'axe {0, 0 € [0,0,,4x]} a la vitesse —1, laissant la
charge g inchangée. Le flux de taches qui entre et sort de la cellule Q; x ®, se produit donc aux
interfaces des 8,,,+1/2. Ici aussi, nous prenons un flux décentré a I’ordre un et approchons donc
le flux

) 1 qi+1/2
FP i, qi0map = =5 |~ p{"(6,q,0me12) dg.
Aq qi-1/2
par
t
Fl (0 =—p (D).

Pour obtenir les équations semi-discrétisées vérifiées par pexe(t) et p;" l“;; (1), nous in-
tégrons (4.1a) sur la cellule Q; et (4.1b) sur Q; x ©,, et les d1V1sons respectivement par Aq et

Aq x AB. Nous obtenons

P+ 5 [gem,z(t) Fe 0] =55,

dt t
P+ 55 [Fat 0~ A (0] = Sy,
avec Sexe(t) et S;”l“;rf(t) les approximations des termes sources respectifs données par
Se.x.e(t) - L qiv1/2 (pwait(t q o= 0+) _ Se_xe(t q)) dq
It Aq qi-1/2 J /
wait ¢ 12 exe
~F i1 - Z P (&, 9) Lpecir,q,j,k=1 44,

k=1 qi-1/2
k#j
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et
wait qi+1/2
(£) =

Jphm Aq A@ qi-1/2

1/2 .
f Sy (t,q,0)dq do,
m 1/2

1 Gisriz ] i exe 1 4 m-1/2 5 40
= = (t, D) Lpec(t,q,k, j)=1 Qf 9=, 0.
AqAB qi-1/2 k=1 cctha o= Om-112 i

k#j

En supposant que Dec est constant sur ]q;_1/2, ¢i+1/2[, nous pouvons écrire

S50 = = F (1) - Z P57 (O Lpect,g;,j =1
k#]

et

C
t
S;U,ain Z exe(t) ]lDec(t qi,k,j)= 166 m=Tkj *
k#j

I.3 Discrétisation temporelle

Afin de traiter séparément le terme de transport et le terme source de chacune des équa-
tions du systeme, nous mettons en ceuvre un splitting de Lie [37]. Il s’agit d'une méthode
d’ordre 1 en temps qui consiste a traiter chaque itération en temps en deux étapes. Détaillons
ici ces étapes, qui seront appliquées dans chaque cluster Cj, avec j € {1,.., J}.

— Etape 1 : Résolution des équations de transport sans les termes sources, pendant un temps
At

P+ q[ffmmm Fiin0] =0,

at’
wait orwait wait _
dt jlm( 0+ AH [J]lm+1/2(t) g]tm 1/2(t)] =0,
Les solutions de ces équations sont notées pexe(t) et pY4L(p).

Jji,m

— Etape 2 : Les solutions trouvées a la premiére étape sont injectées dans 1'équation diffé-
rentielle ordinaire prenant en compte le terme source, qui est résolue sur un intervalle de
temps At :

P50 =S

ZiPmw =Sy,

avec les termes sources Sj?;e(t) et 5;"1.“%(@ définis par

_ 1
~ t 0
Siin= Pﬁul“i/zm_§zk Pii (0 Lpecttuqnjo=1
k#j

et

Swalt(t) 1 i Tk ~exe(t)]l 6
j,im y pt T] Dec(t, q“k] =100 m=Tkj *

k#j

Nous obtenons alors les solutions du systéme global au temps ¢+ Af.
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Nous notons

exe,n _ _exe .n wait,n _ _wait Ny ~exe,n _ ~exe N ~wait,n _ ~wait, .n
Pii =Py U0 Py =Pim )05 =05 (s P =P im0
Nous adoptons la méme notation pour les flux ainsi que pour les termes sources :
exen _ grexe n wait,n _ wait n exe,n _ qexe . n wait,n _ qwait .n
F i = Fjin12E) s Fiig = F ), 8 =S, ST =S im ()

Les dérivées en temps sont discrétisées par un schéma d’Euler du premier ordre. La dis-
crétisation finale du systeme d’équations de conservations s’écrit alors, pour tout j € {1,..,C},

— Etape 1:
1
~exe,n+l _ _exen L exen _ gexen | _
i Py A+ Ag [gj,iﬂ/z j,i—l/Z] =0,
~wait,n+1 _pwait,n ) (4.5)
Jim Jim wait,n wait,n _
AL 0 [gj,i,m+1/2 ~Fimo1z2| =0
— FEtape 2:
exe,n+1 ~exe,n+1
Pji ~Pji _ gexen _ _ ~wait,n+1(t) _ i i gexentl g )
At - i - pj,i,l/z 9 s pj,i Dec(tnﬂyqi,],k):l,
k#j
A pwait,n+1 _ ~wait,n+l c (4.6)
Jj,im j,im _ swait,n _ 1 E ~exe,n+1 1 -
At S TN E TR Dec(t™*,qi,k, )=1 ©Om=Tv; -
k#j

La condition CFL de stabilité en norme L*° qui émerge du systéme discrétisé (4.5)-(4.6) s’écrit

A
Arsmin{—q,Ae,y}. “.7)
maxje,.,J} Vj

SIMULATIONS NUMERIQUES

II.1 Premier cas test

Afin de tester notre modele, nous choisissons un cas test simple pour lequel nous pou-
vons calculer la solution exacte ainsi que les conditions de déplacement des taches. Nous étu-
dions un réseau composé de deux clusters, que nous notons C; et C, et nous intéressons a un
comportement particulier de cette grille : nous voulons observer des déplacements de C; vers
C,. Nous utilisons une fonctionnelle simple, qui dépend seulement du temps restant d’exécu-
tion. Nous posons
qi

K(thk) = texe(qi» C]) Ck)» avec texe(qi’cjy Ck) = I}_
k

TTjk

et choisissons les indices de performance v; = 1 et v, = 2 et un temps de transferts entre
les deux clusters égal a 712 = 0.2. Nous posons aussi 7 = 0.3, le temps mis pour tester la
totalité des taches. Ainsi, il y a un déplacement du cluster 1 vers le cluster 2 seulement si
‘7"7([) +0.2 < g;(1), c'est-a-dire si g;(t) > 0.4. Si g;(t) < 0.4, le temps de transfert est trop im-
portant par rapport au le temps d’exécution qui pourrait étre gagné. Avec ce choix de para-
metres, la condition Dec(1,2) = Lpec(r,q,1,2)=1 est équivalente a 1,55 avec g = 0.4 tandis que
Dec(2,1) = 1 pec(z,4,2,1)=1 = 0. Pour plus de simplicité, nous posons T} = T>.
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Les équations fluides qui régissent les inconnues sont donc données par

exe exe wait

1
01 py (1,q) —v10q 057 (1, 9) = py (9=0+)—§pfxe(t,q)]lq>5,,
0,0V (1,q,0) - dg p ' (£, 4,0) =0,

pixe(o’ ) — pgf)e’

wait wait
pr 0,,)=ps09

et
0; P51, q) — v2 04 P (1, q) = p¥' (O =07),
d:p3' """ (t,4,0) = 0 p3'*'" (1,q,0) = % P31, ) N g> =1, »
p3"(0,)=p3y
plLait(o,, ) = p%zix.
Les conditions initiales sont données par les fonctions réguliéres suivantes :
p%e(q) _ p%e(q) = \/21_][0 exp (—%) avec u=0,5 et 0=0.1.
et

P16 (9,0) = p3s"" (q,0) = 0.

Ces deux systémes fluides sont discrétisés en appliquant le splitting de Lie, donné dans le cas
général par le schéma numérique (4.5)-(4.6).

II.1.1 Résultats numériques

Nous posons g € [0,1] et, puisque 712 = 0.2, nous limitons le domaine de définition du
temps d’attente a 6 € [0,0.2]. Nous posons Ny = 100 et Ny = 50. Ainsi, Aqg = 10_2, AO=4-1073,
De plus, nous posons t € [0,0.75] et At =4-1073, qui respecte la condition CFL (4.7).

Pour ce cas test, nous ne représentons pas la densité de taches dans le cluster C;, puis-
qu’elle est nulle et le cas test a été construit afin qu’elle le reste. Les résultats sont affichés
sous la forme suivante : les densité de taches en exécution seront tracées en fonction de g. Les
densités de taches en attente sont représentées en fonction de leur charge g et de leur temps
d’attente 6. Nous compleéetons parfois I'information avec des graphes représentant I’évolution
de la densité en fonction de 0, avec un niveau de charge fixé.

Autemps f = At (figure 4.1), les courbes représentant p{*° et p5*° avancent : les taches se
sont exécutées pendant le temps At, donc leur charge diminue, a part pour ceux déplacés dans
C,. Nous pouvons observer qu’'une partie des tiches en exécution dans C; ont été déplacés vers

L . At . . ,
C, (dans une proportion égale a 7 p2), et ils apparaissant en attente dans C, -dans l'exacte
méme proportion- avec un temps d’attente égal a 71, = 0.2.
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15
4 . 4 A\
3 P 10
o j 1 o / X& 5 ]
o ~2 ! R o2 f 1 j
& / Y @ / § 0
f; Y Fi 1& 0 0.05 0.1 0.15 0.2
0 W s\\ 0 I/ ‘&‘ 15
0 05 1 0 05 1 = 10 1
q q g |
a5 /
15 0 .
0 0.05 01 015 0.2
-*§ 10 15
<5 10 ]
9 I ]
0oq 015 2 0 |
00 0.05 0 0.05 01 015 0.2
q 0 0
(@) pre, ps*e et pait, (b) pY“’ pour g = 0.405 (haut),

g =0.495 (milieu), g = 0.595 (bas).

FIGURE 4.1 — Quantités fluides au temps ¢ = At.

Par la suite, a chaque pas de temps, cette méme proportion de tiches continue a étre dé-
placée en attente vers Cy, pour les taches dont la charge est supérieure a g. Les tiches restantes
dans C) s’exécutent, leur charge diminue et la courbe est donc transportée vers la gauche. Pour
le cluster 2, la courbe de p5*° se transporte aussi vers la gauche mais sans amortissement et
deux fois plus rapidement. La courbe de p3’ it représente elle aussi une équation de trans-
port en 6 : les taches arrivant de C; avec une attente égale a 71, voient leur temps d’attente
diminuer- avec, a chaque pas de temps, I’addition en 8 = 71, de nouvelles taches déplacées. La
figure 4.2 illustre ce comportement au temps ¢ = 0.04.

4 4
N f!\ 10 J—
[J] i [0} f i 5
< P M P 3‘
a)o_r 2 *\ a)oc:l 2 ; L 0
/ Y 7 L o 005 01 015 0.2
. 7 L . AN 15
0 05 1 0 05 1 = 10 [roesnneny
q q EXY 5
0
s o 005 01 015 0.2
15
10 o
5 Teee
0
o 005 ) 015 0.2

0

exe exe

@ p77% Py

wait
2 .

etp (b) pY“’ pour g = 0.405 (haut),

g =0.495 (milieu), g = 0.595 (bas).

FIGURE 4.2 — Quantités fluides au temps ¢ = 0.04.

A partir du moment ou des taches dans C; vérifient g < g = 0.4, elles ne se déplacent
plus vers le cluster 2. Nous pouvons I'observer sur les figures 4.2 et 4.3 : nous percevons encore
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un amortissement pour les taches dont la charge est strictement supérieure a § = 0.4 mais
seulement un transport vers la gauche pour les autres.

4 4 15
i Wm“"“n
: )
5. 2 . 5
(@ . j
00 0.05 0.1 015 S,
00 0.5 1 00 > 1 :
q q 5 -
Q 5 | "
0 | ‘ |
0 0.05 0.1 0.15 02
g K
10 .
5 '...“.‘.
i - ”“““’“’“-
0 0.05 0.1 015 =
0
B (b) p¥“’ pour g = 0405 (haut),

g = 0.495 (milieu), g = 0.595 (bas).

FIGURE 4.3 — Quantités fluides au temps ¢ = 0.1160.

Apartir dutemps t = 712 +At = 0.2040, le temps d’attente des premiéres taches déplacées
au temps ¢ = At devient nul. A partir de cet instant, la courbe représentant p5*¢ traduit un
transport avec terme source positif. Nous voyons ces taches apparaitre -avec la méme charge
que celles qu’ils avaient lorsqu'ils ont quitté C; - sur le graphe de p5*¢, en petites quantités sur la
figure 4.4 mais bien mieux lorsque les quantités sont plus nombreuses a avoir fini leur attente,

comme au temps ¢ = 0.3450 (Fig. 4.5).

4 4
[ [
s -2 32
[ak [aX
% 0.5 1 % 05 1 -
q q g

0 005 01 015 0.2

0 .
q 0 0
et piait, (b) p¥4' pour g = 0.405 (haut),
g =0.495 (milieu), g = 0.595 (bas).

exe exe

@ p77" Py

FIGURE 4.4 — Quantités fluides au temps ¢ = 0.2160.

Par la suite, le cluster 1 continue a envoyer des taches vers C, lorsque g > g, jusqu’a
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ce que p‘fxe(t, q) = 0. Alors, a partir de cet instant, toutes les tiches présentes dans le cluster

1 finissent de s’exécuter dans ce cluster et le cluster 2 ne recoit plus de nouvelles taches. Le

graphe de p}’ it se transporte donc jusqu’a ce qu'il n’y ait plus aucune tache en attente. Ainsi,

le graphe de p5*° n'aura plus d’arrivées de la part de pJ’ @it et se transportera donc jusqu’a ce

aue la totalité des taches se soient exécutée.

4 4 15
10 ]
[ Q
(e (e
% 0.05 0.1 0.15 0.2
% 05 1 % 05 1 "
q q =10
;OC'\I 5%
0 L n
0 0.05 0.1 0.15 0.2
15
10
5
0..“‘
0 0.05 0.1 0.15 0.2
0
(@) p*e, psre et piait, (b) p¥4! pour g = 0.405 (haut),

g = 0.495 (milieu), g = 0.595 (bas).

FIGURE 4.5 — Quantités fluides au temps ¢ = 0.2960.

Remarquons que, s’il n’y avait pas de déplacements entre les clusters, le temps de vidage
duréseau aurait été égal a 1. Avec les déplacements, le cluster 2 est vide a partir du temps ¢ = 0.9,
et dans le cluster 1, il ne reste plus que la traine de la gaussienne, die a la diffusion.

II.1.2 Etude de convergence

Afin d’étudier la convergence du schéma numérique (4.5)-(4.6), nous calculons I'erreur
commise par notre schéma par rapport a la solution exacte du probléme continu, puis calcu-
lons ses normes. Nous étudions tout d’abord la solution exacte pour les quantités du cluster 1,
c’est-a-dire la solution du systéme (4.8).

Nous obtenons p¥%(t,q,60) = pﬂ?”(q,@ + 1) = 0. Léquation sur p{** peut alors étre ré-
solue simplement, et nous obtenons

exe

PLO(CI+U1t), sigsgetq+vt<qg,

exe

t . ~
Py, q) = eXP(_ﬁ) P10 (g+011), stq>4q,
1 67 —-q exe . ~ ~
exp|——|t——— || P1o (g+11l), sig=qgetg+vit>qg.
g 14} !
Puisque la quantité de taches qui est déplacée de C; vers C, est maintenant connue, nous ré-
solvons I'équation sur py’#'*. En utilisant la propriété 2.5 (Chap.2), nous obtenons

O+t—112

. 1
watt t, ’9 —
Py (t,q,0)=— 7

T

exp (— )) P10 (@+v10+1t=712)) | 1455 Loeir,—t,r000-
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p=1 p=2 p=00
Ng=100 | 5.568-107 | 1.110-10"' | 3.685-10"! | =
Ny=200 |2936-1072 | 5.873-1072 | 1.942-107! | &
Ngy=400 | 1.520-1072 | 3.040-1072 | 1.0010-107! | =
Ny=500 | 1.227-1072 | 2.458-1072 | 8.740-1072
N, =1000 | 6.267-1073 | 1.270-1072 | 5.833-1072
Ny =2000 | 3.184-1073 | 6.592-1073 | 3.952-1072

TABLE 4.1 — Normes
L ([0,0.75],1.7([0,1])) de e{**(t, g).

p=1 p=2 p=o | _
Ngy=100 | 3.949-1072 | 5.960-1072 | 1.857-107! %ﬁ;
Ng=200 | 2012-107% | 3.046-107% | 9.646-107% | ©
Ng=400 | 1.015-102 | 1.542-107 | 4919-102 |
Ny;=500 | 81321073 | 1.237-1072 | 3.951-1072
Ny =1000 | 4.080-1073 | 6.215-1073 | 2.063-1072
Ny =2000 | 2.043-1073 | 3.116-1073 | 1.325-1072

TABLE 4.3 — Normes
L*°(10,0.75], 1.7 ([0, 11)) de e5**(z, q).
p=1 p=2 p =00

Ny = 100, | 1.277-1072 | 6.793-1072 | 5.408-107"
Np =50
Ng; = 200, | 6.372-1073 | 3.401-1072 | 2.702-107
Ng =100
Ng = 400, | 3.183-107 | 1.702:107 | 1.350-107! | <
Ny =200 e
N; = 500, | 2.546-107% | 1.361-1072 | 1.079-107!
Ny =250
Ny = 1000, | 1.272-1073 | 6.809-107% | 5.395-1072
Np =500
Ny = 2000, | 6.361-107 | 3.405-107% | 2.697-1072
Ny =1000

TABLE 4.5 — Normes
L ([0,0.75],“.”.([0, 1] x [0,0.20])) de
ewmt(t’ q, 0)
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TABLE 4.2 — Convergence des normes
L°°([0,0.75],1LP([0,1])) de efxe(t, q).
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TABLE 4.4 — Convergence des normes
L= ([0,0.75],1.P([0,1])) de e5**(t, ).
10’ , 1
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TABLE 4.6 — Convergence des normes
L ([0,0.75],L7((0,11)) de e **(t, q,6).
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Et finalement, nous en déduisons

r1 s—T
p5 (8, q) = p5y (q+vat)+ | — exp (—( 12 )) P10 (G+v2(t=8)+v1(s=T12)) L g1, (1-5)>g ds.
1 7 g

Nous nous intéressons maintenant aux erreurs

efXE(l.n’ ql) - piX;e,l’l _ piXE(lJl’ ql) , egXC‘(lJ’l’ ql) - pgﬁe.n _ pSXE(tn’ ql) ,
et
€U, 1, Om) = IR — PS5, i, Om).
Nous calculons les normes de ces erreurs et observons a quelle vitesse elles décroissent lorsque
le maillage (Aq, AB) est raffiné. Ainsi, nous pourrons montrer numériquement que le schéma
numérique converge, et montrer a quelle vitesse.

Nous prenons différentes valeurs de Aqg et A6, et pour chaque maillage donné, calculons
les normes L*° ([0,0.75],1L.7([0,1])) des erreurs commises sur les quantités en exécution efxe et
e5*¢ et les normes L*° ([0,0.75],1L7([0, 1] x [0,0.2])) des erreurs commises sur la quantité ewait
en attente sur le cluster 2, avec p = 1,2,00. Les tableaux 4.1, 4.3 et 4.5 détaillent les résultats,
qui sont tracés sur les figures 4.2, 4.4 et 4.6. Le maillage adopté est noté dans les tableaux de
résultats et le pas de temps est pris égal a At = Ay, et respecte la condition CFL (4.7).

IL.1.3 Variation du parameétre .7

Nous allons ici nous intéresser au comportement de notre modele numérique lorsque
7 diminue, c’est-a-dire lorsque le temps pour tester I'ensemble du réseau est petit.

Nous travaillons avec le méme cas test que précédemment, c’est-a-dire un réseau de 2
clusters, avec des déplacements seulement du cluster 1 vers le cluster 2. Soient g € [0, 1] discré-
tisé en Ny = 100 mailles et 6 € [0,0.2] divisé en Ny = 50 cellules. Au paragraphe précédent, nous
considérions .7 = 0.3, pour la méme discrétisation de 1'espace des phases. Le pas de temps
était alors défini par le maillageen 0 : At = 4-1073.

Nous prenons ici .7 = 3-1072. Le pas de temps est alors défini par At = 4-1073 = Af.
Nous pouvons observer les quantités fluides aprés une itération a la figure 4.6.

4 4 7 4 4
N 7 N
° P o Y o o PR
&2 PR S 2 7oA ) A S22 )
a Y a i & Q !+ Q I %
J / '~ /)
.
% 05 1% 05 g % 05 1 % 05 1
q q q q
150 150
= 100 = 100
=& 50 =S 50
: ; ~
, 02 02
05 0.1 05 0.1
00 00
q 0 q 0
(@) p¢*e, ps*e et pi’ au temps ¢ = At. (b) P, ps*¢ et p" qu temps ¢ = 0.04.

FIGURE 4.6 — Quantités fluides avec .7 = 3-1072.
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La premiere observation est que les quantités déplacées sont plus importantes. En effet,
I'amplitude maximale de p}’ @it dans le paragraphe précédent était environ égale a 15 (figure
4.2). Ici, nous avons multiplié .7 par 10 et obtenons une amplitude maximale pour p/’ @it de
150 (figure 4.6(b)). Puisque nous avons conservé la condition At = A, la discontinuité de
py @it se propage correctement. Nous pouvons néaanmoins remarquer, notamment sur la fi-
gure 4.6(a), I'apparition d’'une discontinuité pour la quantité p$*¢ car la quantité de taches qui
a été déplacées lors d'une seule itération est trop importante. En effet, dans le cas test précé-
dent, la proportion de taches déplacée a chaque pas de temps était petite et pour toute charge
pour laquelle les taches devaient étre déplacées, la courbe subissait un léger amortissement.
En effet, de part le transport de la distribution des taches en exécution, la quantité p{*¢ se
trouvant au point § n’était jamais la méme. L'apparition d'une irrégularité, dans ce cas, pour la
quantité p7*¢, ne provient nullement du fait que .7 est grand, mais du fait que la proportion de
taches déplacée a chaque pas de temps, c’est-a-dire %}pfxe, est grande : nous nous placons ici
dans des conditions qui ne sont pas compatibles avec I’asymptotique choisie dans le chapitre
2,asavoir At << .

Sinous prenons .7 = 3-1073, le pas de temps est alors défini par At = 3-1073 = .7, afin de
respecter la condition CFL (4.7). Observons le comportement des quantités fluides aux temps
t=Atet At =0.039 sur les figures 4.7(a) et (b). La premiere chose que nous remarquons, c’est
que nous n'avons pas le temps d’observer grand chose en ce qui concerne le déplacement des
taches. En effet, 7 modélise ici un réseau qui s’optimise instantanément, puisqu'il teste la
totalité des taches pendant le temps At. Pour observer les déplacements lorsque .7 est petit,
nous devrions nous replacer dans le contexte de I’asymptotique : At << .7, c’est-a-dire un pas
de temps tres petit.

4 4 f«;
4 4
b4 &i ﬁ‘e
s 5 Sea i o . A
O / o j { 52 X o2 /o
F4 % Zf‘i f b
% 0.5 1 % 05 1 0 . 0 \
: : 0 05 1 0 05 1
q q q q

q 0

(@ p§*, ps™@et pg"“” au temps f = At. (b) p7*¢, p5*°

et pi/4i" au temps = 0.039.

FIGURE 4.7 — Quantités fluides avec .7 =3-1073.

Un autre probleme surgit lorsque .7 est petit : puisque la condition CFL (4.7) dépend de
7, le pas de temps est déterminé par .7 deés que 7 < min{maAX(j o AB}. Ainsi, si nous obser-
vons la figure 4.7(b), nous pouvons observer qu’il se produit beaucoup de diffusion, puisque
At=7 <AB.Au temps At, 'amplitude de p}’ @it est environ égale a 1000, et 10 itérations plus

tard, de seulement 250.
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Nous avons donc, lorsque 7 est trés petit, plusieurs comportements différents, qui
n’'agissent pas a la méme échelle. Le transport en 6 des quantités en attente exige At proche
de AQ, afin d’évideter la diffusion des quantités en attente. De plus, pour pouvoir observer le
déplacement des taches entre les clusters, nous voulons At << .7. Pour y remédier, il faudrait
étudier une autre asymptotique, qui nous permettrait de ne pas avoir a réduire le pas de temps
en méme temps que .7 (Chap. 2-Sect. IV).

I1.2 Second cas test

Nous allons maintenant étudier un réseau de trois clusters notés C;, C, et C3. Nous sou-
haitons illustrer un comportement de la grille plus complexe que celui du premier cas test. Pour
cela, nous prenons une fonctionnelle dépendant du temps restant d’exécution de la tiche 1¢*¢
ainsi que de la consommation énergétique K, du cluster Cy. Rappelons que selon la décision
de l'intergiciel, le tache est déplacée ou non, et Cy peut étre ou ne pas étre le cluster de départ,
ici noté C;.

4qi
K(qi,Ci) = t°*°(q,,C},Cp) + Ke(qi, Cy), avec Ke(q;,Cy) =f0% Zr(dt.

Le temps restant d’exécution est défini par

143
t"(qi(1),Cj,Cx) = q;—(k) +7jk, Vj, kefl,.,C}.

Nous choisissons une consommation d’énergie Zi(¢) au temps ¢t comme dépendante linéaire-
ment de la charge du cluster al'instant ¢ :

Zk(t)ch(f pixe(t,q)dq+f p,’f“”(t,q,@) dqdo|,
q q,0

ol ¢ € R} estun coefficient représentant le rendement énergétique du cluster.

Afin d’obtenir un comportement plus complexe du réseau, nous souhaitons visualiser
une sorte d’“aller retour” des taches entre deux clusters : un cluster étant tres efficace en ma-
tiere de performance de calcul va accueillir de nombreuses taches. Ainsi, sa charge va beaucoup
augmenter et il deviendra alors moins avantageux, le terme de consommation énergétique pre-
nant alors le pas dans le calcul de la fonctionnelle. Les taches se déplaceront alors vers un autre
cluster, moins performant en termes de puissance de calcul, mais plus performant au niveau de
sa consommation énergétique. De plus, en jouant sur les temps de déplacement entre les clus-
ters, il serait intéressant d’observer des décisions de déplacement qui soient différentes dans
un cluster selon le niveau de charge des taches.

Nous souhaitons imposer le déplacement aux tiches de C; et “interdire” le déplacement
des clusters2 et 3 vers Cy. Pour cela, nous fixons v, = 0.5 et ¢; = 10. etimposons des clusters C, et
Cs bien plus performants et consommant moins. Nous choisissons C; un peu plus performant
que Cy : v2 =2, v3 =3 et C qui consomme un peu moins que Cs : ¢, =5, c3 =6.

Afin d’observer des décisions de déplacement différentes en fonction des niveaux de
charge, nous prenons les temps de transfert suivants :

— Afin de déplacer vers Cs les tiches ayant une charge importante, nous posons 713 = 0.9.

— Afin que le passage entre C; et C, ne soit pas trop coliteux, méme pour des taches de charge
peu importante, nous posons 712 = 0.4.
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— Les clusters C, et Cs3 ont des indices de performances et des consommations énergétiques
proches. Afin de pas observer des vas et vients incessants de quantités faibles, nous impo-
sons 723 = T3z = 1.05. Ainsi, si nous observons un déplacement dans un sens ou I'autre, il
faudrait une grande différence de charge entre ces deux clusters.

Afin de bien distinguer les mouvements d'un cluster a 'autre, nous posons le temps mis pour
tester la totalité des taches un peu plus petit que pour le premier cas test : .7 = 0.15. Ainsi, la
proportion déplacée a chaque itération est plus grande car le nombre de trames testée est plus
grande. De plus, un .7 plus petit signifie une grille de calcul plus réactive. Il nous fait adopter
un pas de temps At qui nous permette a la fois d’observer ce qu’il se passe dans le réseau, et a la
fois de conserver une certaine régularité dans nos simulations. Pour cela, nous adoptons un pas
de temps At = Af. Nous nous assurons lors du choix de la discrétisation que la condition CFL
(4.7) est vérifiée. Nous choisissons g € [0,1] et 8 € [0, 1.05], que nous divisons respectivement en
Ny =50 et Ny = 250 mailles homogenes. Ainsi, Aqg=1/N; =2-10"% et AQ = 1.05/Np = 4.2-107.
De plus, t € [0,10] et nous discrétisons ce domaine en pas de temps At =4.2- 1073 = A6.

Pour plus de simplicité, nous posons T} = T» = T3. Nous fixons les conditions initiales
régulieres suivantes :

exe exe exe

1 (g—w
P10 (@) = Pagp () = p3y (q) = L/l

2
exp|— avec 1=0,65 et 0 =0.1.
V2no ( 202 )

et
PI§(q,0) = p¥§(q,0) = p¥§(q,0)=0.

Pour ce cas test, les graphes sont agencés de la facon suivante : les courbes du haut re-
présentent les densités de taches en exécution p{*¢ (a gauche), p5*¢ (au milieu), p5** (a droite)
en fonction de la charge g a un temps donné. Les graphes situés en bas représentent les den-
sité de taches en attente dans les clusters2 et3: p}’ ait et Py 4it en fonction de la charge ¢ et du
temps d’attente 8 au méme temps. La densité de taches en attente dans le cluster 1 est nulle
au temps initial et nous avons paramétré le cas test afin de prévenir tout dépacement vers ce

cluster.

4 4 4
[ [ [
32 32 32
a a a
% 05 1 % 05 1 % 05 1
q q q
15
= 10
- 9
1 05 o5 !
00
0

FIGURE 4.8 — p¢¥¢, p&¥e | pexe, ploail gt ploail gy temps t = 0.0042.
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Au temps t = At, nous pouvons voir a la figure 4.8 qu'une partie des taches en exécution
dans C,; ont été déplacés vers C» et une partie des taches de C; a aussi été déplacée vers Cs. Ces
quantités apparaissent en attente dans les clusters 2 et 3, avec des temps d’attente respectifs
égaux a 712 = 0.5 et 713 = 0.9. Le temps de transfert de C; vers Cs est plus important que le
transfert vers C, et la consommation énergétique de Cs est plus importante que celle de C,.
Ainsi, seules des taches avec une charge importante se sont déplacée du cluster 1 au cluster 3.
Quant aux taches de C; dont la charge est plus faible, il était plus avantageux d’aller dans C,
car C, consomme moins que C3 et le temps de transfert est moindre.

S’écoule ensuite un temps pendant lequel les taches du cluster C; continuent a étre dé-
placées vers les clusters C, et C3 a chaque pas de temps. Nous avons déja noté qu’il est plus
avantageux de se déplacer du cluster C; vers le cluster Cs seulement pour les tiches qui ont
une charge importante. Or, la quantité du cluster C; qui n’est pas déplacée voit sa charge di-
minuer au cours du temps. Ainsi, les tiches de charge importante sont de moins en moins
nombreuses, ce qui explique, et nous pouvons le remarquer sur la figure 4.9, que la quantité
déplacée vers le cluster 3 diminue. Ajoutons aussi que, puisque nous déplagons a chaque itéra-

. . At .
tion la proportion — p%*¢, nous pourrons observer le transport de la quantité p¢*¢ au cours du
prop 7 P1 p p q %1

temps au travers des arrivées en attente successives dans les clusters 2 et 3 (Fig. 4.11).

4 4 4
2 % 2
o 2 o 2 q)oiv) 2
00 05 1 00 05 1 00 05 1
q q q

FIGURE 4.9 — p%¥¢, p&¥e , pexe, ploail gt plvail gy temps t = 0.0504.

Au fur et a mesure des déplacements des taches vers les clusters 2 et 3, la charge de ces
deux clusters augmente, surtout celle du cluster 2. Alors, la charge 2 va commencer a envoyer
des taches sur le cluster 3. Sa consommation énergétique est légerement supérieure a celle du
cluster 3, mais le temps de transport entre ces deux clusters est important : 7o3 = 1.05. Alors, ce
ne sont que les taches de p5** aux niveaux de charge les plus importants qui sont déplacées.
Au fur et a mesure de cette augmentation de la charge du cluster 2, il devient avantageux de se
déplacer vers C3 pour des taches d'une charge de plus en plus faible. Sur la figure 4.10, nous

pouvons observer ce comportement au temps ¢ = 0.1008.
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4 4 4
3

[0] [ [0]

32 32 32

[ak [aX [aX
1
% 05 1 % 05 1 % 05 1
q q q

05 05

FIGURE 4.10 — p¢*¢, pg¢, péxe, pail gt pait qy temps ¢ = 0.1008.

Les clusters 2 et 3 continuent a recevoir des taches provenant du cluster 1. Puisque les
déplacements du cluster 1 au cluster 3 ne sont avantageux que pour des charges importantes,
et que la distribution des taches dans le cluster 1 se transportée peu a peu, presque plus aucune
tache ne se déplace vers le cluster 3. Nous pouvons observer sur la figure 4.11, que la quantité
qui arrive depuis C; en attente dans C, au temps ¢ = 0.2058, a exactement la méme forme que

At
la quantité —pfxe, pour 'ensemble des g € [0, 1]. Nous pouvons aussi remarquer la forme de

la distribution p$*¢ : la traine de la maxwellienne qui correspond aux taches aux charges les

plus élevées, s’est entierement déplacée vers le cluster 3.

4 4 4
[ [ [
32 32 32
[aN a a
% 05 1 % 05 1 % 05 1
q q q

FIGURE 4.11 — p¢*¢, pgxe  pexe pWail gg pWail qy temps ¢ = 0.2058.

Sur la figure 4.12, nous voyons avec plus de détails que la quantité de taches déplacées
depuis le cluster 1 avec un temps d’attente 7,3 = 0.9 est presque nulle. Nous remarquons aussi
I’évolution des quantités de taches arrivées depuis le cluster 2 avec un temps d’attente égal a
T23 = 1.05. Ici aussi nous pouvons apprécier 'avantage de prendre At = Af, en observant a quel

point p’“'* est irréguliere.

96



CHAPITRE 4. SIMULATIONS NUMERIQUES POUR UN RESEAU DE GRILLE DE CALCUL

N

S,

FIGURE 4.12 — p%* au temps ¢ = 0.2058.

Au temps ot les taches du cluster 2 reprennent leur exécution, la charge du cluster 3 a for-
tement diminué tandis que la charge du cluster 2 est encore importante. En effet, la totalité de
ses taches en exécution de Cs; a fini de s’exécuter, dii au fait que I’équation régissant le transport
de p$*¢ avance a vitesse v3 = 3.0, alors que v, = 2.0. Nous savons que seules les tiches en exécu-
tion sont testées pour déplacement. Alors, les taches en attente dans le cluster 2 qui reprennent
leur exécution sont déplacées vers le cluster 3. Ainsi, les taches ayant été déplacées du cluster
1 vers le cluster 2 au temps At retournent donc en exécution au temps ¢t = 0.3990, et au temps
£ =0.3990 + At = 0.4032, elles sont déplacées vers le cluster 3 avec un temps d’attente égal a
T3 = 1.05. Quant aux taches s’exécutant sur le cluster 1, elles continuent a étre envoyées sur le
cluster 2, méme si leur charge (et leur quantité) est petite. Toutes ces observations peuvent étre
faites en observant la figure 4.13.

4 4 s
[0} [0) I 25
60.*2 501\.2 501,,12
0 b 0&\' ik 08
0 05 1 0 05 1 M
q q q

FIGURE 4.13 — p¢*¢, ps*e , pexe, plait e plv@it qy temps t = 0.4032.

Par la suite, le transport de p5*° ainsi que le fait que la charge du cluster 3 augmente, font

que les déplacements de C, vers Cs se tarissent, puis cessent. A partir du temps ¢ = 0.6258 (Fig.
4.15 et 4.14) et jusqu’au temps final, nous n'observons plus que des déplacements du cluster 1
vers le cluster 2.
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4 4 4

FIGURE 4.14 — p¢*¢, pgxe  pexe pWail gt pWail qy temps ¢ = 0.6258.

Puisque les temps de transferts vers le cluster 3 sont tres importants, 'ensemble des
taches déplacées est encore en attente au temps ¢t = 0.6258. Sur la figure 4.15, nous pouvons
visualiser 'ensemble des déplacements vers C3 que nous avons détaillé jusqu’a présent, c’est-
a-dire entre le temps initial et le temps ¢ = 0.6258.

04
0 02
]

FIGURE 4.15 — p¥%i! qu temps ¢ = 0.6258.

CONCLUSION

Nous avons utilisé une discrétisation par volumes finis des équations fluides relatives
au modele construit au chapitre 3. Nous avons illustré, sur un cas test simple, la convergence
de ce schéma numérique. Nous avons ensuite montré, sur un cas test faisant intervenir un
comportement plus compliqué, que notre modéle a un comportement cohérent avec la dyna-
mique d'une grille de calcul. Il serait intéressant de I’appliquer sur une grille de calcul existante,
comme la grille Grid’5000.

Nous avons aussi illustré le comportement de notre modele dans le cas d'un temps de
latence qui devient petit. Nous avons observé que son comportement devenait singulier, ce qui
nous a poussé dans la suite de cette these, a étudier les techniques permettant de discrétiser
les modeles multi-échelles (Partie III).
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SIMULATIONS NUMERIQUES POUR UN
RESEAU AFDX
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Dans ce chapitre, nous simulons numériquement un réseau AFDX, selon la modélisa-
tion développée dans le chapitre 3. Nous approximons tout d’abord le systéme fluide par une
méthode classique de volumes finis (Sect. I), et illustrons par la suite le comportement d'un
réseau AFDX complexe utilisé dans I'industrie (Sect. II).

En premier lieu, rappelons les notations adoptées au chapitre 3. Nous considérons un
réseau AFDX constitué d'un nombre V de virtual links VL, avec v € {1,.., V}, qui traversent les
commutateurs du réseau. Chaque virtual link V L, est traversé par des flots f, avec f € {1,.., F}},
et chaque flot f traverse une succession de commutateurs Sj, avec j € {1,..,J} et J variable
selon le flot. Sur chacun de ces flots, des quantités fluides n/, p/, a/, 6 et 7 ont été définies. Ces
quantités décrivent la densité (ou nombre moyen), la taille moyenne, 1’'age moyen, le temps
d’attente moyen et la vitesse moyenne des trames présentes dans un flot f donné. De plus,
elles sont pondérées par des poids assignés a chaque commutateur a l'intérieur d'un flot. Nous
avons montré dans le chapitre 3 que nous pouvons modéliser un réseau AFDX avec le systeme
fluide suivant, défini pour chaque commutateur placé a la position [j — 1, j[ dans un flot f :

99
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d:n’ +0p, (nfz'/) -0, (5.1a)
d:p") +0p, (pfﬂ) =0, (5.1b)
< 6t(nﬁ)f+6pf(17 (nzz)f) _— (5.1¢)
é(r,Pf) (f —pl(t,x)+Lin! (1, %) dx| Lpje(jo,ji, (5.1d)
b(t,P) = _j_P Tpegjo1,ji- (5.1€)

0(t,P)

De plus, nous avons montré que ce modele fluide est bien posé et nous allons mainte-
nant discrétiser ces équations de conservation en utilisant une méthode de volumes finis.

APPROXIMATION PAR VOLUMES FINIS

I.1 Discrétisation

Nous discrétisons les domaines de définition des variables spatiale et temporelle. Pour
cela, nous posons Py € [0, ]] = U§:1 [j—1,jl et T laborne maximale temporelle. Nous subdivi-
sons chaque commutateur, de longueur 1, en Np cellules de longueur AP = 1/ Np. Ainsi, chaque
flot est composé de J x Np cellules uniformes. Les J x Np + 1 points de discrétisation du flot f
sont notés P;_1;2 = (i —1)AP avec i € {1,] x Np+1}. Alors 0 = P12 < P32 < ... < Pyxnp-1/2 <
Pyu«ny+172 = J. Les cellules qui discrétisent la variable de position dans un flot sont notées C;,
avec i € {1,..,] x Np} et sont telles que C; = [P;_1/2, Pi+1/2], avec U]XNP C; =10,J]. La figure 5.1
schématise cette discrétisation.

Py Pyro PNp+1/2 Pli—1)Np +1/2 PiNp+1/2 Plr)ynp+1/2 PrNp+1/2
E I : : : : : 4444444444444 : : : : : : 4444444444444 : : : : : : R
0 AP 1 Jj—1 J J—1 J
-
Cq NP ,
FIGURE 5.1 — Discrétisation d’'un flot.

7—1 j—14+AP j—14+(s—=1)AP J— 1+SAP j—AP J
..... I [
I i y Y 1
P nynpy1)2 P nnpisre Pi1)Nprs—172 P 1)wp+e+1/2 Ping 172 PiNpt172

N J N J N J
Y Y . Y
1 cellule du commutateur sime cellule du commutateur NE™ cellule du commutateur

FIGURE 5.2 — Discrétisation du commutateur [j —1, j[ d'un flot.

Les Np cellules qui subdivisent le j-iéeme commutateur sont désignées par les C; avec
ie{(j—1)xNp+1,.,jx Np}et U] (- 1)><Np+1 C;=[j—1,j]. Les Np +1 points de discrétisation
de ce commutateur sont notés j —1 = P(j-1xNp+1/2 < ... < Pjxnp+1/2 = j €t sont schématisés
sur la figure 5.2. Les points de discrétisation délimitant les entrées et sorties des commutateurs
sont donc les Py.1/2, avec k = (j—1) x Np et j € {1,..,J + 1}. Les points milieux des cellules C;

sont notés P; = (Pj_1/2 + Pij+1/2) /2.
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Nous introduisons une discrétisation de I'intervalle de temps [0, T] en N; intervalles. Les
points de discrétisation sont notés ¢t"* = n x At, n € {0,.., Ny} ot le pas de temps est donné par
At=TIN;.

I.2 Forme semi-discrétisée

Afin de mettre en place la méthode de volumes finis, les inconnues sur chaque flot f
et sur chaque commutateur S, avec j € {1,..,J}, sont approximées par leur valeur moyenne
sur chaque cellule du maillage. Nous introduisons n;(?), p;(?) et a;(t), les valeurs moyennes
respectives de n/, p/ et de (na)/ surla cellule C; au temps ¢. Elles sont définies par

1 [Pee p 1 (P 4
ni(f) = — n’ (t,Pg)dPs, pi(t)=-— (t,Pf) dPy,
! AP Jp,_ ! ! pi AP Jp, ), P ! !
1 Pii2 r J
(na);(t) = — (na)! (t,P¢) dPy.
l AP Jp,_y), ! !

Le temps d’attente moyen des trames ainsi que leur vitesse moyenne sont donnés par
leurs définitions exactes respectives (5.1d) et (5.1e). Nous les calculons, non pas aux points
milieux des cellules, mais aux points de discrétisation a gauche de chaque cellule. Ainsi, au
temps ¢ et surla cellule C; = [P;_1/2, Pi+1/2], nous nous intéressons a O(t,Pi_1/2) eta v(t, Pi_1/2),
que nous notons respectivement éi_l 12(t) et U;_1/2(t). Nous discrétisons l'intégrale définissant
le temps d’attente grace a la méthode des rectangles. Ainsi, dans le commutateur [j—1, j[, c’est-
a-dire lorsque P;_1/2 € {P(j—1)xNp+1/2,--» PjxNp—1/2}, NOUS posons

_ FU . ijP 1
Oi-1/2(0) = Z wj]f AP Z D_ pi(2) + Lj ny (1) ]lpi—1/z€{P(j71)pr+1/2v~~'ijNp71/z} (5.2)
= =i \Dj
et ‘
i} J—Pi-1/2
Vi-1/2(t) = = ]]'Pi—l/zE{P(j—l)pr+l/2;--ijpr—1/2} . (5.3)
0i-1/2(1)

Rappelons que les inconnues n/, p/, (n@)/sont relatives a chaque flot : leur calcul s’ef-
fectue sur chacun des flots, en les parcourant chacun de commutateur en commutateur et en
évaluant leurs valeurs aux points milieux de discrétisation. Ces points sont marquées d'une
croix rouge sur la figure 5.3. Par contre, les inconnues 7 et § sont relatives aux commutateurs :
elles somment les densités n/ et p/ sur 'ensemble des flots qui traversent chaque commuta-
teur. Lorsque nous nous intéressons a2 un commutateur donné, les valeurs de i et de 6 sont
donc communes a tous les flots le traversant.

BN N w N ¥ .

— /AN N — N N —_ /N 1

OG-1)Np+1/2  MG-DNp+1 OG- 1)Nprs—1/2 G—1)Nets OiNp—1/2 TjNp

UG—1)Ne+1/2  P(i—1)Np+1 U(j—1)Np+s—1/2  P(j—1)Np+s UjNp—1/2 PjNp
(n@)(j-1)Np1 (n@)(j—1)Np+s (@),

FIGURE 5.3 — Schéma des points ou1 sont évaluées les inconnues nf, pf, (né)f (indiqués
par des croix rouges) et les inconnues 7 et 8 (indiqués par des croix noires) dans chaque
cellule d'un commutateur placé en position [j — 1, j[ d'un flot f, au temps .
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En ce qui concerne les flux relatifs a chaque équation de conservation du systeme fluide,
nous différencions leur calcul lorsqu’il s’agit d'un flux a I'intérieur d'un commutateur ou d'un
flux d’entrée ou de sortie d'un commutateur. Les flux a I'intérieur de chaque commutateur sont
donnés par

F(t,Piy172) = nv(t, Piv12), G(t, Piv112) = pU(t, Pit1/2), H(L, Piv12) = U(t, Piv1y2) na(t, Piv1y2).
Et puisque 7 = 0, nous approchons ces flux par les flux numériques suivants :
Fiv12(0) = ni(0) Viv172(1),  Gir1/2(0) = pi(0) Ui172(0),  Hiv1/2(1) = (n@)i(0) Div1/2(0), (5.4)

pour i€ {{1,..,Jx Np+1}eti# (j—1) x Np, avec j € {1,..,] + 1} C’est-a-dire pour tous les flux,
hormis ceux a I’entrée ou la sortie d'un commutateur.

Les flux en entrée et en sortie d'un commutateur peuvent étre traités de maniere diffé-
rentes s’il s’agit des flux a 'entrée d’'un flot et des flux entre deux commutateurs. Les flux en
entrée de chaque flot sont donnés par les flux de densité sortant de I’end-system source de ce
flot, notés (n v)gs et (p¥) 5. Ainsi,

F12()=nD)gs, G20 =(p0)gg, H2()=0. (5.5)

Pour déterminer les flux entre deux commutateurs dans un flot donné, nous utilisons la rela-
tion (3.14) établie au chapitre 3. Ainsi, lorsque i = (j — 1) x Np, avec j € {2,.., ]}, la vitesse de
sortie d'un commutateur est égale a

1

Div1/2(8) =

w —pi(t)+Ljnl-(t)
f=1 ! D;j

Evidemment, cette vitesse de sortie du commutateur [j — 1, j[ est différente de la vitesse en
entrée du commutateur [j,j + 1[, qui est donnée par la définition (5.3). Néanmoins, les flux
entre deux commutateurs sont égaux de part et d’autre de I'interface et nous les posons égaux

N

a

it it
> w} —pi(0)+Ljn;(t) > w} (—Pi(t)+Ljni(t)
= 1D = D
it
Hiv172(t) = (na):(1) . (5.6)

Fu . 1
w’ (—pi(t)+L‘ni(I))
];1 ! Dj !

Remarque 5.1. Puisque les flux sont égaux de part et d'autre de linterface entre les commuta-
teurs, et que la vitesse est discontinue en ces points, nous y observerons un saut des quantités n'
etpl.

Nous intégrons ensuite les équations de conservation (5.1a), (5.1b) et (5.1c) sur les cel-
lules C; et divisons les relations obtenues par AP. Nous obtenons le systéme d’équations semi-
discrétisées,valable sur chaque flot, a I'intérieur de chaque commutateur, c’est-a-dire pour
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i€{(j—1)xNp+1,.,j x Np}.

d 1
—ni() + — [Fip12(0) —Fi_12(0)] =0

ddt AP

dl_pl(t)"' [(51+1/2(I) Gi_12(0)]=0, (5.7)
d 1

$(n6_l)i(t) + AP [(ACi41/2(8) = FCi—1/2(0)] = n;(1).

I.3 Discrétisation temporelle

Nous notons n}' = n;(t"), p} = p;(t"), (n@)} = (na);(t"), 9z+1/2 =0;11/2(t") et Ul =
Di+1/2(t"), et adoptons la méme notation pour les ﬂux CF 0 = Fin12("), Gl = Ginr /2 (")
et A, = Hi+1/2(t"). Les dérivées en temps sont discrétisées par un schéma d’Euler du pre-
mier ordre.

Afin de résoudre le systéme semi-discrétisé (5.2)-(5.3)-(5.7) a chaque itération en temps,
nous allons procéder de la maniére suivante nous initialisons les quantités n?, p? et (na'l)‘l.),

Vie{l,.,] x Np}eten déduisons 07  ,etd? |, Vie{l,.,JxNp+1}.

Remarque 5.2. Pour effectuer l'itération en temps suivante, le calcul du temps d’attente moyen
et de la vitesse moyenne aux interfaces entre les commutateurs, c'est-a-dire 17]2”1 et éI’C’“ pour

=(j—1)x Np+1/2, avec j € {2,..,] — 1}, n'est pas nécessaire. En effet, nous avons uniquement
besoin de la valeur des flux entrants en ces points, valeurs données par les flux sortants.

— Nous cherchons tout d’abord, pour chaque flot f, les solutions n”+1 plf‘“ et (nd)?“ des
équations de conservation. Ainsi, pour i € {1,.., ] x Np}, nous resolvons

At
+1 _
A AP (= Fili0]
At
1
< P:H =pj - AP [(gm/z_(gin—uz]»

At
()} = (na)] = <5 [ 7= 1

n+1
el F AR

o Les flux entrants dans chaque flot #,, 4/}, et #7}, sont donnés par les relations (5.5).

1/2’ “1/2
e Les flux entrants dans chaque commutateur, c’est-a-dire &, ,, 4/ ,, et A/,
lorsque i = (j — 1) x Np, avec j € {2,..,]}, sont donnés par les relations analytiques

(5.6).

¢ Alintérieur de chaque commutateur, les flux sont donnés, pouri € {(j—1)x Np+1,.., j x
Np -1}, etje{l,.,J}, par (5.4).

— Nous cherchons ensuite, a l'intérieur de chaque commutateur, les inconnues 0;’:11/2 et
oIt pouri€{(j—1)x Np+1,..,jx Np—1}, et j € {l,.., J}, solutions de

. Jj*xNp
n+l1 J n+1 n+1
91+1/2 Z w APlZ +Ljn |,
i+1
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La condition CFL de stabilité associée a ces équations est

AP

Maxy je(1,.,.Nxj+1} Vi-1/2

At =<

SIMULATION NUMERIQUE

Dans cette section, nous illustrons le comportement de notre modele et présentons les
résultats numériques obtenus avec un réseau AFDX utilisé par Airbus. Nous expliquons tout
d’abord la configuration de ce réseau (Sect. I1.1). Par la suite, nous influons sur les parametres
des commutateurs : nous testons trois différents jeux de parameétres et observons comment
ces changements se répercutent sur le comportement du réseau (Sect. 11.2,11.3 et I1.4). Ces pa-
rametres sont résumés dans le tableau 5.3, a la fin de ce chapitre.

II.1 Réseau AFDX considéré

Nous allons travailler sur une portion de réseau AFDX qui est utilisée pour faire des tests
de mesure de temps de traversée dans un laboratoire d’Airbus. Seule I'architecture du réseau
a été conservée, les parametres des commutateurs et des end-systems ont été normalisés par
rapport aux valeurs réelles utilisées dans 'industrie. Notre analyse sera donc qualitative. Ce
réseau, pour cause de contraintes de certification, est sur-dimensionné. Il n'y a donc pas d’in-
térétici a effectuer des comparaisons de temps de traversée. Ce qui nous intéresse est d’utiliser
notre modeéle fluide afin d’identifier les possibles points faibles du réseau.

Nous allons travailler sur un réseau hétérogene, ot les performances des commutateurs
sont disparates. Certains ont un débit de 100 Mbits/s et d’autres de 1 Gbit/s. Tout au long de ce
cas test, nous allons influer sur les parametres de performance des commutateurs. Ce réseau
comprend :

— 10 virtual links que nous notons VL v avec v € {1,..,10},
— 35flots, notés flot f, avec f €{1,..,35},

— 22 end-systems que nous notons ESs, avec s € {1,..,22},
— 24 commutateurs, que nous notons S, avec k € {1,..,24}.

Latable 5.1 donne la liste des flots qui traversent chaque commutateur, ainsi que le nombre de
virtual links différents composant ces flots. La table 5.2 désigne, pour chaque flot, son virtual
link d’appartenance, la succession de commutateurs qu'il traverse entre ses end-system source
et destinataire. De plus, les poids de chaque commutateur sont supposés connus a priori pour
chaque flot et sont mentionnés dans ce tableau.

Rappelons que les poids sont notés w’. afin de désigner le poids du j-iéme commutateur
traversé par le flot f. Nous avons introduit les flots dans le chapitre 2 afin de prendre en compte
le cas de la duplication de trames. Dans ce cas, chaque virtual link a un end-system source mais
plusieurs end-systems destinataires. A l'intérieur de ce virtual link, il y a autant de flots que
d’end-systems destinataires. Pour prendre un exemple, nous considérons le virtual link VL6,
que nous avons schématisé sur la figure 5.4.
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Indice du . . Nombre de virtual
Liste des indices des flots traversant Sy .
commutateur S links traversant Sy
1 19, 30 2
2 28 1
3 1,2,19, 20,21, 22,23, 24,33 3
4 17,23 4
5 7,8,9,10,13 14,15, 16,17,18, 24 3
6 18 1
7 34 1
8 4,35 2
9 1,2,4,7,8,12,13, 14, 15, 16, 20, 21, 25, 28, 31, 32 9
10 12 1
11 9,25, 30, 31, 32, 33, 34, 35 3
12 10, 22 2
13 13 1
14 2,5, 26,28, 29 4
15 3,14, 21 3
16 6,29 2
17 4,5,6,11,15 3
18 25, 26, 27, 32 2
19 11,12, 16,27 3
20 8 1
21 1,2,4,7,8,12,13, 14, 15, 16, 20, 21, 25, 28, 31, 32 9
22 20 1
23 3,7,31 3
24 1 1

TABLE 5.1 — Liste des flots traversant chaque commutateur et le nombre de virtual links
différents auxquels ces flots appartiennent.

5113—>ES 12 : flot 13 ™
14 1/4 5115—>ES 14 : flot 14
So— kN5, E5 17 . flot 15
46 5119—>ES 19 : flot 16

-G 1
ES5 > Si—FES4 : flot17
1

S¢—FES6 : flot18 W,
FIGURE 5.4 — Schéma du virtual link VL6, avec les poids assignés (en rouge) a chaque
commutateur, pour chaque flot traversant ce commutateur.

> VL10

Ce virtual link a un end-system, noté ES5, et six end-sytems destinataires. Ainsi, il est
constitué de six flots. Un réseau AFDX, lorsqu’il s’agit d’envoyer une trame depuis un end-
system source vers plusieurs end-systems, duplique la trame au moment ol les chemins se
séparent. Ainsi, nous considérons plusieurs flots transitant par le méme commutateur et leur
associons a chacun un poids égal, dont I’addition est égale a un, ceci afin de ne pas surcharger
le réseau. Sur la figure 5.4, les six flots transitent par le premier commutateur, noté Ss. Ainsi, le
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Indice du flot | Indice Indice du | Indices des Poids de ces Indice du
feVLv de VLv | ESssource | commutateurs Sy | commutateurs | ESs dest.
1 . 3 3,9,21,24 1/2,1/2,1/2,1 22
2 3,9,21,14 1/2,1/2,1/2,1 13
2 3 14 15,23 1,1 21
4 17,21,9, 8 1/3,1,1,1 8
5 3 16 17,14 1/3,1 13
6 17,16 1/3,1 15
7 59,21,23 1/4,1/2,1/2,1 21
8 4 5 5,9,21,20 1/4,1/2,1/2,1 19
9 5,11 1/4,1 10
10 5,12 1/4,1 11
11 19,17 1/2,1 16

5 18

12 19,21,9,10 1/2,1,1,1 9
13 5921,13 1/6,1/4,1/4,1 12
14 59,21,15 1/6,1/4,1/4,1 14
15 6 5 5,9,21,17 1/6,1/4,1/4,1 16
16 59,21,19 1/6,1/4,1/4,1 18
17 5,4 1/6,1 4
18 5,6 1/6,1 6
19 3,1 1/6,1

20 3,9,21,22 1/6,1/2,1/2,1 20
21 - 3 3,9,21,15 1/6,1/2,1/2,1 14
22 3,12 1/6,1 11
23 3,4 1/6,1 4
24 3,5 1/6,1 5
25 18,21,9,11 1/3,1,1,1 10
26 8 17 18,24 1/3,1 13
27 18,19 1/3,1 18
28 9 13 14,21,9,2 1/2,1,1,1 2
29 14,16 1/2,1 15
30 11,1 1/6,1 1
31 11,9,21,23 1/6,1/2,1/2,1 21
32 11,9,21,18 1/6,1/2,1/2,1 17
33 10 10 11,3 1/6,1 3
34 11,7 1/6,1 7
35 11,8 1/6,1 8

TABLE 5.2 — Pour chaque flot f, indice du virtual link VL v auquel il appartient, indice
de son end-system source, liste des indices des commutateurs qui sont traversés, dans
'ordre, par ce flot, ainsi que les poids associés a ces commutateurs dans ce flot, puis
indice de son end-system destinataire.
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poids de ce commutateur pour chacun de ces six flots est égal a 1/6. Les poids des flots 13, 14,
15, 16, 17 et 18 dans le commutateur Ss, le premier commutateur qu’ils traversent, se notent
donc w%s = wh = w%s = w%s = w}7 = w%B =1/6.

Au temps initial ¢ = 0, nous considérons un réseau vide de trames. Les end-systems
sources émettent ensuite des trames en continu, c’est-a-dire a chaque itération en temps. Ce
comportement ne refléte pas le fonctionnement réel d'un réseau AFDX mais va nous permettre
d’observer les points d’accumulation de données dans le réseau. L'envoi des données depuis
les end-systems s’effectue a un débit de 1 Gbit/s et avec une densité qui équivaut a charger le
réseau a 5% (par rapport a un débit de 1 Gbit/s). Ainsi, a chaque itération en temps, les end-
systems sources envoient At x 5/100 Gbits. La taille des trames est considérée fixe et tous les
commutateurs ont un temps de latence fixé a L; = 107%s.

Le nombre de cellules dans chaque commutateur est pris égal a Np = 10 et le pas de
temps a

AP
At =

2 Maxy je(1,.,Nxj+1} Vi-1/2

Puisque le réseau est considéré vide au temps initial, et que ¥ n’est pas définie formellement
dans le cas d'une densité nulle (ou elle serait infinie), nous imposons dans ce cas v = 1/L;,
ce qui est cohérent avec le comportement qu’aurait une trame arrivant dans un commutateur
vide. Alors, dans ce cas,

Nous prenons un temps d’observation du réseau fixé a 1 seconde.

Durant ce cas test, nous illustrons le comportement du réseau grace aux quantité fluides
déja introduites, et qui sont définies dans chaque flot. Puisque la taille des trames est fixe, nous
nous intéressons seulement a p’, a!' et v}’ | ,. Nous introduisons deux variables supplémen-
taires qui sont, elles, définies pour chaque commutateur : la charge moyenne Cy(t") et I'age
moyen Ar(t") dans le commutateur Sy, avec k € {1,..,24}. 1l s’agit, a chaque temps, de consi-
dérer 'ensemble des flots transitant par Sg, et pour chacun de ces flots, d’additionner toutes
les charges p! et les 4ges moyens a;' présents sur ce commutateur, quantités pondérées par le

poids associé a ce commutateur pour chaque flot. Ainsi,

. [ Np
Cr(t™ = ; w} (Z o} ]lc,-e[j—l,j[) Lse=tj-1.jief>
i=1

et

- 5 NP
Ap(t™) = ; wy (Z aj ﬂcl-eu—l,j[) Usi=(j-1jles -
i=1

I.2 Premier jeu de parametres

Pour ce premier jeu de parametres, nous paramétrons le débit de 'ensemble des com-
mutateurs tel que spécifié dans le tableau 5.3 : les commutateurs ont tous un débit de 1 Gbit/s,
excepté les commutateurs Syg, S11, S12, S13, S22 €t Sz4, qui ont un débit de 100 Mbits/s.

La figure 5.5 représente la charge moyenne et ’dge moyen dans I'’ensemble des commu-
tateurs du réseau au temps " = 1s.
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60 : : : : 0.4

a
o
T
L

IN
o
:

.

Charge des commutateurs
) w
o o
A

N
o
:
.

Age moyen dans les commutateurs

0 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25

Indices des commutateurs Indices des commutateurs
(@ Cr(t™), Vke{l,.,24}. (b) Ar(t"),Vke{l,..,24}.

FIGURE 5.5 — Charge moyenne et 4ge moyen dans chaque commutateur, au temps " = 1s.

Nous observons une charge élevée dans les commutateurs Sp; et Sy2, et un d4ge moyen
élevé dans les commutateurs Sy, Ss3, S7, Sg, S9, S11, S12, S18, S21 €t S»3. Pour mieux comprendre
les causes de 'accumulation de trames dans les commutateurs S;; et S;2, nous remarquons
qu’ils font partie des commutateurs ayant un débit moindre, de 100 Mbits/s. Or, en nous ré-
férant au tableau 5.1, nous observons que parmi les commutateurs dont le débit est moindre,
seuls les commutateurs S;; et Sio sont traversés par plus d'un virtual link. En effet, les com-
mutateurs Syg, S13, S22 et Sy sont chacun traversés par un seul flot.

— Le commutateur S;; est traversé par 8 flots : le flot 9 de poids 1, le flot 25 de poids 1, et les
flots 30, 31, 32, 33, 34, 35 qui constituent le virtual link VL 10 et ont donc un poids total égal
al.

— Le commutateur S;» est traversé par 2 flots : le flot 10 et le flot 22, chacun de poids égal a 1.

Rappelons qu’a chaque pas de temps, chaque flot est chargé par son end-system source d’'une
quantité de données (pondérée par les poids) équivalente a 5% de ce que peut envoyer un
commutateur au débit de 1 Gbit/s. Ainsi, sur une période de 1s, chaque end-system source
envoie 50 Mbits, c’est-a-dire 50% de ce que peuvent envoyer les commutateurs Sy; et Sy2, sans
prendre en compte leur temps de latence. Ainsi, entre le temps initial et le temps d’observation
t = 1s, les commutateurs S1; et Sy ont recu respectivement 150 et 100 Mbits. Leur débit est de
100 Mbits/s, et si nous considérons qu’il faut en réalité un temps plus important pour émettre
cette quantité de données, compte tenu des temps de latence, les trop plein de charge observés
pour ces deux commutateurs s’expliquent. Ainsi, ces deux commutateurs recoivent trop de
données par rapport a la quantité que leur débit leur permet d’émettre, ce qui explique leur
congestion.

Sinous observons I'évolution de la charge moyenne et de ’age moyen dans les commu-
tateurs Sp; et S12 au cours du temps, nous observons cette accumulation de charge (Fig. 5.6).
La file d’attente dans ces deux commutateurs grandit au fur et a mesure que le temps passe,
et le temps passé dans ces commutateurs par les trames -et donc leur 4ge moyen a- augmente
aussi avec le temps. Nous remarquons aussi que le commutateur Sy», puisqu’il recoit moins de
données, en accumule moins et a donc une densité et un 4ge moyen moins grands que ceux du
commutateur Sjj.
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60
50 1 /
40 125
30, 1 2

20|

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
temps temps

(@) C11(t™ enfonctionde t". (b) Ci2(t"™) en fonction de ¢".

02 A 0.02-
0.15 - 0.015-
0.1 1 0.01

e ///

0.05 - 0.005

% 02 04 06 08 1 Sy 04 06 08 1

temps ’ temps

(¢) A;1(#") enfonctionde t”. (d) A2(t™) en fonction de t™.

FIGURE 5.6 — Quantités fluides dans les commutateurs S1; et S12 au cours du temps.

Nous allons maintenant expliquer ’age moyen que nous avons constaté élevé dans les
commutateurs, a la figure 5.5(b). Nous allons voir qu’il s’agit en fait d’'une conséquence de la
congestion du commutateur 11. Pour cela, nous étudions les flots qui passent par les commu-
tateurs Sp; et S12. En observant le tableau 5.2, nous recensons tout d’abord quatre flots (9, 10, 22
et 25) qui passent par un de ces commutateurs mais leur configuration est telle que la conges-
tion n'a aucune conséquence : le commutateur congestionné est le dernier dans chacun de ces
flots et n’est suivi par aucun autre commutateur. Nous pouvons I'observer sur la figure 5.7.

ES5— S5—S11—ES 10 ES5— S5 —S1o—FES511

(a) Schéma du flot 9. (b) Schéma du flot 10.

ES3—S3—51o—FES514 ES 17—518—>S21—> S9g —511—ES 10
(c) Schéma du flot 22. (d) Schéma du flot 25.

FIGURE 5.7 — Schémas des flots 9, 10, 22 et 25.

Le virtual link V L10 réunit 6 flots : les flots 30, 31, 32, 33, 34, et 35. Comme nous pou-
vons observer sur la figure 5.8, le commutateur Sj; est le premier commutateur traversé par
I'ensemble de ces flots. Or, les 8 commutateurs qui se situent aprés ce commutateur dans ce
virtual link sont exactement les commutateurs qui présentent un 4ge moyen important sur la
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figure 5.5.
S1—FES1 : flot 30 )
Soz3— : flot 31
Sy Sy TS 21 0
591 g S1s—ES 17: flot 32 > V10
0 U™ S5 —ES53 : flot 33
S7—ES7 : flot 34
Sg—FES 8 : flot 35 _J

FIGURE 5.8 — Schéma du virtual link VL10 composé des flots 30, 31, 32, 34, 35.

Observons, au temps " = 1s, le comportement de p, a;' et ¥ , , dans un flot conges-
tionné. Sur la figure 5.9, nous observons ces variables dans le flot 30, qui traverse les commuta-
teurs Sy; puis S;. Dans ce premier commutateur, nous pouvons observer la charge importante,
qui induit une vitesse faible, et donc un age moyen élevé. Dés que les trames quittent ce com-
mutateur, nous remarquons un saut vitesse, et donc en densité. Le saut en vitesse est dii au
débit du second commutateur, 10 fois plus rapide. Puisque la propagation de la densité dans ce
commutateur est beaucoup plus rapide, I'd4ge moyen a la sortie du flot 30 correspond presque

a celui observé a la sortie du commutateur Sy;.

30 ' 04 , , x 10
25- 0.35- / ! 8
7
20 0.3 / o
0.25- /
15 / °
02 / 4
10 / 3
015-  /
5l // 2
01~ / 1
/
0 5 o)
0 Su ! S1 2 0% Si1 1 S, 2 0 Su 1 S, 2
(@) p! dansle flot 30. (b) @} dans le flot 30. (o) 7} dans le flot 30.

FIGURE 5.9 — Quantités fluides dans le flot 30 au temps t" = 1s.

Afin de dissiper 'accumulation de charge, nous adoptons un nouveau jeu de parametres.

II.3 Second jeu de parametres

Nous modifions les parametres liés aux performances des commutateurs S;; et Sy2. Pour
cela, nous posons leurs débits égaux a 1 Gbit/s. Lensemble des débits utilisés pour cette section
est résumé a la fin de ce chapitre, dans le tableau 5.3.

Nous représentons, sur la figure 5.10, la charge et I’Age moyen des trames au temps ¢ =
0.01s. Nous n’observons plus d’accumulation de charge dans les commutateurs S;; et Sy2, mais
deux commutateurs (Sg et S;) présentent une charge et un 4ge moyen plus importants que les
autres.
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0.025 ; ; T : 0.025

0.02}
0.015} 0.015}

0.01

Charge des commutateurs

0.005 0.005

Age moyen dans les commutateurs

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Indices des commutateurs Indices des commutateurs
@ Cr(t"),Vkefl,..,24}. (b) Ar(t"),Vke{l,..,24}.

FIGURE 5.10 — Charge moyenne et 4ge moyen dans chaque commutateur, au temps ¢ = 0.01s.

Néanmoins, si nous observons les quantités fluides dans ces deux commutateurs, nous
remarquons qu’ils ne constituent pas des points critiques du réseau. Le flot 1, dont la configu-
ration est donnée par le schéma 5.11, traverse ces deux commutateurs. La figure 5.12 représente
les quantités fluides p;, a@; et ;1,2 au temps t" = 0.01s dans ce flot. Nous observons une vitesse
certes plus faible pour ces deux commutateurs -puisque leurs charges sont plus importantes-
mais suffisante pour qu’il n'y ait pas d’accumulation de charge. Ainsi, I’age moyen le long de
tout le flot 1 est linéaire, sans discontinuité entre les commutateurs. Il passe donc le méme
temps dans I'’ensemble des commutateurs qu’il traverse.

ES3— S3— Sg—S21—>524—FES 22

FIGURE 5.11 — Schéma du flot 1.

O s, 1 s, 2 s, 3 s, * O s, 1 s, 2 s, 3 s, 4 0 s 1 g 2 g 3

(@) p! dansle flot 1. (b) a} dansle flot 1. (0 7} dansleflot1.
FIGURE 5.12 — Quantités fluides dans le flot 1 au temps ¢" = 0.01s.

Nous laissons ensuite les données évoluer dans le réseau jusqu’au temps ¢ = 1s et consta-
tons, sur la figure 5.13, que ces deux commutateurs sont devenus congestionnés. De plus, nous
observons que I'’d4ge moyen dans plusieurs commutateurs est important. En étudiant les flots
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qui traversent les commutateurs Sg et S»;, nous notons qu’il s’agit des commutateurs qui sont
placés apres ces deux commutateurs congestionnés.

9% : : : : 0.4

a o N o©
o o o o

w
o

Charge des commutateurs

N
o

ey
o
Age moyen dans les commutateurs

-
o

OO

5 10 15 20 25 % 5 10 15 20 25
Indices des commutateurs Indices des commutateurs

(@ Cr(t"), Vke(l,.,24}. (b) Ar(t™), Vke{l,.,24}.
FIGURE 5.13 — Charge moyenne et 4ge moyen dans chaque commutateur, au temps ¢" = 1s.

Notons que la propagation de cette hausse de 1'age moyen affecte les commutateurs pla-
cés en aval de maniere inégale. En effet, un commutateur qui est traversé par un seul flot et
qui est placé en aval des commutateurs Sg et S»; affecte un poids de valeur 1 a ce flot. Il est
alors plus sensible que les commutateurs qui sont aussi traversés par des flots non affectés par
la congestion. Nous pouvons nous en rendre compte en observant ’age moyen des commuta-
teurs 2, 10 13, 20, 22 et 24, qui sont traversés par un seul flot, sur la figure 5.13.

Afin d’expliquer la congestion, nous consultons la table 5.1 et notons que seize flots, fai-
sant partie de neuf virtual links différents, traversent ces deux commutateurs. Il s’agit donc
d’un point névralgique du réseau. Puisque neuf virtual links différents traversent ces deux
commutateurs, I’addition des poids de tous les flots traversant Sg et Sy; est égale a neuf. Il y
a donc 9 x 50 Mbits/s qui ont été envoyés vers ces deux commutateurs entre le temps initial
et 'instant o1 nous observons le réseau. Pour comprendre le comportement du réseau, nous
observons le comportement de p?, c_l;l etde Dl.”_l /» dans le flot 1, a différents instants.

x10° x 10*

45
0.12 : 7
4 25
0.1 a5 /
: /
0.08 3 I 2
/
25 /
0.06 / 1.5
2 ) /
0.04 1.5 P 1
¥z
1 /
0.02 b4 0.5
05 p
It
% 1 2 3 s % 1 2 3 4 0
S3 Sy S Sz S3 So Sn S24 O sy T sy 28y, %osy, 4
(@ p} dansleflot 1. (b) a} dansle flot 1. (0 7} dansleflot1.

FIGURE 5.14 — Quantités fluides dans le flot 1 au temps ¢" = 0.3s.

Au temps ¢t = 0.01s, la charge déja importante des commutateurs Sg et Sp; assurait
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néanmoins une vitesse suffisante pour permettre a I’ensemble des seize flots de transiter sans
congestion. Entre les temps ¢ = 0.01s et le temps t = 0.3s, cette charge plus importante que
les autres, méme si non critique, a imposé une vitesse plus faible, ce qui a ralentit la sortie des
trames de ces commutateurs. La vitesse, sans cesse réduite, a été suffisante pour envoyer la
charge, sans cesse grandissante, jusqu’a ce que la charge devienne trop importante pour que la
vitesse qu’elle engendre soit suffisante pour traiter I'ensemble des flots. La charge a alors com-
mencé a s’accumuler, ce qui a encore fait diminuer la vitesse. Sur la figure 5.14, nous pouvons
remarquer le début de 'accumulation de charge les deux commutateurs, accompagnée d'une
vitesse faible ainsi que d'un 4ge moyen grandissant.

Au temps t = 0.6s, 'arrivée incessante de nouvelles trames et la faible vitesse dans les
commutateurs Sg et Sp; explique la pente de plus en plus raide de la courbe représentant la
densité, alafigure 5.15. De plus, nous pouvons voir que I’dge moyen n’est plus linéaire le long de
ces commutateurs : la vitesse en entrée de ces commutateurs est plus faible que la vitesse a leur
sortie, puisque la file d’attente ne cesse de grandir. Ainsi, les trames en entrée du commutateur
passent davantage de temps dans le flot que les trames qui sont y arrivées plus tot.
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FIGURE 5.15 — Quantités fluides dans le flot 1 au temps " = 0.6s.

Si nous observons la vitesse pour ces deux commutateurs, a la figure 5.16, nous pou-
vons observer la différence de vitesse entre 'entrée et la sortie de commutateurs Sg et Sp;. De
plus, nous constatons que la vitesse dans le commutateur S»; est plus importante puisque ce
commutateur est moins chargé, ce qui explique le saut de la courbe de densité entre ces deux

commutateurs.
30

25

Sy 2 Sn

FIGURE 5.16 — 17;1 dans les commutateurs Sq et S; pour le flot 1 au temps " = 0.6s.

Au temps t = 1s nous remarquons, sur la figure 5.17, que le phénomeéne de raidisse-
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ment de la courbe en densité s’est aggravé et que la courbe représentant @' a aussi une pente
plus importante. De plus, nous remarquons que I’dge moyen passé dans le commutateur Sg est
maintenant bien plus important que dans Sy;.
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0 1 2
S3 So Sa1 S3 Sy

1 2
S3 So Sa1

(@) p} dansle flot 1. (b) a; dansle flot 1. (c) 7} dansleflot1.
FIGURE 5.17 — Quantités fluides dans le flot 1 au temps ¢"* = 1s.

Au temps t = 1s, la vitesse dans les commutateurs Sg et Sy; est devenue tres faible,
comme le montre la figure 5.18. De plus, la différence de vitesse entre 'entrée et la sortie de
ces deux commutateurs explique I'allure concave de la courbe de I’dge moyen 5.17(b).

S; 2 5‘21
FIGURE 5.18 — v dans les commutateurs Sy et Sz pour le flot 1 au temps " = 1s.

Nous allons ici nous intéresser au comportement de commutateurs placés en aval de ces
commutateurs congestionnés. Nous avons déja remarqué I’augmentation de leur age moyen.
Nous observons ici I'évolution de leur charge moyenne. Nous observons les commutateurs Sy
et Sp4 dans le virtual link V L1. Celui-ci est composé des flots 1 et 2 et est schématisé a la figure
5.19.

Sos—FE S 22 flOt 1

ES3_’53—>59 —>521
<514—>ES' 13 flot2
FIGURE 5.19 — Schéma du virtual link VL1, composé des flots 1 et 2.

Comme nous le constatons sur la figure 5.20, la charge dans ces deux commutateurs
n’'évolue pas de la méme maniere au cours du temps. Nous pouvons tout d’abord remarquer
que la charge dans le commutateur Sy4 diminue au cours du temps. Puisque ce commutateur
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est uniquement traversé par le flot 1, cela signifie que le flux sortant du commutateur S,; dans
ce flot diminue au cours du temps. Or, le flux sortant du commutateur Sy; est constant pour
I’ensemble des flots le traversant, ce qui implique que le flux sortant de ce commutateur aug-
mente au cours du temps pour d’autres flots le traversant. C’est ce que nous observons sur la
figure 5.20(a), qui représente I’évolution de la charge dans le commutateur S;4. Ce phénomene
s’explique par le fait que nous n’avons pas imposé de priorités entre les flots.

03 10°
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/ 2
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% 02 04 06 08 1 % 02 04 06 08 1

(@) Ci4(t™) enfonctionde t”.  (b) Cys(t") en fonction de ¢".

FIGURE 5.20 — Charge moyenne dans le commutateur Sj4 et Sp4 au cours du temps.

Le changement de parametres que nous avons effectué n’a fait que déplacer la conges-
tion. Uamélioration locale des performances des commutateurs ne garantit donc pas une amé-
lioration de la qualité de service du réseau. Nous allons de nouveau modifier les parametres des
commutateurs congestionnés.

II.4 Troisieme jeu de parameétres

Nous changeons le débit des commutateurs Sg et Sp; de 1 Gbit/s a 10 Gbits/s. La figure
5.21 représente la charge et '’dge moyen des trames au temps ¢” = 0.01s mais aussi au temps
t" = 1s. Ainsi, les commutateurs Sy et S sont toujours remplis davantage que les autres com-
mutateurs, mais ils ne sont plus critiques sur cet horizon de temps.
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FIGURE 5.21 — Charge moyenne et 4ge moyen dans chaque commutateur aux temps
t" =0.0lset t" =1s.
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II.5 Conclusion

En modifiant seulement le débit des commutateurs, nous avons réussi a obtenir un ré-
seau non critique dans le cas d’end-systems sources envoyant des données en continu. Il y a
cependant d’autres parametres sur lesquels nous pourrions d’influer afin de modifier la dyna-
mique du réseau, et possiblement I’améliorer : les temps de latence par exemple. Des niveaux
de priorité pourraient aussi étre mis en oeuvre et pourraient prévenir le comportement que
nous avons observé a la figure 5.20 ou les flots influent les uns sur les autres. La modification
de la topologie du réseau est aussi une possibilité.

Indice du Valeur de son débit pour le jeu de parametres

commutateur premier second troisieme
1 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
2 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
3 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
4 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
5 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
6 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
7 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
8 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
9 1 Gbit/s 1 Gbit/s 10 Gbits/s
10 100 Mbits/s | 100 Mbits/s 100 Mbits/s
11 100 Mbits/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
12 100 Mbits/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
13 100 Mbits/s | 100 Mbits/s 100 Mbits/s
14 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
15 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
16 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
17 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
18 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
19 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
20 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
21 1 Gbit/s 1 Gbit/s 10 Gbits/s
22 100 Mbits/s | 100 Mbits/s 100 Mbits/s
23 1 Gbit/s 1 Gbit/s 1 Gbit/s
24 100 Mbits/s | 100 Mbits/s 100 Mbits/s

TABLE 5.3 — Débits des commutateurs pour les sections I1.2, I1.3 et I1.4.
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CHAPITRE 6

LES PLASMAS DE FUSION, UN PROBLEME
MULTI-ECHELLES
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Ce chapitre traite des plasmas de fusion, explore leurs propriétés ainsi que les méthodes
qui peuvent étre mises en ceuvre afin de les modéliser.

Nous expliquons tout d’abord ce qu’est un plasma thermonucléaire. Pour cela, nous in-
troduisons tout d’abord les propriétés générales d'un plasma. Cet état de la matiére contient un
nombre important de particules chargées qui a la fois génerent un champ électromagnétique,
et a la fois sont influencées par lui. De ce fait, le comportement d'un plasma est tres différent
des comportements que I’'on peut observer dans les autres états de la matiére. Nous évoquons
notamment les notions de quasi-neutralité et d’écrantage électronique et les différents types
de plasmas existants. Nous nous intéressons ensuite a un type de plasma artificiel : les plas-
mas de fusion, ou thermonucléaires. Nous présentons pour cela les principes de cette réaction
nucléaire ainsi que du confinement magnétique mis en place dans un tokamak, en prenant
comme exemple le projet ITER. Le comportement d'un plasma de fusion en présence d'un
champ magnétique est abordé, et nous évoquons la notion d’anisotropie du comportement
des particules ainsi que le mouvement cyclotronique (Sect. I).
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I. PRESENTATION DES PLASMAS THERMONUCLEAIRES

La modélisation du comportement d'un plasma de fusion est obtenue grace au couplage
des champs électromagnétiques et du mouvement des particules chargées. Nous listons les
différents modeles permettant de décrire ce systeme couplé et examine les avantages et limites
de chaque niveau de description : particulaire, cinétique ou fluide (Sect. II).

Or, la modélisation d’'un plasma se caractérise par des grandeurs caractéristiques tres
hétérogenes, d’ordres de grandeur assez disparates, qui ne peuvent étre décrites avec un seul
niveau de description. Ce type de probleme s’appelle un probléme multi-échelle. Nous expli-
quons les complications auxquelles nous sommes confrontés lorsque 1'on tente de traiter un
probleme multi-échelle. Nous abordons ensuite les méthodes analytiques et numériques exis-
tantes qui permettent d’y remédier (Sect. I1I).

Parmi ces méthodes répondant a la problématique multi-échelles figure la méthode pré-
servant I'asymptotique, que nous présenterons et qui sera le point clef de notre travail sur les
plasmas de fusion (Sect. IV). .

PRESENTATION DES PLASMAS THERMONUCLEAIRES

I.1 Description d’'un plasma

Le plasma est la matiére la plus commune de I'univers : il constitue 99% de 'univers
visible. Sur Terre, nous sommes entourés de matiére “ordinaire” : les états de la matiere géné-
ralement rencontrés sur terre sont solide, liquide ou gazeux. En chauffant un solide, on ob-
tient un liquide qui lui méme, en étant chauffé, devient un gaz. Sir William Crookes, un physi-
cien anglais, identifia en 1879 ce quatrieme état de la matiére et c’est en 1927 que le physicien
américain Irving Langmuir utilisa le terme plasma pour la premiére fois afin de définir un gaz
contenant des particules chargées [38], obtenu en apportant de I'énergie a un gaz. Cet apport
d’énergie permet d’arracher des électrons a des atomes et fait ainsi apparaitre des particules
chargées : les électrons libres, c’est-a-dire qui ne sont plus liés a des atomes (voir la figure 6.1)
ainsi que les ions, qui ont perdu un ou des électrons.
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FIGURE 6.1 — Les différents états de la matiere en fonction de la température [10].
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La nécessité d'un apport d'une quantité importante d’énergie afin de créer un plasma en
fait un milieu instable et peu propice a un état d’équilibre thermodynamique. Ceci implique
que I'étude du comportement des plasmas est assez complexe, en raison des multiples phé-
nomeénes qu’il fait intervenir, comme par exemple le couplage dynamique des particules et
des champs électromagnétiques, les ondes ou encore les turbulences. On trouvera plus d’in-
formation dans les ouvrages [39-41]. Nous allons détailler ici quelques unes des propriétés des
plasmas.

I.2 Propriétés d’'un plasma
I.2.1 Ionisation/recombination d’'un plasma

Bien qu'un plasma soit aussi appelé gaz ionisé, son comportement difféere complete-
ment du comportement d'un gaz neutre, de par la présence de particules chargées. Dans un gaz
neutre, chaque particule est dans son état fondamental et contient un nombre égal de charges
positives et négatives : les charges positives du noyau sont entourées d'un nombre égal d’élec-
trons négativement chargés; les particules sont électriquement neutres. Ainsi, un gaz neutre ne
conduit pas1’électricité : il est considéré comme un isolant parfait car il ne contient aucune par-
ticule chargée libre. En comparaison, les interactions entre les particules chargées d'un plasma
créent des champs électromagnétiques qui en font un milieu trés conducteur.

Il existe différentes manieres d’obtenir un plasma, toutes impliquant un apport d’énergie
trés grand afin de faire apparaitre un nombre suffisant de particules chargées dans le gaz. Ce
processus s’appelle ionisation.

— Une premiere facon d’ioniser un gaz est de provoquer une “avalanche électronique”. Dans
un gaz contenant ne serait-ce qu'une seule charge libre, 'application d’'un champ élec-
trique peut suffire a 'accélérer. En effet, un électron est prés de 1800 fois plus léger qu'un
proton ou qu'un neutron. Il est donc beaucoup plus réactif que n'importe quel ion lorsque
soumis a un champ électrique, ce qui augmente la probabilité de collisions. Une collision
entre un atome et un électron arrache un électron a cet atome selon la réaction

atome+e —ion+2e .

L'électron émis peut a son tour étre accéléré par le champ électrique et entrer en collision
avec un autre atome. D’ou1 le terme d’avalanche électronique.

— Les plasmas thermiques sont créés en soumettant un gaz a des températures tres élevées.
Les électrons des couches extérieures des atomes, i.e. liés a 'atome par le minimum d’éner-
gie, sont arrachés lors de collisions des atomes entre eux.

— Le processus de photoionisation consiste a projeter un photon contre un atome. Sil’énergie
du photon est assez élevée, alors on réussit a extraire I’électron pour lequel I'énergie de
liaison est la plus faible.

Le degré d’ionisation d'un plasma est noté a = fno’ avec n et ng représentant respec-

tivement le nombre de particules chargées et le nombre de particules neutres par unité de
volume. Il exprime donc la proportion d’atomes qui ont perdu des électrons. La valeur de ce
parametre est comprise entre 0 et 1 : lorsque « ~ 1, on parle de plasma fortement ionisé. En re-
vanche, lorsque a << 1, le plasma est dit faiblement ionisé. Plus le degré d’ionisation est grand,
plus le plasma conduit I'électricité.
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Lorsqu’un électron passe au voisinage d'un ion positif, les forces électriques attractives
tendent a rassembler ces particules de signes opposés, pour former un atome neutre ou un ion
moins chargé. On appelle ce phénomene la recombination. Si trop peu d’énergie est apportée
a un plasma, les particules chargées ont tendance a aller vers le niveau de moindre énergie et
les électrons se recombinent pour former un gaz neutre.

Un plasma de fusion utilise une quantité importante d’énergie, pour ioniser le gaz afin
de créer le plasma tout d’abord, et puis pour apporter assez d’énergie au plasma pour le main-
tenir et empécher la recombination. Pour cela, elle utilise toute sorte de procédés d’ionisation,
plusieurs a la fois, pour étre efficace.

I.2.2 Lapropriété de quasi-neutralité

Puisque le phénomene d’ionisation conserve la quantité de charge, le plasma est un mi-
lieu macroscopiquement (électriquement) neutre. Néanmoins, le plasma conduit I'électricité
et n'est donc pas neutre au niveau microscopique. Un plasma est dit quasi-neutre. La quasi-
neutralité est une propriété centrale a la compréhension du comportement d'un plasma. Elle
découle du fait que les interactions a longue portée entre les particules prédominent sur les
interactions a courte portée.

Un milieu a comportement collectif

Les différentes forces d’interactions qui entrent en jeu parmi les particules chargées sont
de trois types :

— Les forces nucléaires sont des forces de liaison entre les nucléons (neutrons et protons) et
les électrons qui permettent aux atomes de conserver leur cohésion. Elles sont de courte
portée. Les liaisons qui doivent étre cassées afin d’arracher un électron a un atome font
partie de cette catégorie.

— Les forces collisionnelles sont les forces de contact lorsque deux particules entrent en colli-
sion. Elles sont donc évidemment de (trés) courte portée.

— Lesforces de Coulomb s’exercent entre les particules chargées : les ions et électrons. Chaque
particule chargée attire les particules de charge opposée et repousse celles de méme signe.
Cette force, inversement proportionnelle au carré de la distance entre les deux charges
considérées est une force de longue portée.

Le nombre de particules chargées dans un plasma est grand, comme le montre la fi-
gure 6.4. Ainsi, chaque particule chargée est entourée d'un nuage de nombreuses particules de
signe majoritairement opposé au sien. Son comportement est influencé par I’ensemble de ces
charges, qui sont a leur tour soumises aux champs de leurs charges voisines. Le comportement
du plasma est, de proche en proche, collectif. Plus le nombre d’interactions qui entre en jeu est
important, plus le comportement est collectif.

Le nuage de particules qui entourent et influencent chaque particule est modélisé par
une sphere, appelée sphere de Debye et dont le rayon est égal a la longueur de Debye Ap.
Chaque particule est soumise aux forces de Coulomb crées par les particules se situant dans sa
sphére de Debye et exerce son influence en retour sur ces particules. On dit que c’est sa sphére
d’influence. Evidemment, chaque particules est en mouvement constant et les spheres de De-
bye sont donc dynamiques et se recouvrent les unes les autres. Dans un plasma, le nombre
moyen de particules dans la sphére de Debye est grand.
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Par contre, si I'on observe les effets de la force de Coulomb d’une particule sur les par-
ticules situées au dela de la distance Ap, celle-ci est nulle car la multitude de particules dans
sa sphére d’influence agit comme un écran. La longueur de Debye est donc la distance au dela
de laquelle la force de Coulomb de cette particule est “masquée” : on appelle ce phénoméne
I’écrantage.

Une illustration de la quasi-neutralité : le phénoméne d’écrantage

Nous utilisons un exemple simple d’écrantage électrique afin de mieux illustrer la pro-
priété de quasi-neutralité. Nous nous placons dans un repére unidimensionnel d’axe x, avec
x € R et considérons au temps ¢ = 0 un plasma globalement neutre a I'équilibre thermodyna-
mique pour x < 0 et du vide en x > 0.

La densité d’ions, considérés lourds et donc supposés au repos car trés peu réactifs. A t >
0, une partie des électrons, qui trés énergétiques, s'éloigne vers la région x > 0. Cette séparation
de charges crée alors un champ électrique et la force de Coulomb empéche les électrons de
s’éloigner plus que la distance Ap : les ions rappellent les électrons.

ité Densite
ADenmte A
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< >
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FIGURE 6.2 — Exemple d’écrantage électrique.

Cet exemple illustre bien le fait qu'un plasma est quasi-neutre : on a la neutralité du
plasma (n; = n,) au dela de la longueur de Debye. La forte agitation thermique des électrons
les éloigne des ions, tandis que la force coulombienne les attire vers eux s'ils s’éloignent a une
distance supérieure alalongueur de Debye. L'écrantage électronique repose sur cet équilibre et
est exprimé par une distribution spécifique des particules que 1’on peut observer sur la figure,
appelée distribution de Boltzmann et qui est donnée par la relation de Boltzmann, que nous
aborderons dans le chapitre 7.

I.2.3 Classification des plasmas

Il est possible de classer les plasmas en différentes catégories.

— Plasmas naturels / artificiels :
On distingue tout d’abord les plasmas naturels des plasmas artificiels (ou de laboratoire).
Les plasmas naturels constituent par exemple le soleil, les étoiles, les éclairs, les aurores
boréales ou bien le vent solaire, tandis que les plasmas artificiels sont présents dans les
tubes néons, les télévisions plasma, ou encore lors de la réaction de fusion nucléaire.
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(@ (b)

FIGURE 6.3 — Plasmas naturels : soleil, éclairs, aurore boréale.

— Plasmas chauds / froids :

En physique des plasmas, 1'énergie cinétique des électrons ou des ions est mesurée par
leur température, via la relation E ~ kg T, ou kp est la constante de Boltzmann. Ainsi, la
température des particules permet de répartir les plasmas en deux catégories : les plasmas
chauds et les plasmas froids.

Les plasmas froids sont caractérisés par des taux d’ionisation treés faibles, ainsi a << 1 et
dont la température est modérée (jusqu’a 10* K), comparativement aux plasmas chauds.
Les plasmas froids réunissent une grande variété de régimes. Lorsque la pression est faible,
le nombre de collision est faible et les transferts d’énergie entre les particules lourdes et 1é-
geres sont tres faibles. On a donc T; << T, et le plasma n’est pas en état d’équilibre thermo-
dynamique. En revanche, lorsque la pression augmente, le taux de collisions et les tempé-
ratures des especes légeres et lourdes s’égalisent : les plasmas sont a I'équilibre thermody-
namique. Les plasmas froids sont utilisés dans I'industrie, par exemple pour la propulsion
spatiale ou I'éclairage basse consommation.

Les plasmas chauds sont aussi appelés plasmas thermiques. Ils sont caractérisés par une
totale ionisation a; ~ 1 et par la relation T; ~ T,, température pouvant atteindre plusieurs
millions de degrés. Il s’agit de plasmas denses et on retrouve dans cette catégorie les plas-
mas de fusion ou le plasma qui constitue le soleil.
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FIGURE 6.4 — Les différents plasmas en fonction de leur température (en
Kelvin) et de leur densité d’électrons (en électrons par cm?).
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— Plasmas collisionnels / non-collisionnels :
Un plasma collisionnel est un plasma ot les collisions entre les particules sont tres fré-
quentes. La quantité de collision est mesurée grace au libre parcours moyen, c’est a dire
la distance moyenne parcourue par une particule entre deux collisions. Les plasmas colli-
sionnels sont en équilibre thermodynamique local. Cet équilibre est décrit par la relation
de Boltzmann, qui décrit la répartition des particules en fonction de la température locale.

ATlinverse, les collisions dans un plasma non collisionnel sont si rares qu’elles peuvent étre
négligées.

1.3 Principe de la fusion thermonucléaire
I.3.1 Lesréactions nucléaires

Les réactions nucléaires de fusion et de fission sont des réactions de transformation :
elles modifient la composition des noyaux des atomes sur lesquels la réaction opere. L'éner-
gie nucléaire résulte du fait que le réarrangement des protons et neutrons conduit a ce que
la masse totale des atomes résultant de la réaction devient inférieure a la masse des atomes
initiaux.

En effet, la fission ainsi que la fusion nucléaire s’appuient sur le principe fondamental
de la relativité d'Einstein qui décrit I'équivalence entre la matiere et I'énergie. Ceci signifie que
le réarrangement interne des nucléons (les neutrons et les protons du noyau) ayant lieu lors
de ces réactions se traduit par une perte de la masse globale m. En conséquence, une quantité
d’énergie E est émise selon la célebre formule E = mc?, c’est dans la récupération de cette
énergie que réside 'intérét porté a ces réactions.
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FIGURE 6.5 — Graphe d’Aston représentant, pour chaque atome, son énergie
de liaison moyenne par liaison en fonction de son nombre de nucléons.

Cette émission d’énergie et ce défaut de masse proviennent de la différence d’énergie
de liaison entre les noyaux initiaux et résultants. La force de liaison est la force de cohésion
qui lie les nucléons a l'intérieur du noyau. Elle n'est pas proportionnelle au nombre de nu-
cléons présents dans le noyau. Le graphe d’Aston, reproduit dans la figure 6.5 donne I'énergie
de liaison moyenne par nucléon dans chaque atome en fonction de son nombre de nucléons.
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I. PRESENTATION DES PLASMAS THERMONUCLEAIRES

On remarque un maximum pour les atomes ni trop légers ni trop lourds. Ces atomes ont une
énergie de liaison plus forte et sont donc plus stables.

Les réactions nucléaires consistent a transformer des atomes avec une faible énergie de
liaison pour obtenir des atomes ayant une cohésion plus importante, afin que 1'énergie excé-
dentaire soient émise et puisse étre récupérée.

Laréaction de fission est celle mise en ceuvre dans les centrales électriques actuelles. Elle
consiste, comme schématisé dans la figure 6.6, a propulser un neutron contre un atome lourd
comme par exemple 'uranium 235. Cette réaction entraine I'obtention de deux noyaux plus
légers et d’énergie de liaison par nucléon plus importante, comme par exemple le krypton et le
baryum, ainsi que I'’émission d’'une énergie de 200 MeV. La réaction de fission de 'uranium 235
s’écrit

U™ +n— Kr* +Ba'"" +2,5n+200MeV.

FIGURE 6.6 — Réaction de fission [10].

1.3.2 Laréaction de fusion

La réaction de fusion, aussi appelée fusion thermonucléaire, fait quant a elle interve-
nir la collision entre deux noyaux légers afin d’obtenir un noyau résultant plus lourd avec une
plus grande cohésion, ainsi que I’émission d’énergie (voir la figure 6.7). Il s’agit de la réaction
al'origine du rayonnement du soleil. Les conditions nécessaires pour pouvoir reproduire une
réaction de fusion sur terre sont extrémes : le plasma de fusion doit avoir une température
d’environ 150 millions de degrés celsius pour que la barriere coulombienne répulsive entre
deux noyaux puisse étre surmontée. Pour cela, il faut aussi que la densité de particules char-
gées dans le plasma soit tres élevée.

Toutes les réactions de fusion ne se produisent pas avec la méme probabilité. La réaction
de fusion entre le deutérium, noté H? et le tritium, qui s’écrit H3, est la réaction qui a le plus de
probabilité de se produire. Cette réaction s’écrit

H?>+ H® — He* + n+17.6MeV.

Deuterium Helium

+
¢ +&
\ - /Q+

a2 N

Tritium Neutron

FIGURE 6.7 — Réaction de fusion [10].

La réaction de fusion est considérablement étudiée depuis de nombreuses années car
elle pourrait permettre de fournir une quantité immense d’énergie. En effet, la fission fait in-
tervenir 235 nucléons et permet I’émission de 200 MeV, c’est-a-dire 0.8 MeV par nucléon. La
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réaction de fission implique quant a elle seulement 5 nucléons pour une émission de 17.6 MeV,
soit 3.5 MeV par nucléon. Rapporté au nombre de nucléons impliqués dans chaque réaction,
la fusion dégage donc plus de quatre fois plus d’énergie que la fission.

Un réacteur de fusion qui ferait intervenir cette réaction présenterait de nombreux avan-
tages par rapport a nos méthodes actuelles de production d’énergie. Tout d’abord, les res-
sources nécessaires a cette réaction de fusion peuvent étre obtenus en quantité quasiment illi-
mitée. En effet, le deutérium et le tritium sont deux isotopes de I’hydrogene, c’est-a-dire qu’ils
possedent le méme nombre de protons que '’hydrogéne (un) mais pas le méme nombre de
neutrons (le deutérium a un neutron et le tritium en a deux). Le premier de ces isotopes est pré-
sent a I'état naturel dans I'eau et le second peut étre produit industriellement sans difficultés.
Ensuite, la réaction de fusion est sécurisée car ce processus ne comprends pas de réaction en
chaine que 'on ne saurait arréter, comme dans le cas de la fission. De plus, le moindre contact
avec le monde extérieur arréterait la réaction instantanément. Et finalement, le processus est
relativement propre vis a vis des déchets qu’il produit. En effet, et comme nous I'avons dit,
le deutérium ne pose aucun probléme. Par contre, le tritium est radioactif mais pendant une
période courte d'une dizaine d’années environ.

Les intéréts que présente la fusion nucléaire pour la production industrielle d’énergie
sont donc évidents, autant d'un point de vue énergétique qu’environnemental. Sa mise en
ceuvre n'a pourtant rien d’aisée. Différents types de problemes émergent lorsque 1'on s'inté-
resse aux plasmas de fusion. Le premier de ces problemes est 'apport d’énergie qu'’il faut em-
mener au plasma afin que les conditions optimales aux réactions de fusion soient réunies : la
température du plasma ainsi que sa densité de particules chargée. Il s’agit ensuite de savoir
comment un tel plasma peut étre confiné du reste du monde. En effet, un plasma censé re-
produire une énergie du méme ordre de grandeur que celle du soleil ne peut interagir avec le
monde extérieur.

I.3.3 Confinement magnétique

DIAMETRE : 28,5 m

:29m

HAUTEUR

v MASSE : 23 350 tonnes

FIGURE 6.8 — Dessin d’artiste du tokamak d’ITER [10].
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Il est évidemment impossible d’utiliser un matériau afin de contenir un plasma de fu-
sion. Plusieurs méthodes de confinement du plasma sont a I'étude, comme le confinement
électrostatique ou le confinement inertiel. Notre étude se concentrera sur le confinement ma-
gnétique. Nous utilisons I'exemple du projet ITER (International Thermonuclear Experimental
Reactor). Ce projet de recherche pharaonique, comme nous pouvons le constater sur la figure
6.8, ambitionne de construire un réacteur capable de produire de I'énergie des 2025.

Intéressons nous maintenant au comportement des particules chargées dans un plasma
dans le cas d'un confinement magnétique. En présence d’'un fort champ magnétique, un
plasma est anisotrope, c’est-a-dire que son comportement est tres différent si on I'observe
dans une direction parallele aux lignes de champ ou transversalement a celles ci. En effet, en
présence d'un champ magnétique, les particules chargées adoptent des trajectoires préféren-
tielles : elles suivent un mouvement hélicoidal autour des lignes de champ, comme illustré par
la figure 6.9. Ce mouvement est aussi appelé mouvement cyclotronique. Puisque les ions et les
électrons ont des charges opposées, leurs trajectoires ont des sens opposés.

ions

champ
magnétique

électrons

FIGURE 6.9 — Trajectoire des ions et des électrons le long d'un champ
magnétique [10].

Le dispositif de confinement magnétique est mis en place dans un tokamak (tore), des-
tiné a contenir le plasma. Afin de maintenir le plasma, trés chaud, loin des parois du tokamak,
on place des bobines autour du tokamak dans lesquelles on fait circuler un courant afin de gé-
nérer un champ magnétique tres fort. Un courant circulant dans les bobines toroidales (voir
la figure 6.10 (a)) génere un champ magnétique toroidal. De plus, un courant poloidal, appli-
qué au ceeur du plasma, a le double objectif de chauffer le plasma et de produire un champ
magnétique poloidal. La combinaison des champs toroidal et poloidal résulte en des lignes de
champs magnétiques en forme d’hélice a I'intérieur du plasma, autour desquelles les particules
adoptent le mouvement cyclotronique défini plus t6t, comme représenté sur la figure 6.10 (b).

. ' R . Courant
Bobines toroidales

axial

Charnp résultant

(a) (b)

FIGURE 6.10 — (a) : Schéma du courant toroidal (dans les bobines encerclant le tore), du courant
poloidal (ou axial, au centre du tore), et du champ résultant qui suit la trajectoire d'une hélice.
(b) : Trajectoire d'une particule chargée le long du champ résultant [10].
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MODELISATION MATHEMATIQUE D’UN PLASMA

La physique des plasmas par confinement magnétique fait donc intervenir un couplage
entre le mouvement des particules chargées et les champs électromagnétiques présents dans
le plasma. En effet, ces champs sont influencés par les particules chargées et leur mouvement,
dont les trajectoires sont en retour affectées par les champs. Ainsi, pour décrire le comporte-
ment de particules chargées dans un plasma a confinement magnétique, il convient de coupler
les équations de Maxwell qui fournissent les champs électromagnétiques (E, B), avec les équa-
tions d’évolution décrivant le mouvement des particules.

Les équations de Maxwell dans un plasma s’écrivent

1
V-E=—p,
€0
V-B=0,
V/\E:—GtB,

o1
V/\B=,U0]+gatE,

avec p la densité de charge, j la densité de courant, g et y respectivement la /permittivité et
o LiTieA ; . . . 172 o

la perméabilité dans le vide, et la vitesse de la lumiere donnée par ¢ = (g9 o)~ . Sile champ

magnétique B est nul, alors les équations de Maxwell sont remplacées par I'équation de Poisson

- AP =p,

ou @ est le potentiel électrique. Il est 1ié au champ électrique par la relation E = —V®.

De nombreux modeles mathématiques permettent de décrire le comportement des élec-
trons et des ions dans un plasma. Comme nous 'avons déja dit, ces modeles peuvent étre re-
groupés selon leur niveau de description (Chap.1). Pour plus de détails sur ces différents mo-
deles, le lecteur pourra se référer a [30,42—-44].

II.1 Description particulaire

Le premier niveau de description est le niveau particulaire. On le qualifie aussi de micro-
scopique car il consiste a décrire systématiquement chacune des particules du systéme consi-
déré. Les équations du mouvement d'une particule i, avec i € {1,.., N} et N le nombre total de
particules, sont déduites de la deuxiéme loi de Newton et s’écrivent

dxi _
dar Vi,
— d Vi —F:
1 d[ 1y
avec x;(t) la position de la particule, v;(¢) sa vitesse, m; sa masse. F;(t, x, v) représente la force
qui s’exerce sur la particule i, c’est-a-dire la force de Lorentz. Nous notons E;(t, x) et B;(, x)
les champs électromagnétiques microscopiques créés par la particule j a 'instant ¢ et au point

x. Alors, la force de Lorentz ressentie par la particule i s’écrit

N
Fi(tyx) U) = Fi(t,XI,..,XN, Uly.o UN) =€ Z [E](t»xl) +V; /\Bj(t’xi)] ’

j=1
J#i
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ol e; représente la charge élémentaire, e; = te selon §’il s’agit d'un électron ou d'un ion. En
d’autres termes, la force de Lorentz qui s’exerce sur la particule se trouvant au point x; est crée
par les champs électromagnétiques de toutes les autres particules. Cette équation permet de
coupler les équations de Maxwell avec les équations du mouvement des particules.

Ce niveau de description est tres précis. Mais lorsque le nombre de particules présentes
dans un systéeme est tres grand, comme c’est le cas dans un plasma (c’est d’ailleurs une des
conditions pour que le plasma existe), la simulation numérique n’est pas possible a mettre en
ceuvre, car beaucoup trop cofiteuse. A titre d’exemple, le nombre d’électrons dans le tokamak

du projet ITER est d’environ 10?! par m3.

II.2 Description cinétique

Le niveau de description suivant est la description cinétique. Pour chaque espéce « de
particule chargée, a = e représentant un électron et ¢ = i un ion, on associe une fonction de
distribution notée fy (¢, x, v). Elle est fonction du temps ¢ > 0 et de 'espace des phases (x,v) €
R3 x R3. 11 s’agit d’'une mesure de probabilité dans R x R3, ol1 x représente la position , v la
vitesse. Comme illustré par la figure 6.11, f,(t, x, v)dxdv dénombre les particules & dans le
petit élément de volume dx dv, centré autour du point (x, v) au temps ¢.

4 Vitesse

1 T Position

FIGURE 6.11 — Espace des phases [11].

1l existe plusieurs équations cinétiques qui permettent de modéliser le mouvement glo-
bal de particules soumises a une force (ici les forces électromagnétiques). Citons les équations
cinétiques de Vlasov, de Boltzmann, de Fokker-Plank, ou de BGK [29, 45-47]. Ces équations se
différencient par la maniere de décrire les collisions entre les particules. Dans le cas de parti-
cules d'un plasma, les équations cinétiques (une par espece a) sont couplées via la force de
Lorentz (E + v A B) aux équations de Maxwell pour le calcul des champs électromagnétiques
moyens (E, B).

L'équation de Boltzmann est une des plus utilisée dans la théorie des gaz et s’écrit

atfa+u-vxfa+;—“(5+ VAB)-Vyfa=Qfy).

a

Cette équation exprime le fait que les particules vont se mouvoir dans I’espace des phases (x, v)
via le champ vectoriel (v, ;—‘; (E+ v A B)). Le terme Q(fy) représente I'opérateur de collision. Il
décrit les collisions entre les particules de méme nature (collision intra-espéces) ou de nature
différente (collision inter-especes).

En utilisant le niveau de description cinétique, on perd évidemment de I'information sur
le comportement des particules. En effet, on ne discerne plus les particules les unes des autres,
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ce qui al’avantage d’obtenir une description plus globale qui comporte beaucoup moins d’in-
connues que dans la description particulaire. Toutefois, la dimension de I’espace des phases
reste grande : 'espace des phases est de dimension 6. Ainsi, bien que I'on ait réussi a réduire le
modele mathématique a une ou deux équations, son implémentation demande aussi un cer-
tain colit numérique.

II.3 Description fluide

C’est dans la description fluide, aussi appelée macroscopique, qu’intervient le niveau
de description le plus simplifié et global, mais fatalement aussi le plus éloigné de la réalité du
phénomene physique. La description fluide est un systéme de plusieurs équations portant cha-
cune sur un moment de f,. Calculer un moment de la fonction de distribution revient a en tirer
des informations moyennées sur la vitesse des particules. Ainsi, les moments de f (¢, x, v) ne
sont fonction que du temps et de la variable spatiale x € R3. Citons par exemple n, la densité de
particules a, (nu), leur quantité de mouvement moyenne, W, leur énergie moyenne, définies

par
na(t;x):f fa(tvx;y)dy)
R3
naua(t»x):f Ufa(t,x,y)dv;
R3

Wia(t,x) = @f 02 fult, x, v) dv.
2 Jms

Comme exemple, n(t,x)dx représente le nombre de particules dans le volume dx autour du
point x au temps ¢.

Puisque les quantités fluides sont les moments de la fonction de distribution, on obtient
les équations fluides en prenant les moments de I’équation cinétique. Le systéme fluide s’écrit

0ing+V-(ngug) =0,

Mg Ny [Ortg + (Ug - VUgl = =V pg + Ngeq(E+ug AB)—V-1lgy,
gnakB [0:Ta + (ttq - V) Tal + paV-na ==V-ga —q: Vg,
ou T, représente la température moyenne des particules a et est définie telle que
gnakBTa =W, - %manwlual2 = % lev— Ugl® falt,x,v)dv.

Le terme p, représente la pression scalaire, I1, le tenseur des contraintes visqueuses et g, =
L o lv = ul? (v — u) fo(t,x,v)dv le flux de chaleur. Afin de fermer ce systéme, on impose
par exemple I'équation d’état des gaz parfaits donnée par p, = nqkpT,, la loi de Fourier
ga = —xV Ty, avec « le coefficient de conductivité thermique. On suppose aussi que la viscosité
est négligeable, ce qui se traduit par V-II, = 0 et [, : Vi, = 0. Ici aussi le systeme est couplé
aux équations de Maxwell sur les champs électromagnétiques moyens (E, B).

Décrire un systéeme au niveau fluide fait aussi perdre de I'information sur la réalité du
phénomene physique. Il s’agit d'une concession afin de se placer dans un niveau de description
plus global, ot les inconnues sont des quantités macroscopiques observables.

Il existe de nombreux modeles fluides simplifiés, chacun traduisant un comportement
bien particulier du plasma.
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— Le modele d’Euler-Poisson [48] s’écrit

0in+V-(nu)=0,
0;(nu)+V-(nu®u)+Vpn)=nvVo,
OW+V-(Wu+nu)=0,
~ASAD=1-n.

Ce modele fluide se place dans le cas électrostatique, i.e. B = 0, ce qui permet de rempla-
cer les équations de Maxwell par I’équation de Poisson. On suppose aussi qu’il s’agit d'un
probléme a une espece, en considérant seulement le comportement des électrons dans le
plasma. On considére donc n, = n et n; = 1 constant. La pression est considérée comme
fonction de la densité : p(n) = n', avec y = 1 pour le cas isotherme et y > 1 pour le cas
adiabatique.

— Un autre modele tres utilisé est le systeme d’Euler dans le régime d’'un nombre de Mach pe-
tit [49]. Le nombre de Mach, noté M, est une grandeur sans dimension qui exprime le ratio
de la vitesse caractéristique du fluide par la vitesse du son dans ce fluide. Ici, un nombre
de Mach petit exprime donc un fluide dans lequel le flux d’électrons a une vitesse faible.
En considérant seulement le mouvement des électrons dans un milieu isotherme, la dyna-
mique est régit par les équations d’Euler compressibles

o:n+V-(nu)=0,

Gt(nu)+V-(nu®u)+A—1/IVp(n) =0.

Lorsque I'on étudie la solution limite de ce systéme M — 0, on obtient les équations d’Euler
incompressibles.

LES PROBLEMES MULTI-ECHELLES

III.1 Qu’est ce qu'un probleme multi-échelles ?

Un probléme multi-échelles désigne un phénomeéne physique qui ne peut étre décrit
avec un seul des niveaux de description cités ci-dessus, ou ignorer la nature particulaire du
phénomene entraine une erreur de modélisation inacceptable. Il est difficile d’essayer de résu-
mer ce qui rend un probleme multi-échelles car il s’agit de problemes variés. On peut cepen-
dant essayer de les diviser en deux types différents.

— Le premier type de probléme est dit hétérogene. Il s’agit de modéliser des phénomenes trés
localisés, comme des singularités, des effets de bord ou des chocs. Prenons comme exemple
une fissure qui se crée dans un matériau. Afin de modéliser I’endroit ot la fissure s’ouvre,
on ne peut utiliser la description macroscopique, il faut nécessairement revenir au méca-
nisme particulaire de rupture des liaisons entre les atomes. Ainsi un probleme hétérogene
faitintervenir des comportements émergeant au niveau macroscopique qui sont si intrinse-
quement liés aux comportements microscopiques que le passage au niveau de description
supérieur fait perdre de I'information cruciale.
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— Pourle second type de problemes multi-échelles, plusieurs échelles coexistent partout dans
le domaine spatial et temporel. A partir de 13, il est difficile de les modéliser au niveau ma-
croscopique, soit parce que le comportement macroscopique n’est pas bien compris, soit
parce que bien que le comportement macroscopique soit compris, il n’existe pas de loi de
fermeture. Les plasmas de fusion font partie de ce type de probleme. Nous expliquons pour-
quoi dans la partie II1.2.

Ces problémes ne peuvent donc pas étre modélisés de facon satisfaisante en utilisant la modé-
lisation macroscopique. Pour ces deux types de problemes, la solution est d’utiliser plusieurs
niveaux de description. Leur traitement analytique et numérique nécessite une approche spé-
cifique a chaque type de probléme. Pour le cas présentant une singularité localisée, on décrit
le domaine autour de la singularité grace a un modele microscopique et cotiteux tandis que
le reste du domaine est décrit grace a 'approche macoscopique. Pour le second type de pro-
bleme, on a besoin du niveau microscopique dans la totalité du domaine afin de compléter la
description macroscopique, insuffisante.

La solution d’adopter une description exclusivement particulaire, méme si précise, n’est
évidemment pas réaliste du point de vue des cotts numériques. Ainsi, I'objectif de la modé-
lisation multi-échelles est de construire des méthodes analytiques ou numériques qui com-
binent les description microscopique et macroscopique. On ne I'utilisera donc qu’avec parci-
monie, 1a ol1 la description macroscopique n’est soit pas connue, soit pas précise. On cherche
en quelques sortes a profiter des avantages des deux niveaux de description : la précision du
microscopique et la simplicité et I'efficacité du macroscopique.

III.2 Les plasmas de fusion : un probleme multi-échelles

Un plasma de fusion est un des problemes multi-échelles les plus complexes. Nous le
comprenons aisément lorsque 'on s’intéresse a ses grandeurs caractéristiques, résumées sur
la figure 6.12.

Modéles hybrides

Modéles cinéti .
odetes cinetiques Modéles fluides

Te : Période onde Alfvén
Tes : Période onde acoustique ionique
Teq; : Temps entre collisions électron-ion

Tpe,pi = 1 /jwpe,pi ] ]
Tee,ci - Période cyclotronique électron/ion

Ap @ Longueur de Debye

Pe,i : Rayon de Larmor électron/ion Wpe,pi : Fréquence plasma électronique/ionique
be,i = ¢/wpe pi : Electr. /ion skin depth e : Vitesse son

L : Longueur du plasma

Ap Pe Se P 8y L

FIGURE 6.12 — Echelles temporelles et spatiales des grandeurs
caractéristiques d'un plasma de fusion [12].
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Détaillons tout d’abord les différentes longueurs caractéristiques d'un plasma confiné
magnétiquement.

— Ap représente la longueur de Debye électronique, nous I'avons évoquée dans la partie I
de présentation des plasmas. C’est I'ordre de grandeur spatial au dela duquel on obtient
neutralité du plasma.

— pPLe €t pr,; sont respectivement les rayons de Larmor de 1'électron et de l'ion, aussi appelé
rayons cyclotroniques. Nous avons vu qu’en présence d'un champ magnétique, les parti-
cules chargées adoptent un mouvement en forme d’hélice, appelé cyclotronique. Ces deux
grandeurs représentent les rayons associés a ce mouvement en forme d’hélice et sont sché-
matisées sur la figure 6.13. On remarque que pr. ¢ < pr,;-

— L représente la longueur caractéristique du tokamak.

Pui

Ligne de champ
magnétique

Al AlNLe ALALA AN
. . e

ol P

Electrons

FIGURE 6.13 — Rayons de Larmor de I'électron p; . et de I'ion py ; [10].

Ainsi, les longueurs caractéristiques d'un plasma sont trés hétérogénes. Nous avons déja
noté, en évoquant le principe de quasi-neutralité, que la condition Ap << L permettait d’avoir
la neutralité macroscopique. L'autre disparité apparente est le fait que les ions et les électrons
aient une masses trés dissemblables. Ils réagissent alors tres différemment aux champs créés
par leur présence.

Listons maintenant les différents temps caractéristiques d'un plasma :

— En cas d’'introduction d’'une charge dans un plasma, I'équilibre maintenu par I'écrantage
électronique est perturbé et il faut un temps d'un ordre de grandeur égal a 1/w ., avec wp,
la fréquence plasma électronique, pour revenir a 'équilibre. On peut penser ce temps ca-
ractéristique comme I'équivalent temporel de la longueur de Debye.

— T.e et T¢; sont les périodes cyclotroniques respectives de Iélectron et de 'ion. Ces périodes
représentent les temps que met chaque type de charge pour compléter un tour de rayons
respectifs leurs rayons de Larmor. On observe que 7., < T(;

— T,; estle temps moyen passé par un électron avant qu’il subisse une collision avec un ion.

D’autres grandeurs caractéristiques temporelles sont relatives aux ondes d'un plasma. Un
plasma étant un milieu trés conducteur, des ondes de nature diverses peuvent s’y propager.
Les ondes acoustiques, Alfvén, ou les ondes de dérive sont des exemples de telles ondes. Elles
sont de nature électrostatiques ou électromagnétiques.

— 714 estlapériode des ondes Alfvén.
— 7.5 estla période des ondes acoustiques ioniques.

Les différences d’ordres de grandeurs entre les périodes cyclotroniques des électrons et des
ions proviennent aussi de leur grande différence de masse. Les électrons sont beaucoup plus
mobiles et “réceptifs” aux changements des champs dans le plasma. C’est pour cela qu’ils
s’adaptent plus vite que les ions en cas de perte d’équilibre.
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CHAPITRE 6. LES PLASMAS DE FUSION, UN PROBLEME MULTI-ECHELLES

III.3 Solutions pour modéliser un probléme multi-échelles

Tous ces problemes multi-échelles se modélisent mathématiquement a travers un ou
plusieurs parametres € € (0, 1] adimensionnés que I'on retrouve dans les équations. Ces para-
metres sont en quelques sortes “responsable” du comportement multi-échelle du probleme.
IIs représentent en général un ratio entre une échelle microscopique et uneéchelle macrosco-
pique. Ainsi, suivant le niveau 1’échelle d’observation que 1'on souhaite prendre en compte
dans la modélisation, on influera sur la valeur de ce parametre €, qui lui méme donnera plus
ou moins d'importante aux termes traduisant les dynamiques microscopiques.

La premiére question qui se pose quant a I’étude de tels problemes est comment coupler
deux niveaux de description. En particulier, une des préoccupations majeures dans les pro-
blemes multi-échelles est I'étude de ce qui se passe lorsque € — 0. Prenons comme exemple le
cas du systeme d’Euler avec petit nombre de Mach € donné en exemple dans le paragraphe I1.3.
Lorsque € — 0, on montre que le probléeme limite est décrit par les équations d’Euler-Poisson
incompressibles. Ainsi, la nature mathématique du systeme change a la limite. La principale
difficulté repose alors dans le fait que la simulation de tels problemes doit pouvoir reproduire
le méme comportement asymptotique.

Une autre préoccupation a laquelle une modélisation multi-échelles doit pouvoir ré-
pondre concerne la discrétisation adoptée pour la simulation du probléme. En effet, lorsque
€ est trés petit, alors la condition de stabilité implique d’adopter des pas de discrétisation en
temps et en espace de I'ordre de ¢, ce qui devient trop colteux pour € << 1.

Il existe plusieurs méthodes permettant d’étudier de tels problemes, elles peuvent étre
analytiques ou numériques. Nous en citons quelques unes. Pour plus de détails, on peut
consulter [50,51].

— La méthode d’homogénéisation s’applique aux problemes hétérogenes. Elle consiste a
homogénéiser les grandeurs caractéristiques sur 'ensemble du domaine microscopique.
Ainsi, on peut moyenner les quantités microscopiques et résoudre le probléeme macrosco-
pique obtenu.

— Laméthode de décomposition de domaines est adaptée aux problemes ou € est hétérogene
en espace. Elle décompose 1'espace en zones distinctes suivant le niveau de description
souhaité et résout ensuite 'équation microscopique ou macroscopique selon la zone. Le
probleme multi-échelles est relégué aux interfaces de chacun de ces domaines.

— La méthode de raffinement de maillage adaptatif est une méthode numérique itérative qui
adapte la taille du maillage au cours des itérations. Elle consiste a raffiner progressivement
et sélectivement un maillage macroscopique choisi initialement. Pour cela, la méthode né-
cessite d’avoir une estimation a priori de la solution. On calcule alors, pour chaque itéra-
tion, I'erreur commise sur chaque maille et on raffine les mailles sur laquelle I'erreur est
trop importante. Elle est surtout adaptée aux problemes hétérogenes.

— Les schémas préservant 'asymptotique, aussi appelés schémas AP (Asymptotic Preserving)
reformulent le probléme singulier a 'asymptotique en un probléme régulier afin de pouvoir
le discrétiser dans tout I’espace des phases, quelque soit la valeur de €.

Dans la partie suivante, nous détaillons le principe des modeéles préservant I'asymptotique.
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IV. LES SCHEMAS PRESERVANT LASYMPTOTIQUE (SCHEMAS AP)

LES SCHEMAS PRESERVANT L'ASYMPTOTIQUE (SCHEMAS AP)

Un schéma AP permet de discrétiser un probleme multi-échelle P¢ qui présente une
singularité a 'asymptotique, de maniere a récupérer au niveau discret le bon probleme limite
lorsque € — 0. En fait, un schéma AP permet de discrétiser P?, a la fois lorsque € = ¢(1) et
lorsque € << 1, et ceci sans colit numérique supplémentaire, i.e. le choix du maillage est indé-
pendant de €. Cette méthode a été introduite pour la premiere fois par S. Jin dans [52].

,P; e—0 732
h h
\: \
0 0

e 0

P e—0 7)

FIGURE 6.14 - Propriétés d’'un schéma AP.

Détaillons son principe, expliqué schématiquement par la figure 6.14. Il s’agit, a partir
d’un probleme P¢ singulier a I'asymptotique ¢ — 0, de construire un schéma numérique P}
qui soit stable quelle que soit la valeur de € € [0,1]. C’est-a-dire que lorsque € — 0 et pour un
maillage fixé (h > 0), Pfl doit tendre vers Pg, la discrétisation du probleme limite continu PO,
Bien entendu, € exprime un changement d’échelle et donc € = 0 n’a pas beaucoup de sens vis
a vis du phénomene physique a décrire. On s’'intéresse tout particulierement a I’asymptotique
du probléme multi-échelle car le probléme limite simplifie grandement la modélisation : il ne
prend plus en compte € et ne fait plus intervenir que des quantités macroscopiques, prenant en
compte les quantités microscopiques sous forme de quantités moyennées. La caractéristique
d’un schéma AP est d’étre uniformément stable par rapport a €. Ceci permettrait, par exemple
dans le cas d’équations de type transport, de s’affranchir d’'une condition de type CFL At =
O (Axe). On obtiendrait alors une condition de stabilité indépendante de € : At = O (Ax).

Pour mettre en ceuvre une telle méthode, on cherche une reformulation analytique équi-
valente a P? et qui soit réguliere a I'asymptotique € — 0. Cette reformulation integre a la fois le
probléme multi-échelle P¢ et son probleme limite P°. Lobjectif est que quelle que soit la va-
leur de €, la méme stratégie numérique permette de traiter les deux régimes a la fois, méme
s’ils sont de nature mathématique différente.

Comme pour tout schéma numérique, P; et Pg doivent évidemment répondre au critére
de consistance. Ainsi, lorsque le pas h tend vers 0, ces schémas numériques convergent vers les
problémes continus qu'il discrétisent respectivement, P et P°.

Il existe de nombreux schémas AP. En effet, un schéma respectant les principes juste
énoncés n'est pas unique et il est possible d’en construire plusieurs répondant au méme pro-
bléme.
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CHAPITRE 7

SCHEMA AP POUR PLASMAS DE FUSION

Ce chapitre est le résultat d’'une collaboration avec
C. Negulescu, E Deluzet et S. Possanner
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La modélisation cinétique d'un plasma de fusion permet de décrire les différents phé-
nomenes pouvant s’y produire avec suffisamment de précision, comme par exemple les insta-
bilités dues aux gradients de température des ions, aussi appelées ITG (lon Temperature Gra-
dient). Une des difficultés majeures d'une telle modélisation provient du fait que le ratio des
masses des particules 6 := m./m; =~ 10~* est faible. Lorsque 1'on considére un plasma de fusion
typique, avec des températures électroniques et ioniques similaires, ceci entraine une vitesse
thermique électronique trés supérieure a celle des ions. Ainsi, v;y ¢/ Vs, = 1/ V6 =102, ce qui
mene a des probléemes de discrétisation. En effet, une discrétisation standard des deux équa-
tions cinétiques (électronique et ionique) implique une contrainte sur le pas de temps, d’autant
plus restrictive que la vitesse thermique électronique est grande puisque la condition de sta-
bilité impose v, At < Ax. Or, dans de nombreux cas, le phénomene macroscopique étudié
évolue selon une échelle de temps liée a la dynamique des ions. L'objectif doit donc étre de
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construire un schéma capable de décrire de facon précise le comportement physique ionique,
sans pour autant avoir a “suivre” le mouvement rapide des électrons.

Cela a été étudié dans la littérature par des travaux mettant en ceuvre des stratégies hy-
brides [53-55], qui ont décrit les ions lents et lourds grace a une équation cinétique et les élec-
trons rapides et 1égers avec un systeme fluide (appelé systéme des électrons adiabatique, ou
relation de Boltzmann), en faisant I'hypothése que les électrons ont une inertie nulle (m, — 0).
Lobtention de cette relation de Boltzmann suppose aussi que la viscosité des électrons est nulle
le long des lignes de champs magnétiques, ce qui conduit a la relation

Viipe=—qn.E;, E=-Vo.

Ces égalités traduisent le fait que le gradient de pression et les forces électrostatiques, s’appli-
quant sur les électrons parallelement aux lignes de champ magnétique, sont en équilibre. De
plus, la rapide conduction thermique le long de la direction parallele assure que VT, ~ 0. En
le combinant a I'équation d’état p, = n,. kp T, nous obtenons

q$(t,x)

L2 1 x=(x,,x)) €R®, reR". (7.1)
kBTe(t,xl)) .

ne(t,x) = c(t,x,) exp(
Cette égalité est appelée relation de Boltzmann ou réponse adiabatique. Elle relie la densité
électronique et le potentiel électronique. Les fonctions c¢(t,x;) and T,(¢,x,) sont déterminées
grace a des équations de transport, munies de conditions initiales et limites. Elles ne dépendent
cependant pas de la coordonnée parallele x;;. Une fois ¢ and T, connus, I'équation (7.1) est en-
suite injectée dans I’équation de Poisson, puis couplée a un modele mathématique décrivant
la dynamique des ions (fluide ou cinétique). Cette stratégie est fréquemment utilisée dans la
simulation de plasmas de fusion [53-55] car elle améne une grande réduction du cott numé-
rique.

Léquation (7.1) est une bonne approximation de la densté électronique d’'un plasma de
fusion car le ratio des masses électron-ion est petit . Cependant, il existe tout de méme cer-
taines situations pour lesquelles les électrons boltzmanniens ne représentent pas une approxi-
mation adaptée. Comme par exemple le cas des bords du plasma, les régions appelées gaine et
pré-gaine. Cette question a déja été abordée rapidement avec I’exemple sur I’écrantage électro-
nique : la distribution des électrons est appelée la gaine électronique et nous avons vu qu’elle
est d'une taille de 'ordre de grandeur de la longueur de Debye (Chap. 6-Sect. 1.2.2).

Ainsi, il est recommandé dans ces régions d’utiliser un modele cinétique pour les élec-
trons et d’utiliser la réponse adiabatique dans le reste du domaine, 1a ol1 elle donne des ré-
sultats suffisamment précis. Devant cette difficulté, notre étude porte sur la construction d'un
schéma numérique capable de décrire les deux régimes des I'électron : le régime cinétique
non-adiabatique ainsi que le régime adiabatique boltzmannien. Cette méthode serait une al-
ternative aux techniques qui traitent les problémes multi-échelles hétérogenes (Chap. 6- Sect.
I11.3), telle que la décomposition de domaine. Nous allons introduire un petit parametre € qui
sera responsable du passage vers la limite adiabatique et, lorsque € — 0, utiliser des techniques
préservant I'asymptotique (techniques AP) [48, 56, 57] afin de conserver au niveau discret le
passage entre les régimes cinétique et adiabatique. En effet, comme nous I’avons expliqué, les
schémas AP permettent d’utiliser un pas de temps At et un pas d’espace Ax indépendants de
€ et donc adaptés au phénomene que I'on souhaite modéliser, ce qui explique tout leur intérét
du point de vue du cott numérique (Chap. 6- Sect. IV).
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CHAPITRE 7. SCHEMA AP POUR PLASMAS DE FUSION

Dans un premier temps, nous introduisons le modele cinétique électron-ion ainsi que
son adimensionnement (Sect. I). Nous abordons ensuite I'obtention de modeles macrosco-
piques correspondant aux deux équations cinétiques adimensionnées (Sect. II). Puis, nous ef-
fectuons une reformulation de I'équation cinétique adimensionnée pour les électrons grace a
une décomposition micro-macro (Sect. III). Par la suite, nous présentons un schéma AP pour
la résolution de la dynamique électronique dans le régime cinétique ainsi que dans le régime
adiabatique (Sect. IV). Enfin, nous présentons les résultats numériques (Sect. V).

LE MODELE CINETIQUE ET SON ADIMENSIONNEMENT

Nous partons d'un modele cinétique décrivant les deux especes de particules (ions-
électrons) sur un espace des phases 1D1V dans un plasma non magnétisé et isotherme. Ce
choix de modele peut se justifier en disant que I’on considere le plasma évoluant dans un bain
d’'une température donnée, et qui se propage le long des lignes de champ magnétiques. Ce mo-
déle est tres simplifié mais conserve tout de méme les difficultés numériques que 'on peut ren-
contrer dans un plasma plus physique 3D3V fortement magnétisé aux températures variables
(lalimite 3D adiabatique a été étudiée dans [58]). Notre démarche est de mieux comprendre les
difficultés qui peuvent surgir lors de la construction d'un schéma AP pour la limite adiabatique.

Notre point de départ est le systeme suivant, donné par des équations de Boltzmann
unidimensionnelles pour les deux espéces de particules chargées (les ions et les électrons)

dcfi+ v0xfi+~L B0y fi = Qui(f) + Qrelfir f2)

mj

q (7.2)
Otfe+V0xfe— ; E0y fe = Qee(fe) + Qei(fe, fi)
e
couplé a I’équation de Poisson pour le calcul du potentiel électrostatique
~Oup=Lni=ne), E=-0:9, 7.3)
0

ol f; . représentent les fonctions de distributions des particules, g la charge élémentaire, € la
permittivité du vide, m, ; les masses respectives des électrons et des ions et n,,; les densités
électroniques, respectivement ioniques, définies par

Ne,i (1, X) :=fRfe,i(t, x,v)dv. (7.4)
La quantité de mouvement des particules sont définie par
(Mg, Ue,i) (2, X) 1= fR U fe,i(t,x,v) dv. (7.5)

Nous n’avons pas encore besoin de définir la forme des opérateurs de collision de maniére plus
précise. Ceci sera fait plus tard. Nous imposons néanmoins les propriétés de conservation de
la masse et de la quantité de mouvement que vérifient les opérateurs inter et intra-especes,
C’'est-a-dire

fRQm(v)dv:m Vk,lefi,e}, (7.6)

[%Qee(y)meydl’:fRQii(V)mile’:()’ FeitFe=0, (7.7)
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avec les termes de frottement définis comme
Fei :=eri(v)mevdv, y”ie:=fQie(v)mivdv-
R R

Afin de simplifier cette étude, nous avons supposé que les particules évoluent dans un bain
de température donnée égale a T (T, = T; = T), si bien que la propriété de conservation de
I'énergie des opérateurs de collisions n’'est pas satisfaite.

I.1 Obtention du modele adimensionné

Nous allons maintenant étudier la forme sans dimension du modéle cinétique. Cette
opération devrait nous permettre d’identifier les parameétres pertinents et donc de décrire les
différents régimes asymptotiques d'un plasma. Nous résumons ici les échelles caractéristiques
de notre probléme.

— Masses disparates (parametre : ) :
5= ¢

m,"

— Echelle microscopique des vitesses thermiques :

_ kgT _ kgT _
Ue:= Upe = ) Ui = Ui = =6 v,.
me m;

— Echelles microscopique de temps et de longueur :

Tc:=T;; (temps écoulé entre deux collisions ioniques),

lo:=D;7. (temps de libre parcours moyen entre deux collisions ioniques).

— Echelle macroscopique de vitesse (parametre : nombre de Mach ionique M) :

i =l =1U (vitesses macroscopiques caractéristiques), (7.8a)

i 7]

—=M = ;zﬁM. (7.8b)
i

e

— Echelle de longueur macroscopique (parametre : nombre de Knudsen ionique «) :

X =1L (distance du phénomene observé),

S| S
Il
=

— Echelle macroscopique de temps :

1
=—7 temps d’observation).
xM € ( p )

~1I
I}
S| &=

— Echelle des forces électriques :

Ezkngzﬁlgrfli N (ﬁ=kBT.
xq qx q
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— Opérateurs de collisions, fonctions de distribution :

St

_ _ n n
i=he=n, fei=—, fii=—, (7.9)
Ve Vi
Qee = 1_/eefe; Qii = ‘_’ii]zi; Q_ei = 1_’eij;e, Q_ie = ‘_’iefi- (7.10)

— Fréquences de collision vy [59] et les périodes de collisions correspondantes 7y; = 1/Vy; :

Vii=V8Vee, Vie=0Vei, Vie=VOVii, Vee="Vei, (7.11)
1
Tee=Tei =VOTq, Tie=%‘[c. (7.12)
— Longueur de Debye ionique (parametre A) :
eokpT v inq?
Api=1] 2 32 = i pi= q (fréquence plasma),
nq Wp 0 Ireg
A v 1 1
A= TRy
X X w, w,T

Avec I'objectif d’adimensionner le systéme cinétique, nous appliquons le changement de va-
riables suivant a (7.2)-(7.3) :

r=tt',  x=xx',  v=0,vV,  foilt,x,v)=foif);(t, XV,
Et,0)=EE(,x),  QulfirfD) = QuQ(fin £, (7.13)

et obtenons le modele cinétique adimensionné

! 1 / / 1 / ! _ 1 / / / ! /
0 f]+ V0 fl+— B0y f] = — [Qu(F) + VB Q. £2)]

(7.14)
1 1 1
Oy fot N3y V0 f, - N3y E'dyf, = Y, [Qee(fe) + Qui(fe )]
couplé aI'’équation de Poisson
—Azaxx()b,: }’l;-—l’l’e, E’:—ax(,b,, nle,i :\[Rfe/,idvl' (715)

Les opérateurs de collision adimensionnés satisfont les lois de conservations adimensionnées

fQ;d(u’)dv’zo, vk, l€{i,e}, (7.16)
R

fRQ’ee(v') u’du’:fRQ;i(u’) Vdv'=0, SL+V8F, =0, (7.17)

avec les termes de friction donnés par

L :=fRQ;i(v') v'dv', LZ-’e::fRQ;e(v’) v'av'.
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Les premiers moments adimensionnés des fonction de distribution s’écrivent :

Mn;-u;-:va’fi'(v’)dv’, \/gMn’eu’e:va’fe'(v')dv’. (7.18)

p;:fd(\/zué—v’)®(\/5u;—v')fé(t',x/, vhdv'.
R

Plusieurs échelles de temps apparaissent dans le systéme adimensionné (7.14). L'échelle de
temps globale est évidemment déterminée par le nombre de Mach M. 1l est aussi évident que
la dynamique des électrons est plus rapide que celle des ions d’un facteur 1/v/8. Ceci justifie le
traitement adiabatique des électrons lorsque § — 0 formellement. De plus, nous remarquons
que les différents opérateurs de collisions n'operent pas sur la méme échelle de temps. Tout
d’abord, dt au faible ratio des masses §, le terme de collision électron-ion est négligeable
lors du processus de relaxation des ions vers leur équilibre thermodynamique. Ensuite, les
opérateurs de collision Q.. et Q.; opérent a la méme échelle de temps et contribuent donc
ensemble a la relaxation thermodynamique des électrons. Enfin, nous pouvons remarquer
que les ions relaxent plus lentement que les électrons d'un facteur v'6 = v/me/m; vers leurs
équilibres respectifs, si bien que les équations fluides électroniques sont établies avant les
équations hydrodynamiques des ions.

A partir de ce modele adimensionné tres général, nous pouvons retrouver les limites
asymptotiques connues dans la littérature, en fixant tous les parametres sauf un. Lorsque
A — 0, nous obtenons la limite quasi-neutre [60, 61], lorsque x — 0 la limite hydrodynamique
[29, 30, 44], lorsque M — 0 la limite asymptotique en temps long [62, 63], et lorsque 6 — 0 la
limite asymptotique de faible masse [64]. La limite que nous souhaitons étudier est appelée
la limite adiabatique. Dans [58], les électrons sont considérés de masse faible, sans inertie, et
collisionnels afin de passer du régime cinétique au régime électronique boltzmannien. Nous
souhaitons obtenir le méme type de situation et pour cela supposons

M~1, &~¢, «x~VE, (7.19)
ol € € [0, 1] est le parametre asymptotique qui tend vers zéro.

Remarque 7.1. Leratio des massesd esten réalité fixé. La limite e — 0 doit plutot étre vue comme
une astuce mathématique, une approximation. L'étude de cette limite permettant tout d’'abord
de mieux comprendre les différences entre les comportements des ions et des électrons mais aussi
de construire des schémas numériques efficaces pour les régimes ot € << 1.

Les principales raisons pour les choix de I'asymptotique (7.19) peuvent étre résumées
par les arguments suivants.

— Forte collisionalité :
Méme si les plasmas de tokamak sont faiblement collisionnels, notre choix vient du fait que
les modeles fluides restent encore moins coliteux (en temps et en mémoire) que les mo-
déles cinétiques. Cependant, il existe des situations (ou des régions dans le tokamak) ol
les modeles fluides meénent a des résultats erronés, forcant alors a revenir vers des modeles
cinétiques plus précis. Notre but est donc de construire un schéma capable d’alterner auto-
matiquement entre le régime fluide et le régime cinétique, et ceci par le biais du parametre
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k lié aux collisions. Il faut aussi noter que, méme dans un plasma faiblement collisionnel,
les collisions peuvent générer des effets importants sur des temps longs. Nous ne pouvons
donc pas les négliger.

— Régime électronique sans inertie :
Comme nous 'avons expliqué, les phénomenes que I'on souhaite observer ont lieu a des
échelles de temps relatives aux ions. Avec un objectif de performance, nous voudrions donc
suivre la dynamique ionique, contraint par le pas de temps v ; At < Ax, sans avoir a ré-
soudre I'évolution rapide des électrons qui est contrainte par le pas de temps tres restreint
Vine At = Uy AL/ V8 < Ax. C'est pour cette raison que nous posons artificiellement M ~ 1
et faisons tendre € — 0, en gardant a I'esprit que le ratio des masses est fixé en réalité et que
nous faisons cela pour obtenir des résultats pour At indépendant de €. Nous pourrions ausi
obtenir la limite adiabatique en prenant M ~ ¢ et § fixé. Cependant, cette limite ne nous
permettrait pas de séparer les ions des électrons et a déja été 1'objet d’études [65] concer-
nant le régime d'un nombre de Mach petit.

— Propriété de préservation de 'asymptotique (AP) :
Considérer le systeme adimensionné (7.14) avec M ~ 1 et V6 ~1072 pourrait nous amener
a penser que la limite § = € — 0 est purement académique et présente peu d’intérét pra-
tique. Ceci est pourtant faux car le nombre de Mach dans un tokamak peut étre faible dans
certaines régions, si bien que le produit v/6 M est assez petit pour engendrer des difficultés
numériques, comme un mauvais conditionnement du systéme linéaire ou des singularités
numeériques. Le schéma AP que nous allons construire évite de tels problémes et est capable
de traiter chaque régime efficacement et précisément, sans adapter le maillage.

I.2 Les opérateurs de collisions

Nous nous intéressons maintenant aux opérateurs de collisions et a leurs adimension-
nements respectifs. Le choix d'un opérateur de collision est important afin de décrire correc-
tement le processus de collision ainsi que la relaxation vers I'équilibre thermodynamique. La
partie précédente n'apporte pas de contraintes quant a la forme que doivent prendre les opé-
rateurs, si ce n'est que les régles de conservations doivent étre respectées.

Plusieurs opérateurs de collision ont été introduits dans la littérature, chacun décrivant
différents processus de collision et variant en complexité, comme par exemple I'opérateur de
Boltzmann, I'opérateur de Fokker-Planck ou I'opérateur de Landau [43, 45, 66]. Nous décidons
de choisir un opérateur assez simple qui vérifie néanmoins les méme propriétés de conserva-
tion, d’inégalités d’entropie et admet le méme équilibre thermodynamique que les opérateurs
plus complexes, est facile a traiter numériquement. Ceci nous pousse a adopter I'opérateur de
collisions BGK. Ces opérateurs inter et intra-especes sont donnés par [67]

Qee,ii(fe,i) = Vee,ii (-/%,Zi’ue'ij - fe,i) , (7.20a)
Qei(fe» fl) = Vei (’/%nee,ui,T - fe) ) Qie(fi,fe) =Vie ('/%rili,ue,T - fl) , (7.20b)

oU Vi =V v;C ; ont été évoquées plus tot et représentent les fréquences de relaxation des fonc-
tions de distributions vers I'équilibre thermodynamique avant et apres le adimensionnement.
L'équilibre thermodynamique est décrit par la maxwellienne

1/2 2

mg |U—uei(t)x)|

‘/%S Lx, V) =ne;(t,x exp|—-my ——— .
ne,ivue,ivT( ) e'l( )(ZﬂkB ) p( : ZkBT
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Ici, kp est la constante de Boltzmann, les ions et les électrons sont supposés évoluer dans un
bain thermique d'une température donnée T > 0 et n.; et u,; représentent les densité et vi-
tesses macroscopiques des particules définies par les équations respectives (7.4) et (7.5). Re-
marquons ici I'indice s € {e, i} utilisé pour la notation de la maxwellienne .#° et qui permet de
spécifier la masse de la particule qu’il convient d’utiliser, notamment pour les opérateurs de
collision inter-espéces. Pour avoir les propriétés classiques de conservation de la masse et de
la quantité de mouvement de ces opérateurs de collisions, nous devons imposer

— 2D A A )
MiNiVie = MeNeVei, = NV, =NV,

A partir des hypothéses (7.9) and (7.11) effectuées sur les densités et les fréquences de collision
caractéristiques, que nous appliquons afin d’adimensionner les opérateurs de collisions (7.20),

nous obtenons Qx;(fi, f1) = Vi1 fi Q,(f}, f}), avec

n/ |U/—\/5Mu,|2
Q:ae(fe,) = V’ee ('/%n’e,\/gMug _fe,) = V’ee( = €xp (_—e

)—fe’) , (7.21a)

V2 2
2
I rphy e ) e ) n; _|U/_Mu;'| gt b
Qi () = Vi My = 1) = Vi 5 CXP > fi]» (7.21D)
n v — V& Mu|?
QL (fo, [ =V, (J%n,m\/gMu;—f;)zv’ei \/Ze_nexp - 5 -, (7.21c)
n/ |U/_Mu/|2
Qjel i, 1= Vi Mg, ) =V, | <= exp -5 )—ﬂ)~ 7.21)

Les moments des fonctions de distributions adimensionnés n’el. et u;l. sont donnés par les
équations (7.15) et (7.18).

II LES MODELES MACROSCOPIQUES DANS LE REGIME DES MASSES
DISPARATES

II.1 Lerégime de dérive-diffusion des électrons

Avant de s'intéresser a la limite adiabatique des électrons, nous nous intéressons au mo-
dele macroscopique ion/électron résultant de I'application de 'asymptotique (7.19) au sys-
téme cinétique adimensionné (7.14), c’est-a-dire

0o fE+ V0L fE+E O, fF = % [Qii (F5) + VEQie (£, £5)].

1 1 1 © (7.22)
0uff + 2 v0fi = 2B 0ufE = ¢ [QRUD + QU1
couplé a I'équation de Poisson
— A0yt =nf—nf,  E°=-0x¢°. (7.23)

Notre but est d’identifier le systéme ion/électron limite lorsque le petit parametre de pertur-
bation ¢ tend vers zéro. Cette limite est dite limite “macroscopique” puisque /€ désigne le
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nombre de Knudsen. Pour une raison de simplicité de notation, les primes sont omis. Les opé-
rateurs de collisions dans leur forme adimensionnée, s’écrivent

€ s 2 £ _ £y2
Qii:Vii( i eXP(—u)—fiE), .(fe)zvee( Te exp(—ﬂ)—ff), (7.24a)

V2n 2 Na 2
n; (v-u)®\_ . : w-veuy) .
Qie:Vie(\/EeXp(_ Y 2u )—f,-), Qg):‘/ei(;ﬁexp(—T)—fQ). (7.24b)

Les opérateurs de collisions des électrons Q%) et Qé’? dépendent explicitement du parametre

€ dans I’exponentielle. Il vient de notre choix d’échelles pour les vitesses macroscopique (7.8).

Dans de nombreuses applications, la longueur de Debye adimensionnée A tendra vers zéro
R | < L

lorsque € — 0. En effet, A = x @, 7. AveCwp la fréquence plasma ionique. Cependant, nous ne

nous intéressons pas a cette limite quasi-neutre ici mais plutot a la limite adiabatique.

La limite € — 0 de I'’équation cinétique régissant la dynamique des ions est la limite hy-
drodynamique standard. En effet, f; tends vers une fonction appartenant au noyau de I'opéra-
teur dominant Q;;, c’est-a-dire fl.0 = J%n?,u?, ol1 les moments de la maxwellienne sont solutions
du modele hydrodynamique

atn? + ax(n? u?) =0,
(ion-HD) (7.25)

0:(nf uf) +0:(n) (U))?) + 0, p) — EOnf = 77,

avec le terme de friction & = v;,n? (u) — uY) et de pression défini par
pi(t,x) = f (w-ub? fE(t,x,v)dv,
R

menant, lorsque € — 0, a la loi d’état p? = n?. Le probléeme limite (7.25) est un systéme ma-
croscopique ionique, couplé au systéme régissant la dynamique des électrons via la vitesse
moyenne 1 dans le terme 5”1.2, ainsi que via le champ électrique E, obtenu avec I'équation de
Poisson. Cette limite hydrodynamique € — 0 a déja été beaucoup étudiée ; pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur intéressé a la liste non exhaustive de références [29, 30,44, 68-70].

Pour identifier la limite € — 0 de I'équation cinétique dans (7.22), nous observons que,
pour une fonction de distribution ionique donnée f; et en utilisant (7.24), nous avons

ker{QQ(f) + QY (fe o} = 1ty , O RS,

signifiant que la limite ¢ — 0 de la fonction de distribution électronique f; est une maxwel-
lienne de vitesse moyenne nulle f = .,y , ot I'évolution de la densité n(z, x) doit encore
étre établie. Pour cela, nous prenons les moments de I'équation cinétique électronique dans
(7.22) et, en utilisant (7.18), nous obtenons

0:nt+ 0x(nful)=0,
(7.26)

€

1 1 1
01 ug) + 0 (u)") + — O P + SETme =
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avec le terme de friction 5”;. = Veing(u‘l? —uf) et le terme de pression donné par

pE(t, %) :=fR(v—\/Eu§)2f§(t,x, v)dv. (7.27)

Il s’ensuit de cette définition que p? = n?; alors le régime limite € — 0 du systeme (7.26) est

thg + ax(ng ug) =0,
(électron-DD) (7.28)
0xn + E° nd =veind (uf — ud),

qui est le modele de dérive-diffusion, couplé a la dynamique des ions par la vitesse moyenne
u? ainsi que via le champ électrique E°. Les équations cinétiques dans le régime de dérive-
diffusion et leur analyse asymptotique ont aussi fait I'objet de nombreux travaux, comme par
exemple [71-73]. Notons ici que les électrons a la limite ont atteint un équilibre plus macro-
scopique (DD-model) que les ions (HD-model), di comme attendu, a leur faible masse ou, de

maniere équivalente, a leur plus grande vitesse thermique.

II.2 Lerégime adiabatique pour les électrons

Le régime adiabatique des €électrons est obtenu lorsque le terme de friction 7 est petit
dans (7.26). Ce cas de figure pourrait par exemple se présenter lorsque le courant est faible, i.e.
u — ug ~ 0(y/¢) sibien que le terme de friction .7, disparaitrait 4 I'ordre principal dans (7.26).
Le passage a la limite nous permet d’obtenir

0, nd+0,(nud)=0
(7.29)
0,nd+E°nd =o0.

Nous pouvons récupérer la relation de Boltzmann depuis (7.29). Effectivement, pour E* =
-0 x(/)o donné, la seconde équation du systeme (7.29) permet d’obtenir la relation entre la den-
sité et le potentiel

n(t,x) = c() e” “?, V(1 x) eRT x[0,L]. (7.30)

Pour déterminer la constante c(?), il suffit d'intégrer la premiere équation de (7.29) sur la va-
riable périodique en espace x pour avoir

_ — 1 (L
0,n°=0, no(t)2=—f n’(t,x)dx,
LJo

ce qui implique alors .
n°(t) = n%0,) = nY,

nous permettant donc de connaitre ¢(f) pour tout ¢ € R* dans la relation (7.30).

Si nous supposons des conditions limites périodiques, chose cohérente puisque nous
considérons I'évolution d'un plasma le long des lignes de champs magnétique, ce systeme est
alors mal posé. En effet, il n’est pas possible de déterminer la vitesse 1. Ainsi, si nous utilisons
des méthodes numériques standards afin de discrétiser 'équation cinétique électronique dans
(7.22), les schémas ne seront pas stables lorsque € — 0. Les sections suivantes sont dédiées a
I'étude détaillée de cette limite asymptotique adiabatique, et en particulier a la recherche d’'une
formulation préservant I’asymptotique.
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PASSAGE VERS LE REGIME LES ELECTRONS BOLTZMANNIENS

Afin d’étudier plus en détails la limite asymptotique adiabatique, nous négligeons les
ions et débutons cette section par I’équation cinétique adimensionnée électronique

1 1
Ve Ve

Nous supposons le potentiel électrostatique ¢(¢,x) donné et E = —0,¢. Notre but est tout
d’abord d’identifier le régime limite de (7.31) lorsque € — 0, en particulier afin de capturer
le régime des électrons boltzmanniens. Dans un second temps, nous souhaitons construire un
schéma numérique capable de résoudre cette équation cinétique, et ceci quel que soit le ré-
gime en €. Afin de rendre les notations plus claires, nous omettons l'indice 'e’ de la fonction
de distribution ainsi que des quantités macroscopiques. De plus, nous posons ve, = 1 pour
simplifier.

Spécifions tout d’abord les conditions initiales et limites associées a I’équation cinétique
(7.31). La variable temporelle ¢ appartient a R*, la variable spatiale x a I'intervalle [0, L] avec
L >0, et nous considérons des conditions limites périodiques en x, c’est-a-dire

1 1
(K)e Ocfe +—=v0xfe = —=EOufe =~ Qeelfe) = _ I llyg, yeus = fe)- (7.31)

5 f(t,0,v) =0 f(r,L,v), VieR', VveR, keN. (7.32a)
La variable vitesse v est étudiée sur tout le domaine R, avec la condition que

lim f(t,x,v)=0, VteR", Vxe[0,L]. (7.32b)
v—t00

Dans les simulations numériques, nous remplacerons le domaine de définition de la vitesse
par [Vmin, Umax] €n considérant par la suite un temps final de simulation T > 0 tels que, pour
(¢,x) €10, T] x [0, L] fixé, nous avons f(t, x, v) = 0 en dehors de 'espace des vitesses.

En ce qui concerne la condition initiale, nous partons d'une situation en accord avec
le dimensionnement de I’équation (7.31), c’est-a-dire adaptée au régime considéré. Ainsi, la
fonction de distribution des électrons est initialement donnée par

fE0,x,v) :/%ng,\/éug +eg4, (7.33)

pour des fonctions ng, ug, g; données et bornées. Nous partons donc d’une distribution égale a
I’équilibre maxwellien 1égérement perturbé. Lorsque les données initiales sont bien préparées,
comme dans ce cas, un schéma préservant 'asymptotique est appelé “AP faible”.

III.1 Décomposition micro-macro

Afin d’identifier la limite asymptotique (7.31), nous commencons par faire I’Ansatz de
Chapman-Enskog de la fonction de distribution

£

fE= MY regs, M) = e, e = —— exp(—

Iv—\/Euglz)
7= —_—y=r .

2 (7.34)

Rappelons que les moments sont donnés par

ng(t,x)szg(t,x,v)dv, \/Engug(t,x)zfvfg(t,x,v)dv,
R R
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ce qui nous permet de déduire les propriétés

fgg(t,x,v)dv:fvgg(t,x,v)dvzo.
R R

En insérant cette décomposition dans (7.31), nous obtenons

1 1
0: M (fE)+€0,8°+ 7 VO M (fE) +\evd, gt — %Eeawﬂ(f’f) -VeEf0,g°=-gf. (7.35)

Afin de séparer la partie macroscopique de la partie microscopique de cette équation,
nous allons utiliser une technique de projection déja utilisée dans des travaux précédents, tels
que [74-76]. Supposons pour un moment que f¢ et donc ses moments (n¢, /¢ u®) ainsi que la
maxwellienne associée 4, /7, soient fixés. Pour simplifier les notations nous désignons cette
maxwellienne avec .# . De plus, nous notons I1_; la projection orthogonale au sens L (.# ~! dv)
sur I'espace

N (L y) =Span {4 ,v M},

le noyau de linéarisation (£ 4) de I'opérateur de collision BGK Q.. autour de .# . Cet opérateur
de projection orthogonale sur A (£ ) est de la forme

() = | 25+ Veu. (v veu) | a(f), (7.36)

avec (n%, Ve uf) les moments de fonction de distribution f donnée et fixée, et (n4, v ux) les
moments de la fonction &, définis comme

n*::fhdv, \/Engu*:=f(v—\/5u£)hdv.
R R

Puisque 'opérateur de projection est défini, nous pouvons maintenant appliquer suc-
cessivement I1 4 puis | - II 4 a (7.35), et ainsi séparer les parties macroscopiques et microsco-
piques de f¢. C’est ainsi que nous obtenons le systeme couplé

1
€0,8°+—=(-Tly) (VO M (fE))+Ve-TIy4) (v0,g°) — VeE D, g° = —g°,
‘/E 1 1 (7.37)
O M(fE)+ —=T1Ly (VO M(f5)) + VeIl y(v0,8°) — —=E* 0,4 (f°) = 0.
VE VE

Afin d’obtenir ce résultat, nous avons utilisé les propriétés de 'opérateur de projection sui-
vantes :

Hﬂ(at./%):at./%, HM(Gtg)=O,

14 (E€8,4) =E*d,.4, I, (Ef3,8) =0.

0—TLye) (05 M) = VEdU® [(v— Veu') 1] .45,
_ £
My (00,8) = ”n#ax (WP gy ME.

Pour plus de détails sur ces résultats, nous renvoyons le lecteur aux références [74-76].
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Prenons maintenant les moments de la seconde équation de (7.37), en notant 'intégra-
tion en v simplement par (-) := [ -dv et en observant que la pression définie par (7.27) satisfait
p=nf+e¢ (U2 g%), menant a la reformulation micro-macro de I'équation cinétique (7.31),

_ £
£0,8°+Vevo,gt —VeEd,g° - \/E(”nﬂax Vgt Mt
+0uf [(v- Veu)? - 1uf=-g°,
(KF)e 1§ (7.38)

0, nf+0,(nfuf) =0,

1 1
0; (nf uf) + 0, (nf (uf)?) + =0, n + —ES nf + 0, (v g°) = 0.
& &

Il s'agit d'un systeme couplé, consistant en une équation cinétique microscopique pour g¢ et
des équations de conservation régissant les quantités macroscopiques (n¢, u®). Ce modele est
completement équivalent a I'équation cinétique (7.31) pour € > 0, mais se comportera mieux a
la limite € — 0, grace a la décomposition micro-macro.

Remarquons ici que si nous considérons E¢ = 0 and g° = 0, le systéme (7.38) n’est autre
que le systeme d’équations d’Euler isentropiques avec un faible nombre de Mach, étudié d'un
point de vue numérique dans [49, 77, 78]. Ce systeme est donc une généralisation de ce mo-
dele faible Mach puisqu’il inclut les effets cinétiques (pour des grandes valeurs de ¢) ainsi que
les effets du champ électrostatique. Nous présentons dans la section suivante une stratégie
permettant de préserver 'asymptotique, utilisant toutefois des techniques différentes de celles
employées dans les travaux cités précédemment.

III.2 Reformulation AP et identification du probleme limite

Notre objectif est maintenant de contourner la singularité des équations fluides de (7.38)
lorsque € — 0, que nous avions déja évoquée a la partie I1.2 en utilisant une projection et une
technique micro-macro. Pour cela, nous étudions 1'opérateur dominant de I’équation sur la
quantité de mouvement dans (7.38) et introduisons une seconde décomposition micro-macro
associée a cet opérateur dominant.

Nous notons tout d’abord X; le sous-espace de 'espace de Banach X, comprenant les
fonctions L-périodique sur la variable x € I := (0, L). La variable de temps ¢ € R* sera considéré
comme un parametre dans le raisonnement qui suit. A partir de ces définitions, nous introdui-
sons 'opérateur linéaire

[L:@ﬁcLﬁu)—»Lju), L(n):=d,n+En, (7.39)

ol E = —04¢ est le champ électrique fixé, avec ¢ € wleo(]), et le domaine de définition est
donné par
Py:= (€€ L;(D /L& € L (D}.

Lopérateur L est I'opérateur dominant dans I’équation sur la quantité de mouvement du sys-
téme (7.38) et doit étre étudié afin de contourner la singularité de ce systeme lorsque € — 0.
Le noyau de L est donné par

G ={EePyILE) =0}={ce?, ceR}. (7.40)
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Nous définissons aussi le produit scalaire pondéré sur L;(I )

1 L
o= [ e tax,  vegerio, (7.41)
0
ce qui nous permet de décomposer I’espace de Hilbert L;(I) tel que
(=% ot oA, (7.42)
avec
~ 1 rt
dh=EeLi(N/EM=0 Vieq}=EecLi()/ ifo Ee ?dx =0},

c’est a dire les fonctions de moyenne (pondérée) nulle sur I. La décomposition (7.42) est asso-
ciée a 'opérateur de projection orthogonal 22, défini par

L
L%:Lju)a%, %(é):z%fo EePdxe?. (7.43)

Nous pouvons maintenant écrire I'espace =4 en utilisant la définition de 1'opérateur de projec-
tion
= e Li(D) /1 P =01 =9 . (7.44)

Par restriction, nous pouvons montrer que le domaine de définition de I'opérateur dominant L
se décompose comme suit

Dy =% o o, (7.45)

= eDy/ &1L =0 V{e4q}=1{ecP;/ A () =0} (7.46)
A travers ces définitions, nous pouvons finalement déduire que I'opérateur dominant est
linéaire et bijectif
L:eh —of, Ln):=0,n+En, (7.47)
ce qui signifie que le probleme
0. 6+EE=W, VYxe(0,L),

A =0,

(7.48)

admet une unique solution ¢ € o si et seulementsi ¥ € .

Reformulons maintenant le probléeme singulier (7.38) en utilisant la projection intro-
duite précédemment. Nous introduisosn en particuluier la décomposition de la densité n® =
ré + est, avec r¢ la partie macroscopique définie par r¢ := 24 (n®). Ainsi, s® est 'unique solu-
tion de (7.48) avec le second membre donné par ¥ = % [0, 1 + E€ nf] € of . En insérant cette
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décomposition dans (7.38), nous obtenons le systeme

(v—+veu®)
£0,8°+Vevo,g© — VeE D, g - \/En—{

ax<y2g8>'/%8
+0 Ut [(v—Veu)? —1].uf =-g°,

(AP)¢ < (7.49)

0,nf+0,(nfuf) =0,

0; (N ) + 0, (N (Uf)?) + 0,55 + EE s+ 0, (V¥ g°) =0,

0xn+En®=€(0xs*+E°s%),  A(s5)=0.

Lorsque € > 0, ce systeme est completement équivalent au systeme cinétique original (7.31)
et au systeme cinétique-fluide reformulé (7.38). L'avantage essentiel que présente cette refor-
mulation est de capturer le systéme limite bien posé lorsque € — 0. Pour déterminer la limite
asymptotique de (AP),, nous introduisons '’Ansatz g€ = g"+/eg! +--- etidentifions les termes
de méme ordre en ¢ dans I’équation cinétique de (AP).. Nous obtenons ainsi

g’=0- uz)dxuoﬂnoyo > g =-2n%0,u0.

En utilisant cette information dans les équations fluides de (7.49), nous obtenons le modele
limite de (AP), en laissant € tendre vers zéro, a savoir

0, n’+d3,(n°u) =0
(L) { 0, (" u) +0,(n° W +0,s° + E®s° — 20, (n°0,u’) =0, (7.50)
0,n°+E°n’=0, A "=0.

Ce systéme limite contient la relation de Boltzmann adiabatique, cachée dans la troisieme
équation (voir (7.30)), et permet aussi de calculer le flux de particules n° u°, chose que I'on
ne pouvait pas faire avec le systeme mal posé (7.29). La présence de termes de viscosité dans
I'équation sur la quantité de mouvement permettent d’obtenir des solutions réguliéres. Enfin,
la contrainte 2 (s%) = 0 garantit l'unicité de sy, solution de 1'équation différentielle ordinaire
du premier ordre dans (7.50). Le probleme (L) sera donc appelé le modele limite de 'équation
cinétique (K), et nous introduisons dans la section suivante un schéma numérique pour (K),,
capable de capturer ce modele limite pour € — 0.

DISCRETISATION AP DU MODELE CINETIQUE POUR LES ELECTRONS

Dans cette section, nous présentons un schéma numérique pour le systeme Vlasov-BGK
(7.31) qui donne une solution précise lorsque € = @(1) et produit la solution asymptotique
lorsque € — 0, c’est-a-dire la solution du systeme (7.50). Ce schéma devrait nous permettre
de choisir un pas de temps At indépendant de ¢, et donc d’éviter les inconvénients des mé-
thodes standards explicites. Nous présentons ici les semi-discrétisations en temps respectives
de (7.38) et (7.49) et dans un second temps présentons la discrétisation en espace en utilisant
la méthode des différences finies.
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IV. DISCRETISATION AP DU MODELE CINETIQUE POUR LES ELECTRONS

IV.1 Discrétisation en temps du schéma (KF),

Afin de faciliter les notations, nous oublions les indices ¢’ dans les inconnues. Nous
fixons le pas de temps At > 0 et notons nk, uk,gk,ﬂk les approximations de n(tk, I, u(tk, ),
g(tk, ), M (f(t5,-,)) au temps tX = kAt, k = 0,---,K avec K € N. Alors, nous proposons la
discrétisation en temps du premier ordre

k+1 k

_ (v—veub
5%+\/Evaxgk_\/EEkavgk_\/En—\/k_ax<V2gk>~/ﬂk

+0,uf [(v— Veuk? - 1] MF =gkt

(KF)eats o1 & (7.51)

A; +ax(nk+1uk+1)=0,

k+1 uk+1_ k,k

n n-u

1 1
A7 +0y (nk(uk)z) + Eaxnk“ + EEk 146, (2 gk =o.

Le terme de droite de 'équation cinétique en g est implicite, et ceci permet le calcul de g**!
pour tout € = 0. La discrétisation en temps des lois de conservations macroscopiques est basée
sur les arguments suivants :

a) les termes concernant le gradient de pression et la force électrostatique sont raides et donc
pris implicites.

b) le terme de flux de particules de la seconde équation est aussi pris implicite. Nous expli-
quons ce choix par le fait que nous souhaitons récupérer la relation de Boltzmann a la
limite € — 0 : nous utiliserons la loi de conservation de la densité des particules afin d’ob-
tenir des informations sur 'inconnue #**! et ainsi obtenir la relation de Boltzmann de la
loi de conservation sur la quantité de mouvement.

Dans les sections suivantes, nous présentons une reformulation du systéme (7.51) qui préserve
I'asymptotique.

IV.2 Schéma préservant 'asymptotique

Dans le cas continu, nous avons contourné la singularité a la limite € — 0 de '’équation
sur la quantité de mouvement dans (7.38) en utilisant 'opérateur de projection 27, et avons
ainsi abouti au systeme (7.49). De la méme maniere, nous allons faire la semi-discrétisation
en temps du systeme (7.51) en faisant intervenir cet opérateur de projection. Le systéme AP
semi-discrétisé s’écrit donc
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k+1 _

& "8 o +fvaxg ~ VeE*a, gt - ve Y ‘f )ax<2 byt
+axuk [(v_\/zuk)z_l]%k: _gk+1’
(AP)er M%;Mcmx(nk“uk“):o, (7.52)
nkt! uk:t— n* uk +0, (nk(uk)Z) +0,s5 1 4+ EE sk 15 (12 gk+1> ~0
axnk+1 4 Bkl e(axsk“ +Eksk+1) ’ %(skﬂ) -0

Il est facile de montrer qu’a la limite € — 0 et pour un parameétre de discrétisation en temps fixé
At >0, ce systeme méne a une semi-discrétisation de (L). C’est cette particuliere propriété qui
représente le principal avantage de notre reformulation AP, comparativement a des discrétisa-
tions temporelles standards de I’équation cinétique (7.31).

IV.3 Discrétisation en espace de (AP). s

L’équation cinétique pour les électrons (7.31) est définie pour (¢, x, v) € R* x [0, L] xR avec
les conditions limites (7.32). Lespace des vitesses sera réduit a [V,in, Umax] € R avec vyin <0<
Umax- Nous définissons un maillage position-vitesse homogene via

Ax:Nx_l, x;i:=(-1DAx, ief{l...Ny}, NyeN,
Umax — Umin . .
Av:?, Vj=Unmin+(j—DAv, je{l...N,}, N, eN,
-

etnotons par f; j := f(x;, v;), eten général a; := a(x;) et b; := b(v;). Nous imposons des condi-
tions limites de type Dirichlet sur I'espace de vitesses, f;1 = fi n, = 0 Vi. La partie microsco-
pique de I'équation cinétique, i.e. 'équation sur g, est discrétisé avec un simple schéma up-
wind. Nous avons donc

(7.53)
(v-)j =min(0, v;), (v4); = max(0, v}),
et it~ i g i—gi
(_Ekavgk)i,jMFJ:‘%UWHFW”’A—U”_I,

(F); =min(0,-Ef),  (F,); =max(0,~E}).
Le moment d’ordre deux de g* est approché via la méthode des trapezes,

k 2 _k v NSt Av g
O; ::<Vg>i~_ Z V]gl] vagi,j'
2 j=
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Des différences finies centrées sont utilisées pour les dérivées restantes de I'équation en g,
kK _ ok ko k
0,05, ~ 0i1-9i @by, ~ Uiv1 Ui
2Ax 2Ax

Nous rappelons que la maxwellienne pour les électrons s’écrit

nk (vi — Veuk)?
ME = ——exp —L . (7.54)
l,j \/ﬁ 2

La partie compliquée porte sur la discrétisation des lois de conservations macroscopiques de
(7.52). Tout d’abord, la contrainte & (s¥*1) = 0 est implémentée via une méthode des multipli-
cateurs de Lagrange, i.e. nous ajoutons une inconnue A € R au systéme,

0, n*+1 4 K pk+l :£(6xsk+1 +Ex sk+1)+/1. (7.55)

Cette inconnue supplémentaire nous amene a ajouter une équation au systeme linéaire sous
la forme

No-1
Ax Y sktle 9l o, (7.56)
i=1

Appliquer la projection 24 a I’équation (7.55) montre que A = 0; ceci montre qu’'introduire le
multiplicateur de Lagrange ne change pas le solution du systéme (7.52). Deuxiémement, pour
simplifier, nous écrivons le flux de particules avec qf = nf uf Une maniére commode d’ap-
procher les dérivées du premier ordre dans les équations fluides est d’utiliser des différences
finies centrées aux points milieux i + 1/2. La partie macroscopique fluide de (7.52) est donc
approchée par

k+1 k k+1 k k+1 k+1 k k
nit —n; " -n (q; -q;7) FL-F
i+1 i+1 + i i + i+1 i + i+1 i_ 0,
2At 2At AXx Ax
k+1 _ k k+1 _ k k+1 _ k+1 k  Jk+1 k k+1 k _ gk
Gy iy 4"~ Sin =S BiaSin YE S 9~ Y —0
2At 2At Ax 2 Ax '
k+1 k+1 k k+1 k ,k+1 k+1 k+1 k  k+1 k k+1
n:t—n; E¥* nt" +E'n! sl — ¢! EY s¥T 4+ EF s
i+1 i + i+177i+1 i —¢ i+1 i + i+1%i+1 17 + 1.
AXx 2 AXx 2

Ici, # l.k et iél.k représentent les flux de particules et de la quantité de mouvement avec un ajout
de viscosité artificielle de type Rusanov [37], donnés aux points i du maillage par

k ai ik k
Zi —_Z(”m_”i—l)»
(7.57)
L[(a\e (@ (2 ], ] ai
k._ (4 q- q- 1k k, ok y_ %, k& _ k
(gi. 4 (n)i+1+2(n)i+(n)i—l +4(®i+1+2®i+®i_1) 4(6’“'1 qi_l),

qf qf
ou a; =max(|n—’k+1|,|n—’k—1|).

i
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IV.4 Condition CFL de stabilité de I'équation microscopique

Nous allons maitenant chercher a expliquer pourquoi la discrétisation en temps choisie
pour 'équation cinétique de (7.52) préserve la propriété AP. En particulier, pourquoi le pas
de temps At peut étre choisi indépendant un parametre €. Pour cela, nous allons étudier ici
I’équation cinétique simplifiée

1
0:8+ 0x8— E() =--g, 7.58
t8 \/—V x8 Ve v8="28 (7.58)
et la semi-discrétisation en temps
k+1 k
g -g 1 k- b opks k1 kn
=———+—vo,g"———=E"0 =—- . 7.59
At Ve 8 T T vE TS (7:59)

En ce qui concerne la discrétisation en espace, un simple schéma de Lax-Friedrich est suffisant
pour ce que nous cherchons a montrer. Il s’écrit

Atv
= k k k k B[k
gap = 3 g“+1vﬁ+ga—1vﬁ+ga,ﬁ+1+ga,ﬁ—1] zfo(ga+1p gn_ 1ﬁ)
AtEE . - )
2\/_Ay( “ﬁ“_gaﬁ—l)__ga;j' a,pez?,
que nous pouvons écrire sous la forme
At) k k k " Atvg [,
(1+ )g“% T2 g“+1’ﬁ+ga—1yﬁ+ga,ﬂ+1+ga,ﬁ—1] 2\/_Ax(gw+1ﬁ gr_ 1ﬁ)
(7.60)
AtE k
toeay (8epn—8ep).

Le critére de stabilité de ce schéma est obtenu en utilisant la méthode de Von Neumann, qui
est basée sur une analyse de Fourier et revient a montrer qu'’il existe, sous certaines conditions,
une constante 0 < v < 1 telle que

1/2
185 Iz < vIIgkll2, avec 11gFII2:= (AxAvZZlgaﬁ') '

Cette estimation permet d’obtenir la stabilité du schéma.
Afin d’obtenir cette condition de stabilité, nous introduisons la fonction d’onde discrete

gg,ﬁ = eixa-feivﬂn — eianEeiﬁAvn’ (5»77) € [RZ, (7.61)

dans le schéma aux différence finies (7.60) pour obtenir la relation de récurrence

gel =agmeks  VkeN, V(a,peZ?,
ou a(¢,n) est appelé facteur d’amplification. Un schéma est dit stable lorsque |a(¢,n)| <v <1
pour tout (¢,1) € R?. Si le critére n’est pas respecté pour un (¢,n), alors les composantes avec
le nombre d’onde (¢, 1) seront amplifiées lors des itérations en temps, conduisant a une explo-
sion du schéma.
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Nous insérons (7.61) dans (7.60) et obtenons I’expression suivante pour le facteur d’am-

plification
k
a

L costaxe) + cosavm] i sin(axe) +127E sincavn)
— | COS X COS v —1 SIN(AX 1 Sin v .
2 g Ax € Avye 1

€
aem = e+ At

Alors, nous en déduisons I’estimation
€
la,mi? < 2T AD? [Ecosz(Axf) + 4vi,ﬁ sin?(Ax &) +ecos®(Avn) + 4\/%’“ sinz(Avn)] ,

avec
vpAt EkAt
Vi fi= , Vyai= .
Ax Av
En adoptant les notations
vm At
Vi = Xx ) vy = max{|Vminl, [Vmaxl}
EnAt
vy = B3 Eyi=maxgen, acz {IELN},

nous pouvons écrire

2 € 2 2
laé,n)| < AR (max{e, 4 v} + maxfe, 4vy}) .

Nous pouvons remarquer de cette estimation de |a(,n)|? que :
— Dans le régime adiabatique £ — 0, nous avons |a(¢,n)|* —¢_o 0 pour At > 0 fixé, ce qui
signifie qu’aucune condition CFL n’est requise dans ce cas.
— Dans le régime cinétique € — 1, nous avons

2 2 2
2@l <503 (max{1,4vy} + max{l,4vy}),

et ceci conduit, pour € ~ 1, au résultat standard de stabilité : la condition CFL qui permet

d’obtenir |a({,n)| < 1 est

1 1 . [Ax Av
max{|vyl, [vyl} <= = At<-min{—,—¢;
2 2 vy Enm
— pour le régime intermédiaire, nous obtenons
) := £ (max{s 4v2} + maxie 4v2})
T 2(e+An? X S
2 2
€ £ Uy £ Ey,
= ——  |max{—,4 +max{——,4—23|,
2(e/At+1)>2 ( {(At)z (Ax)z} {(AL‘)Z (Av)z})

et donc nous avons |0(e)| < 1 si
2 2 2 2
4e vM/(Ax) 4£EM/(A V)

(e/At+1)? (e/At+1)?

’

ce qui nous conduit a la condition

—1=:Vey-1. (7.62)

B2 (B2

€
—_— >

2 2
v E
e M M
At
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Ainsi, le schéma (7.52) avec (7.53)-(7.57) est stable si la condition CFL suivante est satis-
faite :
At < CFL+min(Atg,Atg), (7.63a)

ouCFL<1et

AXx

Atpi= ————
max;(a;) 5
. ¢ max; () max;((E})?)
AtF si \/EY -1=<0> Y = (Ax)2 + (AV)Z

Atg:= € K

—— si Vey*—-1>0.

veyk-1 ver

Sie — 0 et Ax et Av sont fixés, le nombre \/Eyk — 1 devient négatif, et la condition CFL est alors
indépendants de ¢ dans le régime adiabatique et correspond a la condition CFL fluide Atg.

RESULTATS NUMERIQUES

Lobjectif de cette section est d’étudier |'efficacité du schéma AP proposé, en particulier
pour montrer numériquement la propriété AP lorsque € — 0. Les tests numériques ont été fait
sur un domaine déterminé par L = 1, v, = —5 €t V4 = 5 et sur un intervalle de temps [0, T]
avec T =0.1. Nous avons posé un potentiel électrostatique donné, indépendant du temps,

¢(x) = cos(2mx) = EN(x)=-27sin@nx) VkeN.

La fonction de distribution initiale f; est une maxwellienne de vitesse moyenne nulle

2
folx,v) = ri;;_): eXp(—U?),

avec

( (x—0.5)2)
no(x) = exp|l—————/|,

202 202

et o =0.05. Al'échelle de temps €, nous nous attendons a ce que la densité approche la relation
de Boltzmann .
Jo nodx
c="——.
[ e?dx

Pour avoir une premiere idée de ce cas test, nous tracons dans la Figure 7.1 la solution ob-
tenue avec le schéma AP (7.52) pour € = 1072, Nous prenons N, = 51 et N, = 251 points de
maillage dans les simulations. De la colonne du milieu, on distingue clairement la convergence
en temps de la densité de particules vers la relation de Boltzmann (7.64). Le champ électrique
est responsable de ’accélération asymétrique des électrons, vers la gauche pour x < 0 et vers la
droite pour x > 0.

Afin de valider notre schéma AP, nous implémentons un schéma explicite upwind pour
I’équation cinétique (7.31). Les solutions numériques obtenues avec ce schéma servent de ré-
férence pour le régime € = 107°. Pour des valeurs plus petites de &, le pas de temps du schéma
explicite devient fortement contraignant et le schéma devient impraticable. La figure 7.2 re-
présente la convergence de la densité au cours du temps vers la relation de Boltzmann (7.64)

n(tle — oo, x) = ce®™ (7.64)
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5 fat=0.005 relation de Boltzmann 10 flux de particules
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FIGURE 7.1 — Captures de la fonction de distribution f a quatre instants (colonne de gauche),
obtenues avec le schéma AP (7.52) avec € = 1072. La colonne du milieu représente la densité de
particules associée n, comparée avec la relation de Boltzmann (7.64), et la colonne de droite
représente le flux de particules g = nu.
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pour les solutions obtenues avec les deux différents schémas : le schéma AP (7.52) et le sol-
veur Vlasov-BGK explicite upwind (solution 'REF’). Pour cette comparaison, nous avons pris
£ = 1072, afin que le solveur explicite puisse étre simulé avec N, =201 and N, = 1001. Ce résul-
tat montre que le schéma AP permet d’obtenir des solutions cohérentes dans un régime ol
est relativement grand.

Convergence L™ vers Boltzmann , Convergence L2 vers Boltzmann
10 10
——REF ——REF
AP AP

2100 1N\

=
o
[=}
/
/

lIn-ce?|1, / l1ce?],
]
o
>

\/’\

i

=
e
~

\

9!1071 \,/
J 1073 |

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
temps temps

FIGURE 7.2 — Convergence au cours du temps vers la relation de Boltzmann (7.64) de la
solution du schéma AP et d'une solution de référence 'REF’, pour £ = 10~2. La solution de
référence est obtenue a partir d'un solveur de '’équation Vlasov-GBK utilisant une
discrétisation explicite upwind sur un maillage fin avec N, =201 et N, = 1001.

Que se passe t'il lorsque la valeur de € diminue ? La Figure 7.3 montre la convergence vers
la relation de Boltzmann au cours du temps pour différentes valeurs 107® < £ < 107!, obtenues
avec le schéma AP. Nous observons une convergence oscillante, dont la fréquence augmente
quand ¢ diminue. La convergence est aussi plus rapide pour des petits €, ce qui montre que
€ est reliée a I'échelle de temps via le nombre de Mach. Pour € = 1078, I’état initial transite
presque instantanément vers Boltzmann (couche limite a ¢ = 0).

Convergence L™ pour AP

10t
—==c=]p-01
. e=1le-02
, oE ,.-”.-"' ...... e=le-03] |
; 10 . "'--.-.--.-.___.‘ e=1e-04
% -?' -,‘. —c=1e-05
é . L ———c=1e-06"
= 10 ]

T —

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
temps

FIGURE 7.3 — Convergence au cours du temps de la solution du schéma AP vers la
relation de Boltzmann (7.64) avec 10 ® <e <1071,
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Notre objectif suivant est de démontrer le caractere AP de notre schéma. Pour cela, nous
tragons sur la Figure 7.4 les état d’équilibre de la fonction de distribution f au temps ¢ = 0.1
ainsi que ses moments macroscopiques, obtenus avec le schéma AP ainsi qu’avec le solveur
explicite upwind. Les deux schémas coincident bien pour f(¢ = 0.1) ainsi que pour la densité
d’électrons n(t = 0.1) qui est a '’équilibre boltzmannien. Cependant, le flux d’électrons g(t =
0.1) differe pour les deux schémas. En fait, le flux d’électrons n’est pas calculé par le solveur
explicite. Celui-ci calcule f* puis en déduit le flux d’électrons via

k_ L k
q —\/Efvf dv.

Les erreurs numériques faites sur f* sontici divisées par v/, et deviennent alors larges lorsque
€ « 1. De plus, I'approximation de I'intégrale en v va entrainer des erreurs additionnelles, qui
sont elles aussi amplifiées par la division par /. Ainsi, le calcul de g* pour un ¢ petit n’est
pas possible via une discrétisation standard de Vlasov. Le schéma AP considere par contre g
comme une inconnue et permet d’obtenir la bonne solution a la limite asymptotique € — 0.

5 fat=0.1 s relation de Boltzmann 40 flux de particules
1.6
14 6 30
12 4 20
1 2 10
>0 0.8 0 0
06 -2 10 3
0.4 -4 £ 2013 K
0.2 6| |=—Cc*exp(¢) 30
...... n
-5 o] -8 -40
0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X X
5 fat=0.1 R relation de Boltzmann 035 flux de particules
1.6
14 6 0.2
1-2 4 0.15
1 2 0.1
>0 o 0 0.05%
0.6 -2 0% o
0.4 -4 c 0051 % +
0.2 -6 | |=——c*exp(¢) 0.1 e
= 0
-5 - .15
0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X X

FIGURE 7.4 — Etat d’équilibre atteint au temps ¢ = 0.1 pour £ = 10~° avec le schéma explicite
upwind (premiére ligne) et le schéma AP (seconde ligne). Remarquons que les fonctions de
distributions f(¢ = 0.1) s’accordent tandis que le schéma explicite renvoie un résultat erroné
du flux d’électrons g.

Donnons d’autres arguments montrant que le solveur explicite n’est plus utilisable pour
des petites valeurs de €. Dans le tableau 7.1, nous comparons de maniere quantitative, les deux
schémas lorsque € — 0. Nous remarquons plusieurs choses :

— Apropos des erreurs L™ et L?, nous avons déja vu sur les Figures 7.2 et 7.3 que le systéme est
trés proche du régime adiabatique des électrons a ¢ = 0.1 pour £ < 1072, ce qui se confirme
icilorsque € — 0.
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— Concernant le temps CPU, le schéma AP devient plus efficace que le solveur lorsque ¢ <
107°. Remarquons en particulier la baisse soudaine du temps CPU pour le schéma AP
lorsque € = 107%; a partir de ce point, la condition CFL cinétique est relaxée, c.f. (7.63),
car /£ y* — 1 devient négative et la condition CFL fluide est alors appliquée.

— Il est aussi important de remarquer le comportement du conditionnement pour le schéma
AP Le fait qu’il n'explose pas lorsque € — 0 est une caractéristique typique de la propriété

/////

AP.

— Finalement, remarquons I'augmentation des erreurs L™ et L? du solveur explicite lorsque
€ =107, qui montrent que ce solveur n’est pas utilisable pour des petites valeurs de €. Ceci
est une indication du fait que la limite formelle € — 0 de 'équation cinétique (7.31) conduit
a un probleme mal posé.

Pour résumer, les tests numériques que nous avons effectués ont permis de démontrer
le caractere AP de notre schéma, en particulier un conditionnement indépendant de ¢, une
condition CFL indépendante de ¢, et la capacité de récupérer la relation de Boltzmann a la
limite € — 0, pour des parametres de discrétisation fixés A, Ax, Av.

€ erreur L™ | erreur L? \ 11g€ (£ =0.1)|l0o \ conditionnement(x107) \ temps CPU
upwind explicite
1079 0.8865 0.9072 2.30 - 1.00
1071 0.2129 0.2269 2.13 - 3.22
1072 0.0217 0.0244 1.36 - 7.92
1073 0.0096 0.0105 3.62 - 25.41
1074 0.0087 0.0079 11.38 - 83.77
1075 0.0208 0.0191 35.64 - 255.17
AP

1079 0.7553 0.8819 2.25 0.0002 2.02
107! 0.1916 0.1745 2.06 0.0007 5.35
1072 0.0013 0.0013 0.65 0.0148 15.80
1073 0.0009 0.0010 0.21 0.1000 46.04
1074 0.0035 0.0028 0.17 0.7918 118.15
1072 0.0027 0.0021 0.21 2.2951 110.18
1076 0.0026 0.0020 0.16 5.6453 2.14
1077 0.0026 0.0020 0.15 4.5821 1.87
1078 0.0026 0.0020 0.15 2.2940 1.83
107° 0.0026 0.0020 0.15 2.2940 1.82

TABLE 7.1 — Comparaison du schéma AP avec le solveur upwind explicite : erreurs L™ et L2 par
rapport a la relation de Boltzmann (7.64) a ¢ = 0.1, conditionnement maximal au cours du temps
de la matrice du systéme (juste pour schéma AP), norme L du flux de particules g a t = 0.1 et
le temps CPU normalisé.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thése, nous nous sommes donné pour objectif de fournir un cadre mathé-
matique afin de modéliser la dynamique des flux de données dans les réseaux informatiques
a partir d’équations de conservations. L'étude menée dans ce manuscrit montre qu’il est ef-
fectivement possible de définir une approche fluide basée sur une analyse asymptotique de
modeles cinétiques ou microscopiques. Cette approche a été mise en application sur les thé-
matiques des grilles de calcul et des réseaux AFDX.

Outre la possibilité de garantir I'aspect bien posé au sens mathématique de ces modéles,
I'approche fluide nous a permis d’effectuer des simulations numériques pour illustrer le com-
portement de ces réseaux. Nous avons aussi identifié plusieurs régimes asymptotiques pour ces
réseaux, qui donneraient lieu a des modeles distincts et décriraient des comportements spé-
cifiques. Cependant, tous ces régimes ne peuvent étre traités avec les méthodes numériques
décrites dans les chapitres 4 et 5, car ils correspondent a des limites singulieres. Il existe des
techniques adaptées pour les traiter, comme les schémas asymptotic preserving (AP). Pour pré-
parer la suite des travaux présentés dans ce manuscrit, nous avons étudié cette méthodologie
AP dans le cadre d'une autre thématique, dans laquelle elle est couramment utilisée. Il restera
toutefois a appliquer cette approche aux problémes issus de la dynamique des réseaux.

Les travaux présentés dans ce manuscrit ouvrent de nombreuses perspectives. Concer-
nant 'amélioration de nos modeéles, nous aimerions prendre en compte des comportements
physiques plus complexes, comme par exemple I'apparition de niveaux de priorités, oul'intro-
duction d'un terme de dispersion, qui introduirait des vitesses aléatoires, avec des mémoires
tampons qui ne respecteraient plus nécessairement 'ordre des messages (mémoires tampons
FIFO). Ces changements modifieraient la nature mathématique des équations de conserva-
tion, qu’il faudrait alors réétudier. Concernant une amélioration des schémas numériques clas-
siques utilisés pour simuler ces modeles, des schémas d’ordre plus élevé pourraient étre mis
en place pour limiter le nombre de cellules dans chaque mémoire tampon. Une parallélisation
des calculs numériques pourrait également s’avérer efficace en raison de la nature parallele des
flots. Enfin, les résultats numériques que nous avons obtenu dans le cadre des réseaux AFDX
pourraient étre comparés avec un simulateur particulaire.

En ce qui concerne l'utilisation des schémas AP, qui reposent sur l'identification de la
limite singuliére du probléme, il sera nécessaire de définir en premier lieu le modele fluide
limite, puis d’appliquer la méthodologie AP. Ce type de méthode pourrait étre particulierement
adaptée pour la simulation de réseaux hétérogénes, comme par exemple la gestion simultanée
d’équipements dont des performances (comme les temps de latence) présentent des ordres de
grandeurs disparates.
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