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R�esum�e

Ce m�emoire est onsar�e �a la desription d'une tehnique nouvelle permettant une r�esolu-

tion num�erique pr�eise et eÆae des �equations de Navier{Stokes en pr�esene d'interfaes et

de surfaes libres. Une premi�ere partie est onsar�ee �a la pr�esentation des prinipes g�en�eraux

de la m�ethode appliqu�ee au as d'�eoulements diphasiques. Une attention partiuli�ere est

aord�ee au traitement des termes li�es �a la tension de surfae. La m�ethode est ensuite for-

malis�ee dans le as d'�eoulements ave surfaes libres. Plusieurs tests de validation sont

pr�esent�es inluant : ondes apillaires planes, modes d'osillation de gouttes, instabilit�e de

Rayleigh{Taylor, mont�ee de bulles dans un liquide.

Deux appliations prinipales sont onsid�er�ees dans les hapitres suivants : sonolumines-

ene et avitation. Nous nous int�eressons plus partiuli�erement au ouplage entre osillations

radiales et translationelles dans les bulles en l�evitation aoustique ainsi qu'�a la stabilit�e des

modes de d�eformation non{sph�eriques des bulles sonoluminesentes. La formation de jets

dans les bulles de avitation pr�es de parois solides est simul�ee num�eriquement et ompar�ee

aux s�equenes photographiques exp�erimentales. Une �etude param�etrique d�etaill�ee des e�ets

de la visosit�e sur la formation et la vitesse d'impat du jet est effetu�ee.

Abstrat

This dissertation desribes a novel tehnique for solving numerially the Navier{Stokes equa-

tions with interfaes or free{surfaes. The �rst part is a presentation of the general priniple

of the method applied to two{phases ows. A partiular attention is paid to the treatment

of terms linked to surfae tension. The method is then formalised for the ase of free{surfae

ows. Several validation tests are presented inluding: apillary waves, oillations of drops,

Rayleigh{Taylor instability, bubbles rising in a liquid.

Two main appliations are onsidered in the following hapters: sonoluminesene and

avitation. We investigate more partiularly the oupling between radial and translational

osillations for aoustially levitated bubbles and the stability of the spherial shape of sono-

luminesing bubbles. Jet formation in bubbles avitating near solid boundaries is simulated

numerially and ompared to experimental photographi series. A detailed parametri study

of the inuene of visosity on jet formation and jet impat veloity is undertaken.





Remeriements

Je voudrais remerier les membres du Laboratoire de Mod�elisation en M�eanique, th�e-

sards et permanents qui m'ont aid�e au ours de ette th�ese. Je tiens �a remerier plus parti-

uli�erement Ren�ee Gatignol qui m'a permis d'e�etuer ette th�ese ainsi que St�ephane Zaleski

pour sa ompr�ehension et son ouverture d'esprit.

Je remerie �egalement Jie, Maurie, Vinent, Laurent, Jose et Carolina, Florene, Marie-

Gabrielle, Catherine, Sylvain et Laure, Niole et Jean-Pierre et Vanessa pour leur aide spi-

rituelle et mat�erielle.

Je remerie �egalement mes parents qui m'ont non seulement donn�e le jour mais aussi le
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Introdution

Les interfaes entre diff�erents �etats de la mati�ere ou diff�erents mat�eriaux jouent un rôle

pr�epond�erant dans de nombreux ph�enom�enes naturels. Dans le as de uides | liquides

ou gaz | elles sont souvent arat�eris�ees par un omportement omplexe et la r�eation de

strutures g�eom�etriques parfois tr�es belles. Le d�eferlement des vagues sur une plage en bord

de mer, les bulles d'air d'un plongeur sous{marin ou les gouttes de pluie tombant dans une

aque d'eau sont des exemples familiers.

Mis �a part la pure uriosit�e que peut nous inspirer es ph�enom�enes, ils revêtent une grande

importane pour de nombreuses appliations, industrielles ou li�ees �a la ompr�ehension globale

de ertains syst�emes. L'�equilibre du limat d�epend ainsi de mani�ere ruiale des �ehanges

| en partiulier gazeux | entre l'o�ean et l'atmosph�ere. Ce proessus global ne peut être

d�erit sans une mod�elisation loale de l'inuene du d�eferlement des vagues. Un autre ex-

emple \m�et�eorologique" | pour des �ehelles spatiales enore plus petites | onerne la

formation des nuages et de la pluie. Les nuages sont ompos�es de gouttes d'eau et 'est la

dynamique loale de leurs interations, �evaporation, fusion, division qui d�etermine si il pleut

ou non.

D'un point de vue plus fondamental, les �equations qui gouvernent l'�evolution des inter-

faes sont obtenues par des prinipes g�en�eraux : lois de onservation, ontinuit�e. Ce arat�ere

universel explique l'apparition d'�equations analogues dans des domaines aussi divers que l'as-

trophysique ou la physique nul�eaire. L'�etude th�eorique de es �equations, et en partiulier

des instabilit�es qui leur sont assoi�ees, est ainsi li�ee �a notre ompr�ehension globale des lois

physiques.

Les appliations pratiques diretes sont �egalement nombreuses. L'atomisation des jets de

arburant injet�es dans les moteurs �a ombustion, la mod�elisation des �eoulements dispers�es

ou de l'endommagement par avitation sont quelques exemples de ph�enom�enes enore mal

ompris mais d'une grande importane tehnologique et �eonomique. Le onept d'interfae

peut aussi être �etendu au as de membranes d�eformables e qui permet l'�etude de nombreux

probl�emes biom�eaniques : ouplage uide{struture pour les �eoulements dans les vaisseaux

sanguins, omportement des globules rouges dans les apillaires, optimisation des valves

ardiaques arti�ielles...

La nature �a la fois ommune mais souvent surprenante des ph�enom�enes interfaiaux,

li�ee au large hamp d'appliations, a motiv�e la reherhe dans e domaine. De nombreux

r�esultats th�eoriques et exp�erimentaux ont ainsi �et�e obtenus depuis l'�epoque de pionniers tels

que Laplae, Plateau ou Rayleigh. L'�etude analytique des �equations d'�evolution est ependant

d�eliate du fait du ouplage entre les onditions aux limites et la position de l'interfae, a

priori inonnue. Dans de nombreux as, les r�esultats th�eoriques sont ainsi limit�es �a des

r�egimes de faible d�eformation. D'autres hypoth�eses simpli�atries peuvent �egalement être

utilis�ees, souvent bas�ees sur une formulation potentielle pour le hamp de vitesse, e qui

restreint les r�esultats aux as asymptotiques de tr�es faible ou tr�es forte visosit�e. Malgr�e les

progr�es tehnologiques aomplis | en partiulier pour la photographie ultra{rapide | les

exp�erienes n�eessaires �a la validation de es th�eories restent d�eliates �a mettre en oeuvre,
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Introdution

en partiulier lorsque les �ehelles spatiales et temporelles sont petites.

Le d�eveloppement des alulateurs �eletroniques dans les ann�ees 50 a permis d'envisager

une nouvelle approhe pour e type de probl�emes. En th�eorie, la r�esolution num�erique di-

rete des �equations d'�evolution permet d'a�eder �a l'ensemble des grandeurs physiques et �a

leur �evolution temporelle et spatiale. Ces \exp�erienes num�eriques" peuvent potentiellement

ompl�eter voire remplaer les exp�erienes r�eelles | en partiulier dans le as de onditions

exp�erimentales diÆiles. Dans la pratique, le potentiel de ette tehnique est limit�e par la

puissane des alulateurs. L'aroissement extrêmement rapide de la vitesse de alul des

ordinateurs durant es derni�eres d�eennies a ependant ouvert de nouvelles perspetives.

De mani�ere g�en�erale, la r�esolution num�erique de la dynamique de uides s�epar�es par des

interfaes se d�eompose en deux parties :

{ le hoix d'une tehnique de repr�esentation et de d�etermination des hamps hydrody-

namiques �a l'int�erieur de haune des phases,

{ le ouplage de la repr�esentation hydrodynamique ave la repr�esentation de l'interfae

et des onditions aux limites orrespondantes.

Dans ertains as la repr�esentation des hamps hydrodynamiques peut être tr�es simpli��ee.

Les m�ethodes d'int�egrales de fronti�ere [O~guz et al., 1990, Stone, 1994℄ supposent ainsi que le

hamp de vitesse d�erive d'un potentiel. On peut alors montrer que l'ensemble de la dynamique

peut être ramen�ee �a l'�evaluation de la valeur de soures pla�ees sur l'interfae uniquement.

Dans e as seul le ouplage �evoqu�e dans le seond point demeure. Cette tehnique n'est

ependant possible que dans les as limites de tr�es forte ou tr�es faible visosit�e de haun des

uides. Dans le as g�en�eral, la plupart des m�ethodes utilisent une disr�etisation des hamps

hydrodynamiques sur un maillage. Le hoix du type de maillage utilis�e d�epend essentiellement

de la mani�ere dont est effetu�e le ouplage ave l'interfae.

Il peut sembler judiieux de faire o��nider le bord d'un �el�ement de la disr�etisation

ave l'interfae. De ette mani�ere, tous les �el�ements disrets sont enti�erement ontenus dans

une seule phase. Les hangements de propri�et�es physiques ne se produisent qu'�a la fronti�ere

entre �el�ements. On obtient ainsi, un ensemble de domaines | orrespondant �a haune des

phases | o�u les propri�et�es physiques sont onstantes, li�es entre eux par l'interm�ediaire des

onditions aux limites sur l'interfae. Cette tehnique rappelle le type de disr�etisation utilis�e

dans le as d'�eoulements monophasiques dans des domaines g�eom�etriquement omplexes,

o�u les fronti�eres solides orrespondent ave les bords de ertains �el�ements. La di��erene

essentielle est li�ee au fait que l'interfae | ontrairement �a une paroi solide | est d�eform�ee

par l'�eoulement. Il est don n�eessaire d'utiliser un maillage mobile qui suit �a haque instant

les d�eformations de l'interfae [Ryskin et al., 1984, Fukai et al., 1993℄.

Pour es m�ethodes sur maillage mobile, les valeurs disr�etes des hamps hydrodynamiques

sont d�e�nies sur l'interfae, e qui permet une prise en ompte des onditions aux limites

direte et pr�eise [Dandy et al., 1986, Magnaudet et al., 1995℄. Il est ependant diÆile de

g�en�eraliser ette approhe lorsque les d�eformations deviennent importantes (�gure I.1). Pour

ette raison, il est int�eressant d'utiliser un maillage �xe. La disr�etisation spatiale devient

ainsi ind�ependante de la position de l'interfae. Il est don n�eessaire de hoisir une repr�esen-

tation pour elle-i. L'�epaisseur de l'interfae est g�en�eralement n�egligeable devant les �ehelles

spatiales onsid�er�ees.

1

Il est ainsi raisonnable de la onsid�erer omme une v�eritable disonti-

nuit�e, repr�esent�ee par une surfae (ou une ourbe pour un probl�eme bidimensionnel). Cette

surfae doit elle-même être disr�etis�ee pour pouvoir être manipul�ee num�eriquement.

1

L'�epaisseur d'une interfae air{eau est de l'ordre du nanom�etre.
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Fig. I.1.: Pour les m�ethodes lagrangiennes le maillage peut subir des d�eformations impor-

tantes même lorsque l'interfae est relativement peu d�eform�ee. D'apr�es MHyman (1984).

(a) (b)

Fig. I.2.: Disr�etisation des hamps hydrodynamiques et de l'interfae. (a) Maillage �xe

strutur�e. (b) Maillage �xe non{strutur�e.

Fig. I.3.: Fusion de deux interfaes par une m�ethode de marqueurs. Le d�etail de la reon-

nexion est d�etermin�e expliitement.
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Fig. I.4.: Repr�esentation d'une interfae par la m�ethode VOF sur un maillage art�esien. (a)

Avant reonnexion. (b) Apr�es reonnexion.
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(a)

(b)

Fig. I.5.: Repr�esentation d'une interfae par une m�ethode de ligne de niveau. La fontion

de phase est repr�esent�ee ainsi que la ligne de niveau orrespondant �a l'interfae. (a) Avant

reonnexion. (b) Apr�es reonnexion.

La m�ethode de suivi de front [Glimm et al., 1987, Unverdi et al., 1992℄ utilise des mar-

queurs distribu�es sur la surfae et onnet�es entre eux qui permettent de suivre la position

de l'interfae. Deux maillages distints sont ainsi n�eessaires. De dimensions diff�erente, ils

disr�etisent, l'un les hamps hydrodynamiques et l'autre l'interfae (�gure I.2). Cette teh-

nique pose plusieurs probl�emes. Il est par exemple n�eessaire d'assurer une distribution ho-

mog�ene des marqueurs au ours de l'�evolution de l'interfae. Lorsque elle-i est d�eform�ee,

s'�etire ou simplement lorsque la vitesse tangentielle n'est pas nulle, la densit�e de marqueurs

varie. Il est don essentiel de \remailler" p�eriodiquement l'interfae. Ce remaillage est epen-

dant plus simple que dans le as des m�ethodes utilisant une grille mobile ar la dimension

de l'interfae est toujours inf�erieure �a elle de l'espae onsid�er�e (une surfae en 3D et une

ourbe en 2D). Les hangements de topologie | omme la fusion de deux gouttes illustr�ee

�gure I.3 | posent un autre probl�eme. Du fait de la repr�esentation expliite de l'interfae,

un rit�ere doit être hoisi pour d�eider de l'instant et de la position auxquels s'e�etue la

reonnexion.

L'interfae peut �egalement être repr�esent�ee impliitement, par exemple par le biais des

hangements de propri�et�es physiques telles que la densit�e ou la visosit�e. Il est possible de

g�en�eraliser ette notion en utilisant une fontion de phase dont la valeur indique la na-

ture du uide en haque point de l'espae. Cette fontion peut avoir une signi�ation phy-

4



sique omme dans les as des m�ethodes de type Volume Of Fluid (VOF) [Noh et al., 1976,

Ashgriz et al., 1991℄. Cette tehnique appliable aux �eoulements diphasiques utilise une

fontion de phase d�e�nie omme la fration volumique oup�ee par l'un des uides en un

point donn�e de l'espae (�gure I.4). L'interfae est alors interpr�et�ee omme le lieu des han-

gements de ette fration entre ses valeurs extrêmes z�ero et un. Les m�ethodes de ligne de

niveau (level set) [Sethian, 1996℄ utilisent une fontion de phase qui n'a pas n�eessairement

une signi�ation physique. L'interfae est simplement d�e�nie omme le lieu des points pour

lesquels ette fontion s'annule (�gure I.5). Dans tous les as, le traitement de l'�evolution de

l'interfae se r�esument �a une mise �a jour des valeurs de la fontion de phase : soit en prenant

en ompte ertaines propri�et�es physiques, telle que la onservation de la masse dans le as

des m�ethodes VOF ; soit par simple transport dans le as des m�ethodes de ligne de niveau.

Globalement plus simples �a mettre en oeuvre que les m�ethodes de suivi de front | en

partiulier en trois dimensions | les tehniques utilisant une repr�esentation impliite de

l'interfae ont le gros avantage de traiter naturellement les hangements de topologie. Pour

une m�ethode VOF par exemple, la reonnexion de deux interfaes est simplement arat�eris�ee

par le passage �a une valeur frationnaire de la fontion de phase dans un ertain nombre de

ellules s�eparant deux zones de valeurs enti�eres (�gure I.4). Auun traitement sp�eial n'est

n�eessaire. Les m�ethodes de ligne de niveau pr�esentent les mêmes avantages.

Pour l'ensemble des m�ethodes sur grille �xe, la position de l'interfae | onnue dans

le as expliite et qui peut être d�eduite de la fontion de phase dans le as impliite | ne

orrespond g�en�eralement pas ave les sites o�u sont disr�etis�es les hamps hydrodynamiques.

La prise en ompte des onditions aux limites sur l'interfae n'est don pas direte omme

dans le as des m�ethodes sur grille mobile. Une approhe lassique onsiste �a extrapoler es

onditions sur les sites du maillage �xe voisins de l'interfae. Cette extrapolation est effetu�ee

en supposant que l'interfae n'est plus une disontinuit�e parfaite mais poss�ede une ertaine

�epaisseur, g�en�eralement d�ependante de la r�esolution spatiale du maillage. Les hangements

de propri�et�es physiques, densit�e, visosit�e ainsi que les �eventuelles fores interfaiales (om-

me la tension de surfae) sont ainsi distribu�es sur plusieurs mailles autour de l'interfae

[Brakbill et al., 1992℄. Cette approhe limite la pr�eision des m�ethodes sur maillage �xe et

pose un ertain nombre de probl�emes sur lesquels nous reviendrons.

Il n'existe don pas de tehnique de r�esolution universelle. Les m�ethodes sur maillage

mobile sont pr�eises mais limit�ees �a des g�eom�etries simples. Les algorithmes sur maillage �xe,

expliites ou impliites, sont plus g�en�eraux mais font g�en�eralement appel �a un �epaississement

arti�iel de l'interfae qui peut onduire �a des erreurs importantes.

Nous aborderons dans ette th�ese un ertain nombre de probl�emes pour lesquels les ondi-

tions aux limites sur l'interfae, qu'elles soient li�ees �a la visosit�e ou �a la tension de surfae,

ont une inuene importante. La premi�ere partie de ette �etude sera ainsi onsar�ee �a la mise

en oeuvre d'une m�ethode de r�esolution hybride qui tentera de ombiner un traitement pr�eis

de l'inuene dynamique de l'interfae ave une m�ethode de suivi de front sur maillage �xe.

Le but �etant d'obtenir des solutions pr�eises y ompris dans le as de grandes d�eformations.

Sonoluminesene et avitation

Le ph�enom�ene de sonoluminesene a �et�e d�eouvert ind�ependamment par Marineso

et Trillat en 1932 et Frenzel et Shultes en 1934 dans des ironstanes qui rappellent la

d�eouverte de la radioativit�e par Bequerel en 1896. Ces auteurs �etudiaient le omporte-

ment de solutions himiques exit�ees par les nouveaux transduteurs sonores invent�es durant

la premi�ere guerre mondiale pour la d�etetion des premiers sous-marins. Ils ont onstat�e que
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Fig. I.6.: Repr�esentation sh�ematique d'une ellule de l�evitation utilis�ee lors des exp�erienes

de sonoluminesene.

lorsque des plaques photographiques �etaient immerg�ees dans le liquide, elles en ressortaient

alt�er�ees par la \luminesene du hamp aoustique". Cette �emission lumineuse, ne provient

pas du liquide lui-même mais de nuages de bulles r�e�es par les d�epressions aoustiques. Elle

est assoi�ee �a des temp�eratures �elev�ees qui a�el�erent les r�eations himiques dans la solution.

C'est et e�et atalysateur qui int�eressait en premier lieu es auteurs et qui a donn�e lieu par

la suite �a la tehnique dite de sonohimie [Suslik, 1988℄. Ce ph�enom�ene de sonolumines-

ene �a bulles multiples est omplexe ar il d�epend de la dynamique oupl�ee de nombreuses

bulles sur une large gamme d'�ehelles spatiales et temporelles. Les donn�ees exp�erimentales

sont ainsi g�en�eralement des mesures moyennes de l'intensit�e du hamp lumineux et de son

spetre ; e qui autorise une estimation des propri�et�es globales du ph�enom�ene mais ne permet

pas d'appr�ehender le d�etail des �ev�enements �a l'origine de l'�emission lumineuse.

La d�eouverte de la sonoluminesene �a bulle unique en 1988 par Gaitan et Crum a

ouvert de nouvelles perspetives. Ces auteurs ont montr�e qu'il �etait possible d'obtenir la

luminesene stable d'une seule bulle pla�ee dans un hamp aoustique. Malgr�e la petite

taille des bulles utilis�ees (quelques mirons), l'�emission lumineuse est suÆsamment intense

pour être visible �a l'oeil nu. Pour obtenir e r�esultat, il est tout d'abord n�eessaire d'empêher

la bulle de remonter �a la surfae du liquide. Cette stabilisation peut être obtenue au moyen

d'une \ellule de l�evitation aoustique" lassiquement utilis�ee pour mesurer les propri�et�es de

bulles ou d'autres partiules [Apfel, 1976, Young et al., 1984℄. Le sh�ema du dispositif exp�eri-

mental orrespondant est repr�esent�e �gure I.6. Les deux transduteurs pi�ezo-�eletriques sont

utilis�es pour g�en�erer une onde stationnaire pour des fr�equenes ultrasonores omprises entre

20 et 50 kHz. Sous l'e�et des utuations de pression aoustique la bulle osille radialement

�a la fr�equene de for�age. L'osillation du gradient de pression est �a l'origine de la fore |

dite de Bjerknes | qui s'oppose �a la pouss�ee d'Arhim�ede. Cette fore est due au ouplage

entre l'osillation radiale et la variation du gradient. Une bulle de volume V pla�ee dans

un gradient de pression rp subit une fore �Vrp. La fore moyenne exer�ee au ours d'un

yle est don 1=T

R

T

�V (t)rp(t)dt, o�u T est la p�eriode de for�age. Le signe et l'amplitude

de ette fore d�ependent ainsi de la position de la bulle par rapport �a l'onde stationnaire

et du d�ephasage entre l'�evolution radiale et le gradient de pression. Si la bulle atteint son

rayon maximum lorsque le gradient est positif et son volume minimum lorsque le gradient

est n�egatif, la r�esultante sera orient�ee vers le bas et la pouss�ee d'Arhim�ede pourra être

ompens�ee.

Le hamp aoustique a don deux e�ets : l�evitation de la bulle et exitation de l'os-

illation radiale. Lorsque l'amplitude de for�age est faible l'osillation radiale est de faible
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�

Evolution temporelle du rayon arat�eristique d'une bulle sonoluminesente.

amplitude, sinuso��dale et en phase ave le hamp aoustique. Lorsqu'elle augmente, l'iner-

tie du uide entourant la bulle provoque un d�ephasage aompagn�e de violents rebonds

seondaires. Pour des valeurs de for�age sup�erieures �a 1 bar, la sonoluminesene peut être

obtenue. L'�evolution temporelle du rayon de la bulle arat�eristique d'un r�egime de sonolumi-

nesene est repr�esent�ee �gure I.7. Les observations exp�erimentales montrent que l'�emission

lumineuse n'est pas ontinue mais se produit sous forme de ashes �emis pr�eis�ement lors

du premier e�ondrement. L'intensit�e lumineuse rô�t ave l'amplitude de for�age jusqu'�a un

ertain seuil au del�a duquel la bulle disparâ�t. Ce seuil est li�e | omme nous le verrons |

�a la stabilit�e de forme de la bulle [Brenner et al., 1995℄. D'autres param�etres exp�erimentaux

tels que la temp�erature [Barber et al., 1994℄ ou enore la omposition du gaz dissous dans le

liquide [Hiller et al., 1994, Hiller et al., 1995℄ jouent �egalement un rôle important. Lorsque

la temp�erature de l'eau d�erô�t de 20 �a 1

Æ

C, l'intensit�e lumineuse augmente d'un fateur

200. La lumi�ere �emise est alors visible même en plein jour.

Une autre observation exp�erimentale int�eressante onerne le spetre de l'�emission lumi-

neuse [Hiller et al., 1992℄. Contrairement au as de la sonoluminesene �a bulles multiples,

auune raie d'�emission orrespondant �a ertaines esp�ees himiques n'est visible. De plus, une

grande partie de la lumi�ere semble être �emise dans l'ultraviolet. Il n'est malheureusement

pas possible d'obtenir la totalit�e du spetre du fait de l'absorption des rayons ultraviolets

par le liquide entourant la bulle. L'extrapolation des donn�ees obtenues sugg�ere toutefois que

des temp�eratures tr�es �elev�ees pourraient être atteintes (30 000

Æ

K et au del�a).

Du fait de la bonne r�ep�etabilit�e du ph�enom�ene, il est �egalement possible d'e�etuer une

estimation de la dur�ee des ashes lumineux. Les premiers exp�erimentateurs furent surpris

de onstater que ette dur�ee semblait toujours inf�erieure au temps de r�eponse des photo-

multipliateurs utilis�es pour la mesure, et e, quelle que soit leur qualit�e [Barber et al., 1992℄.

Cette mesure s'est en fait r�ev�el�ee tr�es d�eliate, les ashes lumineux �etant e�etivement extrê-

mement ourts (de l'ordre de la dizaine ou entaine de pioseondes

2

). R�eemment, Gompf

et ses ollaborateurs sont parvenus en utilisant des tehniques sophistiqu�ees �a r�esoudre non

seulement la dur�ee des ashes [Gompf et al., 1997℄ mais �egalement la forme de leur �evolution

temporelle [Peha et al., 1998℄. Il en ressort une estimation pr�eise variant entre 100 et 300

ps suivant l'amplitude de for�age.

2

1 pioseonde = 10

�12

seonde

7



Introdution

La premi�ere th�eorie propos�ee pour expliquer la sonoluminesene �a bulle unique repose

sur l'�ehau�ement dû �a la ompression adiabatique du gaz ontenu dans la bulle lors de

l'e�ondrement. Les valeurs minimum et maximum du rayon peuvent en e�et di��erer d'un

fateur ent, soit un taux de ompression volumique de un million. Cette expliation |

initialement propos�ee pour la sonoluminesene �a bulles multiples | pr�edit des valeurs de

l'ordre de 5000

Æ

K, inf�erieures aux temp�eratures d�eduites du spetre lumineux. De plus les

estimations initialement obtenues pour la dur�ee de l'impulsion lumineuse sont de l'ordre de

20 nanoseondes (100 fois trop longue).

Ces onstatations ont amen�e Greenspan et Nadim (1993) ainsi que Wu et Roberts (1993)

�a proposer une th�eorie li�ee �a la foalisation d'une onde de ho sph�erique. En e�et, lors de

l'e�ondrement, une mod�elisation th�eorique du omportement de la bulle permet de montrer

que ses parois d�epassent la vitesse du son dans le gaz. Il est don probable que des ondes

de hos soient form�ees dans le gaz bien qu'auune observation direte n'ait �et�e obtenue (du

fait de la tr�es petite taille de la bulle et de la tr�es ourte dur�ee du ph�enom�ene au moment

de l'e�ondrement). Des ondes de ho sont par ontre failement observ�ees dans le liquide

[Holzfuss et al., 1998, Peha et al., 1999℄. La th�eorie de la foalisation permet d'obtenir des

valeurs �elev�ees pour la temp�erature ainsi que des �ehelles de temps ompatibles ave les

mesures de la largeur de l'impulsion lumineuse.

Cette th�eorie est bas�ee sur l'hypoth�ese que la sym�etrie sph�erique de l'e�ondrement est

pr�eserv�ee pendant un temps suÆsant pour assurer une foalisation eÆae de l'onde de ho.

Cette hypoth�ese semble on�rm�ee par ertaines visualisations diretes qui montrent une bulle

peu d�eform�ee jusqu'aux derniers instants de l'e�ondrement [Tian et al., 1996℄. L'�emission

lumineuse a ependant lieu lorsque la bulle atteint des rayons beauoup plus petits (inf�erieurs

�a un miron) pour lesquels une observation direte n'est pas possible. La forme de la bulle

au moment de l'�emission lumineuse reste don une question ouverte.

Bien que ette th�eorie | oupl�ee �a une mod�elisation de l'ionisation du gaz ontenu dans

la bulle | ait permis r�eemment de reproduire de mani�ere onvainante les mesures exp�eri-

mentales de l'amplitude et de la forme des impulsions lumineuses [Hilgenfeldt et al., 1999℄,

un ertain nombre de questions restent sans r�eponse. L'utilisation de traeurs himiques

olor�es permet en partiulier de mettre en �evidene la struture de l'�eoulement autour de

bulles sonoluminesentes. Cet �eoulement apparâ�t fortement dissym�etrique, sous la forme

d'un hamp de vitesse dipolaire aboutissant �a la r�eation de �laments du traeur olor�e

[Verraes et al., 2000℄. Cet �eoulement dipolaire disparâ�t lorsque la bulle est absente. Il ne

peut don être assoi�e �a une irulation aoustique (aousti streaming) [Lighthill, 1978℄.

L'osillation radiale de la bulle oupl�ee �a une osillation vertiale pourrait expliquer ette

irulation [Longuet-Higgins, 1998℄. Dans tous les as, l'hypoth�ese de sym�etrie sph�erique

n'est ependant pas v�eri��ee.

Une soure de dissym�etrie �evidente est la pouss�ee d'Arhim�ede et la fore de Bjerknes qui

la ompense. En e�et, l'�equilibre entre es deux fores n'est assur�e qu'en moyenne sur une

p�eriode d'osillation. Comme nous l'avons vu, lorsque la bulle atteint son rayon maximum

la fore due au gradient de pression s'exere vers le bas. Le premier e�ondrement doit don

être aompagn�e d'une translation vers le bas du entre de gravit�e de la bulle. Inversement

lors de la r�e-expansion, le entre de gravit�e doit se d�eplaer vers le haut. Se basant sur ette

observation, Prosperetti (1997) remet en ause la validit�e du mod�ele de foalisation sph�erique

d'une onde de ho et propose une expliation alternative.

Il est bien onnu que l'e�ondrement de avit�es initialement sph�eriques, en translation,

est aompagn�e de grandes d�eformations de l'interfae, sous la forme de jets liquides. Ce

ph�enom�ene a initialement �et�e observ�e exp�erimentalement dans le adre de l'�etude de l'en-
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Fig. I.8.: Formation d'un jet pour une avit�e s'e�ondrant tout en se d�epla�ant. Le liquide

entrâ�n�e par la bulle est repr�esent�e par la zone pointill�ee. La plus grande partie de la quantit�e

de mouvement translationnelle est transf�er�ee dans le jet sur la derni�ere �gure.

dommagement par avitation au voisinage de parois solides [Naud�e et al., 1961℄. La formation

spontan�ee de jets sur une interfae ou une surfae libre est par ailleurs un ph�enom�ene relati-

vement g�en�eral [Longuet-Higgins et al., 1995, Ze� et al., 2000℄. Dans le as d'une avit�e en

translation la formation d'un jet peut être expliqu�ee par la onservation de la quantit�e de

mouvement translationnelle. Lorsqu'une bulle se d�eplae dans un liquide, elle entrâ�ne ave

elle une partie du uide environnant. Il en va de même si son rayon varie. Si l'e�ondrement

est sph�erique et omplet, aboutissant �a la disparition de la avit�e, la quantit�e de mouvement

translationnelle du liquide ne peut être onserv�ee. En r�ealit�e, ette quantit�e de mouvement

est r�eup�er�ee par un jet liquide se d�epla�ant dans le sens de la translation (�gure I.8).

En suivant et argument, il est onvainant de supposer qu'une bulle de sonolumines-

ene ne reste pas sph�erique lors de son e�ondrement et qu'un jet dirig�e vers le bas se forme

�a un instant prohe de l'�emission lumineuse. Prosperetti propose ainsi d'expliquer la lumi-

nesene par l'impat de e jet sur la paroi oppos�ee. Dans le as de bulle de avitation pr�es

de parois solides, des exp�erienes r�ev�elent que des vitesses de jet de plusieurs entaines de

m�etres par seonde sont atteintes [Vogel et al., 1989℄.

�

Etant donn�e la violene de l'e�ondre-

ment des bulles sonoluminesentes, des vitesses enore plus �elev�ees peuvent être envisag�ees.

Le m�eanisme d'�emission lumineuse proprement dite invoqu�e par Prosperetti est la frato-

luminesene. Ce ph�enom�ene est onnu dans le as de solides tels que la glae ou le sure

[Dikinson et al., 1984, Sweeting, 1998℄, qui �emettent de la lumi�ere lorsqu'on les asse. Pour

des vitesses d'impat suÆsamment �elev�ees, l'eau liquide se omporte omme un solide et

on peut imaginer que les mêmes m�eanismes de frature permettent l'�emission lumineuse.

L'espae de param�etres pour lesquels la sonoluminesene est observ�ee orrespondrait ainsi

aux valeurs pour lesquelles l'impat du jet est suÆsamment violent pour auser la fratolu-

minesene de l'eau.

Les instabilit�es hydrodynamiques semblent ainsi jouer un rôle important dans le ph�eno-

m�ene de sonoluminesene, que e soit dans le adre de la th�eorie de Prosperetti ou a�n

de valider les hypoth�eses de sym�etrie sph�erique n�eessaires �a la th�eorie de foalisation de

l'onde de ho. De plus, es instabilit�es, formation de jets ou exitation d'autres modes de

d�eformation, sont de nature g�en�erale et arat�erisent la plupart des ph�enom�enes mettant en

jeu des bulles ou gouttes de uide.

Dans le as de la sonoluminesene, les �ev�enements importants li�es �a l'�emission lumineuse

se produisent sur des �ehelles spatiales et temporelles extrêmement petites (inf�erieures �a
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Introdution

un miron et 100 nanoseondes) e qui rend tr�es diÆile une investigation exp�erimentale

direte. Une �etude par simulation num�erique de es ph�enom�enes semble ainsi prometteuse.

Si de nombreux mod�eles supposant la sym�etrie sph�erique de l'�eoulement ont �et�e d�evelopp�es

[Greenspan et al., 1993, Wu et al., 1993, Moss et al., 1994, Moss et al., 1997℄, il n'existe pas

�a notre onnaissane d'�etudes exhaustives dans les as tridimensionnels ou axisym�etriques.

Une telle �etude permettrait de mod�eliser la forme de l'interfae au moment de l'�emission

lumineuse et pourrait donner des indiations pr�eieuses sur la validit�e des th�eories propos�ees ;

que e soit la formation de jets ou une quanti�ation des d�eformations de l'interfae au

moment de l'�emission de l'onde de ho.

Dans ette optique, ette th�ese sera onsar�ee au d�eveloppement d'une m�ethode num�e-

rique permettant la r�esolution d'�eoulements ave interfae ou surfae libre dans le as axi-

sym�etrique. Cette m�ethode sera tout d'abord appliqu�ee �a divers probl�emes dont ertains |

poss�edant une solution th�eorique | permettront d'�evaluer la pr�eision de la solution obtenue.

Dans une seonde partie nous nous int�eresserons sp�ei�quement �a l'�etude du omportement

de bulles dans les onditions de sonoluminesene ; en partiulier en e qui onerne la sta-

bilit�e des modes de d�eformation et le ouplage entre la translation et l'e�ondrement. En�n,

ette �etude sera �etendue au as des bulles de avitation au voisinage de parois solides et �a

l'inuene de la visosit�e sur la formation des jets.
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1. M�ethodes num�eriques

Pour les m�ethodes de type eulerien un maillage �xe est utilis�e pour disr�etiser les hamps

de grandeurs physiques (vitesse, pression, densit�e, vortiit�e, et.). Des tehniques de r�e-

solution diverses, issues de la simulation num�erique des �eoulements monophasiques sont

disponibles. Elles di��erent entre elles essentiellement par le type d'approximation (�el�ements

�nis et volume �nis) ou l'ordre des sh�emas utilis�es pour le alul des termes apparaissants

dans les �equations d'�evolution. Loin des interfaes, l'�eoulement est monophasique et es

m�ethodes peuvent être appliqu�ees diretement.

Le traitement des interfaes pose deux probl�emes diretement li�es �a la mani�ere dont elles-

i sont repr�esent�ees. Le premier onerne la in�ematique. L'interfae doit être d�eform�ee par

le hamp de vitesse. Ces d�eformations peuvent être de grande amplitude et impliquer des

hangements de topologie (fusion de deux gouttes par exemple). Dans le as d'�eoulements

inompressibles, la masse et don le volume d�e�ni par l'interfae doivent être onserv�es. Le

seond probl�eme est d'ordre dynamique. La r�esolution de l'�eoulement dans haune des

phases implique la prise en ompte des hangements de propri�et�es physiques se produisant

sur l'interfae et des onditions aux limites impos�ees sur elle-i.

Une repr�esentation impliite de l'interfae est traditionnellement utilis�ee pour le trai-

tement de probl�emes omplexes. Les m�ethodes impliites d�e�nissent l'interfae par l'in-

term�ediaire d'une fontion de phase, onstante mais de valeur diff�erente dans haune des

phases. Une des premi�eres approhes ainsi utilis�ee onsiste �a r�esoudre diretement une �equa-

tion d'advetion de la forme

�

t

�+ u � r� = 0; (1.1)

pour la masse volumique � [Boris et al., 1973, Zalesak, 1979℄. L'interfae est alors interpr�et�ee

omme le lieu des disontinuit�es de �. Le probl�eme essentiel lors de la r�esolution de ette

�equation est la di�usion num�erique des sh�emas utilis�es. Une interfae initialement �ne, a-

rat�eris�ee par de forts gradients de densit�e, risquera de s'�etaler au ours du alul sous l'e�et

de la di�usion num�erique. Des sh�emas lassiques pour la r�esolution des �equations hyper-

boliques adapt�es au traitement des disontinuit�es permettent de limiter ette di�usion et

donnent de bons r�esultats [Sweby, 1984, Shu et al., 1989, Benkenida, 1999℄. Une autre teh-

nique, motiv�ee par les mêmes onsid�erations, permet d'�eliminer ette di�usion. Il s'agit de

la m�ethode VOF (Volume Of Fluid) qui onsiste �a disr�etiser l'�equation d'advetion sous la

forme de ux g�eom�etriques alul�es �a partir d'une reonstrution de la forme de l'interfae

[Noh et al., 1976, Ashgriz et al., 1991, Li, 1995, GueyÆer et al., 1998℄. Les m�ethodes impli-

ites bas�ees sur la r�esolution plus ou moins direte de l'�equation d'advetion ont l'avantage

d'assurer automatiquement la onservation de la masse (lorsque des sh�emas onservatifs

sont utilis�es). Plus r�eemment, la m�ethode de ligne de niveau (level sets), �egalement bas�ee

sur une repr�esentation impliite de l'interfae, a onnu une ertaine popularit�e. Int�eressante

par sa simpliit�e et l'�el�egane du formalisme math�ematique assoi�e, elle pr�esente ependant

l'inonv�enient de ne pas assurer intrins�equement la onservation de la masse. De plus, des r�e-

initialisations p�eriodiques de la fontion de phase sont n�eessaires et leur e�et sur la solution

n'est pas tr�es lair.
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1. M�ethodes num�eriques

Une autre approhe, somme toute plus naturelle, onsiste �a repr�esenter expliitement

l'interfae. Celle-i peut en e�et être onsid�er�ee omme un objet g�eom�etrique ontinu (une

ourbe en 2D et une surfae en 3D) qui peut être disr�etis�e au même titre que les hamps de

grandeurs physiques. La r�esolution de l'�equation d'advetion se r�eduit alors au transport et

�a la d�eformation de et objet par l'�eoulement. Un ertain nombre de tehniques permettent

de onserver la qualit�e de la disr�etisation lors de es d�eformations (f. setion 1.1.2).

En e qui onerne le probl�eme in�ematique, l'ensemble de es m�ethodes, qu'elles soient

impliites ou expliites donnent de bons r�esultats. L'avantage des m�ethodes impliites est la

similitude des algorithmes �erits en deux ou trois dimensions ainsi que le traitement automa-

tique des hangements de topologie. Les m�ethodes expliites traitant l'interfae de mani�ere

globale doivent en e�et n�eessairement modi�er leur repr�esentation lorsqu'un hangement de

topologie se produit. De plus, l'utilisation d'objets g�eom�etriques (et non pas de hamps sa-

laires) implique des di��erenes topologiques qualitatives qui ompliquent la transition entre

deux et trois dimensions.

Dans e as, pourquoi utiliser une m�ethode expliite ? Il y a quelques ann�ees, lorsque

es m�ethodes ont vu le jour [Glimm et al., 1987, Tryggvason et al., 1990℄, la r�eponse aurait

pu être : ar les autres m�ethodes disponibles ne r�esolvent pas orretement le probl�eme

in�ematique. En e�et les m�ethodes volume de uide de l'�epoque, pour la plupart du premier

ordre en espae,

1

ne donnaient pas des r�esultats satisfaisants pour des tests simples omme

la rotation ou la translation solide d'une interfae [Lafaurie et al., 1994℄. Les sh�emas volume

de uide d'ordre deux [Li, 1996, Pukett et al., 1997, GueyÆer et al., 1998℄ et les m�ethodes

de lignes de niveau [Sussman et al., 1994, Sethian, 1996℄ ont depuis beauoup am�elior�e la

situation et et argument n'est plus valable.

Nous pensons que le v�eritable int�erêt des m�ethodes expliites est li�e au probl�eme dy-

namique. Jusqu'�a maintenant l'ensemble des m�ethodes sur grille �xe, impliites ou expli-

ites, utilisent une disr�etisation des termes dynamiques li�es �a l'interfae (la tension de

surfae en partiulier) bas�ee sur un lissage loal des disontinuit�es [Brakbill et al., 1992,

Tryggvason et al., 1999℄. L'�epaississement arti�iel de l'interfae r�esultant de e lissage a

plusieurs ons�equenes importantes :

{ Il introduit une �ehelle spatiale arti�ielle dont l'inuene doit être minimis�ee en utili-

sant une r�esolution spatiale arue (id�ealement uniquement au voisinage de l'interfae).

{ Il rend diÆile une �etude loale de l'�equilibre entre les fores disr�etis�ees au voisinage

de l'interfae.

{ Il est diÆilement g�en�eralisable �a des termes de surfae quelonques (tension de surfae

variable, membranes omplexes, et.).

{ La pr�eision de la disr�etisation obtenue est disutable.

Ces probl�emes disparaissent si l'interfae est trait�ee omme une v�eritable disontinuit�e. C'est

le as en partiulier ave les m�ethodes sur maillage mobile [Magnaudet et al., 1995℄ qui as-

surent une disr�etisation tr�es pr�eise des termes de surfae. Ces m�ethodes utilisent �egalement

un formalisme math�ematique plus rigoureux. Cette pr�eision est ependant obtenue au prix

d'une plus grande omplexit�e et de ontraintes g�eom�etriques importantes (simpliit�e g�eo-

m�etrique, d�eformations limit�ees). Il semble malheureusement diÆile de onilier les erreurs

g�eom�etriques li�ees �a une repr�esentation impliite ave un traitement de l'interfae omme une

disontinuit�e ('est en partie pour ette raison que l'approximation ontinue a �et�e utilis�ee).

1

Il est int�eressant de noter que les toutes premi�eres impl�ementations de la m�ethode volume de uide �etaient

en fait d'ordre deux [DeBar, 1974, Youngs, 1982℄, mais faute de publiit�e, elles n'ont pas eu le su�es

qu'elles m�eritaient. Les sh�emas d'ordre deux restent toutefois diÆile �a g�en�eraliser dans le as de maillages

arbitraires.
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Nous pensons qu'une m�ethode r�eunissant repr�esentation expliite et traitement dyna-

mique de l'interfae omme une disontinuit�e peut ombiner la exibilit�e des m�ethodes sur

grille �xe ave la pr�eision et la rigueur math�ematique des m�ethodes sur grille mobile. Nous

pr�esentons dans la setion suivante une premi�ere appliation de e onept aux termes de

tension de surfae et de gradient de pression pour un �eoulement diphasique. La setion 1.2

g�en�eralise ette approhe pour le as d'un �eoulement �a surfae libre.

1.1.

�

Eoulements diphasiques

De mani�ere g�en�erale, les �equations de Navier{Stokes inompressibles ave densit�e et vis-

osit�e variables et tension de surfae peuvent s'�erire sous la forme

�(�

t

u+ u � ru) = �rp+r � (2�D) + ��Æ

s

n; (1.2)

r � u = 0; (1.3)

o�u u = (u; v) est la vitesse du uide, � = �(x; t) la densit�e, � = �(x; t) la visosit�e dynamique,

D le tenseur de taux de d�eformation d�e�ni omme D

ij

= (�

i

u

j

+�

j

u

i

)=2. Le terme de tension

de surfae ��Æ

s

n est non{nul (Æ

s

= 1 assoi�e �a une int�egration au sens des distributions)

sur l'interfae et nul partout ailleurs, � est le oeÆient de tension de surfae, � le rayon de

ourbure et n la normale �a l'interfae.

Dans le as de deux uides non{misibles, on peut d�e�nir une fontion de phase � �egale

�a 1 dans la premi�ere phase et 0 dans la seonde. En l'absene de hangement de phase, �

suit simplement le mouvement du uide selon l'�equation d'advetion

�

t

�+ u � r� = 0: (1.4)

La densit�e et la visosit�e peuvent alors être d�e�nies �a partir de la fontion de phase omme

� = ��

1

+ (1� �)�

2

; (1.5)

� = ��

1

+ (1� �)�

2

: (1.6)

Une formulation �equivalente utile fait intervenir les onditions de saut �a travers l'interfae.

Au voisinage de l'interfae S, l'�equation pour la quantit�e de mouvement (1.2) et l'�equation

de ontinuit�e (1.3) se r�eduisent �a la ondition sur le saut de ontrainte tangentielle

[�t �D � n℄

S

= 0; (1.7)

et sur le saut de ontrainte normale

[n � (�pI+ 2�D) � n℄

S

= ��; (1.8)

assoi�ees �a l'hypoth�ese de ontinuit�e de la vitesse

[u℄

S

= 0: (1.9)
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vi,j+1/2

vi,j-1/2

u u
ci,j

p
i-1/2,j i+1/2,j

i,j

Fig. 1.1.: Disr�etisation de type MAC.

Disr�etisation des �equations et m�ethode de projetion

Nous avons hoisi une disr�etisation d�eal�ee de type MAC [Peyret et al., 1983℄ sur grille

art�esienne ; e hoix �etant essentiellement dit�e par des onsid�erations de simpliit�e de mise

en oeuvre. De plus l'utilisation d'une grille r�eguli�ere de pas Æx = Æy = h assure le seond

ordre de la disr�etisation spatiale entr�ee des termes de gradient.

La fration surfaique 

i;j

est d�e�nie omme la surfae relative oup�ee par le uide 1

pour la ellule de ontrôle 


i;j

illustr�ee �gure 1.1, soit



i;j

=

1

j
j

Z




i;j

�dx; (1.10)

o�u j
j = h

2

est l'aire du volume de ontrôle. Les �equations (1.5) et (1.6) sont approh�ees

omme

�

i;j

= 

i;j

�

1

+ (1� 

i;j

)�

2

; (1.11)

�

i;j

= 

i;j

�

1

+ (1� 

i;j

)�

2

: (1.12)

La m�ethode de projetion, lassiquement utilis�ee pour la r�esolution des �equations de

Navier{Stokes inompressibles monophasiques [Peyret et al., 1983℄, peut être adapt�ee au as

diphasique. L'algorithme utilis�e peut être d�eompos�e omme suit pour un pas de temps :

1. L'interfae est advet�ee par le hamp de vitesse au temps t

n

= n� , o�u � est le pas de

temps. La fration surfaique 

i;j

est mise �a jour �a partir de la position de l'interfae

(f. Annexe B).

2. Une solution provisoire u

?

est obtenue par une disr�etisation expliite en temps de

l'�equation de quantit�e de mouvement (1.2) :

u

?

= u

n

� u

n

� ru

n

+

1

�

r � (2�D

n

) +

�

�

�Æ

s

n: (1.13)

Les termes d'advetion et de ontraintes visqueuses sont disr�etis�es spatialement �a

l'aide d'un sh�ema entr�e. Le terme de tension de surfae est obtenu omme d�erit

dans la setion 1.1.2. Un terme de \orretion du gradient de pression" peut �egalement

être ajout�e. Dans ertains as, en partiulier lorsque le nombre de Reynolds de l'�eou-

lement est �elev�e, la ondition de stabilit�e du sh�ema entr�e est diÆile �a v�eri�er et un

sh�ema d�eentr�e de type upwind peut être utilis�e. Un sh�ema upwind aussi ompat que

le sh�ema entr�e (n'utilisant qu'un seul point en amont et en aval) pr�esente toutefois

l'inonv�enient de n'être que du premier ordre sur une grille r�eguli�ere.
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3. La non{divergene du hamp de vitesse au temps n+ 1 est assur�ee par l'interm�ediaire

du terme de pression. Le hamp de vitesse au temps n+ 1 est obtenu omme

u

n+1

= u

?

�

�

�

n+1

rp

n+1

: (1.14)

A�n d'assurer la non{divergene r�u

n+1

= 0 de l'�eoulement au temps n+1 la pression

doit ainsi v�eri�er l'�equation suivante

r �

�

�

�

n+1

rp

n+1

�

= r � u

?

: (1.15)

Cette �equation, analogue �a l'�equation de Poisson pour la pression dans le as inompres-

sible monophasique, onstitue la seule omposante spatiale impliite de l'algorithme.

Cei s'explique physiquement par la n�eessit�e de r�esoudre la vitesse de propagation in-

�nie (du fait de l'hypoth�ese d'inompressibilit�e) de l'information li�ee aux utuations

de pression (\ondes sonores" de vitesse in�nie).

Si l'on utilise des di��erenes �nies entr�ees, l'�equation (1.15) s'exprime sous forme disr�ete

omme

p

i+1;j

� p

i;j

�

i+1=2;j

�

p

i;j

� p

i�1;j

�

i�1=2;j

+

p

i;j+1

� p

i;j

�

i;j+1=2

�

p

i;j

� p

i;j�1

�

i;j�1=2

= (1.16)

h

�

(u

?

i+1=2;j

� u

?

i�1=2;j

+ v

?

i;j+1=2

� v

?

i;j�1=2

);

soit apr�es fatorisation

 

1

�

i+1=2;j

+

1

�

i�1=2;j

+

1

�

i;j+1=2

+

1

�

i;j�1=2

!

p

i;j

= (1.17)

p

i+1;j

�

i+1=2;j

+

p

i�1;j

�

i�1=2;j

+

p

i;j+1

�

i;j+1=2

+

p

i;j�1

�

i;j�1=2

�

h

�

(u

?

i+1=2;j

� u

?

i�1=2;j

+ v

?

i;j+1=2

� v

?

i;j�1=2

):

Ce syst�eme lin�eaire pentadiagonal peut être r�esolu par diff�erentes tehniques. Il est important

de noter que la matrie d�e�nie par l'�equation (1.17) est �a diagonale dominante. L'approhe

la plus simple onsiste �a e�etuer un nombre suÆsant de relaxations de type Gauss{Seidel

[H�ammerlin et al., 1991℄ en utilisant l'op�erateur d�e�ni par l'�equation (1.17). L'erreur sur la

divergene peut être utilis�ee omme rit�ere d'arrêt. Cette solution est satisfaisante lorsque le

nombre de points de grille est limit�e. Lorsque la taille du syst�eme augmente, les performanes

de la plupart des m�ethodes de r�esolution it�eratives (Gauss{Seidel, d�eomposition de Cholesky

ou m�ethode de gradient onjugu�e) diminuent. Ce ph�enom�ene est aentu�e dans le as o�u le

ontraste de densit�e entre les deux uides est important. En e�et �a proximit�e de l'interfae,

l'op�erateur (1.17) peut devenir tr�es dissym�etrique e qui nuit au onditionnement du syst�eme

d'�equations.

Nous utilisons une m�ethode multigrille maintenant lassique permettant d'a�el�erer la

onvergene des algorithmes it�eratifs [Brandt, 1982, Briggs, 1987, Press et al., 1991℄. Cette

tehnique est bas�ee sur la onstatation suivante : les algorithmes it�eratifs peuvent être in-

terpr�et�es physiquement omme la solution disr�ete spatialement et temporellement d'une

�equation de di�usion pour l'�eart entre le hamp initial et la solution reherh�ee. Un nombre

de pas de temps suÆsant est n�eessaire pour onverger vers l'�etat stationnaire. Ce nombre
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d'it�erations d�epend diretement de la taille du domaine onsid�er�e, dans la mesure o�u la vi-

tesse de di�usion est normalis�ee par le pas de temps et la taille d'une maille. Il peut don

être int�eressant de herher �a r�esoudre les modes de grande longueur d'onde de la solution

sur un maillage plus grossier. Cette solution �a grande �ehelle peut ensuite être utilis�ee om-

me premi�ere approximation de la solution �a une �ehelle plus petite.

�

A son tour la reherhe

de la solution �a grande �ehelle peut b�en�e�ier d'une premi�ere approximation �a tr�es grande

�ehelle obtenue sur un maillage enore plus grossier. Ce sh�ema onduit �a utiliser la m�ethode

it�erative sur une suession de maillages imbriqu�es de plus en plus grossiers. Sur haun des

maillages, les �ehelles spatiales de la solution de l'ordre de la taille de la maille peuvent être

obtenues en un nombre onstant d'it�erations. Cei aboutit �a un nombre total d'it�erations

ind�ependant de la taille du maillage le plus �n.

Dans la pratique, ette m�ethode donne de bons r�esultats, y ompris pour de grands

rapports de densit�e [GueyÆer et al., 1998, Li, 1996℄. La r�esolution de l'�equation pour la

pression reste toutefois l'op�eration la plus oûteuse en temps (60 �a 80 %) de l'ensemble

de l'algorithme de r�esolution des �equations de Navier{Stokes.

1.1.1. Conditions de saut et ourants parasites

Un probl�eme souvent renontr�e lors de simulations num�eriques diphasiques ave tension

de surfae a �et�e nomm�e ourants parasites [Lafaurie et al., 1994℄. Si l'on onsid�ere deux uides

non{misibles au repos s�epar�es par une interfae irulaire (en deux dimensions), le hamp

de vitesse est nul et le hamp de pression est donn�e par l'�equation de Laplae

[p℄

s

=

�

R

; (1.18)

o�u R est le rayon. Le saut de pression �a travers l'interfae �equilibre exatement la tension

de surfae. Il s'agit d'un test simple permettant de v�eri�er la pr�eision du traitement des

onditions de saut sur l'interfae.

La plupart des m�ethodes utilisant un maillage �xe, qu'elles soient de type level sets,

volume de uide ou suivi de front mod�elisent l'interfae non pas omme une disontinui-

t�e mais omme un hangement rapide mais ontinu des propri�et�es physiques. L'interfae

est don arti�iellement �epaissie et les termes surfaiques omme la tension de surfae sont

distribu�es sur une �epaisseur �nie.

Appliqu�ees au as de la bulle stationnaire, l'ensemble de es m�ethodes exhibent un r�esultat

similaire �a elui illustr�e �gure 1.2. La solution num�erique ne onverge pas vers la solution

de Laplae mais vers une solution arat�eris�ee par des ourants parasites dont l'intensit�e

max(juj) est essentiellement proportionnelle �a la tension de surfae et inversement propor-

tionnelle �a la visosit�e [Lafaurie et al., 1994℄. La onstante de proportionnalit�e � telle que

max(juj) = ��=� est importante dans la mesure o�u elle ontrôle l'espae de param�etres (�; �)

aessible en utilisant une m�ethode donn�ee. En e�et, lorsque �=� est suÆsamment grand,

les ourants parasites peuvent onduire �a une instabilit�e atastrophique de l'interfae et �a sa

destrution rapide.

Lors des tests initiaux de la plupart des m�ethodes num�eriques, des param�etres peu ontrai-

gnants sont en g�en�eral hoisis : faible tension de surfae, visosit�e moyenne et faibles rapports

de densit�e entre les phases. Le oeÆient de proportionnalit�e � �etant g�en�eralement petit,

les ourants parasites passent alors failement inaper�us. Une appliation �a des probl�emes

onrets plus ontraignants omme des interfaes air{eau ou air{merure sera tr�es diÆile

si � n'est pas petit. La plupart des auteurs admettent avoir observ�e es ourants parasites

mais les mentionnent rarement dans leurs publiations. On peut toutefois se demander si leur
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Fig. 1.2.: Exemple de ourants parasites autour d'une bulle au repos obtenus pour un sh�ema

d'advetion de type VOF et une formulation ontinue des termes de tension de surfae.

p
B

p4

p1
C

v1

p3

p2
D

A

v2

u2

u1

Fig. 1.3.: Inompatibilit�e entre tension de surfae et gradient de pression sur une grille MAC.

pr�esene n'est pas une des auses des diÆult�es �eprouv�ees lors de la simulation de probl�emes

onrets. De mani�ere plus g�en�erale, e probl�eme peut amener �a douter de la pr�eision du

traitement de l'ensemble des termes soumis aux onditions de saut, en partiulier le saut de

ontrainte normale dû �a la visosit�e [Benkenida, 1999℄.

La plupart des m�ethodes utilisant une formulation ontinue des termes de surfae luttent

g�en�eralement ontre l'inuene des ourants parasites en utilisant diverses fontions de lis-

sage qui permettent d'amoindrir leur intensit�e [Williams et al., 1998, GueyÆer et al., 1998℄.

Le hoix de es fontions est en g�en�eral empirique ar il est diÆile de r�ealiser une �etude

analytique des erreurs induites par la formulation ontinue. En ons�equene, il n'existe pas

�a notre onnaissane d'expliation d�etaill�ee quant �a l'origine des ourants parasites.

Dans le as d'une disr�etisation MAC, Li [Li, 1996℄ d�emontre qu'�etant donn�e le traitement

du gradient de pression pr�es de l'interfae, l'�equilibre entre tension de surfae et pression n�e-

essaire pour obtenir la solution de Laplae dans le as d'une bulle stationnaire ne peut pas

être assur�e. Le raisonnement est illustr�e �gure 1.3, o�u une interfae irulaire dans un uide

au repos oupe la disr�etisation suivant une on�guration partiuli�ere. La omposante de la

vitesse horizontale u1 devant être nulle, le gradient de pression horizontal exprim�e en u1 doit
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�egalement être nul. Ce gradient est obtenu par di��erenes �nies omme (p2 � p1)=h don

n�eessairement p1 = p2. En appliquant e même raisonnement pour les omposantes u2 et

v2, on obtient �nalement p1 = p2 = p3 = p4. Or le volume de ontrôle de la omposante

v1 (zone gris�ee) est oup�e par l'interfae. La ontribution du terme de tension de surfae

dans l'�equation de quantit�e de mouvement pour ette omposante est don non{nulle. Cette

ontribution n'�etant pas �equilibr�ee par le gradient de pression (p1� p4)=h, la omposante v1

ne peut rester nulle.

Cette inoh�erene est lairement due au fait que le gradient de pression exprim�e en v1

n'est pas alul�e orretement. En e�et, le saut de pression au point B donn�e par la solution

de Laplae n'est pas pris en ompte. Une solution simple onsiste �a aluler le gradient de

pression en v1 omme (p

AB

+ p

BC

� p4)=h. Un hoix judiieux de p

AB

et p

BC

permet de

ompenser exatement le terme de tension de surfae. Cette orretion loale onstitue la

base de la m�ethode de orretion du gradient de pression pr�esent�ee setion 1.1.2.

Il est important de noter que le raisonnement i-dessus ne onerne que le gradient de

pression et suppose que le terme de tension de surfae est alul�e exatement. En partiulier,

il semble diÆile de g�en�eraliser e r�esultat pour le as o�u la tension de surfae est distribu�ee

sur plusieurs volumes de ontrôle au voisinage de l'interfae.

1.1.2. Marqueurs de surfae

L'interfae est repr�esent�ee omme une liste ordonn�ee fp

1

; : : : ; p

N

g de points advet�es par

l'�eoulement (marqueurs), ave p

i

= (x

i

; y

i

). A�n de passer de ette repr�esentation disr�ete

�a une repr�esentation ontinue, il est n�eessaire de hoisir une tehnique d'interpolation entre

es points. Un hoix simple onsiste �a relier les points par des segments de droite. La ourbe

obtenue est de lasse C

0

e qui est gênant si les grandeurs g�eom�etriques loales omme la

tangente ou la ourbure sont n�eessaires lors du alul. Nous avons retenu une interpolation

de lasse C

2

qui assure la ontinuit�e de la tangente et de la ourbure le long de l'interfae.

Pour se faire, l'interfae est repr�esent�ee entre haque paire de points ons�eutifs par

une ourbe param�etrique d�e�nie par deux polynômes ubiques p

i

(s) = (p

x

i

(s); p

y

i

(s)). Le

param�etre s est une approximation de l'absisse urviligne. Il est d�e�ni omme

s

i

=

i�1

X

j=1

q

(x

j+1

� x

j

)

2

+ (y

j+1

� y

j

)

2

: (1.19)

L'interfae d�e�nie omme fp

1

; : : : ;p

N�1

g devant être de lasse C

2

, les polynômes p v�eri�ent :

p

i

(s

i

) = p

i

et p

i

(s

i+1

) = p

i+1

; (1.20)

�p

i

�s

�

�

�

�

s

i

=

�p

i�1

�s

�

�

�

�

s

i

et

�

2

p

i

�s

�

�

�

�

�

s

i

=

�

2

p

i�1

�s

�

�

�

�

�

s

i

: (1.21)

Dans le as g�en�eral, es onditions peuvent s'�erire sous la forme de deux syst�emes lin�eaires

tridiagonaux d�eoupl�es [H�ammerlin et al., 1991℄. A�n de fermer le syst�eme il est n�eessaire de

fournir deux onditions aux limites suppl�ementaires pour les valeurs de �

s

p

1

j

s

1

et �

s

p

N�1

j

s

N

.

Ces onditions aux limites peuvent être d�ependantes du temps. Cei permet par exemple de

ontrôler pr�eis�ement l'angle de ontat dynamique entre les extr�emit�es de l'interfae et une

fronti�ere solide.

Dans le as o�u l'interfae est ferm�ee ou p�eriodique les onditions de fermeture sont ob-

tenues diretement en appliquant les onditions (1.20) et (1.21) entre p

0

et p

N

. On obtient
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alors un syst�eme de la forme

0

B

B

B

B

B

B

�

b

1



1

0 0 a

1

a

2

b

2



2

0 0

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0 0 a

N�1

b

N�1



N�1



N

0 0 a

N

b

N

1

C

C

C

C

C

C

A

: (1.22)

La solution de e type de syst�eme \pseudo tridiagonal" peut être ramen�ee �a la solution

de deux syst�emes tridiagonaux [Press et al., 1989℄. Dans tous les as la onstrution de la

ourbe param�etrique fp

1

; : : : ;p

N

g peut être effetu�ee ave un nombre d'op�erations pro-

portionnel �a N . Ce type de ourbe est onnu sous le nom de spline ubique param�etrique

[Walsh et al., 1962℄.

A�n d'adveter les marqueurs, il est n�eessaire d'exprimer la vitesse u = (u; v) du uide

pour une oordonn�ee x = (x; y) quelonque. Sur un maillage art�esien un hoix simple est

une interpolation bilin�eaire de la forme

2

u(x) = u

i;j

(1� x� y + xy) + u

i+1;j

x(1� y) + u

i;j+1

y(1� x) + u

i+1;j+1

xy: (1.23)

D'autres hoix d'interpolation sont possibles, d'ordre plus �elev�e par exemple. L'ensemble des

tests que nous avons effetu�es tendent �a montrer que le type d'interpolation a peu d'inuene

sur les r�esultats.

Un des probl�emes lassiques li�e �a l'utilisation de marqueurs de surfae est la n�eessit�e de

maintenir une distribution uniforme des points le long de l'interfae lors de son �evolution.

En e�et, l'interfae peut loalement être �etir�ee ou omprim�ee par l'�eoulement et la densi-

t�e de marqueurs par unit�e de longueur variera en ons�equene. De plus, même dans le as

o�u l'interfae n'est pas d�eform�ee (lorsque la omposante normale de la vitesse est nulle),

une omposante tangentielle non{nulle de la vitesse ausera une d�erive des marqueurs le

long de l'interfae. A�n d'assurer une disr�etisation r�eguli�ere de la g�eom�etrie de l'interfae

il est don n�eessaire de supprimer ou de rajouter loalement des marqueurs lors de l'�evo-

lution temporelle. Une m�ethode simple onsiste �a remplaer deux marqueurs ons�eutifs

trop prohes par un unique marqueur (le milieu du segment par exemple) et �a rajouter un

marqueur entre deux marqueurs ons�eutifs trop �eloign�es. En utilisant ette tehnique il

est toutefois relativement diÆile d'assurer la ontinuit�e temporelle des d�eriv�ees omme la

tangente ou la ourbure. La nature disr�ete des �ev�enements d'insertions et de suppressions

introduit g�en�eralement de brusques variations loales des d�eriv�ees.

A�n d'�eviter es probl�emes et de pro�ter pleinement de la repr�esentation par splines

ubiques de l'interfae, nous utilisons une m�ethode qui assure une distribution des mar-

queurs homog�ene et temporellement ontinue.

�

A haque pas de temps l'ensemble des mar-

queurs est redistribu�e le long de l'interfae d�e�nie par sa repr�esentation param�etrique p(s) =

fp

1

; : : : ;p

N�1

g. On d�e�nit la longueur de redistribution l omme la distane entre deux

marqueurs suessifs le long de l'interfae. Comme s est une approximation de l'absisse

urviligne, le nombre de marqueurs qui peuvent être pla�es sur l'interfae �a une distane

l les uns des autres est donn�e par N = s

N

=l et leurs oordonn�ees sont obtenues omme

p

i

= p((i� 1)l). Une fois le nouvel ensemble de marqueurs alul�e, les polynômes d�e�nissant

les splines ubiques sont mis �a jour. La longueur de redistribution en g�en�eral utilis�ee orres-

pond �a la taille d'une maille de la disr�etisation MAC. Ce hoix est justi��e dans la mesure

o�u la disr�etisation spatiale d�e�nit l'�ehelle r�esolue la plus petite des ph�enom�enes simul�es.

2

Les oordonn�ees �etant adimensionn�ees par Æx et Æy.
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Fig. 1.4.: Volume de ontrôle et ontribution de la tension de surfae.

Tension de surfae

La repr�esentation par marqueurs autorise un traitement diret des termes de tension

de surfae. Si l'on onsid�ere un volume de ontrôle 
 oup�e par l'interfae (�gure 1.4) la

ontribution int�egrale de la tension de surfae �a la variation de quantit�e de mouvement

s'�erit

Z




��Æ

s

n = �

I

B

A

�nds; (1.24)

que l'on peut transformer en utilisant la premi�ere formule de Frenet pour les ourbes pa-

ram�etriques en

�

I

B

A

�nds = �

I

B

A

dt = �(t

B

� t

A

); (1.25)

o�u t est la tangente �a l'interfae orient�ee et unitaire. On retrouve en fait la formulation

originelle de la tension de surfae interpr�et�ee omme une fore tangentielle �a l'interfae.

Un algorithme simple permet ainsi de aluler le terme de tension de surfae. L'interfae

est parourue d'une extr�emit�e �a l'autre, haque fois qu'elle traverse le bord �
 d'une ellule

de ontrôle (un segment vertial ou horizontal dans le as d'un maillage art�esien), le point

d'intersetion A et la tangente t sont alul�es. Les volumes de ontrôle situ�es de part et

d'autre de �
 re�oivent alors une ontribution �t si l'interfae vient de sortir et ��t si

l'interfae vient de rentrer. Cet algorithme assure que la somme des ontributions dues �a la

tension de surfae est nulle (pour une interfae ferm�ee).

Dans le as de la disr�etisation MAC, les volumes de ontrôle pour les omposantes

horizontales et vertiales de la vitesse sont d�eal�es. L'algorithme est don utilis�e deux fois, une

fois pour haque omposante, en d�ealant la position des marqueurs. Sur une grille art�esienne

la d�etetion des intersetions entre l'interfae et les limites horizontales et vertiales des

volumes de ontrôle est simple et onduit �a un algorithme de oût O(N) o�u N est le nombre

de marqueurs. Le alul du point d'intersetion est effetu�e omme d�erit dans l'annexe B.

Corretion du gradient de pression

Le terme de tension de surfae �etant d�e�ni diretement, nous pouvons maintenant utiliser

le r�esultat pr�esent�e setion 1.1.1 onernant le gradient de pression. Il s'agit de modi�er

l'op�erateur gradient disret r

h

loalement au voisinage de l'interfae de mani�ere �a prendre

en ompte le saut de pression. Nous nous pla�ons pour l'instant dans le as de la bulle

stationnaire v�eri�ant la solution de Laplae. On suppose que le hamp de pression et le terme

de tension de surfae sont onnus exatement dans le as illustr�e �gure 1.3. La pression sur

le segment AB est onstante et �egale �a p, la pression sur le segment BC est onstante et
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Fig. 1.5.: Cas plus omplexes pour la m�ethode de orretion du gradient de pression.

�egale �a p1 et es deux pressions sont li�ees par la relation de saut : p1 = p + �=R. Dans e

as la ontribution de la pression �a la variation de quantit�e de mouvement ontenue dans le

volume de ontrôle de v1 s'�erit

h

2

r

?

h

pj

v1

= d p+ (h� d) p1� h p4; (1.26)

o�u d est la longueur du segment AB. Il est lair que et op�erateur d�epend de la position du

point B par rapport �a p1. Si d est sup�erieur �a h=2, p doit être rempla�e par p1 et p1 par p2

dans la formule i-dessus. Dans le as g�en�eral on peut d�e�nir r

?

h

omme

h

2

r

?

h

pj

v

i;j

= h p

i;j+1=2

+C

i;j+1=2

� h p

i;j�1=2

� C

i;j�1=2

; (1.27)

ave

C

i;j

=

(

d(p

i�1;j

� p

i;j

) si d � h=2

(h� d)(p

i+1;j

� p

i;j

) si d > h=2

(1.28)

Si les hypoth�eses pr�e�edentes sont v�eri��ees (exatitude du hamp de pression et des termes

de tension de surfae) l'utilisation de et op�erateur assure | par d�e�nition | l'�equilibre

exat entre tension de surfae et pression.

Dans le as g�en�eral o�u la pression peut varier �a l'int�erieur et �a l'ext�erieur de l'interfae,

et op�erateur peut être interpr�et�e omme une extrapolation du premier ordre des hamps

de pression internes et externes au voisinage de l'interfae. Des extrapolations d'ordre plus

�elev�e sont possibles en utilisant plusieurs plus prohes voisins. De plus dans le as o�u l'inter-

fae oupe plusieurs fois le bord d'un volume de ontrôle (�gures 1.5), l'approhe pr�esent�ee

ii n'est plus valable. Ces formes omplexes faisant g�en�eralement intervenir des rayons de

ourbure de l'ordre de la taille de la maille (exeption faite du as illustr�e �gure 1.5.(b)) sont

peu fr�equents. N�eanmoins un algorithme robuste devra les traiter orretement et d'autres

tehniques d'extrapolation plus g�en�erales peuvent être utilis�ees (voir setion 1.2.1). Dans

tous les as le prinipe de la m�ethode n'est toutefois pas remis en ause.

L'utilisation de e nouvel op�erateur est ompliqu�ee par la nature impliite de la pression

pour un uide inompressible. En e�et, dans la m�ethode de projetion, la pression n'appa-

râ�t que omme solution de la pseudo{�equation de Poisson [Peyret et al., 1983℄. L'approhe

la plus orrete onsiste �a utiliser le nouvel op�erateur r

?

h

diretement lors de la r�esolution de

ette �equation. Cei a le d�esavantage de n�eessiter l'utilisation d'un stenil faisant apparâ�tre

les huit plus prohes voisins pour haque point de pression (�gure 1.6). L'op�erateur standard

n'utilise que les quatre plus prohes voisins, il n'est don pas possible d'utiliser les solveurs

lassiquement mis en oeuvre ave la m�ethode MAC.
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Fig. 1.6.: Stenil n�eessaire pour la r�esolution de l'�equation de pression ave op�erateur de

gradient orrig�e.

A�n de simpli�er l'�evaluation initiale de la m�ethode, nous avons hoisi une approhe plus

simple mais moins rigoureuse qui onsiste �a traiter la orretion C du gradient de pression

omme un terme soure dans l'�equation de quantit�e de mouvement (1.13). E�etu�ee de ette

mani�ere, la orretion C est expliite en temps, elle est alul�ee omme fontion de la pression

au pas de temps pr�e�edent.

L'�evaluation des termes de orretion du gradient de pression n�eessite le alul des points

d'intersetion ave les bords horizontaux des volumes de ontrôle pour la omposante v et

ave les bords vertiaux pour la omposante u. Il est don simple et naturel de aluler es

termes en même temps que les termes de tension de surfae assoi�es au même volume de

ontrôle (f. Annexe B).

Appliation au as de l'interfae irulaire

Comme montr�e i-dessus, l'utilisation de l'op�erateur de gradient de pression orrig�e garan-

tit en prinipe l'existene de la solution disr�ete de Laplae pour le as d'une bulle irulaire.

Dans la pratique l'utilisation de ourbes splines param�etriques de lasse C

2

ne permet pas

de repr�esenter exatement une interfae irulaire (de lasse C

1

). Une erreur g�eom�etrique

sera don ommise lors de l'�evaluation des termes de tension de surfae et de orretion du

gradient de pression. Deux questions se posent alors : la solution approh�ee est-elle stable ?

Converge-t-elle num�eriquement vers la solution exate ?

On onsid�ere deux uides de même densit�e � et visosit�e � s�epar�es par une interfae

irulaire de diam�etre D ave un oeÆient de tension de surfae �. Le seul nombre sans

dimension qui peut être form�e est le nombre de Ohnesorge Oh = �=(��D)

1=2

(ou le nombre

de Laplae �equivalent La = 1=Oh

2

). Comme nous l'avons mentionn�e pr�e�edemment, on

s'attend �a e que l'amplitude max(juj) des ourants parasites soit proportionnelle �a �=�. Ce

qui revient �a d�e�nir un nombre apillaire Ca

p

= max(juj)�=� onstant quel que soit Oh. La

valeur de e nombre apillaire est une mesure de l'erreur par rapport �a la solution exate.

A�n de tester es hypoth�eses et d'�evaluer la pr�eision du sh�ema de orretion du gra-

dient de pression, nous avons effetu�e plusieurs simulations pour un nombre de Ohnesorge

variable. La goutte est pla�ee au entre d'un domaine arr�e et des onditions p�eriodiques

sont appliqu�ees dans les deux diretions. Le rapport entre la taille du domaine et le diam�etre

de la goutte est 2.5. Les hamps de vitesse et de pression sont initialement nuls. L'�evolution

de Ca

p

en fontion du temps � = t�=(�D) est illustr�ee �gure 1.7 pour diff�erentes valeurs du

nombre de Laplae. Apr�es une phase transitoire, l'ensemble des solutions onvergent asymp-

totiquement. Conform�ement �a notre hypoth�ese, les asymptotes sont prohes d'une valeur

unique qui peut être estim�ee �a 1:1� 10

�6

� 10%.

Cette valeur asymptotique arat�erise la pr�eision de la solution. On s'attend don �a e
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Fig. 1.7.:
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Evolution temporelle de l'amplitude des ourants parasites en fontion du nombre

de Laplae. La l�egende donne les diff�erentes valeurs de La. Maillage 32� 32.
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�

Evolution de l'amplitude des ourants parasites en fontion de la r�esolution spatiale.

Le diam�etre D est donn�e en nombre de mailles.
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qu'elle d�epende de la r�esolution spatiale. La �gure 1.8 illustre ette d�ependane. Les tailles

de maillage utilis�ees sont 16

2

, 32

2

, 64

2

, 128

2

et 256

2

. La onvergene est d'ordre sup�erieur �a

deux (l'exposant est environ �egal �a 2.75). Pour une r�esolution de 256

2

la valeur absolue de

l'amplitude des ourants parasites est de l'ordre de la pr�eision mahine.

Sur le même graphe est repr�esent�ee la valeur du nombre apillaire pour la m�ethode CIAM

(Constrution d'Interfae AÆne par Moreaux) assoi�ee �a une formulation ontinue du terme

de tension de surfae. Dans e as l'amplitude des ourants parasites est ind�ependante de

la r�esolution. Les hamps de pression normalis�es par �=R, obtenus en r�egime stationnaire

sont repr�esent�es �gures 1.9.(a) et 1.9.(b) pour haune des deux m�ethodes. L'�epaississement

de l'interfae dû �a la formulation ontinue apparâ�t lairement dans le as CIAM. Dans le

as des marqueurs, la pression est onstante de part et d'autre de l'interfae. Les erreurs

relatives par rapport �a la solution exate pour la pression sont illustr�ees pour haune des

deux m�ethodes �gures 1.9.() et 1.9.(d).

Fluides de propri�et�es physiques diff�erentes

Dans le as o�u les propri�et�es physiques sont diff�erentes pour haun des uides, il est

n�eessaire de aluler les valeurs de la fontion � en fontion de la position de l'interfae. La

fontion � est g�en�eralement d�e�nie omme la fration surfaique oup�ee par l'une des deux

phases pour un volume de ontrôle donn�e. Les hâ�nes de marqueurs orient�ees peuvent être

utilis�ees pour aluler les valeurs de es frations surfaiques en transformant les int�egrales de

surfaes en aluls de irulation. Cette approhe pr�esent�ee en d�etail dans l'annexe B permet

la mise �a jour des valeurs de � au ours du temps pour un oût essentiellement proportionnel

�a N , le nombre de marqueurs utilis�es.

Un exemple d'utilisation des marqueurs dans le as de uides de densit�es diff�erentes est

pr�esent�e �gure 1.10. Il s'agit d'un test lassique illustrant une instabilit�e de Rayleigh{Taylor,

initialement utilis�e par Pukett et al. (1997) pour �evaluer une m�ethode de type VOF. Une

bô�te ferm�ee de taille 1 � 4 m�etres est remplie ave deux uides de densit�es diff�erentes et

de visosit�es dynamiques identiques. Les densit�es sont 1.225 kg/m

3

pour le uide ontenu

dans la moiti�e sup�erieure et 0.1694 kg/m

3

pour elui ontenue dans la moiti�e inf�erieure. La

visosit�e dynamique est 0.00313 kg/m.s pour haun des uides. L'interfae est initialement

perturb�ee par une onde sinuso��dale d'amplitude 0.05 m. L'�evolution de l'interfae est illustr�ee

apr�es 0, 0.7, 0.8 et 0.9 seondes. La �gure 1.11 orrespond �a la r�esolution du même probl�eme

en utilisant la m�ethode CIAM pour l'advetion de l'interfae [Li, 1996℄. Ces r�esultats sont

en bon aord ave la solution pr�esent�ee par Pukett et al. (1997).

Dans le as des marqueurs, on peut remarquer que la tehnique de redistribution autorise

une bonne repr�esentation de l'interfae au ours du temps, bien que elle-i subisse des

d�eformations importantes. De plus, la di��erene essentielle entre les marqueurs et la solution

CIAM est la pr�eservation des petites strutures �lamentaires repr�esent�ees �gure 1.12.(a).

La repr�esentation impliite de l'interfae par la m�ethode VOF onduit �a une reonnexion

automatique des strutures de taille prohe de elle de la maille. Ce traitement impliite

des reonnexions est g�en�eralement utile ar il assure la robustesse de la r�esolution même

dans le as o�u des hangements de topologie omplexes se produisent. Il a n�eanmoins le

d�esavantage d'être li�e �a un rit�ere num�erique arbitraire qui fait d�ependre le hangement de

topologie de la r�esolution spatiale du alul. Dans le as illustr�e ii, la solution obtenue par

m�ethode VOF pour une r�esolution �egale �a elle utilis�ee ave les marqueurs (64 � 256) est

relativement �eloign�ee des solutions pr�esent�ees du fait de ruptures pr�ematur�ees des �laments

aux extr�emit�es du \hampignon" de Rayleigh{Taylor.

D'un autre ôt�e, la m�ethode de marqueurs pr�esent�ee ii n'autorise pas pour l'instant
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Fig. 1.9.: Solutions et erreurs pour le hamp de pression autour d'une goutte ave tension

de surfae. Pressions : (a) CIAM ave formulation ontinue, (b) Marqueurs ave orretion

du gradient de pression. Erreurs relatives par rapport �a la solution exate : () CIAM, (d)

Marqueurs.
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t=0.0 s t=0.7 s t=0.8 s t=0.9 s

Fig. 1.10.: Instabilit�e de Rayleigh{Taylor simul�ee par la m�ethode de marqueurs. La taille du

maillage est 64� 256.
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t=0.0 s t=0.7 s t=0.8 s t=0.9 s

Fig. 1.11.: Instabilit�e de Rayleigh{Taylor simul�ee par la m�ethode CIAM. La taille du maillage

est 128� 512.

PSfrag replaements

(a) (b)

Fig. 1.12.: D�etail de l'interfae pour les simulations �gures 1.10 et 1.11. (a) Repr�esentation

par marqueurs. (b) Courbe de niveau � = 1=2 obtenue par la m�ethode CIAM.
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les hangements de topologie. Le probl�eme du traitement des reonnexions pour les m�e-

thodes de type marqueurs est g�en�eralement onsid�er�e diÆile pour des raisons li�ees �a des

probl�emes de programmation des algorithmes n�eessaires. En se basant sur les essais de re-

onnexion que nous avons effetu�es, nous ne pensons pas que et argument doive être retenu.

Le hoix de tehniques de programmation et de strutures de donn�ees appropri�ees permet une

impl�ementation relativement simple et eÆae de es op�erations [Tryggvason et al., 1999℄.

L'obstale essentiel onerne le hoix d'un rit�ere de reonnexion oh�erent et si possible jus-

ti��e par des onsid�erations physiques. Ce probl�eme est ampli��e dans le as o�u la tension de

surfae n'est pas nulle. En e�et, lors des reonnexions des rayons de ourbure arbitrairement

petits peuvent être r�e�es e qui onduit �a une singularit�e du terme de tension de surfae.

Cette singularit�e traduit le fait qu'aux �ehelles auxquelles se produit la reonnexion, le milieu

ne peut plus être onsid�er�e omme ontinu et une mod�elisation physique diff�erente doit être

utilis�ee. Une impl�ementation orrete du traitement des hangements de topologie pour les

m�ethodes de marqueurs n�eessite ainsi une ompr�ehension approfondie des ph�enom�enes phy-

siques li�es aux ruptures d'interfaes. Une approhe prometteuse est le ouplage de m�ethodes

de marqueurs et de mod�eles physiques loaux lors des reonnexions.

1.1.3. Ondes apillaires planes

Un as test quantitatif simple mais important onerne la simulation num�erique des

osillations amorties d'une onde apillaire. Un ertain nombre de r�esultats th�eoriques sont

disponibles. La th�eorie lin�eaire pour les osillations de faible amplitude de l'interfae entre

deux uides de même densit�e � donne la relation de dispersion

!

2

0

=

�k

3

2�

; (1.29)

o�u � est le oeÆient de tension de surfae et k est le nombre d'onde. Ce r�esultat est valable

dans le as o�u le domaine est in�niment vaste et la visosit�e n�egligeable.

Dans le as o�u la visosit�e n'est pas n�egligeable et si les deux uides ont une visosit�e

identique �, l'analyse par mode normal [Lamb, 1932℄ donne la relation

!

2

=

�k

3

2�

(1� k=q) = !

2

0

(1� k=q); (1.30)

ave

q =

q

k

2

� i�!=�: (1.31)

En �eliminant ! entre (1.30) et (1.31) on obtient q omme raine de l'�equation

q(q � k)(q + k)

2

= �

�k

3

�

2�

2

: (1.32)

En r�esolvant num�eriquement ette �equation, on obtient le taux d'amortissement dans le as

visqueux.

Comme nous allons le voir, ette solution n'est ependant pas exate dans le as o�u

l'ensemble du uide est initialement au repos. En e�et, dans es ironstanes un terme

transitoire orrespondant �a la di�usion de la vortiit�e r�e�ee �a l'interfae dans le uide doit

être pris en ompte. Comme d�emontr�e par Prosperetti (1981) , dans le as o�u les deux uides

ont la même visosit�e dynamique, une solution analytique existe pour l'�evolution temporelle

d'une onde de faible amplitude. Les densit�es �

1

et �

2

peuvent être diff�erentes.
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1.1.

�

Eoulements diphasiques

R�esolution Erreur/Prosperetti Erreur/Mode normal

8

2

0.3018 0.3077

16

2

0.0778 0.0959

32

2

0.0131 0.0332

64

2

0.0082 0.0307

128

2

0.00645 0.0280

Tab. 1.1.:

�

Evolution de l'erreur relative pour une onde apillaire �a diff�erentes r�esolutions.

Les param�etres sont les suivants : �

1

= �

2

, � = 1=4, � � 6:472 � 10

�2

, La = 3000.

Nous onsid�erons une perturbation sinuso��dale de faible amplitude H

0

. Une �ehelle de

temps est donn�ee par !

�1

0

et une �ehelle de longueur par k

�1

. On peut d�e�nir un temps et

une visosit�e adimensionn�ee omme

� = !

0

t; � = �k

2

=!

0

: (1.33)

Dans et espae de param�etres, la solution pour l'�evolution de l'amplitude est donn�ee omme

a(�) =

4(1� 4�)�

2

8(1 � 4�)�

2

+ 1

erf(�

1=2

�

1=2

) (1.34)

+

4

X

i=1

z

i

Z

i

!

2

0

z

2

i

� �!

0

� exp[(z

2

i

� �!

0

)�=!

0

℄erf(z

i

�

1=2

=!

1=2

0

);

o�u les z

i

sont les quatre raines de l'�equation

z

4

� 4�(�!

0

)

1=2

z

3

+ 2(1� 6�)�!

0

z

2

+ (1.35)

4(1 � 3�)(�!

0

)

3=2

z + (1� 4�)(�!

0

)

2

+ !

2

0

= 0;

et Z

1

= (z

2

� z

1

)(z

3

� z

1

)(z

4

� z

1

), Z

2

, Z

3

et Z

4

sont d�e�nis par permutation des indies. Le

param�etre sans dimension � est donn�e par

� =

�

1

�

2

(�

1

+ �

2

)

2

: (1.36)

Le as test qui a �et�e retenu est une bô�te arr�ee s�epar�ee en deux parties �egales par une

interfae perturb�ee sinuso��dalement. La longueur d'onde de la perturbation est �egale �a la

largeur de la bô�te et son amplitude �a un enti�eme de la hauteur de la bô�te. Des onditions

de glissement libre sont appliqu�ees sur les parois sup�erieures et inf�erieures et des onditions

p�eriodiques dans la diretion horizontale. Le nombre de Laplae est 30 000, la visosit�e

adimensionn�ee � � 6:472� 10

�2

. Les densit�es �

1

et �

2

sont identiques e qui donne � = 1=4.

Les �evolutions temporelles de l'amplitude obtenues par simulation num�erique, ainsi que par

les th�eories de mode normal et de Prosperetti sont illustr�ees �gure 1.13. La ourbe de mode

normal est obtenue omme

H

0

exp(��=!

0

) os(!�=!

0

); (1.37)

o�u ! est � sont obtenus par r�esolution num�erique de l'�equation (1.30). Un tr�es bon aord

est obtenu entre la simulation num�erique et la solution de Prosperetti. Il est int�eressant de

noter l'�eart signi�atif entre les deux th�eories (�gure 1.14).

Nous avons r�ep�et�e e test en variant la r�esolution spatiale. La table 1.1 r�esume les r�esultats

obtenus pour des r�esolutions de 8

2

, 16

2

, 32

2

, 64

2

et 128

2

. L'erreur relative indiqu�ee est alul�ee
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1. M�ethodes num�eriques
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Fig. 1.13.:

�

Evolution temporelle de l'amplitude d'une onde apillaire. La r�esolution est de

128 � 128.
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Fig. 1.14.: Agrandissement de la �gure 1.13 illustrant les di��erenes entre la solution de

mode normal et la solution de Prosperetti.
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1.2.

�

Eoulements �a surfae libre

Amplitude 0.0025 0.005 0.01 0.02

8

2

0.3074 0.3054 0.3018 0.2962

16

2

0.0782 0.0781 0.0778 0.0798

32

2

0.0114 0.0118 0.0131 0.0183

64

2

0.00660 0.00695 0.0082 0.0117

128

2

0.00540 0.00565 0.00645

256

2

0.00505 0.0057

Tab. 1.2.:

�

Evolution de l'erreur relative pour une onde apillaire �a diff�erentes r�esolutions et

diff�erentes amplitudes relatives initiales. Les param�etres sont les suivants : �

1

= �

2

, � = 1=4,

� � 6:472 � 10

�2

, La = 3000.

R�esolution Erreur/Prosperetti

8

2

0.3593

16

2

0.1397

32

2

0.0566

64

2

0.0264

128

2

0.0148

Tab. 1.3.:

�

Evolution de l'erreur relative pour une onde apillaire �a diff�erentes r�esolutions.

Les param�etres sont les suivants : �

1

= 10�

2

, � � 0:826, � � 6:472 � 10

�2

, La = 3000.

omme la raine arr�ee de la valeur moyenne du arr�e de la di��erene entre la simulation

num�erique et les solutions th�eoriques, rapport�ee �a l'amplitude initiale (0.01). Cette moyenne

est effetu�ee sur 25 unit�es de temps adimensionn�e, soit environ quatre p�eriodes d'osillation.

L'erreur d�erô�t rapidement ave la r�esolution mais semble onverger vers une valeur de 0.5

% environ. La th�eorie lin�eaire n'�etant valable que pour des amplitudes d'osillation faibles,

on peut se demander si ette erreur est d�ependante de l'amplitude initiale. La table 1.2

r�esume les r�esultats obtenus pour des amplitudes relatives initiales variables. La onvergene

est l�eg�erement meilleure pour les amplitudes les plus faibles mais ette tendane ne semble

pas expliquer l'erreur �nale.

La th�eorie de Prosperetti est �egalement valable pour deux uides de densit�e diff�erentes

(mais de mêmes visosit�es dynamiques). La table 1.3 donne les r�esultats obtenus lorsque le

rapport de densit�e est de dix. L'aord est satisfaisant dans les deux as. Il est important

de noter que la th�eorie de Prosperetti est valable dans le as d'un domaine non{born�e. Les

simulations sont effetu�ees dans des bô�tes ferm�ees et les e�ets de on�nement peuvent sans

doute expliquer l'erreur de l'ordre de un pour ent observ�ee pour des r�esolutions �elev�ees.

1.2.

�

Eoulements �a surfae libre

Les �eoulements �a surfae libre peuvent être abord�es omme le as limite d'�eoulements

diphasiques, lorsque le ontraste de densit�e tend vers l'in�ni. Dans la pratique les perfor-

manes des odes diphasiques diminuent lorsque le rapport de densit�e devient �elev�e. Il est

don int�eressant de d�evelopper une m�ethode permettant de r�esoudre les �equations unique-

ment �a l'int�erieur du uide de forte densit�e. En raison de son large hamp d'appliation

(�eoulements liquide{gaz), ette approhe a �et�e l'une des premi�eres �a b�en�e�ier d'un traite-

ment num�erique [Harlow et al., 1965℄. Si elle est s�eduisante d'un point de vue analytique, son
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1. M�ethodes num�eriques

impl�ementation num�erique orrete se heurte �a un ertain nombre de probl�emes que nous

abordons ii.

Les �equations de Navier{Stokes exprim�ees en oordonn�ees axisym�etriques repr�esentent

un bon ompromis entre une mod�elisation bidimensionnelle plane et une mod�elisation tri-

dimensionnelle. Un point important en faveur d'une repr�esentation axisym�etrique est la

pr�eservation des lois d'�ehelles reliant surfae et volume et e, pour un oût de alul

�equivalent au as plan. L'hypoth�ese d'axisym�etrie �etant bien adapt�ee �a une premi�ere �etude

de la dynamique des bulles de sonoluminesene ou de avitation, nous onsid�erons ii les

�equations de Navier{Stokes suivantes exprim�ees dans un rep�ere (z; r) :

�v

r

�t

+

1

r

�(rv

2

r

)

�r

+

�(v

r

v

z

)

�z

= �

��

�r

+

1

r

�(rS

rr

)

�r

+

�S

zr

�z

�

S

��

r

; (1.38)

�v

z

�t

+

1

r

�(rv

r

v

z

)

�r

+

�(v

2

z

)

�z

= �

��

�z

+

1

r

�(rS

zr

)

�r

+

�S

zz

�z

; (1.39)

o�u � = p=�, la masse volumique � est onstante et le tenseur des ontraintes s'exprime

omme

S

rr

= 2�

�v

r

�r

(1.40)

S

��

= 2�

v

r

r

(1.41)

S

zz

= 2�

�v

z

�z

(1.42)

S

zr

= S

rz

= �(

�v

z

�r

+

�v

r

�z

): (1.43)

La ondition d'inompressibilit�e s'exprime quant �a elle omme

1

r

�(rv

r

)

�r

+

�v

z

�z

= 0; (1.44)

A�n de lari�er le rôle g�eom�etrique de la surfae libre, il est utile de onsid�erer une

solution faible de type int�egrale des �equations de quantit�e de mouvement (1.38) et (1.39).

Cette int�egration onduit �a une approhe lassique de type volume �ni.

�

A ette �n, on

onsid�ere un domaine 
, de fronti�ere �
. Notons u la vitesse de �
 par rapport au rep�ere

galil�een. En int�egrant la ondition d'inompressibilit�e (1.44) et les �equations de quantit�e de

mouvement (1.38) et (1.39), nous obtenons

�

�t

Z




r dr dz +

Z

�


r(v

z

� u

z

) dr �

Z

�


r(v

r

� u

r

) dz = 0; (1.45)

�

�t

Z




v

r

r dr dz +

Z

�


rv

r

(v

z

� u

z

) dr �

Z

�


rv

r

(v

r

� u

r

) dz = (1.46)

Z

�


�r dz +

Z




� dr dz +

Z

�


rS

zr

dr �

Z

�


rS

rr

dz �

Z




S

��

dr dz;

�

�t

Z




v

z

r dr dz +

Z

�


rv

z

(v

z

� u

z

) dr �

Z

�


rv

z

(v

r

� u

r

) dz = (1.47)

�

Z

�


�r dr +

Z

�


rS

zz

dr �

Z

�


rS

zr

dz:

Du fait de la prise en ompte du mouvement �eventuel u de la fronti�ere �
 du domaine

onsid�er�e, es expressions sont appliables �a un domaine arbitraire.
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1.2.

�

Eoulements �a surfae libre
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Fig. 1.15.:

�

El�ement de volume �ni ontenant une surfae libre.

Nous onsid�erons maintenant une ellule de alul identique au as diphasique et travers�ee

par l'interfae (�gure 1.15). La fronti�ere du domaine 
 est onstitu�ee des segments �xes

(u = 0) AB, BC, DE et EA, et du moreau d'interfae CD de d�epla�ant �a la vitesse du

uide (u = v). L'�equation (1.46) devient ainsi

�

�t

Z




v

r

r dr dz +

Z

BC[EA

rv

r

v

z

dr �

Z

AB[DE

rv

2

r

dz = (1.48)

Z

AB[DE

�r dz +

Z

CD

�r dz +

Z




� dr dz +

Z

BC[EA

rS

zr

dr +

Z

CD

rS

zr

dr �

Z

AB[DE

rS

rr

dz �

Z

CD

rS

rr

dz �

Z




S

��

dr dz:

Si nous supposons que la disr�etisation est d'ordre un, les quantit�es d�e�nies au entre de

haune des faes sont onsid�er�ees omme onstantes sur haune de es faes ; les quantit�es

d�e�nies au entre de la ellule sont onsid�er�ees omme onstantes sur l'ensemble de la ellule.

Nous d�e�nissons s

i;j

r

et s

i;j

z

omme la surfae immerg�ee des faes radiales et axiales respe-

tivement. L'aire du domaine 
 est not�ee a

i;j

et 

i;j

=

R




rdrdz. On obtient alors dans le as

g�en�eral

�
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)
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+ (1.49)
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)
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;
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1. M�ethodes num�eriques

o�u

R

int

d�esigne l'int�egrale le long du moreau d'interfae ontenu dans 
. L'�equation pour la

omposante suivant z est obtenue de mani�ere analogue omme
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�

Z
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rS
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dz:

En utilisant le fait que la variation du volume du domaine 
 peut être obtenue omme

�

�t

Z




r dr dz =

Z

�


ru

z

dr �

Z

�


ru

r

dz; (1.51)

l'�equation de ontinuit�e (1.46) peut être �erite

Z

�


rv

z

dr �

Z

�


rv

r

dz = 0: (1.52)

On obtient alors la formulation disr�ete suivante de la ondition d'inompressibilit�e
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�

Z

int

rv

r

dz = 0:

La m�ethode de projetion ne fait pas intervenir diretement la ondition d'inompressibi-

lit�e mais n�eessite la r�esolution d'une �equation d�eriv�ee pour la pression. De mani�ere analogue

�a la m�ethode de projetion dans le as diphasique, le hamp de vitesse v au temps n+1 est

donn�e par les relations

v
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:

Ce hamp de vitesse doit v�eri�er la ondition d'inompressibilit�e (1.53). L'int�egration le long

de l'interfae des deux omposantes de la vitesse n�eessite de pouvoir exprimer le hamp de

vitesse �a une position quelonque �a l'int�erieur de la ellule. Pour e faire, nous supposons

que haque omposante de la vitesse varie ontinûment d'un bord �a l'autre de la ellule, soit

v

z

(z)h = (z � z

i�1=2

)v
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; (1.54)
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: (1.55)

Les int�egrales intervenant dans (1.53) sont alors obtenues omme
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En rempla�ant v par son expression en fontion de v

?

et en utilisant les relations i-dessus,

la ondition d'inompressibilit�e (1.53) peut être obtenue omme
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Z

int

i;j

r(r � r

j�1=2

) dz: (1.60)

Cette �equation est de la forme

��

i;j

+ ��

i+1;j

+ �

i�1;j

+ ��

i;j+1

+ ��

i;j�1

= r � v

?

(1.61)

et peut don être r�esolue en utilisant les mêmes tehniques num�eriques que la pseudo{�equa-

tion de Poisson pour les �eoulements diphasiques.

1.2.1. Extrapolation du hamp de vitesse

Les expressions pr�e�edentes, en partiulier (1.49) et (1.50), font apparâ�tre la n�eessit�e

d'utiliser dans ertains as des valeurs du hamp de vitesse d�e�nies en dehors du domaine

uide proprement dit. En e�et si nous onsid�erons la �gure 1.15, dans le as o�u BC est vide

(l'interfae ne oupe pas le bord i+1=2; j), il est diÆile d'interpr�eter physiquement les gran-

deurs �

i+1=2;j

, v

r

v

i+1=2;j

z

, S

i+1=2;j

rz

. De même, si nous retenons une pro�edure d'interpolation

bilin�eaire, l'advetion des marqueurs situ�es dans une ellule peut n�eessiter l'utilisation de

vitesses d�e�nies en des points situ�es en dehors du domaine uide (�gure 1.16).

Il s'agit du probl�eme prinipal li�e �a l'utilisation de maillages �xes o�u les fronti�eres des

ellules (et don les points o�u sont d�e�nis les grandeurs physiques) ne orrespondent pas

ave l'interfae. Dans tous les as, il sera n�eessaire d'extrapoler les hamps de grandeurs

physiques jusqu'�a la limite du domaine pour lequel elles sont d�e�nies. Il est ainsi n�eessaire de

hoisir dans quelles ellules nous herhons �a r�esoudre les �equations pour la vitesse et pour la

pression et dans quelles ellules es grandeurs seront seulement extrapol�ees. Nous avons hoisi

de ne r�esoudre l'�equation pour la pression (1.58) que lorsque la fration surfaique a

i;j

=h

2
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Fig. 1.16.: Di��erents as pour l'interpolation bilin�eaire de la vitesse des marqueurs. Les

arr�es indiquent l'emplaement des noeuds de pression r�esolus. Les �ehes en pointill�es or-

respondent �a une valeur extrapol�ee du hamp de vitesse.
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Fig. 1.17.: Exemple de maillage utilis�e par le ode de surfae libre. Les marqueurs ainsi que

les splines sont repr�esent�es. Les �ehes laires indiquent les valeurs extrapol�ees du hamp de

vitesse.
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est sup�erieure �a 1=2. Ce hoix permet d'�eviter toute singularit�e des oeÆients de l'�equa-

tion pour la pression (1.58) et assure que tous les noeuds de pressions r�esolus se trouvent �a

l'int�erieur du domaine uide. De même les omposantes radiales et axiales de la vitesse ne sont

r�esolues que si elles sont adjaentes (radialement ou axialement respetivement) �a un noeud

de pression r�esolu ; e hoix orrespond toujours �a des ellules de vitesse pour lesquelles 

i;j

est stritement non{nul, e qui assure la oh�erene des �equations (1.49) et (1.50). Un exemple

illustrant les hamps de vitesse r�esolus et extrapol�es est donn�e �gure 1.17.

L'extrapolation du hamp de vitesse doit être effetu�ee tout en assurant le respet des

onditions aux limites sur l'interfae. La ondition aux limites sur le hamp de vitesse peut

s'�erire omme

t:D:n = 0; (1.62)

exprimant la nullit�e de la ontrainte tangentielle sur la surfae libre. Il est important d'insister

sur le fait que l'appliation de ette ondition est essentielle pour l'obtention d'une solution

orrete non seulement au voisinage de l'interfae mais dans l'ensemble du domaine. De plus,

ette ondition implique un ouplage des deux omposantes de la vitesse au voisinage de l'in-

terfae. Il n'est don pas possible d'utiliser une pro�edure d'extrapolation ind�ependamment

pour haque omposante. En e sens, nous supposons que le hamp de vitesse au voisinage

d'un point P prohe de l'interfae peut être exprim�e omme

v = v

P

0

+A

P

� x; (1.63)

o�u x est le veteur position, v

P

0

un veteur et A

P

une matrie. Nous proposons de aluler

A

P

et v

P

0

par une approhe de moindre arr�es ontrainte par la ondition (1.62). Nous avons

hoisi de ne pas utiliser la ondition d'inompressibilit�e. Pour e hamp de vitesse ette

ondition peut s'�erire omme e

ij

t

i

n

j

= 0 ave

e

ij

=

�v

i

�x

j

+

�v

j

�x

i

= A

P

ij

+A

P

ji

: (1.64)

�

Etant donn�e N points au voisinage de P , v

P

0

et A

P

peuvent être obtenus par minimisation

de la fontion

L =

N

X

n=1

(v

P

0

+A

P

� x

n

� v

n

)

2

+ �e

ij

t

i

n

j

; (1.65)

o�u � est un multipliateur de Lagrange. Dans la pratique, le nombre de points est de l'ordre

de inq ou six et eux-i sont hoisis omme indiqu�e �gure 1.18. La diretion normale retenue

est repr�esent�ee par la droite L passant par P et I, point de l'interfae le plus prohe de P .

Les points sont hoisis autour de L de mani�ere �a minimiser la fontion de oût

X

d(P

i

; L)

2

+ �d(P

i

; P )

2

; (1.66)

o�u d est la fontion distane et � est un fateur g�eom�etrique (en g�en�eral 1=2).

�

A ause du

d�ealage dans la position des deux omposantes de la vitesse dû �a la disr�etisation MAC,

deux jeux de points sont n�eessaires et ette minimisation est don effetu�ee deux fois.

Le hamp de pression ne n�eessite pas d'extrapolation du fait des fateurs de pond�eration

apparaissant dans (1.58). Ceux-i d�ependent des frations surfaiques et assurent que seuls

les noeuds de pression situ�es dans le domaine uide (et pour lesquels a

i;j

=h

2

> 1=2) inter-

viennent. Seul les termes d'int�egration

R

�rdz et

R

�rdr apparaissant dans (1.49) et (1.50)

font intervenir la pression sur l'interfae. Celle-i peut être obtenue �a partir de la ondition

aux limites

p = p

i

+ ��+ �n:D:n: (1.67)
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P

L

I
n

Fig. 1.18.: Exemple de s�eletion de points pour la omposante axiale de la vitesse lors de

l'extrapolation.

La ourbure � est obtenue diretement �a partir de la disr�etisation de l'interfae de même

que la normale n. Le tenseur des d�eformations D est obtenu loalement par la pro�edure

d'extrapolation d�erite pr�e�edemment. Cei permet de r�e�erire (1.67) sous la forme

p = p

i

+ ��+ �e

i;j

n

i

n

j

: (1.68)

La pression est alul�ee de ette mani�ere pour haque marqueur. Une interpolation lin�eaire

entre marqueurs permet alors le alul des termes int�egraux le long de l'interfae.

1.2.2. Tehnique de raÆnement dynamique des maillages

Un des probl�emes auquel nous avons �et�e onfront�e onerne les e�ets de on�nement dus

aux onditions aux limites sur les bords du domaine. Il s'agit d'un e�et onnu et souvent

important lorsque l'on veut omparer les r�esultats des simulations num�eriques �a des r�esultats

th�eoriques imposant des onditions aux limites �a l'in�ni [Magnaudet et al., 1998℄.

De même, lors de l'�etude des osillations radiales des bulles, le rapport des rayons maxi-

mum et minimum peut être tr�es important. Si l'on veut r�esoudre orretement les plus petites

�ehelles, il est n�eessaire d'utiliser des maillages tr�es �ns qui ne s'av�erent r�eellement utiles

que pendant une fration du yle omplet d'osillation.

Une tehnique lassique onsiste �a e�etuer une s�erie de simulations en augmentant pro-

gressivement la taille du domaine (et la �nesse du maillage). On v�eri�e ensuite que les

r�esultats obtenus onvergent. Cette approhe a le m�erite d'être simple mais les oûts de

alul assoi�es sont souvent prohibitifs. Dans notre as, du fait de l'utilisation de maillages

art�esiens �a r�esolution �xe, e probl�eme est enore aru. De plus nous d�esirions e�etuer un

ertain nombre d'�etudes param�etriques n�eessitant un grand nombre de aluls diff�erents.

L'id�eal serait de pouvoir utiliser un maillage �n dans les zones ritiques (en partiulier pr�es

de l'interfae) et un maillage grossier ailleurs. Ce raÆnement doit �egalement être dynamique

a�n de s'adapter �a l'�evolution de l'interfae. Un ertain nombre de tehniques diff�erentes

existent : remaillages p�eriodiques pour les m�ethodes de type �el�ements �nis, utilisation de

quadtree ou otree pour les m�ethodes level-set et volumes �nis...

Nous avons hoisi une solution simple qui n'implique pas de modi�ation fondamentale

des algorithmes utilis�es. En partiulier nous onservons la struture art�esienne r�eguli�ere des

maillages. Un sh�ema illustrant la tehnique utilis�ee est donn�e �gure 1.19. Une hi�erarhie
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Fig. 1.19.: Sh�ema de la hi�erarhie de grilles utilis�ees pour le raÆnement dynamique.

FPFP

P P

1 2

1 2

fp fp1 2

Fig. 1.20.: Connexion entre deux grilles de niveaux diff�erents.
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de maillages imbriqu�es les uns dans les autres est onstruite dynamiquement autour de

l'interfae. Dans tous les as l'interfae est ontenue dans un seul maillage. Toutes les grilles

ont la même r�esolution (nombre de mailles) mais ont une taille �egale �a la moiti�e de elle de la

grille pr�e�edente. La solution sur haque grille est reli�ee �a la solution sur les grilles adjaentes

par l'interm�ediaire des onditions aux limites. Lors de l'�evolution de l'interfae un rit�ere bas�e

sur le on�nement de l'interfae dans la grille qui la ontient permet de d�eterminer si il est

n�eessaire de supprimer un niveau de la hi�erarhie ou au ontraire d'en rajouter un. Lors de

la r�eation d'un niveau de raÆnement, les hamps de vitesses et de pression sont interpol�es

�a partir du niveau pr�e�edent.

La �gure 1.20 sh�ematise la tehnique utilis�ee pour onneter les fronti�eres de deux grilles

de niveaux diff�erents. Les lignes pointill�ees repr�esentent les ellules fantômes utilis�ees pour

appliquer les onditions aux limites. La ligne �epaisse horizontales onstitue la fronti�ere om-

mune aux deux domaines. Les valeurs fantômes FP

1

et FP

2

sont obtenues omme la moyenne

des quatre valeurs les plus prohes sur la grille �ne ; les valeurs fantômes fp

1

et fp

2

sont

obtenues par interpolation bilin�eaire des valeurs P

1

, P

2

, FP

1

et FP

2

:

fp

1

= (9P

1

+ 3(FP

1

+ P

2

) + FP

2

)=16; (1.69)

fp

2

= (9P

2

+ 3(FP

2

+ P

1

) + FP

1

)=16:

Pas de temps adaptatif

Ce raÆnement dynamique implique le hangement dans le temps de l'�ehelle spatiale

assoi�ee �a la d�e�nition des rit�eres de stabilit�e des sh�emas de r�esolution. Suivant le type

d'�eoulement �etudi�e, essentiellement d�e�ni par le nombre de Reynolds, mais �egalement par le

nombre apillaire (li�e �a la tension de surfae), diff�erents rit�eres peuvent être ontraignants.

Le plus lassique est le nombre CFL (Courant{Friedrihs{Levy) li�e au sh�ema expliite en

temps :

juj

�t

Æx

< 1; (1.70)

un autre rit�ere lassique onerne la stabilit�e de la disr�etisation spatiale expliite des termes

d'advetion par un sh�ema entr�e [Peyret et al., 1983℄ :

juj

2

�t

2�

� 1: (1.71)

Cette ondition est partiuli�erement ontraignante pour les �eoulements �a grands Reynolds.

Un dernier exemple onerne la r�esolution temporelle des ondes apillaires sur l'interfae qui

n�eessite la v�eri�ation de la ontrainte suivante

�t <

s

(Æx)

3

�

; (1.72)

que l'on peut interpr�eter omme le pas de temps minimum n�eessaire �a la r�esolution tempo-

relle (et don �a la stabilit�e) des ondes apillaires de longueur d'onde omparable �a la taille

de la maille.

L'ensemble de es ontraintes n�eessitent l'adaptation du pas de temps lorsque la r�eso-

lution spatiale varie. Plusieurs solutions sont envisageables. De mani�ere g�en�erale, les limites

th�eoriques de stabilit�e donn�ees i-dessus ne sont stritement appliables qu'�a des as parti-

uliers (�equations unidimensionnelles par exemple) et leur utilisation direte n'est pas ais�ee

dans la pratique. Apr�es un ertain nombre d'essais nous avons retenu une tehnique simple

qui donne de bons r�esultats.

40



1.3. Quelques tests pr�eliminaires de validation

Une des manifestations de la proximit�e de la limite de stabilit�e num�erique est la diÆ-

ult�e roissante de r�esolution de l'�equation de pression. Cei est en g�en�eral dû �a l'initiation

d'osillations num�eriques �a haute fr�equene du hamp de vitesse souvent d�eoupl�ees dans les

deux diretions spatiales. La non{divergene de l'�eoulement est don fortement perturb�ee

loalement et le hamp de pression doit s'adapter en ons�equene. Un bon indiateur d'un

pas de temps trop �elev�e est ainsi un aroissement du nombre de relaxations n�eessaires �a la

onvergene de l'�equation de pression pour une tol�erane donn�ee sur la divergene du hamp

de vitesse. Partant de e onstat, nous �xons une borne sup�erieure i

M

et inf�erieure i

m

sur

le nombre d'it�erations de l'algorithme multigrille. Lorsque le nombre d'it�erations n�eessaires

est sup�erieur �a i

M

le pas de temps est multipli�e par un fateur onstant � < 1, inversement

lorsqu'il est inf�erieur �a i

m

il est multipli�e par � > 1. Dans la pratique : i

m

= 2, i

M

= 5,

� = 0:3 et � = 1:2 permettent de ontrôler le pas de temps orretement dans la majorit�e

des as.

Cette tehnique permet d'adapter simplement le pas de temps lorsqu'un niveau de raÆne-

ment est rajout�e ou supprim�e mais �egalement lorsque le ph�enom�ene �etudi�e fait intervenir des

�ehelles temporelles diverses. Dans le as de la sonoluminesene en partiulier, des �ehelles

de temps variant de 1 (p�eriode du for�age aoustique) �a 10

�4

(\largeur" du pi de pression

orrespondant �a l'e�ondrement) sont trait�ees orretement.

1.3. Quelques tests pr�eliminaires de validation

Cette setion est onsar�ee �a la validation du ode de r�esolution des �equations de Navier{

Stokes ave surfae libre pr�esent�e dans la setion pr�e�edente.

1.3.1. Modes d'osillation d'une bulle

Un test simple permettant de v�eri�er la pr�eision des onditions aux limites impos�ees

sur l'interfae onsiste �a simuler les osillations d'une bulle l�eg�erement d�eform�ee. Sous l'e�et

de la tension de surfae, la bulle osille autour de sa forme sph�erique. Le taux d'amortisse-

ment visqueux des osillations d�epend quant �a lui fortement des onditions aux limites sur

l'interfae pour le tenseur des ontraintes.

Les osillations de faible amplitude peuvent être ompar�ees aux pr�editions de th�eories

lin�eaires. Une th�eorie lassique [Lamb, 1932℄ d�erit les modes normaux d'osillation d'une

bulle. Cette th�eorie suppose un r�egime d'osillation �etabli et stationnaire. Dans le as des

osillations amorties d'une bulle dans un liquide initialement au repos, il onvient de tenir

ompte de la di�usion progressive de la vortiit�e g�en�er�ee par l'interfae dans le uide. Une

solution analytique relativement omplexe a �et�e obtenue par Prosperetti (1980) sous la forme

de la transform�ee de Laplae de la solution :

~a(p) =

1

p

 

a

0

+

p _a

0

� !

2

0

a

0

p

2

+ 2b

0

p+ !

2

0

+ 2�b

0

p

~

Q(p)

!

; (1.73)

o�u ~a est la transform�ee de Laplae de l'amplitude, a

0

est l'amplitude initiale, _a

0

sa d�eriv�ee

temporelle, !

0

la pulsation propre, b

0

le taux d'amortissement et

~

Q une fontion donn�ee par

~

Q(p) =

1

1�

1

2

�(R

p

p=�)

; (1.74)

o�u R est le rayon de la bulle et � la visosit�e in�ematique. La fontion g�eom�etrique � est

donn�ee en terme de la fontion de Bessel de deuxi�eme esp�ee � et du mode n de d�eformation
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Fig. 1.21.:

�

Evolution temporelle du mode 2 de d�eformation d'une bulle initialement au repos.

omme

�(q) = q

�(n+ 1=2; q)

�(n� 1=2; q)

: (1.75)

Les pulsation !

0

et taux d'amortissement b

0

sont donn�es lassiquement omme

b

0

= (n+ 2)(2n+ 1)

�

R

2

; (1.76)

!

2

0

= (n� 1)(n+ 1)(n+ 2)

�

�R

3

; (1.77)

ave � le oeÆient de tension de surfae et � la masse volumique du liquide.

La �gure 1.21 donne une omparaison entre les r�esultats obtenus par simulation num�eri-

que direte et par inversion num�erique de l'�equation (1.73) pour le mode 2 de d�eformation.

Les param�etres sont les suivants : R = 5 � 10

�4

m, � = 0:07 kg/s

2

, � = 5 � 10

�6

m

2

/s,

� = 1000 kg/m

3

. L'amplitude relative est d�e�nie par rapport �a R. La bulle est initialement

pla�ee dans un hamp de vitesse nulle, dans une bô�te ferm�ee (vitesse et gradient de pression

nuls sur les bords du domaine). A�n de limiter les e�ets dûs au on�nement (la th�eorie

suppose un domaine in�niment vaste), le rapport de la taille du domaine au diam�etre de la

bulle est de 240. Pour limiter le temps de alul, nous utilisons la tehnique de maillages

imbriqu�es d�erite setion 1.2.2 ave 7 niveaux de maillages de taille 256 � 128 (le diam�etre

de la bulle est de 128 points de grille). L'erreur quadratique relative entre la simulation

num�erique direte et la th�eorie est de 0.0039 sur 8 p�eriodes d'osillation.

Il est int�eressant de noter que la di��erene entre la solution de Prosperetti et la solution

de mode normal (obtenue omme a

0

exp(�b

0

t) os!

0

t) est importante.
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Fig. 1.22.: Fusion de deux gouttes de merure : s�erie photographique obtenue par Menhaa

et son �equipe. L'intervalle de temps entre haque image est 3.5 milliseondes.

Fig. 1.23.: Fusion de deux gouttes de merure : simulation num�erique.

1.3.2. Fusion de deux gouttes de merure

La oalesene de gouttes liquides est un ph�enom�ene ourant dans la nature, par exemple

lors de la formation de gouttes de pluie dans les nuages. De plus, un ensemble de proessus

tr�es vari�es peuvent être d�erits par des �equations analogues : la fusion �a basse �energie de

noyaux atomiques ou de paquets de mol�eules sont des exemples frappants. Malgr�e e large

hamp d'appliations potentielles, e ph�enom�ene reste largement inexplor�e.

Nous onsid�erons ii la oalesene de deux gouttes de merure. La �gure 1.22 est une s�erie

de photographies �a grande vitesse de e ph�enom�ene obtenue par Menhaa-Roa et son �equipe

[Menhaa-Roa et al., 1997℄. Les deux gouttes de un gramme haune (soit un diam�etre de

5.2 mm) sont pos�ees sur une surfae rugueuse permettant de minimiser les frottements. Du

fait de la tension de surfae importante pour une interfae merure/air (� = 0:435 kg/s

2

), les

gouttes sont quasiment sph�eriques. Elles sont ensuite mises en ontat tout en assurant que

leur vitesse de d�eplaement est suÆsamment faible pour pouvoir n�egliger l'�energie in�etique

par rapport �a l'�energie due �a la tension de surfae. Un ol mine se forme et se r�etrate

rapidement sous l'e�et de la tension de surfae, pr�e�ed�e par un train d'ondes apillaires.

La �gure 1.23 est un montage d'images de synth�ese obtenues �a partir des pro�ls axisy-

43



1. M�ethodes num�eriques

d

r

Fig. 1.24.: G�eom�etrie initiale au point de ontat.

Fig. 1.25.: Champ de pression illustrant la propagation du train d'ondes apillaires.

m�etriques pour une simulation sur un maillage de r�esolution 512�128. L'intervalle de temps

entre haque image est identique �a elui utilis�e pour l'exp�eriene. Les pro�ls axisym�etriques

sont repr�esent�es �egalement sur la �gure 1.22 pour failiter la omparaison.

Une des diÆult�es de ette simulation onerne le hoix de la forme initiale des interfaes,

en partiulier �a proximit�e du point de ontat. Nous avons hoisi arbitrairement la on�gu-

ration illustr�ee �gure 1.24. Les distanes r et d sont �x�ees �a 3 et 6 mailles respetivement, et

e quel que soit le rayon des gouttes. Les onditions initiales sont ainsi rendues d�ependantes

de la r�esolution num�erique.

L'aord entre la simulation num�erique et les quatre premi�eres photographies est bon

mais la simulation s'�earte de l'exp�eriene pour les s�equenes suivantes. Un ertain nombre

d'observations peuvent expliquer et �eart. Les premi�eres sont li�ees �a la nature de l'exp�eri-

ene : les gouttes reposent sur un plan et ne sont pas parfaitement sph�eriques (le diam�etre

initial projet�e n'est pas de 5.2 mm mais de 6.5 mm). Une expliation plus onvainante fait

intervenir les ondes apillaires r�e�ees par la reonnexion initiale. Ces ondes, dont ertaines

sont visibles sur les photographies, apparaissent lairement lorsque l'on regarde les variations

de pression assoi�ees (�gure 1.25). Se propageant sur haque sph�ere, elles �nissent par se

foaliser sur l'axe de sym�etrie ausant la surpression illustr�ee sur la derni�ere image de la

�gure 1.25.

Dans les exp�erienes, une partie de l'�energie de es ondes apillaires est probablement dis-

sip�ee par la visosit�e �a des �ehelles spatiales tr�es petites aux extr�emit�es des gouttes. D'autre

part, les survitesses r�e�ees aux extr�emit�es des deux gouttes peuvent auser la formation de

jets liquides de tr�es petite taille qui peuvent �eventuellement se briser et entrâ�ner la for-

mation de gouttelettes �ejet�ees �a grande vitesse [Menhaa-Roa et al., 1997, Rihard, 2000℄

(�gure 1.26). L'ensemble de es ph�enom�enes, qui onduit �a une dissipation de l'�energie des

ondes apillaires, se produit �a des �ehelles inf�erieures �a la r�esolution spatiale des simula-

tions num�eriques. Cei peut expliquer l'aord tr�es orret entre la simulation et l'exp�eriene

pour les instants initiaux o�u les ondes apillaires n'ont pas enore atteint les extr�emit�es des

gouttes. Pour les instants suivants (deuxi�eme rang�ee d'images), les ondes apillaires qui ont

rebondi ave une faible dissipation dans la simulation perturbent la solution num�erique.
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Fig. 1.26.: Formation et �ejetion de gouttelettes par foalisation d'une onde apillaire.
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Fig. 1.27.:

�

Evolution temporelle du rayon au point de reonnexion. (a) Ensemble de la

simulation. (b) D�etail aux temps ourts.

Les onditions initiales sont un autre fateur important pouvant expliquer les di��erenes

entre simulation et exp�eriene. Une simulation d�etaill�ee devrait a priori d�ebuter �a l'instant

pr�eis de la reonnexion. Les �ehelles spatiales orrespondantes sont de l'ordre de l'�epaisseur

de l'interfae.

�

A es �ehelles, la mati�ere ne peut plus être onsid�er�ee omme ontinue et les

�equations de Navier{Stokes ne sont don plus valables. Les premiers instants de la reon-

nexion ne sont don pas aessibles ave notre mod�ele, quelle que soit la r�esolution spatiale

utilis�ee. En hoisissant une g�eom�etrie initiale pour l'interfae d�ependante de la r�esolution,

nous esp�erons voir onverger la solution lorsqu'un maillage de plus en plus �n est utilis�e.

Cette onvergene serait le signe d'un omportement simple de la solution des �equations de

Navier{Stokes au voisinage de la singularit�e se produisant lors de la reonnexion. Ce om-

portement serait ainsi analogue au as \inverse" de rupture de ordons liquides �etudi�e par

Eggers (1993).

La �gure 1.27 repr�esente l'�evolution temporelle du rayon au point de reonnexion (R

y

sur la �gure 1.28) obtenue exp�erimentalement (points blans) et num�eriquement pour deux

r�esolutions spatiales diff�erentes. Le d�etail des instants initiaux est repr�esent�e �gure 1.27.(b).

Il est lair que la valeur initiale de R

y

inue sur la valeur initiale du rayon de ourbure au
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Fig. 1.28.: D�e�nition des mesures g�eom�etriques.
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Fig. 1.29.:

�

Evolution temporelle de la position de l'extr�emit�e de l'une des gouttes.

point de reonnexion. La vitesse initiale de r�etration est don diff�erente pour les deux simu-

lations. Exp�erimentalement, la vitesse initiale de r�etration est nettement plus importante.

Ces �el�ements tendent �a montrer qu'une r�esolution spatiale plus �elev�ee est n�eessaire.

Une autre dimension g�eom�etrique int�eressante est la position R

x

de l'extr�emit�e de l'une

des gouttes. La �gure 1.29 illustre lairement l'arriv�ee du train d'ondes sur l'extr�emit�e. Il

est int�eressant de noter que la position de l'extr�emit�e ne hange que lors de l'arriv�ee des

premi�eres ondes apillaires (�a partir de 6.5 milliseondes). Ces ondes d�e�nissent ainsi la

vitesse limite de propagation de l'information dans le syst�eme disr�etis�e.

Ces r�esultats ne sont que pr�eliminaires mais illustrent bien l'int�erêt d'un ode de r�esolu-

tion num�erique pour es probl�emes de reonnexion.
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1.3. Quelques tests pr�eliminaires de validation

1.3.3. Asension de bulles gazeuses dans un liquide

Le alul de la vitesse terminale de bulles gazeuses se d�epla�ant dans un liquide est un

probl�eme lassique abord�e en m�eanique des uides. Cette question est en e�et importante

pour un grand nombre de ph�enom�enes physiques ourants dans la nature. En partiulier, la

mod�elisation des �eoulements dispers�es : interation o�ean/atmosph�ere, �eoulements multi-

phasiques dans l'industrie p�etroli�ere n�eessitent une ompr�ehension d�etaill�ee de la dynamique

des bulles isol�ees. De plus, la g�eom�etrie simple du probl�eme peut laisser esp�erer un traitement

analytique. Dans le as de bulles sph�eriques et pour les limites tr�es visqueuses (r�egime de

Stokes) ou de uide parfait (invisides) un tel traitement est possible.

Dans le as de bulles d'air dans l'eau, ou dans un liquide �equivalent, l'�evolution de bulles

de petite taille (de l'ordre du dixi�eme de millim�etre de diam�etre) est d�erite orretement par

la th�eorie. Ces bulles restent essentiellement sph�eriques sous l'e�et de la tension de surfae

et les nombres de Reynolds assoi�es sont ompatibles ave un r�egime de Stokes.

Pour des bulles de taille plus importante, les th�eories doivent prendre en ompte deux

e�ets : l'inuene d'une visosit�e �nie et la d�eviation par rapport �a la forme sph�erique. L'in-

uene de la visosit�e est g�en�eralement mod�elis�ee �a travers une hypoth�ese de ouhe limite et

un d�eveloppement de la solution en terme de l'inverse du nombre de Reynolds [Moore, 1963℄.

La d�eformation de la bulle est obtenue par l'�equilibre entre les termes de pression assoi�ee �a

un �eoulement potentiel et la tension de surfae. A�n de simpli�er une analyse d�ej�a omplexe,

les d�eformations sont suppos�ees de faible amplitude et de type ellipso��dal [Moore, 1965℄.

Malgr�e la simpliit�e apparente du probl�eme, les exp�erienes permettant de valider les

th�eories sont d�eliates �a mettre en oeuvre. En partiulier, la puret�e des liquides utilis�es

est un point tr�es important. Les th�eories supposent des interfaes parfaites qui assurent la

nullit�e de la ontrainte tangentielle. Une onentration volumique tr�es faible d'impuret�es dans

le liquide peut onduire �a une onentration surfaique importante sur l'interfae. Celle-i

peut alors se omporter omme une oque semi{rigide apable de supporter une ontrainte

tangentielle non{nulle. La dynamique de la bulle tend alors vers elle d'une partiule solide

[Haberman et al., 1954℄.

Dans e adre, les simulations num�eriques peuvent apporter des mesures pr�eieuses pour

l'�etablissement de mod�eles. Notre ode de surfae libre est bien adapt�e �a l'�etude de bulles

gazeuses de densit�e n�egligeable par rapport au uide environnant.

Na��vement, une approhe simple pour mesurer la vitesse terminale d'une bulle montant

dans un liquide est d'utiliser un r�eservoir suÆsamment haut, de lâher une bulle �a la base et de

mesurer sa vitesse lors de son passage �a diff�erentes hauteurs. Il est �evident que ette tehnique

ne donnera pas le r�esultat esompt�e. La pression hydrostatique variant dans la olonne liquide

entrâ�ne une variation orrespondante du volume de la bulle et il est impossible d'obtenir un

r�egime stationnaire pour une bulle de volume donn�e.

Un point de vue diff�erent onsiste �a utiliser une olonne de liquide en �eoulement ontinu

du haut vers le bas. Une bulle lib�er�ee dans et �eoulement peut être maintenue immobile dans

le r�ef�erentiel de l'observateur en ajustant le d�ebit de mani�ere �a e que les fores de trâ�n�ee

agissant sur la bulle ompensent la pouss�ee d'Arhim�ede. Lorsque le r�egime stationnaire est

obtenu, la vitesse du liquide orrespond �a la vitesse �nale de mont�ee d'une bulle de même

volume dans un liquide au repos.

Nous avons hoisi ette approhe pour nos simulations num�eriques. Le domaine de alul

est un tube vertial ouvert aux deux extr�emit�es, ave une ondition de glissement libre

sur la paroi. La longueur du tube et son diam�etre sont dix et inq fois le diam�etre de la

bulle respetivement. Les gradients de vitesse �a l'entr�ee et �a la sortie du tube sont nuls. Un

gradient de pression variable est impos�e entre l'entr�ee et la sortie. Ce gradient est ajust�e
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Fig. 1.30.: Vitesses terminales obtenues exp�erimentalement et par simulation num�erique

pour des bulles d'air se d�epla�ant dans du Varsol.

en permanene (�a haque pas de temps) au moyen d'une boule de ontrôle de type PID

(pr�editeur{int�egrateur{d�erivateur) asservie �a la position du entre de gravit�e de la bulle. Le

but est de maintenir la bulle �xe en ajustant la vitesse d'�eoulement du uide. Les onstantes

de temps du sh�ema de ontrôle sont tr�es petites et les variations de la position du entre de

gravit�e sont en ons�equene tr�es faibles (moins de 10

�4

%).

A�n de valider les r�esultats obtenus par simulation num�erique, nous les avons ompar�es

ave les r�esultats exp�erimentaux de Haberman et Morton (1954) obtenus pour diff�erentes

tailles de bulles d'air se d�epla�ant dans du Varsol. Les vitesses terminales obtenues sont

illustr�ees sur la �gure 1.30. Ces mêmes donn�ees exp�erimentales ont �et�e utilis�ees par Moore

(1965) pour valider sa th�eorie dans le as de bulles non{sph�eriques. Les param�etres physiques

du Varsol sont les suivants : � = 8:5� 10

�4

kg/ms, � = 782 kg/m

3

, � = 0:0245 kg/s

2

.

La forme g�en�erale de ette ourbe peut être interpr�et�ee de la mani�ere suivante : les bulles

de petite taille (rayon inf�erieur �a 0.4 mm) restent sph�eriques et la pouss�ee d'Arhim�ede roit

plus vite que la trâ�n�ee entrâ�nant une augmentation de la vitesse terminale ; la d�eformation

augmente rapidement ave la taille des bulles et entrâ�ne une augmentation importante du

oeÆient de trâ�n�ee qui se traduit par un plafonnement de la vitesse terminale. La partie

d�eroissante de la ourbe exp�erimentale est interpr�et�ee par Moore omme le prolongement

de ette même tendane. Nous verrons plus tard qu'�a la lumi�ere des simulations une autre

interpr�etation peut être propos�ee.

Il est int�eressant d'examiner plus en d�etail le type d'�eoulement obtenu pour diff�erentes
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PSfrag replaements

(a) (b)

() (d)

Fig. 1.31.: Lignes de ourants autour de bulles se d�epla�ant dans un liquide (Varsol). Les

rayons �equivalents sont : (a) 0.06 m, (b) 0.08 m, () 0.1 m, (d) 0.12 m.
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Fig. 1.32.:

�

Evolution temporelle de la vitesse du uide loin de la bulle pour les diff�erentes

valeurs du rayon indiqu�ees dans la l�egende (en m).

tailles de bulles. La �gure 1.31 repr�esente les lignes de ourant des r�egimes stationnaires

3

pour des bulles de 0.06, 0.08, 0.1 et 0.12 m de rayon. De mani�ere onordante ave la

th�eorie de Moore, la d�eformation augmente rapidement ave la taille de la bulle. Cependant,

un hangement plus int�eressant se produit aux alentours du maximum de vitesse terminale

(pour un rayon ompris entre 0.08 et 0.1 m). La struture de l'�eoulement hange et une

zone de reirulation apparâ�t et rô�t ave la taille de la bulle. Cette modi�ation de la

struture de l'�eoulement n'est pas prise en ompte par la th�eorie de Moore. L'�etude analy-

tique du d�etahement et du d�eveloppement de la zone de reirulation est en e�et d�eliate.

Les simulations num�eriques effetu�ees par Dandy et Leal (1986) et Blano et Magnaudet

(1995) de l'�eoulement autour d'ellipso��des on�rment ependant l'existene de ette zone

de reirulation pour un espae de param�etres (rapport d'aspet et nombre de Reynolds)

donn�e.

L'aord entre simulation num�erique et exp�eriene est globalement bon, exept�e pour les

grandes valeurs du rayon pour lesquelles les simulations ne reproduisent pas la d�eroissane de

la vitesse terminale. Une observation int�eressante peut expliquer es di��erenes. La �gure 1.32

repr�esente l'�evolution temporelle de la vitesse du liquide loin de la bulle pour diff�erents rayons.

Pour des bulles de rayon inf�erieur �a 0.08 m, on observe une onvergene de la vitesse et

l'�etablissement d'un r�egime stationnaire. Lorsque le rayon d�epasse un ertain seuil (ompris

entre 0.08 et 0.1 m), des osillations p�eriodiques de la vitesse assoi�ees �a des d�eformations

3

Dans le as de la bulle de 0.12 m de rayon le r�egime est p�eriodique et les lignes de ourant sont repr�esent�ees

pour un instant partiulier du yle.
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0,4 s      21,6 cm/s 0,4025 s   21,5 cm/s 0,405 s    22,6 cm/s 0,4075 s     25 cm/s

0,4175 s   23,1 cm/s0,415 s      25 cm/s0,4125 s   26,8 cm/s0,41 s     26,9 cm/s

Fig. 1.33.:

�

Evolution temporelle de la forme d'une bulle de 0.12 m de rayon �equivalent pour

une p�eriode d'osillation.
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de l'interfae se manifestent. La p�eriode et l'amplitude roissent ave le rayon. L'�evolution

de la forme d'une bulle de 0.12 m de rayon est repr�esent�ee �gure 1.33 pour une p�eriode

d'osillation. Les d�eformations de la bulle sont assoi�ees aux utuations p�eriodiques de

l'intensit�e du vortex torique illustr�e �gure 1.31.(d).

Le seuil de d�elenhement de es osillations orrespond au maximum exp�erimental de

la vitesse terminale. Haberman et Morton indiquent de plus avoir observ�e pour les bulles

de taille importante une transition entre un r�egime de mont�ee retiligne et une asension

tridimensionnelle de type h�elio��dal. Ce type de transition est bien onnu exp�erimentale-

ment mais n'a pas �et�e �etudi�e th�eoriquement. Une expliation plausible des di��erenes entre

les simulations et les exp�erienes fait ainsi intervenir la transition entre un r�egime axisy-

m�etrique stable et un r�egime tridimensionnel stable. Cette transition 2D/3D aurait lieu

approximativement au moment de la d�estabilisation (observ�ee dans les simulations) du r�egime

2D axisym�etrique. La d�eroissane observ�ee de la vitesse terminale serait don due �a un

proessus physique distint li�e �a un hangement de r�egime.

1.4. R�eapitulatif

Dans e hapitre, nous avons pr�esent�e une approhe de type volume �ni permettant le

traitement des interfaes omme de r�eelles disontinuit�es. Le prinipe a �et�e introduit par une

premi�ere appliation aux �eoulements diphasiques ave tension de surfae. Cette tehnique

permet d'obtenir l'�equilibre num�erique exat entre les termes de gradient de pression et le

terme de tension de surfae. Nous avons montr�e que les ourants parasites | lassiquement

renontr�es ave les m�ethodes utilisant une formulation ontinue pour la tension de surfae

| �etaient dus �a l'absene de et �equilibre num�erique. L'utilisation de notre m�ethode permet

de r�eduire l'amplitude de es ourants �a la pr�eision mahine.

L'int�egration des termes de surfae n�eessite une repr�esentation g�eom�etrique pr�eise.

Nous avons pr�esent�e une tehnique de suivi de front bas�ee sur l'utilisation de marqueurs

onnet�es par des splines ubiques. La tehnique pr�e�edente a �et�e g�en�eralis�ee et formalis�ee

dans le as d'�eoulements ave surfae libre, o�u la densit�e de l'une des phases est n�egligeable.

Une tehnique d'extrapolation du hamp de vitesse permet une prise en ompte pr�eise des

onditions aux limites sur la surfae libre.

Ces m�ethodes ont �et�e valid�ees dans le as de faibles d�eformations par les th�eories lin�eaires

d�erivant les osillations d'ondes apillaires planes et de gouttes liquides. Des �earts inf�erieurs

�a un pour ent ont �et�e obtenus.

Plusieurs appliations plus ompl�etes ont illustr�e le potentiel du ode de surfae libre

pour l'�etude de ph�enom�enes omplexes ombinant de grandes d�eformations et une inuene

importante des e�ets surfaiques (tension de surfae et dissipation visqueuse au voisinage de

l'interfae).
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2. Sonoluminesene

Un grand nombre des �etudes analytiques et num�eriques du ph�enom�ene de sonolumines-

ene supposent la sym�etrie sph�erique de l'ensemble des grandeurs physiques. Les mod�eles

les plus simples ne traitent que l'�evolution temporelle du rayon de la bulle assoi�ee �a une

mod�elisation plus ou moins �ne des autres grandeurs physiques (pression, temp�erature)

g�en�eralement onsid�er�ees omme spatialement uniformes. Les mod�eles les plus omplexes

utilisent une disr�etisation spatiale unidimensionnelle des propri�et�es loales. On peut iter en

partiulier le mod�ele tr�es omplet de Moss et al. (1997) inluant les e�ets thermodynamiques

et une desription de l'ionisation du gaz ontenu dans la bulle. Ces mod�eles omplexes per-

mettent de d�erire la formation d'ondes de ho sph�eriques. Ils ont g�en�eralement �et�e utilis�es

pour tenter de v�eri�er la th�eorie selon laquelle l'onde de ho est responsable de l'ionisation

du gaz et de l'�emission lumineuse r�esultante.

Une premi�ere objetion peut être formul�ee : une solution auto{similaire [Witham, 1974℄

existe pour la foalisation d'une onde de ho sph�erique. Cette onentration d'�energie au

entre de l'onde se manifeste par une singularit�e permettant en th�eorie d'atteindre des pres-

sions (ou temp�eratures) arbitraires. En r�ealit�e, l'eÆait�e de ette foalisation est limit�ee

par les d�eviations par rapport �a la sym�etrie sph�erique [Evans, 1996℄. Ces d�eformations sont

ampli��ees au ours de l'e�ondrement de l'onde sur elle-même (formation de \austiques") et

peuvent être d�elenh�ees par des instabilit�es dynamiques. Ces instabilit�es sont bien onnues

dans le domaine de la fusion nul�eaire par on�nement inertiel, ar elles limitent fortement

l'eÆait�e de es dispositifs. Ces e�ets n'�etant pas pris en ompte dans les mod�eles unidi-

mensionnels eux-i pr�edisent souvent des temp�eratures extrêmement �elev�ees (de l'ordre de

10

6

K) qui ne semblent pas r�ealistes.

Un autre point important en faveur d'une �etude plus r�ealiste de la dynamique des bulles

sonoluminesentes onerne le domaine de stabilit�e de e ph�enom�ene. Deux proessus essen-

tiels semblent d�eterminer la forme de l'espae de param�etres (p

a

; R

0

) pour lequel des bulles

sonoluminesentes stables peuvent être observ�ees (p

a

est l'amplitude du for�age aoustique

et R

0

le rayon �a l'�equilibre).

Le premier onerne l'�equilibre du ontenu de la bulle li�e �a la di�usion gazeuse dans le

liquide environnant. Il est bien onnu [Leighton, 1997℄ qu'une bulle pla�ee dans un liquide

pur (sans surfatants) tend �a se dissoudre sous l'e�et de la tension de surfae. Le proessus

de di�usion reti��ee s'oppose �a ette tendane de la mani�ere suivante. Lorsque le rayon de la

bulle est sup�erieur au rayon �a l'�equilibre, la pression partielle de gaz dissous dans le liquide

est sup�erieure �a la pression du gaz ontenu dans la bulle et la di�usion s'e�etuent du liquide

vers le gaz. Inversement lorsque la bulle est omprim�ee la di�usion s'e�etue du gaz vers le

liquide. Cette di�usion d�epend �egalement de la surfae de ontat et don du rayon de la

bulle. Si les osillations radiales s'e�etuent de mani�ere sym�etrique par rapport au rayon �a

l'�equilibre, la surfae de ontat �etant plus grande lors de la phase d'absorption, le ux net

de gaz est positif au ours d'un yle et la bulle grossit. Dans le as g�en�eral, le signe du

ux de gaz d�epend de la dynamique du rayon et de la valeur de la pression partielle du gaz

dissous dans le liquide. Les valeurs des param�etres (p

a

; R

0

) pour lesquelles e ux est nul
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2. Sonoluminesene

d�eterminent une partie de l'espae de stabilit�e.

Le seond ph�enom�ene d�e�nissant le domaine de stabilit�e est le ouplage entre l'osilla-

tion radiale et les modes de d�eformation de la bulle. On observe exp�erimentalement que

pour un rayon �a l'�equilibre donn�e les bulles disparaissent brusquement lorsque l'ampli-

tude de for�age ex�ede une ertaine valeur. Ce seuil peut être interpr�et�e omme la limite

pour laquelle les modes de d�eformation non{sph�eriques provoquent la rupture de la bulle

[Brenner et al., 1995℄. Il peut être d�etermin�e th�eoriquement �a partir des analyses de stabilit�e

lin�eaire dont nous rappelons les prinipaux r�esultats setion 2.1.1.

Si la mod�elisation du proessus de di�usion reti��ee n'impose pas la prise en ompte

des d�eviations par rapport �a la sym�etrie sph�erique, la limite de stabilit�e li�ee aux modes de

d�eformation ontredit lairement l'hypoth�ese de sym�etrie. De plus, �a notre onnaissane,

auune mod�elisation ompl�ete inluant les e�ets non{lin�eaires d'interation entre modes de

d�eformation n'a �et�e effetu�ee. Une telle mod�elisation permettrait de v�eri�er la validit�e de la

th�eorie lin�eaire dans le adre de la sonoluminesene.

Un autre e�et non{lin�eaire potentiellement int�eressant est le ouplage entre le d�eplae-

ment du entre de gravit�e de la bulle et ses d�eformations. Ce ouplage peut s'e�etuer dans

les deux diretions. Un d�eplaement du entre de gravit�e oupl�e ave l'osillation radiale

peut entrâ�ner la formation de jets invoqu�ee par Prosperetti dans sa th�eorie. Inversement,

les ouplages entre modes de d�eformation peuvent �eventuellement auser un d�eplaement du

entre de gravit�e.

Dans e hapitre, nous proposons d'appliquer �a es probl�emes le ode de r�esolution

des �equations de Navier{Stokes ave surfae libre pr�esent�e dans le hapitre pr�e�edent. Peu

de simulations bidimensionnelles ont �et�e effetu�ees jusqu'�a maintenant [Prosperetti, 1997,

Round, 1997℄. Elles reposaient sur une tehnique d'int�egrale de fronti�ere appliqu�ee �a un li-

quide inviside. La visosit�e ne pouvant jouer son rôle stabilisateur, il est apparemment

diÆile d'obtenir plusieurs yles d'osillations ave de tels sh�emas [Round, 1997℄. De plus,

�etant donn�e la petite taille des bulles sonoluminesentes, la visosit�e joue probablement un

rôle important. Un ode r�esolvant les �equations de Navier{Stokes semble ainsi bien adapt�e.

Apr�es un rappel des prinipaux r�esultats th�eoriques et une validation de la m�ethode

de r�esolution, nous d�eterminerons num�eriquement le diagramme de stabilit�e des modes de

d�eformation. Une seonde partie sera onsar�ee �a la mod�elisation des d�eplaements du entre

de gravit�e dus au gradient de pression aoustique. Cei a�n d'�etudier la formation �eventuelle

des jets pr�edits par Prosperetti. Dans la derni�ere partie nous reviendrons plus en d�etail sur

l'initiation des instabilit�es de forme.

2.1.

�

Equation de Rayleigh{Plesset

Nous onsid�erons tout d'abord l'�eoulement inompressible �a sym�etrie sph�erique autour

d'une avit�e d�e�nie par son rayon R. Du fait de l'inompressibilit�e, le hamp de vitesse u(r; t)

s'�erit n�eessairement sous la forme

u(r; t) =

R

2

r

2

_

R; (2.1)

o�u r est la oordonn�ee radiale et t est le temps. Ce hamp de vitesse d�erive d'un potentiel �

tel que u(r; t) = ��=�r soit

�(r; t) = �

R

2

_

R

r

: (2.2)
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2.1.

�

Equation de Rayleigh{Plesset

�

A partir de l'�equation de Bernoulli

�

��

�t

+

1

2

�u

2

+ p = onstante; (2.3)

on obtient

R

�

R+

3

2

_

R

2

=

p(R)� p

1

�

; (2.4)

o�u � est la masse volumique du uide. Le saut de ontrainte normale �a travers l'interfae dû

�a la tension de surfae et �a la visosit�e permet d'�erire

p(R) = p

i

� 2

�

R

� 4�

_

R

R

; (2.5)

o�u � est la visosit�e dynamique, � le oeÆient de tension de surfae et p

i

la pression �a

l'int�erieur de la avit�e. On obtient ainsi une g�en�eralisation de l'�equation de Rayleigh, l'�equa-

tion dite de Rayleigh{Plesset

R

�

R+

3

2

_

R

2

=

1

�

(p

i

� p

1

)�

4�

�

_

R

R

�

2�

�

1

R

: (2.6)

Les onditions aux limites pour ette �equation d�ependent du type d'�eoulement onsid�er�e.

La pression p

1

peut être onstante dans le as d'un �eoulement non{for�e ou d�ependante

du temps omme 'est le as pour la sonoluminesene. Dans tous les as il est n�eessaire

d'exprimer la pression dans le gaz p

i

. Dans la pratique deux as sont onsid�er�es : soit la

avit�e ontient un gaz ondensable (en g�en�eral la phase vapeur du liquide) et la pression p

i

peut être onsid�er�ee omme onstante, soit le gaz est non{ondensable. Dans tous les as

qui nous int�eressent ii (que e soit la sonoluminesene ou la avitation de bulles pr�es de

parois), nous supposerons que le gaz est non{ondensable et que la pression p

i

est donn�ee

par une �equation d'�etat de la forme

p

i

= p

0

�

R

0

R

�

3�

; (2.7)

o�u � est un exposant polytropique. Deux limites lassiques sont simples �a d�e�nir : lorsque le

proessus est isotherme � = 1, lorsque le proessus est adiabatique � = . Dans la pratique

des r�egimes interm�ediaires sont souvent renontr�es suivant les �ehelles de temps des proessus

�etudi�es. Dans le as de la dynamique for�ee des osillations radiales de grande amplitude, la

phase d'expansion est relativement longue par rapport aux �ehelles de temps li�ees �a la di�u-

sion thermique et peut être onsid�er�ee omme isotherme. La phase �nale d'e�ondrement est

extrêmement ourte et essentiellement adiabatique. Un exposant polytropique variable peut

être utilis�e pour mod�eliser la transition entre es r�egimes [Prosperetti, 1977℄. Ces mod�eles

sont omplexes et ils subsiste un ertain nombre d'interrogations quant �a leur validit�e dans

le adre de la sonoluminesene.

Les osillations de bulles sonoluminesentes sont de grande amplitude et dans la phase

�nale de l'e�ondrement, les vitesses atteintes par l'interfae peuvent être omparables �a la

vitesse du son dans le liquide. Il est lair que dans e as, l'hypoth�ese d'inompressibilit�e

du liquide n'est plus v�eri��ee. Plusieurs approhes prennent en ompte la ompressibilit�e

du liquide de mani�ere plus ou moins pr�eise. La plus simple est l'approximation aoustique

qui onsid�ere onstante la vitesse du son dans le liquide. Le mod�ele de Keller et Miksis

(1980) introduit une desription d�etaill�ee des e�ets thermodynamiques et aoustiques. Le
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2. Sonoluminesene

mod�ele aoustique a l'avantage de ne n�eessiter qu'une modi�ation simple de l'�equation de

Rayleigh{Plesset sous la forme

R

�

R+

3

2

_

R

2

=

1

�

(p

i

� p

1

)�

4�

�

_

R

R

�

2�

�

1

R

+

R

�

d

dt

(p(R; t)� p

1

); (2.8)

o�u  est la vitesse du son dans le liquide (l'approximation aoustique ompl�ete omprend

d'autres termes que nous n�egligeons). Le but de notre �etude n'�etant pas une mod�elisation

d�etaill�ee des e�ets ompressibles (notre ode de surfae libre suppose fondamentalement

l'inompressibilit�e du liquide) nous nous ontenterons de e mod�ele pour illustrer l'inuene

de es e�ets.

Cette prise en ompte de la ompressibilit�e du liquide s'av�ere n�eessaire si l'on veut

obtenir une mod�elisation orrete des r�esultats exp�erimentaux [L�ofstedt et al., 1993℄. Une

part importante de la dissipation �energ�etique provient en e�et de l'�emission d'ondes de

hos et d'ondes aoustiques dans le liquide. La �gure 2.1 illustre les di��erenes entre les

solutions num�eriques des �equations (2.6) et (2.8) pour des param�etres arat�eristiques de la

sonoluminesene (R

0

= 5 �m, � = 0:001 kg/ms, � = 0:07 kg/s

2

, � = 1000 kg/m

3

,  = 1:4,

p

1

= 100 000 Pa, f = 26 400 Hz,  = 1481 m/s). L'amplitude du for�age aoustique p

a

est de

100 000 (a), 110 000 (b) et 120 000 () Pa. Les solutions sont prohes dans tous les as pour

la phase d'expansion et la premi�ere phase d'e�ondrement. Lorsque l'amplitude du for�age

est faible, la ompressibilit�e du liquide joue peu et les r�esultats sont prohes (�gure 2.1.(a))

mais lorsque l'amplitude augmente une grande part de l'�energie est dissip�ee dans les phases

d'e�ondrement violent.

2.1.1. Stabilit�e g�eom�etrique et dynamique

En utilisant une d�eomposition en harmoniques sph�eriques de la forme de la bulle, il est

possible d'�etudier la stabilit�e des modes de d�eformation [Plesset et al., 1956℄. La forme de la

bulle peut être d�erite omme

R = R(t) +

X

n;m

a

nm

(t)Y

m

n

(�; '); (2.9)

o�u Y

m

n

(�; ') est une harmonique sph�erique d'ordre n et de degr�e m et d'amplitude a

nm

. En

supposant que l'amplitude des d�eformations est faible soit ja

nm

j � R, les �equations pour

haun des modes sont d�eoupl�ees. Plesset et Mithell obtiennent ainsi dans le as o�u la

densit�e du gaz peut être n�eglig�ee

�a

n

+ 3

_

R

R

_a

n

+ (n� 1)

"

(n+ 1)(n+ 2)

�

�

R

3

�

�

R

R

#

a

n

= 0: (2.10)

L'indie m disparâ�t du fait de la d�eg�en�eresene des modes zonaux des harmoniques sph�e-

riques pour une bulle initialement sph�erique. La visosit�e modi�e de mani�ere importante

la struture de es �equations en faisant apparâ�tre des termes int�egraux li�es �a la di�usion

de vortiit�e dans le liquide [Prosperetti, 1980℄. Dans le as o�u la longueur de di�usion de

vortiit�e est tr�es inf�erieure au rayon de la bulle, es expressions se simpli�ent en

�a

n

+

"

3

_

R

R

+ 2(n+ 2)(2n + 1)

�

R

2

#

_a

n

+ (2.11)

(n� 1)

"

(n+ 1)(n+ 2)

�

�

R

3

+ 2(n+ 2)�

_

R

R

3

�

�

R

R

#

a

n

= 0:
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Fig. 2.1.: Solutions num�eriques des �equations de Rayleigh{Plesset ave ou sans prise en

ompte de la ompressibilit�e du liquide. (a) p

a

= 100 000 Pa, (b) p

a

= 110 000 Pa, ()

p

a

= 120 000 Pa.
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2. Sonoluminesene

Une approximation moins drastique des �equations ompl�etes est envisag�ee par Brenner et al.

(1995) qui supposent l'existene d'une ouhe limite d'�epaisseur Æ autour de la bulle orres-

pondant �a la longueur de di�usion de la vortiit�e. Cette �ehelle spatiale peut être approh�ee

omme le minimum de

p

�=! et R=2n, o�u ! est la pulsation de for�age aoustique. La solution

approh�ee s'�erit alors

�a

n

+

(

3

_

R

R

+

�

(n+ 2)(2n + 1)� 2n(n+ 2)

2

Æ

R

�

2�

R

2

)

_a

n

� (2.12)

(

(n� 1)

�

R

R

� (n� 1)(n+ 1)(n+ 2)

�

�R

3

�

�

(n� 1)(n+ 2) + 2n(n+ 2)(n� 1)

Æ

R

�

2�

_

R

R

3

)

a

n

= 0:

Contrairement au as plan d�erit par le m�eanisme de l'instabilit�e de Rayleigh{Taylor,

la stabilit�e de l'interfae ne d�epend pas uniquement de son a�el�eration mais �egalement de

sa vitesse. C'est une ons�equene direte de la g�eom�etrie de l'interfae. La divergene des

lignes de ourant lors de l'expansion stabilise in�ematiquement les perturbations. Lors de la

ontration l'e�et inverse se produit. Dans le as de l'expansion il existe une omp�etition

entre l'e�et d�estabilisateur de type Rayleigh{Taylor du �a l'a�el�eration et l'e�et stabilisateur

du �a l'expansion. Dans le as d'une bulle en expansion sous l'e�et d'une di��erene de pression

onstante, l'e�et stabilisateur l'emporte et l'on peut montrer [Plesset et al., 1956℄ que a

n

!

te lorsque R!1.

Dans le as de la ompression, une approximation de type WKB [Plesset et al., 1956℄

permet d'obtenir

a

n

' R

�1=4

exp

�

�in

1=2

Z

R

�5=2

dt

�

; (2.13)

o�u  est une onstante. La perturbation a

n

rô�t omme R

�1=4

et osille ave une fr�equene

roissante lorsque R tend vers z�ero.

2.1.2. Taux de ompression

Dans le as d'une bulle ontenant un gaz v�eri�ant une loi d'�etat polytropique de la

forme (2.7) et s'e�ondrant sous l'e�et d'une pression ext�erieure p

1

onstante, il est possible

de pr�edire �a partir de l'�equation de Rayleigh le rapport entre le rayon initial et le rayon

minimum. En hoisissant R

0

omme �ehelle spatiale et

q

�R

2

0

=p

1

omme �ehelle de temps,

(2.4) peut être exprim�ee sous forme non{dimensionnelle omme

R

?

�

R

?

+

3

2

_

R

2

?

= R

�3�

?

� 1; (2.14)

o�u l'�etoile indique une quantit�e adimensionn�ee. En multipliant ette �equation par 2R

2

?

_

R

?

on

obtient

2R

3

_

R

�

R+ 3R

2

_

R

3

= 2R

2

_

R(R

�3�

� 1); (2.15)

o�u les �etoiles ont �et�e omises pour all�eger la notation. En int�egrant par rapport au temps il

vient

R

3

_

R

2

�

2

3� 3�

R

3�3�

+

2

3

R

3

= te: (2.16)
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Fig. 2.2.:

�

Energie potentielle et relation entre les rayons maximum et minimum pour une

bulle s'e�ondrant sous l'e�et d'une pression ext�erieure onstante. (a)

�

Energie potentielle Ep

?

du gaz pour diff�erentes valeurs de �. (b) Relation entre le rayon maximum R

M

et minimum

R

m

pour diff�erentes valeurs de �.

Le premier terme est l'�energie in�etique du liquide entourant la bulle et le seond l'�energie

potentielle Ep

?

du gaz ontenu dans la bulle. Cette �energie est repr�esent�ee �gure 2.2.(a) pour

les diff�erentes valeurs de � indiqu�ees dans la l�egende.

Le liquide �etant initialement au repos l'�energie initiale du syst�eme est l'�energie potentielle

du gaz. De même lorsque la bulle atteint son rayon minimum R

m

l'�energie in�etique s'annule.

Les ourbes �gure 2.2.(b) ont �et�e obtenues par r�esolution num�erique des raines de l'�equation

Ep

?

= te pour diff�erentes valeurs de �. Dans le as o�u R

M

� 1 et R

m

� 1, un des deux

termes d'�energie potentielle peut être n�eglig�e, on obtient alors la relation simpli��ee

R

3

M

'

1

�� 1

R

3�3�

m

; (2.17)

repr�esent�ee en pointill�es sur la �gure 2.2.(b) pour � = 1:4.

2.2. Simulations num�eriques

Une premi�ere omparaison entre les solutions num�eriques de l'�equation de Rayleigh{

Plesset et des �equations de Navier{Stokes en oordonn�ees axisym�etriques est illustr�ee �-

gure 2.3. Il s'agit de l'osillation radiale d'une bulle initialement hors{�equilibre. La pression

sur les bords du domaine est maintenue onstante �a la valeur p

1

, le gradient de vitesse

�etant suppos�e nul. Les param�etres sont repr�esentatifs des onditions requises pour des bulles

sonoluminesentes : R

0

= 5 �m, � = 0:001 kg/ms, � = 0:07 kg/s

2

, � = 1000 kg/m

3

,  = 1:4,

p

1

= 100 000 Pa, p

0

= 128 000 Pa. La bulle osille radialement en onservant sa forme

sph�erique, l'amplitude des osillations d�erô�t du fait de l'amortissement visqueux. L'aord

obtenu est tr�es satisfaisant. Il est toutefois important de noter que les onditions aux limites

jouent un rôle primordial. A�n d'obtenir un bon aord entre les simulations num�eriques

et la solution de Rayleigh{Plesset il est n�eessaire d'utiliser de tr�es grands domaines a�n

de limiter les e�ets de on�nement. Pour la simulation illustr�ee �gure 2.3, le rapport entre
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Fig. 2.3.: Osillations radiales libres d'une bulle initialement hors{�equilibre.

la taille du domaine et le diam�etre initial de la bulle (rapport de on�nement) est de 160.

Grâe �a la tehnique de maillages imbriqu�es pr�esent�ee setion 1.2.2, e alul est relative-

ment rapide (environ une heure pour un maillage de base 128 � 64 sur un PC 350 MHz).

La hi�erarhie de maillages orrespondant �a e alul est illustr�ee �gure 2.4. Sept maillages

sont initialement n�eessaires, huit puis neuf maillages lorsque la bulle atteint les valeurs mi-

nimales de son rayon. La �gure 2.5 pr�esente l'e�et du on�nement sur la onvergene de la

solution. On onstate que le taux d'amortissement est relativement peu modi��e. Par ontre,

la fr�equene d'osillation augmente ave le on�nement. Le taux d'amortissement visqueux

ne d�epend en e�et que des onditions aux limites sur la surfae libre qui sont peu inuen�ees

par la pr�esene des bords du domaine. La fr�equene d'osillation est quant �a elle ontrôl�ee

par l'inertie du domaine uide entourant la bulle ; toute r�edution de elui-i entrâ�ne ainsi

une augmentation de la fr�equene d'osillation.

La table 2.1 r�esume l'�evolution de l'erreur quadratique moyenne relative entre les solutions

de Navier{Stokes et de Rayleigh{Plesset. Ces grandeurs sont obtenues en prenant la raine

arr�ee de la moyenne des arr�es des di��erenes entre les solutions pour t variant entre 0 et

10 �s et en les divisant par le rayon �a l'�equilibre R

0

= 5 �m.

Rapport de on�nement Erreur relative

160 0.0097

80 0.037

20 0.192

5 0.564

Tab. 2.1.:

�

Evolution de l'erreur quadratique moyenne relative.
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Fig. 2.4.: Hi�erarhie de maillages utilis�ee pour la simulation �gure 2.3.
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Fig. 2.5.: E�et du on�nement sur la onvergene vers la solution de Rayleigh{Plesset. La

l�egende donne le rapport de on�nement pour haque simulation.
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Fig. 2.6.: Osillations for�ees d'une bulle initialement en �equilibre.

Nous avons �egalement test�e une autre solution qui �evite d'avoir reours �a de tr�es grands

domaines. La pression sur les bords est impos�ee en utilisant une �equation pour la pression

d�eriv�ee de (2.6) ave des valeurs de R et de

_

R obtenues �a partir de la simulation. Cette

m�ethode donne des r�esultats satisfaisants ave des domaines plus petits mais elle est quelque

peu arti�ielle dans la mesure o�u une partie de la solution reherh�ee est injet�ee dans la

simulation. De plus il est diÆile de g�en�eraliser ette approhe lorsque la bulle n'est plus

sph�erique. Nous ne l'utilisons don pas dans la suite de et expos�e.

Cette simulation onstitue une bonne validation de la m�ethode d'extrapolation pr�esent�ee

setion 1.2.1. En e�et le saut de pression sur l'interfae 4�

_

R=R a une inuene importante sur

la solution de l'�equation de Rayleigh{Plesset. Une variation de 2 % de la visosit�e donne deux

solutions de l'�equation de Rayleigh{Plesset qui di��erent de 1.3 % (erreur quadratique rela-

tive). On peut en onlure, �etant donn�ee l'erreur de 1 % que nous obtenons, que les d�eriv�ees

du hamp de vitesse (orrespondant �a

_

R) obtenues ave notre m�ethode d'extrapolation sont

entah�ees d'une erreur inf�erieure �a 2 %.

Un seond test est illustr�e �gure 2.6. Il s'agit des osillations radiales d'une bulle, for�ees

par une pression �a l'in�ni de la forme

p

1

(t) = p

ext

� p

a

sin!t: (2.18)

Les param�etres sont identiques au as pr�e�edent. La fr�equene f est de 26.4 kHz, l'amplitude

p

a

et la pression ambiante p

ext

de 100 000 Pa. Le rapport de on�nement est de 160. Nous

avons utilis�e ii un maillage hi�erarhique de taille de base 128 � 64 ontenant jusqu'�a huit

niveaux de raÆnement. Seule une p�eriode du yle est illustr�ee par soui de lart�e. L'erreur

quadratique relative est de 0.0034 sur trois p�eriodes.
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Sh�ema entr�e Sh�ema upwind

Fig. 2.7.: Exemple d'instabilit�e d'origine num�erique aus�ee par l'utilisation d'un sh�ema

d'advetion peu pr�eis.

2.2.1. Stabilit�e des modes de d�eformation

Dans le adre de ette th�ese, nous sommes partiuli�erement int�eress�es par les modes de

d�eformation des bulles exit�ees aoustiquement. Un des prinipaux points soulev�es par Pros-

peretti est la na��ve simpliit�e des mod�eles initialement utilis�es pour tenter de omprendre le

ph�enom�ene de sonoluminesene. En e�et, un grand nombre des �etudes initiales supposaient

que la sym�etrie sph�erique �etaient pr�eserv�ee pendant tout le yle. Notre m�ethode peut don

se r�ev�eler utile seulement dans la mesure o�u elle sera apable de pr�edire pr�eis�ement quelles

sont les limites du domaine de stabilit�e.

En partiulier, il est primordial de s'assurer que les instabilit�es d'origine num�erique sont

n�egligeables devant les instabilit�es d'origine physique. Un exemple de e qui peut se produire

lorsque des sh�emas peu pr�eis sont utilis�es est illustr�e �gure 2.7. Une bulle initialement

hors �equilibre se ontrate. La seule di��erene entre les deux aluls est l'utilisation de deux

sh�emas diff�erents pour la disr�etisation des termes d'advetion dans l'�equation de Navier{

Stokes : un sh�ema upwind du premier ordre pour la �gure de droite et un sh�ema entr�e du

seond ordre pour la �gure de gauhe. L'e�et est ii aentu�e par l'utilisation d'un maillage

tr�es grossier.

Il est �a noter que la soure de l'instabilit�e n'est pas uniquement dynamique mais �egalement

in�ematique. Il est don important de s'assurer �egalement de la pr�eision de l'advetion des

marqueurs de surfae, elle-même li�ee �a la pr�eision de la pro�edure d'extrapolation.

Dans le as des osillations for�ees, lorsque l'amplitude du for�age rô�t la bulle devient

instable. Cet e�et est repr�esent�e �gure 2.8.(a) pour des param�etres identiques �a eux de

la �gure 2.6 mais ave une amplitude de for�age de 110 000 Pa. L'e�ondrement est beau-

oup plus violent et la bulle n'e�etue que quelques osillations seondaires avant de perdre

ompl�etement sa forme sph�erique (�gure 2.9). Le mode de d�eformation le plus instable est le

mode deux. L'�evolution temporelle du arr�e de son amplitude est repr�esent�ee �gure 2.8.(b).

On peut ainsi d�e�nir un seuil pour l'amplitude de for�age au-del�a duquel l'hypoth�ese

de sph�eriit�e n'est plus v�eri��ee. Ce seuil d�epend de l'ensemble des param�etres physiques et

d�elimite un sous{espae de es param�etres pour lequel les osillations sont essentiellement �a

sym�etrie sph�erique. Dans le as de la sonoluminesene, on peut restreindre et espae en

�xant les propri�et�es physiques du liquide ainsi que la fr�equene de for�age. On peut alors

�etudier la forme de la limite de stabilit�e dans l'espae de param�etres (p

a

; R

0

).

Nous avons effetu�e un grand nombre de simulations pour diff�erentes valeurs de es
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Fig. 2.8.: (a)

�

Evolution temporelle du rayon (mode 1) et du mode 2 de d�eformation d'une

bulle for�ee aoustiquement. Les param�etres sont identiques �a eux de la �gure 2.6 mais ave

une amplitude de for�age de 110 000 Pa. (b)

�

Evolution temporelle du arr�e de l'amplitude

du mode 2 de d�eformation.

t=24.3951 t=24.5952 t=25.1399 t=25.3113 t=25.4245

t=25.7929 t=26.164 t=26.3084 t=26.4562 t=26.9446

t=27.2418 t=27.4355 t=27.856 t=27.9461 t=28.0699

Fig. 2.9.:

�

Evolution temporelle de la forme de la bulle aux derniers instants de la simulation

illustr�ee �gure 2.8.

64



2.2. Simulations num�eriques
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Fig. 2.10.: Diagramme de stabilit�e pour des param�etres typiques de la sonoluminesene.

Fig. 2.11.: Exemple de bulle d'indie de sph�eriit�e 1.1 obtenue pour les param�etres instables :

R

0

= 6 �m, p

a

= 104 000 Pa.
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Fig. 2.12.:

�

Evolution de l'indie de sph�eriit�e illustrant les diff�erents r�egimes pour une bulle

de rayon R

0

= 7 �m. Stabilit�e lin�eaire pour p

a

= 98 000 Pa, stabilit�e non{lin�eaire pour

p

a

= 99 000 Pa, instabilit�e pour p

a

= 100 000 Pa.
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2.3. Gradient aoustique et fore de Bjerknes

param�etres. Les r�esultats sont illustr�es �gure 2.10. Les param�etres onstants sont identiques

�a eux des aluls pr�esent�es pr�e�edemment. Les ourbes d�e�nissant les limites de stabilit�e

pour les modes 2 et 3 ont �et�e obtenues en r�esolvant num�eriquement l'�equation de Rayleigh{

Plesset oupl�ee ave l'�equation de modes sph�eriques de perturbation assoi�ee (2.12). La

bulle est onsid�er�ee stable pour un mode donn�e lorsque l'amplitude de e mode est toujours

inf�erieure au rayon.

Le diagramme 2.10 n'est valable que pour la premi�ere p�eriode de for�age. En e�et, la

forme du domaine de stabilit�e est essentiellement gouvern�ee par l'instabilit�e param�etrique.

L'aumulation progressive de faibles perturbations est responsable de l'instabilit�e �nale

(ontrairement �a une instabilit�e de type Rayleigh{Taylor). Dans le as g�en�eral, l'instabilit�e

param�etrique peut don n�eessiter plusieurs entaines de yles avant d'être d�etetable. Pour

des raisons pratiques de temps de alul, nous avons ainsi hoisi de restreindre notre �etude

de stabilit�e au premier yle d'osillation.

La bulle est onsid�er�ee instable lorsque son indie de sph�eriit�e � devient sup�erieur �a 1.1.

L'indie de sph�eriit�e est d�e�ni omme le rapport entre la surfae et le volume de la bulle

rapport�e �a e même rapport pour une sph�ere de volume �equivalent. Une forme arat�eristique

d'une bulle d'indie de sph�eriit�e � = 1:1 est illustr�ee �gure 2.11. La bulle est onsid�er�ee

non{lin�eairement stable lorsque �(t) 2 [1:001; 1:1[, et stable lorsque �(t) < 1:001. Ces diff�e-

rents r�egimes sont illustr�es �gure 2.12 pour le as d'une bulle de rayon R

0

= 7 �m. Le r�egime

de stabilit�e lin�eaire se arat�erise par de faibles utuations de � autour de sa valeur initiale

orrespondant �a l'erreur de r�esolution num�erique (soit � de l'ordre de 1.0002). Le r�egime de

stabilit�e non{lin�eaire voit � rô�tre de mani�ere essentiellement exponentielle puis atteindre

une valeur de saturation avant de d�erô�tre rapidement.

Le domaine de stabilit�e obtenu par r�esolution num�erique des �equations de Navier{Stokes

est l�eg�erement plus �etendu que elui obtenu ave les �equations de perturbation de l'�equa-

tion de Rayleigh{Plesset. L'aord entre es deux approhes est toutefois tr�es orret et

les di��erenes peuvent être attribu�ees aux e�ets de saturation non{lin�eaires. Les instabili-

t�es sont visiblement orretement aptur�ees et surtout les erreurs num�eriques n'induisent

pas une d�estabilisation non{physique de l'interfae. L'initiation des instabilit�es sera disut�ee

plus en d�etail dans la setion 2.4.

La zone de stabilit�e non{lin�eaire est int�eressante dans le adre de la sonoluminesene.

En e�et, la plupart des d�eterminations exp�erimentales [Holt et al., 1996℄ de l'espae de pa-

ram�etres pour lesquels des bulles sonoluminesentes stables peuvent être obtenues montre

que la sonoluminesene se produit toujours �a proximit�e ou au-del�a de la limite de stabilit�e

lin�eaire th�eorique. Nos aluls montrent que le domaine de stabilit�e non{lin�eaire est plus

�etendu, e qui peut expliquer es �earts. Plus fondamentalement, on peut se demander si

les d�eformations mod�er�ees de la bulle dans le domaine de stabilit�e non{lin�eaire diminuent

l'eÆait�e du proessus ou au ontraire si elles sont n�eessaires pour obtenir une �emission

lumineuse.

2.3. Gradient aoustique et fore de Bjerknes

Comme mentionn�e dans l'introdution, le ouplage entre un d�eplaement du entre de

gravit�e de la bulle et son e�ondrement peut jouer un rôle important sur le omportement

des modes de d�eformation. Ce ouplage | onduisant �a une rupture de la sym�etrie sph�e-

rique et �a la formation de jets | est l'argument entral invoqu�e par Prosperetti dans sa

th�eorie pour la sonoluminesene. L'�etude pr�e�edente a montr�e que la m�ethode de r�esolution

num�erique apturait orretement les modes de d�eformation et n'induisait pas d'instabili-
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t�es arti�ielles de l'interfae. Il est don int�eressant d'utiliser ette m�ethode pour tenter de

valider l'hypoth�ese de formation de jets, ave �eventuellement une desription du domaine de

param�etres orrespondant.

L'osillation vertiale de la position de la bulle est aus�ee par les variations du gradient

de pression aoustique lors d'un yle de for�age. Ce gradient doit don être mod�elis�e dans

les simulations. Le premier mode radial du hamp de pression aoustique peut s'�erire sous

la forme

p(r; t) = p

ext

�

sinkr

kr

p

a

sin!t; (2.19)

o�u r est la oordonn�ee radiale et k = != est le nombre de d'onde du hamp aoustique.

Notre m�ethode num�erique ne permet pas de prendre en ompte diretement le hamp de

pression aoustique dans la mesure o�u seules les �equations de Navier{Stokes inompressibles

sont r�esolues. Il est toutefois possible de simuler l'e�et d'un gradient de pression loal par le

biais des onditions aux limites. Les bulles sonoluminesentes se situent tr�es pr�es d'un ventre

du hamp aoustique (kr � 1). En utilisant un d�eveloppement de sinus au voisinage de z�ero,

on obtient une approximation du hamp de pression aoustique de la forme

p(r; t) = p

ext

�

"

1�

(kr)

2

6

#

p

a

sin!t: (2.20)

Le gradient de pression s'exprime alors omme

rp =

1

3

k

2

rp

a

sin!t: (2.21)

On onsid�ere un domaine de alul entr�e en r

0

et de hauteur H telle que H � r

0

. Au

premier ordre en espae, le gradient de pression peut être onsid�er�e omme onstant sur

l'ensemble du domaine de alul. Les pressions sur les bords sup�erieur et inf�erieur sont alors

obtenues omme

p(r

0

�H=2; t) ' p

ext

�

�

1� kr

0

r

0

�H

6

�

p

a

sin!t: (2.22)

Ces onditions aux limites sont utilis�ees dans la simulation. Une paroi solide ave ondition

de glissement libre est impos�ee sur le bord libre du domaine. Les gradients de vitesse �a

l'entr�ee et �a la sortie du tube ainsi form�e sont maintenus �a une valeur nulle.

Il est �egalement n�eessaire de hoisir une valeur pour r

0

. Le but �etant de simuler un

r�egime �etabli, r

0

doit orrespondre �a la position d'�equilibre de la bulle. Si l'on suppose que

les seules fores agissant sur la bulle sont la pouss�ee d'Arhim�ede et le gradient de pression, la

position d'�equilibre peut être obtenue en �egalant es deux fores lors d'un yle d'osillation.

On peut ainsi �erire au voisinage d'un ventre du hamp de pression aoustique

�ghV (t)i = h�V (t)rpi = �

1

3

k

2

rp

a

hV (t) sin!ti; (2.23)

o�u V (t) est le volume de la bulle et l'op�erateur h� � �i de moyenne temporelle est d�e�ni omme

hf(t)i =

1

T

Z

T

0

f(t)dt; (2.24)

ave T la p�eriode du for�age aoustique. La position d'�equilibre s'exprime alors omme

r

0

= �

3�g

k

2

p

a

hR

3

(t)i

hR

3

(t) sin!ti

: (2.25)
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Les grandeurs moyennes hR

3

(t)i et hR

3

(t) sin!ti peuvent être obtenues pour un ensemble de

param�etres donn�es par r�esolution num�erique de l'�equation de Rayleigh{Plesset.

En utilisant es onditions aux limites, nous avons effetu�e plusieurs simulations pour des

param�etres typiques de la sonoluminesene. Nous nous attendions �a observer les formations

de jets pr�edites par Prosperetti (et d�erites dans ses aluls par int�egrale de fronti�ere).

�

A

notre surprise, les r�esultats obtenus di��eraient extrêmement peu des solutions pr�esent�ees dans

la setion pr�e�edente. Les seules variations observables de la position du entre de gravit�e

�etant de l'ordre de la pr�eision mahine. Apr�es avoir v�eri��e que le ode de alul �etait orret

nous avons d�eid�e de mod�eliser analytiquement les d�eplaements du entre de gravit�e a�n

de tenter d'�elairir ette question.

2.3.1. Mod�ele pour la quantit�e de mouvement vertiale

Nous d�esirons d�eriver un mod�ele simple d�erivant le d�eplaement vertial du entre de

gravit�e de la bulle. Les fores agissant sur la bulle sont essentiellement la pouss�ee d'Ar-

him�ede, la trâ�n�ee induite par le d�eplaement relatif par rapport au liquide environnant

ainsi que les termes inertiels dus �a l'entrâ�nement d'une partie du liquide lors du d�eplae-

ment. Il existe un grand nombre de r�esultats lassiques onernant e type de probl�emes, �a la

fois th�eoriques et exp�erimentaux. Toutefois il est important de tenir ompte dans notre as

du fait que le rayon de la bulle varie dans le temps. Ce n'est que r�eemment que des r�esultats

th�eoriques ont �et�e obtenus pour e type de d�eplaements oupl�es (radial et translationnel).

Nous basons notre �etude sur les r�esultats de Magnaudet et Legendre (1998). Deux as

limites permettent d'obtenir des expressions relativement simples pour la fore exer�ee sur

la bulle. On d�e�nit deux nombre de Reynolds Re

U

= RU=� et Re

_

R

= R

_

R=�, o�u U est la

vitesse relative du entre de gravit�e de la bulle. Lorsque Re

U

ou Re

_

R

sont grands devant un,

la fore sur la bulle s'exprime omme

F = 12���RU +

2

3

��(3R

3

_

U + 3R

2

U

_

R) +

4

3

��R

3

_

V

0

; (2.26)

o�u U = U

1

�V

0

ave V

0

la vitesse du entre de gravit�e de la bulle et U

1

la vitesse du liquide

loin de la bulle. Lorsque Re

U

et Re

_

R

sont tous les deux petits devant un, l'expression devient

F = 4���RU +

2

3

��(3R

3

_

U + 3R

2

U

_

R) +

4

3

��R

3

_

V

0

+ (2.27)

8���

Z

t

0

exp

�

9�

Z

t

�

R(t

0

)

�2

dt

0

�

�

erf

2

4

s

9�

Z

t

�

R(t

0

)

�2

dt

0

3

5

d[R(�)U(�)℄:

Le terme int�egral est souvent appel�e fore d'histoire et rend ompte de l'inuene de la

di�usion de vortiit�e dans le liquide.

Si nous onsid�erons maintenant une �ehelle spatiale tr�es petite devant la longueur d'onde

de l'exitation aoustique mais tr�es grande devant le rayon de la bulle, le gradient de pression

aoustique peut être onsid�er�e omme spatialement et loalement onstant. La vitesse loin

de la bulle U

1

est alors obtenue omme

_

U

1

=

�rp

�

= �r�: (2.28)
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La pouss�ee d'Arhim�ede est simplement �4=3�R

3

(� � �

gaz

)g o�u g est l'a�el�eration de la

pesanteur. Si l'on n�eglige la masse du gaz ontenue dans la bulle, les �equations (2.26) et

(2.28) donnent une �equation de d�eplaement de la forme

_

U +

 

18�

R

2

+ 3

_

R

R

!

U � 2r�� 2g = 0: (2.29)

Cette �equation n'est valable que dans le as de Reynolds grands. Il est possible d'obtenir une

�equation similaire pour le as des Reynolds petits en utilisant l'�equation (2.27)

_

U +

 

6�

R

2

+ 3

_

R

R

!

U � 2r�� 2g + (2.30)

36�

R

3

Z

t

0

exp

�

9�

Z

t

�

R(t

0

)

�2

dt

0

�

� erf

2

4

s

9�

Z

t

�

R(t

0

)

�2

dt

0

3

5

d[R(�)U(�)℄ = 0:

Nous pr�esenterons quelques r�esultats num�eriques utilisant ette solution. Toutefois les termes

d'histoire rendent diÆile l'�etude analytique de ette solution et nous restreindrons ette

�etude �a l'�equation (2.29).

Analyse lin�eaire

Nous nous int�eressons maintenant au as des osillations radiales de faible amplitude.

Dans e as on peut montrer [Plesset et al., 1977℄ que les solutions de l'�equation de Rayleigh{

Plesset s'expriment au premier ordre omme

R = R

0

[1 + � os(!t+ �)℄; (2.31)

o�u R

0

est le rayon �a l'�equilibre, � l'amplitude relative des osillations, ! la pulsation de

for�age et � le d�ephasage entre le for�age et l'osillation radiale. Si l'on ombine les �equations

(2.31) et (2.29) on obtient au premier ordre en �

_

U +

�

18

�

R

2

0

� 36

�

R

2

0

� os(!t+ �)� 3�! sin(!t+ �)

�

U � 2jr�j os!t� 2g = 0: (2.32)

On herhe une solution de la forme U = a os!t + b sin!t, e qui nous donne le syst�eme

d'�equations

!a+ 18!�

?

b� 2jr�j = 0; (2.33)

18�

?

a� b = 0; (2.34)

18�

?

sin �a�

3

2

os �a� 18�

?

os �b�

3

2

sin �b�

2g

!�

= 0; (2.35)

�(12�

?

a+ b) = 0; (2.36)

�(a� 12�

?

b) = 0; (2.37)

o�u nous avons introduit la visosit�e non{dimensionnelle �

?

= �=!R

2

0

. Les �equations (2.33)

et (2.34) orrespondent aux termes de pulsation ! et donnent la solution �a l'ordre un pour

le d�eplaement de la bulle omme

U = 2

jr�j

!

os( ) sin(!t+  ) ave tan = 18�

?

: (2.38)

70



2.3. Gradient aoustique et fore de Bjerknes

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

PSfrag replaements

�

?

j

U

j

=

j

U

1

j

Th�eorie lin�eaire

Mod�ele sans fore d'histoire

Mod�ele ave fore d'histoire

Navier{Stokes

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

PSfrag replaements

�

?

jUj=jU

1

j

Th�eorie lin�eaire

Mod�ele sans fore d'histoire

Mod�ele ave fore d'histoire

Navier{Stokes

 

�

3�

4

�

2

(a) (b)

Fig. 2.13.: R�esolution num�erique des �equations de d�eplaement vertial ave et sans fore

d'histoire. Comparaison ave la th�eorie lin�eaire. (a) Amplitude relative du d�eplaement. (b)

D�ephasage entre la vitesse de d�eplaement du liquide et la vitesse de d�eplaement relative

du entre de gravit�e de la bulle.

Cette expression est simplement la solution de l'�equation (2.29) dans le as o�u le rayon est

onstant R = R

0

et l'a�el�eration de la gravit�e est nulle. Dans e as l'�equation (2.29) est

elle d'un osillateur amorti for�e

_

U +

18�

R

2

0

U � 2r� = 0: (2.39)

L'�equation (2.35) exprime la ondition pour laquelle les termes s�eulaires dans (2.32) s'an-

nulent, e qui d�e�nit la position d'�equilibre omme

g

jr�j

= �

�

1 + (18�

?

)

2

�

3

2

os � + 9�

?

sin � + (18�

?

)

2

os �

�

: (2.40)

Dans le as d'une visosit�e n�egligeable, l'�equation (2.40) se r�eduit au r�esultat obtenu par

Crum et Prosperetti (1983) : g=jr�j = �3=2� os � .

R�esolution num�erique

Les expressions (2.38) et (2.40) ne sont valables que pour des amplitudes d'osillations

radiales petites mais �egalement dans la limite o�u le nombre de Reynolds est grand. Lors d'un

yle d'osillation la vitesse de translation s'annule n�eessairement et le nombre de Reynolds

Re

U

peut don être arbitrairement petit. Auune des expressions (2.26) et (2.27) n'est don

valable sur l'ensemble du yle d'osillation. A�n de quanti�er l'importane des termes d'his-

toire sur la solution, nous avons r�esolu num�eriquement l'�equation de Rayleigh{Plesset oupl�ee

ave l'�equation (2.29) ou ave la forme �equivalente inluant les termes d'histoire (2.30). Les

�gures 2.13.(a) et 2.13.(b) r�esument les r�esultats obtenus pour l'amplitude relative jU j=jU

1

j

et pour la phase  . L'aord entre la th�eorie lin�eaire et la solution num�erique sans fore d'his-

toire est tr�es satisfaisant. L'amplitude relative de l'osillation radiale est � = 0:01. L'aord

reste tr�es bon pour les valeurs de � inf�erieures �a 0.1.

Ave quelle pr�eision es �equations mod�eles (ave ou sans fore d'histoire) approhent-

elles la solution ompl�ete des �equations de Navier{Stokes ? A�n de r�epondre �a ette question,
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�

Evolution temporelle de la vitesse relative U d'une bulle pla�ee dans un �eoulement

osillant U

1

.

nous avons effetu�e plusieurs simulations num�erique diretes de bulles de rayon onstant

pla�ees dans un uide anim�e d'un mouvement osillant. Pour e faire, les bulles sont pla�ees

au entre d'un tube de rayon 20R

0

et de longueur 40R

0

. Une ondition de glissement pur

est impos�ee sur les parois du tube. Le gradient de vitesse �a l'entr�ee et �a la sortie du tube

est maintenu �a une valeur nulle. Les pressions aux deux extr�emit�es varient en opposition de

phase ave une pulsation propre !. En l'absene de bulle, l'ensemble du liquide osille ainsi

ave une amplitude jU

1

j = jr�j=!.

Les vitesses de d�eplaement du liquide U

1

et la vitesse relative du entre de gravit�e

de la bulle U = U

1

� V

0

, mesur�ees lors d'une simulation sont repr�esent�ees �gure 2.14. Les

param�etres sont les suivants : R

0

= 1 mm, � = 1000 kg/m

3

, f = 500 Hz, jr�j = 20 m/s

2

,

� = 0:125 kg/m.s soit �

?

= 4 � 10

�2

. L'amplitude du d�eplaement du entre de gravit�e de

la bulle est d'environ 5� 10

�3

mm, la bulle reste don essentiellement sph�erique.

Le rapport des amplitudes des vitesses jU j=jU

1

j peut être simplement obtenu omme

le rapport des valeurs quadratiques moyenne des signaux illustr�es �gure 2.14. De même,

le d�ephasage 	 peut être obtenu par onvolution de es deux signaux normalis�es. En ef-

fetuant es mêmes mesures en faisant varier � (et don �

?

) on obtient les points de la

�gure 2.13 (label�es \Navier{Stokes"). L'aord entre es simulations et la r�esolution num�e-

rique de l'�equation mod�ele ave fore d'histoire est tr�es bon. En e�et, pour es simulations,

les d�eplaements axiaux du entre de gravit�e de la bulle sont faibles et le rayon est onstant,

les hypoth�eses n�eessaires pour la validit�e de l'�equation (2.27) sont don v�eri��ees (Re

U

� 1

et Re

_

R

� 1).

Si nous voulons �etudier l'inuene de valeurs �nies de Re

U

, ave �eventuellement la onver-

gene de la solution vers les valeurs donn�ees par la th�eorie lin�eaire lorsque Re

U

� 1, nous

devons exprimer Re

U

en fontion de �

?

et jr�j. Si l'on suppose que jU j / jr�j=!, en utilisant

la d�e�nition de �

?

on obtient

Re

U

=

jr�j

!

2

R

0

�

?

: (2.41)
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2.3. Gradient aoustique et fore de Bjerknes

Le nombre de Reynolds li�e au mouvement de translation Re

U

est don le rapport entre

l'amplitude relative du d�eplaement du entre de gravit�e de la bulle jr�j=!

2

R

0

et la visosi-

t�e non{dimensionnelle �

?

. Les solutions illustr�ees �gure 2.13 sont prohes les une des autres

lorsque �

?

est prohe de z�ero. On onsid�ere une valeur de �

?

de 0.25 permettant de tester

la onvergene de la solution ave fore d'histoire (Re

U

� 1) vers la solution lin�eaire (sans

fore d'histoire Re

U

� 1). Selon (2.41), un nombre de Reynolds Re

U

de 100 orrespond �a

un d�eplaement du entre de gravit�e de 25 fois le rayon R

0

. Les �equations mod�eles n'�etant

valables que pour des bulles sph�eriques, une tension de surfae tr�es importante est n�ees-

saire pour s'opposer aux d�eformations aus�ees par une telle amplitude de d�eplaement. Les

simulations num�eriques diretes pour es grands d�eplaements sont don d�eliates et n'ont

qu'un int�erêt limit�e dans la mesure o�u des param�etres physiques ourants (bulles d'air dans

l'eau par exemple) sont loin de permettre d'assurer la sph�eriit�e de la bulle pour es r�egimes.

Dans la majorit�e des as, la solution num�erique de l'�equation mod�ele ave fore d'histoire

donne ainsi des valeurs tr�es prohes de elles obtenues par simulation num�erique direte des

�equations de Navier{Stokes. Lorsque la valeur de la visosit�e adimensionn�ee est suÆsamment

petite la th�eorie lin�eaire donne une bonne approximation du r�esultat.

Appliation au as de la sonoluminesene

Un r�esultat simple qui d�eoule de ette �etude est le suivant : dans la as d'osillations

radiales de faible amplitude, l'amplitude de la variation de vitesse relative du entre de

gravit�e de la bulle est au maximum �egale �a deux fois elle du liquide environnant. Ce r�esultat

est lassique et onstitue un des exeries sur les uides parfaits de Landau et Lifshitz

[Landau et al., 1959℄.

Dans le as de la sonoluminesene, pour des param�etres typiques : R

0

= 10 �m, � = 10

�6

m

2

/s, f = 25 kHz, on obtient �

?

� 0:1 soit une amplitude de la vitesse relative de d�eplae-

ment �egale �a elle du uide environnant (le rapport d�erô�t ave �

?

selon la th�eorie lin�eaire).

L'amplitude de la vitesse de d�eplaement du uide loin de la bulle est estim�ee omme jr�j=!.

L'amplitude de variation du gradient de pression jr�j d�epend de la position d'�equilibre

de la bulle par rapport �a l'onde sonore stationnaire. Exp�erimentalement, par mesure direte

au moyen d'un mirosope, [Matula et al., 1997a℄ obtiennent des valeurs de l'ordre de 100

�m pour les param�etres utilis�es dans leur exp�eriene : R

0

= 3 �m, f = 19:5 kHz, p

a

= 1:4

bar. La vitesse du son dans l'eau est d'environ 1490 m/s, e qui donne un nombre d'onde

k = != � 83 m

�1

. L'amplitude du gradient de pression orrespondant �a une position r = 0:1

mm est don jr�j = k

2

rp

a

=3� � 32 m/s

2

. Cette valeur est | logiquement | du même ordre

de grandeur que l'a�el�eration de la gravit�e. La vitesse du uide assoi�ee est jr�j=! = 0:26

mm/s, soit un d�eplaement de l'ordre de jr�j=!

2

� 2:1 nanom�etres.

On peut toutefois ontester e r�esultat du fait de l'utilisation de la th�eorie lin�eaire bien

au del�a de son adre de validit�e. Les osillations radiales d'une bulle sonoluminesente sont

en e�et de grande amplitude et les termes de ouplage radial/translationnel ne sont pas

n�egligeables. A�n de lari�er e point, nous avons effetu�e une r�esolution num�erique direte

des �equations de quantit�e de mouvement (2.29) et (2.30) oupl�ees ave l'�equation (2.8) pre-

nant en ompte partiellement la ompressibilit�e du liquide. Les param�etres sont eux de

Matula et al. soit : R

0

= 3 �m, f = 19:5 kHz, � = 0:072 kg/s

2

,  = 1490 m/s, g = �9:81

m/s

2

, � = 0:001 kg/m.s

2

, � = 1000 kg/m

3

,  = 1:4.

Le hoix de la position d'�equilibre pose un probl�eme. En e�et, omme soulign�e dans

l'artile de Matula et al., il existe un �eart tr�es important et diÆilement expliable entre

les positions d'�equilibre th�eoriques obtenues en utilisant une �evaluation num�erique de (2.25),

et les positions d'�equilibre mesur�ees exp�erimentalement. Cet �eart ne semble pas imputable
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Fig. 2.15.: Positions d'�equilibre obtenues ave diff�erents mod�eles pour une bulle de 3 �m de

rayon �a l'�equilibre.

aux erreurs exp�erimentales. Pour une amplitude de for�age de 1.4 bar la position d'�equilibre

th�eorique obtenue par Matula et al. est de 50 �m pour une position observ�ee de 600 �m...

L'expliation avan�ee par es auteurs est la d�eformation du hamp de pression aoustique

provoqu�ee par la pr�esene de la bulle. Des mesures tendent en e�et �a montrer que la bulle

ause une diminution loale de l'amplitude du gradient de pression. A�n de se plaer dans

une zone o�u le gradient est suÆsant pour ompenser la pouss�ee d'Arhim�ede, la bulle doit

don s'�eloigner du noeud de pression, e qui expliquerait l'�eart observ�e.

Dans notre as, il est possible de d�eterminer num�eriquement la position d'�equilibre (f.

annexe A) e qui permet de tenir ompte de l'inuene des fores visqueuses. Les r�esultats

obtenus en utilisant les mod�eles sans fore d'histoire (2.29) et ave fore d'histoire (2.30) sont

illustr�es �gure 2.15. La ourbe noire a �et�e obtenue par �evaluation num�erique de l'�equation

d'�equilibre (2.25). Pour des amplitudes de for�age mod�er�ees les fores visqueuses ne sont pas

n�egligeables et l'�eart entre la th�eorie inviside et nos deux mod�eles est important.

Lorsque l'amplitude aoustique atteint environ 1.2 bars un hangement de r�egime se pro-

duit ave l'apparition des rebonds violents arat�eristiques de la sonoluminesene. Cette

transition apparâ�t lairement sur les ourbes d'�evolution du rayon repr�esent�ees �gure 2.16.

Le nombre de Reynolds assoi�e �a la vitesse radiale est �elev�e lors de es osillations et les so-

lutions pour la position d'�equilibre onvergent vers la solution inviside. Pour des amplitudes

de for�age sup�erieures �a 1.16 bars les hypoth�eses n�eessaires �a la validit�e de (2.30) ne sont

plus v�eri��ees lors des rebonds seondaires.

La r�esolution num�erique des �equations mod�eles donne �egalement a�es �a l'�evolution tem-

porelle de la position du entre de gravit�e de la bulle. Les d�eplaements relatifs (par rapport �a
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Fig. 2.16.:
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Evolution temporelle du rayon en fontion de l'amplitude de for�age.
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Evolution temporelle de la position relative du entre de gravit�e pour diff�erentes

amplitudes de for�age.
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la position d'�equilibre) sont illustr�es �gure 2.17 pour diff�erentes valeurs du for�age.

1

L'ampli-

tude des d�eplaements est extrêmement faible, dans tous les as inf�erieure �a un nanom�etre.

Lorsqu'il est appliable, le mod�ele inluant les termes d'histoire donne des d�eplaements

l�eg�erement sup�erieurs (de l'ordre de 1.5 nanom�etre) mais qualitativement similaires.

On peut noter une di��erene qualitative signi�ative entre les r�egimes \lisses" (p

a

= 1

bar) et les r�egimes ave osillations seondaires. Le terme non{lin�eaire en U

_

R=R de l'�equa-

tion (2.29) n'est plus n�egligeable lors des rebonds et induit des a�el�erations importantes

qui se traduisent par les hangements rapides de position (\marhes d'esalier") visibles

pour les for�ages de 1.2 et 1.4 bars. Il est int�eressant de remarquer que le sens de ette

a�el�eration d�epend du signe de U . Cei explique le sens oppos�e des variations de la premi�ere

\marhe" pour 1.2 et 1.4 bars. Du fait de la variation du d�ephasage entre le hamp de pression

aoustique et le rayon, dans un as (1.2 bars) la bulle se d�eplae vers le haut lors du premier

e�ondrement e qui r�e�e une a�el�eration vers le haut ; dans l'autre as (1.4 bars) elle se

d�eplae vers le bas.

Le signe et l'amplitude des vitesses de d�eplaement aus�ees par e terme non{lin�eaire

apparaissent lairement sur la �gure 2.18. La largeur des pis de vitesse est de l'ordre de

10 nanoseondes. Dans un domaine de param�etres diff�erent

2

nous avons pu e�etuer des

simulations num�eriques diretes de e ph�enom�ene. Des pis de vitesse qualitativement simi-

laires ont �et�e obtenus.

�

Etant donn�e les d�eplaements extrêmement faibles obtenus (de l'ordre des �ehelles mo-

l�eulaires), il semble tr�es improbable que le gradient de pression aoustique joue un rôle

signi�atif sur la stabilit�e de forme de la bulle dans le as de la sonoluminesene. Une

1

Les ourbes ont �et�e d�eal�ees arbitrairement pour failiter la leture.

2

Essentiellement un gradient de pression beauoup plus fort et une amplitude de for�age beauoup plus

faible.
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2.4. Couplages non{lin�eaires entre modes de d�eformation

Fig. 2.19.: Bulle \nageant" dans un uide parfait sous l'e�et de l'interation non{lin�eaire

entre les modes de d�eformation 2 et 3. D'apr�es Benjamin et Ellis (1990).

estimation dimensionnelle simple permet de s'en persuader. Le gradient de pression aus�e

par un d�eplaement �a une vitesse U du entre de gravit�e de la bulle est de l'ordre de �U

2

=R.

Si l'on onsid�ere l'amplitude a d'un mode de d�eformation, l'a�el�eration �a est essentiellement

proportionelle �a rp=�. L'amplitude maximum de d�eformation est alors obtenue omme a /

rp�

2

=� / U

2

�

2

=R, o�u � est une �ehelle de temps. La vitesse maximum U est de l'ordre de 1

m/s (�gure 2.18) pour une largeur du pi � de l'ordre de 10 ns, R est de l'ordre de 1 miron.

On obtient ainsi a = U

2

�

2

=R de l'ordre de 10

�10

m.

L'hypoth�ese selon laquelle la ombinaison entre e d�eplaement et l'e�ondrement radial

de la bulle pourrait auser la formation de jets parâ�t ainsi erron�ee. Cette onlusion bas�ee

sur le mod�ele pour la quantit�e de mouvement vertiale est on�rm�ee par les simulations

num�eriques diretes.

2.4. Couplages non{lin�eaires entre modes de d�eformation

Comme nous l'avons montr�e pr�e�edemment, dans le as d'un hamp de pression aous-

tique �a sym�etrie sph�erique, les variations du gradient de pression aoustique jouent un rôle

n�egligeable sur les variations de position d'une bulle au voisinage de sa position d'�equili-

bre. Cei semble on�rmer les aÆrmations initiales de ertains exp�erimentateurs onsid�erant

la sonoluminesene �a bulle unique omme un ph�enom�ene extrêmement stable et robuste

[Cordry et al., 1993, Crum, 1994℄.

Toutefois, plus r�eemment, de nombreux auteurs reportent avoir fr�equemment observ�e

des mouvements d�esordonn�es de bulles sonoluminesentes. Matula et al. (1997a) dans leur

artile onsar�e �a la mesure de la position d'�equilibre font �etat des probl�emes renontr�es pour

obtenir des bulles sonoluminesentes stables :

Parenthetially, we mention that in many experiments, one an generate so-

noluminesing bubbles that move in almost any oneivable diretion, and over

relatively large distanes, as the drive pressure is hanged. Only after extreme

are is taken to �ne tune the driving frequeny, does the bubble behave as shown

here.

Ces mouvements erratiques sont bien onnus dans le as de bulles de taille millim�etrique

exit�ees aoustiquement. Initialement observ�ees par Gaines en 1932, es \bulles dansantes"

ont depuis �et�e report�ees par diff�erents auteurs. Une expliation a �et�e propos�ee par Sa�man

(1967) et revisit�ee depuis en d�etail par Benjamin et Ellis (1990) . En onsid�erant les ouplages

non{lin�eaires entre modes de d�eformation d'une bulle dans un uide parfait, es auteurs

ont montr�e qu'une fore propulsive (orrespondant au mode 0) pouvait être g�en�er�ee par
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l'interation entre les paires de mode n et n+1 (pair{impair). La �gure 2.19 illustre et e�et

pour une interation entre les modes 2 et 3. L'orientation de la fore propulsive est de plus

ontrôl�ee par le d�ephasage relatif entre paires de modes.

Cette th�eorie semble rendre ompte de mani�ere satisfaisante des observations exp�erimen-

tales. Benjamin et Ellis illustrent leur artile par des photographies de bulles de 0.1 mm de

diam�etre exit�ees aoustiquement ave une fr�equene de 10 kHz. Une observation direte au

mirosope de la forme des bulles r�ev�ele que tous les modes 2 � n � 6 sont exit�es. Ces

d�eformations sont assoi�ees �a des d�eplaements al�eatoires de grande amplitude (jusqu'�a 10

mm).

Il est tentant d'utiliser e même m�eanisme pour expliquer les d�eplaements observ�es

pour les bulles sonoluminesentes. Nous avons vu pr�e�edemment que le domaine de stabilit�e

de bulles exit�ees aoustiquement est d�etermin�e par l'initiation des modes de d�eformation (f.

diagramme �gure 2.10). Or, 'est pr�eis�ement �a proximit�e de ette limite que la sonolumines-

ene se produit [Holt et al., 1996℄. En partiulier, les sites indiqu�es par les symboles 4 sur

le diagramme 2.10 et orrespondant au r�egime de \stabilit�e non{lin�eaire", se arat�erisent

par des amplitudes de d�eformation �nies. Ce sont don de bons andidats pour le m�eanisme

d'interation.

La forme de la bulle est d�erite en oordonn�ees polaires (r; �) omme

r(�; t) = R(t) +

X

n

a

n

(t)Y

n

(�); (2.42)

o�u Y

n

(�) est une harmonique sph�erique d'ordre n. Les oeÆients a

n

(t) repr�esentent l'�evo-

lution temporelle de haun des modes de d�eformation. Nous disposons d'une desription

num�erique de la forme de l'interfae pour haque instant t

i

par l'interm�ediaire des oor-

donn�ees des marqueurs (x

j

; y

j

). Ces oordonn�ees art�esiennes peuvent être transform�ees en

oordonn�ees polaires (r

j

; �

j

) en prenant pour origine le entre de gravit�e de la bulle. Les

oeÆients a

n

peuvent alors être obtenus pour haque temps t

i

en minimisant la fontion

L(R; a

2

; : : : ; a

n

) =

X

j

[r

j

�R�

X

n

a

n

Y

n

(�

j

)℄

2

: (2.43)

Nous onsid�erons ii uniquement les huit premiers modes. Dans tous les as l'erreur quadra-

tique moyenne sur la d�eomposition est inf�erieure �a 0.1 %.

La s�equene illustr�ee �gure 2.20 est typique de la transition observ�ee entre les r�egimes

stable et instable. Elle a �et�e obtenue pour une bulle de 6 �m de rayon �a l'�equilibre et pour

des amplitudes de for�age de 101 000, 102 000, 103 000 et 104 000 pasals. Comme indiqu�e

sur la �gure 2.10, pour 101 000 Pa la bulle reste quasiment sph�erique ave une amplitude

de d�eformation maximum de 0.15 �m li�ee au mode 2. Cette d�eformation s'aentue pour

102 000 et 103 000 Pa mais sature �a des valeurs inf�erieures �a 4 �m. Dans tous les as, le

mode 2 de d�eformation domine (onform�ement aux pr�editions th�eoriques, �equation (2.12)).

De plus, quel que soit le rayon �a l'�equilibre (entre 2 et 12 �m), seuls les modes de d�eformation

pairs 2, 4 et 6 (illustr�es en traits �epais sur la �gure 2.20) sont exit�es.

3

Comme indiqu�e sur

le diagramme 2.10, seul le mode 2 est th�eoriquement lin�eairement instable pour les as de

stabilit�e non{lin�eaire (indiqu�es par les triangles). On peut don attribuer la pr�esene des

modes 4 et 6 aux ouplages non{lin�eaire ave le mode 2.

Il est lair que dans es onditions le ouplage entre modes pairs et impairs ne peut

jouer le rôle d�erit pr�e�edemment. Il est �egalement important de noter que les onditions

3

L'amplitude des modes impairs n'est pas stritement nulle mais dans tous les as elle est de l'ordre de

l'erreur quadratique sur la d�eomposition.
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2.4. Couplages non{lin�eaires entre modes de d�eformation
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Fig. 2.20.: S�equene illustrant une transition typique entre la stabilit�e et l'instabilit�e des

modes de d�eformations pour une bulle de 6 �m de rayon lorsque l'amplitude de for�age

varie. (a) p

a

= 101 000 Pa, (b) p

a

= 102 000 Pa, () p

a

= 103 000 Pa, (d) p

a

= 104 000 Pa.

Les formes des bulles pour l'amplitude de d�eformation maximum atteinte au ours du yle

sont repr�esent�ees dans la olonne de droite.
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2. Sonoluminesene

de la simulation num�erique supposent un hamp aoustique \parfait", exempt en partiu-

lier de d�eviations par rapport �a la sym�etrie sph�erique. Dans les exp�erienes de nombreux

e�ets peuvent auser une d�eviation par rapport �a et id�eal. On peut iter en partiulier : les

imperfetions g�eom�etriques de l'ensemble r�eipient{transduteurs pi�ezo-�eletriques, l'exita-

tion simultan�ee de modes de vibrations multiples du r�eipient, les r�eetions des ondes de

hos �eventuelles... Ces inhomog�en�e��t�es du hamp aoustique peuvent ertainement auser

l'exitation de modes de d�eformation impairs, e qui expliquerait en partie les diÆult�es ex-

p�erimentales renontr�ees pour l'obtention de bulles stables. On peut iter �a e propos l'�etude

exp�erimentale de Seeley (1999), illustrant l'importane des modes et harmoniques aoustiques

d'ordre �elev�e. Il semble ependant diÆile de tenir ompte de es e�ets dans nos simulations

num�eriques. Il n'est pas non plus ertain que la omplexit�e arue d'une telle mod�elisation

permettent d'approfondir notre ompr�ehension du ph�enom�ene de sonoluminesene.

2.5. R�eapitulatif

Apr�es un rappel des prinipaux r�esultats th�eoriques onernant la dynamique des os-

illations de bulles, nous avons utilis�e le ode de surfae libre pour la simulation de bulles

dans des onditions prohes de la sonoluminesene. Dans le as o�u la sym�etrie sph�erique est

pr�eserv�ee, un tr�es bon aord a �et�e obtenu entre les simulations axisym�etriques et la solution

num�erique de l'�equation de Rayleigh{Plesset. Cet aord souligne la pr�eision du traitement

des onditions aux limites sur l'interfae obtenu par notre m�ethode d'extrapolation.

A�n de arat�eriser les d�eviations par rapport �a la sym�etrie sph�erique, nous avons �etabli

num�eriquement un diagramme param�etrique de stabilit�e. Un tr�es bon aord est obtenu

par rapport aux pr�editions de la th�eorie lin�eaire. La simulation direte permet d'a�eder

aux e�ets non{lin�eaires et en partiulier au ouplages entre modes de d�eformation. Une

d�eomposition des formes d'interfaes obtenues a r�ev�el�e que seuls les modes de d�eformation

pairs �etaient exit�es �a l'int�erieur du domaine de stabilit�e.

Nous avons effetu�e une mod�elisation analytique des e�ets du gradient de pression aous-

tique sur la dynamique du entre de gravit�e de bulles en l�evitation. La prise en ompte des

termes li�es �a la visosit�e a permis une desription pr�eise | valid�ee par des simulations

diretes | de l'amplitude et de la phase des osillations du entre de gravit�e. Les r�esultats

lassiques onernant la position d'�equilibre ne prenant pas en ompte les e�ets visqueux ont

�et�e ompl�et�es.

Appliqu�es au as de la sonoluminesene, es mod�eles ont permis de onlure que le

gradient de pression aoustique au voisinage de la position d'�equilibre ne ausait que des

d�eplaements extrêmement faibles du entre de gravit�e, remettant ainsi en ause la th�eorie

de Prosperetti assoiant d�eplaement et formation de jets.
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3. Cavitation

La avitation hydrodynamique dans les liquides est g�en�eralement aus�ee par de fortes

d�epressions qui r�eent une tension plus importante que les fores de oh�esion du uide. Il est

possible d'�evaluer th�eoriquement e seuil de d�eoh�esion en mod�elisant les fores inter{mo-

l�eulaires. Dans le as de l'eau, la prise en ompte des liaisons hydrog�ene permet d'obtenir

une valeur th�eorique de la pression de d�eoh�esion de l'ordre de 1000 bars [Kwak et al., 1985℄.

En r�ealit�e, on peut obtenir la avitation de l'eau ave des d�epressions de l'ordre de 1 bar.

Deux e�ets tr�es importants permettent d'expliquer ette di��erene. Les impuret�es souvent

pr�esentes dans l'eau r�eent des sites favorables �a la avitation. De même, la pr�esene de gaz

dissous dans le liquide s'aompagne souvent de miro{bulles dispers�ees dans le uide. Ces

inhomog�en�e��t�es ontribuent �a diminuer la r�esistane du milieu.

La d�epression est g�en�eralement aus�ee par la on�guration g�eom�etrique des fronti�eres de

l'�eoulement. Des avit�es gazeuses sont r�e�ees puis | transport�ees par l'�eoulement dans une

zone de pressions plus importantes | elles s'e�ondrent violemment et disparaissent. Ce ph�e-

nom�ene se produisant �a une fr�equene �elev�ee semble être la ause de l'endommagement rapide

observ�e sur les h�elies de navires ou les turbines de entrales hydrauliques. Il est �egalement

g�en�erateur d'un bruit important. Ce probl�eme pratique est �a l'origine des investigations

initiales de Rayleigh.

L'expliation initialement propos�ee par Rayleigh (1917) onsid�erait les fortes surpressions

aus�ees par l'e�ondrement omme la soure prinipale de l'endommagement mat�eriel. Cette

expliation, bas�ee sur l'�equation (2.4), suppose que la sym�etrie sph�erique de l'e�ondrement est

pr�eserv�ee. Or, il est lair que même dans le adre de ette hypoth�ese, les bulles responsables de

l'endommagement doivent s'e�ondrer �a proximit�e des parois solides. De plus, la on�guration

g�eom�etrique �etant responsable de la r�eation des basses pressions n�eessaires �a la avitation,

les avit�es ont tendane �a se r�eer et �a disparâ�tre �a proximit�e des fronti�eres de l'�eoulement.

Se fondant sur ette observation, Kornfeld et Suvorov (1944) propos�erent une expliation

se basant sur la r�eation de jets liquides �a haute vitesse, dont les impats r�ep�et�es seraient les

responsables prinipaux de l'endommagement. Une premi�ere on�rmation exp�erimentale de

e ph�enom�ene fut donn�ee par Naud�e et Ellis (1961). Ces auteurs onlurent que la formation

et l'impat de jets �a haute vitesse �etait bien la ause prinipale de l'endommagement.

En quoi la dissym�etrie de l'�eoulement aus�ee par une paroi solide ause-t-elle la forma-

tion d'un jet ? Une expliation simple illustre la relation �etroite entre e ph�enom�ene et la

th�eorie de Prosperetti pour la sonoluminesene. Nous onsid�erons le as d'une paroi solide �a

glissement libre (pas de ontrainte sur la omposante tangentielle de la vitesse). Dans e as

la paroi solide peut être onsid�er�ee omme un plan de sym�etrie et le probl�eme est stritement

�equivalent �a elui de deux bulles s'e�ondrant simultan�ement : la bulle onsid�er�ee et son image

par rapport au plan de sym�etrie (�gure 3.1). Chaune des bulles ne s'e�ondre don plus dans

un uide au repos mais �a proximit�e d'un puits de uide r�e�e par la bulle image. Ces puits

attirent les bulles l'une vers l'autre et elles se rapprohent ainsi du plan de sym�etrie tout

en s'e�ondrant. L'argument de onservation de la quantit�e de mouvement translationnelle

utilis�e dans le as de la sonoluminesene peut alors être invoqu�e pour pr�edire la formation
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3. Cavitation

Fig. 3.1.: E�ondrement d'une bulle pr�es d'une paroi solide : interpr�etation en terme de bulle

image.

d'un jet.

Comme nous l'avons vu pr�e�edemment, et argument n'est valable que si la quantit�e

de mouvement translationnelle est suÆsamment importante. Est-e le as pour une bulle

s'e�ondrant �a proximit�e d'une paroi solide ? Dans le as de la sonoluminesene, le d�eplae-

ment axial �etait aus�e par le gradient de pression aoustique, trop faible au voisinage d'un

ventre. Dans le as qui nous int�eresse ii, le d�eplaement du entre de gravit�e de la bulle est

�egalement aus�e par un gradient de pression. Ce gradient est assoi�e au hamp de pression

li�e �a l'e�ondrement de la bulle image. Il peut être exprim�e �a partir de l'�equation de Rayleigh

omme
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; (3.1)

o�u l'on a introduit � = R=z ave z la distane au entre de la bulle image.

�

A partir de

l'�equation (2.4) on peut exprimer l'a�el�eration �a l'instant t
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e qui donne un gradient de pression
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Une �ehelle de temps de l'e�ondrement est donn�ee par t



= R

0

p

�=p

1

e qui permet d'�evaluer

le d�eplaement relatif du entre de gravit�e omme
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Si l'on onsid�ere une bulle de rayon initial R

M

= 2R

0

, l'�equation (2.17) permet d'obtenir

R

m

� R

0

=3 (pour  = 1:4). On suppose que la bulle de rayon initial R

M

se trouve �a une

distane de la paroi z=2 = 2R

M

. Un ordre de grandeur pour � �a l'instant t

m

est donn�e par

R

m

=z = 1=24. En injetant es estimations dans (3.4), on obtient un d�eplaement de 0:5R

0

.

Ce d�eplaement non{n�egligeable tend �a montrer que le gradient de pression r�e�e par la bulle

image peut e�etivement entrâ�ner la formation de jets.
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3.1. Exp�erienes et simulations num�eriques

3.1. Exp�erienes et simulations num�eriques

Les exp�erienes initiales de Naud�e et Ellis ont lairement d�emontr�e la r�ealit�e de la for-

mation de jets lors de l'e�ondrement de bulles de avitation. Ces exp�erienes sont toutefois

extrêmement d�eliates �a mettre en oeuvre et un grand nombre de r�esultats quantitatifs n'ont

pas enore �et�e obtenus. Il existe enore un vif d�ebat quant �a l'importane relative de l'im-

pat du jet ou des surpressions pour le probl�eme de l'endommagement. Le point de vue

initial de Benjamin et Ellis (1966) onsid�erant l'impat du jet omme la ause prinipale de

l'endommagement �etait fond�e sur des mesures de la vitesse d'impat obtenues �a partir des

s�eries photographiques �a grande vitesse de Naud�e et Ellis. L'appareillage exp�erimental ne

permettait pas de mesurer les surpressions aus�ees uniquement par l'e�ondrement. De plus,

du fait des diÆult�es exp�erimentales, peu de donn�ees �etaient disponibles. En partiulier, une

�etude syst�ematique de la vitesse d'impat en fontion de la distane par rapport �a la paroi

solide n'avait pas �et�e effetu�ee.

Un ertain nombre d'�etudes exp�erimentales r�eentes men�ees en partiulier par le groupe

de Lauterborn [Philipp et al., 1998, Lauterborn et al., 1997℄ ont remis en ause le rôle de

l'impat du jet. Dans es exp�erienes, des bulles tr�es pr�eis�ement semblables sont r�e�ees

de mani�ere r�ep�et�ee �a proximit�e d'�ehantillons de duret�es variables. Ceux-i sont ensuite

examin�es au mirosope a�n de d�eterminer la position et l'importane des dommages. Pour

un grand nombre d'�ehantillons les dommages sont onentr�es sur un erle et non pas sur

l'axe de sym�etrie omme attendu si le jet �etait la soure prinipale de l'endommagement.

Ces r�esultats relanent le d�ebat quant �a la ause r�eelle de l'endommagement par avitation.

Parall�element �a es e�orts exp�erimentaux, un ertain nombre d'auteurs se sont attah�es �a

r�esoudre num�eriquement les �equations, que e soit au moyen de di��erenes �nies [Plesset et al., 1971℄

ou de la tehnique d'int�egration de fronti�ere. Cette tehnique a onnu de nombreuses am�e-

liorations et a �egalement b�en�e�i�e de l'aroissement impressionnant de la puissane de alul

des ordinateurs lors des derni�eres d�eennies [Blake et al., 1986, O~guz et al., 1990, Blake et al., 1997℄.

Toutefois, omme elle repose sur l'int�egration surfaique d'une solution potentielle pour le

hamp de vitesse, elle est limit�ee aux as inviside (�equation d'Euler) et tr�es visqueux (�equa-

tion de Stokes). De bons r�esultats sont ependant obtenus lors de omparaisons ave les

exp�erienes [Blake et al., 1993℄. En e�et, pour des raisons pratiques, les bulles utilis�ees lors

des exp�erienes sont de taille importante (de l'ordre du millim�etre) et les e�ets visqueux

lors d'e�ondrements violents sont n�egligeables. On peut tout de même s'interroger sur la

g�en�eralisation de es r�esultats �a des bulles de avitation qui peuvent souvent être beauoup

plus petites [Mettin et al., 1999℄.

3.1.1. Comparaison entre exp�eriene et simulation num�erique

A�n d'illustrer les apait�es de notre m�ethode de r�esolution des �equations de Navier{

Stokes, nous avons effetu�e une omparaison entre une s�erie photographique d�erivant l'ef-

fondrement et la formation du jet et une simulation direte. La s�erie reproduite �gure 3.2

a �et�e obtenue par Lauterborn et son �equipe. Une avit�e est r�e�ee par une tr�es ourte im-

pulsion laser foalis�ee pr�eis�ement. Cette bulle grossit, atteint un rayon maximum de deux

millim�etres puis s'e�ondre. Un jet se forme aux alentours du rayon minimum. Une partie au

moins du gaz ontenu dans la bulle n'est pas ondensable e qui provoque une r�e-expansion

suivie d'un seond e�ondrement. Lors de la r�e-expansion, le jet traverse la bulle et impate

le ôt�e oppos�e, r�eant une protub�erane gazeuse ontenant un noyau liquide. Le jet liquide

est tr�es �n omme illustr�e sur l'agrandissement �gure 3.3.

A�n d'e�etuer une simulation num�erique de e ph�enom�ene il est n�eessaire d'a�eder

83



3. Cavitation

Fig. 3.2.: Comparaison entre une s�erie photographique �a grande vitesse d'une bulle s'ef-

fondrant pr�es d'une paroi solide obtenue par Lauterborn et Ohl (1997) et une simulation

num�erique direte. L'�ehantillonage illustr�e est de 75 000 images par seonde.
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3.1. Exp�erienes et simulations num�eriques

Fig. 3.3.: D�etail de la bulle travers�ee par le jet [Brujan et al., 2000℄.

Fig. 3.4.: Version num�eris�ee de la photographie 3.2 utilis�ee pour l'estimation de l'�evolution

temporelle du rayon.
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�

Evolution du rayon �equivalent en fontion du temps.

aux param�etres physiques de l'exp�eriene. Les propri�et�es physiques du liquide (de l'eau)

sont onnues. Il semble malheureusement diÆile d'obtenir les propri�et�es du gaz ontenu

dans la bulle. L'impulsion laser r�ee probablement une avit�e initiale remplie de vapeur

d'eau. Lors de l'expansion et de la baisse de pression r�esultante, l'air dissous dans l'eau

environnante p�en�etre probablement dans la bulle et il semble raisonnable de supposer que

lors de la phase d'e�ondrement la bulle ontient essentiellement de l'air. Une mod�elisation

ompl�ete n�eessiterait don la prise en ompte des hangements de phase et des transferts de

gaz dissous. En supposant onnu le d�epôt �energ�etique initial (e qui suppose la alibration

de l'impulsion laser et la prise en ompte des pertes sur le trajet optique), on peut imaginer

qu'une simulation gouvern�ee uniquement par les donn�ees exp�erimentales soit possible.

Il semble ependant plus r�ealiste de simpli�er la dynamique du gaz ontenu dans la bulle.

�

A ette �n, nous supposons que le gaz est de l'air en �evolution adiabatique. Le rayon initial de

la bulle est �x�e arbitrairement �a 0.4 mm. Il est �egalement n�eessaire de d�eterminer la pression

initiale �a l'int�erieur de la bulle. Celle-i n'est pas onnue exp�erimentalement. Nous avons don

hoisi de la d�eterminer en ajustant la solution num�erique de l'�equation de Rayleigh{Plesset

ave l'�evolution du rayon obtenue exp�erimentalement. Le rayon �equivalent est d�e�ni omme

(3V=4�)

1=3

o�u V est le volume de la bulle. Nous avons mesur�e e rayon diretement �a partir

d'une version num�eris�ee et �ltr�ee de la s�erie photographique (�gure 3.4). Il est alul�e �a partir

de l'aire de la projetion de haune des bulles obtenue diretement par omptage des pixels.

Ces donn�ees sont repr�esent�ees par les erles de la �gure 3.5. La solution num�erique ajust�ee

de l'�equation de Rayleigh{Plesset est indiqu�ee en traits pointill�es. Un rayon �a l'�equilibre

R

0

= 1:045 mm a �et�e utilis�e, pour une pression �a l'�equilibre p

0

= 100 072 Pa.

La simulation num�erique utilise es mêmes param�etres, soit : un exposant polytropique

 = 7=5, la visosit�e dynamique et la densit�e de l'eau � = 10

�3

kg/m.s, � = 1000 kg/m

3

, un

oeÆient de tension de surfae pour une interfae air/eau � = 0:072 kg/s

2

. L'ensemble du

uide est initialement au repos. Deux ot�es du domaine sont born�es par des parois solides
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3.1. Exp�erienes et simulations num�eriques

Fig. 3.6.: Con�guration �equivalente aux onditions aux limites appliqu�ees lors de la simula-

tion illustr�ee �gure 3.2.

ave ondition de glissement libre. Une pression onstante de 100 000 Pa est impos�ee sur le

troisi�eme ôt�e ave une ondition de gradient nul pour la vitesse. Ces onditions aux limites

orrespondent au as d'une bulle situ�ee sur l'axe de sym�etrie et s'e�ondrant �a proximit�e du

fond d'une bô�te ylindrique remplie d'eau (�gure 3.6). La r�esolution utilis�ee est de 512 �

512. Le rayon maximum de la bulle est de 50 points de grille. L'�evolution obtenue nu-

m�eriquement est illustr�ee �gure 3.2. L'intervalle de temps entre haque image orrespond

�a un �ehantillonage de 75 000 images par seonde. Seule la partie du domaine de alul

orrespondant �a elle de la s�erie exp�erimentale est repr�esent�ee.

L'aord entre simulation et exp�eriene est globalement satisfaisant. En partiulier, la

forme de la bulle d�eform�ee par l'impat du jet est orretement restitu�ee. La vitesse du jet

est �egalement orretement pr�edite ave un instant d'impat sur la paroi solide onordant

ave l'exp�eriene. Le d�etail de la formation et de l'impat du jet sur la paroi oppos�ee de

la bulle illustr�e �gure 3.7 permet d'obtenir des informations diÆilement aessibles exp�e-

rimentalement. En partiulier, la formation au moment de l'impat d'une onde axisym�e-

trique se propageant le long de l'interfae. Ce ph�enom�ene a �egalement �et�e observ�e lors de

simulations num�eriques analogues ave une m�ethode d'int�egrale de fronti�ere par Blake et ses

ollaborateurs [Blake et al., 1997, Blake et al., 1998℄. Une di��erene notable par rapport �a

l'exp�eriene est l'absene dans la simulation du \ontre{jet" dirig�e vers le haut visible sur

les images 31 et 32. Ce ph�enom�ene a �et�e observ�e dans un grand nombre d'exp�erienes mais

n'a pas enore re�u d'expliation satisfaisante.

La prinipale di��erene entre la simulation et l'exp�eriene onerne l'amplitude de la r�e-

expansion de la bulle apr�es la formation du jet. Cette di��erene apparâ�t lairement sur la

�gure 3.5. La ourbe pleine orrespondant �a l'�evolution du rayon �equivalent suit pr�eis�ement

la ourbe pointill�ee obtenue par r�esolution num�erique de l'�equation de Rayleigh{Plesset.

Le taux d'amortissement de es deux solutions (uniquement gouvern�e par la dissipation

visqueuse dans le liquide) est lairement tr�es inf�erieur �a elui de l'exp�eriene. Plusieurs soures

de dissipation, n�eglig�ees par la simulation peuvent expliquer ette di��erene. L'�emission

d'ondes aoustiques et d'ondes de ho dans le liquide est impossible dans notre mod�ele

inompressible. De plus l'�equation d'�etat tr�es simple hoisie pour le gaz ne permet pas de

prendre en ompte les �ehanges thermiques et les hangements de phase �a l'interfae entre le

liquide et le gaz. La di��erene importante obtenue tend �a montrer que es e�ets dissipatifs

thermodynamiques et aoustiques sont dominants.

87



3. Cavitation

Fig. 3.7.: D�etail de la formation et de l'impat du jet.

3.2. E�ets de la visosit�e

Comme not�e pr�e�edemment la visosit�e du liquide a peu d'inuene sur l'e�ondrement

de bulles de rayon important. Une simulation de l'exp�eriene pr�e�edente effetu�ee ave un

ode d'int�egrale de fronti�ere r�esolvant les �equations d'Euler aurait probablement donn�e des

r�esultats omparables. L'apport prinipal de notre tehnique de r�esolution est la possibilit�e

d'�etudier les r�egimes interm�ediaires ontrôl�es par la visosit�e. Un question importante pour

la ompr�ehension de l'endommagement par avitation onerne l'inuene de la visosit�e sur

la formation et l'�evolution du jet pour des bulles de petite taille.

Nous proposons d'�etudier num�eriquement es e�ets. Une premi�ere �etape est l'identi�a-

tion des param�etres ind�ependants ontrôlant le probl�eme. Nous supposons tout d'abord que

la pression dans le gaz est d�erite par une loi polytropique de la forme

p(R) = p

1

�

R

0

R

�

3

; (3.5)

o�u R est le rayon de la bulle, R

0

le rayon �a l'�equilibre, p

1

la pression ambiante et  un expo-

sant polytropique. Nous hoisissons R

0

omme �ehelle spatiale et

q

�R

2

0

=p

1

omme �ehelle

de temps. L'�equation de Rayleigh{Plesset peut alors être �erite sous forme adimensionn�ee

omme

R

?

�

R

?

+

3

2

_

R

2

?

+ 4�

?

_

R

?

R

?

= R

�3

?

� 1�

2�

?

R

?

; (3.6)

o�u le symbole ? indique une quantit�e adimensionn�ee. Les param�etres ontrôlant le probl�eme

sont ainsi

�

?

=

�

R

0

r

�

p

1

; (3.7)

�

?

=

�

R

0

p

1

; (3.8)
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3.2. E�ets de la visosit�e

Fig. 3.8.:

�

Evolution temporelle d'une bulle s'e�ondrant pr�es d'une paroi solide pour un

nombre de Reynolds �elev�e. La paroi solide orrespond �a la limite inf�erieure de haque bô�te.

Seule une partie du domaine de alul est repr�esent�ee. L'intervalle de temps entre haque

image est 0:243. Re = 29:906, � = 2:023, � = 2:625.

: (3.9)

La on�guration g�eom�etrique et les onditions initiales d�e�nissent deux autres param�etres.

Le rapport du rayon initial R

M

et du rayon �a l'�equilibre � = R

M

=R

0

et la distane relative

�a la paroi solide � = l=R

M

, o�u l est la distane initiale entre le entre de la bulle et la

fronti�ere solide. Nous obtenons ainsi inq param�etres ind�ependants : �, �, , �

?

, �

?

. A�n de

simpli�er l'�etude, nous n�egligeons dans un premier temps la tension de surfae (�

?

= 0) et

nous supposons que le gaz est diatomique et en �evolution adiabatique ( = 7=5). Un nombre

de Reynolds est d�e�ni omme Re = 1=�

?

.

Les �gures 3.8, 3.9 et 3.10 ont �et�e obtenues pour une on�guration similaire �a la simulation

pr�e�edente en faisant varier la visosit�e. Pour une faible visosit�e (�gure 3.8) la vitesse initiale

du jet est importante et l'impat ave la paroi oppos�ee de la bulle se produit peu de temps

apr�es la formation du jet. Pour une visosit�e �elev�ee (�gure 3.10) la vitesse initiale du jet est

faible et la vitesse de r�e-expansion de la bulle est suÆsante pour empêher l'impat. Pour

une valeur interm�ediaire du nombre de Reynolds (�gure 3.9) la vitesse du jet est omparable

�a la vitesse de d�eplaement de la paroi oppos�ee, l'impat est retard�e et se produit ave une

vitesse relative faible. Le jet est fortement �etir�e par la r�e-expansion.

Cette transition est illustr�ee de mani�ere diff�erente sur les �gures 3.11 et 3.12. Les ourbes

inf�erieures (traits �epais) repr�esentent l'�evolution temporelle de la position du pôle sud (le

plus prohe de la paroi) pour les diff�erents nombres de Reynolds indiqu�es dans la l�egende.

Les ourbes en traits �n d�erivent la position du pôle nord et les ourbes sup�erieures la

position du point de la bulle le plus �eloign�e de la paroi. Les ourbes sup�erieures et inf�erieures

d�erivent la dynamique globale de la bulle : e�ondrement jusqu'�a t � 2 suivi d'une r�e-

expansion, aompagn�ee d'un d�eplaement du entre de gravit�e vers la paroi. Les ourbes en
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3. Cavitation

Fig. 3.9.:

�

Evolution temporelle d'une bulle s'e�ondrant pr�es d'une paroi solide pour un

nombre de Reynolds interm�ediaire. L'intervalle de temps entre haque image est 0:303. Re =

24:519, � = 2:023, � = 2:625.

traits �n d�erivent la dynamique du jet. Initialement il n'y a pas de jet et es ourbes sont

onfondues ave les ourbes sup�erieures. Lors de l'inversion de la ourbure se produisant au

pôle nord et orrespondant �a la formation du jet les ourbes se s�eparent (�gure 3.12). Le jet

poursuit sa progression et vient �eventuellement impater sur la paroi oppos�ee. Si la visosit�e

est trop �elev�ee, le jet est ralenti au ours de sa progression et n'atteint jamais le pôle sud.

Nous d�e�nissons un nombre de Reynolds ritique Re



pour lequel la vitesse relative

d'impat est nulle. Si le nombre de Reynolds est inf�erieur �a Re



l'impat n'a jamais lieu.

Nous proposons d'�etudier la d�ependane entre Re



et les param�etres ind�ependants ontrôlant

le probl�eme.

3.2.1.

�

Etude param�etrique du nombre de Reynolds ritique

Il est relativement diÆile d'�evaluer diretement la valeur de Re



. En e�et, omme illustr�e

�gure 3.9, lorsque le Reynolds est prohe de Re



le jet peut devenir extrêmement �n. Un

pas de maille tr�es petit est alors n�eessaire pour apturer orretement la dynamique de

l'interfae et du uide ontenu �a l'int�erieur du jet. Nous utilisons la tehnique de hi�erarhie

de maillages imbriqu�es e qui permet de limiter les e�ets de on�nement tout en assurant

une bonne r�esolution de la bulle (�gure 3.13). L'�etude param�etrique de Re



en fontion de

� et � n�eessite ependant la r�ealisation d'un grand nombre de simulations. Une r�esolution

spatiale tr�es �ne onduirait �a des temps de alul peu pratiques. Nous avons don herh�e

une d�e�nition de Re



moins ontraignante.

L'�evolution de la vitesse relative entre les pôles sup�erieur et inf�erieur de la bulle est

illustr�ee �gure 3.14 pour diff�erentes valeurs du Reynolds. Par onvention la vitesse relative

est positive lorsque les pôles se rapprohent et n�egative lorsqu'ils s'�eloignent. Les arr�es blans

indiquent l'instant de formation du jet (inversion de la ourbure au pôle sup�erieur) et les
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3.2. E�ets de la visosit�e

Fig. 3.10.:

�

Evolution temporelle d'une bulle s'e�ondrant pr�es d'une paroi solide pour un

nombre de Reynolds faible. L'intervalle de temps entre haque image est 0:303. Re = 18:413,

� = 2:023, � = 2:625.
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Fig. 3.11.:

�

Evolution temporelle de la position des pôles en fontion du nombre de Reynolds

indiqu�e dans la l�egende. � = 1:754, � = 1:5.

1.8 1.9 2.0 2.1 2.2
Temps

2.64

2.84

3.04

3.24

3.44

P
os

iti
on

16.93
17.67
18.24
19.38
21.66
34.21

Fig. 3.12.: D�etail de la �gure 3.11.
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3.2. E�ets de la visosit�e

Fig. 3.13.: Con�guration typique pour les simulations pr�esent�ees dans ette setion. Chaune

des grilles omporte 128 � 64 ellules.
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Fig. 3.14.: Vitesse relative entre les pôles sup�erieur et inf�erieur de la bulle en fontion du

temps pour les diff�erentes valeurs du Reynolds indiqu�ees dans la l�egende. � = 2:023, � =

2:625.
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Fig. 3.15.: Vitesse relative d'impat et minimum de la vitesse relative en fontion du nombre

de Reynolds. � = 1:754, � = 1:5.

disques noirs l'instant d'impat entre les deux pôles. Lorsque le nombre de Reynolds d�erô�t le

jet se forme plus tard, l'impat est retard�e et la vitesse relative d'impat diminue.

�

A proximit�e

de la valeur ritique du Reynolds (� 24), la ourbe de vitesse relative a deux extrema. Une

valeur maximum atteinte pendant l'e�ondrement, peu de temps avant la formation du jet et

une valeur minimum peu de temps apr�es la formation du jet. De plus, �a proximit�e de Re



apr�es avoir atteint sa valeur minimum, la vitesse relative hange peu et la vitesse d'impat

est prohe de e minimum. Nous hoisissons omme d�e�nition alternative de Re



, la valeur

du Reynolds pour laquelle le minimum de vitesse relative est nul. C'est �a dire qu'�a un

moment donn�e, peu apr�es sa formation le jet p�en�etre �a l'int�erieur de la bulle ave une vitesse

exatement �egale �a la vitesse de r�e-expansion.

La �gure 3.15 on�rme que les deux d�e�nitions donnent des valeurs prohes de Re



.

Chaque paire de points (disque et triangle) orrespond �a une simulation pour un Reynolds

donn�e. Nous nous sommes assur�es que le jet �etait bien r�esolu dans tous les as. La vitesse

d'impat s'annule pour Re



= 17:15 et le minimum de la vitesse relative pour Re



= 17:77.

De plus, �a proximit�e du Reynolds ritique, le minimum de vitesse relative et la vitesse

d'impat d�ependent fortement du Reynolds. Ce rit�ere est beauoup plus simple �a v�eri�er

ar la simulation peut s'arrêter d�es que le minimum de vitesse relative est atteint. Cei se

produisant peu de temps apr�es la formation du jet, le probl�eme de r�esolution pr�eise d'un

jet tr�es �n ne se pose plus.

En utilisant e nouveau rit�ere et une tehnique de dihotomie, la valeur de Re



peut

être �etudi�ee en fontion des param�etres � et �. La famille de ourbes repr�esent�ee �gure 3.16

a �et�e obtenue de ette mani�ere pour les diff�erentes valeurs de � indiqu�ees dans la l�egende.

Chaque point repr�esente environ inq simulations pour une onvergene �nale sur la valeur

de Re



de 3 %. Chaque simulation prend �a peu pr�es quinze minutes sur un PC/350 MHz.
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Fig. 3.16.: Valeur du nombre de Reynolds ritique Re



en fontion de � pour diff�erentes

valeurs de �.

Deux tendanes prinipales se d�egagent de e graphe. Pour � onstant, lorsque � aug-

mente (la bulle est pla�ee plus loin de la paroi solide), la dissym�etrie est r�eduite et il devient

plus diÆile de former un jet. Il devient don plus faile de s'opposer �a ette formation et

une visosit�e plus faible est suÆsante : Re



augmente. Pour � onstant, lorsque � augmente

(la bulle est initialement plus �eloign�ee de son rayon d'�equilibre) l'e�ondrement devient plus

violent et le jet plus rapide. Une visosit�e plus importante est n�eessaire : Re



diminue.

On peut noter �egalement une similitude int�eressante entre les diff�erentes ourbes. Il est en

fait possible de redimensionner haun des axes a�n d'obtenir une ourbe unique d�erivant

l'ensemble de ette famille. La �gure 3.17 illustre le r�esultat obtenu lorsque les axes sont

transform�es selon

� ! �=�

3

;

Re



! Re



=

p

�:

La onordane et le reouvrement entre les diff�erents jeux de donn�ees sont exellents. La

ourbe pleine est une interpolation polynômiale du nuage de points obtenu. Les versions

redimensionn�ees de ette même ourbe sont repr�esent�ees en trait plein sur la �gure 3.16. Les

�earts plus importants observ�es pour les grandes valeurs de � pour � = 2:023 et � = 1:921

sont dûs �a la formation de jet tr�es �ns dans et espae de param�etres, e qui entrâ�ne des

erreurs num�eriques plus importantes.

Il est possible de montrer empiriquement que e redimensionnement est optimal pour le

type de transformation envisag�e, omme illustr�e �gure 3.18. Cette fontion de orr�elation a

�et�e obtenue omme suit.

�

Etant donn�e les familles de points (�

i

; �

i

; Re

i

), pour haque paire

de oeÆients (�; �) on e�etue les op�erations suivantes
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Fig. 3.17.: Repr�esentation redimensionn�ee de la famille de ourbes de la �gure 3.16.

1. Les oordonn�ees (x

i

; y

i

) d'un ensemble de points sont obtenues omme

x

i

 

�

i

�

�

i

et y

i

 

Re

i

�

�

i

:

2. Ces oordonn�ees sont normalis�ees selon

x

i

 

x

i

� x

�

x

et y

i

 

y

i

� y

�

y

;

o�u x, y sont les valeurs moyennes des oordonn�ees et �

x

, �

y

les �earts-types.

3. Un polynôme p(x) d'ordre huit est interpol�e �a travers es points par minimisation de

la fontion L =

P

(p(x

i

)� y

i

)

2

.

4. La orr�elation est alors d�e�nie omme C(�; �) = log(L

min

).

Le minimum illustr�e �gure 3.18 (en bas) est bien obtenu pour � � 3. On peut noter qu'une

ertaine latitude existe pour le hoix de � ; des valeurs omprises entre 1=2 et 2=3 donnent

des r�esultats omparables.

Nous n'avons pas pour l'instant d'expliation th�eorique qui permettent de justi�er e

redimensionnement. Quelques �el�ements permettent toutefois d'orienter notre investigation.

On peut noter en partiulier sur les �gures 3.11 et 3.12, que la dynamique \globale" de

la bulle, d�e�nie par la position des extrêmes (en traits �epais) d�epend relativement peu du

nombre de Reynolds.

Cette hypoth�ese est on�rm�ee en partie si l'on onsid�ere les donn�ees repr�esent�ees �gure

3.19. L'absisse indique le nombre de Reynolds de la simulation et l'ordonn�ee le rapport
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Fig. 3.18.:

�

Evaluation de la orr�elation entre les ourbes illustr�ees �gure 3.16 en fontion des

oeÆients de renormalisation � et �.
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Fig. 3.19.: Valeur du rapport du rayon maximum (initial) R

M

et du rayon minimum R

m

en

fontion du nombre de Reynolds pour les diff�erentes valeurs de � indiqu�ees dans la l�egende.

Les valeurs th�eoriques sont repr�esent�ees par les lignes pointill�ees.
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3.2. E�ets de la visosit�e

du rayon initial R

M

et du rayon �equivalent minimum R

m

obtenus. Le rayon �equivalent R

m

est obtenu lassiquement omme (3V=4�)

1=3

o�u V est le volume de la bulle. L'ensemble des

simulations n�eessaires �a l'obtention de la �gure 3.16 sont repr�esent�ees (soit environ inq

fois plus de points). Les valeurs th�eoriques du rapport R

M

=R

m

obtenues �a partir de l'�equa-

tion (2.17) sont repr�esent�ees pour haque valeur de � par les lignes horizontales pointill�ees.

Lorsque le nombre de Reynolds est suÆsamment �elev�e, on observe la onvergene des valeurs

num�eriques vers la valeur th�eorique (exat dans le as inviside). On note �egalement que

pour un nombre de Reynolds donn�e, l'ensemble des points repr�esent�es (qui orrespondent �a

des valeurs de � diff�erentes) donnent des valeurs de R

M

=R

m

prohes. La distane �a la paroi

� semble don n'avoir que peu d'inuene sur la dynamique globale.

On peut distinguer deux r�egimes prinipaux. Pour les valeurs de � �elev�ees (> 2:5), l'en-

semble des simulations ont �et�e effetu�ees pour des Reynolds faibles (< 50) pour lesquels la

d�eviation par rapport �a la valeur th�eorique est importante. Pour les valeurs mod�er�ees de

�, la partie des ourbes orrespondant �a des valeurs �elev�ees de � est obtenue pour des va-

leurs �elev�ees du Reynolds. Dans e as, la dynamique globale est bien d�erite par la th�eorie

inviside. Pour les valeurs faibles de � orrespondant �a des Reynolds faibles, les e�ets vis-

queux doivent être pris en ompte. Ces deux r�egimes orrespondent aux deux parties de la

ourbe adimensionn�ee �gure 3.17 : un r�egime lin�eaire lorsque �=�

3

est petit et un r�egime

non{lin�eaire lorsque �=�

3

est grand. Le r�egime non{lin�eaire n'est pas ontrôl�e par la dyna-

mique globale (qui est bien d�erite par la th�eorie inviside) mais probablement par l'inuene

de la visosit�e sur la dynamique du jet. Inversement, le r�egime lin�eaire est inuen�e par la

dynamique globale mais peut-être �egalement par la dynamique du jet.

99



3. Cavitation

100



Conlusion

Nous avons d�evelopp�e dans ette th�ese deux m�ethodes permettant de r�esoudre les �equa-

tions de Navier{Stokes en pr�esene d'interfaes ou de surfaes libres. Bas�ees sur l'utilisation

ombin�ee d'un maillage �xe pour les hamps hydrodynamiques et d'un maillage mobile pour

l'interfae, elles se arat�erisent par un traitement original de l'interfae omme une dison-

tinuit�e r�eelle. Appliqu�ee tout d'abord au as des �eoulements diphasiques, ette tehnique a

permis d'obtenir un �equilibre num�erique pr�eis entre les termes de tension de surfae et de

gradient de pression sur l'interfae. Cei a permis de supprimer les ourants parasites habi-

tuellement pr�esents dans les m�ethodes utilisant une formulation ontinue pour la tension de

surfae. L'origine de es ourants a ainsi �et�e lairement identi��ee. Les solutions g�en�eralement

utilis�ees pour lutter ontre e probl�eme impliquent un lissage des termes de tension de surfae,

orrespondant �a un �epaississement num�erique de l'interfae. Nous avons montr�e au ontraire

que le traitement de l'interfae omme une v�eritable disontinuit�e �etait justi��e physiquement

et num�eriquement et permettait d'�eliminer e d�es�equilibre.

Cette approhe a ensuite �et�e �etendue aux as d'�eoulements ave surfaes libres en

utilisant une tehnique de type volume �ni qui a permis de formaliser la desription des

termes surfaiques �ebauh�ee dans le as diphasique. La disr�etisation des termes �a proximit�e

d'une surfae libre n�eessite �egalement l'extension des hamps hydrodynamiques. Nous avons

d�evelopp�e une m�ethode d'extrapolation permettant de v�eri�er pr�eis�ement les onditions aux

limites sur l'interfae, li�ees �a la tension de surfae et �a la visosit�e.

Ces m�ethodes apparaissent en fait omme des hybrides entre les tehniques sur maillage

�xe, assoi�ees �a une formulation ontinue pour les termes surfaiques et les approhes sur

maillage mobile utilisant diretement l'interfae omme ondition aux limites. En e sens,

elles permettent de ombiner une partie de la souplesse des premi�eres ave la pr�eision du

traitement de l'interfae des seondes. Un autre avantage important est la possibilit�e | om-

me dans les m�ethodes sur maillage mobile | d'analyser de mani�ere d�etaill�ee la oh�erene

physique et num�erique de la disr�etisation au voisinage de l'interfae. De plus, bien que

plus omplexes �a programmer que les m�ethodes impliites volume de uide ou level set, es

m�ethodes s'av�erent pratiquement aussi rapides.

Plusieurs omparaisons ave des donn�ees th�eoriques ou exp�erimentales ont on�rm�e la

pr�eision des r�esultats obtenus num�eriquement. Nous avons en partiulier obtenu de tr�es

bons aords ave les th�eories lin�eaires de Prosperetti pour les osillations amorties d'ondes

apillaires planes ou de bulles initialement faiblement d�eform�ees. Les apait�es de la m�e-

thode dans le as d'interfaes tr�es d�eform�ees ont �et�e illustr�ees par une omparaison ave

les solutions de l'�equation de Rayleigh{Plesset dans le as d'osillations radiales de grande

amplitude.

Appliqu�ee au r�egime de sonoluminesene, le ode de surfae libre a permis de on�rmer

la validit�e du diagramme de stabilit�e de forme obtenu par la th�eorie lin�eaire. Un domaine

de stabilit�e l�eg�erement �etendu a �et�e alul�e du fait de la saturation non{lin�eaire du mode

deux de d�eformation. Par une mod�elisation de la quantit�e de mouvement translationnelle

d'une bulle, nous avons d�emontr�e que l'amplitude du d�eplaement vertial | du au gradient
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de pression aoustique | �etait extrêmement faible dans le as de la sonoluminesene. La

formation de jets dus �a e seul d�eplaement, invoqu�ee par Prosperetti pour expliquer le ph�e-

nom�ene, semble ainsi tr�es improbable. Ce mod�ele de d�eplaement est appliable dans le as

g�en�eral de bulles en l�evitation aoustique. Un tr�es bon aord a �et�e obtenu entre ses pr�e-

ditions et des simulations num�eriques diretes. Il permet �egalement d'�etendre les r�esultats

lassiques onernant la position d'�equilibre aux as o�u la visosit�e n'est pas n�egligeable.

Dans le as de bulles de petite taille et d'amplitudes de for�age mod�er�ees les �earts entre la

position d'�equilibre pr�edite par la th�eorie inviside et par notre mod�ele sont importants.

Nous avons �egalement effetu�e des simulations diretes de l'e�ondrement de bulles pr�es

de parois solides. Les r�esultats obtenus sont qualitativement et quantitativement similaires

aux observations exp�erimentales de Lauterborn, mais on�rment que la dissipation aous-

tique et thermique doit être prise en ompte pour pouvoir d�erire tous les aspets de e

ph�enom�ene. Les simulations permettent d'a�eder au d�etail de l'impat des jets et de leur

�evolution ult�erieure, donn�ees diÆilement aessibles exp�erimentalement. Les simulations

num�eriques de e ph�enom�ene effetu�ees jusqu'�a maintenant utilisaient g�en�eralement des m�e-

thodes d'int�egrale de fronti�ere et ne permettaient pas d'�evaluer l'inuene de la visosit�e sur

la formation et l'�evolution des jets. Nous avons ainsi utilis�e notre ode pour e�etuer une

�etude param�etrique, inluant la visosit�e, de la vitesse d'impat. Nous avons obtenu un dia-

gramme d�erivant la valeur ritique du Reynolds en dessous de laquelle la visosit�e empêhe

tout impat du jet. Ce diagramme fait apparâ�tre une relation simple entre les param�etres

adimensionn�es ontrôlant le ph�enom�ene.

Cette �etude ouvre de nombreuses perspetives, tant sur le plan num�erique que sur elui

des appliations. La formulation de volume �ni appliqu�ee au as de la surfae libre devrait

être utilis�ee �egalement dans le as diphasique. Cela permettrait de traiter pr�eis�ement l'en-

semble des termes pr�esentant une disontinuit�e au voisinage de l'interfae ; en partiulier les

ontraintes visqueuses lorsque la visosit�e n'est pas identique dans haune des phases. Ce

saut de visosit�e n'est en e�et pas orretement trait�e par les m�ethodes �a formulation ontinue

[Benkenida, 1999℄. Un projet plus ambitieux serait de r�eer une formulation g�en�erique per-

mettant de traiter n'importe quel type d'interfae : surfae libre, interfae uide{uide, mem-

brane �elastique, interfae uide{solide... De nombreux domaines, allant de la biom�eanique

�a l'�etude des ouplages uide{struture, b�en�e�ieraient d'une m�ethode num�erique apable

d'assoier es diff�erents mod�eles. Un tel formalisme serait �egalement utile dans le adre de

l'extension �a trois dimensions sur laquelle nous avons ommen�e �a travailler.

Comme nous l'avons vu, les reonnexions doivent être trait�ees impliitement pour les

m�ethodes de suivi de front. Ce ontrôle de la topologie est une mauvaise ou une bonne

hose suivant le type de probl�eme �etudi�e. Si l'on s'int�eresse au d�etail des reonnexions, il

semble important de pouvoir ontrôler la mani�ere dont elles s'e�etuent. Notre tehnique

pourrait ainsi être utilis�ee en onjontion ave une mod�elisation sous{maille d�etaill�ee des

e�ets aux petites �ehelles spatiales : la ombinaison d'�equations de lubri�ation et de fores

d'interation de type Van der Waals, r�esolues le long de l'interfae d�erite par les marqueurs

semble une approhe prometteuse.

Sous sa forme atuelle, le ode de r�esolution peut être utilis�e pour de nombreux pro-

bl�emes ombinant d�eformations importantes et n�eessit�e d'une desription pr�eise des termes

surfaiques. Les diff�erentes �etudes effetu�ees au moyen de m�ethodes d'int�egrale de fronti�ere

pourraient ainsi être �etendues au as visqueux. L'�etude de l'inuene de la visosit�e sur

la formation des jets peut �egalement être prolong�ee en inluant les e�ets de la tension de

surfae. L'appliation des rit�eres d'impat obtenus �a l'endommagement par avitation ainsi

que leur v�eri�ation exp�erimentale seraient �egalement int�eressants.
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En�n, bien qu'une expliation onvainante de la sonoluminesene ait r�eemment �et�e

propos�ee [Hilgenfeldt et al., 1999℄, de nombreux aspets de e ph�enom�ene restent obsurs.

Auune th�eorie ne pr�edit par exemple orretement la position d'�equilibre d'une bulle sono-

luminesente [Matula et al., 1997a℄. Notre �etude de l'inuene du gradient de pression aous-

tique remet �egalement en ause l'interpr�etation lassique des exp�erienes de sonoluminesene

effetu�ees en miro{gravit�e [Matula et al., 1996, Matula et al., 1997b℄. Ces exp�erienes ont

montr�e un aroissement de l'intensit�e de la lumi�ere �emise dans les onditions de gravit�e

r�eduite. Cet e�et est g�en�eralement attribu�e �a l'inuene r�eduite de la dissym�etrie aus�ee par

la gravit�e et par la fore de Bjerknes. La sym�etrie sph�erique �etant mieux pr�eserv�ee, l'intensit�e

lumineuse serait plus �elev�ee. Or, nous avons vu que l'inuene de la fore de Bjerknes est de

toute fa�on n�egligeable dans le as de gravit�e normale...
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A. R�esolution num�erique de l'�equation de

Rayleigh{Plesset

Une approhe simple pour r�esoudre les �equations diff�erentielles ordinaires onsiste �a

utiliser une m�ethode expliite. Une disr�etisation temporelle de type Runge{Kutta donne

g�en�eralement de bons r�esultats. Cette approhe fontionne orretement dans le as de

l'�equation de Rayleigh{Plesset (2.6) lorsque l'amplitude des osillations radiales n'est pas

trop importante. Lorsque l'amplitude de for�age rô�t, les osillations seondaires s'aen-

tuent. Ces osillations sont aompagn�ees de fortes a�el�erations agissant pendant des temps

de plus en plus ourts. Il est alors n�eessaire de r�eduire le pas de temps pour assurer la

stabilit�e de la m�ethode de Runge{Kutta. Ce pas de temps tr�es ourt n'est pas n�eessaire sur

l'ensemble d'une p�eriode de for�age et une bonne approhe onsiste �a utiliser une adaptation

dynamique.

Nous avons essay�e diff�erentes tehniques. Celle qui donne les meilleurs r�esultats en terme

d'eÆait�e et de robustesse onsiste �a �evaluer num�eriquement l'erreur sur la solution �a haque

pas de temps. Compar�ee �a une tol�erane donn�ee, ette erreur permet l'ajustement du pas de

temps. Cette m�ethode d�erite dans Numerial Reipes [Press et al., 1989℄ peut être r�esum�ee

ainsi :

1. Une solution �

1

au temps t + Æt est �evalu�ee �a partir de la solution au temps t en

e�etuant une it�eration de Runge{Kutta de pas de temps Æt.

2. Une solution �

2

est �evalu�ee en e�etuant deux it�erations de Runge{Kutta de pas de

temps Æt=2.

3. Une approximation de l'erreur sur la solution est obtenue omme � = j�

1

� �

2

j.

4. Pour une m�ethode de Runge{Kutta d'ordre 4, l'erreur sur la solution varie omme

(Æt)

5

, e qui permet d'obtenir le nouveau pas de temps omme

Æt Æt

�

�

�

�

1=5

; (A.1)

o�u � est une tol�erane d�e�nie par l'utilisateur.

5. Si l'erreur � est sup�erieure �a � retourner en 1.

Dans la pratique nous onsid�erons une tol�erane relative d�e�nie par rapport au rayon de

la bulle, g�en�eralement jR

1

� R

2

j=R

2

< 10

�5

. Une borne sup�erieure sur le pas de temps est

�egalement �x�ee sous la forme Æt <= T=n, o�u T est la p�eriode propre d'osillation radiale de

la bulle et n est le nombre minimum de points d�esir�e. La �gure A.1 illustre l'�evolution du

rayon et du pas de temps pour une bulle de 3 �m de rayon �a l'�equilibre et une amplitude

de for�age de 1.3 bars. L'�equation utilis�ee inlue une prise en ompte de la ompressibilit�e

du liquide (�equation (2.8)). Il est int�eressant de noter que lorsque e terme d'amortissement

n'est pas pris en ompte, la r�esolution num�erique ne onverge pas.

�

A l'instant du premier

rebond, le pas de temps d�erô�t tr�es rapidement jusqu'�a atteindre les limites de la pr�eision

mahine sans pouvoir assurer la tol�erane presrite.

105



A. R�esolution num�erique de l'�equation de Rayleigh{Plesset

0 5 10 15 20 25 30 35
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

0 5 10 15 20 25 30 35
0

10

20

30

10
−12

10
−10

10
−8

PSfrag replaements

R

a

y

o

n

(

�

m

)

Æ

t

(

�

s

)

Temps (�s)

Fig. A.1.:
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Evolution temporelle du rayon et du pas de temps. Les d�etails de l'�evolution

repr�esent�es orrespondent au premier rebond.
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Nous utilisons �egalement ette m�ethode lorsque la r�esolution d'�equations oupl�ees ave

la solution de Rayleigh{Plesset est n�eessaire. On peut iter en partiulier les �equations

d'�evolution de l'amplitude des modes de d�eformation (2.12) et les �equations mod�eles pour la

quantit�e de mouvement vertiale (2.29) et (2.30). Les termes d'histoire de l'�equation (2.30)

posent un probl�eme partiulier. L'int�egrale double apparaissant dans eux-i ne permet pas

d'e�etuer une int�egration inr�ementale o�u seule la modi�ation de e terme entre t et t+ Æt

devrait être alul�ee. L'ensemble de l'int�egrale entre 0 et t doit être realul�ee �a haque pas

de temps. Ce alul peut être tr�es long lorsque de nombreux pas de temps sont n�eessaires

au ours de la r�esolution. En partiulier, l'int�egration du terme d'histoire aus�e par des

osillations seondaires de grande amplitude aboutit �a des temps de alul r�edhibitoires.

1

Il est parfois n�eessaire de d�eterminer num�eriquement la position d'�equilibre de la bulle

par rapport au hamp aoustique (f. setion 2.3.1). La premi�ere tehnique qui vient �a l'esprit

onsiste �a positionner la bulle �a un endroit quelonque du hamp aoustique et �a faire �evoluer

sa position en utilisant l'�equation (2.29) ou (2.30). Lorsque la vitesse moyenne du entre de

gravit�e est nulle la bulle a atteint sa position d'�equilibre. Malheureusement, la vitesse de

d�eplaement de la bulle (sous l'e�et de la pouss�ee d'Arhim�ede) est extrêmement faible

par rapport �a la longueur d'onde du hamp aoustique et �a la fr�equene de for�age. La

onvergene de la bulle vers sa position d'�equilibre n�eessite ainsi plusieurs milliers de yles.

Nous utilisons une tehnique de dihotomie ontrôl�ee par la vitesse moyenne du entre de

gravit�e de la bulle. Celle-i est pla�ee initialement �a mi-hemin entre un noeud et un ventre

du hamp aoustique. On alule ensuite son �evolution pour une dizaine de p�eriodes de

for�age. Le signe de la vitesse moyenne obtenue permet alors de d�eterminer quelle doit

être la prohaine position initiale. La vitesse moyenne du entre de gravit�e est alul�ee en

appliquant un �ltre de largeur T �a la ourbe de vitesse obtenue par le alul. La vitesse

moyenne est obtenue omme la valeur moyenne de ette ourbe. A�n d'�eviter de prendre en

ompte les e�ets transitoires initiaux les inq premi�eres p�eriodes ne sont pas retenues.

1

En g�en�eral ependant les r�egimes orrespondant �a es osillations ne v�eri�ent pas les hypoth�eses n�eessaires

�a la validit�e de l'�equation (2.30). En partiulier l'hypoth�ese de Reynolds faible.
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B. Couplage entre marqueurs et maillage

art�esien

La tehnique de marqueurs de surfae ne se restreint pas au as du maillage art�esien.

Cependant les propri�et�es g�eom�etriques d'un tel maillage autorisent un alul relativement

simple des termes int�egraux n�eessaires pour le ouplage dynamique entre le maillage de

surfae (hâ�ne de marqueurs) et le maillage de volume (grille art�esienne). Nous pr�esentons

ii la tehnique utilis�ee pour aluler les termes de tension de surfae et la fration surfaique.

Cette tehnique peut ais�ement être g�en�eralis�ee �a d'autres types de termes int�egraux.

La premi�ere �etape lors du ouplage est la d�etermination des points d'intersetion entre les

polynômes d�e�nissant l'interfae et les bords des ellules de la grille de alul. A�n de pouvoir

e�etuer ette op�eration loalement et en suivant l'interfae, nous supposons que la distane

entre deux marqueurs et stritement inf�erieure �a h, la taille du ôt�e d'une ellule. Cette

propri�et�e peut être failement impos�ee lors de la redistribution. Si l'on onsid�ere un segment

reliant deux marqueurs v�eri�ant ette propri�et�e, les bords des ellules potentiellement oup�es

par l'interfae orrespondante sont repr�esent�es en traits �epais sur la �gure B.1. Pour haque

paire de marqueurs, il suÆt don de d�eterminer dans quelle ellule (i; j) se trouve le premier

marqueur (en prenant la partie enti�ere de ses oordonn�ees). La position (x; y) du seond

marqueur permet alors de d�eterminer les �equations �a r�esoudre, �a savoir

auune si x 2℄i; i+ 1[ et y 2℄j; j + 1[;

p

x

(s) = i si x � i

p

x

(s) = i+ 1 si x � i+ 1

p

y

(s) = j si y � j

p

y

(s) = j + 1 si y � j + 1

(B.1)

Les raines d'un polynôme du troisi�eme ordre peuvent être d�etermin�ees en utilisant une ex-

pression analytique de la solution. Dans la pratique, il est ependant plus eÆae d'utiliser

une m�ethode de Newton oupl�ee ave la r�esolution d'une �equation quadratique sur la d�eriv�ee

du polynôme permettant de d�eterminer les intervalles ontenant les raines. Les points d'in-

tersetion obtenus permettent de aluler le terme de tension de surfae (ainsi que le terme de

orretion de pression dans le as diphasique). Ce terme est toujours appliqu�e �a deux ellules

ontigu�es. Dans l'exemple de la �gure B.1 le terme de tension de surfae �evalu�e au point A

omme �t(A), o�u t(A)jt(A)j = (p

0

x

(s

A

); p

0

y

(s

A

)) est ajout�e �a la ellule (i; j) et soustrait �a

la ellule (i; j + 1). L'orientation de la hâ�ne de marqueurs garantit une valeur orrete du

signe. Une fois ette même op�eration effetu�ee pour l'ensemble de la hâ�ne de marqueurs,

le total obtenu dans haque ellule orrespond �a la ontribution de la tension de surfae et

e, quel que soit le d�etail des intersetions (l'interfae peut traverser plusieurs fois la même

ellule par exemple).

Si les deux uides ont les mêmes propri�et�es physiques il n'est pas n�eessaire de di��erenier

les deux phases et seul les termes de surfae �eventuels doivent être �evalu�es. Si les propri�et�es

physiques (visosit�es, densit�es) di��erent, il est n�eessaire d'identi�er haune des phases e
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Fig. B.1.: Bords potentiellement oup�es par l'interfae pour une paire de marqueurs donn�ee.

L'extr�emit�e du segment se trouve n�eessairement �a l'int�erieur de la zone hahur�ee.
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Fig. B.2.: Calul de la fration volumique par int�egrale de ontour.
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qui n�eessite le alul de la fration volumique oup�ee par l'un des deux uides dans haune

des ellules. Dans une ellule oup�ee par l'interfae, la fration volumique (surfaique plutôt

en deux dimensions) peut être alul�ee en transformant l'int�egrale de surfae en int�egrale de

ontour selon la formule de Stokes

I

�


Pdx+Qdy =

Z




�Q

�x

�

�P

�y

dxdy: (B.2)

En hoisissant P = 0 et Q = x on obtient

I

�


xdy =

Z




dxdy: (B.3)

Cette int�egrale doit être �evalu�ee sur l'ensemble du ontour �
 d�elimitant la zone 
 oup�ee

par un des deux uides (�gure B.2). La partie de �
 orrespondant �a l'interfae est d�e�nie

par les deux polynômes p

x

et p

y

p

x

(s) = a

x

s

3

+ b

x

s

2

+ 

x

s+ d

x

p

y

(s) = a

y

s

3

+ b

y

s

2

+ 

y

s+ d

y

: (B.4)

L'int�egrale le long de ette partie du ontour peut s'�erire omme

Z

x(s)y

0

(s)ds =

1

2

a

x
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y

s
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+

1

5

(3b

x
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y

+ 2a
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y
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+

1
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x
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x

b

y

+ 3

x
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y
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+

1
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y

+ 3d
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)s

3

+

1

2

(

x



y

+ 2d

x

b

y

)s

2

+ d

x



y

s: (B.5)

Les termes restants orrespondent aux bords de la ellule �eventuellement oup�es par l'inter-

fae. Seuls les bords vertiaux (tels que dy 6= 0) sont �a prendre en ompte (BG et JE sur la

�gure B.2).

Un simple parours de l'interfae ave d�etermination des points d'intersetion (E, F ,

G, H, I et J) est suÆsant pour obtenir les ontributions des int�egrales sur les moreaux

d'interfae ontenus dans la ellule (EF , GH et IJ). Le as des int�egrales sur les bords

vertiaux est plus omplexe. Un alul diret de es termes n�eessite la m�emorisation de

l'histoire des intersetions. En e�et au moment o�u l'intersetion E est alul�ee il n'y a pas

a priori de moyen de savoir que l'interfae va reouper le bord de la ellule en J . Il serait

don n�eessaire de stoker le fait que l'interfae traverse le bord AD de la ellule en E

et J et dans une seonde phase de traitement, de rajouter le terme int�egral sur JE. Un

algorithme permettant de traiter de mani�ere g�en�erale e probl�eme (quel que soit le nombre

d'intersetions ave les bords de la ellule) est relativement lourd �a mettre en plae.

On peut obtenir une solution beauoup plus simple �a e probl�eme si l'on prend en ompte

l'historique du d�eplaement de l'interfae. Pour des raisons de stabilit�e, nous limitons le

nombre CFL de l'�eoulement �a 1/2. Cei permet d'�erire la relation suivante entre les valeurs

de la fration volumique  pour une ellule quelonque de la disr�etisation entre deux pas de

temps suessifs n et n+ 1



n

� 1=2 � 

n+1

� 

n

+ 1=2: (B.6)

Nous d�e�nissons maintenant un algorithme simple (mais a priori faux) de alul de la fration

volumique omme suit. En suivant l'interfae on d�etermine omme d�erit i-dessus les points

d'intersetion ave le maillage �xe. Si l'intersetion se produit ave un bord vertial on
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ajoute �a la fration volumique dans ette ellule le terme int�egral sur la partie du bord

situ�ee \�a l'int�erieur" de l'interfae. L'int�erieur est d�etermin�e par l'orientation de la hâ�ne de

marqueurs. On rajoute �egalement le terme int�egral �evalu�e sur le moreau d'interfae ontenu

dans la ellule entre deux points d'intersetion.

Pour l'exemple de la �gure B.2 et algorithme orrespond aux op�erations suivantes (du

point de vue de la ellule (i; j)) :

1. Calul du point d'intersetion E.

2. 

i;j

 

H

E

D

xdy.

3. Calul du point d'intersetion F .

4. 

i;j

 

i;j

+

H

F

E

xdy.

5. Calul le long de l'interfae pour d'autres ellules travers�ees par l'interfae.

6. Calul du point d'intersetion G (retour de l'interfae dans la ellule (i; j)).

7. 

i;j

 

i;j

+

H

G

B

xdy.

8. Calul du point d'intersetion H.

9. 

i;j

 

i;j

+

H

H

G

xdy.

10. Calul du point d'intersetion I (retour de l'interfae dans la ellule).

11. Calul du point d'intersetion J .

12. 

i;j

 

i;j

+

H

J

I

xdy.

13. 

i;j

 

i;j

+

H

A

J

xdy.

14. Calul le long de l'interfae pour d'autres ellules travers�ees par l'interfae.

Clairement et algorithme est inorret. En e�et, les op�erations 2 et 13 orrespondent �a une

ontribution totale sur le bord vertial AD de

2

I

E

J

xdy +

I

J

D

xdy +

I

A

E

xdy; (B.7)

au lieu de

H

E

J

xdy, soit une erreur de

I

E

J

xdy +

I

J

D

xdy +

I

A

E

xdy =

I

A

D

xdy = i: (B.8)

La valeur i de l'erreur ommise est don n�eessairement enti�ere. Il est lair que l'algorithme

pr�e�edent d�e�nit don la valeur de  �a une onstante enti�ere k pr�es quel que soit le trajet de

l'interfae. Cet algorithme est �egalement purement loal dans la mesure o�u il n'est pas n�e-

essaire de tenir ompte de l'historique du trajet de l'interfae. Le seul probl�eme restant est

la d�etermination pour haque ellule travers�ee par l'interfae de la valeur de ette onstante.

Ce probl�eme est simplement r�esolu par l'utilisation des in�egalit�es (B.6) qui permettent de

d�eterminer de mani�ere unique la valeur de k.

Nous avons maintenant obtenu les valeurs de  pour haune des ellules travers�ees par

l'interfae. Il est �egalement n�eessaire de mettre �a jour la fration volumique des ellules qui

ne sont plus travers�ees par l'interfae mais qui l'�etaient au pas de temps pr�e�edent (avant

que l'interfae ne se d�eplae).

�

Evidemment seules deux valeurs sont possibles : z�ero ou un.

Les in�egalit�es (B.6) donnent la r�eponse orrete.

L'ensemble de es op�erations (alul des termes surfaiques et de la fration volumique)

peuvent don être effetu�ees au ours du même balayage de la hâ�ne de marqueurs. Les

intersetions entre la repr�esentation polynômiale de l'interfae et la grille art�esienne sont
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ainsi alul�ees et utilis�ees une seule fois. L'algorithme est purement loal et le oût de alul

est don O(N) o�u N est le nombre de marqueurs. Dans le as g�en�eral le nombre de marqueurs

est de l'ordre de la dimension lin�eaire L (en deux dimensions) de la grille art�esienne utilis�ee.

Le oût de la r�esolution des �equations de Navier{Stokes sur la grille art�esienne est d'ordre

L

2

. Le rapport du oût des op�erations sur la hâ�ne de marqueurs au oût de alul dû �a la

r�esolution des �equations uides est don O(1=L). Plus le maillage utilis�e est �n, plus faible

est la part du temps de alul dû aux marqueurs. Dans la pratique, pour une r�esolution

relativement grossi�ere de 64 � 64 le oût mesur�e dû aux marqueurs est inf�erieur �a 10 % du

temps total.

Dans ertains as omplexes (tr�es grand nombre de gouttes, interfae tr�es onvolu�ee)

la dimension fratale de l'interfae peut se rapproher de elle d'une surfae. Dans e as

on s'attend �a passer proportionnellement plus de temps dans les op�erations de marqueurs.

Cei semble toutefois justi��e par la n�eessit�e dans e as de r�esoudre pr�eis�ement les termes

surfaiques qui peuvent repr�esenter une part importante voire pr�epond�erante de l'�energie

interne du syst�eme.
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