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Résumé

Ce mémoire est consacré a la description d’une technique nouvelle permettant une résolu-
tion numérique précise et efficace des équations de Navier—Stokes en présence d’interfaces et
de surfaces libres. Une premieére partie est consacrée a la présentation des principes généraux
de la méthode appliquée au cas d’écoulements diphasiques. Une attention particuliére est
accordée au traitement des termes liés a la tension de surface. La méthode est ensuite for-
malisée dans le cas d’écoulements avec surfaces libres. Plusieurs tests de validation sont
présentés incluant : ondes capillaires planes, modes d’oscillation de gouttes, instabilité de
Rayleigh—Taylor, montée de bulles dans un liquide.

Deux applications principales sont considérées dans les chapitres suivants : sonolumines-
cence et cavitation. Nous nous intéressons plus particulierement au couplage entre oscillations
radiales et translationelles dans les bulles en lévitation acoustique ainsi qu’a la stabilité des
modes de déformation non—sphériques des bulles sonoluminescentes. La formation de jets
dans les bulles de cavitation prés de parois solides est simulée numériquement et comparée
aux séquences photographiques expérimentales. Une étude paramétrique détaillée des effets
de la viscosité sur la formation et la vitesse d’impact du jet est effectuée.

Abstract

This dissertation describes a novel technique for solving numerically the Navier—Stokes equa-
tions with interfaces or free-surfaces. The first part is a presentation of the general principle
of the method applied to two—phases flows. A particular attention is paid to the treatment
of terms linked to surface tension. The method is then formalised for the case of free—surface
flows. Several validation tests are presented including: capillary waves, ocillations of drops,
Rayleigh—Taylor instability, bubbles rising in a liquid.

Two main applications are considered in the following chapters: sonoluminescence and
cavitation. We investigate more particularly the coupling between radial and translational
oscillations for acoustically levitated bubbles and the stability of the spherical shape of sono-
luminescing bubbles. Jet formation in bubbles cavitating near solid boundaries is simulated
numerically and compared to experimental photographic series. A detailed parametric study
of the influence of viscosity on jet formation and jet impact velocity is undertaken.
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“Nevertheless, so profound is our ignorance, and so high our presumption, that
we marvel when we hear of the extinction of an organic being; and as we do not
see the cause, we invoke cataclysms to desolate the world, or invent laws on the

duration of the forms of life!”

Charles Darwin, The Origin of Species, 1859
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Introduction

Les interfaces entre différents états de la matiere ou différents matériaux jouent un role
prépondérant dans de nombreux phénomenes naturels. Dans le cas de fluides — liquides
ou gaz — elles sont souvent caractérisées par un comportement complexe et la création de
structures géométriques parfois tres belles. Le déferlement des vagues sur une plage en bord
de mer, les bulles d’air d’un plongeur sous—marin ou les gouttes de pluie tombant dans une
flaque d’eau sont des exemples familiers.

Mis & part la pure curiosité que peut nous inspirer ces phénomenes, ils revétent une grande
importance pour de nombreuses applications, industrielles ou liées & la compréhension globale
de certains systemes. L’équilibre du climat dépend ainsi de maniére cruciale des échanges
— en particulier gazeux — entre 'océan et ’atmosphere. Ce processus global ne peut étre
décrit sans une modélisation locale de 'influence du déferlement des vagues. Un autre ex-
emple “météorologique” — pour des échelles spatiales encore plus petites — concerne la
formation des nuages et de la pluie. Les nuages sont composés de gouttes d’eau et c’est la
dynamique locale de leurs interactions, évaporation, fusion, division qui détermine si il pleut
ou non.

D’un point de vue plus fondamental, les équations qui gouvernent 1’évolution des inter-
faces sont obtenues par des principes généraux : lois de conservation, continuité. Ce caractére
universel explique ’apparition d’équations analogues dans des domaines aussi divers que ’as-
trophysique ou la physique nucléaire. L’étude théorique de ces équations, et en particulier
des instabilités qui leur sont associées, est ainsi liée & notre compréhension globale des lois
physiques.

Les applications pratiques directes sont également nombreuses. [’atomisation des jets de
carburant injectés dans les moteurs a combustion, la modélisation des écoulements dispersés
ou de '’endommagement par cavitation sont quelques exemples de phénomenes encore mal
compris mais d’une grande importance technologique et économique. Le concept d’interface
peut aussi étre étendu au cas de membranes déformables ce qui permet I’étude de nombreux
problémes biomécaniques : couplage fluide-structure pour les écoulements dans les vaisseaux
sanguins, comportement des globules rouges dans les capillaires, optimisation des valves
cardiaques artificielles...

La nature & la fois commune mais souvent surprenante des phénomeénes interfaciaux,
liée au large champ d’applications, a motivé la recherche dans ce domaine. De nombreux
résultats théoriques et expérimentaux ont ainsi été obtenus depuis I’époque de pionniers tels
que Laplace, Plateau ou Rayleigh. L’étude analytique des équations d’évolution est cependant
délicate du fait du couplage entre les conditions aux limites et la position de l'interface, a
priori inconnue. Dans de nombreux cas, les résultats théoriques sont ainsi limités & des
régimes de faible déformation. D’autres hypotheses simplificatrices peuvent également étre
utilisées, souvent basées sur une formulation potentielle pour le champ de vitesse, ce qui
restreint les résultats aux cas asymptotiques de trés faible ou tres forte viscosité. Malgré les
progres technologiques accomplis — en particulier pour la photographie ultra—rapide — les
expériences nécessaires a la validation de ces théories restent délicates a mettre en oeuvre,
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en particulier lorsque les échelles spatiales et temporelles sont petites.

Le développement des calculateurs électroniques dans les années 50 a permis d’envisager
une nouvelle approche pour ce type de problemes. En théorie, la résolution numérique di-
recte des équations d’évolution permet d’accéder a ’ensemble des grandeurs physiques et a
leur évolution temporelle et spatiale. Ces “expériences numériques” peuvent potentiellement
compléter voire remplacer les expériences réelles — en particulier dans le cas de conditions
expérimentales difficiles. Dans la pratique, le potentiel de cette technique est limité par la
puissance des calculateurs. L’accroissement extrémement rapide de la vitesse de calcul des
ordinateurs durant ces derniéres décennies a cependant ouvert de nouvelles perspectives.

De maniere générale, la résolution numérique de la dynamique de fluides séparés par des
interfaces se décompose en deux parties :

— le choix d’une technique de représentation et de détermination des champs hydrody-
namiques a l'intérieur de chacune des phases,

— le couplage de la représentation hydrodynamique avec la représentation de I'interface
et des conditions aux limites correspondantes.

Dans certains cas la représentation des champs hydrodynamiques peut étre tres simplifiée.
Les méthodes d’intégrales de frontiere [Oguz et al., 1990, Stone, 1994] supposent ainsi que le
champ de vitesse dérive d’un potentiel. On peut alors montrer que I’ensemble de la dynamique
peut étre ramenée a ’évaluation de la valeur de sources placées sur 'interface uniquement.
Dans ce cas seul le couplage évoqué dans le second point demeure. Cette technique n’est
cependant possible que dans les cas limites de tres forte ou tres faible viscosité de chacun des
fluides. Dans le cas général, la plupart des méthodes utilisent une discrétisation des champs
hydrodynamiques sur un maillage. Le choix du type de maillage utilisé dépend essentiellement
de la manieére dont est effectué le couplage avec I'interface.

Il peut sembler judicieux de faire coincider le bord d’un élément de la discrétisation
avec l'interface. De cette maniere, tous les éléments discrets sont entierement contenus dans
une seule phase. Les changements de propriétés physiques ne se produisent qu’a la frontiére
entre éléments. On obtient ainsi, un ensemble de domaines — correspondant a chacune des
phases — ou les propriétés physiques sont constantes, liés entre eux par l'intermédiaire des
conditions aux limites sur l'interface. Cette technique rappelle le type de discrétisation utilisé
dans le cas d’écoulements monophasiques dans des domaines géométriquement complexes,
ou les frontieres solides correspondent avec les bords de certains éléments. La différence
essentielle est liée au fait que 'interface — contrairement 4 une paroi solide — est déformée
par I’écoulement. Il est donc nécessaire d’'utiliser un maillage mobile qui suit & chaque instant
les déformations de I'interface [Ryskin et al., 1984, Fukai et al., 1993].

Pour ces méthodes sur maillage mobile, les valeurs discretes des champs hydrodynamiques
sont définies sur l'interface, ce qui permet une prise en compte des conditions aux limites
directe et précise [Dandy et al., 1986, Magnaudet et al., 1995]. 1l est cependant difficile de
généraliser cette approche lorsque les déformations deviennent importantes (figure 1.1). Pour
cette raison, il est intéressant d’utiliser un maillage fize. La discrétisation spatiale devient
ainsi indépendante de la position de I'interface. Il est donc nécessaire de choisir une représen-
tation pour celle-ci. L’épaisseur de I'interface est généralement négligeable devant les échelles
spatiales considérées.! Il est ainsi raisonnable de la considérer comme une véritable disconti-
nuité, représentée par une surface (ou une courbe pour un probléeme bidimensionnel). Cette
surface doit elle-méme étre discrétisée pour pouvoir étre manipulée numériquement.

'L’épaisseur d’une interface air—eau est de I'ordre du nanomeétre.



Fic. I.1.: Pour les méthodes lagrangiennes le maillage peut subir des déformations imp
tantes méme lorsque l'interface est relativement peu déformée. D’aprés McHyman (1984).
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F1G. I.4.: Représentation d’une interface par la méthode VOF sur un maillage cartésien. (a)
Avant reconnexion. (b) Apres reconnexion.
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Fic. 1.5.: Représentation d’une interface par une méthode de ligne de niveau. La fonction
de phase est représentée ainsi que la ligne de niveau correspondant a I'interface. (a) Avant
reconnexion. (b) Apres reconnexion.

La méthode de suivi de front [Glimm et al., 1987, Unverdi et al., 1992] utilise des mar-
queurs distribués sur la surface et connectés entre eux qui permettent de suivre la position
de l'interface. Deux maillages distincts sont ainsi nécessaires. De dimensions différente, ils
discrétisent, I'un les champs hydrodynamiques et Pautre l'interface (figure 1.2). Cette tech-
nique pose plusieurs problemes. Il est par exemple nécessaire d’assurer une distribution ho-
mogene des marqueurs au cours de I'évolution de I'interface. Lorsque celle-ci est déformée,
s’étire ou simplement lorsque la vitesse tangentielle n’est pas nulle, la densité de marqueurs
varie. Il est donc essentiel de “remailler” périodiquement I'interface. Ce remaillage est cepen-
dant plus simple que dans le cas des méthodes utilisant une grille mobile car la dimension
de Dinterface est toujours inférieure & celle de ’espace considéré (une surface en 3D et une
courbe en 2D). Les changements de topologie — comme la fusion de deux gouttes illustrée
figure 1.3 — posent un autre probléeme. Du fait de la représentation explicite de 'interface,
un critere doit étre choisi pour décider de 'instant et de la position auxquels s’effectue la
reconnexion.

L’interface peut également étre représentée implicitement, par exemple par le biais des
changements de propriétés physiques telles que la densité ou la viscosité. Il est possible de
généraliser cette notion en utilisant une fonction de phase dont la valeur indique la na-
ture du fluide en chaque point de I’espace. Cette fonction peut avoir une signification phy-



sique comme dans les cas des méthodes de type Volume Of Fluid (VOF) [Noh et al., 1976,
Ashgriz et al., 1991]. Cette technique applicable aux écoulements diphasiques utilise une
fonction de phase définie comme la fraction volumique occupée par I'un des fluides en un
point donné de I’espace (figure 1.4). L’interface est alors interprétée comme le lieu des chan-
gements de cette fraction entre ses valeurs extrémes zéro et un. Les méthodes de ligne de
niveau (level set) [Sethian, 1996] utilisent une fonction de phase qui n’a pas nécessairement
une signification physique. L’interface est simplement définie comme le lieu des points pour
lesquels cette fonction s’annule (figure 1.5). Dans tous les cas, le traitement de I’évolution de
Iinterface se résument & une mise a jour des valeurs de la fonction de phase : soit en prenant
en compte certaines propriétés physiques, telle que la conservation de la masse dans le cas
des méthodes VOF ; soit par simple transport dans le cas des méthodes de ligne de niveau.

Globalement plus simples & mettre en oeuvre que les méthodes de suivi de front — en
particulier en trois dimensions — les techniques utilisant une représentation implicite de
Iinterface ont le gros avantage de traiter naturellement les changements de topologie. Pour
une méthode VOF par exemple, la reconnexion de deux interfaces est simplement caractérisée
par le passage a une valeur fractionnaire de la fonction de phase dans un certain nombre de
cellules séparant deux zones de valeurs entieres (figure 1.4). Aucun traitement spécial n’est
nécessaire. Les méthodes de ligne de niveau présentent les mémes avantages.

Pour I’ensemble des méthodes sur grille fixe, la position de l'interface — connue dans
le cas explicite et qui peut étre déduite de la fonction de phase dans le cas implicite — ne
correspond généralement pas avec les sites ol sont discrétisés les champs hydrodynamiques.
La prise en compte des conditions aux limites sur 'interface n’est donc pas directe comme
dans le cas des méthodes sur grille mobile. Une approche classique consiste & extrapoler ces
conditions sur les sites du maillage fixe voisins de I'interface. Cette extrapolation est effectuée
en supposant que 'interface n’est plus une discontinuité parfaite mais possede une certaine
épaisseur, généralement dépendante de la résolution spatiale du maillage. Les changements
de propriétés physiques, densité, viscosité ainsi que les éventuelles forces interfaciales (com-
me la tension de surface) sont ainsi distribués sur plusieurs mailles autour de Dinterface
[Brackbill et al., 1992]. Cette approche limite la précision des méthodes sur maillage fixe et
pose un certain nombre de probléemes sur lesquels nous reviendrons.

Il n’existe donc pas de technique de résolution universelle. Les méthodes sur maillage
mobile sont précises mais limitées & des géométries simples. Les algorithmes sur maillage fixe,
explicites ou implicites, sont plus généraux mais font généralement appel & un épaississement
artificiel de I'interface qui peut conduire & des erreurs importantes.

Nous aborderons dans cette thése un certain nombre de problémes pour lesquels les condi-
tions aux limites sur l'interface, qu’elles soient liées a la viscosité ou a la tension de surface,
ont une influence importante. La premiere partie de cette étude sera ainsi consacrée a la mise
en oeuvre d’une méthode de résolution hybride qui tentera de combiner un traitement précis
de I'influence dynamique de l'interface avec une méthode de suivi de front sur maillage fixe.
Le but étant d’obtenir des solutions précises y compris dans le cas de grandes déformations.

Sonoluminescence et cavitation

Le phénomene de sonoluminescence a été découvert indépendamment par Marinesco
et Trillat en 1932 et Frenzel et Schultes en 1934 dans des circonstances qui rappellent la
découverte de la radioactivité par Becquerel en 1896. Ces auteurs étudiaient le comporte-
ment de solutions chimiques excitées par les nouveaux transducteurs sonores inventés durant
la premiere guerre mondiale pour la détection des premiers sous-marins. Ils ont constaté que
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F1G. 1.6.: Représentation schématique d’une cellule de lévitation utilisée lors des expériences
de sonoluminescence.

lorsque des plaques photographiques étaient immergées dans le liquide, elles en ressortaient
altérées par la “luminescence du champ acoustique”. Cette émission lumineuse, ne provient
pas du liquide lui-méme mais de nuages de bulles créés par les dépressions acoustiques. Elle
est associée a des températures élevées qui accélerent les réactions chimiques dans la solution.
C’est cet effet catalysateur qui intéressait en premier lieu ces auteurs et qui a donné lieu par
la suite & la technique dite de sonochimie [Suslick, 1988]. Ce phénomene de sonolumines-
cence d bulles multiples est complexe car il dépend de la dynamique couplée de nombreuses
bulles sur une large gamme d’échelles spatiales et temporelles. Les données expérimentales
sont ainsi généralement des mesures moyennes de l'intensité du champ lumineux et de son
spectre ; ce qui autorise une estimation des propriétés globales du phénomeéne mais ne permet
pas d’appréhender le détail des événements & I'origine de 1’émission lumineuse.

La découverte de la sonoluminescence a bulle unique en 1988 par Gaitan et Crum a
ouvert de nouvelles perspectives. Ces auteurs ont montré qu’il était possible d’obtenir la
luminescence stable d’une seule bulle placée dans un champ acoustique. Malgré la petite
taille des bulles utilisées (quelques microns), I’émission lumineuse est suffisamment intense
pour étre visible a ’oeil nu. Pour obtenir ce résultat, il est tout d’abord nécessaire d’empécher
la bulle de remonter & la surface du liquide. Cette stabilisation peut étre obtenue au moyen
d’une “cellule de lévitation acoustique” classiquement utilisée pour mesurer les propriétés de
bulles ou d’autres particules [Apfel, 1976, Young et al., 1984]. Le schéma du dispositif expéri-
mental correspondant est représenté figure 1.6. Les deux transducteurs piézo-électriques sont
utilisés pour générer une onde stationnaire pour des fréquences ultrasonores comprises entre
20 et 50 kHz. Sous 'effet des fluctuations de pression acoustique la bulle oscille radialement
a la fréquence de forgage. L’oscillation du gradient de pression est & I'origine de la force —
dite de Bjerknes — qui s’oppose & la poussée d’Archimede. Cette force est due au couplage
entre l'oscillation radiale et la variation du gradient. Une bulle de volume V placée dans
un gradient de pression Vp subit une force —V Vp. La force moyenne exercée au cours d’'un
cycle est donc 1/T [, =V (t)Vp(t)dt, ou T est la période de forcage. Le signe et "amplitude
de cette force dépendent ainsi de la position de la bulle par rapport & ’onde stationnaire
et du déphasage entre I’évolution radiale et le gradient de pression. Si la bulle atteint son
rayon maximum lorsque le gradient est positif et son volume minimum lorsque le gradient
est négatif, la résultante sera orientée vers le bas et la poussée d’Archimede pourra étre
compensée.

Le champ acoustique a donc deux effets : lévitation de la bulle et excitation de 1’os-
cillation radiale. Lorsque ’amplitude de forcage est faible I'oscillation radiale est de faible
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Fic. 1.7.: Evolution temporelle du rayon caractéristique d’une bulle sonoluminescente.

amplitude, sinusoidale et en phase avec le champ acoustique. Lorsqu’elle augmente, I’iner-
tie du fluide entourant la bulle provoque un déphasage accompagné de violents rebonds
secondaires. Pour des valeurs de forcage supérieures a 1 bar, la sonoluminescence peut étre
obtenue. L’évolution temporelle du rayon de la bulle caractéristique d’un régime de sonolumi-
nescence est représentée figure 1.7. Les observations expérimentales montrent que ’émission
lumineuse n’est pas continue mais se produit sous forme de flashes émis précisément lors
du premier effondrement. L’intensité lumineuse croit avec 'amplitude de forcage jusqu’a un
certain seuil au dela duquel la bulle disparait. Ce seuil est lié — comme nous le verrons —
a la stabilité de forme de la bulle [Brenner et al., 1995]. D’autres parametres expérimentaux
tels que la température [Barber et al., 1994] ou encore la composition du gaz dissous dans le
liquide [Hiller et al., 1994, Hiller et al., 1995] jouent également un role important. Lorsque
la température de I'eau décroit de 20 & 1 °C, I'intensité lumineuse augmente d’un facteur
200. La lumiere émise est alors visible méme en plein jour.

Une autre observation expérimentale intéressante concerne le spectre de ’émission lumi-
neuse [Hiller et al., 1992]. Contrairement au cas de la sonoluminescence & bulles multiples,
aucune raie d’émission correspondant & certaines especes chimiques n’est visible. De plus, une
grande partie de la lumiere semble étre émise dans I'ultraviolet. Il n’est malheureusement
pas possible d’obtenir la totalité du spectre du fait de ’absorption des rayons ultraviolets
par le liquide entourant la bulle. I’extrapolation des données obtenues suggere toutefois que
des températures tres élevées pourraient étre atteintes (30 000 °K et au dela).

Du fait de la bonne répétabilité du phénomene, il est également possible d’effectuer une
estimation de la durée des flashes lumineux. Les premiers expérimentateurs furent surpris
de constater que cette durée semblait toujours inférieure au temps de réponse des photo-
multiplicateurs utilisés pour la mesure, et ce, quelle que soit leur qualité [Barber et al., 1992].
Cette mesure s’est en fait révélée tres délicate, les flashes lumineux étant effectivement extreé-
mement courts (de I'ordre de la dizaine ou centaine de picosecondes?). Récemment, Gompf
et ses collaborateurs sont parvenus en utilisant des techniques sophistiquées & résoudre non
seulement la durée des flashes [Gompf et al., 1997] mais également la forme de leur évolution
temporelle [Pecha et al., 1998]. Il en ressort une estimation précise variant entre 100 et 300
ps suivant 'amplitude de forgage.

21 picoseconde = 107'2 seconde



Introduction

La premiere théorie proposée pour expliquer la sonoluminescence & bulle unique repose
sur I’échauffement dia & la compression adiabatique du gaz contenu dans la bulle lors de
Peffondrement. Les valeurs minimum et maximum du rayon peuvent en effet différer d’un
facteur cent, soit un taux de compression volumique de un million. Cette explication —
initialement proposée pour la sonoluminescence & bulles multiples — prédit des valeurs de
Iordre de 5000 °K, inférieures aux températures déduites du spectre lumineux. De plus les
estimations initialement obtenues pour la durée de I'impulsion lumineuse sont de 'ordre de
20 nanosecondes (100 fois trop longue).

Ces constatations ont amené Greenspan et Nadim (1993) ainsi que Wu et Roberts (1993)
& proposer une théorie liée & la focalisation d’une onde de choc sphérique. En effet, lors de
I’effondrement, une modélisation théorique du comportement de la bulle permet de montrer
que ses parois dépassent la vitesse du son dans le gaz. Il est donc probable que des ondes
de chocs soient formées dans le gaz bien qu’aucune observation directe n’ait été obtenue (du
fait de la tres petite taille de la bulle et de la trés courte durée du phénomeéne au moment
de leffondrement). Des ondes de choc sont par contre facilement observées dans le liquide
[Holzfuss et al., 1998, Pecha et al., 1999]. La théorie de la focalisation permet d’obtenir des
valeurs élevées pour la température ainsi que des échelles de temps compatibles avec les
mesures de la largeur de 'impulsion lumineuse.

Cette théorie est basée sur '’hypothése que la symétrie sphérique de I'effondrement est
préservée pendant un temps suffisant pour assurer une focalisation efficace de I'onde de choc.
Cette hypothese semble confirmée par certaines visualisations directes qui montrent une bulle
peu déformée jusqu’aux derniers instants de l'effondrement [Tian et al., 1996]. L’émission
lumineuse a cependant lieu lorsque la bulle atteint des rayons beaucoup plus petits (inférieurs
4 un micron) pour lesquels une observation directe n’est pas possible. La forme de la bulle
au moment de I’émission lumineuse reste donc une question ouverte.

Bien que cette théorie — couplée a une modélisation de l'ionisation du gaz contenu dans
la bulle — ait permis récemment de reproduire de maniére convaincante les mesures expéri-
mentales de Pamplitude et de la forme des impulsions lumineuses [Hilgenfeldt et al., 1999],
un certain nombre de questions restent sans réponse. L’utilisation de traceurs chimiques
colorés permet en particulier de mettre en évidence la structure de I’écoulement autour de
bulles sonoluminescentes. Cet écoulement apparait fortement dissymétrique, sous la forme
d’un champ de vitesse dipolaire aboutissant & la création de filaments du traceur coloré
[Verraes et al., 2000]. Cet écoulement dipolaire disparait lorsque la bulle est absente. Il ne
peut donc étre associé a une circulation acoustique (acoustic streaming) [Lighthill, 1978].
L’oscillation radiale de la bulle couplée & une oscillation verticale pourrait expliquer cette
circulation [Longuet-Higgins, 1998]. Dans tous les cas, I’hypothése de symétrie sphérique
n’est cependant pas vérifiée.

Une source de dissymétrie évidente est la poussée d’Archimeéde et la force de Bjerknes qui
la compense. En effet, I’équilibre entre ces deux forces n’est assuré qu’en moyenne sur une
période d’oscillation. Comme nous I'avons vu, lorsque la bulle atteint son rayon maximum
la force due au gradient de pression s’exerce vers le bas. Le premier effondrement doit donc
étre accompagné d’une translation vers le bas du centre de gravité de la bulle. Inversement
lors de la ré-expansion, le centre de gravité doit se déplacer vers le haut. Se basant sur cette
observation, Prosperetti (1997) remet en cause la validité du modele de focalisation sphérique
d’une onde de choc et propose une explication alternative.

Il est bien connu que 'effondrement de cavités initialement sphériques, en translation,
est accompagné de grandes déformations de l'interface, sous la forme de jets liquides. Ce
phénomene a initialement été observé expérimentalement dans le cadre de ’étude de ’en-



Fia. 1.8.: Formation d’un jet pour une cavité s’effondrant tout en se déplacant. Le liquide
entrainé par la bulle est représenté par la zone pointillée. La plus grande partie de la quantité
de mouvement translationnelle est transférée dans le jet sur la derniére figure.

dommagement par cavitation au voisinage de parois solides [Naudé et al., 1961]. La formation
spontanée de jets sur une interface ou une surface libre est par ailleurs un phénomene relati-
vement général [Longuet-Higgins et al., 1995, Zeff et al., 2000]. Dans le cas d’une cavité en
translation la formation d’un jet peut étre expliquée par la conservation de la quantité de
mouvement translationnelle. Lorsqu’une bulle se déplace dans un liquide, elle entraine avec
elle une partie du fluide environnant. Il en va de méme si son rayon varie. Si I’effondrement
est sphérique et complet, aboutissant & la disparition de la cavité, la quantité de mouvement
translationnelle du liquide ne peut étre conservée. En réalité, cette quantité de mouvement
est récupérée par un jet liquide se déplacant dans le sens de la translation (figure 1.8).

En suivant cet argument, il est convaincant de supposer qu’une bulle de sonolumines-
cence ne reste pas sphérique lors de son effondrement et qu’un jet dirigé vers le bas se forme
4 un instant proche de ’émission lumineuse. Prosperetti propose ainsi d’expliquer la lumi-
nescence par I'impact de ce jet sur la paroi opposée. Dans le cas de bulle de cavitation pres
de parois solides, des expériences révelent que des vitesses de jet de plusieurs centaines de
metres par seconde sont atteintes [Vogel et al., 1989]. Etant donné la violence de I'effondre-
ment des bulles sonoluminescentes, des vitesses encore plus élevées peuvent étre envisagées.
Le mécanisme d’émission lumineuse proprement dite invoqué par Prosperetti est la fracto-
luminescence. Ce phénoméne est connu dans le cas de solides tels que la glace ou le sucre
[Dickinson et al., 1984, Sweeting, 1998], qui émettent de la lumiére lorsqu’on les casse. Pour
des vitesses d’impact suffisamment élevées, 'eau liquide se comporte comme un solide et
on peut imaginer que les mémes mécanismes de fracture permettent 1’émission lumineuse.
L’espace de parametres pour lesquels la sonoluminescence est observée correspondrait ainsi
aux valeurs pour lesquelles I'impact du jet est suffisamment violent pour causer la fractolu-
minescence de I'eau.

Les instabilités hydrodynamiques semblent ainsi jouer un role important dans le phéno-
meéne de sonoluminescence, que ce soit dans le cadre de la théorie de Prosperetti ou afin
de valider les hypotheses de symétrie sphérique nécessaires a la théorie de focalisation de
I’onde de choc. De plus, ces instabilités, formation de jets ou excitation d’autres modes de
déformation, sont de nature générale et caractérisent la plupart des phénomeénes mettant en
jeu des bulles ou gouttes de fluide.

Dans le cas de la sonoluminescence, les événements importants liés & 1’émission lumineuse
se produisent sur des échelles spatiales et temporelles extrémement petites (inférieures &
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un micron et 100 nanosecondes) ce qui rend trés difficile une investigation expérimentale
directe. Une étude par simulation numérique de ces phénomeénes semble ainsi prometteuse.
Si de nombreux modeles supposant la symétrie sphérique de 1’écoulement ont été développés
[Greenspan et al., 1993, Wu et al., 1993, Moss et al., 1994, Moss et al., 1997], il n’existe pas
a notre connaissance d’études exhaustives dans les cas tridimensionnels ou axisymétriques.
Une telle étude permettrait de modéliser la forme de l'interface au moment de 1’émission
lumineuse et pourrait donner des indications précieuses sur la validité des théories proposées ;
que ce soit la formation de jets ou une quantification des déformations de l'interface au
moment de ’émission de ’onde de choc.

Dans cette optique, cette thése sera consacrée au développement d’une méthode numé-
rique permettant la résolution d’écoulements avec interface ou surface libre dans le cas axi-
symétrique. Cette méthode sera tout d’abord appliquée & divers problemes dont certains —
possédant une solution théorique — permettront d’évaluer la précision de la solution obtenue.
Dans une seconde partie nous nous intéresserons spécifiquement a ’étude du comportement
de bulles dans les conditions de sonoluminescence; en particulier en ce qui concerne la sta-
bilité des modes de déformation et le couplage entre la translation et I'effondrement. Enfin,
cette étude sera étendue au cas des bulles de cavitation au voisinage de parois solides et a
Iinfluence de la viscosité sur la formation des jets.
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Pour les méthodes de type eulerien un maillage fixe est utilisé pour discrétiser les champs
de grandeurs physiques (vitesse, pression, densité, vorticité, etc.). Des techniques de ré-
solution diverses, issues de la simulation numérique des écoulements monophasiques sont
disponibles. Elles different entre elles essentiellement par le type d’approximation (éléments
finis et volume finis) ou ordre des schémas utilisés pour le calcul des termes apparaissants
dans les équations d’évolution. Loin des interfaces, I’écoulement est monophasique et ces
méthodes peuvent étre appliquées directement.

Le traitement des interfaces pose deux probléemes directement liés & la maniere dont celles-
ci sont représentées. Le premier concerne la cinématique. L’interface doit étre déformée par
le champ de vitesse. Ces déformations peuvent étre de grande amplitude et impliquer des
changements de topologie (fusion de deux gouttes par exemple). Dans le cas d’écoulements
incompressibles, la masse et donc le volume défini par I'interface doivent étre conservés. Le
second probleme est d’ordre dynamique. La résolution de I’écoulement dans chacune des
phases implique la prise en compte des changements de propriétés physiques se produisant
sur I'interface et des conditions aux limites imposées sur celle-ci.

Une représentation implicite de 'interface est traditionnellement utilisée pour le trai-
tement de problemes complexes. Les méthodes implicites définissent l'interface par I'in-
termédiaire d’une fonction de phase, constante mais de valeur différente dans chacune des
phases. Une des premieres approches ainsi utilisée consiste a résoudre directement une équa-
tion d’advection de la forme

op+u-Vp=0, (1.1)

pour la masse volumique p [Boris et al., 1973, Zalesak, 1979]. L’interface est alors interprétée
comme le lieu des discontinuités de p. Le probléeme essentiel lors de la résolution de cette
équation est la diffusion numérique des schémas utilisés. Une interface initialement fine, ca-
ractérisée par de forts gradients de densité, risquera de s’étaler au cours du calcul sous effet
de la diffusion numérique. Des schémas classiques pour la résolution des équations hyper-
boliques adaptés au traitement des discontinuités permettent de limiter cette diffusion et
donnent de bons résultats [Sweby, 1984, Shu et al., 1989, Benkenida, 1999]. Une autre tech-
nique, motivée par les mémes considérations, permet d’éliminer cette diffusion. Il s’agit de
la méthode VOF (Volume Of Fluid) qui consiste & discrétiser I’équation d’advection sous la
forme de flux géométriques calculés & partir d’une reconstruction de la forme de l'interface
[Noh et al., 1976, Ashgriz et al., 1991, Li, 1995, Gueyffier et al., 1998]. Les méthodes impli-
cites basées sur la résolution plus ou moins directe de I’équation d’advection ont 1'avantage
d’assurer automatiquement la conservation de la masse (lorsque des schémas conservatifs
sont utilisés). Plus récemment, la méthode de ligne de niveau (level sets), également basée
sur une représentation implicite de 'interface, a connu une certaine popularité. Intéressante
par sa simplicité et 1’élégance du formalisme mathématique associé, elle présente cependant
I'inconvénient de ne pas assurer intrinsequement la conservation de la masse. De plus, des ré-
initialisations périodiques de la fonction de phase sont nécessaires et leur effet sur la solution
n’est pas tres clair.

11
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Une autre approche, somme toute plus naturelle, consiste a représenter explicitement
I'interface. Celle-ci peut en effet étre considérée comme un objet géométrique continu (une
courbe en 2D et une surface en 3D) qui peut étre discrétisé au méme titre que les champs de
grandeurs physiques. La résolution de I’équation d’advection se réduit alors au transport et
a la déformation de cet objet par I’écoulement. Un certain nombre de techniques permettent
de conserver la qualité de la discrétisation lors de ces déformations (cf. section 1.1.2).

En ce qui concerne le probleme cinématique, 'ensemble de ces méthodes, qu’elles soient
implicites ou explicites donnent de bons résultats. L’avantage des méthodes implicites est la
similitude des algorithmes écrits en deux ou trois dimensions ainsi que le traitement automa-
tique des changements de topologie. Les méthodes explicites traitant I'interface de maniére
globale doivent en effet nécessairement modifier leur représentation lorsqu’un changement de
topologie se produit. De plus, I'utilisation d’objets géométriques (et non pas de champs sca-
laires) implique des différences topologiques qualitatives qui compliquent la transition entre
deux et trois dimensions.

Dans ce cas, pourquoi utiliser une méthode explicite? Il y a quelques années, lorsque
ces méthodes ont vu le jour [Glimm et al., 1987, Tryggvason et al., 1990], la réponse aurait
pu étre : car les autres méthodes disponibles ne résolvent pas correctement le probléme
cinématique. En effet les méthodes volume de fluide de ’époque, pour la plupart du premier
ordre en espace,! ne donnaient pas des résultats satisfaisants pour des tests simples comme
la rotation ou la translation solide d’une interface [Lafaurie et al., 1994]. Les schémas volume
de fluide d’ordre deux [Li, 1996, Puckett et al., 1997, Gueyffier et al., 1998] et les méthodes
de lignes de niveau [Sussman et al., 1994, Sethian, 1996] ont depuis beaucoup amélioré la
situation et cet argument n’est plus valable.

Nous pensons que le véritable intérét des méthodes explicites est lié au probléme dy-
namique. Jusqu’a maintenant I'ensemble des méthodes sur grille fixe, implicites ou expli-
cites, utilisent une discrétisation des termes dynamiques liés & linterface (la tension de
surface en particulier) basée sur un lissage local des discontinuités [Brackbill et al., 1992,
Tryggvason et al., 1999]. L’épaississement artificiel de l'interface résultant de ce lissage a
plusieurs conséquences importantes :

— Il introduit une échelle spatiale artificielle dont I'influence doit étre minimisée en utili-
sant une résolution spatiale accrue (idéalement uniquement au voisinage de I'interface).

— Il rend difficile une étude locale de 1’équilibre entre les forces discrétisées au voisinage
de I'interface.

— Tl est difficilement généralisable & des termes de surface quelconques (tension de surface
variable, membranes complexes, etc.).

— La précision de la discrétisation obtenue est discutable.

Ces problemes disparaissent si I'interface est traitée comme une véritable discontinuité. C’est
le cas en particulier avec les méthodes sur maillage mobile [Magnaudet et al., 1995] qui as-
surent une discrétisation tres précise des termes de surface. Ces méthodes utilisent également
un formalisme mathématique plus rigoureux. Cette précision est cependant obtenue au prix
d’une plus grande complexité et de contraintes géométriques importantes (simplicité géo-
métrique, déformations limitées). Il semble malheureusement difficile de concilier les erreurs
géométriques lides & une représentation implicite avec un traitement de I'interface comme une
discontinuité (c’est en partie pour cette raison que ’approximation continue a été utilisée).

1 est intéressant de noter que les toutes premiéres implémentations de la méthode volume de fluide étaient
en fait d’ordre deux [DeBar, 1974, Youngs, 1982], mais faute de publicité, elles n’ont pas eu le succes
qu’elles méritaient. Les schémas d’ordre deux restent toutefois difficile a généraliser dans le cas de maillages
arbitraires.

12



1.1. Ecoulements diphasiques

Nous pensons qu’une méthode réunissant représentation explicite et traitement dyna-
mique de l'interface comme une discontinuité peut combiner la flexibilité des méthodes sur
grille fixe avec la précision et la rigueur mathématique des méthodes sur grille mobile. Nous
présentons dans la section suivante une premiére application de ce concept aux termes de
tension de surface et de gradient de pression pour un écoulement diphasique. La section 1.2
généralise cette approche pour le cas d’un écoulement a surface libre.

1.1. Ecoulements diphasiques

De maniere générale, les équations de Navier—Stokes incompressibles avec densité et vis-
cosité variables et tension de surface peuvent s’écrire sous la forme

p(Ou+u-Vu) =—-Vp+ V. (2uD) + okdsn, (1.2)

V-u=0, (1.3)
ot u = (u,v) est la vitesse du fluide, p = p(x, t) la densité, u = pu(x,t) la viscosité dynamique,
D le tenseur de taux de déformation défini comme D;; = (0;u;+0;u;)/2. Le terme de tension
de surface okdsn est non—nul (d; = 0o associé a une intégration au sens des distributions)

sur I'interface et nul partout ailleurs, o est le coefficient de tension de surface, k le rayon de
courbure et n la normale & l'interface.

Dans le cas de deux fluides non—miscibles, on peut définir une fonction de phase x égale

a 1 dans la premiere phase et 0 dans la seconde. En I'absence de changement de phase, x
suit simplement le mouvement du fluide selon I’équation d’advection

Ox+u-Vyx=0. (1.4)

La densité et la viscosité peuvent alors étre définies & partir de la fonction de phase comme

p=xp1+ (1—x)p2, (1.5)

p=xp1 + (1 = x)pe. (1.6)
Une formulation équivalente utile fait intervenir les conditions de saut & travers I'interface.
Au voisinage de U'interface S, I'’équation pour la quantité de mouvement (1.2) et I’équation
de continuité (1.3) se réduisent & la condition sur le saut de contrainte tangentielle
ut-D-nls =0, (1.7)
et sur le saut de contrainte normale
n- (—pI+ 2uD) - n]s = ok, (1.8)

associées a ’hypothese de continuité de la vitesse

[u]s = 0. (1.9)
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ui.1/2’j [ ] o ° ui+1/2,j

Fia. 1.1.: Discrétisation de type MAC.

Discrétisation des équations et méthode de projection

Nous avons choisi une discrétisation décalée de type MAC [Peyret et al., 1983] sur grille
cartésienne ; ce choix étant essentiellement dicté par des considérations de simplicité de mise
en oeuvre. De plus 'utilisation d’une grille réguliere de pas dz = dy = h assure le second
ordre de la discrétisation spatiale centrée des termes de gradient.

La fraction surfacique c; ; est définie comme la surface relative occupée par le fluide 1
pour la cellule de contréle €2; ; illustrée figure 1.1, soit

1
Ci i = dx, 1.10
2,7 |Q| /Q” X ( )

ot [©2] = h? est l'aire du volume de contrdle. Les équations (1.5) et (1.6) sont approchées
comme

pij = cijp1+ (1 —cij)p2, (1.11)
pij = cigp + (1 = cij)pe. (1.12)
La méthode de projection, classiquement utilisée pour la résolution des équations de

Navier—Stokes incompressibles monophasiques [Peyret et al., 1983], peut étre adaptée au cas
diphasique. L’algorithme utilisé peut étre décomposé comme suit pour un pas de temps :

1. L’interface est advectée par le champ de vitesse au temps ¢, = n7, ou 7 est le pas de
temps. La fraction surfacique c; ; est mise a jour a partir de la position de I'interface
(cf. Annexe B).

2. Une solution provisoire u* est obtenue par une discrétisation explicite en temps de
I’équation de quantité de mouvement (1.2) :

1
uw'=u"—u"-Vu"+-V-(2uD") + zfﬂisn. (1.13)
p p

Les termes d’advection et de contraintes visqueuses sont discrétisés spatialement &
I’aide d’un schéma centré. Le terme de tension de surface est obtenu comme décrit
dans la section 1.1.2. Un terme de “correction du gradient de pression” peut également
étre ajouté. Dans certains cas, en particulier lorsque le nombre de Reynolds de 1’écou-
lement est élevé, la condition de stabilité du schéma centré est difficile & vérifier et un
schéma décentré de type upwind peut étre utilisé. Un schéma upwind aussi compact que
le schéma centré (n’utilisant qu’un seul point en amont et en aval) présente toutefois
I'inconvénient de n’étre que du premier ordre sur une grille réguliére.
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3. La non—divergence du champ de vitesse au temps n + 1 est assurée par I'intermédiaire
du terme de pression. Le champ de vitesse au temps n + 1 est obtenu comme

,
M= pn+1Vpn+1. (1.14)

Afin d’assurer la non-divergence V-u™t! = 0 de I’écoulement au temps n+1 la pression
doit ainsi vérifier ’équation suivante

v- <#Vp”+l> =V .-u*. (1.15)

Cette équation, analogue a 1’équation de Poisson pour la pression dans le cas incompres-
sible monophasique, constitue la seule composante spatiale implicite de 1’algorithme.
Ceci s’explique physiquement par la nécessité de résoudre la vitesse de propagation in-
finie (du fait de ’hypothése d’incompressibilité) de I'information liée aux fluctuations
de pression (“ondes sonores” de vitesse infinie).

Si lon utilise des différences finies centrées, I’équation (1.15) s’exprime sous forme discréte
comme

Pivlj = Pij  Pij = Pizlyj | Pij+l = Pij  Pij = Pij=1 _ (1.16)
Pi+1/2,j Pi—1/2,j Pi,j+1/2 Pij—1/2
h

T

* * * *
(ui+1/2,j — U195t V172 — ”i,j—l/Q)’

soit apres factorisation

1 1 1 1

+ + + Pij = (1.17)
Pit1/2j  Pi-1/2j  Pij+1/2  Pij—1/2

Pitty | Pizlg | Pij+l | Pij-1

Pit1/2,5  Pi-1/2,5  Pij+1/2  Pij—1/2

h

T

* * * *
(Wii1/2; — Wi1/25 V5 j11/2 — Vij_1/2)-

Ce systeme linéaire pentadiagonal peut étre résolu par différentes techniques. Il est important
de noter que la matrice définie par I’équation (1.17) est a4 diagonale dominante. L’approche
la plus simple consiste & effectuer un nombre suffisant de relaxations de type Gauss—Seidel
[Hammerlin et al., 1991] en utilisant Popérateur défini par I’équation (1.17). L’erreur sur la
divergence peut étre utilisée comme critére d’arrét. Cette solution est satisfaisante lorsque le
nombre de points de grille est limité. Lorsque la taille du systeme augmente, les performances
de la plupart des méthodes de résolution itératives (Gauss—Seidel, décomposition de Cholesky
ou méthode de gradient conjugué) diminuent. Ce phénomeéne est accentué dans le cas ou le
contraste de densité entre les deux fluides est important. En effet & proximité de I'interface,
Popérateur (1.17) peut devenir tres dissymétrique ce qui nuit au conditionnement du systéme
d’équations.

Nous utilisons une méthode multigrille maintenant classique permettant d’accélérer la
convergence des algorithmes itératifs [Brandt, 1982, Briggs, 1987, Press et al., 1991]. Cette
technique est basée sur la constatation suivante : les algorithmes itératifs peuvent étre in-
terprétés physiquement comme la solution discréte spatialement et temporellement d’une
équation de diffusion pour I’écart entre le champ initial et la solution recherchée. Un nombre
de pas de temps suffisant est nécessaire pour converger vers I’état stationnaire. Ce nombre
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d’itérations dépend directement de la taille du domaine considéré, dans la mesure ol la vi-
tesse de diffusion est normalisée par le pas de temps et la taille d’'une maille. Il peut donc
étre intéressant de chercher & résoudre les modes de grande longueur d’onde de la solution
sur un maillage plus grossier. Cette solution & grande échelle peut ensuite étre utilisée com-
me premiere approximation de la solution a une échelle plus petite. A son tour la recherche
de la solution & grande échelle peut bénéficier d’une premiere approximation & tres grande
échelle obtenue sur un maillage encore plus grossier. Ce schéma conduit & utiliser la méthode
itérative sur une succession de maillages imbriqués de plus en plus grossiers. Sur chacun des
maillages, les échelles spatiales de la solution de 'ordre de la taille de la maille peuvent étre
obtenues en un nombre constant d’itérations. Ceci aboutit & un nombre total d’itérations
indépendant de la taille du maillage le plus fin.

Dans la pratique, cette méthode donne de bons résultats, y compris pour de grands
rapports de densité [Gueyffier et al., 1998, Li, 1996]. La résolution de ’équation pour la
pression reste toutefois 1'opération la plus coiiteuse en temps (60 & 80 %) de I’ensemble
de I'algorithme de résolution des équations de Navier—Stokes.

1.1.1. Conditions de saut et courants parasites

Un probléeme souvent rencontré lors de simulations numériques diphasiques avec tension
de surface a été nommé courants parasites [Lafaurie et al., 1994]. Sil’on considére deux fluides
non—miscibles au repos séparés par une interface circulaire (en deux dimensions), le champ
de vitesse est nul et le champ de pression est donné par ’équation de Laplace

g

[p]s = " (1.18)

ou R est le rayon. Le saut de pression & travers l'interface équilibre exactement la tension
de surface. Il s’agit d’'un test simple permettant de vérifier la précision du traitement des
conditions de saut sur 'interface.

La plupart des méthodes utilisant un maillage fixe, qu’elles soient de type level sets,
volume de fluide ou suivi de front modélisent l'interface non pas comme une discontinui-
té mais comme un changement rapide mais continu des propriétés physiques. L’interface
est donc artificiellement épaissie et les termes surfaciques comme la tension de surface sont
distribués sur une épaisseur finie.

Appliquées au cas de la bulle stationnaire, ’ensemble de ces méthodes exhibent un résultat
similaire & celui illustré figure 1.2. La solution numérique ne converge pas vers la solution
de Laplace mais vers une solution caractérisée par des courants parasites dont ’'intensité
max(|u|) est essentiellement proportionnelle & la tension de surface et inversement propor-
tionnelle & la viscosité [Lafaurie et al., 1994]. La constante de proportionnalité 7 telle que
max(|u|) = 7o /p est importante dans la mesure ot elle controle ’espace de parametres (o, 1)
accessible en utilisant une méthode donnée. En effet, lorsque o/pu est suffisamment grand,
les courants parasites peuvent conduire & une instabilité catastrophique de I'interface et & sa
destruction rapide.

Lors des tests initiaux de la plupart des méthodes numériques, des parametres peu contrai-
gnants sont en général choisis : faible tension de surface, viscosité moyenne et faibles rapports
de densité entre les phases. Le coefficient de proportionnalité 7 étant généralement petit,
les courants parasites passent alors facilement inapercus. Une application & des problémes
concrets plus contraignants comme des interfaces air-eau ou air—mercure sera tres difficile
si 7 n’est pas petit. La plupart des auteurs admettent avoir observé ces courants parasites
mais les mentionnent rarement dans leurs publications. On peut toutefois se demander si leur
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1.1. Ecoulements diphasiques

F1c. 1.2.: Exemple de courants parasites autour d’une bulle au repos obtenus pour un schéma
d’advection de type VOF et une formulation continue des termes de tension de surface.

A

pl

C
ul

p2

vl

u2

V2

p3

F1a. 1.3.: Incompatibilité entre tension de surface et gradient de pression sur une grille MAC.

présence n’est pas une des causes des difficultés éprouvées lors de la simulation de problemes
concrets. De maniere plus générale, ce probleme peut amener & douter de la précision du
traitement de I’ensemble des termes soumis aux conditions de saut, en particulier le saut de
contrainte normale di & la viscosité [Benkenida, 1999].

La plupart des méthodes utilisant une formulation continue des termes de surface luttent
généralement contre I'influence des courants parasites en utilisant diverses fonctions de lis-
sage qui permettent d’amoindrir leur intensité [Williams et al., 1998, Gueyffier et al., 1998].
Le choix de ces fonctions est en général empirique car il est difficile de réaliser une étude
analytique des erreurs induites par la formulation continue. En conséquence, il n’existe pas
a notre connaissance d’explication détaillée quant & 1’origine des courants parasites.

Dans le cas d’une discrétisation MAC, Li [Li, 1996] démontre qu’étant donné le traitement
du gradient de pression prés de I'interface, 'équilibre entre tension de surface et pression né-
cessaire pour obtenir la solution de Laplace dans le cas d’une bulle stationnaire ne peut pas
étre assuré. Le raisonnement est illustré figure 1.3, ot une interface circulaire dans un fluide
au repos coupe la discrétisation suivant une configuration particuliéere. La composante de la
vitesse horizontale u1 devant étre nulle, le gradient de pression horizontal exprimé en u1 doit
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1. Méthodes numériques

également étre nul. Ce gradient est obtenu par différences finies comme (p2 — pl)/h donc
nécessairement pl = p2. En appliquant ce méme raisonnement pour les composantes u2 et
v2, on obtient finalement pl = p2 = p3 = p4. Or le volume de controle de la composante
vl (zone grisée) est coupé par linterface. La contribution du terme de tension de surface
dans I’équation de quantité de mouvement pour cette composante est donc non—nulle. Cette
contribution n’étant pas équilibrée par le gradient de pression (pl —p4)/h, la composante v1
ne peut rester nulle.

Cette incohérence est clairement due au fait que le gradient de pression exprimé en vl
n’est pas calculé correctement. En effet, le saut de pression au point B donné par la solution
de Laplace n’est pas pris en compte. Une solution simple consiste & calculer le gradient de
pression en vl comme (pap + ppc — p4)/h. Un choix judicieux de pap et ppc permet de
compenser exactement le terme de tension de surface. Cette correction locale constitue la
base de la méthode de correction du gradient de pression présentée section 1.1.2.

Il est important de noter que le raisonnement ci-dessus ne concerne que le gradient de
pression et suppose que le terme de tension de surface est calculé exactement. En particulier,
il semble difficile de généraliser ce résultat pour le cas ol la tension de surface est distribuée
sur plusieurs volumes de contrdle au voisinage de l'interface.

1.1.2. Marqueurs de surface

L’interface est représentée comme une liste ordonnée {p1,...,pny} de points advectés par
Pécoulement, (marqueurs), avec p; = (x;,y;). Afin de passer de cette représentation discrete
& une représentation continue, il est nécessaire de choisir une technique d’interpolation entre
ces points. Un choix simple consiste a relier les points par des segments de droite. La courbe
obtenue est de classe C° ce qui est génant si les grandeurs géométriques locales comme la
tangente ou la courbure sont nécessaires lors du calcul. Nous avons retenu une interpolation
de classe C? qui assure la continuité de la tangente et de la courbure le long de 'interface.

Pour se faire, I'interface est représentée entre chaque paire de points consécutifs par
une courbe paramétrique définie par deux polynomes cubiques p;(s) = (p¥(s),p!(s)). Le
parametre s est une approximation de I’abscisse curviligne. Il est défini comme

i—1
si=) \/($j+1 —z7)% + (yj+1 — y5)? (1.19)
=1
L’interface définie comme {py,...,py_1} devant étre de classe C2, les polynémes p vérifient :
pi(si) =pi et pi(sit1) = pit1, (1.20)
op; Ipi—1 9’pi 9’pi—1
= t = 1.21
ds |, s |, ¢ Os | ds | (1.21)

Dans le cas général, ces conditions peuvent s’écrire sous la forme de deux systemes linéaires
tridiagonaux découplés [Haimmerlin et al., 1991]. Afin de fermer le systéme il est nécessaire de
fournir deux conditions aux limites supplémentaires pour les valeurs de dsp1 s, €t OspN—_1]sy -
Ces conditions aux limites peuvent étre dépendantes du temps. Ceci permet par exemple de
controler précisément I'angle de contact dynamique entre les extrémités de l'interface et une
frontiere solide.

Dans le cas ou l'interface est fermée ou périodique les conditions de fermeture sont ob-
tenues directement en appliquant les conditions (1.20) et (1.21) entre py et py. On obtient
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1.1. Ecoulements diphasiques

alors un systéme de la forme

o . . 0o |- (1.22)
0 0 anN-—1 bN—l CN—-1
CN 0 0 anN bN

La solution de ce type de systéeme “pseudo tridiagonal” peut étre ramenée & la solution
de deux systeémes tridiagonaux [Press et al., 1989]. Dans tous les cas la construction de la
courbe paramétrique {pi,...,pn} peut étre effectuée avec un nombre d’opérations pro-
portionnel & N. Ce type de courbe est connu sous le nom de spline cubique paramétrique
[Walsh et al., 1962].

Afin d’advecter les marqueurs, il est nécessaire d’exprimer la vitesse u = (u,v) du fluide
pour une coordonnée x = (z,y) quelconque. Sur un maillage cartésien un choix simple est
une interpolation bilinéaire de la forme?

u(x) = u (1 — 2 —y+2y) + wip;2(1 —y) + v j11y(1 — 2) + w117y (1.23)

D’autres choix d’interpolation sont possibles, d’ordre plus élevé par exemple. L’ensemble des
tests que nous avons effectués tendent & montrer que le type d’interpolation a peu d’influence
sur les résultats.

Un des problemes classiques lié a 'utilisation de marqueurs de surface est la nécessité de
maintenir une distribution uniforme des points le long de l'interface lors de son évolution.
En effet, I'interface peut localement étre étirée ou comprimée par ’écoulement et la densi-
té de marqueurs par unité de longueur variera en conséquence. De plus, méme dans le cas
ou l'interface n’est pas déformée (lorsque la composante normale de la vitesse est nulle),
une composante tangentielle non—nulle de la vitesse causera une dérive des marqueurs le
long de l'interface. Afin d’assurer une discrétisation réguliere de la géométrie de I'interface
il est donc nécessaire de supprimer ou de rajouter localement des marqueurs lors de 1’évo-
lution temporelle. Une méthode simple consiste & remplacer deux marqueurs consécutifs
trop proches par un unique marqueur (le milieu du segment par exemple) et a rajouter un
marqueur entre deux marqueurs consécutifs trop éloignés. En utilisant cette technique il
est toutefois relativement difficile d’assurer la continuité temporelle des dérivées comme la
tangente ou la courbure. La nature discrete des événements d’insertions et de suppressions
introduit généralement de brusques variations locales des dérivées.

Afin d’éviter ces problémes et de profiter pleinement de la représentation par splines
cubiques de l'interface, nous utilisons une méthode qui assure une distribution des mar-
queurs homogene et temporellement continue. A chaque pas de temps ’ensemble des mar-
queurs est redistribué le long de 'interface définie par sa représentation paramétrique p(s) =
{P1,-.-,PN-1}. On définit la longueur de redistribution / comme la distance entre deux
marqueurs successifs le long de l'interface. Comme s est une approximation de ’abscisse
curviligne, le nombre de marqueurs qui peuvent étre placés sur l'interface & une distance
[ les uns des autres est donné par N = sy/l et leurs coordonnées sont obtenues comme
p; = p((i — 1)I). Une fois le nouvel ensemble de marqueurs calculé, les polynomes définissant
les splines cubiques sont mis & jour. La longueur de redistribution en général utilisée corres-
pond & la taille d’une maille de la discrétisation MAC. Ce choix est justifié dans la mesure
ou la discrétisation spatiale définit ’échelle résolue la plus petite des phénomeénes simulés.

2Les coordonnées étant adimensionnées par dz et dy.
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Fi1G. 1.4.: Volume de controle et contribution de la tension de surface.

Tension de surface

La représentation par marqueurs autorise un traitement direct des termes de tension
de surface. Si 'on considére un volume de contréle Q coupé par linterface (figure 1.4) la
contribution intégrale de la tension de surface & la variation de quantité de mouvement

4 M
s’écrit

B
/ oKdsn = 07{ knds, (1.24)
Q A

que 'on peut transformer en utilisant la. premiere formule de Frenet pour les courbes pa-
ramétriques en

B B
07{ knds = a% dt = o(tp — ta), (1.25)
A A

ou t est la tangente & l'interface orientée et unitaire. On retrouve en fait la formulation
originelle de la tension de surface interprétée comme une force tangentielle & I'interface.

Un algorithme simple permet ainsi de calculer le terme de tension de surface. L’interface
est parcourue d'une extrémité & autre, chaque fois qu’elle traverse le bord 9€2 d’une cellule
de contrdle (un segment vertical ou horizontal dans le cas d’'un maillage cartésien), le point
d’intersection A et la tangente t sont calculés. Les volumes de controle situés de part et
d’autre de 99 recoivent alors une contribution ot si 'interface vient de sortir et —ot si
Iinterface vient de rentrer. Cet algorithme assure que la somme des contributions dues a la
tension de surface est nulle (pour une interface fermée).

Dans le cas de la discrétisation MAC, les volumes de controle pour les composantes
horizontales et verticales de la vitesse sont décalés. L’algorithme est donc utilisé deux fois, une
fois pour chaque composante, en décalant la position des marqueurs. Sur une grille cartésienne
la détection des intersections entre l'interface et les limites horizontales et verticales des
volumes de controle est simple et conduit & un algorithme de cout O(N) ot N est le nombre
de marqueurs. Le calcul du point d’intersection est effectué comme décrit dans 'annexe B.

Correction du gradient de pression

Le terme de tension de surface étant défini directement, nous pouvons maintenant utiliser
le résultat présenté section 1.1.1 concernant le gradient de pression. Il s’agit de modifier
Popérateur gradient discret Vj localement au voisinage de I'interface de maniere & prendre
en compte le saut de pression. Nous nous plagons pour l'instant dans le cas de la bulle
stationnaire vérifiant la solution de Laplace. On suppose que le champ de pression et le terme
de tension de surface sont connus exactement dans le cas illustré figure 1.3. La pression sur
le segment AB est constante et égale a p, la pression sur le segment BC' est constante et
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Fia. 1.5.: Cas plus complexes pour la méthode de correction du gradient de pression.

égale & pl et ces deux pressions sont liées par la relation de saut : pl = p + o/R. Dans ce
cas la contribution de la pression & la variation de quantité de mouvement contenue dans le
volume de controle de v1 s’écrit

h2 V5 plor = dp + (h — d) pl — hp4, (1.26)

ol d est la longueur du segment AB. Il est clair que cet opérateur dépend de la position du
point B par rapport a pl. Si d est supérieur a h/2, p doit étre remplacé par pl et pl par p2
dans la formule ci-dessus. Dans le cas général on peut définir V} comme

h2 Zp|’l)i,j = hpi,j+1/2 + Ci’j+1/2 — hpi,j—l/? — Ci,j—1/27 (127)
avec
) dpi1; —pij) sid<h/2
Cid = { (h —d)(piy1, —pij) sid>h/2 (1.28)

Si les hypotheses précédentes sont vérifiées (exactitude du champ de pression et des termes
de tension de surface) I'utilisation de cet opérateur assure — par définition — 1’équilibre
exact entre tension de surface et pression.

Dans le cas général ou la pression peut varier & 'intérieur et a 'extérieur de l'interface,
cet opérateur peut étre interprété comme une extrapolation du premier ordre des champs
de pression internes et externes au voisinage de l'interface. Des extrapolations d’ordre plus
élevé sont possibles en utilisant plusieurs plus proches voisins. De plus dans le cas ou 'inter-
face coupe plusieurs fois le bord d’un volume de controle (figures 1.5), Papproche présentée
ici n’est plus valable. Ces formes complexes faisant généralement intervenir des rayons de
courbure de I'ordre de la taille de la maille (exception faite du cas illustré figure 1.5.(b)) sont
peu fréquents. Néanmoins un algorithme robuste devra les traiter correctement et d’autres
techniques d’extrapolation plus générales peuvent étre utilisées (voir section 1.2.1). Dans
tous les cas le principe de la méthode n’est toutefois pas remis en cause.

L’utilisation de ce nouvel opérateur est compliquée par la nature implicite de la pression
pour un fluide incompressible. En effet, dans la méthode de projection, la pression n’appa-
rait que comme solution de la pseudo—équation de Poisson [Peyret et al., 1983]. L’approche
la plus correcte consiste a utiliser le nouvel opérateur Vj directement lors de la résolution de
cette équation. Ceci a le désavantage de nécessiter 1'utilisation d'un stencil faisant apparaitre
les huit plus proches voisins pour chaque point de pression (figure 1.6). L opérateur standard
n’utilise que les quatre plus proches voisins, il n’est donc pas possible d’utiliser les solveurs
classiquement mis en oeuvre avec la méthode MAC.
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Fic. 1.6.: Stencil nécessaire pour la résolution de 1’équation de pression avec opérateur de
gradient corrigé.

Afin de simplifier I’évaluation initiale de la méthode, nous avons choisi une approche plus
simple mais moins rigoureuse qui consiste a traiter la correction C' du gradient de pression
comme un terme source dans I’équation de quantité de mouvement (1.13). Effectuée de cette
maniere, la correction C' est explicite en temps, elle est calculée comme fonction de la pression
au pas de temps précédent.

L’évaluation des termes de correction du gradient de pression nécessite le calcul des points
d’intersection avec les bords horizontaux des volumes de controle pour la composante v et
avec les bords verticaux pour la composante u. Il est donc simple et naturel de calculer ces
termes en méme temps que les termes de tension de surface associés au méme volume de
controle (cf. Annexe B).

Application au cas de l'interface circulaire

Comme montré ci-dessus, l'utilisation de I’opérateur de gradient de pression corrigé garan-
tit en principe l'existence de la solution discrete de Laplace pour le cas d’une bulle circulaire.
Dans la pratique I'utilisation de courbes splines paramétriques de classe C? ne permet pas
de représenter exactement une interface circulaire (de classe C*°). Une erreur géométrique
sera donc commise lors de ’évaluation des termes de tension de surface et de correction du
gradient de pression. Deux questions se posent alors : la solution approchée est-elle stable ?
Converge-t-elle numériquement vers la solution exacte ?

On considere deux fluides de méme densité p et viscosité p séparés par une interface
circulaire de diametre D avec un coefficient de tension de surface o. Le seul nombre sans
dimension qui peut étre formé est le nombre de Ohnesorge Oh = p/(opD)'/? (ou le nombre
de Laplace équivalent La = 1/Oh?). Comme nous I’avons mentionné précédemment, on
s’attend & ce que 'amplitude max(|u|) des courants parasites soit proportionnelle & o/u. Ce
qui revient & définir un nombre capillaire Ca, = max(|u|)p/o constant quel que soit Oh. La
valeur de ce nombre capillaire est une mesure de I'erreur par rapport & la solution exacte.

Afin de tester ces hypotheses et d’évaluer la précision du schéma de correction du gra-
dient de pression, nous avons effectué plusieurs simulations pour un nombre de Ohnesorge
variable. La goutte est placée au centre d’'un domaine carré et des conditions périodiques
sont appliquées dans les deux directions. Le rapport entre la taille du domaine et le diametre
de la goutte est 2.5. Les champs de vitesse et de pression sont initialement nuls. I’évolution
de Ca, en fonction du temps 7 = to/(uD) est illustrée figure 1.7 pour différentes valeurs du
nombre de Laplace. Apres une phase transitoire, I’ensemble des solutions convergent asymp-
totiquement. Conformément & notre hypothese, les asymptotes sont proches d'une valeur
unique qui peut étre estimée & 1.1 x 1076 + 10%.

Cette valeur asymptotique caractérise la précision de la solution. On s’attend donc & ce
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Fic. 1.7.: Evolution temporelle de 'amplitude des courants parasites en fonction du nombre
de Laplace. La légende donne les différentes valeurs de La. Maillage 32 x 32.
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Fic. 1.8.: Evolution de I’amplitude des courants parasites en fonction de la résolution spatiale.
Le diametre D est donné en nombre de mailles.
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qu’elle dépende de la résolution spatiale. La figure 1.8 illustre cette dépendance. Les tailles
de maillage utilisées sont 162, 322, 642, 1282 et 2562. La convergence est d’ordre supérieur a
deux (I'exposant est environ égal & 2.75). Pour une résolution de 2562 la valeur absolue de
I’amplitude des courants parasites est de ’ordre de la précision machine.

Sur le méme graphe est représentée la valeur du nombre capillaire pour la méthode CIAM
(Construction d’Interface Affine par Morceaux) associée & une formulation continue du terme
de tension de surface. Dans ce cas I’amplitude des courants parasites est indépendante de
la résolution. Les champs de pression normalisés par o/R, obtenus en régime stationnaire
sont représentés figures 1.9.(a) et 1.9.(b) pour chacune des deux méthodes. L’épaississement
de Vinterface diu & la formulation continue apparait clairement dans le cas CTAM. Dans le
cas des marqueurs, la pression est constante de part et d’autre de I'interface. Les erreurs
relatives par rapport & la solution exacte pour la pression sont illustrées pour chacune des
deux méthodes figures 1.9.(c) et 1.9.(d).

Fluides de propriétés physiques différentes

Dans le cas ou les propriétés physiques sont différentes pour chacun des fluides, il est
nécessaire de calculer les valeurs de la fonction x en fonction de la position de I'interface. La
fonction y est généralement définie comme la fraction surfacique occupée par 'une des deux
phases pour un volume de contréle donné. Les chaines de marqueurs orientées peuvent étre
utilisées pour calculer les valeurs de ces fractions surfaciques en transformant les intégrales de
surfaces en calculs de circulation. Cette approche présentée en détail dans ’annexe B permet
la mise & jour des valeurs de x au cours du temps pour un cout essentiellement proportionnel
a N, le nombre de marqueurs utilisés.

Un exemple d’utilisation des marqueurs dans le cas de fluides de densités différentes est
présenté figure 1.10. Il s’agit d’un test classique illustrant une instabilité de Rayleigh—Taylor,
initialement utilisé par Puckett et al. (1997) pour évaluer une méthode de type VOF. Une
boite fermée de taille 1 x 4 metres est remplie avec deux fluides de densités différentes et
de viscosités dynamiques identiques. Les densités sont 1.225 kg/m? pour le fluide contenu
dans la moitié supérieure et 0.1694 kg/m?3 pour celui contenue dans la moitié inférieure. La
viscosité dynamique est 0.00313 kg/m.s pour chacun des fluides. L’interface est initialement
perturbée par une onde sinusoidale d’amplitude 0.05 m. L’évolution de 'interface est illustrée
apres 0, 0.7, 0.8 et 0.9 secondes. La figure 1.11 correspond 4 la résolution du méme probléeme
en utilisant la méthode CIAM pour Padvection de 'interface [Li, 1996]. Ces résultats sont
en bon accord avec la solution présentée par Puckett et al. (1997).

Dans le cas des marqueurs, on peut remarquer que la technique de redistribution autorise
une bonne représentation de l'interface au cours du temps, bien que celle-ci subisse des
déformations importantes. De plus, la différence essentielle entre les marqueurs et la solution
CIAM est la préservation des petites structures filamentaires représentées figure 1.12.(a).
La représentation implicite de 'interface par la méthode VOF conduit & une reconnexion
automatique des structures de taille proche de celle de la maille. Ce traitement implicite
des reconnexions est généralement utile car il assure la robustesse de la résolution méme
dans le cas ou des changements de topologie complexes se produisent. Il a néanmoins le
désavantage d’étre lié & un critére numérique arbitraire qui fait dépendre le changement de
topologie de la résolution spatiale du calcul. Dans le cas illustré ici, la solution obtenue par
méthode VOF pour une résolution égale & celle utilisée avec les marqueurs (64 x 256) est
relativement éloignée des solutions présentées du fait de ruptures prématurées des filaments
aux extrémités du “champignon” de Rayleigh—Taylor.

D’un autre coté, la méthode de marqueurs présentée ici n’autorise pas pour l’'instant
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Fic. 1.9.: Solutions et erreurs pour le champ de pression autour d’une goutte avec tension
de surface. Pressions : (a) CIAM avec formulation continue, (b) Marqueurs avec correction
du gradient de pression. Erreurs relatives par rapport a la solution exacte : (¢) CIAM, (d)
Marqueurs.
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t=0.0s t=0.7 s t=0.8 s t=09s

Fi1a. 1.10.: Instabilité de Rayleigh—Taylor simulée par la méthode de marqueurs. La taille du
maillage est 64 x 256.
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1.1. Ecoulements diphasiques

t=0.0s t=0.7 s t=0.8s t=0.9s

F1a. 1.11.: Instabilité de Rayleigh—Taylor simulée par la méthode CIAM. La taille du maillage
est 128 x 512.

(a) (b)

F1G. 1.12.: Détail de l'interface pour les simulations figures 1.10 et 1.11. (a) Représentation
par marqueurs. (b) Courbe de niveau y = 1/2 obtenue par la méthode CTAM.
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les changements de topologie. Le probleme du traitement des reconnexions pour les mé-
thodes de type marqueurs est généralement considéré difficile pour des raisons liées & des
problemes de programmation des algorithmes nécessaires. En se basant sur les essais de re-
connexion que nous avons effectués, nous ne pensons pas que cet argument doive étre retenu.
Le choix de techniques de programmation et de structures de données appropriées permet une
implémentation relativement simple et efficace de ces opérations [Tryggvason et al., 1999].
L’obstacle essentiel concerne le choix d’un critére de reconnexion cohérent et si possible jus-
tifié par des considérations physiques. Ce probléme est amplifié dans le cas ol la tension de
surface n’est pas nulle. En effet, lors des reconnexions des rayons de courbure arbitrairement
petits peuvent étre créés ce qui conduit & une singularité du terme de tension de surface.
Cette singularité traduit le fait qu’aux échelles auxquelles se produit la reconnexion, le milieu
ne peut plus étre considéré comme continu et une modélisation physique différente doit étre
utilisée. Une implémentation correcte du traitement des changements de topologie pour les
méthodes de marqueurs nécessite ainsi une compréhension approfondie des phénomenes phy-
siques liés aux ruptures d’interfaces. Une approche prometteuse est le couplage de méthodes
de marqueurs et de modeles physiques locaux lors des reconnexions.

1.1.3. Ondes capillaires planes

Un cas test quantitatif simple mais important concerne la simulation numérique des
oscillations amorties d’une onde capillaire. Un certain nombre de résultats théoriques sont
disponibles. La théorie linéaire pour les oscillations de faible amplitude de I'interface entre
deux fluides de méme densité p donne la relation de dispersion

3

5 ok

wh = — 1.29

0 2P ) ( )

ol o est le coefficient de tension de surface et k est le nombre d’onde. Ce résultat est valable
dans le cas ol le domaine est infiniment vaste et la viscosité négligeable.

Dans le cas ou la viscosité n’est pas négligeable et si les deux fluides ont une viscosité

identique p, Panalyse par mode normal [Lamb, 1932] donne la relation

> _ K ) =2 — k 1.30
w —5( —k/q) = wy(1 = k/q), (1.30)

g= \/m' (1.31)

En éliminant w entre (1.30) et (1.31) on obtient ¢ comme racine de I’équation

avec

ok3p

alq — k) (g + k)* = — 2

(1.32)

En résolvant numériquement cette équation, on obtient le taux d’amortissement dans le cas
visqueux.

Comme nous allons le voir, cette solution n’est cependant pas exacte dans le cas ou
I’ensemble du fluide est initialement au repos. En effet, dans ces circonstances un terme
transitoire correspondant & la diffusion de la vorticité créée & l'interface dans le fluide doit
étre pris en compte. Comme démontré par Prosperetti (1981) , dans le cas ou les deux fluides
ont la méme viscosité dynamique, une solution analytique existe pour I’évolution temporelle
d’une onde de faible amplitude. Les densités p; et ps peuvent étre différentes.

28
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Résolution | Erreur/Prosperetti | Erreur/Mode normal
82 0.3018 0.3077
162 0.0778 0.0959
322 0.0131 0.0332
642 0.0082 0.0307
1282 0.00645 0.0280

TAB. 1.1.: Evolution de l'erreur relative pour une onde capillaire & différentes résolutions.
Les parametres sont les suivants : p; = pa, 3= 1/4, € = 6.472 x 102, La = 3000.

Nous considérons une perturbation sinusoidale de faible amplitude Hy. Une échelle de
temps est donnée par wg L et une échelle de longueur par k~'. On peut définir un temps et
une viscosité adimensionnée comme

T = wot, € = vk? /wy. (1.33)
Dans cet espace de parametres, la solution pour I’évolution de 'amplitude est donnée comme

a(r) = A1 —4p)e cerfe(c!*71/?) (1.34)

81— 4ﬁ)e2

4

x exp|(z? — ewg)T /wplerfe(z; 7'1/2/w1/2),

2
Zl 27 — €wp

ou les z; sont les quatre racines de I’équation

2t — 4B(ewp)'?2 + 2(1 — 68)ewg2” + (1.35)
4(1 — 38) (ewp)*?2 + (1 — 48) (ewp)? + wi = 0,

et Z1 = (20— 21)(23 — 21)(24 — 21), Za2, Z3 et Z4 sont définis par permutation des indices. Le
parametre sans dimension (3 est donné par

P1P2
=% 1.36
o1+ pa) (1.36)

Le cas test qui a été retenu est une boite carrée séparée en deux parties égales par une
interface perturbée sinusoidalement. La longueur d’onde de la perturbation est égale a la
largeur de la boite et son amplitude a un centieme de la hauteur de la boite. Des conditions
de glissement libre sont appliquées sur les parois supérieures et inférieures et des conditions
périodiques dans la direction horizontale. LLe nombre de Laplace est 30 000, la viscosité
adimensionnée € ~ 6.472 x 10~ 2. Les densités p; et po sont identiques ce qui donne 3 = 1/4.
Les évolutions temporelles de ’amplitude obtenues par simulation numérique, ainsi que par
les théories de mode normal et de Prosperetti sont illustrées figure 1.13. La courbe de mode
normal est obtenue comme

Hy exp(AT/wp) cos(wT/wy), (1.37)

oll w est A sont obtenus par résolution numérique de ’équation (1.30). Un trés bon accord
est obtenu entre la simulation numérique et la solution de Prosperetti. Il est intéressant de
noter P’écart significatif entre les deux théories (figure 1.14).

Nous avons répété ce test en variant la résolution spatiale. La table 1.1 résume les résultats
obtenus pour des résolutions de 82, 162, 322, 642 et 1282. L’erreur relative indiquée est calculée
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Fic. 1.13.: Evolution temporelle de 'amplitude d’une onde capillaire. La résolution est de

128 x 128.
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Fig. 1.14.: Agrandissement de la figure 1.13 illustrant les différences entre la solution de

mode normal et la solution de Prosperetti.
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1.2.  Ecoulements & surface libre

Amplitude | 0.0025 | 0.005 0.01 0.02
82 0.3074 | 0.3054 | 0.3018 | 0.2962
162 0.0782 | 0.0781 | 0.0778 | 0.0798
322 0.0114 | 0.0118 | 0.0131 | 0.0183
642 0.00660 | 0.00695 | 0.0082 | 0.0117
1282 0.00540 | 0.00565 | 0.00645
2562 0.00505 | 0.0057

TAB. 1.2.: Evolution de Perreur relative pour une onde capillaire a différentes résolutions et
différentes amplitudes relatives initiales. Les parameétres sont les suivants : p; = po, § = 1/4,
€~ 6.472 x 1072, La = 3000.

Résolution | Erreur/Prosperetti
82 0.3593
162 0.1397
322 0.0566
64> 0.0264
1282 0.0148

TAB. 1.3.: Evolution de erreur relative pour une onde capillaire & différentes résolutions.
Les paramétres sont les suivants : p; = 10p2, 3 ~ 0.826, € ~ 6.472 x 10~2, La = 3000.

comme la racine carrée de la valeur moyenne du carré de la différence entre la simulation
numérique et les solutions théoriques, rapportée a amplitude initiale (0.01). Cette moyenne
est effectuée sur 25 unités de temps adimensionné, soit environ quatre périodes d’oscillation.
L’erreur décroit rapidement avec la résolution mais semble converger vers une valeur de 0.5
% environ. La théorie linéaire n’étant valable que pour des amplitudes d’oscillation faibles,
on peut se demander si cette erreur est dépendante de I'amplitude initiale. La table 1.2
résume les résultats obtenus pour des amplitudes relatives initiales variables. La convergence
est légérement meilleure pour les amplitudes les plus faibles mais cette tendance ne semble
pas expliquer I'erreur finale.

La théorie de Prosperetti est également valable pour deux fluides de densité différentes
(mais de mémes viscosités dynamiques). La table 1.3 donne les résultats obtenus lorsque le
rapport de densité est de dix. L’accord est satisfaisant dans les deux cas. Il est important
de noter que la théorie de Prosperetti est valable dans le cas d’un domaine non—-borné. Les
simulations sont effectuées dans des boites fermées et les effets de confinement peuvent sans
doute expliquer I'erreur de I'ordre de un pour cent observée pour des résolutions élevées.

1.2. Ecoulements a surface libre

Les écoulements a surface libre peuvent étre abordés comme le cas limite d’écoulements
diphasiques, lorsque le contraste de densité tend vers l'infini. Dans la pratique les perfor-
mances des codes diphasiques diminuent lorsque le rapport de densité devient élevé. Il est
donc intéressant de développer une méthode permettant de résoudre les équations unique-
ment 3 l'intérieur du fluide de forte densité. En raison de son large champ d’application
(écoulements liquide—gaz), cette approche a été I'une des premiéres & bénéficier d’un traite-
ment numérique [Harlow et al., 1965]. Si elle est séduisante d’un point de vue analytique, son
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implémentation numérique correcte se heurte a un certain nombre de problemes que nous
abordons ici.

Les équations de Navier—Stokes exprimées en coordonnées axisymétriques représentent
un bon compromis entre une modélisation bidimensionnelle plane et une modélisation tri-
dimensionnelle. Un point important en faveur d’une représentation axisymétrique est la
préservation des lois d’échelles reliant surface et volume et ce, pour un cout de calcul
équivalent au cas plan. L’hypothese d’axisymétrie étant bien adaptée a une premiere étude
de la dynamique des bulles de sonoluminescence ou de cavitation, nous considérons ici les
équations de Navier—Stokes suivantes exprimées dans un repere (z,r) :

ov,.  10(rv?) N o(vpvy) @ N EB(TSM) N 0S8, Sep

ot + r Or oz  Or r or 0z  r’ (1.38)
v, 10(rvpv,) w2 0  19(rS.) | 0S..
o Tr o oz 0z v or oz (1.39)

ou ¢ = p/p, la masse volumique p est constante et le tenseur des contraintes s’exprime
comme

ov
Sy = 2v a; (1.40)
Spy = 2w (1.41)
T
ov
S,. = 2v 8; (1.42)
ov ov
Sa = Srz=1( 8’: + 8;) (1.43)
La condition d’incompressibilité s’exprime quant & elle comme
1
19(rvy) n v, 0, (1.44)

r  Or 0z

Afin de clarifier le role géométrique de la surface libre, il est utile de considérer une
solution faible de type intégrale des équations de quantité de mouvement (1.38) et (1.39).
Cette intégration conduit & une approche classique de type volume fini. A cette fin, on
considére un domaine (2, de frontiére 0€2. Notons u la vitesse de 02 par rapport au repere
galiléen. En intégrant la condition d’incompressibilité (1.44) et les équations de quantité de
mouvement (1.38) et (1.39), nous obtenons

0
—/ rdrdz+ r(v, — uy) dr — / r(v, —uy) dz =0, (1.45)
ot Ja a0 o0
2/ vpr dr dz + rop (v, —uy) dr — / rop(vp —uy) dz = (1.46)
ot Jo a0 a0
/ ¢rdz+/qz5drdz+/ TSZTdr—/ rSrrdz—/Sggdrdz,
o0N Q o0N o0N Q
2/ v,r dr dz -I—/ rv, (v, — uy) dr — / rvy (v —u,) dz = (1.47)
ot Ja o0 o0

—/ or dr-l—/ rS,, dr—/ S, dz.
o0N o0N o0N

Du fait de la prise en compte du mouvement éventuel u de la frontiere 92 du domaine
considéré, ces expressions sont applicables & un domaine arbitraire.
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F1G. 1.15.: Elément de volume fini contenant une surface libre.

Nous considérons maintenant une cellule de calcul identique au cas diphasique et traversée
par linterface (figure 1.15). La frontiere du domaine 2 est constituée des segments fixes
(u=0) AB, BC, DE et EA, et du morceau d’interface C'D de déplagant & la vitesse du
fluide (u = v). L’équation (1.46) devient ainsi

2/ vpr dr dz + TV, dr —/ rvz dz = (1.48)
ot Ja BCUEA ABUDE
/ gbrdz-l—/ qbrdz-l-/gbdrdz-i-
ABUDE CD Q
/ 7S, dr -I-/ rS,, dr —
BCUEA CD

/ Sy dz —/ Sy dz —/ Spe dr dz.
ABUDE CD Q

Si nous supposons que la discrétisation est d’ordre un, les quantités définies au centre de
chacune des faces sont considérées comme constantes sur chacune de ces faces; les quantités
définies au centre de la cellule sont considérées comme constantes sur I’ensemble de la cellule.
Nous définissons s%/ et s%7 comme la surface immergée des faces radiales et axiales respec-
tivement. L’aire du domaine Q est notée a’/ et ¢’/ = [, rdrdz. On obtient alors dans le cas
général

% [(C'Ur)i’j] + (Szvrvz)i+1/2’j - (Szvrvz)i_l/Q’j + (1.49)
(Srvz)i,jJrl/Z o (Srvz)i,jfl/Z _
(Srﬁb)i’j_l/Q - (5r¢)i’j+1/2 + (aqﬁ)i’j + ¢r dz +

int

(5,5, )iF1/29 _ (5,8, ) 1/%9 4 / rS,. dr +
int

(89S )2 — (5.8, )7 1/2 — / 1Sy dz — (aSpg)™,

int
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ou [;, désigne I'intégrale le long du morceau d’interface contenu dans 2. L’équation pour la
composante suivant z est obtenue de maniére analogue comme
9 ij 2yi+1/2,j 2\i—1/2,j
a7 L(€v2) "]+ (5:02) T — (5,02) 12 (1.50)
(,srz)rvz)i’jﬂ/2 — (s,nv,nvz)i’j’l/2 =
(s2

BV — (s - [

m

¢r dr +
t
(5,5,.)iH1/20 _ (5,8,,)i"1/2 4 / rS,, dr +
int
(er’Z,«)i’j'H/2 — (g's,uS”z,q)i’j_l/2 —/ rS,, dz.
int

En utilisant le fait que la variation du volume du domaine 2 peut étre obtenue comme

0
—/ rdr dz :/ U, dr—/ ru, dz, (1.51)
ot Ja o0 e}
I'équation de continuité (1.46) peut étre écrite
/ rv, dr —/ rv, dz = 0. (1.52)
o0 onN

On obtient alors la formulation discréte suivante de la condition d’incompressibilité

(520,) 29 — (s,0,) V2 4 [ o, dr + (1.53)

int
(s,nv,n)i’j"'l/2 — (srvr)i’j_l/2 — / ro, dz = 0.
int
La méthode de projection ne fait pas intervenir directement la condition d’incompressibi-
lité mais nécessite la résolution d’une équation dérivée pour la pression. De maniere analogue
a la méthode de projection dans le cas diphasique, le champ de vitesse v au temps n + 1 est
donné par les relations

At

[(3r )92 = (5, 8) 912 1 (ag) ]
At

vi’j = (U:)i’j + N [(Szﬁb)iil/lj - (3z¢)i+1/2’j] :

vl = ()" +

Ce champ de vitesse doit vérifier la condition d’incompressibilité (1.53). L’intégration le long
de l'interface des deux composantes de la vitesse nécessite de pouvoir exprimer le champ de
vitesse & une position quelconque & l'intérieur de la cellule. Pour ce faire, nous supposons
que chaque composante de la vitesse varie continiiment d’un bord a I'autre de la cellule, soit

v, (2)h = (2 — 2171/2)0?1/2’]' —(z— Zi+1/2)“ifl/2’ja (1.54)
vp(r)h = (r — Tj—1/2)vi’j+1/2 —(r— Tj+1/2)“f~’j_1/2- (1.55)
Les intégrales intervenant dans (1.53) sont alors obtenues comme
/ rv, dr = (1.56)
inti,]-
vi—i—l/?,j 02—1/2,1'

— % dr — — 2 d
A /mi,jT(Z Zj 1/2) r A /mi,jT(Z Zz+1/2) T,
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/ ro, dz = (1.57)
mni;,;
vffjﬂ/? m{,jfl/?

r(r—r;_ dz — / r(r—r; dz.
h /mti,j (r—rj_1/2) P o, (r—=rjt1/2)

En remplagant v par son expression en fonction de v* et en utilisant les relations ci-dessus,
la condition d’incompressibilité (1.53) peut étre obtenue comme

i
At
§99 [s59 (e P12 4 (sl )12 ) 4 s (s} 102 4 (s ey 107)] 4

[(sL02) 29— ()2 ()2 — ()2 (1.58)

z 7z

i, . .
P [(asy/)94112 — (st feyi ] =
(529" 9 (s /) 1129 4

(sng)ifl,j(slz/c)ifl/lj + ¢i,j+1(s;/0)’i,j+1/2 (sfn,jJrl _ %a’i,jJrl/Z) +
91 (5! Jyii=1/2 <Sf«’j_1 n %ai,j—1/2> ,

ou s, et s, sont définis comme

1

(sL)iHY 2 = giFL/25 4 o r(z = ziz1/2) dr, (1.59)
nt;,;
- - 1
(sh)WIHL/2 = g+ 1/2 _ v r(r —1rjz1/2) dz. (1.60)
int;,;
Cette équation est de la forme
a(ﬁi’j + B¢i+1,j + ,ngifl,j + C¢i’j+1 + §¢i,j*1 =V . v* (1_61)

et peut donc étre résolue en utilisant les mémes techniques numériques que la pseudo—€qua-
tion de Poisson pour les écoulements diphasiques.

1.2.1. Extrapolation du champ de vitesse

Les expressions précédentes, en particulier (1.49) et (1.50), font apparaitre la nécessité
d’utiliser dans certains cas des valeurs du champ de vitesse définies en dehors du domaine
fluide proprement dit. En effet si nous considérons la figure 1.15, dans le cas ou BC est vide
(I'interface ne coupe pas le bord i+1/2, j), il est difficile d’interpréter physiquement les gran-
deurs ¢it1/2:7, vrviﬂ/ 2.3 , Sﬁjl/ 27 De méme, si nous retenons une procédure d’interpolation
bilinéaire, I'advection des marqueurs situés dans une cellule peut nécessiter 1'utilisation de
vitesses définies en des points situés en dehors du domaine fluide (figure 1.16).

Il s’agit du probléme principal lié & 'utilisation de maillages fixes ou les frontieres des
cellules (et donc les points ou sont définis les grandeurs physiques) ne correspondent pas
avec l'interface. Dans tous les cas, il sera nécessaire d’extrapoler les champs de grandeurs
physiques jusqu’a la limite du domaine pour lequel elles sont définies. Il est ainsi nécessaire de
choisir dans quelles cellules nous cherchons & résoudre les équations pour la vitesse et pour la
pression et dans quelles cellules ces grandeurs seront seulement extrapolées. Nous avons choisi
de ne résoudre I’équation pour la pression (1.58) que lorsque la fraction surfacique a®//h?
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Fi1a. 1.16.: Différents cas pour l'interpolation bilinéaire de la vitesse des marqueurs. Les
carrés indiquent I’emplacement des noeuds de pression résolus. Les fleches en pointillés cor-
respondent a une valeur extrapolée du champ de vitesse.
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Fia. 1.17.: Exemple de maillage utilisé par le code de surface libre. Les marqueurs ainsi que
les splines sont représentés. Les fleches claires indiquent les valeurs extrapolées du champ de

vitesse.
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1.2.  Ecoulements & surface libre

est supérieure & 1/2. Ce choix permet d’éviter toute singularité des coefficients de I’équa-
tion pour la pression (1.58) et assure que tous les noeuds de pressions résolus se trouvent &
I'intérieur du domaine fluide. De méme les composantes radiales et axiales de la vitesse ne sont
résolues que si elles sont adjacentes (radialement ou axialement respectivement) & un noeud
de pression résolu; ce choix correspond toujours & des cellules de vitesse pour lesquelles ¢/
est strictement non-—nul, ce qui assure la cohérence des équations (1.49) et (1.50). Un exemple
illustrant les champs de vitesse résolus et extrapolés est donné figure 1.17.

L’extrapolation du champ de vitesse doit étre effectuée tout en assurant le respect des
conditions aux limites sur l'interface. La condition aux limites sur le champ de vitesse peut
s’écrire comme

t.D.n =0, (1.62)

exprimant la nullité de la contrainte tangentielle sur la surface libre. Il est important d’insister
sur le fait que 'application de cette condition est essentielle pour 'obtention d’une solution
correcte non seulement au voisinage de 'interface mais dans I’ensemble du domaine. De plus,
cette condition implique un couplage des deux composantes de la vitesse au voisinage de I’in-
terface. Il n’est donc pas possible d’utiliser une procédure d’extrapolation indépendamment
pour chaque composante. En ce sens, nous supposons que le champ de vitesse au voisinage
d’un point P proche de l'interface peut étre exprimé comme

v=v) +A" . x, (1.63)

oil X est le vecteur position, v un vecteur et A” une matrice. Nous proposons de calculer
AP et vl par une approche de moindre carrés contrainte par la condition (1.62). Nous avons
choisi de ne pas utiliser la condition d’incompressibilité. Pour ce champ de vitesse cette
condition peut s’écrire comme e;;t;n; = 0 avec

i, 0vj

Y — AP 1 AP, 1.64
eZJ 8x]‘ sz 17 + 7t ( )

Etant donné N points au voisinage de P, v} et AT peuvent étre obtenus par minimisation
de la fonction

L

N
Z(VOP + A" - x, —vi)? + ejjting, (1.65)
n=1

ol A est un multiplicateur de Lagrange. Dans la pratique, le nombre de points est de 'ordre
de cing ou six et ceux-ci sont choisis comme indiqué figure 1.18. La direction normale retenue
est représentée par la droite L passant par P et I, point de 'interface le plus proche de P.
Les points sont choisis autour de L de maniére & minimiser la fonction de cout

Y d(P;, L)* 4+ ¢d(P;, P)?, (1.66)

oi d est la fonction distance et ¢ est un facteur géométrique (en général 1/2). A cause du
décalage dans la position des deux composantes de la vitesse dii a la discrétisation MAC,
deux jeux de points sont nécessaires et cette minimisation est donc effectuée deux fois.

Le champ de pression ne nécessite pas d’extrapolation du fait des facteurs de pondération
apparaissant dans (1.58). Ceux-ci dépendent des fractions surfaciques et assurent que seuls
les noeuds de pression situés dans le domaine fluide (et pour lesquels a’//h? > 1/2) inter-
viennent. Seul les termes d’intégration [ ¢rdz et [ ¢rdr apparaissant dans (1.49) et (1.50)
font intervenir la pression sur I'interface. Celle-ci peut étre obtenue a partir de la condition
aux limites

p =p;+ 0ok +pnD.n. (1.67)
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F1c. 1.18.: Exemple de sélection de points pour la composante axiale de la vitesse lors de
I’extrapolation.

La courbure k est obtenue directement & partir de la discrétisation de l'interface de méme
que la normale n. Le tenseur des déformations D est obtenu localement par la procédure
d’extrapolation décrite précédemment. Ceci permet de réécrire (1.67) sous la forme

P =Dpit+ 0K+ peijnin;. (1.68)

La pression est calculée de cette maniére pour chaque marqueur. Une interpolation linéaire
entre marqueurs permet alors le calcul des termes intégraux le long de Iinterface.

1.2.2. Technique de raffinement dynamique des maillages

Un des problémes auquel nous avons été confronté concerne les effets de confinement dus
aux conditions aux limites sur les bords du domaine. Il s’agit d’un effet connu et souvent
important lorsque I'on veut comparer les résultats des simulations numériques a des résultats
théoriques imposant des conditions aux limites & 'infini [Magnaudet et al., 1998].

De méme, lors de I’étude des oscillations radiales des bulles, le rapport des rayons maxi-
mum et minimum peut étre trés important. Sil’on veut résoudre correctement les plus petites
échelles, il est nécessaire d’utiliser des maillages tres fins qui ne s’aveérent réellement utiles
que pendant une fraction du cycle complet d’oscillation.

Une technique classique consiste & effectuer une série de simulations en augmentant pro-
gressivement la taille du domaine (et la finesse du maillage). On vérifie ensuite que les
résultats obtenus convergent. Cette approche a le mérite d’étre simple mais les cotits de
calcul associés sont souvent prohibitifs. Dans notre cas, du fait de 'utilisation de maillages
cartésiens a résolution fixe, ce probléme est encore accru. De plus nous désirions effectuer un
certain nombre d’études paramétriques nécessitant un grand nombre de calculs différents.

L’idéal serait de pouvoir utiliser un maillage fin dans les zones critiques (en particulier prés
de l'interface) et un maillage grossier ailleurs. Ce raffinement doit également étre dynamique
afin de s’adapter & 1’évolution de l'interface. Un certain nombre de techniques différentes
existent : remaillages périodiques pour les méthodes de type éléments finis, utilisation de
quadtree ou octree pour les méthodes level-set et volumes finis...

Nous avons choisi une solution simple qui n’implique pas de modification fondamentale
des algorithmes utilisés. En particulier nous conservons la structure cartésienne réguliere des
maillages. Un schéma illustrant la technique utilisée est donné figure 1.19. Une hiérarchie
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1.2.  Ecoulements & surface libre

Fia. 1.19.: Schéma de la hiérarchie de grilles utilisées pour le raffinement dynamique.

Pi1 P2

,,,,,,,, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
o) | Tl Shc | o)
O O | O
T FP1 T FP2
O O | O

F1a. 1.20.: Connexion entre deux grilles de niveaux différents.
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de maillages imbriqués les uns dans les autres est construite dynamiquement autour de
I'interface. Dans tous les cas 'interface est contenue dans un seul maillage. Toutes les grilles
ont la méme résolution (nombre de mailles) mais ont une taille égale & la moitié de celle de la
grille précédente. La solution sur chaque grille est reliée & la solution sur les grilles adjacentes
par 'intermédiaire des conditions aux limites. Lors de I’évolution de I'interface un critére basé
sur le confinement de 'interface dans la grille qui la contient permet de déterminer si il est
nécessaire de supprimer un niveau de la hiérarchie ou au contraire d’en rajouter un. Lors de
la création d’un niveau de raffinement, les champs de vitesses et de pression sont interpolés
a partir du niveau précédent.

La figure 1.20 schématise la technique utilisée pour connecter les frontieres de deux grilles
de niveaux différents. Les lignes pointillées représentent les cellules fantomes utilisées pour
appliquer les conditions aux limites. La ligne épaisse horizontales constitue la frontiere com-
mune aux deux domaines. Les valeurs fantéomes F'P; et F'P, sont obtenues comme la moyenne
des quatre valeurs les plus proches sur la grille fine; les valeurs fantomes fp; et fpo sont
obtenues par interpolation bilinéaire des valeurs Py, P, FP; et FP, :

fpr = (9P, +3(FP, + P,) + FP,)/16, (1.69)
fpa = (9P, +3(FPy+ P\) + FP;)/16.

Pas de temps adaptatif

Ce raffinement dynamique implique le changement dans le temps de 'échelle spatiale
associée & la définition des criteres de stabilité des schémas de résolution. Suivant le type
d’écoulement étudié, essentiellement défini par le nombre de Reynolds, mais également par le
nombre capillaire (1ié & la tension de surface), différents critéres peuvent étre contraignants.
Le plus classique est le nombre CFL (Courant-Friedrichs-Levy) lié au schéma explicite en
temps :

uls <1, (1.70)

un autre critére classique concerne la stabilité de la discrétisation spatiale explicite des termes
d’advection par un schéma centré [Peyret et al., 1983] :

lu]?At
<l1. 1.71
v T ( )
Cette condition est particulierement contraignante pour les écoulements & grands Reynolds.
Un dernier exemple concerne la résolution temporelle des ondes capillaires sur 'interface qui
nécessite la vérification de la contrainte suivante
ox)3
At < (9z) ) (1.72)

g

que I'on peut interpréter comme le pas de temps minimum nécessaire a la résolution tempo-
relle (et donc & la stabilité) des ondes capillaires de longueur d’onde comparable & la taille
de la maille.

L’ensemble de ces contraintes nécessitent 1’adaptation du pas de temps lorsque la réso-
lution spatiale varie. Plusieurs solutions sont envisageables. De maniere générale, les limites
théoriques de stabilité données ci-dessus ne sont strictement applicables qu’a des cas parti-
culiers (équations unidimensionnelles par exemple) et leur utilisation directe n’est pas aisée
dans la pratique. Aprés un certain nombre d’essais nous avons retenu une technique simple
qui donne de bons résultats.
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Une des manifestations de la proximité de la limite de stabilité numérique est la diffi-
culté croissante de résolution de I’équation de pression. Ceci est en général di & I'initiation
d’oscillations numériques & haute fréquence du champ de vitesse souvent découplées dans les
deux directions spatiales. La non-divergence de 1’écoulement est donc fortement perturbée
localement et le champ de pression doit s’adapter en conséquence. Un bon indicateur d’un
pas de temps trop élevé est ainsi un accroissement du nombre de relaxations nécessaires a la
convergence de I’équation de pression pour une tolérance donnée sur la divergence du champ
de vitesse. Partant de ce constat, nous fixons une borne supérieure 7;; et inférieure 4,, sur
le nombre d’itérations de ’algorithme multigrille. Lorsque le nombre d’itérations nécessaires
est supérieur & ips le pas de temps est multiplié par un facteur constant « < 1, inversement
lorsqu’il est inférieur a iy, il est multiplié par S > 1. Dans la pratique : i, = 2, iy = 5,
a = 0.3 et 8 = 1.2 permettent de controler le pas de temps correctement dans la majorité
des cas.

Cette technique permet d’adapter simplement le pas de temps lorsqu’un niveau de raffine-
ment est rajouté ou supprimé mais également lorsque le phénomene étudié fait intervenir des
échelles temporelles diverses. Dans le cas de la sonoluminescence en particulier, des échelles
de temps variant de 1 (période du forcage acoustique) 4 10~* (“largeur” du pic de pression
correspondant & I'effondrement) sont traitées correctement.

1.3. Quelques tests préliminaires de validation

Cette section est consacrée a la validation du code de résolution des équations de Navier—
Stokes avec surface libre présenté dans la section précédente.

1.3.1. Modes d’oscillation d’une bulle

Un test simple permettant de vérifier la précision des conditions aux limites imposées
sur l'interface consiste & simuler les oscillations d’une bulle légéerement déformée. Sous l'effet
de la tension de surface, la bulle oscille autour de sa forme sphérique. Le taux d’amortisse-
ment visqueux des oscillations dépend quant & lui fortement des conditions aux limites sur
Iinterface pour le tenseur des contraintes.

Les oscillations de faible amplitude peuvent étre comparées aux prédictions de théories
linéaires. Une théorie classique [Lamb, 1932] décrit les modes normaux d’oscillation d’une
bulle. Cette théorie suppose un régime d’oscillation établi et stationnaire. Dans le cas des
oscillations amorties d’'une bulle dans un liquide initialement au repos, il convient de tenir
compte de la diffusion progressive de la vorticité générée par l'interface dans le fluide. Une
solution analytique relativement complexe a été obtenue par Prosperetti (1980) sous la forme
de la transformée de Laplace de la solution :

_ 1 pap — wiag )
a(p) = - (ao + - : (1.73)
p? + 2bop + wi + 28bepQ(p)

ou a est la transformée de Laplace de 'amplitude, ag est lamplitude initiale, ao sa dérivée
temporelle, wy la pulsation propre, by le taux d’amortissement et () une fonction donnée par
Q) : (1.74)
p) = 1 ) .
- I0(RVp/Y)
ol R est le rayon de la bulle et v la viscosité cinématique. La fonction géométrique I' est
donnée en terme de la fonction de Bessel de deuxieme espece k et du mode n de déformation
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Fic. 1.21.: Evolution temporelle du mode 2 de déformation d’une bulle initialement au repos.

comme ( 1/2.0)
K(n + yq

I'(q) =q¢q—F———F. 1.75

(q) i —1/2,q) (1.75)

Les pulsation wy et taux d’amortissement by sont donnés classiquement comme

v

by = (n+2)(2n+1)ﬁ, (1.76)

Wi = (n—l)(n+1)(n+2)%, (1.77)

avec o le coefficient de tension de surface et p la masse volumique du liquide.

La figure 1.21 donne une comparaison entre les résultats obtenus par simulation numéri-
que directe et par inversion numérique de I’équation (1.73) pour le mode 2 de déformation.
Les parameétres sont les suivants : R = 5 x 107* m, o = 0.07 kg/s?, v = 5 x 1076 m?/s,
p = 1000 kg/m3. L’amplitude relative est définie par rapport & R. La bulle est initialement
placée dans un champ de vitesse nulle, dans une boite fermée (vitesse et gradient de pression
nuls sur les bords du domaine). Afin de limiter les effets dis au confinement (la théorie
suppose un domaine infiniment vaste), le rapport de la taille du domaine au diamétre de la
bulle est de 240. Pour limiter le temps de calcul, nous utilisons la technique de maillages
imbriqués décrite section 1.2.2 avec 7 niveaux de maillages de taille 256 x 128 (le diameétre
de la bulle est de 128 points de grille). L’erreur quadratique relative entre la simulation
numérique directe et la théorie est de 0.0039 sur 8 périodes d’oscillation.

Il est intéressant de noter que la différence entre la solution de Prosperetti et la solution
de mode normal (obtenue comme ag exp(—byt) coswpt) est importante.
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Fic. 1.22.: Fusion de deux gouttes de mercure : série photographique obtenue par Menchaca
et son équipe. L’intervalle de temps entre chaque image est 3.5 millisecondes.

Q0 30 G0 ¢V
semnemamle-e-=). o -

Fi1c. 1.23.: Fusion de deux gouttes de mercure : simulation numérique.

1.3.2. Fusion de deux gouttes de mercure

La coalescence de gouttes liquides est un phénomeéne courant dans la nature, par exemple
lors de la formation de gouttes de pluie dans les nuages. De plus, un ensemble de processus
tres variés peuvent étre décrits par des équations analogues : la fusion & basse énergie de
noyaux atomiques ou de paquets de molécules sont des exemples frappants. Malgré ce large
champ d’applications potentielles, ce phénomeéne reste largement inexploré.

Nous considérons ici la coalescence de deux gouttes de mercure. La figure 1.22 est une série
de photographies & grande vitesse de ce phénoméne obtenue par Menchaca-Roca et son équipe
[Menchaca-Roca et al., 1997]. Les deux gouttes de un gramme chacune (soit un diametre de
5.2 mm) sont posées sur une surface rugueuse permettant de minimiser les frottements. Du
fait de la tension de surface importante pour une interface mercure/air (o = 0.435 kg/s?), les
gouttes sont quasiment sphériques. Elles sont ensuite mises en contact tout en assurant que
leur vitesse de déplacement est suffisamment faible pour pouvoir négliger 1’énergie cinétique
par rapport a ’énergie due & la tension de surface. Un col mince se forme et se rétracte
rapidement sous l'effet de la tension de surface, précédé par un train d’ondes capillaires.

La figure 1.23 est un montage d’images de synthése obtenues & partir des profils axisy-
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Fia. 1.25.: Champ de pression illustrant la propagation du train d’ondes capillaires.

métriques pour une simulation sur un maillage de résolution 512 x 128. L’intervalle de temps
entre chaque image est identique & celui utilisé pour 'expérience. Les profils axisymétriques
sont représentés également sur la figure 1.22 pour faciliter la comparaison.

Une des difficultés de cette simulation concerne le choix de la forme initiale des interfaces,
en particulier & proximité du point de contact. Nous avons choisi arbitrairement la configu-
ration illustrée figure 1.24. Les distances r et d sont fixées & 3 et 6 mailles respectivement, et
ce quel que soit le rayon des gouttes. Les conditions initiales sont ainsi rendues dépendantes
de la résolution numérique.

L’accord entre la simulation numérique et les quatre premieres photographies est bon
mais la simulation s’écarte de ’expérience pour les séquences suivantes. Un certain nombre
d’observations peuvent expliquer cet écart. Les premieres sont liées a la nature de I'expéri-
ence : les gouttes reposent sur un plan et ne sont pas parfaitement sphériques (le diametre
initial projeté n’est pas de 5.2 mm mais de 6.5 mm). Une explication plus convaincante fait
intervenir les ondes capillaires créées par la reconnexion initiale. Ces ondes, dont certaines
sont visibles sur les photographies, apparaissent clairement lorsque I’on regarde les variations
de pression associées (figure 1.25). Se propageant sur chaque spheére, elles finissent par se
focaliser sur 'axe de symétrie causant la surpression illustrée sur la derniére image de la
figure 1.25.

Dans les expériences, une partie de I’énergie de ces ondes capillaires est probablement dis-
sipée par la viscosité & des échelles spatiales tres petites aux extrémités des gouttes. D’autre
part, les survitesses créées aux extrémités des deux gouttes peuvent causer la formation de
jets liquides de tres petite taille qui peuvent éventuellement se briser et entrainer la for-
mation de gouttelettes éjectées a grande vitesse [Menchaca-Roca et al., 1997, Richard, 2000]
(figure 1.26). L’ensemble de ces phénomenes, qui conduit & une dissipation de Iénergie des
ondes capillaires, se produit & des échelles inférieures a la résolution spatiale des simula-
tions numériques. Ceci peut expliquer 'accord trés correct entre la simulation et ’expérience
pour les instants initiaux ou les ondes capillaires n’ont pas encore atteint les extrémités des
gouttes. Pour les instants suivants (deuxiéme rangée d’images), les ondes capillaires qui ont
rebondi avec une faible dissipation dans la simulation perturbent la solution numérique.
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F1a. 1.26.: Formation et éjection de gouttelettes par focalisation d’une onde capillaire.
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Fic. 1.27.: Evolution temporelle du rayon au point de reconnexion. (a) Ensemble de la
simulation. (b) Détail aux temps courts.

Les conditions initiales sont un autre facteur important pouvant expliquer les différences
entre simulation et expérience. Une simulation détaillée devrait a priori débuter a I'instant
précis de la reconnexion. Les échelles spatiales correspondantes sont de ’ordre de I’épaisseur
de Dinterface. A ces échelles, la matiére ne peut plus étre considérée comme continue et les
équations de Navier—Stokes ne sont donc plus valables. Les premiers instants de la recon-
nexion ne sont donc pas accessibles avec notre modeéle, quelle que soit la résolution spatiale
utilisée. En choisissant une géométrie initiale pour 'interface dépendante de la résolution,
nous espérons voir converger la solution lorsqu’un maillage de plus en plus fin est utilisé.
Cette convergence serait le signe d'un comportement simple de la solution des équations de
Navier—Stokes au voisinage de la singularité se produisant lors de la reconnexion. Ce com-
portement serait ainsi analogue au cas “inverse” de rupture de cordons liquides étudié par
Eggers (1993).

La figure 1.27 représente ’évolution temporelle du rayon au point de reconnexion (R,
sur la figure 1.28) obtenue expérimentalement (points blancs) et numériquement pour deux
résolutions spatiales différentes. Le détail des instants initiaux est représenté figure 1.27.(b).
Il est clair que la valeur initiale de R, influe sur la valeur initiale du rayon de courbure au

45



1. Méthodes numériques

Fi1c. 1.28.: Définition des mesures géométriques.
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Fic. 1.29.: Evolution temporelle de la position de 'extrémité de 'une des gouttes.

point de reconnexion. La vitesse initiale de rétraction est donc différente pour les deux simu-
lations. Expérimentalement, la vitesse initiale de rétraction est nettement plus importante.
Ces éléments tendent & montrer qu’une résolution spatiale plus élevée est nécessaire.

Une autre dimension géométrique intéressante est la position R, de I'extrémité de I'une
des gouttes. La figure 1.29 illustre clairement arrivée du train d’ondes sur D'extrémité. Il
est intéressant de noter que la position de 'extrémité ne change que lors de 'arrivée des
premiéres ondes capillaires (& partir de 6.5 millisecondes). Ces ondes définissent ainsi la
vitesse limite de propagation de I'information dans le systéme discrétisé.

Ces résultats ne sont que préliminaires mais illustrent bien I'intérét d’un code de résolu-
tion numérique pour ces problémes de reconnexion.
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1.3.3. Ascension de bulles gazeuses dans un liquide

Le calcul de la vitesse terminale de bulles gazeuses se déplacant dans un liquide est un
probleme classique abordé en mécanique des fluides. Cette question est en effet importante
pour un grand nombre de phénomenes physiques courants dans la nature. En particulier, la
modélisation des écoulements dispersés : interaction océan/atmosphere, écoulements multi-
phasiques dans ’industrie pétroliére nécessitent une compréhension détaillée de la dynamique
des bulles isolées. De plus, la géométrie simple du probléeme peut laisser espérer un traitement
analytique. Dans le cas de bulles sphériques et pour les limites tres visqueuses (régime de
Stokes) ou de fluide parfait (inviscides) un tel traitement est possible.

Dans le cas de bulles d’air dans ’eau, ou dans un liquide équivalent, I’évolution de bulles
de petite taille (de Pordre du dixiéme de millimeétre de diametre) est décrite correctement par
la théorie. Ces bulles restent essentiellement sphériques sous l'effet de la tension de surface
et les nombres de Reynolds associés sont compatibles avec un régime de Stokes.

Pour des bulles de taille plus importante, les théories doivent prendre en compte deux
effets : 'influence d’une viscosité finie et la déviation par rapport & la forme sphérique. L’in-
fluence de la viscosité est généralement modélisée a travers une hypothese de couche limite et
un développement de la solution en terme de l'inverse du nombre de Reynolds [Moore, 1963].
La déformation de la bulle est obtenue par I’équilibre entre les termes de pression associée a
un écoulement potentiel et la tension de surface. Afin de simplifier une analyse déja complexe,
les déformations sont supposées de faible amplitude et de type ellipsoidal [Moore, 1965].

Malgré la simplicité apparente du probleme, les expériences permettant de valider les
théories sont délicates & mettre en oeuvre. En particulier, la pureté des liquides utilisés
est un point trés important. Les théories supposent des interfaces parfaites qui assurent la
nullité de la contrainte tangentielle. Une concentration volumique tres faible d’impuretés dans
le liquide peut conduire & une concentration surfacique importante sur I'interface. Celle-ci
peut alors se comporter comme une coque semi-rigide capable de supporter une contrainte
tangentielle non—nulle. La dynamique de la bulle tend alors vers celle d’une particule solide
[Haberman et al., 1954].

Dans ce cadre, les simulations numériques peuvent apporter des mesures précieuses pour
I’établissement de modeles. Notre code de surface libre est bien adapté a 1’étude de bulles
gazeuses de densité négligeable par rapport au fluide environnant.

Naivement, une approche simple pour mesurer la vitesse terminale d’une bulle montant
dans un liquide est d’utiliser un réservoir suffisamment haut, de lacher une bulle & la base et de
mesurer sa vitesse lors de son passage & différentes hauteurs. Il est évident que cette technique
ne donnera pas le résultat escompté. La pression hydrostatique variant dans la colonne liquide
entraine une variation correspondante du volume de la bulle et il est impossible d’obtenir un
régime stationnaire pour une bulle de volume donné.

Un point de vue différent consiste & utiliser une colonne de liquide en écoulement continu
du haut vers le bas. Une bulle libérée dans cet écoulement peut étre maintenue immobile dans
le référentiel de I'observateur en ajustant le débit de maniere & ce que les forces de trainée
agissant sur la bulle compensent la poussée d’Archimeéde. Lorsque le régime stationnaire est
obtenu, la vitesse du liquide correspond & la vitesse finale de montée d’une bulle de méme
volume dans un liquide au repos.

Nous avons choisi cette approche pour nos simulations numériques. LLe domaine de calcul
est un tube vertical ouvert aux deux extrémités, avec une condition de glissement libre
sur la paroi. La longueur du tube et son diametre sont dix et cinq fois le diametre de la
bulle respectivement. Les gradients de vitesse a l’entrée et a la sortie du tube sont nuls. Un
gradient de pression variable est imposé entre ’entrée et la sortie. Ce gradient est ajusté
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Fic. 1.30.: Vitesses terminales obtenues expérimentalement et par simulation numérique
pour des bulles d’air se déplacant dans du Varsol.

en permanence (& chaque pas de temps) au moyen d’une boucle de controle de type PID
(prédicteur—intégrateur—dérivateur) asservie a la position du centre de gravité de la bulle. Le
but est de maintenir la bulle fixe en ajustant la vitesse d’écoulement du fluide. Les constantes
de temps du schéma de controle sont tres petites et les variations de la position du centre de
gravité sont en conséquence treés faibles (moins de 10~ %).

Afin de valider les résultats obtenus par simulation numérique, nous les avons comparés
avec les résultats expérimentaux de Haberman et Morton (1954) obtenus pour différentes
tailles de bulles d’air se déplacant dans du Varsol. Les vitesses terminales obtenues sont
illustrées sur la figure 1.30. Ces mémes données expérimentales ont été utilisées par Moore
(1965) pour valider sa théorie dans le cas de bulles non—sphériques. Les parametres physiques
du Varsol sont les suivants : u = 8.5 x 10~* kg/ms, p = 782 kg/m?3, o = 0.0245 kg/s>.

La forme générale de cette courbe peut étre interprétée de la maniére suivante : les bulles
de petite taille (rayon inférieur & 0.4 mm) restent sphériques et la poussée d’Archimede croit
plus vite que la trainée entrainant une augmentation de la vitesse terminale ; la déformation
augmente rapidement avec la taille des bulles et entraine une augmentation importante du
coefficient de trainée qui se traduit par un plafonnement de la vitesse terminale. La partie
décroissante de la courbe expérimentale est interprétée par Moore comme le prolongement
de cette méme tendance. Nous verrons plus tard qu’a la lumiere des simulations une autre
interprétation peut étre proposée.

Il est intéressant d’examiner plus en détail le type d’écoulement obtenu pour différentes
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F1c. 1.32.: Evolution temporelle de la vitesse du fluide loin de la bulle pour les différentes
valeurs du rayon indiquées dans la légende (en cm).

tailles de bulles. La figure 1.31 représente les lignes de courant des régimes stationnaires?

pour des bulles de 0.06, 0.08, 0.1 et 0.12 cm de rayon. De maniere concordante avec la
théorie de Moore, la déformation augmente rapidement avec la taille de la bulle. Cependant,
un changement plus intéressant se produit aux alentours du maximum de vitesse terminale
(pour un rayon compris entre 0.08 et 0.1 cm). La structure de 1’écoulement change et une
zone de recirculation apparait et croit avec la taille de la bulle. Cette modification de la
structure de ’écoulement n’est pas prise en compte par la théorie de Moore. L’étude analy-
tique du détachement et du développement de la zone de recirculation est en effet délicate.
Les simulations numériques effectuées par Dandy et Leal (1986) et Blanco et Magnaudet
(1995) de 1’écoulement autour d’ellipsoides confirment cependant ’existence de cette zone
de recirculation pour un espace de parametres (rapport d’aspect et nombre de Reynolds)
donné.

L’accord entre simulation numérique et expérience est globalement bon, excepté pour les
grandes valeurs du rayon pour lesquelles les simulations ne reproduisent pas la décroissance de
la vitesse terminale. Une observation intéressante peut expliquer ces différences. La figure 1.32
représente ’évolution temporelle de la vitesse du liquide loin de la bulle pour différents rayons.
Pour des bulles de rayon inférieur & 0.08 cm, on observe une convergence de la vitesse et
I’établissement d’un régime stationnaire. Lorsque le rayon dépasse un certain seuil (compris
entre 0.08 et 0.1 cm), des oscillations périodiques de la vitesse associées & des déformations

3Dans le cas de la bulle de 0.12 cm de rayon le régime est périodique et les lignes de courant sont représentées
pour un instant particulier du cycle.
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de l'interface se manifestent. La période et 'amplitude croissent avec le rayon. L’évolution
de la forme d’une bulle de 0.12 cm de rayon est représentée figure 1.33 pour une période
d’oscillation. Les déformations de la bulle sont associées aux fluctuations périodiques de
I'intensité du vortex torique illustré figure 1.31.(d).

Le seuil de déclenchement de ces oscillations correspond au maximum expérimental de
la vitesse terminale. Haberman et Morton indiquent de plus avoir observé pour les bulles
de taille importante une transition entre un régime de montée rectiligne et une ascension
tridimensionnelle de type hélicoidal. Ce type de transition est bien connu expérimentale-
ment mais n’a pas été étudié théoriquement. Une explication plausible des différences entre
les simulations et les expériences fait ainsi intervenir la transition entre un régime axisy-
métrique stable et un régime tridimensionnel stable. Cette transition 2D/3D aurait lieu
approximativement au moment de la déstabilisation (observée dans les simulations) du régime
2D axisymétrique. La décroissance observée de la vitesse terminale serait donc due & un
processus physique distinct lié & un changement de régime.

1.4. Récapitulatif

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche de type volume fini permettant le
traitement des interfaces comme de réelles discontinuités. Le principe a été introduit par une
premiere application aux écoulements diphasiques avec tension de surface. Cette technique
permet d’obtenir I’équilibre numérique exact entre les termes de gradient de pression et le
terme de tension de surface. Nous avons montré que les courants parasites — classiquement
rencontrés avec les méthodes utilisant une formulation continue pour la tension de surface
— étaient dus a ’absence de cet équilibre numérique. L’utilisation de notre méthode permet
de réduire 'amplitude de ces courants a la précision machine.

L’intégration des termes de surface nécessite une représentation géométrique précise.
Nous avons présenté une technique de suivi de front basée sur l'utilisation de marqueurs
connectés par des splines cubiques. La technique précédente a été généralisée et formalisée
dans le cas d’écoulements avec surface libre, ot la densité de I'une des phases est négligeable.
Une technique d’extrapolation du champ de vitesse permet une prise en compte précise des
conditions aux limites sur la surface libre.

Ces méthodes ont été validées dans le cas de faibles déformations par les théories linéaires
décrivant les oscillations d’ondes capillaires planes et de gouttes liquides. Des écarts inférieurs
a un pour cent ont été obtenus.

Plusieurs applications plus completes ont illustré le potentiel du code de surface libre
pour I’étude de phénomenes complexes combinant de grandes déformations et une influence
importante des effets surfaciques (tension de surface et dissipation visqueuse au voisinage de
linterface).
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2. Sonoluminescence

Un grand nombre des études analytiques et numériques du phénomeéne de sonolumines-
cence supposent la symétrie sphérique de ’ensemble des grandeurs physiques. Les modéles
les plus simples ne traitent que 1’évolution temporelle du rayon de la bulle associée a une
modélisation plus ou moins fine des autres grandeurs physiques (pression, température)
généralement considérées comme spatialement uniformes. Les modeles les plus complexes
utilisent une discrétisation spatiale unidimensionnelle des propriétés locales. On peut citer en
particulier le modele trés complet de Moss et al. (1997) incluant les effets thermodynamiques
et une description de 'ionisation du gaz contenu dans la bulle. Ces modeles complexes per-
mettent de décrire la formation d’ondes de choc sphériques. Ils ont généralement été utilisés
pour tenter de vérifier la théorie selon laquelle 'onde de choc est responsable de I’ionisation
du gaz et de ’émission lumineuse résultante.

Une premiére objection peut étre formulée : une solution auto—similaire [Witham, 1974]
existe pour la focalisation d’une onde de choc sphérique. Cette concentration d’énergie au
centre de 'onde se manifeste par une singularité permettant en théorie d’atteindre des pres-
sions (ou températures) arbitraires. En réalité, Pefficacité de cette focalisation est limitée
par les déviations par rapport & la symétrie sphérique [Evans, 1996]. Ces déformations sont
amplifiées au cours de 'effondrement de I'onde sur elle-méme (formation de “caustiques”) et
peuvent étre déclenchées par des instabilités dynamiques. Ces instabilités sont bien connues
dans le domaine de la fusion nucléaire par confinement inertiel, car elles limitent fortement
lefficacité de ces dispositifs. Ces effets n’étant pas pris en compte dans les modeles unidi-
mensionnels ceux-ci prédisent souvent des températures extrémement élevées (de 'ordre de
10° K) qui ne semblent pas réalistes.

Un autre point important en faveur d’une étude plus réaliste de la dynamique des bulles
sonoluminescentes concerne le domaine de stabilité de ce phénoméne. Deux processus essen-
tiels semblent déterminer la forme de I'espace de parametres (p,, Ro) pour lequel des bulles
sonoluminescentes stables peuvent étre observées (p, est 'amplitude du forgage acoustique
et Ro le rayon & 1’équilibre).

Le premier concerne 1’équilibre du contenu de la bulle 1ié 4 la diffusion gazeuse dans le
liquide environnant. Il est bien connu [Leighton, 1997] qu’une bulle placée dans un liquide
pur (sans surfactants) tend & se dissoudre sous l'effet de la tension de surface. Le processus
de diffusion rectifiée s’oppose & cette tendance de la maniere suivante. Lorsque le rayon de la
bulle est supérieur au rayon a I’équilibre, la pression partielle de gaz dissous dans le liquide
est supérieure & la pression du gaz contenu dans la bulle et la diffusion s’effectuent du liquide
vers le gaz. Inversement lorsque la bulle est comprimée la diffusion s’effectue du gaz vers le
liquide. Cette diffusion dépend également de la surface de contact et donc du rayon de la
bulle. Si les oscillations radiales s’effectuent de maniére symétrique par rapport au rayon a
I’équilibre, la surface de contact étant plus grande lors de la phase d’absorption, le flux net
de gaz est positif au cours d’un cycle et la bulle grossit. Dans le cas général, le signe du
flux de gaz dépend de la dynamique du rayon et de la valeur de la pression partielle du gaz
dissous dans le liquide. Les valeurs des parametres (pq, Rg) pour lesquelles ce flux est nul
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2. Sonoluminescence

déterminent une partie de I'espace de stabilité.

Le second phénomene définissant le domaine de stabilité est le couplage entre 1'oscilla-
tion radiale et les modes de déformation de la bulle. On observe expérimentalement que
pour un rayon a l’équilibre donné les bulles disparaissent brusquement lorsque I'ampli-
tude de forcage excéde une certaine valeur. Ce seuil peut étre interprété comme la limite
pour laquelle les modes de déformation non—sphériques provoquent la rupture de la bulle
[Brenner et al., 1995]. Il peut étre déterminé théoriquement & partir des analyses de stabilité
linéaire dont nous rappelons les principaux résultats section 2.1.1.

Si la modélisation du processus de diffusion rectifiée n’impose pas la prise en compte
des déviations par rapport & la symétrie sphérique, la limite de stabilité liée aux modes de
déformation contredit clairement I’hypotheése de symétrie. De plus, & notre connaissance,
aucune modélisation complete incluant les effets non-linéaires d’interaction entre modes de
déformation n’a été effectuée. Une telle modélisation permettrait de vérifier la validité de la
théorie linéaire dans le cadre de la sonoluminescence.

Un autre effet non-linéaire potentiellement intéressant est le couplage entre le déplace-
ment du centre de gravité de la bulle et ses déformations. Ce couplage peut s’effectuer dans
les deux directions. Un déplacement du centre de gravité couplé avec l'oscillation radiale
peut entrainer la formation de jets invoquée par Prosperetti dans sa théorie. Inversement,
les couplages entre modes de déformation peuvent éventuellement causer un déplacement du
centre de gravité.

Dans ce chapitre, nous proposons d’appliquer a ces problemes le code de résolution
des équations de Navier—Stokes avec surface libre présenté dans le chapitre précédent. Peu
de simulations bidimensionnelles ont été effectuées jusqu’a maintenant [Prosperetti, 1997,
Round, 1997]. Elles reposaient sur une technique d’intégrale de frontiere appliquée & un li-
quide inviscide. La viscosité ne pouvant jouer son role stabilisateur, il est apparemment
difficile d’obtenir plusieurs cycles d’oscillations avec de tels schémas [Round, 1997]. De plus,
étant donné la petite taille des bulles sonoluminescentes, la viscosité joue probablement un
role important. Un code résolvant les équations de Navier—Stokes semble ainsi bien adapté.

Apres un rappel des principaux résultats théoriques et une validation de la méthode
de résolution, nous déterminerons numériquement le diagramme de stabilité des modes de
déformation. Une seconde partie sera consacrée a la modélisation des déplacements du centre
de gravité dus au gradient de pression acoustique. Ceci afin d’étudier la formation éventuelle
des jets prédits par Prosperetti. Dans la derniére partie nous reviendrons plus en détail sur
Iinitiation des instabilités de forme.

2.1. Equation de Rayleigh—Plesset

Nous considérons tout d’abord I’écoulement incompressible & symétrie sphérique autour
d’une cavité définie par son rayon R. Du fait de 'incompressibilité, le champ de vitesse u(r, t)
s’écrit nécessairement sous la forme

R? .
ol r est la coordonnée radiale et ¢ est le temps. Ce champ de vitesse dérive d’un potentiel ¢
tel que u(r,t) = d¢/Or soit

b(r 1) = ———. (2.2)
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2.1. E‘qua,tion de Rayleigh—Plesset

A partir de I’équation de Bernoulli

1
p% + §pu2 + p = constante, (2.3)
on obtient 3 .
RR+ R* = p()%p‘”, (2.4)

ol p est la masse volumique du fluide. Le saut de contrainte normale & travers I'interface di
a la tension de surface et a la viscosité permet d’écrire

o R

R)=p;,—2— —4u— 2.5
p(R) =p; =25 —dup, (2.5)
ol p est la viscosité dynamique, o le coefficient de tension de surface et p; la pression a
Iintérieur de la cavité. On obtient ainsi une généralisation de I’équation de Rayleigh, I’équa-

tion dite de Rayleigh—Plesset
. 3. 1
RR + §R2:;(pi—poo)——————. (2.6)

Les conditions aux limites pour cette équation dépendent du type d’écoulement considéré.
La pression p,, peut étre constante dans le cas d’un écoulement non—forcé ou dépendante
du temps comme c’est le cas pour la sonoluminescence. Dans tous les cas il est nécessaire
d’exprimer la pression dans le gaz p;. Dans la pratique deux cas sont considérés : soit la
cavité contient un gaz condensable (en général la phase vapeur du liquide) et la pression p;
peut étre considérée comme constante, soit le gaz est non—condensable. Dans tous les cas
qui nous intéressent ici (que ce soit la sonoluminescence ou la cavitation de bulles prés de
parois), nous supposerons que le gaz est non-condensable et que la pression p; est donnée
par une équation d’état de la forme

R 3K
=m(P) (2.7

ou K est un exposant polytropique. Deux limites classiques sont simples & définir : lorsque le
processus est isotherme k = 1, lorsque le processus est adiabatique x = «y. Dans la pratique
des régimes intermédiaires sont souvent rencontrés suivant les échelles de temps des processus
étudiés. Dans le cas de la dynamique forcée des oscillations radiales de grande amplitude, la
phase d’expansion est relativement longue par rapport aux échelles de temps liées a la diffu-
sion thermique et peut étre considérée comme isotherme. La phase finale d’effondrement est
extrémement courte et essentiellement adiabatique. Un exposant polytropique variable peut
étre utilisé pour modéliser la transition entre ces régimes [Prosperetti, 1977]. Ces modeéles
sont complexes et ils subsiste un certain nombre d’interrogations quant & leur validité dans
le cadre de la sonoluminescence.

Les oscillations de bulles sonoluminescentes sont de grande amplitude et dans la phase
finale de 'effondrement, les vitesses atteintes par I'interface peuvent étre comparables & la
vitesse du son dans le liquide. Il est clair que dans ce cas, 'hypothése d’incompressibilité
du liquide n’est plus vérifiée. Plusieurs approches prennent en compte la compressibilité
du liquide de maniere plus ou moins précise. La plus simple est [’approzimation acoustique
qui considere constante la vitesse du son dans le liquide. Le modele de Keller et Miksis
(1980) introduit une description détaillée des effets thermodynamiques et acoustiques. Le
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2. Sonoluminescence

modele acoustique a avantage de ne nécessiter qu’une modification simple de ’équation de
Rayleigh—Plesset sous la forme

R+ 3R = ~(pi—po) = L p =Lt TOR ) —p), (28)
ol ¢ est la vitesse du son dans le liquide ('approximation acoustique compléte comprend
d’autres termes que nous négligeons). Le but de notre étude n’étant pas une modélisation
détaillée des effets compressibles (notre code de surface libre suppose fondamentalement
I'incompressibilité du liquide) nous nous contenterons de ce modele pour illustrer 'influence
de ces effets.

Cette prise en compte de la compressibilité du liquide s’avére nécessaire si I'on veut
obtenir une modélisation correcte des résultats expérimentaux [Lofstedt et al., 1993]. Une
part importante de la dissipation énergétique provient en effet de 1’émission d’ondes de
chocs et d’ondes acoustiques dans le liquide. La figure 2.1 illustre les différences entre les
solutions numériques des équations (2.6) et (2.8) pour des parameétres caractéristiques de la
sonoluminescence (Ry = 5 pum, p = 0.001 kg/ms, o = 0.07 kg/s%, p = 1000 kg/m?, v = 1.4,
Poo = 100 000 Pa, f = 26 400 Hz, ¢ = 1481 m/s). L’amplitude du forgage acoustique p, est de
100 000 (a), 110 000 (b) et 120 000 (c) Pa. Les solutions sont proches dans tous les cas pour
la phase d’expansion et la premiere phase d’effondrement. Lorsque 'amplitude du forcage
est faible, la compressibilité du liquide joue peu et les résultats sont proches (figure 2.1.(a))
mais lorsque 'amplitude augmente une grande part de I’énergie est dissipée dans les phases
d’effondrement violent.

2.1.1. Stabilité géométrique et dynamique

En utilisant une décomposition en harmoniques sphériques de la forme de la bulle, il est
possible d’étudier la stabilité des modes de déformation [Plesset et al., 1956]. La forme de la
bulle peut étre décrite comme

R=R()+Y_ anm()Y"(6, ), (2.9)

ou Y,"(#, ) est une harmonique sphérique d’ordre n et de degré m et d’amplitude anyn,. En
supposant que Pamplitude des déformations est faible soit |an;,| < R, les équations pour
chacun des modes sont découplées. Plesset et Mitchell obtiennent ainsi dans le cas ou la
densité du gaz peut étre négligée

. R,
an+3ﬁan+(n—1) 7

(n+1)(n+ 2)%1%3 - E] an = 0. (2.10)

L’indice m disparait du fait de la dégénérescence des modes zonaux des harmoniques sphé-
riques pour une bulle initialement sphérique. La viscosité modifie de maniére importante
la structure de ces équations en faisant apparaitre des termes intégraux liés a la diffusion
de vorticité dans le liquide [Prosperetti, 1980]. Dans le cas ou la longueur de diffusion de
vorticité est tres inférieure au rayon de la bulle, ces expressions se simplifient en

v

Gy, + 2

R
3}_2 +2(n+2)(2n+1) an, + (2.11)

(n—1)

(n+1)(n+ 2)%R3 +2(n + 2»% - %] an = 0.
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Fic. 2.1.: Solutions numériques des équations de Rayleigh—Plesset avec ou sans prise en
compte de la compressibilité du liquide. (a) p, = 100 000 Pa, (b) p, = 110 000 Pa, (c)

pa = 120 000 Pa.
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2. Sonoluminescence

Une approximation moins drastique des équations complétes est envisagée par Brenner et al.
(1995) qui supposent ’existence d’une couche limite d’épaisseur § autour de la bulle corres-
pondant & la longueur de diffusion de la vorticité. Cette échelle spatiale peut étre approchée
comme le minimum de \/v/w et R/2n, ol w est la pulsation de forgage acoustique. La solution
approchée s’écrit alors

i + {3% + [(n + )20 +1) — 2n(n + 2)2% %} iy — (2.12)
{(n _ 1)% ~ (0= D+ 1)(n+2) 75—
{(n —1)(n +2) + 2n(n + 2)(n — 1)%} 2;—5} an = 0.

Contrairement au cas plan décrit par le mécanisme de I'instabilité de Rayleigh—Taylor,
la stabilité de 'interface ne dépend pas uniquement de son accélération mais également de
sa vitesse. C’est une conséquence directe de la géométrie de l’interface. La divergence des
lignes de courant lors de ’expansion stabilise cinématiquement les perturbations. Lors de la
contraction l'effet inverse se produit. Dans le cas de l’expansion il existe une compétition
entre l'effet déstabilisateur de type Rayleigh—Taylor du & ’accélération et I’effet stabilisateur
du & expansion. Dans le cas d’une bulle en expansion sous l'effet d’une différence de pression
constante, l'effet stabilisateur 'emporte et 'on peut montrer [Plesset et al., 1956] que a,, —
cte lorsque R — oo.

Dans le cas de la compression, une approximation de type WKB [Plesset et al., 1956]
permet d’obtenir

an ~ R~ *exp (:i:icnl/2 /R5/2dt> , (2.13)

oil ¢ est une constante. La perturbation a,, croit comme R~1/* et oscille avec une fréquence
croissante lorsque R tend vers zéro.

2.1.2. Taux de compression

Dans le cas d'une bulle contenant un gaz vérifiant une loi d’état polytropique de la
forme (2.7) et s’effondrant sous l'effet d’une pression extérieure p., constante, il est possible
de prédire & partir de I’équation de Rayleigh le rapport entre le rayon initial et le rayon
minimum. En choisissant Ry comme échelle spatiale et \/pR2%/po comme échelle de temps,
(2.4) peut étre exprimée sous forme non—dimensionnelle comme

. 3 .
R,R, + §Ri = R 1, (2.14)

ou I’étoile indique une quantité adimensionnée. En multipliant cette équation par 2R2R* on
obtient

2R’RR + 3R’R® = 2R*R(R™" — 1), (2.15)
ol les étoiles ont été omises pour alléger la notation. En intégrant par rapport au temps il

vient

. 2 2
R3R2 - ng_?m + §R3 = cte. (216)
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2.2.  Simulations numériques
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Fic. 2.2.: Energie potentielle et relation entre les rayons maximum et minimum pour une
bulle s’effondrant sous l'effet d’une pression extérieure constante. (a) Energie potentielle Ep,

du gaz pour différentes valeurs de x. (b) Relation entre le rayon maximum Rjs et minimum
R, pour différentes valeurs de k.

Le premier terme est I’énergie cinétique du liquide entourant la bulle et le second 1’énergie
potentielle Ep, du gaz contenu dans la bulle. Cette énergie est représentée figure 2.2.(a) pour
les différentes valeurs de x indiquées dans la légende.

Le liquide étant initialement au repos 1’énergie initiale du systéme est I'énergie potentielle
du gaz. De méme lorsque la bulle atteint son rayon minimum R,,, I’énergie cinétique s’annule.
Les courbes figure 2.2.(b) ont été obtenues par résolution numérique des racines de ’équation
Ep, = cte pour différentes valeurs de . Dans le cas ou Ry; > 1 et R, < 1, un des deux
termes d’énergie potentielle peut étre négligé, on obtient alors la relation simplifiée

RS, ~ L pi-a (2.17)
M= 1™ )

représentée en pointillés sur la figure 2.2.(b) pour k = 1.4.

2.2. Simulations numériques

Une premiere comparaison entre les solutions numériques de 1’équation de Rayleigh—
Plesset et des équations de Navier—Stokes en coordonnées axisymétriques est illustrée fi-
gure 2.3. 1l s’agit de l'oscillation radiale d’une bulle initialement hors—équilibre. La pression
sur les bords du domaine est maintenue constante a la valeur ps,, le gradient de vitesse
étant supposé nul. Les parameétres sont représentatifs des conditions requises pour des bulles
sonoluminescentes : Ry = 5 um, u = 0.001 kg/ms, o = 0.07 kg/s?, p = 1000 kg/m?, v = 1.4,
Poo = 100 000 Pa, po = 128 000 Pa. La bulle oscille radialement en conservant sa forme
sphérique, 'amplitude des oscillations décroit du fait de ’amortissement visqueux. I’accord
obtenu est tres satisfaisant. Il est toutefois important de noter que les conditions aux limites
jouent un role primordial. Afin d’obtenir un bon accord entre les simulations numériques
et la solution de Rayleigh-Plesset il est nécessaire d’utiliser de trés grands domaines afin
de limiter les effets de confinement. Pour la simulation illustrée figure 2.3, le rapport entre
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Fia. 2.3.: Oscillations radiales libres d’une bulle initialement hors—équilibre.

la taille du domaine et le diametre initial de la bulle (rapport de confinement) est de 160.
Grace a la technique de maillages imbriqués présentée section 1.2.2, ce calcul est relative-
ment rapide (environ une heure pour un maillage de base 128 x 64 sur un PC 350 MHz).
La hiérarchie de maillages correspondant a ce calcul est illustrée figure 2.4. Sept maillages
sont initialement nécessaires, huit puis neuf maillages lorsque la bulle atteint les valeurs mi-
nimales de son rayon. La figure 2.5 présente l'effet du confinement sur la convergence de la
solution. On constate que le taux d’amortissement est relativement peu modifié. Par contre,
la fréquence d’oscillation augmente avec le confinement. Le taux d’amortissement visqueux
ne dépend en effet que des conditions aux limites sur la surface libre qui sont peu influencées
par la présence des bords du domaine. La fréquence d’oscillation est quant & elle controlée
par l'inertie du domaine fluide entourant la bulle; toute réduction de celui-ci entraine ainsi
une augmentation de la fréquence d’oscillation.

La table 2.1 résume I’évolution de ’erreur quadratique moyenne relative entre les solutions
de Navier—Stokes et de Rayleigh-Plesset. Ces grandeurs sont obtenues en prenant la racine
carrée de la moyenne des carrés des différences entre les solutions pour ¢ variant entre 0 et
10 us et en les divisant par le rayon & ’équilibre Ry = 5 pm.

Rapport de confinement FErreur relative

160 0.0097
80 0.037
20 0.192
5 0.564

TAB. 2.1.: Evolution de lerreur quadratique moyenne relative.
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Fic. 2.4.: Hiérarchie de maillages utilisée pour la simulation figure 2.3.
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Fic. 2.5.: Effet du confinement sur la convergence vers la solution de Rayleigh—Plesset. La
légende donne le rapport de confinement pour chaque simulation.
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F1G. 2.6.: Oscillations forcées d’une bulle initialement en équilibre.

Nous avons également testé une autre solution qui évite d’avoir recours & de tres grands
domaines. La pression sur les bords est imposée en utilisant une équation pour la pression
dérivée de (2.6) avec des valeurs de R et de R obtenues & partir de la simulation. Cette
méthode donne des résultats satisfaisants avec des domaines plus petits mais elle est quelque
peu artificielle dans la mesure ou une partie de la solution recherchée est injectée dans la
simulation. De plus il est difficile de généraliser cette approche lorsque la bulle n’est plus
sphérique. Nous ne 'utilisons donc pas dans la suite de cet exposé.

Cette simulation constitue une bonne validation de la méthode d’extrapolation présentée
section 1.2.1. En effet le saut de pression sur 'interface 4uR /R a une influence importante sur
la solution de I’équation de Rayleigh—Plesset. Une variation de 2 % de la viscosité donne deux
solutions de I’équation de Rayleigh-Plesset qui different de 1.3 % (erreur quadratique rela-
tive). On peut en conclure, étant donnée 'erreur de 1 % que nous obtenons, que les dérivées
du champ de vitesse (correspondant & R) obtenues avec notre méthode d’extrapolation sont
entachées d’une erreur inférieure & 2 %.

Un second test est illustré figure 2.6. 11 s’agit des oscillations radiales d’une bulle, forcées
par une pression & I'infini de la forme

Poo(t) = Pext — Do SINWE. (2.18)

Les parametres sont identiques au cas précédent. La fréquence f est de 26.4 kHz, Pamplitude
pq et la pression ambiante peyy de 100 000 Pa. Le rapport de confinement est de 160. Nous
avons utilisé ici un maillage hiérarchique de taille de base 128 x 64 contenant jusqu’a huit
niveaux de raffinement. Seule une période du cycle est illustrée par souci de clarté. L’erreur
quadratique relative est de 0.0034 sur trois périodes.
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Schéma centré Schéma upwind

Fi1c. 2.7.: Exemple d’instabilité d’origine numérique causée par 1'utilisation d’un schéma
d’advection peu précis.

2.2.1. Stabilité des modes de déformation

Dans le cadre de cette these, nous sommes particulierement intéressés par les modes de
déformation des bulles excitées acoustiquement. Un des principaux points soulevés par Pros-
peretti est la naive simplicité des modeéles initialement utilisés pour tenter de comprendre le
phénomene de sonoluminescence. En effet, un grand nombre des études initiales supposaient
que la symétrie sphérique étaient préservée pendant tout le cycle. Notre méthode peut donc
se révéler utile seulement dans la mesure ou elle sera capable de prédire précisément quelles
sont les limites du domaine de stabilité.

En particulier, il est primordial de s’assurer que les instabilités d’origine numérique sont
négligeables devant les instabilités d’origine physique. Un exemple de ce qui peut se produire
lorsque des schémas peu précis sont utilisés est illustré figure 2.7. Une bulle initialement
hors équilibre se contracte. La seule différence entre les deux calculs est 1'utilisation de deux
schémas différents pour la discrétisation des termes d’advection dans ’équation de Navier—
Stokes : un schéma upwind du premier ordre pour la figure de droite et un schéma centré du
second ordre pour la figure de gauche. L’effet est ici accentué par I'utilisation d’un maillage
treés grossier.

Il est & noter que la source de I'instabilité n’est pas uniquement dynamique mais également
cinématique. Il est donc important de s’assurer également de la précision de I'advection des
marqueurs de surface, elle-méme liée & la précision de la procédure d’extrapolation.

Dans le cas des oscillations forcées, lorsque "amplitude du forgage croit la bulle devient
instable. Cet effet est représenté figure 2.8.(a) pour des parameétres identiques & ceux de
la figure 2.6 mais avec une amplitude de forcage de 110 000 Pa. L’effondrement est beau-
coup plus violent et la bulle n’effectue que quelques oscillations secondaires avant de perdre
complétement sa forme sphérique (figure 2.9). Le mode de déformation le plus instable est le
mode deux. L’évolution temporelle du carré de son amplitude est représentée figure 2.8.(b).

On peut ainsi définir un seuil pour 'amplitude de forgage au-dela duquel 'hypothese
de sphéricité n’est plus vérifiée. Ce seuil dépend de I’ensemble des parametres physiques et
délimite un sous—espace de ces parametres pour lequel les oscillations sont essentiellement &
symétrie sphérique. Dans le cas de la sonoluminescence, on peut restreindre cet espace en
fixant les propriétés physiques du liquide ainsi que la fréquence de forcage. On peut alors
étudier la forme de la limite de stabilité dans ’espace de parameétres (pg, Ro).

Nous avons effectué un grand nombre de simulations pour différentes valeurs de ces
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Fic. 2.8.: (a) Evolution temporelle du rayon (mode 1) et du mode 2 de déformation d’une
bulle forcée acoustiquement. Les parametres sont identiques & ceux de la figure 2.6 mais avec
une amplitude de forgage de 110 000 Pa. (b) Evolution temporelle du carré de Pamplitude
du mode 2 de déformation.

1=24.3951 1=24.5952 1=25.1399 1=25.3113 1=25.4245
t=25.7929 1=26.164 1=26.3084 1=26.4562 1=26.9446
t=27.2418 1=27.4355 1=27.856 1=27.9461 1=28.0699

Fic. 2.9.: Evolution temporelle de la forme de la bulle aux derniers instants de la simulation
illustrée figure 2.8.
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Fia. 2.10.: Diagramme de stabilité pour des parametres typiques de la sonoluminescence.

Fi1c. 2.11.: Exemple de bulle d’indice de sphéricité 1.1 obtenue pour les parametres instables :
Ry =6 pm, p, = 104 000 Pa.
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F1c. 2.12.: Evolution de l'indice de sphéricité illustrant les différents régimes pour une bulle
de rayon Ry = 7 pm. Stabilité linéaire pour p, = 98 000 Pa, stabilité non-linéaire pour
pe = 99 000 Pa, instabilité pour p, = 100 000 Pa.
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parametres. Les résultats sont illustrés figure 2.10. Les parametres constants sont identiques
& ceux des calculs présentés précédemment. Les courbes définissant les limites de stabilité
pour les modes 2 et 3 ont été obtenues en résolvant numériquement 1’équation de Rayleigh—
Plesset couplée avec 1’équation de modes sphériques de perturbation associée (2.12). La
bulle est considérée stable pour un mode donné lorsque I'amplitude de ce mode est toujours
inférieure au rayon.

Le diagramme 2.10 n’est valable que pour la premiére période de forcage. En effet, la
forme du domaine de stabilité est essentiellement gouvernée par I'instabilité paramétrique.
L’accumulation progressive de faibles perturbations est responsable de Dinstabilité finale
(contrairement & une instabilité de type Rayleigh-Taylor). Dans le cas général, Iinstabilité
paramétrique peut donc nécessiter plusieurs centaines de cycles avant d’étre détectable. Pour
des raisons pratiques de temps de calcul, nous avons ainsi choisi de restreindre notre étude
de stabilité au premier cycle d’oscillation.

La bulle est considérée instable lorsque son indice de sphéricité T devient supérieur a 1.1.
L’indice de sphéricité est défini comme le rapport entre la surface et le volume de la bulle
rapporté & ce méme rapport pour une sphere de volume équivalent. Une forme caractéristique
d’une bulle d’indice de sphéricité T = 1.1 est illustrée figure 2.11. La bulle est considérée
non—linéairement stable lorsque Y (¢) € [1.001;1.1], et stable lorsque Y(¢) < 1.001. Ces diffé-
rents régimes sont illustrés figure 2.12 pour le cas d’une bulle de rayon Ry = 7 pm. Le régime
de stabilité linéaire se caractérise par de faibles fluctuations de T autour de sa valeur initiale
correspondant & Perreur de résolution numérique (soit Y de l'ordre de 1.0002). Le régime de
stabilité non—linéaire voit Y croitre de maniére essentiellement exponentielle puis atteindre
une valeur de saturation avant de décroitre rapidement.

Le domaine de stabilité obtenu par résolution numérique des équations de Navier—Stokes
est légerement plus étendu que celui obtenu avec les équations de perturbation de ’équa-
tion de Rayleigh—Plesset. L’accord entre ces deux approches est toutefois tres correct et
les différences peuvent étre attribuées aux effets de saturation non-linéaires. Les instabili-
tés sont visiblement correctement capturées et surtout les erreurs numériques n’induisent
pas une déstabilisation non—physique de l'interface. L’initiation des instabilités sera discutée
plus en détail dans la section 2.4.

La zone de stabilité non-linéaire est intéressante dans le cadre de la sonoluminescence.
En effet, la plupart des déterminations expérimentales [Holt et al., 1996] de I’espace de pa-
rametres pour lesquels des bulles sonoluminescentes stables peuvent étre obtenues montre
que la sonoluminescence se produit toujours & proximité ou au-dela de la limite de stabilité
linéaire théorique. Nos calculs montrent que le domaine de stabilité non—linéaire est plus
étendu, ce qui peut expliquer ces écarts. Plus fondamentalement, on peut se demander si
les déformations modérées de la bulle dans le domaine de stabilité non—linéaire diminuent
lefficacité du processus ou au contraire si elles sont nécessaires pour obtenir une émission
lumineuse.

2.3. Gradient acoustique et force de Bjerknes

Comme mentionné dans l'introduction, le couplage entre un déplacement du centre de
gravité de la bulle et son effondrement peut jouer un role important sur le comportement
des modes de déformation. Ce couplage — conduisant & une rupture de la symétrie sphé-
rique et a la formation de jets — est l’argument central invoqué par Prosperetti dans sa
théorie pour la sonoluminescence. L’étude précédente a montré que la méthode de résolution
numérique capturait correctement les modes de déformation et n’induisait pas d’instabili-
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tés artificielles de l'interface. Il est donc intéressant d’utiliser cette méthode pour tenter de
valider I’hypothese de formation de jets, avec éventuellement une description du domaine de
parametres correspondant.

L’oscillation verticale de la position de la bulle est causée par les variations du gradient
de pression acoustique lors d’un cycle de forcage. Ce gradient doit donc étre modélisé dans
les simulations. Le premier mode radial du champ de pression acoustique peut s’écrire sous

la forme -
sin kr .
p(r,t) = pext — %y Pa sinwt, (2.19)

ou r est la coordonnée radiale et k = w/c est le nombre de d’onde du champ acoustique.

Notre méthode numérique ne permet pas de prendre en compte directement le champ de
pression acoustique dans la mesure ol seules les équations de Navier—Stokes incompressibles
sont résolues. Il est toutefois possible de simuler I'effet d’un gradient de pression local par le
biais des conditions aux limites. Les bulles sonoluminescentes se situent tres prés d’un ventre
du champ acoustique (kr < 1). En utilisant un développement de sinus au voisinage de zéro,
on obtient une approximation du champ de pression acoustique de la forme

k 2
p(r,t) = Pext — ll — ( (:) lpa sin wt. (2.20)
Le gradient de pression s’exprime alors comme
1, i
Vp = gk TP Sin wi. (2.21)

On considére un domaine de calcul centré en rg et de hauteur H telle que H < ry. Au
premier ordre en espace, le gradient de pression peut étre considéré comme constant sur
I’ensemble du domaine de calcul. Les pressions sur les bords supérieur et inférieur sont alors

obtenues comme
To + H

p(ro+ H/2,t) ~ pext — {1 — krg ] Pg SIn wt. (2.22)

Ces conditions aux limites sont utilisées dans la simulation. Une paroi solide avec condition
de glissement libre est imposée sur le bord libre du domaine. Les gradients de vitesse a
I’entrée et & la sortie du tube ainsi formé sont maintenus & une valeur nulle.

Il est également nécessaire de choisir une valeur pour rg. Le but étant de simuler un
régime établi, ro doit correspondre & la position d’équilibre de la bulle. Si ’on suppose que
les seules forces agissant sur la bulle sont la poussée d’Archimede et le gradient de pression, la
position d’équilibre peut étre obtenue en égalant ces deux forces lors d’un cycle d’oscillation.
On peut ainsi écrire au voisinage d’un ventre du champ de pression acoustique

palV (1)) = =V (1)7p) = ~3Krpa (V (1) simot), (2.23)

ou V (t) est le volume de la bulle et 'opérateur (- --) de moyenne temporelle est défini comme

1 T
(FE) =7 [ fw, (224
0
avec T la période du forgage acoustique. La position d’équilibre s’exprime alors comme

_3pg  (R*(1))
k2p, (R3(t) sinwt)

ro = (2.25)
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Les grandeurs moyennes (R3(t)) et (R?(t) sinwt) peuvent étre obtenues pour un ensemble de
parametres donnés par résolution numérique de ’équation de Rayleigh—Plesset.

En utilisant ces conditions aux limites, nous avons effectué plusieurs simulations pour des
parametres typiques de la sonoluminescence. Nous nous attendions & observer les formations
de jets prédites par Prosperetti (et décrites dans ses calculs par intégrale de frontiere). A
notre surprise, les résultats obtenus différaient extrémement peu des solutions présentées dans
la section précédente. Les seules variations observables de la position du centre de gravité
étant de 'ordre de la précision machine. Apres avoir vérifié que le code de calcul était correct
nous avons décidé de modéliser analytiquement les déplacements du centre de gravité afin
de tenter d’éclaircir cette question.

2.3.1. Modeéle pour la quantité de mouvement verticale

Nous désirons dériver un modele simple décrivant le déplacement vertical du centre de
gravité de la bulle. Les forces agissant sur la bulle sont essentiellement la poussée d’Ar-
chimede, la trainée induite par le déplacement relatif par rapport au liquide environnant
ainsi que les termes inertiels dus & ’entrainement d’une partie du liquide lors du déplace-
ment. Il existe un grand nombre de résultats classiques concernant ce type de problemes, a la
fois théoriques et expérimentaux. Toutefois il est important de tenir compte dans notre cas
du fait que le rayon de la bulle varie dans le temps. Ce n’est que récemment que des résultats
théoriques ont été obtenus pour ce type de déplacements couplés (radial et translationnel).

Nous basons notre étude sur les résultats de Magnaudet et Legendre (1998). Deux cas
limites permettent d’obtenir des expressions relativement simples pour la force exercée sur
la bulle. On définit deux nombre de Reynolds Rey = RU/v et Rej, = RR/v, ou U est la
vitesse relative du centre de gravité de la bulle. Lorsque Rey ou Rey sont grands devant un,
la force sur la bulle s’exprime comme

2 . . 4 .
F = 12npvRU + g7rp(3R3U +3R’UR) + g7rpR3V0, (2.26)

ou U = Uy — Vj avec Vj la vitesse du centre de gravité de la bulle et Uy, la vitesse du liquide
loin de la bulle. Lorsque Rey et Rej, sont tous les deux petits devant un, I'expression devient

9 . } 4 .
F = 4npvRU + g7rp(3R3U +3R?UR) + —ﬂ'pR?’Vb + (2.27)

87rp1// exp [97// R(t")2dt’

erfe \/9,, / R(#")-2dt | d[R(1)U (7).

Le terme intégral est souvent appelé force d’histoire et rend compte de I'influence de la
diffusion de vorticité dans le liquide.

Si nous considérons maintenant une échelle spatiale tres petite devant la longueur d’onde
de 'excitation acoustique mais trés grande devant le rayon de la bulle, le gradient de pression
acoustique peut étre considéré comme spatialement et localement constant. La vitesse loin
de la bulle Uy, est alors obtenue comme

Us = —TVp = -V (2.28)
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La poussée d’Archiméde est simplement —4/3mR?(p — pgaz)g ol g est Paccélération de la
pesanteur. Si on néglige la masse du gaz contenue dans la bulle, les équations (2.26) et
(2.28) donnent une équation de déplacement de la forme

. 18v R
— -2 —2g =0. 2.2
U—I—(R2 +3R>U Vp—29g=0 (2.29)

Cette équation n’est valable que dans le cas de Reynolds grands. Tl est possible d’obtenir une
équation similaire pour le cas des Reynolds petits en utilisant I’équation (2.27)

. 6v R
-2 -2 2.
U+<R2+3R>U Vo —2g+ (2.30)

361/

— eXp [9,,/ R()72dt'| x erfc ng/ R(¥) 2dt’ d[R(T)U(7)] = 0.

Nous présenterons quelques résultats numériques utilisant cette solution. Toutefois les termes
d’histoire rendent difficile ’étude analytique de cette solution et nous restreindrons cette
étude & I’équation (2.29).

Analyse linéaire

Nous nous intéressons maintenant au cas des oscillations radiales de faible amplitude.
Dans ce cas on peut montrer [Plesset et al., 1977] que les solutions de I’équation de Rayleigh—
Plesset s’expriment au premier ordre comme

R = Ry[1 + ecos(wt + 0)], (2.31)

ol Ry est le rayon & 1’équilibre, ¢ 'amplitude relative des oscillations, w la pulsation de
forcage et 0 le déphasage entre le forgage et 'oscillation radiale. Si ’'on combine les équations
(2.31) et (2.29) on obtient au premier ordre en €

U+ 18R2 - 36%6005(@5 +0) — ewsin(wt +0)| U — 2|V coswt — 29 =0.  (2.32)
0

On cherche une solution de la forme U = a coswt + bsinwt, ce qui nous donne le systéme
d’équations

wa + 18wr*b — 2|V¢| = 0, (2.33)

18v*a — b =0, (2.34)

18v* sin fa — 3 cosfa — 18v* cos Ob — 3 sin Ob — w— =0, (2.35)
e(12v*a +b) =0, (2.36)

e(a — 120*b) = 0, (2.37)

oi1 nous avons introduit la viscosité non—dimensionnelle v* = v/wR2. Les équations (2.33)
et (2.34) correspondent aux termes de pulsation w et donnent la solution & 1’ordre un pour
le déplacement de la bulle comme

|V¢|

U= cos(¢) sin(wt + 1)) avec tant)p = 180" (2.38)
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Fia. 2.13.: Résolution numérique des équations de déplacement vertical avec et sans force
d’histoire. Comparaison avec la théorie linéaire. (a) Amplitude relative du déplacement. (b)
Déphasage entre la vitesse de déplacement du liquide et la vitesse de déplacement relative
du centre de gravité de la bulle.

Cette expression est simplement la solution de ’équation (2.29) dans le cas ou le rayon est
constant R = Ry et l'accélération de la gravité est nulle. Dans ce cas I’équation (2.29) est
celle d’un oscillateur amorti forcé

- 18
U+ U — 2V = 0. (2.39)
Ry
L’équation (2.35) exprime la condition pour laquelle les termes séculaires dans (2.32) s’an-
nulent, ce qui définit la position d’équilibre comme

g € 3 ) 9
V= 1T 18 (5 cos  + 9v* sin + (180*)° cos 0) : (2.40)
Dans le cas d’une viscosité négligeable, 1’équation (2.40) se réduit au résultat obtenu par
Crum et Prosperetti (1983) : g/|V¢| = —3/2ecosf .

Résolution numérique

Les expressions (2.38) et (2.40) ne sont valables que pour des amplitudes d’oscillations
radiales petites mais également dans la limite ot le nombre de Reynolds est grand. Lors d'un
cycle d’oscillation la vitesse de translation s’annule nécessairement et le nombre de Reynolds
Rerr peut donc étre arbitrairement petit. Aucune des expressions (2.26) et (2.27) n’est donc
valable sur I’ensemble du cycle d’oscillation. Afin de quantifier I'importance des termes d’his-
toire sur la solution, nous avons résolu numériquement 1’équation de Rayleigh—Plesset couplée
avec I’équation (2.29) ou avec la forme équivalente incluant les termes d’histoire (2.30). Les
figures 2.13.(a) et 2.13.(b) résument les résultats obtenus pour 'amplitude relative |U|/|Us|
et pour la phase 1. L’accord entre la théorie linéaire et la solution numérique sans force d’his-
toire est tres satisfaisant. L’amplitude relative de 1'oscillation radiale est € = 0.01. L’accord
reste trés bon pour les valeurs de e inférieures a 0.1.

Avec quelle précision ces équations modeles (avec ou sans force d’histoire) approchent-
elles la solution complete des équations de Navier—Stokes 7 Afin de répondre & cette question,
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F1c. 2.14.: Evolution temporelle de la vitesse relative U d’une bulle placée dans un écoulement
oscillant Uy,.

nous avons effectué plusieurs simulations numérique directes de bulles de rayon constant
placées dans un fluide animé d’un mouvement oscillant. Pour ce faire, les bulles sont placées
au centre d’'un tube de rayon 20 Ry et de longueur 40 Ry. Une condition de glissement pur
est imposée sur les parois du tube. Le gradient de vitesse & ’entrée et & la sortie du tube
est maintenu & une valeur nulle. Les pressions aux deux extrémités varient en opposition de
phase avec une pulsation propre w. En 'absence de bulle, I’ensemble du liquide oscille ainsi
avec une amplitude |Uy| = |[V¢|/w.

Les vitesses de déplacement du liquide Uy, et la vitesse relative du centre de gravité
de la bulle U = Uy — Vj, mesurées lors d’une simulation sont représentées figure 2.14. Les
parameétres sont les suivants : Ry = 1 mm, p = 1000 kg/m3, f = 500 Hz, |V¢| = 20 m/s?,
p = 0.125 kg/m.s soit v* = 4 x 10 2. L’amplitude du déplacement du centre de gravité de
la bulle est d’environ 5 x 10~2 mm, la bulle reste donc essentiellement sphérique.

Le rapport des amplitudes des vitesses |U|/|Us| peut étre simplement obtenu comme
le rapport des valeurs quadratiques moyenne des signaux illustrés figure 2.14. De méme,
le déphasage ¥ peut étre obtenu par convolution de ces deux signaux normalisés. En ef-
fectuant ces mémes mesures en faisant varier u (et donc v*) on obtient les points de la
figure 2.13 (labelés “Navier-Stokes”). L’accord entre ces simulations et la résolution numé-
rique de I’équation modele avec force d’histoire est trés bon. En effet, pour ces simulations,
les déplacements axiaux du centre de gravité de la bulle sont faibles et le rayon est constant,
les hypotheses nécessaires pour la validité de ’équation (2.27) sont donc vérifiées (Rey < 1
et Rep < 1).

Si nous voulons étudier I'influence de valeurs finies de Rey, avec éventuellement la conver-
gence de la solution vers les valeurs données par la théorie linéaire lorsque Reyy > 1, nous
devons exprimer Rey en fonction de v* et [V ¢|. Sil’on suppose que |U| x |V¢|/w, en utilisant
la définition de v* on obtient

(2.41)
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2.3. Gradient acoustique et force de Bjerknes

Le nombre de Reynolds lié au mouvement de translation Rey est donc le rapport entre
I'amplitude relative du déplacement du centre de gravité de la bulle |V¢|/w? Ry et la viscosi-
té non—dimensionnelle v,. Les solutions illustrées figure 2.13 sont proches les une des autres
lorsque vy est proche de zéro. On considére une valeur de v* de 0.25 permettant de tester
la convergence de la solution avec force d’histoire (Rey < 1) vers la solution linéaire (sans
force d’histoire Rer > 1). Selon (2.41), un nombre de Reynolds Re; de 100 correspond &
un déplacement du centre de gravité de 25 fois le rayon Ry. Les équations modeles n’étant
valables que pour des bulles sphériques, une tension de surface trés importante est néces-
saire pour s’opposer aux déformations causées par une telle amplitude de déplacement. Les
simulations numériques directes pour ces grands déplacements sont donc délicates et n’ont
qu’un intérét limité dans la mesure ou des parametres physiques courants (bulles d’air dans
l’eau par exemple) sont loin de permettre d’assurer la sphéricité de la bulle pour ces régimes.

Dans la majorité des cas, la solution numérique de I’équation modeéle avec force d’histoire
donne ainsi des valeurs tres proches de celles obtenues par simulation numérique directe des
équations de Navier—Stokes. Lorsque la valeur de la viscosité adimensionnée est suffisamment
petite la théorie linéaire donne une bonne approximation du résultat.

Application au cas de la sonoluminescence

Un résultat simple qui découle de cette étude est le suivant : dans la cas d’oscillations
radiales de faible amplitude, 'amplitude de la variation de vitesse relative du centre de
gravité de la bulle est au maximum égale & deux fois celle du liquide environnant. Ce résultat
est classique et constitue un des exercices sur les fluides parfaits de Landau et Lifschitz
[Landau et al., 1959].

Dans le cas de la sonoluminescence, pour des parametres typiques : Ry = 10 ym, v = 1076
m?/s, f = 25 kHz, on obtient v* ~ 0.1 soit une amplitude de la vitesse relative de déplace-
ment égale & celle du fluide environnant (le rapport décroit avec v* selon la théorie linéaire).
[’amplitude de la vitesse de déplacement du fluide loin de la bulle est estimée comme |V¢|/w.

L’amplitude de variation du gradient de pression |V¢| dépend de la position d’équilibre
de la bulle par rapport & I'onde sonore stationnaire. Expérimentalement, par mesure directe
au moyen d’un microscope, [Matula et al., 1997a] obtiennent des valeurs de 1'ordre de 100
pm pour les parametres utilisés dans leur expérience : Ry = 3 pm, f = 19.5 kHz, p, = 1.4
bar. La vitesse du son dans I'eau est d’environ 1490 m/s, ce qui donne un nombre d’onde
k= w/c~ 83 m L. I’amplitude du gradient de pression correspondant & une position r = 0.1
mm est donc |V¢| = k%rp,/3p ~ 32 m/s?. Cette valeur est — logiquement — du méme ordre
de grandeur que l'accélération de la gravité. La vitesse du fluide associée est |V¢|/w = 0.26
mm/s, soit un déplacement de I'ordre de |V¢|/w? ~ 2.1 nanométres.

On peut toutefois contester ce résultat du fait de 1’utilisation de la théorie linéaire bien
au dela de son cadre de validité. Les oscillations radiales d’une bulle sonoluminescente sont
en effet de grande amplitude et les termes de couplage radial/translationnel ne sont pas
négligeables. Afin de clarifier ce point, nous avons effectué une résolution numérique directe
des équations de quantité de mouvement (2.29) et (2.30) couplées avec I’équation (2.8) pre-
nant en compte partiellement la compressibilité du liquide. Les parameétres sont ceux de
Matula et al. soit : Ry = 3 pum, f = 19.5 kHz, 0 = 0.072 kg/s?, ¢ = 1490 m/s, g = —9.81
m/s?, = 0.001 kg/m.s?, p = 1000 kg/m3, v = 1.4.

Le choix de la position d’équilibre pose un probleme. En effet, comme souligné dans
Iarticle de Matula et al., il existe un écart trés important et difficilement explicable entre
les positions d’équilibre théoriques obtenues en utilisant une évaluation numérique de (2.25),
et les positions d’équilibre mesurées expérimentalement. Cet écart ne semble pas imputable
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F1a. 2.15.: Positions d’équilibre obtenues avec différents modeles pour une bulle de 3 um de
rayon & I'équilibre.

aux erreurs expérimentales. Pour une amplitude de forcage de 1.4 bar la position d’équilibre
théorique obtenue par Matula et al. est de 50 pm pour une position observée de 600 pm...
L’explication avancée par ces auteurs est la déformation du champ de pression acoustique
provoquée par la présence de la bulle. Des mesures tendent en effet & montrer que la bulle
cause une diminution locale de 'amplitude du gradient de pression. Afin de se placer dans
une zone ou le gradient est suffisant pour compenser la poussée d’Archimede, la bulle doit
donc s’éloigner du noeud de pression, ce qui expliquerait I’écart observé.

Dans notre cas, il est possible de déterminer numériquement la position d’équilibre (cf.
annexe A) ce qui permet de tenir compte de 'influence des forces visqueuses. Les résultats
obtenus en utilisant les modeéles sans force d’histoire (2.29) et avec force d’histoire (2.30) sont
illustrés figure 2.15. La courbe noire a été obtenue par évaluation numérique de I’équation
d’équilibre (2.25). Pour des amplitudes de for¢age modérées les forces visqueuses ne sont pas
négligeables et 1’écart entre la théorie inviscide et nos deux modéles est important.

Lorsque amplitude acoustique atteint environ 1.2 bars un changement de régime se pro-
duit avec D'apparition des rebonds violents caractéristiques de la sonoluminescence. Cette
transition apparait clairement sur les courbes d’évolution du rayon représentées figure 2.16.
Le nombre de Reynolds associé a la vitesse radiale est élevé lors de ces oscillations et les so-
lutions pour la position d’équilibre convergent vers la solution inviscide. Pour des amplitudes
de forcage supérieures & 1.16 bars les hypotheses nécessaires & la validité de (2.30) ne sont
plus vérifiées lors des rebonds secondaires.

La résolution numérique des équations modeéles donne également accés a I'évolution tem-
porelle de la position du centre de gravité de la bulle. Les déplacements relatifs (par rapport &
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F1c. 2.17.: Evolution temporelle de la position relative du centre de gravité pour différentes

amplitudes de forcage.
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F1G. 2.18.: Vitesse relative du centre de gravité en fonction du temps.

la position d’équilibre) sont illustrés figure 2.17 pour différentes valeurs du forcage.! L’ampli-
tude des déplacements est extrémement faible, dans tous les cas inférieure & un nanometre.
Lorsqu’il est applicable, le modeéle incluant les termes d’histoire donne des déplacements
légerement supérieurs (de 'ordre de 1.5 nanometre) mais qualitativement similaires.

On peut noter une différence qualitative significative entre les régimes “lisses” (p, = 1
bar) et les régimes avec oscillations secondaires. Le terme non-linéaire en UR/ R de T'équa-
tion (2.29) n’est plus négligeable lors des rebonds et induit des accélérations importantes
qui se traduisent par les changements rapides de position (“marches d’escalier”) visibles
pour les forcages de 1.2 et 1.4 bars. Il est intéressant de remarquer que le sens de cette
accélération dépend du signe de U. Ceci explique le sens opposé des variations de la premieére
“marche” pour 1.2 et 1.4 bars. Du fait de la variation du déphasage entre le champ de pression
acoustique et le rayon, dans un cas (1.2 bars) la bulle se déplace vers le haut lors du premier
effondrement, ce qui créé une accélération vers le haut; dans lautre cas (1.4 bars) elle se
déplace vers le bas.

Le signe et 'amplitude des vitesses de déplacement causées par ce terme non-linéaire
apparaissent clairement sur la figure 2.18. La largeur des pics de vitesse est de ordre de
10 nanosecondes. Dans un domaine de parametres différent? nous avons pu effectuer des
simulations numériques directes de ce phénomeéne. Des pics de vitesse qualitativement simi-
laires ont été obtenus.

Etant donné les déplacements extrémement faibles obtenus (de T'ordre des échelles mo-
léculaires), il semble trés improbable que le gradient de pression acoustique joue un role
significatif sur la stabilité de forme de la bulle dans le cas de la sonoluminescence. Une

'Tes courbes ont été décalées arbitrairement pour faciliter la lecture.
?Essentiellement un gradient de pression beaucoup plus fort et une amplitude de forcage beaucoup plus
faible.
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Fic. 2.19.: Bulle “nageant” dans un fluide parfait sous 'effet de linteraction non-linéaire
entre les modes de déformation 2 et 3. D’aprés Benjamin et Ellis (1990).

estimation dimensionnelle simple permet de s’en persuader. Le gradient de pression causé
par un déplacement 3 une vitesse U du centre de gravité de la bulle est de I'ordre de pU?/R.
Si ’on considere 'amplitude a d’un mode de déformation, 'accélération a est essentiellement
proportionelle & Vp/p. L’amplitude maximum de déformation est alors obtenue comme a
Vpr2/p oc U272/ R, ot1 T est une échelle de temps. La vitesse maximum U est de ordre de 1
m/s (figure 2.18) pour une largeur du pic 7 de I'ordre de 10 ns, R est de I'ordre de 1 micron.
On obtient ainsi a = U?72/R de I'ordre de 10710 m.

L’hypothese selon laquelle la combinaison entre ce déplacement et ’effondrement radial
de la bulle pourrait causer la formation de jets parait ainsi erronée. Cette conclusion basée
sur le modele pour la quantité de mouvement verticale est confirmée par les simulations
numériques directes.

2.4. Couplages non—linéaires entre modes de déformation

Comme nous ’avons montré précédemment, dans le cas d’un champ de pression acous-
tique & symétrie sphérique, les variations du gradient de pression acoustique jouent un role
négligeable sur les variations de position d’une bulle au voisinage de sa position d’équili-
bre. Ceci semble confirmer les affirmations initiales de certains expérimentateurs considérant
la sonoluminescence & bulle unique comme un phénomene extrémement stable et robuste
[Cordry et al., 1993, Crum, 1994].

Toutefois, plus récemment, de nombreux auteurs reportent avoir fréquemment observé
des mouvements désordonnés de bulles sonoluminescentes. Matula et al. (1997a) dans leur
article consacré a la mesure de la position d’équilibre font état des problémes rencontrés pour
obtenir des bulles sonoluminescentes stables :

Parenthetically, we mention that in many experiments, one can generate So-
noluminescing bubbles that move in almost any conceivable direction, and over
relatively large distances, as the drive pressure is changed. Only after extreme
care is taken to fine tune the driving frequency, does the bubble behave as shown
here.

Ces mouvements erratiques sont bien connus dans le cas de bulles de taille millimétrique
excitées acoustiquement. Initialement observées par Gaines en 1932, ces “bulles dansantes”
ont depuis été reportées par différents auteurs. Une explication a été proposée par Saffman
(1967) et revisitée depuis en détail par Benjamin et Ellis (1990) . En considérant les couplages
non—linéaires entre modes de déformation d’une bulle dans un fluide parfait, ces auteurs
ont montré qu’une force propulsive (correspondant au mode 0) pouvait étre générée par
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I'interaction entre les paires de mode n et n+ 1 (pair-impair). La figure 2.19 illustre cet effet
pour une interaction entre les modes 2 et 3. L’orientation de la force propulsive est de plus
controlée par le déphasage relatif entre paires de modes.

Cette théorie semble rendre compte de maniére satisfaisante des observations expérimen-
tales. Benjamin et Ellis illustrent leur article par des photographies de bulles de 0.1 mm de
diametre excitées acoustiquement avec une fréquence de 10 kHz. Une observation directe au
microscope de la forme des bulles révele que tous les modes 2 < n < 6 sont excités. Ces
déformations sont associées & des déplacements aléatoires de grande amplitude (jusqu’a 10
mm).

Il est tentant d’utiliser ce méme mécanisme pour expliquer les déplacements observés
pour les bulles sonoluminescentes. Nous avons vu précédemment que le domaine de stabilité
de bulles excitées acoustiquement est déterminé par I'initiation des modes de déformation (cf.
diagramme figure 2.10). Or, c’est précisément & proximité de cette limite que la sonolumines-
cence se produit [Holt et al., 1996]. En particulier, les sites indiqués par les symboles A sur
le diagramme 2.10 et correspondant au régime de “stabilité non-linéaire”, se caractérisent
par des amplitudes de déformation finies. Ce sont donc de bons candidats pour le mécanisme
d’interaction.

La forme de la bulle est décrite en coordonnées polaires (r,6) comme

r(0,t) = R(t) + Y _ an(t)Yn(0), (2.42)

o Y, (#) est une harmonique sphérique d’ordre n. Les coefficients ay,(t) représentent 1’évo-
lution temporelle de chacun des modes de déformation. Nous disposons d’une description
numérique de la forme de l'interface pour chaque instant ¢; par I'intermédiaire des coor-
données des marqueurs (z;,y;). Ces coordonnées cartésiennes peuvent étre transformées en
coordonnées polaires (r;,0;) en prenant pour origine le centre de gravité de la bulle. Les
coefficients a,, peuvent alors étre obtenus pour chaque temps ¢; en minimisant la fonction

L(R,ay,...,a,) = Z[rj — R a,Ya(0))]%. (2.43)
7 n

Nous considérons ici uniquement les huit premiers modes. Dans tous les cas 'erreur quadra-
tique moyenne sur la décomposition est inférieure & 0.1 %.

La séquence illustrée figure 2.20 est typique de la transition observée entre les régimes
stable et instable. Elle a été obtenue pour une bulle de 6 pm de rayon a 1’équilibre et pour
des amplitudes de forcage de 101 000, 102 000, 103 000 et 104 000 pascals. Comme indiqué
sur la figure 2.10, pour 101 000 Pa la bulle reste quasiment sphérique avec une amplitude
de déformation maximum de 0.15 pm liée au mode 2. Cette déformation s’accentue pour
102 000 et 103 000 Pa mais sature & des valeurs inférieures & 4 pm. Dans tous les cas, le
mode 2 de déformation domine (conformément aux prédictions théoriques, équation (2.12)).
De plus, quel que soit le rayon & I’équilibre (entre 2 et 12 pum), seuls les modes de déformation
pairs 2, 4 et 6 (illustrés en traits épais sur la figure 2.20) sont excités.®> Comme indiqué sur
le diagramme 2.10, seul le mode 2 est théoriquement linéairement instable pour les cas de
stabilité non—linéaire (indiqués par les triangles). On peut donc attribuer la présence des
modes 4 et 6 aux couplages non-linéaire avec le mode 2.

Il est clair que dans ces conditions le couplage entre modes pairs et impairs ne peut
jouer le role décrit précédemment. Il est également important de noter que les conditions

3L’amplitude des modes impairs n’est pas strictement nulle mais dans tous les cas elle est de ordre de
I'erreur quadratique sur la décomposition.
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Fia. 2.20.: Séquence illustrant une transition typique entre la stabilité et l'instabilité des
modes de déformations pour une bulle de 6 ym de rayon lorsque 'amplitude de forcage
varie. (a) p, = 101 000 Pa, (b) p, = 102 000 Pa, (c) p, = 103 000 Pa, (d) p, = 104 000 Pa.
Les formes des bulles pour 'amplitude de déformation maximum atteinte au cours du cycle
sont représentées dans la colonne de droite.
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de la simulation numérique supposent un champ acoustique “parfait”, exempt en particu-
lier de déviations par rapport a la symétrie sphérique. Dans les expériences de nombreux
effets peuvent causer une déviation par rapport a cet idéal. On peut citer en particulier : les
imperfections géométriques de I’ensemble récipient—transducteurs piézo-électriques, I’excita-
tion simultanée de modes de vibrations multiples du récipient, les réflections des ondes de
chocs éventuelles... Ces inhomogénéités du champ acoustique peuvent certainement causer
I’excitation de modes de déformation impairs, ce qui expliquerait en partie les difficultés ex-
périmentales rencontrées pour l'obtention de bulles stables. On peut citer & ce propos I’étude
expérimentale de Seeley (1999), illustrant 'importance des modes et harmoniques acoustiques
d’ordre élevé. Il semble cependant difficile de tenir compte de ces effets dans nos simulations
numériques. Il n’est pas non plus certain que la complexité accrue d’une telle modélisation
permettent d’approfondir notre compréhension du phénomene de sonoluminescence.

2.5. Récapitulatif

Apres un rappel des principaux résultats théoriques concernant la dynamique des os-
cillations de bulles, nous avons utilisé le code de surface libre pour la simulation de bulles
dans des conditions proches de la sonoluminescence. Dans le cas o1 la symétrie sphérique est
préservée, un tres bon accord a été obtenu entre les simulations axisymétriques et la solution
numérique de I’équation de Rayleigh—Plesset. Cet accord souligne la précision du traitement
des conditions aux limites sur l'interface obtenu par notre méthode d’extrapolation.

Afin de caractériser les déviations par rapport & la symétrie sphérique, nous avons établi
numériquement un diagramme paramétrique de stabilité. Un tres bon accord est obtenu
par rapport aux prédictions de la théorie linéaire. La simulation directe permet d’accéder
aux effets non—linéaires et en particulier au couplages entre modes de déformation. Une
décomposition des formes d’interfaces obtenues a révélé que seuls les modes de déformation
pairs étaient excités a l'intérieur du domaine de stabilité.

Nous avons effectué une modélisation analytique des effets du gradient de pression acous-
tique sur la dynamique du centre de gravité de bulles en lévitation. La prise en compte des
termes liés & la viscosité a permis une description précise — validée par des simulations
directes — de 'amplitude et de la phase des oscillations du centre de gravité. Les résultats
classiques concernant la position d’équilibre ne prenant pas en compte les effets visqueux ont
été complétés.

Appliqués au cas de la sonoluminescence, ces modeéles ont permis de conclure que le
gradient de pression acoustique au voisinage de la position d’équilibre ne causait que des
déplacements extrémement faibles du centre de gravité, remettant ainsi en cause la théorie
de Prosperetti associant déplacement et formation de jets.
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La cavitation hydrodynamique dans les liquides est généralement causée par de fortes
dépressions qui créent une tension plus importante que les forces de cohésion du fluide. 11 est
possible d’évaluer théoriquement ce seuil de décohésion en modélisant les forces inter—mo-
léculaires. Dans le cas de I’eau, la prise en compte des liaisons hydrogene permet d’obtenir
une valeur théorique de la pression de décohésion de l'ordre de 1000 bars [Kwak et al., 1985].
En réalité, on peut obtenir la cavitation de I’eau avec des dépressions de l'ordre de 1 bar.
Deux effets trés importants permettent d’expliquer cette différence. Les impuretés souvent
présentes dans I’eau créent des sites favorables & la cavitation. De méme, la présence de gaz
dissous dans le liquide s’accompagne souvent de micro—bulles dispersées dans le fluide. Ces
inhomogénéités contribuent & diminuer la résistance du milieu.

La dépression est généralement causée par la configuration géométrique des frontieres de
I’écoulement. Des cavités gazeuses sont créées puis — transportées par ’écoulement dans une
zone de pressions plus importantes — elles s’effondrent violemment et disparaissent. Ce phé-
nomene se produisant & une fréquence élevée semble étre la cause de 'endommagement rapide
observé sur les hélices de navires ou les turbines de centrales hydrauliques. Il est également
générateur d’'un bruit important. Ce probléme pratique est & l'origine des investigations
initiales de Rayleigh.

L’explication initialement proposée par Rayleigh (1917) considérait les fortes surpressions
causées par l'effondrement comme la source principale de I’endommagement matériel. Cette
explication, basée sur I’équation (2.4), suppose que la symétrie sphérique de I’effondrement est
préservée. Or, il est clair que méme dans le cadre de cette hypothese, les bulles responsables de
I’endommagement doivent s’effondrer & proximité des parois solides. De plus, la configuration
géométrique étant responsable de la création des basses pressions nécessaires & la cavitation,
les cavités ont tendance & se créer et & disparaitre & proximité des frontieres de 1’écoulement.

Se fondant sur cette observation, Kornfeld et Suvorov (1944) proposérent une explication
se basant sur la création de jets liquides a haute vitesse, dont les impacts répétés seraient les
responsables principaux de I'’endommagement. Une premiére confirmation expérimentale de
ce phénomene fut donnée par Naudé et Ellis (1961). Ces auteurs conclurent que la formation
et I'impact de jets & haute vitesse était bien la cause principale de I’endommagement.

En quoi la dissymétrie de I’écoulement causée par une paroi solide cause-t-elle la forma-
tion d’un jet? Une explication simple illustre la relation étroite entre ce phénomene et la
théorie de Prosperetti pour la sonoluminescence. Nous considérons le cas d’une paroi solide a
glissement libre (pas de contrainte sur la composante tangentielle de la vitesse). Dans ce cas
la paroi solide peut étre considérée comme un plan de symétrie et le probléeme est strictement
équivalent & celui de deux bulles s’effondrant simultanément : la bulle considérée et son image
par rapport au plan de symétrie (figure 3.1). Chacune des bulles ne s’effondre donc plus dans
un fluide au repos mais & proximité d’un puits de fluide créé par la bulle image. Ces puits
attirent les bulles I'une vers 'autre et elles se rapprochent ainsi du plan de symétrie tout
en s’effondrant. L’argument de conservation de la quantité de mouvement translationnelle
utilisé dans le cas de la sonoluminescence peut alors étre invoqué pour prédire la formation
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3. Cavitation

Fic. 3.1.: Effondrement d’une bulle prés d’une paroi solide : interprétation en terme de bulle
image.

d’un jet.
Comme nous ’avons vu précédemment, cet argument n’est valable que si la quantité
de mouvement translationnelle est suffisamment importante. Est-ce le cas pour une bulle
s’effondrant & proximité d’une paroi solide ? Dans le cas de la sonoluminescence, le déplace-
ment axial était causé par le gradient de pression acoustique, trop faible au voisinage d’un
ventre. Dans le cas qui nous intéresse ici, le déplacement du centre de gravité de la bulle est
également causé par un gradient de pression. Ce gradient est associé au champ de pression
lié & leffondrement de la bulle image. Il peut étre exprimé & partir de I'’équation de Rayleigh
comme )
R+ 2% (1—x%

9p _

2

ou l'on a introduit x = R/z avec z la distance au centre de la bulle image. A partir de
I’équation (2.4) on peut exprimer Paccélération & I'instant £, ol le rayon minimum R, est
atteint comme

.. o Ry \ 37
Ry = % [(R—‘)) - 1] : (3.2)
ce qui donne un gradient de pression
Op Poo Ry il
2| —eke [(R_> —1l. (3.3)

Une échelle de temps de l'effondrement est donnée par t. = Ry\/p/Poo Ce qui permet d’évaluer
le déplacement relatif du centre de gravité comme

el ()" o

Si 'on considére une bulle de rayon initial Ryy = 2Ry, 'équation (2.17) permet d’obtenir
R, =~ Ry/3 (pour v = 1.4). On suppose que la bulle de rayon initial Ry se trouve a une
distance de la paroi z/2 = 2Rj;. Un ordre de grandeur pour x a Uinstant ¢,, est donné par
R, /z = 1/24. En injectant ces estimations dans (3.4), on obtient un déplacement de 0.5Ry.
Ce déplacement non—négligeable tend & montrer que le gradient de pression créé par la bulle
image peut effectivement entrainer la formation de jets.

te Op
pRy Or

tm
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3.1. Expériences et simulations numériques

Les expériences initiales de Naudé et Ellis ont clairement démontré la réalité de la for-
mation de jets lors de ’effondrement de bulles de cavitation. Ces expériences sont toutefois
extrémement délicates & mettre en oeuvre et un grand nombre de résultats quantitatifs n’ont
pas encore été obtenus. Il existe encore un vif débat quant & 'importance relative de I'im-
pact du jet ou des surpressions pour le probléme de ’endommagement. Le point de vue
initial de Benjamin et Ellis (1966) considérant I'impact du jet comme la cause principale de
I’endommagement était fondé sur des mesures de la vitesse d’impact obtenues & partir des
séries photographiques a grande vitesse de Naudé et Ellis. L’appareillage expérimental ne
permettait pas de mesurer les surpressions causées uniquement par I'effondrement. De plus,
du fait des difficultés expérimentales, peu de données étaient disponibles. En particulier, une
étude systématique de la vitesse d’impact en fonction de la distance par rapport & la paroi
solide n’avait pas été effectuée.

Un certain nombre d’études expérimentales récentes menées en particulier par le groupe
de Lauterborn [Philipp et al., 1998, Lauterborn et al., 1997] ont remis en cause le role de
I'impact du jet. Dans ces expériences, des bulles trés précisément semblables sont créées
de maniére répétée a proximité d’échantillons de duretés variables. Ceux-ci sont ensuite
examinés au microscope afin de déterminer la position et I'importance des dommages. Pour
un grand nombre d’échantillons les dommages sont concentrés sur un cercle et non pas sur
I’axe de symétrie comme attendu si le jet était la source principale de I’endommagement.
Ces résultats relancent le débat quant & la cause réelle de 'endommagement par cavitation.

Paralléelement & ces efforts expérimentaux, un certain nombre d’auteurs se sont attachés a
résoudre numériquement les équations, que ce soit au moyen de différences finies [Plesset et al., 1971]
ou de la technique d’intégration de frontiére. Cette technique a connu de nombreuses amé-
liorations et a également bénéficié de I’accroissement impressionnant de la puissance de calcul
des ordinateurs lors des derniéres décennies [Blake et al., 1986, Oguz et al., 1990, Blake et al., 1997].
Toutefois, comme elle repose sur 'intégration surfacique d’une solution potentielle pour le
champ de vitesse, elle est limitée aux cas inviscide (équation d’Euler) et trés visqueux (équa-
tion de Stokes). De bons résultats sont cependant obtenus lors de comparaisons avec les
expériences [Blake et al., 1993]. En effet, pour des raisons pratiques, les bulles utilisées lors
des expériences sont de taille importante (de l'ordre du millimetre) et les effets visqueux
lors d’effondrements violents sont négligeables. On peut tout de méme s’interroger sur la
généralisation de ces résultats & des bulles de cavitation qui peuvent souvent étre beaucoup
plus petites [Mettin et al., 1999].

3.1.1. Comparaison entre expérience et simulation numérique

Afin d’illustrer les capacités de notre méthode de résolution des équations de Navier—
Stokes, nous avons effectué une comparaison entre une série photographique décrivant 1’ef-
fondrement et la formation du jet et une simulation directe. La série reproduite figure 3.2
a été obtenue par Lauterborn et son équipe. Une cavité est créée par une trés courte im-
pulsion laser focalisée précisément. Cette bulle grossit, atteint un rayon maximum de deux
millimetres puis s’effondre. Un jet se forme aux alentours du rayon minimum. Une partie au
moins du gaz contenu dans la bulle n’est pas condensable ce qui provoque une ré-expansion
suivie d’un second effondrement. Lors de la ré-expansion, le jet traverse la bulle et impacte
le coté opposé, créant une protubérance gazeuse contenant un noyau liquide. Le jet liquide
est tres fin comme illustré sur 'agrandissement figure 3.3.

Afin d’effectuer une simulation numérique de ce phénomeéne il est nécessaire d’accéder
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Fia. 3.2.: Comparaison entre une série photographique a grande vitesse d’une bulle s’ef-
fondrant prés d’une paroi solide obtenue par Lauterborn et Ohl (1997) et une simulation
numérique directe. L’échantillonage illustré est de 75 000 images par seconde.
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F1a. 3.3.: Détail de la bulle traversée par le jet [Brujan et al., 2000].
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Fic. 3.4.: Version numérisée de la photographie 3.2 utilisée pour ’estimation de I’évolution
temporelle du rayon.
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FIG. 3.5.: Evolution du rayon équivalent en fonction du temps.

aux parametres physiques de Pexpérience. Les propriétés physiques du liquide (de leau)
sont connues. Il semble malheureusement difficile d’obtenir les propriétés du gaz contenu
dans la bulle. L’impulsion laser crée probablement une cavité initiale remplie de vapeur
d’eau. Lors de I'expansion et de la baisse de pression résultante, ’air dissous dans l’eau
environnante pénetre probablement dans la bulle et il semble raisonnable de supposer que
lors de la phase d’effondrement la bulle contient essentiellement de 'air. Une modélisation
compléte nécessiterait donc la prise en compte des changements de phase et des transferts de
gaz dissous. En supposant connu le dépot énergétique initial (ce qui suppose la calibration
de I'impulsion laser et la prise en compte des pertes sur le trajet optique), on peut imaginer
qu’une simulation gouvernée uniquement par les données expérimentales soit possible.

Il semble cependant plus réaliste de simplifier la dynamique du gaz contenu dans la bulle.
A cette fin, nous supposons que le gaz est de I'air en évolution adiabatique. Le rayon initial de
la bulle est fixé arbitrairement a 0.4 mm. Il est également nécessaire de déterminer la pression
initiale & I’intérieur de la bulle. Celle-ci n’est pas connue expérimentalement. Nous avons donc
choisi de la déterminer en ajustant la solution numérique de I’équation de Rayleigh—Plesset
avec ’évolution du rayon obtenue expérimentalement. Le rayon équivalent est défini comme
(3V/4m)'/3 ot V est le volume de la bulle. Nous avons mesuré ce rayon directement & partir
d’une version numérisée et filtrée de la série photographique (figure 3.4). Il est calculé & partir
de ’aire de la projection de chacune des bulles obtenue directement par comptage des pixels.
Ces données sont représentées par les cercles de la figure 3.5. La solution numérique ajustée
de I’équation de Rayleigh—Plesset est indiquée en traits pointillés. Un rayon a 1’équilibre
Ry = 1.045 mm a été utilisé, pour une pression & ’équilibre py = 100 072 Pa.

La simulation numérique utilise ces mémes parameétres, soit : un exposant polytropique
v = 7/5, la viscosité dynamique et la densité de 'eau p = 103 kg/m.s, p = 1000 kg/m?, un
coefficient de tension de surface pour une interface air/eau o = 0.072 kg/s?. L’ensemble du
fluide est initialement au repos. Deux cotés du domaine sont bornés par des parois solides
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T

Fia. 3.6.: Configuration équivalente aux conditions aux limites appliquées lors de la simula-
tion illustrée figure 3.2.

avec condition de glissement libre. Une pression constante de 100 000 Pa est imposée sur le
troisieme coté avec une condition de gradient nul pour la vitesse. Ces conditions aux limites
correspondent au cas d’une bulle située sur I’axe de symétrie et s’effondrant & proximité du
fond d’une boite cylindrique remplie d’eau (figure 3.6). La résolution utilisée est de 512 x
512. Le rayon maximum de la bulle est de 50 points de grille. L’évolution obtenue nu-
mériquement est illustrée figure 3.2. L’intervalle de temps entre chaque image correspond
a un échantillonage de 75 000 images par seconde. Seule la partie du domaine de calcul
correspondant a celle de la série expérimentale est représentée.

[’accord entre simulation et expérience est globalement satisfaisant. En particulier, la
forme de la bulle déformée par I'impact du jet est correctement restituée. La vitesse du jet
est également correctement prédite avec un instant d’impact sur la paroi solide concordant
avec lexpérience. Le détail de la formation et de I'impact du jet sur la paroi opposée de
la bulle illustré figure 3.7 permet d’obtenir des informations difficilement accessibles expé-
rimentalement. En particulier, la formation au moment de I'impact d’une onde axisymé-
trique se propageant le long de l'interface. Ce phénomeéne a également été observé lors de
simulations numériques analogues avec une méthode d’intégrale de frontiere par Blake et ses
collaborateurs [Blake et al., 1997, Blake et al., 1998]. Une différence notable par rapport &
I’expérience est I’absence dans la simulation du “contre—jet” dirigé vers le haut visible sur
les images 31 et 32. Ce phénomene a été observé dans un grand nombre d’expériences mais
n’a pas encore recu d’explication satisfaisante.

La principale différence entre la simulation et 'expérience concerne 'amplitude de la ré-
expansion de la bulle apres la formation du jet. Cette différence apparait clairement sur la
figure 3.5. La courbe pleine correspondant & ’évolution du rayon équivalent suit précisément
la courbe pointillée obtenue par résolution numérique de 1’équation de Rayleigh—Plesset.
Le taux d’amortissement de ces deux solutions (uniquement gouverné par la dissipation
visqueuse dans le liquide) est clairement trés inférieur & celui de 'expérience. Plusieurs sources
de dissipation, négligées par la simulation peuvent expliquer cette différence. L’émission
d’ondes acoustiques et d’ondes de choc dans le liquide est impossible dans notre modele
incompressible. De plus ’équation d’état trés simple choisie pour le gaz ne permet pas de
prendre en compte les échanges thermiques et les changements de phase & I'interface entre le
liquide et le gaz. La différence importante obtenue tend & montrer que ces effets dissipatifs
thermodynamiques et acoustiques sont dominants.
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Fia. 3.7.: Détail de la formation et de 'impact du jet.

3.2. Effets de la viscosité

Comme noté précédemment la viscosité du liquide a peu d’influence sur ’effondrement
de bulles de rayon important. Une simulation de I'expérience précédente effectuée avec un
code d’intégrale de frontiére résolvant les équations d’Euler aurait probablement donné des
résultats comparables. L’apport principal de notre technique de résolution est la possibilité
d’étudier les régimes intermédiaires controlés par la viscosité. Un question importante pour
la compréhension de 'endommagement par cavitation concerne I'influence de la viscosité sur
la formation et I’évolution du jet pour des bulles de petite taille.

Nous proposons d’étudier numériquement ces effets. Une premiere étape est 'identifica-
tion des parametres indépendants controlant le probléme. Nous supposons tout d’abord que
la pression dans le gaz est décrite par une loi polytropique de la forme

o) = ()7, (35)

ol R est le rayon de la bulle, Ry le rayon a 1’équilibre, ps, 1a pression ambiante et v un expo-

sant polytropique. Nous choisissons Ry comme échelle spatiale et \/pR% /Pso comme échelle
de temps. L’équation de Rayleigh—Plesset peut alors étre écrite sous forme adimensionnée

comme .
.3 R _ 20
R*R*+§Rf+4u*R—: :R*37—1—E*, (3.6)

ol le symbole x indique une quantité adimensionnée. Les parametres controlant le probleme
sont ainsi

v 14
v = 2L |2 3.7
* Ry V po ( )
g
= 3.8
o Ropoo’ ( )
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Fic. 3.8.: Evolution temporelle d'une bulle s’effondrant prés d’une paroi solide pour un
nombre de Reynolds élevé. La paroi solide correspond & la limite inférieure de chaque boite.
Seule une partie du domaine de calcul est représentée. L’intervalle de temps entre chaque
image est 0.243. Re = 29.906, oo = 2.023, 0 = 2.625.

v (3.9)

La configuration géométrique et les conditions initiales définissent deux autres parametres.
Le rapport du rayon initial Rys et du rayon & I'équilibre o = Rjps/ Ry et la distance relative
a la paroi solide B = [/Rys, ou [ est la distance initiale entre le centre de la bulle et la
frontiére solide. Nous obtenons ainsi cinq parametres indépendants : «, 3, v, vy, 0x. Afin de
simplifier I’étude, nous négligeons dans un premier temps la tension de surface (o, = 0) et
nous supposons que le gaz est diatomique et en évolution adiabatique (y = 7/5). Un nombre
de Reynolds est défini comme Re = 1/v,.

Les figures 3.8, 3.9 et 3.10 ont été obtenues pour une configuration similaire a la simulation
précédente en faisant varier la viscosité. Pour une faible viscosité (figure 3.8) la vitesse initiale
du jet est importante et I'impact avec la paroi opposée de la bulle se produit peu de temps
apres la formation du jet. Pour une viscosité élevée (figure 3.10) la vitesse initiale du jet est
faible et la vitesse de ré-expansion de la bulle est suffisante pour empécher I'impact. Pour
une valeur intermédiaire du nombre de Reynolds (figure 3.9) la vitesse du jet est comparable
a la vitesse de déplacement de la paroi opposée, 'impact est retardé et se produit avec une
vitesse relative faible. Le jet est fortement étiré par la ré-expansion.

Cette transition est illustrée de maniere différente sur les figures 3.11 et 3.12. Les courbes
inférieures (traits épais) représentent 1’évolution temporelle de la position du poéle sud (le
plus proche de la paroi) pour les différents nombres de Reynolds indiqués dans la légende.
Les courbes en traits fin décrivent la position du pole nord et les courbes supérieures la
position du point de la bulle le plus éloigné de la paroi. Les courbes supérieures et inférieures
décrivent la dynamique globale de la bulle : effondrement jusqu’a ¢ = 2 suivi d’une ré-
expansion, accompagnée d’un déplacement du centre de gravité vers la paroi. Les courbes en
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Fic. 3.9.: Evolution temporelle d’une bulle s’effondrant prés d’une paroi solide pour un
nombre de Reynolds intermédiaire. L’intervalle de temps entre chaque image est 0.303. Re =
24.519, a = 2.023, 0 = 2.625.

traits fin décrivent la dynamique du jet. Initialement il n’y a pas de jet et ces courbes sont
confondues avec les courbes supérieures. Lors de 'inversion de la courbure se produisant au
pole nord et correspondant & la formation du jet les courbes se séparent (figure 3.12). Le jet
poursuit sa progression et vient éventuellement impacter sur la paroi opposée. Si la viscosité
est trop élevée, le jet est ralenti au cours de sa progression et n’atteint jamais le pole sud.

Nous définissons un nombre de Reynolds critique Re. pour lequel la vitesse relative
d’impact est nulle. Si le nombre de Reynolds est inférieur & Re. 'impact n’a jamais lieu.
Nous proposons d’étudier la dépendance entre Re,. et les paramétres indépendants controlant
le probleme.

3.2.1. Etude paramétrique du nombre de Reynolds critique

11 est relativement difficile d’évaluer directement la valeur de Re.. En effet, comme illustré
figure 3.9, lorsque le Reynolds est proche de Re. le jet peut devenir extrémement fin. Un
pas de maille trés petit est alors nécessaire pour capturer correctement la dynamique de
Iinterface et du fluide contenu a l'intérieur du jet. Nous utilisons la technique de hiérarchie
de maillages imbriqués ce qui permet de limiter les effets de confinement tout en assurant
une bonne résolution de la bulle (figure 3.13). L’étude paramétrique de Re. en fonction de
« et 3 nécessite cependant la réalisation d’un grand nombre de simulations. Une résolution
spatiale trés fine conduirait & des temps de calcul peu pratiques. Nous avons donc cherché
une définition de Re. moins contraignante.

L’évolution de la vitesse relative entre les poles supérieur et inférieur de la bulle est
illustrée figure 3.14 pour différentes valeurs du Reynolds. Par convention la vitesse relative
est positive lorsque les poles se rapprochent et négative lorsqu’ils s’éloignent. Les carrés blancs
indiquent l'instant de formation du jet (inversion de la courbure au pole supérieur) et les
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Fic. 3.10.: Evolution temporelle d’une bulle s’effondrant prés d’une paroi solide pour un
nombre de Reynolds faible. L’intervalle de temps entre chaque image est 0.303. Re = 18.413,

a=2.023, 8 = 2.625.
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Fic. 3.11.: Evolution temporelle de la position des poles en fonction du nombre de Reynolds
indiqué dans la légende. o = 1.754, 5 = 1.5.
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FiG. 3.12.: Détail de la figure 3.11.
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O

F1c. 3.13.: Configuration typique pour les simulations présentées dans cette section. Chacune

des grilles comporte 128 x 64 cellules.
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Fic. 3.14.: Vitesse relative entre les poles supérieur et inférieur de la bulle en fonction du
temps pour les différentes valeurs du Reynolds indiquées dans la légende. o = 2.023, 8 =

2.625.
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F1a. 3.15.: Vitesse relative d’impact et minimum de la vitesse relative en fonction du nombre
de Reynolds. a = 1.754, g = 1.5.

disques noirs 'instant d’impact entre les deux poéles. Lorsque le nombre de Reynolds décroit le
jet se forme plus tard, 'impact est retardé et la vitesse relative d’impact diminue. A proximité
de la valeur critique du Reynolds (= 24), la courbe de vitesse relative a deux extrema. Une
valeur maximum atteinte pendant I'effondrement, peu de temps avant la formation du jet et
une valeur minimum peu de temps apres la formation du jet. De plus, & proximité de Re.
apres avoir atteint sa valeur minimum, la vitesse relative change peu et la vitesse d’impact
est proche de ce minimum. Nous choisissons comme définition alternative de Re,., la valeur
du Reynolds pour laquelle le minimum de vitesse relative est nul. C’est & dire qu’a un
moment donné, peu apres sa formation le jet pénetre a I'intérieur de la bulle avec une vitesse
exactement égale & la vitesse de ré-expansion.

La figure 3.15 confirme que les deux définitions donnent des valeurs proches de Re..
Chaque paire de points (disque et triangle) correspond & une simulation pour un Reynolds
donné. Nous nous sommes assurés que le jet était bien résolu dans tous les cas. La vitesse
d’impact s’annule pour Re, = 17.15 et le minimum de la vitesse relative pour Re. = 17.77.
De plus, a proximité du Reynolds critique, le minimum de vitesse relative et la vitesse
d’impact dépendent fortement du Reynolds. Ce critére est beaucoup plus simple & vérifier
car la simulation peut s’arréter dés que le minimum de vitesse relative est atteint. Ceci se
produisant peu de temps apres la formation du jet, le probleme de résolution précise d’un
jet tres fin ne se pose plus.

En utilisant ce nouveau critere et une technique de dichotomie, la valeur de Re. peut
étre étudiée en fonction des parametres « et . La famille de courbes représentée figure 3.16
a été obtenue de cette maniere pour les différentes valeurs de « indiquées dans la légende.
Chaque point représente environ cingq simulations pour une convergence finale sur la valeur
de Re. de 3 %. Chaque simulation prend & peu prés quinze minutes sur un PC/350 MHz.
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Fia. 3.16.: Valeur du nombre de Reynolds critique Re. en fonction de 8 pour différentes
valeurs de a.

Deux tendances principales se dégagent de ce graphe. Pour a constant, lorsque 8 aug-
mente (la bulle est placée plus loin de la paroi solide), la dissymétrie est réduite et il devient
plus difficile de former un jet. Il devient donc plus facile de s’opposer & cette formation et
une viscosité plus faible est suffisante : Re. augmente. Pour 3 constant, lorsque a augmente
(la bulle est initialement plus éloignée de son rayon d’équilibre) I'effondrement devient plus
violent et le jet plus rapide. Une viscosité plus importante est nécessaire : Re. diminue.

On peut noter également une similitude intéressante entre les différentes courbes. Il est en
fait possible de redimensionner chacun des axes afin d’obtenir une courbe unique décrivant
I’ensemble de cette famille. La figure 3.17 illustre le résultat obtenu lorsque les axes sont
transformés selon

B— Bla’,
Re. — Re./V/a.

La concordance et le recouvrement entre les différents jeux de données sont excellents. La
courbe pleine est une interpolation polyndémiale du nuage de points obtenu. Les versions
redimensionnées de cette méme courbe sont représentées en trait plein sur la figure 3.16. Les
écarts plus importants observés pour les grandes valeurs de 8 pour a = 2.023 et a = 1.921
sont dus a la formation de jet trés fins dans cet espace de parametres, ce qui entraine des
erreurs numériques plus importantes.

Il est possible de montrer empiriquement que ce redimensionnement est optimal pour le
type de transformation envisagé, comme illustré figure 3.18. Cette fonction de corrélation a
6té obtenue comme suit. Etant donné les familles de points (e, Bi, Re;), pour chaque paire
de coefficients (1, () on effectue les opérations suivantes
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F1c. 3.17.: Représentation redimensionnée de la famille de courbes de la figure 3.16.

1. Les coordonnées (z;,y;) d'un ensemble de points sont obtenues comme

. Re.
€T; ﬁ:] et y; CZ .
Oéi ai

2. Ces coordonnées sont normalisées selon

T, — T i — Y
i ety Yi y,
Oy Oy

Ty

ou 7, y sont les valeurs moyennes des coordonnées et oy, oy les écarts-types.

3. Un polynoéme p(z) d’ordre huit est interpolé & travers ces points par minimisation de
la fonction £ = 3 (p(z;) — vi)?.

4. La corrélation est alors définie comme C(n,() = log(Lmin)-

Le minimum illustré figure 3.18 (en bas) est bien obtenu pour 7 & 3. On peut noter qu’'une
certaine latitude existe pour le choix de (; des valeurs comprises entre 1/2 et 2/3 donnent
des résultats comparables.

Nous n’avons pas pour linstant d’explication théorique qui permettent de justifier ce
redimensionnement. Quelques éléments permettent toutefois d’orienter notre investigation.
On peut noter en particulier sur les figures 3.11 et 3.12, que la dynamique “globale” de
la bulle, définie par la position des extrémes (en traits épais) dépend relativement peu du
nombre de Reynolds.

Cette hypothése est confirmée en partie si 'on considere les données représentées figure
3.19. L’abscisse indique le nombre de Reynolds de la simulation et I'ordonnée le rapport
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F1G. 3.18.: Evaluation de la corrélation entre les courbes illustrées figure 3.16 en fonction des
coefficients de renormalisation 7 et (.
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F1a. 3.19.: Valeur du rapport du rayon maximum (initial) Rps et du rayon minimum R, en
fonction du nombre de Reynolds pour les différentes valeurs de « indiquées dans la légende.
Les valeurs théoriques sont représentées par les lignes pointillées.
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3.2. Effets de la viscosité

du rayon initial Rj; et du rayon équivalent minimum R,, obtenus. Le rayon équivalent R,,
est obtenu classiquement comme (3V/47)'/3 ot V est le volume de la bulle. L’ensemble des
simulations nécessaires & I'obtention de la figure 3.16 sont représentées (soit environ cing
fois plus de points). Les valeurs théoriques du rapport Rys/R,, obtenues & partir de 1’équa-
tion (2.17) sont représentées pour chaque valeur de a par les lignes horizontales pointillées.
Lorsque le nombre de Reynolds est suffisamment élevé, on observe la convergence des valeurs
numériques vers la valeur théorique (exact dans le cas inviscide). On note également que
pour un nombre de Reynolds donné, ’ensemble des points représentés (qui correspondent &
des valeurs de (3 différentes) donnent des valeurs de R/ R, proches. La distance a la paroi
[ semble donc n’avoir que peu d’influence sur la dynamique globale.

On peut distinguer deux régimes principaux. Pour les valeurs de « élevées (> 2.5), 1’en-
semble des simulations ont été effectuées pour des Reynolds faibles (< 50) pour lesquels la
déviation par rapport & la valeur théorique est importante. Pour les valeurs modérées de
a, la partie des courbes correspondant a des valeurs élevées de 8 est obtenue pour des va-
leurs élevées du Reynolds. Dans ce cas, la dynamique globale est bien décrite par la théorie
inviscide. Pour les valeurs faibles de 8 correspondant & des Reynolds faibles, les effets vis-
queux doivent étre pris en compte. Ces deux régimes correspondent aux deux parties de la
courbe adimensionnée figure 3.17 : un régime linéaire lorsque 3/a® est petit et un régime
non-linéaire lorsque 3/a? est grand. Le régime non-linéaire n’est pas contrdlé par la dyna-
mique globale (qui est bien décrite par la théorie inviscide) mais probablement par I'influence
de la viscosité sur la dynamique du jet. Inversement, le régime linéaire est influencé par la
dynamique globale mais peut-étre également par la dynamique du jet.
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Conclusion

Nous avons développé dans cette these deux méthodes permettant de résoudre les équa-
tions de Navier—Stokes en présence d’interfaces ou de surfaces libres. Basées sur I'utilisation
combinée d’un maillage fixe pour les champs hydrodynamiques et d’un maillage mobile pour
Iinterface, elles se caractérisent par un traitement original de I'interface comme une discon-
tinuité réelle. Appliquée tout d’abord au cas des écoulements diphasiques, cette technique a
permis d’obtenir un équilibre numérique précis entre les termes de tension de surface et de
gradient de pression sur I'interface. Ceci a permis de supprimer les courants parasites habi-
tuellement présents dans les méthodes utilisant une formulation continue pour la tension de
surface. L’origine de ces courants a ainsi été clairement identifiée. Les solutions généralement
utilisées pour lutter contre ce probléme impliquent un lissage des termes de tension de surface,
correspondant & un épaississement numérique de I'interface. Nous avons montré au contraire
que le traitement de I'interface comme une véritable discontinuité était justifié physiquement
et numériquement et permettait d’éliminer ce déséquilibre.

Cette approche a ensuite été étendue aux cas d’écoulements avec surfaces libres en
utilisant une technique de type volume fini qui a permis de formaliser la description des
termes surfaciques ébauchée dans le cas diphasique. La discrétisation des termes & proximité
d’une surface libre nécessite également ’extension des champs hydrodynamiques. Nous avons
développé une méthode d’extrapolation permettant de vérifier précisément les conditions aux
limites sur l'interface, liées a la tension de surface et & la viscosité.

Ces méthodes apparaissent en fait comme des hybrides entre les techniques sur maillage
fixe, associées 4 une formulation continue pour les termes surfaciques et les approches sur
maillage mobile utilisant directement I'interface comme condition aux limites. En ce sens,
elles permettent de combiner une partie de la souplesse des premieres avec la précision du
traitement de I'interface des secondes. Un autre avantage important est la possibilité — com-
me dans les méthodes sur maillage mobile — d’analyser de maniere détaillée la cohérence
physique et numérique de la discrétisation au voisinage de l'interface. De plus, bien que
plus complexes & programmer que les méthodes implicites volume de fluide ou level set, ces
méthodes s’averent pratiquement aussi rapides.

Plusieurs comparaisons avec des données théoriques ou expérimentales ont confirmé la
précision des résultats obtenus numériquement. Nous avons en particulier obtenu de tres
bons accords avec les théories linéaires de Prosperetti pour les oscillations amorties d’ondes
capillaires planes ou de bulles initialement faiblement déformées. Les capacités de la mé-
thode dans le cas d’interfaces tres déformées ont été illustrées par une comparaison avec
les solutions de 1’équation de Rayleigh—Plesset dans le cas d’oscillations radiales de grande
amplitude.

Appliquée au régime de sonoluminescence, le code de surface libre a permis de confirmer
la validité du diagramme de stabilité de forme obtenu par la théorie linéaire. Un domaine
de stabilité 1égérement étendu a été calculé du fait de la saturation non-linéaire du mode
deux de déformation. Par une modélisation de la quantité de mouvement translationnelle
d’une bulle, nous avons démontré que ’amplitude du déplacement vertical — du au gradient
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de pression acoustique — était extrémement faible dans le cas de la sonoluminescence. La
formation de jets dus & ce seul déplacement, invoquée par Prosperetti pour expliquer le phé-
nomeéne, semble ainsi trés improbable. Ce modele de déplacement est applicable dans le cas
général de bulles en lévitation acoustique. Un treés bon accord a été obtenu entre ses pré-
dictions et des simulations numériques directes. Il permet également d’étendre les résultats
classiques concernant la position d’équilibre aux cas ou la viscosité n’est pas négligeable.
Dans le cas de bulles de petite taille et d’amplitudes de for¢age modérées les écarts entre la
position d’équilibre prédite par la théorie inviscide et par notre modéle sont importants.

Nous avons également effectué des simulations directes de ’effondrement de bulles pres
de parois solides. Les résultats obtenus sont qualitativement et quantitativement similaires
aux observations expérimentales de Lauterborn, mais confirment que la dissipation acous-
tique et thermique doit étre prise en compte pour pouvoir décrire tous les aspects de ce
phénomene. Les simulations permettent d’accéder au détail de I'impact des jets et de leur
évolution ultérieure, données difficilement accessibles expérimentalement. Les simulations
numériques de ce phénomeéne effectuées jusqu’a maintenant utilisaient généralement des mé-
thodes d’intégrale de frontiere et ne permettaient pas d’évaluer I'influence de la viscosité sur
la formation et I’évolution des jets. Nous avons ainsi utilisé notre code pour effectuer une
étude paramétrique, incluant la viscosité, de la vitesse d’impact. Nous avons obtenu un dia-
gramme décrivant la valeur critique du Reynolds en dessous de laquelle la viscosité empéche
tout impact du jet. Ce diagramme fait apparaitre une relation simple entre les parametres
adimensionnés contrélant le phénoméne.

Cette étude ouvre de nombreuses perspectives, tant sur le plan numérique que sur celui
des applications. La formulation de volume fini appliquée au cas de la surface libre devrait
étre utilisée également dans le cas diphasique. Cela permettrait de traiter précisément 1’en-
semble des termes présentant une discontinuité au voisinage de I'interface ; en particulier les
contraintes visqueuses lorsque la viscosité n’est pas identique dans chacune des phases. Ce
saut de viscosité n’est en effet pas correctement traité par les méthodes & formulation continue
[Benkenida, 1999]. Un projet plus ambitieux serait de créer une formulation générique per-
mettant de traiter n’'importe quel type d’interface : surface libre, interface fluide-fluide, mem-
brane élastique, interface fluide—solide... De nombreux domaines, allant de la biomécanique
a I’étude des couplages fluide—structure, bénéficieraient d’une méthode numérique capable
d’associer ces différents modeles. Un tel formalisme serait également utile dans le cadre de
I’extension & trois dimensions sur laquelle nous avons commencé & travailler.

Comme nous 'avons vu, les reconnexions doivent étre traitées implicitement pour les
méthodes de suivi de front. Ce controle de la topologie est une mauvaise ou une bonne
chose suivant le type de probléme étudié. Si 'on s’intéresse au détail des reconnexions, il
semble important de pouvoir controler la maniére dont elles s’effectuent. Notre technique
pourrait ainsi étre utilisée en conjonction avec une modélisation sous—maille détaillée des
effets aux petites échelles spatiales : la combinaison d’équations de lubrification et de forces
d’interaction de type Van der Waals, résolues le long de 'interface décrite par les marqueurs
semble une approche prometteuse.

Sous sa forme actuelle, le code de résolution peut étre utilisé pour de nombreux pro-
blemes combinant déformations importantes et nécessité d’une description précise des termes
surfaciques. Les différentes études effectuées au moyen de méthodes d’intégrale de frontiére
pourraient ainsi étre étendues au cas visqueux. L’étude de I'influence de la viscosité sur
la formation des jets peut également étre prolongée en incluant les effets de la tension de
surface. L’application des critéres d’impact obtenus & ’endommagement par cavitation ainsi
que leur vérification expérimentale seraient également intéressants.
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Enfin, bien qu’une explication convaincante de la sonoluminescence ait récemment été
proposée [Hilgenfeldt et al., 1999], de nombreux aspects de ce phénomeéne restent obscurs.
Aucune théorie ne prédit par exemple correctement la position d’équilibre d’une bulle sono-
luminescente [Matula et al., 1997a]. Notre étude de I'influence du gradient de pression acous-
tique remet également en cause I'interprétation classique des expériences de sonoluminescence
effectuées en micro—gravité [Matula et al., 1996, Matula et al., 1997b]. Ces expériences ont
montré un accroissement de l’'intensité de la lumieére émise dans les conditions de gravité
réduite. Cet effet est généralement attribué & 'influence réduite de la dissymétrie causée par
la gravité et par la force de Bjerknes. La symétrie sphérique étant mieux préservée, 'intensité
lumineuse serait plus élevée. Or, nous avons vu que 'influence de la force de Bjerknes est de
toute fagon négligeable dans le cas de gravité normale...
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A. Résolution numérique de I'équation de
Rayleigh—Plesset

Une approche simple pour résoudre les équations différentielles ordinaires consiste &
utiliser une méthode explicite. Une discrétisation temporelle de type Runge-Kutta donne
généralement de bons résultats. Cette approche fonctionne correctement dans le cas de
I’équation de Rayleigh-Plesset (2.6) lorsque amplitude des oscillations radiales n’est pas
trop importante. Lorsque I'amplitude de forcage croit, les oscillations secondaires s’accen-
tuent. Ces oscillations sont accompagnées de fortes accélérations agissant pendant des temps
de plus en plus courts. Il est alors nécessaire de réduire le pas de temps pour assurer la
stabilité de la méthode de Runge-Kutta. Ce pas de temps tres court n’est pas nécessaire sur
I’ensemble d’une période de forcage et une bonne approche consiste & utiliser une adaptation
dynamique.

Nous avons essayé différentes techniques. Celle qui donne les meilleurs résultats en terme
d’efficacité et de robustesse consiste & évaluer numériquement I’erreur sur la solution a chaque
pas de temps. Comparée a une tolérance donnée, cette erreur permet ’ajustement du pas de
temps. Cette méthode décrite dans Numerical Recipes [Press et al., 1989] peut étre résumée
ainsi :

1. Une solution A; au temps ¢ + dt est évaluée & partir de la solution au temps t en

effectuant une itération de Runge-Kutta de pas de temps dt.

2. Une solution Ay est évaluée en effectuant deux itérations de Runge-Kutta de pas de
temps 0t/2.

3. Une approximation de P'erreur sur la solution est obtenue comme A = |A; — Ag|.

4. Pour une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, 'erreur sur la solution varie comme
(6t), ce qui permet d’obtenir le nouveau pas de temps comme

e\ 1/5
5t<—5t(Z> : (A.1)

ou € est une tolérance définie par ’'utilisateur.
5. Si lerreur A est supérieure a € retourner en 1.

Dans la pratique nous considérons une tolérance relative définie par rapport au rayon de
la bulle, généralement |R; — R3|/Ry < 10-5. Une borne supérieure sur le pas de temps est
également fixée sous la forme §t <=T/n, ou T est la période propre d’oscillation radiale de
la bulle et n est le nombre minimum de points désiré. La figure A.1 illustre I’évolution du
rayon et du pas de temps pour une bulle de 3 pm de rayon & 1'équilibre et une amplitude
de forgage de 1.3 bars. [L’équation utilisée inclue une prise en compte de la compressibilité
du liquide (équation (2.8)). Il est intéressant de noter que lorsque ce terme d’amortissement
n’est pas pris en compte, la résolution numérique ne converge pas. A Dinstant du premier
rebond, le pas de temps décroit trés rapidement jusqu’a atteindre les limites de la précision
machine sans pouvoir assurer la tolérance prescrite.
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Fic. A.1.: Evolution temporelle du rayon et du pas de temps. Les détails de 1’évolution
représentés correspondent au premier rebond.
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Nous utilisons également cette méthode lorsque la résolution d’équations couplées avec
la solution de Rayleigh—Plesset est nécessaire. On peut citer en particulier les équations
d’évolution de Pamplitude des modes de déformation (2.12) et les équations modeles pour la
quantité de mouvement verticale (2.29) et (2.30). Les termes d’histoire de 1'’équation (2.30)
posent un probléme particulier. I’intégrale double apparaissant dans ceux-ci ne permet pas
d’effectuer une intégration incrémentale ot seule la modification de ce terme entre ¢ et ¢+ ¢
devrait étre calculée. L’ensemble de l'intégrale entre 0 et ¢ doit étre recalculée a chaque pas
de temps. Ce calcul peut étre trés long lorsque de nombreux pas de temps sont nécessaires
au cours de la résolution. En particulier, I'intégration du terme d’histoire causé par des
oscillations secondaires de grande amplitude aboutit 4 des temps de calcul rédhibitoires.'

Il est parfois nécessaire de déterminer numériquement la position d’équilibre de la bulle
par rapport au champ acoustique (cf. section 2.3.1). La premiére technique qui vient & esprit
consiste & positionner la bulle & un endroit quelconque du champ acoustique et 4 faire évoluer
sa position en utilisant ’équation (2.29) ou (2.30). Lorsque la vitesse moyenne du centre de
gravité est nulle la bulle a atteint sa position d’équilibre. Malheureusement, la vitesse de
déplacement de la bulle (sous Veffet de la poussée d’Archiméde) est extrémement faible
par rapport a la longueur d’onde du champ acoustique et & la fréquence de forcage. La
convergence de la bulle vers sa position d’équilibre nécessite ainsi plusieurs milliers de cycles.
Nous utilisons une technique de dichotomie controlée par la vitesse moyenne du centre de
gravité de la bulle. Celle-ci est placée initialement a4 mi-chemin entre un noeud et un ventre
du champ acoustique. On calcule ensuite son évolution pour une dizaine de périodes de
forcage. Le signe de la vitesse moyenne obtenue permet alors de déterminer quelle doit
étre la prochaine position initiale. La vitesse moyenne du centre de gravité est calculée en
appliquant un filtre de largeur T & la courbe de vitesse obtenue par le calcul. La vitesse
moyenne est obtenue comme la valeur moyenne de cette courbe. Afin d’éviter de prendre en
compte les effets transitoires initiaux les cing premiéres périodes ne sont pas retenues.

'En général cependant les régimes correspondant & ces oscillations ne vérifient pas les hypothéses nécessaires
a la validité de 'équation (2.30). En particulier ’hypotheése de Reynolds faible.
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B. Couplage entre marqueurs et maillage
cartésien

La technique de marqueurs de surface ne se restreint pas au cas du maillage cartésien.
Cependant les propriétés géométriques d’un tel maillage autorisent un calcul relativement
simple des termes intégraux nécessaires pour le couplage dynamique entre le maillage de
surface (chaine de marqueurs) et le maillage de volume (grille cartésienne). Nous présentons
ici la technique utilisée pour calculer les termes de tension de surface et la fraction surfacique.
Cette technique peut aisément étre généralisée & d’autres types de termes intégraux.

La premiere étape lors du couplage est la détermination des points d’intersection entre les
polynémes définissant I'interface et les bords des cellules de la grille de calcul. Afin de pouvoir
effectuer cette opération localement et en suivant l'interface, nous supposons que la distance
entre deux marqueurs et strictement inférieure a h, la taille du c6té d’une cellule. Cette
propriété peut étre facilement imposée lors de la redistribution. Si 'on considére un segment
reliant deux marqueurs vérifiant cette propriété, les bords des cellules potentiellement coupés
par l'interface correspondante sont représentés en traits épais sur la figure B.1. Pour chaque
paire de marqueurs, il suffit donc de déterminer dans quelle cellule (i, 7) se trouve le premier
marqueur (en prenant la partie entiére de ses coordonnées). La position (z,y) du second
marqueur permet alors de déterminer les équations a résoudre, & savoir

aucune siz €liyi+ 1] ety €lj, 7+ 1],

Pe(s8) =1 siz <i

px(s)=i+1 siz>i+1 (B.1)
py(s) = siy<j

py(s)=7+1 siy>j+1

Les racines d’un polynéme du troisiéme ordre peuvent étre déterminées en utilisant une ex-
pression analytique de la solution. Dans la pratique, il est cependant plus efficace d’utiliser
une méthode de Newton couplée avec la résolution d’une équation quadratique sur la dérivée
du polynoéme permettant de déterminer les intervalles contenant les racines. Les points d’in-
tersection obtenus permettent de calculer le terme de tension de surface (ainsi que le terme de
correction de pression dans le cas diphasique). Ce terme est toujours appliqué & deux cellules
contigués. Dans ’exemple de la figure B.1 le terme de tension de surface évalué au point A
comme ot(A), ot t(A)[t(A)| = (p}(sa),py(s4)) est ajouté & la cellule (i,7) et soustrait &
la cellule (7,5 + 1). L’orientation de la chaine de marqueurs garantit une valeur correcte du
signe. Une fois cette méme opération effectuée pour I'ensemble de la chaine de marqueurs,
le total obtenu dans chaque cellule correspond & la contribution de la tension de surface et
ce, quel que soit le détail des intersections ('interface peut traverser plusieurs fois la méme
cellule par exemple).

Si les deux fluides ont les mémes propriétés physiques il n’est pas nécessaire de différencier
les deux phases et seul les termes de surface éventuels doivent étre évalués. Si les propriétés
physiques (viscosités, densités) different, il est nécessaire d’identifier chacune des phases ce
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FiG. B.1.: Bords potentiellement coupés par l'interface pour une paire de marqueurs donnée.
L’extrémité du segment se trouve nécessairement a ’intérieur de la zone hachurée.
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Fia. B.2.: Calcul de la fraction volumique par intégrale de contour.
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qui nécessite le calcul de la fraction volumique occupée par I'un des deux fluides dans chacune
des cellules. Dans une cellule coupée par l'interface, la fraction volumique (surfacique plutot
en deux dimensions) peut étre calculée en transformant I'intégrale de surface en intégrale de
contour selon la formule de Stokes

0Q 0P

Pdz + Qdy = — — —dzdy. B.2
- Qdy 0oz oy W (B.2)

En choisissant P = 0 et () = = on obtient

% xdy:/dxdy. (B.3)
o0 Q

Cette intégrale doit étre évaluée sur I’ensemble du contour 02 délimitant la zone Q occupée
par un des deux fluides (figure B.2). La partie de 992 correspondant & I'interface est définie
par les deux polynomes p, et p,

pe(s) = US> + byps® + cps + dy
py(s) = ays® +bys*+cys+d,. (B.4)

L’intégrale le long de cette partie du contour peut s’écrire comme

1 1
/x(s)y'(s)ds = §axay86 + g(3bzay + 2a,b,)s" +

1 1

Z(%Cy + 2bgby, + 3cxay)s4 + g(bxcy + 2¢,by + 3d$ay)s3 +

1

5(%% + 2dby)s? + dycys. (B.5)

Les termes restants correspondent aux bords de la cellule éventuellement coupés par I'inter-
face. Seuls les bords verticaux (tels que dy # 0) sont & prendre en compte (BG et JE sur la
figure B.2).

Un simple parcours de linterface avec détermination des points d’intersection (F, F,
G, H, I et J) est suffisant pour obtenir les contributions des intégrales sur les morceaux
d’interface contenus dans la cellule (EF, GH et I.J). Le cas des intégrales sur les bords
verticaux est plus complexe. Un calcul direct de ces termes nécessite la mémorisation de
I’histoire des intersections. En effet au moment ou l'intersection F est calculée il n’y a pas
a priori de moyen de savoir que I'interface va recouper le bord de la cellule en J. Il serait
donc nécessaire de stocker le fait que l'interface traverse le bord AD de la cellule en FE
et J et dans une seconde phase de traitement, de rajouter le terme intégral sur JE. Un
algorithme permettant de traiter de maniére générale ce probleme (quel que soit le nombre
d’intersections avec les bords de la cellule) est relativement lourd & mettre en place.

On peut obtenir une solution beaucoup plus simple & ce probléme si ’on prend en compte
I’historique du déplacement de l'interface. Pour des raisons de stabilité, nous limitons le
nombre CFL de I’écoulement & 1/2. Ceci permet d’écrire la relation suivante entre les valeurs
de la fraction volumique ¢ pour une cellule quelconque de la discrétisation entre deux pas de
temps successifs n et n + 1

AT —1/2 <M< 1)2. (B.6)

Nous définissons maintenant un algorithme simple (mais a priori faux) de calcul de la fraction
volumique comme suit. En suivant 'interface on détermine comme décrit ci-dessus les points
d’intersection avec le maillage fixe. Si l'intersection se produit avec un bord vertical on
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ajoute a la fraction volumique dans cette cellule le terme intégral sur la partie du bord
située “a l'intérieur” de l'interface. L’intérieur est déterminé par l'orientation de la chaine de
marqueurs. On rajoute également le terme intégral évalué sur le morceau d’interface contenu
dans la cellule entre deux points d’intersection.

Pour ’exemple de la figure B.2 cet algorithme correspond aux opérations suivantes (du
point de vue de la cellule (7, 7)) :

1. Calcul du point d’intersection E.

Cij fDE zdy.

Calcul du point d’intersection F'.

Cij < Cij+ fg zdy.

Calcul le long de I'interface pour d’autres cellules traversées par l'interface.
Calcul du point d’intersection G' (retour de l'interface dans la cellule (4, 7)).
Cij < Cij+ fBG zdy.

Calcul du point d’intersection H.

© 0N e O W

H
Cij < Cij+ fG zdy.

—_
e

Calcul du point d’intersection I (retour de 'interface dans la cellule).

[a—y
—_

. Calcul du point d’intersection J.

—
[\

J
- Cij Gt f[ xdy.

—_
w

A
LG Gt fJ xdy.
14. Calcul le long de I'interface pour d’autres cellules traversées par 'interface.

Clairement cet algorithme est incorrect. En effet, les opérations 2 et 13 correspondent & une
contribution totale sur le bord vertical AD de

E J A
27{ xdy —1—7{ xdy —I—jl{ xdy, (B.7)
J D E

au lieu de ij zdy, soit une erreur de

E J A A
7{ xdy —I—?{ zdy —I—?( zdy = % xdy = 1. (B.8)
J D E D

La valeur 7 de I’erreur commise est donc nécessairement entiére. Il est clair que ’algorithme
précédent définit donc la valeur de ¢ & une constante entiere k pres quel que soit le trajet de
linterface. Cet algorithme est également purement local dans la mesure ou il n’est pas né-
cessaire de tenir compte de ’historique du trajet de 'interface. Le seul probléme restant est
la détermination pour chaque cellule traversée par 'interface de la valeur de cette constante.
Ce probléme est simplement résolu par l'utilisation des inégalités (B.6) qui permettent de
déterminer de maniere unique la valeur de k.

Nous avons maintenant obtenu les valeurs de ¢ pour chacune des cellules traversées par
Pinterface. Il est également nécessaire de mettre a jour la fraction volumique des cellules qui
ne sont plus traversées par l'interface mais qui I’étaient au pas de temps précédent (avant
que l'interface ne se déplace). Evidemment seules deux valeurs sont possibles : zéro ou un.
Les inégalités (B.6) donnent la réponse correcte.

L’ensemble de ces opérations (calcul des termes surfaciques et de la fraction volumique)
peuvent donc étre effectuées au cours du méme balayage de la chaine de marqueurs. Les
intersections entre la représentation polynomiale de l'interface et la grille cartésienne sont
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ainsi calculées et utilisées une seule fois. L’algorithme est purement local et le cotit de calcul
est donc O(N) out N est le nombre de marqueurs. Dans le cas général le nombre de marqueurs
est de 'ordre de la dimension linéaire L (en deux dimensions) de la grille cartésienne utilisée.
Le coiit de la résolution des équations de Navier—Stokes sur la grille cartésienne est d’ordre
L?. Le rapport du coiit des opérations sur la chaine de marqueurs au cofit de calcul di a la
résolution des équations fluides est donc O(1/L). Plus le maillage utilisé est fin, plus faible
est la part du temps de calcul dii aux marqueurs. Dans la pratique, pour une résolution
relativement grossiére de 64 x 64 le cout mesuré di aux marqueurs est inférieur & 10 % du
temps total.

Dans certains cas complexes (trés grand nombre de gouttes, interface tres convoluée)
la dimension fractale de I'interface peut se rapprocher de celle d’une surface. Dans ce cas
on s’attend a passer proportionnellement plus de temps dans les opérations de marqueurs.
Ceci semble toutefois justifié par la nécessité dans ce cas de résoudre précisément les termes
surfaciques qui peuvent représenter une part importante voire prépondérante de 1’énergie
interne du systéme.
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