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Introduction générale 1

Introduction générale

La miniaturisation continue des transistors, dont la tendance exponentielle est empiri-
quement caractérisée depuis plus de cinquante ans par la loi de Moore, a permis un dévelop-
pement global sans précédent, rendu possible par l’exploration expérimentale et la maîtrise
technologique du domaine microscopique de la matière. Le matériau phare de cet essor indus-
triel est sans conteste le silicium, dont les propriétés électroniques en ont fait la clef de voûte
des transistors à effet de champ à grille isolée (MOSFET). Cette réduction systématique
de la taille caractéristique des composants électroniques (figure 1) ne pourra cependant pas
continuer indéfiniment, le transistor à atome unique[1] étant l’ultime limite physique possible.
Un changement de paradigme est donc à anticiper dans les prochaines décennies, sur lequel
se concentrent de nombreuses équipes de recherche composées de physiciens, de chimistes
et d’ingénieurs.
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Figure 1 – Progression de la longueur de grille des MOSFET, et objectifs prévisionnels
contenus dans l’International Technology Roadmap for Semiconductors (ITRS). La miniatu-
risatoin de la longueur de grille, grandeur caractéristique d’un MOSFET, permet d’augmenter
le nombre de transistors sur une puce électronique. Adapté de la référence [2].

Dans ce contexte de recherche foisonnante de nouveaux matériaux performants, la simula-
tion numérique occupe une place importante. Plus précisement, les méthodes atomistiques,
dont le développement a explosé à partir des années 1970 en partie grâce à cette même
loi de Moore, sont spécialement adaptées : leur fort pouvoir prédictif lié à au faible degré
d’approximation des théories sous-jacentes, ainsi que leur capacité évidente à décrire avec
précision la matière à l’échelle du nanomètre en font le complément cardinal aux approches
expérimentales. Car expériences et simulations vont de pair ; trop souvent séparées dans les
laboratoires de recherche, ce sont deux démarches qui s’aident mutuellement, et dont la
symbiose catalyse le développement scientifique et industriel.

De nombreux problèmes observés en micrélectronique sont liés à des phénomènes de
transport : d’électrons évidemment, mais également de chaleur, responsable par exemple du
plafonnement de la fréquence d’horloge des processeurs depuis 2004 (figure 2)[3]. La nature
dynamique des phénomènes de transport les rendent particulièrement difficiles à modéliser.
Cependant, de nombreuses méthodes ont été développées depuis une trentaine d’années
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permettant d’obtenir avec plus ou moins de précision l’ensemble des propriétés clefs, comme
par exemple les conductivités thermique et électrique[4, 5].
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Figure 2 – Progression du nombre de transistors par puce, ainsi que de la fréquence d’hor-
loge des processeurs. Depuis 2004, la puissance dissipée dans les transistors contraint la
fréquence d’horloge. Les ingénieurs ont cependant su contourner le problème en développant
par exemple les architectures multi-coeur.

Comme le dit Dalibard[6], la physique de la matière condensée étudie l’infiniment com-
plexe, au sens de Teilhard de Chardin. Les mécanismes de transport thermique et électronique
sont bien compris lorsqu’on s’intéresse à des modèles relativement simples, mais de nom-
breux points restent à éclaircir pour l’étude de systèmes complexes, hétérogènes. Ce travail
de thèse est consacré à l’étude des propriétés de transport électronique et thermique dans
des systèmes complexes, et nanostructurés. On s’est notamment intéressé au graphène, ma-
tériau aux propriétés extrêmes envisagé comme remplaçant futur du silicum en électronique.
Sa nature bidimensionnelle le rend très sensible à son environnement, et à toute forme de
perturbation extérieure. Il est donc important d’être capable de modéliser un environnement
réaliste, parfois complexe, afin de pouvoir évaluer avec précision les propriétés physiques du
graphène. On va maintenant présenter la structure de ce manuscrit, divisé en quatre parties.

La première partie introduit la théorie qui sera utilisée par la suite. On commencera par
aborder la théorie de la fonctionnelle de la densité, une approche permettant de déterminer
avec précision la structure électronique de matériaux. La sous-partie suivante sera consacrée
à la dynamique moléculaire classique, qu’on a utilisée ici pour déterminer des propriétés de
transport thermique. La notion de potentiel interatomique sera notamment présentée ; une
grande partie de cette thèse a été dédiée à l’étude de la précision et des méthodes d’opti-
misation de ces modèles empiriques pour des systèmes complexes. La sous-partie suivante
développera les concepts les plus importants dans l’étude des propriétés thermiques à l’échelle
du nanomètre. Finalement, on abordera le transport quantique, vu à travers l’approche par
fonctions de Green hors-équilibre.

La seconde partie est consacrée au travail d’optimisation à partir de calculs ab initio
qu’on a réalisé, d’un potentiel interatomique adapté aux systèmes hétérogènes. Après une
introduction reprenant les concepts principaux de la classe de potentiel utilisée (optimisation
des charges atomiques, ordre de liaison), on présentera la procédure d’optimisation auto-
matisée que nous avons mise en place. Une troisième sous-partie visera à établir la qualité
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du potentiel, à partir de propriétés statiques, jusqu’à des grandeurs plus complexes tou-
chant au transport de chaleur, comme la conductivité thermique. Cette sous-partie contient
un exemple d’application : la résistance thermique à l’interface silicium cristallin et silice
amorphe.

Dans la partie suivante, on abordera l’analyse modale de la conductivité du graphène
sur substrat. Ces calculs ont été réalisés à partir du potentiel optimisé dans la partie précé-
dente. On commencera par introduire les spécificités de la physique du transport de chaleur
dans le graphène, notamment de très récents résultats qui démontrent que des excitations
collectives de phonons dominent le transport. On développera également l’approche utilisée
pour décomposer la conductivité thermique en contributions dans l’espace réciproque. Après
cela, les résultats de l’étude seront présentés. On conclura finalement en abordant quelques
perspectives.

Dans la quatrième partie, le transport électronique dans le graphène sera étudié. Plus
précisément, on examinera l’influence de plis dans la couche bidimensionnelle, la présence
d’un substrat de silice cristalline quasi-bidimensionnel, ainsi que le dopage électrostatique
généré par une grille. Après une introduction reprenant la structure électronique du graphène
étudiée à travers le modèle bien connu des liaisons fortes, on présentera les modèles atomis-
tiques utilisés dans cette étude, ainsi que les différents calculs ab initio entrepris. Ensuite,
les résultats seront présentés. On montrera notamment comment une ondulation dans la
couche de graphène peut ouvrir un gap relativement étroit dans sa structure électronique, et
comment, par contrôle électrostatique avec la grille, on peut utiliser cette structure comme
transistor.
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1 Structure électronique : théorie de la fonctionnelle
de la densité

1.1 Fondamentaux de la mécanique quantique

1.1.1 Equation de Schrödinger

La majeure partie des méthodes de physique de la matière condensée ou de chimie
quantique ont pour principal objet la résolution de l’équation de Schrödinger décrivant les
états stationnaires d’un système composé de noyaux (M) et d’électrons (N) :

ĤΨ (xN ,RM) = EΨ (xN ,RM) (1)

où xN et RM représentent les coordonnées spatiales et de spin respectivement des élec-
trons et des noyaux, E est l’énergie du système et Ψ la fonction d’onde. On utilisera ici des
unités atomiques. L’opérateur Hamiltonien du système Ĥ peut être décomposé en différentes
contributions :

Ĥ = −1

2

N∑

i=1

∇2
i −

1

2

M∑

A=1

∇2
A −

N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA
+

N∑

i=1

N∑

j>1

1

rij
+

M∑

A=1

M∑

B>1

ZAZB

rAB
(2)

Les deux premiers termes représentent l’énergie cinétique des électrons (T̂ ) et des noyaux.
Les autres termes représentent respectivement l’interaction électrostatique attractive entre
les noyaux et les électrons (V̂Ne), et les interactions répulsives noyaux-noyaux et électrons-
électrons (V̂ee).

Une première approximation consiste à remarquer que la différence de masse entre noyaux
et électrons est telle qu’on peut considérer que leurs mouvements respectifs sont découplés
dans le temps. Les électrons, beaucoup plus légers que les noyaux, les perçoivent comme étant
statiques ; il s’agit de l’approximation de Born-Oppenheimer[7]. L’Hamiltonien du système
d’électrons peut donc se simplifier en estimant que l’énergie cinétique des noyaux est nulle,
et que leur énergie potentielle est constante :

Ĥe = −1

2

N∑

i=1

∇2
i −

N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA
+

N∑

i=1

N∑

j>1

1

rij
= T̂ + V̂Ne + V̂ee (3)

La solution à l’équation de Schrödinger en utilisant l’Hamiltonien électronique est la
fonction d’onde électronique Ψe , associée à l’énergie électronique Ee . On peut donc réécrire
l’énergie totale du système comme la somme de l’énergie électronique et de la répulsion
nucléaire, constante pour les électrons selon l’approximation de Born-Oppenheimer :

E = Ee +
M∑

A=1

M∑

B>1

ZAZB

rAB
(4)
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1.1.2 Principe variationnel

Soit |Ψ〉 un état quantique quelconque. La valeur moyenne de l’énergie calculée pour |Ψ〉
est :

E [Ψ] =
〈Ψ|Ĥ |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 , 〈Ψ|Ĥ |Ψ〉 =

∫
Ψ∗ĤΨdx (5)

Le principe variationnel énonce que l’énergie exacte de l’état fondamental d’un système
est le minimum de la valeur moyenne de l’énergie calculée pour un état quantique quelconque :

E0 = min
Ψ

〈Ψ|Ĥ |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 =

〈Ψ0|Ĥ |Ψ0〉
〈Ψ0|Ψ0〉

(6)

Dans notre cas, la minimisation de la fonctionnelle E [Ψ] par rapport à l’ensemble des
fonctions d’ondes à N électrons donne l’état fondamental exact du système :

E0 = min
Ψ→N

E [Ψ] = min
Ψ→N

〈Ψ|T̂ + V̂Ne + V̂ee |Ψ〉 (7)

Pour un système de N électrons baignant dans un potentiel Vext créé par les noyaux,
le principe variationnel nous permet donc de définir une procédure pour calculer la fonction
d’onde pour l’état fondamental Ψ0, l’énergie de l’état fondamental E0, et d’autres propriétés
dérivées. Autrement dit, l’énergie de l’état fondamental est une fonctionnelle du nombre
d’électrons N et du potentiel lié aux noyaux Vext : E0 = E [N ,Vext ].

1.1.3 Approximation de Hartree-Fock

On note Ψ0 la fonction d’onde de l’état fondamental. On approche Ψ0 comme le pro-
duit antisymétrisé de N spinorbitales 1 orthonormales ψi (x), aussi appelé le déterminant de
Slater[8] :

Ψ0 ≈ ΨHF =
1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1 (x1) ψ2 (x1) · · · ψN (x1)
ψ1 (x2) ψ2 (x2) · · · ψN (x2)

...
... . . . ...

ψ1 (xN) ψ2 (xN) · · · ψN (xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(8)

L’approximation de Hartree-Fock[9, 10] est la méthode par laquelle, selon le principe
variationnel, on trouve l’ensemble de spinorbitales ψi qui minimise l’énergie pour ΨHF :

EHF = min
ΨHF→N

E [ΨHF ] (9)

La valeur moyenne de l’Hamiltonien par rapport au déterminant de Slater est :

1. C’est-à-dire le produit d’une fonction d’espace, ou orbitale, φk (r) avec une fonction de spin σ(s) =
α(s) ou β(s).
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EHF = 〈ΨHF |Ĥ |ΨHF 〉 =
N∑

i=1

Hi +
1

2

N∑

i ,j=1

(Jij − Kij ) (10)

Hi représente la contribution due à l’énergie cinétique électronique et à l’attraction
électrons-noyaux :

Hi =

∫
ψ∗i (x)

[
−1

2
∇2 − Vext (x)

]
ψi (x) dx (11)

Jij et Kij sont respectivement les intégrales de Coulomb et les intégrales d’échange :

Jij =

∫∫
ψi (x1)ψ∗i (x1)

1

r12
ψ∗j (x2)ψj (x2) dx1dx2 (12)

Kij =

∫∫
ψ∗i (x1)ψj (x1)

1

r12
ψi (x2)ψ∗j (x2) dx1dx2 (13)

Les spinorbitales sont solutions d’un système d’équations différentielles couplées, les équa-
tions de Hartree-Fock :

F̂ψi = εiψi (14)

Les multiplicateurs Lagrangiens εi sont les valeurs propres de F̂ , appelé opérateur de
Fock. Il s’agit d’un opérateur monoélectronique qui a pour expression :

F̂ = −1

2
∇2

i −
M∑

A

ZA

riA
+ VHF (i) (15)

Les deux premiers termes décrivent respectivement l’énergie cinétique électronique, et
l’énergie potentielle due à l’attraction entre électrons et noyaux. Le dernier terme, appelé
potentiel de Hartree-Fock, décrit la répulsion électronique moyenne ressentie par un électron
i :

VHF (x1) =
N∑

j

(
Ĵj (x1)− K̂j (x1)

)
(16)

avec Ĵ l’opérateur de Coulomb, et K̂ l’opérateur d’échange. Ĵ représente l’énergie clas-
sique de la répulsion exercée par la distribution de charge moyenne d’un électron sur un
autre :

Ĵj (x1) =

∫
|ψj (x2)|2 1

r12
dx2 (17)
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L’opérateur d’échange K̂ n’a pas d’équivalent classique, et découle du principe d’exclusion
de Pauli. Appliqué à la spinorbitale ψi (x1), il permute les électrons 1 et 2 entre les fonctions
ψi et ψj :

K̂j (x1)ψi (x1) =

∫
ψ∗j (x2)

1

r12
ψi (x2) dx2ψj (x1) (18)

Ainsi, l’approximation de Hartree-Fock consiste à estimer que chaque électron se déplace
de manière indépendante dans le champ moyen généré par les noyaux et les autres électrons.
Le potentiel de Hartree-Fock est non-local et dépend explicitement de ses solutions ; la réso-
lution des équations de Hartree-Fock fait donc intervenir un processus itératif, le plus courant
étant la méthode du champ auto-cohérent (SCF, pour Self Consistent Field en anglais). La
solution obtenue par la méthode de Hartree-Fock néglige néanmoins la corrélation de Cou-
lomb, qui décrit la corrélation spatiale entre électrons de spin opposé en raison de la répulsion
de Coulomb. Différentes techniques, appelées méthodes post-Hartree-Fock, permettent de
décrire avec plus de précision la répulsion électronique. Citons parmi celles-ci l’interaction
de configuration[11] (CI), la méthode du cluster couplé[12, 13] (CC), et la théorie de la
perturbation de Møller-Plesset[14].

1.1.4 Densité électronique

Dans les sections précédentes, les électrons étaient décrits comme des particules indis-
cernables et indissociables. Même si un électron ne peut être localisé comme une particule
individuelle, il est possible d’estimer sa probabilité de présence dans un certain élément de
volume dr, correspondant à la densité électronique ρ (r) ; c’est la représentation du nuage
électronique. ρ (r) est la quantité centrale de la théorie de la fonctionnelle de la densité
(DFT). Il s’agit de l’intégrale sur toutes les coordonnées de spin des électrons et sur toutes
les coordonnées spatiales moins une :

ρ (r) = N

∫
· · ·
∫
|Ψ (x1, x2, ... , xN)|2 ds1dx2 ... xN (19)

La densité électronique représente la probabilité de trouver un des N électrons dans un
élément de volume dr. C’est une fonction positive qui devient nulle lorsque r tend vers l’infini,
et dont l’intégrale est égale à N . Considérer la densité électronique au lieu de la fonction
d’onde présente un avantage certain. En effet, la densité électronique ne dépend que de
trois variables : les coordonnées spatiales d’un électron. Elle est une observable qui peut
être mesurée expérimentalement, par exemple par diffraction des rayons X. A contrario, la
fonction d’onde du système dépend de 4N variables, et n’est pas une observable. Cependant,
l’équation de Schrödinger implique la fonction d’onde, et non la densité électronique. Il
s’agit donc d’exprimer l’énergie totale du système comme une fonctionnelle de la densité
électronique.

1.2 Une théorie de la fonctionnelle de la densité

En 1927, Thomas et Fermi[15, 16] développent un premier modèle de DFT. Il s’agit d’une
approche statistique permettant d’obtenir une approximation de la distribution électronique
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autour d’un atome. Cependant, le modèle ne tient pas compte des termes d’échange et
de corrélation électronique ; ceci et l’approximation statistique inhérente au modèle limitent
le degré de précision de l’approche. En 1954, Gáspár[17] parvient à un résultat majeur,
sensiblement semblable à la DFT moderne, à partir de l’approche de Hartree-Fock et Slater.
L’article passe malheureusement inaperçu à l’ouest. Il faudra attendre le milieu des années
1960 pour que soient posées les bases théoriques de l’approche moderne de la DFT par
Hohenberg, Kohn, et Sham [18, 19]

1.2.1 Théorèmes de Hohenberg et Kohn

Dans la section 1.1.2, on a vu que selon le principe variationnel, l’énergie et la fonction
d’onde de l’état fondamental d’un système sont déterminés en minimisant la fonctionnelle
E [Ψ], qui dépend du nombre total d’électrons et du potentiel externe Vext (r). Si ces deux
grandeurs sont connues, il est possible de fixer l’Hamiltonien et ainsi d’obtenir l’énergie
et la fonction d’onde de l’état fondamental. La densité électronique fixant le nombre total
d’électrons du système, il s’agit d’établir une relation entre ρ (r) et Vext (r) pour constituer
une théorie de la fonctionnelle de la densité.

Considérons deux potentiels externes qui diffèrent de plus d’une constante. La différence
entre leurs deux opérateurs Hamiltonien électroniques peut s’écrire :

Ĥ (1)
e − Ĥ (2)

e =
N∑

i=1

[
V

(1)
ext (ri )− V

(2)
ext (ri )

]
(20)

Etant donné que les deux Hamiltoniens électroniques diffèrent de plus d’une constante,
la résolution de l’équation de Schrödinger donnera des fonctions d’onde et des énergies
différentes :

Ĥ (1)
e Ψ(1) = E (1)

e Ψ(1) Ĥ (2)
e Ψ(2) = E (2)

e Ψ(2) (21)

Supposons que ces deux potentiels externes soient associés à la même densité électro-
nique :

ρ (r) = N

∫
· · ·
∫ ∣∣Ψ(1)

∣∣2 ds1dx2 ... xN = N

∫
· · ·
∫ ∣∣Ψ(2)

∣∣2 ds1dx2 ... xN (22)

On applique le principe variationnel, en traitant Ψ(2) comme une fonction d’onde appro-
chée pour l’Hamiltonien H (1) :

E (1)
e =

∫
Ψ(1)∗Ĥ (1)

e Ψ(1)dx <

∫
Ψ(2)∗Ĥ (1)

e Ψ(2)dx (23)

⇒
∫

Ψ(2)∗Ĥ (1)
e Ψ(2)dx =

∫
Ψ(2)∗Ĥ (2)

e Ψ(2)dx +

∫
Ψ(2)∗

(
Ĥ (1)

e − Ĥ (2)
e

)
Ψ(2)dx

= E (2)
e +

∫ [
V

(1)
ext (r)− V

(2)
ext (r)

]
ρ (r) dr

(24)
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Ainsi, on a montré que :

E (1)
e < E (2)

e +

∫ [
V

(1)
ext (r)− V

(2)
ext (r)

]
ρ (r) dr (25)

De la même manière, on peut également prouver que :

E (2)
e < E (1)

e +

∫ [
V

(2)
ext (r)− V

(1)
ext (r)

]
ρ (r) dr (26)

En additionnant les équations 25 et 26, on arrive à :

E (1)
e + E (2)

e < E (1)
e + E (2)

e (27)

On a ainsi prouvé par l’absurde que deux potentiels externes différant d’une constante
ne peuvent conduire à la même densité d’un état fondamental. Autrement dit, pour tout
système d’électrons en interaction dans un potentiel externe, ce dernier est déterminé, à une
constante près, par la densité électronique dans son état fondamental. Il s’agit de l’énoncé
du premier théorème de Hohenberg et Kohn. Désormais, on peut donc écrire l’énergie totale
du système comme une fonctionnelle de la densité électronique :

E [ρ] =

∫
ρ (r)VNe (r) dr + F [ρ] (28)

La fonctionnelle universelle F [ρ] est indépendante de la nature du système considéré.
Si sa forme analytique était connue, il serait possible de résoudre exactement l’équation de
Schrödinger pour tout type de molécule. Cependant, sa forme complète est inconnue. F [ρ]
peut se décomposer en deux parties : la fonctionnelle de l’énergie cinétique T [ρ], et celle de
l’interaction électron-électron Eee [ρ]. De cette dernière, on peut extraire la partie classique :

F [ρ] = T [ρ] + Eee [ρ] = T [ρ] +
1

2

∫∫
ρ (r1) ρ (r2)

r12
dr1dr2 + Encl [ρ] (29)

T [ρ] et Encl [ρ], la contribution non-classique à l’interaction entre électrons, représentent
le défi majeur de la théorie de la fonctionnelle de la densité. Le second théorème de Hohenberg
et Kohn énonce que l’énergie de l’état fondamental peut être obtenue grâce au principe
variationnel ; la densité électronique qui minimise l’énergie totale est la densité de l’état
fondamental. Autrement dit, pour une densité test ρ′ satisfaisant les conditions aux limites
ρ′ (r) ≥ 0, et

∫
ρ′ (r) dr = N , associée à un potentiel externe V ′ext , l’énergie obtenue grâce à

la fonctionnelle de l’équation 28 est une borne supérieure de l’énergie de l’état fondamental
E0. On obtient E0 si et seulement si la densité de l’état fondamental exacte est introduite.

1.2.2 Equations de Kohn et Sham

Etant donné que la forme de T [ρ] et de Encl [ρ] est inconnue, il est impossible de résoudre
analytiquement l’équation de Schrödinger multiélectronique liée au système d’électrons en
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interaction. En 1965, Kohn et Sham proposent de réécrire la fonctionnelle E [ρ] de la manière
suivante :

F [ρ] = T0 [ρ] + J [ρ] + EXC [ρ] (30)

T0 [ρ] est l’énergie cinétique d’un système d’électrons indépendants, et J [ρ] est la contri-
bution classique à la fonctionnelle de l’interaction électron-électron. Evidemment, T0 n’est
pas équivalente à l’énergie cinétique du système en interaction ; la différence des deux et
la contribution non-classique à l’interaction électron-électron composent un terme appelé
énergie d’échange-corrélation, EXC :

EXC [ρ] = (T [ρ]− T0 [ρ]) + (Eee [ρ]− J [ρ]) (31)

Autrement dit, EXC contient la partie inconnue de la fonctionnelle universelle F [ρ]. On
réécrit maintenant l’énergie totale du système en interaction :

E [ρ] =

∫
ρ (r)VNe (r) dr + T0 [ρ] +

1

2

∫∫
ρ (r1) ρ (r2)

r12
dr1dr2 + EXC [ρ]

=−
N∑

i=1

∫ M∑

A=1

ZA

r1A
|ψi (r1)|2 dr1 −

1

2

N∑

i=1

〈ψi |∇2|ψi〉

+
1

2

N∑

i=1

N∑

j>i

|ψi (r1)|2 1

r12
|ψj (r2)|2 dr1dr2 + EXC [ρ]

(32)

En appliquant le principe variationnel par rapport aux fonctions d’onde ψi , on arrive à
un ensemble d’équations de Schrödinger monoélectroniques appelées équations de Kohn et
Sham :

(
−1

2
∇2 + VS (r1)

)
ψi = εiψi (33)

VS représente le potentiel local fictif de Kohn et Sham, dans lequel se déplacent les
fermions indépendants :

VS (r1) =

∫
ρ (r2)

r12
dr2 + VXC (r1)−

M∑

A=1

ZA

r1A
(34)

La résolution des équations de Kohn et Sham permet d’obtenir la densité électronique
exacte du système, et par extension son énergie exacte. Pour ce faire, il faut cependant
que le potentiel d’échange-corrélation VXC , la dérivée fonctionnelle de l’énergie d’échange-
corrélation par rapport à la densité électronique, soit exact. La forme analytique VXC n’étant
pas connue, plusieurs approximations ont été développées successivement.
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1.2.3 Approximation de la densité locale (LDA)

La première approximation de la fonctionnelle d’échange-corrélation consiste a supposer
le système comme étant un gaz uniforme d’électrons : un système dans lequel les électrons
se déplacent dans une distribution de charges positives de manière à ce que l’ensemble soit
neutre[19]. Il s’agit de l’approximation de la densité locale, ou local density approximation
en anglais (LDA). Elle fut introduite indirectement par Slater en 1951[20], avant que la
DFT ne soit développée. Il fallut un certains temps avant que l’approximation introduite
par Slater, une moyenne pondérée sur le terme d’échange de l’approche de Hartree-Fock,
fut reconnue comme la LDA moderne. Les travaux de Gáspár[17] sont également considérés
comme absolument précurseurs.

Dans la LDA, l’énergie d’échange-corrélation s’écrit :

E LDA
XC [ρ] =

∫
ρ (r) εXC (ρ (r)) dr (35)

Avec εXC (ρ (r)) = εX (ρ (r)) + εC (ρ (r)) l’énergie d’échange-corrélation, qu’on peut dé-
composer en deux parties. Il s’agit de l’énergie d’échange-corrélation par particule dans le
cas d’un gaz uniforme d’électrons de densité ρ (r). La forme exacte de l’énergie d’échange,
εX (ρ (r)), a été obtenue par Bloch et Dirac à la fin des années 1920. Elle s’écrit :

εX (ρ (r)) = −3

4

(
3ρ (r)

π

) 1
3

(36)

En revanche, l’expression exacte de l’énergie de corrélation est inconnue. Une forme ana-
lytique a été paramétrée par interpolation de valeurs obtenues par méthodes de Monte Carlo
quantique. On peut étendre la LDA aux systèmes sans contrainte de spin ; l’approximation
prend alors le nom de densité locale de spin (LSD, pour local spin density). La fonctionnelle
d’échange-corrélation distingue alors les densités de spin up et de spin down :

E LSD
XC

[
ρ↑, ρ↓

]
=

∫
ρ (r) εXC

(
ρ↑(r), ρ↓(r)

)
dr (37)

La LDA est exacte dans la mesure où la densité est élevée, ou lorsque la densité de charge
varie lentement dans l’espace. Cette approximation donne d’excellents résultats, en dépit de
sa très grande simplicité, notamment pour les matériaux faiblement corrélés comme les semi-
conducteurs et les métaux simples. Ses inconvénients majeurs sont : une large surestimation
de l’énergie de cohésion ou de l’énergie de liaison dans le cas des molécules, une sous-
estimation systématique des longueurs de liaison, et une incapacité à décrire correctement
les matériaux fortement corrélés comme les oxydes de métaux de transition.

1.2.4 Approximation du gradient généralisé (GGA)

Afin de se rapprocher de la description du système réel, il convient d’aller au-delà de la
LDA. D’une manière logique, cela peut se faire en incluant plus d’information à propos de la
densité de charge réelle. Par exemple, l’approximation du gradient généralisé[21] (generalized
gradient approximation en anglais, soit GGA) consiste à prendre en compte le gradient de la



14 Structure électronique : théorie de la fonctionnelle de la densité

densité électronique, ∇ρ (r), afin de décrire les hétérogénéités de la densité de charge réelle.
On inclut ainsi une correction non-locale, et les fonctions d’échange-corrélation dépendent
alors à la fois de la densité en chaque point, et de son gradient :

EGGA
XC

[
ρ↑, ρ↓

]
=

∫
ρ (r) εXC

(
ρ↑, ρ↓,∇ρ↑,∇ρ↓

)
dr (38)

Dans l’approximation du gradient généralisée, l’énergie d’échange s’écrit généralement :

εGGA
X = εLDA

X −
∫

F (s)ρ4/3 (r) dr, s (r) =
|∇ρ (r)|
ρ4/3 (r)

(39)

s (r) est une grandeur adimensionnelle appelée gradient de densité réduit. Différentes ap-
proches sont considérées pour la fonction F (s), basées sur l’énergie d’échange des gaz rares,
ou sur un développement en fonctions rationnelles des puissances de s. Les fonctionnelles
GGA permettent d’obtenir de très bons résultats dans la description de l’état fondamental
de molécules.

1.2.5 Au delà de la GGA ; l’échelle de Jacob

Au milieu des années 1990, une nouvelle approche se basant sur l’utilisation du la-
placien de la densité électronique ∆ρ (r) comme source d’information supplémentaire, est
développée[22]. La densité d’énergie cinétique de Kohn et Sham, τ (r), est rapidement consi-
dérée à la place de ∆ρ (r) :

τ (r) =
∑

i

Θ (µ− εi )
1

2
|∇ψi (r)|2 (40)

Avec µ le potentiel chimique et Θ(x) la fonction de Heaviside, déterminant l’occupation
électronique. Dénommée méta-GGA, cette approche permet souvent d’obtenir une meilleure
description des molécules individuelles, au prix d’une stabilité numérique réduite.

Au même moment, une nouvelle classe de fonctionnelles est introduite[23] : en combi-
nant un certain pourcentage d’échange obtenu par l’application de la méthode Hartree-Fock
(qualifié d’échange exact) dans l’énergie d’échange-corrélation à un niveau d’approximation
donné, on obtient une fonctionnelle hybride. Introduit par Becke, ce concept vise à améliorer
la description des phénomènes de corrélation non-locale, ainsi qu’à corriger l’erreur d’auto-
interaction électronique. La part d’échange exact, considérée comme un paramètre ajustable,
est déterminée empiriquement.

Dans un article désormais célèbre paru en 2001[24], John Perdew et Karla Schmidt
comparent l’ensemble des approximations de l’énergie d’échange-corrélation à l’échelle rêvée
par Jacob dans la Genèse. Chaque barreau représente une approximation, plus ou moins
proche de l’exactitude caractérisant le paradis. Les barreaux les plus hauts incorporent des
éléments de plus en plus complexes construits à partir de la densité électronique ou des
orbitales de Kohn-Sham, contenus ou en dehors de l’élément de volume propre à la LDA.
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Figure 3 – Jacob’s dream, par William
Blake (∼1805), British Museum

Paradis - précision chimique

...

ψ
o‖v
i (r2) hybrides

τσ (r) méta-GGA

∇ρ (r) GGA

ρ (r) LSDA

Terre - désert de Hartree

Tableau 1 – L’échelle de Jacob, selon
John Perdew et Karla Schmidt

1.3 Bases de fonctions d’onde

Dans l’équation de Schrödinger, la linéarité des opérateurs permet d’écrire la solution
générale comme une somme de solutions particulières. De cette propriété découle l’usage de
bases de fonctions d’onde.

1.3.1 Théorème de Bloch, bases d’ondes planes

Un cristal parfait infini peut se représenter comme la répétition d’un motif de base sur
un réseau. En cristallographie, le motif minimal décrivant l’agencement des atomes dans le
cristal s’appelle la maille élémentaire, qui est elle même répétée par translation selon un
vecteur T du réseau de Bravais du cristal. Ainsi, dans un cristal parfait, le potentiel V (r)
ressenti par les électrons est périodique et possède la même symétrie de translation que la
maille élémentaire :

V (r + T) = V (r) (41)

Le théorème de Bloch[25] énonce alors que les solutions de l’équation de Schrödinger
indépendante du temps pour un potentiel périodique ont la forme d’un produit d’une onde
plane par une fonction qui a la périodicité du réseau cristallin :

ψn(r) = un,k(r)e ik·r (42)

Avec n l’indice des valeurs propres, et où la fonction un,k(r) a la périodicité du réseau
cristallin, c’est-à-dire : un,k(r + T) = un,k(r). Les orbitales ψn(r) sont connues sous le nom
de fonctions de Bloch. Le théorème de Bloch introduit un nombre quantique supplémentaire
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sous la forme d’un vecteur d’onde k, qui définit le pseudo-moment de l’électron ou moment
cristallin Pk = ~k. Le vecteur d’onde k est un vecteur dans l’espace réciproque. On le définit
à un vecteur du réseau réciproque G près, conséquence de la périodicité du réseau cristallin
réel. Par convention, on choisit k plus proche de l’origine du réseau réciproque que de tout
autre point le composant. L’ensemble des vecteurs d’onde k répondant à ce critère décrit un
volume appelé première zone de Brillouin, qui suffit à lui seul à caractériser entièrement les
états d’un électron.

On comprend ainsi l’intérêt fondamental du théorème de Bloch : pour caractériser les
propriétés physiques d’un cristal, au lieu de devoir résoudre l’équation de Schrödinger pour
un système réel comprenant un nombre de particules de l’ordre de grandeur du nombre
d’Avogadro (c’est-à-dire 1023), il suffit de déterminer les fonctions de Bloch dans la maille
élémentaire du cristal. Cependant, le théorème de Bloch déplace le problème : au lieu de
devoir évaluer un très grand nombre de fonctions d’onde électronique, il s’agit maintenant
de calculer un nombre réduit de fonctions d’onde électronique à un très grand nombre de
points k.

Il se trouve néanmoins que les fonctions d’onde à des points k très proches sont presque
identiques. Il est donc possible d’approximer les fonctions d’onde électronique d’une région de
l’espace réciproque par celles calculées à un point k unique. Ainsi, pour déterminer le potentiel
électronique et donc l’énergie totale du cristal, il suffit d’obtenir les états électroniques à
un nombre fini de points de l’espace réciproque. Depuis les années 1970, de nombreuses
méthodes ont été développées[26, 27] permettant d’obtenir une excellente approximation au
potentiel électronique en calculant les états électroniques à un très petit ensemble de points
k.

La linéarité des équations de Schrödinger permet d’élaborer par combinaison linéaire de
fonctions de Bloch, pour des valeurs de k croissantes, une solution générale : c’est ainsi qu’on
définit des bases d’ondes planes, permettant de modéliser les fonctions d’ondes d’électrons
dans un milieu périodique. Pour ce faire, on projette les fonctions périodiques un,k(r) sur
une base d’ondes planes dont les vecteurs d’onde sont des vecteurs du réseau réciproque du
cristal :

un,k(r) =
∑

G

Cn,Ge
iG·r (43)

Les vecteurs G du réseau réciproque sont définis par rapport à un des vecteurs de base
a de la maille cristalline : G · a = 2πm, et m ∈ Z.

En revenant à l’équation 42, on peut maintenant écrire les fonctions d’onde électroniques
comme des sommes d’ondes planes :

ψn,k(r) =
∑

G

Cn,k+Ge
i(k+G)·r (44)

Les coefficients Cn,k+G n’ont pas la même valeur, ceux d’énergie cinétique faible étant
plus importants. Ainsi, pour une application pratique, on peut tronquer la somme d’ondes
planes à une certaine énergie cinétique de coupure Ec , dont la valeur est définie par un critère
de convergence :
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1

2
|k + G|2 < Ec (45)

Les équations de Kohn et Sham revêtent une forme particulièrement simple lorsqu’une
base d’ondes planes est utilisée. La matrice d’énergie cinétique électronique est diagonale,
et les différents potentiels sont exprimés par leur transformées de Fourier respectives.

1.3.2 Traitement des électrons de coeur

Dans une base d’ondes planes, la matrice Hamiltonienne devient extrêmement large lors-
qu’on prend en compte à la fois les électrons de coeur et de valence. De plus, les fonctions
d’onde des électrons de valence présentent de larges oscillations dans la région proche du
coeur, conséquence du principe d’exclusion de Pauli. Ainsi, il faut un très grand nombre de
fonctions pour décrire explicitement les électrons de coeur et leur action sur les électrons de
valence, ce qui est coûteux dans le cadre d’une approche numérique.

Pour contourner ce problème, on cherche à rendre compte implicitement des électrons
de coeur, en utilisant un concept appelé pseudo-potentiel. Les ondes planes ne sont utilisées
que pour décrire la densité de charge des électrons de valence ; les électrons de coeur ainsi
que le potentiel ionique sont remplacés par un pseudo-potentiel plus faible, qui agit sur un
ensemble de pseudo-fonctions d’onde de valence, et qui reproduit la fonction d’onde tous-
électrons hors d’une zone limitée par un rayon de coupure rc . Cette approximation est décrite
schématiquement dans la figure 4.

Ψv

Ψpseudo

Vpseudo

V ∼ Z
r

rc r

Figure 4 – Illustration schématique des potentiels tout-électrons et pseudo-électrons, ainsi
que leurs fonctions d’ondes correspondantes. La valeur du rayon de coupure est indiquée en
rouge.

Ce choix peut se justifier par les différences fondamentales entre électrons de coeur et de
valence : contrairement aux seconds, les premiers sont chimiquement inertes, spatialement



18 Structure électronique : théorie de la fonctionnelle de la densité

localisés, et leur mouvement peut être considéré comme gelé avec le noyau (frozen core
approximation). L’utilisation de pseudo-potentiels permet d’exprimer des pseudo-fonctions
d’ondes avec un nombre minimal d’ondes planes. Le défaut de cette approche et de ses
dérivées est la nécessité de paramétrer a priori des fonctions, en se basant par exemple sur
des calculs de référence où les électrons de coeur sont pris en compte explicitement. La forme
générale et non-locale d’un pseudo-potentiel peut s’écrire :

VNL(r) =
∑

l

|l〉Vl 〈l | (46)

Où |l〉 sont des harmoniques sphériques et Vl le pseudo-potentiel de moment angulaire
l . Appliqué aux fonctions d’ondes électroniques, cet opérateur décompose la fonction d’onde
en harmoniques sphériques, chacune d’elles étant ensuite multipliée par le pseudo-potentiel
approprié Vl .

L’approximation du pseudo-potentiel a été développée initialement par Fermi[28] en 1934,
dans le cadre de l’étude des états atomiques des couches minces. Hellmann[29] l’appliqua
l’année suivante à la détermination des niveaux énergétiques de certains métaux alcalins,
avec la DFT de Thomas et Fermi. Son utilisation est plus tard généralisée grâce aux travaux
de Phillips et Kleinman[30], qui, en 1959, formalisent l’approche du pseudo-potentiel, au
même moment qu’Antončík[31].

En 1979, Hamann, Schlüter et Chiang[32] décrivent une nouvelle classe de pseudo-
potentiels, à conservation de norme. Il s’agit de pseudo-potentiels ab initio : les propriétés
de valence sont paramétrées par rapport à celles obtenues avec un calcul tous-électrons de
l’atome isolé. Les auteurs précisent plusieurs règles définissant le pseudo-potentiel à conser-
vation de norme :

— les pseudo-valeurs propres de valence doivent être identiques à celles de la fonction
d’onde réelle, pour la configuration de référence ;

— les fonctions d’onde réelles et pseudo doivent être identiques au-delà de rc ;
— les pseudo-fonctions d’onde ne possèdent pas de noeuds (ou d’oscillation près du

noyau) ;
— conservation de la norme : les intégrales des densités de charge réelles et pseudo sont

équivalentes, pour chaque état de valence :
rc∫

0

|ψl (r)|2 r 2dr =

rc∫

0

|ψpp
l (r)|2 r 2dr (47)

Cette condition fait que les pseudo-fonctions possèdent les mêmes propriétés de diffu-
sion (c’est-à-dire les mêmes dérivées logarithmiques) que les fonctions d’onde réelles.

Après avoir défini les pseudo-fonctions d’onde, on peut obtenir le pseudo-potentiel io-
nique à partir des potentiels de Hartree, d’échange-corrélation, et du potentiel écranté par les
électrons de valence, en calculant ces trois termes à partir de ψpp

l (r). En général, on décom-
pose le pseudo-potentiel en une partie locale, et une autre non-locale fonction du moment
angulaire. Le potentiel local peut être défini arbitrairement.

Les pseudo-potentiels à conservation de norme présentent des qualités évidentes : ils
produisent des pseudo-fonctions lisses, ce qui leur confère une transférabilité et une efficacité
reconnues. Il existe de nombreuses techniques différentes de paramétrisation — on peut
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citer par exemple celle de Troullier et Martins[33], basée sur la fonction exponentielle d’un
polynôme d’ordre six en r 2.

Par la suite, d’autres méthodes ont été développées. En 1990, Vanderbilt introduisit
les pseudo-potentiels ultra-doux. L’approche permet d’utiliser moins d’ondes planes, ce qui
contribut à réduire le coût de calcul ; en revanche, la transférabilité du pseudo-potentiel est
réduite[34]. Quatre ans plus tard, Blöchl[35] présenta une technique combinant les principes
du pseudo-potentiel et de l’onde plane augmentée et linéarisée[36], appelée PAW pour projec-
tor augmented wave. La fonction d’onde est ainsi obtenue en combinant trois termes : une
onde plane, une pseudo-fonction d’onde, et des orbitales atomiques et pseudo-atomiques.
Kresse et Joubert[37] établirent plus tard une relation formelle entre la PAW et les potentiels
ultra-doux de Vanderbilt.

1.3.3 Bases de fonctions localisées

il n’est pas toujours souhaitable d’utiliser une base de fonctions délocalisées comme les
ondes planes ; pour modéliser un gaz ou un système non-périodique par exemple (surface,
agrégat, etc), ou pour minimiser le coût de calcul. En utilisant des fonctions localisées, on
peut minimiser l’interaction entre atomes, ce qui mathématiquement revient à travailler avec
des matrices creuses. La complexité des méthodes numériques s’en trouve réduite : dans des
cas précis, certaines techniques permettent d’atteindre une complexité linéaire en fonction
du nombre d’électrons de valence.

Les fonctions d’onde électroniques peuvent ainsi être exprimées comme une combinaison
linéaire d’orbitales atomiques[38] (LCAO), en utilisant par exemple des orbitales atomiques
strictement confinées. Il s’agit du produit de fonctions radiales par des harmoniques sphé-
riques, confiné par un rayon de coupure rc . Pour un atome a, on écrit :

φalmn(r) = Raln(|ra|)Ylm(r̂a) (48)

Avec (l ,m) le moment angulaire, n l’indice dénombrant les différentes orbitales de même
moment angulaire, et r̂a = ra/ |ra|. La signification des différents vecteurs est présentée
schématiquement sur la figure 5.

Les harmoniques sphériques sont des objets mathématiques très utilisés en chimie quan-
tique, dont la forme est bien connue et dépend exclusivement des nombres quantiques. En
revanche, la partie radiale est paramétrable : on peut jouer sur le nombre de fonctions par
atome (la taille de la base), l’étendue spatiale de l’orbitale, ou sur la forme de la fonction en
elle-même. Différentes formes analytiques existent, la plus utilisée étant probablement celle
à base de fonctions gaussiennes[39], reconnue pour sa très grande efficacité numérique liée
au théorème du produit gaussien. D’autres fonctions sont utilisées dans le code siesta[40],
appelées orbitales numériques. Il s’agit des solutions numériques de l’Hamiltonien de Kohn
et Sham pour l’atome isolé, en utilisant la même fonctionnelle d’échange-corrélation et le
même pseudo-potentiel que dans le cadre du système condensé. L’équation de Schrödinger
est résolue en utilisant un potentiel de confinement strict.

La flexibilité des fonctions de base constitue à la fois un atout et un défaut : on peut
ainsi réaliser des calculs plus ou moins coûteux en fonction de la précision recherchée, qui
n’est pas la même pour une modélisation préliminaire ou exploratoire que pour une phase de
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Figure 5 – Illustration schématique d’une orbitale atomique dans un repère orthonormé.

production finale. Cependant, il est difficile de savoir quand une base de fonctions localisées
est convergée par rapport à sa taille ou à son étendue. Pour cela, il est important de comparer
ses résultats à un calcul de référence réalisé par exemple avec un code utilisant une base
d’ondes planes.

Ainsi, on peut écrire les vecteurs propres de l’Hamiltonien de Kohn et Sham comme une
combinaison linéaire dans une base d’orbitales atomiques localisées :

ψi (r) =
∑

µ

φµ(r)cµi (49)

Où cµi = 〈φ̃µ|ψi〉 représente les coefficients de l’expansion, φ̃µ étant simplement le dual
de l’orbitale φµ, autrement dit : 〈φ̃µ|φν〉 = δµν . µ est une notation compacte pour les indices
des orbitales {Ilmn}. En incorporant la combinaison linéaire dans les équations de Kohn et
Sham, on obtient l’équation séculaire suivante :

∑

µ

(Hνµ − EiSνµ) cµi = 0 (50)

L’Hamiltonien et la matrice de recouvrement S s’écrivent :

Hνµ = 〈φν |Ĥ |φµ〉 =

∫
φ∗ν(r)Ĥφµ(r)dr

Sνµ = 〈φν |φµ〉 =

∫
φ∗ν(r)φµ(r)dr

(51)

On peut également injecter la combinaison linéaire d’orbitales atomiques dans l’expression
de la densité électronique :
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ρ(r) =
∑

i

ni |ψi (r)|2

=
∑

µν

ρµνφ
∗
ν(r)φµ(r)

(52)

Avec ρµν =
∑

i cµiniciν , appelée matrice densité. Il s’agit de la quantité qui est en général
utilisée pour contrôler la convergence SCF.

2 Dynamique moléculaire classique

La dynamique moléculaire est une méthode numérique permettant de simuler le com-
portement des matériaux à l’échelle atomique. Développée initialement pour étudier certains
aspects du changement de phase, elle a connu au cours des cinquante dernières années un
essor directement lié à l’amélioration exponentielle de la puissance de calcul des ordinateurs.
Aujourd’hui, la dynamique moléculaire (MD, pour molecular dynamics en anglais) est utilisée
pour de nombreuses applications de la science des matériaux. Citons parmi celles-ci les phé-
nomènes de plasticité, l’endommagement des matériaux par irradiation, et les écoulements
en milieu granulaire. La dynamique moléculaire est étroitement liée à la physique statistique,
ce qui en fait un outil de choix pour la caractérisation de phénomènes de transport à l’échelle
nanométrique, qu’ils soient de masse, thermique, ionique, ou encore électronique.

2.1 Principe de base

La dynamique moléculaire repose sur la mécanique newtonienne : par l’étude de la tra-
jectoire d’un ensemble de n particules au cours du temps, on détermine les propriétés d’un
matériau. Il s’agit ainsi de résoudre les équations classiques du mouvement, qui s’écrivent
pour la i -ème particule :

∑
f i = mi ai (53)

Avec
∑

f i la somme des forces qui s’exerçent sur la particule i , mi sa masse, et ai

son accéleration. L’enjeu principal consiste en la détermination des forces d’interaction. On
peut les obtenir de deux manières différentes : à partir d’une formulation en mécanique
quantique, ou en utilisant une expression empirique, analytique, paramétrée - il s’agit de
l’approche classique à la dynamique moléculaire. Dans cette approche, les électrons ne sont
généralement pas décrits explicitement. Dans notre utilisation de la dynamique moléculaire,
l’ensemble de n particules sera toujours constitué de masses ponctuelles représentant les
atomes.

La seconde loi de Newton est discrétisée dans le temps, et les n équations du mouvement
sont intégrées temporellement, à l’aide d’un schéma d’intégration numérique. On présentera
ici l’algorithme de Verlet, intégré à lammps. Pour obtenir la position de la particule i au
temps t + δt, on écrit les développements limités suivants :
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ri (t + δt) = ri (t) + δt
∂ri

∂t
+
δt2

2

∂2ri

∂t2
+
δt3

6

∂3ri

∂t3
+O

(
δt4
)

(54)

ri (t − δt) = ri (t)− δt ∂ri

∂t
+
δt2

2

∂2ri

∂t2
− δt3

6

∂3ri

∂t3
+O

(
δt4
)

(55)

Avec O (δt4) le reste des termes d’ordre supérieur, en notation de Landau. On somme
les équations 54 et 55 :

ri (t + δt) + ri (t − δt) = 2ri (t) + δt2∂
2ri

∂t2
+O

(
δt4
)

(56)

Il est donc possible d’écrire l’approximation suivante, avec une erreur d’ordre δt4 :

ri (t + δt) = 2ri (t)− ri (t − δt) + δt2∂
2ri

∂t2
(57)

∂2ri

∂t2
= ai (t) =

∑
f i (t)

m
(58)

On constate que la détermination de la position des particules ne dépend pas de leur
vitesse. Il s’agit d’une grandeur importante en dynamique moléculaire, qui détermine l’énergie
cinétique, et de fait la température instantanée des particules. On peut calculer la vitesse à
partir du théorème des accroissements finis en utilisant les positions calculées, ou bien avec
l’algorithme de Verlet-vitesses. L’approche est similaire à celle de l’algorithme de Vertlet
basique, et l’erreur est du même ordre.

2.2 Thermodynamique et physique statistique

Il est possible d’appliquer un traitement de physique statistique aux simulations de dy-
namique moléculaire, ce qui nous permettra de relier des grandeurs microscopiques et ma-
croscopiques. On verra plus loin qu’en utilisant la théorie de la réponse linéaire, on peut
établir une relation exacte entre les grandeurs caractéristiques de la dynamique moléculaire
et l’ensemble des coefficients de transport.

2.2.1 Grandeurs thermodynamiques

On peut tout d’abord déterminer quelques grandeurs thermodynamiques, ici pour un
système tridimensionnel. L’énergie potentielle du système U(t) découle des forces interato-
miques :

U(t) =
n∑

i=1

Ui (t), −∇Ui (t) =
∑

f i (t) (59)

L’énergie cinétique K (t) du système est fonction de la vitesse des particules :
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K (t) =
1

2

n∑

i=1

mivi (t)2 (60)

Le principe d’équipartition de l’énergie permet ensuite de définir la température du sys-
tème T (t) :

T (t) =
2

3nkB
K (t) (61)

Finalement, on peut établir une expression de la pression du système P(t)à partir du
théorème du viriel :

P(t) =
nkBT (t)

V
+

∑n
i=1 ri · f i

3V
(62)

2.2.2 Ensembles statistiques

En physique statistique, on décrit une grandeur physique macroscopique arbitraire A en
utilisant une approche probabiliste. Soit pω la probabilité de trouver le système dans le micro-
état ω. À l’équilibre thermodynamique, cette probabilité est indépendante du temps. On peut
alors décrire A en utilisant sa moyenne d’ensemble sur l’ensemble des micro-états :

〈A〉 =
∑

ω

pωAω (63)

De plus, l’hypothèse ergodique permet d’établir la correspondance entre la valeur
moyenne d’ensemble et la moyenne temporelle qu’on peut obtenir en dynamique molécu-
laire en suivant l’évolution du système, pour un temps nécessairement plus long que les
temps caractéristiques du système. L’accessibilité des micro-états au système dépend d’un
ensemble de contraintes extérieurs qui lui sont appliquées. Différents ensembles de contraintes
définissent différents ensembles statistiques, pour lesquels il est possible de déterminer une
expression de pω.

On détaillera par la suite trois ensembles statistiques particulièrement utiles en dyna-
mique moléculaire. L’ensemble microcanonique (nVE ) représente le cas d’un système isolé
thermodynamiquement ; aucun échange d’énergie ou de masse n’est permis avec l’extérieur.
Le nombre de particules n, le volume V et l’énergie totale E du système sont constants. Ainsi,
à l’équilibre thermodynamique, les Ω micro-états accessibles au système sont équiprobables :

pnVE
ω =

1

Ω
(64)

L’ensemble microcanonique est très utilisé pour la détermination de propriétés de trans-
port, parce qu’il ne modifie pas les équations du mouvement. Il est cependant important de
s’assurer que le système étudié est bien à l’équilibre thermodynamique et que le pas de temps
d’intégration δt utilisé n’est pas trop large, afin de garantir la conservation de l’énergie totale
du système.
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L’ensemble canonique (nVT ) représente le cas où le système peut échanger uniquement
l’énergie avec l’environnement extérieur, considéré comme un réservoir infini d’énergie. Le
système est ainsi en contact thermique avec l’extérieur. Ainsi, le nombre de particules, le
volume et la température moyenne sont déterminés par des contraintes extérieures. pω s’écrit :

pnVT
ω = Z−1e−βEω (65)

Avec Z la fonction de partition :

Z =
∑

ω

e−βEω (66)

Et β = 1/(kBT ) la température inverse. Différentes méthodes ont été développées pour
contrôler la température du système, appelées thermostats. On peut citer celui de Nosé et
Hoover[41, 42], où une variable dynamique fictive faisant office de friction est ajoutée aux
équations du mouvement, ce qui a pour effet de faire tendre la température moyenne du
système vers une valeur souhaitée. La dynamique n’est plus exactement Newtonienne, et on
reproduit les micro-états de l’ensemble canonique. Une variable déterminant la relaxation de
la friction, autrement dit la force de couplage du système au réservoir thermique, doit être
choisie avec soin. Généralement, une valeur de 100δt donne de bons résultats.

L’ensemble isotherme-isobare (nPT ) permet de représenter une situation où le volume
du système est variable. Le nombre de particules et les valeurs moyennes de la température
et de la pression sont gardés constants. La probabilité de chaque micro-état vaut :

pnPT
ω = ∆−1e−β(Eω+PVω) (67)

Avec ∆ la fonction de partition :

∆ =
∑

ω

e−β(Eω+PVω) (68)

Cet ensemble statistique permet de relaxer des systèmes à un couple (P ,T ) souhaité, ce
qui est utile pour décrire des changements de phase[43], ou prendre en compte la dilatation
thermique[44]. Différents barostats ont été développés, un exemple étant une adaptation de
la méthode de Nosé et Hoover (barostat de Hoover), modifiée par la suite par Martyna et
al.[45] afin de reproduire exactement la distribution de probabilité de l’ensemble nPT .

D’autres ensembles, qu’on ne détaillera pas ici, existent ; l’ensemble grand-canonique par
exemple (µVT ), où le système est en équilibre chimique et thermique avec un réservoir, et
où le nombre de particules est variable.

2.3 Potentiels

Le choix du potentiel, ainsi que la validation de sa capacité à correctement décrire le
système étudié, sont cruciaux. Il existe une grande variété de potentiels différents, caractérisés
par une précision et une transférabilité. Une grande partie des familles de potentiels est
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capable de décrire précisément un type de matériau, comme les oxydes par exemple. D’autres,
en utilisant généralement un formalisme plus complexe, permettent de modéliser des systèmes
complexes mettant en jeu différents types de liaisons chimiques, comme par exemple une
molécule organique adsorbée sur un substrat métallique.

D’une manière générale, un potentiel comporte une forme fonctionnelle décrivant l’éner-
gie potentielle d’un système de particules en interaction. L’énergie potentielle peut être
fonction de n’importe quelle variable décrivant le système ; la plupart du temps, il s’agit de
la position et de la charge des particules. Cette forme fonctionnelle consiste en la somme
de termes de nature physique ou mathématique différente. Certains potentiels comportent
par exemple un terme pour l’interaction coulombienne, et un autre pour la répulsion liée à
l’inter-pénetration des couches électroniques ; d’autres séparent les contributions à l’énergie
potentielle en termes à deux corps et termes à trois corps. Les termes composant l’énergie
potentielle du système sont choisis empiriquement pour leur signification physique. Ainsi,
les potentiels sont généralement classés par rapport aux systèmes chimiques qu’ils sont en
mesure de décrire correctement.

2.3.1 Topologie

Il existe deux classes majeures de potentiels, la première étant celle des potentiels à
topologie fixe. Des liaisons entre atomes sont définies explicitement, et l’énergie potentielle
est exprimée en fonction des liaisons formées, des angles entre triplets d’atomes liés, et
des angles dièdres entre quadruplets d’atomes. À cela s’ajoutent généralement des termes
d’énergie sans liaison, caractérisant l’interaction coulombienne et les forces de dispersion.
Ces potentiels, appelés plus souvent champs de force dans les domaines de la chimie et
de la biologie, sont parfaitement adaptés à la description de systèmes organiques. On peut
citer par exemple cvff[46] (Consistent Valence Forcefield), et amber[47] (Assisted Model
Building with Energy Refinement). Les liaisons covalentes explicitement définies ne peuvent
cependant pas être automatiquement détruites ; par conséquent, ces potentiels ne sont pas
adaptés à la description de systèmes réactifs.

La seconde classe de potentiels ne définit aucune topologie. Les liaisons chimiques, qui ne
sont pas décrites explicitement, peuvent être facilement rompues ou créées. Ces modèles sont
adaptés à la description de systèmes inorganiques. On peut citer les modèles de Lennard-
Jones[48] et de Buckingham[49] pour décrire les gaz rares, de Tersoff[50] et de Stillinger
et Weber[51] pour les semi-conducteurs, ou encore le potentiel EAM[52] (Embedded Atom
Model), adapté à la description des métaux.

2.3.2 Condition aux limites périodiques, interactions longue portée

Il est courant d’utiliser des conditions aux limites périodiques, bien que tout type de
limite soit envisageable. Afin de ne pas compter l’interaction d’une particule avec son image
périodique ou toute autre pseudo-interaction, on utilise l’approximation de l’image minimale,
qui établit que chaque particule de la cellule principale n’interagit qu’avec les images les plus
proches des autres particules. Les termes d’interaction peuvent être à courte ou longue portée.
Les interactions courtes (description de la laison covalente par exemple) sont limitées dans
l’espace par un rayon de coupure, ce qui fait qu’une particule ne "voit" qu’un nombre réduit
de voisins.
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D’autres, comme l’interaction électrostatique de par sa loi de forces en carré inverse de la
distance, contiennent naturellement une composante longue distance. La taille d’un système
tridimensionnel évoluant suivant le cube du rayon d’interaction, un modèle à troncature
n’est clairement pas approprié dans le cas d’interactions en 1/rn, avec n < 3. Pour pallier
ce problème, des méthodes de somme sur réseau comme celle d’Ewald[53, 54] sont utilisées.
Elles consistent en l’énumération des interactions d’une particule avec toutes les autres
situées dans la cellule centrale, et dans les cellules images. La méthode d’Ewald distingue
une contribution courte distance à une contribution longue portée, sommées respectivement
dans l’espace réel et dans l’espace réciproque. Il s’agit d’une méthode très précise, parce que
la convergence de l’énergie est plus rapide que dans le cas de la somme directe.

2.3.3 Deux exemples : potentiels de BKS et de Tersoff

On se propose ici de présenter deux potentiels différents. Le premier, développé en 1990
par van Beest, Kramer et van Santen[55], est adapté à la description des systèmes ioniques. Il
a initialement été paramétré pour SiO2 et pour les aluminophosphates. Sa forme fonctionnelle
comprend le potentiel de Buckingham, auquel on a ajouté un terme coulombien :

E =
1

2

∑

i

∑

j 6=i

Uij

Uij = Aije
−bij rij − Cij

r 6
ij

+
qiqj

r 2
ij

(69)

Où rij représente la distance entre les atomes i et j . Il s’agit d’un potentiel de paire, à
trois paramètres uniquement : Aij , bij , et Cij . Le premier terme décrit la répulsion liée au
recouvrement de nuages électroniques voisins, le deuxième la dispersion, et le dernier l’inter-
action électrostatique. Il s’agit d’un modèle très simple et polyvalent, qui a été paramétré
pour de nombreux systèmes différents.

La forme fonctionnelle du second potentiel est plus complexe. Le potentiel de Tersoff[50]
a initialement été développé afin de décrire le silicium. La liaison covalente Si-Si est direc-
tionnelle, ce qui fait qu’un potentiel de paire ne contient pas suffisamment d’information
pour la décrire précisément. Tersoff a alors introduit en 1988 un potentiel à N-corps. Cela
signifie que l’interaction faible portée entre deux atomes est explicitement influencée par les
atomes environnants, ce qui permet d’introduire des effets de directionnalité.

E =
1

2

∑

i

∑

j 6=i

Uij

Uij = fC (rij ) [fR(rij ) + bij fA(rij )]

(70)

Une fonction de coupure fC (rij ), appelée par la suite fonction de Tersoff, est utilisée pour
restreindre le rayon d’action des interactions. Il s’agit d’une fonction sinusoïdale joignant
d’une manière lisse et continue deux points :
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fc(rij ) =





1, si r < Rij − Dij

0, si r > Rij + Dij

1
2
− 1

2
sin
(
π
2

rij−Rij

Dij

)
, sinon

(71)

Avec Rij−Dij et Rij +Dij les bornes minimale et maximale de la zone de transition (rayon
de coupure de largeur finie). La fonction de Tersoff garantit que l’énergie est dérivable près
de la valeur du rayon de coupure, ce qui permet une bonne conservation de l’énergie totale.

Dans l’équation 70, fR(rij ) et fA(rij ) sont deux termes à deux corps respectivement répulsif
et attractif :

fR(rij ) = Aije
−λ1,ij rij

fA(rij ) = −Bije
−λ2,ij rij

(72)

Avec Aij , Bij , λ1,ij et λ2,ij des paramètres. La subtilité du potentiel de Tersoff est issue
du terme bij , qui multiplie fA dans l’équation 70. Il s’agit d’un terme d’ordre de liaison, qui
varie entre 0 et 1 :

bij =
(
1 + βni

ij ζ
ni
ij

)− 1
2ni (73)

βij et ni sont des paramètres ajustables. ζij est une fonction qui incorpore l’effet des
atomes environnants, appelée plus loin fonction zeta :

ζij =
∑

k 6=i ,j

fC (rik)g(θijk) exp
[
λmi

3,ij (rij − rik)mi
]

(74)

λ3,ij et mi sont d’autres paramètres. La fonction zeta contient un terme exponentiel
qualifié de fonction symétrie, ainsi qu’une fonction angulaire g(θijk) :

g(θijk) = γijk

(
1 +

c2

d2
− c2

d2 + (cos θijk − cos θ0,ijk)2

)
(75)

γijk , c , d et cos θ0,ijk sont des paramètres ajustables. La fonction angulaire permet d’ajus-
ter l’influence de l’atome k sur l’interaction entre les atomes i et j . Une dépendance an-
gulaire explicite permet de favoriser aisément certains angles de liaison. D’autres potentiels
plus avancés utilisent une fonction angulaire permettant de définir plusieurs minima, comme
par exemple un polynôme d’ordre élevé.

Dans le cas du potentiel de Tersoff, la dimensionnalité des paramètres est importante.
La majeure partie des paramètres sont définis pour un couple d’espèces chimiques i et j ,
mais certains ne dépendent que de l’atome qualifié de "central" (ni , par exemple). D’autres,
en fonction des paramétrisations, peuvent dépendre d’un, de deux, voire de trois éléments ;
c’est le cas de c , d , et de cos θ0,ijk . Cette précision n’est importante que dans le cas où
plusieurs types d’atomes sont modélisés. Augmenter la dimensionnalité des paramètres re-
vient également à augmenter le nombre de paramètres, et donc la complexité de la démarche
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d’optimisation. Par exemple, pour le cas d’un système à trois éléments Si-O-H, si on consi-
dère que c dépend de la valeur des trois types d’atomes (c ≡ cijk), il faudra définir 33 = 27
valeurs différentes de c , lorsqu’aucune règle de symétrie n’est établie.

Malgré sa forme fonctionnelle complexe, le potentiel de Tersoff reste moins coûteux à
utiliser que le potentiel BKS, lorsque pour ce dernier une méthode de somme sur réseau est
utilisée pour calculer l’interaction électrostatique.

3 Phénomènes de transport par conduction à
l’échelle nanométrique

3.1 Physique des phonons

Les transferts d’énergie par conduction se font principalement par excitations électro-
niques ou vibrationnelles, dans les solides. Dans le cas d’un diélectrique ou d’un semi-
conducteur, les électrons sont fortement liés au noyau. L’énergie ne peut alors être transmise
que par vibration du réseau cristallin. À l’échelle microscopique, la nature discrète de la ma-
tière et de l’énergie fait que les modes de vibration ne peuvent acquérir ou céder de l’énergie
que par paquets ~ω, appelés quanta d’énergie vibrationnelle. Cette excitation élémentaire
des modes de vibration est appelée phonon, par analogie à l’excitation élémentaire du champ
électromagnétique, le photon. La résistivité thermique est une conséquence de la diffusion
des phonons par tout défaut dans le cristal parfait (isotope, lacune, joint de grain) et plus
généralement par toute interruption du motif périodique du cristal (interface, frontière), ou
par d’autres porteurs d’énergie (autres phonons, électrons).

Un traitement rigoureux des phonons se fait par seconde quantification, en théorie quan-
tique des champs. La seconde quantification permet de définir le phonon comme un boson,
et comme une excitation collective du réseau cristallin. Il existe cependant une analogie clas-
sique au concept de phonon, qu’on utilisera par la suite : par abus de language, dans le cadre
classique, les phonons sont associés aux modes normaux de vibration d’un cristal.

3.1.1 Modes normaux de vibration d’une chaîne linéaire diatomique

On commence par calculer les modes propres d’un système atomique simple, une chaîne
linéaire composée de deux types d’atomes de masses m1 et m2 intéragissant uniquement avec
leurs plus proches voisins de manière harmonique, selon une constante de couplage C . Le
système est représenté sur la figure 6, avec a le paramètre de maille du cristal unidimensionnel.
Le déplacement des atomes de masse m1 et m2 par rapport à leur position à l’équilibre est
respectivement noté vs(t) et us(t). La chaîne est périodique et constituée de N atomes.

Les équations du mouvement s’écrivent :

{
m1üs(t) = C (vs(t) + vs−1(t)− 2us(t))

m2v̈s(t) = C (us+1(t) + us(t)− 2vs(t))
(76)

On cherche des solutions ayant la forme d’ondes planes progressives, d’amplitudes diffé-
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Figure 6 – Illustration schématique d’une chaîne linéaire diatomique.

rentes u et v :

us(t) =u · e i(ksa−ωt)

vs(t) =v · e i(ksa−ωt)
(77)

Avec k le nombre d’onde, et ω la pulsation. En combinant les équations 76 et 77 et en
évaluant le déterminant résultant, on arrive rapidement à une équation bicarrée en ω :

m1m2ω
4 − 2C (m1 + m2)ω2 + 2C 2(1− cos ka) = 0 (78)

Sa résolution donne :

ω2 = C ·


 1

m1
+

1

m2
±
√(

1

m1
+

1

m2

)2

− 2

m1m2
(1− cos ka)


 (79)

On peut encore définir la vitesse de groupe du paquet d’onde, qui représente la vitesse
de transmission de l’énergie dans le milieu. Elle est égale à la dérivée de la pulsation par
rapport au nombre d’onde :

vg (k) =
dω

dk
(80)

Généralisable à n-dimensions, avec le vecteur d’onde k :

vg (k) = ∇kω(k) (81)

Sur la figure 7, on a tracé la relation de dispersion et la vitesse de groupe dans la demi-
zone de Brillouin du réseau unidimensionnel, pour des valeurs arbitraires de C et des masses,
avec cependant m1 < m2. On remarque tout d’abord que les deux branches, correspondant
aux deux valeurs possibles du signe dans l’équation 79, sont séparées par une bande de
fréquences interdites. Dans cet intervalle, le nombre d’onde des solutions est complexe, et
l’onde résultante est progressivement amortie dans le milieu.

La solution de signe − correspond à la branche dite acoustique. Près du centre de la
zone de Brillouin, lorsque k → 0, la vitesse de groupe est constante et égale à la vitesse
du son du matériau. Dans ce domaine de l’espace réciproque, les atomes vibrent en phase,
comme dans le cas de vibrations acoustiques. La solution de signe +, elle, correspond à la
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Figure 7 – Relation de dispersion (gauche) et vitesse de groupe (droite) dans la chaîne linéaire
diatomique.

branche dite optique. Au centre de la zone de Brillouin, lorsque k = 0, les atomes vibrent en
opposition de phase parfaite, sans déplacement du centre de gravité. Son nom est dû au fait
que dans les systèmes où les atomes possèdent une charge non nulle, une onde lumineuse
permet d’exciter ces modes de vibration. On remarque également que la vitesse de groupe
est nulle à la frontière de la zone de Brillouin (k = ±π/a) : l’onde est stationnaire et ne se
propage pas.

Expérimentalement, les relations de dispersion de phonons peuvent être obtenues indirec-
tement en observant l’interaction des ondes du réseau cristallin avec d’autres ondes, comme
par exemple en évaluant la diffusion inélastique de neutrons.

3.1.2 Dynamique de réseau et théorie harmonique

Ce problème se généralise aisément à trois dimensions. Différentes méthodes numériques
permettent de calculer les relations de dispersion pour des cristaux et des potentiels arbi-
traires ; on présentera ici la dynamique de réseau. Une autre méthode, basée sur l’examen
de corrélations dans le mouvement des atomes, sera détaillée dans la section 9.

La dynamique de réseau est basée sur la détermination des relations de dispersion par
recherche de solutions de forme ondulatoire aux équations du mouvement classiques d’une
collection d’atomes, en considérant un petit déplacement depuis leur position à l’équilibre.
On considère par la suite un cristal composé d’un nombre infini de cellules élémentaires dans
les trois dimensions de l’espace, qu’on note p = (p1, p2, p3), avec pi ∈ N∗. Chaque cellule
unitaire est portée par trois vecteurs de base a1, a2, a3 formant un parallélépipède. L’origine
de la p-ième cellule unitaire est définie par :

rp = p1a1 + p2a2 + p3a3 (82)

Relativement à l’origine p = (0, 0, 0). Chaque cellule unitaire contient n atomes formant
un motif arbitraire, qu’on énumérera avec q = 1, ... , n. La position du q-ième atome par
rapport à l’origine rp de la cellule unitaire p le contenant est notée ∆rq. Ainsi, la position
de l’atome pq vaut rpq = rp + ∆rpq.
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Les vibrations sont la conséquence du déplacement upq =
(
upqx , upqy , upqz

)
des atomes

par rapport à leur position à l’équilibre. La position d’un atome déplacé par rapport à sa
position d’équilibre sera notée Rpq = rpq + upq.

On suppose que le déplacement des atomes autour de leur point d’équilibre est petit
devant les distances interatomiques, ce qui est vrai à des températures bien inférieures au
point de fusion du cristal. On écrit un développement limité de l’énergie potentielle du cristal
U au voisinage du point d’équilibre des atomes :

U = U0+
∑

pqα

Φpqαupqα

+
1

2!

∑

pqα

∑

p′q′β

Φpqα,p′q′βupqαup′q′β +O(u3)
(83)

α et β énumèrent toutes les coordonnées x , y , z , et les coefficients Φpqα et Φpqα,p′q′β

(constantes élastiques du cristal) valent :

Φpqα =
∂U

∂upqα

∣∣∣∣
0

Φpqα,p′q′β =
∂2U

∂upqα∂up′q′β

∣∣∣∣
0

, (pq) 6= (p′q′)

(84)

Le premier terme de la partie de droite de l’équation 83 ne dépend pas des déplacements,
et peut donc être considéré comme la référence en énergie. Le second terme est nul, étant
donné que la position à l’équilibre est définie par un miminum de l’énergie potentielle. On
remarque également que les termes d’ordre trois et plus sont négligés : on se place dans
le cadre de la théorie harmonique. Les conséquences seront expliquées dans la sous-section
suivante. La règle de la somme acoustique[56] définit les termes diagonaux de la matrice des
constantes élastiques :

Φpqα,p′q′β = −
∑

p′q′ 6=pq

Φpqα,p′q′β (85)

Cette règle est une conséquence de l’invariance translationnelle du cristal, lorsqu’on consi-
dère une translation rigide. On va maintenant chercher à résoudre les équations du mouve-
ment des atomes :

mqüpqα = −
∑

p′q′β

Φpqα,p′q′β (86)

En cherchant des solutions ayant la forme d’ondes planes :

upqα =
1
√
mq

Υ(k)Aqα(k)e i [k·rp−ω(k)t] (87)
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Avec ΥAqα l’amplitude complexe de l’onde, et k le vecteur d’onde. En injectant l’équation
87 dans 86, on arrive après quelques développements à la relation de dispersion suivante :

ω2(k)Aqα =
∑

q′β

Dqα,q′β(k)Aq′β (88)

La matrice D est appelée matrice dynamique, et ses éléments sont :

Dqα,q′β(k) =
1

√
mqmq′

∑

p,p′

Φpqα,p′q′βe
ik·(rp′−rp) (89)

Finalement, on peut écrire la condition sur le déterminant de l’équation 88 pour des
solutions non-triviales :

∣∣Dqα,q′β(k)− δαβδqq′ω2(k)
∣∣ = 0 (90)

Ainsi, les valeurs propres de la matrice dynamique valent le carré des fréquences des
phonons à un certain vecteur d’onde. La matrice dynamique est hermitienne, ses valeurs
propres sont donc réelles. En général, une valeur propre négative (une fréquence imaginaire)
suggère que le système est instable dynamiquement.

3.1.3 Anharmonicité du potentiel

L’approximation du potentiel harmonique permet de déterminer avec beaucoup de pré-
cision les relations de dispersion de matériaux à température effectivement nulle. Elle n’est
cependant pas adaptée au calcul des propriétés de transport des phonons. Les ordres plus
élevés du développement limité de l’équation 83 peuvent s’écrire :

O(u3) =
1

3!

∑

pqα

∑

p′q′β

∑

p′′q′′γ

∂3U

∂upqα∂up′q′β∂up′′q′′γ

∣∣∣∣
0

upqαup′q′βup′′q′′γ +O(u4) (91)

Pour inclure ces termes en dynamique de réseau, il faut s’appuyer sur le formalisme de
la théorie des perturbations à N-corps, en résolvant l’équation de Dyson. Sur la figure 8, on
reprend à titre informatif l’équation de Dyson ainsi que les premiers termes de l’expansion
de la self-énergie. La référence [57] contient un développement complet de la méthode.

Ces termes, d’ordre supérieur à ceux considérés dans l’approximation harmonique, sont
appelés termes anharmoniques. On se limitera ici au terme d’ordre trois, bien que les
termes d’ordre supérieur jouent également un rôle important[58]. En utilisant les opérateurs
d’échelle, c’est-à-dire par un traitement de seconde quantification, on peut montrer explicite-
ment que ce terme d’ordre trois correspond aux processus de diffusion impliquant exactement
trois phonons[59]. Lors d’un tel processus, deux phonons sont annihilés et un troisième est
créé, ou inversement. Ce traitement montre également que ces collisions doivent respecter
une condition d’interférence. Pour un processus de collision impliquant trois phonons de
vecteurs d’onde k, k′ et k′′, on a :
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Figure 8 – Equation de Dyson (haut), et termes du premier ordre de l’expansion de la self-
énergie (bas). On représente les diagrammes de premier ordre associés au terme cubique et
au terme quartique.

k + k′ − k′′ = G (92)

Avec G un vecteur du réseau réciproque. On considère par la suite un processus où un
seul phonon est créé. Si G = 0, le vecteur d’onde du phonon créé vaut simplement la somme
des deux vecteurs d’onde des phonons annihilés : c’est ce qu’on appelle un processus Normal.
Dans un milieu continu, tout processus de diffusion est de ce type. Dans un réseau cristallin,
où la nature de la matière est discrète, aucun vecteur d’onde ne peut être si grand qu’il pointe
en dehors de la première zone de Brillouin, étant donné qu’il aurait alors une longueur d’onde
plus petite que la distance interatomique. Pour le cas où G 6= 0, k et k′ sont suffisamment
grands pour que leur somme pointe en dehors de la première zone de Brillouin. Comme vu
dans la section 1.3.1, un vecteur d’onde k1 pointant en dehors de la zone de Brillouin est
physiquement équivalent à un autre vecteur k2 "replié" dans la zone, tel que k2 = k1 + G,
avec G un vecteur du réseau réciproque. En 1929 Peierls[60] introduisit ce concept, qu’il a
appelé Umklappprozess (on utilisera processus U), ce qui signifie littéralement que le mode
créé est retourné ou replié dans la zone de Brillouin. Les deux types de processus sont
représentés sur la figure 9.

Lors d’un processus U, la somme des moments réduits des phonons en jeu n’est pas
conservée. Dans un cristal infini parfait où les phonons n’interagissent pas avec d’autres
porteurs d’énergie (électrons, photons), les interactions phonon-phonon (à tout ordre) re-
présentent la seule source limitant la conduction thermique. On remarquera cependant que
la classification d’un processus de diffusion en U ou N dépend de la cellule primitive, dont
le choix est arbitraire. De plus, une variation infinitésimale dans le vecteur d’onde d’un des
phonons peut transformer un processus N en processus U, et inversement. Les processus nor-
maux ne contribuent absolument pas à la résistivité dans le seul cas où la température est
suffisamment basse devant la température de Debye du matériau pour "geler" suffisamment
de modes de hautes énergies pour empêcher tout processus U en considérant la plus petite
cellule élémentaire réciproque centrée en k = 0[61].

On comprend finalement clairement les limites de l’approximation harmonique : les pho-
nons n’interagissant pas entre eux, un cristal parfait a une conductivité thermique infinie.
L’anharmonicité, qui fait que les phonons ont un temps de vie et un libre parcours moyen
finis, doit absolument être prise en compte pour le calcul des propriétés de transport par
conduction thermique.



34 Phénomènes de transport par conduction à l’échelle nanométrique

k

k′
k′′

k

k′

G

k + k′

k′′

Normal Umklapp

Figure 9 – Schéma des deux types de processus de diffusion à trois phonons : normal, et
Umklapp. La zone grisée représente la première zone de Brillouin.

3.1.4 Le transport à l’échelle du nanomètre

L’échelle du nanomètre représente la frontière entre la physique classique (échelle ma-
croscopique, gouvernée par les lois de Newton), et la physique quantique (échelle micro-
scopique). À ce niveau, certaines lois du monde classique ne sont plus valables, alors que
d’autres lois de la physique quantique ne s’appliquent pas encore. Il s’agit d’une échelle de
transition, où des règles particulières peuvent entrer en jeu. De plus, les distinctions faites
à l’échelle classique entre la physique et la chimie, ou entre l’électronique et la physique
du solide sont gommées ; l’échelle nanométrique est également celle de la convergence des
sciences.

À l’échelle nanométrique, les grandeurs caractéristiques des phonons (libre parcours
moyen Λ, temps de vie τ) sont du même ordre de grandeur que les dimensions physiques.
Lorsqu’au moins une des dimensions spatio-temporelles est bien inférieure à Λ ou à τ , le
transport de chaleur s’effectue dans le régime dit balistique. Les collisions avec les interfaces
et les conditions aux limites dominent alors la résistivité. À l’opposé, lorsque les dimensions
physiques sont grandes devant les grandeurs caractéristiques des phonons, on se trouve dans
le régime diffusif.

La loi de Fourier, qui suppose que la réponse à l’excitation thermique est instantanée,
n’est ainsi a priori valide que lorsque les processus Umklapp sont non-négligeables 2. Dans le
régime purement balistique, la loi de Fourier est violée ; il faut alors recourir à l’équation du
transport de Boltzmann pour décrire convenablement la dynamique des phonons.

3.2 Détermination de propriétés de transport thermique par dy-
namique moléculaire

Dans cette partie, on va établir le formalisme qui permet de calculer la densité d’états
vibrationnels ainsi que la conductivité thermique d’un système donné par calcul de dynamique
moléculaire.

2. Ce qui n’est pas nécessairement le cas dans le régime diffusif ; dans le régime hydrodynamique, régime
diffusif où les processus Normaux dominent, la loi de Fourier est violée[62].
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3.2.1 Théorie de la réponse linéaire, théorème de fluctuation-dissipation

La théorie de la réponse linéaire, développée dans les années 1950 par Green, Callen
et Kubo, est une approche mathématique généralisée permettant de caractériser la réponse
d’un système à une excitation quelconque. On va présenter ici un outil particulièrement utile
de la théorie de la réponse linéaire, le théorème de fluctuation-dissipation[63, 64].

Soit x(t) un observable d’un système dynamique d’Hamiltonien H0(x), soumis à des fluc-
tuations thermiques (tout système classique à température finie). La valeur de l’observable
va fluctuer autour de sa valeur moyenne 〈x〉0. Ses fluctuations sont caractérisées par une
densité spectrale de puissance Sx (ω), qu’on peut exprimer comme la transformée de Fourier
d’une fonction d’autocorrélation grâce au théorème de Wiener-Khintchine[65, 66], pour un
processus stochastique stationnaire :

Sx (ω) =

∞∫

−∞

〈x(t) · x(t + tm)〉 e−iωtmdtm (93)

On suppose qu’à un temps donné, on peut activer un champ f (t) qui ne varie que dans
le temps, et qui perturbe l’Hamiltonien : H(x) = H0(x) + f (t)x . La réponse d’un observable
x(t) à un tel champ activé à un temps τ = −∞ est caractérisée, dans le régime linéaire, par
la susceptibilité χ(t) du système :

〈x(t)〉 = 〈x〉0 +

t∫

−∞

f (τ)χ(t − τ)dτ (94)

Le théorème de fluctuation-dissipation relie la densité spectrale de puissance (fluctua-
tion) de l’observable x(t) à la partie imaginaire de la transformée de Fourier χ̂(ω) de la
susceptibilité (dissipation) :

Sx (ω) =
2kBT

ω
Im (χ̂(ω)) (95)

3.2.2 Densité d’états vibrationnels

La densité d’états vibrationnels d’un système détermine le nombre d’états par intervalle
d’énergie pour chaque état pouvant être occupé. Elle s’écrit :

G (ω) =
∑

n

δ (ω − ωn) (96)

Où n correspond au nombre de modes pouvant être occupés. On peut montrer for-
mellement grâce au théorème de Wiener-Khintchine, que dans le cadre de l’approximation
harmonique, la densité d’états vibrationnels est proportionnelle à la transformée de Fourier
de la fonction d’autocorrélation normalisée de la vitesse des atomes du système :
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G (ω) =

∞∫

−∞

∑

j

〈vj (t) · vj (t + tm)〉
〈vj (t) · vj (t)〉 e iωtmdtm (97)

Où j indexe les atomes du système. On peut ainsi calculer la densité d’états vibrationnels
par analyse a posteriori d’une ou plusieurs trajectoires de dynamique moléculaire. Il est
également possible d’établir une relation similaire en utilisant la fonction d’autocorrélation
normalisée des positions atomiques. On notera qu’il n’y a aucune condition sur la nature du
système : cette méthode peut s’appliquer aussi bien aux cristaux qu’aux systèmes désordonnés
comme les amorphes.

3.2.3 Approche à l’équilibre de Green et Kubo

La loi de Fourier donne la relation directe entre la densité de flux de chaleur J et le
gradient de température ∇T :

J = −κ ·∇T (98)

κ est la conductivité thermique. Dans le cas général d’un matériau anisotrope, il s’agit
d’un tenseur d’ordre deux. En utilisant le théorème de fluctuation-dissipation conjointement
avec le théorème central limite, Green et Kubo[67, 68] établissent une relation exacte entre
l’ensemble des coefficients de transport et la fonction d’autocorrélation de certaines gran-
deurs. Appliquée à la conductivité thermique, cette relation s’écrit :

κ =
V

kBT 2

∞∫

0

〈J(t) · J(t + tm)〉 dtm (99)

La relation est exacte dans la limite où tm → ∞. Avec une définition appropriée de la
densité de flux thermique, on peut donc simplement évaluer la conductivité thermique d’un
matériau par dynamique moléculaire, qui se prête naturellement à l’évaluation de fonctions
de corrélations temporelles. Ce type de simulation est couramment qualifié de dynamique
moléculaire à l’équilibre, abrégé en EMD (Equilibrium Molecular Dynamics en anglais).

Etablir une expression rigoureuse de la densité de flux de chaleur pour tout type de
potentiel n’est cependant pas trivial. D’une manière générale, J peut s’écrire comme la
somme d’un terme cinétique et d’un terme potentiel :

J = JK + JU

=
∑

i

viEi +
∑

i

ri (f i · vi ) +
∑

i

ri
dUi

dt
(100)

Avec Ei l’énergie totale de l’atome i , vi sa vitesse, ri sa position, f i la somme des
forces qui s’y appliquent, et Ui son énergie potentielle. Le premier terme du membre de
droite, qualifié de convectif, n’est important que pour l’étude des gaz. Il ne contribue pas au
transport thermique dans les solides, et on le négligera par la suite.
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Le problème est lié à l’expression de f i . Pour un potentiel de paire, comme celui de
Buckingham vu à la section 2.3.3, f i est définie sans aucune ambiguïté :

fp
i =

∑

i 6=j

f ij

f ij =
∂Uij

∂rij
= −f ij

(101)

Avec f ij la force qu’applique la particule j sur i , et rij = rj − ri . Après quelques dévelop-
pements, on arrive à :

Jp
U = −1

2

∑

i

∑

j 6=i

rij (f ij · vi ) (102)

Cette expression peut se réécrire en introduisant le terme viriel W du tenseur des
contraintes de l’atome i :

Wi = −1

2

∑

j 6=i

rij ⊗ f ij (103)

Il vient :

Jp
U =

∑

i

Wi · vi (104)

C’est cette expression qui est utilisée dans lammps. On ne peut cependant pas la gé-
néraliser à tout type de potentiel, à cause de la définition de f ij . Il est possible d’obtenir
une expression générale de la densité de chaleur pour tout type de potentiel à N-corps,
comme par exemple celui du Tersoff. Pour une démonstration complète, on pourra consulter
la référence [69]. Pour un potentiel à N-corps arbitraire dont l’énergie potentielle s’écrit :

U =
∑

i

Ui ({rij}j 6=i ) (105)

Il existe une expression simple de la force entre les atomes i et j :

f ij = −f ji =
∑

i

∑

j 6=i

∂Ui

∂rij
− ∂Uj

∂rji
(106)

Un viriel bien défini :

W = −1

2

∑

i

∑

j 6=i

rij ⊗ f ij (107)

Ainsi qu’une expression de la densité du flux de chaleur :
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Jmb
U =

∑

i

∑

j 6=i

rij

(
∂Uj

∂rji
· vi

)
(108)

Cette formulation n’a pas encore été implémentée dans lammps ; il s’agit cependant
d’une tâche relativement simple. On verra plus loin dans la section 9 que les seuls calculs de
dynamique moléculaire à l’équilibre qu’on a réalisés ont été combinés à une décomposition
spectrale du flux de chaleur, ce qui permet de contourner le problème.

Le déroulement d’un calcul EMD est le suivant. On simule d’abord le système à la tempé-
rature souhaitée en utilisant un thermostat de Nosé Hoover par exemple, ou un thermostat
dissipatif comme celui de Langevin afin d’atteindre plus rapidement l’équilibre thermique.
On réalise ensuite une dynamique relativement longue (de l’ordre de quelques ns) dans l’en-
semble microcanonique tout en échantillonnant la densité de flux de chaleur. On construit,
à la volée ou en post-traitement, les fonctions de corrélation permettant d’obtenir les com-
posantes désirées de la conductivité thermique, et on intègre finalement dans le temps. D’un
point de vue pratique, il est possible de réaliser différentes simulations indépendantes, ini-
tialisées par des distributions de vitesses aléatoires différentes, ou uniquement une longue
simulation. Dans les deux cas, on construira toutes les fonctions de corrélation possibles avec
comme limite le temps de corrélation maximum souhaité. On approche la valeur de la fonc-
tion d’autocorrélation Zm au temps de corrélation tm avec un estimateur, utilisé notamment
par Kohanoff[70], appliqué aux valeurs discrètes obtenues :

Ẑm =
1

M −m

M−m−1∑

n=0

J(tn) · J(tn+m) (109)

Avec M le nombre total de valeurs de J, et n l’index des valeurs discrètes de J. La valeur
du temps de corrélation maximum, L, appelée délai, est à considérer avec précaution. D’une
manière générale, il faudra utiliser une valeur élevée de L lorsque la conductivité thermique
du système est élevée, ce qui se comprend instinctivement étant donné que l’autocorrélation
du flux convergera moins vite que dans le cas d’un matériau à conductivité thermique basse.
En pratique, pour des matériaux à conductivité thermique extrêmement élevée comme le
graphène, on extrapolera la fonction d’autocorrélation en fittant la queue de la courbe avec
une fonction puissance inverse.

Sur la figure 10, on a tracé l’évolution temporelle de la fonction d’autocorrélation norma-
lisée de la densité de flux de chaleur, pour un feuillet de graphène composé de 5000 atomes à
température ambiante. Dans le cadre de la décomposition spectrale, on ne considère ici que
les termes diagonaux (voir section 9 pour plus de détails), ce qui explique la convergence plus
rapide que dans le cas de la conductivité thermique totale du graphène. On a échantillonné
le flux de chaleur toutes les 250 fs, pendant un temps de 50 ns, ce qui est considérable. À
partir de tm ∼ 200 ps, le signal est noyé dans le bruit.

3.2.4 Méthode hors-équilibre

L’état hors-équilibre est au coeur des phénomènes de transport. Par exemple, un gradient
de température dans un système entraîne un flux d’énergie jusqu’à ce que le système se
retrouve à l’équilibre thermique. Il s’agit du principe de base des simulations de dynamique
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Figure 10 – Fonction d’autocorrélation normalisée de la densité de flux de chaleur pour un
feuillet de graphène à une température de 300 K. La fonction tend relativement lentement
vers zéro, on utilise donc un fit en puissance inverse (courbe rouge) pour extrapoler les
valeurs à très haut délai.

moléculaire hors-équilibre (NEMD, pour Non-Equilibrium Molecular Dynamics en anglais) :
proches en un sens de l’approche expérimentale, on applique une cause connue, et on mesure
la conséquence.

Pour le transport thermique, la cause est en général un gradient de température, et la
conséquence un flux de chaleur : il s’agit de la méthode qualifiée de directe. Il est également
possible de considérer le problème inverse. On peut ainsi appliquer un flux de chaleur et
mesurer le gradient de température résultant. Cette méthode est connue sous le nom de
NEMD inverse, ou RNEMD (reversed NEMD)[71]. Il s’agit d’une méthode efficace, liée au
fait qu’on échantillonne une grandeur qui converge rapidement. Une fois que le flux et le
gradient de température sont connus, il suffit d’appliquer la loi de Fourier pour déterminer la
conductivité thermique. Il n’est pas possible d’obtenir l’ensemble des composantes du tenseur
κ en une seule simulation NEMD, comme c’est le cas pour la méthode à l’équilibre ; on ne
peut obtenir qu’une seule composante, qui dépend de la direction du gradient de température
qu’on a choisie.

En pratique, une décomposition spatiale du système en couches perpendiculaires à la
direction de transport (celle du gradient) est déterminée. Le gradient de température est
obtenu en couplant différentes régions du système à des thermostats chauds et froids. Le
reste du système est simulé dans l’ensemble microcanonique. Ainsi, de l’énergie est conti-
nuellement apportée au système par le thermostat chaud et dissipée par le thermostat froid,
garantissant un état hors de l’équilibre. Une fois que le régime stationnaire est atteint, c’est-
à-dire lorsque les flux d’énergie aux thermostats sont équivalents, on peut échantillonner le
profil de température dans le système en définissant une température pour chaque couche.
Un schéma représentant la décomposition spatiale d’un système simple est présenté dans
la figure 11. Dans la méthode inverse, on échange périodiquement les valeurs des énergies
cinétiques atomiques maximales et minimales, dans les régions où un thermostat devrait être
appliqué. Cela a pour effet de générer un flux de chaleur constant au bout d’un certain temps
d’équilibre.
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Figure 11 – Représentation schématique de la décomposition spatiale lors d’une simulation
NEMD. Th et Tc représentent respectivement les thermostats chauds et froid. La couleur
représente la température locale des atomes. Pour tenir compte des conditions périodiques, on
place le thermostat froid au centre du système, et le thermostat chaud aux deux extrémités.

Le gradient de température obtenu est rarement parfaitement linéaire près des thermo-
stats, notamment lorsque le système conduit très bien la chaleur. Pour assurer la validité de
la loi de Fourier, on ne prend pas en compte les zones proches des thermostats lors du fit,
ce qui peut être fait automatiquement en définissant des zones tampons. Les non-linéarités
du gradient de température sont dues à une diffusion forte près des thermostats[72]. Le
transport d’énergie dans le système n’est que partiellement diffusif.

Lorsque le système considéré est plus petit que le libre parcours moyen des porteurs
d’énergie du système infini, ce qui est très souvent le cas en simulations à l’échelle atomique,
la conductivité thermique est limitée par la taille du système : il s’agit de la limite de Casimir.
Ces effets de taille sont presque inévitables lorsque le matériau considéré conduit bien la
chaleur. Pour pallier ce problème, on peut extrapoler la conductivité thermique à un système
de taille infinie par régression linéaire en évaluant l’inverse de la conductivité en fonction de
l’inverse de la taille du système dans la direction du transport. Des exemples d’extrapolation
à taille infinie sont présentés sur la figure 12.
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Figure 12 – Influence de la taille du système sur la conductivité thermique, pour deux systèmes
différents : un cristal de silicium à 500 K et à 1000 K, et le diamant à 1000 K. On remarque
que la pente dépend à la fois de la température et de la nature du système. Toutes les
données proviennent de la référence [73].
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4 Transport quantique : approche par fonctions de
Green hors-équilibre

4.1 Introduction

Jusqu’à présent, la théorie semi-classique a suffi à décrire les phénomènes de transport
dans les dispositifs utilisés par l’industrie électronique. Il s’agit d’une généralisation du modèle
de l’électron libre aux potentiels périodiques dans l’espace. Les électrons y sont représentés
en utilisant des ondes de Bloch, qui se déplacent entre deux collisions (avec des défauts,
des phonons, etc) selon les équations classiques du mouvement. L’équation du transport de
Boltzmann est utilisée afin d’obtenir la fonction de distribution des particules hors-équilibre,
souvent résolue par la méthode Monte-Carlo. Une autre approche, moins coûteuse mais
également moins précise, est basée sur le modèle de dérive-diffusion.

Ces méthodes sont performantes et prédictives pour beaucoup de matériaux, dont le
silicium cristallin, clef de voûte du paradigme actuel de l’électronique. Cependant, l’approche
semi-classique est généralement incapable de reproduire un certain nombre de phénomènes
propres à la physique quantique, le plus connu d’entre eux étant probablement l’effet tunnel.
De la même manière que pour le transport de chaleur, à l’échelle du nanomètre, le transport
électronique ne peut plus être caractérisé uniquement par des considérations issues de la
physique classiques. Plusieurs longueurs caractéristiques de l’électron sont du même ordre de
grandeur que le nanomètre : son libre parcours moyen (1 - 1000 Å), sa longueur de cohérence
de phase (distance moyenne sur laquelle l’électron conserve sa phase), et sa longueur de
localisation, c’est-à-dire l’étendue spatiale des états propres dans un système désordonné. À
cette échelle, de nouvelles propriétés de conduction électronique émergent. À nouveau, les
porteurs d’énergie peuvent se propager dans le régime balistique ; la résistivité électronique
n’est alors due qu’aux contacts du système avec d’autres matériaux. C’est par exemple le cas
du graphène, à suffisamment basse température[74], ainsi que dans les transistors à très faible
longueur de canal. D’autres effets, comme la localisation d’Anderson[75] dans les systèmes
désordonnés ou des phénomènes d’interférence[76] lorsque la phase reste cohérente, peuvent
également émerger.

Pour modéliser ces phénomènes, il est nécessaire d’utiliser un modèle de transport pre-
nant en compte les lois de la mécanique quantique. Dans cette partie, on va décrire un
modèle centré sur l’utilisation de fonctions de Green hors-équilibre (qu’on appellera par la
suite NEGF, pour Non-Equilibrium Green’s Function), en conjonction avec une description
explicite de la structure électronique par DFT, en utilisant les bases de fonctions localisées
de la sous-partie 1.3.3. L’approche NEGF consiste en un cadre général permettant de traiter
le transport quantique dans des nanostructures. Strictement équivalent à l’approche de Lan-
dauer dans le régime balistique, il permet de modéliser explicitement la diffusion inélastique
et les effets de corrélation forte, au niveau atomique. Elle naît des travaux de Martin et
Schwinger[77], de Kadanoff et Baym[78], et de Keldysh[79], en théorie de la perturbation
à N corps. On se basera principalement sur la description appliquée au transport quantique
qu’en fait Datta[80].

Tout au long des développements qui suivront, on considérera un système constitué
d’un canal central en contact avec deux électrodes, considérées comme semi-infinies. Les
électrodes peuvent avoir des potentiels chimiques µ différents, ce qui aurait pour effet de
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générer un courant électrique dans le canal. Un schéma du système est présenté sur la figure
13.

µ1 µ2H + U + ΣSΣ1 Σ2

Electrode Electrode

Canal

Figure 13 – Système étudié, constitué d’un canal central couplé à deux électrodes semi-
infinies de potentiel chimique µ.

4.1.1 Choix de représentation

Notre point de départ est l’équation de Schrödinger, appliquée à un Hamiltonien général :

Ĥψ(r) = Eψ(r)

Ĥ = −1

2
∇2 + Veff (r)

(110)

Avec Veff un potentiel effectif regroupant les effets à N-corps, qui contient le potentiel
de Hartree auquel on peut ajouter un potentiel d’échange-corrélation. L’approche NEGF
est indépendante de l’Hamiltonien choisi. On utilise ici une base localisée, particulièrement
adaptée aux calculs de transport quantique (grâce aux matrices creuses, qui permettent de
réduire sensiblement le temps de calcul ainsi que la mémoire requise), et orthogonale ; la
généralisation aux bases non-orthogonales est simple. Les vecteurs propres de l’Hamiltonien
s’écrivent alors :

ψk(r) =
∑

µ

φµ(r)cµk (111)

Le système qu’on s’apprête à décrire n’est périodique que dans les directions normales à
celle du transport (z). Il est donc pratique de considérer ici une représentation hybride. On
utilisera la représentation en états propres pour les directions transverses, et la représentation
dans l’espace réel pour la direction z . On peut séparer de cette manière l’Hamiltonien de
notre système : H = Hz + Ht :
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Hz =Ec −
1

2

d2

dz2
+ U(z)

Ht =− 1

2

(
d2

dx2
+

d2

dy 2

)
+ Ut(x , y)

(112)

Le potentiel transverse Ut est dans ce cas ignoré, et les états propres transverses sont
des ondes planes indexées par un vecteur k. Pour l’Hamiltonien longitudinal, on utilise un
réseau discret de maille a. On obtiendra la représentation matricielle de Hz par différences
finies :

Hzψn = −bψn−1 + (Ec + 2b + Un)ψn − bψn+1 (113)

Avec b = −1/2a2, et Un ≡ U(zn). La représentation matricielle de Hz peut donc s’écrire :

Hz =

|1〉 |2〉 · · · |N − 1〉 |N〉
|1〉 Ec + 2b + U1 −b · · · 0 0

|2〉 −b Ec + 2b + U2
. . . 0 0

...
... . . . . . . . . . ...

|N − 1〉 0 0
. . . Ec + 2b + UN−1 −b

|N〉 0 0 · · · −b Ec + 2b + UN

(114)

Finalement, dans notre représentation mixte, les éléments de H = Hz + Ht peuvent
s’écrire :

(Hz + Ht)n,k;n′,k′ = (Hz;n,n′ + εk) δk,k′ (115)

En admettant qu’on néglige les processus de diffusion entre modes k et k′, les modes
transverses peuvent être perçus comme des canaux indépendants monodimensionnels,
connectés en parallèle.

4.2 Système à l’équilibre

On commence par aborder l’état à l’équilibre, c’est-à-dire lorsque les potentiels chimiques
des électrodes valent celui du canal central. Les problèmes à l’équilibre peuvent être abordés
simplement en résolvant l’équation de Poisson d’une manière auto-cohérente avec la loi de la
mécanique statistique à l’équilibre, qui requiert que tous les états propres du système soient
remplis selon la fonction de Fermi f0 :

f0(E − µ) =

[
1 + exp

(
E − µ
kBT

)]−1

(116)

Avec µ le niveau de Fermi, ou potentiel chimique. La matrice densité à l’équilibre d’un
certain mode transverse k s’écrit :
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ρk =




f0 (ε1 + εk − µ) 0 · · · 0

0 f0 (ε2 + εk − µ)
. . . 0

... . . . . . . ...
0 0 · · · f0 (εl + εk − µ)




= f0 [Hz + (εk − µ) · I]

(117)

Avec I la matrice identité, et l l’index des valeurs propres de l’Hamiltonien longitudinal,
et ε les énergies propres de l’Hamiltonien transverse. Les modes transverses représentent
une série de canaux indépendants parallèles ; on peut donc sommer l’ensemble des matrices
densités :

ρ =
∑

k

ρk = F0 (Hz − µ · I) (118)

Avec :

F0(E − µ) =
∑

k

f0(E + εk − µ) (119)

Ainsi, selon l’équation 118, la matrice densité à l’équilibre est simplement la fonction de
Fermi de l’Hamiltonien, quelle que soit la représentation choisie.

4.2.1 Conditions aux limites périodiques

On cherche à résoudre d’une manière auto-cohérente les équations 117 et 118 avec
l’équation de Poisson (rappel : on utilise les unités atomiques) :

d2Uz

dz2
= −4πn (120)

Afin d’obtenir le profil du potentiel à l’équilibre, et la densité électronique n. À l’extrémité
gauche de notre maillage, on a

Eψ1 = −bψ0 + (Ec + 2b + U1)ψ1 − bψ2 (121)

Les électrodes étant semi-infinies, on cherche à se débarasser de ψ0 afin d’obtenir un Ha-
miltonien Hz de taille finie. Le même problème se pose au contact de l’électrode de droite,
cette fois-ci avec ψN+1. Si on fixe ψ0 et ψN+1 à zéro, on fixe une condition aux limites appro-
priée pour un mur de potentiel infini aux deux limites – ce qui n’est pas le cas de notre sys-
tème ; on cherche à représenter des conditions aux limites ouvertes. Une approximation plus
adaptée est d’utiliser une condition aux limites périodique (avec Hz(1,N) = Hz(N , 1) = −b).
La densité électronique approche alors correctement sa valeur massive près des électrodes. Il
s’agit cependant d’une approximation assez lourde, dont on va se débarasser par la suite avec
le concept de self-énergie. Cette approximation ne tient d’ailleurs qu’à l’équilibre ; lorsqu’une
différence de potentiel est introduite aux électrodes, on ne peut plus s’en contenter.
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4.2.2 Fonctions de Green

On commence par réécrire les équations 117 et 118 :

ρk =

+∞∫

−∞

dE f0(E + εk − µ) · δ(E · I−Hz)

ρ =

+∞∫

−∞

dE F0(E − µ) · δ(E · I−Hz)

(122)

La distribution de Dirac peut se transformer en utilisant l’expression bien connue :

2πδ(x) = lim
ε→η+

(
2ε

x2 + ε2

)
=

i

x + iη+
+

i

x − iη+
(123)

Avec η+ un nombre positif infinitésimal. Il vient ainsi :

δ(E · I−Hz) =
i

2π

(
1

(E + iη+) · I−Hz
− 1

(E − iη+) · I−Hz

)
(124)

Les matrices densité peuvent maintenant s’écrire sous une nouvelle forme :

ρk =
1

2π

+∞∫

−∞

dE f0(E + εk − µ) · A(E )

ρ =
1

2π

+∞∫

−∞

dE F0(E − µ) · A(E )

(125)

On a introduit la fonction spectrale A(E ), qu’on définit comme :

A(E ) = i
[
G(E )− G†(E )

]
(126)

G(E ) est la fonction de Green retardée :

G(E ) =
1

(E + iη+) · I−Hz
(127)

En prêtant attention à l’équation 125, on constate que la fonction spectrale (divisée par
2π) peut être interprétée comme la densité d’états disponibles remplis selon la fonction de
Fermi pour obtenir la densité électronique. Les composantes diagonales de la fonction spec-
trale, dans la représentation en espace réel, représentent la densité locale d’états à différents
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points de l’espace. Cette grandeur peut être mesurée expérimentalement, par microscopie à
sonde locale.

À juste titre, on peut se demander ce qu’on a gagné à écrire une version des équations
117 et 118 incluant une intégration sur l’énergie, qui semble bien dispensable. Tout l’intérêt
de cette formulation réside dans sa simplicité à traiter les systèmes ouverts, comme par
exemple celui présenté sur la figure 13. L’approche par fonctions de Green permet de se
concentrer principalement sur la section centrale (le canal), et de traiter l’effet des contacts
ainsi que de tout autre type de réservoir couplé au système à travers un ensemble de termes
qualifiés de self-énergies Σi , qui sont des matrices de la même taille que l’Hamiltonien du
canal - même si les contacts par exemple sont des systèmes nettement plus grands.

4.2.3 Self-énergie

Le concept de self-énergie est issu de la physique à N-corps, et est généralement utilisé
pour décrire l’interaction électron-électron. Il s’agit cependant d’une notion très générale,
qu’on peut appliquer dans notre cas à l’effet d’un contact semi-infini sur notre système. On
va considérer ici un système couplé à un réservoir semi-infini, comme décrit sur la figure 14.
L’Hamiltonien total a la forme générale :

(
H τ
τ † HR

)
(128)

Avec τ la matrice des termes croisés, et où la dimension de HR est bien supérieure à
celle de H.

HRH ≡ H + Σ

Réservoir

Système

Figure 14 – L’interaction entre un système et un réservoir peut être modélisée à l’aide d’une
matrice de self-énergie Σ

La fonction de Green globale s’écrit :

(
G GSR

GRS GR

)
=

(
(E + iη+) · I−H −τ

−τ † (E + iη+) · I−HR

)−1

(129)

La seule partie de la fonction de Green qui nous intéresse est G, celle du système. On
peut montrer simplement que :

G =
1

(E + iη+) · I−H−Σ
∼ 1

E · I−H−Σ
(130)
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Avec

Σ = τgRτ
† et gR =

1

(E + iη+) · I−HR
(131)

L’action du réservoir sur le système peut donc être caractérisée en ajoutant une matrice
de self-énergie Σ à l’Hamiltonien H. Il s’agit d’un concept très général qui permet de ne pas
avoir à traiter les très larges matrices du réservoir. Contrairement à η+, la self-énergie n’est
pas nécessairement une quantité infinitésimale. Il semblerait cependant qu’on ait besoin
d’inverser une matrice très large pour obtenir gR , afin d’être en mesure d’évaluer la self-
énergie :

Σ(m, n) =
∑

α,β

τ (m, α) gR(α, β) τ †(β, n) (132)

(m, n) et (α, β) représentent respectivement les point contenus dans le système central, et
ceux du réservoir. La matrice τ ne couple les points du système central qu’avec un nombre
très réduit de points contenus sur la surface du réservoir. On n’a ainsi besoin d’obtenir
gR(α, β) que pour l’ensemble des points (α, β) contenus dans la surface de contact. Cette
matrice s’appelle la fonction de Green de surface, et il est souvent possible de la déterminer
analytiquement, si tant est qu’un modèle simple peut décrire le réservoir. Pour le système à
deux électrodes, la self-énergie Σ1(E ) qui représente le couplage à l’électrode de gauche (1)
s’écrit :

Σ1(E ) =

|1〉 |2〉 · · · |N − 1〉 |N〉
|1〉 −b exp(ik1a) 0 · · · 0 0

|2〉 0 0
. . . 0 0

...
... . . . . . . . . . ...

|N − 1〉 0 0
. . . . . . 0

|N〉 0 0 · · · 0 0

(133)

Où E = Ec + U1 + 2b(1 − cos k1a). Pour prendre en compte exactement l’action de
l’électrode semi-infinie gauche, il suffit donc d’ajouter un seul terme à Hz(1, 1). En reprenant
nos considérations sur les conditions aux limites du système, l’approche de self-énergie que
nous utilisons ici stipule qu’aux extrémités du système, il n’y a que des états de diffusion
sortants. Le système réel contient également des états de diffusion entrants, mais cela n’a
aucune importance lorsqu’on évalue la fonction de Green. Celle que nous avons choisie est la
fonction de Green retardée, c’est à dire la réponse du système à une excitation impulsionnelle.
On aurait tout aussi bien pu considérer l’inverse, c’est-à-dire la fonction de Green avancée, en
soustrayant cette fois-ci un nombre infinitésimal ; on aurait alors eu uniquement des états de
diffusion entrants dans le système aux extrémités, mais le principe est exactement le même
– si ce n’est que la forme retardée a un sens physique. On peut donc maintenant écrire :

ψ0 = ψ1 exp(ik1a)

⇒ Eψ1 = −b exp(ik1a)ψ1 + (2b + U1)ψ1 − bψ2

(134)
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Ainsi que la forme équivalente à l’électrode de droite (2). On peut maintenant écrire la
fonction de Green du système comme :

G(E ) =
1

E · I−Hz −Σ1 −Σ2
(135)

Les deux self-énergies décrivent les conditions aux limites d’une manière exacte.

4.2.4 Elargissement des niveaux d’énergie

On pourrait penser que le concept de self-énergie n’est qu’un autre type de conditions
aux limites. Il y a cependant deux propriétés qui différencient la self-énergie d’un Hamiltonien
habituel. Premièrement, elle dépend de l’énergie, et deuxièmement, elle n’est pas hermitienne.
On peut écrire :

Hz + Σ1 + Σ2 =

(
Hz +

Σ1 + Σ†1
2

+
Σ2 + Σ†2

2

)
+

(
Σ1 −Σ†1

2
+

Σ2 −Σ†2
2

)

=H̃z − i
(Γ1 + Γ2)

2

(136)

Où

H̃z = Hz +
Σ1 + Σ†1

2
+

Σ2 + Σ†2
2

, Γ1,2 = i
(

Σ1,2 −Σ†1,2

)
(137)

La self-énergie a donc deux effets directement visibles. Le premier est de transformer
l’Hamiltonien, ce qui évidemment modifie les valeurs propres et leurs énergies associées. Le
second, plus important, est d’introduire une partie imaginaire aux énergies, déterminée par
les fonctions d’élargissement Γ1 et Γ2.

Pour cerner le sens physique de ces fonctions, imaginons une représentation qui diago-
nalise H̃z . Cette représentation ne diagonalisera pas nécessairement les fonctions d’élargis-
sement. Mais s’il se trouve que c’est le cas, les énergies propres de Hz + Σ1 + Σ2 seront :

ε− i(γ1 + γ2)/2 (138)

Avec ε, γ1 et γ2 les énergies propres respectives de Hz , Γ1, Γ2. On peut se représenter
cela comme un élargissement d’un niveau d’énergie, de δE − ε à une ligne de la forme

γ1 + γ2

(E − ε)2 +
(
γ1+γ2

2

)2 (139)

Qui n’est pas nécessairement lorentzienne, étant donné que γ1 et γ2 dépendent de l’éner-
gie.
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La partie imaginaire de l’énergie fait que la fonction d’onde ainsi que son amplitude de
probabilité associée décroît dans le temps, ce qui peut être noté sous une forme simple, si
on néglige la dépendance en énergie des γ :

ψ ∝ e−iεte−γ1t/2e−γ2t/2

∣∣ψ2
∣∣ ∝ e−γ1te−γ2t

(140)

Un électron placé initialement dans cet état s’échappera par les contacts gauche et droite
respectivement selon les constantes de temps 1/γ1 et 1/γ2. Les γ représentent donc l’allure
à laquelle un électron initialement dans un certain état s’échappera par les contacts gauche
et droite.

4.3 Transport cohérent

Dans cette partie, on va chercher à nouveau à déterminer la matrice densité, mais cette
fois-ci lorsque les deux électrodes semi-infinies ont deux niveaux de Fermi différents (µ1 6=
µ2). La solution générale est non-triviale ; il est cependant possible de simplifier le problème
en négligeant les processus de diffusion dans le canal, ce qui est une bonne approximation
pour de nombreux dispositifs très courts, comme les diodes à effet tunnel résonant. Le
transport est alors dit cohérent, et on est dans le régime balistique. Les valeurs propres du
système complet peuvent alors être divisées en deux groupes, selon que l’onde soit incidente
du contact de gauche ou de celui de droite. Lorsqu’une différence de potentiel est appliquée,
ces états "gauche" et "droite" demeurent en équilibre avec les contacts gauche et droite,
respectivement.

Cette considération réduit drastiquement la complexité du problème. Elle permet de trai-
ter un problème hors-équilibre en utlisant les outils de la mécanique statistique à l’équilibre.
Cette observation est à la base du formalisme de transmission, largement répandu en phy-
sique mésoscopique[81]. À l’équilibre, on remplit la fonction spectrale selon la fonction de
Fermi. Sous l’effet d’une différence de potentiel, on remplit la partie de gauche de A selon
la fonction de Fermi du contact de gauche, et la partie de droite avec celle du contact de
droite. À partir de l’équation 125, on peut réécrire la matrice densité en décomposant la
fonction spectrale par rapport aux contacts :

ρk =
1

2π

+∞∫

−∞

dE [ f0(E + εk − µ1)A1 + f0(E + εk − µ2)A2 ]

ρ =
1

2π

+∞∫

−∞

dE [ F0(E − µ1)A1 + F0(E − µ2)A2 ]

(141)

En utilisant les fonctions de Green, on peut facilement séparer la fonction spectrale en
contributions gauche et droite :

A1 = GΓ1G† , A2 = GΓ2G† (142)
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On vérifie que la fonction spectrale totale est bien la somme de ces deux contributions.
Rappelons d’abord que :

G−1 = E · I−Hz −Σ1 −Σ2

(G†)−1 = E · I−Hz −Σ†1 −Σ†2
(143)

En soustrayant G−1 à (G†)−1, et selon l’équation 137, on arrive à :

i
[
(G†)−1 − G−1

]
= (Γ1 + Γ2) (144)

On pré-multiplie par G et on post-multiplie par G† :

i G
[
(G†)−1 − G−1

]
G† = G (Γ1 + Γ2) G†

⇒ i
(
G− G†

)
= GΓ1G† + GΓ2G†

(145)

On reconnaît la fonction spectrale (totale) dans la partie gauche, ainsi que les deux
contributions des contacts dans la partie droite. Lors d’un calcul hors-équilibre, l’équation
141 est résolue d’une manière auto-cohérente avec l’équation de Poisson.

4.3.1 Courant, conductance, transmission

Dans le formalisme NEGF, le courant "cohérent" ou élastique I peut s’écrire[82] :

I (V ) = G0

+∞∫

−∞

dE [F0(E − µ1)− F0(E − µ2)]× Tr
(
Γ1G†Γ2G

)
(146)

Avec G0 = 2e2/h le quantum de conductance. En identifiant la matrice t de transmission
(gauche → droite) :

t(E ) =
√

Γ2G
√

Γ1 (147)

On arrive à une expression de la conductance G = I/V par rapport à la transmission :

G (V ) =
G0

V

+∞∫

−∞

dE [F0(E − µ1)− F0(E − µ2)]× Tr
(
t†t
)

(148)

Qui est exactement la formule de Landauer et Büttiker[83].

Il est possible d’aller au delà du transport cohérent, en considérant des termes de self-
énergie supplémentaires. Il est intéressant de se rendre compte que conceptuellement, l’action
des processus de diffusion inélastique (avec d’autres électrons, avec les phonons, etc) peut se
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représenter comme un contact (self-énergie) répandu à travers le système. Le traitement du
transport inélastique connaît un essor important depuis les années 2000, notamment avec les
travaux de Frederiksen, Paulsson, Brandbyge et Jauho[84, 85, 86]. Pour de petits systèmes,
il est possible par exemple d’inclure le couplage électron-phonon dans le calcul du courant,
ce qui permet de comparer directement les résultats à des techniques expérimentales comme
la spectroscopie par effet tunnel inélastique. Cette méthode est bien adaptée à l’électronique
moléculaire, où les systèmes sont naturellement assez réduits.

4.4 Implémentation dans transiesta

L’approche par fonctions de Green hors-équilibre a été implémentée dans le code tran-
siesta[87]. Il s’agit d’une méthode basée sur la DFT telle qu’elle est implémentée dans
siesta, c’est à dire en utilisant des pseudo-potentiels à norme conservée et des combinai-
sons linéaires d’orbitales atomiques pour décrire les états de valence. transiesta a été
récemment optimisé grâce aux travaux d’Andersen[88]. L’approche a été généralisée à l’em-
ploi de N ≥ 1 électrodes, et diverses méthodes numériques adaptées aux matrices creuses ont
permis d’améliorer sensiblement l’efficacité du code. On décrira ici quelques spécificités de
la méthode transiesta, notamment pour l’intégration sur l’énergie de la matrice densité,
et pour le traitement du potentiel de Hartree hors-équilibre.

4.4.1 Intégration sur l’énergie de la matrice densité à l’équilibre

Rappelons l’expression de la matrice densité à l’équilibre (voir équation 125) :

ρeq =
i

2π

+∞∫

−∞

dE F0(E − µ)
[
G(z)− G†(z)

]
(149)

Avec z = E + iη+. La matrice densité à l’équilibre est symétrique par renversement du
temps, ce qui en fait une matrice réelle (ρ∗eq = ρT

eq = ρeq).

Tous les pôles de la fonction de Green retardée sont sur l’axe des réels (les énergies
propres), et ceux de la fonction de Fermi sont sur l’axe des imaginaires purs. On va intégrer sur
un contour, pour ensuite utiliser le théorème des résidus. Pour une température électronique
T donnée, on considère le contour présenté sur la figure 15.

µ

Im

Re

BV R

L

C

zν ∆
γ

Figure 15 – Contour d’intégration pour la matrice densité à l’équilibre : L =](+∞; +i∆), (µ−
γ,+i∆)[, C , R = [(BV ; iδ), (+∞; iδ)[
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Le contour contient un segment droit L, un segment courbe C , et un dernier segment
droit R allant de (BV ; iδ) à (+∞; iδ), le long de l’axe des réels (BV : bas de la bande de
valence). Les seuls pôles de la fonction de Fermi à être contenus dans ce contour sont ceux
situés à zν = ikbTπ(2ν + 1). Maintenant, selon le théorème des résidus, on peut écrire :

∮

L+C+R

dE F0(E − µ)
[
G(z)− G†(z)

]
= −2πikBT

∑

zν

[
G(zν)− G†(zν)

]
(150)

Cette intégrale curviligne peut être calculée numériquement à une température finie, en
choisissant le nombre de points de la fonction de Fermi à entourer. Loin de l’axe des réels
(partie C ), la fonction de Green est lisse ; on peut alors utiliser une quadrature de Gauss
avec un nombre de points réduit.

4.4.2 Intégration sur l’énergie de la matrice densité hors-équilibre

On peut montrer[87] que la matrice densité totale hors-équilibre peut se diviser en la
partie à l’équilibre d’une électrode, et la partie hors-équilibre de l’autre :

ρneq = ρj
eq + ∆j ′

neq

ρj
eq =

i

2π

+∞∫

−∞

dE F0(E − µj )
[
G(z)− G†(z)

]

∆j ′
neq =

1

2π

+∞∫

−∞

dE [F0(E − µj ′)− F0(E − µj )] G(z)Γj ′G
†(z)

(151)

Le triple produit G(z)Γj ′G
†(z) pose problème, parce qu’il n’est pas analytique. De plus,

la partie hors-équilibre n’est pas une matrice réelle comme ρeq, étant donné que les états
de diffusion, à cause de leurs conditions aux limites, rompent la symétrie par renversement
de temps. Cependant, si on n’est vraiment intéressé que par la densité électronique, et si on
utilise une base de fonctions réelles (ce qui est le cas avec siesta, voir équation 111), on
peut négliger la partie imaginaire de ρneq :

n(r) =
∑

µν

φµ(r) Re
[
ρneq

]
φν(r) (152)

Pour déterminer la partie hors-équilibre de la matrice densité, il faut intégrer numérique-
ment sur une grille fine, avec un élargissement des niveaux énergétiques non-nul. L’erreur
d’intégration provient principalement des intégrales réelles, et ∆L ou ∆R peuvent tour à tour
dominer l’erreur. La matrice densité est alors calculée en utilisant la somme pondérée de
deux intégrales :

ρneq = w
(
ρL

eq + ∆R
neq

)
+ (1− w)

(
ρR

eq + ∆L
neq

)
(153)
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Où w est la pondération :

w =
(∆L

neq)2

(∆L
neq)2 + (∆R

neq)2
(154)

4.4.3 Potentiel de Hartree

Le potentiel de Hartree est déterminé par résolution de l’équation de Poisson (voir équa-
tion 120. Lorsqu’on définit la densité électronique dans la partie centrale du système complet,
le potentiel de Hartree est alors indéterminé à un terme linéaire près :

VH(r) = ζ(r) + a · r + b (155)

Où ζ(r) est une solution de l’équation de Poisson dans le canal du système, et a et b sont
des paramètres à déterminer à partir des conditions aux limites. Comme vu précédemment, on
utilise des conditions périodiques dans les directions transverses au transport, ce qui fixe deux
des composantes de a. Les deux derniers paramètres sont obtenus en calculant la valeur du
potentiel de Hartree au contact des électrodes gauche et droite. Le potentiel électrostatique
dans les contacts semi-infinis est calculé indépendamment, lors d’un calcul préliminaire où
on ne considère que l’électrode avec des conditions périodiques dans toutes les directions. Ce
calcul préliminaire permet également de déterminer la self-énergie. Lorsqu’on a une différence
de potentiel non-nulle, il faut encore décaler de sa valeur le potentiel de Hartree des deux
électrodes.

L’équation de Poisson est résolue par une approche utilisant des transformées de Fourier
rapides. Une super-cellule du système complet est construite, qui peut contenir du vide dans
la direction de transport si la nature des deux électrodes n’est pas équivalente. Pour une
différence de potentiel V , les potentiels électrostatiques des électrodes gauche et droite
doivent être respectivement décalés de V /2 et de −V /2 - de fait, Vh sera alors discontinu à
la frontière de la cellule complète. Le potentiel électrostatique de la super-cellule est alors :

VH(r) = ζ̃(r)− V

(
z

Lz
− 0.5

)
(156)

Où ζ̃(r) est une solution périodique de l’équation de Poisson, est peut ainsi être obtenue
par transformée de Fourier rapide.
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Deuxième partie

Paramétrisation d’un potentiel
interatomique par calculs ab initio
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5 Introduction et physique des potentiels COMB

La prédiction quantitative de propriétés structurales, vibrationnelles, et thermiques de sys-
tèmes hétérogènes à l’échelle nanométrique requiert une description précise des interactions
à l’échelle de l’atome. Malgré l’évolution exponentielle de la puissance de calcul et les progrès
des sciences numériques, les limites actuelles des calculs ab initio font qu’il est nécessaire
d’utiliser des méthodes basées sur des potentiels interatomiques empiriques pour décrire des
millions de configurations de systèmes contentant des dizaines de milliers de particules. Dans
le cas des systèmes homogènes, les méthodes de potentiels empiriques sont bien dévelop-
pées : métaux pures, composés ioniques, liquides et polymères peuvent ainsi être modélisés
avec une grande précision. Beaucoup de potentiels ont été développés et paramétrés pour les
formes pures de la silice et du silicium[89, 90, 91, 55, 92, 93, 50, 51], notamment dans les
années 1980 - 1990. Cependant, le développement de potentiels adaptés à la description de
systèmes hétérogènes, comme l’interface entre un semi-conducteur et un oxyde, reste un défi
majeur. Les raisons principales sont la modélisation des phénomènes de transfert de charge,
et de variations dans la topologie de liaison.

Dans ce contexte, le silicium et son oxide ont un rôle prototypique, principalement parce
que les deux matériaux,souvent en contact, sont omniprésents dans les composants élec-
troniques. Quelques potentiels permettent déjà de modéliser les deux matériaux à différents
degrés de précision[94, 95, 96], mais le besoin d’un cadre plus général et plus robuste se fait
sentir. En effet : étant donné que le silicium et son oxyde continuent à être des matériaux
essentiels[97, 98, 99, 100], et que les détails à l’échelle du nanomètre jouent un rôle de
plus en plus important pour les dispositifs électroniques avancés, une description générale et
unifiée de ces systèmes multi-composants et hétérogènes est requise, qui ne se limite pas aux
propriétés des massifs, mais permettant également de modéliser précisément les phénomènes
de surface ou d’interface.

L’augmentation persistante et continue de la puissance de calcul des ordinateurs fait
que nous ne sommes plus limités à l’utilisation de potentiels légers, et la miniaturisation
constante des composants de micro-électronique demandera fatalement une description ato-
mistique de dispositifs entiers pour l’optimisation de leur design, de leur fabrication, et de
leur fiabilité. À partir de ces idées a été construit un cadre général de potentiels à N-corps
et à charge optimisée (COMB, pour Charge-Optimized Many-Body potential en anglais). Il
s’agit d’un potentiel dont la forme fonctionnelle permet de décrire les principales interac-
tions chimiques : les liaisons covalente, métallique, ionique, et les interactions de van der
Waals. Deux paramétrisations de générations précédentes de COMB ont déjà été réalisées
pour Si-O[101, 102]. La troisième génération de COMB remplace les précédentes : la portée
du potentiel est étendue à la description de molécules organiques, ainsi qu’à leur interaction
avec des surfaces métalliques[103]. De nombreux jeux de paramètres ont récemment été
introduits pour diverses classes de systèmes hétérogènes[104, 105, 106, 107, 108, 109, 110].

Dans ce chapitre, on présentera la paramétrisation de COMB3 pour Si/SiO2 : du pro-
cessus d’optimisation en utilisant de l’information issue de calculs ab initio, à l’évaluation du
domaine de validité du potentiel. À titre d’exemple, on présentera un exemple complet d’ap-
plication : l’étude de la résistance de Kapitza à l’interface silice amorphe - silicium cristallin.
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5.1 COMB : un potentiel à N-corps et à charge variable

La troisième génération du potentiel à N-corps et à charge optimisée consiste en un
formalisme robuste, rigoureux et général, adapté à la modélisation simultnanée des différents
types de liaisons chimiques. Pour une description complète de la forme fonctionnelle du
potentiel, on pourra consulter les références [103, 111], car certains termes optionnels ne
seront pas présentés ici. La forme fonctionnelle complète de l’énergie potentielle de COMB3
s’écrit :

U tot [{q}, {r}] = Ues [{q}, {r}] + U short [{q}, {r}] + UvdW [{r}] + Ucorr [{q}, {r}] (157)

Avec Ues les énergies électrostatiques, Ushort l’énergie due aux interactions à courte dis-
tance, UvdW le terme de van der Waals, et Ucorr une collection de termes correctifs. Les deux
derniers termes n’ont pas été utilisés dans le cas présent : leur intégration dans notre procé-
dure d’optimisation n’a pas donné de meilleurs résultats, tout en augmentant largement la
complexité du processus. Leur valeur est fixée à zéro, et on ne détaillera pas leur formalisme
ici. Le terme de van der Waals est cependant présenté dans la section 8. On peut également
remarquer que les fonctions de correction consistent en une série de polynômes de Legendre.

5.1.1 Interactions électrostatiques

Les énergies électrostatiques incluent des interactions charge-charge, charge-noyau, un
terme dit de self-énergie représentant l’énergie nécessaire à la formation d’une charge sur un
atome donné, et un terme de polarisabilité atomique :

Ues [{q}, {r}] = Uqq[{q}, {r}] + UqZ [{q}, {r}] + U self [{q}, {r}] + Upol [{q}, {r}] (158)

On a choisi de ne pas utiliser le terme de polarisabilité : son utilisation n’a pas non
plus amélioré les performances de notre potentiel. De plus, la prise en charge des effets
de polarisation nécessitent une procédure auto-cohérente qui augmente d’une manière non
négligeable le coût de calcul. Dans le cadre de COMB3, les charges atomiques ne sont pas
décrites ponctuellement, mais en utilisant une fonction de densité de charge de Streitz-
Mintmire[112], afin d’éviter la catastrophe de Coulomb. La densité de charge d’un atome
s’écrit :

ρi (r, qi ) = Ziδ (|r − ri|) + (qi − Zi ) fi (|r − ri|) (159)

Avec r la position dans l’espace, ri la position de l’atome i , Zi une charge ponctuelle de
noyau effectve, ici traitée comme un paramètre, δ la fonction delta de Dirac, et f (r) une
fonction représentant la décroissance radiale de la densité électronique dans une orbitale s :

f (|r − ~ri |) = ζ3
i π
−1 exp (−2ζi |r − ri|) (160)

ζi , appelé l’exposant de Slater, est un paramètre contrôlant la raideur de la décroissance
radiale. Les interactions charge-charge et charge-noyau peuvent s’écrire :
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Uqq[{q}, {r}] =
∑

i

∑

j>i

qiJ
qq
ij qj

UqZ [{q}, {r}] =
∑

i

∑

j>i

(
qiJ

qZ
ij Zj + qjJ

qZ
ji Zi

) (161)

Où Jqq
ij est l’opérateur intégral de Coulomb, et JqZ

ij l’opérateur de couplage charge-noyau.
Le traitement des interactions électrostatiques est assuré avec l’approche de Wolf. Il s’agit
d’une méthode permettant d’approximer, avec un potentiel à courte portée dont le rayon de
coupure est ici fixé à 11 Å, les énergies et les forces calculées à partir de la somme d’Ewald.
Moins précise que cette dernière, elle est néanmoins beaucoup moins coûteuse. Un de ses
défauts est de ne pas être dérivable à la valeur de coupure.

L’énergie nécessaire à la formation d’une charge sur un atome est approchée par une
série de Taylor par rapport à sa charge, comme établi par Mortier et al.[113], avec un terme
correctif :

U self [{q}] =
∑

i

[
χiqi + Jiq

2
i + Kiq

3
i + Liq

4
i + 100 ·

(
qi − qlim

i

)
q4

i

]
+ V field

i (162)

χi et Ji sont respectivement assimilés à l’électronégativité et à la dureté chimique d’un
atome. Le terme de correction V field

i représente la variation d’électronégativité et de dureté
chimique d’un atome lié à son environnement, en utilisant quatre paramètres ajustables :

V field
i =

1

4πε0

∑

j>i

(
Pχ

ij qj

r 3
ij +

(
Aχij/rij

)3 +
PJ

ij q
2
j

r 5
ij +

(
AJ

ij/rij
)5

)
(163)

5.1.2 Méthode d’optimisation des charges

La majeure partie des modèles de potentiels ioniques ou organiques associent une valeur
de charge à chaque type de particule présent dans le système. La charge est généralement
traitée comme un paramètre ajustable, ce qui a pour effet de réguler la force de l’interaction
électrostatique régnant dans le système considéré. On peut également extraire la valeur
des charges à partir d’une approche ab initio, par analyse de Bader[114] ou par analyse de
population de Mulliken[115, 116].

Ainsi, pour chaque type de particule (généralement un élément dans une configuration
particulière pour un potentiel à topologie fixe, ou plus simplement un élément le cas échéant),
une valeur de charge est donnée, qui reste fixe au cours de la dynamique. Il s’agit d’une
approximation tout à fait acceptable pour la description de systèmes massifs, mais qui montre
ses limites lorsqu’on cherche à décrire des hétérogénéités, où la redistribution de charges peut
être déterminante. Des schémas d’optimisation à la volée ont cependant été développés, afin
de permettre à la charge de prendre des valeurs différentes en fonction de son environnement
local.
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Ces méthodes reposent sur le principe d’égalisation de l’électronégativité qui établit que,
dans un système fermé à l’équilibre chimique, l’électronégativité (la valeur négative de la dé-
rivée du potentiel électrochimique) doit être égale à chaque site atomique : dans un système
électronique, les électrons sont redistribués afin de minimiser ou d’égaliser l’électronéga-
tivité de Mulliken[117, 118]. Deux méthodes principales ont été développées à partir du
principe d’égalisation de l’électronégativité : la méthode d’égalisation de l’électronégativité
de Mortier et al.[119, 120] (appelée EEM), et la méthode d’équilibration de l’électronéga-
tivité proposée par Rappe et Goddard[121, 112] (QEq). Ces deux schémas sont similaires
- cependant, l’approche QEq tient compte explicitement de l’effet de masquage entre les
nuages d’électrons qui se recouvrent. La distribution de charge du schéma QEq dépend elle-
même de la charge, il faut donc recourir à un cycle itératif afin d’atteindre l’auto-cohérence,
ce qui en fait une méthode plus coûteuse que l’approche de Mortier. Ces deux méthodes
ont été utilisées en conjonction avec de nombreux potentiels, pour tous types de systèmes.
Notamment, l’approche EEM est utilisée dans l’autre grande famille de potentiels réactifs,
ReaxFF[122, 123, 124, 125]. QEq a été utilisée en complément d’un potentiel de Finnis-
Sinclair pour modéliser l’interface aluminium-alumine[112], d’un potentiel de Morse dans
l’approche MS-Q[126] pour décrire la transition quartz-stishovite de SiO2, et avec un po-
tentiel basé sur l’approximation au second moment des liaisons fortes pour les oxydes de
titane et de zirconium[127]. Récemment, elle a également été utilisée dans le cadre de la
méthode 2NNNMEAM[128], un nouveau potentiel général permettant de décrire les liaisons
chimiques principales. Il s’agit finalement de la méthode utilisée avec les potentiels COMB.

Une méthode peu coûteuse pour l’optimisation des charges est celle du Lagrangien
étendu, développée par Rick[129]. Le Lagrangien du système s’écrit :

L =
N∑

i=1

1

2
mi ṙ

2
i +

N∑

i=1

1

2
MQ q̇

2
i − Utot − λL

N∑

i

qi (164)

Les premier et deuxième termes représentent l’énergie cinétique associée respectivement
aux atomes et aux charges atomiques, avec mi la masse de l’atome i , MQ la masse fictive
de la charge, et N le nombre total d’atomes. λL est un facteur indéterminé qui assure la
conservation de la charge totale du système. À partir du Lagrangien, on peut écrire les
équations du mouvement dans l’espace des coordonnées réelles et de charges :

mi r̈i =− ∂U tot

∂ri

MQ q̈i =− ∂U tot

∂qi
− λL = −χi − λL

(165)

Avec χi l’électronégativité de l’atome i . L’égalité ∂qi
U tot = χi est une conséquence du

principe d’égalisation de l’électronégativité[117]. La charge totale est conservée :

∑

i

q̈i = 0 (166)

Ainsi, λL représente la valeur négative de l’électronégativité moyenne, ou le potentiel
chimique moyen du système :



5.1 - COMB : un potentiel à N-corps et à charge variable 59

λL = − 1

N

∑

i

χi = −χ̄ = µ̄ (167)

On arrive alors à un ensemble d’équations du mouvement dans l’espace des charges :

MQ q̈i = χ̄− χi (168)

Entre les itérations de dynamique des atomes, on peut donc utiliser un schéma d’inté-
gration numérique comme le Verlet-vitesse pour déterminer la nouvelle valeur des charges
atomiques. La force totale appliquée à chaque atome peut s’écrire :

f i = −dU

dx
= −

∑

i

∂U

∂qi

∂qi

∂x
− ∂U

∂x
(169)

Lorsque la condition d’équilibration de l’électronégativité est exactement satisfaite
(∂qi

U = −λL), et dans le cas d’un système neutre, c’est-à-dire lorsque la somme des charges
atomiques est nulle, le premier terme du membre de droite de l’équation 169 vaut zéro :

∑

i

∂U

∂qi

∂qi

∂x
= −λL

∂

∂x

∑

i

qi = 0 (170)

Ainsi, si ces deux conditions sont satisfaites et si la charge totale est correctement conser-
vée, il n’y a pas besoin d’évaluer la dérivée de la charge par rapport à la position. Cependant,
dans le schéma numérique présenté ici, le principe d’égalisation de l’électronégativité n’est
jamais exactement respecté. Elle est appliquée en projetant itérativement à chaque pas de
temps électronique les charges avec un terme supplémentaire d’amortissement, jusqu’à ce
que l’électronégativité individuelle des atomes soit homogène, à une certaine tolérance près :

MQ q̈i = χ̄− χi + νq̇i (171)

Avec ν le facteur d’amortissement, dont la valeur a été déterminée empiriquement. Une
fois que les charges ont été équilibrées, la dynamique des ions reprend. Le cycle QEq peut être
utilisé tous les n pas de temps. Il faut noter que l’approche de la dynamique amortie détruit
la conservation de l’énergie libre associée aux charges. Il faut donc être particulièrement
vigilant lorsqu’on utilise cette méthode d’optimisation des charges, notamment ne pas s’en
servir avec un pas de temps trop large, ou sur un temps trop long (typiquement supérieur à 50
ps, mais cela dépend également d’autres paramètres). En pratique, on utilisera toujours QEq
pour équilibrer un système (une interface par exemple, dont la densité de charges n’est pas
homogène). Une fois l’équilibre atteint, on fixe la valeur des charges. Pour le cas d’un système
dont le paramètre de maille a déjà été relaxé par rapport aux conditions thermodynamiques
désirées, on peut également se servir de QEq uniquement pour initialiser la valeur des charges,
ce qui est particulièrement pratique.



60 Introduction et physique des potentiels COMB

5.1.3 Interactions à courtes distances

L’énergie de laison est décrite avec deux termes de paire, l’un attractif et l’autre répulsif,
qui dépendent à la fois de la distance et de la charge. La partie attractive du potentiel est
couplée à un terme d’ordre de liaison, comme dans le cas du potentiel de Tersoff.

U short [{q}, {r}] =
∑

i

∑

j>i

Fc(rij )
[
V R(rij , qi , qj )− bijV

A(rij , qi , qj )
]

(172)

Avec V R et V A respectivement les termes de répulsion et d’attraction, bij le terme d’ordre
de liaison, et Fc une fonction de coupure de Tersoff. On a :

V R = Aij exp [−λij rij + λ∗i ] (173)

V A = B∗ij exp (α∗i )
3∑

n=1

[
Bn

ij exp
(
−αn

ij rij
)]

(174)

λ∗i , α
∗
i et B∗ij sont des fonctions qui dépendent de la charge, dérivées initialement par

Yasukawa[130]. Leur expression n’est pas détaillée ici, étant donné que leur influence est
presque négligeable. On pourra consulter la référence [111] pour plus de détails. Le terme
attractif est composé de trois exponentielles différentes ; la flexibilité obtenue est nécessaire
afin de décrire correctement l’ensemble des liaisons impliquant le carbone. Ici, on n’a utilisé
qu’une seule exponentielle (et donc deux paramètres sur les six) pour décrire les liaisons
impliquant le silicium et l’oxygène.

Le terme d’ordre de liaison altère l’attraction courte portée entre deux atomes en fonction
de leur environnement local :

bij =
1

2

(
bσ−πij + bσ−πji

)
+ bπij (175)

bπij capture les effets non-locaux de conjugations, importants dans les systèmes orga-
niques. Le terme est décomposé en deux contributions, une pour le caractère radical, et
l’autre prenant en compte la directionnalité des angles dihèdre. On ne se sert pas de ces
termes dans le cas présent. bσ−πij représente la contribution venant de la liaison covalente :

bσ−πij =

{
1 +

[
NN∑

k 6=i ,j

Fc(rik)ζ(rij , rik)gij (cos(θijk))

]ηi

+ Pij (Ωi )
ηi

}
(176)

ζ(rij , rik) = exp
[
βmi

ij (rij − rik)mi
]

(177)

gij (x) =
6∑

n=0

bn,ijx
n (178)

Pij (Ωi ) = c0Ωi + c1e
c2Ωi + c3 (179)
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La fonction de symétrie ζ(rij , rik) affaiblit les liaisons les plus longues, comme une fonc-
tion d’écrantage. Son intensité est controlée par le paramètre βij . La fonction angulaire
gij (cos(θijk)) est un polynôme d’ordre six, dans lequel on utilise des paramètres dont la va-
leur dépend des deux atomes liés, de b1,ij à b6,ij . Dans la plupart des cas, la fonction de
coordination Pij (Ωi ) a la forme analytique présentée dans l’équation 179. Ωi est la coor-
dinence de l’atome central i , sans compter l’atome j . Pour les liaisons carbonées, où la
dépendance sur la coordination est complexe, on utilise une spline tricubique à la place de
la forme analytique.

6 Une procédure d’optimisation automatisée : For-
cefield Optimizer

Cette section présente la procédure d’optimisation des paramètres telle qu’on l’a établie.
On détaillera tout d’abord les méthodes de calcul de structure électronique utilisées pour
constituer les jeux d’entraînement et de validation. Ensuite, on abordera la procédure d’op-
timisation à proprement parler. Finalement, on présentera le jeu de paramètres obtenu ainsi
que sa fidélité aux données d’entrée.

6.1 Calculs ab initio

6.1.1 Méthodes de calcul

La majeure partie des calculs ab initio a été réalisée avec le code de DFT à base d’ondes
planes vasp (Vienna Ab initio Simulation Package)[131, 132], développé par le groupe de
Kresse à l’Université de Vienne, et intégré dans l’environnement de simulation MedeAr[133].
Les effets d’échange-corrélation ont été décrits dans le cadre de la GGA, avec la fonctionnelle
PBEsol, proposée par Perdew et al.[134]. Il s’agit d’une fonctionnelle qui améliore la descrip-
tion des propriétés d’équilibre des solides denses, ainsi que leurs surfaces. Les équations de
Kohn et Sham ont été résolues avec la méthode PAW en utilisant des ondes planes tronquées
à une énergie de 400 eV.

Lors de la phase préliminaire visant à sélectionner une méthode ab initio appropriée à la
description de la silice, on a également utilisé une fonctionnelle hybride, HSE06[135], mixée à
PBEsol. Comme on le verra par la suite, les approches de DFT basées sur la GGA ou la LDA
ne permettent pas de décrire très précisément les différences d’énergie entre les polymorphes
cristallins de la silice, qui peuvent être extrêmement réduites. L’utilisation d’une fonctionnelle
permet de pallier ce défaut. Cependant, afin d’explorer suffisamment l’espace des phases,
il a fallu réaliser des simulations de dynamique moléculaire ab initio avec des systèmes
relativement larges. Ces échelles de temps et d’espace sont pour le moment inaccessibles
aux fonctionnelles hybrides, dans le cadre de bases de fonctions d’ondes planes. Cependant,
notre choix de PBEsol se justifie très bien : i) la description des propriétés structurelles est
excellente, et ii) les différences d’énergie entre polymorphes de SiO2 sont de toute manière
plusieurs fois plus petites que le meilleur RMSD obtenu sur l’énergie relative avec le potentiel.

Comme on le verra par la suite, les paramètres du terme de self-énergie ont directement
été fittés à partir de résultats de calculs post-Hartree-Fock. On a utilisé la théorie du cluster
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couplé [12, 13] telle qu’elle est implémentée dans le code Turbomole[136], avec la méthode
CCSD(T) : cluster couplé incluant des simples et doubles excitations exactement prises en
compte, ainsi qu’une approximation des triples excitations par théorie de la perturbation.
Les orbitales moléculaires ont été modélisées avec des bases Gaussiennes quadruple zeta plus
double polarisation[137] (QZVPP).

6.1.2 Jeux d’entraînement et de validation

Dans un processus d’optimisation, un jeu d’entraînement est utilisé pour la paramétrisa-
tion à proprement parler de la fonction, et un second jeu permet de déterminer la validité
du potentiel dans des situations légèrement différentes, ce qui permet d’éviter le phénomène
de surapprentissage.

Pour couvrir des situations diverses, on a inclus trois classes de systèmes dans le jeu
d’entraînement : des massifs, des surfaces, et des clusters de SiO2. En fonction de la classe
de système, on a extrait l’information servant à l’optimisation de trois types de calculs : des
trajectoires de dynamique moléculaire ab initio (AIMD), des calculs simple point (SPE), ainsi
que des optimisations de structures (SO). L’information utilisée pour l’apprentissage compte
trois quantités : des énergies totales, des forces atomiques, ainsi que pour les structures
périodiques, des tenseurs des contraintes. Le jeu complet de systèmes est présenté dans le
tableau 2.

Tableau 2 – Massifs, surfaces et clusters de SiO2 considérés dans les jeux d’entraînement et
de validation. E, F, et S signifient respectivement énergie, vecteur de force et tenseur des
contraintes.

Système Symétrie Calcul Données

massifs de SiO2

quartz alpha P3121 AIMD E, F, S
cristobalite alpha P41212 AIMD E, F, S
stishovite P42/mnm SPE E, F, S
keatite P4321 SPE E, F, S
amorphe P1 SPE E, F, S

surfaces de quartz alpha

(0001) P1 AIMD E, F
(100) P1 SO E, F
(111) P1 SO E, F

clusters de SiO2

dimère D2h SO E, F
trimère D3h SO E, F
trimère D2d SO E, F
tétramère 1 D2h SO E, F
tétramère 2 D2h SO E, F
tétramère C2v SO E, F
tétramère D4h SO E, F
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Les systèmes cristallins ont été générés en utilisant la procédure suivante. La géométrie
cellule unitaire a d’abord été optimisée par minimisation de l’énergie totale et des forces, par la
méthode du gradient conjugué. Le critère de convergence sur les forces a été fixé à 0.02 eV/Å,
et l’énergie de coupure des ondes planes a été augmentée à 520 eV pendant la minimisation.
On a ensuite construit des super-structures de ces systèmes, par répétition dans les trois
directions spatiales de la cellule optimisée. Finalement, on a utilisé ces systèmes pour réaliser
des calculs de dynamique moléculaire ab initio dans l’ensemble nVT , ou on s’est contenté de
calculer l’énergie, les forces et le tenseur des contraintes pour une seule configuration (calcul
simple point). Les dynamiques moléculaires ont été réalisées à température artificiellement
élevée (1500 K), ce qui permet de visiter l’espace des configurations plus profondément qu’à
température proche de l’ambiante.

Pour inclure une description de systèmes désordonnés dans notre jeu d’entraînement, on
a généré une structure de silice amorphe par dynamique moléculaire classique, en utilisant le
potentiel BKS - légèrement adapté à la description de la silice fondue, avec un terme répulsif
"dur" lorsque rij → 0. On a utilisé un pas de temps de 1 fs. La structure initiale était un
cristal de cristobalite bêta, dont la densité est proche de celle de la silice amorphe. Le système
a été chauffé de 300 K à 5000 K pendant 100 ps, dans l’ensemble nPT . Le système fondu a
ensuite été gardé à une température de 5000 K pendant 200 K, dans l’ensemble canonique.
Lors d’une phase de trempe, on a ensuite porté la température du système de 5000 K à
300K, sur un temps de 300 ps. Finalement, la structure a été relaxée dans l’ensemble nPT ,
jusqu’à ce que la densité ait convergé sous des conditions thermodynamiques standard. Un
calcul simple point de DFT a ensuite été réalisé sur le système final, en utilisant les mêmes
paramètres que pour les systèmes cristallins.

Des surfaces, ainsi que de petits clusters de SiO2, ont également été inclus dans le
jeu d’entraînement, afin de décrire des situations où le silicium ou l’oxygène est en sous-
coordination, ce qui n’est pas le cas pour les systèmes cristallins utilisés, et rarement pour
les systèmes amorphes. On a sélectionné sept oligomères ayant un degré d’oligomérisation n
bas, allant de deux à quatre. Il s’agit de structures de (SiO2)n stables, décrites par Harkless
et al.[138] en utilisant le potentiel TTAM[91]. Sur des structures initiales légèrement distor-
dues, on a réalisé une série d’optimisations de géométrie afin de générer un grand nombre
de configurations différentes. Finalement, trois surfaces de quartz alpha ont également été
ajoutées au jeu d’apprentissage. Des dynamiques moléculaires ab initio et des optimisations
de géométrie ont été réalisées sur les surfaces, en gelant la position des couches intérieures
du système.

6.2 Procédure d’optimisation

6.2.1 Forcefield Optimizer (FFO)

L’optimisation des paramètres du potentiel a été réalisée en utilisant une procédure au-
tomatisée appelée Forcefield Optimizer (FFO), faisant partie de MedeAr. Le FFO utilise
lammps comme moteur de dynamique moléculaire classique, et permet d’utiliser de nom-
breux algorithmes d’optimisation. Le processus complet impliquant le FFO comme moteur
d’optimisation est illustré dans la figure 16. Au lieu de réaliser une seule phase d’optimisa-
tion, on a cyclé le processus en enrichissant à chaque itération les jeux d’entraînement et de
validation, jusqu’à atteindre une certaine convergence.
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Calculs ab initio
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Figure 16 – Organigramme du processus complet d’optimisation d’un potentiel arbitraire,
centré sur l’utilisation du FFO

6.2.2 Détail de la méthode d’optimisation

L’optimisation des paramètres en soit est décomposée en deux étapes majeures. Avec
un jeu initial de paramètres, i) l’espace des paramètres est exploré en profondeur en utili-
sant un algorithme évolutionniste ii) le jeu de paramètres obtenu est optimisé en utilisant
une méthode des moindres carrés non-linéaire. Lors de la première étape, on introduit de
multiples fonctions objectif, selon l’approche d’optimisation de Pareto. Soit {θ} une liste
d’observables, pouvant être des valeurs d’énergies, ou des composantes de forces atomiques
ou de contraintes. On peut écrire :

θMD = aθAI + b (180)

Où MD signifie dynamique moléculaire, et AI ab initio. Lors de l’étape d’optimisation
multiobjectif, on peut choisir d’utiliser la pente a, l’ordonnée à l’origine b et le coefficient
de régression R2 de la fonction linéaire, en plus de la grandeur habituellement considérée,
l’écart quadratique moyen (RMSD), comme objectifs séparés. Les valeurs idéales pour a, b
et R2 sont respectivement 1, 0 et 1. Lorsqu’on passe de l’optimisation multiobjectif à celle
d’une fonction unique, le front de Pareto final est considéré. Un jeu de paramètres,

{
ηP

i

}
,

est sélectionné de cette manière :

{
ηP

i

}
= max

PF

(
nOF∑

j

Sj

)
(181)

La fonction max évalue l’ensemble des points du front de Pareto (PF). Sj est le score
normalisé d’un jeu de paramètres pour une fonction objectif donnée (OF). nOF est le nombre
total de fonctions objectif.
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Par la suite, une méthode standard de moindres carrés non-linéaire est utilisée pour
minimiser l’équation suivante :

Γ ({ηi}) = wE ∆E + wF ∆F + wS ∆S (182)

par rapport aux paramètres {ηi}, où
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wE ,F ,S sont des coefficients de pondération ajustables sur les énergies, les forces et les
contraintes. Nc est le nombre total de configurations. α, β et γ représentent les différentes
composantes des vecteurs de forces et des tenseurs de contraintes.

Initialisation
Valeurs connues ou

”raisonnables”

Optimisation 1

• majorité des
paramètres

• optimisation Pareto

• jeu d’entraı̂nement
complet (Ea, fα)

Self-énergie
Calculs CCSD(T)

Optimisation 2

• Ai j , Bi j , λi j , αi j

• massifs uniquement
(Ea, Sβγ)

Optimisation 3

• ASi−Si , BSi−Si ,
λSi−Si , αSi−Si

• Si diamant (Ea, Sβγ)

Figure 17 – Détail du processus d’optimisation appliqué à COMB3

Optimiser tous les paramètres de la forme fonctionnelle de COMB3 en une seule étape ne
donne pas de bons résultats, parce que i) l’espace des paramètres est très étendu, ii) certains
termes de la forme fonctionnelle sont corrélés. C’est pourquoi une optimisation automatique



66 Une procédure d’optimisation automatisée : Forcefield Optimizer

en une étape unique retire aux différents termes du potentiel leur sens physique. On a donc
optimisé les paramètres en cinq étapes distinctes, reprises dans la figure 17 :

1. Initialisation des paramètres. Les valeurs initiales de ceux liés aux interactions courte
portée et au terme d’ordre de liaison ont été obtenues en examinant la paramé-
trisation du potentiel de Tersoff pour SiO2 par Munetoh et al.[94], ainsi que celle
de COMB2. Les autres paramètres ont été initialisés à des valeurs raisonnables, dont
l’ordre de grandeur est pris comparable aux paramétrisation de COMB3 pour d’autres
éléments[103].

2. Les paramètres de la série de Taylor sont directement obtenus par calculs CCSD(T), en
fittant l’énergie d’un atome isolé en fonction du nombre d’électrons avec un polynôme
quadratique ou quartique.

3. Optimisation des autres paramètres en utilisant le jeu d’entraînement complet. L’op-
timisation se fait par rapport aux énergies et aux forces.

4. Nouvelle optimisation des quatre paramètres d’interaction à courte portée, en n’uti-
lisant que les systèmes massifs et en fittant par rapport aux énergies et aux tenseurs
de contraintes, afin d’améliorer la description des propriétés structurelles.

5. Nouvelle optimisation des paramètres courte portée dans le cas d’interaction Si-Si,
en utilisant un système de silicium diamant à l’équilibre, et en fittant par rapport à
l’énergie et au tenseur de contraintes.

Lorsqu’on utilise des énergies totales obtenues par calcul VASP pour optimiser les pa-
ramètres d’un potentiel, il faut prêter attention à la référence. Il est impératif d’utiliser la
même référence pour le cas d’un atome isolé et neutre. Pour un potentiel comme COMB3,
cette énergie vaut zéro par définition. Dans le cas de VASP, l’énergie totale fait référence à
celle d’atomes isolés, sphériques, sans polarisation de spin (sans subdivision de multiplet),
calculée avec le potentiel PAW correspondant. Ainsi, pour des composés à couche ouverte,
il s’agit d’appliquer un décalage, équivalent à l’énergie de l’atome isolé avec polarisation de
spin sans restriction à une géométrie sphérique. La valeur de ce décalage est de 1.5756 eV
pour l’oxygène, et 0.8224 eV pour le silicium.

6.2.3 Jeu de paramètres obtenu

Pour l’interaction O-O, nous avons utilisé les paramètres originaux[103] afin de garantir
une compatibilité avec les paramétrages précédents. Cependant, il faut remarquer qu’il a
été indispensable de modifier la valeur du rayon de coupure pour l’interaction O-O, de
2.4−2.8Å, à 1.8−2.2 Å. Cette modification a un sens physique, étant donné que les liaisons
O-O sont beaucoup plus courtes que les valeurs précédentes. Dans la silice vitreuse, la
distance entre deux atomes d’oxygène est d’environ 2.65 Å[139]. On a remarqué qu’utiliser
un rayon de coupure plus élevé que la valeur expérimentale de la distance O-O influait
fortement sur les propriétés calculées (densité et autres propriétés structurelles notamment),
à traver le terme d’ordre de liaison principalement. Il est néanmoins tout à fait possible
d’utiliser une valeur élevée pour le rayon de coupure O-O, mais cela nécessite de re-paramétrer
entièrement l’interaction O-O. Dans notre cas, on a choisi de conserver le plus haut degré de
compatibilité avec les précédents paramétrages de COMB3. Il faut également remarquer que
cette modification n’affectera que les systèmes contenant des liaisons O-O comme l’ozone,



6.2 - Procédure d’optimisation 67

le dioxygène, ou les peroxydes. À notre connaissance, COMB3 n’a pour l’instant pas été
paramétré pour ces composés.

Une fois que le cycle d’optimisation est terminé, la fidélité du jeu de paramètres obtenu
par rapport aux données d’entrée est évaluée. Les quatre critères finaux sont calculés (a, b,
R2 et le RMSD). On trace également des graphiques présentant les différents observables de
référence d’origine opposés à ceux calculés avec le potentiel (graphique AI/MD).

La figure 18 présente quatre graphiques AI/MD pour les étapes d’optimisation 3 et 4.
Deux de ces graphiques opposent des énergies par atome, et les deux autres des composantes
de forces et de contraintes. Les quatre critères sont également affichés. Globalement, l’énergie
par atome des oligomères est surestimée. Par contre, les systèmes massifs et les surfaces sont
très bien décrits. Les valeurs des différents paramètres sont présentées dans les tableaux 3
et 4.
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Figure 18 – Graphiques AI/MD des deux étapes d’optimisation principales. a) Comparaison
des forces pour l’étape 3. Les couleurs représentent le nombre de points dans chaque hexa-
gone. b) et c) Energie par atome pour les étapes 3 et 4, respectivement. d) Comparaison
des contraintes pour l’étape 4. Sur chaque graphique, la ligne grisée et pointillée représente
la fonction θMD = θAI . La couleur dans les graphiques b), c) et d) correspond à la déviation.

7 Performance du potentiel : propriétés statiques et
dynamiques

Ayant obtenu de bons résultats concernant la fidélité de la nouvelle paramétrisation au jeu
d’entraînement, on va maintenant calculer un ensemble de propriétés diverses afin d’évaluer
la qualité du potentiel, ainsi que son domaine d’application.



68 Performance du potentiel : propriétés statiques et dynamiques

Tableau 3 – Paramètres à un type d’atome de COMB3 pour SiO2.

Paramètres Si O

χ 1.199 82 6.599 63
J 5.779 54 5.955 10
K 0.000 00 0.760 43
L 0.000 00 0.009 39
ζ 1.993 643 1.371 794
Z 2.125 065−1.539 170
DL 1.187 223 0.007 660
DU −1.304 960−1.213 951
QL −4 −2
QU 4 6
qmin −4 −2
qmax 4 6
λ∗ 0.089 927 5.295 119
α∗ 0.510 519 3.258 854
m 1 1
n 0.787 34 1.000 00

7.1 Propriétés statiques

7.1.1 Description structurelle de systèmes cristallins

On commence par évaluer l’aptitude du potentiel à reproduire la densité ainsi que certains
autres aspects structuraux et énergétiques de neuf polymorphes de SiO2. Ces neuf systèmes
sont représentés dans la figure 19. Pour chaque système, on a calculé la densité par dynamique
moléculaire dans l’ensemble nPT, à des conditions thermodynamiques où le matériau est
stable ou métastable. La majeure partie des simulations a donc été réalisée à des conditions
standard (T0 = 298.15 K, P0 = 1 atm), sauf dans le cas des phases bêta, qui sont instables
à température ambiante. On a donc changé la température d’équilibre pour ces trois phases :
1000 K pour le quartz bêta, 1300 K pour la tridymite bêta, et 1700 K pour la cristobalite
bêta. On a utilisé l’équilibration de charges, et la densité (ρT ) a été échantillonnée pendant
10 ps, une fois l’équilibre thermodynamique atteint. On a également calculé la densité (ρ0) et
l’énergie totale (E0) à température nulle, afin de comparer nos résultats avec nos données ab
initio. Pour cela, on a tracé des courbes énergie-volume, en ne considérant qu’une déformation
isotropique et sans minimiser l’énergie, afin de ne pas engendrer de changement de phase
involontaire, ce qui arrive par exemple pour le quartz bêta : la symétrie hexagonale est
rompue, en faveur du cristal trigonal propre au quartz alpha.

Afin de pouvoir comparer les performances de notre potentiel à celles de méthodes simi-
laires, on a réalisé des simulations de dynamique moléculaire en utilisant d’autres modèles.
On a choisi quatre potentiels, qui ont tous un formalisme différent : (i) BKS[55] (potentiel
de paire avec un terme de Coulomb, une répulsion exponentielle, et un terme en r−6 pour la
description de la dispersion), (ii) COMB2[102] : la forme fonctionnelle est relativement simi-
laire à celle de notre potentiel, mais les auteurs ont suivi une autre approche d’optimisation,
(iii) le paramétrage du potentiel de Tersoff par Munetoh et al.[94] un potentiel à N-corps
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Tableau 4 – Paramètres à deux types d’atomes de COMB3 pour SiO2.

Paramètres Si-Si Si-O O-Si O-O

λ 2.606 093 3.103 240 3.103 240 5.295 119
α 1.769 593 2.046 672 2.046 672 3.258 854
A 2390.1920 1378.5063 1378.5063 4956.3390
B 513.2470 450.0000 450.0000 688.1635
β 0.000 000 0.000 000 0.000 000 3.258 854
b0 0.057 289 0.057 289 1.169 784 0.856 557
b1 0.191 259 0.191 259 2.653 276 1.826 597
b2 0.158 980 0.158 980 1.313 542 −0.204 688
b3 −0.001 448 −0.001 448 −0.275 894 −5.652 039
b4 −0.000 597 −0.000 597 −0.048 044 1.257 097
b5 0.000 000 0.000 000 0.000 000 16.001 640
b6 0.000 000 0.000 000 0.000 000 14.177 830
c0 0.000 000 −0.049 540 0.896 442 0.000 000
c1 0.000 000 −0.013 939 0.025 857 0.000 000
c2 0.000 000 −1.000 000 −1.000 000 0.000 000
c3 0.000 000 0.186 960 0.000 231 0.000 000
Pχ −1.226 449 0.001 252 0.860 331 1.966 411
PJ 2.000 000 2.000 000 0.065 349 2.521 788
Aξ 0.50 0.50 0.50 0.25
AJ 0.50 0.50 0.50 0.25
R 2.50 2.06 2.06 1.80
S 2.80 2.37 2.37 2.20

standard qui néglige complètement l’interaction électrostatique (description entièrement co-
valente de SiO2), et (iv) ReaxFF[96], un potentiel réactif à charge variable capable de décrire
les différentes liaisons chimiques. Tous les calculs ont été réalisés avec lammps, en utilisant
reax/c[140] pour ReaxFF, une implémentation c++ du potentiel. Nos résultats pourraient
également être comparés à d’autres études sur le polymorphisme de la silice, à différents
niveaux de théorie : Demuth et al.[141] ont réalisé des calculs ab initio LDA et GGA, Xiao
et al.[142] ont utilisé l’approximation des phases aléatoires non-auto-cohérente, et plus ré-
cemment Hay et al.[143] ont atteint une précision sous-chimique sur la différence d’énergie
entre quartz et cristobalite, par calculs de Monte Carlo diffusionnel à réseau régularisé.

Les résultats sont listés dans les tableaux 5 et 6. La densité à température nulle doit
être directement comparée aux densités obtenues en DFT. On remarque que l’accord est
excellent, un résultat qui met en confiance sur la capacité du potentiel à reproduire des
résultats de calculs ab initio. La densité à température finie doit être comparée aux données
expérimentales, et l’accord entre les deux est excellent pour la plupart des polymorphes. La
keatite, le quartz bêta et la stishovite livrent des informations sur le domaine de validité
du potentiel. La densité calculée pour la keatite (stishovite) aux conditions standard estplus
haute (basse) de ∼ 7 % par rapport à la valeur expérimentale, même si la structure interne
(géométrie, symétrie) est fidèlement représentée. La stishovite est une phase rutile haute
température haute pression, les atomes de silicium ont donc une coordinence hexagonale,
ce qui rend difficile pour un potentiel la bonne description de cette phase en même temps
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quartz alpha cristobalite alpha tridymite alpha

quartz bêta cristobalite bêta tridymite bêta

coesite keatite stishovite

Figure 19 – Neuf polymorphes cristallins de la silice.

que celle des tectosilicates. COMB3 décrit relativement bien cette phase, principalement
grâce à sa fonction angulaire polynomiale, qui donne beaucoup de liberté, et parce que nous
avons explicitement inclus la stishovite dans le jeu d’entraînement, afin de donner quelques
indications à l’optimiseur.Pour le quartz bêta, la densité est trop haute, de ∼ 5 %. Mais
surtout, sa configuration relaxe rapidement à une structure similaire à celle du quartz alpha,
qui partage sa forme trigonale (on n’applique aucune contrainte de symétrie à nos calculs
dans l’ensemble nPT). L’incapacité du potentiel à décrire correctement cette phase haute
température marque ses limitations dans la description de la stabilité des phases.

La différence d’énergie entre les différents polymorphes de SiO2 est faible, de l’ordre de 1
meV/atome. Ces subtilités ne sont généralement pas correctement reproduites en dynamique
moléculaire classique, sauf si le potentiel a été spécialement optimisé dans le but de reproduire
ces légères différences, ce qui peut mener à de larges déviations pour la description d’autres
systèmes (sur-entraînement). Comme remarqué précédemment, le RMSD minimum obtenu
sur le jeu d’entraînement réduit (voir figure 18) est de 10 meV/atome - un ordre de grandeur
de plus que les variations de l’énergie de cohésion.

Le quartz alpha est la forme la plus stable de SiO2 à l’ambiante, il est ainsi considéré
comme l’état fondamental. On compare ici des résultats obtenus par DFT et par dynamique
moléculaire classique, avec différents potentiels. La fonctionnelle d’échange-corrélation PBE-
sol elle-même ne décrit pas correctement l’ordre de stabilité des polymorphes, et donne la
cristobalite alpha comem état fondamental, suivie par la tridymite alpha. Des calculs de DFT
hybride, en utilisant par exemple la fonctionnelle HSE06[135], ou B3-LYP avec une base lo-
calisée afin de réduire le coût de calcul, donne l’ordre correct[144]. Notre paramétrisation de
COMB3 ne donne pas le quartz alpha comme état fondamental ; la coesite est légèrement
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plus stable. La tendance générale est cependant correcte : les phases alpha sont plus stables
que les phases hautes températures bêta, et la stishovite est nettement moins stable que
tous les autres polymorphes. Les différences d’énergie de cohésion ne sont clairement pas
du même ordre de grandeur que pour la DFT : il s’agit d’un trait de caractère de tous les
potentiels qu’on a étudiés. Deux d’entre eux seulement donnent le bon ordre de stabilité :
Tersoff et COMB2. Ce dernier a été paramétré en considérant l’ordre de stabilité comme un
paramètre explicite, en utilisant des fonctions de correction pour ajuster les valeurs. Cepen-
dant, les densités prédites par ces deux modèles sont éloignées des valeurs expérimentales. Il
faut également remarquer qu’en principe, la stabilité d’une phase doit être décrite par l’éner-
gie libre de Gibbs, alors que les remarques ci-dessus sont uniquement basées sur des calculs
de l’énergie totale. Ainsi, on peut s’attendre à quelques déviations par rapport à l’ordre de
stabilité expérimental à cause de cette simplification.

En guise de conclusion, on peut dire que cette paramétrisation de COMB3 donne une des-
cription satisfaisante des différents polymorphes de SiO2. Les densités sont très proches des
valeurs expérimentales ou ab initio, et l’ordre de stabilité est raisonnablement bien reproduit.

7.1.2 Energie de surface

L’approche de charge variable de COMB3 permet de décrire avec précision des systèmes
où la distribution de charge est anisotropique, comme dans le cas de surfaces libres, ou
d’interfaces. On a calculé l’énergie de surface du quartz alpha dans la direction (0001), pour
trois cas différents. La surface clivée est connue pour être hautement réactive, due à ses
liaisons pendantes. Deux motifs de reconstruction ont été considérés, estimés comme étant
les formes les plus stables[153] : un motif dense (1 × 1), et un motif (2 × 2). Afin d’obtenir
rapidement des systèmes présentant ces motifs de reconstruction, on a utilisé la procédure
de Chen et al.[153]. À partir d’une surface (0001) clivée de quartz terminée par des atomes
d’oxygène, on a réalisé un recuit simulé jusqu’à une température de 1400 K, à un rythme
de 50 K/ps, en utilisant le potentiel de BKS. En échantillonnant la structure à différentes
températures, on a obtenu directement les deux motifs de reconstruction recherchés. Les
systèmes ont ensuite été recuits à faible température, puis leur énergie potentielle a été
minimisée, en utilisant à la fois COMB3 et BKS. L’énergie de surface de la structure minimisée
s’écrit :

ES =
E − NEa

2A
(184)

Avec N le nombre d’atomes dans le système, Ea l’énergie de cohésion, et A l’aire de la
surface. Dans la figure 20, on compare nos résultats à différentes études ab initio[154, 153,
155], et à des valeurs obtenues avec ReaxFF[156].

L’énergie de surface prédite par COMB3 est en bon accord avec les données ab initio. La
surface clivée, très réactive, à une énergie de 2.07 J/m2, proche des 2.22 J/m2 obtenus avec
la fonctionnelle PBE. D’une manière générale, pour ce qui est des surfaces reconstruites, on
obtient un bon accord avec les différents calculs de DFT. ReaxFF suit la même tendance, et
donne une bonne description des énergies de surface. BKS surestime l’énergie de surface en
absence de reconstruction, ce qui mène à un système encore plus réactif. Dans le cas de BKS,
la reconstruction est immédiate, même si on se contente d’une minimisation de l’énergie.
Cependant, la tendance globale concernant la stabilité des surfaces est bien reproduite.
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Figure 20 – Energie de surface, dans le cas de la surface (0001) du quartz alpha, en consi-
dérant trois géométries : la surface clivée, et deux motifs de reconstruction. Différentes
méthodes sont comparées : la DFT-GGA[154, 153, 155], la DFT hybride[154], ReaxFF[156],
BKS et COMB3.

7.2 Propriétés dynamiques

Pour aller plus loin dans la validation de notre potentiel, on a calculé les propriétés
dynamiques de phases cristallines et amorphes de la silice. Tout d’abord, on a évalué la
densité d’états vibrationnels (VDOS) du quartz alpha et de la silice amorphe, à température
ambiante. Ensuite, on s’est intéressé à la conductivité thermique de ces deux mêmes phases.

7.2.1 Densité d’états vibrationnels

La densité d’états a été obtenue par évaluation des corrélations dans les positions ato-
miques, méthode présentée dans la sous-partie 3.2.2. Les positions atomiques ont été échan-
tillonnées pendant 10 ps dans l’ensemble microcanonique, une fois le système à l’équilibre
thermodynamique.

Dans le cas de la phase amorphe, on a moyenné nos résultats sur trois systèmes différents.
Afin d’établir une référence solide, on a également calculé la densité d’états vibrationnels du
quartz alpha en DFT, avec la fonctionnelle PBEsol, en utilisant le code MedeA-Phonon[157],
basé sur une approche perturbative. Les résultats sont présentés dans les figures 21 et 22 ;
ceux portants sur la silice amorphe sont comparés à des valeurs expérimentales de diffusion
inélastique de neutrons[158], et à d’autre obtenues par calculs ab initio[159], par dynamique
moléculaire de Car et Parrinello[160] (CPMD).

D’une manière générale, l’accord entre COMB3 et la référence, DFT ou expérimentale,
est très bon. Dans le cas du quartz alpha, les modes rigides de basse fréquence (RUM,
pour rigid-unit modes en anglais), responsables des mouvements rigides de tétraèdres, sont
correctement décrits. Les pics à 11.4 et 23.1 THz sont également fidèlement représentés.
À des fréquences élevées, la structure en double pics provient du mouvement d’étirement
dans un même tétraèdre. À 34.6 THz, les quatre atomes d’oxygène formant un tétraèdre
SiO4 se déplacent ensemble par rapport à l’atome de silicium central. À 32 THz, une paire
d’oxygènes vibrent en opposition de phase par rapport à la seconde paire. La position de ces
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Figure 21 – Densité d’états vibrationnels du quartz alpha à température ambiante calculée
par DFT, et avec COMB3.

deux pics est correctement décrite, bien que leurs intensités soient échangées.

0 10 20 30 40
Fréquence (THz)

G
(ω

)(
1/

TH
z)

COMB3
CPMD
Expt.

Figure 22 – Densité d’états vibrationnels de la silice amorphe à température ambiante :
résultats théoriques (COMB3 et CPMD), et valeurs expérimentales.

Les principaux éléments de la densité d’états vibrationnels de la silice amorphe sont bien
reproduits. On a normalisé les résultats de chaque jeu de données par sa valeur maximale,
afin de pouvoir comparer directement. Expérimentalement, on observe deux pics à environ
12 et 24 THz, associés respectivement aux modes de "rocking" et de "bending", qui sont
bien décrits par COMB3. La structure en double pics à 32 − 36 THz, qui correspond aux
modes d’étirement, est légèrement trop peuplée. La position des pics est cependant correcte.
Le pic de modes basse fréquence à environ 3 THz, invisible expérimentalement à cause d’une
résolution insuffisante[161], est très bien représenté.
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7.2.2 Conductivité thermique de systèmes massifs

On a choisi de déterminer l’évolution de la conductivité thermique du quartz alpha dans
la direction [0001] par rapport à la température, afin de pouvoir comparer directement
nos résultats avec des données expérimentales disponibles[162]. On a également évalué la
conductivité thermique de la phase amorphe à température ambiante. Pour ce faire, on a
réalisé un ensemble de simulations RNEMD, méthode décrite dans la sous-section 3.2.4.

Le système considéré a tout d’abord été amené à l’équilibre dans l’ensemble nPT , aux
conditions thermodynamiques standard (T0 = 300 K, P0 = 1 atm), puis équilibré pendant
500 ps dans l’ensemble canonique. La simulation RNEMD à proprement parler a consisté en
l’échantillonage de la température dans n tranches du système perpendiculaires à la direction
de transport, dans l’ensemble micro-canonique, sur une durée allant de 1 à 2 ns - en fonction
de la convergence du gradient. Lors de ce temps, les énergies cinétiques atomiques maximales
et minimales de la première et de la 1+n/2-ième tranche ont été échangées à une allure fixe.
Le processus est décrit dans la figure 23. Afin de prendre en compte les effets de taille sur la
conductivité thermique, on a considéré entre trois et quatre systèmes de tailles différentes,
afin de pouvoir extrapoler à taille infinie en utilisant la procédure décrite dans la sous-section
3.2.4.
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Figure 23 – Représentation schématique de la décomposition spatiale d’un système composé
de quartz alpha utilisée lors des simulations RNEMD.

Les résultats obtenus pour le quartz alpha sont présentés sur la figure 24. Ils sont com-
parés à des valeurs obtenues avec le potentiel BKS, ainsi qu’à des données expérimentales
estimées à partir de mesures de la diffusivité thermique. L’accord avec l’expérience est très
bon. La conductivité décroît lorsque la température augmente, une conséquence directe de
l’augmentation du nombre de processus de diffusion inélastiques. À 300 K et 800 K, nos
valeurs sont même en parfait accord avec les résultats expérimentaux. Les valeurs obtenues
avec BKS sont issues de l’étude de Yoon et al.[163] ; malheureusement, il n’y a pas de va-
leurs entre 300 K et 400 K. BKS semble donner d’assez bons réultats. Le comportement par
rapport à la température a cependant l’air incorrect, ce qui pourrait être une conséquence
de l’incertitude sur le calcul numérique.

Dans le cas de la silice amorphe, on a obtenu une valeur de κ = 1.455 W/m/K,
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Figure 24 – Conductivité thermique du quartz alpha dans la direction[0001] par rapport
à la température : résultats obtenus avec les potentiels COMB3, BKS[163], et valeurs
expérimentales[162].

avec une incertitude de ±0.044 W/m/K. La gamme de valeurs expérimentales va de 1.3
à 1.5 W/m/K[164, 165, 166, 167]. Plusieurs études rapportent des valeurs calculées à l’aide
d’autres potentiels empiriques. Dans une publication récente, Larkin[168] rapporte une valeur
d’environ 2.1 W/m/K obtenue avec BKS, par calcul EMD. Shenogin[169] obtient une valeur
similaire avec le même potentiel et la méthode NEMD. Yeo[170], par simulation RNEMD,
rapporte une valeur de 2.13 W/m/K avec BKS, et de 1.19 W/m/K avec le potentiel de Ter-
soff. Il a été reconnu que BKS n’est pas capable de reproduire les propriétés vibrationnelles
de la silice amorphe[171], surtout à basses fréquences. On montre ici que COMB3 donne
de très bons résultats en accord avec les observations expérimentales pour la conductivité
thermique du quartz alpha à température ambiante.

7.3 Un exemple : propriétés thermiques de l’interface Si/SiO2

Encouragés par la précision de cette nouvelle paramétrisation, dans sa capacité à pré-
dire des propriétés structurelles, énergétiques et vibrationnelles de phases pures, on présente
maintenant des résultats sur le transport thermique à travers l’interface formée entre un semi-
conducteur et un oxide. Comme énoncé précédemment, le formalisme de COMB3 est adapté
à la description de structures hétérogènes notamment grâce au concept de charge variable
et à la généralité de sa forme fonctionnelle. Nous avons calculé la résistance thermique d’in-
terface, aussi appelée résistance de Kapitza, à l’interface entre le silicium cristallin et la silice
amorphe. Cette interface existe dans pratiqueemnt tous les dispositifs de micro-électronique
à base de silicium comme les transistors, où la gestion de la chaleur est une préoccupation
de plus en plus importante, notamment lorsque la taille caractéristique des systèmes descend
en dessous de 10 nm. Ainsi, il est absolument essentiel de pouvoir caractériser quantitative-
ment cette interface à l’échelle atomique, afin de comprendre les mécanismes de transport
thermique sous-jacents.
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7.3.1 Modélisation du système

Comme modèle structurel, on a choisi un système périodique constitué d’une couche
de silice amorphe d’une épaisseur de 16 a0 enchâssée dans du silicium cristallin. a0 = 5.43
Å est le paramètre de maille du silicium cristallin, à température ambiante. Le système
entier fait 30 nm de long, et contient deux interfaces. Comme remarqué précédemment par
Chen et al.[172], la topologie microscopique de l’interface c-Si/a-SiO2 (c pour cristal, a
pour amorphe) influence fortement la valeur de la résistance de Kapitza ; on a ainsi calculé
une valeur moyenne en utilisant les deux interfaces du système. Afin de pouvoir associer
un système cristallin et un second désordonné, on a préparé plusieurs amorphes selon une
procédure de fonte et de trempe. L’échantillon présentant la plus faible discordance de réseau
proportionnelle dans le plan (xy) avec le silicium cristallin a été sélectionné, afin de minimiser
la tension dans l’interface résultante. La partie amorphe a ensuite été associée à un système
de silicium cristallin. On a initialement laissé un écart de 1.5 Å entre les deux phases afin
d’éviter les recouvrements d’atomes. Le système entier a par la suite été recuit à 2000
K et à pression ambiante dans l’ensemble nPT , en optimisant périodiquement les charges
atomiques sur une courte durée de 20 ps. Les interfaces obtenues sont lisses et abruptes à
l’échelle atomique, ce qui n’est probablement pas ce qu’on pourrait attendre d’une interface
entre un semi-conducteur et son oxide. Une zone sous-stoechiométrique dont l’épaisseur
peut aller jusqu’à 1.6 nm est observée expérimentalement[173]. Afin d’obtenir un système
plus proche de la réalité, on a recuit un de nos échantillons à une température de 1500
K pendant 500 ps, tout en optimisant les charges atomiques toutes les 100 fs. Lors de ce
recuit, l’oxygène diffuse dans la matrice cristalline, générant du désordre local. À l’issue de
ce processus, on obtient des interfaces diffuses faites d’une couche de protoxyde d’environ
un nanomètre d’épaisseur.

7.3.2 Densité d’états vibrationnels localisée

Dans le cas des interfaces lisses, on s’est tout d’abord intéressé à l’évolution de la densité
d’états vibrationnels par rapport à la distance à l’interface. En utilisant une approche similaire
à celle rapportée dans la sous-partie 7.2.1, on a calculé la densité d’états dans de fines couches
de 2 Å d’épaisseur et parallèles aux interfaces. Les résultats sont présentés dans la figure 25.

Loin de l’interface, les densités d’états vibrationnels sont équivalentes à celles des massifs
des deux phases. Autour de l’interface, sur une zone d’environ 10 Å , on observe une transition
du spectre de la phase amorphe (SiO2) à celui de la phase cristalline (Si). Du côté cristallin,
plus on se rapproche de l’interface, plus le pic à 16 THz est applati. D’une manière générale,
les pics sont légèrement élargis, sans que le domaine de fréquence du spectre ne change
fondamentalement. De l’autre côté de l’interface, le spectre de vibration est étendu vers les
hautes fréquences, un effet dû au changement de la composition chimique (oxygènes). Du
côté amorphe, la densité d’états ne change que peu lorsqu’on s’éloigne de l’interface : on
peut simplement constater que la zone autour de 10 THz est de moins en moins peuplée,
jusqu’à converger à la forme de la densité d’états de la silice amorphe massive.
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0

0.03 7Å
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Figure 25 – Densité d’états vibrationnels localisée spatialement autour d’une interface c-
Si/a-SiO2. Remarquer les échelles d’intensité différentes.

7.3.3 Résistance de Kapitza

La résistance de Kapitza Rk représente la résistance d’une interface à un flux de chaleur.
Cette grandeur est différente de la résistance de contact : en effet, elle ne prend pas une
valeur nulle dans le cas d’un contact microscopiquement parfait. Elle s’écrit :

Rk =
∆Tµ
Jµ

(185)

Avec Jµ et ∆Tµ la densité de flux de chaleur et le saut de température à l’interface, dans
la direction µ, perpendiculaire à l’interface. On peut ainsi utiliser l’approche RNEMD afin de
calculer directement la résistance thermique d’interface. La valeur du saut de température
peut être extrapolée en utilisant une régression linéaire de la température dans les zones
où le gradient est linéaire, comme il est montré sur la figure 26. Dans le cas d’interfaces
diffuses, la différence de température est évaluée de part et d’autre de l’interface, comme
indiqué sur la figure 27. On calcule l’épaisseur de la zone de sous-stoechiométrie à partir de
la concentration moyenne en oxygène.

La résistance de Kapitza a été évaluée à différentes températures. Pour chaque valeur,
le système a été équilibré dans l’ensemble nPT , puis thermalisé dans l’ensemble canonique
pendant 500 ps. La simulation RNEMD à proprement parler a duré entre une et deux nano-
secondes, en fonction de la vitesse de convergence du gradient de température. Nos résultats
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Figure 26 – Modèle schématique de l’obtention de la valeur du saut de température aux
interfaces.
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Figure 27 – Détail de la structure et du gradient de température dans le cas d’une interface
diffuse. Le saut de température est défini comme la différence de température entre les deux
bords de la zone sous-stoechiométrique. L’épaisseur de cette zone est estimée en utilisant la
concentration moyenne en oxygène en fonction de la position (histogramme à barres rouges).

sont présentés sur la figure 28, et sont comparés à des études précédentes.

La résistance de Kapitza à l’interface silicium-silice a déjà fait l’objet de plusieurs études.
Hurley et al.[174] ont mesuré la résistance thermique d’interface dans un bicristal de silicium,
par microscopie thermique ondulatoire résolue en temps. Ils ont observé l’existence d’une
couche de silice amorphe de 4.5 nm d’épaisseur à l’interface entre les deux cristaux, et obtenu
une valeur de 2.3 · 10−9 Km2/W, en utilisant un modèle de transport thermique continu. En
2011, Mahajan[175] a été le premier à utiliser la dynamique moléculaire classique comme
méthode de détermination de la résistance de Kapitza à l’interface silice-silicium, en utilisant
un potentiel de Stillinger et Weber étendu[95]. Dans deux études publiées en 2012 par
Lampin et al.[176] et Chen et al.[172], le potentiel de Tersoff a été utilisé pour déterminer
Rk . Chen a montré que lorsque le couplage entre le silicium et la silice est suffisamment
fort, la résistance de Kapitza ne dépend pas de l’épaisseur de la couche de silice amorphe.
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Lampin a introduit une nouvelle méthode numérique appelée "approach-to-equilibrium MD"
(AEMD), qui permet d’évaluer le transport thermique entre deux milieux. Dans leurs travaux,
la résistance de Kapitza est obtenue à partir d’une expression de la conductance thermique
totale comme somme de diverses contributions. Finalement, en 2014, Deng et al.[177] ont
réalisé une étude complète du transport thermique à l’interface c-Si/a-SiO2 à température
ambiante, par simulation NEMD et en utilisant une méthode basée sur la dynamique de
paquets d’onde (PWD, pour Phonon Wave packet Dynamics). Les auteurs ont extrait la
valeur de la résistance de Kapitza de la même manière que Lampin et al., c’est-à-dire par
régression linéaire de la conductance thermique totale en fonction de l’épaisseur de la couche
de silice amorphe lA ; la résistance thermique d’interface est extrapolée lorsque lA → 0. On a
choisi d’utiliser une autre approche, comme expliqué ci-dessus, qui permet de ne pas réaliser
différentes simulations à différentes valeurs de lA.
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Figure 28 – Résistance de Kapitza en fonction de la température calculée avec le potentiel
COMB3, prédictions théoriques des modèles AMM et DMM, et autres études de dynamique
moléculaire classique.

À température ambiante, nos résultats sont en excellent accord avec ceux de Deng et al.
La valeur expérimentale peut être considérée comme une limite haute de Rk , étant donné que
différents phénomènes affectant le transport thermique (pureté des échantillons par exemple)
ne sont pas pris en compte dans nos simulations atomistiques. Le comportement de Rk en
fonction de la température est bien reproduit, et en accord avec les résultats de Chen et
al. : il y a plus de processus de diffusion inélastiques lorsque la température augmente, ce
qui a pour effet de réduire la résistance de Kapitza. Cependant, les valeurs de notre étude
sont décalées vers la valeur expérimentale, ce qui peut être associé au fait d’avoir utilisé
des potentiels empiriques différents. Le modèle de Tersoff utilisé par Chen ne décrit pas les
interactions électrostatiques (pas de charges, interactions de courte portée uniquement), ce
qui consiste en une approximation sévère de la description de la silice.

Les études théoriques précédemment citées ont toujours utilisé des interfaces lisses. Ici,
en prenant en compte la couche de peroxyde interfaciale, qu’on peut considérer comme un
modèle structurel plus réaliste, on obtient un résultat nettement plus proche de l’expérience.
Cela ne peut être obtenu simplement avec un potentiel de Tersoff ou de Stillinger et Weber,
étant donné qu’ils ne pourraient pas décrire correctement un phénomène complexe comme
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la diffusion d’oxygène dans une matrice de silicium cristallin, ce qui requiert une description
explicite des interactions électrostatiques, et également des phénomènes de transfert de
charge. Il s’agit d’une des raisons et d’une des situations où il est impératif d’utiliser un
modèle plus complexe, comme COMB3.

Conclusions

La paramétrisation de COMB3 pour la silice donne de bons résultats : le potentiel est
capable de reproduire les propriétés structurelles et dynamiques de phases cristallines et
amorphes massives, ainsi que les énergies de surface du quartz alpha. Dans des situations
complexes, comme l’interface silicium-silice, le potentiel, de par son formalisme très général,
est particulièrement bien adapté.

Il faut bien remarquer que projeter les états d’un système quantique à N-corps sur un
potentiel quasi-classique demande un travail intense, qui consiste à trouver l’équilibre délicat
entre précision et une certaine généralité, surtout lorsque des variations dans la topologie
et dans la stoechiométrie locales sont en jeu. Cependant, une fois que la paramétrisation
d’un potentiel a été validée pour un ensemble de données précis, le calcul de propriétés
thermiques est relativement peu coûteux, alors qu’il s’agit d’une tâche lourde et complexe
par DFT, réalisable uniquement pour des systèmes très cristallins.
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Analyse modale de la conductivité
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8 Introduction : propriétés thermiques du graphène

Les propriétés électroniques, mécaniques et thermiques uniques du graphène en font un
matériau extrêmement prometteur[2] pour des applications dans le domaine de la nano-
électronique[178] : écrans tactiles[179], diodes électroluminescentes organiques[180, 181,
182], et transistors[183, 184, 185, 186] analogiques (radiofréquences) ou digitaux (portes
logiques), par exemple. L’intégration du graphène dans des dispositifs nanométriques néces-
site la mise en contact du feuillet bidimensionnel avec d’autres matériaux. Le graphène doit
notamment être supporté par un substrat fait d’un matériau diélectrique, comme le carbure
de silicium (SiC) ou la silice amorphe.

La gestion de la chaleur est l’un des problèmes les plus critiques auxquels l’industrie de
l’électronique est confrontée actuellement. Lors d’une conférence ISSCC en 2001, Gelsinger,
vice-président chez Intel, expliquait que "si le dimensionnement continue au même rythme, les
processeurs atteindront en 2005 la densité de puissance d’un réacteur nucléaire, d’une tuyère
de fusée en 2010, et en 2015, de la surface du soleil". Depuis 2004, la fréquence d’horloge
des processeurs est restreinte à moins de 4 GHz environ, directement à cause de la quantité
de chaleur à évacuer et de la puissance nécessaire[3]. Ainsi, il est absolument impératif de
connaître et de contrôler les phénomènes de transport thermique à l’échelle nanométrique
dans des systèmes comme le graphène sur substrat, afin de pouvoir optimiser le flux de
chaleur dans les dispositifs émergents. La mesure de la conductivité thermique à l’échelle
nanométrique est une tâche compliquée et coûteuse. Les méthodes numériques, comme
celles présentées ici, permettent d’obtenir beaucoup d’information relative aux propriétés
de transport thermique d’une manière prédictive, ce qui donne la possibilité de comprendre
et d’interpréter quantitativement en termes de mécanismes fondamentaux l’action d’une
modification du système sur les propriétés sus-nommées. C’est particulièrement vrai dans le
cas du graphène, ce qui a généré un nombre important d’études théoriques et numériques
par de nombreux groupes de recherche récemment.

Fugallo[187] a montré récemment, en comparant une solution exacte à une solution utili-
sant l’approximation à un mode unique du temps de relaxation (SMRTA, pour Single-Mode
Relaxation Time Approximation) de l’équation de transport de Boltzmann pour les phonons
(BTE), que les excitations collectives de phonons, contrairement aux phonons individuels,
transportent la majeure partie de la chaleur dans le graphène isolé. Ces résultats furent par la
suite confirmés en 2015 par Gill-Comeau et Lewis[188, 189], en utilisant des calculs de dyna-
mique moléculaire classique. Les phénomènes d’excitations collectives de phonons dominent
parce que bien au-delà de la température ambiante, les processus de diffusion normaux (donc
non-résistifs) dominent dans le graphène, ce qui a été prouvé simultanément par Lee[190]
et Cepellotti[62]. À la température ambiante, le transport thermique du graphène est dans
le régime de Ziman, ce qui mène à des phénomènes d’hydrodynamique des phonons et de
second son : le transport de chaleur, au lieu d’être un phénomène de diffusion, prend alors
une forme d’onde propagative.

L’interaction avec un substrat introduit de nombreux processus de diffusion dissipatifs,
qui modifient profondément la nature du transport thermique dans le graphène. Les modes de
flexion (ou hors-plan) acoustiques (ZA), qui contribuent pour environ 80 %[191, 188, 192]
de la conductivité thermique totale dans le cas du graphène isolé, sont amortis[193] et
significativement plus fréquemment diffusés[194]. On n’a cependant pour le moment aucune
connaissance quantitative de la diminution de la conductivité thermique au niveau modal.
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Plus important encore, la nature des porteurs d’énergie thermique reste inconnue ; le couplage
au substrat dégrade-t-il suffisamment les motifs collectifs dans le mouvement des phonons
pour ne laisser que la contribution des modes individuels à la conductivité thermique ? Si
oui, existe-t-il des moyens de préserver ces phénomènes collectifs ?

9 Décomposition spectrale en dynamique molécu-
laire

La conductivité thermique d’un système atomique peut s’écrire, à partir de la loi de
Fourier et de l’équation de transport de Boltzmann sous l’approximation SMRT :

κ =
∑

k

Cv ,kv
2
g ,kτk (186)

La somme s’effectue sur l’ensemble des phonons de vecteur d’onde k résolus dans la
première zone de Brillouin. Pour chaque mode, Cv est la capacité calorifique (la quantité
d’énergie transportée par le mode), vg sa vitesse de groupe (à quelle vitesse le mode propage),
et τ son temps de vie, c’est-à-dire le temps moyen que le phonon met avant d’être diffusé.

Les expériences de diffusion Brillouin ou Raman[195, 196, 197] (diffusion inélastique de
la lumière par les phonons) permettent d’obtenir les propriétés des phonons, ce qui permet
de remonter jusqu’à la conductivité thermique totale d’un matériau ou d’un système donné.
Cependant, il s’agit d’expériences complexes, et qui ne sont pas toujours réalisables. De
plus, il n’est pas toujours possible de résoudre suffisamment de modes pour que converge la
conductivité thermique, notamment parce que la majorité des modes qui contribuent active-
ment au transport sont des phonons acoustiques, de basse fréquence. Des techniques laser
plus récentes[198, 199, 200, 201, 202, 203] permettent d’obtenir une décomposition spec-
trale de la conductivité thermique, sans cependant donner accès aux propriétés de transport
de phonons individuels.

La théorie permet donc de donner accès à des grandeurs difficilement observables ex-
périmentalement, et différentes méthodes permettent de calculer les propriétés de pho-
nons individuels. Depuis les années 1950, de nombreux modèles analytiques ont été
développés[204, 205, 206, 207]. Utilisés avec l’équation de transport de Boltzmann, en
calibrant la conductivité thermique sur des valeurs expérimentales, on peut remonter aux
relations de dispersion et aux temps de vie des phonons. Pour ces méthodes, il faut cepen-
dant avoir une connaissance a priori des mécanismes de diffusion d’un système particulier,
et les modèles contiennent de nombreux paramètres libres.

Deux méthodes principales basées sur une description atomistique des matériaux per-
mettent d’obtenir les propriétés des phonons sans avoir besoin de faire d’hypothèse a priori
sur la physique du système. Ces deux méthodes nécessitent d’abord de déterminer les modes
normaux de vibration du système étudié, c’est-à-dire ses phonons, par calcul de dynamique
de réseau harmonique par exemple.

La première consiste en une approche anharmonique de la dynamique de réseau (voir la
sous-section 3.1.2), ce qui permet d’obtenir les temps de vie des phonons. Les constantes
de force du troisième ordre et parfois du quatrième ordre peuvent être par exemple obtenues
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par calcul DFT, ce qui permet d’obtenir un bon accord avec l’expérience dans le cas de
nombreux matériaux. Cependant, ces calculs sont coûteux (la complexité est de O(n4

a), avec
na le nombre d’atomes dans la cellule unitaire), ce qui limite la portée de la méthode à des
systèmes très cristallins. Toute modification de la périodicité du réseau, comme une lacune,
doit donc être traitée selon une approche perturbative. Il n’est en revanche pas possible de
décrire correctement des systèmes amorphes.

La seconde consiste en une analyse des modes normaux du système, par simulation
de dynamique moléculaire. En général, les forces sont calculées en utilisant un potentiel
empirique (approche classique). Les solutions des équations du mouvement de Newton sont
projetées sur les modes normaux, et on peut par la suite, en utilisant les coordonnées des
modes normaux, arriver à une expression de la densité de flux de chaleur spectrale. La
dynamique moléculaire classique obéit à la statistique de Maxwell et Boltzmann, la limite à
haute température de la statistique de Bose et Einstein. Cette approche est donc adaptée
aux températures élevées ; de plus, tous les ordres d’anharmonicité sont naturellement pris
en compte. Dans le tableau 7, on a présenté les différentes approches permettant d’obtenir
les propriétés des phonons, avec leurs caractéristiques.

Tableau 7 – Approches théoriques permettant d’obtenir les propriétés des phonons : relations
de dispersion et temps de vie.

Modèles analytiques
(Calloway, Holland)

Dynamique de réseau
anharmonique

Dynamique
moléculaire

Description
Modèle de temps de

vie fitté sur des valeurs
expérimentales de κ

Perturbation des
modes normaux

obtenus par dynamique
des réseaux
harmonique

Solutions des
équations du
mouvement de

Newton projetées
sur les modes

normaux

Données
d’entrée

Modèle de dispersion
et de temps de vie,

valeurs expérimentales
κ

Constantes de force Forces

Anharmonicité Complète Troisième ordre Complète

Statistique Bose et Einstein, ou
Maxwell et Boltzmann

Bose et Einstein, ou
Maxwell et Boltzmann

Maxwell et
Boltzmann

Températures Toutes gammes Basses Hautes

Désordre Perturbation
supplémentaire

Perturbation
supplémentaire

Peut être
directement inclus

Commentaires

Complexe pour les
systèmes anisotrope.

De nombreux
paramètres libres

Une théorie partielle au
quatrième ordre existe.

Calculs coûteux.

Besoin de
déterminer, avant la

simulation, les
modes normaux.

Possible de
remonter jusqu’à κ
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9.1 Analyse des modes normaux résolue en temps

Dans cette section, on va détailler l’approche de décomposition en modes normaux par
dynamique moléculaire qu’on a utilisée. Il s’agit d’une décomposition résolue en temps ;
une autre approche résolue en fréquence (généralement appelée SED, pour Spectral Energy
Density) existe, mais elle ne permet pas d’accéder à la conductivité thermique due aux
excitations collectives de phonons. Dans le cadre de la méthode SED, on transforme les
vitesses atomiques d’un groupe d’atomes en un jeu de données en fréquence, par transformée
de Fourier. Par analyse de largeur de pics, on peut obtenir les fréquences propres et les temps
de vie associés. La référence [208] contient un développement précis de la méthode SED.

9.1.1 Densité de flux de chaleur modale

On part des relations de Green et Kubo, introduites dans la sous-partie 3.2.3. À l’équilibre
thermique, on a :

κ =
V

kBT 2

∞∫

0

〈J(t) · J(t + t ′)〉 dt ′ (187)

Avec V le volume du système, kB la constante de Boltzmann, T la température, et
〈J(t) · J(t + t ′)〉 la fonction d’autocorrélation de la densité de flux de chaleur J, avec t ′ le
délai. L’essence de notre méthode est de décomposer J en contributions modales, ce qui nous
permet, avec les relations de Green et Kubo, d’obtenir une conductivité thermique modale.
On commence par évaluer les coordonnées des modes normaux du système :

Qk,p(t) =
N∑

l

na∑

a

√
Ma

N

(
rla(t)− r0

la

)
ε∗k,p,a exp

[
−ik · r0

l

]
(188)

Pk,p(t) =
N∑

l

na∑

a

√
Ma

N
vla(t)ε∗k,p,a exp

[
−ik · r0

l

]
(189)

La somme se fait sur les na atomes des N cellule unitaires du réseau cristallin. Ici, ε∗k,p,a
est le conjugué complexe du vecteur propre de vecteur d’onde k et de polarisation p associé
à l’atome a, Ma la masse de l’atome a, (rla(t)− r0

la) et vla(t) respectivement la déviation
à la position à l’équilibre et la vitesse au temps t de l’atome a dans la cellule unitaire l , et
r0

l le vecteur position de l’origine de la cellule l . Dans cette étude, on ne s’intéresse qu’aux
modes ZA du graphène ; on peut donc négliger la variable p dans les prochaines équations.

En 1963, Hardy[209] a mis au point une expression générale du flux de chaleur ato-
mique, dans le cas d’un système quantique impliquant des interactions à N-corps générales.
On utilisera ici son analogie classique. Le flux de chaleur peut être approché au second
ordre comme la somme d’un terme régulier et d’un terme oscillant. Gill-Comeau a montré
précédemment[188] que dans le cas du graphène, la partie oscillante du flux de chaleur contri-
bue négligemment au transport thermique. On arrive donc à une expression de la densité de
flux de chaleur en fonction des coordonnées de modes normaux, décomposée modalement :



9.1 - Analyse des modes normaux résolue en temps 87

J(t) ≈ J2(t) ≈ Jreg (t) ≡ i

V

∑

k

ωk
∂ωk

∂k
Pk(t)Q∗k(t) (190)

Avec ωk la fréquence propre du mode k. La conductivité thermique totale du système
peut donc s’écrire comme une fonction de la somme des corrélations des flux de chaleur
modaux :

κ =
V

kBT 2

∞∫

0

∑

kk′

〈Jk(t) · Jk′(t + t ′)〉 dt ′ (191)

On distingue deux types de corrélations dans cette expression :

κ =
V

kBT 2

∑

k

∞∫

0

(
〈Jk(t) · Jk(t + t ′)〉︸ ︷︷ ︸

termes diagonaux
autocorrélations

excitations uniques

+
∑

k′ 6=k

〈Jk(t) · Jk′(t + t ′)〉
︸ ︷︷ ︸

termes non-diagonaux
intercorrélations

excitations collectives

)
dt ′ (192)

En général, on ne considère que les termes diagonaux (k = k′), c’est-à-dire la contribu-
tion des phonons uniques à la conductivité thermique. Une diminution lente de la fonction
d’autocorrélation du mode k signifie que ce phonon n’est que rarement diffusé, que ce soit
par des frontières, des interfaces, des défauts, ou d’autres phonons. On peut maintenant
écrire l’expression du temps de vie du mode k, qui peut être obtenu à partir d’un fit en
utilisant une fonction exponentielle, de la fonction d’autocorrélation de Jk normalisée :

〈Jk(t) · Jk(t + t ′)〉
〈Jk(t) · Jk(t)〉 = exp (−τkt

′) (193)

9.1.2 Auto et inter corrélations

Lorsqu’on se limite au calcul des autocorrélations, on ne sait absolument pas ce qu’il
advient du quasi-moment du mode k lors d’une collision. De fait, cette approximation admet
tous les processus de diffusion comme parfaitement dissipatifs : l’information est entièrement
perdue.

Evaluer les corrélations croisées (lorsque k 6= k′) permet de dépasser cette approximation.
Cela revient à chercher un certain ordre, ou motif, dans la séquence de processus de diffu-
sion de deux modes différents. Dans la grande majorité des matériaux tridimensionnels et
à température ambiante, les processus Umklapp dominent largement et l’espace des phases
des collisions possibles est très large. Dans ce cas particulier, les séquences de collisions ne
sont pas corrélées et l’approximation des autocorrélations se justifie très bien. Gill-Comeau
et Lewis ont cependant prouvé que négliger les intercorrélations dans le cas du graphène
revient à sévèrement sous-estimer la conductivité thermique.
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Lorsqu’on ne tient pas compte des excitations collectives, l’erreur est du même ordre
que celle due à l’approximation SMRT lors de la résolution de l’équation de transport de
Boltzmann. La SMRTA admet que les modes de vibrations ne peuvent être thermalisés
qu’individuellement : autrement dit, les processus de diffusion sont parfaitement dissipatifs
et visent tous à rétablir l’équilibre thermodynamique. Evidemment, dans les situations où
les processus non-résistifs dominent, les modes de vibration sont fréquemment repeuplés par
collision. En analysant les intercorrélations de flux de chaleur modaux, on suit les transferts
élastiques de quasi-moment lors d’un processus de diffusion Normal. Lorsque les processus
Umklapp dominent, l’information est perdue étant donné que le quasi-moment est partiel-
lement transmis au réseau cristallin, et dissipé. Il n’y a donc pas de corrélations entre les
différents modes de vibration.

9.1.3 Considérations sur le coût du calcul

Dans le cas d’un système où N modes normaux sont définis, calculer l’ensemble des exci-
tations uniques revient à calculer N fonctions d’autocorrélation. Le calcul devient nettement
plus lourd lorsqu’on s’intéresse aux excitations collectives : il faut évaluer N(N−1) fonctions,
nombre que l’on peut réduire à N(N − 1)/2 grâce à la commutativité dans la corrélation.

On peut cependant facilement montrer que la somme sur k′ de l’équation 192 peut être
factorisée dans la fonction d’intercorrélation, ce qui amène le nombre de fonctions à évaluer
à N . En pratique, cela représente tout de même un nombre non-négligeable de fonctions de
corrélation à calculer, sur des temps longs (N ∼ 700 dans notre cas).

9.2 Méthodes de calcul, systèmes étudiés

9.2.1 Détermination des modes normaux : dynamique moléculaire et fonctions
de Green

Au lieu d’utiliser la dynamique de réseau pour calculer les modes normaux de nos sys-
tèmes, on a préféré utiliser une approche récente, développée par Kong[210]. Il s’agit d’une
méthode permettant de calculer les relations de dispersion de cristaux à partir de calculs
de dynamique moléculaire, en utilisant des fonctions de Green. Son avantage principal est
d’inclure naturellement tous les ordres d’anharmonicité. On va voir ici comment, à partir de
l’examen de corrélations dans la position des particules, on peut remonter aux relations de
dispersion à une température finie.

Considérons tout d’abord une particule isolée de masse m, reliée à sa position à l’équi-
libre par un ressort de constante de raideur C . Même sans champ externe, la particule va
évoluer autour de sa position d’origine. On suppose ici qu’elle peut vibrer dans une direction
uniquement, x . À l’équilibre, le théorème d’équipartition d’énergie permet d’écrire :

1

2
C
〈

∆x2
〉

=
1

2
m
〈
v 2
〉

=
1

2
kBT (194)

Avec 〈∆x2〉 la moyenne d’ensemble du déplacement ∆x de la particule, v sa vitesse, et
T sa "température". On peut ainsi écrire la constante de force C comme :
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C =
kBT

〈∆x2〉 (195)

Cette relation est également valide dans le cas de cristaux tridimensionnels
harmoniques[211]. On reprend maintenant le cristal étudié dans la section 3.1.2. La fonction
de Green du réseau G peut s’obtenir en examinant le moment quadratique des déplacements
atomiques[212] :

Gpqα,p′q′β = 〈upqα · up′q′β〉 (196)

L’inverse d’une matrice de corrélations divisé par l’énergie thermique peut donc être
interprété comme la matrice des constantes élastiques (effectives) du cristal Φ :

Φ = kBTG−1 (197)

Il est plus commode de travailler dans l’espace réciproque, grâce à la périodicité du cristal.
Dans l’espace de Fourier, le déplacement de l’atome q s’écrit :

ũqα(k) =
1√
N

∑

p

upqαe
−ik·rp (198)

Avec N le nombre total de cellules unitaires dans le système complet. La fonction de
Green du réseau s’écrit, dans l’espace de Fourier :

G̃qα,q′β(k) =
〈
ũqα(k) · ũ∗q′β(k)

〉
(199)

Finalement, les constantes élastiques dans l’espace réciproque s’écrivent :

Φ̃qα,q′β(k) = kBT
[
G̃−1(k)

]
qα,q′β

=
∑

q,q′

Φpqα,p′q′β exp [ik · (rp′ − rp)]
(200)

Ainsi, en combinant les équations 89 et 200, on peut finalement écrire la matrice dyna-
mique :

Dqα,q′β(k) =
1

√
mqmq′

Φ̃qα,q′β(k) (201)

On dispose ainsi d’une méthode permettant de mesurer la matrice dynamique – et donc
les relations de dispersion – par simulation directe de dynamique moléculaire, en examinant la
corrélation dans le déplacement des atomes. Contrairement à la dynamique de réseau, toute
l’anharmonicité est prise en compte étant donné qu’on évalue les mouvements atomiques à
une température finie.
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Ces calculs sont parfaitement simples à réaliser dans le cas du graphène libre. Il faut cepen-
dant utiliser une approximation, lorsque le graphène est déposé sur un substrat. On considère
l’interaction avec le substrat comme une perturbation externe aux propriétés dynamiques du
graphène, ce qui nous permet de conserver la symétrie de translation (la nature cristalline du
système). Sur un substrat de silice amorphe, le graphène n’est que physisorbé : le couplage
entre les deux systèmes est donc faible, ce qui corrobore notre hypothèse. L’approche de
dynamique moléculaire et fonctions de Green est compatible avec cette approximation : il
suffit de n’évaluer les corrélations de déplacement atomique que pour les atomes de carbone.
Cette simplification se justifie aussi bien expérimentalement[213] que théoriquement[194]
étant donné que les relations de dispersion sont tout à fait semblables, que le graphène soit
déposé sur silice amorphe ou qu’il soit libre.

9.2.2 Systèmes considérés

On a considéré trois systèmes différents : i) un feuillet de graphène libre (système A),
ii) un feuillet de graphène sur un substrat de silice amorphe (système B), iii) un feuillet de
graphène sur un substrat de silice amorphe partiellement hydroxylé (système C). Les systèmes
A et C sont représentés sur la figure 29, ainsi que la cellule unitaire du graphène et sa cellule
dans l’espace réciproque.

~a1

~a2

x

y

Γ

K’

K

M’

~a∗
2

~a∗
1

flux de chaleur

A

C

Figure 29 – Haut : cellule unitaire hexagonale et première zone de Brillouin du graphène (la
zone grisée représentant le premier quadrant) ; (A) graphène libre ; (C) graphène supporté par
un substrat partiellement hydroxylé. Les sphères grises, bleues, rouges et jaunes représentent
respectivement les atomes de carbone, d’hydrogène, d’oxygène et de silicium.

Les modèles de substrats ont été obtenus selon la méthode suivante. Avec un large
échantillon de silice cristalline (cristobalite bêta, dont la densité est proche de celle de la
silice amorphe), on a généré un système amorphe par une technique de fonte et de trempe.
On a ensuite ajouté une zone vide dans la direction z , ce qui a pour effet de générer deux
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surfaces libres. En gelant les couches les plus basses (sur 0.6 nm), le substrat est suffisamment
épais (3 nm) pour représenter un système semi-infini dans le cadre de nos simulations. Pour le
substrat sans terminaison particulière, on a recuit le système à 1000 K pendant 200 ps afin de
permettre aux surfaces de reconstruire. Pour le substrat hydroxylé, on a terminé les atomes
d’oxygène en sous-coordination avec des atomes d’hydrogène, et les silicium sous-coordinés
avec des groupements hydroxyles. La densité de groupements OH obtenue est proche de la
constante de Kiselev-Zhuravlev[214], près de 5 OH/nm2. La structure est ensuite relaxée à
température ambiante, pendant 200 ps.

Le feuillet de graphène est ensuite déposé sur le substrat à une distance moyenne de 0.5
nm. Le système complet est finalement équilibré à température ambiante, pendant 200 ps.

Nous avons réalisé une étude de sensibilité sur la taille du feuillet de graphène, afin de
vérifier que les propriétés qu’on calcule sont convergées. Le modèle qu’on a utilisé par la
suite est une super-cellule 50× 50 de la cellule unitaire hexagonale du graphène montrée sur
la figure 29, ce qui donne un feuillet de 5000 atomes de carbone. Il faut utiliser un système
relativement large pour pouvoir échantillonner des modes de vibration à faible nombre d’onde.

Les propriétés de transport thermique du graphène sont hautement isotropes, dans le
plan du feuillet. Dans cette étude, on s’est intéressé au transport selon l’axe y , c’est-à-
dire à la direction chaise (armchair) du graphène. Afin d’obtenir un rapport signal sur bruit
suffisamment élevé, il a fallu échantillonner les positions et vitesses atomiques toutes les 0.25
ps, sur une durée allant de 30 ns à 50 ns. Ce large volume de données a été post-traité en
utilisant un code parallèle écrit en python.

9.2.3 Potentiel interatomique

Les études précédentes décrivant l’interaction de graphène avec un substrat ont toujours
utilisé une combinaison de potentiels n’ayant pas été optimisés avec la même référence
énergétique. Un exemple souvent retrouvé est l’utilisation du potentiel de Tersoff pour décrire
le graphène et le substrat, ainsi que d’un potentiel de Lennard-Jones pour décrire l’interaction
de van der Waals entre les deux.

Ici, on a utilisé le potentiel COMB3, qu’on a précédemment étendu (voir partie II ainsi
que la référence [215]) à la description du silicium et de la silice. On a commencé par vérifier
que COMB3 décrit correctement les propriétés dynamiques du graphène, en calculant les
relations de dispersion par dynamique moléculaire de fonctions de Green. De plus, on a
également réalisé le même calcul en utilisant le potentiel de Tersoff paramétré par Lindsay et
Broido[216], spécialement optimisé pour représenter correctement les relations de dispersion
du graphite et du graphène. Dans la figure 30, on présente les relations de dispersion obtenues
le long de la ligne de haute symétrie Γ - M, calculées avec les potentiels COMB3 et de Tersoff,
et comparées à des résultats expérimentaux de dispersion des phonons du graphite dans le
plan[217, 218], obtenus par diffusion inélastique des rayons X.

COMB3 ne décrit pas très bien les polarisations longitudinale et transverse acoustiques
(LA, TA) du graphène, comparé au potentiel de Tersoff. Cependant, les modes de flexion
acoustiques sont parfaitement bien représentés, et il s’agit de notre critère d’évaluation
principal. Finalement, COMB3 donne une bonne description de la polarisation de flexion
optique (ZO), alors que le potentiel de Tersoff surestime largement les fréquences propres
de ces modes. Dans le cas du graphène libre, les branches ZO, LA et TA contribuent d’une
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Figure 30 – Relations de dispersion dans le graphène calculées avec les potentiels de Tersoff
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manière équivalente à la conductivité thermique totale[188].

Il a également fallu étendre notre paramétrisation à la description de l’interaction gra-
phène substrat. La forme fonctionnelle de COMB3 contient un terme décrivant l’interaction
de van der Waals, sous la forme d’un potentiel de Lennard-Jones 12-6 :

UvdW (r) =
∑

i

NN∑

j>i

4εij

[(
σij

rij

)12

−
(
σij

rij

)6
]

(202)

La somme étant sur tous les plus proches voisins (NN, pour Nearest Neighbours). Le
terme est tronqué et décalé à zéro au-delà d’un rayon de coupure, dont la valeur est de
11Å. Une spline cubique est utilisée à partir de 0.95σij , afin de terminer d’une manière lisse
l’interaction de van der Waals au rayon de coupure de courte portée, ce qui permet d’éviter
une répulsion artificiellement élevée. Dans notre cas, afin de décrire l’interaction graphène-
substrat, nous avons optimisé εij et σij pour les doublets Si-C, O-C et H-C. La procédure
générale est équivalente à celle décrite dans la partie II. Comme référence, on a réalisé des
calculs de DFT avec une correction empirique de la dispersion développée par Grimme[219]
(DFT-D3), telle qu’implémentée dans VASP et intégrée dans MedeA®. Nous avons calculé
l’énergie de liaison entre le graphène et un substrat de quartz alpha, en considérant différentes
terminaisons : une surface polaire en oxygène, une polaire en silicium, une terminée par des
groupements hydroxyles et une dernière terminée par des groupements silanes (-SiH).

On a généré deux jeux de paramètres différents ; un pour le cas du substrat de silice
amorphe nu, et un second pour le substrat hydroxylé. On a choisi de procéder de cette manière
pour des raisons similaires à celles qui ont mené au schéma de correction DFT-D3 : prendre en
compte l’environnement chimique améliore fondamentalement la description empirique de la
dispersion électronique. Etant donné que le terme de van der Waals du potentiel COMB3 ne
dépend pas de la coordination locale, générer différents jeux de paramètres pour différents
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environnements chimiques est un bon compromis. Un exemple de la bonne fidélité qu’on
obtient est donné dans la figure 31. Les valeurs des paramètres sont reprises dans le tableau
8. On a également évalué les paramètres utilisés d’habitude pour ce genre d’études, obtenus
par règle de mélange par Rappe[220]. On a remarqué leur mauvaise performance, l’énergie
de liaison étant largement sous-estimée.
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Figure 31 – Energie de liaison en fonction de la distance C-H minimale dans le cas du substrat
de silice terminée par des groupements SiH. L’énergie est donnée en unité d’eV par atome
de carbone.

Tableau 8 – Paramètres du terme d’interaction van der Waals de COMB3.

Paramètres g-SiO2 g-SiO2 :H

εSiC (eV) 0.0298 0.0100
εOC (eV) 0.0245 0.0100
εHC (eV) × 0.0400
σSiC (Å) 3.6350 3.6350
σOC (Å) 3.3000 3.3000
σHC (Å) × 3.0203

10 Résultats

10.1 Conductivité thermique totale

On commence par comparer les conductivités thermiques totales et dues aux excitations
simples dans les trois cas, à température ambiante. Les résultats sont présentés dans le
tableau 9. En ce qui concerne le graphène libre (système A), nos résultats sont proches de
ceux de Gill-Comeau et Lewis, en gardant à l’esprit que nous n’avons pas utilisé le même
potentiel interatomique : ils rapportent une valeur de 338 W/m/K pour la contribution des
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modes uniques, et de 2271 W/m/K pour l’ensemble des contributions. Plus que des valeurs
absolues, le ratio qu’ils rapportent de la conductivité thermique totale sur celle due aux
modes uniques est d’environ 6.7, ce qui est tout à fait comparable à la valeur que nous
obtenons (6.3). Ceci confirme la fiabilité de notre approche.

Tableau 9 – Conductivités thermiques totales, et contributions des modes uniques.

Système κZA modes uniques (W/m/K) κZA totale (W/m/K)

A 308.39 1954.12
B 101.67 160.18
C 93.85 195.60

La diminution de la conductivité thermique due à l’interaction avec un substrat est
frappante. La contribution des modes uniques est divisée par environ trois, et la conductivité
totale est plus d’un ordre de grandeur plus petite. Dans le cas du graphène sur substrat
nu (système B), le ratio conductivité totale sur modes uniques est inférieur à deux (1.57),
ce qui signifie que les excitations collectives de phonons ne dominent plus le transport de
chaleur dans le feuillet de graphène. La valeur de la contribution des modes uniques que
nous obtenons est comparable au résultat obtenu par Aksamija et Knezevic[221] (environ 80
W/m/K) en utilisant l’approximation SMRT de l’équation du transport de Boltzmann pour
de larges nanorubans de graphène sur SiO2 cristallin.

Dans le cas du système C (substrat hydroxylé), le ratio est légèrement supérieur à deux
(2.08) ; la présence d’hydroxyles permet de préserver en partie les phénomènes d’excitations
collectives. Ceci est dû au fait que l’hydroxylation affaiblit l’interaction entre le graphène
et le substrat. Cependant, la contribution des modes uniques est légèrement plus faible que
dans le cas du système B. Les groupements hydroxyles augmentent la rugosité de surface du
substrat, ce qui accentue la corrugation du feuillet de graphène, comme on peut l’observer
dans la figure 32. Lee et al.[222] ont montré que la corrugation du graphène localise des
modes acoustiques de faible énergie, ce qui en retour contribue à diminuer la conductivité
thermique.

10.2 Temps de vie des phonons

On passe maintenant à l’analyse du temps de vie des phonons, qui permet de mieux
comprendre les mécanismes de diffusion de phonons liés à la présence du substrat. Les
résultats sont présentés sur la figure 33. Dans le cas du graphène libre, on observe une
divergence des temps de vie lorsque k → Γ. Les modes de basse énergie ont également un
petit nombre d’onde ; la conservation du moment fait que ces phonons ne sont que rarement
diffusés. Hors du centre de la zone de Brillouin, la dépendence de τZA sur la fréquence ν est
faible, et clairement différente de la loi bien connue[223, 224] en ν−2 propre aux matériaux
tridimensionnels à température non-cryogénique, due aux processus Umklapp. Ici, le temps
de vie des phonons augmente légèrement dans une bande de fréquence étroite (autour de
2.5 THz), avant de décroître de façon monotone jusqu’aux frontières de la zone de Brillouin.
Dans le graphène, les temps de vie des modes hors-plan sont longs grâce à une règle de
sélection[225] qui interdit les processus de diffusion impliquant un nombre impair de phonons
de flexion (par exemple, ZA+ZA↔ZA) à cause de la symétrie de réflexion des matériaux
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Figure 32 – Déviation de la hauteur par rapport à une couche de graphène parfaitement plate,
pour des systèmes dont les forces atomiques ont été minimisées. Pour le substrat hydroxylé
(gauche), le gradient est plus fort – des zones nettement plus lisses sont visibles dans le cas
du substrat nu (droite).

bidimensionnels, ce qui réduit sévèrement l’espace des phases des processus de diffusion.
Cette règle de sélection restreint fortement le nombre de processus de diffusion impliquant
des phonons hors-plan.
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Figure 33 – Temps de vie des phonons de flexion acoustiques dans les trois différents systèmes

Lorsque le graphène est supporté par un substrat, les symétries mirroir et translationnelle
sont brisées, et en conséquences, la règle de sélection sur les processus de diffusion anharmo-
niques des modes de flexion disparaît. Ceci mène à une large réduction (environ un ordre de
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grandeur) du temps de vie des phonons de faible énergie, comme observé précédemment[194].
Dans le cas du système B, les temps de vie augmentent lorsque la fréquence augmente jus-
qu’à environ 10 ps à 1.5 THz, puis décroissent. Ce pic à basses fréquences disparaît lorsque
le substrat est hydroxylé. Même si le couplage avec le substrat est plus faible, le phénomène
dominant ici semble être le degré supplémentaire de désordre dû à la présence de centres de
diffusion placés aléatoirement sur la surface du substrat, qui perturbent encore plus l’ordre à
longue portée des phonons. Près des frontières de la zone de Brillouin, les modes ZA ont des
temps de vie légèrement plus élevés que dans le cas du substrat nu. Cela peut se comprendre
assez simplement, étant donné que la corrugation due aux groupements OH a de moins en
moins d’effet sur les phonons lorsque le nombre d’onde augmente.

10.3 Conductivité thermique modale

La décomposition modale propre à notre approche nous permet de résoudre le conducti-
vité thermique du graphène dans sa zone de Brillouin. La conductivité résolue dans l’espace
réciproque est présentée sur la figure 34. On commence par examiner la contribution des
modes uniques à la conductivité. Pour le graphène libre, une poche de modes à nombre
d’onde intermédiaire où la vitesse de groupe est élevée, y contribue principalement. Cette
zone est légèrement décalée vers le point Γ, là où les temps de vie sont très élevés.

On remarque que lorsque le graphène est en contact avec un substrat, les phonons à
grande longueur d’onde arrêtent de contribuer au transport thermique, ce qui est cohérent
avec les conclusions de notre étude sur les temps de vie. Dans ce cas, le transport est dominé
par des considérations sur la vitesse de groupe, étant donné que la zone à haute conductivité
(modes uniques) du système B se superpose très bien à celle de haute vitesse de groupe.

Lorsque le substrat est hydroxylé, la zone contribuant au transport s’élargit dans l’espace
réciproque et devient plus lisse. Le couplage plus faible au substrat semble permettre à
des phonons de plus basse énergie de contribuer au transport de chaleur. Cependant, les
modes de plus haute vitesse de groupe transportent visiblement moins efficacement l’énergie
thermique que dans le cas du système B. Ces considérations sont tout à fait intéressantes,
parce qu’on se rend alors compte qu’une analyse des temps de vie des phonons seule, comme
il est généralement fait, ne suffit pas pour décrire complètement le transport thermique. Ici,
il est nécessaire d’avoir accès à de l’information sur la valeur absolue du flux de chaleur
spectral, plutôt que d’analyser uniquement des quantités normalisées.

La signature des intercorrélations est de bien plus basse intensité que celle des autocorré-
lations, et décroît beaucoup plus lentement. Le rapport signal sur bruit est donc nettement
plus bas lorsque l’on cherche à obtenir la contribution des excitations collectives décomposée
spectralement, comme on peut le voir sur les panneaux inférieurs de la figure 34. Cependant,
on peut tout de même distinguer des tendances. Pour le graphène libre, la conductivité ther-
mique est singulièrement plus élevée partout dans la zone de Brillouin. Les phonons proches
du centre sont les plus touchés : comme on peut le voir, ces modes à faible vitesse de groupe
sont en fait d’excellents porteurs de chaleur grâce à leur interaction avec d’autres modes
par processus de diffusion non-résistifs. Dans le cas du système B, on obtient à peu près
le même motif que lorsqu’on ne s’intéresse qu’à la contribution des modes uniques. On re-
marquera cependant les échelles différentes utilisées. Les mécanismes dissipatifs de diffusion
de phonons dominent à cause de l’interaction du graphène avec le substrat, ce qui détruit
les canaux de conduction des modes basse fréquence. Pour le système C, malgré le bruit
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Figure 34 – Conductivité thermique due aux modes ZA (contributions des modes uniques,
et valeur totale), résolue dans le premier quadrant de la zone de Brillouin du graphène, pour
les trois différents cas étudiés. Il faut remarquer les différentes gammes de valeur, surtout
pour le cas de la conductivité thermique totale du graphène libre.

élevé, on remarque qu’une zone de nombre d’onde intermédiaire à élevé contribue significa-
tivement au transport. Il semblerait également qu’il y ait une zone à conductivité thermique
non-négligeable au niveau d’un des sommets de la zone de Brillouin. Les phonons de faible
énergie semblent participer à nouveau au transport thermique, grâce au couplage plus faible
avec le substrat.

Conclusions

Dans cette partie, nous avons étudié le transport thermique dû aux phonons hors-plan
du graphène déposé sur un substrat de silice amorphe, par analyse de modes normaux et par
calculs de dynamique moléculaire à l’équilibre. Nos résultats montrent que l’interaction avec
un substrat provoque une forte réduction disproportionnelle des contributions à la conduc-
tivité venant des modes uniques (un facteur trois) et des excitations collectives de phonons
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(un facteur d’environ trente). On a montré que ces phénomènes collectifs, qui sont les prin-
cipaux porteurs de chaleur dans le graphène libre à cause de la prédominance des processus
de diffusion Normaux à température ambiante, sont sévèrement perturbés par le couplage à
un substrat amorphe.

La diminution d’un facteur trente de la contribution des excitations collectives de phonons
peut être ramenée à un facteur seize en hydroxylant partiellement la surface du substrat de
silice amorphe, ce qui a pour effet de réduire la force de couplage. Cependant, la corrugation
accentuée du feuillet de graphène réduit légèrement la contribution des modes uniques à la
conductivité thermique.

Nos résultats suggèrent que le transport thermique dans le graphène sur substrat peut être
optimisé, en essayant de préserver la très large contribution à la conductivité des excitations
collectives de phonons. Une idée pourrait être par exemple de fonctionnaliser le feuillet de
graphène sur un substrat à certains endroits bien précis, peut-être en respectant un certain
motif. Cela aurait pour effet d’introduire des centres de diffusion des phonons très localisés,
ainsi qu’une minimisation globale du couplage entre le graphène et le substrat. On note que
la fonctionnalisation du graphène à un substrat a été récemment démontrée comme une
méthode permettant d’efficacement améliorer le transport thermique de quelques couches
de graphène superposées[226].
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Propriétés de transport électronique
du graphène sur substrat : rides et
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11 Introduction

Le graphène possède des propriétés de transport hors du commun, qui découlent d’une
structure électronique unique. Sa mobilité électronique extrêmement élevée, de l’ordre de
2 · 105 cm2/(Vs), en fait un bon candidat pour remplacer le silicium dans les dispositifs
de micro- et de nano-électronique. Dans ce contexte, il est important de comprendre les
phénomènes physiques fondamentaux qui régissent les propriétés de transport électronique
exotiques du graphène, afin de maîtriser, contrôler, et finalement ajuster selon les nécessités
l’ensemble des paramètres pouvant les influencer.

Dans cette partie, on va étudier l’influence d’un pli, d’une grille électrostatique, ainsi
que de la présence d’un substrat, sur les propriétés de transport électronique du graphène.
Ce dernier étant un matériau bidimensionnel (2D), ses propriétés sont très sensibles à tout
type de perturbation extérieure. Par exemple, l’utilisation d’une grille électrostatique dans un
dispositif tout-graphène (électrodes et canal) peut augmenter drastiquement la densité de
porteurs de charge, jusqu’à plus de 4 · 1013 cm−2[227]. Il est donc d’autant plus important
de maîtriser l’environnement direct du graphène, afin d’optimiser les propriétés bénéfiques
pour telle ou telle application pratique.

L’approche que nous avons utilisée est basée sur la DFT, et permet de résoudre l’équation
de Schrödinger dans un système ouvert, dont deux extrêmités sont couplées à des électrodes
semi-infinies pouvant induire une différence de potentiel. La théorie de cette approche, ap-
pelée méthode NEGF, a été présentée dans la sous-partie 4.

Dans la suite de cette introduction, on va rapidement aborder la structure électronique
du graphène, en se basant sur un modèle des liaisons fortes. Après cela, on détaillera les
techniques actuellement considérées permettant d’ouvrir un gap dans la structure de bande
du graphène, problème majeur et condition sine qua non à toute application en électronique
digitale. On présentera par la suite une structure de graphène sur silice quasi-bidimensionnelle,
utilisée par la suite, ainsi que la modélisation de rides dans la surface du matériau 2D. Après
avoir abordé en détail les modèles atomistiques, leur génération ainsi que les paramètres
des simulations que nous avons réalisées, les résultats de notre étude seront présentées.
Finalement, une réflexion sur les perspectives futures clora cette partie.

11.1 Structure électronique du graphène

11.1.1 Un modèle des liaisons fortes

Comme on l’a vu dans la sous-section 9.2, le graphène consiste en un arrangement
d’atomes de carbone sur un réseau en nid d’abeille, dont le réseau de Bravais sous-jacent est
hexagonal. Il y a deux atomes par maille, qu’on appellera A et B. La géométrie du système
a été représentée sur la figure 29. Les atomes de carbone présentent une hybridation sp2 : la
combinaison d’une orbitale 2s et de deux orbitales p (2px , 2py ) forment trois orbitales sp2,
à l’origine de la forte liaison σ covalente C-C dans le plan. Il reste également une orbitale
2pz , qui contient le dernier électron de valence de chaque atome de carbone. Les orbitales
2pz , perpendiculaires au plan de graphène, forment des liaisons π dont on va maintenant
étudier la structure de bandes, en utilisant un modèle des liaisons fortes. On considère que
les électrons peuvent sauter à la fois vers les premiers et les seconds plus proches voisins.



11.1 - Structure électronique du graphène 101

L’Hamiltonien électronique s’écrit alors, en seconde quantification :

H = −t
∑

〈i ,j〉,σ

(
a†i ,σbj ,σ + H. c.

)
− t ′

∑

〈〈i ,j〉〉,σ

(
a†i ,σaj ,σ + b†i ,σbj ,σ + H. c.

)
(203)

Où 〈i , j〉 (〈〈i , j〉〉) indexe les premiers (seconds) voisins, ai ,σ (a†i ,σ) crée (annihile) un
électron de spin σ =↓ ou ↑ au site Ri du sous-réseau A, t (t ′) est l’énergie de saut aux
premiers (seconds) voisins, et H. c. indique le conjugué Hermitien de l’opérateur précédent.
Les relations de dispersion ont été déterminées en 1947, par Wallace[228] :

E (k) = ±t
√

3 + f (k)− t ′f (k)

f (k) = 2 cos
(√

3kya
)

+ 4 cos

(√
3

2
kya

)
cos

(
3

2
kxa

) (204)

Le signe − (+) correspond à la bande π (π∗). On peut observer ces deux bandes sur la
figure 35. Le spectre d’énergie obtenu est symétrique lorsqu’on ne considère que les sauts
d’électrons aux premiers voisins (t ′ = 0 eV). Lorsque les sauts aux seconds voisins sont pris en
compte, la symétrie électrons-trous est rompue. Sur la figure 36, on a également représenté
la structure de bande calculée par DFT avec vasp, selon une ligne de haute symétrie dans
la première zone de Brillouin.
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Figure 35 – Gauche : relations de dispersion des bandes π et π∗ dans le graphène, selon le
modèle des liaisons fortes développé ci-dessus. Droite : projection dans le plan (x , y), bande
π.

On remarquera qu’autour du point K, la dispersion des bandes π est linéaire : les excita-
tions de basse énergie du graphène se comportent comme des particules relativistes de masse
nulle, appelées fermions de Dirac. Lorsque le graphène est neutre, le potentiel chimique passe
précisément par les points K, appelés points de Dirac. Ainsi, aux basses énergies, les porteurs
de charge suivent les lois physiques de l’électrodynamique quantique appliquées aux fermions
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de masse nulle. Cependant, les fermions de Dirac se déplacent dans le graphène à une vi-
tesse vf , 300 fois inférieure à la vitesse de la lumière. Beaucoup de phénomènes exotiques de
l’électrodynamique quantique peuvent donc se manifester dans le graphène, bien que ce soit
à des vitesses moindres[229, 230, 230]. De plus, lorsque soumis à un champ magnétique, les
fermions de Dirac ne se comportent pas comme des électrons "classiques", ce qui mène à
de nouveaux phénomènes physiques remarquables[231, 232].
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Figure 36 – Relations de dispersion du graphène obtenues par calcul ab initio (vasp), en
utilisant la fonctionnelle PBE.

11.1.2 Ouverture d’un gap électronique

On peut donc qualifier le graphène de semi-conducteur à bande interdite nulle, ou de
semi-métal à recouvrement nul. Cette propriété particulière en fait un matériau inadapté aux
applications du domaine de l’électronique numérique. De nombreuses équipes de recherche
ont donc étudié différentes méthodes permettant d’ouvrir un gap dans la structure de bande
du graphène, durant les dix dernières années :

— Multi-couches de graphène[233, 234, 235]. On peut montrer simplement, en utilisant
le modèle des liaisons fortes étendu à une bi-couche de graphène[236], qu’un gap
non-nul très proche du point K existe. Ce gap dépend de la différence de potentiel
appliquée au système, ce qui le rend facilement mesurable expérimentalement[237,
238].

— Dopage chimique : l’adsorption de molécules par les orbitales p selon un certain motif,
comme par exemple un moiré causé par un substrat[239, 240] permet la formation
d’hétérostructures de gap non-nul.

— Dopage électrostatique : Pedersen et Pedersen[241] ont montré, en 2012, qu’il est
possible d’ouvrir un gap au point K en modulant périodiquement le potentiel élec-
trostatique à l’aide d’une grille.
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— Application d’une déformation[242, 243], ou par altération physique du feuillet de
graphène[244, 245].

— Confinement quantique latéral, en découpant de fins rubans dans un feuillet de gra-
phène (GNR, pour graphene nanoribbon)[246, 247]. Le gap obtenu est généralement
inversement proportionnel à la largeur du ruban, et est très sensible à la géométrie et
à la terminaison chimique des arêtes[248, 249, 250].

— Interaction avec un substrat. La corrugation peut briser la symétrie du potentiel
cristallin[251].

Selon le modèle des liaisons fortes, l’absence de gap au point K est due au fait que les
deux atomes de la cellule unitaire sont identiques. Selon le modèle des électrons quasi-libres,
c’est la symétrie d’inversion du potentiel cristallin qui est responsable du gap nul. Briser
cette symétrie, par un déplacement ou en modifiant un des deux atomes de la maille (ce qui
fait le lien avec le modèle des liaisons fortes), ouvrirait un gap. C’est l’argument qu’avancent
Zhou et al. [251] pour expliquer le gap observé dans un feuillet de graphène supporté par un
substrat de carbure de silicium : la corrugation du substrat briserait suffisamment la symétrie
d’inversion du potentiel cristallin.

11.2 Substrat Q2D de silice

En 2012, Huang et al.[252] rapportaient la découverte accidentelle de silice amorphe et
cristalline quasi-bidimensionnelle (Q2D) crûe sur un feuillet de graphène. Ce système, d’une
part intéressant d’un point de vu théorique de par sa simplicité, est également envisagé pour
de multiples applications. Plus particulièrement, l’absence de liaisons pendantes à la surface
du substrat en fait un candidat intéressant pour l’électronique.

On ne considérera dans cette partie que la silice cristalline Q2D, et pas son homo-
logue amorphe. Il s’agit d’une structure bi-tétraédrique reprenant la structure de la tridymite
bêta (voir section 7.1), un polymorphe de SiO2 dont certains angles Si-O-Si mesurent 180°.
Sa structure électronique est très proche de celle de la tridymite massive. Les surfaces ne
présentent aucune liaison pendante, ce qui explique sa faible réactivité. Les mesures de spec-
troscopie des pertes d’énergie (EELS) suggèrent que le substrat ne forme pas de liaison
covalente avec la couche de graphène. Les deux matériaux présentent un décalage de ré-
seau important (7 %), ce qui supporte la thèse du faible couplage entre silice et graphène.
De plus, les calculs ab inito réalisés par Huang et al. montrent que l’interaction de van der
Waals entre les deux matériaux stabilise énergétiquement la silice cristalline Q2D par rapport
au massif de SiO2, de -107 meV/SiO2. La structure du substrat Q2D, ainsi que le système
complet formé avec la couche de graphène sont présentés sur la figure 37.

11.3 Graphène plissé

De nombreuses études[253, 254, 255, 256] ont rapporté l’observation, la caractérisation
et la maîtrise de rides ou d’ondulations statiques dans une couche de graphène. Il est possible
de contrôler expérimentalement l’orientation, l’amplitude ainsi que la longueur d’onde de ces
plissures, notamment en agissant sur le substrat supportant le graphène, ainsi que sur la
température. La cause de ces rides peut être la corrugation locale du substrat, un décalage
de réseau entre la couche de graphène et son support, ainsi que des effets de déformation
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a. c.

b. d.

Figure 37 – a., b. : vues de haut et latérale du substrat Q2D de silice cristalline. c., d. : vues
de haut et latérale d’une super-cellule du système graphène et substrat. Ici, une super-cellule
2× 2 de graphène est associée à la cellule élémentaire de SiO2 Q2D.

mécanique. Il est important de pouvoir caractériser et contrôler ces ondulations, ainsi que
de comprendre l’influence qu’elles peuvent avoir sur la structure électronique du graphène.

Dans cette partie, on s’est attaché à étudier le transport électronique à travers une couche
de graphène présentant une unique ondulation. On a également modélisé explicitement le
substrat Q2D présenté plus haut, et analysé différentes configurations où le graphène peut
onduler avec ou sans la couche de silice cristalline. Nous avons notamment réalisé des cal-
culs de transport électronique selon l’approche NEGF implémentée dans transiesta, afin
d’étudier le transport quantique dans ces structures plissées. Une grille permettant de doper
électrostatiquement notre système a également été modélisée, ce qui permet de simuler un
dispositif type transistor à effet de champ (FET, pour field effect transistor).

Dans les parties suivantes, on va commencer par présenter les modèles atomistiques
réalisés, la manière dont on a généré des systèmes plissés, ainsi que les paramètres des
calculs ab initio et quelques méthodes numériques. On abordera ensuite l’effet d’une ride
unique sur la transmission de Landauer, et l’effet de champ lié à la grille. Par la suite, on
considérera les structures graphène-substrat, en présentant des résultats sur leur spectre
de transmission, des caractéristiques courant tension, et sur la chute de potentiel dans le
système étudié. Finalement, on concluera, en abordant différentes perspectives possibles.

12 Modèles atomistiques, et simulations de transport
quantique

On commence par détailler les systèmes considérés par la suite. Dans la sous-section sui-
vante, on va exposer leurs caractéristiques, ainsi que la procédure utilisée pour leur construc-
tion.
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12.1 Systèmes considérés

12.1.1 Graphène

On a optimisé la géométrie de la maille du graphène par calculs ab initio, avec siesta
et en utilisant vasp comme référence. Les paramètres utilisés seront présentés dans la sous-
section suivante (12.2). Après optimisation, on obtient un paramètre de maille asiesta

0 = 2.478
Å, en assez bon accord avec avasp

0 = 2.466 Å ainsi qu’avec la valeur expérimentale du
graphite, aexp

0 = 2.460 Å[257].

On a construit un système de graphène parfaitement planaire adapté aux calculs tran-
siesta et tbtrans, afin de servir d’étalon. Il s’agit d’un modèle de 224 atomes de carbone,
étiré dans la direction y , considérée comme la direction du transport. Le modèle est repré-
senté sur la figure 38.

4.956 Å

120.177 Å

y

x

Figure 38 – Modèle de graphène parfait, utilisé pour les calculs de transport.

12.1.2 Graphène et silice Q2D

À nouveau, on a optimisé par calculs ab initio la structure de la silice cristalline Q2D
décrite dans l’introduction. Le paramètre de maille obtenu avec le code d’ondes planes est
de avasp

0 = 5.311 Å , en accord parfait avec les simulations réalisées par Huang et al.[252].
L’optimisation de géométrie réalisée avec siesta donne un résultat de asiesta

0 = 5.401 Å ,
ce qui représente une déviation acceptable de 1.69% par rapport à la valeur de référence.

On a référencé, dans le tableau 10, le décalage de réseau f0 calculé pour différentes
combinaisons de super-cellules de graphène et de silice Q2D.

Tableau 10 – Décalage de réseau par rapport aux structures optimisées avec vasp et siesta
de plusieurs combinaisons possibles de super-cellules de graphène et de silice Q2D.

Combinaisons f vasp
0 (%) f siesta

0 (%)

(2× 2) et (1× 1) 7.136 8.239

(9× 9) et (4× 4) 4.472 3.231

(11× 11) et (5× 5) 2.150 0.937

(13× 13) et (6× 6) 0.602 0.592

Pour leurs calculs ab inito, Huang et al. ont considéré la combinaison (9× 9) et (4× 4),
afin de réduire le décalage de réseau par rapport à la combinaison minimale, que nous
avons utilisée afin de minimiser le temps de calcul, relativement important lorsqu’on souhaite



106 Modèles atomistiques, et simulations de transport quantique

déterminer des propriétés de transport électronique. Les structures ont été combinées en
contraignant la cellule de silice au paramètre de maille du graphène, et une optimisation
géométrique complète du système assemblé a suivi. Les structures optimisées ont comme
paramètre de maille avasp

0 = 5.092 Å, et asiesta
0 = 5.178 Å. La distance entre la couche de

graphène et la silice Q2D obtenue par optimisation vaut dvasp
0 = 3.238 Å, et d siesta

0 = 2.730
Å.
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Figure 39 – Structures de bandes calculées avec vasp de : a. la super-cellule 2 × 2 du
graphène, b. la silice cristalline Q2D, ainsi que c. le système hétérogène complet.

Nous avons vérifié par la suite que le décalage de maille important entre les deux systèmes
n’altérait pas trop sensiblement les propriétés électroniques des deux matériaux. Le couplage
entre graphène et silice Q2D étant faible (essentiellement une interaction de van der Waals),
on peut supposer que la structure de bande du système complet consistera en la superposition
des bandes des systèmes isolés. Sur la figure 39, on présente des résultats de calculs de
structure de bande réalisés avec vasp pour la super-cellule 2× 2 du graphène, la silice Q2D,
ainsi que le système complet.

L’hypothèse de la superposition des deux structures de bande est clairement justifiée. On
notera que la structure de bande du graphène diffère de celle de la figure 36, étant donné que
les bandes sont repliées dans la plus petite zone de Brillouin de la super-cellule 2× 2. Nous
avons également calculé, en utilisant siesta, la différence entre la densité de pseudo-charge
de valence et la somme des densités de pseudo-charge de valence atomiques (∆ρ(r) ; les
résultats sont présentés sur la figure 40, et confirment le faible couplage entre le graphène
et la silice (remarquer l’échelle logarithmique).

On a à nouveau préparé un système planaire servant d’étalon aux calculs de propriétés
de transport électronique. Il s’agit d’un échantillon graphène/substrat étiré dans la direction
y , composé de 560 atomes. Le modèle est présenté sur la figure 41.

12.1.3 Génération de rides par simulations de dynamique moléculaire classique

Pour modéliser une ondulation statique dans nos systèmes, nous avons eu recours à
des simulations de dynamique moléculaire classique, en utilisant le potentiel interatomique
présenté dans la partie II. Une déformation par compression, εyy ∼ 10% a été appliquée dans
la direction y . Les systèmes ont ensuite été relaxés pendant 30 ps dans l’ensemble nVT ,
à température ambiante, en gelant la position des atomes aux extrémités. Les positions
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Figure 40 – Gauche : modèle de graphène sur silice cristalline Q2D. Le plan bleu transpa-
rent représente la tranche sur laquelle on a représenté la densité de pseudo-charge. Droite :
représentation bi-dimensionnelle de la valeur absolue de ∆ρ(r), en utilisant une échelle lo-
garithmique.
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2.730 Å

y

x

y

z

Figure 41 – Modèle de graphène/silice Q2D parfait, utilisé pour les calculs de transport. Vue
de haut, et vue latérale.

atomiques ont par la suite été optimisées, en utilisant notre potentiel classique puis par
calcul siesta, en respectant un critère de convergence de 0.02 eV/Å. Finalement on a
ajouté aux extrémités des zones correspondant aux électrodes.

Une procédure légèrement différente a été suivie pour le système contenant une couche
de graphène ondulée, et un substrat plat. Une déformation εyy ∼ 10% a été appliquée
uniquement à la couche de graphène, par ajout d’atomes. La structure a ensuite été relaxée
selon le procédé explicité ci-dessus. L’ensemble des systèmes générés sont présentés sur la
figure 42.



108 Modèles atomistiques, et simulations de transport quantique
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Figure 42 – L’ensemble des modèles utilisés pour les calculs de transport électronique. Les
zones rouge et bleue représentent les électrodes.

12.2 Calculs ab inito : mise en place, paramètres

12.2.1 Structure électronique de systèmes périodiques par calculs vasp et siesta

Nous avons utilisé, pour tous les calculs ab inito réalisés, la fonctionnelle d’échange-
corrélation PBE dans le cadre de la GGA, développée au milieu des années 1990 par Perdew,
Burke, et Ernzerhof[258]. La méthode PAW a été employée dans le cadre des calculs vasp,
avec une énergie de troncature des ondes planes de 400 eV (520 eV pour les optimisations
de géométrie). Le maillage dans l’espace réciproque a été défini de manière à converger
l’énergie totale. On a également utilisé un schéma de correction de la dispersion empirique
directement intégré à vasp, afin de décrire l’interaction de van der Waals entre le graphène
et la silice Q2D (DFT-D3[219]).

Pour les calculs siesta, on a utilisé des pseudo-potentiels à norme conservée pour décrire
les états de coeur, générés selon l’approche de Troullier et Martins[33]. Les états de valence
ont quant à eux été modélisés en utilisant une base simple zeta plus polarisation (SZP),
suffisamment précise pour décrire correctement les phénomènes physiques à des énergies
proches du niveau de Fermi de nos matériaux. Le schéma de correction empirique de disper-
sion DFT-D2[259] a été utilisé, de manière à considérer uniquement les interactions C-O et
C-Si. Le rayon de confinement des orbitales a été défini à partir d’un décalage d’énergie de
230 meV, l’énergie de coupure du maillage dans l’espace réel a été fixée à 230 Ry (environ
3129 eV), et la température électronique à 300 K. La convergence des cycles SCF a été accé-
lérée en utilisant l’algorithme de Broyden[260], modifié par Vanderbilt et Louie[261], puis par
Johnson[262] : après une itération SCF, le nouvel Hamiltonien est considéré en mélangeant
l’historique des valeurs précédentes sur sept itérations, en utilisant une pondération pour
l’inverse du Jacobien de 0.01.
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12.2.2 Structure électronique de systèmes ouverts avec transiesta

La majeure partie des paramètres utilisés pour les calculs siesta a été conservée pour
les simulations de systèmes ouverts. Dans la seule direction périodique (x), appelée par la
suite direction transverse, il a été suffisant d’utiliser 10 points k pour converger les proprié-
tés calculées. Les fonctions de Green ont été calculées en utilisant l’algorithme d’inversion
de matrices tridiagonales par blocs[263, 264] récemment implanté dans transiesta par
Papior[88]. Le paramètre d’élargissement η a été fixé à 0.01 eV. La partie circulaire et la
section droite du contour d’intégration à l’équilibre utilisent, respectivement, la méthode de
quadrature de Gauss-Legendre, et celle de Gauss-Fermi.

En plus du système à l’équilibre (V = 0V ), on a considéré deux valeurs non-nulles de
tension : 0.25 V, et 0.5 V. Pour chaque valeur de différence de potentiel, on a initialisé le
calcul en prenant comme matrice densité de départ celle obtenue à la valeur de V direc-
tement inférieure. Le contour hors-équilibre consiste simplement en un ensemble de points
régulièrement espacés (δ = 8 meV) espacés de −|V |/2− 5kBT à |V |/2 + 5kBT , avec V la
différence de potentiel appliquée aux électrodes. Un poids est attribué à chaque point, dont
la valeur diminue fortement aux alentours de ±V /2.

12.2.3 Modélisation du courant de grille

L’effet d’un courant de grille appliqué perpendiculairement au plan de transport (xy) a
été modélisé en déplaçant une certaine quantité de charges vers une zone située 20 Å en
dessous de la couche de graphène, à la manière d’un condensateur plan. Le champ électrique
induit par la grille fictive est ensuite déterminé lors de la résolution de l’équation de Poisson.
Cette méthode permet donc de doper n ou p notre système en fonction du signe de la
quantité d’électrons transmise à la grille. Dans toutes nos simulations à courant de grille vg

non nul, on a ajouté un électron au système (avec le contre-ion équivalent réparti de manière
homogène dans la zone de la grille), ce qui correspond donc à un dopage de type n. Sur la
figure 43, on a représenté le modèle de grille électrostatique mis en place.

grille δ = -1e−

δ = +1e−

Figure 43 – Modèle de grille électrostatique intégré à transiesta : différence entre le
potentiel de Hartree lorsque la grille est activée, et lorsqu’elle ne l’est pas (VH(δ = −1e−)−
VH(0)). Le système est ici dopé n.
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12.2.4 Transport quantique : tbtrans

Etant donné qu’on conserve des conditions aux limites périodiques dans la direction
transverse, la transmission totale correspond à une moyenne sur l’ensemble des points k
considérés. Pour chaque point k transverse, le système modélisé est équivalent à un conduc-
teur unidimensionnel, dont la transmission présente des discontinuités qui correspondent au
commencement de bandes électroniques, ou à l’ouverture de canaux de conduction. La trans-
mission, tout comme la densité d’états, est une grandeur qui varie rapidement dans l’espace
réciproque. C’est d’autant plus vrai pour le graphène, en raison du comportement de sa den-
sité d’états au niveau de Fermi. Pour nos calculs de transmission, on a donc utilisé un nombre
de points k transverses allant de 40 à 200, en fonction de la situation. Pour certains cas, on
a interpolé dans l’espace réciproque la transmission selon une méthode récente développée
par Falkenberg[265], qui donne de très bons résultats.

Le contour d’intégration utilisé lors des calculs tbtrans correspond simplement à un cer-
tain nombre de points (généralement 400) distribués régulièrement sur un intervalle d’énergie
centré sur le niveau de Fermi.

13 Résultats et discussions

On aborde maintenant les résultats de nos calculs de transport électronique.

13.1 Ondulation dans une couche de graphène

Dans cette sous-partie, on va s’intéresser à l’influence d’une ondulation dans une couche
de graphène sur ses propriétés de transport. On ne considère donc que les systèmes A et B
de la figure 42. La transmission, ainsi que les courbes courant - tension sont présentées sur
la figure 44.

On remarque tout de suite, dans le cas du système présentant une ride, l’ouverture d’un
étroit gap d’environ 0.3 eV (à titre de comparaison, le gap du silicium est de 1.12 eV à
température ambiante). Ainsi, à une tension de 0.25 V, le gap est suffisamment large pour
que presqu’aucun courant ne passe, comme on peut le voir sur le panneau de droite de la
figure 44. Par contre, à une tension de 0.50 V, la différence de potentiel est suffisamment
large pour que le courant devienne non-négligeable.

Comment expliquer l’existence de ce gap ? Une considération simple sur la symétrie
permet d’apporter un premier élément de réponse. Selon le modèle des liaisons fortes, pour
que le graphène soit un semi-conducteur à gap nul au point K, une condition nécessaire est
que la symétrie d’inversion spatio-temporelle (T , I ) soit conservée[266], c’est-à-dire :

Tφi (K) =φ∗i (K) = φi (−K)

IφA(K) =φB(−K), IφB(K) = φA(−K)
(205)

Où φi est une orbitale atomique π et i = A,B . Pour une ride de forme arbitraire comme
on a ici, la symétrie d’inversion spatiale n’est généralement pas conservée. En 2011, Naumov
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Figure 44 – Gauche : transmission, pour trois tensions différentes. Le trait pointillé correspond
au cas du graphène parfait, la zone légèrement bleutée et le trait plein correspondent au
graphène plissé. Les zones légèrement grisées correspondent aux fenêtres de différence de
potentiel pour chaque voltage. Droite : courbes courant - tension.

et Bratkovsky[267] ont montré grâce à des calculs ab initio que contrairement à ce qui était
accepté[268, 269, 270] selon le modèle continu pseudo-magnétique dérivé du modèle des liai-
sons fortes, une déformation inhomogène n’a pas besoin d’être accompagnée de l’application
d’un champ électrostatique périodique pour ouvrir un gap dans la structure électronique du
graphène. Cependant, Naumov et Bratkovsky n’ont pas observé d’ouverture de gap lorsque
la déformation inhomogène était appliquée dans la direction "armchair", comme c’est le cas
ici. Cela dit, nous considérons ici un système ouvert présentant une unique ondulation, et
non pas un système périodique comme c’est le cas dans l’étude citée. De plus, les auteurs
ne recuisent pas le graphène ondulé dans la direction armchair comme on a pu le faire avec
une dynamique moléculaire à température finie. Les systèmes restent donc très symétriques.

Une analyse plus systématique de l’influence de l’amplitude et de la largeur de la ride
sur le gap obtenu apporterait plus d’information. Il serait également intéressant d’évaluer
les états de diffusion, par exemple en projetant la transmission sur les états propres d’un
Hamiltonien projeté.

13.2 Influence de la tension de grille

On a maintenant activé la grille mentionnée dans la sous-partie 12.2.3, et on va exa-
miner l’effet obtenu sur les propriétés de transport électronique des systèmes A et B. Les
caractéristiques courant - tension sont présentées sur la figure 45.

Pour le système A, le dopage électrostatique augmente légèrement et systématiquement
l’intensité obtenue, comme attendu. Dans le cas du système présentant un pli (B), le résultat
est plus intéressant : à VSD = 0.25 V, le dispositif laisse passer nettement plus de courant
que lorsque la grille électrostatique est désactivée. Il est donc possible, et c’est précisement
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Figure 45 – Courbes courant - tension pour les systèmes A et B, avec et sans grille électro-
statique.

ce qui est réalisé ici, de contrôler l’état ON ou OFF du système avec la tension de grille, le
principe de fonctionnement d’un transistor à effet de champ.

Le ratio de courant on/off est cependant faible : on obtient ici Ion/Ioff ∼ 7.5, à comparer
à une valeur typiquement supérieure à 106 pour les applications modernes. Néanmoins, les
transistors à base de graphène actuels ont un ratio de courant on/off typiquement compris
entre 5 et 1000[271, 272, 273], notamment à cause du courant de fuite lié à l’étroit gap, ainsi
qu’à l’effet tunnel Zener[274]. Dans notre cas, on n’a absolument pas cherché à optimiser
la valeur du ratio : beaucoup peut sans doute être fait en contrôlant la largeur du gap, ainsi
qu’en testant différentes valeurs de grille. Il s’agit d’un résultat intéressant qui démontre la
pertinence du concept.

On s’intéresse maintenant à la chute de potentiel δVH dans les systèmes A et B, lorsqu’une
tension non-nulle est appliquée aux électrodes. Les résultats sont présentés sur la figure 46.
La chute de potentiel est définie comme la différence entre le potentiel de Hartree à tension
non-nulle et à tension nulle : δVH = VH(VSD)− VH(0).

Lorsque le système n’est pas dopé électrostatiquement, la chute de potentiel est linéaire
entre les électrodes, résultat anticipé car témoignant de la symétrie électrons - trous du
graphène pour des énergies proches du niveau de Fermi. Lorsque la grille électrostatique est
activée, le résultat est différent : la chute de potentiel est fortement décalée en direction de
l’électrode positive. Un modèle simple permettant d’expliquer ce phénomène a été développé
récemment par Papior[275], pour des nanojonctions à base de graphène. Des considérations
sur la densité d’états des électrodes suffisent à démontrer la brisure de symétrie, ce qui sug-
gère que le système en lui même n’est pas déterminant. Le modèle est repris schématiquement
sur la figure 47.

La position de la chute de potentiel peut donc être contrôlée avec beaucoup de précision
en agissant sur le voltage et sur le dopage électrostatique. De nombreuses applications
pourraient découler de cette capacité, comme par exemple obtenir plus de contrôle sur la
réactivité de régions sélectionnées.
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Figure 46 – Chute de potentiel dans les systèmes A et B pour une tension VSD = 0.5 V,
avec et sans grille électrostatique.
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Figure 47 – Schéma représentant les densités d’états des électrodes dans différentes condi-
tions de dopage et de voltage. À dopage nul et à tension positive, les électrodes + et −
injectent respectivement autant d’électrons (δe) que de trous (δh). Le dopage n (δ < 0)
brise la symétrie électrons - trous, et à tension positive, on a donc plus de trous injectés à
l’électrode − que d’électrons à l’autre. Ceci explique le décalage de la chute de potentiel
vers l’électrode +. Adapté à partir de la référence [275].
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13.3 Systèmes sur substrat

Finalement, on aborde les résultats concernant les structures avec substrat. Comme
anticipé, le substrat de silice Q2D a une influence extrêmement faible sur les propriétés de
transport du graphène, étant donné qu’il s’agit d’un isolant faible couplé au feuillet. Ces
calculs étaient cependant nécessaires afin de permettre, plus tard, l’inclusion de défauts
chargés dans le substrat, qui ont un effet considérable sur le transport électronique dans le
graphène[276].
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Figure 48 – Transmission dans les systèmes D et E (traits pleins), comparée à la transmission
dans le système B (graphène plissé, trait pointillé) à l’équilibre, et à VSD = 0.25 V.

Le cas du substrat plat (système C) est parfaitement équivalent au cas du graphène plat
suffisamment près du niveau de Fermi (les intensités calculées sont équivalentes à moins de
1 % près, imputable aux erreurs numériques) ; on ne l’abordera donc pas ici. Sur la figure
48, on a tracé la transmission pour le cas des deux systèmes ondulés (D et E).

On remarque que le système E présente une transmission très semblable à celle du système
B, suffisamment près du niveau de Fermi. En effet, le type d’ondulation est sensiblement le
même (évasée et centrée). Le cas du système D, où seule la couche de graphène présente une
ondulation plus aigüe et excentrée, est légèrement différent. Le gap semble être légèrement
plus large, et la probabilité de transmission sur l’intervalle ]− 2 eV, 2 eV[ est plus faible que
dans le cas du système B. Sur la figure suivante (49), on présente les caractéristiques courant
- tension de ces deux systèmes, avec et sans dopage électrostatique.

Le système D a en effet un courant de fuite à VSD = 0.25 V plus faible que pour les
autres cas. Le ratio de courant on/off est d’environ 6.2 pour le système E, ce qui est similaire
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Figure 49 – Courbes courant - tension pour les systèmes A, B, D, et E.

au cas B, et d’environ 11.5 pour le système D. Il semble donc possible d’optimiser l’allure
de l’ondulation afin de maximiser Ion/Ioff . Il serait également intéressant de déterminer dans
quelle mesure la position de l’ondulation influence les propriétés de transport électronique du
feuillet de graphène.

On s’intéresse maintenant à la chute de potentiel de Hartree, tracée sur la figure 50. Le
résultat obtenu est sensiblement le même que pour le cas du graphène libre : la chute de
potentiel est décalée vers l’électrode positive. On a maintenant deux milieux diélectriques
différents : le vide, comme précédemment, ainsi que la fine couche de silice cristalline. On
remarquera que les lignes de champ sont légèrement déviées au travers du substrat. Il est
également clairement visible (système D, VSD = 0.5 V) que la différence de potentiel "suit" le
matériau conducteur, et non le substrat isolant. Finalement, on peut supposer que la position
relative de l’ondulation dans la couche de graphène par rapport à la chute de potentiel aura
des conséquences sur le transport électronique. Il s’agit d’un paramètre qu’il faudra évaluer
par la suite.

14 Conclusions

Dans cette partie, on s’est attaché à déterminer les propriétés de transport électronique
du graphène sur substrat de silice Q2D soumis à des ondulations spatiales et à des effets
de champ par dopage électrostatique, par DFT combinée à la méthode NEGF. Un résultat
majeur est l’ouverture d’un gap étroit dans la transmission électronique du graphène ondulé,
ce qui permet théoriquement de considérer ce matériau pour les applications types de semi-
conducteurs. Par ailleurs, un ratio courant on/off maximum d’environ 11.5 a été calculé, dans
le cas d’une couche de graphène présentant une ondulation aïgue et décentrée, supportée
par un substrat plat.

Les perspectives à cette étude sont nombreuses. Il conviendrait tout d’abord d’analyser
systématiquement l’influence de propriétés intrinsèques à l’ondulation (amplitude, longueur
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Figure 50 – Chute de potentiel de Hartree dans les systèmes D et E pour une tension
VSD = 0.5 V, avec et sans grille électrostatique.

d’onde, position) sur le gap obtenu, le courant de fuite, et le ratio de courant on/off. On
pourrait ensuite envisager des systèmes plus complexes, comme des combinaisons d’ondula-
tions. Une deuxième piste à examiner est le couplage entre les positions de la vague et de
la chute de potentiel, et son influence sur le transport électronique. D’un point de vue plus
fondamental, il serait également intéressant d’analyser les états de diffusion dans le système
ondulé, par exemple par une analyse des canaux propres[277].

Cette étude ouvre également la porte à la modélisation de modifications du substrat,
afin d’appréhender leur influence sur le transport électronique dans le graphène. On peut par
exemple imaginer des défauts chargés, une amorphisation locale, un motif régulier, ou encore
l’adsorption de molécules.
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Conclusions et perspectives

Durant ces trois années de thèse, on a cherché à comprendre les phénomènes de transport
électronique et thermique qui apparaisssent dans des systèmes nanostructurés, complexes,
hétérogènes, en utilisant un ensemble de méthodes appliquées à la modélisation atomistique,
et décrites dans la partie I.

Afin d’étudier le transport thermique dans le graphène sur substrat par dynamique mo-
léculaire classique, on a utilisé un modèle de potentiel interatomique (COMB3) adapté à la
description de systèmes hétérogènes, qu’on a paramétré afin de représenter le plus fidèlement
possible les propriétés structurelles, énergétiques, et dynamiques des systèmes Si-SiO2. Ce
travail d’optimisation a été présenté dans la partie II. Pour ce faire, on a mis en place une
méthode générale, reproductible et automatisée d’optimisation de paramètres de potentiels
interatomiques. Appliquée à l’interface silice amorphe - silicium cristallin, l’utilisation d’un
potentiel général comme COMB3 permet de décrire précisément structurelle du système
hétérogène, ce qui s’est avéré essentiel dans la bonne compréhension de phénomènes de
transport thermique comme la résistance de Kapitza.

L’optimisation de paramètres de potentiels est un problème riche et intéressant. Il n’est en
aucun cas trivial de transférer un modèle physique typiquement à N-corps, comme celui de la
mécanique quantique, sur un modèle classique. Beaucoup reste à faire, notamment au niveau
de l’optimisation en utilisant les forces atomiques comme information. Bien que le champ
de vecteur de forces atomiques contienne en théorie presque toute l’information nécessaire
pour décrire correctement la géométrie d’un système atomique, il n’est pas garanti d’obtenir
un potentiel précis simplement en minimisant le RMSD. Carré[278] a récemment avancé un
argument très pertinent : dans un matériau possédant un certain degré de covalence, les
forces sont localement fortement corrélées. Dans un cristal de quartz par exemple, les forces
sont corrélées dans un tétrahèdre SiO4. Utiliser directement les forces atomiques dans une
procédure d’optimisation sans prendre en compte ces relations de symétrie peut donc donner
des situations où malgré un bon RMSD, le potentiel optimisé ne pourra pas reproduire
correctement la géométrie de la structure étudiée. Il serait intéressant de développer une
approche, par analyse géométrique du champ de vecteur par exemple, permettant de tenir
compte de ces symétries, afin de guider l’optimiseur en introduisant des biais. Il s’agit de
valoriser au mieux l’information détenue, afin d’en faire la meilleure utilisation possible.

Le potentiel développé dans la partie II nous a ainsi permis de réaliser une étude sur
l’impact de l’interaction avec un substrat sur les propriétés thermiques du graphène. On
a cherché à déterminer si les excitations collectives de phonons, récemment découvertes
comme phénomène de transport dominant dans le graphène, étaient préservées ou pas. On
s’est également posé la question de l’influence de l’état de surface sur le transport thermique.
Ceci a été étudié avec une méthode de décomposition dans l’espace réciproque du flux de
chaleur, permettant d’analyser précisément la contribution de chaque phonon au transport
de chaleur. Nos résultats indiquent que dans le cas d’un substrat de silice amorphe nu, les
excitations collectives sont détruites par interaction avec le substrat. Le processus de trans-
port dominant devient alors l’excitation simple, comme dans la majeure partie des matériaux
tridimensionnels à température ambiante. Cependant, il paraît possible de préserver - au
moins en partie - ces phénomènes collectifs. L’hydroxylation du substrat, qui a pour effet de
diminuer le couplage moyen au substrat, permet de rétablir les excitations collectives comme
phénomène de transport dominant. Ces résultats montrent qu’il est possible de contrôler,
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avec beaucoup de précision, les propriétés de transport thermique du graphène, par action
sur l’état de surface du substrat. L’approche optimale reste à déterminer, mais des éléments
de réponse ont déjà été donnés : l’utilisation de molécules adsorbées qui fonctionnalisent le
graphène semble donner de bons résultats[226]. Combinée à la création de motifs réguliers
de fonctionnalisation[279], cette approche s’avère très prometteuse.

Finalement, selon une approche permettant de résoudre l’équation de Schrödinger dans
des systèmes ouverts combinée à la DFT, nous avons exploré les propriétés électroniques
de graphène soumis à diverses perturbations extérieures. L’influence de plis, la présence
d’un substrat, ainsi que le dopage électrostatique ont été considérés. Un résultat impor-
tant est l’ouverture d’un gap étroit dans la structure électronique du graphène, simplement
en générant un plissement dans dans la couche bidimensionnelle. Comme démontré ici, la
conductivité de la couche de graphène plissée peut être contrôlée grâce à l’action d’une
grille électrostatique, laissant présumer que des applications en électronique digitale sont
possibles. Le ratio de courant on/off obtenu, bien que faible, est cependant dans la gamme
de valeurs des prototypes de transistors à base de graphène actuels. Dans ces modèles, le
gap est généralement ouvert par confinement quantique. La structure qu’on présente ici est
nettement plus simple à mettre en oeuvre, de pareilles ondulations pouvant être facilement
induites et contrôlées par action sur le substrat supportant le graphène, par exemple. On
pourrait également imaginer une application où le graphène agirait comme un capteur de
la corrugation d’un substrat, ou plus généralement de déformations géométriques. Il paraît
impératif de réaliser une étude plus systématique afin de déterminer les paramètres de l’on-
dulation (son amplitude, sa longueur d’onde, ainsi que sa position relative aux électrodes,
voire à la chute de potentiel de Hartree) permettant d’optimiser le gap observé.

La modélisation explicite d’un substrat de silice cristalline Q2D n’a pas influencé le
transport électronique dans le graphène, pour de bonnes raisons : il s’agit d’un matériau
isolant et tel que modélisé, parfaitement régulier, sans liaison pendante à sa surface, ou autres
défauts. De plus, notre modèle de transport ballistique ne prend pas en compte la diffusion
inélastique des électrons liée aux phonons du substrat. Néanmoins, il sera maintenant très
simple d’inclure des défauts dans les modèles que nous avons construits afin d’étudier leur
action sur le transport électronique. La modélisation d’un substrat entièrement amorphe,
encore difficile en DFT-NEGF sans passer par de lourdes approximations, est à envisager
dans le futur. Comment la brisure de symétrie induite par la surface amorphe influence-t-elle
la transmission électronique ? Peut-on agir sur l’état de surface, en jouant sur la corrugation
locale avec des groupements hydroxyles par exemple, pour ouvrir un gap ? Et finalement,
qu’en est-il du couplage avec les modes de vibration du substrat ?

Pour finir, il est important de se rendre compte à quel point la modélisation atomistique
peut constituer un outil puissant dans le développement de nouveaux matériaux. La frontière
entre sciences fondamentale et appliquée, si elle a jamais existé, se fait toujours plus fine.
Sur cette étroite démarcation se situe la modélisation atomistique, tendant la main à la fois
à l’exploration des phénomènes physiques fondamentaux, sous-jacents, ainsi qu’à leur mise
à contribution pour le développement d’applications technologiques.
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Transport électronique et thermique dans des nanostructures
Résumé

La miniaturisation continue des composants électroniques rend indispensable la connaissance des mé-
canismes de transport à l’échelle nanométrique. Alors que les processus simples de conduction dans les
matériaux homogènes sont bien assimilés, la compréhension du transport à l’échelle nanométrique dans les
systèmes hétérogènes reste à améliorer. Par exemple, le couplage entre courant, résistance et flux de chaleur
dans des nanostructures doit être clarifié. Dans ce contexte, le sujet de thèse est centré autour du dévelop-
pement et de l’application de méthodes de calcul avancées pour la prédiction des propriétés de transport
électronique et thermique à l’échelle nanométrique. Dans une première partie, nous avons paramétré un
modèle de potentiel inter-atomique classique adapté à la description de systèmes multicomposants, afin de
modéliser les propriétés structurelles, vibratoires et de transport de chaleur de la silice, ainsi que du sili-
cium. Pour ce faire, une approche d’optimisation automatisée et reproductible a été mise en place. En guise
d’exemple, nous avons calculé la dépendance en température de la résistance de Kapitza pour le système
silice amorphe - silicium cristallin, ce qui a permis de souligner l’importance d’une description structurelle
précise de l’interface. Dans une seconde partie, nous avons étudié la décomposition modale de la conductivité
thermique du graphène supporté par un substrat de silice amorphe. Plus précisément, l’influence de l’état de
surface (hydroxilation, etc) sur le transport thermique a été quantifiée. Le rôle déterminant des excitations
collectives de phonons a été mis au jour. Finalement, dans une dernière partie, les propriétés de transport
électronique du graphène supporté par une bi-couche de silice, système récemment observé expérimentale-
ment, ont été étudiées. L’influence d’ondulations dans la couche de graphène ou dans le substrat, souvent
présentes dans les échantillons réels et dont l’amplitude et la longueur d’onde peuvent être contrôlées, a
été dégagée. Nous avons également modélisé le champ électrique généré par une grille, et déterminé son
incidence sur le transport électronique.
Mots-clefs : transport, nanostructures, graphène, phonons, électrons.

Thermal and electronic transport in nanostructures
Abstract

The perpetual shrinking of microelectronic devices makes it crucial to have a proper understanding
of transport mechanisms at the nanoscale. While simple effects are now well understood in homogeneous
materials, the understanding of nanoscale transport in heterosystems needs to be improved. For instance,
the relationship between current, resistance, and heat flux in nanostructures remains to be clarified. In this
context, the subject of the thesis is centered around the development and application of advanced numerical
methods used to predict electronic and thermal conductivities of nanomaterials. This manuscript is divided
into three parts. We begin with the parameterization of a classical interatomic potential, suitable for the
description of multicomponent systems, in order to model the structural, vibrational, and thermal transport
properties of both silica and silicon. A well-defined, reproducible, and automated optimization procedure
is derived. As an example, we evaluate the temperature dependence of the Kapitza resistance between
amorphous silica and crystalline silicon, and highlight the importance of an accurate description of the
structure of the interface. Then, we have studied thermal transport in graphene supported on amorphous
silica, by evaluating the mode-wise decomposition of thermal conductivity. The influence of hydroxylation,
as well as the significant role collective excitations of phonons play on thermal transport, have come to light.
Finally, electronic transport properties of graphene supported on quasi-two-dimensional silica, a system
recently observed experimentally, have been investigated. The influence on transport properties of ripples in
the graphene sheet or in the substrate, which often occur in samples and whose amplitude and wavelength can
be controlled, has been evaluated. We have also modeled electrostatic gating, and its impact on electronic
transport.
Keywords : transport, nanostructures, graphene, phonons, electrons.
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