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RESUME

Les systéemes audios incluent les instruments de musique traditionnels (percus-
sions, cordes, vents, voix) et les systémes électro-acoustiques (amplificateurs de
guitares, pédales d’effets, synthétiseurs analogiques). Ces systemes multi-physiques
possédent une propriété commune : hors des sources d’excitation (les généra-
teurs), ils sont tous passifs. Nous présentons un ensemble de méthodes automa-
tiques dédiées a leur modélisation, leur simulation et leur contrdle, qui garan-
tissent explicitement et exploitent la passivité du systeme original.

La complexité et la finesse de la modélisation ont un impact direct sur les so-
norités : les non-linéarités sont nécessaires pour restituer les variations de timbres
apparaissant aux nuances « fortissimo », et I’on sait d’expérience que la qualité
d'un amortissement joue un role crucial dans le réalisme sonore. Pour les sys-
temes conservatifs, des méthodes spécifiques (et tres efficaces) existent. On discré-
tise alors une formulation variationnelle adéquate qui encode plus d’information
structurelle que la formulation différentielle, dont le hamiltonien pour la conserva-
tion de I'énergie. Les systéemes physiques étudiés incluent des phénomenes de dis-
sipation/échauffement, et n'admettent donc pas de formulation hamiltonienne.
Nous utilisons dans ce travail un formalisme qui généralise cette approche, et qui
permet d’'intégrer des amortissements, de considérer des entrées, et de connecter
plusieurs systemes entre eux tout en respectant les bilans énergétiques. 1l s’agit
des systemes hamiltoniens a ports (SHP), introduits en automatique et théorie des
systémes au début des années 1990.

Pour la modélisation, on exploite le fait que la connexion de systémes décrits
dans ce formalisme préserve explicitement la dynamique de la puissance dissi-
pée de l'ensemble, pour développer une méthode automatique de modélisation
d’instruments complets a partir de modeles élémentaires rassemblés dans un dic-
tionnaire. Pour la simulation, une méthode numérique qui préserve la structure
passive des SHP a temps discret a été développée, garantissant ainsi la stabi-
lité des simulations (pour lesquelles le code C++ est généré automatiquement).
Concernant le contrle, on exploite la structure d’interconnexion afin de déter-
miner automatiquement une forme découplée (sous-systemes hiérarchisés) pour
une certaine classe de SHP. Les systéemes de cette classe sont dits systémes ha-
miltonien a ports plats, au sens de la propriété de platitude différentielle, a partir de
laquelle une loi de commande en boucle ouverte exacte sur le modeéle est générée.



ABSTRACT

The class of audio systems includes traditional musical instruments (percussion,
string, wind, brass, voice) and electro-acoustic systems (guitar amplifiers, analog
audio processings, synthesizers). These multi-physical systems have a common
property : out of excitation sources (generators), they are all passive. We present
a set of automatic methods dedicated to their modeling, simulation and control,
which explicitly guarantee and exploit the passivity of the original system.

The complexity and accurateness of modeling have a direct impact on the si-
mulated tones : nonlinear models are required to recover timbre variations that
occur at fortissimo, and it is well known from experience that the quality of dam-
ping plays a crucial role in the sound realism. For conservative systems, specific
(and very effective) methods exist, which are based on the discretization of an
adequate variational formulation. This formulation encodes more structural in-
formation than the original differential formulation. As an example, such a for-
mulation explicitly captures the conserved quantities, here the Hamiltonian for the
conservation of energy. Damped systems are not Hamiltonian systems, and we
use in this work a formalism that generalize these ideas to incorpore damping
phenomena, to considere inputs, and to connect multiple systems together while
fulfilling energy balances. This class of systems is that of port-Hamiltonian systems
(PHS), introduced in system theory in the early 1990s.

Regarding the models, we exploit the fact that the interconnection of systems
described in this formalism explicitly preserves the dynamics of total dissipa-
ted power. This enabled the development of an automated method that builds
models of complete instruments based on a dictionary of elementary models. Re-
garding the simulations, we developed a numerical method that preserves the
passive structure of PHS in discrete-time domain. This ensures the stability of
simulations (for which the C; code is automatically generated). Regarding the
control, we exploit the interconnection structure to automatically build an input-
to-output decoupled form for a class of PHS. Systems of this class are flat, within
the meaning of the differential flatness approach. A formula that yields the (open
loop) control law for these systems is provided.

Vi
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INTRODUCTION

MOTIVATION

Les systemes audios et acoustiques incluent les instruments de musique tradi-
tionnels (percussions, cordes, vents, voix), les systemes électro-acoustiques (haut-
parleur électrodynamique) et les circuits électroniques (amplificateurs de guitares,
pédales d’effets, synthétiseurs analogiques). Dans de nombreux cas, ces systémes
sont décrits par un réseau de composants élémentaires (obtenu par une modé-
lisation directe de phénomenes localisés, ou par une discrétisation spatiale de
modeéles de dimension infinie). Ces composants sont séparés en (ou peuvent étre
une combinaison de)

* composants qui stockent et restituent une énergie (masses, inductances, etc),
* composants qui dissipent une puissance (amortissements, résistances, etc).

A cette catégorisation s’ajoutent les sources externes (excitateurs), par lesquelles
le systeme est piloté. Ce travail est motivé par 1’observation naturelle suivante :
les composants stockants ne créent pas d’énergie, et les composants dissipatifs
la font décroitre; en ce sens, les systemes considérés sont tous passifs. Peu d’ou-
tils d’analyse/synthése sonore cherchent a garantir et reproduire cette propriété.
Pourtant, exploitée dans la modélisation, cette propriété garantit une forme de
stabilité du systéeme a temps continu. Transposée a temps discret, cette propriété
garantit la stabilité des simulations. Pour le contrdle, cette propriété est utilisée
pour garantir la stabilité du systeme bouclé.

CONTEXTE

La synthése sonore par modélisation physique s’attache a simuler des systemes
producteurs de son, existants ou imaginaires, qui respectent les lois de la phy-
sique. L'intérét de ce type de synthése est de récupérer non seulement le timbre
du son mais aussi tous les comportements naturels (attaques, transitoires, distor-
sions, etc).

Les outils standard consistent a appliquer au modele des schémas numériques
ad hoc (différences finies, éléments finis, décomposition en guides d’ondes numé-
riques, etc) pour lesquels on recherche des conditions de stabilité. Si un modele
est conservatif (une énergie se conserve et on est a la limite de la stabilité), le
probleme devient délicat. Pour ce cas, des méthodes spécifiques (et tres efficaces)
de discrétisation existent, qui garantissent la conservation d’énergie (cf. [70]). Le
schéma numérique peut alors ne plus étre préalable mais découler du modele
original.

Historiquement, la recherche de schémas préservant I'énergie des systémes
conservatifs a été introduite en mécanique analytique et motivée par l'étude
numérique de la stabilité de systémes célestes (systeme solaire, par exemple).
Des recherches sur des schémas dits symplectiques (préservant par exemple des
symétries, invariants géométriques naturels, etc) sont aussi tres actives. Ils se
fondent sur une formulation variationnelle adéquate, qui encode plus d’informa-
tions structurelles que la formulation différentielle (i.e. aux dérivées partielles).
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En résumé, en discrétisant la formulation variationnelle du systeme plutdt que
le probleme différentiel, il est possible de garantir un principe physique, et en
particulier la conservation de I'énergie pour les systémes dits Hamiltoniens (ce
qu’une autre méthode n’assure pas par défaut). La recherche conduite dans cette
theése est motivée par (i) le fait que les systemes audios et acoustiques incluent
des amortissements et ne sont donc pas a structure hamiltonienne a proprement
parler et (ii) le fait qu'il est possible d’utiliser des approches et méthodes de dis-
crétisation semblables. Ces méthodes préservent explicitement la dynamique de
la puissance dissipée (c’est-a-dire, respectant le principe physique intrinseque de
dissipation de chaque modele étudié).

Pour aborder ce sujet, on s’appuie sur un formalisme de la théorie des sys-
temes et de l'automatique qui permet de bien représenter la propriété de pas-
sivité des systemes, et pour laquelle les recherches actuelles sont tres actives :
il s’agit du formalisme des systemes hamiltoniens a ports (SHP). Ce formalisme a
été introduit au début des années 9o par Bernhard Maschke et Arjan Van der
Schaft [119, 120, 178] comme une extension des systéemes hamiltoniens classiques
[116] pour la modélisation et le contrdle des systémes physiques ouverts (c’est a
dire pouvant échanger de la matiere et de 1’énergie avec leur environnement ex-
térieur). IIs sont définis comme 1'interconnexion conservative de composants stockants
de I'énergie, de composants dissipants de I'énergie et de sources externes pouvant apporter
de I'énergie. Ce paradigme représente la dynamique des systémes au travers d'une
structure qui encode les échanges de puissance entre les différents composants, et
assure la préservation, dans le modele, de la passivité inhérente au systéme origi-
nal.

Parce que les phénomeénes mis en jeu dans les systemes audios peuvent étre
complexes (phénomenes non linéaires associés aux saturations de tous types,
amortissements en dérivation fractionnaire dans les ferromagnétiques et les ma-
tériaux viscoélastiques, géométries non triviales, etc), ils sont de bons candidats
d’étude pour faire avancer les connaissances (appliquées et théoriques) sur les
systeme hamiltoniens a ports.

OBJECTIFS DE LA THESE

Cette these s’integre dans les travaux de 1’équipe Analyse/Synthese de 'IRCAM
(CNRS UMR 9912-UPMC), en parallele d'une mission de monitorat a 'UPMC.
L'objectif est de construire des méthodes automatiques pour la modélisation, la
simulation et le controle en boucle ouverte de systémes physiques, qui garan-
tissent explicitement et exploitent la passivité du systeme original.

Pour la modélisation, on exploite le fait que la connexion de systéemes décrits
dans le formalisme des SHP préserve explicitement la dynamique de la puissance
dissipée de 1’ensemble, pour développer une méthode automatique de modélisa-
tion d’instruments complets a partir de modeles élémentaires rassemblés dans un
dictionnaire. Pour la simulation, une méthode numérique qui préserve la struc-
ture passive des SHP a temps discret a été développée, garantissant ainsi la sta-
bilité des simulations (pour lesquelles le code C  est généré automatiquement).
Pour le contrdle, on exploite la structure d’interconnexion pour déterminer au-
tomatiquement une forme découplée (sous-systemes hiérarchisés) pour une cer-
taine classe de SHP et la loi de commande en boucle ouverte associée.
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STRUCTURE DU DOCUMENT

Ce document s’articule en deux parties :

PARTIE | : Développements théoriques,

PARTIE II : Applications.

La partie I présente les outils et méthodes développés, dans le formalisme des
systémes hamiltoniens a ports, pour la modélisation, la simulation, la génération
de codes et la correction de systemes multi-physiques. Le formalisme des SHP
est rappelé et illustré au chapitre 1. En particulier, on introduit une structure de
modeles qui garantit la passivité pour les réseaux de composants.

Deux méthodes numériques qui préservent la structure des SHP a temps discret
(et donc la passivité du modele) sont introduites et analysées au chapitre 2. En
particulier, une méthode passive de consistance d’ordre 2 qui ne nécessite pas la
résolution d’équations non linéaires implicites est proposée.

Au chapitre 3, nous présentons une méthode de mise en équation automatique
pour la génération de code de simulation (article [A4]). La construction de cette
méthode a nécessité 1'introduction d'une classe spéciale de SHP, dits semi-implicites
elle est illustrée sur quelques circuits électroniques d’intérét dans le domaine de
l'audio (et ne s’y limite pas). Cette méthode s’applique a des systémes décrits
par (i) un dictionnaire de composants élémentaires et (i) un graphe d’intercon-
nexion. On peut alors directement appliquer les méthodes de simulation dédiées
aux SHP, et générer le code C; ; correspondant.

Le chapitre 4 est dédié au développement de deux méthodes de correction de
systémes non linéaires de la classe introduite au chapitre 3. Plus précisément,
cette méthode repose sur une analyse de la propriété de platitude différentielle
du systéme dynamique associé, qui permet de compenser (en boucle ouverte) les
non-linéarités modélisées. Ces méthodes sont illustrées sur des systémes élémen-
taires (circuit résistance-inductance-capacitance et modele simplifié quoique non
linéaire d’un haut-parleur électrodynamique).

La partie II concerne les applications des outils théoriques présentés en partie I.
Le chapitre 5 introduit tout d’abord un outil logiciel développée au cours de la
thése en langage PYTHON, qui implémente la mise en équation automatique et
la génération de code. Il s’agit de la bibliotheque PYPHS, distribuée sous licence
CeCILL (CEA-CNRS-INRIA Logiciels Libres). Cet outils est utilisé aux chapitres
suivants pour traiter deux systemes d’intérét en audio.

Le chapitre 6 traite une premiere application mutli-physique : le piano électromé-
canique Fender Rhodes (article accepté pour publication au JOURNAL OF SOUND

AND VIBRATION). L'approche globale de la thése y est completement illustrée : (i)

chaque composant est modélisé dans le formalisme des SHP, (ii) tous les com-
posants sont interconnectés pour former le SHP du systéme global et (iii) les

méthodes de simulation proposées au chapitre 2 sont appliquées pour générer

des sons de synthése. La comparaison des résultats obtenus avec des signaux

mesurés sur un instrument réel permet de valider le modele de Fender Rhodes

proposé, et I'analyse des propriétés des solutions numériques obtenues permet

de valider I'approche de cette premiere partie.

Finalement, on propose au chapitre 7 un modele non idéalisé de la partie thermo-
électro-magnéto-mécanique du haut-parleur électrodynamique dans le formalisme
des SHP (article soumis pour publication au JOURNAL OF SOUND AND VIBRATION).
Ce modele est validé par des simulations pour lesquelles le code C est généré

automatiquement par l'outil PYPHS.
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Premiere partie

DEVELOPPEMENTS THEORIQUES

Cette partie commence par introduire le formalisme des systeme ha-
miltoniens a ports (SHP) pour la modélisation passive des systémes
physiques. On insiste particuliéerement sur la description de ses sys-
temes comme l'interconnexion conservative de composants qui stockent
de I'énergie, de composants qui dissipent une puissance, et de ports qui
réalisent la connexion avec l'exterieur (qui peut étre un autre systeme).
Ensuite, nous proposons chapitre 2 deux méthodes numériques pour
la simulation. Ces méthodes préservent, a temps discret, la structure
SHP du modele continu, et donc la passivité du systeme physique.
Au chapitre 3, nous présentons une méthode de génération automa-
tique des équations qui gouvernent la dynamique d’un systeme, dans
le formalisme des systémes hamiltoniens a ports. Plus précisément,
cette méthode prend en entrée une netlist qui décrit la structure en
réseau d’'un systéeme physique (composants et interconnexion), et re-
tourne une formulation SHP. Finalement, nous présentons au chapitre
4 une méthode de construction de loi de commande qui compense
exactement, en boucle ouverte, les non linéarités d’'un SHP donné
(commande par platitude différentielle).






MODELISATION DES SYSTEMES DYNAMIQUES PASSIFS

Aucune stabilité n’est jamais
qu’équilibre.

M. Druon - Le pouvoir, 1965.
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1.1 INTRODUCTION ET ORGANISATION DU CHAPITRE

Ce chapitre présente le formalisme des systémes hamiltoniens a ports (SHP) que
nous exploitons dans le reste du document pour la modélisation, la simulation
et le controle de systemes audios et acoustiques. Ces systémes sont des systeérmes
physiques, qui incluent des phénomeénes de stockage/restitution d’énergie, des
phénomenes de dissipation/échauffement, et sont généralement décrits par des
modeles ouverts pour lesquels certaines variables sont laissées libres a la com-
mande. La variation temporelle de I'énergie de ces systéemes correspond a la
puissance apportée par les sources (commandes) a laquelle est retranchée la puis-
sance dissipée. En particulier, si les sources sont éteintes, I'énergie ne peut pas
croitre. Ceci définit un systéme passif : la passivité est une propriété intrinséque
des systemes physiques, qui garantit qu’il n’y a pas de création spontanée d’éner-
gie. Transposée au temps discret, cette propriété permet de garantir la stabilité
des simulations. Exploitée dans la conception de lois de contrdle, elle permet de
garantir la stabilité du bouclage.

Le formalisme des SHP a été introduit au début des années 9o par Bernhard
Maschke et Arjan Van der Schaft [119, 120, 178] comme une extension des sys-
temes hamiltoniens classiques [116] pour la modélisation et le contrdle des sys-
temes physiques ouverts (c’est a dire pouvant échanger de la matiere et de I'éner-
gie avec leur environnement extérieur). Ils sont définis comme 1'interconnexion
conservative de composants stockants de I'énergie, de composants dissipants de I'énergie
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et de sources externes pouvant apporter de I'énergie. Ce paradigme représente la dy-
namique des systéemes au travers d'une structure qui encode les échanges de puis-
sance entre les différents composants, et assure la préservation, dans le modele,
de la passivité inhérente au systéme original. Cette approche emprunte au for-
malisme des graphes de liaisons (bond graphs en anglais [93, 18]) la séparation lois
constitutives—interconnexion conservative, et a la mécanique analytique [116] dans
son application moderne aux problemes de controle des systéemes non linéaires
[85, 128, 15, 25, 110].

La notion d’interconnexion conservative, au coeur de la structure des SHP, est
définie géométriquement (au sens d"un produit scalaire), ce qui permet d’étendre
cette représentation au systémes de dimension infinie pour lesquels on peut écrire
des lois de conservation (voir [52, chap.4], [A6, §II] pour une écriture du vecteur
de Poynting en electromagnétisme, [6, 139] pour des applications en dynamique
des fluides et [182] pour une application en thermo-magnéto-hydrodynamique
pour le contrdle du Tokamak). Cette formulation dans les termes de la géométrie
différentielle [48] permet de faire émerger des propriétés génériques, indépen-
dantes du systeme de coordonnées. En particulier, cette structure est stable par
interconnexion (i.e. la connexion de deux SHP est encore un SHP), contrairement
a d’autres formalismes pour lesquels la structure doit étre repensée entierement,
et la stabilité n’est pas garantie a priori. Dans cette premiére partie de la these, la
classe de systeémes traités inclut tous les systemes passifs de dimension finie qui
peuvent se mettre sous la forme standard d’un SHP explicite [52, (2.53)], pour
une paramétrisation choisie.

Ce chapitre est organisé comme suit. Premierement, on rappelle quelques ré-
sultats standard de la théorie des systémes (systéme dynamique, représentation
d’état), en mettant en relief des propriétés structurelles telle que la passivité et
la stabilité (nous verrons en outre que la premiére implique la seconde). Ces dé-
finitions sont illustrées sur un oscillateur de Van der Pol que nous modifions
pour faire apparaitre différents comportements des systéemes (notamment stables
et instables). Deuxiemement, on introduit les notions de composants stockants,
dissipatifs et sources, et d’interconnexion conservative. Ceci permet de définir
formellement les systemes hamiltoniens a ports. La structure [52, (2.53)] considé-
rée dans cette premiere partie de la these est un cas particulier (explicite), que
I'on rappelle. Troisiemement, le formalisme des SHP est illustré sur trois sys-
temes élémentaires standard en mécanique (oscillateur) et en audio (circuit RL et
haut-parleur électrodynamique). En particulier, on construit un modele de haut-
parleur a partir de l'interconnexion d"un circuit RL et d"un oscillateur mécanique
(modele de Thiele et Small).

1.2 RAPPELS SUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES

On ici rappelle des théorémes standard pour les systemes dynamiques (notam-
ment d’existence-unicité), et on introduit les définitions utilisées dans le reste
du document (sauf mention contraire). Ces rappels s’appuient sur les ouvrages
classiques [156, §3] et [96], régulierement mentionnés.

Un modéle physique de dimension finie (par exemple un ensemble de compo-
sants discrets interconnectés, ou la discrétisation d’un systéeme de dimension infi-
nie) est classiquement donné sous la forme d'un systéeme dynamique, représenté
par un systéeme d’équations différentielles d’ordre un. Un tel systéeme s’obtient
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par (i) la sélection de ny quantités physiques décrivant 1’état du systéme a chaque
instant x : t — x(t) € R™ (paramétrisation), puis (ii) par le développement d'un
modeéle mathématique qui décrit 1’évolution des quantités physiques choisies, a
partir de lois physiques (modélisation). Lorsque le systeme n’est pas idéalisé, le
modele obtenu met souvent en jeu des termes non linéaires (par opposition aux
systémes linéaires, pour lesquels le principe de superposition s’applique).

Dans ce chapitre, on suppose le modeéle physique établi, et 1’on s’intéresse aux
propriétés du systeme dynamique correspondant. En premier lieu, on rappelle les
conditions sous lesquelles ce systéme posséde une unique solution. Puis, lorsque
I'on est assuré que le modele est bien posé, on s’intéresse a des propriétés plus
fines de cette solution. En particulier, on rappelle les conditions sous lesquelles
la solution est stable, ainsi que le lien avec une propriété inhérente au systéme
physique original : la passivité. Enfin, ces notions sont illustrées sur un exemple
classique : l'oscillateur de Van der Pol. Il est a préciser que l'on s’intéresse aux
propriétés intrinseques de ces systémes, et non au calcul effectif de la solution (ce
sera 1’objet du chapitre 2).

1.2.1  Probléeme de Cauchy

Pour formuler les lois physiques décrivant 1’évolution d’'un systéme, il est d'usage
de choisir un ensemble de quantités physiques variables (positions, vitesses, cou-
rants, tensions, flux magnétiques, température, etc.) et un ensemble de lois as-
sociées a des parametres (masse, élasticité, capacité et résistance électrique, etc.).
Chaque variable i traduit un état x; : t — x;(t) € R du systeme, et on définit le
vecteur d’état x = (x1,---,x,, )T € R™. L'ensemble des états forme un espace
muni d’une structure d’espace vectoriel, et un vecteur de cet espace est appelé un
point de I'espace d’état.

Définition 1.1 (Systeme dynamique) On appellera systeme dynamique la donnée d'un
état x : t — x(t) € R" et d'un champ de vecteurs f : R"x x R — IR"x. Les trajectoires
du systéme dynamique sont les solutions de I'équation dynamique

d’;(tt) = £(x(1),1). (1.1)

* Si le champ de vecteurs ne dépend pas explicitement du temps §¥ = f(x),
le systeme est dit autonome.

* Si le champ de vecteurs dépend explicitement du temps & = f(x,t), le

ar
systéme est dit instationnaire.

¢ Sile champ de vecteurs est paramétré par une quantité privilégiée connue
ou imposée u : t — u(t), le systéme est dit commandé, de commande u.

Dans cette these, nous considérerons des systéemes affines en la commande de la
forme & = f(x) + G(x) u.

En vue d’une utilisation pratique du modéle (simulation, contrdle), on peut se
poser la question de l'existence et de 'unicité des solutions de (1.1) pour une
condition initiale x(fgp) = xp donnée. C’est ’objet du probleme de Cauchy qui
consiste a intégrer entre les instants initial ¢( et final T le systeme

(1.2)

& — f(x(t),t) pourtout t € [t, T],
X(to) xg € R™,
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Théoréme 1.1 (Cauchy-Lipschitz) Le probleme (1.2) est intégrable et il existe une
unique fonction solution x : t — x(t) € R"™ si la fonction dynamique f vérifie une
condition de Lipschitz par rapport a sa premiere variable :

K >0: V(x,X) € R¥, || f(x,t) — f(x,t) [<K | x—x ||,
oit || - || désigne une norme sur R™ (par exemple la norme euclidienne || - ||2).

En pratique, déterminer la constante de Lipschitz K n’est pas aisé, mais elle peut
étre majorée.

Lemme 1.1 (Continuité) Soit f : R™ x R — R"x de classe C'. Alors f est localement
Lipschitzienne par rapport a x de constante K < sup , pycgmxr [[J5(X, £) || 0it Tg(x, t)

désigne la matrice jacobienne de f avec [J¢(x,t)];; = %;_’t) et ||Al| désigne la norme

d’opérateur sur R"™ (c.f. [67, §2] et [8o, §5]).

Lorsque les hypothéese du théoréme 1.1 sont vérifiées, la solution au probleme de
Cauchy (1.2) est donnée par le flot ¢ de f pour la condition initiale x et pour
tous les temps tg <t < T':

x(t) = ¢, (f;t0,x0); to <t <T. (1.3)

Sans perte de généralité, on prend dans la suite tg = 0 et on rend implicite la dé-
pendance du flot au champ de vecteur : ¢,(xo) = ¢, (£;0,Xo). En pratique, on sera
intéressé par des systémes sur lesquels (i) on peut agir au moyen d’actionneurs
(e. g. sources de tensions électriques, de forces mécaniques ou de pressions acous-
tiques) et (ii) on peut observer des quantités (positions, tensions) qui résultent de
la dynamique du systéme en réponse a une certaine excitation.

Définition 1.2 (Systéme entrée/sortie affine en la commande) Un systeéme d’entrée
u:t—u(t) € R™, d'état x : t — x(t) € R™ et de sortiey : t — y(t) € R" est la
donnée de trois fonctions £ : R™ —R™, G : R"™ — R"™*"™ ¢t h : R™ — R™ telles
que

DU = £(x(t) + G(x(1)) u(t),
y(t) = h(x(t).
Propriété 1.1 (Solutions d’un systéme affine en la commande) Soient f : R —

R"™ une et G : R"™ — R™*" de classe C1. Alors le systeme affine & = f(x) + G(x) u
posséde une unique solution

(1.4)

* Vx € R™, Kg =[| Je(x) [[< o0, Kg = Tgu(x) [|< o0;
e Vte T, Ky =] ulle< 0avec || u|eo= sup; |u.

On peut alors prendre comme majorante de la constante de Lipschitz K > K¢ + Kg Ky
dans le théoréeme 1.1.

En résumé, on s’intéresse aux systemes dynamiques affines en la commande (dé-
finitions 1.2), bien posés au sens du probleme de Cauchy (1.2), par le théoréeme
de Cauchy-Lipschitz (théoreme 1.1) pour les conditions de régularité du lemme
1.1.
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1.2.2  Stabilité et passivité

L’existence et 'unicité du flot d'un systéme dynamique (1.1) ou (1.4) pour toute
condition initiale x et pour toute commande u(t) est une propriété forte qui est
rarement globalement satisfaite pour les systémes non linéaires. En pratique, on
cherche a définir un espace de vie pour la solution x(t), c’est a dire 1’ensemble
X ={x e R"™: x=¢,(xg) € X, Vt > 0} le plus petit possible pour lequel le
lemme de continuité est vérifié (et donc le systeme intégrable par le théoréme 1.1).
Il faut donc s’assurer que toute trajectoire initialisée dans X’ reste dans X sous
I'action du flot (1.3) : ¢,(xg € &) € X. Un outil permettant d’analyser cette
propriété du flot a été introduite a la fin du XIXéme siécle par le mathématicien
russe A. M. Lyapunov [114]. La théorie de Lyapunov inclut deux théorémes pour
I'analyse de stabilité, 'un global (méthode directe) et I'autre local (méthode de
linéarisation, conséquence de la méthode directe [156, §3.3]). On ne s’intéresse
ici qu’a la méthode directe. L'idée est d’associer a la dynamique f une fonction
V: X = Ry, telle que I'analyse de V o x informe sur le comportement attractif
(ou non) de l'origine de l'espace d’état. Alors la trajectoire de (1.1) (ou de (1.4)
pour u = 0) tend naturellement vers 1’origine, et y reste.

Un autre outil a notre disposition pour l'analyse de stabilité est le principe
d’invariance de LaSalle, introduit au début des années 1960, et qui étend le
concept de Lyapunov en permettant de caractériser une forme de stabilité plus
générale puisqu’il y est question d’ensembles invariants (ligne, surface), alors que
la méthode de Lyapunov s’applique a un unique point de 'espace d’état (e.g.
I'origine).

1.2.2.1  Méthode de Lyapunov

L’approche de Lyapunov s’inspire d'une observation : lorsque 1'énergie d’un sys-
teme physique est continuellement dissipée, ce systéme tend vers une position
d’équilibre (ou de repos). On a donc une propriété globale (la stabilité du sys-
téme a l'origine), caractérisée par une propriété locale en temps d’une fonction
scalaire (l'énergie, dissipée a chaque instant). Avant de présenter ce résultat, on
introduit quelques définitions.

Définition 1.3 (Point d’équilibre) Un point de I'espace d’état x* € X associé au sys-
dx

teme dynamique autonome ¥ = £(x) est appelé point d'équilibre si f(x*) = 0.

Il est toujours possible de ramener un point d’équilibre particulier a l'origine
de 'espace des phases par une transformation du type X = x — x*, avec f(X) =
f(X 4+ x*). On suppose dans la suite qu'une telle transformation a été appliquée
de sorte que £(0) = 0.

Définition 1.4 (Stabilité d’un point d’équilibre) Le point d’équilibre x = 0 est stable
si pour R > 0, il existe r > 0 tel que si || x(t = 0) ||< r, alors || x(t) ||< R, pour tout
t > 0. Sinon, le point d’'équilibre est instable.

L’approche de Lyapunov permet de garantir globalement (i. e. pour toute initialisa-
tion x(tp) € X) la stabilité de 'origine x = 0, pourvu que le systéme soit passif.
On adopte la définition de la passivité au sens des systémes dynamiques (voir les
présentations exhaustives dans [156, §4] et [96, def. 6.3]).

Définition 1.5 (Fonction de stockage) Une fonction V : R"™ — R est une fonction
de stockage sur X = IR"™ si

1. V(x) >0, Vx € X\ {0} et V(0) = 0 (fonction définie positive) ;

11
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) . 2V *v *V
2. V€ C?(X,Ry), de hessien positif aX(ZX) - 0 avec | ax(zx)}i,j = axja(;‘i) :

3. im0 = oo (radialement non bornée sur X = IR™).

Cette définition peut étre adaptée sur des domaines X' C R, comme par exemple
dans le cas d'un état x; défini sur un intervalle borné (e. g. position d'une mem-
brane de haut-parleur avant déchirement).

Définition 1.6 (Intégrale premiere) On dira qu’une fonction V : R"™ — R est une
intégrale premiere du flot ¢, (xo) pour un systeme dynamique (1.1) si V est non constante
et si W est nulle pour tout x € R"x, avec

W(x) = VV(x)T £(x, 1), (1.5)

C’est a dire dvo(;‘t(t) L =01l long des trajectoires du systeme. Ceci vaut également pour les

systemes autonomes £ = £(x).

Définition 1.7 (Systéme passif entrée/sortie) Un systeme d’entréeu:t—u(t) €R",
d'état x : t — x(t) € R™ et de sortie'y : t — y(t) € R est dit passif si il existe

une fonction de stockage V (définition 1.5) telle que %(tx) < uTy. Side plus d\fi(tx) <

—t(x,u) +uTy avec p(x,u) > 0si x,u # 0, le systeme est dit strictement passif.

En résumé, si u = Onyxl, alors d\g(tx) < 0 (pour ¥ > 0) et par continuité de V,

I’état x décroit aussi vers I'équilibre 0, .1, qui est stable. La sortie y(f) est alors
appelée sortie passive du systeme.

Théoréme 1.2 (Stabilité de Lyapunov) Siun systéme autonome est strictement passif
(définition 1.7) pour la fonction de Lyapunov V associée a f (i.e. si W(x) < 0 pour tout
point x € R"™, c.f. (1.5)), alors l'origine est asymptotiquement stable : lim; o || x ||= 0.

1.2.2.2 Invariance de LaSalle

L’approche de Lyapunov garantit la stabilité d’un systeme au prix d’hypotheses
tres fortes sur (i) la forme de la fonction V(x) (radialement non-bornée) et (ii) sa
variation W < 0. De plus, seul un point de I’espace d’état (I'origine) est caractérisé,
ce qui n’est pas toujours le résultat recherché (un exemple courant en audio est le
cas des systemes auto-oscillants, nécessairement non linéaires [69], pour lesquels
on va chercher a caractériser la stabilité d'un cycle fermé, ou orbite, dans 1'espace
d’état). L'approche de Lyapunov peut étre étendue, toujours en étudiant le signe
d'une fonction scalaire et de sa dérivée, mais pour décrire la convergence du
flot vers un sous-ensemble plus grand que 'origine : l'ensemble invariant pour le
systeme dynamique.

Définition 1.8 (Ensemble invariant par le flot) Un ensemble T C R™x est dit inva-
riant par le flot d'un systeme dynamique autonome si xo € T = ¢,(x9) € Z, Vt €
R}ki. e. la trajectoire d"un point initialisé dans l'ensemble T reste dans T pour tout t. De
plus l'ensemble T est dit positivement invariant si xo € T = ¢,(x9) € I, Vt € Ry
(uniquement pour les temps positifs).

On a alors le résultat suivant [156, §3.4.3], [96, §4.1,4.2 et 6.2] :

Théoréme 1.3 (Invariance de LaSalle) Soit X C R™ un ensemble positivement in-
variant pour le flot d'un systéme autonome. Soit V : X — R une fonction C! et telle que
pour tout x € X, W(x) <0, c.f. (1.5). Soit V C X I'ensemble des points x pour lesquels
W(x) est nulle : V = {x € X : W(x) = 0}. Soit T le plus grand ensemble invariant de
V par le flot. Alors toute trajectoire initialisée dans X converge asymptotiquement vers
I CV C X, au sens oit pour tout xg € X lim;_eo (Mingsc7 || ¢4(x0) —x* ||) = 0.
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Théoréme 1.4 (Stabilité de Barbashin-Krasovskii) Soit X* C IR"* ['ensemble des
points d'équilibre d'un systéme autonome f(x* € X*) = 0. Soit V: R"™ O X — Ry
une fonction C' avec {0} C X, et telle que ¥x € R™, W(x) < 0. Soit V =
{xeX: W(x)=0}. Si X*NVY = {0} (le seul point a la fois fixe pour la dyna-
mique f et pour la fonction V est l'origine), alors I'origine est asymptotiquement stable.
Si de plus lim |y o V() = oo (radialement non-bornée), alors I'origine est globalement
asymptotiquement stable.

Remarque 1.1 (Cas limite) Si W(x) = 0, Vx € R"x, on peut prendre pour le théoreme
de LaSalle Z(xg) = V = X = R™ avec I'hypersurface (fermée) Z(xg) = {x € X :
V(x) = V(xg)} pour chaque condition initiale xo (invariance globale). Les Z(x;), i > 0
sont incluses les une dans les autres autours de I'origine (espace feuilleté). La fonctionnelle
V est alors une intégrale premiere du flot au sens de la définition suivante.

En résumé, la stabilité asymptotique de l'origine est assurée par le théoréeme
de Lyapunov (théoreme 1.2) pour une classe de fonction V : R — R, telles
que W(x) < 0, et par le théoreme de Barbashin-Krasovskii (théoreme 1.4) pour
W(x) < 0. Pour une classe encore plus générale de fonctions V : R"™ — R, des
cycles limites peuvent étre mis en évidence par le théoreme de LaSalle (théo-
reme 1.3). Ces théoremes sont illustrés sur un exemple classique dans la section
suivante.

Remarque 1.2 La remarque 1.1 est mise a profit sur les systémes hamiltoniens a ports,
rappelés section 1.3. En prévision de leur présentation, on fait l'observation que tout

systeme dynamique a non-linéarité affine de la forme & = M(x)x + G(x)u, M €
R™*"x peyt étre associé a la fonction de stockage triviale V(x) = x;—" et décomposé

en partie symétrique Ryy = —1/2(M + MT) et anti-symétrique Jypg = 1/2(M — MT).
Le systéme est alors passif (définition 1.7) pour la sortie passive associée a l'entrée u
définie par y = G(x)Tx si et seulement si Ryy > 0, avec %(tx) = VV(x)TE =
xTJmx — xTRpx + xTG(x)u.

S—— —

=0 >0 :yT u

1.2.3 Illustration : l'oscillateur de Van der Pol

L'oscillateur de Van der Pol est I'idéalisation d"un circuit électronique composé
d’un circuit résistance-inductance-capacitance et d’une source modulée en tension
(triode alimentée). Ce systéme non linéaire autonome est gouverné par [69, §2.1] :

( & ) _ ( x—a (1-(Bx1)?) 1 ) = f(x). 0

at —X1

Le parametre « est positif pour l'oscillateur de Van der Pol classique; le para-
metre B est quelconque. Dans cette section, nous souhaitons illustrer différents
comportements de la solution : stabilité de Lyapunov (théoréme 1.2), invariance
de LaSalle (théoreme 1.3) stable et instable, et invariance globale (remarque 1.1).
Pour cette raison, nous choisissons de prendre « négatif, nul ou positif, et § nul
ou non nul. On remarque que pour B = 0, le systeme est linéaire de sorte que
I'analyse de stabilité peut étre réalisée par des outils standard. Dans tous les cas
(linéaires et non linéaires), le théoréme d’invariance de LaSalle (théoreme 1.3) per-
met de caractériser les trajectoires.
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Une fonction de stockage triviale est la forme quadratique V(x) = XTT" >0, etle
signe de W(x) = xTf(x) = —a (1 — (Bx1)?) x% (c.f. (1.5) ) caractérise la stabilité
du systeme au sens de Lyapunov (théoréme 1.2) et de LaSalle (théoreme 1.3). Des
trajectoires obtenues par simulation numérique sont présentées en figure 1.1 (la
méthode numérique employée est celle présentée au chapitre 2).

@Qa=-1,p8=1 (dya=0,=0.

FIGURE 1.1 : Trajectoires pour l'oscillateur de Van de Pol (1.6), pour 50 conditions initiales
(croix) tirées au hasard dans le disque de rayon 3. On constate que (a) I’origine
est globalement asymptotiquement stable pour (¢« = 1, 8 = 0), (b) l'origine
est seulement localement stable pour (« =1, B = 1), (c) un cycle limite (attrac-

teur) se développe pour (x = —1, B = 1) et (d) les trajectoires sont fermées
(orbites) pour & = 0. On peut remarquer dans tous les cas que I'origine est un
: PP dV(x)
point d’équilibre —; =
x=0
1.23.1 Casa>0etf=0: d\g(tx) = —ax3.

C’est précisément le cas d’un systeme passif autonome avec d\ggx) <0,Vx #0et

d\g(to) = 0. On a alors directement par le théoréme 1.2 que 'origine est globale-

ment asymptotiquement stable (voir figure 1.1a).
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1232 Casa>0etf>0: sgn (d\g(tx)) = —sgn((1— (Bx1)?).

L'espace d’état est divisé en trois bandes délimitées par |x1| = 1/ avec d\g(tx) <0
pour |x1| < 1/B et %(tx) > 0 pour |x1| > 1/p. Toute trajectoire initialisée dans

| =00, —1/B[U] —1/B, o[ est instable, et I'origine est localement asymptotique-
ment stable, c’est a dire qu'il existe un certain bassin d’attraction X* tel que
im0 @, (x0 € X*) = 0, avec X* = {x* € R?> : x} € &}, x5 € X}, pour
XJ =] —1/B,1/B] et X; qu'on ne caractérise pas ici (voir figure 1.1b).

1233 Casa <0Oetf >0: sgn (d\ggx)) =sgn((1—(Bx1)?).

C’est I'inverse du cas précédent : I'origine est instable d\fi(tx) > 0 pour |x1| < 1/B

et globalement stable pour |x;| > 1/, Vx;. On a alors par le théoréme 1.3 que la
trajectoire tend vers un cycle limite (voir figure 1.1c) : le systéme auto-oscille.

1234 Casa=0etp=0: d\;(tx) =0, Vx € R%

On a alors que Vt > tg, V(x) = V(xp), soit (x2 + x3) = V(x), c’est a dire que
la trajectoire initialisée en xg évolue sur 1’ensemble invariant associé au cercle de
centre x = 0 et de rayon R = /2 V(xp) (remarque 1.1 et figure 1.1d).

1.3 LES SYSTEMES HAMILTONIENS A PORTS

On a vu section précédente que la stabilité d'un systeme peut étre induite par
une propriété globale : la passivité. Hors, tout systeme physique est passif par
nature, au sens oll aucun systéme ne créé spontanément de 'énergie et inclut
des phénomenes dissipatifs. Alors, plutoét que d’évaluer la stabilité d'un systeme
a posteriori, il est préférable de garantir a priori que la passivité inhérente au
systeme physique original est préservée au cours de la modélisation. C’est 1'ob-
jet du formalisme des systémes hamiltoniens a ports, introduit dans les années
90 [120, 153, 52] comme une approche systématique pour la modélisation et le
contrdle de systéemes physiques. Ce formalisme repose sur (i) la formulation de
lois constitutives élémentaires associées aux phénomenes de stockage/restitution
d’énergie, de dissipation et de source, et (ii) une structure d’interconnexion ga-
rantissant des échanges de puissance équilibrés entre les composants connectés
via des ports d’interaction. Cette formulation donne une description intrinseque
permettant de garantir des propriétés génériques (telle que la conservation de
I'énergie) indépendamment du systéeme de coordonnées choisi (théorie géomé-
trique du contréle non linéaire [85, 128, 15, 25, 110]). Une autre particularité de
cette structure est sa stabilité par interconnexion : la connexion de deux systemes
hamiltoniens a ports est encore un systéme hamiltonien a ports.

Notre présentation des SHP est articulée de la maniére suivante. Premiere-
ment, on discute la formalisation des lois constitutives pour les composants sto-
ckants, dissipatifs et sources. Deuxiemement, on définit les systémes hamiltoniens
a ports comme l'interconnexion conservative de composants stockants, dissipatifs
et sources. Troisiemement, on discute de la réalisation des systemes hamiltoniens
a ports sous la forme d’un systéeme affine en la commande (définition 1.2).
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1.3.1 Approche par composants

On note E(t) Iénergie stockée dans un systéme physique autonome (il n’y a pas
de communication avec l'extérieur) et conservatif (aucun phénomeéne dissipatif).

Alors la variation %(tt) est nulle : E(t) = E(fg), Vt > t. Si maintenant le systéeme

échange avec l'extérieur (systtme commandé), la variation & (t) est donnée par
la puissance S(t) entrante sur les ports d’interconnexion. Si de plus le systeme
inclut des phénomenes dissipatifs, de puissance dissipée D(t) > 0, la variation

d’énergie est donnée par le bilan de puissance

dE(t)
—— = S(t) — D({). .
o = S(t) = D) (1.7)
On a directement que ces systémes sont passifs ([96, §6] et définition 1.7) pour
une classe de fonctionnelles de Lyapunov naturelles qui vérifient V(x(t)) = E(t)

avec % < 8. En particulier, % < 0 si les sources sont éteintes S = 0.

L’approche par les systemes hamiltoniens a ports consiste a assurer cette pro-
priété dans une structure qui encode les échanges de puissance entre composants
isolés (conservatifs, dissipatifs et sources). Pour les systémes de dimension finie,
ces composants sont (ou peuvent étre une combinaison de)

ng composants stockant I'énergie E > 0 (énergie cinétique pour une masse en
mouvement, énergie électrostatique pour une capacité);

np composants qui dissipent la puissance D > 0 (amortisseur mécanique, effets
visco-élastiques, transistor);

np ports externes qui fournissent la puissance S (€ R) (force d'un actionneur
externe au systeme, source idéale de tension, force magnétomotrice d'un
aimant permanent, ou port ouvert a l'interconnexion).

Le comportement de chaque composant i est décrit par une relation entre deux
ensembles de variables : les flux f; = (f1---fs,)7 (e.g. vitesses, courants), et les
efforts e; = (e1---ey;)T (forces, tensions), dont le produit a la dimension d'une
puissance. Toute ces quantités sont définies en convention récepteur, i.e. la puis-
sance reque par chaque composant est P; = f] e;.

Soit une paramétrisation x; : t — x;(t) € R" de chaque composant 1 < i <
ng stockant l'énergie E; (e.g. 1'élongation x; = ¢ pour une raideur, la charge
X; = ¢ pour une capacité, les flux magnétiques x; = (¢1,$2)T pour une induc-
tance mutuelle). La fonction de stockage associée est H;(x;) = E; (e.g. H;(¢) =
(K¢2) /2 pour une raideur K, H;(q) = g2/ (2C) pour une capacité C, H,(¢1, ¢2) =

9195 | e
214 +2L2 + VL1 Ly
fert de flux «). L'énergie totale est alors paramétrée par 1'état x : t — x(t) € R"x de

dimension ny = Y%, n; et donnée par la somme de toute les énergies (grandeur
extensive) par la fonction E = Hox = Z?jl H;(x;) > 0. Sa variation temporelle
est

pour une inductance mutuelle d’inductances L1, L, et de trans-

dE dx
B 1.8

aF (1.8)
qui correspond a la puissance regue par les composants stockants. Pour une para-

métrisation de 1'énergie (x, H) choisie*, les ny flux fg et ny efforts eg associés aux

Par exemple, des paramétrisations obtenues par une multiplication a gauche par diag(x, 1/«) et telles

dx; oOH, i )
que (%, a—Y;) = (afj, ¢;/a) ou (aej, fi/a) fonctionnent également.
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) dx; oH;
composants stockants sont donc donnés pour 1 < j < ny par (%, Tx]]) = (f]-, e]-)

ou (¢j,fj), et (1.8) se réécrit § = ff e.

La puissance externe S est 'opposé de la puissance reque par les sources. On
choisit donc les 11, flux fg et efforts es associés aux ports de sorte que S = —f{ es.
Ces flux et efforts sont organisés en deux vecteurs u (considéré comme 1’entrée
du systeme) et y (la sortie associée), c’est a dire (uy, —yx) = (fx, ex) ou (ug, —yx) =
(e, fx) pour chaque paire dans (fg, eg), soit

S=uly. (1.9)

Enfin, les np flux fpet np efforts ep sont reliés par un ensemble de relations de
dissipation de la forme r(fp, ep) = 0,,x1 (r(i,v) = Ri — v pour une résistance R,
de sorte que la puissance dissipée est D = Ri?) et telle que

D= flep >0, pourtous (fg, ep) tels que R(fp, ep) =0. (1.10)

On définit maintenant formellement I'interconnexion de tous les flux (fg, s, fp) et
efforts (eg, eg, ep) de sorte a régénérer le bilan de puissance (1.7); c’est 'approche
par les systémes hamiltoniens a ports.

1.3.2 Interconnexion conservative

On considere ici 1, composants connectés aux np ports d'un réseau, composants
auxquels on associe les flux f = (f,-- -, fnp)T et efforts e = (eq,- -+, enp)T définis
en convention récepteur : la puissance recue par chaque composant i, ou sortante
par chaque port i du réseau est P; = fje;.

Définition 1.9 (Interconnexion conservative) Une interconnexion de np composants
est dite conservative si

"Ip "p
Y. Pi=) fiei=0, (1.11)
i=1 i=1

Cela correspond au théoréeme de Tellegen en électronique (voir [167] et [45, §9.5] et fi-
gure 1.2), qui traduit que toute la puissance transite par le réseau : il n’y a pas de stockage,
de création spontanée ou de perte d’énergie dans l'interconnexion, et ces phénomenes ont
lieu dans les composants.

Typiquement pour np = 2, e1f; +e2f2 = 0 = e1f; = —eo,f2, C'est a dire que
toute la puissance perdue par le composant 1 est récupérée par le composant 2.
Les deux connexions possibles sont (i) f; = f2, ¢1 + ¢2 = 0 (connexion série en
électronique avec § un courant et ¢ la tension associée, ou connexion rigide en
mécanique avec § une vitesse et ¢ la force associée) ou (ii) ¢; = ez, f1 +f2 = 0
(connexion parallele en électronique, ou connexion série de raideurs en méca-
nique). On peut remarquer que dans chaque cas, on a deux équations qui mettent
en jeu quatre variables, ce qui définit un sous-espace de dimension 2. C’est la
dimension maximale pour une interconnexion conservative des 2 flux et deux ef-
forts, avec f1 e1 = —f1 ¢2 = f2 €2 = Py + P2 = 0 (voir [52, §2.1.2]). En dimension 1,
ces connexions s’écrivent (i) f; = - - - = frp, 61+ -+ e, =0et (ii)er =---= ey
fi+ -+ fn, = 0, respectivement. On a donc 1y, relations indépendantes sur 27,
variables, ce qui définit un sous espace de dimension 7, dans le produit d’espaces
& x F = P (espace des variables de puissance).

17
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FIGURE 1.2 : Représentation schématique d'une structure de Dirac D (interconnexion
. n
conservative), avec f = (fi, -+, fu,)7, ¢ = (e, ,en,)T et L2 Pi = §Te =0
(voir définitions 1.9 et 1.10, et propriété 1.2).

Ce type d’interconnexion peut étre formalisé au moyen d’une structure de Di-
rac (voir les références [37, 178, 175, 41, 28] sur lesquelles les présentations sui-
vantes s’appuient). Avant d’en donner la définition, on rappelle quelques nota-
tions d’algebre linéaire.

On introduit 'espace des flux § € F muni du produit de dualité (-, )c.r =
(+,+) défini pour un élément de F et son dual e € F* = £, c'est a dire e : § —
e(f) = (e, f) € R. En dimension finie 7 C R", et (-, -) est simplement le produit
scalaire (e, f) = eTf = 2721 fi ¢;. L'espace dual de 7 C R"r correspond a l'espace
des efforts e € £ C R, et I'on introduit 'espace total des variables de ports
P=ExF CR*. Ainsi, la puissance dans P est donnée par le produit scalaire

P=(ef) =L/ eifi

Définition 1.10 (Structure de Dirac) Une structure de Dirac (constante) sur P =
F x F* = F x & est un sous-espace D C P tel que D = D+ oit L désigne le
complément orthogonal par rapport a la forme bilinéaire < e,§ >> indéfinie (positive
ou négative) et non dégénérée (<K (eq,f,), (ep, fp) >= 0 V(ep, fp) = (eq, ;) = 0)
définie par < (eq, ), (ev,Tp) >= (ea, Fy) + (en,Fa), (ea,Ta), (6, ) € P2, Clest a
dire D+ = {(ev, fo) € P2 V(e 1) € D, < (ea,F4), (en,Fp) >=0}.

Propriété 1.2 (Structure conservative) Le sous-espace D C ‘P défini par une struc-
ture de Dirac (définition 1.10) posséde le propriétés suivantes :

1. V(f,e) € D, fTe=0,

2. dim(D) = dim(F),

C’est a dire que D encode une interconnexion conservative des flux et efforts définis a ses
ports en convention récepteur au sens de la définition 1.9.

Preuve Soit une structure de Dirac D définie sur un espace des variables de puis-
sance P = F x £ C R?™ (définition 1.10) ; toute combinaison linéaire d’éléments
(eq,§2) € D et (e, ) € D est encore dans D : (e, + ¢, f, + ) € D, et

(eat+ep, fat+Tu) = (eafa)+ (ep,Fo) + (ea Fu) + (er, o) - (1.12)

-4

<<(eﬂrfn)r(ebrfb)>>:0

Cette relation est vraie en particulier pour §, = §;, ¢, = ¢, et la seule solution
est (eq + ¢y, f, + ) = 0. Pour ¢, = f;, = 0y, ceci implique (¢, f) =0, V(e, f) € D
et prouve la propriété 1.2. De plus, par définition du complément orthogonal
dim(D+t) = 2 dim(F) — dim(D) et par définition 1.10 dim(D+) = dim(D), ce
qui prouve la propriété 2.
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Ainsi, une structure de Dirac capture géométriquement le théoreme de Tellegen
[45, §9.5] (au sens d'une forme bilinéaire définie sur P), ce qui permet de trans-
poser la notion d’interconnexion conservative (définition 1.9) a des espaces plus
généraux que R (e.g. en dimension infinie pour les structures de Stokes-Dirac,
voir [180, § 1.3] [180], [52, §4]) Dans ce travail, nous considérons des systemes
hamiltoniens a ports en dimension finie. Un systéme hamiltonien a ports est for-
mellement construit comme l'interconnexion conservative (structure de Dirac D,
définition 1.10 et figure 1.3) de composants stockants une énergie E = H(x) (1.8),
de composants dissipant une puissance D = f] ep (1.10) et de sources de puissance
S = f§ es (1.9).

FIGURE 1.3 : Représentation schématique d'un systéme hamiltonien a ports comme 1'in-
terconnexion conservative (structure de Dirac D, définition 1.10 et figure 1.3)
de composants stockants une énergie E = H(x) avec §& = I eg (1.8), de com-
posants dissipant une puissance D = f] ep (1.10) et de sources de puissance

S = f{ es (1.9) (voir définitions 1.10 et 1.11, et propriété 1.2).

Définition 1.11 (Systéme hamiltonien a ports) Un systéme hamiltonien d ports est
la donnée d’un espace de puissance P = Pg X Pp x Pg et d’'une structure de Dirac D
sur P avec

1. (fg, eg) € Pe C R™ les variables de puissance associées au composants stockants

pour la fonction de stockage (x € R"™,H > 0) avec ff e = VH(x)T & = &£,

2. (fg,es) € Ps C R les variables de puissance associées aux np ports externes
avec la puissance entrante sur le systeme S = —fg es,

3. (fp,ep) € Pp C R™ les variables de puissance associées aux ny relations dissipa-
tives r(fp, ep) = 0 avec la puissance dissipée D = fg ep >0,

4. (fE/ fs, o, eE, es, QD) eD.

Propriété 1.3 (Passivité d’un systéeme hamiltonien) Un systéme hamiltonien a port
(définition 1.11) vérifie le bilan de puissance (1.7).

Preuve On a par le point 4 de la définition 1.11 que T e = 0 avec f = (f§, &, f])7

ete = (e, el, el)T, soit par les points 1 a 3 :

free+fles+flep =0 (1.13)
e S
aE -s D

af

Il s’agit donc d’une extension de la structure géométrique des systémes hamilto-
niens standards [116] sur I’espace des phases a une géométrie sur 1'espace d’état
des variables de puissance, et déterminée par la structure d’interconnexion D.

Propriété 1.4 (Interconnexion de structures de Dirac) Soient deux structures de Di-
rac D; C P;, i = 1,2 définies pour deux jeux de variables de puissance P1 = {1, ., e1,ec}
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et Py = {fp,fc €2, —ec} avec dim(f;) = dim(e;) = n; et dim(f.) = dim(e.) = nc
le nombre de ports communs servant a l'interconnexion des deux systémes. Les puis-
sances associées aux ports d'interconnexion de chaque structure de Dirac est donnée par
fler+flec = 0et flep—flec = 0, soit §] e; +§) eo = 0. Pour une description
détaillée de l'interconnexion de structures de Dirac, on pourra consulter [28] et [52, théo-
remes 2.1 et 2.2 §2].

1.3.3 Représentation d’état

La réalisation d’un systéme hamiltonien a ports (définition 1.11 et [120, 153, 52,
177]) correspond en général a un ensemble mixte d’équations différentielles et al-
gébriques (voir la représentation noyau/image des structures de Dirac et leur in-
terconnexion dans [28] et [52, théoremes 2.1 et 2.2], et structure algébro-différentielle
au chapitre 5). On se restreint dans cette partie aux systémes réalisables sous la
forme d’un systéme hamiltonien a ports dit entrée u-état x-sortie y, c’est a dire
pouvant se mettre sous la forme différentielle [52, (2.53)] :

( a >—<J<x>—R<x>> ( VH(X)) (1.14)
° .

avec [VH(x)]; = % le gradient du hamiltonien H, J(x) une matrice antisymé-

trique (J = —JT = xlT]x = 0) et R(x) une matrice autoadjointe positive (xT Rx <
0). La structure (1.14) est obtenue par réduction de la structure de Dirac pour une
relation de dissipation de la forme ep = Mg(x)fp avec f, = K(x) (VH(x),u)T,
Mg (x) = 0, et R(x) = KT Mg K. Les lois constitutives des composants stockants
et dissipatifs sont encodées dans VH(x) et R(x), respectivement. La structure de

Dirac D est encodée dans les matrices J et R, qui sont décomposées comme
o0 = ( () G(X) ) . R(x) = ( Re(x)  Ryy(x) ) (s
~G()T —Jy(x) Ry ()T Ry(x)

La propriété 1.3 est directement vérifiée, pour le bilan de puissance (1.7) :

T dx X
(710) (8) = wr®
" _y dE \S/-/
a T (1.16)
(e )
u u
D

1.3.3.1 Interconnexion

Par la définition formelle 1.11 d’un systéme hamiltonien a ports et la propriété
de stabilité d"une structure de Dirac lors d’une l'interconnexion, on a directement
que la connexion de deux systéme hamiltoniens a ports est encore un systeme
hamiltonien & ports [28].

Propriété 1.5 (Stabilité par interconnexion) L’interconnexion de deux systémes ha-
miltoniens a ports (1.14) i =1,2
dx;
d—); Ji — Ri G?Xt Gl(-:o W‘L’(Xi)
,ylext = _ (G?Xt) T D; 0 usxt (1.17)
—y5° —(Go)T | 0 0 us®
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réalisée pour la partie commune co

uf® = y5° = (G5°)T VHa(x2),

(1.18)

u® = -y = —(G{°)T VHi(x1),
conduit au SHP
& Jh—Ry  GP(GP)T| G 0 VH; (x1)

] -SG5 Ry 0 G VH, (x2)
—yext —(GSH)T 0 D, O u
—yext 0 —(GgYT 0 D, ug

(1.19)

1.3.3.2 Changement d’état

La forme (1.14) assure la passivité du systéme, inhérente a sa nature physique.
C’est une propriété géométrique, au sens ol tout se passe dans le produit sca-
laire pour la définition de la structure de Dirac qui est indépendant du choix de
coordonnées. Cela se traduit par la préservation de la structure SHP (1.14) et donc
de la propriété de passivité pour tout difféomorphisme (changement de variable
bijectif C!(R™, R"x) d’inverse C! (R"x, R"x)).

On considere un changement de variable inversible ¢ : X — X C R de pri-
maire x et d'image X = ¢(x), d’inverse x = ¢ 1 (X)= ¢(X). Le systeme (1.14) est
équivalent au systéme décrit par les quantités (X, u,y) et le hamiltonien IfI(SE) =
H(¢(x)), avec

£ oy —1ax
& estremplacé par (Jp(¢(x))) &L, (1.20)
VH(x) est remplacé par (Jp(¢(%)))" VH(X),
olt Jp(x) désigne la matrice Jacobienne de ¢ : X — X avec [j¢(x)]ij = 3%]’: et

VH(x) = Ju(x)T. La structure (1.14-1.15) se réécrit alors

(c‘;}t‘ ) = (T(i) — IA{(Q)) <VH(£) > , (1.21)
—y u
avec A(X) = diag(Jp(¢(X)),14), et la nouvelle structure J=-Jr=AJog)AT

et R(X) = A (Ro @) AT = 0. Ce changement d’éta sera pis a profit pour traiter des
problemes de simulation et de correction aux chapitres 2 et 4 (respectivement).

1.4 EXEMPLES

L’approche par les systémes hamiltoniens & ports est maintenant illustrée sur
des systémes élémentaires : un oscillateur harmonique (systeme hamiltonien clas-
sique), puis un circuit RL est donnée. On montre comment la structure de Dirac
garantit la passivité. Finalement, ces deux systémes sont connectés pour former
un modele simplifié de haut-parleur électrodynamique a passivité garantie.

1.4.1 Systéme conservatif

On considere un systéme hamiltonien a ports isolé (S = 0) et conservatif (D = 0).
La structure de Dirac est alors donnée par la matrice anti-symétrique Jx(x) =

21



22

MODELISATION DES SYSTEMES DYNAMIQUES PASSIFS

—Jx(x)T avec & = Ji(x) VH(x) et & = VH(x)T & = VH(x)TJx VH(x) = 0. On
considere ici I'oscillateur harmonique de la figure 7.2a, avec ny = 2 composants
stockants (masse M et raideur K), et np = 0 composants dissipatifs (systeme
conservatif). On décrit dans un premier temps la dynamique de la partie auto-
nome (1, = 0).

A fM? 1/{@(1
M

q
- vR VL
Sk
K
(a) Oscillateur harmo- (b) Circuit RL commandé par
nique commandé par une source idéale de ten-
une force externe fext. sion v7.

FIGURE 1.4 : Exemples pour l'illustration de 1’approche par les systémes hamiltoniens a
ports 1.4. La structure de Dirac est donnée par les lois de Newton dans le
cas 7.2a et par le lois de Kirchhoff dans le cas 7.2b.

OSCILLATEUR LINEAIRE : L’élongation d"un ressort est donnée par la position
g de la masse mesurée par rapport a 1'équilibre du systéeme. Le hamiltonien est
la somme des énergies cinétique et potentielle : H(x) = Hy(x1) + Hk(x2), pour

l'état x = (p,q)7, avec la quantité de mouvement p = Mg, I'énergie cinétique

2 2
Hu(x1) = ;—]\1/1 (M désigne la masse) et 1’énergie potentielle Hg(x,) = % (K de-

2
signe la raideur). La force d’inertie de la masse est fu = M % = %, et sa vitesse
OH(
Jx

£ _dg _ dx, _ 9H(x) _ x) _
est donnée par W=g = = o La. forc.e .de rappel est fx = 5= = Kxp.
La masse est solidaire du ressort (connexion rigide), de sorte que vk = vy, et la
structure de Dirac associée est obtenue par par le principe fondamental de la

dynamique i—f = —fx. Cette description régénere la dynamique hamiltonienne

classique [116] :
) . (1.22)

d

e _ (0 1

& 1 0
N—— N e N —

dx Jx VH(x)

~s

daf

OSCILLATEUR NON LINEAIRE : La loi constitutive linéaire du ressort est ici
changée en une loi non linéaire avec fni(q) = Y0, Kug?"*1, et d’énergie po-
tentielle associée Hyy.(q) = f¢f fur(x)dx = 20, %qz(”“) construite de sorte
a étre positive (ce qui conditionne les K, > 0). Pour avoir la nouvelle équa-
tion de la dynamique, il suffit de remplacer la fonction H du cas précédent par
H(x) = Hu(x1) + Hnp(x2) et de reprendre I'équation (Cs) : on bénéficie directe-
ment de la séparation de lois constitutives H de la structure d’interconnexion
donnée par la structure de Dirac D.

PORT EXTERNE : On considére maintenant le systtme commandé de la fi-
gure 7.2a. Les variables définies par le port d’interconnexion sont séparées en
entrée u = (fext)T (force appliquée) et sortie y = (Vext)T = (vm)T (vitesse asso-
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ciée) de sorte que le travail de la force extérieure est foxt g et la puissance externe
fournie est S = uTy. La dynamique est donnée par

i 0 -1[1 ya
% = 1 0|0 Kqg |- (1.23)
—Vext -1 0 ‘ 0 fext

qui régénere la forme (1.14-1.15) pour la structure donnée table A1.

. Energie :
Etat : 5 )
: T linéaire H(x) = 2% + %
x=(p,q) linéaire H(x) — 2 Ked | Kk
non linéaire H(x) = ; + —52 + 3
Entrée : Sortie :
u = (fex)T y = (Vext)T
Structure :
0 -—-111
J= 1 0|0 |, R=03.
-1 0 |0

TABLE 1.1 : Formulation port-hamiltonienne (1.14-1.15) pour l'oscillateur harmonique de
la figure 7.2a, avec la position de la masse g et quantité de mouvement associée

p=M %, force externe fext et aucun phénomene dissipatif.

1.4.2 Systeme strictement passif

La définition des systémes hamiltoniens a ports comme l'interconnexion conser-
vative de composants stockants, dissipatifs et sources permet d’étendre la géo-
métrie des systeme hamiltonien classiques [116] et np = 0, pour lesquels 7 est
nécessairement pair (espace des phases (q, p) avec dim(q) = dim(p)) et Jx est

One/2 —lan, 2

donnée par la structure symplectique Jx* = ( , pour une configu-

Idnx /2 Onx /2
ration canonique. Dans le formalisme des SHP, Jx peut étre de rang non maximal.

Ceci est illustré sur le circuit RL de la figure 7.2b qui correspond a un fil conduc-
teur de résistance totale R formé en bobinage d’inductance totale L.

Ce systeme inclut ny = 1 composant stockant (inductance L), np = 1 com-
posant dissipatif (résistance R) et n, = 1 port externe (tension d’entrée vext).
L'état associé a l'inductance correspond au flux magnétique total x = (¢)T avec
¢ = fot vr(7)dT, et le hamiltonien est donné par l'énergie électrodynamique sto-
ckée dans le matériau (air) parcouru par le flux avec H(x) = %, de sorte que
ip = gTHl = xfl Les flux et effort associés au composant dissipatif sont fg = (i)7,
er = (vR)T avec la relation de dissipation r(fg, ¢r) = Rfgr — ¢er = 0. Les variables
sur les ports sont l'entrée u = (vext)T et la sortie y = (iext)T = (iz)T. La structure
de Dirac de ce systeme est donnée par les lois de Kirchhoff (loi des mailles, loi des
neeuds). Ceci régénere la forme SHP (1.14-1.15) pour la structure de la table A2.
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Etat : Energie :

2
x=(¢)T H(x) = 5%
Input : Output :
u= (Uext)T Y= (iext)T

Structure :
j— 0]1 R= Re |0 .
-110 010

TaBLE 1.2 : Formulation SHP pour le circuit RL de la figure 7.2b, avec le flux magnétique
dans la bobine ¢, la tension d’entrée vey; et la tension de la résistance vg = Rif,
_ oH

pour la loi constitutive if = o

1.4.3 Interconnexion de systémes

L’approche par les SHP permet le traitement naturel des systemes multiphy-
siques. Un exemple classique en audio est le haut-parleur électrodynamique, qui
inclut des phénomenes d’origine électromagnétique, mécanique, acoustique et
thermique. On présente ici un modele simplifié de la partie électromécanique,
basé sur le modele standard (linéaire invariant) de Thiele et Small [168, 169, 157,
158]. Ce modele est construit comme 1'interconnexion conservative de (i) un cir-
cuit RL associé au bobinage de fil conducteur et (ii) un systéme oscillateur harmo-
nique amorti associé a la masse du diaphragme maintenue par la suspension et a
la charge acoustique. L'interconnexion conservative est réalisée par la connexion
des flux et efforts électriques (courant, tension) aux flux et efforts mécaniques
(vitesse, force) par un gyrateur qui encode le couplage électromagnétique (force
de Laplace f, et tension contre-électromotrice v, dues a 'aimant permanent).

La partie électrique correspond a I'exemple de la figure 7.2b, table A2 auquel
on ajoute un port pour la connexion, avec x; = (¢)T le flux magnétique dans la

[x1]

2
bobine, Hy(x1) = % I'énergie électromagnétique, R, la résistance du fil, vext la
tension d’entrée et v, la tension contre électromotrice due au déplacement forcé
du bobinage dans le champ magnétique :

dg

¢ “R. |1 -1 ¢

—ip |=| -1]0 o0 Vext | (1.24)
i 1o o0 g

Le systéme mécanique correspond a l'oscillateur harmonique de la figure 7.2a,
table A1 auquel on ajoute un amortissement R,, avec la masse M et la raideur
K). L'état x, = (p,¢)T réuni la quantité de mouvement associée a la masse du
diaphragme p = M 3! et la position du diaphragme g (mesurée par rapport a
I’équilibre de la suspension). Le hamiltonien est la somme de 1’énergie cinétique

2 2
Hy(x1) = 745 et de I'énergie potentielle Hg(x,) = K2 avec Hp(xp) = Hu([x2]1) +

HK([xz]z. L'effort associé a 'amortissement (force) est ep = R, % = aa[x%, et la
structure de Dirac est donnée par le principe fondamental de la dynamique, avec
M= d[:ﬁh = —eg — ¢R + ¢ext dont une réalisation est

dp P

o —Ra —1]1 M

a 1= 1 0|0 Kq |- (1.25)
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d p? d K¢
dt 2M dt, 2

FIGURE 1.5 : Structure de Dirac D associée a l'interconnexion d'un circuit RL Dgy (1.24)
et d’un oscillateur mécanique amorti Dysx 4 (1.25). Le couplage électroméca-
nique traduit une interconnexion conservative par gyrateur (1.26) de ratio By
(force de Laplace f; = —e¢7*° et force contre électromotrice v, = —e%lec).

L'interconnexion des structures de Dirac associées a la partie électrique (1.24)
et a la partie mécanique (1.25) sont connectées par un gyrateur (voit figure1.5).
L'intensité du couplage est caractérisée par le ratio du gyrateur, qui correspond
dans le cas du haut parleur au facteur de force By, produit de l'intensité du champ
magnétique B auquel est soumis la longueur ¢ de fil conducteur :

d
0 B ¥
fe ) 2 ¢ a ). (1.26)
Ur -B, O ir
Cette interconnexion est conservative, avec (fr,v,)T (%,iL) = 0 par antisy-

métrie. A partir de (1.24-1.26) et des lois constitutives pour 1és composants, on
obtient

_ oH; (¢)
fe = B g% (1.27)
Uy = —Bg 726(;,[7) .

et le modele de Thiele et Small s’écrit sous la forme SHP (1.14-1.15) pour la
structure donnée table As3.

Etat : Energie :
2 2 2
x= (¢, p,q)7 H(x) = 3 + 52 + K5
Input : Output :
u= (Uext)T y = (iL)T
Structure :
0 -B, 0]1 R, 0 0]0
j— By 0 -1(0 R= 0 R, 00
0 1 0]0 0 0(0
-1 0 0/0 0 0(0

TaBLE 1.3 : Formulation SHP (1.14-1.15) d'un modele simplifié de haut-parleur, avec ¢
le flux magnétique de la bobine d’inductance L, q la position du diaphragme

- NEYPPRT . : _ dg

mesurée par rapport a ’équilibre de la suspension de raideur K, p = Mg

la quantité de mouvement associée a la masse du diaphragme, R, et R, les
coefficients de dissipation associés a la résistance du fil et aux frottements mé-

caniques (respectivement), et vext la tension d’entrée. Le couplage électroméca-

nique est encodé dans le gyrateur (1.26) de coefficient By (facteur de force de

Laplace/contre-électromotrice).
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1.5 CONCLUSIONS DU CHAPITRE

Apres un rappel sur les systemes dynamiques, et en particulier sur les systémes
passifs, nous avons introduit les systemes hamiltonien a ports. Ces systéemes sont
décrits comme l'interconnexion conservative de composants stockants, dissipa-
tifs et sources, ce qui garantit la passivité du modele. Une classe particuliere de
SHP (entrée-état-sortie explicite) a la base dés développements subséquents a été
rappelée. Nous proposons au chapitre suivant deux méthode numériques qui
préservent la structure SHP, et en particulier des systéemes de cette classe.



METHODES NUMERIQUES PRESERVANT LA PASSIVITE

Aucune machine ne peut mentir.
Ni dire la vérité non plus.

G. K. Chesterton - Father Brown,
1954.
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2.1 INTRODUCTION ET ORGANISATION DU CHAPITRE

Ce chapitre est dédié a la simulation a temps discret du systéme différentiel passif
(1.14-1.15), dans le formalisme des systémes hamiltoniens & ports. Ce formalisme
garantit la stabilité & temps continu d'un systéme autonome en préservant la pas-
sivité du systeme physique original au cours de la modélisation (voir chapitre 1).
Nous présentons ici une classe de méthodes numériques qui transposent cette
passivité du temps continu au temps discret, de sorte a assurer la stabilité du
systéme numérique, et donc des simulations.

Un méthode numérique fournit une approximation de la solution x(t,) € R
sur la grille t, = nt,, n € N4 pour la période d’échantillonnage (constante)
te = tpy1 — ty € RY, et une entrée connue u(t,) = u, € R". En vue d'une
implémentation temps réel, les objectifs sont les suivants.

(P1) Préserver la passivité du systéme continu (un systéme conservatif reste
conservatif en numérique, et plus généralement un systéme passif reste pas-
sif).
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(P2) Faible erreur entre la trajectoire continue et la trajectoire approchée (ordre
de consistance élevé).

(P3) Faible complexité de I'algorithme (pas d’équation implicite & résoudre).

Le nombre de pas d'une méthode est le nombre de pas de temps mis en jeu dans
une itération de la méthode. Le nombre d’étapes est le nombre d’évaluations inter-
médiaires réalisées a chaque itération de la méthode. L'ensemble des méthodes
multi-pas et multi-étapes est regroupé sous l'appellation des méthodes générales
a plusieurs pas (général linear multistep methods, c.f. [27]). Dans cette thése, nous
considérons des méthodes a un pas et multi-étapes (e.g. les méthodes d’Euler
et de Runge-Kutta). La stabilité de ces méthodes est traditionnellement testée
sur un systéme trivial % = Ax avec x(0) = xq : si la séquence d’approximations
(xn)o<n converge vers 0 pour tout A € C_, alors la méthode est absolument stable
(Lyapunov ou A-stability, i. e. la passivité du systeme original est préservé, avec
R(A) < 0). Cette propriété n’est pas garantie pour toutes les méthodes de la classe
des méthodes générales a plusieurs pas. En particulier, G. Dahlquist a montrée
qu’il n’existe pas de méthodes multi-pas d’ordre de consistance supérieur a 2 qui
préservent la stabilité asymptotique pour tous les systemes passifs [40]. De méme,
les formules de Runge-Kutta implicite d’ordre 6 (BDF6, pour backward differentia-
tion formula) ne sont pas A-stables (i. e. ne préservent pas la passivité de tous les
systémes passifs, voir [163]). Pour une description exhaustive des concepts relatifs
a I’analyse des schémas numériques a un pas (tels qu’utilisés ici), on pourra se
référer a [44, § VIIL.2] pour le cas général et a [27, §2] pour I'analyse de quelques
schémas usuels (notamment les shémas d’Euler et de Runge-Kutta).

En vue de l'objectif (P1), on s’intéresse a la classe des méthodes dites passives,
c’est a dire des méthodes qui préservent, a temps discret, la passivité d’un sys-
téme passif a temps continu. On notera qu'une classe de méthode de Runge-Kutta
absolument stable est donnée par les méthodes de Runge-Kutta symplectiques
[27, §3.7] (dont les méthodes de collocation de Gauss sont un cas particulier [27,
p-277]). Pour les systéemes conservatifs, on peut construire des méthodes symplec-
tiqgues par une séparation de 1'énergie en énergie cinétique et potentielle. On ap-
plique alors une méthode aux différences finies sur les deux parties du systeme,
évaluées sur des grilles temporelles entrelacées (méthode d’Euler symplectique,
méthode de Stormer-Verlet, méthodes géométriques [70] et méthodes aux diffé-
rences finies [10]). Cette séparation n’est pas appliquée ici : toutes les composantes
de I’énergie ont le méme role.

Dans cette these, 'approche est de reconstruire a temps discret la structure de
SHP, par une définition adaptée de versions discretes pour les quantités §% et VH.
Le bilan de puissance discret est alors garanti par (i) une forme discrete de déri-
vation d’une fonction composée et (ii) la structure SHP (de maniere similaire au
cas continu, voir preuve de la propriété 1.3). Cette approche est connue comme
la méthode du gradient discret [87] (voir aussi [141, 122], [24, §4.3] et [3, §2.2]).
Nous proposons (i) une méthode de gradient discret a 1 pas et 1 étape (ordre 1)
et (ii) une méthode de gradient discret a 1 pas et 2 étapes (ordre 2).

Ce chapitre est organisé comme suit. Section 2.2, un rappel des méthodes a
un pas et des outils pour leur analyse est donné. On rappelle en particulier les
méthodes d’Euler et de Runge-Kutta. Section 2.3, on construit une méthode nu-
mérique a une étape qui préserve la passivité des SHP. Cette méthode est consis-
tante a 'ordre 1 avec le probleme continu. Section 2.4, on construit une méthode
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N

numérique a deux étapes qui préserve la passivité des SHP. Cette méthode est
consistante a 1'ordre 2 avec le probleme continu. Section 2.5, des résultats de si-
mulations obtenus par ces méthodes sont présentés.

2.2 RAPPELS SUR LES METHODES NUM]:]RIQUES

On s’intéresse au probleme de Cauchy (1.2), c’est a dire a la solution sur l'inter-
valle de temps T = [tg, T] d'un systéme dynamique de la forme

=f(x(t),1). (2.1)

d’état x € R™ pour la condition initiale x(fp) € R™. On suppose le probleme
bien posé i.e la fonction f vérifie les hypothéses de régularité du théoréme de
Cauchy-Lipschitz (théoréeme 1.1). Une méthode numérique consiste a déterminer
une séquence (X, )o<n<n, qui approxime la solution de (2.1) sur une grille tempo-
relle, par exemple a pas constant t, = to+nt,, n € IN; pour la fréquence d’échan-
tillonnage f. = 1/t.. Dans cette these, nous ne considérons que des méthodes a
un pas, pour lesquelles I'approximation x,1 =~ X(t,41) est obtenue a partir de
celle du pas de temps ;.

Cette section est dédiée a un rappel (i) de la construction de ces méthodes et (ii)
des outils pour les analyser. Elle s’appuie largement sur les références [104], [27,
§2], [39, §5] et [44, §VIIL.2]. Premiérement, nous rappelons la construction d'une
méthode a4 un pas a partir du développement de Taylor du champ de vecteurs f.
Deuxiemement, on rappelle les outils disponibles pour 1’analyse de ces schémas
en termes de précision (liée a ’écart entre les taux d’accroissement des solutions
exacte et approchée). Troisiémement, on rappelle des schémas a un pas standards :
(i) la classe des méthodes d’Euler (dont la méthode du point-milieu est un cas
particulier) et (ii) la classe des méthodes de Runge-Kutta (dont les méthodes
d’Euler sont un cas particulier).

2.2.1  Schéma numérique a un pas

Le domaine T = [to, T] est discrétisé en n; sous-domaines T, = [t,_1,t4], n €
[1,n¢] pour le pas d’échantillonnage t, = nlt et les temps t, = nt,, 0 < n < ny.
Dans cette thése, nous considérons des systemes affines en la commande (défini-
tion 1.2) pour lesquelles la dépendance temporelle est donnée par u : t — u(t).
On suppose dans la suite un bloqueur d’ordre 0 : u(t) = u(t,) pour tout t €
[tn, tn + 1], on note £, (x) la dynamique autonome associée a la valeur bloquée
u, =u(ty):

dx(t)
dt

=f,(x(t)), Vt € [tn, tyy1]. (2.2)

On souhaite donc intégrer le systeme (2.2) sur la grille t, = nt,, avec t, > 0 et
n e[l ,n, cesta dire calculer itérativement

X(ty11) = x(tn) +te An(te), pour 0 <n <mn;—1, (2.3)

ot le taux d’accroissement continu sur la durée t, est donné par

1

ty+te
Multe) =+ [ alx(m) ar. (2.4)
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Une méthode numérique a un pas consiste a fournir un taux d’accroissement
numérique o, (x(tn), t.), dépendant uniquement du point courant et de la durée
du pas, qui approxime le taux d’accroissement continu A, (t,) et qui permet d’ap-
procher les points de la trajectoire x(t,) par les points x, (0 < n < n;) grace au
calcul itératif

xo = x(to) (2.5)
Xp+1 = Xn+teon(Xn,te), pour 0<n<mn;—1, (2.6)
Xn

similaire a (2.3). La section suivante présente les définitions et propriétés qui
permettent d’étudier la qualité de telles approximations.

2.2.2  Convergence, consistance et stabilité aux erreurs

En supposant que les trajectoires continue et discréte sont identiquement initia-
lisées avec xg = x(fp), on est intéressé par la qualité de I'approximation finale
Xn, = X(nt te). On distingue 1'erreur locale (ou erreur de consistance) liée a la qua-
lité de I'approximation ¢ (t,) sur un pas de temps, de 'erreur globale (ou erreur
de stabilité) liée a 'accumulation des erreurs locales et des erreurs de représenta-
tion machine tout au long de la simulation, sur n; pas de temps. Ces deux erreurs
sont inéluctables (on ne peut pas les annuler), et I'objectif est de les maitriser (i. e.
les majorer). Pour caractériser ces erreurs, on a recours a des concepts tels que
la consistance et la stabilité aux erreurs (qu’on prendra soin de ne pas confondre
avec la stabilité de la solution du systéeme dynamique définie section 1.2.2). Ces
concepts sont définis ci-apres.

2.2.2.1 Consistance

Nous prenons la définition suivante de 'erreur de consistance :

Définition 2.1 (Erreur de consistance) L'erreur de consistance d’une méthode numé-
rique o est l'erreur commise sur le taux d’accroissement pour une itération, lorsqu’on
suppose que l'on a commis aucune erreur jusqu’au temps courant t,, c’est a dire que
Xn = X(ty). Cette erreur (x(ty41) — Xn41)/ te est alors donnée par la fonction

ey (ante) = An(te) — 0Oy (ante) (2.7)

Remarque 2.1 (Erreur e;) L'erreure, choisie ici porte sur le taux d’accroissement et
non sur la trajectoire x(t,11) — X1, comme c’est le cas par exemple dans [44, définition
p.220]. Ce choix est motivé par la simplification de la présentation subséquente.

Définition 2.2 (Consistance) Une méthode numérique est dite consistante avec le probléme

de Cauchy (1.2) si la somme des erreurs de consistance tend en norme vers 0 lorsque le
pas de temps tend vers 0 : lim;, o ):2’5;01 | en(xu,te) ||= 0.

On prendra ici la norme euclidienne || - ||;.

Définition 2.3 (Ordre de consistance) Une méthode numérique est dite consistante
d’ordre p (avec p > 1) si l'erreur de consistance vérifie || en(xn, te) ||< CtF, 0 <
n < ny. Cette condition est équivalente a || x(tyi1) — xuy1 ||< CteP! qui est la
formulation majoritairement retrouvée dans la littérature (c.f. remarque 2.1).
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D’apres la définition 2.3 et les équations (2.4), (2.6) et (2.7), on a pour une méthode
consistante (p > 1) :

lim oy, (x(t:), te) = Um Ay (X(t), te) = £, (x(tn)), (2.8)
te—0 te—0
c’est a dire que le taux d’accroissement discret (2.6) converge vers le champ de
vecteurs f;, lorsque le pas de temps est diminué.

On rappelle maintenant la construction d’une condition nécessaire et suffisante

de consistance a l'ordre p (c.f. [44, §VIIL.2.4]). S5i £, est de classe C? (i. e. la solution
i+1 i

est de classe CP*1 avec & dtiﬁ” = f"é;(t)) ), on peut procéder a un développement

de Taylor d’ordre p + 1 en t, de la solution continue par rapport au temps ¢ :

Pl p i aix(t
Xttt = x(ty) + 3 e SX)
i=1 '

O(tep+1) L1 (2.9)
Alors, d’apres (2.3), le taux d’accroissement continu Ay (t,) est tel que

1 p ei+1 difn t,
Aulte) = ¢ <1Z(;) (it+ 1)1 (d);( ) +0(te*’“)>- (2.10)

Par ailleurs, soit une méthode numérique a un pas caractérisée par un taux d’ac-
croissement numérique (2.6) de régularité CP*! en la variable t,. Son développe-
ment de Taylor a I’ordre p 4- 1 autour de t, = 0 est donné par :

Pt o 0
Tn(Xn, te) = Z ,LM +o(t) | . (2.11)
=it ot
D’apres (2.7), 'erreur de consistance se réécrit alors
P i i
td (1 dfu(x(ta))  ou(xy,0)
enlte) = 1;) il <z’ 1 af o Fo(te!)lnxa,  (212)

dont découle la propriété suivante.

Propriété 2.1 (Condition nécessaire et suffisante de consistance) La méthode nu-
mérique oy (Xn, te) est consistante d’ordre (au moins) p si et seulement si
aia'n(xn/ O) 1 difn (x(tﬂ))

T il e 0<i<p-1 (2.13)
e

En résumé, la consistance caractérise 1’erreur commise par la méthode sur le dé-
veloppement de Taylor de la solution, sur un unique pas de temps.

2.2.2.2 Stabilité

La stabilité d'une méthode numérique caractérise le comportement de la séquence
(Xn)o<n<n, sous 'accumulation des erreurs de toute origine (erreurs de consis-
tance, mais aussi erreurs de représentation machine et d’initialisation). Cette pro-
priété dépend de la méthode, et de la dynamique autonome (2.2).

Définition 2.4 (Stabilité d’'une méthode numérique) On dit qu'une méthode o est
stable par rapport aux erreurs si les erreurs d'initialisation |vo — Xo| et I'erreur locale due
(i) aux petites erreurs d’arrondis et (ii) aux erreurs de consistance t. e, (t.) (définition 2.1)
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induisent une erreur finale |vy,, — Xy, | controlable, c’est a dire qu'il existe une constante
S > 0 (constante de stabilité) telle que pour toute suite définie pour 0 < n < n; par

Xp+1 = Xn'f'teo'n(xnrte)

Vp+1l = Vn‘|‘tea'n(1/n/te)+€n
on amaxy [Vy — Xn| < S (lvo—xo| + L, l€n])-

Propriété 2.2 (Condition suffisante de stabilité) Sila pente o vue comme une fonc-
tion de la valeur initiale o, = 0 (Xn,t.) est lipschitzienne par rapport a sa premiere
variable :

| on(x te) —on(Xte) [ K [[ x =X,

alors la méthode est stable par rapport aux erreurs d’arrondis et de condition initiale, et
U'on peut prendre S = exp(K T) comme constante de stabilité.

La preuve de la propriété 2.2 est obtenue par application de la version discrete
du lemme de Gronwall (voir par exemple [44, p.229]).

2.2.2.3 Convergence

Lors des simulations, on va souhaiter quantifier 1’écart de la trajectoire numé-
rique a la trajectoire du systéme continu. Ceci amene a la notion de convergence
qui traduit le comportement de l’erreur globale, qui est la seule qui importe en
pratique (puisque 1’on simule sur un nombre de pas de temps n; généralement
tres grand).

Définition 2.5 (Erreur globale) L'erreur globale par rapport a la solution exacte x(t,)
de la suite x,, obtenue pour la méthode oy, est e = maxy || x, — x(t,) ||

Définition 2.6 (Convergence) Une méthode est convergente si 'erreur globale (défini-
tion 2.5) tend a s’annuler lorsque (i) la condition initiale tend vers la vraie condition
initiale et (ii) le pas de temps tend vers o : limy .,y e = 0.

te—0
Le lien entre consistance, stabilité et erreur globale est le suivant (c.f. [44, co-
rolaire p.227]). Par définition de 'erreur de consistante (définition 2.1), et avec
I'hypothese x, = x(t,), on a

x(tn-‘rl) = Xpy1t+en (Xn/ te)
= Xn+te(7n(xnrte)
= x(tg) +te on(x(tn), te)

Si la méthode est stable de constante de stabilité S, on peut considérer v, ~
X(tn) +€,_1 etl'erreur globale s’écrit maxy, |x, —x(tn)| < S (|xo — x(to)| + L, len|)-
Si de plus la méthode est consistante (définition 2.2), alors lim;, o max, |X, —
x(ty)| < S|xo — x(#p)|, et le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 (Lax) Si une méthode est (i) stable par rapport aux erreurs et (ii) consis-
tante, alors elle est convergente.

2.2.3 Rappel des méthodes a un pas

On rappelle ici deux classes de méthodes numériques a un pas : les méthodes
d’Euler et les méthodes de Runge-Kutta. Pour une présentation exhaustive, consul-

ter [104], [27, §2], [39, §5] et [44, SVIIL2].
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2.2.3.1 Méthodes d'Euler

On appelle méthode d’Euler une méthode paramétrée par o € [0, 1] et définie par
le taux d’accroissement numérique suivant

O'n(xn/te) =f, (Xnthx(xnrte))r (2.14)

Ol Xy 44 (Xn, o) désigne X, = Xn + & te 0. En posant x,, = t, 0, cette méthode
revient a résoudre en éx; I'équation dynamique

Oxp = te £ (Xn + 0 6Xy), (2.15)
et a évaluer I"équation de mise a jour suivante :
Xp+1 = Xp+ 0Xp. (2.16)

Pour « = 0, la méthode est explicite : la connaissance de x, suffit a déterminer
Xp+1. Pour @ > 0, la méthode est implicite, et ’on doit utiliser des méthodes de
résolutions numérique (typiquement la méthode de Newton-Raphson [94, §5]).

Par hypothese, la fonction f, vérifie une condition de Lipschitz, donc o, est
bornée et on a directement que les méthodes d’Euler sont consistantes d’ordre
au moins 1, avec limy, o 0xq(fe) = 0 et limy, o 0y (te) = £,(x,) (propriété 2.1). Et
puisque f,, est Lipschitzienne, les méthodes d’Euler son stables par rapport aux
erreurs (propriété 2.2), et donc convergentes (théoreme 2.1).

Pour analyser la consistance d’ordre 2, on compare la dérivée de o, (t.) par
rapport a f,, & la dérivée par rapport au temps de f, (x(,)) ; c’est a dire

T = Tt k) P (217)
= aJs, (Xn + 0xa(te)) £ (xn + 0Xa(te)),
a
dfn(;(t(tn)) = Jg, (x(tn)) £u (x(£n)). (2.18)

Par la propriété 2.1, on trouve que la seule méthode d’Euler consistante a ’ordre

au moins 2 est la méthode du point milieu, donnée pour a = 3.

2.2.3.2  Meéthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes a un pas et multi-étapes, i. e. qui

mettent en jeu plusieurs approximations de la solution sur l'intervalle [t,, t;11].

Le taux d’accroissement finalement retenu est obtenu par moyenne pondérée de
tous les taux d’accroissement intermédiaires. Une méthode a K étapes est définie
par deux ensembles de parametres « € R<*K et g € RK.

e Les & € RK*K définissent les K points d’évaluation X, de la fonctions f,
pour obtenir K approximations du taux d’accroissement &, = f(X).

e Les B € RX définissent les poids pour la moyenne pondérées des K taux
d’accroissement intermédiaires.

Les mises a jour intermédiaires sont données pour k € [1,-- -, K] par

{&n,k(xmtff) = fu (Rux(xn te)), (2.19)

in,k(xnz te) = Xp+ 2{21 &g te &n,l(xnr te)r
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et la mise a jour de la méthode (2.6) est donnée par

{ U'n(xn/te) = ZkK:l ,Bk &n,k(xn/te)/

(2.20)
Xn+1 (xnr te) = xu+t 0'n<xn/ te)-

Par hypothese, £, est lipschitzienne, donc les méthodes de Runge-Kutta sont
stables (propriété 2.2 et [44, page 241]), et lim;, o dx,(t:) = 0. Si YK B =1,
alors limy, o0y (te) = Y& Befn(xn) = fu(xy) : les méthodes de Runge-Kutta
sont consistantes (propriété 2.1), et donc convergentes (théoreme 2.1). Pour illus-
trer 'analyse qui sera appliquée aux méthodes dédiées aux SHP, on redonne ici la
preuve de la consistance d’ordre 2. La dérivée de la pente ¢, (xy, t.) par rapport
au pas de temps est donnée par

00, (Xn, te) K 0 .
TGS = L gy sl ) (221)

K 0%,y 1 (X,
= Y B TJg, R (xu, te)) %
k=1 e

K K
= kZ: Br (jfn( Xk (Xn, te)) Z ok £ (X1 (X, tt’))> ’
=1

=1

La consistance d’ordre 1 implique X, x(x;;,0) = x;, soit

a n ns
% <Z P Z“kl) Tt (%n) £ (xn) , (2.22)

donc les méthode de Runge-Kutta sont consistantes a 1’ordre au moins 2 par la
propriété 2.1 si Zszl Bk ZlK:l Ky = % On peut dériver des conditions de méme
type pour obtenir des méthodes de Runge-Kutta d’ordre supérieur [27, §2]. Dans
cette thése, nous ne considérons que des méthodes a K = 2 étapes d’ordre maxi-
mal 2 (pour les méthodes d’ordres > 2, on pourra consulter [27] et [44, §VIIL.3]).

Les méthodes de Runge-Kutta généralisent les méthodes d’Euler, et on retrouve
en particulier la méthode implicite du point milieu pour K = 1, avec 1 = 1 et
nyq = % On remarque que les évaluations (2.19) sont explicites si et seulement
si (ax1)k<; = 0, et qu'une classe de méthodes explicites d’ordre 2 paramétrée par
a € [0,1] est définie par les coefficients 1 = a, fp =1—a, 011 =10 =22 =0
etay; = ﬁ (méthodes de Heun).

2.3 METHODE A UNE ETAPE PRESERVANT LA PASSIVITE

On développe ici une méthode numérique dédiée a la simulation des systemes
hamiltoniens a ports (1.14-1.15) de la forme :

{‘;’t‘ = A(x) VH(x) +B(x)u
y = C(x) VH(x) +D(x)u

avec

(2.23)

{A(x) = Jx(x) — Re(x), B(x) = G(x)—Ry(x),
C(x) (G(X) + Ryy(x))T, D(x) = Jy(x)+Ry(x),

ou Jx et Jy sont des matrices antisymétriques, VH désigne le gradient du hamil-

tonien H(x) > 0 de Hessien positif V2H(x) = 0 et ol R = < Rx Ry = 0.
RyxyT Ry
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On propose ci-dessous une méthode basée sur la méthode du gradient discret [87]
(voir aussi [141, 122], [24, §4.3] et [3, §2.2]). On montre que cette méthode préserve
la passivité de la structure SHP, et est au moins d’ordre 1 (définitions 2.2 et 2.3)
dans le cas général. Dans le cas d’un hamiltonien quadratique H(x) = % avec
Q >~ 0, on montre que cette méthode est explicite. Pour les systemes linéaires a
structure constante % =0, % = 0, on montre que cette méthode régénere la

méthode du point milieu (c.f. §2.2.3).

2.3.1 Gradient discret

La passivité des SHP s’établit en utilisant la regle de dérivation en chaine appliquée
a la de fonction Ho x = E (1.8), et en exploitant les propriétés d’anti-symétrie de
J(x) et de positivité de R(x) (c.f. (1.16)). Pour préserver cette propriété a temps
discret, on reconstruit une regle de différentiation en chaine appliquée a la méme
fonction H o x = E. Ici, on approxime la variation d’énergie entre deux pas de

temps Ent1=En  4Btn) o gorte & garantir un bilan de puissance numérique de la
te ar
forme
E —E
% =—-D,+S,;; D;,>0,V0<n<n;. (2.24)
e

Une approximation au premier ordre des opérateurs différentiels dx(¢,df) =

d’é(tt) dt et dH(x,dx) = (alg)((x)>T dx sur la grille temporelle t, = nt,, n € N4

sont

O0xn(te) = Xpi1(te) —Xn, (2.25)
6Hy(te) = H(xn+0xu(te)) —H(xn), (2.26)
= VH(xu, 6xn(te))" oxu(te).

pour le gradient discret VH(x, 6x) adapté au probleme. Pour définir cet opérateur,
on introduit la notation suivante : éx; = (dxq,---, 6x;, 0---, 0)T avec dxg = O et
0%y, = 6x. L'incrément d’énergie associé a un déplacement x + 0x;_1 — X + 6X;
dans la direction x; de ’espace d’état est alors donné par

Ai(H;x,6x) = H(x + 6x;) — H(x + 6x;_1) (2.27)
et la variation totale sur le chemin

0=x+06X) =+ = X+0X; -+ — X+ 6Xp, = X+ X (2.28)
dans l'espace d’état s’écrit (c.f. [A9g] et [3, p- 32-35]) :

d(H;x,6x) = H(x+dx) —H(x), (2.29)

1x
N (H;x, 6x). (2.30)
i=1

Ceci conduit a une premiere définition du gradient discret V= V.

Définition 2.7 (Gradient discret V,) On définit le gradient discret V, composante par
composante 1 < i < ny par

o AilHx0x) sy S
[VaH(x, 6x)], = ag’zix) o (2.31)
Sl sinon.
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Ce gradient discret est de régularité C¥~! si H est de régularité C*. Cependant,
I'opérateur (2.31) est sensible au chemin défini par (2.28) : pour toute permuta-
tion 7 € P(ny), avec P(nx) I'ensemble des ny! permutations possibles d'un en-
semble de 71y €léments, on note 'état permuté x; = (X,(1),-- -, Xr(ny))T €t Hr le
hamiltonien associé a la permutation, c’est a dire telle que H(x;) = H(x). Ainsi,
bien que l'incrément §(Hy; x, 6x,) est insensible aux permutations 7t, ce n’est
en général pas le cas du gradient discret défini par (2.31) : V(Hn];xn],éxm) #
V(Hy; Xy, 0X7,) pour un hamiltonien non séparé H(x) # Y./, H;(x;). Pour re-
médier a cette sensibilité a 1'indexation des composantes de 1’état, on redéfinit
I'incrément (2.29) comme la moyenne des incréments obtenus pour toutes les per-
mutations 7t € P(ny) :

1
A;(H;x,0x) = — Z Ni(Hp; X, 6%77) (2.32)
M P ng)

Définition 2.8 (Gradient discret Vi,) On définit le gradient discret N, composante par
composante 1 < i < ny par

A;(H;x,0x)

- sidx; > 0,
[BHx )] =9 onty . (233)
- sinon.

Propriété 2.3 (Consistance du gradient discret) Les gradients discrets (2.31) et (2.33)
sont consistant en 5x par rapport au gradient continu, c’est a dire limy 5 0 VH(x, 6x) =

VH(x) pour V=V, et V=V,

Cette propriété découle du fait que V, est un taux d’accroissement du hamilto-
nien et V4, est une moyenne de tels taux d’accroissement.

Remarque 2.2 (Point milieu) Pour un systéme linéaire, le hamiltonien est quadratique
H(x) = X2 gquec Q = QT > 0. Dans ce cas, le gradient discret est donné par

VaH(x,0x) = Q (x + %) = VH (x + 57") : on retrouve le gradient continu du point
milieu de x et x + 6x. Il est a noter que ce n’est plus le cas pour un systéme non linéaire
(a hamiltonien non quadratique).

Dans la suite, V désigne indifféremment V, ou V,.

2.3.2  Construction de la méthode

Pour construire une méthode numériques a partir du gradient discret VH(x, 6x)
(définition 2.7 ou 2.8), il reste & déterminer les matrices de structure du systéme
A(x(t)), B(x(t)), C(x(t)) et D(x(t)). Plusieurs stratégies sont possibles, donnant
lieu a une classe de méthodes numériques préservant la passivité de (1.14-1.15).
Ici, nous choisissons une méthode d’Euler (section 2.2.3.1) : la structure est éva-
luée en t, + at, pour le parametre « € [0,1] et constante sur un pas de temps :
M, = M(x(t, + at.)), avec M € {A, B, C,D}. La méthode numérique proposée
s’obtient en effectuant dans (1.14) les remplacements suivants :

dx(gin) N xn+:gfxn ,
VH(x(tn)) — W(xn,éxn), (2.34)
u(ty) — uy.
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Méthode numérique 2.1 (Méthode d’Euler a gradient discret) Soit un systeme ha-
miltonien a ports (1.14~1.15), de hamiltonien H de régularité C? satisfaisant la définition
d'une fonction de stockage (définition 1.5), et de structure A(x), B(x), C(x), D(x), a
valeurs bornées sur x € X C R™. On appelle méthode d'Euler a gradient discret une
méthode paramétrée par « € [0,1] et définie (implicitement) par le taux d’accroissement
numeérique suivant

‘Tn(xn/ te) = A(X'rtthx(xnr te)) W(Xm te U'n(xnl te)) + B (xn+4x (Xn; te)) uy, (2.35)

formule dans laquelle Xyo(Xp, te) désigne Xpy4+q = Xp +  tp 0y
En posant 6x, = t, oy, cette méthode revient a résoudre en 6x,, I'équation dynamique

Oxy = to (A(xn + & 6xy ) VH (X, 6xp) + B (xn + a0 6xy,) un), (2.36)

et a évaluer les équations de mise a jour et d’observation suivantes
Xpt1 = Xn+ 00Xy, (2.37)
yn = C(xn+adxy) VH(xn, 6xn) + D (xn + & 0x) y. (2.38)

Cette méthode est associée a I'algorithme 5.

Propriété 2.4 (Passivité de la méthode numérique 2.1) La méthode d'Euler a gra-
dient discret (méthode 2.1) vérifie le bilan de puissance (2.24) pour I'énergie E, = H(x,),

J— T J—
la puissance dissipée Dy, = ( VH (x2, 0% ) R (xnﬂ)( VH (0, 0% ) >0 pour R

uy uy
définie par (1.15), et la puissance source S, = u) yy.

Preuve La discrétisation de la structure SHP (1.14) selon la méthode 2.1 se réécrit
alinstant t, =nt, :

Oxy Avi X X
( z ) — (1% sa) — R(xn 1)) ( VE (xn, 0% ) (2:30)

—Vn Uy
d’ot, en notant VH,, = VH (xy, 6x,),
_ T Sx,
Uy —Yn \_\,E/ s,
En41—En
teVH ! VH (240
un ui’l

2.3.3 Analyse de la méthode

On analyse ici la consistance de la méthode (2.1) par les outils rappelés sec-
tion 2.2.2. La dynamique continue autonome (bloqueur d’ordre 0 sur les entrées)
associée au SHP (1.14-1.15) est donnée pour t € [t,, t, + 1] par

£, (x(t)) = A(x(t)) VH(x(t)) + B(x(t)) u(ty). (2.41)

Par la propriété 2.3, le gradient discret est consistant avec le gradient continu;
ainsi, il suffit de montrer que le taux d’accroissement o, (xy, t.) est borné pour
prouver la consistance de la méthode, avec dans ce cas lim;, o dx; = limy, o t. 0y =
0 et Xp4a(xn,0) = x,. Pour montrer que le taux d’accroissement o, (x,, t.) est
borné, nous avons besoin du lemme suivant.
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Algorithme 1 : Simulation du systéme hamiltonien a ports (1.14-1.15) par la
méthode d’Euler a gradient discret (méthode 2.1) sur n; instants. La solution
de I'équation implicite (étape 2) est obtenue par e. g. la méthode de Newton-
Raphson (standard, voir [94, §5]).
Données : Gradient discret VH(, -), structure A(-), B(-), C(-), D(-),
initialisation xo, séquence (u,)o<n<yn, et parametre « € [0, 1].
Résultat : Séquences (xu)1<n<n,+1 €t (Yn)o<n<n,-
1 pour n = 0 a n; faire

2 50X, + résoudre ‘%’" — A (xy + a6xy) VH(xp,0x) + B (X + 2 0xy) uy =0

3 Xp41 < Xp + 0Xy L
4 yn  C(xn +adx,)T VH(Xy, 0xy) + D (x5 + a 0xp) uy

5 retourner x,, 1 ety,

Lemme 2.1 (Continuité d'un produit de fonction) Soient deux fonctions f : R™ —
Reet f: R™ — R, lipschitziennes de rapport au plus Ky et Kg sur X C R™, respecti-
vement, et bornées avec sup, . f(x) = Sy et sup, _y g(x) = Sq. Le produit évalué en
deux points x1 et xp se réécrit comme

(FRa) = (FO)(xa) = flx)glxa)—f(x1)g(x)
o) t10a) (g (xy) — g(xq)) + S22 (£(xy) — f(x1))

et |(fg)(x2) = (fg)(x1)| < KgSp+KfSg < o0, Clest a dire que le produit (f g) est
lipschitzien au plus de constante Kgy = K¢ S¢ + Ky Sq.

Propriété 2.5 (Continuité de la méthode 2.1) L'incrément 6x(xp, te) = te 0n(Xn, te)
associé a (2.36) approche continuellement O avec t, : limy, 0 0x(Xp, t) = 0

Preuve On note a;; = [A];;, b;; = [B];;, et chaque composante du taux de varia-
tion discret (2.35) s’écrit

1x

[on(xn, te)]i = ;ﬂz‘,j (Xn+a(Xn, te)) [VH (Xu, te g'n(xnfte)]jJFkalbi,k (xa(te)) tn k-
j= -

(2.42)

Par hypothese (i) H est au moins de classe C> donc V(H) est au moins de classe
C! avec limgy_,o VH(x,6x) = VH(x) (propriété 2.3), (ii) chaque composante du
gradient discret [VH(x, 0x)]; est au plus K-lipschitzienne par rapport a éx (voir
lemme de continuité 1.1), et (iii) chaque coefficient des matrices A(x) et B(x) est
de classe C!, et on prend K, et Ky comme majorantes de toutes les constantes de
Lipschitz sur A et sur B pour x € X € R™, respectivement. Pour appliquer le

lemme 2.1, on introduit les majorantes suivantes :

Sa = sup  a;;(x +adx),

x,0xE€RZ
1<i,j<nx

Sy = sup [VH(xx)];,

x,0x€R2"x
1<i<ny

Su = sup Upg.
1<k<ny

Alors, par le lemme 2.1, on a que [0, (Xy, t,)]; est lipschitzienne au plus de constante
Ko = nx (KSy +a Ka SV(H)) +ny a Kg Sy par rapport a t.. En particulier |[o (xy, t,)];| <
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Ko Ssx pour Sz < oo le rayon d’une boule contenant Jx. Finalement, on a pour
I'incrément de l'état || ox(x, te) ||< teKy Ssx et limy, 0 0x(xpn, te) = 0, ce qui
conclut la preuve.

La propriété 2.5 induit directement la consistance de la méthode numérique a
l'ordre 1 par la propriété 2.1, puisque limsy, o VH(x,6x) = VH(x) (propriété 2.3)
et

cn(x1,0) = A(xnta(x1,0)) VH(x,0x(x1,0)) 4+ B (xn4a(xn,0)) un (2.43)
= A(xy) VH(xy) + B(xn) uy. (2.44)

Propriété 2.6 (Consistance de la méthode 2.1) La méthode d'Euler a gradient discret
(méthode 2.1) est consistante a l'ordre 1 avec le systeme (1.14-1.15) (c.f. (2.44) et pro-
priété 2.1).

Propriété 2.7 (Consistance d’ordre 2 de la méthode 2.1) Sia = 1/2, la méthode d’Eu-

ler avec gradient discret (2.36) est consistante d’ordre 2 par la propriété 2.1.

Preuve Pour déterminer la consistance d’ordre 2, on dérive par rapport au temps
le champ de vecteur f, par rapport au pas de temps f. le taux d’accroissement
oy (c. f. prorpriété 2.1). La comparaison est réalisée composante par composante,
avec f; = [£a]; :

dﬂ((’;gt")) _ ”; d"ld(:">, (2.45)
i 9a; i oH (x 9*H (x(ty
M; (X(tn)) = ; ( 5 )) ajg]((n))) —|—ai,j(x(tn)) ajgla(;]))>

7' Uy ks (2.46)

et

(ai,]- (Xn+a (xn, te)) [VH(x, 5x(xn,tg))]]->
ot

Aoy (xn, te)] I
atg ;

ab; i
+ Z l'k(xn; bote) k- (2.47)
k=1 €
Le développement de Taylor du hamiltonien donne
oH(x)
ox

d’ot1 par définition du gradient discret

H(x +0x) —H(x) = ox+ 5 L 6xT V2H(x) 6x + 0(oxT %), (2.48)

VH(x,6x) ~p VH(x)+ % VZH(x) dx, (2.49)
0 — 1o 90X (xy, te)
a—teVH(x, Ox(xp, te)) 0 5 V“H(x) B TR (2.50)
et on notera les variations suivantes (avec a’g;:“ = txaa";") :
alli/]' (Xn+tx (Xn/ te)) — nz" aﬂi,j (XnJra (Xn/ fe)) a(le (Xn, tg) ) (2.51)
ot, = ox; ot,

Ob; i (Xn+a (X, te)) . i 0b;  (Xnta (Xn, te)) 90x; (X, te)

ot = a) ox, o, - (@52
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La consistance d’ordre 1 implique limy,_,o o7, (X(£4), te) = %, soit ox(x(t,),0) =
dx(tn) 90x(x(t,),0) __ dx(t,,)
te =g~ et ot

. Finalement, la dérivée du taux de variation par rap-
port au pas de temps et evalue en t, = 0 s’écrit pour une initialisation parfaite
Xn = X(ty) :

Aoy (x(ty),0)]; _ o dux; (tn)

e T R Meke) =g (253)
o B I (0a;;(x(tn)) OH(x(t,))  aij(x(tn)) 92H(x(t,))
M (x(ta)) = "‘]Z; ( ]axl 0x; +—= 2w 0x10x; )

e Z”’b SR (254)

D’apres (2.46) et (2.54), M;; = %Mi,l si « = 1/2, d’ot1 la propriété 2.7 par la
propriété 2.1 avec

907, (x(t),0) _ ldf(x(tn))

ot, 2 ar

(2.55)
ce qui conclut la preuve.

En résumé, la méthode d’Euler avec gradient discret (méthode 2.1 ) est passive
(propriété 2.4) et consistante & l'ordre 1 (propriété 2.6) pour tout a € [0,1]. Si de
plus & = 1/2, alors la méthode est consistante a I’ordre 2 (propriété 2.7).

Remarque 2.3 (Stabilité asymptotique) La stabilité asymptotique du systeme est ga-
rantie par la passivité de la méthode (propriété 2.4), et ce pour tout pas de temps t, > 0.
Cependant, le pas de temps doit étre choisi suffisamment petit pour que la solution numé-
rique se comporte comme la solution continue. Pour I'exemple, on choisit un circuit RC
de constante de temps =T, et l'on définit t; = % Une itération par la méthode 2.1 se

résume 4 6x; = 22+t x, et

On constate que la méthode est inconditionnellement stable puisque |A| < 1. Par contre,
si te > 27, il apparait des oscillations qui ne sont pas présentes dans la solution du sys-
teme continu (voir figure 2.1).

La détermination du pas de temps optimal n’est pas étudiée dans ce document (voir e. g.
[44, § VIII]).

2.3.4 Cas d'un hamiltonien quadratique

La relation (2.36) qui fournit I'accroissement 6x;,, de la méthode 2.1 est implicite
pour tout & € [0,1]. Pour un hamiltonien quadratique H(x) = * Q et séparé avec

Q = diag(Qq,- - -; Qn,) > 0, cette relation peut étre rendue exp11C1te.

2.3.4.1 Algorithme explicite

Dans le cas d’un hamiltonien quadratique et séparé, les gradients discrets V, et
Vb (définitions 2.7 et 2.8) s’écrivent composante par composante (avec V = V, ou
V=W):

Qi (xi + 6x;)? —x?

[FH(x, o)) = 5

(2x; 4 6x;). (2.56)

N|O



2.3 METHODE A UNE ETAPE PRESERVANT LA PASSIVITE

x (O)

I 5 6 o 1 2 I 5 6

o 1 2 3 3
= (su) = (su)

27 27

(a) Etat X (te). (b) Energie H(xn(te))

FIGURE 2.1 : Expérience numérique pour un circuit RC autonome, pour le pas d’échan-

tillonnage t, = « % .

L’étape 2 de l'algorithme 5 se réécrit alors
Oxn = A (xn + & 6xy) Xn + B (xy + adxy) uy, (2.57)

avec A (xy +aéxy) = (LA) (xn +a6x,) Q et B (x, +adx,) = (LB) (x4 + a dxy),

L = (It—': - %A (xn + a dxy) Q) . En particulier, 'algorithme devient explicite
pour & = 0, i.e. pour une évaluation explicite des matrices de structure J(x,) et
R(x;). La méthode 2.1 est alors consistante a 1'ordre 1 (propriété 2.7), et préserve
toujours la passivité (propriété 2.4). Il est a remarquer que la méthode n’est plus
symétrique; mais le systeme discret est (i) conservatif si le systéme continu est
conservatif (J antisymétrique) ou (ii) dissipatif si le systéme continu est dissipatif

(R > 0). Ceci donne lieu a I'algorithme 2.

Algorithme 2 : Simulation du systéme hamiltonien a ports (1.14) par la mé-
thode d’Euler a gradient discret (méthode 2.36) explicite pour un systéeme
quadratique séparé H(x) = Y, "Tgx, Q = diag(Qy,- -, Qpn,), sur n; ins-
tants. On notera qu’il n'y a pas d’équation implicite a résoudre (x = 0).
Données : Coefficients Q, structure A(-), B(+), C(-), D(-), initialisation xq,
séquence (up)o<n<n,-
Résultat : Séquences x;, 1 et y, pour n € [0,- -, ng].
1 pour n = 0 a n; faire
I 1 -1
: | Le (?‘3 —jA(xn)Q)
A+ LA(x,)Q
B+ LB (xy)
Oxy +— Ax, +Buy,
Xpt1 ¢ Xp 40Xy
7 yn < C (xn)7 %(ZXn +6x,) + D (xn) uy

8 retourner x,,,1 et y,

a U1 s W
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2.3.4.2 Quadratisation du hamiltonien

La méthode 2.1 est explicite dans le cas d’un hamiltonien quadratique et séparé
(algorithme 2). II est alors naturel de chercher a trivialiser le hamiltonien dans
les autres cas, par un difféomorphisme X = ¢(x) € R™ d'inverse x = ¢(X)
(changement de variables régulier, c.f. section 1.3.3.2).

Définition 2.9 (Systéme quadratisable) Un systéme hamiltonien a port (1.14) est dit
quadratisable si il existe un changement de variables ¢ : X > x — X € R"™ tel que le

hamiltonien est trivial dans les nouvelles coordonnées : H(x) = H(X) = XX,

Propriété 2.8 (Quadratisation d’un hamiltonien séparé) Sile hamiltonien est la somme

de fonctions d’énergie toutes monovariantes, on parle de hamiltonien séparé pour la confi-
guration x : t — x(t) € X € R"™ avec H(x) = ¥, Hi(x;). Tout systeme hamiltonien
a port (1.14) a hamiltonien séparé vérifiant les conditions d'une fonction de stockage (dé-
finition 1.5) et en particulier det(V?H) > 0, est quadratisable pour le changement de
variable ¢ : x — X défini coordonnée par coordonnée 1 < i < ny par

[x]; = ¢i(x;) = sgn (x;) \/2H; (x;). (2.58)

; ; iy(< xTx X — X
Le hamiltonien est alors H(X) = X% = 3 ¥ [¢(x)]? = T, H; (x;), et la nouvelle
structure (1.21) absorbe les lois constitutives.

On notera qu'un hamiltonien non séparé de la forme H(x) = 1 q(x)T Q q(x) avec
q : x — q(x) € R"™ une fonction inversible et Q une matrice constante définie
positive peut étre séparé par le changement de variable ¢(x) = P q(x) avec P
une matrice de changement de base : Q = PMP pour M une matrice diagonale.
Alors ¢(X) = q~1(P7!%) et H(¢p(X)) = X MX . Dans tous les autres cas, on peut
tenter de vérifier les conditions de la propriété suivante, au moins sur un domaine
restreint de l'espace d’état.

Propriété 2.9 (Quadratisation d’un hamiltonien non séparé) Un systéme a hamil-
tonien non séparé H(x) # Y., H;(x;) vérifiant les conditions d’une fonction de sto-
ckage (définition 1.5) est quadratisable si il existe une indexation particuliére de I'état
x=(x1, -+ ,xn, )7 telle que pour chaque 1 < i < ny :

A(Hx;, - -x,)=HO, -+ ,x;,--+ ,xn) —H(O, -+ ,x;11,- -+ ,xn,) > 0. (2.59)

pour le changement de variable ¢ : x — X défini coordonnée par coordonnée 1 < i < ny
par [X]; = ¢i(xi, - xn,) = sgn(x;) \/24;(H; x;, - - xp,). La nouvelle structure est
donnée par (1.21) pour le hamiltonien :

HX) =3 5% 907 = H(x) —H(O0,x, -, xn,)
+H(0,xp, -, Xny) — - - - — H(0).

2.4 METHODE A DEUX ETAPES PRESERVANT LA PASSIVITE

La méthode d’Euler avec gradient discret (méthode 2.1) permet de résoudre expli-
citement la dynamique dans le cas d"un hamiltonien quadratisable (définition 2.9),
par l'algorithme 2. Cependant, la méthode associée est consistante & d’ordre 1
seulement, du fait de 1’évaluation explicite des matrices de structure J(x,) et
R(x;). Une méthode a deux étapes permettant d’assurer la consistance du second
ordre est proposée dans cette section. Ce résultat, obtenu au sein de 1'équipe S3* a

1 Systemes et Signaux Sonores, CNRS UMR 9912, Ircam : http://s3.ircam.fr/.
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fait ’objet de la publication [Ag]. Nous en donnons ici une construction différente,
en combinant une méthode Runge-Kutta (section 2.2.3.2) au gradient discret (sec-
tion 2.3.1).

2.4.1  Construction de la méthode

L’'idée est de combiner (i) une méthode de type Runge-Kutta (section 2.2.3.2)
a deux étapes sur la structure J(x) — R(x), avec (ii) le gradient discret (défini-
tion 2.8), pour construire une méthode explicite et d’'ordre 2. Une application naive
d’une méthode de Runge-Kutta & K étapes a la structure (1.14-1.15) pour les pa-
rametres « € RK*K et B € RK donne les pentes intermédiaires :

Fr(xn te) = A(Xk(xn te)) VH(xp, te 5 (Xn, te)) + B (X (Xn, te)) up, (2.60)
K

Xc(Xn, te) = Xp+ Z Qg te 01 (X, te); (2.61)
=1

(2.62)

et la mise a jour finale :

K
5x(t€) = Z Br te &k<xn/ te)/ (2.63)
k=1
X1 = x-+0x(te). (264)

Pour les (ay;)x>; = 0, ces évaluations sont explicites. On note que la méthode s’ap-
plique sur la structure uniquement, et non sur le gradient discret évalué pour tout
k sur le pas de temps complet. La mise a jour finale s’obtient par une moyenne
pondérée des estimations intermédiaires (2.64), qui ne préserve pas la structure
SHP, et donc ne préserve pas le bilan de puissance. Pour le voir, il suffit de consi-
dérer un systeme conservatif de hamiltonien quadratique normalisé H(x) = "L—X,
pour lequel les trajectoires sont contenues sur I’hyperspheére de centre O et de
rayon /2H(xg). Chaque étape coincide avec 1'évaluation par la méthode 2.1 qui
préserve la structure, et donc chaque état X, = x + 6X(t.) appartient a ’hyper-
spheére ; mais leur moyenne (2.64) sera a l'intérieur, strictement.

Pour conserver la passivité, il faut considérer un chemin connexe dans l'es-
pace d’état. On introduit les B = [B1, -+, Px] avec Br < Brr1 et Y Bx = 1, qui
définissent les temps intermédiaires successifs ty = t, + By te, avec [y = t, et
tx = ty4+1. On va chercher a approximer la trajectoire sur les points X, ~ x(f).
On note 6ty =t — t_1 = (Bx — Pr_1) te la durée de chaque étape, et 6x; 1'accrois-
sement de la solution entre X;_1 et X;. Ceci définit un chemin

_ 0x _  6x — XK —

Xn = X i} X1 £> s XK—1 & XK = Xp+1- (2.65)

Le taux d’accroissement o = % de chaque étape est définit ci-aprés comme
k
la pente obtenue par la méthode du gradient discret (2.1) ol la structure est
évaluée au point X; fourni par une méthode de Runge-Kutta naive (2.61) avec
X = Xp + 0%y :
57xk = Ek (A (ik> W(ik,l,ﬁk) + A(ik) ll) , (2 66)
T = Ek/ﬁk.
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Méthode numérique 2.2 (Méthode de Runge-Kutta a gradient discret) Soit un sys-
teme hamiltonien & ports (1.14-1.15), de hamiltonien H de régularité C? satisfaisant la
définition d’une fonction de stockage (définition 1.5), et de structure A(x), B(x), C(x),
D(x), & valeurs bornées sur x € X C R". Soient deux jeux de coefficients B € RX
et & € REXK goec YK B =1, Bryr > Bi et axy € [0,1). On appelle méthode
de Runge-Kutta a gradient discret a K étapes la méthode paramétrée par B et w décrite

ci-dessous.

1. Evaluation des K taux d’accroissements Gk (Xn, te) sur le pas de temps complet t,

Fr(xn te) = A(Xk(xn te)) VH(xn, te 0 (xn, te)) + B(Xk(xn, te)) un,
(2.67)

oit Xy (xp, te) désigne X = X, + Z{il Qppte 0y
2. Evaluations du taux d’accroissement T (xn, te) sur les K étapes du chemin (2.65)

Tr(xn te) = A(Xp(xu, te)) VH(Xk_1(Xn, te), 6tk T (Xn, te)) + B (X (xn, te)) u,
(2.68)

oit 5ty = (Br — Br_1) te désigne la durée de chaque étape et Xi(xy, te) désigne
Xy = Xp_1 + 0ty 0.

3. Reconstruction du chemin (2.65)

{ on(Xn, te) = ):szl B ok(xXn, te), (2.69)

Xpu41 = Xptteoy (Xn/ te)‘
Cette méthode est associée a I'algorithme 12.
La méthode de Runge-Kutta avec gradient discret (méthode 2.2) revient a ré-
soudre en 0%, = t, &, I'équation dynamique

% = A (Xn + Z?:l K1 5)’21) VH(xn,Jf(k) +B (Xn + Zlle 199 (5)2[) uy,, (2.70)

puis en éx; = 5ty oy I’équation dynamique

%]: = A (%) VH(X-1,0x;) + B (%) uy, (2.71)

ou X, = x, + Zlle g 10X, et & évaluer les équations de mise a jour et d’observation
suivantes

Xp+1 = Xn"'zgkz (2.72)
T
¥y = C (%) VH(X_1,6xc) + D (%) uy, (2.73)
K
Yn = Z Br Yis (2.74)
pa

2.4.2  Analyse de la méthode

On analyse ici les propriétés de la méthode 2.2 en termes de passivité et de consis-
tance.
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Algorithme 3 : Simulation du systéeme hamiltonien a ports (1.14-1.15) par la
méthode de Runge-Kutta avec gradient discret (méthode 2.2) sur n; instants.
Les solutions des équations implicites (étapes 3 et 7) sont obtenues par e.g. la
méthode de Newton-Raphson (standard, voir [94, §5]). La méthode est passive
et d’ordre 1 pour By > Br_1 et Y, Bx = 1 (propriétés 2.10 et 2.11). Elle est
d’ordre 2 si de plus } i Bx Y &k = 1/2 (propriété 2.12).
Données : Gradient discret VH(-, -), structure A(-), B(-), C(-), D(),
initialisation xo, séquence (uy)o<n<pn, et parametres

(Br)1<k<k € [0,1] et (ag)1<k1<x € [0,1].
Résultat : Séquences (X, )1<p<n,+1 €t (Yn)o<n<n,-
1 pour n =0 a n; faire

2 pour k = 1 a K faire
3 OXy < résoudre I’équation

%—A (xn + ZL1 uck,l(5>~q> VH (x4, 6%¢) —B (xn + Z;‘Zl “k,lf”(l) u,=0
4 Xp < Xy
5 pour k = 1 a K faire
6 Xi < Xn + Y ay 0%
7 0xy < résoudre 1’équation

% —A (ik) W(ik,l,&k) —B (ik) u,; = 0

8 Xp < Xp_q1 + 0x¢
9 Vi < C (%) VH(X¢-1,6%) + D (X¢) un

10 Xp41 < XK
K —
1 Yn <= Li—1 Pk Yk

1z retourner x,, 1 ety,

2.4.2.1 Analyse de passivité

L'évaluation finale x;1 est obtenue par le chemin a K étapes (2.65), avec E; =
H(Xy). Par la propriété 2.4, chaque étape est passive avec pour tout X

By —Eq = Ot VH(X_1,0%) 0y, (2.75)
Sk = ulyrq, (2.76)

— P T — —

— VH (X;_1,0x ~ VH(Xj_1,0x
5, — ( (Xk—1,0%) ) R(%) ( (Xk—1,0xx) ) >0, (2.77)

u u
Ex = Ej_i+0t; Sy — oty EE (2.78)
>0

On note E, = Ej l'énergie discrete au temps t,, E, 11 = Eg l'énergie discréte au
temps t,,11 ; alors, 'accroissement d’énergie sur le chemin est donné par

Ex —Ep = Ex —Ex-1+Ek—1—+E —E @79
K K

= uT) Oty — ) Ok Dy (2.80)
k=1 k=1

En rappelant que B = %, on a la propriété suivante.

Propriété 2.10 (Passivité de la méthode numérique 2.2) La méthode de Runge-Kutta
avec gradient discret (méthode 2.2) est passive, de bilan de puissance

Ent1 —En

=8, — Dy, (2.81)
fe
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avec les énergies initiale E, = H(Xy) et finale E, 1 = H(Xx), Sy = u'y, la puissance
des source pour la sortie passive y, = Yk Br¥i =, et Dy = Yk BxDx > 0 la
puissance dissipée sur le pas de temps total.

2.4.2.2  Analyse de consistance

Pour analyser la consistance, on reprend les résultats d’analyse des méthodes de
Runge-Kutta (section 2.2.3.2) et de la méthode du gradient discret a une étape
(propriété 2.3). Les pentes 7 et o sont bornées, donc les accroissements intermé-
diaires tendent vers O avec le pas de temps : lim;,_,o 0X; = lim;,_,0 0X; = O, pour
toutk € [1,- -, K]. Ceci implique que les évaluations intermédiaires tendent vers
l'initialisation limy, 9 X = limy,—,0 X = X;. Le taux d’accroissement numérique

(X, te) Z Bi (A (X (xn, te)) VH(Xp—1(Xn, te), Oxk(Xn, te)) + B (X (xn, te)) )

évalué en t, = 0 est

2 (%, 0 Zﬁk( (xn) VH(xz) + B (x1) uy) .

Par hypothese, X | B = 1, donc le taux d’accroissement est consistant avec le
taux d’accroissement continue : o, (x(,),0) = f(x(t,)), avec pour rappel

£u(x(tn)) = A(x(tn)) VH(x(£n)) + B(x(tr)) un.

Propriété 2.11 (Consistance de la méthode 2.2) La méthode de Runge-Kutta avec gra-
dient discret (méthode 2.2) est consistante, avec oy (X(t,),0) = £(x(tn)) (propriété 2.1).

Propriété 2.12 (Consistance a ’ordre 2 de la méthode 2.2) Soient les &« € RK*K ¢t
les B € RX tels que

Br > PBr-1
ZkK:l Be = 1, (2.82)
T Bk Xl i = b

Alors la méthode de Runge-Kutta avec gradient discret (méthode 2.2) associée a ces w et
B est consistante a I'ordre 2 avec le systéme (1.14—1.15) par la propriété 2.1, c’est a dire

9o (x(tu),0) _ 1af(x(tu))
ot, 2 ar
Preuve L'analyse de consistance d’ordre 2 est pratiquée composante par com-
posante du taux d’accroissement (comme en section 2.3.3), avec [0y (Xn, te)]; =
YK Bk [Tx(xu, te)];- La dérivée par rapport au pas de temps de la composante
[0k (xn, te)]; est donnée par
A7) da; ; (Xx o[ VHy]
Ao _ (gf)[VHk] + a3 2L ) " 2 Lty 250
e j=1 e e

(2.83)

ott VHy désigne VHy = VH (Xx_1 (X, fe), 6Xk_1(Xn, te)). On explicite dans le suite

toutes les dérivées par rapport a t.. En notant que % = Z{il “k,la(%]/ ona

da; i (X ,t d ,te) (5 ,t
aj,j (xk(xn e)) 2 az] Xk Xn,Le Zakl Xl Xn e)] (2.85)
ot, =1 dx Xp
abi,m (ik(xn/te» . o ablm(xk Xn, te ) 5xl xnrte)]
ot, a p;l axp 2 il te - (289)
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Pour le gradient discret, on exploite la consistance a l'ordre 1 (propriété 2.11),
avec X;_1 = X; +0(te) X 1, et 6x; = 6% + o(te) X 1,,. Un développement limité
du hamiltonien similaire & (2.49) donne alors

av.[_l(ik_l (Xn, tg),&k_l (Xn, tg))

a(S)N(l(Xn, te)
ot, ’

K
~o V2H(xu) Yy o
e

1=1

(2.87)

La dérivée du taux de variation par rapport au pas de temps et évalué en ¢, = 0
s’écrit sur chaque étape :

o[y ( xn,te B 0x(0a;i(xn)  9%H(xy) & 0bj (xn) \ O[6%; (xn, te)]p

——Eo g Y gy + + : :

Z pzl (E; ( oxp ox;joxp mgl oxp ote
(2.88)

x(tn)

La consistance d’ordre 1 implique limy, 0 &, (x(t,), te) = d 3p s soit 6%y (x(t,),0) =
' dx(tn) t 0% (x(t),0) _ dx(t,)
e—a € ot, = &

, et on a pour une initialisation parfaite x,, = x(t;) :

Aoy (x(t dx (tn)
Aneh Ol — 3 e Yo 5 M () 5 e
e
ou M;, est donnée par (2.46).
Finalement, 2 (EE:W)/O) = %df(z(:n)) si YR | Br K, ag; = 1/2, ce qui conclut la

preuve.

Un condition similaire a (2.82) peut étre construite pour obtenir des schémas
consistants & des ordres > 2. Dans cette thése, nous considérons une méthode a
deux étapes.

2.4.3 Cas d'un hamiltonien quadratique

Dans le cas d"un hamiltonien quadratique H(x) = X2* et séparé Q = diag(Qy, -, Qu,),
les gradients discrets V, et Vj, (définitions 2.7 et 2‘8) s’écrivent composante par
composante (avec V=V, ou V= V}) :

VH(x,6x) = Q (x + (SZX) . (2.90)

Dans ce cas, la méthode de Runge-Kutta avec gradient discret (méthode 2.2) est
explicite pour les « tels que (ay;);>¢r = 0. Pour une méthode a deux étapes,
on peut prendre B € [0,1[ et f1 = B, fo = 1—B, 011 = a1p = app = 0 et
Ky = ﬁ La méthode explicite retenue est décrite dans 'algorithme 4.

2.5 ILLUSTRATION

Cette section présente les résultats numériques obtenus par les méthodes d’Euler
et de Runge-Kutta avec gradient discret (méthodes 2.1 et 2.2).

2.5.1  Systeme simulé

On présente les résultats pour un systéme conservatif non linéaire de la forme

o =JVH( (291)
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Algorithme 4 : Simulation du systéme hamiltonien a ports (1.14) de hamilto-
nien quadratique séparé H(x) = XT?X, Q = diag(Q1,- - -, Qu,) par la méthode
de Runge-Kutta a gradient discret (méthode 2.2), sur n; instants, pour les pa-
rametres € [0,1[et 1 =B, P2 =1—B, 11 =12 =app =0etay = ﬁ

On notera qu’il n’y a pas d’équation implicite a résoudre.
Données : Coefficients Q, structure A(-), B(-), C(-), D(-), initialisation xg,
séquence (W )o<n<n,-
Résultat : Séquences x;, 11 et y, pour n € [0,- -, 1.
1 pour n =0 a n; faire
// Calcul des points intermédiaires X et Xp
2 X1 ¢ Xy
Id 1 =~ -1
3 L (TE_EA(Xl)Q)
4 Al — LA ()~(1) Q
5 | By« LiB(x)
6 0x%1 <+ A1 x;, +Bruy,
5%

7 )~(2<*Xn+(17_13)

// Calcul des points du chemin X; et Xp
8 fl(— (%—%A(XQQ)

9 | A1+ L1A(x)Q

10 B;«+~ LB (521)

11 X1 (Id +K1) Xn +§1 uy,

-1
12 L, « (ﬁ — %A (7(2) Q)
13 Kz (—sz(f(z)Q
14 §2 — fz B (f(z)
15 Xp — (Id +K2) X1 +Byu,
// Calcul des sorties intermédiaires y; et Yy,
w | ¥4 CE)TQ(%o+ %) +D (%) wy

v | ¥ C (%) Q(x+%)+D (%) u,
// Mise a jour et observation

18 Xp41 < X2

19w | yne By +(1-8)Y,

20 retourner x, 1 et y,

pour H(x) = Hj(x1) + Ha(x2) avec

- ( 0 -1 )} {Hl(xl) = ¢ (cosh(x1) — 1),

1 0 H(x7) ¢y In (cosh(xy)). (292)

Ces fonctions de stockages et leur gradient continu sont illustrés en figure 2.2. La
surface d’énergie H(x1, x7) est illustrée en figure 2.3.

2.5.2  Comparaison a quelques méthodes standard

On compare ici la méthode d’Euler avec gradient discret (méthode 2.1, algo-
rithme 5, implicite, ordre 2) avec trois méthodes implicites usuelles

1. Méthode d’Euler standard (implicite, ordre 1) : % = J VH(x, + 6x,) ;
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120 . T
— Hy(x1) 100F [ Hi(w1)
—  Hy(xr) — Hj(xp)

100

80

a 4
1. Hy

60

—-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 —1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0
xy, T Ty, T

FIGURE 2.2 : Gauche : fonctions de stockages H;(x;) associées au systéme (2.92). Droite :
Gradients continus Hj(x;) associés au systeme (2.92).

H(xy.25) = a-log(cosh(b-x1) + ¢ (cosh(d - x5) - 1) 150

Lo —LO0 Lo

F1GURE 2.3 : Fonction de stockage H associée au systeme (2.92) utilisé dans les expériences
numériques.

2. Méthode du point milieu (implicite, ordre 2) : % =JVH (xn + 5%) ;

=] VH (xy,) +VH (x5 +6x1)
= 5 .

3. Méthode du trapeze (implicite, ordre 2) : %

Le systeme est a chaque fois initialisé en xg = [0.5,0], et simulé pour le pas de
temps t, = 107 3s. Puisque le systeme est conservatif, les trajectoires décrivent des
orbites (c.f. remarque 1.1). On constate figure 2.4 que I'approche par les systémes
hamiltoniens a port et le gradient discret permet de préserver cette propriété
dans les simulations. L’erreur sur le bilan d’énergie est quasiment nulle pour la
méthode proposée, en comparaison des erreurs obtenues pour les méthodes de

point milieu et de trapeze (c.f. figure 2.5).

2.5.3 Résultats sur le systeme quadratisé

Le systeme (2.92) est quadratisé (définition 2.9) par le le changement de variables
défini par :

sgn(x1) \/2 a log ((cosh(bxy))

(2.
sgn(x2) \/ZC (cosh(d xp) — 1) 93)

P(x) =

49
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» Euler Implicite Trapezoidale

1.0 1.0
0.5 0.5
3 0.0 . g 0.0
—0.5 —0.5
L% Zo5 00 05 10 LT Z05 00 05 10
X X
(a) Méthode d’Euler implicite standard. (b) Méthode des trapezes standard.

Point-milieu

1.0 1.0

L0 05 00 05 10 L0 05 00 05 10

X ol
(c) Méthode de point milieu standard. (d) Méthode d’Euler avec gradient discret.

FIGURE 2.4 : Comparaison des méthodes d’Euler implicite, du point milieu et des trapezes
avec la méthode d’Euler avec gradient discret pour le systéeme (2.92) initialisé
en xo = (0.5, 0)7, a la fréquence d’échantillonnage f. = 1kHz. Le systéme est
conservatif donc les trajectoires exactes sont des orbites (c.f. remarque 1.1).
On constate que l'approche par les SHP combinée a la méthode du gradient
discret (méthode 2.1) permet de préserver exactement cette propriété a temps
discret.

d’inverse ¢ = ¢! donnée par

2
Lsgn(x;) cosh™ (ezla>

&(/X\) = XZ (294)
%sgn(xz) cosh™? <22C + 1)
La matrice jacobienne du changement de variables ¢ est donnée par
absgn(x1) tanh(bxq) 0
_ \/f\/a log(cosh(bx1))
‘74’ (X) - 0 ' cdsgn(x;) sinh(dx;) ’ (2:95)

\/i\/c (cosh(d x)—1)

et on note J(x) = Jp(x) ] Tp(x)T la nouvelle structure pour le systéme quadratisé

~

IOk (296)
avec (c. f. section 1.3.3.2)
T(x) = abcdsgn(xy)sgn(xy) sinh(d x;) tanh(bx)
~ 2y/c(cosh(dxy) —1)+/a log(cosh(b x1))

xJ.
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Les résultats présentés sont obtenus de la maniére suivante. La trajectoire de
référence (X} )o<n<n, est obtenue par une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 a la
fréquence d’échantillonnage 1IMHz appliquée au systeme original (2.92). Les test
réalisés sont :

(T1) méthode d’Euler a gradient discret sur le systéme original (2.92) (méthode 2.1,
implicite et d’ordre 2 car structure J constante),

(T2) la méthode d’Euler a gradient discret sur le systeme quadratisé (2.96) (mé-
thode 2.1, explicite et d’ordre 1 car structure J(x) non constante),

(T2) la méthode de Runge-Kutta a deux étapes a gradient discret sur le systeme
quadratisé (2.96) (méthode 2.2, explicite et d’ordre 2).

Chaque test (T1, T2, T3) est réalisé aux fréquences d’échantillonnage f. € [1,2,4,5, 10]kHz.
L'erreur normalisée a la fréquence f, est définie comme 1’erreur globale a la fré-
quence f, divisée par l'erreur globale a la fréquence 1kHz. L'ordre de chaque
méthode est clairement visible sur la figure 2.6a. En particulier, la méthode expli-

cite a deux étapes (T3) est du méme ordre de consistance que la méthode implicite

a une étape (T1). Dans tous les cas, on constate que l'erreur sur la conservation

de I'énergie est proche de la précision machine (figurewnz.6b).

Erreur de conservation H, /Hy (en deciBels)

—  Midpoint
2.5r| — Trapezoidal
e—e SHP

2 20
=15
=
as)
< 1o}
3
R
0.0 m e VA( ,
9800 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

temps (s)

FIGURE 2.5 : Erreur sur I'énergie pour les méthodes de point milieu ‘%" =JVH (xn + 5;" )

oxy VH(x, )+ VH(x, +6x,,)
=] -

et de trapéze et la méthode proposée d’Euler

avec gradient discret appliquée a la structure SHP %” = J VH (xn,0xn) (mé-
thode 2.1).

2.6 CONCLUSIONS DU CHAPITRE

Dans ce chapitre, nous avons introduits deux méthodes numériques qui pré-
servent la structure des systeme hamiltonien a ports a temps discret. Ceci garantit
la passivité du systeme numérique, et la stabilité dans le cas autonome. Ces mé-
thode combinent l'approche du gradient discret (pour préserver la structure SHP)
avec les méthodes d’Euler et de Runge-Kutta. Pour les systémes hamiltoniens a
ports non linéaires et quadratisables (définition 2.9), on a donné une méthode a
deux étapes, d’ordre 2 et explicite. Ces méthodes s’appliquent de maniere géné-
rique a tout SHP de la forme (1.14). Il suffit donc de mettre un systéme sous cette
forme pour bénéficier des outils proposés dans ce chapitre.
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—@- Ordre 2 Implicite 40 —— Ordre 2 Implicite
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FIGURE 2.6 : Résultats numériques pour le systeme (2.92). La référence est obtenue par
une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 pour la fréquence d’échantillonnage
10°Hz. Les résultat sont obtenus pour la méthode d’Euler avec gradient dis-
cret implicite (algorithme 5, ordre 2 de consistance), la méthode d’Euler avec
gradient discret rendu explicite par quadratisation (section 2.3.4.2 et algo-
rithme 2, ordre 1 de consistance) et méthode de Runge-Kutta avec gradient
discret rendu explicite par quadratisation (section 2.3.4.2) et algorithme 4,
ordre 2 de consistance). Les ordres de consistance sont illustrés figure 2.6a
(moyenne de l’erreur a la trajectoire de référence, normalisé par l'erreur a la
fréquence d’échantillonnage t, ! = 10°Hz). Le bilan d’énergie H(x,) — H(xo)
(figure 2.6b) est dans chaque cas proche de la précision machine 10~12.

Les perspectives de ce chapitre incluent (i) la formalisation de l'analyse de
consistance par les méthodes de graphes développée dans [27] (utilisation de la
formule de Faa di Bruno) pour la construction de méthodes d’ordre supérieur a
2, et (ii) les approches géométriques adaptées a la formulation SHP [7o0].
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3.1 MOTIVATION

Nous avons rappelé le formalisme des systémes hamiltoniens a ports (chapitre1)
dans lequel les systemes physiques sont décrits comme une interconnexion conser-
vative de composants stockant, dissipatifs et sources. L'interconnexion est réalisée
en appliquant les lois de conservations (Kirchhoff, Newton, Farraday, etc...) sur
les variables de flux f et efforts e associées aux composants, avec §Te = 0. Des mé-
thodes numériques ont été développées pour préserver cette structure a temps
discret (chapitre2), ce qui garantit la stabilité des simulations (cas autonome).
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Dans cette partie, on cherche a générer la structure SHP (définition 1.11) a par-
tir de (i) un dictionnaire de composants (conservatifs, dissipatifs, sources) et (ii)
un schéma d’interconnexion.

Pour cela, on utilise une structure de SHP différente de (1.14), et plus proche
de la définition (1.11), pour laquelle les méthodes numériques du chapitre 2 s’ap-
pliquent encore. Le dictionnaire de composants inclut les lois constitutives : le hamil-
tonien H(x) pour les composants stockants, et les fonctions de dissipations z(w)
pour les composants dissipatifs dissipant la puissance D = wTz(w). La structure
de Dirac (f,¢) = (fg, fs, fp, ¢g, es, ep) € D (voir définition 1.11) est donnée par les
lois de Kirchhoff appliquées sur le réseau d’interconnexion des flux et des efforts
associés aux composants [176]. Le réseau d’interconnexion est décrit par un graphe
[47] : une branche est associée a chaque couple (f;¢) € (fg, fp, fs; &, ep, es). Les
flux et efforts associés aux composants stockants sont (fg, eg) = (VH(x), &) avec
& — §leg = VH(x)TZ la variation d’énergie stockée. Les flux et efforts associés
aux composants dissipatifs sont (fp, ep) = (w,z(w)) avec D = flep = wTz(w) la
puissance dissipée. Les flux et efforts associés aux sources sont (fg, es) = (u,y)
avec S = fles = uTy la puissance des sources (voir section 1.3). Dans cette these,

on considere la classe des graphes réalisable sous la forme algébro-différentielle

& VH(x)

w | =] z(w) |,
N, s’

b b

avec J une matrice antisymétrique obtenue en appliquant les lois de Kirchhoff sur
le graphe, et qui encode la structure de Dirac avec & +D—S =bTa=bTJb =0
(théoréme de Tellegen).

Le matériel de ce chapitre est une inclusion de l'article [A4] publié a la revue
spéciale’ Audio Signal Processing du journal APPLIED SCIENCES, section Applied
Acoustics. Nous proposons un algorithme qui analyse si un graphe donné est réali-
sable, et construit la structure SHP pour les graphes réalisables. Une bibliotheque
en langage python développée dans cette theése qui (i) implémente cet algorithme
de passage du graphe au SHP et (ii) génere le code IATEX de description du sys-
teme et le code C4 de simulation passive (chapitre 2) est disponible sur GitHub?,
avec (iii) un dictionnaire de composants de dimensions finie et multi-physiques
(mécanique, électronique, magnétique, thermique).

3.2 INTRODUCTION

The characteristic input-to-output behavior of analog audio circuits (timbre, tran-
sitory) rests on the possibly highly nonlinear components appearing in such sys-
tems. These components make the stability of the simulations difficult to guaran-
tee. The motivation of this work stems from the following observations:

1. Analog circuits combine energy-storing components, dissipative components,
and sources.

2. Storage components do not produce energy, and dissipative components
decrease it.

1 http://www.mdpi.com/journal/applsci/special_issues/audio_signal_processing
2 https://github.com/afalaize/pyphs
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3.2 INTRODUCTION

In this sense, analog circuits can be considered as passive systems with external
power supply. We shall exploit this passivity property by transposing it to the
digital domain, ensuring the stability of the simulations (see [11, 9, 31]).

The available approaches for the automated derivation of physical modeling
and numerical simulation of audio circuits can be divided in two classes [174]:
wave scattering methods (WS) and Kirchhoff’s variables methods (KV). Mixed
WS/KV methods have also been proposed in references [138, 186]. The well-
established wave-digital filter (WDF) formalism [56] belongs to the class of WS
methods. For linear circuits, it provides a computationally realizable system of
equations: First, by defining parametric wave variables for each elementary com-
ponent and multiports (serial and parallel); Second, by discretizing the corre-
sponding constitutive laws with the bilinear transform; and Third, by choosing
the wave’s parameters so as to reduce the computational complexity and to avoid
instantaneous feedback loops. An extension to nonlinear circuits has been con-
sidered in [151, 136] and applied to, for example, the real-time simulation of
vacuum-tube guitar amplifiers in [133, 42]. WDF ensures the passivity of the
resulting digital system [56, 55], including systems with scalar nonlinearity [12].
However, the passivity property of WDF structures is not ensured for circuits
with more than one nonlinear element (e.g., [154] §3.2 and [183] §6).

The class of KV methods for audio circuits encompasses nonlinear state-space
representations [96]. Several modeling techniques are available to derive the
discrete-time state-space model, either from the global time-continuous model
(e.g., [36]) or from the interconnection of discretized elementary components (e.g.,
[185]). The resulting set of nonlinear implicit equations solved at each sample can
be structured so as to obtain a computationally realizable system by applying the
K-method introduced in [16] with developments in [185]. However, this struc-
ture does not encode the passivity of the original circuit naturally, and it must be
investigated on a case-by-case basis [75].

In this paper, we consider the port-Hamiltonian systems (PHS) approach, in-
troduced in the 1990’s [120, 153, 52]. PHS are extensions of classical Hamiltonian
systems [116], specifically defined to address open dynamical systems made of
energy storage components, dissipative components, and some connection ports
through which energy can transit. This approach leads to a state-space repre-
sentation of physical systems structured according to energy flow, thus encoding
the passivity property, even for nonlinear cases. This class of physical systems
encompasses not only electrical circuits, but also multi-domain systems, such
as loudspeakers, which involves electrical, magnetic, mechanical, acoustical, and
thermodynamical phenomena.

The port-Hamiltonian structure is derived by applying the Kirchhoff’s laws
to a given schematic, similarly to other existing approaches (e.g.,, WDF and K-
method). Here, the advantage of the PHS formulation is the direct encoding
of the underlying passive structure. This passivity property is transposed to
the discrete-time domain by appropriate numerical methods, so as to ensure the
numerical stability. For linear storage components (inductors and capacitors),
the combination of the PHS structure with any of the trapezoidal rule or the
mid-point rule yields the same numerical scheme that preserves the passivity
in discrete-time. For nonlinear storage components, we propose the use of the
discrete gradient method [87] combined with the PHS structure to achieve this
goal. This result is compared to the aforementioned methods. As a second result,
we provide an automated method that derives the PHS structure from a given
analog circuit, based on an especially designed graph analysis.
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This paper is organized as follows. Section 6.2 presents the class of the port-
Hamiltonian systems; Section 3.4 is devoted to the automated derivation of algebraic-
differential equations in the continuous time domain from the electronic schemat-
ics; Section 3.5 presents the numerical scheme which provides a discrete-time
version of the power balance; Then, applications are presented in Section 6.6 and
results are compared to LT-Spice simulations, before conclusions and perspec-
tives.

3.3 PORT-HAMILTONIAN SYSTEMS

First and foremost, we provide an introduction to the port-Hamiltonian systems
(PHS) formalism. It is shown how this structure guarantees the passivity of the
model in continuous time. Second, for the sake of intuition, we give an introduc-

tory example.

3.3.1  Formalism and Property

Denote E(t) > 0 the energy stored in an open physical system (an electronic
circuit). If the system is conservative, its time variation % (t) reduces to the power
S(t) received from the sources through the external ports. If the system includes
dissipative phenomena, the power D(t) > 0 is dissipated, and the evolution of

energy is governed by the following power balance:

dE
() = () +5(¢). (1)

The port-Hamiltonian approach is used to decompose such open physical sys-
tems in (i) a set of components that are combined according to (ii) a conservative
interconnection network. These two ingredients are detailed below in the case of

electronic circuits.

3.3.1.1  Components
Electronic circuit components are sorted as (or can be a combination of):
ng internal components that store energy E > 0 (capacitors or inductors),

np internal components that dissipate power D > 0 (resistors, diodes, transis-
tors, etc.),

np external ports that convey power S (€ R) from sources (voltage or current
generators) or any external system (active, dissipative, or mixed).

The behavior of each component is described by a relation between two power
variables: the current i and the voltage v, defined in receiver convention (the
received power is P = v - i).

The energy Eg stored in storage component E € [1---ng| is expressed as a
storage function hg of an appropriate state xg: Eg(t) = hg (xE(t)) > 0. Typically,
for a linear capacitor with capacitance C, the state can be the charge x = ¢ and the
positive definite function is h(q) = g?/(2C). Storage power variables (vg, ig) are

related to the variation of the state ddif and the gradient of the storage function

th(xE), the product of which is precisely the received power: vg -ig = % =
hg - ddif. For the capacitance, these constitutive laws are i = % =% and v =

q/C = HI'. Note that these definitions apply equally for non-quadratic storage
functions h(x) > 0 for which /" (x) is not constant.
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The power Dp instantaneously dissipated by the dissipative component D €
[1---np] is expressed with respect to an appropriate dissipation variable wp:
Dp(t) = DD(wD(t)) > 0. Typically, for a linear resistance R, w can be a current
w = i and D(i) = R-i%. As for storage components, a mapping of the dissi-
pative power variables (vp, ip) is provided, based on the factorization Dp(wp) =
wp - zp(wp), introducing a dissipation function zp. For the resistance, i = w and
v=R-i=z(w).

The power instantaneously provided to the system through external port ext €
[1---np] is Sext(t), and we arrange the source variables (Vext, fext) in two vectors:
one is considered as an input uey, and the other as the associated output yext, S0
that the power received from sources on port p is Sext = Vext * Uext = —Vext * lext
(receiver convention, with Uext - fext the power received by the sources).

3.3.1.2  Conservative Interconnection

The interconnection of the components is achieved by relating all the voltages and
currents through the application of the Kirchhoff’s laws to the interconnection
network (schematic). This defines a conservative interconnection, according to
Tellegen’s theorem recalled below (see also [167] and [45] §9.4).

Theorem 3.1 (Tellegen) Consider an electronic circuit made of N edges defined in same
convention (here receiver), with individual voltages v = (vq,--- ,vN)T and currents
in = (i, ,in)T which comply with the Kirchhoff's laws. Then

vT-i=0. (3.2)

A direct consequence of (3.2) is that no power is created nor lost in the structure:
vl -i= Zfi 1Pn =0, with P, = v;, - i;, the power received by edge 7, thus defin-
ing a conservative interconnection (Tellegen’s theorem is a special case of a more
general interconnection structure, namely, the Dirac structure (see [52] §2.1.2 for
details)). Now, denote (vs,is), (v4,1i4), and (vp,ip) the sets of all the power vari-
ables associated with storage components, dissipative components, and sources
(respectively), and v = (vI,v],v])T, i = (i{,i},i})T the vectors of all the power
variables. Then, Tellegen’s theorem restores the power balance (C1) with

vT-i = vl-ig+v]-ig+v)-ip
dx
- V(S aw)Tw Ty, 59

dE
daf

where VH : R"™ — R" denotes the gradient of the total energy E = H(x) =
Yo he(xg) with respect to (w.r.t.) the vector of the states [x]g = xg, and function
z : R™ — R"™ denotes the collection of functions zp w.r.t. the vector w € R™ of
[w]p = wp so that z(w)T - w = Y P Dp(wp) is the total dissipated power.

The above description of storage components, dissipative components, and
source, along with the conservative interconnection stated by the Kirchhoff’s laws,
constitute the minimal definition of a port-Hamiltonian system (PHS) (see [52]
§2.2). In this work, we focus on circuits that admit an explicit realization of PHS,
for which the quantities b = (by,--- ,bN)T = (%,w, —y)T (with b, = v, or
by = iy) can be expressed as linear combinations of the remaining N powers vari-
ables organized in the dual vector a = (ay,--- ,ayn)T = (VH(x), z(w), u)T (with
ay = iy if by, = v, or a, = vy, if by, = iy):

b=]J-a (3-4)
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Then, aT-b = aT-J-a = 0 from Tellegen’s theorem, so that the matrix J is
necessarily skew-symmetric (JT = —J). More precisely, we consider the following
algebraic-differential system of equations

& x| K| G« VH ()
w | = K| Jw|-Gw z(w) |- (3-5)
_ u
_VY_/ GxT | GuT Iy )] S ~—
b
J

where matrices Jx, Jw, Jy are skew-symmetric. The significance of the structure
matrices is the following;:

Jx € R"EX"E expresses the conservative power exchanges between storage com-
ponents (this corresponds to the so-called J matrix in classical Hamiltonian
systems);

Jw € R "> expresses the conservative power exchanges between dissipative
components;

Jy € R"™*"p expresses the conservative power exchanges between ports (direct
connections of inputs to outputs);

K € R"E*" expresses the conservative power exchanges between the storage
components and the dissipative components;

Gx € R"*"p expresses the conservative power exchanges between ports and
storage components (input gain matrix);

Gw € R"™ " expresses the conservative power exchanges between ports and
dissipative components (input gain matrix).

The PHS (3.5) fulfills the definition of passivity (e.g., [96]) according to the
following property.

Property 3.1 (Power Balance) The variation of the total energy E = H (x) of a system
governed by (3.5) is given by (C1), with D = z(w)T - w > 0 the total dissipated power,
and S = uT -y the total power incoming on external ports.

Preuve We have aT-b = %—{—D—S. Now aT-b = aT-J-a = 0 since J is
skew-symmetric.



3.4 GENERATION OF EQUATIONS

Remark 3.1 (Power variables) This work is devoted to the treatment of electronic cir-
cuits for which power variables are chosen as current and voltage. However, all the
aforementioned definitions apply equally to multiphysical systems, provided an adapted
set of power variables, generically denoted by flux (currents, velocities, magnetic flux vari-
ations) and efforts (voltages, forces, magnetomotive force), the product of which is a power
(see [52] Table 1.1). This follows the bond-graph modeling approach [93, 18], on which the
PHS formalism is built (see [52] §1.6 and 2.1). The treatment of multiphysical audio sys-
tems in the PHS formalism can be found in [A2] (electromechanical piano that includes
mechanical, electrical, and magnetic phenomena) and [A6] (§111.B) (modulated air flow
for musical acoustics applications that includes mechanical and acoustical phenomena).

3.3.2  Example

Consider the resistor-inductor-capacitor (RLC) circuit in Figure 6.3, with ng = 2,
np = 1, and np, = 2, described as follows. For the linear inductance L, the
state and the positive definite function can be the magnetic flux x; = ¢ and
hi(¢) = ¢?/(2L), so that vy = dhy/dx; and if = %. For the capacitance and
the resitance, quantities are defined with x, = g and w = [ig]. Port variables
are arranged as input u = [v1, 0|7 and output y = [—ij, —ip|T (edges receiver
convention).

Figure 3.1: Resistor-inductor-capacitor (RLC) circuit (notations and orientations).

Applying Kirchhoff’s laws to this simple serial circuit yields

oL 0 —1|-1|-1 +1 i
ic +1 0| o] 0 0 ve
ir |=] +1 o] ol o o || w
i +1 0| o] 0 o 0
i -1 0| o] 0 0O v

From the constitutive laws of components, this equation restores the form (3.5)
exactly, block by block. It provides the algebraic-differential equations that govern
the system with input u and output y.

This work aims at simulating such passive systems by firstly generating Equa-
tion (3.5) associated to a given circuit, and secondly by deriving its numerical
version so that a discrete power balance is satisfied.

Remark 3.2 (Reduction) The system (3.5) can be reduced by decomposing function z

into its linear and nonlinear parts. See Appendix 3.8 for details.

3.4 GENERATION OF EQUATIONS

This section provides a method to translate the description of a circuit (compo-
nents and interconnections) from a netlist in a Spice-style [181] to the Formulation
(3.5). Compared to standard methods that express all the currents as a function
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of all the voltages (see [181, 45, 185]), Formulation (3.5) expresses vector b of
selected power variables (voltage or current) as a function of the vector a of com-
plementary power variables (if [b], is a voltage of a branch, [a], is the associated
current with receiver convention). To derive the matrix J that relates the voltages
and the currents arranged in vectors a and b according to Kirchhoff’s laws (as in
example §6.2.3), we propose a two-step method:

STEP 1 : from a netlist (£) to a graph (G) that represents the Kirchhoff’s laws for
a chosen orientation (convention);

STEP 2 : from (G) to the skew-symmetric matrix J in (3.5).

Step 1 is standard. The presentation focuses on convention choices and details
our procedure. In step 2, we propose an algorithm that analyzes if Formula-
tion (3.2) is available (that is, the circuit is realizable into the PHS formalism) and
delivers the matrix J in this case. Otherwise, the circuit corresponds to an implicit
formulation that is not addressed in this paper. In practice, such cases appear for
serial(/parallel) connection of voltage(/current)-controlled components. In this
case, port-Hamiltonian Formulation (3.5) requires extension (see [153, 52]).

3.4.1  Graph Encoding
3.4.1.1 Netlists

Each line of a netlist describes an element of the corresponding schematic, with:
identification label, list of connection nodes, type of element, and list of param-
eters. We divide netlists into two blocks: internal components (dissipative and
storage) and external ports (supplies and ground). In the first block (components),
each line includes a reference to the appropriate entry in the dictionary and a list
of the parameters for the corresponding model. Each line of the second block
(external ports) provides the label of the externalized node, the type of supply
(voltage or current), and the symbol ~ if the supply is modulated (typically, the
input signal), or a value if constant (typically, a battery).

As an example, the netlist corresponding to the circuit in Figure 3.2 is given
in Table 3.1. Here, the components are given lines ¢; to ¢3 (gray). The first two
lines describe dipoles: a linear capacitor between N; and N with label C1 and
capacitance value 20e~? F; and a resistor between N3 and Nj with label R1 and
resistance value 1.5¢> Q). The third line describes a npn bipolar-junction transistor.
From the dictionary (Appendix 3.9), the base terminal appears to be connected
to the circuit’s node N, the emitter terminal to N3, and the collector terminal to
Ns. For this component, the list of parameters is: forward and reverse common
emitter current gain, reverse saturation current, and thermal voltage. External
ports are given lines ¢4 to ¢7. Line ¢4 describes a constant 9 V voltage supply
(labeled Vcc) on the circuit’s node Ny. 5 describes a modulated voltage supply
(here considered as the input signal) on Ny. ¢4 describes a constant 0 A current
supply on node Nj; this permits the recovery of the voltage on that node N3 as
an output to the circuit. ¢7 describes the connection of the circuit’s node N5 to
the ground.

3.4.1.2 Graph

A graph G = {N,B} is defined by two lists of nodes N (also called vertices)
and branches B (also called edges), with B C N? (each element of B is an object
defined on two elements of N, see [47] for details). The dictionary (Appendix
3.9) encodes the graph of each elementary component. The branches of such an
elementary graph contain the constitutive laws of the corresponding component:
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Figure 3.2: Schematic and corresponding graph of a simple bipolar-junction transistor
(BJT) amplifier with feedback. The grey part corresponds to the components,
and the outer elements correspond to the external ports, or sources (as in ta-

ble 3.1).
Line Label Node List Type Parameters
4 C1 Ny, N, CapaLin 20e?
l R1 N3, Ny Resistor 1.5¢
43 Q1 Ny, N3, N5 NPN_ Type1 List of parameters
£y Vee Ny Voltage 9
ls IN Ny Voltage ~
L OUT Nj; Current 0
£z GRD Njs Voltage 0

Table 3.1: Example of a netlist corresponding to the circuit in Figure 3.2. The grey part cor-
responds to the components, and the other elements correspond to the external
ports, or sources (as in figure 3.2).

¢ Dipoles are made of two nodes and a single branch, defining a single couple
of state x and storage function h(x) (storage component), or dissipative
variable w and scalar relation z(w) (dissipative components).

* More generally, n-ports multipole are made of n nodes and at least n — 1
branches, defining n — 1 couples of variables and functions. Typically, the
graph for the bipolar junction is made of two branches (base-emitter and
base-collector).

The graph corresponding to a given circuit is derived from its netlist description
in two steps:

1. build the internal graph by connecting the elementary graph of the compo-
nents from the first block of the netlist,

2. introduce a reference node Ny (or datum, see [45] §10) to define the external
branches from the second block.

Typically, Ny corresponds to the ground or any local electrostatic potential
which does not impact the currents nor voltages. Then, N is built from the list
of nodes appearing at least once in the netlist, plus the reference node N =
[No, Ny, -+, NnN]. According to Section 6.2, the set of branches is organized as
B = {Bg, Bp, Bp}, with B the ng energy storage branches, Bp the np dissipative
branches, and Bp the 7, sources.
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As an example, the construction of the graph in Figure 3.2 from its netlist 3.1
is as follows. Firstly, the internal graph is built. It is made of ny = 5 nodes
{Nj,---,N5} and four branches Bg = {C;} and Bp = {Ry, Q1,pc, Q1,pe}- Sec-
ondly, we introduce the (virtual) reference node Ny to define the four branches
corresponding to the external ports Bp = {IN, Vcc, OUT, GRD}.

3.4.1.3 Kirchhoff’s Laws on Graphs

We assign to each branch b both a voltage v}, and a current i}, in receiver convention,
the direction of the branch indicating the direction of the current. Note that
the power supplied to the system on port p is the power emitted by the port
branch Sext = Uext * Yext = —Uext - lext- FOr a circuit made of ny + 1 nodes and
ng = ng + np + np branches, we define: the set of electrostatic potentials on the
nodes w = (p1 - - - pny)T, the set of voltages v = (v1 - - - vn,)T, and the set of cur-
rentsi = (i1 - - - iy )T. The orientation of an entire graph is encoded in its incidence
matrix I € RUNTDX75 defined below [45] (§9).
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—1 if branch b is outgoing node 7,
[Tup = 1  if branch b is ingoing node 1, (3.6)

0  otherwise.

As an example, the incidence matrix for the circuit described in Table 3.1 is
given equation below (o are replaced by dots). Notice the grey columns cor-
respond to the components, and the other columns correspond to the external
ports, or sources (as in table 3.1 and figure 3.2).

Ci1 Ri1 Qibc Qibe Vecc IN OUT GRD
: : : : 11 1 1\ Ny
1 : : : | : : N

(3-7)

Since the reference potential py does not influence the voltages nor the currents,
it is not taken into account in the Kirchhoff’s laws, and we define the reduced
incidence matrix T' € R"N*"8 obtained by deleting the row corresponding to the
datum Ny in I This leads to the following matrix formulation of Kirchhoff’s
Voltage Law (KVL) and Kirchhoff’s Current Law (KCL) [45] (§10), from which
the structure (3.5) is derived.

T w
T-i

3.4.2 Realizability Analysis

v, (KVL)
0. (KCL)

(3-8)

The PHS structure (3.5) relies on (i) an arrangement of currents i and voltages
v in two vectors a and b and (ii) a set of linear relations encoded in the skew-
symmetric matrix J that corresponds to the conservation laws (3.8) applied on
(i,v). For storage and sources components, step (i) is straightforward with the
constraints given in Table 3.2. For dissipative components, this step is achieved
by selecting each component as voltage-controlled or current-controlled in order
to satisfy a criterion on the matrix description of the interconnection scheme. This
realizability criterion is given in Section 3.4.2.1, assuming the control type of every
edge is known. A method of choosing the control type of dissipative edges so as
to satisfy the realizability criterion is addressed in Section 3.4.2.2. This leads to
Algorithm 5, which solves (i) and (ii).
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Current-Controlled Voltage-Controlled

Component type [a]y, = ip [a]y = vp
[bly = vp [bly = ip
storages capacitor inductor
resistors resistance conductance
nonlinear diodes, transistors
sources voltage source current source

Table 3.2: Sorting components according to their realizability.

3.4.2.1 A Criterion for Realizability

In Section 3.4.1, the set of edges B has been partitioned based on the differen-
tiation between internal edges (or component edges {Bg, Bp}, grey) and external
edges (or ports edges Bp, white), in order to build the complete graph from the
netlist. In this section, we are interested in the PHS Formulation (3.5) associated
to a given complete graph. To that end, we leave out from here the differentia-
tion between internal and external edges in order to focus on the differentiation
between voltage-controlled and current-controlled edges.

Suppose the control type of every edge is known, and the set of edges is split
according to B = {Bq, B}, with By the set of n; voltage-controlled edges and
B, the set of ny current-controlled edges (see Table 3.2). Correspondingly, the
sets of power variables are split as v = (v, v2)T and i = (iy,i2)7, and we define
a = (v1,ip)" and b = (iy, v2)T. Since the reference potential py defined on node
Ny does not influence the voltages nor the currents, it is not considered in the
sequel, and the incidence matrix splits as follows:

Yo

I= , with g € RV, € R™XM, € R™WX™2,
| 7

This leads to a rewrite of the Kirchhoff laws (3.8) as:

(’)/1/ 72)T w = v, (39)
(1,72)i = 0. (3.10)

Proposition 3.1 (Realizability) If v, is invertible, then the port-Hamiltonian struc-
ture (3.5) provides a realization of the graph G = {N, (B1,B2)}.

Preuve From the relation on the voltages in (3.9), we get v1 = 9] w and v, =
'y; w. From the relation on the currents (3.10), we get y2ip = —11i1. Now, if 7,
is invertible, we denote v = 7, Ly, and

1 = 0 T i . (3.11)
iz -y O U2
—

J b

The PHS (3.5) is obtained by rearranging the edges according to their role with
respect to the power balance, according to the permutation of vector elements
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I1(a) = (%, w,y)" = a (and correspondingly I(b) = (VH, z,u)T = b), which is
also applied on rows and columns of J to yield a =Jb.

From the invertibility condition on 7, in Proposition 3.1, we state the following
remark, which is used in the sequel to derive the realizability analysis algorithm.

Remark 3.3 (Necessary condition for realizability) A necessary condition for the
graph G to be realizable as a PHS (3.5) is that it includes as many current-controlled
edges as nodes ny, with 7y € R™*"N,

3.4.2.2  Algorithm

This section introduces an algorithm that selects the appropriate control type for
each dissipative edge so that the partition B = {Bj, By} satisfies Proposition 3.1.
From Remark 3.3, the total number n; of current-controlled edges should be ex-
actly equal to the number of nodes npy. From the special structure of the incidence
matrix I, this in turn ensures that the potential on each node is uniquely defined
by a linear combination of the voltages v, (elements in a associated to current-
controlled edges); i.e., 77 is invertible.

Consider the current-controlled edge b from node i to node j in Figure 3.3.
If the potential on node j is known, the remaining potential is obtained from
pi = vp £ pj, where the sign depends on the orientation. In this case, we say edge
b imposes the potential on node i. Now, the objective is to perform this analysis
globally so that w is a linear combination of v, with w = (7J)~! - v5. To that end,
we introduce the realizability matrix A defined element-wise as follows

1 if branch b imposes potential on node 7,
(Al = { posep (312)
0 else,
Ao
A = , with g € RV, A\ € R™*" A, € R™*"5.13)
A | A2
v
b
1 <......................; ]
f 1
€; ej

Figure 3.3: Definitions and orientations for a single current-controlled edge b from node i
to node j, with nodes potentials p; and p;, respectively. The knowledge of the
potential p; is transferred to node i with p; = v}, + p;.

Then, a given graph is realizable if the type of each resistor can be selected so
that the following set of constraints is fulfilled.

(c1) The potential on each node n € [1,---,ny] is uniquely defined so that
EZil [A]n,b =1

(c2) Each Current-controlled edge b € [n1 +1,--- ,ny| propagates the knowl-
edge of the potential on one node to the other, so that }_ ¥, [A], , = 1.

(c3) No edge imposes the reference potential pg so that Ag = 01,5,.

(c4) No voltage-controlled edge b € [1,---,n1] imposes any potential so that
)\1 = OHNXi’lz-
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Constraints (C1—C2) ensure that 7, is invertible, so that w = (’y;)’l - vp. Con-
straint (C3) ensures that the reference potential on datum does not contribute to
the system’s dynamics. Constraint (C4) ensures that inputs of voltages-controlled
edges are explicitly given by a linear combination of the nodes potentials so that
v1 =7 w=(7; 1. 41)T - vp. To build and analyze the matrix A, we start from
the adjacency matrix A of the graph, defined as follows:

1 if branch b is connected to node 1,

[A]b n =
0 else.

Then the non-zero elements in A are analyzed to cope with the realizability

constraints (C1—C4). This yields Algorithm 5. The PHS (3.5) is finally recovered
as discussed in the proof of Property 3.1.
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Algorithme 5 : Analysis of realizability. If successfully complete, the resulting

PHS structure is given by the procedure in the proof of Proposition 3.1

20
21
22

23

24
25
26
27
28

29
30
31

32
33
34
35
36
37

38

Entrées : A graph G = {N, (Bx, Bw, By)} corresponding to the
interconnection of storage, dissipative, and source edges.

Output : Sets of voltage-controlled edges B; and current-controlled edges B,.

A + adjacency matrix of G

B1,B, + ©,©

pour chaque b € (By, By) See Table 3.2 faire

si b is voltage-controlled alors
L B <~ B U b
si b is current-controlled alors
L B, + B, UbD
B; + Bw
A(No, :) 0
pour chaque b € By See constraint (C4) faire
| A(b) <0
répéter
A" — A
pour chaque b € B, See constraint (C2) faire
si Y A(:;,b) =0 alors
L break: G is not realizable
sinon si ), A(:,b) =1 alors
n < {nst A(nb) =1}
L A(n,:\b) + 0
pour chaque b € B; faire
si ). A(:,b) = 0 See constraint (C2) alors
B <~ BiUb
B; + B; \ b
sinon si }_ A(:,b) = 1 See constraint (C4) alors
n <+ {nst A(n,b)=1}
A(n,:\b) <0
B, < B,Ub
B; <+ B; \ b
pour chaque n € N\ Ny See constraint (C1) faire
si Y A(n,:) =0 alors
L break: G is not realizable
jusqu’a A = A*
si B; # @ alors
b « first edge in B;
By < BiUb
B; + B; \ b
go to 10

retourner B; and B,
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3.4.2.3 Example

As an example, the realizability analysis for the system in Figure 3.2 with the
choice of inputs/outputs in Table 3.1 is as follows. In step 1, the realizability
matrix A is initialized with the adjacency matrix A, which is built by taking the
absolute value of incidence matrix [A], , = abs([I'],,;):

Ci1 Ri1 Qibc Qibe Vecc IN OUT GRD

Do : 1 1 1 1\ Ny

1 : : | : ™M

A=A=]|1 : 1 1 : : : : Ny (3.14)

In steps 3-7, the set of edges B = {Cy, Ry, Q1 pc, Q1 pe, IN, Ve, OUT, GRD} is
split as B = {B, B;, By} according to the definition of components with voltage-
controlled edges By = {Q1 pc, Q1 pe, OUT}, current-controlled edges B, = {Cy, Ve, IN, GRD},
and indeterminate edge B; = {R1}:

Qibc Qibe OUT | R1 | Ci Vec IN GRD
: 1 S R | 1\ Ny
: 1 | Sl M
A=f ! ! ! N (3.15)
1 : 1 1 N;
1 1 Ny
1 1 N5
The realizability matrix after step 11 in Algorithm 5 is
Qibc Qibe OUT | Rt | Cx Vecec IN GRD
. . . . . . . Ny
1 1 Ny
A= : : : : 1 : : : N> _ (3.16)
. . . 1 . . . . Ns
1 1 Ny
1 N5

After step 19, the algorithm concludes that the potential on node N; is imposed
by edge By so that the potential on node N is imposed by the capacitor Bc;.
After step 28, the algorithm concludes that the potential on node Ny is imposed
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by the edge By so that the resistor is current-controlled (so as to impose the
potential on node N3).

Qibc Qibe OUT | R1 Ci Vecc IN GRD

(3.17)

This concludes the realizability analysis. To recover the associated port-Hamiltonian
structure, we return to the incidence matrix I With the new edges ordering
B = {B1, By} prescribed by the above analysis, it is rewritten as

Qibc Qibe OUT |Ri Ci1 Veec IN GRD
: : 1 : : 1 1 1\ Ny

(3.18)

Finally, the structure (3.5) is recovered by computing the matrix y = 7, Loyiin
(3.11) with

0 0 0 0 1 0 -1 0
1 1 0 0 -1 0 0 0

n=( -1 0 -1 |; 1= 1 0 0 0 O (3-19)
0 0 0 -1 0 -1 0 0
0 -1 0 0o 0 0 0 -1

3.5 GUARANTEED-PASSIVE SIMULATION

This section is devoted to the discrete-time simulation of the algebraic-differential
system (3.5); that is, the computation of x(k) = x(k - T) from u(k) = u(k- T), with
k € IN, for the constant sampling frequency f; = 1/T.

First, we present the design of a numerical scheme that properly transposes
the power balance (C1) to the discrete time domain: this choice makes the pas-
sivity property preserved, from which stability issues stem. Second, a numerical
method is used to solve the implicit equations due to the numerical scheme (on
x) and the algebraic equations (on w).
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3.5.1 Numerical Scheme
To ensure the stable simulation of stable dynamical system & = f(x), many
numerical schemes focus on the approximation quality of the time derivative (or
integration), combined with operation of the vector field f. Here, we adopt an
alternate point of view, by transposing the power balance (C1) into the discrete
time-domain to preserve passivity. This is achieved by numerical schemes that
provide a discrete version of the chain rule for computing the derivative of the
composite function E = H(x).

This is the case of the forward difference scheme, for which first order ap-
proximation of the differential applications dx(t,dt) = %X(¢t) - dt and dH(x, dx) =
VH(x)T - dx on the sample grid t = kT, k € Z are given by

ox(k,T) = x(k+1)—x(k), (3.20)
SH(x(k),6x(k, T)) = H(x(k)+éx(k,T)) — H(x(k)) (3.21)
= VH(x(k),x(k) + ox(k,T))T - ox(k, T).

where, for mono-variate energy storing components (H(x) = Y% | h,(x,)), the
n-th coordinate is given by

hp (xn +5xn) —hy (xn) .
[VaH (%, X+ 6%) ] = o if oxn 70, (3.22)
), (xn) otherwise.
A discrete chain rule is indeed recovered
0E(k,T) = ox(k, T
7(T ) _ VH (x(k),x(k +1))T - 7(T ) (3-23)
so that the following substitution in (3.5)
X ox(k, T
%(t) - X(T ) (3.24)
R = VH(x(k),x(k+1))
7 (X x(k), x
leads to
0 = b(k)T-J-b(k) =b(k)T-a(k)
= 0x
= [THm 25| 6+ 2w ()T ()~ wT y ). (529
— D(k) s(k)

SE(k,T)
T

Remark 3.4 (Multi-variate components) The case of mono-variate energy storing com-
ponents covers most of the applications in electronics. Additionally, a generalization of

the discrete gradient for multi-variate Hamiltonians such that Equations (C41) and (C42)

are satisfied is given in Appendix 3.10.

In this paper, we consider the class of the PHS composed of a collection of linear
2
energy storing components, with quadratic Hamiltonian &, (x,) = 2% (Cpisa

capacitance or an inductance and we define Q = diag(Cy - - - Cp;) ~1). Then the
discrete gradient (C43) reads

VH(x,x+6x) = Q (x(k) + ‘5"7(]()) , (3.26)

which restores the midpoint rule that coincides in this case with the trapezoidal
rule. For nonlinear cases, (C43) leads to another numerical scheme depending on
the nonlinearity, still preserving passivity (see (3.25) and §4.3).
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3.5.2  Solving the Implicit Equations

Injecting the numerical scheme (C47) in (3.5) and solving for the quantity dx(k) = x(k + 1) — x(k)
leads to the following energy-preserving numerical system:

ox(k) Ax Bx G x(k)
wk) | = | Aw Bw Cw || z(w(k) |- (3.27)
y (k) Ay By G u(k)

where matrices are related to J in (3.5) as follows.

I 0\ _
D:(%—%),l Aw = IKT-Q- (214 + Ay),

Ax=D-J-Q, Bw =Jw+ 3KT-Q-By,
By = -D K, Cw=-Gw+3KT-Q-C,
Cx=-D-Gy, Ay =1G,T-Q - (214 + Ay),

By:GwTJF%GxT’Q'BXr
Cy =Jy+3Gx"-Q-Cx.

Given u(k), the solution of (3.27) is obtained from the solution of the static
nonlinear implicit function f(w(k)) = p(x(k), u(k)), with

f(w(k)) = w(k)—Bw-z(w(k),

.28
Aw - x(k) 4+ Cyw - u(k). 629

ae)
—~
»
PaN
>
~—
N
c
—~
>
~—
S~—
|

Remark 3.5 (Explicit mapping) From the global inverse function theorem (see [48]), there
exists an explicit mapping w(k) = £~1(p(x(k), u(k))) provided the Jacobian matrix
Je(w(k)) = Iqg — (Jw — KT - Q- D - K) - Jy(w(k)) is invertible for all w(k), con-
necting the proposed method to the K method [185, 16]. This is true since Q, D and the
Jacobian of z (for the components of the dictionary in Table A1) prove positive definite,
and Jw is skew-symmetric.

In this paper, we use the Newton—-Raphson algorithm, which iteratively ap-
proximates the nearest root of function r : w(k) € R"™ — r(w(k)) € R" with the
following update rule: wy, 1 (k) = wy (k) — Jr(wWy(k)) L. r(wn(k)), where J(w)
is the Jacobian matrix of r(w(k)) = f(w(k)) — p(k). Once a solution w(k) to the
implicit equation is available, the output and state updates are given by:

y(k) = Ay-x(k)+By-z(w(k))+Cy-u(k),
ox(k) = Ax-x(k)+Bx-z(w(k)) + Cx-u(k),
x(k+1) = x(k)+ ox(k).
Finally, denoting by n; the number of time-steps and n g the number of Newton-

Raphson iterations per time-step, the simulation is performed according to Algo-
rithm 6.

3.5.3 Comparison with Standard Methods

In this section, the proposed approach (PHS structure combined with the discrete
gradient method) is compared with two standard methods: the trapezoidal rule
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Algorithme 6 : Simulation, with n; the number of time-steps and nygr the
(fixed) number of Newton-Raphson iterations.

1x73 0

2 wo 0

3 pour k =1 to n; faire

4 W0 € Wi—1

5 Pr < Aw - Xx + Cw.uy

6 pour n = 0 to nyg — 1 faire

7 Iy < Wiy — Bw.z(Wg ) — pi
8 jn < Id — Bw.jz(wk,n)

9 Wini1 ¢ Wiy — Ty ' Iy

10 W < Wk, nnr

11 Yk<_Ay'xk+By'Z<Wk)+Cy‘uk
12 5xk+Ax-xk+Bx~z(wk)+Cx-uk
13 X1 < Xg + OX¢

(average of the vector field at x(k) and x(k + 1), used in the WDF approach [56])
and the midpoint rule (evaluation of the vector field at w, suitable for
any differential-algebraic system of equations). Both are known to preserve the
passivity of linear undamped systems (see [70] for a detailed analysis). The up-
dates associated with these three methods are given in Table 3.3. These methods
are applied on the same conservative system % = J - VH(x), the power balance
of which is given by & = 0 (with D = 8 = 0). The comparison measure is then

_ ’H(x(k-l—l))—H(x(k))‘

the relative error on energy ¢(k) for k > 0. First, notice that

H(x(0))
Method Update
Trapezoidal rule x(k+1)=x(k)+T-Jx- VH("(k))*ZH(X(kH))
Midpoint rule x(k+1) =x(k)+T-Jx- VH (w)

PHS with discrete gradient x(k+1) = x(k) + T - Jx - VH(x(k), x(k + 1))

Table 3.3: Updates for the three methods considered in §4.3. PHS stands for port-
Hamiltonian system.

for quadratic Hamiltonian H(x) = XT% with linear gradient VH(x) = Q - x, the
three methods yield the same update:
ox(k
x(k+1)=x(k)+T-Jx-Q (x(k) + xz()) . (3-29)

As a consequence, these three methods induce the same frequency warping
(see [129] for the analysis of the bilinear transform derived from the trapezoidal
rule).

We focus on the nonlinear case. For comparison, we choose a simple nonlinear
conservative system with state x = (x1, x2)T, non-quadratic Hamiltonian

H(x) =10 log (cosh(xl)) + (cosh(xz) — 1), (3-30)
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-1
and canonical skew-symmetric matrix Jx = ( 0 ) .
1 0

In each case, the resulting implicit equations are solved by Python iterative
solver (see [90]). The Python code is available at the url given in [54]. In order to
exhibit the behavior of each method in the worst case, simulations are performed
with an especially low sample rate of f; = 10 Hz. The results for each method
are given in Figure 3.4, with comparison in Figure 3.4d. We see that the error
of the proposed method is low (close to machine precision ~10~1¢) compared to
standard methods.

Midpoint rule

Trapezoidal rule

(b)

10°

,‘ 1.0 S — Disc. grad
102 foo Sp b LR Tl = Midpoint
R SOLE N T s 7] - Trapezoidal
10° b
10+
108+
1010 L ; : : :
1012} : : : /\A_/
Lo N V\J\ A /
‘ L\
1 2 3 4 5

10716
0

Relative error ¢

6

Time ¢ (s)
(© (d)

Figure 3.4: Simulation results and comparison of the methods in Table 3.3, for a nonlinear
conservative system % = Jx - VH(x) with H(x) given in (3.30): (a) Trapezoidal
rule; (b) Midpoint rule; (¢) PHS combined with discrete gradient; (d) Relative
error on energy balance.The comparison measure is the relative error on the

(D) -1 (x0) |

B H(x(0))

that the error associated with the proposed method (PHS approach combined

with the discrete gradient method) is low compared to the two other methods

(with machine precision ~10~1¢). The accumulation of these errors is responsi-

ble for the apparently unstable behavior of the trapezoidal rule.

power balance defined by e(k) . We see from Figure 3.4d

3.6 APPLICATIONS

This section is devoted to the simulation of three analog audio circuits by the
application of Algorithms 5 and 6. Those circuits are a diode clipper, a common-
emitter BJT audio amplifier, and a wah-pedal as a full device. Results obtained
with (i) the method in Section 3.5 and (ii) with the offline circuit simulator LT-
Spice [181] are compared.

73
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3.6.1 Diode Clipper

Diode clipper circuits can be found in several audio-distortion devices. They are
made of one resistor and two diodes (ng = 0, np = 3) connected to the ground in
reversed bias (see Figure 3.5a). The external ports are the input/output and the
ground (np, = 3). The resistor is current-controlled and the ground is removed.
The vectors (a, b) and the structure J returned by Algorithm 5 are:

iR 0 -1 1| 0 -1 R

Dy 1 00| 1 o0 i

e |=| -1 0 o0o|-1 o0 || ip,

iN 0 -1 1| 0 -1 UIN

vour /. 1 00| 1 0 iout /.
a ] b

The simulation is performed according to Algorithm 6 at the sample rate f; =
96 kHz, with three Newton—Raphson iterations (shown to be enough to converge
in practice). We apply a linearly increasing 1 kHz sinusoidal excitation upy =
—vpN during 10 ms with maximum amplitude 2 V (iopyt = 0 A, vgrp = 0 V). The
output yoyt = —vour is given in Figure 3.5b. We see the signal is clamped
between £0.6 V, in accordance with LT-Spice results.

R
1kQ

—0.3}{ — LTspice [Af g fbofrd bt

Output voltage vout (V)

- PyPHS | : : :
0. : H ; ;
%40 0.2 0.4 0.6 0.8
time t (s) x107

(b)

Figure 3.5: Simulation (Figure 3.5b) of a dissipative diode clipper (Figure 3.5a) at the sam-
ple rate f; =96 kHz, with three Newton-Raphson iterations, for a 10 ms si-
nusoidal excitation at 1 kHz with linearly increasing amplitude between 0 V
and 2 V. (a) Diode clipper schematic; (b) Simulation of the diode clipper of
Figure 3.5a.

3.6.2  Common-Emitter B]T Audio Amplifier

Common-emitter bipolar-junction transistor (BJT) amplifiers are widely used as
amplification stages in analog audio processing. They are made of two capacitors
(ng = 2), two resistors, and one NPN transistor which is made of two nonlinear
dissipative branches (np = 4, see Figure 3.6a and the dictionary in Table A1).
The external ports are the input/output signals, the 9 V supply, and the ground
(np = 4). Note that the ground is removed. The resistor Rc is current-controlled,
and the resistor Rf is voltage-controlled. The vectors (a,b) and the structure J
returned by Algorithm 5 are given in Equations (3.31) and (3.32).

a = (ici, icolURfs iRes UBer UBeliIN, YOUT, ivec) (331)

= (vci, VColiRt, URes Be, Be|VIN, iOUT, VvCC)
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00/ 1 0 —-11] 0 0 0
00/ 0 0 0O 0 -1 0
-1 0| 0 -1 0|-1 0 1
00/ 1 0 -10[ 0 1 0
] = 0| © 0 0 —1 (3-32)
-1 0| 0 0|-1 0 0
0 0| 1 -1 1] 0 0 0
01| 0 -1 00| 0 0 1
00/-1 0 10 0 -1 0

The system is reduced according to Appendix 3.8, and the simulation is per-
formed according to Algorithm 6 at the sample rate f; = 384 kHz, with 10
Newton-Raphson iterations. The reason for increasing the sample-rate and the
number of Newton-Raphson iterations is twofold. Firstly, it attenuates the ef-
fect of aliasing for input signals limited to the audio range (see [?] for details).
Secondly, it ensures that the iterative solver converges, which is difficult due to
the numerical stiffness of the problem; that is, the Lipschitz constant associated
to the inital Cauchy problem is very high, see [27]. At first, we turn the supply
vycc = —9 V on, and we wait 0.3 s for the system to reach its steady state. Then,
we apply a 10 ms sinusoidal excitation upny = —ovpy at 1 kHz with linearly in-
creasing amplitude between 0 V and 0.2 V (ioyr = 0 A). The resulting output
YouT = —vour is given in Figure 3.6b. We see that the signal is amplified be-
tween 0 V and 9 V, with a strong asymmetrical saturation, in accordance with
LT-Spice results. Additionally, spectrograms obtained for an exponential chirp
on the audio range are given in Figure 3.7 (see Figure 16 in [?] for comparison).

oV

Rc < T T
1k0 c S '
o
Rf 2 1.5¢ U S RURE: T TORS O (OO
270k 10uF 2
G _I 5,3 50k fdefo bl d o] | —  LTspice |
10pF . § * - PyPHS
N> H : 85748 Rl A 1 [
| N & : : : z
5 oopdt U0 0L
P 0.300 0.302 0.304 0.306 0.308
- time t (s)
(a) (b)

Figure 3.6: Simulation (Figure 3.6b) of the common-emitter bipolar-junction transistor
(BJT) amplifier with feedback (Figure 3.6a) at the sample rate f; = 384 kHz,
with 10 Newton-Raphson iterations, for a 10 ms sinusoidal excitation at 1 kHz
with linearly increasing amplitude between 0 V and 0.2 V. (a) Schematic of a
common-emitter BJT amplifier with feedback; (b) Simulation of the BJT ampli-
fier in Figure 3.6a.

3.6.3 Wah Pedal

This section addresses the simulation of a full device (namely the Dunlop Cry-
Baby wah pedal) to be used in real time. The circuit is given in Figure 3.9. It
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Figure 3.7: Results for the common-emitter BJT amplifier with feedback (Figure 3.6a). The
input voltage signal is a 4 s exponential chirp on the audio range (20 Hz-
20 kHz) with amplitude 0.05 V (logarithmic frequency scale). Simulation starts
at 0.3 s (after the switching transient). (a) Spectrogram of output vgyT obtained
with the proposed method; (b) Spectrogram of output vyt obtained with LT-
Spice.

provides a continuously varying characteristic wah filtering of the input signal.
This circuit has been treated with the nodal discrete K-method in [79] and with the
PHS framework in [A8]. It is composed of ng = 7 storage branches (6 capacitors
and 1 inductor), np = 18 dissipative branches (11 resistors, 1 PN diode, 2 NPN
transistors and a potentiometer), and np, = 3 ports (input/output signals and
battery, discarding the 5 grounds). The wah parameter is the potentiometer’s
coefficient a. Notice this circuit includes several edges that do not contribute
to the device input-to-output behavior, as analyzed in [79]. In this work, we
consider the complete original schematic. ~From Algorithm 5, the resistors R;,
Rg - - - Rg and Ry are considered as conductances, and the others as resistances.
The structure J is not shown here. The sets of PHS variables are:

X = [iCL' e riCé/le]T/
%71)_(1()() = [UCL"' /UC()/iLl]T/
w = [wg |Ud|UBC1, UBE, \UBCZ, UBE, |Up1, ipz}T,
z(w) = [zrlialipc,, iBE, liBC,, 1BE, lip1, Vp2]T,

where wr, is the set of dissipative states and zy the set of characteristics according
to each resistor’s type, and

Inputs w = [vjy, lout, Vec]T,

Outputs 'y = [iin, Yout, icc|T-

The system is reduced according to Appendix 3.8 (with potentiometer’s time
varying resitors kept in w, z). Firstly, we realize an offline simulation (in Python)
with Algorithm 6 for the sampling rate f; = 96 kHz, and three Newton-Raphson
iterations. We apply a white noise normalised to 1 V on the input upy = —oN
(iour = 0 A). The magnitudes of transfer functions obtained from fast Fourier
transform are given in Figure 3.8 for the two extreme positions of the pedal.

Theseordiie 76 Trpheeind shtsasithulaighe Cry-Baby in real-time is made from
Algorithm 6.

First, a C++ code is automatically generated; Second, this code is encapsulated
in a Juce template to compile the audio plugin (see [113]). The sample rate f; is
imposed by the host digital audio workstation (here Ableton Live!), and we force
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Figure 3.8: Simulations of the Cry-Baby’s circuit of Figure 3.9, for the potentiometer pa-
rameter « = 0 (a) and &« = 1 (b) in the frequency domain, compared with
LT-Spice simulations on the audio range 20 Hz-20 kHz.
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Figure 3.9: Schematic of the Cry-Baby wah pedal. Note the IN/OUT terminals and the 9 V
supply. The potentiometer P controls the effect.

five Newton—-Raphson iterations. The simulation performed well (audio exam-
ples are available at the url [53]). The CPU load on a laptop (Macbook 2.9 GHz
Intel Core i7 with 8Go RAM) is 37% for f; = 96 kHz, and 20% for f; = 48 kHz.

Remark 3.6 (Time-varying stability) The use of the Newton—Raphson method can
hamper the stability of the numerical solution for time-varying systems, especially in
the case of fast variations (here, of the potentiometer) for which the Jacobian matrix of the
implicit Function (3.28) can be ill-conditioned. For linear storage components, a solution
is to use the K-method instead (see Remark 3.5).

3.7 CONCLUSIONS

We have established a method to automatically recast an analog audio circuit into
PHS formalism, which guarantees passivity of the continuous time model. The
generation of the PHS from a given schematic lies on two points:

1. the graph theory to describe the interconnection network of a given circuit’s
schematic,

2. a dictionary of elementary components which are conformable with PHS
formalism.

Then, we transposed this physical principle to the digital domain by properly
defining the discrete gradient of the Hamiltonian, such that a discrete time ver-
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sion of the power balance is satisfied. The resulting stable numerical scheme is of
second order (restoring the midpoint rule for linear systems). It has been shown
that the K-method is always applicable to PHS (providing efficient implementa-
tions of the implicit relation due to the proposed numerical scheme).

Offline simulations are consistent with LT-Spice results. The whole method
allows the automatic generation of C++ simulation code to be used in the core of
a real-time VST audio plug-in simulating the Dunlop Cry-Baby wah pedal.

A first perspective on this work is to consider higher-order numerical schemes
(namely, the class of Runge—Kutta schemes). Moreover, it would be possible to
symmetrize the roles of the voltages and the currents at the interconnection by ap-
plying the Cayley transform to the PHS structure, thus adopting wave variables,
with possible connection with the WDF formalism. Additionally, an automated
analysis of the original schematic could be developed, so as to identify the unim-
portant or degenerate states and to reduce the dimensionality of the system. Fi-
nally, it could be possible to exploit the compatibility of the proposed method
with the K-method to alleviate the numerical cost due to Newton—-Raphson itera-
tions.
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38 APPENDIX - REDUCTION

The dimension of system (3.5) can be reduced, considering the following decom-
position of variable w and function z:

W= WL , z(w)= ZL WL ,
(WN> W) (ZN(WN)>

with zj, a diagonal matrix whose elements are the resistance or conductance of
linear dissipative components, and zy a collection of the nonlinear dissipative
relations. Correspondingly, the structure matrices are decomposed as

K:( Ky >/Gw:< Gr >/Jw:< Juu —Kin )
Kn Gn Kin™ NN



3.9 APPENDIX - DICTIONARY OF ELEMENTARY COMPONENTS

Defining L = (KT, —Kin, —Gr), and M = (z;,7!—Ji1) ! a positive definite ma-
trix, the system (3.5) is reduced to

dx
at

WN

-y
an

:(]—R)-

VH(x)

zn(WN)

(B1)

u
~

bn

with J a skew-symmetric matrix given by

Jx _KN —Gx
J = Kn' | Jan | —Gn | —32LT-M-MT)-L
GXT GNT Jy

and R is a symmetric positive definite matrix given by

Ry Ryxn ny
R = RynT Ro |Roy | = %LT (M+MT)-L
Rqy™ | Ray™ | Ry

Indeed, matrix J (respectively R) corresponds to the conservative (respectively
resistive) interconnection of dynamical storage components, nonlinear dissipative
components, and sources.

The system (B1) is simulated by Algorithm 6, with

D — (ITd_arr;x)-Q)*l

Ax = ]j'(jx*Rx>/

By = -D:(K+Rx),

Cx = —-D-(Gx+Ryy),

Ay = J(K-Ra)T-Q:(214+Ay), (B2)
Ew = jw*Rn+%(K*Rxn)T'Q‘]§x/

Cw = —Gw—Rny+3(K—Ru)7-Q-Cy

Ay = J(Gx—Ry)T-Q- (214 +Ay),

By = (Gw—Rny)T+3(Gx—Ry)T-Q: By,

Cy - jy*Ry‘F%(Gx*ny)T’Q'CX/

Remark 3.7 (Reduced explicit mapping) From the global inverse function theorem
(see [48, p.131]), there exists an explicit mapping wy (k) = £~ (p (x(k), u(k))) provided

det (K—Ryn)"-Q-D: (K+Ryn)) >0.
3.9 APPENDIX - DICTIONARY OF ELEMENTARY COMPONENTS

The dictionary is given in Table A1. We choose variables x and w so that matrices
of the PHS (3.5) are canonical, that is, they do not involve any physical constants.
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Table A1: Dictionary of elementary components.

MISE EN EQUATION AUTOMATIQUE ET PREMIERE APPLICATION : LES CIRCUITS AUDIOS

2-Ports
Storage Diagram x Stored Energy E = h(x) Voltage v  Current i
S e dp i
Inductance o— V0 1o ¢ 5T I b
Py i
S A e h dg
Capacitance o—— }—— q ’c a a
i q
Dissipative Diagram w Dissipated Power D(w) = w.z(w) Voltagev Current i
S A . 2
Resistance —] }ro i R.i z(w) w
1
T R
Conductance — o v v°/R w z(w)
1
S
PN Diode ° >| I v v.1g (exp (ﬁ) — 1) + 92.Gpin w z(w)
3-Ports
Dissipative Diagram w z(w)
NPN N UBC igc _ ag  —1 ) Is (gI'B(‘/vr _ 1) + 0pc.Gpin
Transistor UBE iBE -1 ar Is (e¥BE/% — 1) + vpE.Goiy

Potentiometer N,o—=

(

Up]
ip

ipl _ vpl/(l +0¢.RP)
Up2 ipz.(1+(1 70().Rp)

3.9.1

Storage Components

Such components are defined by their storage function / associated with the
constitutive laws of Table A1. In this paper, all storage components are linear
dipoles. However, nonlinear components can also be considered if appropriate
state and corresponding energy function can be found.

3.9.2 Linear Dissipative Components

The characteristics of dissipative components are algebraic relations on w. Poten-
tiometers are modeled as two time-varying resistors, the sum of which is R,. To
avoid 0 value of the resistors, 1 () have been added to those characteristics. The
modulation parameter is & € [0, 1}. As an example, in Table A1, we choose a
conductance between N7 and N, and a resistance between N, and Nj, so that

Wp = [Up1,ip



3.10 APPENDIX - DISCRETE GRADIENT FOR MULTI-VARIATE HAMILTONIAN

3.9.3 Nonlinear Dissipative Components

PN junctions are modeled as voltage-controlled components by the Shockley
equation:

p
zp(wp) = ip = Is (e’“’ﬂ — 1), where Is is the saturation current, u is an ide-

ality factor, and vy the reference voltage, specified for each diode type. Note that
the passivity property is fulfilled (zp(wp)T.wp > 0). As in LT-Spice simulators,
a minimal conductance G,;, is added in Table A1. This helps convergence in the
simulation process.

NPN junctions are passive 3-ports, with dissipated power Do = vp - ip + vc -
ic +vg -ig > 0. Here we use the Ebers-Moll model, which preserves this passiv-
ity property. I is the saturation current, Br and Br are respectively the reverse
and forward common emitter current gains, and v; is the thermal voltage. The

corresponding voltage-controlled dissipative characteristic zg(wq) = [ipc, igg]T

is given in Table A1, denoting agr = B E:l, ap = B EJFA, and including minimal

conductances. Note that Dy = zg(wg)T.wg > 0. In our final simulations, some
resistors are added to model the resistance of contacts in the nonlinear compo-
nents, choosing the same values as in LT-Spice models.

3.9.4 Incidence Matrices T

Incidence matrices for 2-ports, potentiometer P, and transistor Q with conven-
tions of Table A1.

B Byi  Bp Bpgc Bk
I\ N 1 0\ M 1 1\ Np
rz—port:<_1> Nl dJp=[-1 1 | N To=[-1 0 | N - (AD)
2 0 -1/ Ns 0 -1/ Ng

3.10 APPENDIX - DISCRETE GRADIENT FOR MULTI-VARIATE HAMILTONIAN

A generalization of the discrete gradient for multi-variate Hamiltonians such that
Equations (C41) and (C42) are satisfied is given by replacing definition (C43) by
(see [4]):

— AH
[VH (x, x + 6x) ], = 2eE00 X £ (C1)
Oxn
with
AH(x,X) = H(X,..., X1, X0, Xp41, -+ Xng) (C2)

—H(J?l,. . .,fn,l,xn,xnﬂ,. . .,an).

For mono-variate components, (C43) and (C1) coincide and yield (discrete) con-
stitutive laws that are insensible to the ordering of the state variables. For multi-
variate components, this last property is lost, but can be restored by replacing (C2)
by the averaged operator: A,H(x,X) = ,%E, YreP(ng) AyH™ (X7, X5 ), where for all
permutation 7 € P(ng), Xz = (Xz(1), - -+, Xn(ng))T, and H" (xz) = H(x).
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Planifier accapare tout mon temps.
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4.1 INTRODUCTION ET ORGANISATION DU CHAPITRE

Ce chapitre présente une méthode de compensation des non-linéarités d’un haut-
parleur électrodynamique, dans le but de linéariser la réponse tension-déplacement.
Cette méthode repose sur (i) I'approche par les systemes hamiltoniens & port pour
la modélisation structurée des systemes passif et (ii) I’approche par platitude pour
la planification de trajectoire exacte des systémes non linéaires.

Un contréleur pour les systemes non linéaires est réalisé en deux temps [156,
page 199] : (i) une compensation des phénomenes modélisés est réalisée par un
contrdleur en boucle ouverte (inversion du modele, ou feed-forward) et (ii) une
compensation des phénomenes non-modélisés est réalisée par un contrdleur en
boucle fermée (feed-back). Plusieurs méthodes sont disponibles pour le controle
en boucle fermée des SHP, qui exploitent la structure d’interconnexion (voir no-
tamment l'approche par interconnexion et assignation de dissipation pour 'approche
passive du controle, IDA-PBC en anglais, voir [130, 131, 131]). Dans cette these,
nous développons une méthode de planification de trajectoire (feed-forward) dé-
diée aux SHP, et qui exploite leur structure d’interconnexion.

L’approche prise ici consiste a transformer le systéme non linéaire en un sys-
teme linéaire contr6lable, pour lequel de nombreuses techniques de compensa-
tion sont disponibles (voir e.g. [91]). Les transformations considérées consistent
(i) a redéfinir la sortie du systéme, (ii) a appliquer un changement d’état et (iii) a
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LE.[‘;:Ax+Bu]i—TD[/:dt ]—"%—»{y—CX]-Lv
3
| I

FIGURE 4.1 : Diagramme décrivant la chaine entrée-sortie d'un systeme linéaire (C3) d’en-
trée u, d’état x et de sortie y.

appliquer une transformation de 'entrée qui met en jeu le nouvel état. De nom-
breux résultats sont disponibles pour déterminer les transformations telles que
le nouveau systeme est découplé en la commande [84, 127, 86, 43], c’est a dire que
les nouvelles sorties sont liées aux nouvelles entrées par des chaines découplées
d’intégrateurs (forme de Brunovsky [23]).

Une classe de systémes pour lesquels le probleme de planification est particulie-
rement bien posé est la classe des systemes différentiellement plats [148, 60, 117, 111].
En résumé, si 'on peut trouver un ensemble de variables (sortie plate) de méme
dimension que I'ensemble des entrée, qui (i) s’exprime a partie de l'état, de 1'en-
trée et des dérivées de l'entrée et tel que (ii) I'entrée et 1’état du systéme s’ex-
priment a partie de cette sortie plate et de ses dérivées, alors le systeme est
équivalent a la forme de Brunovski. Cependant, trouver cette sortie plate n’est
pas chose aisée dans le cas général (voir [117, §7] pour un catalogue des sys-
témes plats, et plus précisément [147] pour les systemes oscillants linéaire et non-
linéaire, en dimension finie et infinie et [126] pour les systémes lagrangiens). Dans
la suite, nous ne considérerons que des bouclages dits statiques, c’est a dire que la
sortie plate s’exprime a partir de l'état uniquement.

Ce chapitre s’organise comme suit. Premierement, I'approche par platitude
pour la planification de trajectoire est rappelée. Deuxiémement, deux méthodes
sont présentées pour (i) 'analyse automatique de platitude et (ii) la détermination
de la loi de commande associée. La méthode M1 s’applique aux SHP mono-entrée
et repose sur la construction et ’analyse d'un graphe qui encode la structure SHP.
La méthode M2 s’applique aux SHP multi-entrées et repose sur 1’analyse des ma-
trices de structure. Troisitmement, la méthode M2 est appliquée pour linéariser
la réponse tension-déplacement du modele SHP d’un haut-parleur. L’approche
est validée sur systeme simulé.

4.2 RAPPELS DE LINEARISATION PAR BOUCLAGE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

Cette section rappelle 'approche par platitude pour la linéarisation et le dé-
couplage de systémes dynamiques non linéaires, en vue de la planification de
trajectoire (controleur feed-forward). Premiérement, le découplage des systemes li-
néaires est rappelé. En particulier, cette approche est motivée par la facilité qu’elle
apporte pour la planification de trajectoire. Deuxiémement, on s’intéresse au dé-
couplage des systémes non linéaires. L'approche considérée est de linéariser le
systéme par changement d’état et bouclage statique, de sorte a revenir au cas
linéaire, bien maitrisé. Troisiemement, on introduit la propriété de platitude diffé-
rentielle pour les systémes non linéaires comme une condition suffisante pour le
débouclage.



4.2 RAPPELS DE LINEARISATION PAR BOUCLAGE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

4.2.1  Systemes linéaires

On considére un systeme dynamique d’état x : t — x(t) € R" et d’entrée u : t —
u(t) e R":

dx

— = f(x,u). C1

ar ~ foow) (C1)
Etant donnés un état initial x € R” et un état final x; € R", le probleme de
planification de trajectoire est de déterminer la commande u(t) € R sur I'ho-
rizon temporel t € [ty, T], telle que la trajectoire x(t) vérifie x(t = to) = X
et x(t = T) = xr. Sans perte de généralité, on fixe dans la suite tp = 0. Il
n'est pas toujours possible de trouver une telle commande, d’ot1 la notion de
commandabilité des systemes.

Définition 4.1 (Commandabilité) Le systeme (C3) est dit commandable en temps T > 0
s'il existe une loi horaire [0, T] > t — u(t) € R™ (commande en boucle ouverte) telle
que le probleme de Cauchy (1.2) donné par

dz(tf) = f(x(t),u(t)), pourt e [0,T],

x(t=0) = xo,

(C2)

vérifie la condition finale x(t = T) = xp. En d’autres termes, on peut trouver une
commande u qui emmeéne le systéme d'un état initial xo donné a un état final xr donné.
Si le systeme est linéaire et stationnaire [91], il se réécrit sous la forme
dx
— =Ax+Bu (S5))
dt
La controlabilité de ces systemes est entierement caractérisée par le critere suivant

[91, §2].

Propriété 4.1 (Critere de Kalman) Soit la matrice de controlabilité associée au sys-
teme linéaire (C3), définie par

M. = [B, AB, A’B, .-, A ! B]. (Cy)

Alors le systeme (C3) est controlable (définition 4.1) si et seulement si M est de rang
n = dim(x).

La propriété 4.1 renseigne sur la faisabilité du contrdle, mais pas sur la construc-
tion de la commande u(t), 0 < t < T. Cette tache est grandement facilitée si le
systéme peut se mettre sous la forme normale dite de Brunovsky [23].

Propriété 4.2 (Critere de Brunovsky) Si le systéme linéaire (C3) est commandable
(propriété 4.1) et, de plus, la matrice de gains B est de rang m = dim(u), alors il
existe un changement d'état

X =Mx, (Cs)

avec M € R une matrice inversible, et un bouclage statique régulier

u=Kx+Ni, (C6)

avec N € R™ ™ yne matrice inversible, tels que le systeme (C3) dans les nouvelles
coordonnées % et avec la nouvelle commande @ = N~ (u — KMx) se mette sous la

forme de m = dim(u) chaines d’intégrateurs (avec la notation x\) = %’i‘) :

7 ~(1) e ﬂ( e 17 “(1) - ~(1Xm*1) T
yl/ y] 7 ryl 7 /ymr ym 7 rym ) 7 (C7)
m

>
I
=
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X1
/ a1) y(M*l) \

\ I in Ym
Xm

FIGURE 4.2 : Diagramme décrivant la chaine entrée-sortie d'un systeme linéaire (C3)
d’entrée u, d’état x et de sortie y donné sous forme découplée de
Brunovsky de sortie §, d’entrée @i = (gg“l),.., ,g,(;‘”“))T et d’état x =

G T, G

La forme composée de m chaines découplées d’intégrateurs des m entrées (Cy) est appelée
forme normale de Brunouvsky ; les quantités §j;, 1 < i < m = ny sont appelées sorties de
Brunouvsky, et les éléments de X sont appelés coordonnées de Brunovsky (voir figure 4.2).

L'intérét de mettre le systeme (C3) sous la forme (C7) est de découpler le pro-
bleme du contrdle et de traiter plus simplement le probleme de planification de
trajectoire comme suit :

1. les états initial x¢ et final xr donnés sont transposés dans les coordonnées
de Brunovsky par le changement de variables (Cs);

2. on construit X et @ pour relier Xg a X7 (par exemple avec des polynomes
adaptés) ;

3. on déduit la commande effective u par le bouclage statique régulier (C6).

Ainsi, étant donnée une trajectoire de la sortie de Brunovsky y(t), Vt € [0, T]
de classe C* avec a« = max(a;)1<j<m, la commande réalisant cette trajectoire est
donnée par :

n
(g —1) ~(a1)
1 1
u=K : +N : . (C8)
T 7o)
~(am—1
g

Les («;)1<i<m sont des invariants qui caractérisent la structure différentielle intrin-
seque du systéme dynamique [144, (1.1)]. Deux systémes qui possedent la méme
forme découplée de Brunovsky sont dits équivalents.

Remarque 4.1 (Stabilisation d’un systeme découplé) La stabilisation de la trajec-
toire d'un systéme donné sous forme de Brunovsky est directement réalisée par un contro-
leur en boucle fermée, tel que la matrice du systéme dynamique gouvernant I'erreur ait
toutes ses valeurs propres de partie réelle négative (matrice Hurwitz, voir [156, §8]).
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FIGURE 4.3 : Diagramme décrivant la chaine de linéarisation par bouclage d'un systéeme
non linéaire & = f(x,u) de sortie y = h(x) sous l'action d'un difféomor-
phisme (Cog) et d’un retour d’état (C10). Si de plus la matrice B du systeme
linéaire équivalent satisfait le critere de Brunovsky (propriété 4.2), alors le

probleme est découplé (propriété 4.3).

4.2.2  Systémes non linéaires

Puisque le probleme de commandabilité est bien caractérisé pour les systemes
linéaires (propriétés 4.1 et 4.2), il est naturel de se demander si (i) il est possible
de transformer un systéme non linéaire en un systeme linéaire équivalent et (ii) si
ce systéme équivalent est découplé. Une approche est la méthode de linéarisation
par retour d’état [156, §6], qui consiste a passer de la forme (C1) a la forme (C3)
par un difféomorphisme

x = ®(x) (Co)

et un retour d’état (state feed-back linéarization en anglais, voir [156, §6] et fi-
gure 4.3).

a=Y(x,u) (C10)

Remarque 4.2 (Systéme affine en la commande) Pour les systémes affines en la com-
mande (1.4), la transformation de I'entrée permettant de découpler le systéme sous forme
de Brunousky est elle aussi affine [144] : u — @ = k(x) + N(x)u, avec N(x) € R"*™"
une matrice inversible et k : R" — R™ une fonction non linéaire (a comparer avec (C6)).

Depuis le début des années 1970, et en particulier depuis le travail de A. J. Kre-
ner [103], une approche standard au probleme de linéarisation est de construire
des systémes équivalents, au sens de la définition suivante (voir aussi e.g. [118,
définition 2 et théoréme 1]).

Définition 4.2 (Equivalence de systémes) Deux systénies dynamiques % = f;(x;,u;),
i = 1,2 sont dits équivalents si

1. ils ont la méme dimension d’état et de commande : dim(xq) = dim(xy) ; dim(uy) =
dim(uy), et

2. il existe un difféomorphisme (Co) et un retour d’état (C10) qui permettent de passer
des solutions d’un systéme a celles de I'autre.

En résumé, si un systéme non linéaire est équivalent a un systéme linéaire, alors
les non-linéarités ne sont pas intrinséques, mais émergent du choix de coordon-
nées pour la représentation d’état initiale (C1).

Propriété 4.3 (Découplage du contrdle) Le probleme de planification de trajectoire
pour un systéme non linéaire (C1) est dit découplé si il existe un difféomorphisme (Cg) et
un retour d’état (C1o) tels que (i) le systéme dans les nouvelles coordonnées est sous forme
linéaire (C3) et (ii) ce systéme linéaire satisfait au critére de Brunovsky (propriété 4.2).
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L’approche par la géométrie différentielle pour la détermination des fonctions ®
et ¥ telles que le systéeme non linéaire soit découplé (propriété 4.3) est particu-
lierement adaptée, puisque cette formulation capture la structure différentielle
(indépendamment du choix de coordonnées). On pourra consulter [84], [128, §5],
[156, §6] et [96, §13] pour des présentations détaillées. En particulier, on pourra
trouver dans [89] un critere géométrique d’existence dun tel bouclage pour les
systémes affines en la commande (1.4).

Par ailleurs, des approches généralisant les bouclages statiques (C9—C10) a
des bouclages dynamiques ont été proposées par W. Respondek et H. Nijmei-
jer [127, 128] en considérant une augmentation de la dynamique du systeme d'un
compensateur dynamique

dz =
af f2(x,2,v) (C11)
u = hy(x,zv)

Dans ces travaux, on cherche un bouclage linéarisant de la forme (C9-C10), de
sorte a découpler le systeme augmenté, d’état (x, z) et d’entrée v. On obtient alors
la commande v par planification, puis u par intégration.

Dans ce travail, nous nous restreignons au cas de des bouclages statiques (Co—
C10) écrits dans un systéme de coordonnées, en s’appuyant sur 'approche par
platitude (décrite ci-apres).

4.2.3 Systémes plats

L'approche par platitude différentielle [148, 60, 117, 111] introduite a la fin des
années 1980 est une généralisation de la notion de bouclage linéarisant. L'appel-
lation sortie plate est utilisée en référence aux coordonnées plates intervenant dans
I'approche par la géométrie différentielle pour résoudre le probléme de Froe-
benius (comme indiqué [59]). Nous nous contentons de rappeler ci-dessous la
définition des systémes plats.

Définition 4.3 (Systéme plat) Un systeme dynamique non linéaire de la forme (C1)

& = f(x,u), x(t) € R", u(t) € R™ est différentiellement plat si et seulement si les

deux conditions suivantes sont vérifiées.

1. 1l existe un ensemble fini de variables différentiellement indépendantes™ p € R™
tel que chaque élément y; est une fonction de I'état x, de 'entrée u et d'un nombre

fini B de ses dérivées % = ul) :
p=u(x,u,ub, - ub)), peRrR™ (C12)

2. chaque quantité du systéme est une fonction de u et d'un nombre fini « de ses
dérivées :

b'e — q)x (”’”(1), - ,’l(ail))’ (C13)
u = y(up, o p™). (C14)

L’ensemble p est appelé sortie plate (ou linéarisante) du systéme non linéaire.

1 Deux quantités sont différentiellement indépendantes si l'une ne peut étre déduite de 1'autre par
application d’équivalence algébriques et/ou différentielles.



4.3 ANALYSE DE PLATITUDE POUR LES SHP 89

Propriété 4.4 (Débouclage d'un systéme plat) Tout systeme plat est équivalent par
transformation d’état (Co) et bouclage (C10) a un systeme linéaire découplé sous forme
de Brunovsky (C7) [145, §21, [118, définition 3].

Remarque 4.3 (Ordre de platitude) L'ordre de platitude d’un systeme plat (définition 4.3)
est B+ 1si B > 0, sinon 0. Ainsi, pour un systeme plat a I'ordre 0, la variable plate est
donnée par une fonction de I'état du systeme uniquement u = ®,(x). Le bouclage per-
mettant de passer sous forme de Brunovsky est alors de type statique. Pour tout systéme
plat a l'ordre au moins 1, il est nécessaire d’augmenter le systéme d'un compensateur
dynamique (C11).

Dans cette theése nous ne considérons que la platitude d’ordre 0, c’est a dire des
bouclages statiques (voir [127, 34, 146, 144] pour le cas dynamique).

Remarque 4.4 (Planification de trajectoire pour les systemes plats) Bien que tout
systeme plat soit équivalent au systéme découplé (C7), il n’est pas nécessaire de mettre le
systeme sous cette forme pour réaliser la planification de trajectoire pour la sortie plate.
En effet, étant donné une trajectoire u(t), 0 < t < T de classe CB, la commande est
entierement déterminée par la fonction (C14).

4.3 ANALYSE DE PLATITUDE POUR LES SHP

Dans cette section, nous élaborons deux méthodes (M1, M2) pour des classes
de systémes hamiltoniens & ports, qui permettent (i) I’analyse de la propriété de
platitude et (ii) la détermination automatique de la sortie plate (C12-C14). La mé-
thode (M1) s’applique aux systemes hamiltoniens a ports mono-entrée sous forme
algébro-différentielle (3.5), et repose sur ’analyse d'un graphe de dépendance as-
socié au systéme. La méthode (M2) s’applique aux systémes hamiltoniens a ports
multi-entrée sous forme différentielle (1.14-1.15), et repose sur 1’analyse des ma-
trices d’interconnexion (J, R, voir (1.14-1.15)).

4.3.1 Meéthode (M1) par analyse de graphe (SHP mono-entrée)

La méthode présentée dans cette section est inspirée de la méthode par les graphes
introduite dans [109] pour l’analyse du découplage entrée-sortie des systemes li-
néaires par bouclage statique. On notera aussi I'existence de méthodes d’analyse
de platitude dédiées aux systémes donnés sous la forme de graphes de liaisons
(bond-graphs en anglais, voir e. g. [64]), et une méthode d’analyse de graphe pour
la réduction de systéemes hamiltoniens a ports [8]. Dans chaque cas, la topologie
d’interconnexion est analysée pour dresser une carte des chemins menant de 1’en-
trée a certaines quantités privilégiées, qui coincident sous certaines hypotheses
avec la sortie plate.

Ici, le principe est de retrouver une sortie plate a l'ordre 0 (c.f. remarque 4.3)
comme la racine d'un arbre construit suivant une procédure décrite ci-dessous.
Cette procédure organise itérativement I'ensemble des quantités du systeme dans
un diagramme de Hasse, c’est a dire un ensemble partiellement ordonné [155,
définition 4.10]. On aboutit a un arbre si le systéme est plat.

4.3.1.1  Graphe du systéme hamiltonien a ports

Comme nous 1'avons vu précédemment (chapitres 3), les systémes hamiltoniens
a ports sont définis comme l'interconnexion conservative (structure de Dirac) de
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composants stockants, dissipatifs et sources. Cette interconnexion est réalisée au
travers de variables de flux (vitesses, courants) et d’efforts (forces, tensions) défi-
nies pour chaque composants. Pour la méthode d’analyse de platitude proposée,
les hypotheses sur les composants sont les suivantes :

(H1) le systeme possede une unique source dim(u) = dim(y) =1,

(H2) les composants stockants et dissipatifs sont tous séparables : H(x) = Y* | H;(x;)

etz(w) = (z1(wy), - - ,an(wnw))T,

(H3) les lois constitutives de tous les composants correspondent a des relations
bijectives (V?H(x) et J,(w) sont des matrices diagonales et définies posi-
tives).

Sous ces hypotheses, la forme algébro-différentielle (3.5) s’écrit

dxg
ar H (x1)
S | -K| G\ | _Hi ()
w1 - KT Jw Gw zl(wl) (C15)
—G,T | —GyT 0
W, J Zny (W, )
—y u
\_v_/ N —— p—

b a

Les éléments de a et b sont les flux et efforts du systeme, et J encode l'intercon-
nexion conservative (voir ?? pour rappel). Nous organisons ces quantités selon
un graphe défini ci-dessous (voir aussi la figure 4.4).

dx 0, H' ,
dr )
(a) Branches de By, et de Byyy connec- g,
tant des noeuds d’état (Nx) a des

nceuds de flux/efforts (Neg).

l w z z(w) (c) Branches de Bj connectant des

nceuds de flux/efforts (N 5) a un

dd tion Ng.
(b) Branches de B, connectant des noeud de sommation e

nceuds de flux/efforts (N.).

FIGURE 4.4 : Définitions pour le graphe d’initialisation (définition 4.4) pour l'analyse de
platitude d’un SHP mono-entrée/mono-sortie. (4.4a—4.4b) Les losanges sym-
bolisent les noeuds d’états (Ny); les rectangles symbolisent les nceuds (Nej)
de flux et d’efforts a, b ; une double fleche — symbolise une branche portant
une relation non bijective (ici une dérivée temporelle); 'autre fleche (téte en
losange) symbolise une branche portant une relation bijective, en accord avec
(H3). (4.4¢) le symbole @ symbolise un nceud de sommation et signifie que la
somme des quantités incidentes vaut zéro (ici ) ; g; x g; = 0).

Définition 4.4 (Graphe d’initialisation) On introduit le graphe d'initialisation Gipir =
(N, Binit) constitué d’un ensemble de neeuds N et d'un ensemble de branches orientées pon-
dérées B. L'ensemble des nceuds N est partitionné en trois sous ensembles N = Ny U Nej U

N@ ont
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1. Ny = {&, -+, &n, } est I'ensemble des nceuds &; associés aux états x; du systeme;

2. Nes = {a1, -+, &nypys B1, "+, Brgor } €5t I'ensemble des neeuds w; et B associés aux
quantités a; et b; (flux ou efforts) indiquées dans (C15);

3. Ng = {Aq, -+ Ay, | est U'ensemble des nceuds A; qui représentent les relations des
lignes i de (C15).

Les branches orientées pondérées sont représentées par des triplets (vq,va, w) oil vy re-
présente un noeud de départ, vy représente un noeud d'arrivée et oit w représente le
poids associé a la branche, ici un opérateur qui représente les relations formelles du
SHP (Cz5). Plus précisément, 'ensemble des branches est partitionné en quatre sous
ensembles Biniy = By, U By U B, U By oit, comme illustré en figure 4.4, et en notant
Mot = Nx + Nw + Ny,

1. By, = {(G1,B1,9t), -, (Cuyr Puy, Ot) } représentent les relations de dérivation
temporelle avec b; = % (branche de gauche dans la figure 4.4a) ;

2. Byy = {(&1, a1, HY), - -+, (Cnyr ttny, Hy, ) } représentent les relations a; = Hi(x;)
(branche de droite dans la figure 4.4a) ;

3. Bz = {(Bugt1s Xt 1, Zng 1)+ o+ (Brixtriws Qg+ r Zngtnw ) ; Teprésentent les re-
lations ay, i = zi(by, +:) (figure 4.4b);

4. By = U™1B; avec B; = {(Bi, Ai, —1), (a1, Ai, Jin), -+ (@noes Ais Jiner) } 1EPTE
sentent les lignes i de (C15), avec 0 = —b; + Z?:i Jijaj, oit le troisieme élément
de chaque branche de By représente son gain (figure 4.4c).

Il est a noter que les relations portées par éléments de By, sont non bijectives (dérivées

temporelles). Les relations portées par éléments de By U B, U By sont bijectives, c.f. hy-

pothése (H3). Ces propriétés (bijectives ou non) sont symbolisées graphiquement par deux

types de fleches en figure 4.4.

4.3.1.2  M¢éthode d’analyse

La sortie plate de dimension 1 (mono-entrée, c.f. définition 4.3) est recherchée
parmi les états du systéme (platitude d’ordre 0, c.f. remarque 4.3). Pour cela, le
principe consiste a réorienter les branches portant une relation bijective (seuls de-
grés de liberté), de sorte a obtenir un arbre dont la racine est un état. Plus précisé-
ment, il s’agit de transformer les branches (v;,1,, w) de 1'ensemble By U B, U By
(fleches a téte en losange en figure 4.4) en (v1, 15, ) ou (vo, v, w™!) (représentées
par des fleches simples en figure 4.6b), via une fonction de réordonnancement
IT : Binit — Bgo qui construit le graphe solution Gg, = (N,Bg). La fonction IT
est déterminée pour résoudre des contraintes sur 'ordre d’incidence de chaque
neeud, comme définies ci-dessous.

Définition 4.5 (Ordres d’un nceud) L’ordre total d'un nceud est le nombre de branches
qui lui sont connectées ; 'ordre d’incidence d'un nceud est le nombre de branches qui lui
sont incidentes.

Définition 4.6 (Graphe solution) Le graphe solution Gg, = (N, Bgy)) associé au sys-
teme (C15) de graphe initial (définition 4.4) est tel que les contraintes suivantes sont
satisfaites :

(c1) Les nceuds de flux et d'effort N5 sont tous d’ordre d'incidence 1 (chaque flux et
effort est défini, et de maniere unique).
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Vr vy Ve
£ — LR q
R ip I i ie C
3 v

FIGURE 4.5 : Circuit RLC pour lillustration de la méthode d’analyse de platitude par
graphe.

(c2) Ladifférence de I'ordre total et de I’ordre d"incidence de chaque nceuds de sommation
Ng est 1 (toutes les branches connectées sont incidentes, sauf une, de sorte a pouvoir
résoudre la relation linéaire définie par la ligne associée dans J, voir figure 4.4).

(c3) L'ordre d’incidence de tous les naeuds d’état Ny est 1, excepté un, qui est d’ordre
d’incidence O (tous les état sont définis de manieére unique, excepté un état qui n’est
pas contraint et devient la sortie plate du systeme).

L’analyse d’incidence est automatisable avec des outils standard d’analyse des
graphes [47], de sorte a déterminer la sortie plate. Le diagramme de Hasse corres-
pondant est finalement obtenu en déroulant les relations d’incidence du graphe.
Ce diagramme définit de manieére unique les fonctions (C12—-C14), et donc ca-
ractérise completement la platitude du systeme. Ceci est illustré sur 'exemple
suivant.

4.3.1.3 Exemple

On considere le circuit RLC décrit en figure 4.5. Les composants de ce systéeme
sont : une inductance L de flux magnétique (état) x; = ¢, d’énergie Hy (x1), de
courant i = Hj(x1) et de tension v; = %, une capacité L de charge (état)
xc = g, d’énergie Hc(xc), de courant ic = %c et de tension vc = H-(x¢), une
résistance de courant (variable de dissipation) wr = ig et de tension (fonction
de dissipation) vg = zg(wg), et une source de tension d’entrée u = vy et de
sortie y = i;. Le systéme hamiltonien a ports associé est obtenu par application
des lois de Kirchhoff aux flux (courants) et efforts (tensions) organisés comme

b = (iL,vc,vr,v1)T et a = (vr,ic,ig,i1)7 :

&L 0 -1 -1 1 Hj (x1)

Gl 1 0o 0o H-(xc) (C16)
wWR 1 0 00 zr (wgR)

—y -1 0 00 u

Le graphe initial du SHP (C16) est représenté en figure 4.6a. Le graphe solution
obtenu apres application des contraintes d’orientation pour l’analyse de platitude
est représenté en figure 4.6b. Le seul noeud de Ny d’ordre d’incidence 0 est le
neceud associé a 1’état de la capacité xc = g. Ce nceud est choisi comme la racine
du diagramme de Hasse associé, et le diagramme complet (figure 4.7) est obtenu
en déroulant les relations d’incidence. Finalement, la structure plate est obtenue
en partant de la sortie plate 4 = ®,(x) = xc (racine du diagramme), et en
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(a) Orientation initiale (définition 4.4). (b) Orientation solution (définition 4.6).

FIGURE 4.6 : Graphe d’ordonnancement associé au circuit RLC de la figure 4.5. L'orienta-
tion primaire est directement donnée par la forma algébro-diférentielle (C16).
L'orientation contrainte est dictée par les reégles d’analyse définie §4.3.1.2. On
obtient directement que la sortie plate correspond a I’état de la capacité xc = g.
On notera que l’antisymétrie de J est exploitée, en ce sens que seuls les coef-
ficients de la partie triangulaire supérieure apparaissent dans le diagramme,
avec les bons signes.

remontant jusqu’aux états (construction de x = ®y(y,---,u*1)) et 'entrée
(construction de @y (t, - - -, u(®)):

p==>ou(x) = xc, (C1y)

T
x = Oy (y,y(l)) = (y, —[H]]! (3)) , (C18)
u=®u (V1) = (o1~ ve—og) (C19)

= etz (9) - g (%) (€20

On notera que ces fonctions sont définies formellement a partir des lois constitu-
tives (VH et z) et des coefficients de la structure d’interconnexion J.

FIGURE 4.7 : Diagramme de Hasse associé au graphe d’ordonnancement de la figure 4.6b.
Ici, le nceud marqué d’un + traduit la simple sommation des quantités inci-
dentes.
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4.3.2 Meéthode (M2) par analyse matricielle (généralisation aux SHP multi-entrées et
algorithme)

La méthode présentée section 4.3.1 ne fonctionne que pour les systémes mono-
entrée. On présente ici une méthode d’analyse de platitude d’ordre o pour les
systémes hamiltoniens a ports donnés sous forme différentielle (1.14-1.15), qui
fournit la sortie plate le cas échéant. La présentation est réalisée pour un systéeme
conservatif avec R = 0 dans (1.14), sans lien direct avec Jy = O et de structure
constante J(x) =7 :

% — Jx _Gx V[_I(X) (CZI)
—y G O u '

Une remarque sur la généralisation aux systémes dissipatifs ou modulés est don-
née en fin de section (remarque 4.5).

4.3.2.1  Systeme globalement commandé

Définition 4.7 (SHP globalement commandé) Un SHP (C21) répondant aux hypo-
theses de la définition 1.11 a m entrées est dit globalement commandé si G € R™ ™ est
de rang maximal et si, de plus, toutes les lignes de G sont non nulles.

Proposition 4.1 (Platitude d’'un SHP globalement commandé) Un SHP globalement
commandé (définition 4.7) est plat si dim(x) = dim(u) = m. Il admet une classe de sor-
ties plates p = Py (x) avec Dy : R™ — R™ un difféomorphisme, et &x = @, L

Preuve On choisit ®,(x) = —y. Alors u = ®,(x) = GT VH(x) et, d’apres (C21),

%’: = GTV2H(x) (Jx VH(x) — Gu). (Ca2)

Par définition, G est inversible (matrice carrée de rang maximal), et
x=Ox(p) =0, (u) = VH ' (G T). (C23)

En réécrivant (C22) comme

& = GTV2H(04(1)) 1x G T 4~ GT V2H(9u()) G u, (C24)

M(p) D(p)

on obtient la commande

_ d
u=&,(uu) =D(p)"! (M(P’)ﬂ_dFtl)’ (C25)
ott D(p) est inversible par hypothese sur G (définition 4.7) et puisque la matrice
V2H(x) € R™ " est définie positive.

Définition 4.8 (Systéme pseudo-plat d’ordre 0) Un systéme a représentation d’état
classique ¢ = f(x, u) est dit pseudo-plat d’ordre 0 s'il existe a et B entiers, un ensemble
fini de dim(pu) = p variables différentiellement indépendantes p avec p # m = dim(u),
et des fonctions @, Ox et Oy de sorte que

= ®,(x), pekR’, (C26)

- cpx(”,ﬂ(l), .. ,”(“*1)), (C27)
4 = @u(y,y(l),~-- ,”('X))' (C28)
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Proposition 4.2 (Pseudo-platitude d’'un SHP globalement commandé) La différence
avec un systeme plat (définition 4.3) est que la dimension de la sortie y est différente de
la dimension de I'entrée.

Soit un SHP globalement commandé (définition 4.7) tel que dim(x) = n > dim(u) =
m, le hamiltonien est séparé H(x) = YI | H;(x) et de régularité C3. Alors ce systeme
est pseudo-plat d’ordre 0.

Nous proposons une preuve qui repose sur une propriété d’inversibilité (locale en
x) de la jacobienne Jg, (x) introduite ci-dessous. La pseudo-platitude est globale
sous 'hypothese que cette inversibilité est globalement satisfaite.

Preuve La fonction
¢(x) = GT VH(x) € R" (C29)

ne définit plus un difféomorphisme. On introduit le défaut de dimension r =
n—m > 0, et 'on complete les coordonnées ¢(x) € R™ par (x) € R" pour
construire le difféomorphisme

CI>,,:x»—><¢(x) )z;uEJR”. (C30)
p(x)
Par le théoreme d’inversion locale [48, page 131], il est suffisant de trouver 3 tel
que la jacobienne de ®, notée {jq,ﬂ (x)} = a[gix’;]i est inversible :
L]
GTV2H(x
Ty () = ( > ) ; rang(Jo, () =, ©3)
Typ(x)

ou encore, que Jy(x) définisse une base du complément orthogonal du sous-
espace de R" engendré par les ¢(x) € R™. On note g;; = [G];, et on introduit
les notations suivantes :

81,j

g = : eR"; 1<j<m, (C32)
8n,j

vi(x) = V?H(x)g €R", (C33)
vi

Tp(x) = € R™* " (C34)
Vi

La solution ¢ aux m x r équations différentielles Jp(x) (Jy(x))" = Opxr existe
si et seulement si I’ensemble de champs de vecteurs {vi(x), -, vy (x)} est com-
pléetement intégrable. Par le théoreme de Frobenius [156, page 234], une condition
suffisante est que la distribution

3(x) = (vi(x), -+, vi(x))

soit involutive dans R", i.e. le crochet de Lie [v;, v;] = Jv,(x) v; — Jv;(x) v; de
chaque paire de vecteurs de J est une combinaison linéaire des vecteurs origi-
naux :

rang (vi, -+, V) = rang (vi, -, Vi, [vi,vi]), 1<i,j<m.
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Par hypothese, le hamiltonien est séparé : %ZSB(Z) =0sii#jet[v] = azgcj(zx) (8i}-
Alors,
93H(x) .1 s
a[vl} j X [gl] j S1 k - ]/
(Tl = Sl =8 8
k 0 sinon ,
et
n
[jvi (x) Vj(x)}k = 2 [Ty, (X)]k,l [Vj(x)}l (C35)
=1
9°H(x) 0°H(x)
= ——=—=" (8ilk|8j C36
ax% ax% [g]k [g]]k (C36)
= | F Vi) - (C37)

Donc le crochet de Lie est nul [v;, vj] = 0,, donc il existe des coordonnées com-
plémentaires ¢(x) € R’ telles que Jp(x) (Jy(x))" = Opxr et 5 : R* — R”
définit un difféomorphisme, d'inverse x = Ox(p) = &, (). La fonction @ est
alors donnée par la variation temporelle de ¢(x) :

2 = p % — GTVH(®, (1)) Iy VH(®x () ~ GTV?H(@4 (1)) G, (C39)
M(p) D(p)

avec P = (Igq Oyxr) et

w =y () = D)t (MO0 TH(@x(0) ~P Y ) (©39)

ce qui complete la preuve.

Un corolaire de cette proposition est qu'un SHP globalement commandé est
pseudo-plat avec « = 1 dans la définition 4.8. Un cas plus général est traité ci-
apres.

4.3.2.2  Systeme partiellement commandé

Définition 4.9 (SHP partiellement commandé) On suppose que le hamiltonien H(x)
est séparé par blocs, c’est-a-dire que le systeme est sous la forme suivante (@ une permu-
tation des composantes du vecteur d’état prés et un changement de base constant pres) :

% Jo -Gy O 0 THo (xo)
o Gl h -G - : VH; (x1)
, 0o . : .
dxg’[l : . GNh., Jnvo1 -Gy O VHN_1(xN-1)
> : . GL, Iv -G VHy (xn)
-y 0 .. .. .. 0 GT 0 u

(C40)
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avec x; € R™, J; € R"*", et G; € R™*"i+1, soit

dxg

o = Jo VHy(x0) — Go VH1(x1), (C41)
dx;
cTtl = G, VH;_1(xi—1) +7Ji VHi(x;) — G; VHi1(Xi41), (C42)
dx
o = Gho1 VHnoi(xv-1) +Jy VHn(xy) ~ Gu. (C43)

La structure (C40) est entierement définie par les dimensions n;, 0 < i < N et la
dimension des entrée-sortie notée ny.1. On introduit les sorties intermédiaires
¢;(x;) = LT VH(x;) € R"+1, le défaut de coordonnées r; = max(0, n; — n;11), et
le défaut de commande p; = max(0,n; — n;_1) pour chaque bloc 0 < i < N. La
commande de chaque bloc 1 <i < N + 1 est construite de maniére similaire au
cas globalement commandé (section 4.3.2.1).

Proposition 4.3 (Platitude d’un SHP partiellement commandé) Un SHP partiel-
lement commandé (définition 4.9) est pseudo-plat (définition 4.8) si la structure (C40)
vérifie les hypotheses suivantes :

(¥1) la matrice hessienne associée a chaque hamiltonien partiel H;(x;), 0 < i < N est
définie positive ;

(12) le systeme (C40) est sous forme échelonnée réduite avec G; = [L;, OniX(niH*ni)]
sin; < njy1 et G; = L; sinon, L; de rang maximal et chaque ligne de L; est non
nulle;

(13) Vi€ [0,N]: n; > nj 1, lafonction de stockage est séparée H;(x;) = ZZ":l Hi(xix);

(14) Vi€ [0,N]: n; > n;_q, la fonction de stockage est séparée en H;(x;) = Hf(i;’i) +
H? (,ui)/ avec gz’ = (xi,1, R xi,ni)T et p; = (xi/”i’ “ X )T;

(u5) les ¢;(x;) = L] VH(x;) € R"+1 sont au moins de classe CN =1,

Preuve Sipour chaque i € [0, N] tel que r; > 0 la fonction de stockage est séparée
H;(x;) = 27;1 H; (x;), le changement d’état

p; = Pi(x;) = < 9i(xi) ) , (C44)
P (xi)

définit un difféomorphisme pour le complément de coordonnées ¢ : R" — IR"i
tel que Jp.(x;) (Jy,(xi))T = On,,,xr;- On introduit la matrice de projection P; =
[I4,0p;%r;] € R"*"+1 de la nouvelle coordonnée p; € R" sur la sortie ¢; =
P;p, € R"+1, et

W)~ T, x0) (ia(xi) + 3 VH(x) L VHE (8)) - (Ca3)

L'état
1
it (XH, Xi, XE )>

Hit1

Xjy1 =

est constitué de (i) la sortie plate p; = (X, 41, , Xin,)T € RPi si p; > 0 et (ii)
I'état commandé §; = (x;1,- - - ,xi,ng)T € R avec ny = dim(g) = min(n;, n;_1),
reconstruit itérativement a partir de (C45) comme

G = (VL) [0 (Tulxioa (1) + M) THix) — Tilx) 35
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avec
Ti(x) = Jp.(x;) =L] V?H;(x;), (C46)
M;(x;) = Ti(x;)]J; (C47)
D;(x) = Ti(x;)L; =L] V?H;(x;)L;. (C48)

On utilise alors la méthode constructive suivante.

(Etape I) Initialisation :
Pour i = 0, on note n_ = 0 (ce qui implique pg = ng) et jt; = (pl,---,u])7 €

REnPi 1a collection de variables plates jusqu’au bloc i. La séquence est initialisée
avec

0= (C49)
= Dy (), (C50)
& = (V) [0 ng) (Motng) THalg) ~ Tali) 22) ], (50
xi = (ELnu])’ (C52)
= O (o). (C53)

(Etape II) Itération :
Chaque itération fait intervenir un ordre de dérivation supplémentaire avec x; =
Cpx,v = qui (ﬁi/ T /ﬁ(l)) et

i

dd,, ) L y
D% G (e A0 G, O,
oy dd,,
Ci-‘rl = (VI—Izil) [Di 1(q>x,-) <Mi(d>xl.)VHi(d>xi)+Ti(q>xi) (4)1'1((1)"1'1) - - ))] )
T
Xi+1 = (g;l-+1/ﬂ;r+l)

_ _(i+1
DOy (P‘iﬂr e ’l’lz&l )> : (C54)

(Etape IIT) Résultat :
La sortie plate est donnée par

p=py=Pu(x), (Cs5)

et la loi de commande associée par

u = Dg,l(CPxN) (MN(¢xN) VHy (@xy) + Tn(Pxy) <¢N—1 (Pry-1) = d?‘w))

= (I)u (‘u’ e ,‘u(N""l)) , (C56)
ce qui conclut la preuve.

L'algorithme qui génere la sortie plate (Cs55) et la loi de commande (C56) est
donné par la méthode en trois étapes (I, 1I, II) de la preuve.

Remarque 4.5 (Généralisation aux cas dissipatifs et modulés) La méthode propo-
sée s’applique encore si le systeme n’est plus conservatif et si la structure est modulée par
I'état, sous les hypotheses suivantes :

(u6) les dissipations ne portent pas sur les entrées-sorties, i.e. Ry = 0 et Ryy = 0 dans
la structure (1.15);
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(H7) la matrice Ry est diagonale par blocs, et compatible avec la décompostion (C40)

Ry - O
Ry = oo , dim(R;) =dim(J;), 0<i<N;
0 --- Ry

(u8) seules les matrices J; et R; sont modulées (les matrices G;, 0 < i < N sont
constantes).

11 suffit alors de remplacer (C47) par
M;(x;) = LTV2H;(xi) (Ji(x;) = Ri(x))- (C57)

4.4 APPLICATION A LA LINEARISATION TENSION-DEPLACEMENT DU HAUT-
PARLEUR ELECTRODYNAMIQUE

Le haut-parleur électrodynamique est un transducteur non idéal, qui fait inter-
venir de nombreux phénomenes d’origine multi-physique dont la modélisation
dans le formalisme des systémes hamiltoniens & ports a été discutée au chapitre 7.
Dans cette section, on propose de réaliser un contréle en boucle ouverte par pla-
titude pour la planification du déplacement de la membrane compatible avec les
non-linéarités. Ce travail a fait 1’objet du stage de Nicolas Papazoglou [A10] et
les résultats ont été présentés en aout 2015 lors du Congres Frangais de Mécanique
[A7].

Premieérement, on présente le modéle simplifié de haut-parleur qui sera com-
pensé. Ce modele inclut une unique non-linéarité associée a la raideur de la sus-
pension de 1'équipage mobile (principale non-linéarité en pratique, [98]). Deuxie-
mement, on applique la méthode directe de la section 4.3.2 pour (i) déterminer la
sortie plate (ici, la position de 'équipage mobile) et (ii) construire la loi de com-
mande en boucle ouverte. Troisiemement, 'approche est validée sur un systeme
simulé.

4.4.1  Modeéle

Le modele de haut-parleur considéré inclut deux composants stockants linéaires
(inductance du bobinage et masse mobile), un composant stockant non linéaire
(force de rappel de la suspension), deux phénomenes dissipatifs (résistance élec-
trique et amortissement mécanique). Les effets de la charge acoustique sont ap-
proximés au premier ordre (masse, raideur et amortissement additionnels) et sont
inclus dans les parametres des composants mécaniques. Ce systeme possede une
unique entrée : la tension d’alimentation u fournie par 1’amplificateur audio. Le
couplage électro-mécanique (force de Laplace et force contre-électromotrice) est
décrit par un gyrateur de ratio B, (voir section ?? et chapitre 7).

L'état du systeme est x = [xq, x1, x2|T avec xy = ¢ la position de 1'équipage mo-
bile mesurée par rapport a la position d’équilibre de la suspension, x; = M %
la quantité de mouvement associée a la masse M mobile et x; = ¢ le flux ma-
gnétique dans le bobinage. Le hamiltonien associé est séparé H(x) = Y7, H;(x;)

2 2
pour les fonctions de stockage quadratiques Hy(x1) = 5; et Ha(xp) = 57 et la
fonction de stockage non-quadratique associée a la loi constitutive non-linéaire



100

SYSTEMES HAMILTONIENS A PORTS ET PLATITUDE

de la suspension de parameétre Ky (comportement a l'origine), Ksat (facteur de
forme de la non-linéarité) et gsat la position de saturation (déchirement), avec

Ho(xy) = K050 . BKest foxc <1r1 fcos (=220 )) 4 (2 )2> |
2 T(m—4) 2 - Jsat 2 \2 - gsat
La tension associée a la résistance R du fil conducteur est vg = Ri avec i =
VH, (x2) = % le courant généré par la bobine, et la force associée a I’amortisse-
ment A est f4 = A % avec % = VH; (x1) = 3} L'entrée est la tension u = v et la
sortie est le courant y = 1.

La structure (1.14-1.15) est obtenue en appliquant les lois de Kirchhoff et de
Newton au réseau de composants (voir section ?? et chapitre 7) :

& 0 1 0]0 VHo(x)

S| -1 -Aa Bjo VH (v1) | (C58)
a2 0 —B, —R|1 VH, (x7)

—y 0 0 —110 u

4.4.2  Détermination de la commande par platitude

La structure (C58) est directement donnée sous la forme (C40), avec N =2, n; = 1
etr; = pi = 0 pour 0 < i < N. Pour i = 0, on choisit donc la sortie plate
= ®u(x) = xp = g, avec x9 = Py, (1) = p. La matrice de gain du bloc est

Go = Ly = —1, et la sortie est ¢ (x9) = G} VHy(x¢) = —aHaoig(’). Les matrices de
découplage sont
0%Hy(x
To(w) = Jpylr0) = -0, (C59)
*0
Mo(xo) = To(xo) (Jo—Ro) =0, (Céo)
9%Hy (x
Do(xo) = To(xo)Lo= % (C61)
*0
Pour i = 1, I’état commandé ¢; = x1 (p; = 0) est obtenu par (C51) :
oH;\ ! _ JoHy(x dx
fi=x = (ax11> [Do(xo) ! <M0(x0) 809500) — To(xo) dto)] (Cé2)
_ JH; -1 du| . du
= (5) L5 =m3 (€63
La matrice de gain du bloc est G; = L; = —By, et la sortie est ¢,(x1) =
G] VH;(x1) = —B, % Les matrices de découplage sont (J; =0, Ry = A) :
9”Hi (x1) By
Ti(x1) = jq:l(xl) = —By T% =M (Ce5)
B/ A
Mi(x1) = Ti(x1)(J1—Ry) = éﬁ (Cé6)
B}
Di(x1) = Ti(x1)L1= . (C67)

M
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et I'état commandé xip = x; (p2 = 0) est obtenu par (C54), avec aHar(m = ’% :
aH
H=x = ( 2 2 () + M dt’;) (C68)
= Dy (1 ) (C69)
Finalement, la matrice de gain du systeme est G; = Ly, = —1, et la sortie est

—y = ¢,(x2) = G} VHa(x) = ahgz(“) Les matrices de découplage sont (J, =0,
Rz = R) .

2
To(w) = Jplo) =T (C70)
2
My(x2) = Ta(x2)(J2—Rp) = % (C71)
Da(w) = Ta(w)la=7. (C72)

@y, 1 ([ PH du d?u .
etla commande u est obtenue par (C56), avec —52 = 5 < axgo (W) o +AgE + Mme dt3 :

W = Dy (®y) (Mz(q)x2> VH, (®y,) + T2 (Dy,) (‘/’1 (Px) — dCsz))

dt
R 90H, RA L 9%H d RM+ AL g2 LM &
- ?TO(”) ?_M B, 20() j‘Li% 7%{
¢ 9Xp ¢ ¢ 0x; dt By dt B, dt
= D, (14,-~-,ﬂ(3))- (C73)

Alors, étant donné un déplacement cible p* admissible, I’entrée nominale u* est
donnée par (C73), en remplagant toutes les occurrences de la sortie plate y par

u*, c’est a dire
= @y (I L1 L
v dt’ ar ar -

4.4.3 Résultats de simulation

Le modele de haut parleur utilisé est un FANE Sovereign 12-500LF, dont les pa-
rametres physiques sont donnés table A1. La méthode de simulation est décrite
au chapitre 2. Le résultat d’une simulation directe avec 1’entrée non compensée
u = Ay sin(2rnf,t) pour A, = 100V et f, = 100Hz est donné figure 4.8.

M | o.075 (kg) By 16.37 (T-m)
L 2.36 (mH) Ky 7.14 (N-m~1)
R 5-9 (Q) Ksat 100 (N’m_l)
A |3 (N-sm™~1) Jsat 5.17 (mm)

TaBLE A1 : Parametres physiques du modele de haut-parleur FANE Sovereign 12-500LF
utilisé pour les simulations.

Maintenant, on assigne une trajectoire sinusoidale pour la sortie plate : g* =
p* = Ay sin(2rf,t) d’amplitude A, = 0.79sar (metres) et de fréquence f, =
100Hz. Le systeme est supposé initialement au repos, c’est & dire qu’une condition
initiale admissible pour la sortie plate et ses dérivées jusqu’a I'ordre 3 est donnée

2,x 43

par y(t =0) =0,0 <i < 3[111]. Ensuite, 'ensemble (y*, d;‘t , ddt}; , ddlé ) est
régularisé entre t = 0 and t = 1/f, par un polyndme d’ordre 3. L'entrée u*
résultante est donnée figure 4.9. La comparaison entre la cible y#* et la sortie plate

simulée p pour l'entrée u* est donnée figure 4.9.

101
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u(V)

0.01 0.02 0.03

Temps(s)

q(m)

0.0006

PLATITUDE

0.0004

0.0002

0.0000

-0.0002 \

~0.0004

~0.0006

v

0.00

0.03
Temps(s)

0.04 0.05 0.06

FIGURE 4.8 : Simulation directe (sans planification). Déplacement xg = g simulé pour un
haut-parleur FANE Sovereign 12-500LF excité par une tension sinusoidale (am-
plitude 100V et fréquence 100Hz). A gauche : tension d’entrée u. A droite :
déplacement x¢ = g.

A

N\

.01 0.02 0.03

Temps(s)

q*(m)

0.0015

0.0010

0.0005

A

0.0000

~0.0005

~0.0010

/

-0.0015

= = Simulation
—— Cible

0.00

0.03 0.04 0.05 0.06

Temps(s)

FIGURE 4.9 : A gauche : tension d’entrée u* pour une trajectoire cible de la sortie plate
donnée par une sinusoide (régularisée sur la premiere période), d’amplitude
Ay = 3.62mm et de fréquence f, = 100 Hz (la fréquence d’échantillonnage est
fs = 48kHz). A droite : cible u* = ¢* et résultat de simulation pour la sortie

plate i = q.
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FIGURE 4.10 : Erreur sur la trajectoire de la sortie plate € = |g* — g| avec ¢* la trajectoire
cible et g la trajectoire simulée (sur une échelle logarithmique en ordonnées).
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4.5 CONCLUSIONS DU CHAPITRE ET PERSPECTIVES

Dans ce chapitre, nous avons (i) exploité la structure des systéme hamiltoniens
a ports pour déterminer automatiquement une sortie plate et (ii) construit une
loi de commande par platitude pour les SHP. L'approche a été validée en simu-
lation sur un modéle non linéaire simplifié de haut-parleur. Quatre perspectives
naturelles a ce travail sont :

1. L’application a un modéle de haut-parleur raffiné (chapitre 7).

2. Application a la linéarisation d'un systeme réel. Cette perspective néces-
site une solide procédure d’estimation des parametres du modele. Des re-
cherches ont été menées dans ce sens au cours du stage d’Antoine Des-
champs [A1], ot I'on a considéré les techniques de filtrage particulaire
adaptées aux SHP pour 'observation d’état et le principe de maximum de
vraisemblance pour l'estimation. Le travail se poursuit actuellement au sein
de I'équipeS3* dans le cadre de la thése de Damien Bouvier et du stage de
Tristan Lebrun.

3. Extension de la méthode M2 aux bouclages dynamiques (i. e. la sortie plate
dépend de I'état, de I'entrée et de ses dérivées).

4. L'implémentation de la méthode M2 a la bibliotheque PyprHs (chapitre 5)
pour l'analyse automatique de platitude.

2 http://s3.ircam.fr/
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Deuxieme partie

APPLICATIONS

Cette partie présente tout d’abord un outil logiciel qui (i) implémente
les méthodes présentées en partie I pour la mise en équation auto-
matique et (ii) génere le code I£TgXde description et le code C4 de
simulation correspondant (chapitre 5). Cet outil est ensuite utilisé aux
chapitres 6 et 7 pour le traitement de deux systemes multiphysiques
d’intérét en audio : le piano électromécanique Fender Rhodes et la
partie électro-magnéto-thermo-mécanique du haut-pareur électrody-
namique (respectivement).






PYPHS : UNE BIBLIOTHEQUE POUR LA GENERATION DE
CODE TEMPS REEL

Tout est plus simple qu’on ne peut
I'imaginer, et en méme temps plus
enchevétré qu’on ne saurait le
CONCeVOir.

Communément attribué a
J. W. von Goethe
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5.1 INTRODUCTION

Ce chapitre présente la bibliotheque en langage python PyrHs développée dans
cette these pour la génération de code de simulation numérique pour les sys-
témes donnés dans le formalisme des systémes hamiltoniens a ports. La biblio-
theque est disponible librement sur GitHub" (licence CECILL? mise en place par
les organismes CEA, CNRS et INRIA pour les logiciels libre). Une documentation
complete est en cours de rédaction ; ce chapitre donne un apercu de l’organisation,
du fonctionnement et des perspectives de ce code.

5.2 DESCRIPTION

La bibliotheque PyrHs est un ensemble de scripts python réunis dans un dossier :
aucune installation n’est nécessaire et la bibliotheque peut étre simplement télé-
chargée depuis https://github.com/A-Falaize/pypHs. Le dossier PypHs contient
un script python pypHs . py et deux dossier : le dossier dictionary qui contient le
dictionnaire de composants multi-physiques, et le dossier utils qui contient l'es-
sentiel du code.

Le script principal pypHs . py définit 1’objet python PHOBJ qui constitue le point
d’entrée pour l'utilisation de 'ensemble de la bilbiotheque. Une instance de
rPHOBJ est la représentation objet d'un systéme hamiltonien a ports. Les attributs
de I’objet sont les éléments caractéristiques du SHP (structure algébro-différentielle,
voir section ??) : dimensions et labels des variables x, w, u, y; matrices de struc-
ture Jx, Jw, Jy, Gx, Gw et K, et lois constitutives H et z. La bibliotheque fait

1 https://github.com/A-Falaize/pypHs
2 http://www.cecill.info/licences.fr.html
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une utilisation extensive du module de calcul symbolique Symry [165] pour dé-
terminer automatiquement e.g. le gradient discret (définition 2.8) ou la forme
quadratisée (définition 2.9).

Cette structure peut étre renseignée 4 la main, ou automatiquement générée a
partir d"une netlist (voir section 3.4.2) pour une implémentation de 1’algorithme 5
de passage d'un graphe au SHP (voir section 3.4.2). Tous les composants du
graphe doivent étre inclus au dictionnaire, qui peut étre étendu par l'ajout a
la volée de composants spécifiques a 1’application considérée. Chaque composant
est lui méme une instance de 1'objet PHOBJ.

Une fois le systéeme encodé dans une instance PHOBJ, on hérite de toutes les
méthodes implémentées pour la classe :

¢ simulation numérique directement en python par les méthodes & un pas
(méthode 2.1) et & deux pas (méthode 2.2),

¢ génération du code IXTEX de description du systeme,

® génération du code C4 de simulation passive (chapitre 2).

5.3 EXEMPLE

Pour toutes les applications traitées dans ce manuscrit les équations et le code
C4+ de simulation ont pu étre générés par la librairie présentée ci-dessus (Fen-
der Rhodes au chapitre 6, circuits analogiques au chapitre 3 et modeles de haut-
parleurs au chapitre 7). Nous présentons ici succinctement un exemple multi-
physique : le modele de Thiele et Small

5.3.1 Modeéle

Le fonctionnement du code est illustré sur un modele de Thiele et Small pour
le haut-parleur électrodynamique (voir sections1.4.3 et 7.5). Ce systéme inclut
des composants électriques et mécaniques. Une représentaiton schématique est
donnée figure 5.1.

FIGURE 5.1 : Graphe du modele de Thiele et Small (haut-parleur électrodynamique). La
netlist associée est donnée ci-dessous.

Ce systéme inclut trois composants stockants (inductance LC de 0.3mH, masse
MCDA de 10g et raideur Ksp de 2000N.m '), deux composants dissipatifs (ré-
sistance RC de 10Q) et amortissement fluide RSA de coefficient 1N.s.m™!) et un
port externe I piloté en effort (tension). Le couplage électromagnétique est encodé
dans le gyrateur de ratio BL = 5. La netlist associée a ce systéme est donnée par
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port I ['A'] ['e’]

resistor RC ['A’,'B’'] [10.0]
inductor LC ['B’,'C’'] [0.0003]
gyrator BL ['C’,0,'D’,0] [5]
mass MCDA ['D’,'E’'] [0.01]
damper RSA ['E’,'F'] [1.0]
stiffness KSA ['F’',0] [2000.0]

Ces lignes sont rentrées dans un ficher au format ASCII avec l’extension *.net
(ici; netlist.net). L'objet phObj est labélisé par thielesmall, et instancié par la
commande :

phs = pHobj(thielesmall)

La construction du graphe a partir de la netlist est réalisée par la commande

phs = phs.netlist2graph(netlist)

Finalement, la structure SHP est générée par la commande

phs = phs.graph2phs()

Nous donnons ci-dessous les équation générés au format I4TgX(le code C4 gé-
néré est présenté en annexe de ce chapitre).

5.3.2  Code BTpXgénéré

Les équation suivantes sont générées directement au format IXIgXpar le code
proposé. On retrouve la formulation hamiltonienne a ports du modele de Thiele
et Small (voir sections1.4.3 et 7.5). Le code C++ généré est donné en annexe 8.

STRUCTURE OF PHS thielesmall

SYSTEM DIMENSIONS
nx = 3.
nw = 2.

ny =

np = 0.

SYSTEM VARIABLES
xLC

x= 1| xMCDA
xKSA

l wRC
W —

wRSA

w=l .

y=[w]
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CONSTITUTIVE RELATIONS

H(x) = 1000.0xKS A2 + 1666.66666666667xLC2 + 50.0xMCD A>.

3333.33333333333xLC
VH(x) = 100.0xMCD A
2000.0xKSA

z(w) =

10.0wRC
1.0wRSA

SYSTEM STRUCTURE

[0 50 0 -10 0 —1.0 |
50 0 -10 0 -10 0
P B
110 o 0 0 0 0
0o 10 0 0 0 0

10 0 0o 0 0 0 |

5.4 PERSPECTIVES

La bibliothéque PyrHs pour la génération automatique de code a permis de trai-
ter toutes les applications de cette these. A chaque fois, le code de simulation C;
utilisé est généré automatiquement. Particulierement, le code C4, obtenu pour
la pédale (circuit analogique pour guitare électrique) Dunlop CryBaby (section 3)
a été inclut dans un carcan Juce3. Cette bibliotheque C  tierce fait le lien entre
les entrées-sorties audio et le code de calcul fourni par PyrHs. Ceci a permis de

construire un logiciel utilisable en temps réel par les musiciens.

3 https://www.juce.com/


https://www.juce.com/
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Les perspectives de ce travail sont les suivantes.

¢ Génération automatique de code FAUST# (pour l'instant, le code FAUST est
généré uniquement dans les cas linéaires).

* Génération automatique du projet Juce pour obtenir directement un logiciel
(plugin) utilisable (pour l'instant, l'inclusion se fait 4 la main).

e Compléter le dictionnaire (cordes, plaques, triodes, etc).

4 Bibliotheque C, 4 dédiée au processus temps réels http://faust.grame.fr/
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DEUXIEME APPLICATION : LE PIANO FENDER RHODES
(ARTICLE "PASSIVE SIMULATION OF THE NONLINEAR
PORT-HAMILTONIAN MODELING OF A RHODES PIANO"
SOUMIS AU JOURNAL OF SOUND AND VIBRATION)

It was there when it all started, and
it’s still around. That’s the mark of
a great instrument.

Josef E. Zawinul - Rhodes Mark 11
Brochure, 1981.
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MOTIVATION ET GUIDE DE LECTURE

Les systemes audio et acoustiques incluent des phénomenes d’origine électrique,
mécaniques, magnétiques, acoustiques, et thermiques. Le formalisme des systeme
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hamiltoniens & ports (chapitre 1) est particulierement adapté a la modélisation de
ces systemes multi-physiques. Ce chapitre est une inclusion de l'article [A5] Pas-
sive simulation of the nonlinear port-Hamiltonian modeling of a Rhodes Piano*, dédié au
traitement d’un instrument complet. Plus précisément, il traite de la simulation
temporelle d’un piano électromécanique : le Fender Rhodes. Un modéle simpli-
fié de ce systeme multi-physique est considéré. Il est composé d'un marteau de
piano (composant mécanique non linéaire), d’'une poutre encastrée (composant
vibratoire linéaire amorti) et d’un capteur (transducteur électromagnétique non
linéaire).

Une formulation passive du systéme complet est proposée, a partir de laquelle
une simulation a passivité garantie est construite afin de générer des sons de
synthese réalistes, qui respectent la physique. Ces deux objectifs sont atteints
en quatre étapes. Premiérement, nous rappelons la classe des systemes hamilto-
niens a ports (section 6.2, rappels du chapitre 1). Deuxiemement, un modéle phy-
sique de chaque composant est sélectionné et réécrit sous forme Hamiltonienne
a port. En particulier pour la poutre encastrée, un modele de dimension finie
est construit par décomposition modale du modele d’Euler-Bernoulli. Troisieme-
ment, ces systémes sont interconnectés pour former un systeme Hamiltonien a
ports non linéaire de dimension finie. Quatriéemement, une simulation a passivité
garantie est proposée (section 6.5, rappels du chapitre 2). Finalement, des résultats
numériques sont présentés pour un ensemble de parametres physiques réalistes.
Les signaux audio obtenus sont physiquement et perceptiblement cohérents, et
qualitativement proches de signaux mesurés sur un instrument réel.

INTRODUCTION

Sound synthesis based on physical modeling aims at recovering natural beha-
viors of existing (or imaginary) instruments. This includes transients, effects due
to damping phenomena, timbre variations due to nonlinearities, etc. But, because
of nonlinearities, guarantying numerical stability is not straightfoward. In this
context, approaches based on energy have been developed and applied to simu-
late musical instruments [30, 46, 13, 14]. The principle relies on passivity : conser-
vative (or dissipative) phenomena make the energy time-variation be equal to
(or be lower than) the power received from external sources. Passivity provides
energy bounds, from which state bounds stem, so that preserving this property
in simulations can be used to address stability issues.

Most of these methods involve space-time discretizations and numerical schemes
that are devoted to handle conservative problems and that can successfully be ap-
plied to more realistic dissipative models. Technically, these methods are usually
designed in such a way that a numerical power balance is fulfilled for the discre-
tized quantities (e.g. as the product of discrete velocities and forces). In this paper,
this point of view is modified and handled in two steps : (I) derive a passive
model in the continuous time-domain, through conservative interconnections of
passive elementary components; (II) transpose the complete system in discrete-
time domain in such a way that the original power balance is naturally fulfilled
and passivity is naturally preserved.

1 Article accepté pour une publication au JOURNAL OF SOUND AND VIBRATION.



6.1 PROBLEM STATEMENT

Numerous methods are available to reach step (I). They can be divided in
two main classes : (WS) wave scattering methods and (KV) Kirchhoff’s variables
methods (see e.g. [174]). Mixed WS/KV methods have also been proposed [137].
Several methods are also available for step (II). Some methods that are commonly
used in audio and acoustic applications are (WDF) wave-digital filters [56]) and
(DWG) digital wave-guide [159]). These formalisms belong to the class of WS me-
thods. They allow block-based modeling approaches [137], by introducing links
that mimic the serial and parallel connections, and result in passive models for
linear systems [55]. WDF and DWG approaches lead to realizable and explicit nu-
merical systems. They are appreciated in real-time sound synthesis applications.
However, their benefits are lost for nonlinear systems.

This paper deals with a nonlinear system : the Fender Rhodes piano. Its passive
modeling is derived in the class of Port-Hamiltonian Systems, introduced in the
1990s [120, 153, 52]. These systems can be considered as an extension of Hamil-
tonian systems [116] in the sense that these dynamical systems can be composed
of conservative components. But they also can include dissipative components
as well as some ports connected to external sources and through which energy
can transit. These systems admit a power balance that can be decomposed into
conservative, dissipative and source parts. They also can be simulated in such a
way that the power balance (structured into conservative, dissipative and source
parts) is preserved in the discrete-time domain, including for nonlinear systems,
see [3, p.32] and [Ag]. These tools are chosen, adapted and used to address the
sound synthesis of the Fender Rhodes piano. Notice preliminary results have
been presented in [Az2].

The paper is organized as follows. In section 7.3 the problem statement presents
a simplified description of the Rhodes piano and sets the objectives. Section 6.2
introduces the port-Hamiltonian (pH) formulation. Section 6.3 is devoted to the
physical modeling and the finite-dimensional pH formulation of elementary com-
ponents. In particular, a finite-dimensional model of an Euler-Bernoulli cantilever
beam is derived, based on a standard modal decomposition.

Then, in section 6.4, elementary components are connected, yielding the nonli-
near finite-dimensional port-Hamiltonian system to simulate (step I). Section 6.5
details the numerical method that preserves the power balance (step II). Finally,
in section 6.6, numerical results are presented and some signals are compared to
a few measurements.

6.1 PROBLEM STATEMENT

This section describes the Rhodes piano electromechanism. It focuses on the com-
ponents that are selected to derive the physical model. Then, it states the scientific
issues to be addressed to reach guaranteed-passive sound synthesis.

6.1.1  Overview and main components

A description of the Rhodes piano is given in figure 6.1. The complete system
is quite complex (38 components mentioned for each note in figure 6.1@). The
resonator is an asymmetric tuning fork (elements 7 to 13 and 19 in figure 6.1®)),
where one of the prong is call the tine (element 13) and is struck by the hammer
(elements 14 and 15), the other prong is called the tone bar (element 11). The
constant magnetic induction field due to the pickup magnet in free air is modu-
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lated by the movement of the (magnetically conducting) tine, which results in
a change of the magnetic flux in the coil, that generates an electromotive force
(tension) from Faraday’s law of induction.

(a)

FIGURE 6.1 : Overview of a single note of a Rhodes piano : @ original schematics [83]
(extracted from http://www.fenderrhodes.com courtesy of Frederik Adlers);
® part selected for modeling.

This paper focuses on the part depicted in figure 6.1®), which starts from the
hammer (excited by a force) to the pickup (producing an output voltage). This
part is simplified following figure 6.2 and modeled by three multi-physical ele-
ments :

1. a nonlinear hysteretic hammer h, with adjustable material characteristics
and geometry,

2. a linear damped cantilever beam b, which can be tuned according to the
shape and material properties,

3. anonlinear pickup p, the transverse and longitudinal position of which can
be adjusted compared to the free-end beam extremity, which is connected
to a RC analog filter (not represented in figure 6.2).

Pickup P

N

¢ Hammer h
|

FIGURE 6.2 : Schematic of the simplified electromechanical piano, with hammer h, beam b
and pickup p.

This simplification is justified or limited by the following considerations and as-
sumptions. Elements 1-6 and 26—38 are excluded from figure 6.1®). They are
concerned with the body or the key action mechanism. The body is assumed to
be ideally rigid. The key action mechanism is ignored in the modeling. Indeed,
the exhaust mechanism makes it out of contact with the hammer at the impact
time. The hammer (elements 14-15) is then isolated and considered as the exci-
tation part of the proposed model (see [73] for a study on a grand piano). The
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6.2 PORT-HAMILTONIAN SYSTEMS

tuning fork module (elements 7-13 and 19) is the vibrating part of the system. Its
modeling is simplified according to the following assumptions :

(A1) The cylindrical tine 13 is modeled as a linear damped Euler-Bernoulli beam.

(A2) The tone bar 11 is neglected, as well as its coupling with the tine through
the solid pieces 10 and 12, on which the tine is clamped. Its main role is to
store and restore mechanical energy to enhance the sustain. It also has an
impact on the transient, the effect of which is not investigated here.

(A3) Elements 7—9 are composed of screws combined with springs with a high
stiffness to adjust the transverse position of the tin with respect to the pi-
ckup. They are modeled as an ideally rigid connection with the body, loca-
ted at an adjustable position.

(A4) The fine tuning of the beam is addressed by adjusting the length of the
beam rather than including the tuning mass (element 19).

These assumptions are motivated by the following reasons. The linear behavior
assumed in (A1) has been validated in [125]. Assumption (A2) is the most critical
one in practice, as the tone bar pumps and restores mechanical energy to the
tine. It has an impact on the transient and enhances the sustain. These effects are
not investigated here to simplify the study. Assumptions (A3—-A4) correspond to
the boundary conditions of a cantilever beam. This allows an exact model order
reduction through a decomposition on analytic eigen-functions. The pickup and
its placement (elements 20—21) are included in the modeling as they are known to
have the main nonlinear impact on the output signal [124]. The damper module
(elements 16-18 and 22-25) is ignored in the modeling, meaning that the key
release is not taken into account and that the beam is let free until the vibration
extinction.

6.1.2  Objectives

The main objective of this work is to provide a physically-based sound synthesis
that generates a large variety of realistic sounds. The second objective is to derive
a simulation that preserves fundamental physical principles (causality, stability
and, more soundly, passivity and power balance) and that minimizes the compu-
tational load. To this end, the following approach is adopted : port-Hamiltonian
formulation of the complete system, model order reduction of the infinite dimen-
sional component (beam b), numerical method that preserves the power balance
in the discrete-time domain, derivation of a C4 code from symbolic calculation
to accelerate some costly operations.

6.2 PORT-HAMILTONIAN SYSTEMS

This section starts from basic considerations on energy and passivity. It progres-
sively introduces and recalls the port-Hamiltonian (pH) formalism [120, 153, 52].
It also presents an illustrative example. It is shown how this structure guarantees
the passivity of the model in the continuous time-domain.

6.2.1 Considerations on energy and passivity

Denote E(t) > 0 the energy stored in an open physical system. If the system is

autonomous and conservative, its time variation %];:(t) is zero. If the system is
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controlled (non-autonomous) and conservative, %(t) is the power S(t) supplied
by sources through external ports. For systems including dissipative phenomena

with dissipated power D(t) > 0, the energy varies according to the power balance :

%(t) — S(£) = D(1). (C1)
Such systems are passive in the sense that & < S. In particular, if the sources
are not activated, & < 0. The dynamic input-to-output behavior of such a sys-
tem is the result of the power exchanges between isolated lumped or distributed
components. For finite-dimensional systems, those components are sorted as (or
can be a combination of) : ng components that store energy E > 0 (moving mass,
capacitors), np components that dissipate power D > 0 (mechanical damping,
transistors), 1, external ports that convey power S (¢ R) from sources (exter-
nal forces, electrical batteries, etc) or any external system (active, dissipative or
mixed). The behavior of each component is described by a relation between two
sets of variables : flows f (velocities, currents, variations of magnetic flux, etc) and
their associated efforts e (forces, voltages, magneto-motive forces, etc). All these
quantities are defined in receiver convention, where P = fTe denotes the power
received by the components.

The energy level of a storage component n depends on an appropriate variable
x5 (the elongation x, = ¢ for a spring, the charge x, = g for a capacitor, the
magnetic flux x, = ¢ for a coil, etc). This defines an energy function H,, (H,(¢) =
(K¢?) /2 for a linear spring with stiffness K, H, () = g%/ (2C) for a linear capacitor
with capacitance C, H,(¢) = ¢/ (2L) for a linear coil with inductance L, etc). The
total stored energy E is a function H of the state x = [xq,-- -, ;|7 given by the
sum E = H(x) = "% ; Hy(xy). The energy variation & in (C1) is related to the
state x with

dE dx
[ T
o = HOT

This variation is precisely the received power, that is sum of the products of
flows and efforts for all the components & = fleg with fg = [f1, -+, fue]T and
eg = [e1,- -, ¢y )T (receiver convention). The external power supplied by sources
is the sum of the products of flows and efforts localized at the ports (emitter
convention), that is, S = §1  eext With fexy = [f1, - - - ,fnp]T and eext = [e1,- -, enp]T.
These flows f.,; and efforts ecxt can be rearranged in two vectors, u (considered as
a system input) and y (the associated output). This means that (#,, ) = (fu, en)
or (Un,Yn) = (en, fn) for each pair in (foy, eext) and yields

(C2)

S=uly. (C3)

Finally, relating the flows and efforts of dissipative components (receiver conven-
tion) to the state and port variables, and expressing the total dissipated power as
a sum of their product yield

T
D(x,u) = < VH(x) > R< VH(x) ), (Cq)

u u

the positivity of which is conditioned by that of matrix R, which can depends on
x (see section 6.2.3 for a simple example and sections 6.3 and 6.4 for the Rhodes
piano).



6.2 PORT-HAMILTONIAN SYSTEMS

6.2.2  State-space representation of port-Hamiltonian systems

The governing equations of a physical system relate the flows and the efforts
introduced above. The port-Hamiltonian systems introduced in [120] (see also
[153, 52, 177]) provide a formulation of such a class of equations for systems that
fulfill the power balance (C1) with (C2), (C3) and (C4). A differential state-space
representation is given by (see .. [52, eq2.53]) :

( a ) — (J(x) ~R(x)) - ( VH(Xx) > (C5)
_\/i

-y u
—— ————
b a

where H is the Hamiltonian, J is a skew-symmetric matrix (JT= —J for all x) and
R is a positive semidefinite matrix (xTRx > 0 for all x). The system matrices are
structured as follows :

[ k(x) G ) B ( Rx(x)  Ryy(x) )
J(x) = , R(x) = , (Ce)
( ) ( _G(X)T Jy(x) ( ) ny(x)T Ry(x)

with skew-symmetric matrices Jx € R™*" and Jy € R"*"r, positive semide-
finite matrices Ry € R"™*" and Ry € R"*", and Ryy such that R is positive
semidefinite.

As mentioned above, the pH system (C5-C6) fulfills the definition of passivity
(see e.g. [96]), according to the following property.

Property 6.1 (Power Balance) The variation of the total energy E = H(x) of a system
governed by (C5—Co6) is given by (C1), with total incoming power defined in (C3) and
total dissipated power (C4).

Preuve From the above definitions, we have aTb = % — 8 and aTb = —D since
T
aTMa=— ( () ) R < () ) from skew-symmetry of J.
u u

Remark B1 (Passivity, Lyapunov stability and numerical stability) A main inter-
est of port-Hamiltonian systems is that they satisfy property 6.1, which ensures Lyapunov
stability steming from passivity. In short, for a state space representation % = f(x,u),
y = g(x,u) (with dim(u) = dim(y)) and storage function H, passivity means that
%&x) < yTu = 8. Property 6.1 ensures this inequality. This implies that if the excitation
stops (u = 0 so that S = 0), the storage function H stops increasing. More precisely,
E = H(x) is constant in the conservative case (D = 0) and it decreases in the dissipative
case (D > 0). In these cases, the LaSalle invariance principle states that the trajectory

t — x(t) tends toward the maximal invariant subspace S as t — oo, with
S ={x € R"™s.t. VH(x)Tf(x,u =0) = 0}. (Cy)

Then, the Lyapunov theorem ensures the system stability as far as H is positive definite
(see also [96, §4.1, 4.2 and 6.2] for details). If H is not definite, S provides the set of
reachable asymptotic states. This property can be transfered to simulations, based on the
numerical method presented in section 6.5 that preserves the power balance in the discrete
time domain.

6.2.3 Example

In the sequel, for sake of readability, constant values are denoted by capital
letters.

119



120 DEUXIEME APPLICATION : LE PIANO FENDER RHODES

Consider the linear mass-spring-damper system depicted in figure 6.3, where
gravity is neglected. The mass position is denoted g, with g = 0 the spring equili-
brium. The system is excited by an external force (fext).

This system includes ng = 2 storage components, n, = 1 external port and
np = 1 dissipative component. The storage components are : mass M with mo-
mentum x; = d(g/th) and kinetic energy Hj(x;) = x2/(2M), and spring K with
elongation x, = g and potential energy Hy(x2) = (Kx3)/2. The external port is
made of one input u = eext = fext (€xternal force) and one outputy = %. The dis-
sipative component is the damper with dissipated power D4 (x) = Hj (x1)AH}(x1) =

2 2
A (%) . For the mass, fy1 = %1 = M% is the fictitious force (effort ¢7) and
dx, _

Hi(x1) = % is the velocity (flow f;). For the spring, “3* = % is the velocity (flow
f2) and fx = Hj(xp) = Kq is the restoring force (effort ¢y). For the damper, the
counteracting force is fq = A% so that the associated effort is ¢4 = AH/ (x7).

A

q ffM ffext
M

I fa
K. A

FIGURE 6.3 : Damped harmonic oscillator with excitation.

Applying Newton’s second law to this simple system yields

¢q —-A —-1]+1 f1
f2 = +1 0| O [ e |- (C8)
—fext -1 0 ‘ 0 Cext

From the constitutive laws of components, this equation exactly restores formu-
lation (C5-C6), block by block. This is summarized in table A1.

State : . Energy :
d 2 2
x= (M) HO) = 3 + 5
Input : Output :
d
u = fext y= CT?
0 —1]+1 A 00
J=1+1 o0 0, R=] 0 0]0
-1 0] O 0 0]0

TaBLE A1 : Port-Hamiltonian formulation (C5-C6) for the example (C8).



6.3 MODELS OF COMPONENTS

6.3 MODELS OF COMPONENTS

This section presents the multi-physical components that compose each note of
a Rhodes piano : (h) a hammer in §6.3.1, (b) a cantilever beam in §6.3.2 and (p)
a pickup connected to a RC analog filter in §6.3.3. The hammer h is a nonlinear
hysteretic model proposed in [162]. This finite-dimensional system is associated
with a non-quadratic energy and a nonlinear damping. The beam b is a linear
damped Euler-Bernoulli model [68], [95, §4.9]. A model order reduction of this
infinite-dimensional model is derived, based on a standard modal decomposition.
The pickup p is a finite-dimensional nonlinear model [121]. It is composed of one
constant magnetic source (magnet), two linear components that stores energy
(coil and capacitor), one linear resistor and one electrical port that delivers the
output signal (voltage). Contrarily to the hammer, the nonlinearity of the pickup
only comes from the magnetic flux induced in the coil due to the movement of
the beam extremity. The models of these three components prove passive so that
they admit port-Hamiltonian formulations.

6.3.1 Hammer h

The hammer is composed of a rigid core that is covered by a deformable felt. In
this paper, its modeling is inspired from that proposed in [162] and used in e.g. [58,
65, 30] for the acoustic piano. This model describes nonlinear elastic phenomena
(see e.g. [63, 17] for experimental validations) and nonlinear damping phenomena
[161]. This combination yields realistic nonlinear hysteretic effects that account for
the shape memory of the felt.

GOVERNING EQUATIONS  Denote g (), Jor () and Ly, the position of a contact
point, the top position of the core and the thickness of the felt at rest, respectively,
in an inertial frame of reference (see figure 6.4). For the felt, the crushed thickness
i8 0 if Geore () + Ln < Joone(t) and is

u(t) = Geore(£) + Lin — Geoni (1) (Co)
otherwise, so that the crushed rate is given by

cn(gn) = %Zh’o). (C10)

elast

The elastic force f,*** and the damping force f;™™ due to the felt are nonlinear

functions of the crush rate given by

() = Facn™,

d(cnBn)

. ( (C11)
nt(en) = Anln—g—,

where the inertial force of the felt is neglected and parameters are detailed in
table A2. The hammer core can be considered as a mass My submitted to the
felt force —(fu™ + fz™™) and actuated by an external force o (see [73]). Its
governing equation is

dzqcore

M
b a2

— fn™ (Ch(qh)) - }iamp (Ch(Qh)) + fext- (C12)

The mobile contact point with velocity vy = d‘z;;’“‘ experiences the reaction

force fn™ 4 fo™™ so that the force exerted by the contact point on the felt is
ot = — (™ + £;7™), and the mechanical power provided to the system is P, =
cont ycont

ext Vext
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A A
elj qcont (t )
9 com (0 )
fe/ast damp
h h
q(.'()l"(’ (t )T
Geore(0)
M,
e

FIGURE 6.4 : Mass-spring-damper model of the hammer and notations.

Label Description Typical value  Unit
My  Total mass 3 x 1072 Kg
Ly  Felt thickness at rest 15 x 1073 m
By  Felt characteristic exponent 2.5 Dimensionless
F,  Elastic characteristic force 13.8 N
Ap  Felt damping coefficient 0.184 N.s.m~!

TaBLE A2 : Physical parameters for the hammer h. These parameters correspond to typical
values found in [17, 162] or [29, (I.2.2)] with formula f,*** = Ke?, fy"™ = Rdg": )
and e = Ly, thatis, p = By = 25, K = L, ®F, = 5x 10° N.m 2% and

R =L} P A, =100 N.s.m 2.

PORT-HAMILTONIAN FORMULATION The port Hamiltonian system of the

hammer is derived as in example 6.2.3. For the mass of the core, the state is
thqcore

the momentum x, 1 = —g;*** with associated kinetic energy
2
X
h,1
Hy1(xp1) = -5 C1
n1(¥n1) My, (C13)

For a spring, the potential energy is given by H s (9) = [y fiping(€)dE. In example
6.2.3, the spring is symmetric and linear (f...;(7) = Kq) so that H,,....(q) = Kg?/2
is quadratic. For the hammer felt, the spring is non-symmetric (C10) and non-
linear (C11) so that the associated Hamiltonian Hy, is a non-even and non-
quadratic function of the state x, 2 = g :

LyF
Bn+1

Hyo(xn2) = cn(xn) Pt (C14)

dxng _
ar
is the inertial force (effort, label ¢y, 1) and H{l 1(xn1) = %qm is the ve-

locity (flow, label fy 1). For the spring, dxhz = dqh is homogeneous to a velocity

(flow fn2) and Hj(xn2) = fhd“‘(ch(qh)) 1s the sprmg force (effort epy). For the

damper, the damping force is f;™ (qn) = Ag}fh ch(qh)Bh_l% so that the effort is

e = 1y (xn2) (Hj 1 (¥n,1) — v%) with

The flows and efforts of the system are derived as follows. For the mass,
dz (Mh qcorc)
at?

AnL
" (qn) = ;hhch(‘ih)Bhi (C15)
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The pH system of the hammer has two external ports. One is associated with the

core velocity % (flow fn3 = fn,1) and the associated external force fg; (effort

en,3)- The other one is associated with the contact point velocity vy (flow fy 4)

and the associated external force f&y (effort ep 4 = —eno — ¢*™ so that f, 4 ep 4 is
the power provided by the contact point to the system). Inputs and outputs are
chosen to be un = (en3,fn4), Yo = (fn3, ena4). This choice restores the governing

equation (C12), summarized in table A3.

Energy :
Hh(Xh) =
Hy,1(¥n,1) +Hu2(¥n,2)

State :
Xp = (%(thmre),Qh)T

Input : Output :
un = (f vs)T Yo = (G 53T
0 —-1[+1 0 (o) 00 —r(xno)
- +1 0] 0 -1 R 0 0|0 0
-1 0] 0 0 0 0|0 0
0 +1| 0 0 —ra(xn2) 00 +rn(xn2)

TaBLE A3 : Port-Hamiltonian formulation (C5-C6) for the hammer (see (C9) and (C13-C15)
for definitions). In this case, the invariant subspace (C7) is described by (C13-
C14) with (C10), that is, S, = {xn € R?s.t. [xn]; = 0, [xn]z < 0}. Inequality
[xn]z2 < 0 is due to the fact that the hammer position goes to minus infinity
with constant velocity ([xs]1 = 0), after it has rebounded on the contact point.

6.3.2 Beamb

In this paper, the standard Euler-Bernoulli modeling of damped cantilever beam
b is used, which results in a linear partial-differential equation (see e.g. [68]). To
cope with numerical realizability, we firstly apply a standard modal decompo-
sition and recast the resulting set of ordinary differential equations as a finite
dimensional pH system (see [115] and particularly [180, § 1.3] for infinite dimen-
sional pH description). This contrasts with the finite-element spatial discretization
[35] considered in e.g. [30, 46, 13, 14].

EULER-BERNOULLI MODELING Denoting z € (0,Ly) the spatial coordinate
along the beam, the Euler-Bernoulli modeling [68], [95, §4.9] of transverse deflect

q(z,t) is

42
MdeZ + Apdig + Knd2q = fo (C16)
where parameters are detailed in table A4. Initial conditions are g(z,0) = 0

and %(2, 0) = 0. The configuration space of the deflect g is a Hilbert space
H = L?(0, Ly). The bounded inertia operator and damping operator associated
with (C16) are M = My Z and C = Ay, Z, respectively, where Z denotes the iden-
tity operator. The stiffness operator is Kq = Kypd2g with domain D(K) = {gq €
H*(0,Ly) s.t. g(0) = 0, 9,q(0) = 0, 32g(Lyp) = 0, 339(Ly) = 0} (H* denotes the
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standard Sobolev space), that includes the boundary conditions for a cantilever
beam, namely : (i) no displacement at the base ¢(0, t) = 0, (ii) no bending at the
base 9,4(0,t) = 0, (iii) no bending moment at the free end 92¢(1,t) = 0, (iv) no
shearing force acting at the free end 92¢(1,t) = 0. Operator K fulfills standard
well-posedness properties such as being densely defined, closed, unbounded and
self-adjoint on the Hilbert space H (see [38, §2] for technical details, [95, §4.9] for
the details on the cantilever beam and [77, §4 and 5] for a complete functional
setting of the Euler-Bernouilli modeling with free ends in the port-Hamiltonian
formalism). The total mechanical energy is [123, §7] :

=5 /Lb (Kb (aﬁq) + My (i‘l)j dz. (C1y)

Label Description Typical value  Unit
M, Mass density 7750 kg.m’3
E.u Young Modulus 180.10° N.m 2
Ry Radius 1073 m
Ay Damping coefficient  5.10~2 N.s™!
28 Tuning frequency 440 Hz
My, Mass per unit length  7TRZ M, kg.m™!
Iy Moment of inertia ZR¢ m*

Ky Flexural rigidity E..ulb N.m?

Ly Length 5.54.102 m

TaBLE A4 : Fixed and deduced physical parameters for a cylindrical beam b. The moment
of inertia of the cross section is given for a cylindrical shape. The length for the
desired tone wy = 27 F, is obtain from a numerical evaluation of (C18) with

K = m the dispersion relation.

FINITE DIMENSIONAL APPROXIMATION  The linear boundary value problem
(C16) admits an orthogonal basis of eigenfunctions B = {¢; }men, on the Hil-
bert space H. Functions 1, are the spatial modes, detailed in 6.7.1. They satisfy
the boundary conditions (i-iv), 93y(z) = x*i(z) for appropriate wave number x
and (Y, Pp) = Om,p (Kronecker’s symbol) for all (m,p) € N2, where the scalar
product on H is defined by (f,g) fO z)dz. Wave numbers «,, are the
solutions of

cosh (% Ly) cos(kmLp) +1 =10, (C18)

with increasing modulus with respect to the index m € IN*.

The projection of the force f&** located at z, and distributed according to
on(z) = 5-1(z = 2n)[_p,/2,+Dy/2) ON the basis B is f = (f1,..., fm)T = Qf
with Q = (0w, ¥) for ¥ = (¢1,...,Pum)7T (see 6.7.2). The relations satisfied by the
modal displacements qp = (g, '¥) are obtained by projecting equation (C16) on
base B. This yields the following ordinary differential equations :

a2 d
My~ ° + Ay~ + KoLy = £ = Of™, (C19)
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with L = dlag(Kl, . K ), which rewrites dxb = Axp + Buy, with input up, = eXt
state xp = (qb, dqb ) , (0,Qm)T and
A 0 wla
A S

where 0 denotes the null matrix and I4 denotes the identity matrix.

PORT-HAMILTONIAN FORMULATION The power provided by the external
force f&' is the product of the later with the collocated velocity v$Xt
tructed from the modal velocities v = QT dqb . This yields to select the output
yb = 0X' = BTVH}, so that the incoming power is P = yJup, = fo TYY Tupdz
(with up, = f&*). From (C17) and the modal reconstruct1on g = qb‘I’ the total
energy of the beam is the Hamiltonian Hy(xp) = 1x{ Wxp, with

wo [l 0 ) (C20)
0 Mbilld

The resulting port-Hamiltonian system is given in table As.

recons-

ext

State : q T Energy :
b = (qb/ Mbditb) Hb(Xb) = %ngxb
Input : Output :
up = t:fxt Yo = vgxt
0 I4 0 0 0 0
J=| -1, 0 |Q [ R=] 0 A4|0
0 -ar|o 0o 0 |0

TaBLE A5 : Port-Hamiltonian formulation (C5-C6) for the Euler-Bernoulli beam (see (C20)

for definition of W). In this case, the invariant subspace (Cy) is S, = {0} C
R?M.

6.3.3 Pickup p

The electromagnetic pickup p includes a magnet (source of constant magnetic
field Bp™) and a coil with N,; wire turns (sensor for the magnetic field variation).
In this paper, the physical modeling is that proposed for electric guitar pickups in
[121], adapted for the system depicted in figure 6.6 (see also the physical model
in [81], and physically inspired signal processing modules in [132, 143]). In short,
a piece of magnetic material (here the beam) changes the spatial distribution of
the magnetic field due to the magnet only, hence a change to the flux in the coil
¢p. Additionally, the coil is connected to a linear RC circuit, so that its total flux is

Pt = Pp + Pre With d‘PRC = U“—‘l (Faraday’s law of induction with coil voltage v.).

First, the coil is modeled as a magnetic capacity in the magnetic domain accor-
ding to the gyrator-capacitor approach [71, 72]. Second, we recall the main steps
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in the derivation of the flux ¢, from [121] for the system in figure 6.6. Third, the
coil is connected to the RC circuit and the resulting model is recast as a port-
Hamiltonian system.

MAGNETO-ELECTRIC TRANSDUCER  According to the gyrator-capacitor approach
detailed in [71, 72], we adopt the magnetic flux variation % and the magnetomo-
tive force I as magnetic flow and effort variables, respectively (%h = P). This per-
mits to model the coil as a linear magnetic capacity : X, = ¢y and Py = H (X))
with He (%) = %@xiw The connection to the electrical domain with v.; the
tension and i, the current trough the coil is obtained from the combination of
Ampere’s theorem ({y = Naln) and Faraday’s law (v = N dﬁ;"“ ), yielding a

magneto-electric gyrator with ratio NLI :

ds coil — coil 1 —
< % = djchl ) _ 0 Noot ( Peort = H!ﬂn(xcoil) ) ] (C21)

; _ 1
N coil 0 vCOil

_lcoi]

. . .. . . dpeoi
Notice this connection is conservative : Ui = Peon ‘gct"”.

i

!

H C
R L
vcoil RCJ?CE VO

FIGURE 6.5 : Schematic of the pickup connected to the RC circuit, with hy the constant
magnetomotive force due to the magnet, f, as in equation (C25) and L the
magnetic capacitance of the coil with N, wire turns. The input current is
igp = 0 (high resistive load).

Label Description Typical value Unit

Bp Magnetic field of the magnet m4.1077 T

Uy Magnetic permeability of vacuum 4.1077 Hm™!

U, eu Magnetic permeability of steel 5103 Hm!

Coi Magnetic capacity 3.07.107° H

Rp Coil radius 51073 m

Lo Horizontal decay 102 m

L. Vertical decay 103 m

N Number of wire turns 100 Dimensionless
Ryc Electrical resistance 10% QO

Cre Electrical capacity 33.10°8 F

U,y Relative magnetic permeability of steel u&—tg‘ Dimensionless

TABLE A6 : Physical parameters for the pickup p.

MECHANO-MAGNETIC TRANSDUCER The two dimensional modeling propo-
sed in [121] for the electric guitar pickup is recalled thereafter. A vibrating sphere
with radius Ay, (same as the beam) is immersed in a constant magnetic induction
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Lhor

FIGURE 6.6 : Description of the pickup. g, (t) is the position of the end of the beam measu-
red from its rest position, L., is a vertical decay, g, is the position of the center
of the magnet from the origin of the frame associated with the beam, L, is

2
the distance between the coil and the beam, R, = ”7” is the radius of the coil.

field By™ due to the magnet. Since there is no conducting current, the total ma-
gnetic excitation field is irrotational and derives from a magnetic potential. The
magnetization of the sphere with relative magnetic permeability U, results in
an additional term to the potential due to the magnet only. The integration of
the total magnetic field over the area bounded by a single wire turn yields the
following magnetic flux (see coordinate system and description in figure 6.6) :

gp = 4BI*R <4R§;Au (fo( = (@p+ L)) + fp(gp + L)) - 1) ,(C22)

9p + Rp

f‘P(qP) = le + (qp + RP)Z 4 (C23)

where gp(t) is the vertical displacement measured from rest position defined as
(Lyo, L) and Ay = % The induced tension depends on the flux variation,
which reads

d d
i R (qp, j;’) Hy (C29)
dqp> 2 fl (QP) B ZLgor f2 (qP) B 2L§or dgp
,— | = 2a;UpAyR - — (C25)
Je (qp dt prnaTE ( f12(‘7p) fzz(‘7p) dat
filagp) = (gp—Rp+Lu.)1*+L2, (C26)
fgp) = (Gp+Rp+ L) + L2, (C2y)

Notice the movement of the sphere is not affected by the magnetic field. Finally,
the system composed of the magnet, the coil and the moving sphere is modeled

mag

as a constant source of magneto-motive force Hp™ = %, connected to a gyrator
modulated by the sphere position and velocity :

dep
()0
- dot _fp 0 Hpg

PORT-HAMILTONIAN MODELING The port-Hamiltonian modeling of the pi-
ckup connected to the RC circuit is made of two storage components (magnetic
and electric capacitances with magnetic flux ¢.,, and electric charge g¢ as respec-
tive states), one resistive element (electric resistance Rgc) and two ports (constant
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magnetomotive force due to the magnet Hp™ and zero input current [81]). The
nonlinearity of this system is only due to the modulating coefficient f, in gain
matrix G. The resulting port-Hamiltonian system is given in table A7.

State : Energy :
xp = (¢cuill qC)T Hp(Xp) - %X;diag(cmﬂ, CRC)XP
Input : Output :
ma . mag
=(Hp™,i0)T yb = (d(’%,?JO)T
dq
0 s | fo (a0 ) O
1
J— N , 0 0 1 /
~fo (a0 ) 0 00
0 -1 0 0
R
N 0/0 O
R — 0 0 0
0 0 0
0 0 0

TaBLE Ay : Port-Hamiltonian formulation (C5-C6) for the pickup p, with ¢,y the magnetic
flux in the coil, g¢ the charge of the capacitor, Hy* the magnetomotive force im-
posed by the magnet and vy the output voltage (see figure 6.5). The expression
for f, is given in equation (C25), with g, the reconstruction of deflect measu-
red at the beam free end (z = Ly). In this case, the invariant subspace (C7) is
Sp = {0} C R2

6.4 COMPLETE SYSTEM

In this section we derive the global port-Hamiltonian modeling of the system
(h, b, p) from the interconnection of the elementary pH systems derived in section
6.3. First we connect the mechanical components (h,b) and second the pickup
which is not energetically but geometrically coupled to the former part. Notice
the connection of two pH systems is again a pH system (see [28]). The total state is
the concatenation of the subsystems states, and the total Hamiltonian is the sum
of the subsystems Hamiltonians. A conservative interconnection is then achieved
by connecting each port of one system to exactly one port of the other.

The connection of the hammer with the beam is as follows. The velocity of
the contact point o3y that corresponds to the second input of the hammer (see
table A3) is the reconstruction of the beam velocity v&Xt, that is, the output of the
beam (see table As) : v = (0, QT) VHyp (xp). Correspondingly, the input force of

ext cont

the beam is the force experienced by the contact point of the hammer f* = —fon.
This yields the following relations (see tables A3 and As) :

{ 2 = [ysh = (0,07) VHs(x), (C29)
—[ynl2 = (ra(xn2),1) VHg(xn) — rn(xn,2) (0, QT) VHp (xv).

c
o’
—_

I
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Notice this yields a passive interconnection in the sense that the power lost by
the hammer is exactly that received by the beam [up]1 [yb]1 = —[un]1 [yn]1. The
connection (C29) is then replaced in the diagonal concatenation of structure ma-
trices J and R from tables A3 and As.

As already stated, the mechanical part is not energetically coupled to the elec-
tromagnetic part, and the complete modeling is obtained by concatenating the

interconnection (b, b) with the pickup p. The arguments of the modulation co-

efficient fp (qp, %”) (see table A7) is obtained from the reconstruction of the

movement of the beam free end with g, = q(Ly). Finally, the port-Hamiltonian
modeling of the system depicted in figure 6.2 is given in table AS.

State : Energy :
x = (xf,x{,x})T H(x) = Hn(xn) + Hp(xp) + Hp(xp)
Input : Output :
u = (for, Hp™,ig)T y = (%, d"%,vo)T
0 -1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 -QT 0 0 0 0 0
0 O 0 I 0 0 0 0 0
]X - d 7 G - 7
0 O -I4 0 0 0 0 0
1 d
0 0 0 0 - Ncoil 0 fp(qP’ %) 0
0 0 O N%Oﬂ 0 0 0 1
T’h(xh,z) 0 0 —T’h(xh,z)QT 0 0
0 0 0 0 0 0
R 0 00 0 0 o
il —rn(xn2)Q 0 0 Aplg+Or(x,2)QT 0 0
0 0 0 0 R0
0 0 O 0 0 0

TaBLE A8 : Port-Hamiltonian formulation (C5-C6) for the complete system (h,b,p, RC)
(see tables A3, A5 and Ay for definitions), where unspecified matrices are ze-
ros. Here, the invariant subspace (C7) is the union of the invariant sets of the
components so that Sypoqes = Sn X Sp X Sp = {x € R 2F2M st [x], <0, [x]; =
0, i # 2}, that is, the hammer goes to minus infinity with constant velocity af-
ter it has rebounded on the beam, and the latter with pickup circuit return to
equilibrium.

65 GUARANTEED PASSIVE NUMERICAL METHOD

Numerous numerical methods have been developed to simulate dynamical sys-
tems governed by d’fi(tt) = f(x(t),t), to approximate the solution x(t), on e.g. a
regular grid defined by ty = kT, k € Z. Many of these methods are based on an
approximation of 3 and exploit the vector field f at specific instants t € [ty, tx11],

but do not preserve passivity. This section introduces a method that preserves
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the power balance (C1) in the discrete time-domain, so that a numerical power
balance holds :

E(fr11) —E(k)
T

The approach presented below is known as the discrete gradient method introdu-
ced for classical Hamiltonian systems in [87] (see also [141, 122] and [24, §4.3]).

= —D(t) + S(t)- (C30)

6.5.1 Numerical scheme

Standard first order approximation of the differentials dx(t,dt)=%X(t) - dt and
dH(x, dx) = VH(x)T - dx are given by dx(t;) =x(t;,1)—x(t), and

6H(x,6x) = H(x + 0x) — H(x) = V H(x,0x)" - éx,

respectively. For mono-variate storage components with H(x(t)) = Y7 | Hy (x4 (f))
(this is the case for the system described in table A8), a discrete gradient is intro-
duced and defined by

Hy (2 (8) 463 (1) ) —Ha (xn (1))
[V H (x(t), 6x(8)) ] = 7] if 0xa(t) 70, 3y
H), (x () otherwise,

so that a discrete chain rule is recovered

5E¥k) = VH(x(tx), ox(t))T @ (C32)

Then, applying the following substitution in (C5-C6)

Ox(ty)

- (C
= B 33)
B(x(t)) — VH(x(t), 6x(t)) = VHy,
leads to
= T ox(t) _
(vm) ( - ) = v 20wy
u(ty) ~y(t) —_— T
sE) S(te)

_ T _ (C34)
= — VH R(x(t < VH >
( u(ty) ) (x{iv) u(ty)

D(tx)

(same as proof of property 6.1). For a conservative system (R =0, G =0, Jy = 0),
this method yields JE(#;) = 0 so that E(f1) = E(f) (the energy is conserved).
For a passive system (R # 0, G # 0, Jy # 0), this method restores a discrete ver-
sion of property 6.1 so that observations of remark B1 holds. Notice the invariant
set Sihodes 1S the same as in the continuous time domain (see caption of table AS).
The associated update is

X(tep1) = x(t) +x(t), (C35)
ox(t) = T (Jx —Rx) VaH(x(t),0x(t)) + T (G — Ryy) u(t), (C36)
y(tr) = (G+Ryy)" VaH(x(t),0x(tx)) — (Jy — Ry) u(ty) (C3y)

where state-dependent matrices are evaluated at x(#;), and the implicit relation
on 0x(ty) is solved at each time step by a fixed number of Newton-Raphson
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iterations. Notice the Rhodes model in table A8 includes a single nonlinear sto-
rage component (spring effect associated with the hammer felt). In this case, the
Newton-Raphson algorithm only requires the inversion of a scalar function, that
allows real-time applications.

6.5.2  Convergence analysis

Although the discrete power balance ensures the asymptotic stability of the nume-
rical solution, it does not provide information on the convergence of the sequence
x(t) to the continuous solution. From Lax’s theorem, convergence holds provi-
ded (i) the method is consistent with the system (C5-C6) and (ii) the total error
can be bounded (stability of the method). From [104, (3), §4.2], the method that
yields the slope o (t;) = ‘5% is consistent if and only if

Lim o (b, T) = £0x(te), )- (C38)

Assuming that H satisfies a Lipschitz condition (this is the case for the system in
table A8), the discrete gradient is consistent with the continuous gradient :

lim V H(x,dx) = VH(x). (C39)
[|ox][2—0

Now, provided the structure matrices J(x) and R(x) are bounded (this is the case
for the system in table A8), the slope () is bounded so that limr_,g x(t;) = 0.
This proves the numerical method is consistent up to order 1. Additionally, the
method (C45) proves stable (in the sense that the total error due to the accumula-
tion of round-off and truncation errors is bounded) from the Lipschitz property
of the Hamiltonian H and the structure matrices (see [104, theorem 4.1]). This

proves the convergence of the discrete gradient method for port-Hamiltonian sys-
tems (C5-C6).

Remark B1 (Second order) Order 2 is achieved for constant matrices J and R, and can
be recovered for non constant structure with an additional computation step of Runge-
Kutta type (see [Ag] for details).

Remark Bz (Coincidence with the midpoint rule) For port-Hamiltonian systems com-

posed of a collection of linear energy storing components with quadratic Hamiltonian

H,(x,) = %, we define Q = diag(Cy - -+ Cyy) ™! so that the discrete gradient (C43)
reads

VH(x,x+6x) = Q (x(k) + ‘SXT(M) ) (C40)

For a constant structure, this restores the midpoint rule ‘5% =f (X"zﬁ) that coincides

in this case with the trapezoidal rule ‘5—;" = M)ZM Howeuver, for nonlinear cases,

(C43) leads to a class of numerical schemes depending on the nonlinearity, still preserving
passivity. In these cases, the discrete gradient approach does not coincide anymore with
the midpoint rule, which also does not coincides anymore with the trapezoidal rule.

6.6 RESULTS

In this section, the numerical scheme (C45) is applied on the modeling presented
in section 6.4. The sample rate is T~ = 48kHz. Physical parameters are given
in tables A2, A4 and A6. They are chosen to correspond to the musical note A4
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(440Hz). The basis of eigenmodes is truncated so that the highest eigenfrequency
is below the Nyquist frequency, which yields M = 4 modes for note A4 at 48kHz.
Audio example are available here*. The input force fgy is comprised between o
and 10°N, during 1ms. A simple exhaust mechanism is included (not shown in
tables A3 and A8) with f$ = 0if g, > —0.5cm.

€

6.6.1  Mechanical energy

The dynamics of the hammer is shown in figure 6.7 for f&r = 500N. We see it
accelerates between 1ms and 2ms and impacts the beam at ; ~ 2.5ms. During

Dynamics of the hammer

0.0 05 1.0 15 20 25 30 35 40
time t (s) x 1073

FIGURE 6.7 : Position, velocity and acceleration of the hammer.

the impact, a part of the energy transferred from the hammer to the beam is
dissipated (see figure 6.8a). The energy in the beam is shown in figure 6.8b. We
see that a numerical energy balance is fulfilled.

H H ~—~ H H H H
%] E—t 08~ rrp— from
""" éadiss ) 0.4 !
—1.6} & : e
— A& S i 3 i el i
. . o : : 0.0 + + == - + +
T44 152 160 1.68 1.76 08 16 24 32 40 48
time 7 (s) x1072 time 7 (s)
(a) Mechanical energy at impact. (b) Mechanical energy after impact.

FIGURE 6.8 : Evolution of the mechanical energy. Ey is the energy the the beam, Egjss is
the dissipated energy f Ddt, Ey is the increment on the energy of the ham-
mer Hy (xn(#)) — Hn(xn(to)) with to the impact moment and AE is the energy
balance Ep, + Ep + Egjss-

2 http://recherche.ircam.fr/anasyn/falaize/applis/rhodes/index.html
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6.6 RESULTS

6.6.2  Electromagnetic energy

The source of constant magnetomotive force is modulated according to section 6.3.3.

Note such a source can be locally a sink of power, as seen in figure 6.9 where the
power passes slightly under oW. Again, the numerical error on the power balance
is close to the machine epsilon.
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<~ 0.5
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FIGURE 6.9 : (Simulation) Power balance for the electro-magnetic part (pickup and RC ana-

o T dx R
log circuit), with 2 = VH] <2, Dp = ﬁ[VHP]%, Pp = u} yp (see table A7),

and AP, = &2 4D, — P,

6.6.3 Output signal

The output voltage vg is proportional to the beam free-end velocity multiplied
by a nonlinear function of the position g, = q(z = Ly) given by (C25). Since the
beam modeling is linear (see section 6.3.2), this transduction mechanism is the
only one that is responsible for the characteristic Rhodes piano tones, as noticed
in [125, 124]. Figure 6.10 displays the displacement and the velocity of the beam
free-end as well as the output voltage vy (see figure 6.5 and tables Ay and AS8).
These signals have been computed for f&7 = 500N (note Ag4). We can notice in

figure 6.10b that higher modes of the resonator are not extensively excited, and
that the distinctive evolution of the tone is due to the pickup only.

6.6.4 Comparison with measurements

The physical modeling approach to sound synthesis provides an easy tuning
of the model parameters to simulate a given device. This has been done based
on measurements provided by UVI3, a company specialized in building sample-
based real-time synthesizers of musical instruments. A rough comparison of spec-
trograms for increasing hammer force (from 100N to 1000N in the pH model) is
shown in figure6.11. A detailed comparison of the normalized waveforms in the
cases force 1, force 4 and force 7 is given in figure 6.12.

3 http ://www.uvinet/
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FIGURE 6.10 : (Simulation) Displacement g, = g(z = Ly,) and velocity dditp of the free end of
the beam, and corresponding output voltage vy that results from the pickup
non-linearity (C25).
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FIGURE 6.11 : Spectral densities for the reference (upper) and simulation (middle), and nor-
malized output voltages (lower). See figure 6.12 for a detailed comparison of
waveforms in the cases force 1, force 4 and force 7.

6.6.5 Playing with the model

According to the Fender Rhodes manual, the position of the pickup with respect
to the beam’s axis has a critical effect on the resulting timbre and transients of the
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FIGURE 6.12 : Time domain comparison between simulated and measured signals (see fi-
gure 6.11 for correspondence of forces).

output voltage. This can be easily verified in our simulations. Results for the ho-
rizontal L, and vertical alignment L,., prove in good accordance with predicted
behaviors as shown in figures 6.13.

CONCLUSION

In this paper, a nonlinear finite-dimensional model of a simplified electro-mechanical

piano has been developed, based on a set of elementary components (hammer,
beam and pickup), in the framework of port Hamiltonian systems. This forma-
lism decomposes the system into conservative, dissipative and source parts. A
numerical method has been derived, which preserves this decomposition and
the power balance in the discrete time domain. The analysis of numerical results
proves the relevancy of the method : first, the analysis of the power exchanges
and of the total energy shows that passivity is fulfilled; second, the numerical
scheme proves compatible with real-time purposes; third, results are consistent
with measurements on a real device.

Several model sophistications and refinements could be considered in perspe-
citves of this work, some of which are listed therafter in order of importance with
respect to the sound realism. First of all is the modeling of both prongs for the
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Effect of pickup distance Ly, Effect of vertical decay L,

f . . 30 32 3
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(a) With L., = 0.5mm and Fj, = 500N. (b) With Ly, = Imm and F, = 250N.
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FIGURE 6.13 : Effect of vertical alignment L., and horizontal distance L., on the output
signal vg.

resonator (elements 7—13 in figure 6.1) with their energy transfert. This should di-
rectly impacts the transient and damping of output signal, as pointed out in [125].
Another critical element for playability of the instrument is the damper module
(elements 16-18 and 2225 in figure 6.1), which permits to control the duration
of the vibration. The modeling of the hammer felt can be reused to address this
issue. A less critical refinement is concerned with the movement of the tine that
is not perfectly planar, thus inducing polarization effects that can appear in the
output signal. This leads to consider a three-dimensional model for the tine vi-
bration, and to adapt the pickup model accordingly. Additionally, the shear stress
due to the deflect of the tine should be included ; it does not seem to be necessary
to describe torsion nor compression waves, due to (i) the filiform geometry and
(ii) the axial excitation mechanism. The hammer model could be complemented
by modeling the key action mechanism (see [173] and references therein), and
the hammer felt model could be refined so as to exhibit a realistic asymptotic
behavior (that is, the felt can not be infinitely crushed). Least of all, the mechano-
electric transducer could be refined to include the energetic exchange due to the
coupling between the beam and the magnetic field, by considering the Maxwell
force. This should not alter the output signal except for increasing the damping;
this point is to consider only in view of a comprehensive multi-physichal model.

A second perspective is to look for a method to extract the physical parameters
from the measurements, in order to increase the sound realism. A third perpective
is to examined second order explicit numerical schemes (see e.g. [A9]) to improve
accuracy and reduce the computational cost. Finally, a playable instrument plugin
could be developed based on C++ implementation.
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6.7 APPENDIX - MODAL DECOMPOSITION
6.7.1  Orthonormal basis

The spacial eigenvectors ¥,,(z) which satisfy the boundary conditions of the
cantilever beam (i-iv), oy(z) = x*(z) and (P, Pp) = 6mp (Kronecker’s sym-
bol) for all (m,p) € N2, where the scalar product on L?(0,Ly) is defined by

(f,8) = OLb f(z)g(z)dz are
lpm(z) = ’Yle(Z) 41

g@m (z) = O (sinkyz — sinh x,,2) +c0s Kz —cosh k2

for the normalizing constant

o #m Lb (€OS 21 Ly +cosh 2k, Ly —2)
T = 2% (cos Ky Ly +cosh y, Ly )2

(C42)

1
cosh #y, Ly, (2 sin &, Ly +cosh %, Ly, sin 2k, Ly ) \ 2
2% (cos Ky Ly +cosh ky, Ly )2 ’

sin(xp, Ly ) —sinh (x;; Ly)
cos (K Ly ) +cosh (kL) ©

with cos (%, Ly ) cosh Ly, +1 =0 and 6,, =

6.7.2  Projection

The projection of a point force f& located at zy and distributed according to
0n(z) = 1(z = zn)[_D,/2,+D,/2) ON the basis B is Qf** with

Ay = \/KT,,, [2sin (Cu’*) (cos (km (Lo — zn)) + cos(ky zn) cosh(x Ly)
— sin(ky, zp) sinh(x Ly ) ) — 2sinh (Cp ) (cosh (e (Lo — 2n))
+ cos(#m Ly ) cosh(x, zn) + sin(k, Ly) sinh(ky, zn))]
bm = #m Lo(cos(2ky Lp) — 2+ cosh(2x,, Lp))
— cosh(xy L) (2 sin(#y Ly) + cosh(xy Ly ) sin(2x,, Ly))
@], = #

SF

(C43)

CONCLUSION DU CHAPITRE ET PERSPECTIVES

Dans ce chapitre, ’approche par les SHP pour la modélisation et la simulation de
systémes multi-physiques complexes a été illustrée sur une application d’intérét
pour les musiciens et audio-numériciens : le piano Fender Rhodes. Premiérement,
I'approche par les systémes hamiltoniens a ports (chapitre chapitre 1) a permis de
diviser le probléme de modélisation en sous-problemes élémentaires (excitation,
résonateur et capteur), pour lesquels des modeles physiques sont disponibles
dans la littérature. L'apport des SHP sur ce point est de garantir la passivité de
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chaque sous systéme, par une écriture structurée en partie conservatives, dissipa-
tives et source des modeles existants. Deuxiémement, la stabilité de la structure
SHP lors d’interconnexion de systemes écrits dans ce formalisme garantit direc-
tement la passivité du systéme global. Troisiemement, la méthode numérique
d’Euler avec gradient discret préservant la passivité (méthode 2.1) a permis de
garantir une forme de passivité numérique lors des simulations du systéme com-
plet, y compris dans le cas non linéaire. Pour une entrée bornée dont le support
temporel est fini, ceci implique la stabilité du régime libre, ce que d’autres mé-
thodes ne garantissent pas par défaut. Quatriemement, les résultats obtenus sont
cohérents avec les mesures réalisées sur un instrument réel, pour un choix de
parametres physiques réalistes.

Les perspectives de ce travail incluent le raffinement du modele physique (en
particulier la géométrie du résonateur), I'implémentation de la méthode de simu-
lation a deux étapes (méthode 2.2), et le développement d’'un logiciel de simula-
tion pour une utilisation temps réel.
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7.1 MOTIVATION ET GUIDE DE LECTURE

Ce chapitre est une inclusion de l'article [A3] Modeling and simulation of the electro-
dynamic loudspeaker : A port-Hamiltonian approach®, qui présente le raffinement du
modele de haut-parleur standard (modele de Thiele et Small [168, 169, 157, 158])
pour inclure les phénomenes multi-physiques prépondérants selon la littérature
[99, 134, 20]. Ces phénomenes sont d’origine multi-physique (électromagnétique,
mécanique et thermique), et 'on bénéficie directement de I'approche par les sys-
teme hamiltoniens a ports (chapitre 1 et section ??), qui fournissent une struc-
ture commune a tous les modeles. Chaque phénomeéne est modélisé séparément
par un SHP, et I'on bénéficie directement de 'approche par composants pour la
construction de différents modeles qui incluent tout ou partie des raffinements
proposés.

La section 7.4 et 'annexe 7.12 constituent des rappels de la section ?? (SHP sous
forme algébro-différentielle) et du chapitre 2 (méthodes numériques), respective-
ment.

7.2 INTRODUCTION

Electrodynamic loudspeakers are nonlinear transducers, the dynamics of which
is governed by intricate multiphysical phenomena that are responsible for audio
artefacts (e.g. distortions and modulations, [99, 134, 20]). First, the viscoelastic
properties of the suspension material results in long term shape memory (linear)
and hardening spring effect (nonlinear). Second, the voice-coil includes a solid
iron core charged by a strong magnet, that is responsible for ferromagnetic sa-
turation (nonlinear) and long time memory associated with eddy current losses
(linear). Third, due to the DC resistance of coil wire, most of the provided elec-
trical power is converted into heat. Moreover, temperature variation (i) modifies
the materials properties and (ii) is the main cause for damages. A comprehensive
modeling of these phenomena is the first step toward the development of DSP
simulation-based real-time distortion compensation [164, 88, 5], [A7] and burn-
out protection methods [134, 166].

The loudspeaker dynamics is usually described by the linear time-invariant
Thiele/Small modeling [168, 169, 157, 158]. This is valid when the system is used
in its linear operating region and during short periods. Refinments of the Thie-
le/Small structure have been proposed both in the frequency domain and the

1 En cours de soumission au JOURNAL OF SOUND AND VIBRATION.



7.3 PROBLEM STATEMENT

time domain [33, 108, 98, 172, 171, 1, 20]. Also, the standard lumped-parameter
approach [97, 99, 134, 7] allows the Thiele/Small parameters to depend on some
selected physical quantities (e.g. position-dependent stiffness). However, these
approaches sometimes lead to model that are not in accordance with basic physi-
cal principles, such as causality and stability. This is a critical point when consi-
dering long-time compensation or heat-protection application, since the stability
of the numerical solution is not ensured. Other approaches such as gray-box mo-
deling techniques (Volterra and Wiener-Volterra series [92, 19, 105, 21], nonlinear
ARMAX [160]) and finite element method [49, 51] are also available, but their use
in a distortion compensation system of burn-out protection still need improve-
ment.

This paper presents a comprehensive modeling of refined mechanical, electro-
magnetic, an thermal phenomena that are involved in the loudspeaker functio-
ning, while preserving the inherent passivity of the original physical system. To
this end, we adopt the port-Hamiltonian formalism, which provides a modu-
lar state-space representation of dynamical systems, structured according to po-
wer exchanges. This guarantees model passivity in the continuous time-domain
and simulation stability in the discrete-time domain. The paper focuses on the
transducer modeling but not on the acoustical load which is over-simplified (wi-
thout loss of generality due to the strong modularity of the port-Hamiltonian
approach).

This paper is organized as follows. In section 7.3, the problem statement recalls
the Thiele/Small model, discusses the multiphysical phenomena addressed in the
sequel, and sets the scientific objectives. In section 7.4, the port-Hamiltonian for-
malism is recalled along with examples. Section 7.5 presents the port-Hamiltonian
formulation of the first improved version of the Thiele/Small modeling (model o).
It serves as the basis for the elaboration of three loudspeaker models that are ela-
borated in the subsequent sections. Section ??presents model 1, which focuses on
refined mechanical phenomena. In particular, a time domain finite dimensional
state space representation of the fractional dynamics associated with viscoelas-
tic long term memory is provided. Section 7.7 presents model 2, which focuses
on refined electromagnetic phenomena. In particular, a simple albeit physically
grounded formulation of the nonlinear dynamics of the magnetic flux in the pole
piece is provided. Section 7.8 presents model 3 which focuses on thermal phe-
nomena. In particular, an extension of the standard port-Hamiltonian structure
is used to cope with irreversible thermodynamics. Models 1, 2 and 3 are inde-
pendent. Simulation results are presented throughout the paper.

All the physical quantities and notations used in this paper for all the models
are summarized in appendix 7.16.

7.3 PROBLEM STATEMENT

This section first presents an overview of the functioning of the electrodynamic
loudspeaker and recalls the standard Thiele/Small modeling. Second, it provides
a survey of the main elementary multiphysical phenomena that are not tackled
by this linear time invariant model. Third, it establishes a list of the objectives and
scientific issues addressed in this paper.
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7.3.1 Basic description and modeling

The basic functioning of a boxed loudspeaker such as the one depicted in fi-
gure 7.1 is as follows. A voice-coil (c) is immersed in a magnetic field imposed
by a permanent magnet (M) in the air gap (G) of a magnetic path (pole piece P).
The coil (c) is glued to a large diaphragm (D) which is maintained by a flexible
suspension (S). An input tension imposed to the coil (c) induces a flow of elec-
tric charges through the wire of the coil. Each moving charge in the magnetized
air gap experiences a force orthogonal to the charge velocity and the magnetic
induction field (Lorentz force). The resultant force experienced by the diaphragm
is the sum of (i) the Lorentz force, (ii) the force due to the suspension (S) (which
includes spring effect and friction losses) and (iii) the acoustical load ().

la

< Enclosure

Pole piece (P)
/

\,
» «
Acoustical load
(A)

—

Diaphragm (D)

Electrical input
i Air-gap (G)

Magnet Suspension
M) (s)

FIGURE 7.1 : Schematic of the electrodynamic loudspeaker and components labels.

The standard description of the dynamics of this system is refered as the Thie-
le/Small modeling, introduced in the early seventies [168, 169, 157, 158]. The
electrical part (c) includes the electrical resistance of the coil wire R. and the li-
near approximation of the coil behavior with inductance Lc. The mechanical part
(c,D,8,4) is modeled as a damped harmonic oscillator with mass Mcpa (coil, dia-
phragm and additional mass due to acoustic radiation), linear approximation of
the spring effect Ksa (suspension and additional stiffness due to air compression
in the enclosure) and fluid-like damping with coefficient Rgy (frictions and acous-
tic power radiation). The magnetic part (M,P,G,c) reduces to a constant force factor
By.

The corresponding set of ordinary differential equations are derived by ap-
plying Kirchhoff’s laws to the electrical part (c) and Newton’s second law to the
mechanical part (D,S,4) :

vr(t) = og(t) + Reic(t) + Le di;it), (C1)
2
McDAd37];2(t) = fr(t) — RSAdqgit(t) — Ksagon(t), (C2)

with v1 the input voltage, i the coil current and gp the diaphragm’s displacement
(distance from equilibrium). The electro-mechanical coupling terms are the back
electromotive force (tension) v, = By % and the Lorentz force f; = Byic.
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7.3.2  Refined multiphysics phenomena

The Thiele/Small model enjoys good agreements with measurements for low ex-
citation level, low to medium frequencies and short time measurements. But it
fails to capture several nonlinear and non-standard behaviors as detailed in e.g.
[99, 134, 20] and references therein. The elementary phenomena responsible for
significant audio distortions that are considered in this paper are listed thereafter.

7.3.2.1  Coupling phenomena

The electromechanical coupling (back e.m.f. and Lorentz force) depends on the
coil (c) position with respect to the pole piece (P).

Phenomenon 1 (Position dependent force factor) The fraction of coil wire subjec-
ted to the magnetic flux in the air gap depends on the coil position. This leads to consider
a position dependent effective wire length ¢(qp) in the force factor By (see e.g. [99, fi-
gure 5]).

Additionally, the coil acts as an electromagnet that changes the magnetic flux in
the pole piece.

Phenomenon 2 (Flux dependent force factor) The magnetic flux ¢pg common to the
air gap (G) and pole piece (P) depends on the magnetic flux induced in the coil due to
an applied voltage (Faraday’s law of induction). This leads to consider a flux dependent
magnetic induction B(¢pg) in the force factor By.

The electromagnetic coupling (coil inductive effect) also depends on the coil (c)
position with respect to the pole piece (P).

Phenomenon 3 (Position dependent inductance) The fraction of the coil core occu-
pied by the pole piece depends on the coil position qp (see e.g. [99, figure 6]). This leads
to consider a position dependent electromagnetic coupling between the electrical domain
(c) and the magnetic domain (P).

7.3.2.2  Mechanical phenomena

The suspension (S) includes the spider and surround, which are usually made of
polymer and rubber, respectively (see [134, §2.3.1], [99, §3.1.1]). The mechanical
properties of those materials are responsible for two phenomena that can not be
described by a standard (linear) stiffness.

Phenomenon 4 (Viscoelasticity) The materials used for the suspension (S) exhibit
combination of the behaviors of elastic solids and viscous fluid [100, §1.2], inducing long
time shape memory (creep effect, see e.g. [100, figure 1] and [135, figure 11]).

Phenomenon 5 (Hardening suspension) The materials used for the suspension (S)
exhibit nonlinear stress—strain characteristics so that the restoring force is not proportio-
nal to the elongation [99, 1]. The suspension has a maximal instantaneous excursion gsaz
that corresponds to the material breakdown.

7.3.2.3 Electromagnetic phenomena

The core of the coil (c) is partially made of air and of a ferromagnetic pole piece
(P), as shown in figure 7.1. This induces a coupling between the magnetic flux
in the coil that is common to the magnet (M), air gap (G) and the pole piece (P).
The electromagnetic properties of the latter is responsible for two nonstandard
phenomena.
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Phenomenon 6 (Ferromagnetic saturation) The materials used for the pole piece P
exhibit nonlinear magnetic excitation—induction curve so that the equivalent current in
the coil is not proportional to its magnetic flux. A maximal magnetic flux ¢gas is rea-
ched (flux saturation), corresponding to the global alignment of the microscopic magnetic
moments (see [62, §1], [61]).

Phenomenon 7 (Eddy currents losses) Most of magnetic material (iron, cobalt, etc.)
possess high electric conductivity. The application of a variable magnetic induction in-
duces currents, namely eddy-currents, in a plane orthogonal to the field lines (see [149,
§1.1.2]). This has three effects : (i) a power is dissipated due to the natural resistivity
of the material (Joule effect), (ii) eddy currents induces their own magnetic field (added
inductive effect), and (iii) they oppose to the original induction (Lens’s law), which push
the field lines toward the boundary (magnetic skin effect).

7.3.2.4 Thermal phenomena

The coil wire exhibits a natural electrical resistivity (DC value of the electrical
impedance) that transforms electrical power into heat by Joule effect This is res-
ponsible of two phenomena.

Phenomenon 8 (Heating of coil wire) The coil wire temperature increases during the
operation of the loudspeaker. This is the primary cause for damages of the device (see e. g.
[33, 98]) : either the resin on the voice coil melts (causing short circuits) or the flux of the
magnet structure is damaged (causing loss of sensitivity and control).

Phenomenon 9 (Thermal compression) The resistivity of the coil increases as the
wire heats up. This increases the DC resistance and thus lowers the loudspeaker elec-
troacoustics transduction efficiency (see e.g. [187, 166]).

7.3.3 Objectives

The main objective of this work is to elaborate on the Thiele/Small modeling
to provide lumped parameter loudspeaker models that include phenomena 1—9,
while preserving basic physical principles such as passivity and causality. The
second objective is to provide guaranteed-stable simulations of these models. To
this end, we adopt the port-Hamiltonian (pH) approach which provides a modu-
lar framework that guarantees the passivity of the models and the stability of the
simulations for an adapted numerical method.

7.4 PORT-HAMILTONIAN SYSTEMS

The port-Hamiltonian (pH) formalism introduced in the 9o’s is a modular fra-
mework for the passive guaranteed modeling of open dynamical systems. The
key issue is the separation of (i) algebraic and differential constitutive relations
attached to elementary components (e.g. mass, spring, resistor, magnet) from
(if) the interconnection scheme (glue point for mechanical components, schema-
tic for electronic and magnetic components). This section is organized as follows.
First, the port-Hamiltonian framework is recalled. Second, we give two illustra-
tive examples.



7.4 PORT-HAMILTONIAN SYSTEMS

7.4.1  Recall

Port-Hamiltonian systems are state space representations structured according to
energy flows with state x € R™, input u € R, output y € R and storage
function H(x) € R4 (see [120, 153, 52] for details). Here, we consider the same
algebraic-differential formulation as in [A6], which includes a dissipation variable
w € R"™ and a dissipation law z(w) € R"w :

& Jx -K | Gy VH(x)
w | = KT Jw | Gw z(w) |, (C3)
-y —GyT | —=GyT Jy u

J

with the Hamiltonian gradient (VH(x)); = g—i{l_, K € R Gy € R, Gy €
R"™*"y and the requirements that (i) the storage function H(x) is a C?-regular
positive definite function (H(0) = 0, H(x) > 0 if x # 0 and the Hessian matrix
[(Hu(x)];; = %glxj(x) is positive definite), (ii) the dissipation law z(w) is null at
origin (z(0) = 0) and such that the dissipated power D(w) = z(w)Tw > 0 is po-
sitive, and (iii) Jx € R™*"™x, J,, € R"™*" and J; € R"Y*" are skew-symmetric
matrices, so that JT = —]J.

System (C3) proves passive for the incoming power S = uTy according to the
following power balance :

T dx
VH(x) S oH
z(w) w = E(X) +D(w)—s=0. (Cyg)
u -y

This proves the asymptotic stability of (C3) in the sense of Lyapunov [156, §4].

7.4.2 Examples
The port-Hamiltonian approach is illustrated on the two systems in figure 7.2.

7.4.2.1 Conservative system

Consider the harmonic oscillator in figure 7.2a, with ny = 2 (mass M and stiffness
K) and ny = 0 (no dissipation). We firstly describe the dynamics of the autono-
mous part with ny = 0, described as follows.

LINEAR OSCILLATOR The elongation of the spring equals the position of the
mass w.r.t equilibrium, which is denoted by q. The Hamiltonian of the system
is the sum of the kinetic and potential energies : H(x) = Hu(x1) + Hk(x2), with

2
state x = (p,q)", mass momentum p = M %, kinetic energy Hu(x1) = ;—]\14 and po-
. Kx? N . 2
tential energy Hg(xp) = % The fictitious force of the mass is fu = M % = %,
. N _dq _ dx, _ 9H(x) . : _ 9H(x) _
and its velocity is vy = 5} = G2 = ax, - Ihe spring force is fx = Z=~ = Kxa,
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A fM? ?fm
M

q

S
K
(a) Harmonic  oscillator (b) RL circuit driven by vol-
driven by an external tage vs.
force fext.

FIGURE 7.2 : Examples addressed in section 7.4.2.

and the mass is glued to the spring so that vk = vy. This corresponds to a stan-
dard Hamiltonian dynamics [116] :

d
& _ (0 -1
& 1 0
N—— ———— ——
i—’; Jx VH(x)

(Cs)

~s

NONLINEAR OSCILLATOR Replace the (linear) stiffness K by a nonlinear spring
S with constitutive law fs(q) = YN K,q?"+!, designed such that the associa-
ted potential energy Hs(q) = [; fs(x)dx = YN, 2(511) 7?1 is positive definite
(e.g. for the K;, > 0). The dynamics is still given by (Cs5) by considering the new

Hamiltonian H(x) = Hu(x1) + Hs(x7).

EXTERNAL PORT Consider now the non-autonomous system in figure 7.2a
with arrangement of variables as input u = (fext)T (applied force) and output
y = (Vext)T = (vm)T (velocity) so that the external work performed on the system
is W = fext g and the provided external power is S = uT y. The dynamics is

z 0 -1/1 b

d _

a |- g (©6)
—Vext -1 0 ‘0 fext

which restores the form (C3) for the structure in table A1.

SIMULATION A dedicated numerical method that preserves the port-Hamiltonian
structure (C3) in discrete time is available for simulations (see [A9] and 7.12). This
guarantees a numerical power balance is satisfied (from which the numerical sta-
bility stems) as shown in figure 7.3.

7.4.2.2  Strictly passive system

Port-Hamiltonian systems (C3) are not restricted to the “classical Hamiltonian sys-

011,(/2 _]Inx/2>,
L2 Onyy2

for symplectic coordinates. For pH systems, Jx can even be rank deficient, as
exemplified through the RL circuit depicted in figure 7.2b (simplest modeling
of a coil (c) with self inductance L. and wire resistance Rc). This system is
made of ny = 1 storage element (inductance L.), nw = 1 dissipative element

tems” [116], for which ny =0, 11y is even and Jx is similar to Jx* = (



7.4 PORT-HAMILTONIAN SYSTEMS

5 Energy :
tate : 2 2
are T linear H(x) = ;—1&4 + %
x=(p.q) linear Hix) — 5 o Ko | Kixd
nonlinear H(x) = i + =52 + =2
Dissipation variable : Dissipation law :
W = none z(w) = none
Input : Output :
u= (fext)T y = (Vext)T
Structure :
0 -1 1
Jx = , Gx = ’ Jy =0,
1 0 0
K = none, Jw = none, Gy = none.

TaBLE A1 : Port-Hamiltonian formulation (C3) for the harmonic oscillator depicted in fi-
gure 7.2a with mass position 4 and momentum p = M %, external force foxt

and no dissipation component.

x10?

:2 3

— 0

-3t .
T !

m

£ 0.6 { =— nonlinear
,th 0.0H -- linear
~ —0.6F
% |
E 0.6 -1 —  nonlinear
E 0.0H -~ linear
\6“/ 706 [ .
s x10° . .
g osl[— |
_ :

o ] ] ;

g 00K -- ‘ §
& 25t i i i S N i i i .

0 1 2 3 4 5 6 7

time t (s) %1072

FIGURE 7.3 : Dynamics for the conservative oscillator driven with the external force fext
described in table A1. Parameters are M = 1073Kg, K = Ky = 800N.m ! and
Ki = 8000N.m~3. The external force is a 200Hz sine wave with increasing
amplitude between o and 500N. The sampling rate is fs = 20kHz. The power
balance is shown for the nonlinear case only.

(resistance Rc) and ny = 1 external port (input tension v1). The state associated
with the inductor is the total magnetic flux x = (¢)T with ¢ = fot vr(T)d T, and

2
the Hamiltonian corresponds to the electrodynamic energy H(x) = ;Tlc so that

ic = gTHl = % The dissipation variable is chosen as w = (ic)T with linear dissi-

pation law z(w) = (Rc wy)T. The port variables are arranged as input u = (v1)T
and output y = (ic)T. Applying Kirchhoff’s laws, this system is recast into the
port-Hamiltonian formulation (C3) for the definition in table A2.
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State : Energy :
x=(9)T H(x) = 5
Dissipation variable : Dissipation law :
w = (ic)T z(w) = (Rcwq)T
Input : Output :
u= (UI)T y= (ic)T
Structure :
Jx=0K=1Gx=1,
Jw=0,Gw=0,Jy=0.

TaBLE A2 : Port-Hamiltonian formulation (C3) for the RL circuit depicted in figure 7.2b
with magnetic flux ¢ and input tension v;.

7.5 THE THIELE/SMALL MODEL AND FIRST REFINEMENT (MODEL O)

In this section, the Thiele/Small modeling is refined to cope with force factor
modulation (phenomenon 1). The result is recast into the port-Hamiltonian for-
mulation (model 0) and simulation results are shown.

DESCRIPTION The Thiele/Small modeling from section 7.3.1 can be regarded
as the interconnection of a RL circuit with a mass-spring-damper system, through
a gyrator that describes the reversible energy transfer from the electrical domain
to the mechanical domain as depicted in figure 7.4 and detailed in 7.13.2. This sys-

FIGURE 7.4 : Equivalent circuit of the model o with direct electromechanical analogy
(force=voltage, velocity=current). It corresponds to the Thiele/Small model
(C1)-(C2) with position dependent electromechanical coupling (phenomenon
1) that restores the gyrator (Cs50) with the force factor B ¢¢(gp) for the effective
wire length ¢.(gp) in (C8).

tem includes 1y = 3 storage components (coil inductance L., mass Mcps and stiff-
ness Kgsyp), nw = 2 dissipative components (electrical resistance R and mechanical
damping Rsp) and ny = 1 port (electrical input vr). The state x = (¢c, pm, 4p)7
consists of the magnetic flux in the coil ¢, mass momentum py = Mcpa %‘3

and diaphragm position gp. The Hamiltonian is the sum of the electrodynamic
2 2
energy Hr.(x1) = szlc, the kinetic energy Hy(xy) = MZﬁ and the potential energy
2
Hg(x3) = KSA%. The dissipation variable is w = (ic, %)T with linear dissipation

law z(w) = diag(Rc, Rsa) w.
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POSITION DEPENDENT FORCE FACTOR (MODEL 0) The gyrator that restores
the Lorentz force f, with corresponding back electromotive force v, is given in
(C50) and recalled below :

v\ _ 0 —BYl. ic / ()
fﬁ Bgc 0 Ve
with coil velocity ve = %D and /. the length of coil wire effectively subjected to
the magnetic field B. This length depends on the coil position (phenomenon 1, see
[134, figures 2.5—2.8] and [99, figure 5]). We propose a parametric plateau function

e :qp— Le(gp) :
0 1+ exp(—Dy)

le(gp) = Le 1+ exp (Pz ((32)2_1»,

where £.” is the total length of the coil, Q, describes the overhang of the coil with
respect to the magnetic path (see figure 7.5a and [99, § 3.1.2]), and P, is a shape
parameter (see figure 7.5b).

(C8)

10.0

P=0

EEEN W T Q =0.001
. N --- Qr=0.002 . . P=1
[ e — Qr=10.005 | -or — P=10]]
E A g
= 5.0} ' ot ~ 50}
g T Eh
o ' B N \
[0 ' ! O N \‘
25 ; : = 950 \
0.0 RPN A 0
210 —05 00 0.5 1.0 L5 ~10 05 _ 00 05 1.0 L5
Coil position gp (m) x1072 Coil position gp (m) %102

(a) Effect of the overhang parameter Q; with (b) Effect of the shape parameter P, with
Pg =10. Q/ = 5mm.

FIGURE 7.5 : Effective length of coil wire ¢ subjected to the magnetic field B as defined
in (C8), with coil position gp and total wire length £, = 10m. Notice P; = 0
corresponds to {c = éco.

PORT-HAMILTONIAN FORMULATION The model o is recast into the port-Hamiltonian
formulation (C3) by rewriting the Thiele/Small model (C1)—(C2) for the above de-
finitions :

% = —B Ec(x3) %(Xz) — zl(wl) +uq, (C9)
& = Ble(xs) E(x1) — E(x3) — :a(wn),
with vp = g%(xz) = % = wy and i, = g%(xz) = w; = y1. The corresponding

structure is given in table A3.

SIMULATION RESULTS Simulation are performed with the passive guaranteed
numerical method associated with the pH structure (C3) recalled in 7.12. Results
are shown in figure 7.6 for different values of the overhang parameter Q,. We
see that the symmetrical relation assumed for /.(gp) induces a doubling period
in the force factor (see the force factor By and power in figure 7.6). Notice the
(numerical) power balance is satisfied.

The model o in table A3 is refined in the sequel to cope with the phenomena
listed in section 7.3.2.
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State : Energy :
2 2 2
x = (¢c, pu, )T H(x) = 2XT1C + Mﬁﬁ + Ksa s
Dissipation variable : Dissipation law
_ . qu T p. ’
w = (lc, F) z(w) = diag(Rc, Rsa) w
Input : Output :
= (0r)T y = (ic)T
Structure :
0 —Blc(x3) O 10
Ix= BEC(X;J,) 0 -1 |, K= 01 7
0 1 0 0 0
T
Gx=(1,0,0 )/ Jw = 0202 Gw = 01, Jy = 0.

TaBLE A3 : Port-Hamiltonian formulation (C3) for the Thiele/Small structure with posi-
tion dependent force factor (model o) as depicted in figure 7.4, with magnetic
flux in the coil ¢, diaphragm position gp and momentum py; = McDA%. The
position dependent effective wire length ¢ (gp) is defined in (C8). Physical pa-
rameters are given in table A11.

7.6 REFINED MECHANICS (MODEL 1)

In this section, the model o from section 7.5 is refined to cope with creep effect
(phenomenon 4) and nonlinear stress-strain relation (phenomenon 5) attached
to the suspension material (S). First, we detail the modeling of the creep effect
based on fractional calculus elements, which results in a linear port-Hamiltonian
system. Second, the hardening suspension effect is included, and the associated
nonlinear system is replaced in model o to form the model 1. Third, simulation
results are shown.

7.6.1  Suspension creep

The creep effect is a long-term shape-memory of suspension material : when a
step force is applied, first the diaphragm moves quite instantaneously to an equi-
librium for which the restoring force is exactly compensating, and second a very
slow displacement occurs, due to rearrangements in the crystal lattice of the ma-
terial (see e.g. [100, figure 1] and [135, figure 11]). This phenomenon is enhanced
by heat relaxation of the fluid in the enclosure [171] : when the volume of the
container is put under pressure, the fluid’s pressure rises in an adiabatic process,
in order to compensate the external pressure, and then decreases with cooling
due to exchanges with the anisothermal boundaries.

Several modeling of the creep effect have been proposed in the frequency do-
main, among which the exp-model (fractional differentiator) in ([100, eq. (8)]),
the log-model (frequency dependent stiffness) in [100], FDD-model (frequency
dependent damping) in [171, 170]. The frequency domain approach is motiva-
ted by the fact that long-time memory effects can be appropriately described by
fractional-order linear dynamics (see e.g. [101, 78, 82],[150][part 6] and reference
therein for details). Here we consider the fractional extension of the Kelvin-Voigt
modeling proposed in [101]. The resulting (linear) mechanical subsystem is de-
picted in figure 7.7 and is recast into the port-Hamiltonian formulation (C3).
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FIGURE 7.6 : ]
[Simulation results for the loudspeaker model o.] Simulation results for the model
o in table A3. Physical parameters are given in table A11. The input voltage v is
a 100Hz sine wave with increasing amplitude between o and 50V. The sampling
rate is f; = 96kHz. The power balance is shown for the case P, = 5 only.
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(a) Schematic of the considered mechanical sub- (b) Equivalent circuit.

system.

FIGURE 7.7 : Small-signal modeling of the mechanical part which includes : the total mass
Mcpa (diaphragm, coil and additional mass due to acoustic radiation), the
fluid-like damper Rsy (mechanical friction and small signal approximation for
the acoustic power radiation), primary stiffness Ky and fractional Kelvin-Voigt
modeling of the creep effect (Ky, T, ¢), with diaphragm position gp, primary
elongation gg, creep elongation g1 and finite dimensional realization of the
fractional differentiator in (C15). Parameters are given in tables A11 and A12.
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7.6.1.1  Description of the creep model

Viscoelastic materials combine elastic solids behaviors and viscous fluid beha-
viors. Let R be the coefficient of viscosity of a damper (N.s.m™!) and K be the
modulus of elasticity of a spring element (N.m~!) with characteristic frequency
Wy = % (Hz) and associated creep time is 7, = ‘277“1 (s). The fractional calculus
element defined in [101, (3.1)] restores a fractional order compliance in Laplace
domain :

T fG) T K\ws
variable s € C \ R_ (RR_ is a cut, see [76]),,

qa(s) 1 s a-1 e . .
* Tu(s) =z (—) is a hermitian function defined for the Laplace

* 4(s) is the Laplace transform of element elongation and
* fa(s) is the Laplace transform of the restoring force.

The associated velocity v (s) = sga(s) is

() = k(&) A, (C10)

that is, a fractional differentiator of order a. Parameter a can be regarded as a
memory parameter : for « = 0, f5(s) = Rv,(s) (no memory or algebraic relation)
and for a = 1, fo(s) = Ks~!v,(s) (perfect memory or integrator). The fractional
calculus Kelvin-Voigt modeling of the creep effect [101, § 4] is constructed by
connecting a linear spring with same stiffness K in parallel to a fractional calculus
element (C10). The elongation is the same for both elements gxy = g, and forces
sum up fiv = fa + Kqa. The corresponding compliance is

1—-a -1
Teu(s) = 7{38 = (K (1 + (&) >> ,s€C\R_. (C11)
The modeling of materials that exhibits several relaxation times 7, = 377; is achie-

ved by chaining N fractional calculus Kelvin-Voig elements (see [101, § 4], [112]
and [2, figure 1]). Each element contributes to the total elongation gchain = ZnNzl Gn,
and every elements experience the same force fchain = f1 = - -+ = fn. The total
compliance is therefore (withs € C\R_):

1—a -1
Schain(5> N < S ) " Ky
Tinmin(s) = 2, — K, |1+ —=— , wp=—. (C12
Cham( ) fchain(s) =1 ( ! ( Wy " Ry ( )
In this paper we consider the three elements fractional calculus solid model that
restores (i) a primary instantaneous response to a step force with stiffness K

and (ii) a long time viscoelastic memory with characteristic time 7. = (277; The
compliance of this viscoelastic model is (with s € C \ R_)

1—ae -1
7;(3):%04- <K1 <1+<£1> >> ; wlz%- (C13)

Parameters K and K; are related to Kga according to

Ky = Ksn

" (C1q)
Kl — SA

2(1-Px)

where parameter 0 < Px < 1 describes the partition of Kgp between Ky and Kj,

so that Te(s)|, -1 = Ksa sTland Ky = K; = ME—SA for Px = %
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7.6.1.2  Port-Hamiltonian formulation

The creep model (C13) corresponds to the parallel connection of (i) a linear spring
Ko and (ii) a linear spring K; serially connected to a fractional calculus element
(C10) with stiffness Kj, characteristic frequency w; = 2?7: and memory parameter
«. (see figure 7.7). The port-Hamiltonian modeling of linear stiffness K; with as-
sociated potential energy H;(g,) = %qlz has been addressed in section 7.4.2.

The port-Hamiltonian modeling of fractional calculus elements (C10) has been
addressed in [107]. First, an infinite dimensional state space formulation of the
transfer function (C10) with input f,(s) and output v, = vy(s) = % (ﬁ)a fu(s)
is build based on a continuous aggregation of linear damping according to the
diffusive representation formalism (see 7.15.2). Second, a finite order approxima-
tion is built based on the interconnection of a finite set of n. linear damping
associated with the poles (—¢i,- -+, —&y, ) located on the cut R_, as detailed in
7.15.3. The resulting time-domain port-Hamiltonian formulation is

dxe O xine —diag(fi,g)""  Ou.x1 VH, (x)
we | = | diag(@,e) T O, e —1p.x1 Ze(We) (C15)
V1 015 Lixn, 0 fa
with state x, = (x1,---, x5, )7, dissipation variable w, = (wy, - ,wy,)", and
H.(xe) = %xl diag(Py, -+, Py,) Xe, ze(we) = diag(Ry, -+, R, ) we with the

weights 7i,, obtained from the minimization (C66) for the transfer function Z;_,,
and

1—ae

P, = %T[ﬁve]ﬂgnl
Rn = Pn[ﬁve]n/

ne(l,---ne). (C16)

The mechanical subsystem depicted in figure 7.7 includes ny = 3 + n, storage
components (mass Mcpa, primary stiffness Ky, secondary stiffness K; and n. stiff-
nesses associated with the fractional calculus element f,), nw = 1+ n, dissipative
components (damper Rgs and 1, dampers associated with the fractional calculus
element f,) and ny = 1 port (Lorentz force f). The state x = (pw, o, 1, x{)T
consists of the mass momentum py = Mcpa qp, the primary and secondary elonga-
tions gp and q; (respectively), and the states x, associated with the fractional calcu-
lus in (C15). The Hamiltonian is the sum of the the kinetic energy Hu(x1) = %,
the primary and secondary potential energies Hy(xy) = KOX—Z% and Hy (x3) = K3 x7§
(respectively) and the Hamiltonian H(x.) associated with the fractional calcu-
lus in (C15). The dissipation variable is w = (%,WI)T with linear dissipation
law z(w) = diag(Rsa, Ry, -+, Ry, ) w for the R, in (C69). The input/output are
u = (fz)T and y = (vp)T. For these definitions, the interconnection in figure 7.7
yields

= —H(n) -a(w)+mn
% = g%(xl) — Vi (C17)

with vi = 114, Ze (W) from (C15). This system is recast into the port-Hamiltonian
formulation (C3) for the structure in table A4 and the parameters in table A12.
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State : Energy :

x = (pu, 90,91, x3)7 H(x) = xTQx
Dissipation variable : Dissipation law :
w = (vp,w{)" z(w) = Rw

Input : Output :
u=(fg)7 y = (vp)T
Structure :

0 -1 0 0 1 0
Jy = 1 0 00 K= 0 Lixn, ’

0 0 0O 0 —L1xn,
0 0 0O 0 diag(7ig,) !

Ge=(1,000 ) Jw=0Gy=0J,=0.

TABLE A4 : Port-Hamiltonian formulation (C3) for the proposed small signal model
of the mechanical part in figure 7.7 driven by the Lorentz force f., with
diaphragm position gp, momentum pp; = Mcpa d(iif, primary elongation g,
creep elongation g1 and finite dimensional realization of the fractional diffe-
rentiator in (C15). Parameters are given in tables A11 and Ai2, with Q =
3diag(5i—, Ko, K1, Py, - -+, Py,) and R = diag(Rsa, Ry, -+, Rn, ).

7.6.2  Suspension hardening and model 1

For large displacement, the suspension behaves like an hardening spring (pheno-
menon 5 and [1, 57]). This should occurs for instantaneous displacements, so that
only the primary stiffness K in table A4 is affected. First, the mechanical subsys-
tem from previous section is changed to include this phenomenon. Second, the
resulting nonlinear mechanical part is included in loudspeaker model o to build
the loudspeaker model 1.

7.6.2.1  Model description

The primary stiffness Ky in table A4 is changed to a nonlinear spring that exhi-
bits a phenomenological saturation for an instantaneous elongation gy = £(gsat
(symmetric). The associated constitutive law (C53-C55) in 7.14 is

4p8 .40 T.40
c =gy + ——=sat <tan < ) - > 18
SA (qO) 90 4 — 71 2 sat 2qsat ( )

which yields the restoring force fy(q0) = Kocsa(qo) for the initial stiffness K. It
corresponds to the addition of a saturating term that does not contribute around
origin, thus preserving the meaning of parameter Ky (small signal behavior). The
associated storage function (C56-C58) is

2 S 2
95  8Pgat gsat ( 7T 4o )‘ 1 ( 7T qo ) )
=K — In |cos + = >0. (C1
(q0) 0( < 2 doat 2\ 20nme ) > 0. (C19)

HSA
2 n(4—nm)
7.6.2.2  Port-Hamiltonian formulation of Model 1

sat

The port-Hamiltonian formulation of the loudspeaker model 1 that includes creep
effect (phenomenon 4) and hardening suspension (phenomenon 5) is obtained by

(i) replacing the potential energy KO%U in table A4 by the nonlinear storage func-
tion (C19) and (ii) connecting the mechanical port f, to the RL circuit describing
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the electromagnetic part as in section 7.3.1. This results in the structure given in
table A5 with parameters in table A12.

State : Energy :
x = (¢c, pu, 90, 71, %¢)T H(x) = xT Qx + Hg} (x3)
Dissipation variable : Dissipation law :
w = (vp,wi)' z(w) = Rw
Input : Output :
u = (on)7 y = (ic)T
Structure :
0 —Blc(gp) 0 0 O 1
Bl:(qp)0 0 -1 0 0 0
Jx = 0 1 0 0 |'Gx=1] 0 [,
0 0 00 0
0 0 00 0
10 0
0 1 0
K= 0 0 -1 Jw=0,Gw=0,Jy=0.
00 1
0 0 diag(fig,) "

TaBLE A5 : Port-Hamiltonian formulation (C3) for the model 1 depicted in figure 7.10. The
linear stiffness Kg, is replaced by fractional Kelvin-Voigt modeling of the creep
effect from section 7.6.1 in serial connection with the nonlinear spring descri-
bed in sectiony.6.2, with diaphragm position gp, momentum pp; = Mcpa %",
primary elongation qg, creep elongation g; and finite dimensional realiza-
tion of the fractional differentiator in (C15). The nonlinear potential energy
HS34, (o) is given in (C19). Parameters are given in tables A11 and A12, with
Q = jdiag(£, 72-,0,K1, Py, -+, Py, ) and R = diag(Re, Rsa, Ry, -+, Ru, ).

7.6.3  Simulation results

The simulations of model 1 are performed according to the structure preserving
numerical method in 7.12. Physical parameters are given in table A11 and A12.

CREEP EFFECT  The viscoelastic behavior of the suspension material (phenome-
non 4) results in a frequency dependent compliance, i.e. the suspension at low
frequencies appears to be softer than predicted by the Thiele/Small model (see
e.g. [171, figure 12]). The proposed fractional order dynamics permits to reco-
ver this effect as shown in figure 7.9 and 7.22 (left). The corresponding long time
memory depicted in figures 7.9 and 7.22 (right) proves to be in accordance with
measurements in e. g. [100, figure 1] and [135, figure 11].

NONLINEAR SUSPENSION The hardening effect associated with the nonlinear
stress—strain characteristic of the suspension material (phenomenon 5) is clearly
visible in figure 7.10 where the primary elongation is reduced for higher value
of shape parameter PS,. . This reduces the total displacement gp and momentum
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FIGURE 7.8 : Equivalent circuit of the model 1 with diaphragm position gp, primary elon-
gation gg and creep elongation g;. Elements common to model o in figure 7.4
are shaded. The linear stiffness Kg, is replaced by (i) a fractional Kelvin-Voigt
modeling of the viscoelastic phenomena with creep time 7. and memory pa-
rameter a, (see section 7.6.1) and (ii) a nonlinear element that restores the
hardening of the suspension with constitutive law Ky csa(go) given in (C18)
(see section7y.6.2.

pm = Mcpa %P, while the creep elongation is almost unchanged. Notice the power
balanced is fulfilled with % =S—D.
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FIGURE 7.9 : Simulation of the small-signal modeling of the mechanical subsystem in
table A4 depicted in figure 7.7 with the parameters in tables A11 and A12
(except the memory parameter a, indicated in the legend). Left : diaphragm
qo

fe
Right : diaphragm displacement in response to a 10N Lorentz force step bet-

ween Os and 2s (time domain). Legend T/S refers to the mechanical subsystem
of the Thiele/Small modeling. Results for the creep time 7, and partition pa-
rameter P are given in figure 7.22.Sample rate is 10kHz.

displacement in response to the Lorentz force (2irtf) (frequency domain).

7.7 REFINED ELECTROMAGNETIC (MODEL 2)

In this section, the Thiele/Small modeling is refined to account for effects of flux
modulation (phenomenon 2), electromagnetic coupling (phenomenon 3), ferroma-
gnetic saturation (phenomenon 6) and eddy currents (phenomenon 7) related to
the electromagnetic part (voice-coil ¢, magnet VM, ferromagnetic path P and air gap
G). First, the proposed modeling is described. Second, this model is recast into the
port-Hamiltonian formulation (C3). Third, simulation results are presented.
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FIGURE 7.10 : Simulation of the model 1 in table A5 depicted in figure 7.10, for the parame-
ters in tables A11 and A12 (except PS,, indicated in the legend). The input
voltage is a 100Hz sine wave with increasing amplitude between oV and 50V.
The sampling rate f; = 96kHz. The power balance is shown for PS5, = 10

only. Notice qp = g + 41.
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7.7.1  Model description

The classical lumped elements modeling of loudspeakers electrical impedance
consists of the electrical DC resistance of the wire R serially connected to a
non-standard inductive effect, referred as lossy-inductor. The simplest refinement
of the Thiele/Small modeling is the LR-2 model, which uses a series inductor
connected to a second inductor shunted by resistor. This structure has been refi-
ned by several authors [179, 184, 50, 172, 102] by considering nonstandard com-
ponents instead of the ideal resistances and inductances to recover the measured
electrical impedance. A frequency dependent inductance has been considered in
[179]. A weighted power functions of the frequency for both the real and imagi-
nary part of the impedance is proposed in [184, 108].

ic
Tvl ¢1ea/# Yo G
—_— ./ — i SG ‘ SP \‘:
————on——0
M il dap
__________ bpg v, )( foooat
P it
(a) Schematic (b) Equivalent circuit

FIGURE 7.11 : Simplified modeling of the electromagnetic circuit, which includes : the coil
wire resistance Rc, the linear inductance associated with the leakage flux
$1eax, the electromagnetic transduction with np the number of wire turns
around the magnetic path, the magnetic energy storage in the ferromagnetic
path described by the nonlinear induction—excitation curve ¥pg = g (¢Prc)
from (C22), the fractional dynamics associated with eddy currents in the pole
piece form (C33), and the constant source of magnetomotive force iy due to
the magnet from (C24).

The proposed modeling of the loudspeakers electrical impedance is depicted in
figure 7.11. The coil winding acts as an electromagnetic transducer (gyrator) that
realizes a coupling between the electrical and the magnetic domains, according
to the gyrator-capacitor approach (see [26, 71] and recalls in 7.13.3). The electrical
domain includes the linear resistance R of the coil wire (same as Thiele/Small
model) and a constant linear inductance associated with the magnetic flux that
does not penetrate the pole piece (P). The flux in the magnetic path is common
to (i) a nonlinear magnetic capacitor associated with energy storage in air gap
(G, linear) and ferromagnetic (P, nonlinear), (ii) a fractional order differentiator
associated with frequency dependent losses (eddy currents) and (iii) a constant
source of magnetomotive force associated with the permanent magnet (Ampere
model).

7.7.1.1  Coil model

LEAKAGE INDUCTANCE A single leakage flux ¢1eax = Sieak P1eax independent
position gp is assumed for every of the N; wire turns (see 7.11a), with Sjcax the
average of the coil section and the inner annular surface between the coil and
the pole piece. According to (C48), the linear magnetic capacity of the air path
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is Cleak = with A the height of the coil wire turns, y( the ma-
gnetic permeability of vacuum and Cair the magnetic susceptibility of air. From
(Cs52), this corresponds to an electrical inductance with state X16ax = Nc¢ ¢1eax and

sleak Ho (1+§air)
2A.

. 2 .
storage function Hieax(X1eax) = ﬁi—iﬁk, for the inductance Ligax = N2 C1eax. Ad-

ditionally, we define the characteristic frequency w. = L}Q—e:k associated with the
connection of Lieax With Re.

ELECTROMAGNETIC COUPLING MODULATION  The electromagnetic coupling
between the coil (c) and the path (P) depends on the he number np of wire turns
effectively surrounding the pole piece. For small negative excursions gp < 0 every
wire turns participate to the coupling np ~ N, and for large positive excursions
the coil leaves the pole piece np ~ 0. We choose a phenomenological sigmoid
relation np : qp — np(qp) :

1
() = Ne (1+exp (22 _quqq ”"))) (C20)
—y

with #1p(g-) =~ 90%Nc and np(gp) ~ 10%N. (see figure 7.13). Some example are
depicted in figure 7.13a.

7.7.1.2 Ferromagnetic saturation

NONLINEAR STORAGE The storage of magnetic energy in the magnetic circuit
is spread over the pole piece (P) and the air gap (G). Assuming no leakage flux
in the pole piece, those elements are crossed by the same magnetic flux ¢pg (see
figure 7.11a and [26, 71]). The corresponding averaged inductions are

bp = %6,
P ;:G (C21)
bG = Se ’

with Sp the average section crossed by the magnetic flux in the pole piece and
Sg the section of the flux in the air gap (see figure 7.11a). This corresponds to
the serial connection of two magnetic capacitors : the first is associated with the
air gap G with linear constitutive law (as for the leakage flux ¢1cax); the second
is associated with the pole piece P and cannot be described by a linear magne-
tic capacity due to the magnetic saturation that occurs in ferromagnetic material
(phenomenon 6). Those two serially connected magnetic capacitors can merge
into a single nonlinear capacitor which restores the total magnetomotive force
Prg(¢pc). We consider the tangent-like constitutive relation in 7.14 with flux sa-
turation ¢satz = Sp bsar, Where bgay depends on the specific magnetic material.
From (C53-C55), the constitutive law ¢p¢(¢pc) = cpe(Ppg) is

PG
cpe(¢ppc) = Pre. (4>pc + % (tan ( Zn (;)Pi) - ;T(P(I’Pi )) (C22)

where coefficient P¢ includes the contributions of both air and pole piece mate-

rial, and PES, is a shape parameter that depends on the specific material used for

the pole piece. The associated storage function (C56-C58) is

7T ¢pg 1 (7t ¢pg 2
o8 <2<Psat>‘+2 (2<Psat> )) =0

(C23)

) = o8, (B S
sa

Ho 2 (4 — )
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STEADY STATE BEHAVIOR The permanent magnet is modeled as a constant
source of magnetomotive force ¥y (Ampere model [71]). This drives the magnetic
flux in the path to an equilibrium (steady-state) ¢pg = ¢ss for which the magne-
tomotive force exactly compensates that of the magnet :

¥rc(Pss) = Pu. (C24)

The associated steady-state magnetic capacity is the inverse of the linear approxi-
mation of ¥pg(¢pg) around ¢ss :

- -1
an(; 1 (E)ZHPG )
Cog = | —= = = sat = , C
ss (a(PPG (¢pc 4’55)) 34’}%(; (¢pc = Pss) (C25)
i PHE _ pPG 2Py — cos—2 ( Titre PG

with s (ppac) = Prin (1 T etpe (1 cos (2¢Sat)>), so that Pj;; can be

tuned according to
m—4
P:an(%Sr Psat, ngt/ CSS) = oG ( 5 )f;at .
Cas (270PZS, (1~ cos=2 (522 ) + (71— 4)psas)

(C26)

7.7.1.3  Frequency dependent losses

Besides the magnetic saturation, the pole piece is affected by the combination
of capacitive and resitive effects due to eddy currents, resulting in frequency
dependent losses (phenomenon 7).

EDDY CURRENTS MODEL In this paper, we consider a linear fractional order
magnetic capacity as found in [106, 150, 152, 149, 22, 20] and [150][part 5]. The
magnetic resistance Rec (') and magnetic capacitance Cec (H) associated with
eddy currents are merged into the magnetic impedance

_ YPec(s) s\ e s \%e\
o858t () e (2)7)

with s € C the Laplace variable and wec = (Rec Cec)_1 the characteristic fre-
quency. Parameter ae. can be regarded as a memory parameter : Tec(s) restores
a pure resistor for aec = 0 (no memory), and a pure capacitor for aec = 1 (perfect
memory or integrator) with characteristic time Tec = j—z Notice the modulus of
Tec(wec) is independent of aec (same in the resistive case aec = 0 an the capa-
citive case aec = 1). This fractional calculus element is serially connected to the
magnetic capacity described in 7.7.1.2 with ¢ec = ¢pg, which corresponds to the
structure depicted in figure 7.11b. The resulting electrical impedance 7p(s) = &

ic
associated with the pole piece in the the coil is

-1
1 1

4
‘Xec
CocWec (L) Csss

Wec

To(s) = vp(s) _ N2 (C28)

For aec = 1, (C28) restores a pure inductance : 7p(s) = Lp s with Lp = Ng%
and we define

Css = Le
N (C29)

_ Lp
Cee = Ny
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Parameter 0 < pr, < 1 describes the partition of Lp between Cgs and Cec so that
| 7p (i wpg, kec = 0)| = | Tp(iwpg, kec = 1)|, with characteristic frequency

1+
Wpg = Wec 1— ii . (C30)

BLOCKED ELECTRICAL IMPEDANCE The current i; is common to (i) the resis-
tor Re, (ii) the leakage inductance Lieax, and (iii) the impedance associated with

the coil core 7p¢(s). For a coil blocked in fixed position (qp = ddit[’ =0=1v, =0),
the total steady-state electrical impedance 7¢(s) = ?I((:)) measured at the coil ter-
minals is
S Lp we 1
= R 1 _ .
Te(s) c + we pL Re (C31)

Pyl (s )
pL 1+pL wee

The DC value is given by the resistance Rc. For extremely high frequency, the
impedance is governed by the leakage inductance 7¢(i w) e R¢ (1 + %) In

between, the impedance depends on Lp (standard), ac (see figure 7.15), Tog = f}—fc
(see figure 7.23a), and pr. (see figure 7.23b).

7.7.2  Port-Hamiltonian formulation

The proposed loudspeaker modeling with refined electromagnetic phenomena
(model 2) corresponds to the replacement of the inductance L. in model o by the
electromagnetic model described above (compare figures 7.4 and 7.14). It includes
a linear RL circuit (same as the one discussed in §7.4.2.2) serially connected to the
gyrator associated with the core of the coil described in §7.7.1.1 with the nonstan-
dard elements described in §7.7.1.2 (nonlinear storage) and §7.7.1.3 (fractional
dynamics).

TIME DOMAIN FRACTIONAL DYNAMICS The port-Hamiltonian modeling of
the fractional calculus elements (C27) has been addressed in [107]. First, an in-
finite dimensional state space formulation of the transfer function with input

Pec and output s¢pg(s) = (Cec Wec (%ﬁ)aec> Pec(s) is build based on a conti-
nuous aggregation of linear damping according to the diffusive representation
formalism (see 7.15). Second, a finite order approximation is built based on the
interconnection of a finite set of nec linear damping associated with the poles
(€1,- -+ ,Cne.), as detailed in 7.15.3. The resulting time-domain port-Hamiltonian

formulation is

d ec . ~ —
% O”ec XNec _dlag(”lec) ! Onecxl VI_Iec(xec)
Wec = diag(ﬁec)_T Onec X Nec _1nec><1 Zec(wec)
d
i;c olxnec 11><nec 0 l/JeC
(C32)
with state xec = (x1,---,xp, )", dissipation variable wee = (wy, -, wn..)",

and Hec (xec) = % XecT diag(Plz Ty Pnec) Xec, Zec(wec) = diag(Rll try Rnec> Wec
with the weights 7i__ obtained from the minimization (C66) for the transfer func-
tion Z; _,,_ and

{Pn = Cec(«'~7ec17meC [ﬁec]ngnr

n ne(l, - nec). (C33)
Ry = Pulfigcln,
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FIGURE 7.12 : Equivalent circuit of the model 2 described in table A6. Elements common
to model o in figure 7.4 are shaded. The coil inductance L. is replaced by
the electromagnetic circuit from figure 7.11b which include the leakage in-
ductance Lieax and the explicit modeling of the magnetic path (pole piece P
and air gap G). The latter includes (i) constant magnetomotive force due to
the magnet ¢ from (C24), (ii) ferromagnetic saturation ¢pg(¢Ppe) from (C22),
(iii) fractional order dynamics associated with eddy currents from (C33) and
(C27), and (iv) position dependent electromagnetic coupling np(gp) from

(C20). The induction is replaced by its actual value from (C21) : B = ";—"GG

MODEL 2 The loudspeaker model 2 in figure 7.14 includes ny = 4 + nqc sto-
rage components (leakage inductance Ljeax, nonlinear magnetic capacity cpg,
mass Mcpa, stiffness Kgy and nec linear capacitors associated with eddy cur-
rents), nw = 2 4 nec dissipative components (electrical resistance R, mechani-
cal damping Rsp and 7 resistors associated with eddy currents) and ny = 2
port (voltage v and constant magnetomotive force of the magnet ). The state
X = (X1eak, Ppc, PM, D, XecT)T consists of the state associated with the leakage flux
X1eak = Nc (1eax, the flux in the path ¢pg, the mass momentum puy = Mcpa %D,
the diaphragm position gp and the states associated with eddy currents x¢c =
(x1,++,xn,.)T. The Hamiltonian of this system is H(x) = xTQx + HES, (x;) with
Q= 1diag(ﬁ,o, ﬁ, Ksa, Py, -+, Py,.) for the P, in (C33). The dissipation va-
riable isw = (i, %, WecT)T with linear dissipation law z(w) = diag(Rc, Rsa, Ry, - -+ , Ry, ) W
for the R, in (C33). According to (C21), the magnetic induction in the air gap in-
volved in the electromechanical coupling (Cs0) is bg = % The length of wire
effectively subjected to the induction field is £c(x4) given in (C8). The number of
wire turns effectively surrounding the pole piece involved in the electromagnetic
coupling is n1p(x4) given in (C20). For these definitions, the dynamics is

dT)? = _%€C<x4) g% _Zl(w1> _np(x4)1l><nec Zec(wec) + uq,
d oH _ 9H
G = sle(x) g — 5y —22(w2), (C34)
% = _diag(ﬁec)71Z6C(wec)/
with % = Zec(Wec) and %" = gTHS. Finally, the port-Hamiltonian formula-

tion (C3) of the loudspeaker model 2 with refined electromagnetic part as de-
picted in figure 7.14 is given in table A6.
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State : Energy :
X = (X1eak, Ppc, Pu, p, XecT)T H(x) = xTQx + HES, (x2)
Dissipation variable : Dissipation law :
W = (ic, 2, weeT)T z(w) = diag(Re, Rsa, Ry, -+, Ru,.) W
Input : Output :
u= (vr)T y = (ic)T
Structure :
X
0 0 —Fle(xs) 0 O 1 0
0 0 0 0 0 0
Jx = %KC(XAL) 0 0 -1 0 |,Gx= 0o 0 [,
0 0 1 0 O 0 0
0 0 0 0 00
1 0 I’ZP(X4) 1
00 -1
K= 0 1 0 , Gw = ’
00 0 -1
0 0 diag(ji,,)"!
Jw=0,Jy=0.

TABLE A6 : Port-Hamiltonian formulation (C3) for the loudspeaker model 2 discussed
in §7.7.1 and depicted in figure 7.12, where the Lorentz force factor is the
product of the magnetic induction in the air gap ¢pg/Se with the position
dependent effective wire length ¢.(gp) defined in (C8). Parameters are Q =
ydiag(—,0, 57—, Ksn, P1, -+, Py,.) and R = diag(Rc, Rsa, Ry, -+, Ry,,) for
the definitions in tables A13 an A11 and in (C33). The nonlinear storage func-
tion associated with the path PG is given in (C23). The effective number of wire
turns np(qp) involved in the electromagnetic coupling is given in (C20).

7.7.3  Simulation results

The simulations of model 2 are performed according to the structure preserving
numerical method in 7.12.

FREQUENCY DEPENDENT LOSSES  Eddy currents result in frequency dependent
resistive effects (phenomenon 7) : the slope at high frequencies is lower than pre-
dicted by the Theile/Small modeling. The fractional order dynamics permits to

recover this phenomena as shown in figure 7.15b. The associated temporal evolu-
tion of the magnetic flux in the path is shown in figure 7.15a, where the long-term

memory is clearly visible. Results for the partition parameter pr, and the charac-
teristic time Tec = 3)—;; are given in figure 7.23.

POSITION DEPENDENT ELECTROMAGNETIC COUPLING To illustrate the ef-
fect of coil position on the electrical impedance (phenomenon 3), the position

gp in model 2 (table A6) is fixed to -1cm (inside), ocm (equilibrium) and +1cm

(outside). Due to the position dependent effective number of coil wire (C20), this

changes the inductance according to (C52). Results are shown in figure 7.13b, in

accordance with measurements in e.g. [99, figure 6].
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CORE SATURATION The effect of the nonlinear magnetic behavior of the pole
piece (phenomenon 6) is illustrated by driving the system in steady states for
which ¢pg # ¢ss, by imposing several DC voltages, here -100V, -10V, 10V and
100V (see evolution of flux ¢pg in figure 7.24b and current i in figure 7.24a), with
the blocked coil gp = dd—qf = 0. Then, a small signal noise is applied to measure
the resulting impedance. For medium DC values (£10V), the flux stays positive
so that Css(vpc = —10V) > Cgs(vpc = 0V) > Cgs(vpec = +10V) (see figures 7.16a
and 7.24 and e.g. [99, figure 8]). For large negative DC value (—100V), the ma-
gnetomotive force of the magnet is no sufficient to keep the flux in the pole piece
positive (see 7.24b). This yields Cgs(vpc = +100V) < Cgs(vpc = —100V) <
Css(vpc = 0V) as shown in figure 7.16b.

FLUX DEPENDENT FORCE FACTOR The force factor in model 2 B, = ‘PS—":KC(qD)
is modulated by the coil position (same as model o) and the magnetic flux in the
pole piece P and air gap G (phenomenon 2). This is clearly visible on the results
in figure 7.14, where we see the force factor can be larger than predicted by the

Thiele/Small modeling. Notice the power balance is fulfilled.
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<
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Coil position g¢ (m) %1072 Frequency f (Hz)
(a) Plot of np(gp) from (C20). (b) Variation of impedance with coil position.

FIGURE 7.13 : Effective number of wire turns involved in the electromagnetic coupling
between the coil (c) with N. = 100 wire turns and the magnetic path (P),
according to (C20) for a maximal excursion g, = 5mm and incursions g
mentioned in the legend. In figure 7.13b the coil is blocked in different posi-
tions, hence changing the number of coil wire turns around the path #p(gp)
and thus the steady state inductance according to Cs2.

7.8 REFINED THERMODYNAMICS (MODEL 3)

This section is devoted to the development of the loudspeaker model 3 that in-
cludes heating of coil wire due to Joule effect (phenomena 8 and 9). Thermody-
namics behaviors are intrinsically irreversible phenomena, so that the reversible
port-Hamiltonian structure (C3) has to be extended. We follow the approach in
[142] to describes the entropy production associated with the conversion of dis-
sipated power to thermal energy. First, the heating and cooling phenomena are
recast as irreversible port-Hamiltonian systems and the selected thermal mode-
ling is presented. Second, the DC resistance R of the model o is replaced by the
heating/cooling resistor. Third, simulation results are presented.
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FIGURE 7.14 : Simulation of the model 2 in table A6 depicted in figure 7.12, for the para-
meters in tables A11 and A13. The input voltage is a 100Hz sine wave with
increasing amplitude between oV and 8oV. The sampling rate f; = 96kHz.
The power balance is shown for the model 2 only. The force factor B, corres-
ponds to the product of the induction in air gap be from (C21) with position
dependent effective length from (C8).
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FIGURE 7.15 : Simulation of the loudspeaker model 2 in table A6 depicted in figure 7.14
with the parameters in tables A11 and A13 (except memory parameter indi-
cated in the legend). Sample rate is 9g6kHz. Legend T/S refers to the Thiele/S-
mall modeling. Results for the partition parameter p;. and the characteristic
time Tec = 5—1 are given in figure 7.23.
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FIGURE 7.16 : Simulation of model 2 in table A6 and depicted in figure 7.14. The sam-

pling rate is 9g6kHz. The coil is blocked : gp = dd—qt" = 0. The input voltage

is v1(f) = Upc + Unoise(t) With Unoise a random signal normalized to 1mV.
The DC value drives the magnetic flux in the pole piece to a new steady
state different from ¢ss (see figure 7.24b), thus changing the equivalent ma-
9’Hp
s
gures 7.24c and 7.24¢c. The evolution of current i. for each DC value is given
in figure 7.24a.

-1
gnetic capacity Cgs = ( ((f)ss)) according to (C25), see details in fi-

7.8.1  Thermal modeling of the resistor

First, the entropy production mechanism associated with the heating of the coil
wire is described as an irreversible port-Hamiltonian system. Second, the ther-
mal exchanges mechanism responsible for the cooling is described. Third, we
detail the selected thermal model that includes (i) heating of the wire, (ii) thermal
exchanges with surrounding and (iii) the increase of the resistivity with tempera-
ture.
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7.8.1.1  Entropy production of a thermal capacitance

The first law of thermodynamics states that the change in the internal energy U of
a closed®> homogeneous system is dU = §Q — éW, where Q is the heat provided to
the system and W the mechanical thermodynamic work performed by the system.
The storage of thermal energy in a body is modeled as a simple thermal capaci-
tance 6Q = Cd# where 6 > 0 is the body’s temperature, and C = mc, with m
is the mass (kg) of the body and ¢, the specific heat (J kg~ !K™!) of the material.
Assuming no variation of body’s volume and no isochoric work yields éW = 0.
In this case, the second law of thermodynamics states that do = %Q is a total
differential known as entropy. Then the variation of entropy between two tempe-
ratures 6y and 0 is ¢ — 0p = |, 9(1 %dg. Choosing the reference such that oy = 0 and

inverting this relation yields 6(c) = 6 exp (&). Defining

o
U(e) = Cooexp (), (C35)
the time variation of the internal energy is & = 097 with temperature
_ au(o)
o(0) = 09, (C36)
For the heating resistor, & is given by the dissipated power D = z(w) w so that
4 = « 9) . Cons1der1ng a current controlled model with input # = i = w and

output y = v = z(w) yields the following irreversible port-Hamiltonian system :

do au
(5)-2(22()
-y -1 0 u
Jo

The skew-symmetry of Jy ensures the entire power lost from the electrical domain
(u)

is converted into heat; the multiplying term
positive.

ensures the dissipated power is

7.8.1.2 Heat transfers

The cooling of the resistor is due to thermal exchanges with environment. The
heat transfer between two bodies (07, 61) and (07, 6,) is described as follows. From
Newton’s law of cooling, the heat ﬂowing into body i due to the temperature
gradient AG; ,; = 0; — 0; obeys =5 ‘5Q’ = = Ryp Abj; for i,j = 1,2, where Ry
is the thermal resistance (WK~ 1). This can be recast as the following irreversible

port-Hamiltonian system :

doy _Rpp +R12 Uy
F)=1 oo (C38)
dop +R7 _@ Uy
dt 0 [ a0y
Notice the variation of total internal energy is §/ = 2, gg (g’ 0 and the

d(Tl + d{72

variation of total entropy is & = RuM > 0.

7.8.1.3 Thermal model

THERMAL ELEMENT  According to the third order thermal model of loudspea-
ker proposed in [33], we introduce the thermal quantities associated with the

2 A closed system does not exchange matter with its surrounding, but can exchange energy through: its
boundary.
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— c
v, Vr Ve e
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FIGURE 7.17 : Synopsis of the thermal transfers in the third order modeling proposed in
[33] and used in this paper. Temperatures of the coil wire, the air gap, the
magnetic path and the ambient air are denoted by 0., 6¢, fp and 6, respec-
tively. Corresponding thermal capacitance are denoted by by C, Cg, Cp and
Cy. The thermal resistance that opposes to the heat transfer is Rcg between
the coil and the air gap, Rep between the air gap and the pole piece and Rpy
between the pole piece and the air in enclosure. the temprature dependent
resistance 7¢ (6. ) is given in (C39).

voice coil (o¢, 0c,C), the air gap (oa, 64, Ca), the pole piece (0p, 0p, Cp) and the air
in enclosure (04,04, Ca). This model includes heat transfers of the coil wire with
the air gap Rcg, the air gap with the pole piece Rep and the pole piece with air in
enclosure Rpy (see figure 7.17).

TEMPERATURE DEPENDENT RESISTANCE According to [187] (see also [98]
and [33, (14)]), a simple model of wire resistance (6. ) with the wire temperature
0. is

rc(gc) = Rc (1 + ‘xT(Gc - 90))/ (C39)

where R; the DC resistance of the coil measured at temperature 6y, and a; a
temperature coefficient. Denoting i the current and vy the tension associated
with the resistive effect of the coil, this model is recast as an irreversible port-
Hamiltonian system as follows :

do, _ Ree Ree re(fc)ic U,
dtc Gc 90 O O 95 aUC
dog Ree Reg+Rep Rep 0 0 dUg
dt 9(; 9@ 9(; a(T(;
dop = 0 Rep _Rep+Rpy Rpn 0 Up
dt Op Op Op Jdop
doy Rpy _Rpy Uy
_dat 0 i 0 GA GA O a(TA
—og el g 0 0 0 ic
C
(C40)

7.8.2  Replacement in model o

The replacement of the DC resistance R. in the model o from section 7.3.1 by the
thermal resistor model (C40) is as follows. The system includes nx = 7 storage
components (coil inductance L., mass Mcpa, stiffness Ksa and thermal capaci-
ties C, Cg, Cp, Cy), nw = 1 dissipative component (mechanical damping Rgy) and
ny = 1 port (electrical input v1). The state x = (¢, pm, b, 0c, 0¢, 0p, 0a)T consists
of the magnetic flux in the coil ¢, mass momentum py = Mcpa ddif, diaphragm
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position gp and collection of entropies. The Hamiltonian is the sum of the electro-
2 2
dynamic energy Hy(x1) = Zlec’ the kinetic energy Hy(xy) = Zl\f[ﬁ, the potential
2
energy Hy(x3) = 21% and thermal energies U, Ug, Up, Us. The dissipation variable
isw = (ddif)T with linear dissipation law z(w) = Rga w. As in section 7.3.1, the

current in the wire is imposed by coil inductance i = %% = f—]c The resulting

port-Hamiltonian system is given in table Ay with the parameters in table A14.

State : Energy :
x = (¢c, PM, b, 0c, 0c, 0p, 0n)T H(x) = xTQx + U(x)
Dissipation VariTable : Dissipation law :
W= (ddit[)) z(W) = Rgp W
Input : Output :
n= (o)t y = (i)
Structure :
Jx=
0 ~Bl(x;) 0 | -Tf%)n 0 0 0
Blc(x3) 0 -1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
Tefeln 0 0| —B= Rea 0 o |
0 0 0 0 RT;P ch%PRm %,,
0 0 0 0 0 %A 71%,;
0
K=[1]6x=]0 |/ Jw=0,Gw=0,]Jy=0.
0

TABLE A7y : Irreversible port-Hamiltonian formulation based on structure (C3) for the loud-
speaker model 3 depicted in figure 7.17. It includes the heating/cooling re-
sistor from (C40) with the temperature dependent resistance r.(6.) defined
in (C39). The internal energy is U(x) = Uc(x4) + Ug(xs5) + Up(xg) + Un(x7)
with the U;(0;) defined in (C35). The 6; are function of the o0; as defined
in (C36). Physical parameters are given in tables A11 and A14, with Q =
%diag <L%' ﬁ,KSA,O, 0,0, 0). The position dependent effective wire length
£c(gp) is defined in (C8).

7.8.3 Simulation results

The simulations of model 3 are performed according to the structure preserving
numerical method in 7.12. The input voltage consists in several bursts of 200Hz
sine wave with amplitude 50V. We present a short time simulation in figure 7.18
(2 bursts of 5 periods) and a long simulation in figure 7.19 (5 bursts of 4 minutes,
separated by 1 minute of rest with 10 minutes cooling).

HEATING OF COIL WIRE The heating of the coil wire (phenomenon 8) is vi-
sible in figure 7.19, where we see a rise from ambient temperature 6y = 20°C to
6. (25min) ~ 150°C. The decrease due to thermal exchanges is also visible, with
a cooling down to 60.(35min) ~ 40°C. Notice the power balance is fulfilled (fi-
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gure 7.18), and it is o for the cooling period (figure 7.19), that is, the total energy
is preserved. The dissipated power is due solely to the mechanical friction Rgy.

THERMAL COMPRESSION This corresponds to phenomenon 9. The variation
of the resistance r¢(6c) from (C39) is very low for the involved temperatures,
due to the small temperature coefficient of copper a; = 4.107>K~!. However,
the compression of both the electrical and the mechanical signals is visible in
figure 7.19.

7.9 DISCUSSION

The three loudspeaker models 1, 2 and 3 have been developed independently of
each other. This permits to illustrate the particular effect of each phenomena on
the loudspeaker dynamics. However, their interconnection to form a global, mul-
tiphysical modeling that copes with all the phenomena described in section 7.3.2
is straightforward, due to the modularity of the port-Hamiltonian approach.

Phenomena Coupling Mechanical | Electromagnetic Thermal
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Model 0 §7.5 v

Model 1 §7.6 | v v v

Model 2§7.7 | vV v v v v

Model 3§7.8 | v v v

TaBLE A8 : Phenomena in section 7.3.2 addressed by each port-Hamiltonian models.

7.10 CONCLUSION

In this paper, three lumped parameter models of the electrodynamic loudspeaker
have been developed to cope with refined phenomena of (i) mechanical origin, (ii)
electromagnetic origin and (iii) thermal origin. In particular, a finite dimensional
time domain formulation of the fractional order dynamics associated with vis-
coelastic and eddy currents phenomena (linear) and materials properties (stress—
strain and b-h characteristics, nonlinear) have been derived. Those models are
given in the the framework of port Hamiltonian systems, which decomposes the
system into conservative, dissipative and source parts, including for the thermal
model. The numerical method used for the simulations preserves this decompo-
sition and the power balance in the discrete time domain. Numerical results that
comply with measurements from the literature have been presented.

The first perspective of this work is to achieve DSP simulation-based real-time
audio distortion compensation, based on the preliminary work in [A7]. This re-
quires the development of a parameter estimation method dedicated to the port-
Hamiltonian structure. A second perspective is to include detailed modeling of
the acoustical load that is not addressed in this paper. Modal decomposition and
Rayleigh integral methods [32, 140] are envisaged for this issue.
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Appendix -

7.12 APPENDIX - NUMERICAL METHOD

To ensure stable simulation of stable dynamical system 9% = f(x), many numeri-
cal schemes focus on the approximation quality of the time derivative, combined
with operation of the vector field f. Here, we adopt an alternative point of view,
by transposing the power balance (C4) in the discrete time-domain to preserve
passivity. This is achieved by numerical schemes that provide a discrete version
of the chain rule for computing the derivative of E = H o x. This is the case
of Euler scheme, for which first order approximation of the differential appli-
cations dx(t,dt) = $X(¢) - dt and dH(x,dx) = VH(x)T - dx on the sample grid
t = kT, k € Z are given by

ox(kT) = x(k+1)—x(k), (Ca)
6H(x,6x) = H(x+6éx) —H(x) (C4q2)
= VyH(x,x+6x)" - dx.
For mono-variate storage components (H(x) = Y_* | H,(x,,)), the solution can be

built element-wise with the n-th coordinate given by

hn (xn+5xn) —hn (x,,) .
[V4H (x,x + 0x)] = 51y if 6x, # 0,
Iy () otherwise.

(C43)

A discrete chain rule is indeed recovered
SE(k, T) 1 ox(k,T)
T T
so that the following substitution in (C3)

(Ca4)

= V2 H (x(k),x(k+1))

g0 o 2 )
VH(x) — V9H(x(k),x(k+1))

leads to
0 = ak)T-J-a(k)=a(k)T-b

- [vdm °] () + z(w (k)T w(k) — u(k)T- y(k) Ca6)

of

SE(K,T)
T

For pH systems composed of a collection of linear energy storing components

with quadratic Hamiltonian H,(x,) = %, we define Q = diag(Cy - - - Cn,) ! so
that the discrete gradient (C43) reads

VIH(x,x+6x) = Q (x(k) + (SXT(k)) , (Ca7)

which restores the midpoint rule. For nonlinear case, (C43) leads to another nu-
merical scheme depending on the nonlinearity, still preserving passivity.
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7.13 APPENDIX - RECALLS ON MAGNETIC
7.13.1 Magnetic energy storage

DEFINITIONS The magnetic phenomena are described by two complementary
fields, namely, the applied magnetic excitation # and the induced magnetic flux
density b(h), which is somewhat the response of a given material to a given
excitation. The induction b is defined as the superposition of the magnetization of
vacuum jo(h) and the magnetization of matter j(&) due to microscopic magnetic
moments attached to the atoms of the body (see [62, (1.6)] and [61, (6)]) :

b =jo(h) +j(h) =~ j(h)

where we neglect the magnetization of vacuum so that #(b) = j~!(b). The magne-

tic induction flux ¢ is defined as the flux of the magnetic induction field through
a given surface S : ¢(t) = [[4b(t)dS = Sb(t), where we assumed constant
b = b(t) over S. The magnetomotive force 1 is defined as the circulation of h
along a closed b-field line C with length (¢ : (b(t)) = §, h(b(t)) dl = Le.h(b(t)),
where we assumed constant i = h(b(t)) along C.

ENERGY STORAGE The variation of magnetic energy density stored in a sample

of magnetic material is ‘}i—f = h(b)%’ (see e.g. [61] for details). The total energy
variation for a sample with length /¢ and section S (m?) is then & = S ¢h(b) ‘é—lt’ =

P (%) %. The associated storage function (Hamiltonian) is defined by

Haag(@) = fc [ (%) ax (Ca9)

which restores the total energy variation %Hmag = i—‘f.

7.13.2  Electromechanical coupling

Consider several windings of a conductive wire with section Sy, length ¢y, po-
sition gy and velocity vector vy = vy ey with constant direction ey and magni-
tude vy = %. This conductor is immersed in a magnetic induction field b
with constant direction orthogonal to ey and constant magnitude B. The cur-
rent is iy = [, s, Pq VqdS for the electric charge density p; moving with velocity
vy = V4 €; and unitary vector e; normal to the surface Sy. A wire element with
length d/ is subjected to the Lorentz force df; = pg Sy dl (v4 + vy) X b. This force
is orthogonal to the velocity v, + vy so that the associated mechanical power is

dP, = df - (v + vy) = 0. Integrating along the wire, one gets

P, = vy Blyiy+iy Blyvy =0
L W WiW W w E (C49)
fr oL

defining the Lorentz force f, and the back electromotive force (voltage) v, . Notice
the transfer is reversible and conservative in the sense that the outflow of energy
from the electrical domain Pe1ec = iwv, equals the inflow of the mechanical
domain Ppeca = Vy fr, that is Py = Ppeca — Pelec = 0. This corresponds to a
gyrator with ratio B {y :

()= (o ) ()
fﬁ Bfw 0 Vw
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7.13.3 electromagnetic coupling : the gyrator-capacitor approach

The gyrator-capacitor approach introduced in the late sixties [26, 71] is an easy
way to develop electronic analog of magnetic circuits. It has been considered in
[108] for the modeling of the loudspeaker. In this approach, a coil is divided in a
gyrator (wire turns) and a magnetic energy storage (coil core).

d
P =N &
i ,
— :
A
Ve
Pc=0p e —
(a) Schematic. (b) Electromagnetic circuit. (c) Electronic circuit.

FIGURE 7.20 : Simple electromagnetic circuit that includes a coil (c) with N¢ wire turns and
a magnetic path (P) with associated magnetic capacity Cp. According to the
gyrator-capacitor approach, the coil is modeled as an electromagnetic gyrator
with ¢ = N¢ic and v = N¢ dgf.

The dynamics of a magnetic field can be described by two complementary ma-
croscopic quantities : the magnetic induction field ¢ and the magnetomotive force
(mmf) ¢ (see 7.13.1). The electromagnetic transfer for a single wire turn stands
from (i) Faraday’s law of electromagnetic induction that relates the electromotive

force (tension v) to the variation of the magnetic flux in the wire turn v = %;
and (ii) Ampere’s theorem that relates the mmf to the current in the wire ¢p =i
[26, 71]. Considering the coil (c) in figure 7.20a with N wire turns around the
path (P), these relations restores a gyrator with ratio N :

Ve 0 N¢ ic
— . C
(w) (Nc 0><d§;°> 1

Denoting by s € C the Laplace variable, the correspondence between an impe-

dance seen in the electrical domain Ze1ec(s) = fc((ss)) and its counterpart in the
magnetic domain Zpag(s) = Slfpc ((SS)) = % is given by
NZ
Znae(s) = =—5—, Cs2
mag( ) Zelec(s) (C52)

so that the electrical inductance associated with the magnetic capacity is L, = N2 Cp.
Notice the interconnection (C51) is conservative : Pe1ec = Pnag With Pe1ec = vc ic
the power outgoing the electrical domain and Ppag = % . the power incoming
the magnetic domain.

7.14 APPENDIX - STATE SATURATING STORAGE FUNCTION

The saturation effect of the suspension (phenomenon 5) and the ferromagnetic
path (phenomenon 6) are described by the same idealized (symmetric) saturation
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curve ¢(x) shown in figure-7.21a. It is built as the linear combination of basis func-
tions c1in(x) (linear behavior around the origin) and cga¢ (x) (saturation effect) :

c(x) = Prin(c1in(x) + PsatCsat (X)), (Cs3)
cua(x) = ¥, (Cs4)
conl®) = 1o <ta“ (27;;) B 221) (C55)

with cgat (%) EmESE N +oo, a%L;t(O) = 0 so that cgat(x) does not contribute

around origin, and cgat (%) =1.

10 Saturating constitutive law Saturating storage function
— c(xz) ‘ ' 3t o — H) ;
.’g SH == Gal)
=) ConT) al.
z’ R —_
g 0 i ©
£ |
8 -5
10 i i | e il ESS
—1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 —1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0
a/x,, (d.u) z/r,, (du)

(a) Saturating constitutive law from (C53-C55).  (b) Saturating storage function from (C56-C58).

FIGURE 7.21 : Generic state saturating constitutive law and associated storage function to
be used for the modeling of stress—strain relation of the suspension material
(8) and magnetic excitation—-induction relation for path material (P). Parame-
ters are P1in = Psat = Xsat = 1.

The corresponding Hamiltonian (see figure 7.21b) is obtained from

H(X) = /O.x C(é’) dé' = Prin (Hlin(x) + Psat Hsat (X)) (C56)
with
2
Hiin(x) = X (Cs7)
8Xsat TX 1 TX 2
Hgat(x) = —m (ln cos <2x5at> ‘ + 3 (szat) ) (Cs8)

This nonlinear saturating storage function proves positive definite providing the
parameters (P1in, Psat) are positive, so that it can be used in structure (C3), still
preserving passivity.

7.15 APPENDIX - FRACTIONAL ORDER DYNAMICS

The diffusive process in the suspension (creep phenomenon 4) and the ferroma-
gnetic path (eddy current phenomenon 7) can be described by linear models that
include fractional order dynamics (see [101, 112, 82, 78] for fractional modeling
of viscoelasticity, and [152, 106, 149] for fractional modeling of eddy currents). A
well established formalism for the realization of fractional transfer functions is
the so called diffusive representations, recalled thereafter (see detailed develope-
ments in [76, 74], and [107] for a port-Hamiltonian formulation).
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7.15.1 Fractional integrator

Defining s = p.e’®, with p > 0 and § € [, [, the transfer function of the
fractional integrator Zg(s) = s~P exhibits a cut C = R_. The residue theorem
gives the realization of Zg as the continuous aggregation of linear damping along
the cut C. This leads to the following diffusive representation [107, §2] :

I‘B(S):C\]Rf — C

o (Cs9)
s = fo Vﬁ(g)ﬁdg

—E—i0F) =T (—E+i0+ :
where the weights ‘uﬁ(‘:) = Zp(~¢-i0 )21'7:55( ¢+i0™) = SlnS_/[STf) gfﬁ COI‘I'eSpOI’Id to the
jump of Zg across C = {—¢ € R™}). A state-space representation with output

]//5(5) = Iﬁ(s)ulg(S) is:

{df: ——txg+up, 7(0) =0 (60
v = Jo  Hp(G)xgdl.

The system (C60) is recast as an infinite dimensional pH system (C3), defining

2
the hamiltonian density He(xz) = pg(¢ )z—é and the resistance density 7z = —V;E 9
with zg(wg) = rgwe
dx, BH;;
= 0 -1 1 @
we = 0 z§<w€) (Cé61)

s . . . oH,
where 1o denotes an infinite dimensional row vector of 1, that is yg = fooo Wfdé .

Notice the total energy is Hg(xg) = | zec Hg(xz)d¢ with infinite dimensional state

xg € RR+. The realization of the dynamical element with parameter p and transfer

function Z,, 5(s) = (psP)~1 is given by (C61), with fig,p(&) = V/S}E@).

7.15.2  Fractional differentiator

Fractional damping can be modeled as combination of fractional integrators and
differentiators (see [101, 74, 150, 107]). The realization of fractional differentiator
of order « with input u,, transfer function D, (s) = s* and output y, = Dyuy, is
built on the diffusive representation (C60) as follows [74, 107] :

{ e = —i-oxg—i-ua, xz(0) =0, 62
Yo = fo H1—a($) (”uc -¢- Xg)dff-

2
Defining the hamiltonian density Hz(xz) = p1-4(8)¢ );—é, the resistance density
re = p1-a(¢) and zz(wg) = rewe, the pH formulation of the fractional differentia-
tor (C62) is

dx, o # aHg
o 0 R T
_ 1 _ )
wg R 1 zg (wg) (C63)

Yu 0 -1 0 Uy



7.15 APPENDIX - FRACTIONAL ORDER DYNAMICS

7.15.3 Finite order approximation

For implementation purpose, a finite approximation of diffusive representation
(C61) is built based on a finite set of nz poles (1, .. -,§n§) localized on the cut
C. The weights p = (p1- - - yné)T are obtain from a least square optimization as
detailed in [74, sec. 5.1.2], by minimizing an appropriate distance between Zg and
its discretisation Zg :

T
J— 1 ... 1
=% b wit B0 = (gl ) o

The poles ¢’s are chosen as gn —106" €C, for 0< n <ng+1, where the /,’s are

equally spaced, with step §= from £y to £n41 . Since gain deviations are

i’lé-‘rl
perceived relatively to the reference gains on the audio range, the weights u are

optimized with respect to the objective function

~ 2
O(y):/w+ GOl IO (C65)
_ Zg(s=iw)

where w_ = 2ntf_, wy = 2nfy for [f—, f+] = [20Hz, 20kHz]. In practice, the
integral in (C65) is approximated by a finite sum on a frequency grid, here,
Inwy =Inw-+;- ln “= for 0 < k < ng. This yields the following practical ob-
jective function

O(u) = (Mp —T)'W(Mp —T), (C66)

where matrix M is composed of the rows [M] . =E(s=iw, 1 )T defined in (C64),
where Wi 1=+ /Wr_1wy denotes the mean of wy_; and wy for 1< k <n,. Vector
T is composed of [I]; = Zg(s = iwk_% ) and the diagonal matrix W is defined

by Wlix = (Inwp—Inwy_1) / | [I]k‘z. The minimization of (C66) is achieved by
off-the-shelf optimization algorithm, imposing the weights to be positive :

i = {min O(p) : p > 0} (C67)

The finite dimensional pH system realizing the weighted fractional integrator
with transfer function 7, g = (psP)~! is given in table Ag with :

=

1

{p” TP ne(lmp). (C68)
rno =

7
n

[ |

=

According to section 7.15.2, the finite dimensional approximation of the weigh-
ted fractional differentiator with transfer function D, , = ps" is obtain from the
minimization of (C66) for the transfer function Z;_,. The corresponding pH for-
mulation is given in table A10 with :

{ pn - p”lll énr ne (1/ . ng) (C69)
'n =  Pnlys

177
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- State : T : Fn.ergy :
Xg = (xll . ,Xng) HIS(X,B) =3 Xﬁ dlag(PL . rp'rlg) Xg
Dissipation variable : Dissipation law :
1 :
wg = (w1,~~ ,wng) Zﬁ(w’g) = diag(ry, - - - ,rng)wﬁ
Input : Output :
ug Yp
Structure :
JX = Ongxnéz K = Idn‘:/ GX = 1}"[(;:)(1/
Jw= Ongxngl Gw = Ongxlr Jy =0.

TABLE Ag : Port-Hamiltonian formulation (C3) for the approximation of the fractional in-
tegrator yg(s) = (pslj)*luﬂ(s) on a finite set of ng poles. The parameters py,
for n € (1,---ng) are defined in (C68) based on the minimization of (C66).
As an example, if ug = i and yg = v, this structure corresponds to the serial
connection of ne parallel RC cells; if yg = 1 and ug =0, this structure corres-
ponds to the parallel connection of n¢ serial LC cells.

State : T Energy :
Xp = <x1, T Xng Hy(xy) = %x,{ diag(py, - - - ,png) Xy
Dissipation variable : Dissipation law :

T :

Wy = (wl,”' ,wng) zo(wy) = diag(ry, -+, 7n;) Wa

Input : Output :

Uy %
Structure :
]X - Ongxngr K = diag(ﬁ)_lr GX = Onéxlr
Jw= On_gxnéz Gw = _1n§><1/ Jy =0.

TABLE A10: Port-Hamiltonian formulation (C3) for the approximation of the fractional
differentiator y,(s) = ps®u,(s) on a finite set of nz poles. The parameters
pn,1n for n € (1,---ng) are defined in (C69) based on the minimization of
(C66) for the transfer function Z; _,. The interpretation is less intuitive than for
the fractional integrator of table Ag due to the coefficients in K that involves

transformers.

7.16 APPENDIX - PHYSICAL AND TECHNOLOGICAL PARAMETERS

7.16.1  Model o

7.16.2  Model 1
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Label Description Typical value  Unit
R¢ Electrical DC Resistance of coil wire 10 (@)
Le Coil self inductance 310 H
Mcpa  Total mass of the moving part 1072 Kg
Kga Total stiffness 2.10° N.m™!
Rsa Mechanical resistance 1 N.s.m!
By Force factor 5 T.m
0 Total length of coil wire 10 m
B Magnetic induction magnitude By/ 0" T
Qy Overhang parameter in (C8) 5.1073 m
P, Shape parameter in (C8) 5 d.u.
TaBLE A11 : Physical and technological parameters involved in the model o of table A3.
Typical values are chosen in accordance with data provided in [134, table 3.1]
for the DALI 311541 61/2” unit. Acronym d.u. stands for dimensionless unit.
Label Description Typical value  Unit
Te Characteristic creep time 1 s
Ne Memory parameter 0.5 d.u.
Px Distribution of Kgy between Ky and Kj 0.6 d.u.
Me Number of poles for approximation (C15) 20 d.u.
Cn Finite set of poles for approximation (C15) [10->,.--,10°] Hz
Ko Primary stiffness Ilg—?(“ N.m~!
(sat Saturation position associated with primary elongation 1072 m
PS,.  Shape parameter for nonlinear stress—strain relation 10 d.u.
w1 Characteristic creep frequency 2?7: Hz
Kj Characteristic creep stiffness 5 (1I<—S?DK) N.m~!
Rq Characteristic creep damping % N.s.m~!

TaBLE A12 : Physical and technological parameters involved in creep model in table A4
and model 1 in table As. Typical values are chosen in accordance with [171,
table 1]. Acronym d.u. stands for dimensionless unit.

7.16.3 Model 2

7.16.4 Model 3
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Label Description Typical value Unit
N¢ Number of coil wire turns 100 d.u.
Ac Height of the coil wire turns 102 m
D¢ Coil diameter 21072 m
Pu Magnetomotive force imposed by the magnet (M) see (C24) A
Se Area of the magnetic flux in the air gap (G) mDc Ac m?
Sp Area of the magnetic flux in the pole piece (P) S¢ m?
Pss Steady-state magnetic flux in the path (P, G) S% Wb
143 Mean length of flux loops in the path (P, G) 107! m
Lieax Inductance associated with the leakage flux 10 H
Css Steady-state magnetic capacity of path PG see (C29) H
Tpg Characteristic time associated with the flux ¢pg 10 )
wpg Characteristic frequency associated with the flux ¢pq % Hz
Wec Characteristic frequency associated with Eddy currents see (C30) Hz
Kec Eddy currents memory parameter 0.5 d.u.
Cec Eddy currents characteristic magnetic capacity see (C29) H
Rec Eddy currents characteristic magnetic resistance 5—22 ol

TaBLE A13 : Physical and technological parameters involved in the model 2 in figures 7.11
and 7.14. Typical values are chosen in accordance with [172, table 3]. Acronym
d.u. stands for dimensionless unit.

Label Description Typical value  Unit

C Heat capacity of coil wire 2.358 JK1
Ce Heat capacity of air gap 71.49 JK1
Cp Heat capacity of pole piece 664.3 JK1
Ca Heat capacity of air in enclosure 10* JK!
Reg Thermal resistance between coil wire and air gap 3.927 Kw-1
Rep Thermal resistance between air gap and pole piece 1.158 KWw-1!
Rpa Thermal resistance between pole piece and environment  2.623 Kw-1
Xt Temperature coefficient of copper 41073 K-!

TaBLE A14 : Physical and technological parameters involved in the model 3 of figurey.17.
Typical values for thermal capacity and resistance are taken from [33, § 4.4.3].
The temperature coefficient of copper is taken from [33, eq. (14)].

7.17 APPENDIX - ADDITIONAL SIMULATION RESULTS
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FIGURE 7.22 : Simulation of the small-signal modeling of the mechanical subsystem in
table A4 depicted in figure 7.7 with the parameters in tables A11 and A12
(except creep time T, and partition parameter Px indicated in the legend).
Sample rate is 96kHz. Left : diaphragm displacement in response to the Lo-
fo
diaphragm displacement in response to a 10N Lorentz force step between 0s
and 2s (time domain). Legend T/S refers to the mechanical subsystem of the
Thiele/Small modeling. Results for the memory parameter a, are given in

rentz force

(2irtf) (frequency domain on the range [0.01,200]Hz). Right :

figure 7.9.
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CONCLUSION GENERALE

CONTRIBUTIONS

Dans ce travail, nous avons cherché a formuler de maniére consistante un en-
semble d’outils pour la modélisation, la simulation, la génération de code et le
contrdle de systemes audios et acoustiques. Les contributions de la these pour
chaque composante sont données ci-dessous.

MODELISATION : Le formalisme des systemes hamiltoniens a ports a été mis
a profit pour la modélisation passive des systemes physiques. Plus préci-
sément, une forme privilégiée de SHP a été retenue : la structure algébro-
différentielle (section ??). Cette structure est obtenue automatiquement pour
un systéme donné par l’analyse du graphe associé, si ce dernier satisfait un
critére précisé section 3.4.2. Un premier dictionnaire de composants multi-
physique a été proposé. Ce dictionnaire inclut des composants standard
(masse, raideur, capacité, etc), et des composants plus raffinés (marteau de
piano avec feutre non-linéaire, poutre encastrée sous décomposition modale
et transducteur mécano-électrique au chapitre 6, transistors au chapitre 3,
dynamiques fractionnaires sous représentation diffusive, gyrateurs et com-
posants thermiques au chapitre 7).

SIMULATION : Deux méthodes numériques ont été proposées (chapitre 2). Ces
méthodes combinent la méthode du gradient discret avec les méthodes stan-
dard de Runge-Kutta, et préservent la passivité des systémes hamiltoniens a
ports, y compris pour les systémes non linéaires. En particulier, nous avons
présenté une méthode de quadratisation du hamiltonien qui permet la si-
mulation passive, a l'ordre 2 de consistance et qui ne met pas en jeu la
résolution d’équations implicites, permettant d’atteindre des performances
compatibles avec le temps réel.

GENERATION DE CODE : Une bibliotheque de code (PypHs, chapitre 5) qui im-
plémente la mise en équation automatique (algorithme 5) et les algorithmes
de simulation proposés (algorithmes 5, 2, 12 et 4) a été développée et mise
a disposition sous licence libre pour utilisation et contribution. Cette bi-
bliotheque (i) génere le SHP sous forme algébro-différentielle a partir de la
description d’un systéme sous forme de graphe (netlist) et (ii) génere le code
C4 4 associé pour la simulation passive. Toutes les simulations présentées
dans ce document ont été obtenues par cette bibliotheque.

CORRECTION : L'approche par platitude pour la planification de trajectoire a été
retenue pour la correction des systémes (compensation des non linéarités
modélisées). La structure des SHP a été exploitée pour faire émerger un
ensemble de quantités privilégiées pour la commande : la sortie plate. Deux
méthodes ont été proposées en ce sens : la premiere repose sur une analyse
de graphe et s’applique aux SHP mono-entrée (section 4.3.1), la deuxiéme
repose sur une analyse de la structure d’interconnexion et s’applique aux
SHP multi-entrées (section 4.3.2). La procédure de construction de la loi de
commande associée a été fournie.
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L’ensemble des outils proposés a permis de traiter trois applications : le Fender
Rhodes, les circuits analogiques audios et le haut-parleur électrodynamique. Ceci
constitue une chaine audio complete, de la production a la restitution du son.

FENDER RHODES : Nous avons proposé un modele original de I'instrument com-
plet, en exploitant le formalisme : premiérement un modele SHP de chaque
composant a été proposé (marteau, résonateur et capteur), deuxiemement
ces modeles élémentaires ont été connectés pour réaliser le modéele SHP
de I'instrument complet, troisiemement la méthode proposée de simulation
passive a une étape (méthode 2.1) a été appliquée pour générer des signaux
de synthese. La comparaison avec des signaux mesurés sur un instrument
réel a permis de valider le modeéle et 'approche.

CIRCUITS ANALOGIQUES : Nous avons construit un dictionnaire de composants
usuels en électronique analogique pour l’audio, et la méthode de mise en
équation automatique a été utilisée pour générer le code C de simulation
a passivité garantie pour trois circuits audios (chapitre 3) : le diode clipper
(élément courant dans les circuits de distorsion), un étage d’amplification
a transitor (tres utilisé dans les chaines de traitement analogique) et la pé-
dale CryBaby (circuit complet). Les signaux de simulation sont similaires
aux signaux générés par SPICE pour les méme circuits (logicel dédié a la
simulation de circuits électroniques).

HAUT-PARLEUR ELECTRODYNAMIQUE : Dans un premier temps, nous avons
proposé plusieurs modeles originaux pour le haut-parleur électrodynamique,
qui incluent notamment des phénomenes d’origine magnétique, visco-élastique
et thermique. Chaque modele a été simulé pour mettre en évidence des com-
portements rapportés dans la littérature. Dans un second temps, nous avons
appliqué la méthode de correction par platitude développée au chapitre 4
sur un modele simplifié. Ceci a permis de valider 1’approche sur systéme
simulé.

PERSPECTIVES
Les perspectives a ce travail sont répertoriées composante par composante ci-
dessous.

MODELISATION : Nous avons considéré des systémes de dimension finie dans
cette these. Une perspective directe est de considérer les systemes de di-
mension infinie [10], tels que la majorité des résonateurs (cordes, plaques,
colonne d’air, etc). Le formalisme des SHP pourra étre mis a profit pour
élaborer des méthodes de discrétisation spatiale qui préserve la structure
du SHP de dimension infinie (c. f. [180]). Par ailleurs, il serait intéressant de
considérer le formalisme des SHP en variable d’onde [52, §2.8], en vue de
résoudre les conflits de réalisabilité (c. f. section 3.4.2).

SIMULATION : Nous avons opté dans ce travail pour une combinaison de la
méthode du gradient discret avec une méthode de Runge-Kutta. Plusieurs
alternatives a la méthode du gradient discret sont envisageables. En parti-
culier, une approche géométrique a la discrétisation (voir e. g. [70]) semble
adaptée a la structure SHP. Par ailleurs, nous ne nous sommes pas penchés
sur les problemes d’aliasing (liés au repliement du contenu fréquentiel gé-
néré par les composants non linéaires en dehors de la bande de Nyquist).
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Cette question est cruciale dans les applications audio-numériques, et mé-
rite attention.

GENERATION DE CODE : De nombreux résultats ne sont pas implémentés dans
la bibliotheque PyrHs. La premiére perspective est 'implémentation d'une
méthode de génération automatique de table d’inversion pour s’affranchir
de la résolution de 1’équation implicte associée aux composants dissipatifs
non-linéaire. La K-méthode [16] est envisagée pour ce point. Une deuxiéme
perspective est de lier automatiquement le code C, généré avec un carcan
Juce3 pour générer directement un logiciel de simulation temps réel (plugin
audio).

CORRECTION : La méthode de compensation des non linéarités est en cours
d’application sur un haut-parleur réel (stage de Tristan Lebrun). Un haut-
parleur instrumenté a été développé, et 'estimation des parametres du mo-
dele est a 1’'étude. La premiére perspective au travail présenté dans ce do-
cument est d’étendre la méthode d’analyse de platitude M2 (section 4.3.2)
pour inclure les cas des bouclages dynamiques (pour lesquels la sortie plate
est donnée par une fonction de l'état et des dérivées de 1’entrée). La struc-
ture SHP peut encore étre mise a profit pour ce point. Une deuxiéme pers-
pective est d’implémenter la procédure de construction de la sortie plate
dans la bibliotheque PyrHs.

3 https :/ /www.juce.com/
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CODE C, . GENERE PAR PYPHS

8.1 thielesmall.cpp

#include "/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/ThieleSmall/

cpp/THIELESMALL.h"

// Default Constructor:
THIELESMALL: :THIELESMALL() {

for(int i=get_nx1(); i<get_nx(); i++){
dx[i] = 0;

}

for(int i=get_nwl(); i<get_nw(); i++){
wl[i] = 0;

1

// Constructor Initializing x:
THIELESMALL: : THIELESMALL (vector<double>& x0) {

for(int i=get_nx1(); i<get_nx(); i++){

dx[i] = 0;
}
for(int i=get_nwl(); i<get_nw(); i++){
wl[i] = 0;
} if (x.size() == x0.size()) {
set_x(x0);
}
else {
cerr << "Size of x0 does not match size of x" << endl;
exit(1);
}
}

// Default Destructor:
THIELESMALL: :~THIELESMALL() {

}

void THIELESMALL::process(vector<double>& In, vector<double>& parameters) {

set_u(In);
p = parameters;
UpDate_Matrices();

UpDate_1();

UpDate_dxH();

UpDate_z();

UpDate_y();

X += dx;

}

void THIELESMALL::UpDate_Matrices() {

UpDate_J1();
UpDate_J2();
UpDate_J3();
UpDate_J4();
UpDate_K1();
UpDate_K2();
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UpDate_K3();
56 UpDate_K4();
UpDate_M1();
UpDate_M2();
UpDate_G1();
UpDate_G2();

61 UpDate_G3();
UpDate_G4();
UpDate_R();
UpDate_Q();
66 iDw << Matrix<double, 2, 2>::Identity() - J3xR;

Dw << iDw.inverse();
Al << Dwx(K1l.transpose());

D1 << DwxG3;
tildeA2 << J1 - K1xRx*Al;
71 tildeB2 << M1-K1%R%B1;

tildeC2 << - (K2+K1%Rx(C1);

tildeD2 << G1-K1%RxD1;

iDx << Matrix<double, 3, 3>::Identity() * fs - 0.5xtildeA2xQ;
Dx = iDx.inverse();

76 A2 << DxxtildeA2xQ;

B2 << DxxtildeB2;

C2 << Dxxtilde(C2;

D2 << DxxtildeD2;

A3 << Qx(Matrix<double, 3, 3>::Identity()+0.5%A2);

81 B3 << 0.5x%Qx*B2;

C3 << 0.5%0xC2;

D3 << 0.5%0QxD2;

tildeAd << - (M1l.transpose()+ K3*RxAl);

tildeB4 << (J2 - K3*RxBl);

86 tildeC4 << -(K4 + K3*RxCl1);

tildeD4 << (G2 - K3%R«D1);

A4 << tildeAdxA3;

B4 << tildeB4+tildeA4xB3;

C4 << tildeC4+tildeAdx(C3;

91 D4 << tildeD4+tildeA4x*D3;

tildeA5 << (K2.transpose()- M2.transpose()*RxAl);

tildeB5 << (K4.transpose() - M2.transpose()*RxBl);

tildeC5 << (J4 - M2.transpose()*RxCl);

tildeD5 << (G4 - M2.transpose()*RxD1);

96
A5 << tildeA5%A3;

B5 << (tildeB5+tildeA5%B3);
C5 << (tildeC5+tildeA5%C3);
D5 << (tildeD5+tildeA5%D3);
101
A6 << AlxA3;

B6 << (B1+A1xB3);
(6 << (C1+A1xC3);
D6 << (D1+A1xD3);
106
A7 << A2, A6 ;
D7 << D2, D6 ;}

// Accesors to private variables
111
const unsigned int THIELESMALL::get_nx() const {

return nx;
}
const unsigned int THIELESMALL::get_nx1l() const {
116 return nxl;
}

const unsigned int THIELESMALL::get_nxnl() const {
return nxnl;
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171

176

181

8.1 thielesmall.

}

const unsigned int THIELESMALL::get_nw() const {
return nw;

}

const unsigned int THIELESMALL::get_nwl() const {
return nwl;

}

const unsigned int THIELESMALL::get_nwnl() const {
return nwnl;

}

const unsigned int THIELESMALL::get_ny() const {
return ny;

}

const unsigned int THIELESMALL::get_np() const {
return np;

}

vector<double> THIELESMALL::get_u() const {
vector<double> v = vector<double>(ny);
for (int i=0; i<get_ny(); i++) {
v[i] = u[il;
}

return v;

vector<double> THIELESMALL::get_y() const {
vector<double> v = vector<double>(ny);
for (int i=0; i<get_ny(); i++) {
v[i] = y[il;
}

return v;

vector<double> THIELESMALL::get_x() const {
vector<double> v = vector<double>(nx);
for (int i=0; i<get_nx(); i++) {
v[i] = x[i];
}

return v;

vector<double> THIELESMALL::get_dx() const {
vector<double> v = vector<double>(nx);
for (int i=0; i<get_nx(); i++) {
v[i] = dx[i];
}

return v;

vector<double> THIELESMALL::get_dxH() const {
vector<double> v = vector<double>(nx);
for (int i=0; i<get_nx(); i++) {
v[i] = dxH[i];
}

return v;

vector<double> THIELESMALL::get_w() const {
vector<double> v = vector<double>(nw);
for (int i=0; i<get_nw(); i++) {
v[i] = w[i];
}

return v;

cpp

191
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vector<double> THIELESMALL::get_z() const {
186 vector<double> v = vector<double>(nw);
for (int i=0; i<get_nw(); i++) {

v[i] = z[i];
}
return v;
191 | }

// Mutators of private variables

void THIELESMALL::set_u(vector<double> v) {
for (int i=0; i<get_ny(); i++) {

196 uli] = v[i];

}

}

void THIELESMALL::set_x(vector<double> v) {
for (int i=0; i<get_nx(); i++) {

201 x[i] = v[i];

// Port-Hamiltonian runtime functions

206 | void THIELESMALL::UpDate_1() {

FL << A7%x1() + D7xu;

for(int i=0; i<get_nx1(); i++){
dx[i] = Fl[i];

}
211 for(int i=0; i<get_nwl(); i++){
wli] = Fl[i+get_nx1()];
}

216 | void THIELESMALL: :UpDate_dxH() {

const double xLC = x[0], xMCDA = x[1], xKSA = x[2];

const double dxLC = dx[0], dxMCDA = dx[1], dxKSA = dx[2];
double dummy_float® = 0, dummy_floatl = 0, dummy_float2 = 0;
dummy_float@® = 1666.66666666667*dxLC + 3333.33333333333*xLC(;
221 dummy_floatl = 50.0+xdxMCDA + 100.0%xMCDA;

dummy_float2 = 1000.0+dxKSA + 2000.0xxKSA;

dxH[®] = dummy_float0®;

dxH[1] dummy_floatl;

dxH[2] dummy_float2;

226

void THIELESMALL: :UpDate_z() {
const double wRC = w[0], wRSA = w[1l];
231 double dummy_float® = 0, dummy_floatl = 0;
dummy_float® = 10.0%wRC;
dummy_floatl = 1.0%wRSA;
z[0] = dummy_floato;
z[1] = dummy_floatl;
236

void THIELESMALL::UpDate_y() {
const double xLC = x[0];
241 const double dxLC = dx[0];
double dummy_float® = 0;
dummy_float® = -1666.66666666667+dxLC - 3333.33333333333%xLC;
y[0] = dummy_float@;

246 | }

void THIELESMALL::UpDate_J1() {




251

256

261

266

271

276

281

286

291

296

301

306

J1 << 0, -5.00000000000000
1.00000000000000 , 0 ;

void THIELESMALL::UpDate_J2() {

void THIELESMALL::UpDate_J3() {

J3<<0,0,0,0;

void THIELESMALL::UpDate_J4() {

void THIELESMALL::UpDate_K1() {

K1 << 1.00000000000000 , ©

void THIELESMALL::UpDate_K2() {

void THIELESMALL::UpDate_K3() {

void THIELESMALL: :UpDate_K4() {

void THIELESMALL::UpDate_G1() {

Gl << -1.00000000000000 , O

void THIELESMALL::UpDate_G2() {

void THIELESMALL::UpDate_G3() {

G3 << 0, 0 ;

’

0

’

5.00000000000000

1.00000000000000

0

’

0

’
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-1.00000000000000 , O ,
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326

331

336

341

346

351

356

361
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void THIELESMALL::UpDate_G4() {

void THIELESMALL::UpDate_M1() {

void THIELESMALL::UpDate_M2() {

void THIELESMALL::UpDate_R() {

R << 10.0000000000000 , 0 , 0 , 1.00000000000000 ;

void THIELESMALL::UpDate_Q() {

Q << 3333.33333333333 , 0, 06 , 0 , 100.000000000000 , 0 , 0 , O , 2000.00000000000

Matrix<double,3,1> THIELESMALL: :x1(){
return Map<Matrix<double,3,1>>(pointer_x1);

Matrix<double,3,1> THIELESMALL: :dx1(){
return Map<Matrix<double,3,1>>(pointer_dxl);

Matrix<double,3,1> THIELESMALL: :dxH1(){
return Map<Matrix<double,3,1>>(pointer_dxHl);

Matrix<double,2,1> THIELESMALL: :wl(){
return Map<Matrix<double,2,1>>(pointer_wl);

Matrix<double,2,1> THIELESMALL::z1(){
return Map<Matrix<double,2,1>>(pointer_zl);

8.1.1 THIELESMALL.h

#ifndef THIELESMALL_H
#define THIELESMALL_H

#include "iostream"
#include "vector"
#include "math.h"

#include </Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/Eigen/Dense>

using namespace Eigen;




12

17

22

27

32

37

42

47

52

57

62

67

72

using namespace std;

class THIELESMALL {
public:

// Default Constructor:
THIELESMALL();

// Constructor Initializing x:
THIELESMALL (vector<double>&);

// Default Destructor:
~THIELESMALL();

// Accesors to private variables
vector<double> get_y() const;
vector<double> get_u() const;
vector<double> get_x() const;

vector<double>
vector<double>
vector<double>

get_dx() const;
get_dxH() const;
get_w() const;

vector<double> get_z() const;

const unsigned int get_nx() const;
const unsigned int get_nx1() const;
const unsigned int get_nxnl() const;
const unsigned int get_nw() const;
const unsigned int get_nwl() const;
const unsigned int get_nwnl() const;
const unsigned int get_ny() const;
const unsigned int get_np() const;

// Mutators of private variables
void set_u(vector<double>);
void set_x(vector<double>);

// Port-Hamiltonian runtime functions
void UpDate_1();

void UpDate_dxH();

void UpDate_z();

void UpDate_y();

void UpDate_J1();

void UpDate_J2();

void UpDate_J3();

void UpDate_J4();

void UpDate_K1();

void UpDate_K2();

void UpDate_K3();

void UpDate_K4();

void UpDate_G1();

void UpDate_G2();

void UpDate_G3();

void UpDate_G4();

void UpDate_M1();

void UpDate_M2();

void UpDate_R();

void UpDate_Q();

void UpDate_Matrices();

void process(vector<double>&, vector<double>&);
Matrix<double,3,1> x1();
Matrix<double,3,1> dx1();
Matrix<double,3,1> dxHl();
Matrix<double,2,1> wl();
Matrix<double,2,1> z1();
Matrix<double,0,0> iJacobianImplicitFunc();

8.1 thielesmall.cpp
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77 | private:

// Dimensions of the port-Hamiltonian system
const unsigned int nx=3;

const unsigned int nx1=3;

82 const unsigned int nxnl=0;

const unsigned int nw=2;

const unsigned int nwl=2;

const unsigned int nwnl=0;

const unsigned int ny=1;

87 const unsigned int np=0;

// Port-Hamiltonian system’s vectors
Matrix<double,3,1> x ;
Matrix<double,3,1> dx ;

92 Matrix<double,3,1> dxH ;
Matrix<double,2,1> w ;
Matrix<double,2,1> z ;
Matrix<double,1,1> u ;
Matrix<double,1,1> vy ;

97 vector<double> p = vector<double>(0);

// Runtime matrices
Matrix<double,3,3> J1 ;
Matrix<double,3,0> M1 ;
102 Matrix<double,0,0> J2 ;
Matrix<double,2,2> J3 ;
Matrix<double,2,0> M2 ;
Matrix<double,0,0> J4 ;
Matrix<double,3,2> K1 ;
107 Matrix<double,3,0> K2 ;
Matrix<double,0,2> K3 ;
Matrix<double,0,0> K4 ;
Matrix<double,3,1> G1 ;
Matrix<double,0,1> G2 ;
112 Matrix<double,2,1> G3 ;
Matrix<double,0,1> G4 ;
Matrix<double,2,2> iDw ;
Matrix<double,2,2> Dw ;
Matrix<double,2,3> Al ;
117 Matrix<double,2,0> Bl ;
Matrix<double,2,0> C1 ;
Matrix<double,2,1> D1 ;
Matrix<double,3,3> tildeA2
Matrix<double,3,0> tildeB2
122 Matrix<double,3,0> tildeC2
Matrix<double,3,1> tildeD2
Matrix<double,3,3> iDx ;
Matrix<double,3,3> Dx ;
Matrix<double,3,3> A2 ;
127 Matrix<double,3,0> B2 ;
Matrix<double,3,0> C2 ;
Matrix<double,3,1> D2 ;
Matrix<double,3,3> A3 ;
Matrix<double,3,0> B3 ;
132 Matrix<double,3,0> C3 ;
Matrix<double,3,1> D3 ;
Matrix<double,0,3> tildeA4
Matrix<double,0,0> tildeB4
Matrix<double,0,0> tildeC4
137 Matrix<double,®,1> tildeD4
Matrix<double,0,3> A4 ;
Matrix<double,0,0> B4 ;
Matrix<double,0,0> C4 ;




142

147

152

157

162

167

172

14

19

+

Matrix<double,0,1>
Matrix<double,0,3>
Matrix<double,0,0>
Matrix<double,0,0>
Matrix<double, 0, 1>
Matrix<double,0,3>
Matrix<double,0,0>
Matrix<double,0,0>
Matrix<double,0,1>
Matrix<double,?2,3>
Matrix<double,?2,0>
Matrix<double,?2,0>
Matrix<double,2,1>
Matrix<double,5, 3>
Matrix<double,5,0>
Matrix<double,5,0>
Matrix<double,5,1>
Matrix<double, 0, 0>
Matrix<double,0,0>
Matrix<double, 3, 3>
Matrix<double,?2,2>

// Pointers to the

const int fs =

// Pointers to the
double * pointer_xl

double * pointer_dx
double * pointer_dx
double * pointer_wl
double * pointer_zl

Matrix<double,5, 1>

D4
tildeAS5 ;
tildeB5 ;
tildeC5 ;
tildeD5 ;
A5 ;

B5 ;

c5 ;

D5 ;

A6 ;

B6 ;

6 ;

D6 ;

A7 ;

B7 ;

c7 ;

D7 ;

Bxnl ;
Bwnl ;
Q;
R

sample rate

96000.0;

linear part of each vector
= & x[0];

1 = & dx[0];

HL = & dxH[0];

= & wlo];

=& z[0];

FL ;

#endif /+ THIELESMALL_H =*/

8.1 thielesmall.cpp

8.1.2 main.cpp

//
//
//
//
//
//
//

main.cpp
phs

Created by Antoine
Copyright (c) 2015

#include <iostream>
#include "/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/ThieleSmall/

cpp/THIELESMALL.h"

#include "vector"

#include <fstream>
#include <string>
#include <cstdio>
#include <time.h>
#include <math.h>

class timer {

private:

Falaize on 21/09/2015.

Antoine Falaize. All rights reserved.

197



198

24

29

34

39

49

54

59

64

69

74

79

84
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unsigned long begTime;
public:
void start() {
begTime = clock();

unsigned long elapsedTime() {
return ((unsigned long) clock() - begTime) / CLOCKS_PER_SEC;

bool isTimeout(unsigned long seconds) {
return seconds >= elapsedTime();

+i
int main() {

ifstream x0File;
x0File.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/x0.txt");

if (x@File.fail()) {
cerr << "Failed opening x0 file" << endl;
exit(1);

ifstream uFile;
uFile.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/u.txt");

if (uFile.fail()) {
cerr << "Failed opening input file" << endl;
exit(1l);

ifstream pFile;
pFile.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/p.txt");

if (pFile.fail()) {
cerr << "Failed opening parameters file" << endl;
exit(1l);

unsigned int nt = 0;

vector<double> xVector(3);
vector<double> x@Vector(3);
vector<double> dxHVector(3);
vector<double> dxVector(3);
vector<double> wVector(2);
vector<double> zVector(2);
vector<double> uVector(1l);
vector<double> yVector(1);
vector<double> pVector(0);

typedef std::vector< std::vector<double> > matrix;

matrix matU(@, vector<double>(1));
matrix matP(0, vector<double>(0));

for (unsigned int i=0; i<3; i++) {
xOFile >> x0@Vector[i];
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94

99

104

109

114
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124

129

134

139

144
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THIELESMALL sys(x@Vector);

// Get input data
cout <<"Reading input..." << endl;
while (!'uFile.eof()) {

for (unsigned int i=0; i<sys.get_ny(); i++) {
uFile >> uVector[i];

// Get parameters data

for (unsigned int i=0; i<sys.get_np(); i++) {
pFile >> pVector[i];

}

matU.push_back(uVector);

matP.push_back(pVector);

nt = unsigned(int(matU.size()));

uFile.close();
pFile.close();

nt -=1;

// Compute

cout <<"Process simulation..." << endl;
int ETA, ETAm, ETAs;

float progress = 0.0;

timer t;

t.start();

ofstream xFile;

xFile.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/x.txt");

ofstream dxHFile;

dxHFile.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/dxH.txt");

ofstream dxFile;

dxFile.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/dx.txt");

ofstream wFile;

wFile.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/w.txt");

ofstream zFile;

zFile.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/z.txt");

ofstream yFile;
yFile.open("/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/
ThieleSmall/data/y.txt");

for (unsigned int n=0; n<nt; n++) {

int barWidth = 20;

std::cout << "[";

int pos = barWidth * progress;

for (int 1 = 0; i < barWidth; ++i) {
if (i < pos) std::cout << "=";
else if (i == pos) std::cout << ">";
else std::cout << " ";

}

progress = float(n)/float(nt);
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if(1){
ETA = (float(nt)/float(n+l)-1.)*(t.elapsedTime());
ETAm = int(floor(ETA))/60;
ETAs = floor(ETA%60) ;
std::cout << "] " << int(progress * 100.0) << " % done, ETA:
" << ETAs << "s\r" << endl ;
std::cout.flush();

uVector = matU[n];
pVector = matP[n];

// Get x before process update
xVector = sys.get_x();

// Process update
sys.process(uVector, pVector);

// Get quantities
dxVector = sys.get_dx();
dxHVector = sys.get_dxH();

wVector = sys.get_w();
zVector = sys.get_z();
yVector = sys.get_y();

// matX[n] = xVector;

// matdX[n] = dxVector;

// matdxH[n] = dxHVector;

// matW[n] = wVector;

// matZ[n] = zVector;

// matY[n] = yVector;

for (unsigned int i=0; i<sys.get_nx(); i++) {
xFile << xVector[i] << " ";
dxFile << dxVector[i] << " ";
dxHFile << dxHVector[i] << " ";

for (unsigned int i=0; i<sys.get_nw(); i++) {
wFile << wVector[i] << " ";

zFile << zVector[i] << " ";

}

for (unsigned int i=0; i<sys.get_ny(); i++) {
yFile << yVector[i] << " ";

}

xFile << endl;
dxFile << endl;
dxHFile << endl;

wFile << endl;
zFile << endl;

yFile << endl;

xFile.close();
dxFile.close();
dxHFile.close();
wFile.close();
zFile.close();
yFile.close();

<< ETAm <<

m
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209 cout << endl;

cout << "Data written at" << endl;

cout << endl;

cout << "/Users/Falaize/Documents/THESE/Dev/CodePython/Developpement/mwe/ThieleSmall

/data/"<< endl;

cout << endl;

214
return 0;
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