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1
Introduction

L’objectif de cette thèse est d’étudier l’équation des ondes non linéaire sur le cercle, donnée par :

utt − uxx +mu = g(x, u),

(t, x) ∈ R× S1,
(1.0.1)

où

i) m ∈ [1, 2] est la masse ;

ii) g est la non-linéarité. On suppose que g est une fonction holomorphe réelle sur un voisinage
de S1 × J , avec J un voisinage de zéro de R. On suppose que g est de la forme :

g(x, u) = 4u3 +O(u4). (1.0.2)

On veut montrer l’existence de solutions quasi-périodiques de faibles amplitudes, proches de
solutions de l’équation linéaire.

L’équation va être étudiée comme une perturbation de l’équation linéaire. Puisque la variable
d’espace appartient au cercle, l’EDP linéaire associée est diagonalisable dans la base de Fourier.
Ainsi, on ramène notre problème à l’étude d’un hamiltonien intégrable perturbé sous la forme :

H =
∑
s∈Z

λsξsηs + Perturbation , (1.0.3)

avec λs =
√
s2 +m.
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Afin de montrer l’existence de solutions quasi-périodiques, on fait appel à un résultat KAM en
dimension infinie adapté à notre situation. En effet, la théorie KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser)
affirme que, sous l’effet d’une petite perturbation, un hamiltonien intégrable continue à exhiber
des tores invariants de dimension finie dans un espace de dimension infinie. Ce résultat est
valable sous certaines conditions de non résonance. L’existence des ces tores invariants nous
donne l’existence de solutions quasi-périodiques. Le principal problème rencontré ici est le fait
que les fréquences λs ne vérifient pas les hypothèses standard de non résonance. En effet, les
fréquences ne vérifient pas la condition de non résonance de Kolmogorov :

|k1λ1 + . . .+ knλn| ≥
γ

|k|τ
, k ∈ Zn \ {0}.

Dans le cas où les conditions aux bords sont de Dirichlet, la somme dans (1.0.3) est restreinte aux
indices positifs. Dans ce cas, on peut vérifier les conditions standard de non résonance grâce à la
masse m (ce cas a été traité dans [31]). Dans le cas périodique, on s’autorise à la fois des indices
positifs et négatifs. On remarque que λs = λ−s, et on obtient alors un système hamiltonien
résonant. Pour cela, le théorème KAM auquel on fera appel doit traiter le cas de valeurs propres
multiples.

Théorème 1.0.1. Pour presque tout m ∈ [1, 2] et pour presque toute condition initiale petite,
l’équation (1.0.1) admet des solutions quasi-périodiques proches de la solution de l’équation
linéaire.

La démonstration se fait essentiellement en deux étapes :

• On décompose l’équation (1.0.3) dans une base orthonormée de l’espace de phase. On
obtient alors un système hamiltonien résonant. Pour remédier à cette résonance, on met cet
hamiltonien sous forme normale en utilisant une technique de forme normale de Birkhoff.
L’idée centrale pour séparer les fréquences est d’utiliser la partie cubique de la non-linéarité
(1.0.2) (voir chapitre 4).

• On montre un théorème KAM en dimension infinie qui traite le cas des valeurs propres
multiples mais de multiplicité finie. À l’aide du théorème KAM, on montre l’existence de
tores invariants, et donc l’existence de solutions quasi-périodiques (voir chapitre 3).

1.1 Théorie KAM

Cette section concerne l’historique de la théorie KAM. On rappelle les principaux résultats, puis
on donne une présentation générale du résultat KAM.

Les lois de Kepler prédisent que les orbites des planètes décrivent des ellipses régulières. Au
XVIIIème siècle, les lois de Newton ont permis de mieux comprendre les phénomènes liés à la
gravitation. Les mathématiciens s’aperçurent alors que les lois de Kepler ne tenaient pas compte
des perturbations dues aux interactions entre les planètes. La question est alors de savoir si ces
déviations sont susceptibles de modifier significativement les trajectoires des planètes.
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En 1889, Poincaré démontra que les séries utilisées pour décrire ces perturbations étaient
divergentes. Autrement dit, une petite perturbation pouvait éventuellement avoir une contribution
infinie. Ce phénomène fut interprété comme une confirmation des hypothèses de la mécanique
statistique.

En 1954, la situation se retourna une nouvelle fois, suite aux travaux de Kolmogorov. Lors
d’un exposé au Congrès International des Mathématiciens à Amsterdam, il présenta brièvement
un résultat, selon lequel le système solaire est probablement stable. L’instabilité est parfaitement
possible, comme l’a dit Poincaré, mais elle ne survient que très rarement. En effet, le théorème
de Kolmogorov affirme que, si on part d’un système dynamique stable (le système solaire tel
qu’imaginé par Kepler) et qu’on rajoute une petite perturbation, alors le système obtenu reste
stable pour la plupart des données initiales. Dans [20], Kolmogorov ne donna que les grandes
lignes de la preuve de son théorème. Cette découverte ne suscitant pas beaucoup d’intérêt de la
part de ses contemporains, Kolmogorov ne poursuivit pas ses travaux dans cette direction.

Presque dix ans plus tard, en 1963, un élève de Kolmogorov, Arnold, qui s’intéressait à la
stabilité du mouvement planétaire, revint sur cette approche. Il prouva que pour d’assez petites
perturbations, presque toutes les trajectoires restent proches de l’ellipse de Kepler (voir [2, 3]).

Indépendamment, la même année, Moser développa des techniques génériques pour résoudre
des problèmes liés à des perturbations, comme ceux étudiés par Kolmogorov (voir [26]).

L’ensemble de ces travaux constitue la base de la théorie KAM. Pour plus d’historique sur la
théorie KAM, voir [30] et [11].

Au cours des dernières années, d’importantes avancées ont eu lieu en théorie KAM. Dans
le cadre des EDPs, tout commence avec Kuksin en 1987 dans [23, 24]. Dans le second papier,
l’auteur prouve l’existence de solutions quasi-périodiques suite à la perturbation d’un hamiltonien
intégrable en dimension infinie. Il suppose que le spectre de l’hamiltonien intégrable est de la
forme λn ∼ nd avec n ≥ 1 et d > 1. Il applique ensuite ce résultat à l’équation de Schrödinger
avec potentiel, donc avec paramètre extérieur, en dimension 1 avec condition de Dirichlet. Dans
[21], il prouve avec Pöschel un résultat similaire pour l’équation de Schrödinger, sans paramètre
extérieur, en en dimension 1 et avec condition de Dirichlet. Ceci implique aussi la simplicité du
spectre. Voir aussi [25] pour l’équation de Korteweg et de Vries.

Toujours dans le cadre des EDPs, en 1990, Wayne utilise des méthodes KAM pour prouver
l’existence de solutions périodiques et quasi-périodiques pour l’équation des ondes en dimension
1, avec potentiel et condition de Dirichlet (voir [31]).

En 1996, Pöschel prouve, dans [29], l’existence de tores invariants de dimension finie dans un
espace de phase de dimension infinie, après une petite perturbation d’un hamiltonien intégrable.
Il suppose que le spectre de la partie quadratique de l’hamiltonien intégrable est simple et de la
forme :

λs = sd + . . .+O(sδ),

avec d ≥ 1 et δ < d − 1. Il applique ensuite ce résultat, dans [28], à l’équation des ondes non
linéaire sans paramètre extérieur et avec condition de Dirichlet.
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Le premier résultat KAM pour l’équation des ondes non linéaire avec condition au bord
périodique en dimension 1 est dû à Chierchia et You dans [9] en 2000. Dans ce papier, les auteurs
prouvent l’existence de solutions quasi-périodiques pour l’équation des ondes avec potentiel donc
avec paramètre extérieur. Ils supposent de plus que la non linéarité ne dépend pas de la variable
d’espace.

Plus récemment, en 2010, Eliasson et Kuksin ont réussi à appliquer la théorie KAM à une
EDP multidimensionnelle. Dans [14], ils montrent l’existence de solutions quasi-périodiques pour
l’équation de Schrödinger avec potentiel en dimension quelconque. Pour ce faire, ils utilisent un
théorème KAM en dimension infinie, et tel que la partie quadratique de l’hamiltonien intégrable
admet une infinité de valeurs propres avec multiplicité quelconque.

En 2011, Grébert et Thomann prouvent dans [18] un résultat KAM en dimension infinie en
améliorant des résultats de Kuksin [22] et de Pöschel [28], et cela en utilisant les techniques
récentes de Eliasson et Kuksin [14]. Ils prouvent l’existence de tores invariants de dimension finie,
pour une petite perturbation d’un hamiltonien intégrable dont les fréquences externes sont de la
forme λs ∼ s. Ils appliquent ce résultat pour montrer l’existence de solutions quasi-périodiques
pour l’équation de Schrödinger en dimension 1 avec potentiel harmonique. Ils prouvent aussi la
réductibilité de l’équation de Schrödinger avec potentiel harmonique quasi-périodique en temps.

Dans cette thèse on adopte des techniques récentes développées par Eliasson, Grébert et
Kuksin dans [12, 13] et par Grébert et Paturel dans [17]. Dans [12], les auteurs prouvent
un théorème KAM en dimension infinie, qu’ils appliquent dans [13] à l’équation des poutres
multidimensionnelle sans paramètre extérieur et avec une non linéarité cubique. Ils prouvent
l’existence de solutions quasi-périodiques de faibles amplitude. Dans [17], les auteurs obtiennent
un résultat similaire pour l’équation de Klein Gordon multidimensionnelle.

Dans cette section, on donne un énoncé formel de notre théorème KAM en dimension infinie
et les grandes ligne de la preuve. On commence par donner la définition d’un hamiltonien sous
forme normale et introduire le cadre dans lequel on travaille. On donne ensuite les équations
hamiltoniennes associées à un hamiltonien quelconque. Puis on définit deux éléments importants
qui interviennent dans la résolution de l’équation homologique : le crochet de Poisson et le jet de
fonction. On donne après la définition d’une transformation de Lie. Et enfin, on donne l’idée de
la preuve d’un schéma KAM. On donnera, formellement, les hypothèses à vérifier pour appliquer
un théorème KAM.

1.1.1 Forme normale

On considère un hamiltonien sous forme normale :

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉, (1.1.1)

avec

i) ρ ∈ D le vecteur paramètre et D un compact de Rp ;
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ii) ω ∈ C1(D,Rn) le vecteur fréquence interne ;

iii) r ∈ Rn la variable action ;

iv) ζ la variable extérieure ; on suppose que ζ = (ζs)s∈L, avec ζs = (ps, qs) ∈ R2 et L une partie
quelconque de Z.

v) De plus, on suppose que, pour tout ρ ∈ D, la matrice A appartient à l’ensemble des matrices
infinies symétriquesM. C’est-à-dire A : L × L →M2 (R) tel que

As
′
s ∈M2 (R) , As′s = tAss′ et ΠAs′s = As

′
s pour tout s, s′ ∈ L.

Le projecteur orthogonal Π est défini par :

Π : M2×2(C)→ S, S = CI + Cσ2.

avec σ2 =

0 −1
1 0

 .
On suppose aussi que A(ρ) est de la forme A(ρ) = D(ρ) +N(ρ), avec :

D(ρ) = diag {λs(ρ)I2, s ∈ L} ,

où

- les λs sont ordonnées ;

- #{s′ ∈ L|λs = λs′} ≤ d <∞ pour tout s ∈ L.

Soit N ∈M est diagonale par blocs, où chaque bloc a comme taille la multiplicité de la valeur

propre correspondante dans D. Les éléments de B sont de la forme

α −β
β α

.
On dit que N est sous forme normale si N ∈M et si N vérifie l’hypothèse précédente. On note
NF l’ensemble des matrices sous forme normale.

1.1.2 Équations hamiltoniennes.

Soient r et ζ définies comme précédemment, soit θ ∈ Tn. À toute fonction hamiltonienne régulière,
on associe les équations hamiltoniennes suivantes :

ṙ = −∇θf(r, θ, ζ),

θ̇ = ∇rf(r, θ, ζ),

ζ̇ = J∇ζf(r, θ, ζ),

avec J : {ζs} 7→ {σ2ζs}.
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1.1.3 Crochet de Poisson.

Soient f et g deux fonctions régulières en x = (r, θ, ζ). On définit le crochet de Poisson de f et g
par :

{f, g} = ∇rf.∇θg −∇θf.∇rg + 〈∇ζf, J∇ζg〉.

1.1.4 Jets de fonctions

Pour toute fonction de classe C1 en r et C2 en ζ, on définit son jet fT comme son développement
de Taylor à l’ordre 1 en r et à l’ordre 2 en ζ au point (r, ζ) = (0, 0). Ainsi

fT = f(0, θ, 0, ρ) +∇rf(0, θ, 0, ρ)r + 〈∇ζf(0, θ, 0, ρ), ζ〉+ 1
2〈∇

2
ζζf(0, θ, 0, ρ)ζ, ζ〉

= fθ(θ) + fr(θ)r + 〈fζ(θ), ζ〉+ 1
2〈fζζ(θ)ζ, ζ〉.

1.1.5 Transformation de Lie

Définition 1.1.1. Un difféomorphisme Φ est une transformation canonique (ou changement de
variable symplectique) si Φ préserve le crochet de Poisson. C’est-à-dire :

{f, g} ◦ Φ = {f ◦ Φ, g ◦ Φ},

pour tout f et g.

Soit (r, θ, ζ) = Φ(r0, θ0, ζ0), avec Φ une transformation canonique. Posons h̃ = h ◦ Φ−1. Dans
ces nouvelles variables, le système hamiltonien est donné par :

ṙ = −∇θh̃(r, θ, ζ), θ̇ = ∇rh̃(r, θ, ζ), ζ̇ = J∇ζ h̃(r, θ, ζ).

Soit S un hamiltonien régulier. Considérons l’application Φt
S : (r0, θ0, ζ0) 7→ (r(t), θ(t), ζ(t))

défini par la solution du système : 
ṙ = −∇θS(r, θ, ζ),

θ̇ = ∇rS(r, θ, ζ),

ζ̇ = J∇ζS(r, θ, ζ),

avec pour condition initiale

r(0) = r0 θ(0) = θ0, ζ(0) = ζ0.

Si Φt
S est définie jusqu’à t = 1, alors Φ1

S := ΦS est appelée transformation de Lie associée à S.
De plus, une transformation de Lie est canonique. Pour plus de détails, voir [1].

On donne à présent un énoncé formel de notre théorème KAM.
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1.2 Énoncé formel du théorème KAM

Théorème 1.2.1. Soit h un hamiltonien sous forme normale comme dans (1.1.1). Supposons
que les fréquences sont non résonantes et que la fonction f est petite. Il existe alors un Borélien
D′ ⊂ D dont la mesure de Lebesgue vérifie :

mes(D \ D′) ≤ O
(
(fT )α

)
,

avec α > 0. Ce Borélien est tel que, pour tout ρ ∈ D′, il existe un changement de variable
canonique proche de l’identité Φ, tel que pour tout ρ ∈ D′, on a :

(h+ f) ◦ Φ = h∞ + f∞,

avec fT∞ = 0. De plus, les nouvelles fréquences sont proches des fréquences de départ.

On donne à présent les principales idées de la construction du changement variable KAM.

1.2.1 Schéma KAM

On considère un hamiltonien sous forme normale comme dans (1.1.1). Le système hamiltonien
associé est donné par :

ṙ = 0, θ̇ = ω(ρ), ζ̇ = JAζ.

Pour tout ρ ∈ D, le tore T n0 := {0} × Tn × {0} est un tore invariant par le flot hamiltonien. De
plus, sur ce tore, le flot est linéaire de direction ω. On rajoute une petite perturbation qui dépend
de la variable angle θ à cet hamiltonien intégrable. On considère donc l’hamiltonien perturbé
suivant :

H = h(r, ζ; ρ) + f(r, θ, ζ; ρ). (1.2.1)

On veut étudier l’effet de cette petite perturbation sur la dynamique du tore T n0 , ainsi que la
persistance des solutions quasi-périodiques.

Supposons que le jet de f soit nul. Le système hamiltonien associé a cet hamiltonien perturbé
est donné par :

ṙ = O(r2, ζ3), θ̇ = ω(ρ) +O(r, ζ), ζ̇ = JAζ +O(r2, ζ2).

Donc, si la donnée initiale est sur le tore T n0 , le flot restera sur ce tore.

Supposons que la perturbation f soit de taille ε, avec ε petit. Alors son jet est aussi de taille
ε. Pour montrer la persistance du tore T n0 , il faut supprimer le jet de f . Pour cela, on construira
un changement de variable canonique ΦS , qui sera le flot induit par un hamiltonien S à t = 1.
On veut obtenir, par composition avec cette transformation, une nouvelle forme normale proche
de la forme normale initiale et telle que le jet de la nouvelle perturbation est de taille εα pour
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α > 1. Plus précisément, on veut que ΦS = Φt=1
S vérifie :

(h+ f) ◦ ΦS = h+ + f+, avec (f+)T = O(εα) et α > 1,

où h+ est une nouvelle forme normale proche de h, i.e. |h+ − h| ∼ O(ε). On peut supposer que
h+ est sous la forme :

h+ = h+ ĥ, ĥ = c(ρ) + χ(ρ)r + 1
2〈ζ,B(ρ)ζ〉.

En utilisant un développement de Taylor jusqu’à l’ordre deux on obtient l’équation homologique
suivante :

{h, S} = ĥ− fT +O(εα). (1.2.2)

Dans cette équation, les inconnues sont S et ĥ. Il suffit de prendre S comme un jet de fonction :

S(r, θ, ζ) = Sθ(θ) + Sr(θ)r + 〈Sζ(θ), ζ〉+ 1
2〈Sζ,ζ(θ)ζ, ζ〉.

En remplaçant dans l’équation homologique, on obtient :

∇θSθ.ω +∇θSr.ω.r + 〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 1
2〈∇θSζζ .ωζ, ζ〉+ 〈Aζ, JSζ〉+ 〈Aζ, JSζζζ〉

= C − fθ + χ.r − fr.r − 〈fζ , ζ〉+ 1
2〈ζ,Bζ〉 −

1
2〈fζζζ, ζ〉+O(εα)

Ainsi, on obtient quatre équations à résoudre.

Les deux premières équations. Elle sont obtenues directement :

∇θSθ(θ).ω = C − fθ(θ) +O(εα), (1.2.3)

∇θSr(θ).ω = χ− fr(θ) +O(εα). (1.2.4)

Pour résoudre ces deux équations, on impose que :

C(ρ) =
∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ, χ(ρ) =

∫
Tn
fr(θ, 0, 0, ρ)dθ.

La troisième équation. On a :

〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 〈Aζ, JSζ(θ)〉 = −〈fζ , ζ〉+O(εα).

Or A est une matrice symétrique, donc

〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 〈AJSζ(θ), ζ, 〉 = 〈−fζ , ζ〉+O(εα).
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Les matrices A et J commutent. En effet, chaque bloc de A est de la forme Aji = CI2 + Cσ2.
Ainsi, la troisième equation est donnée par :

∇θSζ(θ).ω + JASζ(θ) = −fζ(θ) +O(εα). (1.2.5)

La quatrième équation. On a :

1
2〈∇θSζζ(θ).ωζ, ζ〉+ 〈Aζ, JSζζ(θ)ζ〉 = 1

2〈ζ,Bζ〉 −
1
2〈fζζ(θ)ζ, ζ〉.

En utilisant le fait que A soit une matrice symétrique, que A et J commutent, et que (AJSζζ)∗ =
−SζζJA, on obtient :

〈ζ,∇θSζζ(θ).ωζ〉+ 〈ζ,AJSζζ(θ)ζ〉 − 〈ζ, Sζζ(θ)AJζ〉 = 〈ζ,Bζ〉 − 〈ζ, fζζ(θ)ζ〉.

Ainsi, la quatrième équation est donnée par

∇θSζζ(θ).ω +AJSζζ(θ)− Sζζ(θ)JA = −fζζ(θ) +B +O(εα). (1.2.6)

Supposons qu’on a résolu ces équations. On fait une nouvelle itération du schéma KAM.
Posons à l’étape k quelconque :

Φk = ΦS1 ◦ . . . ◦ ΦSk ,

où Sj , pour 1 ≤ j ≤ k, est l’hamiltonien qui vérifie l’équation homologique à l’étape j. On a alors

H ◦ Φk = hk + fk, avec fTk = O
(
εα

k
)
.

On montre que (Φk)k est une suite de Cauchy sur un espace de Banach. Soit Φ sa limite. On
obtient ainsi une transformation canonique qui vérifie :

H ◦ Φ = h∞ + f∞, avec fT∞ = 0.

1.2.2 Petits diviseurs

Résoudre l’équation homologique (1.2.2) revient à chercher un jet de fonction S qui vérifie les
quatre équations homologiques (1.2.3)-(1.2.6). Vu que les quatre composantes du jet ne dépendent
que de l’angle θ ∈ Tn, on décompose dans une base de Fourier. Ainsi, on ramène le problème
à un problème de petits diviseurs. Certaines hypothèses doivent être faites sur les fréquences
internes ω et les fréquences externes λ. De plus, ces hypothèses doivent être vérifiées à chaque
étape KAM.

On donne ici formellement les hypothèses sur les petits diviseurs. Pour plus de précisions,
voir les conditions de séparation, de non résonance et la deuxième condition de Melnikov. Pour
se familiariser encore plus avec les problèmes de petits diviseurs, le lecteur peut consulter [10].
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Soient δ ≥ δ0 > 0 et ω′ ∈ C1(D,Rn) tels que

|ω − ω′|C1(D) < δ0.

Supposons que, pour tout k ∈ Zn et pour tous s, s′ ∈ L avec |s| > |s′|, on a :

|k · ω′(ρ)| ≥ δ,

avec k 6= 0.

|k · ω′(ρ)± λs(ρ)| ≥ δ,

|k · ω′(ρ) + λs(ρ)± λs′(ρ)| ≥ δ,

pour tout ρ ∈ D.

La solution des équations homologiques (1.2.3)-(1.2.6) sera de la forme :

S = fT

petit diviseur .

On veut que la transformation de Lie associée à S soit proche de l’identité. Pour cela, il est
crucial d’imposer que :

fT � δ.

C’est à dire que le jet de la perturbation doit être négligeable devant le contrôle que l’on a des
petits diviseurs.

1.3 KAM pour l’équation des ondes

Dans cette section on rappelle brièvement les résultats déjà parus dans le domaine de la théorie
KAM pour l’équation des ondes. On donne ensuite les principales idées pour lever la résonance
rencontrée lors de la mise sous forme de système hamiltonien de l’équation (1.0.1).

Le premier résultat de théorie KAM pour l’équation des ondes est dû à Wayne en 1990 dans
[31]. Il a considéré l’équation des ondes cubique en dimension 1 avec potentiel extérieur dans
L2([0, 1]) non nul et avec conditions de Dirichlet (ce qui entraîne la simplicité du spectre).

On peut aussi citer le travail de Pöschel dans [28]. Dans cet article, l’auteur a considéré
l’équation des ondes en dimension 1 avec masse, condition de Dirichlet homogène et une non-
linéarité cubique analytique mais qui ne dépend pas de la variable d’espace.

En 1998, Chierchia et You considèrent dans [9] l’équation des ondes en dimension 1 avec
potentiel périodique analytique et une perturbation quadratique analytique qui ne dépend pas de
la variable d’espace. Dans ce cas, le potentiel joue le rôle de paramètre extérieur, ce qui permet



1.4. FORME NORMALE DE BIRKHOFF 21

de vérifier les conditions de non résonance. En particulier, les auteurs ne s’autorisent pas le cas
où le potentiel est nul.

Le travail le plus récent est dû à Berti, Biasco et Procesi en 2013 dans [8]. Dans cet article,
ils considèrent l’équation des ondes avec dérivées, donnée par :

utt − uxx +mu+ f(Du) = 0, m > 0, D :=
√
−∂2

xx +m, (t, x) ∈ R× T,

avec f(s) une non-linéarité réelle analytique de la forme

f(s) = as3 +
∑
k≥5

fks
k, a 6= 0.

On remarque ici que la non-linéarité est indépendante de la variable d’espace x, ce qui implique
que le moment −i

∫
T ū∂xudx est conservé. Cette symétrie simplifie la preuve du théorème KAM.

La forme normale est diagonale dans ce cas.

Les principales avancées présentées dans cette thèse sont :

• l’absence de paramètre extérieur dans l’équation (1.0.1) ;

• le fait que la variable d’espace appartienne au cercle (on est dans le cadre périodique) ;

• la dépendance de la non linéarité (1.0.2) en la variable d’espace.

1.4 Forme normale de Birkhoff

On commence par décomposer l’équation (1.0.1) en une base orthonormé de l’espace de phase.
On montre que, étudier cette équation, revient à étudier l’hamiltonien suivant :

H = H2 + P4 +R5, (1.4.1)

avec

H2(ξ, η) =
∑
s∈Z

λsξsηs, λs =
√
s2 +m,

P4(ξ, η) =
∫
S1
u4dx =

∫
S1

∑
s∈Z

ξse
isx + ηse

−isx
√

2λs

4

dx,

R5(ξ, η, x) = P (ξ, η, x)− P4(ξ, η) = O(‖(ξ, η)‖5).

Afin de définir les fréquences internes et les fréquences externes de H2, on commence par donner
la définition d’un ensemble admissible de Z.

Définition 1.4.1. Soit A un ensemble fini de Z. A est admissible si pour tout j ∈ A\ {0}, on a
−j /∈ A \ {0} .
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Soit A un ensemble admissible de Z. On définit L son complémentaire dans Z On peut
réécrire la partie quadratique de (1.4.1) sous la forme :

H2 =
∑
a∈A

ωaξaηa +
∑
a∈L

λsξsηs,

avec ωa =
√
a2 +m. On remarque que, pour a ∈ A, on a ωa = λ−a. On souhaite supprimer

cette résonance afin d’appliquer notre théorème KAM. L’idée est d’utiliser P4 pour séparer le
fréquences. Ce qui est équivalent à utiliser la partie cubique de la de la non linéarité (1.0.2)
pour enlever cette résonance. Pour cela, on construit un changement de variable canonique qui
transforme (1.4.1) en forme normale de Birkhoff d’ordre 5. Cette transformation va être une
transformation de Lie. Elle exhibe de P4 les termes intégrables qui vont nous permettre de séparer
les fréquences et de vérifier les hypothèses du théorème KAM. Plus précisément on a :

Proposition 1.4.2. Pour tout m ∈ U ⊂ [1, 2] avec U de mesure de Lebesgue pleine, il existe
une transformation de Lie τ qui transforme l’hamiltonien H = H2 + P = H2 + P4 +R5 en :

H ◦ τ = (H2 + P ) ◦ τ = H2 + Z4 +Q4 +R6 +R5 ◦ τ, (1.4.2)

avec

• Le polynôme Z4 contient des termes intégrables.

• Le polynôme Q4 est cubique ou quartique dans la direction de L.

• Les restes R5 ◦ τ et R6 sont respectivement d’ordre 5 et 6.

Plus précisément le polynôme Z4 est de la forme

Z4 = 3
4π
∑ ξiξjηkηl

λiλj

où la somme porte sur {(i, j, k, l) ∈ Z4|i+ j = k + l, #{i, j, k, l} ∩ A ≥ 2 et {|i|, |j|} = {|k|, |l|}}.

On passe des variables (ξ, η) au variables action-angle (I, θ, ξL, ηL), avec I = (Ia, a ∈ A),
θ = (θa,∈ A), ξL = (ξs, s ∈ L) et ηL = (ηs, s ∈ L). Les variables I et θ sont donnés par :

ξa =
√
Iae

iθa , ηa =
√
Iae
−iθa , a ∈ A.

On remarque que Z4 contient des termes intégrables formés par les monômes de la forme
ξiξjηiηk = IiIj , qui dépendent seulement des actions définies par Ii = ξiηi avec i ∈ A.

Vu que A est un ensemble admissible on montre qu’on peut écrire Z4 sous la forme :

Z4 = 3
4π

∑
l,a∈A

4− 3δl,a
λlλa

IlIa + + 3
π

∑
l∈A, s∈L

1
λlλs

Ilξsηs.
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Ainsi on peut réécrire l’hamiltonien (1.4.2) sous la forme :

H ◦ τ =
∑
a∈A

ωaIa + 3
4π

∑
l,a∈A

4− 3δl,a
λlλa

IlIa +
∑
s∈L

λsξsηs + 3
π

∑
l∈A, s∈L

1
λlλs

Ilξsηs

+Q4 +R5 ◦ τ +R6.

On définit le re-scaling suivant des variables (I, θ, ξ, η) par :

χρ :
(
r̃, θ̃, ξ̃, η̃

)
7→ (I, θ, ξ, η) ,

avec :

I =νρ+ νr̃, θ = θ̃,

ξ =ν1/2ξ̃, η = ν1/2η̃.

Le vecteur ρ va jouer le rôle du paramètre dans le théorème KAM. Ainsi, en composant
l’hamiltonien (1.4.2) avec χρ, on obtient :

ν−1H ◦ τ ◦ χρ = h0 + f,

avec

f ≡ ν 3
4π

∑
a,l∈A

4− 3δa,l
λaλl

r̃lr̃a + ν
3
π

∑
l∈A
s∈L

1
λlλs

r̃lξ̃sη̃s + ν−1 (Q4 +R5 ◦ τ +R6) ◦ χρ,

et
h0 = Ω · r̃ +

∑
a∈L

Λaξ̃aη̃a.

Les nouvelles fréquences sont données par :

Ωk = Ωk(ρ, ν) = ωk + νω̃k = ωk + ν
3

2π
1
λk

∑
l∈A

4− 3δl,k
λl

ρl,

Λa = Λa(ρ, ν) = λa + νλ̃a = λa + ν
3
π

1
λa

∑
l∈A

ρl
λl
.

Ces nouvelles fréquences vérifient les hypothèses du théorème KAM. De plus le jet de la
perturbation est de la taille ν3/2 alors que le contrôle des petits diviseurs δ est égale à ν1+E pour
E > 0 petit. Ainsi on a bien fT � δ.

1.5 Résultat principal de la thèse

Rappelons que l’équation étudiée est donner par

utt − uxx +mu = g(x, u), t ∈ R, x ∈ S1, (1.5.1)
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avec m ∈ [1, 2] la masse et g est une fonction holomorphe réelle sur un voisinage de S1 × J , avec
J un voisinage de zero de R. On suppose que g est de la forme :

g(x, u) = 4u3 +O(u4).

La solution de l’équation linéaire (c’est-à-dire quand g = 0), est donnée par :

ûI,m(r, θ, ξ, η) =
∑
a∈A

√
(Ia + ra)

e−iθaϕa(x) + eiθaϕ−a(x)√
2(a2 +m)1/4

+
∑
s∈L

ξsϕs(x) + η−sϕs(x)√
2(s2 +m)1/4 .

Posons uI,m(θ, x) = ûI,m(0, θ, 0, 0). Alors, pour tout I ∈ RA+, m ∈ [1, 2] et θ0 ∈ S1, la fonction
(t, x) 7→ uI,m(θ0 + tω, x) est solution de l’équation des ondes linéaire. Dans ce cas, le tore est
stable par le flot hamiltonien.

Proposition 1.5.1. Soit s > 1
2 . Pour m ∈ U ⊂ [1, 2] de mesure de Lebesgue pleine, I ∈ D ⊂

[ν, 2ν]#A de mesure de Lebesgue asymptotiquement pleine, il existe une fonction u(θ, x) analytique
en θ et de classe Hs en x tel que

sup
θ∈R
‖ u(θ, .)− uI,m(θ, .) ‖Hs≤ Cν4/5,

tel que pour m ∈ U , I ∈ D, u(θ + tω′(I), x) est solution de (1.5.1). De plus il existe une matrice
inversible M(m) ∈M#A(R+) tel que

ω′ = ω +M(m)I +O(ν3/2).

1.6 Plan de la thèse

On adopte le plan suivant pour la thèse :

1. Chapitre 2 : Théorème KAM en dimension finie ;

2. Chapitre 3 : Théorème KAM en dimension infinie ;

3. Chapitre 4 : Théorème KAM pour l’équation des ondes non-linéaire.

1.6.1 Chapitre 2 : Théorème KAM en dimension finie

Dans ce chapitre on prouve un théorème KAM en dimension finie qui traite le cas de cas de
valeurs propres (ou fréquences) multiples. Plus précisément, on considère un hamiltonien en
dimension finie sous forme normale :

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉,
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avec r ∈ Rn , ζ = ((ps, qs)1≤s≤m) ∈ R2m. On suppose que A(ρ) est sous la forme : A(ρ) =
D(ρ) +N(ρ), avec :

D(ρ) = diag {λi(ρ)I2, 1 ≤ i ≤ m} , (1.6.1)

N est une matrice diagonale par blocs, où chaque bloc a une taille la multiplicité de la valeur
propre correspondante dans D. Dans ce cadre-là, si on part d’un tore, alors la solution du système
hamiltonien associé reste sur ce tore. Sous certaines conditions émises sur les fréquences, on
peut de plus affirmer que la trajectoire de la solution remplit le tore. Dans ce contexte, on dit
que le tore de départ est un tore invariant. Ensuite, on rajoute à cet hamiltonien intégrable
une perturbation hamiltonienne et on veut montrer que le tore de départ est un tore persistant.
On montre que, si la perturbation est petite et sous certaines conditions de non résonance des
fréquences de l’hamiltonien intégrable, alors le tore de départ est un tore persistant.

Ce chapitre a pour but de présenter les stratégies et les notations qui seront utilisées dans le
cadre général.

1.6.2 Chapitre 3 : Théorème KAM en dimension infinie

Dans ce chapitre, on étend le résultat du chapitre précédent à la dimension infinie. Toutefois, on
suppose que l’opérateur associé à la partie quadratique de la forme normale admet des valeurs
propres multiples mais d’ordre fini. En suivant les mêmes étapes que dans la preuve du résultat
en dimension finie, mais en adaptant les espaces à la dimension infinie et en augmentant la
technicité, on arrive à démontrer la persistance du tore du départ sous une forme déformée.

1.6.3 Chapitre 4 : Théorème KAM pour l’équation des ondes non-linéaire

Dans cette dernière partie de la thèse, on s’intéresse à l’équation des ondes non linéaire cubique
sur le cercle, donnée par :

utt − uxx +mu = 4u3 +O(u4), m ∈ [1, 2], t ∈ R, x ∈ S1.

Proche de l’origine, on prouve l’existence de solutions quasi-périodique de faible amplitude,
proche de la solution de l’équation linéaire. Dans les variables de Fourier, l’équation apparait
sous la forme d’un système hamiltonien perturbé en dimension infinie. Le problème ici est
que l’hamiltonien obtenu ne vérifie pas les hypothèses de non résonance du théorème KAM
en dimension infinie. Pour pallier à ce problème, on applique une procédure de forme normale
de Birkhoff. On obtient par suite une forme normale dont les fréquences satisfont les bonnes
hypothèses et dont la partie quadratique admet des valeurs propres doubles. D’où l’intérêt de
prendre des valeurs propres multiples dans la partie quadratique de la forme normale du théorème
KAM abstrait.





2
Théorème KAM en dimension finie

Dans ce chapitre on se donne un hamiltonien sous forme normale en dimension finie, c’est-à-dire
dépendant d’un nombre fini de variables (ou admet un nombre fini de degrés de liberté). Plusieurs
résultats existe en dimension fini. On peut citer par exemple les travaux de Eliasson, Pöschel
[15, 27] ou plus récemment le travail de You [33]. Dans ces articles les auteurs considèrent un
hamiltonien de la forme

h =
∑

1≤i≤n
ωi · ri + 1

2
∑

1≤j≤m
Ωj(p2

j + q2
j )

et suppose une condition Diophantienne du type :

|〈k, ω〉+ 〈l,Ω〉| ≥ γ

(|k|+ |l|)τ , |l| ≤ 2, |k|+ |l| 6= 0.

Donc l’opérateur associé à la partie quadratique admet que des valeurs propres simple.
La particularité ici est qu’on s’autorise des valeurs propres (ou fréquences) multiples dans

l’opérateur associé à la partie quadratique de la forme normale. Dans ce cadre-là, si on part d’un
tore, alors la solution du système hamiltonien associé reste sur ce tore. Sous certaines conditions
émises sur les fréquences, on peut de plus affirmer que la trajectoire de la solution remplit le tore.
Dans ce contexte, on dit que le tore de départ est un tore invariant. Ensuite, on rajoute à cet
hamiltonien intégrable une perturbation hamiltonienne et on veut montrer que le tore de départ
est un tore persistant. On montre que, si la perturbation est petite et sous certaines conditions
de non résonance des fréquences de l’hamiltonien intégrable, alors le tore de départ est un tore
persistant.

L’idée de la preuve consiste à construire itérativement un changement de variable symplectique
proche de l’identité et qui satisfait certaines conditions. Ce changement de variable permet
d’éliminer de l’hamiltonien les termes d’interactions entre les variables internes aux tore de départ
et les variables externes à celui-ci. Les techniques de construction de ces changement de variables

27
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symplectiques sont bien connues et bien décrites dans la littérature dans le cadre des valeurs
propres simples. La présence de valeurs propres multiples complique le contexte algébrique. En
particulier la résolution de l’équation homologique (centrale dans cette construction) met en
œuvre l’inversion de matrices diagonales dans le cas des valeurs propres simples de matrices non
diagonales dans le cadre général.

2.1 Introduction

On considère l’espace `2 défini par :

Y := {ζ = (ζj = (pj , qj) , 1 ≤ j ≤ m)},

munit de la norme ‖ζ‖2 = ∑
1≤j≤m

|ζj |2. On définit Sur Y on définit l’opérateur linéaire J :

J : {ζj} 7→ {σ2ζj}, avec σ2 =

0 −1
1 0

 .
On définit l’espace des phases :

P = Tn × Rn × Y,

muni de la structure symplectique suivante :

dr ∧ dθ + Jdζ ∧ dζ.

On introduit le projecteur orthogonal Π définit sur l’ensemble des matrices carrés par :

Π : M2×2(C)→ S, S = CI + Cσ2.

On introduit aussi l’ensembleM des matrices symétrique deMm (M2 (R)) par :

A ∈M, alors : Aji ∈M2 (R) , Aji = tAij et ΠAji = Aji ,

pour 1 ≤ i, j ≤ m.

On muniM de la norme suivante :

‖A‖ = max
1≤i,j≤m

‖Aji‖∞.

Fixons un n ∈ N. Pour ρ > 0 et B un espace de Banach , on définit :

Tnρ = {θ ∈ Cn/2πZn| |Imθ| < ρ},

et
Oρ (B) = {x ∈ B|‖x‖B < ρ} .
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Pour σ, µ ∈ ]0, 1], on définit :

O(σ, µ) = Tnσ ×Oµ2(Cn)×Oµ(Y c) = {(θ, r, ζ)},

OR(σ, µ) = O(σ, µ) ∩ {Tn × Rn × Y }.

Un point de O(σ, µ) sera noté par x = (θ, r, ζ).

Classe des fonctions hamiltoniennes. Soit D un compact de Rp (l’ensemble des para-
mètre). Soit f : OR(δ, µ)×D → C une fonction analytique par rapport à la première variable et
tels que ∇ζf ∈ Y et ∇2

ζf ∈M. On définit

|f(x, .)|D = sup
ρ∈D,j=0,1

∣∣∣∂jρf(x, ρ)
∣∣∣ ,

∥∥∥∥∂f∂ζ (x, .)
∥∥∥∥
D

= sup
ρ∈D,j=0,1

∥∥∥∂jρ∇ζf(x, ρ)
∥∥∥ ,

∣∣∣∣∣∂2f

∂ζ2 (x, .)
∣∣∣∣∣
D

= sup
ρ∈D,j=0,1

∣∣∣∂jρ∇2
ζf(x, ρ)

∣∣∣ .
On note T (D, σ, µ) l’ensemble des fonctions f vérifiant pour tout x ∈ O(σ, µ)

|f(x, .)|D ≤ C,
∥∥∥∥∂f∂ζ (x, .)

∥∥∥∥
D
≤ C

µ
,

∣∣∣∣∣∂2f

∂ζ2 (x, .)
∣∣∣∣∣
D
≤ C

µ2 .

Pour f ∈ T (D, σ, µ) on note [f ]σ,µ,D la plus petite constante C qui satisfait les relations
précédentes.

Équations hamiltonienne. A toute fonction hamiltonienne de classe C1 on associe les
équations hamiltoniennes suivantes : 

ṙ = −∇θf(r, θ, ζ),

θ̇ = ∇rf(r, θ, ζ),

ζ̇ = J∇ζf(r, θ, ζ),

Crochet de Poisson. Soient f et g deux fonctions de classe C1 en x = (r, θ, ζ). On définit le
crochet de Poisson de f et g par :

{f, g} = ∇rf.∇θg −∇θf.∇rg + 〈∇ζf, J∇ζg〉.

Hamiltonien et forme normale.

On considère un hamiltonien sous forme normale :

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉, (2.1.1)

avec r ∈ Rn , ζ ∈ Y , et A(ρ) ∈ M. On suppose que ω : D → Rn est de classe C1. On suppose
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que A(ρ) est sous la forme : A(ρ) = D(ρ) +N(ρ), avec :

D(ρ) = diag {λi(ρ)I2, 1 ≤ i ≤ m} , (2.1.2)

N est une matrice deM diagonale par blocs, où chaque bloc a une taille la multiplicité de la

valeur propre correspondante dans D. Les éléments de N sont de la forme

α −β
β α

.
Exemples.

1. Supposons que m = 4 et que les valeurs propres de D sont distinctes, alors N sera formé
de quatre blocs de taille 1 sur la diagonale principale.

2. Supposons que que m = 3 et que :

D =



λ1 0
0 λ1

 0 0
0 0

 0 0
0 0


0 0

0 0

 λ1 0
0 λ1

 0 0
0 0


0 0

0 0

 0 0
0 0

 λ2 0
0 λ2




,

alors N est sous la forme

N =



α11 −β11
β11 α11

 α12 −β12

β12 α12

 0 0
0 0


 α12 β12

−β12 α12

 α22 −β22

β22 α22

 0 0
0 0


0 0

0 0

 0 0
0 0

 α33 −β33

β33 α33




.

On dit que N est sous forme normale si N ∈M et vérifie l’hypothèse précédente. On note
NF l’ensemble des matrices sous forme normale.

On considère à présent le changement de variable complexe suivant :

zj =

ξj
ηj

 = 1√
2

1 i

1 −i

pj
qj

 =

 1√
2(pj + iqj)

1√
2(pj − iqj)

 .
Si A ∈ NF l’hamiltonien (2.1.1) s’écrit dans les nouvelles variables :

h(ρ) = ω(ρ).r + 〈ξ,Q(ρ)η〉,

avec Q une matrice hermitienne à coefficients complexes.
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Exemple. Reprenons le deuxième exemple ci dessus. On a alors

Q =


λ1 + α11 α12 0
α12 λ1 + α11 0
0 0 λ2 + α33


Le vecteur fréquence interne ω et les matrices D et N vérifient des hypothèses qu’on énoncera
dans le prochain paragraphe. Pour la suite fixons un paramètre 0 < δ ≤ 1. On supposera que les
valeurs propres de A vérifient les hypothèses A1, A2 et A3 et que B vérifie l’hypothèse B.

Hypothèse A1 : Condition de séparation : On suppose que pour tout ρ ∈ D on a :

• Les valeurs propres de deux blocs différents sont différents

|λi(ρ)± λj(ρ)| ≥ δ, pour 1 ≤ i < j ≤ m.

• les valeurs propres sont non nuls :

|λi(ρ)| ≥ δ, pour 1 ≤ i ≤ m.

Hypothèse A2 : Condition de non résonance : Supposons qu’il existe δ0 ≤ δ tel que pour
toute fonction de classe C1 qui vérifie

ω′ : D → Rn, |ω − ω′|C1(D) < δ0

on a pour tout k ∈ Zn et tout 1 ≤ i < j ≤ m

?

|k · ω′(ρ)| ≥ δ, ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D

avec k 6= 0

?

|k · ω′(ρ)± λi(ρ)| ≥ δ, ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ)± λi(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D

?

|k · ω′(ρ) + λi(ρ) + λj(ρ)| ≥ δ, ∀ρ ∈ D
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ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ) + λi(ρ) + λj(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D

?

|k · ω′(ρ) + λi(ρ)− λj(ρ)| ≥ δ, ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ) + λi(ρ)− λj(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D

Hypothèse B : On suppose que N ∈ NF et pour tout ρ ∈ D on a :

‖∂jρN(ρ)‖ ≤ δ

8 , j = 0, 1.

Remarque 2.1.1. Supposons que l’hypothèse A2 est satisfaite. Alors pour tout 0 < κ < δ et
N > 1 il existe un fermé D1 = D1(κ,N) ⊂ D tels que :

mes(D \ D1) ≤ Cδ−1κN2(n+1),

avec α > 0 et dépend de n. Pour tout ρ ∈ D1 et |k| ≤ N on a :

|k · ω| ≥ κ, sauf pour k 6= 0,

|k · ω ± λi| ≥ κ,

|k · ω + λi + λj | ≥ κ.

Cette remarque sera prouvé rigoureusement dans un cadre plus générale dans la preuve de la
Proposition 3.1.1 dans le chapitre suivant.

Maintenant on est en mesure d’énoncer le théorème KAM.

Théorème 2.1.2. On considère h un hamiltonien sous forme normale défini par

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉

Supposons que A(ρ) = D(ρ) +N(ρ) avec D(ρ) définie comme dans (2.1.2) et N(ρ) ∈ NF . On
suppose que ω et D vérifient les hypothèses A et que N vérifie l’hypothèse B pour δ et δ0 fixés.
Fixons 0 < σ, µ ≤ 1. Il existe alors un ε0 qui dépend de n, σ, µ, |ω|C1(D) et |A|β,C1(D) tels que si
f ∈ T (D, σ, µ) et

[f ]σ,µ,D = ε < ε0δ,

alors il existe un Borélien D′ ⊂ D dont la mesure de Lebesgue vérifie

mes(D \ D′) ≤ c(σ, δ)εα0 , α > 0,
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tel que pour tout ρ ∈ D′ on a :

• il existe un changement de variable symplectique analytique :

Φ : O(σ2 ,
µ

2 )→ O(σ, µ),

• un vecteur fréquence interne ω̃(ρ), une matrice Ã et une perturbation f̃ tel que :

(hρ + f) ◦ Φ = ω̃(ρ).r + 1
2〈ζ, Ã(ρ)ζ〉+ f̃(θ, r, ζ; ρ),

avec ∂rf̃ = ∂ζ f̃ = ∂2
ζζ f̃ = 0 pour r = ζ = 0 et A ∈ NF . De plus le changement de variable

Φ = (Φθ,Φr,Φζ) est proche de l’identité. Pour tout x ∈ Φ : O(σ2 ,
µ
2 ) et ρ ∈ D′ on a :

‖Φ(x, ρ)− x‖ ≤ Cε1/6.

De plus la nouvelle fréquence ω̃ et la nouvelle matrice Ã vérifient :

‖Ã(ρ)−A(ρ)‖ ≤ Cε1/3, |ω̃(ρ)− ω(ρ)| ≤ Cε1/3,

pour tout ρ ∈ D′. La constante C est strictement positive et dépend de n, de σ, de µ, de
|ω|C1(D) et ‖A‖C1(D).

2.2 Jets de fonctions, crochet de Poisson et flot hamiltonien

2.2.1 Jets de fonctions

Pour toute fonction f ∈ T (D, σ, µ) on définit son jet noté fT comme étant le développement de
Taylor jusqu’à l’ordre 1 en r et l’ordre 2 en ζ au point r = 0 et ζ = 0. Plus précisément :

fT (θ, r, ζ, ρ) = f(θ, 0, 0, ρ) +∇rf(θ, 0, 0, ρ)r + 〈∇ζf(θ, 0, 0, ρ), ζ〉

+ 1
2〈∇

2
ζf(θ, 0, 0, ρ)ζ, ζ〉

= fθ(θ) + fr(θ)r + 〈fζ(θ), ζ〉+ 1
2〈fζζ(θ)ζ, ζ〉.

Ainsi, à partir de le définition de la norme [f ]σ,µ,D, on a les estimations suivantes :

|fθ(θ; .)|D ≤ [f ]σ,µ,D , |fr(θ; .)|D ≤ µ−2 [f ]σ,µ,D ,

‖fζ(θ; .)‖D ≤ µ−1 [f ]σ,µ,D , |fζζ(θ; .)|D ≤ µ
−2 [f ]σ,µ,D ,

(2.2.1)

pour tout θ ∈ Tnσ.

Lemme 2.2.1. Pour tout f ∈ T (D, σ, µ) et 0 < µ′ < 1
2µ on a :

[
fT
]
σ,µ,D

≤ C [f ]σ,µ,D ,
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[
f − fT

]
σ,µ′,D

≤ 2
(
µ′

µ

)3
[f ]σ,µ,D .

Preuve. Soit (x, ρ) ∈ O(σ, µ′)×D.

• On commence par démontrer la deuxième inégalité. Cela revient à démontrer les inégalités
suivantes pour j = 0, 1 :

· |∂jρ(f − fT )(x, ρ)| ≤ 2
(
µ′

µ

)3
[f ]σ,µ,D,

· ‖∂jρ∇ζ(f − fT )(x, ρ)‖ ≤ 2µ′2
µ3 [f ]σ,µ,D,

· |∂jρ∇2
ζζ(f − fT )(x, ρ)| ≤ 2 µ′

µ3 [f ]σ,µ,D.

Les six inégalités se montrent de la même façon. Montrons par exemple que :

|∇ζ(f − fT )(x, ρ)| ≤ 2µ
′2

µ3 [f ]σ,µ,D .

Posons m = µ′

µ . Pour un |z| ≤ 1 on a (θ, (z/m)2r, (z/m)ζ) ∈ O(σ, µ). On définit la fonction

g : {|z| < 1} −→ Y c

z 7−→ ∇ζf(θ, (z/m)2r, (z/m)ζ).

g est une fonction holomorphe bornée par µ−1 [f ]σ,µ,D. De plus :

g(z) =
∑
j≥0

fjz
j ,

avec ‖fj‖ ≤ µ−1 [f ]σ,µ,D. On a ∇ζ(f − fT )(x, ρ) = ∑
j≥2

fjm
j . Pour µ′ ≤ 1

2µ on obtient que

m ≤ 1/2. Par suite on a :

‖∇ζ(f − fT )‖ ≤ µ−1 [f ]σ,µ,D
∑
j≥2

mj ≤ µ−1 [f ]σ,µ,D 2(µ
′

µ
)2

• À présent on montre la première inégalité en utilisant la deuxième inégalité. On remarque
que fT = f − (f − fT ). Puisque (f − fT ), ∇ζ(f − fT ), ∇2

ζ(f − fT ) sont analytiques sur
Oα(σ, 1

2µ), il en est de même pour fT , ∇ζfT , ∇2
ζf

T . Par suite on a :

[
fT
]
σ, 1

2µ,D
≤ 1

4 [f ]σ,µ,D +
[
f − fT

]
σ, 1

2µ,D
≤ 1

2 [f ]σ,µ,D .

Or fT est quadratique en ζ, donc fT , ∇ζfT et ∇2
ζf

T sont analytiques sur Oα(σ, µ). Puisque[
fT
]
σ,µ,D

≤
[
fT
]
σ, 1

2µ,D
, on obtient alors

[
fT
]
σ,µ,D

≤ 2 [f ]σ,µ,D .
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2.2.2 Jets de fonctions et crochet de poisson.

Rappelons que le crochet de poisson de deux fonctions f et g de classe C1 en x = (r, θ, ζ) est
donné par :

{f, g} = ∇rf.∇θg −∇θf.∇rg + 〈∇ζf, J∇ζg〉.

Lemme 2.2.2. Soient f et g ∈ T (D, σ, µ) deux jets de fonctions et 0 < σ′ < σ alors :

[{ f, g }]σ,µ,D ≤ C(σ − σ′)−1µ−2 [f ]σ,µ,D [g]σ,µ,D .

Preuve. Pour démontrer ce lemme on doit montrer que :

• | {f, g} |D ≤ C(σ − σ′)−1µ−2 [f ]σ,µ,D [g]σ,µ,D,

• ‖∇ζ {f, g} ‖D ≤ C(σ − σ′)−1µ−3 [f ]σ,µ,D [g]σ,µ,D,

• |∇2
ζ {f, g} |D ≤ C(σ − σ′)−1µ−4 [f ]σ,µ,D [g]σ,µ,D.

- Commençons par démontrer le troisième point. On a :

∇2
ζ {f, g} = fr(θ)∇θgζζ(θ)− gr(θ)∇θfζζ(θ) + fζζ(θ)Jgζζ(θ)

En utilisant les inégalités (2.2.1) et l’inégalité de Cauchy on obtient :

|∇2
ζ {f, g} |D ≤ C(σ − σ′)−1µ−4 [f ]σ,µ,D [g]σ,µ,D

- Pour le deuxième point, on a :

∇ζ {f, g} = fr(θ)∇θgζ(θ) + fr(θ)∇θgζζ(θ)ζ − gr(θ)∇θfζ(θ)

− gr(θ)∇θfζζ(θ)ζ + gζζ(θ)Jfζ(θ) + fζζ(θ)Jgζ(θ) + gζζ(θ)Jfζζ(θ)ζ.

En utilisant le même raisonnement on obtient :

‖∇ζ {f, g} ‖D ≤ Cµ−2 [f ]σ,µ,D (σ − σ′)−1µ−3 [g]σ,µ,D
+ Cµ−2 [f ]σ,µ,D (σ − σ′)−1µ−2 [g]σ,µ,D µ

+ Cµ−2 [g]σ,µ,D (σ − σ′)−1µ−1 [f ]σ,µ,D
+ Cµ−2 [g]σ,µ,D (σ − σ′)−1µ−2 [f ]σ,µ,D µ

+ Cµ−2 [g]σ,µ,D µ
−1 [f ]σ,µ,D

+ Cµ−2 [f ]σ,µ,D (σ − σ′)−1µ−2 [g]σ,µ,D µ

≤ C(σ − σ′)−1µ−3 [f ]σ,µ,D [g]σ,µ,D .

De même on montre le premier point.
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2.2.3 Flot hamiltonien dans le domaine O(σ, µ).

Soit f une fonction de classe C1 sur le domaine O(σ, µ)×D. On note Φt
f ≡ Φt son flot hamiltonien

de f au temps t. Supposons que f est un jet de fonction :

f = fθ(θ; ρ) + fr(θ; ρ)r + 〈fζ(θ; ρ), ζ〉+ 1
2〈fζζ(θ; ρ)ζ, ζ〉.

Par la suite les équations hamiltoniennes sont sous la forme :
ṙ = −∇θf(r, θ, ζ),

θ̇ = fr(θ),

ζ̇ = J(fζ(θ) + fζζ(θ)ζ).

(2.2.2)

On note Vf = (V r
f , V

θ
f , V

ζ
f ) ≡ (ṙ, θ̇, ζ̇). Vf est un champ de vecteur analytique dans le domaine

O(σ − 2s, µ− 2ν) avec 0 < 2s < σ et 0 < 2ν < µ.
Supposons que

[f ]σ,µ,D ≤ C min(sν2, µν), (2.2.3)

alors en utilisant l’inégalité de Cauchy, on a pour tout x ∈ O(σ − 2s, µ− 2ν) :

ṙ = −∇θf(r, θ, ζ) donc |ṙ|Cn ≤ (2s)−1 [f ]σ,µ,D ≤ ν2,

θ̇ = fr(θ) donc |θ̇|Cn ≤ (4ν)−2 [f ]σ,µ,D ≤ s,

ζ̇ = J(fζ(θ) + fζζ(θ)ζ) donc ‖ζ̇‖Cn ≤ (µ−1 + µ−2) [f ]σ,µ,D ≤ ν.

Ainsi
Φt
f : O(σ − 2s, µ− 2ν)→ O(σ − s, µ− ν),

est bien défini pour 0 ≤ t ≤ 1 et analytique.
Pour un x = (r, θ, ζ) ∈ O(σ − 2s, µ− 2ν) et 0 ≤ t ≤ 1 on a Φt

f = (r(t), θ(t), ζ(t)). Donnons
quelques précisions sur le flot hamiltonien Φt

f .

♣ On a V θ
f = θ̇ = fr(θ) est indépendant de r et de ζ. Donc θ(t) = K(θ; t) avec K analytique

en θ.

♣ La troisième composante est donnée par V ζ
f = θ̇ = Jfζ(θ(t)) + Jfζζ(θ(t)). Grâce aux

estimées de Cauchy, il est facile de voir que Jfζζ(θ(t)) est un opérateur linéaire borné de
Y c. Puisque θ(t) = K(θ; t) avec K analytique par rapport à θ, alors V ζ

f est aussi analytique
par rapport à θ. Donc ζ(t) = T (θ; t) +U(θ, t)ζ avec U opérateur linéaire borné de Y c. T et
U sont analytique par rapport à θ.

♣ La deuxième composante V r
f = ṙ = −∇θf(r, θ, ζ) est quadratique en ζ et linéaire en r.

Donc r(t) = L(θ, ζ; t) + S(θ; t)r avec L quadratique en ζ et analytique par rapport à θ. S
est une matrice carrée de taille n analytique en θ.
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Lemme 2.2.3. Soit 0 < 2s < σ, 0 < 2ν < µ et f = fT ∈ T (D, σ, µ) qui vérifie l’hypothèse
(2.2.3). Alors pour 0 ≤ t < 1 le flot des équations hamiltoniennes (2.2.2) est un symplecto-
morphisme analytique de OR(δ − 2s, µ− 2ν) dans OR(δ − s, µ− ν). Il est de la forme :

Φt
f :


r

θ

ζ

→

L(θ, ζ; t) + S(θ, ζ; t)r

K(θ; t)

T (θ; t) + U(θ; t)ζ

 =


r(t)

θ(t)

ζ(t)


avec L(θ, ζ; t) quadratique en ζ, U(θ; t) et S(θ, ζ; t) sont deux opérateurs linéaire. Sans oublier le
fait que tous les composantes de Φt

f sont bornées et analytique en θ.

Proposition 2.2.4. Sous les mêmes hypothèses que le lemme précédent, le flot Φt
f s’étend

analytiquement de Cn × Tnσ−2s × Y c à Cn × Tnσ × Y c. De plus

|r(t)− r0| ≤ Cs−1(1 + µ−2‖ζ0‖2 + µ−2|r0|) [f ]σ,µ,D ,

|θ(t)− θ0| ≤ µ−2 [f ]σ,µ,D ,

‖ζ(t)− ζ0‖ ≤ Cµ−1(1 + µ−1‖ζ0‖) [f ]σ,µ,D .

Preuve. • Commençons par prouver l’estimation sur θ. On a

 θ̇(t) = ∇rf(θ(t)),

θ(0) = θ0 ∈ Tnσ−2s

Soit t̄ = sup
{
t | θ(u) définie pour 0 ≤ u ≤ t; |θ(u)− θ0| ≤ µ−2 [f ]σ,µ,D

}
On a pour pour

tout t ≤ t̄
θ(t) = θ0 +

∫ t

0
∇rf(θ(u))du.

Puisque ‖∇rf‖ ≤ µ−2 [f ]σ,µ,D, on obtient alors l’estimation voulue.

• Démontrons l’estimation sur ζ. On a :

 ζ̇(t) = a(t) +B(t)ζ(t),

ζ(0) = ζ0 ∈ Oµ−2ν(Y c),

avec a(t) := Jfζ(θ(t)) et B(t) := JSζζ(θ(t)). Par hypothèses, on a les estimations suivantes :

‖a(t)| ≤ µ−1 [f ]σ,µ,D ≤ ν |B(t) ≤ µ−2 [f ]σ,µ,D ≤ C.
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On a par définition :

ζ(t) = ζ0 +
∫ t

0
a(t′) +B(t′)ζ(t′)dt′

=
∫ t

0
a(t′)dt′ +

∫ t

0

∫ t′

0
a(t′′)B(t′)d′′dt′ + ζ0 + ζ0

∫ t

0
B(t′)dt

+
∫ t

0

∫ t′

0
B(t′)B(t′′)ζ(t′′)dt′′dt′

= . . .

= a∞(t) + (B∞(t) + I) ζ0,

avec

a∞(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tk−1

0

k−1∏
j=1

B(tj)a(tk)dtk . . . dt2dt1,

et

B∞(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tk−1

0

k−1∏
j=1

B(tj)dtk . . . dt2dt1.

Or ‖
k∏
j=1

B(tj)‖ ≤
(
C
2

)k−1
µ−2 [f ]σ,µ,D, donc B∞(t) est majoré sur [0 1] par la série conver-

gente suivante : ∑
k≥1

1
k!

(
C
2

)k−1
µ−2 [f ]σ,µ,D. On obtient que :

‖B∞(t)‖ ≤ Cµ−2 [f ]σ,µ,D .

À présent montrons que a∞(t) est aussi bornée sur [0 1] . On a

‖
k−1∏
j=1

B(tj)a(tk)‖ ≤ 4m‖
k−1∏
j=1

B(tj)‖‖a(tk)‖ ≤ 4m
(
C

2

)k−1 [f ]σ,µ,D
µ2

[f ]σ,µ,D
µ

.

Par suite, on obtient que a∞(t) est majoré sur [0 1] par la série convergente suivante :∑
k≥1

4m
k!

(
C
2

)k−1
µ−3 [f ]2σ,µ,D. Ce qui nous permet de dire que :

‖a∞(t)‖ ≤ C
[f ]2σ,µ,D
µ3 .

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur a∞(t) et B∞(t) et notamment
l’hypothèse (2.2.3) On obtient que :

‖ζ(t)− ζ0‖ ≤ Cµ−1(1 + µ−1‖ζ0‖) [f ]σ,µ,D . (2.2.4)
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• Démontrons à présent l’estimation sur r. On a :

ṙ(t) = −∇θf(r(t), θ(t), ζ(t))

= −∇θf(θ(t))−∇θfr(θ(t))r(t)− 〈∇θfζ(θ(t)), ζ(t)〉

− 1
2〈∇θfζζ(θ(t))ζ(t), ζ(t)〉

= −α(t)− Λ(t)r(t).

avec
α(t) = ∇θf(θ(t)) + 〈∇θfζ(θ(t)), ζ(t)〉+ 1

2〈∇θfζζ(θ(t))ζ(t), ζ(t)〉,

et
Λ(t) = ∇θfr(θ(t)).

D’après l’inégalité de Cauchy on a :

|Λ(t)| ≤ s−1µ−2 [f ]σ,µ,D ≤ C.

De même on a :

|α(t)| ≤ C(s−1 [f ]σ,µ,D + s−1µ−1‖ζ(t)‖ [f ]σ,µ,D + s−1µ−2‖ζ(t)‖ [f ]σ,µ,D
≤ Cs−1(1 + µ−1‖ζ(t)‖+ µ−2‖ζ(t)‖2) [f ]σ,µ,D

Or d’après (2.2.4) et (2.2.3), on a ‖ζ(t)‖ ≤ C ′‖ζ0‖. Donc :

|α(t)| ≤ Cs−1(1 + µ−1‖ζ‖+ µ−2‖ζ‖2) [f ]σ,µ,D .

Le même calcul que pour ζ nous donne :

r(t) = −α∞(t) + (1− Λ∞(t))r0,

avec

α∞(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tk−1

0

k−1∏
j=1

Λ(tj)α(tk)dtk . . . dt2dt1,

et

Λ∞(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tk−1

0

k∏
j=1

Λ(tj)dtk . . . dt2dt1.

On a

‖
k∏
j=1

Λ(tj)‖ ≤ (C)k−1s−1µ−2 [f ]σ,µ,D .

Par suite on obtient que Λ∞(t) est majoré sur [0 1] par la série convergente suivante :
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∑
k≥1

(C)k−1

k! µ−2s−1 [f ]σ,µ,D. Donc

‖Λ∞(t)‖ ≤ Cs−1µ−2 [f ]σ,µ,D .

À présent montrons que α∞(t) est aussi bornée sur [0 1] . On a

‖
k∏
j=1

Λ(tj)α(tk)‖ ≤ 4m‖
k∏
j=1

Λ(tj)‖‖α(tk)‖

≤ 4mCks−1(1 + µ−1
(
‖ζ0‖+ µ−2‖ζ0‖2

)
[f ]σ,µ,D

≤ Cks−1
(
1 + µ−2‖ζ0‖2

)
[f ]σ,µ,D .

Ainsi α∞(t) est majoré sur [0 1] par la série convergente suivante : ∑
k≥1

4mCk
k! s−1 (1 + µ−2‖ζ0‖2

)
[f ]2σ,µ,D.

Ce qui nous permet de dire que :

|α∞(t)| ≤ Cs−1
(
1 + µ−2‖ζ0‖2

)
[f ]σ,µ,D

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur α∞(t) et Λ∞(t), on obtient que :

|r(t)− r0| ≤ Cs−1
(
1 + µ−2‖ζ0‖2 + µ−2|r0|

)
[f ]σ,µ,D .

Proposition 2.2.5. Soient f et h ∈ T (D, σ, µ) tel que

[f ]σ,µ,D ≤ C min(sν2, µν),

avec 0 < 2s < σ et 0 < 2ν < µ < ν. Pour 0 ≤ t ≤ 1 on pose ht(x, ρ) := h(Φt
f ); ρ). On a alors

ht ∈ T (D, σ − 2s, µ− 2ν) et vérifie

[ht]σ−2s,µ−2ν,D ≤ C
(

µ

µ− 2ν

)2
[h]σ,µ,D .

Cette proposition sera prouvé lors de la preuve de la Proposition 3.2.8 dans le chapitre suivant.

2.3 Équation homologique

Dans cette partie on considère un hamiltonien h sous forme normale donné par :

h0(ρ) = ω0(ρ) · r + 1
2〈ζ,A0(ρ)ζ〉,

qui satisfait les hypothèses A et B. On considère une petite perturbation f de l’hamiltonien
intégrable h de taille ε. Si le jet de f est nul alors le tore Tn × {0} × {0} est un tore persistant
pour l’hamiltonien h+ f . Si f est de taille ε alors son jet est aussi de taille ε. Le but est donc
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de supprimer le jet de f . Pour cela on construira un changement de variable canonique ϕS qui
sera le flot induit par un hamiltonien S à t = 1. On veut que, quand on compose avec cette
transformation, on obtient une nouvelle forme normale proche de la forme normale initiale et
telle que le jet de la nouvelle perturbation est de taille εα pour α > 1. Plus précisément on veut
que ϕS = ϕt=1

S vérifie :

(h0 + f) ◦ ϕS = h+ + f+, avec (f+)T = O(ε2).

h+ est une nouvelle forme normale proche de h (|h+ − h| ∼ O(ε)).

h+ = h0 + ĥ, ĥ = c(ρ) + χ(ρ)r + 1
2〈ζ, K̂(ρ)ζ〉.

En utilisant un développement de Taylor jusqu’à l’ordre deux on obtient l’équation homologique
suivante :

{h0, S} = ĥ− fT +O(ε2). (2.3.1)

On répète après la procédure précédente avec h+ à la place de h0 et f+ à la place de f . On
résoudra l’équation homologique pour

h(ρ) = ω(ρ) · r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉

pour ω proche de ω0 et A proche de A0.

2.3.1 Les quatre composantes de l’équation homologique

On considère un hamiltonien sous forme normale donné par

h(ρ) = ω(ρ) · r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉.

Dans cette partie on résout l’équation homologique (2.3.1). Les inconnues sont S et ĥ. Pour la
résoudre il suffit de prendre S comme un jet de fonction :

S(θ, r, ζ) = Sθ(θ) + Sr(θ)r + 〈Sζ(θ), ζ〉+ 1
2〈Sζ,ζ(θ)ζ, ζ〉.

En remplaçant dans l’équation homologique on obtient :

∇θSθ.ω +∇θSr.ω.r + 〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 1
2〈∇θSζζ .ωζ, ζ〉+ 〈Aζ, JSζ〉+ 〈Aζ, JSζζζ〉

= C − fθ + χ.r − fr.r − 〈fζ , ζ〉+ 1
2〈ζ, K̂ζ〉 −

1
2〈fζζζ, ζ〉+O(ε2)

Ainsi on obtient quatre équation à résoudre.
Les deux premières équations homologiques.
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Elle sont obtenues directement :

∇θSθ(θ).ω = C − fθ(θ) +O(ε2), (2.3.2)

∇θSr(θ).ω = χ− fr(θ) +O(ε2). (2.3.3)

Pour la résolution des ces deux équations on impose que :

C(ρ) =
∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ, χ(ρ) =

∫
Tn
fr(θ, 0, 0, ρ)dθ.

La troisième équation homologique.
On a :

〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 〈Aζ, JSζ(θ)〉 = −〈fζ , ζ〉+O(ε2).

Or A est une matrice symétrique donc A∗ = A. Par suite

〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 〈AJSζ(θ), ζ, 〉 = 〈−fζ , ζ〉+O(ε2).

Les matrice A et J commutent puisque chaque bloc de A est de la forme Aji = CI2 + Cσ2. Ainsi,
la troisième équation homologique est :

∇θSζ(θ).ω + JASζ(θ) = −∇ζf(θ) +O(ε2).

La quatrième équation homologique.
On a :

1
2〈∇θSζζ(θ).ωζ, ζ〉+ 〈Aζ, JSζζ(θ)ζ〉 = 1

2〈ζ, K̂ζ〉 −
1
2〈fζζ(θ)ζ, ζ〉.

En utilisant le faite que A est symétrique, A et J commutent, et que (AJSζζ)∗ = −SζζJA on
obtient :

〈ζ,∇θSζζ(θ).ωζ〉+ 〈ζ,AJSζζ(θ)ζ〉 − 〈ζ, Sζζ(θ)AJζ〉 = 〈ζ, K̂ζ〉 − 〈ζ, fζζ(θ)ζ〉.

Ainsi la quatrième équation homologique est donnée par

∇θfζζ(θ).ω +AJfζζ(θ)− fζζ(θ)JA = −fζζ(θ) + K̂ +O(ε2).

2.3.2 Résolution des deux premières équations.

Les deux premières équations homologique (2.3.2) et (2.3.3) sont de la forme suivantes :

∇θϕ(θ).ω = ψ(θ) (2.3.4)

avec
∫
Tn
ψ(θ)dθ = 0.

Dans la première équation ϕ = Sθ et ψ = C − fθ. Dans la deuxième équation ϕ = Sr et
ψ = χ− fr.
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On développe ϕ et ψ en série de Fourier :

ϕ(θ) =
∑

k∈Zn\{0}
ϕ̂(k)e−ikθ, ψ(θ) =

∑
k∈Zn\{0}

ψ̂(k)e−ikθ,

avec
ϕ̂(k) =

∫
Tn
ϕ(θ)e−ikθdθ, et , ψ̂(k) =

∫
Tn
ψ(θ)e−ikθdθ.

On résout l’équation (2.3.4) en choisissant :

ϕ̂(k) = −i ψ̂(k)
k · ω

, k ∈ Zn \ {0} ; ϕ̂(0) = 0.

Pour avoir un contrôle sur les coefficients Fourier de ϕ, il faut qu’on tronque en k. Ainsi, pour
un N ∈ N∗, on a :

− i
∑

0<|k|≤N
k · ωϕ̂(k)e−ikθ =

∑
k∈Zn

ψ̂(k)e−ikθ −
∑
|k|>N

ψ̂(k)e−ikθ

En utilisant l’hypothèse A2 on a soit :

|k · ω(ρ)| ≥ δ ≥ κ, ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

|〈∂ρ(k · ω(ρ)), zk〉 ≥ δ, ∀ρ ∈ D.

Le deuxième cas implique d’après la Remarque 2.1.1 que pour 0 < κ < δ et N > 1 il existe un
fermé dont la mesure de Lebesgue vérifie :

mes(D \ D1) ≤ Cκδ−1N2(n+1),

tel que pour tout 0 < |k| ≤ N et ρ ∈ D1 on a :

|k · ω(ρ)| ≥ κ.

On obtient ainsi un contrôle pour 0 < |k| ≤ N :

|ϕ̂(k)| ≤ |ψ̂(k)
κ

, 0 < |k| ≤ N. (2.3.5)

Ainsi on a résolut
∇θϕ(θ).ω = ψ(θ) +R(θ),

avec R(θ) = − ∑
|k|>N

ψ̂(k)e−ikθ.

Lemme 2.3.1. Soit f : R → C une fonction périodique et holomorphe sur le domaine |Imθ| < σ

et continue sur |Imθ| ≤ σ. Alors il existe une constante C qui dépend seulement de n tels que les
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coefficient de Fourier de f vérifie :

|f̂(k)| ≤ Ce−|k|σ sup
|Imθ|<σ

|f(θ)|.

Preuve. On a :
f̂(k) =

∫
Tn
f(θ)e−ikθdθ.

On peut également se placer sur le tore Tn − i(σ − ε) k
|k| pour tout 0 < ε < σ. Sur ce tore on a :

|eikθ| ≤ e−|k|(σ−ε).

On a ainsi

|f̂(k)| ≤
∫
Tn−i(σ−ε) k

|k|

|f(θ)|e−|k|(σ−ε)dθ

≤ Ce−|k|(σ−ε) sup
|Imθ|<σ−ε

|f(θ)|

≤ Ce−|k|(σ−ε) sup
|Imθ|<σ

|f(θ)|.

On obtient l’inégalité voulu par continuité.

Lemme 2.3.2. Soient k ∈ Zn, a > 0 et N ∈ N∗ alors on a :

∑
|k|≤N

e−a|k| ≤ 2n
an
, (2.3.6)

∑
|k|>N

e−a|k| ≤ C(n)e
−aN2

an
. (2.3.7)

Preuve. • Démontrons la première inégalité. On a

∑
|k|≤N

e−a|k| ≤

 ∑
|p|≤N

e−a|p|

n ≤ (2
∫ N

0
e−xadx

)n
≤ 2n
an
.

• Pour la deuxième inégalité on a :

∑
|k|>N

e−a|k| ≤
∫
|x|>N

e−a|x|dx.

En faisant le changement de variable y = a|x| on obtient

∫
|x|>N

e−a|x|dx =
∫
y>aN

e−y
(
y

a

)n−1 dy

a

≤ a−ne−
aN

2

∫
y>0

e−y/2yn−1dy

≤ C(n)e
−aN2

an
.
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Lemme 2.3.3. Soient κ > 0, N > 1, 0 < σ′ < σ, et µ > 0. On considère ϕ et ψ : R→ C deux
fonctions holomorphes sur le domaine |Imθ| < σ qui vérifient l’équation (2.3.4). Supposons que
ρ ∈ D1(κ,N), alors on a :

sup
|Imθ|<σ′

|ϕ(θ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|R(θ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|.

Démonstration. En utilisant (2.3.5) et le Lemme 2.3.1 on a :

sup
|Imθ|<σ′

|ϕ(θ)| ≤
∑
|k|<N

|ψ̂(k)|
κ

e|k|σ
′
,

≤ C
∑
|k|<N

1
κ
e−|k|σe|k|σ

′ sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|,

≤ C

κ
sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|
∑
|k|<N

e−|k|(σ−σ
′),

≤ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|.

Pour la deuxième inégalité on a :

sup
|Imθ|<σ′

|R(θ)| = sup
|Imθ|<σ′

|
∑
|k|>N

ψ̂(k)eikθ|

≤
∑
|k|>N

|ψ̂(k)|e|k|σ′ ,

≤ C sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|
∑
|k|>N

e−|k|(σ−σ
′),

≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|.

Lemme 2.3.4. Soient κ > 0, N > 1, 0 < σ′ < σ, et µ > 0. On considère ϕ et ψ : R→ C deux
fonctions holomorphes sur le domaine |Imθ| < σ qui vérifient l’équation (2.3.4). Supposons que
ρ ∈ D1(κ,N), alors on a :

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρϕ(θ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρψ(θ)|+ C

κ2(σ − σ′)n+1 sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρR(θ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρψ(θ)|.
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Preuve. En dérivant (2.3.4) par rapport à ρ on obtient :

∂ρϕ̂(k) = i
∂ρψ̂(k)
k · ω

+ i
ψ̂(k)

(k · ω)2 (k.∂ρω(ρ)), pour 0 < |k| ≤ N,

et
∂ρR̂(k) = ∂ρψ̂(k), pour|k| > N.

En appliquant les mêmes arguments que dans la preuve du Lemme 2.3.3 on obtient :

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρϕ(θ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρψ(θ)|+ C

κ2(σ − σ′)n+1 sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρR(θ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρψ(θ)|.

À présent on applique les Lemmes 2.3.3 et 2.3.4 aux deux premières équations. On obtient
ainsi la proposition suivantes :

Proposition 2.3.5. Soient 0 < κ < δ, N > 1, 0 < σ′ < σ, et µ > 0 ω : D → Rn de classe C1

tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0,

et A : D → NF de classe C1 tel que

|A−A0|C1(D ≤ δ0.

Supposons que f ∈ T (D, σ, µ) et ρ ∈ D1(κ,N), il existe alors un fermé dont la mesure de Lebesgue
vérifie :

mes(D \ D1) ≤ C0κδ
−1N2(n+1),

tel que pour tout 0 < |k| ≤ N et ρ ∈ D1 on a :

1. Il existe deux fonctions analytiques Sθ(.; ρ) et Rθ(.; ρ) sur Tnσ′ tels que :

∇θSθ(θ, ρ).ω = −f(θ, 0, ρ) +
∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ +Rθ(θ, ρ),

avec

sup
|Imθ|<σ′

|Sθ(θ, ρ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSθ(θ, ρ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D + C

κ2(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

|∂jρRθ(θ, ρ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D avec j = 0, 1.
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2. Il existe deux fonctions analytiques Sr(.; ρ) et Rr(.; ρ) sur Tnσ′ tels que :

∇θSr(θ, ρ).ω = −∇rf(θ, 0, ρ) +
∫
Tn
∇rf(θ, 0, 0, ρ)dθ +Rr(θ, ρ),

avec

sup
|Imθ|<σ′

|Sr(θ, ρ)| ≤ C

κµ2(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSr(θ, ρ)| ≤ C

κµ2(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D + C

κ2µ2(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

|∂jρRr(θ, ρ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D avec j = 0, 1.

La constante C0 dépend de |ω0|C1(D) alors que C dépend de n en plus.

2.3.3 Résolution de la troisième équation.

On commence la résolution de la troisième équation homologique par énoncer un lemme prouvé
dans [14]

Lemme 2.3.6. Soit A(t) une matrice carrée diagonale de taille N telle que ces valeurs propres
aj(t) sont de classe C1 sur I =]− 1, 1[ et que pour 1 ≤ j ≤ N et tout t ∈ I on a :

a′j(t) ≥ δ.

Soit B(t) une matrice hermitienne de taille N de classe C1 sur I avec

‖B′(t)‖ ≤ δ

2 ,

alors
mes{t ∈ I | ‖(A(t) +B(t))−1‖ > κ−1} ≤ 4Nκδ−1

0 .

Pour la preuve voir la preuve du Lemme 3.3.6 du chapitre suivant.

Proposition 2.3.7. Soient 0 < κ ≤ δ
2 , N > 1, 0 < σ′ < σ et µ > 0 et ω : D → Rn de classe C1

tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0,

et A : D → NF de classe C1 tel que

|A−A0|C1(D ≤ δ0.

Supposons que f ∈ T (σ, µ,D) . Il existe un fermé D2 ⊂ D satisfaisant

mes(D \ D2) ≤ 8m2κδ−1Nn,
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tel que pour tout ρ ∈ D2 il existe deux fonctions analytiques Sζ(.; ρ) et Rζ(.; ρ) sur Tnσ′ tel que :

∇θSζ(θ).ω + JASζ(θ) = −fζ(θ) +Rζ(θ, ρ),

avec

sup
|Imθ|<σ′

‖Sξ(θ)‖ ≤
C

κµ(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSξ(θ, ρ)‖ ≤ C

κ2µ(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂jρRξ(θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D , j = 0, 1.

La constante C dépend de n et de |ω0|C1(D).

Preuve. On considère le changement de variable complexe suivant :

zj =

ξj
ηj

 = 1√
2

1 i

1 −i

pj
qj

 =

 1√
2(pj + iqj)

1√
2(pj − iqj)

 .
Dans les nouvelles variables notre hamiltonien s’écrit sous la forme :

h(ρ) = ω(ρ).r + 〈ξ,Q(ρ)η〉.

Dans ces nouvelles variables le jet de f est :

fT = fθ(θ) + fr(θ).r + 〈fξ, ξ〉+ 〈fη, η〉+ 1
2〈fξξξ, ξ〉+ 1

2〈fηηη, η〉+ 〈fξηξ, η〉.

Donc l’hamiltonien qu’on cherche est de la forme :

S(θ) = Sθ(θ) + Sr(θ).r + 〈Sξ, ξ〉+ 〈Sη, η〉+ 1
2〈Sξξξ, ξ〉+ 1

2〈Sηηη, η〉+ 〈Sξηξ, η〉.

Le crochet de poisson devient alors :

{h, S} = ∇rh∇θS −∇θh∇rS − i(〈∇ξh,∇ηS〉+ 〈∇ηh,∇ξS〉)

Dans les nouvelles variables, l’équation homologique (2.3.1) devient : En injectant cela dans
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l’équation homologique on obtient :

∇θSθ.ω(ρ) +∇θSr.ω(ρ)r + 〈∇θSξ.ω(ρ), ξ〉+ 〈∇θSη.ω(ρ), η〉

+ 1
2〈∇θSξξ.ω(ρ)ξ, ξ〉+ 1

2〈∇θSηη.ω(ρ)η, η〉+ 〈∇θSξη.ω(ρ)ξ, η〉

− i〈Qη, Sη + Sηηη + Sξηξ〉+ i〈tQξ, Sξ + Sξξξ + Sξηη〉 (2.3.8)

= C(ρ) + χ(ρ).r + 〈ξ, K̂η〉 − fθ − fr.r − 〈fξ, ξ〉 − 〈fη, η〉

− 1
2〈fξξξ, ξ〉 −

1
2〈fηηη, η〉 − 〈fξηξ, η〉+O(ε2).

Par suite, on peut découpler la troisième équation en deux équations :

∇θSξ(θ).ω + iQSξ(θ) = −fξ(θ) +Rξ(θ),
∇θSη(θ).ω − itQSη(θ) = −fη(θ) +Rη(θ),

(2.3.9)

avec Q matrice hermitienne diagonale par blocs à coefficients complexes sous la forme :

Q = diag {λj , 1 ≤ j ≤ m}+H,

où H est une matrice hermitienne diagonale par blocs.

On développe Sξ, Sη, fξ et fη en série de Fourier :

Sξ(θ) = ∑
k∈Zn

Ŝξ(k)e−ikθ, Sη(θ) = ∑
k∈Zn

Ŝη(k)e−ikθ,

fξ(θ) = ∑
k∈Zn

f̂ξ(k)e−ikθ, fη(θ) = ∑
k∈Zn

f̂η(k)e−ikθ.

Ainsi, les équations (2.3.9) deviennent :

i(k · ωI +Q)Ŝξ(k) = −f̂ξ(k) + R̂ξ(k), k ∈ Zn,

i(k · ωI − tQ)Ŝη(k) = −f̂η(k) + R̂η(k), k ∈ Zn.
(2.3.10)

Pour les résoudre il nous faut un contrôle sur (k · ωI +Q) et (k · ωI − tQ).

Q est hermitienne donc diagonalisable. Soit Q[s] la restriction de Q au bloc s × s. En
décomposant l’équation homologique par blocs on obtient :

i(k · ωI[s] +Q[s])Ŝ[s](k) = −f̂[s](k) + R̂[s](k), k ∈ Zn, (2.3.11)

avec Ŝ[s](k), f̂[s](k) et R̂[s](k) sont respectivement la restriction de Ŝξ(k), f̂ξ(k) et R̂ξ(k) au bloc
[s].

Q[s] est une matrice hermitienne donc diagonalisable. Soit α` une valeur propre de Q[s] et
rappelons que Q[s] = D[s] +H[s] avec D[s] = diag {λ`, ` ∈ [s]} et H[s] est une matrice hermitienne
de dimension au plus m. Par suite α` − λ` est une valeur propre de H[s].

Contrôler l’opérateur k · ωI[s] + Q[s] revient à contrôler |k · ω + α`| pour tout 0 ≤ |k| ≤ N .
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Remarquons que |∂jρN(ρ)| < δ
2 implique que pour tout ` ∈ [s] :

|α` − λ`| ≤ ‖H[s]‖ ≤ ‖H‖ ≤
δ

2 .

Par suite, on obtient on obtient en utilisant la condition de séparation A1 :

|α`| ≥ λ` − |α` − λ`| ≥
δ

2 ,

donc pour k = 0 (3.3.12) est bien résolue. Pour k 6= 0 en utilisant l’hypothèse A2 on a soit :

|k · ω + α`| ≥ |k · ω + λ`| − |α` − λ`| ≥
δ

2 ,

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω + λ`), zk〉 ≥ δ.

Supposons qu’on est en présence du deuxième cas. Remarquons que pour ce vecteur unitaire zk
on a :

‖(∂ρ · zk)H[s]‖ ≤ ‖(∂ρ · zk)H[s]‖∞ ≤ ‖∂ρH[s]‖∞ ≤
δ

2 .

Posons
J(k, s) = {ρ ∈ D | ‖(k · ωI[s] +Q[s])−1‖ > κ−1}

En appliquant le Lemme 2.3.6 à la matrice diag{k · ω + λ`, ` ∈ [s]} et la matrice hermitienne
Q[s] on obtient

mes J(k, s) ≤ 8mδ−1κ.

Posons
D2 := D \

⋃
k∈Zn,|s|≤m

J(k, s)

La mesure de Lebesgue de D \ D2 vérifie :

mesD \ D2 ≤ 8m2δ−1κNn.

Ainsi on a le contrôle des petits diviseurs pour tout ρ ∈ D2. On peut donc résoudre la troisième
équation.

En notant (Ŝξ)s` le `-ème élément de (Ŝξ)[s] et pareil pour (f̂ξ)s` et (R̂ξ)s` on a :

(Ŝξ)s`(k) = −((k · ωI[s] +Q[s])−1(f̂ξ)s`(k), 0 ≤ |k| ≤ N,

et
(Rξ)s` = −

∑
|k|≥N

(f̂ξ)s`(k)eikθ.
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En utilisant le même raisonnement que dans la première équation on obtient pour tout 0 < σ < σ′ :

sup
|Imθ|<σ′

|(Sξ)[s](θ)| ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξ)[s](θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|(Rξ)[s](θ)| ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξ)[s](θ)|.

Donc

sup
|Imθ|<σ′

‖Sξ(θ)‖ ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖fξ(θ)‖,

sup
|Imθ|<σ′

‖Sξ(θ)‖ ≤
C

κµ(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

‖Rξ(θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖fξ(θ)‖,

sup
|Imθ|<σ′

‖Rξ(θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D .

Pour prouver les estimations sur les dérivées de Sξ et de Rξ par rapport à ρ on dérive les équations
(2.3.10).On obtient :

i(k · ωI +Q)∂ρŜξ(k) = −i(∂ρk · ωI + ∂ρQ)Ŝξ(k)− ∂f̂ξ(k)+, 0 ≤ |k| ≤ N,

et
∂ρRξ(θ) = −

∑
|k|≥N

∂ρ(f̂ξ)ji(k)eikθ.

Le même procédé décrit précédemment nous donne :

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSξ(θ, ρ)‖ ≤ C

κ2(σ − σ′)n+1 sup
|Imθ|<σ

‖fξ(θ, ρ)‖

+ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρfξ(θ, ρ)‖.

Ainsi
sup

|Imθ|<σ′
‖∂ρSξ(θ, ρ)‖ ≤ C

κ2µ(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D .

De même
sup

|Imθ|<σ′
‖∂ρRξ(θ)‖ ≤

Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖∂ρfξ(θ)‖,

ce qui donne

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρRξ(θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D .
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2.3.4 Résolution de la quatrième équation.

Proposition 2.3.8. Soient 0 < κ < δ
4 , N > 1, 0 < σ′ < σ, µ > 0 et ω : D → Rn de classe C1

tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0,

et A : D → NF de classe C1 tel que

|A−A0|C1(D ≤ δ0.

Supposons que f ∈ T (σ, µ,D) . Il existe un fermé D2 ⊂ D satisfaisant

mes(D \ D3) ≤ 16m3κδ−1Nn,

tel que pour tout ρ ∈ D3, il existe une matrice K̂ : D3 → NF de classe C1, Sζζ(.; ρ) et Rζζ(.; ρ) :
Tnσ′ ×D3 →M de classe C1 et analytique en θ tel que :

∇θSζζ(θ, ρ).ω(ρ) +A(ρ)JSζζ(θ, ρ)− Sζζ(θ, ρ)JA

= −fζζ(θ, ρ) + K̂(ρ) +Rζζ(θ, ρ),

où, pour tout (θ, ρ) ∈ Tnσ′ ×D3, on a :

sup
|Imθ|<σ′

‖Sζζ(θ)‖ ≤
C

κµ2(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSζζ(θ, ρ)‖ ≤ C

κ2µ2(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρRζζ(θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ2(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D ,

‖∂jρK̂(ρ)‖ ≤
[f ]σ,µ,D
µ2 , j = 0, 1.

La constante C est strictement positive et dépend de n, |ω0|C1(D) et |A0|C1(D).

Preuve. En utilisant les mêmes notations et changement de variable que dans la troisième
équation on peut décomposer la quatrième équation d’après (2.3.8) en trois équations :

∇θSξξ(θ).ω + itQSξξ(θ) + iSξξ(θ)Q = −fξξ(θ) +Rξξ(θ),
∇θSηη(θ).ω − iQSηη(θ)− iSηη(θ)tQ = −fηη(θ) +Rηη(θ),
∇θSξη(θ).ω − iQSξη(θ) + iSξη(θ)Q = K̂ − fξη(θ) +Rξη(θ).

(2.3.12)

On développe Sξξ, Sξη, Sξη, fξξ, fξη, fξη, Rξξ, Rξη et Rξη en série de Fourier. On obtient :

(k · ωI + tQ)Ŝξξ(k) + Ŝξξ(k)Q = i(f̂ξξ(k)− R̂ξξ(k)), k ∈ Zn, (2.3.13)

(k · ωI −Q)Ŝηη(k)− Ŝηη(k)tQ = i(f̂ηη(k)− R̂ηη(k)), k ∈ Zn, (2.3.14)
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(k · ωI −Q)Ŝξη(k) + Ŝξη(k)Q = −i(δk,0K̂ − f̂ξη(k)− R̂ξη(k)), k ∈ Zn, (2.3.15)

où δk,j désigne le symbole de Kronecker.

Les équations (2.3.13) et (2.3.14) sont de la même forme, donc il suffit de résoudre (2.3.13)
et (2.3.15).

Résolution de l’équation (2.3.13).

Soit M une matrice de NF et notons M[s],[s′] sa restriction au bloc s × s′. On définit
Q[s] := Q[s],[s] où Q = D + H avec D = diag {λs(ρ), s ∈ L} et H est une matrice hermitienne
diagonale par blocs. En décomposant par blocs on obtient :

k · ω(Ŝξξ)[s],[s′](k) +Q[s](Ŝξξ)[s],[s′](k) + (Ŝξξ)[s],[s′](k)tQ[s′] =
i((f̂ξξ)[s],[s′](k)− (R̂ξξ)[s],[s′](k)).

(2.3.16)

Q[s] est hermitienne donc il existe une base orthonormé tel que Q̃[s] = tP[s]Q[s]P[s] est diagonale.
De même pour tQ[s′]. En multipliant l’équation (2.3.16) par tP[s] à gauche et P[s′] à droite, on
obtient :

k · ωtP[s](Ŝξξ)[s],[s′](k)P[s′] + tP[s]Q[s]P[s]
tP[s](Ŝξξ)[s],[s′](k)P[s′]+

tP[s](Ŝξξ)[s],[s′](k)P[s′]
tP[s′]

tQ[s′]P[s′] = itP[s]((f̂ξξ)[s],[s′](k)− (R̂ξξ)[s],[s′](k))P[s′].

En posant
(Ŝξξ)′[s],[s′](k) = tP[s](Ŝξξ)[s],[s′](k)P[s′],

(f̂ξξ)′[s],[s′](k) = tP[s](f̂ξξ)[s],[s′](k)P[s′],

(R̂ξξ)′[s],[s′](k) = tP[s](R̂ξξ)[s],[s′](k)P[s′],

on obtient l’équation suivante :

(k · ωI[s] + Q̃[s])(Ŝξξ)′[s],[s′](k) + (Ŝξξ)′[s],[s′](k)Q̃[s′] = i(f̂ξξ)′[s],[s′](k)

− i(R̂ξξ)′[s],[s′](k). (2.3.17)

Soient α` une valeur propre de Q̃[s] et α`′ une valeur propre de Q̃[s′]. Pour résoudre (2.3.13), il
nous faut un contrôle sur :

k · ω + α` + α`′ ,

pour tout ` ∈ [s] et `′ ∈ [s′]. L’hypothèse ‖∂jρN(ρ)‖ < δ
4 nous donne que ‖H‖ ≤ δ

4 et on obtient :

|α` − λ`| ≤ ‖H[s]‖ ≤ ‖H‖∞ ≤
δ

4 .

En utilisant l’hypothèse A2, on a soit :

|k · ω + α` + α`′ | ≥ |k · ω + λ` + λ`′ | − |α` − λ`| − |α`′ − λ`′ | ≥ δ −
δ

4 −
δ

4 ≥
δ

2 ≥ κ,
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ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

|〈∂ρ(k · ω + λ`′ + λ`), zk〉| ≥ δ.

Supposons qu’on est en présence du deuxième cas. Pour un vecteur unitaire zk ∈ Rp on a :

‖(∂ρ · zk)H[s]‖ ≤ ‖(∂ρ · zk)H[s]‖∞ ≤ ‖∂ρH[s]‖∞ ≤
δ

4 .

En simplifiant les notations on peut réécrire l’équation (2.3.17) sous la forme :

L(k, s, s′)S[s],[s′] = iF[s],[s′], (2.3.18)

avec
L(k, s, s′)S = (k · ωI[s] + Q̃[s])S[s],[s′] + S[s],[s′]Q̃[s′],

et
F[s],[s′] = f[s],[s′] +R[s],[s′].

On munitMm(C) du produit scalaire canonique suivant : pour A,B ∈Mm(C) alors 〈A,B〉 =
tr(AB∗). Remarquons que L est un opérateur hermitien pour ce produit scalaire. Posons

J(k, s, s′) = {ρ ∈ D | ‖(L(k, s, s′))−1‖ > κ−1}

En suivant la même procédure pour démontrer le Lemme 2.3.6, on obtient :

mes J(k, s, s′) ≤ 16mδ−1κ.

Ainsi
mes

⋃
k∈Zn,|s,s′|≤m

J(k, s, s′) ≤ 16m3κδ−1Nn.

Posons D1 = D \
⋃

k∈Zn,|s,s′|≤m
J(k, s, s′), on alors pour tout ρ ∈ D1

|k · ω + α` + α`′ | ≥ κ.

On résout l’équation (2.3.17) terme par terme en posant pour ` ∈ [s] et `′ ∈ [s′] :

`
`′(Ŝξξ)′[s],[s′](k) = i

k · ω + α` + α`′
`
`′(f̂ξξ)′[s],[s′](k) pour |k| ≤ N,

`
`′(R̂ξξ)′[s],[s′](k) = `

`′(f̂ξξ)′[s],[s′](k), pour |k| > N.

Les matrices P−1
[s] et P[s′] sont unitaires, donc en utilisant le même raisonnement que dans les
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trois premières équations on obtient pour tout 0 < σ < σ′ :

sup
|Imθ|<σ′

‖(Sξξ)[s],[s′](θ)‖ ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξξ)[s],[s′](θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

‖(Rξξ)[s],[s′](θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖(fξξ)[s],[s′](θ)‖.

Par suite

sup
|Imθ|<σ′

‖(Sξξ)(θ)‖ ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖(fξξ)(θ)‖, (2.3.19)

sup
|Imθ|<σ′

‖(Rξξ)(θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖(fξξ)(θ)‖. (2.3.20)

Pour prouver les estimations sur les dérivées de Sξξ et de Rξξ par rapport à ρ, on dérive les
équations (2.3.13). On obtient :

(k · ωI + tQ)∂ρŜξξ(k) + ∂ρŜξξ(k)Q = −∂ρ(k · ωI + tQ)Ŝξξ(k)

− Ŝξξ(k)∂ρQ+ if̂ξξ(k), |k| ≤ N,

et
∂ρRξξ(θ) =

∑
|k|≥N

∂ρ(f̂ξξ)ji(k)eikθ.

En utilisant la même méthode que pour démontrer les estimations (2.3.19) et (2.3.20) on obtient :

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSξξ(θ, ρ)‖ ≤ C

κ2(σ − σ′)n+1 sup
|Imθ|<σ

‖fξξ(θ, ρ)‖

+ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρfξξ(θ, ρ)‖.

Donc
sup

|Imθ|<σ′
‖∂ρSξξ(θ, ρ)‖ ≤ C

κ2µ2(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D .

De même
sup

|Imθ|<σ′
‖∂ρRξξ(θ)‖ ≤

Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖∂ρfξξ(θ)‖.

Donc
sup

|Imθ|<σ′
‖∂ρRξξ(θ)‖ ≤

Ce−(σ−σ′)N/2

µ2(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D .

Pour obtenir les estimations sur Sηη(θ), ∂ρSηη(θ) , Rηη(θ) et ∂ρRηη(θ), on suit exactement le
même schéma.

Pour terminer la résolution de l’équation homologique, il reste qu’à résoudre l’équation
(2.3.15).

Résolution de l’équation (2.3.15).
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En décomposant en blocs l’équation (2.3.15) on obtient :

k · ω(Ŝξη)[s],[s′](k)−Q[s](Ŝξη)[s],[s′](k) + (Ŝξη)[s],[s′](k)Q[s′]

= −i(δk,0K̂[s],[s′] − (f̂ξη)[s],[s′](k) + (R̂ξη)[s],[s′](k)).

En diagonalisant comme dans l’équation (2.3.13) et en reprenant les mêmes notations on obtient :

k · ω(Ŝξη)′[s],[s′](k)− Q̃[s](Ŝξη)′[s],[s′](k) + (Ŝξη)′[s],[s′](k)Q̃[s′]

= −i(δk,0K̂ ′[s],[s′] − (f̂ξη)′[s],[s′](k) + (R̂ξη)′[s],[s′](k)).
(2.3.21)

Soient α` une valeur propre de Q̃[s] et α`′ une valeur propre de Q̃[s′]. Donc pour résoudre (2.3.15)
il faut avoir un contrôle sur :

k · ω + α` − α`′ ,

selon k.

♣ Si k = 0 alors on distingue deux cas :

– Si [s] = [s′], c’est à dire qu’on est sur le même bloc. On ne peut pas contrôler α`−α`′ ,
on pose alors :

(Ŝξη)′[s],[s](0) = 0, K̂ ′[s],[s] = (f̂ξη)′[s],[s](0),

ainsi dans ce cas l’équation est bien résolu.

– Si [s] 6= [s′], alors en utilisant l’hypothèse A1, on a pour tout ` ∈ [s] et `′ ∈ [s′] :

|α` − α`′ | ≥ |λ` − λ`′ | − |α` − λ`| − |α`′ − λ`′ |

≥ δ − δ

4 −
δ

4 = δ

2 .

Dans ce cas on résout l’équation (2.3.21) en posant :

(Ŝξη)′[s′],[s](0) = i
(f̂ξη)′[s′],[s](0)
αs′ − αs

, K ′[s′],[s] = 0.

♣ Si k 6= 0, en utilisant l’hypothèse de non résonance A2, soit on a :

|k · ω + λ` − λ`′ | ≥ δ,

ce qui donne

|k · ω + α`′ − α`| ≥ |k · ω + λ` − λ`′ | − |α` − λ`| − |α`′ − λ`′ |

≥ δ − δ

4 −
δ

4 = δ

2 ,

soit il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω + λ` − λ`′), zk〉 ≥ δ. (2.3.22)
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Posons :
I(k, s, s′) = {ρ ∈ D | |k · ω + α` − α`′ | < κ}.

Supposons que les valeurs propres de la matrice hermitienne H sont analytiques, par suite
on obtient

|∂ρ(α` − λ`)| ≤ ‖∂ρH[s]‖ ≤ ‖∂ρH[s]‖∞ ≤
1
〈s〉2β

|∂ρH(ρ)|β ≤
δ

4〈s〉2β ≤
δ

4 .

D’après (2.3.22) la mesure de Lebesgue de I(k, s, s′) vérifie :

mes I(k, s, s′) ≤ 8δ−1κ.

Si les valeurs propres de H ne sont pas analytiques, on obtient la même estimations
par densité des fonctions analytiques dans les fonctions continues (voir la preuve du
Lemme 2.3.6). Par suite en posant

D2 = D \
⋃

k∈Zn,|s,s′|≤m
I(k, s, s′),

on obtient que

mesD \ D′2 ≤ 8m2δ−1Nn.

Par construction pour tout ρ ∈ D2 on a :

|k · ω + α` − α`′ | ≥ κ.

Pour ρ ∈ D2, on résout l’équation (2.3.21) en posant pour ` ∈ [s] et `′ ∈ [s′] :

`
`′(Ŝξη)′[s],[s′](k) = i

k · ω + α` − α`′
`
`′(f̂ξη)′[s],[s′](k) pour |k| ≤ N,

`
`′(R̂ξη)′[s],[s′](k) = `

`′(f̂ξη)′[s],[s′](k), pour |k| > N.
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Le même raisonnement que dans l’équation (2.3.13) nous donnes que :

sup
|Imθ|<σ′

‖(Sξη)(θ)‖ ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖(fξη)(θ)‖,

sup
|Imθ|<σ′

‖(Rξη)(θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖(fξη)(θ)‖,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSξη(θ, ρ)‖ ≤ C

κ2(σ − σ′)n+1 sup
|Imθ|<σ

‖fξη(θ, ρ)‖

+ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρfξη(θ, ρ)‖,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSξη(θ, ρ)‖ ≤ C

κ2µ2(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D ,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρRξη(θ)‖ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ2(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D ,

‖∂jρK̂(ρ)‖ ≤
[f ]σ,µ,D
µ2 , j = 0, 1.

Ce qui achève la résolution de l’équation homologique.

Théorème 2.3.9. Soient 0 < κ < δ
4 , N > 1, 0 < σ′ < σ et 0 < µ′ < µ et ω : D → Rn de classe

C1 tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0,

et A : D → NF de classe C1 tel que

|A−A0|C1(D ≤ δ0.

Supposons que pour tout ρ ∈ D
A(ρ) = D(ρ) +N(ρ)

tel que |∂jρN(ρ)| < δ
4 pour j = 0, 1. Supposons que A satisfait les hypothèses A et B. Alors il

existe un fermé D′ ≡ D′(κ,N) ⊂ D tel que la mesure de Lebesgue vérifie

mes(D \ D′) ≤ Cκδ−1N2(n+1)

tel que pour tout ρ ∈ D′ il existe deux jets de fonctions S = ST ∈ T (σ′, µ′,D′) et R = RT ∈
T (σ′, µ′,D′) et une forme normale

ĥ(ρ) =
∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ +

∫
Tn
fr(θ, 0, 0, ρ)dθ.r + 1

2〈ζ, K̂(ρ)ζ〉.

tel que
{h, S}+ fT = ĥ+R.
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De plus pour tout ρ ∈ D′ on a B(ρ) et :

|∂jρK̂(ρ)| ≤
[f ]σ,µ,D
µ2 , j = 0, 1, (2.3.23)

[S]σ′,µ,D′ ≤
C

κ2(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D , (2.3.24)

[R]σ′,µ,D′ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D . (2.3.25)

La constante C est strictement positive et dépend de n, m, |ω0|C1(D) et |A0|C1(D).

2.4 Preuve du théorème KAM.

Dans cette partie on donne la preuve du Théorème KAM (2.1.2). On décompose la preuve en
deux étapes : une étape élémentaire et une étape itérative.

2.4.1 Étape élémentaire.

Considérons un hamiltonien h1 sous forme normale

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉,

avec ω vérifiant les hypothèses A1 et A2. On suppose que A = D +N avec D matrice diagonale
et N ∈ NF est une forme normale qui vérifie l’hypothèse B. On considère une perturbation
f ∈ T (D, σ, µ) de taille ε. On cherche un jet de fonction S afin de construire un changement de
variable Φ1

S proche de l’identité tel que :

(h+ f) ◦ ΦS = h1 + f1, avec (f1)T = O(ε2).

h1 est une nouvelle forme normale proche de h (c’est à dire |h1 − h| ∼ O(ε)) avec :

h1 = h+ ĥ,

et :
ĥ(ρ) =

∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ +

∫
Tn
fr(θ, 0, 0, ρ)dθ.r + 1

2〈ζ, K̂(ρ)ζ〉.

D’après la section précédente S est solution de l’équation homologique :

{h, S} = ĥ− fT +R.
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Et on a :

(h+ f) ◦ Φ1
S = h ◦ Φ1

S + (f − fT ) ◦ ΦS + fT ◦ Φ1
S

= h+ {h+ S}+
∫ 1

0
(1− t) {{h, S} , S} ◦ Φt

Sdt

+ (f − fT ) ◦ Φ1
S + fT +

∫ 1

0

{
fT , S

}
◦ Φt

Sdt

= h+ ĥ+R+
∫ 1

0

{
(1− t) {h, S}+ fT , S

}
◦ Φt

Sdt

+ (f − fT ) ◦ Φ1
S

= h+ ĥ+R+
∫ 1

0

{
(1− t)(ĥ+R) + tfT , S

}
◦ Φt

Sdt

+ (f − fT ) ◦ Φ1
S

= h1 + f1,

avec
f1 = R+ (f − fT ) ◦ Φ1

S +
∫ 1

0

{
(1− t)(ĥ+R) + tfT , S

}
◦ Φt

Sdt.

Lemme 2.4.1. Soit 0 < κ < δ
4 , N ≥ 1 et 0 < µ′ < µ

2 . Supposons que les hypothèses A et B sont
vérifiées et que f ∈ T (D, σ, µ) avec

[f ]σ,µ,D ≤ Cµ
2(σ − σ′). (2.4.1)

Alors f1 ∈ T (D′, σ′, µ′) et on a

[f1]σ′,µ′,D′ ≤ C [f ]σ,µ,D

(
e−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n +
(
µ′

µ

)3
+

[f ]σ,µ,D
κ2µ2(σ − σ′)n+2

)
.

Preuve. Posons

f1
1 = R, f2

1 = (f − fT ) ◦ Φ1
S , f3

1 =
∫ 1

0

{
(1− t)(ĥ1 +R) + tfT , S

}
◦ Φt

Sdt.

• Commençons par estimer
[
f1

1
]
σ′,µ′,D. D’après l’estimation (2.3.25) du Théorème 2.3.9, on

a : [
f1

1

]
σ′,µ′,D

≤ C e
−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D .

• Pour estimer
[
f2

1
]
σ′,µ′,D on utilise d’abord le Lemme 2.2.1, on a alors :

[
f − fT

]
σ,2µ′,D

≤ 2
(2µ′
µ

)3
[f ]σ,µ,D .
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Or [f ]σ,µ,D vérifie l’hypothèse (2.4.1), donc en appliquant la Proposition 2.2.5 on obtient :

[
f2

1

]
σ′,µ′,D

≤ C
(2µ′
µ′

)2 [
f − fT

]
σ,2µ′,D

≤
(
µ′

µ

)3
[f ]σ,µ,D .

• Il reste à montrer que [
f3

1

]
σ′,µ′,D

≤ C
[f ]2σ,µ,D

κ2µ2(σ − σ′)n+1 .

Soit gt = (1− t)(ĥ+R) + tfT . On a gt est un jet de fonction de T (D′, σ2, µ). Pour j = 1, 2
on définit :

σj = σ′ + j
σ − σ′

3 .

On a σ − σ2 = 1
3(σ − σ′), donc en utilisant l’inégalité (2.3.25) on obtient :

[R]σ2,µ,D′ ≤ C
3ne−(σ−σ′)N/6

(σ − σ′)n [f ]σ,µ,D ,

C est strictement positive et dépend de n, |ω0|C1(D) et |A0|C1(D). D’après l’expression de
ĥ1 et l’inégalité (2.3.23), on a :

[
ĥ
]
σ2,µ,D′

≤ [f ]σ,µ,D .

Ainsi

[gt]σ2,µ,D′ ≤
(

2 + C
3ne−(σ−σ′)N/6

(σ − σ′)n

)
[f ]σ,µ,D ,

≤ 3 [f ]σ,µ,D .

S est un jet de fonction de T (D, σ2, µ) et vérifie d’après l’estimation (2.3.24) :

[S]σ2,µ,D′ ≤ C
3n+1

2n+1κ2(σ − σ′)n+1 [f ]σ,µ,D .

Donc en utilisant le Lemme 2.2.2 on obtient :

[{gt, S}]σ1,µ,D′ ≤
C

µ2(σ2 − σ1) [gt]σ2,µ,D′ [S]σ2,µ,D′ ,

≤ C

κ2µ2(σ − σ′)n+2

(
[f ]σ,µ,D

)2
.

On remarque que σ − σ1 = 1
3(σ − σ′) et que µ′ ≤ µ− µ′. Donc d’après l’hypothèse 2.4.1,

on a bien [S]σ1,µ,D′ ≤
1
8
(
µ− µ′

)2 (σ − σ′). Ainsi, grâce à la Proposition 2.2.5 :

[
f3

1

]
σ′,µ′,D

≤ C

κ2µ2(σ − σ′)n+2

(
[f ]σ,µ,D

)2
.
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2.4.2 Initialisation du schéma KAM

Rappelons tout d’abord les données du problème et ce qu’on veut obtenir. On considère un
hamiltonien h sous forme normale donnée par :

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉,

où A = D +N , avec D définie comme dans (2.1.2) et N ∈ NF . On suppose que les fréquences
internes ω et la matrice D vérifient les hypothèses A1 et A2 alors que N vérifie l’hypothèse B.
On considère une perturbation f ∈ T (D, σ, µ). On veut construire un changement de variable
symplectique analytique :

Φ : Oα(σ2 ,
µ

2 )→ Oα(σ, µ),

tel que :
(h+ f) ◦ Φ = h̃+ f̃ .

h̃ est une forme normale proche de h et f̃ est la nouvelle perturbation telle que son jet est nul.
Le changement de variables Φ sera construit itérativement. En effet

Φ = lim
k→∞

Φ1 ◦ Φ2 . . . ◦ Φk.

Chaque Φk sera le flot à t = 1 d’un certain Hamiltonien Sk. Cet Hamiltonien sera un jet de
fonction et sera la solution de l’équation homologique à l’étape k. Regardons ce qui se passe à
la première itération.Pour alléger les notations on notera Φ = Φt=1

S le premier changement de
variable. On a :

(h+ f) ◦ Φ = h1 + f1.

Pour ε petit, on veut que si f = O(ε), alors f1 = O(εγ) avec γ > 1.
D’après le Théorème 2.3.9, pour tout ρ ∈ D′ ⊂ D la nouvelle forme normale est donnée par
h1 = h+ ĥ1, avec :

ĥ1 =
∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ +

∫
Tn
fr(θ, 0, 0, ρ)dθ · r + 1

2〈ζ, K̂(ρ)ζ〉,

On peut réécrire cette nouvelle forme normale à une constante prés sous la forme :

h1(ρ) =
(
ω(ρ) +

∫
Tn
fr(θ, 0, 0, ρ)dθ

)
· r + 1

2〈ζ,
(
A(ρ) + K̂(ρ)

)
ζ〉

= ω1(ρ) · r + 1
2〈ζ,A1(ρ)ζ〉.

L’Hamiltonien S sera solution de l’équation homologique :

{h+ S} = ĥ− fT +R,
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où R est un jet de fonction. Notons que K, S et R vérifient les estimations (2.3.23)-(2.3.25).
La nouvelle perturbation f1 est donnée par :

f1 = R+ (f − fT ) ◦ Φ +
∫ 1

0

{
(1− t)(ĥ1 +R) + tfT , S

}
◦ Φdt.

Pour montrer que f1 = O(εγ) avec γ > 1, on fait le choix suivant de paramètre :

ε = [f ]σ,µ,D , ε1 = [f ]σ′,µ′,D′ ,

σ − σ′ = C∗σ,

N = 2(σ − σ′)−1 ln(ε−1),

µ′ = ε2/5µ,

κ = ε1/64.

avec C∗ =

2
∑
k≥1

1
k2

−1

= 3
π2 . Cette constante nous permet de montrer que σ∞ = σ/2.

Lemme 2.4.2. Il existe un fermé D′ ⊂ D et γ > 0 tel que

mes
(
D \ D′

)
≤ εγ .

Pour tout ρ ∈ D′, il existe un changement de variable symplectique analytique

Φ : Oα(σ′, µ′)→ Oα(σ, µ),

tel que
(h+ f) ◦ ϕ = h1 + f1. (2.4.2)

De plus pour tout ρ ∈ D′ et j = 0, 1 on a :

|∂jρ (A1(ρ)−A(ρ)) |β = |∂jρK̂(ρ)|β ≤
ε

µ2 , (2.4.3)

|∂jρ (ω1(ρ)− ω(ρ)) | ≤ ε

µ2 (2.4.4)

‖Φ(x, ρ)− x‖ ≤ ε7/8 pour tout x ∈ Oα(σ, µ), (2.4.5)

ε1 ≤ ε7/6. (2.4.6)

Preuve. L’existence du fermé D′ et du changement de variable ϕ découle directement du Théo-
rème 2.3.9. De plus d’après le choix des paramètre on a :

mesD \ D′ ≤ Cκδ−1N2(n+1) ≤ εγ ,

et
|∂jρ(A1(ρ)−A(ρ))|β = |∂jρK̂(ρ)|β ≤

ε

µ2 , j = 0, 1.
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Pour les fréquence on a :

|∂jρ (ω1(ρ)− ω(ρ)) | ≤ |
∫
Tn
∂jρfr(θ, 0, 0, ρ)dθ| ≤ ε

µ2 .

Soit x = (r, θ, ζ) ∈ Oα(σ, µ). On rappelle

‖(r, θ, ζ)‖ = max(|r|, |θ|, ‖ζ‖).

D’après la Proposition 2.2.4, l’estimation (2.3.24) et le choix des paramètres on a :

‖Φ(x)− x‖ ≤
[S]σ′,µ,D′

(σ − σ′)µ2 ≤
Cε

κ2µ2(σ − σ′)n+2 ≤ C(C∗σ)−(n+2)µ−2ε30/32 ≤ ε7/8,

pour ε assez petit. Il reste à démontrer l’estimation (2.4.6). D’après le choix de paramètre et
l’estimation (2.3.24) on a :

[S]σ′,µ,D′ ≤
Cε

κ2(σ − σ′)n+1 ≤ (C∗σ)−(n+1)ε31/32 ≤ 1
24
(
µ′
)2 (σ − σ′).

pour ε assez petit. Donc on est en mesure d’appliquer le Lemme 2.4.1. Donc

ε1 ≤ C
e−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n ε+ C

(
µ′

µ

)3
ε+ C

κ2µ2(σ − σ′)n+2 ε
2

= Γ1 + Γ2 + Γ3.

D’après le choix des paramètres, pour ε petit, on a :

Γ1 ≤
1

(C∗σ)n ε
2 ≤ 1

3ε
7/6,

Γ2 ≤ Cε6/5ε ≤ 1
3ε

7/6.

Γ3 ≤ C(C∗σ)−(n+2)µ−2ε−1/32ε2 ≤ 1
3ε

7/6.

2.4.3 Choix des paramètres

On est maintenant en position de prouver le Théorème 2.1.2.

Supposons qu’on est dans le même cadre que dans l’étape élémentaire. D’après l’initialisation
du schéma KAM et le Lemme 2.4.2, on suppose qu’on a construit le premier changement de
variable symplectique, la première forme normale qui vérifie les hypothèses de non résonances
et la nouvelle perturbation. Avec le choix de paramètres mentionné ci-dessus pour la première
itération, on obtient en posant ε = [f ]σ,µ,D et ε1 = [f1]σ′,µ′,D′ que

ε1 ≤ ε7/6.
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Pour pouvoir réitérer de nouveaux, il faut qu’on impose

ε <
1
8δµ

2.

Soit k ≥ 1, d’après le Théorème 2.3.9, on suppose qu’on a construit un hamiltonien hk =
hk−1 + ĥk = ωk.r + 1

2〈ζ,Ak(ρ)ζ〉 sous forme normale, une nouvelle perturbation fk et un jet de
fonction Sk tel que :

{hk, Sk}+ fTk = ĥk +Rk.

Faisons un choix de paramètres pour faire converger le schéma KAM.

ε = [f ]σ,µ,D , ε1 = [f1]σ′,µ′,D′ , σ0 = σ, µ0 = µ,

σk−1 − σk = C∗σ0/(k)2, k ≥ 1,

µk = ε
2/5
k−1µ0, k ≥ 1,

Nk = 2(σk−1 − σk)−1 ln(ε−1
k ), k ≥ 1,

κk = ε
1/64
k , k ≥ 0,

O(k) = Oα(σk, µk), k ≥ 0,

avec C∗ =
(
2∑k≥1

1
k2

)−1
= 3

π2 .

Rappelons que la perturbation à l’étape k + 1 est donnée par :

fk+1 = Rk + (fk − fTk ) ◦ Φ1
Sk

+
∫ 1

0

{
(1− t)

(
ĥk +Rk

)
+ tfTk , Sk

}
◦ Φt

Sk
dt.

De plus la norme de la perturbation à l’étape k + 1 vérifie :

εk+1 ≤ C
(
e−(σk−σk+1)Nk/2

(σk − σk+1)n +
(
µk+1
µk

)3
+ εk
κ2
kµ

2
k(σk − σk+1)n+2

)
εk.

Pour ce choix de paramètres on obtient pour k ≥ 1

εk+1 ≤ Cσ−n0 (k + 1)2nε2
k + C

(
εk
εk−1

)6/5
εk

+ C(C∗σ0)−(n+2)(k + 1)n+2µ−2
0 ε

6/5−1/32
k .

Ici on voit que ε0 dépend de n, σ, µ , |ω0|C1(D) et |A0|C1(D).

Lemme 2.4.3. Pour le choix de paramètres précédent et pour tout k ≥ 1 on a :

εk ≤ ε
( 7

6 )k
0 .

pour ε0 assez petit.



66 CHAPITRE 2. THÉORÈME KAM EN DIMENSION FINIE

Preuve. Il suffit de montrer que pour j ≤ k, on a :

εj ≤ ε7/6
j−1.

Pour cela on montrera que les trois termes sont plus petits que 1
3ε

7/6
j−1.

• Pour le premier terme et pour ε assez petit, on a :

Cσ−n0 j2nε2
j−1 ≤

1
3ε

7/6
j−1.

• Pour le deuxième terme on a

C

(
εj−1
εj−2

)6/5

εj−1 ≤ C
(
ε

1/7
j−1

)6/5
εj−1 ≤

1
3ε

7/6
j−1.

pour ε assez petit.

• Pour le troisième terme on a

C(C∗σ0)−(n+2)jn+2µ−2
0 ε

187/160
j−1 ≤ 1

3ε
7/6
j−1.

pour ε assez petit.

2.4.4 Lemme itératif

Regardons à présent une étape quelconque du schéma KAM. Pour l’initialisation on pose
h0(ρ) = ω0(ρ).r + 1

2〈ζ,A0(ρ)ζ〉, D0 = D, f0 = f avec f0 ∈ T (σ0, µ0,D0).

Lemme 2.4.4. Supposons qu’il existe une constante ε0 strictement positive qui dépend de n, σ,
µ , |ω0|C1(D) et |A0|C1(D) tel que :

ε0 ≤ δµ2. (2.4.7)

alors pour tout k ≥ 1 il existe un fermé Dk ⊂ Dk−1, un jet de fonction Sk−1 tel que Sk−1 ∈
T (σk, µk,Dk), une forme normale définie sur Dk par hk(ρ) = ωk · r + 1

2〈ζ,Ak(ρ)ζ〉 et une
perturbation fk qui vérifie fk ∈ T (σk, µk,Dk) tel que :

Φk = Φ1
Sk−1(., ρ) : O(k) −→ O(k − 1), ρ ∈ Dk,

est un changement de variable symplectique analytique qui vérifie :

(hk−1 + fk−1) ◦ Φk = hk + fk
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Et on a :

mes(Dk−1 \ Dk) ≤ εγk−1,

[fk]σk,µk,Dk ≤ εk,

|Ak −Ak−1| = |K̂k−1| ≤ µ−2
k−1εk−1,

|ωk − ωk−1| ≤ µ−2
k−1εk−1,

‖Φk(x, ρ)− x‖ ≤ ε1/6
k−1 pour tout x ∈ O(k), ρ ∈ Dk.

Preuve. Supposons d’après le Lemme 2.4.2 à la première étape on a construire l’ouvert de
paramètre D1 ⊂ D0 qui vérifie :

mes(D0 \ D1) ≤ εγ0 ,

tel que pour tout ρ ∈ D1 il existe un changement de variable symplectique analytique :

Φ1 = Φt=1
S0 : O(1)→ O(0).

Ce changement de variable vérifie :

(h+ f) ◦ Φ1 = h1 + f1,

avec h1(ρ) = ω1.r + 1
2〈ζ,A1(ρ)ζ〉. D’après les estimations (2.4.3)-(2.4.5), on a :

|∂jρ (A1(ρ)−A0(ρ)) | ≤ ε0
µ2

0
, |∂jρ (ω1(ρ)− ω0(ρ)) | ≤ ε0

µ2
0
,

‖Φ1(x, ρ)− x‖ ≤ ε7/8 pour tout x ∈ Oα(σ, µ),

Ce qui achève la première étape. La condition (2.4.7) nous permet de continuer de vérifier
l’hypothèse B et les conditions de non résonance. Donc on peut réitérer. Supposons qu’on a
terminé l’étape k par itération du procédé précédent et qu’on veut passer à l’étape k + 1. Par
construction d’après le Théorème 2.3.9 on a :

Ak = A0 + K̂1 + K̂2 + . . .+ K̂k−1,

et d’après (2.3.23)

|∂jρ(Ak(ρ)−Ak−1(ρ))|β ≤ |∂jρK̂k−1(ρ)| ≤ εk
µ2
k

≤ ε11/35
k ≤ δ

8 .

De plus
ωk = ω0 +

∑
0≤j≤k−1

∫
Tn
∇rfj(0, θ)dθ, (2.4.8)

donc
|ωk − ω0| ≤

∑
0≤j≤k−1

∫
Tn
|∇rfj(0, θ)|dθ ≤

∑
0≤j≤k−1

εj
µ2
j

≤ δ0,
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pour ε assez petit. On peut donc continuer à appliquer 2.3.9 et construire cette fois Sk, hatKk,
Rk et Dk qui vont vérifier les mêmes hypothèses et estimations voulu. De plus pour ε petit
d’après la Proposition 2.2.4, l’estimation (2.3.24) et le choix des paramètres on a pour x ∈ O(k) :

‖Φk(x)− x‖ ≤
[Sk−1]σk,µk−1,Dk
µ2
k−1(σk−1 − σk)

≤ C
[fk−1]σk−1,µk−1,Dk−1

κ2
kµ

2
k(σk−1 − σk)n+2

≤ C(C∗σ0)−(n+2)k2(n+2)µ−2
0 ε

1/5−1/32
k−1

≤ ε1/6
k−1.

2.4.5 Passage à la limite et preuve du théorème KAM

Par construction on a Dk ⊂ . . .D2 ⊂ D1 = D. Or on a

mes(Dk−1 \ Dk) ≤ C(κkδ−1)ιNυ
k ≤ ε

γ
k .

La mesure de Lebesgue du Borélien D′ := ∩
k≥1
Dk vérifie :

mes(D \ D′) ≤ cεγ .

avec c dépendant de δ et de σ. D’après le choix de paramètres on a : σ∞ = σ/2.

Grâce au Lemme 2.4.4, on a pour tout k ≥ 1 et tout ρ ∈ D′ :

‖Φk(x, ρ)− x‖ ≤ ε1/6
k−1.

Soit 1 ≤ j ≤ M , on note Φj
M = Φj ◦ Φj+1 ◦ . . . ◦ ΦM . Φj

M est un changement de variable
symplectique définit sur O(M)×D′ à valeur dans O(j) . De plus pour tout 1 ≤ j ≤M et tout
ρ ∈ D′ :

‖Φj
M − id‖ ≤

M∑
k=j

ε
1/6
k−1 ≤ Cε

1/6
j−1,

Donc pour P > M on a :
‖Φj

P − Φj
M‖α ≤ Cε

1/6
M .

Ainsi, (Φj
M )M est une suite de Cauchy qui converge vers Φj

∞ : un changement de variable
symplectique analytique réel défini sur Oα(σ2 )×D′ avec Oα(σ2 ) ≡ Oα(σ2 , 0). De plus pour tout
ρ ∈ D′ on a :

‖Φj
∞ − id‖α ≤

∑
k≥j

ε
1/6
k−1 ≤ Cε

1/6
j−1. (2.4.9)

D’après la Proposition 2.2.3 tous les Φk sont des changements de variables linéaire en r et
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quadratique ζ. Donc on peut étendre à chaque étape Φk de Oα(σ2 ) à Oα(σ2 ,
µ
2 ) pour tout ρ ∈ D′.

Cette forme est stable par composition. Par suite Φj
M et Φj

∞ sont aussi linéaire en r et quadratique
en ζ. Donc pour tout ρ ∈ D′ on peut étendre Φj

∞ de Oα(σ2 ) à Oα(σ2 ,
µ
2 ) tout en satisfaisant

l’inégalité 2.4.9 sous l’hypothèse :

‖Φ1
∞ − id‖α ≤

∑
k≥1

ε
1/6
k−1 ≤

µ

2 .

Par l’estimation de Cauchy, pour j ≥ 1, on a :

‖DΦj
∞ − id‖L(Yα,Yα) ≤ Cε

1/6
j−1. (2.4.10)

Par construction Φ1
M transforme l’hamiltonien perturbé

H1 = ω.r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉+ f

en
HM = ωM .r + 1

2〈ζ,AM (ρ)ζ〉+ fM .

On a ωM converge vers ω∞ et AM vers A∞ et on a :

|ω∞ − ω| ≤
∑
j≥0

εj
µ2
j

≤ Cε+
∑
j≥1

εj

ε
4
5
j−1

,

≤ Cε+
∑
j≥1

ε
11
35
j

≤ Cε+
∑
j≥1

ε
11
35 ( 7

6 )j
j ≤ Cε+ Cε77/210

≤ ε1/3,

de même
|A∞ −A| ≤

∑
j≥0

εj
µ2
j

≤ ε1/3.

Posons H∞ = H1 ◦ Φ1
∞ avec :

H∞ = ω∞.r + 1
2〈ζ,A∞(ρ)ζ〉+ f∞.

On a H∞ = HM ◦ ΦM
∞ .

Par la formule du composée et pour tout x = (θ, 0, 0) et h = (θ, r, ζ) on a :

〈∇H∞(x), h〉 = 〈∇Hk(Φk
∞(x)), DΦk

∞(x)h〉.

Or on a [fk]σk,µk,D′ ≤ εk, par suite on obtient que ∇Hk(ϕk∞(x)) =t (0, ωk, 0) +O(ε1/6
k ). Or on a
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pour tout j ≥ 1, ‖Φj
∞ − id‖α ≤ Cε

1/6
j−1. Donc

∇H∞ =t (0, ω∞, 0).

Ce qui nous permet de déduire que :

∂rf∞(θ, 0, 0) = ∂ζf∞(θ, 0, 0) = 0.

Regardons à présent la matrice ∂2
ζiζj

H∞(x). On a :

∂2
ζiζjHk(x) = (Ak)i,j +O(ε1/6

k ),

ce qui nous permet de dire que ∂2
ζiζj

H∞(x) = (A∞)i,j et de conclure que :

∂2
ζζf∞(θ, 0, 0) = 0

Ce qui achève la preuve du Théorème 2.1.2.



3
Théorème KAM en dimension infinie

Dans ce chapitre, on étend le résultat du chapitre précédent (Théorème 2.1.2) à la dimension
infinie. Toutefois, on suppose que l’opérateur associé à la partie quadratique de la forme normale
admet des valeurs propres multiples mais d’ordre fini. La preuve s’appuie sur les travaux récents
de Eliasson-Kuksin [14], de Eliasson-Grébert-Kuksin [16] et de Grébert-Paturel [17]

3.1 Introduction

Pour L une partie de Z et α ≥ 0, on considère l’espace `2 à poids définit par :

Yα := {ζ = (ζs = (ps, qs) , s ∈ L) |‖ζ‖α <∞},

avec
‖ζ‖2α =

∑
s∈L
|ζs|2〈s〉2α, 〈s〉 = max(|s|, 1).

On munit R2 de la norme euclidienne, c’est à dire si ζs = t(ps, qs) alors |ζs| =
√
p2
s + q2

s

Sur Yα on définit l’opérateur linéaire J ,

J : {ζs} 7→ {σ2ζs}, avec σ2 =

0 −1
1 0

 .
Pour β ≥ 0 on définit l’espace `∞ à poids

Lβ = {(ζs = (ps, qs) , s ∈ L) ||ζ|β <∞},

avec
|ζ|β = sup

s∈L
|ζs|〈s〉β.

71
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Pour β ≤ s on a Ys ⊂ Lβ. On définit aussi l’espace des phases :

P = Tn × Rn × Yα,

muni de la structure symplectique suivante :

dr ∧ dθ + Jdζ ∧ dζ.

Matrice infinie. On considère le projecteur orthogonal Π définit sur l’ensemble des matrices
carrées par

Π : M2×2(C)→ S, S = CI + Cσ2.

On introduit l’ensembleM des matrices infinie A : L × L →M2 (R) des matrices symétriques
par :

A ∈M alors : As′s ∈M2 (R), As′s = tAss′ et ΠAs′s = As
′
s

pour tout s, s′ ∈ L.
On définitMα le sous ensemble deM par

A ∈Mα ⇔ |A|α := sup
s,s′∈L

〈s〉α〈s′〉α‖As′s ‖∞ <∞.

Soient n ∈ N, ρ > 0 et B un espace de Banach. On définit :

Tnρ = {θ ∈ Cn/2πZn| |Imθ| < ρ},

et
Oρ (B) = {x ∈ B|‖x‖B < ρ} .

Pour σ, µ ∈ ]0, 1[, on définit

Oα(σ, µ) = Tnσ ×Oµ2(Cn)×Oµ(Y c
α) = {(θ, r, ζ)},

Oα,R(σ, µ) = Oα(σ, µ) ∩ {Tn × Rn × Yα}.

Un point de Oα(σ, µ) sera noté par x = (θ, r, ζ). On définit :

‖(r, θ, ζ)‖α = max(|r|, |θ|, ‖ζ‖α).

Classe des fonctions hamiltoniennes. Soit D un compact de Rp (l’ensemble des para-
mètres). Soit f : Oα(δ, µ)×D → C une fonction de classe C1, réelle et holomorphe par rapport à
la première variable, et telle que tout ρ ∈ D, les applications

Oα(δ, µ) 3 x 7→ ∇ζf(x, ρ) ∈ Yα ∩ Lβ
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et
Oα(δ, µ) 3 x 7→ ∇2

ζf(x, ρ) ∈Mβ

soient holomorphes. On définit

|f(x, .)|D = sup
ρ∈D
|f(x, ρ)| ,

∥∥∥∥∂f∂ζ (x, .)
∥∥∥∥
D

= sup
ρ∈D
‖∇ζf(x, ρ)‖α ,∣∣∣∣∂f∂ζ (x, .)

∣∣∣∣
D

= sup
ρ∈D
|∇ζf(x, ρ)|β ,∣∣∣∣∣∂2f

∂ζ2 (x, .)
∣∣∣∣∣
D

= sup
ρ∈D

∣∣∣ ∇2
ζf(x, ρ)

∣∣∣
β
.

On note T α,β(D, σ, µ) l’ensemble des fonctions f satisfaisant

|f(x, .)|D ≤ C,
∥∥∥∥∂f∂ζ (x, .)

∥∥∥∥
D
≤ C

µ
,

∣∣∣∣∂f∂ζ (x, .)
∣∣∣∣
D
≤ C

µ
,

∣∣∣∣∣∂2f

∂ζ2 (x, .)
∣∣∣∣∣
D
≤ C

µ2 ,

pour tout x ∈ Oα(σ, µ).
Pour f ∈ T α,β(D, σ, µ) on note JfKα,βσ,µ,D la plus petite constante C qui satisfait les relations
précédentes. Pour β = 0 on note JfKα,0σ,µ,D par JfKασ,µ,D. Si ∂jρf ∈ T α,β(D, σ, µ) avec j = 0, 1 alors
pour γ > 0 on définit :

JfKα,β,γσ,µ,D = JfKα,βσ,µ,D + γJ∂ρfKα,βσ,µ,D.

Équations hamiltoniennes. A toute fonction hamiltonienne de classe C1 on associe les équa-
tions hamiltoniennes suivantes :


ṙ = −∇θf(r, θ, ζ),

θ̇ = ∇rf(r, θ, ζ),

ζ̇ = J∇ζf(r, θ, ζ),

Crochet de Poisson. Soient f et g deux fonctions de classe C1 en x = (r, θ, ζ). On définit le
crochet de Poisson de f et g par :

{f, g} = ∇rf.∇θg −∇θf.∇rg + 〈∇ζf, J∇ζg〉.

Hamiltonien et forme normale.
On considère un hamiltonien sous forme normale :

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉, (3.1.1)

avec r ∈ Rn, ζ ∈ Yα et A(ρ) ∈ M. On suppose que ω : D → Rn est de classe C1. On suppose
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aussi que A(ρ) est de la forme : A(ρ) = D(ρ) +N(ρ), avec :

D(ρ) = diag {λs(ρ)I, s ∈ L} , (3.1.2)

avec

- λs > λs′ pour tout s, s′ ∈ L,

- #{s′ ∈ L|λs = λs′} ≤ d <∞ pour tout s ∈ Z.

N est une matrice deM diagonale par blocs, où chaque bloc a une taille la multiplicité de la

valeur propre correspondante dans D. Les éléments de B sont de la forme

α −β
β α

.
On dit que N est sous forme normale si N ∈M et vérifie l’hypothèse précédente. On note

NF l’ensemble des matrices sous forme normale.
On considère à présent le changement de variable complexe suivant :

zj =

ξj
ηj

 = 1√
2

1 i

1 −i

pj
qj

 =

 1√
2(pj + iqj)

1√
2(pj − iqj)

 .
Si A ∈ NF l’hamiltonien (4.1.5) s’écrit dans les nouvelles variables :

h(ρ) = ω(ρ).r + 〈ξ,Q(ρ)η〉

avec Q matrice hermitienne à coefficients complexes. Le vecteur fréquence interne ω et les matrices
D et N vérifient des hypothèses qu’on énoncera dans le paragraphe suivant. Pour la suite fixons
un paramètre 0 < δ ≤ 1. On supposera que les valeurs propres de D vérifient les hypothèses A1,
A2 et A3 et que N vérifie l’hypothèse B.

Hypothèse A1 : Condition de séparation : On suppose que pour tout ρ ∈ D on a :

? Il existe une constante c0 strictement positive tel que pour tout s ∈ L on a

λs(ρ) ≥ c0〈s〉. (3.1.3)

? Il existe une constante c1 strictement positive tel que pour tout s, s′ ∈ L avec |s| 6= |s′| on
a :

|λs(ρ)− λs′(ρ)| ≥ c1(||s| − |s′||).

Hypothèse A2 : Condition de non résonance : Supposons qu’il existe δ0 ≤ δ tel que pour
toute fonction de classe C1 qui vérifie

ω′ : D → Rn, |ω − ω′|C1(D) < δ0

on a pour tout k ∈ Zn et tout s, s′ ∈ L avec |s| > |s′|
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?

|k · ω′(ρ)| ≥ δ, ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D

avec k 6= 0

?

|k · ω′(ρ)± λs(ρ)| ≥ δ〈s〉, ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ)± λs(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D

?

|k · ω′(ρ) + λs(ρ) + λs′(ρ)| ≥ δ(〈s〉+ 〈s′〉), ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ) + λs(ρ) + λs′(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D

?

|k · ω′(ρ) + λs(ρ)− λs′(ρ)| ≥ δ(1 + | |s| − |s′| |), ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ) + λs(ρ)− λs′(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D

Hypothèse A3 : deuxième condition de Melnikov : On suppose que les fréquences
internes et externes vérifient la deuxième condition de Melnikov. C’est à dire pour toute fonction
de classe C1 qui vérifie

ω′ : D → Rn, |ω − ω′|C1(D) < δ0

pour δ0 ≤ δ, on a :

pour tout 0 < κ < δ et N > 1 il existe un fermé D′ ⊂ D qui vérifie

mes(D \ D′) ≤ C(δ−1κ)τN ι,

pour τ, ι > 0 et tel que pour tout ρ ∈ D′, 0 < |k| < N et s,s′ ∈ L on a :

|ω′(ρ) · k + λs(ρ)− λs′(ρ)| ≥ κ(1 + |s| − |s′||).
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Hypothèse B : On suppose que N ∈ NF et pour tout ρ ∈ D on a :

|∂jρN(ρ)|β ≤
δ

8 , j = 0, 1. (3.1.4)

Proposition 3.1.1. Supposons que l’hypothèse A2 est satisfaite. Alors pour tout 0 < κ < δ ≤ 1
2c0

et N > 1 il existe un fermé D1 = D1(κ,N) ⊂ D tel que :

mes(D \ D1) ≤ Cκδ−1N2(n+1),

avec C une constante strictement positive qui dépend de |ω|C1(D) et de c0. Pour tout ρ ∈ D1 et
|k| ≤ N on a :

|k · ω′| ≥ κ, sauf pour k 6= 0, (3.1.5)

|k · ω′ ± λs| ≥ κ〈s〉, (3.1.6)

|k · ω′ + λs + λs′ | ≥ κ(〈s〉+ 〈s′〉). (3.1.7)

Preuve. Soient 0 < κ < 1
2δ, N > 1 et s, s′ ∈ L. Commençons par démontrer le petit diviseur

(3.1.5). Il existe deux cas, soit

|k · ω′(ρ)| ≥ δ ≥ κ, ∀ρ ∈ D,

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D.

Supposons qu’on est en présence du deuxième cas et posant

J(k) = {ρ ∈ D | |k · ω′(ρ)| < κ},

on a alors
mes(J(k)) ≤ κδ−1.

Pour tout ρ ∈ D1
1 := D \

⋃
k∈Zn
|k|≤N

J(k), on a :

|k · ω′(ρ)| ≥ κ,

de plus on a :
mes(D \ D1

1) ≤ κδ−1Nn.

Regardons à présent le deuxième petit diviseur (3.1.6). De même on a deux cas possible, soit

|k · ω′(ρ) + λs| ≥ δ〈s〉 ≥ κ〈s〉, ∀ρ ∈ D,
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ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ) + λs), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D.

Supposons qu’on est en présence du deuxième cas et que |s| ≤ 2Cc−1
0 N avec C = |ω|C1(D) + 1.

Posons alors
J(k, s) = {ρ ∈ D | |k · ω′(ρ) + λs| < κ〈s〉}.

La mesure de Lebesgue de cet ensemble vérifie :

mes(J(k, s)) ≤ κδ−1〈s〉 ≤ 2Cc−1
0 κδ−1N.

On considère l’ensemble B1 = {(k, s) ∈ Zn × L | |k| ≤ N, |s| ≤ 2Cc−1
0 κδ−1N}. Cet ensemble

contient au plus 4Cc−1
0 Nn+1 points. Pour tout ρ ∈ D2

1 := D \
⋃

(k,s)∈B1

J(k, s), on a :

|k · ω′(ρ) + λs| ≥ κ〈s〉, ∀ρ ∈ D.

De plus on a
mes(D \ D2

1) ≤ C̃κδ−1Nn+2.

Supposons à présent que |s| > 4Cc−1
0 N , on a alors d’après la première condition de non résonance

(3.1.3) :
|k · ω′(ρ) + λs| ≥ λs − |ω′ · k| ≥ c0〈s〉 −

1
2c0〈s〉 ≥ κ〈s〉,

ce qui termine la preuve de (3.1.6).

Regardons maintenant (3.1.7). On a deux cas possible, soit

|k · ω′(ρ) + λs + λs′ | ≥ δ(〈s〉+ 〈s〉) ≥ κ(〈s〉+ 〈s〉), ∀ρ ∈ D,

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω′(ρ) + λs + λs′), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D.

Supposons qu’on est en présence du deuxième cas et que max(|s|, |s′|) ≤ 2Cc−1
0 Nδ−1 avec

C = |ω|C1(D). Posons alors

J(k, s, s′) = {ρ ∈ D | |k · ω′(ρ) + λs + λs′ | < κ(〈s〉+ 〈′s〉)}.

La mesure de Lebesgue de cet ensemble vérifie :

mes(J(k, s, s′)) ≤ κδ−1(〈s〉+ 〈s′〉) ≤ 2Cc−1
0 κδ−1N.

On considère l’ensemble B2 = {(k, s, s′) ∈ Zn × L× L | |k| ≤ N, max(|s|, |s′|) ≤ 2Cc−1
0 N}. Cet
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ensemble contient au plus 16Cc−2
0 N2n+1δ−2 points. Pour tout ρ ∈ D3

1 := D \
⋃

(k,s,s′)∈B2

J(k, s, s′),

on a :
|k · ω′(ρ) + λs + λs| ≥ κ(〈s〉+ 〈s′〉), ∀ρ ∈ D.

De plus on a
mes(D \ D3

1) ≤ C̃κδ−1N2(n+1).

Supposons à présent que max(|s|, |s′|) > 2Cc−1
0 N , on a alors d’après la première condition de

non résonance (3.1.3) :

|k · ω′(ρ) + λs + λs′ | ≥ λs + λs′ − |ω′ · k| ≥ c0(〈s〉+ 〈s′〉)− 1
2c
−1
0 (〈s〉+ 〈s′〉)

≥ κ(〈s〉+ 〈s′〉),

ce qui termine la preuve de (3.1.7).
Pour terminer la preuve de la proposition , on pose D1 = D1

1 ∩ D2
1 ∩ D3

1. Sur D1 les estimations
(3.1.5)-(3.1.7) sont vérifiées et on a :

mes(D \ D1) ≤ C̃κδ−1N2(n+1)

À présent on est en mesure d’énoncer notre théorème KAM :

Théorème 3.1.2. On considère un Hamiltonien sous forme normale qui dépend d’un paramètre
h défini par :

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉.

On suppose que A(ρ) = D(ρ) +N(ρ). D(ρ) est défini comme dans (3.1.2) et vérifie les hypothèses
A1, A2 et A3 alors que N ∈ NF et et vérifie l’hypothèse B pour δ et δ0 fixés et tout ρ ∈ D.
Fixons α, β > 0 et 0 < σ, µ ≤ 1. Il existe alors un ε0 > 0 qui dépend de d, n, α, β, σ, µ, |ω0|C1(D)

et |A0|β,C1(D) tel que si pour j = 0, 1 on a ∂jρf ∈ T α,β(D, σ, µ) et

JfT Kα,β,κσ,µ,D = ε < ε0δ, JfKα,β,κσ,µ,D = O(ετ ) avec τ ∈ [12 , 1],

alors il existe un Borélien D′ ⊂ D dont la mesure de Lebesgue vérifie mes(D \ D′) ≤ c(σ, δ)εγ tel
que pour tout ρ ∈ D′ on a :

• il existe un changement de variable symplectique analytique :

Φ : Oα(σ2 ,
µ

2 )→ Oα(σ, µ)

• il existe un vecteur fréquence interne ω̃(ρ), une matrice Ã et une perturbation f̃ tel que :

(h+ f) ◦ Φ = ω̃(ρ).r + 1
2〈ζ, Ã(ρ)ζ〉+ f̃(θ, r, ζ; ρ),
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avec ∂rf̃ = ∂ζ f̃ = ∂2
ζζ f̃ = 0 pour r = ζ = 0 et A : L × L →M2×2(R) est une matrice de

Mβ et NF infinie réelle symétrique diagonale par blocs. De plus le changement de variable
Φ = (Φθ,Φr,Φζ) est proche de l’identité et pour tout x ∈ Oα(σ2 ,

µ
2 ) et ρ ∈ D′ on a :

‖Φ− Id‖α ≤ Cε4/5.

De plus pour tout ρ ∈ D′ on a :

∣∣∣Ã(ρ)−A(ρ)
∣∣∣
β
≤ Cε, |ω̃(ρ)− ω(ρ)| ≤ Cε,

avec C > 0 et dépend de n, β, σ, µ, |ω|C1(D) et de |A|β,C1(D).

3.2 Jets de fonctions, crochet de Poisson et flot hamiltonien

On remarque que l’espace T α,β(D, σ, µ) n’est pas stable par le crochet de Poisson. Pour cela on
introduit un nouvel espace T α,β+(D, σ, µ) ⊂ T α,β(D, σ, µ) et on prouve que le crochet de Poisson
d’une fonction dans T α,β+(D, σ, µ) et d’une fonction dans T α,β(D, σ, µ) est dans T α,β(D, σ, µ).

3.2.1 L’espace T α,β+(D, σ, µ)

On définit d’abord les deux espaces Lβ+ etMβ+ par :

Lβ+ = {ζ = (ζs = (ps, qs) , s ∈ L) | |ζ|β+ <∞},

avec
|ζ|β+ = sup

s∈L
|ζs|〈s〉β+1,

et
Mβ+ = {A ∈M| |A|β+ <∞},

avec
|A|β+ = sup

s,s′∈L
(1 + | |s| − |s′| |)〈s〉β〈s′〉β‖As′s ‖∞.

On remarque que Lβ+ ⊂ Lβ etMβ+ ⊂Mβ. On définit T α,β+(D, σ, µ) de la même façon qu’on
a définit T α,β(D, σ, µ) mais en remplaçant Lβ par Lβ+ etMβ parMβ+. Par suite on obtient
que T α,β+(D, σ, µ) ⊂ T α,β(D, σ, µ).

Lemme 3.2.1. On considère un entier s est un réel strictement positive γ. Alors la série

∑
k∈L

1
〈k〉2γ(1 + | |k| − |s| |) ≤ C,

Avec C une constante positive qui dépend de γ qui ne dépend pas de s.

Preuve.
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Preuve. • Si γ > 1/2 alors on a

∑
k∈L

1
〈k〉2γ(1 + | |k| − |s| |) ≤

∑
k∈L

1
〈k〉2γ

≤ C.

• Si 0 < γ ≤ 1/2 alors il existe p > 1
2γ ≥ 1. Posons q = 1 + 1

p−1 , par suite on a bien p > 1,
q > 1 et 1

p + 1
q = 1. En appliquant l’inégalité de Young on a :

∑
k∈L

1
〈k〉2γ(1 + | |k| − |s| |) ≤ 1

p

∑
k∈L

1
〈k〉2γp

+ 1
q

∑
k∈L

1
(1 + | |k| − |s| |)q

≤ 1
p

∑
k∈L

1
〈k〉2γp

+ 1
q

∑
k∈Z

1
(1 + |k|)q ≤ C.

Lemme 3.2.2. Soit β > 0, alors il existe une constante positive C qui dépend de β tel que :

1. Soient A ∈Mβ+ et B ∈Mβ alors AB, BA ∈Mβ et on a :

|AB|β ≤ C|A|β+|B|β, |BA|β ≤ C|A|β+|B|β.

2. Soient A ∈Mβ+ et B ∈Mβ+ alors AB, BA ∈Mβ+ et on a :

|AB|β+ ≤ C|A|β+|B|β+, |BA|β+ ≤ C|A|β+|B|β+.

3. Soient A ∈Mβ+ et ζ ∈ Lβ alors Aζ ∈ Lβ et on a :

|Aζ|β ≤ C|A|β+|ζ|β.

4. Soient A ∈Mβ et ζ ∈ Lβ+ alors Aζ ∈ Lβ et on a :

|Aζ|β ≤ C|A|β|ζ|β+.

5. Soient A ∈Mβ+ et ζ ∈ Yα avec α ≥ 0 alors Aζ ∈ Lβ et on a :

|Aζ|β ≤ C|A|β+‖ζ‖α.

6. Soient A ∈Mβ et ζ ∈ Yα avec α ≥ 1/2 alors Aζ ∈ Lβ et on a :

|Aζ|β ≤ C|A|β‖ζ‖α.

7. Soient A ∈Mβ+ et ζ ∈ Yα avec α ≥ 0 alors Aζ ∈ Lβ+ et on a :

|Aζ|β+ ≤ C|A|β+‖ζ‖α.



3.2. JETS DE FONCTIONS, CROCHET DE POISSON ET FLOT HAMILTONIEN 81

8. Soient A ∈Mβ+ et ζ ∈ Lβ+ alors Aζ ∈ Lβ et on a :

|Aζ|β+ ≤ C|A|β+‖ζ‖β+.

9. Soient X ∈ Lβ et Y ∈ Lβ alors A = X ⊗ Y ∈Mβ et on a :

|A|β ≤ 2|X|β|Y |β.

10. Soient X ∈ Lβ+ et Y ∈ Lβ+ alors A = X ⊗ Y ∈Mβ+ et on a :

|A|β+ ≤ 2|X|β+|Y |β+.

Preuve. 1. Pour s, s′ ∈ L on a :

‖(AB)s′s ‖∞ ≤
∑
k∈L
‖Aks‖∞‖Bs′

k ‖∞

≤ |A|β+|B|β
〈s〉β〈s′〉β

∑
k∈L

1
〈k〉2β(1 + | |k| − |s| |) .

On retrouve l’inégalité 1. en utilisant le Lemme 3.2.1.

2. Pour s, s′ ∈ L on a :

‖(AB)s′s ‖∞ ≤
∑
k∈L
‖Aks‖∞‖Bs′

k ‖∞

≤ |A|β+|B|β+
〈s〉β〈s′〉β(1 + | |s| − |s′| |)

×
∑
k∈L

1 + | |s| − |s′| |
〈k〉2β(1 + | |k| − |s| |)(1 + | |k| − |s′| ||)

≤ |A|β+|B|β+
〈s〉β〈s′〉β(1 + | |s| − |s′| |)

∑
k∈L

2
〈k〉2β(1 + | |k| − |s| |) .

On retrouve l’inégalité 2 en utilisant le Lemme 3.2.1.

3. Pour s ∈ L on a :

|(Aζ)s| ≤ 2
∑
k∈L
‖Aks‖∞|ζk|

≤ |A|β+|ζ|β
〈s〉β

∑
k∈L

2
〈k〉2β(1 + | |k| − |s| |) .

On retrouve l’inégalité 2. en utilisant le Lemme 3.2.1.
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4. Pour s ∈ L on a :

|(Aζ)s| ≤ 2
∑
k∈L
‖Aks‖∞|ζk|

≤ |A|β|ζ|β+
〈s〉β

∑
k∈L

2
〈k〉2β+1

≤ C|A|β|ζ|β+.

5. Pour s ∈ L on a :

|(Aζ)s| ≤ 2
∑
k∈L
‖Aks‖∞|ζk|

≤ |A|β+
〈s〉β

∑
k∈L

2〈k〉α|ζk|
〈k〉β+α(1 + |k − s|)

≤ |A|β+‖ζ‖α
〈s〉β

∑
k∈L

4
〈k〉2(β+α)(1 + | |k| − |s| |)

1/2

.

On retrouve l’inégalité 5. en posant dans le Lemme 3.2.1 γ = α+ β.

6. Pour s ∈ L on a :

|(Aζ)s| ≤ 2
∑
k∈L
‖Aks‖∞|ζk|

≤ |A|β
〈s〉β

∑
k∈L

2〈k〉α|ζk|
〈k〉β+α

≤ |A|β‖ζ‖α
〈s〉β

∑
k∈L

4
〈k〉2(β+α)

1/2

≤ |Aζ|β ≤ C|A|β‖ζ‖α,

puisque α ≥ 1.

7. Pour s ∈ L on a :

|(Aζ)s| ≤ 2
∑
k∈L
‖Aks‖∞|ζk|

≤ |A|β+
〈s〉β+1

∑
k∈L

2〈k〉α|ζk|
〈k〉β+α(1 + | |s| − |k| |)

≤ |A|β+‖ζ‖α
〈s〉β+1

∑
k∈L

4
〈k〉2(β+α)(1 + | |k| − |s| |)2

1/2

.

On retrouve l’inégalité 7. en posant dans le Lemme 3.2.1 γ = α+ β.
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8. Pour s ∈ L on a :

|(Aζ)s| ≤ 2
∑
k∈L
‖Aks‖∞|ζk|

≤ |A|β+|ζ|β+
〈s〉β

∑
k∈L

2〈s〉
〈k〉2β+1(1 + | |k| − |s| |)

Or

∑
k∈L

〈s〉
〈k〉2β+1(1 + | |k| − |s| |) ≤

∑
| |k|−|s| |≤|s|/2

|s|
〈k〉2β+1(1 + | |k| − |s| |)

+
∑

| |k|−|s| |>|s|/2

|s|
〈k〉2β+1(1 + | |k| − |s| |) .

Le deuxième terme de la somme est majoré par la série convergente ∑
k∈Z

2
〈k〉2β+1 . Le premier

terme est majoré par la série ∑
k∈Z

2
〈k〉2β(1+| |k|−|s| |) . On conclut grâce au Lemme 3.2.1.

9. Pour s, s′ ∈ L on a :

‖(AB)s′s ‖∞ ≤ 2|Xs||Ys′ |

≤ 2
〈s〉β〈s′〉β

|X|β|Y |β.

3.2.2 Jets de fonctions

Pour toute fonction f ∈ T α,β(D, σ, µ) on définit son jet fT comme son développement de Taylor
au point r = 0 et ζ = 0 :

fT (θ, r, ζ; ρ) = f(θ, 0, 0, ρ) +∇rf(θ, 0, 0, ρ)r + 〈∇ζf(θ, 0, 0, ρ), ζ〉

+ 1
2〈∇

2
ζf(θ, 0, 0, ρ)ζ, ζ〉

= fθ(θ) + fr(θ)r + 〈fζ(θ), ζ〉+ 1
2〈fζζ(θ)ζ, ζ〉.

Ainsi à partir de le définition de la norme JfKα,βσ,µ,D on a les estimations suivantes :

|fθ(θ; .)|D ≤ JfKασ,µ,D, |fr(θ; .)|D ≤ µ−2JfKασ,µ,D,

‖fζ(θ; .)‖D ≤ µ−1JfKασ,µ,D, |fζ(θ; .)|D ≤ µ−1JfKα,βσ,µ,D,

|fζζ(θ; .)|D ≤ µ−2JfKα,βσ,µ,D,

(3.2.1)

pour tout θ ∈ Tnσ.
On remarque que pour tout θ on a :

fθ(θ) = fTθ (θ), fr(θ) = fTr (θ), fζ(θ) = fTζ (θ), et fζζ(θ) = fTζζ(θ).
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Par suite on obtient aussi :

|fθ(θ; .)|D ≤ JfT Kασ,µ,D, |fr(θ; .)|D ≤ µ−2JfT Kασ,µ,D,

‖fζ(θ; .)‖D ≤ µ−1JfT Kασ,µ,D, |fζ(θ; .)|D ≤ µ−1JfT Kα,βσ,µ,D,

|fζζ(θ; .)|D ≤ µ−2JfT Kα,βσ,µ,D,

(3.2.2)

pour tout θ ∈ Tnσ.

Lemme 3.2.3. Pour tout f ∈ T α,β(D, σ, µ) et 0 < µ′ < µ ≤ 1 on a :

JfT Kα,βσ,µ,D ≤ 3JfKα,βσ,µ,D, (3.2.3)

Jf − fT Kα,βσ,µ′,D ≤ 2
(
µ′

µ

)3
JfKα,βσ,µ,D (3.2.4)

Preuve. Soit (x, ρ) ∈ Oα(σ, µ′)×D.

• On commence par montrer la deuxième inégalité. Cela revient à démontrer que :

· |(f − fT )(x, ρ)| ≤ 2
(
µ′

µ

)3
JfKα,βσ,µ,D,

· ‖∇ζ(f − fT )(x, ρ)‖α ≤ 2µ′2
µ3 JfKα,βσ,µ,D,

· |∇ζ(f − fT )(x, ρ)|β ≤ 2µ′2
µ3 JfKασ,µ,D,

· |∇2
ζ(f − fT )(x, ρ)|β ≤ 2 µ′

µ3 JfKα,βσ,µ,D.

Les quatre inégalités se montrent exactement de la même façon. Montrons par exemple que

|∇ζ(f − fT )(x, ρ)|β ≤ 2µ
′2

µ3 JfKασ,µ,D.

Notons m = µ′

µ . Pour un |z| ≤ 1 on a (θ, (z/m)2r, (z/m)ζ) ∈ O(σ, µ). On considère la
fonction

g : {|z| < 1} −→ Y c

z 7−→ ∇ζf(θ, (z/m)2r, (z/m)ζ).

g est une fonction holomorphe bornée par µ−1JfKα,βσ,µ,D. Et on a :

g(z) =
∑
j≥0

fjz
j ,

avec |fj |β ≤ µ−1JfKα,βσ,µ,D. On a ∇ζ(f − fT )(x, ρ) = ∑
j≥2

fjm
j . Pour µ′ ≤ 1

2µ on obtient que

m ≤ 1/2. Par suite on a :

|∇ζ(f − fT )|β ≤ µ−1JfKαβσ,µ,D
∑
j≥2

mj ≤ µ−1JfKα,βσ,µ,D2(µ
′

µ
)2

• À présent on montre la première inégalité en utilisant la deuxième inégalité. On remarque
que fT = f − (f − fT ). Puisque (f − fT ), ∇ζ(f − fT ), ∇2

ζ(f − fT ) sont analytiques sur
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Oα(σ, 1
2µ), il en est de même pour fT , ∇ζfT , ∇2

ζf
T . Par suite on a :

JfT Kα,β
σ, 1

2µ,D
≤ 1

4JfKα,βσ,µ,D + Jf − fT Kα,β
σ, 1

2µ,D
≤ 1

2JfKα,βσ,µ,D.

Or fT est quadratique en ζ, donc fT , ∇ζfT et ∇2
ζf

T sont analytiques sur Oα(σ, µ). Puisque
JfT Kα,βσ,µ,D ≤ 4JfT Kα,β

σ, 1
2µ,D

on obtient alors

JfT Kα,βσ,µ,D ≤ 2JfKα,βσ,µ,D.

• On retourne à la preuve de la deuxième inégalité dans le cas où µ
2 < µ′ < µ. On a :

Jf − fT Kα,βσ,µ′,D ≤ JfKα,βσ,µ,D + JfT Kα,βσ,µ,D ≤ 3JfKα,βσ,µ,D

3.2.3 Jets de fonctions et crochet de poisson.

Rappelons que le crochet de poisson de deux fonctions f et g de classe C1 en x = (r, θ, ζ) est :

{f, g} = ∇rf.∇θg −∇θf.∇rg + 〈∇ζf, J∇ζg〉.

Lemme 3.2.4. Soient f ∈ T α,β+(D, σ, µ) et g ∈ T α,β(D, σ, µ) deux jets de fonctions et 0 <

σ′ < σ, alors {f, g} ∈ T α,β(D, σ, µ) et on a :

J{f, g}Kα,βσ′,µ,D ≤ C(σ − σ′)−1µ−2JfKα,β+
σ,µ,DJgKα,βσ,µ,D , (3.2.5)

avec C une constante strictement positive qui dépend de β.

Preuve. Pour démontrer ce lemme on doit montrer que

• | {f, g} |D ≤ C(σ − σ′)−1µ−2JfKα,β+
σ,µ,DJgKα,βσ,µ,D,

• ‖∇ζ {f, g} ‖D ≤ C(σ − σ′)−1µ−3JfKα,β+
σ,µ,DJgKα,βσ,µ,D,

• |∇ζ {f, g} |D ≤ C(σ − σ′)−1µ−3JfKα,β+
σ,µ,DJgKα,βσ,µ,D,

• |∇2
ζ {f, g} |D ≤ C(σ − σ′)−1µ−4JfKα,β+

σ,µ,DJgKα,βσ,µ,D.

- Commençons par démontrer le quatrième point. On a :

∇2
ζ {f, g} = fr(θ)∇θgζζ(θ)− gr(θ)∇θfζζ(θ) + fζζ(θ)Jgζζ(θ)

En utilisant les inégalités (3.2.1), l’inégalité 1 du Lemme 3.2.2 et l’inégalité de Cauchy on obtient :

|∇2
ζ {f, g} |D ≤ (σ − σ′)−1µ−4JfKα,β+

σ,µ,DJgKα,βσ,µ,D.
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- Pour le deuxième et le troisième point on a :

∇ζ {f, g} = fr(θ)∇θgζ(θ) + fr(θ)∇θgζζ(θ)ζ − gr(θ)∇θfζ(θ)

− gr(θ)∇θfζζ(θ)ζ + gζζ(θ)Jfζ(θ) + fζζ(θ)Jgζ(θ) + gζζ(θ)Jfζζ(θ)ζ.

En utilisant les inégalités (3.2.1), les inégalités 1, 3 et 4 du Lemme 3.2.2 et l’inégalité de Cauchy
alors il existe une constante strictement positive qui dépend de β tel que :

|∇ζ {f, g} |D ≤ Cµ−2JfKσ,µ,D(σ − σ′)−1µ−3JgKσ,µ,D

+ Cµ−2JfKσ,µ,D(σ − σ′)−1µ−2JgKσ,µ,Dµ

+ Cµ−2JgKσ,µ,D(σ − σ′)−1µ−1JfKσ,µ,D

+ Cµ−2JgKσ,µ,D(σ − σ′)−1µ−2JfKσ,µ,Dµ

+ Cµ−2JgKσ,µ,Dµ−1JfKσ,µ,D

+ Cµ−2JfKσ,µ,D(σ − σ′)−1µ−2JgKσ,µ,Dµ

≤ C(σ − σ′)−1µ−3JfKσ,µ,DJgKσ,µ,D.

De même on montre les deux autres points.

3.2.4 Flot hamiltonien dans le domaine Oα(σ, µ).

Soit f une fonction de classe C1 sur le domaine Oα(σ, µ)×D. On note Φt
f ≡ Φt le flot hamiltonien

de f au temps t. Supposons que f est un jet de fonction :

f = fθ(θ; ρ) + fr(θ; ρ)r + 〈fζ(θ; ρ), ζ〉+ 1
2〈fζζ(θ; ρ)ζ, ζ〉.

Le système hamiltonien associé est :
ṙ = −∇θf(r, θ, ζ),

θ̇ = fr(θ),

ζ̇ = J(fζ(θ) + fζζ(θ)ζ).

(3.2.6)

On note Vf = (V r
f , V

θ
f , V

ζ
f ) ≡ (ṙ, θ̇, ζ̇). Le champ de vecteur hamiltonien de f . Vf est analytique

dans le domaine O(σ − 2η, µ− 2ν) avec 0 < 2η < σ ≤ 1 et 0 < 2ν < µ ≤ 1.
Supposons que

JfKα,βσ,µ,D ≤
1
2ην

2, (3.2.7)



3.2. JETS DE FONCTIONS, CROCHET DE POISSON ET FLOT HAMILTONIEN 87

alors en utilisant l’inégalité de Cauchy on a pour tout x ∈ O(σ − 2η, µ− 2ν) :

ṙ = −∇θf(r, θ, ζ) et donc |ṙ|Cn ≤ (2η)−1JfKασ,µ,D ≤ ν2,

θ̇ = fr(θ) et donc |θ̇|Cn ≤ (4ν)−2JfKασ,µ,D ≤ η,

ζ̇ = J(fζ(θ) + fζζ(θ)ζ) et donc ‖ζ̇‖α ≤ (µ−1 + µ−2µ)JfKασ,µ,D ≤ ν.

Or r(t) =
∫ t

0 ṙ(τ)dτ + r(0), et donc pour 0 ≤ t ≤ 1 on a |r(t)|Cn ≤ (µ− ν)2. De même on montre
|θ(t)|Cn ≤ σ − η et ‖ζ(t)‖α ≤ µ− ν pour 0 ≤ t ≤ 1. Par suite :

Φt
f : Oα(σ − 2η, µ− 2ν)→ Oα(σ − η, µ− ν),

est bien définie pour 0 ≤ t ≤ 1 et analytique.
Pour un x = (r, θ, ζ) ∈ O(σ − 2η, µ− 2ν) et 0 ≤ t ≤ 1 on a Φt

f = (r(t), θ(t), ζ(t)). Essayons de
donner la forme et quelques précisions sur le flot hamiltonien Φt

f .

♣ On a V θ
f = θ̇ = fr(θ) est indépendant de r et de ζ. Alors θ(t) = K(θ; t) avec K analytique

en θ.

♣ V ζ
f = θ̇ = Jfζ(θ(t))+Jfζζ(θ(t))ζ. Grâce à l’inégalité de Cauchy Jfζζ(θ(t)) est un opérateur

linéaire borné de Y c
α . Puisque θ(t) = K(θ; t) avec K analytique par rapport à θ, alors V ζ

f

est aussi analytique par rapport à θ. Par suite ζ(t) = T (θ; t) + U(θ; t)ζ avec U opérateur
linéaire borné de Y c dans Lcβ. T et U sont analytiques par rapport à θ.

♣ V r
f = ṙ = −∇θf(r, θ, ζ) quadratique en ζ et linéaire en r. Par suite r(t) = L(θ, ζ; t)+S(θ; t)r

avec L est quadratique en ζ et analytique par rapport à θ. S est une matrice carrée de
taille n analytique en θ.

Lemme 3.2.5. Soit 0 < 2η < σ ≤ 1, 0 < 2ν < µ ≤ 1 et f = fT ∈ T α,β(D, σ, µ) qui vérifie
l’inégalité (3.2.7). Alors pour 0 ≤ t < 1, le flot hamiltonien Φt

f (3.2.6) est un symplecto-morphisme
analytique de Oα(δ − 2η, µ− 2ν) dans Oα(δ − η, µ− ν). Il est de la forme :

Φt
f :


r

θ

ζ

→

L(θ, ζ; t) + S(θ; t)r

K(θ; t)

T (θ; t) + U(θ; t)ζ

 =


r(t)

θ(t)

ζ(t)

 (3.2.8)

avec L(θ, ζ; t) quadratique en ζ, U(θ; t) et S(θ, ζ; t) sont deux opérateurs linéaire. Sans oublier le
fait que tous les composantes de Φt

f sont bornées et analytique en θ.

Proposition 3.2.6. Soit 0 < 2η < σ ≤ 1, 0 < 2ν < µ ≤ 1 et f = fT ∈ T α,β+(D, σ, µ) tel que
JfKα,β+

σ,µ,D ≤
1
2ην

2. Alors pour 0 ≤ t < 1 :

1. T,K et les opérateurs U et S sont analytiques en θ ∈ Tnσ−2η. De plus U analytique en
(θ, ζ) ∈ Tnσ−2η × Y c

α . Et on a :

|S(θ; t)|L(Cn,Cn), ‖U(θ; t)‖L(Yα,Yα), ‖tU(θ; t)‖L(Yα,Yα), |U(θ; t)|β+ ≤ 2. (3.2.9)



88 CHAPITRE 3. THÉORÈME KAM EN DIMENSION INFINIE

Les composantes Lj, 1 ≤ j ≤ n, du vecteur L vérifient pour tout x = (r, θ, ζ) ∈ O(σ −
2η, µ− 2ν) :

‖∇ζLj(x; t)‖α ≤ 8η−1µ−1JfKασ,µ,D,

|∇ζLj(x; t)|β+ ≤ 8η−1µ−1JfKα,β+
σ,µ,D,

|∇2
ζL

j(x; t)|β+ ≤ 4η−1µ−2JfKα,β+
σ,µ,D.

(3.2.10)

2. le flot hamiltonien Φt
f (3.2.6) s’étend analytiquement de Cn ×Tnσ−2η × Y c

α à Cn ×Tnσ × Y c
α .

De plus
|r(t)− r0|Cn ≤ C0η

−1(1 + µ−2‖ζ0‖2α + µ−2|r0|)JfKασ,µ,D,

|θ(t)− θ0|Cn ≤ µ−2JfKασ,µ,D,

‖ζ(t)− ζ0‖α ≤ (1 + µ−2‖ζ0‖α)JfKασ,µ,D,

‖ζ(t)− ζ0‖β+ ≤ C1(1 + µ−2‖ζ0‖α)JfKα,β+
σ,µ,D,

avec C0 une constante absolue et C1 une constante qui dépend de β.

Remarque 3.2.7. ∂ρx(t) satisfait les mêmes estimations que x(t).

Preuve. • Commençons par prouver l’estimation sur θ. On a

 θ̇(t) = ∇rf(θ(t)),

θ(0) = θ0 ∈ Tnσ−2s

Soit t̄ = sup
{
t | θ(u) définie pour 0 ≤ u ≤ t; |θ(u)− θ0| ≤ µ−2JfKσ,µ

}
On a pour pour tout

t ≤ t̄
θ(t) = θ0 +

∫ t

0
∇rf(θ(u))du,

or ‖∇rf‖ ≤ µ−2JfKασ,µ,D, et par suite on obtient l’estimation voulue.

• Démontrons les estimais sur ζ. On a :

 ζ̇(t) = a(t) +B(t)ζ(t),

ζ(0) = ζ0 ∈ Oµ−2ν(Y c
α),

avec a(t) := Jfζ(θ(t)) et B(t) := Jfζζ(θ(t)). Par l’inégalité de Cauchy et l’hypothèse faite
sur JfKα,β+

σ,µ,D ; on a les estimations suivantes :

‖a(t)‖α ≤ µ−1JfKασ,µ,D ≤ ν ‖B(t)‖L(Yα,Yα) ≤ µ−2JfKασ,µ,D ≤
1
2ν ≤

1
2
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On a par définition :

ζ(t) = ζ0 +
∫ t

0
a(t′) +B(t′)ζ(t′)dt′

=
∫ t

0
a(t′)dt′ +

∫ t

0

∫ t′

0
a(t′′)B(t′)d′′dt′ + ζ0 + ζ0

∫ t

0
B(t′)dt

+
∫ t

0

∫ t′

0
B(t′)B(t′′)ζ(t′′)dt′′dt′

= . . .

= a∞(t) + (B∞(t) + I) ζ0,

avec

a∞(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tk−1

0

k−1∏
j=1

B(tj)a(tk)dtk . . . dt2dt1,

et

B∞(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tk−1

0

k−1∏
j=1

B(tj)dtk . . . dt2dt1.

On a : ‖
k∏
j=1

B(tj)‖L(Yα,Yα) ≤
(

1
2

)k−1
µ−2JfKασ,µ,D, par suite l’opérateur B∞(t) est bien définie

et il est majoré pour tout t ∈ J0 1K par la série convergente ∑
k≥1

1
k!

(
1
2

)k−1
µ−2JfKασ,µ,D. Par

suite on a :
‖B∞(t)‖L(Yα,Yα) ≤ µ−2JfKασ,µ,D.

Pour démontrer ‖U(θ; t)‖L(Yα,Yα), ‖tU(θ; t)‖L(Yα,Yα) ≤ 2, c’est à dire le deuxième et troisième
point de (3.2.9), il suffit de remarquer que U = I +B∞

À présent montrons que a∞(t) est bien défini sur [0 1] . On a

‖
k−1∏
j=1

B(tj)a(tk)‖α ≤ ‖
k−1∏
j=1

B(tj)‖L(Yα,Yα)‖a(tk)‖α

≤
(1

2

)k−1 JfKασ,µ,D
µ2

JfKασ,µ,D
µ

.

Par suite on obtient que a∞(t) est bien défini sur [0 1], et borné par la série convergente∑
k≥1

1
k!

(
1
2

)k−1
µ−3

(
JfKασ,µ

)2
. Ainsi on obtient la majoration suivante :

‖a∞(t)‖α ≤
(JfKασ,µ,D)2

µ3 ≤ JfKασ,µ,D.

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur a∞(t), B∞(t) et notamment
l’hypothèse (3.2.7), on obtient que :

‖ζ(t)− ζ0‖α ≤ (1 + µ−2‖ζ0‖α)JfKασ,µ,D. (3.2.11)



90 CHAPITRE 3. THÉORÈME KAM EN DIMENSION INFINIE

D’autre part, étant donné que B(t) = Jfζζ(θ(t)), alors B ∈M+
β . De plus

|B(t)|β+ ≤ µ−2JfKα,β+
σ,µ,D.

PuisqueMβ+ est stable par multiplication, alors il existe une constante strictement positive
qui dépende de β tel que

|B∞(t)|β+ ≤ Cµ−2JfKα,β+
σ,µ,D ≤ 1.

On obtient aussi que |U(θ; t)|β+ ≤ 2.

D’autre part en utilisant l’inégalité 8 du Lemme 3.2.2, on obtient :

|a∞(t)|β+ ≤ C
(JfKα,β+

σ,µ,D)2

µ3 ≤ JfKα,β+
σ,µ,D.

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur |a∞(t)|β+ et |B∞(t)|β+, l’inégalité
8 du Lemme 3.2.2 et l’hypothèse (3.2.7), on obtient que :

‖ζ(t)− ζ0‖β+ ≤ C(1 + µ−2‖ζ0‖α)JfKα,β+
σ,µ,D.

avec C une constante strictement positive qui dépend de β.

• Démontrons à présent l’estimation sur r. On a :

ṙ(t) = −∇θf(r(t), θ(t), ζ(t))

= −∇θf(θ(t))−∇θfr(θ(t))r(t)− 〈∇θfζ(θ(t)), ζ(t)〉

− 1
2〈∇θfζζ(θ(t))ζ(t), ζ(t)〉

= −α(t)− Λ(t)r(t).

avec
α(t) = ∇θf(θ(t)) + 〈∇θfζ(θ(t)), ζ(t)〉+ 1

2〈∇θfζζ(θ(t))ζ(t), ζ(t)〉,

et
Λ(t) = ∇θfr(θ(t)).

D’après l’inégalité de Cauchy on a :

|Λ(t)|L(Cn,Cn) ≤ η−1µ−2JfKασ,µ,D ≤
1
2 .

De même on a :

|α(t)|Cn ≤ η−1JfKασ,µ,D + η−1µ−1‖ζ(t)‖αJfKασ,µ,D + 1
2η
−1µ−2‖ζ(t)‖2αJfKασ,µ,D

≤ η−1(1 + µ−1‖ζ(t)‖α + µ−2‖ζ(t)‖2α)JfKασ,µ,D.
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Or d’après (3.2.11) et (3.2.7) on remarque que ‖ζ(t)‖α ≤ 2‖ζ0‖α. Par suite on obtient que :

|α(t)|Cn ≤ 2η−1(1 + µ−1‖ζ0‖α + µ−2‖ζ0‖2α)JfKασ,µ,D.

Le même raisonnement fait pour ζ nous donne que :

r(t) = −α∞(t) + (I − Λ∞(t))r0,

avec

α∞(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tk−1

0

k−1∏
j=1

Λ(tj)α(tk)dtk . . . dt2dt1,

et

Λ∞(t) =
∑
k≥1

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tk−1

0

k∏
j=1

Λ(tj)dtk . . . dt2dt1.

On a :

|
k∏
j=1

Λ(tj)|L(Cn,Cn) ≤ (1
2)k−1η−1µ−2JfKασ,µ,D,

Par suite on obtient que Λ∞(t) est bien défini sur [0 1] et majoré par la série convergente∑
k≥1

( 1
2 )k−1

k! µ−2s−1JfKασ,µ,D. Donc

|Λ∞(t)|L(Cn,Cn) ≤ η−1µ−2JfKασ,µ,D ≤
1
2 .

Pour Montrer le premier point de l’inégalité (3.2.9), il suffit de remarquer que S(θ; t) =
I − Λ∞(t). Ainsi on obtient que |S(θ; t)|L(Cn,Cn) ≤ 2.

À présent montrons que α∞(t) est bien défini sur [0 1] . On a

|
k∏
j=1

Λ(tj)α(tk)|Cn ≤ |
k∏
j=1

Λ(tj)|L(Cn,Cn)|α(tk)|Cn

≤ C
(1

2

)k−1
η−1

(
1 + µ−1‖ζ0‖α + µ−2‖ζ0‖2α

)
JfKασ,µ,D

≤ C
(1

2

)k−2
η−1

(
1 + µ−2‖ζ0‖2α

)
JfKασ,µ,D.

Ainsi on obtient que α∞(t) est bien défini sur [0 1] et majoré par la série convergente∑
k≥1

4
2kk!η

−1 (1 + µ−2‖ζ0‖2
)
JfKασ,µ,D. Ce qui nous permet de dire que :

|α∞(t)| ≤ Cη−1
(
1 + µ−2‖ζ0‖2

)
JfKσ,µ

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur α∞(t) et Λ∞(t), on obtient que :

|r(t)− r0|Cn ≤ Cη−1
(
1 + µ−2‖ζ0‖2 + µ−2|r0|Cn

)
JfKασ,µ,D,

avec C une constante absolue.
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Il reste à démontrer les inégalités de 3.2.10. On remarque que Λ∞(t) ne dépend pas de ζ0,
par suite L(θ, ζ; t) = −α∞(t).

On sait que
∇ζ(t)α(t) = ∇θfζ(θ(t)) +∇θfζζ(θ(t))ζ(t),

or ζ(t) = T (θ; t) + U(θ, t)ζ0. Par suite ∇ζ0 =t U(θ; t)∇ζ(t). En utilisant l’inégalité de
Cauchy, les estimations (3.2.1) et le fait que ‖ζ(t)‖α ≤ 2‖ζ0‖α, on obtient :

‖∇ζ0α(t)‖α ≤ 4η−1µ−1(1 + µ−1‖ζ0‖α)JfKασ,µ,D,

ce qui nous permet d’obtenir la première inégalité de 3.2.10. En utilisant l’inégalité 8 du
Lemme 3.2.2 en plus, on obtient :

|∇ζ0α(t)|β+ ≤ 4η−1µ−1(1 + µ−1‖ζ0‖α)JfKα,β+
σ,µ,D,

ce qui nous permet d’obtenir la deuxième inégalité de 3.2.10. De même on a ∇2
ζ(t)α(t) =

∇θfζζ(θ(t)) et ∇2
ζ0 =t U(θ; t)∇2

ζ(t)U(θ, t). Par suite on obtient :

|∇2
ζ0α(t)|β+ ≤ 4η−1µ−2JfKα,β+

σ,µ,D,

ce qui nous permet d’obtenir la troisième inégalité de 3.2.10 et termine la preuve de la
proposition.

Proposition 3.2.8. Pour j = 0, 1 on considère ∂jρf ∈ T α,β
+(D, σ, µ) un jet de fonction tel que

J∂jρfKα,β
+

σ,µ,D ≤
1
2ην

2 avec 0 < 2η < σ < 1 et 0 < 2ν < µ < 1. Soit ∂jρh ∈ T α,β(D, σ, µ), pour
0 ≤ t ≤ 1 on pose ht(x, ρ) := h(Φt

f (x, ρ)); ρ). On a alors ht ∈ T α,β(D, σ − 2η, µ− 2ν) et il existe
une constante strictement positive qui dépend de β tel que :

J∂jρhtK
α,β
σ−2η,µ−2ν,D ≤M

µ

ν
J∂jρhK

α,β
σ,µ,D. (3.2.12)

Preuve. On a Φt
f est analytique sur Oα(σ − 2η, µ− 2ν) et donc ht est analytique sur Oα(σ −

2η, µ− 2ν).

♣ On commence par le fait que

|∂jρht(x, .)|D = sup
ρ∈D

∣∣∣∂jρh(Φt
f (x, ρ), ρ)

∣∣∣ ≤ JhKα,βσ,µ,D.

Et donc il reste à voir ‖∇ζ0ht‖α, |∇ζ0ht|β, |∇2
ζ0ζ0ht|β ainsi que leurs dérivées en ρ.

♣ Pour ∇ζ0ht, étant donné que θ ne dépend pas de ζ0 d’après 3.2.8, on a

∇ζ0ht =
n∑
k=1

∂h(x(t))
∂rk(t)

∂rk(t)
∂ζ0 +

∑
s∈L

∂h(x(t))
∂ζs(t)

∂ζs(t)
∂ζ0 = Σ1 + Σ2.



3.2. JETS DE FONCTIONS, CROCHET DE POISSON ET FLOT HAMILTONIEN 93

Par Cauchy on a
∣∣∣∂h(x(t))
∂rk(t)

∣∣∣
Cn
≤ ν−2JhKασ,µ,D. Or, par la première estimation de 3.2.10, on a

‖∂ζ0rk(t)‖α = ‖∂ζ0L(θ, ζ; t)‖α ≤ 8η−1µ−1JfKασ,µ,D.

En combinant ces estimations avec l’hypothèse (3.2.7) on obtient

‖Σ1‖α ≤ 8η−1µ−1ν−2JhKα,βσ,µ,DJfKασ,µ,D ≤ 8η−1JhKα,σ,µ,D.

En utilisant cette fois ci la deuxième estimation de 3.2.10, on a

|∂ζ0rk(t)|β = |∂ζ0L(θ, ζ; t)|β ≤ 8η−1µ−1JfKα,βσ,µ,D.

Combinant cette estimation avec l’estimation faite sur ∂h(x(t))
∂rk(t) et l’hypothèse (3.2.7) on

obtient que
|Σ1|β ≤ 4µ−1JhKα,σµ,D.

Pour Σ2 on a ∑
s∈L

∂h(x(t))
∂ζs(t)

∂ζs(t)
∂ζ0 = tU(t)∇ζh,

avec U définie dans 3.2.8. D’après la troisième estimation dans 3.2.9 on a ‖ tU(t)‖L(Yα,Yα) ≤ 2,
par suite

‖Σ2‖α ≤ 2‖∇ζh‖α ≤ 2µ−1JhKασ,µ,D.

En utilisant l’inégalité 3 du Lemme 3.2.2 et l’inégalité 4 de 3.2.9, on a

|Σ2|β ≤ C| tU(t)|β+‖∇ζh‖β ≤ C|U(t)|β+‖∇ζh‖β ≤ Cµ−1JhKα,βσ,µ,D,

avec C une constante qui ne dépend que de β. Par suite on obtient

‖∇ζ0ht‖α ≤ Cµ−1JhKασ,µ,D,

|∇ζ0ht|β ≤ Cµ−1JhKα,βσ,µ,D.

Pour obtenir les estimations sur ‖∂ρ∇ζ0ht‖α et |∂ρ∇ζ0ht|β, on a

∂ρ∇ζ0ht =
n∑
k=1

∂ρ∂h(x(t))
∂rk(t)

∂rk(t)
∂ζ0 + ∂h(x(t))

∂rk(t)
∂ρ∂rk(t)
∂ζ0

+
∑
s∈L

∂ρ∂h(x(t))
∂ζs(t)

∂ζs(t)
∂ζ0 + ∂h(x(t))

∂ζs(t)
∂ρ∂ζs(t)
∂ζ0 .

En utilisant la définition de la norme J∂jρhK
α,β
σ,µ,D et le fait que ∂ρx(t) satisfait les mêmes
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estimations que x(t), on obtient que

‖∂ρ∇ζ0ht‖α ≤ Cµ−1JhKασ,µ,D,

|∂ρ∇ζ0ht|β ≤ Cµ−1JhKα,βσ,µ,D.

♣ À présent on regarde les estimations sur ∇2
ζ0ht et ∂ρ∇2

ζ0ht. D’après 3.2.8 on a θ ne dépend
pas de θ0 et ζ(t) est linéaire en ζ0, donc pour s, s′ ∈ L on a :

∂2ht(x(t))
∂ζ0

s∂ζ
0
s′

= ∂2h(x(t))
∂ζ(t)∂ζ(t)

∂ζ(t)
∂ζ0

s

∂ζ(t)
∂ζ0

s′
+ ∂2h(x(t))

∂r(t)2
∂r(t)
∂ζ0

s

∂r(t)
∂ζ0

s

+ ∂2h(x(t))
∂r(t)∂ζ(t)

∂r(t)
∂ζ0

s

∂ζ(t)
∂ζ0

s′
+ ∂h(x(t))

∂r(t)
∂r(t)2

∂ζ0
s∂ζ

0
s′

= Σ1 + Σ2 + Σ3 + Σ4.

- Pour Σ1, d’après les inégalités 1 et 10 du Lemme 3.2.2 on a :

|Σ1|β ≤ C
∣∣∣∣∣ ∂2h(x(t))
∂ζ(t)∂ζ(t)

∣∣∣∣∣
β

∣∣∣∇ζ0
s
ζ ⊗∇ζ0

s′
ζ
∣∣∣
β+
,

≤ C
∣∣∣∣∣ ∂2h(x(t))
∂ζ(t)∂ζ(t)

∣∣∣∣∣
β

∣∣∣∇ζ0
s
ζ
∣∣∣
β+

∣∣∣∇ζ0
s′
ζ
∣∣∣
β+
,

avec C une constante strictement positive qui ne dépend que de β. Or d’après l’inégalité
de Cauchy on a

∣∣∣ ∂2h(x(t))
∂ζ(t)∂ζ(t)

∣∣∣
β
≤ µ−2JhKα,βσ,µ,D.

Et d’après l’inégalité 4 de 3.2.9 on a
∣∣∣∇ζ0

s
ζ
∣∣∣
β+

= |U(θ, t)|β+ ≤ 2 . Par suite

|Σ1|β ≤ Cµ−2JhKα,βσ,µ,D.

- Pour Σ2, d’après l’inégalité 9 du Lemme 3.2.2, on a :

|Σ2|β ≤ C
∣∣∣∣∣∂2h(x(t))
∂r(t)2

∣∣∣∣∣
Cn

∣∣∣∇ζ0
s
r
∣∣∣
β

∣∣∣∇ζ0
s′
r
∣∣∣
β
.

Or d’après l’inégalité de Cauchy∣∣∣∣∣∂2h(x(t))
∂r(t)2

∣∣∣∣∣
Cn
≤ ν−4JhKα,βσ,µ,D.

La deuxièmes inégalité de (3.2.10) nous donne que

∣∣∣∇ζ0
s
r
∣∣∣
β

=
∣∣∣∇ζ0

s
L
∣∣∣
β
≤ Cη−1µ−1JfKα,β+

σ,µ,D.

Donc, en combinant ces estimations avec l’hypothèse (3.2.7), on obtient

|Σ2|β ≤ Cµ−2JhKα,βσ,µ,D.
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- Pour Σ3 on a : en utilisant le lemme de norme

Σ3 =
n∑
j=1

∂ζ

∂ζ0 ⊗
(

∂2h

∂rj∂ζ

∂rj
∂ζ0

)
.

Par l’inégalité 4 de 3.2.9 on a | ∂ζ
∂ζ0 |β ≤ 2.

Par l’inégalité de Cauchy on a | ∂2h
∂rj∂ζ

|β ≤ Cν−3JhKα,βσ,µ,D.
Et par l’inégalité 2 de 3.2.10 on a | ∂rj

∂ζ0 |β ≤ η−1µ−1JfKα,βσ,µ,D.

Donc en combinant ces résultats avec l’inégalité 9 du Lemme 3.2.2 et l’hypothèse
(3.2.7) on obtient :

|Σ3|β ≤ 8ν−1µ−1JhKα,βσ,µ,D,

avec C une constante strictement positive que dépend de β.

- Pour Σ4 on a :

|Σ4|β ≤
∣∣∣∣∂h(x(t))
∂r(t)

∣∣∣∣
Cn

∣∣∣∣∣ ∂r(t)2

∂ζ0
s∂ζ

0
s′

∣∣∣∣∣
β

.

Or d’après l’inégalité de Cauchy on a
∣∣∣∂h(x(t))
∂r(t)

∣∣∣
Cn
≤ ν−2JhKασ,µ,D. De l’inégalité 3 de

(3.2.10) on a ∣∣∣∣∣ ∂r(t)2

∂ζ0
s∂ζ

0
s′

∣∣∣∣∣
β

= |∇2
ζL(θ, ζ; t)|β ≤ Cη−1µ−2JfKα,β+

σ,µ,D.

Donc en combinant ces estimations avec l’hypothèse (3.2.7), on obtient

|Σ4|β ≤ Cµ−2JhKασ,µ,D,

avec C une constante strictement positive que dépend de β.
Les estimations sur la dérivée en ρ de la hessienne se font de la même manière.

3.3 Équation homologique

Dans cette partie on considère un hamiltonien h sous forme normale donné par :

h0(ρ) = ω0(ρ) · r + 1
2〈ζ,A0(ρ)ζ〉,

qui satisfait les hypothèses A et B. On considère une petite perturbation f de l’hamiltonien h de
l’ordre de ε. De plus si le jet de f est nul, alors le tore Tn × {0} × {0} sera un tore invariant
pour l’hamiltonien perturbé h+ f . Si f est de taille ε alors son jet est aussi de taille ε. Le but
est donc de supprimer le jet de f . Pour cela on cherche un changement de variable symplectique
ϕS qui sera le flot induit par un hamiltonien S à t = 1 telle que, quand on compose avec cette
transformation, on obtient une nouvelle forme normale proche de la forme normale initiale et telle
que le jet de la nouvelle perturbation est de taille ε2. Plus précisément on veut que ϕS = ϕt=1

S
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vérifie :
(h0 + f) ◦ ϕS = h+ + f+, avec (f+)T = O(ε2).

h+ est une nouvelle forme normale proche de h (|h+ − h| ∼ O(ε)).

h+ = h0 + ĥ, ĥ = c(ρ) + χ(ρ)r + 1
2〈ζ, K̂(ρ)ζ〉.

L’hamiltonien S sera la solution de l’équation homologique non-linéaire suivante :

{h0, S}+ {f − fT , S}T + fT = ĥ+R,

avec R un jet de fonction. Pour résoudre cette équation on commence par résoudre l’équation
homologique linéaire donnée par :

{h0, S} = ĥ− fT +O(ε2). (3.3.1)

On répète après la procédure précédente avec h+ à la place de h0 et f+ à la place de f . On
résoudra l’équation homologique pour

h(ρ) = ω(ρ) · r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉

pour ω proche de ω0 et A proche de A0.

3.3.1 Équation homologique linéaire

On considère un hamiltonien sous forme normale donné par

h(ρ) = ω(ρ) · r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉.

Dans cette partie on résout l’équation homologique (3.3.1). Les inconnues sont S et ĥ. Il suffit de
prendre S comme un jet de fonction :

S(θ, r, ζ) = Sθ(θ) + Sr(θ)r + 〈Sζ(θ), ζ〉+ 1
2〈Sζζ(θ)ζ, ζ〉.

En remplaçant dans l’équation homologique on obtient :

∇θSθ.ω +∇θSr.ω.r + 〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 1
2〈∇θSζζ .ωζ, ζ〉+ 〈Aζ, JSζ〉

+ 〈Aζ, JSζζζ〉 = C − fθ + χ.r − fr.r − 〈fζ , ζ〉

+ 1
2〈ζ, K̂ζ〉 −

1
2〈fζζζ, ζ〉+O(ε2)

Ainsi on obtient quatre équation à résoudre. Notons que f ∈ T α,β(D, σ, µ) et que S appartiendra
à l’espace T α,β+(D, σ, µ).
Les deux premières équations.
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Elle sont obtenues directement :

∇θSθ(θ).ω = C − fθ(θ) +O(ε2), (3.3.2)

∇θSr(θ).ω = χ− fr(θ) +O(ε2). (3.3.3)

Pour la résolution des ces deux équations on impose que :

C(ρ) =
∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ, χ(ρ) =

∫
Tn
fr(θ, 0, 0, ρ)dθ.

La troisième équation.
On a :

〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 〈Aζ, JSζ(θ)〉 = −〈fζ , ζ〉+O(ε2).

Or A est une matrice symétrique donc A∗ = A, par suite :

〈∇θSζ .ω, ζ〉+ 〈AJSζ(θ), ζ, 〉 = 〈−fζ , ζ〉+O(ε2).

Les matrice A et J commutent puisque chaque bloc de A est de la forme Aji = CI2 + Cσ2. Par
suite la troisième équation est :

∇θSζ(θ).ω + JASζ(θ) = −fζ(θ) +O(ε2).

La quatrième équation.
On a :

1
2〈∇θSζζ(θ).ωζ, ζ〉+ 〈Aζ, JSζζ(θ)ζ〉 = 1

2〈ζ,Bζ〉 −
1
2〈fζζ(θ)ζ, ζ〉.

En utilisant le faite que A est symétrique, A et J commutent, et que (AJSζζ)∗ = −SζζJA, on
obtient :

〈ζ,∇θSζζ(θ).ωζ〉+ 〈ζ,AJSζζ(θ)ζ〉 − 〈ζ, Sζζ(θ)AJζ〉 = 〈ζ,Bζ〉 − 〈ζ, fζζ(θ)ζ〉.

Par suite on obtient la quatrième équation

∇θSζζ(θ).ω +AJSζζ(θ)− Sζζ(θ)JA = −fζζ(θ) +B +O(ε2).

Résolution des deux premières équations.

Les deux premières équations homologique (3.3.2) et (3.3.3) sont de la forme suivantes :

∇θϕ(θ).ω = ψ(θ) (3.3.4)

avec
∫
Tn ψ(θ)dθ = 0.

(Dans la première équation ϕ = Sθ et ψ = C − fθ. Dans la deuxième équation ϕ = Sr et
ψ = χ− fr,)
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On développe ϕ et ψ en série de Fourier :

ϕ(θ) =
∑

k∈Zn\{0}
ϕ̂(k)e−ikθ, ψ(θ) =

∑
k∈Zn\{0}

ψ̂(k)e−ikθ

avec ϕ̂(k) =
∫
Tn ϕ(θ)e−ikθdθ et ψ̂(k) =

∫
Tn ψ(θ)e−ikθdθ. On résout l’équation (3.3.4) en choisis-

sant :
ϕ̂(k) = −i ψ̂(k)

k · ω
, k ∈ Zn \ {0} ; ϕ̂(0) = 0.

Pour avoir un contrôle sur les coefficients Fourier de ϕ, il faut qu’on tronque en k. Ainsi Pour un
N ∈ N∗ on a :

− i
∑

0<|k|≤N
k · ωϕ̂(k)e−ikθ =

∑
k∈Zn

ψ̂(k)e−ikθ −
∑
|k|>N

ψ̂(k)e−ikθ

En utilisant l’hypothèse A2 on a soit :

|ω(ρ) · k| ≥ δ ≥ κ, ∀ρ ∈ D

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tels que :

〈∂ρ(k · ω(ρ)), zk〉 ≥ δ.

Le deuxième cas implique d’après la Proposition 3.1.1 que pour 0 < κ < δ et N > 1 il existe un
fermé dont la mesure de Lebesgue vérifie :

mes(D \ D1) ≤ Cκδ−1N2(n+1),

tel que pour tout 0 < |k| ≤ N et ρ ∈ D1 on a :

|k · ω(ρ)| ≥ κ.

On obtient ainsi un contrôle pour 0 < |k| ≤ N :

|ϕ̂(k)| ≤ |ψ̂(k)
κ

, 0 < |k| ≤ N. (3.3.5)

Ainsi on a résolut
∇θϕ(θ).ω = ψ(θ) +R(θ),

avec R(θ) = − ∑
|k|>N

ψ̂(k)e−ikθ.

Lemme 3.3.1. Soit f : R → C une fonction périodique et holomorphe sur le domaine |Imθ| < σ

et continue sur |Imθ| ≤ σ. Alors il existe une constante C qui dépend seulement de n tel que les
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coefficients de Fourier de f vérifient :

|f̂(k)| ≤ Ce−|k|σ sup
|Imθ|<σ

|f(θ)|,

avec C une constante strictement positive qui dépend de n.

Preuve. On a :
f̂(k) =

∫
Tn
f(θ)e−ikθdθ.

On peut également se placer sur le tore Tn − i(σ − ε) k
|k| pour tout 0 < ε < σ. Sur ce tore on a :

|eikθ| ≤ e−|k|(σ−ε).

Par la suite on a

|f̂(k)| ≤
∫
Tn−i(σ−ε) k

|k|

|f(θ)|e−|k|(σ−ε)dθ

≤ Ce−|k|(σ−ε) sup
|Imθ|<σ−ε

|f(θ)|

≤ Ce−|k|(σ−ε) sup
|Imθ|<σ

|f(θ)|.

On obtient l’inégalité voulu par continuité.

Lemme 3.3.2. Soient k ∈ Zn, a > 0 et N ∈ N∗ alors on a :

∑
|k|≤N

e−a|k| ≤ 2n
an
, (3.3.6)

∑
|k|≤N

|k|e−a|k| ≤ 2n
a2n , (3.3.7)

∑
|k|>N

e−a|k| ≤ C(n)e
−aN2

an
. (3.3.8)

Preuve. • Démontrons la première inégalité, on a

∑
|k|≤N

e−a|k| ≤

 ∑
|p|≤N

e−a|p|

n ≤ (2
∫ N

0
e−xadx

)n
≤ 2n
an
.

• Le deuxième point se montre de la même façon que le premier point.

• Pour la troisième inégalité on a :

∑
|k|>N

e−a|k| ≤
∫
|x|>N

e−a|x|dx.
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En faisant le changement de variable y = a|x| on obtient

∫
|x|>N

e−a|x|dx =
∫
y>aN

e−y
(
y

a

)n−1 dy

a

≤ a−ne−
aN

2

∫
y>0

e−y/2yn−1dy

≤ C(n)e
−aN2

an
.

Lemme 3.3.3. Soient κ > 0, N > 1, 0 < σ′ < σ ≤ 1, et 1 ≥ µ > 0. On considère ϕ et
ψ : R→ C deux fonctions holomorphes sur le domaine |Imθ| < σ qui vérifient l’équation (3.3.4).
Supposons que ρ ∈ D1(κ,N), alors on a :

sup
|Imθ|<σ′

|ϕ(θ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|R(θ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|.

avec C une constante strictement positive qui dépend seulement de n.

Preuve. En utilisant (3.3.5), le Lemme 3.3.1 et puis (3.3.6) du Lemme 3.3.2 on a :

sup
|Imθ|<σ′

|ϕ(θ)| ≤
∑
|k|≤N

|ψ̂(k)|
κ

e|k|σ
′
,

≤ C
∑
|k|≤N

1
κ
e−|k|σe|k|σ

′ sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|,

≤ C

κ
sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|
∑
|k|≤N

e−|k|(σ−σ
′),

≤ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|.

Pour la deuxième inégalité, en utilisant le Lemme 3.3.1 et puis (3.3.8) du Lemme 3.3.2 on a :

sup
|Imθ|<σ′

|R(θ)| = sup
|Imθ|<σ′

|
∑
|k|>N

ψ̂(k)eikθ|

≤
∑
|k|>N

|ψ̂(k)|e|k|σ′ ,

≤ C sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|
∑
|k|>N

e−|k|(σ−σ
′),

≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|.

Lemme 3.3.4. Soient κ > 0, N > 1, 0 < σ′ < σ ≤ 1, et 1 ≥ µ > 0. On considère ϕ et
ψ : R→ C deux fonctions holomorphes sur le domaine |Imθ| < σ qui vérifient l’équation (3.3.4).
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Supposons que ρ ∈ D1(κ,N), alors on a :

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρϕ(θ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρψ(θ)|+ C

κ2(σ − σ′)2n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρR(θ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρψ(θ)|,

avec C une constante strictement positive qui dépend de n et de |ω|C1(D).

Preuve. En dérivant (3.3.4) par rapport à ρ on obtient :

∂ρϕ̂(k) = i
∂ρψ̂(k)
k · ω

+ i
ψ̂(k)

(k · ω)2 (k.∂ρω(ρ)), pour 0 < |k| ≤ N,

et
∂ρR̂(k) = ∂ρψ̂(k), pour|k| > N.

En appliquant les même arguments que dans la preuve du lemme(3.3.3) on obtient :

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρϕ(θ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρψ(θ)|+ C

κ2(σ − σ′)2n sup
|Imθ|<σ

|ψ(θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρR(θ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρψ(θ)|.

À présent on applique les lemmes 3.3.3 et 3.3.4 aux deux premières équations on obtient ainsi
la proposition suivantes :

Proposition 3.3.5. Soient 0 < κ < δ, N > 1, 0 < σ′ < σ, et µ > 0 et ω : D → Rn de classe C1

tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0.

Supposons que pour j = 0, 1 on a ∂jρf ∈ T α,β(σ, µ,D) alors il existe un fermé dont la mesure de
Lebesgue vérifie :

mes(D \ D1) ≤ C0κδ
−1N2(n+1),

tel que pour tout 0 < |k| ≤ N et ρ ∈ D1 on a :

1. Il existe deux fonctions analytiques Sθ(.; ρ) et Rθ(.; ρ) sur Tnσ′ tel que :

∇θSθ(θ, ρ).ω = −f(θ, 0, ρ) +
∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ +Rθ(θ, ρ),
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avec

sup
|Imθ|<σ′

|Sθ(θ, ρ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSθ(θ, ρ)| ≤ C

κ(σ − σ′)n J∂ρfT Kα,βσ,µ,D + C

κ2(σ − σ′)2n JfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

|∂jρRθ(θ, ρ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D avec j = 0, 1.

2. Il existe deux fonctions analytiques Sr(.; ρ) et Rr(.; ρ) sur Tnσ′ tels que :

∇θSr(θ, ρ).ω = −∇rf(θ, 0, ρ) +
∫
Tn
∇rf(θ, 0, 0, ρ)dθ +Rr(θ, ρ),

avec

sup
|Imθ|<σ′

|Sr(θ, ρ)| ≤ C

κµ2(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSr(θ, ρ)| ≤ C

κµ2(σ − σ′)n J∂ρfT Kα,βσ,µ,D + C

κ2µ2(σ − σ′)2n JfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

|∂jρRr(θ, ρ)| ≤ Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D avec j = 0, 1.

La constante C0 dépend de |ω0|C1(D) alors que la constante C dépend de n en plus.

Résolution de la troisième équation.

On commence la résolution de la troisième équation homologique par énoncer un lemme prouvé
dans [14]

Lemme 3.3.6. Soit A(t) une matrice carrée diagonale de taille N telle que ces valeurs propres
aj(t) sont de classe C1 sur I =]− 1, 1[ et que pour 1 ≤ j ≤ N et tout t ∈ I on a :

a′j(t) ≥ δ.

Soit B(t) une matrice hermitienne de taille N de classe C1 sur I avec

‖B′(t)‖ ≤ δ

2 ,

alors
mes{t ∈ I | ‖(A(t) +B(t))−1‖ > κ−1} ≤ 4Nκδ−1

0 .

Preuve. La matrice A(t) +B(t) est hermitienne, donc il existe une matrice unitaire P (t) telle
que :

P ∗(t)(A(t) +B(t))P (t) = D(t) := diag{λj(t), 1 ≤ j ≤ N}.
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De plus

‖(A(t) +B(t))−1‖ ≤ max
λ(t)∈σ(A(t)+B(t))

∣∣∣∣∣ 1
λj(t)

∣∣∣∣∣ = 1
min

λ(t)∈σ(A(t)+B(t))
|λ(t)| .

Supposons la matrice A(t) +B(t) est analytique en t, alors il existe une paramétrisation tel que
les valeurs propres sont analytiques en t. De plus, pour pour chaque valeur propre λ(t), on peut
trouver une paramétrisation tel que le vecteur propre unitaire associé u(t) soit analytique en t
aussi (voir [19]). On a alors

λ(t) = 〈(A(t) +B(t)) · u(t), u(t)〉.

En dérivant et en remarquant que 〈u′(t), u(t)〉 = 0, on obtient :

λ′(t) = 〈(A′(t) +B′(t)) · u(t), u(t)〉+ 〈(A(t) +B(t)) · u′(t), u(t)〉

= 〈(A′(t) +B′(t)) · u(t), u(t)〉+ 〈u′(t), (A(t) +B(t)) · u(t)〉

= 〈(A′(t) +B′(t)) · u(t), u(t)〉.

Par suite, en utilisant les hypothèses faites sur A(t) et B(t), on obtient

|λ′(t)| ≥ |〈A′(t) · u(t), u(t)〉| − |〈B′(t) · u(t), u(t)〉| ≥ δ

2 .

Par suite on obtient

mes{t ∈ I | min
λj(t)∈σ(A(t)+B(t))

|λj(t)| < κ} ≤ 4Nκδ−1.

Dans le cas où A et B sont de classe C1 sur I alors pour tout ε > 0 on peut construire deux
matrices analytiques Aε et Bε tel que :

• Aε = diag{aεj(t), 1 ≤ j ≤ N} et |aεj − aj |C1 < ε.

• Bε est hermitienne et vérifie |Bε −B|C1 < ε.

Par suite pour 1 ≤ j ≤ N et tout t ∈ I on a :

|(aεj)′(t)| ≥ δ − ε et |B′ε| ≤
δ

2 − ε.

Donc pour une valeur propre λε(t) de Aε(t) +Bε(t) on obtient que :

|λ′ε(t)| ≥
δ

2 − 2ε.

Par continuité des valeurs propres, on obtient que si |λ(t)| < κ alors |λε(t)| < κ+ ε pour tout
t ∈ I. Par suite pour tout ε > 0 on obtient :

mes{t ∈ I | min
λj(t)∈σ(A(t)+B(t))

|λj(t)| < κ} ≤ 2(κ+ ε)
δ/2− 2ε.
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Ce qui termine la preuve du Lemme 3.3.6.

Proposition 3.3.7. Soient 0 < κ ≤ δ
2 ≤

c0
4 , N > 1, 0 < σ′ < σ et µ > 0 et ω : D → Rn de

classe C1 tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0

et A : D → NF ∩Mβ de classe C1 tel que

|A−A0|β,C1(D ≤ δ0.

Il existe un fermé D2 ⊂ D satisfaisant

mes(D \ D2) ≤ C̃dκδ−1Nn+2,

tel que pour tout ρ ∈ D2 il existe deux fonctions analytiques Sζ(.; ρ) et Rζ(.; ρ) sur Tnσ′ tel que :

∇θSζ(θ).ω + JASζ(θ) = −fζ(θ) +Rζ(θ, ρ),

avec

sup
|Imθ|<σ′

‖Sζ(θ)‖α+1 + sup
|Imθ|<σ′

|Sζ(θ)|β+ ≤
C

κµ(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

‖Rξ(θ)‖α + sup
|Imθ|<σ′

|Rξ(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSζ(θ, ρ)‖α+1 + sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSζ(θ, ρ)|β+ ≤
C

κ2µ(σ − σ′)2n JfT Kα,βσ,µ,D

+ C

κµ(σ − σ′)n J∂ρfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρRξ(θ)‖α + sup
|Imθ|<σ′

|∂ρRξ(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

avec C et C̃ deux constantes strictement positives telles que C dépend de n de |ω0|C1(D) et
|A0|β,C1(D) alors que C̃ dépend de |ω0|C1(D) et de c0.

Preuve. On considère le changement de variable complexe suivant :

zs =

ξs
ηs

 = 1√
2

1 i

1 −i

 ζs =

 1√
2(ps + iqs)

1√
2(ps − iqs)

 .
Dans les nouvelles variables notre hamiltonien s’écrit sous la forme :

h(ρ) = ω(ρ) · r + 〈ξ,Q(ρ)η〉,

avec Q une matrice hermitienne. Dans ces nouvelles variables le jet d’une fonction g est donnée
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par :

gT =gθ(θ) + gr(θ).r + 〈gξ(θ), ξ〉+ 〈gη(θ), η〉+ 1
2〈gξξ(θ)ξ, ξ〉

+ 1
2〈gηη(θ)η, η〉+ 〈gξη(θ)ξ, η〉,

et le crochet de poisson devient :

{h, S} = ∇rh∇θS −∇θh∇rS − i(〈∇ξh,∇ηS〉 − 〈∇ηh,∇ξS〉)

On cherche un hamiltonien sous la forme :

S(θ) = Sθ(θ) + Sr(θ).r + 〈Sξ(θ), ξ〉+ 〈Sη(θ), η〉+ 1
2〈Sξξ(θ)ξ, ξ〉

+ 1
2〈Sηη(θ)η, η〉+ 〈Sξη(θ)ξ, η〉.

En injectant tout cela dans l’équation homologique (3.3.1) on obtient :

∇θSθ.ω(ρ) +∇θSr.ω(ρ)r + 〈∇θSξ.ω(ρ), ξ〉+ 〈∇θSη.ω(ρ), η〉

+ 1
2〈∇θSξξ.ω(ρ)ξ, ξ〉+ 1

2〈∇θSηη.ω(ρ)η, η〉+ 〈∇θSξη.ω(ρ)ξ, η〉

− i〈Qη, Sη + Sηηη + Sξηξ〉+ i〈tQξ, Sξ + Sξξξ + Sξηη〉 (3.3.9)

= C(ρ) + χ(ρ).r + 〈ξ, K̂η〉 − fθ − fr.r − 〈fξ, ξ〉 − 〈fη, η〉

− 1
2〈fξξξ, ξ〉 −

1
2〈fηηη, η〉 − 〈fξηξ, η〉+O(ε2).

On peut donc découpler la troisième équation homologique en deux équations :

∇θSξ(θ).ω + iQSξ(θ) = −fξ(θ) +Rξ(θ),
∇θSη(θ).ω − itQSη(θ) = −fη(θ) +Rη(θ),

(3.3.10)

avec Q matrice hermitienne diagonale par blocs à coefficients complexes de la forme :

Q = diag {λs, s ∈ L}+H,

où H est une matrice hermitienne diagonale par blocs.
On développe Sξ, Sη, fξ et fη en série de Fourier :

Sξ(θ) = ∑
k∈Zn

Ŝξ(k)e−ikθ, Sη(θ) = ∑
k∈Zn

Ŝη(k)e−ikθ,

fξ(θ) = ∑
k∈Zn

f̂ξ(k)e−ikθ, fη(θ) = ∑
k∈Zn

f̂η(k)e−ikθ.

Par suite les deux équations (3.3.10) deviennent :

i(k · ωI +Q)Ŝξ(k) = −f̂ξ(k) + R̂ξ(k), k ∈ Zn,

i(k · ωI − tQ)Ŝη(k) = −f̂η(k) + R̂η(k), k ∈ Zn.
(3.3.11)
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Pour les résoudre il nous faut un contrôle sur les opérateurs (k · ωI +Q) et (k · ωI − tQ). Les
deux équations ont de la même forme. On résoudra que la première.

Soit Q[s] la restriction de Q au bloc s× s. En décomposant l’équation homologique par blocs
on obtient :

i(k · ωI[s] +Q[s])Ŝ[s](k) = −f̂[s](k) + R̂[s](k), k ∈ Zn, (3.3.12)

où Ŝ[s](k), f̂[s](k) et R̂[s](k) sont respectivement les restrictions de Ŝξ(k), f̂ξ(k) et R̂ξ(k) au bloc
[s].

Q[s] est une matrice hermitienne donc diagonalisable. Soit α` une valeur propre de Q[s] et
rappelons que Q[s] = D[s] +H[s] avec D[s] = diag {λ`, ` ∈ [s]} et H[s] une matrice hermitienne
de dimension au plus d. Par suite α` − λ` est une valeur propre de H[s].

Contrôler l’opérateur k · ωI[s] + Q[s] revient à contrôler |k · ω + α`| pour tout 0 ≤ |k| ≤ N .
Remarquons que |∂jρN(ρ)|β < δ

2 implique que pour tout ` ∈ [s] :

|α` − λ`| ≤ ‖H[s]‖ ≤ ‖H[s]‖∞ ≤
1
〈s〉2β

|H(ρ)|β ≤
δ

2〈s〉2β ≤
δ

2 ≤
c0
4 .

Par suite on obtient :
|α`| ≥ λ` − |α` − λ`| ≥

3
4c0〈s〉,

donc pour k = 0 (3.3.12) est bien résolue. Pour k 6= 0 en utilisant l’hypothèse A2 on a soit :

|k · ω + α`| ≥ |k · ω + λ`| − |α` − λ`| ≥ δ〈s〉 −
δ

2 ≥
δ

2〈s〉 ≥ κ〈s〉,

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω + λ`), zk〉 ≥ δ.

Supposons qu’on est en présence du deuxième cas. Remarquons que pour ce vecteur unitaire zk
on a :

‖(∂ρ · zk)H[s]‖ ≤ ‖(∂ρ · zk)H[s]‖∞ ≤ ‖∂ρH[s]‖∞ ≤
δ

2 .

Posons
J(k, s) = {ρ ∈ D | ‖(k · ωI[s] +Q[s])−1‖ > (κ〈s〉)−1}

En appliquant le Lemme 3.3.6 à la matrice diag{k · ω + λ`, ` ∈ [s]} et la matrice hermitienne
Q[s] on obtient

mes J(k, s) ≤ dδ−1κ〈s〉 ≤ 4Cc−1
0 dκδ−1N,

pour |s| ≤ 4Cc−1
0 N et C := |ω|C1(D) + δ0 ≤ |ω|C1(D) + 1. On considère l’ensemble B = {(k, s) ∈

Zn × L | |k| ≤ N, |s| ≤ 4Cc−1
0 κδ−1N}. Cet ensemble contient au plus 16Cc−1

0 Nn+1 points. Par
suite :

mes
⋃

(k,s)∈B
J(k, s) ≤ 64C2c−2

0 dκδ−1Nn+2 = C̃dκδ−1Nn+2.
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Pour |s| > 4Cc−1
0 N , on a :

|k · ω + α`| ≥ λ` − |α` − λ`| − |k · ω|

≥ c0〈s〉 −
1
4c0〈s〉 −

1
4c0〈s〉

≥ κ〈s〉.

On résout la troisième équation homologique en posant pour tout ρ ∈ D2 := D \
⋃

(k,s)∈B
J(k, s) :

(Ŝξ)[s](k) = i
(
(k · ωI[s] +Q[s])−1(f̂ξ)[s](k)

)
,

0 ≤ |k| ≤ N,

et
(Rξ)[s]` = −

∑
|k|>N

(f̂ξ)[s]`(k)eikθ.

Notant (Ŝξ)[s]` le `-ème élément de (Ŝξ)[s] et pareil pour (f̂ξ)[s]` et (R̂ξ)[s]`. En utilisant le même
raisonnement que dans la première équation on obtient pour tout 0 < σ < σ′ et tout ρ ∈ D2 :

sup
|Imθ|<σ′

|(Sξ)[s]`(θ)| ≤
C

κ〈s〉(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξ)[s]`(θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|(Rξ)[s]`(θ)| ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξ)[s]`(θ)|.

Par suite :

sup
|Imθ|<σ′

‖Sξ(θ)‖α+1 ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖fξ(θ)‖α,

sup
|Imθ|<σ′

|Sξ(θ)|β+ ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|fξ(θ)|β,

sup
|Imθ|<σ′

‖Sξ(θ)‖α+1 + sup
|Imθ|<σ′

|Sξ(θ)|β+ ≤
C

κµ(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

‖Rξ(θ)‖α ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖fTξ (θ)‖α,

sup
|Imθ|<σ′

|Rξ(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|fTξ (θ)|β,

sup
|Imθ|<σ′

‖Rξ(θ)‖α + sup
|Imθ|<σ′

|Rξ(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ(σ − σ′)n JfT Kσ,µ,D,

avec C une constante strictement positive qui dépend de n de |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).
Pour prouver les estimations sur les dérivées de Sξ et de Rξ par rapport à ρ on dérive les équations
(3.3.11. On obtient :

i(k · ωI +Q)∂ρŜξ(k) = −i(∂ρk · ωI + ∂ρQ)Ŝξ(k)− ∂f̂ξ(k), 0 ≤ |k| ≤ N,
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et
∂ρRξ(θ) = −

∑
|k|≥N

∂ρ(f̂ξ)(k)eikθ.

Le même procédé décrit précédemment nous donne :

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSξ(θ, ρ)‖α+1 ≤
C

κ2(σ − σ′)2n sup
|Imθ|<σ

‖fξ(θ, ρ)‖α

+ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρfξ(θ, ρ)‖α,

et

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSξ(θ, ρ)|β+ ≤
C

κ2(σ − σ′)2n sup
|Imθ|<σ

|fξ(θ, ρ)|β

+ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ′

|∂ρfξ(θ, ρ)‖β,

Par suite :

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρSξ(θ, ρ)‖α+1 + sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSξ(θ, ρ)|β+ ≤
C

κ2µ(σ − σ′)2n JfT Kα,βσ,µ,D

+ C

κµ(σ − σ′)n J∂ρfT Kα,βσ,µ,D.

De même pour la dérivée en ρ de Rξ(θ) on obtient :

sup
|Imθ|<σ′

‖∂ρRξ(θ)‖α ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

‖∂ρfξ(θ)‖α,

et
sup

|Imθ|<σ′
|∂ρRξ(θ)|β ≤

Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρfξ(θ)|β.

Par suite
sup

|Imθ|<σ′
‖∂ρRξ(θ)‖α + sup

|Imθ|<σ′
|∂ρRξ(θ)|β ≤

Ce−(σ−σ′)N/2

µ(σ − σ′)n J∂ρfT Kα,βσ,µ,D,

avec C une constante strictement positive qui dépend de n de |ω0|C1(D) et |A|β,C1(D).

Remarque 3.3.8. La clé pour résoudre la troisième équation homologique était de contrôler les
valeurs propres de l’opérateur hermitien diagonal par blocs k · ωI +Q qui est de classe C1 sur D.
Pour cela on s’est restreint à un bloc donné et on a résolu l’équation par blocs. Plus précisément,
on a considéré l’opérateur hermitien k · ωI[s] +Q[s] qui est la restriction de k · ωI +Q au bloc
[s]× [s] avec Q[s](ρ) = diag {λ`(ρ), ` ∈ [s]}+H[s](ρ) où H[s](ρ) est une matrice hermitienne de
classe C1 sur D. Si α` est une valeur propre de Q[s] alors α` − λ` est une valeur propre de H[s].
L’un des points clé de la démonstration est de contrôler ∂ρ(α` − λ`). L’hypothèse que l’opérateur
k · ωI[s] +Q[s] est hermitien est essentielle. En effet si l’opérateur était juste diagonalisable alors
on ne peut pas espérer trouver une base orthonormé dans laquelle la matrice est diagonale. Dans
ce cas on ne peut pas contrôler |∂ρ(α` − λ`)| par ‖H[s]‖. L’autre difficulté est que la matrice
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n’est pas analytique. En effet pour une matrice de classe C1, ses valeurs propres ne sont pas
nécessairement de classe C1. Si on suppose de plus que la matrice H est analytique en ρ (ce qui
revient à supposer que A′ est analytique) , alors en utilisant l’hypothèse |∂jρH|β ≤ δ

2 pour j = 0, 1,
on a directement que :

|∂jρ(α` − λ`)| ≤ ‖∂jρH[s]‖ ≤ ‖∂jρH[s]‖∞ ≤
1
〈s〉2β

|∂jρH(ρ)|β ≤
δ

2〈s〉2β ≤
δ

2 .

Par suite en utilisant l’hypothèse A2 on a soit

|k · ω + α`| ≥ κ〈s〉,

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que

|〈∂ρ(k · ω + α`), zk〉| ≥
δ

2 ,

et on conclut en utilisant un raisonnement de même type que dans la Proposition 3.1.1.

Résolution de la quatrième équation.

Proposition 3.3.9. Soient 0 < κ < δ
4 ≤

1
8 min(c0, c1) , N > 1, 0 < σ′ < σ, µ > 0 et ω : D → Rn

de classe C1 tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0.

et A : D → NF ∩Mβ de classe C1 tel que

|A−A0|β,C1(D ≤ δ0.

Il existe un fermé D3 ⊂ D satisfaisant

mes(D \ D3) ≤ C̃d(δ−1κ)ιNυ,

avec ι, υ > 0 et tel que pour tout ρ ∈ D3 il existe une matrice K̂D3 →Mβ ∩ NF de classe C1,
Sζζ(.; ρ) et Rζζ(.; ρ) : Tnσ′ ×D3 →Mβ de classe C1 et analytique en θ tel que :

∇θSζζ(θ, ρ).ω(ρ) +A(ρ)JSζζ(θ, ρ)− Sζζ(θ, ρ)JA(ρ)

= −fζζ(θ, ρ) + K̂(ρ)(ρ) +Rζζ(θ, ρ),
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où pour tout (θ, ρ) ∈ Tnσ′ ×D3 on a :

sup
|Imθ|<σ′

|Sζζ(θ, ρ)|β+ ≤
C

κµ2(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSζζ(θ, ρ)|β+ ≤
C

κ2µ2(σ − σ′)2n JfT Kα,βσ,µ,D

+ C

κµ2(σ − σ′)n J∂ρfT Kα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

|∂jρRζζ(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ2(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D, j = 0, 1,

|∂jρK̂(ρ)|β ≤
J∂jρfT Kα,βσ,µ,D

µ2 , j = 0, 1.

La constante C est strictement positive et dépend de n, |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D), alors que la
constante C̃ dépend de |ω0|C1(D), c0 et c1.

Preuve. En utilisant les mêmes notations et changement de variable que dans la troisième
équation on peut décomposer la quatrième équation d’après (3.3.9) en trois équations :

∇θSξξ(θ) · ω + iQSξξ(θ) + iSξξ(θ)tQ = −fξξ(θ) +Rξξ(θ),
∇θSηη(θ) · ω − iSηη(θ)Q− itQSηη(θ) = −fηη(θ) +Rηη(θ),
∇θSξη(θ) · ω + iQSξη(θ)− iSξη(θ)Q = K − fξη(θ) +Rξη(θ).

(3.3.13)

On développe Sξξ, Sξη, Sξη, fξξ, fξη, fξη, Rξξ, Rξη et Rξη en série de Fourier. On obtient que pour
tout k ∈ Zn :

(k · ωI +Q)Ŝξξ(k) + Ŝξξ(k)tQ = i(f̂ξξ(k)− R̂ξξ(k)), (3.3.14)

(k · ωI − tQ)Ŝηη(k)− Ŝηη(k)Q = i(f̂ηη(k)− R̂ηη(k)), (3.3.15)

(k · ωI +Q)Ŝξη(k)− Ŝξη(k)Q = −i(δk,0K̂ − f̂ξη(k)− R̂ξη(k)), (3.3.16)

où δk,j désigne le symbole de Kronecker.
Les équations (3.3.14) et (3.3.15) sont de la même forme, donc pour terminer la résolution de
l’équation homologique il suffit de résoudre (3.3.14) et (3.3.16) par exemple.
Résolution de l’équation (3.3.14). SoitM une matrice deMβ et notonsM[s],[s′] sa restriction
au bloc s× s′. On définit Q[s] := Q[s],[s] où Q = D +H avec D = diag {λs(ρ), s ∈ L} et H une
matrice hermitienne diagonale par blocs. En décomposant (3.3.14) par blocs on obtient :

k · ω(Ŝξξ)[s],[s′](k) +Q[s](Ŝξξ)[s],[s′](k) + (Ŝξξ)[s],[s′](k)tQ[s′] =
i((f̂ξξ)[s],[s′](k)− (R̂ξξ)[s],[s′](k)).

(3.3.17)

Q[s] est hermitienne donc il existe une base orthonormé tel que Q̃[s] = tP[s]Q[s]P[s] est diagonale.
De même pour tQ[s′]. En multipliant l’équation (3.3.17) par tP[s] à gauche et P[s′] à droite, on
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obtient :

k · ωtP[s](Ŝξξ)[s],[s′](k)P[s′] + tP[s]Q[s]P[s]
tP[s](Ŝξξ)[s],[s′](k)P[s′]+

tP[s](Ŝξξ)[s],[s′](k)P[s′]
tP[s′]

tQ[s′]P[s′] = itP[s]((f̂ξξ)[s],[s′](k)− (R̂ξξ)[s],[s′](k))P[s′].

En posant
(Ŝξξ)′[s],[s′](k) = tP[s](Ŝξξ)[s],[s′](k)P[s′],

(f̂ξξ)′[s],[s′](k) = tP[s](f̂ξξ)[s],[s′](k)P[s′],

(R̂ξξ)′[s],[s′](k) = tP[s](R̂ξξ)[s],[s′](k)P[s′],

on obtient l’équation suivante :

(k · ωI[s] + Q̃[s])(Ŝξξ)′[s],[s′](k) + (Ŝξξ)′[s],[s′](k)Q̃[s′] = i(f̂ξξ)′[s],[s′](k)

− i(R̂ξξ)′[s],[s′](k). (3.3.18)

Soient α` une valeur propre de Q̃[s] et α`′ une valeur propre de Q̃[s′]. Pour résoudre (3.3.14) il
nous faut un contrôle sur :

k · ω + α` + α`′ ,

pour tout ` ∈ [s] et `′ ∈ [s′]. L’hypothèse |∂jρN(ρ)|β < δ
4 nous donne que |H|β ≤ δ

4 et on obtient :

|α` − λ`| ≤ ‖H[s]‖ ≤ ‖H[s]‖∞ ≤ 〈s〉−2β|H(ρ)|β ≤
δ

4〈s〉
−2β ≤ δ

4 ≤
c0
8 .

Donc pour tout ` ∈ [s] et tout `′ ∈ [s′] on a :

|α` + α`′ | ≥ λ` − |α` − λ`|+ λ`′ − |α`′ − λ`′ |

≥ c0〈s〉 −
c0
8 〈s〉+ c0〈s′〉 −

c0
8 〈s

′〉

≥ κ(〈s〉+ 〈s′〉).

Ainsi on a obtenu un contrôle pour k = 0. Supposant que k 6= 0, en utilisant l’hypothèse A2 on a
soit :

|k · ω + α`′ + α`| ≥ |k · ω + λ` + λ`′ | − |α`′ − λ`′ | − |α` − λ`|

≥ δ(〈s〉+ 〈s′〉)− δ

4 −
δ

4
≥ δ

2(〈s〉+ 〈s′〉)

≥ κ(〈s〉+ 〈s′〉),

ou bien il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

|〈∂ρ(k · ω + λ`′ + λ`), zk〉| ≥ δ.
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Supposons qu’on est en présence du deuxième cas. Pour un vecteur unitaire zk ∈ Rp on a :

‖(∂ρ · zk)H[s]‖ ≤ ‖(∂ρ · zk)H[s]‖∞ ≤ ‖∂ρH[s]‖∞ ≤
δ

4〈s〉
−2β ≤ δ

4 .

En simplifiant les notations on peut réécrire l’équation (3.3.18) sous la forme :

L(k, s, s′)S[s],[s′] = iF[s],[s′], (3.3.19)

avec
L(k, s, s′)S = (k · ωI[s] + Q̃[s])S[s],[s′] + S[s],[s′]Q̃[s′],

et
F[s],[s′] = f[s],[s′] +R[s],[s′].

On munitMd(C) du produit scalaire canonique suivant : pour A,B ∈ Md(C) alors 〈A,B〉 =
tr(AB∗). Remarquons que L est un opérateur hermitien pour ce produit scalaire. Posons

J(k, s, s′) = {ρ ∈ D | ‖(L(k, s, s′))−1‖ > (κ(〈s〉+ 〈s′〉))−1}

En suivant la même procédure pour démontrer le Lemme 3.3.6 on obtient que :

mes J(k, s, s′) ≤ 4dδ−1κ(〈s〉+ 〈s′〉) ≤ 16Cc−1
0 dκδ−1N,

pour max(|s|, |s′|) ≤ 4Cc−1
0 N et C := |ω|C1(D) + δ0 ≤ |ω|C1(D) + 1. On considère l’ensemble

B0 = {(k, s, s′) ∈ Zn × L× L | |k| ≤ N, max(|s|, |s′|) ≤ 4Cc−1
0 N}

Cet ensemble contient au plus 24C2c−2
0 Nn+2 points. Par suite :

mes
⋃

(k,s,s′)∈B0

J(k, s, s′) ≤ 28C3c−3
0 dκδ−1Nn+3 = C̃dκδ−1Nn+3.

Posons D1 = D \
⋃

(k,s,s′)∈B0

J(k, s, s′), on alors pour tout ρ ∈ D1

|k · ω + α` + α`′ | ≥ κ(〈s〉+ 〈s′〉).

Si max(|s|, |s′|) > 4Cc−1
0 N , on a alors :

|k · ω + α` + α`′ | ≥ λ` + λ`′ − |α` − λ`| − |α`′ − λ`′ | − |k · ω|

≥ c0(〈s〉+ 〈s′〉)− c0
8 −

c0
8 −

c0
4 (〈s〉+ 〈s′〉)

≥ κ(〈s〉+ 〈s′〉).



3.3. ÉQUATION HOMOLOGIQUE 113

On résout l’équation (3.3.18) terme par terme en posant pour ` ∈ [s] et `′ ∈ [s′] :

`
`′(Ŝξξ)′[s],[s′](k) = i

k · ω + α` + α`′
`
`′(f̂ξξ)′[s],[s′](k) pour |k| ≤ N,

`
`′(R̂ξξ)′[s],[s′](k) = `

`′(f̂ξξ)′[s],[s′](k), pour |k| > N.

Les matrices P−1
[s′] et P[s] sont unitaires, donc en utilisant le même raisonnement que dans les

trois premières équations on obtient pour tout 0 < σ < σ′ :

‖(Ŝξξ)′[s],[s′](k)‖∞ ≤
C

κ(〈s〉+ 〈s′〉)(σ − σ′)n ‖(f̂ξξ)
′
[s],[s′](k)‖∞,

‖(R̂ξξ)′[s],[s′](k)‖∞ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n ‖(f̂ξξ)′[s],[s′](k)‖∞.

Par suite on a :

sup
|Imθ|<σ′

|(Sξξ)[s],[s′](θ)| ≤
C

κ(〈s〉+ 〈s′〉)(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξξ)[s],[s′](θ)|,

sup
|Imθ|<σ′

|(Rξξ)[s],[s′](θ)| ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξξ)[s],[s′](θ)|.

De même on a :

sup
|Imθ|<σ′

|(Sξξ)(θ)|β+ ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξξ)(θ)|β, (3.3.20)

sup
|Imθ|<σ′

|(Rξξ)(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξξ)(θ)|β. (3.3.21)

Par suite
sup

|Imθ|<σ′
|Sξξ(θ, ρ)|β+ ≤

C

κµ2(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

et
sup

|Imθ|<σ′
|Rξξ(θ)|β ≤

Ce−(σ−σ′)N/2

µ2(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

avec C une constante qui dépend de n et de β. Pour prouver les estimations sur les dérivées de
Sξξ et de Rξξ par rapport à ρ, on dérive les équations (3.3.14). On obtient pour |k| ≤ N :

(k · ωI + tQ)∂ρŜξξ(k) + ∂ρŜξξ(k)Q = −∂ρ(k · ωI + tQ)Ŝξξ(k)− Ŝξξ(k)∂ρQ+ if̂ξξ(k),

et
∂ρRξξ(θ) =

∑
|k|≥N

∂ρ(f̂ξξ)(k)eikθ.
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En utilisant la même méthode que pour démontrer les estimations (3.3.20) et (3.3.21) on obtient :

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSξξ(θ, ρ)|β+ ≤
C

κ2(σ − σ′)2n sup
|Imθ|<σ

|fξξ(θ, ρ)|β

+ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ′

|∂ρfξξ(θ, ρ)|β.

Par suite :

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSξξ(θ, ρ)|β+ ≤
C

κ2µ2(σ − σ′)2n JfT Kα,βσ,µ,D

+ C

κµ2(σ − σ′)n J∂ρfT Kα,βσ,µ,D.

De même
sup

|Imθ|<σ′
|∂ρRξξ(θ)|β ≤

Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|∂ρfξξ(θ)|β,

par suite :

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρRξξ(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ2(σ − σ′)n J∂ρfT Kα,βσ,µ,D.

C une constante strictement positive qui dépend de n de |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).
Pour obtenir les estimations sur Sηη(θ), ∂ρSηη(θ) , Rηη(θ) et ∂ρRηη(θ) on suit exactement le
même schéma.
Résolution de l’équation (3.3.16). Pour terminer la résolution de l’équation homologique, il
reste qu’à résoudre l’équation (3.3.16).

En décomposant en blocs l’équation (3.3.16) on obtient :

k · ω(Ŝξη)[s],[s′](k)−Q[s](Ŝξη)[s],[s′](k) + (Ŝξη)[s],[s′](k)Q[s′]

= −i(δk,0K̂[s],[s′] − (f̂ξη)[s],[s′](k) + (R̂ξη)[s],[s′](k)).

En diagonalisant comme dans l’équation (3.3.14) et en reprenant les mêmes notations on obtient :

k · ω(Ŝξη)′[s],[s′](k)− Q̃[s](Ŝξη)′[s],[s′](k) + (Ŝξη)′[s],[s′](k)Q̃[s′]

= −i(δk,0K̂ ′[s],[s′] − (f̂ξη)′[s],[s′](k) + (R̂ξη)′[s],[s′](k)).
(3.3.22)

Soient α` une valeur propre de Q̃[s] et α`′ une valeur propre de Q̃[s′]. Donc pour résoudre (3.3.16)
il faut avoir un contrôle sur :

k · ω + α` − α`′ ,

selon k.

♣ Si k = 0 alors on distingue deux cas :

– Si [s] = [s′], c’est à dire qu’on est sur le même bloc. On ne peut pas contrôler α`−α`′ ,
on pose alors :

(Ŝξη)′[s],[s](0) = 0, K̂ ′[s],[s] = (f̂ξη)′[s],[s](0),
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ainsi dans ce cas l’équation est bien résolu.

– Si [s] 6= [s′], alors en utilisant l’hypothèse A1, on a pour tout ` ∈ [s] et `′ ∈ [s′] :

|α` − α`′ | ≥ |λ` − λ`′ | − |α` − λ`| − |α` − λ`′ |

≥ c1(||s| − |s′||)− δ

2 ≥
c1
2 (||s| − |s′||)

≥ κ(1 + ||s| − |s′||).

Dans ce cas on résout l’équation (3.3.22) en posant :

(Ŝξη)′[s′],[s](0) = i
(f̂ξη)′[s′],[s](0)
αs′ − αs

, K ′[s′],[s] = 0.

♣ Si k 6= 0, alors en utilisant deuxième condition de Melnikov A3 on a pour tout |k| ≤ N il
existe un fermé D2 ⊂ D dont la mesure de Lebesgue vérifie :

mes(D \ D2) ≤ C(δ−1κ̃)τN ι,

pour τ, ι > 0 tel que pour tout ρ ∈ D2 on a :

|k · ω + λ` − λ`′ | ≥ 2κ̃(1 + ||s| − |s′||).

On fixera à la fin de la résolution de l’équation homologique κ̃ tels que κ̃ < κ. Pour tout
ρ ∈ D2 on obtient :

|k · ω + α`′ − α`| ≥ |k · ω + λ` − λ`′ | − |α` − λ`| − |α`′ − λ`′ |

≥ 2κ̃(1 + ||s| − |s′||)− δ

4〈s〉
−2β − δ

4〈s
′〉−2β

≥ 2κ̃(1 + ||s| − |s′||)− κ̃

≥ κ̃(1 + ||s| − |s′||),

pour min(|s|, |s′|) ≥
(
δ

2κ̃

)1/2β
. Supposons à présent que min(|s|, |s′|) <

(
δ

2κ̃

)1/2β
. Sans

perdre de généralité, supposons par exemple que |s| <
(
δ

2κ̃

)1/2β
. En utilisant l’hypothèse

de non résonance A2, soit on a :

|k · ω + λ` − λ`′ | ≥ δ(1 + |s| − |s′||),

ce qui donne

|k · ω + α`′ − α`| ≥ |k · ω + λ` − λ`′ | − |α` − λ`| − |α`′ − λ`′ |

≥ δ(1 + ||s| − |s′||)− δ

4 −
δ

4
≥ κ(1 + ||s| − |s′||),
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soit il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp tel que :

〈∂ρ(k · ω + λ` − λ`′), zk〉 ≥ δ. (3.3.23)

Supposons qu’on a le deuxième cas. Sans oublier que |s| ≤
(
δ

2κ̃

)1/2β
, supposons que

||s| − |s′|| ≥ 2Cc−1
1 N avec C := |ω|C1(D) + δ0 ≤ |ω|C1(D) + 1. On a alors :

|k · ω + α` − α`′ | ≥ |λ` − λ`′ | − |k · ω| − |α` − λ`| − |α`′ − λ`′ |

≥ c1(||s| − |s′||)− c1
2 (||s| − |s′||)− δ

2
≥ κ(1 + ||s| − |s′||).

Il reste à voir un nombre fini de cas, c’est à dire quand |s| ≤
(
δ

2κ̃

)1/2β
et ||s|−|s′|| < 2Cc−1

1 N .

Remarquons que ces deux conditions nous donne que |s′| ≤ 2Cc−1
1 N +

(
δ

2κ̃

)1/2β
. Posons :

I(k, s, s′) = {ρ ∈ D | |k · ω + α` − α`′ | < κ(1 + ||s| − |s′||)}.

Supposons que les valeurs propres de la matrice hermitienne H sont analytiques, par suite
on obtient

|∂ρ(α` − λ`)| ≤ ‖∂ρH[s]‖ ≤ ‖∂ρH[s]‖∞ ≤
1
〈s〉2β

|∂ρH(ρ)|β ≤
δ

4〈s〉2β ≤
δ

4 .

D’après (3.3.23) la mesure de Lebesgue de I(k, s, s′) vérifie :

mes I(k, s, s′) ≤ 8δ−1κ

((
δ

2κ̃

)1/2β
+ Cc−1

1 N

)
.

Si les valeurs propres de H ne sont pas analytiques, on obtient la même estimations
par densité des fonctions analytiques dans les fonctions continues (voir la preuve du
Lemme 3.3.6). Posons

B1 =
{

(k, s, s′) ∈ Zn × L× L | |k| ≤ N, |s| ≤
(
δ

2κ̃

)1/2β
,

|s′| ≤ 2Cc−1
1 N +

(
δ

2κ̃

)1/2β}

Cet ensemble contient au plus Nn
(
δ

2κ̃

) 1
2β (2Cc−1

1 N +
(
δ

2κ̃

) 1
2β ) points. Par suite en posant
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D′2 = D \
⋃

(k,s,s′)∈B1

I(k, s, s′), on obtient que

mesD \ D′2 ≤ Nn
(
δ

2κ̃

)1/2β (
2Cc−1

1 N +
(
δ

2κ̃

)1/2β)
δ−1κ

×
((

δ

2κ̃

)1/2β
+ Cc−1

1 N

)

≤ Nn+2
(
δ

κ̃

)3/2β
C−2

1 C2κδ−1.

Pour le choix κ̃ = δ
(
κ
δ

) 6β
9+2β on a bien κ̃ < κ, de plus :

mesD \ D′2 ≤ C̃Nn+2
(
κ

δ

) 2β
9+2β

.

Par construction pour tout ρ ∈ D2 ∩ D′2 on a :

|k · ω + α` − α`′ | ≥ κ(1 + ||s| − |s′||).

Pour ρ ∈ D2 ∩ D′2, on résout l’équation (3.3.22) en posant pour ` ∈ [s] et `′ ∈ [s′] :

`
`′(Ŝξη)′[s],[s′](k) = i

k · ω + α` − α`′
`
`′(f̂ξη)′[s],[s′](k) pour |k| ≤ N,

`
`′(R̂ξη)′[s],[s′](k) = `

`′(f̂ξη)′[s],[s′](k), pour |k| > N.

Le même raisonnement que dans l’équation (3.3.14) nous donne que :

sup
|Imθ|<σ′

|(Sξη)(θ)|β+ ≤
C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξη)(θ)|β,

sup
|Imθ|<σ′

|(Rξη)(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ

|(fξη)(θ)|β,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSξη(θ, ρ)|β+ ≤
C

κ2(σ − σ′)2n sup
|Imθ|<σ

|fξη(θ, ρ)|β

+ C

κ(σ − σ′)n sup
|Imθ|<σ′

|∂ρfξη(θ, ρ)|β,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρSξη(θ, ρ)|β+ ≤
C

κ2µ2(σ − σ′)2n JfT Kα,βσ,µ,D

+ C

κµ2(σ − σ′)n J∂ρfKα,βσ,µ,D,

sup
|Imθ|<σ′

|∂ρRξη(θ)|β ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

µ2(σ − σ′)n JfT Kα,βσ,µ,D,

|∂jρK̂(ρ)|β ≤
J∂jρfT Kα,βσ,µ,D

µ2 , j = 0, 1.

avec C une constante strictement positive qui dépend de n, de |ω0|C1(D) et de |A0|β,C1(D).
Ce qui achève la résolution de l’équation homologique.
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Théorème 3.3.10. Soient 0 < κ < δ
4 ≤

1
8 min(c0, c1) , N > 1, 0 < σ′ < σ, µ > 0 et ω : D → Rn

de classe C1 tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0.

et A : D → NF ∩Mβ de classe C1 tel que

|A−A0|β,C1(D ≤ δ0.

Supposons que ∂jρf ∈ T α,β(σ, µ,D) pour j = 0, 1. Il existe alors un fermé D′ ≡ D′(κ,N) ∈ D tel
que

mes(D \ D′) ≤ C̃d(κδ−1)ιNυ

pour ι et υ strictement positifs et C̃ une constante qui dépend |ω0|C1(D) , c0 et c1. Pour tout ρ ∈ D′

et j = 0, 1, il existe deux jets de fonctions S = ST et R = RT tel que ∂jρS ∈ T α,β+(σ′, µ,D′) et
∂jρR ∈ T α,β+(σ′, µ,D′) et une forme normale

ĥ(ρ) =
∫
Tn
f(θ, 0, 0, ρ)dθ +

∫
Tn
fr(θ, 0, 0, ρ)dθ.r + 1

2〈ζ, K̂(ρ)ζ〉.

tel que
{h, S}+ fT = ĥ+R.

De plus pour tout ρ ∈ D′ on a :

|∂jρK̂(ρ)|β ≤
J∂jρfT Kα,βσ,µ,D

µ2 , j = 0, 1 (3.3.24)

JSKα,β+,κ
σ′,µ,D′ ≤

C

κ(σ − σ′)2n JfT Kα,β,κσ,µ,D, (3.3.25)

JRKα,β,κσ′,µ,D′ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n JfT Kα,β,κσ,µ,D, (3.3.26)

avec C une constante strictement positive qui dépend de n, de β, de |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).

Remarque 3.3.11. En vertu de l’inégalité (3.2.3), toutes les estimations précédentes restent
valable en remplaçant fT par f .

3.3.2 Équation homologique non-linéaire

Dans la suite du chapitre, on travaille avec l’équation homologique non-linéaire. (Voir Re-
marque 3.4.1 pour l’utilité de la résolution de l’équation homologique non-linéaire.)

Proposition 3.3.12. Soient 0 < κ < δ
4 ≤

1
8 min(c0, c1) , N > 1, 0 < σ′ < σ, µ > 0 et

ω : D → Rn de classe C1 tel que
|ω − ω0|C1(D) ≤ δ0.
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et A : D → NF ∩Mβ de classe C1 tel que

|A−A0|β,C1(D ≤ δ0.

Supposons que ∂jρf ∈ T α,β(σ, µ,D) pour j = 0, 1. Il existe alors un fermé D′ ≡ D′(κ,N) ∈ D tel
que

mes(D \ D′) ≤ C̃d(κδ−1)ιNυ

pour ι et υ strictement positifs et C̃ une constante qui dépend |ω0|C1(D) , c0 et c1. Pour tout ρ ∈ D′

et j = 0, 1, il existe deux jets de fonctions S = ST et R = RT tel que ∂jρS ∈ T α,β+(σ′, µ,D′) et
∂jρR ∈ T α,β+(σ′, µ,D′) et une forme normale ĥ égale à une constante prés à

ĥ = ω̂(ρ) · r + 1
2〈ζ, K̂(ρ)ζ〉,

tel que
{h, S}+ {f − fT , S}T + fT = ĥ+R.

De plus pour tout ρ ∈ D′ on a :

JĥKα,β,κσ′,µ′,D′ ≤ C
(

1 + µ′

Πκµ3 Ξ + 1
Πκ2µ3µ′

Ξ2
)
ε, (3.3.27)

JRKα,β,κσ′,µ′,D′ ≤ C
∆
Π

(
1 + µ′

κµ3 Ξ + 1
κ2µ3µ′

Ξ2
)
ε, (3.3.28)

JSKα,β+,κ
σ′,µ′,D′ ≤

C

Πκ

(
1 + µ′

κµ3 Ξ + 1
κ2µ3µ′

Ξ2
)
ε, (3.3.29)

|∂jρω̂(ρ)| ≤ C
[
1 + Ξ

Πκ(µ2 − µ′2)

(
1 + µ′

κµ3 Ξ + µ′2

κµ4 Ξ
)]

ε

µ2 , j = 0, 1, (3.3.30)

|∂jρK̂(ρ)|β ≤ C
(

1 + µ′

Πκµ3 Ξ + µ′2

Πµ6κ2 Ξ2
)
ε

µ2 , j = 0, 1, (3.3.31)

avec

∆ = e−(σ−σ′)N/10, Π = (σ − σ′)6n+2,

ε = JfT Kα,β,κσ,µ,D, Ξ = JfKα,β,κσ,µ,D.

C > 0 et dépend de n, de β, de |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).

Preuve. On considère σ′ := σ5 < σ4 < σ3 < σ2 < σ1 < σ0 =: σ une progression arithmétique, et
µ′ := µ5 < µ4 < µ3 < µ2 < µ1 < µ0 =: µ une progression géométrique.

On rappelle que l’équation homologique non-linéaire est donnée par :

{h, S}+ {f − fT , S}T + fT = ĥ+R, (3.3.32)
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avec S, ĥ et R des jets de fonctions. On commence par écrire S sous la forme = S0 +S1 +S2, avec

S0(θ) := Sθ(θ); S1(θ, r) := Sr(θ)r + 〈Sζ(θ), ζ〉; S2(θ, ζ) := 1
2〈Sζζ(θ)ζ, ζ〉. (3.3.33)

On décompose h+ et R en trois parties :

ĥ = ĥ0 + ĥ1 + ĥ2, R = R0 +R1 +R2.

En remarquant que {f − fT , S3}T = 0, on peut décomposé l’équation (3.3.32) comme suit :

{h, S0}+ fT = ĥ0 +R0, (3.3.34a)

{h, S1}+ fT1 = ĥ1 +R1 avec f1 = {f − fT , S0} (3.3.34b)

{h, S2}+ fT2 = ĥ2 +R2 avec f2 = {f − fT , S1} (3.3.34c)

Ainsi pour résoudre l’équation homologique (3.3.32), il suffit de résoudre successivement les trois
équations homologiques précédentes. De plus chacune de ces équations est du même type que
l’équation homologique linéaire qu’on a résolut dans la section précédente.

Posons

∆ = e−(σ−σ′)N/10, Π = (σ − σ′)6n+2,

ε = JfT Kα,β,κσ,µ,D, Ξ = JfKα,β,κσ,µ,D.

Grâce au Théorème 3.3.10, on obtient :

Jĥ0Kα,β,κσ1,µ,D′ ≤ ε , JR0Kα,β,κσ1,µ,D′ ≤
Ce−(σ−σ′)N/2

(σ − σ′)n ε,

JS0K
α,β+,κ
σ1,µ,D′ ≤

C

κ(σ − σ′)2n ε. (3.3.35)

Regardons à présent (3.3.34b). En utilisant le Lemme 3.2.4 puis le Lemme 3.2.3 on obtient que
f1 vérifie :

Jf1K
α,β,κ
σ2,µ2,D′ ≤

C

(σ − σ′)µ′2 Jf − fT Kα,β,κσ1,µ1,D′JS0K
α,β+,κ
σ1,µ1,D′

≤ Cµ′

(σ − σ′)2n+1κµ3 εΞ.

Ainsi, grâce au Théorème 3.3.10, on obtient :

Jĥ1Kα,β,κσ2,µ2,D′ ≤ JfT1 Kα,β,κσ2,µ2,D

≤ Cµ′

(σ − σ′)2n+1κµ3 εΞ.



3.3. ÉQUATION HOMOLOGIQUE 121

JR1Kα,β,κσ3,µ2,D′ ≤
C∆

(σ − σ′)n JfT1 Kα,β,κσ2,µ2,D

≤ C∆µ′
(σ − σ′)3n+1κµ3 εΞ.

JS1K
α,β+,κ
σ3,µ2,D′ ≤

C

(σ − σ′)2nκ
JfT1 Kα,β,κσ2,µ2,D

≤ Cµ′

(σ − σ′)4n+1κ2µ3 εΞ. (3.3.36)

À présent on s’intéresse à la résolution de l’équation (3.3.34c). En utilisant le Lemme 3.2.4 puis
le Lemme 3.2.3 on obtient que f1 vérifie :

Jf2K
α,β,κ
σ4,µ4,D′ ≤

C

(σ − σ′)µ′2 Jf − fT Kα,β,κσ1,µ1,D′JS1K
α,β+,κ
σ3,µ2,D′

≤ C

(σ − σ′)4n+2κ2µ3µ′
εΞ2.

Ainsi, grâce au Théorème 3.3.10, on obtient :

Jĥ1Kα,β,κσ2,µ2,D′ ≤ JfT2 Kα,β,κσ4,µ4,D

≤ C

(σ − σ′)4n+2κ2µ3µ′
εΞ2.

JR2Kα,β,κσ5,µ4,D′ ≤
C∆

(σ − σ′)n JfT2 Kα,β,κσ4,µ4,D

≤ C∆
(σ − σ′)5n+2κ2µ3µ′

εΞ2.

JS2K
α,β+,κ
σ5,µ4,D′ ≤

C

(σ − σ′)2nκ
JfT2 Kα,β,κσ4,µ4,D

≤ C

(σ − σ′)6n+2κ2µ3µ′
εΞ2.

Ainsi les inconnues de l’équation homologique (3.3.32) vérifient :

JĥKα,β,κσ′,µ′,D′ ≤ C
(

1 + µ′Ξ
(σ − σ′)2n+1κµ3 + Ξ2

(σ − σ′)4n+2κ2µ3µ′

)
ε.

JRKα,β,κσ′,µ′,D′ ≤
C∆

(σ − σ′)5n+2

(
1 + µ′Ξ

κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)
ε.

JSKα,β+,κ
σ′,µ′,D′ ≤

C

(σ − σ′)6n+2κ

(
1 + µ′Ξ

κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)
ε.

Il reste à prouver les estimations (3.3.30)-(3.3.31). Commençons par la nouvelle fréquence. D’après
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le Théorème 3.3.10 la nouvelle fréquence ω̂ est donnée par :

ω̂ =
∫
Tn
∇rf(θ, 0, 0, ρ)dθ +

∫
Tn
∇rf1(θ, 0, 0, ρ)dθ +

∫
Tn
∇rf2(θ, 0, 0, ρ)dθ.

Ainsi, un simple calcul nous donne que :

ω̂ =
∫
Tn
∇rf(θ, 0, 0, ρ)dθ +

∫
Tn
∇rrf(θ, 0, 0, ρ)∇θS0(θ, 0, 0, ρ)dθ

+
∫
Tn
∇rrf(θ, 0, 0, ρ)∇θS1(θ, 0, 0, ρ)dθ

+
∫
Tn
∇r〈∇ζ(f − fT ), J∇ζS1〉(θ, 0, 0, ρ)dθ

= ω̂1 + ω̂2 + ω̂3 + ω̂4.

Pour ω̂1 on a :
|ω̂1| ≤

ε

µ2 .

Pour ω̂2, en utilisant l’inégalité de Cauchy et l’estimation (3.3.35) , on obtient :

|ω̂2| ≤ ‖∇2
ζf(θ, 0, 0, ρ)‖L(Rn,Rn)‖∇θS0(θ, 0, 0, ρ)‖Rn

≤ 1
µ2 − µ′2

sup
x∈Oµ(Rn)

(‖∇rf(x)‖Rn) ‖∇θS0(θ, 0, 0, ρ)‖Rn

≤ C

(σ − σ′)2nκµ2(µ2 − µ′2)εΞ.

De même pour ω̂3, en utilisant l’inégalité de Cauchy et l’estimation (3.3.36), on obtient :

|ω̂3| ≤
Cµ′

(σ − σ′)4n+1κ2µ5(µ2 − µ′2)εΞ
2.

En utilisant l’inégalité de Cauchy, l’estimation (3.2.4) du Lemme 3.2.3 et l’estimation (3.3.36),
on obtient que ω̂4 vérifie :

|ω̂4| ≤
Cµ′2

(σ − σ′)4n+1κ2µ6(µ2 − µ′2)εΞ
2.

De même on montre que ∂ρω̂ vérifie la même estimation que ω̂ pour tout ρ ∈ D′.

Il reste à montrer l’estimation (3.3.31). On peut décomposé K comme suit :

K̂ = K̂1 + K̂2 + K̂3,

avec K1 provenant de la résolution de l’équation (3.3.34a), K2 de (3.3.34b), et K3 de la résolution
de l’équation (3.3.34c). D’après l’estimation (3.3.24) du Théorème 3.3.10, on a pour tout ρ ∈ D′ :

|∂jρK̂(ρ)|β ≤
J∂jρfT Kα,βσ,µ,D

µ2 , |∂jρK̂i(ρ)|β ≤
J∂jρfTi Kα,βσ,µ,D

µ2 ,

pour i ∈ {1, 2} et j ∈ {0, 1}. On conclut en utilisant les estimations obtenues sur f1 et f2.
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3.4 Preuve du théorème KAM.

Dans cette partie on donne la preuve du théorème KAM (3.1.2). On décompose la preuve en
deux étapes : une étape élémentaire et une étape itérative.

3.4.1 Étape élémentaire.

Considérons un hamiltonien h sous forme normale

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉,

où A = D+N , avec D définie comme dans (3.1.2) et N ∈ NF ∩Mβ pour β > 0. On suppose que
les fréquences internes ω et la matrice D vérifient les hypothèses A1, A2 et A3 alors que N vérifie
l’hypothèse B. Pour j = 0, 1 on considère une perturbation f tel que ∂jρf ∈ T α,β(D, σ, µ) de taille
ε. On cherche un jet de fonction S afin de construire un changement de variable symplectique
Φ1
S proche de l’identité tel que :

(h+ f) ◦ ΦS = h1 + f1, avec (f1)T ' O(εγ), γ > 1

h1 est la nouvelle forme normale proche de h1, c’est à dire |h1 − h| ' O(ε), avec :

h1 = h+ ĥ.

D’après la section précédente S est solution de l’équation homologique non-linéaire :

{h, S}+
{
f − fT , S

}
+ fT = ĥ+R.

En utilisant la formule de Taylor on a :

(h+ f) ◦ Φ1
S = h+ f + {h+ f, S}+

∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt

= h+ ĥ+ {h, S} − ĥ+ f + {f, S}

+
∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S}, S} ◦ Φt

Sdt.

Or d’après l’équation homologique non-linéaire :

{h, S} − ĥ = R− {f − fT , S}T − fT .

Donc

(h+ f) ◦ Φ1
S = h+ ĥ+R+ (f − fT ) + {f, S} − {f − fT , S}T

+
∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt

= h1 + f1,
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avec

f1 =R+ (f − fT ) + {f, S} − {f − fT , S}T

+
∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt.

Remarque 3.4.1. Si S est solution de l’équation homologique linéaire :

{h, S}+ fT = ĥ+R.

alors
(h+ f) ◦ Φ1

S = h1 + f1,

avec
f1 = R+ (f − fT ) ◦ Φ1

S +
∫ 1

0
{(1− t)(ĥ+R+ tfT , S} ◦ Φt

Sdt.

Dans les itérations du théorème KAM le terme (f − fT ) ◦ Φ1
S est très défavorable. Pour avoir

un contrôle sur le jet de la perturbation à chaque étape on est amené à estimer le terme(
(f − fT ) ◦ Φ1

S

)T
. Ce terme est difficile à contrôler. Pour cela on résout l’équation homologique

non linéaire. De plus on remarque que

fT1 = R+ {fT , S}T +
(∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt

)T
. (3.4.1)

Lemme 3.4.2. Soit 0 < κ < δ
4 ≤

1
8 min(c0, c1), N ≥ 1, 0 < σ′ < σ ≤ 1 et 0 < µ′ <

µ

2 .
Supposons que les hypothèses A et B sont réalisées, que pour j = 0, 1 on a ∂jρf ∈ T α,β(D, σ, µ),
que R satisfait l’estimation (3.3.28) et que pour tout ρ ∈ D′ ⊂ D on a ∂jρS ∈ T α,β+(D′, σ′, µ),
vérifie l’inégalité (3.3.29). Si

JfT Kα,β,κσ,µ,D ≤
κ3(σ − σ′)6n+3µ5µ′

µ3µ′κ2 + κµ′Ξ + Ξ2 , (3.4.2)

alors ∂jρf1 ∈ T α,β(D′, σ′, µ′) et on a

Jf1K
α,β,κ
σ′,µ′,D′ ≤C

(∆
Π + Ξ

Πκµ2 + µ′Ξ
Πκµ3 + (∆ + 1)Xε

Π2κµ′2
+ XεΞ

Πκµ′4
)
Xε

+
(
µ′

µ

)3
Ξ,

(3.4.3)

JfT1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ≤ C
(∆

Π + ε

Πκµ′2 + (∆ + 1)Xε
Π2κµ′2

+ XεΞ
Πκµ′4

)
Xε. (3.4.4)
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avec

X = 1 +
µ′JfKα,β,κσ,µ,D

κµ3 +
(JfKα,β,κσ,µ,D)2

κ2µ3µ′
,

∆ = e−(σ−σ′)N/10, Π = (σ − σ′)6(2n+1),

ε = JfT Kα,β,κσ,µ,D, Ξ = JfKα,β,κσ,µ,D,

La constante C > 0 dépend de n, σ, β, |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).

Preuve. On considère σ′ := σ3 < σ2 < σ1 < σ0 =: σ une progression arithmétique, et µ′ := µ3 <

µ2 < µ1 < µ0 =: µ une progression géométrique.
Rappelons que la nouvelle perturbation f1 est donnée par :

f1 = R+ (f − fT ) + {f, S} − {f − fT , S}T +
∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt.

On la décompose comme suit :

f1
1 = R, f2

1 = f − fT , f3
1 = {f, S}, f4

1 =
{
f − fT , S

}
,

f5
1 =

∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt.

On pose
ε = JfT Kα,β,κσ,µ,D, Ξ = JfKα,β,κσ,µ,D.

• Commençons par estimer Jf1
1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ . D’après la la Proposition 3.3.12, l’estimation (3.3.28)

nous donne
Jf1

1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ≤
C∆

(σ − σ′)5n+2

(
1 + µ′Ξ

κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)
ε.

avec C une constante strictement positive qui dépend de n, de β, de |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).

• Pour estimer Jf2
1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ on utilise l’estimation (3.2.4) du Lemme 3.2.3. On a alors :

Jf2
2 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ≤ 2

(
µ′

µ

)3
Ξ.

• Pour estimer Jf3
1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ , on utilise le Lemme 3.2.4. On obtient alors

Jf3
1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ≤

C

(σ − σ′)µ2 ΞJSKα,β+,κ
σ′,µ′,D′

≤ C

(σ − σ′)6n+3κµ2

(
1 + µ′Ξ

κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)
εΞ.

• Pour Jf4
1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ , on commence par utiliser l’estimation (3.2.4) du Lemme 3.2.3. On obtient

alors
Jf4

1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ≤ 3J{f − fT , S}Kα,β,κσ′,µ′,D′ .
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En utilisant le Lemme 3.2.4 puis l’estimation (3.2.4) du Lemme 3.2.3, on obtient

Jf4
1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ≤

C

(σ − σ′)µ′2 Jf − fT Kα,β,κσ1,µ1,D′JSKα,β+,κ
σ1,µ1,D′

≤ Cµ′

(σ − σ′)6n+3κµ3

(
1 + µ′Ξ

κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)
εΞ.

• Il reste à étudier le terme f5
1 . On peut décomposer ce terme en f5

1 = f6
1 + f7

1 , avec

f6
1 =

∫ 1

0
(1− t){ĥ+R− fT , S} ◦ Φt

Sdt,

f7
1 =

∫ 1

0
(1− t){{f, S} − {f − fT , S}T , S} ◦ Φt

Sdt

On commence par étudier f6
1 . D’après la Proposition 3.3.12 on a :

Jĥ+R− fT Kα,β,κσ2,µ2,D′ ≤ C
[
2 + µ′

(σ − σ′)2n+1κµ3 Ξ

+ 1
(σ − σ′)4n+2κµ3µ′

Ξ2

+ ∆
(σ − σ′)5n+2

(
1 + Ξ

κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)]
ε.

En utilisant la Proposition 3.2.8 sous l’hypothèse (3.4.2) puis le Lemme 3.2.4, on obtient :

Jf6
1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ≤

C

(σ − σ′)6n+3κµ′2

[
2 + µ′

(σ − σ′)2n+1κµ3 Ξ

+ 1
(σ − σ′)4n+2κµ3µ′

Ξ2

+ ∆
(σ − σ′)5n+2

(
1 + µ′Ξ

κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)]

×
(

1 + µ′Ξ
κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)
Ξ2.

De même on montre que

Jf7
1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ≤

C

(σ − σ′)6n+4κµ′4

(
1 + µ′Ξ

κµ3 + Ξ2

κ2µ3µ′

)2

ε2Ξ.

En posant

X = 1 +
µ′JfKα,β,κσ,µ,D

κµ3 +
(JfKα,β,κσ,µ,D)2

κ2µ3µ′
,

∆ = e−(σ−σ′)N/10, Π = (σ − σ′)6(2n+1),
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on obtient :

Jf1K ≤C
(∆

Π + Ξ
κµ2Π + µ′Ξ

Πµ3κ
+ (∆ + 1)Xε

κΠ2µ′2
+ XεΞ
κΠµ′4

)
Xε

+
(
µ′

µ

)3
Ξ.

On rappelle que

fT1 = R+ {fT , S}T +
(∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt

)T
.

De même on montre que

JfT1 K ≤ C
(∆

Π + ε

κµ′2Π + (∆ + 1)Xε
κΠ2µ′2

+ XεΞ
κΠµ′4

)
Xε.

3.4.2 Initialisation du schéma KAM

Rappelons tout d’abord les données du problème et ce qu’on veut obtenir. On considère un
hamiltonien h sous forme normale donnée par :

h(ρ) = ω(ρ).r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉,

où A = D + N , avec D définie comme dans (3.1.2) et N ∈ NF ∩Mβ. On suppose que les
fréquences internes ω et la matrice D vérifient les hypothèses A1 et A2 et A3 alors que N vérifie
l’hypothèse B. Pour j = 0, 1 on considère une perturbation f tel que ∂jρf ∈ T α,β(D, σ, µ). On
veut construire un changement de variable symplectique analytique :

Φ : Oα(σ2 ,
µ

2 )→ Oα(σ, µ),

tel que :
(h+ f) ◦ Φ = h̃+ f̃ .

h̃ est une forme normale proche de h et f̃ est la nouvelle perturbation telle que son jet est nul.
Le changement de variables Φ sera construit itérativement. En effet

Φ = lim
k→∞

Φ1 ◦ Φ2 . . . ◦ Φk.

Chaque Φk sera le flot à t = 1 d’un certain Hamiltonien Sk. Cet Hamiltonien sera un jet de
fonction et sera la solution de l’équation homologique non-linéaire à l’étape k. Regardons ce qui
se passe à la première itération. Pour alléger les notations on notera Φ = (Φt=1

S )1 le premier
changement de variable. On a :

(h+ f) ◦ Φ = h1 + f1.
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Pour ε petit, on veut que si fT = O(ε), alors fT1 = O(εγ) avec γ > 1.

D’après la Proposition 3.3.12, pour tout ρ ∈ D′ ⊂ D la nouvelle forme normale est donnée
par h1 = h+ ĥ, avec :

ĥ(ρ) = ω̂(ρ) · r + 1
2〈ζ, K̂(ρ)ζ〉.

à une constante prés. Le vecteur fréquence ω̂ satisfait l’estimation (3.3.30), alors que la matrice
K̂ satisfait l’estimation (3.3.31).

On peut réécrire cette nouvelle forme normale à une constante prés sous la forme :

h1(ρ) = (ω(ρ) + ω̂(ρ)) · r + 1
2〈ζ, (A(ρ) + K̂(ρ))ζ〉

= ω1(ρ) · r + 1
2〈ζ,A1(ρ)ζ〉.

L’hamiltonien S sera solution de l’équation homologique :

{h, S}+
{
f − fT , S

}
+ fT = ĥ+R.

où R est un jet de fonction..

On rappelle que la nouvelle perturbation f1 est donnée par :

f1 = R+ (f − fT ) + {f, S} −
{
f − fT , S

}
+
∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt,

et que son jet est donné par :

fT1 = R+ {fT , S}T +
(∫ 1

0
(1− t) {{h+ f, S} , S} ◦ Φt

Sdt

)T
.

Pour montrer que fT1 = O(εγ) avec γ > 1, on fait le choix suivant de paramètres :

ε = JfT Kα,β,κσ,µ,D, ε1 = JfT1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ ,

Ξ = JfKα,β,κσ,µ,D = O(ετ ) τ ∈ [12 , 1],

Ξ1 = Jf1K
α,β,κ
σ,µ,D

σ1 = 3
4σ,

µ = 3
4µ,

N = 10(σ − σ1)−1 ln(ε−1),

κ = ε1/20.

Lemme 3.4.3. Il existe un fermé D′ ⊂ D et γ > 0 tel que

mes
(
D \ D′

)
≤ εγ .
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Pour tout ρ ∈ D′, il existe un changement de variable symplectique analytique

Φ : Oα(σ′, µ′)→ Oα(σ, µ),

tel que
(h+ f) ◦ ϕ = h1 + f1.

De plus pour tout ρ ∈ D′ et j = 0, 1 on a :

|∂jρ (A1(ρ)−A(ρ)) |β = |∂jρK̂(ρ)|β ≤ Cε (3.4.5)

|∂jρ (ω1(ρ)− ω(ρ)) | ≤ Cε (3.4.6)

‖Φ(x, ρ)− x‖α ≤ ε9/10 pour tout x ∈ Oα(σ, µ), (3.4.7)

C > 0 et dépend de n, de β, de σ, de µ, de |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).

De plus, le jet de la nouvelle perturbation vérifie

Ξ1 ≤ ε7/5 + Ξ, (3.4.8)

et son jet vérifie
ε1 ≤ ε8/5. (3.4.9)

Preuve. L’existence du fermé D′ et du changement de variable Φ découle directement du Propo-
sition 3.3.12. De plus d’après le choix des paramètre on a :

mesD \ D′ ≤ Cd(κδ−1)ιNυ ≤ εγ .

Pour tout ρ ∈ D′, d’après l’estimation (3.3.31) et le choix des paramètres, on a :

|∂jρ(A1(ρ)−A(ρ))|β ≤ |∂jρK̂(ρ)|β ≤ Cε, j = 0, 1,

pour ε assez petit. Pour les fréquences, d’après l’estimation (3.3.30) et le choix des paramètres
on a :

|∂jρ (ω1(ρ)− ω(ρ)) | =|∂jρω̂(ρ)| ≤ Cε, j = 0, 1,

pour ε assez petit. Pour x = (r, θ, ζ) ∈ Oα(σ, µ) on rappelle que :

‖(r, θ, ζ)‖α = max(|r|, |θ|, ‖ζ‖α).
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D’après la Proposition 3.2.6, l’estimation (3.3.29) et le choix des paramètres on a

‖Φ(x)− x‖α ≤
JSKα,β+,κ

σ′,µ,D1

(σ − σ′)µ2 ≤
C

Π(σ − σ1)µ2κ

(
1 + µ′

κµ3 Ξ + 1
κ2µ3µ′

Ξ2
)
ε,

≤ C̃ε19/20 ≤ ε9/10.

pour ε assez petit. Il reste à démontrer les estimations (3.4.8) et (3.4.9). D’après les choix des
paramètres, l’hypothèse (3.4.2) est vérifiée. En effet on a :

κ3(σ − σ′)6n+3µ5µ′

µ3µ′κ2 + κµ′Ξ + Ξ2 ≥ Cε
1/20 ≥ ε = JfT Kα,β,κσ,µ,D,

pour ε assez petit. La constante C dépend de σ et µ. Donc on est en mesure d’appliquer le
Lemme 3.4.2. D’après le choix des paramètres on a :

X = 1 + 3
4µ2 ε

−1/20O(ετ ) + 4
3µ4 ε

−1/10O(ε2τ ), τ ∈ [12 , 1],

≤ 1 + 3
4µ2 ε

9/20 + 4
3µ4 ε

8/10 ≤ 3,

∆ = e−(σ−σ1)N/10 = ε.

Ainsi, en utilisant l’estimation 3.4.3 on obtient :

Ξ ≤ C

Π

(
ε+ 1

µ2 ε
9/20 + 4

3µ2 ε
9/20 + 48

9Πµ2 (ε+ 1)ε19/20 + 256
27µ4 ε

29/20
)
ε

+
(3

4

)3
Ξ

≤ C̃ε29/20 + Ξ ≤ ε7/5 + Ξ.

De même, d’après l’estimation (3.4.4), le jet de la nouvelle perturbation vérifie :

ε1 ≤
C

Π

(
ε+ 1

µ2 ε
19/20 + 48

9Πµ2 (ε+ 1)ε19/20 + 256
27µ4 ε

29/20
)

3ε

≤ C̃ε39/20 ≤ ε8/5,

pour ε petit. Ce qui termine la preuve de la première itération.

Remarque 3.4.4. • Pour pouvoir réitérer à nouveau on a besoin que la nouvelle fréquence
soit à une distance de δ0 de la fréquence de départ. Pour cela on impose d’après (3.4.6)
que :

ε

µ2 ≤ δ0 ≤ δ.

• De même pour pouvoir réitérer il faut que la matrice K̂ satisfait l’hypothèse B (3.1.4). Pour
cela, d’après l’estimation (3.4.5), on impose que :

ε

µ2 ≤
δ

8 . (3.4.10)
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3.4.3 Choix des paramètres

On est maintenant en position de prouver le Théorème 3.1.2.

Supposons qu’on est dans le même cadre que dans l’étape élémentaire. D’après l’initialisation
du schéma KAM et le Lemme 3.4.3, on suppose qu’on a construit le premier changement de
variable symplectique, la première forme normale qui vérifie les hypothèses de non résonances
et la nouvelle perturbation. Avec le choix de paramètres mentionné ci-dessus pour la première
itération, on obtient en posant ε = JfT Kα,β,κσ,µ,D, ε1 = JfT1 Kα,β,κσ′,µ′,D′ , Ξ = JfT Kα,β,κσ,µ,D et Ξ1 = Jf1K

α,β,κ
σ′,µ′,D′

que :
Ξ1 ≤ ε4/3 + Ξ, ε1 ≤ ε8/5.

Pour pouvoir réitérer de nouveaux, on suppose d’après la remarque 3.4.4 que

ε <
1
8δµ

2.

Soit k ≥ 1, d’après le Proposition 3.3.12 on suppose qu’on a construit un hamiltonien hk =
hk−1 + ĥk−1 = ωk.r + 1

2〈ζ,Ak(ρ)ζ〉 sous forme normale, une nouvelle perturbation fk et un jet
de fonction Sk tel que :

{hk, Sk}+
{
fk − fTk , Sk

}T
+ fTk = ĥk +Rk.

Faisons un choix de paramètres pour faire converger le schéma KAM.

ε0 = JfT Kα,β,κσ,µ,D, Ξ0 = JfKα,β,κσ,µ,D, σ0 = σ, µ0 = µ,

εk = JfTk Kα,β,κkσk,µk,Dk , Ξk = JfkK
α,β,κk
σk,µk,Dk

Ξ0 = O(ετ0) τ ∈ [12 , 1],

σk = (1
2 + 1

2k+1 )σ, k ≥ 0

µk = (1
2 + 1

2k+1 )µ, , k ≥ 0,

Nk = 10(σk − σk+1)−1 ln(ε−1
k ), k ≥ 0,

κk = ε
1/20
k k ≥ 0,

O(k) = Oα(σk, µk), k ≥ 0,

Rappelons que la perturbation à l’étape k + 1 est donnée par :

fk+1 =Rk + (fk − fTk ) + {fk, Sk} −
{
fk − fTk , Sk

}
+
∫ 1

0
(1− t) {{hk + fk, Sk} , Sk} ◦ Φt

Sk
dt.
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D’après l’estimation (3.4.3), elle vérifie

Ξk+1 ≤C
(

∆k

Πk
+ Ξk

Πkκkµ
2
k

+ µk+1Ξk
Πkκkµ

3
k

+ (∆k + 1)Xkεk
Π2
kκkµ

2
k+1

+ XkεkΞk
Πkκkµ

4
k+1

)
Xkεk

+
(
µk+1
µk

)3
Ξk.

avec

Xk = 1 + µk+1Ξk
κkµ

3
k

+ Ξ2
k

κ2
kµ

3
kµk+1

,

∆k = e−(σk−σk+1)N/10, Πk = (σk − σk+1)6(2n+1).

Le jet de la perturbation à l’étape k + 1 est donné par

fTk+1 = Rk + {fTk , Sk}T +
(∫ 1

0
(1− t) {{hk + fk, Sk} , Sk} ◦ Φt

Sk
dt

)T
,

et il vérifie d’après l’estimation (3.4.4)

εk+1 ≤ C
(

∆k

Πk
+ εk

Πkκkµ
2
k+1

+ (∆k + 1)Xkεk
Π2
kκkµ

2
k+1

+ XkεkΞk
Πkκkµ

4
k+1

)
Xkεk.

Ici on voit que ε0 dépend de n, α, β, σ, µ , |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).

Lemme 3.4.5. Pour le choix de paramètres précédent, on a

Ξk+1 ≤ ε
4/5
k + Ξk, (3.4.11)

εk+1 ≤ ε
8/5
k , (3.4.12)

pour tout k ∈ N et pour ε0 assez petit.

Preuve. On procède par récurrence. Pour k = 0 les estimations (3.4.8) et (3.4.9) sont vérifiées.
Supposons que

Ξk ≤ ε4/5
k−1 + Ξk−1,

εk ≤ ε
8/5
k−1.

L’hypothèse de récurrence nous donne que :

Ξk ≤
∑

1≤j≤k−1
ε

4/5
j + ετ0 ≤

∑
1≤j≤k−1

ε
4
5 ( 8

5 )j
0 + ετ0 ≤ 2ετ0 .

Le choix de paramètres nous donne que :

∆k = e−(σk−σk+1)N/10 = εk, Πk = (σk − σk+1)6(2n+1) =
(

σ

2k+2

)6(2(n+1)
.
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D’après l’estimation (3.4.3), on a

Ξk+1 ≤
C

Πk
Xkε

2
k + C

Πk

(
Ξk
µ2
k

+ µk+1Ξk
µ3
k

+ (εk + 1)Xkεk
Πkµ

2
k+1

+ XkεkΞk
µ4
k+1

)
Xkε

19
20
k

+
(
µk+1
µk

)3
Ξk.

Or

Xkεk = εk + µk+1
µ3
k

ε
19/20
k Ξk + 1

µ3
kµk+1

ε9/10Ξk

≤ εk + 2µk+1
µ3
k

ε
19/20
k ετ0 + 1

µ3
kµk+1

ε9/10ετ0

≤ C̃ε9/10
k

Ainsi
Ξk+1 ≤ Ctε

17/20
k + Ξk ≤ ε4/5

k + Ξk.

Il reste à montrer que εk+1 ≤ ε
8/5
k . D’après l’estimation (3.4.4) et le choix des paramètres, on a

εk+1 ≤
C

Πk
Xkε

2
k + C

Πk

(
1

µ2
k+1

ε
19
20
k + εk + 1

Πkµ
2
k+1

Xkε
19
20
k + 1

µ4
k+1

Xkε
19
20
k

)
Xkεk

≤ Ctε17/20
k ε

9/10
k ≤ ε8/5

k .

Ce qui termine la preuve du lemme.

3.4.4 Lemme itératif

Regardons à présent une étape quelconque du schéma KAM. Pour l’initialisation on pose
h0(ρ) = ω0(ρ).r + 1

2〈ζ,A0(ρ)ζ〉, D0 = D, f0 = f avec ∂jρf0 ∈ T α,β(σ0, µ0,D0) pour j = 0, 1.
Supposons que JfT0 Kα,β,κ0

σ0,µ0,D0
= ε0, et Ξ0 = Jf0K

α,β,κ0
σ0,µ0,D0

.

Lemme 3.4.6. Supposons qu’il existe une constante ε0 strictement positive qui dépend de
n, α, β, σ, µ , |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D) tel que :

ε0 ≤ δµ2. (3.4.13)

Supposons de plus que :
Ξ0 = O(ετ ), avec 1

2 ≤ τ ≤ 1,

alors pour tout k ≥ 1 il existe un fermé Dk ⊂ Dk−1, un jet de fonction Sk−1 tel que ∂jρSk−1 ∈
T α,β+(σk, µk,Dk) pour j = 0, 1, une forme normale définie sur Dk par hk(ρ) = ωk ·r+ 1

2〈ζ,Ak(ρ)ζ〉
et une perturbation fk qui vérifie ∂jρfk ∈ T α,β(σk, µk,Dk) tel que :

Φk = Φ1
Sk−1(., ρ) : O(k) −→ O(k − 1), ρ ∈ Dk,
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est un changement de variable symplectique analytique qui vérifie :

(hk−1 + fk−1) ◦ Φk = hk + fk.

Et on a :

mes(Dk−1 \ Dk) ≤ εγk−1, pour γ > 0,

JfTk Kα,β,κkσk,µk,Dk ≤ εk,

|∂jρ(Ak −Ak−1)|β = |∂̂jρKk−1|β ≤ Cε
9/10
k−1 , j = 0, 1,

|∂jρ(ωk − ωk−1)| ≤ Cε9/10
k−1 , j = 0, 1,

‖Φk(x, ρ)− x‖α ≤ ε4/5
k−1 pour tout x ∈ O(k), ρ ∈ Dk,

C > 0 et dépend de n, de β, de σ, de µ, de |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D).

Preuve. Supposons, d’après le Lemme 3.4.3, qu’à la première étape on a construire le fermé de
paramètre D1 ⊂ D0 qui vérifie :

mes(D0 \ D1) ≤ εγ0 ,

tel que pour tout ρ ∈ D1 il existe un changement de variable symplectique analytique :

Φ1 = Φt=1
S0 : O(1)→ O(0).

Ce changement de variable vérifie :

(h+ f) ◦ Φ1 = h1 + f1,

avec h1(ρ) = ω1.r + 1
2〈ζ,A1(ρ)ζ〉. D’après les estimations (3.4.5)-(3.4.7), on a :

|∂jρ (A1(ρ)−A0(ρ)) |β ≤
ε0
µ2

0
, |∂jρ (ω1(ρ)− ω0(ρ)) | ≤ ε0

µ2
0
,

‖Φ1(x, ρ)− x‖α ≤ ε9/10 pour tout x ∈ Oα(σ, µ),

Ce qui achève la première étape. La condition (3.4.13) nous permet de continuer à vérifier
l’hypothèse B et les conditions de non résonance. On peut donc réitérer. Supposons qu’on
a terminé l’étape k − 1 par itération du procédé précédent. On veut passer à l’étape k. Par
construction la matrice Ak−1 est sous la forme :

Ak−1 = Ak−2 + K̂k−2 = A0 + K̂0 + K̂1 + . . .+ K̂k−2.

D’après (3.3.31) et le Lemme 3.4.5, on a

|∂jρ(Ak−1(ρ)−Ak−2(ρ))|β ≤ |∂jρK̂k−2(ρ)|β ≤ Cε9/10
k−2 ≤

δ

8 .



3.4. PREUVE DU THÉORÈME KAM. 135

La fréquence ωk−1 est sous la forme

ωk−1 = ω0 +
∑

0≤j≤k−2
ω̂j ,

de plus elle vérifie d’après l’estimation (3.3.30) et le Lemme 3.4.5

|ωk−1 − ω0| ≤ C
∑

0≤j≤k−2
ε

9/10
j ≤ δ0.

Donc on peut appliqué la Proposition 3.3.12. Ainsi il existe un fermé Dk ⊂ Dk−1 qui vérifie :

mes(Dk−1 \ Dk) ≤ C(κkδ−1)ιNυ
k ≤ ε

γ
k , pour γ > 0.

Pour tout ρ ∈ Dk, il existe un jet de fonction Sk−1 tel que ∂jρSk−1 ∈ T α,β+(σk, µk,Dk) pour
j = 0, 1. De plus on a

JSk−1K
α,β+,κk−1
σk,µk,Dk ≤

C

Πk−1κk−1

(
1 + µk

κk−1µ
3
k−1

Ξk−1 + 1
κ2
k−1µ

3
k−1µk

Ξ2
k−1

)
εk−1.

La transformation canonique associé à Sk−1 est analytique tel que

Φk = Φ1
Sk−1(., ρ) : O(k) −→ O(k − 1), ρ ∈ Dk.

Cette transformation vérifie :

(hk−1 + fk−1) ◦ Φk = hk + fk.

Par construction hk(ρ) = ωk · r+ 1
2〈ζ,Ak(ρ)ζ〉. D’après (3.3.31) et le Lemme 3.4.5 et le choix des

paramètres, on a pour j = 0, 1

|∂jρ(Ak(ρ)−Ak−1(ρ))|β ≤ |∂jρK̂k−1(ρ)|β

≤ C
(

1 + µkΞk−1
Πk−1κk−1µ

3
k−1

+
µ2
kΞ2

k−1
Πk−1µ

6
k−1κ

2
k−1

)
εk−1
µ2
k−1

≤ Cε9/10
k−1 .

La fréquence ωk est sous la forme
ωk = ωk−1 + ω̂k−1,

de plus elle vérifie d’après l’estimation (3.3.30) le Lemme 3.4.5 et le choix des paramètres

|∂jρ(ωk − ωk−1)| = |∂jρω̂k−1|

≤
[
1 + Ξk−1

Πk−1κk−1(µ2
k−1 − µ2

k)

(
1 + µkΞk−1

κk−1µ
3
k−1

+ µ2
kΞk−1

κk−1µ
4
k−1

)]
εk−1
µ2
k−1

≤ Cε9/10
k−1 .
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Pour ε petit d’après la Proposition 3.2.6, l’estimation (3.3.29) et le choix des paramètres on a :

‖Φk(x)− x‖α ≤
JSk−1K

α,β+,κk−1
σk,µk−1,Dk

µ2
k−1(σk−1 − σk)

≤ C

Πk−1(σk−1 − σk)κk−1µ
2
k−1

(
1 + µk

κk−1µ
3
k−1

Ξk−1

+ 1
κ2
k−1µ

3
k−1µk

Ξ2
k−1

)
εk−1

≤ Ctε17/20
k−1 ≤ ε

4/5
k−1.

3.4.5 Passage à la limite et preuve du théorème KAM

Par construction on a Dk ⊂ . . .D2 ⊂ D1 = D. Or on a

mes(Dk−1 \ Dk) ≤ C(κkδ−1)ιNυ
k ≤ ε

γ
k .

La mesure de Lebesgue du Borélien D′ := ∩
k≥1
Dk vérifie :

mes(D \ D′) ≤ cεγ .

où c dépend de δ et de σ. D’après le choix de paramètre on a : σ∞ = σ/2 et µ∞ = µ/2 .
Grâce au Lemme 3.4.6, on a pour tout k ≥ 1 et tout ρ ∈ D′ :

‖Φk(x, ρ)− x‖α ≤ ε4/5
k−1. (3.4.14)

Soit 1 ≤ j ≤ M , on note Φj
M = Φj ◦ Φj+1 ◦ . . . ◦ ΦM . Φj

M est un changement de variable
symplectique définit sur O(M)×D′ à valeur dans O(j) . De plus pour tout 1 ≤ j ≤M et tout
ρ ∈ D′ :

‖Φj
M − id‖α ≤

M∑
k=j

ε
4/5
k−1 ≤ Cε

4/5
j−1,

Pour P > M on a d’après (3.4.14) :

‖Φj
P − Φj

M‖α ≤ Cε
4/5
M .

Par suite (Φj
M )M est une suite de Cauchy qui converge vers Φj

∞ : un changement de variable
symplectique analytique réel défini sur Oα(σ2 ,

µ
2 )×D′. De plus pour tout ρ ∈ D′ on a :

‖Φj
∞ − id‖α ≤

∑
k≥j

ε
4/5
k−1 ≤ Cε

4/5
j−1. (3.4.15)
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Par l’estimation de Cauchy, pour j ≥ 1, on a :

‖DΦj
∞ − id‖L(Yα,Yα) ≤ Cε

4/5
j−1. (3.4.16)

Par construction Φ1
M transforme l’hamiltonien perturbé

H1 = ω.r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉+ f

en
HM = ωM .r + 1

2〈ζ,AM (ρ)ζ〉+ fM .

On a ωM converge vers ω∞ et AM vers A∞ et :

|ω∞ − ω| ≤ Cε0 + C
∑
j≥1

ε
9/10
j ≤ Cε0 + C

∑
j≥1

ε
9

10 ( 8
5 )j

0 ≤ Cε0 + C
∑
j≥0

ε
36
25 ( 8

5 )j
0

≤ Cε0,

|A∞ −A|β ≤ Cε0 + C
∑
j≥1

ε
9/10
j ≤ Cε0 + C

∑
j≥1

ε
9

10 ( 8
5 )j

0 ≤ Cε0 + C
∑
j≥0

ε
36
25 ( 8

5 )j
0

≤ Cε0.

De même, ∂ρω∞ et ∂ρA∞ vérifient les même estimations que ω∞ et A∞.

Posons H∞ = H1 ◦ Φ1
∞ avec :

H∞ = ω∞.r + 1
2〈ζ,A∞(ρ)ζ〉+ f∞.

On a H∞ = HM ◦ ΦM
∞ .

Par la formule du composée et pour tout x = (θ, 0, 0) et h = (θ, r, ζ) on a :

〈∇H∞(x), h〉 = 〈∇Hk(Φk
∞(x)), DΦk

∞(x)h〉.

Or on a JfTk Kα,β,κkσk,µk,D′ ≤ εk, par suite on obtient que ∇Hk(ϕk∞(x)) =t (0, ωk, 0) +O(ε4/5
k ). Or on a

pour tout j ≥ 1, ‖Φj
∞ − id‖α ≤ Cε

4/5
j−1. Par suite

∇H∞ =t (0, ω∞, 0).

Ce qui nous permet de déduire que :

∂rf∞(θ, 0, 0) = ∂ζf∞(θ, 0, 0) = 0.

Regardons à présent la matrice ∂2
ζiζj

H∞(x). On a :

∂2
ζiζjHk(x) = (Ak)i,j +O(ε4/5

k ),



138 CHAPITRE 3. THÉORÈME KAM EN DIMENSION INFINIE

ce qui nous permet de dire que ∂2
ζiζj

H∞(x) = (A∞)i,j et de conclure que :

∂2
ζζf∞(θ, 0, 0) = 0

Ce qui achève la preuve du Théorème 3.1.2.



4
L’équation des ondes non linéaire

4.1 Introduction et résultats

4.1.1 Introduction

Dans ce chapitre on considère l’équation des ondes cubique sur le cercle donnée par :

utt − uxx +mu = g(x, u), t ∈ R, x ∈ S1, (4.1.1)

avec m ∈ [1, 2] la masse et g une fonction holomorphe réelle sur un voisinage de S1 × J , avec J
un voisinage de zéro de R. On suppose que g est de la forme :

g(x, u) = 4u3 +O(u4). (4.1.2)

On prouve l’existence de solutions quasi-périodiques de faibles amplitudes proche de la solution
de l’équation linéaire.

Puisque la variable espace appartient au cercle, on peut diagonaliser la partie linéaire de
l’équation dans la base de Fourier. Ainsi on ramène notre problème à l’étude d’un hamiltonien
intégrable perturbé sous la forme :

H =
∑
s∈Z

λsξsηs + Perturbation , (�)

avec λs =
√
s2 +m. Afin de montrer l’existence de solutions quasi-périodiques, on fera appel au

théorème KAM 4.4.1. En effet la théorie KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) nous dit que, sous
l’effet d’une petite perturbation, un hamiltonien intégrable continue à exhiber des tores invariants
de dimension finie dans un espace de dimension infinie. Et cela sous certaines conditions de

139
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non résonance. L’existence des ces tores invariants, nous donne l’existence de solutions quasi-
périodiques. Le principal problème qu’on rencontre ici est que les fréquences λs ne vérifient
pas les hypothèses de non résonance standards 1. Dans le cas de Dirichlet, la somme dans (�)
est restreinte aux indices positifs (voir [31]). Dans ce cas on peut vérifier les conditions de non
résonance standards grâce à la masse m. Dans le cas périodique on s’autorise à la fois des indices
positifs et négatifs. On remarque que λs = λ−s. On obtient donc un système hamiltonien résonant.
Pour cela le théorème KAM 4.4.1 doit traiter le cas de valeurs propres multiples.

L’existence de solutions quasi-périodiques pour des EDPs hamiltoniennes non-linéaires a
suscité l’intérêt de nombreux auteurs. Le premier résultat de préservation de tels solutions, après
la perturbation d’un hamiltonien intégrable de dimension infinie, a été donné par Kuksin en 1987
dans [23, 24] pour l’équation de Schrödinger en dimension 1 avec condition de Dirichlet.

Concernant l’équation des ondes le premier résultat est dû à Wayne en 90 dans [31]. Il a
considéré l’équation des ondes cubique en dimension 1 avec potentiel extérieur dans L2([0, 1])
non nul et avec conditions de Dirichlet (ce qui entraîne la simplicité du spectre).

On peut aussi citer le travail de Pöschel dans [28]. Dans cet article, L’auteur a considéré
l’équation des ondes en dimension 1 avec masse, condition de Dirichlet homogène et une non-
linéarité cubique analytique mais qui ne dépend pas de la variable d’espace.

En 1998 Chierchia et You considèrent dans [9] l’équation des ondes en dimension 1 avec
potentiel périodique analytique et une perturbation quadratique analytique qui ne dépend pas de
la variable espace. Dans ce cas le potentiel joue le rôle de paramètre extérieure. Ce qui permet
de vérifier les contions de non résonance. En particulier les auteurs ne s’autorisent pas le cas où
le potentiel est nul.

Le travail le plus récent est dû à Berti, Biasco et Procesi en 2013 dans [8]. Dans cet article ils
considèrent l’équation des ondes dérivative donnée par :

utt − uxx +mu+ f(Du) = 0, m > 0, D :=
√
−∂2

xx +m, (t, x) ∈ R× T,

avec f(s) une non-linéarité réelle analytique de la forme

f(s) = as3 +
∑
k≥5

fks
k, a 6= 0.

On remarque ici que la non-linéarité est indépendante de la variable espace x. Ce qui implique
que le moment −i

∫
T ū∂xudx est conservé. Cette symétrie simplifie un peu la preuve du théorème

KAM.

Dans notre cas, il n’y a pas de paramètres extérieurs. La variable espace appartient au cercle,
donc on est dans le cas périodique. La non-linéarité g dépend de la variable d’espace.

Le plan de ce chapitre est le suivant :

• Dans la première section, on donne le résultat principal (voir Théorème 4.1.3).

1Du type : |k1λ1 + . . .+ knλn| ≥ γ
|k|τ , k ∈ Zn \ {0}.
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• Dans la deuxième section, on montre que, pour un ensemble admissible (voir définition
4.1.2), les petits diviseurs de l’équation des ondes (4.1.1) sont non nuls. Ceci est montré
pour m ∈ [1, 2] \ U avec U de mesure de Lebesgue nulle.

• Dans la troisième section, grâce à une forme normale de Birkhoff, on transforme l’hamiltonien
résonant associé à l’équation (4.1.1) en un hamiltonien qui vérifie les hypothèses du théorème
KAM (voir Théorème 4.3.7).

• Dans la quatrième section, on énonce le théorème KAM, (voir Théorème 4.4.1), et on vérifie
les hypothèses de non résonance (voir Lemme 4.4.2-4.4.8).

• Dans la dernière partie, on prouve l’existence de solutions quasi-périodiques de faibles
amplitudes pour l’équation (4.1.1).

4.1.2 Résultats

On considère l’équation des ondes sur le cercle (4.1.1) avec g de la forme (4.1.2). En considérant
le changement de variable v = u̇, l’équation (4.1.1) devient :

u̇ = v,

v̇ = −Λ2u+ g(x, u),

avec Λ := (
√
−∆ +m).

Soit ψ := 1√
2(Λ 1

2u− iΛ− 1
2 v). On note ψ̇ la dérivée de ψ par rapport à t, donnée par :

ψ̇ = 1√
2

(
Λ1/2u̇− iΛ−1/2v̇

)
.

En remarquant que u = Λ−1/2
(
ψ+ψ̄√

2

)
et en remplaçant u̇ et v̇ par leurs expressions on obtient :

1
i
ψ̇ = Λψ − 1√

2
Λ−1/2g

(
x,Λ−1/2

(
ψ + ψ̄√

2

))
.

Munissons L2(S1,C) de la forme symplectique réelle classique −idψ∧dψ̄ = −du∧dv. On considère
l’hamiltonien suivant :

H(ψ, ψ̄) =
∫
S1

(Λψ)ψ̄dx+
∫
S1
G

(
x,Λ−1/2

(
ψ + ψ̄√

2

))
dx,

où G est une primitive de g par rapport à u, c’est-à-dire :

g = ∂uG, G(x, u) = u4 +O(u5).

On peut alors écrire (4.1.1) sous la forme du système hamiltonien suivant :

ψ̇ = i
∂H

∂ψ̄
.
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Considérons à présent la base orthonormée de Fourier complexe donnée par : {ϕs(x) =
eisx/

√
2π, s ∈ Z}. Dans cette base l’opérateur Λ est diagonal et on a :

Λϕs = λsϕs,

avec λs =
√
s2 +m. Décomposons ψ et ψ̄ dans cette base, alors

ψ =
∑
s∈Z

ξsϕs et ψ̄ =
∑
s∈Z

ηsϕ−s.

En injectant cette décomposition dans l’expression de H, on obtient :

H =
∑
s∈Z

λsξsηs +
∫
S1
G

x,∑
s∈Z

ξsϕs + ηsϕ−s√
2λs

 dx. (4.1.3)

Soit PC = `2(Z,C)× `2(Z,C) muni de la forme symplectique complexe −i∑
s∈Z

dξs ∧ dηs. De plus

on définit
PR := {(ξ, η) ∈ PC|ηs = ξ̄s}.

Alors l’équation des ondes (4.1.1) est équivalente au système Hamiltonien suivant sur PR :
ξ̇s = i

∂H

∂ηs
,

η̇s = −i∂H
∂ξs

,

(4.1.4)

avec s ∈ Z.

Posons H = H2 + P , avec

H2 =
∑
s∈Z

λsξsηs, et P =
∫
S1
G

x,∑
s∈Z

ξsϕs + ηsϕ−s√
2λs

 dx. (4.1.5)

Remarque 4.1.1. On a g(x, u) = 4u3 +O(u4) et g = ∂uG. Donc on peut écrire P = P4 +R5

avec :

P4(ξ, η) =
∫
S1
u4dx =

∫
S1

∑
s∈Z

ξsϕs + ηsϕ−s√
2λs

4

dx,

R5(ξ, η, x) = P (ξ, η, x)− P4(ξ, η) = O(‖(ξ, η)‖5).

De plus on peut écrire P4 sous la forme :

P4 =
∑

i,j,k,l∈Z
C(i, j, k, l)(ξi + η−i)(ξj + η−j)(ξk + η−k)(ξl + η−l),
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avec

C(i, j, k, l) :=
∫
S1
ϕi(x)ϕj(x)ϕk(x)ϕl(x)dx =


1

2π si i+ j + k + l = 0,

0 sinon.

Soit A un ensemble fini de Z de cardinal n. Fixons I = (Ia)a∈A avec :

Ia > 0, a ∈ A.

Soit TnI le tore réel de dimension n défini par :

TnI =

 ξa = η̄a, |ξa|2 = Ia si a ∈ A
ξs = ηs = 0 si s ∈ L = Z \ A.

Ce tore est stable par le flot Hamiltonien quand la perturbation P est nulle. On peut même
donner l’expression analytique de la solution de l’équation des ondes linéaire.

Notre but dans tout ce qui suit est de démontrer la persistance du tore TnI quand la
perturbation P n’est plus nulle, en faisant l’hypothèse cruciale que ce tore soit admissible. Un
tore est dit admissible s’il est construit à partir d’un ensemble A admissible.

Définition 4.1.2. Soit A un ensemble fini de Z. A est admissible si pour tout j ∈ A\ {0}, on a
−j /∈ A \ {0} .

Notons L = Z \ A et A− = {j ∈ L | − j ∈ A}.
Dans un voisinage du tore invariant TnI dans C2n, on définit les variables action-angle (ra, θa)A

par :  ξa =
√

(Ia + ra)eiθa ,
ηa = ξ̄a.

Pour s ∈ A on notera ωs (au lieu de λs) les fréquences internes. Dans ces nouvelles variables et
notations, la partie quadratique H2 de H est égale à une constante près à

H2 =
∑
a∈A

ωara +
∑
s∈L

λsξsηs.

La perturbation devient :

P (r, θ, ξ, η) =
∫
S1
G(x, ûI,m(r, θ, ξ, η))dx,

avec

ûI,m(r, θ, ξ, η) =
∑
a∈A

√
(Ia + ra)

e−iθaϕa(x) + eiθaϕ−a(x)√
2(a2 +m)1/4

+
∑
s∈L

ξsϕs(x) + η−sϕs(x)√
2(s2 +m)1/4 .

Posons uI,m(θ, x) = ûI,m(0, θ, 0, 0). Alors, pour tout I ∈ RA+, m ∈ [1, 2] et θ0 ∈ S1, la fonction
(t, x) 7→ uI,m(θ0 + tω, x) est solution de l’équation des ondes linéaire. Dans ce cas, le tore est
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stable par le flot Hamiltonien.
Notre but est de démontrer un résultat similaire quand la perturbation n’est pas nulle.

Théorème 4.1.3. Soit α > 1/2. Supposons que A est un ensemble admissible de Z, de cardinal
n. Supposons que la perturbation g est holomorphe réelle sur un voisinage de S1 × J avec J un
voisinage de zéro de R et qu’elle est de la forme g(x, u) = 4u3 +O(u4). Alors il existe un Borélien
U ⊂ [1, 2] de mesure de Lebesgue nulle, tel que pour tout m ∈ ([1, 2] \ U), il existe ν0 qui dépend
de A, m, et de la non-linéarité g, tel que :

Pour tout 0 < ν ≤ ν0 il existe un Borélien D′ ⊂ [ν, 2ν]n de mesure de Lebesgue asymptoti-
quement pleine, c’est-à-dire :

mes
(
[ν, 2ν]n \ D′

)
≤ νn+γ

avec γ > 0 dépendant de n. Pour tout m ∈ ([1, 2] \ U) et I ∈ D′ il existe :

1. une fonction u(θ, x) analytique en θ et de classe Hα en x ∈ S1 telle que :

sup
θ∈R
‖ u(θ, .)− uI,m(θ, .) ‖Hα≤ Cν4/5,

avec C une constante absolue.

2. une fréquence ω′ : ([1, 2] \ U)×D′ → Rn vérifiant :

ω′ = ω +MI +O(ν3/2),

telle que pour tout m ∈ ([1, 2] \ U) et I ∈ D′ la fonction

t 7→ u(θ + tω′, x)

soit solution de l’équation des ondes (4.1.1).

Tout le reste de ce chapitre sera consacré à la preuve de ce théorème.

4.2 Petits diviseurs

4.2.1 Non résonance des fréquences

Dans cette section, on suppose que A est un ensemble admissible comme dans la Définition 4.1.2.
On considère le vecteur fréquence

ω ≡ ω(m) = (ωa(m))a∈A,

avec ωa(m) =
√
a2 +m. Le principal et unique résultat de cette section est le suivant :
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Proposition 4.2.1. Supposons que A est un ensemble admissible de Z. Notons n := Card(A).
Supposons que A ⊂ {a ∈ Z | |a| ≤ N,N ≥ 1}. Alors pour tout k ∈ ZA \ {0} et pour tout χ > 0 et
tout c ∈ R, on a :

mes
{
m ∈ [1, 2] |

∣∣∣∣∣∑
a∈A

kaωa(m) + c

∣∣∣∣∣ ≤ χ
}
≤ CN

2n2
χ1/n

|k|
,

avec |k| := ∑
a∈A |ka| et C > 0 une constante qui dépend seulement de n.

La preuve utilise les mêmes arguments que ceux du théorème 6.5 de [5] (voir aussi [4] et [6]).
Pour plus de clarté, on rappelle les principales étapes de la preuve.

Lemme 4.2.2. Supposons que A ⊂ {a ∈ Z | |a| ≤ N}. Pour tout p ≤ n := Card(A), on
considère a1, · · · , ap ∈ A. Alors le déterminant suivant

D :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dωa1
dm

dωa2
dm . . .

dωap
dm

d2ωa1
dm2

d2ωa2
dm2 . . .

d2ωap
dm2

. . . . . .

. . . . . .
dpωa1
dmp

dpωa2
dmp . . .

dpωap
dmp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
vérifie la minoration

|D| ≥ CN−2p2
, (4.2.1)

avec C = C(p) > 0 une constante qui dépend seulement de p.

Preuve. Un calcul rapide nous donne

djωi
dmj

= (2j − 2)!
22j−1(j − 1)!

(−1)j+1

(a2
i +m)j− 1

2
. (4.2.2)

En insérant cette formule dans D, en mettant dans la l-ième colonne (a2
` +m)−1/2 en facteur, et

dans la j-ième ligne (2j−2)!
22j−1(j−1)! en facteur, notre déterminant est égal au signe près à :

[ p∏
l=1

ω−1
a`

] p∏
j=1

(2j − 2)!
22j−1(j − 1)!

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
xa1 xa2 xa3 . . . xap

x2
a1 x2

a2 x2
a3 . . . x2

ap

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .

xpa1 xpa2 xpa3 . . . xpap

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

avec xa := (a2 +m)−1 ≡ ω−2
a . Le déterminant ci-dessous est un déterminant de Vandermonde,

valant : ∏
1≤l<k≤p

(xa` − xak) =
∏

1≤l<k≤p

a2
k − a2

`

ω2
a`
ω2
ak

.



146 CHAPITRE 4. L’ÉQUATION DES ONDES NON LINÉAIRE

Puisque A est un ensemble admissible,
∣∣∣∏1≤l<k≤p(a2

k − a2
` )
∣∣∣ ≥ 1. De plus on a |a| ≤ N , donc

pour tout a ∈ A on a |ωa| ≤ 2N . Donc :

p∏
l=1

ω−1
a`

∏
1≤l<k≤p

1
ω2
a`
ω2
ak

≥ 1
2p(2p−1)

1
Np(2p−1) ≥

1
2p(2p−1)

1
N2p2 ,

ce qui conduit à (4.2.1).

On a besoin de la proposition suivante, présente dans l’appendice B de [7].

Lemme 4.2.3. Soit
(
u(1), . . . , u(p)

)
une famille de p vecteurs libres de Rn tel que ‖u(j)‖`1 ≤ K

pour j ∈ [1, . . . , p]. Soit w un vecteur de Rn s’écrivant comme une combinaison linéaire de
u(1), . . . , u(p). Alors il existe j ∈ [1, . . . , p] tel que :

|u(j) · w| ≥
‖w‖`2Vp

(
u(1), . . . , u(p)

)
pKp−1 , (4.2.3)

avec Vp
(
u(1), . . . , u(p)

)
le volume euclidien du parallélépipède en dimension p engendré par les

vecteurs u(1), . . . , u(p).

Par souci d’exhaustivité, on rappelle la preuve :

Preuve. On procède par récurrence sur p.
Pour p = 1 on a supposé que w est colinéaire à u(1), donc on a :

|u(1) · w| = ‖u(1)‖`2‖w‖`2 = ‖w‖`2Vp
(
u(1)

)
.

Pour 2 ≤ p ≤ n, on suppose que (4.2.3) est vérifiée pour (p− 1) vecteurs.
On définit les sous-espaces vectoriels suivants de Rn :

E = vect
(
u(1), . . . , u(p)

)
,

E1 = vect
(
u(1), . . . , u(p−1)

)
,

E2 ⊂ E et E2 = E⊥1 .

On remarque que E2 est de dimension 1. On considère la décomposition suivante :

w = w1 + w2, u(p) = u
(p)
1 + u

(p)
2 ,

avec w1, u(p)
1 ∈ E1 et w2, u(p)

2 ∈ E2. On sait que u(k) ∈ E1 pour k ∈ [1, . . . , p − 1], ainsi on a
|w · u(j)| = |w1 · u(j)|. Donc d’après l’hypothèse de récurrence il existe i ∈ [1, . . . , p− 1] tel que :

‖w1‖`2Vp−1
(
u(1), . . . , u(p−1)

)
≤ (p− 1)Kp−2|w · u(i)|. (4.2.4)
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Ce qui nous donne :

‖w1‖`2Vp
(
u(1), . . . , u(p)

)
= ‖w1‖`2Vp−1

(
u(1), . . . , u(p−1)

)
‖u(p)

2 ‖`2

≤ (p− 1)Kp−2|w · u(i)|‖u(p)
2 ‖`2 . (4.2.5)

Remarquons que

Vp−1
(
u(1), . . . , u(p−1)

)
≤ ‖u(1)‖`2 . . . ‖u(p−1)‖`2 ≤ Kp−1. (4.2.6)

Comme w2 et u(p)
2 sont liés, on a :

‖w2‖`2‖u
(p)
2 ‖`2 = |w2 · u(p)

2 | = |w · u(p) − w1 · u(p)
1 | ≤ |w · u

(p)|+ ‖w1‖`2‖u
(p)
1 ‖`2 .

Donc d’après les inégalités (4.2.6) et (4.2.4), il existe i ∈ [1 · · · p− 1] tel que :

‖w2‖`2Vp
(
u(1), . . . , u(p)

)
= ‖w2‖`2Vp−1

(
u(1), . . . , u(p−1)

)
‖u(p)

2 ‖`2

≤
(
|w · u(p)|+ ‖w1‖`2‖u

(p)
1 ‖`2

)
Vp−1

(
u(1), . . . , u(p−1)

)
≤ Kp−1|w · u(p)|+ (p− 1)Kp−2‖u(p)

1 ‖`2 |w · u
(i)|

≤
(
K + (p− 1)‖u(p)

1 ‖`2
)
Kp−2 max

(
|w · u(p)|, |w · u(i)|

)
.

Donc il existe j ∈ [1 . . . p] tel que :

‖w2‖`2Vp
(
u(1), . . . , u(p)

)
≤
(
K + (p− 1)‖u(p)

1 ‖`2
)
Kp−2|w · u(j)|. (4.2.7)

Finalement, en utilisant les inégalités (4.2.5) et (4.2.7), il existe j ∈ [1 . . . p] tel que :

‖w‖`2Vp
(
u(1), . . . , u(p)

)
=
(
‖w1‖2`2 + ‖w2‖2`2

)1/2
Vp
(
u(1), . . . , u(p)

)
≤
(
(p− 1)2‖u(p)

2 ‖
2
`2 +K2 + 2K(p− 1)‖u(p)

1 ‖`2

+(p− 1)2‖u(p)
1 ‖

2
`2

)1/2
Kp−2|w · u(j)|

=
(
(p− 1)2‖u(p)‖2`2 +K2 + 2(p− 1)K‖u(p)

1 ‖`2
)1/2

×Kp−1|w · u(j)|

≤
(
(p− 1)2 + 1 + 2(p− 1)

) 1
2 Kp−1|w · u(j)|

= pKp−1|w · u(j)|,

ce qui achève la preuve de l’estimation (4.2.3).

Rappelons que le vecteur fréquence interne est donné pour m ∈ [1, 2] par :

ω(m) ≡ (ωa(m))a∈A = (
√
a2 +m)a∈A.
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Corollaire 4.2.4. Posons n = Card(A) et soit w un vecteur non nul de Rn. Alors pour tout
m ∈ [1, 2], il existe (un indice) j ∈ [1, ..., n] tel que :∣∣∣∣∣w · djωdmj

(m)
∣∣∣∣∣ ≥ CN−2n2‖w‖`1 ,

avec C > 0 qui dépend seulement de n.

Preuve. D’après le lemme 4.2.2,
(
dω
dm(m), . . . , dnωdmn (m)

)
est une famille libre donc elle forme

une base de Rn. Donc w peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs. D’après le
Lemme 4.2.3 il existe un indice j ∈ [1 . . . , n] tel que :

∣∣∣∣∣w · djωdmj
(m)

∣∣∣∣∣ ≥ ‖w‖`2Vn
(
dω
dm(m), . . . , dnωdmn (m)

)
nKn−1

≥
‖w‖`1Vn

(
dω
dm(m), . . . , dnωdmn (m)

)
n3/2Kn−1 .

Or
(
dω
dm(m), . . . , dnωdmn (m)

)
est une famille de n vecteurs de Rn. Donc :

Vn
(
dω

dm
(m), . . . , d

nω

dmn
(m)

)
= D,

où D est le déterminant défini dans le Lemme 4.2.2. Donnons à présent l’expression de K. Pour
j ∈ [1, . . . n] on a : ∥∥∥∥∥ djωdmj

(m)
∥∥∥∥∥
`1

=
∑

1≤k≤n

∣∣∣∣∣ (2j − 2)!
22j−1(j − 1)!

(−1)j+1

(k2 +m)j− 1
2

∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤k≤n

(2n− 2)!
(n− 1)! = n(2n− 2)!

(n− 1)! =: K.

Il s’ensuit que : ∣∣∣∣∣w · djωdmj
(m)

∣∣∣∣∣ ≥ (n− 1)!
n5/2(2n− 2)!

D‖w‖`1 ≥ CN−2n2‖w‖`1 ,

ce qui termine la preuve du corollaire.

Pour conclure on a besoin du lemme suivant de [32] :

Lemme 4.2.5. (Lemme 2.1 de [32]) Supposons que g(τ) est p fois différentiable sur un intervalle
J ⊂ R. Pour h > 0 on définit l’ouvert Jh par :

Jh := {τ ∈ J | |g(τ)| < h} .

Sur J , si on a |g(p)(τ)| ≥ d > 0, alors

mes(Jh) ≤Mh1/p, (4.2.8)



4.2. PETITS DIVISEURS 149

avec M := 2(2 + 3 + ...+ p+ d−1).

Pour la clarté de la lecture, on rappelle la preuve :

Preuve. Posons Jp−1
h :=

{
τ ∈ J | |g(p−1)(τ)| < h

}
. On a :

∣∣∣∣(g(p−1)
)′

(τ)
∣∣∣∣ =

∣∣∣g(p)(τ)
∣∣∣ ≥ d > 0, ∀τ ∈ J.

Donc g(p−1) est strictement monotone sur J et Jp−1
h est connexe. Par le théorème des accroisse-

ments finis on en déduit que :
mes(Jp−1

h ) ≤ 2h
d
.

L’ensemble J − Jp−1
h =

{
τ ∈ J | |g(p−1)(τ)| ≥ h

}
possède au plus deux composantes connexes,

qu’on appellera Jp−1
[1] et Jp−1

[2] . Posons à présent :

Jp−2
h :=

{
τ ∈ J |

∣∣∣g(p−2)(τ)
∣∣∣ < h2

}
.

On a alors : ∣∣∣∣(g(p−2)
)′

(τ)
∣∣∣∣ =

∣∣∣g(p−1)(τ)
∣∣∣ ≥ h > 0, ∀τ ∈ Jp−1

[1] ∪ J
p−1
[2] .

Jp−2
h ∩ Jp−1

[1] et Jp−2
h ∩ Jp−1

[2] possèdent chacun au plus une composante connexe dans Jp−1
[1] et

Jp−1
[2] respectivement. Et on a :

mes
(
Jp−2
h ∩ Jp−1

[1]

)
≤ 2h2

h
= 2h,

mes
(
Jp−2
h ∩ Jp−1

[2]

)
≤ 2h2

h
= 2h.

Ainsi,

mes
(
Jp−2
h

)
≤ mes

(
Jp−2
h ∩

(
J − Jp−1

h

))
+ mes

(
Jp−2
h ∩ Jp−1

h

)
≤ mes

(
Jp−2
h ∩ Jp−1

[1]

)
+ mes

(
Jp−2
h ∩ Jp−1

[2]

)
+ mes

(
Jp−1
h

)
≤ 2h+ 2h+ 2hd−1 = 2(2 + d−1)h.

Posons maintenant
Jp−3
h :=

{
τ ∈ J |

∣∣∣g(p−3)(τ)
∣∣∣ < h3

}
.

L’ensemble J − Jp−2
h possède au plus trois composantes connexes qu’on appellera Jp−2

[1] , Jp−2
[2] et

Jp−2
[3] . Pour tout τ ∈ Jp−2

[1] ∪ J
p−2
[2] ∪ J

p−2
[3] on a :

∣∣∣∣(g(p−3)
)′

(τ)
∣∣∣∣ =

∣∣∣g(p−2)(τ)
∣∣∣ ≥ h2 > 0.

Jp−3
h ∩ Jp−2

[1] , Jp−3
h ∩ Jp−2

[2] et Jp−3
h ∩ Jp−2

[3] possèdent chacun au plus une composante connexe



150 CHAPITRE 4. L’ÉQUATION DES ONDES NON LINÉAIRE

dans Jp−2
[1] , Jp−2

[2] et Jp−2
[3] respectivement. Et on a :

mes
(
Jp−3
h

)
≤ mes

(
Jp−3
h ∩ Jp−2

[1]

)
+ mes

(
Jp−3
h ∩ Jp−2

[2]

)
+ mes

(
Jp−3
h ∩ Jp−2

[3]

)
+ mes

(
Jp−3
h ∩ Jp−2

h

)
≤ 2h+ 2h+ 2h+ 2(2 + d−1)h = 2(2 + 3 + d−1)h.

Posons à présent :
J1
h =

{
τ ∈ J |

∣∣g′(τ)
∣∣ < hp−1

}
.

En itérant le même procédé précédent p− 1 fois on obtient :

mes
(
J1
h

)
≤ 2(2 + 3 . . .+ p− 1 + d−1)h.

L’ensemble J − J1
h possède p composantes connexes. Notons ces composantes J1

[1], J
1
[2], . . . J

1
[p] et

J0
h := {τ ∈ J | |g(τ)| < hp}. Comme précédemment, on a :

mes
(
J0
h ∩ J1

[i]

)
≤ 2h, pour i ∈ [1, . . . , p].

Ainsi on obtient :

mes
(
J0
h

)
≤ mes

(
J0
h ∩

(
J − J1

h

))
+ mes

(
J0
h ∩ J1

h

)
≤

∑
1≤i≤p

mes
(
J0
h∩, J1

[i]

)
+ mes

(
J0
h ∩ J1

h

)
≤ 2ph+ 2(2 + 3 . . .+ p− 1 + d−1)h

≤ 2(2 + 3 . . .+ p+ d−1)h.

Notons que Jh = J0
h1/p , donc en remplaçant h par h1/p on obtient l’estimation (4.2.8)

À présent, on a tous les outils nécessaire pour donner la preuve de la Proposition 4.2.1.

Preuve de la Proposition 4.2.1. Pour k ∈ Rn, avec n = Card(A), on considère la fonction g ∈
C∞([1, 2],R) définie par :

g(m) = k · ω(m) + c.

D’après le Corollaire 4.2.4, il existe j ∈ [1, . . . n] tel que∣∣∣∣∣k · djωdmj
(m)

∣∣∣∣∣ ≥ CN−2n2 |k|.

En appliquant le Lemme 4.2.5 avec h = CN−2n2 |k|, on obtient :

mes {m ∈ [1, 2] | |k · ω(m) + c| ≤ χ} ≤Mχ1/n,

avec M ≤ C̃N2n2 |k|−1. La constante C̃ une constante strictement positive qui dépend que de n.
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La proposition est donc prouvée

4.2.2 Estimations des petits diviseurs

Pour m ∈ [1, 2], rappelons que les fréquences internes sont notées par ω ≡ ω(m) = (
√
a2 +m)a∈A,

alors que les fréquences externes sont notées par λs ≡ λs(m) =
√
s2 +m avec s ∈ L = Z \ A.

Remarquons que pour s ∈ L \ {0} on a :

|λs(m)− |s|| ≤ m

2|s| . (4.2.9)

Rappelons aussi que :
A− := {s ∈ L | −s ∈ A}.

On note L∞ le complémentaire de A− dans L et n le cardinal de A.
Dans cette partie, on va faire des estimées sur les petits diviseurs suivants :

D0 =ω · k, k ∈ Zn \ {0}

D1 =ω · k + λa, k ∈ Zn, a ∈ L

D2 =ω · k + λa + λb, k ∈ Zn, a, b ∈ L

D3 =ω · k + λa − λb, k ∈ Zn, a, b ∈ L.

Définition 4.2.6. Soient k ∈ Zn, a, b ∈ L.

(i) L’entier k est D0 résonant si k = 0.

(ii) Le couple (k; a) est D1 résonant si |a| = |s| avec s ∈ A et ω · k = −ωs

(iii) Le triplet (k; a, b) est D2 résonant si |a| = |s|, |b| = |s′| avec s, s′ ∈ A et ω · k = −ωs − ωs′

(iv) Le triplet (k; a, b) est D3 résonant si |a| = |s|, |b| = |s′| avec s, s′ ∈ A et ω · k = −ωs + ωs′ .

Remarque 4.2.7. Notons que (k; a, b) peuvent être D2 ou D3 résonant que quand (a, b) ∈
A− ×A−. De même, (k; a) peut être D1 résonant seulement quand a ∈ A−.

Notre but est de donner une borne inférieure aux petits diviseurs D0, D1, D2 et D3 quand ils
ne sont pas résonants, et cela pour m ∈ [1, 2] \ C, avec C un ouvert de mesure de Lebesgue nulle.

Dans cette section C, une constante qui dépend seulement de l’ensemble admissible A.
Commençons par minorer les petits diviseurs D0, D1 et D2.

Proposition 4.2.8. Soient κ > 0, soit N > 1 un entier. Alors il existe un ouvert C ⊂ [1, 2] qui
vérifie :

mes (C) ≤ CκτN ι,

avec τ, ι > 0 et qui dépendent seulement de n = Card (A), tel que pour tout m ∈ ([1, 2] \ C), tout
0 < |k| ≤ N et tout a, b ∈ L on a :

|ω · k| ≥ κ, (4.2.10)
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sauf quand k est D0 résonant, c’est-à-dire k = 0 ;

|ω · k + λa| ≥ κ〈a〉, (4.2.11)

sauf quand (k; a) est D1 résonant ;

|ω · k + λa + λb| ≥ κ (〈a〉+ 〈b〉) , (4.2.12)

sauf quand (k; a, b) est D2 résonant. La constante C dépend seulement de l’ensemble admissible
A.

Preuve. On commence par montrer (4.2.10). Soient κ > 0, et N > 1 un entier. Posons

U = {m ∈ [1, 2] | |ω · k| < κ, k ∈ Zn avec 0 < |k| ≤ N}.

Pour k ∈ Zn on pose :
Uk = {m ∈ [1, 2] | |ω · k| < κ}

et
B0 = {k ∈ Zn||k| ≤ N}.

On a alors
U =

⋃
k∈B0

Uk.

Grâce à la Proposition 4.2.1, on a mes (Uk) ≤ C κ1/n

|k| . Remarquons qu’il y au plus Nn points dans
B0. Donc on obtient :

mes (U) ≤ Cκ1/nNn.

Regardons maintenant le deuxième petit diviseur (4.2.11). Posons :

CA =
(
max{|a| | a ∈ A}2

)1/2
.

On distingue deux cas : si |a| ≥ 2CAN , alors on a :

|ω · k + λa| ≥ λa − |ω · k| ≥ |a| − CA|k| ≥ |a| −
1
2 |a| ≥ κ〈a〉,

pour 0 < κ ≤ 1/2.
Si |a| < 2CAN , on pose

V = {m ∈ [1, 2] | |ω · k + λa| < κ〈a〉, (k; a) ∈ L × Zn

avec 0 ≤ |k| ≤ N et (k; a) non D1 résonant }.

On veut donner une borne supérieure de la mesure de Lebesgue de V. Pour cela, on pose, pour
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k ∈ Zn et a ∈ L

Vk,a = {m ∈ [1, 2] | |ω · k + λa| < κ〈a〉, (k; a) non D1 résonant }

En posant
B1 = {(k, a) ∈ Zn × L||k| ≤ N et |a| < 2CAN},

on a :
V ⊂

⋃
(k,a)∈B1

Vk,a. (4.2.13)

On remarque que dans B1 il existe au plus 4CANn+1 points. Il reste à donner une majoration de
la mesure de Lebesgue de Vk,a. Pour cela on distingue deux cas :

• Si {a,−a} 6⊂ A, alors A′ = A ∪ {a} est encore un ensemble admissible de cardinal n+ 1.
De plus on a A′ ⊂ {a ∈ Z | |a| ≤ CN}. En appliquant la Proposition 4.2.1 avec ce nouvel
ensemble admissible, on a :

mes (Vk,a) ≤ C
κ1/(n+1)N2(n+1)2+1/(n+1)

|k + 1| .

• Si |a| ∈ A mais (k; a) n’est pas D1 résonant, alors en appliquant la Proposition 4.2.1 sans
changer A on a :

mes (Vk,a) ≤ C
κ1/nN2n2+1/n

|k|
.

Ceci nous donne que :
mes (V) ≤ Cκ1/(n+1)N (n+1)(2n+3)+1/(n+1).

De la même manière on montre (4.2.12). On termine la preuve de la Proposition 4.2.8 en posant
C = U ∪ V ∪W où W est l’ouvert où (4.2.12) n’est pas vérifiée.

Il nous reste à contrôler D3 = ω · k + λa − λb.

Lemme 4.2.9. Soient κ̃ ∈]0, 1] et N un entier non nul. On a alors :

mes{m ∈ [1, 2] | |ω · k − e| < 2κ̃, (k, e) ∈ Zn+1,

avec 0 < |k| ≤ N} ≤ Cκ̃
1
nNn+1,

avec C > 0 dépendant seulement de l’ensemble admissible A.

Preuve. Soit (k, e) ∈ Zn × Z tel que 0 < |k| ≤ N . En utilisant la Proposition 4.2.1, on a :

mes{m ∈ [1, 2] | |ω · k − e| < 2κ̃, } ≤ C κ̃
1
n

|k|
.

D’après l’hypothèse κ ≤ 1, on peut se restreindre à :

|e| ≤ |ω · k − e|+ |ω · k| ≤ CN.
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Donc
mes

⋃
|k|≤N

(k,e)∈Zn+1

{m ∈ [1, 2] | |ω · k − e| < 2κ̃} ≤ CNn+1κ̃
1
n .

Proposition 4.2.10. Soient κ > 0 et N un entier non nul. Alors il existe un ouvert C ⊂ [1, 2]
tel que :

mes (C) ≤ CκτN ι,

avec τ et ι deux exposants strictement positifs qui dépendent seulement de n = Card (A), tels que
pour tout m ∈ ([1, 2] \ C), tout 0 < |k| ≤ N et tout a, b ∈ Ls on a :

|ω · k + λa − λb| ≥ κ(1 + ||a| − |b||), (4.2.14)

sauf quand (k; a, b) est D3 résonant. La constante C dépend seulement de l’ensemble admissible
A.

Preuve. Pour |b| ≥ |a| > 0, remarquons que en utilisant (4.2.9) on a :

|λa − λb − (|a| − |b|)| ≤ m

|a|
≤ 2|a|−1.

Donc on obtient :
|ω · k + λa − λb| ≥ |ω · k + |a| − |b|| − 2|a|−1.

Dans le Lemme 4.2.9, on pose κ̃ = κ̄% avec % un exposant dans ]0, 1[ qui sera déterminé
ultérieurement. Il existe, d’après ce lemme, un ouvert C1 = C1(N, κ̄%) dont la mesure de Lebesgue
est plus petite que Cκ̄

%
nNn+1 avec C une constante qui dépend de A. Pour tout m ∈ ([1, 2] \ C1),

tout 0 < |k| ≤ N et tout a, b ∈ L avec |b| ≥ |a| ≥ 2κ̄−% on a :

|ω · k + λa − λb| ≥ κ̄% ≥ κ̄. (4.2.15)

Regardons les cas restants où l’estimation précédente est mise en défaut. Ces cas sont inclus dans
l’ensemble :

C2 =
{
m ∈ [1, 2] | |ω · k + λa − λb| < κ̄, (a, b) ∈ L2, |a| ≤ 2κ̄−%, 0 < |k| ≤ N

}
Remarquons que si |ω · k + λa − λb| < κ̄, |a| ≤ 2κ̄−% et |k| ≤ N , alors on a :

|b| ≤ λb ≤ |ω · k + λa − λb|+ |ω · k|+ λa

≤ 2κ−% + (CA + 3)N,

avec CA =
(
max{|a| | a ∈ A}2

)1/2.
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Posons
B = {(a, b) ∈ Z2 | |a| ≤ |b| ≤ 2κ̄−% + (CA + 3)N}

Il y a au plus 4(2κ̄−% + (CA + 3)N)2 points dans l’ensemble B. Il s’ensuit que :

C2 ⊂ {m ∈ [1, 2] | |ω · k + λa − λb| < κ̄, (a, b) ∈ B, 0 < |k| ≤ N} := C3

Rappelons que L∞ = L \ A− avec A− = −A. Pour a ∈ L, on définit l’ensemble ]a[ par ]a[= {a}
si a ∈ L∞ et ]a[= ∅ si a ∈ A−. Soit

A′ = A∪]a[∪]b[.

Par définition, A′ est un ensemble admissible. De plus on a :

A′ ⊂ {a ∈ Z | |a| ≤ C
(
2κ̄−% + (CA + 3)N

)
}.

Puisque (k; a, b) est D3 non résonant, alors l’application de la Proposition 4.2.1 à l’ensemble
admissible A′ donne :

mes (C2) ≤ mes (C3) ≤ Cκ̄1/(n+2)Nn (2κ̄−% + (CA + 3)N
)2(n+2)2

CardB

≤ Cκ̄1/(n+2)κ̄−2%((n+2)2+1)N (n+2)(2n+5).

En choisissant

% = 1
4 ((n+ 2)2 + 1) (n+ 2) , τ = 1

2(n+ 2) , ι′ = (n+ 2)(2n+ 5),

et en posant C = C1 ∪ C2, on obtient :

mes (C) ≤ Cκ̄τN ι′ .

De plus pour tout m ∈ [1, 2] \ C4, tout 0 < |k| ≤ N et tout a, b ∈ L non D3 résonant l’estimation
(4.2.15) est satisfaite.

Pour terminer la preuve de la proposition, on étudie la différence ||a| − |b||. Sans perte de
généralité supposons que |a| > |b|.

• Si |a| − |b| ≥ 8CAN ≥ 8|ω · k|, alors pour tout m ∈ [1, 2] et tout 0 < |k| ≤ N , on a :

|ω · k + λa − λb| ≥ λa − λb − |ω · k| ≥
1
4(|a| − |b|)− |ω · k|

≥ 1
8(|a| − |b|) ≥ 1

16(1 + |a| − |b|) ≥ κ(1 + |a| − |b|),

si on suppose que κ ≤ 1
16 .
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• Si |a| − |b| < 8CAN , alors on a, pour m ∈ [1, 2] \ C :

|ω · k + λa − λb| ≥
κ̄

1 + 8CAN
(1 + |a| − |b|)

≥ κ(1 + |a| − |b|).

Ainsi pour tout m ∈ [1, 2] \ C, tout 0 < |k| ≤ N et tout a, b ∈ L non D3 résonant, l’estimation
(4.2.14) est vérifiée. De plus,

mes (C) ≤ CκτN ι′+τ = CκτN ι.

Il reste à traiter le cas où k = 0 dans D3.

Lemme 4.2.11. Soient m ∈ [1, 2] et a, b ∈ L tel que |a| 6= |b|. On a alors

|λa − λb| ≥
1
8(1 + ||a| − |b||).

Preuve. Sans perdre de généralité, supposons que |a| > |b|. Alors pour tout m ∈ [1, 2], on a :

λa − λb = (|a| − |b|)(|a|+ |b|)√
a2 +m+

√
b2 +m

≥ 1
4(|a| − |b|) ≥ 1

8(1 + ||a| − |b||).

4.3 Forme normale

Dans cette section on construit un changement de variable symplectique qui met l’hamiltonien
(4.1.5) sous forme normale à laquelle on peut appliquer notre théorème KAM 4.4.1.

4.3.1 Notations

Dans cette partie on commence par rappeler quelque notations introduites dans le troisième
chapitre. Pour L une partie de Z et α ≥ 0, on considère l’espace `2 à poids défini par :

Yα :=

ζ =

ζs =

ξs
ηs

 ∈ C2, s ∈ L

 | ‖ζ‖α <∞
 ,

avec
‖ζ‖2α =

∑
s∈L
|ζs|2〈s〉2α, où 〈s〉 = max(|s|, 1).
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On munit C2 de la norme euclidienne, c’est-à-dire si ζs = t(ξs, ηs) alors |ζs| =
√
|ξs|2 + |ηs|2.

Pour β ≥ 0 on définit l’espace `∞ à poids :

Lβ =


ζs =

ξs
ηs

 ∈ C2, s ∈ L

 | |ζ|β <∞
 ,

avec
|ζ|β = sup

s∈L
|ζs|〈s〉β.

On rappelle que pour β ≤ α, on a Yα ⊂ Lβ.
Matrices infinies. On considère le projecteur orthogonal Π défini sur l’ensemble des matrices
carrées par

Π : M2×2(C)→ S,

où S est défini comme suit :

S = CI + Cσ2, avec σ2 =

0 −1
1 0

 .
On introduit l’ensembleM des matrices infinies symétriques A : L × L →M2 (R), qui vérifient,
pour tous s, s′ ∈ L :

As
′
s ∈M2 (R), As′s = tAss′ et ΠAs′s = As

′
s ,

SoitMα le sous-ensemble deM défini par :

A ∈Mα ⇔ |A|α := sup
s,s′∈L

〈s〉α〈s′〉α‖As′s ‖∞ <∞.

Soient n ∈ N, ρ > 0 et B un espace de Banach. On définit :

Tnρ = {θ ∈ Cn/2πZn| |Imθ| < ρ},

et
Oρ (B) = {x ∈ B|‖x‖B < ρ} .

Pour σ, µ ∈ ]0, 1[, on définit

Oα(σ, µ) = Tnσ ×Oµ2(Cn)×Oµ(Yα) = {(θ, r, ζ)},

Oα,R(σ, µ) = Oα(σ, µ) ∩ {Tn × Rn × Y R
α },

avec Y R
α =

ζ ∈ Yα | ζ =

ζs =

ξs
ηs

 , ξs = η̄s s ∈ L

.

Un point de Oα(σ, µ) sera noté par x = (θ, r, ζ). Une fonction de Oα(σ, µ), est dite réelle si elle
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est à valeur réelle pour x réel. On définit :

‖(r, θ, ζ)‖α = max(|r|, |θ|, ‖ζ‖α).

Classe des fonctions Hamiltoniennes. Soit D un compact de Rp (l’ensemble des para-
mètres). Soit f : Oα(δ, µ)×D → C une fonction de classe C1, réelle et holomorphe par rapport à
la première variable, et telle que tout ρ ∈ D, les applications

Oα(δ, µ) 3 x 7→ ∇ζf(x, ρ) ∈ Yα ∩ Lβ

et
Oα(δ, µ) 3 x 7→ ∇2

ζf(x, ρ) ∈Mβ

soient holomorphes. On définit :

|f(x, .)|D = sup
ρ∈D
|f(x, ρ)| ,

∥∥∥∥∂f∂ζ (x, .)
∥∥∥∥
D

= sup
ρ∈D
‖∇ζf(x, ρ)‖α ,∣∣∣∣∂f∂ζ (x, .)

∣∣∣∣
D

= sup
ρ∈D
|∇ζf(x, ρ)|β ,

∣∣∣∣∣∂2f

∂ζ2 (x, .)
∣∣∣∣∣
D

= sup
ρ∈D

∣∣∣ ∇2
ζf(x, ρ)

∣∣∣
β
.

On note T α,β(D, σ, µ) l’ensemble des fonctions f vérifiant pour tout x ∈ Oα(σ, µ) :

|f(x, .)|D ≤ C,
∥∥∥∥∂f∂ζ (x, .)

∥∥∥∥
D
≤ C

µ
,

∣∣∣∣∂f∂ζ (x, .)
∣∣∣∣
D
≤ C

µ
,

∣∣∣∣∣∂2f

∂ζ2 (x, .)
∣∣∣∣∣
D
≤ C

µ2 ,

Pour f ∈ T α,β(D, σ, µ) on note JfKα,βσ,µ,D la plus petite constante C qui satisfaisant les relations
précédentes. Si ∂jρf ∈ T α,β(D, σ, µ), avec j ∈ {0, 1}, alors pour γ > 0 on définit :

JfKα,β,γσ,µ,D = JfKα,βσ,µ,D + γJ∂ρfKα,βσ,µ,D.

On définit aussi :
T α,β(µ) =

{
f(ζ)|f ∈ T α,β(D, σ, µ)

}
,

c’est à dire que f ne dépend pas de r, θ et ρ. Pour une telle fonction, sa norme sera noté tout
simplement JfKα,βµ .

Enfin, on termine cette partie de rappel des notations en définissant l’espace T α,β+(D, σ, µ).
Rappelons que les espaces Lβ+ etMβ+ sont donné par :

Lβ+ = {ζ = (ζs = (ps, qs) , s ∈ L) | |ζ|β+ <∞},

avec |ζ|β+ = sup
s∈L
|ζs|〈s〉β+1, et

Mβ+ = {A ∈M| |A|β+ <∞}
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avec |A|β+ = sup
s,s′∈L

(1 + | |s| − |s′| |)〈s〉β〈s′〉β‖As′s ‖∞.

On remarque que Lβ+ ⊂ Lβ et Mβ+ ⊂ Mβ. On définit T α,β+(D, σ, µ) de la même façon
qu’on a définit T α,β(D, σ, µ) mais en remplaçant Lβ par Lβ+ et Mβ par Mβ+. Ainsi on a
T α,β+(D, σ, µ) ⊂ T α,β(D, σ, µ).
Rappelons que pour f, g ∈ T α,β(µ), le crochet de Poisson est donnée par :

{f, g} = i〈∇ζf, J∇ζg〉.

Lemme 4.3.1. Soient f ∈ T α,β(µ) et g ∈ T α,β+(µ), alors pour tout 0 < µ′ < µ, {f, g} ∈
T α,β(µ′), on a :

J{f, g}Kα,βµ′ ≤
C

µ(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+
µ .

La constante C dépend de α et β.

Pour la preuve, on rappelle le lemme suivant, démontré dans [29] (annexe A).

Lemme 4.3.2. Soient E et F deux espaces de Banach complexes, f : E → F et v ∈ E. Supposons
que qu’il existe r > 0 tel que f est holomorphe sur la boule ouverte de centre v et de rayon r et
que ‖f‖F ≤M sur cette boule. Alors dvf ∈ L(E,F ) et on a :

‖dvf‖L(E,F ) ≤
M

r
.

Preuve du lemme 4.3.1. Soit x ∈ Oµ′(Yα), il faut montrer que :

(i) |{f, g} (x)| ≤ C

µ(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+
µ ;

(ii) ‖∇ζ {f, g} (x)‖α ≤
C

µµ′(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+
µ ;

(iii) |∇ζ {f, g} (x)|β ≤
C

µµ′(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+
µ ;

(iv) |∇2
ζ {f, g} (x)|β ≤

C

µµ′2(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+
µ .

Démontrons (i). On a :

|{f, g} (x)| = |〈∇ζf(x), J∇ζg(x)〉| ≤ ‖∇ζf(x)‖α‖J∇ζg(x)‖α

≤ 1
µ2 JfKα,βµ JgKα,β+

µ

≤ 1
µ(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+

µ .

Intéressons-nous à présent au gradient en ζ du crochet de Poisson :

∇ζ {f, g} (x) = 〈∇2
ζf(x), J∇ζg(x)〉+ 〈∇ζf(x), J∇2

ζg(x)〉 =: Σ1 + Σ2.
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Pour Σ1 on sait que ∇ζf : Oµ′(Yα) → Yα. De plus x 7→ ∇ζf(x) est holomorphe : alors
∇2
ζf(x) ∈ L(Yα, Yα) pour tout x ∈ Oµ′(Yα). D’après le lemme 4.3.2, on a donc :

‖Σ1‖α ≤ ‖∇2
ζf(x)‖L(Yα,Yα)‖J∇ζg(x)‖α

≤ 1
µ− µ′

sup
y∈Oµ(Yα)

(‖∇ζf(y)‖α) ‖∇ζg(x)‖α

≤ 1
µ2(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+

µ

≤ 1
µµ′(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+

µ .

On procède de la même manière pour Σ2, ce qui termine la preuve de (ii). Pour montrer (iii), on
utilise les estimations 3 et 4 du Lemme 3.2.2. Ainsi on obtient :

|∇ζ {f, g} (x)|β ≤
∣∣∣〈∇2

ζf(x), J∇ζg(x)〉
∣∣∣
β

+
∣∣∣〈∇ζf(x), J∇2

ζg(x)〉
∣∣∣
β

≤ C
∣∣∣∇2

ζf(x)
∣∣∣
β
|J∇ζg(x)|β+ + C |∇ζf(x)|β

∣∣∣J∇2
ζg(x)

∣∣∣
β+

≤ C

µ3 JfKα,βµ JgKα,β+
µ

≤ C

µµ′(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+
µ .

Il reste à démontrer (iv). On commence par calculer la dérivée seconde du crochet de Poisson :

∇2
ζ {f, g} (x) = 〈∇3

ζf(x), J∇ζg(x)〉+ 〈∇2
ζf(x), J∇2

ζg(x)〉

+ 〈∇2
ζf(x), J∇2

ζg(x)〉+ 〈∇ζf(x), J∇3
ζg(x)〉

=: Γ1 + Γ2 + Γ3 + Γ4.

Pour Γ1, on sait que ∇2
ζf : Oµ′(Yα) → Mβ. De plus, x 7→ ∇2

ζf(x) est holomorphe : alors
∇3
ζf(x) ∈ L(Yα,Mβ) pour tout x ∈ Oµ′(Yα). D’après le lemme 4.3.2, on a donc :

|Γ1| ≤ ‖∇3
ζf(x)‖L(Yα,Mβ)|J∇ζg(x)‖α

≤ 1
µ− µ′

sup
y∈Oµ(Mβ)

∣∣∣∇2
ζf(y)

∣∣∣
β
‖∇ζg(x)‖α

≤ 1
µ3(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+

µ

≤ 1
µµ′2(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+

µ .

On procède de même pour Γ4. Il reste à étudier Γ2 et Γ3. Les deux cas se traitent de la même façon.
Regardons par exemple Γ3. En utilisant la première estimation démontrée dans le Lemme 3.2.2,
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on obtient :

|Γ3| ≤ C
∣∣∣∇2

ζf(x)
∣∣∣
β

∣∣∣∇2
ζg(x)

∣∣∣
β+

≤ C

µ4 JfKα,βµ JgKα,β+
µ

≤ C

µµ′2(µ− µ′)JfKα,βµ JgKα,β+
µ .

Ceci termine la preuve de lemme.

Soit g une fonction de classe C1 sur Oµ(Yα). On note Φg le flot hamiltonien de g à t = 1,
c’est-à-dire :

ζ = ζ(1) = Φg(ζ0) = Φt=1
g (ζ0),

avec
ζ̇ = iJ∇ζg(ζ) et ζ(0) = ζ0.

Corollaire 4.3.3. Soient f ∈ T α,β(µ), g ∈ T α,β+(µ) et 0 < µ′ < µ tels que :

JgKα,β+
µ ≤ 1

C
µ(µ− µ′).

Alors Φg : Oµ′(Yα)→ Oµ(Yα) et f ◦ Φg ∈ T α,β(µ′). De plus on a :

Jf ◦ ΦgK
α,β
µ′ ≤ C

′JfKα,βµ . (4.3.1)

La constante C dépend de α et β tandis que C ′ une constante absolue.

Preuve. Montrons d’abord que Φg est bien défini et que Φg : Oµ′(Yα)→ Oµ(Yα). Soit :

t̄ = sup{t > 0 | ζ(a) définie pour 0 ≤ a ≤ t et ‖ζ(a)‖α < µ}.

Montrons que t̄ ≥ 1. On sait que :

ζ(a) = ζ0 + i

∫ a

0
J∇ζg(ζ(s))ds.

Or g ∈ T α,β+(µ), donc pour tout ζ ∈ Oµ(Yα) on a :

‖∇ζg(ζ)‖α ≤
JgKα,β+

µ

µ
≤ 1
C

(µ− µ′).

Il s’ensuit, pour a = 1, que :

‖ζ(a)‖α ≤ ‖ζ0‖α + a

C
(µ− µ′)

≤ µ′ + a

C
(µ− µ′) < µ,

On déduit que t̄ ≥ 1, que Φg est bien défini et que Φg : Oµ′(Yα)→ Oµ(Yα). Montrons à présent
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que f ◦Φg ∈ T α,β(µ′), ainsi que l’estimation (4.3.1). Rappelons que pour f et g holomorphes, on
a :

f ◦ Φg = f + {f, g}+ 1
2! {{f, g} , g}+ 1

3! {{{f, g} , g} , g}+ . . .

=
∑
n≥0

1
n!P

n
g f,

avec P 0
g f = f , P 1

g f = {f, g} et P 2
g f = {{f, g} , g} . . .

Grâce au Lemme 4.3.1 on a :

JPng fKα,βµ′ ≤ C
nJfKα,βµ

(
µ(µ− µ′)JgKα,β+

µ

)n
.

En utilisant l’hypothèse faite sur g, on obtient que f ◦ Φg est une série convergente. Donc
f ◦ Φg ∈ T α,β(µ′) et on obtient l’estimation (4.3.1).

On définit le tore réel de dimension finie :

Tρ =
{
ζ = ((ξs, ηs), s ∈ Z)| ξs = η̄s, |ζa|2 = νρa si a ∈ A, ξs = 0 si s ∈ L

}
, (4.3.2)

avec ν > 0 petit et ρ = (ρa, a ∈ A) le vecteur paramètre appartenant au domaine D = [1, 2]A.
Ce tore de dimension n = Card(A) est invariant pour l’équation d’onde linéaire. Notre but

est de mettre l’Hamiltonien H2 + P sous forme normale à laquelle on appliquera le théorème
KAM 4.4.1. Cette forme normale sera définie sur des tores construits sur l’espace Yα et voisins
du tore réel Tρ.
Au voisinage du tore Tρ, on passe des variables (ζa, a ∈ A) aux variables action-angle définies
par :

ξa =
√
Iae

iθa , ηa =
√
Iae
−iθa , a ∈ A.

On passe donc des variables (ξ, η) au variables (I, θ, ξ, η) avec I = (Ia, a ∈ A), θ = (θa,∈ A),
ξ = (ξs,∈ L) et η = (ηa, a ∈ L). Le nouveau vecteur variable est dit réel si I = Ī, θ = θ̄, et ξ = η̄.
À présent, on définit un voisinage torique complexe du tore réel Tρ par :

Tρ = Tρ(ν, σ, µ, α) =
{

(I, θ, ξ, η)| |I − νρ| < νµ2, |Imθ| < σ, ‖ζL‖α < ν1/2µ
}
, (4.3.3)

avec I = (Ia, a ∈ A), θ = (θa,∈ A), ζL = (ζs,∈ L).

Lemme 4.3.4. Supposons que g est holomorphe réelle sur S1×J avec J un voisinage de l’origine
de R. Soit α > 0 et ν > 0 petit. Alors il existe σ∗ > 0 et µ∗ > 0 tels que la perturbation P est
bien définie et analytique sur Tρ(ν, σ, µ, α) pour 0 < σ ≤ σ∗ et 0 < µ ≤ µ∗. Les paramètres σ∗ et
µ∗ dépendent de la non-linéarité g, de l’ensemble admissible A, de ν et de α.

Remarque 4.3.5.

- On peut fixer à titre d’exemple σ∗ = 1 et déterminer explicitement µ∗.
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- Pour ν petit, on a :
Tρ(ν, σ, µ, α) ⊂ Oα (σ, µ∗)

Preuve. La non-linéarité (4.1.2) est holomorphe réelle sur S1×J , avec J un voisinage de l’origine
de R. Supposons que I = [−M,M ] avec M > 0. On peut étendre g de manière holomorphe sur
S1 × IC, avec IC de la forme :

IC = {u ∈ C| |Re(u)| ≤M, |Im(u)| < K} .

Rappelons que

u(ζ)(x) =
∑
s∈Z

ξsϕs + ηsϕ−s√
2λs

=
∑
a∈A

ξaϕa + ηaϕ−a√
2λa

+
∑
s∈Z

ξsϕs + ηsϕ−s√
2λs

.

On veut avoir un contrôle sur ces deux sommes. Pour la première, on a :∣∣∣∣∣∑
a∈A

ξaϕa + ηaϕ−a√
2λa

∣∣∣∣∣ ≤∑
a∈A
|ξa|+ |ηa|

≤ 2
∑
a∈A

√
Iae
|Im(θa)| ≤ CA|I|1/2e|Im(θ)|,

avec CA une constante qui dépend de A. Regardons à présent la deuxième somme. En utilisant
l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a :∣∣∣∣∣∑

s∈L

ξsϕs + ηsϕ−s√
2λs

∣∣∣∣∣ ≤∑
s∈L

|ξs|+ |ηs|√
2λs

≤ C(α)‖ζ‖α.

Ainsi, on a :

|u(ζ)| ≤ C(α)‖ζ‖α + CA|I|1/2e|Im(θ)|,

≤ C(α)‖ζ‖α + CA|I − νρ|1/2e|Im(θ)| + CA(νρ)1/2e|Im(θ)|.

On veut que, si (I, θ, ζ) appartient à Tρ(ν, σ, µ, α), alors u(ζ)(x) ∈ IC pour tout x ∈ S1. Ceci est
vrai si on pose :

C(α)ν1/2µ+ CAν
1/2µeσ + CA

√
2ν1/2eσ ≤ min(M,K).

On peut poser à titre d’exemple σ∗ = 1, ce qui nous donne que :

µ∗ ≤ min(M,K)− CA
√

2ν1/2e

ν1/2(C(α) + CA)
.

À présent on s’intéresse à la perturbation P . On veut montrer qu’elle appartient à la bonne



164 CHAPITRE 4. L’ÉQUATION DES ONDES NON LINÉAIRE

classe de fonctions hamiltoniennes. Rappelons que :

P (ζ) =
∫
S1
G(x, u(ζ)(x))dx,

avec g = ∂uG et g(x, u) = 4u3 +O(u4).

Lemme 4.3.6. Supposons que (x, u) 7→ g(x, u) est réelle holomorphe sur un voisinage de S1× J ,
avec J est un voisinage de zéro dans R. Alors pour tout α > 0 il existe µ∗ > 0 tel que pour
0 < µ ≤ µ∗ la perturbation

P : Oµ(Yα)→ C

ζ 7→ P (ζ)

appartient à T α,1/2(µ).

Preuve. Rappelons d’abord que pour x ∈ S1 on a :

u(x) =
∑
s∈Z

ξsϕs(x) + ηsϕ−s(x)√
2λs

= u(ζ)(x).

Remarquons que, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz et au fait que α > 0, il existe une
constante Cα qui ne dépend que de α, telle que pour ζ ∈ Oµ(Yα), on a :

|u(ζ)(x)| ≤ Cα‖ζ‖α ≤ Cαµ.

Pour montrer que P ∈ T α,1/2(µ), il suffit de montrer que :

∇P ∈ Y α ∩ L1/2 et ∇2P ∈M1/2.

On commence par définir pour α ≥ 0 l’espace suivant :

Zα =
{
v = (vs ∈ C, s ∈ Z) | (|vs|〈s〉α)s ∈ `

2 (Z)
}
.

Pour v ∈ Zα, on définit la transformée de Fourier F(v) de v, donnée par u(x) = F(v) := ∑
vse

isx.
On définit aussi l’espace de Sobolev discret par :

Hα(S1) =

u |u(x) =
∑
s∈Z

û(s)eisx| (|û(s)|〈s〉α)s ∈ `
2 (Z)

 .
Si α ∈ N alors

Hα(S1) =

u |u(x) =
∑
s∈Z

û(s)eisx|
(
∂̂αu(s)

)
s
∈ `2 (Z)

 .
Ainsi on a l’équivalence suivante :

u ∈ Hα(S1)⇐⇒ (û(s))s ∈ Zα. (4.3.4)



4.3. FORME NORMALE 165

• Pour montrer que ∇ζP ∈ Yα, il suffit de montrer par exemple que ∂P
∂ξ ∈ Zα. On a,

∂P

∂ξs
(ζ) = 1√

2λs

∫
S1
∂uG (x, u(ζ)(x))ϕs(x)dx.

Or (x, u) 7→ g(x, u) est réelle holomorphe sur un voisinage de S1×J , donc x 7→ ∂uf (x, u(ζ)(x)) ∈
Hα(S1). On déduit de l’équivalence (4.3.4) que ∂P

∂ξ ∈ Zα.

• Montrons à présent que ∇2P ∈M1/2. Rappelons d’abord que :

|∇2P |1/2 = sup
s,s′∈Z

〈s〉1/2〈s′〉1/2
∥∥∥∥∥ ∂2P

∂ζs∂ζs′

∥∥∥∥∥
∞
.

On a :
∂2P

∂ξsξs′
= 1

2λ1/2
s λ

1/2
s′

∫
S1
∂2
uG(x, u(ζ)(x))ϕs(x)ϕs′(x)dx.

Donc :
∂2P

∂ζsζs′
= 1

2λ1/2
s λ

1/2
s′

 ∂̂2
uG(s+ s′) ∂̂2

uG(s− s′)
∂̂2
uG(−s+ s′) ∂̂2

uG(−s− s′)

 ,
ce qui nous donne :

|∇2P |1/2 = sup
s∈Z

∣∣∣∂̂2
uG(s)

∣∣∣ <∞.
• Il reste à montrer que ∇P ∈ L1/2. On rappelle que pour β ≤ α on a Yα ⊂ Lβ. Or
∇P ∈ Y1 ⊂ L1/2.

À présent, on est en mesure de donner le changement de variable symplectique qui met
l’hamiltonien (4.1.5) sous forme normale qui satisfait les hypothèses du théorème KAM 4.4.1.
Soit 0 < µ < µ∗ et 0 < σ < σ∗ avec µ∗ et σ∗ données par le Lemme 4.3.2.

Théorème 4.3.7. Soit A un ensemble admissible. Il existe un Borélien U ⊂ [1, 2] de mesure de
Lebesgue nulle tel que pour tout m ∈ ([1, 2] \ U) il existe ν0 qui dépend de A, m et g tel que :

(i) Pour 0 < ν ≤ ν0, α > 1/2 et ρ ∈ D il existe un changement de variable symplectique réel
holomorphe

Ψρ : Oα
(
σ

2 ,
µ

2

)
→ Tρ(ν, σ, µ, α),

qui transforme la forme symplectique −idξ ∧ dη sur Tρ(ν, σ, µ, α) en :

− ν
∑
a∈A

dra ∧ dθa − iν
∑
s∈L

dξs ∧ dηs.

(ii) Pour c > 1
2 , le changement de variable Ψρ s’étend de manière holomorphe sur le domaine

complexe
Dc =

{
ρ ∈ CA |

∣∣∣∣ρj − 3
2

∣∣∣∣ ≤ c, 1 ≤ j ≤ Card(A)
}
.
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Il transforme l’Hamiltonien perturbé H = H2 + P en une forme normale donnée par :

ν−1H ◦Ψρ = Ω(ρ) · r +
∑
a∈L

Λa(ρ)ξaηa + f(r, θ, ζ, ρ), (4.3.5)

pour tout ρ ∈ Dc. Le vecteur fréquence interne Ω et les fréquences externes Λa, a ∈ L, sont
données par (4.3.22) et (4.3.23). De plus, elles sont linéaires en ρ et vérifient :

|Ω(ρ)− ω| ≤ Cν, |Λa(ρ)− λa| ≤ Cν|a|−1, (4.3.6)

pour tout ρ ∈ Dc. La constante C est strictement positive et dépend de l’ensemble admissible
A.

(iii) La perturbation f est réelle holomorphe en ρ sur Dc. De plus elle appartient à T α,1/2(D, σ2 ,
µ
2 )

et vérifie :

JfKα,1/2,γσ
2 ,
µ
2 ,D
≤ C1(1 + γ)νµ4,

JfT Kα,1/2,γσ
2 ,
µ
2 ,D
≤ C1(1 + γ)ν3/2µ5.

avec C1 une constante qui dépend de l’ensemble admissible A, de la masse m et de la
non-linéarité g.

Remarque 4.3.8. Dans (iii) on a besoin d’estimer la dérivée de la perturbation f par rapport
au paramètre ρ. Ceci est possible grâce à l’estimation de Cauchy. On a donc besoin d’étendre Ψρ

sur Dc de manière holomorphe, (voir 4.3.6).

Tout le reste de cette section sera dédié à la preuve du théorème précédent.

4.3.2 Résonance

On considère la partie quartique H4 de l’Hamiltonien H dans les variables complexes. Elle est
définie par :

H4 = H2 + P4,

avec
H2 =

∑
s∈Z

λsξsηs,

et
P4 =

∑
(i,j,k,l)∈Z

C(i, j, k, l)(ξi + η−i)(ξj + η−j)(ξk + η−k)(ξl + η−l)
4
√
λiλjλkλl

,

où C(i, j, k, l) une constante définie par :

C(i, j, k, l) :=
∫
S1
ϕi(x)ϕj(x)ϕk(x)ϕl(x)dx =


1

2π si i+ j + k + l = 0,
0 si i+ j + k + l 6= 0.



4.3. FORME NORMALE 167

On définit le sous ensemble suivant de Z4 :

J := {(i, j, k, l) ∈ Z4|i+ j = k + l}.

Donc
P4 = 1

2π
∑

(i,j,k,l)∈J

(ξi + η−i)(ξj + η−j)(ξk + η−k)(ξl + η−l)
4
√
λiλjλkλl

.

On peut décomposer P4 en trois parties P4 = P 0
4 + P 1

4 + P 2
4 avec :

P 0
4 = 1

8π
∑

(i,j,k,l)∈J

ξiξjξkξl + ηiηjηkηl√
λiλjλkλl

,

P 1
4 = 1

2π
∑

(i,j,k,−l)∈J

ξiξjξkηl + ηiηjηkξl√
λiλjλkλl

,

P 2
4 = 3

4π
∑

(i,j,−k,−l)∈J

ξiξjηkηl√
λiλjλkλl

.

Pour (i, j, k, l) ∈ Z4 on définit les petits diviseurs

Ω0(i, j, k, l) = λi + λj + λk + λl,

Ω1(i, j, k, l) = λi + λj + λk − λl,

Ω2(i, j, k, l) = λi + λj − λk − λl.

Définition 4.3.9. Un monôme ξiξjξkηl ou ηiηjηkξl est dit résonant si Ω1(i, j, k, l) = 0. Dans ce
cas, on note R1 = {(i, j, k, l) ∈ Z4 | Ω1(i, j, k, l) = 0}. Un monôme ξiξjηkηl est dit résonant si
Ω2(i, j, k, l) = 0. Dans ce cas, on note R2 = {(i, j, k, l) ∈ Z4 |Ω2(i, j, k, l) = 0}. Soit R la réunion
de R1 et R2.

On définit aussi
J2 = {(i, j, k, l) ∈ J |#{i, j, k, l} ∩ A ≥ 2},

et
J c2 = J \ J2 = {(i, j, k, l) ∈ J |#{i, j, k, l} ∩ L ≥ 3}

Lemme 4.3.10. Il existe un Borélien U ⊂ [1, 2] de mesure de Lebesgue pleine tel, que pour tout
m ∈ U on a :

(i) R1 = ∅,

(ii) R2 ⊂ {(i, j, k, l) ∈ Z4 | {|i|, |j|} = {|k|, |l|}},

(iii) il existe une constante γ(m) > 0 telle que pour tout (i, j, k, l) ∈ J2 \ R, on a :

|Ω1(i, j, k, l)|, |Ω2(i, j, k, l)| ≥ γ(m).

Preuve. On commence par prouver les assertions (i) et (ii). On fixe (i, j, k, l) ∈ Z4. Définissons
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pour δ = ±1 la fonction :

f(m) =
√
i2 +m+

√
j2 +m+ δ

√
k2 +m−

√
l2 +m.

La fonction f est analytique sur [1, 2], et prolongeable en une fonction multivaluée sur C. Si
j = k = l = 0, alors −i2 est un point de branchement pour f . Les points de branchements de f
sont donc −i2,−j2,−k2 et −l2.

Si δ = 1 alors f n’est pas identiquement nulle sur [1, 2], et elle admet un nombre fini de zéros.
Ainsi, il existe un Borélien U1, de [1, 2] de mesure de Lebesgue pleine, tel que pour tout m ∈ U1,
on a R1 = ∅.

Maintenant, pour δ = −1, si f |[1,2]≡ 0 alors f ≡ 0, et on a forcément {i2, j2} = {k2, l2}.
Si f n’est pas identiquement nulle sur [1, 2] alors f admet un nombre fini de zéros. Il existe
donc un Borélien U2, de [1, 2] de mesure de Lebesgue pleine, tel que pour tout m ∈ U2, on a
R2 ⊂ {(i, j, k, l) ∈ Z4 | {|i|, |j|} = {|k|, |l|}}.

Il reste à prouver la dernière assertion. On commencera par contrôler Ω2. D’après la Proposi-
tion 4.2.10, pour κ > 0, il existe un ouvert Cκ de [1, 2] tel que

mes(Cκ) < Cκτ ,

avec τ > 0 dépendant de Card(A) et C dépendant de l’ensemble admissible A lui-même. Pour
tout m ∈ ([1, 2] \ Cκ) et tout (i, j, k, l) ∈ J2 \ R, on a :

|Ω2(i, j, k, l)| > κ.

On sait que, si κ′ ≤ κ, alors Cκ′ ⊂ Cκ. Donc C := ∩
0<κ<1

Cκ est un Borélien, et on a :

mes(C) = 0.

De plus, pour tout m ∈ U3 ≡ ([1, 2] \ C) = ∪
0<κ<1

([1, 2] \ Cκ), il existe une constante γ(m) telle
que pour tout (i, j, k, l) ∈ J2 \ R, on a :

|Ω2(i, j, k, l)| > γ(m).

On procède de la même façon pour contrôler Ω1(i, j, k, l) mais en utilisant la Proposition 4.2.8
au lieu d’utiliser la Proposition 4.2.10. Finalement, on pose U = U1 ∩ U2 ∩ U3 ∩ U4, avec U4 le
Borélien de mesure de Lebesgue pleine obtenu après le contrôle de Ω1(i, j, k, l).

4.3.3 Procédure de Birkhoff

Pour un α > 0 on rappelle la définition de l’espace suivant :

Zα =
{
v = (vs ∈ C, s ∈ Z) | (|vs|〈s〉α)s ∈ `

2 (Z)
}
.
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On munit Zα de la norme :

‖v‖2α =
∑
s∈Z
|vs|2〈s〉2α, 〈s〉 = max(|s|, 1).

On note par v ∗y le produit de convolution dans `2(Z) défini par (v ∗w)l = ∑
i+j=l

viwj . On rappelle

le Lemme 2 énoncé dans [22] .

Lemme 4.3.11. Soient v et w dans Zα avec α > 1
2 . Le produit de convolution v ∗ w est alors

dans Zα, et on a :
‖v ∗ w‖α < C(α)‖v‖α‖w‖α, (4.3.7)

avec C une constante qui ne dépend que de α.

Preuve. Soient v, w ∈ Zα. On a :

‖v ∗ w‖2α =
∑
s∈Z
〈s〉2α

∣∣∣∣∣∣
∑
i+j=s

viwj

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
s∈Z
〈s〉2α

∣∣∣∣∣∣
∑
i+j=s

〈s〉α

〈i〉α〈j〉α
〈i〉α〈j〉α

〈s〉α
viwj

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∑
s∈Z
〈s〉2α

 ∑
i+j=s

( 〈s〉
〈i〉〈j〉

)2α
 ∑

i+j=s

〈i〉2α〈j〉2α

〈s〉2α
|vi|2|wj |2


Or ∑

i+j=s

( 〈s〉
〈i〉〈j〉

)2α
≤
∑
i,j∈Z

(〈i〉+ 〈j〉
〈i〉〈j〉

)2α
≤ 4α

∑
i,j∈Z

1
〈i〉2α

+ 1
〈j〉2α

≤ C2(α).

Donc

‖v ∗ w‖2α ≤ C(α)2∑
s∈Z

∑
i+j=s

〈i〉2α|vi|2〈j〉2α|wj |2

≤
∑
i,j∈Z
〈i〉2α|vi|2〈j〉2α|wj |2

= C(α)2‖v‖2α‖w‖2α.

On considère l’espace de phase Yα muni de la structure symplectique −i∑ dξk ∧ dηk. Pour
α > 1/2, Yα est une algèbre pour le produit de convolution.

Lemme 4.3.12. Soient α > 1/2. Soit P 4 un polynôme homogène réel sur Yα, de degré 4,
construit sur J . On suppose que P 4 est de la forme :

P 4(ζ) =
∑

(j1,j2,j3,j4)∈J

∑
1≤r≤4

arj1,j2,j3,j4ξj1 . . . ξjrηjr+1 . . . ηj4 ,



170 CHAPITRE 4. L’ÉQUATION DES ONDES NON LINÉAIRE

avec |arj1,j2,j3,j4 | < M pour tout (j1, j2, j3, j4) ∈ J . Alors on a :

‖∇P 4‖α ≤ C(α,M)‖ζ‖3α.

En particulier pour t ≤ 1, le flot Φt
P 4 engendré par le champ de vecteur Hamiltonien XP 4 = iJ∇P 4

est bien défini, réel et analytique sur la boule :

Oδ(Yα) = {ζ ∈ Yα|‖ζ‖α < δ = δ(M)} .

De plus, pour tout ζ ∈ Oδ(Yα),

‖Φt
P4(ζ)− ζ‖α ≤ C(M)‖ζ‖3α.

Preuve. On rappelle que XP 4 est de la forme i

∇ξP 4

∇ηP 4

. Puisque |arj1,j2,j3,j4 | < M , on a :

∣∣∣∣∂P∂ηl
∣∣∣∣ ≤M ∑

(i,j,k,l)∈J
|ξiξjξk|+ |ξiξjηk|+ |ξiηjηk|+ |ηiηjηk|.

Or

∑
(i,j,k,l)∈J

|ξiξjξk| = (ξ ? ξ ? ξ)l + (ξ ? ξ ? ξ̃)l + (ξ ? ξ̃ ? ξ̃)l + (ξ̃ ? ξ̃ ? ξ̃)l + (ξ ? ξ̃ ? ξ)l + (ξ̃ ? ξ̃ ? ξ)l,

où ξ̃ est défini par ξ̃ = (ξ̃j)j∈Z avec ξ̃j = ξ−j . En utilisant le Lemme 4.3.11, on obtient :

∥∥∥∥∥∂P 4

∂η

∥∥∥∥∥
2

α

=
∑
l∈Z
〈l〉2α

∣∣∣∣∣∂P 4

∂ηl

∣∣∣∣∣
2

≤ C(M)
(
‖ξ ? ξ ? ξ‖2α + ‖ξ ? ξ ? η‖2α + ‖ξ ? η ? η‖2α + ‖η ? η ? η‖2α

)
≤ C(α,M)

(
‖ξ‖6α + ‖ξ‖4α‖η‖2α + ‖ξ‖2α‖η‖4α + ‖η‖6α

)
≤ C(α,M)

(
‖ξ‖2α + ‖η‖2α

)3
= C(α,M)‖ζ‖6α.

De la même façon, on montre que :

∥∥∥∥∥∂P 4

∂ξ

∥∥∥∥∥
2

α

≤ C(α,M)‖ζ‖6α.

Ainsi, on obtient :

∥∥∥∇ζP 4
∥∥∥
α

=

∥∥∥∥∥∂P 4

∂ξ

∥∥∥∥∥
2

α

+
∥∥∥∥∥∂P 4

∂η

∥∥∥∥∥
2

α

1/2

≤ C(α,M)‖ζ‖3α,

Ce qui conclut la preuve du lemme.
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Lemme 4.3.13. Soit D− l’opérateur borné de Yα donné par :

D− = diag
{
λ−1/2
s I2, s ∈ Z

}
.

On définit Q4(ζ) := P 4(D−(ζ)), avec P 4 le polynôme défini dans le Lemme 4.3.12. Alors
∇2
ζQ

4 ∈M1/2, et on a : ∣∣∣∇2
ζQ

4
∣∣∣
1/2
≤ C(α,M)‖ζ‖2α.

Preuve. On rappelle que

P 4(ζ) =
∑

(j1,j2,j3,j4)∈J

∑
1≤r≤4

arj1,j2,j3,j4ξj1 . . . ξjrηjr+1 . . . ηj4 ,

avec |arj1,j2,j3,j4 | < M pour tout (j1, j2, j3, j4) ∈ J . On a donc

Q4(ζ) =
∑

(j1,j2,j3,j4)∈J

∑
1≤r≤4

arj1,j2,j3,j4√
λj1λj2λj3λj4

ξj1 . . . ξjrηjr+1 . . . ηj4 .

On a aussi
|∇2

ζQ
4|1/2 = sup

s,s′∈Z
〈s〉1/2〈s′〉1/2

∥∥∥∥∥ ∂2Q4

∂ζs∂ζs′

∥∥∥∥∥
∞
.

Pour tous s et s′ dans Z, on a :

〈s〉1/2〈s′〉1/2
∥∥∥∥∥ ∂2Q4

∂ζs∂ζs′

∥∥∥∥∥
∞
≤ ‖A‖∞,

avec A une matrice réelle carrée de taille 2, dont les coefficients sont des polynômes homogènes
de Yα de degré 2, de la forme :

P 2(ζ) =
∑
j̄∈J

4∑
k,l=1

1√
λjσ(k)λjσ(l)

(
a1ξjσ(k)ξjσ(l) + a2ξjσ(k)ηjσ(l) + a3ηjσ(k)ηjσ(l)

)
,

avec j̄ = (jσ(1), jσ(2), jσ(3), jσ(4)) où σ est une permutation appartenant au groupe de permutation
S({1, 2, 3, 4}). Par le Lemme 4.3.11 on a :

∣∣∣P 2(ζ)
∣∣∣ ≤ C(α,M)‖ζ‖2α,

et donc
|∇2

ζQ|1/2 ≤ C(α,M)‖ζ‖2α.
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Remarque 4.3.14. On rappelle que P4 = P 0
4 + P 1

4 + P 2
4 avec

P 0
4 = 1

8π
∑

(i,j,k,l)∈J

ξiξjξkξl + ηiηjηkηl√
λiλjλkλl

,

P 1
4 = 1

2π
∑

(i,j,k,−l)∈J

ξiξjξkηl + ηiηjηkξl√
λiλjλkλl

,

P 2
4 = 3

4π
∑

(i,j,−k,−l)∈J

ξiξjηkηl√
λiλjλkλl

.

Les coefficients de chaque monôme sont majorés pas 3/4π. En appliquant les lemmes 4.3.12
et 4.3.13, on obtient que la partie quartique P4 de la perturbation P est dans T α,1/2(µ) pour
α > 1/2 et ζ ∈ Oµ(Yα).

Soit U ⊂ [1, 2] le Borélien de mesure de Lebesgue pleine construit dans le Lemme 4.3.10.
Pour tout m ∈ U , on veut construire un changement de variable symplectique réel holomorphe
au voisinage de l’origine de Yα qui transforme la partie quartique de l’hamiltonien H en une
forme normale de Birkhoff d’ordre 5. Cette transformation exhibe de la partie quartique de la
perturbation P les termes intégrables ainsi que les termes d’ordre au moins 3 dans la direction
de L = Z \ A.

Proposition 4.3.15. Pour tout m ∈ U , il existe un changement de variable symplectique τ réel
holomorphe défini sur Oδ(m)(Yα) pour un certain δ(m) et α > 1/2. Ce changement de variable
vérifie :

‖τ(ζ)− ζ‖α ≤ C(m)‖ζ‖3α, ∀ζ ∈ Oδ(m)(Yα). (4.3.8)

Il transforme l’hamiltonien H = H2 + P = H2 + P4 +R5 en :

H ◦ τ = (H2 + P ) ◦ τ = H2 + Z4 +Q4 +R6 +R5 ◦ τ, (4.3.9)

avec
Z4 = 3

4π
∑

(i,j,k,l)∈J2∩R2

ξiξjηkηl
λiλj

,

et Q4 = Q4,1 +Q4,2 avec

Q4,1 = 1
2π

∑
(i,j,−k,l)∈J c2

ξiξjξkηl + ηiηjηkξl√
λiλjλkλl

,

Q4,2 = 3
4π

∑
(i,j,k,l)∈J c2

ξiξjηkηl√
λiλjλkλl

.

Le polynôme Z4 contient des termes intégrables alors que Q4 est cubique ou quartique dans la
direction de L. De plus, Z4, Q4, R6 et R5 ◦ τ sont réels holomorphes sur Oδ(m)(Yα). Les restes
R5 ◦ τ et R6 sont respectivement d’ordre 5 et 6 au voisinage de l’origine de Yα. De plus, pour
tout 0 < µ ≤ δ(m), Z4, Q4, R5 ◦ τ et R6 sont dans T α,1/2(µ) et vérifient :

JZ4Kα,1/2µ + JQ4Kα,1/2µ ≤ Cµ4, (4.3.10)
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JR6Kα,1/2µ ≤ Cµ6, (4.3.11)

JR5 ◦ τKα,1/2µ ≤ Cµ5, (4.3.12)

avec C une constante strictement positive qui dépend de la masse m, de la non-linéarité g et de
l’ensemble admissible A.

Rappelons que le crochet de Poisson associé à la forme symplectique −i∑
s∈Z

dξs ∧dηs est donné
par :

{f, g}(ξ, η) = i
∑
j∈Z

∂f

∂ηj

∂g

∂ξj
− ∂f

∂ξj

∂g

∂ηj
,

pour f, g ∈ C1(Zα × Zα).

Lemme 4.3.16. Soit P un polynôme homogène de degré 4 défini par :

P (ξ, η) =
∑

|α|+|β|=4
= aα,βξ

αηβ,

avec ξα = ξα1
1 ξα2

2 ξα3
3 ξα4

4 . On a alors :

{H2, P} (ξ, η) = i
∑

|α|+|β|=4
aα,βΩmin(|α|,|β|)(α, β)ξαηβ.

Preuve. On démontre le lemme précédent en utilisant l’expression de l’hamiltonien H2, du crochet
de Poisson et des fréquences Ωp(α, β) pour 0 ≤ p ≤ 2.

Preuve de la Proposition 4.3.15. On chercher à construire un changement de variable symplec-
tique τ réel holomorphe défini au voisinage de l’origine de Yα avec α > 1/2 qui transforme
l’hamiltonien H en une forme normale de Birkhoff à l’ordre 5. Pour ce faire, on utilise une
méthode classique : τ sera le flot induit par un Hamiltonien χ4 à t = 1. En effet, τ = Φ1

χ4 avec
Φt
χ4 le flot induit par χ4 à l’instant t. On ramène notre problème à la recherche d’un Hamiltonien

χ4 qui sera solution d’une certaine équation homologique.

Grâce à la formule de Taylor, on a :

(H2 + P4 +R5) ◦ τ = (H2 + P4) ◦ τ +R5 ◦ τ

= H2 + P4 + {H2, χ4}+ {P4, χ4}

+
∫ 1

0
(1− t) {{H2 + P4, χ4} , χ4} ◦ Φt

χ4dt+R5 ◦ τ.

On veut que :
(H2 + P4 +R5) ◦ τ = H2 + Z4 +Q4 +R6 +R5 ◦ τ.

Donc, en posant

R6 = {P4, χ4}+
∫ 1

0
(1− t) {{H2 + P4, χ4} , χ4} ◦ Φt

χ4dt,
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il suffit que χ4 vérifie l’équation homologique suivante :

{H2, χ4} = Z4 +Q4 − P4. (4.3.13)

D’après le Lemme 4.3.16, il suffit de prendre χ4 de la forme :

χ4 = i

8π
∑

(i,j,−k,−l)∈J

ξiξjξkξl − ηiηjηkηl
Ω0(i, j, k, l)

√
λiλjλkλl

+ i

2π
∑

(i,j,−k,l)∈J2

ξiξjξkηl − ηiηjηkξl
Ω1(i, j, k, l)

√
λiλjλkλl

+ 3i
4π

∑
(i,j,k,l)∈J2\R2

ξiξjηkηl
Ω2(i, j, k, l)

√
λiλjλkλl

.

D’après le Lemme 4.3.10, il existe un Borélien U ⊂ [1, 2] de mesure de Lebesgue pleine tel que
pour tout m ∈ U , il existe une constante strictement positive γ(m) > 0 qui minore |Ω1(i, j, k, l)| et
|Ω2(i, j, k, l)|. De plus, Ω0(i, j, k, l) > 4. Ainsi χ4 est un polynôme homogène de degré 4 construit
sur J , avec des coefficients bornés. Il s’ensuit que le champ de vecteur Hamiltonien Xχ4 est réel
holomorphe sur Yα. De plus, d’après le Lemme 4.3.12, pour tout m ∈ U et α > 1/2, il existe
C(α,m) > 0 tels que :

‖Xχ4‖α ≤ C(α,m)‖ζ‖3α.

Ainsi il existe δ(m) > 0 tel que τ est un changement de variable symplectique holomorphe réel
défini sur Oδ(m)(Y α).

En utilisant le Lemme 4.3.16, on a

{H2, χ4} =− 1
8π

∑
(i,j,−k,−l)∈J

ξiξjξkξl + ηiηjηkηl√
λiλjλkλl

− 1
2π

∑
(i,j,−k,l)∈J2

ξiξjξkηl + ηiηjηkξl√
λiλjλkλl

− 3
4π

∑
(i,j,k,l)∈J2\R2

ξiξjηkηl√
λiλjλkλl

.

Donc

(H2 + P4) ◦ τ = H2 + Z4 +Q4 +R6,

avec Z4, Q4 définis comme dans la proposition. On voit directement qu’ils sont deux polynômes
homogènes de degrés 4 réels à coefficients bornés. Donc, en appliquant les lemmes 4.3.11 et 4.3.12,
on obtient pour α > 1/2 et 0 < µ ≤ δ(m), que ces

Regardons à présent les propriétés des restes R6 et R5 ◦ τ . Commençons par R6. Par
construction, R6 est un Hamiltonien holomorphe d’ordre 6 au voisinage de l’origine de Yα. On
rappelle que

R6 = H ◦ τ −H2 − Z4 −Q4 −R5 ◦ τ.
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Le membre de droite est réel et donc R6 l’est aussi. Démontrons que R6 est dans T α,1/2(µ) avec
0 < µ ≤ δ(m).

On commence d’abord par démontrer que χ4 ∈ T α,1/2+(µ). On remarque que, pour tout
i ∈ Z tel que (i, j, k, l) ∈ J , on a :

〈i〉3/2

|Ωι(i, j, k, l)|
√
λiλjλkλl

≤ C(A,m), ι = 0, 1, 2.

En utilisant cette estimation et la même méthode que dans la preuve du Lemme 4.3.12, on
obtient que ∇ζχ4 ∈ L 1

2 +.
Il reste à montrer que ∇2

ζχ4 ∈M 1
2 +. Les premiers termes de χ4 sont construits sur J . Pour tout

i, j ∈ Z, on a
〈i〉1/2〈j〉1/2(1 + ||i| − |j||)

Ω0(i, j, k, l)
√
λiλjλkλl

≤ 1.

Les termes suivants de χ4 sont construis sur J2. En appliquant la Proposition 4.2.8 on obtient
donc :

〈i〉1/2〈j〉1/2(1 + ||i| − |j||)
Ωι(i, j, k, l)

√
λiλjλkλl

≤ C ′(m,A), ι = 1, 2.

En utilisant ces deux dernières estimations et la même méthode que dans la preuve du Lemme 4.3.13,
on obtient que ∇2

ζχ4 ∈M 1
2 +. Ceci nous permet de montrer que χ4 ∈ T α,1/2+(µ) pour α > 1/2

et 0 < µ ≤ δ(m).
D’après le Lemme 4.3.1 on a

{
T α,1/2(δ(m)), T α,1/2+(δ(m))

}
∈ T α,1/2(1

2δ(m)). Donc {P4, χ4} ∈
T α,1/2(1

2δ(m)) et pour 0 < µ ≤ 1
2δ(m), on a :

J{P4, χ4}Kα,1/2µ ≤ Cµ−2JP4Kα,1/2µ Jχ4Kα,1/2+
µ ≤ Cµ6.

Grâce à l’équation homologique (4.3.13), on a :

{H2 + P4, χ4} = Z4 +Q4 − P4 + {P4, χ4} ∈ T α,1/2(1
2δ(m)).

En appliquant encore une fois le Lemme 4.3.1, on obtient pour 0 < µ ≤ 1
4δ(m) :

{{H2 + P4, χ4} , χ4} ∈ T α,1/2(1
4δ(m)) et J{{H2 + P4, χ4} , χ4}Kα,1/2µ ≤ Cµ6.

Puisque χ4 ∈ T α,1/2+(δ(m)) et comme Jχ4K
α,1/2+
µ ≤ Cµ4, le Corollaire 4.3.3 donne :

T α,1/2(1
4δ(m)) ◦ Φt

χ4 ∈ T
α,1/2(1

8δ(m)).

Ainsi, R6 ∈ T α,1/2(µ) et vérifie l’estimation (4.3.11) pour 0 < µ ≤ 1
8δ(m).

À présent, on s’intéresse au reste R5 ◦ τ . Rappelons que R5 = P − P4, donc R5 est réel
holomorphe d’ordre 5 au voisinage de l’origine de Yα et appartient à T α,1/2(δ(m)). Encore une
fois, grâce au Corollaire 4.3.3, on obtient que R5 ◦ τ ∈ T α,1/2(1

2δ(m)), donc R5 ◦ τ ∈ T α,1/2(µ) et
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vérifie pour 0 < µ ≤ 1
2δ(m) :

JR5 ◦ τKα,1/2µ ≤ JP − P4Kα,1/2µ ≤ Cµ5.

On termine la preuve en remplaçant 1
8δ(m) par δ(m).

Lemme 4.3.17. Pour m ∈ U et α > 1/2, le changement de variable τ défini dans la Proposi-
tion 4.3.15 vérifie :

τ

(
Tρ(ν,

σ

2 ,
µ

2 , α)
)
⊂ Tρ(ν, σ, µ, α),

pour 0 < σ ≤ 1, 0 < µ ≤ 1 et ν ≤ 4µ−2e−σδ2(m).

Preuve. Pour m ∈ U ⊂ [1, 2] et α > 1/2, le changement de variable τ vérifie :

‖τ(ζ)− ζ‖α ≤ C(m)‖ζ‖3α, ∀ζ ∈ Oδ(m)(Yα).

Rappelons que :

Tρ(ν, σ, µ, α) =
{

(I, θ, ξ, η) | |I − νρ| < νµ2, |Imθ| < σ, ‖ζL‖α < ν1/2µ
}
.

Posons ζ̃ = τ(ζ). Alors, pour ν ≤ 4µ−2e−σδ2(m), on a :

‖ζ̃ − ζ‖α ≤ C ′(m)µ3e
3δ
2 ν

3
2 , (4.3.14)

où C ′(m) une constante, multiple de C(m). Montrons en utilisant cette estimation que :

τ

(
Tρ(ν,

σ

2 ,
µ

2 , α)
)
⊂ Tρ(ν, σ, µ, α).

• Sur L, on a :

‖ζ̃‖α ≤ ‖ζ‖α + C ′(m)µ3e
3δ
2 ν

3
2 <

1
2ν

1
2 + C ′(m)µ3e

3δ
2 ν

3
2 < νµ.

• Pour tout a ∈ A, on a :

|Ĩa − νρa| ≤ |Ia − νρa|+ |Ĩa − Ia|

<
1
4νµ

2 + |ξ̃aη̃a − ξaηa|

<
1
4νµ

2 + |ξ̃a||η̃a − ηa|+ |ηa||ξ̃a − ξa|.

Comme ζ ∈ Tρ(ν, σ2 ,
µ
2 , α), on a

|ηa| < (1
2µ+

√
2)e

σ
2 ν

1
2 .
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En vertu de l’inégalité (4.3.14), on a :

|ξ̃a| < (1
2µ+

√
2)e

σ
2 ν

1
2 + C ′(m)µ3e

3δ
2 ν

3
2 ,

|η̃a − ηa|+ |ξ̃a − ξa| < C ′(m)µ3e
3δ
2 ν

3
2 .

Donc on a bien
|Ĩa − νρa| < νµ2.

• Il reste à vérifier que |Im(θ̃a)| < σ pour tout a ∈ A. D’une part, on a :

|ξ̃a| =
∣∣∣∣√Ĩaeiθ̃a∣∣∣∣ ≤ √Ĩae|Im(θ̃a)| < ν

1
2 (µ+

√
2)e|Im(θ̃a)|.

D’autre part, grâce à l’inégalité (4.3.14) on a :

|ξ̃a| < (1
2µ+

√
2)e

σ
2 ν

1
2 + C ′(m)µ3e

3δ
2 ν

3
2 .

Ainsi
e|Im(θ̃a)| ≤ µ+ 2

√
2

2(µ+
√

2)
e
σ
2 + ν

C ′(m)µ3

µ+
√

2
e

3σ
2 ,

et on obtient que |Im(θ̃)| ≤ σ.

4.3.4 Forme normale sur les ensembles admissibles

On rappelle que l’hamiltonien Z4 est donné par :

Z4 = 3/4π
∑

(i,j,k,l)∈J2∩R2

ξiξjηkηl
λiλj

,

avec
J2 = {(i, j, k, l) ∈ J |#{i, j, k, l} ∩ A ≥ 2}.

On remarque que Z4 contient des termes intégrables formés par les monômes de la forme
ξiξjηiηk = IiIj , qui dépendent seulement des actions définies par In = ξnηn avec n ∈ Z. Notons
ces termes Z+

4 et Z−4 = Z4 − Z+
4 . Un simple calcul nous donne :

Z+
4 = 3

4π
∑

l∈A, k∈Z

4− 3δl,k
λlλk

IlIk. (4.3.15)

On s’intéresse à présent à Z−4 . On a Z−4 = ∑
0≤r≤4

Z−r4 avec r = # ({i, j, k, l} ∩ A). Par définition

de J2, on a Z−0
4 = Z−1

4 = 0.

Lemme 4.3.18. Supposons que A est admissible. Alors, pour tout m ∈ U ,

Z−4
4 = 0.
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Preuve. Posons F = {(i, j, k, l) ∈ J2 ∩R2 ∩ A}. On a alors, pour (i, j, k, l) ∈ F et m ∈ U ,

? i+ j = k + l d’après la définition de J ,

? {|i|, |j|} = {|k|, |l|} d’après le Lemme 4.3.10,

? {i, j} 6= {|k|, |l|} d’après la définition de A,

Il s’ensuit que F = ∅ et que Z−4
4 = 0.

Lemme 4.3.19. Supposons que A est admissible. Alors pour tout m ∈ U

Z−3
4 = 0.

Preuve. Supposons qu’il existe (i, j, k, l) ∈ J2 ∩ R2 tel que #{i, j, k, l} ∩ A = 3. Sans perte de
généralité supposons que i, j, k ∈ A et l ∈ L. Grâce au Lemme 4.3.10, on a |i| = |k| ou |j| = |k|.
De plus, et puisque A est un ensemble admissible, on ai = k ou j = k. Supposons par exemple
que i = k. Puisque i + j = k + l, on a j = l et l ∈ A, ce qui qui contredit le fait que A est
admissible. Donc Z−3

4 = 0.

Lemme 4.3.20. Supposons que A est admissible. Alors, pour tout m ∈ U ,

Z−2
4 = 0.

Preuve. Posons ℵ = {(i, j, k, l) ∈ J2 ∩R2 | #{i, j, k, l} ∩ A = 2}.

? Supposons que i, j ∈ A et que k, l ∈ L. Alors, par le Lemme 4.3.10, on a i = −k et j = −l
ou i = −l et j = −k. Sans perte de généralité supposons que i = −k et j = −l. Or
(i, j, k, l) ∈ J , donc i+ j = k + l = −k − l et donc i = −j. Ceci est absurde puisque A est
un ensemble admissible. Le cas où k, l ∈ A et i, j ∈ L se traite exactement de la même
manière.

? Supposons maintenant que i, l ∈ A et que j, k ∈ L. D’après le Lemme 4.3.10, on aura alors
soit |i| = |k| et |j| = |l| ou i = l et |j| = |k|. Étudions d’abord le cas où i = l et |j| = |k|. La
condition i+ j = k + l nous donne j = k. Le monôme ξiξjηjηi serait donc dans Z−4 , ce qui
est absurde. Regardons maintenant le cas où |i| = |k| et |j| = |l|. Puisque A est admissible,
on a i = −k et l = −j. Puisque i+ j = k + l, on a alors i = l et j = k, ce qui nous ramène
au cas précédent. Le cas où k, l ∈ A et i, j ∈ L se traite exactement de la même manière.
De même on traite le cas où i, k ∈ A et j, l ∈ L.

Ainsi on déduit que ℵ = ∅ et donc Z−2
4 = 0

4.3.5 Passage aux variables action-angle

Comme dans (4.3.3), on passe des variables (ξ, η) au variables (I, θ, ζL), avec I = (Ia, a ∈ A),
θ = (θa,∈ A) et ζL = (ζs,∈ L). On rappelle que pour a ∈ A, I et θ sont donnés par :

ξa =
√
Iae

iθa , ηa =
√
Iae
−iθa .
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Dans ces nouvelles variables, la forme symplectique −idξ ∧ dη devient :

−
∑
a∈A

dIa ∧ dθa − i
∑
s∈L

dξs ∧ dηs. (4.3.16)

De plus I est d’ordre 2, θ est d’ordre zéro, et ξ et η sont d’ordre 1.

En vertu de (4.3.15) et des lemmes 4.3.18-4.3.20, l’hamiltonien 4.3.9 devient :

H ◦ τ =
∑
a∈A

ωaIa + 3
4π

∑
l,a∈A

4− 3δl,a
λlλa

IlIa +
∑
s∈L

λsξsηs + 3
π

∑
l∈A, s∈L

1
λlλs

Ilξsηs

+Q4 +R5 ◦ τ +R6

La première ligne contient les termes intégrables. La deuxième ligne contient :

• Q4, qui est d’ordre 4 et au moins d’ordre 3 dans la direction de L ;

• R6, qui provient de la forme normale de Birkhoff et qui est d’ordre 6 ;

• R5 ◦ τ , qui provient du terme d’ordre 5 de la non-linéarité (4.1.2).

L’hamiltonien H◦τ dépend des variables
(
I, θ, ζL

)
. Pour la suite, on va omettre le multi-indice

L : ζL sera donc noté par ζ.

4.3.6 Re-scaling des variables

Notre but est d’étudier l’hamiltonien H1. Pour cela, on va ré-échelonner les variables (I, θ, ξ, η)
moyennant le changement de variable :

χρ :
(
r̃, θ̃, ξ̃, η̃

)
7→ (I, θ, ξ, η) , (4.3.17)

avec :

I =νρ+ νr̃, θ = θ̃,

ξ =ν1/2ξ̃, η = ν1/2η̃.

on a :
χρ : Oα

(
σ

2 ,
µ

2

)
→ Tρ

(
ν,
σ

2 ,
µ

2 , α
)
.

Dans ces nouvelles variables, la forme symplectique (4.3.16) devient :

− ν
∑
a∈A

dr̃a ∧ dθ̃a − iν
∑
s∈L

dξ̃s ∧ dη̃s. (4.3.18)

Posons :
Ψ̆ = Ψ̆ρ = τ ◦ χρ.
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Le changement de variables χρ est linéaire en ρ. On peut donc étendre Φ de manière holomorphe
sur :

Dc =
{
ρ ∈ CA |

∣∣∣∣ρj − 3
2

∣∣∣∣ ≤ c, 1 ≤ j ≤ Card(A)
}
.

Pour alléger les notations on va omettre le tilde. Dans ces variables ré-échelonnées l’hamiltonien
H devient à une constante prés :

H ◦ Ψ̆ = ν
∑
a∈A

ωara + ν2 3
2π

∑
a,l∈A

4− 3δa,l
λaλl

ρlra

+ ν
∑
s∈L

λsξsηs + ν2 3
π

∑
l∈A
s∈L

1
λlλs

ρlξsηs

+ ν2 3
4π

∑
a,l∈A

4− 3δa,l
λaλl

rlra + ν2 3
π

∑
l∈A
s∈L

1
λlλs

rlξsηs

+ (Q4 +R5 ◦ τ +R6) ◦ χρ.

En divisant par ν, on peut réécrire l’hamiltonien suivant sous la forme :

ν−1H ◦ Ψ̆ = h0 + f, (4.3.19)

où h0 ≡ h0(r, ξ, η; ρ, ν) contient tous les termes linéaires en r, quadratiques en ξ, η et indépendants
de la variable angle θ. La nouvelle perturbation f contient tous les termes restants et dépend
notamment de la variable angle. Elle est donnée par :

f ≡ ν 3
4π

∑
a,l∈A

4− 3δa,l
λaλl

rlra + ν
3
π

∑
l∈A
s∈L

1
λlλs

rlξsηs + ν−1 (Q4 +R5 ◦ τ +R6) ◦ χρ. (4.3.20)

On peut écrire le nouvel hamiltonien h sous la forme suivante

h0 = Ω · r +
∑
a∈L

Λaξaηa, (4.3.21)

avec Ω = (Ωk)k∈A, et

Ωk = Ωk(ρ, ν) = ωk + νω̃k = ωk + ν
3

2π
1
λk

∑
l∈A

4− 3δl,k
λl

ρl, (4.3.22)

Λa = Λa(ρ, ν) = λa + νλ̃a = λa + ν
3
π

1
λa

∑
l∈A

ρl
λl
, (4.3.23)

pour tout ρ ∈ Dc. On remarque que pour les fréquences internes, on a :

ω̃k =
∑
l∈A

M l
kρl, M l

k = 3
2π

4− 3δl,k
λkλl

. (4.3.24)
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M est une matrice inversible puisque :

detM =
( 3

2π

)n∏
l∈A

λ−2
l

 (4n− 3) (−3)n−1 , n = Card(A).

Rappelons que ρ ∈ [1, 2]A et que A ⊂ {a ∈ Zd | |a| ≤ N}. On a alors, pour tout ρ ∈ Dc,

|Ω(ρ)− ω(ρ)| = ν|Mρ| ≤ Cν, et |Λa(ρ)− λa(ρ)| ≤ ν|a|−1

∣∣∣∣∣∣ 3π
∑
l∈A

ρl
λl

∣∣∣∣∣∣ .
Ceci prouve les inégalités (4.3.6) et termine la preuve des points (i) et (ii) du Théorème 4.3.7.

En rappelant que ζ = (ζa)a∈L, la partie quadratique de notre Hamiltonien est donnée par la
matrice infinie :

A(ρ, ν) = diag

 0 Λa(ρ, ν)
Λa(ρ, ν) 0

 , a ∈ L
 .

On peut donc écrire l’hamiltonien h sous la forme :

h = Ω(ρ, ν) · r + 1
2〈A(ρ, ν)ζ, ζ〉.

Le spectre de A est
σ(A) = {±Λa(ρ, ν), a ∈ L}.

L’opérateur Hamiltonien est

iJA(ρ, µ) = diag
( −iΛa(ρ, ν) 0

0 iΛa(ρ, ν)

 , a ∈ L).
Le spectre de l’opérateur hamiltonien est donné par

Σ(iJA) = {±iΛa(ρ, ν), a ∈ L}.

Étudions à présent la perturbation (4.3.20). En vertu de la Proposition 4.3.15, la perturbation
f est réelle holomorphe et appartient à T α,1/2(D, σ2 ,

µ
2 ). En utilisant les estimations (4.3.10)-

(4.3.12), on a pour x = (r, θ, ζ) ∈ Oα
(
σ
2 ,

µ
2
)
:

|f | ≤ Cνµ4,

‖∇ζf‖α ≤ Cνµ3,

|∇ζf |1/2 ≤ Cνµ3,

|∇2
ζf |1/2 ≤ Cνµ2,

avec C une constante qui dépend de l’ensemble admissible A, de la masse m et de la non-linéarité
g. On obtient ainsi :

JfKα,1/2σ
2 ,
µ
2 ,D
≤ Cνµ4.
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Regardons à présent fT . Rappelons d’abord que :

fT = f(θ, 0, 0, ρ) +∇rf(θ, 0, 0, ρ)r + 〈∇ζf(θ, 0, 0, ρ), ζ〉+ 1
2〈∇

2
ζζf(θ, 0, 0, ρ)ζ, ζ〉.

On cherche les termes de (4.3.20) qui peuvent contribuer à fT . Clairement les deux premiers
termes ne contribuent pas à fT . Le troisième terme Q4 est construit sur J c2 et donc ne contribue
pas dans fT . Regardons à présent R5 ◦ τ . D’après 4.3.15, R5 ◦ τ est d’ordre 5. De plus R5 ◦ τ
dépend de la variable action I, d’ordre 2, de l’angle θ et de ξ et η, qui sont tous d’ordre 1 chacun
. Donc R5 ◦ τ peut contenir des termes du type :

- I5/2 qui contribueront à f(θ, 0, 0, ρ) et ∇rf(θ, 0, 0, ρ) ;

- I2ξ ou I2η qui contribueront à ∇ξf(θ, 0, 0, ρ) ou ∇ηf(θ, 0, 0, ρ) ;

- I3/2ξη, I3/2ξξ, I3/2ηη qui contribueront à ∇2
ξηf(θ, 0, 0, ρ),∇2

ξξf(θ, 0, 0, ρ) ou ∇2
ηηf(θ, 0, 0, ρ).

Et donc R5 ◦ τ ◦ χρ contribue à fT . De même pour R6 ◦ χρ. On déduit que :

JfT Kα,1/2σ
2 ,
µ
2 ,D
≤ Cν3/2µ5.

Pour terminer la preuve du point (iii) du Théorème 4.3.7, il faut étudier la dérivée en ρ de
la perturbation f , ainsi que son jet. Rappelons que, d’après (4.3.20), la dépendance de la
perturbation f en ρ provient du changement de variable χρ via la relation I = νρ + νr̃. On
peut donc étendre f de manière holomorphe sur Dc avec les mêmes estimations. En appliquant
l’estimation de Cauchy sur ce ce domaine on obtient :

J∂ρfKα,1/2σ
2 ,
µ
2 ,D
≤ c−1JfKα,1/2σ

2 ,
µ
2 ,D

, J∂ρfT Kα,1/2σ
2 ,
µ
2 ,D
≤ c−1JfT Kα,1/2σ

2 ,
µ
2 ,D

.

Donc ∂ρf et ∂ρfT vérifient les mêmes estimations que f et fT .

4.3.7 Passage aux variables réelles

Dans la forme normale (4.3.5), la partie quadratique est exprimée en variables complexes.
Cependant le théorème KAM est énoncé en variables réelles. Afin d’y remédier on considère le
changement de variable symplectique suivant :

Υ(r, θ, ζ) = (r, θ, ζ̆),

avec ζ̆ = (p, q) =
(
ζ̆s = (ps, qs), s ∈ L

)
. Les variables p et q sont définies par :

ξs = 1√
2

(ps + iqs), ηs = 1√
2

(ps − iqs).

Sous les hypothèses du Théorème 4.3.7, posons Ψρ = Ψ̆ρ ◦Υ. Ce changement de variable est réel
holomorphe et vérifie :

Ψρ : Oα
(
σ

2 ,
µ

2

)
→ Tρ(ν, σ, µ, α).
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Le changement de variableΨρ transforme la forme symplectique −idξ ∧ dη en −dr ∧ dθ− dp∧ dq.
Dans les nouvelles variables la forme normale (4.3.5) devient :

h(r, θ, ζ̆; ρ) = H ◦Ψρ

= Ω(ρ) · r + 1
2
∑
a∈L

Λa(ρ)(p2
a + q2

a) + f(r, θ, ζ̆; ρ)

= Ω(ρ) · r + 1
2
∑
a∈L
〈Ă(ρ, ν)ζ̆, ζ̆〉+ f(r, θ, ζ̆; ρ),

(4.3.25)

avec

Ă(ρ, ν) = diag

 Λa(ρ, ν) 0
0 Λa(ρ, ν)

 , a ∈ L
 .

Dans ces nouvelles variables, la perturbation f vérifie les mêmes estimations que celle énoncées
au troisième point du Théorème 4.3.7.

4.4 Théorème KAM pour l’équation des ondes

4.4.1 Hypothèses et énoncé du théorème KAM

Dans cette section on rappelle le théorème KAM 4.4.1 et on adapte les notations pour l’équation
des ondes non-linéaire cubique sur le cercle.

Considérons un Hamiltonien réel hρ sous forme normale qui dépend d’un paramètre ρ, donné
par :

h(r, p, q; ρ) = Ω(ρ) · r + 1
2
∑
a∈L

Λa(ρ)
(
p2
a + q2

a

)
, (4.4.1)

avec :

• ρ ∈ D un compact de Rp ;

• Ω : D → Rn le vecteur fréquence interne de classe C1 ;

• L un ensemble quelconque de Z ;

• pour tout a ∈ L, Λa est une fréquence externe de classe C1 sur D.

Les fréquences internes Ω et les fréquences externes Λ vérifient certaines hypothèses qui seront
énoncées dans le paragraphe suivant. Pour la suite, on fixe deux paramètres 0 < δ0 ≤ δ ≤ 1, A−

un ensemble fini de L, et L∞ = L \ A−.
Hypothèse A1 : Condition de séparation. On suppose que, pour tout ρ ∈ D, on a :

? pour tout a ∈ L,
Λa(ρ) ≥ c0〈a〉. (4.4.2)

? pour tout a, b ∈ L avec |a| 6= |b|, on a

|Λa(ρ)− Λb(ρ)| ≥ c1 ||a| − |b|| . (4.4.3)
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Hypothèse A2 : Condition de non résonance. Supposons que pour toute fonction Ω′ ∈
C1(D,Rn) qui vérifie

|Ω− Ω′|C1(D) < δ0,

pour tout k ∈ Zn il existe un vecteur unitaire zk ∈ Rp et pour tout a, b ∈ L tel que |a| > |b| on
a :

?

|k · Ω′(ρ)| ≥ δ, ∀ρ ∈ D

ou bien
〈∂ρ(k · Ω′(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D,

avec k 6= 0.

?

|k · Ω′(ρ)± Λa(ρ)| ≥ δ〈a〉, ∀ρ ∈ D

ou bien
〈∂ρ(k · Ω′(ρ)± Λa(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D.

?

|k · Ω′(ρ) + Λa(ρ) + Λb(ρ)| ≥ δ(〈a〉+ 〈b〉), ∀ρ ∈ D

ou bien
〈∂ρ(k · Ω′(ρ) + Λa(ρ) + Λb(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D.

?

|k · Ω′(ρ) + Λa(ρ)− Λb(ρ)| ≥ δ(1 + ||a| − |b||), ∀ρ ∈ D

ou bien
〈∂ρ(k · Ω′(ρ) + Λa(ρ)− Λb(ρ)), zk〉 ≥ δ ∀ρ ∈ D.

Hypothèse A3 : deuxième condition de Melnikov. On suppose que les fréquences
internes et externes vérifient la deuxième condition de Melnikov. C’est-à-dire pour toute fonction
Ω′ ∈ C1(D,Rn) qui vérifie

|Ω− Ω′|C1(D) < δ0,

on a :
pour tout 0 < κ < δ et N > 1 il existe un fermé D′ ⊂ D qui vérifie

mes(D \ D′) ≤ C(δ−1κ)τN ι; (4.4.4)

pour τ, ι > 0, pour tout ρ ∈ D′, pour tout 0 < |k| < N et pour tout a,b ∈ L avec |a| 6= |b| on a :

|Ω′(ρ) · k + Λa(ρ)− Λb(ρ)| ≥ κ(1 + ||a| − |b||). (4.4.5)
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À présent, on est en mesure d’énoncer notre théorème KAM :

Théorème 4.4.1. Soit h un Hamiltonien défini comme dans (4.4.1) qui vérifie les hypothèses
A1, A2 et A3 avec δ et δ0 fixés pour tout ρ ∈ D. Fixons α, β > 0 et 0 < σ, µ ≤ 1. Il existe
alors un ε0 > 0 qui dépend de n, α, β, σ, µ, |ω0|C1(D) et |A0|β,C1(D) tel que pour j = 0, 1 on a
∂jρf ∈ T α,β(D, σ, µ) et

JfT Kα,β,κσ,µ,D = ε < ε0δ, JfKα,β,κσ,µ,D = O(ετ ) avec τ ∈ [12 , 1],

alors il existe un Borélien D′ ⊂ D avec mes(D \ D′) ≤ c(σ, δ)εγ tel que pour tout ρ ∈ D′ :

• il existe un changement de variable symplectique analytique :

Φ = Φρ : Oα(σ2 ,
µ

2 )→ Oα(σ, µ)

• il existe un vecteur fréquence interne ω̃(ρ) ∈ Rn, une matrice A ∈Mβ et une perturbation
f̃ ∈ T α,β(D′, σ/2, µ/2) tels que :

(hρ + f) ◦ Φ = ω̃(ρ) · r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉+ f̃(θ, r, ζ; ρ),

avec ∂rf̃ = ∂ζ f̃ = ∂2
ζζ f̃ = 0 pour r = ζ = 0. De plus A : L×L →M2×2(R) est une matrice

de Mβ infinie réelle symétrique diagonale par blocs, c’est-à-dire A[b]
[a] = 0 si [a] 6= [b]. Le

changement de variable Φ = (Φθ,Φr,Φζ) est proche de l’identité, et pour tout x ∈ Oα(σ2 ,
µ
2 )

et tout ρ ∈ D′, on a :
‖Φ− Id‖α ≤ Cε4/5. (4.4.6)

De plus pour tout ρ ∈ D′ on a :

|A(ρ)−A0(ρ))|β ≤ Cε, |ω̃(ρ)− ω(ρ)|C1(D) ≤ Cε, (4.4.7)

avec C une constante qui dépend de n, β, σ, µ, |ω|C1(D et de |A|β,C1(D).

4.4.2 Vérifications des hypothèses du théorème KAM

Non résonance

Dans ce paragraphe, on vérifie que la forme normale réelle (4.3.25) satisfait les hypothèses du
Théorème 4.4.1. On commence par vérifier les hypothèses de séparation A1, puis les hypothèses
de non résonances A2 et enfin la deuxième condition de Melnikov A3. On commence par vérifier
les hypothèses de séparation A1.
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Lemme 4.4.2. Pour tout ρ ∈ D, pour tous a , b ∈ L, on a :

(i) Λa(ρ) ≥ 〈a〉;

(ii) |Λa(ρ)− Λb(ρ)| ≥ 1
8 ||a| − |b|| , avec |a| 6= |b|.

Preuve. Rappelons que, pour a ∈ L, les fréquences externes sont données par :

Λa(ρ) = λa + ν
3
π

1
λa

∑
l∈A

ρl
λl

= λa + ν
C

λa
.

L’estimation (i) est alors immédiate. Pour (ii), on remarque que, pour ν petit, on a :

Cν

∣∣∣∣ 1
λa
− 1
λb

∣∣∣∣ = Cν

λaλb
|λa − λb| ≤

1
2 |λa − λb| ,

ainsi on obtient
|Λa − Λb| ≥

1
2 |λa − λb| ≥

1
8 ||a| − |b||,

ce qui conclut la preuve du lemme.

À présent on va vérifier en trois étapes les hypothèses de non résonance A2. On commence tout
d’abord par rappeler des résultats obtenus dans les Propositions 4.2.8 et 4.2.10. Pour κ = 2ν1/2,
on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.4.3. pour γ > 0 petit, |k| ≤ ν−γ et (a, b) ∈ L2 on a :

|ω · k| ≥ 2ν1/2,

sauf quand k est D0 résonant.

|ω · k + λa| ≥ 2ν1/2〈a〉,

sauf quand (k, a) est D1 résonant.

|ω · k + λa + λb| ≥ 2ν1/2(〈a〉+ 〈b〉)〉,

sauf quand (k, a, b) est D2 résonant.

|ω · k + λa − λb| ≥ 2ν1/2(1 + ||a| − |b||),

avec |a| 6= |b| et (k, a, b) n’est pas D3 résonant.

Remarque 4.4.4. Dans le lemme précédent, on a appliqué les Propositions 4.2.8 et 4.2.10 avec
κ = 2ν1/2, N = ν−γ et m ∈ [1, 2] \ C. On sait que la mesure de Lebesgue de C vérifie :

mes (C) ≤ CκτN ι,
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où τ = O( 1
n

) et ι = O(n2). Avec ce choix de paramètres, pour que la mesure de Lebesgue de C

reste petite, on peut prendre γ = O( 1
n4 ).

Maintenant, on va démontrer les hypothèses de non résonance A2 pour des k petits. Rappelons
que les fréquences internes sont données par :

Ω = ω + νMρ,

où M est la matrice donnée par (4.3.24). M est symétrique inversible, donc on peut poser
CA = ‖M−1‖2.

Lemme 4.4.5. Pour γ > 0 petit, k ∈ Zn tel que |k| ≤ ν−γ, (a, b) ∈ L2, posons δ0 = 1
2C
−1
A ν.

Alors pour toute fonction Ω′ ∈ C1(D,Rn) qui vérifie

|Ω− Ω′|C1(D) < δ0,

et pour tout ρ ∈ D, on a :

|Ω′ · k| ≥ ν1/2,

sauf quand k est D0 résonant.

|Ω′ · k + Λa| ≥ ν2/3〈a〉,

sauf quand (k, a) est D1 résonant.

|Ω′ · k + Λa + Λb| ≥ ν2/3(〈a〉+ 〈b〉),

sauf quand (k, a, b) est D2 résonant.

|Ω′ · k + Λa − Λb| ≥ ν2/3(1 + ||a| − |b||),

avec |a| 6= |b| et (k, a, b) n’est pas D3 résonant.

Preuve. Soit k ∈ Zn tel que |k| ≤ ν−γ pour γ > 0 petit. Commençons par démontrer la première
inégalité. Tout d’abord, on a :

|Ω′ − ω| ≤ |Ω′ − Ω|+ |Ω− ω| ≤ 1
2C
−1
A ν + cν ≤ Cν.

On a donc, pour tout a ∈ A
|Ω′ − ω| ≤ Cν〈a〉.
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Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout (a, b) ∈ L :

|Ω′ · k − ω · k| ≤ Cν1−γ ≤ ν1/2. (4.4.8)

Donc

|Ω′ · k − ω · k| ≤ ν1/2〈a〉.

|Ω′ · k − ω · k| ≤ ν1/2(〈a〉+ 〈b〉).

|Ω′ · k − ω · k| ≤ ν1/2(1 + ||a| − |b||), |a| 6= |b|.

Pour terminer l’estimation du premier petit diviseur, on utilise le fait que :

|Ω′ · k| ≥ |ω · k| − |Ω′ · k − ω · k| ≥ 2ν1/2 − ν1/2 = ν1/2.

Regardons maintenant le deuxième petit diviseur. Remarquons que, pour a ∈ L, on a :

|λa − Λa| ≤ c̃ν〈a〉.

Donc,

|Ω′ · k + Λa| ≥ |Ω′ · k + λa| − |λa − Λa|

≥ |ω · k + λa| − |Ω′ · k − ω · k| − |λa − Λa|

≥ 2ν1/2〈a〉 − ν1/2〈a〉 − c̃ν〈a〉 ≥ ν2/3〈a〉.

Étudions à présent le troisième petit diviseur. Pour (a, b) ∈ L2, on a :

|Ω′ · k + Λa + Λb| ≥ |Ω′ · k + λa + λb| − |λa − Λb| − |λb − Λa|

≥ |ω · k + λa + λb| − |Ω′ · k − ω · k| − |λa − Λa| − |λb − Λb|

≥ (2ν1/2 − ν1/2 − 2c̃ν)(〈a〉+ 〈b〉) ≥ ν2/3(〈a〉+ 〈b〉).

Il reste à démontrer l’estimation du dernier petit diviseur. Grâce à (4.3.23), on remarque, que
pour tout (a, b) ∈ L2 tel que |a| 6= |b|, on a :

|Λa − Λb − (λa − λb)| ≤ c̃ν
∣∣∣λ−1
a − λ−1

b

∣∣∣
= c̃ν

|a+ b||ab|
(λa + λb)λaλb

≤ c̃ν(1 + ||a| − |b||).
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Ceci nous donne que :

|Ω′ · k + Λa − Λb| ≥ |Ω′ · k + λa − λb| − |Λa − Λb − (λa − λb)|

≥ |ω · k + λa − λb| − |Ω′ · k − ω · k| − |Λa − Λb − (λa − λb)|

≥ (2ν1/2 − ν1/2 − c̃ν)(1 + ||a| − |b||) ≥ ν2/3(1 + ||a| − |b||).

Ce qui conclut la preuve.

Ainsi on a vérifié les hypothèses de non résonance pour |k| ≤ ν−γ , δ0 = 1
2C
−1
A ν et δ = ν2/3.

Pour k grand, c’est-à-dire |k| > ν−γ , on montre les conditions de séparation A2 sur les dérivées
en ρ des petits diviseurs. Plus précisément on a :

Lemme 4.4.6. Pour γ > 0 petit, k ∈ Zn tel que |k| > ν−γ, (a, b) ∈ L2, posons δ0 = 1
2C
−1
A ν.

Alors pour toute fonction Ω′ ∈ C1(D,Rn) qui vérifie

|Ω− Ω′|C1(D) < δ0,

il existe un vecteur unitaire zk tel que pour tout ρ ∈ D on a :

(i) |〈∂ρ(k · Ω′(ρ)), zk〉| ≥ Cν1−γ ≥ ν,

(ii) |〈∂ρ(k · Ω′(ρ)± Λa(ρ)), zk〉| ≥ ν pour tout a ∈ L,

(iii) |〈∂ρ(k · Ω′(ρ) + Λa(ρ) + Λb(ρ)), zk〉| ≥ ν pour tout (a, b) ∈ L2,

(iv) |〈∂ρ(k · Ω′(ρ) + Λa(ρ)− Λb(ρ)), zk〉| ≥ ν pour tout (a, b) ∈ L2.

a constante C dépend de l’ensemble admissible A.

Preuve. Commençons par prouver (i). Remarquons tout d’abord que :

〈∂ρ(k.Ω′(ρ)), zk〉 = 〈∂ρ(k.Ω(ρ)), zk〉+ 〈∂ρ(k.Ω′(ρ))− k.Ω(ρ)), zk〉.

Or
|〈∂ρ(k.Ω′(ρ))− k.Ω(ρ)), zk〉| ≤

1
2 |k|C

−1
A ν.

Rappelons que la matrice M est symétrique et que |k| > ν−γ . En choisissant zk = Mk
|Mk| , on

obtient :

|〈∂ρ(k · Ω′(ρ)), zk〉| ≥ ν
∣∣∣∣〈Mk,

Mk

|Mk|
〉
∣∣∣∣− ∣∣〈∂ρ(k.Ω′(ρ))− k.Ω(ρ)), zk〉

∣∣
= ν |Mk| − 1

2 |k|C
−1
A ν

≥ ν
(
C−1
A −

1
2C
−1
A

)
|k|

≥ 1
2C
−1
A ν1−γ ≥ ν.
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Intéressons nous maintenant à (ii). Pour a, l ∈ L, on a :

|∂ρlΛa(ρ)| =
∣∣∣∣ν 3
π

1
λaλl

∣∣∣∣ ≤ cν.
Donc, pour le même vecteur zk unitaire que précédemment, on obtient :

∣∣〈∂ρ(k · Ω′(ρ)± Λa(ρ)), zk〉
∣∣ ≥ ∣∣〈∂ρ(k · Ω′(ρ)), zk〉

∣∣− |∂ρ(Λa(ρ))| |zk|

≥ 1
2C
−1
A ν1−γ − c′ν ≥ ν.

En appliquant le même principe pour (iii) et (iv), on obtient :

∣∣〈∂ρ(k · Ω′(ρ) + Λa(ρ)± Λb(ρ)), zk〉
∣∣ ≥ ∣∣〈∂ρ(k · Ω′(ρ)), zk〉

∣∣− |∂ρ(Λa(ρ))| |zk|

− |∂ρ(Λb(ρ))| |zk|

≥ 1
2C
−1
A ν1−γ − 2c′ν ≥ ν.

Pour terminer la vérification des conditions de non résonance, il reste à regarder lez cas où
(k, a) est D1 résonant et (k, a, b) est D2 ou D3 résonant.

Lemme 4.4.7. Soient k ∈ Zn et (a, b) ∈ L2 et E > 0 petit. Posons δ0 = 1
4CAν

1+E , avec CA
constante qui dépend de l’ensemble admissible A. Alors pour toute fonction Ω′ ∈ C1([1, 2]n,Rn)
qui vérifie

|Ω− Ω′|C1(D) < δ0,

il existe un fermé D ⊂ [1, 2]n qui vérifie

mes([1, 2]n \ D) ≤ CAνE +n,

tel que pour tout ρ ∈ D on a :

|Ω′ · k + Λa| ≥ CAν1+E 〈a〉,

si (k, a) est D1 résonant ;

|Ω′ · k + Λa + Λb| ≥ CAν1+E (〈a〉+ 〈b〉),

si (k, a, b) est D2 résonant ;

|Ω′ · k + Λa − Λb| ≥ CAν1+E (1 + ||a| − |b||),

avec |a| 6= |b| et (k, a, b) est D3 résonant.
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Preuve. Pour a ∈ A, rappelons que, d’après (4.3.22) et (4.3.23),

ω̃a − λ̃a = ν
3

2π
1
λa

∑
l∈A

2− 3δl,a
λl

ρl := ν(M̃ρ)a,

avec M̃ l
k = 3

2π
2− 3δl,k
λkλl

. Supposons que (k, a) est D1 résonant. On obtient donc

Ω′ · k + Λa = (Ω′a − Ωa)− ν(ω̃a − λ̃a)

Pour E > 0 petit on pose

JE ,a = {ρ ∈ [1, 2]n| |(M̃ρ)a| < CAν
E }.

La mesure de Lebesgue de JE ,a vérifie :

mes(JE ,a) ≤ CAνE .

Posons D1 = [1, 2]n \
(
∪a∈A JE ,a

)
. Ainsi mes([1, 2]n \ D1) ≤ CAνE , et pour tout ρ ∈ D1 on a :

|Ω′ · k + Λa| ≥ CAν1+E − δ0

≥ CAν1+E 〈a〉.

Étudions à présent le cas où (k, a, b) est D2 résonant. Remarquons que :

(ω̃a − λ̃a) + (ω̃b − λ̃b) = ν
(
(M̃ρ)a + (M̃ρ)b

)
.

Posons
JE ,a,b = {ρ ∈ [1, 2]n| |(M̃ρ)a + (M̃ρ)b| < CAν

E }.

La mesure de Lebesgue de JE ,a,b vérifie :

mes(JE ,a,b) ≤ CAνE +n.

Posons D2 = [1, 2]n \
(
∪(a,b)∈A2 JE ,a,b

)
. Ainsi mes([1, 2]n \ D2) ≤ CAνE +n, et pour tout ρ ∈ D2

on a :

|Ω′ · k + Λa + Λb| = |(Ω′ − Ω) · k − ν((ω̃a − λ̃a) + (ω̃b − λ̃b))|

≥ ν|(ω̃a − λ̃a) + (ω̃b − λ̃b)| − 2|Ω′ − Ω|

≥ CAν(〈a〉+ 〈b〉).

Il reste à regarder le dernier petit diviseur dans le cas où (k, a, b) est D3 résonant. Remarquons
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que :

(ω̃a − λ̃a)− (ω̃b − λ̃b) = ν
(
(M̃ρ)a − (M̃ρ)b

)
.

Posons
FE ,a,b = {ρ ∈ [1, 2]n| |(M̃ρ)a − (M̃ρ)b| < CAν

E }.

La mesure de Lebesgue de JE ,a,b vérifie :

mes(FE ,a,b) ≤ CAνE +n.

Posons D3 = [1, 2]n \
(
∪(a,b)∈A2 FE ,a,b

)
. Ainsi mes([1, 2]n \ D3) ≤ CAνE +n, et pour tout ρ ∈ D3

on a :

|Ω′ · k + Λa − Λb| = |k · (Ω′ − Ω)− ν((ω̃a − λ̃a)− (ω̃b − λ̃b))|

≥ ν|(ω̃a − λ̃a)− (ω̃b − λ̃b)| − 2|Ω′ − Ω|

≥ CAν(1 + ||a| − |b||).

On termine la preuve en posant D = D1 ∩ D2 ∩ D3.

Vérifions maintenant la seconde condition de Melnikov. Rappelons que n = Card(A).

Lemme 4.4.8. Pour δ = ν , δ0 ≤ δ, τ = 1
3 et ι = n+ 3

2 + 2
3γ , la deuxième condition de Melnikov

est vérifiée.

Preuve. Soient γ > 0 petit et N ≥ 0. Si N ≤ ν−γ , alors, d’après le Lemme 4.4.5, la deuxième
condition de Melnikov est vérifiée pour tout ρ ∈ D. Si N > ν−γ , alors d’après le Lemme 4.4.5
pour |k| ≤ ν−γ la deuxième condition de Melnikov est vérifiée pour tout ρ ∈ D. Supposons à
présent que |k| > ν−γ , alors d’après le Lemme 4.4.6 il existe un vecteur unitaire zk tel que :

|〈∂ρ(k · Ω′(ρ) + Λa(ρ)− Λb(ρ)), zk〉| ≥ ν.

Pour 0 < κ < ν, posons

J(k, a, b) = {ρ ∈ D |
∣∣Ω′(ρ) · k + Λa(ρ)− Λb(ρ)

∣∣ < κ}.

On a
mes J(k, a, b) ≤ Cκν−1,

avec C une constante qui dépend de la taille de D. Pour un entier relatif p et k ∈ Zn, on pose

W (k, p) = {ρ ∈ D |
∣∣Ω′ · k + p

∣∣ < 5κ1/3},
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on a alors d’après (i) du Lemme 4.4.6

mesW (k, p) ≤ Cκ1/3ν−1,

avec C une constante qui dépend de la taille de D. Posons

W = {ρ ∈ D |
∣∣Ω′ · k + p

∣∣ < 5κ1/3}.

Remarquons que le fait que |Ω′ · k + p| < 5κ1/3 avec |k| < N , nous donne que |p| ≤ C|k| < CN .
Donc

mes (W ) ≤
∑
k∈Zn
|k|≤N

∑
p∈Z
|p|<CN

W (k, p) ≤ CNn+1κ1/3ν−1.

Pour a ∈ L, rappelons que Λa(ρ) = λa + νC(ρ)λ−1
a . Pour ν petit et pour tout ρ ∈ D, on a :

|Λa(ρ)− |a|| =
∣∣∣∣λa(ρ)− |a|+ ν

C(ρ)
λa

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ m

λa + |a| + ν
C(ρ)
λa

∣∣∣∣ ≤ 2
|a|
.

Si |a| > |b| > k−1/3, on a :

|Λa(ρ)− Λb(ρ)− (|a| − |b|)| ≤ 4
|b|
≤ 4κ1/3.

Pour tout ρ ∈ D \W et si |a| > |b| > κ−α on obtient :

∣∣k · Ω′(ρ) + Λa(ρ)− Λb(ρ)
∣∣ ≥ ∣∣k · Ω′(ρ) + (|a| − |b|)

∣∣− |Λa(ρ)− Λb(ρ)− (|a| − |b|)|

≥ 5κ1/3 − 4κ1/3 = κ1/3.

Il reste à regarder les cas où |a| ≤ κ−1/3 ou |b| ≤ κ−1/3, et où il existe k ∈ Zn tel que :

∣∣k · Ω′(ρ) + Λa(ρ)− Λb(ρ)
∣∣ < 1,

avec ν−γ < |k| < N . On obtient ainsi ||a| − |b|| ≤ CN . Posons :

Q =
{

(a, b) ∈ Z2 | min(|a|, |b|) ≤ κ−1/3 et ||a| − |b|| ≤ CN
}
.

On a :
Card (Q) ≤ CNκ−2/3.

Posons
D′ = D \ (W

⋃
|k|≤N

(a,b)∈Q

(J(k, a, b))).

Pour tout ρ ∈ D′ on a : ∣∣k · Ω′(ρ) + Λa(ρ)− Λb(ρ)
∣∣ ≥ κ.
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De plus,

mes
(
D \ D′

)
≤ mes (W ) +

∑
k∈Zn
|k|≤N

∑
(a,b)∈Q

mes J(k, a, b)

≤ CNn+1κ1/3ν−1 + CNnNκ−2/3κν−1

≤ CNn+1(κν−1)1/3.

Or N > ν−γ . Ce qui donne

mes
(
D \ D′

)
≤ CNn+1+2/3γν−2/3(κν−1)1/3.

À présent il reste à montrer que pour tout ρ ∈ D′ on a :

|Ω′(ρ) · k + Λa(ρ)− Λb(ρ)| ≥ κ(1 + |a| − |b||).

Établissons cette estimation suivant l’ordre de grandeur de la différence de ||a| − |b||. Supposons
en premier lieu que ||a| − |b|| ≥ 16|Ω′ · k|. On obtient, en utilisant la deuxième condition de
séparation du Lemme 4.4.2, que :

|Ω′(ρ) · k + Λa(ρ)− Λb(ρ)| ≥ |Λa − Λb| − |Ω′ · k|

≥ 1
16 ||a| − |b|| ≥

1
32(1 + ||a| − |b||)

≥ κ(1 + ||a| − |b||),

pour 0 ≤ κ ≤ 1
32 et tout ρ ∈ D.

Supposons, dans un deuxième temps, que ||a| − |b|| < 16|Ω′ · k| < 16CAN . Alors, pour tout
ρ ∈ D′, 0 < |k| < N et a,b ∈ L avec |a| 6= |b|, on a :

|Ω′ · k + Λa − Λb| ≥
κ

1 + 16CAN
(1 + |a| − |b|)

≥ κ̃(1 + |a| − |b|),

avec
mes

(
D \ D′

)
≤ CNn+3/2+2/3γ

(
κ̃ν−7/5

)1/2
.

Ce qui termine la vérification des hypothèses faites sur les fréquences.

Application du Théorème 4.4.1

En vertu des lemmes 4.4.2-4.4.8, les conditions de séparation, de non résonance et la deuxième
condition de Melnikov sont vérifiées pour δ = ν1+E et δ0 ≤ CAν1+E avec E > 0 petit. D’après le
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Théorème 4.3.7, on a pour 0 < µ ≤ 1 :

JfT Kα,1/2,κσ
2 ,
µ
2 ,D
≤ 2Cν3/2. (4.4.9)

De plus, on a :

JfKα,1/2,κσ,µ,D = O

((
JfT Kα,1/2,κσ

2 ,
µ
2 ,D

)2/3
)
.

Or, pour appliquer le Théorème 4.4.1, il faut que :

JfKα,γ,κσ,µ,D � δ = ν1+E

et
JfKα,γ,κσ,µ,D = O

((
JfT Kα,1/2,κσ

2 ,
µ
2 ,D

)τ)
, avec τ ∈

[1
2 , 1

]
.

Ces deux dernières conditions sont bien vérifiées. On peut donc appliquer le Théorème 4.4.1.

4.5 Preuve du Théorème 4.1.3

À présent, on a tous les outils nécessaires pour démontrer le Théorème 4.1.3. Pour m ∈ U
et ρ ∈ (D \ D′) avec D′ est l’intersection des des ensembles des paramètres définies dans les
Lemmes 4.4.8-4.4.7, on pose :

Πρ = Ψρ ◦ Φρ = τ ◦ χρ ◦Υ ◦ Φρ,

avec

• τ le changement de variable de Birkhoff construit dans la Proposition 4.3.15.

• χρ le re-scaling construit dans 4.3.17 ;

• Υ le passage vers les variables réelles ;

• Φρ le changement de variable construit dans le théorème KAM 4.4.1.

On a donc que Πρ est un changement de variable symplectique réel holomorphe

Πρ : Oα
(
σ

4 ,
µ

4

)
→ Tρ(ν, σ, µ, α),

qui transforme l’hamiltonien perturbé (4.1.5) en :

H ◦Πρ = ω′(ρ) · r + 1
2〈ζ,A(ρ)ζ〉+ f̃(θ, r, ζ; ρ).

où A : L×L →M2×2(R) est une matrice infinie dansMβ réelle symétrique diagonale par blocs
c’est-à-dire A[b]

[a] = 0 si [a] 6= [b]. De plus ∂rf̃ = ∂ζ f̃ = ∂2
ζζ f̃ = 0 pour r = ζ = 0. D’après (4.3.24)
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et (4.4.7), les fréquences internes sont données par :

ω′ = ω + νMρ+O(ν3/2).

Pour ce qui suit on pose I = νρ et D = [ν, 2ν]n. Ainsi, pour m ∈ U , il existe un Borélien
D′ ⊂ [ν, 2ν]n tel que :

mes
(
[ν, 2ν]n \ D′

)
≤ 2νn+γ ,

avec γ strictement positif et dépendant de n. PourX = (θ, r, ζ), on note [X]α =
( ∑
a∈A
|rae2iθa |

)1/2

+

‖ζ‖α. Soit X ∈ Tn × {I} × {0}. Alors χρ ◦Υ(X) ∈ Tρ(ν, [X]α, α), et on a :

distα(χρ ◦Υ(X), X) ≤ 2ν1/2[X]α ≤ 4ν3/2.

Grâce à (4.3.8), on obtient

distα(τ ◦ χρ ◦Υ(X), X) ≤ ν3/2 + distα(χρ ◦Υ(X), X) ≤ 5ν3/2.

Il s’ensuit, grâce à (4.4.6) et (4.4.9), que

distα(Πρ(X), X) ≤ Cν4/5,

avec C une constante absolue. Pour m ∈ ([1, 2] \ U) et I ∈ D′, posons (θ̃, Ĩ , ζ̃) = Π−1(X) ; et
soit :

u
(
θ̃, Ĩ , x

)
=
∑
a∈A

√
Ĩa
e−iθ̃aϕa(x) + eiθaϕ−a(x)√

2ω′1/4
.

Alors la fonction
t 7→ u(θ̃ + tω′, Ĩ, x)

est solution quasi-périodique de l’équation des ondes (4.1.1).
Posons ζI,θ = (ξI,θ, ηI,θ) avec

(ξI,θ)a =
√
Iae

iθa , (ηI,θ)a =
√
Iae
−iθa , si a ∈ A,

(ξI,θ)s = (ηI,θ)s = 0, si s ∈ L.

On a alors :

sup
θ0∈Tn

‖ u(θ0, I, .)− uI,m(θ0, .) ‖Hα≤ ‖Πρ(X)− ζI,θ‖α ≤ Cν4/5.
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Théorème KAM pour l’équation des ondes non-linéaire

KAM theorem for the nonlinear wave equation

Résumé
Dans cette thèse on considère l’équation des
ondes non-linéaire sur le cercle donnée par :

utt − uxx +mu = g(x, u), t ∈ R, x ∈ T, (∗)

avec m ∈ [1, 2] une masse et
g(x, u) = 4u3 +O(u4). Cette équation va être
traitée comme une perturbation d’un hamiltonien
intégrable donné par :

ut = v, vt = −uxx +mu.

Proche de l’origine, on prouve l’existence de
solutions quasi-périodiques de faible amplitude,
proches de la solution de l’équation linéaire
(∗)g=0. Pour la preuve, on démontre d’abord un
théorème KAM en dimension infinie puis on
utilise une forme normale de Birkhoff.

Abstract
In this PhD thesis we prove a KAM result for the
nonlinear wave equation on the circle

utt − uxx +mu = g(x, u), t ∈ R, x ∈ T, (∗)

where m ∈ [1, 2] is a mass and
g(x, u) = 4u3 +O(u4). This equation will be
treated as a perturbation of an integrable
hamiltonian system given by :

ut = v, vt = −uxx +mu.

We show that for generic m many of the small
amplitude invariant finite dimensional tori of the
linear equation (∗)g=0 persist as invariant tori of
the linear equation (∗). The proof uses an
abstract KAM theorem and a normal Birkhoff
form.
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