N

N
N

HAL

open science

Théoreme KAM pour I’équation des ondes non-linéaire
Moudhaffar Bouthelja

» To cite this version:

Moudhaffar Bouthelja. Théoréme KAM pour I’équation des ondes non-linéaire. Equations aux dérivées

partielles [math.AP]. Université de Nantes, 2016. Francais. NNT: . tel-01415302

HAL Id: tel-01415302
https://hal.science/tel-01415302
Submitted on 12 Dec 2016

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/tel-01415302
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE ,
BRETAGNE
LOIRE UNIVERSITE DE NANTES

These de Doctorat

Moudhaffar BOUTHELJA

Mémoire présenté en vue de I'obtention du
grade de Docteur de I’Université de Nantes
sous le sceau de I'Université Bretagne Loire

Ecole doctorale : Sciences et technologies de I'information, et mathématiques

Discipline : Mathématiques, section CNU 25/26
Unité de recherche : Laboratoire de Mathématiques Jean Leray (LMJL)

Soutenue le 27 mai 2016

Théoreme KAM pour I’équation des ondes

non-linéaire
JURY
Rapporteurs : M. Thomas ALAZARD, Chargé de recherche au CNRS (HDR), Ecole Normale Supérieure de Paris
M™¢ Michela PROCESI, Professeur, Université de Rome 3
Examinateurs : M. Philippe BOLLE, Professeur, Université d’Avignon

M. Eric PATUREL, Maitre de conférences, Université de Nantes
Directeur de thése : M. Benoit GREBERT, Professeur, Université de Nantes






Remerciements

Voici venue la fin de ces années de theéses, années tres enrichissantes scientifiquement et également
riches en rencontres. Une these est un travail solitaire en bien des points mais je n’aurais jamais
pu en voir le bout sans un grand nombre de personnes.

Je remercie en premier lieu mon directeur de these Benoit Grébert qui m’a apporté en plus
de ces compétences scientifiques, une disponibilité permanente et un encadrement attentionné
tout au long de ces années. Merci de m’avoir proposé ce sujet passionnant et d’avoir su me guider
au cours de mes errances et égarement avec pertinence. Ce fut un réel plaisir de travailler avec
lui et de bénéficier de son expérience dans la réflexion scientifique et aussi de ces conseils dans la
rédaction. Je le remercie également de m’avoir permis de voyager un peu partout et de découvrir
les joies des réunions du laboratoire a Pornic.

Je remercie également les rapporteurs de ma these, Thomas Alazard et Michela Procesi,
d’avoir accepté ce role chronophage et de m’avoir fait part de leurs sentiments sur mon travail. Je
suis aussi tres honoré d’avoir eu la chance de compter comme membres de mon jury, Philippe Bolle
et Eric Paturel et qu’ils aient pris le temps de s’intéresser a mon travail. Un merci tout particulier
a Eric, pour les relectures et d’avoir pris le temps de ma faire répéter avant la soutenance.

Je suis sincérement reconnaissant a ’école normale supérieur de Cachan d’avoir financé mon
master 2, au centre Henri Lebesgue et a I’Université de Nantes d’avoir co-financé cette these.

Je remercie profondément I’ensemble du laboratoire Jean Leray pour la qualité de son accueil
qui font des années passées ici un excellent moment. Cette machine ne saurait tourner rond
sans la gentillesse et l'efficacité de Brigitte Joubert, Annick Egurbide, Stéphanie Benoit, Colette
Boulard, Anais Goulian et Katerin Schlau. Toutes nos machines ne sauraient tourner sans le
concours expert de Said El Mamouni et Eric Le Douaran, merci & eux tous.

Merci a tous les organisateurs de conférences aux quelles j’ai pu participé et a tous ceux et

celles rencontré(e)s pendant ces conférences. Un special merci & Christophe Fiszka! Rome se

3



rappellera de notre passage.

La these fut une épreuve mais surtout une aventure enrichissante, autant sur le plan profes-
sionnel que personnel. Je remercie évidement les doctorants du laboratoire de mathématiques
Jean Leray qui ont sut me faire adorer ces quatre années, supporter ma fatigue, et me faire
amerement regretter mon départ. Ces quatre années furent les plus riches de ma vie en partie
grace a eux et a leur amitié qui dépassait le cadre du laboratoire, ils ne pourront que me manquer.
Je vais commencer par remercier les ainés. Je remercie mon grand frére de thése Rafik pour tous
ces bons conseils et de m’avoir sauvé d’'une noyade mathématique & Roscoff. Grand maitre Salim,
merci d’avoir partagé mon bureau pendant une année et pour ces discussions enrichissantes d’a
peine quelques minutes. Tes talents de bricoleur et tes journées de 72h ne cesseront jamais de
m’impressionner. Carlos ta maitrise des langues étrangeres me fascinera pour toujours! Merci de
m’avoir donné tant de bons conseils et astuces pour Barcelone. Celine je ne saurai jamais assez
te remercier. Merci pour la joie et la bonne humeur que tu dégageais au laboratoire. Merci pour
toutes ces soirées chez toi et d’étre une si bonne héte. Doudou merci de m’avoir converti a Fifa
(méme si PES reste mieux). Grosses bises & Lulu qui a su m’accepter malgré mes origines et au
petit Martin. Vivien ou plutét Wikipédia, merci de m’avoir ridiculiser a chaque jeux de société.
Gilberto merci d’avoir bannis les pizzas raclette et ananas. Thomas le cannibale tes blagues fines,
intellectuelles et sans préjugés vont me manquer. La soirée raclette et tes magnifiques buts, bien
apprécié par Alex, me hanteront jusqu’a la fin de mes jours. Grands maitres Virgile et Hélene
merci pour votre accueil, amitié et hospitalité. Merci de m’avoir fait découvrir la nourriture
Alsacienne et les bons breuvages frangais. Merci aussi a la belle et mignonne Marinette. Tu m’as
fait découvrir mes talents de baby-sitter. Je remercie également Antoine pour toute son aide
mathématique (et numérique). Merci d’étre un bon compagnon de pause et de basket-poubelle.
Ces années en ta compagnie (Nantaises/Rennaises) ont été un pur régal. Je remercie aussi la tres
pratique Ilaria. Merci pour ton amitié si importante et pour toutes ces soirées. Merci de m’avoir
fait découvrir autrement la bonne cuisine italienne. Merci pour ton écoute ta disponibilité et
pour tes conseils si précieux. Le répertoire Ilaria Mondello restera a jamais sur mon bureau
d’ordinateur. Merci également & Vincent. Ton passage au laboratoire fut court mais heureusement
qu’on c’est rattrapé ailleurs. Merci d’avoir changé mon regard pour ’enseignement secondaire.
Merci Damien d’étre un bon adversaire de billard et de m’avoir donné le sentiment que mes

horaires de travail ne sont pas si bizarre que ca. Merci au coquin Pierre de m’avoir dépanné avec



des interrogations a 5 minutes du début de TD. Merci a Valentin pour ta bonne humeur, n’oublie
pas qu’en conférence les rangs du fond sont les plus confortables. Je remercie aussi Olivier le chti.
Je découvrirai bientot si la vrai tarte au maroilles est aussi bonne que la tienne ou non. Merci
d’étre un si bon hote et bravo pour tes talents de patissier. Si un de ces jours tu comptes te
reconvertir je serai ton premier client. Merci & mon petit frere VDR le porto. Sans toi je pense
que je serai encore perdu & Rome! Je remercie Thomas le volley-balleur pour toutes ces petites
blagues intellectuelles. Par contre je ne te remercie pas pour tes passages quotidien au bureau
pour le parfumer. Je remercie Thomas le vegan de m’avoir fait découvrir la mousse au chocolat
sans ceuf. Noémie, tes talents de choriste ne cesseront de m’impressionner. Que la Suzette-power
soit avec toi. Merci au futur médaille fields Guillaume de m’avoir aidé sur tant d’exercices de
licence (avec des énoncées faux parfois). Vytauté merci pour ton sourire si radieux et si lumineux.
Cela a réchauffe quelques cceurs au laboratoire. Radek je ne te remercie pas de m’avoir réveillé
a 4h du matin pour aller a ’aéroport, par contre merci pour tes bons giteaux et breuvages
Tcheque. Merci Hala pour toutes ses bonnes gourmandises du Liban. Merci a Zoé la junkie pour
étre une bonne compagne de quatrieme année de theése et de pause. Ton grain de folie a bien fait
bouger la doctorosphére. Guillem le dingue, je serai a jamais choqué par tes conneries. Merci a
claire d’étre aussi piquante. Simon (alias Matt Pokora) merci pour ta décontraction et la bonne
humeur que t’as insufflée tout au long de cette derniére année! Niccolo merci pour ton aide pour
la préparation du dossier de post-doc romain. Alberto merci pour ton soutien et tes précieux

conseils pour la préparation de la soutenance et des dossiers de candidature.

Je termine par les gens avec qui j’ai passé le plus de temps pendant cette these. Je commence
par mon cher co-bureau Florian. Merci d’avoir supporté le touriste que je suis. Merci pour tes
blagues fines, pas pleines de rages de haines de préjugés et de racismes! Merci pour tes piqures de
sarcasmes (qui disparaissent en la présence de Julie). Ta compagnie dans le bureau aura permis
de passer de belles soirées (et matinées!) pleines de riche discussions et de franche rigolades.
Merci d’avoir débuguer mon code IXTEX tant de fois. Par contre je ne te remercie pour tous tes
bon week-end et bon appétit introduit a mon insu dans la these.

Je continue par remercie mon autre co-bureau et colocataire Victor. Que dire! je serai a jamais
ébloui par ta prestesse. Je te remercierai jamais assez pour avoir relu ma theése, mes articles,
mes dossiers de candidatures ... (la liste est vraiment longue). Merci d’avoir débuguer tant de

fois mon code IXTEX, mon ordinateur et méme ma vie. Ces trois années m’ont fait remarquer ta



gentillesse, ta bonne humeur et ton humour. Merci pour tous les excellents moments passés en ta
compagnie, au laboratoire, au rue des soupirs et ailleurs!

Chere et tendre épouse Caroline (faut continuer a jouer le jeux jusqu’au bout avec la préfecture),
je ne te dirai jamais assez quel plaisir j’ai eu a te connaitre. Un grand merci pour ton infaillible
bonne humeur, ton humour, ta générosité et tous les bons moments qui vont avec. Merci pour le
"C’est toi le", c’est dur de s’en débarrasser maintenant !

Je termine par remercier celui qui a subi le plus pendant cette thése. Merci a toi Christophe
d’avoir partagé mes délires, mon stresse, mes démences, mes peurs et mes joies ... Merci pour
toutes ces riches conversations, ces discussions a refaire le monde ou a se plaindre tout simplement
de nos vies. Merci pour I’ami et le confident que tu es. Impossible de tous résumer en ces quelques
lignes mais la coudray team restera & jamais un duo de choc.

Je remercie également mes éleves pour m’avoir supporté et m’avoir fait découvrir et aimer
les joies de ’enseignement a l'université. Vous avoir enseigné les mathématiques générales, la
géométrie, la topologie, le clacul différentiel et I'optimisation durant ces 4 années fut I'une des
expériences les plus enrichissantes de ma vie. Merci en particulier & Marie, Vincent et Freddie
pour la bonne ambiance et la discipline exemplaire pendant mes cours.

Bien siir, je remercie ma famille, qui m’a soutenue et encouragée (méme si tout le monde
ne savait pas exactement ce que je faisais) pendant ces quatre années et sans qui je n’en serais
certainement pas arrivée la aujourd’hui. Je remercie profondément mes parents de m’avoir fait
grandir chaque jour dans la joie et de m’avoir toujours soutenu, épaulé et poussé a donner le
meilleur de moi méme.

Je ne saurais terminer ces remerciements sans une douce pensée pour Bochra, dont la tendresse,
la joie de vivre, et le sourire embellissent ma vie de tous les jours. Merci d’étre la pour me
soutenir, me remonter le moral dans les moments difficiles et me donner envie d’étre le meilleur.

Merci & vous qui lisez ces quelques lignes. Passons aux choses sérieuses maintenant ! Bonne

lecture .



Table des matieres

1

2

Introduction
1.1 Théorie KAM . . . . . . . e
1.1.1 Forme normale . . . . . . . ...
1.1.2 Equations hamiltoniennes. . . . . . . . . . ...
1.1.3 Crochet de Poisson. . . . . ... ... ... ..
1.1.4 Jetsde fonctions . . . . . . . . ..
1.1.5 Transformation de Lie . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.2 Enoncé formel du théoreme KAM . . . . . . . ... ... ...
1.2.1  Schéma KAM . . . . . . . . e
1.2.2  Petits diviseurs . . . . . . . .
1.3 KAM pour Iéquation desondes . . . . . . . . . . ...
1.4 Forme normale de Birkhoff . . . . . . ... ... 0oL
1.5 Résultat principal de la these . . . . . . . . . . .. ... ...
1.6 Plandelatheése . . . . .. .. . . e
1.6.1 Chapitre 2 : Théoreme KAM en dimension finie. . . . . . ... ... ...
1.6.2 Chapitre 3 : Théoreme KAM en dimension infinie . . ... ... ... ..
1.6.3 Chapitre 4 : Théoreme KAM pour ’équation des ondes non-linéaire
Théoreme KAM en dimension finie

2.1 Imtroduction . . . . . . . . . .
2.2 Jets de fonctions, crochet de Poisson et flot hamiltonien . . . . . . . ... .. ..
2.2.1 Jetsdefonctions . . . . . ...
2.2.2  Jets de fonctions et crochet de poisson. . . . . . ... ... ... ... ..
2.2.3 Flot hamiltonien dans le domaine O(o, p). . . . . . . . . . ... ... ...

7

11

12

14

15

16

16

16

17

17

19

20

21

23

24

24

25

25

27



8 TABLE DES MATIERES
2.3 Equation homologique . . . . . . . . . . ... 40
2.3.1 Les quatre composantes de I’équation homologique . . . . . . . .. .. .. 41

2.3.2 Résolution des deux premieres équations. . . . . . ... ... 42

2.3.3 Résolution de la troisiéme équation. . . . . . . . ... ... ... ... .. 47

2.3.4 Résolution de la quatrieme équation. . . . . . . . .. ... ... ... ... 52

2.4 Preuve du théoreme KAM. . . . . . . . .. ... ... 59
2.4.1 Etape élémentaire. . . . . . . ... 59

2.4.2 Initialisation du schéma KAM . . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 62

2.4.3 Choix des parametres . . . . . . . . . . ..o 64

2.4.4 Lemme itératif . . . . . . . ... 66

2.4.5 Passage a la limite et preuve du théoreme KAM . . . .. ... ... ... 68

3 Théoréme KAM en dimension infinie 71
3.1 Introduction . . . . . . . . . L 71
3.2 Jets de fonctions, crochet de Poisson et flot hamiltonien . . . . . . ... ... .. 79
3.2.1 Llespace T¥PH(Dio,p) .. oo oo 79

3.22 Jetsdefonctions . . . .. .. 83

3.2.3 Jets de fonctions et crochet de poisson. . . . . ... .. oo 85

3.2.4  Flot hamiltonien dans le domaine O%(o, 1), . . . . . . . L 86

3.3 Equation homologique . . . . . . . . ... 95
3.3.1 Equation homologique linéaire . . . . . .. . ... ... ... ....... 96

3.3.2 Equation homologique non-linéaire . . . . . . ... ... ... ....... 118

3.4 Preuve du théoreme KAM. . . . . . . . .. . 123
3.4.1 Etape élémentaire. . . . . . . ... 123

3.4.2 Initialisation du schéma KAM . . . ... ... ... ... ... ...... 127

3.4.3 Choix des parametres . . . . . . . . .. ..o e e 131

3.44 Lemme itératif . . . . . . . ... 133

3.4.5 Passage a la limite et preuve du théoreme KAM . . . .. ... ... ... 136

4 L’équation des ondes non linéaire 139
4.1 Introduction et résultats . . . . . . . .. .. oL L o 139

4.1.1 Introduction . . . . . . . . . e 139



TABLE DES MATIERES 9

4.2

4.3

4.4

4.5

4.1.2 Résultats . . . . . . .o 141
Petits diviseurs . . . . . . .. oL 144
4.2.1 Non résonance des fréquences . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 144
4.2.2  Estimations des petits diviseurs . . . . . . . ... 0oL 151
Forme normale . . . . . . . .. 156
4.3.1 Notations . . . . . . . . 156
4.3.2 Résonance . . . . . . ... 166
4.3.3 Procédure de Birkhoff . . . . . ... .o oo 168
4.3.4 Forme normale sur les ensembles admissibles . . . . .. .. ... ... .. 177
4.3.5 Passage aux variables action-angle . . . . . .. .. ... 0000 178
4.3.6 Re-scaling des variables . . . . . .. ... .. o oL 179
4.3.7 Passage aux variables réelles . . . . .. .. . L oL oL 182
Théoreme KAM pour 'équation desondes . . . . . . . . ... ... ... ..... 183
4.4.1 Hypotheses et énoncé du théoreme KAM . . . ... ... ... ... ... 183
4.4.2 Vérifications des hypothéses du théoreme KAM . . . . . . .. ... .. .. 185
Preuve du Théoreme 4.1.3 . . . . . . . . .. . L 195






Introduction

L’objectif de cette these est d’étudier ’équation des ondes non linéaire sur le cercle, donnée par :

Ugg — Ugy + MU = g(T,U),
ne (@) (1.0.1)
(t,z) e R x S,

ou

i) m € [1,2] est la masse;

ii) g est la non-linéarité. On suppose que g est une fonction holomorphe réelle sur un voisinage

de S! x J, avec J un voisinage de zéro de R. On suppose que ¢ est de la forme :

gz, u) = 4u® + O(u?). (1.0.2)

On veut montrer 'existence de solutions quasi-périodiques de faibles amplitudes, proches de
solutions de I’équation linéaire.

L’équation va étre étudiée comme une perturbation de ’équation linéaire. Puisque la variable
d’espace appartient au cercle, '’EDP linéaire associée est diagonalisable dans la base de Fourier.

Ainsi, on raméne notre probléme a 1’étude d’un hamiltonien intégrable perturbé sous la forme :

H = Z As&sms + Perturbation | (1.0.3)
SEZ

avec \g = V52 +m.
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Afin de montrer I'existence de solutions quasi-périodiques, on fait appel & un résultat KAM en
dimension infinie adapté a notre situation. En effet, la théorie KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser)
affirme que, sous 'effet d’une petite perturbation, un hamiltonien intégrable continue a exhiber
des tores invariants de dimension finie dans un espace de dimension infinie. Ce résultat est
valable sous certaines conditions de non résonance. L’existence des ces tores invariants nous
donne l'existence de solutions quasi-périodiques. Le principal probleme rencontré ici est le fait
que les fréquences ¢ ne vérifient pas les hypotheses standard de non résonance. En effet, les

fréquences ne vérifient pas la condition de non résonance de Kolmogorov :

KiAL + -+ k| > # k€ z"\ {0}.
Dans le cas ou les conditions aux bords sont de Dirichlet, la somme dans (1.0.3) est restreinte aux
indices positifs. Dans ce cas, on peut vérifier les conditions standard de non résonance grace a la
masse m (ce cas a été traité dans [31]). Dans le cas périodique, on s’autorise a la fois des indices
positifs et négatifs. On remarque que A\s = A_g, et on obtient alors un systéeme hamiltonien

résonant. Pour cela, le théoreme KAM auquel on fera appel doit traiter le cas de valeurs propres

multiples.

Théoréme 1.0.1. Pour presque tout m € [1,2] et pour presque toute condition initiale petite,
léquation (1.0.1) admet des solutions quasi-périodiques proches de la solution de l’équation

linéaire.
La démonstration se fait essentiellement en deux étapes :

e On décompose 1'équation (1.0.3) dans une base orthonormée de ’espace de phase. On
obtient alors un systéme hamiltonien résonant. Pour remédier a cette résonance, on met cet
hamiltonien sous forme normale en utilisant une technique de forme normale de Birkhoff.
L’idée centrale pour séparer les fréquences est d’utiliser la partie cubique de la non-linéarité

(1.0.2) (voir chapitre 4).

e On montre un théoreme KAM en dimension infinie qui traite le cas des valeurs propres
multiples mais de multiplicité finie. A 1'aide du théoréme KAM, on montre Iexistence de

tores invariants, et donc 'existence de solutions quasi-périodiques (voir chapitre 3).

1.1 Théorie KAM

Cette section concerne I’historique de la théorie KAM. On rappelle les principaux résultats, puis
on donne une présentation générale du résultat KAM.

Les lois de Kepler prédisent que les orbites des planétes décrivent des ellipses régulieres. Au
XVIIT®™e sigcle, les lois de Newton ont permis de mieux comprendre les phénomeénes liés a la
gravitation. Les mathématiciens s’apercurent alors que les lois de Kepler ne tenaient pas compte
des perturbations dues aux interactions entre les planetes. La question est alors de savoir si ces

déviations sont susceptibles de modifier significativement les trajectoires des planetes.



1.1. THEORIE KAM 13

En 1889, Poincaré démontra que les séries utilisées pour décrire ces perturbations étaient
divergentes. Autrement dit, une petite perturbation pouvait éventuellement avoir une contribution
infinie. Ce phénomene fut interprété comme une confirmation des hypothéses de la mécanique

statistique.

En 1954, la situation se retourna une nouvelle fois, suite aux travaux de Kolmogorov. Lors
d’un exposé au Congres International des Mathématiciens & Amsterdam, il présenta brievement
un résultat, selon lequel le systéme solaire est probablement stable. L’instabilité est parfaitement
possible, comme I'a dit Poincaré, mais elle ne survient que trés rarement. En effet, le théoréme
de Kolmogorov affirme que, si on part d’un systéme dynamique stable (le systéme solaire tel
qu’imaginé par Kepler) et qu’on rajoute une petite perturbation, alors le systéme obtenu reste
stable pour la plupart des données initiales. Dans [20], Kolmogorov ne donna que les grandes
lignes de la preuve de son théoreme. Cette découverte ne suscitant pas beaucoup d’intérét de la

part de ses contemporains, Kolmogorov ne poursuivit pas ses travaux dans cette direction.

Presque dix ans plus tard, en 1963, un éleve de Kolmogorov, Arnold, qui s’intéressait a la
stabilité du mouvement planétaire, revint sur cette approche. Il prouva que pour d’assez petites
perturbations, presque toutes les trajectoires restent proches de ellipse de Kepler (voir [2, 3]).

Indépendamment, la méme année, Moser développa des techniques génériques pour résoudre
des problémes liés a des perturbations, comme ceux étudiés par Kolmogorov (voir [26]).

L’ensemble de ces travaux constitue la base de la théorie KAM. Pour plus d’historique sur la
théorie KAM, voir [30] et [11].

Au cours des dernieres années, d’importantes avancées ont eu lieu en théorie KAM. Dans
le cadre des EDPs, tout commence avec Kuksin en 1987 dans [23, 24]. Dans le second papier,
I’auteur prouve ’existence de solutions quasi-périodiques suite a la perturbation d’un hamiltonien
intégrable en dimension infinie. Il suppose que le spectre de ’hamiltonien intégrable est de la

forme \,, ~ n

avec n > 1 et d > 1. Il applique ensuite ce résultat a I’équation de Schrodinger
avec potentiel, donc avec parametre extérieur, en dimension 1 avec condition de Dirichlet. Dans
[21], il prouve avec Poschel un résultat similaire pour I’équation de Schrodinger, sans parametre
extérieur, en en dimension 1 et avec condition de Dirichlet. Ceci implique aussi la simplicité du

spectre. Voir aussi [25] pour I'équation de Korteweg et de Vries.

Toujours dans le cadre des EDPs, en 1990, Wayne utilise des méthodes KAM pour prouver
I’existence de solutions périodiques et quasi-périodiques pour ’équation des ondes en dimension
1, avec potentiel et condition de Dirichlet (voir [31]).

En 1996, Poschel prouve, dans [29], 'existence de tores invariants de dimension finie dans un
espace de phase de dimension infinie, aprés une petite perturbation d’un hamiltonien intégrable.
Il suppose que le spectre de la partie quadratique de 'hamiltonien intégrable est simple et de la

forme :

avec d > 1 et 6 < d — 1. Il applique ensuite ce résultat, dans [28], & I’équation des ondes non

linéaire sans parametre extérieur et avec condition de Dirichlet.
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Le premier résultat KAM pour ’équation des ondes non linéaire avec condition au bord
périodique en dimension 1 est dii & Chierchia et You dans [9] en 2000. Dans ce papier, les auteurs
prouvent 'existence de solutions quasi-périodiques pour 1’équation des ondes avec potentiel donc
avec parametre extérieur. Ils supposent de plus que la non linéarité ne dépend pas de la variable
d’espace.

Plus récemment, en 2010, Eliasson et Kuksin ont réussi a appliquer la théorie KAM a une
EDP multidimensionnelle. Dans [14], ils montrent P'existence de solutions quasi-périodiques pour
I’équation de Schrodinger avec potentiel en dimension quelconque. Pour ce faire, ils utilisent un
théoreme KAM en dimension infinie, et tel que la partie quadratique de ’hamiltonien intégrable
admet une infinité de valeurs propres avec multiplicité quelconque.

En 2011, Grébert et Thomann prouvent dans [18] un résultat KAM en dimension infinie en
améliorant des résultats de Kuksin [22] et de Poschel [28], et cela en utilisant les techniques
récentes de Eliasson et Kuksin [14]. Ils prouvent l’existence de tores invariants de dimension finie,
pour une petite perturbation d’un hamiltonien intégrable dont les fréquences externes sont de la
forme A ~ s. Ils appliquent ce résultat pour montrer ’existence de solutions quasi-périodiques
pour I'équation de Schrodinger en dimension 1 avec potentiel harmonique. Ils prouvent aussi la
réductibilité de I’équation de Schrodinger avec potentiel harmonique quasi-périodique en temps.

Dans cette these on adopte des techniques récentes développées par Eliasson, Grébert et
Kuksin dans [12, 13] et par Grébert et Paturel dans [17]. Dans [12], les auteurs prouvent
un théoreme KAM en dimension infinie, qu’ils appliquent dans [13] & 1’équation des poutres
multidimensionnelle sans parametre extérieur et avec une non linéarité cubique. Ils prouvent
'existence de solutions quasi-périodiques de faibles amplitude. Dans [17], les auteurs obtiennent
un résultat similaire pour I’équation de Klein Gordon multidimensionnelle.

Dans cette section, on donne un énoncé formel de notre théoréeme KAM en dimension infinie
et les grandes ligne de la preuve. On commence par donner la définition d’un hamiltonien sous
forme normale et introduire le cadre dans lequel on travaille. On donne ensuite les équations
hamiltoniennes associées a un hamiltonien quelconque. Puis on définit deux éléments importants
qui interviennent dans la résolution de I’équation homologique : le crochet de Poisson et le jet de
fonction. On donne apres la définition d’une transformation de Lie. Et enfin, on donne 'idée de
la preuve d’un schéma KAM. On donnera, formellement, les hypotheses a vérifier pour appliquer

un théoreme KAM.

1.1.1 Forme normale

On consideére un hamiltonien sous forme normale :

hp) = w(p)r + 5(C Alp)C), (1.1.1)

avec

i) p € D le vecteur parametre et D un compact de RP;
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ii) w € CH(D,R") le vecteur fréquence interne;
iii) r € R™ la variable action;

iv) ¢ la variable extérieure ; on suppose que ¢ = ((s)ser, avec (s = (ps, gs) € R? et £ une partie

quelconque de Z.

v) De plus, on suppose que, pour tout p € D, la matrice A appartient a I’ensemble des matrices

infinies symétriques M. C’est-a-dire A : £ x £ — My (R) tel que
Ail e Mz (R), Ai, ="TA5 et HA? = Azl pour tout s,s € L.

Le projecteur orthogonal II est défini par :

0 —1
avec oo = .
1 0

On suppose aussi que A(p) est de la forme A(p) = D(p) + N(p), avec :

I: Moys(C) =S, S=CI+ Cos.

D(p) = diag{\s(p)I2, s € L},
ou
- les s sont ordonnées;
- #{s' € L|A\s = Ay} < d < 0o pour tout s € L.

Soit N € M est diagonale par blocs, ou chaque bloc a comme taille la multiplicité de la valeur
propre correspondante dans D. Les éléments de B sont de la forme —p

68 «

On dit que N est sous forme normale si N € M et si N vérifie 'hypothese précédente. On note

N F Vensemble des matrices sous forme normale.

1.1.2 Equations hamiltoniennes.

Soient r et ¢ définies comme précédemment, soit @ € T™. A toute fonction hamiltonienne réguliére,

on associe les équations hamiltoniennes suivantes :

r= _VQf(r797 C)?
9 = vT‘f(r797C)7
¢ =JVef(r,0,0),

avec J : {(s} — {02(s}.
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1.1.3 Crochet de Poisson.

Soient f et g deux fonctions régulieres en x = (r, 6, ). On définit le crochet de Poisson de f et g
par :
{f,g} =V, f.Veg—VofV,g+ <vaa JV<g>.

1.1.4 Jets de fonctions

Pour toute fonction de classe C! en r et C? en ¢, on définit son jet f7 comme son développement

de Taylor a l'ordre 1 en r et & 'ordre 2 en ¢ au point (r,{) = (0,0). Ainsi

£ = £(0,6,0.0) + Ve (0,6,0,p)r + (Ve £(0,6,0,p). ) + 5 (V3 F(0,6,0,p)C. )

= Fol6) + S (O)r + £c(6),Q) + 5Fec()C, O

1.1.5 Transformation de Lie

Définition 1.1.1. Un difféomorphisme ® est une transformation canonique (ou changement de

variable symplectique) si ® préserve le crochet de Poisson. C’est-a-dire :

{f,g}o®={fod,god},

pour tout f et g.

Soit (r,6,() = ®(ro, 00, o), avec ® une transformation canonique. Posons h =ho® L Dans

ces nouvelles variables, le systeme hamiltonien est donné par :
i =—Voh(r,0,¢), 0=V,h(r0,C), (=JVch(r0,{).

Soit S un hamiltonien régulier. Considérons I'application ®% : (ro, 6o, (o) — (r(t),0(¢), (1))

défini par la solution du systeme :

7= _VGS(Ta 07 C)a
é == VTS(Ta 07 C)a
¢ =JVS(r,0.0).

avec pour condition initiale
r(0) =ro 0(0) =6, ((0)= (o

Si ®% est définie jusqu’a t = 1, alors <I>15 := ®g est appelée transformation de Lie associée a S.
De plus, une transformation de Lie est canonique. Pour plus de détails, voir [1].

On donne a présent un énoncé formel de notre théoreme KAM.
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1.2 Enoncé formel du théoréme KAM

Théoréme 1.2.1. Soit h un hamiltonien sous forme normale comme dans (1.1.1). Supposons
que les fréquences sont non résonantes et que la fonction f est petite. Il existe alors un Borélien

D' C D dont la mesure de Lebesgue vérifie :
mes(D\ D) < O ((f7)°),

avec a > 0. Ce Borélien est tel que, pour tout p € D', il existe un changement de variable

canonique proche de l'identité ®, tel que pour tout p € D', on a :
(h+f)o® = hoo + foos

avec fOTQ = 0. De plus, les nouvelles fréquences sont proches des fréquences de départ.

On donne a présent les principales idées de la construction du changement variable KAM.

1.2.1 Schéma KAM

On considére un hamiltonien sous forme normale comme dans (1.1.1). Le systéme hamiltonien
associé est donné par :

=0, O=w(p), (=JAC

Pour tout p € D, le tore 7" := {0} x T™ x {0} est un tore invariant par le flot hamiltonien. De
plus, sur ce tore, le flot est linéaire de direction w. On rajoute une petite perturbation qui dépend
de la variable angle 6 & cet hamiltonien intégrable. On considere donc I’hamiltonien perturbé

suivant :

H = h(r,¢;p) + f(r,0,(p). (1.2.1)

On veut étudier 'effet de cette petite perturbation sur la dynamique du tore 77, ainsi que la
persistance des solutions quasi-périodiques.
Supposons que le jet de f soit nul. Le systéme hamiltonien associé a cet hamiltonien perturbé

est donné par :
F=0(%¢%, 0=wlp)+0(r (), (=JA(+0(" ().

Donc, si la donnée initiale est sur le tore 7, le flot restera sur ce tore.

Supposons que la perturbation f soit de taille €, avec € petit. Alors son jet est aussi de taille
. Pour montrer la persistance du tore 7", il faut supprimer le jet de f. Pour cela, on construira
un changement de variable canonique ®g, qui sera le flot induit par un hamiltonien S a t = 1.
On veut obtenir, par composition avec cette transformation, une nouvelle forme normale proche

de la forme normale initiale et telle que le jet de la nouvelle perturbation est de taille €* pour
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«a > 1. Plus précisément, on veut que &g = (I>fg:1 vérifie :
(h+ f)o®s=h"+f*, avec (f)T =0() et a>1,

ol h™ est une nouvelle forme normale proche de h, i.e. |h™ — h| ~ O(e). On peut supposer que

ht est sous la forme :

A~ A~

W =hth, h=c(p) +x(o)r + 51 B,

En utilisant un développement de Taylor jusqu’a 'ordre deux on obtient ’équation homologique

suivante :

{h, 8} =h— fT +0(%). (1.2.2)

Dans cette équation, les inconnues sont S' et h. 1l suffit de prendre S comme un jet de fonction :
1
5(r,0,¢) = S(0) + Sr(0)r + (5¢(0), C) + 5(S¢.c(0)¢, ¢)-
En remplagant dans I’équation homologique, on obtient :

1
VoSo.w + VoSrw.r +(VoSc.w, €) + 5 (VoSccw(, Q) + (A, JS¢) + (A, J5¢¢C)

= O fotxor = fror = (2 O+ 546 BO) = (e, ) + O()

Ainsi, on obtient quatre équations & résoudre.

Les deux premieéres équations. Elle sont obtenues directement :

VgSg(0).w = C — fg(0) + O(c%), (1.2.3)
VoSr(0).w = x — fr(0) + O(e%). (1.2.4)

Pour résoudre ces deux équations, on impose que :

Clo) = [ 160,000, x(p) = [ £:(6.0.0.p)cb.

La troisieme équation. On a :

(VoSc.w, ¢) +(AC, J5:(0)) = —(f¢, ) + O(%).

Or A est une matrice symétrique, donc

(VoSc.w, ¢) + (AJS¢(0),¢,) = (= fe, €) + O().
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Les matrices A et J commutent. En effet, chaque bloc de A est de la forme Ag = CI5 + Cos.

Ainsi, la troisiéme equation est donnée par :

VoS (0).w + JASL(0) = —f:(0) + O(c*). (1.2.5)

La quatriéme équation. On a :

5 (V0S5c(6).06,) + (A, T8cc(8)0) = 56, BE) = 5(fsc(6)6:€)

En utilisant le fait que A soit une matrice symétrique, que A et J commutent, et que (AJS¢¢)* =

—S¢¢JA, on obtient :

(¢, VoScc(0).wq) + (¢, AT Scc(0)C) — (¢, Sec(0)ATC) = (C, BC) — (¢, fee(0)C)-

Ainsi, la quatriéme équation est donnée par
VQSCC(G).W + AJSCC(H) — SCC(H)JA = _fCC(e) + B+ 0O(e"). (1.2.6)

Supposons qu’on a résolu ces équations. On fait une nouvelle itération du schéma KAM.
Posons a I'étape k quelconque :

®p = Pg,0...00g,,

ou S, pour 1 < j <k, est 'hamiltonien qui vérifie I’équation homologique a I’étape j. On a alors
T ak
Ho®, = hy+ fr, avecfk:O(a )

On montre que (Pi)r est une suite de Cauchy sur un espace de Banach. Soit ® sa limite. On

obtient ainsi une transformation canonique qui vérifie :

Ho® =hy+ foo, avecfg;:O.

1.2.2 Petits diviseurs

Résoudre 1’équation homologique (1.2.2) revient & chercher un jet de fonction S qui vérifie les
quatre équations homologiques (1.2.3)-(1.2.6). Vu que les quatre composantes du jet ne dépendent
que de 'angle # € T", on décompose dans une base de Fourier. Ainsi, on raméne le probléme
a un probléme de petits diviseurs. Certaines hypotheses doivent étre faites sur les fréquences
internes w et les fréquences externes A. De plus, ces hypotheses doivent étre vérifiées a chaque
étape KAM.

On donne ici formellement les hypotheses sur les petits diviseurs. Pour plus de précisions,
voir les conditions de séparation, de non résonance et la deuxiéme condition de Melnikov. Pour

se familiariser encore plus avec les problemes de petits diviseurs, le lecteur peut consulter [10].
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Soient § > &y > 0 et w’ € CH(D,R") tels que
|w — w/|c1(p) < dp.

Supposons que, pour tout k € Z" et pour tous s, s’ € L avec |s| > |§'|, on a :

|k w'(p)] = 6,

avec k # 0.

k- (p) £ As(p)] = 6,

k- w'(p) + As(p) £ A (p)] > 6,
pour tout p € D.

La solution des équations homologiques (1.2.3)-(1.2.6) sera de la forme :

fT

petit diviseur

On veut que la transformation de Lie associée a S soit proche de I'identité. Pour cela, il est
crucial d’imposer que :

I <.

C’est a dire que le jet de la perturbation doit étre négligeable devant le controle que ’'on a des

petits diviseurs.

1.3 KAM pour I’équation des ondes

Dans cette section on rappelle brievement les résultats déja parus dans le domaine de la théorie
KAM pour I'équation des ondes. On donne ensuite les principales idées pour lever la résonance
rencontrée lors de la mise sous forme de systéme hamiltonien de 1’équation (1.0.1).

Le premier résultat de théorie KAM pour I’équation des ondes est di & Wayne en 1990 dans
[31]. 11 a considéré I’équation des ondes cubique en dimension 1 avec potentiel extérieur dans
L?([0,1]) non nul et avec conditions de Dirichlet (ce qui entraine la simplicité du spectre).

On peut aussi citer le travail de Poschel dans [28]. Dans cet article, 'auteur a considéré
I’équation des ondes en dimension 1 avec masse, condition de Dirichlet homogéne et une non-
linéarité cubique analytique mais qui ne dépend pas de la variable d’espace.

En 1998, Chierchia et You considérent dans [9] I’équation des ondes en dimension 1 avec
potentiel périodique analytique et une perturbation quadratique analytique qui ne dépend pas de

la variable d’espace. Dans ce cas, le potentiel joue le role de parametre extérieur, ce qui permet
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de vérifier les conditions de non résonance. En particulier, les auteurs ne s’autorisent pas le cas
ou le potentiel est nul.
Le travail le plus récent est dii a Berti, Biasco et Procesi en 2013 dans [8]. Dans cet article,

ils considerent ’équation des ondes avec dérivées, donnée par :

U — Ugg +mu+ f(Du) =0, m>0, D:=,/-02,+m, (t,z)€RxT,

avec f(s) une non-linéarité réelle analytique de la forme

f(s) =as® + kask, a # 0.

k>5

On remarque ici que la non-linéarité est indépendante de la variable d’espace z, ce qui implique
que le moment —i [ u0,udx est conservé. Cette symétrie simplifie la preuve du théoreme KAM.

La forme normale est diagonale dans ce cas.

Les principales avancées présentées dans cette thése sont :
o l’absence de parameétre extérieur dans I’équation (1.0.1);
o le fait que la variable d’espace appartienne au cercle (on est dans le cadre périodique) ;

« la dépendance de la non linéarité (1.0.2) en la variable d’espace.

1.4 Forme normale de Birkhoff

On commence par décomposer I’équation (1.0.1) en une base orthonormé de I’espace de phase.

On montre que, étudier cette équation, revient a étudier I’hamiltonien suivant :
H:HQ+P4—|—R5, (141)

avec

H2(€777) = Z)‘Sgsnsa )‘S =V 52 + m,

SEZL

4
gseisx+nse—isx
Py(€, :/u4dx:/ dzx,
4(§ 77) St st (é m

R5(£,T],LL‘) = P(ﬁﬂ?ax) - P4(£777) = O(||(§7”)H5)

Afin de définir les fréquences internes et les fréquences externes de Hs, on commence par donner

la définition d’un ensemble admissible de Z.

Définition 1.4.1. Soit A un ensemble fini de 7. A est admissible si pour tout j € A\ {0}, on a

—Jj ¢ A\{0} .
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Soit A un ensemble admissible de Z. On définit £ son complémentaire dans Z On peut

réécrire la partie quadratique de (1.4.1) sous la forme :

Hy = Z WaaMa + Z As€sMss

acA acl

avec w, = Va2 +m. On remarque que, pour a € A, on a w, = A_q. On souhaite supprimer
cette résonance afin d’appliquer notre théoreme KAM. L’idée est d’utiliser P, pour séparer le
fréquences. Ce qui est équivalent a utiliser la partie cubique de la de la non linéarité (1.0.2)
pour enlever cette résonance. Pour cela, on construit un changement de variable canonique qui
transforme (1.4.1) en forme normale de Birkhoff d’ordre 5. Cette transformation va étre une
transformation de Lie. Elle exhibe de Py les termes intégrables qui vont nous permettre de séparer

les fréquences et de vérifier les hypothéses du théoréme KAM. Plus précisément on a :

Proposition 1.4.2. Pour tout m € U C [1,2] avec U de mesure de Lebesque pleine, il existe

une transformation de Lie T qui transforme ’hamiltonien H = Hy + P = Ho + Py + Ry en :
Hor=(Hy+P)or=Hy+Zys+ Qs+ Rs+ R5 07, (1.4.2)

avec

e Le polynome Z4 contient des termes intégrables.

Le polynome Q4 est cubique ou quartique dans la direction de L.
e Les restes Rs o T et Rg sont respectivement d’ordre 5 et 6.

Plus précisément le polynéme Z, est de la forme

3 §i&imem
2= 2 A

ot la somme porte sur {(i,j,k,1) € Z*|i+j =k + 1, #{i, 5,k 1} N A > 2 et {[i], ||} = {|&l, [I]}}-
On passe des variables (£,7) au variables action-angle (I,8,&%,n%), avec I = (I,,a € A),
0= (0,,€ A), £ = (&,5 € L) et n° = (15,5 € L). Les variables I et § sont donnés par :

fa - @ei9a7 Na = \/Ze_iea7 ac A

On remarque que Z; contient des termes intégrables formés par les monémes de la forme

&&mimk = 1;15, qui dépendent seulement des actions définies par I; = &); avec i € A.
Vu que A est un ensemble admissible on montre qu’on peut écrire Z4 sous la forme :
3 4 — 39, 3 1
Z4 NI, + +- > —ILiés.

47rl,a€A )\l)\a lEA, seﬁ)\l/\s
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Ainsi on peut réécrire ’hamiltonien (1.4.2) sous la forme :

3 4—306,, 3
Hor=3% wilot+ -3 T;IZI“JFZ)\S&%JFE 2

acA l,ae A seL leA, seL

1

I ERYE
W 16sm

4+ Q4+ Rs07+ Rg.
On définit le re-scaling suivant des variables (I,6,&,n) par :
Xo: (70,€,7) = (1,0,6,m),

avec :

Le vecteur p va jouer le role du parametre dans le théoreme KAM. Ainsi, en composant

’hamiltonien (1.4.2) avec x,, on obtient :

V_lHOTOXp:h0+f,

avec
3 4—3641 . - 3 1 - ]
f=v— Z 7(J”fl7“a+l/*ziﬁfsﬁs+y (Q4+RSOT+R6)OX/)7
4 ‘e Aa N (i A As
seL
et

hO =Q-7+ Z Aagaﬁa-
acLl

Les nouvelles fréquences sont données par :

31 24—35%

O = Q(p,v) =wp + v, =wp, +v—— I
(p;v) i NP
3 31 Pl
Ao =Ao(pyv) = Ag +VAg = Ng +v—— —.
T Aa leA)\l

Ces nouvelles fréquences vérifient les hypotheses du théoreme KAM. De plus le jet de la

3/2

perturbation est de la taille 23/2 alors que le controle des petits diviseurs ¢ est égale & v1+¢ pour

¢ > 0 petit. Ainsi on a bien f7 < 6.
1.5 Résultat principal de la these
Rappelons que I'équation étudiée est donner par

Ut — Ugy +mu = g(z,u), tER, xS, (1.5.1)
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avec m € [1,2] la masse et g est une fonction holomorphe réelle sur un voisinage de S' x J, avec

J un voisinage de zero de R. On suppose que g est de la forme :
g(x,u) = 4u® + O(u).

La solution de 1’équation linéaire (c’est-a-dire quand g = 0), est donnée par :

—16, 6
a +e agp a(x)
ujmrefn E \ (L, —i—ra \faz—i—m)l/‘l

acEA
ngﬁps +77 8808( )
S VA )l

Posons ur (6, x) = 4r,m(0,6,0,0). Alors, pour tout I € R+, m € [1,2] et Oy € S, la fonction
(t,x) = urm(0o + tw, z) est solution de ’équation des ondes linéaire. Dans ce cas, le tore est

stable par le flot hamiltonien.

Proposition 1.5.1. Soit s > % Pour m € U C [1,2] de mesure de Lebesque pleine, I € D C
v, 2V]#A de mesure de Lebesque asymptotiquement pleine, il existe une fonction u(, x) analytique

en 6 et de classe H® en x tel que

sup || w(f,.) —urm(0,.) [[#s< Cv*o,
0eR

tel que pour m €U, I € D, u(f + tw'(I),x) est solution de (1.5.1). De plus il existe une matrice
inversible M (m) € Mya(Ry) tel que

W' =w+ M(m)I +0W3?).

1.6 Plan de la theése

On adopte le plan suivant pour la these :
1. Chapitre 2 : Théoreme KAM en dimension finie;
2. Chapitre 3 : Théoreme KAM en dimension infinie ;

3. Chapitre 4 : Théoreme KAM pour ’équation des ondes non-linéaire.

1.6.1 Chapitre 2 : Théoreme KAM en dimension finie

Dans ce chapitre on prouve un théoreme KAM en dimension finie qui traite le cas de cas de
valeurs propres (ou fréquences) multiples. Plus précisément, on considére un hamiltonien en

dimension finie sous forme normale :

o) = wlp) 7+ 5(G AP0,
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avec 7 € R™ | ¢ = ((ps,qs)1<s<m) € R?*™. On suppose que A(p) est sous la forme : A(p) =
D(p) + N(p), avec :
D(p) = diag {\i(p)I2, 1 <i<m}, (1.6.1)

N est une matrice diagonale par blocs, ou chaque bloc a une taille la multiplicité de la valeur
propre correspondante dans D. Dans ce cadre-1a, si on part d’un tore, alors la solution du systéme
hamiltonien associé reste sur ce tore. Sous certaines conditions émises sur les fréquences, on
peut de plus affirmer que la trajectoire de la solution remplit le tore. Dans ce contexte, on dit
que le tore de départ est un tore invariant. Ensuite, on rajoute a cet hamiltonien intégrable
une perturbation hamiltonienne et on veut montrer que le tore de départ est un tore persistant.
On montre que, si la perturbation est petite et sous certaines conditions de non résonance des
fréquences de 'hamiltonien intégrable, alors le tore de départ est un tore persistant.

Ce chapitre a pour but de présenter les stratégies et les notations qui seront utilisées dans le

cadre général.

1.6.2 Chapitre 3 : Théoreme KAM en dimension infinie

Dans ce chapitre, on étend le résultat du chapitre précédent a la dimension infinie. Toutefois, on
suppose que 'opérateur associé a la partie quadratique de la forme normale admet des valeurs
propres multiples mais d’ordre fini. En suivant les mémes étapes que dans la preuve du résultat
en dimension finie, mais en adaptant les espaces a la dimension infinie et en augmentant la

technicité, on arrive a démontrer la persistance du tore du départ sous une forme déformée.

1.6.3 Chapitre 4 : Théoreme KAM pour I’équation des ondes non-linéaire

Dans cette derniere partie de la thése, on s’intéresse a 1’équation des ondes non linéaire cubique

sur le cercle, donnée par :
Ugt — Ugy +mu = 4u + O(u?), mel,2],teR, zc S

Proche de l'origine, on prouve l'existence de solutions quasi-périodique de faible amplitude,
proche de la solution de I’équation linéaire. Dans les variables de Fourier, ’équation apparait
sous la forme d’un systéme hamiltonien perturbé en dimension infinie. Le probléme ici est
que ’hamiltonien obtenu ne vérifie pas les hypotheéses de non résonance du théoréme KAM
en dimension infinie. Pour pallier a ce probléeme, on applique une procédure de forme normale
de Birkhoff. On obtient par suite une forme normale dont les fréquences satisfont les bonnes
hypothéses et dont la partie quadratique admet des valeurs propres doubles. D’ou l'intérét de
prendre des valeurs propres multiples dans la partie quadratique de la forme normale du théoreéme

KAM abstrait.






Théoreme KAM en dimension finie

Dans ce chapitre on se donne un hamiltonien sous forme normale en dimension finie, ¢’est-a-dire
dépendant d’un nombre fini de variables (ou admet un nombre fini de degrés de liberté). Plusieurs
résultats existe en dimension fini. On peut citer par exemple les travaux de Eliasson, Poschel
[15, 27] ou plus récemment le travail de You [33]. Dans ces articles les auteurs considérent un

hamiltonien de la forme

1
h = Z wi'Ti—i-i Z Qj(p?—i—qf-)

1<i<n 1<j<m

et suppose une condition Diophantienne du type :

~

[(k,w) + ()] = e

<2, [k[+[l] #0.

Donc 'opérateur associé a la partie quadratique admet que des valeurs propres simple.

La particularité ici est qu’on s’autorise des valeurs propres (ou fréquences) multiples dans
Iopérateur associé a la partie quadratique de la forme normale. Dans ce cadre-1a, si on part d'un
tore, alors la solution du systéme hamiltonien associé reste sur ce tore. Sous certaines conditions
émises sur les fréquences, on peut de plus affirmer que la trajectoire de la solution remplit le tore.
Dans ce contexte, on dit que le tore de départ est un tore invariant. Ensuite, on rajoute a cet
hamiltonien intégrable une perturbation hamiltonienne et on veut montrer que le tore de départ
est un tore persistant. On montre que, si la perturbation est petite et sous certaines conditions
de non résonance des fréquences de I’hamiltonien intégrable, alors le tore de départ est un tore
persistant.

L’idée de la preuve consiste & construire itérativement un changement de variable symplectique
proche de l'identité et qui satisfait certaines conditions. Ce changement de variable permet
d’éliminer de 'hamiltonien les termes d’interactions entre les variables internes aux tore de départ

et les variables externes a celui-ci. Les techniques de construction de ces changement de variables

27



28 CHAPITRE 2. THEOREME KAM EN DIMENSION FINIE

symplectiques sont bien connues et bien décrites dans la littérature dans le cadre des valeurs
propres simples. La présence de valeurs propres multiples complique le contexte algébrique. En
particulier la résolution de ’équation homologique (centrale dans cette construction) met en
ceuvre l'inversion de matrices diagonales dans le cas des valeurs propres simples de matrices non

diagonales dans le cadre général.
2.1 Introduction
On considere I'espace £5 défini par :

munit de la norme [|¢[> = ¥ [¢;|? On définit Sur Y on définit Popérateur linéaire .J :
1<5<

J: {CJ} — {O'QC]‘}, avec o9 = ((1) _01) .

On définit I’espace des phases :
P=T"xR"xY,

muni de la structure symplectique suivante :
dr N df + Jd¢ A dC.
On introduit le projecteur orthogonal II définit sur ’ensemble des matrices carrés par :
IT: Moys(C) - S, S=CI+ Cos.
On introduit aussi I’ensemble M des matrices symétrique de M,,, (M3 (R)) par :
A€M, alors : A] € My (R), Al ='A et 1A} = A7,

pour 1 <4,7 <m.

On muni M de la norme suivante :
_ J
A = max 4]
Fixons un n € N. Pour p > 0 et B un espace de Banach , on définit :
T, = {6 € C"/27Z"| | Imb] < p},

et
O, (B) = {z € Bl||z[ < p}-



2.1. INTRODUCTION 29

Pour o, i € ]0,1], on définit :
O(o, ) = Ty x 0y2(C") x Ou(Y) ={(0,7,¢)},
O®(o, 1) = O(o, ) N{T" x R x Y'}.

Un point de O(o, p) sera noté par x = (0, 7,().

Classe des fonctions hamiltoniennes. Soit D un compact de RP (’ensemble des para-
metre). Soit f: OF(8, ) x D — C une fonction analytique par rapport a la premiere variable et
tels que Vo f € Y et ng € M. On définit

|f(xa )|D = sup 8%.70(%0) ’

p€ED,j=0,1
af H '
—(x,. = su IV f(x, ,
[oc, = e, Jorverian
0% f ,
—(z,.)] = su Vi (x,p).
oz )| = swp [00VEf( )

On note 7 (D, o, 1) I'ensemble des fonctions f vérifiant pour tout x € O(o, u)

82 f

of C
R a2

@ ln <€ |G| <%

(z,.)

<L
D B M2
Pour f € T(D,o,u) on note [f]

précédentes.

oD la plus petite constante C' qui satisfait les relations

Equations hamiltonienne. A toute fonction hamiltonienne de classe C! on associe les

équations hamiltoniennes suivantes :

7= _vef(ra07C)a
é = vrf(rv 07 C)u
é = JVCf(T,@,C),

Crochet de Poisson. Soient f et g deux fonctions de classe C! en x = (r,6,¢). On définit le

crochet de Poisson de f et g par :

{f,9} =V fNog —Vof Vg + (Ve f, IJVcg).
Hamiltonien et forme normale.

On consideére un hamiltonien sous forme normale :

hp) = w(p)r + 3¢ A)C), (2.1.1)

avecr € R" | ( €Y, et A(p) € M. On suppose que w : D — R" est de classe C'. On suppose
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que A(p) est sous la forme : A(p) = D(p) + N(p), avec :
D(p) = diag{Ai(p)I2, 1 <i < mj}, (2.1.2)
N est une matrice de M diagonale par blocs, ou chaque bloc a une taille la multiplicité de la

a p—
valeur propre correspondante dans D. Les éléments de N sont de la forme (5 ﬁ) .
Q@

Exemples.

1. Supposons que m = 4 et que les valeurs propres de D sont distinctes, alors N sera formé

de quatre blocs de taille 1 sur la diagonale principale.

2. Supposons que que m = 3 et que :

2 () 6
|

alors N est sous la forme

an —p11 a2 —Pi2 0 0
B an Bi2 a2 00
a2 P2 a2 —fa2 0 0

—B12 12 Baa oo 0 0
00 0 0 a3z —f33
0 0 0 0 B33 sz

On dit que N est sous forme normale si N € M et vérifie I’hypotheése précédente. On note

N F lensemble des matrices sous forme normale.

On considére a présent le changement de variable complexe suivant :

AN A AN AN S 2R
Zj = = \ﬁ ) =13 . :
) 1 —i) \g 75 (pj —igj)
Si A € NF I'hamiltonien (2.1.1) s’écrit dans les nouvelles variables :

h(p) = w(p).r + (& Qlp)n),

avec () une matrice hermitienne a coeflicients complexes.
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Exemple. Reprenons le deuxieme exemple ci dessus. On a alors

A1+ anr 12 0
Q= 12 A1+ aq1 0
0 0 A2 + as3

Le vecteur fréquence interne w et les matrices D et N vérifient des hypotheses qu’on énoncera

dans le prochain paragraphe. Pour la suite fixons un parameétre 0 < < 1. On supposera que les

valeurs propres de A vérifient les hypotheses Al, A2 et A3 et que B vérifie ’hypothese B.
Hypothése A1l : Condition de séparation : On suppose que pour tout p € D on a :

e Les valeurs propres de deux blocs différents sont différents

[Ai(p) £ Aj(p)] =6, pour 1<i<j<m.

e les valeurs propres sont non nuls :

IAi(p)] >0, pour 1<i<m.

Hypothése A2 : Condition de non résonance : Supposons qu’il existe dg < ¢ tel que pour

toute fonction de classe C' qui vérifie
WD =R fw—Werp) < do

onapourtout k€ Z"ettout 1 <i<j<m

k()| 23, VpeD

ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :
(Op(k-w'(p)),2x) 20 Yp€D

avec k # 0

|k -w'(p) £ Xi(p)| =20, VpeD

ou bien il existe un vecteur unitaire z;, € RP tel que :

(Op(k - w'(p) £ Ai(p)), 2x) 26 VpeD

k- w'(p) + Xi(p) + i (p)| 26, VpeD
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ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :

(@l - (0) + Mi(p) + Aj(0)).24) 28 VpeD

|k -w'(p) + Ni(p) = Nj(p)| =6, VpeD

ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :

(Op(k - (p) +Xi(p) = Aj(p),2k) >0 YpeD

Hypothése B : On suppose que N € N'F et pour tout p € D on a :

105N (p)II <

x| >

j=0,1.

Remarque 2.1.1. Supposons que Uhypothése A2 est satisfaite. Alors pour tout 0 < k < § et
N > 1 il existe un fermé Dy = Dy(k, N) C D tels que :

mes(D \ Dy) < C6 N2,
avec o > 0 et dépend de n. Pour tout p € Dy et |k| < N on a :

|k-w| >k, sauf pour k # 0,
k- wx N| > &,

k- w+ i + | > k.

Cette remarque sera prouvé rigoureusement dans un cadre plus générale dans la preuve de la
Proposition 3.1.1 dans le chapitre suivant.

Maintenant on est en mesure d’énoncer le théoréme KAM.

Théoréme 2.1.2. On considére h un hamiltonien sous forme normale défini par

h(p) = wlp)or + 5 (G A(P)C)

Supposons que A(p) = D(p) + N(p) avec D(p) définie comme dans (2.1.2) et N(p) € NF. On
suppose que w et D vérifient les hypothéses A et que N wvérifie I'hypothése B pour d et dy fizés.
Fizons 0 < o, < 1. Il existe alors un g9 qui dépend de n, o, i, |wlei(py et |Algcipy tels que si
feT(D,o,pn) et

[f]U%D =g < g0,

alors il existe un Borélien D' C D dont la mesure de Lebesque vérifie

mes(D\ D) < ¢(0,8)e], >0,



2.2. JETS DE FONCTIONS, CROCHET DE POISSON ET FLOT HAMILTONIEN 33

tel que pour tout p € D' on a :

e il existe un changement de variable symplectique analytique :

o O(

RS

) = O(o, p),

o
2 )
e un vecteur fréquence interne O(p), une matrice A et une perturbation f tel que :

(hp + )0 ® = 3(p).r + 3 (G, A(p)C) + F6,7: G ),

avec O, f = 64]3 = 8&]? =0 pourr=_(=0 et Ae NF. De plus le changement de variable
D = (Oy, D), D¢) est proche de lidentité. Pour tout . € ®: O(5,5) et pe D ona :

|1®(z, p) — x| < CeVS.
De plus la nouvelle fréquence & et la nouvelle matrice A vérifient :
1A(p) — Alp)|| < C<'3, |@(p) — w(p)| < Ce'?,

pour tout p € D'. La constante C est strictement positive et dépend de n, de o, de u, de

lwler(py et [[Aller(py-

2.2 Jets de fonctions, crochet de Poisson et flot hamiltonien

2.2.1 Jets de fonctions

Pour toute fonction f € T(D, o, i) on définit son jet noté f comme étant le développement de

Taylor jusqu’a l'ordre 1 en r et 'ordre 2 en ¢ au point r = 0 et ( = 0. Plus précisément :

F1(0,7,.¢,p) = £(6,0,0,p) + V. £(8,0,0, p)r + (V¢ £(6,0,0, p),{)
+ 5 {V7(0,0,0,0),)

= Jol6) + F0)r + (1e(0),Q) + 3 Uecl0)6, <)

Ainsi, & partir de le définition de la norme [f] on a les estimations suivantes :

o,u,D?

| fo(6; )‘D < [f]o’,u,D’ | fr (65 )’D < NiQ [f]o“u,D )

(2.2.1)
1£c(O: Mo < 0™ [flopps fecl8:)lp <72l p

pour tout 6 € T7.

Lemme 2.2.1. Pour tout f € T(D,o,pn) et 0 < p/ < %,u on a :

1,0 < Clfloun:
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-], o =2 (%) o

oD

Preuve. Soit (z,p) € O(o, ') x D.

e On commence par démontrer la deuxieme inégalité. Cela revient & démontrer les inégalités

suivantes pour 7 = 0,1 :

105(f = )@ <2(%) o
NGV = I (@)l < 285 £y

NIVE(f = FT) (@, p)| < 285 (£

Les six inégalités se montrent de la méme facon. Montrons par exemple que :

12

I
‘VC(f - fT)(wv p)’ < 2? [f]o,,u,’D :
Posons m = %l Pour un |z| < 1 on a (8, (z/m)*r, (z/m)¢) € O(a, ). On définit la fonction

g  {lzl<1} — Y°©
z — ng(@,(z/m)Qr,(z/m)C).

g est une fonction holomorphe bornée par p ! [f] oD D€ plus :

9(z) =>_f;7,

320

avee [ < w7 [flyyup- Ona Ve(f = F1)(w.p) = X fyme. Pour ' < b on obtient que
V-

m < 1/2. Par suite on a :

IVe(f = O < 17 flppn Som? < 1 [y 2<%>2

Jj=2

e A présent on montre la premiere inégalité en utilisant la deuxiéme inégalité. On remarque

que fT' = f—(f = f1). Puisque (f — f1), Ve(f — 1), Vg(f — fT) sont analytiques sur

0% (o, %,u), il en est de méme pour [T, V¢ f7T, ngT. Par suite on a :

1

1 T
<z _ <= .
O’7%M7,D — 4 [f:la',’u"D + [f f :|O',%H,D — 2 [f]o’,’u’D

7]

Or fT est quadratique en ¢, donc f7, V¢ f7 et Vg fT sont analytiques sur O%(c, ). Puisque
T < [¢T . .
[f } < [ f ] L O obtient alors

U’/""D U’E,L"y

{fT} oD <2[fl,.p-



2.2. JETS DE FONCTIONS, CROCHET DE POISSON ET FLOT HAMILTONIEN 35

2.2.2 Jets de fonctions et crochet de poisson.

Rappelons que le crochet de poisson de deux fonctions f et g de classe C! en x = (7,0, () est

donné par :

{f,9} =V fNog = Vof-Vrg+(Vcf, JVcg).
Lemme 2.2.2. Soient f et g € T(D,o,u) deuz jets de fonctions et 0 < o’ < o alors :
[{ f?g }]0'7“/7'D S O(U - J/)_llu_2 [f]o',;,L,D [g]U,M,D :
Preuve. Pour démontrer ce lemme on doit montrer que :
* | {f?g} ’D S C(U - O-/)_llu_2 [f]o',u,D [g]o'7p7D7
e IVe{figtllp <Clo =) fl, up9ls s
° ‘vz‘ {f7 g} ‘D < C(J - J/)iluill [f]o',,u,D [g]o',p,,'D‘
- Commencons par démontrer le troisieme point. On a :
VE{f.g} = £(0)Vagec(0) — -(0)Vafec(0) + fec(6) T gee(6)

En utilisant les inégalités (2.2.1) et I'inégalité de Cauchy on obtient :

IVE{f 9 o < Clo—o") '™ [flypn [9loup

- Pour le deuxiéme point, on a :

Vedf gy = fr(0)Vege(9) + fr(0)Vogec(0)C — g-(0)Va fe(6)
— 9r(0)Vofec(0)C + gec(0) T fe(0) + fec(0)Tgc(8) + gec ()T fec(9)C.

En utilisant le méme raisonnement on obtient :

f]mmD (O' - OJ)_ 2 [g]a,u7D 2

<Clo—a" ) ' flgpp 9lopp -

De méme on montre le premier point. O
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2.2.3 Flot hamiltonien dans le domaine O(o, p).

Soit f une fonction de classe C! sur le domaine O(a, 11) x D. On note <I)§c = &’ son flot hamiltonien

de f au temps t. Supposons que f est un jet de fonction :

1
f=1o(0:p) + fr (0 p)r + (fc(0:0), C) + 5 (fec (05 0)C, C)-
Par la suite les équations hamiltoniennes sont sous la forme :

7= _VGf(T’ea C)y
6= £.(0), (2.2.2)
{=J(fe(0) + fec(8)C).

On note Vy = (VJZ“, er, Vfg) = (1,0,¢). V¢ est un champ de vecteur analytique dans le domaine
O(o —2s,u—2v) avec 0 < 2s < o et 0 < 2v < p.

Supposons que

[flgpp < Cmin(sv?, ), (2.2.3)

alors en utilisant 1'inégalité de Cauchy, on a pour tout z € O(o — 2s, u — 2v) :

7= —Vof(r,0,¢) donc |f|cn < (25)7" [f],,p < V7,
6 = f.(0) donc |f]cr < (40) 2 [f],,.p < 5,
= J(fe(0) + fec(0)¢) done [[Cllen < (" + 172 [flppp < v

Ainsi

q)’}: O(oc —2s,u—2v) = O(c — s, pu—v),

est bien défini pour 0 <t < 1 et analytique.
Pour un x = (r,0,() € O(0 — 25,4 —2v) et 0 <t < 1 on a &% = (r(t),0(t),{(t)). Donnons

quelques précisions sur le flot hamiltonien <I>7}.

& Ona er = 0 = f,(6) est indépendant de 7 et de ¢. Donc 0(t) = K (;t) avec K analytique

en 0.

& La troisieme composante est donnée par Vfc =0 = Jfc(0(t)) + Jfee(0(t)). Grace aux
estimées de Cauchy, il est facile de voir que J f¢¢(0(t)) est un opérateur linéaire borné de
Y¢. Puisque 6(t) = K(0;t) avec K analytique par rapport a 6, alors VfC est aussi analytique
par rapport a . Donc ((t) = T'(0;t) + U(0,t)¢ avec U opérateur linéaire borné de Y. T et
U sont analytique par rapport a 6.

& La deuxiéme composante Vi=r=-Vy f(r,0,¢) est quadratique en ( et linéaire en 7.
Donc r(t) = L(0,(;t) + S(6;t)r avec L quadratique en ¢ et analytique par rapport a 6. S

est une matrice carrée de taille n analytique en 6.
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Lemme 2.2.3. Soit 0 < 25 <0,0<2v < pet f=fI' € T(D,o,u) qui vérifie I’hypothése
(2.2.3). Alors pour 0 < t < 1 le flot des équations hamiltoniennes (2.2.2) est un symplecto-
morphisme analytique de O®(§ — 2s, u — 2v) dans OR(5 — s, — v). Il est de la forme :

r L0, t)+S(0,¢t)r r(t)
4| g — | K(6;1) =1 0(t)
¢ T(0;t) + U(0;t)¢ ¢(t)

avec L(0,(;t) quadratique en ¢, U(6;t) et S(0,(;t) sont deux opérateurs linéaire. Sans oublier le

ait que tous les composantes de ®% sont bornées et analytique en 0.
f

Proposition 2.2.4. Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent, le flot CI"} s’étend

analytiquement de C* x T2 _,. x Y a C" x T x Y. De plus

o—2s

() — 7ol < Cs™HAL+ u 1ol + 1 72[r0]) [flo
le(t) - 90‘ S /’L_2 [f]o',p,,’D )
1<) = Coll < Cu™ (1 + 1ol [y -

Preuve. e Commencons par prouver ’estimation sur . On a

0(t) =V, f(0(t)),
0(0) =0y T

o—2s

Soit ¢ = sup {t | O(u) définie pour 0 < u <t; |0(u) — O] < =2 [flopp

tout t <t

} On a pour pour

8(t) = 6o + /Ot Y, f(6(u)du.

Puisque |V, f|| < u72[f] on obtient alors I'estimation voulue.

o,u,D?

e Démontrons ’estimation sur ¢. On a :

{ C(t) = alt) + B(£)C(D),
¢(0) = Go € Opn(Y°),

avec a(t) := J fe(0(t)) et B(t) := JS¢c(0(t)). Par hypotheses, on a les estimations suivantes :

la@®)] < u™ flypup <v 1B <2 [fl,p < C.
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On a par définition :

) = @+fww+3wmww

:/ dt+//tl ) d"dt+co+<o/B
+ / / ’ Ne")dt" dt’

= a= () + (B*(t) + 1) Co,

avec
t1 tr— 1k 1
Z/ / / Ya(ty)dty . . . dtadty,
k>1
et
t1 tr— 1k 1
=> / / / ti)dty, ... dtadty.
k>1

[y

k k—
Or || [T B(t;)]| < (%) w2 [f]5.,.p» done B(t) est majoré sur [0 1] par la série conver-
J:l ) )

©lQ

k—1
gente suivante : Y % ( ) 2 [f]5,.,p- On obtient que :

k>1
IB=@®)Il < Cu™? [flyup -
A présent montrons que a*(t) est aussi bornée sur [01] . On a

C k—1 " .
’HTB ot < amI TT B Nat)) < am () Voo Vo

7=1
Par suite, on obtient que a®(t) est majoré sur [0 1] par la série convergente suivante :

S am (¢ s [f]2 Ce qui nous permet de dire que :
= k! 2 H o,u,D* q b q .

[ﬂiup

le@l < €= 5=

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur a®(t) et B*°(t) et notamment

I'hypothese (2.2.3) On obtient que :

16(8) = Goll < Cu™ (1 + 1 HGoll) [flo - (2.2.4)
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e Démontrons a présent I’estimation sur 7. On a :

(1) = Vo (r(1),0(1),C(1)
= Vo (6(0)) ~ Vol (B(0)r() — (Vafe(0(1)), (1)
— Ve (B0, (1)
— —a(t) — A(D)r(2).

avec

a(t) = Vo f(6(0)) + (Y c(0(0)), (1) + 3 (Volec (B, (1),

et
A(t) = Vo fr(0(1)).

D’apres 'inégalité de Cauchy on a :
A < s 07 [flopp < C.
De méme on a :

e < Cs™ oy + 5 1 HICON Flopp + 57 12 ICON o
< CsTH A+ uTH KON+ 12 IEOI) oy

Or d’apres (2.2.4) et (2.2.3), on a ||¢(t)]] < C'||¢o]]. Donc :

()] < Cs™ (4 p IS+ 7211 [y -

Le méme calcul que pour ¢ nous donne :

r(t) = —a®™(t) + (1 — A°°(t))ro,

avec
t ti— 1k 1
Z// / afty)dty, . . . dtadty,
E>1
et
t1 te—1 k
Z/ / / ti)dty, ... dtadty.
k>1
On a
HHA < (@) s w2 [flypup

Par suite on obtient que A®(t) est majoré sur [0 1] par la série convergente suivante :
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Ckfl 5
( L! pu3s 1[f]g%p. Donc

HAOO(t)H < 0871/1’72 [f]o‘,u,D :

A présent montrons que a®(t) est aussi bornée sur [01] . On a

IIHA aty)] < 4mHHA ) el

7j=1
< 4mC*s7H (1 + 7 (116oll + #7216001%) [y

< s (1 260017 [lopn -

Ainsi a®(t) est majoré sur [0 1] par la série convergente suivante : Y 4"2! T+ ) [ f ]o D
k>1
Ce qui nous permet de dire que :

[0 (1)] < Cs™ (14 172160l17) [y

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur a®(t) et A°°(t), on obtient que :

[r(®) = rol < Cs™ (14 17260l + 17 2I70]) [l

Proposition 2.2.5. Soient f et h € T(D, o, ) tel que

[f]a'uD < len(sy 7/“/)

avec 0 < 2s <o et 0 <2v < pu<wv. Pour0<t<1 on pose hy(z,p) := h(q)jc);p). On a alors
hi € T(D,o — 2s,u — 2v) et vérifie

2
i
[ht]a—Qs,u—Qu,D <C <M — 2]/) [h]mm']_) :

Cette proposition sera prouvé lors de la preuve de la Proposition 3.2.8 dans le chapitre suivant.

2.3 Equation homologique

Dans cette partie on considére un hamiltonien h sous forme normale donné par :

ho(p) = wolp) -+ 3G Ao(p)C),

qui satisfait les hypotheses A et B. On considére une petite perturbation f de ’hamiltonien
intégrable h de taille e. Si le jet de f est nul alors le tore T™ x {0} x {0} est un tore persistant

pour ’hamiltonien h + f. Si f est de taille € alors son jet est aussi de taille €. Le but est donc
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de supprimer le jet de f. Pour cela on construira un changement de variable canonique ¢g qui
sera le flot induit par un hamiltonien S & ¢ = 1. On veut que, quand on compose avec cette
transformation, on obtient une nouvelle forme normale proche de la forme normale initiale et
telle que le jet de la nouvelle perturbation est de taille e* pour o > 1. Plus précisément on veut

que pg = ! vérifie :
(ho+ f)ows =h*+ [, avee ()7 =0(?).
h* est une nouvelle forme normale proche de h (bt — h| ~ O(¢)).

ht = ho + ﬁ, h = c(p) + x(p)r + %@K(P)Q'

En utilisant un développement de Taylor jusqu’a I'ordre deux on obtient ’équation homologique

suivante :

{ho, S} =h— T +O(e?). (2.3.1)

On répéte aprés la procédure précédente avec h™ a la place de hg et f* A la place de f. On

résoudra 1’équation homologique pour

h(p) = wlp) 7+ 5(G A

pour w proche de wy et A proche de Ag.

2.3.1 Les quatre composantes de I’équation homologique

On considere un hamiltonien sous forme normale donné par

h(p) = wlp) -7+ 3G A0

Dans cette partie on résout I’équation homologique (2.3.1). Les inconnues sont S et h. Pour la

résoudre il suffit de prendre S comme un jet de fonction :

1
S(0,1,¢) = 5p(0) + Sp(0)r + (5¢(0), €) + 5(S¢c(6)¢, €)-
En remplacant dans I’équation homologique on obtient :

1
VoSp.w + VySp.w.r + <VQS<.&), C> + §<VQSCC-WC7 <> + <AC, JSC> + <A<, JS<<C>

1 A 1
= C = fotxr = frr = (f6, Q) + 5(GKC) = 5{£ec. ) + OE)
Ainsi on obtient quatre équation a résoudre.

Les deux premiéres équations homologiques.
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Elle sont obtenues directement :

VSp(0).o = C — fp(0) + O(?), (2.3.2)
VoS (0).w = x — fr(0) + O(£%). (2.3.3)

Pour la résolution des ces deux équations on impose que :

Clo) = [ 1(0.0,0,p)d0. x(p) = [ £:(0.0.0.p)db.

La troisieme équation homologique.
On a :
(VoSc.w,¢) + (A, JSc(0)) = —(/¢, ¢) + O(?).

Or A est une matrice symétrique donc A* = A. Par suite

(VoScw, ) + (AJSc(0),¢,) = (—fe, ¢) + O().

Les matrice A et J commutent puisque chaque bloc de A est de la forme Ag = CI5 + Coy. Ainsi,

la troisiéeme équation homologique est :
VoSc(0).w + JAS:(0) = =V f(0) + (’)(52).

La quatrieme équation homologique.
On a :
1 1 A 1

En utilisant le faite que A est symétrique, A et J commutent, et que (AJS¢¢)* = —S¢cJA on
obtient :

Ainsi la quatriéme équation homologique est donnée par
Vofec(0)w + A fec(0) — fec(0)JTA = —fec(0) + K + O(£?).

2.3.2 Résolution des deux premiéres équations.

Les deux premiéres équations homologique (2.3.2) et (2.3.3) sont de la forme suivantes :
Vop(0).w = 1(6) (2.3.4)

avec/ P(0)dh = 0.
TTL

Dans la premiere équation ¢ = Sy et v = C' — fy. Dans la deuxiéme équation ¢ = S, et

w:X_fr‘
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On développe ¢ et 1 en série de Fourier :

o(0) = Z @(k)efike, () = Z ¢ 72k9

keZn\{0} kez™\{0}

avec

= [ @(0)e™0do, et , (k)= | v(0)e*0dp.
Tn Tn

On résout ’équation (2.3.4) en choisissant :
N (K n 5
¢(k) = T kez"\{0}; ¢(0)=0.

Pour avoir un contréle sur les coefficients Fourier de ¢, il faut qu’on tronque en k. Ainsi, pour

un N € N* on a:

Z k- W(P Zw —sz_ Z &(k,)e—ik‘é

0<|k\§N kezn |k|>N

En utilisant I’hypothése A2 on a soit :
k-w(p)| >8>k, VpeD
ou bien il existe un vecteur unitaire z; € R? tel que :
[(Op(k - w(p)), ) = 6, VpeD.

Le deuxieme cas implique d’apres la Remarque 2.1.1 que pour 0 < kK < § et N > 1 il existe un

fermé dont la mesure de Lebesgue vérifie :
mes(D \ Dy) < CrdN2+D),
tel que pour tout 0 < |k| < N et peDjona:
|k -w(p)| = &

On obtient ainsi un contrdle pour 0 < |k| < N :

[p(k)| < , 0<|k|<N. (2.3.5)

Ainsi on a résolut

avec R(0) = — Y (k)e k0.
|k|>N

Lemme 2.3.1. Soit f : R — C une fonction périodique et holomorphe sur le domaine |[Imé| < o

et continue sur |Imb| < o. Alors il existe une constante C' qui dépend seulement de n tels que les
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coefficient de Fourier de f vérifie :

[f(k)| < Ce™ ™7 sup |£(0)].

[Imb|<o
Preuve. On a :
fky = [ r(@)e™ap.
Tn

On peut également se placer sur le tore T" — i(o — 6)% pour tout 0 < € < ¢. Sur ce tore on a :

|eik9| < e—lk‘|(0’—6).

On a ainsi
Fwl< | FO)]e =) dg
T”—‘(U—a)%
< Ce M= sup | f(6)|
[Imb|<o—e
< CeME=9) sup |£(0)].
[Imb|<o
On obtient I'inégalité voulu par continuité. O

Lemme 2.3.2. Soient k € Z"™, a > 0 et N € N* alors on a :

2'I’L

> et < s (2.3.6)
[k|<N
_aN
e 2
et < Cln)——. (2.3.7)
|k|>N
Preuve. e Démontrons la premiere inégalité. On a
" N n on
Z efa|k| < Z efa‘P| < <2/ 6xad$> < —.
[kI<N IpI<N 0 “

e Pour la deuxieme inégalité on a :

Z e~ alkl S/ P
lz|>N

|k|>N

En faisant le changement de variable y = a|x| on obtient

-1
/ e~ el g — / e~V <y>n dy
|z|>N y>aN a a

alN
<a e 2 />0 e_y/zy"_ldy
y
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Lemme 2.3.3. Soient k >0, N >1,0< ¢’ <o, et u>0. On considére ¢ ety : R — C deux
fonctions holomorphes sur le domaine |[Imf| < o qui vérifient I’équation (2.3.4). Supposons que

p € Di(k,N), alors on a :

C
sup |p(0)] < ————- sup [P(0)],

/
[Im0|<o’ ’%<O— -0 )n [Imb|<o

Ce—(o—0")N/2
sup |R(0)| < —————— sup [¢(0)].

/
[Imf|<o’ (J -0 )n [Imb|<o

Démonstration. En utilisant (2.3.5) et le Lemme 2.3.1 on a :

sup |e(8)| < Z Me|k|o’7

\Im9|<cr’ |k|<N R
1 /
<O —e el sup [y 6),
C /
<= sup [$(0)] D e M),
K |Im0|<0’ |]€|<N

<Y sp o)

k(0 = 0")" | 1mé| <o

Pour la deuxieéme inégalité on a :

sup |R(6)] = sup |Z P(k)ek?|
\Im9|<o’ \Im0|<0’ |k|>N

< 3 [k

|k|>N

<C sup [(9)] Y e M,

[Imb|<o |k|>N

Cef(afa/)N/Z
< sup  [(6)].

N (U - U/)n |[Imb|<o

Lemme 2.3.4. Soient k >0, N >1,0< ¢’ <o, et u>0. On considére ¢ et : R — C deux
fonctions holomorphes sur le domaine |[Imf| < o qui vérifient I’équation (2.3.4). Supposons que

p € Di(k,N), alors on a :

C
sup [9pp(0)] < sup [9,(0)] + — o1, sup [v(0)];

|Imfl|<o" K(0 = 0")" 1mb| <o k3o — o) g <o

Ce—(o—a’)N/Q
sup |0,R(9)| < sup [0,0(0)].

/
[Imb| <o’ (U -0 )n [Imb|<o
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Preuve. En dérivant (2.3.4) par rapport a p on obtient :

)2(k.3pw(p)), pour 0 < |k|] < N,

et

A

d,R(k) = 9,100(k), pour|k| > N.

En appliquant les mémes arguments que dans la preuve du Lemme 2.3.3 on obtient :

C
sup |0,0(0)| < ——— sup [0,¥(0)|+ ——— sup [|¥(6)],
|Im0\<0’| ,090( )‘ "Q(O’ - Ul)n \Im9|<0| g ( )| 52(0- - 0/)n+1 |Im9\<a‘ ( )|
0RO < S sy (0,u00)
sup S — 5, Sup .
[Im0|<o’ ? (J - J,)n [Imb|<o P

A présent on applique les Lemmes 2.3.3 et 2.3.4 aux deux premiéres équations. On obtient

ainsi la proposition suivantes :

Proposition 2.3.5. Soient 0 <k <6, N >1,0< 0’ <o, et p>0w:D — R"” de classe C'
tel que

|w — woler(p) < do,
et A:D — NF de classe C! tel que
A — Aoler(p < do.
Supposons que f € T(D,o,u) et p € Di(k,N), il existe alors un fermé dont la mesure de Lebesgue

vérifie :

mes(D \ D;) < Cord~ N2+,

tel que pour tout 0 < |k| < N et p€D; on a :

1. 1l existe deux fonctions analytiques Sp(.; p) et Rg(.;p) sur T7 tels que :

VoS0(0. )0 = —1(0,0,p) + [ 1(6,0,0,0)d6+ Ra(0, ).

avec
sup 1S0(0, )] < —Z—[f]
[Imb|<o’ o\ - ,{,(0- _ O-l)n o,u,D >
¢ C
< - - I
\Iriaga,|ap56(eyp)| - /@(U — g/)n [f]a,mD + KZ(U _ U’)”“’l [f]o’7u7’D)
Ce~(0—0")N/2

sup ](“?ZRg(G, p)| <

[Imb) <o’ BCETI [flgp avecj=0,1.
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2. 1l existe deux fonctions analytiques S,(.;p) et R,(.;p) sur T7, tels que :

VoSy(68,p)w =~V f0.0.0) + [ V.£(6.0.0.0)d0 + Fy(6,p).
Tn

avec

C
sup |S,(0,p)] € ————[floup>
|Im9|<a"‘ (0,p)| k(o — o')n [f] 1,D

C C
[f]o',u,D +

sup [05:(0, p)| < —5——
[Imb|<o’ e H:U“Q(O— _U/)n

Ce—(a—o’)N/Q
/)n

(o — oyt o

sup |8) R.(6, p)| <

flo.p avecj=0,1.
\Imb| <o’ (c—0 7 ’

La constante Cy dépend de |w0\c1(p) alors que C' dépend de n en plus.

2.3.3 Résolution de la troisieme équation.

On commence la résolution de la troisieme équation homologique par énoncer un lemme prouvé

dans [14]

Lemme 2.3.6. Soit A(t) une matrice carrée diagonale de taille N telle que ces valeurs propres

a;(t) sont de classe C* sur I =] —1,1[ et que pour 1 < j < N et toutt € I on a :
a’i(t) > 6.
Soit B(t) une matrice hermitienne de taille N de classe C' sur I avec

IB"(®)] <

| s

alors

mes{t € I | ||[(A(t) + B(t)) || > x~ '} <4Nrdy .
Pour la preuve voir la preuve du Lemme 3.3.6 du chapitre suivant.

Proposition 2.3.7. Soient 0 < k < g L, N>1,0<0' <oetpu>0etw:D— R de classe C!
tel que

|w = woler(py < do,

et A: D — NF de classe C' tel que
’A — A0|Cl(’D < dp.
Supposons que f € T (o, u, D) . Il existe un fermé Dy C D satisfaisant

mes(D \ Dy) < 8m?kdIN",
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tel que pour tout p € Do il existe deux fonctions analytiques S¢(.;p) et Re(.;p) sur TZ, tel que :
VoSc(0).w + JAS:(0) = —fe(0) + Re(0, p),
avec

C
sup [1Se(6)]] < 7 Vo

|[Imé| <o’ kp(o —o

C
sup ||0,5¢(8, <
\Im9|<o"” p f( p)” HQM(O' _ O_/)n_H

Ce—(a—a’)N/Q

[f]a,u,D )

sup 8] Re(0)| <

— o flopyp: 7=0,1
[Imb|<o’ IU’(U - U,)n P

La constante C' dépend de n et de |wolc1(p)-

Preuve. On considere le changement de variable complexe suivant :

AT N AN AN S (TR TD)
Zj = = ﬁ ) e ] . ‘
1j L —i) \g 73 (P — i)
Dans les nouvelles variables notre hamiltonien s’écrit sous la forme :

h(p) = w(p).r + (£ Q(p)n)-

Dans ces nouvelles variables le jet de f est :

£ = Jo(6) + Jo(0):r+ (e &) + (o) + 3 e € + 5 Faumo) + (ento

Donc I’hamiltonien qu’on cherche est de la forme :

5(6) = 50(6) + 50(6).7 + (S, €) + (S} + 5{SeeE,€) + 5 (S 1) + (Sey ).

Le crochet de poisson devient alors :
{h,S} = V,hVyS — VohV,.S —i((Vch,V,S) + (V,h,VeS))

Dans les nouvelles variables, 1’équation homologique (2.3.1) devient : En injectant cela dans
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I’équation homologique on obtient :

VoSg.w(p) + VoS,.w(p)r + (VaSe.w(p),§) + (VoSy.w(p),n)
+ 3{(VoSeco(p)6 )+ 5 (VoS (o), 1) + (VoSey wl(p)E,m)
—i(Qn, Sy + Syyn + Sen€) + i('QE, Se + See€ + Seyn) (2.3.8)
= Clp) +x(p)-r + (& Kn) = fo = frr = (fe, &) = (o)
— el &) — S ) — (enm) + O,

Par suite, on peut découpler la troisiéme équation en deux équations :

VSe(0).w + iQSe(0) = — fe(0) + Re(6),

(2.3.9)
VoS, (0).w —itQS,(8) = — f,(8) + Ry, (6),

avec () matrice hermitienne diagonale par blocs & coefficients complexes sous la forme :
Q = diag {);, 1<j <m}+H,

ou H est une matrice hermitienne diagonale par blocs.

On développe S¢, Sy, fe et fy en série de Fourier :

S:(0) = 3 (e, 5,(0) = 3 Syk)e ™,

fe(0) = > fg(k)e_ike, fa(0)= > fn(k:)e_ike,

kezn kezZm

Ainsi, les équations (2.3.9) deviennent :

i(k - wl + Q)Se(k) = — fe(k) + Re(k), kezn,

> o (2.3.10)
ik - wl —'Q)S, (k) = —, (k) + Ry(k), k€ Zn.

Pour les résoudre il nous faut un controle sur (k- wl + Q) et (k- wl —tQ).

@ est hermitienne donc diagonalisable. Soit Q)[4 la restriction de @ au bloc s x s. En

décomposant ’équation homologique par blocs on obtient :

i(k - wlg + Q[S})S[S](l{?) = —f[s](k) + Ppm(k‘), keZ", (2.3.11)

A A

avec S’[S](k‘), (s)(k) et R[q(k) sont respectivement la restriction de gg(k‘), fg(k‘) et f?g(k‘) au bloc

[s]-

([s] est une matrice hermitienne donc diagonalisable. Soit ay une valeur propre de Q)[4 et
rappelons que Qg = Dg + H[q avec D, = diag {)\, £ € [s]} et H|y est une matrice hermitienne

de dimension au plus m. Par suite oy — A est une valeur propre de Hy.

Controler I'opérateur k - wlj, + Q[ revient a contrdler |k - w + oy pour tout 0 < |k| < N.
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emarquons que |07 < 5 implique que pour tout ¢ € s :
R, &IN(p)| < § impl ¢

)
e = Ael < [|Hpg| < |H] < 5

Par suite, on obtient on obtient en utilisant la condition de séparation Al :

J

lae] > Ag — oy — Ag| > 2

donc pour k = 0 (3.3.12) est bien résolue. Pour k # 0 en utilisant ’hypothése A2 on a soit :
o
kw2 [k-w+ A = fae = A 2 5,
ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :
<8p(k: cw )\g), Zk> > 0.

Supposons qu’on est en présence du deuxieme cas. Remarquons que pour ce vecteur unitaire zy

on a :

)
109p - zi) Hig) | < 1(0p - 21) Higlloo < 10pHg]llo0 < 5-
2

Posons

J(k,s)={p e Dk wly+Qu) Il >r'}

En appliquant le Lemme 2.3.6 a la matrice diag{k - w + Ay, ¢ € [s]} et la matrice hermitienne
([s] on obtient
mes J(k, s) < 8md k.

Posons

Dy:=D\ |J J(ks)
keZm,|s|[<m

La mesure de Lebesgue de D \ Dy vérifie :
mes D \ Dy < 8m26 1 kN".

Ainsi on a le controle des petits diviseurs pour tout p € Ds. On peut donc résoudre la troisieme

équation.

En notant (gg)sg le /-éme élément de (S‘g)[s] et pareil pour (fg)se et (Rg)se on a:

A A

(Se)se(k) = = ((k - wlig) + Q)" (fe)se(k), 0 < [k| <N,

et

A

(Re)se = — D (fe)se(k)e™.

|k|=N
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En utilisant le méme raisonnement que dans la premiere équation on obtient pour tout 0 < o < o’
sup  |(Se)(0)] < ————5 sup |(fe)o(0)];
el H(U - Ul)n [Imb|<o Skl

[ImB|<o’
Ce—(o—cr’)N/Z
sup  |(Re)s(0)] < Wusﬁ |(fe) (s (0)]-

um9|<o”
Donc
sup ||Se(0)]| <€ ————— sup ||f(0)]],
o IS < o s 17O
sup SO < ———(f)
[ Imb|<o’ ¢ - HIU(O- _O-/)n o,u,D >
1o < ST o))
Sub < ——— sup 7
[Imé|<o’ 3 (U—O”)n \Fmo| <o I3
Ce—(0—0")N/2
Flon.

sup ||Re(O)| < —————
\Im9|<o"|| §( )H #(J_G/)n

Pour prouver les estimations sur les dérivées de S¢ et de R¢ par rapport a p on dérive les équations

(2.3.10).On obtient :
i(k - wI + Q)3,8¢(k) = —i(d,k - wI + 8,Q)Se (k) — dfe(k)+, 0<|k| <N,

et
OpRe(0) = = > 0p(fe)ji(k)e™.
|k|>N

Le méme prOCédé décrlt préCédemment nous donne :
su (9 9 1% su | 9 1%
P poe” N /i2(0 C/)TH_I |Im9|p<t7 S

[Imb|<o’
Y s 10,500.0)]
————— sup o).
K’(O- - U/)n [Imb|<o’ PIs

Ainsi
C
< .
|172;20/||3p55(9,p)|| S Fnlo — oy [Flopp

10,Re@) < S G lopse(®)]
sup < ————— sup ,
[Imbl<o’ ¢ (0 =0 |tmoj<o ¢

De méme

Cef(crfU’)N/Q
sup [|0,Re(0)] < “uo— o [flopp-

[ImO|<o’

ce qui donne
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2.3.4 Résolution de la quatrieme équation.

Proposition 2.3.8. Soient 0 < k < g L, N>1,0<0' <o, u>0etw:D—R" de classe C!
tel que

|w — woler(p) < do,

et A:D — NF de classe C' tel que
|A = Aolerp < do.
Supposons que f € T (o, u, D) . Il existe un fermé Dy C D satisfaisant
mes(D \ D3) < 16m3ké 1N™,

tel que pour tout p € Ds, il existe une matrice K : D3 — N'F de classe C', Sec(5p) et Ree(5p) -
T?, x D3 — M de classe C! et analytique en 0 tel que :

VeScc(0, p)-w(p) + A(p)JScc(0, p) — Scc(0,p) A
= —fec(0,p) + K (p) + Rec (6, p),

ou, pour tout (0,p) € T x D3, on a :

C
sup_|[Sec(®)]] < - Howp

|Im| <o’ p?(o — o' )"
C
sup  [|9,S¢c (6, p)|| <
[Imb|<o’ « /-L2(o- -0

10, Recl)] < SO
sup <
Imbl <o’ ¢ (o —o’)n

[f]a,u,D
p?

)n+1 [f]a,/t,D )

[f]g,,u,’D )

12K (p)| < j=0,1.

La constante C' est strictement positive et dépend de n, |wolc1(py et |Aolcr(p)

Preuve. En utilisant les mémes notations et changement de variable que dans la troisieme

équation on peut décomposer la quatrieme équation d’apres (2.3.8) en trois équations :

VoSee(0).w + ' QSee(0) + iS¢ (0)Q = — fee(9) + Ree(0),
VoS (0).w — iQSyy(0) — 1Sy (0)'Q = — fy (0) + Ry (6), (2.3.12)

A

VoSen(0)-w — 1QSgy(0) + iS¢y (0)Q = K — fen(0) + Rey (0)-

On développe See, Sy, Sens fees fens fens Bee, Rey et Reyy en série de Fourier. On obtient :

(k- wI +'Q)See (k) + See(k)Q = i( fee(k) — Ree(k)), k€2, (2.3.13)

A A A

(k- wI = Q)Syy(k) = Syy(k)'Q = i(foy (k) — Ryy(k)), k € Z", (2.3.14)
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(k- wI — Q)8ey(k) + Sey(k)Q = (0K — fey(k) — Rey(K)), ke Z", (2.3.15)
ou Jy, ; désigne le symbole de Kronecker.

Les équations (2.3.13) et (2.3.14) sont de la méme forme, donc il suffit de résoudre (2.3.13)
et (2.3.15).

Résolution de I’équation (2.3.13).

Soit M une matrice de N'F et notons M [y sa restriction au bloc s x s'. On définit
Qs := Qpg,s) 00 Q@ = D + H avec D = diag {As(p), s € L} et H est une matrice hermitienne

diagonale par blocs. En décomposant par blocs on obtient :

k- w(See) )11 (F) + Qs (See) s 1 (k) + (See) s 11 (k) Qo) = (2.3.16)
i((fee)(s), (s (K) — (Ree)is), s (F))-

([s est hermitienne donc il existe une base orthonormé tel que Q[s} = tP[S]Q[S] Py est diagonale.

De méme pour ‘Qy. En multipliant I'équation (2.3.16) par *P & gauche et Py a droite, on

obtient :

k- w' Py (See) o), () (k) Proy + P Qs Pl Pls) (See ) s 151 (B) Plory +
Py (See) s 571 (k) P P ' Qs Py = 1 Py (fee ) )15 (k) — (Ree) s ) (K)) P

En posant

>

(See ) 1 (k) = "Pig (See) (511 (k) Py,
(Fee)ia 1 (k) = "Pry (Fee) 51151 (k) P
(Ree) (g 51 (k) = "Proy(Reg) (5,11 (k) Pt

on obtient I’équation suivante :

(k : wj[s] + Q[s])(‘gf'f)/[s},[s’}(k) + (gfff)is},[s’](k‘)Q[S’] = i(fff)/[s],[s’](k)
— i(Reg)ig o (K). (2.3.17)

Soient ay une valeur propre de Q[s} et ayp une valeur propre de Q[s/]. Pour résoudre (2.3.13), il

nous faut un contréle sur :

kw4 ap+ ayp,
pour tout £ € [s] et £ € [s]. L’hypothese [[0JN (p)|| < % nous donne que ||H|| < % et on obtient :

0
e = Al < [Hgll < [1Hloo < 7

En utilisant I’hypothese A2, on a soit :

>,

SIS
A%
&

N O

‘k-w—i—ae—i-agl‘Z‘k-w—i—)\g—i-)\gl‘—‘Ozg—)\d—‘agr—)\zl‘2(5—*—

e
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ou bien il existe un vecteur unitaire z, € RP tel que :
[(Op(k - w + A + o), 21)| > 0.

Supposons qu’on est en présence du deuxieme cas. Pour un vecteur unitaire z; € RP on a :

[« %)

1005 - zi) Higf || < 1y - 21) Hislloo < 10pHpglloo < 7

En simplifiant les notations on peut réécrire ’équation (2.3.17) sous la forme :
L(k, S, 8/)5[5]7[5/] = iF[s],[s’]: (2.3.18)
avec
L(k, S, 8/)5 = (k . LUI[S] + Q[s])S[s},[s’} + S[SHS/]Q[S/],

et
Fig 11 = fls) s + Bis) 1)

On munit M,,(C) du produit scalaire canonique suivant : pour 4, B € M,,(C) alors (A, B) =

tr(AB*). Remarquons que L est un opérateur hermitien pour ce produit scalaire. Posons
J(k,s,s") ={p e D||[(L(k,s, ") | > w71}

En suivant la méme procédure pour démontrer le Lemme 2.3.6, on obtient :

mes J(k, s,5") < 16mdé k.

Ainsi
mes U J(k,s,8") < 16m>k6 "1 N™.

kEZ™ |s,s'|[<m

Posons D; =D\ U J(k,s,s’), on alors pour tout p € Dy
keZm,|s,s'|[<m

|k-w+ ap+ ap| > k.

On résout I’équation (2.3.17) terme par terme en posant pour ¢ € [s] et ¢ € [¢] :

g L F N
= , , <
k-w+oap+apt (fee)(s),j#1(k)  pour [k[ < N,

2/ (Sﬁﬁ)/[s},[s’} (k)

A

o (Ree)ig o1 (k) = & (fee)ig o1 (), pour[k| > N.

Les matrices P[;]1 et Py sont unitaires, donc en utilisant le méme raisonnement que dans les
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trois premiéres équations on obtient pour tout 0 < o < o’ :

sup  |[(Seg)s), 11 (O < — sup |(fee)rs),11(0)1,

[ImB|<o’ H(U - OJ) [Imb|<o
Ce—(o—a’)N/Z
sup [|(Ree)ps), (51 (0)]| < sup - [|(fee)gs), [ (O)|I-

/
|Imé|<o’ (0 =) |Imol<o

Par suite

sup See)(0)|| < ——— sup 0|, 2.3.19

s NSO < o s )0 (23.19)
Ce—(a—g’)N/Q

sup  [|(Ree)(0)|| < ————5,,— sup |[[(fee)(O)]]- (2.3.20)

[ITmb|<o’ (U o ) [Imb|<o

Pour prouver les estimations sur les dérivées de Sge et de Rge par rapport a p, on dérive les

équations (2.3.13). On obtient :

(k-wl+ tQ)ﬁpS}g(k) + 6p»§§§(k)Q = _8p(k ~wl + tQ)S‘&(k)
— See(k)9,Q + i fee(k), |kl < N,

et

OpRec(0) = Y 0p(fee)ji(k)e™.
Ko

En utilisant la méme méthode que pour démontrer les estimations (2.3.19) et (2.3.20) on obtient :

C

sup a S 9,/) S ————— sup f 9,p
|1m6‘<0,” P 5&( )H EQ(U_U/)n+l|Im9|<g” §£( )H
f O 10ufel.0)]
H(O—_O—,)n|1m9\<o/ PIEERT '
Donc
sup [10,5¢¢ (6. p)|| < ¢
[Imf| <o’ PR ~ K2u?(o — of)ntl oD "
De méme
10, Rec (8)]] < Ce (o7 10, fec (0))
sup <2 " sup '
[Imf| <o’ o (U_U/)n [Imo|<o Pl
Donc

10, Ree(8)] < ST
sup < ——
[Imb|<o’ pres M2(J - U/)n

[f]mufl) '

Pour obtenir les estimations sur Sy, (0), 9,S5,,(0) , Ry,(8) et 0,R,;,(0), on suit exactement le

méme schéma.

Pour terminer la résolution de 1’équation homologique, il reste qu’a résoudre 1’équation
(2.3.15).

Résolution de I’équation (2.3.15).
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En décomposant en blocs 1’équation (2.3.15) on obtient :

k- (5' Dishis1 (5) = Qs (Sen) 51,151 (F) + (Sen) )15 (8) Qs
~i(0,0K 5151 — (Fen) 1151 (k) + (Ren)is) s (K))-

En diagonalisant comme dans I’équation (2.3.13) et en reprenant les mémes notations on obtient :

k"w(g&n)fs] [s’]( ) — Q[s](sfn)[s 1,[s] ( ) + ) (k’)Q[s']

E (2.3.21)
(5k OK[S] [s] (f&n)[s] [S/]( ) + (R )[S] (k))

Soient ay une valeur propre de Q[S] et ay une valeur propre de Q[sq. Donc pour résoudre (2.3.15)
il faut avoir un contréle sur :

k W+ Qyp — Oy,
selon k.
& Si k =0 alors on distingue deux cas :

— Si [s] = [¢], c’est a dire qu’on est sur le méme bloc. On ne peut pas contrdler oy — ayr,

on pose alors :

(Sen)iegs1(0) = 0 K1 = (fen)ieg 1 (0);
ainsi dans ce cas 1’équation est bien résolu.

— Si [s] # [¢/], alors en utilisant ’hypothése Al, on a pour tout £ € [s] et ¢/ € [¢] :

lovg — apr| > [N — Apr| = |y — Ao = o — Mg

b o 9
>5— - ——=_.
= 4 4 2

Dans ce cas on résout I’équation (2.3.21) en posant :

: el 19(0)
(Sen)fs (0) = i———"—, Ky =0.

Qg — Qg

& Si k # 0, en utilisant ’hypothése de non résonance A2, soit on a :
|k-w+Xe—Ae| >4,
ce qui donne

k- wtap —ag > [k-w4 A= Xer| = ey — Ne| = |over — Ao

6 o0 0
> — - — = —
= 4 4 2

soit il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :

<8p(k cwH+ A — )\gl), Zk> > 4. (2.3.22)
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Posons :

I(k,s,s)={peD||k-w+ay—ap| <k}

Supposons que les valeurs propres de la matrice hermitienne H sont analytiques, par suite

on obtient

1 o
10p(e = A < [[0pHig)| < [|0pH g [loo < W’apﬂ(f’”ﬂ S 15,7

IR

D’apres (2.3.22) la mesure de Lebesgue de I(k, s, s') vérifie :
mes I(k,s,5) <8 k.

Si les valeurs propres de H ne sont pas analytiques, on obtient la méme estimations
par densité des fonctions analytiques dans les fonctions continues (voir la preuve du

Lemme 2.3.6). Par suite en posant

Dy =D\ U I(k,s,s'),

keZn,|s,s'|<m

on obtient que
mes D \ Dy < 8m?*6 I N™.
Par construction pour tout p € Dy on a :
|k w4 ar—ap| > k.

Pour p € Dy, on résout I'équation (2.3.21) en posant pour £ € [s] et ¢ € [¢] :

1

o (Sen)ia s () o (Ffen)iq (k) pour [k| < N,

_k"wﬂ—az—a@/

0 (Ren)ig (k) = (fen)fg 1o (B),  pour [k > N.
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Le méme raisonnement que dans 1’équation (2.3.13) nous donnes que :

sup |[(Seq)(9)]] < sup [|(fen) (91,

/
[ Imé|<o’ ’{(U -0 )n [Imb|<o

C —(oc—0’)N/2
sup [[(Ren)(0)] < = sup  [|(fen)(0)]],

/
|Tmo|<o’ (0 =) \Imol<o

C
0,Sen (0 <——7—— 0
sup || P 577( 7P)H = I{2(O' _0/)n+1|l7§11;\p<a||f§n( ap)H

[ImB|<o’

C
4+ ———— sup |0 0, p)ll,
T A

C
sup  [|9,5¢(0, p)|| <
[ImB|<o’ poe ’{2/~L2(0- -0

)n+1 [f]U,M,D )

Ce—(cr—cf/)N/Q

sup  [|0,Ren(0)]] < ——— [f], ,
|Wm_,H o Ben(0)l] 12(0 — o) [floup

[f]a,u,D

K (p)|| < :
107K (p)| .2

j=0,1.

Ce qui acheve la résolution de I’équation homologique. O

Théoréme 2.3.9. Soient 0 < k<% , N>1,0<0' <o et0<p <petw:D—R" de classe
C! tel que

|w — woler(p) < do,

et A:D — NF de classe C' tel que
A= Aolerp < do-

Supposons que pour tout p € D
A(p) = D(p) + N(p)

tel que |82N(p)| < g pour j = 0,1. Supposons que A satisfait les hypothéses A et B. Alors il

existe un fermé D' = D'(k, N) C D tel que la mesure de Lebesgue vérifie
mes(D\ D) < Cré N2+

tel que pour tout p € D' il existe deux jets de fonctions S = ST € T(o/, 1/, D) et R = RT ¢

T (o', 1/, D) et une forme normale

i) = [ 50.0.0.0a0+ [ 1,(0.0.0, )00 + (¢ R ().

tel que
{h,S}+ f' =h+R.
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De plus pour tout p € D' on a B(p) et :

H%KXM<[ﬂ;?D, j=0,1, (2.3.23)
C
[Slor o < 2o = oyt [flopm (2.3.24)
Ce—(a—a’)N/Q
[Rlyr ppr < o= (flopp- (2.3.25)

La constante C' est strictement positive et dépend de n, m, |wolc1(py et |Aolcr(py-

2.4 Preuve du théoréme KAM.

Dans cette partie on donne la preuve du Théoreme KAM (2.1.2). On décompose la preuve en

deux étapes : une étape élémentaire et une étape itérative.

2.4.1 Etape élémentaire.

Considérons un hamiltonien h; sous forme normale

(o) = w(p) 7+ 5(G A0,

avec w vérifiant les hypothéses Al et A2. On suppose que A = D + N avec D matrice diagonale
et N € N F est une forme normale qui vérifie ’hypothése B. On considére une perturbation
f € T(D,o,pn) de taille . On cherche un jet de fonction S afin de construire un changement de

variable @}q proche de I'identité tel que :
(h4+f)ods=hi+ fi, avec (f1)T =O(?).
h1 est une nouvelle forme normale proche de h (c’est a dire |h; — h| ~ O(g)) avec :
hi=h+h,

et :
o) = [ 10.0.0.0d0+ [ 50,00, )0 + (¢ K (p)C).

D’apres la section précédente S est solution de I’équation homologique :

{h,S} =h—fT+R.
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Etona:
(h+flo®g=ho®g+(f = f)ods+ flody
:h+{h+5}+/01(1—t){{h,S},S}oq>gdt
1
+(f—fT)o<I>}g+fT+/0 {fT,S}oq)fgdt
. 1
:h+h+R+/0 {(0=1){h, S} + 17,8} o Dt
+(f = fT) o @
A~ 1 A~
:h+h+R+/0 {(0=t)(h+ R) +tfT, 5} o Bdt
+(f = fT) o @
:h1+fl)
avec

1 A~
fi :R+(f—fT)ofI>}g+/0 {(1—t)(h+R)+th,S}o<I>tSdt.

Lemme 2.4.1. Soit 0 < k < g, N>let0O<y < % Supposons que les hypothéses A et B sont
vérifiées et que f € T(D,o,u) avec

[flopp < Cp?(o —a'). (2.4.1)

Alors f1 € T(D',o', 1) et on a

(&

—e=oN/2 3 £l
[filgr o S CUflopp <<O._o./)n + <Z) + ﬁzuz[(a] ;ﬂg)nﬂ) :

Preuve. Posons
1 A
FL=R, 2= (f—fT)odl, 3 :/ {=1)(n + R) +tf7,8} o Blt.
0

o Commencons par estimer [fﬂa, WD D’apres l'estimation (2.3.25) du Théoréeme 2.3.9, on
v (7-a")N/2
1 e—(o—0
|:f1i|o_, <C—F—im [f]o'“u,,D .

7”’7’D - (O- - U/)n
e Pour estimer [ff]gf D On utilise d’abord le Lemme 2.2.1, on a alors :

!/

3
11,0 <2 () oo
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Or [f],, ,p Vérifie 'hypothese (2.4.1), donc en appliquant la Proposition 2.2.5 on obtient :

I\ 2
|:f12:|a’,u/,D =cC (25) {f N fTL,zu/,D

(2) oo

e Il reste a montrer que

f12

3 o,u,D
<C .
[fda,’#,’D = Y R2p2(o — U/)n-i—l

Soit gr = (1 —t)(h+ R) +tfT. On a g; est un jet de fonction de T(D’, o9, ). Pour j = 1,2

on définit :
L o
;=0 .
J J 3

On a o — oy = £(0 — ¢’), donc en utilisant I'inégalité (2.3.25) on obtient :

Snef(afa’)N/G

[Rl,, npr < CW [flo D

C est strictement positive et dépend de n, |wolc1(p) et |Ao|e1(py. D’apres 'expression de
hy et I'inégalité (2.3.23), on a :

#] i

S [f]o'”u,D :

Ainsi

3n€f(crfcr’)N/6
[9t) 5y o0 < (2 + CW [foup
3

<3[floup-

S est un jet de fonction de T (D, o2, 1) et vérifie d’apres I'estimation (2.3.24) :

3n+1

[S]og,u,D’ S 02n+1,{12(0- — O_,)n+1 [f]o“u,D :

Donc en utilisant le Lemme 2.2.2 on obtient :

C

[{ghs}]al,u,D/ < m [gt]ag,,u,’D’ [S]ag,u,D’ )

= mﬂ(g? s (osw)

On remarque que o — 01 = %(0 —o') et que p/ < p— /. Donc d’aprés 'hypothese 2.4.1,
on a bien [S],  p < 3 (n— ,u’)2 (o — o). Ainsi, grace a la Proposition 2.2.5 :

B = 558 (o)

o' WD /€2ﬂ2(0 _ O-/
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O

2.4.2 Initialisation du schéma KAM

Rappelons tout d’abord les données du probléme et ce qu’on veut obtenir. On considere un

hamiltonien h sous forme normale donnée par :

o) = wlp)r + 5 (G, Alp)C),

ou A= D+ N, avec D définie comme dans (2.1.2) et N € N F. On suppose que les fréquences
internes w et la matrice D vérifient les hypotheéses Al et A2 alors que N vérifie ’hypothese B.
On considére une perturbation f € 7(D, o, ). On veut construire un changement de variable
symplectique analytique :

:0%(Z,5) = 0% ),

tel que :
(h+flo®=h+f.

h est une forme normale proche de h et f est la nouvelle perturbation telle que son jet est nul.

Le changement de variables ® sera construit itérativement. En effet
® = lim &1 0Py...0D.
k—o00

Chaque ®j, sera le flot & t = 1 d’un certain Hamiltonien Sj. Cet Hamiltonien sera un jet de
fonction et sera la solution de ’équation homologique a I’étape k. Regardons ce qui se passe a
la premiére itération.Pour alléger les notations on notera ® = @fgzl le premier changement de
variable. On a :

(h+f)o®=hi + fi.

Pour ¢ petit, on veut que si f = O(e), alors f; = O(¢7) avec vy > 1.
D’apres le Théoréme 2.3.9, pour tout p € D' C D la nouvelle forme normale est donnée par

h1 :h—i—ﬁl, avec :

= [ 50,0000+ [ 50,0000 7+ 3G R(p)0),

On peut réécrire cette nouvelle forme normale a une constante prés sous la forme :

m(p) = (o) + [ £:6,0.0.0)d8) 7+ (¢ (4l0) + K(0)) O

=wi(p) -r+ %<C7Al(p)<>’

L’Hamiltonien S sera solution de I’équation homologique :

{(h+S}=h—fT"+R,
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ot R est un jet de fonction. Notons que K, S et R vérifient les estimations (2.3.23)-(2.3.25).

La nouvelle perturbation f; est donnée par :
T ! 7 T
h=R+(f—f )O(I)+/ [0 0)(hy + ) + 7.5} o @dr.
0
Pour montrer que f; = O(gY) avec v > 1, on fait le choix suivant de parameétre :

e=flopp: a1 =flo o
o—o =C,o,

N =2(c — o) tin(e™?),

W =elp,

)= el/64,

-1

1 3

avec Cy, = (2 E ) = —. Cette constante nous permet de montrer que o, = /2.

k2 2
k>1

Lemme 2.4.2. I existe un fermé D' C D et v > 0 tel que
mes (D\ D) <&,
Pour tout p € D/, il existe un changement de variable symplectique analytique

S : 0%, 1) = O%o, ),

tel que
(h+flop=hi+fi. (2.4.2)

De plus pour tout p € D' et j =0,1 on a :

183 (A1(p) — A(p)) |5 = 105K (p)|5 < 2 (2.4.3)
107 (wi(p) —w(p)) | < ; (2.4.4)

|®(z, p) — z|| < /® pour tout x € O%(o, ), (2.4.5)
e < /8. (2.4.6)

Preuve. L’existence du fermé D’ et du changement de variable ¢ découle directement du Théo-

reme 2.3.9. De plus d’apres le choix des parametre on a :
mesD\ D' < Crd—IN2HD) < 27

et
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Pour les fréquence on a :

0} (rle) (o)) | < | [ 915:(6.0.0.p)de] < .

Soit © = (r,0,() € O%o, ). On rappelle

17, 6, Q)| = max(|r[, 01, [[C]])-

D’apres la Proposition 2.2.4, 'estimation (2.3.24) et le choix des parameétres on a :

[S]gr Ce _(nt2) —
|®(z) — z|| < o (’;j’)MQ S o — oy < O(Cpo)~(n42) =2530/32 < T8

pour ¢ assez petit. Il reste & démontrer I'estimation (2.4.6). D’apres le choix de parameétre et

I'estimation (2.3.24) on a :

oD S (a-ca>+ < (Cao) N2 < (1) (0 = o).

5] =24

pour ¢ assez petit. Donc on est en mesure d’appliquer le Lemme 2.4.1. Donc

ef(crfo’)N/Q N\ 3 C )
€1 < 07(0 mpT e+C <M) €+ 22 (o — a’)”+2€
=I'14+IT9+41TI.

D’apres le choix des parametres, pour ¢ petit, on a :

I'y < Ceb/5¢ < é57/6.

s < O(Cho)~ (42 =2e71/32.2 < ~T/6,

W

2.4.3 Choix des parametres

On est maintenant en position de prouver le Théoreme 2.1.2.

Supposons qu’on est dans le méme cadre que dans ’étape élémentaire. D’apres U'initialisation
du schéma KAM et le Lemme 2.4.2, on suppose qu’on a construit le premier changement de
variable symplectique, la premiere forme normale qui vérifie les hypothéses de non résonances
et la nouvelle perturbation. Avec le choix de parameétres mentionné ci-dessus pour la premieére

itération, on obtient en posant € = [f], , p et 1 = [fi],/ s p que

e1 < g7/8.
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Pour pouvoir réitérer de nouveaux, il faut qu’on impose
1
2
e < =ou“.
8

Soit £ > 1, d’aprés le Théoreme 2.3.9, on suppose qu’on a construit un hamiltonien h; =
hi—1 + hgp = wi.r + %(C, Ag(p)¢) sous forme normale, une nouvelle perturbation fj et un jet de
fonction Sy tel que :

{hie, Sk} + fF = hi + Ry

Faisons un choix de parametres pour faire converger le schéma KAM.

e=floyp, aa=hlypyp, co=0 po=npn,
op1 — o) = Ceoo/(k)?, k>1,

Pk = Ei/fluo, k>1,

N =2(0p_1 —op) "t 111(5,;1), k>1,

K = 5,16/64, k>0,

O(k) = Oa(ak‘a,uk)a k>0,

-1
1 3
avec C* = (2 § k>1 kﬁ) = a2

Rappelons que la perturbation a I'étape k£ + 1 est donnée par :
T 1 ! 7 T t
for = R+ (fu — f) 0 @Y, +/0 {(0=1) (hx + Ri) + tf], i } o @ dt.

De plus la norme de la perturbation a ’étape k + 1 vérifie :

Mk+1) €k .
2 2 k-
Mk Ky (0k — Opy1)" 2

e*(okfok+1)Nk/2 (

ep1 < C
( (o) — op41)"

Pour ce choix de parameétres on obtient pour k£ > 1

o o e \6/5
eor1 < Coy"(k+1) ”5k+0<€ ) €k
k—1

+ C(Chog)~ "2 (k + 1)n+2,u6262/5_1/32.

Ici on voit que g9 dépend de n, o, u , wolei(py et [Aolcr(p)-

Lemme 2.4.3. Pour le choix de paramétres précédent et pour tout k > 1 on a :
7k
e < 5((]6) .

pour g assez petit.
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Preuve. 11 suffit de montrer que pour 7 < k, on a :

7/6

€5 S €;00-

7/6

Pour cela on montrera que les trois termes sont plus petits que %5]-_1.

e Pour le premier terme et pour € assez petit, on a :

pour ¢ assez petit.

e Pour le troisieme terme on a

— . —2 187/160
C(C*Uo) (n+2)Jn+2M0 2€j—1/

IN

pour € assez petit.

2.4.4 Lemme itératif

Regardons a présent une étape quelconque du schéma KAM. Pour l'initialisation on pose

ho(p) = wolp).r + £(¢, Ao(p)C), Do =D, fo = [ avec fo € T (00, ko, Do).

Lemme 2.4.4. Supposons qu’il existe une constante eqg strictement positive qui dépend de n, o,

i, |woler(py et |Aoler(py tel que :
g0 < 6. (2.4.7)

alors pour tout k > 1 il existe un fermé Dy C Dy_1, un jet de fonction Si_1 tel que Sip_1 €
T (oK, g, Di), une forme normale définie sur Dy par hi(p) = wi - r + %(C,Ak(p)Q et une
perturbation fi qui vérifie fr € T (oK, px, Dx) tel que :

O =Py, (,p): O(k) — O(k—1), peTDy,
est un changement de variable symplectique analytique qui vérifie :

(hig—1 + fr—1) 0o ®r = hy + fr
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Et on a :

mes(Dk_l \Dk) < 8%71,

[fk]ﬂk,#k,pk < €k

|A — Ap_1| = | K| < 2 en1,
|k — wr—1] < w2 ek-1,

|Pk(x, p) — || < 5,16/_61 pour tout x € O(k), p € Dy.

Preuve. Supposons d’apres le Lemme 2.4.2 a la premiere étape on a construire 'ouvert de
parametre Dy C Dy qui vérifie :
mes(Dy \ D1) < g,

tel que pour tout p € D; il existe un changement de variable symplectique analytique :
P = 05 O(1) — 0(0).
Ce changement de variable vérifie :
(h+ f)o®1=h+ fi,

avec hi(p) = wi.r + 5(¢, A1(p)¢). D’apres les estimations (2.4.3)-(2.4.5), on a :

100 (A1(p) = Ao(p) | < 2, 18] (wi(p) —wolp)) | < 2,
Ho Ho

|®1(z, p) — || < £7/8 pour tout = € O%(a, p),

Ce qui achéve la premiére étape. La condition (2.4.7) nous permet de continuer de vérifier
I’hypothese B et les conditions de non résonance. Donc on peut réitérer. Supposons qu’on a
terminé 1’étape k par itération du procédé précédent et qu’on veut passer a ’étape k + 1. Par

construction d’apres le Théoreme 2.3.9 on a :
Ak:Ao—Fkl—FKg—{—...—}—Kk_l,
et d’apres (2.3.23)

. N € )
93 (A(p) = Ax-1())ls < [ Kr-1(p)] < 5 < <

i
De plus
Wk = wo + Z / Vrfj(o, 9)d9, (2.4.8)
0<j<k—17T"
donc

_
wp—wl< Y An\wj(o,e)ueg Y G,

0<j<k—1 0<j<k—1""J
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pour € assez petit. On peut donc continuer a appliquer 2.3.9 et construire cette fois Sj, hat Ky,
Ry et Di qui vont vérifier les mémes hypotheses et estimations voulu. De plus pour e petit

d’apres la Proposition 2.2.4, estimation (2.3.24) et le choix des parameétres on a pour z € O(k) :

[Skfl]ak,ukfhpk
Hi1(ok-1— o%)

|®x(z) — || <

[fk_l]o'k—lvllk—lypk—l
ﬁ%u%(ak_l — o) 2

< C(C*O,O)f(TH*Q) k2(n+2)u62511€/751*1/32

<C

2.4.5 Passage a la limite et preuve du théoreme KAM

Par construction on a Dy, C ... Dy C D; =D. Or on a
mes(Dg_1 \ Dx) < O(kpd 1) 'NY < g].
La mesure de Lebesgue du Borélien D’ := kngk vérifie :
mes(D \ D) < eg”.

avec ¢ dépendant de § et de 0. D’apres le choix de parameétres on a : 05 = /2.

Grace au Lemme 2.4.4, on a pour tout k > 1 et tout p € D’ :

1/6
|®x (2, p) — || < Ek/—l'

Soit 1 < 57 < M, on note @gw = ®j0dj 10...0Py. <I>‘§V[ est un changement de variable
symplectique définit sur O(M) x D’ a valeur dans O(j) . De plus pour tout 1 < j < M et tout
peD :

1/6

M
|2, —idll < Y- &/ < &)l
k=j

j=1

Donc pour P> M on a:
1/6

|9 — )l < CEVS
Ainsi, (@3\4) a est une suite de Cauchy qui converge vers ®J_ : un changement de variable
symplectique analytique réel défini sur O%(%) x D" avec O%(%) = 0%(%,0). De plus pour tout
peD ona:

|02, —idllo < Y /5 < Celll. (2.4.9)
i

D’apres la Proposition 2.2.3 tous les ®; sont des changements de variables linéaire en r et
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quadratique ¢. Donc on peut étendre a chaque étape ®; de O%(§) a O%(%, 5) pour tout p € D'
Cette forme est stable par composition. Par suite @3\4 et ®J_ sont aussi linéaire en r et quadratique
en ¢. Donc pour tout p € D’ on peut étendre 4, de O%(3) & O*(5,%) tout en satisfaisant
I'inégalité 2.4.9 sous 'hypothese :

|0k —idla < 5% < £
k>1

Par I'estimation de Cauchy, pour j > 1, on a :

1/6

DL, —id| £y, va) < Ol (2.4.10)

Par construction @}W transforme 'hamiltonien perturbé

Hy =+ 5(G AR +
en
Hag = onrr + 546 Au(p)O) + fur

On a wyy converge vers we, et Aps vers Ao et on a :
€j €j

woe —w| <=5 < Cet D -,

j>0""7 j>ler

11
< CE+Z€]€‘5

j=>1
11,7y
<Cet+ S er) < ey T2
j=>1
< b3
de méme

A — Al < S5 <213,
§j>0"

Posons Hy, = Hy 0 <I>(1>o avec :
1
OnaHoo:HMoq)%.
Par la formule du composée et pour tout x = (0,0,0) et h = (6,r,{) on a :
(VHeo(2), h) = (VHi(PE (), DO ()h).

Or on a [f] < e, par suite on obtient que V Hy(ok (z)) =t (0,wy, 0) + O(Ei/6). Oron a

Ok sk ’D/
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pour tout j > 1, ||®L, —id||, < 05]1-161. Donc
VHy =" (0,ws,0).
Ce qui nous permet de déduire que :
Or foo(0,0,0) = O foo(6,0,0) = 0.
Regardons a présent la matrice 8?1’(]’ Hyo(z). On a:
Rc, Hi(@) = (Ap)iy + 0",
ce qui nous permet de dire que 821-{]- Hoo(z) = (Axo)i,j et de conclure que :
02 f+0(0,0,0) =0

Ce qui acheve la preuve du Théoréme 2.1.2.



Théoreme KAM en dimension infinie

Dans ce chapitre, on étend le résultat du chapitre précédent (Théoréme 2.1.2) & la dimension
infinie. Toutefois, on suppose que 'opérateur associé a la partie quadratique de la forme normale
admet des valeurs propres multiples mais d’ordre fini. La preuve s’appuie sur les travaux récents
de Eliasson-Kuksin [14], de Eliasson-Grébert-Kuksin [16] et de Grébert-Paturel [17]

3.1 Introduction

Pour £ une partie de Z et o > 0, on considere I'espace {5 & poids définit par :

Yo :={¢=(¢s = (ps;4s),5 € L) [I¢]la < 00},

avec

IH2 = Do 1G4, (s) = maz(Js], 1).

seL

On munit R? de la norme euclidienne, c’est & dire si (s = *(ps, g5) alors |(5| = /P2 + ¢2

Sur Y, on définit 'opérateur linéaire J,

J (s} = {o2(s}, avee o9 = (? _01) .

Pour 8 > 0 on définit 'espace £ & poids

LB = {(Cs = (p&C_Is) 8 € [’) Hdﬂ < OO}’

avec

[Cls = sup|s|(s)”.
seL

71
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Pour 8 < s on a Y, C Lg. On définit aussi I’espace des phases :
P=T"xR" xY,,

muni de la structure symplectique suivante :
dr Ndf + Jd¢ A dC.

Matrice infinie. On considere le projecteur orthogonal I définit sur I’ensemble des matrices
carrées par

IT: Mays(C) =S, S=CI+ Cos.

On introduit ’ensemble M des matrices infinie A : £ x £ — M3 (R) des matrices symétriques

par :
A€ Malors : AY € My (R), AY =tA3 et TIAS = AY

pour tout s,s’ € L.
On définit M, le sous ensemble de M par

AE My & |Aly = sup (s)(s)] A |0 < 0.
s,s’eL

Soient n € N, p > 0 et B un espace de Banach. On définit :
T, = {0 € C"/27Z"| [Imb| < p},

et
O, (B) = {z € Bl||z[s < p}-

Pour o, € ]0,1[, on définit
Oa(av M) = TZ X OuQ(Cn) X OH(YO(Z) = {(9>Tv C)}v
O%R (g, 1) = O%(o, ) N{T" x R™ x Y, }.
Un point de O%(o, p) sera noté par x = (0, r,(). On définit :

10,0, ) llac = max(|r[, 6], [I¢]la)-

Classe des fonctions hamiltoniennes. Soit D un compact de RP (I’ensemble des para-
metres). Soit f : OY(6, ) x D — C une fonction de classe C!, réelle et holomorphe par rapport &

la premiere variable, et telle que tout p € D, les applications

0%, ) 3= Vef(r,p) € YaNLg
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et
O%(0, 1) > x +— ng(x,p) € Mg

soient holomorphes. On définit

|f(z, )!o-suplf(fv )l
p€ED

Hgé‘"(x ,)‘ = sup IV (@),

D pED
ac @) e Ve (z,p)lg,
0% f _ 2
aer (@ )| = sup| Verte

On note 74 (D, o, u) ensemble des fonctions f satisfaisant

C |of
| w o)

@)l < | »\D

p M

pour tout x € O%(o, p).
Pour f € T*%(D,o,p) on note [[f]]UHD
précédentes. Pour 8 = 0 on note [[f]]auD par [f]5 . p- Si N e TB(D, o, u) avec j = 0,1 alors

la plus petite constante C' qui satisfait les relations

pour vy > 0 on définit :
Hf]]o—yfi% - Hfﬂo'u D + ’}/Hapf]]o' D

Equations hamiltoniennes. A toute fonction hamiltonienne de classe C' on associe les équa-

tions hamiltoniennes suivantes :

T= _VGf(T’ea C)y
9 = vrf(r79ag)7

C: JVCf(neag)?

Crochet de Poisson. Soient f et g deux fonctions de classe C' en 2 = (r,6,¢). On définit le

crochet de Poisson de f et g par :

Hamiltonien et forme normale.

On considere un hamiltonien sous forme normale :

hp) = w(p)r + 3G A)C), (3.1.1)

avec 7 € R, ( € Y, et A(p) € M. On suppose que w : D — R" est de classe C'. On suppose
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aussi que A(p) est de la forme : A(p) = D(p) + N(p), avec :
D(p) = diag{)s(p)1, s € L}, (3.1.2)

avec
- Xs > Ay pour tout s,s" € L,
- #{s € LI s = Ay} < d < 00 pour tout s € Z.

N est une matrice de M diagonale par blocs, ou chaque bloc a une taille la multiplicité de la
valeur propre correspondante dans D. Les éléments de B sont de la forme _/8) .

0 «

On dit que N est sous forme normale si N € M et vérifie I’hypothese précédente. On note
N F l'ensemble des matrices sous forme normale.

On considere a présent le changement de variable complexe suivant :

AT N AN AN S (TR
cj = = \ﬁ ) il . :
1) 1 —i) \g 75 (pj —igj)
Si A € NF I'hamiltonien (4.1.5) s’écrit dans les nouvelles variables :

h(p) = w(p).r + (& Qlp)n)

avec () matrice hermitienne a coefficients complexes. Le vecteur fréquence interne w et les matrices
D et N vérifient des hypotheses qu’on énoncera dans le paragraphe suivant. Pour la suite fixons
un parametre 0 < § < 1. On supposera que les valeurs propres de D vérifient les hypotheéses Al,
A2 et A3 et que N vérifie 'hypothese B.

Hypothése A1l : Condition de séparation : On suppose que pour tout p € D on a :

* Il existe une constante ¢y strictement positive tel que pour tout s € £ on a

As(p) > cols). (3.1.3)

* 1l existe une constante ¢; strictement positive tel que pour tout s, s’ € £ avec |s| # |s'| on
a:
As(p) = Aw(p)| = er(lls| = |5']])-

Hypothése A2 : Condition de non résonance : Supposons qu'il existe dy < § tel que pour

toute fonction de classe C' qui vérifie

WD =R fw—Werp) < do

on a pour tout k € Z" et tout s, s’ € L avec |s| > ||
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*
|kw,(p)| Z(Sa VpGD
ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :
Ok -/ (p),21) 26 VpeD

avec k # 0

*
k- (p) £ As(p)| = 0(s), VpeD
ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :
(Op(k - W' (p) £ As(p)), 21) 20 Vp€eD
*
k- w'(p) + As(p) + As(p)] = 0((s) + (s)), VpeD
ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :
(Op(k - w'(p) + As(p) + As(p)), 26) =6 VpeD

*

k- w'(p) + As(p) = Asr(p)] Z 6(L+ [ [s| = |s'[]), VpeD

ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :

(0p(k-w'(p) + As(p) = As(p),26) 28 VpeD

Hypothése A3 : deuxiéme condition de Melnikov : On suppose que les fréquences

internes et externes vérifient la deuxieme condition de Melnikov. C’est a dire pour toute fonction

de classe C! qui vérifie

W : D — R, \w—w'\@(p) < d

pour §y < 6, on a :

pour tout 0 < k < d et N > 1 il existe un fermé D’ C D qui vérifie
mes(D\ D) < C(67 k)" N,
pour 7,¢ > 0 et tel que pour tout p € D', 0 < |[k| < N et s,s’ € Lon a:

w'(p) -k + As(p) = As(p)] = (1 +s| = [5]]).
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Hypothése B : On suppose que N € N'F et pour tout p € D on a :

BN ()5 < g 7 =0,1. (3.1.4)

Proposition 3.1.1. Supposons que I’hypothése A2 est satisfaite. Alors pour tout0 < k < § < %co
et N > 1 il existe un fermé Dy = D1(k,N) C D tel que :

mes(D \ Dy) < Cré N2+,

avec C' une constante strictement positive qui dépend de |w|c1(py et de co. Pour tout p € Dy et

k| < N ona:

|k -W'| > K, sauf pour k # 0, (3.1.5)
|k - £+ | > K(s), (3.1.6)
|k - + Xs + Aot | > w((s) + (5')). (3.1.7)

Preuve. Soient 0 < k < %(5, N > 1 et 5,8 € L. Commencons par démontrer le petit diviseur

(3.1.5). Il existe deux cas, soit
k-u'(p)| > 6>k, VpeD,
ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :
@,k - () 21) > 6 VpeD.
Supposons qu’on est en présence du deuxieme cas et posant
J(k)={peD||k-u'(p)] <~}

on a alors

mes(J(k)) < koL,

Pour tout p € D} :=D\ U J(k), on a :

kezm
k|<N

|k : W/(p)| > K,

de plus on a :

mes(D \ D) < k6N,

Regardons a présent le deuxieéme petit diviseur (3.1.6). De méme on a deux cas possible, soit

k- w'(p) + As| > 6(s) > k(s), VpeD,



3.1. INTRODUCTION 77

ou bien il existe un vecteur unitaire z € RP tel que :
(Op(k-w'(p) + As), 21) > 6 VpeD.

Supposons qu’on est en présence du deuxieme cas et que |s| < 2Cc¢; IN avec C = ]w\c1(p) + 1.

Posons alors

J(k,s) ={peD||k-u'(p)+ As| <r(s)}.
La mesure de Lebesgue de cet ensemble vérifie :
mes(J(k, s)) < w6~ (s) < 2Ccy 'k IN.
On considere I'ensemble By = {(k,s) € Z" x L | [k| < N, |s| < 2Ccy w6 N}. Cet ensemble

contient au plus ZIC'calN”Jrl points. Pour tout p € D? := D\ U J(k,s), ona:
(kyS)EBl

- (p) + Ao| = K(s), VpeD.

De plus on a

mes(D \ DI) < Cké N2,

Supposons & présent que |s| > 4C¢ LN, on a alors d’aprés la premiére condition de non résonance
(3.1.3) :
1
[k - w'(p) + As| 2 As = |- k[ = cols) = Seols) = rls),

ce qui termine la preuve de (3.1.6).
Regardons maintenant (3.1.7). On a deux cas possible, soit
k- w'(p) + As + As| 2 6((s) + (s)) > £((s) +(5)), Vp€D,
ou bien il existe un vecteur unitaire z; € R? tel que :
(Op(k - o' (p) + Xs + Agr), 26) 26 VYpeD.

Supposons qu’on est en présence du deuxiéme cas et que max(|s|,|s'|) < 2Ccy'N§~! avec

C = |wle1(py- Posons alors
J(k,s,s") ={p €D ||k w'(p) + As + As| <r((s) + (s))}-
La mesure de Lebesgue de cet ensemble vérifie :
mes(J(k,s,s")) < w61 ((s) + (") < 2Ccy ' k1N,

On considére I'ensemble By = {(k,s,s') € Z" x L x L | |[k| < N, max(|s],|s'|) < 2Ccy'N}. Cet
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ensemble contient au plus 16Cc; > N2 162 points. Pour tout p € D} :=D\ | )  J(k,s,5),
(k,s,s")EB2
on a :

k- (p) + A + As| > w((s) + (), VpeD.

De plus on a

mes(D \ D}) < Crd I N2n+D),

Supposons & présent que max(|s|,|s'|) > 2C¢y LN, on a alors d’aprés la premiére condition de

non résonance (3.1.3) :

k- w'(p) + As + A = As + Ay — ' k[ = co((s) + (s)) — 50" ((s) + ()
> r((s) + (),
ce qui termine la preuve de (3.1.7).

Pour terminer la preuve de la proposition , on pose D; = Di N'D? ND3. Sur D; les estimations

(3.1.5)-(3.1.7) sont vérifiées et on a :

mes(D \ D;) < Cré N2+

A présent on est en mesure d’énoncer notre théoreme KAM :

Théoréme 3.1.2. On considére un Hamiltonien sous forme normale qui dépend d’un paramétre
h défini par :
1
h(p) = w(p).r + 5{C, Ap)C)-

On suppose que A(p) = D(p)+ N(p). D(p) est défini comme dans (3.1.2) et vérifie les hypothéses
Al, A2 et A3 alors que N € N'F et et vérifie I’hypothése B pour § et &y firés et tout p € D.
Fizons a, 3 >0 et 0 < o, < 1. Il existe alors un €9 > 0 qui dépend de d,n,«, 8,0, i, ]wo\@(D)
et |Aolgcr(py tel que si pour j = 0,1 on a 83 f € TB(D, o, 1) et

K 1
[[fT]]:f,’% =€ < &6, [[f]]gf,’p =O0(e") avec T € [5, 1],

alors il existe un Borélien D' C D dont la mesure de Lebesgque vérifie mes(D \ D’) < ¢(0,0)e? tel
que pour tout p € D' on a :

e il existe un changement de variable symplectique analytique :

ag
©:0%(Z,5) = 0% p)

e il existe un vecteur fréquence interne O(p), une matrice A et une perturbation f tel que :

(h+ 1) o ® =5(p)r+ 5(G D)) + F(6,7,G: ),
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avec O, f = agf' = 8g<f =0pourr=C=0et A: L XL — Max2(R) est une matrice de
Mg et NF infinie réelle symétrique diagonale par blocs. De plus le changement de variable

D = (Oy, D, D¢) est proche de Videntité et pour tout x € O%(§,5) et pe D' ona :
|® — Id|, < Ce*®.
De plus pour tout p € D' on a :

<Ce  ao(p) —wlp)| < Ce,

avec C > 0 et dépend de n, B, o, p, |wlei(py et de |A|gcr(py.-

3.2 Jets de fonctions, crochet de Poisson et flot hamiltonien

On remarque que l’espace 75 (D, o, 11) n’est pas stable par le crochet de Poisson. Pour cela on
introduit un nouvel espace 7+ (D, o, u) € T?(D, 0, 1) et on prouve que le crochet de Poisson

d’une fonction dans 7%+ (D, o, 1) et d'une fonction dans T#(D, o, u) est dans T (D, o, ).

3.2.1 L’espace T’ (D, o, u)

On définit d’abord les deux espaces Lgy et Mg, par :

Lgy ={¢=(¢s = (ps:gs) s € L) | [Clas < o0},

avec
IClg+ = sup|¢sl(s)7*,
seLl
et
Mpy ={A € M|[A|gs+ < oo},
avec

|Algy = sup (1+[[s| =15 [){5)7 (") ]| A3 || -
s,s'eL

On remarque que Lgy C Lg et Mgy C Mp. On définit TB+(D, 0, 1) de la méme facon qu’on
a définit T*P(D, o, 1) mais en remplacant Lg par Lg, et Mg par Mp,. Par suite on obtient
que T*PH(D, 0, ) C TP (D, 0, ).

Lemme 3.2.1. On considére un entier s est un réel strictement positive . Alors la série

1
2 (k)27 (1 + | [kl = [s] )

kel

<,

Avec C une constante positive qui dépend de v qui ne dépend pas de s.

Preuve.
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Preuve. e Siy>1/2alors on a

1 1
< <C.
2 _ = 2y =
2 G R S 2 R
e Sio<y < 1/2 alors il existe p > 5 > 1. Posons ¢ = 1+ = 1, par suite on a bien p > 1,

qg>1et z% + 5 = 1. En appliquant l 1negahte de Young on a :

1
§<k>2”(1+l\kl—|8| = pz k‘”p Z 1+||k| |s[ )¢

kel 9 er

=Y ety <C
pkeziww qk%(mkw

IN

Lemme 3.2.2. Soit 8 > 0, alors il existe une constante positive C' qui dépend de [ tel que :

1. Soient A € Mgy et B € Mg alors AB, BA € Mg et on a :
[ABls < ClAlp+[Blg,  [BAls < ClAg4|Bls.
2. Soient A € Mg, et B € Mgy alors AB, BA € Mg, et ona :
|AB|g+ < ClA|g4|Blg+,  [BAlg+ < ClA|4|Blg+-
3. Soient A€ Mgy et ( € Lg alors A€ Lg et on a :
|ACls < ClAlg+IC]p-
4. Soient A€ Mg et ( € Lgy alors A€ Lg et on a :
|ACls < ClAlsl¢lp+-
5. Soient A€ Mgy et ( €Y, avec v > 0 alors AC € Lg et on a :
|ACls < ClAlg+I¢lla-
6. Soient A € Mg et ( €Y, avec o > 1/2 alors A( € Lg et on a :
[ACls < ClA[sl¢lla-
7. Soient A € Mgy et ( €Y, avec a >0 alors AC € Lgy et on a :

| A+ < ClAlg+|[Clla-
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8. Soient A € Mgy et ¢ € Lgy alors A € Lg et on a :

AClss < ClAIs I 5

9. Soient X € Lg etY € Lg alors A=X®Y €¢ Mg et ona :

|Alg < 2|X|s]Y |-

10. Soient X € Lg etY € Lgy alors A= X®Y € Mgy etona:

|Alg+ < 2[X|[g4[Y]p+

Preuve. 1. Pour s, s € Lon a:

I(AB) oo < Y 1A llsolI BE lloc
kel
1

|Alp+|Bls
(s)P(s")P % (k)25 (L + | |k| —[s] )

On retrouve I'inégalité 1. en utilisant le Lemme 3.2.1.

2. Pour s, s’ € Lona :

IAB): o < 3 1A%l Bf [0
kel
|Alg4 | Bl
= ()P + | Is| = 18] ])
14| |s| —|s'| |
X
% (kY2B(1 4| k| = |s| DL+ [ |k] = |s[ [])
|Alg+|Bls+ 2
< .
= ()PP + | |s| = |5 ]) 2 (k)28(1 4| k| —Is] |)

kel

On retrouve I'inégalité 2 en utilisant le Lemme 3.2.1.

3. Pourse Lona:

((AQs] < 2 1480kl

kel
[Alg+I¢ls 2
()7 ,; (k)20 (1 + [ k] = sl )

On retrouve 'inégalité 2. en utilisant le Lemme 3.2.1.
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4. Pour se Lona:

N
I~
e
AN

2> 1AL ool Gl

kel

|Als|¢|5+ 2
(s)P %; (k)2+1

ClAlglClp+-

IN

IN

5 Pour se Lona:

(AQs] < 2 1A llso il

kel
|[Als+ 2(k)*[Ck]
(s)? ,;L (k)Pre(l + [k — s|)

1/2
[4ls4 ¢l 4
(s)7 (Z 2 (1 + [ k] = | |>> |

kel

On retrouve I'inégalité 5. en posant dans le Lemme 3.2.1 v = o + 5.

6. Pour se Lona:

(AQsl < 2 1480kl

kel

[Als -~ 2(0)°1c|
S 0 &

/
Al (4 v
(s)P i (k)20 +e)

< |Acls < ClAlslClas

IN

puisque a > 1.

7. Pour se Lona:

(A < 23 145l
kel
o s 2(0)°16

(s)Ht o (YL 4| |s| = |k[ ])

1/2
|[Alg+1I¢la 3 4
(s)pt1 ke (k)2(BHe) (14| [k] — || )2 '

On retrouve I'inégalité 7. en posant dans le Lemme 3.2.1 v = o + 5.
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8. Pour se Lona:

IN

2> 1AL ool Gl

kel

|(AQ)s|

|Alg+[Cl5+ 2(s)
- (s)8 %<k>2ﬂ+1(1+| |kl —1s]])

(s) |s|
k; CEEAIERITEE |k_,§<,5|/2 (k)2P+H (1 + | k| — |s] ])

5]

(k)P4 [ [k = [s] 1)

_l’_
[kl=]s| |>]sl/2
Le deuxiéme terme de la somme est majoré par la série convergente »_ W%' Le premier
keZ

terme est majoré par la série Y m On conclut grace au Lemme 3.2.1.
keZ

9. Pour s, s’ € Lona :

1(AB){ llo < 2|X[[Yy|

<S>52<S,>5’X’B’Y’ﬁ-

IN

3.2.2 Jets de fonctions
Pour toute fonction f € T8 (D, o, 1) on définit son jet f7 comme son développement de Taylor
aupoint r=0et (=0:
F(0.7.¢:p) = £(6,0,0,p) + V. £(6,0,0,p)r + (V¢ f(6,0,0,p), )
+ 5 (VEF(6,0,0,06,0)
= fol6) + S (O)r + £c(6),0) + 5 ()G, )

Ainsi a partir de le définition de la norme | f]]gﬁ p on a les estimations suivantes :

|f9(0; )’D < [[f]]g,u,Da |fr(97 )‘D < /-L_2 [[fﬂg,u,Da
1£c0; o < w1 upe 1£cO: 0D < 7 [0 5. (3.2.1)
|fec (05 )|p < n21F1%0 o,

pour tout 6 € T7.

On remarque que pour tout 6 on a :

fo0) = f5(0),  f(0) = f£1(0), fe(0) = f1(0), et fee(0) = f2(6).
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Par suite on obtient aussi :

|f9(9 )|D < [[fT]]gu D> |fr(0’ )|D < M_Q[[fT]]au D>
1£c(6; )l < 1 1 15 ps 1fe(0: )l < ' IF 7150 (32.2)
| fec05 )l < ™[00 o

pour tout 0 € T}.

Lemme 3.2.3. Pour tout f € T¥?(D,o,pu) et0<py/ <p<1ona:

1715 < 31f 1o, (3.2.3)

- o <2 (4) 1 (3:2.4)
Preuve. Soit (x,p) € O%(o, ') x D.

e On commence par montrer la deuxieme inégalité. Cela revient & démontrer que :

= )l <2 () 1112,
Vel = D)@, p)la < 255 [1150 .
Ve(f = )@ p)ls < 2‘%[[]”]]“,“,97
VA = )@ 0)ls < 255100 .
Les quatre inégalités se montrent exactement de la méme fagon. Montrons par exemple que
2

Ve(f = fT) (@, p)|s < ai—gﬂfﬂ?,w

Notons m = % Pour un |z| < 1 on a (0, (z/m)%r, (z/m)¢) € O(c, ). On considére la
fonction
g : {lz|<1} — Y°
z — v(:f(97 (Z/m)27"7 (Z/m)g)

g est une fonction holomorphe bornée par p~![ fﬂ Et on a :

o,u,D*

=D _fi#,

>0

avee [yl < 1w 71 p- On & Ve(f = f7)(a.p) = X fym?. Pour ' < by on obient que
J=Z

m < 1/2. Par suite on a :

IVe(f = s < A0 o> m? < [F1S0 5 2<M>

j>2

e A présent on montre la premiere inégalité en utilisant la deuxiéme inégalité. On remarque

que f1' = f—(f — f1). Puisque (f — f7), Velf = ), Vg(f — fT) sont analytiques sur
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0%(o, 2,u) il en est de méme pour fT, V¢ fT, V fT Par suite on a :

10, p < 4[[f]]w,p+ [F = 11120, 5 < 2[[f]](,,t,

Or fT est quadratique en ¢, donc f7, V¢ ffetV fT sont analytiques sur O%(o, ). Puisque
[[fT]] ’ﬁ p < 4[[fT]] ’ﬁ , on obtient alors

[ e p < 20f 1o o

+ On retourne a la preuve de la deuxieme inégalité dans le cas ot § < ¢/ < pu. On a :

[[f fT]]U,u”D—[[f]] D+|IfT]]auD—3[[f]]0'p,D

3.2.3 Jets de fonctions et crochet de poisson.

Rappelons que le crochet de poisson de deux fonctions f et g de classe C en o = (r,0,() est :

{f,g} = vrf-VGQ - Vﬁf-ng + <V4fv JV(Q).

Lemme 3.2.4. Soient f € T (D,o,u) et g € TP (D, 0, ) deuz jets de fonctions et 0 <
o' < o, alors {f, g} € TP (D,o,p) et on a :

{9150 p < Clo — o) u 2110 S el 5 | (3.2.5)

avec C' une constante strictement positive qui dépend de (.

Preuve. Pour démontrer ce lemme on doit montrer que

[{f.9}Ip < Clo — o) 2[f100 519150 o,

IVe (£, 9} lp < Clo — o) w3 IF1S L1912 5,

Ve {f.9}|p < Clo— o) P IF1S L1912 5,

IV2{f.g}|p < Clo— o) A1Sh HlalSh »-

- Commencons par démontrer le quatriéme point. On a :

VE{f, 9} = [-(0)Vagec(8) — 9r(0) Vo fec(8) + fec(8)Tgec(6)

En utilisant les inégalités (3.2.1), 'inégalité 1 du Lemme 3.2.2 et I'inégalité de Cauchy on obtient :

V2 {f.9}Ip < (0 — o) IS L9120 5.
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- Pour le deuxiéme et le troisieme point on a :

Vedf g} = fr(0)Voge(9) + fr(0)Vogec(0)C — gr-(0)Va fe(6)
— 9r(0)Vofec(0)C 4 gec(0) T fe(0) + fec(0)Tgc(0) + gec(8)T fec(9)C.

En utilisant les inégalités (3.2.1), les inégalités 1, 3 et 4 du Lemme 3.2.2 et I'inégalité de Cauchy

alors il existe une constante strictement positive qui dépend de S tel que :

IVe{f 9} 1o < Cu?[flopnlo — o) [glopp
+ Cu?[flopp(c —o')!
+Cp*[9loun(
+ Cu"?[glo (0
+ Cu?[9lopu i [flowD
+ Cu [ flopnlo =o' ) 2 [glouni
< C(o =) [ flopnl9loun-

- )_ :U'_z[[g]]o,u,D:u
o — o) [ flowp
—o)”

N—1

T i PR

De méme on montre les deux autres points. ]

3.2.4 Flot hamiltonien dans le domaine O%(o, ).

Soit f une fonction de classe C! sur le domaine O%(o, i) x D. On note @? = @' le flot hamiltonien

de f au temps t. Supposons que f est un jet de fonction :
1
f=Fol:p) + fr(0; p)r + (fc(6: ), ) + 5{fec(8:£)C, O).

Le systeme hamiltonien associé est :

7= _VQf(r797 C)?

0= f,.(0), (3.2.6)

¢ = J(fe(0) + fec(0)0).
On note Vy = (Vfr , Vfg , VfC ) = (7,60,¢). Le champ de vecteur hamiltonien de f. Vr est analytique

dans le domaine O(o — 2n,u —2v) avec 0 < 2n <o <let0<2vr < pu < 1.

Supposons que
1
Lo < 5% (3.2.7)
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alors en utilisant 1'inégalité de Cauchy on a pour tout = € O(o — 2n, u — 2v) :

7= —Vof(r,0,¢) et donc |[F|cn < (277)_1[[]“]]?%@ <
6 = f,(0) et donc |Olcn < (4v) 2[f]% 0 < 1,

¢ =J(fe(8) + fec(8)¢) et donc [[{[la < (™ + 1 W[ f]5 0 < v-

Or r(t) = fg #(1)d7 +7(0), et donc pour 0 <t < 1ona |r(t)|cn < (p— v)% De méme on montre
10(t)|cn <o —mnet ||[((t)]|la < p—v pour 0<t<1. Par suite :

@Y 0 O%o —2n,p—2v) = O%o —n,p—v),

est bien définie pour 0 <t < 1 et analytique.
Pour un z = (r,0,¢() € O(c — 2n,u —2v) et 0 <t <1 on a ®, = (r(t),0(t),((t)). Essayons de

donner la forme et quelques précisions sur le flot hamiltonien <I>’}.

&% On a er = 0 = f,(0) est indépendant de r et de ¢. Alors A(t) = K (6;t) avec K analytique

en 0.

& VfC =0 = Jfe(0(t))+J fec(8(t))C. Grace a 'inégalité de Cauchy J fe¢(6(t)) est un opérateur
linéaire borné de Y. Puisque 0(t) = K(0;t) avec K analytique par rapport a 6, alors VfC
est aussi analytique par rapport & 6. Par suite ((t) = T(0;t) + U(0;t)¢ avec U opérateur

linéaire borné de Y dans L. T" et U sont analytiques par rapport a 6.

& Vi=r= —Vyf(r,0,{) quadratique en ( et linéaire en 7. Par suite r(t) = L(6,(;t)+S(0;t)r
avec L est quadratique en ( et analytique par rapport a 6. S est une matrice carrée de

taille n analytique en 6.

Lemme 3.2.5. Soit 0 <2n <o <1,0<2v < pu<1letf=fTecTY(D,o,u) quivérifie
inégalité (3.2.7). Alors pour 0 < t < 1, le flot hamiltonien <I>§c (8.2.6) est un symplecto-morphisme
analytique de O*(§ — 2n, u — 2v) dans O“(0 —n, u — v). Il est de la forme :

r L0, t)+ S(0;t)r r(t)
% | 0| — | K(6;1) =1 0(¢) (3.2.8)
¢ T(0;t) + U(0;t)C ¢(t)

avec L(0,(;t) quadratique en ¢, U(6;t) et S(0,(;t) sont deux opérateurs linéaire. Sans oublier le

fait que tous les composantes de CIJ’} sont bornées et analytique en 6.

Proposition 3.2.6. Soit 0 <2n <o <1,0<2v<pu<1etf=fTecT¥H(D, o,u) tel que

[[f]]:f,% < g, Alors pour 0 <t <1 :

1. T, K et les opérateurs U et S sont analytiques en 8 € Ty _o,. De plus U analytique en
(0,¢) € Ty_o, x Ys. Et on a :

1S(050) cm e, 10O )l vy, 1T 0 v vy, [0 (0 0) 54 < 2. (3.2.9)
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Les composantes L7, 1 < j < n, du vecteur L vérifient pour tout x = (r,0,¢) € O(c —

2, = 2v)
VL (258l < 807 1S
VoL (25t)| gy < 87771H71[[f]]g,75;?7 (3.2.10)

[VEL (25t) a4 < A~ 2 [£100%.

2. le flot hamiltonien @Sc (3.2.6) s’étend analytiquement de C" x Tg_o, x Yy a C" x Ty x Y.

De plus
7(t) = e < Con ' (1 + =2 [ICN2 + 121 DISTS 1
10(t) — 0°lcn < 2 [£15 400
1€(#) = Clla < (14 1721 N) [£15,,..05
I16(t) = Cllpr < Cr(1+ 210 D

avec Cy une constante absolue et C1 une constante qui dépend de (.
Remarque 3.2.7. 0,x(t) satisfait les mémes estimations que x(t).

Preuve. e Commencons par prouver ’estimation sur . On a

0(t) =V, f(6(1)),
0(0) = 0% c T

o—2s

Soit ¢ = sup {t | 0(u) dé finie pour 0 < u < t; [0(u) — 6°] < u=2[f]s,} On a pour pour tout
t<t
t
0(t) =6+ [ V. (6(w))du,
0

or [|V,f|| < p2 [f15 .. p» et par suite on obtient I'estimation voulue.

e Démontrons les estimais sur ¢. On a :

{aw=ww+3@am
¢(0) =¢% € 02 (Y),

avec a(t) := J fe(0(t)) et B(t) := J fec(0(t)). Par I'inégalité de Cauchy et I'hypothese faite

sur | f]]gf% ; on a les estimations suivantes :

la@®lla < 1 floup < v IBOceaye < #2160 <
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On a par définition :
t
) = <°+/ a(t') + BE')C(t)dt
= / dt+//t/ VB dt +g°+c0/3
+ / / ' C(t")at"at'

= a®(t)+ (BX(t) +1)¢°,

avec
t1 tr— 1k 1
Z/ / / Ya(ty)dty . . . dtadty,
k>1
et
t1 tr— 1k 1
Z/ / / ti)dty, ... dtadty.
k>1

k k—
Ona: | Il Bt;)llzeva,y.) < (%) 2|If]]o',u, D, bar suite 'opérateur B>(t) est bien définie
j=1

k—1
et il est majoré pour tout ¢ € [0 1] par la série convergente > % (%) 2 [[f]]g‘# p- Par
k21 . s
suite on a :

HB ( HE Ya,Ya)<ILL Zﬂf]]ou,

Pour démontrer [|U(6; )| (v, va)> I'U (051 £(va,va) < 2, est a dire le deuxieéme et troisieme

point de (3.2.9), il suffit de remarquer que U = I + B>

A présent montrons que a*(t) est bien défini sur [01] . On a

HHB alty)o < HHB M eavaylate)lla

_ <2>k ; [[f]]féu,p [[f]]i,#,pl

Par suite on obtient que a®(¢) est bien défini sur [0 1], et borné par la série convergente

k—1 2
> % (%) u3 ([[f]]gu) . Ainsi on obtient la majoration suivante :
k21 ! ’

([[f]]U/LD)
w3

%)l < < [f15up-

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur a®(t), B*(t) et notamment

I’hypothese (3.2.7), on obtient que :

16(t) = Clla < (1 + 172110 ) [£15,,.m- (3.2.11)
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D’autre part, étant donné que B(t) = J f¢¢(0(t)), alors B € Mg De plus

1B(t)]g, < 1 2[f100%.

Puisque Mg est stable par multiplication, alors il existe une constante strictement positive

qui dépende de [ tel que
BX()]s+ < Cu*Lflop < 1.

On obtient aussi que |U(6;t)|g+ < 2.

D’autre part en utilisant I’inégalité 8 du Lemme 3.2.2, on obtient :

a,f+
oolsr < 0 Pl e

[/15,:.p-

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur [a*(t)|s+ et |[B*(t)|s4, I'inégalité

8 du Lemme 3.2.2 et I'hypothese (3.2.7), on obtient que :

— s +
16 = Cllas < CO+ 2 1¢ Ia) [T -
avec C' une constante strictement positive qui dépend de .

Démontrons a présent ’estimation sur r. On a :

1) = ~ Vo (r(1), 000, <(1)
= ~ V05 6(0)) ~ Vo O (1) ~ (Vofc(0(). (1)
~ (Vo fecOD)C(H), 1)
— —a(t) — AD)r(2).

a(t) = Vo f(0(t)) + (Vafc(0(2)), C(t)) + %Wefcc(@(t))é(t% (1),

et
A(t) = Vo f(0(2)).

D’apres I'inégalité de Cauchy on a :

—_

A zenemy < w18 up < 3

De méme on a :

la)ler <07 e up + 0 i ICOalF1G,00 + ;n p IS

< L+ IS o+ 12K LS -
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Or d’aprés (3.2.11) et (3.2.7) on remarque que ||¢(¢)|la < 2|[¢°|a. Par suite on obtient que :

la(t)ler < 207 L+ pTHIC e + 12 IR IFDS -

Le méme raisonnement fait pour ¢ nous donne que :

r(t) = —a™(t) + (I — A%())r",

avec
t1 th— 1k 1
=2 / |- / Ja(ti)d .- dbads,
E>1
et
t1 te—1 k
=3 / / / ti)dty, . .. dtadty.
E>1
On a

k

Lip1 -1 e
TTA®) 2 eny < (§)k PG D
j=1

Par suite on obtient que A*°(¢) est bien défini sur [0 1] et majoré par la série convergente

O
’g:l?T/F s~ [[f]]f;%D. Donc

l\DM—t

AP ()| cnemy <0 2L e up <

Pour Montrer le premier point de I'inégalité (3.2.9), il suffit de remarquer que S(0;t) =
I — A*(t). Ainsi on obtient que |S(0;1)|cn,cny < 2.

A présent montrons que a™(t) est bien défini sur [01] . On a

k

k
A altr)len < ITTAE) zcncomlote) e
j=1 j=1

—

<o (57 (1 1+ i) 1

°(

Ainsi on obtient que a®(t) est bien défini sur [0 1] et majoré par la série convergente

\V)

IN

) () 10,

N | =

> 2,%,77*1 (1+p72)¢°1%) [£1%,,..p- Ce qui nous permet de dire que :
E>1 : sH

o) < O (14 1721 C12) o

En utilisant les deux estimations précédentes faites sur a®(t) et A°°(t), on obtient que :

r(#) = lee < Oyt (14 2O + 210l ) £

avec C une constante absolue.
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Il reste & démontrer les inégalités de 3.2.10. On remarque que A>(t) ne dépend pas de (°,
par suite L(0,(;t) = —a™(t).
On sait que

Vewa(t) = Vofe(0t)) + Vafec(0(2))C(1),

or ((t) = T(0;t) + U(0,t)¢°. Par suite Voo =' U(6;t)V(y). En utilisant inégalité de
Cauchy, les estimations (3.2.1) et le fait que ||((t)la < 2//¢°||o, on obtient :

IVeoa®)la < 40~ (1 + I )15 up:

ce qui nous permet d’obtenir la premiere inégalité de 3.2.10. En utilisant I'inégalité 8 du

Lemme 3.2.2 en plus, on obtient :

Veoa(®)lar < 4~ i (1 + p 1) I3,

ce qui nous permet d’obtenir la deuxiéme inégalité de 3.2.10. De méme on a Vg(t)a(t) =

Vofec(6(t)) et Vgo =t U(@;t)vg(t)U(ﬁ,t). Par suite on obtient :

IV2a(t)]s < 40 L 2 [f1805,

ce qui nous permet d’obtenir la troisieme inégalité de 3.2.10 et termine la preuve de la
proposition.

O]

Proposition 3.2.8. Pour j = 0,1 on considére 8gf € 7Bt (D, o, ) un jet de fonction tel que
[8Jf]] MD <iIm? avec0<2np <o <1let0<2v<p<1l Soit 8zh € T?(D,o,u), pour
0 <t <1 on pose hi(x,p) := h(®%(z,p)); p). On a alors hy € TB(D, o —2n, u — 2v) et il existe

une constante strictement positive qui dépend de (8 tel que :

[0]he]2 <Mt o G (3.2.12)

o—2n,u—2v,D — o,u,D

Preuve. On a <I>'} est analytique sur O%(o — 2n, u — 2v) et donc hy est analytique sur O%(o —
20, p—2v).

& On commence par le fait que
03h(a..) o = sup |h(®)(x.0). )] < M]3
P

Et donc il reste & voir ||V eohtlla, |Vohilg, ]Vgocohtm ainsi que leurs dérivées en p.

& Pour Vi.ohy, étant donné que 6 ne dépend pas de (o d’apres 3.2.8, on a

t a’l"k t aCS()
Veohy = Z 0 Z@CSt 5o = Z1t D
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Oh(z(t))
Par Cauchy on a ()

V_z[[h]]g‘%p. Or, par la premiére estimation de 3.2.10, on a

Cnr
0cork(®)lla = 100 L0, ¢ ) o < 87~ 1 1 -
En combinant ces estimations avec I’hypothese (3.2.7) on obtient
HZIHG S 87] H 1V72[[hﬂau'l)ﬂf]]0',p,p < 8/’771[[}7’]]0'/_1,'D

En utilisant cette fois ci la deuxiéme estimation de 3.2.10, on a

[Ocori(t)] g = 10¢, L0, C: 1) 5 < 80 [F107] .

Combinant cette estimation avec I’estimation faite sur aa( (())) et ’hypothese (3.2.7) on
obtient que

[S1ls < 4p~ ' [1]5;, -

Pour Y5 on a

Oh(x(t)) OC,(t t
sezl:laés((t))) gg(o) = "U(t)V¢h,

avec U définie dans 3.2.8. D’apres la troisiéme estimation dans 3.2.9 on a || ‘U (t)|| £(v,,,va) < 2,
par suite

IZ2lla < 2[Vehlla < 207 [R5, p-

En utilisant I'inégalité 3 du Lemme 3.2.2 et 'inégalité 4 de 3.2.9, on a
S2l5 < Cl UM Vehllp < CIUM) 1| Vehllg < Cu RIS 5,
avec C une constante qui ne dépend que de 5. Par suite on obtient

IVeohilla < Cu~ ' [1]S .0,

|vCOht|5 < Ciu lﬂhHUuD

Pour obtenir les estimations sur |0,V oh¢la et [0,V o0h¢|g, on a

& 9,0h((t) Or(t) | Oh(a(t) 8,0k (t)
apvcoht _1; Ory( t) o¢0 + 8rk(t a¢o

9p0h(x(t)) 9Gs(t) | Oh(z(t)) 0,0¢s(1)

+s€§; o¢s(t) ¢ I¢s(t) pago '

~—

~—

En utilisant la définition de la norme [8? h]o p et le fait que Opx(t) satisfait les mémes
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estimations que z(t), on obtient que

10,V eohilla < Cu ' [A1S s
10,V ohylp < Cpt [R]27

G',LL,

A présent on regarde les estimations sur Vg h; e oht. D’apres 3.2.8 on a 6 ne dépen
& A t de 1 timat V?h tapVgh D 3.2.8 0 ne d d

pas de 09 et ((t) est linéaire en ¢°, donc pour s,s’ € £ on a :

Ph(x(t) _ 0°h(x(t) 9C(H) 9C(E) | O*h(x(t)) Or(t) Or(?)
8Cga<g’ ( )8C( aCs aCO T(t)Q 8<s 8Cs
) 9

*h(x(t)) Or(t) 9¢(t) L Ohlz(t) 9 r(t)?
( )OG(t) 00 ¢y, or(t) 9¢o¢y
=31+ Yo+ X3+ X4

- Pour X, d’apres les inégalités 1 et 10 du Lemme 3.2.2 on a :

h(x(t
%1ls < C| 5 hace ]vcoc@)vco
h(aj(t
< C| 5o ]vcgg v ,

avec C une constante strictement positive qui ne dépend que de 3. Or d’apres 'inégalité

de Cauchy on a 8(( ga?()t))‘ < M_Q[[h]]a 1, D

Et d’apres I'inégalité 4 de 3.2.9 on a ‘VCQC 5y

|U(0,t)|g4+ < 2 . Par suite

|El‘5 < Clu’_2[[h]]0'u D

- Pour Y5, d’apres I'inégalité 9 du Lemme 3.2.2, on a :

0?h(z(t)
215 < 0| ZRe) | Ver|, Vs,
Or d’apres 'inégalité de Cauchy
82h(ac(t)) —4[[ ]]
or(t)? on o D"

La deuxiémes inégalité de (3.2.10) nous donne que

‘VCQ’F

’V@L’ < Cn ' 5D

Donc, en combinant ces estimations avec ’hypothese (3.2.7), on obtient

Yol < Cu2[R)20 5.
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- Pour X35 on a : en utilisant le lemme de norme
Z 9*h_Or;
8(0 or;j0¢ o¢o |-

Par I'inégalité 4 de 3.2.9 on a ]%m <2.

Par I'inégalité de Cauchy on a |8r OC g <Cv=3 [[h]]UuD

Et par 'inégalité 2 de 3.2.10 on a |6<0|5 <nlu 1[[f]] oD
Donc en combinant ces résultats avec I'inégalité 9 du Lemme 3.2.2 et I’hypothese
(3.2.7) on obtient :

3l < 8v ' AL 5,
avec C' une constante strictement positive que dépend de 5.

- Pour ¥4 on a:

Oh(z(t)) or(t)?
‘24’/5 < 09,0
or(t) len [0C00C) 5
Or d’apres I'inégalité de Cauchy on a 8%(;“&55;)) o S V_Q[[h]]g,u,p- De l'inégalité 3 de
(3.2.10) on a

8r(t)2
¢y |,

= |V2L(0, G t)|s < O~ w2 [F100 5

Donc en combinant ces estimations avec I’hypothése (3.2.7), on obtient

‘24‘ﬁ S C:U'_z [[h]]g,u,D7

avec C' une constante strictement positive que dépend de 5.

Les estimations sur la dérivée en p de la hessienne se font de la méme manieére.

3.3 Equation homologique

Dans cette partie on considere un hamiltonien h sous forme normale donné par :

holp) = wo(p) 7+ 3G, Ao(p)C),

qui satisfait les hypotheses A et B. On considére une petite perturbation f de I’hamiltonien h de
l'ordre de €. De plus si le jet de f est nul, alors le tore T™ x {0} x {0} sera un tore invariant
pour I’hamiltonien perturbé h + f. Si f est de taille € alors son jet est aussi de taille . Le but
est donc de supprimer le jet de f. Pour cela on cherche un changement de variable symplectique
s qui sera le flot induit par un hamiltonien S a ¢t = 1 telle que, quand on compose avec cette
transformation, on obtient une nouvelle forme normale proche de la forme normale initiale et telle

que le jet de la nouvelle perturbation est de taille €2. Plus précisément on veut que pg = @fgzl
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vérifie :

(ho+ f)ops =ht + fT, avec (fN)T = O(?).
h* est une nouvelle forme normale proche de h (At — k| ~ O(¢)).
Wt =ho+h, b= () +x(p)r + 5 R (),
L’hamiltonien S sera la solution de I’équation homologique non-linéaire suivante :
{ho, S} +{f = 1.8} + f1 =h+R,

avec R un jet de fonction. Pour résoudre cette équation on commence par résoudre 1’équation

homologique linéaire donnée par :
{ho, S} = h — fT + O(?). (3.3.1)

On répete apres la procédure précédente avec h™ a la place de hg et fT A la place de f. On

résoudra I’équation homologique pour

(o) = wl(p) -7+ 3¢ A)C)

pour w proche de wy et A proche de Ag.

3.3.1 Equation homologique linéaire

On considere un hamiltonien sous forme normale donné par

hp) = wlp) -7+ 3G A0

Dans cette partie on résout I’équation homologique (3.3.1). Les inconnues sont S et h. 1 suffit de

prendre S comme un jet de fonction :

1
S(0,1,¢) = Sp(0) + Sp(0)r + (5¢(0), €) + 5 (S¢c(0)C, ).
En remplagant dans I’équation homologique on obtient :

VS + VgSywr + (VoSeo, C) + %ms@.wg, &)+ (AC, TS)
+ (A(, JSecC) =C — fo+xr — frr—(fe, )

+ (G KCQ) — S {feeC, Q) + O(?)

1
2

N =

Ainsi on obtient quatre équation & résoudre. Notons que f € 7% (D, o, p) et que S appartiendra
a lespace T84 (D, o, ).

Les deux premiéres équations.
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Elle sont obtenues directement :

VSs(0).w = C — fo() + O(?), (3.3.2)
VoSr(0).w = x — f-(0) + O(?). (3.3.3)

Pour la résolution des ces deux équations on impose que :

Clo) = [ 10.0,0,p)d0. x(p) = [ £:(0.0.0.p)db.

La troisieme équation.
On a:
(VoScw, C) + (AC, TSc(9)) = —(fc, C) + O(?).

Or A est une matrice symétrique donc A* = A, par suite :

(VoScw, Q) + (ATS(8),¢,) = (= f¢, ) + O?).

Les matrice A et J commutent puisque chaque bloc de A est de la forme Ag = Cly + Coy. Par

suite la troisiéme équation est :
VoSc(0).w+ JAS(0) = — fc(0) + O(e?).

La quatrieme équation.

On a:

5 (V08¢c(6) . €} + (AG TSec(0)0) = 56, BE) = 5{ec(0)¢, 0.

En utilisant le faite que A est symétrique, A et J commutent, et que (AJS¢¢)* = —SecJA, on
obtient :

(€5 VoScc(0).wC) + (¢, AT S (0)C) — (¢, Sec(0)ATC) = (¢, BE) — (C, fee (0)C)-

Par suite on obtient la quatriéme équation

V@SCC(H).M + AJSC((H) — SCC(H)JA = —f«(&) + B+ 0(82).

Résolution des deux premiéres équations.

Les deux premieres équations homologique (3.3.2) et (3.3.3) sont de la forme suivantes :

Vop(8).w = (6) (3.3.4)

avec [ ¥(0)df = 0.
(Dans la premiére équation ¢ = Sy et p = C' — fp. Dans la deuxiéme équation ¢ = S, et

@b:X—fm)
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On développe ¢ et ¢ en série de Fourier :

©(0) = Z o(k)e R (9) = Z D(k)e

kezZn\{0} kezZm\{0}
avec P(k) = [pn ©(0)e=*0d0 et (k) = Jrn (0)e™*9dg. On résout I'équation (3.3.4) en choisis-
sant : R
P(k)

@“0:'”Ef5’ kezZ™\{0}; $(0)=0.

Pour avoir un contrdle sur les coefficients Fourier de ¢, il faut qu’on tronque en k. Ainsi Pour un

N e N*on a:

— Z L - w@(k)e—ikﬁ _ Z Qﬁ(k)e—ike o Z &(k,)e—ikﬁ

0<|k|<N kezn |k|>N

En utilisant I'hypothése A2 on a soit :
w(p) - k| >0 >k, VpeD
ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tels que :
(Op(k - w(p)), zk) = 0.

Le deuxieme cas implique d’apres la Proposition 3.1.1 que pour 0 < k < é et N > 1 il existe un

fermé dont la mesure de Lebesgue vérifie :
mes(D \ D;) < Cré N2+,
tel que pour tout 0 < |k| < N et peDjona:
- w(p)] > k.

On obtient ainsi un contrdle pour 0 < |k| < N :

(k)| < , O0<Ik[<N. (3.3.5)

Ainsi on a résolut

avec R(0) = — 3 tp(k)e k0.
|k|>N

Lemme 3.3.1. Soit f : R — C une fonction périodique et holomorphe sur le domaine |[Imé| < o

et continue sur |Im@| < o. Alors il existe une constante C' qui dépend seulement de n tel que les
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coefficients de Fourier de f vérifient :

[f(k)] < Ce™™7 sup [£(0)],

[Imb|<o

avec C' une constante strictement positive qui dépend de n.

Preuve. On a :

A

Fk) = | f(B)e™*de.

On peut également se placer sur le tore T" —i(o — 8)% pour tout 0 < € < o. Sur ce tore on a :

‘eik0’ < e—|k:|(a—a)_

Par la suite on a
f(k)| < / |£(0)|e”F(o==)dp
Tnfi(afs)‘—’,zl

< Ce M= sup  |£(0)]

[Imb|<o—e

< Ce M=) sup |£(6)).
[Imb|<o

On obtient I'inégalité voulu par continuité. O

Lemme 3.3.2. Soient k € Z", a > 0 et N € N* alors on a :

271
S el <= (3.3.6)
— an7
[k|<N
S JkleeM < 2 (3.3.7)
= q2n’ o
|k|<N
alN
_ ez
|k|>N
Preuve. e Démontrons la premiere inégalité, on a
n
N n
S el < ( > e“””') < (2/ e_mdw> <2
< < A S
[k|<N Ip| <N

e Le deuxieéme point se montre de la méme fagon que le premier point.

e Pour la troisiéme inégalité on a :

Z e~ alkl S/ P
|z|>N

|k|>N
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En faisant le changement de variable y = a|z| on obtient

n—1
/ oall gy / oV (y) dy
|z|>N y>aN a a

alN
< afnefT/ Oefy/2y"71dy
y>

alN
2

<C(n)

an
U

Lemme 3.3.3. Soient K > 0, N > 1,0< 0" <o <1,et1>pu>0. On considére ¢ et
¥ : R — C deux fonctions holomorphes sur le domaine |Imf| < o qui vérifient I’équation (3.5.4).

Supposons que p € Di(k, N), alors on a :

sup [p(0)] < ———— sup [¢(0)],
[ Imb|<o’ ’%(J -0 ) [Imb|<o
Ce—(o—a’)N/Q
sup |R(O)| < —— sup |¢(0)|.
|Im0\<a” ( )| (U_U,)n |Im9\<a‘ ( )|

avec C' une constante strictement positive qui dépend seulement de n.

Preuve. En utilisant (3.3.5), le Lemme 3.3.1 et puis (3.3.6) du Lemme 3.3.2 on a :

sup (o) < 3 N g,

\Im9|<a" |k“§N K
1 /
<O e M7 sup [y(6)],
C /
<= sup [¢(0)] D e Mo,

<% s o)

k(0 = ") 1mb|<o

Pour la deuxiéme inégalité, en utilisant le Lemme 3.3.1 et puis (3.3.8) du Lemme 3.3.2 on a :

sup [R(0) = sup | D d(k)e™|
[Imb|<o’ [Imb|<o’ |k[>N

< 3 [N

|k|>N

<C sup [$(0)] Y e M=,
|Im9\<0 ‘k|>N

Ce—(a—a’)N/2
< sup  [¢(0)].

B (0 - U/)n [Imb|<o
O

Lemme 3.3.4. Soient k > 0, N > 1,0 < o' <o <1, etl1>pu>0. On considére o et

¥ : R — C deux fonctions holomorphes sur le domaine |Imf| < o qui vérifient [’équation (3.5.4).
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Supposons que p € Di(k,N), alors on a :
sup [00(60)] <~ sup [0,6(0)] + 5 sup [0(0)
[Imé|<o’ g B ’{(U - U/)n [Imb|<o g KQ(O- - 0/)271 [Imb|<o 7
0,0 < ST sy (0,00)
sup S ——— . Sup )
Imbl<o’ (0—=0)" \imoj<o
avec C une constante strictement positive qui dépend de n et de ]w\(ﬂ(p).
Preuve. En dérivant (3.3.4) par rapport a p on obtient :
. Op(k) . (k)
Dpp(k) =1 Z-w + Z(k E (k.0pw(p)), pour 0 < |k|] <N,
et
d,R(k) = 9,0(k), pour|k| > N.
En appliquant les méme arguments que dans la preuve du lemme(3.3.3) on obtient :
sup [90(0)] <~ sup [06(0)] + 5 sup [0(0)
Imb|<o’ = Ko=) imoj<o K20 = 0') " 1ol <o ’
0,800 < S s 10,000)
sup S —F 5, Sup .
Imbl<o’ (0—0)" \imol<o
O

A présent on applique les lemmes 3.3.3 et 3.3.4 aux deux premitres équations on obtient ainsi

la proposition suivantes :

Proposition 3.3.5. Soient 0 <k <6, N >1,0< 0’ <o, et 4 >0 etw:D — R" de classe C'

tel que

|w — woler(py < do-

Supposons que pour j = 0,1 on a 8Zf € TP (o, 1, D) alors il existe un fermé dont la mesure de

Lebesgue vérifie :
mes(D \ D;) < Cord ' N2 F1),

tel que pour tout 0 < |k| < N et p€ D; on a :

1. 1l existe deuz fonctions analytiques So(.; p) et Rg(.;p) sur T2 tel que :

VGSQ(Q)/))'W = _f(evoap) + /T" f(eaoaoap)de + R9(67p)7
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avec

C

sup [Sp(0, p)| < ———[fT oD’
|Im9\<a” 9( p)| IQ(O' ) [[ ]] D
C C

sup [0,59(0, p)| < —————[0,fT P Y T P

|1m9|<0/‘ p 0(0,p)] k(o —o')n [ o f ]] D T (U )Qn [f ]] D
, Ce—(0—0")N/2

sup |0IRy(0,p)| < —n—[fT avec 7 =0,1.

\Im6|<o"| p 9( p)| (0__0_) [[ ]] w,D

2. 1l existe deux fonctions analytiques Sy (.; p) et R,(.;p) sur T7, tels que :

V05, (0, p)w = —V, £(6,0, p) +/ Y, £(6,0,0,p)d0 + R.(6, p),
T’I’L

avec
¢ Ty
sup [5:(60,p)] < —5———— 1710 5,
|Im0\<a'” ( IO)| Iiuz((f ) [f ]] D
¢ Tra ¢ T
< I —
|I:Lg|20/‘aps7“(9’p)| — HM2(CT O'/) [[8pf ]]o'p,, K MQ(U )Qn [[f ]] p,'D7
Ce(o— o')N/2

sup |8)R.(6, p)| <

)
fr o avec j =0,1.
[Imb|<o’ ( J/)n [[ ]] oD

La constante Cy dépend de |wo\c1(p) alors que la constante C dépend de n en plus.

Résolution de la troisieme équation.

On commence la résolution de la troisieme équation homologique par énoncer un lemme prouvé

dans [14]

Lemme 3.3.6. Soit A(t) une matrice carrée diagonale de taille N telle que ces valeurs propres

a;j(t) sont de classe C* sur I =] —1,1[ et que pour 1 <j < N et toutt €I on a :
ay(t) > 9.

Soit B(t) une matrice hermitienne de taille N de classe C* sur I avec

NGRS

IB'®)] <

alors

mes{t € T | ||[(A(t) + B(t)) 7| > x~'} < 4Ny '

Preuve. La matrice A(t) + B(t) est hermitienne, donc il existe une matrice unitaire P(t) telle
que :

P*(1)(A(t) + B(H)P(t) = D(t) = diag{A;(1), 1 < j < N}.
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De plus
1

Aj(t)

1

min X))
At)ea(A(t)+B(t))

A +B@®)7Y <
AW+ B <, max o)

Supposons la matrice A(t) + B(t) est analytique en ¢, alors il existe une paramétrisation tel que
les valeurs propres sont analytiques en ¢. De plus, pour pour chaque valeur propre A(t), on peut
trouver une paramétrisation tel que le vecteur propre unitaire associé u(t) soit analytique en ¢

aussi (voir [19]). On a alors

A(t) = ((A@) + B(#)) - u(t), u(t)).

En dérivant et en remarquant que (u/(t),u(t)) = 0, on obtient :

X(t)

((A'(t) + B'(t) - u(t), u(t)) + ((A(t) + B(t)) - u'(t), u(t))
((A'(t) + B'(1) - u(t), u(t)) + (u'(t), (A(t) + B(#)) - u(t))
((A'(t) + B'(t)) - u(t), u(t)).

Par suite, en utilisant les hypotheses faites sur A(t) et B(t), on obtient

N = [(A'() - w(t), u(t))] = [(B'(t) - u(t), u(t))] >

| s

Par suite on obtient

mes{t € I | min IAj(t)] < K} <ANwKS.
Aj(t)ea(A®)+B(1))

Dans le cas ot A et B sont de classe C' sur I alors pour tout € > 0 on peut construire deux

matrices analytiques A, et B, tel que :

o A =diag{aj(t), 1 <j < N}et|a —ajle <e.

o B est hermitienne et vérifie |B. — Blc1 < €.
Par suite pour 1 < j < Nettoutt €l ona:

ey o0
(@) (] =5 —e et B < 5 —e.
Donc pour une valeur propre A.(t) de A.(t) + B:(t) on obtient que :
0
N> § 2.

Par continuité des valeurs propres, on obtient que si |\(¢)| < & alors [A(t)| < K + & pour tout

t € I. Par suite pour tout € > 0 on obtient :

. 2(k+¢)
tel Aj(t < —".
mes{t € T| /\j(t)Eal(lz}ll(Itl)+B(t))‘ s < r} = 0/2 —2¢
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Ce qui termine la preuve du Lemme 3.3.6. O

NS,

Proposition 3.3.7. Soient 0 < k < 3%0,N>1,0<G’<aet,u>06tw:D—>R” de

classe C1 tel que

lw — WO‘Cl(D) < dg

et A: D — NFN Mg de classe C* tel que
|A — Aolg,crp < do
1l existe un fermé Dy C D satisfaisant
mes(D \ Dy) < Cdrd ' N" 2,
tel que pour tout p € Do il existe deux fonctions analytiques S¢(.;p) et Re(.;p) sur TV, tel que :
VoSc(0).w+ JAS:(0) = —fe(0) + Re (60, p),
avec

C
sup  [|S¢(0)[las+1 + sup \&(@’mﬁmﬂfﬂ]w,pv

|Imf]|<o" |Imf) <o’ 1(
10,80, i+ s (2,50, ) < M(Uc)%ﬂfﬂ] e
+W(C)[[ o100 5,
|1n§}91|20f”apR§(0)Ho‘ +|Ini;1‘20/|3p35(9)lﬂ mﬂfTﬂ oD

avec C et C deux constantes strictement positives telles que C dépend de n de |w0\cl(p) et

|Aolgc1(py alors que C dépend de |woler(py et de co.
Preuve. On considere le changement de variable complexe suivant :
A L S DY L 75 (Ps +1igs)
s — - T = s — :
Nls \/§ 1 —i %(ps - iQS)
Dans les nouvelles variables notre hamiltonien s’écrit sous la forme :

h(p) = w(p) - r+ (& Qlp)n),

avec () une matrice hermitienne. Dans ces nouvelles variables le jet d’une fonction g est donnée
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par :

5 =0(0) + 90(6) 7+ {96(6),€) + {92(6),m) + 3 (0ee (0)6,€)

1

+ 5 (gn (O)m, 1) + (gen (08, ),

et le crochet de poisson devient :
{h,S} = V,hVyS — VyhV .S —i((Veh,V,S) — (Vyh,VeS))
On cherche un hamiltonien sous la forme :

5(6) = 50(6) + Su(0)r+ (c(0), ) + (54(6) ) + 5 (Sec(0)E.©

L (S (00,7} + (Sen(O)E. 7).

+§(

En injectant tout cela dans 1’équation homologique (3.3.1) on obtient :

VSg-w(p) + VoSr.w(p)r + (Vo Se.w(p), &) + (VoSy.w(p),n)
+ 5 (V0Sec ()6, €) + 5 (VoS (o)) + (VoSeq (o))
— i(@Qn, Sy + Sy + Sen€) + i('QE, Se + See& + Senn) (3.3.9)
= C(p) + x(p)r + (& Kn) = fo = fror = (fe, &) = (fnom)
— Ul €) = 5 ) — o) + O,

On peut donc découpler la troisieme équation homologique en deux équations :

VoSe(0).w +iQSe(0) = — fe(0) + Re(0),

N (3.3.10)
V9Sy(0).w —i'QS,(0) = —f,(0) + R,(0),
avec () matrice hermitienne diagonale par blocs a coefficients complexes de la forme :
Q = diag{\s, s€ L} + H,
ou H est une matrice hermitienne diagonale par blocs.
On développe S¢, Sy, fe et f, en série de Fourier :
Se(0) = 3 Se(k)e™™0, S,(0) = 3= S,(k)e ™7,
kezZn kezn
fe0) = 2 fe(k)e ™0, f,(0) = X fy(k)e .
kezn keZn
Par suite les deux équations (3.3.10) deviennent :
i(k - wl +Q)Se(k) = —fe(k) + Re(k), ke zn, (33.11)
i(k - wl —'Q)S8, (k) = — fo(k) + Ry(k), kezm .
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Pour les résoudre il nous faut un contrdle sur les opérateurs (k- wl + Q) et (k-wl —'Q). Les

deux équations ont de la méme forme. On résoudra que la premiere.

Soit Qg la restriction de () au bloc s x s. En décomposant ’équation homologique par blocs
on obtient :

i(k - wlg + Q[S})g[s](k‘) = —f[s](k) + ]A%[S}(k‘), keZ", (3.3.12)

A

ou S[S](k:), 5 (k) et ]%[s](k) sont respectivement les restrictions de S’g(k), fg(k:) et }?E(k:) au bloc
[s].

Q[s) est une matrice hermitienne donc diagonalisable. Soit ay une valeur propre de Q[ et
rappelons que Qg = Dy + Hg avec Diy = diag {)\¢, £ € [s]} et H, une matrice hermitienne

de dimension au plus d. Par suite ay — Ay est une valeur propre de H).

Controler 'opérateur k - wlfg + Qg revient a controler |k - w + ay| pour tout 0 < [k| < N.
Remarquons que [3JN (p)|5 < % implique que pour tout £ € [s] :

0
2(s)28

<

NGRS

1 Co
ac = Xl < 1 Hig | < 1 Higlloe < 555 H (o)l < <7

Par suite on obtient :

3
lag] > X — |og — Ag| > ZCO<S>7

donc pour k = 0 (3.3.12) est bien résolue. Pour k # 0 en utilisant ’hypothése A2 on a soit :

RS
N >

k-w a2 k- w+ Ml = o = M| 2 0(s) — 5 = () = K(s),

ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :
(0p(k - w+ Xp), 2x) > 0.

Supposons qu’on est en présence du deuxieme cas. Remarquons que pour ce vecteur unitaire zy

on a :

)
1005 - 2k) Hig | < 11(9p - 21) Hig)lloo < 10pH glloc < 5-
2

Posons

J(k,s) ={p €Dk wly+ Q) I > (r(s) ™'}

En appliquant le Lemme 3.3.6 a la matrice diag{k - w + Ay, ¢ € [s]} et la matrice hermitienne
([s] on obtient
mes J(k,s) < dé 1 k(s) < 4Ccy drdé N,

pour |s| < 4Ccy'N et C := lwle1(py + b0 < |wlei(p) + 1. On considere 'ensemble B = {(k, s) €
Z" x L | |k] < N, |s| <4Ccy k6~ N}. Cet ensemble contient au plus 16Cc, ' N™*! points. Par
suite :

mes U J(k,s) < 64C%cy 2dré ' N2 = Cdré ' N2
(k,s)eB
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Pour |s| > 4Ccy ' N, on a :

k-w+ o 2 A — o — Ao = |k - w|
1 1
= cols) = 7cos) — cos)

> Kk(s).

On résout la troisieme équation homologique en posant pour tout p € Dy := D\ U J(k,s) :
(k,s)eB

A N

(Se)g(k) =i (k- wlig + Q) (fe)w(k) 0< [k <N,

)

et
(Re)sje = — D (fe)ge(k)e*®.

|k|>N

Notant (5”5)[3]4 le /-eme élément de (ﬁg)[s] et pareil pour (fg)[s][ et (Rg)[s]g. En utilisant le méme

raisonnement que dans la premiere équation on obtient pour tout 0 < o < ¢’ et tout p € Dy :

C
sup |(Se)ia1e(0)] < ————— sup |(fe)s0(0)],
|Im9\<g/|( 5)[]4( )| K<5>(0'_0'/)n|1m0|<g|( 5)[]6( )|
Ce~(0-0")N/2
sup |(Re)qe(0)| < ————— sup [(fe)ps)e(0)]-
\IMG|<J’|( 5)[]5( )| (0’—0”)" |Im9|<g|( 5)[]@( )’
Par suite :
sup  ||9e(0)]|asr < ————— sup || £e(0)]|as
o SeOllass < o s (1600
sup Se (60 S sup f 0 7
Ihnf)\<o—’| 0o H(U—U’)"ume|<a| e®)ls
C
sup [|S¢(0)|la+1 + sup [Se(0 < fT(o;,B7
o 8cOlana+ sup SO < T
Ce (0= )N/2
sup ||R§(9)||a§ —n sup ||f§T(9)||a,
|Imf| <o’ (0 —=0)" |rml<o
Ce(0—=0")N/2 .
sup |Re(0)|g < ———— sup |f2(0)]s,
|1m9‘<(ﬂ’ ¢(0)]s (o0 — o) |Im9‘<a‘ g( s
Ce (0= )N/2

sup ||Re(0)||la + sup |Re(0 S—fTa,,D,
oup IReO)la+ sup ROy < = o 1o

avec C' une constante strictement positive qui dépend de n de |wolc1(p) et |Aolgc1(p)-
Pour prouver les estimations sur les dérivées de S¢ et de R¢ par rapport a p on dérive les équations

(3.3.11. On obtient :

i(k - wl + Q)9,S¢(k) = —i(D,k - wI + 8,Q)Se(k) — dfe(k), 0<|k| <N,
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et

OpRe(0) = = > 9p(fe)(k)e™.
K[> N

Le méme procédé décrit précédemment nous donne :

C
sup  [|0pS¢(0, p)lla+1 < 575 sup [1fe(0,0)la
mbl<or " C = K20 = )2 gl

C
+ ——+——— sup ||0,fc(0 s
K(O' . 0_/) \I |<U H pr( ,O)H

et
sup [0,S¢(0 sup | fe(6
|Im9|<a| (0, p)ls+ < o — o) |Im9\<a’ ¢(0,0)ls
Y s (9,500.0)
k(0 —0")" | rme| <o pIET PG
Par suite :
c Tya
sup [|0,5¢(0, p)llactr + sup 18,5¢(0, p)lp+ < 5o [f [
[ Imb|<o’ [Imb| <o’ /J’( )
c Ty
—I—m[[ o f ]] o,u,D*

De méme pour la dérivée en p de R¢(#) on obtient :

Cef(afo")N/Q

sup [0, Re(0)]la < sup |9, fe(0) o

[Imb|<o’ (U - U/)n [Imb| <o

et
)]s < ST sy (0,46(6)
sup < ———,— sup -

[ Imb|<o’ P g (O-io-l)n [Imb|<o PIs g

Par suite
Ce™ (c—0')N/2 .
sup [|0,Re(0)la + sup [0,Re(0)]5 < ————[0,f" 15 .
\Imf)<o" | Imb| <o’ (0 —o)n

avec C une constante strictement positive qui dépend de n de [wole1(p) et |Alzc1(p.- O

Remarque 3.3.8. La clé pour résoudre la troisiéme équation homologique était de controler les
valeurs propres de l'opérateur hermitien diagonal par blocs k - wI + @Q qui est de classe C* sur D.
Pour cela on s’est restreint a un bloc donné et on a résolu l’équation par blocs. Plus précisément,
on a considéré l'opérateur hermitien k - wljy + Qg qui est la restriction de k- wl + Q) au bloc
[s] x [s] avec Qpq(p) = diag{\e(p), £ € [s]} + Hiq(p) ou Hig(p) est une matrice hermitienne de
classe C' sur D. Si ay est une valeur propre de Qg alors ay — Ay est une valeur propre de Hiy).
L’un des points clé de la démonstration est de controler 0,(ay — A¢). L’hypothése que lopérateur
k- wlig + Qg est hermitien est essentielle. En effet si l'opérateur étail juste diagonalisable alors
on ne peut pas espérer trouver une base orthonormé dans laquelle la matrice est diagonale. Dans

ce cas on ne peut pas controler |0,(ay — Ag)| par ||Hg||. L’autre difficulté est que la matrice
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n’est pas analytique. En effet pour une matrice de classe C', ses valeurs propres ne sont pas
nécessairement de classe C1. Si on suppose de plus que la matrice H est analytique en p (ce qui
revient a supposer que A’ est analytique) , alors en utilisant I’hypothése lﬁngg < % pour j = 0,1,

on a directement que :

1
()27

|05 (ae = Xo)| < 195 Hig | < 18] Higlloo < |05H (p)ls <

(%)
NGRS

2(s)26

Par suite en utilisant ’hypothése A2 on a soit
|k - w+ ag| > K(s),
ou bien il existe un vecteur unitaire zy, € RP tel que
0
(Op(k - w + ag), 2)| = 5,

et on conclut en utilisant un raisonnement de méme type que dans la Proposition 3.1.1.

Résolution de la quatriéme équation.

Proposition 3.3.9. Soient 0 < k < g < émin(co,cl) ,N>1,0<0' <o,u>0ctw:D —R"
de classe C' tel que

|w - w0|C1(D) < 50.

et A: D — NFN Mg de classe C* tel que
|A — Aolg,crp < do-
1l existe un fermé Ds C D satisfaisant
mes(D \ D3) < Cd(6 k) NV,

avec t,v > 0 et tel que pour tout p € D3 il existe une matrice KDs — Mz NNF de classe Ct,
Sce(iip) et Ree(i5p) : T x D3 — Mg de classe C1 et analytique en 6 tel que :

VoScc(8, p).w(p) + A(p)JScc (0, p) — Scc(0, p) T Alp)
= —fec(0,p) + K(p)(p) + Rec (6, p),
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ou pour tout (0,p) € T, x D3 on a :

sup |Sec(8 — [T,
|Im9‘<o-| QC( p)’ﬂ'i' KL (O' ) [[ ]] D
sup (0,50, s < g LT
|Imé|<o’ ¢ pr = 2p2(o —o')n oD
c T
+ Wﬂa oS ]]U/L'D’
Co—(o—0")N/2 o
sup QJR > S, o 9 .] - 07 17
|[m0|<o" CC( )|B L (O' . O',) [[ ]] i, D
5 [[ JfT]]o’ .
05K (p)|s < 2 2D =0,1,

La constante C' est strictement positive et dépend de n, |wo|ci(p) et |Aolgcr(p), alors que la

constante C' dépend de |woler(py, co et ci.

Preuve. En utilisant les mémes notations et changement de variable que dans la troisiéme

équation on peut décomposer la quatrieme équation d’apres (3.3.9) en trois équations :

VSee(0) - w +iQSee(0) +iSee(0)'Q = — fee(0) + Ree(0),
VoS (0) - w — iSyn(0)Q — ' QS (0) = — fi(8) + Ry (0), (3.3.13)
VGS&n(G) Tw+ ZQS&?(H) - iS&n(e)Q =K — fén(e) + Rén(e)-

On développe Sge, Sey, Sen, fees fens fen, Ree, Rey et Ry en série de Fourier. On obtient que pour
tout k € Z" :

(k- wl + Q)See(k) + See(k)'Q = z’(fz (k) — Ree(k)), (3.3.14)
(k wl Q)gnnuf) nn(k)Q = n(k) - Rnn(k)) (3-3-15)
(k- wI + Q)Sey(k) — Sen(k)Q = —i(00K — fen(k) — Rey(k)), (3.3.16)

ou dj ; désigne le symbole de Kronecker.

Les équations (3.3.14) et (3.3.15) sont de la méme forme, donc pour terminer la résolution de
I"équation homologique il suffit de résoudre (3.3.14) et (3.3.16) par exemple.

Résolution de ’équation (3.3.14). Soit M une matrice de Mg et notons My (¢ sa restriction
au bloc s x s'. On définit Qg := Qg5 o1 @ = D + H avec D = diag {\s(p), s € L} et H une

matrice hermitienne diagonale par blocs. En décomposant (3.3.14) par blocs on obtient :

k- w(See) 9,151 (k) + Qo) (See) s, (k) + (See) o), 51 (0)! Qs =

. ! (3.3.17)
i((fee) s, 157 (k) — (Reg)ps) 11 (F))-

Q[s) est hermitienne donc il existe une base orthonormé tel que Q[s} = tP[S]Q[S] Py, est diagonale.

De méme pour tQ[S/]. En multipliant 1’équation (3.3.17) par tP[s] a gauche et Py a droite, on
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obtient :

k - w' Py (See)(s), 1 (k) Py + "Pr) Q1 Py Py (See) s, 1) (k) Prory +
Py (See) 151 (k) P P! Qs Py = 1" Py (Fee) (51,151 (k) — (Ree)ps). (51 (k)) Por-

En posant

>

A

(See) (s 151 (F) = "Prs) (See) o), (k) Py
(fe&){ap.1sn (k) = Py (fee) 5,11 (k) Py,
(Ree)(og o) (F) = Py (Ree) s, 151 (k) Py

on obtient ’équation suivante :

(k ’ OJI[S] + Q[S])(S’ff)/[s},[s’}(k‘) + (S(ff){s},[s’}(k‘)é[s/] = Z(fgg),[s],[s’](k)
— i(Reg)ig o (k). (3.3.18)

Soient oy une valeur propre de Q[s} et ap une valeur propre de Q[S/]. Pour résoudre (3.3.14) il
nous faut un controle sur :

k"w—FOég—FOég/,

pour tout £ € [s] et £/ € [s']. L’hypothese [0 N (p)|g < ¢ nous donne que [H|g < ¢ et on obtient :

(s)7P <~ <

IS

%
<

IR

e = Adl < [ Higll < [|Hpg)lloo < ()7 |H(p)|5 <
Donc pour tout £ € [s] et tout ¢/ € [s'] on a :

ag 4+ ap] > X — |ag — Xl + Ao — |ag — Ao
C C
> cofs) = Z(s) + cols’) — ()

8
> £((s) + (s))-

Ainsi on a obtenu un contréle pour k = 0. Supposant que k # 0, en utilisant ’hypotheése A2 on a

soit :

k- wtap +ag > [k -w+ X+ Ae| = |aw — M| = [ar — N

> 5((s) + ()~ § )
5 i

> 2 (4s) + ()

> ({s) + (1),

ou bien il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :

’<8p(k cw + )\g/ + )\g),zk>| 2 (5
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Supposons qu’on est en présence du deuxieme cas. Pour un vecteur unitaire z; € RP on a :

o, _
10, - 2 Higll < 185 - 26) Higlloo < 10pHglloo < 7{8)™ <

RS

En simplifiant les notations on peut réécrire 1’équation (3.3.18) sous la forme :
L(k, S, S/)S[s],[s/] = iF[s],[s’]a (3319)

avec

Lk, 5,5')8 = (k- wlis] + Qp)Sp ) + Sis (21 Qs

et
Fig 11 = fls) i1 + Bl 7]

On munit M (C) du produit scalaire canonique suivant : pour A, B € My(C) alors (A, B) =

tr(AB*). Remarquons que L est un opérateur hermitien pour ce produit scalaire. Posons
J(k,s,8") = {p € D | |(L(k,s,8) 7| > (w({s) + ()"}
En suivant la méme procédure pour démontrer le Lemme 3.3.6 on obtient que :
mes J (k,s,s") < 4do~ k((s) + (s')) < 16Ccy dré N,
pour max(|s|, |s'|) < 4Ccy'N et C := |wle1(py + do < |wler(p) + 1. On considere I'ensemble
Bo = {(k,s,s") € Z" x L x L | |k| <N, max(|s],|s'|) <4Ccy N}
Cet ensemble contient au plus 240205 2N"+2 points. Par suite :

mes U J(k,s,8) < 28C3¢cy3dré I N3 = Cdré N3,
(k,s,s")€Bg

Posons D =D\ U J(k,s,s"), on alors pour tout p € Dy
(k,s,s")eBo

kw -+ o+ apl > ((s) + ().
Si max(|s|,|s'|) > 4Ccy ' N, on a alors :

|k -wHap+ap| > e+ X — |lag — M| — |ar — Ao — |k - w
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On résout I’équation (3.3.18) terme par terme en posant pour ¢ € [s] et ¢/ € [¢] :

7 ~
e/(f )[S][’](k) pour\k| SN,

YR =
z'(Sﬁﬁ)[s],[S’](k) Ckewdap+ap ‘

0 (Ree) g1 (k) = 0 (Fee)g oy (k),  pour k| > N.

Les matrices P[g,]l et Py sont unitaires, donc en utilisant le méme raisonnement que dans les

trois premiéres équations on obtient pour tout 0 < o < o’ :

C
r((s) + (")) (o —o")"

Ce—(a—ol)N/2 .
1(fee)(s), 1517 (B) loo-

(o0 —o")n

1(See) g5 () oo <

1(Fee )7 (F) oo
1(Ree) gy s () oo <

Par suite on a :

C
|1nilel\lia/|(5&)[s]’[5'](9)| S CER TR ‘Iilelllia|(fff)[s 1s1(0)];

Ce—(o—0")N/2
sup |(R5§)[s],[s’](9)‘ < sup ‘(fég)[s] [s/](g)‘

|Tmb| <o’ (0 —=0)" |1mo|<o

De méme on a :

sup |[(Sege)(6 < sup (/. ’ 3.3.90
|Im9|<0"( ) (0)|s+ o — o) |m9|<0_\( ¢)(0)|5 ( )
Cef(O' o')N/2
sup  [(Ree)(0)lp < ————— sup [(fee)(0)]- (3.3.21)
|ImB|<o’ (0 =0 |1moj<o
Par suite
sup  |See(6, p)| #W]}
Imbl<o’ B = (o — o lowps
et
Ce—(o—0")N/2

’/B
sup | Ree(O)|s < =5 ——- [ 1o
|Tmé| <o’ & B #2(0-_0-/)11 o,u,D

avec C' une constante qui dépend de n et de 5. Pour prouver les estimations sur les dérivées de

See et de Ree par rapport a p, on dérive les équations (3.3.14). On obtient pour |k| < N :
(k- wI +'Q)8, e (k) + 0,5ee (k)Q = =0, (k - wI + Q) Sge (k) — See (k),Q + i fee (k),
et

OpRec(0) = > 0yl fee)(k)e'™?.
k|>N
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En utilisant la méme méthode que pour démontrer les estimations (3.3.20) et (3.3.21) on obtient :
sup_ 19,50, )| o sw @0l
up P)lp+ <557 Sup p
[ImB|<o’ « ’ (J - O-I)Q [Imb|<o %

C
+———— sup [9,fe«(b,p
K(O'—O') |m9|<o‘ P gf( )’

Par suite :
S |0pSee (0, p) |5+ _MﬂfT]]w,
R e R S
De méme Clo—(0—0")N/2
|1:L;20'|OPR§E(0)|B < W\I:};anpkg(e)‘ﬁ’
par suite : (- N2
RO < b T

C une constante strictement positive qui dépend de n de |wolc1(p) et |Aolgc1(p)-

Pour obtenir les estimations sur Sy, (0), 0,5, (0) , Ry,(0) et 0,Ry;,(0) on suit exactement le
méme schéma.

Résolution de I’équation (3.3.16). Pour terminer la résolution de I’équation homologique, il

reste qu’a résoudre 1’équation (3.3.16).

En décomposant en blocs 1’équation (3.3.16) on obtient :

k- (S’fﬂ)[s] 1571 (k) — Qs (Sen) s, 11 (k) + (Sen) 51,151 (F) Q1)
—i(6k,0K 51,17 — (Fen) 51,11 (B) + (Ren)is) s (K))-

En diagonalisant comme dans ’équation (3.3.14) et en reprenant les mémes notations on obtient :

W(Sﬁn)fs] [s’]( ) — Q[s](Sﬁn)[s 1,[s'] ( )+ ) (k)Q[s/]

E (3.3.22)
0K ) — en)fy oy (F) + (Ren )l <k>>

Soient ay une valeur propre de Q[S] et ap une valeur propre de Q[s/]. Donc pour résoudre (3.3.16)
il faut avoir un contrdle sur :

k'UJ‘FOég*ag/,

selon k.
& Si k =0 alors on distingue deux cas :

— Si [s] = [¢], c’est & dire qu’on est sur le méme bloc. On ne peut pas contrdler ay — ayr,

on pose alors :

A

(Sen)s5(0) = 0. Ky 1 = (fen)(yy19(0);
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ainsi dans ce cas ’équation est bien résolu.

— Si [s] # [¢/], alors en utilisant 'hypothése A1, on a pour tout £ € [s] et ¢ € [¢'] :

’ag — Ozg/| Z ‘)\g — )\g/’ — |Ozg — )\g’ — |a/g — )\g/|

(sl = 1s"Il)

1) C1
>allsl -l -5 =5

> m(1+ s = [5]])-

Dans ce cas on résout I’équation (3.3.22) en posant :

~ (ffn),[s’],[s] (0)

(an)/[sf],[s] (0) =1 , K[/S’L[S] =0.

Qg — Qg

& Si k # 0, alors en utilisant deuxiéme condition de Melnikov A3 on a pour tout |k| < N il

existe un fermé Dy C D dont la mesure de Lebesgue vérifie :
mes(D \ D2) < C(6 &)™ N,
pour 7,¢ > 0 tel que pour tout p € Dy on a :
k- w+ Ar— Mgl > 26(1+ [|s] — |5']])-

On fixera a la fin de la résolution de I’équation homologique & tels que & < . Pour tout

p € Dy on obtient :

k- wtapr —ag > [k -w+ X = Aor| = o — M| = Jewr = A

4 )
> 2R(1+ |ls| = |s'll) = ()7 = 2{s") ™
4 4
> 28(1+|Is| = Is'|l) — &
> R(L+[]s| = I5lD),
1/28 1/28
pour min(|s|,|s’]) > (%) / . Supposons & présent que min(|s|, |s'|) < (%) / . Sans

5 >1/25

perdre de généralité, supposons par exemple que |s| < <ﬁ . En utilisant I’hypothese

de non résonance A2, soit on a :
[k -w+ A=A = 0(1+[s] = |s]]),
ce qui donne

k- wtap —ag > [k -w+ X = Ae| = o — M| = Jewr — A
o 0

> 31+ lls] = [5) - 3 - 3

> k(14 Is| = Is'll),
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soit il existe un vecteur unitaire z; € RP tel que :

<8p(ki ‘W + )\[ — )\gl), Zk> > 0. (3323)
0

1/28
Supposons qu’on a le deuxiéme cas. Sans oublier que |s| < (ﬁ> , supposons que

||s| — ||| > 2Cc; ' N avec C := |wler(py + do < |wler(p) + 1. On a alors :

k- wtar—ap| > [Ae = Ae| = |k w| = [ag — A — |ar — Ayl
0
> erllfs| = Il = S(llsl = 51 - 5

> m(1+|ls| = [5]]).

1/28
Il reste & voir un nombre fini de cas, c’est a dire quand |s| < (%) / et ||s|—|s'|| < 2Cc; ' N.

1/28
Remarquons que ces deux conditions nous donne que |s'| < QCcl_lN + (%)

. Posons :

I(k,s,s')={peD||k-w+ar—ap| <s(l+][s|—|s]])}

Supposons que les valeurs propres de la matrice hermitienne H sont analytiques, par suite

on obtient

[«%)
S

1
|0p(ae = Ae)l < 10, Hig)| < (10, His)llo0 < WWpH(P)Lﬁ S 15

D’apres (3.3.23) la mesure de Lebesgue de I(k, s, s") vérifie :

5 1/2p
mes I(k,s,s') <85 'k (2~> +Cc'N .
R

Si les valeurs propres de H ne sont pas analytiques, on obtient la méme estimations
par densité des fonctions analytiques dans les fonctions continues (voir la preuve du

Lemme 3.3.6). Posons
5 1/2p8
B = (k‘,S,S’)6Z”><E><[,‘|]<;‘§N7 ‘5‘§<2~) :
R

5 1/2p8
s’ < 2Cc;'N + <~>
2K

|~
‘)—‘

2

™
=

Cet ensemble contient au plus N" (%) (2C’cl_1N + (%) : ) points. Par suite en posant
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=D\ U I(k,s,s’), on obtient que
(k,s,s")eB1

. L5\ . §\Y2\ |
mesD\ Dy < N <%> 2Cc; "N + (2%> 0K
5 1/28 B
X ((%> +Ce'N
5 3/28
< N™t2 <> Cr20%k6 1,
R
_68
Pour le choix & = ¢ (§) %% on a bien i < &, de plus :
_2B8
~ 942
mes D\ Dy < CN"*? <’;> =
Par construction pour tout p € Do ND) on a :
k-w+ap—ap| > r(1+|]|s] = |5]]).

Pour p € Dy N D), on résout I'équation (3.3.22) en posant pour ¢ € [s] et ¢/

1

TR =
gl(Sén)[s],[S’](k) o kewt Qg — ay ‘

0 (Ren)lg 11 (B) = 0 (fen) (g (k) pour [k > N.

Le méme raisonnement que dans I’équation (3.3.14) nous donne que :

sup  |(Sen)(0)]p+ < sup | (fen)(0)ls,

/
|[Imé| <o’ k(o —a')" [Imé| <o

Cef(a'fo' )N/2
sup |(fen) ()5

sup  [(Ren)(0)ls < ————5—
[Imb|<o’ i g (U - OJ) [Imb|<o

C
sup a Sen(0 P — 5~ Sup f 0 . P
\Fmo| <o ‘ 577( )‘BJr K (0. _ O./)Q |1m9‘<a‘ 577( )’

C
+ ——— sup [9,fen(0,p)ls,
H(O'—O') | m0|<o' | P 577( )|5

C
sup [0,5¢,(0 EEEC—
|Im9|20 ‘ 577( p)‘ﬁ‘i’ MQ( )Qn Hf ]]UM'D

C
+ 2(0_7[[69](]] oD
Clo—(0—0")N/2

[ Im0|<o’ N /,62(0' - U/)n

R [[ fT]]o' .
’agK(P”ﬁ < Tu’a J=0,L

Tﬂang
o,u, D>

avec C' une constante strictement positive qui dépend de n, de |wolc1(py et de [Ao|gc1(p)

Ce qui acheve la résolution de I’équation homologique.

o (fen)(g 1 (k) pour [k < N,

c [s’] :
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Théoréme 3.3.10. Soient 0 < k< § < fmin(cg,c1) , N>1,0<0 <o, u>0etw:D —R"
de classe C' tel que

]w - wolcl(p) < (50.

et A: D — NFN Mg de classe C* tel que
|A = Aolg,crp < do-

Supposons que agf € TP (o, 1, D) pour j = 0,1. Il existe alors un fermé D' = D'(k, N) € D tel

que

mes(D \ D) < Cd(kd~ )" NV

pour v et v strictement positifs et C une constante qui dépend |w0\cl(p) , ¢o et c1. Pour tout p € D’
et 7 =0,1, il existe deux jets de fonctions S = ST et R = RT tel que 825 € TP+ (o' 1, D) et
8ZR € TP+ (o', i, D) et une forme normale

= [ 50,0000+ [ £(6,0,0,p)d0.0 + (¢ K(p)0)
Tn Tn

tel que
{n,S}+ fT =h+R.

De plus pour tout p € D' on a :

. oI T
05K (p)ls < W j=0,1 (3.3.24)
SIS < —— [FT100 (3.3.25)
o’/ ,LL"D/ (O' — O',)Qn U,/.L,’D’ .
o Ce™ (c—0’)N/2 B
IR i’p/ ﬁ[{f,r‘]]ogh)? (3.3.26)

avec C' une constante strictement positive qui dépend de n, de 3, de |wolci(py et |Aolgcr(py-

Remarque 3.3.11. En vertu de linégalité (3.2.3), toutes les estimations précédentes restent

valable en remplacant fT par f.

3.3.2 Equation homologique non-linéaire

Dans la suite du chapitre, on travaille avec I’équation homologique non-linéaire. (Voir Re-

marque 3.4.1 pour l'utilité de la résolution de I’équation homologique non-linéaire.)

Proposition 3.3.12. Soient 0 < & < g < %min(co,cl) L, N>1,0<0 <o, pu>0cet

w:D — R" de classe C' tel que

|w — woler(py < do-
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et A: D — NFN Mg de classe C* tel que
|A — Aolg,crp < do-

Supposons que Bgf € TP (o, 1, D) pour j = 0,1. Il existe alors un fermé D' = D'(k, N) € D tel
que

mes(D \ D) < Cd(k6~1)*N?

pour v et v strictement positifs et C une constante qui dépend ]w0|cl(p) , ¢o et c1. Pour tout p € D’
et j = 0,1, il existe deux jets de fonctions S = ST et R = R" tel que 325 € TP+ (o', u, D) et

6{;R € TP+ (o', i, D) et une forme normale h égale & une constante prés a

A

SR,

>

=w(p)-r+

tel que
{hSY+{f =" Sy + " =h+R

De plus pour tout p € D' on a :

/
757 M = 1 ’:‘2
%25 (1 + st ) ., (3.3.27)
/
767 A 'u' o 1 ':2
RIS < O (1 T ) : (3.3.28)
C ! 1
[0} ﬂ-i— K ILL — :\2
[S1505 < = (1 T )g, (3.3.29)
) = MI M/Q €
L ,u/ H/Q 5\ €
|0,K (p)|s < C (1 + H/i,u3: + H,Lbﬁfizz ) ek j=0,1, (3.3.31)
avec
A = 67(070’)N/107 I= (O’ )6n+2
e=Maps E=00p

C >0 et dépend de n, de 3, de |woler(py et |Aolgcr(p)

Preuve. On considere o’ := 05 < 04 < 03 < 09 < 01 < 0 =: 0 une progression arithmétique, et

o=y < pg < pg < pe < gy < po =: june progression géométrique.

On rappelle que I’équation homologique non-linéaire est donnée par :

{h, Sy +{f = "8} + f" =h+R, (3.3.32)
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avec S, h et R des jets de fonctions. On commence par écrire S sous la forme = Sy + 51 + S2, avec
S0(6) = So(6); S1(6,7) 1= Su(O)r +(Sc(0).; $2(6,0) = 5(Scc (OGO (3339)
On décompose h™ et R en trois parties :
h=h"+h'+h% R=R"+R'+R%

En remarquant que {f — f7,S3}7 = 0, on peut décomposé ’équation (3.3.32) comme suit :

{n, S} + f7 =1’ + R, (3.3.34a)
{h,S1}+ fI = 0"+ R  avec fi = {f — f7, S0} (3.3.34D)
{h, S5} + fF =h?>+ R? avec fo = {f — /7, 81} (3.3.34¢)

Ainsi pour résoudre 1’équation homologique (3.3.32), il suffit de résoudre successivement les trois
équations homologiques précédentes. De plus chacune de ces équations est du méme type que

I’équation homologique linéaire qu’on a résolut dans la section précédente.

Posons
A = e*(O’*g/)N/lo’ I = (U _ 0/)6n+27
=G ==L
Gréace au Théoreme 3.3.10, on obtient :
—(oc—0’)N/2
0paBom opasn o Ce
[R) i < e [RIG My < NCET
C
a,B4+,Kk
[[S ]]01 D= mg. (3335)

Regardons & présent (3.3.34b). En utilisant le Lemme 3.2.4 puis le Lemme 3.2.3 on obtient que

f1 vérifie :

C
Oé,ﬁﬂi T Oé,ﬁ,ﬁ] 76+ K
[I:fl]]o'g,ug,'p/ S (O' o O_/)M/Q [[f - f IIU'I:NLDI [[S ]]0'1 ST, D!

Cy _

= (o= 0/)2n+1,w35:'

Ainsi, grace au Théoreme 3.3.10, on obtient :

7/8 T 7/8
[[ ]]02 ,UZ D = [[fl ]]az,u,;,
Cy'
— (U _ U’)2”+1/€M3

—

ez,
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1na.B:k B,k
[R ]]03 p2,D’ S ( ) [[f ]]02 u2,D

CAyY e
= (o — o/ )3ntlgud

ot ¢ Tya.6,5
(511500 < G = grzng U1 Losiam
Cu —
= (0 — o/)In+i2,3 e=. (3.3.36)

A présent on s’intéresse & la résolution de ’équation (3.3.34c). En utilisant le Lemme 3.2.4 puis

le Lemme 3.2.3 on obtient que f; vérifie :

76 K C T ,ﬁ K O{,ﬂ-ﬁ-,l{
[l < (o — o'\ Lf = 150 o [5055 0p
< C e=2.

— (U _ U/)4n+2/<52,“«3/1«/

Ainsi, grace au Théoréeme 3.3.10, on obtient :

[R5 o < U T

04,14,D
c =2
< ez
— (J _ J/)4n+2n2u3ul
2 7/87 T 767
[[R ]]35»#’2,@’ < (0- ) [[f2 ]]04#47
CA 9
< €=
— (0‘ _ J/)5n+2H2M3M/
C
a,B+,k T8,
152000 ip = (= gy 12 Lo
< ¢ =2,
— (U _ 0/)6n+2H2H3M/
Ainsi les inconnues de 1’équation homologique (3.3.32) vérifient :
= =2
[ e 1 pe = £
L) i < + (0 — o )2ty + (0 — o yin+223,/
CA = =2
a,B,k :U'
[R], RS (0 — of)on+2 <1 +- ro3 + H2M3M’> €

B+, C WE =2
ST¢ ' “/ - |1 7= =
1515 WD = (g glyont2y ( + PRE + HQMBM/> €

Il reste & prouver les estimations (3.3.30)-(3.3.31). Commencons par la nouvelle fréquence. D’apres
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le Théoreme 3.3.10 la nouvelle fréquence @ est donnée par :

@:/ Vrf(G,0,0,p)d0+/ Vrfl(Q,0,0,p)dﬂ—i—/ Y, f2(6,0,0, p)do.

Ainsi, un simple calcul nous donne que :

& :/Tn V. £(6,0,0, p)df + /Tn Vir f(6,0,0,p)VeS0(6,0,0, p)do
" /Tn Y, £(6,0,0, p)VS1(6,0,0, p)do
+/Tn VeVe(f = 1), IVeS1)(6,0,0, p)df
= 01 + @9 + O3 + Q4.

Pour & on a :

1] < 5.
0

Pour @9, en utilisant I'inégalité de Cauchy et ’estimation (3.3.35) , on obtient :

|@2| < [IVEF(8,0,0,p)]| n )| VoS0 (8, 0,0, p) [
1

< ——— sup Virf(x)||re) [|[V0Se(6,0,0, n
PR zeOM(R”)(H f(@)][rn) [ VoSo( P)lIr
C ~
< €=,

= (o= 0")PRpP (P — p?)
De méme pour @3, en utilisant I'inégalité de Cauchy et 1’estimation (3.3.36), on obtient :

| < i =2,
— (J _ J/)471—{-1[,,/]72M5(M2 _ IU/Z)

En utilisant 'inégalité de Cauchy, I'estimation (3.2.4) du Lemme 3.2.3 et 'estimation (3.3.36),

on obtient que w, vérifie :

CILLI2 9
(0 — o) An+1k2,6( 12 — le)g; :

|g| <

De méme on montre que 0, vérifie la méme estimation que & pour tout p € D'.

Il reste & montrer l'estimation (3.3.31). On peut décomposé K comme suit :
K =Ky + Ky + K3,

avec K provenant de la résolution de ’équation (3.3.34a), Ky de (3.3.34b), et K3 de la résolution
de 'équation (3.3.34¢). D’apres 'estimation (3.3.24) du Théoréme 3.3.10, on a pour tout p € D’ :

105715
2

103 1o
0 2

101K (p)|s < , K (p)lp < p

)

pour i € {1,2} et j € {0,1}. On conclut en utilisant les estimations obtenues sur f; et fo. O
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3.4 Preuve du théoréme KAM.

Dans cette partie on donne la preuve du théoréme KAM (3.1.2). On décompose la preuve en

deux étapes : une étape élémentaire et une étape itérative.

3.4.1 Etape élémentaire.

Considérons un hamiltonien h sous forme normale

h(p) = wlp)r + 3 (G Alp)C),

ot A = D+ N, avec D définie comme dans (3.1.2) et N € NFN Mg pour 5 > 0. On suppose que
les fréquences internes w et la matrice D vérifient les hypothéses A1, A2 et A3 alors que IV vérifie
I’hypothese B. Pour j = 0,1 on considére une perturbation f tel que 8;; f € TB(D,o,u) de taille
€. On cherche un jet de fonction S afin de construire un changement de variable symplectique

@}g proche de l'identité tel que :
(h+f)o®s=h1+ f1, avec (1)) ~0O@E), v>1
h1 est la nouvelle forme normale proche de hy, c’est a dire |hy — h| >~ O(e), avec :
hi=h+ h.
D’apres la section précédente S est solution de ’équation homologique non-linéaire :
{h,SY+{f - 1.8} + T =h+R.
En utilisant la formule de Taylor on a :

(h—i—f)OCI)}g:h—i—f—l—{h—i—f,S}—l—/Ol(l—t){{h—&-f,S},S}o(I)tSdt
=h+h+{h,SY—h+f+{f.S}

+ /01(1 —t){{h + £, S}, S} o ®Ldt.
Or d’apres ’équation homologique non-linéaire :
{h. 8} =h=R—{f-f1.5}" — f".
Donc

(h+flods=h+h+R+(f— )+ {f,.5}-{f— 1,87
+/1(1—t){{h+f,5},5}oq>gdt
0

:hl+f17
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avec

f=R+(f= ) +{Sy-{r-r".s}"
+/01(1—t){{h+f,5},5}0‘1>f9dt

Remarque 3.4.1. Si S est solution de I’équation homologique linéaire :
(h,S}+ T =h+R

alors
(h+ f) o ®5 = hy + fi,

avec
fi= R Mot [ (1= 0+ R 1T, ) ot

Dans les itérations du théoréme KAM le terme (f — f1) o q)}q est trés défavorable. Pour avoir

un controle sur le jet de la perturbation da chaque étape on est amené a estimer le terme
T

((f — Mo @}g) . Ce terme est difficile a contréler. Pour cela on résout I’équation homologique

non linéaire. De plus on remarque que

1 T
T =R+ {757 + (/O (1—t){{h+f,5},5}o<pgdt> . (3.4.1)

Lemme 3.4.2. Soit 0 < k < g < %min(co,cl), N>1,0<o <o<1let0<y < %

Supposons que les hypothéses A et B sont réalisées, que pour j = 0,1 on a 32]" € T(D,o, ),
que R satisfait I’estimation (3.3.28) et que pour tout p € D' C D on a GZS e TPH(D, o', 1)

vérifie l'inégalité (3.3.29). Si

)

3 6n+3,,5,,/
welo = o)y p (3.4.2)

~ 3k 4 K/ E 4+ 227

LF7es <

alors agfl e TP(D' o', 1) et on a

A = 'z (A+1)Xe XeE

a,fB,k 14

’/ / pu— X

Ao iror = (H + Ik p? + Ikp? 12k pu'? Hnu"*) c
3 (3.4.3)

W
A £ (A+1)Xe  Xe=
o, B,k
A1 o < (H et e T wa’4) Xe. (3.4.4)
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avec

WIS ;55 (LA1S5)?
Koy w23
A = e—(a—o )N/l()’ I = (U . )6(2n+1)7

e =110, E=111005,

X=1+

La constante C > 0 dépend de n, o, B, |wolc1(py et [Aolgcr(p)

g

Rappelons que la nouvelle perturbation f; est donnée par :

fi= R (= D)+ 5,50~ — f58) 4 [ (=0 {{h+ £,5) ) o @l

On la décompose comme suit :
fl=R f=f-1" f={rsh f={r-r"s},

1
5= [ (=0 {{h+1,5}.5}o bt
On pose

e= 111805, ==17305.

o Commengons par estimer [[fl]]g”ifip, D’apres la la Proposition 3.3.12, I'estimation (3.3.28)

nous donne

- =2
17a,8,k cA WE =
/ / 1 €
[[flﬂg wu D= (U_J/)5n+2 < + I€M3 + /f2,u3,u/>

avec C' une constante strictement positive qui dépend de n, de 3, de |wolc1(py et [Aolsc1(p)-

aﬁ?

o Pour estimer [fZ]% p on utilise I'estimation (3.2.4) du Lemme 3.2.3. On a alors :

A <2 (1)

(

W
» Pour estimer | fl]] o /ﬂ pr> on utilise le Lemme 3.2.4. On obtient alors
C
3 o ) +7
U P et CI RS

CaT

= =2
< ¢ 1+ M,—H + ——— | eE.
— (O’ _ U’)6”+3f€u2 IQ,U?’ ’12/;’//

o Pour | ffﬂ?,’i’fip,, on commence par utiliser 'estimation (3.2.4) du Lemme 3.2.3. On obtient

alors

LS s < BILF = 7 SHS
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En utilisant le Lemme 3.2.4 puis l'estimation (3.2.4) du Lemme 3.2.3, on obtient

C Tno,8,5 a,B4,Kk
(U ) (r — A1\, 2 [[f f ]]01 WAL, D’[[ ]]01,#1 D’

cu' W= =2
< 1+ —+ —5——]c=E.
D G e ( - 5 ) €

LA s <

o Il reste & étudier le terme f7. On peut décomposer ce terme en fP = f5 + f{, avec

ff:i/%l—tﬁﬁ+}$—fﬂ5}o¢gﬁ
0

A= [0 055) - (5 - 17,5)7, 5} o W

On commence par étudier f9. D’aprés la Proposition 3.3.12 on a :

/
T T ,IBK/ /’L Ll
[[h+R f ﬂm M2, D! = <C [2 + ((T . O./)Qn—&—lﬁuii'_'

1 =2
(0 — o)A+ 2mpdp’ ™

A = =2
Eiseviv-re; I S e He e il 2
(0 —0') ks R2 R

En utilisant la Proposition 3.2.8 sous I'’hypothése (3.4.2) puis le Lemme 3.2.4, on obtient :

_l’_

!/

a,B,k C 1% —_
x>l 2 =
[[fl]]o D (O‘ _ 0‘/)6”+3HILL/2 |: + (O‘ _ O-/)2n+1KM3

1 =2

(=

(0 — o)A+ 2mpdp’ ™~

+ = e, E
(0’ _ O./)5n+2 H,U«g H2M3M/

= =2
n= = —2
X + = ="
( "‘3”3 H2M3M/>

De méme on montre que

I= =2 2
Tn0n08,6 C M= = 2=
o 1+—+ 5] €=

[[fl]]a D —(0_0/)6n+4/€'u/4 ( + H’u3 + ,{2 ,U/)

En posant

u [[f]];fi’p (A1)
Ky K2
A = 6—(0’—0'/)N/10’ I — (O’ . )6(2n+1)

X=1+

)

)
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on obtient :

On rappelle que

T

1
=R+ {fF, 8} + (/0 (1—t){{h+f,5},5}o<1>fgdt>

De méme on montre que

A A+1)X Xe=
£ (A+1)Xe E)X&.

[[fl]] —= 1I + K,LLIZH + KHQ,U/Q + /{H,u"l

3.4.2 Initialisation du schéma KAM

Rappelons tout d’abord les données du probléme et ce qu’on veut obtenir. On considere un

hamiltonien A sous forme normale donnée par :

h(p) = wlp)r + 3 (G Alp)C),

ou A = D+ N, avec D définie comme dans (3.1.2) et N € NF N Mg. On suppose que les
fréquences internes w et la matrice D vérifient les hypotheses Al et A2 et A3 alors que N vérifie
I’hypotheése B. Pour j = 0,1 on consideére une perturbation f tel que 8gf € 78(D, o, ). On

veut construire un changement de variable symplectique analytique :

o2 H «
©: 0%, 5) = 0%y ),
tel que :
(h+flo®=h+f.

h est une forme normale proche de h et f est la nouvelle perturbation telle que son jet est nul.

Le changement de variables ® sera construit itérativement. En effet
® = lim &1 0Py...0 Dy
k—o0

Chaque ®;, sera le flot a ¢ = 1 d’un certain Hamiltonien S;. Cet Hamiltonien sera un jet de
fonction et sera la solution de I’équation homologique non-linéaire a 1’étape k. Regardons ce qui
se passe & la premiere itération. Pour alléger les notations on notera ® = (®%71); le premier
changement de variable. On a :

(h+f)o®=hi+ fi.
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Pour ¢ petit, on veut que si f7 = O(¢), alors f{ = O(¢7) avec v > 1.

D’apres la Proposition 3.3.12, pour tout p € D' C D la nouvelle forme normale est donnée

par hy = h+ h, avec :
o 1 N
h(p) = &(p) -+ (¢, K (p)C)-

a une constante prés. Le vecteur fréquence & satisfait ’estimation (3.3.30), alors que la matrice

K satisfait 'estimation (3.3.31).

On peut réécrire cette nouvelle forme normale & une constante prés sous la forme :

A

(o) = (o) +2(0)) 7+ 5 (G, (A(p) + K (p))C)
—w1(p) 7+ 5{G A1 (P)C).

L’hamiltonien S sera solution de I’équation homologique :
{hSy+{f =18} + " =h+R,
ol R est un jet de fonction..

On rappelle que la nouvelle perturbation f; est donnée par :
1
=R+ (P = M)+ {08y = {1 =178} + [ (1= 0 {{h+ 1.5}, 5} o Bl
et que son jet est donné par :
1 T
=R+ (787 + ([ Q= 0{{h+ £.5).5) o @it ) .
0
Pour montrer que f{ = O(¢?) avec v > 1, on fait le choix suivant de paramétres :

e=I"enn e =LA,

== 1505 = 0" ely 1)

=1 = [Algn
3
o1 =70,
3
w= Z/’Lv
N =10(c — 1) 'In(e™),
K =¢el/?0,

Lemme 3.4.3. Il existe un fermé D' C D et v > 0 tel que

mes (D\ D) <&,
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Pour tout p € D', il existe un changement de variable symplectique analytique
OO0, 1) — O%o, p),

tel que
(h+flop=h1+f1.

De plus pour tout p € D' et j = 0,1 on a :

185 (Av(p) = Alp)) |5 = 105K (p) |5 < Ce (3.4.5)
185 (wi(p) —w(p)) | < Ce (3.4.6)
1®(z, p) — 2] < 10 pour tout x € O%(o, ), (3.4.7)

C >0 et dépend de n, de B, de o, de p, de |wolcr(py et |Aolgcr(p)-
De plus, le jet de la nouvelle perturbation vérifie

1§€7/5+

[1]
[1]

: (3.4.8)

et son jet vérifie

1 < e85, (3.4.9)

Preuve. L’existence du fermé D’ et du changement de variable ® découle directement du Propo-

sition 3.3.12. De plus d’apreés le choix des parameétre on a :
mesD \ D' < Cd(k6 L)' NV < ¢7.
Pour tout p € D', d’aprés l'estimation (3.3.31) et le choix des parameétres, on a :

103(A1(p) — A(p))lp < 1K (p)ls < Ce,  j=0,1,

pour ¢ assez petit. Pour les fréquences, d’aprés l'estimation (3.3.30) et le choix des parameétres

on a :

10 (w1(p) —w(p)) | =00 (p)| < Ce, j=0,1,

pour ¢ assez petit. Pour x = (r,0,() € O%(o, ) on rappelle que :

1076, Ol = max([r], [6], [[Clla)-
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D’apres la Proposition 3.2.6, 'estimation (3.3.29) et le choix des parameétres on a

76+7H
1515 ¢ ¥ 1
®(z) — 70 < D1 I+ 58 E2>
[9(z) = zlla < (0 —o")u? ~ Il(o — o1) %k ( " Kp? " RS B

< (19/20 < 9/10,

pour ¢ assez petit. Il reste & démontrer les estimations (3.4.8) et (3.4.9). D’apres les choix des
parametres, I'hypothése (3.4.2) est vérifiée. En effet on a :
ﬁ3 (U )6n+3 5,/

wop 1/20 Tro,B,K

pour ¢ assez petit. La constante C' dépend de o et . Donc on est en mesure d’appliquer le

Lemme 3.4.2. D’apres le choix des parameétres on a :

3 —1/20 —1/10 2 1
X:1+47M2€ / O(&’T)‘i‘ﬂg / O<€ T); 76[571]7
3 920 4 8/10
§1+4 5€ / +3Ti46/ <3,

A = e—(U—Ul)N/lo —¢.

Ainsi, en utilisant ’estimation 3.4.3 on obtient :

—
.-<
=

EHQ

1 920 4 9/20 48 19 20 256 29/20
<e+ﬂ / +3725/ + g e+ Ve / +W€/ £

33
() =

<CeP 4L m <P 4 E

+

De méme, d’apres l'estimation (3.4.4), le jet de la nouvelle perturbation vérifie :

C 1 1 48 256
¢ 1 19720 1)£19/20 29/20)
51H(€+M26 +9H 5(e+1)e +274 3e

< (eB9/20 < 8/5
pour ¢ petit. Ce qui termine la preuve de la premiere itération. O

Remarque 3.4.4. e Pour pouvoir réitérer a nouveau on a besoin que la nouvelle fréquence
soit a une distance de &y de la fréquence de départ. Pour cela on impose d’aprés (3.4.6)
que :

€
— <do <.
1

e De méme pour pouvoir réitérer il faut que la matrice K satisfait 'hypothése B (3.1.4). Pour

cela, d’aprés lestimation (3.4.5), on impose que :

€

<
p? =

(3.4.10)

OO\Q')
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3.4.3 Choix des parametres

On est maintenant en position de prouver le Théoreme 3.1.2.

Supposons qu’on est dans le méme cadre que dans ’étape élémentaire. D’apres U'initialisation
du schéma KAM et le Lemme 3.4.3, on suppose qu’on a construit le premier changement de
variable symplectique, la premiere forme normale qui vérifie les hypothéses de non résonances
et la nouvelle perturbation. Avec le choix de parametres mentionné ci-dessus pour la premiere
itération, on obtient en posant & = [[fT]]iﬁ’g, g1 = [[flT]]gé}i;ffD,, E= ﬂfT]]gfg et 2 = [fﬂ]?}i’ffpl
que :

51§54/3—|—E, g1 < 80,

ur pouvoir réitérer de nouveaux, on su re remarque 3.4.4 qu
Po ouvoir réitérer de nouveaux, on suppose d’apres la remarque 3.4.4 que

1
< Zo6u’.
e < gon

Soit k > 1, d’apres le Proposition 3.3.12 on suppose qu’on a construit un hamiltonien h;, =
Bt + b1 = wp.r + %(C, Ag(p)¢) sous forme normale, une nouvelle perturbation fi et un jet

de fonction Sy tel que :
T .
(s Sk} + {fi = FL Sk} + FE = o+ Ry
Faisons un choix de parametres pour faire converger le schéma KAM.

o =[f11205, Zo=1f120%. co=0, po=up,

en = UFIS e Bk = IS D,

— 1
Z=0(f) rels1l,
1 1
Uk:(i—i‘ﬁ)@ k>0
1 1
pe= (5 + gple, k=0,

Nk = 10(O'k — O'kJrl)il ln(é“];l), k > O,
o= /% >0,

O(k) = O%(ok, i), k=0,
Rappelons que la perturbation a I’étape k + 1 est donnée par :

frr1 =Ri + (fo = f1) + {fr, Sk} — {fk - fkT,Sk}

1
+ /0 (1 —t){{hx + fx,Sk},Sk}o q’g‘kdt.
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D’apres 'estimation (3.4.3), elle vérifie

- Ay E 1Bk | (Ap + 1) Xper | XperEy
Sk+1 SC T 2 3 D) D) 1 ngk
My Ugkgpg  grgp Hkﬁkﬂk+1 Hkﬁkﬂk+1

avec
Pr+15k =2
Xp=1+ 3 2 3k )
Kk KM HE+1

Ay = e_(Uk—Uk+1)N/10’ I, = (O'k i O.k+1)6(2n+1).
Le jet de la perturbation a I’étape k + 1 est donné par

1 T
fo =R+ {fL. 57" + (/0 (1 —t) {{h& + fa, Sk}, Sk} o ‘ngdt) ;

et il vérifie d’apres 'estimation (3.4.4)

Ap Ek Ap + D) X ek Xpep=p
€k+1 < Cl=+ p) ( D) )2 1 ngk
W Merkpgyy o Wgeepiyy eskpg g
Ici on voit que g9 dépend de n, , 8,0, i1, |wolcr(py et [Aolg et (p)-
Lemme 3.4.5. Pour le choix de paramétres précédent, on a
Spir <)+ Ep, (3.4.11)
epp1 <5, (3.4.12)

pour tout k € N et pour g assez petit.

Preuve. On procede par récurrence. Pour k = 0 les estimations (3.4.8) et (3.4.9) sont vérifiées.

Supposons que

- 4/5 | =
=k <€+ 21,

8/5
ex < Ek/_l.

L’hypothese de récurrence nous donne que :

4/5 $(8)
< Z £; +e5 < g% +eb < 2.
1<j<k—1 1<j<k—1

[1]

Le choix de parametres nous donne que :

N/10 6(2n+1 o \5CEn+D
Ay = e @momdN0 = g - T = (0, — o)) = <2k+2) '
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D’apres l'estimation (3.4.3), on a

— C C = er + 1) Xe Xper= 1o
S < HXkEkJFH(zJFMHékJF(k )kk+ kEE k)nglzo

Hi; M Hk“%ﬂ /‘iﬂ
3
+ (“’““) =
ik

Or
Mk+1 19/202 1 9/10—
sz’fk =&+ —=— € / Zk 3 € / Sk
Hk Hi k41
20k4+1 19/20
e + M+6k/ el + . 59/1056
Mk HiHk+1
< 082/10
Ainsi
17/20

4/5 —_
1 < Cte’:‘ = < z’:‘k/ + 2.

Il reste & montrer que ;41 < 52/ . D’apres l'estimation (3.4.4) et le choix des parametres, on a

e 1 19 1
bt Xre 20 + Xké‘ ) Xrer
“k+1

C C 1 1o
Eht1 < 7Xk5k + — e’ +
Iy, z+1 F My ptyeq

< Cte 17/20 9/10 2/5.

Ce qui termine la preuve du lemme. ]

3.4.4 Lemme itératif

Regardons a présent une étape quelconque du schéma KAM. Pour linitialisation on pose
ho(p) = wo(p).r + 5(¢, Ao(p)C), Do = D, fo = [ avec 3 fo € TP (00, 10, Do) pour j = 0,1.

Supposons que [fT %%, = eo, et Zo = [fo] 2 p, -

Lemme 3.4.6. Supposons qu’il existe une constante €9 strictement positive qui dépend de

’I’L,Oé,ﬁ,O', M 7‘w0|cl(’D) et |A0|ﬁ7cl('D) tel que :

g0 < op’. (3.4.13)
Supposons de plus que :
alors pour tout k > 1 il existe un fermé Dy C Di_1, un jet de fonction Sp_1 tel que 8gSk,1 €

TP+ (o, pg, Dy) pour j = 0,1, une forme normale définie sur Dy, par hy(p) = wi-r+5(C, Ak(p)C)
et une perturbation fi, qui vérifie 8gfk € TP (o, ug, Dy) tel que :

P, =d5 (.,p):O(k) — O(k—1), p€Dy,
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est un changement de variable symplectique analytique qui vérifie :

(hig—1 + fr—1) 0 @ = hy + fr.
Eton a :

mes(Dy_1 \ Dy) <el_y, pour~y >0,

T b b
[fi ]]:k[?#iljpk < ek

109 (A — A1)l = |0 K, 1 |g < )/, j=0,1,

i 9/10 .
189w —wp—)| < O, =01,

4/5
|Pr(x, p) — zlla < 5k/—1 pour tout x € O(k), p € D,
C >0 et dépend de n, de B, de o, de i, de |wolcr(p) et |Aolgcr(p)-
Preuve. Supposons, d’apres le Lemme 3.4.3, qu’a la premiere étape on a construire le fermé de

parametre D1 C Dy qui vérifie :

mes(Dy \ D1) < g,

tel que pour tout p € D; il existe un changement de variable symplectique analytique :
Py = 051 O(1) = 0(0).
Ce changement de variable vérifie :
(h+ f)o®1 = h1 + fi,

avec hi(p) = wy.r + %(C, A1(p)C). D’apres les estimations (3.4.5)-(3.4.7), on a :

107 (A1(p) — Ao(p)) s < = 109 (wi(p) —wo(p)) | < =
Ho Ho

D1 (z, p) — x]|o < Y10 pour tout z € O (o, ),

Ce qui achéve la premiére étape. La condition (3.4.13) nous permet de continuer & vérifier
I’hypothese B et les conditions de non résonance. On peut donc réitérer. Supposons qu’on
a terminé l’étape k — 1 par itération du procédé précédent. On veut passer a I’étape k. Par

construction la matrice A;_1 est sous la forme :
Ap_1=Ap_o+ f{k_g = Ay + f{o + K1 +...+ Kk_g.

D’apres (3.3.31) et le Lemme 3.4.5, on a

: A 1)
9 Ax1(p) = Aia(P)ls < 193 Kia(p)ls < O3 < .
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La fréquence wy_1 est sous la forme

Wg—1 = wo + Z wj,
0<y<k—2

de plus elle vérifie d’apres I'estimation (3.3.30) et le Lemme 3.4.5

\wk 1—0.)0|<C Z 9/10<60.
0<j<k—2

Donc on peut appliqué la Proposition 3.3.12. Ainsi il existe un fermé Dy, C Dj_1 qui vérifie :
mes(Dg—1 \ Di) < C(kpd 1) 'NY <e), poury > 0.

Pour tout p € Dy, il existe un jet de fonction Si_; tel que 8{;Sk_1 € TP (o, ., Di) pour
7 =0,1. De plus on a

C k - 1 _
R T e T
I 1hip—1 Rk—1Mk—1 R—1Hg—1H%k

La transformation canonique associé a Si_1 est analytique tel que
O =05 (.,p):Ok) — O(k—1), p€Dy.

Cette transformation vérifie :

(hk—1 + fr—1) 0 @t = hy + [

Par construction hy(p) = wy -7+ 2(¢, Ak(p)¢). D’apres (3.3.31) et le Lemme 3.4.5 et le choix des

parametres, on a pour j = 0,1

103(Ak(p) = Ak—1(p))l5 < 18] K5—1 ()5

— 222
fanly N =7 EL_
<cof1+ Mkk13 n Mk6k12 151
My ymp—apy_y  Me—apg_ ki ) mi_y

< 062/_110.

La fréquence wy, est sous la forme

W = Wg—1 + Wp—1,

de plus elle vérifie d’apres l’estimation (3.3.30) le Lemme 3.4.5 et le choix des parameétres

|02 (wr — wi—1)| = [0 @p1]

[I]

k—1 HEER—1 HEZk—1 Ek—1
p L+ 3+ T 2
Wy 1kp—1 (3 _; — p3) Kk—1Mp_1  Kk—1Mg_1 ) | HE_q

< e 9/10

1+
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Pour ¢ petit d’apres la Proposition 3.2.6, 'estimation (3.3.29) et le choix des parameétres on a :

)5—"—7’{]’671
ISkl 0
[k (7) — flo < —5——tAt
i1 (0k—1 — 0%)
C ik

< 1+
M—1(0k—1 — Ok)Kp—1/17_4 ( Kl—1/43_;

—_—
—
—

k-1

+ L =2 )
23 Sk—1 Skl
K 1M 1Mk

< C’ts,l:_/fo < si/_51.

3.4.5 Passage a la limite et preuve du théoreme KAM
Par constructionon a Dy, C ... Dy C D; =D. Or on a
mes(Dg_1 \ Dx) < C(kpd 1) 'NY < e].
La mesure de Lebesgue du Borélien D’ := leDk vérifie :
mes(D \ D) < cg7.

ou ¢ dépend de § et de 0. D’apres le choix de parameétre on a : 000 = 0/2 €t oo = 11/2 .

Grace au Lemme 3.4.6, on a pour tout k > 1 et tout p € D’ :

Pk (z, p) — 2lla < 37 (3.4.14)

Soit 1 < 57 < M, on note CIDgW = Q0P 10...0Py. <I>§w est un changement de variable
symplectique définit sur O(M) x D’ & valeur dans O(j) . De plus pour tout 1 < j < M et tout
peD :

M
; . 4/5 4/5
1@y — idla < ng;/—l < ijip
k=)
Pour P > M on a d’apres (3.4.14) :
j j 4/5
@5 — @} lla < Ce3f’.
Par suite (<I>§V[) M est une suite de Cauchy qui converge vers ®J_ : un changement de variable
symplectique analytique réel défini sur O%(%, 5) x D’. De plus pour tout p € D' on a :

|02, —idla < Y &% < Ce}lY. (3.4.15)
k=)
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Par I'estimation de Cauchy, pour j > 1, on a :
ID®I, — id| £y, v,y < Cell (3.4.16)
Par construction ®}, transforme I’hamiltonien perturbé

Hi=wr+3 (C A(p)S) + f

en

Hy = wpr+ 2 <C An(p)C) + fur-

On a wys converge vers weo, et Aps vers Ay et

368V
e —w] < Ceg+ OV < Ceg+ 00 <Ozt 0 e
j=1 j>1 §>0

< Cep

B 9/10 28 38(8)7
|Aso A]5<C’50+CZ€ < Cep +CZ£ §C€O+CZEO
7>1 7>1 j=0

< Ckh.

De méme, 0,ws et 0pAx vérifient les méme estimations que wo et A

_ 1 .
Posons Ho, = Hy 0 @ avec :

Hy = woo.m + 5 << Aso(p)C) + foo-

On a Hy, = Hyy o @Y.

Par la formule du composée et pour tout = (0,0,0) et h = (6,r,¢{) on a :
(VHoo(2), h) = (VH(PE(2)), DPE (2)h).

Or on a [[f,?]]afu'zkp, < ey, par suite on obtient que VHy (% (z)) =! (0, wy, 0) + O(e}, 4/5 ). Or on a

pour tout j > 1, ||®L, —id|, < 053%51. Par suite
VH, =" (0,ws,0).
Ce qui nous permet de déduire que :
Oy fr(6,0,0) = O¢ f2(6,0,0) = 0.
Regardons a présent la matrice (‘)gi ¢ Hoo(z). On a:

02 ¢ Hi(x) = (Ax)ij + O(e,”),
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ce qui nous permet de dire que aicj Hoo(x) = (Axo)ij et de conclure que :
02 fo0(0,0,0) =0

Ce qui acheve la preuve du Théoréme 3.1.2.



L’équation des ondes non linéaire

4.1 Introduction et résultats

4.1.1 Introduction

Dans ce chapitre on considere I’équation des ondes cubique sur le cercle donnée par :
U — Ugy +mu = g(z,u), teR, z eSS, (4.1.1)

avec m € [1,2] la masse et g une fonction holomorphe réelle sur un voisinage de S! x J, avec J

un voisinage de zéro de R. On suppose que g est de la forme :
g(x,u) = 4u3 + O(u). (4.1.2)

On prouve 'existence de solutions quasi-périodiques de faibles amplitudes proche de la solution
de I’équation linéaire.

Puisque la variable espace appartient au cercle, on peut diagonaliser la partie linéaire de
I’équation dans la base de Fourier. Ainsi on rameéne notre probléme & ’étude d’un hamiltonien

intégrable perturbé sous la forme :

H = Z As&sns + Perturbation (0)
SEZL

avec A = V52 + m. Afin de montrer 'existence de solutions quasi-périodiques, on fera appel au
théoreme KAM 4.4.1. En effet la théorie KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) nous dit que, sous
Peffet d’une petite perturbation, un hamiltonien intégrable continue & exhiber des tores invariants

de dimension finie dans un espace de dimension infinie. Et cela sous certaines conditions de

139
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non résonance. L’existence des ces tores invariants, nous donne l’existence de solutions quasi-
périodiques. Le principal probléeme qu’on rencontre ici est que les fréquences As ne vérifient
pas les hypotheéses de non résonance standards !. Dans le cas de Dirichlet, la somme dans (0)
est restreinte aux indices positifs (voir [31]). Dans ce cas on peut vérifier les conditions de non
résonance standards grace a la masse m. Dans le cas périodique on s’autorise a la fois des indices
positifs et négatifs. On remarque que A; = A_z. On obtient donc un systeme hamiltonien résonant.
Pour cela le théoreme KAM 4.4.1 doit traiter le cas de valeurs propres multiples.

L’existence de solutions quasi-périodiques pour des EDPs hamiltoniennes non-linéaires a
suscité I'intérét de nombreux auteurs. Le premier résultat de préservation de tels solutions, apres
la perturbation d’un hamiltonien intégrable de dimension infinie, a été donné par Kuksin en 1987
dans [23, 24] pour I’équation de Schrodinger en dimension 1 avec condition de Dirichlet.

Concernant I’équation des ondes le premier résultat est dit & Wayne en 90 dans [31]. Il a
considéré 1’équation des ondes cubique en dimension 1 avec potentiel extérieur dans L2(]0, 1])
non nul et avec conditions de Dirichlet (ce qui entraine la simplicité du spectre).

On peut aussi citer le travail de Poschel dans [28]. Dans cet article, L’auteur a considéré
I’équation des ondes en dimension 1 avec masse, condition de Dirichlet homogene et une non-
linéarité cubique analytique mais qui ne dépend pas de la variable d’espace.

En 1998 Chierchia et You considérent dans [9] 1’équation des ondes en dimension 1 avec
potentiel périodique analytique et une perturbation quadratique analytique qui ne dépend pas de
la variable espace. Dans ce cas le potentiel joue le réle de parametre extérieure. Ce qui permet
de vérifier les contions de non résonance. En particulier les auteurs ne s’autorisent pas le cas ou
le potentiel est nul.

Le travail le plus récent est dit & Berti, Biasco et Procesi en 2013 dans [8]. Dans cet article ils

considerent I’équation des ondes dérivative donnée par :

U — Uz + mu~+ f(Du) =0, m >0, D:=4/-02,+m, (t,z)€eRxT,

avec f(s) une non-linéarité réelle analytique de la forme

f(s) = as® + Z fes®, a#0.
k>5
On remarque ici que la non-linéarité est indépendante de la variable espace x. Ce qui implique
que le moment —i [ udyudz est conservé. Cette symétrie simplifie un peu la preuve du théoreme
KAM.
Dans notre cas, il n’y a pas de parametres extérieurs. La variable espace appartient au cercle,
donc on est dans le cas périodique. La non-linéarité g dépend de la variable d’espace.

Le plan de ce chapitre est le suivant :

o Dans la premiére section, on donne le résultat principal (voir Théoréeme 4.1.3).

1Du type . |k1)\1 + ... +kn)\n| 2 ‘]Jp—a k € Zn \ {0}
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o Dans la deuxiéme section, on montre que, pour un ensemble admissible (voir définition
4.1.2), les petits diviseurs de I’équation des ondes (4.1.1) sont non nuls. Ceci est montré

pour m € [1,2] \ U avec U de mesure de Lebesgue nulle.

e Dans la troisiéme section, grace a une forme normale de Birkhoff, on transforme I’hamiltonien
résonant associé a I’équation (4.1.1) en un hamiltonien qui vérifie les hypotheéses du théoréme

KAM (voir Théoreme 4.3.7).

o Dans la quatriéme section, on énonce le théoréeme KAM, (voir Théoréme 4.4.1), et on vérifie

les hypotheses de non résonance (voir Lemme 4.4.2-4.4.8).

e Dans la derniére partie, on prouve l'existence de solutions quasi-périodiques de faibles

amplitudes pour I’équation (4.1.1).

4.1.2 Résultats

On considere Iéquation des ondes sur le cercle (4.1.1) avec g de la forme (4.1.2). En considérant

le changement de variable v = 4, I’équation (4.1.1) devient :

U=,
v =—ANu+ g(z,u),

avec A := (V—A +m).

Soit ¢ := %(A%u — Z'A_%v). On note ¢ la dérivée de 1 par rapport & t, donnée par :

) = \% (A0 — iA~120).

En remarquant que u = A~1/2 (%) et en remplacant u et © par leurs expressions on obtient :

L A= a1 (VY
Z,i/z—Azp ﬁA g(m,A (ﬂ .

Munissons L?(S', C) de la forme symplectique réelle classique —idi) Adip = —duAdv. On considere

I’hamiltonien suivant :

H(p,¥) = /S (AY)dpdz + /S G (x,A_1/2 <W>> da,

ou (G est une primitive de g par rapport a u, c’est-a-dire :
g=0,G, G(z,u)=u*+O’).

On peut alors écrire (4.1.1) sous la forme du systéme hamiltonien suivant :

. .0H
'l/} = 2871;'
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Considérons a présent la base orthonormée de Fourier complexe donnée par : {ps(z) =

€% [\/2t, s € Z}. Dans cette base l'opérateur A est diagonal et on a :
ASOS = )\s@sa

avec \s = V/s2 + m. Décomposons ¢ et 1) dans cette base, alors

Y= ngﬁps et @Z = Z"?S‘P—s-

SEL SEL
En injectant cette décomposition dans I’expression de H, on obtient :

H=3") £sns+/ ( ngg"jﬁs" ) dz. (4.1.3)

SEZL SEZ

Soit Pc = ¢?(Z,C) x ¢*(Z,C) muni de la forme symplectique complexe —i > d€; A dns. De plus
SEZL
on définit

Pr = {(&n) € Pclns = &}

Alors I'équation des ondes (4.1.1) est équivalente au systéme Hamiltonien suivant sur Py :

H
gs = Zgn
by (4.1.4)
Nls = 18‘587

avec s € Z.

Posons H = Hy + P, avec

HQZZASSSTL% et P= ( Zfs@sjﬁso S) dx. (4.1.5)

SEL SEZL

Remarque 4.1.1. On a g(z,u) = 4u® + O(u?) et g = 8,G. Donc on peut écrire P = Py + Rs

avec !

4
P = [ utde= [ (ngwsjﬁ“o ) dz,
Rs5(&,m, @) = P(&,m,2z) — Pu(&,m) = O(I(€,m)1°).

De plus on peut écrire Py sous la forme :

> O gk 1) (& + 1= (&5 + 1—-3) (& + n—k) (& + 1-1),
i kel
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avec
o S itiTk+l=0,
C(i, g, k1) : / pi(r)pj(z)pr(r)pi(r)dr = ¢ T
0 sinon.

Soit A un ensemble fini de Z de cardinal n. Fixons I = (I;)qc4 avec :
I, >0, ac A

Soit T le tore réel de dimension n défini par :

gr_ ) &= Gl =1 si acA
-
§s=ns=0 sioseL=27Z\A

Ce tore est stable par le flot Hamiltonien quand la perturbation P est nulle. On peut méme
donner ’expression analytique de la solution de I’équation des ondes linéaire.

Notre but dans tout ce qui suit est de démontrer la persistance du tore 77 quand la
perturbation P n’est plus nulle, en faisant I’hypothese cruciale que ce tore soit admissible. Un

tore est dit admissible §’il est construit a partir d’'un ensemble A admissible.

Définition 4.1.2. Soit A un ensemble fini de Z. A est admissible si pour tout j € A\ {0}, on a
—Jj ¢ A\{0} .
Notons L=Z\Aet A= ={je L] —je A}

Dans un voisinage du tore invariant 77" dans C?", on définit les variables action-angle (74, 04) 4

par :

ba = /Lo + ra)e’,
Na = fa‘

Pour s € A on notera ws (au lieu de As) les fréquences internes. Dans ces nouvelles variables et

notations, la partie quadratique Hs de H est égale a une constante pres a

Hy = Zwara + Z)\sgsns-

acA seL

La perturbation devient :

P0.6m) = [ Gl trn(r0.€m)da

avec

—16, 0,
ap +6 ap a(x)
’U,Imreén Z\/ +ra \fa2+m)1/4

acA
Z&s@s + - 5908( )
sel 52 + m)1/4

Posons ur m (0, z) = 47,,m(0,6,0,0). Alors, pour tout I € R4, m € [1,2] et 6y € S!, la fonction

(t,x) = urm(fo + tw, ) est solution de I’équation des ondes linéaire. Dans ce cas, le tore est
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stable par le flot Hamiltonien.

Notre but est de démontrer un résultat similaire quand la perturbation n’est pas nulle.

Théoréme 4.1.3. Soit a > 1/2. Supposons que A est un ensemble admissible de 7, de cardinal
n. Supposons que la perturbation g est holomorphe réelle sur un voisinage de S* x J avec J un
voisinage de zéro de R et qu’elle est de la forme g(x,u) = 4u® +O(u*). Alors il existe un Borélien
U C [1,2] de mesure de Lebesque nulle, tel que pour tout m € ([1,2] \U), il existe vy qui dépend

de A, m, et de la non-linéarité g, tel que :

Pour tout 0 < v < vy il existe un Borélien D' C [v,2v]" de mesure de Lebesgue asymptoti-

quement pleine, c’est-a-dire :
mes ([v, 2v]" \ D) < "7
avec vy > 0 dépendant de n. Pour tout m € ([1,2]\U) et I € D' il existe :
1. une fonction u(0, ) analytique en 0 et de classe H* en x € S telle que :
sup || u(0,.) —urm(8,.) [[He< CI/4/5,
0eR

avec C' une constante absolue.

2. une fréquence ' : ([1,2) \U) x D' — R™ vérifiant :
W' =w—+ MI+0@W*?),
telle que pour tout m € ([1,2] \U) et I € D' la fonction
tu(f+tw, x)

soit solution de l’équation des ondes (4.1.1).

Tout le reste de ce chapitre sera consacré a la preuve de ce théoreme.

4.2 Petits diviseurs

4.2.1 Non résonance des fréquences

Dans cette section, on suppose que A est un ensemble admissible comme dans la Définition 4.1.2.

On considere le vecteur fréquence
w = w(m) = (wa(1m))aca,

avec wq(m) = va? + m. Le principal et unique résultat de cette section est le suivant :
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Proposition 4.2.1. Supposons que A est un ensemble admissible de Z. Notons n := Card(A).
Supposons que A C {a € Z | |a| < N,N > 1}. Alors pour tout k € Z*\ {0} et pour tout x > 0 et

tout ce R, on a :

N2n2X1/n
mes ¢m € [1,2] | Z kqwa(m) +c¢| < x p < C—F—,
acA |k|
avec |k| :== 3 c |ka| €t C > 0 une constante qui dépend seulement de n.

La preuve utilise les mémes arguments que ceux du théoreme 6.5 de [5] (voir aussi [4] et [6]).

Pour plus de clarté, on rappelle les principales étapes de la preuve.

Lemme 4.2.2. Supposons que A C {a € Z | |a] < N}. Pour tout p < n := Card(A), on

considére ay,--- ,ap € A. Alors le déterminant suivant

dwa, dway dwap
dm dm dm
d2wa1 d2wa2 dzwap
dm? dm? dm?
D :=
dPwg, dPuwq,, di"wap
dmpP dmpP dmP
vérifie la minoration
)
|D| > CN~%",

avec C = C(p) > 0 une constante qui dépend seulement de p.

Preuve. Un calcul rapide nous donne

d’ W

(25 —2)!

(_1)j+1

dmi 2271 = 1)l (2 4 m)i=3

En insérant cette formule dans D, en mettant dans la l-iéme colonne (a2 + m)

A . (25—2)! , . . . < s
dans la j-iéme ligne =101y el facteur, notre déterminant est égal au signe pres a :
1 1 1 1
Ta;, Tay Tag Tq,
2 2 2 2
P P . ' xal J;a2 xag :Cap
e | [T 525
ap 27—=1(5 _ 1)1
=1 j=1 2 (] 1)
A R N acgp

avec 7, := (a? +m)~?

valant : ) )
Qp — Gy
H (Ta, — Tay) = H w2 w2

1<i<k<p 1<i<k<p ¢~ a

= w, 2. Le déterminant ci-dessous est un déterminant de Vandermonde,

en facteur, et
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Puisque A est un ensemble admissible,

H1§l<k’§p(a% —a?)| > 1. De plus on a |a| < N, donc

pour tout a € A on a |w,| < 2N. Donc :

ﬁ S 11 11 1
Wy 2 9 = _ 1) & _ 2
i e L<ish<p w2,w?, op(2p—1) Np(2p—1) 2op(2p—1) N2p

ce qui conduit a (4.2.1). O

On a besoin de la proposition suivante, présente dans ’appendice B de [7].

Lemme 4.2.3. Soit (u(l), . ,u(p)) une famille de p vecteurs libres de R™ tel que ||u9)||n < K
pour j € [1,...,p]. Soit w un vecteur de R™ s’écrivant comme une combinaison linéaire de

uD | u®). Alors il existe j € [1,...,p] tel que :

lwlleVy (u®, ..., ul)
>

lu) - w) (4.2.3)

avec Vp (u(l), . ,u(p)) le volume euclidien du parallélépipéde en dimension p engendré par les

vecteurs uM, ... u®).

Par souci d’exhaustivité, on rappelle la preuve :

Preuve. On procede par récurrence sur p.

Pour p = 1 on a supposé que w est colinéaire & u™¥), donc on a :
[u® - wl = 1D ellwlle = [w]eVy ().

Pour 2 < p < n, on suppose que (4.2.3) est vérifiée pour (p — 1) vecteurs.
On définit les sous-espaces vectoriels suivants de R™ :

E = vect (u(l), . ,u(p)) ,

Eq = vect (u(l), .. ,u(”_l)) )

Ey C E et By = Ei-.

On remarque que Fs est de dimension 1. On considere la décomposition suivante :

w = wy + wo, u(p) — ng) 4 ng),

avec wi, ugp) € E; et wo, ugp) € F,. On sait que u® € E; pour k € [1,...,p— 1], ainsi on a

lw - u?)| = |w; - u9)|. Donc d’aprés Phypothése de récurrence il existe i € [1,...,p — 1] tel que :

[wille2Vp—1 (u(l), . ,u(p’”) < (p—1)KP2w-u|. (4.2.4)
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Ce qui nous donne :
lwnfleVp (u®, - u®) = [V (u, . u ) ufle
< (p— DE 2w - u®[|uf | 2. (4.2.5)
Remarquons que
Voot (u®, . u®™ D) < uD o Ju® Do < KP (4.2.6)
Comme ws et ugp ) sont liés, on a :
wsllz a8l = w2 - uf”| = fw - u® —wy - u?] < fw - u®] + flwy e [uf? | .
Donc d’apres les inégalités (4.2.6) et (4.2.4), il existe i € [1---p — 1] tel que :
lwalle2Vp (uV, -, u®) = sl 2Vpr (u, ..., u@ D) uf|l 2
< (k- u® ] + il luf ) Vi (u®,. ule)
< K'Y - u®| + (p— K2 [uf” || 2w - u)|
< (K4 (0 = Dllu”ll) K2~ ma (fu- u®)] foo - u])
Donc il existe j € [1...p] tel que :
Jwall2Vp (u, ., u®) < (K + (p = 1)[u? ) K72 - u)]. (4.2.7)
Finalement, en utilisant les inégalités (4.2.5) et (4.2.7), il existe j € [1...p] tel que :
1/2
lwlleVy (u®, o u®) = (ol + wsll) Yy (u®, - u®)
< (=12 + K2 + 2K (p = 1)ljuf” 2
1/2 .
+p— 12 %) T K2 - u)|
1/2
= (0= [P + K2 +2(p = DK]|u”|2)
x KP~Yw - ul)|
1 )
<(p-12+1+20-1)° K*Hw-ul))|
= pKP w - u)],
ce qui acheve la preuve de l'estimation (4.2.3). O

Rappelons que le vecteur fréquence interne est donné pour m € [1,2] par :

w(m) = (wa(m))aca = (Va? +m)aca.
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Corollaire 4.2.4. Posons n = Card(A) et soit w un vecteur non nul de R™. Alors pour tout
m € [1,2], il existe (un indice) j € [1,...,n] tel que :

dIw

|w : dmf(m)| > CN_2"2||w||£1,

avec C' > 0 qui dépend seulement de n.

Preuve. D’apres le lemme 4.2.2, (g%(m), e %(m)) est une famille libre donc elle forme

une base de R”. Donc w peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs. D’apres le

Lemme 4.2.3 il existe un indice j € [1...,n] tel que :
& lwlle Vo (42(m),..., 54 (m))
w- wm > 2Vn \ Gm 1 dmn
dmJ - nKn—1
_ wlleVa (8 0m), . i (m)
- n3/2 Kn—1 ’
Or <g—;(m), e Ly (m)) est une famille de n vecteurs de R™. Donc :

dm T dmn

Vo (Gt 2 m)) = D,

ou D est le déterminant défini dans le Lemme 4.2.2. Donnons a présent ’expression de K. Pour

jel,...nJona:

(/-2 (-1p%!

(m) >

dmJ 01 1<k<n 22j_1(j - 1)' (k2 + TI’L)]_%
—9)! — 2!
< Z (2n —2)! _ n(2n — 2)! K
1 Sten (n—1)! (n—1)!
Il s’ensuit que :
dw (n—1)! on?
‘w . dmj(m)‘ > mDHszl > CN7" |lwl|s,

ce qui termine la preuve du corollaire. ]

Pour conclure on a besoin du lemme suivant de [32] :

Lemme 4.2.5. (Lemme 2.1 de [32]) Supposons que g(T) est p fois différentiable sur un intervalle
J C R. Pour h > 0 on définit Uouvert Jy par :

Jp={reJ||g(t)| <h}.
Sur J, si on a |gP) ()| > d >0, alors

mes(.J,) < Mh'/?, (4.2.8)
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avec M :=2(2+3+ ... +p+d1).

Pour la clarté de la lecture, on rappelle la preuve :

Prewve. Posons JP™' = {T e J||gPV(r) < h}. On a :

’<g<p 1))

_ . -1 P .
Donc ¢?~1 est strictement monotone sur J et JP™" est connexe. Par le théoréme des accroisse-

‘g ‘>d>0 vr € J.

ments finis on en déduit que :

_ 2h
mes(JP ') < R

L’ensemble J — inl = {T cJ| |gP V()| > h} possede au plus deux composantes connexes,

qu’on appellera J[pl] et J[g} Posons a présent :
Jr? = {7‘ €J| ’g(p_2)(7')’ < hQ}.

On a alors :
<g(p—2))

J,’Z_2 N Jﬁ] Uet Jp 2N J[2] possedent chacun au plus une composante connexe dans J[ll et

g 1
’g(p 1) )‘2h>0, VTEJ[pl] J[g] .

J[i';]f1 respectivement. Et on a :

2h?

p— 2 p—1 _
mes (Jh J[I] ) = 2h,
. b1 2h?
mes (Jh N J[ 9] ) I = 2h.

Ainsi,

mes (J,’;_Q) < mes (Jp_2 N (J - Jp_l)) + mes (Jp_2 N J,Z;_l)
< mes (Jp 2N J[1] ) + mes (Jp 2N J[Z} ) + mes (J,Il’_l)

< 2h+2h +2hd™ ! =22+ d )h.

Posons maintenant

Jﬁ_g = {7’ eJ]| ’g(p*?’)(T)‘ < h?’}.

L’ensemble J — Jf;_Q possede au plus trois composantes connexes qu’on appellera J[ 1] J[’;] % e
p—2 D 2 D 2 p—2 .
J[3] Pour tout 7 € J[1] J[2] J[3] on a :

- ‘9@*2)(7)‘ > h2 > 0.

("9 )

Jp 3N Jﬁ] 2 Jp 3N J[g] 2 ot Jp 3N J[%] possédent chacun au plus une composante connexe
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dans JEQ, Jf;?2 et J[}Z,’IQ respectivement. Et on a :

mes (J7°) < mes (7701 75) - mes (72 0 75%) omes (70 0 75 %)
+ mes (J;f_3 N Jﬁ_2>

<2h+2h+2h+22+d Hh=2(2+3+d Hh.
Posons a présent :
Jh={reJllg(m|<nm}.

En itérant le méme procédé précédent p — 1 fois on obtient :
mes (J}) <2(2+3...+p—1+d .

L’ensemble J — J,% possede p composantes connexes. Notons ces composantes J[ll], J[lz], e J[;] et

J):={r € J| |g(r)| < h?}. Comme précédemment, on a :
( 0 1 .
mes JhﬂJM) <2h, pouri€ll,...,p|
Ainsi on obtient :

mes (J,?) < mes (J}? N (J - Jﬁ)) + mes (J,g N J;{)

< ) mes (J,?ﬂ, J[lﬂ) + mes (J;? N J}%)

1<i<p
<2ph+22+3...+p—1+dYHn
<212+3...+p+dHh.

Notons que J, = JY,, . donc en remplacant h par h/P on obtient l'estimation (4.2.8) ]

hl/p>

A présent, on a tous les outils nécessaire pour donner la preuve de la Proposition 4.2.1.

Preuve de la Proposition 4.2.1. Pour k € R™, avec n = Card(A), on considére la fonction g €
C>([1,2],R) définie par :
glm) =k-w(m) +c.

D’apres le Corollaire 4.2.4, il existe j € [1,...n] tel que

djw _2n2

En appliquant le Lemme 4.2.5 avec h = C'N_2"2|k:|, on obtient :
mes {m € [1,2] | [k-w(m)+c| <x} < Mx"",

avec M < CN 2”2|/7<:|_1. La constante C' une constante strictement positive qui dépend que de n.
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La proposition est donc prouvée O

4.2.2 Estimations des petits diviseurs

Pour m € [1, 2], rappelons que les fréquences internes sont notées par w = w(m) = (Va2 + m)qc4,
alors que les fréquences externes sont notées par \s = A\s(m) = Vs2+m avec s € L =7\ A.

Remarquons que pour s € £\ {0} on a :

[As(m) — |s]] < . (4.2.9)

m
2|s|
Rappelons aussi que :

A" ={se L] —-se A}.

On note £ le complémentaire de A~ dans £ et n le cardinal de A.

Dans cette partie, on va faire des estimées sur les petits diviseurs suivants :

Dy =w-k, keZ"\{0}
Di=w-k+X,, k€Z" acLl
Dy=w-k+Xg+Xo, K€EZ" abe L
Dys=w-k+Xg— X, k€EZ" abeL.

Définition 4.2.6. Soient k € Z", a,b € L.
(i) L’entier k est Do résonant si k = 0.
(i) Le couple (k;a) est Dy résonant si |a| = |s| avec s € A et w-k = —ws

(iii) Le triplet (k;a,b) est Dy résonant si |a| = |s|, |b] = |s'| avec s,8' € A et w-k = —ws — wy

'

(iv) Le triplet (k;a,b) est D3 résonant si la] = |s|, |b| = |§| avec s,8" € A et w-k = —ws + wgy.

’
Remarque 4.2.7. Notons que (k;a,b) peuvent étre Dy ou Ds résonant que quand (a,b) €

A~ x A~. De méme, (k;a) peut étre Dy résonant seulement quand a € A~ .

Notre but est de donner une borne inférieure aux petits diviseurs Dy, D1, D2 et D3 quand ils
ne sont pas résonants, et cela pour m € [1,2] \ C, avec C un ouvert de mesure de Lebesgue nulle.
Dans cette section C, une constante qui dépend seulement de I’ensemble admissible A.

Commencons par minorer les petits diviseurs Dy, Dy et Ds.

Proposition 4.2.8. Soient k > 0, soit N > 1 un entier. Alors il existe un ouvert C C [1,2] qui
vérifie :

mes (C) < Ck" N,

avec 7,1 > 0 et qui dépendent seulement de n = Card (A), tel que pour tout m € ([1,2]\ C), tout
0< |k| <N et touta,be L on a :
lw - k| > K, (4.2.10)
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sauf quand k est Do résonant, c’est-a-dire k =0 ;
lw-k+ Aa| > K(a), (4.2.11)
sauf quand (k;a) est Dy résonant ;
|w -k 4+ Ao+ Xo| > K ({(a) + (D)), (4.2.12)

sauf quand (k;a,b) est Dy résonant. La constante C' dépend seulement de l’ensemble admissible

A.

Preuve. On commence par montrer (4.2.10). Soient x > 0, et N > 1 un entier. Posons
U={me[l,2]||w k| <k, k€Z" avec 0 < |k| < N}.
Pour k € Z" on pose :
U, ={m e [1,2] | |w- k| <k}
et
By={keZ"||k| < N}.

On a alors

U= J t.
keBy

Gréce a la Proposition 4.2.1, on a mes (Uy) < C % Remarquons qu’il y au plus N™ points dans

Bgy. Donc on obtient :
mes (U) < Ck'/"N",

Regardons maintenant le deuxieme petit diviseur (4.2.11). Posons :
9\ 1/2
CA:<max{|a] | a € A} ) .

On distingue deux cas : si |a|] > 2C4N, alors on a :

1
Wk +Xal 2 Ao —|w- k| 2 |a = Calk] 2 |a] = 5la| = (a),

pour 0 < k < 1/2.

Si |a] < 2C4N, on pose

V={mel[l,2]||w-k+ | <r(a), (k;a) € L.XZ"

avec 0 < |k| < N et (k;a) non D résonant }.

On veut donner une borne supérieure de la mesure de Lebesgue de V. Pour cela, on pose, pour
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keZletac L

Via={m € [1,2] | |w -k + A\s| < k(a), (k;a) non Dy résonant }

En posant
By ={(k,a) € Z" x L||k| < N et |a| < 2C4N},
on a :
ve U Ve (4.2.13)
(k,a)EBl

On remarque que dans By il existe au plus 4C 4N"*! points. Il reste & donner une majoration de

la mesure de Lebesgue de Vi, ,. Pour cela on distingue deux cas :

o Si{a,—a} ¢ A, alors A" = AU {a} est encore un ensemble admissible de cardinal n + 1.
De pluson a A" C {a € Z | |a] < CN}. En appliquant la Proposition 4.2.1 avec ce nouvel

ensemble admissible, on a :

1/ (n+1) 2(n+1)%+1/(n+1)
|k + 1

mes (Vi) < C

o Si|a|] € A mais (k;a) n’est pas D; résonant, alors en appliquant la Proposition 4.2.1 sans

changer A on a :
ﬁl/nN2n2+l/n

mes (Vo) < C
(Via) 7

Ceci nous donne que :
mes (V) < Cﬁl/(n-i-l)N(n+1)(2n+3)+1/(n+1)_

De la méme maniére on montre (4.2.12). On termine la preuve de la Proposition 4.2.8 en posant

C=UUYVYUW ou W est 'ouvert ot (4.2.12) n’est pas vérifiée. O

Il nous reste a controler D3 = w -k + Ay — Ap.

Lemme 4.2.9. Soient & €]0,1] et N un entier non nul. On a alors :

mes{m € [1,2] | |w-k —e| < 27, (k,e) € Z",

avec 0 < |k| < N} < CF;%N"H,

avec C' > 0 dépendant seulement de [’ensemble admissible A.

Preuve. Soit (k,e) € Z™ x Z tel que 0 < |k| < N. En utilisant la Proposition 4.2.1, on a :

1

Rn

mes{m € [1,2] | ]w-k—e|<2%,}§0|k|.

D’apres ’hypotheése £ < 1, on peut se restreindre a :

le] <|w-k—e|l+|w-k| <CN.
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Donc

mes U {me[l,2]||w-k—e€| <2/%}§CN”+1/%%.
|[kI<N
(k,e)eznt1

Proposition 4.2.10. Soient £ > 0 et N un entier non nul. Alors il existe un ouvert C C [1,2]
tel que :
mes (C) < Ck" N,

avec T et v deux exposants strictement positifs qui dépendent seulement de n = Card (A), tels que
pour tout m € ([1,2]\ C), tout 0 < |k| < N et tout a,b € Ls on a :

Wk + Ao — M| = w(1+ [la] — b)), (4.2.14)

sauf quand (k;a,b) est D3 résonant. La constante C' dépend seulement de l’ensemble admissible

A.

Preuve. Pour |b| > |a| > 0, remarquons que en utilisant (4.2.9) on a :

m

Ao = A = (la] = [B)] < - < 2]a|™".

lal

Donc on obtient :

lw-k4+Xg—Np| > |w- k4 |a| — |b]] — 2|a|™t

Dans le Lemme 4.2.9, on pose & = K¢ avec ¢ un exposant dans ]0,1[ qui sera déterminé
ultérieurement. Il existe, d’aprés ce lemme, un ouvert C; = C1(N, k2) dont la mesure de Lebesgue
est plus petite que C%n N"*! avec C' une constante qui dépend de A. Pour tout m € ([1,2] \ C1),
tout 0 < |k| < N et tout a,b € L avec |[b| > |a| > 257 on a :

w-k—+ g — No| > R > R (4.2.15)

Regardons les cas restants ou 'estimation précédente est mise en défaut. Ces cas sont inclus dans

I’ensemble :
Cy={me[,2]|lw-k+X—N| <5 (a,) € L% |a| <257%,0 < [k| <N}
Remarquons que si |w -k + Ay — X\p| <R, |a|] <2572 et |[k| < N, alors on a :

b <X < Jw-k4+Xg — Xp| + |w - K|+ g
<2794 (Ca+3)N,

avec Cq = (max{la| | a € A}2)1/2.
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Posons

B={(a,b)cZ?]||a| <|b| <2572+ (Ca +3)N}

Il y a au plus 4(257¢ + (C4 + 3)N)? points dans I'ensemble B. Il s’ensuit que :
Coc{me[l,2]||w-k+ Ao — | <R, (a,b) € B,0< |k]| <N} :=C3

Rappelons que L = L\ A~ avec A~ = —A. Pour a € £, on définit I’ensemble Ja[ par |a[= {a}
sia€ L et |a[=0siaec A™. Soit
A" = AUJa[U]b[.

Par définition, A’ est un ensemble admissible. De plus on a :

A c{acZlla| <C(2:72+ (Ca+3)N)}.

Puisque (k;a,b) est D3 non résonant, alors 'application de la Proposition 4.2.1 & I’ensemble

admissible A’ donne :

mes (Cz) < mes (C3) < CRY/+DN™ (277¢ 4 (O4 + 3)N)*™” Card B

< Cﬁl/(n+2)/—€—2@((n+2)2+l)N(n+2)(2n+5).

En choisissant

1 1 ,
T 22+ D) (mn+2) | 2m+2) = (n+2)(2n +5),

et en posant C = C; UCo, on obtient :
mes (C) < CRTN".

De plus pour tout m € [1,2] \ C4, tout 0 < |k| < N et tout a,b € £ non D3 résonant ’estimation
(4.2.15) est satisfaite.

Pour terminer la preuve de la proposition, on étudie la différence ||a| — |b||. Sans perte de

généralité supposons que |a| > |b].

o Sila| —|b] > 8C 4N > 8|w - k|, alors pour tout m € [1,2] et tout 0 < |[k| < N, on a :

1
]w~k+>\a—/\b|Zx\a—)\b—\w~k|21(]a|—\b])—\w-k:|

1 1
> gllal =[bl) = 7 (1 +la] = [b]) = £(1 + |a| - 0I),

: 1
si on suppose que Kk < 75.
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o Sila| —|b] < 8C4N, alors on a, pour m € [1,2]\ C :

lw-k+ Aq 1+ |a] —1b])

K
N>
ol 2 7 +80AN(
> k(1 + |a| — |b]).

Ainsi pour tout m € [1,2] \ C, tout 0 < |k| < N et tout a,b € £ non D3 résonant, 1’estimation
(4.2.14) est vérifiée. De plus,

mes (C) < Ck™NY*™ = Ck"N*,

[
Il reste a traiter le cas ou k = 0 dans Ds.
Lemme 4.2.11. Soient m € [1,2] et a,b € L tel que |a| # |b|. On a alors
1
[Aa = Ao = (1 + [laf = [BI]).
Preuve. Sans perdre de généralité, supposons que |a| > |b|. Alors pour tout m € [1,2], on a :
(la] — 6D (lal +10]) _ 1 1
Ao — A\p = > —(lal —1b]) > =(1 + ||a] — |b|]).
= VB > 2l = ) 2 (1 llal = bl
O

4.3 Forme normale

Dans cette section on construit un changement de variable symplectique qui met ’hamiltonien

(4.1.5) sous forme normale a laquelle on peut appliquer notre théoreme KAM 4.4.1.

4.3.1 Notations

Dans cette partie on commence par rappeler quelque notations introduites dans le troisieme

chapitre. Pour £ une partie de Z et o > 0, on considére ’espace /o & poids défini par :

Yo ::{ = (Cs: (58) €C2,8€£) | 1< <OO}7
Tls

N2 = D211 ()*, ot {s) = max([s], 1).

seL

avec
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On munit C? de la norme euclidienne, c’est-a-dire si (s = *(&,ns) alors |Cs| = /&% + [ns]2.
Pour 8 > 0 on définit I'espace £, a poids :

Lﬁ:{((s: (5) ecQ,sea) Hqﬁ<oo},
Ms

[Cls = sup|s|(s)”.
seL

avec

On rappelle que pour § < o, on a Y, C Lg.
Matrices infinies. On considere le projecteur orthogonal IT défini sur I’ensemble des matrices
carrées par

11 : M2><2(C) — S,

ou S est défini comme suit :
0 -1
S =CI + Coy, avec 02:< )
1 0

On introduit ’ensemble M des matrices infinies symétriques A : £ x £ — My (R), qui vérifient,

pour tous s,s" € L :

A¥ € My (R), A3 =1A% et TIAY = AY,

) S

Soit M, le sous-ensemble de M défini par :

AE My & Al = sup (5)2(5)] A |0 < 0.

s,s’eLl
Soient n € N, p > 0 et B un espace de Banach. On définit :
T, = {0 € C"/27Z"| [Imb| < p},

et
O, (B) = {z € Bl||z[s < p}.

Pour o, 11 € ]0,1[, on définit
O% o, 1) =Ty x 0,2(C") x Op(Ya) ={(0,7,0)},

0°* (o, p) = O°(, ) N {T" x R" x Y},

avecyﬁz{geya\g: (gsz (§s>,§8:ﬁss€£)}.

Un point de O%(o, i) sera noté par = = (6, r, ). Une fonction de O%(o, p), est dite réelle si elle
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est a valeur réelle pour x réel. On définit :

1(7,6, Ol = max(|r], [6], [[Clla)-

Classe des fonctions Hamiltoniennes. Soit D un compact de RP (I’ensemble des para-
metres). Soit f : O%(J, u) x D — C une fonction de classe C, réelle et holomorphe par rapport a

la premiere variable, et telle que tout p € D, les applications
0%, ) 32— Vef(x,p) €Yo NLg

et
O%(6,p) > x — Vif(x,p) € Mg

soient holomorphes. On définit :

)l = sup )] \ H = sup |V (.l
of >f
8C( )‘ _§g£|va($ap)|ga a@(w,-)Dzitg‘ V?f(x,p)lﬁ

On note 7%%(D, o, 1) 'ensemble des fonctions f vérifiant pour tout x € O%(a, p) :

of c of
fao<C || <& laa) <

C 82f
ac® >\Dfu

D_

Pour f € T%?(D, o, 1) on note [ f]]g‘f p la plus petite constante C' qui satisfaisant les relations
précédentes. Si 8Zf € T*P(D,o, i), avec j € {0,1}, alors pour v > 0 on définit :

L2503 = 1128 p + V[0, F1220 »-

On définit aussi :

TP (w) = {£(QIf € T (Do, 1)}

c’est a dire que f ne dépend pas de 7,60 et p. Pour une telle fonction, sa norme sera noté tout

simplement [f] fj’ﬁ

Enfin, on termine cette partie de rappel des notations en définissant espace 7+ (D, o, p1).

Rappelons que les espaces Lgy et Mg, sont donné par :
L5+:{C:(Cs:(psaQS)73€£)‘ ‘C‘5+<OO},
avec |¢|g4 = sup|C| ()t et
seLl

Mgy = (A€ M||Als4 < o0}
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avec [Algy = sup (14 [s| —[5'| [)(s)7(s')?[| A3 || oo-
s,s’eLl

On remarque que Lgy C Lg et Mgy C Mp. On définit TB+H(D, 0, 1) de la méme facon
qu'on a définit 7% (D, o, 1) mais en remplacant Lg par Lgy et Mg par Mg,. Ainsi on a
TPH(D, o, 1) C TYP(D, 0, ).

Rappelons que pour f,g € T*P(u), le crochet de Poisson est donnée par :

{9} =iVef, IVeg).

Lemme 4.3.1. Soient f € T%P(u) et g € TP+ (1), alors pour tout 0 < p' < p, {f, g} €

TB (i), on a :
_c

[[{fag}]]z}ﬁ < M(M . M/)

LT3 Lol

La constante C' dépend de o et 3.
Pour la preuve, on rappelle le lemme suivant, démontré dans [29] (annexe A).

Lemme 4.3.2. Soient E et F' deux espaces de Banach complexes, f : E — F etv € E. Supposons
que qu’il existe v > 0 tel que [ est holomorphe sur la boule ouverte de centre v et de rayon r et

que || fllr < M sur cette boule. Alors d,f € L(E,F) et on a :

M
o fllc(e,r) < o

Preuve du lemme 4.3.1. Soit x € O,/ (Y,), il faut montrer que :

_c

() Hf,9} (@) < = )

[15P [gls ™
I

! (o — ')
¢
P (= )

(i) [IVe{f, 9} (@)lla < L1527 Tal ™

(iii) [V¢{f, g} (@)s < LT3 Lol

C

: 2
() V2 (£} @)ls < e

K ] e

Démontrons (7). On a :

{fs 9} (@) = [V f (), IVeg())] < IV f(@)lall TVeg(@) o

1
< U2 el

1 B B+
M(M_M/) [[f]]u Hgﬂy :

IN

Intéressons-nous a présent au gradient en ¢ du crochet de Poisson :

Vedf g} (@) = (VEf(2), IVeg()) + (Ve f (@), TVEg(x)) =: D1 + Do,
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Pour ¥y on sait que V¢f : O (Yy) — Y,. De plus 2 — Vf(z) est holomorphe : alors
ng(:v) € L(Y,,Y,) pour tout x € O,y (Yy). D’apres le lemme 4.3.2, on a donc :

IZ1lla < IVEF @)l 2(va v 1TV (@) la

Su v, su?Ya)(\\ch(y)Ha)IIch(ﬂf)lla
1
S mﬂfﬂyyﬁﬂgﬂyﬁJr
B Tt
<uu(u u)m Lol

On procede de la méme maniére pour Y, ce qui termine la preuve de (ii). Pour montrer (iii), on

utilise les estimations 3 et 4 du Lemme 3.2.2. Ainsi on obtient :

Ve tf.9} ()]s < [(VEF(@), TV ca(@))|, + | (Vef (@), T92g(@)],

< OV (@), 17V ea(@)l 5, +C Ve (@)l | TV Ea()]

c
Sﬁﬂﬂ“WﬂW”

IN

a8 8
/m(u M)m Lol

Il reste a démontrer (iv). On commence par calculer la dérivée seconde du crochet de Poisson :

Ve[, 9} (x) = (VEf(x), IVeg(x)) + (Vi (), TVEg(x))
+{(VEf(x), JVEg()) + (Ve f (x), TVig(@))
=I'1+Ty+IT's+1Ty.

Pour I'y, on sait que V2 af 1 Op(Ya) — Mg. De plus, x — AV ¢f(x) est holomorphe : alors
Cf( x) € L(Ya, Mg) pour tout z € O, (Yy). D’apres le lemme 4.3.2, on a donc :

IT1| < IVEF(@) | 2vaman [TV (@) o

sup | V2£()|, 1Veg(@)lla
— uyaMMw‘<<“‘<<‘

B 1onB+
Su (N M)[[f]] [9];;

<

BT, TnB
< (u N)[[f]] lgl5P™.

On procede de méme pour I'4. Il reste a étudier I'g et I'3. Les deux cas se traitent de la méme fagon.

Regardons par exemple I's. En utilisant la premiére estimation démontrée dans le Lemme 3.2.2,
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on obtient :
Ts| < € |VEf@)| | VEga)|
< LAl
e e I g
Ceci termine la preuve de lemme. O

Soit g une fonction de classe C! sur O, (Y,). On note @, le flot hamiltonien de g a t = 1,
c’est-a-dire :

¢ =¢(1) = Bg(C0) = @5 (Co),

avec

¢=1iJV¢g(Q) et ¢(0) = (o

Corollaire 4.3.3. Soient f € T%(u), g € T4+ (1) et 0 < p' < p tels que :

a,B+ 1 o
[ = Gulu = u).
Alors @4 : O,0(Ya) = 0,(Ya) et fo®, € THP(!). De plus on a :
[f o @g]57 < C'[1127°. (4.3.1)

La constante C' dépend de o et 3 tandis que C' une constante absolue.

Preuve. Montrons d’abord que ®, est bien défini et que @4 : O,/ (Ya) = Opu(Ys). Soit :

|
I

up{t > 0] ¢(a) définie pour 0 < a <t et ||((a)|o < p}.
Montrons que t > 1. On sait que :
)= Goti [ IVcgc(s))ds.

Or g € T%P*(u), donc pour tout ¢ € 0, (Y,) on a :

[[g]]g,m

IVeg(Qlla <

Il s’ensuit, pour a = 1, que :

l¢(@lla < lIGolla + & (n = 1)

a
<i+Glp—i)<n

On déduit que ¢ > 1, que @4 est bien défini et que @4 : O,y (Ya) = O, (Y,). Montrons & présent
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que fo®, € T*P(u'), ainsi que l'estimation (4.3.1). Rappelons que pour f et g holomorphes, on

a

fo@g—f+{f,g}+ {{f,g} g+ !{{{f,g},g},g}+---
_Z Pnf?

n>0

avec P)f = f, Pif ={f.g} et P}f ={{f. 9} .9} ...

Gréace au Lemme 4.3.1 on a :

[Py 137 < CIF1S (1l — 1) [l )"

En utilisant I’hypotheése faite sur g, on obtient que f o ®, est une série convergente. Donc

fo®, € T¥P(i') et on obtient l'estimation (4.3.1). O

On définit le tore réel de dimension finie :

T, = {C = ((&s,ms), s € Z)| & = 75, |Ca\2 =vpgsia€ A & =0sis¢€ E} , (4.3.2)

avec v > 0 petit et p = (pg,a € A) le vecteur parameétre appartenant au domaine D = [1, 2]“4
Ce tore de dimension n = Card(.A) est invariant pour 1’équation d’onde linéaire. Notre but

est de mettre ’'Hamiltonien Hy + P sous forme normale a laquelle on appliquera le théoréeme

KAM 4.4.1. Cette forme normale sera définie sur des tores construits sur ’espace Y, et voisins

du tore réel T),.

Au voisinage du tore T}, on passe des variables ((q,a € A) aux variables action-angle définies

par :

ba=V9Le", na=VIe ", acA

On passe donc des variables (£,7) au variables (I,0,¢,n) avec I = (Ig,a € A), 6 = (0,,€ A),
€= (&,€ L) et = (1a,a € L£). Le nouveau vecteur variable est dit réel si I = I, 0 = 0, et 5 = 1.

A présent, on définit un voisinage torique complexe du tore réel T), par :
Ty =Ty 0) = {(LO.E) 11— vpl <wpi®, |[Tmb] < o, [|[CFlo <0120}, (433)

avec I = (Iy,a € A), 0 = (04, € A), (£ = (s, € L).

Lemme 4.3.4. Supposons que g est holomorphe réelle sur S' x J avec J un voisinage de l’origine
de R. Soit « > 0 et v > 0 petit. Alors il existe o* > 0 et p* > 0 tels que la perturbation P est
bien définie et analytique sur T,(v, o, p, ) pour 0 < o < o* et 0 < p < p*. Les paramétres o™ et

w* dépendent de la non-linéarité g, de l’ensemble admissible A, de v et de .
Remarque 4.3.5.

- On peut fixer a titre d’exemple o* =1 et déterminer explicitement p*.
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- Pour v petit, on a :

Zﬂ(”? O',[L,Oé) - Oa (U) ,LL*)

Preuve. La non-linéarité (4.1.2) est holomorphe réelle sur S! x .J, avec .JJ un voisinage de I'origine
de R. Supposons que I = [-M, M] avec M > 0. On peut étendre g de maniére holomorphe sur

S! x I, avec I¢ de la forme :
Ic = {u € C||Re(u)| < M, [Im(u)| < K}.

Rappelons que

Z Esps + 7]350 s
SEZL v

Z fa‘Pa + na@ a Z 55905 + 778@ s
acA v As

On veut avoir un contréle sur ces deux sommes. Pour la premiere, on a :

Z §aPa + NaP—a

[Sal + [7al
acA F Z

acA
<2 Z \/Eelfmwa)l < CA‘I’1/26|1m(0)|,
acA

avec C 4 une constante qui dépend de A. Regardons a présent la deuxiéme somme. En utilisant

I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

Z Esps + Nsp—s

(AETAPS
(@)I<]a-
D EDY

seLl V2As

Ainsi, on a :

[u(€)] < C(@)[[¢]la + CalT]/2eTm O,
< C(@)[¢lla + Call = vp| 2O 4 C g (wp) /2™

On veut que, si (1,6, () appartient a T,(v, o, i, @), alors u(¢)(x) € Ic pour tout z € St. Ceci est
vrai si on pose :

C(a)u1/2u + CAul/z,ue" + OaV201 27 < min(M, K).
On peut poser a titre d’exemple o* = 1, ce qui nous donne que :

min(M, K) — C4v/2v'/%e
v1/2(C(a) + Ca)

*

p<

A présent on s'intéresse a la perturbation P. On veut montrer qu'elle appartient & la bonne
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classe de fonctions hamiltoniennes. Rappelons que :

PO = [, G.u()@)ds.

avec g = 0,G et g(x,u) = 4u® + O(u?).

Lemme 4.3.6. Supposons que (z,u) — g(x,u) est réelle holomorphe sur un voisinage de S* x J,
avec J est un voisinage de zéro dans R. Alors pour tout o > 0 il existe u* > 0 tel que pour

0 < pu < u* la perturbation

P:0,Y,) —C
¢ = P(¢)

appartient ¢ TV2(p).

Preuve. Rappelons d’abord que pour 2 € S! on a :

wlz) = gs@s(l') +773S073(l‘) —u ).
(x) SEZZ N () (=)

Remarquons que, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et au fait que a > 0, il existe une

constante C,, qui ne dépend que de «, telle que pour ¢ € O, (Y,), on a :

[u(Q)(x)] < CallClla < Cap.
Pour montrer que P € T®Y2(y), il suffit de montrer que :
VPEY*NLiy et V2P e M.
On commence par définir pour o > 0 I'espace suivant :
Fp = {v =(0s €C, s €Z) | (jusl(s)*), € £ (Z)}.

Pour v € Z,, on définit la transformée de Fourier F(v) de v, donnée par u(x) = F(v) := 3 vse®.

On définit aussi ’espace de Sobolev discret par :

SEZL

Ho(SY) = {U\U(w) =Y _a(s)e"?| (a(s)l(s)*), € £* (Z)}-

Si o € N alors

H*SY) = {u Ju(z) = 3" a(s)e™| (a/@(s))s € 1 (Z)} .

SEZL

Ainsi on a I’équivalence suivante :

u € H*(S') <= (u(s)), € Za. (4.3.4)

s
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e Pour montrer que V¢ P €Y,, il suffit de montrer par exemple que %—Ig € Zg4. On a,

oP

1
56O = g [, 0:G . u(Q@) puw)ia,

Or (x,u) = g(z, u) est réelle holomorphe sur un voisinage de S* x.J, donc  +— 0, f (z,u(¢)(z)) €
H®(S'). On déduit de 'équivalence (4.3.4) que %% € Zq.

« Montrons & présent que V2P € M, /2- Rappelons d’abord que :

0P
vip = sup (s)V/2(sN2 || || .
VPl = s (960 5|
On a )
0*P 1
DEEy = 2/\1/2)\1/2 st 8ZG(xaU(C)(x))@s<$)¢s’(x)dx'
Donc :

0sCe N2\ B2G(—s+ ') B2G(—s— o)

s

92P 1 ( RG(s+5)  RC(s—s) )

ce qui nous donne :
[V2P)1 /3 = sup ‘53/5(3)‘ < 0.
SEZ

o Il reste a montrer que VP € L;/. On rappelle que pour 8 < o on a Y, C Lg. Or
VP eY, C L1/2.

O]

A présent, on est en mesure de donner le changement de variable symplectique qui met
I'hamiltonien (4.1.5) sous forme normale qui satisfait les hypotheses du théoréeme KAM 4.4.1.

Soit 0 < < p* et 0 <o < o* avec u* et o* données par le Lemme 4.3.2.

Théoréme 4.3.7. Soit A un ensemble admissible. I existe un Borélien U C [1,2] de mesure de

Lebesgue nulle tel que pour tout m € ([1,2] \ U) il existe vy qui dépend de A, m et g tel que :

(i) Pour 0 <v <wvy, a>1/2 et p € D il existe un changement de variable symplectique réel

holomorphe

v, 0 <;, ';) — T,(v, 0,1, @),

qui transforme la forme symplectique —id§ A dn sur E,(v, o, p, «) en :

—v Y drg Ndby —ivy_ dés A dns.
acA seL

(ii) Pour ¢ > %, le changement de variable ¥, s’étend de manicre holomorphe sur le domaine

compleze

Dc:{pG(CA|

pj—z‘ <e, 1§j§Card(A)}.
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(iii)

1l transforme I’Hamiltonien perturbé H = Hy + P en une forme normale donnée par :

v Holllp—Q T‘—I—ZA (p)ana + f(r,0,C, p), (4.3.5)
acl

pour tout p € D.. Le vecteur fréquence interne § et les fréquences externes Ay, a € L, sont

données par (4.3.22) et (4.3.23). De plus, elles sont linéaires en p et vérifient :
2(p) —w| < Cv,  [Aa(p) = Al < Cla| ™, (4.3.6)

pour tout p € D.. La constante C' est strictement positive et dépend de ’ensemble admissible

A.

La perturbation f est réelle holomorphe en p sur D.. De plus elle appartient d '7'0"1/2(7), 7. 5)

et vérifie :
1545 < i@+ v,

[[fT]]?rlfg < Cr(L+ 2.

avec C1 une constante qui dépend de l’ensemble admissible A, de la masse m et de la

non-linéarité g.

Remarque 4.3.8. Dans (iii) on a besoin d’estimer la dérivée de la perturbation f par rapport

au parametre p. Ceci est possible grace a 'estimation de Cauchy. On a donc besoin d’étendre ¥,

sur D, de maniére holomorphe, (voir 4.3.6).

Tout le reste de cette section sera dédié a la preuve du théoreme précédent.

4.3.2 Résonance

On considére la partie quartique Hy de ’'Hamiltonien H dans les variables complexes. Elle est

définie par :

avec

et

H4 = H2 + P47
H2 = Z)\sgsn&
SEL

i (& +n-i) (&5 +n—3) (& + k) (& +n-1)
Py = C(i, 5, k,1 7
4 (i:j%lj)ez 0 A/ NN AN

ou C(i,j, k,1) une constante définie par :

1 .. .
ti+k+1=0,
CligkD) = [ pi@)es@en@)a@)da ={ o

0 siitj+k+1#£0.
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On définit le sous ensemble suivant de Z* :
J ={(i,5,k1) € Zi+j =k +1}.

Donc

27T(i,j,k,l)ej 4\/)\i)\j>\k>\l

On peut décomposer Py en trois parties Py = Py + P} + P? avec :

p= 3 (& +n-i) (& + 1) (& + n-k)(& +1-1)

P = é Z 52‘@%%771’
(14 k) ET iAARAL

Pl = % 3 gigj%ﬁk&,
(i,5,k,~1)eT NG

3 &i&imem
) o ) R
T (i,j,—g—l)ej VAN AR

Pour (i, 7,k,1) € Z* on définit les petits diviseurs

QO(i7j7kal) = >\l + )\] + )\k; + >\la
(i, 7, k1) = Ni + Aj + A — A,
Qg(i,j,k,l) =\ + )\j — A — AL

Définition 4.3.9. Un monome &&;&pm ou ninngé; est dit résonant si Q4 (1, j,k,1) = 0. Dans ce
cas, on note Ry = {(4,5,k,1) € Z*| Q1 (i, j, k,1) = 0}. Un mondme &&nim est dit résonant si
Qo(i, 4, k,1) = 0. Dans ce cas, on note Ry = {(i,7, k,1) € Z* | Qa(i, j, k,1) = 0}. Soit R la réunion
de Ry et Rs.

On définit aussi

jQ = {(Zvjvkal) € \.7 ’ #{Z7]7k7l} ﬂA Z 2}7

et
T3 =T\ T2 ={(i,4,k,1) € T | #{i,j,k, 1} N L >3}

Lemme 4.3.10. I existe un Borélien U C [1,2] de mesure de Lebesque pleine tel, que pour tout

meU ona :
(i) R1 =0,
(i) Ra C {(i, ], k,1) € Z* [ {[il, [} = {I&[, |I}},
(iii) il existe une constante y(m) > 0 telle que pour tout (i,j,k,1) € Jo\ R, on a :

|Ql(iaja k? l)|7 |Q2(i7j7 ka l)| > ’)’(’I’)’L)

Preuve. On commence par prouver les assertions (i) et (ii). On fixe (4,7, k,1) € Z*. Définissons
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pour 0 = %1 la fonction :

Fm)=ViZ+m+/i2+m+6VE2+m— V2 +m.

La fonction f est analytique sur [1,2], et prolongeable en une fonction multivaluée sur C. Si
j=k=1=0, alors —i? est un point de branchement pour f. Les points de branchements de f
sont donc —i2, —j2, —k? et —I2.

Si § =1 alors f n’est pas identiquement nulle sur [1,2], et elle admet un nombre fini de zéros.
Ainsi, il existe un Borélien Uy, de [1, 2] de mesure de Lebesgue pleine, tel que pour tout m € Uy,
onaRi=10.

Maintenant, pour § = —1, si f [;;,9= 0 alors f = 0, et on a forcément {i%, 5%} = {K%,1?}.
Si f n’est pas identiquement nulle sur [1,2] alors f admet un nombre fini de zéros. Il existe
donc un Borélien Us, de [1,2] de mesure de Lebesgue pleine, tel que pour tout m € Us, on a
Ra C {(i, 5.k, 1) € Z* | {Idl, 151} = {[kl, [1[}}-

Il reste a prouver la derniére assertion. On commencera par controler 5. D’apres la Proposi-

tion 4.2.10, pour & > 0, il existe un ouvert C,;, de [1,2] tel que
mes(Cy) < CKT,

avec 7 > 0 dépendant de Card(A) et C' dépendant de I’ensemble admissible A lui-méme. Pour
tout m € ([1,2] \ Cx) et tout (i,7,k,1) € Jo\ R, on a :

|Q2(iaja k? l)| > K.
On sait que, si &' < k, alors C,, C Cx. Donc C := 0 N 1C'§ est un Borélien, et on a :
<r<
mes(C) = 0.

De plus, pour tout m € Us = ([1,2]\C) = 0<U<1([1, 2]\ Cy), il existe une constante y(m) telle

que pour tout (i,7,k,l) € Jo\ R, on a :

On procede de la méme fagon pour controler (4, j, k,1) mais en utilisant la Proposition 4.2.8
au lieu d’utiliser la Proposition 4.2.10. Finalement, on pose U = Uy NUs NU3 N Uy, avec Uy le

Borélien de mesure de Lebesgue pleine obtenu apres le controle de €4 (4, j, k, ). O

4.3.3 Procédure de Birkhoff

Pour un « > 0 on rappelle la définition de ’espace suivant :

Zo={v=(vs€C,s€2) | (|Ivs|(s)*), € 2(2)}.
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On munit Z, de la norme :
ol =D losP(s)**, (s) = maz(|s],1).

On note par vy le produit de convolution dans ¢(Z) défini par (vxw); = 3 wv;w;. On rappelle
i+j=1
le Lemme 2 énoncé dans [22] .

Lemme 4.3.11. Soient v et w dans Z, avec o > % Le produit de convolution v * w est alors

dans Z.,, et on a :

[v*wlla < Cla)|v]lallwla; (4.3.7)

avec C' une constante qui ne dépend que de .

Preuve. Soient v,w € Z,. On a :

ool = 50| 5 |
SE€L it+j=s 2
APy T
Or . | )
§<<z<>8<?7>> < JZ€Z<<Z<>i>+<j<>J>> <4° J% <Z>12a n <];2a < C%a)
Donc

loxwld < Ca)? Y > (0 sl (5)* fw;

SEZL i+j=s

< Y @ () gl

1,jEZL
= C(a)|[vla]lwll3-

On considere I'espace de phase Y, muni de la structure symplectique —i > d&i A dny. Pour

a > 1/2,Y, est une algébre pour le produit de convolution.

Lemme 4.3.12. Soient o > 1/2. Soit P* un polynéme homogéne réel sur Yy, de degré 4,

construit sur J. On suppose que P* est de la forme :

4
P O= Y @ gngniain - &M - s

(J1,J2,33,J4) €T 1<r<4
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avec |a’; | < M pour tout (j1,j2,73,7J4) € J. Alors on a :

157253354

IVPYla < Cla, M)|ICI3.

En particulier pourt <1, le flot @}4 engendré par le champ de vecteur Hamiltonien X ps = iJV P*

est bien défini, réel et analytique sur la boule :

06(Y0¢) = {C € Ya|||€||0¢ <6= 5(M)} :

De plus, pour tout ¢ € Os(Yy),
9%, (¢) = Clla < CM)CIZ

VP!
Preuve. On rappelle que X pa est de la forme ¢ ( ¢ 4) Puisque |a]1 o J4| < M, ona:
V,P b

n

oP
3771

<M > &G&G&| + 1G] + |&minkl + Inimingl-
(i,5,k,1)eT

DGk = (ExEx )+ (ExEx O+ (ExEF i+ (ExEx &)+ (ExEx &)+ (ExExE),

(4,9,k,0) €T

ol £ est défini par & = (;)jez avec §; = £_;. En utilisant le Lemme 4.3.11, on obtient :

2 2

opP*

la—
> oy

«a leZ
< O(M) (||gxEx €12 + € xExnll2 + 1€ *nxnll + [+ *nl2)
< C(a, M) (N1l + I€lAlmIZ + N€2ImlE + 1m15)
< Ofa, 20) ([l + [1n]2)” = Cle M)|ICIS.

H opr*

De la méme fagon, on montre que :

2

H 0P < i a)ICIE.

Ainsi, on obtient :

feerl - (|%]

Ce qui conclut la preuve du lemme. ]

1/2
) < C(a, M)|[C]I3,

H oP4
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Lemme 4.3.13. Soit D~ ['opérateur borné de Y, donné par :
D™ = diag{A;1/2IQ,5 € Z} .

On définit Q*(¢) := P*(D~(C)), avec P* le polynéme défini dans le Lemme 4.3.12. Alors
VEQ4 € My, etona:

< Cla, M)CI3

veel <

Preuve. On rappelle que

4
P (C) = Z Z agl,jg,jg,j4€j1 tee gjrnjr-s-l ctt 77]'47

(J1,92,93,Ja) €T 1<r<4

avec a;17j27j37j4| <M pour tout (jlvj?)j?)ajél) eJ. On a donc

a
4 9, 9. 9,
Q(¢) = E : E /7)\J1;2 j;\ '14)\' Eiv - &5 Mjrgr - - M-
(J1,J2:d3,4a) €T 1<r<d V 7IL17I27003 7504

On a aussi )
0°Q
V204 — qup ()22 || Ol
92"z = sup (90
Pour tous s et s’ dans Z, on a :
82Q4
(s)1/2(s")/? 9.0, < [|A|os,

avec A une matrice réelle carrée de taille 2, dont les coefficients sont des polynémes homogenes

de Y, de degré 2, de la forme :

B
YD)

PO=Y Y

jET kil=1

(algja(mgjam + a2€ja(k)nja(l) + a3nja(k)nja(l)> )

Jo (k) No (1)

avec j = (Jo(1)s Jo(2)s Jo(3) Jo(4)) OU 0 est une permutation appartenant au groupe de permutation

S({1,2,3,4}). Par le Lemme 4.3.11 on a :
P2(Q)] < Cla, M)IC,

et donc
VEQl12 < Cla, M)IC[a
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Remarque 4.3.14. On rappelle que Py = PY + P} + P} avec

P = 1 Z &€k + 77i7]j77k771’
87T(i,j,k,l)6j \/>\i)\j)\k)\l

pl = 1 3 &€k + ikt

27T(i,j,k,—l)€] W/)\i>\j)\k)‘l

&Mk
pr== Y SN
47T(i,j,—k,—l)ej‘/)\i)\j)\k)\l

w

Les coefficients de chaque mondme sont majorés pas 3/4mw. En appliquant les lemmes 4.3.12
et 4.3.18, on obtient que la partie quartique Py de la perturbation P est dans Ta’l/z(u) pour
a>1/2 et e 0,uY,).

Soit U C [1,2] le Borélien de mesure de Lebesgue pleine construit dans le Lemme 4.3.10.
Pour tout m € U, on veut construire un changement de variable symplectique réel holomorphe
au voisinage de 'origine de Y, qui transforme la partie quartique de 'hamiltonien H en une
forme normale de Birkhoff d’ordre 5. Cette transformation exhibe de la partie quartique de la

perturbation P les termes intégrables ainsi que les termes d’ordre au moins 3 dans la direction
de L=7Z\ A.

Proposition 4.3.15. Pour tout m € U, il existe un changement de variable symplectique T réel
holomorphe défini sur Osm)(Ya) pour un certain §(m) et a > 1/2. Ce changement de variable
vérifie :

I7(¢) = Clla < Cm)ICllas V¢ € Oy (Ya). (4.3.8)

1l transforme ’hamiltonien H = Ho + P = Ho + Py + R5 en :
Hor=(Hy+P)or=Hy+ Zs+ Qs+ Rs+ Rs o, (4.3.9)

avec
Z4 3 3 &&mem

)
T gkednRe N
et Qs = Qa1 + Qa2 avec

Qa1 = S Z &i&i&km + nini &

2n (4., —kDETS Aidj AR

Quz = > 3 §i5 Mk
) 4 (D eTs \/)\i)\j)\k)\l

Le polynéme Z4 contient des termes intégrables alors que Q4 est cubique ou quartique dans la
direction de L. De plus, Zy, Qa, R¢ et Rs o7 sont réels holomorphes sur Oy, (Y,). Les restes
Rs o1 et Rg sont respectivement d’ordre 5 et 6 au voisinage de l’origine de Y,. De plus, pour

tout 0 < pn < 8(m), Zy4, Qu, Rs o7 et Rg sont dans TV?(u) et vérifient :

[Z05Y2 + [Qa]Y? < Cut, (4.3.10)
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[Re]5/? < Op, (4.3.11)
[R5 o 7] /% < Cpi®, (4.3.12)

avec C' une constante strictement positive qui dépend de la masse m, de la non-linéarité g et de

lensemble admissible A.

Rappelons que le crochet de Poisson associé a la forme symplectique —i Y~ d€s A dns est donné
€z
par : ’
~0f 0g Of 0Og
{f.9}(&m) = ZZ?y T 96 o
jez n; O; & Onj

pour f,g € CH(Zy x Zy).
Lemme 4.3.16. Soit P un polynome homogéne de degré 4 défini par :

PEn) = 3 =aupen”’,

laf+]8]=4

avec £* = £71E57€5°65 . On a alors :

{Hy, P}(&n) =i D aa,s%min(als) (@ B)E D .
|| +[B]=4

Preuve. On démontre le lemme précédent en utilisant I’expression de '’hamiltonien Ho, du crochet

de Poisson et des fréquences ,(a, §) pour 0 < p < 2. O

Preuve de la Proposition 4.3.15. On chercher & construire un changement de variable symplec-
tique 7 réel holomorphe défini au voisinage de l'origine de Y, avec a > 1/2 qui transforme
I’hamiltonien H en une forme normale de Birkhoff a ’ordre 5. Pour ce faire, on utilise une
méthode classique : 7 sera le flot induit par un Hamiltonien y4 a £t = 1. En effet, 7 = <I>>1< , avec
@; , le flot induit par x4 a I'instant £. On rameéne notre probleme a la recherche d'un Hamiltonien
X4 qui sera solution d’une certaine équation homologique.

Gréce a la formule de Taylor, on a :

(Hy+ Py+ Rs)oT=(Ha+ Py)oT+ Rs07T
= Hy + Py + {Ha, xa} + {Ps, x4}

1
+ [ (0= {H2 + Puxa) xa} o @ dt + R o
0

On veut que :

(H2—|—P4+R5)OT:H2+Z4+Q4+R6+R507‘.

Donc, en posant

1
Rs = {Pa, x4} + /0 (1—t) {{H2 + Py, xa} , x4} 0 B}, dt,
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il suffit que x4 vérifie I’équation homologique suivante :
{H2, x4} = Zs+ Qs — Py (4.3.13)

D’apres le Lemme 4.3.16, il suffit de prendre x4 de la forme :

x4 = 8% in?j?kfl - 77i77‘j777c7]l
(i,j,—k,~DET 0(17]7k7l)\/m
n % 3 Q€i§j§knz - mﬁjﬁkfz
(3,5,—k,1)ET2 1(Z7]7k7l)\/m

L3 3 &5k
47 (1,3, k 1) ETo\ R Qg(l,], k, l)\/)\i)\j)\k)\l

D’apres le Lemme 4.3.10, il existe un Borélien U C [1,2] de mesure de Lebesgue pleine tel que
pour tout m € U, il existe une constante strictement positive y(m) > 0 qui minore |Q4 (¢, j, k,1)| et
|Q2(7, j, k,1)|. De plus, Qq(i, j, k,1) > 4. Ainsi x4 est un polyndéme homogene de degré 4 construit
sur J, avec des coefficients bornés. Il s’ensuit que le champ de vecteur Hamiltonien X, est réel
holomorphe sur Y. De plus, d’apres le Lemme 4.3.12, pour tout m € U et a > 1/2, il existe
C(a,m) > 0 tels que :

1Xxalla < Clasm)C

Ainsi il existe §(m) > 0 tel que 7 est un changement de variable symplectique holomorphe réel

défini sur O, (Y ).

En utilisant le Lemme 4.3.16, on a

1 §i&GEk& + mingnem
{H27 X4} - 5 Z

87T(i,j,—k:,—l)6j \/)\i)\j)\kAl
1 3 §i&G&em + minimkS

2T ilwheq, VNN
3 T &k
AT ke Ry VAR AR

Donc

(Hy+ Py)om=Hy+ Zs+ Q4 + R,

avec Z4, Q4 définis comme dans la proposition. On voit directement qu’ils sont deux polyndémes
homogenes de degrés 4 réels a coefficients bornés. Donc, en appliquant les lemmes 4.3.11 et 4.3.12,

on obtient pour a > 1/2 et 0 < p < §(m), que ces

Regardons a présent les propriétés des restes Rg et Ry o 7. Commencons par Rg. Par
construction, Rg est un Hamiltonien holomorphe d’ordre 6 au voisinage de 'origine de Y,. On
rappelle que

Rs=Hort—Hy—Z4;—Q4— Rs07.
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Le membre de droite est réel et donc Rg I'est aussi. Démontrons que Rg est dans 72 () avec

0 < p<do(m).

On commence d’abord par démontrer que x4 € 72 (). On remarque que, pour tout

i € Z tel que (i,7,k,1) € J,on a:

\3/2
(@) <C(Am), ¢=0,1,2.

|QL(i1ja k? l)| V AZ)\])\k)\l -

En utilisant cette estimation et la méme méthode que dans la preuve du Lemme 4.3.12, on

obtient que Vexs € L1, .
2

Il reste & montrer que Vg)@ € M, . Les premiers termes de x4 sont construits sur J. Pour tout

1
§+
7/,]6 Z, on a

(@22 [l 15D
QO(iajvkal) V Al)\j)\k)‘l o
Les termes suivants de y4 sont construis sur J2. En appliquant la Proposition 4.2.8 on obtient

donc :
@2 )2+ 1] = 151D

Q. (1, 4,k D)/ AN AN

En utilisant ces deux derniéres estimations et la méme méthode que dans la preuve du Lemme 4.3.13,

<C'(m,A), t=1,2.

on obtient que V2x4 € /\/l%+. Ceci nous permet de montrer que x4 € 7'0"1/2+(u) pour o > 1/2
et 0. < p < do(m).

D’apres le Lemme 4.3.1 on a {7'0"1/2(5(771)),Ta’1/2+(5(m))} € TV/2(15(m)). Donc {Py, xa} €
T/2(15(m)) et pour 0 < p < $5(m), on a :

[{Pa, xa}Ig'? < Cu [P P Dl 2 < oS,
Gréce a I’équation homologique (4.3.13), on a :
1
{Hy + Py, x4} = Zs + Q4 — Py + {Py, x4} € Ta,1/2(§5(m))_

En appliquant encore une fois le Lemme 4.3.1, on obtient pour 0 < pu < %(5 (m) :

1

{{H2 + Py, x4}, xa} € Ta’1/2(4

5m) et [{H+ Paxa) xallp? < Ou

Puisque x4 € T2+ (5(m)) et comme [[X4]],Oj’1/2+ < Cu*, le Corollaire 4.3.3 donne :

o 1 o, 1
T2 ([0(m)) 0 @, € TH2(26(m)).

Ainsi, Rg € T*Y2(p) et vérifie 'estimation (4.3.11) pour 0 < pu < £5(m).
A présent, on s’intéresse au reste Rs o 7. Rappelons que Rs; = P — Py, donc Rj est réel

holomorphe d’ordre 5 au voisinage de 'origine de Y, et appartient & 7/2(5(m)). Encore une

fois, grace au Corollaire 4.3.3, on obtient que R o1 € T%Y2(15(m)), donc Rzo1 € T*V2(u) et
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vérifie pour 0 < 1 < $6(m) :
[R5 o 7]1/2 < [P — Pyot/? < OpP.

On termine la preuve en remplagant §6(m) par §(m). O

Lemme 4.3.17. Pour m € U et o > 1/2, le changement de variable T défini dans la Proposi-

tion 4.3.15 vérifie :
o
T (.=
T ( o (v, '3

pour 0 <o <1,0<pu<1etv<4u2e76%(m).

M\t

) € o),

Preuve. Pour m € U C [1,2] et a > 1/2, le changement de variable 7 vérifie :
I7(©) = Clla < Cm)IIClas YC € Osgm) (Ya)-
Rappelons que :
Tp(v, 0, 0) = {(1,0,&m) | [T =vp| <vpi?,|Im] < o, [ CFlla < v'/2p} .
Posons ¢ = 7(¢). Alors, pour v < 4u~2e~76%(m), on a :

3
2,

IE = Clla < C'(m)pde® v (4.3.14)

ot C’(m) une constante, multiple de C(m). Montrons en utilisant cette estimation que :

T (‘Ip(u, %, ’;,a)> C Tp(v, 0,1, ).
e Sur £, ona:
~ 1
I8l < el + € mprPe® v < ot 4 O'(myue vt < wp.

e Pour tout a € A, on a :

1o — vpa| < |Io — vpa| + |Io — L]
1 .
< ZV/JQ + ‘gana - gana’
1 . -
< ZV,MQ + ‘fa””a - 77@‘ + \%Hﬁa - fa"

Comme ¢ € T,(v, 5,45, a), on a

o 1
nal < (5 u+\f)§ 2.
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En vertu de l'inégalité (4.3.14), on a :

3 3
2 Y2

vz,

~ 1 o
Sl < Gr+ V2)e3v2 4 C'(m)ude

36

la — Na| + 160 — &a| < C'(m)pPez v2,

N

Donc on a bien

I, — vpa| < v
o Il reste & vérifier que [Im(6,)| < o pour tout a € A. D’une part, on a :
|£a‘ = ‘ V jaeiea

D’autre part, grace a I'inégalité (4.3.14) on a :

< \/ie'lm(é“)‘ < v (p+ V2)elm O,

36

~ 1 o
1€a] < (§,u + ﬂ)efy% +C'(m)pde2 v2.

N

Ainsi

Jrm@)| < BE2V2 o Cl(m)pd s

< +v e,
2(p+V/2) 1+ V2

et on obtient que |[Im ()| < o.

4.3.4 Forme normale sur les ensembles admissibles

On rappelle que ’hamiltonien Z4 est donné par :
(id k) ETNR 07
avec

T2 =A{(i, 4, k1) € T | #{i, 5, k, [} N A = 2}.

On remarque que Z4 contient des termes intégrables formés par les monémes de la forme
&&mimk = 1;1;, qui dépendent seulement des actions définies par I, = &,7, avec n € Z. Notons

ces termes ZI et Z, =24 — 7 I . Un simple calcul nous donne :

3
Zi=— >
47TzeA, keZ

4 — 351,k

Ii1;. 4.3.15
o, (1315

On s’intéresse a présent a Z, . Ona Z; = 3 Z," avec r = # ({3, j, k,1} N A). Par définition
0<r<4

de Jo,ona Z;' =271 =0.

Lemme 4.3.18. Supposons que A est admissible. Alors, pour tout m € U,

Z/t=o.
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Preuwve. Posons F = {(i,7,k,l) € JaNRaN.A}. On a alors, pour (4,7, k,l) € F et m €U,

* i+ j =k + 1 d’apres la définition de 7,
* {lt],17]} = {|&l, |l|} d’apres le Lemme 4.3.10,
* {i,7} # {|k|, ||} d’apres la définition de A,

1l s’ensuit que F = et que Z; % = 0. O

Lemme 4.3.19. Supposons que A est admissible. Alors pour tout m € U
Z;3=0.

Preuve. Supposons qu’il existe (i, 7, k,1) € Jo N Ra tel que #{1, j, k,l} N A = 3. Sans perte de
généralité supposons que i,j,k € A et | € L. Grace au Lemme 4.3.10, on a |i| = |k| ou |j| = |k|.
De plus, et puisque A est un ensemble admissible, on ai = k ou j = k. Supposons par exemple
que i = k. Puisque i+ j =k+1Il,onaj=1[0et] € A ce qui qui contredit le fait que A est
admissible. Donc Z;? = 0. O

Lemme 4.3.20. Supposons que A est admissible. Alors, pour tout m € U,
Z;2=0.

Preuve. Posons X = {(i,7,k,l) € JoNRa | #{i,j,k, 1} N A=2}.

* Supposons que i,j € A et que k,l € L. Alors, par le Lemme 4.3.10, on a i = —k et j = —I
oui = —l et j = —k. Sans perte de généralité supposons que i = —k et j = —[. Or
(i,j,k,) € J,donci+j=k+1=—k—1et donc i = —j. Ceci est absurde puisque A est
un ensemble admissible. Le cas ou k,l € A et i,j € L se traite exactement de la méme

maniére.

* Supposons maintenant que i, € A et que j, k € L. D’apres le Lemme 4.3.10, on aura alors
soit |i| = |k| et |j| = |I| oui =l et |j| = |k|. Etudions d’abord le cas ot i = [ et |j| = |k|. La
condition i + j = k + [ nous donne j = k. Le mondme &;§;n;7; serait donc dans Z, , ce qui
est absurde. Regardons maintenant le cas ou |i| = |k| et |j| = |I|. Puisque A est admissible,
onai=—ketl=—j. Puisquei+j=k+1[, onaalorsi=1etj=Ek, ce qui nous rameéne
au cas précédent. Le cas ou k,l € A et i,j € L se traite exactement de la méme manieére.

De méme on traite le cas ou i,k € A et 5,1 € L.

Ainsi on déduit que X = () et donc Z;% = 0 O

4.3.5 Passage aux variables action-angle

Comme dans (4.3.3), on passe des variables (£,7) au variables (1,0, (%), avec I = (I,,a € A),
0 = 0y, € A) et (£ = ((, € L£). On rappelle que pour a € A, I et 0 sont donnés par :

ga = \/Eewaa Na = \/Eeiwa'
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Dans ces nouvelles variables, la forme symplectique —id€ A dn devient :

=Y dla ANdby — iy dEs A dns. (4.3.16)
acA sel

De plus I est d’ordre 2, 8 est d’ordre zéro, et £ et n sont d’ordre 1.
En vertu de (4.3.15) et des lemmes 4.3.18-4.3.20, 'hamiltonien 4.3.9 devient :

3 4 — 30, 3 1
Hort= ZwaIa + — Z —— 01, + Z)\sfsns + - Z ~—1i&sms
acA dm ca Nda seL Tiehsec NN

+ Qi+ Rso7+ Rg
La premiére ligne contient les termes intégrables. La deuxiéme ligne contient :
e (4, qui est d’ordre 4 et au moins d’ordre 3 dans la direction de L ;
e Rg, qui provient de la forme normale de Birkhoff et qui est d’ordre 6;
e RsoT, qui provient du terme d’ordre 5 de la non-linéarité (4.1.2).

L’hamiltonien H o7 dépend des variables (I ,0,¢ E). Pour la suite, on va omettre le multi-indice

L : ¢~ sera donc noté par (.

4.3.6 Re-scaling des variables

Notre but est d’étudier ’hamiltonien H;. Pour cela, on va ré-échelonner les variables (7,6, &, 1)

moyennant le changement de variable :

Xot (70,€,7) = (1,0,6,m), (4.3.17)
avec :
I=vp+vi, =0,
¢ =12¢, n= V1/277
on a :

g U g u
Xploa (2,2> —>‘Ip <I/,2,2,Oé> .

Dans ces nouvelles variables, la forme symplectique (4.3.16) devient :

—v Y dig Ndfy —iv Yy dés A dils. (4.3.18)
acA seLl

Posons :

\TJ:\IJp:ToXp.
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Le changement de variables x, est linéaire en p. On peut donc étendre ® de maniére holomorphe
sur :

Dc:{pGCA]

pj—;‘ <e, ISjSCard(A)}.

Pour alléger les notations on va omettre le tilde. Dans ces variables ré-échelonnées I’hamiltonien

H devient a une constante prés :

o 3 4 — 304
HO\I/:VZwara+V2— Z 7&917@1
acA 2 aleA )\a)\l

3
2
+ VZ)\sésns +v ; Z

sEL leA
seL
3 4— 36, 3 1
+ V27 Z 7a7rlra + 7/2* Z Tlgsns
4 oIeA Aa N T lez\ Al s
s€

1
Al s

P1€sMs

+(Q4a+ Rs 07+ Rg) 0 X,

En divisant par v, on peut réécrire 'hamiltonien suivant sous la forme :
v 'HoW = hy+ f, (4.3.19)

ot hg = ho(r, &, m; p,v) contient tous les termes linéaires en r, quadratiques en &, 7 et indépendants
de la variable angle 0. La nouvelle perturbation f contient tous les termes restants et dépend

notamment de la variable angle. Elle est donnée par :

3 4 — 36, 3 1 _
f=v— Z 7’1777”,1 +v— Z —— & + vt (Qs+ Rs 07+ Rg) o X, (4.3.20)
DYDY T A

seL

On peut écrire le nouvel hamiltonien h sous la forme suivante

ho=Q 1+ > Aabana, (4.3.21)
a€eLl

avec Q = (Q)rea, et

31 4—36
Q= U(pv) =wp + V@ =wp + v — Tk, (4.3.22)
271 A\ =) A
g 31 pL
Ay =Ao(p,v) = Ag +VAg = Ng +v—— =, (4.3.23)
T A = Al
pour tout p € D.. On remarque que pour les fréquences internes, on a :
3 4—301
= M M, =—— "¢ 4.3.24

leA
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M est une matrice inversible puisque :

det M — <2?;>” (H W) (4n—3) (=3, n = Card(A).

leA

Rappelons que p € [1, 2]“4 et que A C {a € Z¢ | |a| < N}. On a alors, pour tout p € D,

3
1Qp) —wip)| =v|Mp| < Cv, et |Aa(p) — Nalp)| < va|™t|=

Ceci prouve les inégalités (4.3.6) et termine la preuve des points (i) et (ii) du Théoreme 4.3.7.

En rappelant que ¢ = ((4)qer, la partie quadratique de notre Hamiltonien est donnée par la

A(p,y):diag(( ?\ (o) g\a(PaV) ), aeﬁ) .

On peut donc écrire I’hamiltonien A sous la forme :

matrice infinie :

h=00pv) 7+ APV C)

Le spectre de A est
U(A) = {iAa(pa V)7 a € ‘C}

L’opérateur Hamiltonien est

iJA(p, p) = diag( ( ~ihalp, V()) iAo 1/()) ) , a€ E).

Le spectre de 'opérateur hamiltonien est donné par
Y(tJA) = {£ilhy(p,v), a € L}.

Etudions & présent la perturbation (4.3.20). En vertu de la Proposition 4.3.15, la perturbation
f est réelle holomorphe et appartient a 7%/2(D, 2, %). En utilisant les estimations (4.3.10)-

ORI
(4.3.12), on a pour x = (1,6,() € O“ (%7 %) :

|f| < Cvpt,
IVeflla < Cvp?,
IVeflije < Cop®,
IVEfliyje < Cop?,

avec C' une constante qui dépend de I’ensemble admissible 4, de la masse m et de la non-linéarité
g. On obtient ainsi :

[£15'1%, < Copt.
2720
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Regardons & présent f7. Rappelons d’abord que :

1= £(8,0,0,p) + V. [(8,0,0, p)r + (V¢ £ (8,0,0,p),C) + %W%wa,o, 0,p)¢;€)-

On cherche les termes de (4.3.20) qui peuvent contribuer & f7. Clairement les deux premiers
termes ne contribuent pas & f7. Le troisitme terme @4 est construit sur J5 et donc ne contribue
pas dans fT. Regardons & présent Rs o 7. D’aprés 4.3.15, Rs o 7 est d’ordre 5. De plus Rs o7
dépend de la variable action I, d’ordre 2, de I'angle 6 et de £ et 1, qui sont tous d’ordre 1 chacun

. Donc Rj o 7 peut contenir des termes du type :
- I%/? qui contribueront & f(6,0,0, p) et V,.£(8,0,0,p);
- I%¢ ou I*n qui contribueront & V¢ f(6,0,0, p) ou V,, f(6,0,0,p);
- I32¢n, I3/2¢¢, T3/2nn qui contribueront & Vgnf(ﬂ, 0,0, p),ngf(H, 0,0, p) ou ngf(H, 0,0,p).

Et donc R5 07 o x, contribue a fT. De méme pour Rg o Xp- On déduit que :

[[fT]]a 1/2 <C’1/3/2 5

2’2’

Pour terminer la preuve du point (iii) du Théoréme 4.3.7, il faut étudier la dérivée en p de
la perturbation f, ainsi que son jet. Rappelons que, d’apres (4.3.20), la dépendance de la
perturbation f en p provient du changement de variable x, via la relation I = vp + v#. On
peut donc étendre f de maniére holomorphe sur D, avec les mémes estimations. En appliquant

I’estimation de Cauchy sur ce ce domaine on obtient :
2 -1 1/2 TRel/2 - i eTpenl/2
0,113 % < TS e 1068715 L < T U715 L
Donc 0, f et 9,7 vérifient les mémes estimations que f et f7.

4.3.7 Passage aux variables réelles

Dans la forme normale (4.3.5), la partie quadratique est exprimée en variables complexes.
Cependant le théoreme KAM est énoncé en variables réelles. Afin d’y remédier on consideére le

changement de variable symplectique suivant :

T(’I”, 0, C) = (T‘, 0, 5)7

avec ( = (p,q) = (53 = (ps,qs), S € E). Les variables p et ¢ sont définies par :

(ps - iQS)'

Sl

1 .
§s = ﬁ(ps + ZQS)a Nls =

Sous les hypotheses du Théoreme 4.3.7, posons ¥, = 7 p o T. Ce changement de variable est réel

holomorphe et vérifie :

o
v, 0 <2 2)—)5(1/,0,#,0().
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Le changement de variable¥, transforme la forme symplectique —id§ A dn en —dr A df — dp A dg.

Dans les nouvelles variables la forme normale (4.3.5) devient :

h(r,0,(;p) = HoV¥,

_ 2N Aalp) (02 + ¢2) + £(1,0,Cp)

QEZ‘Z (4.3.25)
= T+ Z 55 +f(r7075ap)7

aeﬁ

avec

A(p,y):diag(( g\a(p,V) i (o.) ), aeﬁ) :

Dans ces nouvelles variables, la perturbation f vérifie les mémes estimations que celle énoncées

au troisieme point du Théoreme 4.3.7.

4.4 Théoréeme KAM pour I’équation des ondes

4.4.1 Hypotheses et énoncé du théoreme KAM

Dans cette section on rappelle le théoréeme KAM 4.4.1 et on adapte les notations pour I’équation
des ondes non-linéaire cubique sur le cercle.
Considérons un Hamiltonien réel h, sous forme normale qui dépend d’un parametre p, donné

par :

W pa0) = o) -+ 5 30 Aalp) (7 +2) (4.4.1)
aeﬁ

avec :

p € D un compact de RP;

Q: D — R” le vecteur fréquence interne de classe C!;

L un ensemble quelconque de Z ;

pour tout a € £, A, est une fréquence externe de classe C! sur D.

Les fréquences internes €2 et les fréquences externes A vérifient certaines hypotheéses qui seront
énoncées dans le paragraphe suivant. Pour la suite, on fixe deux parametres 0 < §p < § <1, A~
un ensemble fini de £, et L>® =L\ A™.

Hypothése A1l : Condition de séparation. On suppose que, pour tout p € D, on a :

* pour tout a € L,
Au(p) > cola). (4.4.2)

* pour tout a, b € L avec |a| # |b|, on a

[Aa(p) = Ab(p)| = c1llal — [b]]- (4.4.3)
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Hypothése A2 : Condition de non résonance. Supposons que pour toute fonction Q' €
CH(D,R") qui vérifie
Q2 — Qe1(py < do,

pour tout k € Z" il existe un vecteur unitaire z;, € RP et pour tout a, b € L tel que |a| > |b] on

a :

*
k-Q(p)| =06, WpeD
ou bien
(0p(k - (p)),2x) >0 VpeD,

avec k # 0.

*
k- (p) £ Aalp)| = 0(a), Yp€eD
ou bien
(@ (k - (p) £ Aa(p))s 1) = 6 Vp e D.
*
k- (p) + Aa(p) + Ap(p)| = 0((a) + (b)), VpeD
ou bien
(0p(k - Y(p) + Aalp) + Ap(p)), 2) =0 Yp e D.
*
k- Q' (p) + Aalp) — Ap(p)| = 6(1 + ||a] — |b]]), VpeD
ou bien

<6P(k ’ Q/(p) + Aa(p) - Ab(p))’zk> >0 Vp €D.

Hypothése A3 : deuxiéme condition de Melnikov. On suppose que les fréquences
internes et externes vérifient la deuxieme condition de Melnikov. C’est-a-dire pour toute fonction
Q' € CY{(D,R") qui vérifie

Q2 — Qe1py < do,

on a :

pour tout 0 < k < d et N > 1 il existe un fermé D’ C D qui vérifie
mes(D\ D) < C(67 k)" N, (4.4.4)
pour 7, ¢ > 0, pour tout p € D', pour tout 0 < |k| < N et pour tout a,b € L avec |a| # |b| on a :

2 (p) - k + Dalp) = Mo(p)| = k(1 + [la] — [b]]). (4.4.5)
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A présent, on est en mesure d’énoncer notre théoreme KAM :

Théoréme 4.4.1. Soit h un Hamiltonien défini comme dans (4.4.1) qui vérifie les hypothéses
Al, A2 et A3 avec § et dy fixés pour tout p € D. Fizons a, 5 > 0 et 0 < o, < 1. Il existe
alors un g9 > 0 qui dépend de n,a, 3,0, i1, |wolcr(py et |Aolgcrpy tel que pour j = 0,1 on a
8£f c T*3(D,o,u) et

1
[[fT]]cO;Eg = ¢ < &0, ﬂfﬂ?f% =O0(e") avec T € [5, 1],

alors il existe un Borélien D' C D avec mes(D\ D') < ¢(0,0)e? tel que pour tout p € D' :

e il existe un changement de variable symplectique analytique :

C!O- 6%
@z@w@(?gfﬁO(mm

e il existe un vecteur fréquence interne &(p) € R™, une matrice A € Mg et une perturbation

feTeB(D 0/2,1/2) tels que :
(hy+ )o@ =(p) -1+ (G, A(P)) + F(0.7.G: ),

avec O f = agf = angN =0 pourr=_=0. Deplus A: L XL — Maxa(R) est une matrice
de Mg infinie réelle symétrique diagonale par blocs, c’est-a-dire A{Z]] =0 si [a] # [b]. Le
changement de variable ® = (g, ®,., ®¢) est proche de Uidentité, et pour tout x € O*(§, §)

et tout pe D', on a :
|® — Id||q < Ce?®. (4.4.6)

De plus pour tout p € D' on a :

[A(p) = Aop))lg < Ce, [@(p) —w(p)ler(p) < Ce, (4.4.7)

avec C' une constante qui dépend de n, 3,0, p, |w|ci(p et de [Algcr(p)-

4.4.2 Vérifications des hypothéses du théoréeme KAM
Non résonance

Dans ce paragraphe, on vérifie que la forme normale réelle (4.3.25) satisfait les hypotheses du
Théoréme 4.4.1. On commence par vérifier les hypotheses de séparation Al, puis les hypotheses
de non résonances A2 et enfin la deuxiéme condition de Melnikov A3. On commence par vérifier

les hypotheses de séparation Al.
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Lemme 4.4.2. Pour tout p € D, pour tousa ,be L, on a :

() Aalp) 2 (o)
(i) Na(p) = Mo(p)| = llal oIl avec]al # o]

Preuve. Rappelons que, pour a € L, les fréquences externes sont données par :

7 C
Ag(p) = Ag+ oS PN 40
(p) YN 2N W

L’estimation (i) est alors immédiate. Pour (i7), on remarque que, pour v petit, on a :

1 1

Aa M

Cv

Cv = —/\a)\b

1
Do =2l <5 e =Ml

ainsi on obtient

1 1
[Aa = Ayl = 5 |Aa = M| = Z][al = [b],
2 8
ce qui conclut la preuve du lemme. O

A présent on va vérifier en trois étapes les hypotheéses de non résonance A2. On commence tout

d’abord par rappeler des résultats obtenus dans les Propositions 4.2.8 et 4.2.10. Pour x = 2v/2,

on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.4.3. pour v > 0 petit, |k| <v™7 et (a,b) € L2 on a :

jw - k| > 202,

sauf quand k est Dy résonant.

w -k + Ao| > 202(a),

sauf quand (k,a) est D1 résonant.

ok Ao+ A| 2 202 ((a) + (),

sauf quand (k,a,b) est Do résonant.

jw -k + Mg — o] > 202(1 + [a] — [b]]),

avec |a| # |b| et (k,a,b) n’est pas D3 résonant.

Remarque 4.4.4. Dans le lemme précédent, on a appliqué les Propositions 4.2.8 et 4.2.10 avec

k=22 N=v""etmel[l,2]\C. On sait que la mesure de Lebesque de C vérifie :

mes (C) < Ck" N,
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1
ou T =0(=) et L = 0(n?). Avec ce choir de paramétres, pour que la mesure de Lebesque de C
n

1).

reste petite, on peut prendre v = O(—4
n

Maintenant, on va démontrer les hypothéses de non résonance A2 pour des k petits. Rappelons

que les fréquences internes sont données par :
Q=w+vMp,

ou M est la matrice donnée par (4.3.24). M est symétrique inversible, donc on peut poser
Ca=[|M7 o

Lemme 4.4.5. Pour v > 0 petit, k € Z" tel que |k| < v, (a,b) € L2, posons &y = %C;llu.
Alors pour toute fonction ' € CH(D,R") qui vérifie

Q2 — erpy < do,

et pour tout p € D, on a :

’Q/ . ]{7’ 2 1/1/27

sauf quand k est Dy résonant.

Q- k+ Ay| > v*3(a),

sauf quand (k,a) est D1 résonant.

1k + Ag + Ay > v23((a) + (b)),

sauf quand (k,a,b) est Doy résonant.

Q&+ Ay — Ay| > 031+ [|a] — b)),

avec |a| # |b| et (k,a,b) n’est pas D3 résonant.

Preuve. Soit k € Z" tel que |k| < v~7 pour v > 0 petit. Commengons par démontrer la premiére

inégalité. Tout d’abord, on a :
/ / 1 .4
| —w| < =Q|+ Q2 —w| < 50“4 v+cv <Cr.

On a donc, pour tout a € A
| — w| < Cv{a).
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Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout (a,b) € L :
1 k—w- k| <OV <2 (4.4.8)
Donc

1k —w- k| < V().
Q' k—w- k| < v2((a) + (b)),
Q- k—w- k| < V(L4 o] = [Bl]), o] # []-

Pour terminer I'estimation du premier petit diviseur, on utilise le fait que :
1 k| > |w-k|— |k —w- k| > 222 =12
Regardons maintenant le deuxieme petit diviseur. Remarquons que, pour a € £, on a :
Ao — Ag| < évia).
Donc,

1 k4 Ay > 1k + Xa| — [ Mo — Ad
> |w- k4 Aa| = [k —w -k = [0 — Al

> 212(a) — v?(a) — ev(a) > v*/3(a).
Etudions & présent le troisieme petit diviseur. Pour (a,b) € £2, on a :

|Ql-k+Aa+Ab| > ‘Q/‘k+)\a+)\b’— ’/\a_Ab|_|)\b_Aa‘
> w4 et | — [k —w k| — [Aa = Aa| — [Ny — Ayl
> (202 — V12 = 2e0)((a) + (b)) > v*/*((a) + (b))

Il reste & démontrer 'estimation du dernier petit diviseur. Grace a (4.3.23), on remarque, que

pour tout (a,b) € L2 tel que |a| # |b], on a :

Mg — Ay — (o — Np)| < v

ANt
la + b||ab]
(A + o)Ay

< av(1+ [la] = [bl])-

I
Q

4
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Ceci nous donne que :

Ik A — Ay > 12 k4 Ao — M| — [Aa — Ap — (= A
Z‘w'k+)\a_)\b’_|9/'k_w‘k‘_’Aa_Ab_<)\a_)\b)‘
> (27 =2 — @)1+ la] = [bl]) > v*2(1+ [[al — [B]]).

Ce qui conclut la preuve. O

Ainsi on a vérifié les hypothéses de non résonance pour |k| <v=7 | § = %C’;lv et § = v2/3.

Pour k grand, c’est-a-dire |k| > v~7, on montre les conditions de séparation A2 sur les dérivées

en p des petits diviseurs. Plus précisément on a :

Lemme 4.4.6. Pour v > 0 petit, k € Z" tel que |k| > v, (a,b) € L2, posons &y = %0;‘11/.
Alors pour toute fonction ' € CH(D,R") qui vérifie
Q2 — Q1 (py < do,

il existe un vecteur unitaire zi tel que pour tout p € D on a :

(@) [(Dp(k - (p)),2)| = CV! ™7 > w

(i) [(0p(k - (p) £ Aa(p)), 2k)| > v pour tout a € L,

(i73) [{0,(k - (p) + Aalp) + Ap(p)), )| > v pour tout (a,b) € L2,

() [(Dp(k - Q' (p) + Nalp) = Ao(p)), 26)| = v pour tout (a,b) € L.
a constante C dépend de I’ensemble admissible A.
Preuve. Commengons par prouver (7). Remarquons tout d’abord que :

(O (), 2) = (Dp(k-Qp)), 28) + (Dp (kLY () — k), ).
Or
1 _
(B (k- (0)) ~ k0(p)), 20)] < 5IHCT v

Rappelons que la matrice M est symétrique et que |k| > v~7. En choisissant z; = ‘M Z|, on
obtient :

Mﬂjzp\ — B, (k- (p) — k2Ap)), 1)

1

= v |ME| — 5|ze|q;1y
1

> <CA1 — 20A1> |k|

1
> 50211/1*7 > .

(0o (k- X (p)), 2)| > v [(ME
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Intéressons nous maintenant a (iz). Pour a, [ € £, on a :

3 1
T

T A\

< cv.

|00 a(p)| =

Donc, pour le méme vecteur z; unitaire que précédemment, on obtient :

v

[(Op (k- ¥ (p) £ Nalp)), 26)| = [(Op(k - X (0)), k)| = 105 (Aalp))] 2]

1

>
-2

C’;ll/l_“Y —dv >
En appliquant le méme principe pour (iii) et (iv), on obtient :

[(Op(k - X (p) + Nalp) £ Mo(p)s k)| 2 [(Dp(k - 2 (p)), 2] = |0p(Ralp))] |24]
— 19p(As(p))] |24

1
> 50;\11/1*7 —2dv > .
O

Pour terminer la vérification des conditions de non résonance, il reste a regarder lez cas ou

(k,a) est Dy résonant et (k,a,b) est Dy ou Dj résonant.

Lemme 4.4.7. Soient k € Z" et (a,b) € L? et & > 0 petit. Posons 6y = iC’AI/H‘g, avec Cy
constante qui dépend de I’ensemble admissible A. Alors pour toute fonction Q' € C'([1,2]", R")
qui vérifie

|Q — Q,’Cq(fp) < do,
il existe un fermé D C [1,2]" qui vérifie

mes([1,2]" \ D) < C°™™,

tel que pour tout p € D on a :

Q- k + A = Cav't a),

st (k,a) est Dy résonant;

Q- k4 Ay + Ay| > Cavt 4 ((a) + (b)),

si (k,a,b) est Dy résonant ;

Q' k+ Mg — Ay = Car ™ (1 + [la] — o],

avec |a| # |b| et (k,a,b) est D3 résonant.
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Preuve. Pour a € A, rappelons que, d’apres (4.3.22) et (4.3.23),

. ~ 3 1 2— 304 ~
Wg — A\gg = V—— Z Tl’pl =v(Mp),,

~ 3 2-36
avec M ,i = %Tllk Supposons que (k,a) est Dy résonant. On obtient donc

Qk+ A= (Q, — Q) — (@0 — o)
Pour ¢ > 0 petit on pose
Jea={p € [L,2]"| [(Mp)a] < Cav’}.
La mesure de Lebesgue de Jg , vérifie :
mes(Jg o) < Cav”.
Posons Dy = [1,2]" \ (Ugea Je.q)- Ainsi mes([1,2]" \ D) < Ca4v¥, et pour tout p € Dy on a :

Q- k4 Ay > Ot — 6

> Cav'* (a).

Etudions & présent le cas ot (k, a,b) est Dy résonant. Remarquons que :

(@a — Aa) + (@ — S\b) = V((Mp)a + (Mp)b)

Posons

Je.ap ={p € [1,2]" [(Mp)a + (Mp)| < Cav*}.
La mesure de Lebesgue de Jg 4 vérifie :

mes(Jg qp) < Catm.

Posons Dy = [1,2]" \ (U pyeaz Jo,ap). Ainsi mes([1,2]" \ D) < C4v*™, et pour tout p € Dy

on a :

| k4 Ao+ A = (= Q) - k= v((@a — Aa) + (@ — M)
> v|(@a — Aa) + (@ — Xp)| — 2/ — Qf
> Cav({a) + (b))

Il reste a regarder le dernier petit diviseur dans le cas ou (k, a,b) est D3 résonant. Remarquons
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que :

(@a — Aa) — (@ — 5\b) = V((Mp)a - (Mp)b)'

Posons

Feap=1{p€[1,2]"|(Mp)o — (Mp)s| < Car’}.

La mesure de Lebesgue de Jg 4 vérifie :
mes(Fg qp) < C ot

Posons D3 = [1,2]" \ (U, peaz Firap)- Ainsi mes([1,2]"\ D3) < C4v¥ ™, et pour tout p € D3

on a :
1k Ay — Ay = k- (Q = Q) = v(@a — Aa) — (@5 — Np))|
> v|(@q — S‘a) — (@ — 5\b)‘ - 2|Q, —
> Cav(1+ ||al = [b]]).
On termine la preuve en posant D = D; N Dy N Ds. O

Vérifions maintenant la seconde condition de Melnikov. Rappelons que n = Card(.A).

Lemme 4.4.8. Pourd =v , 0y <6, 7= % etL=mn-+ % + %, la deuxieme condition de Melnikov

est vérifiée.

Preuve. Soient v > 0 petit et N > 0. Si N < v77, alors, d’apres le Lemme 4.4.5, la deuxiéme
condition de Melnikov est vérifiée pour tout p € D. Si N > v~7, alors d’apres le Lemme 4.4.5
pour |k| < v~7 la deuxiéme condition de Melnikov est vérifiée pour tout p € D. Supposons a

présent que |k| > v~7, alors d’apres le Lemme 4.4.6 il existe un vecteur unitaire zj, tel que :
[{0p(k - () + Aa(p) = Mo(p), 2} | = v
Pour 0 < k < v, posons
J(k,a,b) ={p € D|[Q(p) -k + Aalp) — My(p)| < K}

On a
mes J(k,a,b) < Crv~L,

avec C' une constante qui dépend de la taille de D. Pour un entier relatif p et k € Z™, on pose

W(k,p)={peD||Q k+p| <5:3},
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on a alors d’apres (i) du Lemme 4.4.6
mes W (k,p) < Cx'/3v1,
avec C' une constante qui dépend de la taille de D. Posons
W={peD||Q k+p| <5:/3}.

Remarquons que le fait que [ - k + p| < 5x'/3 avec |k| < N, nous donne que |p| < C|k| < CN.
Donc

mes (W) < Z Z W (k,p) < CN"1l/3,71,

keZ™ peZ
[KI<N |p|<CN

Pour a € L, rappelons que Ay (p) = A\, +vC(p)A; L. Pour v petit et pour tout p € D, on a :

C(p)
Aa

m Clp)|_ 2
< —.
PP R W e Y

[Aa(p) — lall =

/\a(p) - ‘a‘ +v

Sila| > b > k~1/3, on a :

e

8al) = Mo(p) = (la] = b)) < 57 < 4"/

Pour tout p € D\ W et si |a| > |b] > k™% on obtient :

k- Q' (p) + Aa(p) = Mo(p)| = [k - X (p) + (Jal = [B])] = [Aa(p) — Ab(p) — (la] — [B])]

> 5!/ — 4kl/3 = k13,
Il reste & regarder les cas ot |a] < k™1/3 ou [b] < k=3, et oul il existe k € Z" tel que :
k- (p) + Malp) — Mo(p)] < 1,
avec v~ 7 < |k| < N. On obtient ainsi ||a| — |b|| < CN. Posons :

Q = {(a,b) € Z* | min(Ja|, p]) < 5~ et [|a| - [p]] < CN}.

Card (Q) < CNk™%/3.

Posons

D'=D\(W |J (J(k ab))).
(@b)eo

Pour tout p € D' on a :
k- Q' (p) + Aalp) — Mo(p)| > 5.
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De plus,

mes (D\D') <mes(W)+ > >  mesJ(k,a,b)

kEZ™ (a,b)€Q
[kI<N

< ON" 1 RBy=1 4 ON"NK=23 k!

< CN™ (g~ H3,
Or N > v77. Ce qui donne
mes (D \ D') < CNHIH2/37,=2/3 (10~ 1)1/3,
A présent il reste & montrer que pour tout p € D' on a :
2 (p) - &k + Na(p) — Mo(p)| = £(1+ |al — [b]]).

Etablissons cette estimation suivant 1'ordre de grandeur de la différence de ||a| — |b||. Supposons
en premier lieu que ||a] — |b]| > 16| - k|. On obtient, en utilisant la deuxiéme condition de

séparation du Lemme 4.4.2, que :

2 (p) -k + Aalp) — Mp(p)] = [Aa — Ay| — - K|

v

V

1 1
—la| = b|| = —=(1 — b
Tgllal = [bll = 5 (1 + [la| — [8]])

> w(L+ [lal —[ol]),

pourogmgéettoutpel?.
Supposons, dans un deuxiéme temps, que ||a| — ||| < 16|’ - k| < 16C4N. Alors, pour tout
peD,0< |kl <N etabe L avec |a| # |b|, on a :

|k + Mg — Ay )]

K
> (
1+ 16C4N
> R(1+ |a| - [0]),

avec

mes (D \ D') < O NT+3/2+2/37 (Fw,7/5)1/2.

Ce qui termine la vérification des hypotheses faites sur les fréquences.

Application du Théoréme 4.4.1

En vertu des lemmes 4.4.2-4.4.8, les conditions de séparation, de non résonance et la deuxieéme

3

condition de Melnikov sont vérifiées pour 6 = v+ et §p < C 4+ avec & > 0 petit. D’apres le
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Théoreme 4.3.7, on a pour 0 < pp < 1:
L7132 < 20032, (4.4.9)
2727

De plus, on a :
a,1/2,k Tro,1/2,k 2/3
[[f]]o',ﬂ,D =0 IIf ]]2 £ D .

2720

Or, pour appliquer le Théoreme 4.4.1, il faut que :

[Aep <o =v°

et

« K [e% K T 1
[[f]]a:l’p =0 <<[[fTﬂg’71;2{?b) ) , avec T € {2, 1] .

2

Ces deux dernieres conditions sont bien vérifiées. On peut donc appliquer le Théoréme 4.4.1.

4.5 Preuve du Théoréeme 4.1.3

A présent, on a tous les outils nécessaires pour démontrer le Théoréme 4.1.3. Pour m € U
et p € (D\D') avec D' est 'intersection des des ensembles des parametres définies dans les

Lemmes 4.4.8-4.4.7, on pose :
Hp:\llpo@p:ToXpoTo(I)p,

avec

7 le changement de variable de Birkhoff construit dans la Proposition 4.3.15.

Xp le re-scaling construit dans 4.3.17;

T le passage vers les variables réelles;

®, le changement de variable construit dans le théoreme KAM 4.4.1.

On a donc que II, est un changement de variable symplectique réel holomorphe

a0 M
In,: 0 (4,4> — T,(v, 0,1, ),

qui transforme I’hamiltonien perturbé (4.1.5) en :

HoTl,=u/(p) -+ (G A(p)O) + F(0.7,G: ).

ou A: L x L — Mayo(R) est une matrice infinie dans Mg réelle symétrique diagonale par blocs

c’est-a-dire AE)J] = 0si [a] # [0]. De plus 0,f = ¢ f = 8&]5 =0 pour r = ¢ = 0. D’apres (4.3.24)



196 CHAPITRE 4. L’EQUATION DES ONDES NON LINEAIRE

et (4.4.7), les fréquences internes sont données par :
W' =w+vMp+ OW?).
Pour ce qui suit on pose I = vp et D = [v,2v]". Ainsi, pour m € U, il existe un Borélien

D' C [v,2v]™ tel que :
mes ([, 2v]" \ D) < 2017,

1/2
avec 7 strictement positif et dépendant de n. Pour X = (0, , (), on note [X], = ( S |rqe?ifa ]) +
acA

[I¢]|a- Soit X € T™ x {I} x {0}. Alors x, 0 Y(X) € T,(v, [X]a, @), et on a :
dista(x, 0 T(X), X) < 20Y2[X], < 405/2.
Gréce a (4.3.8), on obtient
dista (7 0 X, 0 T(X), X) < v*2 4 dista(x, 0 T(X), X) < 50%/2.
Il s’ensuit, grace a (4.4.6) et (4.4.9), que
dist (IT,(X), X) < Cv4/°,

avec C' une constante absolue. Pour m € ([1,2] \U) et I € D', posons (A,1,() = I(X); et

- — o—i0a 00
u (9,[, x) _ Z \/Ze Spa(%:/le/éL go,a(l‘)'

acA

soit :

Alors la fonction

t u(@+ ' I, z)

est solution quasi-périodique de ’équation des ondes (4.1.1).

Posons (1.9 = (&1,0,M1,0) avec

(r0), = VI, (n10), = VIe ™, siac€ A,
(1), = (M19), =0, sisecL.

On a alors :

Sup | w(Bo,1,.) — urm(Bo,.) o< (X)) = (rolla < CVY5.
e
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Résumé
Dans cette thése on considére I'équation des
ondes non-linéaire sur le cercle donnée par :

Ut — Uz + = g(z,u), tER ze€T, (%)

avec m € [1,2] une masse et

g(x,u) = 4u® + O(u*). Cette équation va étre
traitée comme une perturbation d’'un hamiltonien
intégrable donné par :

Ut =V, Vg = —Ugge + MU.

Proche de l'origine, on prouve I'existence de
solutions quasi-périodiques de faible amplitude,
proches de la solution de I'équation linéaire
(*)g=0. Pour la preuve, on démontre d’abord un
théoréme KAM en dimension infinie puis on
utilise une forme normale de Birkhoff.
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Abstract
In this PhD thesis we prove a KAM result for the
nonlinear wave equation on the circle

Ut — Uz + mu = g(z,u), tER z€T, (%)
where m € [1,2] is a mass and
g(x,u) = 4u® + O(u*). This equation will be
treated as a perturbation of an integrable
hamiltonian system given by :

U =V, Vp = —Ugy + MU.
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amplitude invariant finite dimensional tori of the
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